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Abstract

Gradient-based multidisciplinary optimization is a technique widely used in the aeronau-

tical industry and more particularly in the context of flexible wing design. There are

basically two approaches for computing the gradient, namely the tangent approach and

the adjoint approach. For a shape optimization of a flexible structure, there are generally

few functions of interest and many design parameters. It is therefore appropriate to use the

adjoint method. We are interested in improving numerical techniques for solving the fluid-

structure coupled adjoint problem. In this work, we consider the partitioned approach on

the one hand and the monolithic approach on the other hand. The first approach has the

advantage of alternatively solving the fluid and structure problem by reusing existing disci-

plinary solvers. However, it suffers from numerical limitations when it comes to solving stiff

coupled problems and can diverge in the case of strong aeroelastic coupling. The mono-

lithic approach consists in solving the coupled adjoint system in a global way and makes it

possible to immediately eliminate the limitations of the partitioned approach. However, it

requires the implementation of robust preconditioning strategies typically based on an ap-

proximate Schur complement and also an appropriate scaling of the coupled system. This

dissertation consists of three parts. First of all, we improved the solution of the pure fluid

adjoint problem by proposing robust preconditioning strategies coupled with nested Krylov

solvers. In a second step, the convergence of the partitioned approach was improved by

introducing recycling techniques of approximate invariant subspace between fluid-structure

cycles. Finally, a coupled monolithic adjoint solver was developed and compared to the

partitioned approach. We demonstrate the efficiency of these solvers on a realistic case of

aeroelastic adjoint calculation for the ONERA M6 wing in RANS fluid flow by considering

a fully linearized turbulence model. The numerical results have indeed shown on the one

hand the interest of recycling within the framework of a partitioned resolution and on the

other hand the interest of the monolithic solution of stiff numerical problems.
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Résumé

L’optimisation multidisciplinaire à base de gradient est une technique largement utilisée

dans l’industrie aéronautique et plus particulièrement dans le cadre du dimensionnement

de voilures flexibles. Il existe essentiellement deux approches pour le calcul du gradient, à

savoir l’approche tangente et l’approche adjointe. Pour une optimisation de forme d’une

structure flexible, il y a en général peu de fonctions d’intérêt et de nombreux paramètres

de conception. Il est donc adapté d’utiliser la méthode adjointe. Nous nous intéressons à

l’amélioration des techniques numériques de résolution du problème adjoint couplé fluide-

structure. Dans ce travail, nous considérons l’approche partitionnée d’une part et l’ap-

proche monolithique d’autre part. La première approche a l’avantage de résoudre alterna-

tivement le problème fluide et structure en réutilisant des solveurs disciplinaires existants.

Elle souffre cependant de limitations numériques dès qu’il s’agit de résoudre des problèmes

couplés raides et peut diverger dans le cas de fort couplage aéroélastique. L’approche

monolithique consiste à résoudre le système adjoint couplé de manière globale et permet

d’éliminer les limitations de l’approche partitionnée. En contrepartie elle requiert la mise

en place de stratégies de préconditionnement robustes typiquement basées sur un complé-

ment de Schur approché et également une mise à l’échelle appropriée du système couplé.

Ce mémoire de thèse se compose de trois parties. Tout d’abord nous avons amélioré la

résolution du problème adjoint purement fluide en proposant des stratégies de précondi-

tionnement robustes couplées à des solveurs de Krylov emboîtés. Dans un deuxième temps,

la convergence de l’approche partitionnée a été améliorée en introduisant des techniques

de recyclage d’espaces invariants approchés entre cycles fluide-structures. Enfin, un solveur

monolithique adjoint couplé a été développé et comparé à l’approche partitionnée. Nous

démontrons l’efficacité de ces solveurs sur un cas réaliste de calcul adjoint aéroélastique

pour l’aile M6 ONERA en écoulement fluide RANS en considérant un modèle de turbu-

lence entièrement linéarisé. Les résultats numériques ont effectivement montré d’une part

l’intérêt du recyclage dans le cadre d’une résolution partitionnée et d’autre part l’intérêt

de la résolution monolithique des problèmes numériques raides.
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Chapitre 1

Introduction

L’un des enjeux majeurs dans la phase de conception d’un avion de transport civil est

de répondre à des exigences environnementales de plus en plus drastiques, au titre des-

quelles figure la réduction du taux de CO2 émis dans l’atmosphère. La stratégie consiste à

réduire la quantité de carburant par passager par trajet. Diverses approches de conception

ont été mises en oeuvre afin de répondre à ces exigences. L’une d’elles consiste à déve-

lopper des outils numériques permettant d’optimiser conjointement la forme et la rigidité

de l’avion, aboutissant par exemple à des configurations d’ailes présentant de très grands

allongements. De telles structures à la fois légères et résistantes nécessitent le recours à

des matériaux de nouvelle génération et, à ce titre, l’emploi des matériaux composites

s’est généralisé dans la conception aéronautique. Néanmoins, la flexibilité accrue des ailes

composites de grand allongement est à l’origine d’interactions fortes entre le fluide et la

structure. Les problèmes aéroélastiques que nous étudions dans ce travail de thèse tombent

dans cette catégorie. Plus particulièrement, le problème linéarisé autour d’une configuration

d’équilibre aéroélastique va générer des systèmes linéaires couplés qui seront généralement

très raides et donc difficiles à résoudre par des approches numériques itératives standards.

Il existe deux grands types d’optimisation : l’optimisation globale et l’optimisation

locale. Le premier consiste à rechercher la meilleure configuration dans tout le domaine

formé par les paramètres de conception. En général, on fait appel à des algorithmes d’op-

timisation génétique associés traditionnellement à des surfaces de réponse. Cette stratégie

peut s’avérer coûteuse dès que l’on considère des modèles numériques haute-fidélité. Le

deuxième consiste à déterminer un optimum local en calculant les gradients des fonctions

d’intérêt par rapport aux paramètres de conception. Ces gradients fournissent à l’optimi-

seur la direction de recherche vers cet optimum local. Dans un contexte d’optimisation

multidisciplinaire haute-fidélité, l’optimisation locale à base de gradient paraît la meilleure

approche puisqu’elle constitue un bon compromis entre coût de calcul et précision de l’op-

timum. La principale difficulté de cette approche est de calculer de manière efficace et

précise le gradient de la fonction d’intérêt en question.

Il existe deux méthodes pour le calcul du gradient : la première méthode, appelée
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1. INTRODUCTION

méthode directe ou tangente, consiste à linéariser les équations d’équilibre autour d’une

configuration stationnaire formant ainsi un système linéaire. La résolution de ce système

permet d’obtenir le gradient de la fonction objectif par rapport aux paramètres de concep-

tion. Le coût de calcul du gradient est indexé sur le nombre de paramètres du système

qui peut atteindre plusieurs centaines. Par conséquent, il est nécessaire de résoudre au-

tant de systèmes linéaires qu’il y a de paramètres. Pour une optimisation haute-fidélité

aéro-structure, on considère un nombre réduit de réponses du système et de nombreux

paramètres de conception. Dans ce cas, il est préférable de calculer le gradient par la mé-

thode adjointe. Elle permet de rendre le calcul du gradient indépendant du nombre de

paramètres. Dans ce cas, le nombre de résolutions de systèmes linéaires est indexé sur le

nombre de fonctions d’intérêt. Cette méthode a été introduite en 1988 par Jameson [1]

dans le cadre d’une optimisation de forme aérodynamique.

Dans sa formulation directe ou adjointe, le calcul du gradient nécessite la résolution d’un

système linéaire issu de la linéarisation des équations d’équilibre autour d’une configuration

stationnaire. Résoudre de tels systèmes linéaires représente en soi un défi notamment à

cause de leur très grande taille, leur structure creuse, non symétrique par blocs et de

leur mauvais conditionnement. Par conséquent, il est indispensable de mettre en place

des stratégies de résolution efficaces et robustes. Il existe principalement deux approches

pour la résolution de systèmes couplés. L’approche partitionnée consiste à résoudre de

manière approchée le problème fluide entre deux couplages avec le problème structure

[2]. Cette approche se base essentiellement sur l’algorithme de Gauss-Seidel linéaire par

blocs. Le problème structure est résolu le plus souvent par des méthodes directes. Le

principal avantage de cette méthode est qu’elle ne demande pas un effort d’implémentation

conséquent du fait de son caractère modulaire. Malgré cela, cette approche manque de

robustesse dans le cas d’ interactions fluide-structure fortes et peut même diverger. Il existe

néanmoins des techniques qui permettent d’améliorer la stabilité de cette approche telles

que les techniques de relaxation stationnaire ou adaptatives de type Aitken [3]. L’approche

monolithique consiste à résoudre le système couplé de manière globale. Contrairement à

l’approche partitionnée, elle permet de résoudre de manière robuste des systèmes présentant

de forts couplages à condition de développer des stratégies adaptées de mise à l’échelle et

de préconditionnement.

Pour ces deux approches, la résolution des systèmes linéaires adjoints se fait au moyen

de méthodes itératives de type Krylov. Ce choix est justifié par le fait que ces méthodes

sont robustes pour résoudre des systèmes linéaires qui n’ont pas de propriétés particu-

lières exploitables. Elles possèdent également des propriétés de convergence remarquable

par rapport aux méthodes itératives classiques de type point fixe. Néanmoins, les systèmes

linéaires qui sont traités en mécanique des fluides sont généralement très mal condition-

nés. Une phase de préconditionnement est donc indispensable pour que les méthodes de

Krylov soient robustes. De manière générale, la mise en place d’un préconditionneur dé-

pend fortement du problème physique. Il est donc primordial de prendre en compte les
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caractéristiques physiques dans la construction du préconditionneur.

En raison de la robustesse de l’approche monolithique, certains auteurs ont concentré

leurs efforts sur celle-ci afin d’améliorer la résolution des systèmes adjoints fortement cou-

plés. À titre d’exemple, Zhang et Zingg [4] ont réalisé une étude comparative des approches

partitionnée et monolithique pour diverses stratégies de préconditionnement. La résolution

s’effectue au moyen de la méthode GCROT (Truncated Generalized Conjugate Residual

with inner Orthogonalization) [5]. Cette dernière fait partie de la classe des méthodes de

Krylov emboîtées (voir [6] pour une revue exhaustive). Dans le même esprit, Kenway et al.

[7] comparent les deux approches en invoquant le solveur GMRES (Generalized Minimal

Residual Method) [8]. Sachant que l’approche monolithique n’est autre qu’une méthode

de Krylov appliquée directement au système linéaire global, il est crucial de mettre en

place une stratégie de préconditionnement robuste permettant de résoudre de manière effi-

cace ces systèmes adjoints fortement couplés. Dans les deux études, les auteurs emploient

un préconditionneur diagonal par bloc et un préconditionneur triangulaire par bloc. Pour

leurs cas d’application, ils concluent que l’approche monolithique est plus performante que

l’approche partitionnée. Il faut cependant mentionner que, contrairement à la stratégie

partitionnée, l’approche monolithique requiert l’application de l’opérateur de déformation

de maillage à chaque itération. Il est donc crucial de disposer de techniques de déformation

de maillage à la fois robustes, i.e., préservant la qualité du maillage et hautement paral-

lélisées. Ces techniques doivent bien évidemment être disponibles en version linéarisée et

adjointe.

Les travaux cités précédemment permettent de mettre en évidence l’intérêt de l’ap-

proche monolithique pour la résolution des problèmes adjoints aéro-structure par rapport

à la version partitionnée. Néanmoins, aucune démarche n’a été proposée dans la littérature

afin d’améliorer l’approche partitionnée. Des artifices numériques tels que la relaxation

dynamique de Aitken [3] ont permis malgré tout d’améliorer le comportement de cette

approche mais deviennent rapidement inefficace pour des problèmes numériques raides ou

lorsque le profil de convergence des résidus n’est pas linéaire. En outre, les problèmes trai-

tés par les auteurs ne sont pas suffisamment raides pour mettre concrètement en valeur

l’efficacité du solveur monolithique. En effet, les études citées se restreignent à des équa-

tions fluides non visqueuses d’Euler et la question de la transposition des conclusions à des

équations de type RANS se pose. Pinel et Montagnac [9] ou encore Chen et al. [10] utilisent

les équations RANS mais seulement pour des problèmes adjoints fluides. Historiquement,

la viscosité turbulente a d’abord été systématiquement négligée lors de la linéarisation des

équations de transport turbulentes [11]. L’avènement récent des techniques de différentia-

tion automatique dans le développement des versions linéarisées et adjointes des grands

codes de calcul a favorisé la linéarisation complète des équations turbulentes [12]. On parle

alors de linéarisation exacte des équations RANS qui en pratique aboutit à des systèmes

linéaires très mal conditionnés.

L’objectif de cette thèse est de contribuer à l’amélioration de la résolution des sys-
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tèmes linéaires adjoints fortement couplés. Pour cela, notre démarche se décompose en

trois grandes étapes. La première étape consiste à améliorer la résolution des systèmes ad-

joints purement fluides en mettant en place des stratégies de préconditionnement robustes

couplées à des solveurs de Krylov emboîtés, c’est l’objet du Chapitre 1. Dans le Chapitre 2,

nous chercherons à améliorer l’approche partitionnée d’une part en intégrant les contribu-

tions du Chapitre 1 et d’autre part en introduisant des techniques originales de recyclage

d’espaces invariants approchés entre cycles fluide-structures. Cette idée de recyclage vient

du fait que la résolution partitionnée est vue algébriquement comme la résolution d’une

séquence de systèmes linéaires où le second membre varie à chaque cycle fluide-structure.

Plusieurs auteurs ont contribué au développement de différentes stratégies qui ont permis

d’améliorer la résolution de séquences de systèmes linéaires [13, 5, 14] mais, à notre connais-

sance, pas dans le cadre de stratégies partitionnées. Il est donc intéressant d’intégrer de

telles stratégies dans le but d’accélérer la résolution partitionnée. Le troisième et dernier

Chapitre a pour objectif de mettre en place un solveur monolithique couplé à des stratégies

de préconditionnement robustes. Typiquement, nous étudierons un préconditionneur basé

sur un complément de Schur approché. Ce dernier, bien que connu, n’a jamais fait l’objet

d’une étude approfondie dans le contexte d’une résolution monolithique. Nous propose-

rons une approximation de cet opérateur afin de trouver le bon compromis entre coût et

robustesse du préconditionneur. Nous illustrerons les avancées méthodologiques proposées

dans cette thèse en termes de gain au niveau des résolutions partitionnée et monolithique

appliquées à un cas test aéroélastique stationnaire tridimensionnel réaliste, i.e., l’aile M6

ONERA en écoulement transsonique en fluide visqueux RANS [15].
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2. ETAT DE L’ART DES SOLVEURS ADJOINTS COUPLÉS FLUIDE-STRUCTURES

Introduction

L’objectif de ce chapitre est de mettre en avant la contribution des méthodes de Krylov

dans la résolution des systèmes linéaires adjoints. Tout d’abord, une description du pro-

blème aéroélastique standard est proposée dans la section 2.1. La section 2.2 propose un

rappel de la méthode des volumes finies ainsi que des différentes méthodes de calcul des

gradients. Ensuite, nous expliquons dans la section 2.3 l’intérêt des méthodes de Krylov

pour la résolution des systèmes adjoints couplés. Enfin, la section 2.4 expose les différentes

contributions des méthodes de Krylov pour la résolution d’un problème adjoint aérody-

namique suivi de la section 2.5 qui décrit les contributions dans le cadre d’une résolution

d’un problème adjoint couplé aéro-structure.
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2.1. Le problème aéroélastique stationnaire

2.1 Le problème aéroélastique stationnaire

Cette section décrit la résolution classique partitionnée d’un problème couplé aéroélas-

tique au sein du solveur aérodynamique elsA de l’ONERA [16]. La résolution d’un problème

couplé aéroélastique consiste à calculer la position d’équilibre entre le fluide et la struc-

ture. Celle-ci utilise une méthode de point fixe qui alterne entre résolution des équations

qui régissent l’écoulement fluide et la résolution des équations de la structure. La Figure

2.1 synthétise les étapes de la résolution partitionnée.

Figure 2.1 : Organisation du module aéroélastique.

La boucle de couplage statique entre fluide et structure comporte 5 étapes :

1. Résolution du problème CFD : les équations de Navier-Stokes ou d’Euler sont

résolues sur le maillage fluide. Un nombre fixé d’itérations fluide est réalisé. Le problème

fluide étant partiellement résolu, les efforts aérodynamiques sont déterminés sur l’interface

aéroélastique.

2. Transfert Fluide/Structure : transfert des efforts aérodynamiques au maillage

structure. Théoriquement, cette phase de transfert doit être conservative (au sens du res-

pect des équations d’équilibre et de la conservation du travail au niveau de l’interface

aéroélastique) car elle traduit le transfert d’énergie du fluide vers la structure.

3. Résolution du problème CSM : calcul des déplacements de la structure chargée

avec les efforts aérodynamiques.

4. Transfert Structure/Fluide : connaissant la déformée de la structure, lissage de

cette solution sur l’interface aéroélastique par des techniques de transfert de champ.

5. Déformation de maillage : étape de mise à jour du maillage fluide. Propagation

de la déformation surfacique à l’ensemble des blocs du maillage aérodynamique par des
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techniques de déformation de maillage.

2.2 Méthodes numériques et calcul du gradient

Cette section décrit les méthodes de discrétisation numériques des équations de Navier-

Stokes. Plus précisément, nous utiliserons le modèle RANS (Reynolds-Averaged Navier-

Stokes). Nous cherchons à calculer le champ des variables conservatives W à l’état station-

naire dans le domaine D. La solution stationnaire calculée dans le domaine D s’exprime

par la nullité du résidu non linéaire discrétisé :

Ra(W,X) = 0 (2.1)

où X représente le maillage aérodynamique. Pour calculer le champ W à l’état stationnaire

dansD, nous allons discrétiser ce domaine par la méthode des Volumes Finis. Nous noterons

ce domaine discrétisé par DΩ qui sera constitué de cellules élémentaires Ω de volume

VΩ. Cette méthode est basée sur la discrétisation de la forme intégrale des équations de

conservation.

Chaque cellule hexaédrique possède Nf = 6 faces notées Γi avec i = 1, ..., Nf . Le champ

moyen des variables conservatives au centre d’une cellule Ω est défini par :

W̄ =
1

VΩ

∫
Ω

WdΩ (2.2)

De même, on écrit la valeur moyenne du flux à travers Γi :

FΓi(W̄) =

∫
Γi

[Fc(W̄) + Fd(W̄)]ndΓi (2.3)

où Fc et Fd représentent les flux discrets convectif et diffusif respectivement et n le vecteur

normal à la face Γi. On peut donc réécrire la discrétisation de la forme intégrale des

équations de conservation sur les variables moyennées :

∂

∂t
(VΩW̄) +

6∑
i=1

FΓi(W̄) = 0 (2.4)

Pour finir, nous introduisons une approximation des valeurs et flux moyens de l’équation

(2.4) :

∂

∂t
(VΩWΩ) +

6∑
i=1

Fi(WΩ,WΩi) = 0 (2.5)

L’équation (2.5) correspond à une formulation semi-discrète en espace, ce qui permet

de découpler l’intégration spatiale et temporelle des équations de conservation.

Le terme Fi(WΩ,WΩi) correspond à une approximation numérique du flux physique
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fonction de WΩ et des approximations numériques WΩi calculées dans un certain nombre

de cellules voisines à chacune des interfaces Γi.

On introduit également Ra,Ω le résidu numérique discret de la modélisation qui corres-

pond à un bilan de flux au centre de la cellule Ω. Autrement dit,

6∑
i=1

Fi(WΩ,WΩi) = Ra,Ω (2.6)

À l’état stationnaire (i.e. ∂/∂t = 0), on aboutit à :

Ra,Ω(WΩ,XΩ) = 0 (2.7)

Pour le calcul du champ stationnaire WΩ, on adopte une approche pseudo-instationnaire

en maillage fixe (∂VΩ/∂t = 0) en introduisant le terme VΩ (∂WΩ/∂τ) dans l’équation (2.7).

Finalement, nous obtenons :

VΩ
∂WΩ

∂τ
= −Ra,Ω (2.8)

On fait appel au schéma implicite Backward-Euler pour la discrétisation temporelle. Si

on note ∆τ le pseudo de pas de temps local et n ∈ N l’itération en temps, la discrétisation

de (2.8) entre les instants τn et τn+1 = τn +∆τ donne :

VΩ =
Wn+1

Ω −Wn
Ω

∆τ
= −Rn+1

a,Ω (2.9)

Une linéarisation à l’ordre 1 du résidu discret autour du champ Wn
Ω donne :

Rn+1
a,Ω ≃ Rn

a,Ω +
∂Ra,Ω

∂WΩ
∆Wn+1

Ω (2.10)

où ∆Wn+1
Ω = Wn+1

Ω −Wn
Ω. La matrice ∂Ra,Ω

∂WΩ
constitue la matrice jacobienne des flux. En

pratique, on introduit dans la phase implicite une approximation de la jacobienne exacte

plus facile à inverser.

Finalement, le schéma Backward-Euler s’écrit :

(
VΩ

∆τ
I +

∂Rapp
a,Ω

∂WΩ

)
(Wn+1

Ω −Wn
Ω) = −Ra,Ω, (2.11)

où I est la matrice identité de taille N . Pour la résolution du système linéaire (2.11), on fait

appel à la méthode de relaxation LU-SSOR couplée à une méthode Restrictive Additive

Schwarz (RAS) [17].

2.2.1 Description du problème adjoint discret aérodynamique

Considérons le problème d’optimisation aérodynamique suivant :
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J (α) = min
α∈Rnα

J(W(α),X(α)) (2.12)

où W correspond aux variables conservatives, X aux coordonnées du maillage fluide et α

aux paramètres d’optimisation contrôlant la forme aérodynamique dont la taille est nα. La

fonction objectif J correspond en général soit à la traînée, soit à la finesse (rapport entre

la portance et la traînée) d’un avion. La résolution de (2.12) s’effectue sous la contrainte

Ra(W,X) = 0, où Ra correspond au résidu discret aérodynamique.

La résolution du problème (2.12) est basée principalement sur la méthode des gradients

dont le calcul s’effectue selon plusieurs méthodes. Il existe deux façons de traiter un calcul

de gradient. La première consiste d’abord à discrétiser les équations de la mécanique des

fluides par une méthode de discrétisation (Volumes Finis, Éléments Finis, Galerkin Discon-

tinue) puis de linéariser ces équations autour d’un état stationnaire. C’est la forme discrète

de la méthode. La forme continue effectue le processus inverse, c’est-à-dire linéariser les

équations fluides puis discrétiser l’équation linéarisée. Les sections suivantes présentent les

différentes méthodes de calcul du gradient.

2.2.1.1 Méthode des différences finies et Complex Step

Historiquement, le calcul du gradient s’effectuait par la méthode des différences finies.

Même si cette dernière est facile à implémenter, elle reste tout de même une méthode très

coûteuse car le calcul à l’ordre 1 du gradient dJ
dα nécessite nα résolutions fluides et (2nα +

1) résolutions fluides pour le calcul du gradient à l’ordre 2.

Soit δαi l’incrément lié à la méthode des différences finies pour le paramètre de forme αi

où i ∈ J1, nαK. Soient les champs aérodynamiques W(α) et W(α+ δαi) qui correspondent

aux maillages respectifs X(α) et X(α+δαi). Le calcul de gradient est donné par la formule

suivante :

dJ
dαi
≃ J(W(α+ δαi),X(α+ δαi))− J(W(α),X(α))

δαi
(2.13)

Pour certaines applications, la valeur du gradient peut être très sensible à l’amplitude

de la perturbation δαi : si ce dernier est trop grand, la précision du gradient peut être

mauvaise, et s’il est trop faible, les valeurs obtenues peuvent être bruitées.

Il existe une autre méthode de calcul des gradients qui est la méthode de la complex-step

qui repose sur l’utilisation de variables complexes pour estimer les dérivées. L’avantage par

rapport aux différences finies est que cette méthode est robuste en termes de troncature

numérique, ce qui la rend plus précise. Cependant, elle nécessite d’avoir un code de calcul

en arithmétique complexe, ce qui n’est pas notre cas dans le cadre de cette thèse. Une

analyse détaillée de cette méthode est présentée dans [18]. Si on note j le vecteur unitaire

de la droite complexe, le calcul de gradient est donné par la formule suivante
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dJ
dαi
≃ Im(J(W(α+ jδαi),X(α+ jδαi)))

δαi
(2.14)

La section suivante présente les techniques de calcul de gradient qui ont la particularité

d’être robustes surtout pour un problème d’optimisation aérodynamique. Le lecteur pourra

se référer au papier de J. Petter et R. P. Dwight à ce sujet [19].

2.2.1.2 Calcul du gradient par la méthode de l’équation linéarisée discrète

Cette méthode consiste à linéariser le résidu discret aérodynamique par rapport aux

paramètres de forme αi :

∂Ra

∂W

dW

dαi
= −∂Ra

∂X

dX

dαi
i ∈ J1, nαK (2.15)

En résolvant les nα équations définies dans (2.15), nous obtenons la sensibilité de l’écou-

lement dW
dα . On peut alors calculer les dérivées totales de la fonction d’intérêt par rapport

à α :

∇αJ (α) =
∂J

∂X

dX

dα
+

∂J

∂W

dW

dα
(2.16)

Si on élimine le terme dW
dα dans (2.15) nous obtenons alors :

∇αJ (α) =
∂J

∂X

dX

dα
− ∂J

∂W

(
∂Ra

∂W

)−1(∂Ra

∂X

dX

dα

)
. (2.17)

La valeur du gradient s’obtient en résolvant nα systèmes linéaires ce qui est coûteux

dans le cadre d’un calcul haute-fidélité.

2.2.1.3 Calcul du gradient par la méthode adjointe discrète

Il existe deux façons d’obtenir les équations adjointes : soit en faisant intervenir le

Lagrangien, soit en transposant l’équation linéarisée (2.15). En transposant la méthode de

l’équation linéarisée, nous obtenons :

dJ (α)
dαi

=

(
∂J

∂X

dX

dαi

)T

−
(
∂Ra

∂X

dX

dαi

)T(∂Ra

∂W

)−T( ∂J

∂W

)T

(2.18)

Nous remarquons qu’une inversion d’un système linéaire est nécessaire pour le calcul

du gradient. Notre travail sera donc de résoudre le système adjoint suivant :

[
∂Ra

∂W

]T
λ = −

[
∂J

∂W

]T
(2.19)

où λ ∈ RN correspond au vecteur adjoint aérodynamique. L’avantage de la formulation

adjointe est qu’elle est indépendante du nombre de paramètres de conception. Dans notre

cas, nous optons pour cette formulation qui est adaptée à notre problématique.
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2.2.2 Approche partitionnée pour la résolution d’un système adjoint
aéro-structure

2.2.2.1 Équilibre aéroélastique

Notons les variables d’état du système couplé W et U, représentant respectivement les

variables conservatives et le déplacement structure. À l’équilibre aéroélastique, les variables

d’état ainsi que les maillages aérodynamique et structure satisfont de manière simultanée

les équations discrétisées de la mécanique des fluides et de la mécanique des structures :

{
Ra(Xa,W,U) = 0

Rs(Xs,W,U) = 0
(2.20)

où Ra représente le résidu aérodynamique discret et Rs le résidu structure discret. Ces deux

blocs d’équations sont couplés via les efforts aérodynamiques Qa appliqués sur l’interface

aéroélastique, qui induisent une déformation du maillage structure Xs. Ce dernier modifie

en retour le maillage aérodynamique Xa. Nous introduisons le maillage aérodynamique de

référence Xa0 qui est utilisé pour construire tous les opérateurs de transfert impliqués dans

l’analyse aéroélastique. Dans la suite de l’étude, ce maillage est aligné avec le maillage bâti

(c’est-à-dire sans charge extérieure) et avec le maillage structure Xs. Une technique de

transfert adaptée est appliquée à Qa pour obtenir les efforts structuraux Qs :

Qs(Qa(W,Xa),Xa0,Xs) = TQ
surf (Xa0,Xs)Qa(W,Xa) (2.21)

où TQ
surf représente l’opérateur linéaire de transfert d’efforts. Connaissant les déplacements

structuraux U, on obtient le mouvement correspondant de la peau aérodynamique δXa,surf

par application d’un opérateur de lissage tel que

δXa,surf = δXa,surf (Xa0,Xs,U) = TU
surf (Xa0,Xs)U (2.22)

À nouveau, l’opérateur de transfert des déplacements TU
surf ne dépend que des maillages

de référence. Finalement, l’intérieur du domaine fluide est déformé en propageant les dé-

placements surfaciques grâce à l’opérateur volumique Tvol :

Xa = Xa0 + δXa(δXa,surf ,Xa0) = Xa0 + Tvol(Xa0)δXa,surf (2.23)

où Tvol(Xa0) dépend uniquement du maillage de référence Xa0.

2.2.3 Approche partitionnée pour le système adjoint couplé

Considérons la fonction d’intérêt J(W,Xa,Xs) ainsi que le paramètre d’optimisation

p. Afin d’obtenir le système d’équations adjointes, on introduit une variable adjointe et on

formule la fonction objectif augmentée dont le gradient total a pour expression :
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dJ

dp
=

∂J

∂W

dW

dp
+

∂J

∂Xa
([A]

dU

dp
+ [B]

∂Xa0

∂p
) + λT

a

dRa

dp
+ λT

s

dRs

dp
(2.24)

L’équation (2.24) est valable pour tous les vecteurs adjoints λa et λs et utilise l’hypo-

thèse fondamentale qui dit que la variation totale des résidus doit être nulle pour toute

variation de paramètre.

En développant dRa/dp et dRs/dp et en factorisant les termes dU/dp et dW/dp, on

obtient :

dJ

dp
=

(
∂J

∂W
+ λT

a

∂Ra

∂W
− λT

s [C]

)
dW

dp
+

(
∂J

∂Xa
[A] + λT

a

∂Ra

∂Xa
[A] + λT

s (K− [D])

)
dU

dp

+

(
∂J

∂Xa
+ λT

a

∂Ra

∂Xa

)
[B]

dXa0

dp
− λT

s [E]
dXa0

dp

(2.25)

où K représente la matrice de rigidité. Tout au long de notre étude, nous nous restreignons

au cas où les paramètres de forme n’affectent ni la géométrie ni la rigidité de la structure. On

pourra retrouver dans [20] la dérivation complète dans le cas général. Il est à noter qu’une

telle hypothèse n’entraîne aucune perte de généralité dans ce travail de thèse puisque que

notre objectif est centré sur les techniques de résolution des systèmes adjoints couplés. Les

opérateurs constants [A] à [E] sont définis analytiquement par les expressions [20] :

[A] = TvolT
U
surf (2.26)

[B] = I+
∂δXa

∂Xa0
+Tvol

∂δXa,surf

∂Xa0
(2.27)

[C] = TQ
surf

∂Qa

∂W
(2.28)

[D] = TQ
surf

∂Qa

∂Xa
TvolT

U
surf (2.29)

[E] = TQ
surf

∂Qa

∂Xa
[B] +

∂Qs

∂Xa0
(2.30)

Le système adjoint couplé est obtenu en annulant les termes factorisés relatifs à dW/dp

et dU/dp dans (2.25) ce qui donne



[
∂Ra

∂W

]T
−[C]T

[A]T
[
∂Ra

∂Xa

]T
[K]T − [D]T



λa

λs

 =


−
[
∂J

∂W

]T

−[A]T
[
∂J

∂Xa

]T
 (2.31)

La stratégie de résolution du système adjoint (2.31) consiste à appliquer l’algorithme

de Gauss-Seidel linéaire par bloc (LBGS) qui est un schéma itératif par bloc (voir Annexe

B p. 128, Algorithme 3). Une fois les vecteurs adjoints calculés, le gradient total de la

33



2. ETAT DE L’ART DES SOLVEURS ADJOINTS COUPLÉS FLUIDE-STRUCTURES

fonction objectif est donné par l’expression

dJ

dp
=

(
∂J

∂Xa
+ λT

a

∂Ra

∂Xa

)
[B]

dXa0

dp
− λT

s [E]
∂Xa0

∂p
(2.32)

L’objectif de ce chapitre est donc d’améliorer la résolution du système adjoint fluide

ci-dessus (étape 17 de l’Algorithme 3) à chaque couplage fluide-structure :

[
∂Ra

∂W

]T
λk
a = −

[
∂J

∂W

]T
+RHSstru (2.33)

Si nous interprétons l’expression (2.33) d’un point de vue purement algébrique, nous

remarquons que cette dernière est équivalente à une séquence de systèmes linéaires dont le

second membre seulement varie entre chaque couplage fluide-structure (F/S). La variation

du second membre est issue de la mise à jour du terme source structure (étape 3 de l’Algo-

rithme 3). Une propriété intéressante de (2.33) est que le terme source structure converge

vers une valeur constante après un certain nombre d’itérations F/S. Cette propriété im-

plique au final une résolution purement fluide. Cette propriété sera utile notamment pour

la stratégie de recyclage d’espace invariant approché.

2.3 Motivation du développement des solveurs de Krylov

L’idée de cette section est de justifier l’utilisation des méthodes de Krylov dans le cadre

de la résolution des systèmes adjoints aérodynamiques (2.15) ou aéro-structures (2.31). His-

toriquement, les numériciens de la mécanique des fluides avaient pour habitude d’appliquer

le solveur historique Backward-Euler Newton (BWE-Newton) aux systèmes adjoints. L’ in-

térêt principal de cette approche est de réutiliser les briques logicielles disponibles pour

la résolution par avance en temps fictif (Time marching) du problème stationnaire non-

linéaire sous-jacent. La forme du schéma BWE dans le cas d’un problème adjoint est la

suivante : [
V ol

∆τ
+

(
∂Rapp

∂W

)T
]
∆λk = −

(
∂R

∂W

)T

λk −
(

∂J

∂W

)T

(2.34)

Deux phases distinctes apparaissent dans (2.34) : la phase implicite et la phase explicite

qui désignent respectivement la partie gauche et la partie droite de (2.34). La précision de

la solution convergée ne dépend que de la phase explicite tandis que la convergence dépend

essentiellement de la phase implicite. En pratique, on procède à une approximation de

la jacobienne exacte de la discrétisation intervenant dans le membre de gauche pour des

raisons de coût. Le système (2.34) est alors résolu de manière approchée par une méthode

de relaxation LU-SGS (Lower-Upper Symmetric Gauss-Seidel).

La Figure 2.2 illustre le comportement typique de ce type de solveur. À gauche de

la figure, on observe la convergence des résidus pour les 4 variables adjointes (densité de

masse ρ, vitesse du fluide (u,w) et énergie totale ρE) qui affiche une divergence soudaine
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Figure 2.2 : Illustration du manque de robustesse du solveur de Newton inexact pour
le problème adjoint. À droite, restauration de la convergence par ajout de dissipation
artificielle au second membre.

après réduction de plus de 3 ordres de grandeur. La solution classique pour restaurer la

convergence consiste en l’ajout d’une dissipation artificielle au second membre du système

linéaire (à droite de la figure). Malheureusement, ceci a pour conséquence d’altérer la

solution du système adjoint puisqu’on résout une version modifiée du problème initial.

Ce manque de robustesse fait qu’il est nécessaire d’exploiter d’autres types de solveurs

plus robustes et ayant de bonnes propriétés de convergence. Les solveurs de Krylov res-

pectent ces critères et sont connus pour leur robustesse. À ce stade, on cherchera à résoudre

le système adjoint par une méthode itérative de Krylov préconditionnée :

(
∂R

∂W

)T

λ = −
(

∂J

∂W

)T

(2.35)

2.4 Résolution d’un problème adjoint aérodynamique par mé-

thode de Krylov

2.4.1 Contribution des méthodes de Krylov par bloc

Il est courant de traiter plusieurs fonctions d’intérêt lors d’un processus d’optimisa-

tion aérodynamique. Ceci implique la résolution du système (2.36) pour différents seconds

membres. Le système adjoint par bloc s’écrit alors

AΛ = B (2.36)

où Λ ∈ RN×p représente le vecteur adjoint par bloc, B ∈ RN×p l’ensemble des p fonctions

d’intérêt aérodynamiques et A la matrice jacobienne des flux convectifs et diffusifs. Dans le

cadre de l’utilisation des méthodes de Krylov, le système (2.36) se résout classiquement au
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moyen de deux approches. Il y a l’approche séquentielle qui consiste à résoudre p systèmes

linéaires successifs via la méthode GMRES. La deuxième approche utilise la version par

bloc via la méthode BGMRES et qui résout tous les seconds membres simultanément.

L’intérêt de la formulation par bloc est double : (i) L’espace de recherche (somme d’espaces

de Krylov) est plus large, donc plus riche en information (ii) les opérations algébriques

traitées par blocs autorisent un accès plus rapide à la mémoire.

Dans le cadre d’une optimisation aérodynamique, Pinel et Montagnac [9] ont réalisé

une étude comparative des solveurs de Krylov afin de démontrer les performances de la

version bloc par rapport à la version séquentielle. Dans leurs expériences numériques, ils

utilisent les équations RANS comme modèle fluide ainsi que le modèle de turbulence k-ω

de Wilcox [21].

∂W
∂t

+∇.(Fc − Fd) = T (2.37)

Le vecteur d’état W, le flux convectif Fc, le flux diffusif Fd ainsi que le terme source T

sont donnés dans [9]. Le schéma spatial employé pour les flux convectifs du champ moyen

est le schéma de Roe décentré avec correction entropique de Harten et associé à une extra-

polation MUSCL (Monotone Upstream-centered Scheme for Conservative Law) [22] et un

limiteur Van Albada [22] . Les flux convectifs turbulents sont discrétisés avec le schéma de

Roe à l’ordre 1. Enfin, les flux diffusifs sont discrétisés avec un schéma centré du second

ordre.

Pinel et Montagnac [9] ont considéré cinq stratégies de résolution. La première consiste

à résoudre un système linéaire issu du schéma d’Euler rétrograde introduit par Beam et

Warming [23]. Ce schéma est aussi appelé méthode de Newton inexacte. En reprenant les

notations de [9], le système à résoudre s’écrit :

(Dt + Ã)(λl+1 − λl) = −Aλl − b (2.38)

où Dt =
V
∆tIn ∈ RN×N , V le volume de la cellule courante, ∆t le pas de temps local et

Ã ∈ RN×N une approximation de A. Le terme Dt a pour rôle d’augmenter la dominance

diagonale de la phase implicite de (2.38) et rendre ainsi la méthode plus robuste car c’est

bien la phase implicite qui contrôle la vitesse de convergence. La matrice Ã est construite

à partir de la linéarisation décentrée d’ordre 1 de Steger et Warming des flux convectifs

et de la linéarisation centrée d’ordre 1 des flux diffusifs en négligeant les dérivées croisées.

Le fait de négliger les dérivées croisées est connu sous le nom de l’hypothèse de "couche

mince" [11]. La phase explicite (membre de droite) fait intervenir la matrice du système

A qui contrôle la précision de la solution. Pour résoudre le système (2.38), les auteurs

emploient une méthode de relaxation de type LU-SSOR par bloc (Lower-Upper Successive

Symmetric Over Relaxation) [17].

Les deuxième et troisième stratégies consistent à résoudre directement le système ad-
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joint (2.36) via un GMRES flexible (FGMRES(m)) et un GMRES flexible avec stratégie de

déflation (FGMRES-DR(m,k)) respectivement. La stratégie de déflation consiste à élimi-

ner l’effet indésirable de certaines valeurs propres ωi de l’opérateur préconditionné de sorte

à accélérer la convergence. Ces valeurs propres sont choisies selon deux critères. Le premier

consiste à sélectionner les plus petites valeurs propres en valeur absolue (c’est-à-dire les

plus petites valeurs de |ωi|) et le deuxième consiste à choisir les valeurs propres extrêmes

qui se situent à l’extérieur du cercle centré en 1 (c’est-à-dire les plus grandes valeurs de |1

- ωi|). Les auteurs ont choisi la deuxième option qui s’avère plus performante pour les cas

étudiés dans [24]. Les paramètres m et k correspondent respectivement à la taille maximale

de l’espace de Krylov pour un cycle de GMRES et au nombre de vecteurs propres déflatés.

Dans [9], le paramètre k a été fixé à 50 % de la taille de l’espace de Krylov m.

Enfin les quatrième et cinquième stratégies font appel à la version bloc de FGMRES (m)

et de FGMRES-DR(m,k) notées respectivement BFGMRES(m) et BFGMRES-DR(m,k).

Le GMRES(5) est utilisé comme préconditionneur de premier niveau tandis qu’un LU-

SSOR par bloc est utilisé comme préconditionneur de deuxième niveau dans le GMRES(5).

On rappelle que la stratégie FGMRES par bloc est déjà disponible dans le code elsA [25].

2.4.1.1 Configuration NACA 64212

Pinel et Montagnac [9] considèrent tout d’abord un profil NACA 64212 en régime

transsonique dont le domaine fluide est discrétisé par un maillage de type C structuré et

constitué de 16 000 cellules. Le nombre de Mach est de 0.71 et le nombre de Reynolds est

fixé à 2 ×106. L’angle d’attaque est de 2.5 degrés.

La Table 2.1 présente les performances de la méthode de Krylov flexible par rapport

à la méthode de Newton inexacte pour la résolution du problème adjoint (2.36) pour

trois seconds membres. Ces derniers sont liés respectivement au coefficient de portance, au

coefficient de traînée en champ proche paroi (near-field drag coefficient) et au coefficient

de traînée en champ lointain (far-field drag coefficient).

La Table 2.1 montre un gain de performance des méthodes de Krylov flexibles par

rapport au solveur de Newton inexact. Plus précisément, toutes les variantes du FGMRES

réalisent au moins un gain d’un facteur 2 en temps de calcul pour converger à la tolérance

de 10−8. Pour le solveur BFGMRES-DR(20,10) et le solveur Full FGMRES, nous obtenons

un facteur 4. Nous rappelons que la stratégie Full FGMRES consiste à générer un espace de

Krylov sans redémarrage. Nous constatons également que la stratégie de déflation permet

de réduire le nombre d’itérations pour la version bloc et la version standard pour une

empreinte mémoire similaire. Cette réduction est de plus observée au niveau du temps de

calcul avec un gain de 15 % pour m = 10, 20 et un gain de 5 % pour m = 50. L’autre

constat est la capacité de la version bloc BFGMRES-DR à surclasser la version standard

FGMRES-DR en nombre d’itérations et en temps de calcul mais pour un coût mémoire
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Methods m k Its T, s M, MB
Approximate Newton - - 14,540 2166 120
FGMRES(m) 10 - 928 997 221

20 - 710 772 292
50 - 580 645 504
∞ - 463 568 1275

FGMRES-DR(m,k) 10 5 825 905 221
20 10 561 632 292
50 25 514 616 504

BFGMRES(m) 10 - 774 856 376
20 - 597 681 589
50 - 495 613 1225

BFGMRES-DR(m,k) 10 5 567 670 376
20 10 450 569 589
50 25 405 601 1225

Table 2.1 : Performance des méthodes de Krylov emboîtées pour la résolution du système
adjoint (Figure reproduite à partir de [9]).

(a) Version standard (b) Version bloc

Figure 2.3 : Convergence des solveurs FGMRES et BFGMRES avec et sans déflation
pour différentes valeurs de m (Figures extraites de [9]) .

deux fois plus élevé. Enfin, le BFGMRES-DR est capable d’imiter le comportement du Full

BFGMRES tout en économisant 50 % de la mémoire (voir la Table 2.1). Néanmoins, cette

version a aussi quelques limitations dès que la taille de l’espace de Krylov externe devient

importante. Il suffit de remarquer que les performances du Full BFGMRES deviennent

moins bonnes par rapport au BFGMRES-DR(20,10). Cette contre-performance est due au

coût de l’orthogonalisation qui est nettement plus important pour la version bloc.

Nous présentons sur les Figures 2.3a et 2.3b la convergence du résidu relatif pour

les solveurs FGMRES-DR et BFGMRES-DR. Nous attirons l’attention sur le fait que la

norme de Frobenius du résidu relatif par bloc ||RjD
−1
B ||F√
p est tracée sur les deux Figures

avec Rj = B−AΛj et DB ∈ RN×p la matrice diagonale dont chaque entrée correspond à
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la norme euclidienne des colonnes de B (DB = diag(||B(:, l)||2)), où l = 1, ..., p.

Blondeau a mené une étude comparative des formulations séquentielle et bloc du solveur

GMRES-DR dans le cadre de la résolution d’un système adjoint aérodynamique et couplé

[26]. Les résultats numériques ont été obtenus pour le cas test aile M6 de l’ONERA pour

un modèle fluide RANS couplé au modèle de turbulence à une équation Spalart-Allmaras.

L’auteur considère deux fonctions d’intérêt, soit p = 2. Plus précisément, l’auteur a résolu

un système adjoint fluide au moyen d’un GMRES emboîté. La convergence a été réalisée

selon 3 cas de figures en fonction du choix des paramètres du FGMRES-DR. Il a notamment

testé le FGMRES-DR(200,10), le FMGRES(30,10) et enfin le FGMRES-DR(30,10,15). La

Table 2.2 résume les performances du solveur GMRES emboîté dans le cas séquentiel et

dans le cas par bloc.

Case GMRES Nrelax size of Krylov space k Nbr. its Séq/Bloc CPU time (s)

1 Nested 6 200 10, 0.7 0 (75,74)/152 4197/4500

2 Nested 6 30 10, 0.7 0 (89,86)/174 5017/4988

3 Nested 6 30 10, 0.7 15 (80,80)/168 4628/4877

Table 2.2 : Performances du GMRES emboîté. Tolérance du résidu = 10−4.

Figure 2.4 : Historique de convergence de la norme du résidu relative pour deux fonctions
d’intérêt. Mode séquentiel (à gauche) vs mode par bloc (à droite).

Au vu des résultats et de la Figure 2.4, l’auteur conclut que les deux formulations

aboutissent au même nombre d’itérations avec un avantage en temps de calcul pour la

formulation séquentielle. De plus, l’efficacité de la formulation par bloc peut parfois être

limitée par le fait que les résidus associés à chaque second membre ne convergent pas for-

cément à la même vitesse.

A. Bissuel a récemment mené une étude sur les méthodes de Krylov par bloc dans le

cadre d’une résolution d’un problème adjoint aérodynamique. Le calcul a été effectué sur le

cas Falcon générique tridimensionnel [27]. La figure 2.5 présente la courbe de convergence
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du solveur GMRES par bloc avec un espace de Krylov par bloc de 50, soit un espace de

Krylov de 5 pour chaque second membre (total de 10 seconds membres). Les courbes fines

correspondent à la convergence du résidu associé à un second membre unique tandis que

la courbe épaisse en bleue correspond à la convergence du résidu global. On remarque que

le résidu a diminué de 2.5 ordres de grandeur au bout de 4000 itérations. À l’opposé, la

formulation séquentielle du solveur GMRES demande moins d’itérations pour converger

à la même précision. La conclusion est que la formulation par bloc n’est pas satisfaisante

en terme d’efficacité. A. Bissuel explique que cela est principalement due au coût d’ortho-

normalisation qui est proportionnel au carré de la taille de l’espace de Krylov. Il est donc

impératif de garder un espace de petite taille pour espérer une résolution rapide. Cela im-

pose de limiter le nombre de seconds membres résolus simultanément, ainsi que la taille de

l’espace de Krylov m. La conséquence de cela est d’une part la faible précision des petites

valeurs propres de A et d’autre part le nombre limité de seconds membres lors de la réso-

lution par bloc. Il conclut donc que la formulation par bloc n’est pas compétitive comparée

à la formulation séquentielle pour des problèmes difficiles. D’ailleurs Morgan aboutit à la

même conclusion dans [28].

Figure 2.5 : Historique de convergence de la norme du résidu pour 10 seconds membres.
50 vecteurs de Krylov. Trait épais : résidu global. Trait fin : résidu partiel de chaque second
membre (Figure extraite de [27]).

2.5 Résolution du problème adjoint aéro-structure par mé-

thode de Krylov

Soit le système adjoint couplé suivant

Aλ = b, (2.39)
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où A ∈ RN×N représente la transposée de la matrice jacobienne du second ordre ∂R/∂Y où

Y = (W,U) est le vecteur d’état aéro-structure, b ∈ RN le second membre qui correspond

à la dérivée partielle de la fonction objectif par rapport aux variables d’états et λ = (λa, λs)

le vecteur adjoint couplé.

2.5.1 Approche monolithique et approche partitionnée

Kenway et al. [7] comparent l’approche partitionnée et l’approche monolithique pour

résoudre le système adjoint couplé (2.39). La première approche se base sur une résolu-

tion itérative de type Gauss-Seidel linéaire par blocs (LBGS) [7] dont le principe est de

résoudre à chaque itération les équations fluide et structure en mettant à jour les seconds

membres. Ces derniers sont issus des termes croisés entre le fluide et la structure. L’avan-

tage de cette méthode est qu’elle réutilise les solveurs existants de chacune des disciplines

sans exiger un effort d’implémentation supplémentaire. La contrepartie de cette méthode

est la nécessité d’introduire un paramètre de relaxation θ pour préserver la stabilité du

système surtout pour des problèmes à interaction forte. La partie fluide est résolue de ma-

nière approchée à l’aide du GMRES dont la taille maximale de l’espace de Krylov est de 75.

La deuxième approche se base sur une résolution itérative de type Krylov dont le

principe est de résoudre le système adjoint global (2.39) en cherchant une approximation de

la solution λ = xm dans un espace de Krylov Km par minimisation du résidu rm = b−Axm

à l’itération m. Ces méthodes exigent cependant des techniques de préconditionnement

robustes. Dans [7], les auteurs ont choisi de préconditionner le système (2.39) au moyen

de la méthode de Jacobi par bloc dans l’idée de réutiliser les préconditionneurs propres

au problème fluide et structure et de les appliquer dans un contexte parallèle. En terme

d’occupation mémoire, seuls les termes blocs diagonaux de A qui correspondent à la matrice

jacobienne exacte des flux ∂Ra/∂W pour la partie fluide et à la matrice de rigidité K pour

la partie structure sont stockées.

Ainsi, le préconditionnement du système (2.39) consiste à résoudre approximativement

le problème fluide par une méthode de Krylov et à effectuer une factorisation incomplète

de Cholesky de K. Pour la partie fluide, les auteurs font appel à un préconditionneur

GMRES(s) (où s est la taille maximale de l’espace de Krylov et 10 ⩽ s ⩽ 20) précondi-

tionné par un ILU(2) (Incomplete Lower-Upper Factorization) et couplé à une méthode

de Schwarz additive restrictive (RAS). La résolution du système adjoint couplé (2.39) est

effectuée au moyen du solveur FGMRES(⌊75−s
2 ⌋) où ⌊.⌋ représente la partie entière. Ce

type de solveur correspond à un GMRES flexible (FGMRES) dans le sens où le précondi-

tionneur varie d’une itération à une autre. Dans ce cas précis, le FGMRES fait référence à

un GMRES emboîté dont la taille de l’espace externe est de ⌊75−s
2 ⌋ et la taille de l’espace

interne est de s. Le choix particulier de ces deux derniers paramètres a été effectué dans le

but de comparer l’approche monolithique et l’approche partitionnée pour une contrainte
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mémoire identique.

Leurs expériences numériques se basent essentiellement sur un cas test numérique 3D

représentatif, le CRM (Common Research Model). Ce modèle a été conçu par la NASA en

2009 dans le but de répondre à une demande de développer de nouvelles bases de données

expérimentales pour valider des applications spécifiques CFD [29]. Ces bases de données

permettent une meilleure compréhension des simulations numériques, notamment dans le

but d’améliorer les prédictions des coefficients aérodynamiques. La NASA a donc développé

une configuration d’avion transsonique à voilure supercritique munie d’un fuselage, d’un

empennage, d’une nacelle et d’un pylône. Le CRM est conçu pour voler à Mach 0.85 pour

un coefficient de portance de 0.5 à une altitude nominale de 37000 pieds. Kenway et al. [7]

développent en 2014 un modèle structure du CRM dédié à l’optimisation aéro-structure.

La Table 2.3 regroupe l’essentiel des paramètres qui caractérisent le CRM.

Parameter Value Units
Cruise Mach number 0.85 -
Cruise lift coefficient 0.5 -
Span 58.6 m
Aspect ratio 9.0 -
Reference wing area 383.7 m2

Sweep (leading edge) 37.4 deg
Maximum takeoff weight 298.000 kg
Operational empty weight 138.100 kg

Table 2.3 : Paramètres caractéristiques du CRM (Table extraite de [7]).

Deux cas de charges sont considérés : le premier cas est une déformation élastique mo-

dérée de l’aile sous un facteur de charge de 1g, tandis que le deuxième cas correspond à une

déformation plus significative de l’aile avec un facteur de charge de 2.5g. Ce dernier cas est

plus intéressant car il correspond à une forte interaction entre le fluide et la structure et

rend le problème numériquement raide. Les tailles des problèmes fluide et structure sont

de 10 550 480 et de 324 180, respectivement. Concernant le fluide, les équations d’Euler

ont été utilisées.

La Figure 2.6 présente les résultats de convergence de (2.39) pour l’approche parti-

tionnée (LBGS) et pour l’approche monolithique (CK). La résolution a été réalisée à une

tolérance de ϵAS = 10−8.

Le solveur (LBGS) dépend essentiellement de deux paramètres, le facteur de relaxation

θ0 et la tolérance du problème adjoint aérodynamique ϵA. Pour θ0, deux cas de figure

ont été considérés (θ(0) = 0.5, 1.0) tandis que pour ϵA, nous avons trois cas de figure

(ϵA = 0.10, 0.25, 0.50). Le solveur de Krylov (CK) dépend de deux paramètres, la taille de

l’espace de Krylov interne 10 ⩽ s ⩽ 20 et la taille de l’espace de Krylov externe ⌊75−s
2 ⌋. Le

fait de varier les paramètres numériques permet de sélectionner les bons paramètres afin

42



2.5. Résolution du problème adjoint aéro-structure par méthode de Krylov

Figure 2.6 : Comparaison des deux approches pour la résolution du système couplé adjoint
(Figure extraite de [7]).

d’obtenir la meilleure performance du solveur.

Dans le cas où l’interaction fluide-structure est faible (charge 1g), le solveur LBGS

converge sans trop de problème si ce n’est que la convergence est meilleure sans relaxation

(θ = 1.0). En particulier, le choix de θ(0) = 1.0 et ϵA = 0.5 offre la meilleure performance

avec un gain de 68 % par rapport à une tolérance ϵA = 0.1. Dans le cas d’une interaction

forte (charge 2.5g), le facteur θ(0) = 0.5 est plus efficace en temps de calcul. En choisissant

une tolérance ϵA = 0.50, les auteurs obtiennent la meilleure performance avec un gain de

53 % par rapport au cas θ(0) = 0.5 et ϵA = 0.25.

Pour le solveur CK, on observe une stabilité en termes de performance quelque soit

le degré d’interaction. Si on compare la meilleure performance du solveur CK à celle du

solveur LBGS, on observe un gain de 19 % en coût CPU dans le cas 1g et un gain de 29 %

dans le cas 2.5g en faveur du solveur CK. Ce qui prouve l’efficacité des méthodes de Kry-

lov flexibles couplées à une approche monolithique pour des systèmes adjoints fortement

couplés.

Zhang et Zingg [4] proposent dans le même esprit une étude comparative entre les

deux approches pour résoudre le système couplé (2.39) en utilisant une formulation à

trois champs dans laquelle ils expriment le système aéro-structure comme trois systèmes

d’équations couplées, c’est-à-dire un bloc d’équations par discipline plus un autre dédié à

la déformation de maillage fluide. Une comparaison des performances entre le précondi-

tionneur de Jacobi par bloc et le préconditionneur Gauss-Seidel par bloc est réalisée. Dans

[4], le système (2.39) s’écrit
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où RA, RM∆ et RS représentent les résidus discrets fluide, maillage et structure tandis que

q, b∆ et u correspondent aux variables d’états fluide, maillage et structure respectivement.

Les auteurs procèdent également à une stratégie de mise à l’échelle afin d’améliorer le

conditionnement de A. On verra dans la suite que cette stratégie aura un impact sur la

précision du gradient selon le choix de J .

Contrairement à Kenway et al [7], Zhang et Zingg font appel au solveur de Krylov

FGCROT(m,k) (Generalized Conjugate Residual with Orthogonalization and Outer Trun-

cation) [30] qui est une version flexible du GCROT [5]. Plus précisément, ce solveur uti-

lise deux méthodes de Krylov emboîtées avec GCRO(k) comme méthode externe et un

FGMRES(m) comme méthode interne. Le point intéressant à souligner est que le solveur

GCROT(m,k) fait partie des méthodes de Krylov conçues pour améliorer la résolution des

séquences de systèmes linéaires de type Aλi = bi où bi est un second membre qui varie.

Ce type de système apparaît naturellement dans la formulation de l’approche partitionnée

décrite ci-dessous :

∂RT
A

∂q
λ(n+1)
a =− ∂J T

∂q
− ∂RT

S

∂q
λ(n)
s (2.41)
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KSλ
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− ∂RT

M∆

∂u
λ
(n+1)
M∆ (2.43)

où KS et l’indice n représentent respectivement la matrice de rigidité et l’itération courante.

Pour améliorer la résolution d’une séquence de systèmes linéaires provenant d’un sys-

tème aéro-structure couplé, l’idée serait de recycler une information spectrale du système

précédant afin d’accélérer la résolution du système suivant et des méthodes du type GCRO

sont justement capables de réaliser cela. Cela fera l’objet du Chapitre 4.

Concernant le cas test, les auteurs étudient une configuration voilure de Boeing 737-900

basée sur le profil RAE 2822. Le nombre de Mach est de 0.798 à une altitude de 35,000 ft

et l’angle d’attaque est de 2 degrés. Le maillage fluide est composé de 458,752 nœuds et

découpé en 112 blocs.

Les Figures 2.7a et 2.7b illustrent la convergence du solveur GCROT(m,k) monolithique

pour la résolution de (2.40) selon le cas où une stratégie de mise à l’échelle est appliquée ou
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non. Nous précisons que la mise à l’échelle consiste à normaliser les lignes et les colonnes

de la matrice du système afin d’obtenir un meilleur conditionnement. Ce solveur utilise un

préconditionneur de type Gauss-Seidel par bloc de sorte que la partie fluide soit résolue

par un FGMRES. La Figure 2.7a présente les résultats de convergence pour le coefficient

de portance tandis que la Figure 2.7b présente ceux pour la fonction d’agrégation des

contraintes de Kreisselmeier-Steinhauser (KS2). Les paramètres du GCROT ont été fixés

à m = 20 et k = 1.

(a) Coefficient de portance (b) Fonction KS

Figure 2.7 : Historique de convergence de la norme du résidu relatif pour le solveur
monolithique GCROT (Figure extraite de [4]).

Les courbes de la Figure 2.7a montrent que la mise à l’échelle n’apporte pas d’amélio-

ration tandis que celles de la Figure 2.7b montrent une accélération de convergence dans

le cas où le second membre correspond à la fonction d’agrégation KS2 mais sans mise à

l’échelle. On s’attendrait logiquement à ce que la mise à l’échelle améliore la convergence

du système adjoint. En analysant de plus près, le système non mis à l’échelle fournit une

solution moins précise que dans le cas d’une mise à l’échelle. Dans sa thèse, Zhang démontre

que pour obtenir une précision équivalente à celle obtenue avec une mise à l’échelle, il est

nécessaire de faire converger le système adjoint à une tolérance de 10−13 (voir la partie

6.2.1 de [31]).

Zhang et Zingg étudient les performances du préconditionneur Gauss-Seidel par bloc

qui a été choisi pour la résolution du problème adjoint. Plus précisément, un gain de 72 %

en coût CPU est observé en faveur du solveur monolithique dans le cas où θ = 0.5 et un

gain de 61 % dans le cas où θ = 0.75 et où θ est le coefficient de relaxation sur le vecteur

adjoint structure.
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Zhang et Zingg [4] approfondissent leurs expériences numériques en menant une étude

paramétrique sur le degré d’interaction fluide-structure. Ce degré d’interaction est quantifié

par le ratio q∞/E où q∞ et E représentent respectivement la pression dynamique du fluide

et le module d’Young de la structure. Une série de 10 valeurs réparties uniformément est

considérée comme le montre la Table 2.4.

Data point 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
q∞/E (1 ×10−8 ) 1.46 7.76 14.1 20.4 26.7 33.0 39.3 45.6 51.9 58.2
Tip deflection, %
(of semispan) 0.86 3.81 5.82 7.2 8.15 8.79 9.18 9.39 9.46 9.41

Table 2.4 : Série de valeurs de q∞/E pour l’analyse de performance (Figure extraite de
[4]).

Le jeu de données 3 correspond à la forme croisière sous 1g avec un nombre de Mach de

0.785 à une altitude de 35,000 ft. Le jeu de données 7 correspond à la condition de charge de

2.5g pour un nombre de Mach de 0.798 et à une altitude de 12,000 ft. Le reste des données

est généré à partir de ces deux données par simple extrapolation. Pour les petites valeurs

de q∞/E, le solveur monolithique est environ 42 % plus efficace que le solveur partitionné

pour un facteur de relaxation θ = 0.75. Cependant, ce facteur de relaxation est associé à

des limitations numériques et devient inefficace pour un système fortement couplé (courbe

rouge en continue sur la Figure 2.8). Le choix de θ = 0.5 semble être plus robuste que

θ = 0.75 (courbe rouge en pointillé). Malgré cela, le solveur reste plus performant avec un

gain allant à 70 % pour un fort degré d’interaction.

Pour tester les limites des deux solveurs, Zhang et Zingg [4] proposent d’augmenter le

degré d’interaction jusqu’à un facteur 4 comme indiqué dans la Table 2.5. Typiquement,

pour q∞/E = 2.47× 10−6, le solveur partitionné ne converge pas et ce malgré l’utilisation

d’une accélération de Aitken qui permet de choisir dynamiquement θ. À l’inverse, le solveur

monolithique paraît quasiment stable quelque soit la valeur de q∞/E.

q∞/E(1 ×
10−8)

Tip deflec-
tion, %

Monolithic
analysis, s

Monolithic
adjoint, s

Partitioned
analysis, s

Partitioned
adjoint, s

153 4.48 187 73.6 983 694 (θ =
0.25)

184 2.72 256 81.4 9060 2922 (θ =
0.1)

247 0.24 356 116 Failed Failed (θ =
0.1)

Table 2.5 : Comparaison des performances du solveur monolithique et partitionné pour
des valeurs critiques de q∞/E (Figure extraite de [4]).

Le développement des solveurs de Krylov à l’ONERA (Office National d’Etudes et de

Recherches Aérospatiales) a été motivé par la nécessité d’obtenir un calcul plus précis et
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Figure 2.8 : Performance des deux approches (partitionnée et monolithique) en fonction
des valeurs de q∞/E et pour M∞ = 0.785 (Figure extraite de [4]).

plus robuste des gradients aéro-structures. Comme expliqué dans l’introduction, la qualité

de ce calcul joue un rôle essentiel dans la phase de conception d’un avion lors du processus

d’optimisation. Comme le calcul de ce gradient nécessite l’inversion d’un système linéaire,

les numériciens de l’ONERA ont développé le solveur GMRES emboîté au sein du solveur

aérodynamique elsA pour la résolution des systèmes linéaires adjoints aérodynamiques et

couplés aéro-structures. [26, 25, 32, 33]. Des techniques de préconditionnement ont égale-

ment été mises en place pour améliorer considérablement la robustesse du solveur GMRES

emboîté. Un préconditionneur typique est la méthode de relaxation LU-SGS utilisé au

sein du solveur historique BWE-Newton pour la résolution par avance en temps fictif. La

Figure 2.9 illustre la convergence d’un système adjoint couplé aéro-structure au moyen

de l’approche partitionnée. La résolution est effectuée en appliquant un solveur GMRES

emboîté préconditionné par un LU-SGS (solveur GMRES préconditionné par un GMRES

lui-même préconditionné par un LU-SGS). La méthode LUSGS dépend essentiellement de

deux paramètres : le CFL qui contrôle le pseudo-pas de temps δτ et le nombre de cycles

de relaxation. Chaque cycle de relaxation est constitué de deux étapes descente-remontées.

On observe clairement que la convergence est ralentie par l’apparition d’une succession de

plateaux au début de chaque nouveau couplage fluide-structure. Ceci est dû essentiellement

à la mise à jour du second membre structure. Nous observons à la fin de la convergence

la disparition des plateaux et une convergence typique d’un solveur GMRES. En effet, du

fait que le second membre converge vers une valeur constante, on se retrouve à résoudre

un système adjoint purement fluide, c’est-à-dire un seul système linéaire. L’objectif des

chapitres suivants est d’accélérer la convergence en éliminant les effets plateaux.
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Figure 2.9 : Historique de convergence de la norme du résidu fluide pour l’approche
partitionné. GMRES emboîté préconditionné par un LUSGS et impact du CFL sur la
convergence du système adjoint.

Bilan :

Dans ce chapitre, nous avons mené une étude bibliographique qui fait ressortir l’intérêt

des méthodes de Krylov emboîtées à résoudre de manière robuste des systèmes adjoints

couplés aéro-structures. Plusieurs études numériques ont effectivement démontré la capa-

cité des méthodes GMRES emboîtées à traiter efficacement des systèmes adjoints fortement

couplés. En outre, nous avons démontré l’intérêt de l’approche monolithique à résoudre de

tels systèmes grâce à leurs propriétés remarquables à éliminer du problème la contrainte du

couplage fort entre le fluide et la structure dont souffre justement l’approche partitionnée.

Ces études ont démontré également le rôle majeur des stratégies de préconditionnement

robustes dans les performances du solveur GMRES. Des préconditionneurs tels que la mé-

thode de relaxation LUSGS et la factorisation LU incomplète par bloc ont été mises en

œuvre dans les études abordées dans ce chapitre.
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3. DÉVELOPPEMENT DE SOLVEURS DE KRYLOV EMBOÎTÉS ASSOCIÉS À DES
STRATÉGIES DE PRÉCONDITIONNEMENT ROBUSTES

Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’améliorer la résolution des systèmes adjoints fluides pour

des problèmes numériques raides. Pour cela, nous avons mis en place un solveur GMRES

modulaire associé à des stratégies de préconditionnement robustes. Une attention particu-

lière est portée sur le solveur GMRES emboîté qui fait partie de la classe des méthodes

de Krylov flexibles. Ces méthodes possèdent en effet des propriétés de convergence remar-

quables par rapport au GMRES standard. Dans la section 3.1, nous exposons succinctement

les principes fondamentaux sur lesquels se basent les méthodes de Krylov en général et le

GMRES en particulier. La section 3.2 présente les différentes stratégies de précondition-

nement. Une analyse de convergence est effectuée pour le cas du GMRES emboîté. La

section 3.3 expose la technique de déflation spectrale par augmentation qui a l’avantage

d’accélérer la convergence des systèmes linéaires mal conditionnés. Pour finir, une analyse

de performance du solveur est réalisée dans la section 3.4. Deux cas tests développés par

l’ONERA sont considérés : le profil supercritique OAT15A bidimensionnel et l’aile M6

tridimensionnel. Dans les deux cas, l’écoulement stationnaire est transsonique visqueux.
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3.1. Méthode de projection - Méthode de Krylov

3.1 Méthode de projection - Méthode de Krylov

On souhaite résoudre le système linéaire suivant :

Ax = b, A ∈ RN×N , b,x ∈ RN (3.1)

Les méthodes de Krylov font partie d’une classe de méthodes bien connue dont l’objectif

est de calculer une correction tm de l’erreur initiale, notée t, d’un système linéaire donné.

Pour une solution initiale x0 donnée, la solution de (3.1) satisfait la relation x = x0 + t ≈
x0 + tm, c’est-à-dire, nous cherchons à approximer t qui vérifie

A(x0 + t) = b (3.2)

Pour résoudre le système linéaire (3.2) avec r0 = b −Ax0, on construit un espace de

correction, appelé espace de Krylov, de manière itérative

Km(A, r0) = Vect{r0,Ar0, ...,Am−1r0} (3.3)

À l’itération m, tm ∈ Km(A, r0) est calculé en imposant une contrainte sur le résidu

rm et xm = x0+ tm est l’approximation de la solution dans l’espace affine x0+Km(A, r0).

La contrainte imposée sur le résidu est une contrainte d’orthogonalité appelée condition

de Petrov-Galerkin. Parmi ces méthodes, nous porterons notre attention sur la méthode

GMRES [8] du fait de ses bonnes propriétés de convergence.

3.1.1 La méthode généralisée du résidu minimal (GMRES)

La méthode GMRES [8] permet de résoudre des systèmes linéaires non symétriques

vérifiant les deux contraintes suivantes :

xm ∈ x0 +Km(A, r0), (3.4)

rm ⊥ AKm(A, r0) (3.5)

Toute les méthodes vérifiant l’équation (3.5) sont appelées des méthodes de projection

résiduelle. En effet, l’équation (3.5) définit la projection (oblique ou orthogonale) du résidu

sur l’espace AKm(A, r0) qui est appelé espace de contrainte. Cette contrainte équivaut à

résoudre le problème de minimisation résiduel :

tm = argmin
δ∈Km(A,r0)

∥b−A(x0 + δ)∥, (3.6)

impliquant les approximations

tm = PKmt et rm = (I−QKm
)r0 (3.7)
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où PKm est la projection (AtA) -orthogonale sur Km(A, r0) et QKm
est la projection

orthogonale sur AKm(A, r0).

Les opérateurs PKm et QKm
sont définis par les expressions suivantes :

PKm = Vm(Vt
mAtAVm)−1Vt

mAtA (3.8)

QKm
= AVm(Vt

mAtAVm)−1Vt
mAt (3.9)

Une base naturelle de Km pour le calcul de xm est définie par (3.3). Or, cette base n’est

pratiquement pas utilisable car les vecteurs Amr0 deviennent rapidement colinéaires ce qui

donne lieu à une dégénérescence numérique. Pour éviter cela, une solution consiste à im-

plémenter une procédure d’orthonormalisation, appelée procédure d’Arnoldi, afin d’obtenir

une base orthonormale de Km(A, r0) [34] qui est représentée par la matrice Vm.

3.1.2 Procédure d’orthogonalisation - Méthode d’Arnoldi

Cette procédure construit itérativement une base orthonormale de Km+1(A, r0). Elle

fait appel notamment à la procédure de Gram-Schmidt modifiée [35]. À l’itération m, on

calcule

vm+1hm+1,m = Avm−
m∑
i=1

vihi,m avec hi,m = vt
iAvm et hm+1,m = ∥Avm−

m∑
i=1

vihi,m∥,

(3.10)

tel que vm+1 soit de norme unitaire. La procédure construit la matrice

Vm+1 =
[
v1 v2 · · · vm+1

]
∈ RN×(m+1) et Hm ∈ R(m+1)×m (3.11)

tel que Vt
m+1Vm+1 = Im+1. Hm est une matrice de Hessenberg supérieure avec comme

composantes hi,m. Elle vérifie la relation d’Arnoldi fondamentale :

AVm = Vm+1Hm = VmHm + hm+1,mvm+1etm, (3.12)

où Hm ∈ Rm×m est la sous-matrice constituée des m premières lignes de Hm et em le

vecteur m de la base canonique de RN . Cette relation permet de réduire le problème de

minimisation (3.6) en un problème aux moindres carrés de taille réduite (m+ 1)×m :

ym = argmin
y∈Rm

∥∥r0∥e1 −Hmy∥, où tm = Vmym (3.13)

Nous pouvons facilement vérifier à travers les équations ci-dessous que la méthode
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GMRES vérifie bien la condition d’orthogonalité (3.5). En effet,

ri = b−Axi (3.14)

= Vm+1(c−Hmym) avec c = VT
m+1ri (3.15)

et

ym = argmin
y
∥c−Hmy∥ (3.16)

= H†
mc avec H†

m = (HT
mHm)−1HT

m (3.17)

En utilisant la relation d’Arnoldi (3.12), on a

(AVm)T ri = (AVm)TVm+1(c−Hmym)

= HT
mVT

m+1Vm+1(c−Hmym)

= HT
m(c−HmH†

mc)

= 0

3.2 Stratégies de préconditionnement

La version standard du GMRES est pratiquement inutilisable essentiellement à cause

de la limitation mémoire due au stockage des vecteurs de Krylov au cours des itérations.

L’approche classique est d’adopter une stratégie de redémarrage du GMRES qui consiste

à fixer une taille maximale m de l’espace de Krylov Km, puis de redémarrer le GMRES à

partir de la solution xm du cycle précédent. La méthode est dorénavant notée GMRES(m).

Bien que la méthode GMRES(m) ait des propriétés de convergence satisfaisantes, elle

souffre d’un manque de robustesse qui se traduit par l’apparition d’un plateau (stagnation

de convergence) suite au redémarrage. Cette stagnation est liée à la distribution spectrale

de l’opérateur A. Dans le domaine de la CFD, les systèmes linéaires sont généralement mal

conditionnés. Les expériences numériques ont montré que les plus petites valeurs propres

sont très souvent responsables de cette stagnation [36]. Cette constatation numérique re-

pose sur une justification théorique en ce qui concerne les matrices symétriques définies po-

sitives. Pour les matrices plus générales, un facteur important est le degré de non-normalité.

Selon la nature du problème, il est tout à fait envisageable que d’autres valeurs propres

aient un effet plus considérable sur la convergence. L’inconvénient avec ces valeurs propres

est qu’elles sont difficilement captées par les méthodes de Krylov. Le lecteur peut se référer

à [37]. Ces dernières ont tendance à capter plus facilement les plus grandes valeurs propres

de l’opérateur comme nous l’expliquerons dans la section suivante.

L’objectif principal du préconditionneur est de "décaler" les valeurs propres en ques-

tion autour de 1, ce qui aura pour effet d’améliorer le conditionnement de l’opérateur A.
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Elle sert également à créer des clusters de valeurs propres. Le cas idéal serait de placer

le spectre entier sur la droite réelle égale à 1, ce qui revient à choisir M−1 = A−1. Cette

dernière correspond à l’utilisation d’une méthode directe pour inverser A. La méthode

GMRES converge dans ce cas en une seule itération. Dans de telles conditions, le précon-

ditionneur serait extrêmement coûteux en termes de ressource mémoire et de calcul. Cette

option n’est évidemment pas envisageable puisqu’au final, on ne stocke jamais la matrice

A. Soulignons que l’opérateur de préconditionnement est appliqué avant chaque produit

matrice-vecteur. Les résolutions avec l’algorithme GMRES nécessitent des centaines voire

des milliers d’itérations. Il est donc essentiel de trouver un compromis entre robustesse et

coût mémoire/temps de calcul.

Pour répondre à un tel compromis, l’idée consiste d’une part à construire un précon-

ditionneur qui soit une bonne approximation de la matrice A, et d’autre part à faire un

choix stratégique de la méthode d’inversion du préconditionneur. Le premier critère permet

d’assurer l’aspect robustesse/coût mémoire tandis que le deuxième garantit l’aspect robus-

tesse/coût CPU. Parmi ces méthodes, il y a les méthodes de relaxation de type LU-SGS

et les méthodes de factorisation incomplète version scalaire ILU et version par bloc BILU.

3.2.1 Méthode LU-SGS couplée à la méthode de Schwarz additive

C’est une méthode itérative combinant une factorisation LU avec une méthode de re-

laxation de type SSOR[37] qui dépend d’un paramètre de relaxation ω. La méthode LU-SGS

(Lower Upper Symmetric Gauss-Seidel) est obtenue en posant ω = 1. Dans un contexte de

préconditionnement, nous cherchons une approximation de la solution du système linéaire

Mx = v où v est un vecteur de Krylov. Dans la phase de factorisation, l’opérateur impli-

cite M est décomposé en une matrice triangulaire inférieur L, une matrice diagonale D et

une matrice triangulaire supérieure U : M = L+D+U. La solution du système est alors

approchée par la méthode de relaxation [17, 11] qui consiste à effectuer un balayage amont

et aval. Chaque cycle de relaxation est constitué de deux étapes :

(L + D)x(p+ 1
2
) = b−Ux(p) (3.18)

(U + D)x(p+1) = b− Lx(p+
1
2
) (3.19)

où p indique le numéro du cycle LU-SGS, en démarrant par x(0)=0. Dans un contexte de

préconditionnement, 2 à 4 cycles de relaxation sont suffisants pour obtenir une solution

approchée acceptable. Pour un cycle de relaxation, il est possible d’expliciter l’opérateur de

préconditionnement correspondant MSGS = (L + D)D−1(U + D). Comme nous traitons

un problème structuré par bloc, l’algorithme LU-SGS par bloc a été implémenté donnant

ainsi une matrice D diagonale par bloc. Nous soulignons que le caractère diagonal domi-

nant de MSGS est une condition nécessaire et suffisante pour assurer la convergence de

la méthode LU-SGS. Néanmoins, dans le cas d’une linéarisation du modèle de turbulence,

les résultats numériques montrent qu’il est bénéfique d’ajouter un terme diagonal de la
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forme I/∆τ , où I est la matrice identité et où ∆τ est homogène à un pseudo-pas de temps

local intervenant typiquement lors d’une phase implicite d’un solveur de Newton inexact

non linéaire. Le pseudo-pas de temps local est calculé à partir de la condition de stabilité

Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) et du champ fluide stationnaire. En choisissant la bonne

valeur de CFL, il est ainsi possible d’accélérer de manière drastique la convergence du

solveur adjoint.

Dans un contexte de décomposition de domaine, la partie du second membre de (3.18,

3.19) associée aux cellules de recouvrement est mise à jour à chaque cycle afin de prendre

en compte les informations issues des blocs voisins. Nous avons en fait combiné la méthode

LU-SGS à une méthode de Schwarz Additive Restrictive (RAS). Selon l’ordre des blocs,

le second membre est construit à partir de la solution à l’étape précédente ou à partir des

blocs dont la solution est déjà à jour. Dans la suite, nous noterons LU-SGS(Ns , CFL)

où Ns correspond au nombre de cycles de relaxation. L’application de la méthode RAS

permet au LU-SGS d’être nativement parallèle. La Figure 3.1 illustre comment l’échange

d’information se réalise entre deux blocs partageant la même interface. Dans cet exemple,

nous avons considéré deux rangées de cellules fictives. Le nombre de rangées dépend de

l’ordre de discrétisation des flux convectifs. Dans le cas du LU-SGS, nous appliquerons une

discrétisation d’ordre un des flux convectifs, donc une seule rangée sera considérée.

Dans le cas du GMRES, le préconditionneur LU-SGS couplé à une méthode de Schwarz

additive effectue la résolution suivante :

{
z(p)j = M−1v(p)

j dans Ωp,

z(p)j|Γp
= z(q)j

{
z(q)j = M−1v(q)

j dans Ωq,

z(q)j|Γp
= z(p)j

avec Ωp,q deux blocs ayant une interface commune Γ = Γp = Γq.

Figure 3.1 : Échange d’incrément de la solution entre le Bloc 1 et le Bloc 2.
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3.2.2 Factorisation LU incomplète

Une factorisation incomplète [38] consiste à calculer une approximation de la factori-

sation de A. Cette approximation est basée sur une stratégie d’élimination qui varie selon

différents critères tels que la position des coefficients, leur valeur absolue, ou la combinaison

des deux.

L’approche standard, connue sous le nom de ILU(0), consiste à ne calculer que les termes

qui sont aux emplacements des termes non nuls de A. Autrement dit, les matrices L̄ et Ū

de la factorisation incomplète possèdent respectivement la partie triangulaire inférieure et

supérieure de A. L’inconvénient majeur du ILU(0) est son incapacité à détecter d’éventuels

pivots nuls, ce qui rend cette méthode impraticable dans certaines situations. Le bloc

ILU(0) (BILU(0)) résout justement ce problème en inversant une matrice de petite taille.

Le BILU(0) est également connu pour être plus robuste et stable numériquement. Il existe

également le BILU(p) qui permet un certain remplissage de L̄ et Ū et où p est un paramètre

de contrôle du niveau de remplissage.

Une autre stratégie consiste à éliminer les termes dont l’amplitude est inférieure à un

certain seuil noté τ . Cette stratégie est notée ILUT(τ) [39]. L’élimination des termes dans

la factorisation ILUT(τ) se fait à partir du critère suivant :

|Ai,j | < τ ||Ai,:|| ⇒ Ai,j = 0,

avec Ai,: la ième colonne de A.

Le ILUT(τ ,p) est une version améliorée du ILUT(τ) qui prend en compte un paramètre

supplémentaire. En effet, en plus d’éliminer les termes dont la valeur est inférieure à τ , les

p plus grandes valeurs absolues de la ligne courante de L̄ et Ū résultant de ILUT(τ) sont

préservées. Ceci permet un contrôle du coût mémoire associé à la factorisation.

3.2.3 La méthode GMRES flexible (FGMRES)

Le principe du GMRES flexible (FGMRES) [40] consiste à faire varier le précondition-

neur à chaque itération j du processus d’Arnoldi en considérant un opérateur non linéaire

variable Mj : RN → RN . La récurrence d’Arnoldi s’écrit alors :

AZm = Vm+1Hm (3.20)

où Zm = [z1, ..., zm] = [M1v1, ...,Mmvm] correspond à un deuxième espace qui sera

stocké en plus de Vm. La solution de l’itération courante xj s’exprime alors comme com-

binaison linéaire des vecteurs zj par la relation xj = x0 + Zjyj minimisant le résidu

rj = b−Axj sur l’espace x0 + Vect{Zj}.

L’opérateur Mj se construit généralement au moyen des méthodes algébriques itéra-

tives. Parmi celles-ci, on trouve la méthode Jacobi par bloc [37] et la méthode multigrille
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algébrique [41]. Bien que cette dernière soit connue pour la résolution des systèmes linéaires

de grande taille, elle est également connue pour être particulièrement robuste en tant que

préconditionneur. Plusieurs études ont été réalisées à ce sujet et les expériences numériques

ont démontré sa capacité à résoudre efficacement des systèmes linéaires pour des problèmes

numériques raides [42, 43]. Le principe du multigrille est d’éliminer les composantes asso-

ciées aux basses fréquences de l’erreur de la solution numérique permettant d’accélérer la

convergence.

Dans le cadre des méthodes flexibles, il existe un cas particulier qui est le solveur

GMRES emboîté qui consiste à utiliser un solveur de Krylov comme préconditionneur. Les

propriétés remarquables de convergence ont été démontrées dans un cadre théorique clair.

En effet, V. Simoncini démontre dans [6] que l’espace de Krylov dans lequel est calculé la

solution est largement plus grand que celui généré par un GMRES standard. Elle démontre

plus spécifiquement que cet espace augmente à chaque itération du GMRES externe mais

sous certaines conditions (voir théorème 1 dans [6]). En effet, à chaque itération j externe

du GMRES, chaque vecteur zj est une approximation de la solution du système

Azj = wj , (3.21)

où wj correspond au jème vecteur de Krylov externe. Ceci génère un espace de Krylov

interne noté Kmj (A,wj) générant ainsi la base orthonormale V(j)
mj =

[
v(j)
1 , · · · ,v(j)

mj

]
. La

matrice V(j)
mj satisfait la récurrence d’Arnoldi interne

AV(j)
mj

= V(j)
mj+1H

(j)
mj

, (3.22)

zj = V(j)
mj

yj , yj ∈ Rmj (3.23)

Sachant que xj = x0+Zjuj pour un certain uj ∈ Rmj et d’après (3.23), on conclut que

la solution xj s’exprime comme combinaison linéaire de l’ensemble des j bases des espaces

de Krylov internes. Si on collecte toutes les bases internes dans une seule matrice notée

Bj ∈ RN×p, on obtient

xj = x0 +BjYjuj , (3.24)

où p =
∑j

i=1mi et Yj = diag(y1, · · · ,yj) ∈ Rp×j . Ces propriétés de convergence justifient

clairement la robustesse des méthodes emboîtées afin de traiter des problèmes numériques

particulièrement raides. Un point important à souligner est que les vecteurs des bases Bj

ne sont pas linéairement indépendants. Il faut donc un nombre minimal de vecteurs dans

la base interne pour assurer une bonne capacité d’exploitation du GMRES emboîté.

Une autre propriété remarquable du GMRES emboîté est sa capacité à résoudre glo-

balement un problème décomposé en sous-domaines. Dans le cas d’un GMRES standard,
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l’action du préconditionneur est local au sous-domaine auquel il appartient. Néanmoins,

il est possible de globaliser l’effet du préconditionneur sur l’ensemble du domaine de cal-

cul en appliquant la méthode RAS. Dans notre cas, cette méthode a été appliquée au

préconditionneur LUSGS. Malgré tout, cette amélioration ne suffit pas pour mettre en

concurrence le GMRES emboîté grâce à ses propriétés remarquables. Cette propriété de

globalité vient du fait que le préconditionneur résout approximativement le système (3.21)

et non Mzj = wj comme c’est le cas pour le GMRES standard.

Nous avons mentionné dans l’introduction de ce chapitre l’implémentation modulaire du

solveur GMRES. La stratégie d’implémentation a consisté à faire appel à plusieurs routines

bas niveau C++ existantes dans le solveur elsA puis de les importer dans un langage

de haut niveau tel que le langage Python. Ces routines concernent essentiellement les

opérations algébriques telles que le produit matrice-vecteur, le produit scalaire, la phase de

préconditionnement et en l’occurrence l’accès aux Jacobiennes approchées et à la relaxation

LU-SGS, et le calcul de la norme. Le lecteur pourra se référer à [44] pour plus de détails

sur ce type d’implémentation modulaire. Le rôle de l’utilisateur sera ensuite de fournir

des arguments d’entrées qui correspondent à des adresses mémoire stockant les vecteurs

de Krylov dont la taille correspond à la taille du sous-domaine auquel ils appartiennent.

L’avantage de cette approche est le fait de réutiliser des routines existantes qui gèrent toute

la complexité du parallélisme et des échanges MPI entre les processeurs. Ceci nous a donc

permis de se concentrer plus sur la méthodologie des solveurs de Krylov.

3.2.4 Matrices de préconditionnement

Dans une phase de préconditionnement, deux aspects importants sont à prendre en

compte. Le premier est le choix d’un préconditionneur efficace et robuste. Le deuxième

aspect est le choix de la méthode de résolution qui s’applique au préconditionneur. Pour

le deuxième aspect, le LU-SGS couplé à une méthode de Schwarz additive et le BILU(0)

ont été sélectionnés. Il reste à présent la construction d’un préconditionneur. Comme men-

tionné précédemment, la construction d’un préconditionneur est fortement dépendante du

problème physique de départ. L’idée est donc de partir d’une approximation de la ma-

trice du système tout en respectant le compromis robustesse/coût. Pour cela, nous avons

deux options selon le type d’approximation qu’on effectue. La Figure 3.2 illustre les diffé-

rentes discrétisations des flux convectifs possibles en 3D, c’est-à-dire, dans les directions i,

j et k du maillage. La figure de gauche correspond à la discrétisation exacte d’ordre deux

des flux convectifs qui correspond au stencil de la matrice du système adjoint. La figure

du milieu correspond à une discrétisation d’ordre un et la figure de droite correspond à

une discrétisation d’ordre un dans laquelle une approximation a été effectuée sur les flux

visqueux.
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a) Exact 2nd order (size 25)
b) Exact 1st order

(size 19) c) Approx. 1st order (size 7)

Figure 3.2 : Stencils des différentes matrices Jacobiennes.

3.2.4.1 Matrice jacobienne approchée d’ordre un

La matrice jacobienne approchée d’ordre un est définie à partir des linéarisations ap-

prochées des flux convectifs et visqueux du champ moyen et du champ turbulent définies

dans [11] et rappelées ci-dessous :

- flux convectifs moyens : linéarisation décentrée d’ordre 1 de Steger et Warming :

d(Fc
i+ 1

2

− Fc
i− 1

2

) = A+(Wi)dWi + A−(Wi+1)dWi+1; (3.25)

- flux visqueux moyens : linéarisation centrée avec approximation de type "couche

mince" [11] et gradients évalués aux centres des cellules :

d(Fv
i+ 1

2

− Fv
i− 1

2

) = Mv(Wi+1)dWi+1 −Mv(Wi)dWi; (3.26)

Les expressions de A+ et A− peuvent être trouvées dans [45] ainsi que les expressions

pour les flux turbulents. Pour l’expression explicite de Mv voir l’article de Peter et al. [11].

Pour l’approche physique "couche mince", des hypothèses doivent être vérifiées : les

effets visqueux doivent être prépondérants en proche paroi (nombre de Reynolds élevé) et

on doit se situer au voisinage d’une paroi dans la couche limite.

Dans les régions où l’hypothèse de "couche mince" est valide, la partie diffusive des

équations de Navier-Stokes vérifient les équations de couche limite : les dérivées transver-

sale et latérale sont négligées et seule la dérivée suivant la direction normale à la face est

calculée.

La Figure 3.3 décrit la structure de la matrice Jacobienne approchée d’ordre un. Plus

précisément, si on considère une cellule courante d’un maillage structuré d’indice (i,j),

alors la matrice jacobienne approchée d’ordre un possède un stencil à 5 points : 3 points en

(i-1,j), (i,j) et (i+1,j) pour la diagonale principale puis 2 points en (i,j-1) et (i,j+1) pour

la partie extra diagonale. Dans toute la suite, nous noterons JAPP
O1 la matrice Jacobienne

d’ordre 1 approchée.
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Figure 3.3 : Structure par bloc de la Jacobienne d’ordre 1 approchée JAPP
O1 en 2D.

3.2.4.2 Matrice jacobienne exacte d’ordre un

La matrice jacobienne exacte d’ordre un est obtenue d’une part en linéarisant de ma-

nière exacte une approximation au premier ordre des flux convectifs du champ moyen et

d’autre part en linéarisant le flux diffusif de manière exacte. De plus, une correction est

apportée aux gradients de vitesse et de température dite 5p-cor de sorte à garantir une

certaine stabilité. En effet, si on se contente de calculer les gradients au centre des cellules

(méthode 5p sans correction), des modes parasites apparaîtraient dans le cas où les effets

de diffusion seraient prépondérants par rapport aux effets convectifs. L’idée de cette cor-

rection est de calculer les gradients sur des interfaces qui passent par le centre d’un volume

de contrôle constitué des deux demi-cellules adjacentes à l’interface (pour plus de détails

sur la méthode 5p-cor, voir par exemple [46] ou [47]).

La Figure 3.4 décrit la structure de la matrice jacobienne exacte d’ordre un. Elle possède

un stencil à 9 points en deux dimensions : 3 points sur la partie diagonale principale (c’est-

à-dire en (i-1,j), (i,j) et (i+1,j)) et 6 points sur les parties extra-diagonales (3 points en

(i,j-1)), (i-1,j-1) et (i+1,j-1) et 3 points en (i,j+1)), (i-1,j+1) et (i+1,j+1)). La matrice

Jacobienne d’ordre 1 exacte sera noté JEXA
O1 .

Figure 3.4 : Structure par bloc de la matrice Jacobienne d’ordre 1 exacte JEXA
O1 en 2D .

Le calcul de la matrice jacobienne exacte d’ordre un s’effectue par produits matrice

vecteur de test. Le nombre de ces produits est rendu minimal par une technique de coloriage

des colonnes orthogonales de la matrice jacobienne [48]. Les colonnes orthogonales sont

identifiées à partir de la connaissance du stencil du schéma de discrétisation associé.

3.3 Approche de déflation spectrale

L’inconvénient majeur du GMRES(m) est que, lors d’un redémarrage, l’espace de Kry-

lov Km(A, r0) généré au cycle précédent est supprimé. Ceci explique pourquoi ce redémar-

rage dégrade fortement la convergence. L’idée de la déflation est de conserver dans l’espace

de recherche, à chaque cycle, une information bien choisie afin d’accélérer la convergence

des cycles suivants. Cette information concerne fondamentalement le spectre de l’opérateur.
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Un exemple typique est la méthode du gradient conjugué qui s’applique aux problèmes

symétriques définis positifs. L’analyse de convergence de cette méthode montre qu’une

borne supérieure qui dépend du conditionnement spectral noté κ = λmax/λmin, où λmax

et λmin sont respectivement la plus grande et la plus petite valeur propre de la matrice.

La borne supérieure sur la convergence est (
√
κ − 1)/(

√
κ + 1). La borne de convergence

du GMRES est un peu plus complexe et dépend des propriétés de l’opérateur. Dans le cas

particulier des matrices normales, on peut obtenir des expressions des bornes de conver-

gence qui ne dépendent que des valeurs propres. Quant aux opérateurs non normaux, la

borne de convergence ne dépend plus seulement des valeurs propres. [49]. L’effet de cette

non normalité se traduit par l’apparition de plateaux de convergence.

Les expérimentations numériques ont démontré que les plus petites valeurs propres sont

généralement responsables des problèmes de convergence du GMRES(m) [36]. Pour com-

prendre pourquoi ces valeurs propres sont si critiques pour la convergence, il faut revenir à

aux fondements de la méthode d’Arnoldi. Cette méthode a été introduite au départ dans

le but de transformer une matrice dense en une matrice de Hessenberg. Arnoldi remarque

également que le spectre de la matrice de Hessenberg est une bonne approximation des plus

grandes valeurs propres de la matrice d’origine. L’espace de Krylov Km contiendra donc

naturellement les vecteurs propres de AM−1 associés aux plus grandes valeurs propres. Il

est donc naturel de recycler les vecteurs propres associés aux plus petites valeurs propres

qui sont difficilement captées par la méthode d’Arnoldi.

3.3.1 Calcul des vecteurs de Ritz harmoniques

L’étape importante dans une stratégie de déflation est le calcul des vecteurs propres

associés aux valeurs propres extrêmes de l’opérateur A. D’après [50], les vecteurs de Ritz

harmoniques sont une bonne approximation de ces vecteurs propres et se calculent comme

combinaison linéaire des vecteurs de Krylov de Km dans le cas de la méthode GMRES

standard. Dans le cas flexible, il est possible de choisir une autre base ce qui fera l’objet

du chapitre suivant. Les coordonnées associées sont calculées à partir de la résolution d’un

problème aux valeurs propres issu de la méthode de Rayleigh-Ritz [50].

3.3.1.1 Méthode de Rayleigh-Ritz

La méthode de Rayleigh-Ritz consiste à résoudre le problème aux valeurs propres de

l’opérateur A tel que son résidu soit orthogonal à un espace de Krylov généré par A. Dans

ce qui suit, nous postulons l’existence d’une relation d’Arnoldi de la forme (3.12) avec Vm

une base orthonormale de Km.

Soit S est un sous-espace de Rn. On dit que (θ,y) ∈ R × S est une paire de Ritz de

l’opérateur A par rapport à S si
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(Ay− θy) ⊥ S, y ∈ S (3.27)

Si on pose S = Km(A, r0) et y = Vmu, tel que u ∈ Rm, alors on a

VT
m(AVmu− θVmu) = 0

⇔ Hmu = θu (3.28)

D’après (3.28), on remarque que les valeurs propres de la matrice de Hessenberg Hm

sont des approximations des valeurs propres de l’opérateur A appelées aussi valeurs de Ritz.

Elles ont la particularité de bien approximer les plus grandes valeurs propres de A [51].

Pour obtenir une bonne approximation des plus petites valeurs propres de A, on identifie

les plus grandes valeurs propres de A−1. On définit donc les valeurs de Ritz harmoniques

comme étant l’inverse des valeurs de Ritz de A−1 tel que son résidu soit orthogonal à

AKm(A, r0). Autrement dit on a,

(A−1y− θy) ⊥ AKm(A, r0), y ∈ AKm (3.29)

où θ−1 est défini comme étant une valeur de Ritz harmonique de A et y = AVmu étant le

vecteur de Ritz harmonique associé à θ−1. Ainsi, la relation d’orthogonalité s’écrit

(A−1y− θy) ⊥ AKm(A, r0)

⇔ VT
mAT (A−1y− θy) = 0

⇔ VT
mAT (A−1AVmu− θAVmu) = 0

⇔ VT
mAT (Vmu− θAVmu) = 0

On utilisant la relation d’Arnoldi (3.12) et sachant que Hm = VT
mVm+1Hm, nous

obtenons

HT
mVT

m+1Vmu− θHT
mVT

m+1AVmu = 0

⇔ HT
mu− θHT

mHmu = 0

⇔ HT
mu = θHT

mHmu (3.30)

La relation (3.30) peut s’écrire

HT
mHmu = θ−1HT

mu (3.31)
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3.3. Approche de déflation spectrale

3.3.1.2 Traitement numérique des valeurs propres

Théoriquement, résoudre le problème aux valeurs propres généralisé (3.31) de taille

m ≪ n ne pose pas particulièrement de problème. Or, pour des cas numériques raides

(ce qui se traduit par un très mauvais conditionnement du système), l’approximation des

vecteurs propres devient peu précise introduisant ainsi des erreurs numériques dans l’espace

de déflation qui risquent de se propager au cours des cycles du GMRES. En effet, le

conditionnement de HT
mHm est égal au carré de celui de la matrice de Hessenberg Hm.

L’idée est donc de simplifier l’expression (3.31) afin d’améliorer le conditionnement.

Cette idée a été introduite pour la première fois par Morgan [36]. Nous obtenons ainsi un

problème aux valeurs propres standard :

(Hm + h2m+1,mfmeTm)u = θu (3.32)

où fm = H−T
m em représente la dernière colonne de H−T

m et em est le m-ème vecteur de la

base canonique de Rm. Le passage de (3.31) à (3.32) est démontré dans l’annexe A.

3.3.2 Description de l’algorithme FGMRES-DR

Le premier cycle du FGMRES-DR commence par un cycle complet de FGMRES don-

nant en sortie le résidu rm (étape 3 de l’algorithme 1). À la fin du premier cycle, on

résout le problème aux valeurs propres standard (3.32) donnant en sortie les m paires de

valeurs-vecteurs propres (θi,pi) (étape 6 de l’algorithme 1). On sélectionne ensuite les k

paires associées aux k plus petites valeurs de Ritz harmoniques θi. On construit la ma-

trice Pk+1 ∈ Rm×(k+1) constituée des k vecteurs propres p1, ...,pk auxquels on ajoute le

résidu projeté c −Hmy en prenant soin d’ajouter une ligne composée de zéros (étape 7

de l’algorithme 1). On orthonormalise les colonnes de Pk+1 pour donner Pk+1 (étape 8

de l’algorithme 1). À ce stade, les vecteurs de Ritz harmoniques sont construits par com-

binaison linéaire des vecteurs de Krylov du cycle précédant (étape 9 de l’algorithme 1).

Le second cycle s’achève en complétant la base de Krylov par l’application de (m − k)

étapes d’Arnoldi (étape 11 de l’algorithme 1). Nous économisons ainsi k produits par A

et par Mj qui sont remplacés par l’étape de déflation qui est moins coûteuse. L’espace

de déflation Vnew
k+1 a la propriété remarquable de vérifier une relation d’Arnoldi flexible de

taille k [24] :

AZnew
k = Vnew

k+1H
new
k (3.33)

L’algorithme FGMRES-DR est présenté dans l’algorithme ci-dessous. L’algorithme GMRES-

DR se déduit facilement en considérant un préconditionneur stationnaire Mj = M−1.
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Algorithm 1 FGMRES-DR(m,mi,k)
1: Start : x0, r0 = b−Ax0, tol, i = 0.

2: Soit v1 = r0/∥r0∥ et β = ∥r0∥.
3: Appliquer un cycle complet FGMRES(m,mi) et construire Vm+1, Zm, H̄m et r(1)m .

4: while ∥r(i)m ∥ > tol do

5: i = i+ 1

6: Calculer k vecteurs propres pi de Hm + h2m+1,mH−T
m emeTm pour les plus petites

valeurs propres θi.

7: Construire Pk = [p1, ...,pk] et Pk+1 =

[[
Pk

01×k

]
, c− H̄my

]
8: Calculer la décomposition QR de Pk+1 : Pk+1 = P̄k+1Γk+1

9: Vnew
k+1 = Vm+1P̄k+1, Znew

k = ZmP̄k and H̄new
k = P̄T

k+1H̄mP̄k.

10: Soit H̄k = H̄new
k , Vk+1 = Vnew

k+1 et Zk = Znew
k .

11: Appliquer (m − k) itérations d’Arnoldi à partir de Vnew
k+1, Znew

k , et H̄new
k pour

construire Vm+1, Zm et H̄m.

12: c = VT
m+1r

(i)
m

13: Résoudre le problème aux moindres carrés miny∥c− H̄jy∥ pour y∗

14: Calculer x(i)
m = x(i−1)

m + Zmy∗

15: r(i)m = r(i−1)
m −Vm+1H̄m

16: end while

3.4 Résultats numériques

Afin d’évaluer la capacité du solveur modulaire GMRES à résoudre efficacement le

système adjoint aérodynamique, nous considérons deux cas tests numériques. Le premier

correspond au profil d’aile supercritique OAT15A en écoulement stationnaire transsonique

visqueux. Le nombre de Mach est fixé à 0.734, le nombre de Reynolds vaut 6.5×106 et

l’angle d’incidence est égal à 1.15 degrés. Afin d’éviter un biais numérique dans le calcul du

champ adjoint et du gradient associé, le calcul du champ stationnaire est convergé jusqu’à

des résidus numériquement très faibles (réduction de la norme de 10 ordres de grandeur).

Le deuxième cas test correspond à l’aile M6 ONERA pour le même type d’écoulement. Le

nombre de Mach est fixé à 0.84 pour un nombre de Reynolds qui vaut 11.7×106 et un angle

d’incidence égal à 3.06 degrés. La Table 3.1 décrit les paramètres numériques du solveur

FGMRES-DR. Nous soulignons que le critère d’arrêt du GMRES interne est basé sur deux

paramètres qui sont la taille de l’espace de Krylov interne mi et la tolérance interne qu’on

a fixé à 0.5, suffisant pour la phase de préconditionnement. Le GMRES interne s’arrête dès

que l’un des deux critères est vérifié.
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m 60 Taille de l’espace de Krylov externe
k 20 Nombre de vecteurs déflatés
tol outer 1.e-9 Tolérance de convergence relative
mi 20 Taille de l’espace de Krylov interne
tol inner 0.5 Tolérance de convergence du GMRES interne

Table 3.1 : Paramètres numériques du solveur FGMRES-DR

3.4.1 Profil OAT15A

Le profil OAT15A présente un bord de fuite épais imposant un maillage initial structuré

d’au moins deux blocs. Le nombre correspondant de cellules est de 158 208. Pour une étude

de scalabilité, le maillage est découpé en 16 blocs (cf. Figure 3.5a). Un schéma numérique

décentré de type Roe est sélectionné avec une reconstruction des flux convectifs à l’ordre

2 de type MUSCL associé à un limiteur de Van Albada. Le modèle de fluide est de type

RANS et la turbulence est modélisée par le modèle à une équation de transport de Spalart

Allmaras.

La Figure 3.5b présente le champ stationnaire de la densité volumique. La Figure 3.6

présente la convergence en norme L2 pour le champ de densité et le champ turbulent. Une

décroissance de 10 ordres de grandeur est observée pour la norme L2 des deux variables.

(a) (b)

Figure 3.5 : Profil OAT15A pour un écoulement fluide transsonique et turbulent : (a)
illustre le maillage structuré découpé en 16 blocs tandis que (b) illustre la densité volumique
à l’état stationnaire.

3.4.1.1 Résolution du système adjoint

Cette section a pour objectif d’améliorer la résolution du système adjoint aérodyna-

mique (2.19) au moyen du solveur GMRES emboîté associé à la déflation spectrale par

augmentation qui est noté par la suite FGMRES-DR(m,mi,k). Nous attirons l’attention

sur le fait que la résolution de tous les systèmes adjoints sera effectuée en considérant une

linéarisation exacte de l’équation turbulente. L’ensemble des calculs est effectué sur 16
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Figure 3.6 : Courbe de convergence de la densité et de l’énergie cinétique turbulente.

Figure 3.7 : Solution adjointe pour la variable densité.

processeurs de sorte que chaque bloc est associé à un seul processeur. La taille du système

est d’environ 1 million et le nombre de termes non nuls est estimé à 86 millions.
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(a) Cas non flexible. (b) Cas flexible.

Figure 3.8 : Historique de convergence du résidu en fonction du nombre de produits
matrices-vecteurs. L’impact de la déflation améliore drastiquement la convergence pour le
LU-SGS et le BILU(0) appliqués à JAPP

O1 . L’effet du préconditionneur BILU(0) appliqué à
JAPP
O1 améliore également la robustesse du solveur.

(a) (b)

Figure 3.9 : Impact de la réorthogonalisation sur la convergence du GMRES-DR. (a)
courbe de convergence pour le BILU(0) et (b) courbe de convergence pour le LUSGS.

La Figure 3.8 présente l’historique de convergence de la norme du résidu projeté

∥c − Hmym∥ dans le cas non flexible (Figure 3.8a) et dans le cas flexible (3.8b). Nous

remarquons que le solveur FGMRES(60) sans déflation stagne pour le préconditionneur

LU-SGS et le BILU(0) appliqué à la Jacobienne approchée d’ordre un JAPP
O1 . Une solution

naturelle consiste simplement à augmenter la base orthonormale de l’espace de Krylov Km,

de dimension m, afin d’obtenir de nouvelles directions de recherche. Cette solution n’est

pas envisageable puisque le coût mémoire devient rapidement important. En appliquant la

stratégie de déflation par augmentation, on récupère la convergence du résidu pour un coût
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de calcul raisonnable. Une déflation de 30 % de m est suffisante pour restaurer la conver-

gence du solveur FMGRES-DR pour ces deux préconditionneurs. On note la convergence

rapide du FMGRES pour le BILU(0) appliqué à la Jacobienne exacte d’ordre 1 JEX
O1 qui

atteste de sa robustesse à tel point que la déflation n’apporte aucune amélioration supplé-

mentaire. La contrepartie est le coût mémoire de JEX
O1 qui vaut environ le double de celui

de JAPP
O1 . Plus précisément, JAPP

O1 et JEX
O1 comportent respectivement 25 et 65 millions de

termes non nuls. Le tableau 3.2 montre l’impacte de la déflation sur le nombre d’itérations

et le nombre de produits par A selon le choix du préconditionneur.

Une autre observation numérique intéressante est la décroissance du résidu exact rm =

b − Axm. Celui-ci est calculé à la fin de chaque cycle et est comparé au résidu projeté.

Côté performance, le calcul de rm est déconseillé car il coûte un produit par A, ce qui

peut devenir pénalisant pour un grand nombre de cycles. Le but de son calcul est juste de

s’assurer de la convergence réelle du système adjoint. En effet, la décroissance du résidu

projeté vers la tolérance prescrite ne garantit pas forcément la convergence du système. Il

existe des situations où les deux résidus diffèrent de quelques ordres de grandeur surtout

pour des cas numériques raides comme c’est le cas pour le profil OAT15A. L’un des facteurs

qui est à l’origine de cette différence est la perte d’orthogonalité de la base de Krylov. La

Figure 3.8a illustre bien ce biais numérique. On remarque que le résidu projeté a atteint la

tolérance de 10−9 tandis que le résidu exact stagne à 10−8 pour le LUSGS et le BILU(0)

appliqués à JAPP
O1 . Cette différence entre le résidu exact et le résidu projeté s’estompe dans

le cas du GMRES emboîté. Ceci est dû en l’occurrence à la propriété de globalisation des

méthodes emboîtées comme le montre l’équation (3.21). Afin de comprendre ce phénomène

de stagnation, Röllin et al. [52] ont mené une étude sur le comportement du GMRES-DR

à tolérance très faible. Les auteurs expliquent que la décroissance du résidu exact est liée

à l’erreur commise sur la relation d’Arnoldi (3.12). Cette erreur provient plus précisément

de l’approximation des vecteurs de Ritz harmoniques via la relation Vnew
k+1 = Vm+1Pk+1.

L’orthogonalité de l’espace de déflation Vnew
k+1 est moins précise que si Vm+1 était calculé

avec redémarrage classique sans déflation. Dans le cas de la déflation, l’erreur a tendance

à se propager d’un cycle à l’autre. Cette erreur peut être quantifiée par l’erreur d’Arnoldi

qui vérifie, sous certaines hypothèses, la relation suivante

∥Em,k∥ = ∥AVnew
k −Vnew

k+1H
new
k ∥ (3.34)

Trois stratégies sont mises en œuvre pour corriger cette propagation d’erreur : la pre-

mière, proposée par Morgan [36], consiste à réorthogonaliser le vecteur vk+1 par rapport

aux k premiers vecteurs. La deuxième consiste à réorthogonaliser entièrement l’espace Vnew
k+1

et la dernière consiste à faire une double orthogonalisation au cours du processus d’Ar-

noldi. Les auteurs concluent que la double orthogonalisation est la meilleure option pour

améliorer la précision du GMRES-DR. En appliquant cette stratégie, la convergence du
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résidu exact est effectivement améliorée (voir Figure 3.9).

M = BILU(0) FGMRES(60,20) FGMRES-DR(60,20,20)

Matrice Jacobienne JEX
O1 JAPP

O1 JEX
O1 JAPP

O1

its 74 - 74 546

Mvps 1498 - 1321 8600

Table 3.2 : Performance de FGMRES-DR

3.4.1.2 Étude de la scalabilité forte

Nous avons démontré dans la section précédente la capacité du FGMRES-DR à ré-

soudre des problèmes raides. Dans un contexte de calcul parallèle, il arrive souvent que

les méthodes développées soient certes robustes mais souffrent d’un problème de passage

à l’échelle. La scalabilité désigne la capacité d’une méthode à ne pas se dégrader quand le

nombre de processeurs augmente. On distingue la scalabilité forte et la scalabilité faible.

La première se définit par la variation du temps de résolution d’un problème de taille fixe

en fonction du nombre de domaines. La scalabilité forte est parfaite quand le temps de

résolution est inversement proportionnel au nombre de domaines. La scalabilité faible se

définit par la variation du temps de calcul lorsque la taille du problème augmente linéai-

rement avec le nombre de domaines. La scalabilité faible est atteinte lorsque le temps de

résolution est constant. Nous évaluons ici la scalabilité forte du solveur FGMRES-DR.

On observe sur la Figure 3.10 que l’efficacité parallèle atteint jusqu’à 75 % pour le

LU-SGS appliqué à JAPP
O1 tandis que celle du BILU(0) appliqué à JEX

O1 atteint jusqu’à 80

%. Soulignons que la nature locale du BILU(0) n’a pas d’effet réel sur le comportement du

GMRES emboîté (propriété de globalité du préconditionneur externe) ce qui n’est pas le

cas du GMRES standard.

3.4.2 Aile M6 ONERA

Ce cas test correspond à l’aile M6 ONERA pour un fluide en écoulement stationnaire

transsonique et turbulent. Le maillage structuré est composé de 3.6 ×106 cellules hexa-

édriques. La Figure 3.11 présente le maillage et le champ de pression à l’état stationnaire.

La taille du problème algébrique est de 21 millions avec un nombre de termes non nuls égal

à 2 milliards.

3.4.2.1 Résolution du système adjoint

Avant d’illustrer la robustesse du solveur flexible sur ce cas test, nous tentons d’appli-

quer tout d’abord le GMRES-DR standard. Cet aspect est crucial à mettre en avant car la

plupart des auteurs utilisent le GMRES standard dans leurs expériences numériques. Nous
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Figure 3.10 : Courbe de scalabilité du FGMRES-DR(60,20,20) sur le système adjoint du
profil OAT15A.

choisissons les mêmes paramètres numériques que précédemment (Table 3.3). La compa-

raison des deux solveurs se fera à iso-taille mémoire. Sachant qu’il faut stocker 140 vecteurs

de Krylov pour le solveur FGMRES-DR, nous fixons un espace de Krylov de 140 pour le

GMRES-DR avec un taux de déflation de 33 %, soit 46 vecteurs.

(a) (b)

Figure 3.11 : Vue tridimensionnelle de l’aile M6 ONERA pour un écoulement fluide
transsonique turbulent : (a) et (b) représentent respectivement la peau de l’aile pour un
maillage structuré et le champ de pression à l’état stationnaire.

Comme souligné pour le cas OAT15A, le processus de Gram-Schmidt modifiée (MGS)

souffre de limitations numériques. Une étape de réorthogonalisation est donc nécessaire au

prix d’un coût de calcul plus important. La Figure 3.12 présente l’historique de convergence

de la norme des deux résidus pour les préconditionneurs BILU(0) et BILU(1) appliqués

à JEXA
O1 . En analysant les courbes, l’application d’une seule étape d’orthogonalisation a
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pour effet de faire converger le résidu projeté (courbe pointillée rouge) à la tolérance sou-

haitée tandis que le résidu exact stagne à 10−6 (courbe en trait plein rouge). Encore une

fois, ce phénomène s’explique par la propagation des erreurs numériques qui proviennent

essentiellement de la stratégie de déflation. En appliquant une double orthogonalisation,

on gagne deux ordres de grandeur sur la convergence du résidu exact atteignant donc la

tolérance de 10−8 (courbe pointillée noire). Le résidu projeté quant à lui converge plus ra-

pidement (courbe noire en trait plein). Il est néanmoins possible d’accélérer la convergence

en améliorant la qualité du préconditionneur. Le lecteur pourra se référer à [53] dans le-

quel une étude numérique comparative de solveurs GMRES est réalisée pour des maillages

structurés et non-structurés d’ordre élevé. Toujours dans l’idée d’améliorer la vitesse de

convergence du système adjoint, nous avons proposé d’augmenter le taux de remplissage

dans la factorisation BILU. Nous avons testé le préconditionneur BILU(1) et les courbes

bleues montre finalement un gain marginal.

Figure 3.12 : Historique de convergence de la norme du résidu projeté (least-sq. res) et
du résidu exact (true res.). Impact de la double orthogonalisation de Gram-Schmidt sur le
comportement du GMRES-DR. Nous rappelons les paramètres numériques du GMRES-
DR : m = 140 et k = 46.

Pour le GMRES-DR emboîté (FGMRES-DR), les problèmes d’erreurs numériques dis-

paraissent. C’est l’un des intérêts de ce solveur qui, rappelons le, a un comportement global

et construit un espace de recherche plus large. Ces propriétés font que le GMRES emboîté

est beaucoup moins sensible à ces types d’erreurs. Contrairement au cas OAT15A, le sol-

veur FMRES(60,20) préconditionné par LUSGS ou le BILU(0) appliqués à JAPP
O1 converge

en 150 itérations pour le BILU(0) contre 377 pour le LUSGS(6,inf). En revanche, l’effet

de la déflation est moins sensible avec un gain de 22 itérations pour le LUSGS(6,inf) et

de 15 itérations pour le BILU(0). Même si la matrice JAPP
O1 est moins robuste que JEXA

O1 ,

il reste intéressant d’un point de vue ressource mémoire surtout pour des problèmes tridi-
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mensionnels. En effet, la matrice JAPP
O1 a un stencil de 7 points en 3D contre un stencil de

9 points pour JEXA
O1 , soit un ratio de 2.7. Ces observations numériques sont résumées dans

la Figure 3.13.

(a) (b)

Figure 3.13 : Historique de convergence de la norme relative du résidu en nombre d’ité-
rations. Impact de la déflation pour les différents préconditionneurs. L’augmentation de la
dominance diagonale du préconditionneur LUSGS en ajoutant une diagonale scalaire I/∆τ
semble être prometteur mais reste moins performante que le BILU. L’impact de la défla-
tion n’est pas concluant pour le BILU appliqué à la jacobienne d’ordre 1 exacte puisqu’un
seul cycle est effectué. Nous rappelons les paramètres numériques pour le FGMRES-DR :
m = 60, mi = 20 et k = 20.

Afin de mettre en valeur la stratégie de déflation, nous avons réalisé d’autres simulations

en faisant varier la taille de l’espace de Krylov interne avec 6, 10, 15 et 20 vecteurs pour

le préconditionneur BILU. La Figure 3.14 montre que la stratégie de déflation devient

intéressante en nombre d’itérations lorsque le solveur effectue au moins deux redémarrages.

Par contre, le gain en termes de produits matrices-vecteurs est marginal excepté pour la

plus petite taille de l’espace de Krylov interne mi = 6. Le meilleur compromis pour ce cas

spécifique en termes de coût mémoire/performance serait de prendre un espace de Krylov

interne de taille 15.

3.4.2.2 Étude de la scalabilité forte

Nous avons montré pour le cas 2D OAT15A à quel point le solveur GMRES emboîté

était extensible au sens fort. Cette section a pour but de montrer les mêmes performances

sur le cas aile M6. Pour cette étude, nous avons décidé de découper le maillage initial

constitué de 42 blocs en 60 blocs. En effet, avec 42 blocs, la répartition de charge entre les

différents processeurs est mauvaise (plus de 50 %) ce qui a pour conséquence de biaiser les

résultats de scalabilité du solveur. En effectuant plusieurs re-découpages, nous obtenons une

répartition quasi-parfaite pour le cas 60 blocs. La Figure 3.15 illustre l’efficacité parallèle du

solveur FMGRES-DR. Plus spécifiquement, le solveur atteint 80% en efficacité parallèle
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(a) (b)

Figure 3.14 : Impact de la déflation pour différentes tailles de l’espace de Krylov interne.
Historique de convergence de la norme relative du résidu en nombre d’itérations (a) et en
nombre de produits matrices-vecteurs (b) pour le solveur FGMRES(60,mi) et FGMRES-
DR(60,mi,20) avec mi = 6, 10, 15, 20.

pour le préconditionneur BILU(0) et 70% pour le LUSGS. Nous avons reporté dans la

Table 3.3 la variation du nombre d’itérations du FGMRES-DR en fonction du nombre de

sous-domaines.
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Figure 3.15 : Courbe de scalabilité du FGMRES-DR(60,20,20) sur le système adjoint aile
M6.

73



3. DÉVELOPPEMENT DE SOLVEURS DE KRYLOV EMBOÎTÉS ASSOCIÉS À DES
STRATÉGIES DE PRÉCONDITIONNEMENT ROBUSTES

# its (M) # sous-domaines

2 4 8 16 24
# its (LUSGS(6,150)) 190 189 190 188 189
# its (LUSGS(6,inf)) 348 348 349 349 348
# its (BILU(0), JAPP

O1 ) 134 135 134 134 135
# its (BILU(0), JEXA

O1 ) 99 98 99 99 98

Table 3.3 : Impact du nombre de sous-domaines sur le nombre d’itérations pour le solveur
FMGRES-DR(60,20,20) et selon le type du préconditionneur.

Bilan

Nous avons présenté dans ce chapitre l’intérêt des solveurs GMRES emboîtés à accélérer

drastiquement la résolution des systèmes linéaires mal conditionnés. Plus précisément, des

stratégies de préconditionnement robustes ont été développées telles que la méthode de

factorisation par bloc incomplète appliquée à la matrice jacobienne exacte d’ordre 1. Nous

avons aussi mis en oeuvre la technique de déflation spectrale par augmentation qui a montré

tout son intérêt dans les situations où le solveur GMRES emboîté ne convergeait pas. Les

résultats numériques ont démontré des gains significatifs allant jusqu’à 50 % en temps de

calcul. Bien que ces stratégies aient déjà été étudiées auparavant, elles ont montré leur réel

intérêt pour des cas industriels numériquement raides.
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4. STRATÉGIE DE RECYCLAGE D’ESPACE INVARIANT APPROCHÉ POUR LE
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Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’accélérer la résolution des systèmes adjoints couplés dans

le cadre d’une approche partitionnée. La démarche consiste dans un premier temps à in-

tégrer naturellement dans le solveur partitionné les contributions des préconditionneurs

développés dans le cas d’un solveur adjoint fluide. Dans un deuxième temps, nous mettons

en place une stratégie de recyclage qui consiste à recycler l’information spectrale du sys-

tème adjoint à chaque couplage fluide-structure. Nous verrons que le solveur GMRES-DR

basé sur la technique de déflation par augmentation ne permet pas de recycler une telle

information. Pour cela, nous proposons d’implémenter un algorithme de Krylov adapté à

ce type de recyclage, le GCRO-DR. La section 4.1 décrit l’historique du développement

des méthodes de recyclage. Dans la section 4.2, nous démontrons numériquement l’intérêt

du recyclage à travers une étude comparative entre le GMRES-DR et le GCRO-DR. Cette

démonstration s’effectuera également dans le cas des solveurs de Krylov flexibles.
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4.1 Historique des méthodes de recyclage

4.1.1 Correction de rang 1

Dans le but d’accélérer la résolution des systèmes linéaires, Eirola et Nevanlinna ont

développé une méthode itérative de type point fixe [54]. Pour cela, ils ont proposé de

construire à chaque itération un préconditionneur en lui ajoutant une correction matricielle

de rang 1. Cette correction engendre une suite de matrices qui converge vers l’opérateur

A−1.

La méthode suit le schéma classique de décomposition suivant :

xk+1 = M−1Nxk + M−1b (4.1)

avec M,N qui vérifient A = M −N et où M−1 est une approximation de A−1. Dans la

suite, nous noterons M = H−1
k le préconditionneur mis à jour à l’itération k et N = Rk.

On peut réécrire l’équation (4.1) sous la forme :

xk+1 = xk + Hk+1rk, rk = b−Axk (4.2)

En termes de résidu, nous obtenons

rk+1 = rk −AHk+1rk (4.3)

La correction de rang 1 consiste à mettre à jour Hk par une matrice de rang 1 de la

forme :

Hk+1 = Hk + ukvT
k (4.4)

où uk,vk ∈ Rn sont des vecteurs à déterminer.

En injectant (4.4) dans (4.3), on obtient :

rk+1 = (I−AHk)rk − (vT
k rk)Auk (4.5)

= (I−AHk)rk − µkAuk (4.6)

où µk = vT
k rk. La détermination des vecteurs uk et vk s’effectue de sorte que rk+1 soit nul,

ce qui donne

µkAuk = (I−AHk)rk (4.7)

Le paramètre µk est déterminé en minimisant ∥rk+1∥2, soit pour rk+1 = 0. Donc,

d’après (4.7) on obtient
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µk =
1

∥Auk∥22
(Auk)

T (I−AHk)rk (4.8)

Le vecteur vk est ensuite déterminé grâce à la relation µk = vT
k rk ce qui nous donne :

vk =
1

∥Auk∥22
(I−AHk)

TAuk (4.9)

Le lecteur pourra consulter l’Algorithme 4 (voir Annexe B p. 129).

L’opérateur Ek défini dans l’Algorithme 4 vérifie la propriété suivante : si on pose

ck = Auk
∥Auk∥ le vecteur unitaire conjugué à uk, il s’ensuit d’après (4.9) que :

Ek+1 := (I−AHk+1)

= (I−AHk)−AukvT
k

= (I−AHk)−
Auk

∥Auk∥22
(Auk)

T (I−AHk)

= (I− ckcTk )Ek

où ckcTk est la projection de rang 1. Par récurrence sur k, on en déduit que l’opérateur

Ek+1 n’est autre que la projection orthogonale sur Vect{Au0,Au1, . . . ,Auk}. Autrement

dit, Ek+1 vérifie :

Ek+1 = (I−
k∑

i=0

cicTi )E0 (4.10)

Dans la pratique, l’Algorithme 4 est trop coûteux notamment à cause des produits par

A. Il est possible de réduire ce coût en utilisant la relation (4.10) qui est une combinaison

linéaire des vecteurs c0, . . . , ck et qui aboutit à l’Algorithme 5 (Annexe B p. 129).

Dans les lignes qui suivent, nous allons expliquer le passage de l’Algorithme 4 à l’Al-

gorithme 5. En posant ξ(0) := E0rk, on a

ξ(k) := Ekrk = (I−
k−1∑
i=0

cicTi )ξ
(0) d’après (4.10)

= ξ(0) −
k−1∑
i=0

(cTi ξ
(0))ci

= ξ(0) −
k−1∑
i=0

αici, αi = ⟨ci, ξ(0)⟩
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Sachant que uk = HkEkrk (d’après (4.7)), on a

uk = Hkξ
(k)

= (H0 +
k−1∑
i=0

uivT
i )ξ

(k), d’après (4.4)

= u(0)
k +

k−1∑
i=0

(vT
i ξ

(k))ui

= u(0)
k +

k−1∑
i=0

(cTi Eiξ
(k))ui, d’après (4.9)

= u(0)
k +

k−1∑
i=0

(cTi (I−
i−1∑
j=0

cjcTj )E0ξ
(k))ui, d’après (4.10)

= u(0)
k +

k−1∑
i=0

(cTi E0ξ
(k))ui, ci ⊥ c0, · · · , ci−1

= u(0)
k +

k−1∑
i=0

(cTi E0ξ
(k))ui

= u(0)
k +

k−1∑
i=0

βiui, βi = ⟨ci,E0ξ
(k)⟩

L’intérêt du développement ci-dessus est la capacité à calculer efficacement le vecteur

uk au moyen d’une récurrence. Les expressions de xk+1 et rk+1 se déduisent de la même

façon en utilisant les relations (4.4), (4.9) et (4.10). Un point important à souligner est

qu’il n’y pas de contrainte sur le choix du vecteur uk. À titre d’exemple, Van der Vorst et

Vuik ont démontré dans [51] qu’en choisissant uk = Hkrk au lieu de HkEkrk, l’Algorithme

5 est algébriquement équivalent au GMRES. En choisissant uk = rk, nous obtenons la

méthode généralisée des résidus conjugués (GCR). L’Algorithme 6 (Annexe B p. 130) est

une généralisation de l’Algorithme 5. Cet algorithme, baptisé GMRES⋆, a été présenté

dans [51].

La question qui se pose est celle du choix optimal de uk. Ce choix est tel que le résidu

rk+1 soit nul, ce qui implique de choisir idéalement uk comme direction de recherche égale

à uk = A−1rk = ek où ek = x − xk est l’erreur sur la solution. La détermination de

uk s’effectue en résolvant l’équation Auk = rk au moyen d’une méthode itérative, en

l’occurrence la méthode GMRES(m). À chaque itération externe k, nous générons une

direction de recherche égale à Pm(A)rk où Pm représente un polynôme de degré ≤ m.

Nous obtenons ainsi la méthode GMRES Récursive (GMRESR). Nous exposons à présent

les différentes méthodes qui découlent du GMRES⋆.

4.1.2 Méthode généralisée des résidus conjugués - GCR

La méthode généralisée des résidus conjugués (GCR) fait partie des méthodes de Kry-

lov (Algorithme 7, Annexe B p.130) dont le principe consiste à construire deux espaces
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conjugués Uk et Ck qui vérifient :

range(Uk) = Km(A, r0) (4.11)

AUk = Ck (4.12)

CT
k Ck = Ik. (4.13)

Comme dans le cas du GMRES, la méthode calcule une approximation de la solution

par minimisation du résidu. Autrement dit, on a

xk = argmin
x∈x0+range(Uk)

∥b−Ax∥2 ⇔ yk = argmin
y∈Rk

∥b−A(x0 + Uky)∥2

⇔ yk = argmin
y∈Rk

∥r0 −Cky∥2. (4.14)

Par orthonormalité de Ck, la solution du problème (4.14) est donnée par yk = CT
k r0

et par conséquent,

xk = x0 + UkCT
k r0 (4.15)

rk = r0 −CkCT
k r0, rk ⊥ range(Ck) (4.16)

4.1.3 Méthode GMRES Récursive - GMRESR

Comme souligné précédemment, l’algorithme GMRES⋆ est général au sens où il n’y a

aucune contrainte dans le choix uk. Sachant que uk = A−1rk = ek est le choix optimal,

l’idée est de calculer une bonne approximation de ek en résolvant l’équation résiduelle

(4.17) par un solveur GMRES

Aek = rk (4.17)

Nous obtenons ainsi une méthode emboîtée nommée GMRESR (Algorithme 8, Annexe

B p.131). La méthode externe GCR calcule la solution optimale xk dans l’espace range(Uk)

au sens de la minimisation du résidu rk. La méthode interne GMRES calcule une approxi-

mation de la solution de l’équation résiduelle (4.17) fournissant une nouvelle direction de

recherche pour l’espace externe. L’inconvénient de cette méthode est que l’approximation

de la solution est sous-optimale au sens où l’espace dans lequel le problème (4.14) est résolu

n’est pas global. En effet, le solveur GMRES interne résout

min
ym∈Rm

∥rk−1 −AVmym∥2 (4.18)

où Vm correspond à une base orthonormale de l’espace de Krylov Km(A, rk−1). Par consé-
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quent, les vecteurs externes uk et ck s’expriment :

uk = (Vmym −Uk−1CT
k−1AVmym)/∥(I−CT

k−1Ck−1)AVmym∥2

ck = (I−Ck−1CT
k−1)AVmym/∥(I−Ck−1CT

k−1)AVmym∥2

xk = xk−1 + ukcTk rk−1

rk = rk−1 − ckcTk rk−1

À chaque boucle externe, le vecteur ck est orthogonalisé par rapport à l’espace des

résidus range(Ck−1). Cette condition d’orthogonalité n’est pas prise en compte dans la

boucle interne et cela entraîne un calcul sous-optimal de la solution. Le théorème suivant

démontre qu’en maintenant cette relation d’orthogonalité entre l’espace externe et l’espace

interne (ce qui revient à appliquer un GMRES(m) sur l’opérateur ACk
= (I−CkCT

k A)),

l’approximation de la solution xk vérifie un problème de minimisation global.

Théorème 1 Soient A, Uk, Ck, rk, xk, ACk
définis à l’itération k. Supposons que les

vecteurs rk,ACk
rk,A2

Ck
rk,· · · ,Am

Ck
rk soient indépendants et que {v1, · · · , vm+1} soit une

base orthonormale de Km+1(ACk
, rk) générée par la méthode GMRES(m) et où v1 =

rk/∥rk∥. Soit également y ∈ Rm la solution du problème aux moindres carrés

y = argmin
ỹ∈Rm

∥rk −ACk
Vmỹ∥2 = argmin

ỹ∈Rm
∥rk −Vm+1Hmỹ∥2 (4.19)

Alors, l’approximation de la solution xk+1 s’écrit

xk+1 = xk +A−1ACk
Vmy, (4.20)

et vérifie le problème de minimisation globale suivant

min{∥b−Ax∥2 : x ∈ range(Uk)⊕ range(Vm)} (4.21)

min
y∈Rm

∥rk−1 − (I−Ck−1CT
k−1)AVmy∥2 = min

y∈Rm
∥(I−Ck−1CT

k−1)(rk−1 −AVmy)∥2 (4.22)

Cette relation d’orthogonalité nous donne ainsi l’algorithme GCRO (Generalized Conju-

gate Residuals with inner Orthogonalization) (Algorithme 9, Annexe B p. 131).

4.1.4 Stratégies de troncature pour les méthodes de Krylov - GCROT

Nous avons vu que l’algorithme GCRO permet de calculer la solution optimale dans

l’espace range(Uk) ⊕ range(Vm). Malgré cette propriété satisfaisante, le coût mémoire

augmente linéairement avec les itérations externes. En effet, si on fixe kmax le nombre
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maximal de vecteurs externes retenus dans Ck et Uk et m la taille maximale de l’espace de

Krylov interne, le coût mémoire est évalué à m+2kmax. Afin d’éviter les problèmes liés aux

contraintes mémoire, il est nécessaire de procéder à une troncature de l’espace range(Ck).

La conséquence d’une telle troncature est que la solution calculée devient sous-optimale

car la condition d’orthogonalité ri ⊥ AKi(A,b) n’est satisfaite que sur un espace de taille

inférieure à m. Cela introduit une erreur sur le résidu optimal ri calculé sur l’espace de

Krylov de taille m. De Sturler appelle cette erreur "l’erreur résiduelle" définie comme

étant la différence entre le résidu optimal et le résidu calculé sur l’espace de Krylov après

troncature. Pour ne pas dégrader la robustesse de l’algorithme GCRO, De Sturler propose

une stratégie de troncature qui consiste à minimiser l’erreur résiduelle [5]. Cette méthode

s’appelle le GCROT.

La question qui se pose est : quel sous-espace de range(Ck) devrait-on recycler afin

d’améliorer la convergence du GMRES interne lors des cycles suivants. Dans le cadre du

GCRO, le GMRES interne génère la récurrence d’Arnoldi :

AVm = CkB + Vm+1Hm. (4.23)

où B = CT
k AVm ∈ Rk×m. En introduisant la factorisation QR de Hm et en négligeant la

dernière ligne de R, nous obtenons

AVm = CkB + (Vm+1Qm)Rm, (4.24)

Si on pose Q = Vm+1Qm, on obtient la relation

AVm = CkB + QRm. (4.25)

Une propriété intéressante de l’espace Vm+1 est qu’il vérifie par construction la relation

d’orthogonalité CT
k Vm+1 = 0, ce qui implique CT

k Q = 0. Par conséquent, l’équation

(4.25) fournit une base orthonormale de l’espace range(AVm). À présent, si on néglige

l’orthogonalité sur l’espace range(Ck), alors la factorisation QR de AVm se réduit à :

AVm = WmS, (4.26)

où S ∈ Rm×m est triangulaire supérieure et WT
mWm = Im. Il s’ensuit d’après (4.25) et

(4.26) que la meilleure approximation du résidu rk dans (range(Ck)⊕ range(AVm))⊥ est

définie par le résidu r(1)k et s’exprime :

r(1)k = (I−CkCT
k −QQT )rk

= (I−QQT )rk car CT
k rk = 0
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De même, on définit le résidu r(2)k par la meilleure approximation de rk dans l’espace

range(AVm))⊥ en négligeant l’orthogonalité sur l’espace (range(Ck) et qui s’exprime :

r(2)k = (I−WmWT
m)rk

L’erreur résiduelle est donc définie par :

ϵ = r(2)k − r(1)k . (4.27)

De Sturler montre que l’erreur ϵ s’exprime comme combinaison linéaire des vecteurs

singuliers de la matrice BR−1
m et dont les coefficients s’expriment en fonction des valeurs

singulières associées (voir [5, Théorème 2.2]). Considérons ci-dessous la décomposition en

valeur singulière de D = BR−1
m :

D = ΛDΣDΓT
D (4.28)

où les matrices unitaires ΛD = [λ1, . . . , λk] ∈ Rk×k et ΓD = [γ1, . . . , γk] ∈ Rm×m sont

ordonnées telles que les valeurs singulières ΣD satisfont :

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σp, p = min(k,m) (4.29)

Par conséquent, l’erreur satisfait

ϵ =

p∑
i=1

ϵi, où ϵi = (
νiσ

2
i

1 + σ2
i

Qγi −
νiσi

1 + σ2
i

Ckλi), (4.30)

et νi = γTi QT rk. La norme de l’erreur est donnée par

∥ϵ∥2 = (

p∑
i

∥ϵi∥2)
1
2 où ∥ϵi∥2 =

ν2i σ
2
i

1 + σ2
i

. (4.31)

En analysant le comportement de la norme de l’erreur, on remarque que pour les plus

petites valeurs de σi, l’erreur associée ϵi est faible tandis que pour les plus grandes valeurs

de σi, ϵi converge vers la valeur prépondérante ν2i . À travers ses expériences numériques,

De Sturler souligne le comportement insatisfaisant du GCROT en fonction des valeurs

singulières et propose de tronquer les colonnes de Ck associées aux plus grandes valeurs

singulières.

4.1.5 Méthode de recyclage GCRO-DR

Une propriété remarquable de la famille GCRO est leur capacité à résoudre des sé-

quences de systèmes linéaires en recyclant un sous-espace invariant approché de l’opérateur

A. Par exemple, De Sturler a mis en oeuvre un solveur GCROT adapté à la résolution d’une
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séquence de systèmes linéaires dans laquelle il fait varier le second membre [55]. Le solveur

GMRES-DR utilisant la déflation par augmentation [36] ne permet malheureusement pas

de recycler d’un système à un autre même si seul le second membre varie. En effet, le

changement de l’opérateur ou même du second membre ne permet pas de redémarrer une

récurrence d’Arnoldi générant une base de Krylov. Pour comprendre pourquoi le GMRES-

DR ne permet pas le recyclage spectral, nous revisitons les relations fondamentales du

GMRES-DR.

Nous rappelons que le principe de la déflation spectrale est de recycler, à chaque cycle,

un sous espace invariant approché de A engendré par les vecteurs propres associés aux

plus petites valeurs propres dans le but d’accélérer la convergence. À la fin du cycle, le

GMRES-DR retient k vecteurs de Ritz harmoniques représentés par la matrice Ỹk ∈ Rn×k.

Après avoir orthonormalisé Ỹk pour donner Υ̃k, le GMRES-DR complète le reste de la

base en appliquant m− k itérations d’Arnoldi à partir de v1 = r/∥r∥, tout en maintenant

l’orthogonalité avec Υ̃k. Une des propriétés remarquables de la matrice Υ̃k est qu’elle vérifie

les propriétés d’un espace de Krylov. Ceci permet à la technique de déflation développée

par Morgan d’être cohérente avec la relation fondamentale d’Arnoldi. Autrement dit, nous

avons

A[Υ̃k Vm−k] = [Υ̃k Vm−k+1]Hm (4.32)

où Hm est une matrice de Hessenberg supérieure sauf pour le premier bloc dense de di-

mension (k + 1)× (k + 1).

En changeant l’opérateur A ou même le second membre, la matrice de déflation Ỹk ne

constitue plus une base de Krylov pour le nouvel opérateur et donc la relation (4.32) n’est

plus vérifiée pour le système suivant.

Parks et al. [13] ont mis en place une version généralisée du GMRES-DR permettant le

recyclage d’espace invariant approché d’un système à un autre. Elle combine les propriétés

du GMRES-DR et du GCRO, d’où la dénomination GCRO-DR. Ce solveur est plus flexible

que le GMRES-DR dans le sens où un espace quelconque peut être recyclé pour la résolution

du système suivant. Cette flexibilité est possible grâce à la propriété du solveur GCRO

qui consiste à maintenir un espace de correction U et son espace conjugué C tels que

AU = C et que C soit orthonormal. Nous soulignons aussi que les deux solveurs GCRO-

DR et GMRES-DR sont algébriquement équivalents dans le cadre d’une résolution d’un

seul système linéaire. Nous illustrerons cette propriété dans les résultats numériques.
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4.1.5.1 Calcul des espaces de correction et de recyclage dans le cadre du

GCRO

Cette section se concentre sur le calcul des espaces Uk et Ck dans le cadre du GCRO.

Soit x0 une solution initiale et r0 = b−Ax0 le résidu associé. L’application de m itérations

de GCRO nous donne

xm = x0 + UkCT
k r0, (4.33)

rm = (I−CmCT
m)r0 (4.34)

avec Um et Cm vérifiant les relations (4.12) et (4.13).

À l’itération m+ 1, l’algorithme GCRO calcule cm+1 et um+1 de la façon suivante :

cm+1 = (I−CmCT
m)Arm/∥(I−CmCT

m)Arm∥2, (4.35)

um+1 = (rm −UmCT
mArm)/∥(I−CmCT

m)Arm∥2, (4.36)

rm+1 = rm − cm+1cTm+1rm, (4.37)

xm+1 = xm + um+1cTm+1rm. (4.38)

Par ailleurs, l’application de m itérations de GMRES va générer la relation d’Arnoldi

AWm = Wm+1Hm, w1 = r0/∥r0∥2 (4.39)

WT
m+1Wm+1 = Im+1 (4.40)

Hm = QmRm (4.41)

où Qm ∈ R(m+1)×(m+1) est le résultat du produit des m rotations de Givens et Rm ∈
R(m+1)×m la matrice triangulaire supérieure dont la dernière ligne est constituée de zéros.

En éliminant la dernière colonne de Qm et la dernière ligne de Rm, on obtient la relation

Hm = QmRm (4.42)

La solution produite par le GMRES s’écrit :

xm = x0 + Wmy, y ∈ Rm

= x0 + WmR−1
m QT

m∥r0∥2e1 (4.43)

Grâce au caractère orthonormal de Qm et à la relation (4.42), le problème aux moindres

carrés s’exprime de la façon suivante :

y = argmin
y∈Rm

∥QT
m∥r0∥e1 −Rmy∥2 (4.44)
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La solution est donc donnée par y = R−1
m QT

m∥r0∥e1, d’où l’expression de xm. Le résidu

a pour expression :

rm = b−Axm (4.45)

= r0 −Wm+1HmR−1
m QT

m∥r0∥e1

= r0 −Wm+1QmQT
m∥r0∥e1

= r0 −Wm+1QmQT
mWT

m+1r0 car WT
m+1r0 = WT

m+1∥r0∥w1 = ∥r0∥e1

= (I− (Wm+1Qm)(Wm+1Qm)T )r0 (4.46)

En comparant la relation (4.34) et (4.46), on déduit que :

Cm = Wm+1Qm, (4.47)

Um = Wm+1R−1
m (4.48)

Nous venons de fournir une expression de Cm et Um en fonction de la base de Krylov

Wm et de la factorisation QR de Hm. Il est important de considérer ces expressions car

elles sont numériquement plus robustes que les expressions (4.35)-(4.36). Cette robustesse

est due à l’emploi d’une orthogonalisation implicite de l’espace de Krylov généré par la

récurrence d’Arnoldi du GMRES. Nous allons à présent fournir les expressions de ces deux

espaces dans le cadre du GCRO-DR, c’est-à-dire dans le cas d’une déflation spectrale.

4.1.5.2 Description de l’algorithme GCRO-DR flexible

Considérons la séquence de systèmes linéaires suivante :

Ax(s) = b(s) s = 1, 2, .., (4.49)

où b(s) ∈ Rn varie d’un système à un autre et où l’indice s correspond au sème système

linéaire.

Dans le cadre de cette thèse, l’opérateur A est constant et seul le second membre varie.

Pour fixer les idées, on notera r(s)i le résidu à la fin du cycle i pour le système linéaire s.

Nous soulignons que la relation (4.12) devient dans le cas flexible :

AZk = Ck (4.50)

Premier cycle

- Le premier cycle du FGCRO-DR correspond à un cycle complet d’un FGMRES-DR

suivi du calcul de la matrice Pk nécessaire à l’obtention des vecteurs de Ritz harmoniques.

Les espaces Uk,Zk et Ck sont construits à partir de l’information spectrale contenue dans

HmPk. Plus précisément, en calculant la décomposition QR de HmPk et en appliquant la

relation d’Arnoldi flexible (3.20) on a
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AZmPk = Vm+1HmPk = (Vm+1Q)R (4.51)

Comme Vm+1 et Q sont deux matrices orthonormales et qu’il faut vérifier (4.50), on

déduit de (4.51) les relations ci-dessous

Ck = Vm+1Q (4.52)

Zk = ZmPkR−1 (4.53)

Dans le cas non flexible, on a la relation Uk = VmPkR−1.

Soulignons que le résidu calculé à la fin du premier cycle vérifie bien la condition

d’optimalité sur l’espace range(Ck). En effet,

(AZm)T r(s)1 = 0 (4.54)

⇔ PT
k ZT

mAT r(s)1 = 0 (4.55)

⇔ (Vm+1HmPk)
T r(s)1 = 0 (4.56)

⇔ RTCT
k r(s)1 = 0 (4.57)

⇔ CT
k r(s)1 = 0 (4.58)

Autres cycles

- Les autres cycles, indexés par l’entier i, consistent à compléter la base de Krylov en

appliquant (m− k) étapes d’Arnoldi sur le système projeté PAx = Pb où P := I−CkCT
k

est le projecteur orthogonal sur range(Ck)
⊥. Autrement dit, on résout le problème projeté

suivant :

(I−CT
k Ck)Az = (I−CT

k Ck)ri (4.59)

= ri car ri ⊥ range(Ck) (4.60)

On rappelle que la résolution de l’équation ci-dessus au moyen d’une méthode de Krylov

permet de minimiser le résidu sur la somme directe de l’espace externe et de l’espace interne.

Ceci permet d’obtenir une relation d’Arnoldi généralisée de la forme :

AZm = Vm+1Hm (4.61)

où

Zm = [Zk Zm−k] , Vm+1 = [Ck Vm−k+1] et Hm =

[
Ik Bm−k

0 Hm−k

]
(4.62)

La formulation GCRO-DR nous donne la relation d’Arnoldi généralisée suivante :

AV̂m = Vm+1Hm (4.63)
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où

V̂m =
[
Ũk Vm−k

]
, Vm+1 = [Ck Vm−k+1] et Hm =

[
Dk Bm−k

0 Hm−k

]
(4.64)

où Bm−k := CT
k AZm−k (on remplace Zm−k par Vm−k dans le cas du GCRO-DR) qui

contient les produits scalaires avec les colonnes de Ck. La matrice Dk est une matrice de

mise à l’échelle introduite par Parks et al. [13] qui consiste à améliorer le comportement

numérique des problèmes aux valeurs propres généralisés. Cette matrice est définie par

Dk = diag( 1
∥u1∥ ,

1
∥u2∥ , . . . ,

1
∥uk∥) telle que Ũk = UkDk.

Nous attirons l’attention sur le calcul de la matrice réduite Bm−k. En effet, pour des

raisons de performance, cette matrice ne doit pas se construire selon son expression directe

CT
k AZm−k. Sachant que la matrice Hm−k est construite à partir des produits scalaires et

des normes, il en est de même avec la sous-matrice Bm−k qui contient des produits scalaires

avec les colonnes de Ck. Le remplissage des (m − k) dernières colonnes de Hm peut être

vu comme la suite d’un processus d’Arnoldi, pour lequel les colonnes de Ck forment les

premiers vecteurs de la base de Krylov déjà construits. Côté implémentation, il suffira de

faire un décalage sur le point de départ du processus d’Arnoldi.

La nouvelle solution xi optimale est de la forme xi−1 + Zmy, où y est calculé en

minimisant la norme du résidu associé r(s)i = b(s) −Ax(s)
i . Ce dernier est tel que

r(s)i = b(s) −Ax(s)
i−1 −AZmy = r(s)i−1 −Vm+1Hmy (4.65)

grâce à la récurrence d’Arnoldi généralisée (4.61). On peut maintenant expliciter la norme

de ce résidu

∥r(s)i ∥ = ∥r
(s)
i−1 −Vm+1Hmy∥ = ∥VT

m+1r
(s)
i−1 −Hmy∥ = ∥∥r(s)i−1∥ek+1 −Hmy∥ (4.66)

Nous sommes donc amenés à résoudre le problème aux moindres carrés :

min∥∥r(s)i−1∥ek+1 −Hmy∥ (4.67)

- La seconde étape consiste en une phase de déflation et de mise à jour de Zk, Uk et

Ck. Cette déflation est différente de celle du premier cycle au sens où on doit résoudre

un problème aux valeurs propres généralisé. Commençons par rappeler une définition des

vecteurs de Ritz harmoniques :

Définition 1 Soit U un sous-espace vectoriel de RN . Soient B ∈ RN×N , θ ∈ R et u ∈ U .

On dit que (θ,u) est une paire de Ritz harmonique de l’opérateur B par rapport à l’espace

U si et seulement si
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Bu− θu ⊥ Bu, ∀u ∈ U (4.68)

ou de manière équivalente

wT (Bu− θu) = 0 ∀w ∈ range(BU) (4.69)

On dit que u est le vecteur de Ritz harmonique associé à la valeur de Ritz harmonique

θ.

D’après la définition ci-dessus, il existe différentes façons de calculer les vecteurs de

Ritz selon le choix de l’opérateur B et de l’espace U . Carvalho et al. ont justement proposé

3 stratégies de déflation qui découlent de cette définition [56].

Stratégie A : B := A et U := range(Zm)

La formulation du problème aux valeurs propres généralisé dans le cas de la stratégie

A s’écrit :

(AZm)T (AZmy− θZmy) = 0 (4.70)

où u = Zmy,y ∈ Rm et θ ∈ R. En utilisant la relation d’Arnoldi (4.61), on obtient

HT
mHmy = θHT

mVT
m+1Zmy (4.71)

Stratégie B : B := AZmVT
m et U := range(Vm)

La formulation du problème aux valeurs propres généralisé dans le cas de la stratégie

B s’écrit :

(AZmVT
mVm)T (AZmVT

mVmy− θVmy) = 0 (4.72)

⇒ (AZm)T (AZmy− θVmy) = 0 (4.73)

où u = Vmy,y ∈ Rm et θ ∈ R. De même, on obtient d’après (4.61)

HT
mHmy = θHT

my (4.74)

Stratégie C : B := AZmW†
m et U := range(Wm) avec W†

m := (WT
mWm)−1WT

m

(AZmW†
mWm)(AZmW†

mWmy− θWmy) = 0 (4.75)

⇒ (AZm)T (AZmy− θWmy) (4.76)

où u = Wmy,y ∈ Rm et θ ∈ R. On obtient d’après (4.61)
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HT
mHmy = θHT

mVT
m+1Wmy (4.77)

Concernant la stratégie C, Carvalho et al. ont proposé une simplification du problème

aux valeurs propres généralisé que nous détaillons dans l’Annexe A.

Remarques :

- La stratégie B correspond à la formulation qu’on retrouve dans la méthode GMRES-DR

et sa version flexible.

- Dans le cas du FGMRES-DR, il est également possible de formuler le problème aux va-

leurs propres selon la stratégie A ou B. Ceci est possible puisqu’on a à notre disposition

deux espaces Vm et Zm.

- Dans le cas du GCRO-DR, on retrouve la stratégie A proposée initialement par Parks et

al. dans [13] en considérant U = range(V̂m), ce qui revient à remplacer Zm par V̂m dans

(4.71).

- Dans le cas du FGCRO-DR, il est possible de formuler le problème aux valeurs propres

généralisé selon les trois stratégies car nous avons à notre disposition trois espaces qui sont

Vm+1,Zm et Wm. On retrouve la stratégie C proposée par Carvalho et al. [14].

Nous allons tester ces trois stratégies dans le cadre d’une résolution adjointe et voir si

on obtient les mêmes conclusions numériques que dans [56].

4.1.6 Cadre général des méthodes de recyclage

Les idées développées dans cette section sont essentiellement basées sur les travaux de

Soodhalter et al. [57]. Dans cet article, les auteurs ont réalisé une investigation exhaustive

des méthodes de recyclages au sens large. Dans notre cas, l’idée est de donner un cadre

plus général des méthodes de recyclage d’espace de Krylov. Une propriété intéressante des

méthodes de recyclage est leur capacité à combiner la déflation par augmentation et la

déflation par projection. Contrairement à la déflation par augmentation, la déflation par

projection permet à ces méthodes de recycler une information quelconque. Son principe

consiste à projeter le problème initial orthogonalement à un sous-espace qui pénalise la

convergence. Plus précisément, on résout le problème projeté PAx = Pb où P est un

opérateur de projection orthogonal ou oblique. Cette idée a été proposée par De Sturler

[58] en proposant la méthode GCRO qui consiste à calculer la solution optimale sur la

somme directe de l’espace de correction (ou l’espace de recyclage) et de l’espace de Krylov

projeté en imposant une contrainte d’optimalité sur le résidu. Soulignons qu’en fonction

de l’espace qu’on souhaite recycler, nous obtenons une méthode différente. Dans le cas du

GCRO, l’espace de recyclage est engendré par les approximations d’erreur ek = x−xk. De

Sturler montre dans [58] que si on avait accès explicitement à ek, ce qui n’est jamais le cas,

on obtiendrait la solution exacte. L’idée est de fournir une approximation de cette erreur à

chaque itération k et de la recycler à chaque cycle du GCRO. Baker et al. [59] utilisent la
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même idée qui consiste à recycler à chaque cycle du GMRES l’approximation de l’erreur, ce

qui a donné naissance à la méthode LGMRES (Loose GMRES). Plus tard, De Sturler pro-

pose la méthode GCROT en recyclant un sous-espace de range(Ck) qui minimise la norme

de l’erreur résiduelle. Parks et al. [13] s’inspirent de Morgan [36] en recyclant le sous-espace

invariant approché de l’opérateur A, ce qui a donné naissance au solveur GCRO-DR. Le

calcul de l’espace invariant approché s’effectue au moyen des vecteurs de Ritz harmoniques.

Considérons deux espaces vectoriels U ⊂ RN de dimension k et Vj ⊂ RN de dimension

j tels que Vj est généré par une méthode itérative. L’espace U + Vj est défini comme

l’espace de correction. On définit également l’espace de contrainte Ũ + Ṽj où Ũ ⊂ RN et

Ṽj ⊂ RN . Nous supposons que les quatre espaces sont en somme directe, c’est-à-dire que

dim(U+Vj) = dim(Ũ+Ṽj) = k+j. On définit alors la méthode par augmentation générale

par la relation suivante :

Choisir sj ∈ U et tj ∈ Vj tel que b−A(x0 + sj + tj) ⊥ (Ũ + Ṽj). (4.78)

Soient U, Ũ ∈ RN×k and Vj , Ṽj ∈ RN×j , tels que range(U) = U , range(Ũ) = Ũ . On

définit également P = U(Ũ
T
AU)−1Ũ

T
A le projecteur sur U parallèlement à (AT Ũ)⊥ et

Q = AU(Ũ
T
AU)−1Ũ

T
le projecteur sur AU parallèlement à Ũ⊥. L’équation (4.78) peut

être reformulée comme un problème projeté où Vjyj est l’approximation de la solution

associée

(I−Q)At = (I−Q)r0 (4.79)

Le résidu r̂j vérifie la condition d’orthogonalité

r̂j = (I−Q)(r0 −AVjyj) ⊥ Ṽj et tj = Vjyj , (4.80)

et on utilise P pour calculer

sj = Pt−Ptj où Pt = U(Ũ
T
AU)−1Ũ

T
r0, (4.81)

en substituant les expressions de P et tj=Vjyj , l’approximation de la solution à l’ité-

ration j s’exprime :

xj = x0 + U(Ũ
T
AU)−1Ũ

T
r0 + Vjyj −UBjyj où Bj = (Ũ

T
AU)−1Ũ

T
AVj . (4.82)

Remarques importantes :

- Il est important de souligner que le résidu du problème complet et du problème projeté

sont égaux, cette remarque permet de s’affranchir du calcul complet du résidu et de gagner

en performance. Le résidu complet est donné par
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rj = b−A(x0 + sj + tj) = r̂j . (4.83)

- Ce cadre général autorise un choix quelconque des espaces Vj et Ṽj . Néanmoins, le

choix conditionne fortement les performances de la méthode. Il est donc important de pro-

céder à un choix pertinent.

Example 1 : méthode de recyclage pour l’algorithme FOM

En prenant en compte la remarque précédente, il devient assez facile de mettre en

oeuvre une méthode de recyclage selon le choix des espaces de correction et de contrainte

qu’on impose. Par exemple, De Sturler et al. ont mis en place une méthode de recyclage

basée sur la méthode FOM en choisissant Vj = Kj((I −Q)A, (I −Q)r0) et où Q est la

projection oblique sur AU parallèlement à U⊥. Dans ce cas, on a Q = AU(U⋆AU)−1U⋆ et

P = U(U⋆AU)−1U⋆A. Selon le cadre décrit précédemment, on applique FOM au problème

projeté (4.79) en prenant soin de stocker les coefficients de Bj = (U⋆AU)−1U⋆AVj à

chaque étape j du processus d’Arnoldi. Ensuite, on résout le problème linéaire

Hjyj = βyj , β = ∥(I−Q)r0∥, (4.84)

Il suffit au final de mettre à jour la solution xj = (x0 + Vjyj) + U(U⋆AU)−1U⋆r0 −
UBjyj .

Exemple 2 : méthode de recyclage pour le GMRES-DR/GCRO-DR

Cet exemple concerne spécifiquement les méthodes de recyclage qui minimisent le résidu

sur l’espace augmenté U+Vj et qui se caractérisent par la condition d’optimalité suivante :

Choisir sj ∈ U et tj ∈ Vj tels que b−A(x0 + sj + tj) ⊥ A(U + Vj), (4.85)

Le choix commun de toutes les méthodes basées sur le GCRO est Vj = Kj((I −
Q)A, (I−Q)r0) avec Q le projecteur orthogonal sur l’espace AU . Pratiquement, ces mé-

thodes construisent une base orthonormale de Kj((I−Q)A, (I−Q)r0). Soit C ∈ RN×k tel

que CTC = I, et range(C) = AU tel que Q = CCT . La relation d’Arnoldi s’écrit alors :

(I−Q)AVj = Vj+1Hj ⇔ AVj = CBj + Vj+1Hj où Bj = CTAVj , (4.86)

Une écriture matricielle aboutit à

A [U Vj ] = [C Vj+1]

[
I Bj

0 Hj

]
(4.87)
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Le calcul de la solution s’effectue en résolvant le problème de minimisation

(zj ,yj) = argmin
z∈Rky∈Rj

∥∥∥∥∥
[
I Bj

0 Hj

][
z

y

]
−

[
CT r0

βek+j+1

]∥∥∥∥∥ et sj = Uzj , tj = Vjyj , (4.88)

où β = ∥(I −Q)r0∥. Il est suggéré dans [58] de résoudre (4.88) par bloc en résolvant

d’abord l’équation en yj puis de déduire zj = CT r0 − Bjyj . Cela équivaut à appliquer

un GMRES directement sur le problème projeté (4.79) et de stocker les coefficients de Bj

obtenue par application de Q lors du processus d’Arnoldi (4.86).

La mise à jour de la solution s’écrit alors

xj = x0 + UCT r0 + Vjyj −U(Bjyj), (4.89)

Pour résumer, les méthodes de recyclage basées sur le GCRO vérifiant (4.85) dépendent

du choix de U + Vj .

4.1.7 Loose GCRO-DR

On rappelle que la méthode LGMRES consiste à recycler, à chaque cycle, les approxi-

mations de l’erreur définies comme étant l’écart entre la vraie solution et l’itéré courant. Ce

recyclage est effectué en ajoutant dans l’espace de Krylov les k approximations de l’erreur

ei = xi − xi−1, i=1,...,k (4.90)

Il est important de rappeler que le choix de ce vecteur est pertinent car, dans le cadre

du GCRO, il représente le choix optimal pour le calcul de la direction de recherche ui, au

sens où il permet d’obtenir la solution exacte. De plus, le fait de recycler ei ∈ Km(A, ri−1)

est pertinent car ce vecteur représente l’information provenant de l’espace de Krylov du

cycle précédant. Par conséquent, recycler les k dernières approximations d’erreur de la

forme (4.90) peut être un bon choix pour une méthode d’augmentation.

Le principe du LGMRES consiste à effectuer m − k étapes d’Arnoldi et à ajouter k

approximations de l’erreur stockées dans la matrice Ek = [e1, . . . , ek] aboutissant à une

relation similaire à celle d’Arnoldi :

AVm = Vm+1Hm, (4.91)

où Vm = [Vm−k Ek]. Les m − k + 1 premières colonnes de Vm+1 correspondent aux

vecteurs de Krylov orthonormalisés tandis que les k derniers vecteurs sont construits en

orthogonalisant les vecteurs Aei, i = 1, . . . , k par rapport aux m−k+ i premières colonnes

de Vm+1.

Comme pour la plupart des méthodes de recyclage, il est indispensable de déterminer
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un critère qui permet de décider ou non d’activer le recyclage. Il a été observé dans [59]

que les vecteurs résidus alternaient de manière cyclique à la fin de chaque cycle GMRES.

Notamment, on constate fréquemment une colinéarité des résidus du cycle i + 1 et du

cycle i− 1 causant ainsi le ralentissement de la convergence. En recyclant l’approximation

de l’erreur du cycle, il est possible d’éliminer des directions de recherche déjà exploitées

dans les cycles précédents. Finalement, on comprend qu’il y a une relation entre l’angle

des résidus et le comportement du GMRES, ce qui nous amène à introduire deux notions

d’angle dans le cadre du LGMRES.

Définition 2 On définit l’angle séquentiel comme étant l’angle entre deux vecteurs résidus

consécutifs, noté ∠ (ri+1,ri), et l’angle de saut l’angle entre le vecteurs résidu du cycle i−1

et celui du cycle i+ 1 qui est noté ∠ (ri+1,ri−1).

Les auteurs donnent un résultat qui permet de calculer ces angles de manière analytique

pour le GMRES et le LGMRES. Le résultat suivant concerne l’angle séquentiel

cos(∠(ri+1, ri)) =
∥ri+1∥
∥ri∥

, (4.92)

Cette formule nous dit qu’un angle séquentiel faible implique une convergence lente du

solveur. Néanmoins, ce critère ne suffit pas pour caractériser la convergence du solveur. Il

est important de considérer également l’angle de saut. En effet, une valeur importante de

l’angle séquentiel (donc des résidus proches d’être orthogonaux) n’implique pas une amé-

lioration de la convergence. Cela n’est vrai que si l’angle de saut est également important.

On peut avoir deux résidus consécutifs qui sont proches d’être orthogonaux mais en même

temps retomber sur une direction de recherche déjà exploitées. L’angle de saut nous indique

finalement si le résidu pointe vers une nouvelle direction de recherche. L’angle de saut est

défini par la formule ci-dessous

cos(∠(ri+1, ri)) =
∥ri+1∥
∥ri∥

− ⟨Aδi+1,Aδi⟩
∥ri+1∥∥ri−1∥

, (4.93)

où Aδi+1 = ri − ri+1 et Aδi = ri−1 − ri.

Dans le cas du GCRO-DR, il est possible de simplifier la formule (4.93) grâce à une

propriété remarquable des vecteurs ei. En effet, ces vecteurs sont AtA-orthogonaux. Ceci

permet d’éliminer le second terme de (4.93) pour obtenir la formule suivante

cos(∠(ri+1, ri)) =
∥ri+1∥
∥ri∥

(4.94)

À ce stade, il est intéressant de recycler les approximations de l’erreur dans le cadre

du GCRO-DR. Pour le GCRO-DR, Niu et al. ont observé un comportement des vecteurs

résidu similaire à celui du GMRES-DR. Ils ont alors proposé la méthode LGCRO-DR. Par

conséquent, il est possible d’améliorer la convergence du solveur GCRO-DR en recyclant
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quelques approximations de l’erreur ei. Le LGCRO-DR (Algorithme 11, Annexe B p.133)

a donc la faculté de combiner le recyclage d’un espace invariant approché et d’un espace

engendré par quelques approximations de l’erreur. Niu et al. montrent qu’il existe une

manière simple et économique d’implémenter cet algorithme.

Pour comprendre l’algorithme du LGCRO-DR, commençons par rappeler les relations

importantes que vérifie le GCRO-DR. L’approximation de la solution s’écrit :

xi = xi−1 + zi, avec zi = V̂mξi (4.95)

où zi est la correction optimale de la solution xi−1 du cycle précédent i− 1.

4.1.7.1 Cas 1 : Recyclage d’une seule approximation d’erreur

Considérons d’abord le cas où on souhaite recycler une seule approximation de l’erreur.

En reprenant la formule de calcul des vecteurs de Ritz harmoniques Ỹk = V̂mPk et

zi = V̂mξi, on remarque que le recyclage du vecteur zi équivaut à stocker le vecteur ξi dans

la matrice Pk−1. Autrement dit, il suffit de former la matrice augmentée Pk = [Pk−1, ξi].

À ce stade, l’ajustement des espaces Ck et Uk devient économique au sens des relations

suivantes :

QR = HmPk, (4.96)

Ck = Vm+1Q, (4.97)

Uk = ỸkR−1, (4.98)

4.1.7.2 Cas 2 : Recyclage de plusieurs approximations de l’erreur

Dans le cas où on souhaite recycler p approximations de l’erreur (avec p ≥ 2), l’astuce

précédente ne s’applique pas directement sauf à introduire des hypothèses simplificatrices

dans la formulation du recyclage de plusieurs erreurs. Il existe donc deux approches pour

recycler plus d’un vecteur :

Approche directe

Cette approche consiste à augmenter l’espace de déflation Ỹk−p par les vecteurs zj ∈
RN pour j = i, i − 1, ..., i − p + 1 où l’indice i représente le cycle courant. Ensuite, on

effectue une factorisation QR de cette matrice de la façon suivante :

AỸk = QR, (4.99)

où Q ∈ RN×k et R ∈ Rk×k. Au final, il ne reste plus qu’à effectuer (4.97) - (4.98). Bien

que cette approche soit précise, elle reste assez coûteuse du fait de la factorisation QR qui

est indexée sur la taille du système.
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Approche économique

Pour contourner le problème du coût de la factorisation, on procède à une approxi-

mation afin d’obtenir une méthode économique mais inexacte. Le principe consiste à re-

tenir ξj pour j = i, i − 1, ..., i − p + 1 et de les ajouter à la fin de la matrice Pk−p tel

que Pk = [Pk−p, ξi, ..., ξi−p+1]. Ensuite, on applique (4.96) - (4.98). Dans notre étude

du LGCRO-DR, nous retiendrons l’approche économique qui a aussi l’avantage d’avoir le

même coût de calcul que le GCRO-DR.

4.1.8 Loose FGCRO-DR

Cette section a pour but d’étendre l’étude du recyclage d’approximation d’erreur dans

le cas du FGCRO-DR. À notre connaissance, aucune étude n’a été réalisée à ce sujet.

Une possibilité à cela vient du fait que la formulation dans le cas flexible n’est pas aussi

consistante que dans le cas non flexible. En effet, l’approximation de l’erreur s’écrit zi =

Zmξi. Si on considère la stratégie C adoptée par Carvalho et al. dans [14], il devient alors

clair que l’ajout du vecteur zi dans l’espace Ỹk = WmPk n’a plus de sens puisque il y a

un mélange entre les espaces Wm et Zm. Par conséquent, aucune des approches décrites

ci-dessus n’est applicable.

Une solution consiste à adopter la stratégie A pour la déflation, car dans ce cas, nous

avons Ỹk = ZmPk. Il est donc à nouveau possible d’appliquer l’approche économique.

4.1.9 Critère d’activation pour le recyclage d’espace invariant approché

Cette section a pour but de formuler un critère dynamique qui consiste à activer ou

non la phase de recyclage de l’espace invariant approché range(Ck).

Pour obtenir un critère pertinent, il est important d’analyser la convergence du GCRO-

DR. Parks et al. [13] ont proposé une analyse de convergence de ce solveur dans le but

de quantifier la qualité d’approximation de l’espace range(Ck) par rapport au vrai espace

invariant de A. Le résultat ci-dessous concerne la borne supérieure de la convergence des

méthodes de recyclage et explique qu’il n’est pas nécessaire d’avoir une approximation

précise pour améliorer le taux de convergence.

Soit Q un espace invariant de dimension l de A et soit C = range(Ck) un espace de

dimension k (k ≥ l) qui approche Q. On définit ΠC et ΠQ les projecteurs orthogonaux sur

C et Q respectivement. On définit également PQ le projecteur spectral sur Q. Pour finir,

on définit la distance dite unilatérale entre Q et C par :

δ(Q,C) = ∥(I−ΠC)ΠQ∥, (4.100)

qui représente le sinus du plus grand angle principal entre Q et C. Une autre manière

d’interpréter cette quantité est de dire que n’importe quel vecteur unitaire de Q possède

une composante qui est au plus égale à δ dans la direction orthogonale à C.
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Théorème 2 Soit C un espace quelconque et V = range(Vm−kHm−k) l’espace de Krylov

de dimension m − k généré par le GCRO-DR. Soit r0 ∈ RN et r1 = (I − ΠC)r0. Alors,

pour tout Q tel que δ(Q,C) < 1 on a

min
d1∈V

⊕
C
∥r0 − d1∥ ≤ min

d2∈(I−PQ)V
∥(I−PQ)r1 − d2∥+

γ

1− δ
∥PQ∥.∥(I−ΠV)r1∥, (4.101)

où γ = ∥(I − ΠC)PQ∥. Le membre de gauche représente la norme du résidu après m − k

itérations du GCRO-DR avec recyclage de l’espace C. Le premier terme du membre de

droite représente la convergence du problème projeté où toutes les composantes dans Q
ont été éliminées, ce qui aboutit à une meilleure convergence. Le second terme représente

la norme du résidu après m− k itérations du GCRO-DR pour le résidu r1.

Si l’espace de recyclage C contient l’espace invariant Q, alors δ = γ = 0 et le GCRO-

DR converge au moins aussi vite que le problème projeté. Ceci reste valable tant que ∥PQ∥
n’est pas trop importante. Parks et al. [13] remarquent que δ = O(10−2) est facilement

atteignable et suffit pour améliorer la convergence du GCRO-DR.

Un bon critère finalement serait d’estimer la distance entre l’espace de recyclage range(Ck)

et l’espace invariant Q de A. Comme nous n’avons pas accès à l’opérateur A, il n’est pas

possible de calculer l’espace invariant Q. Une alternative consiste à calculer la distance

entre C(i)
ki

et C(i+1)
ki+1

qui représentent respectivement les espaces de recyclage calculés au

ième et au (i + 1)ème couplage fluide-structure. Pour calculer la distance entre ces deux

espaces, on utilise la distance de Grassmann définie par la formule suivante :

dp(C
(i)
ki
,C(i+1)

ki+1
) =

(
p∑

i=1

θ2i

)1/2

p = min(ki, ki+1), (4.102)

où θi constituent les angles principaux entre les colonnes de C(i)
ki

et C(i+1)
ki+1

. Plus précisément,

l’angle principal est défini par :

cosθj = ⟨c(i)j , c(i+1)
j ⟩ ∀j = 1, ..., p (4.103)

Cette formule est valable pour des vecteurs unitaires ce qui est le cas pour les colonnes

de Ck. Il est possible de calculer les angles principaux grâce à la décomposition en valeurs

singulières de la matrice (C(i)
ki
)TC(i+1)

ki+1

(C(i)
ki
)TC(i+1)

ki+1
= UΣVT (4.104)

où Σ = diag(σ1, . . . , σp)

Ainsi, les angles principaux vérifient

cosθi = σi (4.105)
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4.2 Résultats numériques

4.2.1 Aile M6 Analyse aéroélastique

Les expériences numériques ont été réalisées sur la même configuration de l’aile M6.

Un maillage structuré multibloc composé d’une topologie C-H est utilisé (voir Figure 4.2).

Nous conservons le même modèle de turbulence à savoir le modèle Spalart-Allmaras à une

équation. Les distributions du coefficient de pression en configuration rigide et à l’équi-

libre aéroélastique sont présentées en Figure 4.1. On observe le double choc en forme de

"Lambda" typique de la configuration de l’aile M6. Pour l’analyse aéroélastique, un mo-

dèle éléments finis simplifié a été conçu (voir Figure 4.2). Le déplacement vertical maximal

est estimé à 0.14 mètres soit 11.7 % de l’envergure de l’aile, ce qui correspond à un fort

couplage fluide-structure.

Figure 4.1 : Contours du coefficient de pression pour les écoulements stationnaires rigides
et aéroélastiques.

Figure 4.2 : Modèle aéroélastique de l’aile M6 : maillage RANS CFD à 42 blocs et schéma
interne FEM.
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Afin de mieux appréhender l’effet de la flexibilité sur la distribution de pression, nous

avons reporté sur la Figure 4.3 la distribution de Cp pour deux sections : l’une à y = 0.60

m et l’autre à y = 1.12 m. Les distributions des déplacements verticaux associés aux

longerons avant et arrière ainsi que la distribution des incréments de torsion sont tracées

sur la Figure 4.4. L’analyse rigide donne un coefficient de portance CL = 0.27 tandis que

l’analyse aéroélastique donne un coefficient de portance CL = 0.23 pour le même angle

d’attaque.

Figure 4.3 : Comparaison des tracés de section des coefficients de pression rigides et
aéroélastiques à y=0.60m et y=1.12m.

Figure 4.4 : Distribution du déplacement vertical et de l’incrément de torsion à l’équilibre
aéroélastique.
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4.2.2 Évaluation des performances dans le cas d’un système adjoint aé-
rodynamique

L’objectif de cette section est de comparer les performances du solveur GCRO-DR stan-

dard et flexible avec celles du solveur GMRES-DR pour un problème adjoint fluide. Un

résultat théorique montre que, sous une certaine condition de colinéarité, les deux solveurs

sont algébriquement équivalents. Dans le cas standard, cette condition de colinéarité est

systématiquement satisfaite. Pour aller plus loin, la démonstration du théorème se trouve

dans [14]. Puisque nous résolvons un système adjoint fluide, nous ignorons l’étape de recy-

clage du FGCRO-DR (étape 2 - étape 4 de l’Algorithme 10, Annexe B p. 132).

La Figure 4.5 illustre la convergence des deux solveurs GMRES-DR et GCRO-DR pour

un espace de Krylov de 120 vecteurs et un espace de déflation de 40 vecteurs. On constate

l’équivalence numérique et algébrique des deux solveurs avec la superposition des deux

courbes. On observe la même similitude dans le cas flexible (Figure 4.6). Nous soulignons

cependant que la convergence s’est faite en deux cycles seulement. Sachant que le premier

cycle est rigoureusement identique pour le FGMRES-DR et le FGCRO-DR, la différence

n’est observée qu’à partir du deuxième cycle.

Figure 4.5 : Historique de convergence de la norme du résidu relative. Équivalence al-
gébrique et numérique des solveurs GMRES-DR et GCRO-DR préconditionnés par un
BILU(0) appliqué à jacobienne exacte d’ordre 1. Nous rappelons les paramètres numé-
riques : m = 120, et k = 40.
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Figure 4.6 : Historique de convergence de la norme du résidu relative. L’équivalence algé-
brique et numérique des solveurs FGMRES-DR et FGCRO-DR n’est pas systématiquement
vérifiée. Nous rappelons les paramètres numériques : m = 60, mi = 20 et k = 20.

La Figure 4.7 illustre l’effet des trois stratégies de déflation décrites dans la sous-

section 4.1.5.2 dans le cadre d’une résolution d’un système adjoint purement fluide. Les

courbes montrent que les trois stratégies sont assez comparables. Les expériences numé-

riques ont montré que la taille de l’espace de recyclage avait un impact non négligeable

sur la convergence. Plus précisément, en prenant un espace de recyclage k qui vaut m/2,

le comportement du FGCRO-DR était plus stable entre les 3 stratégies de déflation que

si on considérait le cas classique k = m/3. Il faut garder à l’esprit que dans le cadre de

la méthode GCRO flexible, nous avons à notre disposition trois espaces qui sont Vm,Zm

et Wm. Il n’y a aucune justification théorique qui montre qu’un espace est meilleure que

l’autre. Par conséquent, les conclusions faites sur ces stratégies de déflation sont difficile-

ment généralisables. Nous allons montrer dans le cas d’une résolution partitionnée que les

conclusions ne sont pas les mêmes.

Pour se rendre compte du réel intérêt du solveur GCRO-DR par rapport au GMRES-

DR, nous avons approfondi l’étude comparative des deux solveurs en considérant le LUSGS

et le BILU(0) appliqués à JAPP
O1 . La Figure 4.8 illustre la convergence du GMRES-DR(120,40)

pour le système adjoint fluide. Sur la Figure 4.8a, on remarque que le résidu exact stagne

à 10−7 pour le LUSGS et à 10−5 pour le BILU appliqué à JAPP
O1 . Ce dernier semble être

moins performant que le préconditionneur LUSGS du fait que le LUSGS a un effet global

grâce aux échanges d’information entre les sous-domaines tandis que l’effet du BILU(0)
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demeure local. Pour éliminer cette stagnation, on applique simplement un redémarrage

classique sans déflation (Figure 4.8b). On remarque que le solveur GCRO-DR(120,40) est

numériquement plus robuste que le GMRES-DR puisque la norme du résidu exact et celle

du résidu projeté coïncident parfaitement sauf dans le cas du BILU(0) appliqué à JAPP
O1

(voir Figure 4.9). Une façon de remédier à ce problème est d’effectuer un redémarrage

standard sans déflation lorsque les résidus commencent à être significativement différents.
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Figure 4.7 : Historique de convergence de la norme du résidu relative. Comparaison des
trois stratégies de déflation.

(a) (b)

Figure 4.8 : Historique de convergence de la norme du résidu relative pour le solveur
GMRES-DR(120,40). Impact des différents préconditionneurs. Dans (a), une certaine stag-
nation du résidu exact se produit en raison de la propagation des erreurs d’arrondi pendant
le processus de redémarrage. Dans (b), un redémarrage sans déflation permet d’éliminer
cette stagnation au prix d’un coût de calcul plus important.
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(a) (b)

Figure 4.9 : Historique de convergence de la norme du résidu relative pour le solveur
GCRO-DR(120,40). Impact des différents préconditionneurs. Dans (a), une convergence
erratique du résidu des moindres carrés associée à une stagnation du résidu exact se produit
dans le cas du BILU(0) appliquée à la matrice jacobienne approchée du premier ordre. Dans
(b), un redémarrage sans déflation permet d’éliminer cette stagnation au prix d’un coût
de calcul plus important.

4.2.3 Effet de l’approximation des erreurs sur le système adjoint aéro-
dynamique

Cette section a pour but de démontrer numériquement l’effet bénéfique du recyclage

des approximations des erreurs ei = x − xi à chaque cycle du GCRO-DR. Nous avons

considéré le cas où on recycle une seule approximation de l’erreur et le cas où on recycle

deux approximations de l’erreur en appliquant l’approche économique. Pour la résolution

du système adjoint fluide, nous avons considéré le cas m = 30, k = 10 et p = 1, 2 où p est

le nombre de vecteurs ei qu’on recycle. La Figure 4.10 montre comment le recyclage de

l’approximation d’erreur améliore la robustesse du solveur GCRO-DR. Plus précisément,

le solveur GCRO-DR(60,20) converge en 1900 itérations. Même si un plateau apparaît

au début, la convergence du GCOR-DR(60,20) semble suivre la propriété de convergence

superlinéaire du GMRES sans redémarrage. La Figure 4.11 illustre la variation des angles

séquentiels ainsi que des angles de saut associés au solveur GCRO-DR(60,20) tout au

long des cycles. Nous observons au début des cycles des valeurs faibles pour les deux

angles, ce qui justifie l’apparition du plateau. En revanche, les angles séquentiels et de

saut augmentent progressivement au fur et à mesure des cycles. Plus précisément, l’angle

de saut atteint une valeur de 80 degrés tandis que l’angle séquentiel atteint une valeur

de 60 degrés. Dans le cas du solveur GCRO-DR(30,10) (Figure 4.12), nous observons une

stagnation tout au long des cycles, ce qui se manifeste au niveau des angles par des valeurs

très faibles ne dépassant pas les 2 degrés. Par contre, le recyclage d’une seule approximation

de l’erreur permet de récupérer la convergence du système adjoint en 9000 itérations. La
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Figure 4.13 montre une variation des angles séquentiels. En moyenne, l’angle de saut est

estimé à 30 degrés. En recyclant deux approximations de l’erreur (Figure 4.14), la courbe

de convergence est légèrement améliorée avec un gain de 10 % par rapport à p = 1.

Figure 4.10 : Historique de convergence du résidu relative des solveurs GCRO-DR(60,20)
et LGCRO-DR(30,10,p) pour p = 1 et p = 2. Impact du recyclage des approximations de
l’erreur sur la convergence du système adjoint fluide.

Figure 4.11 : Angles séquentiels et de saut pour le solveur GCRO-DR(60,20).
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Figure 4.12 : Angles séquentiels et de saut pour le solveur GCRO-DR(30,10).

Figure 4.13 : Angles séquentiels et de saut pour le solveur GCRO-DR(30,9,1).
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Figure 4.14 : Angles séquentiels et de saut pour le solveur GCRO-DR(30,8,2).

4.2.4 Évaluation des performances du solveur partitionné dans le cas
d’un système adjoint couplé

Nous rappelons que le solveur partitionné souffre d’un manque de robustesse lors de

la résolution de systèmes adjoints fortement couplés et peut même diverger dans les cas

extrêmes. Cette section a pour but de démontrer numériquement l’amélioration de la réso-

lution partitionnée. Pour cela, nous allons dans un premier temps améliorer la robustesse

du solveur partitionné en intégrant le préconditionneur BILU(0) appliqué aux matrices

jacobiennes JAPP
O1 et JEXA

O1 . Ensuite, nous allons mettre en place le recyclage d’espace in-

variant approché entre chaque système linéaire.

La Figure 4.15 illustre la convergence du solveur partitionné au moyen du FGMRES-

DR(60,20,20) en fonction du préconditionneur. La courbe bleue correspond à la courbe de

référence qui fait appel au LU-SGS. L’application du BILU(0) sur JEXA
O1 permet d’obte-

nir le meilleur gain en termes de coût de calcul avec un gain d’environ 79 % en nombre

d’itérations. La Figure 4.16 illustre la convergence du solveur partitionné au moyen du

GCRO-DR(140,42). La courbe noire correspond à la convergence du système adjoint sans

recyclage inter-système qui est équivalente à celle du GMRES-DR(140,42). Pour le recy-

clage inter-système, nous avons réalisé une série de tests basée sur un critère simple qui

consiste à recycler à différents moments du couplage fluide-structure. Plus précisément,
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hhhhhhhhhhhhhhhhhétape du recyclage
Stratégies Stratégie A Stratégie B Stratégie C

5 11750 10500 12500
6 11000 9750 10600
7 10000 9500 9000
8 9500 9000 8250
9 8750 8500 8500

Table 4.1 : Performances du solveur partitionné en fonction des stratégies de déflation.
Les résultats sont rapportés en nombre de produits par A.

nous avons considéré le recyclage de l’espace invariant approché à partir du deuxième cou-

plage fluide-structure jusqu’au sixième couplage fluide-structure. Nous observons que l’effet

du recyclage améliore la convergence du solveur partitionné avec un gain maximal de 40 %

en coût de calcul. Nous observons également l’élimination de l’effet plateau qui apparaît à

chaque couplage fluide-structure.

L’effet du recyclage dans le cas flexible semble être moins concluant selon les résultats

numériques. Nous avons observé lors des premiers tests que la taille de l’espace de déflation

k avait un réel impact sur le comportement du FGCRO-DR. Typiquement, en respectant

la règle des 30 % pour k, on observait une dégradation nette de la convergence lors du

recyclage au cours des premiers couplages fluide-structure. Carvalho et al. ont démontré

d’ailleurs dans leur rapport technique [56] qu’il était raisonnable d’augmenter le nombre

de vecteurs propres déflatés. Dans leur cas, ils ont réalisé une étude comparative sur les

différentes stratégies de déflation en faisant varier le paramètre k de 1 à 19 pour un espace

m = 20. Il s’avère donc qu’il y a un réel intérêt à augmenter le nombre de vecteurs propres

déflatés dans le cas flexible. Pour confirmer cette observation, nous avons comparé les trois

stratégies A, B et C en prenant précisément m = 70, mi = 10 et k = 35 soit 50% de l’espace

de Krylov externe m. Les Figures 4.17, 4.18 et 4.19 illustrent les résultats de convergence

du FGMRES-DR(70,10,35) en fonction des trois stratégies de déflation. Ces résultats ont

démontré une amélioration nette de la convergence avec un gain moyen de 2000 produits

par A par rapport à une déflation de 30 %.

La Table 4.1 décrit les performances du solveur partitionné en fonction de la stratégie

de déflation. On remarque que pour la stratégie C, le solveur partitionné réalise le meilleur

gain en termes de produit par A lorsqu’on recycle à partir du 7ème couplage fluide-structure,

soit lorsque le second membre a convergé. On se retrouve alors dans le cas d’une résolution

adjointe purement fluide. La stratégie B donne les meilleurs résultats lors du 5ème et du

6ème couplage tandis que la stratégie A paraît la moins robuste.
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Figure 4.15 : Historique de convergence de la norme du résidu relative. Comparaison
des performances des préconditionneurs en partitionné. Nous rappelons les paramètres
numériques : m = 60, mi = 20 et k = 20.

Figure 4.16 : Effet du recyclage inter-système du sous-espace invariant approché de l’opé-
rateur A sur la résolution partitionnée GCRO-DR(140,42).
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Figure 4.17 : Effet du recyclage inter-système du sous-espace invariant approché de l’opé-
rateur A sur la résolution partitionné FGCRO-DR(70,10,35). Les vecteurs de Ritz sont
calculés selon la stratégie A exploitant l’espace range(Zm)
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Figure 4.18 : Effet du recyclage inter-système du sous-espace invariant approché de l’opé-
rateur A sur la résolution partitionnée FGCRO-DR(70,10,35). Les vecteurs de Ritz sont
calculés selon la stratégie B exploitant l’espace range(Vm).
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Matrix­vector products
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Figure 4.19 : Effet du recyclage inter-système du sous-espace invariant approché de l’opé-
rateur A sur la résolution partitionnée FGCRO-DR(70,10,35). Les vecteurs de Ritz sont
calculés selon la stratégie C exploitant l’espace range(Wm).

Bilan

Nous avons montré dans ce chapitre l’amélioration de la résolution partitionnée pour

les systèmes adjoints fortement couplés. Nous avons tout d’abord amélioré la robustesse

du solveur partitionné en intégrant les préconditionneurs développés dans le Chapitre 3,

c’est-à-dire le BILU appliqué à la matrice jacobienne exacte d’ordre 1. À la base de ce

préconditionneur, nous avons mis en oeuvre une méthode de recyclage d’espace invariant

approché de l’opérateur du système qui a permis non seulement d’éliminer les effets pla-

teaux mais aussi les sauts apparents à chaque redémarrage lors de la résolution partition-

née. Nous avons notamment conclu que le recyclage permet au GCRO-DR d’obtenir une

meilleure convergence même si le recyclage s’effectue au début des cycles fluide-structure

caractérisés par une variation importante du second membre. Dans le cas flexible, le com-

portement du solveur partitionné était assez sensible au recyclage et nous avons conclu que

plusieurs facteurs entraient en jeu. Notamment, nous avons remarqué que le nombre de

vecteurs propres déflatés avait un impact non négligeable dans le processus de recyclage.

Nous avons également conclu que le choix de la stratégie de déflation avait un impact non

négligeable sur la convergence du solveur partitionné.
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Chapitre 5

Mise en place d’un solveur

monolithique couplé à des stratégies

de préconditionnement robustes
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Introduction

Ce chapitre est dédié à l’étude de l’approche monolithique dans le cadre de la résolu-

tion des systèmes adjoints couplés aéro-structures. Nous allons, dans le même esprit que les

chapitres précédents, comparer les performances de l’approche monolithique aux perfor-

mances de l’approche partitionnée couplée à la stratégie de recyclage. L’étude comparative

se concentre essentiellement sur l’analyse des performances des préconditionneurs du sol-

veur monolithique à savoir le préconditionneur diagonal par bloc et l’approximation du

complément Schur.
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5.1 Stratégies de préconditionnement dans le cadre d’un sol-

veur monolithique

Pour des raisons pratiques, nous allons reformuler le système adjoint couplé (2.31) en

introduisant la matrice de flexibilité notée S de sorte à ce qu’on obtienne :



[
∂Ra

∂W

]T
−[C]TST

[A]T
[
∂Ra

∂Xa

]T
I− [D]TST



λa

λs

 =


−
[
∂J

∂W

]T

−[A]T
[
∂J

∂Xa

]T
 (5.1)

La matrice de flexibilité S est pratique au sens où elle représente une version "conden-

sée" de l’inverse de la matrice de rigidité (pour plus de détails sur la construction de la

matrice S, voir [section 2.4.2, 20]). La résolution monolithique soulève des difficultés nu-

mériques différentes de celles de l’approche partitionnée. Tout d’abord, le conditionnement

numérique du système couplé est un paramètre à prendre en compte systématiquement

au sens où une mise à l’échelle est essentielle. En effet, le système est par construction

constitué d’un bloc fluide et d’un bloc structure avec des discrétisations différentes. Cette

disparité au niveau des discrétisations est le résultat d’un mauvais conditionnement de

la matrice. La deuxième difficulté est de développer des stratégies de préconditionnement

robustes pour le système couplé. Parmi ces stratégies, on cite le préconditionneur basé sur

l’approximation du complément de Schur ou celui basé sur la méthode de Gauss-Seidel par

bloc.

On rappelle que la construction d’un préconditionneur s’effectue à partir d’une approxi-

mation de l’opérateur du système. Le préconditionneur idéal serait évidemment l’opérateur

inverse du système, mais comme souligné précédemment, il est pratiquement impossible

d’avoir accès à l’inverse du système complet. Il est important de souligner que la plupart

des préconditionneurs qui existent dans les problèmes d’algèbre linéaire numérique sont

construits à partir de la factorisation par bloc de la matrice du système. L’étude de cette

factorisation est cruciale puisqu’elle va nous permettre d’étudier les différentes possibilités

qui s’offrent à nous et de décider in fine quel préconditionneur est le plus adapté à notre

problème.

5.1.1 Factorisation par bloc et complément de Schur

Supposons que notre système adjoint couplé (5.1) s’écrive de la façon suivante :
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A =

[
A B1

B2 C

]
(5.2)

où A, B1 , B2 et C sont les blocs qui correspondent aux blocs de la matrice du système

(5.1). La factorisation LDU par bloc de A s’écrit alors :

[
A B1

B2 C

]
=

[
I O

B2A−1 I

]
︸ ︷︷ ︸

L

[
A O

O S

]
︸ ︷︷ ︸

D

[
I A−1B1

O I

]
︸ ︷︷ ︸

U

(5.3)

Il est tout aussi intéressant de considérer la factorisation LU par bloc de A qui s’ex-

prime de deux façons :

A =

[
I O

B2A−1 I

]
︸ ︷︷ ︸

L

[
A B1

O S

]
︸ ︷︷ ︸

U

(5.4)

ou

A =

[
A O

B2 S

]
︸ ︷︷ ︸

L

[
I A−1B1

O I

]
︸ ︷︷ ︸

U

(5.5)

S = C −B2A−1B1 représente le complément de Schur de A dans le système adjoint A.

Rappelons que le rôle du préconditionneur est d’améliorer les propriétés spectrales de A
de sorte à réduire le nombre d’itérations du solveur de Krylov. Benzi et al. [60] soulignent

que le système M = D−1A possède trois valeurs propres distinctes, ce qui signifie qu’un

solveur de Krylov de type GMRES appliqué au système préconditionné M convergerait

au plus en trois itérations. Il est démontré dans [61, 62] que la matrice M satisfait la

propriété suivante :

(M− I)(M+
1

2
(1 +

√
5)I)(M− 1

2
(1 +

√
5)I) = O. (5.6)

Il est clair que M est diagonalisable et admet trois valeurs propres distinctes qui sont

1, 12(1+
√
5) et 1

2(1−
√
5). Cette propriété spectrale de M est intéressante pour le solveur

GMRES qui converge théoriquement en trois itérations.

Dans la pratique, il n’est pas aisé de construire l’opérateur D. En effet, si on remplace

les opérateurs A,B1,B2 et C dans le cas de notre système adjoint couplé (2.31), l’opérateur

D s’écrit :
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D =


[
∂Ra

∂W

]T
O

O S

 (5.7)

où S =
(
I− [D]TST

)
− [A]T

[
∂Ra

∂Xa

]T [∂Ra

∂W

]−T

[C]TST .

Le calcul du complément de Schur nécessite donc le produit par l’opérateur [C]TST puis

l’inversion de l’opérateur fluide
[
∂Ra

∂W

]−T

puis le produit des deux opérateurs
[
∂Ra

∂Xa

]T
et

[A]T . La résolution de ce dernier rend le coût de calcul trop important pour employer

directement S dans une phase de préconditionnement surtout pour un grand nombre

d’itérations. Une manière de s’affranchir de ce problème est de remplacer (5.7) par une

approximation du type :

D =


[
∂R̂a

∂W

]T
O

O Ŝ

 (5.8)

où

[
∂R̂a

∂W

]T
et Ŝ sont des approximations de

[
∂Ra

∂W

]T
et S respectivement. Différentes

approximations ont été considérées dans la littérature notamment pour le complément de

Schur [60, 63, 64]. Dans notre cas, l’approximation de l’opérateur fluide repose essentielle-

ment sur la discrétisation exacte d’ordre un des flux convectifs JEX
O1 .

Comme expliqué dans le Chapitre 1, Kenway et al. [7] ont mis en place un solveur

GMRES monolithique pour améliorer la résolution du système adjoint couplé. Afin de

respecter le compromis robustesse/coût d’inversion, les auteurs proposent comme précon-

ditionneur la partie diagonale par blocs de l’opérateur du système (5.1) en négligeant les

termes extra-diagonaux. L’avantage de ce type de préconditionneur est qu’il s’implémente

facilement en ce sens que chaque bloc physique est traité de manière indépendante en

réutilisant le solveur dédié. Pour la partie aérodynamique, les auteurs réutilisent le solveur

GMRES pour un espace de Krylov de taille comprise entre 10 et 20. La partie structure

est résolue de manière exacte au moyen d’une factorisation LU. La structure matricielle

adoptée par Kenway et al. est donnée ci-dessous :

M =


[
∂R̂a

∂W

]T
O

O I

 (5.9)

Soulignons également que les auteurs ont négligé le deuxième terme de la partie struc-

ture à savoir l’opérateur [D] auquel cas la partie structure se restreint à la matrice identité.
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Une raison éventuelle pour laquelle le terme [D] a été négligé est son coût de calcul. En

effet, ce terme est le produit de plusieurs termes faisant intervenir les opérateurs TU
surf ,

TQ
surf et Tvol. Le coût prépondérant vient de l’opérateur volumique de déformation de

maillage Tvol, ce qui peut devenir pénalisant sachant que ce terme est calculé à chaque

itération du GMRES. A titre de rappel, Kenway et al. ont réalisé une étude comparative

entre le solveur monolithique et le solveur partitionné et ont conclu que l’approche mono-

lithique réalise un gain en coût CPU de 19 % dans le cas d’une charge de 1g et de 29%

dans le cas d’une charge de 2.5g. Cette expérience nous donne une idée des performances

que peut réaliser un solveur monolithique surtout pour un préconditionneur dans lequel

plusieurs termes ont été négligés.

Dans le même esprit, Zhang et Zingg [4] ont développé un solveur GCROT monoli-

thique en proposant le préconditionneur triangulaire par bloc (Gauss-Seidel) en plus du

préconditionneur diagonal par bloc (Jacobi). Contrairement à Kenway el al., Zhang et

Zingg utilisent une formulation à 3 champs en ajoutant dans le système le bloc maillage.

Voici ci-dessous la structure matricielle du préconditionneur triangulaire inférieur par bloc :

M =



[
∂Ra

∂W

]T
O O

[
∂Ra

∂Xa

]T [
∂RM

∂Xa

]T
O

O
[
∂RM

∂U

]T
MT

s


(5.10)

Ms correspond à la factorisation exacte LU de la matrice de rigidité K tandis que RM

correspond au résidu maillage.

Pour mettre en évidence cette amélioration, les auteurs comparent les performances

des deux préconditionneurs lors d’un calcul stationnaire. La Figure 5.1 affiche le coût CPU

de la phase de préconditionnement impliquée dans le processus de Krylov dans le cas

du préconditionneur de Jacobi et de Gauss-Seidel. Nous remarquons effectivement que ce

dernier est meilleur en coût CPU et a permis de diminuer le nombre total d’itérations

pour une plage de tolérance qui varie entre 0.01 et 0.1. Maintenir un nombre d’itérations

assez faible permet d’améliorer la robustesse de l’algorithme monolithique même pour des

problèmes de taille et de complexité plus grande.

5.1.2 Stratégie de mise à l’échelle

La stratégie adoptée dans le cadre de cette thèse consiste à appliquer à droite et à gauche

du système couplé (5.1) l’inverse de la diagonale de l’opérateur fluide. Plus précisément, si

on note D la diagonale de l’opérateur fluide, le système couplé mis à l’échelle s’écrit :
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Figure 5.1 : Répartition du temps de calcul pour les préconditionneurs bloc Jacobi et
bloc Gauss–Seidel (M−1

A ) pour différentes tolérances. Les deux dernières lignes décrivent
le nombre total et le nombre maximum d’itérations FGMRES lors du processus de New-
ton–Krylov.

D−1
L AD−1

U y = D−1
L b (5.11)

x = D−1
U y (5.12)

où DL et DU correspondent respectivement à la partie L et U de la factorisation LU par

bloc auquel cas nous avons DLDU = D. De cette manière, une renormalisation des lignes

et des colonnes du système couplé est réalisée. La figure illustre la factorisation LU par

bloc de la diagonale de l’opérateur fluide.

Figure 5.2 : Factorisation LU de la diagonale par bloc.
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5.2. Étude des différentes approximations du complément de Schur

5.2 Étude des différentes approximations du complément de

Schur

Comme évoqué précédemment, la robustesse du préconditionneur va fortement dé-

pendre du type d’approximation apportée au complément de Schur et à l’opérateur fluide.

Cette section est dédiée à l’analyse des différentes approximations du complément de Schur

dans le cas d’un préconditionneur diagonal par bloc représenté par (5.13). Une étude com-

parative entre le solveur monolithique et le solveur partitionné est également prise en

compte.

5.2.1 Premier cas de figure :

Ce cas de figure consiste à négliger l’opérateur [D]ST afin de reproduire le précondi-

tionneur diagonal par bloc D̂ qui utilise la forme la plus simple de S. Le préconditionneur

s’écrit :

M =


[
∂R̂a

∂W

]T
O

O I

 (5.13)

Bien qu’on ait négligé plusieurs termes, l’application de la mise à l’échelle devrait

améliorer le conditionnement de la matrice d’une part mais aussi la précision de la solution.

L’application des matrices D−1
L et D−1

U permet effectivement d’obtenir une matrice dont

la diagonale est l’identité pour l’opérateur fluide.

5.2.2 Deuxième cas de figure :

Dans ce cas de figure, nous considérons la contribution du terme [D]TST dans le but

d’améliorer la robustesse mais au prix d’un coût de calcul plus important.

M =


[
∂R̂a

∂W

]T
O

O I− [D]TST

 (5.14)

5.2.3 Troisième cas de figure

Pour finir, nous considérons l’approximation de Schur Ŝ dans le but d’améliorer la

robustesse mais au prix d’un coût de calcul plus important.

M =


[
∂R̂a

∂W

]T
O

O Ŝ

 (5.15)
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L’approximation du complément de Schur est définie par :

Ŝ =
(
I− [D]TST

)
− [A]T

[
∂Ra

∂Xa

]T [∂R̂a

∂W

]−T

[C]TST (5.16)

où

[
∂R̂a

∂W

]
représente la matrice jacobienne exacte d’ordre un JEX

O1 .

Soulignons que l’approximation de Schur Ŝ intervient dans la phase de précondition-

nement. Nous cherchons donc à résoudre approximativement l’équation :

Ŝx = v (5.17)

où v représente un vecteur de Krylov. Comme Ŝ n’est pas connu explicitement, nous

procédons à une résolution itérative de (5.17). Ainsi, en fixant x0 = 0, on résout :

(
I− [D]TST

)
xk+1 = [A]T

[
∂Ra

∂Xa

]T [∂R̂a

∂W

]−T

[C]TSTxk + v (5.18)

En effectuant k = 3 ou k = 4 itérations qui est largement suffisant dans ce cas.

5.3 Résultats numériques

La Figure 5.3 présente la comparaison de l’approche partitionnée et celle du mono-

lithique. Pour le cas du solveur partitionné, nous avons sélectionné celui qui réalisait le

meilleur gain. En l’occurrence, nous avons choisi la courbe pour laquelle nous avons activé

le recyclage dès le deuxième couplage fluide-structure (courbe orange). Le solveur GMRES-

DR monolithique est quant à lui préconditionné par une matrice diagonale par bloc. La

courbe verte représente le cas où le préconditionneur est réduit à (5.13). La courbe bleue

représente le cas où le préconditionneur est donné par (5.14). On constate que les courbes

verte et bleue se superposent et que finalement le terme [D]TST n’améliore pas la conver-

gence. Une observation intéressante vient de la mise à l’échelle représentée par la courbe

rose. On constate en effet une stagnation au début des itérations puis la courbe retrouve

la même pente que dans le cas sans mise à l’échelle. En comparant les courbes bleue (sans

mise à l’échelle) et rose (mise à l’échelle), cette dernière réalise plus d’itérations. Cette

observation numérique ressemble fortement au résultat obtenu par Zhang et Zingg dans [4]

(voir la Figure 2.7). Même si le nombre d’itérations est plus élevé, les résultats numériques

ont montré dans notre cas que la précision de la solution est meilleure dans le cas d’une

mise à l’échelle, ce qui est plus pertinent que le nombre d’itérations. Les tests numériques

ont également démontré que l’approximation de Schur (5.15) n’a pas apporté de gain en

nombre d’itérations par rapport à (5.13) et (5.14).
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Figure 5.3 : Courbes de convergence du solveur GMRES-DR(120,40) monolithique et
partitionné. Cas monolithique : Application d’un préconditionneur diagonal par bloc dont
le deuxième bloc diagonal est représenté par l’opérateur I − [D]TST . Application d’une
mise à l’échelle pour le cas monolithique (courbe rose). Cas partitionné : Application de la
stratégie de recyclage dès le deuxième couplage fluide-structure (courbe orange).

Bilan :

Nous avons démontré dans ce chapitre les performances de l’approche monolithique par

rapport à l’approche partitionnée. Plus précisément, la forme la plus simple du précondi-

tionneur diagonal par bloc a permis au solveur GMRES-DR monolithique de réaliser un

gain de 66 % en coût CPU par rapport au solveur GMRES-DR partitionné couplé à la

stratégie de recyclage. Également, la mise à l’échelle a permis au solveur monolithique de

gagner en précision dans le calcul de la solution. Nous avons constaté que l’approximation

de Schur n’as pas vraiment apporté d’amélioration au niveau de la convergence et que

d’autres pistes seraient à exploiter pour pouvoir démontrer la robustesse de ce type de

préconditionneur pour l’approche monolithique.
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Conclusion

Le travail au cours de ces trois années de thèse a porté essentiellement sur l’étude des

solveurs de sous-espaces Krylov pour améliorer la résolution des systèmes adjoints couplés

aéro-structure. Parmi ces solveurs, nous avons étudié la classe des méthodes de Krylov

emboîtées et plus spécifiquement la méthode GMRES emboîtée connue pour ses propriétés

de convergence robustes. La résolution de tels systèmes a été réalisée au moyen de deux

approches antagonistes qui sont l’approche partitionnée et l’approche monolithique.

Tout d’abord, l’état de l’art réalisé au Chapitre 1 a montré l’intérêt des méthodes de

Krylov à résoudre de manière robuste les systèmes adjoints couplés pour de forts interac-

tions fluide-structure de sorte à obtenir des solutions adjointes plus précises. En outre, ce

chapitre a montré que l’approche monolithique réalisait des performances meilleures que

l’approche partitionnée surtout pour de forts couplages fluide-structure.

Dans le cadre de cette thèse, la première étape a consisté à mettre en place un solveur

GMRES emboîté couplé à des stratégies de préconditionnement robustes dans le but d’ac-

célérer la résolution des systèmes adjoints purement fluides dont le Chapitre 2 fait l’objet.

Cette stratégie de préconditionnement a consisté à développer une méthode de factorisa-

tion LU incomplète par bloc qui a été appliquée à deux types de préconditionneur. Le

premier repose sur la matrice jacobienne d’ordre un approchée au sens où une approxima-

tion est effectuée sur les flux visqueux. La deuxième repose sur la matrice jacobienne exacte

d’ordre un. Nous avons également introduit la déflation spectrale par augmentation au sein

du solveur GMRES, noté GMRES-DR, afin d’obtenir un gain supplémentaire lors de la

convergence du système adjoint. Les résultats numériques ont montré de manière claire

que la stratégie des méthodes emboîtées surpassait la stratégie des méthodes standards en

termes de robustesse. Les courbes ont effectivement montré que le solveur GMRES emboîté

réalisait des gains significatifs par rapport au solveur GMRES standard, qui convergeait

très lentement ou stagnait. En plus de l’intérêt des méthodes emboîtées, les expériences

numériques ont démontré que la matrice jacobienne exacte d’ordre un réalisait également

des gains satisfaisants par rapport à la version approchée.

L’objectif du Chapitre 3 a été d’améliorer la résolution du système adjoint couplé au
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moyen du solveur partitionné. L’idée a été d’intégrer d’abord les contributions du Cha-

pitre 2 dans le solveur partitionné. Ensuite, l’idée a été de mettre en place une stratégie

de recyclage spectrale au sein du solveur partitionné qui a la particularité de recycler l’in-

formation spectrale dans le cadre d’une séquence de systèmes linéaires. Pour cela, nous

avons développé une méthode de recyclage, le solveur GCRO-DR, qui permet justement

de recycler d’un système à l’autre. Les résultats numériques ont démontré que le recyclage

spectral apportait un gain significatif en nombre d’itérations mais aussi en coût CPU et

permettait d’éliminer l’effet plateau et les sauts observés à chaque résolution d’un nou-

veau système linéaire. Il convient de souligner que l’effet de cette stratégie est différent

selon qu’on considère le solveur GMRES emboîté ou le solveur GMRES standard. Même

si une amélioration a été observée dans les deux cas, le cas flexible demeure sensible aux

effets du recyclage. Plus précisément, le solveur partitionné a l’inconvénient de dépendre

de plusieurs paramètres et il est nécessaire de mettre en place des critères de sélection des

vecteurs propres afin de pallier ce problème.

Dans le dernier chapitre, nous avons développé un solveur GMRES-DR monolithique

dans le but d’améliorer de manière drastique la résolution des systèmes adjoints fortement

couplés. La stratégie de préconditionnement développée dans ce chapitre repose essen-

tiellement sur la partie diagonale par bloc issue de la factorisation à trois facteurs de

l’opérateur du système adjoint. Pour des raisons de performance, nous avons considéré dif-

férentes approximations du préconditionneur diagonal par bloc. Les résultats numériques

ont démontré les performances du solveur monolithique et l’intérêt à adopter un tel solveur

pour la résolution de problèmes adjoints fortement couplés. De plus, la stratégie de mise

à l’échelle s’est révélée plus pertinente dans le cadre du solveur monolithique au sens où

le calcul de la solution était plus précis. Néanmoins, les stratégies de préconditionnement

basées sur l’approximation du complément de Schur n’ont pas amélioré la convergence.
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Perspectives

Nous avons démontré tout au long de ce travail de thèse les différentes démarches adop-

tées afin d’améliorer la résolution des systèmes linéaires adjoints pour des cas numériques

raides. Nous avons démontré l’intérêt des stratégies de recyclage dans le cas de l’approche

partitionnée d’une part et l’intérêt de l’approche monolithique couplée à des stratégies

de préconditionnement robustes d’autre part. Néanmoins, nous proposons quelques pistes

intéressantes afin d’améliorer la robustesse de ces approches.

Dans le cadre de l’approche partitionnée, il est intéressant d’utiliser les stratégies de

recyclage d’espace invariant approché dans une résolution non-linéaire stationnaire qui peut

être vue comme une séquence de systèmes linéaires qui varient à chaque itération fluide.

Également, une extension naturelle de ce travail de thèse est d’étudier une version multi-

second membres (block GCRO-DR) dans le cadre des systèmes adjoints aéro-structure. A.

Bissuel a étudié la version bloc du solveur GMRES-DR avec plusieurs seconds membres

dans le cadre de la résolution des systèmes adjoints aérodynamiques [27]. En ce qui concerne

les stratégies de préconditionnement, il est intéressant de considérer des stratégies hybrides

qui combinent des solveurs itératifs et des solveurs directs. Un exemple typique est de com-

biner des méthodes de type multigrille avec des méthodes de factorisation LU incomplète

par bloc. Aussi, il est possible d’améliorer la robustesse de la factorisation LU incomplète

par bloc en appliquant la méthode d’overlapping. Elle consiste à inclure un certain degré

de chevauchement entre les blocs pour capturer les dépendances entre eux. De cette façon,

certains des couplages entre les équations sont pris en compte dans la factorisation.

Dans le cadre de l’approche monolithique, il est crucial en plus des bonnes stratégies de

mise à l’échelle et de préconditionnement, de disposer d’un outil de déformation de maillage

en mode adjoint [4] très performant pour rendre le solveur couplé compétitif vis-à-vis du

solveur partitionné.
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Annexe A

Reformulation du problème aux

valeurs propres

A.1 Reformulation des problèmes aux valeurs propres

Nous allons démontrer de façon simple comment il est possible de transformer le pro-

blème aux valeurs propres généralisé en un problème aux valeurs propres standard. En

reprenant les notations de la section 3.3.1.1, on a

HT
mu = θH̄T

mH̄mu (A.1)

⇔ H−T
m H̄T

mH̄mu = θ−1u (A.2)

On remarque que H−T
m H̄T

mH̄m = (H̄mH−1
m )T H̄m. Cette relation nous permet d’écrire :

H̄mH−1
m =

(
Hm

0 . . . 0 hm+1,m

)
H−1

m =

(
Im

hm+1,meTmH−1
m

)
(A.3)

On en déduit

(H̄mH−1
m )T H̄m =

(
Im hm+1,mH−T

m em
)( Hm

hm+1,meTm

)
= Hm + h2m+1,mH−T

m emeTm (A.4)

Si on note f = H−T
m em, la dernière colonne de H−T

m , on obtient l’expression suivante :

H−T
m H̄T

mH̄m = Hm + h2m+1,mfeTm (A.5)
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A.2 Simplification du problème aux valeurs propres généra-

lisé du FGCRO-DR

Le but est de reformuler le problème aux valeurs propres généralisé (4.77) en un pro-

blème aux valeurs propres plus simple. L’idée est de s’inspirer de la formulation de la

section précédente en simplifiant les opérateurs. Si on note Wm = [Wk+1,vk+2, . . . ,vm],

le produit VT
m+1Wm peut être décomposé de la façon suivante :

VT
m+1Wm =


Vk+1Wk+1 0(k+1)×(m−k−1)

0(m−k−1)×(k+1) Im−k−1

01×(k+1) 01×(m−k−1)

 (A.6)

Par conséquent, le produit HmVT
m+1Wm s’exprime :

HmVT
m+1Wm =

[
Hm

0 · · ·hm+1,m

]
Vk+1Wk+1 0(k+1)×(m−k−1)

0(m−k−1)×(k+1) Im−k−1

01×(k+1) 01×(m−k−1)

 (A.7)

Sachant que la dernière ligne de la matrice VT
m+1Wm est composée de zéros, le produit

HmVT
m+1Wm se réduit finalement à la matrice suivante :

HmVT
m+1Wm = HmVT

m+1Wm[1 : m, :] (A.8)

où VT
m+1Wm[1 : m, :] correspond à la sous-matrice de taille m × m de l’opérateur

VT
m+1Wm.

En appliquant à présent les étapes de la section précédente, nous obtenons la problème

aux valeurs propres suivant :

(Hm + h2m+1,mfeTm)y = VT
m+1Wm[1 : m, :]y (A.9)

Nous obtenons ainsi un problème aux valeur propres toujours généralisé mais dont les

opérateurs ont été simplifiés. Ceci améliore grandement le conditionnement de l’opérateur

et par conséquent la précision du calcul des vecteurs de Ritz harmoniques.
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B. ALGORITHMES

Annexe B

Algorithmes

Algorithm 2 Schéma LBGS - Approche adjointe
1: Initialisation : U,W Xa,Xs,Xa0, λ

0
a, λ

0
s, θs, tol

2: if λ0
s ̸= 0 then

3: RHSstru ←
[
TQ

surf

∂Qa

∂W

]T
STλ0

s

4: else

5: RHSstru ← 0

6: end if

7: if λ0
a = 0 then

8:
[
∂Ra

∂W

]T
λ0
a = −

[
∂J

∂W

]T
+RHSstru ▷ Résolution approchée du problème adjoint fluide

9: end if

10: for k ← 1, ncpl do

11: λk
a = (1− θa)λ

k−1
a + θaλ

k
a ▷ Relaxation du vecteur adjoint aérodynamique

12: AXs,surf ←
[

∂Qa

∂Xa,surf

]T [
TQ

surf

]T
STλk−1

s ▷ Calcul de l’ adjoint géométrique structure

13: AXa ← −
[
[λk−1

a ]T
∂Ra

∂Xa
+

∂J

∂Xa

]T
▷ Calcul de l’ adjoint géométrique aérodynamique

14: AXa,surf ← (Tvol)
TAXa ▷ Adjoint de la déformation de maillage

15: λk
s ← (TU

surf )
T (AXs,surf +AXa,surf ) ▷ Calcul du vecteur adjoint structure

16: λk
s ← (1− θs)λ

k−1
s + θsλ

k
s ▷ Relaxation du vecteur adjoint structure

17: RHSstru ←
[
TQ

surf

∂Qa

∂W

]T
STλk

s ▷ Mise à jour du second membre structure

18:
[
∂Ra

∂W

]T
λk
a = −

[
∂J

∂W

]T
+RHSstru ▷ Résolution approchée du problème fluide

19: end for

20:
dJ

dp
←
[
∂J

∂Xa
+ λT

a

∂Ra

∂Xa

]
B
dXa0

dp
− λT

s E
dXa0

dp ▷ Assemblage du gradient
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Algorithm 3 Méthode itérative associée à une correction de rang 1
1: Initialisation : x0, r0,H0, k = 0, ϵ

2: Ek = (I−AHk)

3: uk = HkEkrk
4: vk = 1

∥Auk∥2
2
ET

k Auk

5: Hk+1 = Hk + ukvT
k ▷ Correction de rang 1

6: xk+1 = xk + Hk+1rk ▷ Mise à jour de la solution

7: rk+1 = b−Axk+1 ▷ Mise à jour du résidu

8: if ∥rk+1∥ ≤ ϵ then ▷ Critère d’arrêt

9: Stop

10: else

11: k = k + 1

12: Retour à l’étape 2

13: end if

Algorithm 4 Méthode itérative associée à une correction de rang 1 : version améliorée
1: Input : xk, rk, u0, ..,uk−1, c0, c1, .., ck−1

2: ξ(0) = E0rk
3: while ∥rk+1∥ ≥ ϵ do

4: k = k + 1

5: for i = 0, .., k − 1 do

6: αi = ⟨ci, ξ(i)⟩
7: ξ(i+1) = ξ(i) − αici ▷ Orthogonalisation de ξ(0) par rapport à c0, .., ck−1

8: end for

9: u(0)
k = H0ξ

(k), c(0)k = Au(0)
k = AH0ξ

(k)

10: for i = 0, .., k − 1 do

11: βi = ⟨ci,Eiξ
(k)⟩ = −⟨ci, c(i)k ⟩ ▷ car ξ(k) ⊥ c0, .., ck−1

12: u(i+1)
k = u(i)

k + βiui

13: c(i+1)
k = c(i)k + βici

14: end for

15: ck = c(k)k /∥c(k)k ∥2, uk = u(k)
k /∥c(k)k ∥2,

16: xk+1 = xk + H0rk +
∑k−1

i=0 αiui + cTk ξ
(k)uk

17: rk+1 = ξ(k) − cTk ξ
(k)ck ▷ Mise à jour du résidu

18: end while
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Algorithm 5 GMRES⋆

1: x0, ϵ ;
2: r0 = b−Ax0, k = −1 ;
3: while ||rk|| ≤ ϵ do
4: k = k + 1 ;
5: Calcul de u(0)

k ;
6: for i = 0, ..., k − 1 do
7: αi = cTi c(i)k ;
8: c(i+1)

k = c(i)k − αici ;
9: u(i+1)

k = u(i)
k − αiui

10: end for
11: ck = c(k)k /||c(k)k || ; uk = u(k)

k /||c(k)k || ;
12: xk = xk−1 + ukcTk rk−1 ;
13: rk = rk−1 − ckcTk rk−1 ;
14: end while

Algorithm 6 GCR
1: Choisir x0, ϵ ;
2: r0 = b−Ax0, k = 0 ;
3: while ||rk|| ≤ tol do
4: k = k + 1 ;
5: uk = rk−1, ck = Auk

6: for i = 0, ..., k − 1 do
7: αi = cTi ck ;
8: ck = ck − αici ;
9: uk = uk − αiui

10: end for
11: ck = ck/||ck|| ; uk = uk/||ck|| ;
12: xk = xk−1 + ukcTk rk−1 ;
13: rk = rk−1 − ckcTk rk−1 ;
14: end while
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Algorithm 7 GMRESR
1: Choisir x0, ϵ ;
2: r0 = b−Ax0, k = 0 ;
3: while ||rk|| ≤ tol do
4: k = k + 1 ;
5: uk = Pm(A)rk−1, ck = Auk ▷ Solveur GMRES(m) appliqué à A
6: for i = 0, ..., k − 1 do
7: αi = cTi ck ;
8: ck = ck − αici ;
9: uk = uk − αiui

10: end for
11: ck = ck/||ck|| ; uk = uk/||ck|| ;
12: xk = xk−1 + ukcTk rk−1 ;
13: rk = rk−1 − ckcTk rk−1 ;
14: end while

Algorithm 8 GCRO
1: Choisir x0, ϵ ;

2: r0 = b−Ax0, k = 0 ;

3: while ||rk|| ≤ tol do

4: k = k + 1 ;

5: uk = Pm(ACk
)rk−1, ck = Auk ▷ Solveur GMRES(m) appliqué à ACk

6: for i = 0, ..., k − 1 do

7: αi = cTi ck ;

8: ck = ck − αici ;

9: uk = uk − αiui

10: end for

11: ck = ck/||ck|| ; uk = uk/||ck|| ;
12: xk = xk−1 + ukcTk rk−1 ;

13: rk = rk−1 − ckcTk rk−1 ;

14: end while
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Algorithm 9 FGCRO-DR(m,mi,k)
1: Choisir m, la taille maximale de l’espace de Krylov externe et k le nombre de vecteurs

propres approchés à déflater. Soit tol la tolérance de convergence relative. Choisir x0.
Calculer r0 = b −Ax0, et poser i = 1 et s = 1. s correspond au numéro du système
linéaire et i au numéro du cycle au sein du système.

2: if Ck et Zk sont définis (issus d’un système linéaire précédent) then
3: x(s)

1 = x(s)
0 + ZkCT

k r(s)0 ▷ Ne pas mettre à jour Zk and Ck car seul le second
membre b varie

4: r(s)1 = r(s)0 −CkCT
k r(s)0

5: else
6: v1 = r(s)0 /∥r(s)0 ∥2
7: c = ∥r(s)0 ∥2e1
8: Appliquer m étapes de FGMRES, résoudre min ∥c − Hmy∥2 pour y et générer

Vm+1, Zm et H̄m.
9: x(s)

1 = x(s)
0 + Zmy

10: r(s)1 = Vm+1(c−Hmy)
11: V̂m = Vm

12: Calculer les k vecteurs propres g̃j de (Hm + h2m+1,mH−T
m emeTm)g̃j = θ̃j g̃j associés

aux plus petites valeurs propres θ̃j et les stocker dans Pk.
13: Soit [Q,R] la factorisation QR de HmPk.
14: Ck = Vm+1Q
15: Zk = ZmPkR−1

16: Uk = V̂mPkR−1

17: end if
18: while ∥r(s)i ∥2 > tol do
19: i = i+ 1

20: Appliquer (m − k) étapes d’Arnoldi avec l’opérateur (I − CkCT
k )A et vk+1 =

r(s)i−1/∥r
(s)
i−1∥2 générant Vm−k+1, Zm−k, Hm−k, et Bm−k.

21: Vm+1 = [Ck,Vm−k+1]

22: Zm = [Zk,Zm−k]

23: V̂m = [Uk,Vm−k]

24: Hm =

[
Ik Bm−k

0 Hm−k

]
25: Résoudre min∥VT

m+1r
(s)
i−1 −Hmy∥2 pour y.

26: x(s)
i = x(s)

i−1 + Zmy
27: r(s)i = b−Ax(s)

i

28: Calculer les k vecteurs propres g̃j de HT
mHmg̃j = θ̃jHT

mVT
m+1V̂mg̃j associés aux

plus petites valeurs propres θ̃j et les stocker dans Pk.
29: Soit [Q,R] la factorisation QR de HmPk.
30: Ck = Vm+1Q
31: Zk = ZmPkR−1

32: Uk = V̂mPkR−1

33: end while
34: s = s+ 1

35: Recyclage de Zk et Ck (pour le système linéaire suivant)
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Algorithm 10 LGCRO-DR(m,k − p,p)
1: Choisir m, k, x0 et tol. Soit p le nombre d’approximation de l’erreur à recycler. Calculer

r0 = b−Ax0, et poser i = 1, s = 1 et Ξ = [ ]

2: if Ck et Uk sont définis (issus d’un système linéaire précédant) then
3: x(s)

1 = x(s)
0 +t bUkCT

k r(s)0 ▷ Ne pas mettre à jour Uk and Ck car seul b varie
4: r(s)1 = r(i)0 −CkCT

k r(s)0

5: else
6: v1 = r(s)0 /∥r(s)0 ∥2
7: c = ∥r(s)0 ∥2e1
8: Appliquer GMRES(m), résoudre min ∥c−Hmy∥2 pour y et générer Vm+1, et H̄m.
9: x(s)

1 = x(s)
0 + Vmy

10: r(s)1 = Vm+1(c−Hmy)
11: V̂m = Vm

12: Ξ = [y Ξ]

13: Calculer les k vecteurs propres g̃j de (Hm + h2m+1,mH−T
m emeTm)g̃j = θ̃j g̃j associés

aux plus petites valeurs propres θ̃j et les stocker dans Pk.
14: Pk = [Pk−1 Ξ]

15: Soit [Q,R] la factorisation QR de HmPk.
16: Ck = Vm+1Q
17: Uk = V̂mPkR−1

18: end if
19: while ∥r(s)i ∥2 > tol do
20: i = i+ 1

21: Appliquer (m − k) étapes d’Arnoldi avec l’opérateur (I − CkCT
k )A et vk+1 =

r(s)i−1/∥r
(s)
i−1∥2 générant Vm−k+1, Zm−k, Hm−k, et Bm−k.

22: Vm+1 = [Ck,Vm−k+1]

23: V̂m = [Uk,Vm−k]

24: Hm =

[
Ik Bm−k

0 Hm−k

]
25: Résoudre min∥VT

m+1ri−1 −Hmy∥2 pour y.
26: x(s)

i = x(s)
i−1 + V̂my

27: r(s)i = b−Ax(s)
i

28: Calculer les k vecteurs propres g̃j de HT
mHmg̃j = θ̃jHT

mVT
m+1V̂mg̃j associés aux

plus petites valeurs propres θ̃j et les stocker dans Pk.
29: if p < i then
30: Ξ = [y Ξ]

31: Pk = [Pk−p Ξ]

32: else
33: Ξ = [y Ξ(:, 1 : i− 1)]

34: Pk = [Pk−i Ξ]

35: end if
36: Soit [Q,R] la factorisation QR de HmPk.
37: Ck = Vm+1Q
38: Uk = V̂mPkR−1

39: end while
40: s = s+ 1

41: Recyclage de Uk et Ck (pour le système linéaire suivant)
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