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Résumé

Le but de cette thése est I’étude de trois aspects concernant I'arithmétique des corps de fonctions

en lien avec les modules de Drinfeld.

Dans la premiére partie, nous travaillons au-dessus d’'un corps de fonctions rationnelles F (7).
Nous introduisons et nous étudions la notion de polyndémes définissant des unités sur les racines

de translatés de polyndémes de Carlitz.

Dans la seconde partie nous continuons de travailler au-dessus d’un corps de fonctions rationnelles

[F,(T"). Nous proposons un analogue des polynomes de Laguerre classiques. Nous montrons, entre

iéme

autres, que le groupe de Galois du n
GL,(F,).

polynéme sur F (T) est le groupe général linéaire

Dans la derniére partie nous considérons le contexte suivant. Soit k/IF, un corps global de fonctions
algébriques. Soit co une place de k. Soit A 'anneau des éléments de k réguliers en dehors de oo.
Soit p un A-module de Drinfeld de rang 1 et normalisé par rapport & une fonction signe fixée.
Soit H’ le corps normalisant de p. Soit B la cloture intégrale de A dans H;. Soit m un idéal de
A . Nous étudions alors la structure du B-module BA,, engendré par les points de m-torsion du

module de Drinfeld p, ainsi que son rang.



Abstract

The aim of this thesis is the study of three aspects concerning the arithmetic of functions fields
related to the Drinfeld modules.

In the first part, we work over a rational functions field F,(7"). We introduce and study the notion

of polynomials defining units on the roots of translates of Carlitz polynomials.

In the second part we continue to work over a rational function field F,(7"). We propose an
analogue of the classical Laguerre polynomials. We show, among other things, that the Galois

group of the n™ polynomial over F,(7T') is the general linear group GL,(F,).

In the last part we considered the following context. Let k/IF, be a global algebraic function field.
Let oo be a place of k. Let A be the ring of elements of k regular outside co. Let p a Drinfeld
A-module of rank one and sgn-normalized with respect to a fixed sign function. Let H; be the
normalizing field of p with respect to sgn. Let B be the integral closure of A in H;. Let m be
an ideal of A. We focused on the study of the structure of the B-module BA,, generated by the

m-torsion points of the Drinfeld module p, as well as its rank.



Introduction générale

Cette thése est organisée en trois chapitres. Chaque chapitre traite d’'une question particuliére

concernant ’arithmétique des corps de fonctions, en lien avec les modules de Drinfeld.

Ainsi, le premier chapitre est dédié a la caractérisation des polynomes définissant une infinité
d’unités. Expliquons de quoi il s’agit. Soit ¢ = p" la puissance d’un nombre premier p, et soit
F, le corps fini & ¢ éléments. Posons A = F,[T], oit T est une variable formelle. Soit k une
cloture algébrique du corps k = F,(T). Notons k{{7}} (resp. k{7}) la k-algébre des séries (resp.

polynomes) en le Frobenius 7 vérifiant la relation
mr=rir, Vrek.

Nous utiliserons dans les deux premiers chapitres le module de Carlitz p qui est par définition
Phomomorphisme de F-algebres p : F[T] — k{r} tel que I'image de T est pr = 7+ T'7°. Alors
le Théoréeme 1.4.1, qui est le résultat principal de ce premier chapitre, peut étre énoncé comme
suit. Soient a,b € A tels que a # b. Soit I' un ensemble infini de polynémes unitaires N € A. Soit
f € A[X] un polynéme irréductible. Supposons que pour tout N € I', les éléments py(a) — a et
pn(a) — b sont des unités de A[a] pour toute racine a du polynéme f. Alors si ¢ > 2 le polynéme
f vérifie une des conditions suivantes.

1) Il existe € € F; et un polynome unitaire M € A tel que f = ey, ott @y est le polynome
cyclotomique défini dans [16, section 2|. De plus, a,b € [F, et M divise tous les polynomes N € T'.
2) Le polynéme f appartient a I’ensemble A, ;, qui consiste en tous les polynomes irréductibles
g € A[X] tel qu'il existe une suite de polynomes unitaires (IV;);en, NV; € A, dont les degrés forment

une suite strictement croissante (d;);en+ et tel que g divise tous les polynomes

1> 1.

(pNz<X) - CL) pN()(X) — A\ pdi
b—a —( b—a ) !

Il est donc intéressant de répondre a la question suivante.
— Q1. Peut-on décrire explicitement ’ensemble A, ;?

Le deuxiéme chapitre est consacré a la construction et I’étude, pour tout entier naturel n, d'un

10



INTRODUCTION GENERALE

polynome linéaire

Ly, =e,(1)¥"(log,(1)7") € A{T},

ot e,(7) et log,(7) désignent respectivement Iexponentielle et le logarithme du module de Carlitz
p. L'opérateur U : k{{7}} — E{{7}} est tel que

o0 o0

\II(Z ar') = Z clilT 1,

i=0 i=1
ot on a posé [i| = T —T , pour tout entier naturel . Nous attirons l'attention du lecteur que
Papplication A(f) = W(f) - 7 est une k-dérivation de k{{7}}. Les polynomes L,, , sont défini par
analogie avec les polynomes de Laguerre classiques

e’ d" —x,.n

L’intérét des polynémes L, , est qu’ils ont un comportement similaire & celui des L, (z). Ils

vérifient en particulier la relation de récurrence
Lot =Loy(In+1]+[n] —7) - En—l,p[n]2~

Le résultat le plus remarquable au sujet de ces polyndmes est le Théoréme 2.3.18, ol nous
prouvons que le groupe de Galois sur le corps k = F (7)) de £, ,(X) est isomorphe au groupe
général linéaire GL,,(F,),

Gal(L,,,(X)/k) ~ GL,(F,),

en analogie totale avec le vieux résultat de Schur dans [34], qui affirme que le groupe de Galois
sur le corps Q de L, (X) est isomorphe au groupe symétrique S,,. Dés lors se pose les questions

suivantes :
— @,. Etendre la définition de L, , pour obtenir I’analogue des polynomes de Laguerre généralisés.

— Q5. Etendre toutes ces constructions au cas d’un corps global de fonctions algébriques & une

variable.

Dans le troisiéme chapitre nous nous penchons sur le calcul du rang d’un certain module lié¢ aux
points de torsion d’un module de Drinfeld. Rappelons le contexte. Soit k/F, un corps global de
fonctions algébriques. Soit co une place de k. Soit A I'anneau des éléments de k réguliers en
dehors de co. Soit p un A-module de Drinfeld de rang 1 et normalisé par rapport a une fonction
signe fixée. Soit H’j le corps normalisant de p, qui est tout simplement le corps engendré par les
coefficients des polynomes p,, © € A. Notons aussi F, le sous-espace vectoriel de H}{7} engendré
par les polynomes p,, € A. Alors nous montrons dans le Théoréme 3.4.10, que 'espace vectoriel

quotient H3{r}/E, est de dimension inférieure ou égale au genre g de k,

dimp: (H3{7}/E,) < g,
11



INTRODUCTION GENERALE

avec égalité si le degré de la place oo est égal a 1. Cela pose deux questions, ()4 et (05, & savoir
— Q4. A-t-on Pégalité dimp+ (H3{7}/E,) = g dans tous les cas?
— ()5. Que se passe-t-il si on considére des modules de Drinfeld de rang supérieur & 17

Soit maintenant B la cloture intégrale de A dans H. Soit m un idéal de A et soit A, I'ensemble
des racines de py. Nous savons que A, est un A-module isomorphe & A/m. Nous avons aussi
réussi a montrer dans le Théoréme 3.4.13, que si m est premier a un certain idéal m, alors le

B-module engendré par A, que nous noterons BA,,, est libre de rang
rangz(BAn) = dimg, (A/m),

au moins si ¢ > 2. Nous avons aussi une formule dans le cas ¢ = 2. Nous sommes parvenus a
déterminer I'idéal m, dans de nombreux cas, notamment, si doc = 1 et g <1 alors m, = A. D’out

les questions
— Q6. Que vaut l'idéal m, en général ?

— (7. Dans le cas o m, # A, quelle serait la structure du B-module BA,, ainsi que son rang ?

12



Chapitre 1

Polynoémes définissant des unités dans les

corps de fonctions

Nous introduisons dans ce chapitre la notion de polynémes définissant des unités dans le cas
des corps de fonctions rationnelles, en utilisant la théorie cyclotomique de Carlitz. Nous nous

inspirons en cela du travail d’Osnel Broche et Angel del Rio, publié en 2016, cf. [4].

Dans tout ce chapitre on fixe un corps fini F, & ¢ éléments, ol ¢ est une puissance d'un nombre

premier p. On notera k = F,(T") le corps de fonctions rationnelles de variable 7" sur F,. On

1
considére A =T [T] et vy : K — R U {oo} la valuation donnée par voo(?) = 1. On note ky le
complété de k pour la v, -topologie. On note C,, le complété d’une cloture algébrique de ko,
muni d’une extension de v,, notée aussi de la méme fagon. L’anneau A est un sous-anneau discret

de ko, de plus ko, /A est compact. Ce contexte est anologue a la situation classique :

AnZ, k~Q, ethy~R

1.1 Théorie algébrique des modules de Carlitz

1.1.1 L’action du module de Carlitz.

Soit k une cloture algébrique du corps k = Fy(T). Notons k{{7}} (resp. k{7}) la k-algébre des

séries (resp. polynomes) en le Frobenius 7 vérifiant la relation
=rir, Vrek.

Définition 1.1.1. On appelle module de Carlitz, 'homomorphisme de F,-algébres
13



CHAPITRE 1. Polynoémes définissants des unités dans les corps de fonctions

p: A— k{r} donné par
pr=T+T.

Pour tout a € A on note p, I'image de a par p.

Proposition 1.1.2. [16, propostion 1.1] Soit a un élément de A de degré d, alors

ot chaque [!

a

| est un polynome de A de degré (d —i)q'. De plus [§] = a et [4] est le coefficient

dominant de a.

Définition 1.1.3. Pour tout a € A de degré d, on pose

pa(X) =D 11X € AX]

1=0

Le module de Carlitz nous permet de définir une nouvelle structure de A-module sur k (ou sur

Cy), dite action du module de Carlitz, donnée par :
au = ps(u), VYa€ A, VYuéckouuc Cy

N.B : On peut utiliser la notation p,(u) = u®, intoduite par Hayes dans [16].

Pour a € A, on note par A, 'ensemble des points de a-torsion de k ; C’est 'ensemble des éléments
u € k tels que pa(u) = 0. Alors A, est un sous-A-module de k. Puisque p, est séparable, A, est

un F-espace vectoriel de dimension d.

Théoréme 1.1.4. [16, Theorem 1.6] Le A-module A, est cyclique, isomorphe a A/aA, ot aA

est l’idéal de A engendré par a.

Corollaire 1.1.5. [16, Corollary 1.8] Le A-module A, admet exactement ¢(a) générateurs. Plus
précisément, si A est un générateur de A, et b € A, alors py(\) est un générateur si et seulement

si a et b sont premiers entre eux, ot ¢(a) est l'ordre du groupe multiplicatif de l'anneau A/aA.

1.1.2 Le corps de fonctions cyclotomique k(A,).

Soit @ € A un polynéme de degré strictement positif. Considérons I'extension de corps k(A,) de

k engendrée par le A-module fini A,. Soit A un générateur du A-module cyclique A,. Puisque

pr(A) € AN pour tout b € A, on a k(A,) = k(X). Aussi, puisque A, est I’ensemble des racines du
14



CHAPITRE 1. Polynoémes définissants des unités dans les corps de fonctions

polynéme séparable p,(x) € Alx] C k[z], I'extension k(A,)/k est Galoisienne finie. Les éléments
de A, sont entiers sur A car le coefficient dominant de p,(x) est dans F,. De plus, si O, désigne

la fermeture intégrale de A dans k(A,), alors on a O, = A[)], voir |26, Proposition 12.9].

Soit G, le groupe de Galois de l'extension k(A,)/k. Puisque 'action du module de Carlitz est
donnée par des polynoémes a coefficients dans k, alors cette action commute avec celle de G, sur
k. Si on fixe un générateur \ de A,, alors chaque o € G, est déterminé par son action sur \.
Ainsi, 0(A) = pp(A) pour un certain b de A premier a a, car o tronsporte un générateur de A, a

un autre générateur de A,. De plus, b ne dépend pas du choix de A. Ainsi, 'application
U, :0— bmod aA

définit bien un morphisme de groupes injectif de G, dans le groupe des unités (A/aA)" de 'anneau

A/(aA). On a les résultats suivants,

Théoréme 1.1.6. [26, Theorem 12.8] Soit a € A, et écrivons a = aPy*...P{" sa décomposition
en polynomes irréductibles, ou o € F,, et les P; sont des polyndomes unitaires irréductibles de A.

Alors, k(A\,) est le compositum des corps k(Apei). Les places correspondants auzr idéauz premiers
P,A, 1 <i<t, sont les seules places finies de k ramifiées dans k(A,)/k. On a [k(A,) : k] = ¢(a),

en particulier W, est un isomorphisme.

Théoréme 1.1.7. [26, Theorem 12.10] Soit b € A un polynéme unitaire, irréductible premier d a.
Alors, Uautomorphisme d’Artin de 'idéal premier bA dans lextension k(A,)/k est l'automorphisme

oy qui o chaque \ € A, associe py()\). Soit f le plus petit entier tel que b’ =1 mod aA. Alors,
a
bO, est le produit de (bT tdéaux premiers dont le degré résiduel égal o f. En particulier, bA se

décompose totalement si et seulement st b =1 mod aA.

1.1.3 Ramification en oo.

On note par oo la place de k donnée par la valuation vs.

Théoréme 1.1.8. [26, Theorem 12.14] Soit J = {0 € Go| o € IFZ} et posons k(N,)" le corps
fizé par J. Alors co se décompose totalement dans k(A,)" et chaque premier au dessus de oo dans
k(Ao)t est totalement et modérement ramifié dans k(A,). En particulier, lindice de ramification

de oo dans Uextension k(A,)/k est e = q — 1.

Corollaire 1.1.9. Pour tout a € A, le corps des constantes k(A,) est F,. C’est a dire, L’extension

k(A.)/k est géométrique.
15



CHAPITRE 1. Polynoémes définissants des unités dans les corps de fonctions

1.2 Polynoéme définissant des unités dans les corps de fonc-

tions

Sot M un élément non nul de A, d’apreés les rappels faits dans les sections précédentes on sait
que si A est un générateur du A-module A,; alors les autres générateurs sont A, ou N € A est

premier a M. De plus, le polynéme irréductible de A sur k est

Gar(X) = [T (X = AY),
Nes
ol S est un systéme complet de représentant des classes inversibles de 'anneau A/MA. 11 est
clair que ®,(X) € A[X].

Définition 1.2.1. Soient a, N € A tels que N # 0, et soit f € A[X]. Si f # 0 alors les propriétés
suivantes sont équivalentes

1) L'image de f dans A[X]/(X" — a)A[X] est inversible.

2) Il existe p,q € A[X] tel que f(X)p(X) + (XY —a)g(X) =1

3) f(\) est une unité dans A[\] pour toute racine A de X — a.

De plus, si f est irréductible alors les trois propriétés ci-dessus sont équivalentes a

4) o™ — a est une unité dans Ala] pour toute racine « de f.

Lorsque la propriété 1) est satisfaite, on dit que f définit des unités sur les racines de py(X) — a.

1.3 Les polynomes cyclotomiques définissant des unités

Notre objectif dans cette section, est de donner la liste compléte des pairs {a, @y} tels que a € A
et @), définit des unités sur les racines de py(X) — a pour une infinité de polynémes unitaires
N € A. Nous utiliserons les propriétés des polynémes cyclotomiques ®,;, ou M € A. On notera
Div(M) 'ensemble des diviseurs unitaires de M, et comme d’habitude, on note y la fonction de
Moébius sur A.

1. On a

x"= 1] @nx), (1.3.1)
DeDiv(M)

2. D’apres l'inversion de Mobius on obtient
D\H(5)
ou(X)= [ &P, (1.3.2)
DeDiv(M)
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3. Pour des polynomes unitaires irréductibles deux & deux distincts Py, Ps, ..., P, dans A, et
des entiers positifs aq,...,qa, on a
a1 —1 ap—
D pprper (X) = Opypyp, (X0 (1:33)

4. Si M et L sont premiers entre eux et unitaires dans A, on a

Our(X)= [ @ (x2) ) (1.3.4)

DeDiv(M)

5. Pour M # 1 unitaire dans A, on a

> uD)=0. (1.3.5)

DeDiv(M)
Pour tout polynéme non nul M € A, on note Ay, € k une racine fixée de ®,(X).

Lemme 1.3.1. Soient M, N,a € A tels que M et N sont des polynémes unitaires. Soit D =
M

ged(M, N)

a) ®yy définit des unités sur les racines de py(X) — a.

. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

b) A\p — a est une unité dans A[Xpy].
¢) Ap — a est une unité dans A[\p).
d) (I)D<CL) € FZ

Démonstration. Voir la preuve de [4, Proposition 3]. O

Corollaire 1.3.2. Soita € F et soit My, ..., My € A des polynomes unitaires. Alors le polynomes
f=®n - Py, définit des unités sur les racines de py(X) — a pour tout N multiple commun

des polynomes M;, i =1,...s.

Démonstration. Soit N € A unitaire multiple commun des polynémes M;, i = 1,...s. D’apreés la

Définition 1.2.1, f = @y, - - - §y,, définit des unités sur les racines de py(X) — a si, et seulement si,

pour tout i € {1,...,s} le polynome @), définit des unités sur les racines de py(X) — a. D’apres
le Lemme 1.3.1, ceci est équivalent & ®p_ (a) € F! pour tout i € {1,...,s}, ou D; = S

qulvs Dz( ) q P { } ng(Mz,N)
Or on a supposé que M; divise N, donc D; = 1 d’ou ®p,(a) = a. O

Etudions maintenant la condition ®y;(a) € F;.

Lemme 1.3.3. Soit M un polynéme non nul dans A. Soit w une valuation normalisée de k(Aps)

au-dessus de vy Soit A un élément non nul de Ay;. Alors on a w(A) >0 ou w(\) = —1.
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Démonstration. On sait, d’aprés le Théoréme 1.1.8 que w = (¢ — 1)vy, sur k. Notons deg(M) par

d et le coefficient dominant de M par ay.

Si d = 1 alors, grace a la Proposition 1.1.2, on a 0 = A™ = a;\? + M. Puisque X # 0 on obtient
immédiatement que w(\) = —1. Si d > 2 et w(A) < 0 alors pour tout i € {0,...,d} on a

w (A1) = 1),

ou f(z) =—(q—1)(d—z)g" + w(N)g" et [}] est définit dans la Proposition 1.1.2. Or la fonction

f est strictement décroissante sur [0, d — 1]. Ainsi on a

g (Z [ A) =i (o ([M127)) =w (BRI =0 @ - (g - 1)

L’équation A = 0 implique alors w ()\qd> = ¢ Hw(\) — (¢ — 1)) et donc w()\) = —1. O
Proposition 1.3.4. Soit M un polynéme non nul dans A et soit a € A. Alors

a€c€F, si deg(M)=0

aclF, si deg(M)>0 et ¢g>3,

a=M+1 si deg(
deg(a) <1 si deg(

Dy(a) e F —
w(@) I et q=2,

M)=1

M)>2 et qg=2.
Démonstration. Le cas deg(M) = 0 est trivial puisque, si M = qy € IF, alors XM = X et
) (X) = X. Supposons que deg(M) > 1 et soit Uy 'ensemble des racines de ®,;. Soit w une
valuation normalisée de k(A,s) au-dessus de vo,. Supposons qu'on a deg(a) > 1 ou ¢ > 2 et
deg(a) = 1, alors grace au Lemme 1.3.3 on a w(a) = —(q¢ — 1)deg(a) < —1 < w(\), pour tout
A € Uy Si @pr(a) € F; alors

0=w(Pr(a) = Y wla—A) = deg(®r)w(a).
AEU
Ceci implique que deg(®,s) = 0, ce qui est absurde. Ainsi nous avons nécessairement deg(a) < 1.
De plus si ¢ > 2 alors a € F,. Reste a vérifier que si ¢ = 2 et, M et a sont de degré 1 alors
a=M+1.0rsi M =T+ag € A, alors prie,(X) = X>+ (T +ao)X et @ (X) =X +T + ap.
Donc ®)(a) € F si et seulement si a = M + 1. O

Proposition 1.3.5. Supposons ¢ > 2. Soit M un polynoéme unitaire non nul dans A et soit
a € A. Alors

acF, si deg(M)=0(M=1),

Pp(a) €F, <= , , ‘ ,
a=0 si deg(M) >0 et M nlest pas puissance d’un polyndéme irréductible.
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Démonstration. Le cas M = 1 est trivial. Supposons que deg(M) > 1. Selon la Proposition 1.3.4

on doit considérer les cas suivants :

1. Lecasa=0et M = P", out P est un polynéme unitaire irréductible dans A. D’aprés la
formule (1.3.2) on a @y (X) = X" /X" et en particulier ®,,(0) = P ¢ IF,.

2. Lecasa=0et M = P ---P> ou P,...,P, sont des polyndémes unitaires distincts

irréductibles dans A et aq, ..., a, sont des entiers positifs. Alors en évaluant en 0, I’égalité
XM

polynomiale ~ = H ®p(X) déduite de la formule (1.3.1), on obtient M =

DeDiv(N),D#1
H ®p(0). Or puisque ®pe(0) = F; pour tout entier positif e on trouve la relation
DeDiv(N),D#1

H CI)D(O) =1,

De=

ou = est I’ensemble des diviseurs unitaires de M qui ne sont pas puissance de polyndémes

irréductibles. Ce qui prouve que ®,,(0) € Fy.

3. Le cas a € Fy et M = P", ot P est un polynome unitaire irréductible dans A. La encore,
on va utiliser Pégalitée ®,,(X) = X" /X" Puisque la suite ((d—1)q"), est strictement
décroissante sur [0,d — 1] pour tout d > 1, on voit d’aprés la formule (1.1.2) que le

degré en T de a”" est égale a ¢"9e®)=1 Ainsi, si n > 2 alors le degré de ®)(a) est

grieeP)—1t _ gn=Ddee(P)=1 £ 9 Gj pp = 1 le degré de @y, (a) est gieP)~1 £ 0.

4. Lecasa € Fyet M = P --- P ou P,..., P, sont des polynomes unitaires irréductibles
distincts dans A et aq,...,qa, sont des entiers positifs. Posons N = Pf‘l_l e Pf"”_l et
b=a". Si N # 1 alors deg(b) = ¢%e™~1 en particulier b ¢ F,. Puisque ®y(a) =
®p,..p,(b) d’aprés la formule (1.3.3), on déduit que ®y/(a) ¢ F; grace a la Proposition

M
1.3.4. Si N = 1 alors d’aprés la formule (1.3.2) on a ®y(a) = H (aD)“(D) et
DeDiv(M)
M
gdeg (P (a)) = p(—=)q?e®) . L’hypothese ®ys(a) € F* implique 'égalité
D q

DeDiv(M),D#1

M
Z u(ﬁ)qdeg(m = 0. Pour i € {1,2} notons €; 'ensemble des D € Div(M),
DeDiv(M),D#1

M )
D #1et M(E) = (—1)". Puisque r > 2 les ensembles €y et {2y sont non vides et la derniére

égalité s’écrit de la facon suivante.

$ D) = 7 g,

Dey DeQy
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Or on peut facilement montrer la relation

., Z s — Z ¢%P) i r est paire,
H(l _ qdeg(P¢)> _ 1 _ DeQo DeQ)q (136)
i=1 Z gieeP) Z ¢1°eP) i r est impaire.
Dey DeQy

Ceci implique que H(l — %8Py = 1, mais cela est impossible.
i=1
Ce qui achéve la preuve de la Proposition. [

Lemme 1.3.6. On suppose q = 2. Alors
(@) prn(1) =T + 1 et piry1yn(1) =T, pour tout entier n > 0.
(17) Prn(1

(1ii) pp(1) = (D(0) — D(1))T + D(1), pour tout polynome D € Fo[T]. En particulier, si
D(0)=D(1)=1 on app(l)=1.

= Oy (1) = 1, pour tout entier n > 1.

~— ~—

Démonstration. On montre (i) par récurrence sur l'entier n. On déduit (i) de (i) puisque on a

X
Opn(X) = ST Pour tout polynome irréductible P dans A. Quant a (ii7), il suffit de noter que
d
D = D(0) + ZT"’“, et ensuite appliquer (7). O
k=1

Proposition 1.3.7. On suppose ¢ = 2 et a € Fy. Ecrivons M = T(T + 1)’6]\/, avec N unitaire
et premier o T(T 4 1). Alors ®p(a) =1 si, et seulement si, ['une des conditions suivantes est

satisfaite :

(1) a =0 et M n’est pas une puissance d"un polynome irréductible,

Démonstration. Puisque le cas deg(M) = 0 est évident et, puisque le cas deg(M) = 1 est
impossible d’aprés la Proposition 1.3.4, on suppose que deg(M) > 2. Alors en raisonnant comme
le cas ¢ > 2, on peut montrer que ®,,(0) =1 <= M n’est pas une puissance d’un polyndéme

irréductible. Si @ = 1 on obtient les résultats suivants.

1. SiM =T%ou M = (T + 1)* avec a > 2, alors ®,/(1) = 1 grace au Lemme 1.3.6.
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2. Si M =T(T +1) alors ®3,(1) = 0 puisque on a Py (X) =X + 1.

3.8 M =TT +1) avec a > 1 et §> 1, alors 17° T+D”" — 0 grace au Lemme 1.3.6, en
particulier ®,,(1) = <I>T(T+1)(1Ta71(T+1)B71) = Opry1y(0) = 1.

4. Si M =T(T +1)% avec 8> 1, alors @y (1) = Op(r (1T = Gpipyy(T) = T + 1.

5. Si M =TT +1) avec a > 1, alors ®3,(1) = Prerin) (17" ) = Oppp i) (T +1) =T

6. Si M =TT + 1)’ N avec (a, ) # (1,1) et N # 1 unitaire et premier a T(T + 1), alors
d’une part, d’aprés I'étude précédente on a @ra(r1)s(1) # 0, d’autre part, d’aprés 'assertion
(4ii) du Lemme 1.3.6 on a 1” = 1 pour tout diviseur unitaire D de N. Les formules (1.3.4)

et (1.3.5) impliquent

)= ] (@reerans(1”)"

DeDiv(N)

oz

N
) = (cI)Ta(T—H)ﬁ(l))ZDGDW(N)N(D> =1

7. Si M =T(T 4 1)N avec N unitaire et premier & T'(T + 1), alors en utilisant la formule
(1.3.4) et le fait que ®r(r41)(X) = X + 1 on obtient

()= [ (@renx™) @ = I (x2+1)"®)

DeDiv(N) DEeDiv(N)
(%)

- I ((X+1)D> — By(X +1).
DeDiv(N)
Donc ®p/(1) = @ (0). Ainsi $p,(1) = 1 si, et seulement si, N n’est pas puissance d’'un

polynome irréductible.

Ce qui achéve le preuve du Lemme. n

Lemme 1.3.8. On suppose q = 2. Alors on a :
(@) TT" =0 et (T + 1) T =0, pour tout entier n positif.
(i) TP = D(0).T et (T +1)P = D(1).(T + 1), pour tout polynéme D € Fy[T].

Démonstration. On montre (7) par récurrence sur n. Pour montrer (i7) il suffit de remarquer que
d d

D = D(0) + ZT"’“ =D(1)+ Z(T + 1)™*, et ensuite appliquer (7). O
k=1 k=1

Proposition 1.3.9. On suppose ¢ = 2 et soita =T oua =T + 1. Soit M = a"N, avec N
unitaire et premier a a, et n est un entier positif. Alors ®yr(a) =1 si, et seulement si, n # 1 et

N #1 oun=1 et N nest pas puissance d’un polyndéme irréductible.

Démonstration. Selon la Proposition 1.3.4, on a ®y/(a) = 1 implique que M = a + 1 ou
deg(M) > 2. Supposons que deg(M) > 2. Alors, on doit considérer les cas suivants.
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1. Sin > 2 et N = 1 alors d’aprés la formule (1.3.3) et le Lemme 1.3.8 on a ®y(a) =
B, (a") = Du(0) = a.

2. Sin#1et N # 1 alors puisque ®,n(a) = a méme pour n = 0 on obtient
N
oy@)= [ @o@) = [ @@ ® = ] @ =1
DeDiv(N) DeDiv(N) DeDiv(N)
d’aprés la formule (1.3.4), le Lemme 1.3.8 et la formule (1.3.5).

3. Sin =1 alors puisque ®,(X) =X +a on a

ou(X)= [ (@)@ = ] (x?+a))

DeDiv(N) DeDiv(N)

= ]I ((X+a)D)u( = Oy (X +a),

DeDiv(N)

oz
N—

d’apreés la formule (1.3.4) et le Lemme 1.3.8 (ii). On obtient ’égali¢ ®y/(a) = P (0). Ainsi

®pr(a) =1 si, et seulement si, N n’est pas puissance d’un polyndme irréductible.

Ce qui achéve la preuve de la Proposition. O

1.4 Reésultat principal du chapitre

Dans cette derniére section nous allons montrer notre résultat principal du chapitre 1 sur les
polynémes définissant une infinité d’unités. A cette fin, nous introduisons les sous-ensembles de
A[X] suivants, notés A,p, ot a,b € A sont des éléments distincts de A. Par définition f € A, si,
et seulement si, f est irréductible dans A[X] et il existe une suite infinie de polynémes unitaires
(N;)ien dont les degrés forment une suites d’entiers strictement croissante (d;);en+ tels que f

divise tous les polynomes
(XNi—a) XN —q

pdi .
b—a ~ b—a) ES

Notre argument crucial dans la démonstration du Théoréme 1.4.1 est le suivant. Soit L un corps
de fonctions global et soit IF le corps des constantes de L. Soit S un ensemble fini de premier fini
de L. Alors I'équation Diophantienne X + Y = 1 admet un nombre fini de solutions (u,v) telles
que u et v sont des S-unités non constantes dans L et telles que l'extension L/F(u) est séparable
[26, Theorem 7.19]. Mais comme on peut facilement vérifier les couples (u?", v*") satisfont aussi a
'équation X 4+ Y = 1, sont des S-unités non constantes dans L alors que les extensions L/F(u?")

sont inséparables. Ce phénoméne nous améne a conclure qu'un polynome f vérifiant les hypothéses
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du théoréeme 1.4.1, peut avoir des facteurs irréductibles qui ne sont peut-étre pas nécessairement
des polyndémes cyclotomiques, mais plutdt des éléments de A, ;. A ce stade cet ensemble nous
semble mystérieux. Nous espérons pouvoir décrire complétement ses éléments dans un futur

proche.

Théoréme 1.4.1. Soit f € A[X] et soient a,b € A tels que a # b. Soit I' C A un ensemble
infini. On suppose que f définit des unités sur les racines de pn(X) — a et sur les racines de
pn(X) = b pour tout N € T'. Soit g € A[X] un facteur irréductible de f. Alors g satisfait a 'une
des conditions suivantes.

1) 1l existe ¢ € T et un polynome unitaire M € A tel que g = e®y. De plus, si g > 2 alors
a,b € F, et M divise tous les polynomes N € I'. Si q =2 alors a et b sont de degré au plus égale
al et M est explicitement décrit dans la Proposition 1.3.7 et la Proposition 1.3.9.

2) Le polynome g appartient a Agp.

Démonstration. Soit a € k une racine de g. Les hypothéses impliquent qu’il existe une suite

infinie de polynémes unitaires Ny, Ny, ..., N;, N;;1, ... dont les degrés forment une suite croissante

telle que o™ —a et " — b sont des unités dans Ala]. Soit Sy I'ensemble des places v de L = k(a)

telles que b — a ou a n’est pas unité en v. Soit S, I’ensemble des places de L au dessus de la

place infinie. Alors S = Sy U S, est fini. Soit Og 'anneau de Dedekind des éléments de L qui
sont entiers en toute place v € S. Alors Aa] C Og, En particulier si on pose

N; N;

bb—_aa ot V= &b _—acz’

alors U; et V; sont des unités de Og, et sont tels que U; +V; = 1. Considérons "application

U : N — Of x Of définie par V(i) = (U;, Vi), on Of est le groupe des unités de Og. Si
Ni —N;

U; =

I’application W est non injective, alors il existe 1o < 7; tel que « o = 0. En particulier g est

égal, a une constante non nulle prés, a un polynéme cyclotomique ®,,. De plus, grace au Lemme

1.3.1, pour tout N € I' on a ®p,(a) € F; et ®p,(b) € Fy, ot Dy = . Si g > 2, alors

ged(M, N)
puisque a # b on déduit de la Proposition 1.3.5 que a,b € F; et Dy = 1, en d’autres termes
M divise tous les polynémes N. Si ¢ = 2, on a d’aprés la Proposition 1.3.4, que deg(a) < 1 et

deg(b) < 1, les polynémes correspondants sont décrits dans Proposition 1.3.7 et Proposition 1.3.9.

Supposons que l'application ¥ est injective. Alors, d’aprés |26, Theorem 7.19], il existe u et v

dans OF et deux suites d’entiers strictement croissantes (i;);jen et (d;)jen telles que

dj d;
U;. = uP et V. =07,
J J
Ce qui implique les relations
R aNio — @ ti—do 4
2 =73 , pour tout 57 > 0.
— a —
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En d’autres termes, g divise dans A[X] tout les polynomes

(b— a)pdj_do_ XN XN (A PN
i _ ig .
b—a) ( a) — ( a)’" o, >

C’est exactement la définition de g € A,
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Chapitre 2

Polynémes de type Laguerre sur le corps

de fonctions rationnelles

Dans ce deuxiéme chapitre nous continuons a explorer les propriétés de polyndémes liés aux
modules de Carlitz. En effet, les notations étant celles du chapitre 1, nous allons introduire une
suite de polyndmes (L, ,)n, €léments de k{7}, ayant un comportement similaire au polynémes
de Laguerre classiques. Nous montrerons en particulier que le groupe de Galois de £, ,(X) sur
F,(T) est le groupe général linéaire GL,(FF,). On conservera les notations du chapitre 1, ainsi,
A =TF,[T], ou F, est le corps fini & ¢ éléments, et k = F (7).

2.1 Polynétmes de type Laguerre sur le corps de fonctions

rationnelles
Le n'*™ polynéome de Laguerre classique est défini par la formule
e’ d" —x,.n
Ly(z) = Eﬁ(e z"),

a partir de laquelle on déduit que L, (z) = n!L,(z) vérifie la relation

Lpii(z) = (n+1—2)Ly(x) + 2L’ (2). (2.1.1)

qui implique en particulier que le polynéme L, (z) est de degré n et de coefficient dominant égal

_1 n N
a —( ') . La dérivation D(f(x)) = zf'(x) appliquée & L, (z) donne
n!

D(Ly(2)) = n(D(Lp-1(2)) — wLy1 ().
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Cela implique la formule
Lpi(z) = 2n 41— 2)Ly(2) — n?Ly_y (), (2.1.2)

et aussi I’équation différentielle

D*(Ly(2)) — 2D(Ln(x)) + naLy(z) = 0. (2.1.3)

Ce qui est encore remarquable, c’est le fait que 'En est irréductible dans Q[T7]. Cela a été prouvé
pour la premiére fois par Schur dans [34]. Il a également prouvé que le groupe Galois sur Q de

Zn est égale au groupe symétrique S,,.

2.2 Les polynémes L, ,

Dans la suite de ce chapitre, nous continuons de noter p : F [T] — k{7} le module de Carlitz
caractérisé par la condition pr = T + 7. On rappelle que la fonction exponentielle de Carlitz

e,(T) € k{{7}} est 'unique élément de k{{7}} qui satisfait a la multiplication complexe
pa(T) - e,(T) = e,(7) - at®, pour tout a € F,[T],

et dont le terme constant égal & 1. On a

ep(T) = Z

=0 ¢

)

| 3

)

S

ou Dy =1, et D; = (T" — T)D?_,, voir [13, Definition 3.2.7]. La fonction logarithme de Carlitz

est la fonction inverse de e,(7) dans k{{7}}. En d’autres termes on a

ep(T) - log, (1) = log,(7) - e,(T) = 79

On déduit de I’équation fonctionnelle de e,(7) la relation suivante
log,(7) - pa(T) = a-log,(7), pour tout a € Fy[T7.

On rappelle le dévellopement en série de log,(7), on a

o0

log,(7) = Z(—WZ—Z,

=0

ot Ly =1, et L; = (T% — T)L;_y, voir [13, page 56].
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Définition 2.2.1. Pour tout entier naturel i, on pose [i] = T9 — T et on note A et ¥ les

opérateurs k-linéaires définis sur k{{7}} par

A(Z ar') = Z[Z]Cﬂ'z et \IJ(Z ar') = Z[z’]cni_l.

Lemme 2.2.2. Lopérateur A est une k-dérivation de k{{r}}. De plus, on a
Ae,(T)) =T -€e,(1) et A(logp(T)) = —logp(T) T

Démonstration. C’est une simple vérification basée en particulier sur la relation [i + j] = [i] +

5] O

Les propriétés suivantes de I'application W sont facile a vérifier. Soit f(7), g(7) € k{{7}} et soit

a € k. Alors on a
V(f(r)g(r)) = W(f(1)o(g(7)) + F(T)¥(g(T)),
ott §(g(7)) = 7-g(r) - 771, Si n est un entier strictement positif alors on a,
U(f(r) - 7) =W (f(7) - T+ (f(7) - [n] (2.2.1)

et
U(f(7)-ar®) = U"(f(7))-a? (par récurence). (2.2.2)

Définition 2.2.3. Pour un entier naturel n, on pose

Ly, = e,(T)¥"(log,(1)7").

Un calcul facile donne
Lop=T1" Lip,=—-1+[r" et  Lo,=7"— (2] +[2])7 + [1][2]7"
Proposition 2.2.4. Pour tout entier naturel n, on a
Loiip=Lypn+1]—7L,,+ A(L,,). (2.2.3)

En particulier L, , € F[T{7} et est de degré n comme polynome en 7. Si a;,, est le coefficient

de " dans L, ,, alors on a la relation
i
_ q -
U1 = Aip[n+ 1T —al |, + ain[il,
On en déduit par récurence que

apn = [1][2]---[n] =L, et an,=(—1)".
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Démonstration. On remarque d’abord que L1, = e,(7)U"(f(7)7), on f(7) = log,(7)7".
D’aprés I'équation (2.2.1) on a U™ (f7) = A(V"(f)) + U"(f)[n + 1]. Cela donne 1’égalité

L1, = ep(T)A(logp(T)['n,p) + L[+ 1].

On en déduit notre relation (2.2.3) grace au Lemme 2.2.2. Les autres assertions de la proposition

sont des conséquences directes de la formule (2.2.3). []

Puisque nous avons déja calculé le polynome Ls ,, la formule (2.2.3) donne
Lsp=—7"+ (3] + B+ B7)7 — (([2] + 2193 + [2)8])7 + [1][21[3]°.
Proposition 2.2.5. Pour tout entier positif n nous avons

A(Lyny) =7Lyp— LT+ (A(Ln-1)p) — TLu—1,) [0 (2.2.4)

Démonstration. D’une part nous avons,

A(Lny) = Aley(1)¥"(log,(T)7"))
= 7e,(1)¥"(log,(T)7") + e,(T)A(V" (log,,(T)7"))
= 7Ly, +e,(T)A(V" (log,(T)7")).

D’autre part, le calcul de A(log,(7)7") donne la relation
U(log,(1)7") = —log,(T)7" + logp(T)[n]T”_l,
puis en appliquant ¥"~! on obtient
W (log, (r)7") =~ (log, (7)) + ¥ (log, (7) [},
puis

A(U"(log,(1)7")) = Ut (log

= —log,(7)Ln,7 + A(log,(7)Ln1,)[n]
= —log,(1)Ln,T — 1ng(7_)7_£n—1,p[n] + logp(T)A(ﬁn—l,p)[n]'

D’ou la formule (2.2.4). O
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Corollaire 2.2.6. Pour tout entier positif n nous avons
Loi1p=Lay([n+1]+[n] —7) = Ln1,n]? (2.2.5)

Démonstration. D’apreés la formule (2.2.3) nous avons L,,41, = L, ,[n+ 1] — 7L, , + A(L,,). Or
on sait, grace a la formule (2.2.4) que A(L,,,) = 7Ly, — L7+ (A(Ly21,) — TLy—1,)[n]. Cela
donne

Loy1p=Lnpn+1] =Ly, 7+ (A(Ln-1p) — 7Lu—1,) [0

Maintenant, si on remplace n par n — 1 dans la formule (2.2.3) on obtient £, , — L,_1 ,[n] =

A(Ly-1,) —TLy—1,. Dot la proposition. O
Proposition 2.2.7. Pour tout entier naturel n on a
A*(L,,) —TA(Lyy) + Lop(In+ 1) = 17 = A(TL, — L pT),

ou A(f) = A(f) = 7f.

Démonstration. Appliquons A a la formule (2.2.3), et écrivons la formule (2.2.4) pour n + 1 au

lieu de n. Nous obtenons alors

A(‘C’V%P)[n + 1] - A<T£n,p> + AQ(£n,p) = A(En—l—l,p)
= TLn—l—l,p — £n+1,p7— + (A(Ln’p) — Tﬁn,p)[n + ].]

Maintenant, il suffit d’utiliser encore une fois la formule (2.2.3) en remplacant £, 1, par L, ,[n +

1) =1L, ,+ A(L,,) pour obtenir la formule souhaitée. O

Ainsi, nous avons montré le

Théoréme 2.2.8. Pour tout entier naturel n, la série L,,, € F, [T{r}. Son degré en tant que
polynome en T est n. Le coefficient de 7" est (—1)". De plus on a

1. Lpi1p=Lppn+1]—7L,, +A(L,,).

2. Los1p=Ln,(In+1]+n] —7) = Ly1,[n]* (n>0)

3. A*(Lop) = TA(Lnyp) + Lop([n+1] = 1)1 = A(TLyy — Ln,T),

o A(f) = A(f)—7f et[n) =T —T.

Définition 2.2.9. Pour tout entier naturel n on pose

n

Lop(X)=>" ainX? = (=1)"X" 4+ -+ [1][2] - - - [n] X.

=0
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Proposition 2.2.10. Les coefficients a;,, de L, , sont divisible par [n| pour tout i < n. En

particulier L, ,(X)/X est Eisentein en tout diviseur irréductible de [n] de degré n.

Démonstration. Pour tout entier naturel m < n, on pose
Prm(T) = ep(T)\I/m(lng(T)Tn).

Par exemple on a P, (1) = 7", Ppi(1) = —7"+[n]7""" et Pp.,(7) = L, ,. Les polynomes Py, (1)

et Py.m+1(7) sont reliés par la formule
Prmi1(T) = =8(Pom(7)) + U(P,.m(7)), pour tout m < n, (2.2.6)

on en déduit que P,o(7) = (7° — ([n] + [n]9)7 + [n — 1][n]7°)7" 2. On peut encore utiliser
la formule (2.2.6) pour montrer par récurrence sur m que P, ,, est de degré n, et que ses
coefficients, a I'exception du coefficient dominant, sont multiples de [n] dans F,[T]. Puisque on a

aon, = [1][2] - - - [n], la proposition suit. 0

2.3 Le groupe de Galois de £, ,(X)

Soit V}, 'ensemble des racines de £, ,(X) dans k. 11 est clair que V,, est un F -espace vectoriel
de dimension n. Le corps N, , = k(V},) est une extension Galoisienne de k puisque £, ,(X) est
séparable. Notons G,, x, le groupe de Galois de N, ,/k. Pour toute F,-base Z = (zy,...,2,) de

V,,, on définit le morphisme de groupes
U,z :Gpr — GL,(F,)

qui & chaque élément de G, ; associe la matrice de sa restriction a V,, dans la base (2q,...,2,). Il
est clair que W,, ; est injectif et que ¥, 7 est un isomorphisme. Dans la suite nous utiliserons le

"déterminant de Moore"

21 zZ9 Zn
q q q
A 21 Z9 Zn
(zla . 7Zn) = . .
n—1 n—1 n—1
2 2 z

Le lecteur peut consulter [32] et [13] pour une présentation détaillée des proporiétés de ce

déterminant. En particulier, d’aprés [13, Corollary 1.3.8] on a

Azy, ..y 2) 7 =[1[2] -+ - [n). (2.3.1)
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Il est facile de vérifier que pour tout o € Gal(N,,,/k) on a
o(A(z1, ..., 2)) = det(V,, 2(0)A(21, .. ., 2n), (2.3.2)

Pour étudier les propriétés de ¥, ; pour n > 2 nous devons explorer certains sous-groupes
de décomposition de G, . Mais introduisons d’abord quelques notations. Pour tout polynéme
irréductible P(T") € F [T, désignons kp le complété de k relativement a la place déterminée par
P et soit 2p un corps complet et algébriquement clos contenant kp. Notons vp la valuation de

Qp qui satisfait a vp(P) = 1. On fixe un k-plongement
ek — Qp

et posons V,, p = mp(V,,). Le plongement 7p détermine une unique place P de k au-dessus de

la place de k associée a P. Le sous-groupe de décomposition de G, en P est isomorphe a
Gal(kp(vnyp>/k}p>.

2.3.1 Le sous-groupe de décomposition de GG, ;, en P pour les polynémes

P de degré n

Fixons un polynoéme irréductible P € F,[T| de degré n. Puisque L, ,(X)/X est Eisentein en P
et ¢" — 1 premier a p, on déduit que le groupe de Galois Gal(kp(V,, p)/kp) est cyclique d’ordre

¢" — 1 et que l'extension kp(V;, p)/kp est totalement modérément ramifiée. Alors on a
Corollaire 2.3.1. [l existe dans G, un automorphisme T d’ordre ¢" — 1. De plus, pour tout

2 €V \ {0} on a V,\ {0} = {7°(2),0 <i < ¢" —2}.

Démonstration. C’est une simple conséquence du fait que Gal(kp(V,, p)/kp) est cyclique et que
k)p(ﬂ'p(z)) == k‘p(Vn,p). ]

2.3.2 Le sous-groupe de décomposition de G, en T

Nous commencons notre étude concernant ce sous-groupe, en décomposant L, ,(X)/X dans
kr[X] en utilisant son polygone de Newton associé. Soit a;, ., les coefficients de P, ,,. De la

formule (2.2.6), on déduit que
An,n,m = (_1)m et Qi nm = Osii<n—m. (233)

De plus,
Qinmt1 = Qig1nmlt + 1] —ai, .. (2.3.4)
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Lemme 2.3.2. Pour tout m <n et touti € {n—m,n—m+1,...,n} on a
(@i m) =N — 1.

Démonstration. La formule est facilement déduite par récurence sur m des formules (2.3.3) et
(2.3.4). 0

Proposition 2.3.3. Les points A; = (¢ — 1,vr(a;,)) sont ezactement les sommets du polygone
de Newton de L,, ,(X)/X enT. En particulier,

Lnp(X)/X = g1(X) - gu(X),

ot, g1(X), ..., gu(X) sont des polynomes irréductibles de kr[X]. Le degré de chaque g;(X) est
¢ g —1) et si A € Qp est une racine de g;(X) alors

1
o = Ty

Démonstration. d’aprés le Lemme 2.3.2 le polygone de Newton de £,, ,(X)/X en T est I'enveloppe

convexe inférieure des points

(0,n),(g—1,n—1),...,(¢" " = 1,1),(¢" — 1,0).

Une vérification rapide des pentes du polygone défini par les points ci-dessus montre qu’il s’agit
des sommets de notre polygone de Newton. Le reste de la proposition est une application directe
de la méthode NP, voir [15, Theorem 7.4] ou [13, Proposition 2.6]. O

Proposition 2.3.4. Soit \y,..., \, des éléments de V,, 1 tels que g;(\;) = 0.
1. L’ensemble (Aq, ..., \,) est une Fy-base de V,, 1.

2. Les racines de g;(X) sont tous les sommes a1 Ay + -+ + a1 Ni—1 + ;i\, ot aq,...,a;_1 € F, et
a; € IF;( .
3. Le sous-espace vectoriel de Vi, engendré par (A1,...,N\;) est l'ensemble des racines du produit

gi1(X) - gi(X).
Démonstration. Clair, puisque vr(A,) < vp(Ap_1) < -+ < vp(Ay). O

Pour déterminer le groupe Gal(k(V,,7)/kr) nous allons utiliser quelques méthodes utilisées en

théorie des groupes formels de Lubin-Tate. Pour tout i € {1,...,n} on pose

fillX) = (-1)'Xg1(X) - - gi(X).
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Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que le coefficient dominant de chaque g;(X) est
—1. On sait d’aprés la Proposition 2.3.4 que ¢;(X), ..., g,(X) sont des polynémes d’Eisentein.

ceci implique que f;(X) est de la forme
Fi(X) = X7 + fz‘,z‘—quH + o+ fioX,

ouf;; € kr sont tels que vr(f; ;) > 0 et vr(fio) = i. Considérons le polynome [T'] = X7+ TX et
soient [T"] par récurrence par la formule [T = [T"] o [T]. Ces polynomes sont bien connus dans

la théorie de Lubin-Tate. En particulier on a

[TZ] (X) — Xqi + {;i’i_quiil “+ -+ ti70X, avec UT(t’i7j) >0et ti70 = TZ
Soit k7" l'extension maximale non ramifiée de kpr dans (2p. Soit L = k:_:‘ﬁ" la cloture de k7" dans Q.
Puisque fio/T" est une unité, on déduit de [33, Proposition 3.2] ou [29, Lemma 3.11] 'existence

d’une unité u € L telle que .
©'(u) - fio
w T
o p est extension & L de 'automorphisme de Frobenius de &k} /kr. D’aprés [33, Proposition

3.1] il existe une unique série formelle 6;(X) € O[[X]] telle que
fiob; =6¢ o[T].

La série formelle 6;(X) est additive, en d’autres termes, on a 6;(X +Y) = 0;(X) + 6;(Y). Elle
satisfait aussi & 'équation 60;(aX) = af;(X), pour tout a € F,. Donc, si V}, (resp. Viri)) est

I'ensemble des racines de f; (resp. [T7]) alors 6; donne un isomorphisme
0; ‘/[Ti] — Vfi’

de F,-espaces vectoriels. Exactement comme dans [29, Lemma 4.10|, on déduit que L(V},) =
L(Viri)) et méme
k' (Vi) = kt" (Vips),

grace a [29, Lemma 3.1]. Mais on sait, d’aprés [29, Proposition 5.2|, que le corps kz" (Vi) est
une extension abelienne totalement ramifiée de k%" et [k (Viri) : k'] = (¢ — 1)¢'~". On déduit

alors ce qui suit

Corollaire 2.3.5. Soit (A, ..., \,) une famille comme dans la Proposition 2.3.4. Alors pour tout
ie{l,...,n}, le corps kp(Vy,) = kr(A1, ..., \i) est une extension abelienne totalement ramifiée
de ky, et on a [kr(Vy,) : kr] = (¢ — 1)¢"~". En particulier on a kp(V},) = kr(\;).

Pour la suite on choisit y, € Virn) \ Virn-1y et pour i € {1,...,n} on pose p; = [T (p4,). Alors
(f1,- -, ftn) est une Fy-base de Vign).
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Proposition 2.3.6. Soit (\1,...,\,) la famille définie par \; = 0, (y;) pour i € {1,...,n}.
Alors (A1, ..., \,) est une Fy-base de Vi, p. Soit f: Gal(kr(V,,r)/kr) — GL,(F,) le morphisme
ingectif qui & chaque élément de Gal(kr(V,,r)/kr) associe la matrice de sa restriction dans la base

(A1, o5 An). Alors, pour tout o € Gal(kr(Vyr)/kr) il existe ay € Fy et ay, ..., a, € Fy tels que

a; as asg --- Qp,
0 ar axy -+ ap—
F@)=10 0 a1 - ans
o 0 0 - a

Démonstration. On peut voir tout élément o € Gal(kr(V,, r)/kr) comme un élément de Gal(k7 (Virn)) /K7

Alors il existe a; € F} et ay, ..., a, € Fy tels que
() = @by, + Gopin_1 + -+ appiy.

Pour calculer les images de p;, il suffit d’appliquer [T777] a Pégalité ci-dessus. Ceci donne
o(p;) = arpy + agprj 1 + -+ ajp.

Pour calculer o();), on applique simplement la série 6,, & I’égalité ci-dessus. [

Corollaire 2.3.7. Le corps des constantes de N, , est égal a F,.

Démonstration. Ceci découle du fait que I'extension kr(V,,r)/kr est totalement ramifice. O
Corollaire 2.3.8. [ existe une Fy-base (21, ...,2,) de V, telle que image de

Gal(N, k(215 Zne1, A 21, -2 20)))

par U, 7 contient toutes les matrices

0
1
0 , ach,
0 00 1
Démonstration. On prend (z1, ..., z,) telle que (A\y = mr(21),..., A\ = 7r(2,)) est une base de

Vo r comme dans la Proposition 2.3.6. Posons

E= k(Zl, ce 7Zn717A(217 .. .,Zn)) et ET = kT()\la .. .,)\nfl,A()\l, .. ,)\n))
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Alors le groupe de décomposition de Gal(N,, ,/E) en T est isomorphe & Gal(ky(V, 1)/ Er). En
effet, si 0 € Gal(kp(V,,7)/E7) alors la restriction res(o) de o a N, , est telle que

nrores(c) = oores(nr),

ou res(mr) est la restriction de w7 & N, ,. L’application o — res(o) est I'isomorpisme évoqué.
De plus, on déduit de la Proposition 2.3.6 que l’ensemble des matrices VU, z(res(o)), o €

Gal(kr(Vr)/Er), est exactement 1’ensemble décrit par la proposition. O

2.3.3 Le groupe Gy,

Proposition 2.3.9. [l existe une F,-base (21, 22) de Vy telle que la restriction de Uy 7 au groupe
Gal(Na ,/k(A(z1,22))) est un isomorphisme :

Gal(Ny ,/k(A(z1,22))) == SLy(F,).

Démonstration. On prend (z1, zo) comme dans le corollaire 2.3.8. La formule (2.3.2) implique que
\I'(Gal(/\/'lp/k(A(zl, 22)))) C SLQ(Fq)

Le Corollaire 2.3.8 montre que Vs z(Gal(Ns,,/k(A(z1, z2))) contient toutes les matrices élémen-
1
taires 0 611 , a € Fy,. Soit 7 € Gal(N,,/k) tel que 7(z3) = z1. Alors on a 7(z) = az + [z,

avec a € Fy et f € IF,. De sorte que si on choisit o € Gal(Ny,,/k(A(21, 22))) tel que

‘1’2,2(0) = <(1) 61L> )

1 0
1) . Puisque ces matrices engendrent SLy(F,) la proposition suit. [

alors Uy (77 o7) = (
ap

Théoréme 2.3.10. Pour toute F,-base (21,22) de Va, le morphisme de groupes Vs ; est un

1somorphisme.

Démonstration. 11 suffit de prouver le théoréme pour au moins une base. On choisit (21, z3) comme
dans le Corollaire 2.3.8. Dans ce cas, le théoréme est une conséquence de la Proposition 2.3.9
et le fait que le degré [k(A(z1,22)) : k] = ¢ — 1 puisque A(zq, 25) est une racine du polynoéme
irréductible X9 — [1][2]. O
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2.3.4 Le groupe G, pour n > 3

La détermination de G, j, pour n > 3, nécessite sur I'é¢tude du groupe de décomposition de G,
en les places au-dessus des polyndémes irréductibles dont le degré égale & n — 1. Fixons alors

S(T) € F,[T] un polynome irréductible de degré n — 1.

Lemme 2.3.11. Soit m € {2,...,n}, alors vs(an—1nm) =0 et pour tout i € {n —m,n —m +

L...,n—2} on avs(@inm) =1.

Démonstration. Le lemme peut se démontrer par récurrence sur m en se basant sur les formules
(2.3.3) et (2.3.4). O

Proposition 2.3.12. Les sommets du polygone de Newton de L,, ,(X)/X en S sont les points
0,1), (¢ '—=1,0) et (¢"—1,0).

En particulier,
Lnp(X)/X = hy(X)ha(X),

ot hi(X) et ha(X) sont des polynomes de ks[X] tels que
1. hi(X) est irréductible de degré ¢"* — 1. Si a € Qg est une racine de hy(X) alors

2. Si B € Qg est une racine de ho(X), alors on a vg(B) = 0.

Démonstration. On déduit du Lemme 2.3.11 que le polygone de Newton de £,, ,(X)/X en S est

I’enveloppe convexe inférieure des points

0,1),(¢g—1,1),...,(¢" 2= 1,1),(¢" " = 1,0), (¢" — 1,0).

Ses sommets sont donc (0,1),(¢"" — 1,0) et (¢" — 1,0). Le reste de la proposition est une

application directe de la méthode NP. [

Proposition 2.3.13. L’ensemble des racines de Xhy(X) dans Qg est un F,-espace vectoriel de

dimension n — 1. Soit oy, ..., q, des éléments de V,, g tels que ho(a,) =0 et (v, ..., q,_1) est
une F,-base de l’ensemble des racines de Xhy(X). Alors la famille (o, ..., oy,) est une Fy-base
de Vn,g.

Démonstration. Cette proposition découle directement de la Proposition 2.3.12. O
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Lemme 2.3.14. Le groupe de Galois Gal(N,, ,/k) agit transitivement sur l’ensemble des sous-

espaces vectoriels de V,, de dimension n — 1.

n

Démonstration. 1l existe exactement

[ sous-espaces de V,, de dimension n—1. Soit z € V,,\ {0}
et soit 7 € Gal(\N,,,/k) comme dans le Corollaire 2.3.1. Soit M le sous-espace de V;, engendré par

2,7(2),...,7 %(2). La dimension de M est exactement n— 1. En fait la famille z, 7(2), ..., 7" ()

est une base de V,. Les images 7/(M), pour 0 < i < ¢

T sont deux a deux distinctes. En

n

effet, si on a 7/(M) = 77(M), avec 0 < i < j < d

T alors 7/7"(M) = M. Ceci implique que

777(2) = az, pour un certain a € [, et par suite U001 ogt Tapplication identité. Comme

lordre de 7 est égale & ¢" — 1, on déduit que i = j. Ce qui achéve la preuve du lemme. O]

Proposition 2.3.15. Il existe une Fy-base (z1,...,2,) de 'V, telle que
[Nn,p . k(Zl, ey Rp—1, A(Zl, . 7Zn>>] Z qTL—l i 1

!/

Démonstration. Soit (2,...,z,) une F,-base de V,, comme dans le Corollaire 2.3.8. On sait,

grace au Lemme 2.3.14 qu'il existe v € G, tel que (ms(7(21)), ..., ms(v(2),_;)) est une base de

/

I'ensemble des racines de X hy(X). Pour tout i € {1,...,n} on pose z; = v(z;

D) et a; = mws(z;).

Posons

E=k=z, 21, A1, .-, 20))

On sait, grace au corollarire 2.3.8, que pour tout a € F, il existe 0, € Gal(N, ,/E) tel que
04(2n) = zp+az. On sait d’aprés la Proposition 2.3.12 et la Proposition 2.3.13 que kg(aq, ..., 1)
est une extension Galoisienne de kg. Soit X un systéme complet de représentants du groupe

Gal(ks(ov, . .., an_1)/ks) modulo le groupe de Galois Gal(kg(cv, ... an_1)/ks(a?"). Le cardinal

1
1 _

de X est égal au degré [kg(a?™") : kg] = q—l Pour tout 7 € X on note par 7 une

extension de 7 & kg(V, s) = ks(a,. .., a,). La restriction de 7 a N,, , est un k-automorphisme

de N,.,, on la note encore par 7. Il est facile de vérifier que 7 '0,7 € Gal(N,,,/E). Si 7(2,) =

r1(T)21 + -+ 21 (T) 2no1 + 20 (T) 20, 00 21(T), -, 7,1 (T) € Fy et 2,(7) € F alors on a

T 0,7 (20) = 2 + az,(T)T (1),

Ce qui permet de déduire que I'application X x Fy' — Gal(N,, ,/E) qui a chaque (7, a) associe

'automorphisme 7 'o,7, est injective. Ce qui achéve la preuve de la proposition. [

Corollaire 2.3.16. [l eziste une Fy-base (21, ..., 2,) de V,, telle que l'ordre du groupe de Galois
D = Gal(N,,,/k(21, -y 2n1,A(21, ..., 2,)) est exactement ¢" .
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Démonstration. C’est une conséquence de la Proposition 2.3.15 et le fait que 'ordre de D divise
-1
q. [

Proposition 2.3.17. Il existe une F,-base (z1,...,z,) de V, telle que la restriction de V,, z a
Gal(N,p/k(A(z1,. .., 2,))) est un isomorphisme

Gal(N,p/k(A(z1, ... 2,))) = SL,(F,).

Démonstration. On choisit (z1,...,2,) comme dans le Corollaire 2.3.16. On procéde ensuite

comme dans la preuve de la Proposition 2.3.9, pour montrer que l'image
U, 2(Gal(N,,,/k(A(21, ..., 20))))

contient toutes les matrices élémentaires. Mais, contrairement au cas n = 2, ici il faut utiliser le

Lemme 2.3.14 et le Corollaire 2.3.16. Par conséquent ce groupe contient SL,,(F,). O

Théoréme 2.3.18. Pour toute F,-base (1, ..., 2,) de V,,, Uhomomorphisme de groupes V,, z est

un isomorphisme.

Démonstration. 1l suffit de montrer le théoréme pour au moins une base. On choisit (z1, ..., 2,)
comme dans la Proposition 2.3.17. Dans ce cas, le théoréme est une conséquence de la Proposition
2.3.17 et le fait que le degré [k(A(z1,...,2,)) : k] = ¢ — 1 puisque A(zy,...,2,) est racine du
polynome irréductible X1 —[1][2] - - - [n]. O
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Chapitre 3

Remarques sur les modules de Drinfield de

rang 1 et leurs points de torsion

On sait que les points de torsion des modules de Drinfeld de rang un sont utilisés pour donner
une description explicite des corps de classe. Ils sont également utilisés pour construire des unités,
des systéemes d’Euler et des annulateurs des groupes de classes d’idéaux de I'anneau des sections
globales de certaines courbes affines. Dans ce chapitre nous voulons étudier la structure de certains
modules engendrés par ces éléments de torsion. Le contexte est le suivant. Soit k/IF, un corps
global de fonctions algébriques, ou le corps des constantes est I, le corps fini a ¢ éléments. On fixe
une place oo de k de degré deg(oo) = dy et soit A C k Panneau des éléments réguliers de k en
toutes les places sauf co. On sait, d’aprés [27, Corollary 3.2.8 et Proposition 3.2.9] par exemple,
que A est un anneau de Dedekind, et que les premiers de k différents de oo correspondent aux
idéaux maximaux de A. On note v, la valuation normalisée associée & 0o, soient k., le complété
de k pour la vy -topolologie et € le complété d’une cloture algébrique de k... On note encore v,
la valuation sur €2 qui prolonge celle de k. Pour a € A on appelle degré de a 'entier naturel donné
par deg(a) = dimg,A/aA, on sait qu’on a deg(a) = —v(a).ds. Plus généralement, si I est un
idéal de A alors le degré de I est défini par la relation deg(/) = dimg,A/I. Nous commencons

par donner un petit rappel sur les modules de Drinfeld.

3.1 Rappels sur les modules de Drinfeld
On se donne un corps L contenant F, et notons L{7} 'anneau des polynémes en 7 muni de la
multiplication tordue donnée par

Ta = alt pour tout a € L
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On fixe une application structurale 0 : A — L de A vers L. Dans la pratique, le morphisme ¢
est soit I'inclusion, soit la réduction modulo un idéal premier. Si § est injectif alors on dit que L
est sans caractéristique. Si § est non injectif alors son noyau @ est un idéal premier de A. Dans

ce cas, on dit que @ est la A-caractéristique de L. On considére I'application D : L{T} — L

donnée par D (Z ciTZ) = ¢y, elle joue un réle important dans la définition d’'un module de
>0

Drinfeld. Nos références pour la présentation suivante sont [26, Chapitre 13|, [17] et [18].
Définition 3.1.1. On appelle A-module de Drinfeld sur L tout morphisme d’algébres p: A —
L{7} qui a chaque a € A associe p,(7) € L{7} tel que, pour tout a € A, D(p,) = 6(a) et que
I'image de p n’est pas inclus dans L. On note Drinfa(L) 'ensemble des A-modules de Drinfeld

sur L.

3.1.1 Les A-modules normalisés

On désigne par x(00) le corps des constantes de k., il est isomorphe au corps résiduel en oo, de

degré d sur [Fy. Soit Z/{O(i) le groupe des unités principales en oc.

Un A-module de Drinfeld p sur €2 de rang 1 est dit de caractéristique générique si ’application
x +—> D(p,) pour z € A est l'inclusion A — €. Un tel module est dit normalisé si le coefficient
dominant s,(x) de p, appartient a x(oco) pour tout z € A\ {0}. On sait d’aprés [17, Proposition
10.4], que chaque classe d’isomorphisme de A-module de Drinfeld sur €2 contient un A-module

normalisé.

Définition 3.1.2. Soit sgn : ki, — k(00)* une application. On dit que sgn est une fonction
signe si :

1. sgn est un morphisme de groupes multiplicatifs.

2. sgnU)=1

3. sgn induit l'identité sur x(oc0)*
On prend sgn(0) = 0. Soit o un automorphisme de k(00). Le composé o o sgn est appelé, fonction

signe tordue ( ou fonction signe tordue de sgn par o).

Soient sgn et sgn’ deux fonctions signe sur k.., d’aprés [18, Lemma 4.2] il existe a € k(00)* tel

que
deg

sgn(zx) = sgn’(x).a i (3.1.1)

d

pour tout x de k.. Ainsi, Il existe exactement W, = ¢~ — 1 fonctions signe sur k.

40



CHAPITRE 3. Remarques sur les modules de Drinfield de rang 1 et leurs points de torsion

Soit p un A-module de Drinfeld normalisé de caractéristique générique sur 2. Alors s, est une
application multiplicative de A\ {0} vers x(c0) et s,(a) = a pour a € F;. Par conséquent s,
s’étend d’'une maniére unique a k*. Puisque on a s,(U) Nk*) = 1 d’aprés [18, Lemma 4.4], on
déduit que s, est continue sur k* pour la v.-topologie et qu’elle s’étend d’une maniére unique a
une fonction continue sur k%, notée aussi s,, elle est triviale sur Z/léé). En fait, s, est une fonction

signe tordue sur k2 (voir |18, Proposition 4.5]).

Pour une fonction signe sgn on dit que p est sgn-normalisé si p est normalisé et que s, est
une fonction signe tordue de sgn. D’apres [18, Proposition 4.6], chaque module de Drinfeld de

caractéristique générique sur {2 est isomorphe a un module sgn-normalisé.

Maintenant, on fixe une fonction signe sgn, et soit p un A-module de Drinfeld de caractéristique
générique sgn-normalisé sur ). Soit I*(p) le sous-corps de €) engendré par les coefficients de p,,
x € A. D’apreés [17, §8|, I*(p) contient le corps de classe de Hilbert Hy, ou Hy est 'extension
abelienne maximale non ramifiée de k dans laquelle co se décompse totalement. De plus, il
existe w € Q* tel que p' = w.p.w™" est définie sur Hy. On a I*(p) C Ha(w), Ha(w)/H 4 est une

extension de Kummer. En particulier, I*(p)/k est une extension finie séparable.

Définition 3.1.3. Le corps I*(p) ne dépend pas du A-module de Drinfeld de caractéristique

générique sgn-normalisé p (voir [18, Definition 4.9]), on le note simplement H’ ; On lappelle le
d
~ 1
corps normalisé associé a la fonction sgn. L’extension H’/H 4 est abélienne de degré r = q—l
q —
Théoréme 3.1.4. [18, Theorem 4.10] L’extension Hy/k est abélienne de degré rhds,, elle est
non ramifiée sauf en 0o, et Hy/Ha est totalement ramifiée en oo.

ot h est le nombre de classe de k.

3.1.2 Une génération du corps normalisé

On fixe p comme A-module de Drinfeld sgn-normalisé de caractéristique générique. Soit m un
idéal entier de A. On note A, I’ensemble des points de m-torsion pour 'action de A sur €2 définie
par p. On rappelle que A, = A/m en tant que A-module, ce qui implique que le groupe des
A-automorphismes de A, est isomorphe (A/m)*. Posons alors Ky, le corps obtenu par adjonction

a H des éléments de Ay,. On rappelle que

Puisque A, est exactement I’ensemble des racines du polyndme linéaire py,(t) € H}[t], Pextension
K. /H est galoisienne. Puisque A agit sur €2 via des polynomes a coefficients dans H}, nous

avons un morphisme injectif naturel

Gm : Gal(Kw/HY) — (A/m)*
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ce qui montre que K,,/H’ est abélienne. En fait, g, est un isomorphisme et que [K, : H}| =
Card(A/m)* = &(m) (voir [18, §4]). On rappelle le

Théoréme 3.1.5. [18, §4] L’extension Ky /H? est abélienne de degré ®(m). Les places correspon-
dants aux idéaux premiers divisant m ou au dessus de oo, sont les seules places de H ramifiées

dans Ky /H}. Soit a un élément de A premier a m tel que sgn(a) =1 alors on a

Pa(A) = pa(X) = A7,

ot a = aA et o, est 'automorphisme de H(Aw)/H? associé a a par Uapplication d’Artin.

3.2 Rang du module engendré par les points de torsion

Fixons une fonction signe sgn : kX, — k(00)™. Soit p un A-module de Drinfeld de caractéristique
générique et sgn-normalisé, dans le sens de [18, §4|. Soit H’ le sous-corps de €2 normalisé par
rapport a la fonction sgn. On rappelle que H’; est une extension abelienne de k, non ramifiée en
toutes places v # oo. Le groupe de Galois Gal(H}/k) est isomorphe au quotient Z, /P, ot Z4 le
groupe des idéaux fractionnaires de A et P} est le groupe des idéaux fractionnaires principaux

xA, avec x € k non nul et vérifie sgn(x) = 1. Dans ce chapitre nous montrons

Théoréme 3.2.1. (Théoreme 3.4.10) Soit E, C Hj[r| le H}\-espace vectoriel engendré par
tous les polynémes p,, x € A. Alors le quotient R, = H[T|/E, est un H}-espace vectoriel de

dimension < g, ou g est le genre de k. Si do = 1 alors on a dimpys (R,) = g.

Pour tout x € A, la multiplication a droite par p, donne une application linéaire de R,, qu'on

note par ®,(z). Ce qui offre un morphisme d’anneaux
®,: A— End(R,),

qu’on peut utiliser pour munir R, d'une structure de A-module (a.v = ®,(a)(v)). Si m # 0 est

un idéal de A, alors le sous-module de R, des points de m-torsion est donné par
Xn={veR, ®,(a)(v) =0, pour tout a € m}.

La dimension dimp: (Xy), semble étre liée au rang du B-module engendré par Ay noté BAy, ot
B est la fermeture intégrale de A dans Hy et A, est le sous-module de m-torsion de 2. Rappelons
que Ay, est un A-module. L’action de a € A sur A € A, est donnée par a.A = p,(A). Comme le

prouve Hayes dans [18, §4] il existe un isomorphisme

Ay >~ A/m.
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En particulier Ay, est un I -espace vectoriel de dimension deg(m) = dimg, (A/m). Puisque chaque

F,-base de Ay, engendre BA,, comme B-module, on a
rankp(BAy) < deg(m).
Notre second objectif est de démontrer le theoréme principal suivant,

Théoréme 3.2.2. (Théoréeme 3.4.13) Soit m, l'idéal introduit dans la définition 3.4.12. Soit

m # 0 un idéal de A premier a m,. Alors le B-module BAy, est libre et on a

deg(m)—s+1, siqg=2et s>1,
rankg(BAy) = 5(m) 1
deg(m), siq>2ou(q=2ets=0),

ot s est le nombre exacte des idéaux premiers p divisant m et deg(p) = 1.

Les preuves des deux Théorémes sont intimement liées, et reposent essentiellement sur les
propriétés arithmétiques des extensions Hj(Ay,) prouvées par Hayes dans |17, 18], le théoréme de
Riemann-Roch et le théoréme de densité de Chebotarev. L'idéal m, ne dépend pas de p. De plus,
il est facile de prouver que m, = A lorsque k = F (T") et 0o est le pole du polynome 7. En fin,

On montre que m, = A lorsque do, = 1 et g = 1. Nous ne savons pas si m, = A en général.

3.3 Quelques propriétés générales de B\,

Nous donnons deux résultats préliminaires. on prouve d’abord I'existence d'une F,-base de A/m
avec propriétés particuliéres. Le deuxiéme résultat concerne ’additivité des modules BA,. Comme

d’habitude, le cardinal de 'anneau quotient A/m sera noté par N(m).

Définition 3.3.1. Soit m # 0 un idéal de A. Nous dirons que m admet la propriété (P) si I'une
des conditions suivantes est satisfaite

1) ¢> 2.

2) ¢ = 2 et tout idéal premier p de A divisant m est tel que deg(p) > 2.

3) g =2et m=p" oup est un idéal premier tel que deg(p) = 1.

En particulier, chaque idéal premier de A admet la propriété (P).

Lemme 3.3.2. On suppose que m admet la propriété (P). Alors l'anneau quotient A/m admet

une Fg-base (a1, ..., Adeg(m)), 0U les €léments a; € A sont premier a m.
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Démonstration. Le lemme est trivial si m est un idéal premier. Supposons que nous ayons prouvé
le lemme d’un idéal m # (1). Soit p un idéal premier de A. Démontrons le lemme pour n = mp.

On utilise pour cela la suite exacte
0—m/n— A/n— A/m — 0.

Soit (f1, ..., fr) une base de A/m telle que les f; sont premier & m. Soit (g1, .. ., gs) une base de m/n,
alors (g1,...,9s, f1,- .., fr) est une Fy-base de A/n. Si p | m alors (g1 + fi,...,9s+ f1, fi.- s fr)
est une base de A/n satisfaisant les conditions du lemme. Supposons maintenant que p t m. Alors
les éléments g; sont premier a p. Puisque s = deg(p) < N(p) — 1 il existe o € A premier a p tel

que « — g; € p pour tout j. Pour tout ¢ on choisit un élément }; € A tel que

fi=fimodulom et f; = modulo p.

Alors la famille (g1 — FloeinGs— fio froeee, fr) est une F-base de A/n dont éléments sont tous

premier a n. Le lemme est maintenant prouvé. ]

Remarque. Dans le cas ou k = Fy(T') et A =TFy[T]. Soit m = T(T + 1) A, alors m n’admet pas

la propriété (P) et la conclusion du Lemme 3.3.2 n’est pas satisfaite pour ’anneau A/m.

Lemme 3.3.3. Il existe 5 € A tel que f = 1 modulo m et sgn(f) engendre le groupe cyclique

r(00)™.

Démonstration. Soit € un générateur de x(00)™. Soit z € k tel que v(z —€) > 0, 0l vy, est

€s
s )

la valuation normalisée définie par co. Alors on a sgn(z) = e. Ecrivons m = p$* - ol
P1,...,Ps sont les premiers de A divisant m. Pour tout p;, on désigne par v; la valution normalisée
associée a p;. d’apres le théoréme d’approximation faible, il existe o € k tel que v;(a — 1) = e; et
Vso(a — 2) > 0. Donc on a sgn(a) = €. Ecrivons a = x/y avec x,y € A. il est facile de voir que
vi(x) = v;(y) pour tout i. Maintenant, d’aprés le théoréme d’approximation forte il existe u € k
tel que

vi(u) = —v;(z), pour tout i

v(u) > 0 pour toute valuation normalisée v & {vy, ..., Vs, Voo }-

Les ¢léments uz et uy sont dans A, ils sont premiers a m et ux = uy modulo m. Soit 2’ € A tel
que z'(uz) = 1 modulo m. Soit z; = 2'ux et 2 = z'uy. Alors, on peut prendre I’élément 3 du
lemme comme suit

8= zlzg’f”*l = azy>,

oll Wy, est lordre du groupe cyclique k(0c0)™. O
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Corollaire 3.3.4. On suppose que l'idéal m admet la propriété (P). Alors l'anneau quotient
A/m admet une Fy-base (a1, ..., adegm)), 0U les éléments a; € A sont premiers a m et tels que

sgn(a;) =1, pour tout i € {1,...,deg(m)}.

Démonstration. Soit (ai,. .., Gdegm)) une Fe-base de A/m comme décrite dans le Lemme 3.3.2.
Soit B € A I'élément défini dans Lemme 3.3.3. Pour tout 4, on pose a; = 3™ a;, ot n; est un entier
positif tel que sgn(a;) = sgn(B) . Alors la famille (a), ..., ajem)) est satisfaite aux conditions

du corollaire. O

Lemme 3.3.5. Soit m et n deux idéaux non nuls et premiers entre eux dans A, alors
BA, N H}(A,) C B.

Démonstration. Soit Ky = H}(Aw) (resp. Ky, = H3(Ay)). Puisque BAn, N H(Ay) C Kn N Ky, il
suffit de prouver que K, N K, C H}. L’hypothése m +n = A implique que Apy = An ® Ay, et
que le corps Ky, = KK, est le compositum de K, et K. De plus, on sait d’aprés [18, §4] que
pour tout idéal ¢ # 0 de A le degré [K, : H}| est égal a 'ordre du groupe multiplicatif (A/¢)*
qu’on notera par ¢(c). Puisque p(mn) = p(m)p(n) on déduit que K, N K, = H ce qui implique

le lemme. O

Proposition 3.3.6. Soit p un idéal premier de A. Supposons qu’on a q # 2 ou q = 2 et
deg(p) > 2. Alors on a

BAyw N B =0, pour tout entier positif n.

Démonstration. Démontrons d’abord le lemme pour n = 1. Soit A € A, tel que A # 0. Alors A
est un générateur du A-module A,. Le polynome irréductible de A sur H est p,(X)/X. Puisque

pp € H[7], il est facile de vérifier que
Ty, /m;(A) =0 (3.3.1)

si ¢ # 2 ousiq=2et deg(p) > 2. On en déduit que si x € BA, alors Tk, u+ (z) = 0. Puisque
Tk, m7 (b) = —b pour tout b € B, on conclut que BA, N B = 0. Dans le cas général n > 2, les
hypothéses permettent d’écrire le groupe de Galois Gal(Ky»/H}) comme produit direct Gy X Ga,
avec ord(G1) = N(p)" ' et ord(Gy) = (N(p) — 1). 1l est facile de voir que K, est le corps
stabilisé par le sous-groupe GG1. Soit L le corps stabilisé par Ga, et soit X un élément de Apn. Nous

prétendons que Tk, r(A) = 0. En effet, on a

oo (T 1) = oyt (DS N7) = D oy s (0 = 3 (e (V)

oeGa o€y oceGy
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Soit p' = p" ! % p le module de Drinfeld défini par Hayes dans [17, formula (3.3)]. On sait, d’aprés
[17, Theorem 3.10| que pyn = p; - pyn-1. Cela implique que ppnfl(f)\:) € Agl, ol Agl est 'ensemble des
racines de p;. On a d’apres [18, section 4 page 18| que p’ est un module de Drinfeld sgn-normalisé.
En particulier, on a A{J’/ C K, et

Ppn—1 (TKPn/L(X)> = Z (ppnfl()\>)o- = Tx, /i, (ppnﬂ()\)) ~0,

grace a (3.3.1). On déduit que Tk,./r(\) € Apn-1 N L = {0}. Maintenant, par le méme argument
du cas n = 1 on obtient que BAy» N B = 0. O]

Corollaire 3.3.7. Soit m,n deux idéaux non nuls et premiers entre eux dans A. Supposons qu’on

aq#2ouq=2 et tout idéal premier p de A divisant mn est tel que deg(p) > 2. Alors on a

BAywNBA, = BA,NB=0.

Démonstration. La preuve est une application directe du Lemme 3.3.5 et de la Proposition
3.3.6. ]

Corollaire 3.3.8. Soit my,...,m, des idéaux de A tels que m; + m; = A si ¢ # j. Soit m =
my - --m, et supposons que q # 2 ou q = 2 et pour tout idéal premier p de A divisant m est tel
que deg(p) > 2. alors on a

BAy = BAy, & -+ - @ BAy,.

Démonstration. La décomposition Ay, = Ay, @ - -+ B Ay, montre que BAy, = BAy, + - + BAy,.
Pour vérifier que la décomposition est directe, nous pouvons appliquer le Lemme 3.3.5 et le
Corollaire 3.3.7. ]

Lemme 3.3.9. Supposons qu’on a ¢ = 2. Soit p un idéal premier de A tel que deg(p) = 1. Alors

pour tout entier positif n on a
BAgni1/BApw ~ B, BApn >~ B" et BAyn N B = BA,.

De plus, BA, est un idéal principal de B engendré par l'unique €lément dans A, \ {0}.

Démonstration. Soit m un entier positif, alors tout élément A\ € Aym+1 \ Aym donne une Fa-base
de Agm+1/Agm. Le B-module BAym+1/BAym est engendré par I'image de A. Cette image est non
nulle puisque H}(\) = H}(Apm+1) et le degré [Hy(Apm+1) © Hjy(Apm)] = 2, grace [18, §4]. Cela
implique que BAym+1/BAym ~ B et BAym+1 N B = BAym N B. Maintenant, il est facile de vérifier
que BA, est un idéal principal de B engendré par I'unique élément de A, \ {0}. Ce qui conclut la
preuve de lemme. Nous attirons l'attention du lecteur qu’'on a pB = BA,, grace a |18, Lemma

4.18). O
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Lemme 3.3.10. Supposons qu’on a q = 2. Soit m un idéal non nul A, divisible par deuz idéaux

premiers p et q tels que deg(p) = deg(q) = 1. Alors on a

BA,N B =B.

Démonstration. Nous devons prouver que B C BAy. Soit A, (resp. Aq) 'unique élémnent dans
Ay \ {0} (resp. Ag\ {0}). Ona B =9pB +qB = BA, + BA; C BAq. O

Proposition 3.3.11. Supposons qu’on a ¢ = 2. Soit m un idéal premier de A divisible seulement

par des idéaux premier p tels que deg(p) = 1. Alors BAy, est un B-module libre, et on a
rankg(BAy) = deg(m) — s+ 1,

ot s est le nombre exaxte des idéaux premiers p divisant m.

Démonstration. Le cas s = 1 fait partie du Lemme 3.3.9. Supposons que s > 2 et écrivons
m = np®, on e > 2 et p est un idéal premier tel que p  n. Par le méme argument dans la preuve
du Lemme 3.3.9, on obtient que BAnye/BAgpe-1 ~ B. Si BAyye-1 est un B-module libre, alors
BA,ye est encore un B-module libre et que rankp(BAgye) = rankg(BAgye-1) + 1. Maintenant,
supposons que m = p{t..p2e ol s > 1. Puisque BA,, ,, = B alors, d’aprés le Lemme 3.3.10, on

déduit que BA,, est un B-module libre et que

rankg(BAw) = rankp(BAy, . p,) + (0 — 1) + ... + (o — 1) = deg(m) — s + 1,

Ce qui achéve la preuve de la proposition. [

3.4 Preuve des principaux résultats

3.4.1 Filtrations de Riemann-Roch

Les espaces de Riemann-Roch sont des ingrédients utilisés dans la preuve des théorémes 3.4.10
et 3.4.13. Ces Fg-espaces constituent une filtration naturelle de A. Rappelons leur définition. Si

n € N, on pose

L(noo)={f ek, f#0et div(f) > —noo}U{0}.

Il est facile de voir que £(noo) C A et que A = U L(noo). d’apres le théoréme de Riemann-Roch

neN
la dimension exacte dimension de I'espace £(noo) est donnée par la formule

dimg, (£(noo)) = nds + 1 — g + dimg, LW — noo),
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ou g est le genre de k et W son diviseur canonique. Voir par exemple |27, Theorem 1.5.15]. Nous

utiliserons également le produit tensoriel
Ly (noo) = Hy @y, L(noo),

Si S est un sous-ensemble de H[7] alors on note par < S >y le Hj-espace vectoriel engendré

par S. En particulier, on pose £, =< p,, v € A >p.

Lemme 3.4.1. Soit m # 0 un idéal de A tel que m admet la propriété (P). Soit X un générateur
de Ay. Soit P € E, tel que P(X\) = 0. Alors, on a P(u) =0 pour tout p € Ay. Autrement dit, il
existe Q) € H[7] tel que P = Qpy.

Démonstration. Soit t = deg(m). Alors d’aprés le Corollaire 3.3.4, 'anneau A/m admet une
F,-base (ay,...,a:), ot les éléments a; € A sont premier & m tels que sgn(a;) = 1 pour tout
ie{l,...,t}. Dapres [18, Theorem 4.12| on a

pai()\> = paz()\> = )‘Uaia
ol a; = ;A et g,, est 'automorphisme de H}(A,)/H} associé a a; par 'application d’Artin.

Donc, puisque P a ses coefficients dans H’j on a
P(pa,(A)) = P(A)7 = 0.

Maintenant, chaque p € A, peut s’écrire comme combinaison linéaire sous la forme p =

T1Pay(A) + -+ + 1epa, (A), ot 7, ..., 7 sont dans F,. Un calcul facile donne

t

P(p) = 1iP(pa,(N)) = 0.

i=1
La division Euclidienne a droite dans H[r| appliquée a P et p, donne P = Qp, + R, ou
Q, R € H}[7] et deg,(R) < deg(m). On note deg, (R) est le degré de R comme polynéme en 7.
Puisque R(p) = 0 pour tout u € Ay, on a forcément R = 0. O

Pour tout n > 0 on définit E, =< p,, © € L(noo) >p . Pour tout entier positif 6 on pose

Zns L Hz(néoo) — E,s Vapplication Hj-linéaire qui & chaque somme finie E a; @ v; associe le
i
polynome E aipy,. Encore, on pose =,; l'application linéaire

7

Ly (n600) /Ly ((n — 1)600) — Ens/Em-1)s,

déduite de =,,. Dans la suite, on suppose que ¢ > 1 est tel que L£(doo) \ L((d — 1)oc) # 0 et on
fixe w € L(600) \ L((6 — 1)o0). Nous considérons dans lemme suivant, les applications linéaires
M, : H) ®, A — H) ®p, A et N, : H)[1] — H}[7] définies par

MW(Z a; @ vi) = Zai ®wv; et N,(P)= Pp,.
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Lemme 3.4.2. Pour tout n > 1, les applications Mw et Nw, déduites respectivement de M, et

de N, donnent le diagramme commutatif exact suivant

0

(j
én&

0 —— ker(Z.5) —— Lz (n600) /Lyrs ((n — 1)500) — B/ E(—1s — 0

| .

(n+1)§

0—— ker(é(nﬂ)(;) —>£H:‘((n + 1)500)/;&]{2 (néoo) —F (n+1 5/E S —0

Démonstration. 11 est facile de vérifier que toutes les applications sont bien définies et que le
diagramme est commutatif. Donc il suffit de prouver que 'application Mw est injective. Or
la multiplication par w donne une application injective L£(ndoo)/L((n — 1)doc) — L((n +
1)do0)/L(ndoo). Puisque H est plat sur F, on déduit que M, est aussi injective. O

Corollaire 3.4.3. La suite 1, = dimp, (ker(én(g)) est une suite croissante majorée.

Démonstration. C’est est une conséquence immédiate du lemme ci-dessus et du fait que
1 < dimps (L (ndoo) /Ly ((n — 1)doc)) = dimg, (L£(ndoo)/L((n — 1)§00)) < dd

L’égalité des dimensions est une propriété générale du produit tensoriel. La derniére inégalité est

prouvée, par exemple, dans |27, Lemma 1.4.8]. O]

Corollaire 3.4.4. Pour tout entier n > 1 on a,

dimps (Ens) = (1—5;—5))715(1 +1_9+Z ) — &) + dimg, L(W — ndoo),
ot r(0) = hrll Tn.

Démonstration. On utilise simplement la formule dim+ (E,s) = dimp (Eo)—l—z dimps (Eys/ Er-1)s)
k=1
et les ingrédients suivants. On remarque d’abord que Ey = H%7°. De plus, on a les suites exactes

0 — ker(Egs) —= Ly, (k600)/ Lyzs ((k — 1)600) 2= Ejs/ Ejo—1)s —0..
D’autre part, le théoréme de Riemann-Roch offre la dimension exacte des espaces vectoriels
Ly (kdoo) /L ((k —1)doo).

Le dernier ingrédient est le Corollaire 3.4.3. m
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Corollaire 3.4.5. Soit ¢ et r(d) comme au-dessus. Soit m # 0 un idéal de A. Si m admet la
propriété (P) alors

( — g) deg(m) — 1 — g — ddy < rankp(BAy).

d -1
deto) 1,
(Py,..., P;) est une base de E,s. Soit A\ un générateur de A, donc on a A, = {pa(o)?), a € A}
Nous prétendons que la famille {P;(A), ..., Ps(\)} est libre sur H}. En effet, supposons qu’on une

relation linéaire de la forme b1P1()\) -+ bsPs(\) =0, ot by, ...,bs € H}. D’aprés le Lemme

Démonstration. Prouvons d’abord que rankg(BAy) > dimps (Epns), ot n = |

3.4.1, il existe @ € H}[7] tel que Zb P, = Qpn. Pour P € H}j[7] on désigne par deg, (P) le

degré de P comme polyndéme en 7. Pulsque les polynomes P; sont dans F,s on a

degT(Z b P;) < ndde < deg(m) — 1.

=1

Ce qui implique que ZbiPi = 0. On en déduit que by = --- = by = 0 car (Py,..., P;) est
i=1
libre. Maintenant, pour conclure la preuve du corollaire, nous utilisons simplement le fait que
deg(m) — 1
s = dimg, (Ey,s) donné dans le Corollaire 3.4.4 et I'inégalité n > g((ST) — 1. O

Corollaire 3.4.6. Soit § et r(0) comme au-dessus. Soit m # 0 un idéal de A, alors

rankp(BAn) < (1 - %) deg(m) + 1+ g+ dds + i(r((S) — 7).
> k=1

deg(m) —1
dd oo
de Riemann-Roch que v = nddy + 1 — g + dimg, L(W — ndoo). Soit (ey, ..., e,) une F-base de

Démonstration. Soit n = | ] et soit v = dimp, (£(ndo0)). On sait d’apres le théoréme
L(ndoc). Alors (eq,...,e,) est encore libre modulo 'idéal m. En effet, supposons qu’on a une
somme z = 7€y + -+ + 1,6, € M, OU 71,...,7, sont dans F,. Si z # 0 alors deg(z) > deg(m).
C’est une contradiction avec le fait que deg(z) < Eﬁﬁ(deg(riei» < nddy < deg(m) — 1. Donc
rie;+---+mr,e, =0, ce qui implique que 71 = --- =1, = 0. Soit v/ = deg(m) —v. Soient fi, ..., f.r
des ¢léments de A tels que (eq, ..., €y, f1, ..., fur) est une Fy-base de A/m. Soit A un générateur de
A, alors Papplication U : E,5 x (H%)” — H’ Ay définie par

(P, by, ... by —i—Zb]pf]
est surjective. En particulier, on a rankp(BAy) < dimHZ(Eng) +¢/. Un calcul facile en utilisant
d -1
le fait que n > % — 1 donne ' < ddy + g. On conclut grace au Corollaire 3.4.4. O]
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Corollaire 3.4.7. Soit 0 et r(§) comme au-dessus. Il existe un idéal m,s # 0 de A tel que pour

tout idéal m # 0 premier a m,s on a
rankp(BAy) = (1 — 5d_) deg(m).

Démonstration. Si ce n’est pas le cas alors il existe une infinité d’idéaux premiers (p;);en tels que
le signe de €; = rankg(BA,,) — (1 — gc(l_(z) deg(p;) est indépendant de i. Supposons que g; > 0
pour tout 7. D’aprés le Corollaire 3.3.8 et le Corollaire 3.4.6 on a

n 5 +0o0o

> e =rankp(BAw,) — (1 — %) deg(m,) < 14 g+dds + Y _(r(8) = 13),

i=0 & k=1
ou m, = po---p,. Ce qui implique que Zlgnoo 0dse; = 0, et puisque dde; € N donc ddy.e; = 0
pour ¢ suffisament grand. La méme contradiction peut étre obtenue si I’on suppose que ¢; < 0

pour tout . Nous laissons les détails au lecteur. [

Proposition 3.4.8. Pour tout entier 6 > 1 tel que L(doo) \ L((0 — 1)o0) # 0, on a r(§) = 0.

Démonstration. D’aprés le Corollaire 3.4.7, on remarque que 7(9)/9 est indépendant de §. Choi-
sissons ¢’ = § + « tel que « premier a §. L’égalité dr(6") = §'r(d) implique que § | r(d). Encore

d’apres le Corollaire 3.4.7, on déduit que d | (TT) deg(m) pour tout m premier a m,s. Soit «

r(9)

le ged des deg(m) pour les m premiers & m, s, alors d | (T)a. Soit S I'ensemble des places

v # oo de k premiers & m, 5. L’entier positif « est le ged des deg(v), v € S. Si v € S alors le corps

fini Fye est un sous-corps du complété k, de k en v. Ce qui implique que tout premier v € S

se décompose totalement dans k(F,«). Mais S contient tous, sauf un nombre fini, des premiers

de k. Donc, grace au théoréeme de( (;i)ensité de Chebotarev |26, Theorem 9.13A], on a forcément
r

k(Fgo) = k. Ainsi o = 1 et do | 5 Sir(0) # 0 alors on a ddy, = 7(0), ce qui est évidemment

faux. O

3.4.2 Preuve du Théoréme 3.2.1

Pour donner la preuve du théoréme 3.2.1 nous avons besoin du résultat suivant
Corollaire 3.4.9. Soit V. C A un F,-espace vectoriel de dimension finis inclus dans A. On a
dlmH:‘(Sp(V)) = dim]Fq(V),

ot Sp(V') est le sous H}-espace vectoriel Hy[T| engendré par les polynémes p,, avec v € V.
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Démonstration. Puisque V' est contenu dans £(noo) pour n assez grand, on peut prendre V =
L(noo), ou méme V = L(ndoc), ou ¢ est un entier positif tel que L(do0) \ L((6 — 1)oo) # 0. Mais
dans ce cas on a Sp(L(ndc0)) = E,s, et on sait, grace a la Proposition 3.4.8 et au Corollaire
3.4.4, que dimg (Sp(L(ndoc))) = dimg, (L(ndoo)). O

Théoréme 3.4.10. Soit E, C H}[7] le H}-espace vectoriel engendré par tous les polynomes py,
x € A. Alors le quotient R, = H,[7]/E, est un H’-espace vectoriel de dimension < g, ot g est

le genre de k. Si do =1 alors on a dimy (R,) = g.

Démonstration. Soit V,, = {P € H[7], deg.(P) < nd}, alors les quotients V;,/E,NV,, définis
une filtartion naturelle H}[7|/E,. De plus, puisque E, C E, NV, et E, = Sp(L(noo)) on a,

d’apres le corollaire 3.4.9,
dimps (Vo /E, NV,) < dimps (Vo /E,) = (ndy + 1) — dimg, (£(noo)) < g,
ol la derniére inégalité est obtenue grace au théoréme de Riemann-Roch. Cela prouve qu’on a

dimp; (H4[7]/E,) < g.

Si ds = 1 alors on a I'égalité, facile a prouver. En effet, £, N'V,, = E,, pour tout n > 0. Ce qui

implique que E, NV, = E, pour tout n > 0 et par suite dimg (H4[7]/E,) = g. O

Remarque. Soit i; < ... < i, les g nombres gap de oo définis par le Théoréeme de Gap de
Weierstrass (voir par exemple [27, Theorem 1.6.8]). Alors, il est facile de voir que 'espace vectoriel
R =< 19,... 1% >py est tel que R @ E,, = V, pour tout n > 2g — 1 et également on a
R & E,= H,[7].

3.4.3 Preuve du Théoréme 3.2.2

Proposition 3.4.11. Soit p un idéal premier de A, alors x, = deg(p") — rankp(BAyn) est une

suite croissante bornée d’entiers positifs. En particulier, on a
rankp(BAyni1) — rankg(BAyn) = deg(p),

pour n assez grand.

Démonstration. La suite z,, est bornée grace au Corollaire 3.4.5 et & la Proposition 3.4.8. De plus,

on a Tpi1 — &, = deg(p) — (rankp(BApn+1) — rankg(BAyn)). Soit (A1,...,\,), u = deg(p), la

famille des éléments de Ayn+1 donnant un Fy-base de Apn+1/Apn. Alors le B-module BAyn+1/BAyn

est engendré par les images de Ay, ..., A\, ce qui prouve que T,1 > T,. [
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Définition 3.4.12. Pour tout idéal premier p de A on pose
d, = min{n > 0, tel que pour tout m > n,rankg(BAym+1) — rankg(BAym) = deg(p)}.
d’apres le Corollaire 3.4.7 et la Proposition 3.4.8 on a d, = 0 pour presque tout idéal premier de

A. On définit
m, = dep.
p

ou le produit est sur les idéaux premiers de A.

Théoréme 3.4.13. Pour tout idéal m # 0 premier a m,, le B-module BAy, est libre et on a

deg(m)—s+1, siqg=2et s>1,
rankg(BAn) = 8(m) 1 (3.4.1)

deg(m), sigq>2ou(qg=2et s=0),
ot s est le nombre exact des idéauz premiers p divisant m et deg(p) = 1.

€r
T

Démonstration. Supposons d’abord que ¢ > 2 ou ¢ = 2 et s = 0. Ecrivons m = p{* - -- ou
P1, ..., P, sont des idéaux premiers et ey, ..., e, sont des entiers strictement positifs. Puisque les
idéaux p; sont premiers a m, on a d,, = 0. Cela signifie que rankg(BA,m) = deg(p;") pour tout
m > 1. Le Corollaire 3.3.8 implique qu’on a rankg(BAy) = deg(m). Supposons maintenent que
q =2 et s> 1. Ecrivons m = mym,, avec m; et m, sont premiers entre eux et my divisible par
tous les idéaux premiers qui divise m et dont le degré égal a 1. Dans une telle situation, nous
avons nécessairement BAy, = BAy, @ BAy,, grace au Lemme 3.3.5 et au Corollaire 3.3.7. D’une
part, nous avons rankg(BAy,,) = deg(my), d’aprés la premiére partie de la preuve. D’autre part,
nous savons que BAy, est libre et rankp(BAy,) = deg(my) — s + 1, gréace a la Proposition 3.3.11,

d’on la formule (3.4.1). O

3.5 L’application résidue

Soit R un supplémentaire de l'espace £, =< p., 2 € A >p+ dans H}[r]. Autrement dit, on a
R & E, = H,[7]. (3.5.1)
Soit R, =RNV,,ouV, ={P e Hj[r], deg,(P)<nd}, alors on a,

R.NE, CRNE,=0.
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Ce qui implique que dimpg+ (R,) < dimp; (V) — dimgs (E,) < g. La derniére inégalité est une
conséquence du Théoréme 3.2.2. Donc, R, = R pour n assez grand. En particulier, R est un

espace vectoriel de dimension finie et on a
R& (E,NV,) =V, (3.5.2)

Pour n assez grand, nous utiliserons la décomposition (3.5.1) ci-dessus pour définir un homomor-
phisme d’anneaux

ou End(R) est 'anneau des endomorphismes de R. Notons pr l'application de projection
H\[t] — R définie par la décomposition (3.5.1). Si z € A alors on pose Pr(z) = pr o N,, avec
N.(P) = Pp,, pour tout P € R. Il est facile de voir qu’on a,

Proposition 3.5.1. Supposons qu’on a une autre décomposition
R'® E, = Hj[].

Soit U : R — R lisomorphisme défini par W(P) = pr(P). Alors I’homomorphisme d’anneaux
associé Prr: A — End(R') est tel que

Pri(2) = U1 ®r(2)¥, pour tout z € A.

Démonstration. Evident. O

Théoréme 3.5.2. Soit m = zA un idéal principal non nul de A de degré dd., suffisamment

grand. Si lidéal m a la propriété (P), alors il existe un entier positif r(z) < dimpy+ R tel que
rankp(BAy) = deg(m) — r(z). (3.5.3)

De plus, si dimp+ R = g alors r(z) = dimp, (ker Pr(z)).

Démonstration. Supposons que d soit suffisamment grand pour avoir R & (E, N V,) = Vi
Si r = dimyy, R et s = dimgy, (£, N Vy) alors nous avons r + s = deg(m) + 1. Soit A un
générateur de Ay, et soit (P, ..., Ps_1, P;) un H}-base de £, N V; tel que Py = p,. On prétend que

(Pi(A), ..., Ps_1(X)) est un systéme libre de l'espace vectoriel H}Ay,. En effet, si by, ..., bs_1 sont
s—1

des éléments de H tels que Z b; P;(\) = 0 alors, grace au Lemme 3.4.1, il existe Q € H}[7] tel
i=1

s—1 s—1

que Z biP; = Qpm = Qs,(2) ' p,. Puisque degT(Z b;P;) < deg(m) alors le polynome @ € H}.
i=1 i=1

On en déduit que b; = --- = by = Q = 0. Remarquons que

dimps (H3An) — (s — 1) < deg(m) — (s — 1) =1
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Soit Q1,...,Q, des éléments de E,. Pour tout j = 1,...,r, il existe g;, R; dans H}[7| tels que
R; =0 ou deg.(R;) < deg(z) et
Qj = gjp- + I (3.5.4)

Fixons une base (®1, ..., ®,.) de R et notons ¢ (z) la représentation matricielle de I'endomorphisme

dx(z) dans cette base. d’aprés les équations (3.5.1) et (3.5.2) il existe des éléments sgj)(z), ag‘j)(z) €

H et des polynomes T; € E,NVy, G; € E, tels que
Ry = a) ()0 +T; et g;=3 s/ () +G;. (3.5.5)
i=1 i=1

Considérons les deux matrices carrées S(z) = (sl(-j)(z)) et M(z) = (az@(z)), avec 1 lignes et r

colonnes.

Lemme 3.5.3. On a M(z) = —¢r(2)S(z2).

Démonstration. Par définition il existe Dy,..., D, € E, tels que

((I)lpzy ceey (I)sz) = ((I)l, ceey @T)¢R(Z) + (Dl, ce DT)

Si 'on prend en compte des formules (3.5.4) et (3.5.5) alors on obtient

(Q1,...,Qr) = (P1,...,P.)[M(2) + ¢or(2)S] + (G1pss - .-, Grp,) + (T1, ..., T})
+(Dy,...,D,)S. (3.5.6)
La décomposition (3.5.1) implique alors que M (z) 4+ ¢r(2)S(z) = 0. O

Lemme 3.5.4. Supposons que (Py(A), ..., Ps_1(A), Q1(N), ..., @-(N\)) est une famille génératrice
de HyAy. Soit 0 : (H%)" — (HY)" Uapplication linéaire définie par (V) = Mp(2)V*, pour tout
V= (by,...,b,) € (H})". Alors on a

rankp(BAy) = deg(m) — dimpg: (ker(0)). (3.5.7)
Démonstration. On définit un diagramme exact commutatif comme suit

0 — ker(0) —— (H%)" —2— Im(0) —0 (3.5.8)
J
0 ——ker(f) —— 4 x (H%)" 2 HiAw —0,
ouX,=E,NVyet D: (H})" — X4 x (H})" est Papplication linéaire définie par D(V) =

(— Z b;T;,V) pour tout V = (by,...,b,) € (H})". Si (P,by,...,b.) € Xqx (H})", alors on pose
j=1
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0(P,by,....b) =P\ + ijQj()\). L’inclusion D(ker(6)) C ker(d) est immédiate d’aprés les

relations (3.5.4) et (3.5.5). Soit (P,by,...,b,) € ker(d) et notons V = (by,...,b,). daprés le
Lemme 3.4.1 il existe U € H}[7] tel que P + ijQj = Up,. d’aprés les relations (3.5.4) et

J=1

(3.5.5) on a

P+ ijQj =P+ ijgjpz + ij (Z CL,SJ)<Z)(I)Z> + Z b]E
j=1 j=1 j=1 i=1 j=1

Des deux égalités précédentes on déduit que

Pt ij (Z an)(z)CDi> + ijTj = (U - (Z bjg;))p

Puisque le polynome a gauche de 'égalité ci- dessus a un degré en 7 inférieur ou égal a deg(z), on

déduit que U — ijgj € H. Soit a = ijg] € H}, alors on a

j=1 7j=1

Mgr(z)V!=0 et P+ ijTj = ap,,

J=1

grace a la relation (3.5.1). Cela prouve la décomposition
ker(8) = D(ker(8)) & (< p2 > x{(0,... ,0)}).
Puisque D est injective, on déduit du diagramme exact (3.5.8) que
rankp(BAy) = s+ 1 — dimp, (ker(8)) = deg(m) — dim g+ (ker()),

comme le dit le lemme. O]

La premiére assertion du Théoréme 3.5.2 est une conséquence immeédiate du Lemme 3.5.3 et
du Lemme 3.5.4. Pour prouver la seconde assertion du Théoréme 3.5.2 nous supposons que

= g. Cela signifie notamment que E, N V; = FE;. Par conséquent, nous pouvons choisir
(Py, ..., Ps_1, Ps) sous la forme de (pe,, ..., Pe. 1sPe,), O €5 = z €t (eq,...,€;) est une F,-base de
L(doo). Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que (e, ..., es_1) est libre modulo m. Soient
fi, .., fy des éléments de A tels que (eq, ..., e5_1, f1, ..., f,) est une F -base de A/m. Puis le systéme
(Per(A); oy Pes_i (A)s ppi(A), s pr, (X)) est une famille génératrice de HjAy. Posons Q; = py,;, pour
17=1,...,¢g.
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Lemme 3.5.5. Supposons que dimy+ R = g. On prend P; = pe, et Q; = py,, pouri=1,...,s—1

etj=1...,g, ote; et f; sont comme au-dessus. Alors la matrice associée S est inversible.

Démonstration. Soit V = (by,...,b,) € (H})? tel que SV* = 0. d’apres 1’équation (3.5.6) et le
Lemme 3.5.3 on a
9 9 9
D biQi = bGip.+ > bT;.
j=1 j=1 j=1

g s
Par hypothéses, il existe ¢y, ...,cs € H tels que Z bjT; = Z cipe,. Ecrivons chaque G; comme
j=1 i=1
une somme finie G; = Z ¢V p,, ot E; est un sous-ensemble fini de A et V) e HY. d’aprés le
xEEj
Corollaire 3.4.9 'application linéaire surjective

=: H,®p, A— E,,

qui & chaque somme finie E a; ® v; on lui associe E a;py,;, est un isomorphisme. Ainsi on a

9 g s
ij®f] = ij(z CL(EJ)®ZL‘Z) —I—Zc,®ez
j=1 j=1 1

QZEE]' =

Mais nous avons supposé que la famille (eq,...,es_1,¢€s, f1,..., fy) est libre sur F,. Cela implique

que b; = 0 pour tout j =1,...,9. [

La deuxiéme assertion du Théoréme 3.5.2 découle de Lemme 3.5.3, Lemme 3.5.4 et Lemme
3.5.5. =

Remarque. Lorsque k est un corps de fonctions rationnelles, nous avons dimp+ (R) =0, et le
Théoréme 3.5.2 implique que rankg(BA,) = deg(m), pour tout idéal non nul m de A ayant la

propriété (P). En d’autres termes, nous avons m, = A.

3.6 Lecasd,=g=1

Dans cette section, on suppose que k est un corps de fonctions de genre g = 1 et que dy, =
deg(oo) = 1. D’aprés le Théoréme de Riemman-Roch, on a dimg, £(n.00) = n pour tout entier
positif n. En prennant n = 2 et n = 3, on voit qu’il existe deux fonctions x € L(2.00) et

y € L£(3.00) dont le pole diviseurs est respectivement 2.00 et 3.00.

Lemme 3.6.1. On a A =TF,[z,y].
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Démonstration. On prend ey = 1, pour tout entier n strictement positif on prend ey, = =" et

eant1 = " 'y. Donc la famille (e, g, €3, ..., €,) est une F -base de £(n.cc), puisque deg(e;) = i

et dimg, £(n.00) = n. Cela implique que A = U L(n.co) =F,[z,y]. O
neN

Comme indiqué dans la remarque 3.4.2, pour tout entier strictement positif n on a R @ E,, =V,

ol R =< 7 >+ . Pour tout z € A, il existe ¢r(2) € H} tel que ®r(2)(7) = ¢pr(z)7. L’application

¢r : A — H; est un morphisme d’anneaux

Proposition 3.6.2. Supposons qu’on a dow = g = 1, alors [’homomorphisme d’anneaux ¢r :

A — H est injectif. En particulier on a m, = A.

Démonstration. Puisque doo = 1 on a sgn(z), sgn(y) € F,. Donc on peut supposer que sgn(x) =
sgn(y) = 1. On écrit

pe =7 +ar +x7° et p, =7 +cr* +br +yr,

ou a,b,c € H}. En fait, a,b,c € B, grace au Corollaire |16, Corollary 7.4]. Remarquons d’abord
que
Es=Hym"® Hyp, ® Hip, et E,=Him"® Hip, ® Hip, ® Hipae.

En appliquant les décompositions R @ E,, = V,, pour n = 3 et n = 4, en posant s = —¢r(z) et

t = —¢r(y), on obtient les équations
py = (T 4+ at®)p, + 57 4 Agr’ (3.6.1)
et
paz = (T4 B7°)py + 17 + Bor’ + Bips, (3.6.2)

a, 3, Ag, By, B1 € B. De la formule (3.6.1) on tire
ar+ Ag=1y. (3.6.3)
Nous pouvons également utiliser la formule (3.6.1) pour reécrire la formule (3.6.2) comme suit
(po — (T + BT°) (T + a7®) + Bi7°)) po = (s%7° + (Bs + A + t)7 + (BA¢ + Bo)7°)
Puisque p,(7) est unitaire de degré 2 on déduit
$'pa(7) = (s77° + (Bs + AT+ )7 + (BAy + Bo)7")

p2(7) = (7 + BT (7 + a7°) + (B, + s)7° = 72 + (a2 + B)7 + (af + By + s9)7°
sla = fBs+ Aj+t. (3.6.4)
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a = ol -+ ﬁ (365)

Supposons maintenent que P est non injective. Alors ker(®r) = ker(¢x) est un idéal non nul de
A, donc A/ ker(¢r) est corps fini. Puisque ker(¢r) # A alors le quotient A/ ker(¢gr) est isomorphe
a un sous-corps fini de H7. Or [, est le corps des constantes de H’, donc nécessairement on a
s,t € F,. Ainsi, on tire de la formule (3.6.5) et de la formule (3.6.4) la relation

sad = Af +1t

En utilisant la formule (3.6.3) on obtient la relation sa? = (y — aw)? 4+t qu’on peut l'écrire sous

la forme (sa — t)? = (y — ar)?, par conséquent on a
a(s+x)=y+t

Cela implique que @ € BNk = A. De plus, on a vy(a) = voo(y +t/x + s) = —1, ce qui est
absurde. O
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