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Chapitre 1

Introduction : théorie cinétique
collisionnelle

De tous temps ’'Homme a voulu comprendre pourquoi ’eau coule. Une des premiéres
descriptions dynamiques d’un fluide en mouvement fut donnée par Léonard Euler en
1756 par l'équation éponyme (voir [Eul57]). Au XIXi®me siecle Henri Navier (en 1823,
voir [Nav23|) et Georges Stokes (1845, voir [Sto45]) I'améliorérent en ajoutant un terme
prenant en compte la viscosité du fluide. Dans le méme temps la théorie de la thermody-
namique était développée, notamment pour décrire les échanges thermiques dans les gaz.
Ces équations étaient éprouvées par 1'expérience, le XIX®me gyant connu le développement
de machines & vapeur particuliérement efficaces. Malgré tout, ces théories étaient des des-
criptions phénoménologiques de la matiére et ne donnait en général une description des
fluides comme un milieu continu (et non pas composé de particules).

La vision atomistique de la matiére est assez ancienne, datant au moins du XVIIIi¢me
siécle. Daniel Bernoulli interpréta en 1738 la pression d’un gaz sur les parois comme 1’in-
fluence commune des chocs de particules sur les parois (voir [Ber3§|). Elle fut plus largement
développée a partir de la seconde moitié du XIX™e sigcle, notamment par August Kronig
et Rudolf Clausius. James Maxwell (en 1859, [Max03]) et Ludwig Boltzmann (en 1871,
[Bol96]) donnérent une description statistique d’une particule dans un gaz en interaction,
et ce méme en dehors de I’équilibre. Il restait & établir un lien entre I’évolution microsco-
pique des particules du systéme et les lois macroscopiques le décrivant. Ce programme fut
abordé par David Hilbert au cours du Congrés International des Mathématiques de 1900
(le 61me probléme de Hilbert).

Durant cette conférence Hilbert proposa l'utilisation d’une échelle intermédiaire entre
I’échelle microscopique (de I'ordre de 10~1%m) et I’échelle macroscopique (10~3m) : I'échelle
mésoscopique (ou cinétique, environ 10~7m). A cette échelle on peut avoir une description
plus fine du gaz, dans laquelle on n’a pas accés uniquement & des quantités moyennées en
vitesse (et localement en espace) comme la température, la densité, la vitesse moyenne,
mais a la loi de probabilité en espace et vitesse d’une particule typique.

Echelle
Mésoscopique

EQ}lation de Boltzmann
Equation de Vlasov

Echelle
Microscopique

Equation de Newton

Echelle
Macroscopique

Equations de Navier-Stockes
Equations d’Euler

FIGURE 1.1 — Les différentes échelles d’un systéme physique avec les équations les décrivant.



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION : THEORIE CINETIQUE COLLISIONNELLE

Le passage direct de I’échelle microscopique a 1’échelle macroscopique (qui permettrait
de donner une description des liquides) est un probléme trés difficile dans lequel il n’y a eu
que peu d’avancée pour des dynamiques déterministes. Si I’on choisit de passer par ’échelle
mésoscopique, on ne peut décrire que des fluides beaucoup moins denses, comme des gaz.

Dans cette thése nous nous sommes intéressé au passage de 1’échelle microscopique
a ’échelle mésoscopique pour des gaz de densité faible. Dans ces modéles, les particules
évoluent de maniére indépendantes la plupart du temps. Les interactions ne se produisent
que lorsque deux particules sont a trés faible distance 'une de l'autres, et de maniére
trés intense (donc presque instantanée). Un bon exemple de tels systémes est le gaz des
sphéres dures. On regarde un trés grand nombre de petites boules de billard évoluant dans
un espace de dimension d, et qui communiquent uniquement quand deux d’entre elles se
heurtent. Dans cette limite d’échelle, les collisions entrainent des trajectoires trés instables :
en perturbant un peu la donnée initiale (par exemple en position) les trajectoires peuvent
étre trés différentes. Cela fait émerger un phénomeéne de mélange dans le systéme qui peut
expliquer l'irréversibilité du systéme aux échelles mésoscopiques.

3

FIGURE 1.2 — Trois trajectoires possibles pour une collision avec une sphére dure avec une
petite perturbation de la donnée initiale (¢ le rayon d’une particule).

On peut différencier ces modéles des gaz en champ moyen, ot chaque particule interagit
avec toutes les autres particules, mais avec une trés faible intensité. La dynamique n’est
alors plus aussi mélangeante que dans le cas précédent, et est décrite par des équations
mésoscopiques réversibleslﬂ. Un des problémes majeurs de la physique mathématique est de
combiner les effets de champs moyens et les effets collisionnels. Cela permettrait de donner
une description plus précise des plasmas.

Le sujet a connu des développements récents, notons en particulier les théses de Nathalie
Ayi [Ayil6] et de Théophile Dolmaire [Doll19] qui ont toutes deux des bibliographies trés
détaillées qui nous ont servi dans la partie historique de cette introduction.

1.1 Description mésoscopique d’un systéme de particule

Dans cette premiére partie, nous nous intéresserons a la description d’un gaz de faible
densité a 1’échelle mésoscopique.

Dans la suite, on notera A le domaine (de dimension d) dans lequel évolue le gaz. En
général ce sera soit R? soit le tore plat T := R?/Z<,

1. Pour linstant je n’ai pas d’explication satisfaisante de pourquoi le champ moyen est réversible et
pas la limite de densité faible, et si cette différence est liée au caractére mélangeant des systémes.
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1.1.1 Equation de Boltzmann, Equation de Landau
Equation de Boltzmann

Un premier modéle décrivant un gaz de faible densité a I’échelle mésoscopique fut donné
par Maxwell (dans un systéme a I’équilibre) [Max03] et par Boltzmann (hors équilibre) dans
[Bol96, Bol64] via 'équation éponyme. Une analyse rigoureuse du modéle fut entreprise
par Hilbert (voir [Hill2]) dans la suite de sa conférence au Congrés International des
Mathématiciens, et elle fut suivie de nombreux autres travaux que nous allons en partie
aborder.

On note f(t,z,v)dx dv la probabilité de trouver une particule du gaz au point (z,v) €
A x R?. L’évolution de f(t) est donnée par

(1.1.1) Of +v-Vof =Q(f, f) pour t >0, (z,v) € A x R

Dans ce modéle, les particules évoluent librement en ligne droite tant qu’il n'y a pas
d’interaction, ce qui est décrit par le membre de gauche. Lorsqu’une particule en rencontre
une autre, il y a une collision instantanée qui est décrite par I'opérateur de collision Q.

Cette interaction entre les particules 1, 2 de vitesses (v, v,) se déroule via un processus
(v, 0)) = (v,vx) ((v,v4) les vitesses des particules aprés la collision) vérifiant les proprié-
tés suivantes. Tout d’abord elle est supposée conserver I'impulsion et 1’énergie des deux
particules :

(1.1.2) v+ v =0 + 0

(1.1.3) [0 + [ou? = [V + [0l
Notons que cela implique qu’il existe un vecteur unitaire 7 € S¥~! tel que

vt v v — v , vt v v —
1.14 ' = + = _
( ) v 5 5 1 U 5 5

On peut donc paramétrer les vitesses réfléchies par 7, et on note b(v — vy, n)dn (b positif)
le noyau de transition (v',v}) — (v,v,) pour les vitesses post—collisionnellesﬂ Le noyau b
dépend de la nature microscopique des interactions. On suppose ensuite que les collisions

sont micro-réversibles, i.e. que la transition (v', v}, |Z_Z*|) — (v, vs, ) ala méme probabilité
—Ux

que (v, 0a,7) = (o, 0, £22), s0it B(v — v, ) = B(v! — ol — 22,

On fait enfin une hypothése de chaos sur le gaz, i.e. que la distribution de deux parti-
cules de coordonnées (x1,v1) et (x2,v2) est f(t,z1,v1)f(t, z2,v2). Sous ces hypotheéses, on
retrouve 'opérateur de collision de Boltzmann :

(1.1.5)  Q(f,h)(z,v) = ATXSd_l(f(x,v/)h(x,v;) — f(z,v)h(z,vs))b(v — Vi, m)dn dv,.

Généralement @) est défini de maniére symétrique, mais pour décrire la statistique d’une
particule étiquetée dans un gaz (et non pas une particule moyenne), il sera pratique d’uti-
liser la définition précédente (voir les paragraphes et sur les équations de Boltz-

mann linéaires et linéarisées).

2. Dans la littérature on prend plutdt la notation (v, v.) pour les vitesses pré-collisionnelles Il me semble
que ce n’est pas la bonne convention, car dans 'opérateur de Boltzmann, f(t,z,v’)f(t, z,v.) est la densité
juste avant la collision des couples de particules permettant d’avoir une nouvelle particule a 1’état (z,v)
juste apres t.
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Noyau de collision avec et sans cut-off

On distingue deux types d’opérateurs de collision : lorsque le noyau b(v — v, n) est
intégrable par rapport & 7, on parle de noyau avec cut-off, et lorsque qu’il n’est pas inté-
grable de noyau sans cut-off. Dans le premier cas Q(¢, ¢) peut étre défini au sens classique
pour tout ¢ € C°(R%). Pour un noyau sans cut-off, on a besoin de plus de régularité (voir
le paragraphe [1.1.5)).

Dans le cas de noyau venant d’interactions wia potentiel (décrit dans le paragraphe
suivant), la singularité en 7 vient des interactions a longue portée.

Noyau de collision venant de la collision via un potentiel d’interaction

Au cours de cette thése, nous nous sommes appliqués a dériver I’équation de Boltzmann
et certaines de ses variantes & partir de systémes physiques de particules en interaction via
un potentiel V. Nous allons donné une maniére canonique de construire un noyau de Boltz-
mann associé & un certain potentiel d’interaction V), qui est supposé a symétrie sphérique et
avec une décroissance suffisamment rapide & l'infini. Pour simplifier la présentation, nous
ne considérons que des potentiels & support compact (de rayon 1).

FI1GURE 1.3 — Deux particules en interaction.

Considérons deux particules de coordonnées (z1,v1) et (x2,v2) qui commencent a inter-
agir au temps 0. On fixe la donnée initiale (x1(0),v1(0)) = (0,v) et (z2(0),v2(0)) = (v, v4)
avec v € S% ! et (v —w,)-v > 0. Les particules interagissant via le potentiel V, elles
vérifient les équations de mouvement

d. Ay — TV — (21 +a2) =v1 +v2, L(v1 +12) =0,
ar1 =V, U1 = (961 1‘2), d .

d,. _ d, _ Qg1 —x2) = v9 — 02,

Exg = V2, EUQ == VV(Zbl - .’Eg) d

(v1 —v2) =2V V(21 — 22).

<

t

On fait évoluer pour t allant vers —oo. Le potentiel ayant un support compact, les particules
cessent d’interagir & partir d’'un moment 7~ et

(v1,v2) S he (W', ).

Cela permet de définir les vitesses pré-collisions.
On définit alors 'opérateur de Boltzmann au sens de Grad

110 QuENE) = [ (S~ F01F ) (@ = v) - v)sdo.dr

Rd xSd—1
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Dans le cas ou le potentiel est décroissant et vérifie la condition de Sone (voir [Son07])
(1.1.7) Vr >0, rV'(r)+2V'(r) >0

on peut réécrire 'opérateur de Boltzmann sous la forme du paragraphe précédent en faisant
le changement de variable v — 7. La fonction 7 est défini comme dans (|1.1.4). On note
b(v — v«,n) le jacobien de cette application

(v —wy) - V)1dv — b(v — v, m)dn.

Notons que cette procédure peut étre généralisée au potentiel de portée infinie si on
suppose une décroissance suffisamment rapide. Dans ce cas b(v — vy, -) ne sera plus borné
a v — v, fixé et Popérateur de Boltzmann correspondant sera sans cut-off.

Un des seuls cas ot 'on peut calculer explicitement le noyau de collision est celui des
sphéres dures, ou l'interaction se fait via le potentiel d’exclusion (formelle)

(1.1.8) V(r) = { 0si |r|>1

00 sinon
Il faut comprendre le potentiel précédent comme une condition d’exclusion : e V@) =
Lz/>1- Les vitesses pré-collisionelles sont données par les lois de Descartes

V=v—v-(v—uvv,
(1.1.9) , ( )
v, =V + V- (V— vV

et le noyau de collision prend la forme simple

(1.1.10) b(v —vs,m) == |v — vyl

Potentiel en loi de puissance

Un autre cas ot 'on peut presque calculer le noyau de collision est celui des lois de
puissance V(r) := 1/r®. En dimension d avec s > 1, le noyau de collision peut s’écrire sous
une forme factorisée :

(1.1.11) b(v — vy, v) = v — vi|7q < v .

v — 4

—v >”y:s—(2d—2)

et ¢ une fonction dépendant de v, avec n — ¢(n-€1) non intégrable au voisinage de n-€; — 1
(€1 un vecteur unitaire), on est donc dans un cas de noyau sans cut-off.

Dans le cas ou s = 1 et d = 3 (potentiel de Coulomb) la formule précédente s’applique
mais la non-intégrabilité de ¢ devient trop grande pour pouvoir définir I'opérateur de
Boltzmann.

Cette famille de noyau est discutée au paragraphe [I.1.5]

Equation de Landau

Il existe différentes variantes de ’équation de Boltzmann (Fokker-Planck, BGK,...).
Nous allons en particulier nous intéresser au cas de ’équation de Landau, introduite une
premiére fois par Lev Landau dans [Lan36| (voir aussi [Bal75l [LP81]) pour décrire les gaz
de Coulomb en couplage faible (voir le paragraphe [1.1.5)).

Elle s’écrit presque comme 1’équation de Boltzmann :

(1.1.12) Of +v-Vof = ApQr(f, f) pour t >0, (z,v) € A x R3.
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avec Ay un coefficient de diffusion et comme opérateur de collision

1

(1.1.13) Qr(f,h)(v) =27V, - (/R M(Vf(v)h(v*) - f(v)Vh(m))dm) ,a=1.

3 |v— vi|®

avec PL . la projection sur le plan orthogonal a (v — v,).
v—v, & Proj p g

A la suite de Landau, d’autres opérateurs de collision @y, ont été définis. On remplace
le noyau 1/|v — v4|* (a = 1) par d’autres fonctions positives, par exemple en prenant
a € (—3,1). Ces opérateurs ont un sens moins physique que (1.1.13]). Néanmoins, on peut
les retrouver comme approximation de l'opérateur de Boltzmann lorsque l'on ne tient
compte que des collisions rasante. Plus précisément, pour un noyau de collision b(v — vy, 1)
on considére (), la suite des opérateurs de collision associés aux noyaux

Col jomuat bV = s, )

V—Ux

(i.e. des n ~ 0T). Par exemple pour l'opérateur de Boltzmann lié a la loi de puissance
V(r):=1/r®, s > 1, opérateur de Landau associé sera en choisissant

1
QL(f h)(v) :=27V, - (/ %(Vf(v)h(v*) - f(v)Vh(v*))dv*> ;
(1.1.14) Re [V = 0]
4 —3s

a=—-2—v = .
s

C’est le probléme de la limite des collisions rasantes qui sera abordé dans le paragraphe
. 1.0l
1.1.2 Propriétés usuelles des solutions

Nous allons maintenant donner quelques propriétés formelles des équation de Boltz-
mann et de Landau.
Grandeurs conservées et lois de conservation locale

Soit ¢ : R? — R une fonction test. En utilisant I’échangeabilité et la microréversibilité
du noyau de 'opérateur de Boltzmann, on a formellement

(1.1.15) / ()@, W) =~ / (& 46l — o — ) (' F— T £)b(0 — ve, m)dv duy di

ol on note p = (v), Y. = p(vs), ¥ = (V') et Y, = p(v)). De méme, pour I'équation de
Landau,

PL
(1116) [ G@Quf NI = = [(Ve = Vi) =En (VS = 9 Lo .
Ainsi en choisissant
1
(p(U)Z: 'I}Z',i:l,"',d,
Els

les intégrales ((1.1.15), (1.1.16) s’annulent. Dans l'autre sens, il est possible de montrer que
toute fonction suffisamment réguliére annulant (1.1.15)) ou (1.1.16)) est une combinaison
linéaire de ces précédentes fonctions (voir par exemple [Cer88| dans le cas de Boltzmann).
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On obtient ainsi les lois de conservation locales suivantes pour f solution de I’équation de
Boltzmann ou de Landau :

O / f()dv + div, / f(v)vdv =0 (conservation de la masse),
(1.1.17) O / f(v)vdv+ div, / f(v)v®vdv =0 (conservation de I'impulsion),

O / () |vfdv + div, / f() |v[*vdv = 0 (conservation de I'énergie).

Notons bien que ces lois de conservation sont formelles. Par exemple, pour les solutions
renormalisées de I’équation de Boltzmann (que 'on définira au paragraphe , seule
la masse est conservée localement, I'impulsion étant conservée seulement globalement et
I’énergie dissipée.

Théoréme H de Boltzmann

Une des particularités des équations de Boltzmann et Landau est leur irréversibilité.
Elle est décrite par le Théoréme H de Boltzmann. Si on choisit ¢ := log f dans et
(1.1.16]), on obtient respectivement
(1.1.18)

D) =~ [t s QU Nwio =5 [ (5 1) 108 (5F

(1.1.19)
Du() = - [0 7 Quit. Hwdo = [ (S = 5f) i (S = =) ffedvndv <0

)ff*b(v — Uy, n)dv dve dn < 0

Ainsi lentropie de la distribution f

(1.1.20) H(f):= //f(x,v) log f(z,v)dz dv

est une fonction de Lyapunov du systéme : dans le cas de I’équation de Boltzmann,
(11.21) H (@) - 0N =~ [ [ DU @drds <o

avec une égalité formelle.

Etat stationnaire des équations de Boltzmann et Landau

Les solutions stationnaires de I’équation de Boltzmann (ou de Landau) doivent annuler
la création d’entropie (pour les deux équations). Soit M un état stationnaire,

1 M' M M'M!
0=D(M) =~ ( *—1)10( *)MMbv—v, dv dv, dn < 0
(M) 4/ ML ST «b(v = vs, m)dv du, dn <
et donc M’ M/ = M M,. On en déduit qu'’il existe trois constantes (p,u,T) € Ry X R% x R%
telles que
_ P —|v—ul?/2T
M) = ———7—+e€ .
)= Gy
I1 est aussi possible de retrouver ces fonctions comme minimiseurs de ’entropie & masse,
vitesse moyenne et température fixées. On appelle cette classe de fonction les maxwel-
liennes. Notons que ’on peut appliquer le méme raisonnement dans le cas de I’équation de
Landau.
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Cela donne une formulation alternative du théoréme H. Pour M une gaussienne a
température fixée, on définit ’entropie relative comme

(1.1.22) H(f|M) = // (flog%—f—i—M) da dv.

qui est contrdlé par

(1.1.23) H(f()IM) + / / D(f(s))(w)d ds < H(f(0)|M).

Notons que dans cette formulation, on a une borne a priori sur
/f(t) (1+ |vf* +log f(t)) dzdv.

1.1.3 Conditions de bord

Il reste maintenant & comprendre comment le bord d’un domaine peut influencer le
gaz & l'intérieur. On regardera ici les conditions de bord du point de vue de ’équation
cinétique, les aspects microscopiques de définition de la dynamique seront abordés dans la
section [[.2.3]

Dans un premier temps décrivons le lien entre la dynamique microscopique et la condi-
tion de bord pour la densité qui lui est associée. Dans les modéles particulaires que nous
avons regardé (voir le paragraphe , les réflexion au bord sont stochastiques. Si une
particule arrive au bord au point x avec une vitesse vy, elle est réémise au méme point a
la vitesse vout avec probabilité

(1.1.24) AP (Vout|vin) := Kz (Vout|vin) (Vout - n(x)) —dvgut

ou n(x) est le vecteur normal au bord du domaine, orienté vers Uextérieur, et K, (vout|vVin)
est un noyau caractérisant la réflexion.
Dans ce cas, la densité de particule vérifie la condition de bord suivante :

(1.1.25) Ft 2, vou) = / Ft 2, vin) K o (ot |0 (vin - 7(2)) 1 dvin.

Cette formule vient de la conservation des flux de particules entrants et sortants définis
pour = € OA

(1.1.26) Dentrant () 1= /f(t,a;,vin)(vin -n(x))+dvin
(1.1.27) Dgortant (T) 1= /f(t,x,vout)(vout~n(a:))dvout.

Cela nous permet en particulier de montrer la conservation globale de la masse pour f
solution formelle de 1’équation de Boltzmann avec la condition de bord (|1.1.25))

jt//\de f(t,x,v) dedv :/1\de —v - Vo f(t,z,v) dodv
:/ ft,z,v) (v-n(x))do(x)dv
OA xR
:/ ((I)entrant(t7 37) - (Dsortant (t, CIJ)) dO’(.CU) =0
oA

ou l'on a utilisé le théoréme de Fubini et le faite que ([1.1.24]) soit une mesure de probabilité.
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Notons que si K (Vout|vin) (Vout - () —dvoyt est une mesure de probabilité, K (vout |vin)
(vin - n(x))+dvin ne lest pas toujours, notamment dans le cas de la réflexion maxwellienne.

On peut tout d’abord modéliser par la réflexion spéculaire ou la vitesse de la particule
réémise suit les lois de Descartes. La loi de réflexion est déterministe et donnée par

(1.1.28) Vout := Vin — 2n(x) - vipn(x).
et dans ce cas la condition de bord s’apparente & une simple condition de continuité :
(1.1.29) f(t,x,vout) = f(t, 2, Vous —2n(x) - Voygn(x)) pour t > 0, x € A et vous-n(z) < 0.

Une deuxiéme possibilité est la condition de bord Maxwelliennelﬂ : on modélise le bord
comme un réservoir de température, ou les particules touchant le bord sont réémises ther-
malisées :

|v|?
e_ 2T (x)

(2m)F T(x)

(1.1.30)  dPy(vout|vin) = (Vout - n(x)) - My (2, Vout)dVout, My (x,v) :=

d+1
2

avec T'(z) la température au point x, avec la condition de bord correspondante :
(1.1.31)

ft,x, vout) = My (x,v) / f(t, z,vin) (Vin - n(z)) 4 dvin pour t > 0, x € A et vyt -n(z) < 0.

Une troisiéme possibilité (sur laquelle nous avons travaillé durant la thése) est la ré-
flexion isotrope :

(vout - n(x))
= 5|Uout|*|’uin|dvout7

(1.1.32) dP, (Vout|vin) = ¢

avec ¢ une constante de normalisation. La direction de la vitesse réfléchie est aléatoire,
mais sa norme est conservée. La condition de bord associée est

(1.1.33)
ft,x,vout) = c/ f(t, z, |vout|w) (w - n(z))+dw pour t > 0, x € OA et voy - n(x) < 0.
d

Regardons maintenant ’équation de Boltzmann dans un domaine borné avec pour
condition de bord, soit la réflexion spéculaire, soit la réflexion isotrope, soit la réflexion
maxwellienne avec une température uniforme (7' =1 au bord du domaine). Le théoréme
H (1.1.23]) est alors toujours valable. De plus, dans le cas de la réflexion Maxwellienne, on
a un contréle supplémentaire sur la valeur de la densité au bord du domaine :

(1L1.34) H(f(1)|M)+ /0 /A D(f(s)) (x)dz ds + /0 [ B @)dnds < 7))

ol Vinformation de Darrozés-Guiraud

- BN@ = [ (L) en M) nw) e
e _h < / % (27r)1/2M(v)(v-n(m))+dv>

avec h(z) = zlogz. Comme h est convexe, £ (%) est positive. On peut écrire une formule
similaire dans le cas de la réflexion isotrope.

3. Dans la littérature, cette condition de bord est aussi nomée condition de réflexion diffuse. De plus la
condition de bord Maxwellienne peut aussi désignée une combinaison convexe entre la réflexion spéculaire

(TT28) et la loi (T1.30).
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1.1.4 Théorie de Cauchy pour les équation de Boltzmann et Landau

A ce jour, il n’existe pas de théorie compléte de D'existence et de 'unicité pour les
solutions de I’équation de Boltzmann. L’une des difficultés de 1’équation de Boltzmann
viens du fait que les seules estimations a priori sur les solutions de I’équation viennent des
lois de conservations (masse, vitesse, énergie et entropie). De lautre coté, opérateur de
collision est quadratique, non-local en v mais ponctuel en ¢ et x. Les estimations a prior:
ne sont donc pas suffisantes pour définir Q(f, f) au sens des distributions.

On peut comparer les résultats actuels pour Boltzmann avec ceux de I’équation de
Navier-Stokes. On distingue deux types de solutions : les solutions loin de 1’équilibre (ana-
logues aux solutions de Leray) ot 'on a toujours existence mais pas unicité, et les solutions
proches de I’équilibre (analogues aux solutions de Kato), réguliéres mais n’existant que pour
une perturbation petite dans un espace adapté.

Il existe des spécificités dans le cas ou I'on regarde un noyau de collision avec ou sans
cut-off. Pour simplifier la discussion nous ne regarderons que le cas avec cut-off dans la
suite. On imposera la condition suivante qui est encore plus restrictive

0 < b(v—1s,1n) < C(1+|v—14]) p.p. sur R x S71,

(1.1.36) v — vyl
b(v — vy, n)dn > C————.
D1 (v ="vem)dn 2 1+ |v— vy
En pratique, on pourra penser au noyau des sphéres dures b(v — vs,n) = |v — vs|. Les

théorémes ont été généralisés en partie & des classes plus larges de noyaux de collision,
mais nous ne maitrisons pas suffisamment la théorie pour donner davantage de détails.

Cas des solutions homogénes en espace

Il existe un cas ot la théorie de Cauchy est compléte (existence et unicité des solutions
méme loin de ’équilibre) : le cas homogéne en espace. La distribution de particules ne
dépend plus de la position z et ’équation de Boltzmann devient une équation purement
non-locale sur R, x RY

of=Q(f f)
ft=0):= fo.

Il est alors possible de tirer partie des annulations entre la partie positive de

(1.1.37)

Qif,f) = / F (o) (2, 05w — vy, m)dn do

RdxSd—1

et de sa partie négative Q_ := Q4+ —Q. Dans le cas des sphéres dures (b(v—v, 1) := [v—v4]),
on a le théoréme d’existence suivant. Considérons pour x > 0 et p € [1, 00| la norme

(1.1.38) 1/ ze ey = 1L+ [0]") f ()] e (),

et LE(R3) 'espace de Banach associé.
Théoréme 1.1.1

Considérons fo > 0 tel que H(fo) et || follp1(rs) soient finis. II existe alors une unique
solution f(t) de I'équation de Boltzmann dans C(Ry,L'(R3)). De plus f(t) est borné
dans L}(R®) et vérifie le théoréme H

H(f(t)) < H(fo).
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On peut trouver la preuve de ce théoréme dans le chapitre 6 de [CIP94]. Ce type de
résultat a été montré dans un premier temps par Torsten Carleman dans [Car33| dans
le cas de LgO(R?’). Par la suite il y eu un développement assez important de ce type de
résultat, notamment pour des noyaux de collision différents.

Notons aussi pour ’équation homogéne, il est possible de montrer que les solutions
convergent vers la solution stationnaire. Il reste alors & quantifier cette convergence(voir

[BC99, Mou06b), Mould]).

Solution loin de I’équilibre

Commengons par citer un résultat d’existence et d’unicité en temps courts : on se place
dans un domaine sans bord (A est R? ou T¢).

Théoréme 1.1.2

Soit fo € CO(A x R?) tel qu'il existe deux constantes 3, > 0 telles que

(1.1.39) sup fo(az,v)eg‘”|2 <.
(z,0)EAXRE

Alors il existe une constante C' indépendante de (3, u et fo tel que I’équation de Boltz-
mann admette une unique solution continue sur [0, T], avec T = Cy3?, C ne dépendant
que de la dimension. De plus on obtient la borne suivante sur la solution :

(1.1.40) sup | f(t,x, v)e%”'?‘ < 27.
(z,v)eAXRY

Ce sont les solutions au sens classique de ’équation de Boltzmann. Ce sont celles qui
sont dérivées a partir d’un systéme de particules (voir le paragraphe .

Ce type de résultat peut s’étendre dans le cas d’un domaine & bord pour les réflexions
spéculaires, isotropes ou Maxwelliennes (avec température uniforme). De plus Yan Guo,
Chanwoo Kim, Daniela Tonon et Ariane Trescases ont montré la propagation de la régu-
larité pour la solution de Boltzmann dans le cas d’un domaine a bord (voir |[GKTTI17]).

Le résultat d’existence en tout temps le plus complet est la construction de solutions
renormalisées, et de Ronald DiPerna et Pierre-Louis Lions (voir [DL89], amélioré plus tard :
[Lio94bl, [Lio94a)] entre autres).

On reprend la présentation du Théoréme 2.3.4 de [SR09| dans le cas sans bord.

Définition 1.1.1

Une solution renormalisée de I’équation de Boltzmann est une fonction

f € C(RY, Ligo(A x R))
qui vérifie au sens des distributions

(1.1.41) M8 +v- V)T <AJ;> =T (X;) QUf, f)

pour toute fonction test I' € CY(Ry) tel que |T'(s)| < C/\/1+s.
De plus on demande que f(t) vérifie
— la conservation locale de la masse

8t/f(v)dv+divx/f(v)vdv =0,
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— la conservation de I'impulsion avec une mesure de défaut

at/f(v)vdv+divx/f(v)v®vdv+vxu =0,
ot p est une mesure de Radon su Ry x A & valeurs dans les matrices d X d

symétrique positive
— et I'inégalité d’entropie

H(f(0)|M) + /A tr (1) (dz) + /0 /A D(f(s))(2)de ds < H(fo| M)

avec tr la trace des matrices carrées.

Il est en fait possible d’'imposer que (|1.1.41f) soit vérifiée dans un sens plus fort.
Théoréme 1.1.3

Soit fo > 0 une fonction Li (A x RY) telle que H(fo|M) soit finie. Alors il existe une
solution renormalisée f(t) de I’équation de Boltzmann avec f(t = 0) = fo.

Le résultat a été généralisé par Stéphane Mischler au cas d’'un domaine a bord avec une
condition de bord Maxwellienne (voir [Mis00, Mis10]). Pour ce faire il utilise I'information
de Darrozés-Guiraud pour avoir un estimation a priori de f(t) au bord, ainsi que
des méthodes d’analyse avancées.

Solution proche de 1’équilibre

L’idée est de regarder les solutions de I’équation de Boltzmann de la forme

ft) == M1+ g(t)).

ol g(t) est bornée dans un bon espace. On définit 'opérateur de Boltzmann linéarisé comme

Lo =17 (QUM, Mg) + Q(Mg, M)

(1.1.42)
= /(gi + 9" — g — )M (v)b(v — v, n)db.dn.

Celui-ci vérifie les propriétés fondamentales suivantes :
Théoréme 1.1.4
Considérons un noyau de collision vérifiant la condition . Alors I'opérateur —Lp

est autoadjoint et positif sur L?>(M (v)dv) et son noyau est égal a

(1.1.43) ker(—Lp) = Span{1,vy, - - - ,vg, [v|*},

De plus pour tout g dans le domaine de —Lp, on peut décomposer
(1.1.44) —Lpg=rv(v])g+ Kg

avec K un opérateur compact et

(1.1.45) v(|v]) = /M(v*)b(v — Vs, ) dbydn.

Enfin Lp a un saut spectral : il existe vy > 0 telle que

(1.1.46) gekeri(IleB)J- (9, =LBg) = vollglI T2 (a1 wyav)-
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Le théoréme précédent est une contre-partie linéaire du théoréme H et du faite que
les seules quantités conservées par I'équation de Boltzmann soient la masse, I'énergie et
I'impulsion (on en trouve une preuve dans le parragraphe 3.2.1 de [SR09]).

Les premiers résultats d’existence et d’unicité en temps long pour des domaines sans
bord (R? ou T?) ont été prouvés par Seji Ukai dans [Uka74), [Uka76]. Il considére 'espace
de Banach

(1.1.47) Hyp, = {9, lgllm,, = sup(1+ [0[)/2| M2 g]| gr(a) < 00}
v
avec H¥(A) I'espace de Sobolev de régularité s.

Théoréme 1.1.5
Il existe lg > 0, sg > 0 tel que pour | > lg, s > s, il existe € > 0 tel que pour

g0l . < e,

I'équation de Boltzmann admet une unique solution de la forme f(t) = M(1 + ¢(t)),
avec g(t = 0) = go et g € L>(Ry, Hy ) UC(Ry, Hyg).

La preuve du théoréme se fait par analyse spectrale de v -V, — Lp.

Dans le cas d'un domaine & bord, la méthode spectrale n’est pas forcément la plus
adaptée. Yan Guo a développé une autre théorie de Cauchy pour I’équation de Boltzmann
pour des solutions moins réguliéres (voir [Guol0]). Fixons A C R? un domaine strictement
convexe suffisamment régulier avec la loi de réflexion spéculaire au bord de A (le méme
théoréme est énoncé pour la réflexion Maxwellienne avec température uniforme, mais avec
des conditions légérement différentes) Introduisons pour p > 0 et 8 € R le poids

w(v) = (1+ p?|v]?)P?, 8> 3.
Théoréme 1.1.6

Il existe £ > 0 tel que pour toute fonction gy vérifiant ||wgo||z~ < €, fo := M 4+ M'/2g,
positive et

/g0M1/2dv dx = /goMl/Q\vlzdvdv =0.

Alors I’'équation de Boltzmann avec réflexion spéculaire au bord admet une unique
solution pour la donnée initiale fy. De plus cette solution est de la forme (M+M"'/2g(t))
avec pour un A > 0

sup M wg(t)]| <
teR+

La preuve s’appuie sur une analyse de g, solution de I’équation linéarisé
(1.1.48) 8t§+v~Vx§:£B§.

L’auteur commence par découper § en deux morceaux. Une partie « hydrodynamique »
qui est la projection de g sur le noyau de Lz et une partie « purement cinétique ». La norme
L? de la partie purement cinétique peut étre directement contrdlée par la dissipation due
a Lp (et a son saut spectral). Par un argument de compacité, auteur montre qu'’il est
possible controler la norme L? de la partie hydrodynamique par la norme L? de la partie
cinétique.

Dans un second temps 'auteur cherche un contréle dans un espace L* & poids de g.
En itérant deux fois la formulation de Duhamel, il obtient

3(t) = S(t)go + /0 S(t—1)LpS(T)go + /0 dr /0 dr'S(t - 1) LpS(r — ) Lpa(r),



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION : THEORIE CINETIQUE COLLISIONNELLE

avec S(t) le semi-groupe associé au transport libre avec réflexion. Les deux premiers termes
de la somme sont quasiment explicite et seul le troisiéme peut poser probléme. On remarque
que 'on intégre deux fois en vitesse (on voit 'opérateur L5 comme une intégration en
vitesse) et deux fois en temps. Une intégration en vitesse et en temps se combinent pour
faire une intégration en espace. On a transformé une intégrale singuliére £Lp (uniquement
en v) en une intégrale en (z,v). En utilisant la borne L? sur §(t), on controle le dernier
terme dans L.

La partie non-linéaire de 'opérateur de Boltzmann étant controlable de maniére qua-
dratique dans notre L & poids, on peut conclure.

Notons que le résultat a été généralisé au cas d’une réflexion maxwellienne avec une
température non homogeéne (voir [EGKM13] et le paragraphe suivant).

Probléme stationnaire

On peut enfin regarder le cas de I’équation stationnaire, en particulier dans le cas d’un
domaine borné avec une condition de réflexion maxwellienne au bord.

Ce probléme est notamment lié a la modélisation d’un gaz entre deux plaques a dif-
férentes températures. Le systéme est alors hors équilibre mais on peut espérer que dans
certaines conditions, il existe une solution stationnaire, qui dans la limite macroscopique
permet de retrouver la loi de Fourrier (la température croit de maniére affine entre les deux
plaques).

Un résultat d’existence et de stabilité des solutions stationnaires de Boltzmann a été
montrer dans le cas ot la température au bord du domaine ne variait pas trop (sup, , [7'(z)
—T'(y)| est suffisamment faible par rapport a inf, T'(x), voir [EGKM13]). La preuve utilise
le méme type d’estimation L? — L™ que celles décrites dans le paragraphe précédent.

Notons que Raffaele Esposito et Rossana Marra ont écrit une review sur le sujet [EM20].

De plus amples détails sur la théorie de Cauchy de ’équation de Boltzmann sont don-
nées par Cédric Villani dans [Vil08]. Pour I’équation de Landau, une courte liste de résultats
d’existence est donnée dans 'introduction de [GHJO20] (nous donnerons quelques résultats
dans le paragraphe suivant).

1.1.5 Limite des collisions rasantes

Comme expliqué dans le paragraphe I’équation de Landau peut-étre vu comme
une asymptotique de ’équation de Boltzmann. Nous détaillerons ces notions dans ce pa-
ragraphe. On ne regardera que le cas de la dimension 3.

Définition de ’opérateur de Boltzmann pour des noyaux de collisions sans cut-
off

Revenons au cas des noyaux de collision de la forme
(1.1.49) b(v —vs,m) = v — vi|7q(0)

avec 6 'angle entre et v —v,, 7 € [—3,1] et ¢ :]0, 7] — R4 continue. On peut se demander
dans quels cas on peut définir pour toute fonction ¢ € C2° l'opérateur de Boltzmann
Q(p, ) associé au noyau b. On commence par faire le changement de variable

neS?— (6,nF) €[0,7] x (SN Vect(v — v,)),
vV — Uy

1N = cos ) ———

v — vy

dn = sin 0 d6 dn™*.

+sinfnt,
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On a alors

(1 —cosf)
2

S sinflv —v| )

(v—v.) +
ce qui donne les estimations suivantes
(v —v) = O(Jv — v,|0) et /(v' —v)dnt = 7(1 = cosB) (v — vs) = O(|v — v.]?6?).

En appliquant un développement de Taylor, pour une certaine constante

Cy == sup (|f(0)| + [Vf @)l + V2 ()])ex"T,

On peut alors intégrer par rapport a 77L

\ [uehse - s nar

< C’?(l —cos0)|v — v | M (v) M (vy)
puis par rapport a 6

/ ' / (f) FL) = F(0) f(v))dn*| v — v | q(6) sin 0d6

< ACH v — v 7T M (v) M (v.)

qui est intégrable par rapport a v, avec
s
(1.1.50) A= / q(0)sinf(1 — cosb)db.
0

On peut donc définir Popérateur de Boltzmann Q(f, f) si 'intégrale (1.1.50) est finie. En
particulier, Q(f, f) est défini pour ¢(0) ~ 0" avec v strictement plus grand que —4.

Le noyau de collision associé¢ au potentiel de Coulomb V(r) = 1/r est donné par la
formule de Rutherford (& une constante multiplicative prés)

1
lv — v, |3sin?(0/2)

(1.1.51) b(v — vy, m) =

Il se trouve donc a la limite des potentiels admissible : en reprenant les notations du para-
graphe précédent, ¢(#)sinf(1 — cos ) v 89~! qui n’est pas intégrable. L’intégral ((1.1.50

a donc une divergence logarithmique en 0.
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Régularisation du noyau de collision par coupure des collisions rasantes

Pour décrire un gaz de Coulomb en densité faible, Landau introduit le noyau de collision
tronqué

19201
|log | sin#(6/2)

(1.1.52) ba(v — vs,1) = |73,

v — v,
Ainsi les constantes A, associées vérifient

1 T sinf(1 — cosf) 8 ™ df
Ay = de ~ — ~ 8
|10goz|/a sin® 0/2 0 |logoz|/a 6 o

On peut alors montrer que 'opérateur de Boltzmann Q, (-, -) associé au noyau b, converge
vers 'opérateur de Landau @, défini ((1.1.13]) pour a =1 au sens ot ,

Vi € CX(R?), Qalp,9) — 8 Qule, ).
On peut généraliser en regardant des noyaux de la forme
(1.1.53) ba(V — vi,m) = |V — vi| 7qa(0)

avec o(f) qui se «concentre» sur les collisions rasantes (6 ~ 07). Plus précisément on
suppose

(1.1.54) /0” Ga(6)(1 — cos 0) sin(6)dd — A € (0,00)

V6 > 0, sup qo(6) — 0.
0>00 a—0

Dans ce cadre on veut montrer formellement que la suite d’opérateurs de Boltzmann @,
associés aux (by)a converge vers Ao.Qpr, Qp 'opérateur de Landau pour a = v + 2 (au
méme sens que précédemment). Une preuve de la convergence a été donnée par Laurent
Desvillettes dans [Des92] pour un scaling particulier (go () sin @ = a~3¢(0/a) sin(f /) avec

I'intégrale (1.1.50)) finie).

Régularisation par coupure des interactions a longue portée

Une autre stratégie pour décrire le comportement du potentiel de Coulomb (peut étre
plus physique) est de tronquer le potentiel : pour une certaine fonction f : RT — RT
décroissant suffisamment vite a I'infini, on définit

flar)

(1.1.55) Va(r) = =

avec a~! la longueur d’écrantage Debye. Dans le cas ot f(r) = e™" on retrouve le potentiel
de Yukawa. On peut montrer que pour @, la suite des opérateurs de Boltzmann associés
aux V,, |log a|71Q. convergent vers 'opérateur de Landau A @ pour a = 1.

Résultats sur la limite de collisions rasantes

La question suivante est de montrer que la suite des solutions (fq)a>0 des équations
de Boltzmann associées aux opérateurs (), converge vers la solution f, de I’équation de
Landau associée & A,Qr. Il existe différents résultats correspondant aux différents types
de solutions des équations de Boltzmann et Landau.
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Une analyse rigoureuse de cette limite a été donnée dans un premier temps par Arsenev
et Buryak dans [AB91]. La preuve dans le cas linéarisé est donnée dans [Des92|]. Alexandre
et Villani ont montré dans [AV04] la convergence a extraction prés des (fq)a solutions
renormalisées de 1’équation de Boltzmann vers une solution renormalisée de I’équation de
Landau (définie dans le méme esprit que pour Boltzmann). Leur résultat s’applique a
une famille trés générale de noyaux de collision vérifiant des conditions minimales : on a
convergence dés que les objets manipulés sont définis dans un sens trés faible. Il est alors
possible d’appliquer ce résultat au noyau de Yukawaﬁ

Nous renvoyons & I'introduction du chapitre |4| pour plus de détails sur le probléme.

1.2 Systéme déterministe de particule microscopique

Nous allons maintenant définir le systéme qui nous a principalement intéressé pendant
la thése. C’est un déterministe, avec éventuellement des réflexions au bord décrites de
maniére probabiliste.

1.2.1 Systéme Hamiltoniens de particules en interaction

Considérons A un domaine que nous supposerons dans un premier temps non borné (le
tore plat T¢ ou l’espace entier ]Rd). On considére un systéme de N particules identiques
évoluant dans A. Notons D := A x R? le fibré tangent du domaine et

N = (.%'1,1]1,"- ,J}N,UN> S DN, Xy = (.%'1,"- ,$N> et Vy := (’Ul,"' ,’UN)
les coordonnées du systéme. On définit le Hamiltonien
L 1 9 L ’.%'z — xj\
(1.2.1) HN(Zn) = 5|V + Vv(Xn), VN(XN) =« v —
1<i<j<N

ol V est le potentiel d’interaction entre deux particules. On a séparé ’énergie cinétique
du systéme |V |?/2 et I'énergie potentielle V(X y). Les paramétres ¢ (le rayon des par-
ticules) et a seront centraux dans 1’étude du comportement du systéme quand le nombre
de particules tend vers I'infini.

Les particules suivent la dynamique Hamiltonienne définit par Hy

dai = Vo, HN(Zn(t) = vi,

N
ii:_ z; VA . it .
dy Ve, Hy(Zn (1)) - ;vv -

i

(1.2.2) Vi e [1,n],{

Le potentiel V caractérise notre systéme de particules. Idéalement nous souhaiterions
comprendre le cas d’un potentiel de Lénard-Jones V(r) := r~12 — =6 modélisant les in-
teractions de Van der Waals, attractive a longue distance et répulsive a courte distance.
Cependant ’étude d’un tel systéme est pour le moment hors de portée. Un autre cas im-
portant est I'interaction via la loi de puissance V(r) := r~*° (avec s positif), correspondant
aux gaz de Riez.

En pratique, dans le cadre de la limite de densité faible, on ne pourra regarder que
des potentiels symétrie sphérique, décroissants et a support compact (ou dans le cadre de

[Ayil7] & décroissance trés rapide).

4. Nous remercions Raphael Winter pour cette remarque.
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Systéme des sphéres dures

Le cas le plus simple en théorie cinétique collisionnelle est le systéme de sphéres dures,
ou 'interaction se fait via le potentiel (formelle) d’exclusion (formelle)

V(r) ::{ 0if r] >1

oo else
Dans le cas des sphéres dures on se restreint a I’espace des phases
DN .= {Zn,HN(ZN) < o0}
qui est une variété & bord. On peut décomposer son bord comme 1'union des
(‘)ng ={Zn, |zi —zj| = ¢}

Le systéme de particules évolue selon la dynamique hamiltonienne (les particules se dé-
placent en ligne droite & vitesse constante) & I'intérieur de DV, Lorsque la trajectoire touche
un des 87)% (et donc que 'on a collision entre deux particules), on applique les lois de
Descartes

(1.2.3)

avec 7 I'instant oul les particules se collisionnent.

Théorie de Cauchy du systéme de particules

La dynamique étant Hamiltonienne, Hy est conservé au cours du temps. Dans le cas
out le potentiel d’interaction est une fonction C?(R?.), avec éventuellement une singularité &
I’origine mais bornée inférieurement, le théoréme de Cauchy-Lipschitz couplé a la compacité
des lignes de niveau de Hy sont suffisants pour prouver que le flot est défini pour tout
temps. Cependant dans le cas des sphéres dures, comme deux collisions impliquant une
méme particules peuvent avoir lieu simultanément, la dynamique ne peut pas étre définie
pour certaines données initiales. Néanmoins le théoréme suivant di & Roger K. Alexander
(voir [AleT5]) assure que de telles situations n’arrivent presque jamais :

Théoréme 1.2.1

La dynamique des sphéres dures est bien définie Lebesgue-presque partout dans DY

Une trajectoire est pathologique si deux collisions peuvent arriver dans un intervalle
de temps de taille arbitrairement petite (ce qui prend en compte les collisions multiples
impliquant au moins trois particules). L’idée de la preuve est de montrer que I’ensemble des
données initiales permettant deux collisions sur un petit intervalle de temps de longueur
§ est de taille O(62). Ainsi en découpant un intervalle de temps [0,7] en T/§ tranches de
taille §, le poids des données entrainant deux collisions dans une méme tranche tend vers
zéro avec 6. On peut alors faire tendre § vers 0 et déduire que les données initiales menant
& une trajectoire pathologique forment un ensemble de mesure nulle.

Le point crucial de la preuve est la conservation de la mesure de Lebesgue par la
dynamique. Ainsi il est suffisant de faire des estimations sur la premiére tranche [0, d]
puis de les décaler sur les tranches suivantes [kd, (k + 1)d] (k € {0,--- ,T/d}) grace a la
dynamique. Dans la suite, ce sera un des points limitants pour trouver un bon modéle pour
les réflexions sur aux bords du domaine.
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Borne sur le nombre de collisions

Placons-nous maintenant dans I’espace entier A = R%.

L’une des propriétés importantes du systémes des sphéres dures est que les particules
ne peuvent n’avoir qu'un nombre de collisions fini. Une premiére preuve de ce résultat a
été donné par Vaserstein [Vas79| dans le cas d’une large classe de systémes de particules
en interaction, puis simplifiée par Illner pour des sphéres dures (voir [I1I89] T1190]).

L’idée de la preuve est qu’a partir d’un instant 7eugter, les particules se séparent en
différents clusters s’éloignant les uns des autreslﬂ La vitesse d’une particule étant bornée,
elle ne peut pas sauter d’un cluster a 'autre et les collisions se font entre particules d’un
méme cluster. Or s’il y a une nouvelle interaction aprés Tejuster, comme celle-ci est répulsive,
elle conduira & séparer le cluster en de nouveaux clusters.

En fait il existe méme une borne uniforme (en la donnée initiale) sur le nombre de
collisions que peut avoir le billard. Une premiére borne a été exhibée par Burago, Ferleger,
et Kononenko [BFK98] : il y a au plus (32N3/2)N* collisions (N étant le nombre de sphéres
dures).

Notons que si l’on fait la distinction entre les collisions déviant beaucoup les particules
et celles ne les déviant presque pas, il est possible d’améliorer les estimations. Denis Serre
a montré ainsi que le nombre de ces collisions «fortes» est O(N?) (voir [Ser21]).

Dans le cas d’interactions wvia des potentiels plus réguliers, de tels résultats semblent
difficiles a obtenir. En particulier, il est apparu qu’au lieu des collisions, on veut borner le
nombre de fois ot deux particules peuvent étre a distance €. On peut ainsi imaginer des
situations avec une particule entre deux autres, oscillant rapidement et se touchant un trés
grand nombre de fois.

1.2.2 Mesure de Gibbs

Nous allons maintenant construire une mesure sur notre systéme de particules. Notons
déja que comme la dynamique est hamiltonienne, la mesure de Lebesgue est conservée
par la dynamique. Cependant, I’espace des phases n’étant pas compact, la mesure n’est
pas de masse finie. Le Hamiltonien du systéme étant conservé, toutes les mesures du type
F(H(Zn))dZ N vont étre des mesures invariantes du systéme.

Comme on veut regarder des mesures de probabilité, on se restreint au cas d’un domaine
compact, id est A := T

Ensemble micro canonique

Une premiére solution est de regarder le cas ou I’énergie du systéme est fixée, & NE
(avec E D'énergie moyenne des particules), en prenant pour F' la mesure de Dirac. Cela
définit la mesure de Gibbs micro-canonique :

. 1 1
(1.2.4) APRT(Z) i= Oy ()N = 5 [VHN(Z) dor(Z)
€ €

ou do est la mesure de Hausdorfl sur la surface {Hy(Zn) = NE} et Z. est une constante
de normalisation. Dans le cadre d’un modéle avec un nombre fini d’états, cela revient &
imposer une mesure uniforme & support sur I’ensemble des état d’énergie N E. Cependant
cette mesure n’est pas trés pratique & utiliser, notamment & cause de la géométrie de la
surface {Hn(Zn) = NE} qui peut étre relativement compliquée & comprendre.

5. On dit que le flot est dispersif.
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Ensemble canonique

En pratique, on va choisir F'(p) := exp(—/fp) et définir la mesure de Gibbs canonique
comme

(1.2.5) AP (Zy) = Zi (fﬂ) 7 exp (—BHN(Zx)) dZy,

avec d la dimension du domaine. Cela revient a fixer la température du systéme 1/ plutot
que son énergie.

Le choix de cette mesure par rapport aux autres possibilités a plusieurs motivations
possibles. Premiérement dans le cas ou les particules ne sont pas en interaction (« est égale
a zéro), on retrouve la distribution Gaussienne sur les particules, qui est complétement
factorisée.

On peut donner une explication formelle plus physique : pour une mesure positive
fn(ZN)dZ N, on peut construire son entropie comme

(126) S(fN) = /long(ZN) fN(ZN)dZN

Cette fonctionnelle mesure la concentration de la mesure fx(Zn)dZy (on peut la voir aussi
comme la quantité d’information du systéme, par analogie avec ’entropie de Shannon en
théorie de 'information).

La mesure de Gibbs canonique est alors la mesure de probabilité qui minimise ’entropie
du systéme a énergie fixée. En effet, définissant 1’énergie moyenne et sa masse comme

()= [ () dx(2x)dZ, M(T) = [ fvl2n)azy (= 1)
on veut trouver les points critiques de la fonctionnelle

F(fn, A B) == S(fN) + AM(fn) = 1) + B(E(fN) — NE)

ou A et 8 sont des multiplicateurs de Lagrange. On applique une méthode variationnelle :
pour toute fonction test gy et tout réel s au voisinage de 0,

F(fn+sgn, N\ B)—F(fn, A B) =s -/(1+>\+log IN(ZN)+BHN(ZN))gn (Zn)dZn+0(s7).

Ainsi si fy est un point critique, on a 1’égalité suivante

1
L+ A+log f(Zn) + BHN(ZN) =0 = f(Zn) = me—ﬂm(zm

et fn(Zn)dZy est la mesure de Gibbs canonique.

Ensemble grand canonique

Il existe des cas ot fixer le nombre de particules est encore trop contraignant. On définit
alors I'espace des phases grand canonique comme 'union disjointe de tout les D" :

(1.2.7) D:=| | D",
neN
et dans le cas des sphéres dures,

(1.2.8) D.:=| |D"
neN
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et on note NV le nombre de particules. On peut alors étendre la dynamique Hamiltonienne
a D tout entier : lorsqu’il y a n particules, la dynamique Zs(t) suit la dynamique Ha-
miltonienne dans D™ (on fait de méme pour les sphéres dures) pour la donnée initiale
Zx(0).

On peut alors définir la mesure de Gibbs grand-canonique comme

/2, "
rand B _/BH’VL Z'n
(1.2.9) dPeand(7,\ ) =% § n' (W) Ipne PHnlZn)qz, .

Ainsi le nombre de particules suit presque une loi de Poisson de paramétre p, et ’espérance
du nombre de particules est environ E®"[N] ~ p.

Dans la limite ot le nombre de particules tend vers I'infini (et que les autres paramétres
a et ¢ suivent la bonne loi d’échelle), on espére que les ensembles micro-canoniques, ca-
noniques et grand-canoniques décrivent un modéle équivalent. Au cours de ce travail nous
n’avons pas essayé de montrer un tel résultat et nous n’avons traité que les cas canonique
ou grand-canonique selon ce qui était le plus pratique.

1.2.3 Condition de Bord

Dans les paragraphes précédents nous n’avons regardé que le cas d’un domaine compact
sans bord, a savoir le tore plat T? := (R/ Z) Dans le cas de ’espace entier, il est possible
d’appliquer la méme preuve pour construire la dynamique, mais la construction d’une loi
de probabilité d’équilibre n’est plus possible. Le présent paragraphe reprend un peu le sujet
de la partie [1.1.2] mais davantage du point de vue de la dynamique.

Dans le cas d’'un domaine & bords (connexe a bord régulier), on doit trouver une
modélisation de la loi de réflexion des particules au bord.

Nous supposons dans la suite que le domaine A est un ouvert connexe dont le bord 0A
est une sous-variété C*.

Une premiére solution est d’imposer une réflexion spéculaire des particules au bord :
quand une particule arrive avec une vitesse v(7~) au point  du bord, on définit n(x) le
vecteur normal pointant vers 'intérieur et la particule est réfléchie avec la vitesse

(1.2.10) v(rT) == v(r7) = 2n(x) - v(77 )n(x)).

Notons que la norme de la vitesse est conservée au cours de la réflexion et que la mesure
de Lebesgue est conservée par la réflexion. On peut donc, comme dans le cas des sphéres
dures, définir la dynamique Hamiltonienne avec en plus une réflexion au bord du domaine.

Ce modéle a été traité par Théophile Dolmaire au cours sa thése pour dériver I’équation
de Boltzmann.

Une généralisation de ce type de modéle s’obtient par ’ajout d’un potentiel extérieur
V(z) confinant les particules. Dans ce cas, le Hamiltonien du systéme devient

HN(ZN) = %|VN]2+04 > v<|mz >+ZV

1<i<j<N

Il a été étudié par Raffaele Esposito, Yan Guo et Rossana Marra dans le cadre de la
dérivation de I’équation de Boltzmann avec un potentiel externe (voir [EGMI11]).

Les deux précédents modéles décrivent un systéme fermé et déterministe. Dans le cadre
de la physique statistique hors équilibre, un probléme est de trouver un état stationnaire en
dehors de ’équilibre thermodynamique, c’est-a-dire pour lequel il existe un flux de chaleur
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non nul. On espére rencontrer de telles propriétés pour un systéme de particules en contact
avec un réservoir a différentes températures au bord du domaine.

Un choix naturel pour modéliser un bord avec une température est d’imposer une
réflexion Maxwellienne. La dynamique n’est alors plus déterministe mais stochastique :
lorsque qu’une particule atteint le bord avec une vitesse vi, au point z, sa vitesse réfléchie
Vout €st donnée par la loi

_Iv?

e 2T(z)

dPx(”out‘Uin) = (Uout : n(x))—Mw(xquut)dvouty Mw(x,v) = at1
2

(2m) 2 T(x) 5

avec T'(z) la température au point x et n(z) le vecteur normal a 0A orienté vers I'extérieur
du domaine.

Malheureusement, nous sommes pour le moment incapables de traiter ce modéle. Une
premiére difficulté est de montrer que la dynamique des particules est bien définie. En
effet, le systéme n’étant pas réversible, on ne peut pas appliquer la stratégie employée
par Alexander dans le cas des sphéres dures. Le second probléme est d’obtenir I'existence
d’une solution stationnaire. Si la température au bord n’est pas constante, on ne sais pas
s’il existe une solution.

Notons que ces deux points sont propres au sphéres dures. Si les potentiels d’interaction
sont lisses, on peut montrer que le processus est bien défini et qu’il admet une mesure
stationnaire (voir [GLP81| pour le cas d’'un domaine convexe et [GKI85| pour des domaines
plus généraux).

Dans tout les cas, si une mesure stationnaire existe, il semble qu’elle soit unique. Or
dans la méthode usuelle de dérivation de ’équation de Boltzmann, on utilise qu’il existe
une famille infinie de solution stationnaire pour donner des estimations a priori sur le
systéme.lﬂ

Le modéle suivant permet de garder le caractére stochastique du cas précédent tout en
simplifiant suffisamment le modéle pour étre traitable. Lorsque qu’une particule atteint le
bord avec une vitesse vy, au point x, on suppose que sa vitesse réfléchie vy, garde la méme
énergie cinétique, mais sa direction est aléatoire. Ce type de loi est traité dans [CPSV09],
dans le cas ot il n’y a qu’une unique particule (la norme de la vitesse n’évoluant pas on
peut la fixer égale a 1).

Un cas particulier important est la loi de réflexion isotrope :

(Uout : n<m))

+
dPy (Vout|vin) = ¢4 OJvous|—|vin | AVout

avec cq une constante de normalisation donnée par

. (2k)!
2k = 5 1710
4k rk=1F)
(1.2.11) Vk € N, !
Cok+1 = ﬁ

Notons que si on récrit la loi de réflexion sous la forme , K (Vout |Vin ) (Vout () ) —dvout
et K (Vout|Vin) (Vin - n(2))_dvi, sont des mesures de probabilité (la loi de réflexion est en
un certain sens réversible). Il est alors possible de montrer que la dynamique des sphéres
dures est bien posée. Ce fut un des résultats de mon travail de doctorat (voir le paragraphe

du chapitre [3)).

6. En fait il suffirait de construire une famille infinie de sur-solutions, vérifiant uniquement des inégalités
de bord. Nous n’avons pour 'instant pas d’idée pour une méthode de construction.
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Dans les modéles précédents, on n’a pas de modéle microscopique d’interaction de la
paroi et de la particule. Pour I'instant, trouver un modéle d’interaction microscopique entre
la particule et le bord du domaine reste un probléme ouvert.

Dans |[GLR82l, [FGS84, [GLRS&6], les auteurs considérérent un modéle explicite de réser-
voir de température (un bain thermalisé ou Heat Bath en anglais). On regarde une famille
de molécules lourdes confinées dans un domaine borné A. Elles interagissent avec un gaz de
particules légéres (modélisant un réservoir de température), distribuées initialement selon
une loi de Poisson a température fixée. Les auteurs montrent que le systéme est bien posé
et qu’il existe une mesure stationnaire.

1.3 Passage de ’échelle microscopique a 1’échelle mésosco-
pique
1.3.1 Scaling de Boltzmann-Grad et théoréme de Lanford

Pour obtenir une description asymptotique du systéme dans la limite N (ou u) tend
vers 'infini, on doit spécifier une lois d’échelle entre N, € (la longueur typique d’interaction)
et a (I'intensité de l'interaction).

Au cours de cette thése nous nous sommes principalement intéressés a des gaz peu
denses. Dans ces modéles, les interactions ont un faible rayon d’action (¢ — 0) et sont
intenses (« est fixé égal & 1). On peut ainsi comprendre les interactions comme des chocs.
I1 faut maintenant fixer la relation entre N (ou u dans le cas de ’ensemble grand canonique).
On souhaite qu’en moyenne, une particule ait une collision quand elle parcourt la distance
0 (le libre parcours moyen).

O 0 ) 125
0

FIGURE 1.4 — La premiére particule va rencontrer la seconde

Lorsqu’une particule traverse cette distance, elle occupe en tout un volume de I'ordre de
g 4+ £9719 ~ 9971, On a collision si une particule est présente dans ce volume. La densité
de particule étant N/L? (avec L une distance typique du systéme, comme par exemple la
taille du domaine), on a 1 = Ne?10/L% ou 07! = Ne?! en choisissant la convention
L = 1. C’est le régime de densité faible, aussi appelé de Boltzmann-Grad (décrit pour la
premiére fois par Bobolyugov dans [Bog60] et Grad dans |[Gra49, [Gra58]).

Donnons maintenant une version simplifier du théoréme de dérivation de Boltzmann
(on choisit de regarder 1’ensemble canonique pour simplifier la présentation).

Soit fo € L'(A x R?) une fonction positive d’intégrale 1. A Iinstant initial on choisit
la distribution de particule FQ ~ f(j@N dZn (les particules sont presque indépendantes les
unes des autres).

Comme le nombre de particules tend vers I'infini, on doit regarder le comportement
typique d’un nombre fini de particules. On définit la s-iéme marginale du systéme (a
I'instant initial) comme la distribution typique de s particules

(1.3.1) 0 (7,) = /F]Q,(ZN)dst dzy.

Le systéme évolue alors selon la dynamique Hamiltonienne, avec Fy(t, Zn)dZy la dis-

tribution de particules au temps ¢, et f ](\‘;) (t, Zs) sa s-itme marginale. Alors
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Théoréme 1.3.1 (Théoréme de Lanford)

[v]?

Si il existe une constante C' > 0 telle que pour tout (z,v) € D, fo(x,v) < exp—5-,

alors, dans le régime de Boltzmann-Grad Ne?0 = 1,

(1.3.2) vie 0,4, £t — f(t,-)

N—o0

ou t est un temps caractéristique du systéme et f(t,-) est solution de I’équation de
Boltzmann

01 (1,2) + 0 Vel (1,2) = QU1 2), S (1,2)).

Nous donnerons plus tard un sens précis a la convergence.

1.3.2 Ordre de Grandeur

Nous allons maintenant calculer I’ordre de grandeur du temps caractéristique du sys-
téme t, définie comme la durée moyenne pour une particule entre deux collisions successive,
ainsi que le libre parcourt moyen 0.

Premiérement calculons la vitesse typique v d’une particule dans un gaz. En notant 6 la
température, m la masse molaire des molécules dans un gaz, kp la constante de Boltzmann
et N4 la constante d’Avogadro. L’énergie moyenne d’une particule est donné par k6. Dans
notre systéme la seule énergie propre d’une particule est son énergie cinétique. Cela permet
de donner une estimation de v

%( JINA)O? ~ kph = v ~ \/k’inwg.

La densité de particule N/L? est donné par la loi des gaz parfaits : en notant avec P
la pression la pression du gaz

P
N/L* = —.
/ kpo
On peut maintenant appliquer le scaling de Boltzmann Grad :
0= L3 . (Nakp)o ¢ = [ L3 _ m(kpNa)f
 Ne2 NP2’ v uNe2 Ny Pe?

On peut faire maintenant une application numérique. On a
Ni=6,0-10mol ! et (kgN4) = 8,3kgm?s 2K 'mol 1.
La masse molaire de 'air et le diamétre d’une particule sont respectivement égales aﬂ
m=29-10"2kgmol !, e=3-10""m.
Enfin dans les conditions atmosphériques usuelles (au niveau de la mer),
6 =18C=29-10°K, P=1,0-10°kgm s 2,

ce qui donne
t=1,6-10""%, 0=4-10 "met b =2,9-10°ms 2.

Notons d’une part que 'approximation de faible densité est vérifiée (0 > ¢). Cependant
les théorémes donnant la convergence de la distribution de particule vers la solution de
I’équation de Boltzmann ne sont valables que des temps de l'ordre de t, ce qui est trés
court.

7. On reprend les valeurs pour un air sec composé de 80% de diazote et 20% de dioxigéne. Les valeurs
des différentes constantes sont tirées des pages Wikipedia Constante universelle des gaz parfaits, Nombre
d’Avogadro et Air. Notons que dans notre calcul seul 'ordre de grandeur du résultat est important.
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1.3.3 Autre scaling du gaz de particule en interaction

Le scaling de Boltzmann-Grad (ou de faible densité) n’est pas la seule échelle intéres-
sante d’un point de vue physique. Selon que les interactions se font a grande ou petite
échelle, le comportement limite du systéme change radicalement. On peut grossiérement
distingué deux cas. Si les interactions se font & longue distance, le systéme limite est plu-
tot dispersif (au sens ot il ressemble beaucoup a I'équation i f + v - V,f = 0), décrit
par une équation ressemblant & 1’équation de Vlasov. Dans le cas d’interactions & courte
distance, le mélange dit aux chocs impliquera un systéme limite diffusif (il ressemble a
of — Ayf = 0) dont la dynamique ressemble a 1’équation de Boltzmann. Notons une

review de Nota, Velazquez et Winter sur ’ensemble des régimes possibles du systéme de
particules(voir [NVW21h]).

Systéme en champ moyen

Rappelons que la limite de Boltzmann-Grad étudiée précédemment correspond & des
interactions trés intenses entre les particules, avec un faible rayon d’action. On peut étudier
le cas inverse appelé la limite de champ moyen : on considére des particules interagissant
via des interactions & longue portée mais de faible intensité. On choisit les coefficients tels
que I’énergie cinétique soit du méme ordre de grandeur que 1’énergie potentielle, i.e. dans
la formule , on fixe ¢ =1 et @« = 1/N, le Hamiltonien du systéme devenant

1 1
HN(ZN) = SIWP+ 5 D Vel

1<i<j<N

Ainsi la distribution des particules Fy(t) vérifie 'équation de Liouville

OFN(t) + Vi - Vxy Fn(t) Z VV(x; — ;) - Vi, Fn(t) = 0.
1<1,j<N
i#]
On peut alors intégrer cette équation par rapport a za,- -+, zx (on retrouve ici la premiére

étape de la hiérarchie BBGKY qui sera décrite au paragraphe [1.3.4)) : en utilisant que
Fx(t) est stable par permutation de ses indices,

1-N
OfN (1) + - Vufy(t,2) - —— / VV(x — 22) - Vo (t 2, 22)dz2 = 0.

En supposant que dans la limite N — oo, f](\?) (t) veérifie 'hypothése de chaos f](\?) (t) ~

f ](\} )(t) Qf ](Vl )(t), on trouve que f ](\} ) converge formellement vers f(¢) solution de I’équation
de Vlasov

8tf(t) +v- vocf(t) - Vx(v*p(t)) : V,Uf(t) =0

(1.3.3) p(t, z) ;:/f(t,:n,v)dv.

Roland Dobrushin a donné une premiére preuve de la validité de la limite de champ
moyen dans le cas ot le potentiel V est C? & support compact (voir [Dob79]). Il s’est appuyé
sur le fait que la mesure empirique

N
Z (zi(t),v: (1))



26 CHAPITRE 1. INTRODUCTION : THEORIE CINETIQUE COLLISIONNELLE

est une solution au sens des distributions de ’équation de Vlasov. L’auteur donne alors une
estimation de stabilité pour les solutions de pour une certaine distance métrisant
la convergence faible (une distance de Wasserstein). Cela assure la convergence faible pour
tout temps.

Le cas de potentiels plus singuliers (typiquement le potentiel de Coulomb V(r) = 1/r
en dimension 3) est un probléme difficile. La mesure empirique n’est plus une solution
de I’équation de Vlasov dans un sens acceptable et il faut trouver une nouvelle stratégie.
Notons les travaux de Sylvia Serfaty [DS18] sur une nouvelle preuve de la convergence
des mesures empiriques dans le cas d’interactions singuliéres (voir aussi [JW16l [BIJW20,
BJW19| qui utilisent le méme type d’idée), et [BJS22] pour une autre méthode (notamment
en tirant partie d’'un bruit supplémentaire sur la vitesse des particules).

Scaling de couplage faible

Regardons maintenant un régime intermédiaire entre le champ moyen et le scaling
de Boltzmann-Grad : le couplage faible. Dans ce régime, les interactions se font a faible
distance (on peut encore parler de collision) mais sont moins intenses que dans la limite
de Boltzmann-Grad. De l'autre coté la densité de particules est beaucoup plus forte que
pour le régime de densité faible. Ainsi une particule aura plein collision la déviant peu.

Précisons le scaling. On se place en dimension 3 et on regarde des interactions via un
potentiel C*°(R3), & symétrie sphérique, décroissant et & support compact. On définit d
par Ne?2 =971, On rappelle le Hamiltonien du systéme de particules

1 i — X
HN(ZN) = §‘VN|2 + « Z v (M> .

€
1<i<j<N

L’intensité de I'interaction est liée au libre parcourt moyenlﬂ ? par o2 =0.

Le cas le plus intéressant est 1’échelle du couplage faible ot o = /2. Dans cette échelle,
la densité des particules est constante Ne® = 1. Dans ce cadre on espére montrer que la
premiére marginale f ](Vl )(t) converge vers la solution de ’équation de I’équation de Landau

PJ_
Df(t) +v - Vaf(t) = AV . / (VS — £V,

v —

pour une constante de diffusion A > 0, différente de celle calculée lorsque 'on passe de
I’équation de Boltzmann a 1’équation de Landau.

Aucun résultat de convergence dans la limite de couplage faible n’a pour le moment été
prouvé, méme dans le cas oul ’on se restreint au temps court. Il existe néanmoins quelques
résultats de consistance de I’équation, i.e montrer que ’équation de Landau est au moins
valable au temps 0. Notons les travaux de Bobylev, Pulvirenti et Saffirio [BPS13| et Winter
[Win21].

Enfin notons le cas collisions rasantes ot I'on prend la limite € — 0 et 9 — 0, mais en
gardant 0 > e. Ce scaling est plus simple a traiter que le couplage faible et I’on peut noter
quelques résultats dans le cas du gaz de Lorentz ou d’une particule marquée dans un gaz
(voir [DRO1), [Cat18]). L’un des projets abordés au long de cette thése était de traiter cette
limite dans le cadre des fluctuations autour de 1’équilibre (voir les paragraphes et .

8. On peut montrer que c’est le seul scaling pertinent dans le cas de potentiels d’interaction lisses a
support compact, notamment pour le passage de 1’équation de Boltzmann & I’équation de Landau. Si on
regarde des potentiels d’interaction avec une singularité V(r) ~ 1/r, on doit choisir 0 = £?|loge].
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] \ Intensité o \ Portée e Equation limite ‘
Boltzmann-Grad a= Ne? =1 | Equation de Boltzmann
Champ moyen a=N"1 1 Equation de Vlasov
Couplage faible oa=¢> Ned =1 Equation de Landau

T
Collision rasante a> ez Ne? =a? Equation de Landau
a = log|loge|~!

FIGURE 1.5 — Résumé des différentes limites d’échelle d’un systéme de particules

Comportement en temps long dans un systéme en champ moyen

Revenons maintenant au cas du systéme en champs moyen. Le systéme est décrit
asymptotique, sur tout intervalle de temps finis, par ’équation de Vlasov . Cest
une équation réversible, contrairement & I’équation de Boltzmann. Cependant si 'on re-
garde le comportement du systéme sur des temps beaucoup plus longs (t = O(N)), Balescu
et Lénard (voir [Bal75]) se sont apergus qu’il existait un phénomeéne de relaxation forte
(quantifié¢) pour le systéme de particules, et que la distribution moyenne des vitesses

g](\}) (t, 7)) = /FN(t, ZN)d-TleQ coodzy
converge formellement vers g(t) solution de ’équation de Balescu-Lennard :

(1.3.4) dg(t) = Qra(g, Vug)

ou l'opérateur de collision est définit par

QrB(g9,Vug) ==V, - /B(v, v — i, Vug) (Vg(v)g(vs) — g(v)Vg(vi)) dvs,

~ 5k-(v—v)
1. . B — Ux, v = k k k * dk’
(135) (0= Beg) = [ (@0

. " th(v*)
k k- =141 k dv,.
ek, k- v, Vg) Jr¢SE(I)1+V( )/de‘-(v—v*)—ié !

Cette équation ressemble & I’équation de Landau, et a les mémes propriétés formelles
(conservation des masse, impulsion et énergie, H-théoréme...). L’équation étant fortement
non linéaire, construire des solutions est assez difficile. Notons un résultat d’existence
et d’unicité montrer par Mitia Duerrinckx et Raphael Winter pour des données initiales
proches de I’équilibre Gaussien.

Comme dans le cas de la limite de couplage faible, les seuls résultats de validité de
I’équation de Balescu-Lénard sont des résultats de consistance. Plus précisément, il existe
une suite ty — oo, ty < N tel que pour tout 7 > 0,

ngnoo (8th)|t:TtN = QLB(QO7 VUQO)‘

Trouver une preuve dans le cas ty = N revient & montrer la validité de I’équation de
Balescu-Lénard. Dans [Due2i], Mitia Duerinckx arrive a une preuve pour ty = (log N)!=9,
0 € (0,1). Ce temps de validité peut étre amélioré si on considére la version linéaire
ou linéarisée du systéme (autour de ’équilibre). Ainsi Mitia Duerinckx et Laure Saint-

Raymond réussirent a atteindre le temps ¢ty = N” pour un certain r < 1 (voir [DSR21]).
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1.3.4 Hiérarchie BBGKY et formulation précise du théoréme de Lanford

Nous donnons maintenant une idée de la preuve du théoréme de Lanford. Pour simplifier
la présentation, on ne regardera que le systéme des sphéres dures dans I’ensemble canonique.
On fait le choix de coordonné réduite v = ¢, T = 7, t=tLetd=2 (avec L une longueur
caractéristique du domaine et v et 0 définie au paragraphe _ On oubliera les ~ dans
la suite.

Soit fo € L'(A x R?) une fonction positive d’intégrale 1. A Iinstant initial on fait
une hypothése de chaos sur la distribution de particules F ]Q,, c’est & dire F' ]% ~ 0 (les
particules sont presque indépendantes les unes des autres).

Comme le systéme évolue selon la dynamique Hamiltonienne, la distribution de parti-
cule F(t) est solution de I’équation de Liouville

N
OFN(tZN)+ Y v Vo, Fn(t, Zy) =0
(1.3.6) i1
FN(t7 y Ly Vgy » = ,xj,’l)j,"'>

= Fn(t,- @iy v, -+ 2,0 J,-- )SlZNGE)D

avec (vf,v}) les vitesses précollisionnelles données en ([1.2.3).
On peut alors intégrer cette équation pour obtenir une équation sur les marginales.
Comme les particules sont indiscernables, leur distribution est stables par permutation des

indices. On a alors

N

atf](\?)(t, Zs) + / [ZUZ : vviFN(ta ZN) H :H'|Zi—£ﬂj|>€] dzsi1---dzy =0
i=1 i#j

](\}g)(t7 ,xi7vi7... ,xj7vj7...) — f](\‘fg)(t7 7.%-7:’1]7/;7... 7xj’v‘;,7...) Si ZS c 8D’i]
En faisant une intégration par parties
(1.3.7)

o Ot Z,) + Zuz Vo FONt, Z)
i=1
=(N —s)elY Z / NV Zo i+ ev,0500) (0 = vsi1) - v)dv dug g
d— 1><Rd

=(N — 5)eld=1) Z/ f](\fﬂ)(t, s @, Uy, e, Ul ) (Vsp1 — ) V) pdy g

/ P, Zoy i + ev,0501) (0531 — 07) - v) 4 dv dvg

S

= (N =)D (Coith - e ) ISV 0 20).

i=1

avec les conditions de réflexion sur 0D; i
9,

On a alors une famille d’équation ou la s-iéme marginale dépend de la (s + 1)-iéme.
C’est la hiérarchie BBGKY, introduite indépendament par Nicolal Bogolioubov [Bog60],
Max Born et Herbert Green [BG46| John Kirkwood [Kir46| et Jacques Yvon [Yvo35].

On peut prendre la limite formelle de la hiérarchie BBGKY. En notant f(*) (t) les limites
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formelles des f J(\}g) (t), celles-ci vérifient la hiérarchie, dite de Boltzmann,

(1.3.8)
aft +sz Vo s = 130 (o0 - b s,

z—l

Vi fe (7 / PO e il 5, 050) (West — v1) - 1)y dvgs,

S;J:_lf (s+1) ( 8) = /f(S)(t7 nga;i,vs-‘,-l)(('vs-i-l - Ui) : V)+dV dv8+1'

Notons que si ’on considére une condition initiale de la forme ( fés))s = ( (j@s)s, alors pour
f(t) solution formelle de I’équation de Boltzmann

Ouf +v-Vaf = QU
£t =0)= fo,

la famille (f(¢)®%), est une solution formelle de la hiérarchie de Boltzmann.
En 1975, Oscar Erasmus Lanford a trouvé un cadre fonctionnel dans lequel les hiérar-
chies BBGKY et de Boltzmann ont toutes deux une unique solution, et dans le cas d’une

(1.3.9)

donnée initiale presque factorisée et «continue», chaque f](\f) (t) converge faiblement vers
725 ).

On énonce un théoréme dans le cadre d’un domaine sans bord, i.e. A := R? ou T, et
dans le cadre canonique (il existe un théoréme similaire dans le cadre grand canonique).

Théoréme 1.3.2

Soit fy une fonction continue sur A x R% et une suite de distributions de probabilité

g w2
F0 telles qu’il existe deux constantes 3 > 0 et v € R telles que fo(x,v) < e P27 et
que les marginales fN de F](\], vérifient

ﬂ\Vs|2

(1.3.10) sup sup f]?,’(s)(Zs)e Y <,
seN Zs;eDs
0,(s) 0®s ﬁ\vs\‘@sv
(1.311)  sup sup | [ Tgimayme (F87(Z0) — £025(Z0) ) 72 — 0.
sEN ZoeD* |} 2 ic N—oo

Alors pour tout temps t € [0, 02;7] (avec C' une constante ne dépendant que de la

dimension), dans le scaling de Boltzmann-Grad 0~ = Ne¢~1
f](\}g) (t,-) — f@5(t,-) presque partout sur D*

avec f(t,-) solution classique de I’équation de Boltzmann (1.3.9).

Pour construire une donnée initiale presque factorisée, on peut considérer la distribution
suivante de particules

(1.3.12) FY(Zy) :

N
H H Voi—aj|>e

1<i<j§N

Elle vérifie les conditions du théoréme ((1.3.10)) et (1.3.10). On peut alors interpréter le
théoréme de Lanford comme un résultat de propagation du chaos faible : si & I'instant
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initial les particules sont presque indépendantes, alors cette quasi-indépendance se propage
au cours du temps.

Le théoréme a été étendu au cas d’interactions via un potentiel & support compact
par Francis King (voir [Kin75]). Dans ce cas il n’est pas possible d’utiliser directement les
marginales pour construire la hiérarchie BBGKY et il faut un peu modifier leur définition
pour retrouver une hiérarchie d’équations.

Notons que dans sa formulation précédente, la convergence se fait dans un sens trés
faible et la vitesse de convergence n’est pas estimée. Des versions quantitatives du théoréme
ont été données par Mario Pulvirenti, Chiara Saffirio et Sergio Simonella (voir [PSS14]) et
par Isabelle Gallagher, Benjamin Texier et Laure Saint-Raymond (voir [GSRT13]). Dans
[Deni8| de Ryan Delinger décrit précisément les sous-parties de (A x R?)* sur lesquelles la
convergence est uniforme (voir aussi [BGSRS1S]).

Les preuves précédentes ne sont valables qu’en temps fini : pour v = 8 = 1 on peut
montrer que le temps de validité du théoréme est de 'ordre de 0, 2. Un résultat en temps
long long a été obtenu par Reinhard Illner et Mario Pulvirenti (voir [IP89]) en se restrei-
gnant 4 un gaz peu dense dans ’espace entier : la distribution initiale vérifie

folz,v) < Cexp(=B(|z[* + [v]*))

pour C' une constante suffisamment petite (et dépendant de f3). Les effets dispersifs sont
alors dominants et permettent de meilleures estimations a priori que dans le cadre du
théoréme de Lanford. C’est a ce jour le seul résultat en temps long pour la dérivation de
I’équation de Boltzmann compléte.

Notons un résultat sur d'un gaz composé d’'un mélange de deux espéce de particules.
Considérons un systéme composé de AN de sphéres dures de rayon Re (les particules 1) et
(1—A)N particules de rayon re (les particules 2) avec A € (0,1), R,r > 0 ne dépendant pas
de N. Dans [AMP22], loakeim Ampatzoglou, Joseph Miller et Natasa Pavlovi¢ montrérent
que dans le régime de Boltzmann-Grad Ne?~1 = 1, le systéme est décrit par une équation
de Boltzmann & deux espéce :

(1.3.13) {@fl +v-Veoft = c11Q11(f1, [1) + c12Q1,2(f1, f2)

Ocfo+v-Vafo=c21Q21(f2, f1) + c22Q12(f2, f2)

avec f; la distribution des particules de type 1.

Présentons maintenant quelques résultats quand le domaine A a des bords. Le cas
d’un potentiel externe a été traité par Raffaele Esposito, Yan Guo et Rossana Marra (voir
[EGM11]), et le cas de la réflexion élastique (du type ) par Théophile Dolmaire (voir
[Dol22]). Dans le cas de la réflexion Maxwellienne, les estimations utilisées par Lanford
pour controler les hiérarchies BBGKY ne sont plus valables, et il n’existe pour I'instant
aucun résultat sur ce type de systéme. Enfin le cas de la réflexion isotrope a été traité au
cours de cette theése (voir le paragraphe [2.1]le chapitre 3| et [LB22al).

Le théoréme de Lanford peut étre vu comme une loi des grands nombres. On se place
maintenant dans le cadre grand canonique et on considére pour fp : D — R une fonction
continue positive, d’intégrale 1. On construit la distribution

(1.3.14) dP.(Zy) = =Y %Mzn T Lo [$(Z0)d 20,

qui est une mesure chaotique en grand canonique.
On définit la mesure empirique du systéme de particule comme la mesure aléatoire 7
qui a une fonction continue, bornée h sur A x R? associe

t
€
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N
1
(1.3.15) wl(h) = =) h(z(t).
s
On peut alors réexprimer le théoréme [1.3.2] sous la forme

Théoréme 1.3.3

Supposons que € et p vérifient le scaling de Boltzmann-Grad pus®' = 27!, soit une

fonction fp : D — R continue positive, d’intégrale 1 et vérifiant la borne fo(x,v) <
[vl? C’e*W]

exp <_BT — fy) pour deux constantes 3 > 0 et . Alors pour tout t € [0,07
pour toute fonction test h € C.(D), on a

7t (h) —/h(x,v)f(t,x,v)d:rdv > (5> — 0,

U—00

(1.3.16) v6 > 0, P. (

ot f(t) est solution de (1.3.9).

C’est une forme de convergence en probabilité. Il est possible, comme dans le cas canonique,
de préciser la topologie de la convergence, et d’en estimer la vitesse.

Pour aller plus loin dans la description statistique des sphéres dures, il est possible
d’écrire un théoréme central limite et un principe de grande déviation pour la mesure
empirique. Ces résultats ont été obtenus pour les sphéres duresﬂ et sur le temps court (le
méme temps que dans le théoréme de Lanford) par Bodineau, Gallagher, Saint-Raymond

et Simonella dans [BGSRS20a.

1.3.5 Un modéle de gaz simplifié : le gaz de Lorentz

Les résultats précédents étant valables uniquement sur un temps court, I’étape suivante
est de dériver une équation cinétique sur le temps long. Une premiére solution est de
regarder une version simplifiée du gaz de spheéres dures : le gaz de Lorentz.

Dans ce modéle on tire une suite de points (Z;);~0 € AN selon un processus de Poisson
ponctuel de paramétre p (la densité de particule), en autorisant deux particules a étre
a distance inférieure a €. En chaque z; on fixe un obstacle de taille €, ce qui définit un
potentiel aléatoire

(1.3.17) V.(y) :zazi:v(y;%).

Finalement on introduit une unique particule mobile dans le systéme et 'on cherche a
obtenir une description de sa distribution de probabilité.

Si on suppose que la densité de particules du background suit le scaling de Boltzmann
Grad pe®! =271, en suivant le méme principe que pour le gaz des sphéres dures, on a
seulement de rares interactions intenses avec les obstacles. Ainsi la distribution de la parti-
cule f.(t,x,v) converge formellement vers f(t,z,v), solution d’une équation de Boltzmann
linéaire

(1.3.18) Orf(t) +v-Vauf(t) = /

Sd—1

(f(t,[oln) = F(t,2,0)b (n- ) dn.

Notons que la forme du noyau s’explique par la conservation de I’énergie cinétique au cours
du choc, et le fait que le systéme est invariant par rotation.

9. Ce résultat ne semble pas trés difficile & adapter au cas de potentiel décroissants & support compact
en suivant [Kin75) [GSRT13].
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O

©0)

FIGURE 1.6 — Une particule (noire) évolue dans un gaz de Lorentz (les particules blanches).

La preuve de la validité de I’équation a été donnée par Giovanni Gallavotti
|Gal69], Herbert Spohn [Spo78] et Carlo Boldrighini, Leonid Bunimovich et Yakov Sinai
[BBS8&3].

Dans le cas ot les obstacles ne sont plus répartis selon un processus de Poisson, mais
sur un réseau, il existe des trajectoires ne rencontrant aucun obstacle et faisant apparaitre
des effets de mémoire. L’équation de Boltzmann ne décrit alors plus le processus limite et
on doit travailler dans un espace des phases élargi (ce fut remarqué dans un premier temps
par Emanuele Caglioti et Frangois Golse [CGO08, [CG10], voir aussi [MS19]).

Le gaz de Lorentz étant plus simple que celui des particules en interaction, les résultats
de convergence sont donnés pour tout temps. Il est de plus possible d’obtenir des estima-
tions quantitatives sur la convergence. On peut donc espérer pouvoir prendre de maniére
couplée la limite de Boltzmann-Grad et la limite de collisions rasantes, i.e. &« — 0, 0 — 0
(avec la bonne relation entre « et ).

Laurent Desvillettes et Valéria Ricci traitérent dans [DRO1] le cas d’un gaz de Lorentz
en dimension 2, avec un potentiel d’interaction lisse & support compact et le scaling

a=¢" pe=0"1=¢e" avec r € (0,1/8).

Dans ce cadre, ils parvinrent a dériver une équation de Fokker-Planck pour la distribution
de la particule marquée, qui est un analogue linéaire de 1’équation de Landau. Sur le méme
sujet notons, 'article de Detlef Diirr, Sheldon Goldstein et Joel Lebowitz traitant d’un
scaling un peu différent menant au méme type d’équation (voir[DGLST]).

Notons que dans un article précédent, Laurent Desvillettes et Mario Pulvirenti déri-
vérent dans un cadre similaire une équation de Boltzmann linéaire sans cut-off, dont le
noyau est associé a une loi de puissance (voir [DP99]). Pour ce faire, les auteurs considé-
rérent un potentiel avec une singularité a ’origine et une coupure des interactions & grande
distance.

Enfin notons un équivalent quantique du gaz de Lorentz, le modéle d’Anderson dont
nous donnons une description rapide. On considére un potentiel aléatoire

(1.3.19) Ve(w) == ) ugV(z —q)

qezd

ou V(x) est une fonction lisse, & symétrie sphérique et a support compact, et (uy), une
famille de variables aléatoires i.i.d. avec Eug] = 0 et E[u3] < co. On regarde une solution
Y5 (x) de équation de Schrodinger aléatoire

1
(1.3.20) 0§ = =5 Af + V20
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Ce systéme est décrit dans la limite € — 0 par une équation de Boltzmann linéaire
semblable a (1.3.18). On définit W (x,v) la transformé de Wigner de 9§

(1.3.21) Wi (z,v) == /1;%5 (.1‘ + %) s (:L' _ %) eV

qui joue un roéle similaire a la distribution de la particule mobile dans le gaz de Lorentz
classique. Lorsque € tend vers 0, W est asymptotiquement décrit par fi(x,v) solution

d’une équation de Boltzmann linéaire (1.3.18)) pour un certain noyau b <17 . ﬁ), calculable

explicitement. Plus précisément, en faisant le changement d’échelle cinétique (t,z,v) ~
(t/e%,x/e%,v), on a la convergence suivante

(1.3.22) E(u,), [Wt/ez(x/gz,v)] = fi(z,v).

La preuve de ce théoréme fut trouvée par Laszlo Erdss et Horng-Tzer Yau (voir [Erd12],
voir aussi [ESY08|, [ESY0T7] pour la limite diffusive du modéle d’Anderson).

1.3.6 Reésultat en temps long pour le gaz de particules en interactions :
les cas linéaire et linéarisé

Reprenons maintenant le modéle du gaz de particules en interaction dans le tore T¢.
Pour pouvoir obtenir des résultats en temps long sur ce systéme, il est nécessaire de regarder
des versions «linéarisées » autour de l’équilibre. Il existe deux régimes de linéarisation.

La premiére méthode consiste & étiqueter une particule témoin et a la suivre dans
un milieu & I’équilibre. On est alors dans un cadre proche du gaz de Lorentz abordé au
paragraphe précédent et le systéme est décrit a la limite par I’équation de Boltzmann
linéaire.

Dans la deuxiéme, on regarde des petites fluctuations autours de la mesure d’équilibre,
qui sont décrites par I’équation de Boltzmann linéarisée.

Vers I’équation de Boltzmann linéaire

On marque la premiére particule, qui n’est maintenant plus échangeable avec les autres
particules du systéme. Ces derniéres sont distribuées initialement selon la mesure d’équi-
libre, et la premiére selon M (v)go(z,v), avec gp une fonction continue, bornée. Ainsi a
I'instant initial, la distribution des particules est

(1.3.23) FR(Zn) = go(z21) ———

C’est une perturbation a l'ordre O(1) de ’équilibre. Dans ce cadre, la distribution de

la premiére particule f](\,1 )(t) converge formellement dans le scaling de Boltzmann-Grad
Ned=1 =071 vers Mg(t), avec g solution de I’équation Boltzmann linéaire

Dug(t) o Vag(t) =0~ - Q(Mg(1), M)

(1.3.24) _ ol / (g(t, 2, 0) — g(t,2,0)) M(v.)b(v — vs, ) dvadn
Rd x§d—1
=0 'Lg(t).

L’avantage du cas linéaire est que le principe du maximum pour 1’équation de Liouville

donne
e~ Mn(ZN)
‘FN(t)| < HQOHLOOW~
(2m) 2 2.
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En intégrant par rapport & dzo---dzy on obtient une borne uniforme en N sur f](vl) (t)
(ce qui n’existe pas dans le cas d'une donnée initiale chaotique). Dans ce cadre, Henk
van Beijeren, Oscar Lanford, Joel Lebowitz et Herbert Spohn (voir [LLSvB80]) dérivérent
cette équation pour un temps arbitrairement grand. Plus tard, Thierry Bodineau, Isabelle
Gallagher et Laure Saint-Raymond ont donné une preuve quantitative de la convergence
(voir [BGSR16]). On regarde pour l'instant un gaz de sphéres dures.

Theorem 1.3.4

Dans le scaling de Boltzmann-Grad, si au temps initial le systéme de particules a pour
densité , avec go continue et bornée et en notant g(t) la solution de I’équation
de Boltzmann linéaire 1.3.211]), alors la loi f](\})(t) de la premiére particule vérifie

A2

(1.3.25) Hfj(vl)(t) - Mg(t)”mo =¢ ((loglotg{?\f)/T> 7

ou A > 2 est une constante arbitraire et C' dépend de ||go||r~, A et d.

Notons que le théoréme donne une convergence sur les intervalles de temps de la forme
[0, T(log log N')'/].

Plus tard ce résultat a été généralisé au cas de potentiels plus généraux. Nathalie Ayi
a adapté la preuve au cas de potentiel & support non compact (voir [Ayil7]) : le potentiel
d’interaction V doit vérifier

[VV(z)| < exp (— exp exp ()\(1 4 \x|)2(d*1)>)

pour une constante A > 0. Sous cette hypothése, elle réussit a dériver une équation de
Boltzmann sans cut-off.

On peut utiliser le théoréme précédent pour aller au échelle de temps supérieur et
prendre la limite diffusive (ou limite hydrodynamique) du systéme. On fait le changement
d’échelle pour le temps 7 := /0, et on note g (7, z,v) := g(7/0, x,v), solution de I’équation
de Boltzmann linéaire

(1.3.26) 00-0(T) + v - Vugo (1) = 01 Lgy (7).

Dans la limite 9 — 0, la densité de particule

Po = (7_> $) /gD(T,ZL',’U)MdU
converge au sens des distributions vers p(7, ) solution d’une équation de diffusion
Orp(T,x) = KAp(T, ),
p(t = 0) = /go(l‘,’l})MdU,

avec k£ > 0 une constante de diffusion.
Le théoréme donne la convergence jusqu’au temps ¢ ~ 9~ ! dans la limite

A1
(loglogN) 24 <ok1

quand N tend vers l'infini et il est possible de mettre bout-a-bout les deux limite N — oo
et 0 — 0. En choisissant Ne9 10 =1 et 97! = (loglog N)l/2 , on a la limite suivante

/ FO /o, 2,0) dv — p(r, )
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ce qui montre la validité de I’équation de diffusion.
Dans [BGSR17], les auteurs prouvérent méme qu’asymptotiquement (dans ce scaling),
la trajectoire de la particule suit la loi du mouvement Brownien.

Il est possible aussi de prendre la limite des collisions rasantes (en dimension 3)
N =00, a =0, Ne?d=1¢et 0 =’

Dans [Cat18], Nicolo Catapano traita le cas de potentiels lisses, bornés et a support compact
en dimension 3 et 9! = (loglog N)%/2. Il montre f](vl)(t,:n,v) converge vers Mg(t), g(t)
solution de I’équation de Landau linéaire (ou équation de Fokker-Planck)

0ug(t) + v Vag(t) = - Qu(Mg(t), M)

(1.3.27) _ 27[‘7/{ ‘ ) Pvav* ) o
M) (M( )/]Rs o — ] (Vo9 o) M(v:)d )
=: kKg(t).

Vers ’équation de Boltzmann linéarisée

L’autre méthode pour linéariser ’équation de Boltzmann est de regarder les petites
fluctuations de la mesure empirique autour de mesure d’équilibre. Présentons d’abord le
cadre canonique. Soit ¢° € L?(M (v)dz) une fonction de moyenne nulle

/go(z)M(v)dz =0

et A > 0 un petit paramétre. On regarde la perturbation de I’équilibre au premier ordre :

e*HN(ZN) N e*HN(ZN)
(1.3.28) FY(Zy) = i 146> %xiv) | = — SG(ZN).
=1

Notons que comme le domaine est un tore, la distribution F](\), est toujours normalisée :
/FJ%(ZN)dZN =1

On ne s’intéresse qu’'a évolution de Gn(t, Zn), le transport de G;(Zn) par le flot

des particules. En notant (Ggf,) (t))s>0 les marginales de Gy (t), celles-ci sont solutions de
la hiérarchie BBGKY (1.3.7)), et convergent donc vers (G*(t)) solutions de la hiérarchie de

Boltzmann pour la donnée initiale
Vs >0, G§(Zs) := M®3(V. Zgo (2s)-
On vérifie alors que (G*) doit étre de la forme
Vs >0, G5(t, Zs) = M®3(V, th Zs),

avec ¢(t) solution de I’équation de Boltzmann linéarisée

29(t) +v- Vaglt) =07 L
(1.3.29) —o! / (g(v") + g(v) — g(v) — g(vs)) M (vs)b(v — vy, m)dvsdn
RdxSd—-1

= 0_1£Bg.

Q(M, Mg) + Q(Mg, M))
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En utilisant le théoréme de Lanford et la densité des fonctions Lipschitz dans L?(M (v)dz),
on peut montrer que sur le temps de Lanford, Gg\lf) (t)/M converge vers g(t) au sens fort
dans L?(M(v)dz) et I'équation de Boltzmann linéarisée est justifiée sur un temps court.
Il faut maintenant trouver une méthode pour prouver la convergence sur des temps plus

longs.

Remarque 1.3.1

On considére ici une perturbation de la solution stationnaire de taille O(N'). On rappelle
que suivre une seule particule témoin revient a I’étude d’une perturbation d’ordre O(1),
et que la dérivation de I’équation compléte améne a I’étude de perturbations d’ordre

O((1 +0)N) avec § > 0 la taille de (fo — M)/M.

Donnons une autre méthode pour retrouver I’équation de de Boltzmann linéarisée dans
le cadre grand canonique. On rappelle la définition de la mesure empirique : pour une

fonction test h,
1 N
== h(z(t))
L

Interprété comme une Loi des Grands Nombres, le théoréme de Lanford [I.3-3] donne
que la mesure empirique converge en loi vers la mesure gaussienne M (v)dz. Décrire plus
précisément la statistique des sphéres dures, on définit le champ de fluctuation ¢! comme

(1.3.30) ¢t(h) == /i (nl(h) — Ee [7L(R)])

ou E. est 'espérance par rapport a la mesure Gibbs grand canonique (& 1'équilibre).
Une premiére étape pour comprendre ¢! est de calculer sa covariance : pour g et h deux
fonctions tests, on veut montrer que comme dans le cadre canonique,

. [¢L(0)¢2(9)] —; [ h(t)Ma

avec g(t) solution de I’équation de Boltzmann linéarisée avec g(t = 0) = g.
On peut lier les deux modéles de la maniére suivante : pour h, g deux fonctions tests,
avec [ g(2)M(z)dz =0, alors E.[rY(g)] = 0 et

N
L h)zg(Z?)]
i=1
A Z Mnn / Zh zi(t <€_H"(Z")Zg(zi)) dz,

n>0 (2m)zn!

= B¢ [m2(h)]

E: [¢{(h)2(9)] =E

ol 2['(t) est la position de la particule ¢ dans la dynamique de n sphéres dures et EY est
I'intégrale sur I’espace des phases grand canonique D par rapport a la mesure

_Hn Z'n .
(1.3.31) dPY(Z ) : =z Z o ( o d/2> Ipne Hn(Zn) <Zg(zl)> dZ,.
=1

On retrouve une forme grand canonique de la perturbation de la mesure d’équilibre

Bodineau, Gallagher et Saint-Raymond ont donné une premiére preuve en temps long
dans le cadre canonique en dimension 2 et pour les sphéres dures (voir [BGSR17]), avec un
temps de validité T ~ (loglog N)/4~ (échelle de temps au dela de laquelle on ne controle
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plus la solution). Un point crucial de la preuve est que la fonction de partition Z. peut
étre bornée inférieurement par exp (—CN QEd), ce qui donne une borne uniforme qu’en
dimension 2. Il est ainsi possible de majorer la mesure de Gibbs par la mesure gaussienne
dans le scaling de Boltzmann-Grad Ne =9~!

1 _\VNI2 e
H Lgyajie€” 2 =

_IVN\2
2N Z ’
(2m)™ 2N 1<i<j<N

(&

La preuve de [BGSRI17] ne peut pas étre adaptée en dimension 3 et il fallut passer & une
formulation grand canonique du probléme. Ce cadre plus général fut traité par Bodineau,
Gallagher, Saint-Raymond et Simonella (voir [BGSRS21]). Notons que leur preuve n’est
valable que dans le cas des sphéres dures. L’un des projets menés au cours de cette thése
était la généralisation du résultat & d’autres potentiels d’interaction, dans le but d’effectuer
une limite de collision rasante (voir le paragraphe le chapitre |5 et [LB22Db]).

Enfin notons qu’il est possible d’aller plus loin dans la compréhension des petites fluc-
tuations et montrer un Théoréme Central Limite pour ¢! (voir [Spo81] [Spo83), BGSRS20a]
pour des résultats en temps court et [BGSRS22] pour le temps long). A I'instant initial, il
est possible de montrer que (¥ converge en loi vers ¢V définit par

Definition 1.3.1

Soit ¢° le champ gaussien sur D de covariance

0 0 = z z v)az
(1.3.32) ¥f.g € LIM(v)d2), E [ (9)] —/h( )9(2)M (v)dz,
0

Il est possible d’étendre ce résultat sur le processus évoluant en temps :
Théoréme 1.3.5 (Bodineau, Gallagher, Saint-Raymond, Simonella, [BGSRS22])

Pour le systéme des sphéres dans le tore T¢ (d plus grand que 3) dans le scaling de
Boltzmann-Grad pe®! =1, (¢:)t>0 converge pour tout temps vers (', la solution de

t t t
(1.3.33) {dc = LaCidt+dg

CtZO _ g(]

avec &' est le champs Gaussien de moyenne nulle et de covariance

E

T T
/ h(z1)E™ (dzl)dTl/ h(z2)€™ (dzz)dm]
(1.3.34) 0 0

1 (T
=5 | dr [tz MMz A Ag
0
avec
dp(z1, 22,1M) = 6p1=2,b((v1 — v2), n)dz1d22dn,
Ah = h(v]) + h(vh) — h(vy) — h(ve),

et b((v1 —v2),n) le noyau de collision des sphéres dures.

La dynamique des sphéres dures ayant de la mémoire (c’est un processus purement
déterministe), elle ne préserve pas la structure Gaussienne initiale des petites fluctuations.
Dans [BGSRS22], le caractére Gaussien est montré en vérifiant asymptotiquement les lois
de Wick pour la mesure limite .
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Chapitre 2

Résumé des apports de la thése

2.1 Dérivation de I’équation de Boltzmann dans un domaine
a bord avec réflexion isotrope

Le premier projet sur lequel nous avons travaillé au cours de cette thése est la généra-
lisation du théoréme de Lanford (théoréme au cas d'un domaine & bord.

La premiére difficulté est de choisir la condition de bord telle que le probléme soit
abordable. Au cours de sa thése, Théophile Dolmaire avait traité le cas de particules avec
une réflexion spéculaire au bord ([Doll9, [Dol22]).

De notre coté la premiére idée était de s’attaquer au cas des réflexions Maxwellienne.
Malheureusement deux problémes sont apparus. Tout d’abord il n’est pas évident que la
dynamique des sphéres dures soit bien définie si on ajoute cette loi de réflexion. Il nous
semble malgré tout que c’est une difficulté propre aux sphéres dures, et que pour d’autre
potentiel d’interaction, ce probléme disparaitrait.

La seconde difficulté pour les réflexions Maxwelliennes vient des estimations a priori.
Dans le cas sans bord, si la donnée initiale vérifie

(211) 1290, 2| < exp (—ﬂ'V;P —s),

pour certaine constante 8 et v, on peut borner la s-iéme marginale f](\f) (t, Zn) par

Vs [?
- ts
(2.12) 9. 2n)| < exp (-2
T—1t
avec T une constante & déterminer (voir [GSRT13| pour plus de détails). L'un des points
essentiels de la preuve est que toutes les Gaussiennes sont des solutions stationnaires de
I’équation de Liouville associée aux sphéres dures

( N
O FN(t, Zn) + > vi+ Va, Fx(t, Zn) =0
i=1
FN(t,"',iUi,’Ui,"',SU]',’U]',"’)
(2.1.3) = Fn(t, - 2,0, 7%@;7...) si Zy € apz{vj
FN(t7...’xi,vi7...)
= M (z;,v;) /FN(t, sty J(uen(x))pdu st Zy € 8DZN’_.

ou Fn(t, Zy) est la distribution des N particules, 8(z) est la température au point z, n(x)
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est le vecteur normal extérieur,

|v]?
exp | — 3905
(2.1.4) Mw(.CI},U) = d<1 ad )d 1
(2m) 2 6(z) 2
et
(2.1.5) 8'DZN’_ = {ZN € DN, x; € 0N, v; - n(xl) < 0} .

Or si on ajoute des réflexions Maxwellienne au bord, il n’y aurait plus qu'une seule
solution stationnaire de I’équation de Liouville (c’est évident dans le cas ou la température
est uniforme au bord du domaine) et on ne peut plus appliquer la stratégie usuelle pour les
estimations a priori. Une méthode pour contourner cette difficulté serait de construire une
famille infinie de sur-solution de ’équation de Liouville vérifiant seulement des inégalité de
bord sur les 61?;\[’_. Nous ne savons malheureusement pas construire de telles fonctions.

Pour que ces estimations fonctionnent & nouveau, nous avons choisi la loi de réflexion
. .. N.—
isotrope ([1.1.32)) : on remplace la condition de bord sur les D, par

FN(ta 7xiavi7"')

(2.1.6) _ N
= cd/ Fn(t, -z, |vilw, -+ )(w - n(x))dw si Zy € OD; .
gd—1

La premiére étape a été de montrer que le processus des sphéres dures avec réflexion
était bien posé. Pour ce faire on construit un espace de probabilité (£2,P) comme

Z*
(2.1.7) Q= {@ = (wj)iez € (Sd_1> , wi- € > 0} , P(dw) := Hcd(wi - €1)+dw;
#0 i£0

avec ¢g une constante de normalisation (les w; sont une famille de loi indépendante et de
méme loi). Un @ permettant de coder toutes les réflexions qu’aura une particule, ainsi que
de garder en mémoire les réflexions passées. On dote DY x O de la mesure

dZn x PN (dwy - - - doy) .

On peut alors définir une dynamique (2!(Zn, (@;);), 0L (ZN, (@;);)) presque partout

i<N
sur DY x O telle que si on fixe le point de départ de la dynamique Zy, le processus

(Z (Zn, @)i<n) , PPN (divy - - doy))

a la méme loi que le processus des sphéres dures avec réflexion isotrope. De plus, par
construction, la dynamique est bijective, mesurable et d’inverse mesurable sur DV x Q.

La construction de la dynamique sur DY x Q¥ est la principale originalité du travail.
Elle permet de revenir dans un cadre proche du cas sans bord. En particulier elle permet
une représentation explicite du semi-groupe T’ (t) associé au transport de N particules
avec la condition de réflexion isotrope :

(2.1.8) (TR OEFR) (Zn) = /N FS (ZN(Zn, (@3):)) PON (dwy -+ @on).
Q
La formule précédente est interprétée comme une représentation par les caractéristique qui

ressemble & la formule des caractéristiques pour le semi-groupes des sphéres dures dans un
domaine sans bord.
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On peut alors suivre la méme stratégie que dans la preuve originale de Lanford. On
commence par écrire la hiérarchie BBGKY (1.3.7) sous sa forme de Duhamel

t
) =T 3 4 / dhTE(t—t1) Y (N = )et o0t £ (1)
0

1<a<s

o==1
N—s ; d—1)i pt
_ ey 04(9)  (N—sti— 1)l
(2.1.9) =T;(t)fN +pz_; ( Z | o1 0p N —s_1) ; dity
— a1, 0p

Vi,a;€[1,s+i—1]
(o1, 0p)e{+1}P

tp—1
9 9 E7 9 07 +
. /0 dt,TE(t — t)CENT - OOt T () fTP.

avec la condition de réflexion isotrope au bord.
On interpréte alors cette équation comme une équation aux caractéristiques : le semi
groupe T%(t) est vu comme un simple transport le long des trajectoires du flot, et les

opérateurs de collisions C’j’gfl comme 'ajout d’une particule a coté d’une des s particules
du systéme. Fixons deux suites (a1,---,ap), a; € [1,s +p—1] et (o1, -+ ,0p) € {£1}P.

On définit la pseudocaractéristique §§7p(t,7, Zs) comme une trajectoire partant de Zg au
temps ¢ et évoluant selon le flot des sphéres dures rétrograde sur chaque intervalle (¢;41,t;)
(avec tg =t et t,41 = 0) et a chaque temps ¢;, on crée une nouvelle particule touchant la
particule a;. Pour coder la position de cette nouvelle particule, on a besoin de l'instant de
la collision t;, de la position relative entre la nouvelle particule et la particule rencontrée
v; = M, de la vitesse post-collision de la particule ¢ v; := v5+i(tj), ainsi que
d’un paramétre de collision w;;s paramétrant les réflexions de la nouvelle particule. La
famille (t;, v;, U3, Wi1s) sont appelé les parameétres de la collision i.

FIGURE 2.1 — Exemple de pseudocaractéristique associée aux paramétres (a;); = (1,2,1)
et (s;); = (—1,1,1). La premiére collision entre les particules 1 et 2 (au temps) n’est pas
une création de particule et est qualifiée de recollision.

On peut réécrire la formule (2.1.9) comme

(2.1.10)
N-—s 0
](\?)(t7 ZS) = Z Z g1--0p C(Na*S?g)/f]\[’(s—i_p)(gi,p(taouzs))
p= (alv""ap)

Vi,a; €[1,s+i—1 _ S/ 71— _
el XA, (v U Das)icp) B2 (dDy - d)
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avec

(N — s +i—1)leld=1i
(N —s—1)! ’

AAa; 51)ic H {3 Vi - (Ui = Vg (tj))L dt;dvidv; P(dws ;).
=1

C(N,s,e) =

Il est possible d’écrire la méme décomposition pour la solution de la hiérarchie de Boltz-
mann

(2.1.11)
S S L
Vi (al’u ip 1]
na;€|l,5+1— _ s/ 71— _
(01,0p)e{1}P XdA?a“ Diey (His Vi, U, @s14 )i<p) PP% (diwy - - - dis)

ou dans la pseudocharactéristique Egp les particules suivent le flot libre (sans collision autre
que les créations de particules). La preuve se résume a montrer une convergence terme a
terme (les estimations a priori permettent de couper la somme). Comme f§+p est
supposée continue, il suffit d’estimer |£0 (£,0, Zs) — &5 ,,(¢,0, Zs)|.

Il y a deux raisons pour lesquelles les pseudotrajectoires pour les sphéres dures peuvent
étre tres différentes des pseudotrajectoires pour des particules ponctuelles (définies pour
les méme paramétres) dans le cas d’'un domaine & bord. Premiérement la trajectoire
{i,p(t,O,Zs) peut avoir une collision entre deux particules a l'intérieur d’un intervalle
(ti+1,t;) (ce qui ne peut pas arriver pour fgp(t,(), Zs)). On dit alors que l'on a une re-
collision, et c’est un probléme apparaissant déja dans la preuve originale.

La deuxiéme raison est spécifique au domaine & bord avec une loi de réflexion aléatoire.
A cause du décalage entre & (t,7,Zs) et & (t,7, Zs), leurs réflexions n’arrivent pas au
méme moment, mais on peut les faire correspondre I'une a 'autre (car les deux trajectoires
sont proches). Si en raison du décalage, une réflexion dans &s,p se passe apres 7 = 0 et que
la réflexion correspondante dans {24) se passe avant 7 = 0, alors les vitesses de fgm(t, 0, Zs)
et £gyp(t, 0, Zs) vont étre trés différentes.

A OA

T W

0 @ (TN,
19 1¢ 2¢ 90

)

FIGURE 2.2 — A cause de la réflexion, les vitesses de la particule 2 dans &1 et dans 5?71
sont trés différentes I'une de I'autre.

Estimer les paramétres impliquant ce deuxiéme type de trajectoires pathologiques se
fait au prix d’une erreur trés importante (de l'ordre de £%|loge|P, p le nombre de particules
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ajoutées), ce qui donne une vitesse de convergence bien moins bonne que dans le cas d’'un
domaine sans bord.

Notons que dans le cas du demi-espace Rt x R?, avec réflexion spéculaire, T. Dolmaire
(voir [Dob79|) put contourner ce probléme en considérant le revétement

Rt xR? - R3
(2.1.12) :

(1,22, 23) = (|z1], 22, 3),

ce qui permet de transformer le transport libre avec réflexion sur Rt x R2, discontinu, en
le transport libre sur R3, continu, et ainsi éviter la notion de réflexion.

2.2 Limite de collisions rasantes : de ’équation de Boltzmann
linéarisée a I’équation de Landau

Le second projet abordé fut la dérivation d’une équation de Landau linéarisée & partir
d'un gaz de particules. Jusqu’a la fin de ce chapitre, on considéra, le domaine A := T3.
Comme expliqué dans la section [1.3.3] aborder directement le scaling de couplage faible
o = ¢e'/2, Ne3 =1 est tres difficile et on se restreindra au scaling des collisions rasantes
Ne? = a2, a ~ log|loge|~! (on verra que dans certains cas ce n’est pas le bon scaling du
systéme).

Notons que le cas linéaire a déja été traité par Nicoldo Catapano dans sa thése [Catl8].

Le scaling des collisions rasantes peut étre découpé en deux limites d’échelle : premié-
rement la limite de Boltzmann-Grad Ne? = o?, N — oo et a constant, puis la limite
a — 0 (que l'on appelle aussi limite de collision rasante). Le projet peut étre séparé en
deux étapes. Dans un premier temps il faut établir la validité de I’équation de Boltzmann
linéarisée pour une classe assez large de potentiels en suivant la preuve de Bodineau, Gal-
lagher, Saint-Raymond et Simonella (voir [BGSRS21]). Cela a en partie été traité au cours
de la thése (voir le paragraphe et le chapitre [5)). Dans un deuxiéme temps il faut traiter
le passage de I’équation de Boltzmann linéarisée & I’équation de Landau linéarisée.

/
0

FIGURE 2.3 — La collision entre deux particules dans le cas v + v, = 0.

Rappelons la définition de 'opérateur de Boltzmann linéarisé associé au potentiel o)

(22.1)  Lag(v) := /Sszg (9(v2) + 9(vh.) — 9(v) = g(vi)) M(ve)((v = vi) - v)4dv dvs
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avec (v),,v), ) les vitesses post-collisionnelles définie sau paragraphe (pour le potentiel

o Yo, x
aV) et opérateur de Landau linéarisé

L
(2.2.2) Kg(v) := ]WQZTU)VU : (/ |fv__:;’ (Vg(v) — Vg(m))M(v)M(m)dm) :

Les opérateurs L, et K sont autoadjoints et négatifs sur L?(M (v)).

Dans notre étude, nous nous étions restreints au cas de potentiels de la forme suivante :
Hypothése 2.2.1

Le potentiel V est supposé a support compact sur la boule unité et a symétrie sphérique.
De plus on suppose qu’on peut le mettre sous la forme

(2.2.3) V() =

avec f une fonction a support dans [0, 1], continue sur R et lisse dans [0,1] (mais on
admet le cas ou f'(1) < 0), f(1) =1 et s est une constante positive. Pour des raisons
techniques on demande en plus que pour tout p € (0,1]

(2.2.4) sup (V)] IV ()], 12V ()} <
p<r<1 P

pour une certaine constante C'.

Dans ce cadre nous sommes, avec Raphael Winter, parvenus a montrer le théoréme
suivant.

Théoréme 2.2.2

Soit V un potentiel d’interaction satisfaisant les hypothéses pour s € [0,1]. On
définit le libre parcours moyen 0, comime

2 .
€10,1),
(2.2.5) =1, sis € [0,1)
a|logal sis=1.

Alors il existe une constante C' > 0 telle que pour toute fonction test ¢ € C3(R3)

(2.2.6) 105" Latp — cvKep|| oo (rsy < C 108;(04)\_1|WHC§(R3)a

avec KC l'opérateur de Landau linéarisée et ¢y > 0 calculable explicitement

1 1 Py (P du 2 .
(2.2.7) oy = Jo (o &V (u)m) pdp if s €[0,1),
1 if s =1.
Notons que la constante ¢y vérifie aussi I’égalité
1 .
(2.2.8) 2mey = / §(k - e1)|k|*[V(K)|? dk,
8 R3

avec la convention V(k) = Jgs € **V(z)dx la transformée de Fourier de V. Cest la valeur
usuelle de la constante de diffusion que 'on retrouve dans la littérature (voir [PS21] pour
un calcul formel).
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La preuve s’appuie sur une estimation de angle 6 entre v — v, et v, — v’ trouvée par
Desvillettes et Ricci dans [DRO1]. En notant p = cos((v — v4), v) (voir la figure [2.3)), on a
pour % < Clv — Vi |?

4oy 1 du a?
2.2.9 0+/ Lyle <C .
( ) ' v —wvi|? Sy @ (")~/1—u2 = g2y — v, A

Cette estimation est valable pour les collisions rasantes, i.e. quand 1’énergie cinétique rela-
tive (de 'ordre de |v — v4]?) est plus grande que I’énergie potentielle (de I'ordre de a/p®).
On découpe L, en deux morceaux

(2.2.10)

Lag(v) =
{&<Clo-v.12}

£2g(v) i= Lag(v) — Lig(v).

(904) + 9(v) — 9(0) = 9(02)) M(w) (v~ 02) - v) v d,

On utilise I'estimation sur 6 pour controler £ et il suffit de montrer que £2g(v) est
négligeable devant £1g(v) quand a — 0.

Dans le cas oil s > 1, c’est L1 g(v) qui devient négligeable devant £2g(v). Ainsi ce ne
sont plus les collisions rasantes qui dominent mais les collisions ot les particules passent
trés proches 'une de ’autre. Le potentiel d’interaction ressemble alors & sa singularité et
c’est 'opérateur de Boltzmann associé a la loi de puissance V(r) := 1/r° qui est la bonne
description asymptotique de L, :

Théoréme 2.2.3

Soit V un potentiel d’interaction satisfaisant les hypothéses (m pour s > 1. Alors
pour 1 € C3(R?) on a

(2.2.11) lim %Ew = Loo¥,

a—0 o5
ol Lo, est I'opérateur de Boltzmann linéarisé sans cut-off

Lacgv) = [ (925 +50) + g (5 — 52y

— g(v) = g(vs)) M (v,) By(v — s, ) dv.dn,

(2.2.12)

avec Bs(vl — v9,m) le noyau de collision du potentiel homogéne

(2.2.13) Vi(r) =

Les deux théorémes ont été démontrés dans [LBW22| (voir le chapitre . Dans cette
étude nous nous sommes contentés du cas de potentiels & support compact mais on peut
généraliser au cas de potentiels & portée infinie avec une décroissance suffisamment rapide
a l'infini :

= O(4 "> 1.
V(r) el (rs ) avec 5" >

En utilisant le théoréme précédent et la dérivation I’équation de Boltzmann linéarisée
avec cut-off, on peut espérer montrer la validité de I’équation de Boltzmann sans cut-off
linéarisée a partir d’'un . Ce type résultat est semblable a celui de Desvillettes et Pulvirenti
[IDP99] dans le cadre d’un gaz de Lorentz. Dans [Ayil7], Nathalie Ayi dériva directement
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I’équation de Boltzmann linéaire sans cut-off & partir des particules. Elle du cependant
se restreindre a des potentiels avec une décroissance trés forte a l'infinie (de Pordre de
exp(— expexpr?) quand r — 00). On peut mettre en paralléle cette condition de décrois-
sance et le régime des collisions rasantes étudié par Catapano, dans le quelle 'intensité
d’interaction doit décroitre trés lentement : o ~ log|logel.

2.3 Validité en temps long de I’équation de Boltzmann linéa-
risée
La seconde étape de la dérivation d’une équation de Landau linéarisée est de montrer
la validité de I’équation de Boltzmann linéarisée sur un temps long pour des potentiels
vérifiant (2.2.4). Le probléme a déja été traité dans [BGSRS21| et nous rappelons ici le
cadre.

Considérons un gaz de particules en interaction via un potentiel V sur le tore de di-
mension d, avec pour Hamiltonien

1 i — X
HN(ZN) = §‘VN|2 + a Z V <’x$]|> .

1<i<j<N <
Le systéme est placé dans I'ensemble grand canonique D :=| |-, D" et a I'équilibre :

n

1
dP:(Zn) = = ) B pee M Zn) gz,

On notera dans la suite Z; (t) les positions des particules i, := (i1, - - ,i,) dans la dyna-
mique des spheéres dures, et Z,, des coordonnées dans D”. On définit la mesure empirique
7t pour toute fonction test g € C°(D) comme

N
mi(g) === glzi(t))
K =1

ou z;(t) est la position de la particule 7 a I'instant ¢, et ses fluctuations comme

(g) = Vi (t(g) — Ec [7L(g)]) -

On définit la norme

lgll := sup M~ (v)[|g(z,v)| +[Vag(z,v)|].
(z,0)ED

L’objectif est de montrer une estimation de covariance E.[¢}(h)(%(g)] de la forme suivante

Conjecture 2.3.1

Placons nous dans le scaling de Boltzmann-Grad pe®'0 = 1. I existe deux constante

C > 1, a € (0,1) ne dépendant que de V et une suite (Co)o telles que pour £ >

0 suffisamment petit, T > 1, 0 < % et g, h deux fonctions tests C'(D) vérifiant

cT
lgll, 1Al < oo

sup
te[0,7

. [c(e2(o)] - [ (:)ga(t. )M (0)dz

(2.3.1)

3/201/2 2T/
g(cT 202 |, (S s“)uhuugu.
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ou g, (t, z) est solution de I’équation de Boltzmann linéarisée

0ga(t) + v Vaga(t) =07 Laga(t)

(2.3.2) gult=0) =g

avec L, l'opérateur de Boltzmann associé a o} .

Dans la conjecture, la suite C, dépend du comportement du noyau de collision associé

au potentiel &} quand « tend vers 0. Pour une bonne classe de potentiels (voir I’hypo-
these [2.3.1]), nous pensons qu'’il est possible de prendre C,, proportionnelle & une certaine
puissance de a.
Dans la borne précédente, on peut choisir pour a et d fixées T. = o((log |loge|)'/3) et
0= m pour ¢ € (0,1) suffisamment petit, ce qui montre la validité de I’équation
sur des intervalles de temps arbitraires. De plus, en liant a et 0 comme au paragraphe
précédent, on voit que pour o« — 0, avec € négligeable devant o on retrouvera en combinant
avec le théoréme une équation de Landau linéarisée. La définition de a(e) dépendra
des constantes C, que l'on réussira a obtenir, mais il faudra typiquement choisir o ~
log | loge| ™" avec k > 0.

Le théoréme a été prouvé dans [BGSRS21| dans le cas des sphéres dures. Cependant
leur preuve utilise un résultat de théorie des billards qui ne semble pas pouvoir se géné-
raliser dans le cas d’autres potentiels d’interaction. Il a donc fallu trouver une maniére de
contourner 'utilisation de ce résultat. Pour l'instant les modifications n’ont été faites que
dans le cas des sphéres dures (voir [LB22b| et le chapitre [5)).

Schéma de la preuve de [BGSRS21]

Nous allons donner les grandes lignes de [BGSRS21| pour expliquer ce qui doit étre
modifié pour les potentiels autres que les sphéres dures.
Comme (! est une variable aléatoire centrée, on a

) N
P2y h(zi(1)0(g)
=1

La premiére étape est de construire une famille de fonctionnelles @, : L>(D) —
L°>°(D™) permettant de tirer en arriére les fonctions h évaluées au temps ¢ au temps 0.

(2.3.3) E. [¢(R)2(9)] =

(2.3.4) Zh zi(t ] D Ee | Z‘I’ (0)) ()
n>1
ot ), est la somme sur le n-uplet i, := (i1, ,4,) vérifiant iy € {1, SN} et VE #£ 1,

iy # 1. Les @ém sont des versions duales du développement en pseudocaractéristiques que
I'on a déja présentées au paragraphe cpour h : D = R et Gppp : D" — R deux
fonctions tests,

/M(

=: /(I)Z,nJrl[h](Zn+1)Gn+1(Zn+1)dZn+1'

010Gt (61, (8,0,21))dAY, )dzl

au z)z<n 1

(2.3.5)

On peut définir les ®¢,, comme une somme sur les histoires. Pour simplifier, une histoire est
b

une maniére de retirer (ou non) une particule & chaque collision de telle maniére qu’a I'ins-

tant ¢ il ne reste plus qu’une seule particule (dans ce paragraphe on regarde les trajectoires
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dans le sens direct en temps). On peut écrire

1
(236) ®27n[h](2n) = ] Z h(zk(t))]lhistoirea'histoire

histoire

Ol Ohistoire = 1 et 2z (t) est la position de la derniére particule existante k£ (qui dépend
de I’histoire). La signature opjstoire correspond au oy - - - 0,1 dans la formule des pseudo-
trajectoires . On parle de développement sur les trajectoires (on remonte chaque
trajectoire jusqu’a sa position initiale).

La preuve se fait en montrant que chaque terme de la somme converge vers sa
limite formelle. Comme dans la dérivation de 'équation de Boltzmann (abordée au para-
graphe , on doit controler le nombre de collision du systéme et séparer les trajectoires
principales des trajectoires pathologiques. Le traitement de la partie principale est similaire
a celui fait dans la dérivation de ’équation de Boltzmann compléte (décrit dans la partie
et au chapitre |3)).

Il reste & borner la partie correspondant aux trajectoires pathologiques. Dans la déri-
vation usuelle de 1’équation de Boltzmann, on borne cette partie dans une norme L* &
poids (voir par exemple [Lan75l Kin75, [GSRT13|, BGSR16, [PSS14] et le paragraphe .
Dans notre cas les auteurs de [BGSRS21| introduisent un temps d’arrét t; pour arréter
le développement juste aprés qu’une trajectoire devienne pathologique, et ainsi ne traiter
qu’un seul probléme par trajectoire. Pour appliquer cette stratégie, il est pratique d’utiliser
des estimations L?. En effet en notant pour H, : D" — R

—~ 1 1
(2.3.7) H, = EZH,L(Z%) —E. EZH,L(Z%)

on peut appliquer 'inégalité de Cauchy-Schwarz
1
t—t 0 nat—tss 212 0/ \215
E. | Y@L hI(Z:, (t))C2(9) || < Be | (n" @k [b](Z:, (1)) | E- [(9)?]

E&Kmﬁﬁmwmwffﬁm@ﬂé

en utilisant 'invariance de la mesure de Gibbs par le flot. On peut donc complétement
ignorer ce qui se passe avant tg.

Il faut maintenant borner les Q)g’n [h]. Malheureusement on ne sait pas tirer partie des
éventuelles annulations dues au signe opigtoire- On se retrouve donc & devoir compter le
nombre d’histoires et de collisions possibles. On distingue deux types de collisions : lors
des premiéres on retire une particule (on parle d’annihilation) et dans les secondes les deux
particules survivent (on parle de recollision). Ces derniéres sont plus dures a controler.

On a donc besoin de deux échelles de temps pour contrdler les deux types de collisions
séparément. La premiére est relativement large 6 = 1/8log|loge| (avec 8 € (0,1) que
l'on fixera plus tard). On arréte le développement au premier temps (en partant d’instant
final) t, = t — k6 tel qu’il y a plus de 2¥ annihilations sur [ts, ¢, + 0]. Ainsi le nombre
d’annihilations croit au plus exponentiellement.

La seconde échelle de temps, de pas plus court § = &7’ (avec B’ € (0,1) fixer plus tard),
sert, & controler le nombre de recollisions possibles. On s’arréte au premier temps t; = t —kd
tel qu’il y a une recollision sur [tg,ts + J].

Fixons v un entier (sa valeur sera définie plus tard). Pour borner le nombre de re-
collisions sur [ts,ts + d], on conditionne la donnée initiale Zx pour que pour sur chaque
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< 2% collisions

> 2k (g ok—1 <4 < 1W

collisions collisions collisions collisions

| | |
I I I I I I I I
0 ts =t—ko - t

L J

Aucune de recollision

FIGURE 2.4 — Premiére filtration sur un grand pas de temps 6 pour controler le nombre
d’annihilation.

[kd, (k + 1)d] au plus v particules puissent interagir ensembles. Burago, Ferleger et Kono-
nenko (voir [BFK9§|) ont donné une borne sur le nombre possible entre v particules par
une constante ne dépendant que de ~. Cela permet de borner le nombre de collision sur
[ts, ts+0d] et donc de conclure. Malheureusement n tel théoréme semble difficile & généraliser
pour d’autre potentiels et il faut lui trouver une alternative.

Au moins
une < 2K+ collisions
recollision
( <2k <1 W
1 1 1 1 1 1 1 00111810113 1 1 COII]SIOHS 1 »
T T T T T T T T T T bl
ts _
0 t—kf t

L : J

Aucune recollision

FIGURE 2.5 — Deuxiéme filtration sur un petit pas de temps § pour controler les recollisions.

Preuve sans utiliser de théoréme de théorie des billards

A

t-

FIGURE 2.6 — Un exemple de trajectoires non-pathologique (a gauche) et pathologique (a
droite). Dans [BGSRS21] les auteurs ne font pas de distinction entre ces deux trajectoires.

Fixons (i1, - ,iy,) une famille de particules avec (z;,, - , 2, ) leur position au temps
7, et un histoire. On définit le graphe de collision sur un intervalle de temps |7, 7] comme
le graphe dont les sommets sont les particules et avec une aréte associée chaque collision
ayant lieu sur [, 7] dans la trajectoire associé a I'histoire prescrite.
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Une trajectoire est non-pathologique si
— son graphe de collision sur [ts + d,¢] est un arbre (il n’y a pas de recollision aprés
ts +9),

— sur [t, ts+0] son arbre de collision n’a pas de cycle (mais on autorise des recollisions).

Il est possible de borner le nombre de recollision pour les trajectoires non-pathologique.
On part a l'instant initial avec n particules. Comme le graphe de collision sur [ts,ts + d]
de la trajectoire est simple, il a au plus n — 1 arétes (soit n — 1 collisions). Comme les
recollisions de la trajectoire n’apparaisse qu’entre ts et ts + J, il ne peut y avoir plus de
n — 1 recollision.

Nous devons maintenant interdire les données initiales pour les quelles il existe une
trajectoire pathologique. Il n’est pas nécessaire de regarder toutes les particules. On intro-
duit la notion de sous-configuration pathologique : Z, € D" est dans une sous-configuration
pathologique s'il existe une histoire pour laquelle le graphe de collision sur [ts,ts + J] est
connexe et un cycle. Ainsi si Z, n’a pas de sous-configuration pathologique, les trajectoires
partant de Z,, seront non-pathologique.

Une difficulté est que 'on ne peut pas prendre comme conditionnement «toutes les
familles de particules de Zar(ts) ne sont pas des sous-configurations pathologiques», le
complémentaire étant trop grand : comme il y a approximativement p particules, choisir k
particules a un cotit de p*, alors qu'imposé qu’elle soit une sous-configuration pathologique
donne un gain de C(Cp~")*~1e® oi1 a est une constante entre 0 et 1. En effet on a besoin
de k — 1 collisions pour rendre le graphe connexe, chacune donnant un gain de p~'. La
premiére collision créant un cycle donne un gain supplémentaire plus faible, d’ordre €. Le
gain total est donc

Mkc(cufl)kflga — CkMEa

qui diverge quand £ — 0 (on rappelle que dans le scaling de Boltzmann-Grad, p = ¢! —d).

On est obligé de prendre un conditionnement asymétrique, demandant seulement que
certaines familles de particules ne soient pas des sous-configurations pathologiques. Dans
la somme ), q)éfnts [h](Z;, ), n particules sont déja choisies, et pour chaque terme de la
somme on ne §'intéresse qu’aux particules en arriére plan qui peuvent influencer iy, - - - ,i,.
I1 est donc suffisant d’imposer le conditionnement « toutes les familles de Z zr(t5) dont une
des particules est dans 7,, ne sont pas pathologiques ». Cela permet d’obtenir un gain d’un
facteur np~! (on choisit une particule parmi les n éléments de i, au lieu de la choisir parmi

toutes les p particules), ce qui est suffisant pour controler le terme de reste.

Vers ’adaptation au cas d’autre potentiel d’interaction

Nous espérons que la stratégie développée pour les sphéres dures pourra étre adaptée
a certains potentiels d’interaction pour montrer la conjecture 2.3.1] Cela permettrait de
compléter le programme de dérivation de Landau linéarisée. Néanmoins, il reste certaines
difficultés techniques dont nous donnons un aperc¢u dans ce dernier paragraphe.

Le premier point & traiter est la réécriture des développements sur les trajectoires q)é’n
pour le flot des particules. En effet ces derniéres peuvent se chevaucher et la notion de
collision n’est plus adaptée. L’idée (en suivant la preuve de King [Kin75|) est de remplacer
les temps collision par les instants ol deux particules sont a distance exactement €. A
chaque fois, on décide si on retire une particule, 'autre ou aucune.

La seconde difficulté est la possibilité de collision multiple (impliquant au moins trois
particules). Celles-ci ont déja été traitées par King mais dans une présentation rétrograde
des trajectoires (les pseudocaractéristiques), alors que nous utilisons dans ce travail une
construction des pseudotrajectoires dans le sens temporel direct. Ce type de collision res-
semble beaucoup aux recollisions, imposant des contraintes trés fortes sur la trajectoire.
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On peut les inclure dans le conditionnement asymétrique.Cela permet de se ramener au
trajectoire n’admettant que des collisions binaires, et donc & un cadre proche de celui des
sphéres dures.

La derniére étape que nous avons repérée est le traitement des recollisions. La solution
plus simple est de choisir un potentiel qui permette de se ramener aux estimations pour les
sphéres dures. Pour cela il suffit de majorer les noyaux de collision b, associés & ) par le
noyau de collision des sphéres dures pour |v — v,| < C|loge| par une formule de la forme

1 K
ba(v—v*ﬂ?)ﬁc(‘ Og8|> |U_U*’7
(8%

avec Kk > 1 une constante a déterminer.
Cette condition est vérifiée pour les potentiels suivants :

Hypothése 2.3.1

Le potentiel V doit étre de la forme

(2.3.8) V(r) = s>1

avec f : R™ — R une fonction positive a support compact sur [0, 1], continue sur R™ et
C? sur [0,1], et tel que f(0) =1, f/(1) < 0. On demande enfin que V soit décroissant
et vérifie la condition de Sone (I.1.7)(voir [Son07]) :

V" (r) + 2V (r) > 0.

Remarque 2.3.1

La condition précédente est notamment vérifiée par le potentiel

_1—7“

(2.3.9) V(r): 1<,

Phypothése n’est donc pas vide!

Remarque 2.3.2

Un potentiel vérifiant la borne (m) vérifie automatiquement s > 1.

Proposition 2.3.2

Soit V un potentiel vérifiant les hypothéses et by (v — v, m) le noyau de collision
associé a aV. Il existe une constante C' > 0 tel que

12\ D/2
(2.3.10) 0 < ba(v — vs,7) gc<1+|“a”*|> v — v

Si on borne les vitesses par C|loge| on obtient I'estimation attendue.
La preuve du théoréme est donnée dans I’annexe [2.4]

En combinant ce projet de théoréme (la conjecture pour des potentiels vérifiant
les hypothéses [2.3.1]), il serait possible de dériver une équation de Landau linéarisée :

Conjecture 2.3.2 (Approrimation du potentiel de Coulomb)
Soit V un potentiel vérifiant les hypotheses [2.3.1] pour s = 1.
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On se place dans le scaling de Boltzmann-Grad us®d = 1 et de collision rasante
0 = o?|log a|, avec a = a. une suite de la forme d = (log |loge|) ™" (avec k € (0,1/3)
a déterminer).

Alors pour tout f,g € L>(M(v)dz) on a

2.3.11 lim sup
( ) e=0¢elo,7)

B[ ()] - [ hgn(t )M @)z =0

ou g; (t) est solution de ’équation de Landau linéarisée :

0igr(t) +v-Vagp(t) = Kgp(t)

(23.12) gr(t=0) =g,

avec K l'opérateur de Landau linéarisé et f(0) = 1 la constante de diffusion.

On remarque que dans le cas s > 1, on peut retrouver une équation de Boltzmann
linéarisées pour un noyau sans cut-off :

Conjecture 2.3.3 (Approzimation d’une loi de puissance)

Soit V un potentiel vérifiant les hypothéses pour s > 1.

On se place dans le scaling de Boltzmann-Grad pe®d = 1 et de collision rasante
0 = a?#, avec a = a. une suite de la forme 0 = (log|loge|)™" (avec xk € (0,1/3) a
déterminer).

Alors pour tout f,g € L>(M(v)dz) on a

2.3.13 lim sup
( ) e—0 tE[O,T]

- [ce2(9)] ~ [ heguc(t, )M (0)dz| = .

ou g (t) est solution de I’équation de Boltzmann linéarisée :

(2.3.14) 090 (t) +gvo<; (Yx:ggo) (t:) ; Loogoo(t)

L’opérateur L., est un opérateur de Boltzmann sans cut-off linéarisé, associé au
noyau de collision Bs(vy — ve,n) du potentiel homogéne

(2.3.15) Vi(r) = —.

2.A  Preuve de la proposition [2.3.2]

On rappelle rappelle la définition du noyau de collision b, (v —v4, n) associé au potentiel
oV (définition au paragraphe(1.1.1]). On définit (vy,, vy, ) les vitesses pré-collisionnelles pour
deux particules interagissant via le potentiel oV, avec des vitesses sortantes (v, vy) et pour

position relative v (voir la figure).
On définit le vecteur n € S? comme

_ vtk [v—2v4|
Vo= "5t =1

/ _ vtvx |v7v* |

Ua,*_ 2 2 1
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FIGURE 2.7 — La collision entre deux particules dans le cas v + v, = 0.

et on définit b, comme jacobien du changement de variable

(I/,’U*) = (777”*)
((v —vi) - V) 4dv dve = b (v — vy, n)dn doy.

On définit § (I'angle de déviation) et p (le paramétre d’impact) comme
0:= (n. =) pi=sin (v, 222 ),

ol (@, b) représente 'écart angulaire entre @ et b. On peut montrer que by, (|v — vy, 0) vérifie
la formule (voire le chapitre 8 de [GSRT13])

(2.A.1) ba (v —vsl,0) =

| sin 6| 20|V vl

On veut montrer la borne suivante (théoréme [2.3.2)).

Démonstration : On note comme chapitre 4 k = |v o et O = (m—8)/2 (O croit avec

p et est entre 0 et 7/2). L’angle © est donné par la formule suivante (voir le chapitre 8 de
IGSRT13])

(2.A.2) 0=m—

/ = dr
Poin 7"2\/1 _ 4aV(r)

o1 —va|?

On commence par faire le changement de variable (différent de celui utilisé dans la

section

p
(2.A.3) u? = 2 +26V(r)
ce qui donne

1
/1 — u2 p __ Kkr3V(r)”
T

p

1
(2.A.4) © = arcsinp + /
p
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On dérive cette équation par rapport a p, et en utilisant les hypothéses [2.2.3] on a
00 K

102 + k)

p

K 0 K k+1 p
> = — | y/ ——arctan — | |-
V1—p2(p2+k) dp K+1 k 1—p?

En utilisant que ©(p=0) =0et O(p=1) = 7/2,

1
[ iy (00w S )

1

/p K <®<7T K
0 V1I-p*p*+r) 2 1—

p p(p* + k)
+1 7T 77 +1
= &arctan( K“\/lp7> <6< 5~ %_H <2 —arctan( m 1pp2>>
En utilisant les bornes usuelles
8
Vx € [O, g} , sin2x > 7 (g —m) ,
Wz > 0, arctan(z) > ——, T — arctan(z) > —
x arctan(z — —arctan(z
’ 142 2 142
on obtient
4k p
K —p2
§in20 > C— i
k+1
1+ 1tk p
Ko\/1-p?
K3/? py/ 1 — p?
(k+1)Y2p2 4k + 2. /k(1 4 K)p2(1 — p2)
En combinant cette inégalité avec la borne inférieure de %—@ on obtient
: 5/2 5/2
sm26@20 K 24 ) > ¢ K

p Op

K C'———:.
(14 k)12 (PQ+K+2\//€(1+K)P2(1—02)) v - (14 K)>/2

On passe alors & l'inverse et on obtient

K

ba(vv*,n)gcl(1+ ) |Uv*]§C”(1+a>

ce qui est ’estimation attendue.



Chapter 3

Boltzmann-Grad limit of a hard
sphere system in a box with isotropic
boundary conditions

In this paper we present a rigorous derivation of the Boltzmann equation in a compact domain
with isotropic boundary conditions. We consider a system of N hard spheres of diameter € in a
box A := [0,1] x (R/Z)?. When a particle meets the boundary of the domain, it is instantaneously
reinjected into the box with a random direction, but conserving kinetic energy. We prove that
the first marginal of the process converges in the scaling Ne? = 1, ¢ — 0 to the solution of the
Boltzmann equation, with the same short time restriction of Lanford’s classical theorem.

3.1 Introduction

A simple model of gas is the hard sphere gas. Each molecule is described as a little
sphere of diameter € > 0 moving freely along straight lines in a domain A € R?, d > 2, and
interacting with the other molecules only at distance €. A classical problem is the study of
limits of such a system when the number of particles N goes to infinity. Of course this limit
depends deeply on the relation between N and e. We shall focus here on an intermediate
limit which bridges the microscopic scale proportional to e, and the macroscopic scales
where we only see average quantities as the temperature or the mean velocity.

At a mesoscopic scale we look at the distribution f(¢,z,v) of one particle in the phase
space A, x R? at time ¢ > 0. In the case of hard spheres, the only interesting limit of this
type is the Boltzmann-Grad scaling Ne9~! = 1 (see [Gra49]), for which the density of the
gas goes to 0 as g, but the mean distance traveled by a particle between two collisions (the
mean free path) is constant. In this regime we expect that the coordinates of two randomly
chosen particles are "almost independent" and that the limiting one-particle distribution
is governed by the Boltzmann equation

atf+vvxf:Q(f7f)7

QENE) = [ (fo-v o)t v)

R3xS2
- f(v)f(v*)) b(v — vy, v)dvedy

where the operator Q(f, f)(x,v) describes the variation due to collisions and b(v — v, V)

is a given collision kernel (|[Bol96]).

In a fundamental paper [Lan75|, Lanford stated a convergence theorem of the hard
spheres system for a short time t < T™, T depending on the initial condition. A detailed

95
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proof has been provided later on, see in particular [GSRT13,[PSS14] for quantitative bounds
on the convergence error (including smooth potentials with finite range) in the case of a
domain without boundary (see also [Spo81], I[CIP94, Denl8, (GG18]). There also exists a
proof of long time convergence when the domain is R? or R? and the gas is very diluted

(meaning in particular that the initial distribution of particles fo(z,v) is bounded by a
|2|?+]v|?

Gaussian ne~ 2z, with > 0 sufficiently small) (see [IP89)]).

Adding boundaries is important especially in relation with the problem of nontrivial
stationary solutions, which is one of the main domains of application of the Boltzmann
equation (see [Cer00, [EM20, [CP96]). Even without considering the stationary problem,
the presence of boundaries leads to several delicate issues. A first one is the modeling itself;
a problem which goes back to the origins of kinetic theory (see [Cer00] for a discussion on
several different kinds of reflection law).

Let A be an open domain of dimension d with a smooth boundary. A first example
of reflection law is the specular reflection: when a particle hits the boundary at point x
with velocity vy, it is reflected with velocity vout 1= vin — 2(n(x) - vin)n(z) where n(x)
is the outer normal vector of JA in x. Thus at the boundary the distribution verifies
the condition f(¢,x,vout) = f(t, 2, vin). This dynamics encodes complications because of
possible focusing. Note however Théophile Dolmaire’s thesis (see [Dol19l [Dol22]) where a
Lanford theorem in the half space has been proved.

A second and very famous model are the thermal (or Gaussian, diffusive) boundary
conditions: when a particle meets the boundary at point z, it is reflected with velocity vout
following the probability law

_f?
e 2T(x)

dP(’Uout) = ('Uout . n(l’))—Mw(-xavout)dvouta Mw(l‘, ’U) = d—1 d+1
(om) T T ()5

where T'(x) represents the temperature of the boundary at point z. Thus the distribution
verifies for all (x, voyt) such that x € A, vout - n(x) < 0

ft,z, vout) = Mw(:v,vout)/f(t,:c,vm)(vin -n(x))dvpy,.

The system of hard spheres with these boundary conditions has fluctuating energy, at
variance with the Lanford’s setting which typically models an isolated system.

The usual argument for the rigorous convergence in the Boltzmann-Grad limit looks
hardly adaptable in this case. Note in particular, that we should answer first the following
question (which can be found in [Cer00]): does the Boltzmann equation admit stationary
solutions when the system is in contact with a reservoir of precribed temperature? The
question is not answered in full generality. However if the temperature at the bound-
ary is smooth with small variations, then there are existence theorems for the stationary
Boltzmann equation for any Knudsen number (the inverse of the mean free path) (see
[Gui70} [Gui72, EGKM13, [ EGKM18, [EM20]). Unfortunately the scheme of Lanford’s proof
requires a priori estimates involving infinitely many reference distributions with increasing
temperature (see for example chapter 5 of [GSRT13| or Section of the present paper).
In addition note that we do not even know if the hard sphere dynamics with Gaussian
reflection is a well defined process (see [Cat]; however this looks just a technical problem
and the process is indeed well defined for suitable smooth interactions (see [GLP8&1])).

In the following we will therefore investigate a simpler model: isotropic reflection model.
It has been described by Levermore in [Levi2|. In this model, a particle conserves its ve-
locity when it reaches the boundary and is reflected in a random direction. More precisely,
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an incoming particle with coordinates (x, vou) has outcoming velocity vi, following the law

(v n())

|Uout |d

-1
dP(vout) = cq (w - é'l)+dw>

_5|Uout|—|vin|dvout7 Where Cq ‘= </
S

d—1

with ¢ the Dirac mass, ¢g a normalization constant and €; a unit vector. With this
reflection law the distribution has to respect the following boundary condition: for x € 0A,
Vout + n(x) > 0,

ft, x, vout) = /Sd—l ft, z, |vout|w)ca(n(z) - w) 4 dw.

Since the energy is conserved and any Gaussian distribution is a stationary measure, we
can expect to be able to adapt Lanford’s strategy.

It is worth mentioning that this system in the hydrodynamic limit leads to an adiabatic
model: the temperature verifies Neumann’s boundary condition n(z) - Vlsq = 0 and the
mean velocities verify the Dirichlet boundary condition ugn = 0 (as discussed in [LB19],
see also appendix |3.B|).

The paper is organized as follows.

We give a proper definition of the process in Section [3.2] and we derive the evolution
law of a symmetric distribution of particles in Section [3.3} the BBGKY Duhamel series
In this part a geometric representation of the Duhamel series is crucial, which is
usually referred in the literature as pseudotrajectories expansion (see [GSRT13]). Section
is dedicated to the formal limit, namely the Boltzmann Duhamel series. In Section [3.5)
we state the Lanford’s theorem in a domain with stochastic boundary (Theorem (3.5.1)).
Section [3.6] is devoted to the main step of the proof: the "mean" convergence of the hard
sphere process to its formal limit (the punctual process).

In Section 6 we shall need detailed considerations involving the hard-sphere process.
In order to simplify this step we have to restrict to the simple domain A := [0,1] x (R/Z)?.
For simplicity of presentation we will work on this domain throughout the whole paper,
although we will really use this simplification in Section 6 only. One of the main ingredients
is that outside a small set of particle configurations and of time variables, hard sphere and
punctual process have the same velocities. Then the error between hard spheres and
punctual particles comes only from shifts of size € at each collision. If we look at a general
domain A C R? we loose such simple feature. We believe that the theorem remains true,
but the proof would be certainly more delicate.

3.2 The model

We will now give a precise definition of the process.

We will use the notation a,, = (a1, ,a,).

We want to describe the motion of N hard spheres of diameter € in a smooth domain A.
In the following we take A = [0,1] x T? where T := R/Z. It is a simple model of compact
domain with boundary: the boundary is separated in two parallel planes and a particle
has to cross a minimum distance between two reflections. We use this simplification only
in section 6. More general domains could be considered at the expense of more intricate
geometrical estimates.

The particles move along straight lines until they meet either the boundary of A or
another particle. When two particles meet, there is an elastic collision. When a particle
reaches the boundary of A at the point = with incoming velocity v, it is reflected at the
same point  with velocity v°" following a probability law K, (v'®|v°") (v - n(z)) L dv°,
where n(x) is the outer normal vector of the surface OA. We say that there is a reflection.
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It is not obvious that such process is well defined, and we will restrict in the following
to the case of isotropic reflection :

635(|vin| _ |vout’)(vout . n(a:))_dvout

‘vout|3 ’

-1
1
with ¢3 := </ (w - é’l)+dw) ==
S2 ™
where & is the vector (1,0,0) € R3.

Note that in the case of isotropic reflection both measures K (v'|v°%) (v°U.n(x)) _dv®t
and K, (v'"[v°") (v -n(z)); dv™ are a probability measure. Thus we can in a certain sense
reverse the hard sphere process. This will be the main ingredient of the construction of the
process below. In the case of Gaussian boundary conditions, K, (v [v°") (v -n(z)); dv™ =
My, (z,v°%) (v - n(x)) L dv™ which is not a probability measure and the following strategy
cannot be applied.

Kx(vin‘vout)(vout X n(.ﬁU))_d’UOUt —

(3.2.1)

3.2.1 Construction of the stochastic process
To discuss the well-posedness of the system, we introduce the phase space
(3.2.2) Dév ={(xn,vn) = (z1,--- ,xN,01, o) € AN X R3N | Vi £ 4, | — x| > e}
and the probability space
(323) Q:={0=(w)jez withw’ € §?, w’ -8 >0if j >0, v’ -& <0if j <0}

We assign to 2 the measure dP(w = (w?)) which is the probability measure of sequences of
independent random variables such that w’ follows the law c3(w’ - &;)_dw’ for j < 0 and
c3(w? - 81)rdw for j > 0.

Let T" be the function on 0A such that

[ lforz e {0} xT?
I(z) = {—1 for x € {1} x T2

We define now a dynamics on the extended phase space DY x QV. Let

(ZS)\UQ(J)V) - (w(])VavEl)va?v"' 709\7) € Dév X QN

and t > 0 be a time,
— (25 (0).@5,(0) = (2, &%)
— until 25(t) reaches the boundary of D
{1,---, N}) moves along straight lines;
— if 2§ () —25(t)] = ¢, vi (t*) and v5(t) are given by an elastic collision between the
two particles :

N

-, @ () is constant and each 2 (t) (i €

o {vf<t+> = E () — g (65E) — 05(0) wig
v () = v (t7) + vy - (07 (E7) = 05(E7)) v
with v; j == ’mf(t)—x; 0 and where ¢ indicate the limit from the future/past.

@5 (6)—a5 (1)
— if 25(t) meets the boundary of A, we record the in-coming direction of v(¢™) and
vE(t1) takes the out-coming direction :
_ 1/,—
vi () = o ()| (2 () w7 (7)
. £(t7)

3.2.5 2L P(as(t)) Uil
(325 o = D)
Vi€ Z\{~1}, Wil (th) = w7 (),
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at time 7 ( , w;j, w;jﬂ, , w;l, wll, e wll-“, ) v (77) }
at time T+ |:<7 wi—j+17 wi_j+27 B F(II(T)) %7 wi27 T wf+17 )/ ‘U7(T_)|F(:rl(7—))wll :|

Figure 3.2 — Evolution of &; when particle ¢ has a reflection at time 7.

then we iterate the process.
For example in the case with only one particle and after k reflections, wi(¢) is equal to

0,—2 0,—1 1 vl 2 v? k ¥ 0,k+1
T, Wy ;Wi ’ F(‘II)T%W F(Il)h}i%‘v T F(Il) vi‘| » Wi y T
—k—2 k-1 —k —kt1 -1 1
i el P €/1— . . . . .
where 2 := z§(t;) and v] := vi(t; ) are the position of the particle and its incoming

velocity at the i-th reflection.

In the same way we can define the backward dynamics for ¢ < 0.

Note that the variables (w]);<o are used to record the reflections. This will be practical
to reconstruct the dynamics backwards, independently of the number of reflections.

3.2.2 Well-posedness of the process

We denote qb;’ft(zN, wn) = (25 (t),@%(t)) the flow described above with initial condi-
tions (zn,@x). It is not well defined everywhere and we can have bad initial data which
lead to

— a collision involving more than two particles at some time,

— two collisions/reflections at the same time,

— infinitely many collisions/reflections during a finite time,

— grazing collisions/reflections.

However such "pathological" trajectories are exceptional: if we denote BN C DY x QV the
set of bad initial data and PN (doy) := P(dw1) ® - - - ® P(dwy), we have

Proposition 3.2.1

The pathological set BY is of zero measure for dz NP (d@y), the dynamics on DY x QY
is well defined for almost all initial data and d)f\’,t conserves the measure: for all Borel
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sets A C DN x QN (é?\’,t(A \ BY) is measurable, with the same measure of A.

This is an adaptation of the proof of Alexander [Ale75| and it stems from the following
lemma. We denotes BY the euclidean ball of radius R in R3¥.

Lemma 3.2.2

Let R > 0 be given, and let 0 be a real number in (0,e/2). Let
I:= {(zN,GJN) eAYN x BY x QN’there are two shocks

(3.2.6)
(reflections or collisions) during the time interval [0, 5]}

Then for & small enough, |I| < C(N,e, R)§>.

Proof : We have to treat the different cases with at least two shocks (reflections or colli-
sions) in the same interval [0, d].

First consider the case where at least two particles are involved. Because velocities are
bounded by R, if particle ¢ has a collision with particle j in the time interval [0, ], the
distance d(z;(0), x;(0)) is bounded by 20 R. In the same way particle i can have a reflection
only if d(x;(0),0A) < dR. Thus there can be two shocks only if (zx(0),@x(0)) is in

I = {(ZN,U)N) € ANXBg x QN

Elz;éj,and k?l¢{2’]}7 <d($],Bg(xl)UaA) S25R

where d(z, A) is the euclidean distance of a point = to a subset A. The set I; is of measure
at most [2RS|OA| + (4/3)7((e + 2RS)? — €3)]? < C(N, &, R))? for § small enough.

Then we pass to the case where there is one particle which reflects twice the boundary
on the interval [0,0]. This case is made impossible for § < 1/R because between two
reflections a particle has to cross (0,1) x TZ. |

Proof of Proposition : Fix R>0andt>0. Let § < e/2 be a small parameter
such that ¢/J is an integer. Lemma shows that there exists a subset Iy(d, R) of
AN x BN x QO such that outside of Iy there is at most one shock in the time interval [0, 6].
Its measure is at most C(N, e, R)d%. Observe that the set leading to grazing shocks is of
Zero measure.

Note that the flow is conservative where it is well defined. Indeed the boundary condi-
tions for collisions are conservative. For the reflection, the map

(z, v,wl) > (a: + 7(z,v)v + (t — 7(x, v))\v|w1, |v]w1,w_1(t) =I(z+ 7(z, v)v)v/|v|>

where 7(x,v) is the time of travel of one particle to the boundary, is conservative. For the
other w',i ¢ {0, —1}, we just apply the shift (w?) — (w*!), which is also conservative.
Hence there is no pathological trajectory in AN x BY x QN \ Iy(d, R). We recall that
the set AN x BY x QW is stable under the flow (the energy 3>, |v;|* is conserved). We
iterate the procedure and construct a set I1(9, R) such that outside I; there is at most one
shock in the interval [d,26]. Because the flow is conservative, I;(d, R) is of size at most
C(N,e,R)6%. More generally we can construct a sequence of sets (Iy(5, R))x such that
outside Jy< < Ik(9, R) there is no pathological trajectory during the interval [0, (K +1)d].
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We define 1(6,t, R) as:
16,t,R) == |J LR
0<k<t/s

Each set I(4,t, R) is of size at most C'(N, ¢, R)6%-t/6 = C(N, e, R)tS. Setting

I(t,R) == () I(t/n,t, R),

neN*

I(t, R) is of null-measure and outside it there is no pathological trajectory on [0,¢]. We
take the union BY of the I(t, R) for a sequence of ¢ and R going to infinity. Outside it
there is no pathological trajectory. This concludes the proof. |

3.3 The BBGKY hierarchy and its pseudo-trajectories

3.3.1 Stochastic semigroup and expression of the hierarchy

We will use the following notation: for 1 < k <1 < n two integers, ax; = (ag, - ,a).

We want to study a system of N identical particles, distributed at time zero according
to a probability N?\/ on DY. Because all the particles are indiscernible, the measure juy is
assumed stable under permutation of particle labels.

We define by duality the semi-group T%(t) on Mo(DY), the space of finite signed
measures 4y such that the set of bad trajectories BY C DY x Q is of measure zero for
pn @ PN, For any bounded continuous function ¢ : DY — R,

(3.3.1)
[ o) @)z = [
DN

DY

(/QN y [th(z?\“w?\/)] dPN@?V)) un (dz%).

In the case of density measures, we have an explicit formula :

Proposition 3.3.1

For Wy y € L* N L= (DY),
(3.3.2)

Tn(t)(Won(zn)dzn) = (/QN Wo,n [ﬁbi\ft(z(z]v@?v)] dPN(GJ?v)) dz};, with ¢ > 0.

Proof : It is a direct application of the conservation of measure of gb?\}t, Proposition . |

We denote Wy y the initial density distribution of particles at time 0 and W (t) the
evolution of this distribution. To observe some limit behavior, we have to fix the number

of particles s that we study. Let (f](\f))lgsgjv be the marginals of Wy y and (fo(i)\z(t))lgsgN
be the marginals of Wy (t):

(3.3.3) Vz, € DS, filk(zs) = / Won (25, Zs41.3)dZss1.8

and the same thing for f](\}g) (t). By convention we extend functions on D? by 0 outside D?.
The following theorem describes the evolution of the marginals:
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Theorem 3.3.2

Let Wy v be a function in L°° N LY(DY). Its marginals (fés])v)s verify the series expan-
sion of the BBGKY hierarchy (we will call it in the following the BBGKY hierarchy):

—S

(3.3.4) =: Z (N —r,N)e*" s (t )fos+r
r=0

where a(r,s) =r(r—1)---(r—s+1),

t1 tr—1
(S+7")/\ / / "'dt Ta t_tl)CE .
(335) 5 S—H’ s ( s,5+1
(s+7)

& 3
o Cs+7‘—1,s+TTs+r (tr) 0,N
and Cg 4 s the collision operator:

S
(330 Chan = Y O3l — €Tl
i=1
ColE FED (zy)
(3.3.7)
= /2 , f(5+1)(. RN ’U,E, s X e, U;+1)(]/ . (Us+1 _ Ui))+dVd’Us+1
S22 xR

(3.3.8) C; SJrlf (s+1) (zs) = / f(SH)(zs,:ci + e, vs41)(V - (Vs41 — v4)) —drdus i
S2xR3

and (vi,vs41) Is the scattering of (v}, v, ) (see Equation .

The strategy of the proof (presented in section below) is an adaptation of [PS15].
We begin by expanding the Qf ;. (t) f08+r We define 25" as the set of collision trees

(3.3.9) 3t = {a := (a(k))sch<isr €N, 1 <a(k) <k-—1}

and o = (0g)s<r<str € {£1}". Then we have

(3.3.10) A 2 / / ) / o

(a,0) €A x {£1}7
e,a(s+1),04 €,a(S+T1),0541 s+r
Tf(t—tl)C&sil Jow Cs-mE 1s)+r+ Ts€+r( )fé,N )-
Because T} is the semigroup associated to the hard sphere process, we can rewrite the
integral with a characteristic formula. It is the objective of the next section.

3.3.2 The pseudotrajectories development

We begin by rewriting [3.3.5] with an explicit "characteristic" formula associated to the
interacting process. It gives a precise sense to solution of the BBGKY hierarchy with no
regularity assumed on initial data, as measures. Ultimately it will permit to compare the
hierarchy with its formal limit.

We define for s,r € N the pseudotrajectory (5 ,.,(7,t, 25, (¢, v, 6)S+17S+T,G)T+S, a,o)
where :

— (a,0) € AST" x {£1}",
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1 3 2 4 6

Figure 3.3 - Pseudotrajectory associated  with collision parameters
((17 _)3) (27 +)47 (17 +)57 (47 _)6)

— 1 €[0,1],

— (tyv, ﬁ)SH’SJﬂ, = (ti, Vi, i) s<i<str € (RxSEXR3)" the collisions parameters, with
t>tgpr > - >terr >0,

— @pys = (W1, ,Wras) € QTS the reflections parameters of all particles.

The number of particles of (S ., ,.(7) is not constant: for 7 between t; and tj,; there are
s + k particles (by convention, ts := t and t,4,.1 = 0). Finally we denote &;,  (7) the
evolution of the reflection parameters. We define (¢S ;,,.(7), @7 5(7)) by
T ({;75+T7Di+5)(t) = (ZS7‘DS+T)a
— for 7 € (tg+1,tk), @iy 44 (7) is constant and ((s s+ (7), @1k(7)) follow the hard
sphere backward flow described at section [3.2.1
— at time t,‘:, a particle is added at position mi(tk) = wz(k) (tx) + evy and velocity vy.
If o =1, we have (0, — vg) (t;:)) v > 0 and we apply the scattering of velocities.
Else if o, = —1, we do not apply scattering.
Here and below, with a slight abuse of notation, (z°(7),v°(7)) designate the coordinates
of pseudotrajectories (which are different from coordinates of the stochastic trajectories
introduced in section .
We denote G°(zs,t, a, o) the set of admissible coordinates, i.e. the
((#,,0) 441 41 @rts) such that the pseudo-trajectory is well defined according to the
previous iteration, and

dAZ,a((t’ v, Q_’)s+1,s+r7 Dstr)

(3.3.11) str L ) e
= H [Ukl/k Ok — Vg (T ))} .\ dtdvgdyy, | P (d@syr).
k=s+1

Then the formula [3.3.5] becomes

N—s
f](\‘;)(t, zs) = Za(N — 8,7’)62’" ZUSH R .
(3.3.12) r=0 pap

AN (1 9) i @) SR (G O),
G¢(2zs,t,a,0)

3.3.3 Proof of Theorem [3.3.2|
Now we give a dual form of the previous equation. The idea is to look at the application
(ZS, (t7 v, 6)54_1754,_71’ ‘-‘_)s+7”) = (CE(O)a "‘_)6(0))

from D2 x G¢(a, o) to (D" x Q5T7)\ BT which is a local homeomorphism that sends the
measure e2"dz,dA® into d¢®(0)dP™*(@°(0)). It is not injective since an initial data can
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give different pseudotrajectories depending on whether a collision is seen as the creation of
a particle in the pseudotrajectory or as a recollision (a collision between two particles that
already exist). Nevertheless the number of collisions is locally constant and finite. Then
indexing on a, o and a new discrete parameter M € [1, M] C N, we can define the inverse
flow (¢b, @ 1) (t, Zsrys @syrya, 0, M). Because the number of collisions is almost surely
finite, M is also almost surely finite and locally constant (we put M = 0 outside the image
of the homeomorphism). Thus the equation can be rewritten in the weak sense as

for all bounded continuous functions ¢ defined on D,

N-—s

[ oot zgan =Y oV =51 Y our-ons
¢ r=0 acAst" o
(3.3.13) ) =
M
S B SEC )Yl BTN EN)
Dt xQrts S

To check this equality, we prove it in the probability space. Note that €2 is a compact
metric space as countable product of compact spaces, so Dév x OV is a Polish space.

We find an analogue to T on DY. Let po n be a measure in Mo (DY x Q) the set
of finite signed measures stable under permutation of variables and such that B has zero
measure. We define Hy(t)po,ny by duality: for each ¢ bounded continuous function on
DN x QN

/DN N o(zn, @N)(HN(t)pon)(dzn, don)
(3.3.14) x
= /DN QN SO(QS%t(zN’wN))MO,N(dZN,d(:JN)‘

Next, let (M((f?\r)lgsgN be the marginals of g n, and (us\s,) (t))1<s<n the marginal of
Hy(t)po,n. Then it suffices to prove that for all bounded continuous functions ¢, on
D: x *, we have

15)

s (25, @5)du (£) (25, @)

DngS
N—s M
bs o (s47)
= a(N —s,71) E 0-s+1"'as+r/+ ‘PsC ()) Ho N
- )
r=0 aCAT" o DX Qe M=1

N—
= Z /Dr+s QT+S (Zs,(:)s) (7-3,84»1"( )/’LO N) (dzs+r,dws+r)
r=0

where the 7;75+r(t)(u((f;k)) are defined by duality.

Because DY x QY is a Polish space and following [PS15], it is sufficient to prove equality
for empirical density distribution defined as follow.

Let (zy,@n) € DY x QF be such that the dynamics is well defined. We define the
empirical density distribution as the measure

N
_ _ _ 1
Azn,@n)(C1, @), (v, @) = N > H‘S(Ci,w;):(za(i),a[,(i))

se6 i=1

where Giv is the set of injection of {1,---,k} into {1,--- ,N}.
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The k-th marginal of A(zy, @) is

— _ _ N k:
(A(ZN)wN))(k) (C]_,W:/l, o ’Ck”w;ﬁ‘) - ( Z H&(wa ) o( o'(z))

UEGN i=1

and we have immediately its evolution with respect to the hard spheres dynamics:
Hy ()M (zx,@n) = A (657 (2, 0n) ).

First there exists a finite sequence of times 0 = ty < t1 < --- < tx = ¢t such that on
each segment [t;, t;+1] there is only one collision or a reflection. In addition we impose that
if the collision or the reflection implied the particles k£ and [,

{ No1(ZT o1 (t), 25 v (t), O g (L), OFq v (8)

w1 (251 (), 20 vy @5 1 (), @5 v (L)

moves like free flow for 7 € [0,¢;41 — t;]. It is possible to construct such sequence because
the free flow is well defined and continuous.

Then it is sufficient, in view of the semigroup property verified by the marginals, to
prove our assumption only for a segment [0, t1].

To simplify the notation, in the following (A(zy, cDN))(k) will be denoted Aj. We will
prove the formula only for Aj, the other cases work in the same way (see [PS15| for more
details).

Because there is at most one collision in [0,¢1], all the 77 14, (t)A14, vanish for r > 2.

If there is no collision, then Aj(¢) is just the push-forward of A; by the free flow with
isotropic reflection, and 77 2(¢)Ag vanishes. So the formula is verified.

If there is one collision, we can assume without loss of generality that it occurs between
particles 1 and 2. Then in 77 1(£)A; the two first particles are replaced by virtual ones :

N
1
Tia(t)Ar = (5(21(0@1) + 0z (t)@n) T Z5<zi<t),wi(t>>> )
=3

with Zz(t) = (.CEZ — t’Uz‘, UZ‘) .
In T12(t)A2, there are two parts: a first part which corresponds to post collision
directions : % (5z1(t),@1(t) + 5z2(t),@2(t))a and a second corresponding to the negative Dirac

mass in the virtual particles : —% (5(51 )@1) 5(52(t)7@2)), which compensate the previous
erTor.
Finally we get the expected formula. |

3.4 Boltzmann’s hierarchy and a prior: estimates

3.4.1 Definition of the Boltzmann hierarchy

We want now to describe a formal limit of the BBGKY hierarchy when ¢ tends
to 0 in the scaling e2N = 1. For (f§)s a family of symmetric functions on (A x R?)*, we
define the Boltzmann hierarchy and its series expansion (what we call later the Boltzmann
hierarchy):

0 t tr—1
fs(t) = Z/ T / dty - dt?“Ts?(t - tl)cg,s—l—l T Cg+r—1,s+rTs(]+r(tT) 8+T

= Z Qs s+r S+T
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where T?(t) is the semigroup associated to the dynamics of s punctual particles with
reflection in angle (and no collision) and C’g s+1 18 the formal collision operator for punctual
spheres :

0,4 0,—
(3.4.2) Clor1=Coly —Coiy
(3.4.3) 02;1f5+1 : Z /2 , SH C T UL T, Ug+1)(y-(vs+1—vi))+dudvs+1
—1 S2 xR
3.4.4 stz s+l — ) _dvd
( -E ) ss+1f Z - R3f z57$2avs+1)( (Uerl Uz))f VaVg41.-
X

Remark that for initial data of the form (f$®), the Boltzmann hierarchy is of the form
(f®5(t)), where f(t) is solution of :

(3.4.5) ) =TO(t) fo + /O TI(r)CY 5/ (r)®2dr

which is precisely the Boltzmann equation in the integral form.
To properly define this operator, we have to find a nice functional space on which the
(f5) will be defined :

Definition 3.4.1

For 8 > 0 and p two constants, we define the Banach space X, such that (f°) € Xg ,
if and only if for all s € N*, f*® is measurable, symmetric, compatible:

(3.4.6) Vs € N*, Vz, € (A xR, fi(z,) = / 5N (24, 2o41)dzs 11
AxR3
and
s B
(3.4.7) 1(f%)sllg,, = sup  essup [f*(zs)|exp <us+2!vsl2
SEN* z,€(AXR3)®

is finite, with |vg|? = > i_ [vil*
We denote the closed subspace of continuous functions

Xpu = Xpun [ CUA xR?)®).

s>1

Theorem 3.4.1

For 8 >0, pu, there exist 3/ > 0, u' and a time T such that the Boltzmann hierarchy

{Xﬁ,u — C ([0, T], Xpr )
(f3)s = (f°(1))s

is continuous.

The rest of this section is devoted to the proof of the theorem.

In a first time we will prove that Q0 ., () fg*" is well defined if (f§) is in X5, Then
the continuity estimates of [GSRT13)| and [Lan75] show that the sum is well defined and
continuous.
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3.4.2 Well-posedness of the operators Q? . ()

S$,8+1r

The main difficulty is that the transport semigroup 77(¢) does not send continuous
functions onto continuous functions: discontinuities will appear in the future of {0}; x
OA x R?. Thus we have to check that we can apply CY _,; on the function TP, (t) ol
We will restrict ourselves to the case where f§ = g1 ® - - - ® g;. We define the future set

F(t) C Rt x A x R3 as
(3.4.8) Ft) :={(r,z,v)|lx — (1 —t)v € OA, T >t}

and F(t) N {t = 0} := {(z,v) € R, (0,2,v) € F(t)}

Then we have the following lemma, equivalent to a "weak" propagation of continuity:
Lemma 3.4.2
Let g be a measurable function on A x R3, continuous outside (F(t1) U---U F(t.)) N
{t = 0} for (t1,--- ,t,) € (R*)® and dominated by e P"*/2 for some 8 > 0. Then
g : (t,z,v) (Tf(t)g)(m,v) is continuous outside F(0) U F(t1) U --- U F(t,) and
dominated by e BIVI"/2,

Proof : We will show that the trace of TPg on 7 := {(z,v) € A x R3, v-n(x) < 0} is
continuous. In the following we will denote tg := 0.
We define the function g, on RT x X% by :

gp(t,z,v) = /S2 g(x — t|w, v|w)(w - n(z))+c3dw

with g extended by 0 outside A. A particle reflected with velocity |v|w crosses the domain
in time 1/|w-€;||v| and g is continuous outside (F(0)UF (t1)U---UF(t,))N{t = 0}. Thus
the function w +— g(x — t|v|w, |v|w) is continuous outside the set of directions w such that
the particle meets the boundary at time t; for some i:

T

U{weS2,m=(t—ti)}

1=0

which is of zero measure in S?. Thus g, is continuous on Rt x £*. Now we define the
operator B : C(RT x ¥T) — C(R* x ¥1) which associates to f its image by the free flow
after one more reflection:

Bf(t,z,v) ;:/

S2

Pt g gy vl ) () 0)scades

- x
|w - &1]|v]’ lw - €1

where f is extended by 0 for £ < 0. Using the same argument than for g;, B f is continuous.
Applying the formula in the case of one particle, we obtain that the trace of T}g
on RT x YT is

o
(3.4.9) 9= _ B'gs.
=0

We have to show that this sum converges normally on every compact set. In fact the
sum is locally finite:

Lemma 3.4.3

For (z,v) € A x R3, the one particle process has at most t|v| reflections.
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Proof : To have N reflections, a particle has to travel at least a distance N, so N < t|v|. B

From this bound we deduce that the series[3.4.9]is finite on every compact set, and so
g¢ is continuous. Tg is solution of the problem:

Of+v-Vof =0

f|{0}><A><]R3 =g

f]R+><E+ =Gt
where we fix all the boundary condition. Because g is continuous outside (F(t1) U --- U
F(t))N{t =0} and g; is continuous outside F(t1)U---UF(t.), T{g is continuous outside

Flto)U---UF(t).
The bound follows from maximum principle. |

Let fi1,---,fs be measurable functions, continuous outside F(t1) U --- U F(¢,) and
dominated by Ae=A"*/2 for some A > 0. Then TO(t) (f1 ® --- ® f,) is equal to (TO(t)f1)®
@ (TP(t)fs) and

s—1
Cli(h@@f)=) i @C, (fi®f) ® fi
=1

If we fix ¢t and z, f; has a discontinuity for v € J;_; {u € R?, (¢,z,u) € F(t;)} the
set of velocities such that the particles meet the boundary at time ¢;, which is a union of
planes of dimension 2. Using the "Carleman’s collision parametrization" (see Appendix

BA),
CUsfr ® folt, 2, 0) = — fu(t, z,0) /R Bt (0= 0.)-0)-dv.do
+ / [tz ") fo(t, 2, 0)) (v — vi) - 0)—dvwdo
R3xS2
= —fl(t,x,v)/ fo(t,z,v)((v —vy) - 0)_dvido
R2xS?

—|-/ fi(t,x,0") fo(t, x,v))dv'dS (v))
{(v',v})€ERS, (v'—v)-(vl—v)=0}

where dS(v’,) is the Lebesgue measure on the affine plane {v, € R3, (v/ —v)- (vs —v) = 0}.
In the first term of the sum, we integrate fo on a space of dimension 3, so the set of
discontinuity is of zero measure, so the first term is continuous outside F(t1) U- - - U F(t,).
For the second term, because we integrate v’ on the full space, for almost all v/, fi(¢,x,-) is
continuous at v" and v/, lives in a plane transverse to the set of discontinuities of fo(¢,x,-).
Thus f1(t,z,v") fa(t,x,v)) is integrable and the second term is continuous.

In addition we have the following bound:

Chafi®falt,,v)]
—B(1v12+vx? —B(10' 12+l 12
§A2/<e ( 2 )+e ( 2 ))((U—v*)-a)_dadv*

o [ PP+
<CA /62(\1)] + |vs])dus

(3.4.10)

< 208732 <671/2 n ’"U|> o—Blvf?/2
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for some constant A. Then for all 3’ < 3, we can bound C?’Qfl ® fa by CeP'I*/2, Finally
we always have integrability with respect to v.

To summarize, if f1,---, fs41 are measurable functions, continuous outside

(F(ty) U---UF(t,)) N {t = 0} and dominated by Ce A"/ then

CoTHW(h® @ fo) =) fioof
=1

where the (f;)” are continuous outside F(0) U F(t1) U --- U F(t,) and dominated by
Ce B'I*/2 for all B < B.

Iterating the process

(t5+1a T 7ts+7“) = Tso(t - t8+1)02,5+1 e Cg+r—1,s+rTs(]+r( S+7")f® s+7)

is equal to Y, fl ® -+ ® f! where the (f );,; are continuous outside F(0) U F(tsp1)U---U
F(ts4r). Fixing (¢, xs, ’US) outside a finite number of (¢541, -+ ,ts4y), the fi are continuous

near {(tm,n,vn), 1 <m <r, 1 <n < s} By integrating we get that Q0 ,.(t) f2¢+) is
well defined on (A x R3)* and continuous outside F(0).

Remark 3.4.1
Note that if fy verifies the boundary condition

(3.4.11) Y(z,v) € 2T, fo (x,v)=/§2 Jo (z,w|v]) e3 (['(z)w - €1)_ dw,

T? fy is continuous, and then Q(l)ﬂ,fo is always continuous. Finally we get:

Proposition 3.4.4

Let fy be a continuous function on A x R3, bounded by a Gaussian distribution and
satisfying the condition |3.4.11} Then the solution f(t) of the Boltzmann equation
with isotropic reflection is continuous.

3.4.3 Continuity estimates

Proposition 3.4.5

There is a constant C' independent of 5, p and r € N such that

(3.4.12) 18 4 (05 (g0, 1 < (CBT270) 1Sl

(3.4.13) HQS OY < (CB727)" | f5N 5.0

38/4,u—1

Proof : We suppose f§+1 dominated by exp (—B|vs+1\2/2).
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Because exp (—ﬂ|vs|2/2) is preserved by T2(t) for all 3 > 0, using the bound [3.4.10

|Cs s+1Ts+1 (t Zs+1

<Cp? | 5B ””Z\v |>e sloal?

< Cﬁ 3/2 (Sﬁ 1/2 (Zv |> —(B= 6 )|vs 2) 2/"”5‘2

s1/2 P .

<CE72 (8872 4 iz (B = Bl )”2e“*2’3'vsl>eilvsl
B sl/2 g2
< CB3? <85 /2 4 (ﬁ—ﬂ’)W) 5 |vs]

using the Cauchy-Schwartz inequality between lines 3 and 4. Then iterating this bound
and integrating on t >ty > --- > ¢, > 0, we get that for ||(f5)||g. <1

‘Qs s+r S+T( 8){

,,7"1

. iy '81) —p(r+s

for B =B, >--- > o =3B8/4. For Biy1 — B; = B/4r, we get :

‘Qs 3+7~ 8+T(z5)} S tr(ST—{‘—T')T (0,672) e*%|’us|27ﬂ(r+s)

< the'ts (C’ﬁ_2)r e K 1vsP—spg—pr

using the Stirling’s formula. This is the expected estimate.
The same method works for Q5 ..(¢). u
We can sum these bounds and get

S 1 S
15O l3g/a,u-1 < m”(fo)”ﬁ,u

which concludes the proof of Theorem [3.4.1] [ |

3.5 Main theorem

The main theorem of the paper is a weak convergence result. Indeed we will only
look at the convergence of observables of the system, i.e. averaging with respect to the
momentum variable. In addition, the marginals of the hard sphere system are only well
defined in DZ, so convergence will occur only away from the diagonal of the physical space.
To summarize all these conditions, we define the following notion of convergence:

Definition 3.5.1

A sequence (f3)i<s<n converges to a sequence (f*)s in average and locally uni-
formly off the diagonal if for all p, : R® — R, continuous with polynomial growth
at infinity, and for all compact sets K C A®, away from the diagonal set ©° :=
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{xs € A®|Fi, j, x; = z;}

35.1)  Lo.(ff — /) () ::/ (F — 1) (z)s(wa)dv, — 0in L(K).

(Rfi)s — 00

Theorem 3.5.1

Let 8> 0 and p be two constants. Then there exists a time T' such that the following
holds. Let (f§)s be an element of X3 ,, and (Wy n)n a sequence of symmetric functions

in LN L>® (Di\; \/N) with ( féi])\/')lgsg N their marginals. Then if ( fésj)\[) converge to (f3)

as N — oo in norm || ||, the sequence (f](vs) (t))s solution to the BBGKY hierar-
chy converges in average locally uniformly to (f*(t))s the solution of the Boltzmann
hierarchy with initial data (f§), vt <T.

Remark 3.5.1

Note that the convergence of the observables is uniform for s = 1.

Proof : As for the interacting case, we rewrite QgS +(t) with a characteristic formula. As

in the case of interacting particles we construct for s, € N the pseudotrajectory

Cg,s+r(7-) tu ZS7 (t7 U’ 1_7)54_1’54_7«7 wr-i—s: CL, 0')

where :
— (a,0) € AST" x {£1}",
— 7€0,1],
— (t, v, ’l_))SJrLSJrT = (ti, Vi, 1_)i>s<i§s+r S (R x S x R?’)r with ¢ > ts41--+ > tgyr > 0,
— Wrys = (U_Jla t 7wr+s) e Qs
The number of particles of 0 ,,.(7) is s + k for T between ¢}, and ¢34, and @9, (7) the
evolution of the reflection parameters. We define (¢, (1), @%r + s)(7) by
T (<2,5+T7w19+5)<t) = (zs-;a)s—l-'r)a
— for 7 € (tgy1,tr), @k + 1,5 + (1) is constant and (Cssir(7),@1,,(7)) follow the
hard sphere backward flow described at section [3.2.1],
— at time ¢, a particle is added at position x(t;) = xg(k)(tk) and velocity vg. If
o =1, we have (Uy — v (7)) - vk > 0 and we apply the scattering of velocities.
Else if 0, = —1, we do not apply scattering.
We denote G%(zs,t,a,0) the set of coordinates, i.e. the ((t, Vy 0) i1 sprs @rts) Such
that the pseudo-trajectory follows the collision parameters (a, o), and

dAg,a-((tv v, 6)5+175+7~a ‘Ds+r)

— ( ﬁ [Ukl/k - <17k - vg(k) (t;r))L dtkdvkdyk> AP (@)

k=s+1

Then we can rewrite Q% . (1) 57" (25) as

S,5+7r
2,s+r(t)f8+r(zs)
3.5.2 _ _
( ) ::ZU$+1--~U$+T/ dAg,UT((t, V,'U)sH’SJrT,wSJrT) g+r<C0(0)).
a.0 QO(ZS,t7a,O'T)

We shall prove the one-to-one convergence

L, ( / dAs, éi?“)(ca(o») 1, ( / dAl, 5*’"«0(0)))
G¢(2zs,t,a,0) N—o0 GO(zs,t,a,0)
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at all points (¢,x,) and all collision parameters (a, o), using that the pseudotrajectories
¢ and ¢° are in average not so far. There are two reasons producing a big error between
the two trajectories. The first one is the recollisions (collision of two particles that have
already been created) that can occur for the interacting process but not for the punctual
particles. The second comes from the difference between @*®(0) and @(0): because there
is a shift between ¢°(7) and ¢°(7), the times of reflection are not exactly the same. Thus
there exists a set of times during which w®(7) is different from w®(7). If 0 is in this set the
final velocity will be very different.

To make the convergence term by term work, we have to perform some truncation.
First we note that the continuity bound gives

Z Qs s+'r §+r)

(3.5.3)
< Cp e Kool (u-Ds

0,N 0

)

(055 ]

and we have to look only at the semigroups applied to (f§)s.
Then we have to bound the number of creations of particles by an integer R that
depends on N. The rest will be bounded by :

Z Qs s+r s—i—r

r>R

< S (Cputyre w00 (1), 5,

r>R
< 02 Rem =03 (£2) 15,

(3.5.4)

for t <1/(2Cg,) =: T. The same estimates hold for the BBGKY hierarchy.

Next we have to cut the high energy. Because (f3)s is bounded in Xg ,,
(f6Ljv;2>E)s is bounded in Xvg/5,, by e~ TPE/16)(£8)s]| 5. Thus we have the bound (the
same bound holds for BBGKY)

ZQS 5+7' ]l‘vs+r|2>E)

r>0

(3.5.5)
< CeBEMG = o~ (u=D)s| g5y

B
Thus for any nn > 0 we can fix R, E and Ny such that for N > Ny,

[R1+Ra + Rall35/4,-1 < -

From this Ry + Ro + R3 converges to zero in the sense of Definition [3.5.1] when R,
and Ny tend to infinity, uniformly in €.
Therefore the proof is reduced to the proof of the following proposition:

Proposition 3.5.2 (Term by term convergence)

For all compact sets K C A®\ D, all collision parameters (a, o) and all test functions
Ps;
/ do.dA; o £ () w2)
(3.5.6) Ge(t.ms 0.0F)
— dvsdAq o f5 7 (¢7(0))ps(vs)
N—oo GO(t,xs,a,0,F) 7
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uniformly on [0,T] x K, where G*(t, x5, a, 0, E) is the set of parameters

{(vsa(ta v, 6)5_5-1754_7«7 ‘Derr)» Vs € R3sa

((t? v, ﬁ)s+1,s+r7w5+7") € gE(t7 Ts, Vs, a, U)? ’05‘2 + ‘1_)54-1,8-‘1-7"2 S E}7

and same definition for G°(t, xs,a,0, F).

3.6 Proof of the term by term convergence

We fix collision parameters (a,0) and a compact set K € A®\ ©°. In order to prove
we compare the two pseudotrajectories. Fixed an initial position xs at time ¢, we need
to know the first difference between hard spheres and punctual process (going backward
from time ¢ to 0). We can construct four bad sets P1(e), Pa2(g), Ph(e) and Ps(e) such that

— for (vs, (£, Vy 0)s41,54r, @str) € Pi(e), there is first a shift, i.e. there is a i €
{s+1,---,s+r}such that @2, (t;) # @5, (¢) and there is no recollision during
(t;,t) (recall that tsr = 0),

— for (vg, (t, ¥, D) 541,541, @s4r) € Pa(e), the hard sphere process has first a recollision,
i.e. there is a first recollision at time 7 and no shift during (7, ),

— for (v, (t, ¥, ) s41,5+r, @sir) € Ph(e), the punctual process has first an overlap,
i.e. two particles reach a distance less than ¢ at some time 7 (with an exception for
particles ¢ and a(i) just after ¢;),

— for (vs, (t, Vy ) s41,54r, @ris) € P3(e), there is some ¢ € {s+1,---,s+r} such that
x (@) (t;) is at distance less than 2¢ from the boundary or from any other particle,
and Ps(e) N (P1(e) UPa(e) UPL(e)) = 0.

Note that G\ (Pi1(e) UPa(e) UPS(e) UPs(e)) = GO\ (Pi(e) UPa(e) UPh(e) UPs(e)).
Indeed outside Ps, all relative positions v; are allowed at creation i, and outside Py (g) U
P2(e) UPS(e) the velocities of the incoming particles at the reflections are the same in hard
sphere and punctual backward pseudotrajectories.

In the following we will need to integrate on the collision parameters, we then introduce
the following useful terminology. The particle a(i) is deviated by the creation i € {s +
1,---s+r}if o; is positive. In that case there is a scattering of the velocity. The particle 4
is by definition deviated by the creation i. We recall that we look at backward trajectories
and we follow time in the inverse sense.

3.6.1 Continuity estimates of the two pseudotrajectories

We begin by a continuity estimate for the process involving one particle.

Lemma 3.6.1

Let (z°,3%) € A%, v € B(EY?) (the ball in R? of diameter E'/?) and &} € Q2. For
any collision parameters (v,,v) € S* x B(E'/?), we define two 2-punctual particles
backward processes (z2(7),@2(7)) and (22(7),&2(7)) for T € (0,t), with initial data at
T=1

— (2% v, 2%, vy, @2) (respectively (20, v, 2% + ev, v, @Y)) if (v —v,) - v <0,

— (29,0, 2% v, DY) (respectively (20,0, 2° + ev,v),@Y)) if (v — vs) - v > 0, with

(v, v},) given by the scattering rule|3.2.4

Then if the particle i € {1,2} is deviated by the creation, there exists a constant C > 0
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such that for T € (0,t)

(3.6.1) /B(E1/2) o 157 = &M my=am v - (v = v)ldudy
0. X

< CE®? (e + |xo — o)) |log (¢ + |0 — Zo|)| .

Proof : Fix (vs,rv) and denote 74 (respectively 74 + d7) the time of the k-th reflection of
the particle z; (respectively the particle Z;). For k > 1, because between their k-th and
(k + 1)-th reflections the two particles have the same velocity and the two sides of OA are
parallel,
(@i(Th)s Ti(Tht1)s TiTht1 + 6Tk1), Ti(Th + 67%))

forms a parallelogram. Hence d7p and (Z;(7x + d7%) — x;(7%)) do not depend on k (we
denote them d7 and dx).

Because we suppose that there is no shift at time 7, z; and Z; have the same number of
reflections. If there is no reflection, |z;(7)—Z;(7)| is constant. If there are k > 1 reflections,
we can suppose that é7 > 0 and

|z:(7) — Zi(7)| = [wi(Tk) — i)
<|zi(me) — Ti(h + 07)| + [Zi (70 + 67) — Ti(78)|
< |6z| + EY?|67].

We can treat similarly the case 7 < 0.
Because the two trajectories are parallel before the first reflection,

|vi]

—

01 = ([#:(0) — %;(0)] - €1)/(v; - €1) and |0x| < |z;(0) — 2;(0)].

|v; - €1

Thus if @;(7) = &;(7),

3E1/2

1/2
f2s(r) = 24()]| < [2:(0) — (0] (1 = =

’Uréﬂ

) < (lzo — Zol +¢)

v -

and it is also bounded by some constant Cy because A is compact. Because the particle ¢
is deviated, we can integrate on the scattering: using estimation m (Appendix (3.A)

/ |2i(7) = Zi(7) [ L, (r)=a,(r) [V - (v — v |duvsdr
B(E'/2)xS2 ‘ !

3E1/2 -~
§/ (20 _»[E(]‘—i-é“) ANCy | V- (v —vy)|dvedy
B(E'/2)xS§? |v; - &1

< CE%(|xg — Fo| + €) log(|zo — &o| + ).

Fix (ts41,---). Let 7 € [0,¢] \ {ti, s < i < s+ r}. If there is no recollision nor overlap
and if @*(f) = @°(f) for t € T(7) := {7} U {ti,t; > 7}, then by an iteration argument
vY(1) = v%(7) (in the following denoted vy (7)). Fixing @s, vs, tst1,s+r and @iy, We can

then iterate the previous estimates and obtain
Proposition 3.6.2

Forke{l,---,r}, 7 € [tiy1,tx) and i € {1,--- ,s + k} fixed, we have that:

/B (B1/2) (52} ]lno recollision]l‘;,s(f):a()({)’ 565(7.)|$?(7') — $f(7')|
k

(3.6.2) s+k k
X H {Vl . (17[ = Vg(l) (tl—"_)) ‘ dvydo; < ek (CEE)/Q‘ log€|)
l=s+1
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for By, the ball on R3F.

Proof : Note that By (E'/?) ¢ (By(E'/?))*, thus we will replace the first set by the second
one.

In the following ¢ will indicate the following pseudoparticle: 7 is equal to ¢ from time
7 to time t;. Then 7 becomes a(i) until time ¢,(;), etc until t. We can suppose that every
creation deviates 7. Else it does not influence |z9(7) — 25(7)| and we can count it as a
factor CE2.

We want to prove recursively for m € {1,---k}

Ilno reco ision]l O — E
~/(VB(E1/2)><S2)m 1l ,;,5(5):70({)”:1’.1 (T) x; (7_)’

tex (1)

3.6.3 stk
0 I e (- v () dwido
l=s+k+1—m

< (CE™) " og el [(m = D 40 (o2t i) = 51| +9)]

for n(xz) = x|log(x)|. The initialization is provided by the previous lemma. To prove the
induction, as in the previous lemma

04+ +
"Tf(ts-i-k—f—l—m) - $§(ts+k+1—m)’
3E1/2
< 22, ) =S, ) — — | ACh.
<‘ 1 \Vs+k—m 1\"s+k—m | "Uz”(terkfm) . el|
Thus (|22(t7 4 1_,) — 255 1_,.)| + €) stays between € and Cy+¢ and its log is smaller

than sup(|logel, |log Ca + ¢|) = | loge|. Hence the left hand side of is bounded by

<C’E5/2>m |loge|™

o o 3EY?
me + <’xf(ts+k:—m) 7t Vit o) - 1] e

With the help of we can integrate this estimates on B(E'/2?) x S? with respect to
the measure

|Vs+k7m : (’l_)erkfm — Va(s+k—m) (t;:_k_m))‘ stJrkfmd?_)erkfm

and obtain the expected estimates.
Before the first creation punctual and hard sphere backward processes coincide, hence
|22(tr, ) — 25(tf, ;)| vanishes. Therefore m = k gives the expected result. [

Integrating on (vs, tst1,5+r) Dsir),

E5/2)s+r Tr

¢5(0) —CO(O)‘dvsdAO < 5|log5]r( o

(3.6.4) /
GO\ (P1UP2UPLUPs) (¢)

Note that if the domain is the torus, the previous proof provides the bound
E(CE5/2)S+TTT/T!. The factor |loge|” originates from the grazing reflections, and the
author does not believe that this continuity estimate can be improved considerably.

Because f3" is continuous and (A x B(E'/2))**" is compact, f3" is uniformly con-
tinuous and the error goes to zero. Moreover ¢4(v) is bounded on G°. Finally we get:
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Proposition 3.6.3

(3.6.5) [£577(¢7(0) = f57(¢"(0)] ws(ws)dvsdA® — 0

/GO\(PlLJPgUPéUPg)(s)

uniformly in [0,T] x K.

3.6.2 Estimation of P;

We decompose P; into sets Pf’j’il: for (v, (8, ¥y 0)s11,54r, @rts) € Pi’j’i/, there is no
shift nor recollision in the interval (¢;,1), (D? (ty) # w;(t;) at time ¢ and the last creation
deviating particle j is i. There are at most (s + 7)3 such subsets and we only have to
control \Pf’j’i/].

We denote in the following k,(7) the last reflection of the particle ¢ before time 7. Then

k;j(ti) depends only on

(’Us, (t’ v, 1_))5—‘,-171')7 ((Qf)KZkL(ti))lgbgifl C ("_)34’7‘7 and (@?)k‘j(ti)>ﬁ>kj(ti/)'

The shift at time ¢;; does not depend on the remaining parameters (which contribution is
bounded by some constant C(E, T, s+ r)).

Then we look at the set of (¢;, (wf) k<k;(t;)) such that there is a shift. We can bound
it directly by T'. We want to improve this naive estimation.

We denote, for k > k;(t;), 7 (respectively 7, +67) the time of the reflection of w;? after
t; in the punctual process (respectively in the hard sphere process). Because we restrict to
the interval (t;,t;), the particle j has no more collisions until the shift. As explained in the
previous section until there is a shift, 67 does not depend on k. Denoting |v| := |v;(t;)],
the 74 follow the recurrence law 7,1 = 7, — 1/(|v| |w§C - €1|). Thus there is a shift only if for
some k > k;(t;), ty stays between 73,41 and 7,41 +067, and thus t; € [Tp11—[07], Th1+]07]].

hard punctual

sphere particle

vit;)] wy?

Figure 3.4 — A shift of particle j in Pi’j’i,.

In the case where the two particles have at least one reflection after t;, we
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have k < k;(t;) and
1

vl (76 = tir) = |07]) < ——
|w; - €1

< [o| (7 — tr) + |07])

where v = v;(t;). There is a shift only if the left member is negative and the right one is
positive, i.e. ty € [1, — |07|, 7 + |07[], or if |w] €1/ stays in

1 1
[lvl (7 = tir) + [07]) "ol ((7& — tor) — |5T!)} ’
Using that the surface of {w € S?, w- &) € [a,b]} is smaller that 27 ((b — a) A 2),

—

k
Ly elm—lor|me+lor) + 1 (wy - €1)4
. 1 1
[0,T)xS? |wk.&1|e ,
J ol ((re—t;)+1871) 1ol (T —ty)—lo7)

X dty dw¥
07|
< C‘éﬂ +C ﬂti/¢[Tk—\5T|7Tk+\5T| |’U|( Ty, — |57_|)( T+ |67_D A1) dty
0
T/|67]
< Clo7| + 2C57] / Ty A s
20l5r|
< Oor| + |1|,|T|

2
< C|o| (1 + = > .
|v- &1
ti—Tk

making the change of variable s = £+ TR

In the case where only one particle has a reflection in (¢;,¢;), t; has to stay
in [, — |07],71 + |d7|], and thus in a set of size 2|07|. We sum on all possible "last
reflections". There are at most EY?T reflections and as in the previous section |07| <
(e + \xg(i) (t;) — T3 i) (t;)])/(Jv - €1]). Finally the set of parameters (¢;, (w )k<k (t;)) such
that there is a shift is of size at most

1 1
. 0 v e g 1).
C ((€+ |Za) (8i) xa(l)(tZ)D (]v-él * 10-51\2> " )

Integrating over (14, 9;), and applying [3.A.3| and [3.A.4] the set of parameters ((v;,;), ty,
(wf)k<k]-(ti)) is of size at most

0 . 1/2
(2 + 1030 (1) = 25 (t)]) T C(B,T).

Combining this estimation, the estimation of |3:2(Z.) (t;) — :L"Z(Z.)(ti)| in 3.6.2) and the esti-

converges uniformly to 0. |

o
mation of the remaining term, |P;7"

3.6.3 Estimation of P, U P, U P;.

In the following we look only at the hard sphere process and we drop the exponents ¢.

We focus on |Pal; the size of P and Ps can be estimated similarly.

We begin by cutting the grazing velocities: we consider the set of initial parameters Py
such that
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— forie{l,---,s}, |v;- &> el/*
— forie{s+1,---,s+r}, if the particle j is deviated at time t;, |v;(t; ) - €1 > el/4,
Vk € {17 T 7i} \ {]}7 ’(Uj(tz—"—) - Uk(tj_)) ’ é,1| > 51/4,

— for any reflection of a particle i at time 7, the reflected velocity of reflection v;(77) :=
whvi(77)] has to verify |v;(1;7) - 1] > V4, Vk # i, [v;(17) — vp(17)] > /4.
Because velocities are bounded by E'/2, there are at most 2(s 4 ) E'/2T reflections in the
interval [0, ¢] and the last condition deals only with a finite number of reflection parameters
in @sy,. Hence the size of the set G° \ Py goes to zero as € goes to 0. We restrict to Py
from now on. We split P, NPy into the partition (P;;)i<i<j<str Where i and j are the

two first particles that collide.

We denote k the last creation such that the particles i or j are deviated (it depends
only on collision parameters (a, o)).

We consider first the case where only one particle (say i) is involved in the
creation k. To deal with the periodicity of A, we consider the covering A = [0,1] x
R2%1[0,1] x T2 = A. Particles 4, j and k have infinitely many copies (iz), (jz), (kz), with
coordinates (;.(t),v;, (t)) == (zi(t) + &, v;(t)) for & € {0} x Z2. If some iz has a recollision
with a particle jz in A, then the particles i and j have a recollision in A. Because v; and
vj are bounded by E1/2_ the particle ig can interact only with the ji for |K| < 2TEY2. In
the following we denote x; := Lig, Tk = Ty and z; 1= xj,..

First we cut the reflection times t), such that |z;(t) —2;(tx)| < €'/% and d(z;(tg), OA) <
e1/3. We observe that xj, and x; are polygonal trajectories, with at most TEY? branches.
Thus the two particles can approach each other at most T2F times at distance less than
el/3 + e. Thanks to the condition on |v;(t;) - €] and |vk(t;,) — v;(t; )], for ¢4 outside a
set of size CT?Ee!/3=1/4 the particle k does not come close to the boundary nor to the
particle j.

Then we consider the "virtual" particle 7 as a particle which moves along straight
lines and coincides with j after its last reflection before the recollision, and we denote
(z5(t), vg) := (xj(7;7) + (t — 75)vj(7; ), vj(7;7)) its coordinates, for 7; the time of the last
reflection of j before the recollision. If there is a recollision between ¢ and j, there is a
recollision between i and 7. Because d(z;(t), OA) and |z;(ty) — z;(t)| are greater than
e'/3, |wy(tr) — wilty)] > '3,

\

Figure 3.5 — Virtual particle.

If 7 has no reflection until the recollision, then there exists a time 7 € (0,tx) and a
direction vyee € S? such that :

(xj(tk) - xl(tk» + (T - tk)(vj_ U’L(tlz)) = Elrec-
Thus (vi(t,) — v;) is in a cone €[(xj(ty) — zi(tx)), o of axes (xj(ty) — xi(tx)) and angle
o = 2arcsin (¢/|z5(ty) — xi(tg)]). Because |z;(ty) — zi(ty)| > /3 and |vi(ty)| < EV?,

v;(t) has to be in a rectangle of size EY/? x (CE1/251_1/3)2. Hence the size of the set
leading to such recollisions goes to zero.
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If 7 has at least one reflection, consider wll- its last reflection before the recollision, 7
the time of the last reflection and 7 the time of recollision. In order to have a recollision,
there exists a direction v such that

(w5(n) = zi(m)) + (7 = ) (07 = |oity,)|wi) = Ethec
! Yy
W, = — —+ —
b)) i)l (n =)
Thus w! is in (vj/|vi(t;,)| + €[(@i(n) — z5(7)), 2arcsine/|z; (1) — z(7)[]) N S?. Because
the norm of the velocities lays between /4 and E'/2, for d := |z;(7;) — 27(7)|, w! stays in
the intersection of S? and a cylinder of radius

(@i(m) — (1)) + €vrec) -

vl > < . € ) 1/2 el=1/d
1+ — 2tan [ arcsin ——————— | = CEY/*—n-—~——.
< vi(ty)| |zi(n) — x5(7)| V1 —e2/d?

Finally the set of bad directions of reflection w! is of size at most :

_ 1/2 1/2
) s (1) <CE'? (53/4/d)1/2

1/4
(3.6.6) CE (- 52/d2)1/4 = 1- 52/(T2E))1/4 <

using that a particle can cross at most a distance TE'/2 and that ¢ is small enough. In
order to control the size of the bad set, we have to cut the trajectories such that d < /2.
Let {:JJJU} the projection of the straight lines {z;(t), t € R} on dA. The last change of
direction of the particle i is at the previous reflection wﬁ_l or at the creation k, and occurs
at point X;. Because the distance between X; and A is greater than €!/3, the particle i
reaches the boundary at distance less than /2 of {:cju} only if its velocity vi(TlJr) forms

1/2=1/3 with the plane passing by {%‘”‘} and X;. Integrating on the

an angle less than Ce
wﬁ_l or (v, ) according to the nature of the previous change of direction, the size of
parameters such that d < £1/2 goes to zero.

Now we treat the case where ¢ and j are both involved in the creation k
(say k =1i). We begin by cutting the time where x(¢;) is close to the boundary. Because
() - 81| > €74, for t; outside a set of size CEV/2Tel/3=1/4 2.(;) is at distance greater
than (¢'/3 + ¢) of the boundary.

In the case where neither i nor j have a reflection, the particles do not see the boundary
and we can treat it as in the case where the domain is T3.

Note that in the precedent paragraph, if ¢ had two reflections, we parametrized the bad
set by the two last directions of reflection. Thus the same reasoning works and the size of
parameters leading to such recollisions goes to zero.

We have finally to deal with two cases: if the two particles have a reflection or if only
one does.

We treat first the case where only i has a reflection which occurs at time 7;. Because
z;(t;) is at distance at least €'/3 of OA and |v;(t; ) - &1| < EY2, (t; — 1) is greater than
e!/3E~1/2. The distance d between z;(7;) and x;(7;) is greater than

d>|[evi+ (1 —t;) (vi(t;) —v;(t;))] - €1] > BT84 _ g 5 g1/2)

)

using that |(vi(t;) — vj(t;)) - €| > e'/%. Thus we can use the estimation W The case
where j has a reflection can be treated similarly.

In the case where the two particles have a reflection, we suppose that the last reflection
involves the particle ¢. In the covering domain A, we apply the formula with

d = |do + (7 = ) o}
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where 7; (respectively 77) is the time of the last reflection of the particle i (respectively

7), wé is the last direction of reflection, and dy := z;(1) — 2;(1;). We can use the two
orthogonal decompositions :

do + (17— lwsleot = (do -l + (7 = )yl ol +
p i do \ do i
— (’do’ + (Tz— Tl)”l)j’wé- . _,> — + (Tz— Tl)”l)j’ij‘.
Denoting 8 the angle between d_é and w? ,

)

d > sup (‘d%‘

=il eyl W) > [sin o] sup (|do

T — Tl| |vj|) ,
and the size of bad directions wﬁ is at most

CEYA (5171/4) 1/2
| sin 0|1/2

inf (|do] "%, (|77 = | lus1) /%)

The term |sin§|~'/2 is integrable with respect to the measure dwg- . Hence the set of bad

L wh) is of size at most

directions (w;, w;

OBt (o] ", (|7 = | o) %)
If ¢ and j have a reflection on a different component of JA, |JE)| > 1. Else, denoting h

(respectively h+0h) the distance of j (respectively i) from the side of OA where reflections
occur,

los (77— 7)| = [og] | = — 200
1 ! g Uj . 61 (VAN él
hl(vi —vj) - Ju[  [dh]
|v; - €1 lv; - €1 |v; - €
> El/2.1/3+1/4 _ 1-1/4
> £7/12

for F large enough. Hence the set of the bad parameters is of size
C(E,R,T)e¥* 72 = C(E,R,T)e"/*2.

This allows us to conclude that |Pa| converges to 0. One can estimate the set of over-
laps P} and P3 in the same way. This concludes the proof of Theorem m |

3.A Carleman’s parametrization and scattering estimates

In section [3.6] we need to estimate some singular integrals with respect to the measure
|(v — vy) - v|dvdv, where v; can represent v, v’ or v),. In this appendix we give the detailed
statement and proofs.

We start by recalling the Carleman’s collision parameters

(3.A.1) {Rg xS% = C:={(,v)) e R¥*x R3, (v/ —v)- (v}, —v) =0}

(0s,v) = (V' 03)



3.A. CARLEMAN’S PARAMETRIZATION AND SCATTERING ESTIMATES 81

which map the measure |(v — vy) - v|dv.dr into dv’'dS(v)) where (v',v]) are given by the
scattering and dS is the Lebesgue measure on the affine plane passing through v and
normal to (v —v).

We can then prove our first estimation lemma:

Lemma 3.A.1

Fix v € R? and a < b two real numbers. Then for v; equal to vy, v’ or v., for some
contant C > 0

(3.A.2) / ]l(vi~é'1)e[a,b]l\v\2+|v*|2§E’<v — v*) . l/|d’l)*dl/ S CEz‘b — CL|.
R3xS2

Proof : In the case where v; = wv,, the proof is straightforward. If v; = v/ we apply
Carleman’s change of variables and the proof is also direct.

In the case where v; = v, we apply Carleman’s change of variables. If v/ - €; is between
a and b, then v/, stays in a rectangle of size E'/2 x |b—a|/|sin(€;, v’ —v)|. Then integrating
with respect to v/, we obtain the expected bound. |
From this lemma we can deduce the following estimates:

Proposition 3.A.2

Fix v € R3. Then for v; equal to vy, v’ or v, for some contant C > 0
€
(3A3) /]RLJ o <|Ué,1‘ A\ 1) H|’U|2+|U*|2§E‘(U — 'U*) . I/’d?}*dy S CEQE‘ 10g€’
X K3
€
(3A4) /RB o <’/1)61|2 N 1) ]]“U|2+|’U*|2§E|(U — U*) . I/‘d’l)*dl/ § CE251/2
X (]

Proof : We use the previous lemma to decompose the set:

€
/ (_, A 1) Liyp2go.2<pl(v — vs) - v]dvedy
Rixs2 \ [vi - €1

= / Ljo;-&1/ef0.6] Lof2+o.2< Bl (0 = v:) - v|dvdy
R3xS?2

1
+ > / Lyy,-81 €fne,(n+1)e] L2 o, 2<E| (U — vs) - v]dvsdy
n JR3xS2
1<n<EY2/e

1
<CE 1+ > -
1<n<EY2/e
< CE%¢|log EY? Je| < CE?¢|loge|
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The proof of the second line is similar.

g
/]Rg o ("061‘2 A\ 1) H|v|2+|v*|2§E‘(U — 'U*) . I/’dv*dl/
X (2

= / Lsrlefo.c2 Lol o e< el (V= ve) - V]dvady
R3x$?

1
+Yy = / 1iy,.8, et /2,(n+1)e1/2) Lo+ o 2< Bl (0 = v4) - v]dvady
1<n ¥ JR3xsS?

1
< CE%V2 (1 -
<SCE%V? {14}

1<n

< CE251/2

3.B Hydrodynamic limit

Even if we are actually far from extending our main result to hydrodynamic time scales,
we quickly discuss, for the sake of completeness, the link between our kinetic problem and
hydrodynamic equations.

We look at the long time behavior (taking a time coordinate 7 = ¢/0) of the system
when the Knudsen number converges to zero, 9 := N '¢~2 — 0. At fixed 9 one considers

00, fo+ v Vafo = SQfo. fo) on A x B
(3.B.1) o) :/ Folr, 2, [olw)es(w - n(@))4dw on T
S2

fo(r=0)=f°.

where £t := {(z,v) € OA x R?, v-n(z) < 0}. We consider the linearisation of the Boltz-
mann equation for solutions of the form f(¢,z,v) = M(v)(1 + dg(t,z,v)) when § < 1:

1
00,:g0 +v-Vaegy = Eﬁgb on A x R3
(3.B.2) g1, x,0) = / Go(T, 7, Jv|w)eg(w - n(z)) 4 dw on BT
S2

p(r=0)=4g"

where M is the Gaussian density

M(v) == —zll

and L is the linearized collision operator around M (v)

Lg(v) = (Q(Mg, M)+ Q(M, Mg))

M(v)

(3.B.3)
= /S2XR3(9(U/) +g(Ui) — g(v) — g(v))((v — vy) - V) M (vi)dvdu,

and where (v/,v,) are given by the scattering of (v, v,). The operator L is self-adjoint and
non-positive on L?(M (v)dx dv).

The hydrodynamic limit of this system is given by the following theorem (see [LB19],
or [BGSR19] for a proof with a different boundary condition):
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Theorem 3.B.1

Let go € L?*(M (v)dz dv). Then the following statements hold:
— for each @ > 0, T > 0 there exists a unique solution g,(7) € C([0,T], L*(M (v)

dvdz)) of[3.B.2
— the gy converge weakly in L*([0,T], L*(M (v)dv dx)) to

v -3
|v]
2

Qim (7, 2,0) = p(7,2) + u(r,2) - v+ 0(7, 2)

where (p,u, ) are the solution of the Stokes-Fourier system:
(3.B.4)
Oru—vAu=0, 0,0 — kA6 =0

V-u=0, V(p+60) =0 (incompressible and Boussinesq conditions)
ugn = 0, n-Vlgr =0

o lv> =3

\ (pyu,0) _, =P (/gOM(v)dv, /govM(v)dv, /g 2M(v)dv)

with P is the orthogonal projection (for (LQ(A))5 scalar product) on

{(P,u, 0) € (LQ(A))57 {V(vp —:LGTE 0 in the sense of distributions}

and v, k are two positive constants depending only on the dimension of the

domain.

In the theorem, p represents the variation of density of the system, u the mean velocity
and 6 the variation of temperature. We observe that at the boundary n(z) - V6 = 0, thus
no transfer of energy is present.
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Chapter 4

The grazing collisions limit from the
linearized Boltzmann equation to the
Landau equation for short-range
potentials

The Landau equation and the Boltzmann equation are connected through the limit of grazing
collisions. This has been proved rigorously for certain families of Boltzmann operators concen-
trating on grazing collisions. In this contribution, we study the collision kernels associated to the
two-particle scattering via a finite range potential V(z) in three dimensions. We then consider the
limit of weak interaction given by V,(x) = aV(z). Here a — 0 is the grazing parameter, and the
rate of collisions is rescaled to obtain a non-trivial limit. The grazing collisions limit is of particular
interest for potentials with a singularity of order s > 0 at the origin, i.e. V(x) ~ |z|~* as |z| — 0.
For s € [0, 1], we prove the convergence to the Landau equation with diffusion coefficient given by
the Born approximation, as predicted in the works of Landau and Balescu. On the other hand, for
potentials with s > 1 we obtain the non-cutoff Boltzmann equation in the limit. The Coulomb sin-
gularity s = 1 appears as a threshold value with a logarithmic correction to the diffusive timescale,
the so-called Coulomb logarithm.

4.1 Introduction

In this paper, we consider the grazing collisions limit for short-range potentials, with
a focus on singular potentials. The limit describes the collisional dynamics of a particle
system with weak collisions, i.e. when the momentum exchanged in a single collision is
small. Consider the Boltzmann equation in dimension three

@) QU@ = [ [ Blou— ) (@) = Fon) () dvden

where the collision kernel B(v; —vg, ) determines the rate of collisions with relative velocity
v1 —vg and parameter v € S?. More precisely, the in- and outgoing velocities are connected
through the elastic collision rule

, vt ue Jur— v
U = 9 2 v,
(4.1.2)
,  vitve Jur — v
vy = —
2 2

85
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The cross-section B can equivalently be expressed as
(4.1.3) B(vy — va,v) = B(v; — va, cos f),

where 0 € [0, 7) is the deviation angle of the collision. In general, a sequence of Boltzmann

operators @, describes grazing collisions, if the corresponding collision kernels Ba(v —

Uy, cos f)) concentrate on angles 6 close to 5. The family satisfies the grazing collisions

limit if
(4.1.4) Qa(f,9) = QL(f9) asa =0,

where )y, is the Landau collision operator

PJ_
(4.1.5) Qr(f,g) =27V, - (/R T (V f(v1)g(v2) — f(v1)Vg(v2)) dvz) :

3 |U1 — U2|
Here we denote by Pqﬁ_w the orthogonal projection to v; — vy # 0, i.e.:

(v —v2) - v — vy

4.1.6 P-  r=x— :
(416) e o= eal o1 — el

The Landau equation, and the grazing collisions limit were first introduced for particle
systems with Coulomb interaction in [Lan36]. In the physics literature, the grazing limit
has subsequently become a general principle for particle systems with weak interaction
(cf. [Bal7h, [LP81]). The grazing collisions limit can also be studied for the linearized

Boltzmann- and Landau operators

(4.1.7) Lat) = /]RS /52 (p(v)) + P (h) — P(vy) — w(vg))M(vg)Ba(vl — v, cos 0)dvedvy,

1
(4.1.8) Kep(vr) = mvv - (/R M(w(m) — V(v2)) M (v1) M (v2) dw) ,

when the challenge is to prove that for some constant ¢y > 0 the following convergence
holds

(4.1.9) Lotp — Ky as a— 0.

Here M (v) denotes the Maxwellian equilibrium, without loss of generality with unit tem-
perature

e3P
4.1.10 M(v) = —.
(4110 0=

In this contribution, we study the grazing collisions limit for Boltzmann equations
which correspond to pairwise collisions of particles via a radially symmetric pair potential
V(x) with finite range, without loss of generality

(4.1.11) supp V C B1(0).
We then consider the sequence of scaled potentials V,,, a — 0, given by

(4.1.12) Valz) = V().
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This assumption of short-range interaction has proven to be technically convenient
in the derivation of kinetic equations from scaling limits of interacting particle systems
(cf. [GSRT'13|,[PSS14]). With the exception of the result in [Ayil7] for super-exponentially
decaying potentials, the known derivations of the Boltzmann equation are restricted to
short-range interaction. The Boltzmann equation and the grazing collisions limit can
be used as an intermediate step in the derivation of the Landau equation from particle
systems. This motivates us to bridge the gap between the Boltzmann equation and the
Landau equation for short-range interactions. So far, rigorous derivations of the Landau
equations are restricted to test particle models, we refer to [BNP14l [Cat18, [DRO1, [DGLS7,
KP&0|. For partial results on the derivation of the nonlinear Landau equation see [BPS13],
Win21|. A generalization of the method in the present paper to non-compactly supported
potentials might be possible, yet technically much more involved. The rescaling is
connected to the classical weak-coupling scaling limit for Hamiltonian N-particle systems
with interaction potentian V (cf. p.593 in [Spo80]). Recall that the weak-coupling limit is
given by the scaling limit & — 0 and

(4.1.13) N=a"% Vai(x)=azV(z/a)

The scaling (4.1.12)) considered in this paper can then be related to (4.1.13]) by rescaling
to the mean free path Lgee ~ @&, and a = v/a.

The weak-coupling limit from the Boltzmann equation to the Landau equation has
been studied in the model case of power law potentials V(z) = |z|~"=1) r > 2, starting
from [Cer88]. For such potentials, the Boltzmann collision kernel factorizes as

(4.1.14) B(v — vy, cos86) = |v — v,|"b(cos §),

for some function b and v = (r —5)/(r — 1). Notice that for non-power law potentials, the
collision kernel is not explicitly known and does not satisfy a similar factorization property.

Since physically relevant interaction potentials are typically singular at the origin, we
will study this case in detail here. More precisely, we study potentials V with

(4.1.15) V(z) ~ for |x| — 0,

|z
where s > 0 is the order of the singularity.

It is conjectured that for s € [0, 1] the Landau equation can be derived through the
scaling on an appropriate timescale (e.g. [NVW21al NVW21b]). We will give a
rigorous proof for this conjecture in Theorem [£:2:2] In particular, this covers the physically
important Coulomb singularity s = 1, for which we obtain a logarithmic correction of the
timescale, which is known as the Coulomb logarithm. The Coulomb logarithm is ubiquitous
in the plasma physics literature, but there are only few mathematically rigorous results
on this notion. As such, the present paper gives a rigorous validation for the onset of the
Coulomb logarithm in the grazing limit.

In Theorem [:2.4] we prove that the Landau equation cannot be obtained for po-
tentials of the form with s > 1. Instead, we prove that for such potentials
the scaling leads to the non-cutoff Boltzmann equation. The result is related
to the derivation of the non-cutoff Boltzmann equation from truncations such as [DP99]
and [DHTZ21].

We achieve the proof of Theorems [1.2.2] and Theorem [£.2.4] by a careful analysis of the
scattering of particles interacting through a singular potential. For the Lorentz gas and
non-singular interaction, this has been studied in [DRO1], and some elements of the proofs
are used in the present paper. However, the main point of our work is the precise analysis



CHAPTER 4. THE GRAZING COLLISIONS LIMIT FROM THE LINEARIZED
88 BOLTZMANN EQUATION TO THE LANDAU EQUATION FOR SHORT-RANGE
POTENTIALS

of the grazing limit for singular potentials V, in particular around the threshold Coulomb
singularity s = 1.
Previous results

The rigorous analysis of the grazing collisions limit goes back to the classical result
of Arsenev and Buryak [AB9I]. For the linearized equations, the limit has been verified
in [Des92| by directly scaling the Boltzmann collision kernels. A derivation of the Landau
equation from the Boltzmann operator for Coulomb collisions can be found in [DLD92].

A general framework for the grazing collisions limit was developed in the celebrated
work [AV04]. The result shows the validity of the grazing collisions limit under very natural
and general, yet abstract assumptions.

A number of results on the grazing limit have been obtained under the factorization
assumption

(4.1.16) B, (v — vy, co80) = |v — vi| by (cos §),

for cross-sections b, which concentrate on grazing collisions. We refer to [Gou97, [Hel4] for
results in this setting. In this framework, it has recently been shown that the gradient flow
structures associated to the Boltzmann- and Landau equations are connected through the
grazing collisions limit as well [CDW22].

We remark that the grazing limit is also used to connect the spectral analysis of the
Boltzmann- and Landau operators (cf. [BMO05, Mou06a, MS07]).
Structure of the paper

The plan of the paper is as follows. In Section [{.2] we present the main results of
the paper and recall some basic facts on the linearized Boltzmann- and Landau operators.
Section [4.3| contains the proof of the grazing collisions limit for potentials V with singularity
V(x) ~ |z|~% near zero and s € [0, 1]. Finally, in Section we prove that for s > 1 the
limit of weak collisions leads to the non-cutoff Boltzmann equation.

4.2 Preliminaries and main results

Let us recall some basic facts about the Boltzmann equation associated to pairwise col-
lision of particles interacting through a short-range central potential V satisfying .
Consider the associated scattering problem and denote the velocities by Vi (t), Va(t) and the
positions by X (t), X2(t). Without loss of generality, let us assume |X;(0) — X2(0)| = 1.
The equations of motion read

X1 (t) = Vi(t), Vi(t) = —=VV(X1(t) — Xa(t)),
' (

(4.2.1) Xi(t) = W(t), Vi(t) = =VV(Xa(t) — X1 (1)),

X1(0) = X2(0) =v e S%  Vi(0)=v;, i=1,2.
Here v is the unit vector connecting the two particle centers when the particles are about
to collide. In order to observe the collision forward in time we restrict to the set SJQr defined
by
(4.2.2) S3 ={v eR*: v (v1 —v2) > 0}.

The outgoing velocities v}, v} are then given by

(4.2.3) v = tliglo Vi(t), i=1,2,
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whenever the limit in (4.2.3) exists. The Boltzmann operator associated to a finite-range
potential V allows for an equivalent representation in terms of the impact vector v € S?

@24 Qo) = [ [ =) w(7leha(eh) = F)f(on)duad.

This representation was originally introduced by Grad (see |[Gra49, [Gra58|), and can also
be found in (cf. [Kin75]). In Grad’s representation, the linearized Boltzmann operator

([4.1.7) reads
(425) Latten) = [ [ Q0] +0(0ha) = ¥l0n) — VDM (01 = va) i

where v ,, vy, are the outgoing velocities (4.2.3) of the scattering problem (4.2.1)) with
interaction potential V, (cf. (4.1.12)) and M (v) is the Maxwellian distribution introduced
n ([E1.10).

We remark that the operators £, (cf. (4.2.5)) and K (cf. (4.1.8))) are self-adjoint on the

natural space
(4.2.6) L3,(R3) := L*(M(v)dv),

with inner product

(427) ('lp C L2 ]R3 = / '1/1 ) V.
Let us similarly recall the space
(4.2.8) L3,(R3 x R®) := L*(M (v)dvdz).

We assume V to be a short-range potential with a singularity of order s € [0, 00) at the
origin. More precisely, we make the following assumption on V.

Assumption 4.2.1 (Interaction Potential)

Let V € C(R3\ {0}) be a radially symmetric potential, and further assume that V is
decreasing. Moreover, let V be of the form

Irl®

0 foro<r<1
(4.2.9) V(r)—{ rusT=S

0 else,

for some s > 0 and a decreasing function f € Cp°(0,1) with f(0) > 0, and f(1) =

For future reference, let us introduce the function K(p), p > 0, defined by

(4.2.10) K(p) = piligl{\V("")!, e[V ()], 72V ()]}

We are now in the position to state the first main result.

Theorem 4.2.2 (Grazing collisions limit )

Let V be an interaction potential which satisfies Assumption for some s € [0, 1].
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Let 0, be given by

(4.2.11) > a? if s €0,1),
“ a?|logal ifs=1.

Then there exists a constant ¢y > 0 such that
(4.2.12) 05! Loty — Kt || oo msy < Cllog(a)| ™9l ca ey

where K is the operator defined in , with ¢y > 0 explicitly given by

1/ 01 w \2 .
(4.2.13) oy = Lo (o V() i) pdp i s €[0,1),
f(0) if s =1.

The constant ¢y introduced in (4.2.13) satisfies the identity
1 B

(4.2.14) Iy — / 50k - 1) K2V (k)2 dk,
81 R3

where we use the convention V(k) = Jgs € **V () da for the Fourier transform of V.

The theorem will be proved in the core of the paper in Subsection [£.3.2] Let emphasize
that the scaling of 9, in (4.2.11)) reveals the onset of the Coulomb logarithm for s = 1.

It is important to remark that the constant ¢y coincides with the expression derived in
other works, such as [BPS13| [PS16, NVW21a, NVW21b, Win21]

As a consequence of Theorem we obtain the convergence for the solutions v, of
the linearized Boltzmann equation, to the solution ¢ of the linearized Landau equation.

Corollary 4.2.3

Consider L, a > 0 the family of linearized Boltzmann operators in Theorem [4.2.
and let 1, be the family of solutions

(4.2.15) 0o+ v - Vaba =0, Latha, 1a(0) = 1°.

Then the sequence 1), € L®(R*; L2 (R? x R3)) is uniformly bounded, and
(4.2.16) VYo =% 1p in L®(RT; L%, (R? x R?)),

where 1) solves the linearized Landau equation

(4.2.17) b+ v Varh = Ko, (0) = 9°.

The proof of this corollary is rather standard, and can be found in Subsection

We now discuss the case of short-range potentials V satisfying Assumption [£:2.1] with
s > 1. We still obtain a limiting operator Lo, for the scaling (4.1.12). However, the limit
operator is not the linearized Landau operator. Instead, the family of Boltzmann operators
given by the scaling converges to the linearized non-cutoff Boltzmann operator.
The result can also be understood as a limit of truncations of the Boltzmann operator in
the spirit of [DP99]. To see this, let

f(lz])

s

(4.2.18) V(z) =

s> 1,
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be a potential as in Assumption [4.2.1] Then we have

X

(4.2.19) Val(x) = A 175 (—),
@ alls
where the potential Ag(x) is given by
flalz)
4.2.20 Aa = .
(12.20) T

This reduces the analysis to the Boltzmann equation associated to the potential As(z),
which is a truncation of the non-cutoff potential at distances |#| < @~!. For a more detailed
discussion, see Section [£.4]

More precisely, we obtain the following theorem.

Theorem 4.2.4

Let V be an interaction potential satisfying Assumption with s > 1. Then for
Y € C3(R3) we have

(4.2.21) hn}) Lotp = Loot),

a—0 o2
where L is the non-cutoff Boltzmann operator given by
(4.2.22)

Lot = /Rg /52 ) + 9 (vh) — (1) = P (v2)) M (v2) Bs(v1 — va, cos ) dvady,

where By (v1 — vg, cos ) is the collision kernel of the homogeneous potential

1

]

(4.2.23) Vs(z) =

The proof of this Theorem is given in Section [.4]

We observe that the Coulomb singularity with s = 1 appears as a threshold value,
determining the regions in which Theorem and Theorem [4.2.4] are valid. Intuitively,
this can be understood as a competition between

1. Boltzmann-like collisions with small impact parameter p, i.e. p < lcon, where leop is
the collision length

1

(4.2.24) leon = s

A single collision of this type yields a deviation of order one in the particle velocity.

2. weak collisions with impact parameter p > ... Such collisions yield small devia-

tions with mean zero and variance 2.

The frequency of collisions of type is oz%, the frequency of collisions of type 1) remains
unscaled. By comparing the dominant contribution to the variance, we can identify s = 1
as the threshold value. At the threshold value, a detailed analysis including logarithmic
corrections is required to prove that weak collisions of type are dominant. This is a
key point of the present paper.
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4.3 Grazing collisions limit for short-range potentials with
s<1

4.3.1 Estimates for the two-particle scattering

In this section we give detailed estimates for the collision kernel of the Boltzmann equa-
tion based on the two-particle scattering. We start by introducing some definitions. Given
incoming velocities v; # v € R3, we denote by 1,7’ the modulus of the incoming/outgoing
relative velocities
(4.3.1) n= M’ r_ 17 %

v1 — v2 v — vy

We also introduce the angle deviation 7} and the deflection © by

(4.3.2) n=n—n, ©=0v]—uv.
For future reference, we remark that the following identity holds
(4.3.3) b= m;”' ;.

Let v}, v} be the outgoing velocities given by (4.1.2)) and some v € S?, then the deviation
angle 6 is given by

(4.3.4) cos =n-v.

For v € S’i as in )1 , let the impact factor p > 0 and n be given by the
identities

p= ’PnLV’v

(4.3.5) N N
p-n-=Frv

Notice that n* € S% = {v €R3:|v| =1, v-n =0} Since we only consider rotationally
symmetric potentials )V, we can choose without loss of generality an orthonormal frame
such that n = e; and n = ey, i.e.

(4.3.6) v=(y1-p2p,0), v-(vi—ve)dv=|vy —vo|pdpdn™.

Using the impact parameter p as integration variable, the linearized Boltzmann operator
L. takes the form

(4.3.7)
1
et = [ [ [ @l + 0050~ v0n) = ol pM(w2)los — waldp d*doe
n
Our estimates of the family of operators introduced in (4.3.7) rely on the following repre-

sentation of the scattering angle 6 (cf. (4.3.4))

> P
(4.3.8) 0=m— 2/ : dr
Fimin 7.2\/1 g Wa(r)

[v1—va?

which can be found for example in [GSRT13]|, section 8.3. Here ryy is the minimal distance
of the particles
(4.3.9) Tmin = inf |X1(t) - Xg(t)‘,
te[0,00)
which satisfies the identity
40V (Tmin) p?

~ =0

min

First we establish the following asymptotics for the angle 6 (cf. (4.3.8)):

(4.3.10) 1

lvg — w2 1
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Lemma 4.3.1
Let k = ‘UIE#P Then
vy du 2 7.2 P’
(4.3.11) 'O(p) —G—ZK/O % (%)ﬁ < Cr*K*(p), fork < 170)
where K (p) as defined in (4.2.10).

This estimate is valid when af(0)/p® < |v1 — v2|?/4, i.e. when the kinetic energy is
higher than the potential energy. Note that in the following proof we use only that V is
a decreasing potential so the proof is valid for potentials with singularity s > 1 and with
non-compact support.

Proof : This step is an adaptation of the proof of Proposition 1 in [DRO1], for the case of
singular potentials. We change variables to the implicit variable u given by

" p oy reV'(r) .
(4.3.12) S S )> dr.

P
rI_ 2V RN (1_ 1= 2aV(r

Using this we obtain

0—#—2/ = dr
Tmin 7’2\/1 2 4V& )

= Jor—v2[?
1 —2rV(r)
(4.3.13) /0 (1 —26V(r) — reV'(r))V1 — u?

B ! B 1—2rV(r) "
B 2/0 ! (1 =2rV(r) —reV'(r))v1 — qu

_5 /1 reV'(r) du
o (1=26V(r) — V()T —u?
The integrand can be expanded as

reV'(r)
(1 —=2kV(r) —reV'(r))

=REV(2) + R(rV(r) — EV'(2))

u

2 V' (r)(2V(r) + rV'(r))
1—-2kV(r) —reV'(1)

(4.3.14)

For k < %, we can bound the second and third term of the expansion (4.3.14) by

2 V(1) (2V(r) + rV'(r))
1 —2rV(r) —reV'(r)
<wlr =2 sup (V'(w)| + w[V"(w)]) + K*CK>(p)

we 5,7’

RV (r) = BV/(£)) + 5

Since V(r) > 0 and u € (0, 1), the change of variables (4.3.12)) satisfies > p. Therefore

we have

(4.3.15) yr_§|:‘ﬁ<1_;>’S@’ﬁp(rﬂgw.
u 1 —rkV(r) (] u
Inserting this above, we obtain
V'(r)(2V(r) +rV'(r))
/ YY) 2 < 2 2
(4.3.16) K(rV(r) — EVI(L)) + K T 2000 — eV () | = k“CK*(p).
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In combination with the expansion (4.3.14)) this yields the desired estimate (4.3.11]). |
In the following two corollaries, we give integral estimates which can be derived from

Lemma [£.3.1]
Corollary 4.3.2

Let V satisfy Assumption s > 0 and recall the notation k = —2%—. Then the

[v1—val?

following estimates hold:

1. For s € [0,1), we have

1
/0 sin2(g)pdpf/<2q; SCI{%,

(4.3.17) )
168 o< i’
0

where cy is given by :

2. Similarly, for s = 1 we can estimate

1
/0 sinQ(g)pdp—/ﬁ;zHogm]cV < CK?,

(4.3.18) L
/ 10)2pdp < Cr>.
0

Proof : We give the proof of (4.3.18)), the adaptation to the case s € [0, 1) is straightfor-
ward.
We observe that there exists a constant C' > 0 such that

C
(4.3.19) K(p) < —,
1)
which we use to infer the estimate
1 1
du du Ck
4.3.20 K Lyley — | < ’H K(p)——— —
(4:3.20) /p VO e WA=z =

for some continuous, bounded function g. Therefore, for some constant C' > 0 we can
estimate

/pl Pyrey—du__ f(o)‘ <c

v "1 —u2 p |
For p > 4f(0)x, we can apply (4.3.11)) and (4.3.20) to obtain
0(p) _ K[f(0) K’
A < o
(4.3.21) ‘ ! ; ) <C(n+ p2>,
(4.3.22) 0(p)| < CZ.

p
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We use these estimates to bound

. 2 . 2 2 K 2
sin? () = 297 | < [sin? (§) = (9)°| + [(5)" - (:12)?)
<ClOP +CE(r+ 5)

<c(2+5),

for p > 4f(0)k. We now separate the regions p > 4f(0)x and p < 4f(0)x and conclude

1

1 4£(0)k
’/ sin®(§)pdp — H2!10g4f(0)f€\f2(0)‘ </ pdp+/ sin? (§) — £9° ’pdp
0 0 4

f(O)x

1

§C/£2+/ C(% + %) pdp
4f(0)k

< Cr?,

which proves the first assertion in (4.3.18]). The second assertion follows immediately
from (4.3.21]). |

Corollary 4.3.3
For s € (0,1), we have the bound

2
8 2 s
/ ﬁ(vl—vg)-l/dl/—}—iﬂcva 51 SC‘Q 15
2 [u1 — v vy — g5~
L dreya® | a
(4.3.23) (0®@0)(v1 —w2) vdy — ——— P | < C—y—
2 lu1 — v lug — vg|s 3
4ol
~ Qs
/ 0 (o1 — va) - vldv < C—
5% lvr — v

For s =1, and |v; — vg| > (204)% the following estimate holds:

8rcya?|log af a?|log(vy — va)]

/ @(’Ul — ’Ug) -vdy +
S

2
+

<C
[u1 — va? 77‘ - [u1 — v2]?

4reya?|log o?|log(vy — va)]

(4.3.24) Pt <c

/ (6® 8)(v1 — vy) - vy —
S

2
+

[v1 — va [v1 — va

/52 |93 (v1 — vo) - v]dv < Ca?.

+

Proof : We will only demonstrate the proof of (4.3.23)), the proof of (4.3.24]) is analogous.

By definition of @ (cf. (4.3.4))), the collision rule (4.3.4) and definition of n* (4.3.6) we

can rewrite ¥ as

lv1 — va|

((cos@ —1)n+ sin(@)nL> :
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Furthermore, we recall the change of variables and compute
o — wel? 1 i
(4.3.26) / O(vy — ve) - vdy = / / p——— ((0089 —1)n + sin(8)n ) dp dn
2 s1Jo 2

1
(4.3.27) = —27r/ plor — val?sin®(§)n dp
0

The first line in (4.3.23)) now follows immediately from (4.3.17)).
For the proof of the second line in (4.3.23|) we again use (4.3.25) and find

(4.3.28) / (0 ®0)(vy — v2) - vdv
®2
(4.3.29) / / (’121 U2| (cos® — 1)n + sin(0)n )) lv1 — va|p dp dn*
Sl
0
(4.3.30) / / (sm (%) SmQ()nJ‘> [v1 — va|?p dp dn™*
Sl
sin(6
(4.3.31) / /Sl sin?(4)n)®? + (2()7]J‘)®2\v1 —wl?p dp dnt
(4.3.32) / /S sin®(2)n®? + sin?(4) cos(4) (1) ¥?) [u1 — va|?p dp dn*.

Now the claim follows from (4.3.17) and the identity

(4.3.33) / nt @t dpt =aPby
Sl

n

The third line in (4.3.23]) follows along the same lines using (4.3.17)). |

4.3.2 Proof of Theorem [4.2.2]

We are now in the position to prove Theorem

Proof of Theorem : Let ¢ € C3(R?) be arbitrary, and v; € R3. We then expand
1 to find
(4.3.34)

Lath(vn) = / (B0 o) + B(h ) — (v1) — (v2)) M (w2) (01 — v3) - vduady
R3 52

=I1(v) + I2(v) + R(v1),

where I and Iy are given by
/ / w(or) + v%( D) £ [6® 9)) M (v3) (01 — v3) - veluady
R3 J52
. 1 N
I(v) =— 2/ / (0 - Vap(va) + =V2h(v2) : [0 @ 0]) M (v2) (v — v9) - vdvady,
R3 JS2 2
and R(vp) is a remainder which can be estimated by

|R(v1)| < C’w/ / 0> M (v2)|(v1 — v2) - v|dvady.
R3 JS3
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We now distinguish the case s =1 from s € [0, 1).

Step 1. s =1:
From (4.3.24]) we obtain

‘R(U1)| < C¢O¢2.
It remains to determine the limit of I; and I. Using (4.3.24) we get

V(o) PF

I1(v1) + 27a?|log a|0y/ - L V2 (v) M (v)dovg
r3 |v1 — 2 |vg — vg
2 1 _ 2 1 _
e (i sl
{va:|v1 —v2|>a2} |U1 - 02‘ ‘Ul - U2|
+/ i ‘@’M(vg)dvg
{va:|vi—v2|<a2}

< C¢a2.

Notice that in the last inequality we have made use of |0| < |v; — vg|, which follows
from (4.3.3)). Performing the same estimate for Iy we obtain

|Latp(v1) — 2ma®|log afey Loty (vy)| < Cya®,  where
_ [ (A () = Vip(on) | By 2 (V2(01) + V()
Loy = e ( o1 — U2|2 R for — 7l M (v2)dvs.

Step 3. It remains to show that Ly coincides with the desired Landau operator.
To this end, we first remark that

. P I B
|vp — g lv1 — a3
This allows us to rewrite Ly as (writing A = % )
L. (w2 2
Lot = dn - (Vip(v2) — 2V¢(U1)) n Py (Vo(u) + Vi (v2)) M (va)dvy
R3 [v1 — v o1 = v
- /R ((Vor = Vi (AN (Te(01) = Vib(va)) + AV (0n) + V2 (02))) M (v3)dvy
1

= Moy /RS(VUI — Vu,) [A(V(v1) = Vi (w2)) + AV (01)] M (v1) M (v2)dvs,

which finally leads to

1
Lot ZWVm : </RB A(Vip(v1) — Vip(ve)) + A(V2¢(U1)M(U1)M(Uz)dvz>
_M(lvl) /Rg (A(VY(v1) = Vo (v2)) + AV (01)) (Vo — Vi) [M (01) M (03)] dva.

The first line coincides with K. It now remains to remark that the last line vanishes
A+ (Vi = Vi, ) [M(v1) M (v2)] = 0,

hence Ly = K.
Step 4. The case s € [0, 1) follows analogous to the case s = 1.
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Step 5. It remains to prove the identity (4.2.14). We start by changing variables r = 2

1 /
pV'(r
0 [ O g [
We further change variables y? + p? = 2 to find

V’ +
/ y = P’) /VV pe1 + yes) - ea dy
N

Hence, I(p) is the rectilinear force evaluated along a trajectory. Due to the radial symmetry
of V we have

2

1
o) = 5| [ Wloer +vea) dy

Inserting this representation back into the formula for ¢y reveals

1 1 2 1
Py P du> / 2
oy = Sy == pdp= | 1 d
v/0</0u(u) T ) Par O(p)pp
11 2
:/ /VV(pel+yeg)dy pdp
04 R
1

g 5(61 - x)

2
dx.

/ VYV (z + yer) dy
R

We pass to Fourier variables using Plancherel’s identity

2

1
cy = 661 x) /VV x+yer) dy| dz
8
2
= o 3/ Ser - B)E2V(R)2 da

_ 1 3 2

= AR

and obtain the desired identity. |

4.3.3 Proof of Corollary

Proof of Corollary : We use the well-known fact that £, is a family of self-adjoint
non-positive operators on L?\/[(Rg x R3). Indeed, symmetrizing the operator we obtain for
any function ¢ € L%, (R? x R3)

(4.3.35)
(Lath,¥) 2, = —% /(% + P — 1 — 1h2) M (v1) M (v2) (v1 — v2) - v dvy dvs dv dz
(4.3.36) <0.

This immediately shows our solutions are uniformly bounded by

(4.3.37) Va2, ®sxrs) < [Yallz2, @sxrs)-
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By compactness, there exists a ¢ in L®(R*, L2 (R? x R3)) and a subsequence 9,, such
that

(4.3.38) Yo —* 9, in L®RT, L3,(R? x RY)).

It remains to show that v is the desired solution of the linearized Landau equation. To
this end, let ¢ € C°(R x R? x R3) be arbitrary. Using the self-adjointness of L, we get

(Va(t),C() 12, msxr3) — (¥°,€(0)) 12, (r3xRS)
t
:DEI/O (Lata(s),C(5)) 12, (r8xR3) d3+/ (ha(s),v - Val(5)) 12 (8 xr3)ds
t
:Dc_yl/o (Ya(s), LaC(5)) 12, (8 xR3) d3+/ (a(s),v - Val(5)) 12, (8 xr3)ds-

Now we can pass to the limit. Since 9;'Lo¢ — K¢ in LY(RF; L3, (R3 x R?)), and 1, —* 1),
we get

(a(t), C(£)) 12, m3xrs) — (V7 C(0)) 12 (m3xR3)
- /O (8(5), KC(5)) 1. qmxy + ($a(5), 0+ Val(5)) 12 ey .

Since K is also self-adjoint, 1 satisfies the linearized Landau equation, and the claim fol-
lows. |

4.4 Convergence to non-cutoff Boltzmann equation for short-
range potentials with s > 1

Proof of Theorem m : In order to simplify the presentation, fix f(0) = 1.
Recall the auxilary potential A, (cf. (4.2.20)), i.e.

(4.4.1) A(z) = A(|z]), A(r) =1/r%,
(4.4.2) Ao () = Aa(|z]), Aa(r) = flar)/r?,
and the identity

(4.4.3) Va(z) = Ag1/s (af/s>

Due to this scale invariance, we can relate the scattering map associated to V, to the
scattering map associated to A 1. More precisely, let X;(t), Vi(t), t € R, 1 < i < 2 solve
a's

(4.4.4) Xi(t) =Vi, Vi(t) == VVa(Xi - X;),
JFi

then X;(t) = X (tas) Vi(t) = Vi(ta%) solve

(4.4.5) Xi(t) = Vi Vi(t)=- VA 1 (X - Xy).

JF
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Therefore the scattering of particles through V, with collision parameters (vi, v, p,n")
are up to scaling equivalent to the scattering through A_.,s with collision parameters
(v1, v, a~1/sp, n+). Hence, the corresponding linearized Boltzmann operators satisfy

(4.4.6) a Ly, =Ln ..
Therefore, it remains to prove that for any ¢ € C3°(R3),

L — Looth = Ly
a—0

uniformly on R3.

We will do so by direct comparison of the scattering problems associated to the poten-
tials A, and V.

To this end, let v; # vo be incoming velocities and p an impact factor. As before we
write
V1 — V2

(4.4.7) ni=——2
[v1 — o

We denote by (vj ,,v5,) the post-collisional velocities and by 6, the deviation angle ob-
tained for the pair potential A, for a given impact parameter p. Similarly, we denote by v7,
vh and 6 the corresponding variables associated to the scattering via the limiting potential
V. Recall that the outgoing velocities are given by (i = 1,2):

U; — m —;—U2 _ (_1)Z-|Ulgv2| (Sine-nl —f—COSG-n) ’
(4.4.8) . | |
v (% U1 — v
Via = : 9 2 - (_1)2% <sin0a -0 4 cos O, - n) .

We separate the regions
Qa = {(W;P) € Rg X R+7 ‘UQ - '1)1‘ > 3a8/207 p < a71/10/2}7
Py :=R3xRT\ Q,.

On the set Q,, we have good control of the scattering problem, while the set P, leads to
an error term. We therefore introduce separate their respective contributions to £y and
L, by introducing the decomposition

(4.4.9) Lyip(v1) = Ly 19¥(v1) + Ly 21p(v1),

where Ly 1 and Ly o are given by
Loavte) =5 [[ /S () + P(eh) — (or) — 9(e) plez — 01| M (v2)dn dp o,
Ly, 21 (v1) // 5 ¢ Ul )+ ¢(Uz) P(vy) — 1/1(1}2))/)|U2 — Ul‘M(U2)d771-dde2.

In the same way, we decompose Lp, = La,.1 + L4, 2
We begin by estimating the error terms Ly 2, La,, 2.

Lemma 4.4.1
For ¢ € C%(R3) we have the estimate

H4-4.10) €802l Lo r3) + 1 £v29l L sy < C (IVY] + [V?]]) @

2(s—1)
0
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Proof : Using (4.4.8)) together with the simple identity

v +ve v — v v+ v — v
4.4.11 = = _
( ) U1 5 T v 5 5

we obtain the estimate

‘/Sl 1)+ (vy) —(vr) — zb(vz)) dnl

g‘/ 2V (Lke2) . [v1 — vl (sinenL +(1 —cose)n) dn*-
st 2

a2
+ 27| V24| oo Rs)w (sin? @ + (1 — cos 0)?)

<C'sin® (§) (VY] oo s [ — v + | V]| oo m3) lo1 — v2]?) -
Note that the last inequality follows from
(4.4.12) 1 — cos(f) = 2sin?(§).
Inserting the estimate into the definition of Ly o yields

|Ly 2t (v1)]
< OVl Lo + V2] 1) / sin® () (Jor — va|* + |v1 — v2]?) pM (ve)dvy dp

[e3

lvp — va|2 + vy — v2|3) pM (vg)dvy dp

|v1 71}2|§3052§0 (

< O(IVelli= + V2] 1) /
2p<a_110

CIVlre= + [V L) /vl-vz%sq (lor = val? + o1 = v2|*) pM (va)dva dp
1
2p>a"10

: [
CAIT Wi+ IV20012) [y seprsasin® (§) (fon = waf? + for = vaf?)
2p>a" 10
XpM(Ug)d’Ug dp.

The integrals appearing in the first two terms can be bounded by

J st (1= 2 n = vl g )y
2p<a” 71T

+ //|U1_U2|2ps§4 (Jur — va|* 4 vy — v2|3) pM (vg)dvy dp < CalP5=4/20

2p>a" 10

It remains to estimate the third term. The estimate

Ck

(4.4.13) R

Kflpv/(p)‘h‘
Ou u /1—u2

together with (4.3.11)) imply that for k = |v; — v9| ™2 and K (p) < C/r® we have

(4.4.14) 0] < C(k/p® + K*/p*) < 6CK/p°.

This gives us the desired bound for the integral in the third term:

//UQ€R3 (Jor — va| 72 + o1 — va| 1) p' T2 M (v2)dp dvg < C o2 1/10,
1

p>o 10
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Collecting all the estimates, we obtain the desired bound for Ly 21

1)

(4.4.15) Ly 2t(v)] < C (IVel+ [V2V]) o

The same estimation holds for £x, 2. [ |

It remains to estimate the difference
Ly, 1¢(v1) — Ly19(vr)
-/ [, (001 = 000) + ¥(0h) = ¥104) s sl ) dp

We constructed the set Q, in such a way that we can directly compare the scattering
problems associated to A, and V. The following Lemma shows the convergence of the
deviation angles, i.e. 6, — 6.

Lemma 4.4.2

For (p,v2) € Qq, there exists a constant C' independant of o such that

4/10
1% 4 min (1, a)] .
psfl

Proof : First note that § and 6, are in [0, 7], so we have the trivial bound |6 — 6,| < 7.

We now give a more precise bound. To this end, we introduce the functions F', F, defined
by

(4.4.16) 0, — 0] < C

p 4 4P Af(ar)

4.4.17 F =1 _—
(4.4.17) )=1- 0

We observe that both functions are strictly increasing and satisfy F, > F. Their asymp-
totic values are given by

(4.4.18) 7141_1)1r(1)F(7") = ll_r}r(l) Fy(r) = —o0, Tli)rrolo F(r)= rlgglo Fy(r) =1,
so they each have unique zeros rg, r, which satisfy 79 > r,. In light of (4.3.8)), we can
express the difference 0, — 6 as

(4.4.19) O — 0 =2 P gr—2

70 T‘ZW / F

Step 1. On the set Q, we have
(4.4.20) A" > 1y > 1.

Indeed, this follows by monotonicity and evaluating the functions for the value a0

- 4
(4.4.21) Fla—®)>1- 25 >

2s
4o 1 o200 1

SN

o“”
»-Jk\ =

[ro

ol
el

Step 2. Let hy > 0 be such that 7o = r9/(1 4+ hy). Then we have

(4.4.22) ha < Ca/lo.
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In order to prove (4.4.22f), we observe that by construction Fa( T ) = F(rg) = 0. This

1+hea
in turn implies

: L r()
p 4 I+h s
—_— 1+h,) —1|=4—"""22 (1 4+ h,)°.
(7“02 * lvr — U2|27“os> A+ ha) ] lv1 — U2|27“03( +ha)

Since 7¢ is a zero of F, and (p,v2) € Q, we obtain

(14+ha)*—1

(4.4.23) ETNE

<401 = f(555).

Finally, f(0) =1 and f is Lipschitz, therefore

1+ hy)®—1 9

and the claim follows.
Step 3. There exists a constant ¢ > 0 such that the following inequalities for F' hold:

1 for 7 > ro(1+ aiv)
caio  forr > al
(4.4.24) F(r) > =0
c for r > 2ry.
To prove this, we consider k > a6 and distinguish two cases:
— s < 2: Using F(r9) = 0 we find for some ¢ > 0:

_ 21 2 1
_ O P R
(1+k)s 2 (1+k)?

(1+k)*—1
Z R

— s > 2: similarly, we can estimate

— 4 1 4 1
Flro(1+k)) =1~ (1 B \Ulfvz\QT‘S) (1+K)2  Joi—v2?r§ (1+k)°

_ (1+k)2-1 + 4 (1+k)*—2-1
(14k)? [vi—wv2l?2ry  (1+k)S ’
(1+k)%-1

= (1+k)% -

Combining the two estimates we deduce (4.4.24)).
Step 4. For some ¢ > 0 independent of «, F' and F, satisfy:

Fr)>c——""  forr e (ro, (1 +aiony)),
(4.4.25) T 6
F,(r)>c¢ = for r € (ra, (1 + a1org)).
rOé

We note that, in light of Step 1, arr < /10 and thus f(ar) > 1/2 for o small enough. We
then compute the derivatives of F' and F,, respectively:

1 2
(4.4.26) F'(r) = - (253—2 + sﬁ) ,

L/, p2 4f (ar dof!
(4.4.27) Fa(r) = - (25 +spiflen)s + phalien ).
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Using the boundedness of f/, for a > 0 small enough we have the lower bound

1
(4.4.28) Eﬂ@zgf(%§+sgﬁ@id‘

I [v1 —v2[?rs
Moreover, on the domains in (4.4.25)) we have respectively
(4.4.29) ro <1 <219, 7o <71 <271,

so we can conclude
(4.4.30) Fl(r)>—, Fir)>—,
70 Ta

and the statement follows.
Step 5. We can now estimate 6, —6. Starting from the representation (4.3.8)), we decompose

0o pd

(1+a6/10)r0 oo
0n— 7= -2 L~ / +/ _pdr
T T2 Fa(T) Ta (1+a6/10)r0 7"2 Fa(T‘)

Using Step 2 and Step 4 and p < rq, we get the following bound for the first term:

1+a6/10)r0 pdT

/-(1+a6/10)7‘0 pdr  _ /(
Ta 7 V Fa(T‘) B To ’f'gM / Cir;:a

< Cp\/(l + a0 T a0

Ta Ta

(4.4.31)

The analogous estimate holds for # and therefore

(e.0)
16— 8] < Catt +/ Fo(r)™} — F(r)~3| et
(14a6/10)5g
< CCY% +/oo 1—f(ar) pdr
o (14a6/10)5g 2r5 (1) v2, /F(r)
4/10  poo
S Ca% + CO& - / pdr
7“8_ (1+a8/10)r r2y/F(r)
. 4/10
<C (aldo + as I > .
P
Here we have used Step 3 and the Lipschitz-continuity of f. |

Lemma 4.4.3

There exist constants 5,C > 0 depending only on s such that

(4.4.32) [Laa1t(v1) = Lyap(o)] < C (Vo] + [IV20[]) (1 + [or]*)a”.

Proof : We start by recalling that for ¢ = 1,2 we have

v — o

v, — vl = (=1) 5 ((sin@ — sinfa)n + (cos § — cos 9a)nJ‘).
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This allows us to obtain an estimate in terms of the difference of deviation angles:

(4.4.33) \ /S ((0h0) — V() + D (0h0) — B(eh) dn*| < Clsin (S2)| |V ler — el

We insert the estimate (4.4.16|) for the deviation angles into (4.4.33)), and find

‘ﬁ/\mﬂb(?)l) - Ev,ﬂb(’vl)’

5 oA/10
<Cy // (|vy — vol® + |1 — v2]?) [ @10 + min | 1, T M (va)pdp dvy
Qa
1
a”10 4/10
0

The claim now quickly follows by distinguishing the cases s > 3, s =3 and s < 3
— For s > 3,

1 06=T)
o~ 10 . oA/10 a10(s=1) 0o a4/10d,0
min | 1,—— | pdp < p+ 4 T
0 pst 0 aT0G=1) P

8 4 s—3
QTG qis(17351)
< +
- 2 s—3

4
é Co10Gs—1) |

— In the same way for s = 3,

1

o~ 10 oA/10 .
/ min | 1, —— | pdp < Ca™C-]logal.
0 p

— For s < 3,
1 4
a”10 oA/10 al0(s—1) o) a4/10dp
/o i (1’ P"51> pip = /o e /0410(;1—1) ps2
4 _3—s
10~ 10 < Ca%.
3—s =

Collecting the three estimates concludes the proof.

The proof of Theorem [.2.4] is now straightforward. We recall
(4.4.34) (Lag = L) = (Lagy — Ly 1) + (Lag2 — Ly2)¥

and apply Lemma [4.4.3 and Lemma [£.4.1]
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Chapter 5

Long time validity of the linearized
Boltzmann equation for hard
spheres: a proof without billiard
theory

5.1 Introduction

Consider a system of N classical particles in a box A € R? (d > 3), interacting by
means of a two-body potential V.(-) := V(-/e). We are interested in the behavior of the
system as the number of particles goes to infinity and the interaction length scale ¢ is fixed
by the Boltzmann-Grad scaling Ne?~! = 1. It is a limit of low density where the mean
free path of a particle between two collisions is of order O(1).

Away from equilibrium, it is expected that the system is governed by the Boltzmann
equation in the low density limit. However most of the existing rigorous results are valid
for short time, such that only a small fraction of the particles actually interact. The first
convergence proofs were provided in the fundamental work of Lanford [Lan75| for hard
spheres and by King [Kin75| for different finite range potentials (see also [CIP94] [Spo91]).
Quantitative convergence bounds have been obtained later on (see [GSRT13|, [PSS14]).

llner and Pulvirenti proved a first long time convergence result in [IP89] (see also
[Denl18|), but only for a very diluted gas in the whole space, where dispersion is the
dominant phenomena. Other long time results have been obtained later on for a system of
one labeled particle evolving in a background at equilibrium (see [LLSvB80] for arbitrary
kinetic times and [BGSR16] for diffusive times). The law of the tagged particle follows
then the linear Boltzmann equation. See also [Ayil7, [Catl8| for adaptations of the proof
to interaction potentials different from hard core.

Looking at a tagged particle in a background at equilibrium can be seen as a pertur-
bation of order O(1) of the equilibrium measure. The next natural step is to study small
fluctuations around equilibrium which can be seen as perturbations of order O(N) (we
are interested in the square of the small fluctuations). Note that a reasonable "final step"
would be to understand on long time non equilibrium chaotic measures which are O(C*)
perturbations.

In the low density limit, the fluctuations behave like a Gaussian field with covariance
governed by the linearized Boltzmann equation, as predicted in [Spo81], [Spo83|. The rigor-
ous proof is separated in two main parts: first the convergence of the covariance and second
checking asymptotically the Wick’s rules characterizing the higher order moments; treated
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first for short times, respectively in [Spo81], and [BGSRS20b, BGSRS20a| in the more
general context of non equilibrium states. Concerning the global in time result, the Wick’s
rule has been treated recently in the case of hard spheres in [BGSRS22|. Convergence
of the covariance has been obtained first for hard disks in dimension 2 in the canonical
ensemble (see [BGSR17]), using that the partition function is uniformly bounded (in ¢),
which is a specificity of dimension 2. Later on a proof has been given for dimension 3 in
[BGSRS21], in the grand canonical ensemble.

The purpose of the present work is to propose a different method of proof for the result
in [BGSRS21|. As known, a crucial part of the argument leading to the Boltzmann equation
amounts to showing that dynamical memory effects (called recollisions) are vanishing in the
limit. The long time result is based then on a sampling checking the trajectories carefully
and eliminating the recollisions on very small time scales (of order d, a power of €). On these
scales, it is used in [BGSRS21] that the dynamics is decomposed on independent clusters of
finite size, each of which behaves as a dispersing billiard with uniformly bounded number
of collisions. The latter property is unproved (possibly false) for arbitrary potentials with
compact support (defining, say, a collision as a two-by-two interaction at distance €). Even
in the case of hard spheres, the property is delicate: explicit bounds have been provided
in [BFK98| by means of refined geometric techniques.

This motivates us to develop a different argument circumventing any uniform control
on recollision numbers. The main ingredients are a subtle conditioning of the initial data
forbidding explosions of the number of recollisions, together with a suitable dynamical
cumulant decomposition method, inspired by [BGSRS20al.

5.1.1 Definition of the system

Let A := R?/Z¢ (with d > 3) be the domain. We denote D = A x R? its tangent bundle
and D C D" the n-particle canonical phase space:

(5.1.1) DI = {Zn = (21,01, , Ty, ) €D7, for 1 <i<j <, |z — a4 > 5}.
Here and in the following, we use the notation
Xn=(x1, - ,2pn), Vo= (v1, -+ ,v,), and z; = (z;, v;).

On each DI we construct the hard sphere dynamics as the Hamiltonian dynamics
associated with the Hamiltonian

(5.1.2) HilZa) = glP Vi), Vi) = Y v ()

£
1<i<j<n

where V is the hard core interaction potential

[ oif|r| >1
(5.1.3) V(r) = { o else

In this dynamics particles move along straight lines until they meet each other. If at time
7 we have |z4(7) — 2y (7)| = €, the outgoing velocities are given by the following scattering

law:
Uq(7'+) = Uq(T_) - wq,(Ti : mq(T) ' (UCI(T ) — Vg (T )) xq’ET> : quT)
(5.1.4) ‘J;?',((TT) _Zf’((?)’ ’?’/(TT)) i (TT))‘
) =gt OB () B
2 (7) = 24(7)] g/ (7) = 24(7)]
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This process is well defined for all times, almost everywhere in D! with respect to the
Lebesgue measure (see [Ale75]).

We denote in the following D, := | |,~,DZ the grand canonical phase space and N
the random number of particles.We can then extend the Hamiltonian dynamics to D, and
denote Zs(t) the realization (defined almost surely) of the hard sphere flow on D, with
random initial data Zxr(0): for N'=n, Z(t) follows the Hamiltonian dynamics on D7

The initial data is sampled according to the stationary measure introduced next. The
grand canonical Gibbs measure P, (and its expectation E.) are defined on D, as follows.
An application G : D, — R is a test function if there exists a sequence (g,)n>0 With
gn € L*(D") and

for N =n, G(Zy) := gn(Zy).

Then we define E. as

5.1.5 E.[G(Z Ly 7)1y
65.15) {623 = 5 S0 [ onl)

where Z. is a normalisation constant and p. is tuned to respect the Boltzmann-Grad
scaling p.e?1 = 1.

The empirical distribution at time ¢ is defined as the average configuration of particles
at time t: for g some test function on D,

N
(5.1.6) mi(g) = — > glzi(t)).
He i1
At equilibrium, we have the following law of large numbers. Denote
(5.1.7) M(v) = (2m)~%2e~10I*/2,
Theorem 5.1.1

For any continuous and bounded test function g : A x R — R, for all t € R and for
any a > 0,

(5.1.8) lim P, [wz@ - [ gm)a:

Za]:O.

Remark 5.1.1

The previous result is a simple corollary of the Lanford’s theorem and of the invariance
of the measure (see [Lan75)).

5.1.2 Convergence to the linearized Boltzmann equation
The aim of this article is to investigate the next order, namely the fluctuation field
1
(5.19) o) =t X alail0) - Bl ).
€ 1<i<N

When e tends to 0, collisions become rare and we expect that particles can see each
other only a finite number of times in any bounded time interval. We define the linearized
Bolzmann operator as

5:010) L) = [ (o) +a60) = 90) = g(0) (0 = ) 1) M0 ).
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where (v',v]) are given by the scattering of (v, v, 7)

/ = - . —
(5.1.11) L Gl
v i=ve - (v—v)n.
This operator describes the variation of mass due to changes of velocity of colliding parti-
cles. The operator L is a self-adjoint negative operator on L?(M (v)dz). We want to prove

the following result
Theorem 5.1.2

Let f,g € L*(M(v)dz) be two test functions. Then we have the following convergence
result: for allt > 0,

E. [¢¢(h)¢2(9)] — <h, et(—v-vx+c)g>

where <, > is the Hermitian product on L*(M (v)dz).

Since the two bilinear operators
(h,g) = B [CLM)(9)] 5 (h,g) = <h,et(—v‘vz+ﬁ)g>

are both continuous on L?(M (v)dz) (see [BGSRS21]), it sufficient to prove Theorem
in a dense subset. This also allows to have a quantitative version of the theorem, which
we state for completeness.

We define for g smooth the norm

(5.1.12) llgll == sup ‘M_l(v)g(x,v)‘
(z,0)ED

and we consider test functions g such that

(5.1.13) gl + Vgl || < oo.
Theorem 5.1.3

Let g and h two C'(D) functions satisfying condition . Then there exist three
constants C > 1, C' > 1 and « € (0,1) independent of g, h such that for any e small
enough, T'> 1, 0 < ﬁ

sup
(5.1.14) t€l0.7]

E. {Cﬁ(h)gg (9)] —<h, et(”'vz+£)g>’
< C(CT3/291/2 I (CT)QT/ega) IRl (gl + [ Vgl)-

In particular we can choose T = o((log |loge|)'/3) and 6 = m, B € (0,1) small
enough.

Notations. From now on we will use the following notations.
We denote for m < n two integers, [m,n] := {m,m+1,--- ,n} and [n] := [1,n].
For Z,, € D", and w C [n], we denote

Zy = (Zw(l)v T 7Zw(\w\))

where w(i) is the i-th element of w counted in increasing order. For 1 <1 < m < n,
Zl,m = Z[l,m]-

Given a family of particles indices {iy,--- ,i,}, the notation (i1,--- ,i,) indicates the
ordered sequence in which Vk # [, i # 4;. In addition
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o ln = (ilv' e 7in)7

— for m < n, i, = (i1, -+ ,im), and more generally for w C [1,n], iy, := (iminw, " " »
Z.maxw)a

— for 0 <m < nand (i1, - ,im), > denotes the sum over every family such

(im+17"' 77;7L)

that for k <1 < n, i # 1y,
— Z; = (zy, ", 2i,), as ordered sequence.
We also precise the sense of Landau notation: A = B 4+ O(D) means that there exists
a constant C' depending only on the dimension such that |[A — B| < C' D.
Finally let h,, be a function on D". We denote

1
E.[h,] :=E. [n > hn(Zi)]
He (i1, ,in)
17 5tn
and the associated truncated function defined on D,
. 1
£ . e

5.1.3 Strategy of the proof

We explain now the main ideas of the proof and of the improvement with respect to
[BGSRS21].
Because (!(g) is a centered random variable,

N
(5.1.15) Ee [¢H(h)0(g)] = Ee lugm > h(zi(t) Q(g)
=1

The first step is to find a family of functionals ®! , : L°(ID) — L*(D") corresponding
to the pullback of the test function h at time 0

N
(5.1.16) E. usl/QZhui(t))cS(g)]:ZEE ST B (Zs,0)) )
=1

TLZl (117’271)

It turns out that the ®§7n[h] are a sum over histories. Loosely speaking, a history is defined
as a way to remove (or not) particles at each collision, so that at time ¢ there remains only
one particle (see the picture below). Then

1
(5.1.17) O [h)(Zn) = — > P2k (t)) LnistoryOhistory

" history

where opistory = £1 and 2 (t) is the position of the last particle & (k depends of the history).
This formula will be explained precisely in section 5.2} For the moment, we mention that
the signs opistory are related to a splitting of collision operators into a positive and negative
part (as in (5.1.10))).

The classical method to prove convergence of a hard sphere system to the Boltzmann
equation (and here to the linearized equation) amounts to show that each term of the sum
(.1.16)) converges to its formal limit. This is the the way we compare the hard sphere
process with the limit punctual process. In this procedure, it is natural to separate a
principal part containing a controlled number of collisions, from some rest terms encoding
ill-behaved trajectories (for instance trajectories with more than n — 1 collisions, which do
not have a counterpart in the limit process).
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0——

Figure 5.1 — Example of history for four particles.

For the argument to be rigorous, we then need a bound on the rest terms of the
sum. In usual derivations of the Boltzmann equation (see for instance |[Lan75, Kin75l
GSRT13, BGSR16, [PSS14]|) one resorts to L bounds and to a dual representation of
the sum . In contrast here we rely on the above pullback formula, together with
suitable stopping times t5 truncating the formula when the number of histories becomes
uncontrolled. To implement this idea it is convenient to consider L? bounds as in [BGSRIT,
BGSRS21]. Indeed (using notation introduced at the end of the previous section), because
¢%(g) is centered

1

B | 3008 (2, () 2(0) || < B | (12alF (s, () | B [P

=

zmﬁﬁﬁﬁmwmwfrmmwﬂé

using Cauchy-Schwarz and the invariance of the Gibbs measure. By virtue of such esti-
mates, we do not need to take into account what happens for pathological histories before
ts.

Unfortunately, in the bound for ®f , [h], we do not know how to take into account the
cancellations due to the signs in opistory. Thus we have to count the number of possible
histories and collisions. We then need to distinguish two kinds of collisions: those where
one particle is removed, and those where both particles are kept, called recollisions. The
second type is harder to control.

We need two different samplings to control each type of collision separately. The
sampling method (already used in [BGSRS21]) is an adaptation of [BGSR16, BGSR17|
(and reminiscent of [Erd12] in the context of the quantum Lorentz gas).

The first sampling has a relative large step § = 1/ log|loge| (with g € (0, 1) set later)
and enables to control a moderate growth of collisions with removal. This will be the
source of the slow speed of convergence in .

The second sampling, which has a shorter step § = ¢ (with 8’ € (0,1) set later) is
used to control possibly many recollisions on the short time scale. These collisions will be
allowed only on the last time interval [ts, ts + d].

In the present paper, two conditionings on initial data are used, to deal with the
recollision problem. The first one is symmetric on all the particles and forbids a group
of more than a fixed integer v > 0 to interact altogether on each small time interval
[k6, (k + 1)d] (for & € N). Once applied this conditioning on the invariant measure, the
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paper [BGSRS21] uses the billiard theory developed in [BFK98| to control the number
of histories in clusters of v particles. Notice that such result has no known analogue for
different interaction potentials, even with compact support.

The main goal of this paper is to avoid the latter geometrical argument, as explained
next.

Let us define the collision graph of a trajectory on a time interval [r,7’] as the graph
where the vertices are the set of particles and to each collision happening on [, 7'] corre-
sponds an edge between the colliding particles. A trajectory on the time interval [t,t] is
said non-pathological (see the figure) if

— its collision graph restricted to [ts + 0,t] is a tree (at each collision, one particle is

removed),

— on [ts,ts + d] the collision graph has no cycle (but there can be recollisions).

Due to the symmetric conditioning, one particle can meet at most « other particles on
[ts, s+ d], and thus there are less than 7 recollisions per particle. Therefore the number of
non-pathological trajectories and corresponding recollisions is controlled by construction.

A

t-

Figure 5.2 — An example of one non-pathological trajectory (on the left) and a pathological
one (on the right).

We then introduce a second conditioning forbidding pathological trajectories. One
difficulty is that this conditioning will introduce asymmetry. Since there are approximately
te particles in the system, choosing one particle costs roughly p. and in a symmetric
conditioning the choice of k particles would cost pf. But the sum Y., ®.,[h](Z; ) is
already a sum over n chosen particles, and for each term of this sum we are interested
in particles of the “background” which can influence the n selected particles. Hence, it is
sufficient to impose an asymmetric conditioning where in the set of k£ particles producing
a pathology, the first one is chosen first in 4,,, and then the k£ — 1 other particles are chosen
in the whole set of particles. Such procedure will provide a gain of p=* which turns out to
be enough to control the error term, by means of a cumulant expansion.

We conclude by describing better the asymmetric conditioning, which is the main novel
tool of this paper. Let x(Z,) be the indicator function which takes value 1 if there exist
history parameters such that the graph on [ts,ts + §] with initial data Z, at time t, has
a cycle and is connected. Because the indicator function involves a bounded number of
particles, its weight ||x(Z;)|/z1 is small. We then introduce an asymmetric conditioning
X; (Zn(ts)) imposing the existence of a set of particles w containing at least one particle
of {i1,-+ ,in} such that x(Z,(ts) is equal to 1, id est one trajectory containing a particle
of 7,, is pathological.
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Let us give an idea of how to bound &; (Zx(ts)). We develop the constraint over finite
numbers of background variables

Xin(ZN(tS)) = Z Z %n,p(Zz‘p(tS))'
pzn (in+17"' 7ip)
The %n,p(zz'p (ts)) can be expressed as sums over families of particles (wi, - -+ ,wy), where
w; 1is a subset of iy, of terms

(=X (Z oy (E))) (=X (Zn (1)) - -+ (=X (Zioy (E5)))-

The w; can intersect, hence the number of terms in X,, , is huge. But the (first) symmetric
conditioning permits to bound the number of intersecting sets. If wq, - ,w; intersect, all
the particles in their union are close. Hence the size of wy U -+ - U wy is bounded by ~ and
k is smaller than 27. This is sufficient to bound X, ;.

The paper is organized as follows. In section [5.2| we give a proper definition of history
and we use it to construct the functionals <I>§,n. Then the two samplings mentioned above
are implemented, and the conditionings applied. This allows to decompose E. [(;(h)(g(g)]
into a main term, plus error terms of different nature: a development on trajectories
(actually called below pseudotrajectories) (i) without recollisions (bounded in Section [5.4)),
(ii) with non-pathological recollisions (bounded in section and (iii) with pathological
recollisions (bounded in Section . The estimation of the error terms requires standard
L?(P.) estimates based on static cumulant decompositions, which are reported in Section
(.3l Finally, the convergence of the main term is proved in Section [5.7}

5.2 Development along pseudotrajectories and time sampling

5.2.1 Definition of (forward) pseudotrajectories

Consider n particles. To lighten notation for pseudotrajectories (called “histories” in
the introduction), we will drop their dependence on e.
For m < n, fix a family of pseudotrajectory parameters

((8is 8i)1<i<n—ms (Kj)1<j<n) € {(£1,£1)}"7™ x N",

and an initial data Z,, € D..

We construct iteratively the pseudotrajectories Z, (7, ((si, 5:)1<i<n—m, (Kj)1<j<n), Zn);
the collision indices ¢(7) and recollision indices (k;(7))i<j<n. At time 7 = 0, we set
¢(0) :=1 and for all j, k;(0) := ;. Moreover at 7 =0, Z,(0) = Z,, € D. The number of
particles decreases with time and is equal to (n 4+ 1 — ¢(7)).

If o(7) < n—m+ 1, the remaining particles move freely along straight lines, until there
is a new collision between two of them at time 7, say ¢ and ¢’ with ¢ < ¢’. If Sur—y =1
(respectively —1), we look at k4(77) (respectively kg (77)):

— if it is strictly positive, we have a recollision. The two particles scatter as in

and kq(77) = Ke(77) — 1 (vespectively ky (1) = kg (77) = 1),

— if it is 0 we have an annihilation: we remove the particle ¢ (in the case where Su(r—) =
—1, we remove ¢'). The other particle ¢’ (respectively q) scatters if 5,y = 1 or
continues freely along straight line else.

Finally we increment ¢(7).

When ¢(7) = n —m + 1 (there are m particles left), all the annihilations have been

performed and the remaining particles evolve according to the Hamiltonian flow.



5.2. DEVELOPMENT ALONG PSEUDOTRAJECTORIES AND TIME SAMPLING 115

1 2 3 4 )

Figure 5.3 — Pseudotractory associated with (((1,-1),(1,1),(-1,1)),(0,0,1,0,0)).

Let w be a finite subset of N*. We will denote Zy,(t, Zu, ((Si, 5i)i<|w|—m>» (Kj)jew)) the
pseudotrajectory with particles of w and Z(t) when there is no ambiguity on the param-
eters. Note that this should not be confused with Z,,(t), the configuration of the particles
w in the realization of the hard sphere flow over D, (the “real trajectories”).

Definition 5.2.1 (Collision graph)

Given Z, € D] and parameters ((s;,5;), (kj);), we contruct the collision graph Qio’ﬂ as
the couple (E,V), with V := {1,--- ,r} and

E c {(i,§)s, where (i,7) € V2, i < j, 7 € [0,t]}

such that (i,7); € E if and only if there is a collision at time T in the pseudotrajectory
between particle i and j. It is an unoriented graph where the edges are labeled by the
collision times.

By well known properties of the hard sphere dynamics (see [Ale75|), for almost all
Ly, gio’ﬂ has a finite number of edges. We can order 71 < 19 < --- < T}, the collision
times of Qr[o’t].

In the following we possibly denote E ( ,Lo’t]) =F.

ts ty 5

to
2 t3 3 t1

Figure 5.4 — Collision graph associated with the pseudotrajectory of Figure [5.3] with ¢; <
ty < tg3 < t4 < t5 the collision times.

5.2.2 Development along pseudotrajectories

The pseudotrajectories are used to pull back a function evaluated at time ¢, up to a
previous time 0.

Let m < n be two integers, and ((s;, 5;)1<i<n—m), (kj)1<j<n) be collision parameters
and ¢t > 0 the finite time. In order not to count twice the same pseudotrajectory, all

parameters have to be taken into account. We define RE’Z:?; () C D! as the set of
991 ):\Rj

initial parameters Z,, such that at time ¢, the following condition is verified: {1,---,m}
are the remaining particles of Z,(t, Z,), and the recollision indices defined in the previous
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section vanish: for all j, x;(t) = 0.
Let hy, € L*°(D™) be a test function (not necessarily symmetric under permuta-

tion of variables). We define the pseudotrajectory development as the functional ®¢ ,
L>*(D™) — L>*(D"™) with

(5'2'1) (I)fvu—n[h ](Zn) = m Z <1:[ 51') HRm‘_’f’t hm(zn(t7 Zn))

(5,5:) i1 ((54:84)5(x5))
1191 )i<n—m -

(K3);
We have the following semigroup property:
Proposition 5.2.1

Consider m < n two integers, t > t' > 0 two evaluation times and i,, a family of
particles. Then for any function h,, € L*°(D™) and almost all initial data Z, € DI,

(5.2.2) S ChahalZ) = > > e, (@0 k] (Z0).

(1m+1, 7»n) n'=m (im+17"' 7in)

Proof : Fix collision parameters ((s;, 5;)i<n—m, (Kj)j<n) and an initial data. In the pseu-
dotrajectory Z, (7, ((si, 5:), (k;)), Zn), let w be the set of remaining particles at time ¢ and
t; the time of the last annihilation before ¢'. We construct two sets of collision parameters

((82731)1<n |w]» ( )j<n) = ((Sivgi)ignﬂwh ("ij - "ij(tl))jﬁn)v
(57, 8)icpol—ms (K5)jew) = (81 50)is ol —ms (K5 — K5 (1)) jew)-
We first prove the equality
Zo (t, (815 8i)n—ms (K5))ns Zn)
=Zy, (t - t,a ((sz ) Sz )\w\—ma (/{;/)w)v Zn (t/ ((517 Sz) —|w]» (K;)n)v Zn)) )

with obvious simplification of notation. Until time #; we have

Zn(Ta ((Sia gi)nv (Klj)n)’ Zn) = Zn( ((Sz’ sz) —|w]» (’ig)n% Zn)'

On the time interval [t;,¢'], there are only recollisions (no annihilation) in the two pseudo-
trajectories. On the left hand side, are treated by the decreasing parameters x;(7) which
decrease. On the right hand side, since we have treated all the annihilations, particles

evolve along the Hamiltonian flow. Note that after time ¢;, the m; (1) vanish. Hence at
time ¢/

Zn(t/7 ((3i7 gi)v ("@))7 Zn) = Zn( ((Sw Sz) (H;)), Zn)
and denoting ¢(7) the collision indices associated with the first pseudotrajectory,
Wt =n—lwl, Vi K=k —r(t).

Pursuing this construction we obtain that

Zn(tv ((Siv gi)a (’{j))a Zn) = Zw(t - t,> ((3;,7 g;,)a (K;{))’ Zn(t/ ((3;’ §;) (K‘;))? Zn))

which will be shortened as

In(t, Zp) = Zo,(t —t', Zn(t', Z,)).
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For each initial data, we have constructed an onto map

((Sivgi)n’ (’fj)n) = (w ((Smsz) —|w|s (K;)n) ((Szvsz)|w|—m’ (K;/)lwl)

with in addition
n—m n—\W\ le—m

s

i=1 =1 =1

Hence denoting R‘("f"_,t) () the set of initial data such that the set of remaining particles

of Zy(t', (55, 8}), (K})), Z ) is w, and the corresponding recollision parameters (') vanish,
we have

n—|w|

> H Silgpens hn(Za@)= 3 3 H 5 Lo
(8650)i<n—m =1 051 mlCan] (55 e =1 (CEARCA)
(k5); (’f;-)jgn

|w|—m

< > I
i L

(SN s”)2<\w\7m i=1

(Hu)w

(Zo (")) e (Zo (t = ¥, Zn (1))

) (s1))

This proves that for Z,, € DZ,

(n —m)! (I);"M—n[hm](zn)

- Z S =N, |0 =)L )| (Zins Zus, Ze)-

n'=m wC[m+1,m+n]
|w]=n'—m

Then summing on all families of particles

Y Chcnlhml(Z;,(0)

(Im+1,0n)

= 2 Z ) S b, [oh k)| (20, 24, Zi,)(0))
(im+1,in) 10 wCILnlfL:—i-nll,inn—l-n]

- Z W [ @ ] (Z4,(0)).

(Fmg1,m 8

We can now write the pullback of a test function in terms of pseudotrajectory devel-
opments. This is the main result of this section:

Theorem 5.2.2

Let (i1, -+ ,im) be a family of particles, with imax := max{ii, - ,in}. For almost all
Zy € D.U{N > imax} we have

(5.2.3) b (Zy e iy @) = D> > @bl (25, (0)).

n2M (im41, 5in)
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In addition if we do not fix (i1, -+ ,im) we have
(5.2.4) Y b (Zi, (1) = > @l o [hm] (25, (0)).
[ n>m i,

Proof : The proof is an adaptation of [PS15].
We rewrite the semigroup property of the previous proposition for a specific realization
of the hard sphere process: for t >t > 0,

> @hlim Z XX e o] (2,00

(tm41,7+0n) M (b1, 50 ) (G g1y 4in)

Thanks to Alexander’s proof of wellposedness of the hard sphere dynamics [Ale75],
outside a set of zero measure the number of collisions is finite on any finite interval. Hence
[0,¢] can be cut into small time intervals [ty, tx+1] such that on each time interval there is
at most one collision between two particles ¢ and j, and if i (or j) is removed there is no
collision at all. Using the semigroup property, one needs to prove the result only on each
(ths tr1]:

We fix the number of particles N and the initial configuration Z, and we consider
a small time ¢ such that the preceding conditions are valid in [0,¢]. We distinguish three
cases.

First, suppose that on [0,¢] none of the particles in i, collide. Then for any n > m all

the 1men.t (Z; ) vanish and
((Sz 5:)4 (”])J) -

hn (23, (1) = Cppe B (Z5,(0))-

m n

In the same way if a collision occurs between two particles of i,,,, Z; isin R?Zj"; (5);)
-n i) iH\KRj)j

and the same equality holds.

Finally, suppose that the collision happens between one particle of ¢, and another
particle ¢,,+1. Up to a permutation of the indices, the collision happens between ¢; and
tm+1- Removing all the vanishing terms,

S0 B lhal(Zs,) =l (Zont (£ (00 (0)m) Zs,,))

N2M (ipt1, 4in)
_hm<Zm+1( (((1 _1)> (0)m+1)7Z1m+1))
o (Zonsa (8 (1), O Zi, ) )-

In the two first terms on the right hand side, particles move along straight lines because
there is no scattering at the collision. Thus these two terms compensate. In the third
term, since particles in 7, | are deviated at the collision,

Zm—i—l( (((1 1)) (O)m-l-l)’Z?mH) - Zim(t>

hon(Z4,)(8) = o (Zn(t (8 (01 (0)m)) Z5,.)) = o (Zon1 (8 (1, 1)), O)ms1), 2 )
o (Za (1 (1), O Zs, ) )

which concludes the proof. |
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We conclude this section by observing that, applied to the covariance, the theorem
gives the following formula:

B [ (C)] =Y —E | S ot nl(Z:, (0)C()

n>1 u62 (7/17 5T n)

As recalled in the introduction, since we do not know how take account the cancellations
due to the factors 5;, we can only bound ®!, , [h] by means of an evaluation of the number
of collision parameters. The problem is then that there no a priori bound on such number.
To overcome this difficulty, we are led to introduce a conditioning of the invariant measure.

5.2.3 Conditioning

We shall need two conditionings of the initial data.
The first one is a symmetric conditioning on the full particle configuration.
Definition 5.2.2 (Distance cluster)

Let L be a positive real number and Z, € D" be a particle configuration. We consider
the undirected graph of vertices {1,--- ,n} and of edges

{G,5) € L], d(zs,2;) < L}.

A L-distance cluster is one of its connected component.

Let v > 0 be an integer depending only on the dimension, § > 0 a time scale (which
will be a power of €) and V > 0 a velocity bound. In the following, we shall only look at
~voV-distance clusters and we will therefore drop the "vydV".

We construct Y. C D, the set of particle configurations such that for any time 7 €
{0,0,20,- -, t}, there is no distance cluster of size bigger than « at time 7, and inside any
subset of particles w C [1, V] whith less than v elements, 5|V ,(7)[? is bounded by V2.
We have the following bound on the measure of the complement of Y.:

Proposition 5.2.3

There exists a constant C, depending only on vy and on the dimension such that

~
(5.2.5) P (T9) < Cy 5 (ue (Ma(sdvd> +uge_V2/4).
Proof
t/8
P. (Tg) < Z]EE Z Ix; ., (k6)forma + Z Z L, ,ks)=v
k=0 (41, yiy41) dlstance cluster K'=1 (i1, ,izs)
Y
t
< 5 <Mz+1 / ]leHforma M®(7+1)d27+1 + Z el / 1\Vk,|zv M®(7+1)dZ7+1>
distance cluster k=1

t v _v2
<o (2 (0ov)?) e ¥ )

where C, is a constant depending only on the dimension and y. We used that the Gibbs
measure is time invariant and that the particles X, have to be at distance less than y0V
from x,11 in order to form a distance cluster. |
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Hence, if we set § := sl_Tld, V := |loge| and fix v € N large enough, P.(Y¢) is O(g?).
The second conditioning is an asymmetric conditioning. We consider only a given,
finite particle configuration Z,. For fixed pseudotrajectory parameters ((s;,5;)1<i<n—1,
(Kj)i1<j<n), the configuration Z, € DI forms a collision cluster if the collision graph of
Zr (7, ((Si, 5i)is (K5)j), Zr) on the time interval [0, ] is connected. We define local recollision
of Z,(7) as the first collision (forward in time) which creates a cycle in the collision graph.

We define the function x, : DL — {0, 1} as the indicator function of:

{2, € DL, 3(si, 5i1<icn—1,(Kj)1<i<n)
Z, (1) forms a collision cluster with local recollision} .

We shall sometimes drop the index r from x,, when the cardinality of the cluster is clear
from the context.

We have the following L' bound on x,:
Proposition 5.2.4

There exists a positive constant C, and some « > 0 depending only on the dimension
such that

r—3
(5.2.6) / Xo(Zo)MET (V,)dX o, dV, < Cpps"162 (ugadvd) o
AT=1x B, (V)

where B, (V) is the ball of radius V in dimension rd.

Proof : First of all we observe that, if the pseudotrajectories Z,.(7) form a collision cluster
for some collision parameters, the initial positions in the configuration Z, need to be close
enough. As the speed of each particles is globally bounded by V, there exists, for any
couple of particle (i,4'), a finite sequence i = ji, jo, -+ ,jx = i’ of two by two distinct
indices such that

‘sz - sz+1’ < 2Vs.

Thus, the distance between any two particles of Z,. is bounded by 2rV§. We need, however,
a more precise geometric conditioning in order to obtain ([5.2.6)).

Let Z, € D} be such that x(Z,) is non zero. Then, there exists a set of pseudotrajectory
parameters ((s;, 5;);, (k;);) such that the pseudotrajectory Z, (7, ((si, 5:):, (£);)) has alocal
recollision. We define 7y the time of such first local recollision. We construct a second
set of recollision parameters:

K = K;(0) = k;(Ts).

Then for any 7 € [0, Tstop)

2 (1, (56, 50)i (K5)5)) = Zo (T, (54, 50)i5 (K)))

and for all j, H;-(Tstop) = 0. Moreover, on [0, Tsop), the pseudotrajectory has no local
recollision. Thus H;- is smaller than r — 1.

Let @ C [1,r] be the connected component of the collision graph Q,[,O’Tsmp} which contains

the two particles involved in the local recollision. Because particles in @ do not interact
with particles in w¢®, Z,(t,Z,) restricted to particles w and to the time interval [0, 7]

can be represented by a pseudotrajectory Zjm((7, ((s7,5])i, (K]);), Zw) for some collision

i1 5i
parameters ((s7,5});, (+]);). Note that we can take the «7 smaller than the maximum

of the n;. and thus smaller than r — 1. This gives a more precise constraint on Z, and
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{Z,, xr(Z;) = 1} is included in

the collision graph of
U U Zr Z\w\(Tv((Sivgi)ia (ﬂj)j)azw)
wC{L,r} (84,51)i<|o| is connected
(rj)ef0,r—1)1=I

Note this union runs over a finite set of parameters.

We can now fix the pseudotrajectory parameters. The following standard estimation
holds:

_1 2
/ ]lZ\w\(T)formsaclustere 2|V7l de\{minw}de
Alwl_IXB‘w‘(V)

with local recollision

—|w |l =3 o
< C|w|'u€ ‘ ‘+152 (/.Lg(std> c

where we used that |w| > 2 and that ¢|loge|/0 = O(e®) for some a. It follows from the
same proof than for Lemma below, replacing in the bound the two times scales 6 and
t by d (the unique time scale in the present case) and replacing the number of particle n”
by |w|.

Using the distance constraints on Z e and summing on all possible parameters, we
obtain the announced bound. |

Finally, we denote &;, ... ;) : {Zn € D, N > maxi,} + {0, 1} the indicator function
of the set
{ZN €D.| 3w, wn(in, - in) £ 0, Y(Zs) = 1}.

Note that X; depends on the ‘background particles’ different from (i1, ,in).
Note also that we have:

(5.2.7) Xieein@y) =1 — I (1—-x(Zz).
wC{l,- N}
wN{i1, ,in }#£0D

The two conditionings introduce in this section allow us to bound the number of recol-
lisions, as explained next. Let Z,, € D2 be an initial position such that there is no distance
cluster of size bigger than v (first conditioning) and for any o C {1,--- ,n}, x(Z,) =0
(second conditioning). Fix now collision parameters ((s;, i), (£5);) such that the pseudo-
trajectory Zp,(t) has no recollision on [d, ] (which will be ensured by a tuned sampling of
collisions, introduced in the following section). Then due to the first, symmetric condi-
tioning, any particle can only meet v — 1 different particles on [0, §]. Moreover due to the
second, asymmetric conditioning, there is no local recollision on [0,¢]. This implies that
there are at most v — 1 recollisions per particle. In particular, any pseudotrajectory of this
type can be parameterized by collision parameters

((5i5 8i)1<i<n—1, (Kj)1<j<n) € {£1120=D 5 [0,y — 1]™

5.2.4 Sampling
Let 7 > 0. Using the two conditionings of the previous section, for Zn € Y. N
{X; (Zn) =0} we have

(5.2.8) h (Zi (7)) =D Y. O, [hl(Z5,(0))

N2 (i1, yin)
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where

(5.2.9) VT (hm(Zy) NN Z f[gilmew him(Zn (7)) -
i=1

(n—m)!( e ((54:5):(r5))
(ry); €l y—1]"

For generic t and particle configuration, we can then perform the following decomposi-
tion on Y.

— E hin(Zi, ()X, (Zar(t —0)) + Z . )(1 =X (Zn(t—9)))

(5.2.10) -
:Zh (Zi, ()X, (Zn(t—0))

+ Z N1l (2, (8~ 8)(1— Xy (Zne(t - 6))) -

n>m i,

Let @7 [him] be the symmetrization @77, [y,

(I);Yﬁ?—n[hm n : ! Z (I)m<—n Ro(1)s """ 7z0(n))'
O'GGn

There is a more explicit formula for such functional. We define Rz'zsng )T (5,)) C DI as the
1951 )\ Ky
set of initial data such that pseudotrajectories Zy,(-) have m remaining particles at time 7,

k(1) =0 for all j and there is no local recollision. Then

¥, — Lo '
(o241 rinlh] (Zn) : nl I I Sl]lR((Sia;i)a(Kj))hm(Zn(T))
(56+8:)i<n—m =1

(k5),€[0,7—1]

Finally we want to isolate pseudotrajectories with no recollision whatsover: these will
form the main contribution in the Boltzmann-Grad limit. We then define (i) the develop-
ment along pseudotrajectories without recollision

(5.2.12) OO () (Zn) == Hszﬂnmmh Zn(T)),
(37,751)7,<nm N

where Rzn "_T) C RZ "87) ?0)_ is such that the pseudotrajectories have no recollision, and (ii)
Sq 1554 J

the development along pseudotrajectories with non-pathological recollisions

(5.2.13) 7 [hun] == @Y7 ] — @97 [

We bring together all these decompositions and obtain, on 1.,

(5.2.14)
Zh (M) =2 Z‘Pgﬁfn[hm](zznﬁ =)+ 30 D B lhml(Z, (7~ 6))
~I—Zh (M), (Za(T = 0))

— Z SO0 [hl(Zi, (T — )X, (Zar(T — ).

n>m i,
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The first term is an expansion along pseudotrajectories with no recollision. It is the main
part of the sum. The rest takes into account the recollisions in the hard sphere dynamics.
We iterate this decomposition:

T/
D b (Zi, (1) = > ) o [hl( )+ 33N @ (2, (7 — ko))
[, n>m i, k=0n>m i,

+ 3> e h, (2 (7 — (k= 1)0)X;, (Zy(T — kb))

n>m i,

= Y e (@0 h (2, (7 — k6) s, (Z(r — k).

n'>n>m i,

The final ingredient is now a second sampling on a longer time scale § = 1/51og | log¢|
controling the growth of the number of collisions. We denote K := t/6 € N and K’ :=
0/6 € N.

We obtain the following decomposition
(5:215) B [CHRC(9)] = GRR(0) + GRH(0) + G2 (1) + G0l 1) + G20
with G (¢) the main part:

(5.2.16) Gran(t) = Y Ee|ps 1/22:@2%] (Zan(O)) 2(9)

ni=(ny);j<x )
0<nj—nj 1 <2

where
0,6
@g[h] - @219( LK CI)70119< 2mK—1 (I)l 1 [h]
is the development of h along pseudotrajectories with ng annihilations on the time interval
[t — (k —1)8,t — k0] and no recollision, denoting n = (ni,- - ,nk); moreover:
(5.2.17)
G = Be [ Tre] = Y Be | Y80 (2, (0)) o)
n1<-<ng

. *”LK
nj—n;_1<27

corresponding to the symmetric conditioning;
(5.2.18)

=y Y Y% 0 (2, (= k) Clotr,

k=1n1<-<np_1nk>2k+n,_q
n;—nj_1<27

corresponding with trees with superexponential growth;

(5.2.19)

G;r:ec,l (t) — Z Z Z E. Mg_l/2 (I)Z::,”n,/ [h] (Zin” (ts)) g(g) ﬂTs

1<Ek<K—1 ni<-<ng n"’">n'>n4 Lt
ISkISK/ 'n,]'—'rlj_1§2j
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corresponding to (non local) recollisions; and finally GE“?(¢):
(5.2.20)

> 2 | X E

1<k)<K 1 n1<-<ng 'n/an
1<K'<K' n; j—Nj— 1<29

LZQ)&IZ’W( (ts+5)> X (Za(ts)) C(9) 1.

- Y E Z@M[ o 1]] (24,0 (8) %, (Zu(8)) o)L,

n''>n'>ny 7

corresponding to pathological pseudotrajectories. In the last two terms, we have denoted
ts:=t— (k—1)0 — k6 the stopping time, and
— <I>?Z ]:Z, [h] :== @2:3, o ®Y ah], the pseudotrajectory development with no recollision, n/
annihilations on [0, (k' — 1)d] and for j < k, n; annihilations on [(K' — 1)d + (k —
70, (K —1)0 + (k— 7+ 1)0],
@i: anlh] = CI)i,’i,, o@i’z, [h], the pseudotrajectory development with no recollision
on [5 K'§ + k6], n” annihilations on [0, 4], n’ annihilations on [d, k0] and for j < k
and n; annihilations on [k'6 + (k — j)0,k'0 + (k — j — 1)0], and at the least one
recollision.
We stress that, thanks to the conditioning, each pseudotrajectory appearing in this

representation has at most ~ recollisions per particle.

5.3 Quasi-orthogonality estimates

The different error terms obtained in the previous section are of the form

Z@ ts))¢2(g)1r,

with @, : L>®(D) — L*°(D") some continuous functional. In order to bound the errors,
we will need an L?(P.) bound on Y, ®,[h](Z;, ). Such bound is derived in the following
sections from detailed estimations on the functionals ®,,[h]. We will use, in particular, that
we can bound the ®,[h](Z,) by looking only at the relative positions of particles inside
I,

In the following we denote for y € A

(5.3.1) 5 { ( Dr = D

van) — (xl +Y, T +yvVn>'
Theorem 5.3.1

Fix m < n two positive integers, and g,, hp, two functions on D™ and D™ such
that there exists a finite sequence (co, ¢}y, 1, ,Cn) € Rfﬁ” bounding ¢,, h., in the
following way:

(5.3.2) / SUp |gn (TyZn) |ME"™ (V) dX2,ndV; < co,
2120 yeEA
(5.3.3) / sup‘h ( )}M®m(Vm)dX27dem < ¢
yeEA

x1=0
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and for all | € [1,m)]

(5.3.4)
/ SUE |gn (TyZn) hom, (TyZn—l-l—l,n—i-m—l) |M®(n+mil) (Vn+m—l)dX2,n+m—lan+m—l
x1=0 ve
-1
< Mal o
n
There exists a constant C > 0 depending only on the dimension such that
(5.3.5) ‘Ee [gn] ‘ < C"c, |E. [hm] ‘ < C"¢
and denoting
1
(5:3.6) gn®1hm (Zosm—t) = ¢ — Y 9l Zouap) i Zo(ni1-tntm-1));
U€6n+mfl

. - Il
(53.7) K [Mgg”hm} - Z (7) (Tln) FEE [Qn ®y hm] + O(C”+m00066).

=1 €

In particular

m
(5.3.8) |Be [ptegnhm]| < C™H™Y e+ C™ M egep .
=1

Proof of Theorem [5.3.1] :
e We begin by the proof of (5.3.5).

Using invariance under permutation,

1 /,Lg —HE(Z de
Eclgn] = — gn(Zn)e »(Z)
- ki <p
1 e pl / ez AZ
— p— Z p( P) p
peZe = pl(n—pl) GnlZn)e (2m)?p/2

1 piE Ve (X X)) 1 pOn
=z Z:O o /gn(Zn)e (X Xp) 1o a7, dX .
p=

We denote in the following Q := {X,,,z,--- ,z,} and for X,V € €,
P(X,Y) = —lgxy)<-

and we decompose exp (=V5,,(Xn41, X))

=V T (e y) =i S I e(x,y)

(X,Y)eq? Geg(Q) (X,Y)eE(G)
XA£Y

67V7i+p(Xn+17ip)

where G is the set of non oriented graphs on Q and E(G) the set of edges of G. Denoting
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by C(w) the set of connected graphs on w,

exp (_Vri—i-p(XTH*ly Xp))

_ Z}<6_VZ(XH)GGC(Z I1 ) > 11 @(X7Y)>

wC[l,p wU{Xn}) (X,Y)EE(G) GeG(we) (X,Y)EE(Q)
(5.3.9) . .
SN Gl D | I
wC[1,p] GeC(wU{Xn}) (X,Y)EE(G)
S e e Eedynix,, X,)
wC[1,p]

Thus, using exchangeability,
(5.3.10)

1 Lopl

Eclgn] = = ) L 2 / W (Za) U0 (X, X, e 2202 MEPd7,dX | dX!,
€ __ D p1:p2:

p>0 p1+p2=p

/ ViXgx, Z“e/gn U (X, X)) MO dZ,dX,

p>0 p>0

= Z e /gn U (X, X)) M dZ,dX,.

We recall Penrose tree inequality (see [Pen63, BGSRS20al [Jan]),

(5.3.11) 3 H px. V)< >[I lex.y)

CeC()) (X, Y)eE(C TeT(Q) (X,Y)eE(T)

with 7(€) the set of trees (minimally connected graphs) on Q. Fix 7., X,, (the rela-
tive position between particles). Integrating a constraint ¢(z;, j) provides a factor cqc?,
¢(Xn,z;) a factor neqe? (where ¢4 is the volume of a sphere of diameter 1). As there are

(p—1)!
(do— 1)!(dy — 1)~ (dp — 1)!

trees with specified vertex degrees do,--- ,d, associated to vertices X,,, z1,---, 2

z, (see
P
[Jan, BGSRS20al), we get

(5.3.12)
/ WX X)X | < Y - n® (cqe)?
p(Xndp)ddpdis) < (o~ DI(d1 — D) (dy — 1)!
di,,dp>1
do-+-+dp=2p
do 1 1
<(p—Deas®)? | > (o= 1) > (d — 1) > (d, —1)!
do>1 di>1 dp>1

<(p-— 1)!(Cd5d)pne”+p.

We can integrate on the rest of parameters using (5.3.2)). Hence

- 1! cdes Ppen _w2 dZ, "
gn | < Z /|gn n 2 (27T)dn/2 <c ZC (Ct?)p
p>0

p>0



5.3. QUASI-ORTHOGONALITY ESTIMATES 127

which converges for € small enough. This concludes the proof of ([5.3.5)).

o We treat now ([5.3.7). Recall first that

B [hednfin] = B Zgn Z,) Y (25| = pee [gn] Ee ]

Let us count the number of ways such that i, and J,, can intersect on a set of length I.
We have to choose two sets A C [n] and A" C [m] of length [, and a bijection o : A — A’
such that for all indices k € A, iy, = jor and that i4. does not interesect j (Acy” Thus using

the symmetry,

{Nagn m] i< )( >M” Ec [gn ®; i

=1 €

1
+ pe | Ee WZgn<Z@«n>hm<z%l,n+m> — Ee [gn) Ee [g]

To estimate the error term in the second line, we write

1
e W Z g”(Zin)hm(Zin+1,n+m)]

/ 9n(Zn) i (Z),) xD (= Vi g ( Xy X7, X)) MO dZ, M®TdZ),dX .

p>0

We denote in the following 2 := {X,, X],,21,--- ,z,} and we have that

exXp (_szerer(Xn? X;nvlp)) = ¢ V)V n) H (1+¢(X,Y))

(X,Y)eq?
XAY

= VXV S T (X, Y)

GEG(Q) (X,Y)EE(G)
Partitioning on the connected components of X,, and X,
€xp (_Vi+m+p(Xn7X7/n7Xp))

-y <exp (Vi) - v - Vi) Y I ¢<X’Y>)
(@)

wC|[1,p] {A?(EC)((L;/JL;) (X, Y)eE(G
NV e Ky Usge)
+ Z it | (Xns X Ui, (X, Xy e eroen el o)
w1,w1C[1,p]
w1Nwo= 0

= Y (K, X, X e Tl )

wC[l,p} _ye X
T Z w\wll( ”’—wl)w\wz\( m’—wz)e e Eioren®),

w1,w1 C[1,p]
w1Nwa=0
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Using the invariance under permutation and ({5.3.10))

/ Zh) S (X X (XD X,)

E
p>0 w1,w1C[1,p]
w1Nwa=0

xe Vel Xrvwne) ppontm) gz gzt vomdz, Me™ dZ!,dX,

p |
— Z Z ] /gn(Zn)hn’(Z;l’)wgl (X"’ K:Dl )7’1}1172 ($"+1’X;’2)

| 105 1pal
® p>0pitpatps=p L PUP2PS:
x(Mendzdx,, ) (MO azy,dX,, ) (e Eaxy,)
= Ec[gn]Ec[hn],

and in the same way

p
He , ,
!/gn(Zn)hm(Zm) Z @Z" ‘ (X, X X))
wC|[1,p] )
€_V\Iw6|(ch)M@)ndZnM@de?/npr
/ n,m !
72 Z p, p1'p2 /gn(Zn)hm(Zm)@ww (X, X X))

© p>0

p>0p1+p2 =p
e (XPQ)M(X)(H—#—m)danZ;ﬂprl dX;Q
_ Z e / I (Z) b Z YOl (X Xy X YME M dZ,,d 2, d X, X,
P1>0

We use again Penrose tree inequality,

(5.3.13) W’”X X!, X, ))g SOOI eyl

TET(Q) (X,Y)EE(T)
Fix 7_4, X and 7_pr X;,. Integrating a constraint ¢(z;,z;) provides a factor cded,
o(Xp,z;) a factor nege?, (X,’n, z;) a factor mege? and ¢(X,, X;,) a factor nmege?.
Denoting do, d, di - - - , dp the degrees of X,,, X}, z,---, x,, we get

le

‘ / DXy Xy X, )X day do

p! do,d) dy+1
< n®m(cqe?)
(5.3.14) . dOZ:dp>1 (dy —1)(do — 1)!---(dp — 1)!

di+do++-+dp=2p

+1
< p!(cdad)p nm eV TmTP,

We can integrate on the rest of parameters using and (| -, and finally

pe | Ee n+m Z gn i m 7n+1,n+m) —E. [gn] Ee [.g]

—n+m

p
+1
< coChte Z 'u—fp! (cded)p nm eV tmTP
p>0

< peetnm(cge)" ™ eoc) Z(ecds)p
p=>0

< 8Cm—l—m—i—l Z(ecde)p
p=0
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which converges for e small enough. |

Note also the following bound in LP norms of the fluctuation field.
Theorem 5.3.2

For any p € [2,00), there exists a constant Cp, > 0 such that

(5.3.15) (E- 29" < Collgllmourwyas)-

The proof can be found in Appendix A of [BGSRS21].
From these estimations we can deduce the following corollary:

Corollary 5.3.3

Let h,, be a test function satisfying the conditions of Theorem[5.3.1 Then there exists
a constant C' > 0 such that

net? oy hn(Zz'n(ts))C?(g)ﬂn]

(i17.” )Zn)

(5.3.16)

Proof :

[—1/2 Z ha(Z; (t:))¢0(9) Ly ]—M" B | pl? Y ha( c;()m]

( - (117 : Zn)

n—1

= Mg

= (E [ R(Z0(1) Q(9) ] + B [ B [u;”c?(g)ﬂn})
<Ee [ui/zhAn(ZN(ts))C?(g)ﬂn: + Ee [hn) Be [C?(g)ui/z (1-1Tre) D :

By E.[¢%(g)] = 0 and using Cauchy-Schwarz inequality, we find

[—1/2 > c;()m]

(117 : n)

N|=
N|=

< it <E€ [Na [hflﬂ%ﬂﬂg[@( 122 + E [hn) B [¢%(9)?] ? (P2 [72])

) |

We apply now Theorem The bound on P, [T¢] given in section and the bound

on the LP norm of (Y(g) (5.3.15) lead to the stated corollary. |

5.4 Clustering estimations

The objective of this section is to bound G<(t) and G£*P(t), defined by

¢ ¢ 1
Gt (1) .= B, [¢L(h)C2(g) Tye] — ng-gnK E. \//TEiZ‘?g[h] ( in, (0 )) (g) e |

. N
nj—n]-_1§21
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=y Y Y Z@O (2, (L= k0))) C9)1x

k=1n1<-<ng_ 1nk>2k+nk 1
nj—n;_1<27

Proposition 5.4.1

For € > 0 small enough,

ex| rec t/0
(.4.1) GEP(E) + Gr()] < Cllgl Il (12(Ct*” + 161/2)

To obtain the stated result, we need first the following bounds on the pseudotrajectory
developments without recollisions of type @} [h]:

Proposition 5.4.2
Fix k e Nand n:= (ny, - ,ng) e N¥ with ny < ng <---<ny. Then

angnk Nge—1 Nk—1— 1

h
(5.4.2) / sup | [1](7y Zn,, ) | ME™ dVp, d X2, < — | ”
z1=0 yEA ,us

and, for m € [1,ng],
/ SUR ‘(I)g Tyan )(I)g[h] (Tyan—m—‘rl,an—m) ’M®(2nK7m)dVv2nK—de2,2nK—m
x1=0 y€&

1R

2np—m—1
ni e

< anenk_nk—ltm"rnk—l_l‘

Indeed using Corollary and the previous estimations,

[ Z‘P” (2, t—k9>)c£<g>hg]

ng 1/2
< lglliall | cregrs—mesgmm = 4 (Z cnkenknwt”“”m>

m=1

< gl e g 2t

and in the same way,
[ -3l 1(2,,,0) mc] =0 (gl ncmem1).
*"K

Summing on all possible (nq,--- ,ng),

K
GE sZ > > lglliplcmeotme ezt

=1n1<-<np_1 nE>2F+n,_q

(5.4.4) nj—nj_1<2

K
2 ok
< Clgllnl > 2 (Ct6'?)™ < Cllg||nl 6"/
k=1
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because the series converges for 6 small enough, and

(5.4.5)
Gty < Clglllinlle? + ST 2 lglllalcmrent < O|glllIR]e 225 ()"

n<-<ng
nj—nj_1<2/

This concludes the proof of (5.4.1]).
Proof of (5.4.2]) : We recall that

0,0 1 _
W= | odd 0@l [h] = o > Hsin%_ygl)h(znk(ke))
" (s0,8i)i<ng -1 1 o

and thus

Il
(5.4.6) | @0 [h]| < ol lpa
" (5058i)i<ny 1 v

where R( si) C DZ* is the set of initial parameters Z,, such that the pseudotrajectory
Zin, (T, (i, 5)i, (O)J, .) has n; remaining particles at time (k —[)f. Note that the left
hand side of ((5.4.6)) is invariant under translations. Hence it is sufficient to fix z; = 0 and
integrate With respect to (Xon,s Vg )-

We define the the clustering tree T~ := (v4, U;)1<i<n,—1 where the i-th collision happens
between particles v; and 7; (and v; < ;). Since in the present section pseudotrajectories
have no recollision, the clustering tree is just the collision graph where we forget the
collisions times (but not their order). It can be used to parametrize a partition of R}

Let us fix a clustering tree. We perform the following change of variables

(Sz,sz)z

X2,nk = (illa e )i'nk—l)a Vi € [17nk - 1], .QA:Z =Ty, — Ty,

7

Fix then ¢;41 the time of the (i + 1)-th collision, as well as the relative positions
%1, -+ ,&—1. We denote T; = 0 if i < ny — ng_1, t else (at least ny — ni_1 clustering
collisions happen before time ) and the i-th collision set as

BT>,1' = {i‘z

3 € (0T Atig), [y (7) = x5, (7)) < e}

Because particles x,, (7) and xp, (7) are independent until their first meeting, we can perform
the change of variable &; — (t;,7;) where t; is the first meeting time and

L Xy (tz) — Xy (tz)
L [y, (ti) — x5, (t:)]

This sends the Lebesgue measure d#; to the measure p_ (v, (t;) — vp, (t;)) - m;) +dn;dt; and

C T/\t7,+1
1 > di; < — |V1/ 2 VI/»L |
g e

We sum now on every possible edge (v;, 7;):

1/2
D vit) = va(t)] < 2n Y |vi(ts)] < 2n (WZ \Vk(tz')|2> <y, (ng, + [V |?)
k k

(vi,73)



CHAPTER 5. LONG TIME VALIDITY OF THE LINEARIZED BOLTZMANN

132 EQUATION FOR HARD SPHERES: A PROOF WITHOUT BILLIARD THEORY

using that the kinetic energy is decreasing for the pseudotrajectory. Hence
. . Cn ng—1 1 Tn,, T1Nt2
/]an ) dzy--- dajnk—l < ( k) (nk + |Vnk‘2)nlc / dtnk .- / dty
Sy He 0 0

an>nk_1 o\ r—1 tnk—l_l Ok —Mk—1
< ng + | Vi
( [e ( [V ) (ng—1 — D! (ng — ng_1)!

60\ "1 _
15

using the Stirling’s formula. For A, B > 0, x € R,

ks

) B
(A+x2)Be’% = BP (A—;x eAjgz) e < (%)Be

Thus for some constant C' > 0,

[V |2 Vi, |2

/(nk+|Vnk’2)nk1 e 2 ank < (an)nkl/e 3 ank < (2d/20nk)nk—1

and

ng—1

/ Ign MM dXspdVy, < > / 11 15, dé: M®*av,
T> =1

(84,54

C np—1 .
He
np—1
<C <C> * tnkfl_lenk_nk—ln;;k_17
He

(where the constants C' change from line to line).
Finally we sum on the 4™*~! possible (s;, 5;); and, dividing by the remaining (nz)!, this
gives the expected estimation. |

Proof of ((5.4.3]) : We begin as in the previous paragraph
O 020 )OI (Zo 12|

[

(ni!)? ILR(ﬂsz'si) (Z”’“)]ln(ﬂs’- ) (Zry—m+120—m).
(86:8i)i<n, —1 v
(85:81)i<ny, -1

<

We have to consider two pseudotrajectories Z(7) := Z(1, Zy,) and Z'(7) := Z(r,
Zng—m+1,2n,—m). Note again that the right hand side is invariant under translation, hence
we can fix 1 = 0.

We construct the clustering tree T~ as follows. We merge the collision graphs of the
first and of the second pseudotrajectory. Then we look at edges one by one in temporal
order, keeping only those which do not create a cycle. In this way we construct a tree which
connects all the vertices. This leads to a graph with ordered edges. We finally remove then
the non-clustering collisions and obtain the clustering tree T~ := (v;, ;). As before, such
trees induce a partition of

{Z%k*m € (A X Rd)%k_m‘ an € R%si,gi)» (anme,an*m) € Rﬁ»’.,y)} .
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T4

1 T1 T2
T3 /
T4 X T_ ,®
\_ -
/ /T ===
T T. 7
2 3 T
3
T3
2
’
T2
s] T1 T3 T2
, ¢ W a & -
71 - - T /®
\~ -
0 75 T
2 T4

Figure 5.5 — Example of construction of a clustering tree

The rest of the proof is almost identical to the proof of ((5.4.2)). Fix the clustering tree,
and perform the following change of variables

X2,2nk7m — (:Elv e ,ank,m,]_), v/l’ S []-a 2nk‘ —m — 1]3 :’AU’L = xl/l‘ - xﬂi'
Fix t;41, the time of the (i + 1)-th collision and relative positions #1,--- ,&;—1. We
define the i-th collision sets as

ar € (OvTi A ti+1)7 ’XW(T) - Xﬁi(T)’ <eor ‘X:/Z (T) - X;Z(TN < 8}

BT>,i = {QA}Z
where T; = 0 for the (ny —ng_1) first collisions, t else. By the same computation as above,
/ILR" (an)]]-Rﬂ (anferl,anfm)M®(2nk_m)dX2,2nkfmd‘/2nkfm

(s4:5;) (s5.5})

2np—m—1

S Z/ H I[BT>,«;d:i;i M®(2m€_m)d‘/2”k—m
T> =1

C 2nip—m—1
< C <> tnk_1+m—19nk—nk_1(2nk _ m)an—m—l
He

2ny,
< C’Lt"k—l"‘m—lgnk—nkanan*mfl.
2np—m—1 k
€

We sum on all the possible parameters (s;, 5;); and (s}, 5;); and get

/ ‘@g[h] (an )(I)g[h] (anferl,anfm) M®(2nk_m) dX2,2nk7md‘/2nk7m

2nk—m—102nk

n
< [ln)*

tnk_1+m—19nk—nk_1
Nn2,,2ng—m-—1
(nk) He

which provides the announced result, by Stirling formula.

5.5 Estimation of non-pathological recollisions

The objective of this section is to bound

1 K
Grelw= >0 D D Ee| = 3 @ b (Z,(0) (o)1,
1SESK—1 nmi<<ng n//>n'>ny
1<K <K' nj—n;_1<27
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Proposition 5.5.1

For € small enough,

(5.5 Gt )] < Nlgllipfle/>(C't) T,

It is sufficient to prove the two following estimations:
Proposition 5.5.2

Fix k€ N, n = (ng,---
n”. Then

(5.5.2)

,ng) € NF and (n/,n") € N2 withn; <ng <---<np <n' <

||h||

,Us

[h]( Z ”) M®n dV, //ng ! < e C’” 9 n’ —nk—2)+52tnk+2d+47

/sup|<1>
ye

and, for m € [1,n"],

(5.5.3)

[ 11 2107 )5 Zar )| Vo X
ye

N 11

Cm”e(n”fnka)_,_ 524k t2d+4+m
= 7 —m—1 .
(n//)m’usn m

Using these estimations and Corollary

TlE R D S (z//(ts))Ca()]lTSI

(1,1, . Z //)

1
!

2
< lAlgl [ 220t mm2e g2y (Z eacn”ew”—nk—zn(s%nk”d”m)

m=1
< lglllIBl|ea/2Cm" g —m=2)+ /24 "= k24
< |lgll|rl|8e®/2 (Ct) 2445 (Cpg) (" —mw=2)+/2,

Thus

(5.5.4)
‘G;ec’l(t)| < Z Z Z HgH||h||(5€a/2(Ct)nk+2d+5(Cte)(""_”k_2)+/2

1<k<K-1 mi<--<ni n''>n'>ny
1<K <K' nj—n;_1<27

< lglllnl| K 8e% K5 (Ct) 2" +24+5
< |lgll|Alle®/2(C"t)?" +2d+0
using that K'§ < t.
Proof of : We recall that the pseudotrajectory development takes the form

Oyt W (Zur) = @770, 0 @D 0 @0 1] (Z,0)
1 , B
— m Z HSQHR ((50,5)0.( H])J)h(Z(k‘e—i—k‘(S,((Si,si)i,(/ﬁj)j),Zn//)) .

((51731)17(51 )J)
Kj<y—1
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Here R(>(5i7§i)i7 (55);) is the set of initial configurations Z,» such that the pseudotrajectory
has:

— n/ particles at time §,

— ny particles at time k0 + (k —1)6,

— at least one recollision,

— no recollision after time §

— with no pathological recollision (thanks to the asymmetric conditioning).

Lemma 5.5.3

There exist a constant o € (0, 1) such that for any n, n’, n”, k" and ((si, 5i)i, (Kj);),
®n//
/]lR((sl»,sn,(nij X AV

! c’ e mn' 2 n(n" —ng—2)4 nE+2d+4 o
<o (L) ()52 ) pratadia,
e

Proof : We may define the clustering tree T~ as before, by looking at collisions in temporal
order and keeping only the clustering collisions. However, this will not be sufficient to
characterize the initial data.

Let (¢,q) (with ¢ < q) be the first two particles having a non-clustering collision, Teycle
the time of this collision and ¢ € [1,n” —1] such that Teycle lies between the times of the c-th
and the (¢ + 1)-th clustering collision. The parameters (7, (¢, g, ¢)) provide a partition of
the set of initial data.

Considering the change of variables

. " AL N N

Vie[l,n" —1], &;:=xy, — x5, Xogr = (T1,-+,Tyr_1)
ith T° =: (v;, U;)s<nr truct in th i ti f set
wi : (V4,73)i<n—1, We can construct as in the previous section a sequence of sets
B}>7(q,q76) depending only on V,» and Z1,---,Z;—1 which condition the relative position

Z;. The only difference is that the construction has to take into account the addition of
one cycle. We define in the following (T;); by T; = § if i is smaller than n” — n', 6 if i is
between n” —n’ 4+ 1 and n” —ny and ¢ else (T; “counts” the number of clustering collisions
in [0,4], [0, k'd] and [K'6, K'6 + K6)]).

A
t —

T5 —

T4 T1
o \U/
s
3 T2 T3
- ¢ u_ @ § ®
T1 —

T4 T1

Figure 5.6 — Example of construction of a clustering tree. Here (g, q,c) = (2,4,4).

We need to characterize one particular collision in 77, which conditions the appearance

of the non-clustering collision, and for which we have to adapt the definition of Bég (0.3.0)°
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Definition 5.5.1

We call parent p of a group of particles (qi)x at time T the p-th edge with the largest p
such that one of the particles (qi)y is deflected at 7, < 7. If such a parent does not
exist, then we set 7, := 0.

We define the connector k of two particles (q,q) the index of the first edge, going
backwards from T to zero, realizing a connected path between q and q.

The tutor j of two particles (q,q) at time T is the largest j with t; < T such that j
is either the parent at time T or the connector of (q, q).

O - - 0O
4 5

Figure 5.7 — In this pseudotrajectory, the parent of particles (2,5) at time 75 is the collision
between 1 and 2 at time 7 and the connector the collision between 3 and 4 at time 75.

1 23

Let j be the tutor of (g, q) before 7ycle. We define

B (2o = {8537 € (0I5 Ati1), I, (7) = x5, ()] <&

and the j—th collision is the tutor of the cycle} .

Note that, by construction, after the clustering time 7; particles ¢ and g do not change
their velocities.

Proposition 5.5.4

Assume that d > 3. Then, denoting by wg, wg, w,,,wg; the velocities of q,q, q;,q; at
time t;r_l (which are the same than at time t; ), and if the tutor j is the parent of
(g,q), one has

Velloge|l,+5. Vel|lloge|lzzs. Vit
(5.5.5) /]13]- djj§0<vt>dx< [logellgrg;  Vellogellazg, +>,

T>,(q,3:¢) He lwg — ijj‘ lwg — wqj| pe )’

otherwise if the tutor is a connector but not a parent,

(5.5.6)
1, dzx;
/ B]T>,(q@6) !
S Q(Ve)d-l—l x Z ]]-sin(w —wg,()<e + (V@)d min (1, E]l(q’(D#(qj’qj) )
= He c q HS) = sin (’U)q - wq7 wqj - wq])

where the sum runs over ¢ € Z4\ {0} contained in the ball of radius V.
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The above proposition uses the tutor to gain some smallness from the strong geometric
constraint. However, the estimates in — lead to singularities in the relative
velocities. Those singularities have to be integrated out either by using available parents
(if any) or by using the Gaussian measure of the velocity distribution at time 0. The
following proposition summarises the different possibilities.

Proposition 5.5.5

(i) Let ¢ # @ be two particles of velocities wq, w; with parent ¢. Let ¢ € Z%\ {0}.
Then one has that
(5.5.7)
Vel loge| . Cy
/ (|u)q_u)q]| + ]]‘Sin(wq*wqj,C)SE 1B§“>,(q,q,c) dJI[ S E 6‘ IOg E|((5]].f:1 + t:ﬂ.g;ﬁl) .

(i) Let q,q, qj,q; be particles with velocities wq, wg, wy;, wg; and parent £ (say deflect-
ing q), such that (q,q;) and (q,q;) belong to different connected components of the
dynamical graph.

(5.5.8)

ely, s & C
/min (1, o lo0y#19;4;) ) 1 diy < = Ve|loge| (61p—y + tles)
Sin

— W — WA > (q.d.c
Wq — Wg, Wy, wqj) T>,(9,q,c) He

( HV]]‘(Q,(I]') encounter at Ty tV]lqij :H‘q#(j] )
x 1+ i 7
|ug + ug; — (wg; + wg)] |wg — wg, |

denoting by u the pre-collisional velocities.

(iii) Let q,q,q;,q; be particles with velocities wq, wg, wy;, wg, such that (q),(qj) and
(@, qj) belong to different connected components of the dynamical graph. Let ¢ be the
first parent of q,q, q;,q; deflecting only one particle of the group.

Ve|loge] C
5.5.9 1 die < 2 Velloge|(6Lomy + tlosr) -
059) [ o o ot g0 @ Vel logelGLims + 1)

(iv) For q # q, ¢ € Z*\ {0}

(5.5.10)

Vel|loge Ve|loge
[ )b, brwgdr (o) | 2R TS
q q q 4 q a
4 min (17 . eLlig.a)#4.9) )
sin (’qu — Wg, wqj - wqj)

+ lsin(wq—wq,g)ge] dwgdwy,; dwgdwg, < CVellogel.

Propositions and have been proved in [BGSRS21].

We can then integrate and sum on the (#1,---,&,»_1) and (T, (q,q,c)) and give a
bound on
di11 dto ... [ dTpr_11 n_
Z Z/ ! B;>,(q,f77c)/ 2 / ni=l BT>,(11,q,c)
(a,q,c) T~

We integrate the constraints iteratively using successively Propositions and
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one obtains

"
]]_'R 60 5:) (k) s M®n ngmuanu
((535):(55)5)

C n''—1 N gmax(n''—n’.1) e —np—1)1  yny
< (= (n//)Zn +2 7(Vt)2d+48’ loge\
Le max(n” —n/, 1)l (n — ng — 1)+ ng!

! c’ et mn' 2 n(n"" —ng—2)4 np+2d+4 o
<0 () (a2 D) gt
e

using that V := |loge]. [
We obtain the expected result by summing on the
((sis 80)is (R);) € {£ELP 71 x (0,7 = 1™,
and dividing by n”!. [
Proof of ((5.5.3) : We use first the same bound of the previous section

@7 BNZa ) (B (Zor st o)

1A
< " 1" " .
SmE 2 2 MR st VIR (5, ) (Bt 2t —m)
((s6,84),(15) ) ((87,57)i,(K%) ;)
kj<y—1 Kl <y—1

Note that the formula is invariant under translation. We can then fix 1 = 0 and integrate
with respect the other variables.

Figure 5.8 — Example of construction of the clustering trees

Fix ((si,8:)i, (k5);) and ((s, 57)i, (});). There are two pseudotrajectories. We con-
struct as in the proof of the clustering tree T, and the recollision parameters
(¢,q, c) for the first recollision. We construct next the clustering graph T, of Z'(7) by
induction. Let (v;,7;);<; be the edges of the collision graph of Z'(7), with temporal order.
We begin by Ty = 0. A the i-th step, we add (v;,7;) to T;—1 only if it does not create
a cycle in the graph T, U T;—1 U {(v;,7;)}. At the end we have constructed the graph
T, =Ty and T, UTy is a simply connected graph which connects all the particles. Note

that T;” has n” —m edges.
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We denote Ta> = (v, ﬂi)ie[l,n”—l] and Tb> = (Vi)lji)ie[n”,Qn”—m—l] (with v; < ;) and
we perform the change of variables

. 1 A A~ A~
Vie[l,2n" —m —1), &; ==z, — x5, Xoonr—m = (&1, -, Tapr—m—1)-

Fixing (21, -+ ,Z,7_1), we construct first a sequence of clustering sets B;,> as in the
b
proof of (5.4.3)). Then we can reproduce the same strategy and

g din” t d£2n”—m—1
n!! B2n”—m—1
> > >

b

C/(27'L” _ m) n'’—m ) ' —m tn//_m
< (=== Vaprr— o/ — L
—< ™ (Vonr—ml" 420" =m) "

Secondly, proceeding as in the proof of (5.5.2]), we construct a sequence of clustering

sets Béﬂ> (@0.3:) (for i < n” —1) of relative positions #;. Reproducing the same estimations,

774

Z " " ®(n,lim) " "
/ HR((siygi)iy(Kj)')<Zn )HR((S/ gl)i’(ﬁ/_)j)(Zn —m—+1,2n —m)M dXQ,QTL —md‘/Qn —-m

J J

1
< Z M®(n _m)d‘/énﬁfm
(I7.1;) . . . .
(((l],tj,c) X dzy--- ATy _q ATy - -+ dTon —m—1
" "
Bl n"—1 B! g2/ —m=1
T2 (4,q,¢) T2 ,(q,q,¢) TS T
" m— " ’ ’
_ g 2n/' —m—1 (2n// B m)4n"—2m gmax(n''—n',1) gn'—np—1)4 tktm
=\ e max(n” —n', 1)! (n —ng — 1) 4! ng!(n” —m)!

x (Vt)* | log el

Vol 2n/' —m—1 . .
< C/ (> (2n// . m)2n fm71629(n fnk72)+tnk+m+2d+4€a
He

where we use that for (dy,--- ,d;) € NF,

1 fod1 o+,
<
dil--odi! T (dy+ -+ dg)!

and the Stirling formula. Summing on the (44)2"'=1 possible ((s;, 5:)s, (k;);) and ((s},

/ /

5;)i» (K)7) and then dividing by (n”)!?, we obtain the expected result. [ ]

)

5.6 Estimation of pathological recollisions

In the present section we discuss G=?(¢) defined by

1 ,

Z Z Z E. |— Z <I>g’f;, (W] (Zi,, (ts +0)) X, (Zar(ts)) 2(g) T,
1<k<K—1 m<-<ng  \n/>ny Vi
1<K/ <K' nj—m;_1<27

1 v,0 0,k ) : 0
- >Z> B | =D O (@08 0] (2,0, () i, (Zic(t) Qo) T,

(o~

We will prove the following bound:
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Proposition 5.6.1

For € > 0 small enough, we have

rec. K (0%
(5.6.1) [Gr==2(0)| < Clnllllgh (K25 (ct ™) o

5.6.1 Finite-parameter expansion

In the sums
7kl
S N (1] (2, (ts+ 6)) X, (Zar(ts)
(ilv"' 7in/)
and
0,k
S W [0 ] (21 (1) X, (2w (1),
(i1, ,’in//)
the indicator function &; ,(Z) depends on all the particles of the system. In addition
in the first sum we evaluate a function at time t5 and another function at time ts + 6. In

order to apply usual L? estimates, we first decompose the terms into a sum of functions
evaluated on finitely many parameters.

Decomposition of X(;, .. ; 1(Zy)

We begin by expanding X;, ... )(ZN) as a sum of functions of a finite number of
particles: we can decompose it formally as

X(u, )i )(Z/\f)_l_ H (1_X(Zw))
wC'{l,---',/\/}
(5.6.2) Wi in} 7
I PP | (RIS
P21 (g1, P20 EQR 1 n1,p I

where we define for wy and wo two subsets of N with empty intersection

P
lem = {(w1,~-- ,wp)‘W, w; Cwi Uws, @i Nwy # 05 wy C U w;;
j=1

Defining

(5.6.3) Xnp(Zi,) = —n) > D H [ ] ’

P20 DEQR ) 1) 7

we have for any bounded and measurable function h,
S h(Zi,(r))X (Zxn) =D Y ha(Zi (1)) Xnp (24 (12)).
(il,"',in) pZn (ila"'aip)

For any family (wy, -+ ,wp) € Qﬁ ], n1,9] has all its terms disjoint. Thus p is smaller
than the [{ew, @ C {1, ,p}}| = 2P and |X,, | is bounded by 2%°. This equality holds
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on {N < N} for every N € N and the number of particles is bounded on Y.. Hence the
decomposition is valid on Y,.
rec,2

Applying the decomposition to the formula for G¢ “(t) we obtain:

(5.6.4)

= jﬁ SO | B (0] (2, (2)) X, (Z(E) L) T,

(=~

1 0.k’
- Z E. e Zq>:z'<—n” [q)i,n' [h]} (Zz'nu (ts)) %n/,p(zﬁ'u,nqu[n/wl,p] (%)) Cg(g)llrg
p>n' fe i,

and

(5.6.5) n

~ Y E. jﬁ SO0 (1] (24, (b + 0)) Xy (Zi(t)) o) L,
p>0 ° i,

Dynamical cluster development

In the second member of G;ecg we look at functions at time ¢ and 5 — 6. To come back

to one single evaluation time we have to do some pseudotrajectory development. But tree
pseudotrajectories are not handable, precisely because of possible many local recollision.
Thus, we will use a different kind of pseudotrajectory development, called here “dynamical
cluster development” (see [Sin72], from which we take inspiration).

We denote by Z (1) = (X (7), V(7)) the trajectory of the particles X in a realization
of the hard sphere dynamics -isolated of the other particles- with initial data Z,. For any
subset N C A, Z3,(7) is the trajectory of particles X' in Z*(7).

We say that Z*(7) forms a “dynamical cluster” if the collision graph on the time interval
[0, 0] is connected, and we denote ¢|y(Z) the indicator function that the trajectory Z*(r)
forms a cluster. In the same way, for ' C \, Z*(7) form a X-cluster if in the collision of
ZM(7), all the particles are in the same connected components than one of the particles of
X. The function 90|/\>i|(ZA) is equal to 1 if Z*(7) is a N-cluster, 0 else.

We say that trajectories Z*(7) and Z*' () (with AN\ = () have an overlap if there exist
a couple of particle (i,7’) € A x X’ and some time 7 € [0, ], such that |x}(7) — X;‘/ (M)] <e.
Then we denote A ~ .

For (Zy,,---,Zy,) € Hﬁ:l D initial data, we look at the indicator function that for
any i # j, Z* (1) and Z% (1) have no overlap. As in sectionwe can expand the function:

11 (1_1A¢£Aj) => > 1l —Izy, II - lxiﬁxj)'

1<i<j<l wC[L,l] CeC(w) (3,5)€E(C) (i,5)€(w®)?
lew iF£]

(5.6.6)
=Pl (Za1322 02y D))

We have defined (¢;); the cumulants of the overlap indicator. We make a partition of D,
depending on the way particles interact on the the time interval [0,4]: fixing N' € N and
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l

N .
hn(Zi, O)=) D hl(Zi, ()i (Za) [Teng(2x) I (1-1,5,)

=1 i CAi i=2 1<i<j<l
(A2, ~,AZ)GP§§1
N ' l
=Y D> hal(Z, ) (2a) [Teni(20) D vw(2y,)
=1 i CA1 1=2 wC[L,]]
()\27...7)\1)673;%1 lew

x H (1_]1>\i£/\j)
(1.1)€(w)?
7]

where we have denoted P/, the set of the unordered partitions (p1,- - , p,) of the set w.
We make the change of variable

LA, N, w) (p,ll, iy an) o, (xl,... ,Xb))

where
po=J N bp=lwl, =1 |w),
1EW
(5\17' o 75‘l1) = ()‘j)jau% (5‘1)' T 75\l2) = ()‘j)]Ew .

The set p is the set of particles which interact (in the dynamics or via an overlap) in
%y, Thus

hin(Zi,, (6))
lp| 5 ' L
=Y X m(Z0) e @) [Len (25) vu (25, 25,
i Cpli=1 i, CAMCp i=2
Az, All)GPll ! o
x> D H‘Pm ) II (U -15e5)
= ; w€ 2
=1 (5 Ary)ePz =1 T b))
The second line is the sum over all possible partitions (5\1, ‘.- ,5\12) of p¢ of the indicator

function that they are effectively the dynamical cluster of the initial data. Hence it is equal
to one. Thus defining the n-th dynamical cumulant as

fm%n[hm](zn : |Z Z Z o, ))T/}l(ZAu"' 7Z/\z)

l= n
(5.6.7) tucial (Ag;ﬂ )

l
1,m
Xgp\[All ](Z)‘l) H PN (Zx;),
1=2

we obtain the dynamical cluster expansion:
Theorem 5.6.2
For almost all Z n € D, we have

(5.6.8) hn (Z,(9) =Y > fmcalhm] (2:,(0)) .

n>m (i’m+17"' 7in)
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collision

Figure 5.9 — Example of trajectory in a dynamical cumulant. We want to follow the black
particles.

Applying this to (5.6.4):
(5.6.9)

pst? 3T UM (24, (t + ) X ,(ZN(ts))C?(g)]lTs]
(i1,---,in/)

> E u;W P> et | @M 1] (Z4,(1)) B p(Zs, (1)) L) v,

I>p>n’ “5i1)

where f) [@2’%] is the dynamical cumulant of Z,, — @2’2’,(Z[1’n/}).
Finally we symmetrize these two functions: a

(5.6.10) )t (1) = 33 LS [o! o P (Zo(y) X p(Zo(1,0)))
ceS;
®7]?L/n n!’ p(Zp>
5.6.11
o041 = DL @Y (Zog) Xt p(Zo 1 mopm 1.00) -
o€,

We have thus rewritten G 2( t) as a function evaluated on finitely many variables:

(5.6.12)
G;eC’Q(t) — Z Z Z <ZE [ Zq)nn,p, i ts)) Cs( )]lTe]
1<k<K—-1 n1<-<ng n/>0 \ (>0
1<K <K' nj—n;_1<27 p=0
- q)]'ri/n n' ( ( ))Ca( )HTs]>'
Z e
p

5.6.2 Geometrical estimation of local recollisions

The aim of this part is to prove the following bound on <I)n " and oF

n,n 7p,l

Proposition 5.6.3

Fixny <---<ni <n' <n” <p. Form e {1,---p} we have

h
(5.6.13) / sup |@F /(74 Zy) | MPPd X5 5dV,, < “ J'l CP§2egP—rme=2r gl
x1=0 yEA /,Lg
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(5.6.14)
o 7y Zp) OF Z MM av;
Sup‘ n,n’n’ p( Y p) n,n’,n”,p(Ty p+1—m,2p—m)‘ 2,2p—mUVp—m
x1=0 yEA -
2
||h|| Cp62 ae(p ng— 2)+tnk I4+p—m
= m, 2p—m—1
P e

In the same way if we fixny < -+- <np <n' <n”" <p<I, form e {1, -1} we have

h
(5.6.15) / sup [ @, (7, Z) | M dX_1dV] < %cla%ae(l—”k—?%t”k—l,
r1=0 yeEA He

/ sup |<I>n n’,p, l( Zp)q)];L:n’,P,l(TyZl-i-l—le—m) ‘M®(2l_m)dX272l—md‘/21—m
(5.6.16) OV .

”hH2 CléQEae(lfnk72)+tnk71+lfm
— lm/,bgl_m_l :

From this and using the quasi-orthogonality estimates we obtain:

(5.6.17)
71/22q)nnn p ( ))gs() ])

< (B gl (6%=pre=2s e

1

+ (p52€a9(p7nk72)+tnkfl+p> 2)
< 52| g OP(o0) 752 2

and in the same way

[ 1/2Zq)nn’,p, )) Ca( )ﬂ]‘g])

Because 6 tends to 0 as € goes to zero, for € small enough, the two previous series are
summable with respect to respectively (I,n”,n’) and (I,p,n’). We recall that K’ = 6/§
and we sum on k, n and 7 to obtain that there exists a positive constant C' depending only
on the dimension and « such that

(5.6.18) < 62 ||h||||g||Ct (0t) w2+ /24

(5.6.19)

K K
T « 9 n (07 k
G2t < coPnlllgls o Y (cm < e allllgl Yy 2 e

k=1 ni<--<ng k=1
nj—nj;_1<27

2 K+1 a
< Clnllgl (K25 (Cty ") e

which concludes the proof of (5.6.1).
We have to prove four slightly different versions of the same inequality. We will do so
in detail only for the first one, then we will explain how to adapt the others.

Proof of (5.6.13)) : We recall that

O o o(Z) Z O [0 (Zo) B Zo it 1.0
UGGP

[h]} (Zn) X p(Z11 U +1,p)) We see three sets of indices:
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— [1,7n/] the set of particles in "final" tree pseudotrajectories development,
— [0/ 4+ 1,n"] the particles added in the local tree development,
— [n” + 1, p] the particles which produce local recollisions.
Any permutation o which sends [1,n'], [n'+1,n"] and [n” + 1, p] onto themselves stabilizes
B [P 1] (Z00) ot (Zp ey 1,1) and
¢£7n17n//’p(zp)
4l

n't(n” —n") (p—n")! /
- p! Z ‘I’Z%n“ [(I)Zﬂ'] (Z‘“l’ Zw?’) xn’,P(Zum sz)'

weP3
|w:]|=n
|wz|=p—n"

5
n/+n'

Let us develop ® [@Z/n/ [h]} and X,/ ;. For ((sy,5;), (ki) aset of recollision parameters,

we denote R(s, 5,),(r;)) C Dg// the set of initial data such that there is
— n/ particles at time 4,
— nyg particles at time (K" + 1)§ and
— n;j particles at time (k' 4+ 1)d + (k — j)6.

Then

(5.6.20)
1
(I);’””"”vp(zp):ﬁ Z Z Z IR (05,00 (Zintion)

((s1:50),(k7)) w1l s =[p] P>1 weQE, .,

|w1|:n’ n''—1 p
|wa|=p—n'! _
X D (Zusyuws (E = ts)) H Si H (—x(Z=,))
i=1 i=1

where
Zw1Uw3 (t - ts) = Z(t - t87 ((Siv gi)v (Kj))a Zw1Uw3)
and we have

/ h
’@ZHCNWP)(ZP)SM Z Z Z Z LR (o150, 00,0) (Zeoruws)

p:

(5.6.21) ((56,50),(r5)) w1walws=[p] P21 weQf o,
0. |W1|:n, P
jwal=p—n" x [ [x(Ze)-
i=1

Note that the right hand side is invariant under translation. Thus one can fix z; =0
and integrate with respect to the other variables.

The set of parameters QF, ., is huge and we need now the global conditioning in order
to control the number of acceptable w.

Given Z;, we introduce p := (p1,- - , pr) the §V-distance partition: consider the graph
G with vertices [1,p] with (4,j) € E(G) if and only if |z; — x;] < 4dV. The p; are the
connected components of G. We define Dg C D? as the set such that p is the distance
partition, and the (Dg)p form a partition of DE.

Inside each cluster p;, particles can only interact with the other particles as the kinetic
energy |V, (7)|? is bounded by V2. Hence the system p' is isolated on [0, 6] and for any
w C w1 Uws, if particles in Z,, can have a pseudotrajectory with connected collision graph
(and a local recollision), then there exists some p; containing w.

We can perform now the following parametrisation: for any p;, we consider

— w' = (wi,wh,ws) the partition of p; defined by w; = wj N p;,

— w' := {w; such that w; C p;},
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— p; == (W', @), and P(p;) the set of possible p;.
Because p; is of size at most v, there exists a constant C, depending only on 7 such that
B (pi)] < Cy. Any particle in wo or w3 has to be close to a particle in w; because they
are in some pseudotrajectory on [0, d] involving a particle in wy. So for any p;, wi is not
empty. Finally note that if we fix p, the map (w,w) — (p;); is onto.

We have now the following bound

’(I)nn n'! = |h|| Z Z Z ILR77 Hl)(Zp)HAPi(ZPi)
v i=1

r=1pePy ((si,5:),(k;)) e

pel[B(pi)
where the function .
|=’|
Api(Zp;) == ﬂjpiform? . H X(Zw;'.)
1stance cluster j:l

controls the local cluster and
pvp P
Re(sis0 () 1= {Zp € Des Zunuws € R((si,a),(m)}-

We use the same method than in [BGSRS20a] to control the first condition.

For a pseudotrajectory Z,uw,(7), consider its collision graph QL[L?I’SJZS]. Then, we can
construct the graph G by identifying in QLIEJ; the particles in a same cluster p;. Finally we
can construct the clustering trees T~ := (v4, V;)1<i<r—1 Where the i-th clustering collision

in G happens between cluster p,, and py,.

t 4

T4~

To+

Figure 5.10 — Example of construction of the clustering sets.

We need to count the number of clustering collisions of T~ happening between time
0 and time 0. If » > ny, all the » — 1 collisions in T~ cannot correspond to the n; — 1
annihilations of the time interval [(k'41)d, ¢ —ts]. Thus at least (r —ny)4 collision happen
n [4, (K + 1)d] C [0, 26).

We construct now a different representation of collision graphs. Let Lg be equal to
{{1},---, {r}} and construct the L; and (v(;),7(;) sequentially. Suppose that L; 1 =
(c1,---,¢c), the (¢j) forming a partition of [1,r]. The i-th collision happens between
cluster v; € ¢, and 7; € ¢,. Then:
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— L := (Li—1 \ {ca, &p}) U{ca U},
— {I/(l), 70! }:={cq, cp} with max V(i) < Max ().
The (v(;), 7(;)) define a partition of 7,” (the set of ordered trees on [1,7]).

Figure 5.11 — An example of construction of the representation (v;), 7(;); from a clustering
graph.

We apply then the following change of variables:

Vi € {17 T = 1}7 T = Tminvy — Lmin ;s X = (-Tj - mminpi)jepia
Xog+s (&1 dpe1, X1, Xp).
We begin by integrating the condition R (s, s,),(+,)) With respect to (£1,--- ,Z5—1) with
the relative positions inside a cluster X; kept constant. The (Ap,;); will be integrated with
respect to (X;); later.

Fix t;41 the time of the (i+1)-th clustering collision and the relative positions &;_1, - - -,
Z1. We define the i-th clustering set

Bi:= |J B
lIGU El/( 9 Pj
QGUJQV P7

@
with .

BT i= (o | 3t € [0t AT, [xglt) — xq(t)] =<}
and T; := 20 for the the (r — ny)y first collisions, ¢ else.

Up to time ¢; the curve x, and x; are independent. Hence we can perform the change
of variable &; — (t;,1;) with ¢; the minimal collision time and

= xq(ti) — xq(ti)
P = .

[xq(ti) —xq(ti))|
The Jacobian of this diffeomorphism is u= 1 (v4(t;) — vg(t;)) - ni|dt;dn;. We integrate and
we apply Cauchy-Schwarz inequality , using that the kinetic energy associated with cluster
P is non-increasing (we can only remove particles) up to time ¢;.

Note that
> valti) = valta)l < IVpu, ()l w2105 | + [V, (t6) Lo 210,
i < (I 1+ Vo, ) (100 :
—( 70! vy )(Pu<i)|+|Vpa<i)| )
< > (loul + 1o, 12) (Ioss] + 1V, )

I/iEI/(i)
171'617(1')
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This gives the following bound on |B;]|

C tiv1NT;
|Bi| < — dt; »  [va(ti) — va(ts)]
He Jo 0.4
C tit1 AT
<= 3 (Iewl + Voo ) (ol + |vyi|2>/ dt;.
He Vi€V(4) 0
Vi€V

Permuting the product and the sum,

> H (190 + Vg, 12) (10 + Vi, 1)
CORZOV)
=TI (Il + Vo B+ 1 )

(Vu) () =1 ViV

e
=> H |ouil + Vo, 12) (15| + [V, 7).
(vi,74) i=1
Using that
va,pen, CHO_oan
alb! ’
we have
t taANTo tnk/\'l‘—l g(r—nk)+ tnk/\'l‘—lg(r—nk)+
dtyp_q1--- dt; < < orl .
/0 T /0 P e Ar = DU — ) )l (r—1)!

We can sum now on the clustering collisions:

/]lRp,p i ATy -+ Tpq < Z / ]lBl/d ’/dﬁr—l]lBT_l

((54,54):(r4)
V(i) 7))

r—1 —
< g ' dt ... e dt V, 2 % V 2
< 0 r—1 0 ! Z H oo |+ p"m’ [po | + | p%)‘

I -
: (V<'> (i) i=1

S <2C>” unwrl_ez ST (ol + Vo 2) (9 1 )

e =i

Then denoting d;(G) the degree of vertices in a graph, 7, the set of minimally (not
oriented) connected graphs on [1,7],

=1 inpAr—1g(r—nyg)
/IIRM d:ﬁl---:ﬁr1§<20> tk(r_91 - > H(Ipz|+|szl) "

((84554)5(%4) He T> Ty i=1
20)7’_1 d;(T)
< (24)" ewrrgrns ST (1 +1041)
e TeT, i=1

For A, B > 0, x € R, there exists a constant C' > 0 such that

[

(A+a)" e < (12)"
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We use this inequality to bound

(5.6.22)
/1 o e~ ilVoldz, gy
((s4,57),(rk5)
C r—1 L )
< <> tnk/\r 19 T—ng)+ Z H (‘Pz‘ + ‘V ’ > 6 =5 2iz1 Vel
fe TeT, i=1

tnk/\"' 10(7’ ng)+

SC ZHd d(T

TeT, i=1

Next we use that for fixed (di,--- ,dy) such that ). d; =2(n—1),

(r—2)!
(dp = 1)l (dp — 1)!

(5.6.23) HT e To|Vi<r, di(T) =T}| =

(see section 2 of [BGSRS20al), which leads to

T ddl
ZHd =(r-2! ) Hm

TeT i=1 di,de  i=1
r—1>d;>1

> di=2(r—1)
(5.6.24) < (r-2)C" > 1

dl:'“ 7dr71
r—1>d;>1
r—1<>7, d;i<2r—3

(2r —3)7"t .

<C"(r-2)! r— 1) < Cl(r—1)\.

We can integrate now the condition Ay, (Z,,). The particles in Z,, have to form a

distance cluster. Thus every particle is in a ball of radius |p;|0V in Al?il=1 and because
clusters are of size at most -,

e HVeil? o lpil—1
/ Ay (Zp) i dXidV,, < Cypg P! (5dvdﬂe) :
AlPil=1x (Rd)lPi (2m)

In addition, for at least one p;, the set '’ is not empty. So we can apply estimate (5.2.6)
and combining the two estimates

/]l ﬁ,g o )(le) HAPi(Zpi)M(gp(VIJ)dXQ,pdVP
$5,8;):(k; im1
t'rLk/\’f‘ 19 r— nk)+ 'I’ e 4| PZ
S (’l” — 1) C ,uJT 1 </ Apz pz 27|-)d|ﬂ l/2 dX dvpz)

npgAr—1p(r—ny) dvyd (Zi:l |Pz‘|—1)— 2
< (r— e O (‘5 v ”5> (5> e

,U/; ! He He

Every particle annihilated in the time interval [0, d] has a clustering collision in this
interval and thus is in a distance interval. Therefore Y. (|p;| — 1) is bigger than p —n/.
In addition we have chosen 6 bigger than 6?Vey. (which is a power of €) and

cr
ME

tnk 19(p nE— 2)+52 o

/ILRQP 51 ) HAPz Zp ) M®PdX3,dV, < (r — 1)
5i:57),(K; i
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We sum now on the parameters ((s;,5;),(k;)) and (p;). Because size of §V-distance
clusters are bounded by +, the [P(p;)| are smaller than some C > 0 depending only on +.
The conditioning bounds also the number of collision parameters ((s;, 5), (k;)) by (47)""
Thus

h 4
/\cb;,n,m (Zp) | M®Pd X5 ,dV;, < I ”(CC [AICCC AN 1 g e 2+ §2¢ QZ > (r-1)
plu‘ r= 1B€PT

1< P =1 & 1

_ - - P

p!Z (r—1t= p|z Z kil k!l ol SZ Z kl!---krlge
r=1 pePy r=l kit thep r=1 kgt k=

i>1 [t

/\‘PZM o(Z0)| MEPAX5 ,dV,, < 7” IP(C)” ot gipm21- 2.0
na, =

This ends the proof of the first inequality.
|

Proof of (5.6.14)). :

We begin applying (5.6.21) to bound [®] . .v (Zp) P} v i ,(Zims Zpi12p-m)|:

‘(I)nn n' p(Z )q)ﬁn n' p(Zerlfm,prm)’

11
< (p)2 Z Z Z ﬂR«si,Ei),(q))(ZwlUws)

((s6,84),(5)) w1llwzUwz=(p] Pp'21 we ol w,

(5.6.25) ((51:50),(k5)) @} Ll =[p+1—m,2p—m] o
jworl=lwf |=n’ T
Jws |=lwh [=p—n"

p p

x RR((SQ’EQM%D (Z,, ’Uw3) H X(Z;) H X(Zr).

1
=1 =1

Note that the right hand side is invariant under translation. Thus one can fix 1 = 0
and integrate with respect to the other variables.

For a position Za,_p,, we consider p := (p1,---,pr) the 0V-cluster. We can then

construct the parameters p; := (w', ", @", @’):
i

w' = (wi,wh, wi) is a partition of p; N [1,p] defined by gz- = w; N p,
— g’? = (Wi, wh,ws) is a partition of p; N [p+1—m,2p+ m] defined by gé- = wj N p,
— @' = {w; such that @; C p;} and
— @' := {wj such that @} C p;}.

We denote now B(p;) the new set of possible parameters p; (this will not create a conflict
with the previous section). Because each cluster p; is of size at most ~, |PB(p;)| is bounded
by some constant C, depending only on 7. We define

Apz ( Pi ) ]]-Zp form a distance cluster H X H X @ z and
j=1

p
), (Ks)) = {Zprm € Dg, Zw1Uw3 € R((si,§i),(ni) Z, wiUw} € R(( ;),(n;)}
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and we have as in the previous case

\ ¥

/

k
ot p(Zp) @t i (L Zp+1,2p-m)|
|h||2 2p—m r

Z Z Z ]lRE’E_ Ny (ZQP—m)HAPi(ZPi)'

3
()

Note that, for at least one i, @’ is not empty. We construct now a clustering tree in order
to estimate R((;“Sl) ()"
((s5,57),(7)
[0,t—t.]

Consider the collision graph associated with the first pseudotrajectory G, ', and

the graph associated with second one G O,L tf].

Merge them and identify vertices in a
same cluster p;. Keeping only the first Clusterlng collisions, we obtain the oriented tree
T~ := (vi,Vi)1<i<r—1. Note that these clustering collisions can happen in the first or in
the second pseudotrajectory.

As in the proof of we have to bound the number of collisions of T~ in the time
interval [0,27]. There are at most (ny — 1+ p —m) collision in [(k' 4+ 1)d,t — t5] (ng — 1
for the first pseudotrajectory and we have to connect p —m particles in the second). Thus
there are at least (r — (nx — 1 4+ p — m))4 clustering collisions in [, (k' + 1)d] C [0, 27].

We explain quickly how to estimate the i-th collision. As in the previous paragraph,
we construct the modified tree parameters (v;), 7(;)) and the change of variable

Vi € {1, e, T — 1}3 Ty = Tminvy — Lmin o) X = (xj - l‘minpi)jepia

Xog—= (&1 &1, X1, -, X)),

and we integrate on the (z;).
The clustering set B; is defined as follows: fix ¢;+1 the time of the (i 4+ 1)-th clustering
collision and the relative positions @;_1,--- ,2Z1. We define the i-th clustering set

Bi= | (BIUB®)
qujerl(i) P7
with )
BIT = {s | 3t € [0t AT, [xglts) —xq(t)] = =},

where x;(7) is the pseudotrajectory with respect to parameters ((s;, 5;);, (£;);) and T; := 26

for the the (r — ng)4 first collisions, ¢ else, and B;q’q, is defined in the same way for the
other pseudotrajectory. We can apply the estimate of the previous paragraph:

. 20 ti1 AT
[ 1madic< 22 57 (ol + Wi ) (sl + Vi ) [

€ Vi€V (3)
1Z3 EV(Q

In this way, we end up with the same situation as in the estimate of ([5.6.13f), and we
can apply the same strategy:

/ ‘(I)n n/ n’ p )(I)gn’,n’ﬁp(zp-i-l—m,?]?—m)‘M®(2pim)dX272p—md‘/2p—m

_ o= m)! ]

=
121

~ !

Cp52€a7_(p—nk—2)+tnk—1+p—m

Cp52€o¢7_(p—nk—2)+ tnk—l-‘y—p—m
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which concludes the proof. |

Proof of (5.6.15) : In f, [@2”]:;, (0] (Zpy) X p(Z1 ) we have three set of indices:
— [1,7n'] the set of particles created in the final pseudotrajectory,
— [0/ + 1, p] the particles added in the treatment of local recollision and
— [p+ 1,1] particles added in the dynamical cluster development.
Any permutation o which sends [1,7/], [n'+1, p] and [p+1, ] onto themselves stabilizes

fpet [CI)S, ]:z’ [h]] (Z[Ll}) xn/,p(Z[lvp})

and
’l — | — | ,
'(p—n')! p)!
(I)n n',p,l 1(Z1) = ( ll) ( : Z fpet [(I)%Z’ [hH (ZinUzs Zos) %n’,p(zwuzm)
) W1U¢U2uw3=[l]
w1 |=n'
|wa|=l—p

We develop f,.; [<I>0’kl [h]] for w = (wl, wa,w3), A two partitions of [1,] with w; Uws C
A1 and (84, 5;)1<i<n/—1, We define R( 5) C Dé the set of initial data such that particles in
A1 form a (w; Uws)-cluster (see the previous part for the definition of cluster pseudotrajec-
tories), and the tree pseudotrajectory Z,/ (7, (si, 5;), Z;\Ji (6)) with >~7_, k; particles at time
= (k" 4+1)0 + (k — j)7. Then we can write:

7,71

¢ 7Z)

nnzpv(

1
LS Y Y Y Y Y e M 20
wll_lwguw3 =1 Xc[l] (A2,,A\) (54,8) p=>1 v
|wr |=n’ wilwzCAr - gplct @D, wy
s =pn’ X

p n l
XHX(ZW)H ZHSO\M Z3)U(Zxny, -+, Zy,).
i=1 i=1 =2

We recall the Penrose’s tree inequality (see for example the second section of [BGSRS20a
for a proof)

‘W(Z/\p'“ 72/\1) =

Z H _]l/\iO | = Z H ]lAig)\j'

CeC(w) (i,5)eE(C) TeT (i,j)€E(T

Hence we obtain the following bound on PF invariant under translation:

n,n’,p,l’

(5.6.26)
p

‘(I)"”pl‘ SZL Z Z Z Zzl w.A HX w; HW\MZ,\

weP? 1=1  xepl  (si,5;) p=1 it i

|w1|—n w1Uw2C>\1
|wa|=p X E || 1, ., .
A2,

T€T; (3,5)€E(T)

We will use again the distance cluster to control the relations between particles in the
time interval [0,6]. Let p := (p1,---,pr) the distance partition of Z;. For each p;, we
construct the collision parameter p := (w', N w') with:
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— w'i= (Wi, wh,wl) is a partition of p; N [1,p] defined by gz- = w; N p,

— X":: {A =X Nt U for j > 2 with A\; C p;} a partition of p* and

— w' := {w; such that w; C p;},
and we denote P(p;) the set of possible p;.

The global conditioning bounds velocities, so that particles which form a collisional
cluster have to be in a same distance cluster. Thus for each w; and A, k > 2 there exists
a p; containing A\, or w;. In addition for ¢ # ¢/, particles in A! do not interact with particles
of )\il/. The overlaps are also contained in the distance cluster: if we denote two dynamical
clusters \; and \j; with j,7 > 2, there exists a p; containing both, and if A; C p; has an
overlap with A1, then A; has an overlap with Aj. This last property allows us to rewrite
the overlap cumulant: on Dg,

SPIDI GRS |

T€T (i,j)€E(T)

’¢l(Z)\17 e 7Z)\l

l
H ]l)\@,g/\i_/ < H ’T(pz)
eBr) 7 =1

Tip;) (G
We have now the following bound

l r
||
‘(I)nn pl = ’ H Z Z H'R(Bg, ) HAPi(ZPi)
r=1pe el

(si,51)

EEH‘WM)
with
=
Api (Z ‘7- pz Zp form a distance cluster H X and
j=1
p.p
R(SZ,Sl) . {Zl S Dg, Zl S R(S Sz)}

Finally we construct the clustering tree : we consider the collision graph of the particles
wy on the time interval [§,¢ — t5]. Then we identify vertices in a same cluster p; and we
keep only the first clustering collision. This constructs an ordered tree T~ € 7,~.

1

Figure 5.12 — Example of construction of the clustering sets.

As in the previous cases, the condition of respecting the collision history T~ depends
only on the relative positions at time § which are the same than at time 0 (clusters do not
interact). We can apply the same method than in the estimation (5.6.13)) and we obtain
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the expected bound. |

Proof of (5.6.16)) : We adapt the proof of (5.6.14)) with the parametrisation of the
previous part. |

5.7 Treatment of the principal part

In this section we conclude the proof of our main theorem (Eq. (5.1.14))), by discussing
the main term of the expansion G (¢).

5.7.1 Duality formula
We recall that

G = > Eo (w0 @plh] (Zu(0) Cg)

ni<-<ng (i1, sing )

ni<<ng
nj—nj_1<2/

where ®9[h] is the development of h(z;(t)) along pseudotrajectories with ny, particles at
time t — ni0 and no recollision.
We denote

n
1 Lo
(5.7.1) G5(Zn) = <Zg(zk)> ZZ’;/e nr (X t2) X 1 .
k=1 ’

€ p>0

Then using the equality 1} and L' estimations on @g of Section H we have for h and
gin L

Grn) = 3 &[@Z@%{h] (2, )3 9(zi,(0))

ny<-<ng j=1
TLj—TLj_1§2]

I g

+0 (eZ(Ct)nthHHgH)

n

e Hri(Ing)dz

- KOO (1) (Ziie) 0y (Zongc) T
Zn:/ - (2m) 2~

+0 (= (K2 (et ™ nlllgl)) -
We want to compute the asymptotics of each term in the sum.
e_H”K(Z"K)dZnK

[ (20,00 6, (Z0) b
(2m)

=5 / > 11 sty | P(Zn(8) 5, (i) MO A
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where R( 5 C DI's is the set of initial parameters such that for each k € [0, K|, the
pseudotrajectory Zn, (7, (si, 5;)) has ny particles at time ¢t — k6, and no recollision.

We order now the annihilations. Fixed an initial position Z,, and given collision
parameters (s;, 5;);, we can construct a collision tree (a;, b;) where the i-th removed particle
is b;, after a collision with a;. We have a one-to-one correspondence between the admissible
(a;, b;); and the (s;);, thus we can change the collision parameters to (a;,b;, 5;). Due to
the symmetry of gy , we can reorder particles by setting b; = nx — i + 1. Denoting
Qi = Qpy—i+1, Si ‘= Spg—it1 and R(ﬂ&n%)i the set of initial parameters respecting the
collision constraints (a;, §;)2<i<n

/ PG (1] (Zoe) 65 (Zong )5 Ay

I / W (1)) (Ze ) M8 A

(alvsl)ll 2 (”‘z 5:)i

Note that the admissible (a;)2<i<n, verifies a; € [1,7 — 1].
We define now the backward pseudocharacteristic

Ene (15 (@is 8)is 21, (is Viy Mi)2<i<ng )

with a final point 21 and parameters (74, 0;,7;)a<i<n, € (RT x R4 de_l)”K_l with t >ty >

- > tp, > 0. We construct sequentially the trajectory on each [t;+1,t;]. We begin at time
t with particle 1 at z;. Let us specify the coordinate of the pseudocharacteristic at time
T € (ti,ti—1). Inthe interval (t;41,1;), there are i—1 particles §, (1) = (2(7), - ,2§_1(7))
which move along straight line (backwards). At time t;r, we add particle ¢ at position
(x5, (1) +eni,v;). If 3; = 1 we apply the scattering between particles a@; and i, else the
particles do not interact. Note that the velocities v$(7) do not depend on e.

We denote G(i ) (21) and G(i, 5 (z1) the definition set of pseudocharecteristics: for
z1 € A x R4

(aiusi)i

GZ0 (7)) := {(ti,@i,m)i €cRxRIx STt sty > o>t >0,

Vi € [nj_1 +1,n5),t € (t— j0,t — (j — 1)8), WE(tF) —5) - ms < o},

and G(@éigi)i(zl) the subset of G(ﬂé?,gi)i(zl) such that distances between particles are bigger
than € when one particle is created (trajectories without overlap).
We then perform do the change of variables

U {21} x G0 (21) — R

(5.7.2) 216D (50):
(21, (ts, 0iymi)i) ¥ &, (T = 0).

Since we have removed all the recollisions, this map is a bijection. It is a local diffeomor-
phism, hence a diffeomorphism. It sends a measure

nK
(5.7.3) M(Ul)dzldA(ﬂai,gi),- = M(vl)dzl H ((UZ(Z) (t:r) — ﬂi) . 77@)+M(’U¢)dﬁidmdti

onto p M~ tM®nxdz, . We will denote with a little abuse of notation:

Dx G U{zl}xG 3.(21)-

z1€D
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We finally arrive to the following duality formula

pes! / P 1] (Znie) Grge (Zing ) MO (Vi ) A

(574) ng—1
RIE /D h(1) 95 (€5, (O) M (v1)dzndA
i=1

n,e
o . xG2°
(a:,5:); 1= (a4,5:);

Denoting

gnK(ZnK) = Zg(zi)a
=1

we have formally

/ JEEDY (Zo ) g (Z ) MO (Vi A Zoy

ng—1

SPRILy
—
c i=1 D

(as,5:); 1

" h(20) s (€ ) MO (Vi YA, AT, o -
o

(a3,87)4

In order to have explicit rates of convergence, we decompose the error in three parts:

/ PN B0 g8 MEK (Y, VdZ,

= > ]I s/ o D) g (60, (0)M (v1)dz1dAG, o) + Ri+ Re + Rs
h : DxGZ0 Do

ng—1
Rl - Z H gi n,0 h(zl) (gnk(ffLK(O))_gnK(ng(O))) M(Ul)dzldA%ii,éi)i
(&z gi)z =1 DXG(aiagi)i
ng—1
Ro== 3 L& [ . g€ ) (1-Tgne o)) Mlon)dzadAZ, o)
(aiagz)z i=1 DXG(a’ivgi)i 10%1/1
ng—1
Rs= > ][ g h(21) (95 (€ (0)) = Gnic (654 (0))) M(v1)dardA, ¢, .
(@i,8:); =1 (@;,54);

They are estimated using the following standard results:
Lemma 5.7.1

Fix n := (ny,--- ,ng). For any € > 0 sufficiently small, we have for p € [1,2] and
z1 €D

T —3l0f?
e (1) — 4P M (3;)dmidmdt; | S———
(5 7 6) (azg:) /(Ggog)(zl) <g |Uaz( 7 ) % ’ (U) v;ar ) (27T)d/2

lvg 12

< (C(K - 1)0)’“}(71(09)7’”{_”}(*16_ 1

Proof : We follow the proof of Lemma 4.2 in [PS17].
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For i € [2,nk] we forget parameters (@;)i<j<n, and (tj,0j,1;)icj<ng:

i—1 |~
o1 P+5025 19517 g2

E lvg. (1) — v;|e” S o8

a;=1
[i-1 _|1’1\2+Z§-;§\5j\2+\5i|2
<2 Y P+ G Dl e e
j=1
i 2
i—1 p/ ‘»U1| +Z 2|1)]| +"D7,"2
S N D 1 T IR e G [ I

i—1
|v1\2+23:2 \va2 |5;12

E lvg, (1) — vi|e” i -8

a;=1

p/2
lvg |2 +ZJ7 IUJ\2 9,12

i—1
<2t o+ 3 fl | =D G-l

<C [n];(/Q(i )2 1)} < Ong.

Thus

— 2|1 |?
Z n,0

T p B 7. . . e
) i 5‘).(21 (g "U 'U'L‘ M(Uz)dvzdnzdt’b> (27T)d/2

Ko t”K—l_l 0 tnK_l
< / dty - / Qb / Bty / Qb
0 0 0 0

></ CnK,lnnK_le,M ﬁ dv;dn;
(S9-1 xRy 1 . (2m)d/2

=2

_ _ ng_1—1 NK—NK_ B

< GO — (g — DO (Cong) ™7t (Gt

(nK_1 —1)! (’I’LK—’I’LK_l)!

|
Lemma 5.7.2

Fix n:= (n1,--- ,ng). For any ¢ > 0 sufficiently small, we have
(577) Z /DXG )1 — ]]'G (2’1) (vl)dzldA(ﬂdi,éi)i < (Ct)ana

(az 51 % (‘i 18i)i

This is an estimation of the set of parameters leading to an overlap. It can be obtained
in the same as the estimation of recollisions of Section [5.0
From Lemma [5.7.2 we deduce

[Ba| < C(C)" gl [[]]-

Lemma 5.7.3
Fix n:= (ny,--- ,ng), € > 0 sufficiently small, and X, € A" such that for i # j

|z; —a;] > e.
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Then
1 o Va0 (Xn e Xp) n
(5.7.8) 1—-— ntpiAng,Ap dX < C'Eg
p>0

Proof : Using the formula (5.3.9), for any X, € A% with |z; — x| > ¢ for i # j,

P NK-I»<L2w
wCl[1,p]
= > eV (X, X)),
wC|[1,p]
Then
/ _VnKer XnK’X:D)dX
p>0
=2 Ty (X, X, )X d X,
| | / nicr X,
p>0 p1+p2=p p-p1 p2
_ZZME/¢RK ng L )X
p>0
— z. < +Z“€ /zp"K Xy X, )pr>.
p>1

Using the estimation ([5.3.12)),

,us /z/J"K Xy, X,)d dX, < ZM—( —1)!(Ceed)ane"K
p>1 p>1 p

A

C'e)ane”K

<2 nKe”K

for € small enough. This concludes the proof. |

Using Lemmata [5.7.1 and [5.7.3 we obtain

|R3| = C(Ct)"<ellg|l [|n]]-

Lemma 5.7.4
Fix n:= (ny, - ,nk), € > 0 and (21, (t;,0;,1;);) € D x G?&Eg) We have
(5.7.9) 165,0(0) — €0,.(0)] < ne

Proof : We recall first that the two trajectories & (7) and &) () have coincident veloc-
ities and at each annihilation of a particle there is a new shift of size . Thus for any
bigger than 1, |25(7) — 29(7)| < (i — 1)e and, summing up,

165 (T) = &0 (T)]? < e’
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|
If g is uniformly Lipschitz, by Lemmata and [5.7.4 we get
|Ri| = C(Ct)" e[Vl [|A]-
Finally we get for h and g Lipschitz
/ HEHT B gy MO
ni—1
- Y I & / (g (€0, ()M (v )N,
G 5.): i= DxG3 5y
(al7sl)l =1 (a;,8;);
ro (<o nl(ial + 191) )
and therefore
ng—1
LI P SR S | I / g (€)M o)z dA
(5.7.10) m<-Sng (@4,8;); =1 REICHERY
n;—nj_1<27
a 2 K+1
+0 (252 (o )| (ol + [Vl )

5.7.2 Linearized Boltzmann equation
Let g(t) be the solution of the linearized Boltzmann equation:
og(t) +v-Vg(t) = Lg(t) for (t,xz,v) € [0,00) x D
g(t=0)=gonD,

and £ the linearized Boltzmann operator:
Lo)i= [ (o) + 90) = 9(0) ~ (@) (v~ 8) - )4 M ()i do
Sd—1 xR

with (v/,0") defined by the scattering rule ((5.1.11]).

We can write this equation in Duhamel form: denoting S(7) the semigroup associated
with v -V,

g(t) = S(t)g + /0 S(t — m1)Lg(m)dm.

We want to iterate this formula, but cutting trees with superexponential growth of the
number of annihilation (as in the hard sphere system): defining

T tm41 tn—1
Qun(7)lg] = / - / / At S(t — b)) LS (bst — bng) - LS (t)g.
0 0 0

and for n:= (nq, -+ ,nE) with 1 <ng <--- < ny,

QQ(T).Q = Ql,n1(£)Qn1,n2(%) e an—l,nk(%)[g]’

K
(57.11) gt)y=" > QuO®+d. Y Y Qulkr)glt— ko).

n<-<ng k=1n1<-<ng_1 nj;>2k
nj—nj_1<2 nj—nj_1<27
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If g is continuous and bounded, we find the following characteristic formula for Q1 2(¢)[g]
Qe = [ dnS(r =~ m)LSrlsl(e.0)
— [Can [ (Sl — (¢ - o) + S(r)gl(e — (¢~ m)v. 53
0 S2xR3
= S(n)gl(@ ~ (t = 72)0,8) = S(m2)lgl (@ — (¢t = 72)v,) ) (v = ) - )  M(v.)dndidr
= /G(z) 0 (§2> Ag 1) /G<2)’O g2 (fg)d/\g?fl)

(1,1) 1,-1)

where we denote as in the previous paragraph

gn(0,Z,) = Zg(t, 2i).

We can iterate this construction:

(5.712) Qo= 3 T a [, o€l iat .

n,0
(ai7§i)i =1 (di1~§i)i Zl)

The first term of (5.7.11)) corresponds to the main part of E. [¢!(h)(2(g)]. The second
one is treated by the following L? estimation:

Proposition 5.7.5

There exists a constant C such that for any g € L*(M (v)dz), and n := (n1,--- ,ng),

ng_ N —Np_

1 1

Proof : The proof is given in section 4.4 of [BGSR17|. We suppose that g is continuous
in order to use the pseudocharacteristic formula, and we conclude by density.
Using Cauchy-Schwarz inequality,

HQ@(M)QHZ(M? (v)dz)

ng—1 2
/ ( Z H SZ/HO gnK gnK) dA@“ z)) M2(’U1)d2’1

llz, z)z =1 (azs)

_/< (z1) Z /noé az,s”> 2/ gan )dAl()f.L«)z (v1)dzy

ausz i (a 54 )

where
dAPE = M(vy)dz H oo 7') ) * M () dvsdngdt;
(a“~l)l 1 1 L. 1 i ‘1) ) _ "Uz} 7 1 AT Alg,
dA((Ia:l 51)1 = M 111 le H a(z — 172-) . m)_l_ (1 + {Uzz(z ) TIZD M(@i)d@idmdti.
From we have the bound

(M(Zl) Z /nO dA?chJ,) < (C(k— l)e)nk—l (Ce)nkfnk,l.
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On the other hand, using the representation formula in the reverse sense,

2 0 b,n
Z /n 0 Ink (gnK) dA(diagi)i

(&i7'§i)i ?&ivgi)i(zl

<ng Z/ ( ) (an) ausz)i

(@odn)i ) Claag; (21)

k6 t"kfl_l 0 tnk—l b b
gnK/ dtg---/ dtnK/ dtnk1+1---/ Gt St — )| 2] - | LV]S(tn) g
0 0 0 0

Dlat)i= [ (o) +0) + 90 + o0) TR M@)o

and
ny,
(9% )nxc (Zng) =D % (=0).
i=1
Lemma 5.7.6
The operator |L°| : LY(M (v)dz) — L*(M (v)dz) is bounded.

Proof : For f € L'(M(v)dz), using the change of variables (v,v,7n) — (v/,7',n) sending
(v—"2)-n)pdvdodn — (v —7') - n)_dv' dv’ dn,

L@z =4 [ [ M @M@ < 165 ] ar0)
X X

]
We use now that S(t) conserves the L!(M (v)dz) norm. Integrating the times variables,

/ Z / gnK an) l(),{z,gi)iM(Ul)le

(a S)
_ (Clk— )9y (Coy e
- nk,ll(nk — nkfl)!

90l 22 (a1 (v)dz)
which concludes the proof of the proposition. |

Because [|g(¢)]|z2(ar(z)dz) 18 decreasing, we have for ||h]| < oo (we use here the weight
of the norm ||h|| =~ sup !M‘lh‘).
(5.7.14)

K
<h,Z Y Qn<k0>g<t—k9)>
L2(M(v)dz)

k=1 (n;)j<k—1 ny>2*
n; <29

K
< > (C20)* R |lllgl 22 as w)az)
k=1

< G292 nll|g].

Using all the estimations (5.4.1), (5.5.1)), (5.6.1)), (5.7.10) and (5.7.14]), we finally get
that
(5.7.15)

E. [¢{(9)| = (. 9))

This concludes the proof of the main theorem.

oo+ O((Ctgl/Q n (Ct)m/ega/z) IR ] (lgll + vaH))_
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Résumé :

La thése est consacrée a 1’étude des équations aux dérivées partielles cinétiques décrivant
les collisions dans un gaz ou un plasma de faible densité. Plus précisément, nous étudions la
validation mathématique de I’équation de Boltzmann et de sa variante diffusive, ’équation Landau.
Ces équations décrivent asymptotiquement des systémes de particules évoluant selon les principes
fondamentaux de la physique (les lois de Newton), dans un régime ou le nombre de particules tend
vers l'infinie. Nous nous intéressons en particulier & des systémes déterministes, dans lesquels la
distribution initiale des particules est la principale source de stochaticité.

La premiére partie est dédiée a I’étude du gaz de sphéres dures dans un domaine & bord. Les
réflexions des particules au bord sont modélisées par des conditions au bord stochastiques : les
particules conservent leurs énergies cinétiques, mais repartent dans une direction aléatoire. Pour ce
modéle, nous avons dérivé I’équation de Boltzmann hors équilibre, mais seulement pour des temps
courts (du méme ordre de grandeur que dans le cas d’'un domaine sans bord).

La seconde partie est consacrée a la dérivation de I’équation de Landau linéarisée, projet que
nous n’avons que partiellement abordé. Nous avons divisé le probléme en deux étapes. Dans un
second temps, nous dérivons dans la limite de collisions rasantes 1’équation de Landau linéarisée
a partir de ’équation de Boltzmann décrivant des potentiels d’interaction physiques. La premiére
étape est la dérivation de I’équation de Boltzmann linéarisée pour les corrélations temporelles,
dans la limite de Boltzmann-Grad. Pour cette derniére tache, nous nous restreignons au systéme
des sphéres dures. Notre preuve n’utilise pas la théorie des billards (contrairement a la littérature
précédente) et est potentiellement extensible a différents modéles d’interaction.

Mots Clefs : Théorie cinétique collisionnelle, Equation de Boltzmann, Equation de Landau,

Dynamique des sphéres dures, Conditions de bord stochastique, Limite de Boltzmann-Grad, Limite
des collisions rasantes, Fluctuations autour de 1’équilibre.

Abstract:

The thesis is devoted to the study of kinetic partial differential equations describing colli-
sions in a low density gas or plasma. More precisely, we study the mathematical validity of the
Boltzmann equation and its diffusive variant, the Landau equation. These equations provide an
asymptotic description of systems of particles evolving according to the fundamental principles of
physics (Newton’s laws), in a regime where the number of particles tends towards infinity. We are
particularly interested in deterministic dynamics, in which the initial particle distribution is the
main source of stochasticity.

The first part is dedicated to the study of the hard sphere gas in a domain with boundaries. The
particles are reflected at the boundary according to stochastic conditions: the particles conserve
their kinetic energy, but are reinjected in a random direction. For this model, we have derived the
non-equilibrium Boltzmann equation, but only for short times (same order of magnitude of the
case without boundary).

The second part is devoted to the derivation of the linearized Landau equation, a project
that we have only partially tackled. We have divided the problem into two stages. Secondly,
in the limit of grazing collisions, we derive the linearized Landau equation from the Boltzmann
equation describing physical interaction potentials. The first step is the derivation of the linearized
Boltzmann equation for time-correlations, in the Boltzmann-Grad limit. For this last task, we
restrict ourselves to the system of hard spheres. Our proof does not use the billiard theory (unlike
previous literature) and is potentially extensible to different interaction models.

Keywords: Collisional kinetic theory, Boltzmann equation, Landau equation, hard sphere

dynamics, stochastic boundary conditions, Boltzmann-Grad, grazing collision limit, fluctuation
theory.
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