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“All we have to decide is what to do with the time that is given us.”
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Résumé

Le processus de compression à froid de poudres constituées de particules ductiles est large-
ment utilisé dans l’industrie. Lors de cette phase de mise en forme, l’adhésion interparticulaire
se développe au cours de la densification, conférant aux pièces fabriquées leurs propriétés mé-
caniques. L’un des problèmes majeurs de ce processus est le phénomène de rupture pouvant se
produire lors de la densification, en raison de sollicitations fortement déviatoires au voisinage de
singularités géométriques. Ces défauts entraînent le rejet des pièces ainsi fabriquées. Bien que ce
problème soit largement reconnu, il existe peu d’études dans la littérature portant sur la compré-
hension micro-mécanique de ces phénomènes de rupture au sein de ce type de matériau constitué
de particules fortement déformables. Aucun modèle numérique ne permet actuellement de prédire
la création de tels défauts et seules de longues procédures par essai-erreur permettent de les éviter.
Les campagnes expérimentales étant souvent coûteuses et difficiles à mener suivant des chemins
de chargement complexes, le rôle joué par l’adhésion entre les particules et par leur déformabilité
sur les phénomènes de rupture restent aujourd’hui mal compris.

Au vu de ces limites, une approche numérique basée sur la méthode des éléments finis multi-
particules apparaît comme une alternative prometteuse. Une telle méthode permet la modélisation
explicite de la microstructure d’un milieu granulaire idéalisé, considéré comme un assemblage
représentatif de particules. Elle correspond à un couplage entre la méthode des éléments finis et
la méthode des éléments discrets : les particules sont maillées en volume de manière à prendre en
compte pleinement leurs déformations par l’intermédiaire de lois de comportement basées sur la
mécanique des milieux continus ; et les interactions entre les surfaces des particules sont gérées à
l’aide de formulations de contact exprimées en éléments finis. Le principal inconvénient de cette
méthode réside dans son coût de calcul élevé, limitant le nombre de particules pouvant être modé-
lisées. En utilisant une approche multi-échelles, il est toutefois possible de déduire les propriétés
mécaniques mésoscopiques associées à un volume élémentaire de Cauchy équivalent à partir de la
simulation d’un nombre relativement restreint de particules, grâce à des techniques d’homogénéi-
sation et à la formulation de conditions aux limites appropriées. Une étude portant sur l’analyse de
l’impact des conditions aux limites sur la réponse mécanique simulée d’un échantillon granulaire
numérique soumis à une charge quasi-statique est ainsi proposée.

Une telle approche micro-mécanique requiert une description très précise des interactions de
contact. En particulier, la résistance à la rupture des pièces obtenues par compression de poudres
est grandement influencée par le développement de l’adhésion au niveau des contacts entre par-
ticules. Un modèle de contact adhésif multi-échelles, basé sur une pondération de l’énergie de
surface par un modèle de rugosité, est par conséquent implémenté dans le code éléments finis
multi-particules. Ce modèle de contact permet de prédire localement (en chaque nœud du maillage
en éléments finis) un niveau d’adhésion développé par les actions mécaniques externes, ce qui est
cohérent avec le processus de compression à froid de poudres. Le modèle numérique ainsi construit
est finalement utilisé pour prédire les propriétés mésoscopiques associées au volume élémentaire
de Cauchy équivalent. Ce modèle numérique permet l’exploration de chemins de chargement for-
tement déviatoires inaccessibles expérimentalement. Il a pour vocation d’aider au futur dévelop-
pement d’un modèle issu d’une approche de type mécanique des milieux continus du volume de
poudre au cours de la compression.
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Abstract

The cold compaction process of powders made up of ductile particles is widely used in the
industry. During this forming phase, interparticle adhesion develops during densification, building
up the mechanical strength of the manufactured parts. One of the main challenges of this process
is the occasional occurence of failure during densification, due to highly deviatoric stresses in the
vicinity of geometric singularities. These defects lead to the rejection of the manufactured parts.
Despite widespread recognition of this problem, there are few studies in the literature focusing
on the micro-mechanical understanding of these failure phenomena within this type of material
involving highly deformable particles. Currently, there is no numerical model capable of predicting
the formation of such defects. Only time-consuming trial-and-error procedures efficiently mitigate
them. Given the often expensive and challenging nature of experimental campaigns along complex
loading paths, the role of particle adhesion and deformability in rupture phenomena remains poorly
understood.

Given these limitations, a numerical approach based on the multi-particle finite element me-
thod appears as a promising alternative. Such a method allows for the explicit modelling of the
microstructure of an idealized granular medium, considered as a representative assembly of par-
ticles. The method corresponds to a coupling between the finite element method and the discrete
element method: the particles are meshed in volume so as to fully account for their deformations
through constitutive laws based on continuum mechanics ; and the interactions between particle
surfaces are handled using finite-element contact formulations. The main drawback of this method
lies in its high computational cost, limiting the number of particles that can be modelled. However,
by employing a multi-scale approach, it is possible to derive mesoscopic mechanical properties
associated with an equivalent Cauchy volume element from the simulation of a relatively small
number of particles, through homogenization techniques and formulation of appropriate boundary
conditions. A study focusing on the analysis of the influence of boundary conditions on the simu-
lated mechanical response of a numerical granular sample subjected to quasi-static loading is thus
proposed.

Such a micro-mechanical approach requires an accurate description of contact interactions.
Specifically, the mechanical strength of parts obtained through powder compression is signifi-
cantly influenced by the development of adhesion at the contact level. Therefore, a multi-scale
adhesive contact model, based on the weighting of the surface energy by a roughness model, is
implemented in the multi-particle finite element code. This contact model allows for the local pre-
diction (at each node of the finite element mesh) of the level of adhesion developed by external
mechanical loads, which is consistent with the powder compaction process. The constructed nu-
merical model is finally used to predict the mesoscopic properties associated with the equivalent
Cauchy volume element. This numerical model enables the exploration of highly deviated loa-
ding paths that are inaccessible experimentally. Its purpose is to support the future development of
continuum mechanics-based model for the modeling of a powder volume during compression.
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Notations et abréviations

a Rayon de contact [ mm ]
dbc Distance seuil utilisée pour l’application des conditions aux limites [ mm ]
dx,dy,dz Dimensions de la cellule périodique [ mm ]
Deq Vitesse de déformation équivalente de Mises [ s−1 ]
E Module de Young [ MPa ]
E∗ Module de Young équivalent [ MPa ]
Ec Énergie cinétique [ mJ ]
Eeq Déformation équivalente de Mises [ - ]
E f Énergie dissipée par frottement [ mJ ]
Ep Énergie dissipée par déformation plastique [ mJ ]
F Force [ N ]
hd Second invariant du tenseur déviateur des déformations de Hencky gauche [ - ]
hv Premier invariant du tenseur sphérique des déformations de Hencky gauche [ - ]
I1 Premier invariant du tenseur des contraintes de Cauchy [ MPa ]
J2 Second invariant du déviateur du tenseur des contraintes de Cauchy [ MPa ]
k Raideur de pénalité de contact [ MPa·mm−1 ]
K,n Paramètres d’écrouissage
m Masse [ kg ]
M Point matériel
r Rayon [ mm ]
rmax Rayon associé à la plus grosse particule modélisée [ mm ]
S Surface [ mm2 ]
t Temps [ s ]
V Volume [ mm3 ]
W2 Travail du second ordre [ MPa ]
x,y,z Coordonnées ou distances [ mm ]
z0 Distance d’équilibre de Lennard-Jones [ mm ]
α Degré de contact [ - ]
γ Énergie surfacique de Dupré [ mJ ·mm−2 ]
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u Vecteur déplacement
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La convention de la mécanique des sols, pour laquelle une contrainte normale positive correspond
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La composante d’un vecteur u suivant la direction i est notée ui.
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Introduction générale

Contexte

Que ce soit dans l’industrie métallurgique, pharmaceutique ou encore agro-alimentaire, le pro-
cédé de compression à froid de poudres est aujourd’hui très largement utilisé. Contrairement aux
procédés d’élaboration traditionnels tels que la fonderie ou l’usinage, la mise en forme par com-
pression à froid en matrice illustré à la figure 1 permet d’obtenir des objets à faible coût énergétique
et n’engendre des pertes de matière que très limitées. L’objectif de ce processus est de produire
une forme quasi-finale cohésive (nommée "pièce à vert" dans le secteur de la métallurgie) en com-
primant la poudre lâche dans une matrice. Il ne nécessite ni la transformation préalable du produit
disponible sous forme de poudre, ni l’atteinte de températures extrêmement élevées, supérieures
à la température de fusion des matériaux utilisés. Ainsi, ce procédé présente un intérêt tant d’un
point de vue économique que d’un point de vue environnemental. Le coût principal de ce procédé
d’élaboration réside principalement dans le prix des matrices, ce qui le rend particulièrement bien
adapté aux très grandes séries.

FIGURE 1 – Illustration des différentes étapes d’un cycle de compression à froid en matrice d’une
poudre métallique. Figure inspirée des travaux de Abdelmoula [1].

Un des problèmes majeurs de ce procédé est le phénomène de fissuration se produisant lors
de la phase de compression. Des chargements localement fortement déviatoires, souvent induits
par des singularités géométriques, se retrouvent responsables de défauts voire de rupture complète
des pièces fabriquées, conduisant généralement à leurs rejet pur et simple. Si le problème est bien
connu, il n’y a toutefois que peu d’études dans la littérature portant sur la compréhension de la
rupture macroscopique de ce type de matériau. Les modèles basés sur la mécanique des milieux
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continus, tels que le modèle Drucker-Prager/Cap, sont couramment utilisés par les chercheurs et
industriels pour l’étude de la densification des milieux granulaires, mais restent toutefois très li-
mités à l’égard de la prédiction des phénomènes de rupture. Aucun modèle de comportement ne
permet actuellement la prédiction de l’apparition de tels défauts, et seules de longues procédures de
mise au point par essais/erreurs permettent de les éviter. Les difficultés expérimentales associées
à l’étude du comportement mécanique du milieu granulaire suivant les chemins de chargement
impliquant des contraintes significativement déviatoires rendent difficile le développement de mo-
dèles numériques plus précis. En particulier, les mécanismes de décohésion entre particules pour
des chargements fortement déviatoires responsables des phénomènes de fissuration, ainsi que le
rôle joué par la déformabilité des particules constitutives du milieu granulaire, restent aujourd’hui
mal compris.

Différentes techniques de modélisation micromécanique discrète ont ainsi été développées afin
de surmonter ces limites et de pallier aux difficultés techniques empêchant l’exploration expéri-
mentale des chemins de chargement conduisant à la rupture. La méthode numérique particulaire
la plus couramment utilisée pour modéliser explicitement la microstructure du milieu granulaire
est la méthode des éléments discrets (DEM) introduite par Cundall et Strack [2]. Cette méthode
est particulièrement adaptée à la modélisation de milieux granulaires constitués de particules in-
déformables, mais rencontre toutefois des difficultés quant à la prise en compte de la déformabilité
des particules. Dans le cas de grandes déformations des particules impliquant des changements de
forme importants, la méthode des éléments finis multi-particules (MPFEM) est plus appropriée.
Cette méthode de modélisation micromécanique, initialement proposée par Gethin [3, 4], se situe à
la jonction entre la méthode des éléments finis (FEM) et la méthode des éléments discrets (DEM) :
les particules idéalisées sont maillées de sorte que leurs déformations soient intégralement prises
en compte par l’intermédiaire de lois de comportement basées sur le cadre de la mécanique des
milieux continus (MMC) et les interactions entre particules sont prises en compte à l’aide de lois
de contact formulées en éléments finis.

Objectifs de la thèse

Plusieurs auteurs ont récemment développé cette méthode, en cherchant notamment à intro-
duire des lois de comportement, des lois de contact et des topologies de particules réalistes. Ils
se sont également intéressés à l’application des conditions aux limites (CL) sur l’échantillon nu-
mérique modélisé. Le présent projet vise à étudier au moyen de la MPFEM, via une campagne
d’expérimentation numérique, les conditions de la génération d’un défaut dans un milieu granu-
laire ductile et à identifier les mécanismes de décohésion entre les particules. Il se base pour cela
sur une approche de type endommagement, en supposant un mode de rupture homogène au sein
d’un échantillon numérique assimilé à un volume élémentaire de Cauchy.

Après avoir introduit les concepts clés utiles à la compréhension du comportement mécanique
des milieux granulaires confinés, les limites concernant leur modélisation dans le cadre de la MMC
ainsi que les difficultés liées à l’approche expérimentale, les bénéfices associés à la modélisation
discrète sont présentés au chapitre 1. En particulier, l’importance d’une discrétisation à une échelle
de longueur inférieure à celle de la taille des particules est soulignée pour permettre la prise en
compte de la déformabilité des particules constitutives du milieu granulaire. Dans ce contexte, la
méthode des éléments finis multi-particules (MPFEM) est introduite et les différents développe-
ments lui étant associés sont présentés.

Différents types de CL adaptés à la MPFEM sont ensuite étudiés au chapitre 2. Des échan-
tillons numériques tridimensionnels de différentes tailles, composés de particules initialement
sphériques au comportement élastoplastique, sont pour cela étudiés afin de simuler la réponse
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de la microstructure de milieux granulaires à des chargements compressifs en grandes transfor-
mations (jusqu’à des densités relatives finales supérieures à 0,9), tels que couramment rencontrés
pendant les phases de mise en forme par compression à froid. Les tenseurs de contrainte et de
déformation mésoscopiques associés au volume élémentaire modélisé sont calculés afin d’étudier
l’impact des CL et de la taille des échantillons numériques.

Au chapitre 3, une loi de contact adhésive adaptée à la MPFEM est implémentée dans le
code d’éléments finis Abaqus à l’aide d’une subroutine utilisateur VUINTERACTION. Cette loi de
contact permet de prédire un développement de l’adhésion inter-particules lors de la compression
en définissant un niveau de cohésion en chaque nœud de surface du maillage élément fini. Le prin-
cipe de la loi de contact ainsi que les raisons justifiant son développement sont dans un premier
temps détaillés. Dans un second temps, les prédictions numériques obtenues sont comparées aux
modèles analytiques de la littérature dans le cas d’un contact entre sphères élastoplastiques déve-
loppant des contacts adhésifs. Une étude expérimentale portant sur le développement de l’adhésion
lors de la compression est par la suite présentée.

Enfin, le chapitre 4 propose une étude de la densification d’un milieu granulaire cohésif consti-
tué de particules ductiles. Un échantillon numérique constitué de 347 particules élastoplastiques
initialement sphériques est pour cela sollicité mécaniquement à l’aide des CL présentés au cha-
pitre 2. Cette étude vise à étudier l’impact de l’énergie de Dupré sur les propriétés mésoscopiques
de plasticité et d’endommagement associées au continuum de Cauchy équivalent au volume élé-
mentaire modélisé, dans l’optique d’éclairer les micro-mécanismes responsables du comportement
constitutif du milieu continu équivalent au milieu particulaire. Cette étude se base pour cela sur la
loi de contact adhésive implémentée au chapitre 3.
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1
Analyses multi-échelles des milieux granulaires

confinés

Ce chapitre présente les méthodes continues et discrètes développées
pour la modélisation des milieux granulaires, leurs vertus, ainsi que
leurs limites concernant les problèmes liés à l’étude de la rupture.
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Chapitre 1. Analyses multi-échelles des milieux granulaires confinés

1.1 Généralités sur les milieux granulaires

1.1.1 Matériaux granulaires

Cette section a pour vocation d’illustrer l’importance de l’étude des matériaux granulaires
et d’introduire quelques concepts clés pouvant être utiles à leur compréhension. Elle se base en
grande partie sur les lectures de Mollon [5] et de Teil [6].

1.1.1.1 Quelques chiffres

L’étude et la compréhension du comportement mécanique des matériaux granulaires est un
enjeu économique majeur, en raison de la quantité faramineuse de ces matériaux manipulés par
l’industrie chaque année, avoisinant les 10 milliards de tonnes. Les matériaux granulaires inter-
viennent dans la production d’un produit fini sur deux et représentent 70 % de la matière première
utilisée dans l’industrie mondiale [7]. Leur traitement et leur transport correspondent à 10 % des
dépenses énergétiques de la planète et leur seule vente représente 1 % du produit intérieur brut
de la France [8]. Une bonne compréhension du comportement de ce type de matériau permettrait
d’obtenir un impact significatif sur l’efficacité énergétique de l’industrie, en amenant à des gains
économiques et environnementaux considérables.

1.1.1.2 Domaines d’utilisations

Les matériaux granulaires sont présents dans divers secteurs de l’industrie, pour des applica-
tions pouvant être très variées. Quelques-unes de ces applications, ainsi que les enjeux associés,
sont sommairement décrits ci-dessous :

Industrie agro-alimentaire – Les matériaux granulaires sont omniprésents dans l’industrie
agro-alimentaire, que ce soit à l’état brut (céréales, fruits, graines, ...) ou fini (farine, sucre, ...).
Leur bonne compréhension est primordiale afin notamment de s’affranchir de problématiques liées
à leur stockage et à leur transport. Par exemple, l’étude de leurs propriétés d’écoulement est né-
cessaire pour chercher à s’affranchir des problèmes d’obstruction des silos à grains (pouvant être
dû au phénomène d’effet de voûte illustré figure 1.2).

Industrie de la construction – De manière assez similaire, de nombreuses problématiques
existent quant à l’écoulement des matériaux granulaires de construction (sable, ciment, ...). La
compréhension de ces matériaux est également requise pour l’optimisation des propriétés mé-
caniques des bétons et mortiers, et l’amélioration de la résistance structurelle des éléments de
construction. Enfin, les matériaux granulaires sont également utilisés comme bases de fondations,
en permettant d’assurer la résistance mécanique et le drainage des bâtiments et des routes par
exemples. Une bonne compréhension de leurs propriétés de perméabilité devient ainsi également
nécessaire.

Industrie métallurgique – Le procédé d’élaboration par compression et frittage de poudres
illustré figure 1.1 est un procédé largement utilisé dans divers secteurs industriels pour la fabrica-
tion de pièces métalliques. Il combine les avantages de ne pas nécessiter de températures extrême-
ment élevées (supérieures à la température de fusion des matériaux utilisés) et de ne pas induire
de pertes de matière significatives. Il s’agit donc d’une option attrayante d’un point de vue écono-
mique comme environnemental, par rapport à d’autres techniques plus traditionnelles telles que la
fonderie ou l’usinage. Ce procédé permet d’obtenir des pièces de géométries complexes présentant
à la fois une bonne résistance mécanique et une grande précision dimensionnelle. Son coût prin-
cipal résidant dans le prix des outillages utilisés lors de la compression et du frittage, ce procédé
est particulièrement adapté aux très grandes séries. Il est utilisé dans divers secteurs industriels,
tels que l’industrie automobile pour la fabrication d’engrenages, de bielles, d’arbres à cames ou
encore de pièces de transmission. L’utilisation de matériaux initialement sous forme granulaire
permet également la production de pièces métalliques à des niveaux de pureté et d’uniformité très
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élevés, en s’affranchissant des phénomènes de diffusion couramment rencontrés en fonderie. Ce
contrôle accru de la microstructure rend également possible la fabrication d’alliages métalliques et
de matériaux composites à matrice métallique et à renfort céramique de très hautes performances.
Pour ces raisons, le procédé d’élaboration par compression et frittage est notamment utilisé dans le
secteur aéronautique pour la fabrication d’aubes de turbine, dans le secteur médical pour la fabri-
cation de prothèses, dans le secteur électronique pour la production de composants électroniques à
haute conductivité ou encore pour la fabrication de plaquettes de coupes et d’outils abrasifs à du-
reté élevée. Enfin, ce procédé d’élaboration permet également la fabrication de pièces ne pouvant
être obtenues par aucune autre technologie, constituées par exemple de matériaux à températures
de fusion extrêmement élevées.

FIGURE 1.1 – Cycle de production d’une pièce par métallurgie des poudres. Figure adaptée de
l’association européenne de métallurgie des poudres [9].

Industrie pharmaceutique – Les médicaments peuvent être produits et conditionnés sous
différentes formes. Le comprimé pharmaceutique correspond à celle la plus répandue, du fait des
nombreux avantages qu’il présente, tant sur le plan de sa fabrication que sur celui de sa prise par
le patient. Il est réalisé à l’aide d’un procédé de compression en matrice, à partir d’une poudre
dont les particules ont une taille de l’ordre de 100 µm. Le maintien de températures relativement
faibles lors de ce procédé d’élaboration permet la conservation des propriétés physico-chimiques
des principes actifs du médicament. D’un point de vue industriel, il est fondamental d’obtenir des
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comprimés suffisamment résistants mécaniquement pour assurer leur intégrité durant toutes les
étapes suivant la compression, de l’enrobage au conditionnement. L’agence américaine des pro-
duits alimentaires et des médicaments (FDA) estimait récemment que les problèmes de mise en
forme des médicaments sous forme solide engendraient un coût annuel de plusieurs dizaines de
milliards de dollars, illustrant ainsi l’intérêt à la fois économique et scientifique d’études fonda-
mentales sur ce sujet.

1.1.1.3 Propriétés générales

La compréhension du comportement mécanique des milieux granulaires correspond donc a un
enjeu crucial pour divers secteurs industriels. Les milieux granulaires sont des matériaux compli-
qués, pouvant exhiber des comportements s’apparentant à ceux des fluides à faible densité relative
et à ceux des solides à forte densité relative. Leur étude scientifique est donc complexe et nécessite
la prise en compte de multiples paramètres microscopiques venant influer sur leurs comportements
macroscopiques :

Géométrie des particules – La géométrie des particules constitutives du milieu granulaire a
un impact crucial sur son comportement mécanique. Des particules sphériques pourront facilement
se réagencer tandis que des particules à géométrie plus complexe auront tendance à s’enchevêtrer,
augmentant ainsi la résistance à l’écoulement.

Interactions de surface – La compréhension des interactions de contact entre les particules
constitutives du milieu granulaire est également un aspect fondamental dans l’étude des matériaux
granulaires. Ces interactions de surface peuvent être de natures très différentes, en fonction no-
tamment de la composition chimique et de la taille des particules considérées. Bien qu’intervenant
à l’échelle particulaire, elles ont toutefois un impact clé sur le comportement macroscopique du
matériau granulaire, sur ses propriétés d’écoulement et de résistance à la rupture notamment. Les
phénomènes de friction et d’adhésion intervenant entre particules en contact doivent donc être pris
en compte pour le développement de lois de comportement macroscopique du matériau granulaire.
Il est pour cela d’usage de distinguer deux grandes familles de milieux granulaires, caractérisées
par des comportements mécaniques très différents :

— les milieux granulaires "grossiers", constitués de particules de taille supérieure à la centaine
de micromètres, pour lesquels les forces de gravité et de contact (appuis, frottements, chocs)
seront prédominantes ;

— les milieux granulaires "fins" (ou poudres), constitués de particules de taille inférieure au
micromètre, pour lesquels les forces adhésives (van der Waals, électrostatiques, capillaires)
ainsi que les interactions avec le fluide environnant ne pourront plus être négligées.

Une approche purement mécanique sera suffisante pour l’étude des milieux granulaires "gros-
siers", tandis qu’une approche physico-chimique sera nécessaire concernant les milieux granu-
laires "fins".

Déformation des particules – Enfin, la ductilité des particules constitutives du milieu gra-
nulaire a également un rôle déterminant dans le comportement macroscopique du matériau gra-
nulaire. Les surfaces de contact (et donc les interactions de surface) évolueront au cours de la
déformation des particules, sous l’action des sollicitations externes, venant modifier les propriétés
mécaniques du milieu granulaire.

Le lien sous-jacent entre ces propriétés microstructurales et les caractéristiques macrosco-
piques du milieu granulaire peut être illustré à l’aide de différents phénomènes physiques, décrits
succinctement ci-dessous, pouvant être observés en fonction de la nature du milieu granulaire et
du régime d’écoulement considéré :

Effet de voûte – L’effet de voûte, illustré figure 1.2, correspond à l’apparition d’une force
opposée à la direction de chargement d’un milieu granulaire confiné. Ce phénomène est causé par
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le réagencement des particules et la déviation des chaînes de forces de la direction de sollicitation,
venant former une structure de soutien en forme de voûte. Les efforts de frottement permettent
alors la redistribution des efforts normaux sur ces faces latérales. L’effet de voûte est particu-
lièrement important dans les applications industrielles où les matériaux granulaires doivent être
stockés et transportés en vrac, tels que les silos, les trémies et les convoyeurs. Sa prise en compte
est primordiale pour s’affranchir de problèmes d’obstruction.

FIGURE 1.2 – Illustration du phénomène d’effet de voûte issue des travaux de Teil [6].

Dilatance de Reynolds – La dilatance de Reynolds est un phénomène se référant à la ten-
dance des matériaux granulaires à se dilater sous contrainte de cisaillement, ce qui augmente leur
résistance à l’écoulement. Cette propriété illustrée figure 1.3 est importante dans de nombreuses
applications, telles que la conception de barrages, de fondations de bâtiments et de routes. Elle est
causée par le réagencement des particules durant le chargement en une structure moins ordonnée.

FIGURE 1.3 – Illustration du phénomène de dilatance de Reynolds.

Bandes de cisaillement – Les bandes de cisaillement correspondent à des zones localisées de
fort cisaillement, apparaissant sous chargements macroscopiques non-isotropes. Ces contraintes
de cisaillement engendrent un effet de dilatance de Reynolds venant réduire la densité du milieu
granulaire et par la même occasion sa résistance mécanique. Comme illustré figure 1.4, les bandes
de cisaillement sont localisées sur des plans ayant une épaisseur de quelques particules et sont à
l’origine de phénomènes de rupture au sein des milieux granulaires (on parle alors de bande de
glissement).

FIGURE 1.4 – Formation d’une bande de cisaillement dans un milieu granulaire observée par
tomographie à rayons X. Représentation des déformations déviatoires obtenues par corrélation
d’images. Figure issue des travaux de Kawamoto et al. [10].
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1.1.2 Mécanique des milieux granulaires confinés

1.1.2.1 Avant propos

Parmi les très nombreuses situations mettant en œuvre des milieux granulaires, il existe une
famille de procédés impliquant une mise en forme de poudres industrielles par compression (cor-
respondant à l’étape de "formage" de la figure 1.1). Il s’agit d’un procédé conférant à un volume
de poudre - initialement à l’état pulvérulent – une forme et une cohésion permettant d’aboutir à
une pièce solide. Dans ce contexte précis, il est possible de citer :

— la compression à froid en matrice de poudres pharmaceutiques ;

— la compression à froid en matrice suivie du frittage de poudres métalliques ou céramiques ;

— la compression isostatique à chaud de poudres métalliques.

Dans le cas des poudres pharmaceutiques, la cohésion du comprimé est obtenue lors de la seule
phase de compression à froid en matrice. Dans le deuxième cas, la compression en matrice confère
une forme ainsi qu’une cohésion mécanique de faible niveau au volume de poudre. La phase de
frittage suivant cette compression consiste en une exposition du volume de poudre comprimée à de
hautes températures, ayant pour objectif de souder les particules de poudre par diffusion, de sorte à
obtenir un solide disposant d’une limite d’élasticité comparable à celle du matériau constitutif des
particules. La compression isostatique à chaud combine de manière simultanée les phases de com-
pression et de frittage : le volume de poudre versé dans un conteneur subit de manière simultanée
une pression et une température élevées par l’intermédiaire des parois du conteneur. Les études
scientifiques liées à ces procédés, présentées ci-après, ont conduit à des approches expérimentales,
théoriques et numériques de sorte à circonscrire les phénomènes physiques entrant en jeu au cours
du procédé d’élaboration, lors des phases de remplissage [11-13] et de compression [14-18]. Dans
le cas du procédé de compression à froid suivi de frittage, la pièce issue de la phase de compression
(avant frittage) est nommée "pièce à vert". La cohésion mécanique de la pièce à vert est obtenue
par l’effet des forts niveaux de pression atteints au sein de la matrice. Cette cohésion de la pièce
à vert ne doit pas être confondue avec celle obtenue lors de la phase de frittage, grâce à l’acti-
vation thermique du phénomène de diffusion entre les particules de poudre. La phase de frittage
(de même que le procédé de compression isostatique à chaud) active ce phénomène, entraînant
une soudure des particules et une augmentation significative des caractéristiques mécaniques des
pièces [19-21]. Outre les phénomènes impliqués dans le volume de poudre lui-même, il convient
de souligner que les interactions entre la poudre et les outillages (frottement, diffusion, ...) sont
également à prendre en compte [22-24].

Dans ce contexte inhérent aux procédés précités, où de nombreux phénomènes peuvent être
abordés, cette thèse est centrée sur le développement et la rupture de l’adhésion mécanique inter-
particules au cours de la phase de compression. Par ailleurs, il s’agit d’étudier le cas de poudres
constituées de matériaux ductiles (ce qui concerne par exemple les poudres de fer et exclut par
exemple les poudres céramiques). La densité de la poudre est un paramètre important évoluant
fortement au cours des phases du procédé. Ainsi, il convient de distinguer : la densité de la com-
position chimique de la poudre (matériau dense sans porosité), la densité de remplissage, la densité
à vert, la densité après frittage. Sauf cas particulier (massif poreux, comprimé pharmaceutique),
il est généralement souhaité d’atteindre la densité du matériau dense, c’est-à-dire une pièce sans
porosité. La densité relative est également très utilisée, cette quantité sans dimension correspond
au ratio entre la densité considérée et la densité du mélange de poudre sans porosité. Ainsi, il
convient de retenir que la poudre évoluera typiquement d’une densité relative initiale de l’ordre
de 0,6 vers une densité relative finale de 0,95 en fin de compression. Les caractéristiques méca-
niques du comprimé à vert (tel que son module de Young et sa contrainte à la rupture) seront des
fonctions croissantes de la densité relative [18, 25], suggérant ainsi que l’adhésion inter-particules
développée lors de la compression à froid en matrice est elle-même une fonction croissante de la
densité relative et donc du niveau de pression atteint au sein de la matrice. Par ailleurs, d’autres
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1.1. Généralités sur les milieux granulaires

phénomènes peuvent apparaître à l’échelle du comprimé à vert comme l’existence de contraintes
résiduelles [26], de gradients de densités relatives [22, 27, 28] ou encore de rupture au cours des
phases de compression ou d’éjection [15, 29, 30].

D’un point de vue industriel, il est intéressant (notamment à des fins de modélisation et de di-
mensionnement) de représenter ce type de matériau comme un milieu continu équivalent. Cepen-
dant, les interactions de contact entrant en jeu entre les différentes particules du milieu granulaire
sont à l’origine de grandes dissipations énergétiques et de fortes non-linéarités, rendant difficile le
développement de lois de comportement appropriées. Par ailleurs, le réagencement et la déforma-
tion des particules pouvant survenir en présence de sollicitations mécaniques extérieures confèrent
aux matériaux granulaires un comportement fortement anisotrope et compressible. En raison de
cette complexité, leur modélisation s’avère difficile. Aucune loi universelle ne permet de prédire
leur comportement, et seules des lois empiriques, souvent très restrictives 1, permettent leur mo-
délisation. La forte non-linéarité du comportement mécanique de ce type de matériau équivalent
homogénéisé impose également le développement de critères de rupture et de plasticité adaptés.
Cette section présente ainsi les différents outils qui seront utiles à la modélisation mécanique des
milieux granulaires vus comme des milieux continus dans le cadre des grandes transformations.

1.1.2.2 Définition des tenseurs de contrainte et de déformation

Soit F le gradient de la transformation au milieu de Cauchy équivalent au matériau granu-
laire. Il est possible d’effectuer une décomposition polaire de ce tenseur comme le produit d’une
dilatation et d’une distorsion pure :

F = R ·U =V ·R (1.1)

où U est le tenseur de déformation pure droit, V est le tenseur de déformation pure gauche et R
est le tenseur de rotation. Dans le cadre des grandes transformations, et comme il sera détaillé
section 2.3, il est d’usage d’utiliser le tenseur de Hencky gauche h défini équation 1.2 comme
descripteur de la déformation 2 et le tenseur de Cauchy σ comme descripteur de la contrainte.

h = lnV (1.2)

Le développement d’une loi de comportement permet alors de déterminer le lien entre l’état de
déformation et l’état de contrainte associé au milieu granulaire homogénéisé. Dans le présent tra-
vail, une loi de comportement élastoplastique écrouissable est considérée. Celle-ci doit inclure la
compressibilité plastique du matériau afin de prendre en compte les mécanismes de densification.
Elle se base sur les concepts de surfaces de charge, de loi d’écoulement et d’écrouissage décrits
ci-dessous.

1.1.2.3 Surfaces de charge

Une surface de charge est une représentation, dans l’espace des contraintes, du seuil de plas-
ticité d’un milieu continu élastoplastique. Elle permet de déterminer, pour un état de contrainte
donné, la frontière entre les domaines élastiques et plastiques. Soit pour cela un état de contrainte
quelconque, défini par un point M de coordonnées (σI,σII,σIII) dans l’espace des contraintes
principales et f la fonction de charge caractérisant la surface de charge :

— pour f (M)< 0 (lorsque le point M se situe à l’intérieur de la surface de charge), le matériau
a un comportement élastique réversible ;

1. En termes de régime d’écoulement, de géométries de particules, ou encore de types de matériaux.
2. Le tenseur de Hencky droit, défini par lnU , peut également être utilisé. Comme il sera détaillé section 2.3, le

tenseur de Hencky gauche est ici utilisé, ceci afin d’avoir une description objective de l’état de déformation.
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Chapitre 1. Analyses multi-échelles des milieux granulaires confinés

— pour f (M) = 0 (lorsque le point M se situe sur la surface de charge), le matériau se déforme
plastiquement de manière irréversible.

La connaissance de la fonction de charge nécessite l’utilisation d’un critère de plasticité adapté
au matériau considéré. Par exemple, le critère de von Mises explicité équation 1.3 permet la défini-
tion d’une fonction de charge particulièrement adaptée à la plastification des matériaux métalliques
denses, avec σy la limite d’élasticité en traction simple du matériau étudié. Ce critère suppose (i)
une incompressibilité plastique (la déformation plastique se passe à volume constant) et (ii) une
limite élastique identique en traction et en compression.

f (M) =
1√
2

√
(σI −σII)2 +(σII −σIII)2 +(σIII −σII)2 −σy (1.3)

D’autres critères (qui seront présentés sous-section 1.2.2) offrent des prédictions plus adaptées
aux milieux granulaires.

1.1.2.4 Loi d’écoulement

Une fois l’entrée en plasticité déterminée (grâce à la connaissance de la surface de charge),
la direction et l’intensité de la déformation plastique sont ensuite obtenues par l’intermédiaire de
la loi d’écoulement. En décomposant les déformations en déformations élastiques et plastiques, le
gradient de la transformation F s’écrit, dans le cadre des grandes transformations :

F = Fel ·F pl (1.4)

avec Fel et F pl les gradients de la transformation associés aux déformations élastiques et plastiques
respectivement. Sous l’hypothèse des petites déformations élastiques, il est possible d’aboutir à
une décomposition additive des vitesses de déformation :

D = Del +Dpl (1.5)

avec D le tenseur des vitesses de déformation défini par :

D =
1
2

(
Ḟ ·F−1 +

(
Ḟ ·F−1)T

)
(1.6)

et Del et Dpl les tenseurs des vitesses de déformation associés respectivement à la déformation
élastique et plastique et définis de manière similaire. Le tenseur Ḟ correspond quant à lui au tenseur
dont les composantes sont les dérivées temporelles des composantes du tenseur F . La loi de Hooke
généralisée permet de relier le tenseur des vitesses de déformation élastique à l’état de contrainte.
Il ne reste alors qu’à déterminer le lien entre le tenseur des vitesses de déformation plastique et
l’état de contrainte.

Dans le cas des mono-cristaux et de plasticité indépendante des vitesses de déformation, le
tenseur des vitesses de déformation plastique se détermine grâce à la loi de normalité (également
appelée loi d’écoulement associée) stipulant que la vitesse de déformation plastique est normale
à la surface de charge. Ce postulat est justifié par le principe du travail maximal, formulé par Hill
[31] suite aux travaux de von Mises [32] et de Taylor [33], qui amène à l’équation 1.7, où λ est un
scalaire appelé multiplicateur plastique.

Dpl = λ
∂ f
∂σ

(1.7)

Cette relation s’avère particulièrement bien vérifiée pour les matériaux denses [34]. Il est alors
possible de la généraliser aux matériaux plus complexes en substituant dans l’équation 1.7 la
fonction de charge f par une fonction g appelée "potentiel plastique". De cette manière, la vitesse
de déformation plastique ne sera plus normale à la surface de charge, mais à une autre surface

12
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caractérisant le potentiel plastique. La loi d’écoulement sera dite associée au critère de plasticité
lorsque f = g et non associée dans le cas contraire [1]. En plus de la fonction de charge, il sera
ainsi nécessaire de connaître le potentiel plastique associé au matériau considéré pour la création
d’une loi de comportement.

1.1.2.5 Écrouissage

Enfin, lorsque le point M de l’espace des contraintes tend à se déplacer vers l’extérieur de la
surface de charge, celle-ci est alors modifiée par écrouissage plastique. La forme de la surface
de charge (et donc les propriétés élastoplastiques du matériau) est alors impactée par l’historique
du chargement du milieu considéré. Cette observation s’explique par une adaptation microstruc-
turale du matériau au chargement. Dans le cas d’un matériau granulaire, les surfaces de contact
entre particules s’orienteront en fonction de la direction de sollicitation, venant ainsi augmenter la
résistance mécanique de l’échantillon suivant cette direction.

Différents modèles d’écrouissage (prédisant l’évolution de la fonction f avec le chargement)
permettent de prédire l’évolution des surfaces de charge. Les plus courants sont l’écrouissage
isotrope, correspondant à une homothétie de la surface de charge, et l’écrouissage cinématique,
correspondant à une translation de la surface de charge dans l’espace des contraintes. L’évolution
des surfaces de charge avec ces deux modèles est schématisée figure 1.5. Pour la plupart des
matériaux, l’évolution réelle des surfaces de charge se situera entre ces deux prédictions et de
longues procédures expérimentales, souvent difficiles à mener, devront être réalisées.

FIGURE 1.5 – Schématisation de l’évolution des surfaces de charge par écrouissage dans le plan
déviatoire. Figure inspirée des travaux de Harthong [35].

Reprenons l’exemple du critère de von Mises introduit précédemment. En décomposant le
tenseur des vitesses de déformation D en une partie sphérique isotrope Dv et une partie déviatoire
isochore Dd (équation 1.8), il est possible de définir une vitesse de déformation équivalente Deq

(équation 1.9) et par la même occasion une déformation équivalente Eeq (équation 1.10).

D = Dv +Dd (1.8)

Deq =

√
2
3

Tr(Dd
2) (1.9)

Eeq =
∫ t

0
Deqdt (1.10)
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La modification de la fonction de charge f peut alors être prise en compte à l’aide d’une loi
d’écrouissage (isotrope dans le cas présent) telle que présentée équation 1.11, où K et n corres-
pondent à deux paramètres d’écrouissage.

σy = K(Eeq)
n (1.11)

1.1.2.6 Rupture et endommagement

Pour des chemins de chargement s’éloignant de la compression isotrope, il est fréquent que les
matériaux exhibant des comportements élastoplastiques viennent à se détériorer sans plastification.
L’utilisation de surfaces de rupture, construites sur le même principe, permet de déterminer l’état
de contrainte correspondant à cette détérioration.

La notion de rupture dans un matériau n’est pas une notion évidente à définir. Elle est en gé-
néral associée à l’apparition d’une fissure (création d’une nouvelle interface), voire à la séparation
en deux parties distinctes d’un corps solide. Cette définition est mal adaptée aux cas des milieux
granulaires, qui par nature sont constitués de plusieurs parties. Elle l’est encore moins concernant
les milieux granulaires non-cohésifs. Dans ce cadre, il est donc d’usage d’associer la rupture à la
perte de stabilité du matériau, celui-ci n’étant pas en mesure de supporter un chargement statique
au-delà d’une certaine limite. Le développement d’un critère de rupture permet de prédire cette
perte de stabilité pour un état de contrainte donné.

L’endommagement est quant à lui défini comme une perte progressive de la résistance méca-
nique du matériau étudié. Il correspond à une détérioration microstructurale (par exemple liée à
l’apparition de microfissures) amenant à une réduction de ses propriétés mécaniques. Des critères
d’endommagement, basés sur des modifications microstructurales ou sur l’évolution de propriétés
mécaniques pouvant conduire à la rupture, permettent de le quantifier.
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1.2 Modélisation continue des milieux granulaires confinés

1.2.1 Essais de caractérisation dédiés aux milieux granulaires confinés

La très faible résistance en traction des matériaux granulaires comprimés à froid rend impos-
sible l’utilisation d’essais de caractérisations mécaniques classiques, tels que la traction-torsion
ou la traction biaxiale, couramment utilisés dans le cas de la caractérisation des matériaux denses.
Les matériaux granulaires ont en effet tendance à perdre rapidement leurs caractéristiques so-
lides, pour des contraintes de traction relativement faibles, suffisantes pour supprimer l’adhésion
inter-particulaire. Différents essais mécaniques de caractérisation, présentés ci-dessous, sont ainsi
développés pour la caractérisation mécanique des matériaux granulaires.

1.2.1.1 Compression œdométrique de révolution

L’essai de compression œdométrique de révolution 3 illustré figure 1.6 permet la caractérisa-
tion de la densification et de la consolidation des milieux granulaires sous compression uniaxiale.
Dans cet essai, l’échantillon est confiné au sein d’une matrice fixe et rigide, tandis qu’un poin-
çon supérieur vient appliquer une déformation uniaxiale au milieu granulaire sous l’action d’une
presse hydraulique instrumentée.

FIGURE 1.6 – Schématisation de l’essai de compression œdométrique de révolution.

L’essai de compression œdométrique permet une caractérisation simple et rapide des milieux
granulaires confinés soumis à des chargements axiaux, tels que fréquemment rencontrés dans le
secteur de la géotechnique. Il peut aisément être effectué en présence du drainage d’un fluide et
est ainsi particulièrement utilisé en analyse des structures géotechniques pour l’étude de l’impact
de la saturation des sols. Il reste toutefois limité à l’étude d’un seul chemin de chargement et ne
permet donc pas une compréhension totale des mécanismes de déformation entrant en jeu dans la
déformation des matériaux granulaires. Cet essai s’apparente à l’essai de compression en matrice
instrumentée utilisé en caractérisation des poudres pour mesurer l’évolution de la contrainte radiale
avec le chargement.

3. Également appelé essai de consolidation ou de compressibilité.
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1.2.1.2 Compression triaxiale de révolution

L’essai de compression triaxiale de révolution présenté figure 1.7 vient pallier ces manques.
Dans cet essai, le milieu granulaire n’est plus confiné dans une matrice rigide, mais simplement
maintenu à l’aide d’une membrane élastomère souple ne rigidifiant pas l’échantillon. Il est alors
possible de soumettre à l’échantillon un chargement axial par l’intermédiaire d’une presse hydrau-
lique (cf. essai œdométrique de révolution), mais également radial par l’intermédiaire d’un fluide
mis sous pression.

FIGURE 1.7 – Schématisation de l’essai de compression triaxiale de révolution.

L’essai de compression triaxiale de révolution permet ainsi l’exploration de chemins de char-
gement différant de la compression simple. Il permet également de s’affranchir des problématiques
de frottement contre les parois latérales de la matrice rigide, rencontrées avec l’essai œdométrique
de révolution. Il s’agit donc d’un essai de caractérisation plus général des matériaux granulaires
confinés sous pression hydrostatique, permettant l’étude de la plastification et de la rupture de
milieux granulaires sujets à des chargements autres que de la compression simple, également en
présence d’un éventuel drainage.

1.2.1.3 Prédiction expérimentale des surfaces de charge

Pour ces raisons, l’essai de compression triaxiale de révolution est fréquemment utilisé pour
la détermination expérimentale des surfaces de charge et de rupture associées au milieu granu-
laire. L’échantillon initialement dans un état donné (écroui ou non) est pour cela soumis à diffé-
rents chemins de chargement balayant l’espace des contraintes. Le domaine élastique de la poudre
lâche étant quasi-inexistant, il est courant d’effectuer une compression initiale venant consolider
l’échantillon. Ce chargement initial correspond classiquement à de la compression hydrostatique
isotrope ou à de la compression en matrice (figure 1.8).

Une fois ce chargement initial terminé, une décharge élastique de l’échantillon suivie d’une
recharge suivant l’une des directions de l’espace des contraintes est effectuée (figure 1.9). Le choix
d’un critère de plasticité permet finalement de déterminer l’entrée en plasticité de l’échantillon et
ainsi d’obtenir un point de la surface de charge dans l’espace des contraintes.

En raison de l’absence de critère de plasticité universel dans le cas des milieux granulaires, il
est courant de considérer que l’entrée en plasticité se fait pour une déformation axiale ou radiale
résiduelle de l’ordre de 0,1 % [37-39]. A l’aide de ce critère, Akisanya et al. [37] et Sridhar et

16



1.2. Modélisation continue des milieux granulaires confinés

(a) (b)

FIGURE 1.8 – Schématisation des chargements couramment utilisés. (a) Compression isotrope et
(b) Compression en matrice (ou œdométrique). Figure issue des travaux de Harthong [35].

FIGURE 1.9 – Illustration du principe d’obtention des surfaces de charge associées à un milieu
granulaire. Figure adaptée des travaux de Abdelmoula [36].

Fleck [38] se sont intéressés à l’impact du chemin de chargement sur les surfaces de charge, en
étudiant la compression isotrope et en matrice d’une poudre constituée de particules sphériques de
cuivre à une densité relative de 0,8. Leurs études (présentées figure 1.10) ont montré que ces deux
chemins de chargement amènent à des surfaces de charge complètement différentes, illustrant ainsi
la dépendance de la réponse mécanique du milieu granulaire à l’historique de chargement.

FIGURE 1.10 – Surfaces de charge obtenues par Akisanya et al. [37] pour une compression iso-
trope et en matrice à une densité relative de 0,8, sur une poudre de cuivre constituée de particules
sphériques.
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Schneider et Cocks [39] ont ensuite utilisé ce même critère pour illustrer la dépendance des
surfaces de charge à la densité relative, au matériau constitutif des particules, ainsi qu’à leur mor-
phologie. Quatre types de poudres, constituées de fer et de cuivre et de morphologies irrégulières
ou sphériques, ont pour cela été étudiés. Cette étude a permis de démontrer l’impact de ces dif-
férents paramètres sur la plasticité des milieux granulaires. La figure 1.11 représente les surfaces
de charge ayant été obtenues sur des poudres de fer constituées de particules sphériques et irrégu-
lières pour différentes densités relatives. La différence entre ces deux figures illustre ainsi l’impact
de la morphologie des particules sur la réponse mécanique du milieu granulaire.

(a) (b)

FIGURE 1.11 – Surfaces de charge obtenues par Schneider et Cocks [39] pour une compression
en matrice à différentes densités relatives d’une poudre de fer constituée de particules de formes
(a) irrégulières et (b) sphériques.

Cependant, l’utilisation expérimentale d’un tel critère impose une investigation complète de la
surface de charge à l’aide d’un unique échantillon, en raison de la grande sensibilité au chargement
initial. Il est donc primordial de ne (presque) pas plastifier l’échantillon à chacune des recharges,
rendant les essais longs et fastidieux pour des densités relatives élevées. En raison de cette dif-
ficulté technique, il est fréquent d’aborder la plasticité de manière plus simple, en assimilant les
surfaces de charge aux surfaces isodensité. Ceci permet l’utilisation de plusieurs échantillons gra-
nulaires, évitant ainsi les problèmes de plastification à la recharge rencontrés précédemment. Cette
méthode a été utilisée par Shima et al. [40] et Pavier [41] pour l’étude de la compression de mi-
lieux granulaires jusqu’à très haute densité relative (0,98). Pavier a notamment relevé la dépen-
dance du chemin de chargement sur les surfaces isodensité pour un même point de chargement.
La figure 1.12 illustre ce résultat en comparant les surfaces isodensité correspondant à des essais
de compression triaxiale classiques et sur-consolidés associées à un même point de chargement.

1.2.2 Modélisation des surfaces de charge et de rupture

Du fait de leur complexité et de leur hétérogénéité, il est souvent difficile de modéliser les
milieux granulaires à l’échelle macroscopique. Les critères classiques de limite d’élasticité (von
Mises, Tresca, ...) ne sont, en effet, pas valides pour ce type de matériau. Plusieurs auteurs, présen-
tés ci-dessous, ont ainsi proposé des critères construits dans le cadre de la MMC, visant à prédire
la densification ainsi que les surfaces de charge et de rupture des matériaux granulaires [42, 43].
Ces critères sont associés à des modèles élastoplastiques. Souvent, les termes de rupture et de
plasticité sont utilisés indifféremment lorsque ces modèles sont mentionnés ; et on parle ainsi de
"limite de rupture" alors qu’il s’agit d’une formulation élastoplastique associée à une loi d’écou-
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(a) (b)

FIGURE 1.12 – Surfaces isodensité associées à différentes densités relatives obtenues par Pavier
[41], sur une poudre de fer suivant (a) un essai normalement consolidé (chargement isotrope
puis axial à pression constante) et (b) un essai sur-consolidé (chargement isotrope, décharge puis
recharge axiale à pression constante).

lement plastique. Cette ambiguïté souligne au passage le flou associé à la notion de rupture pour
ce type de matériau.

— Le critère de Mohr-Coulomb prédisant la limite élastique de milieux granulaires isotropes en
généralisant la notion de frottement de Coulomb au cas de matériaux granulaires. Il utilise
pour cela une relation (équation 1.12) permettant de prédire la limite d’élasticité du milieu
granulaire (se produisant lorsque f (σ) ≥ 0, où σ représente le tenseur des contraintes de
Cauchy). Cette relation se base sur la contrainte principale maximale σmax, la contrainte
principale minimale σmin ainsi que sur deux paramètres : l’angle de frottement interne ϕ et
la cohésion C. Ce critère est une généralisation du critère de Tresca (obtenu pour ϕ = 0).

f (σ) = σmax −σmin − (σmax +σmin)sinϕ −2Ccosϕ (1.12)

— Le critère de Drucker-Prager (équation 1.13), prédisant la limite d’élasticité grâce au pre-
mier invariant du tenseur des contraintes I1, au deuxième invariant du déviateur du tenseur
des contraintes J2 ainsi qu’à deux paramètres k et α . Ce critère est une généralisation du
critère de von Mises (obtenu pour α = 0). Les surfaces de rupture prédites par le critère
de Mohr-Coulomb ainsi que par Drucker-Prager sont représentées figure 1.13 dans l’espace
des contraintes principales.

f (σ) =
√

J2 − k−αI1 (1.13)

— Le critère empirique de Hoek et Brown, utilisé pour prédire la fracture des roches, définis-
sant la surface de rupture par la relation suivante (équation 1.14), où σc correspond à la
résistance en compression simple pouvant être déterminée expérimentalement ; et s, m et
a à trois paramètres pétrographiques. Ce critère est une généralisation du critère de Mohr-
Coulomb présenté ci-dessus (retrouvé pour a = 1).

f (σ) = σmax −σmin −σc

(
m

σmin

σc
+ s
)a

(1.14)

— Le critère empirique parabolique (équation 1.15), permettant de prédire les surfaces de rup-
ture à l’aide des mêmes invariants que ceux utilisés pour la définition du critère de Drucker-
Prager et de deux paramètres : la résistance en compression simple RC et la résistance en
traction simple RT .
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FIGURE 1.13 – Prédiction des surfaces de rupture avec les critères de Mohr-Coulomb et de
Drucker-Prager, représentées dans l’espace des contraintes principales et dans le plan dévia-
toire.

f (σ) = J2 +
RC −RT

3
I1 −

RCRT

3
(1.15)

Ces différents critères permettent tous une prédiction de la rupture des matériaux granulaires,
se produisant pour des chargements fortement déviatoires. D’autres modèles ont ensuite cherché
à prédire la consolidation du milieu granulaire survenant lors de la compression des poudres pour
des chemins de chargement plus sphériques.

Le critère de Cam-Clay modifié a ainsi été proposé afin de compléter la prédiction des surfaces
de charge pour des chargements n’amenant pas à la rupture du matériau. Ce modèle permet de
prédire la rupture et la plastification de matériaux granulaires élastoplastiques avec écrouissage
isotrope à l’aide d’une surface (de charge et de rupture) elliptique définie par la relation ci-dessous
(équation 1.16), avec p et q les contraintes isostatiques et déviatoires respectivement, M la pente
de la droite d’état critique dans le plan (p,q) séparant la zone de rupture de la zone ductile et pc

la pression de pré-consolidation permettant de prendre en compte l’écrouissage.

f (σ) = q2 +M2 p(p+ pc) (1.16)

Des améliorations du modèle de Drucker-Prager (Drucker-Prager Cap introduit par Resende et
J.B. Martin [44] et Drucker-Prager Cap modifié [45]) ont également été proposées afin de fermer
la surface de rupture à l’aide d’un critère de plasticité écrouissable (figure 1.14).

(a) (b)

FIGURE 1.14 – Prédiction des surfaces de charge et de rupture avec les critères de (a) Drucker-
Prager Cap et (b) Drucker-Prager Cap modifié, représentées dans le plan sphérique/déviatoire.

La prise en compte de l’écrouissage dans ces derniers modèles (par une translation du "Cap")
permet d’avoir un lien entre la surface de charge, la densité du matériaux granulaire et l’historique
de chargement.
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Les différents modèles analytiques présentés ci-dessus correspondent à des modèles isotropes.
Un certain nombre de modèles plus complexes ont été proposés, le plus souvent utilisés dans le do-
maine de la mécanique des sols, afin entre autres de permettre la prise en compte de l’anisotropie.
Des avancées de même nature ont été effectuées dans le secteur de la compression des poudres,
notamment avec le modèle développé par Brandt et Nilsson [46], permettant la prise en compte de
l’anisotropie induite par la compression à froid de poudres métalliques.

1.2.3 Méthode des éléments finis

1.2.3.1 Principe de la méthode

Le développement de ces modèles de comportement basés sur la MMC permet l’utilisation
de la méthode des éléments finis (FEM) pour l’étude des matériaux granulaires. La FEM est une
technique de calcul numérique permettant la résolution de problèmes multi-physiques complexes,
régis par des équations aux dérivées partielles. Cette méthode est principalement utilisée pour la
résolution de problèmes de mécanique des structures. Elle a été développée dans les années 1940
par les mathématiciens Hrennikoff [47] et Courant [48]. Depuis, de nombreux auteurs ont contri-
bué à son développement ; parmi eux Turner et al. [49], Argyris et Kelsey [50], Zienkiewicz et
Cheung [51], Strang et Fix [52]. Le principe fondamental de la FEM est de diviser le domaine
de calcul continu en un ensemble discret fini de sous-domaines géométriques simples, appelés
éléments, caractérisés par un ensemble de nœuds inter-connectés grâce à une table de connec-
tivité. Cette discrétisation du domaine, appelé maillage, permet de remplacer les équations aux
dérivées partielles continues par des équations discrètes, plus faciles à résoudre numériquement.
Les grandeurs d’intérêts (déplacement, vitesse, contrainte, température, ...) sont alors calculées par
interpolation aux nœuds. Le maillage est une étape clé de la modélisation en éléments finis ; un
maillage trop grossier ne permettra pas de capturer des variations spatiales des grandeurs d’inté-
rêts, tandis qu’un maillage trop fin augmentera de manière excessive la durée des simulations. Une
fois le domaine maillé, le système d’équations discrètes associé à chaque élément est résolu en uti-
lisant les propriétés matériau et les conditions aux limites (CL) associées à l’élément considéré.
Dans le cadre d’un problème de mécanique, la méthode énergétique de Rayleigh-Ritz est généra-
lement utilisée. Cette méthode consiste en une minimisation de l’énergie potentielle du système,
définie comme la différence entre l’énergie de déformation et le travail des forces volumiques et
surfaciques. Cette minimisation amène à l’équation 1.17 dans le cadre d’un problème linéaire,
avec K la matrice de rigidité du système, U le vecteur donnant les différents degrés de liberté des
nœuds et F le vecteur de charge appliqué aux nœuds associés au système.

F = K ·U (1.17)

Le principe de la simulation en éléments finis est illustré figure 1.15 : les matrices de rigi-
dité Ke et vecteurs de charge Fe associés à chaque élément e sont tout d’abord calculés, à l’aide
de la connaissance de la densité d’énergie de déformation, qui est fonction de la déformation et
des propriétés matériau, ainsi que des charges volumiques et surfaciques appliquées à l’élément.
Ces matrices sont ensuite assemblées grâce à la table de connectivité afin d’obtenir K et F . Le
vecteur U est alors déterminé (équation 1.17) par inversion de la matrice de rigidité, grâce à la
connaissance des CL du système modélisé. Les efforts internes f e = ke ·ue sont enfin déterminés
dans les repères locaux associés aux différents éléments et les différentes quantités dérivées de U
(contraintes, déformations, énergies, ...) sont calculées.

De nombreux logiciels commerciaux (e.g. ANSYS, Abaqus, COMSOL) et libres de droit (e.g.
FEniCS) permettent la résolution de problèmes en éléments finis. Ces logiciels intègrent le plus
souvent des outils de conception assistée par ordinateur (CAO), permettant ainsi la modélisation
de géométries complexes. La méthode des éléments finis permet donc de résoudre de manière
statique mais également dynamique des problèmes fortement non-linéaires. Elle permet l’étude de
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matériaux non-homogènes et est facilement adaptable aux problèmes multi-physiques.

Maillage en m éléments

e = 1

e ≤ m

Construction de la matrice
de rigidité ke (repère local)

Construction du vecteur
de charge f e (repère local)

Calcul de la matrice de passage
Re liant repères global et local

Calcul de la matrice de rigidité dans
le repère global Ke = ReT ·ke ·Re

Calcul du vecteur de charge dans
le repère global Fe = ReT · f e

e = e+ 1

Assemblage de la matrice
de rigidité K

Assemblage de F en tenant
compte des charges nodales

Résolution du système U = K−1 ·F
après introduction des CL

e = 1

e ≤ m Fin

Calcul des efforts internes
en repère local ke ·ue

e = e+ 1

oui

non

oui

non

FIGURE 1.15 – Illustration du principe de la simulation en éléments finis dans le cas d’un pro-
blème statique. Schéma inspiré des travaux de thèse de Teil [6].

1.2.3.2 Limites de la méthode

La FEM nécessite toutefois une discrétisation suffisamment fine pour obtenir des résultats pré-
cis, pouvant être coûteuse en termes de puissance de calcul et de ressources informatiques. Elle
nécessite également l’existence de lois physiques adaptées au formalisme des milieux continus ré-
gissant le comportement des matériaux constituant le modèle numérique. La méthode des éléments
finis rencontrera donc des difficultés pour la modélisation de matériaux discontinus, comme les
matériaux granulaires. Les différents modèles présentés section 1.2 se basent sur la MMC, en fai-
sant l’hypothèse de continuité du matériau granulaire. S’ils ne permettent pas une étude à l’échelle
particulaire, ils ont toutefois l’avantage de pouvoir être utilisés dans le cadre de la modélisation en
éléments finis. Les modèles présentés permettent une prédiction précise de la densification et de la
plastification des milieux granulaires, prenant notamment en compte les phénomènes de cohésion
et d’écrouissage. Ils rencontrent toutefois des difficultés quant aux prédictions de la rupture. Les
difficultés expérimentales suivant des chemins de chargement fortement déviatoires, responsables
des phénomènes de fissuration, rendent compliqué le développement de modèles plus précis et
limitent par la même occasion les prédictions offertes par la FEM.
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1.3 Modélisation discrète des milieux granulaires confinés

Pour pallier ce manque et permettre une compréhension fine des mécanismes de déformation
à l’échelle particulaire, des méthodes numériques de modélisation micromécanique discrète ont
ensuite vu le jour. Ces approches, basées sur la modélisation des particules individuelles, sont
intrinsèquement adaptées aux matériaux granulaires. Elles ne cherchent cette fois plus à considérer
le milieu granulaire comme un continuum mais, de manière plus intuitive, comme un ensemble de
corps solides en interactions réciproques [5].

1.3.1 Méthode des éléments discrets

1.3.1.1 Principe de la méthode

Suite aux travaux pionniers de Fischmeister et Artz [53], Fleck et al. [54-56] et Storåkers et al.
[57, 58], la méthode des éléments discrets (DEM) introduite par Cundall et Strack [2] s’est établie
comme la méthode de modélisation micromécanique la plus couramment utilisée dans le domaine
de la compression des poudres. Cette méthode propose une représentation de la matière comme
un ensemble de particules élémentaires rigides pouvant interagir entre elles. Le mouvement de
chaque particule i est régi par les équations de la dynamique de Newton (équation 1.18), avec mi

la masse de la particule, xi son vecteur position et ∑Fi la résultante des forces extérieures lui étant
appliquée.

mi
d2xi

dt2 = ∑Fi (1.18)

Les forces extérieures Fi appliquées à la particule i peuvent être des forces de champ (telles que
la gravité), mais également des forces induites par les contacts avec les autres particules constitu-
tives du milieu granulaire. Des interactions complexes entre particules, comprenant du frottement,
de la cohésion, ou d’autres phénomènes multi-physiques, peuvent ainsi être considérées grâce à
l’utilisation de lois de contact appropriées. Plusieurs auteurs ont porté leur attention sur la des-
cription analytique de ces lois de contact, reliant les forces de contact au déplacement relatif des
particules. Un état de l’art détaillé portant sur ce sujet est proposé sous-section 3.2.1.

Cette méthode se situe donc à la frontière entre la dynamique des solides et la mécanique du
contact [5]. Le principe itératif de la simulation en éléments discrets est illustré figure 1.16. Il est
courant [59] de distinguer deux différentes manières de traiter les interactions entre les particules
en éléments discrets :

— les méthodes Smooth, modélisant les interactions entre particules à l’aide de fonctions ma-
thématiques continues. Ces méthodes, développées par Cundall et Strack [2], permettent de
lisser les forces appliquées aux particules, rendant ainsi les simulations plus stables. Elles
peuvent toutefois introduire des artefacts dans la simulation en raison de ce lissage des in-
teractions de contact ;

— les méthodes non-Smooth, modélisant de manière discrète (et donc discontinue) les interac-
tions entre particules. Ces méthodes non-Smooth fournissent une représentation plus précise
des interactions, mais sont plus lentes et peuvent conduire à des oscillations numériques du
fait de leurs discontinuités. Elles ont principalement été développées par Moreau [60] et
sont souvent utilisées dans les cas où la précision est primordiale, tels que dans la simula-
tion d’impacts.

Dans les applications les plus élémentaires de la DEM, chaque nœud de calcul représente
une particule sphérique rigide. Une interpénétration des particules, contrôlée par des relations
analytiques, est autorisée afin de déterminer les efforts de contact entre les particules du système
(figure 1.17). Cette approche est bien adaptée au cadre des petites déformations dans lequel la
forme des particules individuelles peut être considérée comme restant inchangée. La DEM est ainsi
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Détection
des contacts

Calcul des
forces de contact

Calcul des forces
totales Fi pour

chaque particule

Calcul de
l’accélération ẍi

Calcul des
nouvelles positions

xi et vitesses ẋi

+∆t

Loi de contact

équation 1.18

FIGURE 1.16 – Illustration du principe de la simulation en éléments discrets. Schéma inspiré des
travaux de thèse de Teil [6].

particulièrement idoine pour l’étude d’écoulements granulaires où la déformation des particules
est négligeable [11, 61, 62]. Elle peut également être adaptée à l’étude d’ensembles constitués de
particules à géométrie plus complexe.

FIGURE 1.17 – Illustration du principe de gestion des contacts inter-particules en éléments dis-
crets. Les forces de contact sont calculées à partir de l’interpénétration des éléments discrets δ et
de modèles de contact analytiques.

En dépit du caractère indéformable des éléments discrets, il est toutefois possible de mimer
la déformation des particules par l’intermédiaire de lois de contact adaptées. Plusieurs auteurs ont
ainsi développé des études de la densification des milieux granulaires incluant la déformabilité vi-
scoplastique des particules, le plus souvent basées sur la théorie du contact de Storåkers et al. [57]
décrite sous-section 3.2.1. Parmi eux figurent Redanz et al. [63], Heyliger et McMeeking [64],
Martin et al. [65-69], Sheng et al. [70], Skrinjar et Larsson [71]. Ces études ont permis la pré-
diction numérique des surfaces de charge associées à des poudres métalliques [58, 64, 66] et ont
contribué au développement de nouveaux modèles analytiques [58, 66]. La figure 1.18 présente
une comparaison entre les résultats DEM obtenus par Martin [68] et Heyliger et McMeeking [64]
en comparaison avec des résultats antérieurs issus de modèles analytiques basés sur des champs
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de déplacement affines. 4

(a) (b)

FIGURE 1.18 – Comparaison entre les surfaces de charge obtenues grâce à la DEM par Martin
[66] et Heyliger et McMeeking [64] et grâce aux modèles analytiques de champs moyens et de
Storåkers et al. [58], pour une densité relative de 0.8 et des chargements (a) isotropes et (b) en
matrice. Figure issue des travaux de Martin et al. [68].

1.3.1.2 Limites de la méthode

La DEM rencontre toutefois des difficultés dans le cadre des grandes transformations. Pour
des densités élevées (≥ 0.85), les interactions entre les différents contacts d’une même particule
ne peuvent plus être considérés comme négligeables et les modèles de contact (e.g. Storåkers et
al. [57]) utilisés dans le cadre de la DEM par les auteurs susnommés atteignent leurs limites [66].
La figure 1.19 illustre ces limites de la DEM à haute densité relative, en comparant les prédictions
offertes par la DEM [66] et les modèles analytiques de champs moyens [66] et de Storåkers et
al. [58] aux résultats expérimentaux de James [72] portant sur l’étude de la densification de poudres
de cuivre.

Des études plus récentes, réalisées par Jérier et al. [73], Harthong [35, 74], Persson et Fren-
ning [75] ou encore Gonzalez et Cuitiño [76], ont permis d’atteindre des densités relatives supé-
rieures à 0.9, grâce à l’utilisation d’un paramètre local de densité relative dans la relation force-
déplacement, permettant la prise en compte des effets d’incompressibilité régissant le comporte-
ment des milieux granulaires à haute densité relative.

Bien que ces applications plus avancées de la DEM permettent la prise en compte de phéno-
mènes d’interactions complexes, la DEM reste par essence peu adaptée pour décrire les change-
ments de géométrie des particules. Une discrétisation à une échelle inférieure à celle de la particule
devient nécessaire dans le cadre des grandes transformations afin de permettre la prise en compte
de manière réaliste de la déformation des particules. En particulier, le caractère indéformable des
éléments discrets empêche la prise en compte des changements de géométrie des particules et
altère donc la cinématique des particules à haute densité relative. Les prédictions offertes par la
DEM restent ainsi limitées quant à la modélisation de matériaux granulaires constitués de parti-
cules ductiles dans le cadre des grandes transformations. La FEM est pour cela plus appropriée.

4. Ici, les auteurs ont adopté la convention classique de la MMC, définissant un état de contrainte positif en traction.
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FIGURE 1.19 – Limites des méthodes utilisées par Martin et al. [66] et Storåkers et al. [58]
par rapport aux résultats expérimentaux de James [72] à haute densité relative. Figure issue des
travaux de Martin et al. [66].

1.3.2 Méthode des éléments finis multi-particules

1.3.2.1 Principe de la méthode

Afin de remédier à cette limite de la DEM, une nouvelle méthode de modélisation microméca-
nique appelée méthode des éléments finis multi-particules (MPFEM) a été introduite par Ransing,
Gethin et al. [3, 77]. Cette méthode correspond à un couplage entre la FEM et la DEM. Les parti-
cules individuelles sont discrétisées à l’aide d’un maillage éléments finis de sorte que leurs défor-
mations soient entièrement prises en compte. Des modèles matériaux basés sur la MMC sont pour
cela utilisés afin de modéliser le comportement des particules constitutives du milieu granulaire.
Les interactions de contact entre particules sont quant à elles gérées comme des problèmes aux
limites en éléments finis entre les différents solides maillés. La figure 1.20 illustre la différence de
principe entre la DEM et la MPFEM : les éléments discrets sont indéformables et les contacts sont
gérés à l’aide de lois de contact inter-particules ; tandis que les éléments finis sont déformables et
que la gestion des contacts est effectuée à l’aide de lois de contact locales exprimées en chaque
nœud du maillage éléments finis.

(a) (b)

FIGURE 1.20 – Illustration des méthodes (a) DEM et (b) MPFEM. Schéma issu des travaux de
Harthong [35].
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Cette méthode permet donc une compréhension très fine de la déformation du milieux gra-
nulaire, prenant à la fois en compte le déplacement des particules, leurs déformations, ainsi que
les interactions entre particules. Elle permet d’avoir accès aux champs de contrainte et de défor-
mation locaux au sein du milieux granulaire, et ce jusqu’à de très grandes déformations. Elle est
donc particulièrement adaptée à la modélisation de milieux granulaires constitués de particules
ductiles. Cette méthode étant construite sur la base des éléments finis, elle permet la modélisation
de géométries, matériaux, interactions complexes.

D’autres méthodes numériques permettant une discrétisation à une échelle inférieure à la taille
des particules (et donc une prise en compte de leur déformation) ont également été développées.
Cantor et al. [78], Cardenas-Barrantes et al. [79, 80] et Barés et al. [81] ont pour cela proposé un
couplage entre la dynamique des contacts et la FEM. Nezamabadi et al. [82-85] et Vu et al. [86]
ont quant à eux utilisé la méthode des points matériels en substitut à la FEM pour permettre la
prise en compte de la déformation des particules. Par la suite, seule la MPFEM utilisée dans le
présent projet sera détaillée.

1.3.2.2 Développement et utilisation de la MPFEM

Ransing, Gethin et al. [3, 77] ont introduit la MPFEM, dans le cas de modélisations bidi-
mensionelles (2D), pour l’étude de la compression en matrice fermée d’assemblages cubiques
simples constitués d’au maximum 150 particules circulaires élastoplastiques, dans une enceinte
également maillée en éléments finis (figure 1.21). Une loi de contact basée sur un système de res-
sorts amortis a pour cela été utilisée. En comparant les résultats obtenus (en termes de relation
force-déplacement du poinçon supérieur lors de la compression) à ceux d’une analyse éléments
finis basée sur le modèle continu de Gurson 5 [87], Gethin et al. [3] ont conclu sur les possibilités
prometteuses de la MPFEM en termes de considérations microstructurales et de prédictions méca-
niques jusqu’à hautes densités relatives. Ils ont ensuite appliqué cette méthode à la simulation de
la compression de mixtures de poudres composées de particules ductiles et fragiles [4]. L’étude de
chargements uniaxiaux en matrice rigide et de chargements biaxiaux ont permis l’exploration de
l’impact des paramètres matériaux des particules constitutives du milieu granulaire. Cette étude
a révélé, en accord avec leurs observations expérimentales réalisées sur des poudres de fer, que
la présence de particules ductiles permettait de prévenir le phénomène de fissuration des parti-
cules fragiles. Enfin, Gethin et al. [88] ont appliqué cette méthode au cas d’assemblages aléatoires
constitués de particules de formes irrégulières. Leur algorithme de détection des contacts a alors
été amélioré, en adaptant notamment au cadre de la MPFEM la détection évoluée des voisinages,
déjà utilisée dans les simulations DEM 6. Une analyse des déformations à l’échelle particulaire a
été effectuée et une méthode d’homogénéisation, basée sur la théorie des champs moyens, a été
introduite afin de déterminer les champs de contrainte et de densité au sein du système modélisé.

Le logiciel d’éléments finis commercial Abaqus a ensuite été utilisé par Procopio et Zava-
liangos [89] pour la modélisation multi-particules 2D d’assemblages de 800 particules circulaires
mono-disperses, comprimées à l’aide de plans rigides. Différents chemins de chargement mul-
tiaxiaux ont été investigués pour l’étude numérique de l’évolution des surfaces de charge (iso-
densités) au cours de la compression du milieu granulaire, ce pour différents niveaux de frictions
inter-particulaires (figure 1.22). Procopio et Zavaliangos ont, entre autres, observé une réponse
mécanique associée au milieu granulaire moins rigide que celle prédite par les modélisations en
éléments discrets de Redanz et Fleck [63]. Ces observations illustrent la limite de la DEM dans la
gestion non-affine des contacts. En plus de permettre l’atteinte de densités relatives plus élevées,

5. Modèle matériau, basé sur la MMC, particulièrement adapté aux matériaux poreux ductiles.
6. Cette méthode consiste à réduire le nombre de particules pouvant potentiellement être en contact. Elle considère

que deux particules peuvent potentiellement entrer en contact à une itération t donnée que si ces deux particules étaient,
à l’itération t −dt, séparées d’une distance inférieure à une certaine distance critique. Cette méthode permet de réduire
drastiquement le temps de calcul nécessaire aux calculs des forces de contact.
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FIGURE 1.21 – Compression d’un assemblage cubique simple de 16 particules maillées. Simula-
tion réalisée par Gethin et al. [3].

Procopio et Zavaliangos ont donc montré que la MPFEM permet de fournir suffisamment de de-
grés de liberté au modèle numérique pour permettre la gestion des interactions entre les contacts
d’une même particule. Leurs observations microstucturales ont montré que cette méthode per-
met de capturer des mécanismes de déformation à faible densité relative, lors de la formation de
chaînes de contrainte, tels que le décalage des zones d’application de certains contacts, impactant
le comportement du milieu granulaire une fois densifié.

(a) (b)

FIGURE 1.22 – Évolution des surfaces de charge avec la densité, pour un coefficient de frottement
de Coulomb (a) nul et (b) égal à 0.1 [89].

Les avancées technologiques en termes de puissance de calcul ont ensuite permis le développe-
ment et l’utilisation de la MPFEM dans le cadre d’assemblages tridimensionnels (3D). Chen et al.
[90] ont validé le principe de la MPFEM en 3D à l’échelle particulaire, à l’aide d’expériences réa-
lisées sur des billes de plomb. Ils ont pour cela tout d’abord caractérisé mécaniquement le plomb
utilisé afin d’introduire une loi de comportement calibrée expérimentalement dans le logiciel élé-
ments finis Abaqus. Une particule isolée ainsi qu’un assemblage cubique centré ont ensuite été
comprimé expérimentalement et numériquement (jusqu’à une densité relative de 0.97). La com-
paraison entre les résultats expérimentaux et les prédictions numériques présentée figure 1.23 a
révélé une excellente correspondance en termes de forces appliquées et de microstructures. Cette
étude a également soulevé l’importance de la modélisation des interactions de contact et l’impact
du frottement sur les prédictions MPFEM. Chen [91] a ensuite effectué cette même comparaison
numérique/expérimentale sur un assemblage polydisperse constitué de 150 particules, en veillant
à la similarité géométrique des échantillons expérimentaux et numériques initiaux.
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FIGURE 1.23 – Compression expérimentale et numérique d’un assemblage cubique centré de 8
particules de plomb. Simulation réalisée par Chen et al. [90].

Frenning [92] a ensuite contribué au développement de la modélisation en éléments finis multi-
particules d’assemblages 3D; en proposant, entre autres, un schéma de résolution explicite de type
prédicteur/correcteur, un algorithme de détection des contacts à deux étapes de type maître/esclave
intervertis ; ainsi qu’une parallélisation directe des calculs. Ces différentes techniques numériques
ont permis l’analyse numérique d’assemblages 3D allant jusqu’à 1000 particules hyperélastiques.
Frenning a également suggéré l’importance de la technique numérique de mise à l’échelle de la
masse (Mass scaling) 7, notamment pour la modélisation de particules plus rigides. Il a ensuite
[93] utilisé son modèle numérique dans l’optique de relier les propriétés micromécaniques des
particules aux comportements mésoscopiques de l’assemblage de 1000 particules modélisé, décrit
à l’aide de l’équation de Kawakita permettant de relier la déformation du milieu granulaire à la
pression appliquée dans le cadre de la compression de poudres.

Différents auteurs ont par la suite contribué au développement de la MPFEM, ainsi qu’à l’étude
de milieux granulaires à l’aide de cette technique numérique. Lee et al. [94] l’ont utilisée pour
l’étude de l’impact de la taille des particules et de la vitesse de compression sur la densification de
poudres d’aluminium. Zhang [95] a, quant à lui, étudié la compression en matrice d’assemblages
2D de mélanges de particules ductiles et rigides. Il a, entre autres, montré que la contrainte de
compression augmente avec le frottement inter-particules et avec la fraction volumique de par-
ticules rigides, ce qu’il explique par le fait que le frottement ainsi que la présence de particules
rigides entravent le réagencement particulaire en début de compression, venant ainsi rigidifier le
système granulaire.

Harthong et al. [96] ont proposé une étude traitant de la relation entre les propriétés méso-
scopiques de l’assemblage modélisé et les évolutions microstructurales, ce pour des échantillons
numériques de petites tailles (15 particules élasto-plastiques). Ils ont pour cela comparé l’évo-
lution de la microstructure à l’évolution des surfaces de charge présentées figure 1.24, obtenues
pour des chargements jusqu’à de hautes densités relatives. Ils ont mis en évidence l’existence de
mécanismes d’écrouissage isotrope (augmentation de la taille des surfaces de charge avec la den-
sité) et rotatif (rotation des surfaces de charge). L’asymétrie de la forme des surfaces de charge a
pu être reliée à l’anisotropie structurelle du milieu granulaire modélisé. Par ailleurs, l’écrouissage
rotationnel a été relié à une réorganisation des particules et de l’orientation des contacts au sein

7. Cette technique correspondant à une augmentation artificielle de la masse des particules dans la simulation nu-
mérique, ayant pour objectif d’augmenter le pas de temps critique de la simulation et donc de réduire la durée de la
simulation. La forte non-linéarité induite par les conditions de contact complexes dans le cas de la modélisation aux
éléments finis multi-particules impose en effet un schéma de résolution numérique explicite. Ce schéma de résolution
est instable au delà d’un certain pas de temps critique augmentant avec la masse du système. Dans le cas de simulations
quasi-statiques pour lesquelles le comportement des matériaux constitutifs est indépendant de la vitesse, une augmen-
tation de la masse du système ne changera pas sa réponse et permettra une réduction significative du temps de calcul.
Il reste toutefois nécessaire de s’assurer que les changements de masse n’induisent que des augmentations des forces
d’inertie suffisamment faibles pour rester dans l’hypothèse quasi-statique.
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de l’assemblage lors des changements de direction de chargement. Il a également été observé que
l’importance relative de l’écrouissage isotrope et rotationnel dépendait de la densité relative du
milieu granulaire, et donc de la capacité des grains à se réagencer.

(a) (b)

FIGURE 1.24 – Évolution des surfaces de charge avec la densité pour un chargement (a) monotone
isotrope et (b) en matrice. [96].

De manière assez similaire, Schmidt et al. [97-99] ont également étudié la compression de
poudres élastoplastiques en cherchant à prédire les surfaces de charge à l’aide d’une méthode
d’homogénéisation numérique basée sur la théorie de l’homogénéisation [100, 101] en combinai-
son avec la méthode des éléments finis [99]. Ils ont, entre autres, constaté [97] un écart entre les
surfaces de charge prédites à l’aide de la MPFEM et celles des modèles en éléments discrets et
continus couramment utilisés dans le domaine de la compression de poudres (figure 1.25). Schmidt

FIGURE 1.25 – Comparaison entre les surfaces de charge obtenues par Schmidt [98] à l’aide de
la MPFEM et de la DEM, pour des chargements isotropes et en matrice.

et al. [98] ont également mis en évidence le développement d’une anisotropie induite pas le char-
gement. Dans leurs études, Schmidt et al. ont introduit des conditions aux limites périodiques
(CLP) adaptées à la MPFEM dans l’optique de réduire les effets de bords et la taille requise au
volume élémentaire représentatif (VER) pour obtenir des résultats homogénéisés représentatifs du
milieu granulaire. Comme expliqué en détail section 2.5, ces conditions aux limites permettent de
réduire drastiquement la taille des échantillons modélisés. Elles nécessitent toutefois l’utilisation
d’un grand nombre d’équations de couplage venant augmenter le coût numérique. C’est sous ces
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observations que Loidolt et al. [102, 103] ont récemment proposé des conditions aux limites pé-
riodiques approximatives, également décrites section 2.5, permettant de réduire le nombre d’équa-
tions de couplage et par là même le coût des simulations. Ils ont également introduit une loi de
contact adhésif, à l’aide d’une contrainte de cohésion attractive dépendant linéairement de la dis-
tance entre les surfaces en contact. La prise en compte de l’adhésion leur a permis l’investigation
des surfaces de charge pour des chemins de chargement fortement déviatoires (figure 1.26).

FIGURE 1.26 – Surfaces de charge obtenues par Loidolt et al. [102] en fonction de la densité
pour un chargement monotone isotrope et une contrainte d’adhésion constante.

Gustafsson et al. [104] ont utilisé cette méthode pour prédire la fracturation possible d’as-
semblages constitués de particules en minerai de fer de tailles, formes et propriétés matériaux
statistiquement distribuées. Güner et al. se sont eux intéressés à la modélisation de poudres de
cuivre, en étudiant l’impact du coefficient de frottement [105], ainsi que l’impact de la tempéra-
ture et de la vitesse de déformation [106], sur les prédictions MPFEM en termes de distribution de
contrainte et de profil de déformation. Abdelmoula et al. [36] se sont ensuite intéressés à l’écoule-
ment plastique et à l’étude de l’unicité de la direction d’écoulement plastique pour des matériaux
granulaires constitués de particules ductiles. Ils ont montré l’unicité de la direction d’écoulement
loin du point de chargement et la perte d’unicité proche de ce point. Plus récemment, Schmidt et
al. [107] se sont également intéressés à l’écoulement plastique en utilisant leur modèle basé sur
des conditions aux limites entièrement périodiques.

Teil [6] a quand a lui cherché à introduire au sein d’un modèle éléments finis des topologies
réalistes de particules, obtenues à l’aide de microtomographies à rayon X (RX). Des essais de
compression triaxiale in situ ont été effectués dans l’optique d’obtenir l’évolution microstructu-
rale du milieu granulaire au cours de la compression. Les particules ont ensuite été identifiées
individuellement par analyse d’image 3D, maillées, puis introduite dans le modèle MPFEM tel
que présenté figure 1.27. Le déplacement calculé par la corrélation de volumes au niveau des par-
ticules périphériques de l’échantillon en compression in situ a été imposé à ces même particules
modélisées en éléments finis pour l’application des conditions aux limites. Une technique d’ho-
mogénéisation du champ de contrainte et de déformation a ensuite été développée par Teil afin
de déterminer les propriétés mésoscopiques associées au milieu granulaire. Cette méthode, qui se
base sur une minimisation en moindres carrés pour le calcul des déformations et sur la formule
de Love-Weber [108, 109] pour le calcul des contraintes, est utilisée dans cette thèse et décrite en
détail section 2.3.

L’équipe de recherche de l’université du Nord-Est de Shenyang a utilisé la MPFEM pour
l’étude de différents types de poudres : Huang et al. [110] ont étudié à l’aide de simulations 2D la
compression de poudres composites binaires Al/SiC, ce pour différents rapports granulométriques
et différentes compositions. Zou et al. [111] ont étudié en 3D la compression isostatique à chaud
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FIGURE 1.27 – Assemblage initial de 253 particules obtenu par microtomographies RX, incorpo-
rées par analyse d’image 3D au code éléments finis. Simulation réalisée par Teil [6].

en matrice de poudres de tungstène, en s’intéressant, entre autres, aux effets de la pression, de la
température et du rapport granulométrique sur la densification. Wang et al. [112] se sont intéressés
à ce même procédé pour l’étude de poudres composites TiC−316L. Ils ont montré que le proces-
sus de compression à chaud permettait de réduire la pression de compression, mais également la
concentration de contrainte au sein des assemblages compactés. Li et al. [113] se sont eux penchés
sur la compression isostatique à chaud de poudres de Ti6Al4V à l’aide d’études 2D.

Demirtas et Klinzing [114] se sont enfin intéressés à la compression de particules creuses,
couramment rencontrées dans l’industrie pharmaceutique. Ils ont pour cela proposé une étude
MPFEM 3D modélisant des particules creuses, et ont étudié numériquement et expérimentale-
ment l’impact de l’épaisseur des parois des particules. Ils ont, entre autres, conclu sur l’impact de
l’épaisseur des parois sur le comportement en compression des poudres étudiées.

Des développements analogues à ceux de la MPFEM ont été réalisés dans le cadre de la mo-
délisation numérique de matériaux composites à renforts fibreux tissés, parmi eux Gatouillat et
al. [115], Nguyen et al. [116], Charmetant et al. [117]. Ces études se basent sur une méthodolo-
gie similaire à celle utilisée dans cette thèse, en s’intéressant à la compression d’un milieu divisé
discrétisé.

1.3.2.3 Limites de la méthode

L’inconvénient principal de la MPFEM étant la puissance de calcul requise, son application
reste aujourd’hui limitée au cadre académique pour la simulation de petits échantillons (jusqu’à
des échantillons 3D constitués d’un millier de particules). Les avancées technologiques récentes
en matière de puissance de calcul et de mémoire numérique et ces nombreux avantages sur les
approches classiques vouent la MPFEM à être de plus en plus utilisée dans le futur pour l’analyse
de la compression de milieux granulaires.

Comme illustré plus haut, la MPFEM nécessite l’utilisation de géométries, lois de comporte-
ment, lois de contact, conditions aux limites très précises pour garantir la validité des prédictions
numériques. Bien loin d’être une limite de la méthode, cette complexité peut toutefois entraîner
des difficultés dans la modélisation de milieux granulaires.
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1.4 Problèmes liés à la rupture dans les milieux granulaires confinés

Les différents auteurs cités sous-section 1.3.2 (à l’exception de Loidolt et al. [102, 103]) ont
développé la MPFEM en utilisant des lois de contact non-adhésif associées à des lois de frottement
de type Coulomb. Cependant, en pratique, la cohésion des pièces obtenues par compression de
poudre est une caractéristique essentielle, directement liée au développement de l’adhésion aux
contacts entre les particules. La prise en compte de ces forces d’adhésion devient primordiale pour
la prédiction numérique de phénomènes de rupture liés à des chargements fortement déviatoires.

Comme il sera détaillé section 3.2, un grand nombre d’auteurs [57, 58, 118-128] a cherché à
introduire des modèles de contact adhésif dans des simulations DEM. Ces modèles, souvent basés
sur des énergies de surface, permettent de relier la force normale de contact entre deux éléments
discrets à la distance les séparant. Le problème devient différent dans le cadre des éléments finis,
nécessitant une description locale (en chaque nœud) du contact.

Des lois de contact adhésif ont donc été introduites dans les modèles éléments finis par Olsson
et Larsson [128] et plus récemment dans les simulations MPFEM par Loidolt et al. [102]. Ces
lois permettent le calcul des vecteurs contraintes exprimés en chaque nœud de surface du maillage
éléments finis : en utilisant une description multi-linéaire du problème de contact, la composante
normale de chaque vecteur contrainte est reliée à la distance de séparation numérique entre les
surfaces en contact et à un paramètre correspondant à une contrainte d’adhésion. Plus de détails à
ce sujet seront donnés au chapitre 3.

Loidolt et al. [102] ont utilisé cette loi de contact sur des assemblages de particules pour
la prédiction des surfaces de rupture sous chargement fortement déviatoire. Ils ont, entre autres,
réalisé une étude portant sur l’influence des différents paramètres de leur modèle de contact et ont
proposé un modèle analytique permettant la prédiction des surfaces de charge spécifiques à ce type
de matériau (figure 1.26). Le développement d’un nouveau modèle de contact adhésif, différent de
celui proposé par Olsson et Larsson [128] et utilisé dans le cadre de la MPFEM par Loidolt et al.
[102], est proposé dans cette thèse (chapitre 3) pour des raisons qui transparaîtront plus tard. Ce
modèle servira de base pour l’étude de la plasticité et de l’endommagement des milieux granulaires
constitués de particules ductiles (chapitre 4). Avant cela, dans l’optique d’obtenir des résultats
mésoscopiques représentatifs du milieu granulaire, et ce pour un nombre de particules restant
limité, un intérêt tout particulier devra être apporté à l’application des conditions aux limites et à
leur impact. Le chapitre 2 est consacré à cette problématique.
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2
Influence des conditions aux limites sur la

modélisation MPFEM

Ce chapitre présente une étude de l’impact des conditions aux limites
sur la modélisation en éléments finis multi-particules, en termes de
temps de calcul et de taille d’échantillons numériques requise pour
obtenir des résultats stabilisés. Ces résultats ont fait l’objet d’une
publication dans la revue Powder Technology [129].
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Chapitre 2. Influence des conditions aux limites sur la modélisation MPFEM

2.1 Introduction

Dans le cadre de la modélisation numérique discrète, et de ce que Schmidt [99] désigne comme
"homogénéisation numérique" 1, se pose la question sous-jacente de l’application des CL à la fron-
tière de l’échantillon numérique. Les premiers développements de la MPFEM ont utilisé des plans
rigides, en contact avec les particules périphériques aux bords de l’échantillon, pour l’application
des CL. Cette technique introduit des effets de bord significatifs, limitant le réagencement possible
des particules. Procopio et Zavaliangos [89], ainsi qu’Abdelmoula et al. [36] ont étudié l’impact
du nombre de particules sur la convergence des surfaces de charge avec ce type de CL. Ils ont
notamment montré que la limite d’élasticité diminuait avec le nombre de particules. La grande
puissance de calcul requise par la MPFEM et les moyens limités de l’époque ont empêché les
auteurs de ces études d’exécuter des simulations avec suffisamment de particules pour atteindre la
convergence de leurs résultats.

Afin de pallier ces effets de bords importants, et dans l’optique d’obtenir des résultats stabi-
lisés à l’aide d’échantillons numériques de taille inférieure, Schmidt et al. [97, 98] ont introduit
des conditions aux limites périodiques (CLP) adaptées à la MPFEM, décrites en détail dans la
sous-section 2.5.3. Plus tard, Loidolt et al. [102, 103] ont proposé une approche simplifiée d’im-
plémentation de CLP approximatives (sous-section 2.5.4), conduisant à une amélioration de l’effi-
cacité des simulations. En utilisant ces deux approches, Loidolt et al. [102] et Schmidt et al. [107]
ont conclu que des échantillons numériques 3D, constitués respectivement de 50 et 70 particules,
étaient suffisants pour obtenir des résultats stabilisés. Cette taille d’échantillon numérique est si-
gnificativement plus faible que celle obtenue dans le cas de simulations en éléments discrets. Ceci
s’explique en remarquant que, dans le cadre de la DEM, tout mouvement implique une taille ca-
ractéristique supérieure à la taille des particules (les particules étant rigides – ou quasi-rigides, le
seul mode de déformation autorisé est le réagencement). A contrario, dans le cadre de la MPFEM,
l’assemblage peut s’adapter aux déformations à des échelles de longueur bien inférieures à la taille
des particules, par déformation des particules.

La question de l’impact des CL dans le cadre de l’homogénéisation numérique de matériaux
hétérogènes est déjà largement débattue depuis un certain temps, comme rappelé par exemple
dans les introductions des travaux de Schneider et al. [130] ou encore de Loidolt et al. [102]. Au
même titre que la DEM, les problèmes MPFEM ont la particularité d’inclure des phénomènes de
réagencement. Cependant, les mécanismes sous-jacents associés à la MPFEM diffèrent considé-
rablement de ceux rencontrés en éléments discrets, en particulier en termes d’échelles de longueur
caractéristiques. Le problème des CL appliquées dans le cadre de la MPFEM est techniquement
plus difficile à résoudre, car il nécessite à la fois la prise en compte du déplacement et de la dé-
formation des particules. Les études précédentes citées ci-dessus ont proposé différentes solutions
correspondant à différents degrés de précision et de complexité. Cependant, aucune comparaison
n’a jamais été faite entre ces techniques, et la compréhension de l’influence des CL dans un tel
problème d’homogénéisation numérique reste aujourd’hui limitée. Par ailleurs, la question des
échelles de longueur entrant en jeu dans les problèmes MPFEM est actuellement largement ou-
verte. La présente étude propose d’aborder ces trois points.

Dans ce présent chapitre, différents types de CL adaptés à la MPFEM sont étudiés sur un même
échantillon numérique, afin d’étudier leur influence sur la contrainte et la déformation moyennes
associées au continuum de Cauchy équivalent, ainsi que sur le coût numérique engendré par les
simulations. Comme expliqué dans la sous-section 2.2.1, l’échantillon numérique est généré de
manière à être périodiquement stable, ceci afin de permettre l’application des CLP. Les CL his-
toriques utilisant des plans rigides évoquées ci-dessus ne sont par conséquent pas incluses dans
l’étude, l’échantillon n’étant pas initialement stable vis-à-vis de ce type de CL.

1. Calcul du tenseur des contraintes et des déformations mésoscopiques moyens, associés au milieu continu de
Cauchy équivalent à l’échantillon numérique, constitué d’une microstructure discrète.
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2.1. Introduction

Le calcul des contraintes, et plus particulièrement des déformations mésoscopiques homogé-
néisées, est ici effectué d’une manière différente à celui des études antérieures susnommées. Dans
le cas présent, et comme détaillé section 2.3, la déformation est calculée à l’aide d’un ajustement
en moindres carrés du déplacement réel des particules modélisées ; les études précédentes calcu-
lant quant à elles la déformation à partir des déplacements imposés. Cette méthodologie a révélé
une différence entre les déplacements souhaités (imposés) et les déplacements réels (simulés) des
particules, ce qui a permis de comparer l’impact des différents types de CL sur la contrainte et la
déformation moyennes sous une lumière différente de celle utilisée dans les études antérieures.
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2.2 Protocole de la simulation numérique

2.2.1 Génération d’un milieu granulaire idéalisé

Un volume élémentaire périodique (VEP) constitué de N particules α initialement sphériques,
tel que représenté figure 2.1, est utilisé comme échantillon de référence. Il convient de noter que
ce VEP est ici utilisé à des fins de comparaison entre différents types de CL, et n’est pas destiné à
être représentatif d’un quelconque matériau réel.

(a) (b)

FIGURE 2.1 – Volume élémentaire périodique constitué de 50 particules initialement sphériques
dans (a) la configuration de référence et (b) la configuration déformée, suite à un chargement
isotrope. Les particules périphériques utilisées pour l’application des CL (comme expliqué ci-
dessous) ne sont pas représentées.

Le VEP est généré à l’aide du logiciel d’éléments discrets Yade [131] dans l’optique d’obte-
nir une topologie périodique stable. Le principe de la génération de l’échantillon est le suivant :
N particules α suivant une distribution de taille donnée (dans le cas présent, un rapport de taille
proche de 2) sont tout d’abord générées au sein d’une cellule cubique. Une simulation en éléments
discrets dans laquelle les dimensions de la cellule sont progressivement réduites est ensuite exécu-
tée. La périodicité topologique de l’échantillon est assurée par le fait que la recherche de contact,
lors de la simulation DEM, prend en compte la périodicité. En d’autres termes, soit (dx,dy,dz) les
dimensions de la cellule parallélépipèdique et (xα ,yα ,zα) les coordonnées de la particule α . La re-
cherche de contact et le calcul des forces de contact sont effectués en considérant que la particule α

est également localisée en (xα +dx,yα ,zα), (xα ,yα +dy,zα) et (xα ,yα ,zα +dz). Réduire la taille
de la cellule équivaut à diminuer les valeurs de dx, dy et dz. Cette réduction est alors poursuivie
jusqu’à ce que l’échantillon se stabilise à un état de contrainte donné. La stabilité de l’échantillon
est atteinte lorsque la "unbalanced force", correspondant au rapport de la somme des forces sur
la moyenne de la norme des forces appliquées aux éléments discrets, devient inférieure à un seuil
donné. Il convient de noter que, en raison de la procédure de génération utilisée, les dimensions
dx, dy et dz ne sont pas parfaitement égales. Aucun frottement n’est considéré entre les particules
durant cette phase de génération. Ceci amène à une densité en fin de procédure de génération
proche de 0,55, quel que soit le nombre de particules utilisé. Par la suite, les notations (dx,dy,dz)
seront utilisées pour définir la taille de cellule en fin de procédure DEM décrite ci-dessus. Ces
dimensions correspondront donc à la taille de la cellule initiale relative à la simulation MPFEM.

Les particules ainsi générées sont ensuite introduites dans l’assemblage du prologiciel d’élé-
ments finis commercial Abaqus [45]. Le rayon rα de chaque particule est préalablement légère-
ment réduit, afin de minimiser les interpénétrations lors de la création de l’assemblage éléments
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2.2. Protocole de la simulation numérique

finis. Pour chaque particule α de coordonnées xα , yα et zα située suffisamment proche de la limite
extérieure du VEP, une particule associée α̃ (qui sera par la suite appelée particule "dupliquée")
est dupliquée sur la face opposée du VEP, puis ajoutée à l’assemblage éléments finis afin de per-
mettre l’application des CL. Les particules peuvent être dupliquées suivant les trois directions de
l’espace. Par exemple, si une particule α est dupliquée suivant la direction x, les coordonnées de
la particule α̃ seront alors soit xα̃ = xα + dx, yα̃ = yα et zα̃ = zα , soit xα̃ = xα − dx, yα̃ = yα et
zα̃ = zα , en fonction de la position initiale de la particule α . Dans le cas où la particule α est
dupliquée suivant la direction y ou z, une procédure similaire est appliquée. Plus précisément, et
comme représenté sur la figure 2.2, une particule α est dupliquée selon la direction x lorsque la po-
sition de son centre est située à une distance inférieure à une distance seuil dbc du plan d’équation
x = xmax ou x = xmin, xmax et xmin correspondant aux coordonnées suivant l’axe x du centre de la
particule la plus excentrée (dans la direction +x ou −x respectivement, comme illustré figure 2.2).
En pratique, ces plans se sont montrés plus appropriés que les bordures de la cellule périodique
pour maintenir le nombre de particules dupliquées aussi faible que possible. Des particules sup-
plémentaires sont également dupliquées dans les coins du VEP, en appliquant le même critère aux
particules déjà dupliquées α̃ 2.

dbc

xmin xmax

ymin

ymax

x

y

FIGURE 2.2 – Représentation schématique d’un assemblage constitué d’un VEP de 9 particules
(en sombre) et de 10 particules dupliquées (en clair).

2.2.2 Modèle numérique

Les simulations numériques sont alors effectuées sur l’échantillon numérique, constitué du
VEP et des particules dupliquées. Dans la présente étude, des VEP constitués de 50, 150, 350 et
1000 particules (figure 2.3) sont utilisés.

2. Les particules sont tout d’abord dupliquées suivant la direction x, puis selon la direction y en appliquant le critère
à toutes les particules (y compris celle déjà dupliquées suivant la direction x), et ainsi de suite – cf. figure 2.2.
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FIGURE 2.3 – VEP initiaux constitués de 50, 150, 350 et 1000 particules.

2.2.2.1 Loi de comportement des particules

Le comportement constitutif des particules de l’assemblage éléments finis est modélisé à l’aide
d’une loi de comportement élasto-plastique. Cette loi intègre de l’élasticité linéaire isotrope et de
la plasticité de Mises écrouissable en loi de puissance isotrope :

σy = σ0 +KEpl
n (2.1)

où σy correspond à la limite d’élasticité courante du matériau, σ0 à la limite d’élasticité initiale et
Epl =

∫ t
0 Dpldt à la déformation plastique équivalente, définie à partir de Dpl , le second invariant

principal associé à la partie déviatoire du tenseur des vitesses de déformation plastique. Le module
de Young est défini par E, le coefficient de Poisson par ν , et les paramètres d’écrouissage par K
et n. Les valeurs des paramètres utilisés sont récapitulées dans le tableau 2.1. Elles correspondent
à un alliage de plomb, ignorant la dépendance à la vitesse de déformation, de manière similaire à
l’étude proposée par Chen et al. [90].

Paramètre E ν K n σ0

Unité MPa - MPa - MPa

Valeur 10 000 0,435 15,5 0,35 5,0

TABLEAU 2.1 – Valeurs des paramètres matériaux utilisés dans la simulation MPFEM.
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2.2.2.2 Paramètres de la simulation

Une loi de frottement simple de type Coulomb et de coefficient de frottement µ = 0,1 est
implémentée comme loi de contact entre les particules du modèle. Bien qu’un problème quasi-
statique soit étudié, le solveur Abaqus/Explicit basé sur l’algorithme d’Euler est ici utilisé afin de
permettre la gestion du grand nombre de contacts entrant en jeu dans la simulation éléments finis.
Une mise à l’échelle de la masse (Mass Scaling) semi-automatique est appliquée à l’ensemble du
modèle afin d’augmenter le pas de temps critique de la simulation explicite.

Les particules du modèle sont maillées à l’aide d’éléments hexaédriques linéaires de type
C3D8R (figure 2.1) avec 562 nœuds par particule. D’après les études MPFEM antérieures de la
littérature (en particulier [1, 36, 91, 102, 107]), un tel maillage est suffisamment précis dans le cas
présent pour deux raisons : (i) les imprécisions sur le calcul des forces de contact induites par la
discrétisation se compensant grâce au grand nombre de contacts modélisés et (ii) les surfaces de
contact sont suffisamment grandes pour être discrétisées à l’aide d’un nombre relativement faible
d’éléments.
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2.3 Calcul des grandeurs mésoscopiques

2.3.1 Détermination du tenseur des déformations de Hencky mésoscopique d’un
milieu granulaire par un ajustement aux moindres carrés

La déformation mésoscopique associée au VEP est calculée, dans le cadre des grandes dé-
formations, par la méthode des moindres carrés appliquée aux vecteurs déplacement des centres
de masse des N particules le constituant. Cette méthode, développée par Teil [6], est décrite plus
en détail annexe C. Elle permet l’obtention du tenseur gradient des déplacements H, défini par
l’équation 2.2, avec u le vecteur déplacement associé aux points matériels du milieu, x le vec-
teur position dans la configuration de référence et u0 = (u0

1 u0
2 u0

3) le vecteur déplacement moyen
associé au mouvement de translation de corps rigide.

u = H ·x+u0 (2.2)

Le tenseur des déformations de Hencky h est alors directement obtenu (équation 2.3) 3 grâce
au calcul du tenseur gradient de la transformation F , défini à partir du tenseur gradient des dépla-
cements introduit précédemment par la relation F = H + I, où I correspond au tenseur identité.
Comme détaillé plus loin (sous-section 2.4.2), le tenseur de Hencky (gauche) à été choisi pour
caractériser la déformation, car sa décomposition en partie sphérique/déviatoire décrit de manière
objective, dans le cadre des grandes déformations, la dilatation sphérique et la distorsion [132,
133].

h =
1
2

ln
(
F ·FT ) (2.3)

L’utilisation d’une telle méthode a l’avantage de définir la déformation mésoscopique sur n’im-
porte quel sous-ensemble de l’échantillon numérique. Dans le cas présent, la déformation méso-
scopique est calculée sur les particules du VEP uniquement, en excluant les particules dupliquées
du calcul de la déformation. À l’exception des CL de type GDH décrites sous-section 2.5.1, le
déplacement des particules du VEP n’est pas directement imposé. Les particules modélisées sont
donc libres de se réagencer et de se déformer. Pour ces deux raisons, la déformation mésoscopique
obtenue à partir de la procédure d’ajustement ne correspond pas exactement au tenseur cible F0

utilisé lors de la définition des déplacements imposés aux particules dupliquées.

2.3.2 Détermination de la densité d’un milieu granulaire

La densité ρ du milieu granulaire est alors déterminée par le ratio du volume occupé par les
particules Vp sur le volume associé au VEP, noté VV EP (équation 2.4).

ρ =
Vp

VV EP
(2.4)

Le volume du VEP dans la configuration déformée VV EP =V 0
V EP ×detF est calculé grâce à la

connaissance du volume initial V 0
V EP = dxdydz associé au VEP et du tenseur gradient de la trans-

formation F . En négligeant les variations de volume des particules causées par la compressibilité
élastique, le volume occupé par les particules Vp est quant à lui déterminé grâce à la connaissance
du volume initial des particules :

Vp =
4
3

π

N

∑
α=0

rα 3 (2.5)

3. La notion de logarithme est ici généralisée aux tenseurs d’ordre 2. Soit un tenseur A diagonalisable (comme c’est
le cas de F ·FT ). Son logarithme est calculé par la relation ln

(
A
)
= P ·L ·P−1, avec P la matrice de passage de la base

associée à A à la base principale, et L la matrice diagonale composée des logarithmes des valeurs principales de A.
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avec rα le rayon initial de la particule α .

2.3.3 Détermination du tenseur des contraintes mésoscopique d’un milieu granu-
laire en fonction des efforts de contact

Le tenseur des contraintes mésoscopique du milieu granulaire σ est quant à lui défini comme
une moyenne volumique des contraintes au sein du VEP. Il est calculé au moyen de l’équation de
Love-Weber [108, 109] :

σi j =
1

VV EP

n

∑
k=1

f k
i lk

j (2.6)

où n correspond au nombre de contacts entre deux particules α et β , f k au vecteur force du contact
k associé à l’action de la particule β sur la particule α et lk à un vecteur inter-granulaire (appelé
vecteur branche) connectant un point de la particule α à un point de la particule β . En supposant
l’équilibre statique, les points associés à chaque particule peuvent être choisis arbitrairement, mais
doivent toutefois être définis de manière unique pour la gestion de l’ensemble des contacts. Par
simplicité, le vecteur branche est pris égal au vecteur connectant les centres de masse des particules
en contact. La convention de signe de la mécanique des sols, pour laquelle une contrainte de
compression est prise positive, est ici utilisée. Dans le cas présent, les particules dupliquées 4 ont
été explicitement incluses dans le modèle numérique. Ceci soulève la question de savoir quels
contacts ont contribué à la contrainte moyenne du VEP et doivent donc être inclus dans la somme
de l’équation 2.6. L’annexe C apporte quelques précisions à se sujet.

Une fois ces précautions prises, le calcul des contraintes mésoscopiques utilisant l’équation 2.6
a l’avantage, dans le contexte présent, de définir un tenseur de contrainte mésoscopique associé
à un VEP donné, sans pour autant avoir besoin de définir des surfaces limites au VEP. Aucune
restriction quant à la forme du VEP ne sera à considérer et des particules additionnelles pourront
être dupliquées (pour l’application des CL) sans qu’il ne soit nécessaire de définir de volume
associé. Seul le volume VV EP est nécessaire et peut être calculé à partir de la connaissance des
dimensions initiales de la cellule périodique et du déterminant de F . Les vecteurs branches sont
déterminés à l’aide des coordonnées de centres de masses des particules, obtenues grâce à la
variable de sortie COORDCOM du logiciel Abaqus, tandis que la variable CFT du logiciel Abaqus
est utilisée pour le calcul des vecteurs forces 5.

4. Ne faisant pas partie du VEP.
5. L’export de la force de contact entre deux surfaces n’étant pas directement réalisable dans Abaqus CAE, il est

effectué par une écriture direct dans le fichier d’entrée généré par Abaqus.
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2.4 Méthode de comparaison entre les différents types de conditions
aux limites

2.4.1 Principe de comparaison

Les différents types de CL, présentés section 2.5, sont étudiés à partir d’un même VEP consti-
tué de 50 particules 6. Le même maillage est utilisé lors des différentes études. Des particules du-
pliquées sont ensuite générées, comme expliqué sous-section 2.2.1, pour permettre l’application
des CL. L’influence du paramètre dbc est tout d’abord étudié, afin d’estimer le nombre de parti-
cules dupliquées devant être ajouté au modèle. Cette étude permet de déterminer, pour chaque type
de CL, la plus petite valeur de dbc permettant l’obtention de résultats mésoscopiques stabilisés (où
la contrainte et la déformation mésoscopiques ne dépendent plus du paramètre dbc). Cette valeur
du paramètre dbc offre une estimation de l’importance des effets de bord et de l’imperfection des
CL appliquées.

Dans un second temps, les prédictions des résultats stabilisés associés aux différents types
de CL sont comparées entre elles, en termes de contrainte et de déformation mésoscopiques. Un
accent est également mis sur le nombre de degrés de liberté associés aux différents modèles, ainsi
que sur la durée des simulations. Pour une meilleure comparaison (notamment afin de s’affranchir
de certains problèmes liés à la parallélisation de la résolution des équations de couplage), toutes
les simulations présentées dans ce chapitre ne sont exécutées que sur un seul processeur (CPU).

La contrainte et la déformation mésoscopiques sont calculées comme expliqué section 2.3. Ces
grandeurs ne sont associées qu’aux particules appartenant au VEP, identiques dans toute l’étude
(seule les particules dupliquées pouvant différer entre les différents types de CL). Deux chemins de
chargement mécanique sont imposés aux échantillons numériques : une déformation uniaxiale (si-
milaire à une compression en matrice, sans frottement paroi/particule - par souci de simplicité, ce
chargement sera appelé "chargement en matrice" dans la suite) et une déformation isotrope. L’am-
plitude des déplacements imposés aux particules est définie dans l’optique d’atteindre une densité
relative finale cible ρ f = 0,95 en fin de compression. Les déplacements sont pour cela estimés
sur la base de la réduction des dimensions de la cellule périodique permettant d’atteindre la den-
sité relative finale, en supposant que les particules initialement situées dans la cellule périodique
demeurent entièrement à l’intérieur de la cellule périodique une fois déformée. Ceci n’est pas pos-
sible lorsque la déformation des particules aux limites n’est pas entièrement prise en compte. En
effet, les particules aux limites ne sont pas (ou peu) contraintes sur leurs frontières externes, per-
mettant au matériau de ces particules de s’écouler à l’extérieur de la cellule périodique. Comme
il sera vu par la suite, cet effet a eu pour conséquence que les échantillons numériques n’ont pas
abouti à une densité relative finale d’exactement ρ f = 0,95 en fin de compression. Ceci, cepen-
dant, n’est pas un problème pour la comparaison des différents types de CL sur les chemins de
contrainte et de déformation.

Une mise à l’échelle de la masse plus importante en cas du chargement en matrice est effectuée
afin de conserver un modèle quasi-statique sans effet inertiel, l’amplitude de déplacement étant
plus élevée. L’augmentation de la masse est calculée automatiquement pour atteindre un incrément
de temps de 4,5×10−6 secondes pour le chargement isotrope, et de 3,0×10−6 secondes pour le
chargement en matrice (pour une durée de simulation de 1 seconde).

Des vérifications microstructurales ont été effectuées pour valider le choix des paramètres de
contact 7. Afin d’optimiser l’efficacité de la simulation et de réduire le coût de calcul, seules les
sphères initialement séparées d’une distance inférieure à 3,0rmax (dans le cas d’un chargement

6. Comme expliqué par la suite, des simulations ont également été exécutées sur d’autres VEP, notamment afin
d’étudier l’impact du nombre de particules sur les résultats homogénéisés.

7. Notamment pour chercher à réduire au maximum le temps nécessaire à la gestion des contact, tout en évitant le
chevauchement des particules.
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isotrope) et 4,5rmax (dans le cas d’un chargement en matrice) sont considérées comme pouvant
potentiellement entrer en contact, avec rmax le rayon de la plus grosse particule modélisée. La rai-
son de cette différence est une fois encore due à l’amplitude des déplacements plus élevée dans
le cas d’une compression en matrice. La figure 2.4 montre des coupes de la microstructure défor-
mée, obtenues dans le cas de périodicité simplifiée présentée ci-dessous, permettant de valider la
gestion des contacts.

(a) (b)

FIGURE 2.4 – Coupe d’un milieu granulaire déformé (incluant les particules périphériques),
constitué d’un VEP de 50 particules (a) pour un chargement isotrope avec dbc/rmax = 3,0 et
(b) pour un chargement en matrice avec dbc/rmax = 4,5.

2.4.2 Décomposition du tenseur des déformations et des contraintes mésoscopiques

Afin de ne pas comparer une à une toutes les composantes des tenseurs de contrainte et de
déformation, une décomposition sphérique/déviatoire est utilisée dans l’optique de représenter les
états de contrainte et de déformation sous forme de chemins de chargement.

De façon tout à fait générale, toute déformation peut être interprétée de manière unique comme
la composition commutative d’une déformation sphérique et d’une déformation isochore. Dans
le cadre des grandes transformations, et comme expliqué par Garrigues [133] et Sidoroff [132],
seuls les tenseurs de Hencky sont en mesure d’exprimer cette décomposition de manière additive
(équation 2.7), comme la somme d’une déformation sphérique hv et d’une déformation isochore
déviatoire hd .

h =
Trh
3

I︸︷︷︸
hv

+h−
Trh
3

I︸ ︷︷ ︸
hd

(2.7)

Les déformations sont alors contrôlées à l’aide du premier invariant du tenseur de Hencky et du
deuxième invariant de son déviateur : la déformation volumique hv (équation 2.8) et la déformation
déviatoire hd (équation 2.9), toutes deux définies dans le cadre des grandes déformations. Les
contraintes moyenne σm (équation 2.10) et déviatoire σd (équation 2.11) sont ensuite calculées
afin de permettre la représentation plane des chemins de chargement.

hv = Trh (2.8)

hd =

√
2
3

Trhd
2 avec hd = h− hv

3
I (2.9)
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σm =
1
3

Trσ (2.10)

σd =

√
3
2

Trσd
2 avec σd = σ −σmI (2.11)
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2.5 Conditions aux limites adaptées à la MPFEM

Différents types de CL adaptées à la MPFEM sont implémentés afin d’étudier l’impact des
CL sur les grandeurs mésoscopiques ainsi que sur le temps de calcul. Les résultats mésoscopiques
présentés ci-dessous sont obtenus par une procédure de minimisation par la méthode des moindres
carrés pour les déformations et par la formule de Love-Weber [108, 109] pour les contraintes.
Des études préliminaires sont réalisées sur des VEP constitués de 50 particules, afin déterminer
la taille de maillage ainsi que la valeur appropriée du paramètre dbc permettant d’obtenir des
résultats stabilisés en un minimum de temps, pour les différents types de CL étudiés (présentés
sous-section 2.5.1 à sous-section 2.5.4).

2.5.1 Conditions aux limites à gradient de déplacement homogène (GDH)

2.5.1.1 Description

Le premier type de CL étudié consiste à imposer un déplacement à chaque particule modélisée
(figure 2.5). A strictement parler, ce type de chargement ne correspond pas à des conditions aux
"limites". Pour des raisons de simplicité, il sera toutefois référé comme "CL" par la suite. Évi-
demment, ce type de chargement, qui n’est pas réaliste, sur-contraint le mouvement des particules
en empêchant tous types de réagencement. Il a été introduit dans la présente étude à des fins de
comparaison, dans l’optique de relever et d’étudier les effets de bord uniquement causés par la
déformation des particules.

FIGURE 2.5 – Représentation schématique des CL à gradient de déplacement homogène.

Dans cette approche, chaque particule α est associée à un point de référence initialement
en son centre, situé à la position Xα dans la configuration de référence. Ces points de référence
sont couplés aux particules via un couplage de distribution. Ce couplage permet une répartition
des efforts et moments appliqués au point de référence sur tous les nœuds appartenant à la zone
centrale de la particule (située à une distance inférieure à 0,5rα de son centre Xα , où rα est le rayon
de la sphère considérée). Un profil de distribution polynomial cubique par rapport à la distance au
point de référence Xα est utilisé afin d’augmenter l’importance des nœuds proches du point de
référence. Ce type de couplage autorise le mouvement des nœuds contraints par rapport au point
de référence, sans pour autant les laisser libres, ce qui permet ainsi de limiter les concentrations
de contraintes (cf. [6, 45] pour plus de détails).

Une fois ce couplage de distribution effectué, le mouvement des points de référence associés
aux particules est directement imposé à partir de la connaissance du tenseur gradient de la transfor-
mation cible F0 (équation 2.12), où u0 représente les déplacements de translation de corps rigide
et est choisi (équation 2.13) pour maintenir le centre du VEP stationnaire. Malgré l’absence de
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réagencement, l’ajout de particules dupliquées reste nécessaire pour obtenir une déformation réa-
liste en bordure de VEP. Ce nombre de particules dupliquées est contrôlé par l’intermédiaire du
paramètre dbc.

uα =
(
F0 − I

)
·Xα +u0 (2.12)

u0 =−1
2
(
F0 − I

)
·

(
dx
dy
dz

)
(2.13)

2.5.1.2 Étude de la convergence

Dans le cas de CL à gradient de déplacement homogène imposées à toutes les particules du
système, la figure 2.6 montre que des particules dupliquées jusqu’à une distance dbc ≥ 2rmax sont
nécessaires pour obtenir des résultats stabilisés.

(a)

(c)

(b)

(d)

FIGURE 2.6 – (a,c) déformation et (b,d) contrainte en fonction de la densité relative pour un char-
gement (a,b) isotrope et (c,d) en matrice, dans le cas de CL à gradient de déplacement homogène.
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Il est également observé que les simulations n’ont pas atteint la densité cible ρ f = 0,95 en
fin de compression, même pour dbc = 3rmax. Ceci provient du fait que les particules en limite de
VEP ne se sont pas déformées comme si elles étaient situées dans la masse lorsque la distance dbc
est trop faible. Ces particules ont en effet plus d’espace autour d’elles pour que la matière puisse
s’écouler vers l’extérieur. Par conséquent, les forces de contact et les mouvements de leurs centres
de masse en sont affectés. Des observations similaires sont faites en l’absence de particules dupli-
quées dans les coins du VEP. Une différence est également observée entre l’état de déformation
imposé (décrit par F0) et celui simulé (décrit par F).

La figure 2.6 montre également une contrainte déviatoire s’écartant légèrement de zéro lors de
l’essai de compression isotrope. Comme vu plus loin (section 2.8), ce résultat provient du faible
nombre de particules modélisées (et donc du faible nombre de contacts pris en compte dans le
calcul de la contrainte mésoscopique (équation 2.6).

2.5.2 Conditions aux limites à gradient de déplacement imposé aux frontières (GDF)

2.5.2.1 Description

Le deuxième type de CL étudié est similaire à la méthode précédente, en imposant cette fois,
à partir du même tenseur prédéfini F0, uniquement le mouvement des points de référence associés
aux particules dupliquées (situées à la bordure du VEP comme le montre la figure 2.2) tel que
présenté figure 2.7. Un réagencement des particules appartenant au VEP devient alors possible.

FIGURE 2.7 – Représentation schématique des CL à gradient de déplacement imposé aux fron-
tières.

2.5.2.2 Étude de la convergence

Dans le cas de CL en déplacement imposé uniquement aux particules dupliquées, suffisam-
ment de particules pilotées (et donc de particules dupliquées) deviennent nécessaires, afin d’éviter
que les particules du VEP ne s’échappent. Ce nombre de particules minimal correspond à une
distance minimale dbc = 1,5rmax. Les résultats commencent à se stabiliser pour dbc = 2,0rmax

(figure 2.8). La densité finale, en revanche, ne se stabilise quant à elle pas complètement, en conti-
nuant d’augmenter (même pour des rapports dbc/rmax ≥ 2,5). La densité relative finale n’atteint
une nouvelle fois pas ρ f (du moins pour le chargement en matrice) pour la même raison que pour
les CL de type GDH : la déformation des particules aux limites n’a pas été correctement prise en
compte.

La figure 2.8a montre que la déformation déviatoire de l’essai isotrope diffère de l’origine
durant la compression (environ 6 à 9 % de la déformation volumique). Ceci provient certainement
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(a)

(c)

(b)

(d)

FIGURE 2.8 – (a,c) déformation et (b,d) contrainte en fonction de la densité relative pour un
chargement (a,b) isotrope et (c,d) en matrice, dans le cas de CL à gradient de déplacement imposé
aux frontières.

de l’anisotropie initiale de l’échantillon numérique. Comme illustré plus loin (section 2.8), cet effet
est visible pour tous les types de CL, à l’exception des CL à gradient de déplacement homogène
imposées à toutes les particules du système.

2.5.3 Conditions aux limites périodiques (CLP)

2.5.3.1 Description

Le troisième type de CL étudié correspond à des CLP, adaptées à la MPFEM, développées par
Schmidt et al. [97, 98, 107] dans le cadre des matériaux granulaires dans l’optique de générer un
milieu complètement périodique. Des développements de nature identique ont été effectués dans
le cas des matériaux fibreux tissés [134]. Dans cette approche, chaque particule dupliquée est pour
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cela insérée dans le modèle numérique sous la forme d’une coquille 8, de sorte que le maillage
surfacique soit identique entre la particule principale et dupliquée (tel que représenté figure 2.9).

FIGURE 2.9 – Maillage volumique d’une particule principale à 896 éléments hexaédriques li-
néaires de type C3D8R et maillage surfacique converti de sa particule périodique dupliquée à
384 éléments quadrilatéraux linéaires de type SFM3D4R.

Afin de ne pas sur-contraindre le système, les particules dupliquées ne sont générées que sur la
moitié des faces du VEP. La figure 2.10 ci-dessous illustre la différence, en termes d’assemblage
modélisé, entre ce type de CL et les autres types.

(a) (b)

FIGURE 2.10 – Assemblages constitués d’un VEP de 50 particules (en sombre) et de particules
dupliquées (en claire), dans le cas (a) de périodicité totale avec dbc = 1,8 et (b) des autres types
de CL avec dbc = 2,5.

Trois nœuds de contrôle supplémentaires Xaux
i (qui seront appelés nœuds auxiliaires par la

suite) sont introduits dans le modèle afin de pouvoir imposer des déformations au VEP. Les 3
composantes des 3 nœuds auxiliaires étant directement liées aux 9 composantes du tenseur F0 (cf.
[99] pour plus de détails), il est alors possible d’appliquer une déformation quelconque au VEP,
incluant la distorsion. Dans la présente étude, où aucune distorsion n’est modélisée, le déplacement
de ces nœuds auxiliaires correspond à l’allongement ou à la contraction de la cellule périodique
selon la direction i.

Chacune des paires périodiques de nœuds est pour cela cinématiquement contrainte à l’un de
ces nœuds auxiliaires (en fonction de la position des particules dans le VEP). Le déplacement uaux

i

du nœud auxiliaire associé à la direction i induit alors un déplacement relatif (unα+

i et unα−
i ) des

nœuds n de la particule α et de sa particule dupliquée suivant la direction i, selon l’équation 2.14
et tel que présenté figure 2.11 et figure 2.12.

8. A l’aide d’éléments surfaciques de type SFM3D4R sans rigidité mécanique ni masse.
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unα+

i −unα−
i +uaux

i = 0 (2.14)

nœud
auxiliaire

FIGURE 2.11 – Représentation schématique des CLP.

Xaux
i

α+α−

uauxi

unα
+

iunα
−

i Nœud n

Coquille Solide

FIGURE 2.12 – Représentation des couplages introduits en cas de périodicité totale, basée sur le
travaux de Schmidt et al.

Bien que les particules périodiques générées pour l’application des CL ne soit affectées à au-
cun matériau, une répartition des forces de contact entre les paires de particules principales et
les paires périodiques existe en raison de l’utilisation d’équations de couplage. Ces forces entre
particules coquilles dupliquées sans rigidité mécanique sont en fait associées aux contacts pério-
diques entre particules solides du VEP. Comme expliqué annexe C, elles ont donc également dû
être prises en compte pour le calcul de la contrainte mésoscopique (équation 2.6). Les coordon-
nées et les déplacements des centres de masse de ces particules dupliquées, nécessaires pour le
calcul des contraintes, ne sont pas directement définis et ne peuvent donc pas être exportés. La
position initiale des centres de masse des particules périodiques a donc été obtenue par translation
des positions associées à la sphère principale connaissant les dimensions du VEP. Leurs déplace-
ments ont eux été calculés à l’aide de l’équation 2.14 en exportant le déplacement des trois nœuds
auxiliaires.

2.5.3.2 Étude de la convergence

Dans le cas de CLP, telles que développées par Schmidt et al., la figure 2.13 montre qu’un
nombre nettement inférieur de particules dupliquées est nécessaire pour l’application des CL.
La déformation complète des particules dupliquées étant prise en compte avec ce type de CL,
il semble logique qu’une valeur inférieure de dbc soit alors suffisante. La valeur minimale de
dbc/rmax permettant d’empêcher les particules de s’échapper du VEP est de 1,6, en laissant qui
plus est la moitié des facettes du VEP sans particule dupliquée (figure 2.10). La figure 2.13 montre
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qu’une valeur légèrement supérieure (dbc/rmax = 1,8) est suffisante pour permettre la stabilisation
des résultats. Ceci provient probablement du fait de l’apparition de nouveaux contacts au cours
de la compression, qui ne peuvent pas être pris en compte sans avoir dupliqué suffisamment de
particules. En plus de dupliquer un nombre inférieur de particules, le nombre de degrés de liberté
du modèle est également réduit par l’utilisation de particules coquilles réduisant drastiquement le
nombre de nœuds dans le modèle numérique. Une fois encore, la contrainte déviatoire s’éloigne
de zéro pour le chargement isotrope, mais se stabilise toutefois à un plateau débutant à une dé-
formation volumique de hv =−0,17, confirmant l’idée d’une anisotropie initiale de l’échantillon
numérique qui semble disparaître au cours du chargement.

(a)

(c)

(b)

(d)

FIGURE 2.13 – (a,c) déformation et (b,d) contrainte en fonction de la densité relative pour un
chargement (a,b) isotrope et (c,d) en matrice, dans le cas de CLP.
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2.5.4 Conditions aux limites périodiques simplifiées (CLPS)

2.5.4.1 Description

Enfin, le quatrième type de CL étudié correspond à une approche de CLP simplifiées, telles
que proposées par Loidolt et al. [102]. Cette méthode consiste à ne coupler les particules opposées
que par l’intermédiaire de leurs nœuds de référence, eux-mêmes couplés aux particules via un
couplage de distribution tel que représenté figure 2.14 et figure 2.15.

nœud
auxiliaire

FIGURE 2.14 – Représentation schématique des conditions aux limites périodiques simplifiées.

Xaux
i

α+α−

uauxi

uα
+

iuα
−

i

qα
−

qα
+

FIGURE 2.15 – Représentation des couplages introduits en périodicité simplifiée, basée sur les
travaux de Loidolt et al.

Contrairement à la méthode introduite par Schmidt et al. [97, 98, 107], cette approche de
couplage par points de référence a l’avantage de ne nécessiter qu’un nombre relativement faible
d’équations de couplage pour l’application des CL, simplifiant la construction du modèle numé-
rique. Les nœuds de référence sont couplés à l’aide d’une équation de couplage similaire à celle
utilisée en périodicité totale (équation 2.14) :

uα+

i −uα−
i +uaux

i = 0 (2.15)

où uα+

i et uα−
i correspondent aux déplacements des points de référence de la particule α et de

sa particule dupliquée dans la direction i, et uaux
i au déplacement du nœud auxiliaire associé à

la direction i. Afin d’obtenir un empilement périodique, la rotation des points de référence des
particules couplées (qα+

et qα−
) est également contrôlée selon l’équation 2.16 conjointement à

l’équation 2.15.

qα+ −qα−
= 0 (2.16)
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2.5.4.2 Étude de la convergence

Dans le cas de périodicité simplifiée, les résultats présentés figure 2.16 commencent à se su-
perposer pour dbc = 1,5rmax. La densité finale devient proche de ρ f pour dbc = 2,5rmax, bien que
la déformation des particules périphériques n’ait pas été entièrement prise en considération. Une
explication possible de cette observation pourrait résider dans la liberté de réagencement accrue
laissée aux particules, pouvant améliorer la densification. Toutes les valeurs de ρ f fournies ci-
dessus correspondent à un chargement en matrice ; une tendance comparable est observée dans le
cas du chargement isotrope. Avec un VEP constitué de 50 particules, les dimensions de la cellule
périodique sont de l’ordre de 6rmax. Un ratio dbc/rmax supérieur à 2,5 induit donc la création simul-
tanée de particules dupliquées (et donc d’équations de couplage) sur les deux facettes opposées du
VEP, sur-contraignant le système.

(a)

(c)

(b)

(d)

FIGURE 2.16 – (a,c) déformation et (b,d) contrainte en fonction de la densité relative pour un
chargement (a,b) isotrope et (c,d) en matrice, dans le cas de CLP simplifiées.
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2.6 Vérification de l’implémentation des fonctions de post-traitement

Un empilement périodique cubique simple, constitué de 8 particules principales et de 12 par-
ticules dupliquées en éléments coquilles (figure 2.17), est utilisé afin de valider l’implémentation
des différentes fonctions de post-traitement, dans le cas d’une compression isotrope et en matrice.
Des CLP sont pour cela utilisées. L’empilement cubique simple étant parfaitement ordonné, au-
cune particule n’a été dupliquée dans les coins du VEP. La densité ρ est calculée par le ratio du
volume occupé par les particules Vp sur le volume associé au VEP VV EP (équation 2.17). Les dé-
placements appliqués aux trois nœuds auxiliaires sont calculés afin d’atteindre une densité finale
ρ f = 0,95 en fin de compression.

(a) (b)

FIGURE 2.17 – Géométrie dans la configuration déformée d’un empilement cubique simple,
constitué de 8 particules principales initialement sphériques (en sombre) et de 12 particules pé-
riodiques (en claire), soumis à un chargement (a) isotrope et (b) en matrice.

ρ =
Vp

VV EP
=

π

6detF
(2.17)

Dans le cas d’un tel assemblage parfaitement ordonné, l’absence totale de réagencement induit
un déplacement homogène des particules. Il est dès lors possible de déduire le tenseur gradient des
déplacements directement du déplacement u⃗ aux nœuds auxiliaires et ainsi de calculer le tenseur
des déformations de Hencky à l’aide de l’équation 2.18.

h =
1
2

ln
(

∇u⃗+∇
T u⃗+∇u⃗ ·∇T u⃗+ I

)
(2.18)

La figure 2.18 montre que la compacité d’un empilement cubique simple est bien retrouvée en
début de compression et que celle-ci atteint bien une densité relative ρ f = 0,95 en fin de simula-
tion. La superposition parfaite des courbes obtenues pour l’essai isotrope et celui en matrice justifie
la pertinence de l’utilisation de l’invariant hv pour représenter la variation relative du volume des
échantillons dans le cadre des grandes transformations 9.

Le calcul du tenseur de Hencky est validé en comparant les déformations calculées par l’ajus-
tement aux moindres carrés (méthode décrite annexe C) aux déformations h̃ calculées dans le

9. Il est d’ailleurs possible de remarquer qu’il n’en va pas de même avec l’invariant εv, défini de manière similaire
à partir du tenseur des déformations de Green-Lagrange.
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FIGURE 2.18 – Évolution de la densité, calculée à partir du tenseur gradient de la transformation,
en fonction de la déformation sphérique, pour un chargement isotrope et en matrice.

cadre des grandes déformations à partir du déplacement des nœuds auxiliaires (équation 2.18). La
figure 2.19 illustre la parfaite superposition des prédictions de ces deux méthodes.

(a) (b)

FIGURE 2.19 – Comparaison entre le calcul des déformations effectué par la méthode de minimi-
sation en moindres carrés et à partir du déplacement des nœuds de pilotage, pour un empilement
cubique simple et un chargement (a) isotrope et (b) en matrice.

Le calcul des contraintes par la méthode de Love-Weber [108, 109] (décrit annexe C) est quant
à lui validé en comparant les résultats obtenus par cette méthode aux contraintes σ̃ calculées à
partir des forces de réaction aux nœuds auxiliaires. Pour la même raison (absence de réagencement
au sein de la cellule cubique simple), la géométrie déformée de la cellule périodique peut être
directement déduite du déplacement des nœuds auxiliaires. Il est alors possible d’obtenir le tenseur
des contraintes mésoscopiques de Cauchy par un simple rapport entre la force de réaction aux
nœuds auxiliaires (grâce à la variable RF d’Abaqus) et la surface associée, déterminée grâce à
la connaissance des déplacements des nœuds de pilotage. Une nouvelle fois (figure 2.20), une
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correspondance parfaite entre les deux méthodes est observée.

(a) (b)

FIGURE 2.20 – Comparaison entre le calcul des contraintes effectué par la méthode de Love-
Weber décrite ci-dessus et le calcul direct grâce à la connaissance des forces de réaction et dépla-
cements des nœuds de pilotage, pour un empilement cubique simple et un chargement (a) isotrope
et (b) en matrice.

Une seconde validation du calcul des contraintes utilisant la formule de Love-Weber [108,
109] est par ailleurs effectuée sur un empilement de 50 particules avec des CLP. Schmidt [99] a en
effet observé que les composantes des forces de réaction aux nœuds auxiliaires, divisées par les
surfaces initiales associées (connues à partir de la cellule périodique initiale), étaient égales aux
composantes du premier tenseur des contraintes mésoscopique de Piola-Kirchhoff P. Plus préci-
sément, soit A j l’aire de la face de normale x j ( j = 1,2,3) d’une cellule périodique initialement

parallélépipèdique. Si F j
i désigne la ième composante de la force de réaction au nœud auxiliaire

Xaux
j , alors Pi j = F j

i /A j. Le tenseur des contraintes mésoscopique de Cauchy est alors déduit de la
relation :

σ̃ =
1

detF
P ·FT (2.19)

Cette méthode de calcul des contraintes convient dans le cas de la périodicité totale (CLP),
mais n’est cependant pas adaptée aux autres méthodes dans lesquelles d’autres particules solides
sont ajoutées. En effet, les forces de réaction aux nœuds auxiliaires résultent de l’ensemble des
contacts du modèle numérique ; et pas uniquement de ceux impliquant des particules du VEP. Il
est toutefois possible de comparer, dans le cas de périodicité totale, les calculs des contraintes
effectués à l’aide de la formule de Love-Weber et à l’aide de la méthode proposée par Schmidt
[99]. Comme le montre figure 2.21, les prédictions offertes par ces deux méthodes sont quasiment
identiques.
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(a) (b)

FIGURE 2.21 – Comparaison entre le calcul des contraintes effectué par la méthode de Love-
Weber décrite ci-dessus et par la méthode proposée par Schmidt [99], dans le cas de CLP et sur
un VEP constitué de 50 particules, pour un chargement (a) isotrope et (b) en matrice.
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2.7 Comparaison des différents types de conditions aux limites

Les différents types de CL utilisés dans cette étude sont rappelés dans le tableau 2.2. Ils seront
dénommés dans la suite par leurs acronymes.

Acronyme Type de CL Description

GDH Gradient de déplacement
homogène

Déplacement imposé à toutes les particules suivant un tenseur
F (ou h) donné.

GDF Gradient de déplacement
imposé aux frontières

Déplacement imposé aux particules extérieures suivant un
tenseur F (ou h) donné, particules du VEP laissées libres.

CLPS Conditions aux limites
périodiques simplifiées

Périodicité imposée aux points de références des paires de
particules périodiques.

CLP Conditions aux limites
périodiques

Périodicité complète, imposée à tous les noeuds des paires de
particules périodiques.

TABLEAU 2.2 – Récapitulatif des différents types de CL utilisés dans la présente étude.

Le tableau 2.3 récapitule, pour les différents types de CL étudiés, les valeurs de dbc/rmax

permettant d’obtenir des résultats stabilisés, dans le cas d’un VEP constitué de 50 particules.

Conditions aux limites dbc/rmax Particules Nœuds

CLP 1,8 121 44 000

Autres CL 2,5 346 194 000

TABLEAU 2.3 – dbc/rmax, nombre de particules et nombre de nœuds nécessaire pour obtenir des
résultats stabilisés, avec les différents types de CL étudié, pour un VEP de 50 particules.

A l’exception des CLP, les trois autres types de CL nécessitent l’utilisation d’un ratio dbc/rmax ≥
2,5 pour atteindre la stabilisation des résultats. Ce ratio correspond en quelque sorte à une estima-
tion de l’échelle typique des effets de bord. Ces trois types de CL ont comme point commun que
les particules en bordure d’échantillon ne sont pas chargées par des contacts externes (en d’autres
termes, ces particules ne sont pas entièrement confinées). Cet effet devient particulièrement frap-
pant dans le cas de CL de type GDH, ce type de CL pouvant en effet être exécuté avec dbc = 0,
auquel cas il conduit à des contraintes significativement différentes (figure 2.6). Au vu de ces ob-
servations, il semble raisonnable de supposer que 2 à 3 rangées de particules soient nécessaires
pour retrouver des forces de contact réalistes en bordure de VEP.

La figure 2.22 représente le nombre de particules et de nœuds dans le modèle numérique en
fonction de dbc/rmax. Le ratio de particules dupliquées est défini comme le rapport du nombre total
de particules incluses dans l’échantillon numérique (particules principales appartenant au VEP +
particules dupliquées) sur le nombre de particules constituant le VEP, ayant varié entre 50 et 1000.
Dans le cas de la périodicité totale, seul un modèle à 50 particules a été étudié, pour des raisons
qui apparaîtront plus clairement par la suite. Pour une distance donnée dbc, le nombre de nœuds
est inférieur dans le cas d’une périodicité totale (figure 2.22b) pour deux raisons : (i) les particules
dupliquées ne sont créées que sur la moitié des faces du VEP (figure 2.10a) et (ii) les particules
dupliquées sont des éléments coquilles composées d’un nombre réduit de nœuds comparé à des
particules solides. La périodicité totale a donc un net avantage sur le nombre de degrés de liberté
associé au modèle numérique.

La figure 2.23 présente une comparaison du temps de calcul requis par les différentes mé-
thodes présentées ci-dessus, dans le cas du VEP de 50 particules. Comme énoncé ci-dessus, une
augmentation du paramètre dbc amène à une augmentation du nombre de nœuds et par conséquent
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(a) (b)

FIGURE 2.22 – (a) Ratio de particules dupliquées en fonction de dbc/rmax et (b) nombre de nœuds
en fonction de dbc/rmax, pour un VEP constitué de 50 particules, pour les différents types de CL.

du temps de calcul. Il convient de rappeler que pour cette étude, l’intégralité des simulations a
été exécutée avec un seul CPU dans l’optique de s’affranchir d’éventuelles différences liées à la
gestion des équations de couplage dans le contexte d’une parallélisation des calculs. Comme le
montre la figure 2.23, les CLP nécessitent un temps de calcul entre 4,5 et 10 fois plus long que
les autres types de CL, bien que le nombre de degrés de liberté associé soit 4,5 fois inférieur.
Cette différence est causée par la gestion du grand nombre d’équations de couplage par le logiciel
Abaqus, ralentissant drastiquement la simulation.

FIGURE 2.23 – Temps de calcul en fonction de dbc/rmax, pour un VEP de 50 particules, avec les
différents types de CL. Les simulations sont exécutées sur un seul CPU.

La figure 2.24 compare les résultats stabilisés obtenus à l’aide des différents types de CL, dans
le cas du VEP de 50 particules. Le ratio dbc/rmax a été fixé à 1,8 pour les CLP et à 2,5 pour les
autres types de CL. Dans cette comparaison, les CLP sont considérées comme référence, ces CL
prenant intégralement en compte la déformation des particules en bordure d’échantillon et étant
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ainsi plus réalistes.

(a)

(c)

(b)

(d)

FIGURE 2.24 – (a,c) Déformations et (b,d) contraintes dans le plan isotrope/déviatoire, pour un
chargement (a,b) isotrope et (c,d) en matrice, pour un VEP de 50 particules.

Comme illustré figure 2.24, les chemins de contrainte et de déformation ne sont que peu af-
fectés par le type de CL utilisé. La figure 2.24a montre que la déformation déviatoire diffère de
l’origine dans le cas du chargement isotrope, hormis dans le cas des CL de type GDH pour lequel
le déplacement est imposé à toutes les particules du système. Les CLP et CLPS prédisent une va-
leur de hd se stabilisant après une réduction de volume d’environ 15 % (hv = ln(V/V0)≃−0,17).
En imposant le déplacement aux particules dupliquées, hd augmente en revanche progressivement.
De façon similaire, dans le cas d’une compression en matrice (figure 2.24c), la courbe représen-
tant la déformation déviatoire hd en fonction de la déformation volumique hv pour les CLP devient
parallèle au chemin de déformation imposé (très proche du chemin de déformation obtenu avec
les CL de type GDH) pour hv ≃ −0,11. Ce comportement est attribué à une anisotropie initiale
du VEP, celui-ci étant devenu plus isotrope suite à une phase de réagencement. Seuls les CLP et,
dans une moindre mesure, les CLPS capturent ce comportement. Une telle observation est cohé-
rente avec le fait que les deux types de CL périodiques offrent plus de liberté aux mouvements

62



2.7. Comparaison des différents types de conditions aux limites

des particules que les deux autres types de CL, du moins pour des chargements modérés. De tels
résultats n’avaient pas pu être observés lors des études antérieures telles que celles de Harthong et
al. [96] ou de Schmidt et al. [107], dans lesquelles la déformation imposée était assimilée à la dé-
formation mésoscopique. Dans le présent travail, la déformation a été ajustée à partir des données
de post-traitement ; et il a été constaté que celle-ci différait en réalité de la déformation imposée.

Les chemins de chargement (figure 2.24b et figure 2.24d) observés sont similaires pour les
différentes CL étudiées, à l’exception des CL de type GDH dans le cas du chargement en matrice,
pour lequel la contrainte déviatoire observée est supérieure pour une même pression hydrostatique.
La contrainte moyenne en fin de simulation est toutefois significativement différente, principale-
ment pour les CL de type GDF, pour lesquelles elle atteint seulement 9,7 MPa dans le cas de la
compression en matrice (contre environ 12,6 MPa pour les CLP et 11,3 MPa pour les CLPS).
Dans le cas de la compression isotrope, une tendance similaire est observée.

La figure 2.25 représente la contrainte moyenne en fonction de la déformation volumique
pour les différents types de CL étudiés, pour des chargements isotropes et en matrice. Dans les
deux cas, les courbes σm vs. hv obtenues à partir des CLP et des CLPS se superposent pour des
valeurs de déformation faibles. Cette observation s’explique en considérant que la déformation
des particules en bordure d’échantillon est négligeable en début du chargement, supprimant ainsi
la différence entre ces deux types de CL. Pour cette plage de déformation, la contrainte moyenne
est inférieure pour les CLP et les CLPS que pour les CL non-périodiques (GDH et GDF). Cette
réponse plus rigide obtenue pour les CL non-périodiques pour des faibles valeurs de hv s’explique
en remarquant que le fait d’imposer le déplacement aux particules dupliquées (et, sans surprise, à
toutes les particules) conduit à sur-contraindre le VEP.

Dans le cas de CLP, la contrainte moyenne est devenue, pour des valeurs plus élevées de hv,
supérieure à celles prédites par les autres types de CL. En particulier, pour un essai de compres-
sion isotrope (figure 2.25a), les résultats obtenus en périodicité totale et simplifiée commencent à
différer des autres types de CL pour hv = −0,17, ce qui correspond au début du plateau observé
figure 2.24a. Il est alors raisonnable de supposer que cette valeur correspond à la fin d’une certaine
phase de réagencement, après laquelle la déformation des particules devient prépondérante. Pour la
compression en matrice (figure 2.25b), une valeur plus petite (environ −0,11) est observée. Cette
valeur semble cohérente avec celle pouvant être observée figure 2.24c. La réponse plus rigide des
CLP pour de grandes valeurs de hv peut être interprétée comme le fruit de la meilleure précision
offerte par cette méthode. Contrairement aux autres types de CL, les CLP prennent en effet inté-
gralement en compte la déformation des particules en bordure d’échantillon. Par conséquent, les
CL autres que les CLP amènent à sous-estimer l’état de contrainte, ceci même en augmentant la
valeur du paramètre dbc. Il convient toutefois de remarquer que cet écart reste limité (inférieur à
20 %).

En considérant les CLP comme référence, les résultats obtenus indiquent que l’utilisation de
CL plus simples amène à une sous-estimation de la rigidité apparente du système. Une interpré-
tation possible de ce phénomène est que les forces appliquées par les particules dupliquées sur
les particules du VEP sont sous-estimées, leurs déformations n’étant pas complètement capturées.
Aucune autre différence significative n’a été observée, ce qui suggère que le nombre de particules
incluses dans l’échantillon numérique était suffisant pour tous les types de CL testés, en gardant à
l’esprit que la distance dbc a été augmentée jusqu’à ce que la contrainte et la déformation se soient
stabilisées, ce qui explique probablement ce résultat. En outre, Loidolt et al. [102] et Schmidt et
al. [107] avaient tous deux conclu que l’augmentation du nombre de particules au-delà de 50/70
(respectivement) n’affectait pas beaucoup le calcul de la contrainte moyenne. Ce résultat semble
être retrouvé dans la présente étude.

Au vu des résultats présentés figure 2.23 et figure 2.24 (qui comparent les résultats stabilisés
obtenus à partir des différents types de CL), la gestion non-optimale des équations de couplage par
le logiciel Abaqus conduit à une explosion de la durée des simulations dans le cas de l’utilisation
de CLP. L’intérêt de cette méthode, réduisant drastiquement le nombre de particules et de nœuds
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(a) (b)

FIGURE 2.25 – Courbes contrainte moyenne-déformation volumique associées aux chargements
(a) isotropes et (b) en matrice, pour un VEP de 50 particules.

nécessaires comme observé figure 2.22 et étant intrinsèquement la meilleure (et pouvant ainsi être
utilisée comme référence), s’avère peu propice à une application pratique. Les CLPS, contenant
également un certain nombre d’équations de couplage et autant de degrés de liberté que les CL
de type GDF, nécessitent un coût de calcul plus élevé sans pour autant améliorer sensiblement les
résultats.

A ce stade, et sans considérer le cas des CL de type GDH vues comme irréalistes, qui ne
présentent pas d’intérêt autre que de vérifier, dans la présente comparaison, l’effet de la déforma-
bilité des particules et du réagencement, il est donc possible de résumer les résultats actuels de la
manière suivante :

1. Les CLP permettent la réduction du paramètre dbc et ainsi du nombre de particules devant
être inclues dans le modèle numérique.

2. Avec l’utilisation du logiciel Abaqus, et en comparaison avec les autres méthodes étudiées,
les CLP requièrent un coût de calcul très élevé.

3. Les CLPS et CL de type GDF prédisent des chemins de contrainte et de déformation très
similaires, proches de ceux obtenus à l’aide des CLP.

4. La principale différence entre les différents types de CL réside dans la valeur finale atteinte
par la contrainte moyenne, significativement plus grande dans le cas de CLP. La rigidité
apparente est ainsi sous-estimée avec l’utilisation de CLPS et de CL de type GDF.

5. Les CLPS et les CL de type GDF induisent des coûts de calcul du même ordre de grandeur
(légèrement supérieurs dans le cas des CLPS).
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2.8 Étude de l’influence du nombre de particules

Des simulations ont ensuite été effectuées dans l’optique d’étendre les résultats de cette étude
aux cas de VEP de taille supérieure. Les CL de type GDF ont pour cela été retenues. La figure 2.26
représente les invariants de contrainte et de déformation en fonction de la densité relative, ce pour
quatre tailles de VEP différentes, variant entre 50 et 1 000 particules. Les résultats présentés sont
obtenus pour un chargement isotrope, dans le cas de CL de type GDF, avec dbc/rmax = 2,5.

(a) (b)

FIGURE 2.26 – Impact du nombre de particules au sein du VEP sur les prédictions de (a) la
déformation mésoscopique et (b) la contrainte mésoscopique pour une compression isotrope, dans
le cas de CL de type GDF, avec dbc/rmax = 2,5. Le chemin de chargement obtenu à l’aide d’un
VEP de 50 particules et de CLP avec dbc/rmax = 1,8 est également représenté (en noir) en tant
que référence.

Les différences résultant d’une augmentation du nombre de particules sont modérées 10, ce qui
est en accord avec les observations de Loidolt et al. [102] et Schmidt et al. [107], indiquant qu’un
VEP 3D de respectivement 50 et 70 particules était suffisant pour obtenir des résultats stabilisés.
Il est toutefois constaté que la contrainte déviatoire et la déformation déviatoire diminuent avec
le nombre de particules, indiquant que le VEP devient de plus en plus isotrope. Ces observations
amènent à penser que le faible nombre d’éléments entrant en jeu dans les sommes du calcul des
contraintes et des déformations induit des imprécisions sur le calcul des grandeurs mésoscopiques
et qu’un VEP de taille supérieure serait à utiliser pour plus de précision.

Il est également observé que les courbes représentant l’évolution de la contrainte moyenne
en fonction de la densité relative convergent vers la courbe obtenue dans le cas de périodicité
totale lorsque le nombre de particules dans le VEP augmente. Ce constat souligne une fois encore
la pertinence des CLP. Dans le cas présent, aucune comparaison rigoureuse n’a été effectuée en
termes de temps de calcul (nécessitant en effet de réaliser les simulations sur les mêmes machines,
etc.), mais il est estimé que le temps de calcul requis pour un VEP de 50 particules dans le cas de
CLP est sensiblement le même que celui d’un VEP de 350 particules dans le cas des CL de type
GDF.

10. Ces observations se réfèrent à un chargement isotrope. Il est probable que les tailles caractéristiques entrant en
jeu soient plus grandes pour des chargements induisant des taux de cisaillements supérieurs, en raison du glissement au
niveau des contacts.
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Les limites du logiciel Abaqus pour la gestion des équations de couplage ont empêché la
comparaison des différents types de CL pour des échantillons de taille supérieure. Des échantillons
de taille supérieure à 50 particules principales n’ont en effet pas pu être modélisés avec des CLP.
Concernant la périodicité simplifiée (faisant également intervenir des équations de couplage dans
une moindre mesure), il a été possible d’augmenter la taille des VEP jusqu’à 150 particules. Les
résultats obtenus pour ce nombre de particules (avec les différentes CL à l’exception des CLP)
sont très similaires à ceux présentés figure 2.24.
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2.9 Discussions et conclusions

Ce chapitre a proposé une étude portant sur l’impact de différents types de CL pouvant être
appliquées aux frontières d’un échantillon granulaire numérique, vu comme un volume élémen-
taire dans le cadre de la MPFEM. En particulier, l’utilisation de CLP a ici été étudiée. Quatre
types de CL, pourvues d’une précision (a priori) croissante, ont été testés : des CL de type GDH
appliquées à toutes les particules, des CL de type GDF appliquées aux frontières de l’échantillon,
des CLPS développées par Loidolt et al. [102] ainsi que des CLP introduites par Schmidt et al.
[97]. Un même empilement initial (appelé VEP) périodiquement stable, constitué de 50 particules,
a été utilisé dans ces quatre cas étudiés. Des particules supplémentaires ont été dupliquées autour
de la frontière du VEP puis ajoutées au modèle pour permettre l’application des CL. Un nombre
suffisant de particules dupliquées a été créé afin de s’assurer que les propriétés mésoscopiques as-
sociées au VEP (contrainte et déformation moyennes) ne dépendent plus du nombre de particules
dupliquées. Les résultats du présent chapitre sont de deux types différents.

Premièrement, d’un point de vue purement pratique, les résultats obtenus ont montré que les
CLP proposées par Schmidt et al. [97] permettent une réduction significative du nombre de par-
ticules (et donc de nœuds) devant être inclus dans le modèle MPFEM pour obtenir des résultats
stabilisés. Malheureusement, ce net avantage en termes de degrés de liberté est contrebalancé par
une augmentation drastique de la durée des simulations, attribuée aux difficultés associées au trai-
tement des équations de couplage par le logiciel Abaqus. Les CL plus simples étudiées, nécessitant
la modélisation d’un nombre supérieur de particules, conduisent toutefois à des simulations net-
tement plus rapides que celles avec les CLP. Une fois le nombre de particules ajusté pour obtenir
la convergence des contraintes et déformations mésoscopiques, les chemins de déformation et de
contrainte calculés à l’aide des différents types de CL étudiés restent très proches les uns des
autres. Quelques différences mettant en lumière les limites des CL non périodiques sont toutefois
observées ; la plus visible étant que la densité relative finale n’atteint pas la densité cible dans le
cas de CL de type GDH et GDF. Les raisons expliquant ce constat ont été discutées ci-dessus.
Par ailleurs, en comparaison avec les CL plus simples, les CLP prédisent, pour un même état de
déformation, des valeurs de contraintes moyennes légèrement supérieures.

Il convient toutefois de rappeler que ces conclusions, concernant le coût numérique des CLP,
restent limitées à l’utilisation du logiciel commercial Abaqus. En principe, la gestion des équations
de couplage doit pouvoir être optimisée, de sorte que l’utilisation de CLP réduirait effectivement
le temps de simulation tout en améliorant la précision des résultats. De tels résultats peuvent sem-
bler quelque peu inattendus. Cependant, il convient d’insister sur le fait qu’il existe bel et bien une
différence notable entre les CLP, CLPS et CL non-périodiques, portant sur le nombre de particules
modélisées. Dans la présente étude, cette différence a été volontairement dissimulée en augmen-
tant le nombre de particules modélisées dans le cas des CL moins précises. La conclusion de ce
chapitre peut ainsi être reformulée de la manière suivante : tous les types de CL étudiés convergent
vers des résultats comparables en termes de contraintes et de déformations mésoscopiques dès lors
que suffisamment de particules sont introduites dans le modèle. L’utilisation de CLP permet d’at-
teindre la convergence des résultats à l’aide d’un nombre inférieur de particules, mais leur mise en
œuvre entraînent des difficultés supplémentaires conduisant finalement à un coût de calcul prohi-
bitif. D’autres auteurs (Schneider et al.[130]) ont abouti à des conclusions similaires en étudiant
l’influence des conditions aux limites sur un volume élémentaire hétérogène modélisé en éléments
finis.

Deuxièmement, la présente étude a permis de mettre en évidence et d’interpréter les diffé-
rences entre les différents types de CL étudiés. Les résultats des deux études précédentes [102,
107], affirmant que des VEP d’environ 50 particules étaient suffisants pour obtenir des prédictions
des contraintes moyennes et déviatoires acceptables, ont été confirmés (dans le cas présent, entre
50 et 350 particules sont nécessaires, en prenant ou non en compte les particules dupliquées dans
cette estimation). Un empilement de 50 particules correspond approximativement à 3-4 rangées
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de particules par direction, tandis qu’un empilement de 350 est composé d’environ 7 rangées de
particules. Cette échelle correspond à la longueur nécessaire au calcul de la contrainte moyenne
pour les chemins de chargement explorés ici, en gardant toutefois à l’esprit que des chargements
plus déviatoires induiront certainement des effets de bords plus conséquents.

Les CL de type GDH, dans lesquelles le déplacement de chaque particule du modèle était
imposé, n’ont été introduites qu’à des fins de comparaison. Cette méthode de chargement (qui ne
peut pas être vue comme une vraie condition aux "limites") n’a pas été considérée comme phy-
siquement acceptable puisqu’elle interdisait tout type de réagencement. Bien qu’elles ne soient
que peu physiques, les CL de type GDH ont permis de souligner l’influence de la déformation
des particules sur la réponse mécanique mésoscopique associée au VEP. Il a en effet été montré
que la déformation des particules joue un rôle majeur à la fois sur la contrainte moyenne et sur la
déformation moyenne. Par conséquent, dès lors que la déformation des particules aux limites ne
pouvait pas correctement être prise en compte (seul les CLP y parvenaient), 2 à 3 rangées de par-
ticules dupliquées ont dû être ajoutées pour compenser cette limite. La déformation des particules
a également affecté la contrainte moyenne pour des densités relatives de modérées à élevées. Un
tel comportement est relié à l’incompressibilité plastique des particules (liée au matériau de Mises
choisi) opposant une rigidité très élevée aux charges de compression et entraînant des différences
de contrainte moyenne notables pour des différences relativement faibles de déformation ou de
densité relative.

La comparaison présentée ci-dessus s’est focalisée sur le calcul de la contrainte et de la défor-
mation mésoscopique. La figure 2.27 représente la géométrie déformée et le champ de contrainte
de von Mises au sein d’une particule située à proximité du centre du PEV, suite à un chargement
en matrice imposé à l’aide des quatre types de CL étudiés. La figure 2.27 montre une géométrie
déformée différente dans chacun des cas. Les CL de type GDH, CLPS et CLP semblent com-
parables et diffèrent significativement du cas GDF. En particulier une contrainte de von Mises
nettement supérieure est observée dans le cas GDF en raison de la présence d’un contact avec une
autre particule en arrière ayant fortement indenté la particule. Cette observation microstructurale a
révélé que la configuration de contact sur une particule donnée est significativement influencée par
le type de CL utilisé. De manière très probable, les CL semblent affecter la cinématique des par-
ticules, en particulier leur réagencement se produisant principalement à chargements modérés et
densités relatives faibles. Au cours de la densification, le réagencement se ralentit ensuite, laissant
place à la déformation des particules. La géométrie des particules observées figure 2.27 montre
qu’a la fin de l’étape de réagencement, la structure des contacts au sein du VEP était différente
entre les différents types de CL. L’influence des CL est donc liée par nature à la physique incluse
dans le cadre du modèle MPFEM, dans lequel à la fois le mouvement de corps rigides et la dé-
formation des particules ont une signification. La présente étude a révélé l’influence de ces deux
phénomènes.

(a) GDH (b) GDF (c) CLPS (d) CLP

FIGURE 2.27 – Comparaison entre le champ de contraintes de von Mises et les géométries dé-
formées au sein d’une particule localisé proche du centre du PEV, soumise à un chargement en
matrice dans le cas de CL de type (a) GDH (b) GDF (c) CLPS et (d) CLP.

L’étude microstructurale présentée amène à se demander si ces résultats invalident une partie
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des CL testées. Cette question reste ouverte. Cependant, il convient de noter que pour chacun des
types de CL étudiés (sauf peut être les CL de type GDH), les phénomènes physique entrant en
jeu 11 ont été pris en compte de manière réaliste par la MPFEM. Tous ces types de CL permettent
ainsi d’étudier l’influence de ces phénomènes sur les propriétés mésoscopiques du VEP. En ce
sens, les présents résultats montrent que n’importe quel type de CL pourrait être utilisé pour l’étude
de la contrainte et de la déformation mésoscopiques, à moins que les différences microstucturales
évoquées ci-dessus n’importent pour une quelconque raison. Chaque phénomène physique a sa
propre échelle de longueur et sa propre taille VER. Il est ainsi tentant de supposer que les CLP
devrait être conservées. Cependant, il n’y a aucune preuve réelle que ce soit le cas. En particulier,
il est possible d’imaginer que d’autres paramètres, tels que la forme des particules, les propriétés
de surface ou le frottement aient plus d’effet sur le réagencement que les méthodes d’applications
des CL. Le choix approprié de CL doit donc être laissé à l’utilisateur, en fonction de l’application
recherchée.

Une étude portant sur l’influence du nombre de particules a également été menée. Les résul-
tats ont montré qu’une augmentation de la taille du VEP améliorait légèrement la précision des
résultats obtenus. Cependant, en raison des limites en termes d’équations de couplage induites par
le logiciel Abaqus, les conclusions principales de cette étude sont restées limitées au cas d’un VEP
constitué de 50 particules. Pour cette petite taille d’échantillon numérique, le nombre de particules
dupliquées pour l’application des CL n’est pas du tout négligeable et a donc un impact énorme
sur la durée des simulations. Une augmentation de la taille du VEP a pour conséquence directe de
réduire l’impact relatif du nombre de particules dupliquées (figure 2.22). Il en résulte qu’il sera,
en relatif, moins pénalisant d’augmenter la valeur du paramètre dbc pour des échantillons de taille
supérieure, et les bénéfices associés aux CLP diminueront. De façon similaire, et ce grâce à l’uti-
lisation de particules dupliquées en éléments coquilles, la périodicité totale permet de réduire le
nombre de nœuds et d’éléments utilisés dans la simulation permettant d’atteindre la stabilisation
des résultats. Cependant, cet avantage devient relatif en augmentant la taille du VEP et est com-
pensé négativement par le temps nécessaire pour le traitement du grand nombre d’équations de
couplage requises par cette méthode.

Comme le montre les résultats sur la taille du VEP présentés figure 2.26, il semble ainsi plus
judicieux de chercher à modéliser des VEP de taille légèrement supérieure (350 particules) que
d’utiliser des CLP. En effet, pour des CL de type GDF, un temps de calcul de 7,1 h dans le cas
d’un VEP de 50 particules et de 29,3 h dans le cas d’un VEP de 350 particules sont nécessaires
pour obtenir des résultats stabilisés avec un unique CPU, tandis qu’une simulation de 72,4 h est
requise pour les CLP dans le cas d’un VEP de 50 particules et que la gestion des équations de
couplage par Abaqus empêche l’étude de VEP de taille supérieure.

11. A savoir la déformation et le réagencement des particules.
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3
Loi de contact adhésive adaptée à la MPFEM

Ce chapitre présente le développement d’un modèle de contact adhé-
sif multi-échelles adapté à la modélisation en éléments finis, son im-
plémentation dans le logiciel éléments finis Abaqus, ainsi que sa va-
lidation théorique et expérimentale.
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3.1 Introduction sur le phénomène d’adhésion

L’adhésion est un phénomène physique correspondant à l’attraction pouvant survenir lors de
l’interaction entre deux surfaces en contact. Différents mécanismes physiques complexes peuvent
être à l’origine de ces forces attractives :

— des liaisons chimiques, causées par des interactions inter-atomiques entre les deux surfaces
en contact. Ces interactions peuvent être dues à des interactions électrostatiques de type van
der Waals, mais également à des interactions ioniques ou covalentes, correspondant à des
liaisons plus fortes que celles de van der Waals. Les liaisons chimiques sont directement
liées à la composition chimique des surfaces en contact ;

— des liaisons électrostatiques, causées par des interactions dipolaires dues à la charge élec-
trostatique des surfaces. Les liaisons électrostatiques surviennent dans le cas de surfaces
polarisées ;

— des liaisons capillaires, causées par des forces interfaciales dans les liquides. Elles sont
liées aux propriétés physiques des liquides pouvant être présents à l’interface entre les sur-
faces en contact, telles que leur tension superficielle ;

— des enchevêtrements géométriques, causés par la rugosité de surface. Dans le cadre du
contact entre surfaces rugueuses, les aspérités en contact peuvent s’entrelacer entre elles,
développant ainsi une adhésion mécanique.

L’adhésion inter-particulaire joue un rôle crucial dans le comportement mécanique des maté-
riaux granulaires. Les forces adhésives entre les particules contribuent en effet au maintien de la
cohésion du milieu granulaire. Elles sont donc directement liées aux mécanismes de fissuration
et de rupture des matériaux granulaires. L’étude de l’adhésion inter-particulaire est donc un do-
maine d’importance cruciale pour la compréhension du comportement mécanique des matériaux
granulaires soumis à des chargements mécaniques.
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3.2 État de l’art sur les modèles de contact existant

Afin de construire un outil numérique capable de prédire les mécanismes de fissuration dans
les milieux granulaires ductiles, il est nécessaire de développer des modèles de comportement per-
mettant de décrire précisément les interactions entre particules, en prenant notamment en compte
les phénomènes d’adhésion responsables de la fissuration. Une étude bibliographique axée sur les
modèles de contact est ainsi présentée.

3.2.1 Modèles de contact entre surfaces parfaites

3.2.1.1 Modèles élastiques

En 1881, Heinrich Hertz [135], considéré comme le pionnier de la mécanique du contact, s’in-
téressa au contact entre deux solides élastiques de surfaces supposées continues et non-conformes 1,
en résolvant le problème d’élasticité entre ces deux solides constitués de matériaux élastiques li-
néaires isotropes et homogènes soumis à un chargement purement normal à la surface de contact,
sans friction ni adhésion. Hertz permit ainsi de prédire l’évolution de la surface de contact, le profil
de pression dans la zone de contact, le profil de déflexion des surfaces, ainsi que les contraintes
principales suivant l’axe normal au plan de contact, en fonction de la force extérieure F leur étant
appliquée. Sous ces hypothèses et dans le cas de contacts entre sphères, Hertz arriva aux résultats
suivants concernant l’évolution de la surface de contact (équation 3.1) :

a3
H =

Fr
E∗ (3.1)

avec aH le rayon du disque de contact, r = r1r2/(r1 + r2) le rayon équivalent des sphères en
contact et E∗ le module de Young équivalent, défini par l’équation 3.2, où E représente le module
de Young et ν le coefficient de Poisson du matériau. Les indices 1 et 2 font référence aux matériaux
constitutifs de chacune des deux surfaces en contact.

E∗ =
4
3

(
1−ν2

1
E1

+
1−ν2

2
E2

)−1

(3.2)

Motivées par des mesures expérimentales montrant que la surface de contact entre deux sphères
était, dans de nombreux cas, supérieure à celle prédite par Hertz pour de faibles chargements, et
qu’elle était non nulle pour un chargement extérieur nul, deux nouvelles théories restreintes au cas
du contact entre sphères ont ensuite vu le jour sous ces mêmes hypothèses, en considérant en plus
une force surfacique attractive d’adhésion dans la description de la surface de contact [136, 137] :

— la théorie de Johnson, Kendall et Roberts (JKR) [118], considérant une interaction énergé-
tique entre les deux surfaces en postulant un équilibre entre l’énergie élastique stockée et la
réduction d’énergie surfacique (énergie de Dupré 2, notée γ) causée par la mise en contact
des deux corps. Cet équilibre énergétique entraîne une déformation élastique des sphères
et, ainsi, augmente le rayon de la zone de contact aJKR au-delà de la prédiction de Hertz
(équation 3.3).

a3
JKR =

r
E∗

(
F +3γπr+

√
6γπrF +(3γπr)2

)
(3.3)

— la théorie de Derjaguin, Muller et Toporov (DMT) [119, 120], postulant l’existence d’une
force d’adhésion attractive (Théorie de Bradley) agissant en dehors de la zone de contact.
Avec ce modèle, le profil du contact reste donc Hertzien, mais avec une charge globale plus

1. Définis localement par leurs rayons de courbure.
2. Il s’agit du travail d’adhésion, correspondant à l’énergie surfacique nécessaire à la création d’une surface.
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élevée en raison de la présence de cette force attractive venant augmenter le rayon de contact
aDMT (équation 3.4).

a3
DMT =

r
E∗ (F +2πγr) (3.4)

Ces deux modèles permettent de prédire une surface de contact non nulle à chargement nul,
en accord avec les observations expérimentales. Ils n’offrent cependant pas les mêmes prédictions
et ont pour cela longtemps été considérés comme antagonistes. Ce n’est qu’avec les travaux de
Tabor [138] et de Muller et al. [121] qu’il fut montré qu’en réalité ces deux théories n’étaient pas
contradictoires mais simplement des cas limites opposés, adaptés à des hypothèses différentes :
le modèle JKR étant adapté aux sphères fortement déformables possédant des forces d’adhésion
fortes et de courte portée devant le rayon des sphères ; le modèle DMT étant quant à lui valide
pour des sphères rigides ayant des forces d’adhésion faibles et de portée non négligeable devant
le rayon des sphères. Le paramètre de Tabor adimensionné µT a permis de définir les domaines
d’application de ces deux modèles : Le modèle JKR étant valide pour µT >> 1, celui de DMT
pour µT << 1 [137].

µT =

(
16rγ2

9E∗2z3
0

)1/3

(3.5)

Dans cette équation 3.5, z0 représente la distance d’équilibre entre les surfaces pour un char-
gement extérieur nul, donnée par le potentiel de Lennard-Jones. Plusieurs approches ont par la
suite été proposées dans le but d’unifier ces modèles pionniers et de proposer une description
plus générale valide entre ces deux cas extrêmes. C’est notamment le cas du modèle de contact
élastique proposé par Muller, Yushchenko et Derjaguin (MYD) [121, 122], basé sur un potentiel
d’interaction moléculaire de Lennard-Jones écrit sous forme de force surfacique σ :

σ(z) =
8γ

3z0

[(
z0

z

)3

−
(

z0

z

)9
]

(3.6)

avec z la distance de séparation entre les deux surfaces et γ = γ1 + γ2 − γ12 l’énergie de Dupré, où
γ1,γ2,γ12 représentent les tensions superficielles des deux solides et de l’interface ; ou encore du
modèle de Maugis [123], ayant proposé un potentiel analytique simplifié, basé sur une approxi-
mation de Dugdale (en puits carré). Les travaux de Argento et Jagota [139, 140] ont par la suite
généralisé le principe de ces lois de contact, en introduisant la notion de tenseur des contraintes
inter-surfaces permettant de formuler les interactions moléculaires entre deux corps sous forme
d’un tenseur des contraintes. Le paramètre z0 du potentiel de Lennard Jones a également été relié
à la distance entre plus proches atomes voisins rn, grandeur caractéristique du matériau considéré
(équation 3.7) [141] :

z0 = 15−1/6rn (3.7)

3.2.1.2 Modèles élastoplastiques

Tous ces modèles étant limités au contact entre sphères parfaitement élastiques, Storåkers et
al. [57, 58] ont alors élaboré un modèle basé sur les propriétés d’auto-similarité du problème de
contact adapté aux matériaux inélastiques, valable pour le contact entre deux sphères inélastiques
à plasticité écrouissable en loi puissance de même exposant de durcissement. Skrinjar et al. [126,
127] ont ensuite levé cette limitation en proposant une forme approximative permettant l’étude du
contact entre sphères inélastiques de coefficients de durcissement différents. Ces derniers modèles
sont efficaces pour modéliser le contact entre matériaux ductiles mais rencontre des difficultés
avec les matériaux ayant une limite élastique plus élevée, pour lesquels il n’est pas possible de
négliger les déformations élastiques. Ils ne permettent par ailleurs pas de prendre en compte de
phénomènes d’adhésion.
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Au vu de ces limites, Mesarovic et Johnson [124, 125] ont alors élaboré une nouvelle théo-
rie adhésive adaptée aux matériaux élastoplastiques, à l’aide de la méthode de décomposition par
poinçon rigide. Le rayon de contact et le profil de distribution de pression dans la zone de contact
entre les sphères ont été liés au degré de plastification en supposant une décharge purement élas-
tique et une distribution de pression homogène dans la zone de contact au début de la décharge.
Deux approches sont pour cela étudiées : (i) la solution singulière, équivalente à la théorie JKR
et basée sur la mécanique de la fracture élastique et (ii) la solution de zone cohésive, équivalente
à la théorie DMT et considérant une cohésion uniforme en dehors de la zone de contact jusqu’à
une certaine distance limite. Une carte de décohésion a finalement été proposée afin de connaître
les domaines d’applicabilité de ces modèles en fonction des mécanismes physiques gouvernant
la décohésion. Leur modèle a été appliqué avec succès à la modélisation en éléments discrets par
Martin [68, 69]. L’équation 3.8 présente le lien proposé par la solution singulière de Mesarovic et
Johnson entre le rayon de contact a et la force F appliquée lors d’une décharge adhésive. Il se base
pour cela sur le rayon de contact en début de décharge a0 et la pression dans la zone de contact en
début de décharge p0 (supposée constante et proche de p0 = 3σy).

F = 2p0a2
0

arcsin
(

a
a0

)
− a

a0

√
1−
(

a
a0

)2
−2a

√
2πaγE∗ (3.8)

Le profil de distribution de pression n’étant pas parfaitement homogène en fin de compression,
notamment pour des matériaux à plasticité écrouissable, Olsson et Larsson [128] ont récemment
proposé une amélioration du modèle de Mesarovic et Johnson en proposant un modèle de charge
permettant de considérer une pression non uniforme dans la zone de contact. La démarche de Me-
sarovic et Johnson a ensuite été conservée en utilisant ce profil non uniforme pour la construction
du modèle de décohésion.

3.2.2 Modèles de contact adaptés aux surfaces réelles

Les derniers modèles présentés sous-section 3.2.1 sont cohérents avec les modèles JKR et
DMT dans leurs plages de validité, mais restent toutefois limités aux contacts élastiques (ou élas-
toplastiques) entre sphères parfaitement lisses. Afin de pouvoir prédire les interactions de contact
entre corps réels, il est intéressant de pouvoir prendre en compte l’état de surface des solides consi-
dérés. La rugosité des surfaces diminuera en effet drastiquement la surface de contact effective
(intime) et par là même la valeur de l’adhésion. En outre, celle-ci augmentera avec le chargement
par déformation élastique et par plastification des aspérités étant en contact.

Greenwood et Williamson [142] ont été les premiers à traiter le problème du contact élastique
entre deux surfaces rugueuses isotropes nominalement planes (sans adhésion dans ce cas). Ils ont
proposé une idéalisation de la rugosité de surface en considérant que les aspérités avaient une
forme sphérique proche de leur sommet, ayant toutes le même rayon et une hauteur variant selon
une distribution statistique (Gaussienne, exponentielle, ou Weibull). En faisant l’hypothèse qu’il
n’y ait ni d’interaction entre les aspérités, ni de déformation dans le "bulk" (seules les aspérités se
déforment pendant le contact), Greenwood et Williamson ont ainsi réussi à se ramener au cas du
contact entre sphères parfaites présenté sous-section 3.2.1 et ont utilisé leur modèle de rugosité en
association avec la solution de contact hertzien pour prédire les propriétés de la surface de contact.
Greenwood et Tripp [143] ont également montré que l’étude du contact entre deux surfaces ru-
gueuses était équivalente à celle entre une surface rugueuse et un plan rigide. Cette même méthode
a ensuite été utilisée par Fuller et Tabor [144] qui utilisèrent le modèle de rugosité de Greenwood
et Williamson en conjonction avec le modèle JKR [118] afin de pouvoir prédire le comportement
d’un contact adhésif entre surfaces rugueuses élastiques.

Des avancées ultérieures ont été faites par différents auteurs (Chang et al. [145, 146], Zhao
et Chang [147], Abdo et Farhang [148] ou encore Sahoo et Banerjee [149]) prédisant de manière
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plus précise la surface effective de contact entre surfaces rugueuses. Ces auteurs se sont notamment
intéressés à la conservation du volume des aspérités (assurée par une augmentation du rayon des
aspérités tronquées) ainsi qu’à la plastification du sommet des aspérités lors de la mise en contact,
venant augmenter la surface effective de contact.

Ces modèles restent toutefois limités à des déformations plastiques localisées au voisinage
des sommets des aspérités. Pullen et Williamson [150] ont ainsi proposé un modèle de rugosité
plus adapté aux forts chargements extérieurs et donc à une application de type compression de
poudres. Comme précisé dans l’article de Williamson et Hunt [151], les aspérités de surface sub-
sistent lorsque le matériau subit une plastification complète. Pullen et Williamson proposent une
interprétation de ce phénomène en développant un modèle dans lequel la conservation du volume
est cette fois assurée par une élévation uniforme de la surface rugueuse n’étant pas encore en
contact telle que représentée figure 3.1.

FIGURE 3.1 – Illustration de l’hypothèse de conservation du volume des aspérités assurée par
une montée uniforme des zones n’étant pas en contact.

Leur modèle a été soigneusement validé sur une expérience de compression confinée d’un
échantillon d’aluminium, complétée par des mesures de rugosité pour différentes charges (fi-
gure 3.2). Le confinement de l’échantillon a assuré la possibilité d’aplanir complètement les as-
pérités de surface. Par conséquent, le modèle de Pullen et Williamson décrit le développement
de la zone de contact effective pour des surfaces rugueuses allant d’un contact nul à un contact
quasi-complet.

FIGURE 3.2 – Profil de rugosité d’un échantillon d’aluminium au cours d’un essai de compres-
sion en matrice, réalisé par Pullen et Williamson [150]. Pression nominale de haut en bas :
0,12,62,235,373 MPa

Pullen et Williamson ont proposé un lien entre le degré de contact α , défini comme le rapport
de la surface effective de contact sur la surface apparente de contact et la contrainte nominale
σn appliquée à la surface rugueuse. Ce lien se simplifie à l’équation 3.9 dans le cas particulier
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d’aspérités parfaitement plastiques. Dans ce cas, la pression de contact sur la surface des aspérités
notée p0 est en principe homogène.

σn = p0
α

1−α
(3.9)

Dans cette équation, le paramètre p0 correspond également à la dureté par indentation, qui est
généralement prise égale à 3σy (comme par exemple par Storåkers et Larsson [57]) ou 2,8σy (par
Tabor [152]) pour les matériaux élastoplastiques, σy étant la limite d’élasticité.
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3.3 Formulation de la loi de contact adhésive

3.3.1 Principe physique de la loi de contact

Les modèles sphère-sphère présentés sous-section 3.2.1 sont d’une importance historique,
mais ne sont pas directement applicables au cadre de la MPFEM qui, contrairement à la DEM,
nécessite une description locale du problème de contact, à l’échelle du point matériel 3. Ces mo-
dèles soulignent toutefois d’une part que le problème d’adhésion est plus efficacement décrit par
l’utilisation de l’énergie de surface (travail nécessaire pour créer une surface libre unitaire), et
d’autre part que le calcul d’une contrainte d’adhésion à partir d’un potentiel inter-atomique tel que
celui de Lennard-Jones est pertinent. Une telle formulation (tenseur des contraintes inter-surfaces
[140]) convient à la modélisation MPFEM en supposant la courbure des surfaces négligeables au
voisinage du nœud de surface dans le maillage d’éléments finis 4. Dans le présent travail, un mo-
dèle de contact adhésif entre surfaces rugueuses a été développé afin d’être utilisé à l’échelle des
nœuds éléments finis, dans l’optique d’être implémenté dans le cadre de la MPFEM.

Dans le cadre de la compression des poudres, les particules sont comprimées dans des condi-
tions confinées jusqu’à des pressions moyennes très élevées, de sorte que la contrainte nominale
de contact puisse atteindre des valeurs bien au-delà de la limite d’élasticité des aspérités, exacte-
ment comme dans l’expérience et la théorie développée par Pullen et Williamson [150]. Pour ces
raisons, le modèle de Pullen et Williamson [150] est choisi pour déterminer la surface de contact
effective et pondérer la contrainte d’adhésion, comme détaillé dans la section suivante. Les précé-
dents modèles d’adhésion comparables, tels que développés par Olsson et Larsson [128] ou encore
Loidolt [102], ne tiennent pas compte de la surface de contact effective et supposent que l’inter-
face peut résister à une contrainte de traction dès lors que le contact entre deux points matériels
est établi.

L’introduction de l’aire de contact effective implique de supposer que la contrainte adhésive
maximale de l’interface dépend de l’historique de chargement. En effet, le degré de contact, défini
comme le rapport de la surface de contact effective sur la surface apparente, augmente au cours
de la compression, augmentant par la même occasion la contrainte d’adhésion à l’interface. Dans
chaque approche (avec et sans le degré de contact), le paramètre d’énergie de surface n’a pas
exactement la même interprétation physique : dans le modèle d’Olsson et Larsson [128], l’énergie
de surface doit en fait inclure l’effet d’un contact imparfait, alors que dans l’approche actuelle, elle
correspond à l’énergie d’adhésion d’un vrai contact intime tel qu’imaginé théoriquement dans les
approches des potentiels atomiques de type Lennard-Jones. La pertinence des deux approches doit
être discutée en ce qui concerne la technique utilisée pour mesurer ou estimer réellement l’énergie
de surface.

3.3.2 Changement d’échelle et adaptation de la loi de contact à la simulation en
éléments finis

Abaqus permet une gestion des contacts par l’intermédiaire d’un vecteur contrainte T (M,x1, t)
exprimé en chaque nœud M de la surface du maillage de normale x1 à l’itération t. La composante
T1 = T ·x1 correspondant à la contrainte normale à la surface (précédement notée σn) est calculée à
l’aide du modèle d’adhésion décrit ci-dessous. Les composantes T2 et T3 (figure 3.3) représentent,
quant à elles, les contraintes dans le plan tangent à la surface suivant les deux directions orthogo-
nales x2 et x3.

Dans le cadre de la discrétisation par éléments finis, le comportement mécanique des interfaces
doit être décrit à l’aide d’une relation contrainte-déplacement. Cependant, l’échelle des rugosités

3. Ou, plus exactement, à l’échelle du nœud éléments finis.
4. D’ailleurs, cette hypothèse est très raisonnable s’il est tenu pour acquis que le maillage est suffisamment fin pour

assurer la convergence correcte de la simulation.
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FIGURE 3.3 – Représentation du vecteur contrainte dans le repère affecté à la surface au nœud
M. La direction x1 étant normale à la surface et les directions x2 et x3 tangentes.

et la distance d’interaction du potentiel inter-atomique sont inaccessibles numériquement à cause
de la discrétisation temporelle induisant une discrétisation spatiale (l’incrément de déplacement
correspondant à la distance parcourue pendant un incrément de temps). Elles ne peuvent donc pas
être décrites explicitement à l’échelle de la méthode numérique (tableau 3.1).

Lennard Jones Rugosité Maillage Particule VER

10−9 10−6 10−5 10−4 10−2

TABLEAU 3.1 – Ordre de grandeur des longueurs caractéristiques (en mètre) des différentes
échelles du problème considéré.

En d’autres termes, considérons la relation contrainte-déplacement de Lennard-Jones (équa-
tion 3.10) introduite par Muller et al. [122] :

T1(z) =
8γ

3z0

[(
z0

z

)3

−
(

z0

z

)9
]

(3.10)

où z est la distance entre les surfaces en interaction, z0 la distance d’équilibre, et γ l’énergie de
surface définie sous-section 3.2.1. Les déplacements des nœuds de surface au cours d’un pas de
temps étant de plusieurs ordres de grandeur au-delà de la valeur de z0, l’équation 3.10 ne peut pas
être directement implémentée dans une modélisation MPFEM. Par conséquent, un changement
d’échelle doit artificiellement être effectué, de sorte que l’évolution de la contrainte au cours d’un
pas de temps soit suffisamment lente afin d’éviter tous problèmes liés à la discrétisation. Lors de
cette mise à l’échelle, la contrainte de contact adhésive est réduite de sorte à pouvoir augmenter
la distance d’interaction de la loi de contact, tout en maintenant la valeur de l’énergie de surface
(correspondant au travail d’adhésion). Olsson et Larsson [128] ont validé cette approche pour des
contacts sphériques et ont montré que la force d’adhésion dépendait uniquement de l’énergie de
surface et non de la contrainte de traction maximale, à condition que la contrainte de traction
maximale soit plus grande qu’une valeur minimale qu’ils ont trouvée proche de 0,5σy. Pour ces
raisons, la relation contrainte-déplacement utilisée dans le présent travail est un modèle multi-
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linéaire simple représenté figure 3.4, où δ représente la distance de séparation numérique entre le
nœud considéré et la facette de la surface entrant en contact avec ce nœud 5.

FIGURE 3.4 – Représentation de la loi de contact adhésive implémentée dans la subroutine Aba-
qus VUINTERACTION.

Une raideur de pénalité k est utilisée dans le but d’introduire une contrainte répulsive s’op-
posant à l’interpénétration des surfaces, comme dans toute procédure classique de gestion des
contacts en éléments finis. Le travail d’adhésion utilisé dans la loi de contact représentée figure 3.4
est pondéré par le degré de contact α afin de tenir compte de l’hypothèse que les forces d’adhé-
sion n’apparaissent qu’aux contacts intimes entre aspérités 6. La valeur δmax à laquelle les forces
de contact disparaissent est maintenue fixe afin qu’elle puisse être liée aux exigences numériques
induites par la discrétisation, et la contrainte maximale est pondérée par α . Pullen et Williamson
[150] introduisent la relation suivante entre la contrainte nominale (apparente) T1 et le degré de
contact α :

T1 = p0
α

1−α
(3.11)

L’équation 3.11 n’est valable que pour un chargement de compression monotone (α est censé
rester constant lors du déchargement), et peut être facilement inversé pour obtenir α en fonction
de la contrainte de compression.

Pour résumer le comportement du modèle d’interaction de contact, considérons la séquence
de chargement-déchargement suivante au contact entre un nœud et la facette opposée du maillage
d’éléments finis. Tout d’abord, les surfaces se rapprochent les unes des autres. À un moment
donné, la distance δ devient négative (les surfaces se chevauchent). Ce recouvrement induit une
contrainte répulsive normale T1 =−kδ , k étant la raideur de contact. Cette contrainte est positive
en compression au vu de la convention de signe choisie. T1 augmente pendant la compression ; par
là même, le degré de contact augmente selon l’équation 3.11. α est mis à jour tant que la contrainte

5. Plus précisément, il s’agit de la distance séparant le nœud de la surface esclave au point de proximité de la surface
maître. Le lecteur pourra se référer à l’annexe B ou à la documentation du logiciel Abaqus [45] pour plus de détails.

6. Ce qui implique que la hauteur des aspérités soit bien supérieure à δ0.
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de contact en compression augmente. Soit σmax la valeur maximale de T1 en fin de compression ;
selon l’équation 3.11 la valeur de α est alors :

α =
σmax

p0 +σmax
=

σmax

3σy +σmax
(3.12)

Lors de la décharge, le degré de contact α est maintenu constant. Le travail d’adhésion nécessaire
pour séparer la portion de surface en contact effectif est αγ . La contrainte normale T1 diminue donc
jusqu’à zéro avant de devenir négative (traction). La contrainte de traction maximale pouvant être
supportée est ασc, σc étant donnée par :

σc =
−2γ

δmax
(3.13)

Au fur et à mesure que la décharge se poursuit, les surfaces sont progressivement séparées et
la contrainte de traction diminue linéairement pour atteindre zéro à δ = δmax. Si le contact est
rechargé avant d’atteindre δ = δmax, on considère que les surfaces restent en partie collées ; donc
les zones de contact préalablement séparées se recollent ; du fait que les surfaces n’ont pas bougé
l’une par rapport à l’autre, les aspérités aplaties ou déformées restent face à face et l’adhésion est
retrouvée. La contrainte de traction augmente à nouveau jusqu’à σc et suit la même courbe. Si δ

devient supérieur à δmax, α est remis à zéro et la mémoire est effacée. Dans le cas où ces mêmes
surfaces viennent à entrer de nouveau en contact, il est considéré qu’il est impossible de retrouver
ce contact intime à l’échelle des aspérités, les deux surfaces ayant nécessairement un mouvement
indépendant lorsqu’elles sont séparées. Dans ce cas, le lien intime entre les aspérités ne se retrouve
pas dans le nouveau contact et l’interaction est traitée comme une interaction initiale, avec α = 0.

3.3.3 Formulation de la partie tangentielle de la loi de contact

Une loi de frottement de Coulomb simple, basée sur un seul coefficient de frottement µ , est
implémentée dans la subroutine Abaqus. Cette loi de frottement est activée en cas de contraintes
normales compressives. Dans le cas d’une contrainte de traction, la contrainte de cisaillement est
maintenue nulle. L’implémentation d’une adhésion tangentielle en cisaillement est laissée pour
une prochaine phase de développement.

3.3.3.1 Principe du modèle de frottement

Lorsque les surfaces en contact sont dans un état de traction à l’itération t (T1 ≥ 0), aucune
friction n’est considérée (T2 = T3 = 0). Dans le cas contraire, des contraintes tests T t

2 et T t
3 sont

calculées à l’itération t à l’aide des résultats de l’itération t −∆t (équation 3.14), avec k la raideur
de pénalité du contact et δ2 (respectivement δ3) l’incrément de position relative des points de
proximité par rapport aux surfaces principales associées pendant l’incrément de temps ∆t suivant
la direction x2 (respectivement x3). La contrainte de cisaillement test τ t est alors calculée à l’aide
de ces contraintes tests (équation 3.15).

T t
i = Ti(t −∆t)− kδi , i = {2;3} (3.14)

τ
t =

√
T t

2
2 +T t

3
2 (3.15)

Ces contraintes tests sont ensuite utilisées pour déterminer la valeur des contraintes tangentes à
l’itération t. Si la contrainte de cisaillement test τ t vérifie le critère d’adhésion de Coulomb (équa-
tion 3.16), les contraintes tests sont affectées aux composantes tangentes du vecteur contrainte
(T2(t) = T t

2 et T3(t) = T t
3 ).

τ
t ≤ µ|T1(t)| (3.16)
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Dans le cas contraire, la contrainte de cisaillement est fixée à τ(t) = µT1(t). Afin de maintenir
la direction du cisaillement inchangée en cas de glissement, les composantes T2(t) et T3(t) sont
alors calculées par projection du vecteur τ t = (0 T t

2 T t
3 ) à l’aide de la relation ci-dessous (équa-

tion 3.17), ce qui amène finalement à la loi de contact tangente telle que représentée figure 3.5.

Ti(t) = µ|T1(t)|
T t

i
τ t , i = {2;3} (3.17)

FIGURE 3.5 – Schéma de la loi de Coulomb implémentée pour la gestion des contraintes de
contact tangentes Ti, i = {2;3}.

3.3.3.2 Calcul de l’énergie de frottement

Un calcul de l’incrément d’énergie surfacique dissipée par frottement ∆Wf est effectué dans la
subroutine, en chaque point de proximité et à chaque itération, afin de pouvoir par la suite utiliser
l’énergie de frottement pour le développement d’un critère de rupture.

Cette énergie surfacique est calculée dans le cas de glissement (τ t > µT1) à partir de la re-
lation ci-dessous (équation 3.18), où δ

f
2 (resp. δ

f
3 ) représente l’incrément de déplacement privé

de sa composante réversible "élastique" suivant la direction x2 (resp. x3) et est calculé grâce à
l’équation 3.19.

∆Wf =−T2δ
f

2 −T3δ
f

3 (3.18)

δ
f

i = δi −δ
e
i = δi −

Ti(t)−Ti(t −∆t)
k

, i = {2;3} (3.19)
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3.4 Validation de la loi de contact adhésive

3.4.1 Vérification de l’implémentation dans le logiciel éléments finis

Un modèle numérique de contact plan entre deux parallélépipèdes rectangulaires représenté
figure 3.6 est utilisé afin de vérifier l’implémentation de la loi de contact adhésive développée
dans le logiciel éléments finis Abaqus à l’aide de la subroutine VUINTERACTION. La base infé-
rieure de la plaque inférieure, infiniment rigide, est entièrement fixée et un déplacement normal à
la surface de contact est imposé à la face supérieure du parallélépipède élastique supérieur, de hau-
teur h, surface S, module d’Young E et coefficient de Poisson ν , pour atteindre une compression
uniaxiale de contrainte normale T1 = 3σy, avec σy la limite d’élasticité des aspérités supposées
parfaitement plastiques. D’après l’équation 3.11 du modèle de Pullen et Williamson, le degré de
contact correspondant est donc α = 0,5.

FIGURE 3.6 – Modèle numérique de contact plan utilisé pour la validation de l’implémentation
de la loi de contact normale et tangentielle.

Les deux surfaces sont ensuite séparées pour vérifier l’implémentation de la partie normale de
la loi de contact. Les résultats sont présentés figure 3.7.

FIGURE 3.7 – Vérification de l’implémentation de la loi de contact adhésive à l’aide du modèle
présenté figure 3.6 : comparaison entre l’entrée de la loi de contact et la sortie Abaqus, avec k =
109 N.mm−3 , σy = 200 MPa, γ = 10−2 mJ.mm−2 et σc = σy/2. Contrainte normale normalisée
en fonction du déplacement normal normalisé.

Afin de vérifier l’implémentation de la partie tangentielle de la loi de contact, un second es-
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sai numérique est réalisé. Dans cet essai, la contrainte normale en compression est maintenue
constante et un déplacement transversal u3 est imposé sur la surface supérieure du parallélépipède
déformable. D’après la loi de Coulomb, le glissement est initié pour une contrainte de cisaillement
critique τc = µT1. Du fait de la déformation élastique du parallélépipède, cette contrainte critique
est atteinte pour un déplacement uc

3 défini par l’équation 3.20.

uc
3 =

2(1+ν)hτc

E
(3.20)

Un déplacement u3 = 3uc
3 suivi d’un déplacement u3 = −3uc

3 sont alors imposés au modèle.
Les résultats présentés figure 3.8a vérifient une initialisation du glissement pour u3 = 3uc

3. Ce
même modèle est également utilisé pour vérifier le calcul de l’énergie de dissipation par frotte-
ment Wf =

∫
τc du f

3 , avec du f
3 l’incrément de déplacement tangentiel relatif entre les deux surfaces

diminué de sa composante réversible (figure 3.8b). Une raideur de contact numérique k élevée est
utilisée afin d’induire des déformations restant négligeables devant les déformations induites par
la raideur du parallélépipède déformable k̃ = E/(2h(1+ ν). Les résultats obtenus à l’aide de ce
modèle permettent de valider l’implémentation de la loi de contact et le calcul de l’énergie dissipée
par frottement au sein de la subroutine.

(a) (b)

FIGURE 3.8 – Vérification de l’implémentation de la partie tangentielle de la loi de contact à
l’aide du modèle présenté figure 3.6 : comparaison entre l’entrée de la loi de contact et la sortie
Abaqus, avec k = 109 N.mm−3 et µ = 0,1. (a) contrainte de cisaillement normalisée en fonction
du déplacement transversal normalisé ; (b) dissipation par frottement normalisée en fonction du
déplacement transversal normalisé.

3.4.2 Validation de la loi de contact dans sa forme simplifiée : comparaison avec les
modèles de la littérature

Un modèle élastoplastique constitué de deux sphères en contact (figure 3.9) est étudié pour
comparer les résultats du modèle de contact adhésif implémenté à ceux de Mesarovic et Johnson
[124] et de Olsson et Larsson [128]. À des fins de comparaison, le degré de contact α est maintenu
égal à 1, ces deux modèles ne prenant pas en compte la rugosité des surfaces de contact. Un
modèle 3D a été construit à la place d’un modèle axisymétrique 2D pour des raisons pratiques, les
subroutines étant destinées à être ultérieurement utilisées dans le cadre de simulations 3D sur des
ensembles de particules.
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FIGURE 3.9 – Maillage éléments finis utilisé pour la validation de la loi de contact développée.

Les simulations ont été effectuées sur cet échantillon numérique à l’aide du progiciel d’élé-
ments finis Abaqus [45]. Les calculs ont été parallélisés sur 6 cœurs à l’aide de doubles processeurs
AMD EPYC 7302 de 16 cœurs. Le matériau constitutif des particules a été modélisé comme un
matériau élastoplastique à élasticité isotrope et linéaire. Une plasticité à écrouissage linéaire iso-
trope de type von Mises a été introduite pour faciliter la convergence de la simulation. Le module
de Young est défini comme E, le coefficient de Poisson comme ν , la limite d’élasticité initiale
comme σy et le module d’écrouissage comme K. Les valeurs des paramètres de matériaux utilisés
sont résumées tableau 3.2.

Paramètre E ν σy K

Unité MPa - MPa MPa

Valeur 200 000 0,3 200 100

TABLEAU 3.2 – Valeurs des paramètres matériaux utilisés dans la simulation numérique.

Bien que le problème étudié ici soit statique, le solveur Abaqus/Explicit est utilisé pour per-
mettre l’utilisation future de la subroutine implémentée dans le cas d’assemblages granulaires,
où un grand nombre de contacts se produisent. Les sphères ont été partitionnées et maillées (fi-
gure 3.9) à l’aide d’éléments tétraédriques quadratiques de type C3D10.

De manière similaire à Olsson et Larsson [128], les deux sphères identiques de rayon r ont
d’abord été comprimées en imposant un déplacement relatif u1 = 0,02r des centres des sphères.
Les sphères ont ensuite été éloignées jusqu’à ce que les surfaces de contact soient séparées. La
taille des plus petits éléments du maillage a été définie à 0,00125r, où r correspond au rayon de la
sphère maillée. La distance d’interaction maximale δmax a été calculée pour obtenir σc = 0,9σy.
De cette manière, δmax a été minimisée tout en garantissant l’hypothèse de Mesarovic et Johnson
[124] d’absence de plastification lors de la décharge.

La figure 3.10 montre une comparaison entre les résultats du modèle de contact développé
et ceux de la littérature, où a0, a et F représentent respectivement le rayon de contact entre les
sphères déformées en fin de chargement, le rayon de contact lors de la décharge et la force de
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contact. Le modèle de Mesarovic et Johnson retenu correspond à la "solution singulière" 7, étant
plus proche des hypothèses faites dans le présent travail.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
a / a0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

F
/
(π
a
2 0
p 0
)

γ = 0 mJ.mm−2

γ = 0.001 mJ.mm−2

γ = 0.004 mJ.mm−2

Mesarovic et Johnson (2000)

Olsson et Larsson (2013)

Simulation

FIGURE 3.10 – Comparaison entre les prédictions de la solution singulière du modèle de Mesaro-
vic et Johnson [124], le modèle d’Olsson et Larsson [128] et les résultats numériques, sans pon-
dération par le degré de contact, pour diverses énergies de surface, avec k = 109 N.mm−3, σy =
200MPa, et σc = 0,9σy.

Des écarts sont constatés sur la figure 3.10 en début de décharge (pour a/a0 proche de 1,0),
principalement pour les grandes valeurs de γ . Ces écarts sont dus au fait que le logiciel éléments
finis n’a pas exactement la même définition de la surface de contact que les modèles analytiques :
les surfaces sont considérées en contact tant que la force de contact nodale est différente de zéro
(c’est-à-dire tant que la distance δ reste inférieure à δmax), bien que la séparation ait commencé ;
a/a0 reste donc égal à 1,0 même si la surface de contact géométrique a commencé sa séparation 8.
Cet effet devient plus significatif pour des valeurs élevées de δmax, comme indiqué ci-dessous. La
contrainte d’adhésion σc étant limitée à 0,9σy, le travail d’adhésion γ est donc proportionnel à
δmax. Ce paramètre δmax est ainsi plus grand pour des valeurs de γ supérieures. Une augmentation
de la contrainte d’adhésion réduit l’écart en début de décharge, mais de la plasticité à la décharge se
produit alors à l’interface, augmentant, quoique d’une manière différente, l’écart entre la solution
numérique et les prédictions de Mesarovic et Johnson. Une étude de sensibilité a été réalisée afin de
déterminer l’influence de la contrainte d’adhésion σc et de la distance d’interaction maximale δmax

(les deux étant directement liées par l’équation 3.13) pour une valeur donnée de γ . La figure 3.11
montre l’influence de ces paramètres.

Dans la figure 3.11a, le rapport σc/σy est maintenu inférieur à 1,0 de sorte à ce qu’aucune
plasticité ne se produise lors de la décharge. Dans ce cas, la diminution de la valeur de σc entraîne
principalement une augmentation de δmax, ce qui retarde le point auquel le contact est perdu.
Dans le pire des cas (σc/σy = 0,1, δmax/r = 1,0 10−4), la charge doit être considérablement
réduite avant que le rayon de contact ne commence à diminuer. D’autre part, lorsque δmax diminue
(σc/σy = 0,8, δmax/r = 1,3 10−5), les résultats numériques se rapprochent des prédictions de

7. Dans laquelle aucune traction adhésive ne peut se produire en dehors de la surface de contact, ce qui est similaire
à l’hypothèse du modèle JKR.

8. Par ailleurs, la surface de contact géométrique exacte ne peut pas être connue dans le contexte de la FEM car elle
n’est pas parfaite ; la discrétisation et le chevauchement des facettes limitent la précision. Différentes méthodes pour
définir le rayon de contact ont été testées dans cette étude, la plus précise d’entre elles consistant à définir la surface de
contact grâce à l’utilisation des forces nodales.
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FIGURE 3.11 – Étude de l’impact du paramètre σc/σy sur les prédictions numériques pour un
contact sphère/sphère, avec k = 109 N.mm−3, σy = 200MPa, et γ = 10−3mJ.mm−2 pour (a)
σc/σy < 1,0, et ( b) σc/σy ≥ 1,0.

Mesarovic et Johnson. Les courbes numériques et analytiques concordent raisonnablement pour
σc > 0,6σy ce qui confirme l’observation soulignée par Olsson et Larsson [128].

Dans la figure 3.11b, σc/σy ≥ 1,0. Dans ce cas, pas (ou très peu) de retard est observé dans la
séparation des contacts. Cependant, de la plasticité se produit à la décharge ce qui explique que le
rayon de contact a n’atteigne pas zéro en fin de simulation (les deux sphères ne sont pas complète-
ment séparées avec le déplacement imposé). Plus σc est grand, plus le rayon de contact est grand
en fin de simulation. On peut également observer que pour une valeur donnée de force de contact
(lors de la décharge), le rayon de contact reste plus grand pour des valeurs plus grandes de σc. Ce
comportement est raisonnable puisque le travail des forces de traction doit être en partie consacré
à la déformation plastique à la place de la séparation des contacts. Naturellement, à mesure que la
contrainte adhésive augmente, la courbe de décharge s’écarte davantage des prédictions de Mesa-
rovic et Johnson, puisque leur hypothèse d’une décharge purement élastique devient de moins en
moins acceptable.

Les résultats de la figure 3.11 sont résumés dans la figure 3.12, dans laquelle l’erreur relative e
entre les résultats numériques et les prédictions de Mesarovic et Johnson [124] (équation 3.21) est
tracée en fonction du rapport σc/σy. Une erreur inférieure à 5 % est obtenue pour σc/σy se situant
entre 0,6 et 1,6 environ.

e =

√
a0

∑
a=0

(
Fsimulation(a)−FMesarovic(a)

πa2
0 p0

)2

(3.21)
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FIGURE 3.12 – Évolution de l’erreur relative e entre la simulation numérique et le modèle
de Mesarovic et Johnson [124] en fonction de la contrainte d’adhésion adimensionnée. k =
109N.mm−3, σy = 200MPa, et γ = 10−3mJ.mm−2.
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3.5 Validation expérimentale de la loi de contact dans sa forme glo-
bale

3.5.1 Principe du dispositif expérimental

Un dispositif expérimental représenté figure 3.13 et figure 3.14 a été développé afin de mesurer
les forces d’adhésion entre deux échantillons préalablement comprimés. Ce dispositif a été créé
afin de permettre de réaliser un essai de compression suivi d’un essai de traction à l’aide d’une
presse hydraulique de 500 kN, sans manipulation transitoire des échantillons à tester. L’objectif
est de mesurer la force requise pour séparer deux échantillons (et donc de mesurer la cohésion
développée entre ces derniers) en fonction de la compression préalablement appliquée entre ces
deux échantillons.
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FIGURE 3.13 – Vue éclatée du dispositif expérimental.
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FIGURE 3.14 – Photographies du dispositif expérimental.

Un capteur de traction de 2500 N (pièce 19) est couplé au dispositif à l’aide d’un ressort de
compression (pièce 18) de raideur k = 186.3 N.mm−1 et de longueur à vide l0 = 65 mm afin de
permettre une mesure précise de l’adhésion lors de la phase de traction. Le ressort 18 permet en
effet de diminuer la raideur du système et facilite ainsi la mesure de la valeur de l’adhésion (en
permettant d’obtenir plus de points de mesure lors de la montée en charge). La cellule de force
de 500 kN est en effet bien adaptée aux efforts appliqués lors de la compression, mais est sur-
dimensionnée pour la mesure de la force de séparation des échantillons survenant lors de la phase
de traction.

Le capteur 19 est pour cela fixé entre la plaque 4 et le disque de réglage (pièce 11) venant
comprimer le ressort contre la plaque 3 par l’intermédiaire d’une tige filetée M6x70 (pièce 20) de
section nominale Sn = 9.65 mm et de classe 6.8 (limite élastique Re = 480 MPa) passant au centre
du ressort. La pré-compression du ressort 18 est déterminée afin de permettre la compensation du
poids du dispositif. De cette manière, le capteur 19 n’est pas sollicité durant la compression (grâce
au contact entre les pièces 1 et 2) et est protégé en cas de force de traction excessive grâce au
système de butée du dispositif (pièces 8 venant en contact avec la pièce 2) ; la cellule de force de
500 kN prenant alors le relais pour des efforts supérieurs. La position de la butée est calculée pour
permettre une course du ressort de 15 mm, correspondant à une protection de la cellule de force
pour des efforts supérieurs à 2794 N (sachant que le capteur peut supporter jusqu’à 3750 N).

L’ensemble des pièces du dispositif est usiné en acier 40CMD8 et dimensionné afin de résister
à un chargement maximal de 500 kN. Un embout à rotule droit taraudé en acier zingué - chromaté
bleu (pièce 23) est vissé entre la cellule de force de 2500 N et la tige filetée afin d’assurer son
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auto-alignement. Trois brides (pièces 17) orientées à 120 degrés sont utilisées pour permettre la
fixation de l’échantillon inférieur (pièce 6) à la plaque support (pièce 7), une fois celui-ci aligné
avec l’échantillon supérieur (pièce 5). L’échantillon supérieur 5 est fixé au dispositif expérimental
par l’intermédiaire de la plaque 4. L’échantillon inférieur est posé sur une rotule de compression
(pièce 21) afin d’assurer la planéité du contact avant le serrage des brides. Une bague de centrage
(pièce 16) est utilisée lors de la phase de réglage afin d’assurer le bon alignement des échantillons,
puis retirée du dispositif une fois les brides fixées. Une gorge est usinée dans la pièce 4 afin de
permettre le passage et le positionnement du câble de branchement de la cellule de force 19. Un
jeu de 3 mm entre les pièces 3 et 4 est également assuré lors du contact entre les pièces 1 et 2 afin
d’empêcher l’écrasement du câble en cas de sortie de gorge.

Un cylindre taraudé en M52× 3 (pièce 10) est utilisé afin de pouvoir relier le dispositif à
la presse hydraulique. Des plaques de centrage (pièces 12, 13, 15) sont utilisées pour assurer
l’alignement du dispositif lors de son montage. Un pion de centrage chanfreiné (pièce 14) est
utilisé afin d’assurer le centrage des plaques 1 et 2 durant les essais. Les ajustements récapitulés
figure 3.15 ont été choisis afin de permettre un alignement précis du dispositif expérimental. Les
tolérances ont été choisies pour permettre une mise en place au maillet des pièces (12, 13, 14, 15)
dans les pièces (4, 3, 1, 1) respectivement. Afin de permettre un démontage aisé du dispositif, des
ajustements glissants précis de type H7g6 ou équivalent ont été adoptés entre les pièces (5, 6, 12,
14, 15) et les pièces (16, 16, 5, 2, 10) respectivement.

FIGURE 3.15 – Schéma récapitulatif des tolérances d’usinage des ajustements (norme du système
ISO d’ajustements).

Huit vis de type CHCM10x40 venant fixer l’échantillon supérieur sont utilisées dans l’assem-
blage comme fusibles afin de protéger le reste des pièces du dispositif. Ces vis à tête hexagonale et
à filetage métrique ISO sont en acier à faible teneur en carbone de classe de qualité 8.8 (charge de
rupture de 800 MPa, limite d’élasticité de 640 MPa) et ont une tige de diamètre nominal 10 mm,
une longueur sous tête de 40 mm et une section résistante nominale de Sn = 58 mm2. Dans le cas
non-lubrifié (pour un coefficient de frottement sous tête µ = 0,2), le guide de serrage contrôlé
Facom recommande un couple de serrage Cs = 53 N.m induisant une pré-charge Fs = 21.8 kN.
La charge minimale de rupture étant Fvis

max = 46.4 kN, la charge maximale en traction du mon-
tage avant rupture des vis est donc Ftot = 8(Fvis

max −Fs) = 196.8 kN. Quatre vis CHCM20x70-8.8
sont ensuite utilisées pour la fixation de la plaque support au bâti de l’expérience. Les brides sont
quant à elles fixées grâce à trois vis CHCM16x80-8.8. Les quarante vis restantes étant de type
CHCM10x45-8.8.
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3.5.2 Description du protocole expérimental

Le gain de la cellule de force Measurement Specialties 2500 N utilisée a été réglé à l’aide d’un
capteur étalon de 10 kN afin d’obtenir une force de 250 N sous excitation de 10 V. La courbe de
calibration présentée figure 3.16 montre un lien affine entre la force F et la tension U . La force
non nulle observée à tension nulle vient du fait d’une modification de la précontrainte imposée au
ressort (pièce 18) post-étalonnage.

FIGURE 3.16 – Courbe de calibration de la cellule de force Measurement Specialties 2500 N sous
excitation de 10 V.

Les échantillons (pièces 5 et 6) ont initialement été usinés en acier XC48 (de limite élastique
σy = 375 MPa) à l’aide de mors doux afin d’assurer un parallélisme précis et ainsi une compression
axée sur l’échantillon. Les résultats obtenus avec ce matériau n’étant pas concluants, il a par la
suite été décidé de changer de matériau de référence et d’effectuer les essais sur des échantillons de
plomb. Ceux-ci ont été directement moulés sur une tige filetée assemblée à des porte-échantillons
permettant le même système de fixation que les échantillons 5 et 6 (figure 3.17a et figure 3.18d).
Un moule matrice cylindrique de diamètre 30 mm a pour cela été utilisée.

(a) (b)

FIGURE 3.17 – Illustration du principe de fabrication des échantillons en plomb. (a) Moulage
initial et (b) refonte de la surface utile.

La surface libre des échantillons lors du moulage correspondant à la surface de contact entre
les deux échantillons lors de l’essai présenté figure 3.14, il est nécessaire que celle-ci possède une
bonne planéité pour permettre un développement plan du contact. Ceci n’est pas le cas à la suite
de cette étape de moulage (figure 3.18a). Afin d’améliorer cet état de surface, les échantillons ont
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ensuite été dévissés des bases des pièces 5 et 6, retournés dans la matrice cylindrique, puis refondus
en contact avec une plaque chauffée (figure 3.17b et figure 3.18b). Ils ont enfin été poncés à l’aide
d’un papier de verre à grain 120 (figure 3.18c) puis refixés aux porte-échantillons.

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 3.18 – (a,b,c) État de surface de l’échantillon de plomb aux différentes étapes de sa
fabrication et (d) surface inférieure de l’échantillon moulé sur une tige filetée afin d’être fixé aux
bases des pièces 5 et 6.

Les différentes étapes du protocole expérimental effectuées lors de l’assemblage du dispositif
et de la fixation des échantillons précédant l’essai de compression suivi de l’essai de traction sont
décrites ci-dessous :

1. Fixation de l’échantillon supérieur sur le dispositif à l’aide des huit vis CHCM10x40-8.8.

2. Positionnement approximatif de l’échantillon inférieur entre les trois brides 17.

3. Rapprochement des deux échantillons et alignement des surfaces à l’aide de la bague 16 et
du rotulage.

4. Fixation de l’échantillon inférieur par serrage des brides 17.

5. Séparation des échantillons et retrait de la bague 16.

6. Nettoyage à l’acétone des surfaces des deux échantillons.

Trois cycles de compression/traction sont ensuite appliqués au dispositif. Un pilotage en dé-
placement est pour cela utilisé et une mesure de l’évolution de la force est effectuée. Les essais
sont réalisés à la vitesse minimale de la presse (4 µm.s−1) afin de réduire au maximum les effets
de la forte visco-plasticité du plomb.

3.5.3 Résultats expérimentaux

La figure 3.19 présente les résultats obtenus lors d’un essai de trois cycles de compression/traction
d’amplitude 4 mm en compression et 1 mm en traction. La figure 3.19a représente l’évolution de
la contrainte en fonction du déplacement imposé obtenue à partir de la force extraite de la cel-
lule de force 500 kN. La surface de contact S est pour cela calculée à partir de la connaissance
de la surface initiale de l’échantillon S0, de sa hauteur initiale h0 ainsi que de sa hauteur dans la
configuration déformée h, en faisant l’hypothèse d’une transformation isochore (équation 3.22).

S =
S0h0

h
(3.22)

Les résultats obtenus permettent d’obtenir la contrainte maximale appliquée lors de chacun
des cycles, correspondant au paramètre σmax du modèle de Pullen et Williamson [150]. La zone
linéaire en début d’essai correspond au domaine élastique. La limite élastique observée ici varie
d’un essai à l’autre. Ceci est dû à un écrouissage des échantillons lors de la phase d’alignement des
échantillons et du serrage des brides. Un adoucissement semble être observé au cours du dernier
chargement. Cependant, cette plage de déplacement (u > 8 mm) correspond également à la zone
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d’apparition d’un "effet tonneau", amenant à un calcul erroné de la surface de contact et donc
de la contrainte. Ces résultats devront donc être manipulés avec précaution. Lors des différentes
décharges, la contrainte semble revenir à zéro, la cellule de force 500 kN n’étant pas suffisamment
précise pour détecter une force d’adhésion.

La figure 3.19b présente, quant à elle, l’évolution de la contrainte avec le déplacement, obte-
nue par l’intermédiaire de la cellule de force 2500 N. La figure 3.19b montre qu’une contrainte
non-nulle est mesurée au cours des phases de compression. En principe, la cellule de force 2500 N
ne devrait pas être sollicitée lors de ces phases de compression (cf. figure 3.13). Cette mesure non
nulle résulte de la déformation du dispositif expérimental et ne correspond pas à une mesure réelle
de la contrainte au sein de l’échantillon. Lors de la compression, le bloc constitué des pièces 2-4-
9 supportant la charge se déforme. La distance de séparation entre les pièces 3 et 4 (initialement
3 mm) décroît donc lors de la compression, venant par la même occasion diminuer la précontrainte
du ressort, ce qui se traduit par l’enregistrement d’une force positive par le capteur de 2500 N.
Ainsi, la partie positive de la contrainte sur la figure 3.19b ne correspond pas à une mesure réelle,
seulement à un relâchement du ressort au dessus du zéro défini lors de l’étalonnage (elle est en
revanche proportionnelle à la contrainte de compression). La partie négative de la contrainte, en
revanche, correspond à la contrainte de traction réelle. Cette différence explique pourquoi la pente
("raideur") observée sur la courbe change au passage du zéro. Le déplacement correspond essen-
tiellement à la raideur du ressort et non à celle des échantillons. Ainsi la seule donnée à retirer
de cette courbe est la valeur de la contrainte au niveau des pics qui définit la contrainte maximale
d’adhésion. Il est cette fois possible de détecter la contrainte d’adhésion σc apparaissant durant la
phase de traction. Celle-ci augmente au cours des cycles ce qui semble être en adéquation avec
les prédictions du modèle de Pullen et Williamson [150]. Ces observations doivent toutefois être
traitées avec méfiance, en raison notamment du caractère fortement visqueux du plomb. Un ni-
veau d’adhésion différent est par exemple observé entre le second et le troisième cycle, tandis que
la contrainte maximale est sensiblement identique (en raison de l’adoucissement). Ce type d’ob-
servation ne s’explique pas par le modèle de rugosité de Pullen et Williamson [150] et pourrait
être induit par des effets visqueux. En effet la surface effective pourrait continuer d’augmenter à
contrainte quasi-constante entre deux cycles sous l’effet d’une forme de fluage.

(a) (b)

FIGURE 3.19 – Mesure de la contrainte en fonction du déplacement lors d’un essai de trois cycles
de compression/traction à l’aide (a) de la cellule de force de 500 kN et (b) de la cellule de force
de 2500 N (résultats valides uniquement en traction).
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Plusieurs essais de ce type (composés de trois cycles successifs d’amplitude en compression
de 3 mm, 4 mm ou 5 mm et d’amplitude en traction de 1 mm) ont été effectués. Les résultats cor-
respondant aux valeurs de contraintes d’adhésion relevées sont résumés figure 3.20. Les résultats
obtenus mettent en évidence une dépendance du niveau d’adhésion à l’historique de chargement.
Pour un même échantillon, la contrainte d’adhésion augmente (en valeur absolue) au cours des
cycles avec le déplacement (et donc avec la contrainte maximale appliquée). De façon similaire, la
contrainte d’adhésion au premier cycle augmente avec l’amplitude de déplacement de ce premier
cycle. Ces deux observations corroborent le modèle de Pullen et Williamson [150].

FIGURE 3.20 – Contrainte maximale d’adhésion en fonction du déplacement imposé lors de la
charge. Plusieurs cycles successifs de même amplitude sont effectués sur un même échantillon.
Différentes amplitudes de cycle sont présentées.

Toutefois, la présente étude n’est pas suffisante pour vérifier la validité de la loi de contact dans
sa forme globale. Il serait pour cela nécessaire de déterminer le lien entre la contrainte d’adhésion
(extraite de la cellule de force de 2500 N) et la contrainte maximale appliquée (extraite de la cel-
lule de force de 500 kN). Un tel lien n’a pas pu être déterminé dans le cas présent. Premièrement,
comme mentionné plus haut, les effets visqueux du plomb (qui n’ont pas été caractérisés dans ce
travail) peuvent potentiellement venir compliquer l’interprétation des résultats. Deuxièmement, le
dispositif expérimental dans sa forme actuelle ne permet pas une étude en conditions confinées :
dès lors que la contrainte nominale atteint la limite d’élasticité de l’échantillon, celui-ci se dé-
forme plastiquement dans la masse. En compression simple, si l’on admet le modèle de Pullen et
Williamson [150], le degré de contact est égal à 0,25. Dans tous les cas, il est nettement inférieur
à 1, et pourrait être encore plus faible que 0,25 en raison de l’écrouissage [151].

Des mesures de l’adhésion développée pour des contraintes appliquées inférieures (σ < σy)
étant difficiles en raison de la très faible limite d’élasticité du plomb, la présente étude reste ainsi
restreinte à un degré de contact quasi-constant (les variations étant simplement dues à l’écrouis-
sage). En ajoutant à ceci les incertitudes quant à la prédiction de la contrainte maximale appliquée
(en raison de l’effet tonneau notamment), aucune corrélation entre la contrainte maximale appli-
quée et la contrainte d’adhésion n’a pu être déterminée.

Ces limites rendent difficile la validation quantitative du modèle de Pullen et Williamson [150].
Il serait pour cela nécessaire d’étendre l’étude à des degrés de contact différents. Une solution
intéressante à explorer serait d’utiliser un dispositif triaxial couplé au dispositif actuel. De cette
manière, il serait possible d’atteindre des degrés de contact nettement supérieurs (de la même
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manière que dans l’étude réalisée par Pullen et Williamson [150]) en évitant l’utilisation d’une
matrice rigide, pouvant poser problème pour la mesure de l’adhésion en raison du développement
de forces de frottement latérales. De plus, il est probable que les forces adhésives se développent
très peu pour des valeurs de α trop faibles, ce qui est probablement la raison pour laquelle seul
un matériau très fortement ductile comme le plomb a permis de mettre en évidence l’effet des
forces adhésives. La construction d’une cellule de confinement adapté au dispositif décrit ici est
malheureusement une opération coûteuse autant en temps qu’en termes financiers. Elle n’a pas pu
être envisagée au cours de la présente thèse.

Les résultats de l’étude actuelle semblent également montrer une dépendance de la contrainte
d’adhésion à l’amplitude des déplacements durant le cycle considéré. En effet, il est par exemple
observé que l’adhésion au second chargement de 3 mm (correspondant donc à un déplacement total
de 6 mm) est inférieure à celle du premier chargement de 5 mm. De la même manière, l’adhésion
au troisième chargement de 3 mm (et donc à 9 mm) est inférieure à celle du premier chargement
de 5 mm et du second chargement à 4 mm (correspondant à un déplacement total de 8 mm). Une
explication possible de ce phénomène est de remarquer que les surfaces en contact s’étalent plus
au cours d’un chargement pour des amplitudes de charges supérieures, permettant d’obtenir un
contact plus intime à l’échelle des rugosités. Ce phénomène pourrait être lié au simple fait que
plus l’amplitude du déplacement est grande, plus le temps nécessaire pour l’atteindre est long,
ce qui permet une déformation plus importante des aspérités en raison de la viscosité du plomb.
Ce contact intime est rompu lors de la séparation des surfaces, venant ainsi réduire l’adhésion.
Des essais supplémentaires semblent ainsi utiles afin d’obtenir une meilleure compréhension de
ce phénomène et de déterminer s’il s’agit d’un paramètre à prendre en compte pour la description
du développement de l’adhésion, ou simplement d’un artefact causé par la viscosité du plomb. Il
pourrait pour cela être utile d’introduire en fin de charge des paliers de relaxation ou d’effectuer
ce type d’essais sur d’autres matériaux moins visqueux. Néanmoins, Les résultats présentés ici
présentent l’avantage d’une preuve de concept. Ils mettent en évidence :

1. Qu’il est possible de mesurer une force d’adhésion dans un essai macroscopique.

2. Que cette force d’adhésion n’est pas liée à une accroche mécanique, mais de manière bien
plus probable à des forces moléculaires, tel qu’il a été pris comme hypothèse lors de la
formulation du modèle d’adhésion.

3. Que la force d’adhésion augmente avec la compression, ce qui, à ce stade et sans toutefois
prouver définitivement la pertinence de cette approche, va dans le sens de l’introduction du
degré de contact dans le modèle d’adhésion développé.
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3.6 Conclusion

Une loi de contact adhésive, adaptée à la MPFEM, a été adaptée de la littérature et implémentée
dans le code commercial d’éléments finis Abaqus [45]. Ce modèle multi-échelles, basé sur le
potentiel inter-atomique de Lennard Jones exprimé sous forme de contrainte [141], est pondéré par
le modèle de rugosité de Pullen et Williamson [150]. Il permet de prédire localement (en chaque
nœud du maillage éléments finis) le niveau d’adhésion, évoluant avec l’augmentation de la surface
effective de contact lors de la déformation élastoplastique des aspérités en contact. Ce modèle a
été implémenté dans le logiciel Abaqus à l’aide d’une subroutine utilisateur VUINTERACTION.
Une fois cette implémentation vérifiée dans le cadre d’un contact plan, ce modèle a été confronté
dans sa forme simplifiée aux modèles de contact entre sphères élastoplastiques de la littérature
[124, 128]. Une étude expérimentale a ensuite été entamée afin d’étudier la formation de forces
d’adhésion lors de la déformation plastique de deux surfaces en contact. Cette étude a donné
quelques résultats encourageants même si beaucoup de travail reste à faire pour mettre en évidence
les mécanismes à l’œuvre et permettre de valider ou d’améliorer le modèle de contact développé
ici. Le modèle ainsi construit a pour vocation de pouvoir être utilisé dans le cadre d’assemblages
granulaires, pour la prédiction des propriétés mésoscopiques des milieux granulaires telles que
les surfaces de charge ou de rupture, ainsi que les phénomènes d’endommagement. Il s’agit de
l’objectif principal du chapitre 4 de cette thèse.

Le modèle de contact développé ici n’a certes pas été validé définitivement par des observa-
tions expérimentales (ce qui est regrettable mais n’était pas possible dans le temps imparti à la
présente thèse). Néanmoins, il a été construit dans un cadre fortement ancré dans la littérature
existante et n’est basé que sur des considérations physiques. Il n’introduit aucun paramètre ou
concept dont le sens physique n’est pas clair ou qui n’est pas mesurable. Il est donc possible de
conserver le cadre de ce modèle pour construire des échantillons expérimentaux qui permettront
de valider ou d’invalider directement les hypothèses faites, et de les enrichir.

Différentes perspectives sont envisageables afin d’améliorer les prédictions numériques du
modèle de contact développé. Il semble tout d’abord pertinent de poursuivre la validation du mo-
dèle de contact adhésif dans sa forme globale. Il est pour cela envisageable d’adapter une cellule
triaxiale au dispositif présenté figure 3.13. Ceci permettrait l’étude du développement de l’adhé-
sion en conditions confinées, telles que rencontrées lors de la compression des poudres. En outre,
le modèle de contact implémenté pourrait être amélioré en lui incorporant une forme d’adhé-
sion tangentielle (correspondant en quelque sorte à un coefficient de frottement dynamique) ainsi
qu’une valeur limite au cisaillement. Une description plus précise du lien entre le degré de contact
et la contrainte normale appliquée à la surface rugueuse pourrait également être considérée, en ne
se restreignant plus à l’hypothèse d’aspérités parfaitement plastiques.

Par ailleurs, une meilleure compréhension des mécanismes entrant en jeu lors du dévelop-
pement de l’adhésion semble également requise afin de construire un modèle adapté à la nature
physico-chimique des poudres constituant le milieu granulaire. Une caractérisation de l’adhésion
à l’échelle nanométrique permettrait de mettre en évidence et de quantifier les différents méca-
nismes physiques à l’origine de l’adhésion, et ainsi de donner des pistes d’amélioration du modèle
de contact adhésif implémenté. Ce type d’approche a été proposé par Bérard et al. [153] lors de
la caractérisation du développement de l’adhésion sur des systèmes modèles construits à partir de
poudres de cellulose micro-cristalline couramment utilisées dans le domaine pharmaceutique. Une
approche expérimentale micromécanique de ce type a également été initiée dans le cadre de cette
thèse. Les résultats préliminaires de cette étude sont présentés annexe D. Ils n’ont malheureuse-
ment pas permis de mesurer quantitativement des valeurs de contrainte ou d’énergie d’adhésion.
En plus de permettre une meilleure compréhension scientifique des phénomènes d’adhésion, la
poursuite de ces études permettrait également de déterminer les paramètres du modèle de contact
actuel, tels que la limite d’élasticité ou l’énergie de Dupré.
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4
Plasticité et endommagement des milieux

granulaires ductiles cohésifs

Ce chapitre présente l’étude des propriétés mésoscopiques associées
à un milieu granulaire cohésif, modélisé à l’aide de la MPFEM. Ces
propriétés de plasticité et d’endommagement sont ici discutées.
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Chapitre 4. Plasticité et endommagement des milieux granulaires ductiles cohésifs

4.1 Introduction

La loi de contact adhésive développée au chapitre 3, validée dans le cadre d’un contact simple
entre deux particules sphériques élastoplastiques, peut être utilisée dans le cadre de la modélisation
d’assemblages granulaires à l’aide de la MPFEM. Le modèle numérique présenté figure 4.1 est
pour cela utilisé. Celui-ci se compose d’un volume élémentaire de 50 particules élastoplastiques
et de 296 particules périphériques utilisées pour l’application des CL. Au vu des conclusions
du chapitre 2, des CL à gradient de déplacement imposé aux frontières (de type GDF) sont ici
implémentées. Une distance dbc = 2,5rmax est pour cela utilisée afin de s’affranchir des effets de
bord.

FIGURE 4.1 – Assemblage numérique utilisé dans le présent chapitre pour l’étude des propriétés
mésoscopiques de plasticité et d’endommagement. La loi de contact adhésive développée au cha-
pitre 3 est utilisée et des CL de type GDF sont implémentées.

Le modèle numérique ainsi étudié est composé d’un total de 346 particules maillées. Il comp-
tabilise 669167 nœuds de calcul et inclut la prise en compte d’un contact potentiel entre 10092
paires de particules. En raison de la forte dépendance de l’énergie d’adhésion à la nature physico-
chimique des particules étudiées, deux énergies de Dupré γ = 10−3 mJ.mm−2 et γ = 10−2 mJ.mm−2

sont utilisées dans la présente étude. Ces deux niveaux d’énergies correspondent aux extremums
rencontrés dans la littérature concernant le contact adhésif entre solides métalliques [68]. La rai-
deur de pénalité du modèle de contact se base sur la valeur par défaut du logiciel Abaqus. Une
distance maximale d’interaction δmax = 0,5 µm est ici utilisée (les particules ayant un rayon initial
compris entre 82 et 147 µm). Les différents autres paramètres du modèle numérique correspondent
à ceux présentés au chapitre 2.

Ce chapitre a pour objectif d’étudier les propriétés mésoscopiques du volume de Cauchy équi-
valent à cet échantillon numérique. Des propriétés mécaniques et microstructurales en lien avec
la déformation plastique et l’endommagement de l’échantillon numérique sont déduites des simu-
lations. Différentes perspectives quant à l’étude de la rupture du milieu granulaire sont ensuite
proposées.
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4.2 Procédure d’obtention des surfaces de charge

4.2.1 Principe

La détermination numérique des surfaces de charge associées à un chargement initial s’ef-
fectue, telle qu’illustrée figure 4.2, par une décharge élastique de l’échantillon numérique suivie
d’une recharge dans toutes les directions de l’espace des déformations. Le développement d’un
critère de plasticité présenté sous-section 4.2.2 permet ensuite de déterminer, pour chaque direc-
tion de sollicitation, l’entrée en plasticité du VEP. Dans le cas présent, il a été choisi d’effectuer
une décharge isotrope, permettant de se rapprocher d’un état de contrainte nul en fin de décharge.

Les surfaces de charge sont représentées dans le plan (σm, σ̃d), où σm correspond à la projec-
tion d’un point de l’espace des contraintes sur la trissectrice de l’espace des contraintes princi-
pales (axe d’équation σI = σII = σIII , où σI , σII et σIII correspondent aux contraintes principales,
cf. équation 4.1) et σ̃d à sa projection sur l’axe orthogonal à la trissectrice contenu dans le plan de
Rendulic (plan d’équation σII = σIII , cf. équation 4.2). Les chemins de chargement peuvent être
représentés de manière analogue dans l’espace des déformations (équation 4.3 et équation 4.4).

σm =
1
3

Trσ (4.1)

σ̃d = σI −
1
2
(σII +σIII) (4.2)

hv = Trh (4.3)

h̃d =
2
3

[
hI −

1
2
(hII +hIII)

]
(4.4)

La contrainte σ̃d remplace ici la contrainte déviatoire σd utilisée chapitre 2. En effet, les sur-
faces seuil étudiées dans le cas présent (surface de charge, de rupture entre autre) dépendent de
l’angle de Lode [154]. Par conséquent, en restreignant l’étude au plan de Rendulic, deux points as-
sociés à une même valeur de contrainte moyenne σm seront trouvés pour une même surface seuil.
Ces deux points se différencieront par le signe de σ̃d , ce que ne permet pas σd (étant toujours
positif par définition). Dans ce chapitre, σ̃d sera nommée "contrainte déviatoire" pour des raisons
de simplification, du moins tant que le signe de σ̃d n’aura pas d’importance particulière. En effet,
l’interprétation physique de σ̃d ne diffère quasiment pas de celle de σd en se restreignant au plan
de Rendulic. Il en va de même pour la déformation déviatoire : h̃d se substituant à hd dans le cas
présent. Cette définition, différente de celle présentée section 2.4, permet de conserver l’informa-
tion du signe de la contrainte (et de la déformation) déviatoire. Elle est adaptée au cas présent,
les chemins de chargement étant approximativement contenus dans le plan (σm, σ̃d). Le chemin
de décharge suivi des différents chemins de recharge étudiés seront également approximativement
contenus dans ce plan, permettant ainsi d’obtenir la courbe de charge dans le plan (σm, σ̃d), qui
sera par la suite appelée "surface de charge", afin de garder en mémoire qu’il s’agit d’une surface
(en réalité, d’une hypersurface) dont il n’est observé que l’intersection avec le plan (σm, σ̃d).

L’utilisation d’un restart 1 est particulièrement adaptée à cette investigation des surfaces de
charge. En effet, la charge et la décharge du milieu granulaire n’ont besoin d’être simulées qu’une

1. Le terme restart désigne la capacité du logiciel Abaqus à enregistrer l’état d’une analyse en cours et à le reprendre
ultérieurement. Le principe d’un restart est donc de permettre la continuation d’une simulation à partir d’un point d’arrêt
précédent, plutôt que de la recommencer depuis le début. Les résultats d’une simulation Abaqus sont enregistrés à la fin
de chaque étape (step) dans un fichier de sortie (d’extension .odb). En utilisant la fonction de restart, il est possible de
reprendre l’analyse à partir de cet état précédent, ce qui permet un gain de temps considérable. Le principe d’un restart
dans Abaqus est donc de fournir une fonctionnalité de sauvegarde et de reprise d’analyse, offrant aux utilisateurs la
possibilité de résoudre des problèmes nécessitant des itérations successives.
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Chapitre 4. Plasticité et endommagement des milieux granulaires ductiles cohésifs

FIGURE 4.2 – Illustration du procédé de traçage des surfaces de charge et de rupture.

seule fois, tandis qu’une multitude de recharges doivent être effectuées pour l’obtention des sur-
faces de charge. Cependant, dans l’étude présente, la subroutine VUINTERACTION requiert l’uti-
lisation d’une variable (nommée "variable d’état" dans le logiciel Abaqus) dont la valeur est en-
registrée entre deux appels successifs de la subroutine (cette option permet l’introduction de pa-
ramètres de mémoire dans les subroutines utilisateurs, cf. annexe B pour plus de détails). Mal-
heureusement, cette variable d’état est réinitialisée aux changements de step, venant par la même
occasion réinitialiser la valeur de l’adhésion. Ainsi, la décharge et la recharge du système devront
nécessairement être effectuées lors d’un seul et même step. La charge est toutefois effectuée lors
d’un step antérieur et un restart est effectué afin de n’avoir à effectuer qu’un seul calcul de charge
(qui est le plus long) pour l’investigation des surfaces de charge.

Cette solution n’est pas optimale du point de vue physique car la remise à zéro des forces
adhésives induit une perturbation du système se traduisant par l’apparition de vibrations. Le fait,
de plus, d’effectuer cette remise à zéro en fin de charge (donc à la limite de plasticité) induit de la
dissipation dans le modèle et modifie ainsi l’état de référence associé aux différentes recharges. Ce
choix a néanmoins été effectué, car relancer la simulation de la charge autant de fois que nécessaire
pour l’investigation des surfaces de charge était trop coûteux en termes de temps de calcul. Il est
toutefois possible de noter que la dissipation plastique ainsi que la dissipation par frottement sont
peu modifiées au changement de step. Cet effet indésirable a néanmoins quelques conséquences
sur les résultats comme il sera vu plus loin.

Dans un tel contexte, trois transformations linéaires ont été définies, caractérisées par les ten-
seurs Fc (pour la charge initiale), Fd (pour la décharge) et Fr (pour la recharge). Les déplacements
u imposés à chaque particule pilotée sont ensuite déduits de la configuration initiale via le tenseur
F associé au gradient de la transformation totale (F = Fc à la charge, F = Fd ·Fc à la décharge et
F = Fr ·Fd ·Fc à la recharge) :

u =
(
F − I

)
·X +u0 (4.5)

où I correspond au tenseur identité, X au vecteur position dans la configuration de référence,
associé à la particule considérée et u0 au déplacement de corps rigide associé à la transformation
totale et défini par :
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4.2. Procédure d’obtention des surfaces de charge

u0 =−1
2
(
F − I

)
·


dx

dy

dz

 (4.6)

avec (dx,dy,dz) les dimensions de la cellule périodique initiale.
Chaque composante de déplacement appliquée à chacune des particules pilotées est imposée

sous la forme d’une fonction du temps respectant les valeurs du tableau 4.1. Entre deux valeurs,
une interpolation est utilisée. Cette interpolation est définie de sorte que l’évolution du déplace-
ment avec le temps soit régulière ("Smooth step" dans Abaqus [45]). Un palier de stabilisation est
effectué au changement de step afin de réduire les vibrations de la simulation dynamique liées à la
remise à zéro des forces adhésives ; et ainsi de réduire l’effet de cette perturbation.

Temps Déplacement

fin de charge → tc uc
i

tc +0.1 td uc
i

fin de décharge → td ud
i

fin de recharge → tr ur
i

TABLEAU 4.1 – Déplacements imposés lors de la séquence décharge/recharge à chaque particule
suivant la direction i.

De la même manière qu’au chapitre 2, le tenseur Fc est calculé à partir de l’estimation d’une
densité cible et d’un chemin de chargement isotrope ou en matrice. La densité relative finale ρ f

atteinte en fin de charge diffère de la densité relative cible pour les mêmes raisons que celles évo-
quées au chapitre 2. En effectuant une décharge isotrope, le gradient de la transformation associé
à la décharge Fd s’exprime :

Fd =
[
1+ζ

(
1−TrFc)] I (4.7)

où ζ est un coefficient modulant l’amplitude de la décharge, déterminé par essai-erreur. Ce para-
mètre est pris égal à ζ = 0.01 afin de se rapprocher d’un état de contrainte nul, sans pour autant
passer dans un état de traction. Plusieurs recharges Fr associées à différents chemins de charge-
ments sont ensuite effectuées.

Comme présenté figure 4.2, différents chemins de chargement associés à la recharge, définis
par hr

v = Acosϕ et h̃r
d = Asinϕ sont explorés lors de la détermination des surfaces de charge

associées au milieu granulaire, où ϕ ∈ [0;2π] permet de définir la direction de la recharge et A =
1,5hd

v son amplitude, avec hd
v l’amplitude de la décharge isotrope. L’équation 4.3 et l’équation 4.4

permettent alors d’obtenir les valeurs principales du tenseur de Hencky associé à chacune des
recharges :

 hr
I = −A( cosϕ

3 + sinϕ)

hr
II = hr

III = −A( cosϕ

3 − sinϕ

2 )
(4.8)

Le tenseur gradient de déplacement associé à la recharge Fr étant diagonal, Fr ·FrT = Fr2. Il
en résulte ainsi que :
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Fr =


ehr

I 0 0

0 ehr
II 0

0 0 ehr
III

 (4.9)

4.2.2 Définition d’un critère de plasticité

Dans ce chapitre, les surfaces de charge sont assimilées à des surfaces iso-dissipation. Ces
surfaces ont en effet l’avantage de contenir des informations sur la plasticité par glissement des
particules et par cisaillement, tandis que les surfaces isodensité, classiquement utilisées expéri-
mentalement, ne décrivent que la variation de volume de l’échantillon [35]. Par ailleurs, les sur-
faces isodensité amènent à une prédiction de l’entrée en plasticité pouvant être considérée comme
anticipée, en raison du caractère progressif de la transition élastique-plastique. La figure 4.3 illustre
cette observation, en représentant les variations de la contrainte moyenne σm en fonction de la dé-
formation volumique hv lors d’un cycle constitué d’une charge, d’une décharge et d’une recharge,
toutes trois isotropes. Les isodensités prédisent une entrée en plasticité pour une déformation volu-
mique à la recharge égale à celle atteinte en fin de charge. Pour une telle déformation, la contrainte
moyenne lors de la recharge est inférieure à celle obtenue en fin de charge. Il en résulte que le
point de chargement se retrouve à l’extérieur des surfaces isodensité.

FIGURE 4.3 – Évolution de la contrainte moyenne en fonction de la déformation volumique lors
d’un cycle charge/décharge/recharge. Figure inspirée des travaux de Harthong [35].

Pour ces raisons, un critère basé sur l’augmentation de l’énergie dissipée Ed est ainsi utilisé.
Ce critère a été introduit par Schmidt et al. [97] et utilisé, entre autres, par Abdelmoula [1]. Pour
un matériau élastoplastique, l’énergie dissipée correspond à la somme de l’énergie plastique Ep et
de l’énergie dissipée par frottement E f :

Ed = Ep +E f (4.10)

Dans le cadre d’un modèle MPFEM, l’énergie plastique peut être directement déterminée de
la connaissance du tenseur des contraintes de Cauchy σ et du tenseur des vitesses de déformation
plastique Dpl , exprimés en chaque nœud du maillage éléments finis :

Ep =
∫

V

(∫ t

0
σ : Dpldt

)
dV (4.11)
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4.2. Procédure d’obtention des surfaces de charge

où V représente le volume total du modèle numérique. L’énergie dissipée par frottement est, quant
à elle, reliée aux vecteurs v et τ f , exprimés en chaque nœud de la surface du modèle et représentant
respectivement la vitesse relative des surfaces en contact et les efforts surfaciques de frottement :

E f =
∫

S

(∫ t

0
v ·τ f dt

)
dS (4.12)

avec S la surface totale de contact (somme des surfaces de contact pour chaque paire de particules
en contact). Il convient de mentionner que, dans le cas présent et pour des raisons de simplicité,
les énergies, plastique et dissipée par frottement, associées à l’ensemble de l’échantillon numé-
rique ont été utilisées pour la détermination de l’entrée en plasticité. Il serait plus scrupuleux de
ne considérer que les dissipations énergétiques associées au VEP. Au vu des résultats obtenus, il
semble toutefois que cette imprécision n’induise pas de modifications drastiques quant à la prédic-
tion des surfaces de charge, en raison de la stabilisation de l’état de contrainte. En effet, les surfaces
iso-dissipation détectent une variation de l’énergie dissipée, sa valeur n’étant pas prise en compte.
L’affirmation précédente signifie, en d’autre termes, qu’il est fait l’hypothèse que l’entrée en plas-
ticité se produise en même temps pour le VEP et pour l’échantillon numérique complet. Cette
hypothèse est sans doute inexacte, mais la contrainte variant peu lors de la transition élastique-
plastique, la surface iso-dissipation observée dans l’espace des contraintes n’est affectée que de
manière négligeable.

Le choix d’un critère portant sur l’augmentation de l’énergie dissipée permet finalement de
déterminer l’entrée en plasticité du modèle numérique. La figure 4.4 représente l’évolution de
cette énergie dissipée lors d’un essai de compression isotrope, réalisé jusqu’à une densité relative
ρ f = 0,79 (t ∈ [0; tc]) suivie d’une décharge élastique isotrope (t ∈ [tc; td ]) et enfin d’une recharge
dans une direction quelconque de l’espace des contraintes (t ∈ [td ; tr]).

FIGURE 4.4 – Évolution de l’énergie volumique dissipée au cours d’un essai composé d’une
charge isotrope de densité relative ρ f = 0,79, d’une décharge isotrope élastique et d’une recharge
suivant une direction quelconque de l’espace des contraintes.

Lors de la phase de charge, le réagencement et la déformation des particules entraînent une
nette augmentation de l’énergie dissipée. Celle-ci stagne ensuite lors de la phase de décharge.
Enfin, l’énergie dissipée reste quasi-constante en début de recharge, puis se met à augmenter
sensiblement en raison de la présence de plasticité à la recharge (les chemins de recharge étant
d’amplitude supérieure à celle du chemin de décharge). Une très faible augmentation de l’énergie
dissipée par frottement est toutefois observée lors de la phase de décharge, indiquant la présence
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d’un léger réagencement. Cette observation concorde avec les résultats obtenus par Harthong [35]
montrant la présence d’hystérésis lors d’un cycle décharge/recharge correspondant à une dissipa-
tion énergétique 2 (figure 4.3). En raison de cette faible augmentation, le seuil de plasticité Ec

d de
cette étude est fixé par rapport à l’énergie en fin de décharge, notée E0. Il correspond, dans le cas
présent, à une augmentation de l’énergie dissipée de 0,3 % par rapport à cette valeur. Ce choix se
base sur des travaux antérieurs [1, 35, 97] et est discuté ci-dessous.

Une interpolation de cette énergie seuil Ec
d sur la contrainte moyenne et déviatoire permet fi-

nalement de représenter la surface de charge associée au chargement initial. La figure 4.5 illustre
cette méthode d’obtention des surfaces de charge, en représentant huit chemins différents de re-
charge ainsi que leur entrée en plasticité vis à vis du critère énergétique décrit ci-dessus, avec un
seuil pris égal à Ec

d = E0(1+ 0.3 %). Il convient de rappeler que, dans cette étude, la convention
de la mécanique des sols, où une contrainte associée à un état de compression est prise comme
positive, est utilisée.

(a) (b)

FIGURE 4.5 – Détermination de la surface de charge associée à un chargement isotrope de densité
relative ρ f = 0,79 : représentation de la charge, de la décharge élastique isotrope, ainsi que
de huit recharges suivant différentes sollicitations. (a) Déformation volumique vs. déformation
déviatoire et (b) contrainte moyenne vs. contrainte déviatoire.

Il ne reste finalement plus qu’à déterminer la valeur du seuil énergétique à utiliser pour la
détermination de l’entrée en plasticité du système modélisé. La figure 4.6 représente les surfaces
iso-dissipation obtenues sur le même essai isotrope de densité relative ρ f = 0,79 pour différentes
valeurs de seuil utilisées. Les résultats obtenus dans le cas présent confortent le choix d’un seuil
énergétique pris égal à Ec

d = E0(1+ 0,3 %) dans le cas d’une charge isotrope de densité relative
ρ f = 0,79, permettant d’observer une bonne concordance entre l’entrée en plasticité et le point de
chargement initial. Par ailleurs, une augmentation supérieure du seuil ne change plus sensiblement
la forme des surfaces de charge. Cette observation s’explique en remarquant (en accord avec la
figure 4.3) que les variations de l’état de contrainte sont faibles une fois la plasticité établie.

Dans la suite de cette étude, le seuil de plasticité a systématiquement été choisi afin de per-
mettre la convergence des surfaces de charge. Il correspond à un seuil Ec

d = E0(1+ 0.3 %) pour
les chargements à des densités relatives ρ f ≥ 0,75. A des densités relatives inférieures et pour des

2. La variation observée pendant la phase de décharge est probablement amplifiée par la perturbation créée par la
remise à zéro du paramètre α lors du changement de step.
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4.2. Procédure d’obtention des surfaces de charge

FIGURE 4.6 – Impact du seuil énergétique sur les surfaces de charge associées à un chargement
isotrope de densité relative ρ f = 0,79 sans adhésion.

énergies d’adhésion non-nulles, l’étude de l’impact du seuil sur la forme des surfaces de charge a
révélé qu’un seuil supérieur était nécessaire pour permettre la stabilisation des surfaces de charge.
Ce constat s’explique en remarquant que l’énergie dissipée au cours de la décharge cesse d’être
négligeable à faible densité relative. Cette observation est associée aux perturbations engendrées
par le changement de step entre la charge et la décharge. En effet, comme expliqué précédemment,
le changement de step induit une remise à zéro de la "variable d’état" associée au degré de contact
α utilisé dans la subroutine utilisateur. Cette remise à zéro brutale génère une dissipation parasite
venant perturber le critère de plasticité. L’impact de cette perturbation est aggravé à faible densité
relative en raison de la moindre stabilité de l’échantillon numérique.
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4.3 Étude de l’évolution des surfaces de charge

4.3.1 Impact de la densité relative

De la même manière qu’au chapitre 2, deux chemins de chargement initiaux (correspondant à
de la compression isotrope et en matrice) sont ici étudiés. La figure 4.7 présente l’évolution des
surfaces de charge avec la densité relative pour ces deux chemins de chargement, avec et sans
adhésion inter-particulaire.

(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 4.7 – Évolution des surfaces de charge avec la densité, pour une énergie d’adhésion (a,b)
γ = 0 mJ.mm−2 et (c,d) γ = 10−2 mJ.mm−2 et un chargement (a,c) isotrope et (b,d) en matrice.

Cette figure illustre la dépendance au chemin de chargement des propriétés de plasticité asso-
ciées au milieu granulaire. De l’écrouissage isotrope couplé à de l’écrouissage cinématique sont
en effet observés. Une homothétie de la surface de charge semble être observée au cours de la
densification dans le cas d’un chargement isotrope ((figure 4.7a et figure 4.7c)). Dans le cas de
chargements en matrice (figure 4.7b et figure 4.7d), cette homothétie est couplée à une rotation
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des surfaces de charge, en raison de la déviation du chemin de chargement. Cette observation
illustre l’adaptation de la microstructure du milieu granulaire au chargement extérieur, optimisant
sa résistance mécanique suivant la direction de sollicitation [96].

Par ailleurs, il est possible d’observer une certaine asymétrie d’axe σm dans la forme de la
surface de charge associée au chargement isotrope (principalement sur la figure 4.7a pour les
faibles densités relatives) 3. Ce constat corrobore les observations de Schmidt et al. [107], ayant
mis plus en lumière l’impact de l’angle de Lode [154] sur la forme des surfaces de charge à l’aide
d’observations dans le plan déviatoire (figure 4.8).

FIGURE 4.8 – Surfaces de charge dans le plan déviatoire pour différentes pressions hydrosta-
tiques. Résultats tirés des travaux de Schmidt et al. [107].

Il serait ainsi intéressant de compléter la caractérisation dans le plan déviatoire initiée par
Schmidt et al. [107], en séparant les surfaces associées à un phénomène d’endommagement de
celles associées au phénomène de consolidation et en observant l’influence de l’énergie d’adhésion
et de la densité sur la forme de ces surfaces. Ceci permettrait de mettre plus en évidence l’influence
de l’angle de Lode : les modèles de plasticité isotropes existants ne permettent à ce jour pas
de définir la dépendance observée par Schmidt et al. [107] entre l’angle de Lode et la pression
hydrostatique.

Enfin, il est également possible de remarquer sur la figure 4.7d (et dans une moindre mesure
sur la figure 4.7b) que l’extremum associé à la surface de charge tend à s’éloigner du point de
chargement et à se rapprocher de l’axe hydrostatique pour des densités relatives élevées. Cette
observation concorde avec les prédictions MPFEM de Abdelmoula [1]. Ils peuvent s’expliquer en
remarquant qu’à haute densité relative, l’impact de l’orientation des contacts sur la réponse méca-
nique du milieu granulaire diminue, la faisant tendre vers celle associée au matériau dense, pour
lequel l’écrouissage est isotrope par hypothèse [1]. Ces résultats numériques, non-visibles dans
le cadre de modélisations en éléments discrets, correspondent à des observations expérimentales,
telles que celles réalisées par Schneider et Cocks [39].

3. La contrainte de Mises σd = |σ̃d | est en effet supérieure dans le cas σ̃d = σ̃
+
d pour de petites valeurs de σm, tandis

qu’elle est supérieure dans le cas σ̃d = σ̃
−
d pour des contraintes moyennes plus élevées, où σ̃

+
d et σ̃

−
d correspondent

aux deux contraintes déviatoires, positive et négative respectivement, définies pour une même valeur de σm.
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4.3.2 Impact de l’adhésion

La figure 4.9 présente les surfaces de charge obtenues pour différents niveaux d’adhésion inter-
particulaire. Cette figure met en évidence l’impact de ce paramètre sur la réponse mécanique du
milieu granulaire suivant des chemins de déformation très déviatoires (rapport |σ̃d |/|σm| élevé).
En effet, les surfaces de charge associées à des valeurs élevées d’adhésion se situent à l’extérieur
des autres surfaces de charge, indiquant une entrée en plasticité plus tardive.

(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 4.9 – Évolution des surfaces de charge avec l’adhésion, pour une densité finale (a) ρ f =
0,79, (b) ρ f = 0,75, (c) ρ f = 0,91 et (d) ρ f = 0,85 et un chargement (a,c) isotrope et (b,d) en
matrice.

Par ailleurs, la présence d’adhésion permet également de définir une surface de charge pour
des valeurs de σm inférieures (pouvant même être négatives dans le cas γ = 10−2 mJ.mm−2).
Ceci montre que pour cette gamme de chargements, l’adhésion interparticulaire est suffisamment
forte pour que le seuil de plasticité soit atteint avant la décohésion de l’échantillon numérique. Ce
constat illustre le lien direct entre l’adhésion inter-particulaire et le développement de la cohésion
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du milieu granulaire. Pour des valeurs d’adhésion élevées, le milieu granulaire sera en effet plus
en mesure de résister à des chemins fortement déviatoires.

L’impact de l’adhésion semble plus limité pour des rapports |σ̃d |/|σm| inférieurs (et σm > 0).
Il est en effet observé que la surface de charge est très peu affectée par la présence d’adhésion dans
cette zone. Un modèle de contact non-adhésif, plus simple, permet donc une bonne approximation
des surfaces de charge dans une zone assez large autour du point de chargement. Cette observation
s’explique par la présence plus rare de contraintes de traction (qui deviennent négligeables devant
les contraintes de compression) au niveau des contacts entre particules dans cette zone de l’espace
des contraintes.

La figure 4.9a montre une surface de charge pour ρ f = 0,79 et γ = 10−2 mJ.mm−2 se situant à
l’intérieur de celle sans adhésion pour ce type de chargement. Cette observation indique une entrée
en plasticité plus précoce en présence d’adhésion. Une telle observation n’est pas retrouvée dans
le cas de la compression en matrice et d’une compression isotrope à une densité ρ f = 0,91. Néan-
moins, la différence étant très faible, il est possible que cet effet soit lié à une erreur numérique,
une imperfection du modèle ou un manque de précision du pilotage.
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4.4 Qualification de l’endommagement du milieu granulaire

Les surfaces de charge présentées dans la section précédente permettent de définir la limite de
plasticité associée au milieu granulaire, mais ne sont pas suffisantes pour caractériser complète-
ment son comportement mécanique. En effet, ces surfaces ne sont pas complètes et ne permettent
donc pas de prédire la limite du domaine d’élasticité associée à des chemins fortement déviatoires
ou dilatants. En effet, il est observé que la contrainte est limitée pour de tels chargements ; celle-ci
n’augmentant plus avec la déformation. Des phénomènes irréversibles se produisent, mais sans
que l’énergie dissipée atteigne le seuil des 0,3 % défini ci-dessus. Ultimement, ces phénomènes
conduisent à la séparation des particules (figure 4.10) et à une dégradation très forte des propriétés
mécaniques. L’étude de ce phénomène est l’objet de la présente section. Cette étude s’appuie sur
la définition de grandeurs moyennées sur le VEP et ne considère aucune forme de localisation.
La notion d’endommagement, qui est bien adaptée au formalisme de la mécanique des milieux
continus, se prête bien à cette approche. Par hypothèse, l’endommagement est ici relié, quoique
de manière indirecte, aux surfaces de contact entre les particules, comme expliqué ci-après.

(a) (b)

FIGURE 4.10 – Microstructure d’un milieu granulaire comprimé de manière isotrope (a) en fin de
décharge élastique et (b) en fin de recharge suivant un chemin correspondant approximativement
à une traction simple d’axe x.

4.4.1 Principe

L’endommagement correspond à une dégradation des propriétés mécaniques des matériaux,
pouvant mener à la rupture. Cette notion est couramment reliée au développement de microfis-
sures apparaissant au sein du matériau. L’endommagement peut ainsi être étudié à l’aide d’une
quantification directe de cette détérioration à l’échelle microstructurale, ou de manière indirecte à
l’aide de l’examen de l’évolution de propriétés mécaniques conduisant au phénomène de rupture.
Dans cette partie, une étude de l’endommagement à travers l’évolution de la surface spécifique de
contact notée Γ est proposée :

Γ =
S
V

=
S

V0 detF
(4.13)

où S correspond à la surface de contact inter-particules totale développée au sein du VER 4, V à son
volume, V0 à son volume initial et F à son gradient de déplacement. Le caractère discret offert par
la MPFEM permet en effet l’analyse de l’évolution de cet indicateur microstructural. L’étude de

4. Obtenue par sommation des surfaces associées à chaque contact du modèle MPFEM. Ces surfaces peuvent être
obtenues à l’aide de la variable de sortie CAREA du logiciel Abaqus par écriture directe dans le fichier d’entrée.
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l’évolution des iso-surfaces spécifiques présentée ci-après a pour vocation de caractériser la capa-
cité d’adaptation au chargement de la microstructure du milieu granulaire, dans l’optique d’étudier
de manière qualitative les mécanismes d’endommagement se produisant au sein du VEP. Il est tou-
tefois possible de noter que la surface spécifique est un indicateur incomplet, dans la mesure où
elle ne prend pas en compte l’anisotropie induite par l’orientation des surfaces de contact. En effet,
l’adaptation de la structure des contacts peut résulter en une consolidation pour certains chemins
de chargement et, en même temps, en une perte de résistance pour d’autres chemins, comme cela
a été montré par Harthong et al. [96]. La surface spécifique totale ne donne qu’une idée moyenne
de cette évolution. Ainsi, le lien entre surface spécifique et endommagement n’est pas direct. La
déformation élastique affecte également la surface spécifique et vient encore perturber ce lien. Ce
point est discuté ci-dessous.

4.4.2 Étude de l’évolution de la surface spécifique de contact

(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 4.11 – Évolution de la surface spécifique suivant les différents chemins de charge-
ment associés à un chargement initial (a,c) isotrope de densité relative ρ f = 0,91 et (b,d) en
matrice de densité relative ρ f = 0,85, avec une adhésion (a,b) γ = 10−3 mJ.mm−2 et (c,d)
γ = 10−2 mJ.mm−2.
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La figure 4.11 représente l’évolution de la surface spécifique de contact lors de la décharge et
des différentes recharges étudiées. Les résultats présentés correspondent à un chargement isotrope
jusqu’à une densité relative ρ f = 0,91 et en matrice jusqu’à une densité relative ρ f = 0,85, avec
des énergies de surface γ = 10−3 mJ.mm−2 et γ = 10−2 mJ.mm−2. Durant la décharge, la surface
spécifique de contact diminue fortement en raison de la relaxation élastique de l’échantillon. Cette
dépendance de la surface spécifique de contact à la déformation élastique montre que l’évolution
de la surface spécifique de contact ne peut pas être assimilée directement à un mécanisme d’en-
dommagement (ni d’ailleurs de consolidation), puisque la perte de surface spécifique par retour
élastique n’est pas liée à une perte de résistance mécanique de l’échantillon. Différentes évolutions
(schématisées sur la figure 4.12) sont observées en fonction du chemin de recharge (on se réfère
ici aux chemins dans l’espace des déformations) :

— pour des recharges contractantes et fortement déviatoires (zone a⃝), la surface spécifique de
contact ré-augmente au cours de la recharge ;

— pour des recharges dilatantes faiblement déviatoires (zone c⃝), la surface spécifique de
contact continue de diminuer au cours de la recharge ;

— enfin, pour des recharges correspondant à la zone b⃝ présentant à la fois de la dilatation
et du glissement, la surface spécifique de contact diminue jusqu’à atteindre un minimum,
avant de ré-augmenter dans un second temps. Cette évolution de la surface spécifique est
plus visible en l’absence d’adhésion (figure 4.13) mais apparaît également dans le cas de
contacts adhésifs.

Une interprétation de ces différents types de comportement peut être donnée en supposant que
le mécanisme de glissement à volume constant implique une augmentation de la surface de contact,
ce qui est le corollaire du phénomène de dilatance. En effet, en imposant une déformation à volume
constant, les particules doivent se déformer pour accommoder le glissement sans l’accompagner
d’une augmentation de volume. D’autre part, un chargement dilatant impose une diminution de la
surface de contact. Dans la zone c⃝, la dilatation l’emporte ; dans la partie dilatante de la zone a⃝,
le glissement l’emporte ; tandis que dans la zone b⃝, une compétition entre ces deux phénomènes
est observée. Il est, par ailleurs, également possible que ce comportement soit influencé par un
mécanisme de transfert entre déformation élastique et déformation plastique.

FIGURE 4.12 – Illustration des différents régimes d’évolution de la surface spécifique de contact
dans l’espace des déformations.

En l’absence d’adhésion (figure 4.13), la surface spécifique de contact atteint une valeur in-
férieure en fin de charge. Celle-ci diminue par ailleurs nettement plus au cours de la décharge et

114



4.4. Qualification de l’endommagement du milieu granulaire

(a) (b)

FIGURE 4.13 – Évolution de la surface spécifique suivant les différents chemins de chargement
associés à un chargement initial (a) isotrope de densité relative ρ f = 0,91 et (b) en matrice de
densité relative ρ f = 0,85, sans adhésion.

retourne à zéro pour un certain nombre des chemins de recharge étudiés. Durant la décharge élas-
tique complète de l’échantillon, les différents contacts entre particules retrouvent une courbure,
ramenant ainsi la surface spécifique à zéro. La surface spécifique non-nulle observée figure 4.13
vient du fait d’une décharge incomplète. Pour cette raison, la notion même d’endommagement
est dépourvue de sens en l’absence d’adhésion. En effet, un matériau granulaire non cohésif ne
possède par nature aucune tenue mécanique à l’état déchargé. Il ne peut en avoir qu’en présence
de forces impliquant une contrainte moyenne non nulle.

Les contraintes moyennes et déviatoires sont interpolées lors de la recharge aux différents
seuils de surface spécifique (représentés figure 4.11 et figure 4.13 par les lignes horizontales).
Dans le cas d’évolutions non-monotones de la surface spécifique au cours de la recharge (zone
b⃝), l’interpolation est effectuée sur la partie croissante de la courbe. Il est en effet considéré qu’un
milieu granulaire en capacité de ré-augmenter sa surface spécifique de contact est en mesure de
supporter un chargement extérieur au moyen d’un mécanisme d’adaptation de la structure des
contacts s’apparentant à de l’écrouissage. Pour cette raison, le seuil le plus tardif est choisi comme
indicateur d’endommagement.

4.4.3 Analyse de l’endommagement

Les courbes iso-surface spécifique obtenues sont présentées figure 4.14 dans le plan (σm, σ̃d)
pour une énergie d’adhésion γ = 10−3 mJ.mm−2. Elles correspondent aux différents seuils de la
figure 4.11. Les faisceaux de courbes obtenus (figure 4.14a et figure 4.14c) permettent de quantifier
la surface de contact spécifique au sein du VEP. Une réduction du seuil de surface spécifique en
deçà d’un seuil limite Γℓ (pour cette énergie d’adhésion et ces densités relatives : Γℓ = 33,6 mm−1

en isotrope et Γℓ = 29,9 mm−1 en matrice) amène à une superposition quasi-parfaite des courbes
iso-surface spécifique (figure 4.14b, figure 4.14d). L’évolution des courbes iso-surface au delà
du seuil Γℓ traduisent essentiellement l’augmentation de la surface spécifique dans le domaine
élastique. Que ce soit pour la compression en matrice ou isotrope, il est possible de remarquer que
les iso-surfaces croisent l’axe hydrostatique de manière quasi-perpendiculaire. Cette observation
semble indiquer que le trajet le plus favorable à la reconstitution des surfaces de contact est le
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trajet isotrope. Ceci est intuitif dans le cas de compression isotrope, mais l’est moins pour la
compression en matrice. Ce constat peut néanmoins s’expliquer par le fait que :

1. La décharge est incomplète : puisque la surface spécifique est influencée par la déformation
élastique, elle doit être influencée par les contraintes résiduelles.

2. La décharge est isotrope : il faut donc effectuer une recharge isotrope pour parcourir le
chemin inverse.

Il est également possible d’observer que pour des trajets de recharge assez fortement dévia-
toires (c’est-à-dire pour un ratio |σ̃d/σm| ≥ 1), la surface spécifique stagne ou décroît (la valeur de
|σ̃d/σm| ≈ 1 correspond à une tangente des iso-surfaces).

(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 4.14 – Courbes iso-surface spécifique associées à différents seuils exprimés en mm−1

pour un chargement (a,b) isotrope de densité relative ρ f = 0,91 et (c,d) en matrice de densité
relative ρ f = 0,85, avec une adhésion γ = 10−3 mJ.mm−2. Les iso-valeurs de surface spécifique
sont exprimées en mm−1 et correspondent aux seuils présentés figure 4.11.

Pour l’énergie d’adhésion γ = 10−2 mJ.mm−2 (figure 4.15), les tangentes aux iso-surface spé-
cifique ne correspondent plus à |σ̃d/σm| ≈ 1, mais à des valeurs très nettement supérieures. De
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manière naturelle, la surface spécifique augmente pour presque tous les trajets de chargement vé-
rifiant σm > 0 et diminue pour l’ensemble des trajets vérifiant σm < 0. Un chemin correspondant
à σm = 0 ou à des valeurs légèrement supérieures (donc un trajet proche du cisaillement pur) cor-
respond à une diminution de la surface spécifique. Une superposition des iso-surfaces pour des
seuils compris entre Γℓ = 33,4 mm−1 et Γℓ = 33,6 mm−1 en isotrope et entre Γℓ = 29,4 mm−1 et
Γℓ = 30,0 mm−1 en matrice est également observée. En deçà de ces seuils, il est observé que les
courbes iso-surface spécifique "reculent", c’est-à-dire que la contrainte associée se rapproche de
zéro tandis que la surface spécifique continue de diminuer.

(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 4.15 – Courbes iso-surface spécifique associées à différents seuils exprimés en mm−1

pour un chargement (a,b) isotrope de densité relative ρ f = 0,91 et (c,d) en matrice de densité
relative ρ f = 0,85, avec une adhésion γ = 10−2 mJ.mm−2. Les iso-valeurs de surface spécifique
sont exprimées en mm−1 et correspondent aux seuils présentés figure 4.11.

Les courbes représentant la contrainte en fonction de la déformation, associées à quatre che-
mins de recharge différents, sont représentées figure 4.16 afin d’expliquer plus en détail ce constat :
le chemin 1⃝ correspondant à une compression d’axe −hv, le chemin 2⃝ à un cisaillement d’axe
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+h̃d , le chemin 3⃝ à une traction d’axe +hv et enfin le chemin 4⃝ à un cisaillement d’axe −h̃d .
Les résultats sont présentés dans le plan (hv,σm) pour les chemins de recharge 1⃝ et 3⃝ et dans le
plan (h̃d , σ̃d) pour les chemins de recharge 2⃝ et 4⃝. Dans le cas du chemin en traction 3⃝, les ré-
sultats montrent l’apparition d’une contrainte moyenne minimale. Ainsi, au delà de cet extremum,
une augmentation de la déformation n’induira plus d’augmentation de la contrainte (en valeur ab-
solue). Ce constat n’est pas retrouvé pour les chemins 1⃝, 2⃝ et 4⃝, pour lesquels la contrainte
associée à la direction de chargement dans l’espace des contraintes continue d’augmenter au cours
de la transformation.

(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 4.16 – Courbes contrainte/déformation associées à différents chemins de recharge (nu-
mérotés de 1⃝ à 4⃝), pour un chargement initial (a,b) isotrope de densité relative ρ f = 0,91 et
(c,d) en matrice de densité relative ρ f = 0,85, avec une adhésion γ = 10−2 mJ.mm−2.

Ainsi, les courbes iso-surface spécifique à faible seuil correspondent en fait à des courbes post-
pic de contrainte. Elles correspondent donc à un mécanisme dans lequel la déformation augmente
tandis que la contrainte diminue (en valeur absolue). Il s’agit donc d’un mécanisme d’adoucisse-
ment causé par une forme d’endommagement qu’il est possible d’observer au travers de la perte
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des contacts tandis que le chargement continue. Autrement dit, la structure des contacts ne parvient
pas à s’adapter au chargement et serait incapable de supporter une contrainte plus élevée que celle
correspondant au pic. Sur les trajets 2⃝ et 4⃝, un mécanisme similaire se produit, mais sans pic de
contrainte. La déformation augmente mais la surface spécifique ainsi que la contrainte stagnent,
ce qui s’apparente à ce qui est couramment appelé un "état critique". Comme il sera vu par la
suite, la présence de ce pic de contrainte peut également correspondre à un critère de rupture, ce
qui peut suggérer l’assimilation des iso-surface spécifiques limites (c’est-à-dire correspondant au
seuil Γℓ) aux surfaces de rupture. Ce retour en arrière des courbes iso-surface spécifique n’est pas
visible pour l’énergie d’adhésion γ = 10−3 mJ.mm−2, pour la simple raison que les iso-surfaces
se superposent avec l’état de contrainte nulle (σm, σ̃d) = (0,0).

La figure 4.17 présente les résultats obtenus en l’absence d’adhésion, aux seuils de surface
spécifique présentés figure 4.13. Un comportement sensiblement différent de celui observé en
présence d’adhésion (même de très faible valeur) est observé. En effet, les surfaces obtenues ne
semblent, dans ce cas, pas tendre vers une surface limite. Ceci provient du fait qu’en l’absence
d’adhésion, la perte de contact (et donc de surface spécifique) a pour conséquence de ramener
progressivement l’état de contrainte à zéro. La décharge n’étant pas complète (cf. figure 4.13),
les chemins de recharge dilatants correspondent simplement à une poursuite de la décharge. Le
fait mentionné plus haut que la notion d’endommagement n’est pas appropriée dans le cas non
adhésif est retrouvé ici. Ce changement très net de comportement mécanique (y compris à des
valeurs d’adhésion très faibles) s’explique par l’apparition d’un mécanisme de rupture au niveau
des contacts en présence d’adhésion, ne pouvant pas exister en l’absence d’adhésion. Ce phéno-
mène correspond à la perte de cohésion du milieu granulaire et est directement relié à la perte
des contacts adhésifs. Il semble ainsi cohérent d’assimiler les courbes iso-surface spécifique de
contact limite aux surfaces de rupture dans le cas de contacts adhésifs.

(a) (b)

FIGURE 4.17 – Courbes iso-surface spécifique associées à différents seuils exprimés en mm−1

pour un chargement (a) isotrope de densité relative ρ f = 0,91 et (b) en matrice de densité relative
ρ f = 0,85, sans adhésion. Les iso-valeurs de surface spécifique sont exprimées en mm−1 et cor-
respondent aux seuils présentés figure 4.13.
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4.4.4 Impact de la densité relative

Les surfaces limites, constituées de la juxtaposition des surfaces de charge et de rupture, asso-
ciées à des chargements isotropes et en matrice, à différentes densités relatives et avec une énergie
d’adhésion γ = 10−2 mJ.mm−2 sont présentées figure 4.18, en assimilant la surface de rupture à
l’iso-surface spécifique de contact limite. Les seuils de surface spécifique limite Γℓ correspondant
aux différentes densités étudiées sont synthétisés dans le tableau 4.2.

ρ f 0,59 0,60 0,67 0,70 0,75 0,79 0,82 0,85 0,87 0,89 0,91 0,95

Isotrope - 2,07 - 8,75 - 16,95 - - 27,4 - 33,6 46,8

Matrice 2,09 - 7,96 - 15,58 - 24,9 30,0 - 39,8 - -

TABLEAU 4.2 – Valeurs des seuils d’iso-surface spécifique de contact limite Γℓ pour les char-
gements isotropes et en matrice et pour les différentes densités relatives ρ f étudiées, avec une
énergie d’adhésion γ = 10−2 mJ.mm−2.

(a) (b)

FIGURE 4.18 – Surfaces limites en fonction de la densité relative, pour un chargement (a) isotrope
et (b) en matrice, avec une énergie d’adhésion γ = 10−2 mJ.mm−2.

Il est possible de remarquer que l’extrémité de la surface limite se positionne dans la direction
opposée à l’extrémité de la surface de charge. L’adaptation de la microstructure au chargement
initial vient en effet orienter les surfaces de contact entre particules, ce qui a pour conséquence,
en présence d’adhésion, d’optimiser la résistance à la traction suivant le chemin de chargement
opposé au chemin de chargement initial. Ceci s’explique en considérant que les surfaces de contact
développées au cours du chargement initial sont orientées à peu près perpendiculairement aux
forces de contact (et donc orientées en fonction du chargement macroscopique) et que la croissance
des surfaces de contact augmente à la fois la limite élastique en compression et la limite à la rupture
en traction.

La figure 4.19b représente l’évolution de la contrainte limite d’élasticité en compression simple
σ1ax

e et de la contrainte limite à la rupture en traction simple σ1ax
r en fonction de la densité rela-

tive ρ f ; pour un chargement isotrope et en matrice, avec une énergie d’adhésion prise égale à
γ = 10−2 mJ.mm−2. D’après l’équation 4.1 et l’équation 4.2, le chemin de chargement associé à
la compression simple et à la traction simple correspond à la droite d’équation σ̃d = 3σm dans le
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plan (σm,σ̃d). Les valeurs de σ1ax
e et de σ1ax

r sont ainsi déterminées grâce à la projection suivant
l’axe σ̃d du point d’intersection entre le chemin de chargement et les surfaces de charge et de
rupture 5, tel que présenté figure 4.19a dans le cas d’un chargement en matrice de densité relative
ρ f = 0,85, avec γ = 10−2 mJ.mm−2.

(a) (b)

FIGURE 4.19 – (a) Illustration du procédé d’obtention de la contrainte limite d’élasticité en com-
pression simple σ1ax

e et de la contrainte limite à la rupture en traction simple σ1ax
r , dans le cas

d’un chargement en matrice de densité ρ f = 0,85 avec γ = 10−2 mJ.mm−2. (b) Évolution de la
contrainte limite d’élasticité en compression simple σ1ax

e et de la contrainte limite à la rupture
en traction simple σ1ax

r en fonction de la densité relative ρ f ; pour un chargement isotrope et en
matrice, avec une énergie d’adhésion γ = 10−2 mJ.mm−2.

La figure 4.19b illustre l’augmentation de la contrainte limite d’élasticité en compression
simple et de la contrainte limite à la rupture en traction simple avec la densité relative, mettant
en évidence le développement de la cohésion au cours de la densification. La contrainte limite
d’élasticité en compression simple et la contrainte limite à la rupture en traction simple observées
sont supérieures dans le cas d’un chargement en matrice. Cette observation s’explique par une
meilleure adaptation de la microstrucutre à ce chemin de chargement par la compression en ma-
trice. Par ailleurs, à densité relative fixée, la contrainte limite d’élasticité en compression simple
est supérieure à la contrainte limite à la rupture en traction simple.

Les résultats numériques présentés figure 4.19b suivent des variations similaires aux résultats
expérimentaux de Dorémus [155, 156]. La figure 4.20a correspond à un essai de traction simple et
la figure 4.20b à un essai de compression simple ; essais effectués sur un échantillon cylindrique
de hauteur H et de diamètre D, obtenu par compression en matrice d’une poudre de fer. La fi-
gure 4.20a montre un développement de la contrainte limite à la rupture en traction simple avec
la densification suivant des variations similaires et du même ordre de grandeur que les résultats
numériques obtenus. Des niveaux de contraintes plus élevés sont obtenus numériquement, mais
ceux-ci sont fortement dépendants de la valeur d’énergie de Dupré choisie, qui correspond dans
le cas présent à la borne supérieure des données de la littérature (γ = 10−2 mJ.mm−2 correspon-
dant à une énergie de Dupré élevée [68]). Les résultats en compression simple (figure 4.20b) sont

5. En effet, dans le cas de la compression et de la traction simple, le tenseur de Cauchy σ se simplifie à une unique
composante diagonale notée σ . D’après l’équation 4.2, on a donc σ̃d = σ . La détermination de la contrainte limite
s’effectue ainsi en l’assimilant à la contrainte déviatoire limite.
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également sensiblement similaires aux prédictions numériques. En effet, la limite d’élasticité en
compression simple est liée à la limite d’élasticité du matériau en traction simple (σy = 5 MPa pour
le matériau élastoplastique modélisé, σy ≈ 200 MPa pour la poudre de fer utilisée par Dorémus
[156]). En rapportant la contrainte limite d’élasticité en compression simple à la limite d’élasticité
du matériau, les résultats expérimentaux et numériques sont du même ordre de grandeur.

(a) (b)

FIGURE 4.20 – (a) Contrainte limite à la rupture en traction simple en fonction de la densité re-
lative et (b) contrainte limite d’élasticité en compression simple en fonction de la densité relative,
suite à la compression en matrice d’une poudre de fer [155, 156].
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4.5 Vers un critère de rupture

4.5.1 Définition d’un critère de rupture

Une autre manière d’appréhender l’endommagement du milieu granulaire est de l’assimiler
à une rupture diffuse de l’échantillon numérique, correspondant à une perte de ses propriétés
mécaniques. Une approche analogue à celle utilisée pour la prédiction des surfaces de charge a
été développée par Abdelmoula [1] pour la prédiction des surfaces de rupture. Cette approche
utilise un critère de rupture basé sur le rapport φ de l’énergie cinétique Ec, associée au modèle
numérique sur son énergie dissipée Ed (définie équation 4.10) :

φ =
Ec

Ed
(4.14)

Une énergie cinétique non négligeable devant l’énergie dissipée qualifie en effet une perte de
stabilité du système modélisé (l’échantillon numérique ne parvient plus à supporter un chargement
quasi-statique). Le choix d’un seuil φc permet alors de définir la rupture, de manière similaire à
celle présentée section 4.2 dans le cadre de la plasticité. Ce critère est particulièrement adapté
à un pilotage en effort mais ne s’applique pas au cas d’un pilotage en déplacement (pour lequel
l’énergie cinétique est directement contrôlée : le maintien de faibles vitesses de déformation limite
la valeur de l’énergie cinétique). Dans le cas d’une approche en déplacement, le critère introduit
par Hill [157], adapté aux solides élastoplastiques, semble plus approprié. Pour un chargement
uniaxial, ce critère de stabilité stipule que la rupture survient lorsque l’incrément de contrainte se
met à diminuer pour un incrément de déformation continuant d’augmenter. Hill introduit pour cela
la notion de travail du second ordre W2, définie par l’équation 4.15, où dσ correspond à l’incrément
de contrainte et dh à l’incrément de déformation.

W2 = dσ : dh (4.15)

Selon cette définition, la rupture diffuse du milieu considéré, associée à sa perte de stabilité,
survient pour W2 ≤ 0. Ce critère a été discuté et utilisé par un certain nombre d’auteurs dans le
secteur de la mécanique des sols pour la prédiction de la perte de stabilité des milieux granulaires ;
parmi eux Bigoni et Hueckel [158, 159], Desoyer et Cormery [160], Darve et al. [161], Buscarnera
et di Prisco [162], Nicot et al. [163-165], ou encore Wan et al. [166, 167]. Ces travaux ont permis
l’étude de la perte de stabilité de milieux granulaires dans le cadre de modélisations continues et
discrètes (DEM).

4.5.2 Résultats préliminaires

Les résultats préliminaires présentés ci-dessous proposent une étude de la rupture à travers
le critère de Hill décrit succinctement ci-dessus. La figure 4.21 représente l’évolution du travail
du second ordre W2 au cours des étapes de décharge et de recharge du milieu granulaire associé
à un chargement en matrice de densité 0,82. Les quatre chemins présentés (numérotés de 1⃝ à
4⃝) correspondent aux chemins introduits à la figure 4.16. Les résultats obtenus montrent que le
critère de Hill n’est pas très adapté au cas présent pour deux raisons. Premièrement, le calcul
incrémental de W2 induit de grandes variations rendant difficile la détermination de l’initialisation
de la rupture. Deuxièmement, l’utilisation d’une amplitude Smooth 6 pour l’application des CL
amène à une valeur nulle de W2 en fin d’essai (car dσ et dh s’annulent tous les deux), quel que soit
le chemin de recharge utilisé. Ces deux problèmes couplés amènent à une prédiction peu précise
de la rupture (y compris pour des chargements compressifs).

6. Par ailleurs très utile dans le cadre de la modélisation explicite pour limiter les vibrations aux changements de
Step.
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FIGURE 4.21 – Évolutions du travail du second ordre aux cours d’une décharge et des quatre
chemins de recharges introduits précédemment. Les signaux bruts et filtrés sont présentés.

Pour ces raisons, le critère de Hill a été appliqué dans le cas présent à des valeurs filtrées de
W2. Un filtre elliptique passe bas d’ordre 3, basé sur la méthode de Gustaffson [168], a pour cela
été utilisé. Les signaux filtrés sont également présentés figure 4.21. Un seuil de rupture légèrement
négatif a été utilisé afin de s’affranchir du bruit numérique. Celui-ci a été fixé à W2 =−10−5 MPa
dans le cas d’un chargement isotrope et à W2 = −10−6 MPa dans le cas d’un chargement en ma-
trice, dans l’optique de ne pas détecter de rupture causée par la simple oscillation des signaux
filtrés. Une méthode d’interpolation similaire à celle présentée section 4.2 est finalement effec-
tuée pour la détermination des iso-surfaces correspondant à W2 = 0. La figure 4.22 montre une
prédiction relativement propre de l’iso-surface, en dépit de la qualité médiocre des variations du
travail du second ordre utilisé. Cette observation s’explique une fois encore en remarquant que
la contrainte reste quasi-constante en fin de recharge, réduisant ainsi la précision requise lors de
l’interpolation.

(a) (b)

FIGURE 4.22 – Surfaces de rupture associées à un chargement (a) isotrope de densité relative
ρ f = 0,87 et (b) en matrice de densité relative ρ f = 0,82, déterminées à l’aide de la méthode de
Hill [157].
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4.6 Conclusion

Ce chapitre a proposé une étude de la densification d’un milieu granulaire constitué de par-
ticules ductiles développant des contacts adhésifs. Une approche micromécanique discrète, basée
sur la MPFEM, a pour cela été utilisée afin de décrire les propriétés de plasticité et d’endomma-
gement associées à un volume élémentaire de Cauchy équivalent au système modélisé. Des CL de
type GDF ont pour cela été appliquées aux frontières d’un VEP constitué de 50 particules initia-
lement sphériques. L’utilisation de la loi de contact adhésive développée au chapitre 3 a permis
l’étude des propriétés du VEP suivant des chargements fortement déviatoires. Le rôle joué par
la densité relative ainsi que par l’adhésion inter-particulaire sur les propriétés mésoscopiques du
VEP a ainsi pu être étudié.

Les résultats obtenus ont, entre autres, permis de mettre en évidence le lien direct existant entre
l’adhésion inter-particulaire et la cohésion du milieu granulaire. Par ailleurs, l’étude de l’endom-
magement à travers l’évolution de la surface spécifique de contact a révélé qu’il pouvait s’agir d’un
indicateur de rupture pertinent quoiqu’indirect dans le cadre des contacts adhésifs. Les difficultés,
associées au choix d’un seuil et à la forte dépendance de cette surface spécifique à la déforma-
tion élastique des particules, ont finalement conduit à aborder la rupture sous un angle différent.
Différentes approches ont ainsi été proposées. La poursuite de ces études permettrait la définition
d’un critère de rupture permettant de s’affranchir des limites associées à l’étude de l’endomma-
gement. En particulier, l’étude de la rupture basée sur le critère de Hill permettrait de limiter les
difficultés rencontrées à fortes énergies d’adhésion observées figure 4.15. Il serait pour cela in-
téressant de définir des amplitudes en décharge semi-Smooth, permettant une transition de Step
lissée tout en évitant le retour à zéro du travail du second ordre en fin de décharge, problématique
pour l’application de ce critère de rupture.

Une autre perspective serait d’adopter une étude de la rupture basée sur le critère énergétique
décrit ci-dessus, en adoptant un pilotage en force des particules lors des phases de décharge et
de recharge. Il serait en effet envisageable d’exporter la force associée à chaque point de pilotage
en fin de charge, de définir des rampes d’amplitude permettant de ramener cette force proche de
zéro et enfin de définir des rampes d’amplitude permettant la recharge dans toutes les directions
de l’espace des contraintes. Cette approche a été utilisée par Abdelmoula [1] utilisant des plans
rigides pour l’application des CL, mais n’est pas applicable dans le cas présent. En effet, il n’est
pas possible de connaître directement l’amplitude des efforts à imposer à chaque point de pilotage,
dans le cas de CL de type GDF. Cette méthodologie est toutefois possible en utilisant d’autres types
de CL, notamment périodiques (CLP ou CLPs). Il semble également envisageable de coupler les
noeuds pilotés à l’aide des CL de type GDF à 3 noeuds auxiliaires qui seraient pilotés en force.

125





Conclusion générale

Conclusion générale

Le travail réalisé lors de cette thèse est une contribution à la modélisation micromécanique
discrète de la densification de milieux granulaires constitués de particules ductiles développant
des contacts adhésifs. La méthode des éléments finis multi-particules (MPFEM), introduite par
Gethin [3] est pour cela utilisée. Cette méthode de modélisation micromécanique se situe à la
jonction entre la méthode des éléments finis (FEM) et la méthode des éléments discrets (DEM) :
les particules sont maillées de sorte que leurs déformations soient intégralement prises en compte
par l’intermédiaire de lois de comportement basées sur le cadre de la MMC et les interactions
entre particules sont prises en compte à l’aide de lois de contact formulées en éléments finis. La
discrétisation très fine requise par cette méthode la rend particulièrement onéreuse en termes de
coût numérique. Cependant, l’utilisation de conditions aux limites (CL) adaptées permettent de dé-
duire les propriétés mésoscopiques associées au continuum de Cauchy équivalent à l’échantillon
numérique pour un nombre de particules modélisées relativement restreint. Une étude portant sur
l’impact des différents types de CL adaptées à la MPFEM et sur la taille des échantillons numé-
riques a ainsi été proposée au chapitre 2. Des échantillons numériques constitués de particules
élastoplastiques à écrouissage isotrope de Mises, initialement sphériques, ont ainsi été modélisés à
l’aide du logiciel d’éléments finis commercial Abaqus. Une loi de contact simple de type Coulomb
a pour cela été utilisée. L’étude réalisée a permis de comparer quatre types de CL périodiques et
non-périodiques, en termes de temps de calcul, de prédictions mésoscopiques et d’évolutions mi-
crostructurales. La déformation mésoscopique équivalente au volume élémentaire modélisé a pour
cela été déterminée à l’aide d’un ajustement en moindres carrés, tandis que la contrainte mésosco-
pique a été calculée à l’aide de la formule de Love-Weber [108, 109]. Les résultats obtenus ont
permis de mettre en évidence la pertinence de l’utilisation de conditions aux limites périodiques
(CLP) ; ce type de CL permet en effet la prise en compte précise de la déformation des particules
en bordure d’échantillon ainsi que la stabilisation des résultats mésoscopiques homogénéisés pour
un nombre de degrés de liberté associés au modèle numérique significativement inférieur à celui
requis par les autres types de CL. Cependant, la gestion non-optimale du grand nombre d’équa-
tions de couplage par le logiciel Abaqus a conduit à une inflation du coût numérique associé à ce
type de CL. Des CL non-périodiques nommées GDF, plus simples à implémenter et par essence
moins précises, ont conduit à des résultats homogénéisés stabilisés sensiblement similaires à ceux
obtenus dans le cadre des CLP, pour des coûts numériques nettement réduits (avec toutefois l’uti-
lisation de modèles numériques basés sur l’utilisation d’un nombre largement supérieur de degrés
de liberté). En accord avec les travaux antérieurs de Loidolt et al. [102] et de Schmidt et al. [107],
cette étude a également révélé que la modélisation tridimensionnelle d’un volume élémentaire pé-
riodique (VEP) constitué d’environ 50 particules élastoplastiques était suffisante pour atteindre la
stabilisation de la contrainte et de la déformation mésoscopiques associées au continuum de Cau-
chy équivalent. Dans le cadre des CL non-périodiques de type GDF, 296 particules additionnelles
périphériques ont été nécessaires pour atteindre cette stabilisation.

Une loi de contact adhésive adaptée à la MPFEM, présentée au chapitre 3, a ensuite été déve-
loppée et implémentée dans le code d’éléments finis Abaqus à l’aide d’une subroutine utilisateur
VUINTERACTION, afin de permettre l’étude du développement de la cohésion des milieux gra-
nulaires durant leur densification. Une loi de contact locale a pour cela été adaptée de la littérature
afin de pouvoir être utilisée dans le cadre de la MPFEM, en permettant de définir des forces de
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contact en chaque nœud du maillage éléments finis. Cette loi de contact se base sur une pondéra-
tion de l’énergie surfacique de Dupré par le modèle de rugosité de Pullen et Williamson [150]. Elle
permet la prédiction d’un niveau d’adhésion variable, fonction des niveaux de contrainte normale
et de la surface effective de contact (elle-même fonction de l’historique du chargement), ce qui est
cohérent avec les observations faites dans le cadre de la compression à froid en matrice. Une fois
son implémentation dans le logiciel d’éléments finis validée, la loi de contact a été confrontée aux
modèles analytiques de contact adhésif entre sphères élastoplastiques issus de la littérature [124,
128]. Différentes perspectives de validation expérimentale ont ensuite été initiées : (i) une étude
micromécanique du contact entre deux particules (annexe D) et (ii) une étude du développement
de l’adhésion à l’aide d’un dispositif expérimental présenté section 3.5. Les résultats préliminaires
ont validé de manière qualitative le principe de la loi de contact implémentée.

Un modèle numérique a finalement été construit au chapitre 4 pour l’étude de la densification
d’un milieu granulaire cohésif constitué de particules ductiles. Un échantillon numérique de 346
particules élastoplastiques à écrouissage de Mises, composé d’un VEP de 50 particules et de 296
particules périphériques, a pour cela été modélisé. Les CL de type GDF implémentées au cha-
pitre 2 ont été utilisées et les propriétés mésoscopiques associées au VEP ont été calculées. La loi
de contact adhésive présentée au chapitre 3 a été utilisée pour la gestion en éléments finis des in-
teractions inter-particules, en complément d’une loi de frottement de type Coulomb. Une étude de
l’influence de l’énergie de Dupré sur les propriétés de plasticité mésoscopiques associées au VEP
a ainsi pu être menée. Par ailleurs, une étude de l’évolution de la surface spécifique de contact,
vue comme un indicateur d’endommagement, a été effectuée. Cette étude a permis de caractéri-
ser l’évolution des iso-surfaces spécifiques, venant compléter les surfaces de charge associées au
milieu granulaire pour des chargements fortement déviatoires ou dilatants. L’étude des surfaces
limites 7 a mis en évidence l’influence de la densité relative, du chemin de chargement, ainsi que
de l’adhésion inter-particulaire sur les propriétés mésoscopiques associées au milieu granulaire.

La MPFEM apparaît donc comme un outil puissant d’aide au développement d’un modèle
constitutif caractéristique du milieu granulaire. Un tel modèle permettrait une modélisation effi-
cace du processus de compression à froid de poudres largement utilisées dans le secteur industriel.
Au vu des résultats obtenus, différentes perspectives directes à ce travail apparaissent comme in-
téressante afin d’enrichir le modèle MPFEM et d’améliorer les prédictions numériques lui étant
associées :

1. La présente campagne d’expérimentation numérique a été effectuée à l’aide d’un échan-
tillon constitué d’un ensemble de particules au comportement élastoplastique, mais peut
facilement être appliquée à d’autres types de matériaux en modifiant la loi constitutive des
particules modélisées. En raison de la fréquence élevée des cycles de compression à froid
pouvant être rencontrés (notamment dans le secteur pharmaceutique), ou encore afin de
prendre en compte l’effet de la température pour la compression à chaud, il serait intéres-
sant d’ajouter au comportement constitutif des particules modélisées des aspects visqueux,
afin de modéliser de manière plus réaliste la déformabilité des particules.

2. De la même manière, la loi de contact adhésive implémentée pourrait être enrichie afin de
dépendre de la température ou de la nature physico-chimique des différentes interactions
pouvant entrer en jeu. Il serait pour cela intéressant d’étudier les mécanismes de dévelop-
pement de l’adhésion à l’échelle particulaire afin d’aboutir à une meilleure compréhension
des phénomènes contribuant, au cours de la densification, au développement de la cohésion.
Une étude préliminaire à ce sujet a été initiée annexe D. Par ailleurs, la relation entre le
développement de l’adhésion et les actions mécaniques extérieures (actuellement prise en
compte par l’intermédiaire du modèle de rugosité de Pullen et Williamson [150]) pourrait

7. Constituées des surfaces de charge prolongées par les iso-surfaces spécifiques limites, qui semblent pouvoir être
assimilées à des surfaces de rupture.
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être étudiée de manière quantitative en couplant une cellule triaxiale au dispositif expéri-
mental présenté section 3.5. De cette manière, la pression hydrostatique permettrait la réali-
sation d’essais de caractérisation confinés à des niveaux de contraintes normales élevés, tels
que fréquemment rencontrés lors du processus de compression à froid, et permettrait ainsi
d’atteindre des niveaux plus élevés de surface de contact effective.

3. Une morphologie plus réaliste des particules pourrait également être incorporée au modèle
MPFEM. Les travaux de Teil [6] ont permis de modéliser des échantillons numériques dont
la microstructure initiale était obtenue à l’aide de microtomographie à rayon X. Cette mé-
thodologie pourrait être utilisée, en complément d’une loi de contact adhésive, pour l’étude
de l’impact de la morphologie des particules sur le processus de densification des milieux
granulaires cohésifs.

4. Par ailleurs, les difficultés quant à l’étude de la rupture par l’intermédiaire du critère de
Hill ont été présentées au chapitre 4. Il serait ainsi judicieux d’étudier la rupture du milieu
granulaire par l’intermédiaire d’une méthodologie plus adaptée au cadre de la modélisation
MPFEM. Pour cette raison, il serait intéressant d’adopter un pilotage en force et de caracté-
riser la rupture à l’aide du critère basé sur l’augmentation de l’énergie cinétique du système.
Cette approche n’est pas appropriée aux CL de type GDF mais semble prometteuse avec
l’utilisation des CLPS présentées chapitre 2.

5. Enfin, l’exploration des surfaces de charge et de rupture hors du plan (σm, σ̃d), notamment
dans le plan déviatoire, apparaît également comme une étape obligatoire du développement
d’un modèle de comportement continu, afin de permettre la prise en compte de l’impact
de l’angle de Lode sur les propriétés de plasticité et de rupture du milieu granulaire. Ce
type d’étude nécessite également d’adopter au préalable un pilotage en force, afin de s’as-
surer que les points de recharge soient bien situés dans le même plan déviatoire (à pression
hydrostatique constante).
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A
Définition du fichier d’entrée de la simulation en

éléments finis sous Abaqus

L’annexe A présente la structure du fichier d’entrée utilisé par le
logiciel Abaqus pour la définition du modèle en éléments finis. Le
cas de l’utilisation d’une subroutine utilisateur VUINTERACTION
est également présenté.
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Annexe A. Définition du fichier d’entrée de la simulation en éléments finis sous Abaqus

Le logiciel Abaqus utilise un fichier d’entrée (d’extension .inp) pour la définition complète du
problème éléments finis à résoudre. Ce fichier sert de base à la simulation numérique. Il permet de
définir la géométrie, les matériaux, les interactions de contact, la discrétisation, les CL ainsi que
la méthode de résolution numérique à utiliser lors de la simulation en éléments finis. Ce fichier
d’entrée peut être écrit directement, ou généré à l’aide de l’interface graphique Abaqus/CAE. Il
débute en indiquant le nom de la simulation effectuée et du modèle éléments finis auquel il ré-
fère. La version utilisée ainsi que différentes options de pré-traitement sont également spécifiées
(figure A.1).

FIGURE A.1 – Initialisation du fichier d’entrée d’Abaqus.

Une fois ces lignes d’entête écrites, les différentes parties du modèle sont précisées (figure A.2).
Dans le cadre d’une modélisation en éléments finis multi-particules, chaque partie correspond à
une particule. Les nœuds associés à chaque partie sont pour cela définis. Chaque nœud est pour
cela affecté à un identifiant et ses coordonnées initiales sont précisées dans un repère local associé
à la partie considérée. Une fois le type d’éléments précisé, la table de connectivité est définie.
Cette table permet de spécifier, pour chaque élément fini, la liste des nœuds le constituant. Des
sous-ensembles de nœuds ou d’éléments peuvent ensuite être définis dans l’optique d’être ulté-
rieurement utilisés, pour l’application des CL, pour la création de couplages, pour la définition de
surfaces, où encore pour l’export de données de post-traitement. Enfin, une section est associée à
la partie créée. Dans le cas présent, les parties sont associées à des sections solides homogènes,
constituées d’un matériau nommé "LEAD" défini ultérieurement.

FIGURE A.2 – Définition des différentes parties du modèle.

Les différentes parties créées sont ensuite introduites au sein de l’assemblage éléments finis
(figure A.3). La position de chaque partie est pour cela précisée dans le repère global associé au
modèle. Dans le cas présent, les trois nœuds auxiliaires utilisés pour l’application des CL ne sont
affectés à aucune partie et sont donc directement créés au sein de l’assemblage.

Des ensembles contenant la liste des éléments appartenant aux surfaces extérieures de chaque
partie sont ensuite automatiquement générés. Plus précisément, plusieurs sous-ensembles sont
générés en fonction de l’orientation des éléments en surface afin de pouvoir connaître, grâce à
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FIGURE A.3 – Définition de l’assemblage.

la table de connectivité, la liste des nœuds appartenant aux surfaces extérieures des différentes
parties. Par exemple, des éléments tétraédriques quadratiques, constitués de dix nœuds et de quatre
facettes, seront numérotés suivant le schéma de la figure A.4, les indices 1 à 10 correspondant à
l’ordre de rangement des nœuds de l’élément considéré dans la table de connectivité.

En créant un ensemble d’éléments appartenant à la surface, Abaqus crée en fait (dans le cas des
éléments tétraédriques) quatre sous-ensembles d’éléments distincts contenant la liste des éléments
appartenant à la surface, en rangeant les éléments dans un de ces quatre sous-ensembles, en fonc-
tion du numéro de la facette de l’élément appartenant à la surface. En fonction du sous-ensemble,
il est alors possible, à l’aide de la figure A.4 et de la table de connectivité, de connaître le numéro
des six nœuds de chaque élément appartenant effectivement à la surface. Le lecteur pourra se ré-
férer à la documentation du logiciel Abaqus concernant le cas des éléments hexaédriques ou pour
plus de détails. Enfin, c’est également dans cette partie que les différents couplages du modèle
(tels que les équations de couplage et couplages de distribution utilisés pour l’application des CL)
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Annexe A. Définition du fichier d’entrée de la simulation en éléments finis sous Abaqus

FIGURE A.4 – Numéro des facettes associées à un élément tétraédrique quadratique, en fonction
de l’ordre de rangement des nœuds dans la table de connectivité [45].

sont précisés.
Les lois utilisées pour modéliser le comportement des matériaux constitutifs des parties sont

ensuite définies (figure A.5). Dans le cas présent, la densité (exprimée en t.mm−3), les propriétés
élastiques (module de Young exprimé en MPa et coefficient de Poisson), ainsi que les propriétés
plastiques (limite d’élasticité en MPa en fonction de la déformation plastique) sont précisées.

FIGURE A.5 – Création des matériaux.

Vient ensuite le tour des lois de contact entre les différentes parties du modèle. Dans un premier
temps, les propriétés de contact sont introduites (figure A.6). Les paramètres des lois de contact
sont précisés (ici, seulement un coefficient de frottement de Coulomb µ = 0.1) et l’algorithme de
gestion des contacts est défini.

FIGURE A.6 – Création des lois de contact : cas d’une propriété prédéfinie par le logiciel Abaqus.

Dans le cas de la définition d’une interaction de surface personnalisée, faisant appel à une
subroutine utilisateur VUINTERACTION, les lignes précédentes sont remplacées par celles de la
figure A.7, ou "name" fait référence au nom du fichier fortran contenant la subroutine utilisateur
(ici appelé vuinteraction.f et présenté annexe B), "depvar" au nombre de variables d’état utili-
sées par la subroutine, "properties" au nombre de paramètres associés à l’interaction et tracking
thickness à la distance maximale jusqu’à laquelle des surfaces sont considérées comme pouvant
potentiellement être en contact. Les paramètres associés à cette interaction sont ensuite précisés.
Ils correspondent, avec la subroutine actuelle, à la raideur de pénalité, à l’énergie de surface, à la
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limite d’élasticité des aspérités du modèle de Pullen [150], à la distance d’interaction maximale
δmax et au coefficient de frottement. Dans le cas présent, une raideur prise comme nulle indique
que la raideur par défaut du logiciel Abaqus (s’adaptant au pas de temps) est à considérer.

FIGURE A.7 – Création des lois de contact : cas d’une propriété définie à l’aide d’une subroutine
utilisateur.

Dans un second temps, ces propriétés sont affectées aux contacts entre les surfaces des dif-
férentes parties du modèle (figure A.8). Dans le cas présent, chaque paire de particules pouvant
potentiellement entrer en contact est définie, tel qu’expliqué section 2.4. La propriété de contact
(nommée "IntProp-1" dans le cas de la figure A.6) est alors appliquée comme loi de contact entre
ces différentes paires de particules. Le nom de la propriété d’interaction est à remplacer par "vuin-
teraction" dans le cas de la propriété définie à l’aide de la subroutine utilisateur VUINTERACTION
(figure A.7).

FIGURE A.8 – Définition des interactions de contact.

Les différentes étapes de la simulation numérique (nommées step) sont ensuite définies (fi-
gure A.9). La méthode ainsi que les paramètres de la résolution numérique (notamment le Mass
Scaling) associés à l’étape considérée sont précisés dans cette partie.

FIGURE A.9 – Création d’un step, correspondant à une étape de la simulation numérique.

Pour chacune de ces étapes, les déplacements ou forces appliqués à certains nœuds du maillage
peuvent alors être imposés comme CL pour conduire à la déformation de l’assemblage modélisé.
Les amplitudes en fin de step sont pour cela précisées, et une rampe d’amplitude est définie (fi-
gure A.10). Dans le cas présent, une amplitude "SMOOTH" est utilisée afin de réduire les vibra-
tions numériques aux changements de step en évitant les accélérations infinies.

Enfin, les grandeurs physiques utiles au post-traitement ainsi que l’échantillonnage sont préci-
sées (figure A.11). Le déplacement de chaque nœud est sauvegardé afin de pouvoir représenter la
géométrie de l’assemblage dans la configuration déformée. Par ailleurs, les forces et déplacements
des trois nœuds auxiliaires, les coordonnées et déplacements des centres de masse de chacune des
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Annexe A. Définition du fichier d’entrée de la simulation en éléments finis sous Abaqus

FIGURE A.10 – Définition des CL appliquées au modèle, lors du step considéré.

parties, ainsi que les forces de contact entre toutes les paires de surfaces sont sauvegardés afin
d’être utilisés en post-traitement dans le calcul des contraintes et déformations mésoscopiques.
Enfin, les différentes énergies associées au modèle et enregistrées par défaut par Abaqus sont éga-
lement sauvegardées, ceci notamment afin de valider les choix du Mass Scaling et de définir les
critères de plasticité et de rupture.

FIGURE A.11 – Définition des variables de sortie à sauvegarder, lors du step considéré.
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B
Subroutine utilisateur implémentée pour la création

d’une loi de contact adhésif.

L’annexe B présente le principe de fonctionnement de la subroutine
utilisateur VUINTERACTION, utilisée pour l’implémentation de la
loi de contact adhésif développée section 3.3.
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Annexe B. Subroutine utilisateur implémentée pour la création d’une loi de contact adhésif.

Le logiciel éléments finis Abaqus autorise l’implémentation de fonctionnalités personnalisées
à l’aide d’algorithmes appelés subroutines utilisateur. Ces algorithmes, écrits en langage Fortran
77, permettent l’extension des fonctionnalités de base du logiciel. Ils autorisent notamment l’im-
plémentation de lois de comportement, de lois de contact, de conditions aux limites ou encore
de chargements adaptés à des besoins très spécifiques, non pris en charge directement par Aba-
qus. Cette fonctionnalité offre donc aux utilisateurs une grande flexibilité pour la modélisation et
l’analyse numérique de systèmes complexes.

La subroutine utilisateur VUINTERACTION, présentée ci-dessous, permet la définition des
interactions de surface au sein du modèle éléments finis, dans le cas d’une modélisation explicite.
Cette subroutine est appelée à chaque incrément de temps (au total 12 fois par incrément) afin
de déterminer, en chaque nœud de surface du maillage éléments finis, les efforts transmis par
les interactions de contact entre une surface "maître" et une surface "esclave". La surface maître
correspond à la surface primaire avec laquelle d’autres surfaces viennent en contact et est utilisée
pour la définition des conditions de contact. La surface esclave, quant à elle, correspond à la
surface entrant en contact avec la surface maître. Dans le cas présent, aucune particule n’ayant de
caractéristiques particulières vis à vis des autres, un algorithme symétrique de gestion des contacts,
intervertissant le rôle des surfaces maître et esclave, est utilisé.

A chaque appel de la subroutine, un ensemble de points de proximité est pour cela défini. Ces
points correspondent aux points de chaque facette de la surface maître les plus proches des noeuds
de la surface esclave. Une épaisseur de suivi (tracking thickness), correspondant à la distance
maximale de prise en compte des interactions de contact, est pour cela lue dans le fichier d’entrée
d’Abaqus présenté annexe A. Cette épaisseur doit être minimisée pour optimiser l’efficacité nu-
mérique, tout en s’assurant de capturer l’intégralité des points de proximité pouvant effectivement
entrer en contact à l’incrément considéré. Le lecteur pourra se référer à la documentation du logi-
ciel Abaqus [45] pour plus de détails. Dans le cas présent, l’interaction de contact agissant jusqu’à
une distance δmax, une épaisseur de suivi supérieure à δmax est à considérer.

FIGURE B.1 – Représentation schématique de la gestion définition des points de proximité pour
la gestion des contacts.

Les efforts de contact sont alors calculés de manière incrémentale en chacun de ces points
de proximité, avant d’être interpolés aux nœuds de la surface maître considérée. Des repères de
coordonnées locaux (exprimés en chaque point de proximité) sont pour cela définis et les vec-
teurs contraintes à l’incrément de temps actuel sont calculés à partir de la connaissance des vec-
teurs contraintes à l’incrément de temps précédent et de la loi de contact. La convention qu’une
contrainte normale positive correspond à une pression dirigée sur la surface est utilisée.

La loi de contact présentée section 3.3 est pour cela utilisée. Les paramètres de la loi de contact
(à savoir la raideur de pénalité k, l’énergie d’adhésion γ , la limite d’élasticité des aspérités σy la
distance maximale d’interaction δmax ainsi que le coefficient de frottement de Coulomb µ) sont
pour cela lus dans le fichier d’entrée d’Abaqus présenté annexe A. La valeur du degré de contact α
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associée à chaque point de proximité est stockée entre deux appels consécutifs de la subroutine à
l’aide d’une variable d’état. Cette précaution est prise afin d’éviter la réinitialisation de l’adhésion
lors de la phase de décharge causée par l’hystérésis de la loi de contact : à chaque appel de la
subroutine, la valeur du degré de contact est tout d’abord lue depuis la variable d’état, modifiée
suivant le modèle de contact, puis stockée dans la variable d’état dans l’optique de pouvoir être uti-
lisée lors de l’appel suivant. Il a été observé que le logiciel Abaqus réinitialise les variables d’état
aux changements de Step. Ce constat justifie la nécessité d’effectuer la décharge et la recharge du
système modélisé au sein d’un seul et même Step pour l’obtention des surfaces de rupture, afin
d’éviter la réinitialisation du degré de contact α en début de recharge. Enfin, l’incrément de dissi-
pation d’énergie par frottement est calculé en chaque point de proximité. Ces valeurs contribuent
au calcul de l’énergie du système dissipée par frottement, utile pour la définition du critère de
rupture.
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C
Détermination des grandeurs mésoscopiques

associées au milieu granulaire

L’annexe C présente plus en détail 1. le calcul de la déformation
mésoscopique associée au VEP par une minimisation en moindres
carrés et 2. le calcul de la contrainte mésoscopique associée au VEP
à l’aide de la formule de Love-Weber [108, 109]. Le lecteur pourra
se référer aux travaux de Teil [6] pour plus de détails.

Sommaire
C.1 Détermination du tenseur gradient des déplacements mésoscopiques . . . . XXVI
C.2 Détermination du tenseur des contraintes mésoscopiques . . . . . . . . . . XXVII
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Annexe C. Détermination des grandeurs mésoscopiques associées au milieu granulaire

C.1 Détermination du tenseur gradient des déplacements mésosco-
piques

Soit un ensemble discret constitué de N points matériels α (dans le cas présent, les centres de
masse des particules), de position initiale Xα et de déplacement simulé uα . Le tenseur H minimi-
sant la quantité χ2 défini équation C.1 est alors recherché.

χ
2 =

N

∑
α=1

∥u(Xα)−uα∥2 (C.1)

Afin d’inclure le mouvement de corps rigide sous forme d’une simple multiplication de ma-
trices, le gradient des déplacements modifiés H̃ défini ci-dessous (équation C.2) est introduit, avec
ũ le vecteur déplacement modifié, x̃ le vecteur position modifié et u0 = (u0

1 u0
2 u0

3) le vecteur dé-
placement moyen associé au VEP.

ũ = H̃ · x̃ avec ũ =


u1

u2

u3

1

 , x̃ =


x1

x2

x3

1

 et H̃ =


H11 H12 H13 u0

1

H21 H22 H23 u0
2

H31 H32 H33 u0
3

u0
1 u0

2 u0
3 H̃44

 (C.2)

L’équation C.1 peut alors être réécrite :

χ
2 =

N

∑
α=1

∥H̃ · x̃α − ũα∥2 (C.3)

où x̃α dénote le vecteur position modifié associé à un point matériel donné α du volume de contrôle
et ũα son vecteur déplacement modifié. La nullité de la dérivée de χ2 par rapport à H̃lm, (l,m) ∈
[1,4]× [1,4] amène à :

4

∑
k=1

(
H̃lk ·

N

∑
α=1

x̃α
k x̃α

m

)
=

N

∑
α=1

x̃α
mũα

l (C.4)

Cette équation pouvant être réécrite :
H̃ = B ·A−1 (C.5)

en introduisant les matrices A et B de la manière suivante :

∀i, j = 1,2,3,4 :

 Ai j = ∑
N
α=1 x̃α

i x̃α
j

Bi j = ∑
N
α=1 ũα

i x̃α
j

(C.6)

A et B peuvent être déterminés grâce à la connaissance des vecteurs déplacement modifié ũα et
position modifiée x̃α associés aux centres de masse de chaque particule α appartenant au VEP 1.
Ces deux grandeurs peuvent directement être exportées du logiciel Abaqus à l’aide des variables
de sortie COORDCOM et UCOM associées à chaque particule. Le gradient des déplacements H
est finalement directement déduit du gradient des déplacements modifiés H̃ (∀i, j = 1,2,3 : Hi j =
H̃i j).

1. Idéalement, il serait plus précis d’appliquer l’équation C.6 aux vecteurs positions et déplacements modifiés as-
sociés à chaque nœud du maillage éléments finis pour le calcul des matrices A et B. Il a été décidé de ne l’appliquer
qu’aux centres de masse des particules dans l’optique de réduire le nombre de fichiers de sortie générés par Abaqus,
facilitant ainsi le stockage et accélérant le post-traitement des données.
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C.2. Détermination du tenseur des contraintes mésoscopiques

C.2 Détermination du tenseur des contraintes mésoscopiques

La contrainte mésoscopique homogénéisée associée à un milieu hétérogène de volume V est
définie par :

σi j =
1
V

∫
V

σ̌i j dV =
1
V

∫
Γ

x jti dΓ (C.7)

avec Γ la surface fermée délimitant le volume V , σ̌i j, x j et ti les composantes, respectivement,
du tenseur des contraintes locales, du vecteur position initiale associé à un point matériel et du
vecteur contrainte locale. Cette dernière égalité peut être obtenue à l’aide du théorème de Green-
Ostrogradski ou du principe des puissances virtuelles. Soit maintenant un volume V contenant
un nombre entier N de particules α (i.e. la surface Γ inclut des surfaces de contact mais ne coupe
aucune particule). En notant nα le nombre de contacts associés à chaque particule α , l’équation C.7
peut alors être réécrite :

σi j =
1
V

N

∑
α=1

∫
Γα

x jti dΓα =
1
V

N

∑
α=1

nα

∑
c=1

∫
Γc

x jti dΓc (C.8)

avec Γα la surface extérieure associée à la particule α et Γc la surface de contact associée au
contact c de la particule α . Cette dernière égalité est obtenue en faisant l’hypothèse qu’aucune
contrainte n’est appliquée (ti = 0) sur Γα en dehors de la surface de contact Γc. En introduisant
maintenant x j = xα

j + rα
j , où xα

j correspond à la position d’un point arbitraire de la particule α ,
l’équation C.8 peut alors être réécrite :

σi j =
1
V

N

∑
α=1

nα

∑
c=1

[∫
Γc

xα
j ti dΓc +

∫
Γc

rα
j ti dΓc

]
=

1
V

N

∑
α=1

xα
j

nα

∑
c=1

f c
i +

1
V

N

∑
α=1

nα

∑
c=1

∫
Γc

rα
j ti dΓc (C.9)

avec f c =
∫

Γc

t dΓc la force de contact transmise à la particule α par l’intermédiaire du contact c.

En considérant que la particule α est à l’équilibre,
nα

∑
c=1

f c
i = 0 et la première partie du terme de

droite de l’équation disparaît. Considérons à présent deux particules α et β en contact :∫
Γc

rα
j tβ→α

i dΓc +
∫

Γc

rβ

j tα→β

i dΓc =
∫

Γc

ℓ
β→α

j ti dΓc = f β→α

i ℓ
β→α

j (C.10)

où ℓβ→α = xα −xβ = rα − rβ est le vecteur branche, t = tβ→α le vecteur contrainte correspondant
à l’action de la particule β sur la particule α , tα→β =−tβ→α le vecteur contrainte correspondant
à l’action de la particule α sur la particule β , et f β→α le vecteur force correspondant à l’action
de contact de la particule β sur la particule α . Il est alors possible de renuméroter la somme de
l’équation C.9, en sommant sur les contacts indépendamment des particules. Considérons qu’il y
a n contacts inter-particules au sein du volume V , dont ne étant des contacts "externes" (entre une
particule faisant partie de V et une particule externe) et n−ne des contacts "internes" (entre deux
particules du volume V ). Concernant les contacts internes, l’équation C.10 s’applique directement
et l’équation C.9 peut être réécrite de la manière suivante (équation C.11) en utilisant les notations
k à la place de β → α et e pour les contacts extérieurs.

σi j =
1
V

n−ne

∑
k=1

f k
i ℓ

k
j +

1
V

ne

∑
e=1

∫
Γe

re
jt

e
i dΓe (C.11)

où re est la position d’un point matériel vis à vis du point de référence de la particule associée au
contact e, te le vecteur contrainte appliquée par l’intermédiaire du contact e, et Γe la surface du
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Annexe C. Détermination des grandeurs mésoscopiques associées au milieu granulaire

contact extérieur (i.e. la surface de contact entre la particule en contact et un solide extérieur ne
faisant pas partie de V ).

Comme vu ci-dessus, un contact k contribue à la contrainte mésoscopique sous la forme f k
i lk

j
si et seulement si l’action et la réaction sont toutes deux considérées. Dans le modèle MPFEM, les
contacts entre une particule à l’intérieur du VEP et une particule à l’extérieur du VEP n’entrent
pas dans cette catégorie. Il est toutefois possible d’appliquer l’équation 2.6 telle quelle dans le cas
d’un empilement périodique. En effet, considérons le cas de deux particules α+ et β− appartenant
au VEP, localisées aux limites opposées x+ et x− respectivement. Dans le modèle numérique,
le contact entre la particule α+ et β− est pris en compte grâce à la création d’une particule β+

correspondant au clône de la particule β− et entrant en contact avec la particule α+. Si la contrainte
est calculée en incluant la particule β+, l’équation 2.6 reste valide, étant donné que le contact
entre α+ et β− (qui en théorie existe à travers la périodicité mais qui n’est pas inclus dans la
simulation) est remplacé par un contact identique entre α+ et β+. Considérons maintenant que la
particule α+ est également dupliquée en α− venant en contact avec β−. Dans ce cas, le contact
entre les particules α et β est doublé, étant donné qu’à la fois (α+,β+) et (α−,β−) forment des
paires de contacts. Si ces deux contacts sont inclus dans la somme de l’équation 2.6, le calcul des
contraintes devient erroné. En d’autres termes, seul l’un de ces deux contacts doit être inclus dans
la somme.

Par ailleurs, dans le présent travail, tous les échantillons numériques sont initialement pério-
diques. Cependant, dans le cas de conditions aux limites non-périodiques, la périodicité se perd au
cours de la transformation et le calcul des contraintes mésoscopiques devient alors approximatif.

Dans le cas de CLP, les forces nodales de contact sont distribuées sur l’ensemble des contacts
du modèle, y compris sur les contacts entre particules coquilles dupliquées ayant des forces de
contact non-nulles en raison des équations de couplage. De telles forces de contact non-nulles
entre particules coquilles sans raideur mécanique sont en fait associées aux contacts périodiques
entre les particules solides appartenant au VEP. Dans ce cas, l’intégralité des contacts doit être pris
en compte dans l’équation 2.6.

Pour résumer sous un angle différent, il est également possible de remarquer que le travail
interne peut à la fois être calculé à partir des forces de contact et déplacement des particules ou
à partir des déformations et contraintes des particules. Dans le cas où seulement des particules
coquilles sont ajoutées au VEP (comme c’est le cas en périodicité totale), étant donné que les
particules coquilles ne développent pas de travail de déformation, l’intégralité des forces de contact
contribue alors nécessairement au travail de déformation du VEP. Dans le cas où des particules
solides sont ajoutées au modèle à l’extérieur du VEP, une partie des forces de contact avec des
particules dupliquées contribue nécessairement au travail de déformation des particules dupliquées
n’appartenant pas au VEP, et ne doit par conséquent pas être prise en compte dans le calcul de la
contrainte mésoscopique associée au VEP.
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D
Caractérisation micromécanique expérimentale du

milieu granulaire

L’annexe D présente une méthode de caractérisation microméca-
nique expérimentale du milieu granulaire. Les résultats prélimi-
naires obtenus lors de cette thèse ainsi que les perspectives quant
à une validation micromécanique du principe de la loi de contact
sont présentés.
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Annexe D. Caractérisation micromécanique expérimentale du milieu granulaire

Des essais micromécaniques de compression/traction à l’aide de l’outillage FemtoTools FT-
MTA03 présenté figure D.1 ont été réalisés afin de caractériser le comportement mécanique des
particules constitutives du milieu granulaire et d’étudier le phénomène de développement de
l’adhésion à l’échelle particulaire. Ce dispositif expérimental permet la réalisation d’essais micro-
mécaniques de résolution spatiale 0.1 nm, grâce à une cellule de force de 200 mN et de résolution
en force 0.5 mN.

FIGURE D.1 – Photographie de l’outillage FemtoTools FT-MTA03 utilisé pour la caractérisation
micromécanique du contact à l’échelle particulaire.

Un essai de compression uniaxiale entre deux particules de cuivre de rayon r = 65 µm l’une
contre l’autre, suivi d’un essai de traction uniaxiale, a été réalisé, dans l’optique de caractériser
la poudre utilisée et de mesurer l’adhésion développée lors de la compression. Des particules ont
pour cela été saupoudrées sur un fin film de colle à réticulation ultraviolet (UV), préalablement
déposé sur une lame de verre. La colle a ensuite été réticulée. D’autre part, une particule a été
collée à la cellule de force 200 mN. Le capteur a pour cela été mis en contact avec une goutte de
colle puis en contact avec la particule à tester (figure D.2).

FIGURE D.2 – Images microscopiques du dépôt d’un point de colle à l’extrémité de la cellule de
force et du dispositif expérimental.

Cette particule, tenant au capteur par capillarité, a ensuite été fixée par réticulation de la colle
UV. Le microscope optique intégré à la FemtoTools a été positionné à l’horizontal lors des phases
d’alignement du capteur et de la particule à coller, et d’alignement des particules à tester. Le
réglage de l’alignement en profondeur (suivant la direction x sur la figure D.1) a été effectué
grâce à la profondeur de champ du microscope intégré de la FemtoTools et à l’aide d’un second
microscope de poche à longue portée Dino-Lite positionné le long de l’axe y.
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Quatre cycles de compression/traction d’amplitude 200 mN ont ensuite été appliqués au dispo-
sitif. Une vitesse δ̇ = 0.1 µm.s−1, une accélération δ̈ = 25 µm.s−2 et une fréquence d’acquisition
f = 20Hz ont pour cela été utilisées. La force F ainsi que le déplacement δ ont été mesurés. Les
résultats présentés figure D.3 semblent montrer la création d’adhésion entre les particules mises
en contact. En approximant la surface de contact par l’équation D.1, une contrainte d’adhésion
d’environ 10 MPa semble être observée.

(a) (b)

FIGURE D.3 – Mesure micromécanique de la force et du déplacement au cours d’un essai de com-
pression/traction entre deux particules de cuivre. (a) cycle complet et (b) décharges adimension-
nées. F0 et δ0 correspondant respectivement à la force et au déplacement en fin de compression.

S = πa2 = πδ

(
r− δ

4

)
(D.1)

Ces résultats obtenus semblent prometteurs quant à la caractérisation micromécanique des par-
ticules constitutives du milieu granulaire. Hélas, de tels résultats montrant une adhésion non nulle
n’ont pas pu être reproduits. Aucun autre essai n’a révélé de pic d’adhésion. Il semble ainsi très
probable qu’une fine pellicule de colle ait, dans le cas présent, enrobé l’échantillon et que l’adhé-
sion mesurée corresponde en fait à celle de la colle partiellement réticulée. Il convient toutefois
de noter que d’autres essais ont été réalisés en l’absence de colle et certains d’entre eux ont mon-
tré qu’il était possible de soulever une particule (et même deux) en la comprimant au préalable.
Ces essais ne permettent pas de mesures quantitatives de l’adhésion, mais mettent toutefois en
évidence l’existence d’une force d’adhésion de l’ordre du poids d’une particule (qu’il est possible
d’estimer aux alentours de 10−7 N pour une sphère de rayon 65 µm en cuivre).

Dans le cas présent, la déformation des particules en contact reste faible et ne semble pas suffi-
sante pour permettre le développement d’une adhésion quantifiable. Il serait dès lors intéressant de
chercher à atteindre des états de contrainte plus élevés. Ceci pourrait se faire en étudiant des parti-
cules de dimension inférieure, constituées d’un matériau plus ductile, ou en utilisant un capteur de
force permettant d’atteindre des efforts supérieurs. Cependant, même avec ces améliorations, un
problème similaire à celui rencontré lors de l’essai présenté section 3.5 pourrait survenir. En effet,
les particules en contact n’étant pas confinées, la contrainte appliquée sera également limitée (à
σ ≈ 3σy), limitant ainsi le développement de l’adhésion.
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