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Introduction

Famille de procédés apparue au cours du XXème siècle, la fabrication additive a été
évaluée comme prometteuse pour accroître les possibilités de production et de réparation
de pièces mécaniques. À ses débuts, cette technologie s’est distinguée par ses avantages
en matière de prototypage rapide de pièces en polymère, réalisées par passes directes de
l’outil. Puis, les exigences en matière de résistance mécanique ont amené au développe-
ment de nouvelles sous-familles de procédés adaptés aux pièces métalliques.

Les procédés de type Directed Energy Deposition (DED) sont une sous-famille relative à
l’obtention de pièces métalliques par dépôt de matière sous énergie concentrée. Pour de
tels procédés, la source d’énergie et le système d’apport de matière sont couplés, ce qui
les rend combinables à des robots multi-axes. Ainsi, les procédés DED sont des candidats
prometteurs pour la réalisation de pièces à la structure complexe. En particulier, la tech-
nologie Wire and Arc Additive Manufacturing (WAAM) permet de déposer des matériaux
en fusion pour construire des pièces métalliques de grande taille ou pour réparer des pièces
usées. C’est dans ce cadre que s’inscrit le projet BeShape financé par l’Agence Nationale
de la Recherche (ANR) (numéro ANR-18-CE10-0014-01). Plusieurs travaux de recherche
y ont été conduits pour concevoir des pièces métalliques allégées à travers deux approches
complémentaires : la détermination de motifs de remplissage de volume et la génération
de trajectoires associées. Les motifs de remplissage retenus pour le projet sont les surfaces
minimales tripériodiques. Cette thèse se focalise sur la génération de trajectoire.

La génération de trajectoire fait partie intégrante des défis de la fabrication additive
dans le contexte de la transition vers la quatrième révolution industrielle. Le concept
d’“industrie 4.0” évoqué puis décrit au Salon Mondial de la Technologie Industrielle de la
foire de Hanovre en Allemagne entre 2011 et 2013 a mis en avant la nécessité d’intégrer
des outils informatiques et mécatroniques à la fabrication additive [1] afin d’éviter ou
retarder la phase de décroissance de maturation de cette technologie (Annexe A1).

Depuis près d’une décennie, la recherche dans le domaine de la fabrication additive a
conduit à des avancées significatives dans le développement des outils numériques, mais des
défis persistent. Ces derniers peuvent être classés en quatre catégories inter-dépendantes :

— Le défi “Hardware” ;
— Le défi “Software” ;
— Le défi “Matériaux” ;
— Le défi “Services”.

7/264



Introduction

1. Le défi “Hardware” :

Les procédés de fabrication additive peuvent être limités par une vitesse de fabrication
lente, et un espace de travail réduit, ce qui restreint certaines possibilités d’application.
En effet, les dimensions des machines de fabrication additive peuvent limiter la taille
des pièces pouvant être produites, et la vitesse de production peut être réduite par la
taille et la complexité de la pièce [1]. Enfin, certaines technologies de fabrication additive
présentent des limitations en termes de résolution et de précision, ce qui peut influencer
leur efficacité pour certaines applications de haute précision. Les robots utilisés pour la
fabrication additive multi-axes peuvent aussi présenter certaines limitations : portée du
robot, ainsi que la précision et la répétabilité des mouvements. Cela peut rendre difficile
le dépôt de matériau sur des surfaces en surplomb, ou bloquer l’accès à certaines zones
de la pièce. Enfin, la dynamique du robot peut affecter la qualité de la pièce produite en
termes de rugosité de surface et d’homogénéité. Des avancées sont constamment réalisées
dans les domaines de la conception mécanique, du contrôle de robots et des algorithmes
de planification de mouvement.

2. Le défi “Software” :

Les limitations numériques sont essentiellement liées à la complexité des logiciels de
Conception Assistée par Ordinateur (CAO) et de Fabrication Assistée par Ordinateur
(FAO) utilisés pour la conception et la fabrication des pièces. La conception de pièces
pour la fabrication additive peut être complexe et implique une compréhension approfon-
die des propriétés des matériaux et des contraintes de fabrication. De plus, la génération
de trajectoires de fabrication nécessite des algorithmes sophistiqués pour tenir compte des
contraintes physiques du processus de fabrication additive. Enfin, la compatibilité entre
les différents logiciels de CAO et de FAO n’est pas systématique, ce qui peut rendre la
conception et la fabrication de pièces plus difficiles et plus longues. Les routines de géné-
ration associées offrent peu de souplesse sur la modification locale de trajectoire [1]. Les
avancées se centrent sur le développement d’outils numériques plus accessibles et efficaces,
dont des routines d’évitement d’obstacles au cours du dépôt.

3. Le défi “Matériaux” :

Les procédés de fabrication additive utilisent des gammes de matériaux limitées, ce qui
peut rendre difficile la production de certaines pièces spécifiques pour des applications
dans les industries navale, automobile et aéronautique [2]. Les matériaux majoritaire-
ment employés sont des nuances de métaux ou de polymères. Des progrès sont en cours
dans la maîtrise d’autres matériaux, notamment pour le verre et le béton, ce qui amélio-
rera la variété des applications pour la fabrication additive dans les années futures. Par
ailleurs, les matériaux d’apport, sous forme de poudre ou de fil, sont bien plus onéreux que
leur équivalent sous forme de bloc brut [2]. Cependant, la baisse de leur coût les rend plus
abordables et accessibles. Enfin, chaque nouveau matériau nécessite de connaître sa loi
de comportement pour calibrer les paramètres physiques - principalement cinématiques
et thermiques - du robot de fabrication. Cette calibration peut être chronophage et coû-
teuse. Ce défi est progressivement résolu par l’augmentation des familles de paramètres
disponibles et le développement de méthodes d’adaptation des paramètres en temps réel.
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4. Le défi “Services” :

La fabrication additive offre des avantages considérables à l’industrie manufacturière,
allant au-delà de la conception et de la production, mais une insuffisance en termes de
support technique peut perturber l’intégration de la fabrication additive dans l’industrie
mécanique [3]. En effet, peu de services en fabrication additive proposent une réponse
adaptée aux besoins spécifiques de production au niveau des exigences de coût, de délai
et de qualité imposés. La multiplication des services de fabrication additive tendrait à
proposer une réponse adaptée aux cahiers des charges spécifiques de production en termes
de cadence et de fiabilité. Les systèmes de courtage et les outils d’aide à la prise de décision
sont des exemples d’alternative [4] et représentent un enjeu pour atteindre un compromis
entre performance et intégration.

La génération de trajectoire pour les procédés DED, qui fait partie du défi “Software”,
est concernée par ces difficultés. L’intégration de méthodes de génération de trajectoire sur
des logiciels de CAO et de FAO prenant en compte les aspects “Hardware” et “Matériaux”
et permettant la fabrication de pièces à la géométrie de plus en plus élaborée constituent
un enjeu majeur. Les verrous scientifiques associés sont les suivants :

1. L’obtention de trajectoires d’outil fluides et ininterrompues pour la production de
pièces présentant une qualité de surface et une précision dimensionnelle élevées ;

2. Le développement d’algorithmes performants de génération de trajectoires pour des
géométries complexes et des données volumineuses tout en réduisant le temps de
traitement ;

3. L’intégration des propriétés des matériaux, des paramètres de la machine de fabri-
cation et l’évitement des collisions outil-pièce dans le processus de génération de
trajectoires pour optimiser la qualité de la pièce et réduire les défauts, notamment
la porosité, la distorsion et les contraintes résiduelles ;

4. La conception de stratégies qui prennent en compte une gamme de différents maté-
riaux et de conditions de dépôt variables pour une même pièce.

Les objectifs de cette thèse sont d’apporter une méthode de génération d’une première
trajectoire DED systématique et robuste, sur des surfaces sans épaisseur et substrats à
la topologie quelconque, pourvu que leurs informations soient stockées sous un format
numérique facettisé, et de proposer un moteur de génération de trajectoire sur de telles
surfaces pouvant être utilisé quelle que soit la configuration pièce-substrat pour générer
des couches à hauteur constante. La méthode proposée doit prendre en charge des surfaces,
c’est-à-dire des pièces dont l’épaisseur en tout endroit se limite à celle d’un cordon.
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La résolution de ces objectifs permet de recouvrir par des couches toute nature de surface
en utilisant une méthode qui offre plus de souplesse dans la reconfiguration des chemins
de recouvrement. Cela offre une capacité de prise en charge des contre-indications de tra-
jectoire issues du matériau et de la machine. Il s’agit donc d’un apport au défi software
possédant des perspectives aux défis hardware et matériaux de la fabrication additive.

La méthode de génération de trajectoire développée dans cette thèse apporte donc une
série de plus-values dans le domaine de la fabrication additive :

1. Elle permet d’obtenir une trajectoire respectant le critère de distance euclidienne
constante entre l’outil et la pièce lors du dépôt compatible avec le maintien de
conditions de dépôt invariantes pour les procédés DED, sans générer de matériau
support et maximisant la continuité des couches. Le respect d’une distance eucli-
dienne constante pour les procédés DED garantit des conditions de dépôt fixes. Elle
correspond à la distance physique réelle la plus courte entre l’outil et la pièce ;

2. Elle est applicable sur l’entièreté d’une pièce, ou dans une région délimitée unique-
ment. Cela permet de considérer toute modification éventuelle de trajectoire par
rétroaction pour la prise en charge des contre-indications issues de l’outil (collisions
pièce-outil), de la machine (limitations cinématiques ou dynamiques locales) et du
matériau (dérive thermique) au cours de la fabrication ;

3. Elle est utilisable aussi bien pour de la fabrication que pour la réparation de pièce,
indépendamment des topologies de la pièce et de la rupture ;

4. Elle anticipe toute adaptation ultérieure pour la fabrication de volumes remplis
quelconques garantissant le maintien d’une distance euclidienne pièce-outil.

Le manuscrit de thèse se compose de quatre parties. Tout d’abord, le Chapitre 1
intitulé “Analyse bibliographique” présente une synthèse de la littérature pour mettre
en évidence l’état de la génération de trajectoire pour la fabrication additive et introduire
les surfaces minimales tripériodiques - plus communément appelées Triply Periodic Mini-
mal Surfaces (TPMS) - avant de décrire le positionnement de la thèse vis-à-vis de l’état
de l’art. Ce chapitre permet de mettre en avant les enjeux du moteur de génération de
trajectoire pour le calcul de chemins sur des surfaces à la géométrie élaborée.

Ensuite, le Chapitre 2 “Trajectoires et paramétrisation”, met en avant l’importance
de la connaissance des voisinages au cours de la génération de trajectoire. Il permet ainsi
de justifier le choix du format facettisé des surfaces d’entrée pour la méthode de génération
de trajectoire. Ce type de format, issu de la géométrie discrète, permet l’accès à l’ensemble
des informations de topologie de la pièce dans le voisinage de travail lors du processus de
génération de trajectoire. Une méthode de génération paramétrisée appliquée à un motif de
Schwarz Primitive (P), qui est une TPMS, est présentée pour appuyer les raisonnements.
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Le Chapitre 3 “Algorithme de génération de trajectoire” présente en détail la
méthode de génération de trajectoire en décrivant les différentes étapes, depuis l’adapta-
tion du maillage de la surface d’entrée jusqu’au calcul des points des couches successives
associés chacun à un vecteur outil. Ces étapes détaillent la détermination de la couche
d’initialisation, les sélections de voisinage, ainsi que l’obtention des sous-graphes des nou-
velles couches et leur reconstruction à partir de ces sous-graphes.

Plusieurs simulations sur des surfaces minimales tripériodiques sont ensuite présentées au
Chapitre 4 “Analyse des résultats et perspectives” pour illustrer la robustesse de
la méthode et les types de géométries prises en charge. Des simulations supplémentaires
mettent en évidence les champs d’application de la méthode, notamment sur la prise en
charge de multiples directions de propagation, la fabrication de pièces en plusieurs entités
non connexes, la priorisation des régions pour le déclenchement du calcul de trajectoire,
la réparation ou la fermeture de pièces et l’application à plusieurs substrats non connexes
de forme arbitraire. Ce dernier chapitre contient une analyse des performances de la
méthode, afin d’explorer les axes d’amélioration. Des pistes y sont présentées concernant
la prédiction rapide de la viabilité de trajectoire avant même son calcul.
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Chapitre 1

Analyse bibliographique

L’analyse bibliographique est constituée de trois sections. Tout d’abord, une synthèse
de la littérature sur la génération de trajectoire pour la fabrication additive permet de
faire l’état des lieux sur les méthodes disponibles, leurs champs d’applications et leurs
limitations. Puis, une deuxième section est centrée sur la notion de motif de remplissage.
Elle présente les motifs issus de la littérature, mais détaille aussi leur origine. Cette section
détaille aussi la manière d’obtenir un motif répétable ou non, et, plus particulièrement,
la méthode d’obtention d’une Triply Periodic Minimal Surfaces (TPMS). Enfin, une troi-
sième section met en avant les apports de la thèse. En complément de ce chapitre, une
présentation succincte des concepts de base de l’étude mathématique des surfaces est four-
nie à l’Annexe A2, pour sensibiliser sur les possibilités et implications de ces dernières.
Cela permet en outre de justifier certains choix effectués au cours de la thèse.

1.1 Procédés DED et génération de trajectoire
La fabrication additive est une famille de plusieurs procédés utilisés pour créer des

pièces mécaniques par ajout de couches successives sur la pièce en cours de fabrication.
Ces procédés sont divisés en sous-catégories en fonction de la nature du matériau d’apport
et de la source d’énergie utilisée pour fusionner le matériau d’apport avec la pièce [5].
La fabrication additive métallique est une sous-famille de la fabrication additive. On y
distingue notamment les procédés Directed Energy Deposition (DED), les procédés de type
fusion sur lit de poudre, plus communément désignés par l’acronyme Powder Bed Fusion
(PBF), et les procédés de type dépôt de filament métallique fondu, désignés par l’acronyme
Metal Fused Deposition Modeling (M-FDM). Cette section présente le fonctionnement des
procédés DED et les outils de génération de trajectoire associés issus de la littérature.

1.1.1 Fonctionnement des procédés DED
Les procédés DED (Figure 1) sont caractérisés par un matériau d’apport sous forme

de poudre ou de fil. Dans de tels procédés, le système d’apport de matière est couplé
avec la source d’énergie [6,7]. Les différents procédés DED sont classés selon la forme du
matériau d’apport (poudre ou fil) et la nature de la source d’énergie. Le but ici n’est pas
de présenter tous les procédés DED mais uniquement de mettre en avant les raisons de
leur utilisation par rapport à d’autres procédés de fabrication additive.
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Figure 1 – Fonctionnement des procédés DED

Pour les procédés DED, la source d’énergie est une source de chaleur. Aussi, dans la litté-
rature, les deux expressions sont utilisées. Dans le cas des procédés DED, cette source
de chaleur est soit un faisceau Light Amplification by Stimulated Emission of Radia-
tion (LASER), soit un faisceau d’électrons, soit un arc électrique ou plasma. Le système
d’apport et la source de chaleur sont immobiles l’un par rapport à l’autre et mis en mouve-
ment par le même mécanisme, d’où la désignation de “couplage”. Une conséquence directe
du couplage est que les procédés de type DED sont plus facilement combinables avec des
technologies multi-axes [5]. En particulier, les procédés DED sont beaucoup plus flexibles
en termes de limitations de l’espace de travail que les procédés PBF [8]. De plus, le coût
des procédés DED est moins élevé que les procédés PBF, et peut être équivalent à celui
des procédés M-FDM si le matériau d’apport est sous forme de fil (Figure 2). Enfin,
la taille des pièces obtenables peut être plus élevée que les autres procédés dans le cas
où le matériau d’apport est du fil. Des analyses économiques sur l’entièreté de la chaîne
de production ont mis en avant que les procédés DED sont économiquement rentables si
les pièces sont suffisamment grandes pour que leur fabrication nécessite une quantité de
matériau d’apport au-dessus d’un seuil minimal de rentabilité [9,10]. Plus précisément,
la technologie WAAM est un procédé DED par apport de fil qui a un grand potentiel de
rentabilité coût-efficacité [11].
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La complexité réduite des pièces qu’il est possible d’obtenir par utilisation de procédés
DED s’explique essentiellement par le manque d’outils numériques de FAO adaptés pour
la fabrication multi-axes, alors que les procédés PBF reposent essentiellement sur de la
fabrication en niveaux de Z, et donc les trajectoires reposent simplement sur des adapta-
tions de méthodes de slicing issues de la fabrication soustractive. De plus, le slicing rend
les procédés PBF difficilement adaptables pour la réparation de pièces, là où tout comme
les procédés M-FDM, les procédés DED peuvent être utilisés soit pour la fabrication de
pièces mécaniques entières, soit pour la réparation de pièces endommagées [12].
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Figure 2 – Comparatif qualitatif des procédés de fabrication
additive métallique [13]

Au cours des dernières décennies, la recherche en fabrication additive a mis en avant
les nombreux verrous à résoudre pour les rendre intéressants pour une quelconque utilisa-
tion industrielle d’un point de vue économique et au niveau des performances mécaniques.
Dans le cas des procédés DED, la qualité métallurgique des pièces et l’automatisation des
procédés ont été étudiées [14,15,16]. Dès lors, les paramètres influençant la qualité de
dépôt ont été mis en avant [17] : une pièce mécanique est considérée comme qualitative-
ment viable si sa microstructure, son état de surface et l’écart géométrique entre la pièce
réalisée et la pièce idéale à fabriquer respectent les intervalles de tolérance définis pour
de tels procédés. En général, l’homogénéisation de la microstructure de la pièce est la
clé pour garantir une optimisation de la qualité mécanique d’une pièce donnée. Ainsi, la
recherche des dernières années s’est essentiellement focalisée sur l’identification de para-
mètres garantissant des conditions de dépôt constantes sur toute la pièce fabriquée dans
le but de minimiser les variations des propriétés physiques intrinsèques pouvant être à
l’origine d’usure prématurée puis de rupture mécanique.
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Chaque procédé DED est sujet à ses propres paramètres pour garantir des conditions de
dépôt constantes. On peut notamment citer l’influence des paramètres cinématiques sur
la qualité géométrique des cordons dans le cas du WAAM [18]. L’utilisation d’un ratio
constant entre la vitesse d’apport de fil et la vitesse d’avance de l’outil par rapport à la
pièce en cours de fabrication tend à homogénéiser la géométrie des cordons et dépend du
type d’alliage utilisé pour la fabrication. L’utilisation d’un tel ratio constant semble avoir
été mentionnée pour la première fois en 2010 [19]. Depuis, ce ratio a été largement utilisé
dans la recherche sur le procédé WAAM [20,21,22,23].

D’autres paramètres communs à tous les procédés DED influencent la microstructure
locale de la pièce : les transferts thermiques et l’évolution de la température au cours
du procédé, ou encore les départs et arrêts de dépôt sujets à leurs propres conditions
cinématiques et thermiques. De même, les intersections de cordons nécessitent leur propre
ajustement de paramètres, car ils sont lieu de chevauchement de cordons [24]. La distance
entre l’outil de dépôt et la pièce en cours de fabrication a une influence notable sur
les conditions de dépôt [25,17,26]. Garder une telle distance constante au cours de la
fabrication permet d’aider à garder une microstructure métallique homogène sur toute la
pièce. Cette distance est euclidienne, et constitue une contrainte de position lors du calcul
de la trajectoire, alors que les contraintes cinématiques, comme le ratio entre la vitesse
d’apport de fil et de vitesse relative de l’outil par rapport à la pièce dans le cas du WAAM
sont indépendantes de la trajectoire et peuvent être ajustées après son calcul.

1.1.2 Générations de trajectoire par slicing
Contrairement à la fabrication soustractive, la fabrication additive a été automatisée

dès ses premières heures [27,28]. Les premiers systèmes de dépôt reposaient sur des
technologies 3-axes (Figure 3). La pièce était alors fabriquée par dépôt de matière sur
des plans parallèles successifs, d’où l’appellation ”fabrication par niveaux de Z”.

Outil de dépôt

Zone de dépôt

Plan parallèle
aux plans de dépôt

Figure 3 – Fonctionnement d’une technologie additive 3-axes
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Parmi les trois axes de telles machines, deux permettent de déposer dans le plan parallèle
au substrat initial tandis que le dernier permet de décaler verticalement le plan de dépôt.
Les premières trajectoires générées sont adaptées uniquement en 2D, et sont relativement
basiques : lignes parallèles juxtaposées et carreaux [20]. Néanmoins, l’ajout d’interpola-
tion permet de remplir de manière continue des pièces dans les différents plans successifs
de dépôt. Pour diversifier les types de pièces, des méthodes de slicing ont rapidement
été développées. Le substrat initial, plan, est choisi numériquement de sorte à optimiser
le temps de fabrication et la précision de dépôt [28,29]. En effet, la précision entre les
cordons déposés et la pièce initiale espérée dépend de la distance entre les plans parallèles
de dépôt (Figure 3) et de la géométrie locale de la pièce [30,31].

Si ces méthodes ont amené de premières spécifications d’automatisation du processus de
génération de trajectoire, le besoin de pièces plus complexes s’est fait ressentir [32]. La
fabrication additive, abordée par une logique 3-axes, se retrouve alors bridée par l’incapa-
cité de déterminer des trajectoires outil autrement que par des méthodes de slicing [33].
Ces techniques adaptées pour les robots de fabrication 3-axes se révèlent limitées pour
de la fabrication multi-axes où le nombre de degrés de liberté est strictement supérieur à
trois. En effet, le slicing réduit grandement la possibilité de design des pièces fabricables
[34,35,36] car l’ajout de matériau support est nécessaire et son retrait après fabrication
peut être compliqué car inaccessible. C’est le cas pour les machines usuelles 3-axes de
manière générale, mais aussi pour certaines machines multi-axes selon la morphologie de
la pièce, à moins d’utiliser des machines hybrides combinant ajout et retrait de matière
de manière alternée au cours de la fabrication. À cela s’ajoute l’impossibilité de fabriquer
des surfaces localement assimilables à des plans normaux à la direction de slicing [36].
De plus, dans le cas des procédés DED, le besoin de conserver une distance euclidienne
constante peut rendre insuffisante l’utilisation de slicers à niveaux de Z constants dans le
cas où la pièce n’est pas assimilable aux parois d’un prisme droit (Figure 4).

Pièce prismatique Pièce non prismatique

Substrat

Pièce

Slicing 2 

Slicing 1 

Pièce

Substrat

Slicing 1 

"Slicing" 2 

Figure 4 – Slicing des parois latérales d’un prisme droit et d’une
pièce non prismatique
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Aussi, pour augmenter les possibilités de design, des techniques de slicing adaptatif
ont été développées pour amener à davantage de possibilités en termes de design pour les
procédés DED [37] [38,39,40]. Le slicing est effectué en cherchant la direction idéale des
plans parallèles en coupant la pièce en plusieurs entités correspondant à des géométries
simples aptes à être tranchées pour la détermination des couches de la trajectoire [39].
Le slicing adaptatif pose les prémisses des besoins des logiciels, et utilise des surfaces
triangulées de type Stereolitography (STL). Une étape de scanning de la pièce avant le
calcul de la trajectoire, et une adaptation de la hauteur de couche localement permettent
d’obtenir des couches qui minimisent l’imprécision due à l’effet en escalier [41].

Cependant, les géométries restent trop restrictives car les pièces sont composées d’un en-
semble d’entités basiques. La direction de propagation est supposée unique dans chaque
entité, le substrat initial est supposé connexe et plan, et le slicing se fait par des plans
parallèles [28,42,35]. Ainsi, les pièces ont une géométrie fermée et ne présentent pas de
trous. Il n’y a pas ou peu d’embranchements, et pas de jonction [39]. Les couches for-
mées sont continues, et correspondent à des boucles fermées sans croisement. De telles
courbes sont appelées en Mathématiques “courbes de Jordan”. Enfin, les couches calculées
ne respectent pas le critère de distance euclidienne constante nécessaire pour conserver
une qualité géométrique dans le cas de procédés DED [17].

L’apparition du slicing uniforme offre des possibilités supplémentaires pour des ré-
gions en porte à faux et à hauteur de couche variable [43,44]. Ce nouveau type de slicing,
d’abord limité aux formats facettisés, est adaptable aux formats paramétrés [43]. Le sli-
cing par empilement orthogonal [45] marque une des premières variantes aux plans paral-
lèles à propagation unidirectionnelle en proposant une optimisation permettant d’empiler
les couches dans des directions différentes selon la région de la pièce pour optimiser les
propriétés mécaniques (Figure 5). Il constitue une des premières fois où l’optimisation de
la résistance mécanique de la pièce est prise en compte lors de la phase de génération de
la trajectoire en choisissant des directions de plans minimisant les contraintes résiduelles.

Ensembles de murs
de slicing empilés 

Directions
de slicing
orthogonales

Figure 5 – Slicing orthogonal

18/264



Analyse bibliographique

1.1.3 Générations de trajectoire alternatives
Le slicing, qu’il soit adaptatif ou non, est régi par des contraintes en termes de li-

bertés géométriques ou de format d’entrée, comme expliqué précédemment. Néanmoins,
l’utilisation se limite exclusivement à des plans parallèles et ne permet pas de générer de
trajectoire pour des pièces à enchevêtrement important, comportant des ouvertures et des
zones non connexes. Des méthodes de génération de trajectoire alternatives ont alors été
développées pour étendre les possibilités d’application de la fabrication additive.

Tout d’abord, des travaux sur des méthodes de partition en entités (Figure 6) de
plus en plus élaborées ont été développées [43,46,47]. Une méthode de partition rapide
et optimisée basée sur la construction de polygones judicieusement choisis à partir de
nuages de points initial permet d’envisager la reconstruction des courbes de trajectoire
sur différentes entités [48,46], et la décomposition des routines d’intersection en plusieurs
tâches simples permet d’automatiser davantage les calculs [49].

Surface à
partitionner

Entités à
géométrie
primitive

Figure 6 – Partition par constats géométriques

De manière plus générale, l’étape de partition est abordée sous forme d’un problème multi-
variable, en utilisant des approches non linéaires. Cette approche, d’abord utilisée pour des
robots de peinture [50], ne nécessitait pas de suivre avec précision la surface de travail car
la seule contrainte pour ce type de tâche est de recouvrir les parois extérieures de la pièce.
Des améliorations ultérieures ont permis d’adapter cette approche à de la génération de
trajectoire DED [29,46,51]. Cependant, une des grandes limites du découpage en entités
réside dans la nécessité que la pièce puisse être partitionnée en entités [39]. Dans le cas
où cela n’est pas possible, des constats sur la courbure de Gauss permettent d’atteindre
un découpage [40], mais cela démultiplie les régions, et rend difficile la détermination de
couches dans les régions partitionnées lorsque les variations de profil sont importantes.
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Ensuite, des méthodes ont été envisagées pour optimiser les méthodes de calcul de
trajectoire et les formats pris en charge. L’adaptation des méthodes à des surfaces numé-
riques paramétrisées [52] apporte une contribution aux types de fichiers pris en charge
réduits jusque-là aux surfaces maillées [38] tandis que l’utilisation d’arbres de parcours de
type octree apporte quelques améliorations en termes de convergence des algorithmes [53].

Historiquement, les premiers formats pris en charge ont été des formats discrétisés. Dans
de tels formats numériques, les surfaces sont stockées sous forme de facettes polygonales
décrites par un ensemble de points dont les sommets sont reliés par des arêtes. Le format
le plus utilisé est le format STL. De tels formats sont utiles pour décrire des géométries de
pièces de manière systématique, mais nécessitent un stockage en mémoire de plus en plus
important dès lors où la géométrie doit être décrite avec précision : davantage de poly-
gones sont nécessaires pour décrire la surface. Des méthodes de génération de trajectoire
basées sur formats paramétrés [54,55,56], où les surfaces sont décrites par des équations,
ont ensuite été développées. Cependant, de tels formats permettent de solutionner ces
problèmes de mémoire au prix de la complexité des surfaces envisageables. Les équations
utilisées décrivent un ensemble de géométries primitives qui constituent la surface totale.

Des méthodes d’analyse statistique permettent de choisir une direction préférentielle
de slicing minimisant le besoin d’adapter les hauteurs de slicing [57]. Le slicing est aussi
ajusté pour des surfaces dont l’intérieur est renforcé par des structures de remplissage [58].
Mais, une fois de plus, ces optimisations ne sont appliquées qu’à des géométries relative-
ment simples dont les tranchages se réduisent à des contours 2D uniquement [52,53,58].
De plus, le maintien de la distance euclidienne n’est pas garanti pour des géométries
complexes, car les couches sont supposées empilées dans une direction unique [59]. Enfin,
l’analyse statistique ne tient compte que des directions de tranchage, et en aucun cas de la
forme des couches [57]. En somme, les géométries envisageables pour lesquelles le critère
de distance euclidienne est garanti sont restreintes à des formes relativement primitives, ne
comportant pas d’ouvertures, ne comportant pas d’embranchement et dont tout voisinage
peut être considéré comme connexe, c’est-à-dire constitué d’un seul morceau (Figure 7).

Présence
de trous

Zones d'
enchevêtrement

Non-connexités
locales

Figure 7 – Sources de complexité d’une géométrie
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Ainsi, en cas de variation du profil de courbure sur l’intercouche, la distance n’est plus
nécessairement vérifiée. De plus, le slicing est effectué en partant d’un substrat plan et,
a priori, unique : cette restriction réduit davantage les cas d’application des trajectoires
calculées. Ces méthodes s’avèrent fonctionnelles si chaque couche de la trajectoire corres-
pond à une courbe fermée et sans boucle, donc des courbes de Jordan.

Dans le but d’adapter les méthodes de génération de trajectoire aux procédés DED et
ainsi garantir une homogénéité des conditions de dépôt [26], des techniques de généra-
tion de trajectoire à hauteur de couche constante ont été développées. Diverses méthodes
se sont inspirées du slicing adaptatif pour obtenir de telles trajectoires. L’idée consiste
à optimiser les lieux de tranchage non pas pour éviter l’effet en escalier [52,38], mais
pour maîtriser la distance entre les points de couches directement superposées [37,60].
Par conséquent, en choisissant judicieusement les valeurs de tranchage localement, cela
aboutira à de la génération à hauteur de couche constante.

Des variantes reposent sur l’utilisation d’une équation bi-paramétrée de la surface à
fabriquer pour calculer un chemin de dépôt respectant le critère de distance euclidienne
via une optimisation numérique [61,62]. La direction de propagation des couches se fait
par considérations à la fois locales et globales, car le critère de distance est évalué locale-
ment mais en s’appuyant sur des réseaux de courbes globaux dont la forme détermine la
possibilité d’obtention de points sur la trajectoire et la qualité de convergence.

Cependant, cela nécessite de connaître l’équation de la surface à fabriquer pour effectuer
une propagation locale, ce qui n’est pas garanti dans le cas général [63], surtout si la
pièce est issue de l’assemblage de formes primitives combinées par opérations booléennes.
De plus, ce type de génération de trajectoire ne peut être appliqué qu’à des structures
particulières puisque la forme bi-paramétrée nécessaire doit être telle qu’un paramètre
évolue dans la direction d’empilement des couches supposée unique, et l’autre paramètre
doit évoluer dans des directions localement parallèles aux cordons déposés.

Ainsi, la convergence de recherche de points et la discrétisation du chemin obtenu sont
fortement dépendantes de la paramétrisation choisie, et la paramétrisation est elle-même
dépendante de la forme et de la position du substrat. Dès que la forme de la surface,
du substrat, ou leur position relative varie, une nouvelle méthode doit être développée
sans que la propagation ne soit garantie. De plus, les surfaces 2D à fabriquer par procédés
additifs sont souvent complexes et éventuellement issues de l’assemblage de structures dif-
férentes qui ne sont pas nécessairement décrites par une équation globale. À cela s’ajoute
le fait que la direction d’empilement n’est pas unique dans le cas général puisque la sur-
face à fabriquer peut comporter des jonctions. Ces jonctions, qui constituent un lieu de
connexion entre éléments d’une pièce, sont aussi un lieu potentiel de fortes variations
d’orientation de l’outil de dépôt.

Enfin, l’utilisation de fonctions d’optimisation pour la recherche de points est extrême-
ment sensible à la topologie de la pièce : un profil de pièce présentant de fortes variations
locales ne permet pas la convergence vers un point solution vérifiant le critère de hau-
teur de couche. Adaptée pour des tubulures continues sans embranchement et associées à
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substrat unique [55], cette méthode n’est pas applicable pour des géométries davantage
complexes. Dès que des trous ou des embranchements de plusieurs tubulures sont ajoutés
à la pièce, ce type de méthode n’est pas fonctionnelle car la direction de propagation est
supposée unique. La combinaison à du découpage en entités [39] résout les problèmes
d’embranchement, mais ne permet pas d’alléger le manque de libertés concernant le sub-
strat initial et la possibilité de paramétriser la surface en réseaux parallèles.

Une autre alternative notable repose sur l’utilisation de géodésiques pour le calcul de
flux de propagation sur la surface à fabriquer [64,65], pour l’appliquer à de la génération
de trajectoire [62]. La notion de géodésique est détaillée plus amplement à l’ Annexe A2.
Cette méthode est aussi connue sous le nom de la ”Méthode de la Chaleur” en référence
au comportement géodésique de l’équation de conduction thermique. Dans la pratique, les
modules de simulation physique résolvent numériquement l’Équation de la Chaleur – qui
est une équation de transport – sur la surface afin de déterminer les iso-courbes situées à
une distance géodésique constante d’un ensemble de points sources.

Cependant, il s’agit de distances géodésiques (Figure 8a) et non de distances euclidiennes
(Figure 8b), ce qui peut amener à des iso-courbes différentes dans le cas de surfaces
complexes qui ont de fortes évolutions de courbure, des trous et des régions locales non
connexes. Ces notions mathématiques sont elles aussi détaillées à l’Annexe A2.

(a) (b)

Figure 8 – Fronts d’onde géodésique et euclidien

(a) Front d’onde géodésique (b) Front d’onde euclidien

L’utilisation de géodésiques est une méthode innovante car elle permet de générer des
trajectoires sur des surfaces complexes. Elle est aussi adaptable à tout type de substrat
initial, mais n’est pas directement adaptable pour de la hauteur de couche constante. En
effet, les distances géodésiques sont embarquées dans l’espace topologique qu’est la surface
à fabriquer, et pas dans l’espace de plongement, qui sont les distances à considérer pour
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les procédés DED. Dans la pratique, les géodésiques sont un outil pertinent pour étudier
la propagation de perturbations physiques dans un milieu homogène, et déterminer des
fronts d’onde. Ces fronts d’onde, à distance géodésique constante les uns des autres ne
sont pas nécessairement à distance euclidienne constante : ce n’est le cas que si le vecteur
normal à la surface ne change pas d’orientation au cours de tout transport parallèle reliant
deux fronts d’onde. Davantage d’explications sur le transport parallèle et les géodésiques
sont données à l’Annexe A2.

Ainsi, dans le cas où la pièce est enchevêtrée sur elle-même, les distances géodésiques,
qui parcourent toute la distance d’enchevêtrement entre deux points sont fortement dif-
férentes des distances euclidiennes entre ces derniers, qui correspondent à la distance “à
vol d’oiseau” vue depuis l’espace de plongement. C’est aussi le cas si la surface comporte
des trous car ces derniers n’influent pas sur les distances euclidiennes tandis qu’ils re-
présentent des obstacles qui distordent les flux géodésiques : les distances géodésiques
contournent les trous à leur frontière. Enfin, cette méthode ne donne pas d’information
sur la trajectoire en elle-même : elle détermine des fronts d’ondes, mais ne fournit pas
de courbes avec des points organisés. De plus, elle nécessite de lourdes précautions sur le
maillage d’entrée, pour permettre la propagation des géodésiques entre mailles adjacentes
de la surface [64].

Enfin, des variantes des méthodes présentées ont permis d’augmenter la diversité des
géométries envisageables en fabrication additive. Une première variante prend en compte
la présence de trous pour des structures prismatiques déposées sur un substrat plan ou lé-
gèrement courbé [66], mais elle repose sur une méthode de tranchage par plans légèrement
courbés parallèles [37] et ne permet donc pas de générer des trajectoires sur des pièces
enchevêtrées. De même, la frontière des trous présents sur la surface doit être telle que ses
variations de profil soient faibles au fur et à mesure de l’empilement, et non concaves pour
éviter le calcul de couches qui ne reposeraient pas sur du matériau support et seraient
donc invalides. Cela limite grandement la densité de trous, leur taille et leur forme.

Une deuxième variante du slicing adaptatif s’inspirant des géodésiques [64] pour le calcul
d’une trajectoire a apporté une contribution à la gestion de jonctions ou d’embranche-
ments [67,66]. Valide à la fois pour des surfaces et volumes, cette variante prend en charge
des directions de propagation multiples. L’apport notable est l’utilisation d’un découpage
de la pièce en régions convexes de travail [66] qui offre une alternative aux découpages
en entités usuels [39,68,48] et facilite la propagation de la trajectoire à travers les zones
concaves, comme c’est le cas au niveau d’un embranchement.

Ainsi, les méthodes de génération de trajectoire alternatives apportent des améliora-
tions sur les géométries envisageables et les formats pris en charge pour l’obtention de
couches à hauteur constante recherchée pour les procédés DED. Elles nécessitent toutefois
des précautions, notamment sur la topologie du substrat initial. En effet, la forme du sub-
strat doit être relativement similaire à un plan peu courbé pour déclencher la propagation
de la trajectoire. De plus, elles ne garantissent ainsi pas nécessairement la constance de
la hauteur de couche pour des topologies présentant des trous, ou enchevêtrées sur elles-
mêmes. Enfin, elles nécessitent une anticipation préalable du lieu des embranchements et
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des jonctions qui s’appuie sur l’étude du graphe obtenu en déterminant les directions de
propagation de la trajectoire avant son calcul. Ces directions sont elles-mêmes anticipées
en s’appuyant éventuellement sur un découpage en entités. Cette anticipation précondi-
tionne les couches de la trajectoire avant même leur calcul en imposant un ensemble de
directions. Cela facilite l’obtention de couches recouvrant la pièce, mais ne permet pas de
modifier la morphologie de leur empilement.

1.1.4 Optimisation de la qualité de recouvrement
En parallèle aux travaux de génération de trajectoire, des travaux d’optimisation lors

du recouvrement ont permis d’apporter quelques améliorations sur les types de pièces
envisageables pour la fabrication additive par procédés DED. Le recouvrement désigne le
balayage de la géométrie à fabriquer par un ensemble de couches successives. Ces travaux
peuvent être classés en différentes catégories :

— Catégories de matériaux pris en charge ;
— Optimisation thermique du dépôt ;
— Stratégies de remplissage ;
— Suppression du matériau support ;
— Catégories de substrats pris en charge.

Premièrement, des travaux sur l’incorporation de matériaux hétégorènes ont mis en
évidence les défis liés au contrôle numérique direct en fabrication additive pour l’obtention
de géométries complexes [69,68]. La complexité des trajectoires à élaborer pour l’outil
nécessite la mise en place de boucles de contrôle numérique direct détachées de toute inter-
vention humaine au cours du processus [69], et d’envisager l’interdépendance des tâches
de génération de trajectoire : choix du lieu du support, choix du matériau, orientation
de l’outil, et minimisation du temps de fabrication. L’utilisation de matériaux hétéro-
gènes combinée découpage de pièces en entités [68] permet d’offrir plus de libertés sur les
performances mécaniques, mais ne résout que partiellement le libertés de complexité de
pièces car la réparation de pièces présentant une rupture quelconque n’est pas envisagée :
chaque entité a une géométrie simple, et est assignée à un seul matériau.

Deuxièmement, l’étude de la thermique également permis de sensibiliser à certaines
exigences d’un point de vue trajectoiriste (Figure 9). Le développement de méthodes de
génération de trajectoire prenant en compte la conduction thermique [70] apporte une
contribution à la compréhension de la physique lors des départ et arrêts de dépôt, comblant
ainsi certaines lacunes des méthodes antérieures sur la réorganisation en temps réel des
trajectoires de remplissage. En particulier, l’utilisation d’arbres K-d offre une possibilité
pour partitionner les couches de la trajectoire [71]. Un arbre K-d est une structure de
données arborescente utilisée pour stocker des points dans un espace à K dimensions et
permet une recherche efficace de voisins les plus proches d’un point donné en prenant
avantage de la subdivision récursive de l’espace issue de la construction de cet arbre.
L’utilisation de coefficients associés à l’état thermique de la pièce en temps réel permet de
privilégier les tronçons de couche situés dans les régions à la température la plus basse.
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Figure 9 – Prise en compte de la thermique sur une trajectoire

Ainsi, cette approche se différencie des méthodes antérieures d’optimisation thermique de
la trajectoire car elle permet de modifier la forme des couches et ne se limite pas unique-
ment à la réorganisation des points au sein d’une même couche. Toutefois, elle suppose que
le matériau est homogène et que le régime thermique est permanent, ce qui peut donc ne
pas tenir compte des états thermiques transitoires des départs et arrêts de dépôt. Enfin,
en considérant uniquement l’homogénéisation thermique, cette démarche d’optimisation
de chemin de dépôt ne tient pas compte du critère de distance euclidienne qui participe
aussi à la qualité du dépôt [17].

Des travaux minimisant les contraintes résiduelles et les déformations liées à la thermique
[72] ont permis d’expliciter des critères de choix sur le design initial de la pièce. Les
couches supérieures de la trajectoire sont déterminées en tenant compte des contraintes
thermiques sur les couches précédentes. Cependant, ces optimisations thermiques, si elles
permettent d’uniformiser la température au sein de la pièce en cours de fabrication par
minimisation de la dérive thermique, ne garantissent pas la qualité de la microstructure,
ne serait-ce car elles n’assurent pas le maintien systématique d’une hauteur de couche
constante au cours de la fabrication.

Troisièmement, des stratégies de parcours outil de volumes internes des pièces ont
permis d’ajouter plus de libertés sur les pièces fabriquées [73,74,75]. Plusieurs types de
topologies de parcours outil 2D pour de la fabrication en niveaux de Z sont envisagées
(Figure 10) : fractales [73,74], spirales [73,74] et cordons parallèles juxtaposés [76,74].
Ces structures de parcours outil sont intéressantes pour des structures prismatiques car
ces dernières sont invariantes par translation dans une même direction et déposées sur un
substrat plan. Dans le cas de cordons juxtaposés, les différentes couches sont formées d’un
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ensemble d’arêtes appelées "nervures" [76]. Cependant, les structures de type "nervure"
sont beaucoup trop restrictives en termes de libertés géométriques, et aucune informa-
tion sur le respect de la distance euclidienne entre les cordons juxtaposés n’est donnée.
De plus, la juxtaposition n’est considérée que pour deux cordons, et pas davantage, et ne
propose pas de structure de remplissage à proprement parler : il s’agit de structures d’élar-
gissement de parois avant tout. Une variante des méthodes de juxtaposition généralisée
au remplissage d’aires planes et basé sur le Travelling Salesman Problem (TSP) permet
d’envisager le remplissage par cordons parallèles sans aucune interruption de dépôt [75].

Courbe fractale
de Hilbert

Spirale
d'Archimède

Droites parallèles
équidistantes

Figure 10 – Structures de parcours outil 2D

L’utilisation de spirales et fractales est innovante car cela permet d’utiliser des schémas
de remplissage sans interruption de dépôt et dont les courbes peuvent être lissées par
changement des coefficients associés aux structures de remplissage [75].

Quatrièmement, l’utilisation de machines multi-axes a soulevé la question de la néces-
sité d’ajout de matériau support au cours de la fabrication. L’ajout de support fut une
alternative historiquement utilisée dans le but d’éviter l’effondrement de la pièce lors de
la fabrication à une époque où cette dernière se faisait exclusivement par plans parallèles.
Dans le cadre de la fabrication métallique, le matériau support permet aussi de contrôler
l’évacuation de chaleur au cours du processus et donc de minimiser les contraintes rési-
duelles internes dues à la thermique. Or, son retrait après réalisation de la pièce est une
étape qui prend du temps et qui est difficilement réalisable, voire inenvisageable dans le
cas où le support est ajouté dans une partie interne à la pièce, qui devient inaccessible
après fabrication. Aussi, progressivement, dans le cadre des procédés DED multi-axes, le
parti a été pris d’éviter tout ajout de support [77,67,47].

26/264



Analyse bibliographique

Cela a pour effet de simplifier la génération de trajectoire en déterminant un chemin de
dépôt qui se réduit à suivre exclusivement le contour de la pièce à réaliser [47]. Dans le
cadre de pièces métalliques, ce choix s’explique par le fait qu’une pièce, après fabrication,
nécessitera un traitement thermique ultérieur pour tout usage mécanique, et qu’un choix
optimal d’ordonnancement de l’ordre des points au sein même d’une couche permet de
soulager ces contraintes en priorisant le dépôt sur des zones plus refroidies que d’autres
[71,78]. En l’absence de support, les couches sont empilées les unes sur les autres : une
nouvelle couche est nécessairement déposée sur la couche qui la précède. La première
couche est déposée sur le substrat initial.

Cinquièmement, la suppression du matériau support s’est indirectement accompagnée
de progrès sur les types de substrats pris en charge lors de la génération de trajectoire.
Historiquement, les substrats utilisés étaient des plans, car ce type de substrat était par-
faitement adapté à de la fabrication en niveaux de Z sur machine 3-axes, et des plans
parallèles. Or, comme souligné précédemment, le slicing par plans parallèles implique bon
nombre de restrictions concernant la géométrie de la pièce à fabriquer. Plus précisément,
c’est la combinaison entre la géométrie de la pièce et la forme ainsi que la position du
substrat initial qui détermine la propagation de la trajectoire (Figure 11). La limitation
à des substrats plans uniquement réduit les possibilités de fabrication d’une même pièce
lorsque la forme du substrat change. C’est en particulier un enjeu dans le cas de l’ajout
d’entités identiques sur une même pièce mais dont l’interface avec cette dernière est à
chaque fois différente. C’est dans ce contexte que de nouveaux types de substrats ont été
envisagés pour la génération de trajectoire.

Substrat

Premières
couches

attendues

Pièce à
fabriquer

(a)

Substrat

Premières
couches

attendues

Pièce à
fabriquer

(b)

Figure 11 – Effet de la combinaison entre pièce et substrat sur la trajectoire

(a) Cyclindre oblique et substrat plan
(b) Cylindre oblique et substrat oscillé
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Par conséquent, des méthodes de génération de trajectoire basées sur un substrat dit “non
plan” ont été développées [79,66,80]. Ces substrats consistent en des plans légèrement
courbés, et offrent une possibilité d’ajout d’entité sur des pièces à la surface bombée ou
creuse, qui fonctionne aussi bien pour de la création de surfaces que pour du remplissage
de volumes [79,66]. Cependant, une fois de plus, les géométries réalisables sont beaucoup
trop restrictives car les surfaces courbées de tranchage sont trop similaires à un plan. Le
tranchage ne se fait plus par plan parallèle, mais par un même plan courbé translaté dans
une direction de propagation unique. Pour solutionner les restrictions liées aux embran-
chements et jonctions, des ellipsoïdes sont utilisés pour subdiviser la pièce en entités [80],
ce qui permet de considérer des géométries locales à forte concavité.

Néanmoins, cette variante suppose une fois de plus une direction de propagation unique
sur les entités considérées [64,67]. De plus, le plan courbé utilisé pour le slicing ne varie
pas pas au cours du processus : c’est la même surface de tranchage qui est utilisée plusieurs
fois par translation dans l’espace dans le sens de propagation. Bien que l’utilisation de
substrats courbés puisse être combinée à du slicing adaptatif pour respecter le critère de
distance euclidienne dans le cas des procédés DED, le découpage en entités implique que
la pièce à réaliser puisse être partitionnée en entités à direction de propagation unique.
Selon la combinaison pièce-substrat, cela n’est pas nécessairement le cas pour une même
géométrie de pièce.

De manière plus générale, le développement d’un tranchage pour une forme de substrat
présente les mêmes faiblesses que le tranchage en niveaux de Z avec un plan classique.
Bien que des plans courbés, voire même des demi-sphères [81] puissent être envisagés pour
le tranchage, l’utilisation de plans courbés pour le slicing ne résout pas les limitations de
génération de trajectoire pour les pièces enchevêtrées sur elles-mêmes avec de fortes non-
connexités locales, ou plus généralement les géométries comportant des trous.

1.1.5 Orientation de l’outil
L’orientation de l’outil est un élément important pour garantir la qualité des conditions

de dépôt au cours de la fabrication [41,56]. Les méthodes d’orientation outil permettent
d’associer chaque position spatiale à une orientation d’outil. Usuellement, l’orientation
de l’outil est déterminée en fonction de la morphologie de la géométrie de la pièce et la
morphologie des couches. Une catégorie de méthodes détermine l’ensemble des vecteurs
outils indépendamment des couches [41,42]. Cependant, cette indépendance implique une
variation de la position de l’outil par rapport au dépôt, donc une variation des conditions
de dépôt. Cela a donc amené au développement de méthodes alternatives d’orientation
permettant une position invariante de l’outil par rapport au lieu de dépôt.

Le développement de méthodes d’orientation prenant partiellement en compte la forme
des couches [69,82] a permis d’améliorer l’automatisation des procédés de fabrication
additive pour les procédés DED. Une méthode d’orientation d’outil par création d’une
base locale a été développée [69]. Cette méthode considère l’organisation successive des
points du trajet lors de leur calcul et anticipe l’orientation de l’outil.
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Or, le raisonnement développé se base sur l’utilisation de couches dont la hauteur est
considérée comme nulle car il s’appuie sur l’évaluation du profil de la surface au point de
dépôt. Le vecteur outil est calculé à partir du produit vectoriel du vecteur tangent à la
couche au point dont le vecteur outil doit être calculé, et du vecteur normal à la surface
dont on connaît l’équation en ce point. Cette base correspond à une base de Darboux
(Annexe A2). D’une part, cela n’est cohérent que si le profil selon la direction de pro-
pagation de la surface dans l’inter-couches varie peu. D’autre part, cela implique que le
point le plus proche sur la couche précédente est localement connexe avec le point de la
couche calculée dont le vecteur outil est calculé. Toutefois, cela n’est pas nécessairement
le cas sur une pièce, que sa géométrie soit basique ou non. En considérant le point local
de dépôt uniquement, le voisinage de la couche précédente n’est pas pris en compte.

Par conséquent, il en ressort que le vecteur outil ne compense pas les approximations
effectuées et garantit un orientation d’outil invariante par rapport au mur de dépôt local
dans des cas très particuliers uniquement [82] : la base est calculée sur la surface entière
et non sur la surface en cours de fabrication, et donc intègre un décalage systématique
pour les surfaces à courbure moyenne variable.

Or, par définition, ce repère est local, et il ne tient compte en aucun cas du comportement
de la surface dans un voisinage étendu dans un rayon représentatif de la valeur de la
hauteur de couche. Cela signifie fondamentalement que le vecteur calculé ne tient pas
compte de la couche sur laquelle elle repose dès lors où le profil de la pièce à fabriquer est
différent du profil correspondant à l’ensemble des cordons effectivement déposés puisqu’il
est déterminé sur un voisinage restreint (Figure 12).

Surface à
fabriquer

Point considéré
de la nouvelle
couche

Voisinage
restreint

Cordon de
la couche
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Cordon de
la nouvelle
couche

Voisinage
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Figure 12 – Élargissement de voisinage local
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Une conséquence directe de l’utilisation d’un voisinage restreint de rayon inférieur à la
valeur de la hauteur de couche est que le repère est indépendant de la forme de l’em-
pilement des couches (Figure 13), ce qui est contradictoire avec le principe même de
dépôt : si la forme de la couche précédente au voisinage du point de la couche calculée
varie, alors une modification de l’orientation du vecteur outil peut être attendue car cela
change le lieu de dépôt. De plus, ce voisinage, s’il est trop petit, ne pas prend en charge
les zones localement non connexes, ou présentant des discontinuités sur la définition de
la surface. C’est en particulier le cas pour les frontières au niveau des trous, les points de
rebroussement sur les couches et les angles vifs sur la surface.
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précédente
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Surface à
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Figure 13 – Incohérence de l’indépendance du vecteur outil aux couches précédentes

(a) Vecteur outil d’un point d’une couche arbitraire
(b) Même vecteur outil sur une autre couche arbitraire

Pour compenser certains vecteurs outil, des méthodes de réorientation d’outil à par-
tir d’analyse statistique sont implicitement intégrées dans les logiciels de génération de
trajectoire [79,51]. Cela résulte à l’obtention de transitions fluides entre différentes posi-
tions d’outil pour de la fabrication automatisée [79]. En particulier, l’implémentation de
méthodes adaptatives utilisant de données spatiales préalablement interpolées et filtrées
permet d’atténuer voire supprimer l’influence de la torsion de la courbe de trajectoire sur
la réorientation de l’outil [51]. Néanmoins, pour être efficaces, les méthodes de réorienta-
tion d’outil nécessitent des vecteurs outil d’entrée fiables et suffisamment cohérents par
rapport à la forme de la trajectoire.

1.1.6 Reconstruction de trajectoire
Le processus de génération de trajectoire consiste d’abord à trouver une séquence de

points organisés les uns par rapport aux autres. La recherche des points s’accompagne
donc d’une reconstruction de courbes à partir des points trouvés modélisant les couches
de matière lors du dépôt. Ces courbes sont obtenues en reliant les points par des segments
ou par des courbes. Si l’ordre des points est connu, l’utilisation d’algorithmes classiques
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de régression ou d’interpolation permet de modéliser la relation entre les coordonnées
spatiales. La régression polynomiale et l’utilisation de splines cubiques sont les méthodes
les plus courantes. Cependant, un nuage de points en entrée est insuffisant car la connais-
sance des liaisons entre points successifs est nécessaire.

Une première approche issue de la littérature consiste à calculer les points et à reconstruire
le chemin en maîtrisant la précision de l’effecteur [51]. Ainsi, le chemin tient donc compte
de la cinématique du robot de dépôt. Cependant, cette méthode laisse libre la création
des liaisons entre les points à partir du nuage de points initial. En effet, la contrainte
principale est de recouvrir une surface sans chercher à déterminer s’il existe du matériau
support pour chaque courbe tracée. Elle est donc adaptée à des structures issues d’en-
tités combinables comme des pales d’hélice, mais difficilement adaptable à des surfaces
enchevêtrées à directions de propagation non évidentes. De plus, elle se limite à des géomé-
tries basiques correspondant à des plans légèrement courbés et ne comportant pas de trou.

Une autre approche de reconstruction de courbes à partir d’un nuage de points repose sur
l’utilisation de graphes et une minimisation des moindres carrés [83]. Cependant, cette
alternative n’est efficace que pour des courbes dont un squelette global peut être initiale-
ment extrait par analyse statistique. Elle ne permet donc pas de recouvrir l’ensemble des
points du nuage, mais cherche à en éliminer pour reconstruire une courbe avec de nou-
veaux points qui ne font pas partie du nuage initial. Une approche similaire, applicable
à la reconstruction de courbes ou de surfaces, effectue une partition optimisée des points
avec des K-moyennes [84]. Cependant, elle crée aussi des courbes dont les nœuds ne cor-
respondent pas à des points situés sur le nuage initial. Ces deux méthodes sont davantage
adaptées à la reconstruction de modèles CAO par reverse engineering (Figure 14) qu’à
la reconstruction de courbes passant par un ensemble de points donnés.

(a) (b)

Figure 14 – Reconstruction d’un modèle par reverse-engineering

(a) Reconstruction d’une courbe
(b) Reconstruction d’une surface
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À l’issue de la reconstruction de la courbe d’une couche, il est aussi possible de ré-
organiser l’ordre de parcours des points pour optimiser certaines contraintes physiques,
comme les collisions pièce-outil, ou la dérive thermique. En assimilant les chemins à des
arêtes et les points à des nœuds, il est possible d’utiliser les outils de la théorie des graphes
pour réorganiser les couches.

Une première méthode applique une solution algorithmique classique du Chinese Post-
man Problem (CPP) à l’aide de graphes pour la fabrication de lattices formées par des
segments [85]. Cependant, cette méthode ne permet pas d’empiler des cordons les uns
sur les autres, limitant ainsi les structures à des formes 2D et filaires uniquement. Une
méthode alternative appliquée à des structures prismatiques primitives et utilisable pour
des pièces déposées sur un substrat plan et invariantes sur la direction normale au plan
permet de créer des couches de cordons juxtaposés par un ensemble d’arêtes, appelées
“nervures” [76]. Cependant, cette méthode n’est appliquée qu’à des couches planes. Une
autre méthode génère des trajectoires continues à partir de graphes hamiltoniens pour le
remplissage de structures [78], tandis qu’une dernière approche utilise le machine learning
pour la réorganisation des couches et permet notamment d’accélérer la vitesse de calcul
de la trajectoire [86]. Ces deux approches permettent le remplissage d’aires uniformément
discrétisées, mais ne calculent pas les couches successivement empilées.

Les méthodes précédentes de réorganisation ne considèrent qu’une organisation intra-
couches (Figure 15a). Elles n’envisagent pas de réorganiser la trajectoire avec un réordon-
nancement des arêtes de dépôt inter-couches. Or, l’organisation au niveau inter-couches
(Figure 15b) permettrait d’envisager des formes de couches différentes pour obtenir une
même pièce et ainsi apporter plus de souplesse pour faire face aux contraintes thermiques,
cinématiques, dynamiques et aux collisions lors de la fabrication.

1 2 3 4

2 4 1 3
Surface

Couche précédente

Points de la
couche suivante

Courbes de
passage
ordonancées

(a)

Surface

Autre couche
précédente possible

Couche suivante
de recouvrement
maximal

Couche précédente
possible

(b)

Figure 15 – Réorganisation des couches d’une trajectoire
(a) Réorganisation intra-couches
(b) Réorganisation inter-couches
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Ainsi, cette section a mis en évidence l’ensemble de l’état de l’art de la génération de
trajectoire en fabrication additive, en mettant l’accent sur les procédés DED multi-axes.
Les méthodes de slicing, très pertinentes et efficaces pour les machines 3-axes, limitent
les géométries envisageables dès lors où il s’agit de maintenir une distance euclidienne
constante entre la pièce et l’outil durant le dépôt. L’élaboration de structures géomé-
triques complexes aux applications concrètes dans le monde mécanique a amené à l’éla-
boration de nouvelles méthodes, basées sur la détermination de directions de propagation
par slicing optimisé, ou utilisation de flux géodésiques voire d’équations bi-paramétrisées.
Néanmoins, la recherche de directions de propagation demeure une nécessité pour l’obten-
tion d’une trajectoire. De plus, cette recherche est aussi fortement sensible à la forme du
substrat, ce qui peut limiter leur utilisation pour des applications de réparation de pièces
endommagées.

Plus généralement, la recherche d’une direction de propagation présuppose que la pièce
puisse être décomposée en entités primitives, ce qui n’est pas nécessairement le cas pour
des géométries élaborées. En particulier, les motifs de remplissage ou les designs issus d’une
optimisation topologique sont des cas de géométries de forme et complexité variable qui
font l’objet de la section suivante.

1.2 Réseaux et motifs
Dans un deuxième temps, il convient de présenter les concepts de motif et de remplis-

sage, qui sont au centre du projet BeShape auquel est rattaché cette thèse. Cette section a
pour but de fournir un état des lieux des motifs étudiés en mécanique, présenter quelques
surfaces minimales et discuter de leur pertinence en mécanique. Cela permet aussi de
mieux comprendre pourquoi les outils de slicing actuels sont insuffisants pour la généra-
tion de trajectoire associées à de telles structures, dont l’enchevêtrement, la présence de
multiples trous et les complexités locales constituent des obstacles majeurs.

1.2.1 Notions de motif et de réseau
L’étude des motifs est une branche à part entière de l’algèbre géométrique qui s’inté-

resse à l’unification de la combinatoire et de l’arithmétique avec la topologie. Cette étude
est fortement liée à la cohomologie. Cette science est apparue dans les années 1960 avec
les travaux d’Alexandre Grothendieck. La première utilisation du mot “motif” pour les
mathématiques se trouve dans une lettre qu’il a écrite à Jean-Pierre Serre, un autre ma-
thématicien étudiant la cohomologie [87]. Dans une discussion épistolaire s’étalant entre
1955 et 1987, Alexandre Grothendieck, espère découvrir la raison commune – désignée
alors littéralement “motif commun” – à l’existence de tous les invariants cohomologiques
de la topologie [88]. Comme évoqué à l’Annexe A2, la cohomologie est un concept abs-
trait. Dans le cas de la génération de trajectoire pour la fabrication additive par procédés
DED, les motifs ne sont ici considérés qu’en tant que surfaces à fabriquer.

De manière générale un motif peut être vu comme une entité géométrique indépendante
répétée plusieurs fois dans l’espace dans lequel il est plongé (Figure 16a). L’agencement
des répétitions d’un motif au sein de l’espace dans lequel il est plongé est décrit par son
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réseau. Dans le cas de la fabrication additive, il n’y a pas de définition claire. Les motifs
sont souvent désignés par le terme “cellule” ou “lattice” dans la littérature [89]. Ils sont
uniquement caractérisés par leur caractère assemblable au sein d’une seule entité.

Motifs plongés
dans un espace

(a)

Surface constituée
de motifs en

certaines régions

Motifs
assemblables

(b)

Figure 16 – Réseau de motifs
(a) Cas général (b) Restriction à la fabrication additive

Le motif peut donc être considéré comme une sous-surface issue d’une surface mère pou-
vant apparaître plusieurs fois en différentes régions de cette dernière (Figure 16b). De
plus, cette surface mère est connexe pour assurer la cohérence physique de la surface :
une variété différentielle connexe est telle que deux points quelconques peuvent être reliés
par un trajet tracé sur cette dernière (Figure 17). La connexité formalise l’idée d’entité
indépendante. L’appellation “composante connexe” est aussi utilisée, et la connexité est
souvent implicitement supposée lors de l’usage du terme “entité” seul.

Surface en
une entité

(a)

Surface en
deux entités

Entité 1 Entité 2

(b)

Figure 17 – Connexité
(a) Surface connexe (b) Surface non connexe
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La notion de connexité est importante pour un motif car elle est nécessairement liée au
concept de transition des efforts. Les efforts subis par un corps se propagent majoritaire-
ment dans la matière qui constitue ce corps. Si une partie des efforts peut être dissipée en
dehors de ce corps ou absorbée par l’environnement qui l’entoure dans le cas d’une onde
de choc par exemple, il est généralement admis que ce n’est pas le cas pour un chargement
statique si la densité du milieu extérieur est extrêmement inférieure à celle de la matière
constituant le corps sous charge.

1.2.2 Construction d’un réseau de motifs
Les motifs d’un réseau de motifs doivent donc être connexes entre eux afin d’assurer

une viabilité mécanique à la pièce qu’ils remplissent. Bien qu’évident, ce fait doit être
souligné car ce qui fait d’une entité un “motif”, c’est avant tout sa nature à représenter
un élément restreint d’un plus grand ensemble contenant d’autres éléments similaires à
lui-même. En anglais, “motif” se traduit par “pattern”, qui peut aussi être interprété par
“patron”. Ainsi, un motif constitue une entité modèle réutilisée en tant qu’archétype. Cela
pose nécessairement la question d’assemblage. Dans le cadre de la fabrication additive,
on considère de plus qu’un motif doit être auto-assemblable (Figure 18), c’est-à-dire que
ses extrémités possèdent des interfaces pouvant être en contact parfait avec les extrémités
d’une duplication de lui-même. Le réseau de motifs n’est donc constitué que d’un seul type
de motif répété à l’identique dans son réseau. Cependant, cela n’implique pas la possibilité
de dupliquer et assembler la trajectoire d’un même motif auto-assemblable pour obtenir
un réseau, car la nature du voisinage d’un même endroit du motif n’est pas la même au
bord et au centre du réseau au cours de la fabrication, et l’accessibilité non plus.

Motif unitaire

Réseau infini
de motifs

Assemblage de
plusieurs motifs

Figure 18 – Motif plan auto-assemblable
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Un réseau s’obtient à partir de déformations topologiques appliquées successivement.
Selon le type de logiciel d’infographie ou de CAO, les méthodes numériques varient [90].
Il est possible d’envisager une méthode de création d’un motif qui tienne compte des
contraintes de connexité et d’auto-assemblage (Figure 19). La démarche présentée ici est
une illustration qualitative éclairée par les outils mathématiques décrits dans l’Annexe
A2. Cette illustration, qui synthétise les grands principes de modélisation de solide, sim-
plifie fortement l’ensemble des considérations à prendre en compte pour l’obtention d’un
réseau de motifs [91]. L’idée consiste à raisonner sur un réseau de surfaces cubiques collées
les unes aux autres. Les cubes sont des entités simples qui respectent ces deux contraintes.
Il s’agit alors de déformer ce réseau de cubes selon certaines règles afin d’obtenir le réseau
de motifs auto-assemblables souhaité.

Dans un premier temps, le réseau est uniquement déformé sans déchirure ni recollement :
seuls des homéomorphismes sont appliqués. Puis, dans un second temps, des opérations
booléennes sont appliquées aux cubes déformés du réseau pour retirer de la matière.
Ces opérations booléennes doivent garantir la conservation de la connexité du réseau, et
peuvent générer l’apparition de trous dans le réseau. L’approche s’inspire des opérations
de sculpture dynamique sur des logiciels de modélisation d’objets volumiques [92] et surfa-
ciques [93,94]. Au total, cinq étapes consécutives permettent d’obtenir cette déformation :

1. À partir d’un cube initial, un pavage infini de surfaces cubiques est créé (Étape 1 sur
la Figure 19). Les faces de chaque cube coïncident avec celles d’un cube voisin.

2. Ce pavage est dupliqué verticalement par une succession de translations selon la direc-
tion normale au plan du premier pavage (Étape 2 sur la Figure 19). Cet empilement
de pavages résulte en un réseau de cubes coïncidents dans les trois directions détermi-
nées par les arêtes des cubes.

3. Puis, certains murs de cubes subissent une glissée : leurs faces ne coïncident plus avec
celles des cubes des murs voisins (Étape 3 sur sur la Figure 19). Les glissées corres-
pondent à des translations de murs de cubes dans des plans de coïncidence entre les
faces des cubes. Étant donné que les murs sont infinis, la connexité est nécessairement
garantie à ce stade de la déformation.

4. Il est ensuite possible de transformer les cubes en parallélépipèdes tous identiques en
inclinant les faces et en dilatant les distances (Étape 4 sur la Figure 19). Durant ce
processus, deux faces opposées sur un cube subissent la même inclinaison. Les direc-
tions de dilatation correspondent à celles des arêtes des cubes.

5. Enfin, certaines opérations de déformation telles que des opérations booléennes de
suppression de volume, des torsions ou autre qui respectent les nécessités de connexité
et d’auto-assemblage sont appliquées sur un motif et répercutées sur tous les autres
motifs du réseau (Étape 5 sur la Figure 19). C’est durant cette étape que des trous
peuvent être ajoutés sur les motifs par opération booléenne de suppression, à condition
qu’ils respectent les nécessités de connexité et d’auto-assemblage.
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Pavage plan de cubes
coïncidents

Étape 1

Duplications coïncidentes  
et empilées du pavage dans
la direction orthogonale au
plan du premier pavage

Étape 2

Glissées de murs
de cubes via des
translations 

Étape 3

Transformation en
réseau de parallélépipèdes

Étape 4

Autres déformations
répercutées par symétrie

Étape 5

Figure 19 – Déformation d’un réseau de cubes
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Comme expliqué à la Section 1.1, les procédés DED combinés aux technologies multi-
axes sont prometteurs en vue de l’obtention de structures complexes. Ils sont donc en-
visagés pour la réalisation de pièces mécaniques au design optimisée. En particulier, le
remplissage de pièces mécaniques par des structures internes est une possibilité, afin de
réduire leur masse, ou pour augmenter leurs performances mécaniques (en particulier une
résistance mécanique et un module d’élasticité plus élevés) [95]. Les motivations autour
des motifs rappellent celles de l’utilisation de mousses métalliques pour certaines pièces
mécaniques [96]. En effet, afin de réduire la masse d’une pièce dont seule l’enveloppe exté-
rieure est fonctionnelle, il est possible d’envisager une optimisation topologique cherchant
à évider l’intérieur, initialement rempli de matière, en le remplaçant par des structures, de
taille et forme variable (Figure 20a). L’optimisation topologique est la science qui vise à
trouver un compromis entre le volume de la pièce et ses propriétés mécaniques à partir de
contraintes spécifiées en entrée par l’utilisateur. Notons que, dans le cas de l’optimisation
topologique, le remplissage n’est pas forcément réduit à un réseau d’un même motif répété
plusieurs fois et non dilaté (Figure 20b).

Frontière de
remplissage

Ensemble de
motifs déformés

(a)

Frontière de
remplissage

Réseau de
motifs identiques

(b)

Figure 20 – Évidement d’une pièce mécanique

(a) Remplissage de motifs par optimisation topologique
(b) Remplissage par un réseau de motifs

1.2.3 Motifs issus de TPMS
Plusieurs travaux de recherche sur les structures de remplissage ont été réalisés au

cours des deux dernières décennies pour déterminer de potentiels motifs de remplissage
[89]. Les structures ont essentiellement été étudiées vis-à-vis de leur comportement face
à des sollicitations de compression, de traction, voire de cisaillement [97,98]. Parmi les
études effectuées, certains motifs semblent sortir du lot : les surfaces minimales tripério-
diques [99,100,101,102]. Aussi désignées par l’expression Triply Periodic Minimal Sur-
faces (TPMS), ces surfaces sont des motifs auto-assemblables (Figure 21). Ces surfaces
sont dites minimales car leur courbure moyenne est nulle en tout point.
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Figure 21 – Quelques TPMS
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Il existe de nombreuses TPMS. De plus, une même TPMS peut avoir plusieurs appellations
dans la littérature. Le Tableau 1 regroupe les principales TPMS issues dans la littérature
et indique les désignations utilisées dans la thèse. Il contient les quelques TPMS illustrées
à la Figure 21 et en introduit davantage.

Désignation retenue Nom(s) d’usage

Schwarz D Schwarz Diamond ; Schwarz Face-Centered-Cubic
Schwarz P Schwarz Primitive
Schwarz H Schwarz Hexagon ; Schwarz Rhombic

Schwarz CLP Schwarz Crossed Layers of Parallels ; Schwarz Tetragonal
Surface de Neovius Neovius Surface ; Complement of Schwarz Primitive

Schwarz G Schwarz Gyroid ; Gyroid ; Schoen Gyroid
Schoen I-WP Schoen I-type Graph - Wrapped Package
Schoen F-RD Schoen F-type Graph - Rhombic Dodecahedra Graph

Schoen WP-hybride
Schoen Primitive and Wrapped Package Hybrid ;
Schoen Octahedra, Cuboctahedra Graph - Tetragonal Octahedron Graph

Fischer-Koch S Fischer-Koch Square Graph
Fischer-Koch C(S) Fischer-Koch Complement of Square Graph

Fischer-Koch Y Fischer-Koch Y-type Graph
Fischer-Koch C(Y) Fischer-Koch Complement of Y-type Graph

Surface I2-Y∗∗ Second I-type Graph - Y∗∗-type Graph Surface
Lidinoïde Hexagon and Gyroid Surface ; Lidinoid
Split P Split Primitif

Désignation retenue
Abbréviation(s) Année

Filiationd’usage de découverte

Schwarz D D ; F
Entre 1860 et 1861 Bernhard Riemann puis

puis en 1865 Hermann Amandus Schwarz
Schwarz P P 1867 Hermann Amandus Schwarz
Schwarz H H ; R 1867 Hermann Amandus Schwarz

Schwarz CLP CLP ; T 1867 Hermann Amandus Schwarz
Surface de Neovius C(P), CP 1883 Edvard Rudolf Neovius

Schwarz G G ; Y∗ 1970 Alan Hugh Schoen
Schoen I-WP I-WP 1970 Alan Hugh Schoen
Schoen F-RD F-RD 1970 Alan Hugh Schoen

Schoen WP-hybride WP-hybrid ; O, C-TO 1970 Alan Hugh Schoen
Fischer-Koch S S 1987 Werner Fischer et Elke Koch

Fischer-Koch C(S) C(S), CS 1987 Werner Fischer et Elke Koch
Fischer-Koch Y Y 1987 Werner Fischer et Elke Koch

Fischer-Koch C(Y) C(Y), CY 1987 Werner Fischer et Elke Koch

Surface I2-Y∗∗ I2-Y∗∗ Supposée entre Supposée à
1987 et 1990 Werner Fischer et Elke Koch

Lidinoïde HG, L 1990 Sven Lidin

Split P SP
Supposée entre Supposée inspirée par
1990 et 2000 Peter Pieruschka

Table 1 – TPMS les plus répandues et noms retenus dans la thèse
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Notons cependant que les pièces métalliques évidées, si elles permettent de réduire la masse
embarquée, ne sont généralement étudiées que de manière statique. Le comportement dy-
namique est fortement influencé par l’évidement, et peut conduire à des pièces inaptes
à résister à certaines sollicitations cycliques. Il en va de même pour des propriétés de
conduction thermique ou électrique, voire le comportement face à un champ magnétique.
Aussi, il est important de garder à l’esprit la diversité des cahiers des charges possibles,
impliquant une diversité multiple du type de pièces à fabriquer. Ce constat implique la
manière dont doit être pensé l’algorithme de génération de trajectoire. Les implications
de la génération de trajectoire sont discutées à la Section 3.1. Aussi, les applications des
TPMS sont majoritairement liées au design des parois [103].

Les TPMS sont surtout intéressantes pour leur caractère de tripériodicité. La tripério-
dicité permet une facilité de remplissage de pièces par création de réseaux avec des motifs
identiques dans l’espace 3D (Figure 22). Cette propriété rend la conception de structures
remplies sur des logiciels de CAO relativement aisée à travers des opérations booléennes
entre un réseau et un volume frontière. Le caractère minimal des TPMS est quant à lui
pertinent pour des applications où toute la surface est sollicitée de manière homogène
par une perturbation physique. On peut imaginer par exemple des applications en mé-
canique des fluides où un réseau de TPMS serait plongé dans un liquide sous pression,
ou des applications sur le contact entre le fluide et un réseau de TPMS [104]. D’autres
applications peuvent être envisagées : des applications en thermique [105,106,107,108]
et en acoustique [109,110] où le réseau serait plongé dans une atmosphère sujet à de la
convexion thermique, ou à une onde mécanique. Des études en électromagnétisme sont
tout aussi envisageables dans un tel contexte.

Le caractère minimal n’est cependant a priori pas pertinent pour la résistance mécanique
à des efforts exprimés localement, et non pas globalement, puisque les efforts transitent à
l’intérieur de la TPMS et non pas sur les parois de cette dernière [111]. Ainsi, l’épaisseur
de la pièce doit être prise en compte, et donc les études sont effectuées sur un volume,
amenant à des réflexions sur la pertinence du design de base des TPMS selon la sollicitation
[112,113]. L’équation approximative d’une TPMS peut être modifiée pour obtenir un
design mécaniquement plus viable [114,115], conduisant à une surface qui n’est plus
nécessairement minimale. De même, certaines structures en nid d’abeilles sont notamment
créées en s’inspirant de TPMS pour des applications en mécanique [116]. Une autre
stratégie consiste aussi à utiliser plusieurs réseaux de TPMS différents, et d’adapter le
gradient pour créer une interface de contact entre les deux réseaux [117] : la zone de
gradient évolutif ne correspond pas non plus à une zone où la surface est minimale.
Enfin, il peut être possible de créer de nouvelles surfaces tripériodiques non nécessairement
minimales en imbriquant et fusionnant des TPMS ou surfaces issues de TPMS modifiées
différentes les unes dans les autres [118].

1.2.4 Construction d’une TPMS
La propriété minimale des TPMS est essentiellement intéressante afin de détermi-

ner l’équation régissant la forme d’une structure donnée [119]. Il existe neuf définitions
déterminant ce qu’est une surface minimale [120]. Parmi ces neuf définitions, toutes sous-
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entendent qu’une surface minimale est une surface qui minimise localement son aire, c’est-
à-dire qu’elle a localement une courbure moyenne nulle. Ces neuf définitions se rejoignent
entre elles : certaines se basent uniquement sur des critères géométriques en posant les
conditions locales que doivent vérifier les surfaces, sous forme d’équation différentielle ou
encore sous forme de constat topologique expliquant que tous les points de la surface sont
censés être des points-col avec des courbures principales opposées : on retrouve ainsi le
fait qu’une surface minimale ait une courbure moyenne nulle en tout point. En réalité, les
surfaces minimales sont une sous-famille des surfaces à courbure moyenne constante, qui
ont aussi plusieurs applications en physique et en informatique [121,122].

Figure 22 – Surface de Neovius dans son réseau

Parmi les neuf définitions des surfaces minimales, certaines définitions font allusion
à des bilans d’énergie : l’énergie de déformation de la surface. Par exemple, une des
définitions, appelée “définition du film de savon” stipule qu’une surface est minimale si
et seulement si chaque point de la surface possède un voisinage égal à l’unique film de
savon idéal reliant le point avec les frontières de son voisinage. La forme d’une bulle
de savon est toujours celle qui minimise les contraintes de tension superficielle qu’elle
subit. C’est d’ailleurs pour cela que les bulles de savon, en l’absence de contact avec une
autre surface, ont une forme sphérique. Cette définition met notamment en avant que les
propriétés énergétiques s’appliquent sur la paroi de la surface, et que son épaisseur est
supposée négligeable. Comme expliqué au paragraphe précédent, cela explique notamment
pourquoi d’un point de vue statique, les TPMS ne sont pas aussi performantes que des
surfaces dilatées obtenues par modification du design d’une TPMS. La paramétrisation de
Weierstrass-Enneper permet d’obtenir une équation paramétrée d’une surface minimale
décrite par deux réseaux de fonctions à valeurs complexes f et g (Équation 1) :
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

x (w) = C Re


∫ w

0

(
1 − g (z)2

)
f (z) dz

 + Cx

y (w) = C Re

i

∫ w

0

(
1 + g (z)2

)
f (z) dz

 + Cy

z (w) = C Re

2

∫ w

0
g (z) f (z) dz

 + Cz

(1)

Dans l’Équation 1, w est une variable à valeurs complexes, tandis que C, Cx, Cy et
Cz sont des constantes réelles. Re désigne l’opérateur “partie réelle”. La paramétrisation
donne les valeurs des coordonnées cartésiennes réelles x, y et z de tout point appar-
tenant à la surface. La paramétrisation n’est valide que si f est méromorphe et que g
est holomorphe. Si la paramétrisation d’une surface minimale existe, elle n’est cepen-
dant pas unique. La forme présentée à l’Équation 1 est celle qui a historiquement été
proposée en premier par Alfred Enneper et Karl Weierstrass en 1863. Elle a notam-
ment été obtenue en utilisant la première forme fondamentale (Équation A2-5 p216 de
l’Annexe A2), qui s’annule en tout point dans le cas particulier des surfaces minimales :
les abscisses curvilignes sont minimisées. On peut expliquer qualitativement la forme de
cette paramétrisation. Assignée aux cordonnées cartésiennes, l’Équation 1 donne ainsi
ds2 = dx2 + dy2 + dz2 = 0, quelles que soient les valeurs prises par les fonctions f et
g. L’égalité étant vérifiée pour des différentielles explique la présence d’intégrales sur les
équations de x, y et z. Puis, on constate que l’intérieur des intégrales semble avoir été
construit en utilisant les identités remarquables de type (a + b)2 et (a − b)2 avec la fonc-
tion constante de valeur 1 et g, puis en multipliant par f . C’est d’autant plus visible en
posant C = 1 et Cx = Cy = Cz = 0.

Ainsi, une surface minimale peut être créée à partir de deux fonctions f et g. En posant u et
v deux réels tels que w = u+ iv, on obtient des équations bi-paramétrées des coordonnées
x, y et z des points appartenant à la surface minimale. C’est ainsi qu’Enneper a proposé
l’équation de la surface dite “surface d’Enneper” (Figure 23a) en 1864 en posant f (z) = 1
et g (z) = z, donnant ainsi les bi-paramétrisations des coordonnées cartésiennes suivantes :



x (u, v) = u

1 − 1
3
u2 + v2



y (u, v) = v

1 − 1
3
v2 + u2


z (u, v) = (u2 − v2)

(2)
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La surface d’Enneper est une des surfaces minimales les plus simples obtenable à partir de
la paramétrisation d’Enneper-Weierstrass. Physiquement, un film de savon ayant sa forme
ne pourrait exister car il serait en équilibre d’énergie potentielle instable. D’autres formes
de surfaces minimales peuvent être créées par la même méthode de paramétrisation. On
peut notamment citer la Fleur de Jeener (Figure 23b) créée par le graveur Patrice Jeener,
qui s’est spécialisé dans la gravure de surfaces mathématiques. Il a créé l’équation de sa
fleur à partir de la paramétrisation de Weierstrass-Enneper [123].

(a) (b)

Figure 23 – Surfaces minimales construites par paramétrisation

(a) Surface d’Enneper (b) Fleur de Jeener

La construction de l’équation d’une TPMS est cependant plus difficile que celle d’une
surface minimale car l’équation doit aussi satisfaire des contraintes de périodicité. Rie-
mann aurait découvert une première surface de ce type entre 1860 et 1861 [124], mais
elle sera communiquée en 1867 à titre post-mortem. Indépendamment de Riemann, Her-
mann Amandus Schwarz décrira la même surface en 1865 [125]. La surface minimale
en question est caractérisée par des similitudes à un réseau cubique à faces centrées, ce
qui lui vaudra par conséquent l’appellation de surface Face-Centered-Cubic (F) [126]. À
l’époque, la désignation TPMS n’existe pas et on parle uniquement de surfaces minimales
périodiques. Le caractère minimal de telles surfaces était le centre d’intérêt principal de
telles structures. En effet, l’étude des surfaces minimales constituait un enjeu en physique
depuis la formulation du problème de Plateau en 1760, constituant à déterminer une sur-
face minimale associée à partir de la connaissance de ses frontières [127].

La démarche de Schwarz consiste à décrire de telles surfaces en partant de la paramétri-
sation de Weierstrass-Enneper. La surface F est aujourd’hui plus communément connue
sous le nom de “surface de Schwarz Diamant”. Schwarz présentera trois surfaces sup-
plémentaires en 1867 à l’occasion de sa proposition de réponse à un problème proposé
par l’Académie Royale des Sciences de Prusse à Berlin [125]. Il s’agit de la surface Pri-
mitive (P), la surface Rhombic (R) et la surface Tetragonal (T). Les désignations des
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surfaces sont issues de parallélismes avec la cristallographie. Aussi, “P”, “R” et “T” font
respectivement allusion aux réseaux cristallins primitifs, rhombiques et tétragonaux. Ces
surfaces seront elles aussi renommées plusieurs décennies plus tard. Une dernière surface
sera découverte au XIX ème siècle : en 1883, Edvard Rudolf Neovius, décrira une surface
correspondant au complément de la surface P durant ses travaux de thèses, dont le direc-
teur était Schwarz lui-même [128]. De par sa genèse, cette surface sera nommée “surface
C(P)”, mais dans la pratique elle est de nos jours plus souvent désignée en tant que “sur-
face de Neovius”.

Il faudra attendre 1970 pour que les travaux sur les surfaces minimales se poursuivent.
C’est Alan Hugh Schoen qui étudiera à nouveau ces surfaces pour la National Aeronau-
tics and Space Administration (NASA) [129]. À cette époque, il désigne ces surfaces par
l’appellation Infinite Periodic Minimal Surface (IPMS). Tout comme Schwarz, les motifs
unitaires des réseaux sont aussi implicitement supposés sans intersection avec eux-mêmes.
Ces surfaces sont décrites à l’aide de concepts mathématiques, mais l’approche est avant
tout cristallographique et biologique : il n’y a pas encore de preuve formelle mathéma-
tique permettant de créer des outils pour manipuler ces surfaces. Les motifs unitaires des
réseaux sont obtenus à partir de l’assemblage d’une même surface courbée – appelée “car-
reau” dans la suite de la thèse – dupliquée et assemblée avec d’autres carreaux identiques
à la même manière qu’un puzzle en trois dimensions. Au cours de ses travaux, les sur-
faces, F, R et T seront respectivement renommées surfaces Diamond (D), Hexagon (H) et
Crossed Layers of Parallels (CLP) en référence à l’aspect visuel des motifs et des réseaux.
La surface Primitive (P) n’aura pas changé de nom. De nos jours, les acronymes de ces
surfaces sont souvent précédés du substantif “Schwarz”. Il découvrira au total 12 surfaces.

L’originalité de son approche s’explique par le fait que les IPMS soient décrits à l’aide
de deux graphes labyrinthiques [130]. Ces graphes constituent le squelette des IPMS.
L’enchevêtrement de ces deux réseaux de graphes permet de comprendre la manière dont
sont construits les réseaux des IPMS. Il nomme ainsi les surfaces qu’il décrit en fonction
de l’agencement des squelettes. Certaines IPMS peuvent avoir deux squelettes correspon-
dant à deux graphes identiques. Les surfaces les plus populaires décrites par Schoen sont
le gyroïde, la surface I-type Graph - Wrapped Package (I-WP), la surface F-type Graph
- Rhombic Dodecahedra Graph (F-RD), la surface Octahedra, Cuboctahedra Graph - Te-
tragonal Octahedon Graph (O,C-TO) plus communément désignée de nos jours en tant
que surface Wrapped Package and Primitive Hybrid (WP-hybride). Le gyroïde est parfois
désigné en tant que Schoen Gyroid (G) ou encore Schwarz G, car Schoen a découvert qu’il
pouvait obtenir cette surface en déformant un Schwarz P ou un Schwarz D. Il démontre
que les Schwarz D, P et G font partie de la même famille de réseau, et qu’il est possible de
passer de l’un à l’autre à l’aide d’une transformation de Bonnet [131]. Cette transforma-
tion, à ne pas confondre avec la formule de Gauss-Bonnet (Équation A2-3 p215), permet
de changer la forme des fonctions f et g de la paramétrisation de Weierstrass-Enneper.
Ainsi, les fonctions f et g issues de la paramétrisation de Weierstrass-Enneper des trois
motifs conjugués par la transformation de Bonnet d’angle α sont de la forme :
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 f (z) = eiα (z4 − 14z2 + 1)−1/2

g (z) = z
(3)

Pour le Schwarz D, α vaut exactement 0◦, et sa valeur est de 90◦ pour le Schwarz P.
Pour le Schwarz G la valeur approximative est d’environ 38, 0148◦ et se calcule à l’aide
d’intégrales elliptiques de la première espèce, et de la fonction Arc Tangente [129]. Les co-
ordonnées cartésiennes issues de la paramétrisation de Weierstrass-Enneper seront quant
à elles obtenues environ trois décennies plus tard par Paul Gandy et Jacek Klinowski
[132,133,134] et se limitent à un seul carreau minimal de motif.

Après Schoen, les travaux sur les IPMS seront quasi inexistants jusqu’à la moitié des
années 1980. La désignation TPMS des surfaces minimales sera utilisée pour la première
fois par Werner Fischer et Elke Koch dès 1986 dans l’abstract d’une conférence et réuti-
lisé l’année suivante dans un article plus détaillé [135]. Abordant aussi les TPMS sous
le prisme de la cristallographie, ils définiront notamment quatre nouvelles surfaces : les
surfaces Square Graph (S) et Y-type Graph (Y), ainsi que leurs compléments associés. Une
fois encore, les désignations qu’ils ont choisies font référence aux squelettes des graphes
des TPMS concernées.

Par la suite, Fischer et Koch étudieront d’autres types de surfaces minimales [136]. Enfin,
Sven Lidin proposera lui aussi une TPMS en 1990, encore une fois par une approche par
la cristallographie, en appliquant une transformation de Bonnet au Schwarz H [137].
Déterminée d’une manière similaire au Schwarz G, et possédant une forme relativement
proche de cette dernière, cette surface a d’abord été désignée en tant que surface Hexagon
and Gyroid (HG), mais il est coutume de désigner ce motif par le seul mot “lidinoïde”.
Le lidinoïde se distingue notamment par le fait que le motif unitaire n’est pas connexe :
il est en réalité composé d’une sous-entité principale, et de deux petites sous-entités non
connexes entre elles (Figure 21). Il existe une multitude de TPMS, et de nouvelles familles
sont régulièrement découvertes [138]. L’origine de certaines TPMS est d’ailleurs difficile
à déterminer tant la multiplicité de ce type de surfaces est devenue grande depuis les
années 1990. C’est le cas notamment du Split Primitive, dont il n’y a pas de référence
claire mais dont le motif rappelle les structures aléatoires d’éponges auto-assemblables de
Peter Pieruschka [139,140], mais dont l’analogie des squelettes avec ceux d’une variante
de Schwarz G – le double Schwarz G – rappelle les travaux sur les polymères de Hirokazu
Hasegawa [141] d’une part, et ceux de Yushu Matsushita, Naoya Torikai, Jiro Suzuki et
Motohiro Seki [142] d’autre part.
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Les travaux de Schoen sont surtout devenus populaires dans la communauté mathé-
matique à la fin des années 1980 par les travaux de Hermann Karcher, qui démontrera leur
existence par son approche du Problème de Plateau [143]. Le Problème de Plateau a été
proposé par Joseph-Louis Lagrange en 1760, et consiste en la recherche, pour un ensemble
de bords donnés, de la surface minimale s’appuyant sur ces bords. Ce problème ouvert a
été nommé en hommage à Joseph Plateau qui étudiait les films de savon. Ce n’est qu’à
partir des années 1930, que des solutions non particulières au Problème de Plateau ont
été investiguées [127,144]. Avec l’aide de Konrad Polthier, Karcher proposera en 1996
une méthode de construction des surfaces minimales pour pouvoir les visualiser directe-
ment par informatique [145]. Ils développent ainsi une méthode de discrétisation adaptée
aux TPMS à l’aide de raisonnements sur les symétries de ces motifs. Les surfaces sont
reconstruites à partir de duplications de carreaux définis par des équations paramétriques
puis triangulées et assemblées.

Vers la fin des années 1990, d’autres méthodes numériques, plus robustes, vont permettre
la manipulation numérique des TPMS. En particulier, les outils de construction de sur-
faces par la méthode des surfaces de niveaux vont amener à des solutions approximant les
surfaces par des équations implicites [146]. Cette méthode permet de trouver une solution
à une équation comportant trois variables indépendantes. Une équation implicite à trois
variables permet en effet de décrire l’équation d’une surface liant les trois coordonnées
cartésiennes des points situés sur cette dernière. Appliquée aux TPMS, la méthode des
surfaces de niveaux permet d’obtenir une approximation fidèle des équations des surfaces
sous forme implicite. Connaissant deux coordonnées, il est possible de trouver la troisième
coordonnée dans le cas où l’équation implicite est bijective.

Or, dans le cas des TPMS, la périodicité implique la présence de fonctions trigonomé-
triques, ce qui rend la tache plus complexe. Néanmoins, avec des raisonnements de conti-
nuité de voisinage, il est possible d’obtenir la troisième coordonnée. Puis, à partir du
nuage de points et de la connaissance de l’équation implicite de la fonction, une surface
discrétisée relative à l’équation implicite peut être reconstruite. Depuis la fin des années
1990, plusieurs équations approximatives de plusieurs motifs, dont des TPMS, ont ainsi
été obtenues à l’aide d’outils numériques [147,148,149]. Il est parfois possible de trouver
plusieurs équations approximatives très proches pour une même TPMS dans la littéra-
ture. Le Tableau 2 regroupe certaines équations de certaines TPMS trouvées dans la
littérature utilisées pour représenter les motifs unitaires, avec une éventuelle adaptation
des coefficients. Les équations implicites présentées dans cette table correspondent à celles
utilisées pour approximer les TPMS correspondantes dans la thèse pour en générer éven-
tuellement des trajectoires. Les motifs sont inclus dans des cubes de longueur 2π.

Enfin, notons que la méthode des surfaces de niveaux peut aussi être utilisée pour
approximer les équations de squelettes de TPMS [148]. Cela est illustré à la (Figure 24)
pour un des deux squelettes du Schwarz P et un des deux squelettes du Schwarz G.
Structures relativement filaires, ces squelettes peuvent être perçus comme des lattices.
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TPMS Équation implicite approximative

Schwarz D
sin(x) sin(y) sin(z) + sin(x) cos(y) cos(z)

+ cos(x) sin(y) cos(z) + cos(x) cos(y) sin(z) = 0

Schwarz P cos(x) + cos(y) + cos(z) = 0

Surface de Neovius
cos(x) + cos(y) + cos(z)

+4 cos(x) cos(y) cos(z) = 0

Schwarz G sin(x) cos(y) + sin(y) cos(z) + sin(z) cos(x) = 0

Schoen I-WP
2(cos(x) cos(y) + cos(y) cos(z) + cos(z) cos(x))

−(cos(2x) + cos(2y) + cos(2z)) = 0

Schoen F-RD
4 cos(x) cos(y) cos(z) − (cos(2x) cos(2y)
+ cos(2y) cos(2z) + cos(2z) cos(2x)) = 0

Schoen WP-hybride
cos(x) cos(y) + cos(y) cos(z) + cos(z) cos(x)

− cos(x) cos(y) cos(z) + 0, 3 = 0

Fischer-Koch S
cos(2x) sin(y) cos(z) + cos(2y) sin(z) cos(x)

+ cos(2z) sin(x) cos(y) = 0

Fischer-Koch C(S)

cos(2x) + cos(2y) + cos(2z) + 2(sin(3x) sin(2y) cos(z)
+ sin(3y) sin(2z) cos(x) + sin(3z) sin(2x) cos(y))
+2(sin(2x) cos(3y) sin(z) + sin(2y) cos(3z) sin(x)

+ sin(2z) cos(3x) sin(y)) = 0

Surface I2-Y∗∗
−2(sin(2x) cos(y) sin(z) + sin(x) sin(2y) cos(z)

+ cos(x) sin(y) sin(2z)) + cos(2x) cos(2y)
+ cos(2y) cos(2z) + cos(2z) cos(2x) = 0

Lidinoïde
sin(2x) cos(y) sin(z) + sin(2y) cos(z) sin(x)
+ sin(2z) cos(x) sin(y) − cos(2x) cos(2y)

− cos(2y) cos(2z) − cos(2z) cos(2x) + 0, 3 = 0

Split P

1, 1(sin(2x) sin(z) cos(y) + sin(2y) sin(x) cos(z)
+ sin(2z) sin(y) cos(x)) − 0, 2(cos(2x) cos(2y)

+ cos(2y) cos(2z) + cos(2z) cos(2x))
−0, 4(cos(2x) + cos(2y) + cos(2z)) = 0

Table 2 – Équations approximatives des TPMS utilisées

Les TPMS pour lesquelles une équation implicite approximative a été trouvée sont telles
que le motif unitaire est inclus dans un cube (Figure 21). Cela simplifie énormément les
raisonnements sur la périodicité pour l’obtention de l’équation, étant donné que les direc-
tions de duplication sont dans ce cas orthogonales entre elles, et n’ont pour composante
qu’une seule coordonnée cartésienne de l’espace 3D. De ce fait, cela explique éventuelle-
ment pourquoi il n’y a, à ce jour, pas de formule implicite permettant d’approximer le
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Schwarz H, étant donné que son enveloppe est un hexagone, et qu’il y a donc 4 directions
de duplication, dont 3 coplanaires et non orthogonales entre elles. Le Schwarz H est consi-
déré comme étant une TPMS, et il s’agit d’un des rares motifs ayant plus de 3 directions
de duplications, et dont toutes ne sont pas orthogonales entre elles. Aussi, c’est pour cela
que l’adjectif “tripériodique” de TPMS doit a priori être compris au sens de “répétable
dans l’espace 3D” et non “répétable dans 3 directions générant l’espace 3D”.

(a) (b)

Figure 24 – Surfaces issues de squelettes de TPMS

(a) Un des squelettes congruents du Schwarz P
(b) Un des squelettes congruents du Schwarz G

En conclusion, nous avons mis en avant dans cette section l’intérêt des TPMS dans
différents domaines scientifiques, et résumé les travaux réalisés autour de ces surfaces. Les
TPMS sont un cas particulier des surfaces minimales où les motifs peuvent être dupliqués
puis assemblés avec eux-mêmes. Le caractère minimal de ces surfaces a des applications
dans des domaines où une perturbation physique se propage à travers des surfaces, comme
en thermique et en acoustique, ou dans des domaines cherchant à décrire l’organisation de
la matière comme en cristallographie et en biologie. De par leur forme, les TPMS ont aussi
des applications en architecture. Le caractère tripériodique peut être utilisé en mécanique
statique pour créer des pièces plus légères. Cependant, la nature minimale des surfaces
n’est, dans ce cas-là, pas la propriété utilisée étant donné que les TPMS sont associées
à une épaisseur non négligeable en mécanique, et que des efforts transitent à l’intérieur
du volume correspondant. Néanmoins, en les combinant avec l’optimisation topologique,
il est possible de créer des motifs inspirés des TPMS à des fins mécaniques. Enfin, il est
possible d’obtenir une équation paramétrée des coordonnées cartésiennes d’un carreau
d’une TPMS à partir de la paramétrisation de Weierstrass-Enneper, mais pour obtenir
une équation continue à un motif entier, il est nécessaire d’utiliser une approximation
par la méthode des surfaces de niveaux : cela permet d’obtenir une équation implicite
approximant la surface et liant les coordonnées cartésiennes des points situés dessus.
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1.3 Bilan de l’état de l’art
Le Tableau 3 classe par thématique les différentes références en génération de trajec-

toire de la Section 1.1. Les références dont l’approche est similaire sont regroupées.

Calcul des arêtes de dépôt

Détermination des Remplissage Direction de
couches de contour d’aires propagation

{Kulkarni et al. 1996 [52], {Kulkarni et al. 2000 [69], {Mizugaki et al. 1991 [73], {Hur et al. 1998 [28],
Tata et al. 1998 [38], Zhang et al. 2015 [79], Paul et al. 1997 [27], Alexander et al. 1998 [29],

Siraskar et al. 2015 [53], Zhao et al. 2018 [37], Jin et al. 2014 [34], Trimurthulu et al. 2004 [30],
Garashchenko et al. 2020 [57], Freire et al. 2020 [56], Stathatos et al. 2019 [71], Canellidis et al. 2009 [31]}

Bhatt et al. 2020 [47]} Dai et al. 2018 [67], Wolfer et al. 2019 [70],
Xu et al. 2019 [66]} Chen et al. 2020 [72], {Rajagopalan et al. 2001 [68]

{Dong et al. 1999 [32], Bi et al. 2022 [74], Singh et al. 2001 [39],
Pandey et al. 2003 [41], {Hildebrand et al. 2013 [45]} Singh et al. 2022 [75]} Sheng et al. 2003 [48],

Flemmer et al. 2015 [42], Zhang et al. 2004 [40]}
Tang et al. 2016 [150]} {Dolenc et al. 1994 [43], {Antonio 1994 [50]}

Lettori et al. 2022 [44]} {Luo et al. 2016 [35]}
{Starly et al. 2005 [54], {Yigit et al. 2020 [81]}
Flores et al. 2019 [60]} {Dai et al. 2018 [67],

{Ding et al. 2018 [58], Xu et al. 2019 [66],
{Crane et al. 2017 [64], Cheng et al. 2020 [78]} Xie et al. 2022 [80]}

Xie et al. 2022 [80]}
{Ren et al. 2020 [86]}

{Freitas et al. 2017 [51]}

{Chalvin et al. 2019 [55]}

Constituants d’une trajectoire DED

Vecteurs Reconstruction Constance de la
outil de courbes 3D distance pièce-outil

{Zhang et al. 2015 [79], {Antonio 1994 [50]} {Chen et al. 2003 [49]}
Freire et al. 2020 [56]}

{Lee 2000 [83], {Starly et al. 2005 [54],
{Kulkarni et al. 2000 [69], Kumar et al. 2014 [84]} Flores et al. 2019 [60]}

Campocasso et al. 2018 [82],
Chalvin et al. 2019 [55], {Chen et al. 2003 [49], {Chalvin et al. 2019 [55],
Bhatt et al. 2020 [47], Pesko 2009 [46]} Diourté et al. 2020 [62]}

Diourté et al. 2020 [62]}
{Freitas et al. 2017 [51]} {Yigit et al. 2020 [81]}

{Pandey et al. 2003 [41],
Flemmer et al. 2015 [42],
Freitas et al. 2017 [51]}

Réorganisabilité de la trajectoire

Minimisation du Prise en compte Réorientation de l’outil
temps de parcours de la thermique (hors gestion des collisions)

{Antonio 1994 [50]} {Stathatos et al. 2019 [71], {Kulkarni et al. 2000 [69],
Ren et al. 2020 [86]} Campocasso et al. 2018 [82]}

{Chen et al. 2003 [49]}
{Wolfer et al. 2019 [70], {Zhang et al. 2015 [79]}

{Dreifus et al. 2017 [85], Chen et al. 2020 [72]}
{Nguyen et al. 2020 [76]} {Freitas et al. 2017 [51]}

{Cheng et al. 2020 [78]}
{Hamoud et al. 2022 [36]}

Table 3 – Bilan bibliographique de la génération de trajectoire pour les procédés DED
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À l’issue de ces sections, deux constats principaux résultent. Tout d’abord, les méthodes
de génération de trajectoire actuelles prennent en compte un nombre de géométries trop
restreint vis-à-vis des structures attendues. Les topologies de pièces sont relativement pri-
mitives, et prennent peu en charge les structures présentant de nombreuses discontinuités
de matières (comme les surfaces trouées) ou des voisinages discontinus (telles les surfaces
enchevêtrées). La forte dépendance des méthodes à la forme du substrat constitue un
bridage supplémentaire qui menace leur application pour de la réparation de pièce, où le
substrat correspond à la zone de rupture et dont la forme est arbitraire.

Deuxièmement, les méthodes reposent exclusivement sur un choix préalable d’une direc-
tion de propagation de la trajectoire et une anticipation de la forme des couches par tran-
chage ou paramétrisation dans les sous-espaces orthogonaux à cette direction. À l’issue de
la synthèse bibliographique il est possible de constater que parmi les méthodes de généra-
tion de trajectoire présentées, toutes cherchent à anticiper les directions d’empilement des
couches pour déterminer des surfaces de slicing ou des iso-courbes d’appui éventuellement
adaptés afin de calculer la trajectoire. Si nécessaire, la pièce est partitionnée en régions
dont la géométrie est suffisamment primitive pour faciliter cette tâche de prédiction. Pour
chaque région considérée, cette prédiction se fait en déterminant une courbe selon laquelle
la pièce est tranchée à différents intervalles (Figure 25). Cette courbe est déterminée par
constats intuitifs (par exemple, dans le cas d’un cylindre ou d’un prisme, c’est l’axe com-
plémentaire à la surface de la base qui est considéré), ou peut être issue d’une moyenne
des courbes du flux géodésique s’appuyant sur la pièce et partant du substrat.

Entité isolée
de la pièce

Courbe orientée
de la direction
de propagation

Surfaces de slicing
déduites

Figure 25 – Prédiction des lieux de tranchage pour le calcul de
trajectoire sur une entité

Cependant, la recherche de cette courbe n’est pas aisée dans le cas où le substrat n’est
pas en un seul morceau sur l’entité primitive considérée. De plus, cela suppose qu’une
telle courbe existe et soit en un seul morceau pour chaque région considérée, et à mi-
nima qu’une partition de la pièce en des entités vérifiant ces contraintes soit possible. Par
exemple, dans le cas où l’entité est un disque plan dont le contour constitue le substrat
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de départ, la propagation est radiale et donc il n’y a pas de direction globale, tandis que
dans le cas où la géométrie est enchevêtrée sur elle-même, il y a plusieurs directions de
propagations différentes et le découpage en entités n’est pas aisé. Si les méthodes les plus
modernes permettent de prendre en compte des trous localisés, et des jonctions ou em-
branchements, et donc des courbes de tranchage en plusieurs morceaux, elles cherchent
toujours à prédire les courbes de tranchage et ne sont actuellement viables que pour un
nombre réduit d’embranchements, de jonctions ou de trous car ces topologies locales sont
source d’augmentation de la complexité algorithmique des calculs numériques.

En effet, la présence de trous est un obstacle à la propagation des géodésiques, et en-
gendre une distorsion de ces dernières, ce qui altère la courbe de tranchage obtenue par
rapport à celle espérée (Figure 26a). Puis, les embranchements et jonctions sont le lieu
de non-connexités locales (Figure 26b). Les méthodes de génération de trajectoire les
plus abouties jusque-là ne sont capables de gérer des embranchements et des jonctions
qu’à condition que des entités puissent être clairement identifiées.

Surface

Ligne source
des géodésiques

Géodésiques

(a)

Zones à restriction de
surface non connexe

Surface

(b)

Figure 26 – Obstacles de prédictibilité de trajectoire

(a) Distorsion des géodésiques à la frontière d’un trou
(b) Non-connexités locales des embranchements et jonctions

L’étape de recherche d’une direction de propagation est admise implicitement et son
existence n’a jusqu’ici jamais été remise en cause par les méthodes de génération de tra-
jectoire. S’il s’agissait d’une manière simple, efficace et pertinente aux premières heures
de la fabrication additive, car le substrat initial était toujours plan et les machines ex-
clusivement issues de technologies 3-axes pour des pièces fabriquées par niveaux de Z, les
changements opérés à la fois sur les cinématiques de machines employées, la forme des
substrats, et la forme des pièces ont changé la donne. On peut alors se demander si, pour
une géométrie de pièce quelconque, il est possible de prédire les directions de propagation
de toutes les couches suivantes. Pour répondre à ce questionnement, un raisonnement
mathématique est proposé à l’Annexe A3.
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Une couche Cn est déterminée par la couche qui la précède Cn−1. Chaque point d’une
nouvelle couche étant situé à une distance euclidienne constante h de la couche qui la
précède, l’application fh qui permet l’obtention d’une nouvelle couche à partir de celle
qui la précède est régie par cette hauteur de couche. Cette application est donc utilisée à
chaque calcul d’une nouvelle couche de manière itérative, ce qui signifie qu’une nouvelle
couche nécessite la connaissance de toutes les couches qui la précèdent, à moins que les
involutions successives de l’application fh se simplifient de manière triviale, ce qui est le
cas si les distances euclidiennes correspondent toutes à des distances géodésiques sur la
surface (Annexe A3). En effet, les distances géodésiques sont cumulatives : la monoto-
nie du cumul permet de déterminer toute couche à partir d’une unique couche quelconque.

Une conséquence directe du caractère cumulatif des distances géodésiques est la possibilité
d’inverser l’application qui à une couche donnée associe la couche suivante. L’inversion de
cette application n’est pas systématique pour des distances euclidiennes : si une courbe
A est située à une distance constante h d’une courbe B, alors tous les points de A sont à
une distance h du point le plus proche de B, mais la réciproque est fausse (Figure 27).

Figure 27 – Contre-exemple de non-réciprocité d’une courbe
d’équidistance

Ainsi, la trajectoire à hauteur de couche fixée ne peut être prédite que dans des cas par-
ticuliers, s’il existe une simplification des coordonnées des n involutions de fh valable sur
toute la surface (Figure 28a), ou si toutes les distances euclidiennes calculées durant tout
le processus de génération de trajectoire correspondent aussi à des distances géodésiques
plongées dans la surface de la pièce considérée (Figure 28b). Dans le premier cas, la
possibilité de simplification implique une invariance de géométrie locale en tout lieu de
la pièce. Dans le deuxième cas, cela implique que toute direction d’empilement locale est
colinéaire à une direction principale de courbure et dont la valeur est nulle : le profil local

53/264



Analyse bibliographique

de la surface dans le plan de courbure associé est donc une droite. Dans les deux cas,
cela restreint grandement les possibilités en termes de topologie de la surface, et dépend
aussi de la topologie et du lieu du substrat. Ainsi, si la forme des couches d’une pièce
donnée est prévisible pour un substrat donné car les conditions d’un des cas particuliers
sont respectées, le changement de la nature du substrat peut rendre caduque l’existence
de ces conditions.

(a) (b)

Figure 28 – Cas de prévisibilité de la forme des couches

(a) Simplification triviale d’involutions
(b) Correspondance entre distances euclidiennes et géodésiques

En conclusion, dans le cas général, toute couche nécessite la connaissance de la couche
qui la précède, et donc de toutes les couches qui la précèdent, pour être calculée. Cela
implique que toute anticipation de la forme des couches ou des directions de propagation
de la trajectoire pour un duo substrat-pièce donné nécessite le calcul de la trajectoire
elle-même. Cette implication met en avant une des grandes limitations des méthodes tra-
ditionnelles : ces dernières présupposent une direction de propagation globale et la forme
des plans - éventuellement courbés - à la seule connaissance de la couche d’intersection et
avant le calcul même des couches. Or, si les distances euclidiennes ne suivent pas le profil
de la pièce, plus le nombre de couches calculées augmente, plus l’écart entre la forme des
couches et leur direction de propagation s’éloigne de celles présupposées. Les situations
où il y a divergence trop importante entre propagation espérée et propagation effective se
traduisent par une incapacité à calculer les couches suivantes.

Cela réduit ainsi grandement la complexité des surfaces pour lesquelles le slicing peut
être appliqué. Le découpage en entités simples, s’il permet de réduire cet écart en dé-
composant la pièce en des entités plus simples, n’est pas systématique pour des pièces
davantage complexes, et se fait au détriment de la minimisation du nombre de couches et
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donc de la minimisation des départs et arrêts d’arc car le découpage en entités ne permet
pas de considérer la pièce dans son entièreté, et donc d’envisager des couches de cordons
continus et présents à la fois dans deux régions de découpage différentes. D’autre part,
le découpage en entités ne résout pas les problèmes de jonctions, bifurcations et trous.
Quelques travaux, qui proposent de combler ces manquements, sont limités à des pièces
avec des directions de propagation évidentes – types structures en squelettes telles les
tubulures ou les lattices – présentes en nombre modéré, et ne sont pas adaptés pour des
pièces enchevêtrées car les problèmes de non-connexité locale ne sont pas pris en compte.

Enfin, la génération de trajectoire est un problème de résolution dont la solution dépend
de la pièce dont on souhaite générer une trajectoire, mais aussi du substrat qui lui est
associé. Ce dernier constitue les conditions initiales de la trajectoire que l’on souhaite
obtenir sur une pièce donnée. Le changement du lieu du substrat influe sur les directions
de propagation et donc la forme des couches de la trajectoire. La complexité de recherche
de trajectoire ne dépend pas directement de la géométrie de la pièce à fabriquer ou de la
topologie du substrat associé : c’est la nature de la configuration pièce-substrat qui influe
sur cette complexité.

Comme expliqué dans l’Introduction, la génération de trajectoire est l’un des verrous
à solutionner pour permettre à la fabrication additive d’évoluer efficacement sur le long
terme sans recourir au développement d’une méthode de génération de trajectoire particu-
lière à chaque nouveau design de pièce. Les méthodes actuelles, propres à des géométries
types, ne fonctionnent pas ou mal pour les géométries quelconques. Plus encore, à géo-
métrie fixée, les méthodes actuelles ne sont valides que pour une gamme de substrats de
topologie relativement primitive.

1.4 Apports de la thèse
Les progrès en design de conception pour l’obtention de pièces mécaniques durable

ont mis en avant l’utilisation d’outils d’optimisation topologique, de gradients de maté-
riaux et d’ajout de structures de remplissage cellulaires pour atteindre les performances
escomptées [150]. Cependant, toutes ces exigences supposent que toute pièce conçue doit
être fabricable, et ce sans considérer les limitations cinématiques et dynamiques du robot
de fabrication, le comportement du matériau lors du dépôt, les possibilités d’évitement
de collision pièce-outil ainsi que toute considération trajectoiriste en ce qui concerne l’ob-
tention d’un compromis entre constance de hauteur de couche et écart de profil entre
la surface souhaitée et l’empilement théorique de cordons. Les considérations machine,
matériau et trajectoiriste, si elles sont solutionnées, permettraient d’accroître la diversité
des géométries réalisables [69,41].

Un schéma regroupant les principales étapes du processus de création d’une pièce méca-
nique par fabrication additive est présenté à la Figure 29. Usuellement, une pièce est
créée à l’issue de la conception de son design et de sa fabrication. Le design est obtenu en
étudiant un ensemble d’exigences mécaniques issues d’un cahier des charges. Puis, une tra-
jectoire est calculée pour permettre d’obtenir une séquence de points successifs organisés
et joints par des liaisons associées à des phases de dépôt de matière qui correspondent aux
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déplacements de l’outil de dépôt. Cette trajectoire est ajustée par post-processing et est
ensuite communiquée au robot, qui fabrique la pièce. La trajectoire après post-processing
doit tenir compte des limitations cinématiques de la machine de fabrication ainsi que des
collisions, et si possible de sa dynamique et du comportement thermique du matériau
pour permettre une fabrication optimale.

Design
par CAO

Optimisation
topologique

Trajectoire Post-processing Réalisation

Distance entre
les couches

Cinématique

Matériau+source
d'énergie

Collisions Dynamique Thermique

Cahier
des charges

Pièce
mécanique

Figure 29 – Principales étapes usuelles de réalisation d’une pièce
mécanique par fabrication additive

Cependant, aucune rétroaction n’est réalisée sur la chaîne de conception. À chaque nou-
velle étape, la sortie de l’étape précédente est utilisée telle quelle sans être remise en
question, ce qui présuppose que la sortie donnée convient. L’étape de post-processing de
la trajectoire permet d’ajuster la trajectoire calculée afin d’en obtenir une nouvelle qui
puisse être utilisée par le robot sans que ce dernier ne rencontre de complication, telle
qu’une zone de singularité, une fin de course d’axe ou une collision. Cet ajustement se fait
exclusivement sans modifier la forme générale des couches : il modifie l’ordre des points
au sein même d’une couche pour des considérations de temps de trajet [49] ou thermique
[71,86] et lisse la trajectoire en réorientant éventuellement l’outil sur les points successifs
pour éviter les collisions ou éviter les mouvements brusques [27,51,151].

Or, cette démarche n’est valide que s’il existe effectivement une solution de trajectoire
avant post-processing dont un ajustement viable serait possible. En procédant sans rétro-
action, le choix de la trajectoire initiale se base uniquement sur des critères de direction
préférentielle facilitant la génération d’une trajectoire qu’elle qu’en soit sa forme, pourvu
qu’elle recouvre entièrement la surface à fabriquer. C’est notamment dans ce sens que
s’inscrit le découpage en entités avant calcul de trajectoire [39,80]. La prise en compte
de la cinématique et de la dynamique du robot, ainsi que de la thermique du matériau
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sont un enjeu majeur pour accroître le type de géométries réalisables par fabrication ad-
ditive [69,41,150], et ainsi apporter une amélioration majeure attendue d’un point de
vue software parmi les verrous principaux de la fabrication additive [1] mentionnés dans
l’Introduction.

Quelques travaux de recherche ont mis en lumière la pertinence de tenir compte des
collisions [47], ou de la thermique [70] dès la phase de génération de trajectoire avant
post-processing, mais la génération des couches se fait de manière itérative, et sans retour
en arrière. Dès qu’une couche est calculée, la suivante est calculée de manière optimale
vis-à-vis de la précédente, et son optimisation se fait sans considérer toute éventuelle
modification de la couche précédente : il n’est par exemple pas possible de détériorer lé-
gèrement la qualité de la trajectoire de la couche inférieure en vue d’obtenir une couche
suivante de bien meilleure qualité et ainsi obtenir une trajectoire globale de meilleure
viabilité moyenne.

Ainsi, la rétroaction sur la chaîne de fabrication constitue un enjeu majeur. Il est possible
d’approfondir le raisonnement en considérant aussi le cloisonnement entre les étapes de
création du design et de fabrication. L’élargissement de la rétroaction sur la chaîne com-
plète de la réalisation – qui inclut les étapes de conception et de fabrication – d’une pièce
mécanique permettrait d’élaborer des designs qui ne tiendraient plus uniquement compte
de critères de charge mécanique, mais aussi de la possibilité de fabrication. L’ajout de la
rétroaction sur le processus de création d’une pièce mécanique par fabrication additive
est illustré à la Figure 30.

Design
par CAO

Optimisation
topologique

Cahier
des charges

Pièce
mécanique

Réalisation

Matériau+source
d'énergie

Routine Évaluation des conflits

Thermique

Distance entre
les couches

Collisions DynamiqueCinématique

Conflits ?

Stagnation ?

Non
Non

Oui

Oui

Figure 30 – Ajout de la rétroaction sur la chaîne de réalisation
par fabrication additive
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Actuellement, dès qu’une géométrie est créée, il est admis qu’il existe nécessairement une
manière de la fabriquer, mais il ne s’agit que d’un postulat. En outre, la validité de cette
assertion suppose qu’il est possible d’imaginer n’importe quelle forme d’outil et n’importe
quelle cinématique de machine pour fabriquer la pièce. Or, dans la pratique, la machine
et la forme de l’outil sont fixées. Enfin, obtenir une pièce n’implique pas la qualité de la
fabrication. L’extension de la rétroaction à la création du design permettrait d’affiner la
géométrie d’une pièce pour en permettre la fabrication, tout en s’assurant qu’elle rem-
plisse le cahier des charges d’un point de vue fonctionnel. Cela garantirait aussi un apport
d’entrée supplémentaire aux fonctions d’optimisation topologiques permettant l’obtention
de designs mécaniquement viables et fabricables.

En conclusion, le développement d’une méthode de génération de trajectoire apte à la
rétroaction et la plus versatile possible constitue un besoin primordial pour la fabrication
additive. Pour un objet, la versatilité qualifie son adaptabilité à un grand nombre de si-
tuations et d’usages. Ici, la versatilité s’exprime par une capacité à générer une trajectoire
quelle que soit la forme de la surface et quelle que soit la nature du substrat. La souplesse
de la versatilité permet d’envisager une réorganisation inter-couches de la trajectoire, en
rendant possible la modification des couches précédentes pour ainsi prendre en compte
directement lors du calcul de la trajectoire les éventuels feedbacks issus de contraintes
cinématiques, dynamiques, thermiques ou de collisions pour une machine de dépôt et
un matériau d’apport donnés. L’aptitude à la rétroaction constitue la prise en compte
des contre-indications de positionnement local de l’outil ou d’ordre des points dans la
séquence de la trajectoire issues de la physique de la machine et du matériau d’apport.
Cette aptitude va de pair avec la versatilité. En effet, en étant en mesure de générer
une trajectoire locale quelle que soit la géométrie du lieu et quelle que soit la forme de
la matière d’appui locale sur laquelle repose le dépôt, alors davantage de topologies de
couches sont envisageables et il est ainsi concevable d’adapter entièrement la trajectoire
aux contraintes physiques de fabrication. De cette manière, le calcul de la trajectoire agit
comme un agent robuste sur la chaîne de fabrication qui n’ajoute pas de contrainte supplé-
mentaire et participe à solutionner les contraintes des étapes ultérieures, ce qui augmente
le type de géométries de pièces réalisables.

C’est dans ce contexte scientifique que s’inscrivent les travaux de thèse développés et
présentés dans les prochains chapitres. La présente thèse propose une méthode qui a pour
vocation de constituer un moteur de génération de trajectoire (Figure 31) sur des surfaces
sans épaisseur et qui puisse être utilisé quelle que soit la configuration pièce-support pour
générer une trajectoire, et donc ainsi anticiper tout type de recalcul de trajectoire local
en une région donnée de la pièce. Les zones de recouvrement correspondent à l’ensemble
des régions de la surface recouverte par des couches à distance euclidienne constante. Les
zones de reliquat correspondent aux régions non recouvertes car leur ordre de grandeur est
inférieur à la hauteur de couche. Ces zones peuvent être ultérieurement recouvertes par
utilisation d’une hauteur de couche plus petite. La méthode de génération de trajectoire
permet de plus d’obtenir des couches à hauteur de couche constante pour être compatible
avec les procédés DED. Elle est adaptée à des surfaces d’entrée au format STL, mais
pourrait être adaptée pour toute surface d’entrée au format facettisé.
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Figure 31 – Contribution principale de la thèse

La routine développée propose une alternative innovante de génération de trajectoire en
propageant les couches à travers des considérations locales, et non globales. Elle constitue
ainsi une contribution qui s’émancipe du biais des méthodes usuelles qui nécessitent la
connaissance de directions globales de fabrication avant le calcul de la trajectoire en vue
de sa propre obtention, et brident ainsi la diversité des géométries qu’il est possible d’ob-
tenir. La méthode algorithmique proposée détermine un ensemble de couches respectant
le critère de distance euclidienne et recouvrant entièrement une surface sans générer de
matériau support, quel que soit le type de géométrie – indépendamment de sa complexité
en termes d’enchevêtrement, de non-connexités locales, de présence de trous – et quelles
que soient la forme du substrat et sa position vis-à-vis de la pièce. Elle prend aussi en
charge des substrats en plusieurs morceaux placés en différentes régions de la pièce à fa-
briquer. En outre, elle permet aussi l’obtention d’un vecteur outil associé à chaque point
de la trajectoire. Enfin, l’utilisation de voisinages locaux de la méthode algorithmique a
été pensée en anticipant toute adaptation future à de la génération de trajectoire pour du
remplissage de volume, ce qui inclut donc l’obtention de surfaces épaisses.

Enfin, soulignons que la méthode de génération de trajectoire développée permet de
propager un ensemble de couches sur une surface, et d’y associer une orientation d’outil
sur tout type de morphologie de surface triangulée spécifiée en entrée. Il est donc évident
que son utilisation directe sur une surface entière ne garantit pas nécessairement un che-
min qui tienne compte des contraintes de diffusion thermique du matériau, des limitations
cinématiques et dynamiques du robot de fabrication, ou qui évite toute collision. C’est
la capacité de combiner cette méthode algorithmique à la rétroaction issue des contre-
indications du matériau et de la machine de fabrication qui permet d’en tenir compte
en appliquant la routine de calcul successivement sur des régions délimitées de la pièce
et ainsi permettre une adaptation inter-couches de la trajectoire (Figure 32). Ainsi, la
génération de trajectoire n’est pas découplée des considérations thermiques, cinématiques,
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dynamiques et de collisions lorsqu’elle est réappliquée dans les régions délimitées déter-
minées. L’organisation des régions lors de la rétroaction peut être envisagée en se basant
sur une priorisation issue d’études thermiques adaptant éventuellement des travaux déjà
existants déjà mentionnés précédemment [71,78,86]. De même, la prise en compte des
collisions en off-line [152] ou en temps réel [153], l’évitement de singularités en off-line
[154] voire la prise en compte de la dynamique du robot en temps réel [155] ont déjà fait
l’objet de travaux qui pourraient être considérés lors de la mise en place de la rétroaction.
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Figure 32 – Application de la rétroaction pour l’obtention de la
trajectoire finale

Les travaux de thèse se concentrent exclusivement sur la création d’un moteur versatile de
génération de trajectoire, et ne portent pas sur la détermination des sous-régions où l’ap-
pliquer par rétroaction. En effet, la première tâche constitue un défi important à lui seul,
qui nécessite bon nombre de considérations. La détermination des sous-régions constitue
une piste d’amélioration qui ne fait pas l’objet des travaux présentés dans cette thèse.
Ainsi, la méthode de génération de trajectoire est appliquée sur des surfaces entières, ce
qui, même si cela ne garantit pas nécessairement l’évitement de collisions ou de singularités
pour les simulations effectuées, permet de valider la robustesse de la méthode, ce qui est
l’objectif principal recherché. Néanmoins, des simulations ont été réalisées en appliquant
la routine successivement sur différentes régions disjointes d’une même surface pour vali-
der l’aptitude de la routine algorithmique à être combinée à de la rétroaction. Cette thèse
propose une démarche exclusivement théorique et numérique validée par des simulations
et démonstrations mathématiques. Elle s’inscrit pleinement dans l’objectif d’apporter une
contribution au niveau software de la fabrication additive dont, comme expliqué dans
l’Introduction, le manque de solutions robustes et versatiles réduit fortement les types
de pièces ou de substrats envisageables pour cette catégorie de procédés [1].
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Le Tableau 4 résume les contributions de la thèse et met en avant leur pertinence vis-
à-vis de l’avancement des outils disponibles pour la génération de trajectoire en fabrication
additive DED observés dans la littérature.

Catégories
Évaluations Apports

des de la
avancées thèse

Calcul des arêtes
de dépôt

Détermination des couches de contour + ✓
Remplissage d’aires ++ ✗
Direction de propagation − ✓

Complexité
substrat-pièce

Topologie de la pièce (trous, enchevêtrement) − − −

✓
Pluralité des directions de propagation −
Connexité de la pièce − − −
Type de substrat (plan, proche d’un plan ou arbitraire, pluralité) −−

Constituants de
trajectoire DED

Vecteurs outil − ✓
Reconstruction de courbes 3D − ✓
Constance de la distance pièce-outil + ✓

Réorganisabilité
de la trajectoire

Minimisation du temps de parcours + + + ✗
Prise en compte de la thermique + ✗
Réorientation de l’outil (hors gestion des collisions) − ✗

Table 4 – Contributions de la thèse

La méthode proposée dans cette thèse permet la détermination d’arêtes de dépôt aptes à
répondre aux exigences des procédés DED et est applicable à toute complexité de surface
ou de pièce facettisée en s’affranchissant d’une quelconque recherche de direction de fa-
brication. La réorganisabilité de la trajectoire n’est pas au cœur des travaux car permise
par la compatibilité de la méthode à la rétroaction de génération de trajectoire. Dans
une région délimitée d’une surface, la trajectoire calculée minimise le nombre de cordons
déposés, et donc en partie le temps de dépôt. La détermination de ces régions se veut être
conditionnée par une priorisation issue de constats de propagation thermique et d’appa-
rition de collisions au cours du calcul de la trajectoire.

La génération de trajectoire sans utilisation de direction de fabrication pour déclencher
le recouvrement constitue l’élément central de la méthode développée. L’appui sur des
directions de propagation par les méthodes usuelles de génération par slicing, géodésiques
ou réseaux d’iso-courbes préconditionne la direction de recherche de trajectoire en amont.
Cela peut aboutir à des difficultés voire impossibilités de génération de trajectoire pour
des géométries de pièces élaborées ou des configurations pièce-substrat complexes. Le
chapitre suivant permet notamment d’illustrer ce phénomène.
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Chapitre 2

Trajectoires et paramétrisation

Le Chapitre 1 a permis de mettre en avant les limitations principales des méthodes
de tranchage usuelles pour l’obtention de trajectoires adaptées à des combinaisons pièce-
substrat de complexité significative. Ce tranchage s’effectue soit par l’utilisation de sur-
faces de slicing correspondant à des plans, éventuellement courbés, permettant d’extraire
des courbes d’intersection avec la pièce à fabriquer, soit par l’utilisation directe d’équa-
tions décrivant des réseaux d’iso-courbes situés sur la pièce à fabriquer à condition que
cette dernière soit décrite dans sa globalité par une même équation paramétrisée continue.
Dans les deux cas, il s’agit de méthodes visant à obtenir des familles de courbes dont la
forme se rapproche plus ou moins de la forme des couches attendues pour la trajectoire
finale. Puis, ces courbes sont utilisées comme base de travail pour la recherche des courbes
correspondant aux couches finales. Pour une adaptation aux procédés DED, une distance
euclidienne constante entre les couches successives est aussi recherchée.

Comme souligné à la Section 1.3, l’obtention de telles courbes se fait en déterminant
en amont des directions de propagation basées exclusivement sur des constats issus de
la direction du substrat ou sur un découpage en entités sommaires. Comme évoqué, cela
soulève des questionnements majeurs. Tout d’abord, ces constats ne sont possibles qu’à
condition qu’une direction puisse être extraite du substrat ou que la pièce à fabriquer
puisse effectivement être partitionnée en entités sommaires. Dans le cas inverse, la géné-
ration de trajectoire ne peut être déclenchée par de telles méthodes. Deuxièmement, cela
présuppose qu’il soit nécessairement possible d’obtenir une trajectoire finale en utilisant
les familles de courbes issues du tranchage préalable, et que les problèmes d’optimisa-
tion numérique de recherche de points convergent toujours. La possibilité et la vitesse
de convergence constituent des éléments induits par la combinaison pièce-substrat et la
distance souhaitée entre les couches.

Le Chapitre 2 s’organise en quatre sections. Il a pour objectif de mettre en avant la
corrélation nécessaire entre forme des iso-courbes et direction d’empilement des couches
pour assurer la convergence des méthodes de génération de trajectoire par paramétrisa-
tion. Cela est mis en avant par une application directe sur le Schwarz P, qui est une
des TPMS introduites à la Section 1.2. La méthode de génération de trajectoire choisie
pour le cas d’application se base sur l’utilisation de réseaux d’iso-courbes. Comme rappelé
précédemment, les constats de convergence sont transposables à la méthode d’extraction
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de courbes d’intersection par slicing. Le but est de mettre en avant, par ce cas d’applica-
tion, que la convergence issue des méthodes de tranchage usuelles n’est pas systématique,
et que cela restreint par conséquent la gamme de complexités de géométries – dont font
notamment partie les TPMS – envisageables pour les procédés de fabrication additive dès
la phase de génération de trajectoire, avant même la phase de fabrication.

La première section expose comment approximer le Schwarz P par une équation implicite.
Les outils analytiques de manipulation de surfaces décrites par des équations implicites
et paramétriques sont discutés, ainsi que les avantages et inconvénients de l’implicitation
et de la paramétrisation. La deuxième section décrit la paramétrisation du Schwarz P.
Elle explique comment obtenir un réseau de courbes se propageant selon une unique
direction. Cette paramétrisation est utilisable à condition que le substrat associé soit
une surface continue relativement similaire à un plan de normale proche à la direction
de propagation du réseau d’iso-courbes et qu’il présente les mêmes symétries que celles
utilisées lors de la paramétrisation du motif. Dans le cas où les couches tendent à être
parallèles au réseau de courbes utilisé pour la propagation des couches, des problèmes de
convergence apparaissent. Il est possible de forcer la convergence par l’implémentation
de bornes de recherche spécifiques, mais valides uniquement pour la surface donnée et
non transposables pour des configurations pièce-substrat différentes. La troisième section
présente l’algorithme de génération de trajectoire associé au Schwarz P. Ce dernier est
valable uniquement pour un substrat plan normal à la direction de propagation du réseau
d’iso-courbes, et pour l’obtention de la trajectoire d’un unique motif. Enfin, la dernière
section discute de la convergence et du temps de calcul. Des informations supplémentaires
sur la génération de trajectoire par une méthode quelconque sont fournies, telles que la
déformation et l’assemblage de trajectoires. La dernière partie de cette section fournit
des arguments relatifs au choix de la surface d’entrée pour le moteur de génération de
trajectoire présenté au Chapitre 3.

2.1 Implicitation et paramétrisation
Une trajectoire nécessite l’utilisation de coordonnées de points et de vecteurs pour dé-

terminer les positions et orientations successives de l’outil de dépôt au cours du processus.
L’approximation d’une forme géométrique décrite par une équation, dès lors que cela est
envisageable, représente l’objet dans sa globalité. Pour avoir des informations locales, des
routines de calcul sont à appliquer. Les équations décrivant un objet géométrique sont
soit sous forme implicite, soit sous forme paramétrique.

Le Schwarz P peut être approximé par une équation implicite (Tableau 2). Or, dès lors
qu’il s’agit de générer une trajectoire à partir d’équations, les routines de calcul se basent
généralement sur des méthodes d’interpolation qui utilisent des équations paramétriques
[156,157]. Cela s’explique notamment par le fait que les équations implicites fournissent
moins d’informations locales que les équations paramétriques pour la description d’une
même variété différentielle.
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En effet, dans le cas particulier de la description d’une courbe – qui est une variété dif-
férentielle d’ordre un – plongée dans un espace de dimension deux, les formes implicites
fournissent autant d’informations vectorielles que les équations paramétriques pour la
décrire (Tableau 5). Cependant, toute forme implicite lie les coordonnées des points
situés sur la variété par une seule équation, tandis que les modèles paramétriques dé-
crivent chaque coordonnée par une équation liée uniquement aux équations des autres
coordonnées par l’utilisation d’un ou plusieurs mêmes paramètres variables.

Information géométrique locale 2D Implicitation Paramétrisation

Équation F (x, y) = 0
{

x = f (t)
y = g (t)

Vecteur normal −!N
[

∂F

∂x
,
∂F

∂y

]
[f ′ (t) , g′ (t)]

Vecteur tangent −!
T

[
−∂F

∂y
,
∂F

∂x

]
[−g′ (t) , f ′ (t)]

Table 5 – Informations géométriques locales d’une courbe 2D définie par une équation

Une première implication est qu’une équation implicite ne permet de décrire que des
variétés différentielles de dimension n − 1 plongées dans un espace de dimension n. Une
deuxième implication concerne le type d’informations qui en sont extricables (Tableau 6).

Information
géométrique Implicitation Paramétrisation

locale 3D

Équation F (x, y, z) = 0


x = f (t, u)
y = g (t, u)
z = h (t, u)

Vecteur normal −!N
[

∂F

∂x
,
∂F

∂y
,
∂F

∂z

] [
∂x

∂t
,
∂y

∂t
,
∂z

∂t

]
×
[

∂x

∂u
,

∂y

∂u
,

∂z

∂u

]

Vecteur tangent −!
T -



−!
Tt =

[
∂x

∂t
,
∂y

∂t
,
∂z

∂t

]

−!
Tu =

[
∂x

∂u
,

∂y

∂u
,

∂z

∂u

]

Table 6 – Informations géométriques locales d’une surface 3D définie par une équation
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Pour une forme implicite, l’équation ne permet que d’extraire une information géomé-
trique issue de multivecteurs (notion rappelée à l’Annexe A2) de même dimension que
la variété différentielle qu’elle décrit. Au contraire, les modèles paramétriques instaurent
autant de paramètres que la dimension de la variété à décrire, et chaque paramètre permet
d’extraire un monovecteur. Ces monovecteurs peuvent être combinés pour déterminer les
informations géométriques issues de multivecteurs de dimension supérieure.

Ainsi, cela impacte directement la manipulation de surfaces pour la génération de
trajectoire, qui sont des variétés différentielles d’ordre deux. Les modèles paramétriques
sont davantage adaptés pour de la génération de trajectoire par réseaux d’iso-courbes.
Le processus d’obtention d’une équation paramétrique est appelé “paramétrisation”, tan-
dis que celui résultant à une équation implicite est désigné par le terme “implicitation”.
L’implicitation et la paramétrisation d’une équation possèdent leurs propres avantages et
inconvénients [158], qui sont résumés au Tableau 7.

Implicitation Paramétrisation

Avantages

1. Toute surface décrite par une équation
paramétrique rationnelle peut être im-
plicitée

2. Possibilité de représenter des courbes
fermées à plusieurs variables ainsi que
les pentes infinies

3. Prédisposition à la classification des
points (modélisation solide, contrôle
d’interférences entre surfaces)

4. Prédisposition à la représentation des in-
tersections

5. Possibilité d’ajout d’offsets pour ajuster
la représentation

1. Toute quadrique non dégénérée, ainsi
que toute surface cubique ayant au plus
un point singulier de n’importe quel type
peut être paramétrisée

2. Possibilité de représenter des courbes
fermées à plusieurs variables ainsi que
les pentes infinies

3. Prédisposition à la génération de
courbes composites

4. Grande flexibilité : forte adaptation
et aisance de manipulation des formes
libres

5. Indépendance du système de coordon-
nées de l’espace de plongement : facilité
de manipulation et du traçage

Inconvénients

1. Exigences quasi-systématiques en temps
de calcul et en mémoire informatique

2. Degré de la forme implicite plus élevé
que celui de la forme paramétrique cor-
respondante

3. Difficulté à ajuster pour décrire des
formes quelconques

4. Dépendance du système de coordonnées
de l’espace de plongement : complexité
de manipulation et du traçage

1. Toute surface décrite par une équation
implicite ne peut pas toujours être para-
métrisée (en particulier, les surfaces al-
gébriques)

2. Difficulté de caractérisation des intersec-
tions induite par la grande flexibilité

3. Difficulté de classification des points in-
duite par la grande flexibilité

Table 7 – Avantages et inconvénients des équations de surfaces
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Dans le cas de la génération de trajectoire, l’espace de plongement est de dimension trois,
donc les formes implicites sont tout autant envisageables que les formes paramétriques
pour décrire les surfaces. Mais comme expliqué précédemment, les formes implicites ne
permettent que d’extraire les informations vectorielles issues de bivecteurs. Il est ainsi
possible de déterminer les vecteurs normaux à la surface qui sont directement issus de
bivecteurs, mais pas de réseaux de vecteurs tangents d’iso-courbes. Par conséquent, l’uti-
lisation d’une forme paramétrique est plus pratique pour générer une trajectoire. Il s’agit
donc de transformer l’équation implicite du Schwarz P en forme paramétrisée pour générer
ensuite des trajectoires de dépôt.

2.2 Paramétrisation du Schwarz Primitif
L’objectif de cette section est de paramétriser le Schwarz P à partir de son équation

implicite. Une paramétrisation, si elle existe, n’est pas unique. Comme rappelé en intro-
duction du Chapitre 2, une paramétrisation conditionne la direction de propagation des
iso-courbes sur la surface, et donc elle n’est valide que pour une gamme restreinte de
substrats en accord avec cette direction de propagation. Ici, la paramétrisation recherchée
doit être apte à de la génération de trajectoire sur un substrat plan en contact avec la
frontière inférieure du motif.

La paramétrisation de Weierstrass-Enneper sur le Schwarz P ne permet d’obtenir
une équation bi-paramétrée que sur un carreau minimal [134] (Figure 33). De plus,
sur la bi-paramétrisation recherchée un des paramètres est utilisé comme support de
propagation. Ainsi, les iso-courbes de ce paramètre doivent être suffisamment proches de
la direction d’empilement des couches pour faciliter la propagation de la trajectoire. Aussi,
une nouvelle paramétrisation doit être effectuée pour obtenir un couple de paramètres dont
l’un respecte cette condition.

Figure 33 – Carreau minimal du Schwarz P
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La paramétrisation proposée se base sur l’équation implicite approximant la surface
du Schwarz P. L’équation approximant le Schwarz P a une forme relativement simple
(Équation 4). Le motif est inclus dans un cube de côté 2π. L’équation peut être trans-
formée pour inclure un facteur d’homothétie que l’on note ici λ (Équation 5). Ce facteur
permet de moduler la taille du motif de manière homogène dans les trois directions or-
thogonales X, Y et Z de l’espace. Pour un facteur λ donné, le motif est alors inclus dans
un cube de côté 2π/λ.

cos (x) + cos (y) + cos (z) = 0 (4)

cos (λX) + cos (λY ) + cos (λZ) = 0 (5)

Ces deux équations implicites décrivent des réseaux infinis de Schwarz P (Figure 34). Le
Schwarz P possède six trous mais est de genre cinq. Les trous caractérisent une difficulté
éventuelle sur la génération de trajectoire étant donné qu’ils engendrent des départs et ar-
rêts de dépôt. La paramétrisation doit être telle qu’un des réseaux d’iso-courbes contourne
ces trous. Ici, les trous concernés par ce problème sont les quatre trous latéraux. En effet,
les deux trous situés au niveau inférieur et supérieur du motif sont à l’interface de plans
de normale −!

Z . Or, le substrat associé à la paramétrisation recherchée est un plan de nor-
male −!

Z . De par la forme du motif et le substrat considéré, la direction de propagation des
couches attendue est colinéaire à l’axe −!Z . Cela signifie que seuls les trous latéraux sont des
sources potentielles de discontinuité des couches pour cette combinaison pièce-substrat.

(a) (b)

Figure 34 – Réseau de Schwarz P

(a) Motif unitaire (b) Vue trimétrique
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(c) (d)

Figure 34 – Réseau de Schwarz P

(c) Vue dans le plan de normale −!
Z (d) Vue dans le plan de normale −!

X + −!
Y

Au vu de l’allure du motif, le motif peut être divisé en quatre parties identiques par
rotation autour de l’axe −!

Z (Figure 35). Il s’agit d’une des propriétés spécifiques au
Schwarz P, qui n’est pas nécessairement partagée par les autres TPMS. Cette propriété
permet de réduire la section de motif à utiliser pour l’obtention d’une paramétrisation
cohérente avec la configuration pièce-substrat envisagée.

Figure 35 – Assemblage de quarts de Schwarz P
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En projetant le réseau sur le plan de normale −!
Z (Figure 34c), on constate que les

iso-courbes à Z constant forment un réseau infini de courbes fermées (Figure 36). La
taille et la forme des courbes fermées dépend de l’abscisse Z. Pour un seul motif, Z varie
entre −π/λ et π/λ. Pour les valeurs égales à −π/2λ et π/2λ, le réseau de courbes forme
une grille. Il s’agit de cas critiques pour lesquels les courbes ne sont plus fermées mais
forment deux familles d’une infinité de droites parallèles. Les deux familles de droites sont
perpendiculaires entre elles. Les réseaux de droites pour les abscisses −π/2λ et π/2λ sont
identiques. Ils sont indiqués en rouge sur la Figure 36. Ces réseaux de droites critiques
forment un damier. Par la suite, elles sont mentionnées en tant que “couches critiques”. Les
première et deuxième couches critiques sont situées respectivement au niveau du premier
et du troisième quart de la hauteur du motif (Figure 36a).

(a) (b)

Figure 36 – Réseau d’hyperboles du Schwarz P

(a) Iso-Z 3D d’un motif (b) Iso-Z 2D d’un réseau

Pour les valeurs de Z différentes des valeurs critiques, les courbes fermées à Z fixé sont
identiques et situées soit uniquement dans les cases paires du damier, soit uniquement dans
les cases impaires. Deux valeurs de Z opposées décrivent le même réseau 2D de courbes, et
deux valeurs écartées de π/λ décrivent des réseaux identiques mais dont les courbes sont
situées dans des cases du damier de parité complémentaire. Si l’observation se limite à la
zone verte de la Figure 36, il est possible de constater des courbes rappelant la forme
d’hyperboles. Ainsi, chaque courbe fermée est formée de quatre branches d’hyperboles
identiques par rotation.
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Les équations des hyperboles du réseau peuvent être obtenues en transformant ana-
lytiquement l’équation implicite approximant la surface du Schwarz P (Équation 5).
Dans le système de coordonnées utilisé, les asymptotes des hyperboles sont parallèles aux
axes X et Y . Les hyperboles sont donc des hyperboles homographiques dont les équations
canoniques sont de la forme X ′Y ′ = K ′ où X ′ et Y ′ sont les coordonnées 2D des points
de l’hyperbole centrée en (0, 0) et K ′ une constante. La valeur de K ′ est donnée par
l’Équation 6. La forme canonique des hyperboles homographiques est obtenue par iden-
tification à l’Équation 7 en utilisant les formules issues de la trigonométrie permettant
de factoriser cos (λX) + cos (λY ).

2K ′ = K = − cos (λZ) = − cos (z) (6)

cos
λ

X + Y

2

 cos
λ

X − Y

2

 = K

2
= K ′ (7)

L’Équation 7 peut être assimilée à une hyperbole homographique d’équation X ′Y ′ = K ′

en utilisant le changement de variable de l’Équation 8. Pour obtenir une forme bi-
paramétrisée, les formes canoniques des hyperboles homographiques sont ensuite identi-
fiées à des hyperboles coniques. L’intérêt est que les hyperboles coniques 2D peuvent être
facilement décrites par un unique paramètre t. Ainsi, la forme bi-paramétrée recherchée
du Schwarz P peut être obtenue. t et z décrivent alors entièrement l’évolution dans le plan
des coordonnées X et Y . Contrairement aux hyperboles homographiques, les asymptotes
des hyperboles coniques ne sont jamais parallèles aux axes du système de coordonnées uti-
lisé pour décrire leur équation. L’identification des formes homographiques à des formes
coniques est donc réalisée en changeant de système de coordonnées plan (X ′, Y ′) pour
obtenir le système (X ′′, Y ′′) pour que les asymptotes ne soient plus parallèles aux axes
du système. La transformation permettant le changement de système est réalisée via une
rotation plane dans le sens direct d’angle π/4 radians suivie d’une symétrie par rapport à
l’axe X ′ (Équation 9). Ainsi, l’Équation 7 sous forme homographique mène à la forme
conique donnée par l’Équation 10.



X ′ = cos
λ

X + Y

2



Y ′ = cos
λ

X − Y

2


(8)



X ′′ = (X ′ + Y ′)√
2

Y ′′ = (X ′ − Y ′)√
2

(9)
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 X ′′√
|K|

2
−

 Y ′′√
|K|

2
= sgn(K) (10)

La paramétrisation de l’hyperbole conique sous forme canonique est ensuite obtenue par le
changement de variables donné à l’Équation 11. Cette paramétrisation dépend du signe
de K. L’introduction de ce signe, noté sgn (K), permet de fusionner les paramétrisations
pour les valeurs de K positives et négatives en une unique forme paramétrisée. Puis,
les fonctions hyperboliques cosh et sinh sont changées sous leur forme exponentielle. Ce
changement est donné par l’Équation 12 et permet ainsi d’obtenir une nouvelle forme
de X ′′ et Y ′′ (Équation 13). Ainsi, X ′′ et Y ′′ sont exprimés en fonction de t et sgn (K)
uniquement. Étant donné que K est une fonction de z (Équation 6), X ′′ et Y ′′ dépendent
donc uniquement de t et z.


X ′′ = cosh (t)
Y ′′ = sinh (t)

, si K>0


X ′′ = sinh (t)
Y ′′ = cosh (t)

, si K<0 (11)



cosh (t) = 1
2

et + e−t



sinh (t) = 1
2

et − e−t


(12)



X ′′ = 1
2

et + sgn(K)e−t



Y ′′ = 1
2

et − sgn(K)e−t


(13)

X ′ et Y ′ puis X et Y sont ainsi exprimés en fonction de t et z en utilisant l’Équation 13
dans l’Équation 9 puis en utilisant l’équation obtenue dans l’Équation 8. Les fonc-
tions de X et Y résultantes sont données à l’Équation 14. Les fonctions A (z, t) et
B (z, t) qui y apparaissent sont explicitées à l’Équation 15. Pour une valeur donnée de
z, l’Équation 14 décrit ainsi une branche d’hyperbole et paramétrise donc un quart de
motif de Schwarz P (Figure 37). Le fait que X et Y dépendent du signe de K est cohé-
rent avec le fait que les iso-courbes fermées à z fixé se situent soit dans les cases paires
soit dans les cases impaires du damier plan formé par les couches critiques (Figure 36).
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Zone de
paramétrisation

Plan de
symétrie

Figure 37 – Schéma de paramétrisation du Schwarz P



X (z, t) = 1
λ

A (z, t) + sgn(t)
(π − B(z, t))




Y (z, t) = 1
λ

A (z, t) − sgn(t)
(π − B(z, t))




Z (z, t) = z

λ

(14)



A (z, t) = arccos
sgn(K)

√√√√|K|
2

e
(
− ln

(√
2

|K|

)
−t
)

B (z, t) = arccos
sgn(K)

√√√√|K|
2

e
(
+ ln

(√
2

|K|

)
+t
)

(15)

Les équations de X et Y sont denses et peuvent être difficiles à manipuler. En consta-
tant que le paramètre t varie dans un intervalle symétrique dépendant de ln (|K|), il est
possible de simplifier leur forme bi-paramétrée par le changement de variable présenté à
l’Équation 16. Cela permet notamment de remplacer t par le paramètre T dont l’in-
tervalle de variation est [−1, 1]. La fonction sgn (t) peut aussi être remplacée par sgn (T )
sans compromettre la paramétrisation.
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T = 2 t

[ln (2) − ln (|K|)] (16)

La finalité étant d’obtenir une forme bi-paramétrée combinable à des méthodes d’optimi-
sation numérique pour la recherche de points de la trajectoire, on peut encore apporter
une modification pour assouplir l’utilisation ultérieure de la forme bi-paramétrée. En l’état
actuel, X et Y dépendent tous les deux du signe de K et du signe de T . La fonction signe
a une dérivée discontinue en 0, et peut donc causer des problèmes en cas d’utilisation d’al-
gorithmes d’optimisation numérique. Pour éviter ce problème, l’intervalle de variation de
T pour la paramétrisation peut être réduit à un sous-intervalle où son signe est constant.
Cela revient à limiter la paramétrisation non plus à un quart de motif (Figure 35), mais
à un huitième de motif (Figure 38). La paramétrisation finale d’un huitième de Schwarz
P est donnée à l’Équation 17. T varie sur [−1, 0] et z varie sur [−π, π]. La constante λ
contrôle la taille du cube contenant le motif : la longueur de ses arêtes est de 2π/λ.

Figure 38 – Courbes iso-T du huitième de Schwarz P
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Ainsi, la forme bi-paramétrisée (z, T ) du huitième de Schwarz P convient sensiblement
aux exigences. Elle est telle que le paramètre z évolue dans la direction de propagation
des couches. Cette direction de propagation des couches, assimilable à l’axe −!

Z , est unique
dans le cas du Schwarz P de par la forme de la surface et le substrat plan situé au niveau
de la face inférieure du cube englobant le motif envisagé. Le paramètre T évolue dans
les plans perpendiculaires à la direction de l’axe −!

Z . Il y a cependant un affaissement des
courbes iso-T au niveau des valeurs critiques −π/2 et π/2 de z lorsque T tend vers −1.
Il s’agit des régions proches des iso-Z situées vers le premier quart et le troisième quart
de la hauteur du motif.

De par la forme du motif, il est possible d’obtenir la trajectoire d’un quart depuis le
huitième en dupliquant la trajectoire et en effectuant une symétrie miroir par rapport au
plan de normale −!

U = −!
X −

−!
Y et contenant le point O(0, 0, 0) (Figure 37). L’assemblage

de surfaces n’implique pas l’assemblage des couches de trajectoire dans le cas général :
davantage d’informations sont précisées à ce sujet à la Sous-section 2.4.2. Dans le cas
du Schwarz P, les trajectoires des deux huitièmes sont assemblables car il s’agit d’un cas
particulier. En effet, dans le cas d’une symétrie miroir, les derniers points à fusionner des
couches de chaque huitième correspondent à des maxima locaux. Ainsi, il n’y a pas de
risque de décalage entre la trajectoire d’un quart de motif et de deux huitièmes assemblés.

Enfin, la trajectoire du motif entier est obtenue en dupliquant la trajectoire du quart
trois fois et en effectuant des rotations autour de l’axe −!

Z d’angles π/2, π et 3π/2. Une
fois encore, le Schwarz P est un cas particulier qui permet l’assemblage des couches. La
combinaison des trajectoires sur un même quart est envisageable car il s’agit encore une
fois d’un cas particulier où le quart est lui-même obtenu par symétrie miroir, ce qui si-
gnifie que les couches attendues sur un quart sont censées être symétriques par rapport
au plan de symétrie. Par conséquent, les premier et dernier points de chaque couche d’un
quart de motif – situés au niveau des iso-T pour T = −1 et T = 1 – sont attendus à la
même hauteur Z, ce qui permet leur superposition lors de la duplication des couches pour
chaque quart, et donc l’assemblage des couches de la trajectoire.

En effet, dans le cas général, les projetés des points extrémaux d’un morceau de motif sur
la couche précédente ne sont pas nécessairement situés sur le même morceau de motif.
Cela pourrait ainsi amener à une variation de la valeur de la distance euclidienne à la
couche précédente en ces points, aussi bien pour l’assemblage des huitièmes et des quarts.
Toutefois, dans le cas du particulier Schwarz P, tous ces points d’interface d’assemblage
de couches sont des extrema locaux, d’où le respect du critère de distance euclidienne.

Notons aussi que les duplications de couches sur un huitième puis un quart de motif
impliquent que les conditions initiales induites par le substrat doivent être les mêmes
pour chaque duplication. Cela signifie que le substrat doit nécessairement présenter les
mêmes invariances issues de la symétrie miroir et des rotations pour que les couches
résultant de l’assemblage soient valides. Comme détaillé en début de section, le substrat
envisagé pour l’algorithme est un plan en contact avec la frontière inférieure du motif. Un
tel substrat respecte les invariances de symétrie requises pour l’assemblage des couches,
tout en étant normal à la direction de propagation des iso-Z (Figure 36a).
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2.3 Algorithme de génération de trajectoire associé
Dans cette section, un algorithme qui permet de générer le chemin de dépôt complet

d’un Schwarz P à partir de la paramétrisation de la section précédente est proposé. Les
paramètres d’entrée de cet algorithme sont la longueur du motif, notée lP et égale à 2π/λ,
la hauteur de couche correspondant à la distance entre deux couches successives, notée
hP , ainsi que la valeur indicative de discrétisation entre deux points consécutifs d’une
même couche, notée dP . La signification physique et les bornes supérieures de variation
de ces paramètres sont détaillées au Tableau 8. Les contraintes de plage de variation
sont justifiées dans la suite de la section et à l’Annexe A4.

Symbole
Paramètre d’entrée Équivalence Exigence(s) de

associé physique l’algorithme

lP Longueur du motif
Longueur du côté du cube

lP > 0minimal contenant le motif

hP Hauteur de couche Hauteur de cordon hP > 0 et hP ≤ lP /8

dP
Valeur indicative de

discrétisation des couches
Incrément de déplacement

de l’outil de dépôt

dP > 0 et

dP ≤ min
(0, 1911

2 lP ,
(1

2 − 1
π

)
hP

)

Table 8 – Réglage des paramètres d’entrée

L’objectif est de trouver un ensemble de couches recouvrant un huitième de Schwarz P
et respectant le critère de distance euclidienne de valeur hP . Les points situés sur un
huitième sont déterminés par les deux paramètres z et T . Puisque chaque couche dépend
de toutes les couches précédentes afin de respecter le critère de distance euclidienne, le
chemin du huitième de motif est calculé couche par couche. Les couches attendues sont
censées être empilées dans la direction −!

Z . Pour chaque couche, le premier et le dernier
point possèdent toujours la même valeur de T , qui sont respectivement T = −1 et T = 0.

La connaissance de T et la contrainte de distance entre les couches hP permettent
de trouver la valeur z des points d’une nouvelle couche à générer en utilisant ceux de la
couche qui la précède, à l’aide de fonctions d’optimisation numérique. Ces fonctions sont
détaillées dans la suite de la section. Lorsque la surface est localement relativement plane,
deux vallées de solutions à distance constante non nulle de la couche précédente existent :
l’une donne des points au-dessus de la couche précédente, ce qui correspond à la couche
souhaitée, et l’autre donne des solutions en dessous de la couche précédente (Figure 39a).
Pour permettre la convergence de la recherche par optimisation numérique, l’intervalle de
recherche doit être réduit afin que seule la vallée souhaitée soit conservée. Cependant, au
voisinage des couches critiques, les deux vallées sont proches (Figure 39b), ce qui rend la
discrimination d’une vallée par rapport à l’autre plus difficile, et donc la convergence de
la fonction d’optimisation beaucoup plus difficile. Cela s’explique par l’affaissement des
iso-T en ces régions, comme évoqué à la fin de la Section 2.1.
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(a) (b)

Figure 39 – Fonction de coût de recherche de trajectoire du Schwarz P

(a) Loin des couches critiques (b) Au voisinage des couches critiques

Pour palier à ce problème de recherche des points sur le huitième de motif au voisinage des
deux couches critiques, deux paramétrisations supplémentaires issues de la forme (z, T )
et construites à partir de constats de symétrie sont utilisées. La routine de génération de
trajectoire repose sur un basculement entre les différentes paramétrisations (Figure 40).

Chemin
de dépôt

Calcul des
couches

Mode (yC1, TyC1)

Pas de traversée Mode (z,T)

Traversée de la
première couche

critique

Détection
de traversée

Mode (xC2, TxC2)
Traversée de la

deuxième couche
critique

- Longueur
 du motif ( lP)

- Hauteur
 de couche (hP)

- Valeur indicative
 de discrétisation
 des couches (dP)

Figure 40 – Structure générale de l’algorithme

77/264



Trajectoires et paramétrisation

L’algorithme développé est implémenté en MATLAB et utilise la fonction d’optimisa-
tion “fmincon”. La routine d’optimisation choisie lors de l’appel de la fonction utilise la
méthode de recherche par points intérieurs [159]. Pour chaque optimisation, la fonction
de coût est le carré de la différence d’une distance objectif hP avec la distance du point
recherché à sa couche précédente. Dans le cas du Schwarz P, l’utilisation d’une fonction
d’optimisation à plusieurs variables est à éviter en raison de la forme des iso-Z et des
iso-T, ainsi que de l’échelle de variation exponentielle du paramètre T (Figure 38). En
effet, une optimisation à plusieurs variables est plus complexe à contrôler et la multiplicité
des variables ne garantit pas la convergence vers une solution.

Afin de solutionner cette limitation, l’algorithme utilise des optimisations à une variable
successives. Le fonctionnement de l’algorithme est le même pour les trois modes de para-
métrisation. Pour la suite, la notation (w, Tw) désigne indifféremment une paramétrisation
parmi (z, T ), (y C1, Ty C1) et (x C2, Tx C2). De même, les notations “iso-W” et “iso-Tw” sont
utilisées. Pour chaque couche, le premier et le dernier point sont d’abord déterminés avec
une optimisation chacun. Puis, pour chaque autre point de la couche, trois optimisations
numériques successives sont appliquées (Figure 41). Pour chaque optimisation amenant
successivement aux points C1, C2 et C3, le point de sortie est déterminé à partir d’un
autre point spécifié en entrée, et la fonction de coût spécifiée qui permet de déclencher la
recherche est le carré de la distance souhaitée entre ces deux points ou le point de sortie
et la couche précédente. Selon le contexte, cette distance est une distance euclidienne ou
une longueur d’arc. Davantage d’informations sont fournies dans la suite de la section.

Figure 41 – Recherche des points d’une nouvelle couche
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L’optimisation des premiers et derniers points des couches correspond à la troisième op-
timisation des autres points qu’ils encadrent. Pour les points extrémités, l’optimisation
consiste à utiliser le point extrémité correspondant issu de la couche précédente : l’opti-
misation de recherche se fait sur le paramètre w en utilisant la même valeur de Tw que
celle du point de la couche précédente utilisé. Cela permet d’obtenir le paramètre w du
premier point et du dernier point de la couche, et donc d’en déduire leurs coordonnées. Les
points de sortie de l’optimisation sont situés à une distance euclidienne hP de la couche
précédente.

Une fois le premier et le dernier point de la couche déterminés, les autres points sont dé-
terminés successivement dans le sens croissant d’évolution des iso-Tw. Pour chaque point,
deux points intermédiaires sont calculés. Au cours de la première optimisation, le point
précédent de la même couche est utilisé, et un point intermédiaire situé sur le même iso-
W est calculé. Ce point intermédiaire se trouve sur un iso-Tw différent et à une longueur
d’arc constante dP du point précédent de la couche. Le choix d’utiliser une longueur d’arc
plutôt qu’une distance euclidienne facilite la convergence car l’évolution d’une longueur
d’arc au cours du parcours de l’iso-Tw suit une loi nécessairement monotone là où ce n’est
pas toujours le cas pour une évolution de distance euclidienne. La première optimisation
numérique utilise donc Tw comme variable, et retourne un point situé à une longueur d’arc
dP du point précédent de la même couche.

Puis, un deuxième point intermédiaire est déterminé à partir du premier. Le but est de
déterminer le point sur le même iso-Tw que ce premier point le plus proche de la couche
précédente. Au cours de cette étape, l’optimisation numérique utilise donc w comme va-
riable. La détermination de ce deuxième point intermédiaire permet de réduire l’intervalle
de recherche de la troisième optimisation. En effet, comme évoqué précédemment, une
distance non nulle sur la fonction de coût génère deux vallées de solutions correspondant
à la couche souhaitée et la couche sous la couche précédente (Figure 41). Cela rend la
convergence plus difficile, si les vallées sont proches et que l’intervalle de recherche n’est
pas judicieusement réduit. En cherchant le pseudo-point d’intersection C2 entre la couche
précédente et l’iso-Tw du premier point intermédiaire, la distance spécifiée dans la fonc-
tion de coût est nulle : il n’y a qu’une vallée, ce qui réduit les problèmes de convergences.

Enfin, le deuxième point intermédiaire est utilisé pour déterminer le point de la nouvelle
couche recherché. Tout comme la deuxième, l’optimisation se fait sur un iso-Tw, et utilise
w comme variable. Le point résultant se situe à une distance euclidienne hP de la couche
précédente. L’utilisation du deuxième point intermédiaire permet de réduire l’intervalle
de recherche sur la vallée de solutions correspondant à la nouvelle couche, et ainsi d’éviter
l’obtention de points non souhaités situés sur la couche en dessous de la couche précédente.

L’algorigramme entier de la méthode de génération de trajectoire du Schwarz P est
détaillé à la Figure 42. La couche d’initialisation du chemin est obtenue comme la courbe
d’intersection entre le motif de longueur lP et le plan d’équation Z = −lP /2. Il s’agit donc
de l’iso-Z correspondant à z = −π sur un motif unitaire. Afin de garantir la convergence
de l’algorithme, il est nécessaire que le gradient de la fonction de coût soit continu, et donc
que les éléments donnés en entrée des fonctions d’optimisation soient de continuité C1 sur
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les intervalles de recherche. De plus, la fonction de coût doit présenter si possible un seul
minimum local dans l’intervalle considéré. Ainsi, chaque nouvelle couche est calculée en
utilisant une interpolation polynomiale du second degré de la couche qui la précède plutôt
que la couche précédente directement. De même, l’introduction des modes de basculement
permet d’utiliser des iso-Tw de continuité C1 sur les intervalles considérés.

Début

Fin

Calcul de la
couche d'initialisation

Couche précédente =
couche d'initialisation

Couche précédente =
nouvelle couche

A*: premier point de la 
     couche précédente
B*: dernier point de la 
     couche précédente

   = 2   / lP 

Zmin= - lP/2 

ZC= - lP/4 

Zmax= lP/2 

debutTraversee = 0  
finTraversee = 1  
aFiniTraversee = 0

AC: point tel que 

    (z, T)=(  ZC , -1) 

BC: point tel que 

    (z, T)=(  ZC , 0) 

Interpolation polynomiale
de la couche précédente Détection du basculement

Calcul du premier et du
dernier point de la 

nouvelle couche

Calcul des points internes
de la nouvelle couche

Z(AC)>Zmax  ?

Obtention d'un quart
de motif par duplication

et symétrie miroir

Obtention d'un motif 
entier par duplications

et rotations

Huitième de motif

Motif entier
AC: point tel que 

    (z, T)=(  ZC , -1) 

BC: point tel que 

    (z, T)=(  ZC , 0) 

OuiNon

Figure 42 – Algorithme de trajectoire du Schwarz P
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Les données de la couche précédente sont stockées en mémoire, et elles sont interpolées
par une fonction polynomiale de variable s, de sorte à obtenir les fonctions de chacune des
coordonnées cartésiennes X (s), Y (s) et Z (s). À cet effet, un algorithme itératif basé sur
la méthode du nombre d’or est utilisé [160]. À travers cette méthode, on suppose que le
paramètre s varie uniformément entre 0 et 1, entre le point de départ et le point final de la
couche précédente. La méthode itérative permet de minimiser la distance entre la fonction
polynomiale approximée et la fonction linéaire par morceaux formée par l’ensemble des
segments liant les points de la couche précédente en minimisant, pour chaque segment de
la couche précédente, l’erreur de corde de la fonction approximative.

La méthode du nombre d’or permet de trouver le minimum ou le maximum à l’intérieur
d’un intervalle spécifié à condition que la fonction soit unimodale sur cet intervalle. L’uni-
modalité signifie que la fonction de distance entre deux points successifs de la couche
précédente n’a qu’un seul extremum. Cette hypothèse est valable pour l’interpolation des
couches précédentes car la fonction polynomiale traverse exactement les points de cette
couche. Ainsi, par continuité, si la distance entre un segment et le polynôme augmente
après le passage du sommet de départ du segment, elle doit nécessairement diminuer pour
que le polynôme puisse passer par le sommet de fin du segment. La méthode du nombre
d’or permet d’approximer par un polynôme tout ensemble de courbes dont l’union est
connexe et ne comporte pas d’embranchement. L’ajustement d’un polynôme de degré
élevé diminue l’erreur de corde car l’augmentation du nombre de coefficients offre davan-
tage de degrés de liberté, mais cela rend le comportement de la fonction polynomiale en
dehors de l’intervalle [0, 1] moins prévisible. C’est pour cela que dans l’algorithme l’inter-
polation se limite à des polynômes du second degré.

Une fois que la couche précédente est interpolée, l’algorithme procède au basculement
du mode de paramétrisation. Pour cela, une routine détecte si la nouvelle couche à gé-
nérer passe à travers une couche critique (Figure 43). Cela permet l’obtention du mode
(w, Tw) à utiliser pour le calcul de la nouvelle couche. Comme expliqué précédemment, les
changements de paramétrisation permettent de remédier aux problèmes de convergence
de l’optimisation au voisinage des couches critiques.

Les paramétrisations alternatives sont obtenues en exploitant la propriété de tripériodicité
que possède le Schwarz P en tant que TPMS. Par tripériodicité, la paramétrisation (z, T )
est transformable en une paramétrisation de type (x, T ) ou (y, T ). La forme des équations
paramétrées demeure identique. Puis, étant donné que le Schwarz P possède des symétries
selon les plans x = 0, y = 0 et z = 0, il est possible de paramétrer tout huitième – ou quart
de motif en élargissant l’intervalle de variation de T comme détaillé à la Section 2.2
– à partir d’une forme donnée en changeant les signes des paramètres d’entrée, ou en
permutant les coordonnées cartésiennes de sortie avec changement de signe éventuel. Par
exemple, la forme (z, T ) est valide pour le quadrant (X ≥ 0, Y ≥ 0) du Schwarz P, mais
elle permet de paramétrer le quadrant (X ≤ 0, Y ≥ 0) par la transformation X → −X.
La convergence des calculs nécessite que les iso-Z et les iso-T soient sécants. Or, ce n’est
pas le cas au niveau des couches critiques car les iso-T s’affaissent. L’utilisation d’une
paramétrisation différente permet de garantir localement que les courbes des iso-Z et des
iso-T ne tendent pas à être parallèles dans la région du motif où la trajectoire est calculée.
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Figure 43 – Détection du basculement de paramétrisation

Les deux paramétrisations alternatives à la forme (z, T ) recherchées doivent être loca-
lement dérivables selon leurs deux variables au niveau des couches critiques de la forme
(z, T ). Elles sont déterminées à partir des formes (x, T ) et (y, T ). La Figure 44 illustre
les plans contenant les couches critiques des paramétrisations (x, T ), (y, T ) et (z, T ).

Les couches critiques constituent une zone de discontinuité de la dérivée de la première
variable de la paramétrisation concernée engendrée (Équation 17 p74). Plus précisément,
l’apparition des discontinuités est due à la présence de la fonction Valeur Absolue sur la
forme paramétrisée, non dérivable en 0. Cela se produit lorsque K s’annule, donc lorsque
cos (λZ) s’annule (Équation 6 p71). C’est le cas lorsque Z atteint les valeurs situées au
premier et troisième quart de la hauteur du motif.

Par conséquent, les paramétrisations alternatives doivent être choisies de sorte que leurs
propres couches critiques soient éloignées des couches générées sécantes aux couches cri-
tiques de la paramétrisation (z, T ). Cela permet de considérer des intervalles d’étude
continus et dérivables pour faciliter les optimisations numériques de recherche de points.
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Figure 44 – Zones critiques des différentes paramétrisations

Les courbes iso-Tw des deux paramétrisations alternatives utilisées pour faciliter la conver-
gence au voisinage des couches critiques de la paramétrisation (z, T ) sont représentées à la
Figure 45. La paramétrisation (yC1, TyC1) est obtenue à partir de la forme (z, T ) par les
changements simultanés Y → Z et Z → −Y (Figure 45a), tandis que la forme (xC2, TxC2)
est obtenue via les transformations simultanées X → Z et Z → X (Figure 45b). Ces
formes, utilisées respectivement pour les basculements des première et deuxième couches
critiques, sont conformes aux exigences de dérivabilité de leurs iso-courbes énoncées à la
fin du paragraphe précédent.

(a) (b)

Figure 45 – Iso-Tw des paramétrisations alternatives sur [−1, 1]

(a) Courbes iso-TyC1

(b) Courbes iso-TxC2
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Le basculement de paramétrisation est quant à lui détecté en utilisant la monotonie de la
progression de la coordonnée Z des points successifs situés sur une même couche. Lorsque
le chemin est généré, les couches sont empilées avec un dénivelé selon l’axe −!

Z en raison
de la géométrie du Schwarz P. Cela s’explique par la forme des iso-T, qui sont de moins
en moins parallèles à cette direction lorsque le paramètre T varie de 0 vers −1. Le re-
broussement des iso-T vers T = −1 induit un retard de progression des points de fin des
couches selon la coordonnée Z. Ce dénivelé est croissant au sein même d’une couche et
suit une loi monotone. Ainsi, une nouvelle couche à générer traverse une couche critique
si son premier point est sous cette couche critique et que son dernier point est situé au-
dessus. Donc, le dépassement d’une nouvelle couche peut être déterminé avant son calcul
en estimant la distance des points extrémaux de la couche qui la précède avec les points
situés à T = −1 et T = 0 sur l’iso-Z de la couche critique concernée, et en comparant les
coordonnées Z de ces différents points (Figure 43).

Enfin, les trois modes de paramétrisation nécessitent certaines précautions vis-à-vis des
paramètres hP et dP . Ils conditionnent les bornes supérieures de ces deux paramètres
communiquées en début de section (Tableau 8). Premièrement, la hauteur de couche hP

doit être telle que les deux couches critiques ne puissent pas être dépassées d’un coup
car le basculement de paramétrisation est effectué au voisinage de ces dernières, indé-
pendamment les unes des autres. Les couches critiques sont espacées de lP /2. Or, tout
basculement se fait en plusieurs sous-étapes : la détection du début de basculement et de
la fin du basculement (Figure 43). Pour chaque couche générée, une seule détection est
effectuée à la fois pour éviter les collisions de booléens amenant à une indétermination du
mode de paramétrisation à choisir. Ainsi, entre les deux couches critiques, il est nécessaire
de générer au moins trois couches pour assurer une transition stable des détections au
cours des sous-étapes. Par sécurité, la borne supérieure est choisie pour assurer la pré-
sence d’au moins quatre couches dans cette zone, ce qui explique l’inégalité hP ≤ lP /8.
Deuxièmement, la détermination de la borne supérieure de dP est beaucoup plus délicate.
Le calcul approximatif de cette borne est présenté à l’Annexe A4. La démarche déve-
loppée garantit une valeur de dP telle que toute couche de la trajectoire soit interpolée
par un polynôme de degré exactement deux pour éviter les problèmes de convergence déjà
évoqués dans la section.

Une fois l’étape de basculement de paramétrisation effectuée, les points de la nouvelle
couche sont déterminés par le processus décrit en début de section (Figure 41). Tout
d’abord, le premier et le dernier point de la nouvelle couche sont calculés (Figure 46).
Leurs bornes de recherche sont choisies selon s’il y a traversée ou non de la couche critique
par la nouvelle couche à calculer. La connaissance de ces points extrémaux se fait avant
celle des autres points car ils constituent respectivement les conditions de départ et d’arrêt
de génération des points internes de la couche. Puis, le calcul des points internes de la
couche se fait à partir du point précédent via trois optimisations numériques successives
(Figure 47). La propagation des points internes se fait dans le sens croissant des iso-Tw
du mode de paramétrisation effectif. Les valeurs de Tw des points extrémaux constituent
les bornes de l’intervalle de variation de ce paramètre. Un nouveau point est calculé à
partir d’un point précédent s’il existe une valeur de Tw strictement supérieure et incluse
dans cet intervalle telle que la longueur d’arc liant ces deux points est égale à dP .
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Début

Fin

aFini  
Traversee   

= 1  ?

debut  
Traversee   

= 1  ?

Tw(A) = -1  

Tw(B) = 0  

Z-(B) =  max ( ZC , Z(B*) ) 

Z+(B) =  Z -(B) + hP 

Z-(A) =  max (Zmin , Z(A*) ) 

Z+(A) =  Z +(B)

Z-(B) =  max (ZC , Z(B*) ) 

Z+(B) =  Z -(B) + hP 

Z-(A) =  Z (A*) 

Z+(A) =  min (ZC , Z+(B) )

Z-(B) =  Z (B*) 

Z+(B) =  min (Z-(B) + hP , ZC ) 

Z-(A) =  max (Zmin , Z(A*) ) 

Z+(A) =  Z +(B)

Bornes de recherche 
Z- et Z+

Oui Non

Optimisation numérique :  
recherche de Z(A) tel que 

Z(A)>Z(A*) et A distant de hP 

de la couche précédente

Optimisation numérique :  
recherche de Z(B) tel que 

Z(B)>Z(B*) et B distant de hP 

de la couche précédente

B : dernier point de
la nouvelle couche

A : premier point de
la nouvelle couche

Oui Non

Figure 46 – Calcul des points extrémaux de la nouvelle couche

Cet arc correspond à une longueur d’iso-W. La Section 2.2 a mis en évidence que ces
courbes iso-W peuvent être assimilées à des branches d’hyperboles déformées. Or, en tant
que branches d’hyperboles, ces longueurs d’arc font partie de la famille des intégrales
elliptiques de la seconde espèce, dont il est prouvé qu’il n’existe pas de forme calculable
de manière exacte [161]. Par conséquent, ces longueurs d’arc k sont calculées de ma-
nière numérique. Étant donné que l’échelle de variation de Tw n’est pas linéaire, le calcul
numérique se fait en utilisant un pas de discrétisation adaptatif sur l’arc à mesurer via
l’algorithme de quadrature de Gauss-Kronrod [162]. Le calcul de la longueur d’arc fournit
le sens de propagation des points au sein de la nouvelle couche et la condition d’arrêt de
cette même propagation. La génération des points internes est déclenchée par le premier
point de la couche et se termine si un point calculé est proche du dernier de la couche.
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Début

Fin

C : point tel que 

(w, Tw)= (w(A), Tw(A) )

Optimisation numérique :  
recherche de Tw (C1) tel que 

Tw (C1)>Tw(C) et l'arc d'iso-W 

entre C et C1 soit de longueur dP 

Optimisation numérique :  
recherche de W(C2) tel que 

W(C2)<W(C1) et C2 le plus 

proche de la couche précédente

C3 : point interne de 

la nouvelle couche

Optimisation numérique :  
recherche de W(C3) tel que 

W(C3)>W(C2) et C3 distant 

de dP de la couche précédente

W(C1) =  W (C) 

Tw - (C1) =  T w - (C) 

Tw + (C1) = 0 

Tw(C2) =  T w(C1) 

W-(C2) =  ZC 

W+(C2) =  W (C1)

Tw(C3) =  T w(C1) 

W-(C3) =  W (C2) 

W+(C3) =  W (B)

k : longueur d'arc de l'iso-W 
passant par A 

entre Tw(C) et Tw(B)

k ≤  dP ?

C : point tel que 

(w, Tw)= (w(C3), Tw(C1) )

Oui

Non

Figure 47 – Calcul des points internes de la nouvelle couche

Le processus de génération de points est répété pour toutes les couches de la trajectoire,
jusqu’à l’obtention du chemin correspondant à un huitième de Schwarz P. Finalement, la
trajectoire du motif entier est obtenue en effectuant les duplications et transformations
décrites à la fin de la Section 2.2, puisque le Schwarz P est un cas particulier de surface
pour lequel les couches dupliquées se raccordent avec les couches homologues des autres
duplications transformées. Pour éviter la présence de points doublons sur le chemin final,
un seul point de raccordement est conservé sur chaque jointure entre couches des différents
huitièmes de motif. La Figure 48 présente différentes trajectoires obtenues en appliquant
l’algorithme avec divers paramètres d’entrée. Rappelons que l’inégalité hP ≤ lP /8 est un
marge de sécurité pour les transitions de basculement. Elle n’est pas toujours indispen-
sable, mais fortement conseillée pour garantir la transition de basculement, comme le
montre la simulation avec hP = 6, 00mm.
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Figure 48 – Quelques trajectoires issues de l’algorithme
(lP = 25mm)
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2.4 Discussions sur la paramétrisation
La paramétrisation du Schwarz P et l’algorithme associé ont permis de fabriquer un

motif de Schwarz P par WAAM [163]. Néanmoins, bien qu’une méthode numérique puisse
être développée, la routine reste très rigide car entièrement dépendante de la paramétri-
sation, et valide pour une famille très restreinte de combinaisons pièces-substrats. Par
exemple, la méthode décrite pour le Schwarz P n’est valide que pour un substrat initial
possédant les mêmes symétries permettant l’obtention de la trajectoire d’un motif entier
depuis un huitième de motif. Si ce n’est pas le cas, il est nécessaire de trouver une nouvelle
paramétrisation et de développer un algorithme totalement différent. Enfin, la paramé-
trisation ne garantit pas une discrétisation homogène des points calculés dans le cas où
l’échelle des paramètres n’est pas linéaire.

Dans cette section, les résultats de l’algorithme paramétrisé du Schwarz P sont exa-
minés. La Sous-section 2.4.1 analyse la qualité de convergence et le temps de calcul
de la méthode développée pour le Schwarz P. Puis, la Sous-section 2.4.2 élargit les
constats de duplication et d’assemblage de tronçons de trajectoire. Enfin, à la Sous-
section 2.4.3, une discussion sur les formats numériques de surface permet de choisir un
format de stockage apte au développement d’une méthode de génération de trajectoire à
la fois systématique, robuste et versatile.

2.4.1 Convergence et temps de calcul
La famille des trois paramétrisations similaires et l’introduction des modes de bas-

culement ont permis de générer une trajectoire, mais leur usage présente de nombreux
problèmes. Tout d’abord, comme évoqué précédemment, les iso-Tw ont tendance à s’af-
faisser au niveau des droites critiques lorsque Tw tend vers −1 : l’échelle des iso-T n’est
pas linéaire, ce qui engendre une discrétisation non constante entre les points calculés car
le pas de calcul sur une méthode d’optimisation numérique est en général constant pour
faciliter le calcul de gradient. La présence de la fonction signe sur la paramétrisation du
huitième de Schwarz P (Équation 17 p74) dont la dérivée n’est pas continue rend difficile
la convergence de la fonction d’optimisation au niveau des droites critiques, car la fonction
de coût associée présente plusieurs vallées proches (Figure 39 p77). Par conséquent, cela
rend le calcul du gradient local numérique de la fonction de coût difficile et augmente le
temps de calcul ou conduit à des solutions aberrantes lors des optimisations numériques.
Cela a pu être contourné en changeant la paramétrisation au niveau des couches critiques
en introduisant des modes de basculement de paramétrisations alternatives.

Cependant, les iso-Tw correspondants évoluent alors dans une direction qui n’est pas or-
thogonale à la direction de propagation des couches, ce qui, pour un pas constant du
paramètre Tw, engendre une fois de plus une discrétisation hétérogène des points de la
trajectoire calculée. De plus, le temps de calcul reste tout de même plus important sur les
modes de paramétrisation (yC1, TyC1) et (xC2, TxC2), car ces modes, déclenchés au niveau
du premier et du troisième quart de la hauteur du huitième de Schwarz P, sont utilisés
dans des zones relativement proches de leurs propres couches critiques (Figure 44 p83).
Cela s’explique car l’utilisation de fonctions d’optimisation est très sensible aux bornes
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de recherche inférieures et supérieures de la zone de recherche. Les bornes de recherche
doivent être judicieusement choisies pour s’assurer qu’il n’y a qu’un seul minimum de la
fonction de coût dans cet intervalle, ce qui explique l’utilisation de trois optimisations
numériques successives pour le calcul des points internes des couches.

Plusieurs simulations ont été effectuées à partir de l’algorithme, pour différentes va-
leurs des paramètres d’entrée lP , hP et dP . La Figure 49 illustre l’évolution du temps
de calcul de différentes trajectoires totales pour une même longueur de motif lP = 25mm.
Cela permet d’apprécier l’impact du choix de la hauteur de couche hP et de la valeur indi-
cative de discrétisation dP sur la facilité de convergence de l’algorithme. Le nombre total
de points d’une trajectoire à taille de motif fixée est dépendant du nombre de couches et
du nombre de points par couche : il est donc influencé indirectement par les paramètres
hP et dP qui permettent de contrôler respectivement la densité de couches et de points
sur la trajectoire finale. Le choix de hP est essentiellement déterminé par le matériau
utilisé et ses propriétés. Il n’y a donc pas réellement de marge de manœuvre sur sa valeur.
Au contraire, dP peut être ajusté avec davantage de liberté pour atteindre un compromis
entre temps de calcul et correspondance de la trajectoire déterminée avec la surface qu’elle
décrit dans les zones de difficulté de convergence à géométrie fixée.

Les simulations ont été effectuées avec un système d’exploitation 64 bits sous Windows
10, disposant d’un processeur Intel® CoreTM i5-9400H à 2,50GHz, et d’une mémoire de
type RAM utilisable de 15,7Go. L’exécution du code se fait en mode monothread.

Figure 49 – Évolution du temps de calcul des trajectoires
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Le temps de calcul semble globalement proportionnel au nombre de points de la tra-
jectoire, ce qui est cohérent avec le fait que les trajectoires à générer sont relativement
similaires, même si les valeurs de hP et dP changent alors que la surface de base reste
identique pour toutes les simulations. La liste des valeurs de hP et dP associées aux dif-
férents temps de calcul est fournie à l’Annexe A5. On constate cependant des zones où,
pour un nombre total de points de la trajectoire équivalent, voire identique, le temps de
calcul augmente de manière significative. Cela s’explique car ces régions du graphique cor-
respondent à des simulations où les paramètres hP et dP varient trop peu pour augmenter
le nombre de couches (Annexe A5). En effet, une variation négligeable de la hauteur
de couche hP engendre le même nombre de couches sur une trajectoire générée et n’a
donc pas d’influence sur le nombre total de points, tandis qu’une valeur de discrétisation
dP légèrement différente peut faire varier modérément le nombre de points sur les couches.

Ce phénomène met en avant la forte dépendance du temps de calcul à un choix judicieux
de dP par rapport à hP . Rappelons de plus que dP fait appel au calcul de longueurs d’arcs
d’iso-W : il est donc sensible au parallélisme des iso-Tw avec la direction de propagation,
et par conséquent sensible aux paramétrisations utilisées. Ainsi, la rigidité de dP met
en lumière la fragilité de convergence de la méthode de génération de trajectoire par sa
dépendance totale à la forme des réseaux d’iso-courbes trouvés en amont. Si les deux
réseaux ne sont pas respectivement représentatifs de la direction d’empilement et de la
forme des couches attendues, alors une divergence progressive s’opère lors du calcul de
la trajectoire et entraîne des complications de convergence énoncées précédemment. Le
même constat s’applique à la génération de trajectoire par slicing et rejoint les remarques
énoncées au Chapitre 1 : les courbes d’intersection issues du tranchage, si elles sont trop
éloignées des couches attendues, amèneront à des complications voire à une impossibilité
de génération de trajectoire.

2.4.2 Déformation et assemblage de trajectoires
L’assemblage de surfaces ne garantit en aucun cas l’assemblage de trajectoires. L’as-

semblage de motifs a été présenté à la Section 1.2. La fin du Chapitre 1 a permis de
sensibiliser sur cette notion centrale, qui met en avant une des limitations principales de la
génération de trajectoire par découpage en entités. Ici, on se propose d’étoffer davantage le
raisonnement initié en incluant les constats supplémentaires issus du Chapitre 2. La ré-
flexion se base sur la non transposabilité de la trajectoire d’un motif isolé auto-assemblable
– comme les TPMS – à l’obtention de la trajectoire d’un assemblage quelconque de motifs
identiques à ce dernier.

Un premier argument permet de mettre en avant une première contradiction : la
génération de trajectoire d’un seul motif dépend de l’environnement accessible au sein
duquel il est fabriqué. Cet environnement change au fur et à mesure que des couches de
matériau sont empilées, réduisant les zones auxquelles le robot de fabrication a accès dans
son espace de travail. Dans le cas général, il n’est pas possible de dupliquer une même
trajectoire pour fabriquer un nouveau motif identique à côté d’un motif déjà fabriqué sans
générer de collision (Figure 50).
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Motif en cours
de fabrication

Substrat

Outil de dépôt

Partie fabriquée

Motif fabriqué

Collision

Figure 50 – Collision après duplication de trajectoire

La duplication de trajectoire est envisageable pour des entités identiques non connexes
suffisamment éloignées les unes des autres. Dans le cas du remplissage de pièce par des
réseaux de motifs, les cellules unitaires constituent des entités connexes avec leurs voisins.
On peut alors suggérer qu’il serait tout de même possible de réutiliser la trajectoire et
l’adapter pour éviter les collisions. Par exemple, on pourrait :

— Supprimer les points doublons situés à l’interface entre deux motifs pour n’en conser-
ver qu’un exemplaire ;

— Conserver les points de la trajectoire restants et adapter l’orientation de l’outil pour
éviter les collisions entre la matière déjà déposée et l’outil ;

— Changer l’ordre des couches pour fabriquer les motifs en parallèle et ainsi éviter les
problèmes d’accessibilité durant la fabrication

Or, ce raisonnement suppose que les trajectoires des motifs à déposer ont la même in-
terface avec le substrat initial. En effet, si le motif a une interface différente, la première
couche sera différente, et cela impactera toutes les couches de la trajectoire. Cela réduit
grandement les possibilités. De plus, dans un réseau de motifs, les cellules se trouvant à
l’intérieur ne sont pas en contact avec le substrat. La matière faisant office de substrat
initial est la zone d’interface de ces motifs avec les autres motifs limitrophes du réseau.
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Cela signifie que dans le cas général, en procédant par hauteur de couche constante pour
les procédés DED, il n’y a pas de garantie que la dernière couche de dépôt atteigne
exactement les frontières du motif. Dans le cas général, il y a un reliquat de matière
non déposée car le cordon déposé aurait une hauteur inférieure à la hauteur de couche
déposée. Ainsi, en supposant qu’un premier motif auto-assemblable soit déposé sur un
substrat plan, et qu’un deuxième motif identique soit déposé au-dessus du premier, alors
la matière faisant office de substrat au deuxième motif ne sera pas nécessairement un
substrat plan (Figure 51).

Reliquat de
trajectoire 

Substrat

Motif fabriqué

Hauteur inférieure
à la hauteur des cordons

Figure 51 – Reliquat de trajectoire

Ensuite, quand bien même un motif serait tel que les couches finales arrivent exacte-
ment à la frontière extérieure du motif, et que les collisions pourraient être évitées par
une réorientation de l’outil et un changement de l’ordre des couches pour fabriquer le plus
de motifs possibles en parallèle, les motifs du réseau à fabriquer doivent être identiques,
et tous entiers. La trajectoire d’un morceau de motif peut avoir des couches différentes à
celles d’un motif entier dans de mêmes régions, même si le substrat initial est le même.

En effet, de la même manière que l’interface avec le substrat peut générer des couches
différentes pour un même motif, la suppression de certaines régions du motif peut changer
la forme des couches car les directions des distances évaluées pour générer la trajectoire
peuvent être impactées (Figure 52).

Ainsi, le critère de distance euclidienne des procédés DED est mesuré entre l’extrémité
de l’outil et le point le plus proche de la pièce en cours de fabrication. Si une zone de
la surface est supprimée, alors aucune matière n’y sera déposée, et donc il se peut que
le point de la pièce en cours de fabrication le plus proche d’un point quelconque de la
trajectoire ne soit plus à la même distance : il n’est plus censé faire partie de la trajectoire
si cette distance ne correspond plus à la hauteur de couche.
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Motif entier en
cours de fabrication

Substrat

Partie
fabriquée

Forme de la couche
en cours de dépôt

Morceau de motif en
cours de fabrication

Trajectoire
locale altérée

Figure 52 – Trajectoire locale d’un morceau de motif

De plus, le reliquat de trajectoire aux frontières d’une surface, et la modification de la
trajectoire locale par suppression de fragments de la surface impliquent directement qu’une
trajectoire initiale associée à une surface ne peut pas être déformée par homéomorphisme
pour correspondre à celle de la surface correspondant à la surface initiale ayant subi le
même homéomorphisme. Ainsi, si une surface correspond à un réseau de motifs ayant
subi des déformations locales suite à une phase d’optimisation topologique pour accroître
l’efficacité du design de la pièce [117,116], alors la trajectoire ne peut pas être reconstituée
de manière rigoureuse à partir du réseau initial tout en respectant le critère de distance
euclidienne. La trajectoire devra, a priori, être à nouveau calculée.

2.4.3 Choix du format de la surface d’entrée
À travers le cas d’application du Schwarz P, le Chapitre 2 a mis en avant la limita-

tion des informations contenues dans les surfaces stockées sous forme d’équations pour la
génération de trajectoire. Les formats numériques associés sont dits “paramétrés”. Or, ces
formats présentent des avantages en termes de nécessités en mémoire informatique. Une
forme géométrique décrite par équation, que ce soit sous forme implicite ou paramétrique,
permet de minimiser l’espace en mémoire informatique nécessaire pour la décrire car les
informations locales sont déduites de l’équation par des routines de calcul.

Au contraire, les modèles discrétisés permettent de décrire davantage de géométries en
stockant l’ensemble d’informations locales, mais cela augmente drastiquement l’espace en
mémoire nécessaire. Cependant, plus d’informations locales sont stockées, plus la géomé-
trie est localement détaillée. Un compromis entre précision et mémoire est donc inévitable
lors de la manipulation d’objets discrétisés.
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Dans le cas des modèles paramétrés, la surface est décrite par un ensemble d’équations
implicites ou paramétrées décrivant directement la surface ou des réseaux de courbes.
Ces réseaux de courbes décrivent le profil de la surface, ou constituent un squelette qui
permet de décrire la surface. Par exemple, dans le cas d’une surface de révolution, l’axe
de révolution fait partie du squelette de la surface. De même, le centre d’une sphère ne
fait pas partie de sa surface, mais sa connaissance suffit, en plus du rayon de la sphère à
la décrire. Les équations sont associées à des intervalles de variation pour limiter les zones
où les calculs des équations doivent être effectués pour générer la surface. L’utilisation de
courbes primitives pour décrire une géométrie réduit son impact sur la mémoire de sto-
ckage, mais cela se fait au détriment de la prédisposition à représenter des morphologies
locales, donc au détriment du type de géométries qu’il est possible de représenter. Dans
le cas où des détails locaux sont nécessaires en certaines régions de la surface, un compro-
mis entre mémoire et précision est réalisé : la surface est partitionnée en un ensemble de
régions pouvant chacune être représentée par des équations.

Dans le cas où la surface est discrétisée, les informations relatives à la surface ne sont pas
globales. L’ensemble des informations locales sont stockées sous forme de mailles dont la
géométrie est variable. Ces mailles sont des surfaces planes aux extrémités polygonales.
Les mailles sont définies uniquement par les coordonnées cartésiennes des sommets des
polygones, appelés “nœuds”, et une normale au plan auquel elles appartiennent. Dans
le cas où la surface est fermée, les normales sont en général orientées vers l’extérieur de
la surface. Sinon, l’orientation peut varier puisque les notions d’intérieur et d’extérieur
de la surface ne peuvent pas être définies de manière globale. Enfin, les mailles sont le
plus souvent connectées entre elles : cela signifie que des mailles limitrophes partagent des
arêtes et sommets communs. Ce choix, qui contraint davantage la liberté sur la création du
maillage total, permet néanmoins de conserver davantage d’informations sous forme syn-
thétique dans le cas où des interpolations sont effectuées pour reconstruire une connexion
des espaces tangents de la surface, nécessaire pour déterminer certaines grandeurs sur la
surface. Les notions de connexion et d’espace tangent sont détaillées à l’Annexe A2.

La surface est une information nécessaire pour déterminer la trajectoire de fabrication
puisque la surface contient les informations géométriques sur l’objet que l’on souhaite
fabriquer. Son format doit être cohérent avec le type de données manipulées lors de la
génération de trajectoire. Dans le cas des procédés DED, ce sont essentiellement des dis-
tances euclidiennes qui sont considérées. Une conséquence directe de ce type de distance
est qu’il suffit de connaître les points aux extrémités d’un segment pour calculer la dis-
tance qui les sépare, contrairement aux géodésiques dont le profil de la courbe liant les
deux points aux extrémités de cette dernière ne correspond pas dans le cas général à une
droite. La distance entre deux points situés sur une surface peut être assimilée à une droite
si la variation de courbure au voisinage de ces deux points est faible. C’est d’ailleurs un
des critères permettant de fixer le pas de discrétisation lors du stockage d’une surface à
un format discrétisé : pour de telles surfaces, la taille et la localisation des polygones sont
telles qu’elles minimisent la perte d’information par rapport à la surface idéale décrite.
Les distances considérées pour la génération de trajectoire DED sont euclidiennes. L’al-
gorithme est donc amené à utiliser des coordonnées cartésiennes d’ensembles de points
pour en déduire des distances euclidiennes entre différents points.
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Les formats les plus communs pour le stockage de surfaces sont au nombre de quatre : le
format STL, 3D Object (OBJ), Initial Graphic Exchange Specification (IGES) et Standard
for Exchange of Product Data (STEP). Les caractéristiques principales de ces formats sont
détaillées au Tableau 9. Puisque la connaissance de points associés à des coordonnées car-
tésiennes est nécessaire pour calculer les distances pour générer la trajectoire, les formats
discrétisés semblent plus pertinents que les formats paramétrés.

Abbréviation Type de
Structure des objets

Niveau de
du format données précision

STL Discrétisées
Mailles triangulaires définies

Assez baspar leurs sommets et arêtes

OBJ Discrétisées
Mailles polygonales définies

Moyenpar leurs sommets et arêtes

IGES Paramétrées
Courbes et surfaces définies par leurs

Assez hautlignes, points et courbes de construction

STEP Paramétrées
Courbes et surfaces définies par leurs

Très hautlignes, points et courbes de construction

Table 9 – Principaux formats de stockage numérique d’une surface

Le format STL a été choisi pour développer l’algorithme versatile de génération de tra-
jectoire présenté au Chapitre 3 en raison de la simplicité et de l’unicité de la structure
des objets, comparé au format OBJ. Cette unicité de structure est due au fait que toutes
les mailles sont triangulaires. Ainsi, en ne considérant que des faces polygonales de même
nature, l’algorithme à développer sera simplifié car il n’y aura pas besoin d’adapter cer-
taines routines de calcul en fonction du type de maille polygonale utilisée. Cela permet
ainsi de minimiser la structure de l’algorithme et le temps de calcul des routines.

De plus, le triangle est le seul polygone non plat dont l’ordre de stockage des sommets
n’a pas d’importance étant donné que chaque sommet est lié à tous les autres. Dans le
cas où un polygone a davantage de sommets, ce n’est pas nécessairement le cas et l’ordre
de stockage des sommets a donc de l’importance. Il n’y a donc pas de précaution supplé-
mentaire à prendre à ce niveau-là en cas d’utilisation de mailles triangulaires uniquement.

Enfin, notons qu’il est possible d’obtenir un fichier STL à partir d’un fichier OBJ via
une triangulation, donc l’algorithme pourrait aussi générer la trajectoire d’un fichier OBJ
dans la pratique. Un fichier OBJ a en général moins de mailles qu’un fichier STL pour
un même niveau de précision, grâce à la liberté du type de polygones utilisés. Cependant,
l’utilisation de polygones de nature différente dans le cadre de fichiers OBJ implique
que des routines spécifiques sont à développer pour chaque type de polygone, ce qui
augmenterait la rigidité de l’algorithme de trajectoire concerné s’il incluait directement
ce type de format sans conversion préalable. Ainsi, la structure STL est idéale car toute
surface discrétisée peut être triangulée en un tel format, et qu’elle assure une souplesse
sur le systématisme des routines à développer dans le cadre d’un algorithme de génération
de trajectoire versatile.
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Chapitre 3

Algorithme de génération de
trajectoire

Le Chapitre 3 présente la méthode développée au cours de la thèse pour générer
des trajectoires robustes et versatiles à partir de surfaces décrites par des fichiers STL.
Tout d’abord, le problème à résoudre est formulé en détail (Section 3.1), avec une mise
en évidence des exigences à respecter pour garantir sa souplesse et son efficacité en tant
que moteur destiné à être combiné à de la rétroaction pour la prise en charge des contre-
indications machine et matériau comme évoqué à la Section 1.4. Une présentation for-
melle du problème mathématique à résoudre est proposée afin de structurer la démarche,
et les hypothèses de départ sont discutées.

Les fichiers utilisés pour calibrer l’algorithme sont ensuite présentés (Section 3.2). L’en-
semble des fichiers regroupe les difficultés de géométrie locale à surmonter pour assurer
la versatilité de la routine à développer.

L’accent est ensuite mis sur les contraintes d’adaptation de la surface fournie en entrée
de l’algorithme (Section 3.3) pour assurer le systématisme de la routine algorithmique.
Cette étape est essentielle pour assurer des conditions de départ et d’arrêt à la génération
de trajectoire.

Puis, l’algorigramme général de la méthode est présenté (Section 3.4). L’algorithme dé-
veloppé a été implémenté en MATLAB. Une attention particulière est portée aux outils
mathématiques employés pour sa construction (Section 3.5).

Puis les principales étapes de l’algorithme sont exposées en détail (Section 3.6). Les
couches sont calculées successivement. Chaque couche est associée à un graphe dont les
nœuds et les liaisons correspondent aux points et arêtes de la couche. Les étapes consécu-
tives sont décrites : la détermination de la couche d’initialisation, la sélection de voisinage
pour la recherche des points potentiels d’une nouvelle couche, la détermination des sous-
graphes potentiels d’une nouvelle couche et la reconstruction de son graphe, ainsi que la
détermination des vecteurs outils.
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3.1 Énoncé du problème

3.1.1 Constats et exigences
L’algorithme à développer doit permettre de trouver un premier trajet de dépôt pour

l’outil. Ce trajet organisé doit contenir les positions et orientations successives de l’outil au
cours de la fabrication, et indiquer les phases de dépôt. Rappelons que ce premier trajet est
amené à être modifié ultérieurement par implémentation de la rétroaction (Section 1.4).
Cette implémentation ne fait pas l’objet des travaux de thèse et constitue une perspective
de travaux futurs. Voici les exigences principales issues du Chapitre 1 :

— Le trajet doit garantir une distance constante entre le bout de l’outil et la pièce
en cours de fabrication en toute position calculée. Cette distance physique réelle
correspond à une métrique euclidienne (Figure 53). Pour soulager la lecture, la
constance de ce critère est implicitement sous-entendue par la suite ;

— Pour éviter tout effondrement de la pièce, la matière ne peut être déposée en un
point que s’il y a présence de matière déjà déposée à un niveau inférieur afin de
servir de support ;

— Pour faciliter la réorganisation, le premier trajet doit minimiser les interruptions
de dépôt. En effet, dans le cas de procédés DED et en particulier pour le WAAM,
les extrémités des cordons ont une géométrie différente des milieux de cordons en
raison des variations des conditions énergétiques [164,17,165].

Vue 3D

Vue projetée

(a)

Vue 3D

Vue projetée

(b)

Figure 53 – Distances géodésique et euclidienne

(a) Distance géodésique (b) Distance euclidienne

98/264



Algorithme de génération de trajectoire

3.1.2 Énoncé formel
Ainsi, la méthode algorithmique de génération de trajectoire pour les procédés DED

développée dans ce chapitre a pour vocation de répondre aux besoins de polyvalence sur
la partie software des procédés de fabrication additive mis en avant dans le Chapitre 1.
Le moteur de génération de trajectoire à construire a pour objectif d’accroître la diversité
des types de géométries de pièces, de substrats et de combinaisons pièce-substrat pris en
charge en permettant de générer un ensemble de couches de longueur maximale succes-
sives respectant le critère de distance euclidienne constante entre la pièce en cours de
fabrication et l’outil de dépôt, et recouvrant sans générer de matériau support l’entièreté
d’une surface facettisée donnée associée à un substrat, quelles que soient leurs topologies.

Combiné à de la rétroaction, ce moteur est voué à apporter davantage de souplesse et
d’adaptabilité à robot de fabrication et matériau d’apport fixés en fournissant une rou-
tine systématique et robuste apte à tenir compte de toute modification de topologie de
la zone à recouvrir conditionnée par des contraintes de type cinématique, dynamique,
collision ou thermique.

La versatilité implique l’indépendance de la méthode recherchée à la forme de la pièce
S et du substrat S ′, de leurs positions relatives et de la distance euclidienne pièce-outil h
amenant à l’obtention de la suite de couches (Cn)n∈N souhaitée. Cette versatilité implique
aussi la capacité d’associer le problème à résoudre à un énoncé général. Un énoncé formel
du problème mathématique à résoudre est proposé : sa formulation permet de structurer
la démarche pour en faciliter la résolution. La Figure 54 illustre cet énoncé formel.

Figure 54 – Schématisation du problème à résoudre
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Énoncé. Soit S et S′ deux variétés différentielles de dimension deux quelconques
plongées dans un espace de dimension trois. On cherche à recouvrir entièrement la
restriction de S extérieure à toute sous-partie fermée de S′ par une suite de variétés
de dimension un (Cn)n∈N définie par récurrence telle que chaque point situé sur un
nouveau terme de la suite soit situé à une distance euclidienne h du terme qui le
précède, ou de la partie de dimension un de l’intersection entre S et S′ s’il s’agit
du premier terme, et telle que tout nouveau terme soit de longueur totale maximale
et de nombre de composantes connexes minimal.

Ainsi, le problème consiste à déterminer les couches successives de la trajectoire à hau-
teur de couche constante h et recouvrant sans ajout de matériau support la partie de la
surface à fabriquer S située à l’extérieur du substrat S ′. Ce substrat, qui peut être en
plusieurs morceaux non connexes, permet de déterminer les lieux de départ de la trajec-
toire. Chaque couche est déterminée en fonction de la précédente. La maximisation de la
longueur des couches à déterminer et la minimisation de leur nombre d’entités connexes
ont un intérêt double. D’une part, cela garantit de maximiser la continuité des couches
et donc de minimiser les départs et arrêts de dépôt au sein d’une même couche, car ces
phases constituent des étapes transitoires de comportement hétérogène sur les conditions
de dépôt et donc, sont à éviter dès que possible. D’autre part, cela permet de réduire le
nombre total de couches pour recouvrir la surface à fabriquer.

La définition de la suite par récursivité et à partir de la hauteur de couche suffit à déclen-
cher la propagation de la trajectoire sans chercher à prédire ou imposer une quelconque
direction de progression, ce qui s’émancipe de la rigidité des méthodes usuelles mise en
avant au Chapitre 1 et illustrée avec le cas d’application au Chapitre 2.

Le critère de distance euclidienne lors du calcul d’une nouvelle couche est évalué vis-à-vis
de la couche précédente uniquement, et non pas avec toutes les couches précédentes. Cette
considération est valide car les couches recherchées lors de la résolution du problème sont
de longueur maximale, et donc une nouvelle couche est entièrement déterminée lorsqu’elle
recouvre la totalité de la partie recouvrable de la couche qui la précède. En cas contraire,
toutes les couches précédentes devraient être considérées.

Le critère de distance euclidienne n’est pas évalué avec la couche elle-même lors de son
propre calcul. Cela fournit une condition d’arrêt permettant de déclencher le calcul de
la couche suivante car le calcul d’une nouvelle couche se termine lorsque tous les points
de la couche qui la précède ont été utilisés. La prise en charge de la couche elle-même
pourrait apporter encore plus de souplesse sur les couches envisageables mais nécessiterait
des considérations supplémentaires concernant les conditions de départ et d’arrêt, et sur
les méthodes de reconstruction de graphe des couches car les cordons d’une même couche
pourraient être empilés les uns sur les autres.

Enfin, les informations fournies dans l’énoncé du problème sont insuffisantes pour
garantir le calcul d’une trajectoire adaptée aux limitations cinématiques et dynamiques
de la machine ou au comportement thermique du matériau de dépôt après combinaison
avec la rétroaction. Cela nécessite des hypothèses supplémentaires qui sont à justifier.
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3.1.3 Hypothèses de départ de l’algorithme
La Sous-section 3.1.2 a permis de formuler le problème de génération de trajectoire

à résoudre, et donner les grandes implications pour anticiper la versatilité de la méthode
nécessaire pour l’obtention d’une première trajectoire relative à des géométries de pièces
et de combinaisons pièce-substrat de grande complexité. Or, pour une pièce donnée, la
trajectoire n’est pas nécessairement unique. Elle dépend des décisions successives prises
pour chaque point de la trajectoire. Dans le cas des procédés DED, ces choix dépendent
essentiellement des limitations physiques dues au modèle géométrique et à la dynamique
du robot de fabrication, et des contraintes physiques propres au matériau d’apport à
considérer pour obtenir un dépôt de qualité acceptable.

Ces limitations physiques amènent à des contre-indications permettant de choisir une
première trajectoire compatible aux limitations parmi toutes celles qu’il est possible d’ob-
tenir. La rétroaction a pour vocation de modifier la première trajectoire en délimitant et
ordonnant les zones à recouvrir sur la surface à fabriquer pour tenir compte de ces contre-
indications physiques. Trois hypothèses sont considérées pour créer un premier chemin de
dépôt, qui pourra être réorganisé et modifié ultérieurement en fonction du robot multi-
axes et du matériau utilisés :

1. La cinématique du robot de dépôt est supposée idéale ;
2. Les collisions ne sont pas considérées ;
3. L’effet de la thermique n’est pas pris en compte.

La première hypothèse implique que le robot peut atteindre toutes les positions de l’es-
pace de travail sans rencontrer de singularité ou de limite de course d’axe. Cela signifie
que le modèle géométrique est toujours considéré comme inversible et que le robot peut
toujours atteindre les positions successives de la trajectoire calculée.

La deuxième hypothèse implique que l’outil est modélisé comme un point infinitésimal.
Ce point infinitésimal correspond au bout de l’outil de dépôt réel. Avec ce modèle infini-
tésimal, l’outil ne peut pas entrer en collision avec la pièce en cours de fabrication.

Enfin, la troisième hypothèse signifie que la qualité géométrique et la microstructure des
cordons dépendent uniquement du critère de distance euclidienne entre le bout de l’outil
et le point le plus proche de la pièce en cours de fabrication. Le gradient de température
lors de la fabrication est supposé n’avoir aucun impact sur les déformations subies par la
pièce au cours du refroidissement, ni sur l’organisation cristalline des cordons au niveau
microscopique, ni sur la hauteur de cordon. Cela revient à supposer que le dépôt se fasse
en un temps infini permettant une température de travail constante.

Bien évidemment, ces hypothèses ne sont pas représentatives de la réalité physique au
cours de la fabrication, mais elles sont suffisamment raisonnables pour le calcul du premier
chemin théorique de la trajectoire avant sa combinaison à la rétroaction pour obtenir le
chemin de dépôt final, dès lors où le robot et le matériau d’apport sont connus.
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Enfin, en considérant la troisième hypothèse, le matériau support serait uniquement
nécessaire pour éviter l’effondrement de la pièce. Sa fonction de facilitation du transfert
de chaleur n’est pas considérée lorsque le dépôt est considéré comme réalisé en un temps
infini. Or, si le critère de distance euclidienne est respecté et que l’outil est orienté vers
le lieu supportant le dépôt, il n’y a pas d’effondrement puisque la matière est toujours
déposée sur une partie de la pièce déjà fabriquée. Ainsi, cela justifie les deux contraintes
supplémentaires associées à la formulation formelle du problème à résoudre :

1. Aucun matériau support ne doit être ajouté ;
2. La longueur des cordons doit être maximisée.

La première contrainte a pour conséquence qu’aucune phase de dépôt supplémentaire
n’est ajoutée durant le calcul de la première trajectoire. Cela est cohérent avec le fait que
la localisation du matériau support pour le refroidissement dépend des propriétés du ma-
tériau. De plus, le retrait du matériau ajoute du temps de production et nécessite d’avoir
accès aux zones internes de la pièce, ce qui peut être extrêmement difficile, voire impos-
sible pour les géométries complexes. Avec cette contrainte, les points de la trajectoire
recherchés se situent uniquement sur la surface à fabriquer, ce qui facilite la recherche des
couches successives.

La deuxième contrainte permet quant à elle de minimiser le nombre de départs et d’ar-
rêts de dépôt, comme évoqué à la Sous-section 3.1.2. Ce choix permet d’éviter le plus
possible les variations brutales des conditions thermiques de dépôt, amenant à des géo-
métries et microstructures différentes au niveau des zones correspondant à des débuts et
fins de phases de dépôt. De plus, dans le cas où la longueur des cordons est maximisée,
une couche est toujours uniquement en contact de la couche qui la précède et de celle qui
la suit, que les couches soient en plusieurs morceaux non connexes ou non. Dans ce cas
particulier, le critère de distance euclidienne entre l’outil de dépôt et la pièce en cours de
fabrication revient à considérer la distance entre le bout de l’outil et la couche précédente
de la trajectoire uniquement. Cela réduit considérablement le nombre de points à consi-
dérer pour le calcul des distances au fur et à mesure de l’empilement des couches, et donc
cela permet de réduire le temps de calcul.

Notons d’ailleurs que la notion de couche peut être ambiguë si la longueur des cordons
n’est pas maximisée : il ne serait parfois pas possible de distinguer la couche d’apparte-
nance de différents cordons car ils ne seraient pas déposés sur la même couche précédente.
Dans le cas où la longueur des cordons est maximisée, une couche peut être clairement
définie de manière itérative comme l’ensemble de cordons non nécessairement connexes
déposés sur la couche précédente.

En conclusion, l’énoncé du problème à résoudre ainsi que les hypothèses nécessaires
pour le résoudre ont été posés. Ces étapes sont cruciales pour structurer efficacement
la démarche algorithmique à suivre pour la détermination d’une trajectoire de recouvre-
ment apte à être modifiée aux niveaux inter-couches et intra-couches pour tenir compte
des contraintes de la machine et du matériau employés en cas d’une combinaison par
rétroaction.
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3.2 Fichiers utilisés pour calibrer l’algorithme
Trois fichiers STL ont été utilisés pour vérifier la cohérence des choix lors de la création

de l’algorithme de génération de trajectoire. Ces fichiers ont été choisis de sorte à anticiper
le plus de problèmes possible. Les trois fichiers sont illustrés à la Figure 55. Ils sont
nommés respectivement STL-A, STL-B et STL-C pour la suite du document. En fonction
des besoins lors de la construction de l’algorithme, un ou plusieurs des trois fichiers ont
été utilisés pour calibrer et valider la robustesse des routines.

(a)

(c)

(b)

Figure 55 – Fichiers utilisés pour construire l’algorithme

(a) Fichier STL-A (b) Fichier STL-B (c) Fichier STL-C
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Le fichier STL-A provient d’une banque de fichiers 3D en libre accès [166]. Il possède
un nombre de mailles peu élevé, et constitue une surface relativement simple en termes de
géométries locales. Il ne comporte aucun trou, mais possède quelques embranchements,
notamment entre les deux pattes avant et les deux oreilles du chat. Cependant, il est très
intéressant pour la nature des mailles au niveau de son plan inférieur (Figure 56a). Les
mailles du plan inférieur sont allongées, avec un côté significativement plus court que les
deux autres. Ce type de géométrie de maille permet de valider la méthode de subdivision
du maillage initial pour éviter le problème de suppression prématurée de mailles au cours
de la génération de trajectoire (Figure 63).

(a)

(b)

(c)

Figure 56 – Sources d’erreur potentielles des fichiers utilisés

(a) Mailles longues de STL-A
(b) Complexités locales de STL-B (c) Trous de STL-C
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Le fichier STL-B a été obtenu à partir d’un premier fichier 3D dynamique provenant
d’une banque en libre accès [167]. Les fichiers 3D dynamiques permettent de créer des
objets articulés donc les maillages sont adaptatifs : ils se modifient en temps réel en fonc-
tion de la position du squelette de l’objet. Il est possible de convertir de tels objets en
un maillage statique, mais cela nécessite des précautions. En effet, l’intérêt des maillages
dynamiques est essentiellement visuel : ils sont utilisés pour l’animation 3D ou la création
de maquettes virtuelles. Aussi, les maillages sont beaucoup moins contraints. En particu-
lier, lors de la conversion vers un maillage statique, une étape de réparation du maillage
est nécessaire pour résoudre les conflits de mailles imbriquées les unes dans les autres.
Néanmoins, les géométries des maillages réalisés sont très souvent complexes justement
car leur utilisation est essentiellement visuelle. Aussi, ils sont intéressants à considérer lors
de la construction de l’algorithme de génération de trajectoire afin de vérifier la versati-
lité de la méthode lors de certaines étapes. STL-B possède beaucoup plus de mailles que
le fichier STL-A, et leurs dimensions sont très hétérogènes (Figure 56b). La géométrie
complexe du personnage permet de regrouper une grande diversité de géométries locales :
discontinuités de connexité, trous et variations brutales de profil.

Enfin, le STL-C a été créé à partir d’un premier fichier 3D SketchUp (SKP) disponible
lui aussi sur une banque de fichiers en libre accès [168]. Le format SKP est un format qui
permet de représenter des objets 2D ou 3D selon un formalisme similaire. Il est essentiel-
lement utilisé pour la création de scènes, de dessins ou d’assemblages. Le fichier utilisé
a tout d’abord été converti en fichier STL. La conversion a généré de légers décalages
entre les sommets des faces initialement connectées. Un arrondi des valeurs a permis d’y
remédier. La surface correspond à un icosaèdre étoile à 12 points. Le fichier initial a été
construit en assemblant 20 tétraèdres. Or, pour chaque tétraèdre, une des faces se trouve
à l’intérieur de la surface. Ces faces ont alors été supprimées car elles ne sont pas censées
faire partie de la surface. Puis, des trous ont été ajoutés sur toutes les faces restantes pour
obtenir le fichier final STL-C (Figure 56c). STL-C a un nombre peu élevé de mailles et
ces dernières ont toutes des dimensions identiques. Ces mailles ne sont pas trop allongées,
contrairement à celles sur le plan inférieur de STL-A, ou en certaines régions de STL-B.
La multiplicité et la proximité des trous constituent la motivation principale de l’utilisa-
tion de ce fichier pour la création de l’algorithme de génération de trajectoire. En effet,
la forte quantité de bords sur la surface engendre un nombre important de discontinuités
sur la surface et permet notamment de vérifier la cohérence des lieux de dépôt lors de la
génération des couches de la trajectoire.

Dans la pratique, STL-A constitue le premier fichier considéré à chaque étape de
la programmation. La taille de son maillage permet d’effectuer les calculs rapidement
et ainsi d’alterner entre vérification du code et résolution des problèmes. Sa géométrie
relativement simple permet d’identifier plus simplement les paramètres à l’origine des
erreurs rencontrées. Puis dans un deuxième temps, selon l’étape considérée, l’utilisation
de STL-B, STL-C ou des deux permet de s’intéresser aux problèmes plus subtils qui
mettraient en péril la versatilité de la méthode.
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3.3 Contraintes sur la surface d’entrée
Toute surface facettisée utilisée en entrée de l’algorithme doit être adaptée pour assu-

rer le déclenchement de la génération de trajectoire. En effet, d’après l’énoncé du problème
et les hypothèses expliqués à la Section 3.1, la génération de trajectoire repose essen-
tiellement sur le calcul de distances euclidiennes entre les points de la surface à fabriquer
et les points de la couche précédente. Les distances sont à comparer avec la valeur de
la hauteur de couche. Pour cela, les points de la surface d’entrée doivent être tels que
le voisinage de chaque point contienne les informations suffisantes pour déterminer les
prochains points potentiels de la trajectoire. Le voisinage à considérer doit être le plus
petit possible pour minimiser le nombre de calculs effectués à chaque fois. La valeur de la
hauteur de couche, centrale dans le développement de la routine, est notée h pour la suite.

Puisque la recherche des points se fait par rapport à la valeur de la hauteur de couche,
le voisinage minimal peut être réduit à l’union d’une infinité de cercles orthogonaux aux
segments de la couche précédente et dont le rayon correspond à la valeur de la hauteur de
couche h (Figure 57). Cependant, le voisinage doit absolument contenir suffisamment
d’informations pour déterminer la trajectoire. Si ce n’est pas le cas, il doit être élargi.
Les informations contenues dans le voisinage sont les mailles l’intersectant. Ces mailles
sont des faces triangulaires définies par leurs sommets. Étant donné une couche de la
trajectoire, les points suivants se trouvent sur le maillage, et à une distance de cette
couche correspondant exactement à la hauteur de la valeur de couche.

Surface à fabriquer

Points de la
couche précédente

Arêtes de la
couche précédente

Voisinage contenant
les potentiels points
de la nouvelle couche

Figure 57 – Voisinage minimal et potentiels points de trajectoire

Une couche est constituée de points liés par des arêtes. Puisqu’un segment est constitué
d’une infinité de points, il y a donc une infinité de points potentiels possibles. Pour
éviter que la détermination des points ne prenne un temps infini, il faut restreindre les
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points considérés pour calculer la couche suivante. Si la couche est judicieusement choisie,
alors on peut utiliser uniquement les sommets des segments de la couche précédente. En
considérant un point isolé de la couche précédente, et en ne considérant pas les segments,
les points potentiels de la trajectoire se trouvent alors sur l’intersection entre la sphère de
voisinage de h et l’ensemble des faces du maillage (Figure 58).

Point isolé de
la trajectoire

Sphère contenant
les prochains

points potentiels

Surface à fabriquer

Figure 58 – Lieu des prochains points potentiels vis-à-vis d’un
point initial isolé

Considérer des points isolés de la couche précédente permet ainsi de simplifier la recherche
des points suivants de la trajectoire, mais cela nécessite des précautions sur la distance
relative entre les points de la couche précédente utilisés. En effet, considérer des points
isolés, revient à supprimer certaines informations sur l’allure locale de la surface, et donc
à localement simplifier l’allure de la surface. En outre, si les points isolés ne sont pas
choisis judicieusement, le même problème que celui évoqué à la Sous-section 2.4.2 ap-
paraîtrait : la trajectoire calculée ne respecterait pas le critère de distance euclidienne en
considérant les segments des couches.

Cela implique une contrainte sur la discrétisation maximale de la couche précédente
(Figure 59). La valeur de discrétisation des couches de la trajectoire est désignée par la
variable d pour la suite de ce chapitre et du document. En effet, si deux points successifs
de la couche précédente sont trop éloignés, alors l’estimation des solutions possibles pour
les prochains points sera faussée (Figure 59a). La discrétisation peut néanmoins être
choisie de sorte à minimiser l’écart de distance euclidienne des points potentiels trouvés
par rapport à la valeur h souhaitée (Figure 59b). Les distances d’un point de la surface
à la couche précédente sont évaluées sur les segments de la couche précédente. Ne consi-
dérer que les sommets du segment permet aussi de réduire drastiquement la complexité
du problème.
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Surface à
fabriquer

Sphères de
voisinage

Points de la
trajectoire

Arête de la
trajectoire

(a)

Surface à
fabriquer

Sphères de
voisinage

Points de la
trajectoire

Arête de la
trajectoire

(b)

Figure 59 – Contrainte de discrétisation des couches

(a) Sous-discrétisation (b) Discrétisation raisonnable

Pour cela, une modélisation faisant appel à de la géométrie basique est proposée à
la Figure 60. Cette modélisation permet de majorer l’écart entre h et la plus petite
distance des points potentiels trouvés au segment de la couche précédente considéré. Dans
ce modèle, cet écart peut être exprimé en fonction de h et d uniquement. Le problème
est 3D mais invariant par rotation autour du segment liant les deux sphères de voisinage
considérées. Il peut donc être transformé en problème 2D sans altérer le raisonnement.

Figure 60 – Modélisation de l’écart maximal de distance
euclidienne
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Les potentiels points de la couche suivante sont situés sur l’ensemble formé par les deux
sphères de voisinage dont les centres sont les sommets du segment de la couche précédente
considérée. Ces sphères sont symbolisées par les cercles en 2D. Le modèle proposé suppose
cependant que, pour chaque point potentiel de la couche suivante trouvé, le point de la
couche précédente qui en est le plus proche se trouve toujours sur un des segments liés au
centre de la sphère de voisinage dont il est issu, et sur aucun autre segment de la couche
précédente. Cette simplification n’est pas raisonnable dans le cas général, mais permet
une première modélisation guidant les choix de l’algorithme. Une amélioration du modèle
tenant compte de cette limitation est proposée à la Sous-section 3.6.3 du Chapitre 3,
et utilisée sur les simulations de la Section 4.1.

Soient εin la distance minimale des points potentiels de la couche suivante au segment
considéré, et εout la différence entre h et εin. εin et εout constituent les valeurs extrémales
de distance à la couche précédente des points potentiels de la nouvelle couche. À partir
de la modélisation de la Figure 60, on obtient l’Équation 18 :



εin = 1
2

√
4h 2 − d 2

εout = h − 1
2

√
4h 2 − d 2

(18)

En premier constat, la modélisation n’a de sens que si d vaut au plus deux fois h pour
assurer que les deux sphères de voisinage s’intersectent. Sinon, les formules proposées
pour εin et εout ne sont pas valides. Le fait que les deux sphères s’intersectent garan-
tit aussi que le segment est entièrement inclus dans les sphères, et donc que l’union des
sphères d’un même segment est connexe. Cette connexité permet de ne pas créer artifi-
ciellement d’interruption de dépôt car les points trouvés sur deux régions délimitées de
la surface et localement non connexes ne sont théoriquement pas à relier par de la matière.

L’évaluation de la connexité est une précaution propre à la nature même des distances
euclidiennes. Puisque les distances sont mesurées non pas sur la surface mais sur l’es-
pace de plongement de la surface, ce type de distance ne suit pas le profil de la surface
(Figure 61b). Au contraire, une distance géodésique suit le profil et donc permet à elle
seule de suivre la propagation des couches tout en éliminant naturellement les régions
non connexes à cette propagation (Figure 61a). Pour que les distances euclidiennes
s’adaptent au sens de propagation des couches, les connexités locales sont à évaluer pour
réduire l’ensemble des points potentiels pour la prochaine couche. Plus la valeur de d est
petite, plus εin est proche de h. Cela signifie qu’une augmentation de la discrétisation
maximise la probabilité que le critère de distance euclidienne h soit respecté pour chaque
point déterminé. Cependant, cela se fait au détriment du nombre de points et donc au prix
du temps de calcul et de l’espace en mémoire. Ces considérations doivent être prises en
compte lors du choix de d, ce qui est évoqué à la Sous-section 4.1.1 avec les indications
de réglage des paramètres d’entrée de l’algorithme de génération de trajectoire.
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Substrat

Surface Couches
propagées

(a)

Substrat

Surface Couches
propagées

(b)

Figure 61 – Propagation des couches depuis le substrat selon le type de distance

(a) Distances géodésiques (b) Distances euclidiennes

Enfin, la prise en compte de la connexité locale avec les distances euclidiennes ne suffit
pas à elle seule à forcer la propagation de la trajectoire selon le profil de la surface. En effet,
comme illustré à la Figure 57, pour une couche donnée, les potentiels points vérifiant le
critère de distance euclidienne se trouvent soit sur la couche qui lui succède, soit sur celle
qui la précède. Aussi, si le voisinage n’est pas restreint en amont, la trajectoire pourrait
se propager à la fois dans la direction d’empilement des couches et dans la direction
opposée, et créer des doublons de couches déjà calculées. Pour éviter cela, l’idée consiste à
supprimer les faces du maillage utilisées au fur et à mesure du calcul de la trajectoire pour
restreindre les voisinages aux mailles contenues dans les sphères de voisinage (Figure 62).

Maillage restant Mailles du voisinage
de la couche précédente

Couche précédente

Couche avant la précédente

Figure 62 – Réduction du voisinage
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Cela permet aussi de réduire les calculs effectués. Cependant, cela implique aussi une
contrainte sur la taille des mailles. En effet, si une maille est de taille trop importante
par rapport à h, alors elle peut être commune à différentes couches de la trajectoire. Par
conséquent, si elle est supprimée pour une couche inférieure mais nécessaire pour une
couche supérieure, cela créerait un vide sur la trajectoire (Figure 63).

Maillage restant Nouvelle couche discontinue

Couche précédente

Couche avant la précédente

Mailles communes
supprimées

Figure 63 – Conséquence sur la trajectoire de la suppression
d’une maille commune à plusieurs couches

Afin d’éviter qu’une maille soit commune à plusieurs couches, une subdivision du
maillage peut être effectuée. La subdivision permet de créer un échantillonnage plus fin
de la surface pour permettre l’extraction des voisinages locaux et garantir le systéma-
tisme des routines quelle que soit la géométrie locale lors de la génération de trajectoire.
La taille indicative des arêtes des faces triangulaires du maillage est notée e pour la suite
de ce chapitre et du document. Le raffinement des mailles en sous-mailles plus petites
permettrait ainsi de réduire la valeur de e à une valeur raisonnable devant h. Cependant,
bien que la subdivision permette de forcer la propagation de la trajectoire sur toute la
surface, elle augmente le nombre de mailles à considérer et donc le temps de calcul.

Il existe de nombreuses méthodes efficaces de raffinement de maillage par des méthodes
récursives, mais cela ne permet pas de maîtriser en amont de la subdivision le nombre de
sous-mailles attendues pour maîtriser l’espace en mémoire à solliciter. Davantage d’infor-
mations sur les principales méthodes usuelles sont fournies à l’Annexe A6. C’est dans ce
contexte qu’une méthode exclusive de raffinement permettant de contrôler le nombre de
sous-mailles a été développée durant cette thèse. Cette méthode est présentée en détail à
l’Annexe A6. Le but est l’atteinte d’un maillage subdivisé final présentant un compromis
parmi les critères suivants :

— L’obtention de sous-mailles d’arêtes toutes de longueur inférieure à h ;
— L’obtention de triangles de géométrie acceptable (non plats) ;
— La minimisation du nombre total de sous-mailles.
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L’algorigramme synthétique de l’étape de subdivision est détaillé à la Figure 64. Le
maillage de sortie n’est plus nécessairement connecté, c’est-à-dire que des mailles trian-
gulaires adjacentes du maillage ne partagent pas nécessairement des arêtes communes.
Cela permet d’apporter plus de souplesse lors de la recherche d’un compromis entre taille
de mailles, géométrie et nombre total de mailles lors de la subdivision. La connexion du
maillage permet d’en déduire les entités connexes de la pièce et les zones connexes en tout
voisinage de la pièce. Il est possible de remonter à cette information sur le maillage final
en associant chaque sous-maille à sa maille mère sur le maillage connecté initial.

Calcul du nombre N*subdiv  

de subdivisions souhaitées

Subdivision par méthode 

des médianes Nièmes
Graphe des triangles du
maillage initial connecté

Nsubdiv  directement supérieur 

ou égal à N*subdiv  et multiple 

de puissances de 2, 3 et 5

Héritage des sous-mailles
de l'indice de connexité
de leur maille mère sur

le graphe initial

Début

Fin

Nini = nombre de triangles 

      du maillage initial

k > Nini ?

k = k + 1

Oui

Non

k = 1

Graphe des triangles
du maillage subdivisé

non connecté

Figure 64 – Étape de subdivision du maillage initial

À l’issue de la subdivision, le maillage est apte à garantir une propagation de la
trajectoire dans le sens de l’empilement des couches uniquement par suppression des
mailles utilisées une fois, sans générer de discontinuité prématurée sur les couches car
toute sous-maille n’intersecte au plus qu’une seule couche après subdivision. Les mailles
de voisinage non utilisées sont automatiquement supprimées du maillage restant.

3.4 Algorigramme complet de la méthode
Une fois le maillage d’entrée subdivisé, le calcul des couches successives peut être effec-

tué. L’algorigramme complet de la méthode de génération de trajectoire est disponible à
la Figure 65. En plus des fichiers STL de la surface à fabriquer et du substrat, quatre pa-
ramètres dont deux déjà introduits à la Section 3.3 sont utilisés. Leur réglage préconisé
et leur équivalence physique sont détaillés au Tableau 10 p140 de la Sous-section 4.1.1 :

— La hauteur de couche h ;
— La taille indicative des arêtes du maillage subdivisé e ;
— La valeur indicative de discrétisation des couches d ;
— La valeur de filtrage entre nœuds de sous-graphes non connexes f .
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Raffinement du maillage

Graphe du maillage

Intersection surface-substrat

Suppression des mailles
de la surface dans le substrat

Calcul de la couche
d'initialisation

Filtrage du chevauchement

Ajout d'arêtes

Rediscrétisation des arêtes

Pour chaque voisinage
de point de la couche

précédente

Intersections
sphère-triangle

Interpolations Linéaires
Sphériques

Fusions d'arcs de cercle

- Surfaces STL : pièce et substrat 
- Hauteur de couche (h) 
- Taille indicative des arêtes ( e ) 
- Valeur indicative de  

 discrétisation des couches ( d ) 
- Valeur de filtrage entre nœuds  

 de sous-graphes non connexes ( f )

Chemin de dépôt
avant rétroaction

 Couche 
 vide ?

Sélection des mailles dans le
 voisinage d'une nouvelle couche

Suppression des mailles dans le
voisinage d'une nouvelle couche

Couche précédente =
couche d'initialisation

Couche précédente =
nouvelle couche

Oui

Non

Projection des nœuds
sur la couche précédente

Détermination des
directions et sens

Figure 65 – Algorithme de génération de trajectoire
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3.5 Outils mathématiques
Les différentes étapes de l’algorithme de génération de trajectoire font appel à diverses

méthodes de géométrie ou d’organisation de données. Cette section synthétise les princi-
paux outils numériques utilisés pour l’algorithme et mentionnés par la suite. Ces outils
ont notamment été adaptés et utilisés dans les routines de couche d’initialisation (Sous-
section 3.6.1), de sélection de voisinage (Sous-section 3.6.2), de recherche des points
potentiels d’une nouvelle couche (Sous-section 3.6.3) et la reconstruction de son graphe
(Sous-section 3.6.4). Quatre notions sont abordées :

— L’intersection entre deux maillages STL (Sous-section 3.5.1) ;
— La détection de collision entre une sphère et un triangle (Sous-section 3.5.2) ;
— L’interpolation linéaire sphérique (Sous-section 3.5.3) ;
— La recherche d’un chemin eulérien sur un graphe (Sous-section 3.5.4).

3.5.1 Intersection entre deux maillages STL
L’intersection entre deux maillages STL est une étape primordiale pour la création

de la couche d’initialisation (Sous-section 3.6.1). Le calcul d’intersection entre deux
maillages repose sur une adaptation du calcul optimisé de distance entre deux droites,
appliqué entre deux triangles sur chacun de leurs trois segments. Le calcul de distances
entre points, droites et plans est une préoccupation majeure des calculs en infographie
depuis la fin des années 1960 pour la modélisation 3D de solides (Figure 66).

Point d'
observation

Plan de
projection

Objet de la
scène 3D

Source
de lumière

Rayon
d'observation

Rayon
lumineux

https://labychat.wordpress.com/

Figure 66 – Principe du ray-tracing
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L’effet de perspective se fait par la variation des dimensions des objets éloignés d’un point
d’observation et éventuellement de l’intensité lumineuse selon la position des objets par
rapport à une source de lumière virtuelle. La lumière est alors modélisée par un ensemble
de rayons dont les lieux de réflexion et réfraction sont issus de leur intersection avec les
éléments de la scène 3D. Dans de telles applications, un nombre important de distances
est calculé entre différents objets en divers endroits de ces derniers, soit pour détecter s’ils
sont en collision, soit pour modéliser la diffusion d’une source de lumière à leur surface
dans une scène 3D. Les intersections sont calculées à partir de géométrie basique. Une
augmentation du nombre d’intersections calculées permet d’améliorer la précision des ré-
sultats au coût d’une augmentation du temps de calcul.

Au cours des décennies, des méthodes de plus en plus rapides ont été développées pour
optimiser les calculs. En premier lieu, le ray-tracing (Figure 66) a été développé en 1968
dans le but de reproduire plus efficacement la réflexion et la réfraction de la lumière lors
du rendu 3D d’images [169]. Puis, en 1982, la méthode a été améliorée de manière signifi-
cative développant le ray-casting dans le but de modéliser plus efficacement les solides 3D
issus d’unions, intersections ou différences de formes primitives dans les logiciels de CAO
et FAO [170]. La méthode a été améliorée dans le cas des intersections droite-triangle
en 1997 [171]. La même année, une routine adaptant la méthode à des intersections
triangle-triangle a été proposée [172]. Cette routine d’intersection triangle-triangle est
parfaitement adaptée au calcul d’intersection entre deux maillages STL.

3.5.2 Détection de collision sphère-triangle
Les travaux en infographie dans les années 1960 ont aussi été l’occasion de l’apparition

de méthodes de détection de collisions entre objets, à des fins de simulation et de rendu en
temps réel. Une collision est la caractérisation d’existence d’une intersection sans en dé-
crire la nature. Comme précisé à la Sous-section 3.1.3, les collisions pièce-outil ne sont
pas considérées dans l’algorithme de génération de trajectoire, puisque le premier trajet de
dépôt recherché est amené à être modifié ultérieurement pour en tenir compte par réorga-
nisation intra-couches et inter-couches par rétroaction. L’utilisation d’outils de collision ici
sert à déterminer les faces du maillage contenues dans les différentes sphères de voisinage.
La méthode est modifiée dans la méthode de génération de trajectoire pour caractériser la
nature de l’intersection entre les faces triangulaires du maillage et les sphères de voisinage
minimal évoquées à la Section 3.3 et illustrées à la Figure 57 p106. Cela est nécessaire
pour la recherche des points potentiels d’une nouvelle couche (Sous-section 3.6.3).

La détection de collision sphère-triangle est une opération basique. Un tel type de collision
peut être calculé en utilisant le Théorème de Séparation des Convexes, plus communément
désigné en tant que Separating Axis Theorem (SAT). Ce théorème stipule que dans un
espace euclidien de dimension n, deux sous-espaces A et B ne sont pas en collision s’il
existe un hyperplan H qui les sépare. Cet hyperplan est, par définition, un ensemble de
dimension n − 1 inclus dans l’espace euclidien de dimension n. Il est déterminé par son
vecteur orthogonal u⃗. Ce théorème est illustré à la Figure 67 pour un espace de dimension
deux. En dimension deux, cet hyperplan est une droite. La traduction mathématique du
théorème permet de comprendre son utilisation informatique :
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∀ x∈A, ∀ y ∈B, ∃ u⃗ ∈ Rn−1, u⃗ ̸= 0⃗ , ∃ c∈R |


x⃗.u⃗ ≥ c

y⃗.u⃗ ≤ c
(19)

x

y

A

B

Figure 67 – Théorème de Séparation des Convexes (SAT) en
dimension deux

Ainsi, A et B ne sont pas en collision si un hyperplan de séparation existe pour chaque
couple d’éléments x et y appartenant respectivement à A et B. Ce théorème est cou-
ramment utilisé en robotique ou en rendu en temps réel pour détecter l’existence d’une
collision entre deux objets convexes [173]. Plus précisément, il est utilisé sur des objets
convexes décrits par des éléments primitifs simples : des plans, des points et des arêtes.
Pour de telles formes, l’existence de la collision entre deux objets convexes peut être déter-
minée de manière procédurale via une seule méthode, ce qui rend la méthode prédisposée
à toute implémentation numérique. Une série de booléens traduisant diverses inégalités
géométriques est calculée sur les éléments primitifs. Les deux objets sont alors considé-
rés comme n’étant pas en collision si tous les booléens valent 0. Dans le cas spécifique
d’intersection sphère-triangle, le nombre de booléens nécessaire peut être réduit à 7 [174].

3.5.3 Interpolation linéaire sphérique
L’interpolation linéaire sphérique, généralement désignée en tant que Spherical Linear

Interpolation (SLERP), est un outil puissant qui peut être utilisé pour calculer des points
uniformément espacés sur des arcs de cercle. Cette méthode est combinée à la détection
de collision sphère-triangle pour créer les sous-graphes des points potentiels lors du calcul
d’une nouvelle couche (Sous-section 3.6.3). Elle est aussi utilisée pour les différentes
sélections de voisinage lors du calcul de la trajectoire (Sous-section 3.6.2).
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La méthode de calcul de SLERP a été initialement développée en 1985 pour animer des
rotations dans des espaces de dimension trois [175]. Une SLERP est l’équivalent sur une
sphère d’une interpolation linéaire sur une droite pour discrétiser cette dernière de manière
uniforme (Figure 68).

Cercle
géodésiqueSphère

Figure 68 – Interpolation linéaire sphérique (SLERP)

Étant donnés deux points situés sur une même sphère dont les coordonnées depuis le centre
de cette dernière sont exprimées par les vecteurs −!v1 et −!v2 , les coordonnées des points situés
sur le plus petit arc de cercle d’angle Ω formé par ces deux vecteurs et constituant un
arc de grand cercle de la sphère peuvent être exprimées à l’aide d’un unique paramètre t
variant dans [0, 1] :

Slerp (−!v1 ,−!v2 , t) = sin ((1 − t) Ω)
sin Ω

−!v1 + sin (t Ω)
sin Ω

−!v2 (20)

La SLERP est une méthode valide pour les arcs de cercle dont les angles sont compris
dans ]0, π[. Notons que dans le cas où l’arc de cercle que l’on souhaite discrétiser est
le plus grand arc de cercle formé par les vecteurs −!v1 et −!v2 , alors on peut remplacer Ω
par Ω − 2π dans la formule précédente. Si l’arc est un demi-cercle ou un cercle entier, la
formule ne fonctionne pas car −!v1 et −!v2 sont colinéaires, et donc le projeté de l’un sur l’autre
est nul. Dans ces cas particuliers, la méthode peut être adaptée en choisissant un point
supplémentaire faisant partie du demi-cercle ou cercle puis appliquer deux sous-SLERP
pour discrétiser entièrement la courbe.
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3.5.4 Recherche d’un chemin eulérien sur un graphe
Le dernier outil nécessaire pour la génération de trajectoire est une routine permet-

tant d’obtenir un chemin de parcours eulérien des couches calculées. Cette routine est
indispensable pour donner un premier sens de parcours aux différentes couches de la tra-
jectoire après leur reconstruction (Sous-section 3.6.4). Le but est d’ordonner les arêtes
du premier chemin de dépôt, bien que ce dernier soit amené à être réorganisé et locale-
ment recalculé ultérieurement par rétroaction en fonction des contre-indications machine
et matériau. L’objectif est de déterminer un chemin qui ne passe qu’une fois par chacune
des arêtes de dépôt. Pour cela, chaque couche est associée à un graphe. Un graphe est
défini par un ensemble de nœuds liés par des arêtes. Le degré du nœud est le nombre de
nœuds voisins directement reliés par une arête à ce dernier.

Un graphe est dit “eulérien” s’il est possible de trouver un chemin continu passant par
toutes les arêtes une fois et une seule fois seulement : tout chemin correspondant à ces
critères est alors appelé un “chemin eulérien” (Figure 69). Un chemin eulérien, s’il existe,
n’est pas unique, ne serait-ce que parce qu’il peut être parcouru en sens inverse. Ainsi, le
type de chemin recherché pour le premier chemin de dépôt est eulérien.

4

1

2 3

5

6

8
9 10

7

1

2

34

5

6

7

8
9

10

11

12

Nœud
de départ

Nœud
d'arrivée

Ordre de parcours
des arêtes du graphe

Figure 69 – Chemin eulérien sur un graphe eulérien

Une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un chemin eulérien sur un graphe
connexe est qu’il possède au plus deux nœuds de degré impair. Cela s’explique par le fait
qu’un chemin eulérien est tel que chaque nœud, lorsqu’il est visité, arrive par une arête
utilisée une unique fois et repart part une autre arête utilisée aussi une seule fois. Or, si le
degré du nœud visité est impair, alors il ne peut pas y avoir autant d’arêtes de départ que
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d’arrivée pour ce dernier. Par conséquent, un nœud impair correspond nécessairement à
un point d’arrivée ou de départ du chemin. Puisqu’il n’y a qu’un point de départ et un
seul point d’arrivée car un chemin eulérien est par définition ininterrompu, alors il ne peut
y avoir au plus que deux nœuds impairs. Un graphe quelconque peut être transformé en
graphe eulérien par ajout d’arêtes virtuelles entre nœuds impairs de sorte qu’après ajout
de ces arêtes fictives il n’y ait au plus que deux nœuds de degré impair.

Associer chaque graphe à une couche permet d’envisager l’utilisation d’éléments issus de la
théorie des graphes. Cette science permet d’étudier en profondeur les trajets et problèmes
d’optimisation de chemin. Parmi eux, le Problème du Voyageur de Commerce, désigné
en tant que TSP, est un des plus populaires. Il consiste à trouver un chemin visitant
une fois un ensemble de nœuds et retournant au premier [176]. Cependant, le TSP crée
les arêtes reliant les nœuds. Dans le cas de la génération de trajectoire, les arêtes sont
connues et correspondent à celles liant les points de la couche. Pour ce type de situation,
le Problème du Postier Chinois, communément désigné par l’expression CPP, sera préfé-
rable : le chemin trouvé utilise les arêtes données en entrée, et s’assure qu’elles sont toutes
visitées au moins une fois [177]. Les méthodes de recherche de chemin eulérien sont des
cas particuliers du CPP [178].

L’utilisation de graphes ne se limite pas à la création d’un sens de parcours dans
l’algorithme de génération de trajectoire. Ils sont aussi utilisés pour la reconstruction des
ensembles de segments constituant les couches successives du chemin de dépôt. Cela se fait
à l’aide d’un ensemble de sous-graphes et de l’ajout d’arêtes de jonction cohérentes avec
la topologie de la surface dont on souhaite générer une trajectoire (Sous-section 3.6.4).
En effet, les couches à reconstruire sont des courbes 3D passant par tous les points de tous
les sous-graphes associés. La reconstruction de courbes 3D à partir d’un nuage de points
est nécessaire dans de nombreux domaines : design, reconnaissance d’image et calcul de
chemins optimaux [83,179]. Cependant, un nuage de points ne contient pas d’information
sur les arêtes liant les différents points.

Des méthodes de reconstruction répondant au besoin dans le cadre de courbes 2D sont
accessibles [180]. Néanmoins, si ces méthodes sont appliquées en 3D, elles ne permettent
pas l’obtention de courbes, mais de surfaces [181,182,183]. En particulier, l’algorithme
Crust est un des plus efficaces pour la reconstruction de courbes 2D et surfaces 3D à partir
d’un nuage de points et se base sur une triangulation de Delaunay de ce dernier [184]. Par
ailleurs, comme évoqué au Chapitre 1, il existe des méthodes d’interpolation de nuages
de point efficaces permettant de reconstruire des courbes [83,84,51]. Toutefois, en tant
que méthodes d’interpolation, elles ne passent pas par tous les points et ne considèrent
pas les éventuelles arêtes liant les différents points.

C’est dans ce contexte qu’une routine spécifique est proposée pour la reconstruction du
graphe des couches de la trajectoire à calculer à la Sous-section 3.6.4. La méthode
développée permet l’obtention d’un graphe 3D correspondant à la nouvelle couche à re-
construire à partir d’un ensemble de sous-graphes connectés les uns aux autres de manière
cohérente avec le profil de la surface pour éviter l’ajout d’arête de dépôt hors de la surface
à décrire.
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3.6 Étapes de l’algorithme
Dans cette section, les phases consécutives de la génération de trajectoire après sub-

division du maillage initial sont détaillées. L’ordre suit celui de l’algorigramme illustré à
la Figure 65. Les phases détaillées sont les suivantes :

— Détermination de la couche d’initialisation (Sous-section 3.6.1) ;
— Sélections de voisinage (Sous-section 3.6.2) ;
— Sous-graphes potentiels d’une nouvelle couche (Sous-section 3.6.3) ;
— Reconstruction du graphe d’une nouvelle couche (Sous-section 3.6.4) ;
— Détermination des vecteurs outil (Sous-section 3.6.5).

3.6.1 Détermination de la couche d’initialisation
Une fois le maillage initial de la surface à fabriquer subdivisé pour que les arêtes des

faces aient une longueur inférieure à h, l’étape suivante de la génération de trajectoire
consiste à calculer la couche d’initialisation (Figure 70). Chaque couche étant calculée à
partir de la couche qui la précède, cette couche est nécessaire pour déclencher le calcul de la
première couche, et donc, déclencher la propagation de la trajectoire sur la surface. Cette
couche est donc simplement définie comme les courbes issues de l’intersection entre la sur-
face à fabriquer et le substrat. C’est pour cela que le fichier STL du substrat est nécessaire
en entrée de l’algorithme. Puis, chaque point de la couche d’intersection est associé à une
des faces du maillage de la surface à fabriquer contenant l’arête sur laquelle il se trouve,
pour aider à affiner les sélections des voisinages qui suivront (Sous-section 3.6.2).

Calcul de la parité du nombre
d'intersections de chaque
demi-droite avec la région

de substrat

Décomposition du substrat
fermé en régions convexes

Tracé de demi-droites
aléatoires passant par
chaque sommet du
maillage restant

Déclaration des mailles
externes dont au moins
un sommet a un nombre
d'intersections impair

Début

Fin

Nconv  = nombre de régions 

       convexes du substrat

k = 1

k > Nconv ?

k = k + 1

Oui

Non Intersection STL-STL
entre la région du substrat

et la surface restante

Surface restante = surface

  Surface restante 
= mailles externes

Restriction de l'intersection
aux segments

Figure 70 – Étape de déclaration des zones de substrat

120/264



Algorithme de génération de trajectoire

La connaissance de la géométrie du substrat et sa position relative par rapport à
la surface à fabriquer permettent d’en déduire la couche d’initialisation (Figure 71).
Contrairement à la surface à fabriquer, le substrat ne nécessite pas d’être subdivisé.

Figure 71 – Fichier STL-A subdivisé et substrat associé

Le substrat n’est pas forcément connexe et peut être constitué de plusieurs entités in-
dépendantes (Figure 72a). Chaque entité indépendante est désignée en tant que “lieu
de substrat”. L’intersection entre le substrat et la surface à fabriquer existe s’ils sont en
contact, ou de manière générale s’ils sont imbriqués l’un dans l’autre.

Surface

Lieux fermés
d'un substrat
non connexe 

(a)

Surface
fermée et
convexe

Points extérieurs

Points
intérieurs

Rayon
aléatoire

(b)

Figure 72 – Lieux du substrat

(a) Substrat formé par plusieurs lieux de substrat
(b) Position relative d’un point par rapport à une surface fermée et convexe
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Si le substrat et la surface sont imbriqués l’un dans l’autre, alors la partie de la surface
située à l’intérieur d’un lieu de substrat est virtuelle : aucune trajectoire n’est atten-
due en ces régions. Aussi, dans cette situation, il est nécessaire de supprimer les mailles
concernées de la surface à fabriquer. Pour faciliter cette étape, chaque lieu du substrat
déclaré doit être une surface fermée et préalablement subdivisée en entités convexes. En
effet, si l’entité considérée est fermée et convexe, il est possible de déterminer la posi-
tion d’un point quelconque par rapport à l’intérieur ou l’extérieur d’un lieu de substrat
en traçant un rayon de direction quelconque, pourvu qu’il ne se trouve pas précisément
sur la frontière d’une face, et en comptant le nombre de fois où il traverse une face du
lieu du substrat. Si ce nombre est impair, alors il est situé à l’intérieur, tandis que s’il
est pair, il est situé à l’extérieur (Figure 72b). Toute face triangulaire du maillage est
supprimée si au moins un de ses trois sommets se trouve à l’intérieur d’un lieu de substrat.

Notons qu’en tant que polyèdre, le substrat facettisé peut être subdivisé en un ensemble
de tétraèdres, qui sont par définition les plus simples polyèdres convexes. Il existe donc
toujours une partition du substrat en plusieurs entités convexes afin de détecter la posi-
tion de points situés sur la surface à fabriquer par rapport à un substrat fermé.

Ainsi, il est possible de retirer du maillage subdivisé les faces se trouvant à l’intérieur
des lieux fermés et convexes du substrat déclaré après avoir calculé la couche d’initialisa-
tion (Figure 73). Cela permet de forcer la direction de propagation de la trajectoire dans
le sens attendu uniquement. La couche obtenue est un ensemble de points reliés par des
arêtes. Puis, les arêtes sont rediscrétisées par interpolation linéaire de sorte qu’aucune ne
soit plus longue que d pour respecter la contrainte de fiabilité du trajet par rapport à la
proximité des sphères de voisinage évoquée à la Section 3.3. Pour la couche d’initialisa-
tion, il n’est pas indispensable de calculer un sens de parcours eulérien car elle ne fait pas
partie de la trajectoire : elle ne sert qu’à en calculer la première couche.

Figure 73 – Couche d’initialisation et maillage restant de STL-A
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Enfin, la méthode de déclaration de substrat anticipe l’utilisation de l’algorithme en cas
de réparation de pièce. En effet, si la courbe correspondant à la frontière de la pièce cassée
est connue grâce à un scan, le maillage de la pièce correspond à celui de la pièce entière.
Il est alors possible de réduire le maillage à la partie à réparer en extrapolant la courbe
frontière en une surface fermée et de l’assimiler au substrat initial.

3.6.2 Sélections de voisinage
La sélection de voisinage est une considération utile pour accélérer le temps de calcul

de génération de trajectoire en réduisant le nombre de points sur lesquels effectuer les
calculs. Deux types de sélection de voisinage sont utilisés via la même méthode :

— La sélection des faces du maillage restant situées au voisinage de la couche précédente
de la trajectoire (première routine) ;

— La sélection des faces du maillage restant situées au voisinage de chaque sphère de
voisinage dont les centres sont situés sur la couche précédente (deuxième routine).

Chaque couche de la trajectoire ou sphère de voisinage possède un voisinage minimal sur
lequel il est possible d’effectuer les calculs sans avoir à les réaliser sur tout le maillage
restant. Cela n’altère pas la trajectoire si ce voisinage est calculé de manière judicieuse.
L’algorigramme de la méthode commune aux deux routines est illustré à la Figure 74.

Début

Nuage associé aux
sommets considérés

de la couche précédente

Coordonnées extrémales
X, Y et Z du nuage associé

Boîte des coordonnées 
extrémales avec offset h

k1 = 1

k1 = k 1 + 1

k2 = 1 k2 = k 2 + 1

Rotation du voisinage initial 
autour de l'axe de rotation k1 

d'un angle    (k 2 - 1)/(2 Nangles  ) 

Nangles  = nombre d'angles 

        de rotation par axe

Naxes  = nombre d'axes de 

       rotation du nuage

k1 > Naxes  ?

Voisinage = sommets du 
           maillage restant

Voisinage = sommets pivotés 
           restantsFin

Non

Non

Oui

Oui

Supression des mailles du
voisinage dont au moins
un sommet est hors de

la boîte avec offset

k2 > Nangles  ?

Figure 74 – Méthode de sélection de voisinage
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Les quatre étapes de la combinaison successive des deux routines sont illustrées à la
Figure 75. À partir de la couche précédente de la trajectoire et du maillage restant, un
voisinage contenant les points de la couche suivante est calculé. Ce voisinage correspond
à une majoration de l’inter-couches entre la couche précédente et la nouvelle couche à
calculer (Étape 1, sur la Figure 75). Puis, une copie de ce voisinage est créée et utilisée
pour calculer le voisinage des sphères de voisinage au fur et à mesure qu’elles sont utilisées
(Étape 2, sur la Figure 75). Dès que le voisinage d’une sphère de voisinage est utilisé,
alors les faces qui y sont situées peuvent être retirées du maillage restant de la copie avant
de déterminer les autres sphères de voisinage (Étape 3, sur la Figure 75). Une fois le
calcul de la nouvelle couche terminé, alors toutes les faces situées à l’intérieur des sphères
de voisinage peuvent être supprimées du maillage restant (Étape 4, sur la Figure 75).
En plus de réduire les mailles à considérer au fur et à mesure du calcul de la trajectoire,
cela garantit que la propagation de la trajectoire s’effectue dans le sens attendu.

Maillage restant

Couche précédente

Voisinage de la
couche précédente

Nouvelle
couche

Sphères de voisinage
de la nouvelle couche

Mailles incluses
dans les sphères

de voisinage

Nouveau
maillage restant

Étape 1 Étape 2

Étape 3Étape 4

Figure 75 – Sélections de voisinage et réduction du maillage

Les routines de sélection se basent sur l’estimation rapide de l’enveloppe convexe
d’un nuage de points. Étant donné un nuage de points constitué des points de la couche
précédente, alors les points potentiels de la couche suivante sont inclus dans l’union des
sphères de voisinage de la couche précédente (Figure 76a). Cette union est elle-même
contenue dans une enveloppe convexe assimilable à l’enveloppe convexe du nuage de points
de la couche précédente à laquelle serait appliqué un offset de longueur h dans toutes les
directions de l’espace (Figure 76b).
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Couche précédente
non connexe

Sphères
de voisinage

Union des
sphères de
voisinage

(a)

Sphères
de voisinage

Enveloppe convexe de
la couche précédente

avec offset

(b)

Figure 76 – Région des points potentiels d’une nouvelle couche

(a) Union des sphères de voisinage de la couche précédente
(b) Enveloppe convexe avec offset de la couche précédente

Cette recherche de voisinage pour accélérer les calculs n’est cohérente que si la méthode de
sélection de voisinage est suffisamment rapide comparée aux calculs de distance pour dé-
terminer les points potentiels de la trajectoire. La majoration par une enveloppe convexe
va dans ce sens. En effet, le calcul d’une forme alpha généralise le concept d’enveloppe
concave [185] et permet d’obtenir des enveloppes plus précises à travers des méthodes de
calcul souvent exigeantes [186]. Au contraire, les méthodes de calcul d’enveloppe convexe
sont en général optimisées pour être plus rapides [187,188].

La méthode de sélection de voisinage développée pour les deux routines est inédite par sa
capacité à caractériser la position d’un premier nuage de points par rapport à l’enveloppe
d’un autre nuage de points différent sans avoir à calculer cette enveloppe avec précision
car sa connaissance n’est pas l’information recherchée. Elle consiste à déterminer, dans
différents systèmes de coordonnées, les valeurs minimales et maximales selon tous les axes
de l’ensemble des points du nuage de points, et d’ajouter un offset de h à ces coordonnées.
Davantage d’informations sont fournies à l’Annexe A7. La deuxième routine correspond
à un cas particulier de la première routine où le nuage ne comporte qu’un point. Ainsi,
étant donné un point arbitraire de l’espace, on peut déterminer sa position à partir de la
frontière formée par l’ensemble des coordonnées extrémales en comparant ses coordonnées
aux valeurs extrémales du nuage de points.

Cette frontière est une “boîte” limite dont la forme dépend de l’orientation des axes du
système de coordonnées. Si l’on fait varier l’orientation du système de coordonnées, la
boîte a une forme différente (Figure 77). Le problème est ici décrit et illustré pour un
cas 2D, mais il nécessite une adaptation 3D pour être utilisable dans le contexte de la
génération de trajectoire sur des surfaces quelconques. Cette adaptation est beaucoup plus
complexe car elle nécessite de définir plusieurs axes de rotation uniformément espacés dans
l’espace. La méthode est décrite et démontrée à l’Annexe A7.
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Figure 77 – Boîtes enveloppes 2D avec offset issues de rotations
du système de coordonnées

L’intersection de ces boîtes tend vers l’enveloppe convexe du nuage de points avec un
offset h lorsque le nombre de rotations augmente (Figure 78). Cela signifie qu’un point
arbitraire de l’espace peut être considéré comme étant à l’extérieur de l’enveloppe convexe
avec offset s’il n’est dans aucune boîte.

Figure 78 – Intersection de boîtes enveloppes 2D avec offset et
enveloppe convexe

Ainsi, la méthode permet de déterminer la position des sommets des faces du maillage
en utilisant un voisinage formé par l’approximation d’une enveloppe convexe d’un nuage
de points. Les faces qui ont un sommet dans ce voisinage sont considérées comme faisant
partie de ce dernier. Pour garantir que toutes les faces du voisinage sont prises en compte,
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l’enveloppe convexe est approximée de manière majorante. Cependant, pour les sphères de
voisinage, il est aussi nécessaire de calculer une enveloppe minorante pour éviter que des
mailles ne soient supprimées prématurément du maillage restant, créant des discontinuités
incohérentes de trajectoires. La sphère est un cas particulier où, une enveloppe minorante
peut être obtenue en divisant l’offset de h par

√
3 lors de l’approximation de l’enveloppe

convexe : cela correspond à la longueur d’arête du cube minimal inclus dans une sphère
de rayon h, qui correspond elle-même à la sphère minimale incluse dans un cube d’arête h.

Enfin, pour que la trajectoire reste cohérente avec la surface, et donc qu’aucune arête ne
soit créée entre des parties non connexes de la surface ou des trous, les faces de la sphère
de voisinage qui ne sont pas sur la même entité connexe locale que la face contenant le
centre de cette même sphère sont supprimées de la liste des faces du voisinage.

3.6.3 Sous-graphes potentiels d’une nouvelle couche
Une fois le voisinage de la couche précédente obtenu, la nouvelle couche de la trajectoire

peut être calculée (Figure 79). Les points de la couche précédente sont utilisés de manière
successive. Étant donné cette couche, les potentiels points de la nouvelle couche sont situés
sur les intersections du maillage restant avec toutes les sphères de voisinage de rayon h
centrées en chaque point de la couche précédente, comme illustré à la Figure 76a.

Intersections sphère-triangle
entre la sphère de voisinage et
les mailles du voisinage restant

Sélection du voisinage
de la couche précédente 

Interpolations linéaires
sphériques des arcs de

cercle issus des intersections

Début

Fin

Nnœuds  = nombre de nœuds de 

         la couche précédente

k1 = 1 k1 > Nnœuds  ?

k1 = k 1 + 1

Oui

Non

Sélection du voisinage 
de la sphère de rayon h 

centrée au nœud k1

Voisinage restant = voisinage

Détermination des
mailles externes à 

la sphère de voisinage

  Voisinage restant 
= mailles externes
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       de cercle
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Non

k2 > Narcs  ?k2 = 1

k2 = k 2 + 1

G : ensemble des sous-graphes 
    à déterminer

Suppression des nœuds 
de G* distants de 0,99 d 
de la couche précédente

G* : sous-graphe associé 
     à l'arc k2

Fusion de chaque nœud  
de G* avec le nœud de G 
le plus proche s'ils sont 

distants de moins de 0,005 d

G = G + G*

Figure 79 – Étape de calcul des sous-graphes
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En théorie, l’ordre dans lequel les points de la couche précédente sont utilisés n’a pas
d’importance puisqu’un algorithme est appliqué à la fin de la création du graphe de la
nouvelle couche pour en déterminer un sens de parcours eulérien. Les points de la couche
précédente peuvent donc être utilisés sans tri préalable pour éviter l’augmentation du
temps de calcul issu d’une telle étape. L’algorithme de génération de trajectoire a pour
objectif principal de trouver un premier chemin de dépôt théorique. Cela signifie qu’il n’est
pas indispensable que, pour deux couches superposées, la couche suivante commence là
où termine la couche précédente, ne serait-ce car ce premier trajet théorique est amené
lui-même à être réorganisé pour obtenir le trajet final. Cependant, dans le but que le pre-
mier trajet de dépôt minimise les déplacements, les sphères de voisinage sont considérées
dans l’ordre d’apparition de leur centre dans le graphe ordonné de la couche précédente.
Ainsi, la routine de calcul de chemin eulérien aboutira à un trajet dont le premier est dans
la même région que le dernier point de la couche précédente lorsque cela est possible.

La première étape du calcul de la nouvelle couche consiste à déterminer un ensemble
de sous-graphes de points qui la composent, en calculant l’intersection des sphères de
voisinage avec le maillage restant. Cela revient à déterminer des intersections sphère-
triangle. L’intersection entre une sphère et un plan, si elle est non vide, est généralement
un cercle entier, ou un point dans le cas où le plan est tangent à la sphère (Figure 80).

Intersection
vide

Point unique Cercle

Figure 80 – Différentes intersections sphère-plan

Un triangle est la restriction d’un plan. Cela signifie donc que, l’intersection entre un
triangle et une sphère, si elle existe est un ensemble d’éléments parmi un cercle entier, des
points et des arcs de cercle issus d’un même cercle (Figure 81). Un point isolé correspond
à un sous-graphe sans arête avec un seul nœud. Ils ne sont donc pas considérés car les
phases de dépôt se font sur les arêtes : ils ne correspondent donc à aucune phase de dépôt,
et peuvent donc être omis pour éviter des déplacements non nécessaires de l’outil de dépôt.
Dans le cas où les arcs de cercle issus de l’intersection sont connus, il est possible d’obtenir
un sous-graphe associé à chaque arc, en le discrétisant et en lui appliquant une SLERP.
La discrétisation est choisie de sorte que les points d’un même arc soient distants de d
pour respecter au mieux la contrainte de discrétisation des couches.
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Arc de cercle
intersection

Figure 81 – Exemple d’intersection sphère-triangle

Or, le nombre d’arcs de cercle, leur position par rapport aux points situés à leurs extré-
mités dépendent de la géométrie du triangle et de sa position par rapport à la sphère.
Il n’y a intersection entre une sphère et un triangle que si la collision entre ces deux
derniers existe. Partant de ce constat, la détermination du type d’intersection revient à
chercher davantage d’informations sur le type de collision. Cela signifie que davantage de
considérations géométriques sont à calculer afin de déterminer totalement la nature de
l’intersection. Une fois le type d’intersection connu, une SLERP est appliquée à chaque
arc afin d’obtenir des sous-graphes formés d’arcs de cercles ordonnés (Figure 82).

Figure 82 – Exemple d’arcs de cercle ordonnés issus
d’intersections sphère-triangle
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Les informations de type d’intersection, tout comme pour l’existence de la collision,
peuvent être déterminées à l’aide de booléens, similaires à ceux utilisés dans le cas d’une
intersection sphère-triangle, issus d’inégalités géométriques par application du SAT. Il est
alors possible, à la connaissance de cette liste de booléens, de déterminer exactement la
nature de l’intersection. Dès lors où il y a collision, et donc que l’intersection existe, le
problème peut être étudié dans le plan contenant le triangle. Les différents types d’inter-
section, illustrés dans le plan contenant le triangle, sont détaillés à l’Annexe A8.

Dans la pratique, entre chaque utilisation de sphère de voisinage, un filtrage est néces-
saire afin de supprimer les nœuds non connexes trop proches, et ainsi faciliter la reconstruc-
tion du graphe final de la nouvelle couche (Figure 83). Ce phénomène de chevauchement
est dû au choix de d, qui contrôle le rapprochement entre les sphères de voisinage.

Figure 83 – Phénomène de chevauchement sur STL-A

Comme expliqué à la Section 3.3, il est important de trouver une valeur appropriée pour
d, car une valeur trop grande ne permettrait pas aux sphères de voisinage de recouvrir
entièrement l’inter-couches, ce qui altérerait la trajectoire qui ne serait pas calculée en
certaines régions de la surface. D’un autre côté, une valeur plus petite de d permet de ré-
soudre ce problème, mais induit un phénomène de chevauchement entre les arcs de cercle
car les deux sphères de voisinage s’intersectent. Ce chevauchement est une conséquence
directe de l’écart entre les deux distances εin et εout de l’Équation 18 p109.

Il est possible d’utiliser εin et εout pour filtrer le chevauchement au cours du calcul d’une
nouvelle couche. Cela se fait en deux sous-étapes consécutives. Premièrement, les nœuds
des sous-graphes calculés pour la sphère de voisinage considérée sont supprimés s’ils sont
distants de moins de εin d’un nœud ou d’une arête de la couche précédente. Deuxièmement,
ceux distants de moins de εout d’un nœud appartenant à un autre sous-graphe déjà calculé
sont remplacés par les plus proches parmi ceux de ces autres sous-graphes.
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Cependant, comme souligné à la Section 3.3, le modèle du chevauchement n’est valide
que si pour chaque point des sous-graphes trouvés, le point directement le plus proche sur
la couche précédente est situé sur un des segments liés au centre de la sphère de voisinage
dont il est issu. D’autre part, elle n’a de sens que si la discrétisation de la couche est
constante et vaut d, ce qui n’est pas le cas. Ainsi, dans la pratique, le chevauchement
est plus prononcé, ce qui nécessite des valeurs de εin et εout plus faibles. Les simulations
de trajectoire sur STL-A, STL-B et STL-C ont permis de régler manuellement ces deux
valeurs, en fonction de d uniquement :


εin = 0, 99 d

εout = 0, 005 d
(21)

3.6.4 Reconstruction du graphe d’une nouvelle couche
Une fois les sous-graphes de la nouvelle couche déterminés, la reconstruction de son

graphe est effectuée (Figure 84). La connaissance de sous-graphes permet de servir d’ap-
pui aidant à l’obtention de la nouvelle couche. Connaître un ensemble de sous-graphes
de la nouvelle couche revient à connaître un ensemble de morceaux de courbes de cette
dernière, ce qui facilite grandement sa reconstruction. La reconstruction du graphe final
se fait en trois sous-étapes.

Début

k1 = 1 k2 = 1

k2 = k 2 + 1

Ns-g = nombre de 

      sous-graphes

k1 > Ns-g ?

Fin

Non

Non

Oui

Oui

G : ensemble des sous-graphes 
    à filtrer et fusionner

Suppression des nœuds du 
sous-graphe k1 à une distance 

inférieure à f des arêtes 
des autres sous-graphes de G

Ajout d'une arête au nœud k2 

avec les nœuds de G s'ils : 
 

 - Sont distants de moins de e+f  
 - Ne sont pas connexes 
 - Sont de degré 0 ou 1

Nnœuds  = nombre de 

         nœuds de G

k3 = 1

k3 = k 3 + 1

k2 > Nnœuds  ? Subdivision des arêtes en 
sous-arêtes de longueur d

Nnœuds  = nouveau nombre 

         de nœuds de G

Fusion du nœud k3 avec 

les nœuds de G dont il est 
distant de de moins d/2

k3 > Nnœuds  ?

Nnœuds  = nombre de 

         nœuds restants

Non

Oui

k1 = k 1 + 1

Chemin eulérien du
graphe reconstruit

Figure 84 – Étape de reconstruction d’une nouvelle couche
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Lors de la première sous-étape, les arêtes de tous les sous-graphes qui sont à une
distance inférieure à une certaine valeur de filtrage – notée f pour la suite – d’une autre
arête avec laquelle elles ne sont pas connexes sont supprimées (Figure 85). Ce filtrage
ne s’applique pas à travers des conditions appliquées aux nœuds, mais appliquées aux
arêtes contrairement à ceux présentés à la Sous-section 3.6.3. Notons aussi que chaque
sous-graphe considéré est constitué d’une unique entité connexe d’après les étapes de leur
calcul décrites à la Sous-section 3.6.3. Le parcours des points des sous-graphes se fait
de manière arbitraire car ce sont les distances relatives entre points non connexes qui
importent au cours de cette sous-étape. À la fin de ce processus, aucune arête n’est située
à une distance inférieure à f des autres arêtes. Le rôle de ce filtre est notamment de
s’assurer que les cordons de dépôt n’interfèrent pas lors de la fabrication. Par conséquent,
l’ordre de grandeur de f est plus ou moins comparable à celui de la largeur des cordons.
Pour réaliser ce filtrage, une adaptation de méthode de calcul droite-droite à une distance
segment-segment peut être utilisée [189,190].

Figure 85 – Reconstruction du graphe de la nouvelle couche
avant rediscrétisation

La manipulation des indices des arêtes d’un graphe est plus délicate que celle des nœuds
car les arêtes sont définies à partir des indices des deux nœuds qu’elles relient. Le fait
que deux nombres soient nécessaires peut poser un problème de manipulation de données.
Aussi, une fonction de couplage a été développée spécialement pour l’algorithme de géné-
ration de trajectoire.

Cette fonction permet de déterminer un nombre unique à partir d’une paire de deux
nombres et sa réciproque permet de les déterminer à nouveau connaissant ce nombre. Elle
est un cas particulier des fonctions de couplage classique car, de la même manière que
l’ordre des nœuds décrivant une arête n’ont pas d’importance, le nombre unique déterminé
ne dépend pas de l’ordre des deux nombres initiaux spécifiés en entrée. La fonction de
couplage et sa démonstration sont détaillées à l’Annexe A9.
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Au cours de la deuxième étape, des arêtes de dépôt supplémentaires sont ajoutées
entre les nœuds (Figure 85). Des arêtes sont ajoutées si toutes les conditions suivantes
sont vérifiées :

— Les deux nœuds sont à une distance inférieure à e+f l’un de l’autre ;
— Ils ne sont pas connexes sur le graphe en cours de reconstruction ;
— Leur degré vaut pour chacun d’eux 0 ou 1.

Puisque e correspond à la longueur maximale des arêtes des faces du maillage STL sub-
divisé, la distance e+f assure que tous les nœuds de degré 0 ou 1 situés sur une même
face du maillage sont reliés par une arête. L’offset de f permet de compenser la tâche de
filtrage précédente. L’ensemble de sous-graphes change à chaque itération de cette sous-
étape car des arêtes sont ajoutées. Cela signifie que le degré des nœuds change aussi à
chaque itération. Ainsi, l’ordre dans lequel les arêtes sont considérées a de l’importance.
La priorité d’ajout est donnée aux arêtes potentielles les plus courtes, car elles sont les
plus à même à rendre le graphe en cours de reconstruction cohérent.

La troisième sous-étape est la rediscrétisation du graphe reconstruit, de sorte qu’il
respecte au mieux la valeur de discrétisation d. Cela permet d’une part de ne pas com-
promettre la création de la couche suivante, et d’autre part d’anticiper les contraintes de
dynamique du robot de dépôt pouvant se manifester en cas de discrétisation pas assez
homogène le long du trajet. Pour cela, les arêtes plus longues que d sont subdivisées en
arêtes plus courtes de longueur d par interpolation linéaire : des nœuds et des arêtes entre
ces derniers sont ajoutés. Après cette interpolation, aucune arête n’est plus longue que d.
Puis, le graphe est parcouru à nouveau et les nœuds aux extrémités des arêtes qui sont
moins longues ou de même longueur que d/2 sont fusionnés entre eux (Figure 86).

Nœud
considéré Nœuds

à conserver

Arêtes avant
filtrage

Nœuds à
fusionner avec le
nœud considéré

Graphe après
filtrage

Voisinage de
rediscrétisation du

nœud considéré

Figure 86 – Rediscrétisation du graphe de la nouvelle couche
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Le choix de retirer les arêtes trop courtes permet d’atténuer l’augmentation naturelle du
nombre de points par unité de longueur au fur et à mesure que les couches sont calculées
si seule une interpolation linéaire est effectuée. Lors de la fusion des arêtes trop courtes,
tous les nœuds du graphe sont parcourus. Pour un nœud donné, ce dernier est fusionné
avec les nœuds directement connectés avec lui si l’arête qui les lie est inférieure ou égale
à d/2. Le graphe est parcouru jusqu’à qu’il n’y ait plus d’arête à ajouter.

À l’issue de la rediscrétisation, les longueurs des arêtes sont comprises dans [d/2, 2 d], dont
une majorité se situe dans l’intervalle [d/2, d]. En effet, la fusion des arêtes trop courtes
modifie la longueur maximale des arêtes du nouveau graphe qui peuvent devenir supé-
rieures à d. Le cas le plus défavorable, deux nœuds reliés à une arête de longueur d sont
fusionnés chacun avec un nœud dont ils sont distants de d/2, et ces 4 nœuds sont alignés
sur une même droite. Dans ce cas, l’arête obtenue à l’issue des fusions est de longueur 2 d.
Le choix de la longueur minimale des arêtes conditionne la borne maximale de l’intervalle.
Plus elle sera grande, plus la borne supérieure sera grande devant d. Néanmoins, cette
longueur minimale doit être suffisamment élevée pour éviter que des arêtes ne soient trop
courtes, d’où le compromis de d/2 choisi.

Une fois les trois sous-étapes effectuées, le calcul de la nouvelle couche est terminé.
Chaque point est ensuite associé à la face sur laquelle il se trouve pour permettre d’affiner
la recherche des voisinages de la couche suivante. Un point rajouté par interpolation
linéaire ne se situe pas nécessairement sur la surface. Dans ce cas, la face associée est celle
qui est la plus proche de ce point. Puis, la recherche d’un chemin eulérien avec l’ajout
éventuel d’arêtes virtuelles permet de lui donner un sens de parcours. Ainsi, la couche
peut être utilisée pour déterminer la suivante et ainsi générer la trajectoire (Figure 87).

Figure 87 – Génération de couches successives de STL-A
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3.6.5 Détermination des vecteurs outil
Finalement, les points de la couche calculée sont associés à un vecteur outil. Pour

chaque point, ce vecteur outil est tout simplement le vecteur de même direction que
la droite de projection de ce point sur la couche précédente et orienté dans le sens de
propagation de la trajectoire. En effet, si l’orientation de l’outil est censée garantir des
conditions de dépôt les plus constantes possibles, alors la direction de l’outil est censée
être dans la direction où s’effectue le dépôt.

Or, le dépôt, dans le cas des procédés DED, et si l’outil est suffisamment proche de la
pièce en cours de fabrication, est réalisé au lieu où la pièce est la plus proche de l’outil.
Le fait de ne projeter que sur la couche précédente, et non pas sur l’ensemble formé par
toutes les couches précédentes est une conséquence directe des hypothèses de génération
de trajectoire (Sous-section 3.1.3). Les couches étant les plus longues possibles, chaque
nouvelle couche est déposée uniquement sur la couche qui la précède : elle est plus proche
de cette dernière que des autres couches. L’utilisation de la direction de projection permet
ainsi de prendre en compte la tridimensionnalité du problème même s’il n’y a qu’un seul
point projeté sur la couche précédente (Figure 88).

Point considéré

Plans
osculateurs

Projeté du
point considéré Couche

précédente

Nouvelle
couche

Surface à
fabriquer

(a)

Point considéré

Plan
transversal

Projeté du
point considéré Couche

précédente

Nouvelle
couche

Surface à
fabriquer

Tangente

(b)

Figure 88 – Non-coplanarités locales

(a) Non-coplanarité des plans osculateurs locaux
(b) Non-coplanarité du point considéré avec le plan transversal de son projeté

En effet, les plans osculateurs au niveau du point considéré de la nouvelle couche dont
on souhaite déterminer le vecteur outil et au niveau de son point projeté sur la couche
précédente ne sont pas nécessairement coplanaires (Figure 88a), et le point courant de la
nouvelle couche n’est pas nécessairement inclus dans le plan passant par son point projeté
et orthogonal à sa tangente sur la nouvelle couche (Figure 88b).
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Le simple calcul de la direction de projection sur la couche précédente permet de
tenir compte de sa forme, et prend en compte l’éventualité où le projeté se situerait en
une région non localement connexe dans le voisinage de rayon h du point de la couche
calculée considéré pour le calcul du vecteur outil (Figure 89). Le calcul des vecteurs
outils est réalisé en adaptant la méthode de calcul de distance segment-segment utilisée
pour le filtrage de l’ensemble des sous-graphes lors du calcul de la nouvelle couche de
la trajectoire (Sous-section 3.6.4), car cette distance se déduit du calcul des points
projetés sur chacun des deux segments [190]. Puis, les vecteurs outil sont normés.

Segments
de la couche
précédente

Points de
la nouvelle

couche

Droite de
projection

sur segment

Point projeté
à l'intérieur
d'un segment

Point projeté
sur le sommet
d'un segment

Vecteurs
outil

Droite de
projection
hors segment

Figure 89 – Méthode de détermination des vecteurs outil

En cas de présence de plusieurs points de la couche précédente situés à une même dis-
tance minimale du point de la couche calculée, plusieurs vecteurs outils potentiels peuvent
exister. Dans cette situation, la méthode utilisée consiste à prendre le vecteur normé issu
de la somme de tous ces vecteurs outils potentiels, car dans la pratique, il n’y a pas de
raison de privilégier une direction plutôt qu’une autre. Cette méthode est utilisée dans
l’algorithme de génération de trajectoire (Figure 90).

Enfin, dans de rares cas, la somme des vecteurs outils potentiels peut être nulle, ce qui
signifie qu’aucun vecteur outil n’est calculé. Le vecteur outil est alors considéré comme
indéterminé : son choix est laissé libre selon la configuration locale et les vecteurs outil
limitrophes. Il semble préférable de ne pas choisir un des vecteurs projetés ou la somme
de certains, car, selon les vecteurs choisis, le vecteur outil obtenu pourrait avoir la même
direction mais être orienté dans un sens différent. En effet, puisque la somme des vecteurs
est nulle, alors pour tout vecteur issu d’une sous-somme des vecteurs outils, il existe une
sous-somme de signe opposé.
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Début
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Figure 90 – Étape de calcul des vecteurs outil

L’application de la méthode de calcul des vecteurs outils à STL-A est illustrée à la
Figure 91. Le fait de pouvoir considérer uniquement la couche précédente pour le calcul
des points projetés permet de réduire le temps de calcul sans altérer les vecteurs outils
obtenus. Cependant, dans le cas où la trajectoire ne maximiserait pas la longueur des
couches, et donc qu’une couche pourrait être déposée sur des couches différentes, alors il
serait nécessaire de calculer les projetés sur toutes les couches précédentes, à défaut de
pouvoir déterminer quelles sont les couches précédentes servant de support pour le dépôt.

Figure 91 – Calcul des vecteurs outil sur STL-A
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Chapitre 4

Analyse des résultats et perspectives

Le Chapitre 3 a permis de détailler les différentes étapes de la méthode de géné-
ration de trajectoire. La méthode présentée permet l’obtention d’un premier chemin de
dépôt comportant des couches à hauteur constante pour de la fabrication additive DED
multi-axes, sans avoir à chercher une direction de fabrication spécifique sur des surfaces
facettisées de forme quelconque pour des conditions initiales de substrat arbitraires. Dans
le Chapitre 4, des simulations sont analysées pour valider la viabilité de l’algorithme
et apporter des perspectives d’amélioration et de travaux futurs. Cet ultime chapitre a
pour but d’apporter des éléments supplémentaires permettant de démontrer la validité de
certains concepts présentés dans la thèse, notamment sa compatibilité avec la rétroaction.

Dans un premier temps, la méthode algorithmique est appliquée par simulation sur cinq
TPMS différentes (Section 4.1) : le Schoen WP-hybride, le Schwarz P, le Schwarz G,
le Schwarz D et le Lidinoïde. Les résultats des différentes simulations sont présentés sous
forme de tableaux en vue de l’analyse des performances de la routine et son potentiel.

Dans un deuxième temps, les résultats des simulations sont étudiés suivant trois aspects
(Section 4.2) : longueur des arêtes de discrétisation, répartition des points calculés sur la
surface d’entrée et évolution du temps de calcul. Ces trois études permettent d’apprécier
l’impact des paramètres d’entrée les plus influents sur la qualité des points calculés et sur
le temps de calcul pour des surfaces identiques.

Dans un troisième temps, des simulations supplémentaires sont effectuées pour valider
la versatilité de la méthode (Section 4.3) en ce qui concerne les complexités de géomé-
tries de surfaces prises en charge. Ces simulations abordent la versatilité autour de quatre
axes : les directions de propagation, les sources de complexité locale, les combinaisons
pièce-substrat et la prédisposition à la rétroaction.

Dans un quatrième temps, des perspectives sont envisagées concernant l’éventuelle possi-
bilité de quantifier la prédisposition d’une pièce associée à un substrat à être réalisée par
fabrication additive d’un point de vue purement trajectoiriste (Section 4.4). Cette dis-
cussion aborde l’anticipation de la fabricabilité en soulignant ses enjeux pour la conception
numérique de pièces, en discutant de l’impact de la hauteur de couche sur la qualité locale
de la géométrie et en proposant des principes et modèles d’anticipation de la fabricabilité.
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4.1 Simulations

4.1.1 Liste des essais et conditions initiales
Comme expliqué à la Section 3.4, h, e, d et f sont les quatre paramètres principaux

de l’algorithme de génération de trajectoire. Le choix du réglage de ces paramètres est
une étape à effectuer avec soin pour éviter une mauvaise reconstruction des graphes des
couches successives. Étant donné que la génération de trajectoires DED se fait couche par
couche, et qu’une nouvelle couche dépend de celle qui la précède, une couche mal calculée
aura des conséquences indésirables sur le calcul de la couche suivante. Quelques conseils
de réglage sont proposés au Tableau 10. Les réglages recommandés offrent davantage de
souplesse que les exigences supplémentaires conseillées. Ils permettent un premier réglage
rapide avant un éventuel affinage selon la géométrie de la pièce et de son maillage.

Symbole
Paramètre d’entrée Équivalence

Utilisation pratiqueassocié physique

h Hauteur de couche Hauteur de cordon Sélection des voisinages

e
Taille indicative des arêtes

Taille des éléments finis Subdivision du maillage initialdu maillage subdivisé

d
Valeur indicative de Incrément de déplacement Atténuation du chevauchement

discrétisation des couches de l’outil de dépôt et rediscrétisation

f
Valeur de filtrage entre nœuds

Interférence de cordons
Reconstruction des

de sous graphes non connexes graphes des couches

Symbole
Exigence(s) de Exigence(s) en plus Réglage

l’algorithme conseillée(s) recommandé

h h > 0 - -

e e > 0 et e < h e ≤ h/2 e = h/2

d d > 0 d < e et d ≤ h/5 d ≤ h/4

f f ≥ 0 et f ≤ h f < e et f ≤ h/5 f = h/4

Table 10 – Réglage des paramètres d’entrée

La hauteur de couche h est le paramètre qui permet de déterminer tous les autres. Le choix
de sa valeur dépend du matériau d’apport utilisé pour la fabrication et des conditions de
dépôt. La taille indicative des arêtes du maillage subdivisé e et la valeur indicative de
discrétisation des couches d doivent être choisies avec sagesse pour limiter le temps de
calcul et la saturation de la mémoire informatique allouée à l’algorithme. La valeur de
filtrage entre nœuds de sous-graphes non connexes f quant à elle doit être suffisamment
élevée pour permettre une bonne reconstruction des graphes des couches.
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Plusieurs simulations ont été effectuées sur différentes TPMS pour valider la méthode.
Les surfaces des TPMS utilisées sont issues des équations approximatives obtenues par
la méthode des niveaux données au Tableau 2 p48. Les cinq TPMS suivantes ont été
sélectionnées pour les simulations :

— Le Schoen WP-hybride (Sous-section 4.1.2) ;
— Le Schwarz P (Sous-section 4.1.3) ;
— Le Schwarz G (Sous-section 4.1.4) ;
— Le Schwarz D (Sous-section 4.1.5) ;
— Le Lidinoïde (Sous-section 4.1.6).

Ces simulations sont effectuées sur des motifs unitaires inclus dans un cube de 100mm de
côté, et le substrat est un plan en contact avec la face inférieure de ce cube (Figure 92).
Pour chaque motif, cinq simulations de trajectoires sont effectuées. Les paramètres d’en-
trée utilisés pour chacun d’eux sont donnés au Tableau 11 :

h (mm) e (mm) d (mm) f (mm)

1 0,5 0,25 0,25
2 1 0,5 0,5
3 1,5 0,75 0,75
4 2 1 1
5 2,5 1,25 1,25

Table 11 – Paramètres d’entrée des simulations

Les tableaux des résultats des simulations contiennent un certain nombre de données.
Les arêtes de dépôt sont classées selon différents types : les arêtes de “connexion”, de
“sur-dépôt” ou “sous-dépôt” et “sur-longues”.

Les arêtes de connexion désignent les arêtes virtuelles ajoutées sur une même couche afin
d’en déterminer un chemin de parcours eulérien. Elles ne font pas partie de la trajectoire
et indiquent uniquement les phases sans dépôt de retrait et d’approche de l’outil.

Les arêtes de sur-dépôt et de sous-dépôt correspondent à des arêtes pour lesquelles le
critère de distance euclidienne, respecté pour leurs sommets, ne l’est pas à l’intérieur du
segment les reliant. Dans le cas du sur-dépôt, le point de l’arête le plus proche de la
couche qui la précède est à une distance strictement supérieure à 1, 05 h. Dans le cas du
sous-dépôt, cette distance est strictement inférieure à 0, 95 h.

Enfin, une arête sur-longue correspond à une arête dont la longueur est strictement su-
périeure à d. Une arête est désignée comme valide si elle n’est ni de sur-dépôt, ni de
sous-dépôt et ce, indépendamment qu’il s’agisse d’une arête sur-longue ou non.
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Les simulations ont été effectuées avec un système d’exploitation 64 bits sous Windows
10, disposant d’un processeur Intel® CoreTM i5-9400H à 2,50GHz, et d’une mémoire de
type RAM utilisable de 15,7Go. L’exécution du code se fait en mode monothread.

Figure 92 – TPMS utilisées pour les simulations et lieux des substrats
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4.1.2 Schoen hybride Wrapped Package et Primitif

Le Schoen WP-hybride a une forme qui rappelle le Schoen I-WP et le Schwarz P, d’où son
nom qui a remplacé celui donné par Schoen en 1970 lors de sa découverte en se basant sur
les deux graphes des squelettes du motif : surface O,C-TO. Sa forme est représentative
du degré de complexité des surfaces attendues pour les procédés de fabrication additive.

TPMS Schoen WP-hybride

h (mm) 1 2 3 4 5
e (mm) 0,5 1 1,5 2 2,5
d (mm) 0,25 0,5 0,75 1 1,25
f (mm) 0,25 0,5 0,75 1 1,25

Nombre de faces
3 788 659 1 129 064 524 107 317 963 211 718du maillage subdivisé

Temps de génération
90 395 8 454 2 745 1 335 655de trajectoire (s)

Nombre de couches 113 57 37 31 22
Nombre de points

190 524 47 489 21 325 11 853 7 583de dépôt
Nombre total d’arêtes

475 243 147 108 90de connexion
Nombre total d’arêtes 190 014 47 250 21 173 11 743 7 495de dépôt

Nombre d’arêtes 0 0 0 0 0de sur-dépôt
Nombre d’arêtes 14 5 0 12 4de sous-dépôt
Nombre d’arêtes

31 750 8 167 2 975 1 988 1 146sur-longues

Taux d’arêtes non valides (%) 0,01 0,01 0,00 0,10 0,05

Taux d’arêtes sur-longues (%) 16,71 17,28 14,05 16,93 15,29

Table 12 – Résultats des simulations du Schoen WP-hybride
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Figure 93 – Trajectoires simulées du Schoen WP-hybride
(h = 5mm, e = 2, 5mm, d = 1, 25mm, f = 1, 25mm)
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4.1.3 Schwarz Primitif

Le Schwarz P est une surface à la complexité très modérée parmi toutes les TPMS dis-
ponibles dans la littérature. Les couches de la trajectoire sont globalement empilées dans
une seule direction orthogonale au plan du substrat. La présence de trous dans différentes
directions reste cependant une source de complexité.

TPMS Schwarz P

h (mm) 1 2 3 4 5
e (mm) 0,5 1 1,5 2 2,5
d (mm) 0,25 0,5 0,75 1 1,25
f (mm) 0,25 0,5 0,75 1 1,25

Nombre de faces
2 563 710 721 472 350 048 206 869 142 968du maillage subdivisé

Temps de génération
46 358 4 453 1 326 644 529de trajectoire (s)

Nombre de couches 116 58 39 29 23
Nombre de points

119 153 29 837 13 169 7 514 4 715de dépôt
Nombre total d’arêtes

195 94 68 45 36de connexion
Nombre total d’arêtes 118 896 29 713 13 089 7 457 4 667de dépôt

Nombre d’arêtes 0 0 0 0 0de sur-dépôt
Nombre d’arêtes 1 0 8 10 8de sous-dépôt
Nombre d’arêtes

19 467 4 863 2 020 1 166 752sur-longues

Taux d’arêtes non valides (%) 0,00 0,00 0,06 0,13 0,17

Taux d’arêtes sur-longues (%) 16,37 16,37 15,43 15,64 16,11

Table 13 – Résultats des simulations du Schwarz P
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Figure 94 – Trajectoires simulées du Schwarz P
(h = 5mm, e = 2, 5mm, d = 1, 25mm, f = 1, 25mm)
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4.1.4 Schwarz Gyroïde

Caractérisé par sa forme d’hélice, le Schwarz G est une TPMS élégante dont l’utilisation
dans des domaines artistiques vient s’ajouter à son usage pour de l’optimisation de résis-
tance mécanique. La multiplication des directions de propagation des couches constitue
une difficulté certaine permettant d’apprécier la robustesse de l’algorithme.

TPMS Schwarz G

h (mm) 1 2 3 4 5
e (mm) 0,5 1 1,5 2 2,5
d (mm) 0,25 0,5 0,75 1 1,25
f (mm) 0,25 0,5 0,75 1 1,25

Nombre de faces
3 329 011 942 649 457 501 267 788 187 463du maillage subdivisé

Temps de génération
77 146 7 527 2 160 904 507de trajectoire (s)

Nombre de couches 128 63 42 31 25
Nombre de points

156 147 39 121 17 325 9 691 6 217de dépôt
Nombre total d’arêtes

283 133 94 66 53de connexion
Nombre total d’arêtes 155 752 38 931 17 202 9 600 6 148de dépôt

Nombre d’arêtes 20 15 16 15 18de sur-dépôt
Nombre d’arêtes 8 0 8 0 5de sous-dépôt
Nombre d’arêtes

25 734 6 427 2 698 1 603 976sur-longues

Taux d’arêtes non valides (%) 0,02 0,04 0,14 0,16 0,37

Taux d’arêtes sur-longues (%) 16,52 16,51 15,68 16,70 15,88

Table 14 – Résultats des simulations du Schwarz G
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Figure 95 – Trajectoires simulées du Schwarz G
(h = 5mm, e = 2, 5mm, d = 1, 25mm, f = 1, 25mm)
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4.1.5 Schwarz Diamant

La structure du Schwarz D est telle que le profil évolue localement de manière très pro-
noncée en certaines régions. Ces fortes variations ont lieu au voisinage des trous de la
surface, et s’estompent dans les régions éloignées. Cette évolution abrupte de profil est
une difficulté que l’algorithme se doit de dépasser.

TPMS Schwarz D

h (mm) 1 2 3 4 5
e (mm) 0,5 1 1,5 2 2,5
d (mm) 0,25 0,5 0,75 1 1,25
f (mm) 0,25 0,5 0,75 1 1,25

Nombre de faces
4 067 740 1 160 401 561 831 329 662 229 504du maillage subdivisé

Temps de génération
88 442 11 179 3 213 1 368 716de trajectoire (s)

Nombre de couches 117 58 39 29 23
Nombre de points

194 239 48 391 21 362 11 996 7 804de dépôt
Nombre total d’arêtes

416 185 121 92 67de connexion
Nombre total d’arêtes 193 739 48 161 21 210 11 885 7 721de dépôt

Nombre d’arêtes 31 30 26 21 21de sur-dépôt
Nombre d’arêtes 12 3 3 1 1de sous-dépôt
Nombre d’arêtes

31 782 8 151 3 419 2 023 1 244sur-longues

Taux d’arêtes non valides (%) 0,02 0,07 0,14 0,19 0,28

Taux d’arêtes sur-longues (%) 16,40 16,92 16,12 17,02 16,11

Table 15 – Résultats des simulations du Schwarz D
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Figure 96 – Trajectoires simulées du Schwarz D
(h = 5mm, e = 2, 5mm, d = 1, 25mm, f = 1, 25mm)
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4.1.6 Lidinoïde

La structure du Lidinoïde n’est pas sans rappeler la structure interne des mousses mé-
talliques, tout comme le Split P. Cette TPMS peut être vue comme représentative des
degrés de complexité les plus élevés de par le caractère irrégulier et non connexe de sa
topologie. Il permet de tester la robustesse et la fiabilité de l’algorithme de génération de
trajectoire dans une configuration extrême.

TPMS Lidinoïde

h (mm) 1 2 3 4 5
e (mm) 0,5 1 1,5 2 2,5
d (mm) 0,25 0,5 0,75 1 1,25
f (mm) 0,25 0,5 0,75 1 1,25

Nombre de faces
6 333 171 1 813 705 863 900 540 057 356 805du maillage subdivisé

Temps de génération
326 310 24 286 6 357 2 860 1 638de trajectoire (s)

Nombre de couches 134 66 44 33 26
Nombre de points

314 158 78 519 34 251 19 498 12 358de dépôt
Nombre total d’arêtes

765 377 247 182 141de connexion
Nombre total d’arêtes 313 430 78 165 34 023 19 337 12 231de dépôt

Nombre d’arêtes 44 14 18 26 33de sur-dépôt
Nombre d’arêtes 27 32 20 9 15de sous-dépôt
Nombre d’arêtes

52 319 12 846 5 601 3 045 2 039sur-longues

Taux d’arêtes non valides (%) 0,02 0,06 0,11 0,18 0,39

Taux d’arêtes sur-longues (%) 16,69 16,43 16,46 15,75 16,67

Table 16 – Résultats des simulations du Lidinoïde
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Figure 97 – Trajectoires simulées du Lidinoïde
(h = 5mm, e = 2, 5mm, d = 1, 25mm, f = 1, 25mm)
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4.2 Analyse des simulations
Les différentes TPMS choisies pour les simulations de la Section 4.1 présentent di-

verses topologies permettant d’apprécier le comportement de l’algorithme pour l’obtention
de trajectoires pour des configurations pièce-substrat quelconques. Elles représentent des
géométries de complexité variable, et regroupent l’ensemble des sources de complexité de
génération de trajectoire évoquées au Chapitre 1 et illustrées à la Figure 7 p20 :

— Présence de trous ;
— Zones d’enchevêtrement ;
— Non connexités locales.

L’utilisation de différents ensembles de paramètres d’entrée pour une même surface per-
met d’apprécier la fiabilité de la génération de trajectoire vis-à-vis de différents ordres de
grandeur de voisinage pour de mêmes sources de complexité de géométrie.

Dans cette présente section, les résultats issus des tableaux des simulations de tra-
jectoire des TPMS de la Section 4.1 sont analysés et discutés sur trois aspects qui
permettent d’apprécier la robustesse de l’algorithme de génération de trajectoire :

— La discrétisation des couches à hauteur fixée (Sous-section 4.2.1) ;
— La répartition des points sur la surface d’entrée (Sous-section 4.2.2) ;
— L’évolution du temps de calcul (Sous-section 4.2.3).

4.2.1 Discrétisation des couches à hauteur fixée
Une première mesure permettant de valider la fiabilité des simulations vis-à-vis du

critère de distance euclidienne est l’évaluation de la distance de chaque arête de dépôt
à la couche qui la précède. En effet, comme évoqué à la Section 3.3, le critère de dis-
tance euclidienne n’est évalué que pour les points des couches lors de leur calcul, et pas
pour leurs arêtes. Cette considération permet de réduire drastiquement le nombre d’opé-
rations à effectuer, et est valide à condition que la valeur de discrétisation d soit choisie
judicieusement par rapport à h. Le calcul de distances segment-segment permet ainsi de
vérifier la validité du critère de distance euclidienne entre les sommets des arêtes de dépôt.

Les arêtes valides sont telles que leur distance segment-segment avec la couche précédente
soit égale à la valeur de la hauteur de couche h à ± 5 % près. Sur toutes les simulations,
on constate que la majorité des arêtes sont valides : le taux d’arêtes non valides ne dépasse
pas 0, 4 % sur les simulations. En effet, le taux le plus élevé vaut 0, 39 % et correspond à
la simulation de trajectoire du Lidinoïde pour une valeur h = 5mm (Tableau 16). Ainsi,
la fiabilité des arêtes calculées vis-à-vis du critère de distance euclidienne est de l’ordre
de 99, 6 %, ce qui valide la méthode du choix de d vis-à-vis de h dans l’algorithme. Les
arêtes non valides correspondent uniquement à des arêtes aberrantes ajoutées après filtrage
des sous-graphes. Elles ne sont pas censées être présentes sur la trajectoire. Davantage
d’informations sur les arêtes aberrantes sont fournies à la Sous-section 4.2.2.
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Une deuxième mesure permettant d’étudier l’homogénéité des arêtes des couches de
la trajectoire consiste à examiner les longueurs des arêtes par analyse statistique. La
répartition statistique d’arêtes sur-longues – donc de longueur en dehors de [d/2, d] – pour
l’ensemble des 25 trajectoires des TPMS est illustrée à la Figure 98. De par la routine
de rediscrétisation des arêtes du graphe de toute nouvelle couche calculée présentée à la
Sous-section 3.6.4, les longueurs de toutes les arêtes sont censées être toutes comprises
dans [d/2, 2 d] avec une majorité d’arêtes dans [d/2, d].

Figure 98 – Proportion d’arêtes de dépôt sur-longues pour chaque TPMS
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En effet, dans cette routine de rediscrétisation, les arêtes plus longues que d sont sub-
divisées en arêtes plus courtes de longueur d par interpolation linéaire, puis les nœuds
partageant une arête de longueur inférieure ou égale à d/2 sont fusionnés. Par conséquent,
à l’issue de l’interpolation linéaire, toute longueur d’arête vaut au plus d. Puis, après fu-
sion des nœuds distants de moins de d/2, la longueur de certaines arêtes augmente d’un
reliquat d’au plus d/2 au niveau d’une ou de chacune de leurs extrémités. Ainsi, après
la fusion, toute arête a une longueur d’au plus 2 d. Or, puisque les reliquats varient sur
]0, d/2], que les longueurs des arêtes recevant ce reliquat varient sur [d/2, 2 d], et qu’une
arête reçoit au plus et non pas nécessairement deux reliquats, alors une majorité statis-
tique d’arêtes de longueur comprise dans [d/2, 2 d] est attendue.

Pour chaque simulation, la longueur des arêtes est comprise dans [d/2, 2 d] car la routine
de rediscrétisation est appliquée à la fin du calcul de chaque couche. Sur les histogrammes
de la Figure 98, on constate que le taux d’arêtes sur-longues semble être approximati-
vement constant : sa valeur est d’environ 16, 5 % quel que soit le motif et quels que soient
les paramètres d’entrée.

Ce taux est déterminé par le choix de la longueur seuil pour laquelle des nœuds directe-
ment connectés sont fusionnés. Ici, ce seuil vaut d/2. Une valeur différente engendrerait
une variation de ce taux. Plus la longueur seuil est petite, plus le taux est amené à dimi-
nuer car le reliquat de longueur ajouté aux arêtes dont au moins une extrémité a fusionné
avec un autre nœud est plus petit. Par conséquent, l’augmentation de longueur des nou-
velles arêtes après fusion est plus faible, et donc statistiquement moins d’arêtes seront de
longueur strictement supérieure à d après la routine de rediscrétisation. En contrepartie,
plus la longueur seuil est petite, plus le nombre total d’arêtes est important car moins de
nœuds sont fusionnés.

Enfin, rappelons que les arêtes sur-longues sont des arêtes valides. Comme expliqué,
leur apparition est une conséquence de la fusion des nœuds proches lors de la rediscréti-
sation des arêtes. L’instauration d’une borne inférieure permet de limiter l’augmentation
naturelle du nombre de points par unité de longueur d’arête au fur et à mesure du calcul
des couches successives. Cela borne par conséquent les longueurs d’arêtes sur un intervalle
afin que la discrétisation de l’ensemble des arêtes de dépôt soit globalement homogène.
Cette borne inférieure a donc aussi un rôle d’auto-compensation permettant d’encadrer
dans un intervalle restreint les longueurs des arêtes : les valeurs hors de cet intervalle sont
transformées de sorte que leur nouvelle longueur soit incluse dans cet intervalle.

Il s’agit d’une précaution dont l’intérêt est double. Premièrement, cela permet de réduire le
nombre de points par unité de longueur au cours du calcul de la trajectoire et donc réduire
à la fois l’espace en mémoire nécessaire et le temps de calcul sans compromettre la qualité
globale de discrétisation. D’autre part, dans le cas d’une combinaison avec la rétroaction,
cela garantit l’obtention d’une trajectoire finale de discrétisation relativement uniforme
facilitant l’ajustement uniforme des phases d’accélération et décélération du robot de
fabrication.
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4.2.2 Répartition des points sur la surface d’entrée
L’étude de la discrétisation des couches apporte des informations quant à l’homogé-

néité des points répartis au sein de chaque couche et le respect du critère de distance
euclidienne. Cependant, elle n’apporte pas d’information directe concernant l’homogé-
néité de l’ensemble des points de la trajectoire sur la surface qu’elle décrit. L’étude de la
répartition des points sur la surface d’entrée fournit une information sur la qualité car
cela indique que les points représentent les détails de la surface en toute région.

Les points de la trajectoire se situent sur les couches de cette dernière. Ces couches sont
censées être approximativement distantes de h. De plus, les points au sein d’une même
couche sont censés être distants d’une valeur indicative d. On peut assimiler le produit
dh à une aire infinitésimale qui définit un rectangle recouvrant une partie d’inter-couches
dont les sommets sont des points de la trajectoire. Ce modèle est valide si les points de
la trajectoire sont uniformément répartis sur cette dernière, ce qui est censé être le cas si
la trajectoire a été correctement calculée. C’est dans ce contexte que le nombre de points
de la trajectoire en fonction de ce produit peut être étudié (Figure 99). À chaque point
de la Figure 99 correspond une simulation de la Section 4.1.

Figure 99 – Répartition moyenne des points de dépôt toutes
TPMS confondues

À motif fixé, l’aire totale de la surface est constante. Ainsi, si l’aire infinitésimale di-
minue, alors le nombre de rectangles infinitésimaux nécessaires pour recouvrir la surface
augmente. Cela signifie que le nombre de points de la trajectoire augmente. Pour un motif
donné, la loi attendue est donc une fonction inverse dont l’allure dépend de son aire. Les
allures générales semblent correspondre aux attentes. Pour vérifier cela, une régression
linéaire avec fonction de type puissance est appliquée sur chaque motif (Figure 100).
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Figure 100 – Répartition moyenne des points de dépôt pour chaque TPMS

Tous les motifs sont effectivement assimilables à des fonctions inverses, ce qui permet de
valider l’homogénéité de la répartition des points sur la surface. Cette uniformité constitue
un indicateur supplémentaire de la fiabilité des trajectoires calculées, complémentaire à
la proportion d’arêtes de dépôt valides. De plus, on note que chaque fonction inverse est
associée à un coefficient constant, et qu’il semble augmenter avec la complexité de la sur-
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face. Il est ainsi moins élevé pour le Schwarz P, plus élevé pour le Schwarz G, équivalent
pour le Schwarz D et le Schoen WP-hybride, et encore plus élevé pour le Lidinoïde. Cela
est cohérent avec le fait que plus ce coefficient est élevé, plus la surface possède de points
pour une même aire infinitésimale, ce qui signifie que l’aire totale de la surface est plus
importante, ce qui est le cas si la TPMS est davantage enchevêtrée sur elle-même.

Finalement, bien que l’analyse de la discrétisation des couches et de la répartition
des points de la trajectoire sur la surface d’entrée permettent de quantifier l’uniformité
de la dispersion des points et le respect du critère de distance euclidienne, ces études
n’apportent pas d’information quant à la cohérence même des connexions entre les arêtes.
Ces analyses apportent des informations sur la validité de chaque arête d’une nouvelle
couche indépendamment les unes des autres, mais n’évaluent pas la qualité des connexions.
L’appréciation des connexions se fait de manière visuelle : de rares artéfacts peuvent
parfois être observés en certaines arêtes de la trajectoire (Figure 101). Ces artéfacts
correspondent à des ajouts d’arêtes inattendus entre nœuds d’une couche. Ils sont dus à
une mauvaise reconstruction locale du graphe d’une couche à partir de ses sous-graphes.

Figure 101 – Arêtes aberrantes sur une trajectoire du Schwarz G
(h = 5mm, e = 2, 5mm, d = 1, 25mm, f = 1, 25mm)

Seul f influence la présence d’arêtes aberrantes. En effet, la méthode de reconstruction
utilisée pour la génération de trajectoire – présentée à la Sous-section 3.6.4 – procède
en deux sous-étapes. Tout d’abord, les sous-graphes sont filtrés, puis des arêtes supplé-
mentaires sont ajoutées. La présence du paramètre de filtrage f permet d’ajuster le rayon
de portée des arêtes potentiellement ajoutées. Une valeur trop faible entraîne un manque
d’arêtes de liaison entre les sous-graphes, mais une valeur trop élevée génère des arêtes
aberrantes. C’est pour cela que la valeur de f conseillée est majorée par la taille indicative
e des arêtes du maillage subdivisé et la hauteur de couche h (Tableau 10 p140).
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4.2.3 Évolution du temps de calcul
L’évolution du temps de calcul peut fournir des informations concernant la viabilité

de la méthode algorithmique face à l’augmentation de la taille des données d’entrée des
routines. Les routines de calcul des couches successives étant appliquées sur le maillage de
la surface après sa subdivision, le comparatif des temps de calcul en fonction des tailles
des différents maillages subdivisés des TPMS offre une première indication quant à la
qualité de l’algorithme. La taille du maillage subdivisé dépend de la taille indicative des
arêtes, donc de e.

Un deuxième comparatif est proposé en complément du premier : il s’agit de l’évolution du
temps de calcul en fonction du nombre total de points de la trajectoire. Le nombre total de
points est une des données de sortie des routines de l’algorithme. Il dépend du nombre de
couches et de leur discrétisation, donc de h et d. Ainsi, ces deux comparatifs apportent in-
directement des informations sur l’influence de la quasi-totalité des paramètres de réglage
de l’algorithme. Le dernier paramètre, f , qui n’est présent que sur la sous-étape d’ajout
d’arêtes de la routine de reconstruction du graphe d’une nouvelle couche, n’influence ni
la taille du maillage subdivisé ni le nombre de points de sortie.

Le premier comparatif, toutes TPMS confondues, est illustré à la Figure 102. Comme
prévu, la taille du maillage subdivisé a une influence notable sur le temps de calcul puisque
les sous-graphes de toute nouvelle couche de la trajectoire sont déterminés à partir d’in-
tersections sphère-triangle (Sous-section 3.6.3). Par conséquent, plus il y a de faces sur
le maillage subdivisé, plus il y a d’intersections à calculer.

Figure 102 – Temps de calcul en fonction de la taille du maillage
subdivisé toutes TPMS confondues
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Tout d’abord, l’allure semble à première vue indépendante du type de TPMS simulé, et
donc être indépendante de la topologie de la surface elle-même. En traçant des courbes
de tendance pour chaque motif séparément, on se rend compte que l’allure n’est pas la
même (Figure 103). En appliquant une régression polynomiale sur chaque courbe, on
constate qu’elles peuvent être assimilées à des polynômes du second degré.

Figure 103 – Modélisations du temps de calcul selon la taille du maillage subdivisé
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En théorie, la complexité maximale attendue est de l’ordre de O (n2) puisque toutes les
mailles subdivisées restantes au cours du calcul de la trajectoire sont parcourues puis les
mailles sélectionnées dans les voisinages locaux sont à nouveau parcourues pour détermi-
ner les points potentiels d’une nouvelle couche. Ainsi, les polynômes du second degré issus
des régressions sont cohérents avec la complexité de type O (n2) attendue.

Ensuite, on constate que le temps de calcul est beaucoup plus élevé pour le Lidinoïde. Sa
complexité géométrique globale est plus élevée que les autres surfaces. Or, le Schwarz P a
la deuxième loi d’évolution la plus forte, alors qu’il s’agit de la TPMS la moins complexe
parmi celles sélectionnées. Enfin, le Schwarz D a la loi d’évolution la plus lente. Cela est
dû à l’hétérogénéité des maillages initiaux des TPMS. En effet, ces derniers sont obtenus
par des méthodes de niveaux usuelles à partir de leurs équations approximatives. Pour ce
faire, l’équation est échantillonnée à des intervalles de niveaux réguliers le long de chaque
coordonnée cartésienne. Or, cela ne permet pas l’obtention de mailles homogènes pour les
surfaces présentant des variations locales importantes de courbure car en de telles régions,
des faces beaucoup plus petites que les autres sont générées pour obtenir une représen-
tation fiable de la surface. Après la subdivision, ces faces gardent un ordre de grandeur
plus petit que les autres faces. Le Schwarz D présente les variations locales de profil les
plus fortes parmi toutes les TPMS utilisées. Par conséquent, son maillage initial est très
hétérogène. Ainsi, bien que le nombre de mailles soit plus élevé, beaucoup se retrouvent
inutilisées et directement supprimées du maillage restant lors des sélections de voisinage.

Le deuxième comparatif – temps de calcul et nombre de points de dépôts – est illustré
à la Figure 104. La tendance est similaire à celle du premier comparatif (Figure 102).
Le nombre de points sur la trajectoire informe sur la topologie de la surface.

Figure 104 – Temps de calcul en fonction du nombre de points
de la trajectoire toutes TPMS confondues
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En effet, une surface enchevêtrée sur elle-même aura tendance à avoir une trajectoire avec
plus de points qu’une surface moins dense. Les régressions polynomiales par motif sont
représentées à la Figure 105 : les constats concernant l’évolution du temps de calcul du
premier comparatif sont les mêmes, et donc les conclusions transposables.

Figure 105 – Modélisations du temps de calcul selon la quantité de points de dépôt
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La transposabilité des conclusions des deux comparatifs est appuyée par leur représenta-
tion sur de mêmes courbes tridimensionnelles (Figure 106). Ainsi, la loi d’évolution du
temps de calcul dépend de la forme de la surface donnée en entrée et de l’homogénéité
de la taille des faces du maillage subdivisé. Puis, à maillage subdivisé d’arêtes de taille
uniforme, le temps de calcul augmente avec l’enchevêtrement de la surface sur elle-même.

Figure 106 – Temps de calcul en fonction de la subdivision et de la discrétisation
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Enfin, notons que les valeurs de temps de calcul sont fournies à titre indicatif uni-
quement. En effet, comme précisé en introduction du Chapitre 3, l’algorithme a été
implémenté en MATLAB. Ce langage n’est pas optimisé pour le calcul rapide de trajec-
toire, mais propose de multiples outils de visualisation qui constituent un réel gain de
productivité lors du développement d’un algorithme. Les librairies graphiques disponibles
sont un réel avantage qui facilite l’affichage des étapes consécutives de calcul pour la ré-
solution de bugs en vue de la construction d’un algorithme complexe et robuste. Ainsi, ce
sont les tendances d’évolution du temps de calcul et non pas les valeurs elles-mêmes qui
sont discutées. Il est possible d’envisager une réduction drastique du temps de calcul en
adaptant le code à des langages de programmation plus adaptés.

Le langage MATLAB ne fait pas naturellement appel à la carte graphique pour les ef-
fectuer, et ne permet donc pas d’envisager des calculs en parallèle pour réduire le temps
d’exécution des routines de l’algorithme. Des protocoles de communication avec les cartes
graphiques de type NVIDIA, développés en se basant sur les librairies issues de la tech-
nologie Compute Unified Device Architecture (CUDA), sont disponibles en MATLAB.
Cependant, ces librairies ont été initialement développées pour les langages C# et C++
qui, par leur nature de langage de bas niveau compilé, sont davantage adaptés à l’utilisa-
tion de la carte graphique. En particulier, l’utilisation de la carte graphique en MATLAB
n’est pas permise pour des variables imbriquées dans deux boucles itératives, même si les
itérations sont indépendantes. Or, les routines de l’algorithme font appel à des boucles
itératives imbriquées, ce qui ne rend donc pas l’utilisation du calcul sur carte graphique
envisageable en MATLAB pour une telle application.

L’adaptation des routines en C# ou C++ permettrait d’envisager l’utilisation directe
des librairies CUDA pour ajouter des options de calcul en parallèle. De plus, la compi-
lation de ces deux langages accélère naturellement les calculs par rapport aux langages
interprétés, dont le MATLAB fait partie. De manière générale, tout algorithme de taille
conséquente destiné à être implémenté sur un logiciel est développé en deux phases. La
première consiste à développer les routines principales sur un langage de haut niveau pour
un développement plus rapide et optimiser la résolution des bugs. Puis, une fois que les
routines sont validées, elles sont adaptées sur un langage de plus bas niveau. Les langages
de bas niveau ont l’avantage d’être plus rapides et offrir davantage de possibilités d’optimi-
sation de compilation hardware. Cependant, beaucoup plus de temps de programmation
serait nécessaire pour valider la viabilité des routines si ces dernières étaient directement
écrites en langage de bas niveau en raison de leur niveau d’abstraction et la lisibilité de
leur syntaxe.

Une fois le fonctionnement de la méthode algorithmique validée, il est donc hautement
recommandé de la développer en C# ou C++ en vue de l’implémentation dans un logiciel
de CAO ou FAO. Le parallélisme peut être utilisé pour des tâches indépendantes exécutées
en mode multithread. Une piste d’adaptation de l’algorithme pour du parallélisme consiste
à envisager une division de chaque couche précédente en plusieurs tronçons indépendants
pour le calcul d’une nouvelle couche et de développer une routine de raccord des tronçons
adjacents de la nouvelle couche par filtrage et recollement. Pour assurer une cohérence de
raccord, les tronçons de la couche précédente pourraient comporter une zone commune.
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4.3 Versatilité de l’algorithme
L’objectif de cette section est de mettre en avant les possibilités offertes par l’algo-

rithme en termes de types de surfaces et de conditions initiales pièce-substrat en vue d’une
combinaison à de la rétroaction pour le calcul d’une trajectoire finale. Quatre aspects sont
abordés :

— La propagation de trajectoire (Sous-section 4.3.1) ;
— Les complexités de surfaces (Sous-section 4.3.2) ;
— La combinaison pièce-substrat (Sous-section 4.3.3) ;
— La prédisposition à la rétroaction (Sous-section 4.3.4).

La première illustration de la versatilité de l’algorithme concerne les différentes directions
de propagation prises en charge. Rappelons que la génération de trajectoire ne suit pas
une direction globale, ce qui permet sa propagation systématique. Ainsi, une trajectoire
calculée peut se propager de manière radiale ou dans des directions multiples, conférant
ainsi une grande adaptabilité aux diverses situations rencontrées.

La complexité topologique des surfaces prises en charge constitue le deuxième aspect éva-
lué. Une surface quelconque peut présenter des complexités locales caractérisées par la
présence de trous, d’enchevêtrements ou de non-connexités locales. L’algorithme est ca-
pable de prendre en compte ces spécificités indépendamment de leur densité, forme et lieu.

Puis, la versatilité est étudiée vis-à-vis de la combinaison pièce-substrat. Les combinaisons
peuvent être quelconques. Le substrat et la surface peuvent être constitués de plusieurs
morceaux non connexes. La prise en charge d’une combinaison pièce-substrat arbitraire
offre des possibilités d’application pour de la réparation de pièces ayant subi une rupture
quelconque.

La prédisposition à la rétroaction est le dernier critère d’examen de la versatilité de la
méthode de génération de trajectoire. Les enjeux liés à la rétroaction et la priorisation des
régions de travail sont rappelés. Puis, des simulations supplémentaires illustrent l’efficacité
de l’algorithme lorsque l’ordre des régions de travail est priorisé.

4.3.1 Propagation de trajectoire
Comme souligné à la Section 1.4, l’algorithme de génération de trajectoire se différen-

cie des méthodes usuelles par son émancipation de la recherche de direction globale avant
calcul des couches. Cela permet d’envisager des recouvrements de surface à la géométrie
quelconque et des couches d’initialisation arbitraires. En effet, le choix initial d’une quel-
conque direction de propagation présuppose d’une part que cette direction existe et est
unique, ou tout du moins que la surface puisse être décomposée en sous-régions primitives
dites “entités” pour lesquelles une telle direction existe. Or, ne considérer que des surfaces
constituées d’un ensemble d’entités primitives réduit les possibilités de géométries.
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Les TPMS sont notamment un exemple d’ensemble de géométries pour lesquelles une
quelconque décomposition n’est pas permise de par leur complexité topologique. D’autre
part, l’absence de direction de propagation unique n’implique pas que la surface présente
une géométrie complexe. C’est le cas par exemple d’une trajectoire sur un disque plan dont
les couches successives sont des cercles concentriques à ce même disque de plus en plus
petits (Figure 107). Ce cas illustre l’adaptation de l’algorithme pour remplissage de sur-
face interne [191]. Dans une telle configuration, la propagation de trajectoire est radiale,
et donc il n’y a pas de direction d’empilement unique. En raisonnant sur des considéra-
tions locales, l’algorithme procède de proche en proche sans avoir besoin d’une direction
de progression. Cela permet une génération systématique de couches de recouvrement.

Figure 107 – Propagation de trajectoire radiale sur un disque

Ainsi, considérer uniquement les voisinages locaux permet de générer la trajectoire de
recouvrement dans des directions quelconques. Cette propriété témoigne de la versatilité
de l’algorithme face aux variations de conditions initiales à géométrie et substrat don-
nés. La méthode développée tire avantage des modes de propagation de fronts d’onde des
géodésiques qui permettent de recouvrir toute surface connexe aux points sources indé-
pendamment de sa géométrie, mais se différencie par sa capacité à générer des couches
vérifiant le critère de distance euclidienne pièce-outil constante qui nécessite de considérer
les coordonnées entre points depuis l’espace de plongement de la surface.

Par conséquent, la méthode est indépendante du type de propagation. Premièrement elle
prend en charge les mêmes surfaces que celles traitées avec des directions de propagation
usuelles tels les tranchages par niveaux de Z ou par sphères concentriques et les courbes
guides sur des tronçons de surface homéomorphes à des cylindres ouverts. Deuxièmement,
elle prend en charge toute multiplicité de direction ou tout sens de propagation imaginable
à la connaissance seule de la couche d’initialisation quelle qu’elle soit. Cela signifie que,
pour une même géométrie de pièce et un même substrat, la méthode de génération est en
mesure d’adapter le chemin de recouvrement à leur position relative (Figure 108).
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(a) (b)

Figure 108 – Différents types de propagation multi-directionnelle sur un arbre [192]
(a) Propagation mono-sens (b) Propagation multi-sens

4.3.2 Complexités de surfaces
La génération de trajectoire par considérations locales offre aussi davantage de possi-

bilités en termes de complexité topologique des surfaces prises en charge. La complexité
peut se manifester de différentes manières, telles que la présence de trous, d’enchevê-
trements, de non-connexités locales. Ces particularités peuvent rendre la génération de
trajectoire sur une surface difficile car il s’agit de zones de distorsion des flux géodésiques,
donc des zones d’altération de propagation globale de trajectoire comme mis en avant à
la Section 1.3. En calculant la trajectoire exclusivement à partir de constats locaux, les
considérations globales ne sont plus nécessaires et les complexités de géométrie ne sont
plus un obstacle, ce qui ouvre des possibilités vers de nouvelles gammes de géométries,
dont en particulier les structures singulières issues de l’optimisation topologique.

Premièrement, la Figure 109 présente deux simulations démontrant la robustesse de
l’algorithme vis-à-vis de la prise en charge des trous sur la surface. Cela ouvre des pos-
sibilités d’application de la méthode pour des structures poreuses. Les couches générées
contournent les trous de la surface. La routine de reconstruction des sous-graphes des
couches n’ajoute pas d’arête entre les points de part et d’autre des frontières des trous
s’ils ne sont pas localement connexes, c’est-à-dire s’ils ne sont pas connexes sur la restric-
tion de la surface présente dans les sphères de voisinage centrées en ces mêmes points.
Cette routine prend ainsi en charge les embranchements et jonctions de couches.
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(a) (b)

Figure 109 – Trajectoires sur des surfaces à trous multiples
(a) STL-C (b) Tasse à trous allongés [193]

Deuxièmement, la Figure 110 illustre un cas d’application sur une surface dont le sque-
lette global est replié sur lui-même. La prise en charge de l’enchevêtrement est ainsi
effective à toutes les échelles de voisinage : voisinages réduits comme dans le cas TPMS
ou voisinages larges uniquement comme dans le cas des nœuds.

Figure 110 – Trajectoire sur un nœud enchevêtré [194]
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Enfin, la Figure 111 témoigne de l’adaptation de la méthode de génération de trajec-
toire aux surfaces d’entrée constituées de plusieurs entités non connexes. Il s’agit d’une
conséquence directe de la prise en charge de l’enchevêtrement à toutes les échelles de voi-
sinage, où la connexité est évaluée dans le voisinage de taille maximale englobant toutes
les composantes connexes de la surface d’entrée.

Figure 111 – Trajectoire sur deux tores non connexes imbriqués

4.3.3 Combinaison pièce-substrat
La prise en charge de surfaces d’entrée non nécessairement connexes peut être élargie

aux substrats, qui peuvent être eux aussi non connexes puisque seule la nature de l’inter-
section pièce-substrat est nécessaire pour déterminer entièrement les conditions initiales
de propagation de la trajectoire. Cette intersection est déterminée par la combinaison
pièce-substrat, c’est-à-dire les formes et les positions relatives de la pièce et du substrat.

La considération de la combinaison pièce-substrat constitue une contribution majeure
puisqu’elle est au centre du systématisme de la méthode de génération de trajectoire. Elle
traduit le fait que la complexité de la trajectoire n’est pas uniquement due à celle de la
surface, mais aussi à celle de l’interface entre la surface et son substrat. Cela met aussi
en avant le bridage que constitue la recherche d’une direction de propagation globale de
la trajectoire avant même son calcul au regard de la géométrie de la pièce uniquement,
puisque cette trajectoire varie en fonction de la combinaison pièce-substrat.

La dépendance de la complexité de la trajectoire à la nature de la combinaison pièce-
substrat est mise en avant à la Figure 112 pour le cas d’une surface à la topologie
simple et un substrat à la structure plus élaborée. La non-connexité du substrat induit
une intersection pièce-substrat de forme intriquée quand bien même la surface dont on
souhaite générer une trajectoire est une entité primitive.
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Figure 112 – Trajectoire sur un cylindre penché associé à un
substrat non connexe

En prenant en charge toute combinaison pièce-substrat arbitraire, l’algorithme offre
aussi une grande flexibilité sur les applications envisageables, dont la réparation de pièces
mécaniques (Figure 113). Cette opération est une possibilité envisagée pour la fabrication
additive, et constitue une des motivations d’utilisation des procédés DED.

(a) (b)

Figure 113 – Trajectoires de réparation de pièce
(a) STL-A (b) Fischer-Koch S
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En effet, la réparation de pièce consiste à rajouter de la matière pour combler le manque
issu d’une rupture de la pièce. Or, les ruptures peuvent être de natures variées, donc
quelconques. L’ajout de matière sur une pièce endommagée est réalisé sur les frontières de
la rupture, qui peuvent alors être considérées comme les nouvelles conditions initiales de
génération de trajectoire. Tout morceau restant de la pièce constitue alors un substrat ini-
tial, tandis que les morceaux manquants représentent la surface à fabriquer (Figure 113).
De la même manière, l’ajout de matière sur une pièce mécanique pour en modifier la fonc-
tion, et les fermetures locales d’une pièce par création de couches de hauteur plus petite
sont des possibilités prises en charge par la génération de trajectoire.

4.3.4 Prédisposition à la rétroaction
Les trois critères d’examen précédemment discutés démontrent la souplesse d’adapta-

bilité de l’algorithme pour le recouvrement à distance euclidienne constante d’une surface
quelconque associée à une couche d’initialisation quelconque. Cette versatilité offre des
perspectives pour l’implémentation de la rétroaction à la génération de trajectoire et ainsi
permettre une réorganisation des couches tenant compte de contre-indications quelconques
par priorisation des régions. Ces contre-indications peuvent aussi bien être décidées en
amont par l’utilisateur, qu’issues du comportement cinématique et dynamique du robot,
ou des caractéristiques thermiques du matériau. La rétroaction est donc essentielle pour
adapter la trajectoire aux contraintes pouvant survenir au cours de la fabrication.

Rappelons que l’implémentation de la rétroaction ne fait pas partie des travaux de thèse,
et qu’elle constitue une perspective d’évolution. La priorisation des régions par rétroaction
est illustrée à la Figure 114. Elle se veut être induite par l’élaboration d’une file d’attente
de zones recouvertes successivement par appel de la méthode de génération de trajectoire.
La forme et l’ordre dans la file d’attente de ces zones seraient déterminés par des constats
physiques dépendant du matériau et de la machine de fabrication.

SurfaceCouche
d'initialisation

Premier chemin
de dépôt

Zone
prioritaire 1

Zone
prioritaire 2

Zone
prioritaire 3

Chemin de dépôt
par rétroaction

Figure 114 – Priorisation des régions par rétroaction
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Enfin, les contre-indications pourraient être évaluées le long du premier chemin de dépôt,
calculé pour un recouvrement de la surface entière sans rétroaction. Les constats phy-
siques à l’origine de ces contre-indications peuvent être divers, et dus par exemple à :

— La diffusion thermique pour homogénéiser le refroidissement au cours du dépôt ;
— Des contraintes locales de limites de courses d’axes entre deux points successifs ;
— Un sens d’approche d’outil imposé par la configuration cinématique locale du robot ;
— Des occurrences de collision pièce-outil.

Un ensemble de simulations appliquées sur une même surface fournit un exemple d’ap-
plication de la rétroaction. La surface choisie est un vase avec des anses. Lors de l’exécution
directe de l’algorithme de génération de trajectoire, la surface est entièrement recouverte
par des couches à distance euclidienne constante les unes des autres Figure 115. Cepen-
dant, bien que les couches générées respectent le critère de distance euclidienne, elles ne
sont pas directement applicables et nécessitent la connaissance de la machine et du ma-
tériau. Tel quel, et comme justifié à la Sous-section 3.1.3, le premier chemin de dépôt
est valide pour un outil de taille infinitésimale, un robot de dépôt à la cinématique idéale
et un temps de dépôt suffisamment lent pour permettre le refroidissement de la pièce.

Figure 115 – Trajectoire sur un vase sans priorisation des régions

On peut cependant combiner l’algorithme à un choix judicieux des régions de la pièce
à fabriquer en priorité pour soulager l’impact de la physique du matériau et du robot,
ou éviter les collisions. Les possibilités de priorisation sont diverses par versatilité de
l’algorithme, ce qui offre plus de libertés à l’utilisateur. On peut par exemple choisir une
priorisation classique où les anses sont réalisées après le corps du vase (Figure 116), mais
aussi envisager une priorisation plus singulière dans l’objectif de réaliser le vase en deux
moitiés par coupe longitudinale (Figure 117).
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(a) (b)

Figure 116 – Trajectoires sur un vase par dépriorisation des anses

(a) Corps du vase (b) Anses du vase

(a) (b)

Figure 117 – Trajectoires sur un vase par génération sur moitiés distinctes

(a) Première moitié (b) Deuxième moitié
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4.4 Anticipation de fabricabilité
Pour conclure le Chapitre 4, une ultime section est dédiée sur la notion de fabrica-

bilité. Ce concept est un complément permettant d’élargir la rétroaction à la phase de
conception numérique sur la chaîne de réalisation d’une pièce mécanique, comme déjà
illustré à la Figure 30 p57 de la Section 1.4. En effet, la rétroaction par priorisation se
base sur l’apport de contre-indications physiques pour adapter la trajectoire au matériau
et à la machine. Cette rétroaction a donc lieu en aval de la chaîne. L’ajout de la rétroac-
tion entre la phase de génération de trajectoire et la phase de conception ajoute un retour
d’information en aval de cette chaîne. Son intérêt est double.

Premièrement, elle permet d’ajouter une contribution d’un point de vue purement trajec-
toiriste sur les choix de conception pour modifier le design de la pièce dans le cas où aucune
trajectoire ne conviendrait pour une machine et un matériau donnés. Deuxièmement, cette
contribution peut aussi offrir une gamme de critères supplémentaires aux considérations
usuelles de résistance aux efforts et de minimisation de masse lors de l’élaboration d’un
design par optimisation topologique. Ce deuxième intérêt constitue l’anticipation de fa-
bricabilité. Cette notion est développée suivant quatre axes :

— La présentation des enjeux et la formulation du problème (Sous-section 4.4.1) ;
— La limitation de précision par dépôt de couche (Sous-section 4.4.2) ;
— La présentation de premiers principes de fabricabilité (Sous-section 4.4.3) ;
— La proposition de modèles de fabricabilité (Sous-section 4.4.4).

D’abord, la présentation des enjeux fournit des indications supplémentaires sur les pers-
pectives envisageables concernant l’anticipation de fabricabilité. Ces dernières sont dé-
taillées avec des exemples d’applications concrètes. Cette présentation est accompagnée
d’une formulation du problème mathématique à résoudre.

Puis, une discussion autour de la limitation naturelle de la précision maximale obtenable
par les procédés de fabrication additive par dépôt de couches successives est proposée.
Elle permet de mettre en lumière de premiers indicateurs géométriques de fabricabilité
d’une surface par procédé de fabrication additive DED.

Ensuite, des premiers principes de fabricabilité sont proposés. Ces derniers résultent d’une
synthèse des différents constats évoqués tout au long des différents chapitres de la thèse,
et formalisent certaines considérations trajectoiristes qu’il peut être utile de prendre en
compte en cas d’implémentation de la rétroaction sur la chaîne de réalisation d’une pièce
mécanique, en particulier pour la priorisation de régions.

Finalement, deux types de fabricabilité sont proposés pour illustrer l’anticipation de fabri-
cabilité. Premièrement, l’exigence d’enveloppe caractérise les bornes d’évolution possible
de la géométrie de la surface fabriquée à la connaissance de sa hauteur de couche. Deuxiè-
mement, l’exigence de précision fournit une cartographie des lieux de la surface concernés.

174/264



Analyse des résultats et perspectives

4.4.1 Enjeux et formulation du problème
Anticiper la fabricabilité d’une pièce présente plusieurs enjeux. Tout d’abord, cela

pourrait servir d’outil d’aide à la prise de décision sur la création de designs tenant compte
de la difficulté de mise en œuvre de moyens de fabrication. La fabricabilité, si elle peut
être estimée, accélérerait la phase de réalisation d’une pièce mécanique en évitant d’avoir
à calculer une trajectoire à chaque modification de géométrie de pièce. Elle réduirait donc
les délais de conception.

Elle permettrait aussi d’aider sur le choix de la topologie du substrat à géométrie de pièce
fixée dans le cas où le cahier des charges offre peu de souplesse sur la modification de la
pièce, puisque la trajectoire dépend de la combinaison pièce-substrat comme évoqué à la
Sous-section 4.3.3.

Enfin, la fabricabilité offrirait une évaluation précise de la conception avant même l’étape
de fabrication. Combiné à la versatilité de la méthode de génération de trajectoire qui
offre une flexibilité sur les géométries réalisables, la fabricabilité s’inscrirait ainsi dans
une logique de prédisposition au prototypage rapide, option fortement attendue pour les
procédés de fabrication additive dans le contexte de quatrième révolution industrielle [1].

La difficulté principale sur la notion de fabricabilité est que la trajectoire de fabrication
n’est pas prévisible en amont. En effet, comme mis en avant à la Section 1.3, la notion
d’équidistance d’une couche à une autre n’est pas réciproque, d’où un blocage à prédire
la forme des couches avant leur calcul. Cela se traduit par la variation des distances
euclidiennes lors d’une déformation (Figure 118). Il est donc délicat d’évaluer si une pièce
peut être fabriquée avant même de générer sa trajectoire. Par conséquent, tout modèle
de fabricabilité a pour vocation de fournir une cartographie au mieux suffisamment fidèle
de l’adaptativité d’une pièce à être réalisée par fabrication additive. Un énoncé formel du
problème à résoudre lors de l’élaboration de tels modèles est proposé. Il est directement
appliqué sur les modèles proposés à la Sous-section 4.4.4.

Figure 118 – Obstacle de prédiction d’une trajectoire
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Énoncé. Soit S une variété différentielle de dimension deux quelconque plongée
dans un espace de dimension trois, (an)n∈N une famille de paramètres et (fn)n∈N
une famille d’applications associées chacune au paramètre de même indice. Chaque
application associe à tout point de S un réel nommé “indicateur partiel”. On cherche
s’il existe une application combinant ces indicateurs partiels et associant à tout
point de S un réel nommé “indicateur de fabricabilité” représentatif de la tendance
statistique qu’un chemin de recouvrement maximal quelconque compatible avec les
paramètres de (an)n∈N passe exactement par ce point, et soit donc situé exactement
sur la surface en ce lieu.

4.4.2 Limitation de la précision par dépôt de couches
La précision des procédés de fabrication additive par dépôt de couches est limitée par

le manque de contrôle entre les couches successives. En effet, contrairement aux procédés
soustractifs, l’outil ne passe qu’une fois à un même endroit, sinon il y aurait collision avec
la matière déjà déposée. Cela signifie que l’écart local entre la surface à fabriquer et la
surface effectivement fabriquée est conditionné par les dimensions des cordons.

Cela a d’abord pour conséquence que la précision ne peut pas être maîtrisée entre deux
cordons. En fixant la hauteur de couche, le niveau de détail dans les directions d’empi-
lement des couches de la pièce est limité (Figure 119a). Utiliser une hauteur de couche
la plus petite possible améliore le niveau de détail global, mais augmente le nombre de
couches, et donc le temps de fabrication. Cela a aussi pour conséquence que la précision
peut être limitée le long d’un cordon car sa largeur n’est pas nulle (Figure 119b).

Cordon inférieur

Fibres neutres
des cordons

Direction
d'empilement
des couches

Cordon supérieur

Hauteur
du cordon

Zone non
maîtrisée

(a)

Zone de sur-recouvrement

Angle du
cordon

Cordon

Fibre neutre
du cordon

Largeur
du cordon

Direction d'empilement
des couches

(b)

Figure 119 – Limitation du niveau de détail en fabrication additive

(a) Dans la direction d’empilement (b) Le long de la couche
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La particularité de la limitation le long des cordons est qu’elle ne dépend pas directe-
ment de la hauteur de couche. En considérant la largeur du cordon, la forme de la fibre
neutre du cordon est limitée par le fait que le cordon ne doit pas se recouvrir lui-même
lors de la phase de dépôt . Sinon, de la matière supplémentaire est déposée, ce qui peut
générer des surépaisseurs locales lors de la fabrication. Cela revient à limiter l’angle mini-
mal que puisse réaliser un cordon. Cet angle est contenu dans le plan osculateur local du
cordon. Une modélisation de cet angle maximal à partir de la zone de sur-recouvrement
du cordon est proposée à la Figure 120. Le cordon plan est modélisé comme ayant des
parois verticales, et tel que le début et la fin sont des demi-cercles.

Cordon

Fibre neutre
du cordon

Figure 120 – Modélisation du sur-recouvrement de cordon

Avec le modèle proposé, on peut trouver un angle limite θc min indépendant de la largeur de
cordon en calculant tout d’abord les aires quantifiant le recouvrement avec de la géométrie
basique (Équation 22) :



A1 = π ξ 2
c

4

A2 = 1
2

 ξ 2
c

sin (θc)
− A1


(22)

Une condition limite entre A1 et A2 permet de quantifier l’angle maximal de recouvrement.
On considère qu’un cordon présente du sur-recouvrement s’il y a plus de sur-dépôt de
matière au niveau du coin du cordon que de matière déposée à son sommet :
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A2 < A1 =⇒ sin (θc) >
4

3 π
(23)

Notons que par géométrie du problème, θc est dans l’intervalle [−π/2, π/2]. On peut ap-
pliquer la fonction Arc Sinus directement, et on obtient la valeur approximative pour
θc min de 25, 096◦. Rappelons aussi que la valeur de l’angle obtenu ici est liée au modèle
proposé et qu’aucune contribution du matériau n’est prise en compte. Dans la réalité phy-
sique, la valeur de l’angle peut être amenée à varier selon les paramètres du procédé et le
modèle élaboré [195,196]. L’ajustement de l’angle ne change pas la suite du raisonnement.

Considérons à présent deux mailles quelconques du maillage de la surface à fabriquer
qui sont en contact entre elles. Ces deux mailles sont chacune associées à une normale
(Figure 121a). Tout cordon passant par le voisinage commun de ces deux mailles cor-
respond à une ligne brisée issue de l’intersection entre les plans associés à ces mailles et
un troisième plan. Il existe une infinité de lignes brisées possibles.

(a) (b)

Figure 121 – Influence du maillage sur l’angle théorique des cordons

(a) Mailles locales et plan du cordon (b) Angles de tous les cordons possibles

Le cordon modélisé à la Figure 120 correspond à une de ces lignes brisées. Son angle
θc peut être exprimé à partir des normales aux deux mailles −!n1 et −!n2 et une normale au
plan les intersectant −!nc, à condition que −!n1 et −!n2 soient orientés de part et d’autre de la
surface formée par l’ensemble des deux mailles :
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

−!
N1 = −!n1 × −!nc
−!
N2 = −!n2 × −!nc

θc =
−̂!
N1,

−!
N2

(24)

On peut estimer de manière visuelle la proportion statistique de lignes brisées possibles
dont l’angle est inférieur à θc min (Figure 121b). Si on représente tous les angles associés
à toutes les normales −!nc possibles sur une même sphère, on distingue à chaque fois deux
types de zones remarquables au niveau des cercles issus de l’intersection entre la sphère
et le plan contenant les vecteurs −!n1 et −!n2. De manière alternée, entre ces deux vecteurs
ou leurs vecteurs opposés, les valeurs augmentent ou diminuent drastiquement. Plus les
normales −!n1 et −!n2 tendent à être colinéaires, plus les plans des deux mailles tendent à être
confondus, et donc plus la proportion de plans de normale −!nc dont l’angle de cordon est
inférieur à θc min est petite.

L’allure de cette sphère permet de visualiser la proportion des cordons d’intersection théo-
riquement valides pour une position relative donnée entre les deux mailles. Deux points
diamétralement opposés ont la même couleur car ils sont associés au même plan : les deux
vecteurs normaux associés sont opposés. Notons que dans le cas où les vecteurs −!n1 et
−!n2 sont colinéaires, les deux mailles forment un plan et donc tous les angles des cordons
d’intersection sont de 180◦. Le cas défavorable où la proportion d’angles inférieurs à θc min

est la plus grande correspond au cas où les plans de chacune des mailles sont orthogonaux.

En conclusion, la précision théorique atteignable en fabrication additive par dépôt
de cordons successifs est limitée par la hauteur de couche choisie et la largeur des cor-
dons. Pour limiter le sur-recouvrement au niveau des angles de cordon, un angle minimal
peut être imposé. Cet angle minimal contraint directement les variations de rayon de
courbure dans le plan osculateur local du cordon. La proportion d’angles acceptables de
cordons localement possibles est un premier indicateur partiel permettant de caractériser
la fabricabilité théorique d’une pièce (Sous-section 4.4.1). Notons qu’elle n’est pas un
indicateur complet de fabricabilité, puisqu’il permet d’évaluer les proportions d’angles va-
lides en chaque point d’une surface, mais pas de déterminer l’angle effectif en chaque point
avant le calcul de la trajectoire pour une combinaison pièce-substrat et des dimensions de
cordon données. Des principes plus généraux sont énoncés à la Sous-section 4.4.3.

4.4.3 Premiers principes de fabricabilité
Trois principes de fabricabilité sont formulés à partir des constats issus des différents

chapitres : le principe d’accessibilité, le principe de surface d’appui et le principe de
niveau de détail. Les deux premiers principes formalisent notamment la génération d’une
trajectoire de recouvrement maximal à hauteur de couche constante, l’absence de matériau
support, et fournissent des pistes pour toute éventuelle implémentation de la rétroaction
par priorisation de région. Le principe de niveau de détail quant à lui formalise les constats
évoqués à la Sous-section 4.4.2.
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Les principes énoncés apportent des pistes de résolution de la formulation mathématique
du problème énoncé à la Sous-section 4.4.1 en vue de l’élaboration de premiers modèles
de fabricabilité suivant différents critères, qui seront présentés à la Sous-section 4.4.4.

Principe d’accessibilité. Selon la stratégie de fabrication choisie, il se peut que
certaines zones soient réalisées avant d’autres. Selon la forme locale de la pièce et le
support local disponible, l’outil dispose d’un espace accessible donné sur lequel il peut
effectuer des déplacements sans entrer en collision avec la pièce. Il est nécessaire
que les positions de la trajectoire soient atteignables sans conflit de priorité d’accès
à la zone de travail. Dans le cas contraire, il n’est pas possible d’accéder à la zone
fabriquée : si une zone A n’est pas accessible et qu’une zone B déjà fabriquée est
incluse dans la zone de travail théorique disponible relative à la zone A, alors A est
prioritaire sur B (Figure 122a).

Principe de surface d’appui. Il n’est possible de déposer de la matière à un
endroit de la pièce à réaliser que s’il y a déjà de la matière pour soutenir le dépôt.
Le principe de surface d’appui stipule qu’une zone C servant de support à une zone
D doit être réalisée avant : C est prioritaire sur D (Figure 122b). La zone C sert
alors d’appui à la zone D. La priorité des différentes zones de la pièce est déterminée
par les choix de lieu de dépôt successifs et de la combinaison pièce-substrat.

Position 1 du
bras robot

Position 2 du
bras robot

Surface à
fabriquer

Zone de travail
admissible de
la position 1

Zone de travail
admissible de
la position 2

Zone A

Zone B

(a)

Matière
déposéeSubstrat

Matière
non déposée

Zone C
Zone D

(b)

Figure 122 – Principes d’accessibilité et de surface d’appui

(a) Principe d’accessibilité (b) Principe de surface d’appui
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Principe de niveau de détail. Étant donné qu’une couche nécessite la couche
qui la précède pour être calculée, dans le cas général, les lieux des couches de la tra-
jectoire ne sont pas connus de manière précise avant leur calcul. Le niveau de détail
local entre les couches de la trajectoire n’est pas maîtrisé et amène à une limitation
globale de la qualité géométrique de la surface dans les directions d’empilement des
couches. En outre, l’utilisation d’une hauteur de couche constante peut entraîner
un manque de matière localement pour les zones correspondant à une fermeture de
la surface, ou encore aux frontières d’un trou selon la direction de propagation des
couches vis-à-vis des frontières (Figure 123). La qualité de recouvrement le long
d’un cordon est elle aussi limitée par une courbure limite dans les plans osculateurs
locaux pouvant générer du sur-recouvrement. Pour éviter qu’un cordon n’interfère
avec lui-même, cette courbure doit être telle que le rayon de courbure associé soit
supérieur à une valeur limite.

Substrat Cordons de
matière déposée

Reliquat de
matière
non déposée

(a)

Substrat

Cordons de
matière déposée

Reliquat de
matière
non déposée

(b)

Figure 123 – Conséquences majeures du principe de niveau de détail

(a) Fermeture sur une surface (b) Bord d’un trou sur une surface

Enfin, notons que ces trois principes, destinés à évoluer, offrent des perspectives de
travaux quant à la prise en compte des contraintes purement trajectoiristes lors de la
phase de conception numérique d’une pièce mécanique. Ces principes ont pour but d’aider
à anticiper la prédisposition du design d’une pièce mécanique à être fabriquée par un
procédé de fabrication additive par dépôt de couches – dont font partie les procédés DED
– à la connaissance de la topologie de son substrat et des dimensions des cordons.
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4.4.4 Proposition de modèles de fabricabilité
La difficulté principale de l’anticipation de la fabricabilité est qu’elle dépend de la po-

sition spatiale des points de la trajectoire. Or, les points de la trajectoire ne peuvent être
connus qu’après calcul de la trajectoire du fait de la contrainte de distance euclidienne
(Sous-section 4.4.1). Ainsi, tout modèle proposé ne représenterait qu’une tendance de
fabricabilité associée à une surface dont la fiabilité ne serait validée qu’à travers l’existence
d’une corrélation avec la tendance statistique de campagnes de simulations de trajectoires.
La démonstration de cette existence ou non constitue des possibilités de travaux futurs.
Ici, elle est supposée car il s’agit de présenter les perspectives d’aide à la conception en
cas d’existence. Pour conclure ce chapitre, trois modèles sont fournis à titre d’exemple :

— L’enveloppe de précision ;
— L’exigence de précision avec modèle linéaire ;
— L’exigence de précision avec modèle gaussien.

L’enveloppe de précision est formée par les enveloppes convexes des voisinages situés
dans une sphère de rayon h en tout point de la surface. Elle représente la majoration
d’imprécision maximale de la surface en tout lieu si les cordons sont plus hauts que
larges. Elle est illustrée à la Figure 124 pour STL-B et à la Figure 125 pour STL-C.

(a) (b)

Figure 124 – Enveloppe de précision de STL-B (h = 4mm, e = 2mm)
(a) Surface initiale (b) Enveloppe de précision
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(a) (b)

Figure 125 – Enveloppe de précision de STL-C (h = 0, 5mm, e = 0, 25mm)

(a) Surface initiale (b) Enveloppe de précision

L’enveloppe est représentative de la valeur de h choisie : ainsi, pour STL-C, l’enveloppe
ne possède pas de trou car la valeur de h de 0,5mm est de l’ordre de grandeur des trous.
Pour des valeurs de h plus petites, l’enveloppe laisserait apparaître les trous, tandis que
pour des valeurs plus élevées, elle tendrait vers l’enveloppe convexe limite de l’icosaèdre
constituant STL-C : cette surface limite est un dodécaèdre régulier qui est un polyèdre
constitué de 12 faces pentagonales identiques. Dans le cas où la largeur de cordon est plus
grande que la hauteur, sa valeur est à utiliser au lieu de h pour le calcul de l’enveloppe.

L’exigence de précision quant à elle propose une échelle de couleurs en toute région de
la surface représentative de l’intensité de variation de la géométrie locale au regard de h.
Deux modèles sont proposés en se basant sur des constats basiques. Comme expliqué, ils
ne sont pertinents que s’ils sont calibrés, mais ils permettent tout de même d’apprécier
les tendances d’évolution de fabricabilité sur la surface.

Chaque modèle calcule la faisabilité en tous les points de la surface en estimant la quantité
d’aire de la surface E1 contenue dans la sphère de rayon h centrée en ce point, et d’une
grandeur notée E2 qui correspond à la déviation moyenne des directions des normales aux
mailles contenues dans cette sphère par rapport à la direction moyenne. E1 et E2 quan-
tifient localement l’enchevêtrement et la continuité sur la surface. Il s’agit d’indicateurs
partiels de fabricabilité (Sous-section 4.4.1). Idéalement, une surface fabricable par dé-
pôt de couches successives serait localement assimilable à un plan continu, donc sans trou.
E1 permet de quantifier la tendance qu’a la surface à être localement discontinue tandis
que E2 quantifie la variation de profil locale. L’approche s’inspire de la définition de la
courbure de Ricci (Annexe A2) et ajoute la notion de discontinuité, qui peut influencer
indirectement le nombre de départs et d’arrêts de dépôt sur la trajectoire.
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Puis, une loi d’évolution peut être créée à partir de E1 et E2. Une surface aura une
tendance à être localement fabricable si E1 est proche de la surface d’un disque de rayon
h et E2 tend vers 1. Les modèles utilisés pour illustrer l’exigence de précision sur STL-C
(Figure 126) et STL-B (Figure 127 et Figure 128) ne sont donnés qu’à titre d’exemple.
Les modèles choisis font appel aux coefficients supplémentaires sans unité aL,1, aL,2, aG,1
et aG,2 dont le choix permet d’augmenter l’influence de E1 ou E2 sur l’estimation de la
fabricabilité. Pour le modèle linéaire (Équation 25), c’est le ratio entre les coefficients qui
détermine la cartographie : un même ratio donnera les mêmes résultats, tandis que pour le
modèle gaussien (Équation 26), un même ratio donnera uniquement une allure identique.
Cela est illustré pour STL-B (Figure 127 et Figure 128). Pour chaque modèle, plus la
valeur calculée est élevée, moins la région locale est estimée comme fabricable.



Modèle linéaire : 1
aL,1 + aL,2

aL,1

(
1 − E1

πh2

)2
+ aL,2 (1 − E2)2



Modèle gaussien : exp


−
(

1 − E1

πh2

)4

aG,1

 exp
− (1 − E2)4

aG,2



(25)

(26)

(a) (b)

Figure 126 – Exemple d’exigence de précision de STL-C (h = 0, 5mm, e = 0, 25mm)

(a) Modèle linéaire (aL,1 = 0, 5, aL,2 = 1) (b) Modèle gaussien (aG,1 = 0, 15, aL,2 = 0, 3)
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(a) (b)

Figure 127 – Exemple 1 d’exigence de précision de STL-B (h = 10mm, e = 5mm)
(a) Modèle linéaire (aL,1 = 0, 5, aL,2 = 1) (b) Modèle gaussien (aG,1 = 0, 4, aL,2 = 0, 8)

(a) (b)

Figure 128 – Exemple 2 d’exigence de précision de STL-B (h = 10mm, e = 5mm)
(a) Modèle linéaire (aL,1 = 3, aL,2 = 6) (b) Modèle gaussien (aG,1 = 0, 15, aL,2 = 0, 3)
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Ainsi, la fabricabilité est une notion qui vise à anticiper la prédisposition d’une pièce
à être réalisée par fabrication additive lors de la phase de conception numérique. Cette
anticipation est délicate car elle dépend de la position spatiale des points de la trajectoire
qui ne peuvent être connus qu’après le calcul de la trajectoire et invite donc une approche
statistique dont la validité serait justifiée par une corrélation des modèles avec la topolo-
gie des pièces effectivement réalisées à partir d’un ensemble de conditions initiales données.

La discussion sur la limitation de précision par dépôt de couches a permis la mise en évi-
dence de premiers indicateurs partiels de fabricabilité, et de mettre en avant de premiers
principes sommaires. Puis, l’élaboration de modèles de fabricabilité souligne les perspec-
tives de travaux pour la création d’outils d’aide à la prise de décision. Les trois modèles
proposés fournissent des informations sur la capacité théorique de réalisation d’une surface
à partir d’un ensemble d’indicateurs partiels. Ils combinent des indicateurs partiels pour
quantifier en tout lieu de la surface les sources de complexité de fabrication par dépôt de
couches successives.
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Au sein de la fabrication additive, la génération de trajectoire occupe une place cruciale
dans la chaîne de réalisation d’une pièce mécanique, permettant de relier la conception
sur logiciel de CAO et la fabrication. La recherche de méthodologies de génération de
trajectoire systématiques est un enjeu majeur pour cette famille de procédés, car de telles
méthodes permettraient d’obtenir un chemin de dépôt sur des pièces de complexité géo-
métrique quelconque. La résolution de ce défi offrirait davantage de flexibilité pour des
opérations telles que le prototypage rapide et la réparation de pièces tout en facilitant la
mise en œuvre de la fabrication. Cet objectif s’inscrit pleinement dans la ligne directrice
d’intégration d’outils numériques aux procédés de fabrication additive dans un contexte de
quatrième révolution industrielle. Les procédés DED sont considérés comme prometteurs
pour la réalisation de pièces métalliques en raison de leur coût de production relative-
ment faible et de leur compatibilité avec des robots multi-axes. Pour de tels procédés, une
contrainte supplémentaire de distance euclidienne pièce-outil constante tout au cours de
la fabrication permet d’homogéiéniser la qualité du dépôt.

Cette thèse propose une méthode de génération de trajectoire versatile pour les procédés
DED multi-axes répondant à ces besoins. Elle présente une méthode systématique, ro-
buste et flexible permettant de générer un premier chemin de dépôt à hauteur de couche
constante apte à recouvrir entièrement des surfaces facettisées quelle que soit leur géomé-
trie, et associées à des substrats de morphologie quelconque, non nécessairement connexes.

Les méthodes de génération de trajectoire usuelles reposent sur des techniques de suivi
de directions de propagation préalablement déterminées avant même le calcul de trajec-
toire. Ces directions, parfois déterminées à partir de flux géodésiques, sont ensuite utilisées
pour déterminer des courbes d’intersection avec la surface par tranchage ou équations pa-
ramétrisées directes. Puis, ces courbes sont employées comme support de recherche des
points de la trajectoire dans le cas de génération à hauteur de couche constante. Ces
directions de propagation sont imposées et basées sur des constats globaux.

Or, il existe une infinité de directions localement envisageables pour propager une tra-
jectoire. Ainsi, fixer ces directions avant le calcul réduit la flexibilité des trajectoires réa-
lisables pour une pièce donnée. D’autre part, ces directions globales présupposent qu’il
existe localement une direction principale de propagation. Ce n’est le cas que pour des
entités primitives à la géométrie peu complexe, ce qui rend difficile l’application des mé-
thodes usuelles sur des géométries de pièces ou de substrat élaborées. En particulier, dans
le cas de la génération par paramétrisation, une corrélation est nécessaire entre la forme
des iso-courbes et la direction des couches pour assurer la convergence des calculs.
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L’algorithme de génération de trajectoire versatile proposé apporte des solutions à ces
limitations à travers deux considérations centrales. Premièrement, il évalue la surface de
manière locale uniquement, ce qui permet d’étendre la trajectoire sur la surface sans
chercher de direction de propagation. Deuxièmement, il déclenche la génération par l’éva-
luation de la combinaison pièce-substrat. Ces deux considérations permettent d’envisager
toute géométrie et position relative de pièce et de substrat. Les surfaces d’entrée prises en
charge sont des surfaces facettisées, car elles contiennent toutes les informations locales
de la surface.

La génération de trajectoire se fait en six grandes étapes. Le maillage initial de la surface
dont on souhaite générer une trajectoire est d’abord subdivisé pour que les dimensions
des mailles soient du même ordre de grandeur que la hauteur de couche souhaitée. Puis, la
couche d’initialisation est déterminée à partir de l’intersection entre la pièce et le substrat.
Les couches sont alors calculées successivement par quatre étapes répétées pour chaque
nouvelle couche. Une routine permet de sélectionner les mailles de la pièce situées dans
le voisinage de la couche précédente. Chaque point de la couche précédente est ensuite
utilisé pour déterminer un ensemble d’arcs de cercle dont les points sont situés à une dis-
tance euclidienne égale à la hauteur de couche de ce point. Les sous-graphes associés à ces
arcs de cercle sont filtrés et fusionnées pour reconstruire le graphe de la nouvelle couche.
Enfin, chaque point de dépôt de la nouvelle couche est associé à un vecteur outil déduit
des directions de projection de ce dernier sur la couche précédente. Plusieurs simulations,
dont certaines sur différentes TPMS, ont permis de valider la méthode, sa robustesse, ses
limites et le choix des paramètres d’entrée de la méthode algorithmique.

Les travaux réalisés au cours de cette thèse apportent plusieurs contributions à la
fabrication additive. La méthode de génération de trajectoire a notamment fait l’objet
d’une communication scientifique à l’occasion de la 16 ème conférence CIRP on Intelligent
Computation in Manufacturing Engineering du 13 au 15 Juillet 2022 : Support-Free-
Material Path Generation for DED Processes from Facetized Data [197]. En premier lieu,
les travaux offrent des perspectives de versatilité en vue de l’obtention d’un chemin de
recouvrement sur tout type de surface, apte à être modifié aux niveau intra-couches et
inter-couches pour l’obtention d’une trajectoire finale tenant compte des contre-indications
issues du robot de fabrication et du matériau de dépôt.

Puis, le développement de la notion de fabricabilité à partir de constats purement trajec-
toiristes offre un apport sur l’aide à la prise de décision lors de la conception numérique
d’une pièce mécanique. Trois principes de fabricabilité sont énoncés : les principes d’acces-
sibilité, de surface d’appui et de niveau de détail. Ils traduisent le fait qu’une trajectoire
ne peut, dans le cas général d’une combinaison pièce-substrat quelconque, pas être dé-
terminée de manière exacte avant son calcul même. Des pistes sur l’éventuelle possibilité
de création de modèles fiables d’anticipation de fabricabilité à partir de tendances statis-
tiques avant calcul de la trajectoire sont discutées.

Notons que l’algorithme développé présente des limites techniques dont l’apport de so-
lutions constitue des pistes d’amélioration. Premièrement, l’algorithme a été implémenté
en MATLAB, ce qui implique un temps d’exécution relativement long. L’adaptation à un
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langage compilé et bas niveau tel que le C# ou le C++ pourraient réduire drastiquement
le temps de calcul par leur prédisposition à l’utilisation de méthodes de calcul multithread
sur carte graphique. Deuxièmement, l’utilisation de maillages facettisés a un impact expo-
nentiel sur la mémoire requise pour stocker les informations locale de la surface d’entrée.
La mise en place de files d’attente pourrait réduire l’espace de stockage nécessaire pour
envisager la prise en charge de fichiers d’entrée facettisés plus volumineux. Troisièmement,
il peut être envisagé d’améliorer les méthodes de filtrage des nœuds des sous-graphes et
de reconstruction des couches pour résoudre les problèmes liés à l’apparition de quelques
arêtes aberrantes sur les trajectoires générées.

Enfin, en parallèle du développement de solutions autour des limitations techniques de
la méthode de génération de trajectoire, d’autres perspectives de travaux futurs peuvent
être envisagées, dont notamment :

— L’implémentation de la rétroaction par priorisation de régions ;
— La prise en charge de volumes remplis quelconques ;
— L’étude de l’existence d’éventuels modèles de fabricabilité viables ;
— L’étude de cinématiques robot adaptées à de la fabrication additive.

La flexibilité offerte par la génération ouvre la voie à l’implémentation de la rétroaction
permettant ainsi de prioriser la génération de couches en certaines régions de la surface
en tenant compte des éventuelles contre-indications. Ces contre-indications peuvent être
décidées par l’utilisateur ou être liées à l’environnement de travail, comme le comporte-
ment du robot ou les propriétés thermiques du matériau. La rétroaction est donc cruciale
pour adapter la trajectoire en fonction des contraintes rencontrées lors de la fabrication.

La recherche de sous-graphes d’une nouvelle couche est compatible avec tout type de pièce
facettisée. Elle pourrait donc être directement appliquée à des volumes dont l’intérieur est
constitué d’un ensemble de polyèdres. Cela nécessiterait cependant une adaptation des
routines de leur filtrage et de la reconstruction du graphe de la nouvelle couche.

L’existence de modèles de fabricabilité, si elle est vérifiée, permettrait la création d’outils
d’aide à la prise de décision lors de la phase de conception numérique, et offrirait une
contribution notable au prototypage rapide.

L’étude de cinématiques de robots adaptées à de la fabrication additive est un enjeu sur
le long terme. En effet, la rétroaction par priorisation des régions a pour vocation de tenir
compte des contre-indications du robot, mais un trop grand nombre de contre-indications
complexifierait la résolution du problème de priorisation. Les machines multi-axes utilisées
peuvent parfois rencontrer des difficultés pour le suivi de trajectoires précises comportant
de nombreux points de passage. Cela peut entraîner des limites de courses d’axes imposant
des phases d’arrêt et de départ de dépôt supplémentaires au cours de la fabrication. Ainsi,
l’utilisation de robots à espace de travail reconfigurable, le développement de méthodes
de coordination entre plusieurs robots partageant un même espace de travail, voire la
création de robots spécifiques constituent des perspectives envisageables.
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A1 Cycle d’adoption d’une technologie
En tant qu’innovation, la fabrication additive, est sujette au “cycle de la hype” [198].

Défini par Jackie Fenn en 1995 [199], ce concept décrit l’évolution de l’intérêt pour une
innovation dans le temps. Ce cycle lui a aussi permis d’analyser la phase d’évolution
d’intérêt de plusieurs technologies ou concepts émergents [200]. Ce modèle de maturation
met en avant que l’émulation scientifique autour d’une thématique est influencée par la
communication autour de cette dernière, ce qui estompe les limitations de la technologie
par un biais de distorsion des réelles opportunités qu’elle permet [201]. Il se décompose
en cinq grandes phases (Figure A1-1), qui se produisent successivement au cours de
l’arrivée d’une innovation dans le monde scientifique.

Temps

Lancement de
la technologie

Pic des attentes
exagérées

Gouffre des
désillusions

Pente de l'
illumination

Plateau de 
productivité

Visibilité

Figure A1-1 – Cycle de la hype d’une innovation

1. Lancement de la technologie : l’innovation arrive sur le marché sous forme de pro-
totypes souvent incomplets désignés comme prometteurs.

2. Pic des attentes exagérées (pic de “hype”) : emballement de la communication abou-
tissant à des attentes non réalistes. La recherche et le développement durant cette
phase sont accélérés par effet de mode et de nombreux acteurs industriels inves-
tissent dans l’innovation.

3. Gouffre des désillusions (gouffre d’ “anti-hype”) : les premiers produits finalisés
arrivent sur le marché mais ne répondent pas à tous les besoins issus des espoirs des
attentes exagérées. Cette phase de déception s’accompagne d’une prise de conscience
des limitations du produit et à une relativisation de sa portée.
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4. Pente de l’illumination : beaucoup d’acteurs abandonnent tout investissement sur
l’innovation. Certains persistent et développent une nouvelle génération de produits,
plus adaptée et plus humble quant aux promesses. Les applications concrètes de la
technologie sont mieux comprises. En parallèle, le marché se développe à nouveau,
de manière moins rapide que lors du lancement de la technologie, mais de manière
plus stable et durable.

5. Plateau de productivité : la technologie n’est plus une innovation et est mieux
maîtrisée. Cela amène au développement d’une nouvelle génération. Selon le type
de technologie, cela amène à une extension des domaines d’emploi pour atteindre
de nouveaux marchés, ou à une spécialisation pour intéresser des marchés de niche.

Toutes les technologies ne passent pas par toutes ces étapes, et la durée de chaque étape
peut varier considérablement. En outre, toutes les technologies ne parviennent pas à at-
teindre le plateau de productivité, certaines étant abandonnées avant d’atteindre cette
étape de maturation.

Dans le cas de la fabrication additive, les opportunités et menaces en termes de qualité,
coût et délais sont sujettes au cycle de hype dans le contexte de son inclusion dans
l’industrie 4.0 [202]. En particulier, l’adoption de la fabrication additive présente des
limites plus prononcées sur les aspects industriels, sociaux et environnementaux pour les
entreprises de petite et moyenne taille effectuant une telle transition que ce ne fut le
cas pour les grandes entreprises qui les ont précédées [203]. À cela s’ajoute la prise de
conscience progressive sur des enjeux éthiques qui n’avaient pas forcément été anticipés
lors de l’émergence de cette technologie, tels que la santé, la propriété intellectuelle et la
mutation des emplois [204].

193/264



Annexes

A2 Étude des surfaces en algèbre géométrique
L’algèbre géométrique est une branche des Mathématiques liant la géométrie à l’al-

gèbre. Cette branche contemporaine cherche à approcher tout objet géométrique à l’aide
d’une structure d’algèbre. Contrairement à de la géométrie classique, l’algèbre géomé-
trique permet de formaliser la topologie des objets étudiés, ce qui s’avère très efficace
pour aborder les problèmes impliquant l’étude de différentes formes géométriques telles
les courbes, les surfaces, et les volumes.

Ce formalisme a su s’imposer en mécanique relativiste, en électromagnétisme, en biomé-
canique et en infographie. Cependant, son utilisation dans le domaine de la mécanique
classique est moins systématique car les outils de géométrie classique conviennent dans
de nombreux cas pour des calculs de projections, distances, rotations, translations ou in-
tersections.

Le but de cette annexe est de fournir quelques éléments permettant d’approcher le
problème de génération de trajectoire avec moins de bridage. En particulier, elle permet
de sensibiliser aux manquements des méthodes de slicing ou de découpage en entités indé-
pendantes de surfaces et volumes qui imposent une direction de propagation de trajectoire
soit indépendamment de la forme de la pièce entière à fabriquer, soit indépendamment
du substrat initial, et quoi qu’il en soit suppose que la direction de propagation est prévi-
sible avant le calcul de la trajectoire. Tout d’abord, un bref historique met en avant que
dès qu’un besoin spécifique en géométrie est identifié, alors des outils spécifiques pour ré-
pondre à ce besoin sont souvent amenés à être développés (Sous-section A2.1). Puis, les
principaux concepts et formalismes pour l’étude des surfaces sont présentés pour aider à
la conceptualisation d’outils adaptés à la génération de trajectoire (Sous-section A2.2).

A2.1 Historique
Les premières traces de géométrie remontent à l’Antiquité. Durant la seconde moitié

du Vème siècle avant Jésus-Christ, Hippias d’Elis crée un mécanisme appelé “quadratrice”
[205]. La quadratrice d’Hippias est une courbe obtenue par un mécanisme combinant une
translation et une rotation uniformes (Figure A2-1). Si la première utilisation de la qua-
dratrice dans un but de quadrature de courbe fermée semble avoir fait débat, l’invention
du mécanisme semble être unanimement attribuée à Hippias d’Elis. Il semblerait que son
objectif était de résoudre la trisection de l’angle : il s’agit d’un des trois grands problèmes
de géométrie de l’Antiquité avec la quadrature du cercle et la duplication du cube.

La trisection de l’angle consiste à trouver une manière de diviser un angle quelconque en
trois sous-angles de même taille. La quadrature du cercle consiste à construire un carré
de même aire qu’un disque donné. Enfin, le problème de la duplication du cube cherche à
trouver comment construire un cube dont le volume est deux fois plus grand qu’un cube
donné. Dans les trois cas, la difficulté vient du fait que les seuls outils autorisés outre tout
outil d’écriture sont la règle non graduée et le compas.
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Figure A2-1 – Mécanisme de la quadratrice

Durant les siècles qui ont suivi, les connaissances en géométrie se sont consolidées.
Au IV ème siècle avant Jésus-Christ, Pappus d’Alexandrie s’intéresse au problème de la
duplication du cube, aux polygones et aux polyèdres [206]. Le III ème siècle avant Jésus-
Christ marque une avancée notable en géométrie. Ératosthène crée le premier instrument
de géométrie : le mésolabe d’Ératosthène (Figure A2-2). Cet instrument a pour but de
résoudre le problème de duplication du cube. Cet outil est constitué d’un cadre en forme
de “U”, d’un triangle rectangle fixe se trouvant à l’intérieur et de plusieurs triangles rec-
tangles identiques au premier coulissant dans une rainure située sur un des côtés latéraux
du cadre.

En utilisant une application directe du théorème de Thalès, cet outil permet de dé-
terminer des moyennes proportionnelles entre deux segments. Il a permis à Ératosthène
de proposer une solution approximative au problème de duplication du cube. Au même
siècle, Archimède de Syracuse s’intéresse à bon nombre de thématiques de la géométrie
[207]. Il s’intéresse aux cercles et aux coniques, et propose une approximation de π par
encadrement à l’aide de polygones réguliers (223

71 < π < 22
7 ). Puis, il se concentre sur

l’étude des aires et des volumes des sphères et cylindres et décrit l’équation de la spirale,
appelée “spirale d’Archimède”, pour proposer une solution au problème de la quadrature
du cercle. De par son approche des aires et volumes par des arguments physiques, il est
considéré comme le fondateur de la mécanique statique mais aussi le fondateur du calcul
infinitésimal [208].
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Cadre en forme de "U"

Triangle fixe

Triangles
mobiles

Rainure

Figure A2-2 – Mésolabe d’Ératosthène

Il faudra attendre le XVII ème siècle pour que les surfaces soient à nouveau étudiées.
On peut notamment citer Paul Guldin et ses deux théorèmes qui permettent de calculer
l’aire latérale et le volume de certaines surfaces de révolution à la seule connaissance de la
courbe qui les engendre [209]. Cependant, ces deux théorèmes apparaissaient déjà dans
les travaux de Pappus lui-même durant l’Antiquité, et il semblerait que Guldin ait essayé
de se les approprier. À cette époque, René Descartes s’est aussi intéressé à la géométrie, en
partant des travaux de Pappus. Dans son œvre “La Géométrie” parue en 1637, il apporte
une avancée majeure en étudiant la géométrie sous un œil nouveau de manière analytique,
et non plus uniquement à l’aide d’axiomes tel que c’était le cas avec la géométrie dite syn-
thétique de l’Antiquité [210].

Au même siècle, le développement du calcul infinitésimal par les travaux de Pierre de
Fermat, Gottfried Wilhelm Leibniz et Isaac Newton amène à nouveau l’étude des surfaces
au sein de la communauté scientifique. Le calcul infinitésimal est le fondement crucial de
toute la théorie géométrique développée durant les siècles suivants. Fermat a notamment
développé l’algorithme de passage à la limite par la méthode des maxima et minima
pour calculer la tangente à une courbe dès 1636 [211]. Leibniz et Newton ont eu une
contribution majeure sur les calculs différentiel et intégral. Lors de son séjour à Paris
de 1672 à 1676, Leibniz montre que l’intégration et la dérivation sont des opérations
réciproques et invente la notation encore utilisée aujourd’hui de l’intégrale sous la forme
“
∫

f(x) dx ” [212]. Il trouve alors certaines formules de dérivations usuelles : produit,
quotient et puissance. En parallèle, Newton découvre aussi le calcul infinitésimal de son
côté, qu’il désigne par l’appellation “méthode des fluxions” [213]. Ses premiers travaux
datent de 1664 et il achèvera son ouvrage “La méthode des fluxions et des suites infinies”
en 1671, qu’il ne publiera pas de son vivant [214], contrairement à Leibniz.
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Bien que les deux scientifiques aient découvert le calcul infinitésimal chacun de leur côté,
et à leur manière, une violente controverse éclate entre les deux scientifiques et philosophes
suite à l’article publié par John Keill [215]. Professeur de l’Université d’Oxford et disciple
de Newton à cette époque, il affirme que l’invention vient de Newton et que Leibniz avait
plagié ses résultats. Leibniz proteste alors et répond à l’accusation par une lettre expédiée
le 4 Mars 1711 à la Royal Society de Londres. La controverse se poursuit les années
suivant, jusqu’à la mort de Leibniz le 14 Novembre 1716. Plusieurs années plus tard, il
fut considéré que les deux scientifiques avaient contribué au calcul infinitésimal. Leibniz
a clairement contribué aux notations qui sont toujours d’actualité, et sa méthode se veut
plus géométrique. Le calcul intégral de Newton est quant à lui introduit de manière plus
intuitive à travers la cinématique, comme il l’expliquait lui-même en 1687 [216]. Ironie de
l’histoire, Leibniz et Newton avaient aussi étudié la combinatoire de leur vivant chacun de
leur côté. Les noms et la similitude des formules du binôme de Newton (Équation A2-1)
et de Leibniz (Équation A2-2) est un clin d’œil discret à la controverse sur le calcul
différentiel [217]. La formule du binôme de Newton permet d’obtenir la forme développée
de la puissance de la somme de deux nombres réels ou complexes f et g, tandis que la
formule de Leibniz fournit la forme développée de la dérivée nième du produit de deux
fonctions à variables réelles ou complexes dérivables n fois.



(f + g)n =
n∑

k=0

n

k

fkgn−k

(f g)(n) =
n∑

k=0

n

k

f (k)g(n−k)

(A2-1)

(A2-2)

Le calcul infinitésimal est un des fondements de l’algèbre géométrique qui implique deux
idées majeures complémentaires. D’une part, le calcul différentiel se focalise sur la notion
de dérivée et l’étude des variations des fonctions à travers les taux de variations, pentes,
vitesses et accélérations. D’autre part, le calcul intégral s’intéresse aux techniques d’inté-
gration à travers le concept d’aire balayée sous le graphe d’une fonction, et s’étend aux
volumes, suites et séries. Malgré cette contribution majeure, les travaux ultérieurs sur les
surfaces ont été fortement freinés par la controverse entre Newton et Leibniz jusqu’à la
seconde moitié du XVIII ème siècle.

C’est entre 1750 et 1930 que la géométrie va être abordée à l’aide de l’algèbre. On
parle alors d’algèbre géométrique. En particulier, l’apparition des nombres complexes et
des multivecteurs va permettre de définir numériquement et qualitativement des transfor-
mations géométriques sur les surfaces continues de manière rigoureuse. Dès 1760, Leonhard
Euler s’intéresse aux surfaces et à leur courbure [218]. Il travaille alors essentiellement
sur des courbes paramétrées. Gaspard Monge poursuit les travaux d’Euler sur les formes
paramétrées et publie les nouvelles avancées sous le titre “ Application de l’analyse à la
géométrie” en 1795 [219]. Le spectre des surfaces étudiées est donc réduit aux surfaces
continues définies analytiquement par des équations.
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En 1825 et en 1827, Johann Carl Friedrich Gauss apporte une avancée notable en ne consi-
dérant plus la géométrie globale des surfaces mais leur géométrie intrinsèque [220]. Ainsi,
les propriétés sont définies de manière locale, et ne nécessitent alors qu’un voisinage défini
de manière continue. Les propriétés sont alors déterminées seulement par les distances
géodésiques entre les points, et de manière indépendante de la définition de l’espace eucli-
dien dans lequel est incluse la surface. On parle dès lors de géométrie non euclidienne. La
consécration de sa recherche est sa démonstration de l’invariance de la courbure de Gauss
(courbure détaillée à la Sous-section A2.2) des surfaces par transformation isométrique.
Il s’agit d’une des premières fois où les invariants des surfaces sont étudiés. L’étude des
invariants des structures géométriques est la clé de voûte de la topologie, qui est une
branche des mathématiques qui s’intéresse à l’étude des propriétés invariantes de ces der-
nières lorsqu’elles sont déformées de manière continue sans déchirure ni raccordement.
Bernhard Riemann étend l’étude des surfaces à l’étude des espaces supérieurs en partant
des travaux de Gauss - alors lui-même directeur de thèse de Riemann - et en utilisant les
nombres complexes. Ainsi, sa thèse, soutenue le 10 Juin 1854, aboutit à une branche de
la géométrie appelée de nos jours “géométrie riemannienne” [221]. Henri Poincaré quant
à lui a poussé plus loin l’étude des invariants en géométrie. Il est considéré comme le fon-
dateur de la topologie. Il fait progresser la théorie des surfaces avec les méthodes issues
de la topologie algébrique entre 1895 et 1904 à travers son œvre “Analysis Situs” [222].

Enfin, le début du XX ème siècle sera marqué par l’application de la géométrie à la phy-
sique d’une et par la formalisation des déplacements sur les variétés. La théorie de la
relativité générale développée par Albert Einstein entre 1907 et 1915, grâce aux conseils
en géométrie riemannienne de Marcel Grossmann et David Hilbert [223] a permis d’étu-
dier les variations de courbure de l’espace-temps en introduisant des outils de dimension
supérieure à ceux permettant l’étude de surfaces. Les travaux sur la relativité générale se
basent aussi sur ceux datant de 1900 de Gregorio Ricci-Curbastro et Tullio Levi-Civita,
précurseurs du calcul tensoriel qui a apporté une grande avancée sur les méthodes de cal-
cul différentiel [224]. Les années 1920 apporteront des connaissances supplémentaires sur
la géométrie riemannienne et affineront la théorie de la relativité générale, notamment à
travers les travaux d’Élie Cartan [225] et Hermann Weyl [226]. C’est aussi durant cette
décennie que Cartan et Weyl, en s’inspirant des travaux de Levi-Civita ont développé la
notion de connexion, qui permet de relier les espaces tangents voisins sur des objets géo-
métriques, et donc notamment d’étendre l’étude des géométries aux structures localement
non continues. La notion de connexion sera étudiée en profondeur par Jean-Louis Koszul
entre 1950 et 1952 [227], et appliquée par Katsumi Nomizu en 1954 [228].
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A2.2 Outils Mathématiques
La géométrie de l’espace étudie des objets définis par une géométrie plane - dite eucli-

dienne - et inclus dans un espace à trois dimensions. Les objets étudiés dans l’espace de
dimension trois ne sont alors plus nécessairement contenus dans des plans. Cet espace est
appelé “espace usuel” en référence à son utilisation courante pour modéliser bon nombre
de phénomènes physiques de la réalité. Puisque l’espace englobant les objets est de di-
mension trois, les objets qui y sont étudiés sont de dimension au plus trois et non infinis
si de dimension trois. De manière plus générale, l’espace dans lequel sont inclus les objets
est appelé “espace de plongement”. Les objets de dimension un sont les courbes, ceux
de dimension deux sont les surfaces et ceux de dimension trois sont les volumes fermés.
Contrairement aux courbes et surfaces, les volumes doivent être finis, d’où la nécessité
qu’ils soient fermés. La géométrie riemannienne généralise la géométrie de l’espace à des
dimensions finies quelconques. Aussi, des espaces de dimension n permettent d’étudier
des objets de dimension au plus n. Les espaces étudiés sont désignés par l’expression plus
générale “espace affine”. Les objets géométriques sont alors désignés par le terme “variété”.
Ainsi, une courbe est une variété différentielle d’ordre un, tandis qu’une surface est une
variété différentielle d’ordre deux.

Pour permettre d’effectuer des calculs, les espaces affines sont munis d’objets sur lesquels
il est possible d’effectuer des opérations. Ces opérations sont effectuées sur des objets
appelés “vecteurs”. Ces objets issus de l’algèbre linéaire généralisent la notion de dépla-
cement dans l’espace topologique entre deux points en définissant des couples de points.
Ils sont caractérisés par leur direction, correspondant à la droite liant les deux points
auxquels ils sont associés, leur sens et leur norme. Ils ne sont pas fixés à une position
précise sur l’espace affine. Ils font partie de leur propre espace appelé “espace vectoriel”,
et permettent de définir les notions de distance et d’angle. Ainsi, on désigne par “espace
topologique” un espace affine dirigé par un espace vectoriel.

Les vecteurs décrivent le changement de position d’un point dans l’espace topologique. Un
point unique n’étant pas sujet à l’opération de rotation autour de lui-même, les vecteurs
peuvent alors être vus comme l’introduction du déplacement par translation dans l’espace.
Les vecteurs peuvent naturellement être additionnés entre eux à travers une relation dite
“relation de Chasles” (Définition 1).

Définition 1. Soit E un espace affine. Pour tous points A, B et C de l’espace E,
on définit la relation de Chasles entre les vecteurs −!

AB et −−!BC par :
−!
AB + −−!

BC = −!
AC.

Pour l’étude des variétés, une opération supplémentaire est ajoutée à l’espace vectoriel :
le produit scalaire. Un produit scalaire est nécessaire pour la mesure des distances et
des angles dans l’espace topologique (Définition 2). Muni d’un produit scalaire, l’espace
vectoriel est alors appelé “espace préhilbertien”. Une condition supplémentaire sur les
variétés de l’espace est qu’elles doivent être localement euclidiennes, c’est-à-dire qu’il est
possible de les munir du produit scalaire en tout point.
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Définition 2. Soit F un espace vectoriel. Un produit scalaire entre deux vecteurs
u⃗ et v⃗ de F , noté u⃗.v⃗, est une forme bilinéaire, symétrique, définie et positive :

— ∀ (x⃗, y⃗, z⃗) ∈ F 3, (x⃗ + y⃗) . z⃗ = x⃗.z⃗ + y⃗.z⃗ (linéaire à gauche) ;
— ∀ (x⃗, y⃗, z⃗) ∈ F 3, x⃗ . (y⃗ + z⃗) = x⃗.y⃗ + x⃗.z⃗ (linéaire à droite) ;
— ∀ (x⃗, y⃗) ∈ F 2, x⃗.y⃗ = y⃗.x⃗ (symétrique) ;
— ∀x⃗ ∈ F, x⃗.x⃗ = 0 =⇒ x⃗ = 0⃗ (défini) ;
— ∀x⃗ ∈ F, x⃗.x⃗ ≥ 0 (positif).

Si l’espace F est muni d’une métrique euclidienne, alors en notant ∥ ∥ l’opérateur
de norme sur les vecteurs, le produit scalaire dit “usuel” u⃗ et v⃗ est défini à partir
de l’angle ̂⃗u, v⃗ orienté de u⃗ vers v⃗ :

u⃗.v⃗ = ∥u⃗∥ ∥v⃗∥ cos
( ̂⃗u, v⃗

)
.

Le produit scalaire n’est pas le seul type de produit qu’il est possible de définir pour un
espace vectoriel. Par exemple, le produit vectoriel est quant à lui une opération qui peut
être vue comme l’ajout de la notion de rotation à l’espace topologique (Définition 3).
Une convention d’orientation de l’espace topologique est alors nécessaire pour définir le
sens des rotations lors de l’utilisation du produit vectoriel.

Définition 3. Soit F un espace vectoriel. Le produit vectoriel entre deux vecteurs
u⃗ et v⃗ de F non colinéaires, noté u⃗ × v⃗, est défini par l’unique vecteur w⃗ tel que :

— w⃗ est orthogonal à la fois à u⃗ et à v⃗ ;
— ∥w⃗∥ = ∥u⃗∥ ∥v⃗∥

∣∣∣sin ( ̂⃗u, v⃗
)∣∣∣ ;

— La base (u⃗, v⃗, w⃗) est dans le sens direct.

L’espace vectoriel muni de l’addition, et d’opérations de produit permet d’effectuer des
opérations sur les variétés pour définir des notions telles que la courbure, les géodésiques,
le transport parallèle, et éventuellement de nouvelles métriques différentes de la métrique
euclidienne. De manière plus formelle, une métrique est désignée par l’expression “espace
métrique”. Pour expliquer toutes ces notions, la suite de la section se basera uniquement
sur des surfaces incluses dans l’espace de dimension trois, puisqu’il s’agit du cadre d’ap-
plication de l’algèbre géométrique pour la génération de trajectoire.

Si les vecteurs suffisent pour étudier des courbes embarquées dans des espaces de di-
mension deux, leur utilisation peut être relativement vite limitée lorsqu’il s’agit d’étudier
des variétés dans des espaces dimension strictement supérieure à deux. En effet, les vec-
teurs sont des objets unidimensionnels. Ils sont adaptés à travailler directement sur les
courbes, elles aussi de dimension un. Dans le cas des surfaces, qui sont de dimension deux,
une première méthode consiste à travailler sur des courbes extraites de la surface à étu-
dier. Ces restrictions étant de dimension un, il est donc possible d’utiliser directement des
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vecteurs. Elles sont issues de l’intersection entre la surface et l’infinité de plans passant par
un point donné de cette dernière. Une deuxième méthode, lorsqu’on travaille localement,
consiste à étudier non pas la surface elle-même, mais, son supplémentaire dans l’espace en
trois dimensions. La surface est assimilable localement à un plan : puisque l’espace total
est de dimension trois, son supplémentaire est de dimension un, et peut être étudié avec
des vecteurs. Le supplémentaire du plan local est le sous-espace engendré par un vecteur
normal au plan. L’étude du supplémentaire du plan apporte des informations sur le plan
lui-même. En dimension trois, on peut donc définir les plans locaux uniquement par leurs
vecteurs normaux.

Cependant, ces méthodes se retrouvent relativement vite limitées. Aussi, de nouveaux
outils permettant d’adapter la notion de vecteur sont utilisés pour certaines études. La
notion de multivecteur est contre-intuitive, et intimement liée aux nombres complexes. S’il
est coutume de penser l’imaginaire pur i comme le nombre tel que i2 = −1, la signification
est beaucoup plus profonde dès lors où un nombre n’est ni un réel pur, ni un imaginaire
pur et se voit attribuer une composante réelle et une composante imaginaire. Au XIX ème

siècle, l’étude du plan complexe a apporté une nouvelle dimension aux nombres complexes
qui n’étaient alors considérés que de manière algébrique dès leur première utilisation à la
fin du XVI ème siècle. Plus précisément, les nombres complexes sont des multivecteurs. Il
s’agit d’objets issus de la somme de deux objets de natures totalement différentes, et dont
il est possible de passer de l’un à l’autre uniquement par une opération de multiplication.
Ainsi, un réel multiplié par un imaginaire donne un imaginaire dont la composante est le
produit des deux composantes initiales. Le produit de deux réels donne un réel lui aussi
issu du produit des composantes initiales tandis que celui de deux imaginaires donne un
réel issu du produit des composantes initiales avec changement de signe. Le fait de pouvoir
basculer d’un espace à un autre a une signification géométrique.

Pour comprendre ce qu’est un multivecteur, il s’agit de rappeler que le produit scalaire
permet d’obtenir un scalaire à partir de deux vecteurs, tandis que le produit vectoriel
permet d’obtenir un vecteur à partir de deux vecteurs. Le produit scalaire permet donc
d’obtenir une sortie de dimension nulle, et le produit vectoriel permet de la conserver
à condition que les vecteurs ne soient pas colinéaires. En réalité, le produit vectoriel
n’est que la restriction d’un autre produit, consistant à obtenir un vecteur de dimension
supérieure à partir de deux vecteurs non colinéaires en entrée. Ce vecteur est appelé un
bivecteur, et le produit est désigné par le terme “produit extérieur” (Définition 4). Le
résultat du produit extérieur est de nature vectorielle. Le produit vectoriel et le produit
extérieur sont deux notions différentes. Il est de coutume en France d’utiliser la notation
∧ pour désigner le produit vectoriel, d’où la possibilité de confusion. Bien que de natures
différentes, les deux opérations entretiennent des relations étroites.

Définition 4. Soit F un espace vectoriel. Un produit extérieur entre deux vecteurs
u⃗ et v⃗ de F , noté u⃗ ∧ v⃗, est une forme bilinéaire et alternée, et par conséquent
anti-symétrique :

— ∀ (x⃗, y⃗, z⃗) ∈ F 3, (x⃗ + y⃗) ∧ z⃗ = x⃗ ∧ z⃗ + y⃗ ∧ z⃗ (linéaire à gauche) ;
— ∀ (x⃗, y⃗, z⃗) ∈ F 3, x⃗ ∧ (y⃗ + z⃗) = x⃗ ∧ y⃗ + x⃗ ∧ z⃗ (linéaire à droite) ;
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— ∀x⃗ ∈ F, x⃗ ∧ x⃗ = 0⃗ (alterné) ;
— ∀ (x⃗, y⃗) ∈ F 2, x⃗ ∧ y⃗ = − (y⃗ ∧ x⃗) (anti-symétrique).

Le produit extérieur entre les vecteurs u⃗ et v⃗ est un bivecteur. Si l’espace F est
muni d’une métrique euclidienne, alors en notant ∥ ∥ l’opérateur de norme sur les
vecteurs, la norme du bivecteur issu du produit extérieur entre u⃗ et v⃗ est défini à
partir de l’angle ̂⃗u, v⃗ orienté de u⃗ vers v⃗ :

∥u⃗ ∧ v⃗∥ = ∥u⃗∥ ∥v⃗∥
∣∣∣sin ( ̂⃗u, v⃗

)∣∣∣ .
La définition du produit extérieur n’est pas sans rappeler celle du produit scalaire.

Le produit scalaire ne s’applique qu’à des vecteurs, mais il est possible de généraliser le
produit scalaire par un produit appelé “produit interne”, et défini exactement de la même
manière que le produit scalaire, où les objets ne sont plus uniquement des vecteurs, mais
des multivecteurs. Le résultat est de nature vectorielle. Un multivecteur est la générali-
sation du concept de vecteur à des variétés de dimensions différentes. Un multivecteur
est la combinaison linéaire de k-vecteurs, qui sont des monovecteurs à k dimensions. Un
monovecteur permet de définir une droite de l’espace orientée. De même, un k-vecteur
permet de définir une variété différentielle d’ordre k orientée. Ainsi, un bivecteur per-
met de définir une surface orientée, et un trivecteur permet de définir un volume orienté
(Figure A2-3a).

(a) (b)

Figure A2-3 – Concepts de k-vecteurs, produit interne et produit extérieur

(a) k-vecteurs (b) Produits interne et extérieur
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Si k vaut 0, le k-vecteur est un scalaire. Il est possible de multiplier un multivecteur avec
un autre multivecteur pour obtenir un nouveau multivecteur (Figure A2-3b). Le pro-
duit interne entre deux multivecteurs u⃗ et v⃗ d’un espace vectoriel F est couramment noté
⟨u⃗, v⃗⟩. Une fois encore, il est parfois coutume d’utiliser aussi cette notation pour désigner
le produit scalaire en France, d’où la confusion possible si le contexte n’est pas pris en
compte.

Le produit interne est symétrique, et le produit extérieur est anti-symétrique. Il est pos-
sible de définir le produit géométrique, parfois appelé “produit de Clifford” en tant que
somme du produit interne et du produit extérieur (Définition 5). Bien que bien moins
intuitif que les deux produits qui le composent, le produit géométrique est l’opération
de multiplication propre à la géométrie. À lui seul, il permet de caractériser la relation
géométrique entre deux multivecteurs par leur simple multiplication. Alors que la partie
interne permet de quantifier leur orthogonalité, la partie extérieure permet de quantifier
leur colinéarité. Il est alors possible de définir le produit interne et le produit extérieur à
partir du produit géométrique. Cela signifie que ce produit permet à lui seul de déterminer
la partie symétrique et anti-symétrique entre deux vecteurs.

Ce produit permet de mieux appréhender la représentation des multivecteurs en tant que
variétés différentielles orientées. Un exemple classique pour illustrer cette représentation
est le concept de couple d’effort. Usuellement, il est défini comme le produit vectoriel
entre un vecteur d’effort modélisant une force et un vecteur de distance modélisant un
bras de levier. Le produit vectoriel donne un vecteur. Or, le couple se comprend physique-
ment comme un effort appliqué pour transmettre un effort en rotation. Il est notamment
caractérisé par la surface de contact pour transmettre cet effort. En réalité, le vecteur
issu du produit vectoriel n’a pas de sens physique. En considérant un produit extérieur
plutôt qu’un produit vectoriel, le support du couple n’est alors plus un vecteur mais un
bivecteur : il s’agit donc d’une surface orientée, qui illustre clairement le phénomène de
transmission d’effort par le biais d’une surface. Le sens du bivecteur correspond au sens
de transmission de l’effort en rotation. Dans la pratique, le produit vectoriel est utilisé
car en dimension trois, le supplémentaire d’une surface est un vecteur, et comme expliqué
au début de cette section, il suffit à lui seul à décrire le plan, au prix de la signification
physique.

Définition 5. Soit F un espace vectoriel. Un produit géométrique entre deux vec-
teurs u⃗ et v⃗ de F , noté u⃗v⃗ ou parfois u⃗

⊗
v⃗, est la somme d’un produit interne ⟨ , ⟩

et d’un produit extérieur ∧ entre ces deux vecteurs :

u⃗ v⃗ = ⟨u⃗, v⃗⟩ + u⃗ ∧ v⃗.

Le produit interne est la partie symétrique du produit géométrique, et le produit
extérieur est sa partie anti-symétrique. Il est possible de les définir directement à
partir du produit géométrique : ⟨u⃗, v⃗⟩ = 1

2 (u⃗ v⃗ + v⃗ u⃗)
u⃗ ∧ v⃗ = 1

2 (u⃗ v⃗ − v⃗ u⃗) .
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Au niveau calculatoire, on peut penser de manière très imagée aux multivecteurs avec les
polynômes. Chaque k-vecteur serait considéré comme un monôme. Le polynôme constant
correspondrait alors à un objet de dimension nulle, donc un scalaire. Dans le cas où l’un
des deux multivecteurs d’entrée est un vecteur, donc de dimension un, les calculs de pro-
duit interne et extérieur sont relativement aisés. Le produit interne d’un vecteur avec un
multivecteur de dimension n donnera un multivecteur de dimension au plus n − 1, alors
que leur produit extérieur donnera un multivecteur de dimension au plus n+1. Les calculs
des produits sont de plus en plus compliqués à effectuer dès lors où les deux multivecteurs
initiaux sont de dimension élevée.

Ainsi, les nombres complexes peuvent être pensés en termes de multivecteurs en asso-
ciant la droite des réels à un vecteur x⃗, la droite des imaginaires à un vecteur y⃗ et en
considérant que l’imaginaire i est le bivecteur x⃗ ∧ y⃗. Tout nombre complexe c peut être
défini à partir de deux réels uniques a et b tels que c = a + bi. Le multivecteur c⃗ associé
à c est donc c⃗ = a + bx⃗ ∧ y⃗. Le produit de deux nombres complexes est ainsi similaire
au produit vectoriel entre de tels multivecteurs ; on retrouve les mêmes propriétés entre
produits d’imaginaires et réels purs énoncées précédemment :

— ∀ (a, b) ∈ R, a ∧ b = ab ;
— ∀ (a, b) ∈ R, a ∧ bi = a ∧ (b ∧ (x⃗ ∧ y⃗)) = (a ∧ b) ∧ (x⃗ ∧ y⃗) = ab (x⃗ ∧ y⃗) = abi ;
— ∀ (a, b) ∈ R, ai ∧ bi = (a (x⃗ ∧ y⃗)) ∧ (b (x⃗ ∧ y⃗)) = (a ∧ b) ∧ (x⃗ ∧ y⃗) ∧ (x⃗ ∧ y⃗) = −ab.

Une autre manière de se convaincre que i est un bivecteur et a une interprétation géomé-
trique est de considérer la rotation polaire. Associé avec la fonction exponentielle, il permet
d’exprimer une rotation. Ainsi, l’opérateur eiθ décrit une rotation dans le plan d’angle θ.
Cette analogie entre nombres complexes et multivecteurs permet de comprendre pourquoi
l’étude des objets géométriques contient certaines équations mettant en jeu des nombres
complexes. Plus généralement, l’utilisation de multivecteurs a permis de lier la géométrie
à l’algèbre. Dans le cas particulier des surfaces plongées dans un espace de dimension
trois, les propriétés de basculement entre réels et imaginaires purs par produit suffisent en
général pour modéliser les changements d’espaces dimensionnels. Les fonctions utilisées
avec des nombres complexes pour l’étude des surfaces sont souvent définies et dérivables
en tout point du sous-ensemble du plan complexe sur lequel elles sont définies. De telles
fonctions sont dites “holomorphes”. La condition de dérivabilité complexe est plus forte
que la dérivabilité réelle, et garantit la continuité des propriétés sur tout le voisinage de
la variété. Dans le cas où la fonction n’est pas dérivable en un nombre fini de points, la
fonction est dite “méromorphe”.

Comme expliqué précédemment, dans le cas de surfaces plongées dans un espace de
dimension trois, il est possible d’associer l’étude locale à un plan. Ce plan est tangent à la
surface. En tant que variétés différentielles, il est possible de définir les notions de dérivée
et d’évolution de profil lors du parcours d’un chemin le long d’une surface. Le plan local
tangent en un point de la surface est appelé “espace tangent” (Figure A2-4a).
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Figure A2-4 – Espace et fibré tangents

(a) Espace tangent local (b) Fibré tangent global

L’espace tangent est associé à un fibré tangent (Figure A2-4b). Ce fibré tangent est la
somme disjointe de tous les espaces tangents Il est utilisé pour étudier l’évolution de la
tangence sur la surface. Muni d’une connexion affine, il constitue l’ensemble de définition
des fonctions continues définies sur la surface. Une connexion affine - souvent appelée
“connexion” par simplification de langage - est un opérateur qui permet de définir le com-
portement des fonctions différentielles entre deux espaces tangents infiniment proches.
Elle permet en outre à des champs de vecteurs d’être dérivés comme s’il s’agissait de
fonctions définies sur la surface. C’est aussi cette notion qui permet d’étudier les dépla-
cements le long des surfaces à travers les notions de courbure et de torsion. En théorie,
il est possible de définir une connexion affine selon les besoins de l’étude. Les connexions
de Koszul et de Levi-Civita restent cependant les plus utilisées. La connexion de Koszul
permet de formaliser le transport d’un vecteur le long de cette dernière. Cette technique
est appelée le “transport parallèle”. La connexion de Levi-Civita est un cas particulier de
la connexion de Koszul sans torsion, qui permet alors de définir la notion de géodésique
de manière formelle.

L’étude du transport parallèle d’un vecteur le long d’une surface est intéressante pour
comprendre sa topologie locale. En effectuant une boucle fermée sur la surface, il est
possible de quantifier l’angle θ par lequel le vecteur a tourné autour de cette opération
(Figure A2-5). Le signe et la valeur permettent de quantifier l’évolution de la courbure
locale de la surface. De manière formelle, cet angle est quantifié par un crochet de Lie
(Définition 6).
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Figure A2-5 – Transport parallèle

Définition 6. Soit F un espace vectoriel muni des opérations usuelles d’addition
et de multiplication. Un crochet de Lie entre deux vecteurs u⃗ et v⃗ de F , noté [u⃗, v⃗]
est une opération permettant d’obtenir un nouveau vecteur de F . Cette application
est bilinéaire et alternée - donc anti-symétrique - et qui vérifie une relation dite
“relation de Jacobi” :

— ∀ (x⃗, y⃗, z⃗) ∈ F 3, [x⃗ + y⃗, z⃗] = [x⃗, z⃗] + [y⃗, z⃗] (linéaire à gauche) ;
— ∀ (x⃗, y⃗, z⃗) ∈ F 3, [x⃗, y⃗ + z⃗] = [x⃗, y⃗] + [x⃗, z⃗] (linéaire à droite) ;

— ∀x⃗ ∈ F, [x⃗, x⃗] = 0⃗ (alterné) ;
— ∀ (x⃗, y⃗) ∈ F 2, [x⃗, y⃗] = − [y⃗, x⃗] (anti-symétrique) ;

— ∀ (x⃗, y⃗) ∈ F 2, [x⃗, [y⃗, z⃗]] + [y⃗, [z⃗, x⃗]] + [z⃗, [x⃗, y⃗]] = 0⃗ (relation de Jacobi).

Le crochet de Lie usuel est défini de sorte à pouvoir être appliqué de manière simple
sur des champs de vecteurs. Soient U et V deux champs de vecteurs définis sur F
et g une fonction continue définie sur une variété munie d’une connexion affine. La
dérivation de g par rapport aux champs U et V est rendue possible par la connexion
affine de la variété. On les note respectivement X(g) et Y (g). Le crochet de Lie
usuel entre X et Y est l’unique champ de vecteurs noté [X, Y ] et parfois LXY tel
que :

[X, Y ] (g) = X (Y (g)) − Y (X (g)) .

La notation LXY permet de mettre en avant le fait que le crochet de Lie usuel
correspond physiquement à la dérivée du champ vectoriel Y le long du flux vecto-
riel généré par X.
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Le crochet de Lie usuel permet de prendre en compte que l’évolution de l’orientation
d’un vecteur sur une surface dépend du chemin suivi sur la surface. Il mesure la non-
commutativité des flux vectoriels. Il permet le transport des vecteurs sur la surface : il
s’agit du “transport parallèle”. Cet outil permet de visualiser la variation de courbure
d’une surface en se déplaçant sur cette dernière, tout en restant toujours orienté de la
même manière sur son fibré tangent. Il est possible de visualiser le transport parallèle de
manière qualitative à travers le mécanisme du “zȟınánchē”, aussi désigné par l’expression
“Chariot pointant le Sud” [229]. Il s’agit d’un chariot antique chinois servant de boussole
non magnétique dont la légende raconte qu’il aurait été inventé par l’Empereur Jaune
Huangdi vers 2600 avant Jésus-Christ, mais dont la première version historique semble
plutôt créée par l’ingénieur en mécanique Ma Jun, du royaume de Wei durant la période
des Trois Royaumes entre 200 et 265. Le chariot est constitué de deux roues et est surmonté
d’une figurine qui montre la même direction lorsque le chariot se déplace (Figure A2-6a).
Cette prouesse est rendue possible par un engrenage différentiel complexe, révolutionnaire
pour l’époque, et dont le choix judicieux des rapports de dimensions permet à la figurine de
conserver la même orientation malgré le changement de direction du chariot (Figure A2-
6b). En termes mathématiques, le chariot réalise une approximation du transport parallèle
à travers la cinématique du mécanisme. Le différentiel d’engrenages intègre les différences
de rotation entre les deux roues et compense la rotation du chariot en faisant pivoter la
figurine dans le sens opposé.

Figurine 
montrant
le sudChariot contenant

le différentiel à
engrenages

Sol

Contacts ponctuels
et sans glissement

(a)

Figure A2-6 – Chariot pointant le Sud

(a) Maquette du chariot
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(b)

Figure A2-6 – Chariot pointant le Sud

(b) Proposition de schéma cinématique d’époque [230]

Si le crochet de Lie permet de rendre compte de la variation de profil de la surface
lors des déplacements sur cette dernière, c’est parce qu’il est intimement lié à l’idée de
courbure. S’il est aisé de se représenter l’idée de courbure sur des variétés de dimension
un comme l’évolution des tangentes d’une courbe, et donc comme la dérivée seconde de
la fonction associée à la courbe, cela est plus délicat pour les surfaces. Il est cependant
possible de caractériser la courbure en un point de la surface en étudiant les courbes
extraites de la surface passant par ce point. Ces courbes sont donc tangentes au plan
tangent associé à ce point.

En considérant le plan tangent associé au point de la surface, il est possible d’extraire un
ensemble de courbes locales issues de l’intersection de la surface avec la famille des plans
normaux au plan tangent, contenant le point de la surface considéré et engendrés par
un vecteur générateur du plan tangent (Figure A2-7). Les vecteurs générateurs du plan
tangent sont issus de la rotation d’un vecteur quelconque du plan tangent autour de l’axe
normal au plan tangent passant par le point de la surface étudié. Il est possible d’associer
ces vecteurs à la courbure de la courbe extraite associée : il s’agit de l’application de
Gauss, qui représente ces vecteurs sur la sphère unité (Figure A2-8a).
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Figure A2-7 – Courbes extraites du plan tangent

(a) Plan tangent et ses vecteurs générateurs
(b) Plan de section de la surface (c) Courbe extraite du plan tangent

Parmi les différentes courbes extraites du plan tangent, deux courbes sont remarquables :
l’une possède la plus grande courbure parmi toutes celles des courbes extraites, et l’autre
possède la plus petite courbure. Par continuité de la surface, deux courbes extraites de
deux plans quasiment superposables (similaires par une rotation d’angle très faible autour
de l’axe normal au plan tangent et passant par le point de la surface étudié) auront une
courbure très voisine. La courbure des courbes extraites évolue ainsi de manière continue
sur une révolution complète du plan d’extraction. Les deux courbes remarquables sont
appelées “courbes principales”, et leurs courbures sont désignées comme les “courbures
principales” de la surface au point considéré. On démontre que les plans d’extraction des
courbes principales sont orthogonaux. Les courbures principales sont celles qui ont le plus
grand impact sur la forme locale de la surface, et peuvent être utilisées pour caractériser
la géométrie de la surface, localement, à l’ordre 2. L’étude de l’évolution des courbures
se fait à travers l’endomorphisme de Weingarten (Figure A2-8b), qui correspond à la
différentielle de l’application de Gauss. Les courbures principales sont les valeurs propres
de cet endomorphisme.
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Figure A2-8 – Cartographie des courbures locales d’une surface

(a) Application de Gauss (b) Endomorphisme de Weingarten

Le plan tangent peut être localement associé à un repère, appelé “repère de Darboux-
Ribaucour” ou plus communément “repère de Darboux”, et parfois “repère géodésique”.
Il est utilisé pour étudier des courbes extraites d’une surface, à condition que cette surface
soit plongée dans l’espace euclidien. Il s’agit d’un repère orthogonal défini par un vecteur
normal à la surface, le vecteur tangent à la courbe étudiée au point considéré orienté
dans le sens de parcours, et du produit vectoriel de ces deux derniers (Figure A2-9a).
Il permet de définir formellement ce qu’est une courbe géodésique. Ce repère diffère du
repère orthogonal de Frénet, lui aussi défini par le vecteur tangent, mais dont le deuxième
vecteur, aussi contenu dans le plan de la courbe extraite, est obtenu par dérivation du
premier par rapport à l’abscisse curviligne de la courbe étudiée (Figure A2-9b). Le
troisième vecteur est aussi issu du produit vectoriel des deux premiers. Ces deux repères
sont restreints à l’étude des courbes extraites et n’ont pas de réelle signification pour la
surface elle-même.
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Plan de
la courbe

Courbe sur
 la surface

Vecteur tangent

Vecteur normal
à la surface

Troisième
vecteur

(a)

Plan de
la courbe

Courbe sur
 la surface

Vecteur tangent

Vecteur
accélération

Troisième
vecteur

(b)

Figure A2-9 – Repères orthogonaux de courbes 3D sur une surface

(a) Repère de Darboux-Ribaucour (b) Repère de Frénet

Si chaque vecteur du repère de Darboux est dérivé par rapport à l’abscisse curviligne de
la courbe extraite de la surface, ils sont inclus dans le plan généré par les deux autres
vecteurs. Les équations sont les formules de Darboux. Ce sont les coefficients associés aux
deux autres vecteurs qui permettent de définir la courbure normale, la courbure géodésique
et la torsion géodésique (Définition 7).

Définition 7. Soient P le point d’une surface S localement continue et dérivable
en P plongée dans un espace euclidien, C une courbe extraite de S passant par P
d’abscisse curviligne s et F un espace vectoriel associé à S. Le vecteur normal à
S en P est noté −!

N et le vecteur tangent à C orienté dans le sens croissant de
s est noté −!

T . Le produit vectoriel −!N ×
−!
T est noté −!

G . La courbure normale γn,
la courbure géodésique γg et la torsion géodésique τg sont les uniques coefficients
vérifiant :



∂
−!
T

∂s
= γg

−!
G + γn

−!
N

∂
−!
G

∂s
= −γg

−!
T − τg

−!
N

∂
−!
N

∂s
= −γn

−!
T + τg

−!
G.

211/264



Annexes

Une courbe géodésique est définie comme une courbe dont la courbure géodésique est nulle
en tout point. Cela signifie qu’en tout point, la dérivée du vecteur tangent à la courbe
par rapport à son abscisse curviligne - c’est-à-dire le vecteur accélération de la courbe
- n’a aucune composante dans le plan tangent : il est colinéaire au vecteur normal à la
surface. Ainsi, le géodésique est la généralisation du concept de ligne droite sur une surface
courbée. Une telle courbe minimise localement les trajets sur la surface. Cela ne signifie
cependant pas toujours qu’une courbe géodésique correspond au chemin le plus court, car
cela dépend de la forme globale de la surface (Figure A2-10). Une courbe géodésique
entre deux points infinitésimalement proches, si elle existe, n’est pas forcément unique.
On peut ainsi citer l’exemple classique de la sphère : les géodésiques sur une sphère
sont les grands cercles, définis en tant que courbes dŠintersection entre la sphère et les
plans passant par le centre de la sphère. Dans le cas de la sphère, les géodésiques sont
aussi les courbes minimisant le trajet global. Enfin, il existe toujours deux arcs de cercle
géodésiques entre deux points différents situés sur la sphère : il s’agit des deux arcs
de cercle supplémentaires sur le cercle formé par l’intersection de la courbe avec le plan
passant par les deux points extrémités du trajet et le centre de la sphère. Selon le contexte,
une courbe géodésique est parfois désignée comme le trajet minimal entre deux points bien
qu’il ne s’agisse pas de la définition exacte. Cette confusion d’usage peut s’expliquer par
le fait que dans un plan euclidien continu, la ligne droite entre deux points est à la fois le
trajet de courbure nulle en tout point, et celui de longueur minimale.

Surface

Trajet aux courbures
géodésiques nulles 

(a)

Surface

Trajet de longueur
totale la plus courte 

(b)

Figure A2-10 – Minimisation de trajet local et global

(a) Géodésique (minimisation des trajets locaux) (b) Courbe minimisant le trajet global

Chaque courbe extraite du plan tangent au point considéré est ainsi définie par ses cour-
bures géodésique et normale. Ces courbures sont caractéristiques des courbes extraites, et
non directement de la surface. Or, il existe une infinité de courbes. Aussi, ces courbures
sont utilisées afin de déterminer une seule courbure caractéristique à la surface. Selon le
besoin, une courbure issue d’un calcul avec l’ensemble des courbures des courbes extraites
est déterminée. Les trois courbures les plus utilisées sont les suivantes :
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— La courbure moyenne ;
— La courbure de Gauss ;
— La courbure scalaire de Ricci.

La courbure moyenne, souvent notée H, est la moyenne des courbures principales. Elle
correspond à la moyenne signée de toutes les courbes issues des plans d’extraction, et
donc à la demi-trace de l’endomorphisme de Weingarten. Il s’agit d’une propriété extrin-
sèque de la surface, qui n’est pas préservée par les transformations isométriques. Aussi, il
ne s’agit pas d’un invariant topologique. Elle joue néanmoins un rôle prépondérant dans
l’étude des surfaces minimales, évoquées dans la Section 1.2. La courbure moyenne a
une interprétation physique et est liée à la minimisation d’énergie.

La courbure de Gauss, communément notée K, est définie en tant que produit des cour-
bures principales. Il s’agit donc du déterminant de l’endomorphisme de Weingarten. Pro-
priété intrinsèque, elle constitue un invariant topologique de la surface et permet donc de
caractériser totalement la courbure d’une surface, contrairement à la courbure moyenne.
La courbure de Gauss mesure la tendance qu’a la surface à être assimilable à un plan
courbé mais non dilaté. Ainsi, elle caractérise le caractère euclidien, elliptique ou hyper-
bolique de la métrique locale sur la surface (Figure A2-11). Une manière d’imaginer la
courbure de Gauss consiste à considérer une feuille de papier infinitésimale et rigide dont
on essayerait de la faire épouser localement la surface. S’il est possible de la faire épouser
parfaitement la surface, la courbure de Gauss est nulle : une des courbures principales est
nulle. C’est le cas par exemple d’un plan, ou d’un cylindre. La surface est dite “localement
développable”, et sa géométrie est localement euclidienne. Physiquement, la courbure de
Gauss permet de quantifier la rigidité d’une surface : pour deux surfaces globalement simi-
laires, si l’une a une courbure de Gauss nulle, alors elle sera moins rigide que l’autre. Elle
a notamment des applications dans l’étude de la rigidité des membranes biomécaniques
[231]. Le signe de la courbure de Gauss informe aussi sur la nature locale de la surface. Si
elle est positive, la surface est dite “localement elliptique” et sa géométrie est localement
assimilable à un ellipsoïde : la surface a alors l’aspect d’un dôme. Le signe des courbures
principales indique alors s’il s’agit localement d’une bosse (courbures principales posi-
tives) ou d’un creux (courbures principales négatives). Si elle est négative, sa géométrie
est localement assimilable à un hyperboloïde : la surface a localement la forme d’une selle
de cheval. En tant qu’invariant, la courbure de Gauss ne dépend que des distances me-
surées sur la surface et pas de la manière dont la surface est plongée dans l’espace euclidien.

La courbure scalaire de Ricci, souvent notée R n’est pas définie directement à partir
des courbures principales. Elle caractérise l’évolution relative de géodésiques parallèles
infinitésimalement proches. Elle est définie à partir du tenseur de courbure de Riemann-
Christoffel, qui caractérise de manière générale la courbure d’une variété différentielle
munie d’une connexion affine. Le tenseur est un concept très général utilisé en algèbre
géométrique pour représenter des multivecteurs ou des applications linéaires mettant en
jeu plusieurs variables vectorielles. La courbure scalaire de Ricci est donc généralisable à
des variétés différentielles de dimension quelconque contrairement aux courbures moyenne
et de Gauss valables uniquement en dimension deux. Elle permet de mesurer la tendance de
la surface à respecter une métrique euclidienne. Pour cela, un voisinage local de la variété
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différentielle est créé à partir de courbes géodésiques de même longueur dirigées dans
toutes les directions de la variété. Puis, le volume dimensionnel de ce voisinage inclus dans
la variété est comparé à celui de la boule dimensionnelle de même rayon de voisinage. Ainsi,
dans le cas de surfaces, il s’agit de comparer l’aire du disque de voisinage sur la surface
obtenue à partir de géodésiques de longueur infinitésimale à celle du disque euclidien
ayant pour rayon la longueur infinitésimale des géodésiques. En quelque sorte, la courbure
scalaire de Ricci constitue une généralisation du concept de variation du rayon du cercle
osculateur pour les courbes. Dans le cas des surfaces, elle caractérise l’évolution de l’aire
des sphères tangentes à cette surface approximant localement la géométrie. La courbure est
dite “scalaire” car elle n’exprime aucune information directionnelle. La courbure scalaire
de Ricci est en réalité la trace du tenseur de courbure de Ricci, lui-même défini comme le
champ tensoriel d’ordre deux de la trace du tenseur de courbure de Riemann-Christoffel.
Comme la courbure de Gauss, elle est une propriété intrinsèque des surfaces, et constitue
donc un invariant topologique : en dimension deux, elle est d’ailleurs égale au double de
la courbure de Gauss. Cependant, la courbure scalaire de Ricci ne suffit pas à caractériser
complètement la courbure d’une variété riemannienne de dimension strictement supérieure
à deux et la connaissance entière du tenseur de courbure de Ricci est nécessaire.

(a) (b) (c)

Figure A2-11 – Métriques locales des surfaces

(a) Métrique hyperbolique (b) Métrique euclidienne (c) Métrique elliptique
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Comme énoncé précédemment, la courbure de Gauss et la courbure scalaire de Ricci
sont des invariants topologiques. Comme expliqué dans la Sous-section A2.1, l’étude
des invariants des variétés différentielles apporte des informations sur leur structure : ces
invariants constituent l’ensemble des propriétés qui ne changent pas lorsque la variété est
déformée de manière continue sans déchirure. Une telle déformation est appelée un “ho-
méomorphisme”. Par exemple, le nombre de trous indépendants sur une variété, appelé
“genre” de la variété, est un invariant. Tout comme pour l’étude des matrices, des variétés
qui ont des invariants similaires partageront certaines propriétés. Ainsi, il est parfois pos-
sible d’effectuer certaines études sur une variété différentielle ayant une forme plus simple
mais possédant les mêmes invariants que la variété initiale, et donc homéomorphe à cette
dernière. Le transport parallèle sur une boucle fermée permet lui aussi de déterminer un
invariant sur les surfaces.

L’angle θ résultant du transport parallèle d’un vecteur par une boucle fermée sur une
surface est égal à la somme des intégrales de la courbure de Gauss K sur la surface MS

délimitée par la boucle fermée, et de la courbure géodésique kg sur sa frontière ∂MS

délimitée par cette même boucle fermée. Ce résultat majeur de la topologie est donné par
la formule de Gauss-Bonnet (Équation A2-3) :

θ (MS) =

∫
MS

K dA +

∫
∂MS

kg ds = 2π χ (MS) (A2-3)

En divisant θ par 2π, un angle unitaire noté χ est obtenu. Cet angle est appelé “ca-
ractéristique d’Euler-Poincaré” ou “caractéristique d’Euler”. Sur les surfaces continues, la
signification de la caractéristique d’Euler est complexe et met en jeu les notions d’homolo-
gie et de cohomologie, concepts très abstraits qui repoussent les frontières de la topologie.
Comme expliqué dans la Sous-section A2.1, Poincaré s’est intéressé à l’étude des inva-
riants en topologie. C’est justement lui qui a pressenti la notion d’homologie en premier
dès 1895 [222]. L’homologie est une méthode consistant à construire des invariants al-
gébriques sur les espaces topologiques. La motivation initiale était de distinguer deux
formes en examinant leurs trous. La cohomologie, apparue par la suite, est une méthode
cherchant à assigner des invariants algébriques plus riches à l’espace topologique que ceux
déterminés par l’homologie.

La caractéristique d’Euler s’interprète très grossièrement comme une quantification du
défaut d’angle sur une courbe fermée incluse dans la surface. L’appellation “caractéristique
d’Euler” est quant à elle d’origine historique. Sa découverte est issue d’études sur les
polyèdres convexes : un polyèdre est une surface fermée constituée d’un ensemble de faces
liées par des arêtes communes. Il est convexe si pour tout segment formé par deux points
sur le polyèdre est contenu sur le polyèdre ou à l’intérieur du volume qu’il délimite. Pour
un polyèdre convexe, il existe une équation liant le nombre de faces Fpoly, d’arêtes Apoly et
de sommets Spoly (Équation A2-4). C’est la constante issue de cette équation qui a été
désignée comme caractéristique d’Euler. Or, pour un polyèdre, la somme de tous les angles
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relatifs aux sommets est égale à 4π. La somme des angles est donc égale au produit de
la caractéristique d’Euler par 2π, ce qui rejoint sensiblement la formule de Gauss-Bonnet
(Équation A2-3).

χpoly = Fpoly − Apoly + Spoly (A2-4)

Ainsi, les outils mathématiques principaux permettant d’étudier les surfaces ont été
présentés dans cette section. Ces outils de calcul sont fonctionnels pour des surfaces conti-
nues décrites par des fonctions. Dans le cas où la surface est décrite par l’ensemble des
points MP régis par les deux paramètres u et v, il est possible de synthétiser la géométrie
différentielle en deux équations : les première et seconde formes quadratiques fondamen-
tales. Pour cela, chaque point MP de la surface est associé à un vecteur −!MP et au vecteur
−!
NP normal à la surface en MP issu du repère de Darboux-Ribaucour exprimés dans
un repère orthonormé quelconque choisi pour l’étude. La première forme fondamentale
(Équation A2-5) permet d’étudier une courbe extraite de la surface d’abscisse curviligne
s, tandis que la seconde forme fondamentale (Équation A2-6) permet d’étudier le plan
tangent :



ds2 =
∥∥∥∥∥∥∥
∂
−!
MP

∂u

∥∥∥∥∥∥∥
2

du2 + 2∂
−!
MP

∂u
.∂
−!
MP

∂v
dudv +

∥∥∥∥∥∥∥
∂
−!
MP

∂v

∥∥∥∥∥∥∥
2

dv2

d 2−!MP .−!NP =
∂2 −!MP

∂u2 du2 + 2∂2 −!MP

∂u ∂v
du dv + ∂2−!MP

∂v2 dv2

 .−!NP

(A2-5)

(A2-6)

Pour alléger les notations des formes quadratiques fondamentales, il est coutume de poser
les notations suivantes :



E =

∥∥∥∥∥∥∥∥
∂
−!
MP

∂u

∥∥∥∥∥∥∥∥
2

F = ∂
−!
MP

∂u
.∂
−!
MP

∂v

G =

∥∥∥∥∥∥∥∥
∂
−!
MP

∂v

∥∥∥∥∥∥∥∥
2



L = ∂2 −!MP

∂u2

M = ∂2 −!MP

∂u ∂v

N = ∂2−!MP

∂v2

(A2-7)
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La première forme quadratique fondamentale correspond à la formalisation du concept
de produit scalaire restreint au fibré tangent de la surface, tandis que la deuxième forme
formalise l’endomorphisme de Weingarten. À partir de la simple connaissance des valeurs
des deux formes quadratiques fondamentales en un point MP d’une surface donnée, il est
par exemple possible de remonter à la courbure moyenne H et à la courbure de Gauss K
en ce point [232] :



H = GL − 2 FM + EN

EG − F 2

K = LN − N 2

EG − F 2

(A2-8)

Puis, en repartant de la définition de ces deux courbures, il est possible de remonter aux
courbures principales γ1 et γ2 en MP , voire même aux rayons de courbure principaux
qui sont égaux à l’inverse des courbures principales. En résolvant un problème à deux
équations et deux inconnues issu de H et K, et en supposant γ1 ≥ γ2, on obtient ainsi :


γ1 = H +

√
H2 − K

γ2 = H −
√

H2 − K

(A2-9)

Les deux formes quadratiques fondamentales sont étroitement liées, si bien qu’il est pos-
sible de n’exprimer la courbure de Gauss en un point d’une surface qu’en utilisant la
première forme fondamentale grâce à la formule de Brioschi à l’aide de déterminants
[233]. Cette formule, démontrée par Francesco Brioschi au cours de ses travaux sur les
surfaces entre 1848 et 1854 se base sur le grand théorème énoncé par Gauss en 1828 :
le “Theorema Egregium” [234]. Ce théorème important indique que la courbure en un
point d’une surface peut être déterminée uniquement à partir de métrique locale sur cette
dernière, et donc que cette grandeur ne dépend pas de l’espace dans lequel la surface est
plongée. C’est ce théorème qui a permis une avancée considérable sur l’étude des surfaces
en considérant leur géométrie locale, et qui a notamment amené à formuler les deux formes
quadratiques fondamentales [235].

217/264



Annexes

A3 Cas particuliers de prédictibilité des couches

A3.1 Contextualisation
La recherche d’une direction de propagation est une étape implicitement admise dans

les méthodes de génération de trajectoire usuelles permettant de déclencher le recou-
vrement d’une surface par le calcul de couches successives. Cette étape de recherche de
direction et n’a jamais été remise en cause, mais elle présuppose deux faits. Tout d’abord,
cela implique qu’une telle direction puisse être déterminée à partir de la géométrie de la
pièce à fabriquer. Puis, cela implique que la direction prédite avant le calcul des couches
soit cohérente avec les couches effectivement calculées.

Le but de la démonstration suivante proposée est de mettre en avant par un raisonne-
ment mathématique succinct que la fiabilité de la prédiction de cette direction n’est pas
nécessairement garantie pour une géométrie quelconque, mais uniquement dans des cas
de géométries simples particulières. La démonstration proposée raisonne sur une généra-
tion de trajectoire par couches équidistantes et à distance euclidienne fixe. Notons que
le raisonnement proposé est généralisable pour des distances variables entre deux mêmes
couches.

A3.2 Démonstration

Soit fh : (R3)m → (R3)m′
l’application qui à l’ensemble des m points de la couche

précédente Cn−1 associe les m′ points de la nouvelle couche Cn situés à une distance h de
la couche Cn−1. Les valeurs de m et m′ sont régies par les contraintes de discrétisation
de couche : leur obtention n’est pas considérée pour le raisonnement qui suit. L’obtention
d’une nouvelle couche dépend de la couche qui la précède et de la hauteur de couche
souhaitée. On note Cn = fh (Cn−1).

Par involution, la couche Cn peut être déterminée récursivement à partir de la couche
d’intersection pièce-substrat C0. On a alors : Cn = fn

h (C0). Cependant, cela signifie que
toutes les couches précédentes doivent être connues pour pouvoir en calculer une nouvelle,
et donc que la forme d’une couche ne peut pas être connue avant d’avoir déterminé les
précédentes dans le cas général, s’il n’y a pas de simplification de la résultante fn

h des n
involutions de f. Cette non-prévisibilité s’explique par le fait que les distances considérées
pour le respect de la hauteur de couche sont plongées dans l’espace 3D, et non pas sur la
surface elle-même contrairement à des géodésiques, qui sont cumulatives.

En effet, dans le cas particulier où les distances euclidiennes considérées correspondent
toutes à des distances géodésiques sur la surface, on constate, en notant f ∗ cette appli-
cation, que Cn = f ∗

h (Cn−1) = f ∗
2×h (Cn−2). Ainsi, par récurrence triviale, on montre que

Cn = f ∗
n×h (C0). Par conséquent, dans ce cas, toute couche peut être déterminée à partir

d’une seule et même couche, en particulier la couche dŠintersection C0.
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A4 Détermination de la borne supérieure de dP

A4.1 Contextualisation
L’annexe suivante détaille la méthode permettant d’obtenir de manière approxima-

tive la borne supérieure de la plage de variation du paramètre dP dans l’algorithme de
génération de trajectoire du Schwarz P paramétrisé. La démarche part du constat initial
que la recherche des points par optimisation numérique nécessite une fonction de coût de
gradient au moins continu et non constant pour déclencher la recherche des paramètres
de sortie optimaux sans stagner. Rappelons que soit le type d’optimisation utilisée dans
l’algorithme, cette fonction de coût est le carré de la différence d’une distance objectif
avec la distance du point recherché à sa couche précédente. Cela implique certaines exi-
gences sur le nombre de points de chaque couche de la trajectoire lors de son interpolation.

Pour calculer une nouvelle couche, la couche qui la précède est interpolée par une fonction
polynomiale du second degré. Cette interpolation permet l’obtention de trois fonctions de
même variable s régissant les coordonnées de cette couche : X (s), Y (s) et Z (s) sont des
polynômes du second degré, à condition que la couche possède au moins trois points non
alignés. En effet, si la couche contient un unique point alors il n’y a pas d’interpolation
car pas de segment à interpoler, tandis que pour une couche contenant deux points, la
couche résultante est un segment, c’est-à-dire la restriction d’une droite. Or, dans le cas
où les points de la couche précédente sont alignés, l’interpolation correspondante est une
droite, donc les fonctions X (s), Y (s) et Z (s) sont des polynômes du premier degré. En
tant que polynômes du premier degré, leurs dérivées sont constantes.

Or, dans le cas particulier où les fonctions dérivées des polynômes sont toutes les trois
constantes, le gradient de la fonction de coût est nul, donc constant. Par conséquent,
chaque couche précédente doit contenir au moins trois points, et le choix de la valeur
indicative de discrétisation dP doit répondre à cette exigence pour ne pas entraver artifi-
ciellement la convergence de l’algorithme de génération de trajectoire.

Deux cas sont à distinguer pour la borne supérieure du paramètre dP selon le mode
de paramétrisation utilisé. Le premier cas concerne le mode (z, T ), et le deuxième cas
s’applique aux modes (yC1, TyC1) et (xC2, TxC2).

A4.2 Approximation de la borne
Premièrement, lors de l’utilisation du mode (z, T ), la propagation des points au sein

d’une même couche se fait par l’utilisation des iso-T. Premier et dernier points de la
couche mis à part, chaque nouveau pour est calculé à partir du point qui le précède dans
sur la couche. Le calcul des points de la couche se fait dans le sens croissant des iso-T.
Cela signifie qu’entre deux points successifs, une fraction de l’intervalle de variation du
paramètre complémentaire z est parcourue. Au sein d’une même couche, les points ne
sont pas situés sur le même iso-Z. Cependant, le mode (z, T ) est uniquement utilisé en
dehors du voisinage des couches critiques, où le dénivelé des couches selon la coordonnée
cartésienne Z est plus faible de par la géométrie du Schwarz P.
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On peut donc estimer une borne supérieure en considérant qu’elle doit être telle que l’iso-Z
de plus petite longueur sur le huitième de Schwarz P contienne au moins trois points pour
assurer que la couche interpolée correspondante fournisse un polynôme dont le degré est
exactement égal à deux pour les raisons de convergence évoquées précédemment.

Les iso-Z de plus petite longueur sont atteints pour les valeurs z = −π, z = 0 et z = π, ce
qui correspond respectivement aux iso-Z situés en bas, au milieu et en haut du motif. La
longueur de ces iso-Z dépend de la longueur du motif lP . On constate néanmoins que le
quotient entre cette longueur d’arc et lP est une constante qui vaut environ 0, 1911. Cela
signifie donc qu’à lP fixé, la longueur des iso-Z les plus courts vaut 0, 1911 lP . Ainsi, la
présence d’au moins trois points uniformément espacés d’une longueur d’arc de valeur dP

dans le mode (z, T ) signifie que dP doit être au plus égal à la moitié de la longueur des
plus petits iso-Z, ce qui se traduit par la condition suivante :

dP ≤ 0, 1911
2 lP (A4-1)

Deuxièmement, lors de l’utilisation des modes (yC1, TyC1) et (xC2, TxC2), la borne ma-
jorante de dP issue du mode (z, T ) est insuffisante car les iso-yC1 et les iso-xC2 des points
des couches concernées sont répartis dans un intervalle plus large. Ces courbes (illustrées
à la Figure 45 de la Section 2.3 du Chapitre 2)) étant similaires par translation selon
l’axe −!

Z , cela conduit à envisager une même méthode pour trouver une borne supérieure
valide pour dP lors de l’utilisation de ces deux modes.

Pour une paramétrisation (w, Tw) quelconque, il y a une différence de cumul de longueur
d’arc des iso-Tw entre deux mêmes iso-W. En effet, de par la forme géométrique du
Schwarz P, les iso-Tw sont de plus en plus longs lorsque Tw varie de −1 vers 0. Ainsi, pour
une même longueur d’arc de deux iso-Tw de paramètre respectif Tw = −1 et Tw = 0, et
en considérant les points de départ d’arc situés sur le même iso-W, le point de fin de l’arc
de l’iso-Tw de paramètre Tw = −1 est tel que son paramètre w est plus élevé que celui
du point de fin de l’arc de l’iso-Tw de paramètre Tw = 0. Cette différence de valeur sur le
paramètre w constitue le dénivelé selon la direction de propagation des iso-W. On peut
donc déduire du quotient des deux longueurs d’arc une grandeur représentative du taux
de variation de ce dénivelé.

L’évolution du rapport de cumul de longueur d’arc entre iso-Tw extrémaux, représentative
de ce dénivelé, est illustrée à la Figure A4-1. Cette évolution n’est pas constante. Dans
le cas particulier du mode (z, T ), ce rapport de cumul correspond approximativement à
la variation de l’écart entre les points extrémaux d’une couche selon la direction d’empile-
ment. Or, pour cette paramétrisation, qui est utilisée en dehors du voisinage des couches
critiques, les iso-T sont par construction relativement parallèles à la direction de propa-
gation. Il n’y a donc pas d’influence du dénivelé des couches sur le choix de dP puisque
ce paramètre concerne les iso-Z qui sont orthogonaux à la direction de propagation.
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Figure A4-1 – Évolution du rapport de cumul de longueur d’arc
entre iso-Tw extrémaux

Au contraire, pour les deux autres modes l’orientation inclinée de leurs iso-W par rapport
à la direction d’empilement des couches nécessite de prendre en compte ce dénivelé. Pour
garantir la présence de trois points au moins sur toute couche générée lors de l’utilisation
des modes (yC1, TyC1) et (xC2, TxC2), on se place dans le cas le plus défavorable du déni-
velé des couches. Comme expliqué précédemment, la variation du dénivelé des couches est
approximativement similaire à l’évolution du rapport de cumul de longueur d’arc entre
iso-Tw extrémaux. On peut donc utiliser cette courbe pour estimer la borne supérieure
de dP recherchée.

Sur la courbe de la Figure A4-1, le rapport de longueur est le plus faible pour une
valeur de w légèrement supérieure à −π/2, et vaut approximativement 0, 67. Ce rapport
minimal concerne des cumuls de longueur d’arc, donc il est valide pour des couches de
hauteur infinitésimale. Il peut être utilisé pour l’approximation de la borne supérieure
de dP car hP est négligeable devant l’ordre de grandeur de la longueur des iso-Tw. On
minore cependant ce rapport minimal pour augmenter la robustesse de l’approximation.
On suppose donc que ce rapport vaut 2/π, soit environ 0, 63. Par conséquent, quel que
soit le lieu des couches à hP fixé, l’écart maximal entre iso-Tw extrémaux est majoré par
(1 − 2/π) hP . La condition sur dP pour que cette longueur d’arc contienne au moins trois
points uniformément espacés se traduit donc par la condition suivante :

dP ≤
(1

2 − 1
π

)
hP (A4-2)
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Enfin, rappelons que les deux bornes trouvées sont approximatives. À l’approche du
basculement entre une paramétrisation (z, T ), et une paramétrisation parmi (yC1, TyC1)
et (xC2, TxC2), la borne supérieure estimée pour dP bascule d’une valeur à une autre. Le
voisinage d’une couche critique constitue une zone d’incertitude sur la paramétrisation
idéale. De plus, selon la valeur de la hauteur de couche hP , les basculements n’arrivent
cependant pas à la même proximité d’une couche critique, étant donné qu’ils sont déclen-
chés par la première et la dernière traversée de cette dernière par une couche calculée.

Ainsi, pour des valeurs de hP petites, les couches successives de la trajectoire sont plus
proches les unes des autres, et donc le basculement s’opère à une distance plus faible de
la couche critique concernée, ce qui augmente l’incertitude sur la borne approximative à
privilégier. Pour pallier à cette incertitude, le minimum des deux bornes est utilisé pour
majorer hP :

dP ≤ min
0, 1911

2
lP ,

1
2

− 1
π

hP

 (A4-3)
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A5 Paramètres des simulations par paramétrisation

Hauteur de Valeur indicative de Temps total Nombre total
couche hP (mm) discrétisation dP (mm) de calcul (s) de points

0,96 0,17 2 644,4 9 568
1,16 0,21 1 852,4 6 700
1,43 0,25 1 271,1 4 704
1,82 0,33 816,8 3 072
1,83 0,33 880,2 2 968
1,85 0,33 854,0 2 952
1,855 0,33 871,1 2 968
1,865 0,33 829,6 2 960
1,870 0,33 749,9 2 972
1,875 0,33 736,4 2 972
1,89 0,34 731,8 2 884
1,91 0,34 623,8 2 920
1,92 0,34 796,2 2 896
1,93 0,34 719,8 2 896
2,50 0,45 413,9 1 888
2,60 0,47 378,9 1 824
2,65 0,48 414,4 1 784
2,68 0,48 420,4 1 696
2,688 0,48 443,0 1 696
2,694 0,48 378,9 1 724
2,70 0,49 389,7 1 692
3,13 0,57 631,5 1 448
4,70 0,85 140,5 1 016
4,90 0,89 97,7 956
4,95 0,89 100,2 956
5,00 0,90 90,1 948
5,01 0,91 88,9 948
5,02 0,91 92,1 ; 91,6 ; 89,5 ; 70,9 948 ; 948 ; 948 ; 932
5,03 0,91 72,5 932
5,05 0,91 66,2 924
5,10 0,92 64,1 924
5,25 0,95 ; 1,05 ; 1,30 ; 12,00 76,2 ; 180,2 ; 63,4 ; 32,8 900 ; 876 ; 836 ; 736
5,91 1,07 84,3 820
5,95 1,08 69,5 840
6,00 1,01 ; 1,09 64,5 ; 75,4 856 ; 840
6,20 1,05 73,3 840

Table A5-1 – Paramètres d’entrée des simulations (lP=25mm)
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A6 Subdivision du maillage initial

A6.1 Contextualisation
L’objectif de la subdivision du maillage STL initial de la surface facettisée dont on

souhaite générer une trajectoire est d’obtenir un ensemble de mailles triangulaires de
dimension inférieure à la hauteur de couche h souhaitée. L’intérêt est double : utiliser
chaque face du maillage une seule fois donc supprimer du maillage restant les faces utili-
sées au fur et à mesure de la génération pour réduire le temps de calcul, et empêcher la
propagation des couches successives dans le sens opposé à la direction d’empilement.

Il existe de nombreux algorithmes de subdivision de maillage. Les méthodes de sub-
division dépendent des exigences sur la taille et la forme des triangles de sortie. Les
algorithmes traditionnels appliquent un raffinement par triangulation de Delaunay. Cette
méthode a été initialement découverte par Jim Ruppert au début des années 1990 [236]
en se basant sur un algorithme de calcul rapide de triangulation de Delaunay : le Pre-
mier Algorithme de Chew [237]. Une triangulation de Delaunay, si elle existe, n’est pas
unique. La triangulation de Delaunay n’est pas une subdivision à proprement parler dans
le sens où un nouveau maillage est créé à partir du premier. Le nouveau maillage est
contenu dans l’enveloppe convexe du premier. Ainsi, des mailles peuvent être générées
dans des régions non souhaitées si le maillage ne décrit pas un objet entièrement rempli
par des mailles et dont l’enveloppe est convexe. En 2D, cela nécessite un maillage sans
trou et dont l’enveloppe est convexe. En 3D, cela nécessite en plus que l’objet décrit par le
maillage soit un volume et non plus une surface : le raffinement ne se fait plus à partir de
triangles, mais de tétraèdres. De même, un raffinement de Delaunay n’est pas une subdivi-
sion au sens propre du terme puisque les mailles filles ne sont pas incluses dans les mailles
mères. La motivation principale du raffinement était d’adapter la forme des maillages de
manière systématique pour les simulations numériques de phénomènes physiques faisant
appel à la méthode des éléments finis, tout en assurant que les subdivisions d’une même
maille forment un sous-maillage de Delaunay. En effet, une des propriétés intéressantes
des maillages de Delaunay est qu’ils maximisent les angles des triangles obtenus, et donc
permet d’éviter d’obtenir des mailles de plus en plus allongées.

Durant la fin des années 1990 et au début des années 2000, des méthodes ont été déve-
loppées pour pallier aux différents problèmes et obtenir des raffinements cohérents avec
le maillage de départ, quel qu’il soit [238,239,240]. La maximisation des angles des tri-
angles créés lors d’une triangulation de Delaunay implique une minimisation du nombre
de triangles créés, mais ne permet pas de contrôler la taille de leurs arêtes. Il en va de
même pour les raffinements de Delaunay. Cela peut ainsi amener à obtenir des triangles de
dimensions inférieures dans certaines régions du maillage où leurs dimensions étaient déjà
plus petites que la valeur souhaitée. Ainsi, une triangulation de Delaunay est en général
appliquée de manière itérative sur les mailles indépendamment les unes des autres dès lors
où la motivation principale est une réduction des dimensions des mailles : il s’agit d’une
subdivision (Figure A6-1). Les mailles dont la taille est adéquate avant application de
l’algorithme ne sont ainsi pas subdivisées à nouveau, et le nombre de mailles créées est
ainsi limité.
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Figure A6-1 – Subdivision d’une maille par itérations de
triangulations de Delaunay

Cependant, avec de telles méthodes de subdivision, le maillage subdivisé total reste
connecté. Les mailles d’un fichier STL sont connectées entre elles : toutes les faces du
maillage partagent des arêtes et sommets communs avec les faces triangulaires adjacentes.
Comme détaillé à l’Annexe A2, la connexion sur une surface est un élément indispen-
sable pour pouvoir y définir des opérations de déplacement sur cette dernière. Il en va
ainsi de même pour une surface facettisée. Par exemple, c’est la connexion du maillage qui
permet le calcul de propagation des champs géodésiques sur des surfaces de type STL par
la Méthode de la Chaleur [64,65] évoquée au Chapitre 1. En effet, cette propagation
se fait en utilisant les arêtes communes en tant que fenêtres de propagation des lignes
géodésiques et sa facilité de convergence dépend de la géométrie de maille [241,242].

Or, la connexion, si elle est une propriété utile pour le calcul de phénomènes de propa-
gation sur des surfaces facettisées, est une contrainte supplémentaire lors de la création
d’un maillage facettisé, et augmente donc les instructions informatiques à opérer lors de
sa détermination. En particulier, la connexion n’est pas indispensable pour la mesure de
distances euclidiennes entre points de la surface, étant donné que de telles distances ne
sont pas plongées sur la surface. Il n’est donc pas nécessaire que la subdivision du maillage
initial possède des mailles connectées. De plus, le nombre d’itérations ne peut pas être
anticipé en amont avec les méthodes de subdivision usuelles, ce qui implique que de telles
méthodes ne permettent pas de maîtriser le nombre d’itérations à effectuer ni de connaître
le nombre total de triangles résultant avant de les réaliser.

Ainsi, l’objectif de la méthode développée est d’offrir une méthode approximative mais
systématique permettant d’avoir le contrôle sur le nombre d’itérations à effectuer et le
nombre de sous-triangles obtenus avant même l’étape de subdivision. Cela permet de
connaître en amont de la subdivision – donc de l’utilisation de l’algorithme de génération
de trajectoire – les exigences en termes de stockage mémoire pour prévenir de toute
erreur liée à un dépassement de mémoire en cours de calcul. La méthode recherchée doit
permettre l’obtention d’un maillage subdivisé dont les mailles ont des arêtes de longueur
au plus h, sont de géométrie acceptable – c’est-à-dire avec des angles suffisamment grands
pour s’éloigner de triangles plats – et dont le nombre de mailles est le plus petit possible.
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A6.2 Méthode de subdivision
Les méthodes de subdivision de maillage sont généralement implémentées dans des

langages de programmation rapides comme le C# ou le C++. Cela permet de réduire le
temps de calcul, qui peut s’avérer exigeant pour des fichiers STL possédant une quantité
de mailles importantes. Or, l’algorithme de génération de trajectoire a été développé en
MATLAB. Ce langage est par nature plus lent que le C# et le C++ pour de tels calculs.
Si l’algorithme de génération de trajectoire pourrait se limiter à des maillages préalable-
ment subdivisés en tenant compte de la valeur de hauteur de couche h souhaitée pour
la surface concernée, une méthode de subdivision a toute de même été développée pour
permettre de générer une trajectoire pour un objet dont les mailles seraient trop grandes,
et ainsi conserver les caractères de versatilité et d’aptitude au prototypage rapide de la
fabrication additive. Ainsi, une méthode de subdivision propre aux exigences de MAT-
LAB a été développée.

Une bonne pratique en MATLAB est d’utiliser des boucles itératives de type “for” plutôt
que des boucles “while” lorsque cela est possible, car les premières peuvent être implé-
mentées de manière vectorisée. La vectorisation est une méthode d’écriture de code en
MATLAB optimisée pour la manipulation de matrices et de vecteurs sous forme dense. Les
formes vectorisées font appel à des routines MATLAB précompilées et minutieusement
optimisées pour réduire grandement le temps de calcul par rapport à une boucle “for”
classique. L’objectif principal est donc d’estimer de manière fidèle le nombre d’itérations
à réaliser pour obtenir le maillage subdivisé, quitte à augmenter le nombre de mailles.
Ainsi, le code sera vectorisable, et le temps de calcul réduit. La méthode recherchée doit
proposer un compromis entre la taille des mailles et leur nombre, tout en maximisant au
mieux les angles des mailles pour éviter qu’elles ne soient trop allongées.

Tout d’abord, différentes méthodes de subdivisions de triangles ont été étudiées. Les
techniques principales trouvées dans la littérature permettent d’obtenir deux, trois ou
quatre triangles fils à partir d’un triangle mère [243,244]. La seule manière de diviser un
triangle en deux sous-triangles est d’ajouter une arête traversant un sommet et son côté
opposé. La méthode la plus courante pour subdiviser un triangle en trois sous-triangles
consiste à ajouter un point à l’intérieur du triangle, puis à créer trois nouvelles arêtes
entre ce point et chacun des sommets du triangle mère. Cette méthode est appelée la
“subdivision par centroïde”. Enfin, la quadrisection fait référence à l’ajout de trois som-
mets sur chaque arête du triangle initial pour obtenir les quatre triangles fils. Ces trois
techniques sont illustrées à la Figure A6-2.

L’angle minimal de chacun des triangles fils doit être le plus grand possible. Dans ce
contexte, les triangles équilatéraux sont idéaux. Par extension, cela signifie que les tri-
angles fils doivent être les plus compacts possibles. Une conséquence directe est qu’ils
doivent maximiser le quotient de leur aire par leur périmètre. Cela revient à quantifier la
proximité entre la forme des mailles et celle d’un cercle. Pour cela, la circularité des mailles
est calculée. Il existe plusieurs manières différentes de calculer une circularité, puisque le
but est uniquement de pouvoir comparer les formes des triangles [245,246,247]. La dé-
finition de la circularité C d’un triangle T utilisée est la suivante :
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C (T ) = 4π Aire (T )
[Périmètre (T )]2

(A6-1)

Un cercle a une circularité de 1. La cartographie des circularités de différentes géométries
de triangles dont les arêtes sont unitaires – c’est-à-dire que leurs longueurs sont comprises
entre 0 et 1 inclus – est illustrée à la Figure A6-3. L’impact du type de subdivision
choisie sur la circularité des mailles filles a été étudié pour différents paramètres des trois
méthodes de subdivision montrées à la Figure A6-2. De manière générale, la méthode du
côté opposé permet d’obtenir des triangles de meilleure géométrie pour un même nombre
de subdivisions. Plus précisément, subdiviser selon la médiane relative au côté le plus long
donne les meilleurs résultats.

(a)

(b) (c)

Figure A6-2 – Techniques de subdivision d’un triangle

(a) Méthode du côté opposé
(b) Méthode du centroïde (c) Méthode de la quadrisection
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Figure A6-3 – Circularité des différentes géométries de triangles

La méthode du côté opposé a été adaptée pour contrôler le nombre de triangles sub-
divisés. Deux triangles obtenus par la subdivision d’un triangle mère par la médiane ont
la même aire. Plus généralement, si une droite passe à travers le sommet d’un triangle
et divise le côté opposé en deux sous-segments de longueurs respectives l1 et l2, alors le
ratio des aires des deux triangles fils est le même que celui entre l1 et l2. Par conséquent,
un triangle peut être subdivisé en N sous-triangles de même aire via N − 1 subdivisions :
à chaque itération i, le côté le plus long du sous-triangle de plus grande aire issu de la
subdivision précédente de l’itération précédente est divisé en deux sous-segments par la
droite permettant d’obtenir un ratio de N − i. La droite est une médiane d’ordre N − i.
Cette méthode est appelée par la suite “méthode de la médiane N ième” (Figure A6-4).
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(a)

(b) (c)

Figure A6-4 – Méthode de subdivision par la médiane N ième (N = 30)

(a) Triangle initial
(b) Subdivision par des médianes d’ordre successifs

(c) Subdivision avec des médianes d’ordre 2, 3 et 5 uniquement

Les paramètres d’entrée de la méthode de la médiane N ième sont le maillage initial, la
longueur indicative e souhaitée pour les mailles subdivisées et un coefficient de contrainte
R : plus R est élevé, plus la taille maximale des arêtes tendra à être inférieure à e. Ce
contrôle de la taille des mailles se fait au coût de leur nombre. La difficulté principale
est de trouver un modèle adéquat qui permette d’atteindre un compromis. Il est ainsi
plus pertinent dans certains cas de se contenter d’un maillage subdivisé dont certaines
arêtes sont plus longues que e si cela permet d’éviter une augmentation drastique de
la taille du maillage. Par conséquent, e doit être strictement inférieur à h. En effet,
e n’est qu’une valeur indicative et l’objectif de la subdivision est avant tout que les
arêtes aient une longueur strictement inférieure à h. La méthode de la médiane N ième a
tendance à naturellement réduire la circularité des mailles au fur et à mesure des itérations
(Figure A6-4b). De plus, l’effet est d’autant plus marqué si la valeur de N est très élevée :

229/264



Annexes

plus N est grand, plus le plus petit des deux triangles subdivisés à chaque itération est
allongé (Figure A6-5). Pour pallier à cela, la méthode a été modifiée pour ne permettre
que des subdivisions par des médianes d’ordre 2, 3 et 5 (Figure A6-4c). Dans ce cas,
le nombre de subdivisions effectuées Nsubdiv est l’entier multiple de 2, 3 et 5 directement
supérieur ou égal au nombre souhaité N∗

subdiv. La méthode est illustrée avec STL-A à la
Figure A6-6 pour une valeur e de 2,5 mm et avec STL-B à la Figure A6-7 pour une
valeur e de 2mm.

Figure A6-5 – Évolution de la circularité du premier triangle
subdivisé par méthode de la médiane N ième

Le modèle choisi pour déterminer le nombre de subdivisions à effectuer peut être
modifié selon les besoins. Celui utilisé dans l’algorithme de génération de trajectoire a
été créé puis calibré manuellement et rapidement en utilisant STL-A, STL-B et STL-C
(Équation A6-2). Ce modèle n’est ni rigoureux, ni le plus optimal mais constitue un
compromis sur le nombre total de subdivisions, la géométrie des sous-triangles et la lon-
gueur de leurs côtés. En notant respectivement cmin et cmax les longueurs du plus petit
et du plus grand côté d’un triangle T , CT sa circularité et en désignant la fonction partie
entière supérieure par ⌈ ⌉, le nombre souhaité de sous-triangles N∗

subdiv vaut :

N∗
subdiv (T ) = 2



(⌈

cmax (2 + CT )
e

⌉
− 1

)( cmin

cmax

)(1+8R)−1

(2−C 2

T )
 + 1 (A6-2)
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Figure A6-6 – Subdivision du maillage STL-A (e = 2, 5mm et R = 1)
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Figure A6-7 – Subdivision du maillage STL-B (e = 2mm et R = 1)
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A7 Position relative à une enveloppe convexe 3D

A7.1 Contextualisation
La détermination approximative de la position d’un ensemble de points par rapport

à l’enveloppe convexe d’un autre nuage de points a pour objectif de réduire le voisinage
de points à considérer à chaque étape de l’algorithme de génération de trajectoire. Cela
réduit le nombre de points auxquels les calculs doivent être effectués. La méthode doit
cependant être suffisamment simple et rapide pour ne pas augmenter le temps total de
calcul. En effet, si le temps pris par la méthode de réduction de voisinage suivie des calculs
sur les points présents dans ce voisinage est plus long que le temps nécessaire pour effec-
tuer les calculs sur tous les points compris dans un voisinage plus large, alors il n’est pas
intéressant de l’implémenter dans l’algorithme. C’est dans cet objectif que les paramètres
d’entrée de la méthode d’approximation permettent d’ajuster la précision de l’enveloppe
pour ajuster le temps de calcul à allouer à cette étape dans l’algorithme de génération
de trajectoire. Un voisinage moins précis est plus large qu’un voisinage moins précis. Un
voisinage moins précis contient donc tout voisinage plus précis.

En 2D, l’enveloppe convexe d’un nuage de points, dont les coordonnées sont connues,
peut être déterminée très approximativement en comparant les coordonnées des points sui-
vant chaque axe avec les coordonnées extrémales des points suivant ces axes (Figure A7-
1a). Si le système de coordonnées est orthogonal, les points à conserver se situent à
l’intérieur du rectangle formé par les points issus des coordonnées extrémales sur les deux
axes. S’il n’est pas orthogonal, le raisonnement reste valide et les points sont situés dans
un parallélogramme. La forme du rectangle dépend cependant de l’orientation des axes
(Figure A7-1b).

(a)

Figure A7-1 – Position par rapport à une enveloppe convexe 2D avec offset

(a) Approximation par une seule base
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(b)

Figure A7-1 – Position par rapport à une enveloppe convexe 2D avec offset

(b) Approximation par plusieurs bases

Seule l’orientation des axes, et non pas la position de l’origine des coordonnées, change
la forme du rectangle puisque les positions relatives des points se font par rapport aux
coordonnées extrémales, qui ne dépendent pas du choix de l’origine. Tout point arbitraire
situé dans l’enveloppe convexe du nuage de points doit se trouver à l’intérieur de chaque
rectangle. Ainsi, l’estimation des points se trouvant à l’intérieur sera d’autant plus pré-
cise que la méthode sera appliquée à davantage d’orientations d’axes de coordonnées. Les
bases utilisées peuvent par exemple être orthogonales et ne varier que par rotation. Ainsi,
la précision de l’estimation est avant tout conditionnée par le nombre Nr de systèmes de
coordonnées considérés qui sont issus de rotations de la base initiale. Dans le cas où les
bases sont orthogonales, les rotations peuvent se limiter à des angles compris dans l’inter-
valle

[
0, π

2

[
car l’effet d’une base est invariant par permutation de ses axes ou inversement

de leur direction. En choisissant une répartition homogène des différentes bases, le pas de
l’angle de rotation entre deux bases successives est alors de π

2(Nr) .

A7.2 Démonstration
On peut transposer ce raisonnement en 3D en l’adaptant. En 3D, le plan de rotation

n’est pas unique : il en existe une infinité. Il s’agit donc, en plus du nombre de rotations
Nr, de choisir l’axe de rotation. Cela augmente donc la complexité de l’algorithme, d’où
notamment l’intérêt évoqué précédemment de pouvoir ajuster les paramètres d’entrée pour
ajuster le temps de calcul en cas de besoin. Pour chaque base de coordonnées choisie, si
cette dernière est orthogonale, l’estimation de points arbitraires situés dans l’enveloppe
convexe par considération des coordonnées extrémales des points du nuage de points est
un parallélépipède rectangle (Figure A7-2).
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Figure A7-2 – Estimation des points inclus dans un
parallélépipède rectangle 3D

Chaque axe de rotation parmi l’infinité qu’il est possible de considérer peut être imagé
comme tout vecteur dont l’origine se trouverait en un même point et dont l’extrémité
se trouverait sur une sphère unitaire. Comme pour le cas 2D, l’effet d’une base sur le
parallélépipède rectangle obtenu est invariant par permutation de ses axes et inversion de
l’orientation de ses axes. Ainsi, l’infinité des axes de rotation qu’il est possible de consi-
dérer peut être réduite à ceux issus d’un huitième de la sphère.

Pour conserver l’homogénéité de la répartition des axes de rotation, l’idée consiste à
trouver une méthode de répartition homogène de points sur un quart d’une demi-sphère :
ces points correspondront alors à l’extrémité des vecteurs de rotation. Pour cela, le quart
de demi-sphère est déformé par homéomorphisme pour transposer le raisonnement sur un
triangle équilatéral plan (Figure A7-3a). En effet, le quart de demi-sphère est un triangle
équilatéral géodésique sur cette dernière. Il constitue donc un triangle équilatéral dans
un espace à géométrie sphérique, tandis que le triangle équilatéral plan est plongé dans
un espace euclidien. Si l’on souhaitait discrétiser le triangle avec uniquement 4 points,
on aurait tendance à choisir ses sommets et son centre de gravité. La discrétisation de la
surface triangulaire se fait par la généralisation de cette approche en utilisant des sous-
triangles équilatéraux inclus dans le triangle initial et partageant le même centre de gravité
(Figure A7-3b). Un premier paramètre, noté Nt, permet de contrôler le nombre de
triangles équilatéraux uniformément répartis à l’intérieur du premier triangle équilatéral.
Un deuxième paramètre, noté Nu permet de choisir le nombre de points à l’intérieur
de chaque côté du triangle équilatéral initial, sommets exclus. Le choix de Nu permet
d’obtenir une longueur de pas de discrétisation sur le triangle initial, qui est ensuite
utilisée pour déterminer le nombre de points à l’intérieur des autres triangles.
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Sphère

Quart de
demi-sphère

Triangle
équilatéral
plan

(a)

Sommets
initiaux

Triangle
équilatéral
plan initial

Centre
de gravité

(b)

Figure A7-3 – Discrétisation du quart de demi-sphère

(a) Homéomorphisme vers un triangle équilatéral
(b) Paramétrisation de la discrétisation du triangle équilatéral

À partir de cette paramétrisation, on peut à présent déterminer les coordonnées des
points correspondants sur le quart de demi-sphère. Ce dernier peut être vu comme un
triangle équilatéral bombé : les arêtes des triangles équilatéraux correspondent à des
triangles géodésiques sur le quart de demi-sphère. La nomenclature des différents points
issus de la discrétisation du quart de demi-sphère est illustrée à la Figure A7-4.

Quart de
demi-sphère

Figure A7-4 – Nomenclature de discrétisation du quart de
demi-sphère

236/264



Annexes

Puisque les arêtes de ces triangles sont des courbes géodésiques, les interpolations linéaires
effectuées entre sommets des différents triangles, correspondent alors à des SLERP (no-
tion définie à la Sous-section 3.5.3 du Chapitre 3) dont les sommets correspondent
à deux sommets successifs d’un triangle géodésique (Figure A7-5a). Les sommets des
triangles géodésiques sont quant à eux directement déterminés à partir de SLERP appli-
quées entre le centre de gravité commun à tous les triangles et les sommets du triangle
initial (Figure A7-5b).

On se place dans le système de coordonnées dont l’origine est le centre de la sphère C

dont est issu le quart de demi-sphère, et les trois axes sont formés par les vecteurs −−!
CSn,

où n ∈ {1, 2, 3}. Dans un tel système de coordonnées, deux des composantes de chaque
point Sn valent 0 et une vaut 1. Le centre de gravité G des triangles géodésiques se trouve
sur la première bissectrice de ce système. Il se situe donc sur la droite passant par S et
de vecteur directeur (1, 1, 1). Étant donné que G se situe sur le quart de demi-sphère, le
vecteur −!

CG est unitaire. Ainsi, G a pour cordonnées
(

1√
3 , 1√

3 , 1√
3

)
. On cherche dans un

premier temps à déterminer les coordonnées des sommets du triangle géodésique i. Pour
cela, l’angle θ formé par tout vecteur −−!CSn avec le vecteur −!CG est nécessaire pour pouvoir
appliquer une SLERP (Figure A7-5a). Puisque le problème est réduit à un quart de
demi-sphère, les angles sont dans l’intervalle

[
0, π

2

]
. On peut donc déterminer tous les

angles à l’aide de produits scalaires et de la fonction Arc Cosinus, car tous les vecteurs
manipulés sont unitaires. On obtient ainsi :

θ = arccos
(−−!
CSn.−!CG

)
= arccos

( 1√
3

)
(A7-1)

Sphère dont est
issu le quart de
demi-sphère

(a)

Figure A7-5 – SLERP appliquées sur le quart de demi-sphère

(a) SLERP de calcul des sommets des triangles géodésiques
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Sphère dont est
issu le quart de
demi-sphère

(b)

Figure A7-5 – SLERP appliquées sur le quart de demi-sphère

(b) SLERP de discrétisation des côtés des triangles géodésiques

On note ti le paramètre dans ]0, 1[ de discrétisation de la SLERP permettant d’obtenir
les sommets Sn,i du triangle géodésique i à partir des sommets Sn du triangle géodésique
initial. Ce paramètre dépend directement de Nt par interpolation linéaire de l’intervalle
[0, 1]. On obtient ainsi, en appliquant la définition d’une SLERP et en assimilant les points
au vecteur de leurs coordonnées pour alléger les notations :


Sn,i = sin ((1 − ti) θ)

sin (θ) G + sin (ti θ)
sin (θ) Sn

ti = i

Nt + 1 , avec i ∈ J1, NtK

(A7-2)

Dans un deuxième temps, on cherche les coordonnées des points à l’intérieur des côtés
du triangle i formé par deux sommets disjoints Sk,i et Sl,i de ce triangle et opposé au
sommet Sm,i : tout comme n, les indices k, l et m sont tous trois compris dans {1, 2, 3}
avec de plus k ̸= l ̸= m et toujours dans l’ordre k → l → m à la permutation circulaire
près. Le raisonnement est le même que celui pour la première SLERP, mais l’angle βi, qui
dépend aussi des sommets Sk,i et Sl,i dépend donc de la première SLERP. On pose γ1,i et
γ2,i les deux valeurs issues de la première SLERP tels que :

Sn,i = γ1,i G + γ2,i Sn (A7-3)
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La deuxième SLERP donne les coordonnées des j points P m
j,i situés à l’intérieur – donc

sommets exclus – d’un des côtés du triangle géodésique de sommets i Sk,i et Sl,i dont les
vecteurs associés forment un angle βi, à l’aide du paramètre de discrétisation uj,i compris
dans ]0, 1[ de discrétisation, qui dépend de Nu et du paramètre de la première SLERP ti :


P m

j,i = sin ((1 − uj,i) βi)
sin (βi)

Sk,i + sin (uj,i βi)
sin (βi)

Sl,i

uj,i = j

Nu + 1 , avec ui,j ∈ J1, max (⌊(Nu + 1) ti − 1⌋ − 1, 0)K
(A7-4)

L’opérateur ⌊ ⌋ désigne la fonction Partie Entière Inférieure. L’intervalle de variation de
uj,i dépend de i : le nombre de points j à l’intérieur de chaque côté du triangle géodésique
i est choisi de sorte que ce que la longueur géodésique de discrétisation à l’intérieur de
tous les triangles soit la plus proche possible. Le nombre de sous-segments d’un côté d’un
triangle géodésique donné correspond ainsi à l’entier naturel issu de l’arrondi à l’unité du
ratio entre la longueur des côtés de ce triangle géodésique et celle du triangle géodésique
initial. On peut démontrer que ce ratio correspond directement à la valeur ti de la pre-
mière SLERP. Ici, des arrondis par défaut plutôt que par excès sont choisis pour qu’aucun
segment géodésique ne soit plus petit que ceux du triangle initial.

Il ne reste plus qu’à déterminer la valeur de l’angle βi à partir de sa définition pour
que les points Pj,i puissent être entièrement déterminés :

βi = arccos
(−−−!
CSk,i.

−−!
CSl,i

)
arccos

((
γ1,i

−!
CG + γ2,i

−−!
CSk

)
.
(
γ1,i

−!
CG + γ2,i

−−!
CSl

))
arccos

(
γ 2

1,i

∥∥∥∥−!CG
∥∥∥∥2

+ γ1,iγ2,i

(−−!
CSk.−!CG + −−!

CSl.
−!
CG

)
+ γ 2

2,i

−−!
CSk.−−!CSl

)

Or, Sk et Sl correspondent à deux sommets disjoints du triangle géodésique initial. Ils
définissent les extrémités des vecteurs du système de coordonnées, qui est orthogonal.
Ainsi, les vecteurs −−!

CSk et −−!
CSl sont orthogonaux et donc −−!

CSk
.−−!CSl = 0. De plus, −!

CG

est par construction unitaire, donc
∥∥∥−!CG

∥∥∥ = 1. Les valeurs de −−!
CSk

.−!CG et −−!
CSl

.−!CG sont
quant à elles identiques par symétrie du problème. Il s’agit du même produit scalaire qui
apparaît dans la définition de l’angle θ : 1√

3 . On obtient ainsi :

βi = arccos
(

γ1,i

(
γ1,i + 2 γ2,i√

3

))
(A7-5)

239/264



Annexes

En conclusion, l’ensemble des sommets des triangles géodésiques Sn,i et des points Pj,i

uniformément discrétisés à l’intérieur de ces triangles sont entièrement déterminés à partir
des sommets du quart de demi-sphère Sn et du centre de gravité G du triangle géodésique
formé par sa frontière :



Sn,i = Slerp (G, Sn, ti) , avec n ∈ {1, 2, 3}

ti = i

Nt + 1 , avec i ∈ J1, NtK

P m
j,i = Slerp (Sk,i, Sl,i, uj,i) , avec k ̸= l ̸= m et k → l → m

uj,i = j

Nu + 1 , avec ui,j ∈ J1, max (⌊(Nu + 1) ti − 1⌋ − 1, 0)K

(A7-6)

L’ensemble de ces points forme une discrétisation du quart de demi-sphère dont le nombre
de points est contrôlé par Nt et Nu. Ces points sont ensuite associés à leurs vecteurs,
qui sont utilisés pour déterminer l’approximation de l’enveloppe convexe d’un nuage de
points 3D. Pour chaque vecteur obtenu, le nuage de points initial est utilisé Nr fois via
des rotations de pas constant autour de l’axe défini par ce vecteur. Un point arbitraire de
l’espace donné est considéré comme étant à l’intérieur de l’enveloppe convexe de ce nuage
de points s’il se trouve à l’intérieur de tous les parallélépipèdes rectangles formés par les
coordonnées extrémales des points du nuage dans les systèmes de coordonnées obtenus à
l’issue de chaque rotation autour de chaque axe défini par ces vecteurs. Un mauvais choix
de Nt et Nu affecte l’homogénéité de la discrétisation (Figure A7-6).

Figure A7-6 – Discrétisation non homogène du quart de
demi-sphère (Nt = 5 et Nu = 0)
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Nt et Nu sont des entiers naturels éventuellement nuls tandis que Nr doit être un entier
naturel non nul. Si Nr était nul, aucune rotation ne serait effectuée selon les vecteurs et
donc tous les systèmes de coordonnées resteraient inchangés, ce qui reviendrait à répéter
le même calcul plusieurs fois sans affiner l’approximation de la position relative du point
de l’espace considéré par rapport à l’enveloppe convexe du nuage de points. Les sommets
du triangle géodésique et son centre de gravité sont toujours inclus dans les discrétisations
du quart de demi-sphère. Le cas minimal où Nt = Nu = 0 et Nr = 1 correspond ainsi
à l’utilisation d’une seule rotation selon les vecteurs définis par ces 4 points. Dans la
pratique, l’algorithme de génération de trajectoire interdit la valeur Nu = 0 pour conserver
une homogénéité minimale dans la discrétisation. La cohérence de l’homogénéité de la
répartition dépend du choix de Nt et Nu l’un par rapport à l’autre. Le choix est laissé libre à
l’utilisateur dans l’algorithme de génération de trajectoire. On peut néanmoins préconiser
une valeur de N∗

t étant donné Nu et inversement pour conserver une certaine cohérence
(Figure A7-7) en estimant, par exemple, que la longueur géodésique de discrétisation
des côtés du triangle initial doit être approximativement égale à celle liant les sommets
adjacents de deux triangles géodésiques différents, en utilisant la formule suivante :



N∗
u =

 π Nt

2 arccos
(

1√
3

) + 1



N∗
t = max

(⌊2
π

(Nu − 1) arccos
( 1√

3

)⌋
, 0
) (A7-7)

Figure A7-7 – Discrétisation homogène du quart de demi-sphère
(Nt = 5 et N∗

u = 9)
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A8 Liste des 12 cas d’intersection sphère-triangle

Entités dans le
cercle projeté

Type d'intersection

Schéma du cas
projeté dans le
plan d'intersection

Liste de sous-cas

Entités dans le
cercle projeté

Type d'intersection

Schéma du cas
projeté dans le
plan d'intersection

Liste des sous-cas

Entités dans le
cercle projeté

Type d'intersection

Schéma du cas
projeté dans le
plan d'intersection

Liste des sous-cas

Entités dans le
cercle projeté

Type d'intersection

Schéma du  cas
projeté dans le
plan d'intersection

Liste des sous-cas

Cas 0
Pas de collision

Ni sommet,
ni arête

c0

Cas 1
1 arc de cercle

1 sommet
et 2 arêtes

c1A, c1B, c1C

Cas 2
1 arc de cercle

2 sommets
et 3 arêtes

c2A, c2B, c2C

Cas 3
Pas d'intersection

3 sommets
et 3 arêtes

c3

Cas 4
1 arc de cercle

1 sommet
et 1 arête

c4AB, c4BA, c4BC, 
c4CB, c4AC, c4CA

Cas 5
2 arcs de cercle

1 sommet
et 3 arêtes

c5A, c5B, c5C

Cas 6
1 arc de cercle

2 sommets
et 1 arête

c6A, c6B, c6C

Cas 7
1 arc de cercle

2 sommets
et 2 arêtes

c7AB, c7BA, c7BC, 
c7CB, c7AC, c7CA

Cas 8
1 arc de cercle

Pas de sommet
et 1 arête

c8A, c8B, c8C

Cas 9
2 arcs de cercle

Pas de sommet
et 2 arêtes

c9A, c9B, c9C

Cas 10
3 arcs de cercle

Pas de sommet
et 3 arêtes

c10

Cas 11
Cercle entier

Ni sommet,
ni arête
c11

Table A8-1 – Détails des 12 cas d’intersection sphère-triangle
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A9 Fonction de couplage des nœuds des graphes

A9.1 Construction
Une fonction de couplage est une application bijective qui permet d’associer une valeur

unique à un couple d’entiers naturels. Une des fonctions de couplage les plus communes
est la fonction de couplage de Cantor. Contrairement à une paire, l’ordre des composantes
dans un couple a de l’importance. Ainsi, si a et b sont deux entiers naturels distincts, les
couples (a, b) et (b, a) sont différents, tandis que {a, b} et {b, a} désignent une même paire.
Dans le cas de la génération de trajectoire, la fonction de couplage doit associer la même
valeur à deux couples correspondant à une même paire. En effet, la fonction de couplage
recherchée a pour vocation d’être appliquée aux arêtes des graphes et sous-graphes mani-
pulés lors de la génération de trajectoire. Une arête est définie par l’indice des deux nœuds
situés à ses extrémités et est invariante par permutation de ces nœuds. La fonction que
l’on cherche à créer n’est donc pas bijective, et il ne s’agit plus d’une fonction de couplage
en toute rigueur. Cependant, l’objectif reste le même : associer une sortie unique à deux
entrées, mais à la permutation près.

La construction du couplage souhaité est représentée à la Figure A9-1. En toute
rigueur, la diagonale devrait être exclue par mesure de sécurité car un nœud d’un graphe
n’est pas censé être lié à lui-même dans le cas de la génération de trajectoire, car toutes
les liaisons des graphes sont des lignes droites et donc cela reviendrait à déposer de la
matière deux fois en un même endroit, ce qui n’est pas censé être le cas. Le choix a été fait
de ne pas exclure la diagonale pour permettre l’éventuelle utilisation du couplage pour
d’autres besoins de programmation dans l’algorithme où les deux éléments de la paire
seraient identiques.

Figure A9-1 – Construction du couplage
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A9.2 Démonstration
L’objectif de la démonstration est de déterminer la loi de la fonction de couplage créée,

ainsi que celle de sa réciproque. Soit a et b deux entiers naturels. On note Fc la fonction
de couplage recherchée, et F−1

c sa réciproque. On commence par étudier le cas où a et b
sont égaux. On constate qu’il y a une relation directe entre Fc (a + 1, a + 1) et Fc (a, a) à
partir de la représentation de la Figure A9-1 :

Fc (a + 1, a + 1) = Fc (a, a) + (a + 1) + 1
= Fc (a, a) + a + 2

(A9-1)

On obtient donc en procédant par récurrence la formule suivante :

Fc (a, a) = Fc (0, 0) +
a−1∑
k=0

(k + 2)

= 0 +
a+1∑
i=2

i

=
a+1∑
i=0

i −
1∑

i=0
i

= (a + 1) (a + 2)
2 − 1

(A9-2)

On utilise cette formule pour trouver la fonction Fc dans le cas où a et b sont différents.
On constate sur la Figure A9-1 que la valeur de Fc (a, b) est comprise entre deux valeurs
de Fc situées sur la diagonale du schéma, donc telles que les entiers d’entrée sont égaux.
Si a ̸= b, on a :

Fc (a, b) = Fc (max (a − 1, b − 1) , max (a − 1, b − 1)) + (min (a, b) + 1)

= Fc (max (a, b) − 1, max (a, b) − 1) + min (a, b) + 1

= [max (a, b) − 1 + 1] [max (a, b) − 1 + 2]
2 − 1 + min (a, b) + 1

= max (a, b) [max (a, b) + 1]
2 + min (a, b)

(A9-3)
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En appliquant la formule trouvée pour a = b, on retrouve le résultat précédent. Ainsi, la
fonction de couplage recherchée est définie par Fc :

∀ (a, b) ∈ N2, Fc (a, b) = max (a, b) [max (a, b) + 1]
2

+ min (a, b) (A9-4)

Il ne reste plus qu’à déterminer la loi de la fonction réciproque F−1
c . Quel que soit

le couplage, on procède en général par analyse-synthèse. On pose u = max (a, b). Soit c
l’entier naturel tel que c = Fc (a, b). Par construction de Fc, on a :

Fc (u − 1, u − 1) < c ≤ Fc (u, u) (A9-5)

Ainsi, c est l’unique entier naturel tel que :

c ∈
(u − 1)2 + 3 (u − 1)

2 ,
u2 + 3u

2

 (A9-6)

L’intervalle est transformé de sorte que la borne inférieure soit finie. Puisque c est un
entier naturel, alors on peut simplement ajouter 1 :

c ∈
(u − 1)2 + 3 (u − 1)

2 + 1,
u2 + 3u

2 + 1
 (A9-7)

Chercher la valeur de u à c fixé pour laquelle c appartient bien à l’intervalle revient à
résoudre le polynôme de variable u sur la borne inférieure de l’intervalle :

(u − 1)2 + 3 (u − 1) + 2 − 2c = 0 (A9-8)

Le discriminant ∆ du polynôme vaut 1+8c. ∆ > 0 donc le polynôme possède deux racines
réelles. La solution réelle usol a pour valeur :

usol = −1 ±
√

1 + 8c

2 (A9-9)
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Annexes

Or, parmi les deux solutions possibles, une est nécessairement strictement négative car
le numérateur est strictement négatif et le dénominateur est strictement positif. Pour la
deuxième, on constate qu’elle est positive car

√
1 + 8c est strictement supérieur à 1 quelle

que soit la valeur de c. Enfin, u est l’entier naturel strictement inférieur à usol, d’où, en
notant ⌊ ⌋ la fonction partie entière inférieure :

u =
−1 +

√
1 + 8c

2

 (A9-10)

On connaît ainsi la valeur u, qui correspond par définition à celle de max (a, b). On peut
ensuite déterminer la valeur de min (a, b) à partir de c et max (a, b) en utilisant l’expression
de Fc. Ainsi, F−1

c est entièrement connue :

∀ c ∈ N, F−1
c (c) = {a, b} = {b, a}

=
{

u, c − 1
2u (u + 1)

}
, avec u =

−1 +
√

1 + 8c

2

 (A9-11)
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Développement d’une méthode de génération de trajectoire
versatile pour la réalisation de pièces par procédés DED multi-axes

à partir de surfaces facettisées

Résumé :

La fabrication additive est une catégorie de procédés qui permet l’obtention de
pièces mécaniques par apport de matière. Les procédés de type Directed Energy
Deposition (DED), combinables avec des robots multi-axes, sont prometteurs pour
l’obtention de pièces à la structure complexe. Cependant, les méthodes de génération
de trajectoire et les structures des machines utilisées restent un enjeu dont les
innovations décupleraient les possibilités industrielles.

Cette thèse présente une méthode numérique systématique de génération de trajec-
toire adaptée aux procédés DED à partir d’une surface facettisée de forme arbitraire.
Validée à travers des simulations sur des surfaces minimales tri-périodiques, la mé-
thode permet la création d’un premier trajet de dépôt respectant la contrainte de
distance entre la pièce et l’outil. Combinable à de la rétroaction par priorisation de
régions, il pourra être modifié ultérieurement selon les contre-indications physiques
issues du robot utilisé, du matériau de fabrication et de l’outil.

Development of a Versatile Path Generation Method for the
Manufacturing of Parts by Multi-Axis DED Processes from

Meshed Surfaces

Abstract :

Additive manufacturing is a category of processes that allows the production of
mechanical parts by the adding of material. Directed Energy Deposition (DED)
processes can be combined with multi-axis robots and are a promising option to
obtain parts with complex structures. However, the path generation methods and
the machine structures used remain an issue. With innovations in these areas, the
industrial possibilities would increase tenfold.

This thesis presents a numerical and systematic path generation method based on
meshed surfaces and adapted to DED processes. The method was validated through
simulations on minimal triply periodic surfaces and allows the creation of a first
deposition path that meets the distance constraint between the part and the tool.
This first path can be combined with region prioritization feedback to obtain a final
path adapted to the physical warnings provided by the robot, the manufacturing
material and the tool.
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