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Résumeé

L’objectif de cette these est I’étude des algebres de Lie-Rinehart, en particulier en caracté-
ristique positive. On s’intéresse a leur structure, leur cohomologie, leurs déformations et & leur
classification. On commence par étudier le cas des super-algebres de Lie-Rinehart en caractéris-
tique nulle. Dans ce cadre, on utilise la correspondance bijective avec les super-multidérivations
(qu’on introduit) afin de construire une cohomologie adaptée aux déformations formelles de ces
objets. On montre que cette cohomologie controle les déformations formelles des super-algebres
de Lie-Rinehart. En particulier, deux déformations équivalentes correspondent a des 2-cocycles
cohomologues. On établit également une classification de ces objets en petites dimensions, réa-
lisée a l’aide du logiciel de calcul formel Mathematica.

En caractéristique p > 3, on commence par étudier les algebres de Lie restreintes, ainsi que
leur cohomologie. On utilise cette cohomologie restreinte, connue que partiellement (jusqu’a
Pordre 2), pour controler les déformations restreintes d’algebres de Lie-Rinehart restreintes.
On illustre ces résultats sur un exemple construit sur l'algebre de Heisenberg.

Dans le cas particulier de la caractéristique p = 2, on construit une cohomolgie complete, a tout
ordre, qui n’a pas d’analogue en caractéristique différente de 2. On montre ensuite que cette
nouvelle cohomologie a des interprétations classiques en termes de déformations d’algebres de
Lie restreintes et de Lie-Rinehart restreintes.

On étudie ensuite les représentations restreintes d’algebres de Lie-Rinehart restreintes. On
construit une structure restreinte sur le produit semi-direct, puis une structure de Lie-Rinehart
restreinte. On étudie ensuite certains exemples en dimension infinie.

Enfin, on présente une nouvelle application de la cohomologie restreinte aux doubles exten-
sions symplectiques de super-algebres de Lie restreintes de type quasi-Frobenius. On montre
en particulier que les obstructions au processus de double extension dans ce contexte sont des
objets encodés par la cohomologie restreinte.
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Abstract

The aim of this thesis is the study of restricted Lie-Rinehart algebras, in particular in
positive characteristic. We are interested in their structure, cohomology, deformations and
classification. We begin by tackling the case of Lie-Rinehart superalgebras in zero characteris-
tic. In this framework, we use a bijective correspondence with super-multiderivations (which
we introduce) to construct a cohomology adapted to formal deformations of these objects.
We show that this cohomology controls formal deformations of Lie-Rinehart superalgebras. In
particular, cohomologous cocycles provide equivalent deformations. We also establish a clas-
sification of these objects in low dimensions, carried out using the computer algebra system
Mathematica.

In characteristic p > 3, we begin by studying restricted Lie algebras and their cohomology.
We use this partially known (up to order 2) restricted cohomology to control restricted de-
formations of restricted Lie-Rinehart algebras. We illustrate these results with an example
constructed on the Heisenberg algebra.

In the special case of characteristic p = 2, we construct a complete cohomology at any order,
which has no analogue in characteristics different from 2. We then show that this new coho-
mology has classical interpretations in terms of restricted deformations of Lie algebras and
restricted Lie-Rinehart algebras.

Next, we investigate restricted representations of restricted Lie-Rinehart algebras. We construct
a restricted structure on the semidirect product, as well as a restricted Lie-Rinehart structure.
We then study some infinite-dimensional examples.

Finally, we present a new application of restricted cohomology to symplectic double extensions
of quasi-Frobenius-type restricted Lie superalgebras. In particular, we show that the obstruc-
tions to the double extension process are objects encoded by the restricted cohomology.
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Introduction

L’objectif de cette these est I’étude des algebres de Lie-Rinehart en caractérisque 0 ainsi
qu’en caractéristique positive. L’étude concerne leur structure, leur cohomologie, leurs défor-
mations et leur classification. Ce travail est divisée en deux parties. Dans la premiere, on
s’intéresse aux (super-)algebres de Lie-Rinehart sur un corps de caractéristique zéro. Le but
de cette premiere partie est de construire des déformations formelles de super-algebres de Lie-
Rinehart, généralisant au cas gradué 'article [MM20], puis de classifier ces structures en petites
dimensions. La deuxiéme partie est consacrée a la caractéristique strictement positive et aux
algebres de Lie-Rinehart restreintes. Le but étant d’introduire et d’explorer les déformations
formelles d’algebres de Lie-Rinehart restreintes, ainsi que les liens avec la cohomologie res-
treinte. De plus, on entame 1’étude des représentations des algebres de Lie-Rinehart resteintes
ainsi que la double extension pour certaines classes de super-algebres de Lie restreintes.

Groupes et algebres de Lie. Cette these s’inscrit dans le domaine mathématique des algebres
non-associatives. Une algebre non-associative est un espace vectoriel A équipé d’une application
bilinéaire p: A x A — A. Un premier exemple est donné lorsque 'application u vérifie

M(a’v ,u(b, C)) = M(N(CL, b)? C), a,b,ce A

On parle alors d’algebre associative. Un autre exemple de classe d’algebres non-associatives est
donné par les algeébres de Lie, découvertes de facon indépendante a la fin du XIX®™€ siecle par le
norvégien Sophus Lie (1842-1899) et I’allemand Wilhelm Killing (1847-1923) 2. Une algebre de
Lie est un espace vectoriel muni d’une application bilinéaire antisymétrique (appelée crochet
de Lie) satisfaisant l'identité de Jacobi (voir définition 1.1.1). Ces algebres ont d’abord été
étudiées comme outils pour ’analyse locale des groupes de Lie, qui sont des groupes admettant
de plus une structure de variété lisse, et dont la loi de composition interne ainsi que ’application
“passage a l'inverse” sont lisses. En prenant I’espace tangent en 'identité d’un groupe de Lie,
on obtient ’algebre de Lie associée. De méme, on peut retrouver le groupe de Lie a partir de
l’algebre de Lie au moyen de ’application exponentielle (voir [SF88], [HJ78], [JN62]).

espace tangent en l'identité

Groupe de Lie Algebre de Lie
exp

2. Il semblerait que Killing n’aie pas eu acces au journal dans lequel Lie avait publié ses résultats, et donc
n’en avait pas connaissance. Lie sera treés méprisant envers les travaux de Killing, disant notamment que tout
ce qui est correct avait été fait par lui, et que Killing a ajouté tout ce qui est incorrect.
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Par exemple,

SL2 (C) 5[2 (C)

| |
(M € GL,(C), det(M) =1} (M € M,(C), Tr(M) = 0}

La notion de groupe de Lie (et donc celle étroitement liée d’algebre de Lie) intervient dans
de nombreux domaines des mathématiques et de la physique théorique. Ils constituent par
exemple des groupes de symétrie de certains espaces remarquables (sphere, hyperboloide, ... )
et interviennent en théorie des nombres, en combinatoire et en topologie. En physique, certains
groupes de Lie sont fondamentaux, comme le groupe de Lorentz O(1,3) ou le groupe SU(3)
qui sert pour la classification de certaines particules élémentaires. Ils apparaissent aussi dans
I’étude des systemes intégrables, en théorie conforme des champs, en théorie des cordes et en
théorie de jauge. Dans ce dernier domaine, notons que certaines théories faisant intervenir des
symétries de jauge s’étudient de fagon rigoureuse avec le formalisme de Batalin-Vilkovisky, qui
se base sur la théorie de Lie (voir par exemple [CP15], chapitre 5). Les groupes et algebres de
Lie jouent donc un réle de premier plan en physique ainsi qu’en géométrie. L’un des résultats
les plus marquant de la théorie des algebres de Lie est la classification par Killing et Cartan des
algébres de Lie simples et semi-simples de dimension finie au moyen des systémes de racines
(voir [JN62, HJ78]).

De nombreuses généralisations du concept d’algebre de Lie ont ensuite émergé, toujours mo-
tivées par des problemes issus de la physique ou de la géométrie différentielle. Citons notamment
les super-algebres de Lie motivées en partie par le supersymétrie ([KV77], voir ci-dessous), les
Hom-(super-)algebres de Lie ([HLS06, MS08, AM10]), les algebres de Lie restreintes ([JN41],

voir ci-dessous), les algebres n-aires, les systeémes triples de Lie, et davantage encore.

(Co)homologie. L’algebre (co)homologique est un outil fondamental en mathématiques mo-
dernes. D’abord impopulaire, son intérét explosa avec les travaux de Serre et Grothendieck en
géométrie algébrique et elle est maintenant devenue une compagne de route essentielle a toute
personne travaillant en algebre abstraite, géométrie, topologie, géométrie algébrique, topologie
algébrique, théorie des catégories, etc ([RJ09]). Ses applications sont innombrables et vont de
I’étude des anneaux locaux, des schémas et des faisceaux (Grothendieck, Serre) a la classifica-
tion du style musical ([CV22]) et a la détection d’anomalies du corps humain ([RMB23]).

Etant donné un ob jet algébrique ou topologique X, on veut construire une suite de groupes
H™(X), n € Z qui soient des invariants pour X, c’est-a-dire que si X et Y sont deux objets iso-
morphes (ou homéomorphes, ou difféomorphes, ou ...), alors on a des isomorphismes de groupes
H"(X) = H™"(Y), Vn € Z. Ces groupes permettent de retrouver un certain nombre d’infor-
mations sur I'objet étudié. Selon le contexte, il existe plusieurs facons de définir les groupes
de (co)homologie, via les complexes simpliciaux et les triangulations, les CW-complexes, les
formes différentielles ou par des méthodes issues de la théorie des catégories abéliennes. Toutes
ces méthodes sont présentées dans l'excellent [GP23] (pour les francophones) ou les classiques
[RJ09, WC94]. De fagon générale, étant donné un objet X, on construit une suite d’objets
C™(X) d’une catégorie abélienne reliés par des morphismes d”* vérifiant d"*! o d® = 0 de la
fagcon suivante :

dntl dnt2

s oY x) YD o x) AN ot x) I ot x) L
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On peut alors construire les groupes de cohomologie en calculant

H™(C*) := Ker(d")/ Im(d" ™).

La cohomolgie qui nous intéresse particulierement est la cohomologie de Chevalley-Eilenberg
associée a une K-algebre de Lie L, introduite dans [CE48] et rappelée au paragraphe 1.1.2. Si
M est un module de Lie pour L, alors dans ce cas on a C"(L) = Homg(A"L, M) et les ap-
plications d" sont données par une formule explicite (voir équation 1.2). On parle alors de
cohomologie a coefficients dans M. Par exemple, si M = K, le second groupe de cohomologie
permet de classifier les extensions centrales de L ; si M = L, le premier groupe de cohomologie
correspond aux dérivations extérieures de L et le second permet de controler les déformations
formelles infinitésimales de L. Les interactions entre objets algébriques et cohomologie associée
sont au coeur de ce travail de these.

Super-algebres de Lie. L’émergence de la supersymétrie au début des années 1970 a largement
motivé 1'étude des super-algebres (voir I'introduction du chapitre 2 et [KQS10, RA07]). Une
super-algebre de Lie L s’écrit comme une somme directe L = Lo & L1, avec Ly une algebre de
Lie et L1 un Lg-module. Les éléments de Lg sont dits pairs ou de degré 0 et ceux de L1 impairs
ou de degré 1. On a un crochet sur L qui respecte le degré dans le sens [L;, L] C Litj mod 2-
Le crochet doit également vérifier des relations de super-antisymétrie et de super-Jacobi (voir
définition 2.3.1). On doit leur introduction & Berezin et Kats ([BK70]). La classification des
supr-algebres de Lie simples est due & Kac ([KV77]). Un ouvrage de référence sur le sujet
est [SM79]. Citons également les noms de Fuks et de Leites qui ont largement contribué au
développement de la théorie de ces objets [LD75, FD86], notamment & la généralisation de la
cohomologie de Chevalley-Eilenberg. Ce type de “super-structure” apparait fréquemment en
physique théorique car cela constitue les fondations mathématiques de certains formalismes
([CP15, BC23]). On les retrouve aussi souvent en géométrie graduée ([RAO07]).

(Super-)algebres de Lie restreintes. Comme on I’a vu précédemment, les algebres de Lie ont
été introduites historiquement sur le corps des nombres complexes, puis sur des corps arbi-
traires de caractéristique zéro. Les origines de 1’étude des algebres de Lie en caractéristique
positive p > 0 remontent a la fin des années 30, avec la découverte par Witt en 1937 d’une
nouvelle algebre de Lie simple, nommée a son nom et généralisée par Zassenhaus en 1939. De
nombreux résultats et outils valables en caractéristique zéro ne le sont plus en caractéristique
positive, comme la forme de Killing, le théoreme de Lie ou le théoreme de Weyl. Le probléme
de la classification en caractéristique p s’en retrouve étre difficile et de nombreux travaux ont
été menés sur cette question, par exemple par Strade dans une série de six articles publiés entre
1989 et 1998 ([SHI8], voir références de cet article pour le liste complete) et par Bouarroud]
et ses collaborateur-trice-s plus récemment ([BGL09, BKLLS18, BLLS21]).

En fait, en caractéristique p > 0, une structure supplémentaire apparait naturellement sur
certaines algebres de Lie, inspirée du fait suivant. Si A est une algebre associative sur un corps
F de caractéristique positive p, on peut regarder son algebre de Lie des dérivations Der(A).
Alors, le morphisme de Frobenius ()P : Der(A) — End(A), D — DP est en fait un endomor-
phisme de Der(A), ce qui n’est en général pas vrai en caractéristique nulle. Cette constatation,
ainsi que ’étude des propriétés issues des interactions entre ce morphisme de Frobenius et
les applications structurantes de Der(A) ont conduit a la définition d’algébre de Lie restreinte
(Jacobson, [JN37, JN41], voir définition 5.1.5), qui est une algebre de Lie L équipée d’une
p-opération (')[p] : L — L vérifiant des conditions de compatibilité avec le crochet de Lie et la
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loi additive de L. Ces algebres de Lie restreintes sont plus intéressantes a étudier en caractéris-
tique p car elles permettent de développer des techniques nouvelles qui pallient partiellement
aux problemes évoqués plus haut. Dans ’étude des algebres de Lie restreintes, le théoreme de
Jacobson se révele étre un outil particulierement précieux.

Théoréme de Jacobson ([JN62]). Soit L une algébre de Lie de dimension n sur un corps IF
de caractéristique p. Supposons que (ej)je{l,---,n} soit une base de L telle qu’il ewiste y; €

L, (adej)p = ady, . Alors, il existe une unique p-opération (')[p] sur L telle que eg-p] =yj, Vj =

1, ,n.

Ce théoreme permet en effet de déterminer des p-opérations sur des bases et permet d’éviter
de vérifier certaines conditions potentiellement problématiques (voir le théoreme 5.1.16 et sa
preuve, ainsi que la discussion qui suit, et la remarque suivant la proposition 7.2.4).

Les super-algebres de Lie restreintes ont été introduites dans [PV92] et étudiées assez lar-
gement ([FR96, SZ10, UH13, YY14, YCC20, Z09]), plus particulierement par Bouarroudj et
ses collaborateur-trice-s ([BKLS18, BLLS21]), qui se sont intéressés de pres au cas de la ca-
ractéristique p = 2, ot de nouveaux phénomenes ont été observés et ou la définition a di étre
adaptée (voir aussi [LA10]).

La cohomologie associée aux algebres de Lie restreintes est nettement plus compliquée
que dans le cas ordinaire. Dans ses articles [HG54, HG55.1, HG55.2], Hochschild définit la
cohomologie restreinte d’une algebre de Lie restreinte L a valeurs dans un module M par

Hk

res

(L, M) := Extg, \(F, M), k €N,

ou Up(L) désigne l'algebre enveloppante restreinte de L. Bien que correcte, cette expression
ne permet des calculs explicites que pour k € {0,1}, dans le contexte de certaines extensions
(voir [HGH4]). Evans et Fuchs ont ensuite proposé une construction explicite d'un complexe
de cochaines dans [ET00, EF08], qui permet de calculer les groupes de cohomologie restreinte
jusqu’a l'ordre p si 'algebre de Lie est abélienne et jusqu’a 'ordre 2 dans le cas général. La
compréhension de cette cohomologie restreinte reste encore lacunaire, et méme si les travaux de
Evans et Fuchs ont permis d’obtenir de bonnes interprétations cohomologiques de certains phé-
nomenes algébriques, cela reste incomplet. La généralisation de la cohomologie restreinte aux
super-algebres de Lie restreintes (aux ordres 0, 1,2) a été faite dans [YCC20] et une application
nouvelle de cette cohomologie est présentée dans le chapitre 8 de cette these.

(Super-)algebres de Lie-Rinehart. La notion d’algébre de Lie-Rinehart est centrale dans ce
travail de these. Il s’agit d’une version algébrique des algébroides de Lie (voir section 1.2)
et a été introduite par plusieurs auteurs dans les années cinquante et soixante, notamment
Herz ([HJ53]), Palais ([PR61]) et Rinehart ([RG63]), ce dernier ayant notamment fourni un
théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt. Une étude algébrique plus approfondie de ces objets a
ét¢ menée plus récemment par Huebschmann ([HJ90], [HJ98]), qui a baptisé ces structures en
I’honneur de I'un des pionniers cités précédemment. On peut également trouver dans [HJ21] une
rétrospective de Huebschmann sur son travail sur les algebres de Lie-Rinehart. Pour nous, une
telle structure est donnée par un triplet (A, L, p), ot A est une algebre associative commutative,
(L, [-,]) est une algebre de Lie admettant une structure de A-module, et p est un morphisme
de Lie A-linéaire L — Der(A), a valeurs dans les dérivations de A, appelé ancre et vérifiant la
condition de compatibilité

[z,a-yl=a-[z,y]+ p(z)(a) -y, x,y € L, a € A.
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La formule ci-dessus montre que ’ancre permet de mesurer le défaut de A-linéarité du crochet
de Lie, dans un certain sens. Parfois, on désignera une algebre de Lie-Rinehart par (A, L) uni-
quement.

En caractéristique zéro, on s’intéresse a la généralisation de cette notion aux super-algebres
(voir [CS95, RC20]). La géométrie différentielle est une source d’exemples (voir [RC20]) : si V/
une variété différentielle, posons A := Oy 'algebre des fonctions lisses sur V' et L := Vect(V)
Palgebre de Lie des champs de vecteurs sur V. Le couple (A, L) est alors équipé d’une structure
de Lie-Rinehart. Selon Claude Roger, les algebres de Lie-Rinehart fournissent des méthodes
directes pour traiter les relations entre les opérateurs différentiels sur des variétés et ’algebre
enveloppante de 1’algebre de Lie des champs de vecteurs de la variété ([RC20]). Plus de détails
peuvent se trouver dans [RG63]|. Une partie du travail présenté dans ce manuscrit a consisté
a rechercher toutes les structures de super-algebres de Lie-Rinehart en petites dimensions
(dim(A) <2, dim(L) < 4). Les résultats sont présentés dans le chapitre 4.

En caractéristique positive, on s’intéresse aux algebres de Lie-Rinehart restreintes (non-
super, sauf mention explicite du contraire). Dans ce contexte, I’algebre de Lie L sous-jacente
est restreinte et 'ancre p doit vérifier des conditions de compatibilité supplémentaires avec la
p-opération de L (voir la définition 5.3.3). Tout comme I’ancre mesure le défaut de A-linéarité
du crochet, les conditions de compatibilité supplémentaires permettent de mesurer le défaut
de p-homogénéité de la p-opération relativement a I'action de A. Les algebres de Lie-Rinehart
restreintes sont apparues d’abord de fagon implicite dans des travaux de Hochschild portant sur
sa théorie de Galois-Jacobson des extensions de degré 1 purement inséparables ([HG55.1]). Elles
ont ensuite été étudiées pour elles-mémes par plusieurs auteurs ([RD00, DI12, SC15, SP16]).

Déformations formelles de structures algébriques. La théorie des déformations de structures
algébriques a été initiée par Gerstenhaber dans le cas des algebres associatives ([GM64]), puis
a été étendue aux algebres de Lie par Nijenhuis et Richardson ([NR66, NR67]). Le principe
est, étant donnée une algebre non-associative (A, p), de construire une nouvelle loi d’algebre
e sur Pespace formel A[[t]] en ajoutant & p des termes en puissances du parametre formel ¢.
La nouvelle loi p; sera alors de la forme

e = [+ Zti,ui, i+ A x A — A bilinéaires.
i>1

Selon la structure que 'on souhaite avoir sur A[[t]], certaines conditions sont nécessaires sur
les applications u;. Par exemple, si p est une loi associative et si 'on veut que pu; soit égale-
ment associative, il est alors nécessaire de choisir py parmi les 2-cocycles de la cohomologie de
Hochschild & coefficients adjoints (voir [GM64]). Dans ce contexte, il est naturel de considérer
certaines algebres graduées qui vont encoder les propriétés de ces déformations. Il s’agit de
I’algebre de Gerstenhaber dans le cas associatif et I’algebre de Nijenhuis-Richardson pour le
cas des algebres de Lie (voir les références précédentes).

L’application physique la plus célebre de la théorie des déformations est la quantification
par déformation. Initiée par deux articles pionniers de Bayen, Flato, Fronsdal, Lichnerowicz et
Sternheimer en 1978 ([BE78]), cette théorie permet de décrire la mécanique quantique comme
une déformation de la mécanique classique. Plus précisément, en mécanique classique hamil-
tonienne, les observables sont des fonctions de ’espace des phases et leurs interactions sont
encodées par un crochet de Poisson. Rappelons qu’une algebre de Poisson est une algebre
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associative A équipée de plus d’un crochet de Lie {-, -} vérifiant

{fg,h} = flg,h} +g{f, 1}, Vf,g,h € A,

appelé alors crochet de Poisson. En mécanique quantique, les observables sont des opérateurs
sur un espace de Hilbert, dont les interaction sont encodées par un crochet de Lie. Les équations
d’évolution classiques sont alors remplacées par d’autres équations, comme ’équation de Schro-
dinger ou I’équation de Heisenberg ([BF78, WP17, BC23, PN02]), voir aussi l'introduction de
la section 5.5 de ce mémoire. L’idée de Bayen, Flato et leurs collaborateurs est de déformer
la structure de Poisson des observables classiques en une nouvelle structure qui va encoder
les observables quantiques. De nombreux noms ont étudié cette question, citons De Wilde et
Lecomte (cas des variétés symplectiques, 1983), Omori, Maeda et Yoshioka (cas des variétés de
Weyl, 1991), Fedosov (construction explicite, 1995) et Kontsevich (cas des variétés de Poisson
quelconques, 1997, récompensé par la médaille Fields) (références dans [PN02]). Cette approche
s’est avérée fructueuse et a permis de développer des outils efficaces en physique théorique. Les
déformations apparaissent aussi dans d’autres domaines des mathématiques et de la physique
théoriques tels que la géométrie algébrique dérivée, les structures élevées ou encore la théorie
de la renormalisation.

Dans cette these, on s’intéresse essentiellement aux déformations formelles. Toutefois, d’autres
méthodes de déformation existent, on pourra consulter [MAOQ7] et les références qu’il contient
pour un apercu de ces autres méthodes.

Dans un article récent, Mandal et Mishra ont développé la théorie des déformations for-
melles des Hom-algebres de Lie-Rinehart ([MM20]). La notion de Hom-algebre a émergé des
g-déformations des algebres de Witt et de Virasoro et été introduite par Harwig, Larsson et
Silvestrov pour les algebres de Lie ([HLS06]) et par Makhlouf et Silvestrov pour d’autres types
d’algebres ([MSO08]), puis a été étendue au cas des super-algebres par Ammar et Makhlouf
([AM10]). Une partie de ce travail de these a consisté a adapter les travaux de Mandal et
Mishra au cas des super-algebres de Lie-Rinehart. Le chapitre 3 présente les résultats obtenus.

Dans le cas restreint, en caractéristique positive, peu de choses sont connues sur les défor-
mations formelles restreintes d’algebres de Lie restreintes. Les déformations infinitésimales ont
été introduites dans [EF08]|. En particulier, il a été montré que I’élément infinitésimal de la
déformation restreinte est un 2-cocycle de la cohomologie restreinte et que le second groupe de
cohomologie restreinte classifie a équivalence pres les déformations infinitésimales restreintes.
Rien n’est connu pour les algebres de Lie-Rinehart restreintes. On propose une théorie dans
les chapitres 5 et 6.

Organisation de la these. Cette these est divisée en deux parties. Dans la premiere, on s’inté-
resse aux (super-)algebres de Lie-Rinehart sur un corps de caractéristique zéro. Le but de cette
premiere partie est de construire des déformations formelles de super-algebres de Lie-Rinehart
en adaptant au cas gradué l’article [MM20], puis de classifier ces structures en petites dimen-
sions. La deuxieme partie est consacrée a la caractéristique strictement positive et aux algebres
de Lie-Rinehart restreintes. Il s’agit d’introduire et de comprendre les déformations formelles
d’algebres de Lie-Rinehart restreintes, ainsi que les liens avec la cohomologie restreinte.

Dans le premier chapitre, on présente des généralités sur les algebres de Lie et de Lie-
Rinehart en caractéristique nulle. On commence par introduire les algebres de Lie et leurs

propriétés ainsi que la cohomologie de Chevalley-Eilenberg. Puis, on présente les algébroides
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de Lie, qui sont les objets issus de la géométrie différentielle qui ont motivé la définition des
algebres de Lie-Rinehart. Ces dernieres sont ensuite introduites, avec des exemples, suivis des
notions de module, d’algebre enveloppante et de cohomologie.

Le second chapitre est consacré aux super-algebres de Lie et super-algebres de Lie-Rinehart.
Apres avoir introduit les notions essentielles liées aux algebres graduées, on définit et donne des
exemples de super-algebres de Lie-Rinehart. On termine le chapitre en proposant une technique
de supérisation (paragraphe 2.4.2) qui permet de construire une super-algeébre de Lie-Rinehart
en partant d’une algebre de Lie-Rinehart.

Dans le troisieme chapitre, on développe une théorie des déformations formelles des super-
algebres de Lie-Rinehart. Dans les deux premieres sections, on introduit la notion de super-
multidérivation et on montre qu’il existe une correspondance bijective entre ces super-multidéri-
vations et les structures de super-algebre de Lie-Rinehart pour un couple (A, L) donné (propo-
sition 3.2.1). On utilise ensuite cette correspondance pour construire une cohomologie adaptée
aux déformations formelles. Dans les sections suivantes, on montre que les résultats usuels de
théorie des déformations restent valables dans ce contexte. On montre que I’élément infinitési-
mal d’une déformation formelle est un 2-cocycle de notre complexe de déformation (théoreme
3.3.2). On étudie ensuite I’équivalence de déformations et on montre que la trivialité du second
groupe de cohomologie implique la rigidité de la super-algebre (corollaire 3.4.6). Enfin, on s’in-
téresse aux obstructions a I’extension de déformations d’ordre fixé a I'ordre suivant. On montre
que le troisieme groupe de cohomologie controle le fait de pouvoir étendre une déformation ou
non (théoreme 3.5.4). On conclut ce chapitre en donnant un exemple concret de rigidité pour
une super-algebre de Lie-Rinehart.

L’objectif du quatrieme chapitre est d’établir une classification des super-algebres de Lie-
Rinehart en petites dimensions, en se basant sur des classifications déja existantes des super-
algebres associatives super-commutatives et des super-algebres de Lie. Le coeur de ce travail
a été de réaliser un programme sur Mathematica permettant d’effectuer les calculs. Dans une
premiere section, on introduit toutes les constantes de structure en jeu dans le cas d’une super-
algebre de Lie-Rinehart et on décrit les équations qui les gouvernent. On donne ensuite la
classification des super-algebres associatives super-commutatives A de dimension < 4 et des
super-algebres de Lie L de dimension < 4. Puis, pour chaque couple (A, L) tel que dim(A) < 2,
dim(L) < 4, on donne la liste de toutes les structures de super-algebres de Lie-Rinehart pos-
sibles, a ’'aide du programme Mathematica décrit précédemment. On se limite & ces petites
dimensions en raison de contraintes techniques et de temps d’exécution du programme, mais
ce dernier devrait fonctionner pour n’importe quelle dimension. Toutefois, le nombre de struc-
tures possibles croit tres rapidement des que 'on augmente la dimension, il ne semble donc
pas raisonnable de donner une liste de toutes les super-algebres de Lie-Rinehart possibles en
dimensions plus grandes. Les résultats sont présentés sous forme de tableaux.

Le chapitre 5 est consacré a I’étude des algebres de Lie-Rinehart restreintes sur des corps
de caractéristique p > 2. Tout d’abord, on rappelle la théorie des algebres de Lie restreintes en
caractéristique p > 0, avec des exemples. On décrit ensuite les premier et second groupes de co-
homologie restreinte tels que construits dans [EF08] (section 5.2). Puis, on rappelle la définition
d’algebre de Lie-Rinehart restreinte (définition 5.3.3), introduit le concept de multidérivation
restreinte (définition 5.3.7), et développe une théorie des déformation formelles contrdlées par
la cohomologie restreinte (section 5.4). On montre notamment que 1’élément infinitésimal d’une
déformation formelle restreinte est un 2-cocycle de la cohomologie restreinte (théoreme 5.4.4),
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que deux déformations équivalentes correspondent & des 2-cocycles cohomologues (théoréme
5.4.7) et on donne une condition (cohomologique) nécessaire et suffisante pour pouvoir étendre
des déformations a un ordre supérieur (proposition 5.4.11). On conclut ce chapitre en discu-
tant des structures restreintes sur ’algebre de Heisenberg de dimension 3. On montre qu’il y a
(a isomorphisme restreint pres) trois différentes algebres de Heisenberg restreintes (théoreme
5.5.3), et on calcule pour chacune le second groupe de cohomologie restreint a coefficients ad-
joints (théoremes 5.5.7 et 5.5.9). On construit enfin des algebres de Lie-Rinehart restreintes
sur ces algebres de Heisenberg et on calcule des déformations (section 5.5.3).

Le chapitre 6 traite du cas particulier du la caractéristique p = 2. Dans une premiére sec-
tion, on adapte les définitions générales concernant les algebres de Lie restreintes au cas p = 2
en soulignant les différences avec le cas p > 2. On étudie les interactions de la 2-opération avec
les séries formelles & un parametre (équation 6.3) dans le but de mieux comprendre les déforma-
tions restreintes. Puis, on introduit un nouveau complexe de cochaines (théoréme 6.1.8) et on
montre quelques applications immédiates. La deuxieme section est consacrée aux algebres de
Lie-Rinehart restreintes en caractéristique p = 2 et a leurs déformations formelles restreintes.
On montre notamment que leurs déformations sont controlées par la cohomologie que 'on vient
d’introduire (propositions 6.2.7, 6.2.10 et 6.2.16). On étudie les déformations équivalentes et les
obstructions. Ensuite, on présente un exemple détaillé sur ’algebre de Heisenberg restreinte.
Comme dans le chapitre précédent, on classifie les structures restreintes sur ’algebre de Hei-
senberg et on décrit explicitement les seconds groupes de cohomolgie & coefficients adjoints
(théoreme 6.3.4). On calcule ensuite un exemple de structure de Lie-Rinehart restreinte sur
une algebre de Heisenberg restreinte et on étudie ses déformations.

Dans le chapitre 7, on s’intéresse aux représentations restreintes d’algebres de Lie-Rinehart
restreintes. On rappelle dans un premier temps la définition de représentation restreinte d’al-
gebres de Lie-Rinehart restreintes et on donne deux exemples immédiats. Ensuite, on s’intéresse
au produit semi-direct, que ’on divise en deux cas. Tout d’abord, on se place sur un corps de ca-
ractéristique p = 2 et on construit un produit semi-direct entre deux algebres de Lie-Rinehart
restreintes ayant la méme composante associative et dont 'une des deux a une ancre nulle.
Dans ce cas, on peut construire explicitement une 2-opération sur le produit semi-direct (pro-
position 7.2.6) et déduire une condition nécessaire et suffisante pour que ce produit semi-direct
soit équipé d’une structure d’algebre de Lie-Rinehart restreinte (proposition 7.2.7). Puis, sur
un corps de caractéristique p > 0 quelconque, on construit un produit semi-direct entre une
algebre de Lie-Rinehart restreinte et une représentation restreinte. Dans ce cas, il est plus
difficile de construire une p-opération explicite et quelques subtilités doivent étre considérées
(proposition 7.2.3). Finalement, on montre une condition nécessaire et suffisante pour que ce
produit semi-direct soit aussi équipé d’une structure de Lie-Rinehart restreinte (proposition
7.2.4). La troisieme section de ce chapitre est consacrée a I’étude de représentations restreintes
d’algebres de Lie-Rinehart restreintes en dimension infinie. Ce chapitre est issu d’un travail en
cours avec V. Futorny et A. Makhlouf.

Le huitieme et dernier chapitre présente une application supplémentaire de la cohomologie
restreinte. On construit des doubles extensions pour des super-algebres de Lie restreintes de
type quasi-Frobenius (voir définition 8.2.7), et on met en évidence des conditions nécessaires
pour que la double extension soit également restreinte. La nouveauté principale ici est que les
obstructions au processus de double extension symplectique sont encodées par la cohomologie
restreinte, au contraire du cas ordinaire (non restreint), o les obstructions sont encodées par
la cohomologie de Chevalley-Eilenberg ordinaire. Puisqu’on ne va rencontrer que des cocycles
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d’ordre 1 et 2, la méconnaissance de la cohomologie restreinte aux ordres supérieurs ne sera pas
un obstacle ici. On commence par introduire les concepts de base concernant les super-algebres
de Lie restreintes, leur cohomologie restreinte et les structures de type quasi-Frobenius dans
la section 8.2. Les sections 8.3 et 8.4 sont consacrées a la construction de doubles extensions
symplectiques. Les résultats principaux sont donnés par les théoremes 8.3.1, 8.3.4, 8.4.1 et
8.4.3. Les réciproques de ces théoremes est donnée respectivement par les théoremes 8.3.2,
8.3.5, 8.4.2 et 8.4.4. Dans la section 8.5, on étudie certains exemples de doubles extensions
symplectiques, empruntés & [BM21, GKNO04]. Ce chapitre est issu d’un travail en commun avec
S. Bouarroudj et Y. Maeda.
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Chapitre 1

Généralités sur les algébroides de Lie et
les algebres de Lie-Rinehart

Dans ce premier chapitre, on présente les objets sur lesquels porte cette these, leurs pro-
priétés et les outils permettant de les étudier. On commence par donner la définition d’une
algebre de Lie, des exemples et des propriétés immédiates, ainsi que les constructions classiques
(sous-algebres, idéaux, morphismes, représentations et dérivations). On présente ensuite la co-
homologie de Chevalley-Eilenberg, qui est un outil fondamental pour 1’étude de ces algebres et
qui reviendra tout au long de cette these. Puis, on se consacre aux algebres de Lie-Rinehart (dé-
finition 1.3.1) en commencant par leur version géométrique que sont les algébroides de Lie, avec
un certain nombre d’exemples. On présente ensuite les notions de représentation et de produit
semi-direct, d’algebre enveloppante et de cohomologie associée a une algebre de Lie-Rinehart.

1.1 Algebres de Lie

1.1.1 Généralités

K est un corps algébriquement clos, de caractéristique 0. On présente dans cette premiere
section des généralités sur les algebres de Lie, ainsi que la cohomologie de Chevalley-Eilenberg,
qui va servir tout au long de cette thése. Des références classiques sur la théorie des algebres
de Lie sont les ouvrages de Humphreys ([HJ78]) et de Jacobson ([JN62]).

Définition 1.1.1. Soit L un K-espace vectoriel. Un crochet de Lie sur L est une application
bilinéaire [-, -] : L x L — L vérifiant, pour tous z,y, z € L,

1. [z,z] = 0 (antisymétrie)
2. [z, [y, z]] + [y, [z, z]] + [z, [z, y]] = O (identité de Jacobi).
Si L est équipé d’un tel crochet, on appelle le couple (L, [-, -]) une algébre de Lie.
Exemples :
o [z,y] =0 Vz,y € L (algebre abélienne) ;
e Sipu:L x L — L est une loi d’algebre associative, alors
[xvy] = ,U,(IL', y) - M(ya x) any €L
est un crochet de Lie sur L appelé commutateur.
Conséquence importante : M, (K) munie du commutateur est une algebre de Lie, que

l'on note habituellement g, (K).
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e Si L = K2, toute application bilinéaire antisymétrique est un crochet de Lie.

o 5lh(K) ={M € M,(C), Tr(M) = 0} munie du commutateur est une algebre de Lie. On
peut écrire explicitement le crochet sur une base. Considérons les matrices

1 0 0 1 0 0
Alors {X,Y, H} est une base de sl3(K) et le crochet de Lie est donné par
[X,Y]=H, [HY]=—-2Y, [H, X]=2X.

Cette algebre est simple (voir définition 1.1.2 ci-dessous).

Définition 1.1.2. Soit L une algebre de Lie.
e Un sous-espace vectoriel H C L est une sous-algébre de Lie de L si [x,y] € H Vz,y € H.
e Un sous-espace vectoriel I C L est un idéal de L si [x,y] € I Vx € I, Yy € L.
e Une algebre de Lie non-abélienne n’admettant pour idéaux que {0} et elle-méme est
dite simple.

Définition 1.1.3. Soient (Lq,[-,]1) et (L2, [, ]2) deux algebres de Lie. Une application linéaire
@ : Ly — Lo est un morphisme d’algébres de Lie si

¢ ([z,9]1) = [p(2), 0(y)]ly Y2,y € L1.

Définition 1.1.4. Soit V' un espace vectoriel. Une application linéaire 7 : L — End(V') est
appelée représentation d’algebres de Lie si w est un morphisme d’algebres de Lie, c’est-a-dire
si

™ ([z,y]) = 7(@)7(y) — 7(y)7(x), Va,y € L.
Remarque. On dit aussi que V est un L-module.

Exemple fondamental. La représentation adjointe, donnée par

ad : L — End(L)
x+— ady 1y —> [x,y], Yo,y € L. (1.1)

Cette représentation permet de montrer le résultat suivant.

Théoréme 1.1.5 (Ado). Toute algébre de Lie de dimension finie est une sous-algébre de End(V)
munt du commutateur, pour un V convenable.

Définition 1.1.6. Soit L une algebre de Lie. Une application linéaire D : L — L est une
dérivation de L si elle vérifie 'identité de Leibniz :

Vo,y € L, D ([z,y]) = [D(x),y] + [z, D(y)].
On note Der(L) 'espace vectoriel des dérivations de L.

Proposition 1.1.7. L’espace des dérivations Der(L) muni du commutateur est une sous-algébre

de Lie de End(L).

Exemple. Pour tout z € L, 'endomorphisme ad, est une dérivation de L. Les dérivations de
cette forme sont appelées dérivations intérieures.

Algebre enveloppante. La construction de ’algebre enveloppante pour une algebre de Lie est
détaillée dans la section 1.3.3.
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1.1.2 Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

Historiquement, la cohomologie de Chevalley-Eilenberg apparait dés 1929 dans les travaux
de Cartan portant sur la topologie des groupes de Lie et des espaces homogenes, en s’inspirant
des méthodes de de Rham ([CE29]). Chevalley et Eilenberg ont ensuite généralisé cela en la
cohomologie & valeurs dans un module quelconque, que 'on présente ci-dessous ([CE48]). On
souhaite construire un complexe de cochalnes associé a L :

0 1 2 3
0—c® Lot Lo Lo L,
avec C; des L-modules et d/ des applications linéaires vérifiant d’+! o @/ = 0. On réalise cette
construction comme suit. Soient L une algebre de Lie et M un L-module. Soient m > 0 et

T, =@ T"L

m>0

I’algebre tensorielle de L. On définit alors I'algebre extérieure

AL = AL, ATL:=T"L/I,
m>0

ou [ désigne I'idéal engendré par les éléments de la forme
(1 ® - QT QX1 ® - VT +T1 Q- QT 1 QT Q-+ ® Ty

Pour m > 0 on définit alors les espaces de cochalnes

Clp(L, M) =Homg(A™L,M) pour m > 1,

Un élément de C@ (L, M) est une application ¢ : L*™ — M, m-linéaire et antisymétrique,
cette derniere condition s’énoncant

Vo € G, 0(Ta(1), - To(m)) = sign(a)p(T1, ..., Tm),

ol G,, désigne le groupe des permutation d’un ensemble & m éléments.

Remarque : si (L, [-,]) est une algebre de Lie, alors le crochet [+, -] est un élément de C2 (L, L),
I'algebre de Lie L étant vue comme un module sur elle-méme au moyen de la représentation
adjointe.

On définit ensuite les applications différentielles d%; : C& (L, M) — Céng Yo, m ), don-
nées par
dgLEgO(:El,...,l‘qul) == Z (*1)i+j_1g0([$i,$j],l’1,...:fi,...,ij,...,{L‘erl) (12)
1<i<j<m+1

m+1 ]
+ Z (_1)1'%'2 2 (xla ey fi? -~-7xm+1) )
i=1

ou le chapeau ( * ) indique que I'on omet le terme.

Proposition 1.1.8. Ces applications vérifient drggl odfp=0, VYm>0.
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Notations.
o (CP(L,M),d¥s), -, est un complere de cochaines.
e On note Z&:(L, M)_:: Ker(d%s) les m-cocycles.
e On note B (L, M) := Im(d{g ") les m-cobords.

Définition 1.1.9. Grace a la proposition 1.1.8, on a B (L, M) C Z&(L,M). On peut donc
considérer 1’espace vectoriel quotient

HE”E(L, M) = ZE”E(LaM)/BgLE(LaM)a

que I’on appelle le m®™¢ groupe de cohomologie de Chevalley-Eilenberg de L.

Point de vue de Nijenhuis-Richardson. Introduit par Nijenhuis et Richardson ([NR66], [NR67]),
ce point de vue permet d’avoir des formules plus condensées et s’avere fécond en pratique. Soient
¢ € Hom(A"L, L) et ¢ € Hom(AYL, L), on définit ¢ ® 1) € Hom(A" T4 1L, L) par

<P@¢(951, 7$n+q—1) = Z @(w(xo’(l)v"' ama(q))axtf(Q+1)"" 7xa(n+q71)) )
oc€Sh(n,q)

avec

Sh(n,q) ={0 € Gnig-1, 0(1) <---<o(g) et o(g+1) <---<o(n+qg—-1)}.

On peut alors définir le crochet de Nijenhuis-Richardson par

[0, YN =@ @1 — (=1)" D@Dy @ o,

Avec ce crochet, (Hom(A™L, L))m>0 devient une algebre de Lie graduée : le crochet vérifie en
effet I'identité de Jacobi graduée

e, [, 6]] = [lp, 0], 6] + (=)D V[, [, 6],
pour ¢ € Hom(A"L, L), ¥ € Hom(A?L, L), § € Hom(A™L, L).

Proposition 1.1.10. Soit (L, [-,-]) une algébre de Lie. Avec ce formalisme, on a

dbpe =l o]

1.2 Algébroides de Lie

De la méme fagon qu’une algebre de Lie peut se voir comme une approximation infinité-
simale (espace tangent & l'identité) d’un groupe de Lie, une algébroide de Lie est un objet
infinitésimal d’un groupoide de Lie. Pour la définition et bien davantage sur les groupoides de
Lie (notamment la correspondance entre groupoides de Lie et algébroides de Lie), on pourra
consulter [MK87]. Les algébroides de Lie ont été introduits par Pradines.

Soient M une variété réelle lisse et T'(M) son fibré tangent, c’est-a-dire I'union disjointe
des espaces tangents T,,M en tous points p de la variété M. Rappelons quun champ de vec-
teurs lisse sur M est une application X : M — T(M) telle que X(p) € T,M, Vp € M. Si
f e C>®(M), alors X(f)(p) est la dérivée directionnelle de f au point p dans la direction X (p).
On peut équiper 'espace vectoriel des champs de vecteurs lisses sur M d’une structure I’algebre
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de Lie de la fagon suivante.

Soient X,Y deux champs de vecteurs lisses sur M. On peut les écrire
X=) X9, Y=) Y0
( J
Pour f € C°°(M), on définit le crochet
(X, Y)()) = X (Y() =Y (X() =Y 3 (X707 = vI9;X7) 0. (1.3)
(]

On obtient ainsi une algebre de Lie que I'on note X(M).

Remarque. Soient M et N deux variétés de classe C'°. Une application f : M — N est dite
de classe C* si pour tout p € M, il existe une carte (U, ¢) centrée en p et une carte (V,1) de
N centrée en f(p) telles que o fop™t:p(U) — (V) est de classe C°.

Définition 1.2.1. Un algébroide de Lie est un fibré vectoriel lisse (7, g) sur M, avec w: g — M
muni

e d’une structure de Lie sur ’espace vectoriel des sections lisses de g, noté I g,
e d’un morphisme de fibré vectoriels de M lisse o : g — T'(M),
tels que
e l'application induite ' : T'g — X(M) soit un morphisme de Lie;
o Vfe€C®(M), Vo,y € I'g, on ait [z, fy] = flz,y] + ['(a)(@)(f)y.

Remarques.

1. Si (m,g) est un fibré vectoriel lisse sur une variété lisse M, une section de g est une
application s : M — g telle que w o s = id.

2. I' g peut étre équipé d’une structure de C°° (M )-module via

C®(M)xT'g—Tg
(f,z) = f(a).

Exemples :

1. L’exemple le plus simple est de prendre M un ensemble réduit a un point, et I'a = 0.
L’algébroide de Lie ainsi définie n’est autre qu’une algebre de Lie. C’est pour cette
raison qu’un algébroide de Lie peut étre considéré comme une “généralisation a plusieurs
objets” d’une algebre de Lie.

2. Si M est une variété lisse, le fibré vectoriel tangent 7'(M) équipé du crochet de Lie
des champs de vecteurs défini en (1.3) est un algébroide de Lie, avec I'ae I'application
identité de T'(M).

Définition 1.2.2. Soient (g, 7, ) et (g/, 7, a’) deux algébroides sur une méme variété différen-
tielle M. Un morphisme de fibrés vectoriels ¢ : g — ¢’ est appelé morphisme d’algébroides de

Lie s’il vérifie o/ o ¢ = « et si application induite sur I g est un morphisme de Lie.
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1.3 Algebres de Lie-Rinehart

La notion d’algebre de Lie-Rinehart est centrale dans ce travail de these. Il s’agit d’une
version algébrique des algébroides de Lie qu’on a présenté précédemment et a été introduite
par plusieurs auteurs dans les années cinquante et soixante, notamment Herz ([HJ53]), Palais
([PR61]) et Rinehart ([RG63]), ce dernier ayant notamment montré un théoreme de Poincaré-
Birkhoff-Witt. Une étude algébrique plus approfondie de ces objets a été menée plus récemment
par Huebschmann ([HJ90], [HJ98]), qui a baptisé ces structures en ’honneur de I'un des pion-
niers cités précédemment. Les algebres de Lie-Rinehart ont porté plusieurs noms au cours de
I’histoire, on peut ainsi les retrouver sous le nom “pseudo-algebres de Lie” (Herz), “d-Lie Rings”
(Palais) ou “(K, A)-Lie algebras” (Huebschmann ). On peut également trouver dans [HJ21] une
rétrospective de Huebschmann sur son travail sur les algebres de Lie-Rinehart.

1.3.1 Définition et exemples

Soit K un corps.

Définition 1.3.1. Une algébre de Lie-Rinehart sur K est un triplet (A, L, p), ou (L, [-, -]) est une
algébre de Lie sur K, A une algebre associative et commutative sur K, telles que L soit munie
d’une structure de A-module et p est une application

p: L — Der(A), x> py

appelée ancre, qui est a la fois un morphisme de A-modules et d’algebres de Lie et qui vérifie
la condition de compatibilité (parfois appelée condition de Leibniz)

[, ay] = px(a)y + a[z,y], Yx,y € L, Va € A. (1.4)

Dans tout ce manuscrit, on utilisera indifféremment les notations p(z)(a) ou p;(a) pour
désigner les images par les dérivations induites par 'ancre, pour z € L et a € A.

Remarque. La condition de compatibilité (1.4) permet de voir ’ancre comme une application
qui mesurant le “défaut de A-linéarité” du crochet de Lie.

Remarque. Soit A une algebre associative. L’espace des dérivations
Der(A)={D: A— A, D(ab) = D(a)b+ D(a)b, a,b e A}

est stable par le commutateur et peut donc étre équipé d’une structure d’algebre de Lie avec
pour crochet le commutateur.

Exemples :

1. Algebre de Lie-Rinehart triviale. Si A est une algebre associative commutative unitaire
et L une algebre de Lie, alors on peut toujours équiper le couple (A, L) d’une structure
d’algebre de Lie-Rinehart en prenant l'action triviale et I'ancre nulle. On dit qu’une
action est triviale si tout élément de A agit par zéro, sauf I’élément unité e qui agit par
e-x=uwz, Vr € L.

2. Algébre de Lie-Rinehart des dérivations. Soit A une algebre associative commutative et
Der(A) son algebre de Lie des dérivations. Le couple (A, Der(A)) peut alors étre équipé
d’une structure de Lie-Rinehart avec pour ancre 'identité de Der(A).

1. Bien que pour lui, les deux appellations ne sont pas synonymes : il préfere “Lie-Rinehart” lorsque ’algebre
associative commutative A peut varier et “(K, A)-algebre de Lie” lorsque A est fixée, voir [HJ21], Section 6.
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3. Algébroide de Lie. Si M est une variété différentielle, alors les algébroides de Lie sur M
correspondent exactement aux algebres de Lie-Rinehart sur ’algebre associative C°°(M)
dont Palgebre de Lie est de type fini et libre en tant que C'*°(M)-module.

4. Algebre de Lie-Rinehart de transformation. Soit L une algebre de Lie et A une algebre
associative commutative. On fixe un morphisme d’algebres de Lie

4: L — Der(A), z— z*.

On regarde l'algebre de Lie-Rinehart (K, L,0) et on considere le A-module libre A ® L
que 'on équipe du crochet de Lie

la®z,d @y =ad @ [z,y] — d'y*(a) @ z + azf(d) @ y.

Alors l'application A ® L — Der(A), a ® z az! est une ancre qui munit le couple
(A, A® L) d’une structure de Lie-Rinehart, appelée algebre de Lie-Rinehart de trans-
formation.

5. Algébroide d’Atiyah d’un fibré principal. Soit A une algebre associative commutative
et L une algebre de Lie. Alors A est un L-module par ’action induite par le morphisme
f introduit a ’exemple précédent. On note

e L/ =TIm(f) C Der(A);
e Der(A)l = {X € Der(A), [v!,X]=0VWv e L};
e Al ={ac A vi(a)=0Yve L} CA.

Alors AL est une sous-algebre associative commutative de A et un Der(A)L-module.
Avec ces données, on peut munir (AL, Der(A)%) d'une structure de Lie-Rinehart avec
'ancre p : Der(A)* — Der(AY), X Xar-

6. Un exemple en dimension infinie : I’algebre de Witt. On se place ici sur K = C et on
considere I'algébre associative commutative des polynomes de Laurent A = C[t, ¢~ 1].
Ses générateurs sont les t*, k € Z. Considérons son algebre de Lie des dérivations
W (1) := Der(A). Cette algebre est appelée algebre de Witt. Une base (infinie) de W (1)
est donnée par les éléments

d
X, = —t”“%, nez.

Le crochet de Lie de W (1) est alors donné par

(X0, Xm] = (n—m)Xpim.
Sik,n€eZ onatkX, = —tkt"H% = —t’””“% = Xk
On peut donc considérer une action naturelle de A sur W (1) définie par

X = Xpgp (1.5)

IL’exemple 2 de la présente liste assure qu’il existe une structure de Lie-Rinehart sur le
couple (A, W(1)) donnée par l'action précédente et p = id, puisque W (1) = Der(A).
On va montrer que c’est la seule.

Proposition 1.3.2. L unique structure de Lie-Rinehart sur le couple (A, W (1)) équipé de
Uaction (1.5) est donné par Uapplication identité de W (1).
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Preuve. Soit p: W(1) — W (1) = Der(A) une ancre sur W (1). Soit X,, € W(1), n € Z.
Puisque p est a valeurs dans W (1), il existe (r%);nez € C tels que

. Cd
p(Xa) = 3 X = = Yo rit L
€L €L ¢

Ainsi, pour un générateur t* de A, on a

Cd o
pXa) (%)= = Yo rit T2 () = = 3wk
i€z i€Z
En particulier, si p est une ancre, elle doit vérifier la condition de compatibilité (1.4).
Cette derniere s’écrit

(X, t7 - X] = t7 - [ X, Xon] + p(X0) (%) X, pour k,m,n € 7.
Or, on a
(X, t* - Xl = (0 — m — k) Xpgmak €t 5+ [ X, Xon] = (0 — m) Xy,

ce qui force I’égalité
p(Xn)(tk)Xm = —krp Xtk

On déduit donc que '
ron=1,1r,=0,1i#n.

Ainsi, p(X,,) = Xp, YR € Z. O

Définition 1.3.3 ([HJ90]). Soient (A, L,p) et (A, L, p') deux algebres de Lie-Rinehart. Un
morphisme de Lie Rinehart est donné par (¢,v) : (A, L,p) — (A, L', p'), avec ¢ : A — A’
morphisme d’algebres associatives, ¥ : L — L’ morphisme d’algebres de Lie et de A-modules
tels que

6 (pe(0)) = Pl (6(@)), Vo € L¥ac A,

Remarques. Deux observations :
e [/ peut étre vu comme un A-module via Paction a -2’ = ¢(a) - 2/, Va € A, Vo' € L.
e Si A=A et ¢ = id, on retrouve la définition plus classique qui semble étre celle
plébiscitée dans la littérature actuelle sur les algebres de Lie-Rinehart. Dans ce cas, on
écrira simplement v : (A, L, p) — (A, L', p’) pour désigner ce morphisme.

Définition 1.3.4. Soit (A, L, p) une algebre de Lie-Rinehart, une sous algebre de Lie H C L est
une sous-algebre de Lie-Rinehart si H est une A-module avec I'action induite par l'inclusion
H— L.

Définition 1.3.5. Soit (A, L, p) une algebre de Lie-Rinehart. Un idéal de Lie I C L est un idéal
de Lie-Rinehart si (A, I) posséde une structure de Lie-Rinehart avec l'ancre identiquement
nulle.

Remarque. Si (A, L, p) est une algebre de Lie-Rinehart et que I est un idéal de Lie-Rinehart,
alors la restriction du crochet de Lie & I est A-bilinéaire et (A, L/I,p) est une algebre de
Lie-Rinehart avec p le morphisme induit canoniquement de p.

Exemples :

1. Soient (A, L, p), (A, L', p") deux algebres de Lie-Rinehart et ¢ : L — L’ un morphisme
de Lie-Rinehart. Alors le noyau Ker(?)) est un idéal de Lie-Rinehart de (A, L, p).
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2. Soit (A, L,p) une algebre de Lie-Rinehart. Alors p : (A,L,p) — (A,Der(A),id) est
un morphisme de Lie-Rinehart. Ainsi, le noyau de l'ancre Ker(p) est un idéal de Lie-
Rinehart.

Soient (A, L',n), (A, L,p) et (A, L",0) trois algébres de Lie-Rinehart sur la méme algebre
associative A. On peut définir une notion de suite exacte courte
0— (A, L',n) =5 (A, L, p) = (A, L",0) — 0,

avec i et m morphismes de Lie-Rinehart respectivement injectif et surjectif tels que Ker(r) =
Im(4). Ceci implique que l'ancre n sur L’ est nulle. En effet, on an = poiet p=60om, don
n=0omoi=0.

1.3.2 Modules et représentations
On étudie les représentations de fagon plus poussée dans le chapitre 7.

Définition 1.3.6 ([SP16]). Soit (A, L, p) une algebre de Lie-Rinehart. Une représentation de
(A, L,p) est un A-module M équipé d’'un morphisme d’algebres de Lie A-linéaire 7 : L —
End(M), z+—— m, tel que

mz(am) = amgy(m) + pz(a)m, VYa € A, Ym e M, Ve € L

Si 7 n’est pas A-linéaire dans la définition précédente, la représentation est dite “faible” (voir
[PSTZ22]).

Exemples.

1. Représentation adjointe. Soit (A, L, p) une algebre de Lie-Rinehart. On peut alors consi-
dérer la représentation faible donnée par ad : L — Der(L), x +— [z, ].

2. Représentation naturelle. Soit (A, L, p) une algébre de Lie-Rinehart. Alors (A4, p) est
une représentation de (A, L, p).

Définition 1.3.7. Soient (A, L, p) une algebre de Lie-Rinehart et (M, x), (M’ ,7’') deux repré-
sentations faibles de (A, L, p). On dit qu'un morphisme de A-modules ¢ : M — M’ est un
morphisme de représentations faibles si ¢ o, = wh o ¢, Va € L.

Produit semi-direct (voir [CGL18]). Soient (A, L, p) une algebre de Lie-Rinehart et (g, [-,]q)
une algebre de Lie équipée d’une structure de A-module. On dit que (A, L, p) agit sur g s'il
existe un morphisme de K-algebres de Lie et de A-modules o : L — Der(g) tel que

a(z)(a-g) =a-a(z)(g) + pg(a)-g, Ve €L, YVae A, Vg e g.

On peut définir un crochet de Lie noté [-, ], sur le A-module L & g par

(2.9 (0], = (2231, @)= aly)g +1g. 1), Yoy € L, Vg he .
On peut également définir un morphisme de A-modules
p:L&g— Der(A)
(z,9) — p(x).

On a alors une structure d’algeébre de Lie-Rinehart sur (A4, L @ g, [, -]o) avec l'ancre p, que
Pon appelle le produit semi-direct de (A, L, p) et g.
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1.3.3 Algebre enveloppante

Dans cette section, on rappelle la construction de ’algebre enveloppante d’une algebre
de Lie-Rinehart (A, L, p). La premiere construction remonte & l'article de Rinehart ([RG63]),
mais ce dernier était principalement motivé par la (co)homologie, aussi il n’a pas étudié une
éventuelle propriété universelle. C’est Huebschmann qui a comblé cette lacune, voir par exemple
[HJ90]. Plus récemment, Saracco exprimé cette construction en termes de foncteurs adjoints
([SP22]). On pourra aussi consulter [CGL18].

Soit (L, [+, -]) une algeébre de Lie. On rappelle que son algebre tensorielle est définie par
T, =@ 1L
m>0

Soit I I'idéal bilatere de L engendré par les éléments de la forme {xr @ y — y @ z — [z, y]}. On
note alors Up, := T1, /I Valgébre enveloppante de L. Elle est équipée du produit associatif

(T1®@ QTpy, NO® - QYn) — (T1Q QT QY ® - A Yn).
Si ¢ désigne l'injection ¢ : L < 17, on a alors pour z,y € L la relation
i([z,y]) = i(@)i(y) — i(y)i(x).

Cette algebre enveloppante Uy, satisfait la propriété universelle suivante. Soient B une K-
algebre associative et j une application j : L — B telle que

J [z y]) = 3(@)i(y) — j(y)j(x) Yo,y € L.
Alors, il existe un unique morphisme d’algebres ¢ : U, — B tel que ¢ o = j.

Soit maintenant (A, L, p) une algebre de Lie-Rinehart. Alors on peut équiper A @ L d’un
crochet de Lie donné par

{(a,2), (b.y)} = (px<b> — py(a), [m,m), Va,be A, Va,y € L.

Il est alors possible de construire ’algebre enveloppante U4gy, de 'algebre de Lie A & L.
Notons i : A @ L — Uagr l'inclusion canonique et UA@L la sous-algebre de Uagq engendrée
par i(A @ L). Considérons J I'idéal bilatere de Uaqr engendré par les éléments de la forme
i(a,0)i(b,z) — i(ab, ax), pour a,b € A et x € L. Finalement, I’algébre enveloppante U(A, L, p)
de (A, L, p) est donnée par

U(A,L,p) :=Uagr/J.
Considérons les deux applications
in:A—U(A,L,p), a— (a,0); ip: L—U(AL,p), x+— (0,z).

On a alors les relations suivantes dans U (A4, L, p).

ia(ab) =1ia(a)ia(b);
ir(az) = ia(a)ip(z);
ir([v,y]) = ip(x)ip(w) —iL(y)in(z);
ir(z)ia(a) =ia(a)ir(z) +ia(pz(a))

Propriété universelle : Soient B une K-algebre associative, k4 : A — B un morphisme
d’algebres Ky, : L — B et un morphisme de Lie tels que k1 (ax) = ka(a)kr(z) et kp(x)ka(a) =
ka(a)kr(z) + Ka(pz(a)). Alors, il existe un unique morphisme d’algebres f : U(A, L, p) — B
vérifiant foip =k et foig = KA.
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1.3.4 Cohomologie des algebres de Lie-Rinehart

Soit (A, L, p) une algeébre de Lie-Rinehart et M un module de Lie-Rinehart (au sens de
la définition 1.3.6). La cohomologie de Lie-Rinehart, que I'on va décrire dans cette section, a
été introduite par Rinehart ([RG63]) puis retravaillée par Huebschmann ([HJ90]). On pourra
aussi consulter [CLPO05]. Notons A4(L) = @ A4 (L) lalgebre extérieure sur A engendrée par
n>0
le A-module L et définissons

CH(L,M)=Homy (A}(L),M).
Un élément de C"}(L, M) est une application ¢ : L™ — M qui est de plus A-multilinéaire,
c’est-a-dire telle que
SD(xl, o, Ti—1,0 - T4 + x27$i+17 te 73777,) =a- So(xla 3 Lg—1, Lgy L1, 00 71777,)
+ QO(CCl, e axifl)x;jvxi+la e ,ﬂfn).
On définit les applications cobords d" : C% (L, M) — C% (L, M) par
n+1 ]
(671(’0)(3:1’ U 71'n) = (_1)n+1 Z(_l)z_lxiso(xlv RN IR 71"71)
i=1
+(_1)n+1 Z (_1)Z+]S0([xl>$j]7$la 7:fia"' >fj7"' ,l‘n),
1<j<k<n+1

avec x1,--- ,Zn € L. On définit ensuite Hg;, (L, M) comme étant la cohomologie du complexe
de cochaines défini ci-dessus. Plus précisément, on a

Ziiin(L, M) = Ker(d"), Bi(L, M) =Im(d"™") et Hiyy, (L, M) = Ziy (L, M)/ Bin (L, M).

Remarque (Lien avec la cohomologie de Chevalley-Eilenberg). Si A = K, alors on retrouve la
définition usuelle de la cohomologie de Chevalley-Eilenberg présentée a la section 1.1.2. De fagon
générale, si on oublie la structure de A-module sur L et sur A, on obtient un homomorphisme
canonique

Hii(L,M) — HEg(L, M), n e N.
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Chapitre 2

Super-algebres de Lie-Rinehart

En physique, on différencie deux classes de particules élémentaires : les bosons, qui sont de
spin entier, et les fermions, de spin demi-entier. Les particules élémentaires de la matiere, tels
que les électrons ou les quarks (qui constituent les neutrons et protons, entre autres) sont des
fermions. Les photons (qui sont les vecteurs de l'interaction électromagnétique) et les gluons
(vecteurs de l'interaction forte) sont des bosons. Ces deux classes de particules ont des com-
portements différents : les fermions obéissent au principe le principe d’exclusion de Pauli, selon
lequel deux fermions identiques ne peuvent pas occuper le méme état quantique, au contraire
des bosons qui n’y sont pas contraints (pour cette introduction, voir [KQS10, RA07]).

Dans le Modele Standard de physique des particules, les systemes physiques sont étudiés
a I'aide de transformations. Parmi celles-ci, on appelle symétrie une transformation qui laisse
les observables du systeme inchangés. On trouve principalement deux types de symétries :
les symétries de 1’espace-temps qui agissent sur les coordonnées d’espace-temps par le biais
de certains groupes bien connus des physiciens, comme le groupe de Lorentz ou le groupe de
Poincaré, et les symétries internes qui encodent les degrés internes de liberté des particules.

L’existence de deux classes différentes de particules (bosons et fermions) suggere l'intro-
duction d’un nouveau type de symétrie qui va encoder les relations entre ces deux classes. Elle
doit notamment intégrer le fait de pouvoir transformer un boson en fermion, et vice-versa. Ces
considérations ont motivé ’étude de la supersymétrie, qui fournit également une réponse au
théoréeme “no-go” de Coleman et Mandula (1967), ce dernier ayant mis un point d’arrét aux
tentatives d’extension du groupe de Poincaré du Modele Standard. Le premier & avoir ébauché
une théorie de la supersymétrie est le japonais Miyazawa (1966), suivi par Gervais et Sakita
(1971), Golfand et Likhtman (1971 également), et Volkov et Akulov (1972), de facon indépen-
dante.

Dans le Modele Standard, les relations de commutations entre les différents opérateurs
encodant les transformations définissent une structure d’algebre de Lie. Dans le cadre de la
supersymétrie, la structure mathématique sous-jacente est alors une super-algebre de Lie (voir
définition 2.3.1). Une telle super-algebre contient des éléments pairs (“bosons”) et des éléments
impairs (“fermions”) et les relations de structure sont modifiées par l'apparition de signes qui
dépendent de la parité des éléments en jeu. Bien que ces structures se sont retrouvées en pleine
lumiere avec ’émergence de la supersymétrie, elles existaient déja auparavant, dans ’étude
des formes différentielles, de 1'algeébre extérieure d’une algebre de Lie ou de la théorie des re-
présentations des algebres de Clifford. De facon générale, I’étude des super-algebres de Lie est
fondamental aussi bien en physique des particules qu’en géométrie (voir [RA07]). Bien que la
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théorie de la supersymétrie montre ses limites et que la plupart des physiciens étudient d’autres
modeles ([BC23]), les structures d’algebres de Lie graduées, notamment les super-algebres de
Lie, conservent un role fondamental.

La généralisation de la notion d’algebre de Lie-Rinehart au cas “super” est pertinente dans
ce contexte. Ces objets interviennent en effet dans I’étude des super-algebres des opérateurs
différentiels sur des super-variétés ainsi que dans la généralisation de la notion d’algebre enve-
loppante (voir [RC20]).

Dans ce court chapitre, on introduit les structures graduées sur un espace vectoriel. Lorsque
la graduation est donnée par le groupe Zs, on parle alors de super-espace vectoriel. On peut
alors définir les “super-analogues” des structures et lois classiques (super-algebre associative,
super-algebre de Lie, super-commutativité, super-dérivations, etc.), ainsi que l’analogue de la
cohomologie de Chevalley-Eilenberg. La section 2.4 est consacrée a définir la notion de super-
algebre de Lie-Rinehart et a présenter quelques exemples classiques. On conclut ce chapitre en
donnant une technique de supérisation inspirée de [AM10] et on l'applique a l’algebre de Witt.

2.1 Généralités sur les structures graduées

Dans cette section, on rappelle les différentes notions liées aux algebres graduées, en se
concentrant spécifiquement sur le cas ou la graduation est donnée par le groupe Zs. On rap-
pelle notamment les définitions de super-algebres associatives super-commutatives et super-
algebres de Lie, ainsi que les notions connexes telles que leurs super-dérivations, en se basant
principalement sur [KV77] et [SM79]. Soit K un corps de caractéristique zéro.

Définition 2.1.1. Soit V' un K-espace vectoriel et I' un groupe.
e On dit que V est gradué par I' ou que V admet une I'-graduation s’il existe une famille

de sous-espaces vectoriels V,,, x € T" tels que V = @ V.

zel
e Un élément v € V est dit homogeéne de degré x si v € V., x € I'. Dans ce cas, on note

x = |v| le degré de v.

Si Vo= @ V. est un espace vectoriel I'-gradué, alors chaque élément ve€ V admet une
zel
décomposition unique en somme d’éléments homogenes v = E Vg, Uy € Vg, ol seuls un

zel
nombre fini de v, sont non nuls. L’élément v, est appelé composante homogéne de degré x de

V.

Définition 2.1.2. Soit V = @ V; un espace gradué. Un sous-espace W C V est gradué s’il

zel’
contient les composantes homogenes de tous ses éléments, c’est-a-dire si

W=PVv.nw.
zel

Définition 2.1.3. Soient V = @ Veet W= EB W, deux espaces gradués par le méme groupe
zel yel’
I" et soit ¢ : V — W une application linéaire.

e On dit que ¢ est homogéne de degré |¢| si Vo € T, p(V;) C Wyl
e Un morphisme d’espaces gradués est une application linéaire homogene de degré 0.
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Remarque. Avec la définition ci-dessus, il est clair que 'espace des morphismes d’espaces
gradués Homg (V, W) est lui-méme un espace gradué, la graduation étant donnée par les degrés
des morphismes.

Principe. De facon informelle, les calculs dans les espaces gradués obéissent au principe sui-
vant ! :

Si un élément de degré x est échangé avec un élément de degré y, alors un signe (—1)‘9””3”|
apparait.

Remarque importante de terminologie. Dans toute la suite, on ne considérera que des espaces
vectoriels gradués par ' = Zs, le groupe des entiers modulo 2. Dans ce cas, on désignera un objet
Zo-gradué en ajoutant le préfixe “super” devant son nom. Ainsi, un espace vectoriel Zo-gradué
est appelé super-espace vectoriel. On notera 0 et 1 les éléments de Zo, en s’autorisant 1’abus
de notations consistant & oublier la barre désignant la classe dans le quotient. Si V =V & V;
est un super-espace vectoriel, on dira qu’un élément homogene v € V' est pair s’il appartient a
Vo et impair 8’il appartient a V. La super-dimension d’un super-espace vectoriel est un couple
(n|m), avec n = dim (Vp) et m = dim(V7).

2.2 Super-algebres associatives

Définition 2.2.1. Une K-super-algébre associative est un K-super-espace vectoriel A = Ay ® A;
équipé d’une application bilinéaire (appelée multiplication) A x A — A que l’on notera par
juxtaposition, telle que

1. (ab)c = a(bc) pour tous a,b,c € A,

2. AZAJ C Ai-f—ja 1, € Zo.

On remarque que ’associativité de 'application bilinéaire ne differe pas du cas non-gradué.

En revanche, la commutativité est impactée par la graduation et est donnée pour tous a,b € A
homogenes par

ba = (—1)lelPlgp, (2.1)

Cette identité est appelée super-commutativité. On remarque que les éléments pairs commutent
avec n’importe quel élément et que les éléments impairs anti-commutent entre eux. Il est ensuite
aisé d’étendre la notion de super-commutativité aux éléments non-homogenes.

Définition 2.2.2. Une K-super-algebre associative est dite super-commutative si sa multiplica-
tion est super-commutative.

Définition 2.2.3. Soient A et B deux super-algebres associatives. Un morphisme de super-
algeébres associatives est un morphisme de super-espaces vectoriels f : A — B vérifiant de
plus

flab) = (=)l f(a) f(b), Va,be A. (2.2)

Définition 2.2.4. Soit V un super-espace vectoriel et A une super-algebre associative. On dit
que V est un A-super-module a gauche s’il existe une application

AxV —V, (a,v) — av,
vérifiant |av| = |a| + |v| et a(bv) = (ab)v, Yv € V, Va,b € A.

Remarque. La définition précédente permet de définir la notion de représentation pour une
super-algebre associative.

1. Aussi appelé regle de Koszul.

41



Chapitre 2. Super-algebres de Lie-Rinehart

2.3 Super-algebres de Lie

Définition 2.3.1. Une super-algébre de Lie L est un K-super-espace vectoriel L = Lo€P L

équipé d’un crochet [-,-] vérifiant, pour tous z,y, z € L homogenes :
1. [L“ LJ] C Li-i-j ;
2. [z,y] = —(=D)I¥[y, z] (super anti-symétrie) ;

3. (=)=, [y, 2]] + (=) 2, [z, )] + (=1)#¥ [y, [2, 2]] = 0 (super-Jacobi).

Remarques.
e L’identité de super-Jacobi est équivalente & [z, [y, 2] = [[z, 9], 2] + (=D)=¥[y, [z, 2]]
pour tous x,y, 2z € L homogenes.
e La composante paire Ly de L est une algebre de Lie.
e La composante impaire Li de L est un Ly-module.
Exemples :

1. Super-algébre de Lie des super-dérivations. Le super-espace Der(A) posséde un struc-
ture de super-algebre de Lie, équipé du crochet

[D1, Do) = Dy o Dy — (—1)PH1P2I Dy 6 Dy (2.3)

2. Super-algébre orthosymplectique (voir [AM10]). On considére la super-algebre ortho-
symplectique osp(1]2) engendrée par les éléments pairs H, X,Y et les éléments impairs

F, G avec
10 0 0 01 0 00
H=|0 0 0|, X=]00 0|, Y=|0 0 0},
0 0 —1 0 00 100
0 00 01 0
F=1]10 0|, G=[0 0 -1
010 0 0 O

Les crochets non-nuls sont donnés par

[H,X] =2X, [H,Y] = -2V, [X,Y] = H;
Y,G|=F, [X,F|=G, [H,F|=-F, [H,G] =G,
(G, F] = H, [G,G] = —2X, [F,F] =2Y.
On remarque que la partie paire 0sp(1|2)g est isomorphe a 'algebre de Lie slo.
Si K = C, considérons une forme bilinéaire non-dégénérée paire (-, -) sur C'2. On peut

alors voir 0sp(1]2) comme 'espace des matrices laissant la forme (-,-) invariante. Plus
précisément,

osp(1[2) = {31 € ghp(©). (May) = (~)M1¥ (. My, w,y € 2},

3. La super-algébre de Lie K?™. La super-algebre? de Lie K?™ est engendrée par les
générateurs xg, z1 | y1,...Ym (pair | impair), avec les crochets non-nuls donnés par

[0, yi] = —[yi>zo] = Yitl, 1 <m—1,

WirYm+1—i] = [Ymei—iys) = (1) oy, 1<i<mE

2. Cette classe d’algebres est nommeée par la lettre K en hommage a Y. Khakimdjanov.
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Dans [GKNO04], les auteurs ont montré qu’'une super-algebre de Lie de dimension n|m
a un nilindice maximal n + m — 1 uniquement lorsque n = 2 et m est impair. De plus,
pour tout m impair, il n’y a qu’'une super-algebre ayant cet indice maximal, qui est
K?™. Cette super-algebre est étudiée dans la section 8.5.

Définition 2.3.2. Soit (L1, [, ]1) et (Lo, [, ]2) deux super-algebres de Lie. Un morphisme de
super-algébres de Lie est un morphisme de super-espaces vectoriels f : L1 —> Lo vérifiant de
plus

f (f,yh) = (DY f (@), f(9)]e, Yo,y € L. (2.4)

Définition 2.3.3. Soit A une super-algebre associative. Une application D : A — A est appelée
super-dérivation (de degré |D|) de A si D est un morphisme de super-espaces vectoriels vérifiant
de plus la condition de super-Leibniz

D(ab) = D(a)b+ (—1)lPlaD(®)  Va,b e A. (2.5)
On note Der(A) le super-espace vectoriel des super-dérivations de A.

Définition 2.3.4. Soient L une super-algebre de Lie et V' un super-espace vectoriel. Une repré-
sentation de L est un morphisme gradué pair = : L — End(V).

Exemple. Pour une super-algebre de Lie L, on reprend la définition de 'action adjointe (1.1).
Alors ad est une représentation de super-algebres au sens précédent. De plus, l'identité de
super-Jacobi assure que ad, est une super-dérivation de L pour tous x € L. Comme dans le
cas non-gradué, les super-dérivations de L la forme ad, pour un x de L sont appelée super-
dérivations intérieures.

Généralisation de la cohomologie de Chevalley-Eilenberg. La cohomologie de Chevalley-FEilenberg
décrite dans la section 1.1.2 peut étre généralisée au cas des super-algebres de Lie de la facon
suivante (voir [LD75] (en russe), [CCGN20]). Soit L = Lo @ L; une super-algebres de Lie et

M un L-module gradué. Pour m > 0, la définition des espaces de cochaines CZ: (L, M) reste
inchangée par rapport a la section 1.1.2. En revanche, la définition des différentielles d{¥; (voir
équation 1.2) doit étre adaptée pour prendre en compte les degrés des éléments en jeu.

Pour ¢ € CER(L, M) et 1, ,Zmy1 € L, on définit

7
Yig = |4 (\90’ + Z |56k|> .

k=0
On peut alors définir les différentielles d% : Cfu(L, M) — CEHY (L, M) par

dglE(p($1,...,$m+1) = Z (—1)i+j+%j+'”*1vjcp([mi,a;j],a:l,...fi,...,fj,...,mm+1) (26)
1<i<j<m+1
m+1 )
+ Z (—1)Z+1+%_1’il'i ' (1,‘1, ceny J?i, PN $m+1) s
1<i

ot le chapeau (") indique que I'on omet le terme. On a alors également dgg Lo d¥; =0 et on

peut définir les cocycles, cobords et groupes de cohomologie comme dans la section 1.1.2.

2.4 Super-algebres de Lie-Rinehart

On est maintenant capable de donner la définition de super-algebre de Lie-Rinehart, ainsi
que quelques exemples, en suivant Roger ([RC20]) et Chemla ([CS95]).
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2.4.1

Définition et exemples

Définition 2.4.1. Une super-algébre de Lie-Rinehart sur un corps K est un triplet (A, L, p),
ou (L,[-,]) est une super-algebre de Lie sur K et A une super-algebre associative et super-
commutative sur K, telles que L soit munie d’une structure de A-module, et p est une appli-

cation

p: L — Der(A), x> py

appelée ancre, & valeurs dans les super-dérivations de A, qui est a la fois un morphisme de
A-modules et de super-algebres de Lie et qui vérifie la condition de compatibilité

[z, ay] = pe(a)y + (=D)4la[z 4], Yo,y € L, Va € A.

L’action de A sur L et 'ancre doivent respecter la graduation au sens suivant : |ax| = |a|+|x|
et |pz(a)] = la] + |2|.

Exemples :

1.

Super-algebre de Lie-Rinehart triviale. Soit A une super-algébre associative super-
commutative unitaire et L une super-algebre de Lie. Le couple (A, L) peut alors toujours
étre équipé d’une structure de super-algebre de Lie-Rinehart avec 'action triviale (1'é1é-
ment neutre ey de la multiplication de A agit par eg - x = x pour x € L, et tous les
autres éléments de A agissent par 0) et 'ancre identiquement nulle (p(z) = 0 Vz € L)
(voir Proposition 4.4.1).

Super-algebre de Lie des super-dérivations. Soit A une super-algebre associative super-
commutative unitaire et L = Der(A) sa super-algebre de super-dérivations. On peut
alors vérifier que la couple (A,Der(A)) est une super-algebre de Lie-Rinehart, avec
laction A ~ Der(A) donnée par (a - 9)(b) = ad(b) et Pancre triviale donnée par p(d) =
5, Vo € Der(A), Va,b € A.

Produit croisé. Voici un troisieme exemple de super-algebre de Lie-Rinehart, présenté
initialement par Chemla ([CS95]). Soit g une super-algebre de Lie, équipée du crochet
[, ], et A une super-algebre associative super-commutative. Supposons que g est équipé
de plus d’un morphisme de super-algebres de Lie

o:9— Der(A4), z+— (0, : a+—— 0z(a)).

Ainsi, o, est une super-dérivation de A. On peut alors définir une nouvelle super-algebre
de Lie en posant L := A ® g, équipée du crochet

la®z,b®y] = (-1)1ab @ [z, 9] + ac,(b) @ y — (=1)UelHD@HEDps () © 2,

pour a,b € A homogenes et x,y € g homogenes.
On étend ensuite o en un morphisme de A-modules 6 sur L = A ® g par

d(a®x):=ao(x) = aoy € Der(A).

On définit un structure de super-algebre de Lie-Rinehart sur (A, L), pour tous a,b,c € A
et x,y € g, par
(a) Action AL : AXL— L, (a,b@y)—a-(bQy)=abRy;
(b) Ancre :
L — Der(A)
a QT — page i b—> aoy(b) (=d(a®x)(b));
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¢) Montrons la compatibilité, i.e. prouvons 1’égalité
(c) g
a®z,c- (b@Y)] = pagal(e) - b y) + (~D)Ie . a@mboy.  (27)
Tout d’abord, nous avons

[a®@z,c-bRy|l=a®x,cbR y]
= (=D)llach @ [z, 9] + aop ()b @ y + (—1)*aco, (b) @ y
— cboy(a) ® o (—1)UelFlzDebl+l),

Puis, on a d’autre part

pasa(c) b2y + (=12l (o @ 2, b @y
= ao,(c)b @ y + (—1)lclla®zl ((—1)‘x||b|cab ® [z, y] + caoy(b) ® y — cboy(a) & x(—l)(|a|+|x‘)(|b|+|y‘)>
= aoy ()b @y + (=D geh @ [z, 9] + (= 1)1 aco, (b) @ y — (_1)(\al+\ml)(|cb\+|y|)Cbgy(a) R .

En conséquence de quoi, les deux cotés de I'équation (2.7) coincident. La A-linéarité
de Pancre est immédiate, la couple (A, L) est donc bien équipé d’une structure de
super-algebre de Lie-Rinehart.

2.4.2 Une technique de supérisation

Soit (A, L,p) une algebre de Lie-Rinehart. En particulier, A est une algebre associative
commutative et L est une algebre de Lie. Le but est de construire une super-algebre de Lie-
Rinehart & partir de (A, L, p) en utilisant la variable de Grassmann (impaire) 6 vérifiant la
relation 62 = 0 (voir [AM10]).

Considérons les super algebres suivantes :

o A:=Ay® Ay, avec Ag = Aet Ay =0A :={0a, a € A};
o [':=Ly® Ly, avec Lo = Aet L1 = 0L := {0z, z € L}.

Alors, A’ est une super-algebre associative super-commutative et L’ est une super-algebre
de Lie. Les vérifications des axiomes sont immédiates, les degrés étant calculés comme suit :
si a’ € Ay, alors il existe a € Ay = A tel que a’ = fa. Ainsi, |a/| = |a| 4+ || = 1. Il en va de
méme pour les éléments de L. Si un produit ou un crochet de deux éléments impairs apparait,
celui-ci est nul car 6% = 0.

Supposons de plus que § commute avec 'ancre , c’est-a-dire que pg, = 0p,, * € L. On peut
alors construire une super-algebre de Lie-Rinehart avec le couple (A’, L) de la fagon suivante.
On note a,b € Ay, a’,V/ € A1, a' =0a, b/ =0bet x,y € Ly, 2',y € L1, 2’ = 0x,y = Oy.

e On définit une action de A’ sur L’ par

a2’ =a-0x=(—1)lga . 2 =0(a - x);
a-x=(0a) x=0(a- x);
a2’ = (fa) - (0z) = (—1)IN4l92q . 2 = 0.

C’est bien une action, on a en effet (on note - par juxtaposition) :
a'(bx) = (0a)(bzx) = 0(ab)x = (a'b)x;
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a('z) = a(@b)z = (=) (ab)z = (ab');
a(bz’) = a(bbz) = (=)0l (ab) 2 = (ab)a’;
ad(Vx)=0=(ab)x;d (ba') =0 = (a'b)z; a(b'z’) =0= (ab)2’.

e On définit une ancre sur L' par

Il est immédiat de vérifier que 'ancre ainsi définie vérifie les bonnes propriétés. Par
exemple, pour la compatibilité :

[, ay] = [0z, ay] = 0 (a[w, yl + pm(a)y) = (=1)%a[fz, y] + pos(a)y = alz’, y] + pur (a)y;

[,d"y] = [z, (Ba)y] = (—1)'9'“'9<a[w7 yl + pz(a)y)z [z, y] + pe(a)y;
[z, ay'] = [2,a(0y)] = (—=1)"10[z, ay] = a[z, 9] + p=(a)y -

Le couple (A’, L') est bien équipé d’une structure de super-algebre de Lie-Rinehart avec
la construction précédente.

Exemple : super-algeébre de Witt. Utilisons la construction ci-dessus pour généraliser I’exemple
de l'algebre de Witt (voir proposition 1.3.2) au cas Zg-gradué. On s’inspire de la construction
présentée dans [AM10]. Soit 6 la variable de Grassmann impaire vérifiant 2 = 0. On considere
la super-algebre associative super-commutative A = Ag @ A1, avec Ag = C[t,t7!] et A =
0Ay = {0a, a € Ap}. Les générateurs de Ay sont th, k € Z et ceux de A; sont 0t', | € Z.
L’espace des super-dérivations Der(A) de A est alors engendré par

d d
Xn:tn%,nez, YmZOtm%,mEZ
On note alors W(1,6) := Der(A) cet espace. On peut appliquer la technique de supérisation
présentée ci-dessus au couple (A, W(1,6)) pour obtenir une super-algébre de Lie-Rinehart. La
nouvelle ancre est alors donnée pour n, k € Z par

() =~k

P(Yn)(tk) = p(@Xn)(tk) = —Okt"th = eXn(tk) = Yn(tk)§
P(Xn)(etk) = QP(XH)(tk) = eXn(tk) = Xn(etk)Q
p(Yn)(0t%) = 62p(Xn)(t") = 0.

Ainsi, on obtient

p(Xn) =id, P(Yn)\Ao =1id, p(Yn)lAl =0.
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Chapitre 3

Déformations des super-algebres de
Lie-Rinehart en caractéristique zéro

Notre but dans ce chapitre est de comprendre les déformations des super-algebres de Lie-
Rinehart sur un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Dans un article récent,
([MM20]), Mandal et Mishra ont développé une théorie des déformations des Hom-algebres de
Lie-Rinehart, qui inclut le cas des algebres de Lie-Rinehart. Notre but ici est d’étendre cette
théorie aux super-algebres de Lie-Rinehart. On construit un complexe de déformation adapté
et on montre que les déformations formelles sont controlées par la cohomologie obtenue avec
ce complexe.

Les déformations d’algebres de Lie remontent aux travaux de Nijenhuis et Richarsdon
([INR66], [NR67]), qui montrent que les résultats obtenus par Gerstenhaber pour les algebres
associatives ([GM64]) ont des analogues dans pour les algebres de Lie, en utilisant la cohomo-
logie de Chevalley-Eilenberg ([CE48]). La généralisation aux super-algebres de Lie a été faite
par Binegar ([BB86]). Le cas des algebres de Lie-Rinehart est plus compliqué, car il y aurait &
priori quatre opérations a déformer : si (A, L) est une algebre de Lie-Rinehart équipée d'une
ancre p, on pourrait chercher & déformer la multiplication associative de A, de crochet de Lie
de L, 'action A ~ L et Pancre p : L —» Der(A). Dans ce travail, on se restreint a déformer
le crochet de Lie et 'ancre. Ainsi, la multiplication associative et ’action de A sur L ne sont
pas déformées dans cette théorie. Le cas classique (non gradué) a été traité par Mandal et
Mishra dans [MM20]. Dans cet article, les auteurs proposent une théorie des déformations des
Hom-algebres de Lie-Rinehart, qui présentent des applications de structure supplémentaires.
En effet, les crochets et multiplications usuelles sont twistées par des homomorphismes. Pour
plus de résultats sur les Hom-structures, on pourra consulter [MS08], ainsi que les références
qu’il contient. Dans ce chapitre, on va adapter la méthode de Mandal et Mishra (qui trouve
elle-méme son origine dans des travaux de Crainic et Moerdijk [CMO8| sur les algébroides de
Lie) au cas des super-algebres de Lie-Rinehart.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans les deux premiéres sections, on introduit la notion
de super-multidérivation et on montre qu’il existe une correspondance bijective entre ces super-
multidérivations et les super-algebres de Lie-Rinehart sur un couple (A, L) donné (proposition
3.2.1). On utilise ensuite cette correspondance pour construire une cohomologie adaptée aux
déformations formelles. Dans les sections suivantes, on montre que les résultats usuels de théorie
des déformations restent vrais dans ce contexte. On montre que 1’élément infinitésimal d’une
telle déformation formelle est un 2-cocycle de notre complexe de déformation (théoréme 3.3.2).
On étudie ensuite I’équivalence de déformations et on montre que la trivialité du second groupe
de cohomologie implique la rigidité de la super-algebre (corollaire 3.4.6). Enfin, on s’intéresse
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aux obstructions a ’extension de déformations d’ordre fixé a I'ordre suivant. On montre que
le troisieme groupe de cohomologie controle le fait de pouvoir étendre une déformation ou non
(théoréme 3.5.4). On conclut ce chapitre en donnant un exemple concret de rigidité pour une
super-algebre de Lie-Rinehart de petite dimension.

Ce chapitre se base sur une partie du contenu de 'article [EM22], publié dans le journal
Communications in Mathematics.

Toutes les super-algebres considérées sont maintenant sur un corps algébriquement clos de
caractéristique nulle noté K.

3.1 Super-multidérivations

Soient (A, L, p) une super-algebre de Lie Rinehart sur K et M un A-module.

Définition 3.1.1 (Espace des super-multidérivations). On définit Der" (M, M) Iespace des ap-
plications multilinéaires
f . M/\(n+1) M
telles qu'il existe une application o : M®™ — Der(A) (appelée symbole) vérifiant
L. op(x1, .y QT4 oy Ty) = (—1)‘“'““H"'Hxi*')ao(aﬁl, ey Ty ooy Ty )y V1 <4 <y
2. f(x1y ey TpyaTpg1) = (—1)‘a|(‘f|+|“”1|+'"+|x"|)af(azl, s Tpg1)FO§(T15 0, ) (@) Tpg1, Va €
A.

Remarque. Avec cette définition, on peut voir que le crochet de Lie [+, -] sur L est un élément
de Der!(L, L), avec I’application symbole p.

On définit
Der*(M, M) = @ Der”(M, M), avec Der™' (M, M) = M.
n>—1

Chaque espace Der™ (M, M) admet une Zo-graduation naturelle, donnée par

|D| =j € Zy <= |D(x1, ..., Tp41)| — Z |z;| = j mod 2, pour D € Der" (M, M).

(2

On a

Der*(M, M) = €P (Der™ (M, M)) = € (Dex (M, M) & Dert (M, M)) .

n

Dans la suite, on équipe Der* (M, M) d’un crochet gradué. On adapte la formule du crochet
de Nijenhuis-Richardson ([NR67]) au cas Zg-gradué. Comme expliqué dans [VL15], ’'espace des
super-multiderivations Der* (M, M) est une algebre de Lie Z-graduée, mais n’est pas une algebre
de Lie bi-graduée.

Pour f € Der?(M, M) et g € Der?(M, M), on définit

(ng>(fE1,...,pr+q+1) = Z 5(77x17'--7xp+q+1)f (g(l"r(l)a"'ax’r(q—l-l))axq—(q—l-Q)a"'axT(p—l-q—‘rl)) )
T€Sh(g+1,p)

ou Sh(q+ 1,p) désigne I’ensemble des permutations 7 de {0,1,...,q,...p + ¢} telles que

T0)<7(l)<...<7(q) et T(g+1) <...<7(p+q).
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Le signe (7,21, ..., Tpyq+1) est défini implicitement par la permutation 7 relativement a la
parité des éléments homogenes 1, ..., Zpyq+1 € L. Par exemple, si 7 = (i, i + 1) est une
transposition élémentaire, alors

(7,1, s Tpigit) = sgn(r) (-] = (1)l

Des calculs explicites pour 7 € S3 ont été faits dans [AM10], et une formule explicite pour &
est donnée dans [BP89].

Proposition 3.1.2 ([VL15]). Soient f € Der?(M, M) et g € Der?(M, M). On définit un crochet

par
[f?g] :fog_(_l)pqgof7
avec symbole o5 g = 0yog— (=1)PMog0 f+ [0y, 04,
et [O'f,O'g](IL’l,...,IL’p+q) = Z 5(7’,3:1,...,a:p+q)[af(x7(1),...,a:T(p)),ag(a:T(pH),...,:cT(erq))].

Sh(p,q)

Muni de ce crochet, Der*(M, M) admet une structure d’algébre de Lie Z-graduée.

3.2 Cohomologie et déformations

Soit (A, L, p) une super-algebre de Lie-Rinehart. Dans la suite, on va construire un complexe
de cochaines dont la cohomologie va contréler les déformations.

Proposition 3.2.1. Il y a une correspondance bijective entre les super-algébres de Lie-Rinehart
sur le couple (A, L, p) et les éléments m € Der' (L, L) vérifiant [m, m] = 0.

Preuve. Soit (A, L, [, ], p) une super-algebre de Lie-Rinehart. on pose m := [, -], avec pour
symbole ¢, := p. On a m € Der!(L, L). L’identité de super-Jacobi pour x1, 2,23 € L s’écrit
alors
(w1, [w9, w3]] — [[21, @], w3] — (=) 12l [y, 25]] = 0.
Puisque |m| = 1, on déduit que [m, m|(x1,z2,x3) = 2m o m(x1, z2, x3). Or, en utilisant les
calculs explicites sur S3 effectués dans [AM10], on obtient

mom(x1,xe,x3) =m(m(xy,xe),x3) — (—1)|x2||x3|m (m(z1,x3), x2)
+ (=) lllzzlHlzllzalyy (g (29, 25), 21)

= (1, 2], 23] + (= D)= 1%2l [y [y, 23] — [21, [22, 23]
=0.

Réciproquement, soit m € Der! (L, L) tel que [m,m] = 0. En posant [-,-] :== m et p := oy, on
obtient une structure de super-algebre de Lie-Rinehart sur (A, L).
O

Ainsi, on peut identifier super-structures de Lie-Rinehart sur (A, L, p) avec 1’élément cor-
respondant m € Der! (L, L).
On pose
Ciop(L, L) :=Der" (L, L) et Cj (L, L) := P Ch.¢(L,L).
n>0

On équipe ensuite ce complexe d’un opérateur
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" : Cley(L, L) — C3A (L, L), D — [m, D],

que 'on peut exprimer explicitement par

(6" D) (21, ..., Tng1) = (m oD —(-1)"'Do m) (21, ey Tps1)

= Z €(T,$1,...,$n+1)m (D(xT(1)7"'7"'UT(TL))7:ET(?’L+1))

TE€Sh(n,1)
- (_1)n—1 Z E(Ta L1, -'-axn+1)D (m(xT(1)7xT(2))7$T(3)7 "'xT(n—i—l))
T7€Sh(2,n—1)
n+1

= Z g;m (D(xl, ...,.fi, ...,.’En+1),xi)
i=1
_(_1)?1—1 Z EgD(m(xz-,:):j),wl,...,a?i,...,fj,...,:cn+1),

1<i<j<n

avec ¢; et €] les signes associés aux permutations, relativement & la parité des éléments homo-
geénes o1, - ,Tp+1 € L et D € Der*(L, L).

Proposition 3.2.2. L’opérateur §* est un opérateur cobord, c’est-a-dire qu’il vérifie
"o =0, Yn > 0.

Lorsque la situation est claire, on peut simplement utiliser I’abus de notations standard
62 .= "t oo,

Preuve. Soit D € Cy,¢(L,L). On a
6*(D) = [m, [m, D]] = [[m,m], D] + (=1)""™|[m, [m, D]] = 0 — [m, [m, D]].
On a ainsi [m, [m, D]] = —[m, [m, D]], donc [m, [m, D]| = 0. O

Ceci nous permet donc de définir un complexe de cochaines, que ’on va utiliser dans la suite
pour controler les déformations formelles de super-algebres de Lie-Rinehart. On le baptise donc
cohomologie de déformation. Pour p,q € 7Z, on rappelle les définitions usuelles des p-cocycles
et g-cobords, respectivement def(L) = Ker(6?) and Bgef(L) = Im(67971). Cela nous permet
de poser H}j (L) := Zj +(L)/ B} (L) le p-tme groupe de cohomologie. En particulier, on a

Zhes(1) = Ker(s") = { D € Dex’(L), D ([, ) = [D(@), ) = (~1)¥ [D(y), 2] Yo,y € L}, et

er! ,y),2 — (~)WIF [D(z, 2 _p)lellvi+lall=l Dy 2). 2
Z;@f@:Ker(ég):{ D € Der'(L), [D(z,y), 2] — (=1 [D(x, 2), y] + (~1)lellvI+ 1= [D(y, 2), ]}_

= =D ([z,y],2) + (~D)"IFID ([z,2],y) + (- WD ([y, 2] @), Va,y,z € L

3.3 Déformations formelles

Dans cette section, on étudie les déformations formelles des super-algebres de Lie-Rinehart
et on montre qu’elles sont contrélées (dans un sens que 'on précisera) par le cohomologie
définie précédemment. Dans la suite, on ne va déformer que le crochet de Lie et I'ancre et
laisser fixées la multiplication de l’algebre associative ainsi que son action. On note K[[¢]]
(resp. L[[t]]) 'anneau des séries formelles en t & coefficients dans K (resp. I'espace formel en ¢
a coefficients dans le super-espace vectoriel L).
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Définition 3.3.1. Soit (A, L, p) une super-algebre de Lie-Rinehart sur un corps K de caractéris-
tique nulle, et soit m € Der! (L, L) la multidérivation correspondante obtenue par la proposition
3.2.1. Une déformation formelle de la super-algebre de Lie-Rinehart est donnée par une appli-
cation K[[t]]-bilinéaire

my : L x L — LI[t]], mi(z,y) thmzacy
>0

telle que mg = m et m; € Der! (L, L) avec pour symbole o,,, pour i = 1,2, -, satisfaisant de
plus [my, my] = 0, ce crochet étant le crochet Z-gradué sur Der* (L[[t]], L[[t]])-

Remarque. L’application m; définie sur L x L est étendue en une application sur L[[¢]] x L[[t]]
en utilisant la K[[¢]]-bilinéarité.

On vérifie que my est une super-multidérivation de L[[t]] de degré 1, dont le symbole est
Om, = Ztlami. Ainsi, my correspond a une structure de super-algebre de Lie-Rinehart sur
i>0
(A[[t]], L[[t]]), avec pour crochet [-,]; := my et ancre py := oy, .

Remarque. Le premier élément non-nul m;, ¢ > 1 de la déformation est appelé élément infini-
tésimal de la déformation.

Equation de déformation. Puisque m; vérifie [m;, m;] = 0, on a

my(wy, my (@, @3)) = my(ma(e1, x2), 23) + (=112 lmy (25, my (21, 23)). 3.1)

L’équation précédente est appelée équation de déformation et est équivalente & un systeme
infini obtenu en identifiant les coefficients de .

Théoréme 3.3.2. Soit m; une déformation formelle d’une super-algébre de lie-Rinehart (A, L, p).
Alors, Uélément infinitésimal de la déformation my est un 2-cocycle de la cohomologie de dé-
formation.

Preuve. En identifiant les coefficients de ¢ dans (3.1), on obtient

mq(x1, m(xzo,x3)) — my(m(xy, x2), r3) — (—1)|$1||x2|m1(x2,m(:ﬁl,:vg))

+ m(xz1, mi(x9, x3)) — m(mq(x1, x2),x3) — (—1)|x1||x2|m(x2, mi(x1,x3)) = 0.

En utilisant [AM10] pour les signes, on obtient

[m, ma) (21, 22, 3) = m(ma (1, 22), 23) — (=) m(my (1, 23), 22) + (— 1)l 222l (my (25, 25), 21)
+my(m(x1, 22), x3) — (=122l (m(2g, 23), 1) + (1)@ llZ2lH@llesly ) (29, 23), 21)
m(ma(z1,22), 23) + (1)1l (25, my (21, 23)) — m(, 21, ma (22, 73))
+mi(m(zy,x2),x3) + (—1)'11”22|m1(x2 m(x1,x3)) — my(x1, m(ze,x3))

=0.

3.4 Déformations équivalentes

Soit (A, L, p) une super-algebre de Lie-Rinehart et m la super-multidérivation associée.
Soient m; et mj deux déformations formelles de m.
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Définition 3.4.1. On dit que m; et m; sont équivalentes s'il existe un automorphisme formel
pair ®; de L[[t]], s’écrivant &, = id + Ztlgbi, avec ¢; : L — L des applications K-linéaires
i>1
paires, tel que
;o my(z,y) = me(Py(x), P4(y)), pour tous z,y € L.
On écrira my ~ mj.
Déﬁnition 3.4.2. Une déformation est dite triviale si elle est équivalente a la déformation

Zt’m avec mY = m et mY = 0 pour i > 1.
>0

Rappelons qu’on a une suite exacte courte
0 — Bis(L) — Zg,;(L) = Hj,;(L) — 0.
On note i := m(u) pour p € def(L).

Théoréme 3.4.3. Soit m;y une déformation de m, alors la classe de cohomologie de l’élément
infinitésimal mq est déterminée par la classe d’équivalence de my.

Remarque. En d’autres termes, on a my ~ mj, = my = 7771
Preuve. Soient m; et m} deux déformations équivalentes de m et ®; Pautomorphisme formel
associé. Par définition, on a @y o mj(z,y) = m(P:(x), P+(y)), ce qui peut étre rééerit
k+1 _ j+p+
Yt op(mi(zy) = Yo TP Imy(¢p(2), ¢g(y))-
k,i>0 J:p,q=>0

En identifiant les coefficients de ¢, on obtient
m1(x, y) - m/1($7y) = ¢1(m($, y)) - m(¢1(x), y) - m(.’L‘, ¢1(y))

Puisque 0(¢1) = m(o1(x),y) + m(z, ¢1(y)) — ¢1(m(z,y)), on a mj —my = §(¢1). 1l s’en suit
mj =my + 6(¢1), donc Ty = m) GHflef(L). O

Définition 3.4.4. Une super-algebre de Lie-Rinehart est dite rigide si toute déformation est
équivalente a la déformation triviale.

Théoréme 3.4.5. Toute déformation non-triviale de m € Der'(L,L) est équivalente a une
déformation dont I’élément infinitésimal n’est pas un cobord.

Remarque. Autrement dit, si tous les éléments m; de la déformation sont des cobords, alors
mg ~ mg
Preuve. Supposons que m; est un cobord : ¢ € C’éef = Der(L, L) tel que my = (o).

Montrons que m7 = 0. Posons ®; = id + t¢ et définissons mj := ®; o my o 1. On a alors
my ~ mj, ce qui implique que

> tIm(Pe(x (Z t'm ) :

3>0 >0

cette derniére égalité étant équivalente a

Yo T (gr(), di(y) = D Py (mi(w, y)).

3,k 120 ,p=>0

En identifiant les coefficients de ¢, on obtient m/ (z, y)—ma (z,y) = ¢(m(z,y))—m'(¢(x), y)—
m'(x,¢(y)) = —0(¢). On obtient alors m} —m; = —0(¢) = —my, donc m) = 0. En répétant
cet argument, on montre que si m; € B2, alors m; = 0. ]
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Corollaire 3.4.6. Si ngf(L) = 0, toute déformation est équivalente a la déformation triviale.

Preuve. Si H 3ef(L) = 0, I'élément infinitésimal est un cobord. Avec le théoreme 3.4.5, on
obtient que la déformation est triviale. ]

3.5 Obstructions

Soient (A, L,p) une super-algebre de Lie-Rinehart, m I’élément de Der(L, L) associé et
N € N, N > 1. On dit que m; est une déformation de m d’ordre N si

N
my = Z tFmy, my € Der!(L,L) et [my,my] = 0.
k=0

Soit m; une déformation de m d’ordre N. L’objectif de cette section est de comprendre
comment étendre cette déformation d’ordre N en une déformation d’ordre (N + 1), c’est-a-dire
de trouver my41 € Derl(L7 L) tel que mj = m; + tNHmNH soit une déformation de m.

La condition sur mpy41 est exprimée pour a,b,c € L par

dmy+1(a,byc) = > mi(a,mj(b,¢)) — mi(mj(a,b), c) — (—=1)1Mlm;(b,m(a, c)).
g

Définition 3.5.1. Pour a,b,c € L, on pose

On(a,b,c) = Y mi(a,m;(b,c)) —mi(mj(a,b),c) — (—1)1"1"lm;(b,m;(a, c)).
i+j=N
1,7>0
Il est clair que Oy € Cg’ef(L, L) = Der?(L, L). L’application 6y est appelée cochaine d’obstruc-
tion a ’extension de la déformation m;.

Lemme 3.5.2. On a 1

9Ar:= —-5 j{: [Tn@,rnj}
i+j=N
i,5>0

Corollaire 3.5.3. La cochaine O est un 3-cocycle.

Preuve. En utilisant 'identité de Jacobi graduée, on a

1
=3 2 [ i)
i+j=N
i,7>0
1
== Y lmmdmgl+5 3 (i mym])
i+j=N i+j=N
i,7>0 i,5>0

N

Mais

[mv QN] =0 Z Hma mi]v mj] = Z [mia [mamj]]
i+j=N i+j=N
i,j>0 i,j>0
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A j{: [ﬂ@j7[n177nin = j{: [Tni7[7n77njﬂ .
i+j=N i+j=N
i,§>0 i,§>0

d

Théoréme 3.5.4. Soit m; une déformation d’ordre N de m. Alors, my s’étend en une déforma-
tion d’ordre N + 1 si et seulement si O est un 3-cobord.

Preuve. (=) Supposons d’abord que mj une déformation d’ordre N + 1 de m. Alors, m;
vérifie I'identité de Jacobi graduée pour tous a, b, c € L, ce qui s’écrit

mi(a,m(b, ) —mi(mi(a,b), ) — (=1)“lmi (b, mj(a, ) = 0.

En développant et en identifiant les coefficients de tV !, on a

Z mi(a, m;(b, c)) —m;(m;(a,b),c) — (—1)'“”b|mi(b, mj(a,c)) =0,

i+j=N+1
0,520

ce qui est équivalent & —[m, myy1] + On(a,b,c) = 0. Ainsi, Oy(a,b,c) = §(mn41).

(«) Réciproquement, si 6 est un cobord, alors il existe ¢ € C3, 7 (L) tel que
On = dp = [m, ).

On va montrer que m} = my + ¥ 1y est une déformation d’ordre N + 1 de m. Ecrivons

Yo mila,mi(b,0)) —mi(my(a,b), ) — (=1)“Plm;(b,m;(a, ) = [m, .
i+j:_i\(f)+1

Il s’en suit que

> mila,my(b) = mi(my(a,b),¢) — (=1)Wmi(b,m;(a, ) = [m. o] = 0.
i+j=N+1
i,j>0
En utilisant cette derniére égalité, on déduit que mj est une déformation d’ordre N + 1

de m.
O

Corollaire 3.5.5. Si Hg’ef(L) = 0, toute déformation d’ordre N s’étend en une déformation
d’ordre N + 1.

3.6 Exemple de super-algebre de Lie-Rinehart rigide de type (1|1, 1]1)

Dans cette section, on développe un exemple de déformation pour une super-algebre de Lie-
Rinehart en utilisant les résultats précédents. En particulier, on montre que la super-algebre
en question est rigide. On considere les deux super-algebres suivantes :

e La super-algebre associative super-commutative unitaire Ahlz Vect (ef|e}), avec e!

unité paire et e} impair, équipée du produit efe] = 0;
e La super-algebre de Lie L}u: Vect ( il fll), avec fY pair et f{ impair, équipée du crochet

i fil= £
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On considere alors le couple (A}H’Liu)’ équipé de 'ancre nulle et de ’action donnée par
el - fi = M, A € K. On peut vérifier qu’on obtient bien ainsi une super-algebre de Lie-
Rinehart. En utilisant la proposition 3.2.1, le crochet [+, -] correspond & un élément m € Der! (L),
avec pour symbole o, = p. On va montrer que le couple (A, L) équipé de cette super-structure
de Lie-Rinehart est rigide.

Lemme 3.6.1. Soit (A, L) équipée de la super-structure décrite ci-dessus et soit D € Der™(L).
Si D =0, alors op(X)(a) =0 pour tout X € L*™ et tout a € A.

On calcule ensuite la forme explicite des éléments de def(L). Une 2-cochaine (D,op)
s’écrit de facon générale de la facon suivante :

D(f?, f?) =0, op(fD)(e}) = op(fi)(e}) =0,
D(f?, 1) = v/ + nfi, op(fD)(e1) = poel + pief,
D(ft, f) = 0of? + 0111, op(fi)(el) = qoel + qieq.

Tous les parametres qui apparaissent appartiennent a K. Les résultats suivants donnent
des conditions sur ces parametres pour que la cochaine (D,op) soit un cocycle, c’est-a-dire
appartienne a Zflef(L).

Lemme 3.6.2. Soit (A, L, p) une super-algébre de Lie-Rinehart équipée de la super-structure
décrite plus haut et soit (D,op) € def(L). Alors

D(f?, /) =0, op(fD)(e}) = op(fi)(e]) =0,
D(f?vfll) :r)/f{)a UD( {))(6%):0,
D(ft,fH=0f—~fl, |op(fi)(el) = qoel + qrel.

Preuve. Supposons que (D,op) € def(L). Alors,
0(D) = [m, D] = 0.
En évaluant cette équation sur les éléments de base f, fi de L, on trouve que
[m, D)(f1, f15 1) = =20 /7

et
[m, DI(fL fL fD) = (o + 00) f +nfi

toutes les autres combinaisons possibles étant nulles. En posant u = ug fY + u1 f{, uo,u1 € K,
v=vofY +vifl vo,v1 € K et w=wof +wyff wo, w1 €K, on a
[m, D](u, v, w) = —2ujvowiy1 fi + urviws ((70 +01) 7 + 71f11> =0.
En posant tg := —2uqvgw; et t1 := ujviwy, on obtient
{t(ﬂl +ti(vo+61) =0
tl’yl =0.

Ainsi, v1 = 0 et 79 = —01. On obtient explicitement la forme du lemme en posant 79 =: v and
0y =: 0.

Puis, on sait par le lemme 3.6.1 que oy,, p)(2)(a) = 0 pour tous z € L et a € A. Ainsi,
Olm,p] = po D +opom+[p,op] =opom, puisque p = 0. On obtient donc
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U[m,D](f{)af{))
U[m,D}(floa fll) =0
om0 (f1, f1)(e1) = on(f7)(e1) = poel + pref.

Puisque o7, p) = 0, on obtient finalement py = p; = 0.

O]

Soit A € Ccllef(L)' On a alors opo = 0. L’objectif est maintenant de décrire explicitement
BCZlef(L)' Soient Ag, A1, to, 1 € K, on pose alors

{A(f?) = Ao fY+ M A,
A(fD) = pofY + pafi.

On a alors :

[m7A](fi?v f{)) = 07
[m, A](fY, fi) = Ao,
[m, Al f1) = (201 = Xo) f1 — Aufi

Proposition 3.6.3. Soit (A, L, p) équipée de la super-structure de Lie-Rinehart décrite plus haut.
Alors Bflef(L) = def(L), ce qui implique que ngf(L) = {0}. Ainsi, (A, L,p) est rigide.

Preuve. Soit D € def (L), décrite dans le lemme 3.6.2. Il suffit de trouver A € Céef(L) vérifiant

[m, Al =D et oA =0D-

En posant

{A(f?) = Xof? + i
A(fD) = poff + el

pour Ag et o quelconques, on a [m,A] = D. Puisque op = 0, on a o, o] = po A. Ces deux
termes sont nuls, ainsi cette derniere équation est vérifiée. ]
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Chapitre 4

Classification des super-algebres de
Lie-Rinehart en caractéristique zéro

L’objectif de ce chapitre est de classifier les super-algebres de Lie-Rinehart sur le corps
des nombres complexes C en petites dimensions. De fagon tres générale, la classification d’ob-
jets mathématiques est un probleme qui peut s’aborder de différentes facons. Etant donnée
une structure algébrique, il peut étre possible de caractériser cette derniere a ’aide de ses
constantes de structures (voir section 4.1). Dans ce cas, la classification se ramene a la résolu-
tion d’équations mettant en jeu ces constantes de structure, ce qui est aisément implémentable
dans un logiciel de calcul formel. Une autre méthode est de donner les différentes classes comme
quotients d’objets libres (comme dans [AM14] pour le cas des super-algebres associatives, ar-
ticle dans lequel se cotoient cette méthode et la suivante). La derniére consiste a donner des
représentations matricielles. Par exemple, dans le cas des algebres de Lie complexes, il est
bien connu que toute algebre de Lie de dimension finie se plonge dans M,,(C), pour un certain
n € N, avec pour crochet le commutateur (Théoreme d’Ado). Ce résultat, bien que tres concret,
présente le désavantage de ne pas étre implémentable facilement sur ordinateur. Toujours pour
les algebres de Lie complexes, la classification des algebres de Lie semi-simples se fait au moyen
d’objets combinatoires tels que les systemes de racines. Tout cela est expliqué en détails dans
tout ouvrage traitant des algebres de Lie, par exemple [JN62] ou bien [HJ78].

Dans ce travail, on privilégie la méthode consistant a classifier les objets algébriques au
moyen des constantes de structure. Cette approche présente I'avantage de pouvoir étre confiée
a un logiciel de calcul formel, puisqu’elle se résume a résoudre des systemes d’équations algé-
briques. Pour classifier les super-algebres de Lie-Rinehart sur C, on a besoin de la classification
des super-algebres associatives super-commutatives et de la classification des super-algebres
de Lie. Plusieurs articles traitent de la classification des super-algebres associatives sur C
([ACZ09], [AM14], [GPT74]), dont on reprend les résultats. Pour les super-algebres de Lie, la
classification est essentiellement due & Backhouse sur le corps des nombres réels ([BN78]), ainsi
qu’a Burde et Steinhoff ([BS99]). La premiere étape a donc consisté & adapter la classification
sur R de Backhouse au cas complexe. Ceci a été fait au moyen d’un programme écrit sur le
logiciel de calcul formel Mathematica. Puis, nous avons implémenté un programme (toujours
sur Mathematica) prenant en entrée les constantes de structures d’un couple (A, L), avec A
super-algebre associative super-commutative et L super-algebre de Lie, et renvoyant en sortie
la liste de toutes les super-structures de Lie-Rinehart compatibles sur ce couple.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans une premiére section, on introduit toutes les
constantes de structure en jeu dans le cas d’une super-algebre de Lie-Rinehart et on décrit les
équations qui les gouvernent. On donne ensuite la classification des super-algebres associatives
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super-commutatives A de dimension < 4 et des super-algebres de Lie L de dimension < 4.
Puis, pour chaque couple (A, L), dim(A) < 2, dim(L) < 4, on donne la liste de toutes les
structures de super-algebres de Lie-Rinehart possibles, a ’aide du programme Mathematica
décrit précédemment. On se limite a ces petites dimensions en raison de contraintes techniques
et de temps d’exécution du programme, mais ce dernier devrait fonctionner pour n’importe
quelle dimension. Toutefois, le nombre de structures possibles croit tres rapidement des que
I’on augmente la dimension, il ne semble donc pas raisonnable de donner une liste de toutes les
super-algebres possibles en dimensions plus grandes. Les résultats sont présentés sous forme
de tableaux.

Ce chapitre se base sur une partie du contenu de l'article [EM22], publié dans le journal
Communications in Mathematics.

Le but est de décrire toutes les structures de super-algebres de Lie-Rinehart sur un couple
(A, L) lorsque dim(A) < 2 et dim(L) < 4. Cela signifie, étant données une super-algebre
associative super-commutative unitaire A et une super-algebre de Lie L, on décrit toutes les
actions A x L — L et les ancres L — Der(A) qui sont compatibles au sens de la définition
2.4.1.

4.1 Variété algébrique des super-algebres de Lie-Rinehart en dimen-
sion finie

Soit K un corps. Rappelons que A = Ay ® A; est une super-algebre associative super-
commutative unitaire et L = Ly @® L1 une super-algebre de Lie. Dans ce paragraphe, on notera
les éléments de base A par ef, s = deg(ef) € {0,1}, 1 < i < dim A, et les éléments de base L

par (ff), t = deg(f}) € {0,1}, 1 < j < dim L;. On a donc

Ay = <e? A = <621 fi

Lo=(f} Ly =
.. ’ . y 0 — fj .. ; 1= . .
1<i<dim Ag 1<i<dim A; 1<5<dim Lg 1<j<dim L;

Constantes de structure. On va représenter les quatre opérations qui interviennent dans la
structure de super-algebre de Lie-Rinehart par leurs constantes de structure. Les opérations
étant linéaires, il suffit de les donner sur les éléments de base de A et de L. L’addition des
degrés doit étre comprise modulo 2 dans la suite.

e Multiplication de A :

dimAert
st _ k s+t k .
Ges= D, Clmuneh o oGy €K
k=1
e Crochet de Lie de L :
dimLs+t

s pt1 k s+t k .
Ve 1; dioGnle > dhsygy €K

e Action de A sur L :

dim Ls+t

t k s+t k .
e - fj = kZl OG5k sy € K
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e Ancre :
dimAS+t
p(f)(ef) = kz:l GG s € K-

Les scalaires
k k k k
{Cu,sxj,t)v Ui o)) Y0 T (0.9)G) }

sont appelés les constantes de structure de la super-algebre de Lie-Rinehart (A, L, p). On peut
désormais exprimer toutes les équations définissant une structure de super-algebre de Lie-
Rinehart a ’aide des constantes de structure.

e L’associativité de la multiplication de A, donnée par I'équation (efel)e; = ef(elen’)

J
devient
dim As+t dimAt+m
k ! k ! .
D i) s omm = 2. CGomm sty V1SS dim Asprim:
k=1 k=1
(4.1)
o La super-commutativité de la multiplication de A, donnée par I’équation e; ; (— l)Stez es
devient
k k : .
G = (D g V1S k< dim Ay (4.2)
e lantisymétrie graduée du crochet, donnée par I'équation [f7, fi] = —(=1)*[f}, f7] de-
vient
k .
i) = ~(“D Ay ¥ 1<k < dim Loy (4.3)
e L’identité de Jacobi graduée, donnée par ’équation
LU £ = U B £+ (SO L 7 £)
devient
dim Lt+'m dim Ls+t
k
> AGomm Ui rm) = Z fs9)5:) L)) (4.9)
k=1
dim Lgsym

+ (=1 Z (i 5) ) Ay rsamys ¥ 1S TS dim Loy

e L’action of A sur L, donnée par 'équation (efe}) - fi* = e - (¢! - f*) devient

dimAS+t dim Lt+m
k [ _ k [ : .
kZl C(i,5) (t) Dk 5+t) (nm) = kzl b0 (nm) Vi) (etrmys ¥ 1 S U< dim Ly

(4.5)
e Le fait que 'ancre p soit un morphisme de Lie, donné par ’équation

(L fiD(ert) = p(f2)p(f)(en’) — (=1)* p(f)p(f7) (en')

devient
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dim Ls+t dim At+m
k l _ k l
Y Ao et ) = D T ) (5 () (4.6)
k=1 k=1
dim As4m
— (—]_)St Z T@,s)(n,m)réj,t)(k,s—i-m)? V 1 S l S dimAS_l,_t_;’_m;

k=1

e La A-linéarité de I'ancre, donnée par 'équation p(ef - f1)(ey') = e - p(f})(ey') devient

dim At+m dim Ls+t
k ! _ k l . .
kZl T(.6) (nm) (i) (st 4m) = kZl OGis)(G,0) T (ks (nmy> ¥ 1 S U< dim Agpypm;
(4.7)
e Le fait que p soit a valeurs dans les super-dérivations de A, donné par 1’équation
p(f)(ESen’) = p(f)(e))en — (=1)*esp(fi)(en)
devient
dimAH_m dim As+t
k l _ k l
Y Gomm s tim) = Do TG0 st (nm) (4.8)
k=1 k=1
dim As+m
+ (71)525 Z Tégi,s)(n,m)cl(j,t)(k,erm)’ V1<il<dim A5+t+m;
k=1
e La condition de compatibilité, donnée par 1’équation
[£2,€5 - f] = p(f)(e)) - f + (=1)% el - [f, £
devient
dim Lt+m dlm As+t
k l _ k !
Yo Winmmdistm = D Ts (0 kst (nm) (4.9)
k=1 k=1
dim Ls+m
+ (_1)St Z dl(ci,s)(n,m)bl(j,t)(k,s-‘rm)7 V1<Il<dimZLgtiym.
k=1

Variété algébrique des super-algebres de Lie-Rinehart. Notons pour simplifier

(c) :%%Wﬁ,OgatgLlgigA&lgngulgkgAwﬁ
(d) =df gy 0<8t<1, 1<i< Ly, 1<j< Ly, 1<k < Loy
(b)) =gy 0Sst<1 1<i<A, 1<j< Ly, 1<k < Loy
(r) =1(ggy 0Sst<1, 1<i<Lg 1<j< A, 1<k < A

Notons n = dim Ag, p = dim A1, m = dim Ly, ¢ = dim L; et soit
N = (n+p)°+(m+q)°+ (n+p)(m+q)°+ (n+p)*(m+q).
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On considere lespace affine KY. La variété algébrique des super-algebres de Lie-Rinehart,
notée LR (n|p,m|q) correspond & des points {(c), (d), (b), (7“)} de KV vérifiant les équations (4.1)

a (4.9).

On peut affiner la borne sur la dimension ci-dessus grace aux graduations des super-algebres
A et L. De nombreuses constantes de structure sont automatiquement nulles du fait que les
applications de structure (multiplication de A, crochet de Lie de L, action de A sur L, ancre)
sont de degré zéro. On obtient alors

dim (ER(n|p’m|q)> < n® + 3np? + m? + 3mg® + nm? + ng® + 2pgm + mn? + mp? + 2pgn.

Action du (super-)groupe linéaire. Si (A, L, p) est une super-algebre de Lie-Rinehart, on va
noter dans ce paragraphe p la loi associative super-commutative de A et o 'action de A sur L.
On reprend également les notations n, p, m, ¢ du paragraphe précédent. Rappelons que dans le
cas le plus général, un morphisme de super-algebres de Lie-Rinehart (A, L, p) — (A, L', p) est
un couple (¢, 1) avec ¢ : A — A’ un morphisme de super-algebre associative et ¢ : L — L' un
morphisme de super-algebres de Lie tels que

6 (p(0)) = Pl (9(a)), Va€ A Vo e L.

On peut faire agir GLp1p X GLyyyq sur la variété algébrique LR (n(p.m|q)

(GLn—H) x GLm+q> XLR (nlpmlg) — LR (nlpmlq)

¢CE#]O (c(b‘llx cb‘l)l)

ol o (Wt xp-

<(¢7¢)7(N) ['7’]7a7p)> — qu(OéOQJ)_l)OT,Z)_l
po(pop)ogp!

I est alors possible de considérer les orbites sous I'action de G Ly 4p X G Lyp44. Deux struc-
tures (p, [+, ], a, p) et (', [-,-]', &, p') sont alors isomorphes si elles sont dans la méme orbite.

4.2 Classification des super-algebres associatives et de Lie

A partir d’ici, on fixe K = C, le corps des nombres complexes. On rappelle ici la classifi-
cation des super-algebres associatives super-commutatives unitaires (tirée de [ACZ09], [AM14]
et [GP74]) et celle des super-algebres de Lie ([BP89] et [BS99]) en petites dimensions.

4.2.1 Super-algebres associatives super-commutatives unitaires

On dresse la liste des super-algebres associatives super-commutatives unitaires de dimension
plus petite ou égale a 4. Comme ci-dessus, on note les éléments de base de Ay par e? et ceux
de A; par ejl-. L’unité est €. On n’écrit que les produits non-nuls, ces derniers devant étre
complétés par super-commutativité et multilinéarité.

e les super-algebres purement impaires Ag|, sont toujours équipées d’un produit nul.

e dim A = (1|0) : Il n’y a qu’une seule super-algebre associative super-commutative uni-

taire A%‘O, dont le produit est donné par ee{ = €.

e dim A = (1|1) : Il n’y a qu’une seule super-algebre associative super-commutative uni-
taire Ahl dont le produit est donné par etel = 0.
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e dim A = (1]p), p>2: on a le résultat suivant :

Proposition 4.2.1 ([ACZ09]). Soit p > 2. Si A est une super-algébre associative de
dimension (1|p), alors (A1)? = {0}.

Preuve. On a Ag = K. Si on considere deux éléments linéairement indépendants z,y €
Ay, x # 0, on obtient 2 € Ay, ainsi que zy € Ag. il existe alors a, 3 € K tels que

z? = a et xy = . Cependant,

ar = (zx)y = x(xy) = Pz.

Il s’en suit que a et 8 doivent étre nuls, en raison de I'indépendance linéaire de x et y.

Ainsi, on a (41)% = {0}. O
e dimA = (2/|0) : il y a deux super-algebres associatives super-commutatives unitaires

non isomorphes deux-a-deux :

A%\o : tout produit non trivial est nul;

2 . 0,0 _ .0

Ajo ¢ €203 = €.
e dimA = (2|1) : il y a deux super-algebres associatives super-commutatives unitaires

non isomorphes deux-a-deux :

A%\l : tout produit non-trivial est nul;

2 .00 _ .0 1.1 _ 0,1 _ 1
A2‘1.€262—62, erer =0, ese; = ey.

e dim A = (2]2) : il y a cinq super-algebres associatives super-commutatives unitaires non
isomorphes deux-a-deux :

1 . ,00_ .0 0,1 _ 1.
Az\z- €9€y = €y, €9€e] = €7 ;
2 . 0.0 _ 0.
A2‘2. esey = €5 ;
3 . 0,1 _ 1.
A2‘2. ese] = €3]

Ag\z : tout produit non-trivial est nul;

5 . ,1,1_ 0
A2‘2 D eje; = e;.

e dim A = (3]0) : il y a quatre super-algebres associatives super-commutatives unitaires
non isomorphes deux-a-deux :

1 . ,00_.,0 ,00__0 _00_ 0.
A3‘0. €9€y = €y, €9€3 = €3, €363 = €3]
2 . .0,0_ .0 ,00_ 0.

A3\0' €56y = €5, €33 = €3;

3 . .00 _ 0.

Ajp: €263 = €35

Ag\o : tout produit non-trivial est nul;

e dim A = (3]1) : il y a cinq super-algebres associatives super-commutatives unitaires non

isomorphes deux-a-deux :
1 . ,0,0_ .0 ,0,0_ 0.
A3\1 ¢ €96y = €2, €363 = €3
2 . 0,0_,0 ,0,0__0.
A3\1 ¢ €26y = €9, €3€3 = €35

3 . .00 _ 0.
Az oesey =€y

31
4 . ,0,0_ 0.
Agy e = €35
Agu : tout produit non-trivial est nul;

e dim A = (4]0) : il y a neuf super-algebres associatives super-commutatives unitaires non
isomorphes deux-a-deux :
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1 0.0 _,0 ,00_,0 ,0,0_ 0.
A\ €262 = €3, €363 = €3, €464 = €4;
€56y = €5, €363 = €3

Degey = €y e3e3 = €3;

A4\0 bey = €3 ezel = ef;

D gy = €y, €5e3 = €3, €965 = €4, €363 =€
A4\0 (2)(2) (2)7 (2)8 g? [2]2 27 33 4
A4‘0 s eded =€l eded = el ;

. 00,0 0 ,0.,0_,0 ,0,0_ 0.

A\ ¢ €26y = €3, €363 = €3, €264 = €y,
0,0 _ 0.
A‘ ese3 = €4 ;
. 20,0 _ 0.
A4‘0 1 esez = e3;

: tout produit non-trivial est nul;
Af : tout produit non-trivial est nul;

4.2.2 Super-algebres de Lie

On dresse la liste des super-algebres de Lie de dimension plus petite ou égale a 4. Comme
précédemment, on note les éléments de base de Ly par flQ et ceux de L par f]-l. On n’écrit que les
crochets non-nuls, ces derniers devant étre complétés par super-antisymétrie et multilinéarité.

e Les super-algebres de Lie purement impaires Lgq sont toujours équipées d’un crochet
identiquement nul.

e dim L = (1]0) : il n’y a qu’'une super-algebre de Lie L}lo, dont le crochet est donné par
L7, 1] =0.
e dim L = (1]1) : il y a trois super-algebres de Lie non isomorphes deux-a-deux :
m = fl,
1\1 25 ] =

1‘1 : crochet nul.

e dim L = (1]2) : il y a six super-algebres de Lie non isomorphes deux-a-deux :

L1\2 L2, fi] = f [ Bl =pfs 0<|pl <1);

L%\z [f17f21]:f1»

L3y [ =11 U0 1) = i+ 135

Ly [ Al =pft = f2, [f), f3] = fl +pfs (0 €C);
Ly LAl =10, 13, 13 = 1

L?‘zz crochet nul.

e dim L = (1]3) : il y a huit super-algebres de Lie non isomorphes deux-a-deux :

L1\3 2 1 = 1 U Bl =pfs, [, 3] =af3 (0<|pl <lg| <1);
Lig: [0 Al =1 [ f3) = 13

Li’\gﬁ 2 = pfts [ 3] = fa, [ Bl = f3 + f35

Lig: [ 1 =pfls (), £3] = afs — f3, [F). f3] = f3 + af3, p #0;
L?\s 2, 3] = f, [ f3] = f3, poa #0;

LS [/ 1= £ U 3] = L+ 13, [ 3] = 3 + 13

Lig: UL AL =10 113, 53] = 10 [f3. 13 = 115

L§\3: crochet nul.

e dim L = (2/0) : il y a deux super-algebres de Lie non isomorphes deux-a-deux :

L%\o : crochet nul;
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2\0 [f17f]:f0-
e dim L = (2|1) : il y a six super-algebres de Lie non isomorphes deux-a-deux :
L%\l [fufl]:fz;
Lg\l [f1’f1] = f1 [fQ’fl] = f11;
Lg\l [f17f2] f27 [flvfl] 2f17
L3 7 /2] = fg, [0 H =pfl (0 #0);
Lg\l [f17f2]

Lgu : crochet nul

e dim L = (2|2) : il y a dix-huit super-algebres de Lie non isomorphes deux-a-deux :

L%\z L2, f] =L U1 1] = f2. 18 f2] = fls

L%\z 2 A = AL Bl =6, 1R Bl = L R A=~ fas

L3, [, 8] = £, [ Al =pfl R, 2] =af3, pa #0;

L3y [0 18] = f3, U0 Al =pfls [ 13 = fl+pf3, p#0;

Lg\z 25 131 = 13, R Al =pfl —afs, [, 3l =aft +pfs, ¢#0;

Lg\z 2, 18] = £3, [ Al = e+ VDA, [ Bl =pfs, (5. f31=fl, p #0;

Ll [0 081 =£3, U0 Al = 3118 [ 3] = 513, [ 1] = 13, [f3, 131 = £

Lo 2. £ =12, L, Al = oAl (A 2] = 5f3, LA fll = f25

Lo A= 12 [ fl=pfi, A 2l = (A —p)fa, [f £2]=F3

Lo R =0 [ Al =5fl (R Rl =H+3f s =13

Lyt U 21 = 03 [ Al = sl —pfs, [, Bl =pfi+sfa. L =13, 2 2] =
13, p#0;

L%\22 : [f17f2] = f& [f17f1] = flv [f207f21] = fllﬁ [fllaf%} = _%f§7 [f217f21] = f?a

L%\?’z [f17f1]:f?a [f27f2]:f27

L%\llz L2, £21 = 18, L Al = AL AL 2] = 13

L%\sz L2, 18] = £3, [ Al = 2f1, L fi] = £25

Lyn: (0 Al =f [ ol = —fa, [fl fa] = £35

L%fz L, f2] = fis U ] = f3s

L%‘SZ: crochet nul.

e dim L = (3]0) : il y a six super-algebres de Lie non isomorphes deux-a-deux :

Lzl,"0 : crochet nul;

L3o: D 18] = 9
L3, [, f9] = f1s
Lé\o L2, 18] = 13, [0, 18] = f2 + s
Lo [0, 181 =13, (1), f3) = nfS p #0;
LS (15 18] = £3, [0, 1) = =29, 19, £3) = 2195
e dim L = (3|1) : il y a sept super-algebres de Lie non isomorphes deux-a-deux :
Ly, (8 f8) = 10, 149, A = A1
L3, D 5] =10, U9, 1) = 10+ 18, [f5, fll = aftls a #0;
L3y i [0 S8 =pff — 13, 118, 151 = £ +pf3, [f5, ] = afts pa#0;
Ly (8181 = 10, [ A = 17
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3\1 [f17f2] f27[f1:f3]_]9f37[f17f1] %fll [fll,fll]:fg,p%();
3\1 L. 18 =13, [, 1] = 12+ 13, [f). = o fl UL Al =3,

L7 . : crochet nul.

3l1°
e dim L = (4]0) : il y a seize super-algebres de Lie non isomorphes deux-a-deux :

L1 . crochet nul ;

4\0‘

L4\01 [0, 139] = f3,

LZ\(): L2, 131 = 175

L4\02 2, 13 = 12, LR f8) = /2 + /5

Lio: L0151 = 3. 9. f8) =pf3. 0.< pl <1

L4\0 A8 = AU ) = 1

Lio: 2,131 = 13, [, £8] = =217, [f3, 3] = 22

LZ\OZ LY £31 = £3, (£, £3) = fi5

L4\03 2, 3] = 12, LY, 8] = 13, L2, f2 = pfS, » # 0

L4\0 25 13) = 13, [, 18] = 12, [, f2) = pf3 — aff + 2, (p,q) € C* x C ou bien
(P, q) = (0,0);

L4\0' L2, 18] = 13, LY, £8] = 4, LY £ = p(f2 + f3), p # 0

L4\0 [fl’fg]:f:g’ [flaf?,} 4(1) [flvfg]:féo;

L4\0 2 f3) = 53+ £3, 12, £81 = 3 £8, [, £ = 5.2

L4\0 LY f3) = 13, [0 ) = 3 [0, 2] = 20, [F3, 8] = 12

L4‘0 2, 3] = 13, LY 8] = f3, 12, f] = f4,

Lifo o D 31 =18, [, 81 = —pf3 + 13, [0, ] = f2, LS. 8] = f2, p # 0.

4.3 Super-dérivations de super-algebres associatives super-commutatives
unitaires

Si A est une super-algebre associative, la définition d’une super-dérivation de A a été donnée
a la définition 2.3.3. Soit maintenant (A, L, p) une super-algebre de Lie-Rinehart. Puisqu'une
ancre p : L — L correspond a une famille {p(z)},.; de super-dérivations de A, il semble
naturel d’étudier et de décrire les espaces de super-dérivations pour toutes les super-algebres
associatives que 'on rencontre. Rappelons que dans ce cas, Der(A) posseéde une structure de
super-algebre de Lie, le crochet étant donné par le super-commutateur.

Pour chaque super-algebre associative super-commutative unitaire listée précédemment, on
donne la forme générale des super-dérivations D associées. On décrit D relativement a la base

{e(l), ey, .., e el el .., e}o} de la super-algebre A};|p. On n’écrit que les valeurs non nulles.

Tous les parametres sont complexes et indépendants dans chaque colonne.

Super-algebre Super-dérivations de degré 0 Super-dérivations de degré 1
Aho 0 0
Ahl D(ei) = A\ief D(el) = M€Y
Al D(e}) = Ael + Xaed, D(ed) = Azed + Agel 0
D(el) = Ael + Aaed + Azed
Al D(ed) = Mgel + Ased + el 0
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D(e%) = /\76% + )\86% + /\96%

Ao D(e) = A€ 0
AZ, 0 0
Al D(e3) = Mie3, D(ei) = Aoej D(e3) = Mei, D(ef) = Aoed
A§|1 D(e}) = Me} D(ed) = M€
A%|2 D(ei) = Mief, D(e3) = Aoey D(eq) = Mie3, D(e3) = Ma(ef — €3)
A%, D(e}) = Mel + Xaed, D(ed) = Azed + \ged 0
A§'|2 D(e9) = M\1€Y, D(ed) = Aael + Azed, D(e9) = Mied, D(ed) = Xael + Aze),
D(e3) = (M1 + Ao)ej D(e3) = hael
Al D(e9) = M€Y, D(ed) = Aael + Azed, D(eY) = Ael + Xaed, D(el) = Azed
D(e}) = M\sel + Ased D(ed) = Xae)
A%, D(e3) = Mieg, D(eq) = Aaeq + Azes, D(e3) = Aie] + Aaey, D(ey) = Aae + Asel
D(ed) = el + (A1 — Xo)ed D(el) = =€ + Mg
Alq 0 0
Ao D(€Y) = A€ 0
A3l D(e§) = Aie§ 0
A3 D(e9) = A€ + Xaed, D(e3) = Azed + Asel 0
A3p D(e1) = Miej D(e1) = M(ef — €3 — €5)
A2, D(e}) = e, D(el) = Al D(eh) = el — )
Adn D(e) = Mie§, D(ej) = Aaej D(e3) = Mieg, D(ef) = Aoef
A3y DIER) = hies + dac, Dle) = 2cs, D(e9) = Mej, D(e1) = Aaed
D(e1) = Azeq
A3, D(€9) = A€ + A2el, D(e) = A€ + A€l D(e9) = Ael, D(e9) = Aael,
D(e}) = Asel D(e}) = Azed + Agel
Alg 0 0
Ado D(e) = Aief 0
Adlo D(e) = Mie§, D(e}) = Aaef 0
Ao D(€9) = M€l + Aae), D(e}) = 2X €] 0
A%, D(€3) = A1€d 4+ Aaed + Azel, D(e9) = 3\ie, 0
D(ef)) = 22 1€9 + 2X2¢€)
Afo D(e9) = Med + A2el, D(e) = Azl + Asel 0
Al D(€9) = Aied + A2el, D(el) = Azed + Aadel 0
A, D(e9) = A1€d + Aaed + Azel, D(e9) = 2\i€) 0
D(e9) = A€l + Asel
D(€3) = A1€d + A€l + Azel
A2|0 D(e3) = Aae3 + Ase + Agel 0
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D(eg) = /\76(2) + Aseg + /\962

4.4 Classification des super-algebres de Lie-Rinehart

Dans cette section, on présente une classification des super-algebres de Lie-Rinehart en
petites dimensions qui se base sur les résultats généraux ci-dessous ainsi que le logiciel de
calcul formel Mathematica. On n’écrit que les relations non triviales et non nulles. Si (4, L, p)
est une super-algebre de Lie-Rinehart, on note sa dimension par un quadruplet (n|p, m|q),
avec n = dim Ag, p = dim Ay, m = dim Lg, ¢ = dim L. On dit qu'une action est triviale si
e; fjt = f]t pour i =1,s =0, et 0 sinon.

4.4.1 Résultats généraux

Grace aux propriétés des degrés et avec des calculs basiques, on obtient les résultats géné-
raux suivants.

Proposition 4.4.1. Si A est une super-algébre associative super-commutative unitaire et L une
super-algebre de Lie, alors on peut toujours équiper le couple (A, L) d’une structure de super-
algebre de Lie-Rinehart en prenant ’action triviale et l’ancre nulle.

Preuwve. Si p(x)(a) =0 Vx € L, Va € A, il est clair que p : L — Der(A) est un morphisme
A-linéaire de super-algebres de Lie et que p(x) est une super-dérivation. Pour tout y € L, la
condition de compatibilité devient

[z, ay] = (=1)"Flafz, y],
qui est toujours vérifiée, puisque I'action est triviale. ]

Proposition 4.4.2. Soit (A, L, p) une super-algébre de Lie-Rinehart.
Si dim(A, L) € {(n|p,0|0), (110, m|q), (1|p,0|q)}, la seule structure de super-algébre de Lie-

Rinehart possible est celle donnée par laction triviale et l'ancre nulle.
Preuve.
1. cas (n|p,0]0) : immédiat ;
2. cas (1]0,m]q) : si €} est I'unité de A, alors €} - & = x Vo € L et p(z)(e)) =0 Vx € L;
3. cas (1|p,0|q) : Lo = {0}, donc I’action est triviale. Soit 1 <k <get1<I<p. ona
1y (1 1 0 .1
p(fi)ler) =i naers T € C-

En utilisant la A-linéarité de ’ancre, on obtient
0=ple] - fi)le) = elp(fi)(el) = et - rhnyan €l = rlenane -

Ainsi, r(lk’l)(l’l) = 0 et ’ancre s’annule.
O

Il y a quelques cas exceptionnels, trouvés par calcul formel sur ordinateur, pour lesquels la
seule structure compatible est donnée par 'action triviale et I'’ancre nulle.
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Proposition 4.4.3. Pour les super-algebres de Lie-Rinehart suivantes, la seule structure possible
est donnée par laction triviale et ’ancre nulle.

(A1|1, %|22) <A1|1’ 3\0)5 (A%\OvLi\l); (A;maLiz); (A%|0’LI|3)‘

On remarque que toutes les super-algebres associatives super-commutatives unitaires de la
liste ci-dessus ont une multiplication triviale, i.e. tous les produits sont nuls, exception faite
de ceux impliquant 'unité. On peut émettre la conjecture que si 'unique structure de super-
algebre de Lie-Rinehart possible pour un couple (A, L) est donnée par I’action triviale et I’ancre
nulle, alors A doit avoir une multiplication triviale. Ce résultat reste & démontrer.

Proposition 4.4.4.

e Sidim(A, L) = (0|p, m|0), l'action est nulle ;

e Sidim(A, L) = (n|0,0|q), 'ancre est nulle;

e Sidim(A, L) = (n|p,m|0) ou (A, L) = (n|p,0|q), les éléments de Ay agissent par O ;
o Sidim(A, L) = (n|0,m|q), les éléments de L agissent (via l’ancre) par 0.

Proposition 4.4.5. Soit (A, L,p) une super-algébre de Lie-Rinehart, avec dim(A) < 2 et L
abélienne. Alors soit laction est triviale, soit ’ancre est nulle.

Preuve. Puisque L est abélienne, la condition de compatibilité devient p(z)(a)-y =0, Vz,y €
L, Va € A.

o A= A(11|0). On a déja vu que la seule structure possible est donnée par I’action triviale
et I’ancre nulle.

o A = A(11|1). Si a = €, alors p(z)(e}) = 0, donc la condition de compatibilité est
satisfaite. Si a = e}, on a deux cas, selon de degré de .
|z] = 0 : il existe A € C tel que p(z)(el) = el. Pour y € L, on obtient Aej -y = 0. On
a alors la dichotomie suivante : ou bien A = 0, ce qui signifie que I’ancre est nulle,
ou bien e} -y = 0, ce qui signifie que 1'action est triviale.
|z = 1 : il existe A € C tel que p(z)(el) = Ae{. Pour y € L, on obtient \e? -y = 0, donc
A = 0 et 'ancre est nulle.

e A= A(z\o) On a p(z)(e)) = 0 pour tout = € L. Soit a = €Y. On a également deux cas,

selon le degré de x :

|z = 0 : il existe A\, u € C tel que p(x)(e9) = el + ped. On a alors 0 = p(x)(el) -y =
Ay + pe§ - y. Si p = 0, on obtient Ay = 0, donc A = 0 et I'ancre est nulle. Si y # 0,
onae%y:—%y.
La A-linéarité de I’ancre donne p(e) - z)(e9) = e9p(x)(e), donc ——el e = Aeéj.
On conclut que A = 0 et donc 'action est triviale.

lz] =1: p(x)(e) € (A(2|0)) = {0}, donc 'ancre est nulle.

o A= A(22|0). L’espace des super-dérivations est réduit a {0}, donc toutes les ancres sont
nulles.

O]

Dans la suite, on dresse la liste des super-algebres de Lie-Rinehart qui ne sont pas déja
classifiées par les résultats précédents. Elles sont rangées par dimension totale (n + p|m + ¢),
puis par ordre lexicographique du quadruplet (n|p, m|q) au sein de chaque classe de dimension.
Pour chaque quadruplet, un tableau donne toutes les super-algebres possibles, avec tous les
couples action / ancre compatibles. Chaque ligne d’un tableau présente une super-algebre de
Lie-Rinehart différente. On présente ici tous les tableaux avec dim(A) < 2 et dim(L) < 4.

68



Université de Haute-Alsace

4.4.2 Dimension (2|1)
Type (11, 1/0) :

La seule super-algebre de Lie-Rinehart possible est donnée par l'action triviale et l’ancre

p(f7)(e1) = Aef, A € C.

Type (2]0, 0]1) :

Le seul couple remarquable est (A2

20

L(1)|1)» équipé de l'action €9 - f{ = f{ et de I’ancre nulle.

Type (2|0, 1]0) : (A € C)
A L Action Ancre
A%IO Ly triviale p(fD)(€9) = el
A§|o Ll\o 68 : f{) = f? nulle
4.4.3 Dimension (22)
Type (1|1, 1]1) : (A € C)
A L | Action Ancre
Lipy | et fl = Aff | nulle
triviale p(f9)(ed) = e%
2
| P ekt = a0 | pUed) = —eb pUh)(ed) = —2el
11
ei - Ji =M | p(f)(el) = ef
L:ﬂl triviale p(fN)(ef) = Net
el ) =Xf{ | nulle
Type (11, 2]0) : (A, € C)
A L | Action | Ancre
Al L%\o triviale | p(f7)(ei) = ey, p(f3)(e1) = pei
11
| L%\o triviale | p(f9)(el) = Aed

Type (2|0, 0|2) :

Ici, L = L(IJ‘2 et 'ancre est toujours nulle. On liste les actions compatibles possibles pour

chaque super-algebre associative super-commutative de dimension (2|0) :
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(1 _Iu’)f21) ()‘MU’) € (CX(CX'

oA:A%m:

1. e fi=Afl, AeC;

2. 8- f = M+ ufd, 8- f3 = =3 f — ufd, (A m) € CxC*.
'A:A§|0:

Loe§- f3 =M+ f}, AeC;

2.¢3-fi=fl. 8- fi =XM1, A e C;

3. €5 f3=1f3;

d.oey-fl=fle3-fr=f1;

5. €S fl =M+ ufd, €3 fh =220 -

Type (2|0, 1]1) : (A € C)

A L Action Ancre
A%\o L%u triviale p(fD)(e3) = Aej
Li"l triviale p(fN)(€) = Aed
Lip & LYy | e§- 0 =0, e§- fl = fi nulle
Dol eg ‘ fi - fi
1)1 es- 1 = fi nulle
2 fi=f e fi=f
Type (2|0, 2]0) : (A € C)
A L | Action Ancre
triviale p(FN(ED) = Ad, p(F9)(eY) = el
Lyo | e - f§ = MY nulle
Az - f0 =+ uf9, 8 8 =—2F0 A9, u#0 nulle
1y, | e pUD() =)
3 JP = \f3 p(f7)(€]) = €
- fi=f e =5
€3 f3 = AP
) Lé|o 3 fi =M nulle
A2 - 19 =M+ Y
- fP =M+ pfd, p#0
e§ - f9 =LA (1- N8,
Lglo es-f =1 e f3=1 nulle

70




Université de Haute-Alsace Quentin Ehret

2
2000

immédiate du fait que 'espace des super-dérivations de A%lo est {0}.

Remarque. On voit que pour A = A%, toutes les ancre sont nulles. C’est une conséquence
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4.4.4 Dimension (2|3)
Type (1]1, 1]2) : (A, p, v € C)

A L Action Ancre

triviale p(f7)(el) = Aej

Lig | ef - /) =t p(D)(el) = ef
er-fi =nfs p(f7)(e1) = pey

L?\g triviale p(f9)(ed) = Aet
el - f) = pft nulle

Li’\g trlivia;e : p(fi)(ei) = )\f%

Ah1 ey~ J1 = ph p(f7)(e1) = €1

triviale p(f))(e1) = Aei

Liy | el f0 = p(ff —if3) p(F9)(ed) = (p —i)el
et - f1 = u(ft +if3) p(f7)(el) = (p +i)ei

B | edfi = pfd, it =2l | mlle
triviale p(fH)(el) = Aed

Ll | el fl = A, el f3 = puf) | nulle
i L =M+ pf nulle

Type (1]1, 2[1) : (A, u € C)

A L Action Ancre
L%u triviale p(fP)(e1) = Aej
el - fL =22+ pufd nulle
2, trliviale p(f))(e) = Aet, p(f3)(e1) = pei
ei - [ =M, el ff=nfl | p(f))(ei) = ei, p(f3)(el) = —ei
L3, | triviale p(f))(e1) = Aei
1 triviale p(f9)(ed) = Nel
A | " el =t p(I?)(e}) = pel
triviale p(fP)(e1) = Aej
i (el st =t e
er- fi =ufy p(f7)(el) = el
triviale p(f7)(e1) = Aei, p(f3)(et) = pej
LYy | ex- fi =M +uf3 nulle
et - fY = Afl, ei- f3 = pff | nulle
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Type (1[1, 30) : (A, u € C)

A L Action | Ancre
| ateh = aed p()(ed) = pel
30 | triviale o X
p(f3)(er) = ver
1 | o | riviate | o()(eh) = Ael, p(f)(eh) = pel
1)1 —
L3, | triviale | p(f9)(el) = Ael, p(f5)(ch) = pel
Lg\o triviale | p(fY)(el) = el
Lg\o triviale | p(fY)(el) = el

Type (2]0, 0|3) : On sait déja que 'ancre est nulle. Il y a trop d’actions compatibles pour les

lister ici (90 juste pour le couple (Ag\o’ L(1)|3>, par exemple).

Type (2[0, 1[2) : (A, p € C)

A L Action Ancre
L%‘Q triviale p(fP)(€9) = e
Lo | triviale p(FO)(eR) = Ach
12
| 6(2) : f21 = )\f11 nulle
3 4 . .
Lijp & Lyjp | triviale RICIERE
A%IO triviale p(fD)(€) = Aej
L6 6(2) : 21 = )\fll nulle
1]2
8- fi=-Mil+ufs, p#0
A2 o1 . nulle
- fo == fl +ufz
Ly, | 8- =15, 8- =1
nulle
1<k<5 |5} = 1
- fl=0=Nfl+nfi, n#0
A(A—1
G =200 5+ g
2 B3 = M+ 13
210 0. fl — f1 0. £1 _ yrl
J e fi=fi, es-fo =Afq
12 0 20 0 0 1 ) nulle
ey f1=f1, ea-fa = [
S fl=1rl Y- f3=xfl
68 {):fj?7 egfll:flla
4= 1
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Type (2/0,2|1) : (A\,u € C)
A L Action Ancre
L%\l triviale p(fD)(€3) = Ne
ey fV=\f nulle
L%u triviale p(f7)(€3) = Aed, p(f2)(ed) = Aej
&3 =M — ), e5- 8 =MH+f) nulle
A%\o Lg‘l triviale p(f)(€9) = Aed
3<k<s | 5= P = &
triviale p(f7)(€3) = Aed, p(f)(e3) = Aej
Lg‘l eg CfY = Af9 nulle
ey fl ==+ nfs, p#0 ulle
€9 19 =210+ Af3
&3 f1 =+
L%\l e% . 12 =AY nulle
e f3 =1/, 8- fi=f1
- fi=F e =1 & fi=f
&g fI=01=NH+13)
e f3 =M+ £3)
Lgu e% . i =+ nulle
es- fi = (1 =N = Af2,
ey f3 =1L+
eS-fl=1es- f3==f, e5-fl=f1
2|1&L2|1 - fi =/ 8 f3=15, e fl=fl nulle
A3 s fi=fi
L), s =K e f=1 nulle
- =8 =1 & fi=f
&2 fi =0 =N +nufd, n#0
e f9 =20 0 4 A9
ey [l =+
3 R=R+M5 S fi=f
Lan | @ =1+f2 mulle
S fI= M+ S fi=f
e f3 = AfY
er-fi =fi
- =0 =10 & =M
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Type (2|0, 3|0) : aucun résultat pertinent & mentionner ici.

4.4.5 Dimension (2|4)

Type (1|1, 1|3) : (A, p1,v € C)

el fl =

A L | Action
triviale Dy = Xel
Lot =nft 1) =ei
B 0 1 1 1
er- Ji = ufy 1) = pe;
i fi =nfs 1) = gei
triviale D= ded
By | b o= s
el fi = pufi 1) =el
triviale Dy = Xel
| i e = wfi 1) = pei
1 1. 40 1 1 1
e1- J1 = nfy 1) =ei
triviale Dy = Xel
o e =nh 1) = pel
L T 1_irl 1 N o1
er- i =7(fz —if3) 1) = (g —i)e;
ei f =(fz +ifs) 1) = (g +i)ei
5 | triviale Dy = Xel
s 1. 40 1
er- Ji = wh
¢ | triviale Y(el) = del
s 1. 40 1 1 1
er- Ji = ph )(e1) = €1
Lig | ei-fl=nfl, et f3 =7/l ei- fi=Af}
triviale Dy = Xel
Lo | A=A e =
13

el - f0=M1+nfs+7f3
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Type (1|1,2|2) : (A, u,7,0 € C)
A L Action Ancre
1, triviale p(f7)(el) = Ael, p(f3)(e1) = pe
ei fi =Mi, ei- fi =pfi p(fP)(ei) = e
triviale p(f7)(el) = e, p(f3)(e1) = pey
ei - fY = A=ifi + f3) p(f7)(el) = e1, p(f3)(el) = ie]
L3y | el L= A + f2), el - f3 = pu(ifi + f3) | p(fD)(el) = ei, p(f)(e1) = —iel
ei fl = Afi —ify), e 'fé) = pu(fi —if3) | p(f)(el) = ex, p(f3)(ei) = —iey
e - AL +ify), en - f3 = ulfi +ifz) | p(f)(e1) = e1, p(f7)(e1) = iey
triviale p(fD)(e1) = Aep
L3s | el - f0 = 2f4 p(f)(el) = gei
i f = Mfi p(f7)(ei) = pei
4 | triviale p(fD)(e1) = Ae
Loz 1. 70 1 0Y( 1 1
er- fi =Afi p(f1)(e1) = pey
triviale p(f9)(e}) = el
i fi = Afl —ify) p(f)(e1) = (p —ig)ey
Ly, | el fL = A(fl +if3) p(f7)(el) = (p+iq)et
ei - fI = A6fi + ) p(f7)(el) = (p — iq)ei
et fl = M—ifl +f2) p(f2)(e1) = (p +iq)ei
Ahl triviale p(fD)(e1) = Aep
LY, | el - f=M3, ei- f3 ==\ p(f7)(e1) = pei
ei - fi =M p(fP)(et) = (1 +p)ei
triviale p(fP)(el) = Ae
e [ RN DR |
el - f3=+2i\f9
8 triviale p(f9)(el) = el
Lape 1. 70 1 0y(o1) — 11
e1- f1 = uf3 p(f7)(er) = ze1
triviale p(fD)(e1) = Aep
1, [l R = Atk s = 158 AUDeD = ()]
IR T A WY pD(eb) = pel
1o | triviale p(fD)(e1) = Ae
Loz 1. 70 1 0Y(pl) — 1,1
er- f1 = nh p(f7)(e1) = g€
triviale p(fP)(e1) = Aej
A=A A =SR] ) - g
Ly, | el f3= f@pfg
AR ARSI e - -2
= 2p—i
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L [ el S =+ ufd e fi =i 4058 | e
triviale p(f7)(e1) = Aei
14 e%f21 :)‘fg p( ?)(6%)26}
2|2
et - fi =Xy
nulle
ei- fi =Af9
triviale p( 10)(6%) = 6%
1
A1\1 L%fg ei-f9 =Xy p(f7)(e1) = e
el fL = AfY nulle
triviale p(f)(e1) = Net
6%'f{)=)\f21, e%-fg:ule 0\/ 1 1 1 0

Lojy | e fi = A3 — pf?
et fL =AM, er- f3 = nfl 1 1\( 1 0
1 fi =puff = Af3
triviale p(fD)(ed) = Nel
Ly | ei- L =M, ei - f2 = nfi
et fy = puff = Af3

triviale p(fP)(e1) = Aei, p(f3)(el) = pei

trop d’actions compatibles pour étre listées | nulle

18
L2\2
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Type (]‘|1’ 3|1) : ()‘7/'L77 S (C)

A L | Action Ancre
trivale p(U8)(ed) = Ael, p(U8)(e]) = pel
Ll el 9 = \fl
i R p(f9)(e}) = e}
e1 - f3 = pfi
12 triviale p(f)(e}) = pel
311
e1-fg =Ml p(f3)(e1) = geq
2, triviale p(f5)(el) = pey
A1 et - f§ =M1 p(f3)(e1) = geq
1|1 —
H | wiviale o)) = hel, () (e]) = pel
o @%'ff:)\f? nulle
Lgu triviale p(f?)(e}) _ ,ue%
Lg‘1 triviale p(f0)(el) = pel
s p(fD)(e1) = Aep, p(f9)(e1) = pej
triviale . 1) 1
p(f3)(er) = ver
Ly | el fl =0+ ufd +~f9 | nulle
el - fl =MD, el - f9 = ufd e
et f§ =fi
Type (11, 4[0) : (A, u,7,0 € C)
A L Action | Ancre
I iviale | PUTI(ED = et p(f2)(er) = ped
4]0
p(f§)(el) =~vel, p(f)(el) = e}
| e | PUDED = el p(B)eD) = el
10
p(f9)(e1) = ver
| A ED = ek plrbed) = el
4]0
p(f2)(e1) = vei
N L3|0 triviale | p(f9)(el) = Ael, p(f9)(el) = pel
11
5 iviale p(f)(e) = Xet, p(f9)(el) = pel
4]0
p(f2)(e) = ver
L2|0 triviale | p(f9)(el) = Aed, p(f9)(el) = pet
LZ|0 triviale | p(f{)(el) = el
L§1|0 triviale | p(fO)(e!) = Xet, p(f9)(el) = pel
Lk
40 triviale | p(f9)(el) = Ael
9<k<16

78



Université de Haute-Alsace

Quentin Ehret

Type (2]0, 0|4) : On sait déja que 'ancre est nulle. Il y a trop d’actions compatibles pour les

citer icl.

Type (2/|0, 1|3) : (A € C)

A L Action Ancre
Llf‘g triviale )(€9) = Ae
ke{1,3,4,6}
triviale )(€9) = Aed
Lij ¢S f} = \f3 nulle
Agjo e§ - f3 = A1 )(e8) = €3
L?‘g tl(r)iviale )(€9) = Aed
e fi=Afl nulle
L%g triviale )(€9) = Ae
trop d’actions compatibles pour étre listées | nulle
Wy | &= di=s .
Ao | 1<ks<7 | §-fi=13 8- fi=1i
L%B trop d’actions compatibles pour étre listées | nulle
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Type (2(0,2]2) : (A, 1,7,6 € C)

A L Action Ancre
B triviale P(f2)(€9) = Ak, p(f2)(e8) = Ael
2|2 0 0 __ 0 0 1 _ 1 H
e fT =Afy, e2- fa = Afi nulle
2 . .
Lo triviale p(f7)(€9) = Ael, p(f2)(eD) = Aed
LSD triviale p(f)(€3) = Aed
3< k<15,
s fi = Af2 p(f7)(€3) = e3
k ¢{6,12,13}
LS‘Q triviale p(f7)(€9) = Aed
e fl=A2, 5 fa =21 p(f7)(e2) = €3
L%% triviale p(f7)(€9) = Aed
AéIO €S- f1 = A3, nulle
a7 triviale p(F)(€3) = Aed
2|2 0 0 __ 0 0 1 _ 1 11
e fr =Afy, ex- fa = pfi nulle
L | triviale P(F9)(e8) = A, p(f2)(e8) = el
212 0 20 _ yp0 0 ¢l _  rl
ex- f1 =Afz, ea- fa = pfi
2
o) | B A = A
’ 2
e fl =—fi +0f2, &5 fi =5 fi +f2
0 40 0 0 gl 1 nulle
ex- f3 = AfT, ex- fo = pfi
2
(W#0) > | 8- fl =Mt +ufs, - f3 == i +ufs
2
(W#0) > | 8- f{ =N+ pfd, 5 [ =227+ ufs
Ly,
e pe1r es- L=/, 8- 2 =13, I
nulle
SRRVl gi=n 8=
k ¢ {2,13,15}
e =31 -5/, &2 fS =5/ +5
) > es-fi=3M+3f, 8- fr=—%5f+35f
A L nulle
210 212 0 0 _ 100 , ip0 0 £0 i 0, 140
ex-fi=sfitsfe,ea-fo=—5f1+35/
es-fi=30—%5f 8- fr=5f+5f
L;fQ 68 10:]‘?7 engO:fg7
es-fi="f, e -fr=/fz
nulle
S f3=13,e-f2=fa
es-fi =11 8- fi=fi
e fi =1, es-f2 =13,
es-fi=f, e fr=/f
L%fg €S- fi=1f3 nulle
es-fi =10 e f3=f3
e fi=fi
L%?Q trop d’actions compatibles pour étre listées nulle

80




Université de Haute-Alsace Quentin Ehret

Type (2|0, 3|1) et Type (2|0, 4]|0) : aucun résultat pertinent & mentionner ici.

Remarque. Pour les cas non-gradués, on retrouve certains résultats obtenus dans [RE20].
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Deuxieme partie

(Super-)Algebres de Lie-Rinehart en
caractéristique positive
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Chapitre 5

Algebres de Lie-Rinehart restreintes en
caractéristique p > 3

A partir de ce chapitre, on va s’intéresser aux structures de Lie-Rinehart dans le cas ou
le corps de base est de caractéristique p > 0. Dans cette situation, davantage de structure
apparalt pour certains objets algébriques. Si A est une algebre associative sur un corps F de
caractéristique positive p, on peut regarder son algebre de Lie des dérivations Der(A). Alors, le
morphisme de Frobenius (-)P : Der(A) — End(A), D — DP est en fait un endomorphisme de
Der(A), ce qui n’est en général pas vrai en caractéristique nulle. Cette constatation, ainsi que
I’étude des propriétés issues des interactions entre ce morphisme de Frobenius et les applica-
tions structurantes de Der(A) ont conduit & la définition d’algebre de Lie restreinte!, qui est
une algebre de Lie L équipée d’une application non-linéaire notée généralement (-)[p] L — L,
respectant certaines conditions de compatibilité avec le crochet de Lie de L et sa loi additive.
Ces objets ont été introduits par Jacobson ([JN37], [JN41]) et ensuite étudiés par Hochschild
([HG54], [HG55.1], [HG55.2]). On expose ces éléments de facon détaillée dans la section 5.1.1.

En caractéristique positive p, on va s’intéresser aux algebres de Lie-Rinehart restreintes.
Elles sont apparues d’abord de facon implicite dans des travaux de Hochschild portant sur
sa théorie de Galois-Jacobson des extensions de degré 1 purement inséparables ([HG55.1]).
Elles ont ensuite été étudiées pour elles-mémes par plusieurs auteurs ([RD00], [DI12], [SC15],
[SP16]). La théorie des déformations formelles des algebres de Lie-Rinehart restreintes, ainsi
que la cohomologie associée sont étroitement liées aux algebres de Lie restreintes. La cohomolo-
gie restreinte a d’abord été définie par Hochschild en utilisant la notion d’algébre enveloppante
restreinte d’une algebre de Lie restreinte. Ce dernier a également établi une connexion entre
cette cohomologie et la cohomologie ordinaire de Chevalley-Eilenberg avec une suite exacte
a six termes ([HG54]). May a également apporté des contributions dans [MJP66]. Toutefois,
la définition de Hochschild de la cohomologie restreinte n’est pas bien adaptée aux calculs
concrets. Evans et Fuchs ont tenté de pallier cet inconvénient en construisant une nouvelle
résolution libre du corps de base a ’aide de modules sur I’algebre enveloppante restreinte, mais
leur approche n’a permis de calculer explicitement les groupes de cohomologie que jusqu’a
Pordre p dans le cas ou 'algebre de Lie restreinte est abélienne. Dans le cas général, le crochet
de Lie et la non-linéarité de 'application (-)[p} rend le probleme bien plus compliqué. Evans et
Fuchs ont néanmoins pu décrire explicitement les premier et second groupes de cohomologie
restreinte ([ET00], [EF08]). Ces descriptions sont suffisantes pour certaines interprétations al-
gébriques, mais pas pour développer une théorie complete des déformations formelles dans la

1. Cette terminologie “restreinte” n’est pas universelle dans la francophonie, c’est un choix personnel tiré de
I’anglais “restricted”. Je n’ai pas trouvé d’appellation universelle francophone de ces objets.
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veine de Gerstenhaber ([GM64]) et Nijenhuis-Richardson ([NR66], [NR67]).

Le but de ce chapitre est de comprendre les déformations formelles des algebres de Lie-
Rinehart restreintes et de montrer qu’elles sont encodées d’une certaine facon par la cohomo-
logie restreinte. Une premiere large partie du travail consiste a comprendre la construction
de Evans et Fuchs et de voir comment elle permet d’interpréter les déformations d’algebres
de Lie restreintes. Puis, nous avons étendu cela aux algebres de Lie-Rinehart restreintes en
tentant d’imiter les techniques du chapitre 3 (section 5.4). Toutefois, nous sommes limités par
la connaissance partielle de la cohomologie restreinte.

Un certain nombre des résultats précédents ne sont pas valides en caractéristique 2. Bouar-
roudj et ses collaborateur-trice:s ont largement étudié ce cas ([BB18|, [BGL09], [BLLS15],
[BLLS21] et les références qui y figurent). Plus récemment, Bouarroudj et Makhlouf ont trouvé
un complexe de cohomologie complet pour les Hom-super-algebres de Lie en caractéristique
2 et ont prouvé des interprétations algébriques intéressantes, parmi lesquelles le controle des
déformations formelles ([BM22]). La cas particulier de la caractéristique 2 est traité dans le
chapitre 6.

Le présent chapitre est organisé de la facon suivante. Tout d’abord, on rappelle la théorie
des algebres de Lie restreintes en caractéristique p, avec des exemples. On donne ensuite les
premier et second groupes de cohomologie restreinte tels que construits dans [EF08] (section
5.2). Puis, on rappelle la définition d’algebre de Lie restreinte (définition 5.3.3), on introduit le
concept de multidérivation restreinte (définition 5.3.7), et on développe une théorie des défor-
mation formelles controlées par la cohomologie restreinte (section 5.4). On conclut ce chapitre
en discutant des structures restreintes sur I’algebre de Heisenberg de dimension 3. On montre
qu’il y a (& isomorphisme restreints pres) trois différentes algebres de Heisenberg restreintes
(Théoreme 5.5.3), et pour chacune on calcule le second groupe de cohomologie restreint a co-
efficients adjoints (Théoremes 5.5.7 et 5.5.9). On construit enfin des algebres de Lie-Rinehart
restreintes sur ces algebres de Heisenberg et on calcule des déformations (section 5.5.3).

Dans ce chapitre, 'adjectif “ordinaire” signifie “non restreint” et toutes les algebres sont
supposées de dimension finie.

Ce chapitre se base en partie sur le contenu de l'article [EM23].

5.1 Algebres de Lie restreintes

Dans cette premiere section, on rappelle les fondamentaux sur les algebres de Lie restreintes,
ainsi que sur la cohomologie restreinte. Le corps de base F sera un corps de caractéristique
p > 0. Rappelons que si A est un anneau unitaire, il existe un unique morphisme d’anneaux

(p:Z—)A, n +— 1A+"‘+1A-
—_——

n termes

L’anneau Z étant principal, le noyau de ¢ est donc soit nul, soit de la forme pZ, p € N. De plus,
si A est un corps on peut montrer que p est premier. Ce nombre p est appelé la caractéristique
de 'anneau A.
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5.1.1 Du morphisme de Frobenius aux p-opérations

Cette section est tirée de [SF88|. Soit A une F-algebre associative. Pour x € A, on définit
deux applications

Ly:A— A y— 1y et R,:A— A, y+— yz.

Soit m € N. On remarque que

m

o2 (1) 1= (Lo = R (4) = (-1 f'Lz;oR;”-j@)—f<—1>m-f<jf‘>xfyxm-j. (5.1)

=0 j=0
En prenant m = p dans la formule ci-dessus, on obtient
adh(y) = 2"y — yPw.

On a ainsi une relation entre le morphisme de Frobenius x +— zP et le commutateur.
Vérifions maintenant comment ce morphisme de Frobenius interagit avec la structure de F-
espace vectoriel de A. Il est immédiat de voir que (Aa)? = APaP, pour A € F et a € A. Il reste &
étudier les interactions éventuelles entre la loi additive de A et notre morphisme de Frobenius.

Lemme 5.1.1. Soit A une F-algébre associative. I existe alors une dérivation D de A[X] telle
que ‘ .
D(aX?) = jaX’! Vj >0, Va € A.

Cas p # 2 : Soient a,b € A. On considére le polynéme (aX + b)P. Ecrivons

p—1
(aX +b)P =aP XP + VP + Z si(a,b) X", si(a,b) € A. (5.2)
i=1

Lemme 5.1.2. Avec les notations ci-dessus, on a la formule

p—1 p—1
> (aX +b)a(aX +b)P = Tisi(a,b) X (5.3)
=0 =1

Preuve. En appliquant la dérivation D du lemme 5.1.1 & I’équation (5.2), on obtient

(apo papo L—o;

) =
bP) =

p—1 p—1
D ( si(a, b)Xi) => isi(a, XL,

‘ i=1
D((aX +b)") = D ((aX +b)(aX + b))

= a(aX + b’ + (aX +b)D ((aX + b))

()

—_

(aX + b)a(aX + b)P~L,
=0

D’ou la formule (5.3). O
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Lemme 5.1.3. Si char(F) =p, on a

<—1y‘<p; 1) -1 (54)

Preuve.

p—1\ p—1)(p—-2)..3x2x1
(i —1)(i—2).. x3x2x1x(p—1—d)(p—2—14)... x3x2x1
(p=Dp—=2)..(p—17)
i(i—1)(i—2)...x3x2x1
L (CD(=2)en(=d)
i(i—1)(i—2)...x3x2x1

= (-1)%
O
Lemme 5.1.4. Avec les notations ci-dessus, on a
p—1
(a+bP =aP + b+ Z si(a,b), (5.5)
i=1
avec isi(a,b) le coefficient de X'~! dans l’expression polynomiale adZ;(ler(a).
Preuve. Avec 1’équation (5.4), on peut réécrire (5.3) pour obtenir
p—1 p—1 . R .
Z(—l)Z <p , )(aX +b)'a(aX +b)P1 = Zisi(a, b XL,
i=0 L i=1
D’autre part, en prenant m = p — 1 dans (5.1), on a
p—1
p—1 p—1—i (P — 1 i p—1—i
(ad2yyy(@) = Do (1) - J@X +bya(aX +b)
i=0
= Zisi(a, D)X car (=1)P717 = (=1)", p étant impair.
i=1
p—1
En prenant X = 1 dans les expressions précédentes, on obtient (a +b)P = aP + b + Z si(a,b),
i=1
avec is;(a, b) le coefficient de X*~! dans I’expression polynomiale adg}ib(a).
O

Cas p = 2 : Soient a,b € A. Un calcul direct donne (a + b)? = a® + b + ab + ba. D'un autre
coté, on a adgx4p(a) = ba + ab.

L’idée est maintenant de se baser sur cet exemple afin de définir une p-opération sur une
algebre de Lie quelconque.
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5.1.2 Définitions et exemples

Soit F un corps de caractéristique p # 0. Les notions de cette sections sont issues de [SF8S§]
et ont été introduites par Jacobson dans [JN37, JN41].

Définition 5.1.5 (Algebre de Lie restreinte). Une algebre de Lie restreinte sur F est une F-algebre
de Lie L équipée d’une application (=) : L — L vérifiant

L. (\x)lPl =2zl Ve e L VA€ F;

p termes
2. [:E?y[p]} = [[ [$7y]ay]7 73/]7 Vl‘,y € L7
p—1
3. (z+y)lP) = altl 4yl 43" si(2,y), Va,y € L,
=1

avec is;(,y) le coefficient de Z~1 dans ad%;i_y(x). Une telle application (=) : L — L est

appelée p-opération?.

On a la formule explicite

iSi(l‘,y): E [xla[J:Qa["' a[l‘k’f" a[mpf%[yaw”“']v
g{k, zp=a}=i—1

ou f{k, zr = x} désigne le nombre de z égaux a z.

Dans tout ce chapitre, on notera f{z} le nombre de x parmi les z5. On a alors en effet

p—1 p—1 1
Zsz'(a:,y):z; Z (21, [, [ (g o [p—2, [y, 2] -+ -]
=1 i=1 zr€{z,y}
#{k, zp=2}=i—1
= > ﬁ{i}[m, (22, [ s [Ty [Tpe1s )] -+, (5.6)

Ty 1=y, Tp==

puisque % est exactement 'inverse du nombre de x parmi les xj.
Nous avons les cas particuliers suivants :

e p=2:pour tous z,y € L, on a adzyty(x) = [z, Zx + y] = [z,y]. On en déduit que
51(:1:73/) = [xvy] AinSi7

(z+y)B =2l 2 4 [z, ).

e p=23:pourtousz,y € L,ona ad2zx+y(x) = ||z, Zzx+y, Zz+y|= Z|[x,y], z]+[[z, ], y]-
On déduit que
Sl(xa y) = Hxa y]7 y]? SQ(xv y) = 2[[$, y]? 17]
Remarque. Si la représentation adjointe ad : x +— [z, -] est fidele (ou de fagon équivalente, si
le centre de l'algebre de Lie est trivial), alors les conditions 1. et 3. de la définition 5.1.5 sont

conséquences de la condition 2. Cela vient de la preuve du théoreme de Jacobson 5.1.16, voir
le corollaire (5.1.17).

2. Comme pour les algebres restreintes, il n’y a pas de terminologie francophone établie pour cette application,
qui en anglais se dit “p-map”. L’appellation “p-opération” releve d’un choix personnel.
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Exemples :
1. Soit A une algebre associative sur F. On 1’équipe du crochet [z,y] := xy — yz. Alors
A admet une p-opération avec x — 2P, appelée morphisme de Frobenius (voir section
5.1.1).

2. Soit L une algebre de Lie abélienne. Alors, toute application f : L — L vérifiant
fAz+y) =Nf(x)+ fy), Vo,y € L, VAEF (5.7)

est une p-opération sur L. Une telle application est dite p-semilinéaire.

3. Soit F un corps de caractéristique p > 3. On considere sly(IF) = Vectp{X,Y, H} muni du
crochet [X,Y] = H, [H,X] =2X, [H,Y] = —2Y. On ’équipe d’une structure restreinte
avec la p-opération définie sur la base par XV = YIPl = o, gl — or—1F L’algebre de
Lie sly(IF) est simple, donc la p-opération est unique. En effet, deux p-opérations sur
une algebre de Lie different d’une application dont I'image est dans le centre. Ainsi, si
lalgebre est simple, le centre est réduit & {0} (voir [SF88]).

Remarque. Dans [EM22] et dans le chapitre 4, sl3(C) est notée Lg|0.

4. Soit F un corps de caractéristique p > 5. On considere V'algébre de Witt W (1) =
Vectr{e_1, eq, ..., ep—2} avec le crochet

el [ ey s ite {1 p -2
v 0 sinon;

et la p-opération

P — o
Pl =0 siio.

Alors (W(l), -], (-)[p]) est une algebre de Lie restreinte (voir [EFP16]). De plus, cette
algebre de Lie est aussi simple, donc la structure restreinte est unique.

On peut voir l'algebre de Witt comme algebre des dérivations de 'algebre associative
commutative A := F[] / (a2 — 1) (voir [EF02]). Dans ce contexte, les éléments de base

sont e; = $i+1%, le crochet étant le commutateur : si f € A, on a

1 d g d
e o Bl

- - f)=0—- i)xiﬂ'“%(f) sii+j+1€{-1,..,p—2}, 0sinon.

La p-opération est alors donnée par

d \ P d L d [p]
(xd:c> =T (m dx) =0, k# L.

5. Soit F un corps de caractéristique p > 5. On considere 1’algébre de Lie filiforme restreinte

m)(p) = Span{ey,--- ,e,}, munie du crochet [e1,e;] = e;r1, 2 < i < p— 1. Soit A\ =
(A1,---,Ap) € FP. Alors, on peut montrer que e,[f] = Apep définit une p-opération sur

m)(p) (voir [EF19]).

Définition 5.1.6. Soit (Ll, [ )1, (-)[p]l) et (Lg, [, ]2, (-)[p}?) deux algebres de Lie restreintes.
Un morphisme de Lie restreint (ou p-morphisme, ou morphisme restreint) ¢ : L1 — Lo est
un morphisme de Lie vérifiant ¢ (x[ph) = o(x)P2, Yz e L.
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Définition 5.1.7. Soit (L, [, -] (')[p]) une algebre de Lie restreinte et M un L-module. On dit

p termes
que M est un module restreint si Uaction vérifie zPl.m = |z - (z---(x-m)---) |, pourm € M
et x € L.
Définition 5.1.8. Soit (L, [ ], (~)[p]) une algebre de Lie restreinte sur F.

1. Une sous-algebre de Lie H C L est une p-sous-algébre si zl?) € H Vo € H.
2. Unidéal I C L est p-idéal si 2P € I Va € I.

Proposition 5.1.9. Soit (L, -], (-)[p]) une algébre de Lie restreinte, G une algébre de Lie et

f: L — G un morphisme de Lie tel que Ker(f) est un p-idéal de L. Alors il existe une unique
p-opération sur f(L) telle que f: L — f(L) soit un morphisme restreint.

Preuve. Soit x € L et y = f(z). On pose y?! = f(zlP)). Alors, si x1, zp € L vérifient
f(z1) = f(x2), on a x; — z2 € Ker(f). De plus, on a

p—1
W = (21— w2) + 22) = (21 — )P+ 2+ 3 i1 — 22, 2).
=1

En appliquant f & cette équation, on obtient f (I[lp ]) =f (ac[Qp }), donc la p-opération est bien
définie. Les autres propriétés sont immédiates. O

Corollaire 5.1.10. Si I C L est p-idéal d’une algebre de Lie restreinte (L, [, ], (')[p]), on peut

définir (x + D) .= 2Pl 4 T. Ainsi, ’algébre de Lie quotient L/ est restreinte et la projection
L — L/I est un morphisme restreint.

Définition 5.1.11. Soit (L, -], (~)[p]> une algebre de Lie restreinte.

1. Un p-idéal I C L est dit p-nilpotent s'il existe n € N tel que IP1" = 0.
2. Un élément z € L est dit p-nilpotent s’il existe n € N tel que (zP))™ = 0.

3. Un p-idéal I est dit p-nil si tous ses éléments sont p-nilpotents.

5.1.3 Existence de p-opérations

Soit L une algebre de Lie et S C L un sous-ensemble. On note son centralisateur
Cr(S)={zeL, [x,s]=0VseS}.
Si S = L, on notera simplement Cr(L) = C(L).

Proposition 5.1.12. Soient (L, [-,-], (:)!)) une algébre de Lie restreinte et ()P : L — L une
application. Alors

[p1 est une p-opération sur L <= 3f : L — C(L) p-semilinéaire telle que ()P = ()P4 f.

Preuve. Supposons que (-)[P' est une p-opération. Posons alors f : L — L, & +—s zPlt — zlpl,
On a ady,(y) =0, Vz,y € L. Ainsi, f(L) C C(L). Il reste & montrer que f est p-semilinéaire,
ce qui est presque immédiat :

FOz+1y) = Az +y)Ph — Oz + )P
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p—1 p—1
= \PglPlt 4 glPh Z sihz,y) — APzl — gl — Z si(z,y)
i=1 =1

= Nf(z)+ f(y).

Réciproquement, supposons que f soit une application p-semilinéaire telle que (~)[p]1 =
()P + f, avec ()P une p-opération. Alors

(@ +y)Ph = (@ + )P + fla+y)

p—1
= alPl 4yl 3" si(2,y) + f2) + f(y)

i=1

p—1
= gl 4 ylPh 4 Z si(z,y).
i=1

Ainsi, (-)P) est une p-opération. O

En particulier, les p-opérations sur L forment un espace affine sur l’espace vectoriel des
applications p-semilinéaires L — C'(L).

Corollaire 5.1.13. Awvec les notations précédentes, on a :
1. Si C(L) = {0}, alors L admet au plus une p-opération ;
2. Si deux p-opérations coincident sur une base de L, elles ont égales;

3. Si (L,[-,-], ()Y est une algébre de Lie restreinte, il existe une p-opération sur L qui
s’annule sur les éléments centrauz de L.

Corollaire 5.1.14. Soit L une algebre de Lie restreinte simple. Alors, la p-opération est unique.

Preuve. Si L est simple (non abélienne), alors son centre est réduit a {0}. Par le corollaire
précédent, la p-opération est unique. O

Corollaire 5.1.15. Soit L une algebre de Lie abélienne. Alors toute application p-semilinéaire
f: L — L est une p-opération sur L.

Preuve. Puisque L est abélienne, ’application nulle z —— 0 est une p-opération sur L. O

Rappelons que si L est une algebre de Lie, on note U(L) son algebre enveloppante, qui peut
étre muni d’une structure de Lie avec le commutateur.

Théoréme 5.1.16 (Théoréeme de Jacobson ([JN62])). Soit L une algébre de Lie de dimension n
sur un corps F de caractéristique p. Supposons que (ej)je{l,m,n} soit une base de L telle qu’il

p
existe y; € L, (adej) = ady;. Alors, il existe exactement une p-opération (-)[p} sur L telle que

eg-p]:yj, Vi=1,---,n.

Preuve. Puisque adf, = ad,;, on a 0 = (ad’e)j - ady].) (z) Yz € L. On obtient donc
0= (adﬁj —ady].) (2) = [e? — yj,z} , Vze L.
On en déduit que e? —y; € Cy( £)(L). On peut ainsi définir une application p-semilinéaire
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f:L— Cypy(L), f Zajej :zZa?(w—e?), a; €F.
J J

puis, on pose
Vi={zxeL, 2+ f(z) € L}.

p—1
On a (ax + y)? + f(ax + y) = aPxP + yP + Z si(ax,y) + o’ f(x) + f(y) € L, donc V est un
i=1
sous-espace de L. Mais la base (e;); de L est contenue dans V', donc V' = L. On en déduit que
2P+ f(z) € L Vz € L. En appliquant la proposition 5.1.12, on obtient que (:)IP : z — 2P+ f(x)
est une p-opération. Toutes les p-opérations obtenues de cette facon coincident sur la base, elles
sont donc égales. O

Corollaire 5.1.17. Soit L une algébre de Lie de centre trivial telle qu’il existe une application
()P L — L vérifiant la condition 2. de la définition 5.1.5, ¢’est-a-dire telle que

ad,p = adlh, Vo € L.
Alors ()P} est une p-opération sur L.

Preuve. Soit {e;} une base de L. Notons y; = (e;)[P!, les conditions du théoreme de Jacobson
sont alors remplies. En imitant la preuve, on voit que la p-opération construite differe de (-)[”]
par une application & valeurs dans le centre de L. Celui-ci étant trivial, on déduit que (,)@]
est une p-opération compatible avec la structure de L, faisant de celle-ci une algebre de Lie
restreinte. O

Remarque. Une algebre de Lie équipée d'une application (-)P! : L — L telle que ad,p =
ad?, Vo € L est dite restreignable®. Le théoréme de Jacobson montre qu’il est équivalent
d’étre restreinte ou restreignable. Toutefois, si le centre n’est pas trivial, I’application qui rend
L restreignable n’est pas forcément une p-opération.

Le résultat suivant est probablement bien connu, mais on ne 1’a pas trouvé énoncé de cette
facon.

Proposition 5.1.18. Soit L une algebre de Lie sur une corps de caractéristique p > 0 telle que
HlLp(L,L) = 0. Alors, il existe (au moins) une p-opération sur L.

Preuve. Puisque H}: (L, L) = 0, toute dérivation est intérieure. En particulier, si {e1, - ,e,}
est une base de L, la dérivation (ad,;)P, i = 1,--- ,n est intérieure. Ainsi, il existe u; € L, i =
1,---,n tels que (ade,)? = ad,,. On conclut on utilisant le théoréeme de Jacobson 5.1.16. [

5.2 Cohomologie restreinte des algebres de Lie restreintes

A partir d’ici, le corps de base F sera un corps de caractéristique p > 2. Le cas p = 2 sera
traité en détails dans le chapitre suivant.On présente la définition de la cohomologie restreinte
a la facon de Evans et Fuchs ([EF08]). Comme expliqué précédemment, on n’est capable de
calculer les cochaines restreintes qu’aux ordres 0, 1,2, 3 et les cocycles restreints qu’aux ordres
0,1,2.

3. de l'anglais “restrictable”, voir [JN37, JN41, SF88].
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5.2.1 Cas général

Soit L une algebre de Lie restreinte et M un L-module restreint.

Définition 5.2.1. Soient ¢ € C% (L, M) et w : L — M une application. On dit que w posséde
la propriété (x) relativement a ¢ si*

w(Azr) = Nw(z), YA eF, Vo € L; (5.8)
p—2
Wiz +y) = w(z) +wiy) + {Z} u{l} R -:cp_kﬂso(n- - [e1, @), 3] - xkl]xk)

T1=T, TQ=Y

(5.9)
avec x,y € L, f{x} le nombre de facteurs z; égaux a x. On définit ensuite
C*L,M) = {(go,w), 0 € C25(L, M), w: L — M possede la propriété (x) relativement 4,0} .

Exemple : Soient p = 3 et ¢ € CA(L, M). Alors, une application w : L — M a la propriété
(%) relativement a ¢ si et seulement si

whz) = N w(x), VAETF, Vz € L; (5.10)
ol +y) = wl(w) + () + ([ 81 0) + 50075 7) — 5o 9@ y) — - o), Yoy € L
(5.11)

L’équation (5.11) peut se réécrire en

w(z +y) =w(x) +wly) +e(z,9],y) — ez, y],2) + 2 p(z,y) —y - o(z,y), Yo,y € L.
Définition 5.2.2. Soient o € C2 (L, M) et B : L x L — M une application. On dit que f3
posséde la propriété (xx) relativement a « si

1. B(z,y) est linéaire relativement a la variable x;

2. Bz, \y) = \PB(x,y);
3.

Bz, y1 +y2) = Bz, y1) + Bz, y2)
p

- Y
helmyny T
hi=y1, ha=vy2

J .
J
X Z (k) hy - - hp—k—la([' o [13, hp—k]) T ’hp—j-‘rl]v [ o [hl) h2]’ T 7hp—j—1]7 hp—j>’
k=1

(-1)

=0

avec A € F, z,y,y1,y2 € L et #{y1} le nombre de facteurs h; égaux a y;. Alors, on définit
C3(L,M) = {(a,ﬂ), o € CgE(L,M), B : L x L — M possede la propriété (sx) relativement a a}.

Pour définir les différentielles, on remarque qu’un élément ¢ € C}(L, M) induit une application

4. On peut aussi trouver ’expression “w est p-compatible”

94



Université de Haute-Alsace Quentin Ehret

ind'(¢): L — M
T @ (x[p]) — 2P Lp(z).

On remarque également qu’un élément (o, B) € C2(L, M) induit une application

ind*(a, ) : L x L — M

J termes
—

('r7y) o ($7y[p]) - Z (_l)iyia [ o [x,y], Y 7y]ay +$/3<y)'
i+j=p—1

Lemme 5.2.3 ([EF08]). L’application ind"(p) vérifie la propriété (x) relativement a dbp, et
Uapplication ind*(«, B) vérifie la propriété (xx) relativement a d2 po.
Définition 5.2.4. Les différentielles restreintes sont définies de la facon suivante :

d.: CAL, M) — CL(L, M), di = de;

di: CH(L, M) — CX(L, M), d(p) = (dtpe,ind (¢)) ;

@2 : C2(L, M) — C3(L, M), d¥(a, B) = (d2:pa,ind?(a, )

Sil<m<2 onad”od”!=0.0nnote Z"(L, M) = Ker(d")les m-cocycles restreints
et B"(L, M) = Im(d™~!) les m-cobords restreints. Enfin, on définit les groupes de cohomologie
restreints par

HM(L, M) = Z*(L,M)/B}"(L, M).
Remarque : H)(L, M) = H (L, M).

5.2.2 Cas particulier des algebres de Lie abéliennes restreintes

Dans cette section, p > 3 et L est une algebre de Lie abélienne restreinte. Dans ce cas, on
a vu que toute application p-semilinéaire f : L — L est une p-opération sur L. Dans [EF08],
les auteurs ont construit pour ces algebres une cohomologie restreinte jusqu’a 'ordre p. On
rappelle ce complexe ci-dessous.

Définition 5.2.5. Soit V' un F-espace vectoriel. Pour A € F, on a le morphisme de Frobenius
F : A+ AP. Si la structure de F-espace vectoriel sur V' est donnée par F — End(V'), on note

V le F-espace vectoriel (isomorphe & V') qui est obtenu en précomposant F — End(V) par
F1

Soient £ < p, L une algebre de Lie abélienne restreinte et M un L-module restreint. On
définit
Coy(L,M) = @ Home (S'Le AL, M),
2t+s=k
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ou SL = @Sti est l’algebre symétrique sur L. Un élément v € C’fb(L,M ) est une famille
>0

v = {'Yt}0<t<LEJ , avec || la fonction partie entiére et
St=1g

Y S'L@ANL — M, (2t+s=k)
(1’1, e Tty Y1, '“7y8) — ,Yt(wly R A ) "'7ys)-

Ces applications v sont linéaires antisymétriques en les variables y et p-semilinéaires sy-
métriques en les variables x.
On peut ensuite définir un opérateur différentiel sur C’fb(L, M) par

db, : C5 (L, M) — CKF(L, M)

{%}ogtgtgj — {Bt}OStSL%J ,

avec

S
,Bt(.’L'l,"' s Lt Y1, 7y8) = Z(_l)Jy] 'Vt(xla"' s Tty Y1yt 0t 7yj7"' 73/5)
j=1
t
+ nyt—l(xl) T 7:fi7 e 7$t7$£p]ayl, o 7y8)
i=1
+ fo_l ' fYt—l(xla e 7£fi7 Xty Ly Y1, 7ys)-
i=1
Proposition 5.2.6 ([EF08]). Le complexe (C’Zfb(L, M), d’;b> ehe est un complezxe de cochaines.
<k<p

Calculs aux petits ordres. On explicite ci-apres les différentielles d’ordre 1 et 2 dans le cas
abélien.

dl, : Hom(L, M) — Hom(A%L, M) @ Hom(L, M)

Y0 — {/807 Bl} )
avec
Bo(y1,y2) = y270(y1) — y170(¥2);
Bi(x) = yo(a) + 2P o ().
d?, : Hom(A2L, M) ® Hom(L, M) — Hom(A3L, M) @ Hom(L ® L, M)
{IYOa 71} — {607 Bl} )
avec

Bo(y1,y2,y3) = —y170(y2, ¥3) + y270(y1, ¥3) — ¥370 (Y1, ¥2);
Bi(z,y) = —yn(x) + (=P y) + 2P 1o(z, ).
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On résume cela en dessinant le diagramme suivant :

Céb (L7

1
dab

Cgb (La

Cgb (L7

3
dab

C;lb (L7

Z)b([ﬁ

/\

Hom(L,M) & Hom(A>L, M)

Hom(L ® L, M) € Hom(A*L, M)

AYA

Hom(S?L, M) @ Hom(L ® AL, M) € Hom(A'L, M)

Hom(S?L ® L, M) @ Hom(L @ A°L, M) € Hom(A

°L, M)

En suivant la fleche la plus a droite, on reconnait le complexe de Chevalley-FEilenberg ordinaire.

97



Chapitre 5. Algebres de Lie-Rinehart restreintes en caractéristique p > 3

5.3 Algebres de Lie-Rinehart restreintes

En caractéristique positive, on s’intéresse aux algebres de Lie restreintes. Lorsque 1’algebre
de Lie sous-jacente a une algebre de Lie-Rinehart admet une p-opération, davantage de struc-
ture apparait grace aux interactions entre les actions définissant ’algebre de Lie-Rinehart et
la p-opération. On encode cela dans la notion d’algebre de Lie-Rinehart restreinte.

5.3.1 Définitions et exemples

Soient I un corps de caractéristique positive et A une F-algebre associative. Rappelons que
I’espace des dérivations de A est défini par

Der(A) = {D : A — A linéaire telle que D(ab) = D(a)b+ aD(b), Va,b € A}.

Si A est une algebre associative et commutative, il est bien connu que le couple (A, Der(A))
peut étre équipé d’une structure de Lie-Rinehart. On a aussi vu que Der(A) admet une p-
opération : pour tout D € Der(A) et tous a,b € A, on a

DP(ab) = zp: (f) Di(a)DP~i(b) = aD?(b) + DP(a)b. (5.12)
=0

On conclut que DP est aussi une dérivation. Ainsi, Der(A) est restreinte, avec la p-opération
D —— DP. Rappelons maintenant la définition d’une représentation d’une algebre de Lie-
Rinehart.

Définition 5.3.1 ([SP16]). Soit (A, L, p) une algebre de Lie-Rinehart. Une représentation de
(A, L, p) est un A-module M équipée d’un morphisme de Lie 7 : L — End(M), = —— 7, tel
que

mz(am) = amy(m) + pr(a)m, Va€ A, Ym e M, Vx € L

Le lemme suivant est une reformulation du lemme 1 de [HG55.1].

Lemme 5.3.2 ([SP16]). Soit M une représentation d’une algébre de Lie-Rinehart (A, L, p). On
a alors la relation suivante dans End(M), pour a € A, z € L :

T, = Pt (a).

Ce lemme fournit une relation entre un élément D € Der(A) et un élément a € A, en prenant
p=id:

(aD)? = a?DP + (aD)P~*(a)D.

Ces considérations ont inspiré la définition d’algebre de Lie-Rinehart restreinte, qui est
apparue implicitement dans [HG55.1] et explicitement dans [DI12] et [RDO0O].

Définition 5.3.3. Une algebre de Lie-Rinehart restreinte sur un corps F de caractéristique p est
un couple (A, L) avec A une F-algebre associative commutative et (L, (—)[p]> une F-algebre de
Lie restreinte satisfaisant les conditions

e (A, L,p) est une algebre de Lie-Rinehart ;

o p (a:[p]) = p(x)P (p est un morphisme restreint) ;

o (az)?! = aPzlP) 4 p(ax)P~'(a)z, Va € A, Yz € L (condition de Hochschild).

Remarque. Tout comme 'ancre mesure le défaut de A-linéarité du crochet, elle permet aussi
de mesurer le défaut de p-homogénéité de la p-opération relativement a l’action de A.
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Exemples :

1. Si A est une F-algebre associative commutative unitaire et (L, (-)[p]) est une algebre
de Lie-Rinehart restreinte, on peut toujours équiper le couple (A, L) d’une structure de
Lie-Rinehart restreinte avec ’action triviale et 'ancre nulle.

2. On a vu plus haut que si A est une algebre associative commutative, alors on peut
équiper (A, Der(A)) d’une structure de Lie-Rinehart restreinte.

3. Soit (L, (—)!P!) une algebre de Lie restreinte sur F. Alors (F, L) peut étre équipé d’une
structure de Lie-Rinehart d’une facon triviale.
4. Les algebres de Lie-Rinehart restreintes apparaissent dans la théorie de Galois-Jacobson

des extensions purement inséparables de degré 1, voir [DI12] pour des références.

5. Soit (g, [-]g) une algebre de Lie restreinte, équipée d’un morphisme de Lie v : g —
Der(A), ou A est une algebre associative commutative. Alors L := A ® g admet une
structure de Lie-Rinehart restreinte définie pour tous a,b € A, x,y € L par

[a®@z,b®ylr =ab® [r,y] +ay(z)(b) @y — by(y)(a) ® 2;
pr(a®z)(b) = ay(z)(b);
(a® )l = aP @ altlo — (ay(2))" " (a) @ 2.

6. On regarde l'algebre de Witt W (1) définie dans la section 5.1.2. On a vu que cette algebre
de Lie restreinte peut étre réalisée comme W (1) = Der(A), avec A = F[z]/(xP—1). Ainsi,
(A, W (1)) posseéde une structure de Lie-Rinehart restreinte, avec ancre p = id.

Définition 5.3.4. Soit (A, L, p) une algebre de Lie-Rinehart restreinte. Une représentation res-
treinte de (A, L, p) est une représentation de Lie-Rinehart (7, M) de telle que 7 soit un mor-
phisme restreint.

Remarque. Les représentations restreintes d’algebres de Lie-Rinehart restreintes sont étudiées
dans le chapitre 7.

Proposition 5.3.5 ([DI12], analogue du théoreme de Jacobson pour les algebres de Lie-Rinehart

restreintes). Soit (A, L, p) une algébre de Lie-Rinehart telle que L est libre en tant que A-
[p]

module. Soit (u;); une A-base de L. S’il existe une application u; — u; telle que adl =
adu[_p] Vi, alors (A, L, p) peut étre équipée d’une structure de Lie-Rinehart restreinte.

Algebre enveloppante. On a vu dans la section 1.3.3 comment construire ’algebre enveloppante
U(A, L, p) d'une algebre de Lie-Rinehart (A, L, p). Suivant [SP16], si (A, L, p) est une algebre

de Lie-Rinehart restreinte, on définit [’algebre enveloppante restreinte par

U(A,L.p)y = U(A, L, p) /7,
avec J le p-idéal engendré par les éléments de la forme <£L'[p] —aP, x € L>. Cette algebre satisfait
la méme propriété universelle de I’algebre enveloppante ordinaire, les morphismes étant dans
ce cas des morphismes restreints.

5.3.2 Multidérivations restreintes et structures de Lie-Rinehart restreintes

Soient A une algebre associative et L une algebre de Lie restreinte telle que A agit sur L.

Définition 5.3.6. Soit V' un F-espace vectoriel. Une application ¢ : V' — V est dite p-homogene
si elle satisfait p(Az) = APp(z), pour tous x € L et tous A € F.
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Définition 5.3.7. Une multidérivation restreinte (d’ordre 1) est un couple (m,w), avec m :
L x L — L une application bilinéaire antisymétrique, w : L — L une application p-homogene
vérifiant

p—1
w(z+y) =w@) +wly)+ Y bi(z,y), (5.13)
=1

. ~ p—1 ~
ott i0;(z,y) est le coefficient de Z'~! dans (adm(Zx + y)) (x), avec adp,(z)(y) == m(z,y),
tels qu'il existe une application o : L — Der(A) appelée symbole restreint qui doit satisfaire
les quatre conditions suivantes, pour x,y € L et a € A :

o(az) = ao(x); (5.14)

m(z, ay) = am(z,y) + o(x)(a)y; (5.15)
oow(x) =o(x)P; (5.16)

w(az) = a? w(z) + o(ax)P" (a)x. (5.17)

Remarque. Si les conditions (5.16) et (5.17) ne sont pas satisfaites, on dit que m (sans w) est
une multidérivation ordinaire (voir [MM20] et [EM22]).

Proposition 5.3.8. Il y a une correspondance bijective entre les structures de Lie-Rinehart res-
treintes sur le couple (A, L) et les multidérivations restreintes (m,w) d’ordre 1 vérifiant, pour
tous x,y,z € L les relations

m(z,m(y,z)) + m(y, m(z,x)) + m(z,m(z,y)) =0 (5.18)
et
p termes
—_—~
m(wi(y)) :m(m(m(x,y),y), 7y) (519)
Preuve. Supposons que (A, L[], (-)[p], p) est une algebre de Lie-Rinehart restreinte. Posons
m = [,-], w:= ()P et ¢ := p. Alors, Péquation (5.18) n’est rien de plus que l'identité de

Jacobi pour le crochet de Lie et I’équation (5.19) est également satisfaite, par définition de
la p-opération sur L. De plus, il n’est pas difficile de voir que o = p est un symbole restreint
adapté a (m,w). Ainsi, le couple (m,w) est une multidérivation restreinte d’ordre 1, avec pour
symbole restreint o défini précédemment. Réciproquement, si (m,w) est une multidérivation
restreinte d’ordre 1 avec o pour symbole restreint, il est facile de vérifier que (A, L, m,w, o) est
une algebre de Lie-Rinehart restreinte.

O

Remarque. Si la condition (5.19) n’est pas vérifiée, on a alors une correspondance bijective
entre les multidérivations (ordinaires) m d’ordre 1 qui vérifient I’équation (5.18) et les algebres
de Lie-Rinehart sur (A4, L) (voir [MM20] et [EM22]).

5.4 Déformations formelles des algebres de Lie-Rinehart restreintes

Soit F un corps de caractéristique p > 2. Dans [EF08|, Evans et Fuchs ont esquissé une
théorie des déformations formelles des algebres de Lie restreintes. Ils ont introduit les notions
de déformations restreintes infinitésimales et d’équivalence de telles déformations, et ont mon-
tré que le second groupe de cohomologie restreinte classifie a équivalence pres les déformations
restreintes infinitésimales (théoreme 6 de [EF08]). Ici, on s’intéresse aux déformations for-
melles d’algebres de Lie-Rinehart restreintes. La proposition 5.3.8 nous permet de considérer
les multidérivations restreintes d’ordre 1 pour étudier les déformations formelles d’algebres de
Lie-Rinehart restreintes.
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5.4.1 Déformations formelles restreintes

Soit (A, L[], (=), p) une algebre de Lie-Rinehart restreinte. Notre but est de déformer
le crochet de Lie, la p-opération et l’ancre. Soit (m,w) la multidérivation restreinte associée.

Définition 5.4.1. Une déformation formelle de (m,w) est donnée, pour z,y € L, par deux
applications

me: (,y) — > tmi(z,y), weiae— Yt w;(a),
i>0 >0

avec mg = m, wo = w, et (m;,w;) des multidérivations restreintes. De plus, les quatre conditions
suivantes doivent étre satisfaites, pour tous x,y,z € L, et tous a € A :

mt(.%', mt(y7 z))t + mt(ya mt(Z, .T)) + mt(z’ mt(xa y)) =0; (520)
p terms
my (2, wi(y); = me(ma(- - mu(z, ), 9), -, y); (5.21)
k

Z 0i (wg—i(x)) (a) = Z oy (x)o---o0y,(x)(a), Yk >0; (5.22)

=0 i1+ tip=Fk
op(z)P~t = Z oiy(z) 0 0ip(x) 004,y (1) VE > 0; (5.23)

ity =k

Remarque.
1. my s’étend a L[[t]] par F[[t]]-linéarité.

2. w¢ s'étend & L[[t]] par p-homogénéité et en appliquant la formule

p—1

wi(x + ty) = wi +wi(ty) + Z 5(x,ty),
k=1

avecks(z,ty) le coefficient de ZP~! dans I'expression formelle m;(zZ + ty, z).

Remarque. La condition (5.20) assure que l'objet déformé (A, L[[t]], m¢, 01) est une algebre de
Lie-Rinehart. Les conditions (5.20) et (5.21) assurent que (L[[t]], m¢,w:) est une algebre de Lie
restreinte. De plus, si les conditions (5.22) and (5.23) sont satisfaites, alors (A, L[[t]], m¢, we, o)
est une algebre de Lie-Rinehart restreinte. En effet, supposons que I’équation (5.20) est vérifiée.
Il est immédiat de vérifier que m; est une multidérivation de symbole o;. Par la proposition
3.2.1, (A, L[[t]], m¢, o+) est une algebre de Lie-Rinehart. Si de plus I'équation (5.21) est vérifiée,
alors w; est une p-opération compatible avec my. Ainsi, (L[[t]], m¢,w;) est une algebre de Lie
restreinte. Maintenant, supposons que les autre équations (5.20), (5.21), (5.22) et (5.23) sont
vérifiées. On sait déja que (A, L[[t]], m4, o¢) est une algebre de Lie-Rinehart et que (L[[¢]], 7, we)
est une algebre de Lie restreinte. Il reste a vérifier que wy et oy satisfont les équations (5.16) et
(5.17) de la définition 5.3.7. Supposons que (5.22) est vérifiée. On a alors

k
Z tk Z 0i (wg—i(x)) (a) = Z tk Z oi(z)o--- 00, (x)(a),

k>0 =0 k>0 i1+etip=k

ce qui est équivalent a

k P
Yty oi(wi(@)) (a) = (Z Uk(w)) (a).

i,j>0 =0 k>0
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Ainsi,
o1 (we(x)) (a) = o¢(x)"(a).

La condition (5.23) est obtenue d’une fagon similaire.

Définition 5.4.2. Si les conditions (5.22) et (5.23) de la définition 5.4.1 ne sont pas vérifiées, la
déformation est appelée déformation faible.

Notation. Si f est une application a deux variables, on utilisera la notation
f[xlv"' 7xn] = f(f( ’ 'f(l‘l,l’Q),l’g),"' ,I'n)-

Remarque. Tous les résultats suivants concernant les déformations restreintes, équivalences
et obstructions sont également valides pour les algebres de Lie restreintes, en “oubliant” la
structure de Lie-Rinehart. Avoir une déformation faible est suffisant pour que ces résultats sur
les algebres de Lie restreintes soient valables.

Lemme 5.4.3. Soit (my,w;) une déformation restreinte de (m,w). Alors wy posséde la propriété
(x) relativement a mj.

Preuve. Soient A € F, x € L.

o wi(Ar) = NP w(zr) & w()\x)thwl()\x)JrZ t'wiAz) = WP | w(z) + tw(z) + Zt’ wi(x ) .
i>2 i>2
En identifiant les coefficients de t dans I’équation ci-dessus, on obtient wi(Ax) = M wi(x).

e Les calculs suivants sont faits modulo #2. On a
mt[xlu e )Ip] = m[$]_, e 7$p]+t (Z m [ml(m[xlv e 7$p—k—1]7xp—k)7 xp—k—‘rlu e 7xp]

(5.24)
Notons (*X) les conditions (z; € {z,y}, 1 = x, x2 = y). Avec la définition de w; et
léquation (5.6), on a

wi(x +y) = wi(x) + wy( ¢z, w0, 1]
t t %ﬁ{} 1,42 p

:w(:v)—}—w(y)—i—z:—m[x L, Tp]
G ey

p—2
+1 Z (Z m [ml(m[‘Tl’ T 7$p—k‘—1]7 xp—k)’ Lp—k+1;" " 7$p]> mod (tz)'
(%) \k=0

On a également w;(z+y) = w(z+y)+twi(z+y) mod (2). En comparant les coefficients
dans les expressions ci-dessus, on obtient

w(z+y) =w( Z mlxy, -, Tpl; (5.25)

wi(r +y) = wi(r) +wi(y +Z (Zm mi(m[zy,- - 7$p7k71]7$p7k)7$p7k+17"' ,Uﬁp])

p—2
= wi(x) +wi(y) + Z (Z m (Tpp—1- Tpp—1mi([z1, -, ¥pk-1], xp—k))) .
(5.26)
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On conclut que wy posséde la propriété (x) relativement a m;.
O

Remarque sur action adjointe. Rappelons que m = [-,-] ;si z,y € L, on a ady(z) = [y,z] =
—[z,y], donc y - z = ady(z) = —m(x,y).

Exemple : le cas p = 3. Soit (m,w) une multidérivation restreinte associée a une algebre de Lie-
Rinehart restreinte (A, L[], )P, p). Considérons une déformation infinitésimale (my, w;) de
(m,w) donnée par m; = m + tmy, wy = w +twi, et soient x,y € L.

ﬂ{lx}mt(mt(m, 23),73)

we(z +y) —wi(z) —wi(y) = Z

r1=T, T2=Y

= th(mt(.%',y),x) + mt(mt(xvy)7y)
= 2([[x,y], 2] + tma ([, y], ) + t[ma (2,y), z])
+ [[x,y],y] + tm1([$,y],y) + t[ml(x7y)ay]'

En identifiant les coefficients de ¢ des deux cotés, on obtient

Wl(x + y) - wl(x) - w2($) = 2m1([z, y]a ':E) + 2m1[m1($3 y)7 .CL'] + m([‘r’ y]a y) + [m(l', y)v y]?
ce qui est équivalent a dire que w; satisfait la propriété () relativement a m;.

Théoréme 5.4.4. Soit (my,wy) une déformation restreinte de (m,w). Alors (mi,w1) est un
2-cocyle de la cohomologie restreinte.

Preuve. Par le lemme précédent, (mq,w;) € C2(L, L). La théorie ordinaire des déformations
assure que mj € Z% (L, L). Il reste & montrer que I’application induite indQ(ml, w1) est nulle.
On développe I'équation

p terms
—_——~

m (.CIZ‘, wt(y))t = mt(mt(' o mt(xa y)v y)7 T ay)' (5'27)

D’une part,

my (z,wi(y)) = m (z,wi(y)) + tma(z,wi(y)) + Y t'mi(z, wi(y))
i>2

= m (2,0(y)) + tm(z, w1 () + tma (@, w(y) mod ().
D’autre part,

p termes

/_/% . .
mt(mt(' o mt(xay)7y)7 T 7y) = Z e Ztll+m+1pmip (mi(pfl)(' o (mil (x7y)a y)7 e ay)7y)
iy i1

:m[xayv"' 7y]+t Z miy, ((m“(ﬂc,y)7y), 7y)7y) mod (t2)

1.=0 ou 1
g{k, ip=1}=1
i i
—N— —N—
:m[mayvay]'i_t Z m ml(m[x7ya"'7y]ay)7y7"'7y mod (t2)
i+j=p—1

J
i, —
= m[xayv"' ay] +1 Z (_1) Yy ml(m[x?y7"' ay]ay) mod (tz)
i+j=p—1
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On obtient finalement I’équation

m (z,w(y))+t (m(z,w1(y) + mi(e,wy) = mlz,y, -yt Y (“)'y'ma(mlz, g5 y)

i+j=p—1
(5.28)
En identifiant les coefficients de t° et ¢, on retrouve I'identité classique m(z, w(y)) = mlx,y, - ,y]
et la nouvelle identité
(m($,w1(y)) —l—ml(l‘»w(y))) = Z (_1)zyzm1([x’y7‘“ 7y]7y)7 (529)

i+j=p—1

ce qui est équivalent & dire que ind?(my,w;) = 0. On en conclut que (my,w;) est un 2-cocycle
de la cohomologie restreinte. O

Remarque. En oubliant la structure de Lie-Rinehart et en construisant une déformation (L[[¢]], m, w¢)
de 'algebre de Lie restreinte (L][[t]], m,w), on retrouve le méme résultat pour les algebres de
Lie restreintes, prouvé dans [EF08].

5.4.2 Equivalence de déformations formelles restreintes

Soit ¢ : L[[t]] — L][[t]] un automorphisme formel défini sur L par

P(z) = Ztigbi(x)’ ¢; : L — L F-linéaire , ¢9 = id,
i>0

puis étendu par F[[t]]-linéarité.

Définition 5.4.5. Soient (my,w;) et (m},w}) deux déformations formelles restreintes de (m,w).
Elles sont dites équivalentes (par ¢) si pour tous x,y € L, on a

my(o(x), $(y)) = ¢ (mi(x,y)) (5.30)

et
¢ (wi(2)) = wi (6()). (5.31)

Lemme 5.4.6. Soit (my,w;) et (m},w}) deux déformations formelles restreintes équivalentes de
(m,w). Alors il existe v : L — L tel que, Vx,y € L,

mi(z,y) —mi(@,y) =¥ (m(z,y)) — m(2,9%(y)) —m (), y) (5.32)
et
p—1
wi(z) — wi(z) = mp(z), 2, 2] — Y(w(@)). (5.33)
Si Uéquivalence est donnée par ¢ = Ztigﬁi, alors ¢ = ¢1.
i>0
Preuve.

mt(qb(x)? (b(y)) =¢ (mg(w7 y)) — Z tkmt(¢(x)a ¢(y)) = Z tk(b (m;('x: y)) .

k>0 k>0
On déduit que

m(é(x), (y)) + tma (@), 6(y)) = d(m(z,y)) + to(m)(z,y)) mod (¢*)
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= m (Z tiaﬁi(y)vzt%(y)) +tmy (Z tiasi(y)»ZtWy))

i>0 §>0 i>0 §>0

= Ztl¢z(m(x7y)) + tztquj(m/l(x’y)) mod (tz)

(24 j>0
= m(z,y) +t (m(z, ¢1(y)) +m(e1(x),y) +mi(z,y)) = m(z,y) +t (61 (m(z,y)) +mi(z,y))  mod (£).

En identifiant les coefficients de ¢, on obtient la premiere identité. Puis,

¢ (wi(z)) =w(¢(z)) = ¢ (Z t wz‘(%)> = wi (z +tg1(r)) mod (£7)
i>0
= w(z) 4+t (wi(z) + d1(w(z))) = W) (z + toy(x))  mod (£2).

Calculons le membre de droite de I’équation ci-dessus. On note encore (") les conditions
(z; € {z,y}, x1 =z, 2 =y), ol on note provisoirement y = t¢1(z). On a

1
Wi (z+ te1(2)) = wile) +wily) + D cmymalen, - ap)

1
= wi(2) + wj(y) + D grmles, o xp] mod ()
G ey

4(2) + 000 (@) + e, b1 (@), .- a] mod (1)
(

wh(z) — tm[z, ¢1(x),z,2,--- ,2] mod (t?)

/
t
=w(z) +t (W(z) —mz, ¢1(z),z,2,--- ,2]) mod ().
Avec ce résultat, on a
w(w) +t (w1(z) + ¢1(w())) = w(x) +t (W) (x) — m[z, ¢1(2), 2, 2,--- ,x]) mod (t*).
En identifiant les coefficients de ¢ dans ’équation précédente, on obtient

p—1
——

wi(z) —wi(z) = mlg1(2), 7, 2] — d1(w(2)),
ce qui 'identité désirée. ]

Remarque. Le lemme 5.4.6 justifie les définitions données dans [EF08] et [ET00] dans le cas
des déformations infinitésimales.

Théoréme 5.4.7. Soient (my,w;) et (my,w}) deux déformations formelles restreintes de (m,w).
Alors leurs éléments infinitésimauz sont dans la méme classe de cohomologie.

Preuve. Soient (my,wt) et (mj,w;) deux déformations formelles restreintes équivalentes via
¢ = Ztlgbi. Par le lemme 5.4.6, on a

i>0
mi(z,y) —my(z,y) = é1 (m(z,y)) —m(z,d1(y)) — m(¢1(x),y) et (5.34)
p—1
wi(z) — Wy =mlp1(x), 7, , 2] — P(w(x)). (5.35)
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On peut facilement vérifier que ¢ appartient & C (L, L). On peut alors calculer dl(¢;) =

(dlcE(Gbl)a ind1(¢1)) .

/N
U
Q)—‘

S|
—~
<
=
=
®
=
I
8
-
=
—~~
<
|
<
<
=
&
|
-
—=
—~
2
8
s

EN utilisant 'équation (5.34), on déduit que mq (z,y)—m/ (z,y) = —d'¢1(z,y), donc (m1 — m})) €
Bi.(L,L).

ind1(¢1) =9 (w(x)) - m[¢1(x)7xvx’ T 7'7:]

= — (wi(2) — wi(x))

Finalement, (mj —m}, wi —w}) = —di¢y € B2(L, L). On conclut que (mq,w) et(m},w)) dif-
ferent d’un cobord, ces deux éléments sont donc dans la méme classe de cohomologie restreinte.
O

Définition 5.4.8. Soit (m¢,w;) une déformation formelle restreinte de (m,w). La déformation
est dite triviale s’il existe un automorphisme formel ¢ tel que

¢ (m(z,y)) = my(d(x), d(y)) (5.36)

et
¢ (wi(z)) = w (p(x)) - (5.37)

Proposition 5.4.9. La déformation (m + tmy,w +twy) est triviale si et seulement si (mq,w1)
est un cobord restreint.

Preuve. En développant I’équation(5.36) modulo (#?), on obtient que mj est un cobord de
Chevalley-Eilenberg. Plus précisément, on a m; = —dlc g(¢1). Focalisons-nous sur le membre
de droite de ’équation (5.37). Les calculs suivants sont faits modulo 2, pour z € L :

w (B(x)) = w (Z ti¢i<x>)
= w( + t61())
—w@) twthi@)+ 3 ﬁ{lx}mm,m(- 1, 2p) ).
zie{x, to1(x)}

zp—1=te1(x), zp=1

=w(z) +w(tor(z)) + pilm(az, m(x, - -m(tor(z),x)- )

= w(z) + w (te1(z)) + tad? ! ogy ().

Pour le membre de gauche, on a (mod t2) :

¢ (wi(x)) = (Z t'e; (wt(w))>
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=22t (wi(@))

i

=w(z) +t(wi(x) + ¢1 (w(z))).

On déduit que

wi(z) + ¢1 (w(x)) = adP™ ogy (), (5.38)

ce qui peut étre réécrit
wi(z) = —¢1 (w(x)) +ad) ™ ogy (2) = —ind' (¢1)(x). (5.39)
O

Remarque. En oubliant le structure de Lie-Rinehart et en construisant une déformation (L[[t]], ms, wy)
de lalgebre de Lie restreinte (L[[t]], m,w), on retrouve les mémes résultats pour les algebres

de Lie restreintes, démontrées dans [EF08]. De plus, on a introduit le concept de déformation
restreinte triviale.

5.4.3 Obstructions

Soient (A, L[], (—)[p]’p) une algebre de Lie-Rinehart restreinte, (m,w) la multidérivation
restreinte associée et n > 1. Une déformation restreinte est dite d’ordre n si elle est donnée par

n n

my = Ztimi; wy = Ztiwi.
i=0 i=0
Définition 5.4.10. Soit (m}, w}) une déformation d’ordre n of (m,w). On définit pour x,y, 2z € L,
les applications

obsgllll(x,y, z) =

()

(mi(z, mpr1-i(y, 2)) + mi(y, mpr1-i(2, ) + mi(z, mpi1-i(2,9))) ;
1

n

n
2
obsih(zy) = 3 iy (miy o (may (@,9),9), 9 y) — S Mm@ wns1-i(y)).
0<ip<n i—1
i1+ Hip=n+1

Proposition 5.4.11. Soit (m},w}) une déformation d’ordre n de (m,w). Soit (Mp11, Wni1) €
C%(L, L). Alors (m3 + " tmp 1, WP +t""w,11) est une déformation d’ordre (n+1) si (m,w)
si et seulement si

) (2)

2
n+1> 0b3n+1) = d* (mn-i-l? wn-i-l) .

(obs

Preuve. Soit (my + t"*my 11, w +t" w,11) une déformation d’ordre (n+1) de L. L’élément
mp + " m,, 11 vérifie I'identité de Jacobi, ce qui peut se réécrire

n+1 q
Doty (mi(w, mg—i(y, 2)) + mi(y, mg—i(z, ) + mi(z,mg_i(2,y))) = 0.
q=0 =0

En identifiant les coefficients de t"*1, on obtient
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n+1

> (mi(z, mpg1-i(y, 2)) + mi(y, mpg1-i(z, @) + mi(z, mpg1-i(z,y))) = 0.
i=0
En isolant les premiers et derniers termes de la somme, on obtient

m(x, mn-l—l(yv Z)) —+ m(y7 mn-l—l(zv x)) + m(zv mn+1(a:, y)
—|—mn+1(a:, m<y7 Z)) + m'fl-l-l(yv m(’zu x)) + mn+1(z7 m(x, y))

+ Y (mi(a, maga-i(y, 2)) + mi(y, mps1—i(2,2)) + mi(z, mat1-i(2,y))) = 0.
=1

Rappelons la définition de la différentielle de Chevalley-FEilenberg d’ordre 2 :

depe(r,y,2) = o(ly, 2], 2) — (2, 2], y) + ([z, ), 2) = [z, 0(y, 2)] + [y, 0 (2, 2)] = [z, (2, y)].
En utilisant les deux dernieres équations avec ¢ = my,11, en se rappelant que m = [+, -] et
par anti-symétrie, on obtient finalement
n
Z (ml(x’ mn-‘rl—i(ya Z)) +m; (y7 mn-i-l—i(zv l‘)) + mi(27 mn-l—l—i(I’ y))) = d%’Emn-i-l (1:7 Y, Z)’
i=1

ce qui signifie exactement que d pmnt1(z,y,2) = obsﬁ}}rl(a:, Y, 2).

Notons w} +t"+1 w11 := with Si Wl est une déformation d’ordre (n + 1), alors elle
satisfait I’équation
p termes
—_——~
m’ler_l (.’E, w?ﬂ(y)) - m?+1(m?+1<' o m?+1(x7 y)7 y)7 o 73/) (540)
En développant et identifiant les coefficients de t"*!, on obtient
n+1
Zmi(x?wn+1—i(y)) = Z My, (mi(p—l)('"(mil(xay)ay)f" ay)7y> )
i=0 0<ip<nt1
i1+ Fip=n+1l
ce qui peut étre réécrit
i
—— ——
m(a:,wn+1(y))+mn+1(x,w(y)) - Z m mn-l—l(m[xayv"' 7y]7y)7y7'” 'Y
i+j=p—1
n
= Z My, (mi(pA)(' c(miy (2, 9), ), 7y)7y> - Zmi(ﬂﬁ,wnﬂ—z’(y))
0<ip<n i=1

i1+ Fip=n+1

Avec la définition de ind?(my, 41, wn1), on a finalement
. 1 2
dz (Mn+1,Wnt1) = (d%‘Emn—Hv1nd2(mn+17wn+1)) = (Obsgw)rh()bsgw)rl) .
Réciproquement, si la précédente équation est vérifiée, le méme calcul montre que
(M + "y, WP+t w,41) est une déformation d’ordre (n + 1) de (m,w). O

(1) (2)

On stoppe nos calculs d’obstructions ici. Il manque le résultat “<0bsn 11,0bs,) +1) est un
3-cocycle de la cohomologie restreinte”, mais comme on ’a vu précédemment, on n’a pas
d’expression pour d2, ce résultat est hors de notre portée pour le moment.

Remarque. En oubliant la structure de Lie-Rinehart et en construisant une déformation d’ordre

n (L[[t]], m},w}) de Valgebre de Lie restreinte (L[[t]],m,w), on retrouve les mémes résultats
pour les algebre de Lie restreintes, également nouveaux a notre connaissance.
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5.4.4 Opérateurs de Nijenhuis restreints

Soit (L, [ ], (-)[p}) une algeébre de Lie restreinte.

Définition 5.4.12. Une application linéaire N : L — L est appelée opérateur de Nijenhuis
restreint sur L si

N([N(x), yl + [z, N(y)] = N([z, y])) = [N(z),N(y)] (5.41)
N (N(al) —adt~" oN(z)) = N(x)", 2,y € L. (5.42)
On définit deux applications sur L par

[z, y]n = [N(2),y] + [z, N(y)] — N([z,9]) (5.43)
2PV = N (zPly — adP~' o N (2). (5.44)

Proposition 5.4.13. La couple ([, N, (-)[p]) est un 2-cocycle restreint. De plus, la déformation
formelle restreinte donnée par

[‘ray]t = [‘ray] + t[.’L’,y]N, .,L.[p]t = .,E[p] + tw[P}N (545)
est triviale.

Preuve. Par définition, on a

[z, yln = depN (2, y)
2PV = ind' N(z).

Ainsi, ([, N, (-)[p]) est un 2-cobord restreint. O

5.5 Algebres de Heisenberg restreintes

Les origines de la mécanique quantique reposent dans l'idée novatrice de Heisenberg de
considérer les composantes du vecteur position q = (¢1,92,q3) € R? et du vecteur moment
p = (p1,p2, p3) € R® d’une particule & un instant ¢ donné comme des opérateurs sur un certain
espace de Hilbert. Ces composantes doivent alors satisfaire les relations

[95,qk] = 0, [pj,pe] =0, [pj, qx] = —ihdjk,

avec i la racine carrée de —1, j, k € {1,2,3} et & la constante de Planck réduite. Ces relations
peuvent étre étendues a tous vecteurs q,p € R"™. Weyl reconnut dans ces relations une repré-
sentation d’une algebre de Lie sous-jacente. Habituellement, on considere donc ces relations
comme définissant une algebre de Lie de dimension 2n + 1 en ajoutant un élément central z
tel que

95, k] = [pj, Pl = [pj, 2] = g5, 2] = O, [pj, k] = 6j k2.
Cette algebre de Lie de dimension (2n + 1) est appelée algebre de Heisenberg. On peut la voir
comme une extension centrale de Palgebre commutative R*" par une copie de R engendrée

par z. On peut trouver beaucoup plus d’informations dans [WP17], d’oli nous avons tiré cette
introduction.
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Dans cette section, on étudie des exemples basés sur I'algebre de Lie de Heisenberg de di-
mension 3 sur des corps de caractéristique p > 3. On étudie la structure restreinte de 'algebre
de Heisenberg, puis on donne une description explicite du second groupe de cohomologie res-
treinte a coefficients adjoints. Enfin, on donne un exemple d’algebre de Lie-Rinehart restreinte
construite sur une algebre de Heisenberg restreinte et on étudie ses déformations. Les algebres
de Heisenberg p-nilpotentes ont également été étudiées dans [SU16].

5.5.1 Structures restreintes sur I’algebre de Heisenberg

Soit F un corps de caractéristique p > 3. On considere 'algébre de Heisenberg H =
Vectp{z,y, 2} définie par le crochet [x,y] = z. Cette algebre de Lie est nilpotente d’ordre
2, donc tous les crochets itérés p fois sur H sont nuls. Soit (-)?) une p-opération sur H. On a
alors (u—i—v)[p] = ulPl P! pour tous u, v € H. Ainsi, toute p-opération sur H est p-semilinéaire.

Remarque. Dans [EM22] et dans le chapitre 4, H est notée L§|0.

Proposition 5.5.1. Toute p-opération sur H est donnée par zlP! = 0(z)z, ylP! = 0(y)z, 2P =
0(2)z, avec 0 : H — F une forme linéaire sur H.

Preuve. Grace au théoréeme de Jacobson (5.1.16), il suffit de vérifier que
(adg)? — 0(z)ad, = (ady)” — 0(y) ad, = (ad,)’ —6(z)ad, =0

pour obtenir la premiere affirmation. Mais ces identités sont toujours vraies, puisque z est dans
le centre de H. Réciproquement, soit (-)[p] une p-opération sur H. La deuxieme condition de
la définition 5.1.5 assure que I'image de ()P est dans le centre de H, qui est de dimension 1
et engendré par z. Ainsi, il existe une forme linéaire 6 : H — F telle que zP) = 0(x)z, yl?! =
0(y)z, 2Pl =0(2)z. O

Notation. On note (#, ) une algebre de Heisenberg restreinte dont la p-opération est caracté-
risée par la forme linéaire 6.

Remarque. Soit u € (H,0), u = az+By+yz, o, B,v € F. Alors ulP! = (aP0(x) 4+ BPO(y) + 1P0(2)) 2.

Lemme 5.5.2. Soient (H,0) et (H,0') deuzx algébres de Heisenberg restreintes. Alors, tout iso-
morphisme de Lie ¢ : (H,0) — (H,0") est de la forme

ox) =ar+by+cz
oly) =dr+ey+ fz (5.46)
#(z) = (ae—bd)z, ae—bd#0,

avec a,b,c,d,e, f € F. De plus, ¢ est un isomorphisme restreint si et seulement si

O(x)u = aPl(x) + PO (y) + cP0'(2)
O(y)u = d'0'(z) + b’ (y) + f70'(2) (5.47)
0(z)u = uPl'(2),

avec u = ae — bd # 0.

Preuve. Un isomorphisme de Lie ¢ : H — H doit satisfaire ¢([v, w]) = [¢(v), p(w)], avec v,w €
H, ainsi que det(¢) = 0. En appliquant ces conditions & une application linéaire ¢ : H — H,
on obtient les conditions (5.46). Puis, ¢ est un morphisme restreint sur Hsi et seulement si
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¢ (v[p]) = qﬁ(v)[f”]/, avec v € H et (-)W la p-opération sur H donnée par la forme linéaire 6'.
On obtient les conditions (5.47) en évaluant cette équation sur la base de H :

6 (+7) = o(a)" = 0(2)(2) = (az + by + 2)PV
= 0(z)uz = 0 ()2 + P0'(y)z + L0 (2)z
= O(z)u=0'(x) + 0 (y)z + PO (2),

les deux autres étant obtenues d’une fagon analogue. O

Théoreme 5.5.3. 1l y a trois algebres de Heisenberg restreintes de dimension 3 non-isomorphes,
données respectivement par les formes linéaires 0 =0, 6 = z* et 0 = z*.

Preuve. e D’abord, montrons que (H,z*) est isomorphe (au sens restreint) a (H,y*). En
posant 0 = z* et #/ = y*, les conditions (5.47) se réduisent & {u = b?, e’ = 0}. 1l suffit
alors de choisir e = 0,b # 0 et d = —bP~! pour construire un isomorphisme restreint
adapté entre (H,z*) et (H,y*).

e Soient §# = 0 et ' = z*. Alors, les conditions (5.47) se réduisent & {a? = 0, dP = 0},
ce qui est impossible puisque u = ae — bd # 0. Ainsi, (H,0) et (H,z*) ne sont pas
isomorphes.

e Soient §# = 0 et #' = z*. Alors, les conditions (5.47) se réduisent & {¢? =0, fP =0, uP =
0}, ce qui est impossible puisque u # 0. Ainsi, (H,0) et (#H, z*) ne sont pas isomorphes.

e Soient § = x* et #/ = z*. Alors, les conditions (5.47) se réduisent & {P = u, fP =
0, uP = 0}, ce qui est impossible puisque u # 0. Ainsi, (H,z*) et (H,2*) ne sont pas
isomorphes.

]

Remarque. Les algebres de Lie restreintes (#H,0) et (#H,z*) apparaissaient déja dans [SU16] et
sont p-nilpotentes.

5.5.2 Cohomologie restreinte des algebres de Heisenberg restreintes

Dans cette section, on calcule le second groupe de cohomologie restreinte a coefficients
adjoints des algebres de Heisenberg restreintes. Soit 6 une forme linéaire sur I'algebre de Hei-
senberg (ordinaire). Notons (#,6) 'algebre de Heisenberg restreinte obtenue avec 6 (voir la
proposition 5.5.1). On note également H2(H,0) = H2((H,0),(H,0)) le second groupe de co-
homologie restreinte de (H, ) a coefficients adjoints.

Le cas p > 3.

Soit F un corps de caractéristique p > 3 et soit ¢ € C%E(H,H). Puisque l'algebre de
Heisenberg (ordinaire) H est nilpotent d’ordre 2 et p > 3, toute application p-semilinéaire
w : H — H vérifie automatiquement la propriété (x) relativement & . Ainsi, pour toute forme
lindaire @ sur H, on a C?(H,0) = Homp(A? H, H) & Homp(H, H) en tant qu’espaces vectoriels
(voir définition 5.2.5 pour la notation ).

Lemme 5.5.4. Soit H l’algébre de Heisenberg ordinaire. Soit o € Cé(H,H) donnée par
o(x,y) =ax+by+cz
olx,z) =dr+ey+ [z (5.48)
p(y,z) =gr+hy+iz,

les parameétres a,b,c,d, e, f, g, h, étant des éléments de F. Alors, ¢ est un 2-cocycle de la coho-
mologie de Chevalley-FEilenberg si et seulement si h = —d.
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Preuve. La seule condition de 2-cocycle non-triviale sur la base {z,y, 2z} de H est
‘p([xa y]? Z) - 90([:57 Z]? y) + SO([yv Z],JJ) = [xv cp(y, Z)] - [yv QO(.I, Z)] + [27 90(‘757 y)]? (549)
ce qui se ramene a (h+d)z = 0. O

Soit (p,w) € C2(H,H). Puisque les crochets itérés k fois sont nuls pour k > 2 et puisque
p>3,0n a

ind?(p,w)(v,w) = ¢ (v,w[p]) + [v,w(w)], Yo,w e H. (5.50)
Lemme 5.5.5. Les 2-cocycles restreints pour (H,6) sont donnés par les couples (p,w) tels que
e Cas =0 :
o(r,y) =ar+by+cz w(x) =~z
o(r,2) =dr+ey+ fz w(y) =ez (5.51)
o(y,z) =gr—dy+iz w(z) =kz
o Cas=ua*:
p(r,y) =azx+by+cz w(x) =iz — fy+yz
olw,2) =12 wy) =e (5.52)
ely,z) =iz w(z) = kKz;
o Cash=2z*:
o(z,y) =ax+by+cz w(x) =~z
o(@,2) == wly) = ez (5.59)
ey, 2) =iz w(z) =iz — fy+rz,

avec tous les paramétres a,b,c,d,e, f, h,i,7, €,k des éléments de F.

Preuve. Soit ¢ € Z2(H,H) donné par le lemme 5.5.4, soit 6 une forme linéaire sur H et soit
w : H — F une application ayant la propriété (x) relativement & ¢, donnée sur la base de H
par

w(z) =oaz+py+z

w(y) = e+ py + ez (5.54)

w(z) =od0x+ny+ Kz,

avec o, 3,7, \, 4, €, 6,1, k des éléments de F. Supposons de plus que (p,w) € Z2(H, 0).
e Cas 6 = 0. On évalue I'équation (5.50) sur les éléments de la base {z,y, z} de (H,0).

0= (2,2) + [z,0(2)] = ¢ (2,0) + &, By] + [2,72] = B2 — B=0
= ¢ (. y) + [y, wW)] = 9 (4,0) + [y, Aa] + [y e2] = A2 = A =0;
= (2, y") + [2,0(@)] = ¢ (@,0) + [z, py] + [0, €2] = pz = p=0;
= ¢ (z,27) + [2,0(2)] = ¢ (2,0) + [2,02] + [w,52] =z = n=0;
= ¢ (4 27) + [y, w(2)] = ¢ (4,0) + [y, 62] + [y, 2] = =62 = 5 =0;
= (.2) + [y, w(@)] = ¢ (1,0) + [y a2] + [y, 72] = —az = a =0,

Les autres équations possibles obtenues avec (z, z), (z,y) et (z,x) sont triviales.
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e Cas 6 = z*. On évalue I’équation (5.50) sur les éléments de la base {z,y, z} de (H,z*).

: @
=0 (1:9") + lyw@)] = 0 (41,0) + Ay,a] = =Xz = A=0;

= ¢ (2.9 + [2, 0 )] = ¢ (2,0) + plz,y] = 12 = p=0;

= ¢ (,21) + [, w(2)] = ¢ (2,0) +nfw,y] = nz = 7 =0;

= o (.2") + [y, 0(2)] = ¢ (4,0) + 8y, 2] = —dz = 6 =10;

= (1,2) + [y, w(@)] = ¢ (1,2) + aly, 2] = gz + iz —az = a =i, g=0.

Les autres équations possibles obtenues avec (z, z), (z,y) et (z,x) sont triviales.
e Le cas § = z* est complétement analogue au cas 6 = x*.
U

Lemme 5.5.6. Les 2-cobords restreints pour (H,0) sont donnés par les couples (p,w) tels que

o(z,y) = Az +By+C=z
ole,2) = —H:
ply,2) =Gz,
avec A, B,C, G, H éléments de F et
e Cas=0:w=0;
o Cas =a* :w(r) =Gr+ Hy+ Iz, w(y) =w(z) =0;
o Cas=2z* :w(z)=w(y) =0, w(z) =Gr+ Hy + Iz,

Preuve. Soit ¢ € C2%,(H,H), donnée sur la base de H par I’équation (5.48). Supposons que
o =dtgt, avec ¢ : H — H donnée par

Y(x,y) = Ax+ By+Cz
Y(x,z) =Dzx+ Ey+ Fz (5.55)
U(y,z) =Gx+ Hy+ 1z,

avec A,B,C,D,E,F,G,H,I € F. Avec la condition de cobord ¢ = gléEgb, il est facile de
montrer qued=e=g=h=0,a=i=G, b=—f=H, c=C,avecC=1—-FE — A. Par la
partie “restreinte”, supposons que (¢,w) € B2(H,0). La condition de cobord s’énonce alors

w(w) = (ull) —adh o y(u), ue K. (5.56)

En évaluant I’équation (5.56) sur la base de H, on obtient

w(z) =0(x)(Gr+ Hy+ Iz)
w(ly) =0(y)(Gx+ Hy+ 1z) (5.57)
w(z) =0(z2)(Gx+ Hy+ 1z).

En choisissant 6 dans {0, z*, 2*}, on obtient le résultat.

Théoréme 5.5.7. On a dimyp (H2(H,0)) = 8 et dimp (H2(H,z*)) = dimyp (H2(H, 2*)) = 4.
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e Une base de H%(H,0) est donnée par

{(90170)7 (¢2,0), (¢3,0), (¢4, 0), (¢5,0), (0, w1), (0, w2), (0,(,03)},

avec

p1(z,2) = 25 pa(y,2) = 25 @3(x,2) = —3(y, 2) = 5 palx,2) = y; w5(y,2) =y
wi(z) = 25 wa(y) = 25 w3(z) = 2.
(on n’écrit que les images non-nulles).
e Une base de H2(H,x*) est donnée par {((pl,O), (p2,0), (0,w1), (O,wg)}, avec
e1(z,y) = z; pa(z,y) = y; wi(y) = 25 wa(z) = 2.

o Une base pour H2(H,z*) est donnée par {(4,01,0), (¢2,0), (0,wq), (0,0.22)}, avec

p1(z,y) = z; @2(r,y) = y; wily) = 2; wa(z) = 2.

Preuve. En utilisant le lemme 5.5.6, on déduit que {(y¢,0), (¢7,0),(ps,0)} est une base de
B2(H,0), avec

ez, y) =2, v6(y,2) =2z pr(x,y) =y, er(x,2) = —2; p(x,y) = 2.

En utilisant le lemme 5.5.5, il n’est pas difficile de compléter la base ci-dessus en une base
de Z2(H,0), et ainsi trouver une base pour H2(H,0). Les deux autres cas avec § = x* et § = z*
sont similaires.

O]

Le cas p = 3.

Soit F un corps de caractéristique 3 et soit ¢ € C(Q; p(H,H). Alors, une application w : H —
‘H possede la propriété (x) relativement a ¢ si et seulement si

w(utv) = wu)+w(v)+2 (([u, v], u) + [p(u, v), u]) +e([u, 0], v)+[p(u, v), 0], w0 € H. (5.58)

Soit 6 une forme linéaire sur H et soit (¢,w) € C2(H, 0). Rappelons que H est équipé d’une
3-opération (-) donnée par 6 (voir la proposition 5.5.1). Puisque p = 3, on a

ind? (g, w)(u,v) = ¢ (u, 0[3}) — le([u, v],v),v] + [u,w(v)]. (5.59)
Lemme 5.5.8. Les 2-cocycles restreints pour (H,0) sont donnés par des couples (p,w), ot
o Case§ =0 :
o(z,y) =ax+by+cz w(x) =—ex+~z
olx,z) =dr+ey+ [z wly) =dy+ez (5.60)

ey, z) =gz —dy+iz w(z) =kz

o Cas O =z* : identique au lemme 5.5.5;
e Cas O =z* : identique au lemme 5.5.5;
ot tous les parameétres a,b,c,d, e, f, h,i,7,€,k sont des éléments de F.

Preuve. la preuve est identique a celle du lemme 5.5.5, mais en exploitant I’équation 5.59. [
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Un calcul analogue montre que les 2-cobords restreints sont les mémes que dans le lemme
5.5.6. Toutefois, il faut prendre garde au faut que la propriété (x) n’est plus triviale si p = 3,
mais est donnée par 1’équation (5.58).

Théoréme 5.5.9. On a dimp (H2(H,0)) = 8 et dimp (HZ(H,z*)) = dimp (HZ(H, 2*)) = 4.
e Une base de H*(H,0) est donnée par

{(901,‘«01), (8027“}2)? (903, 0)? (904, 0)7 (‘:05, 0)7 (07(")3)? (0""}4)7 (O,Ld5)},

avec

o1(x,2) = —p1(y,2) = z, wi(y) =z w2(z,2) =y, walz) =23 @3(y,2) = 2
a(w,2) = z; @s5(y,2) = y; w3(z) = wa(y) = ws(z) = 2.

(On n’écrit que les images non nulles).
o Une base de H2(H,x*) est donnée par {(@1,0), (p2,0), (0,w1), (O,wg)}, avec
)

o1(z,y) =2 pa(x,y) =y wi(y) = 25 wa(z) = 2.

e Une base de HX(H, z*) est donnée par {(@1,0), (¢2,0),(0,w1), (O,wg)}, avec
pr(z,y) = x5 p2(2,y) = y; wily) = 25 wa(z) = 2.

5.5.3 Exemple d’une structure de Lie-Rinehart restreinte sur ’algebre de Heisenberg

Soit p > 3, L = (H,z"), soit A l'algebre associative engendrée par les éléments e; et e,
e1 étant 'unité et équipée de la multiplication eses = 0. Supposons que A agit sur L de fagon
triviale (e - u = u, ez -u = 0 Vu € H). On peut alors définir une ancre sur le couple (A4, L)
en posant py(e2) = py(e2) =0, p.(e2) = vea, v € F étant soit nul, soit vérifiant 4#~! = 1. On
obtient alors deux structures de Lie-Rinehart restreintes, que I'on note Lo si v = 0 et L, si
APl =1,

Choisissons la multidérivation restreinte (mi,w;) donnée par mi(z,y) = =, mi(z,2) =
mi(y,z) = 0, wi(z) = wi(z) = 0, wi(y) = z. Il n’est pas difficile de voir que o1 = 0 est
I'unique symbole compatible avec (m1,w;). On obtient alors la déformation infinitésimale

mi(z,y) =z +ta, me(x,2) = me(y,2) =0, we(z) =0, we(y) =tz, wi(z) = 2. (5.61)

Proposition 5.5.10. La déformation (myg,w;) est une déformation au sens de la définition 5.4.1
si et seulement si v = 0. Sinon, c’est une déformation faible.

Preuve. La classe de (m1,w1) est non triviale dans H3(H, #), ainsi les équations (5.20) et (5.21)
sont vérifiées, ce qui signifie qu’on a une déformation faible. Les équations (5.22) deviennent

p (u[p]) (a) = pP(u)(a), ueH, ac A,

plwi(u)(a) = p(u)* o o1(u) o p(u)’~*(a) = 0.

k=0

La premiere équation est toujours vérifiée et le deuxieme 1’est si et seulement si v = 0.
Les équations (5.23) sont triviales.
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Considérons maintenant ’algebre de Lie-Rinehart restreinte Ly avec sa déformation infi-
nitésimale donnée par (mp,w;) et calculons la cochaine d’obstruction. Pour w,v,w € H, on
a

obs™M (u, v, w) = mi(u, mi (v, w)) + my (v, mi(w,w)) + mi(w, my(u,v)), (5.62)
obs® (u,v) = —my (u, w1 (v)). (5.63)
Il est immédiat de voir que ces applications s’annulent sur la base de H. Ainsi, on doit

trouver (mg,ws) tel que d2(mz,ws2) = (0,0) afin d’étendre la déformation, ce qui est toujours
possible en cherchant dans Z2(H, z*).
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Chapitre 6

(Super-)Algebres de Lie-Rinehart
restreintes en caractéristique p = 2

Ce chapitre est consacré au cas particulier ou le corps de base est de caractéristique p = 2.
Dans cette situation, de nombreux résultats tombent en défaut et de nouvelles techniques
doivent étre développées. Par exemple, sur un corps F de caractéristique différente de 2, I’al-
gebre de Lie sla(FF) est I’exemple standard d’algebre de Lie simple. En caractéristique 2, ce
n’est plus le cas : elle admet un centre non nul et est méme nilpotente.

Bouarroudj et ses collaborateur-trice-s ont largement contribué a I’étude du cas particulier
p = 2. Citons notamment leurs travaux sur les doubles extensions ([BB18]), sur les déforma-
tions ([BLLS15]) et sur la classification des algebres de Lie simples ([BLLS21]). On pourra
également consulter les références des articles précédemment cités ainsi que leurs introductions
tres détaillées.

Concernant notre probleme de déformation d’algebres de Lie-Rinehart restreintes, le cas
particulier de la caractéristique 2 s’avere étre un environnement propice au développement
de nouveaux outils. La définition d’une algebre de Lie restreinte se retrouve considérablement
simplifiée (voir définition 6.1.1, on voit notamment que la non-linéarité de la 2-opération est
contrélée par un simple crochet) et une meilleure compréhension des interactions entre la 2-
opération et leurs autres applications de structure (loi additive, crochet de Lie) est possible
(voir équation 6.3). De méme, certaines conditions intervenant dans la définition d’une algebre
de Lie-Rinehart restreinte deviennent linéaires, ce qui simplifie leur étude (voir définition 6.2.1).

Récemment, Bouarroudj et Makhlouf ont étudié les structures de super-algebres de Hom-
Lie en caractéristique 2 ([BM22]). Dans cet article, une cohomologie nouvelle est introduite. Il
semble que dans le cas p = 2, il existe une forte ressemblance entre les notions d’algebre de Lie
restreinte et de super-algebre de Lie. Cette remarque a motivé la construction d’un nouveau
complexe de cochalnes pour les algebres de Lie restreintes, qui n’a pas d’analogue pour p > 2
(voir section 6.1.3). Ce complexe est complet dans le sens ou il permet le calcul des groupes
de cohomologie restreints a n’importe quel ordre et constitue a ce titre une amélioration des
résultats de Evans et Fuchs ([EF08]). Toutefois, cette méthode reste propre au cas p = 2 et ne
semble pas étre généralisable a un p quelconque.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans une premiére section, on adapte les définitions
générales concernant les algebres de Lie restreintes au cas p = 2 en soulignant les différences
avec le cas p > 2. On étudie les interactions de la 2-opération avec les séries formelles & un pa-
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rametre (équation 6.3) dans le but de mieux comprendre les déformations restreintes. Puis, on
introduit notre nouveau complexe de cochaines (théoreme 6.1.8) et on montre quelques appli-
cations immédiates. La deuxiéme section est consacrée aux algebres de Lie-Rinehart restreintes
en caractéristique p = 2 et a leurs déformations formelles restreintes. On montre notamment
que leurs déformations sont contrélées par la cohomologie que I'on vient d’introduire. On étudie
les déformations équivalentes et les obstructions. Ensuite, on présente un exemple détaillé sur
I’algebre de Heisenberg restreinte. Comme dans le chapitre précédent, on classifie les structures
restreintes sur l'algebre de Heisenberg et on décrit explicitement les seconds groupes de coho-
molgie & coefficients adjoints (théoréme 6.3.4). On calcule ensuite un exemple de structure de
Lie-Rinehart restreinte sur une algebre de Heisenberg restreinte et on étudie ses déformations.

Ce chapitre se base en partie sur le contenu de I'article [EM23].

6.1 Algebres de Lie restreintes en caractéristique p = 2

A partir d’ici, IF désigne un corps de caractéristique 2. Le but est d’introduire une coho-
molgie en caractéristique 2 différente de celle de Fuchs et Evans ([EF08]). Toutefois, les deux
cohomologies semblent coincider en bas degré. .

6.1.1 Définition

En caractéristique 2, la définition 5.1.5 d’une algebre de Lie restreinte se réduit a :

Définition 6.1.1. Une algébre de Lie restreinte en caractéristique 2 est une algebre de Lie L
équipée d’une application (-)2 : L — L telle que

L M) =Xz 2 e L, NeTF;

2. [2,92] = [[z.9].9), =,y € L;

3. (z+ o) =2y 4 [2,y], 2,y € L.

On appelle une telle application une 2-opération’.

Proposition 6.1.2. Soit L une algébre de Lie restreinte en caractéristique 2.

e Soient x1, -+ ,x, € L. On a alors la formule
n 2] no
<Zmz> =S S (e
i=1 i=1 1<i<j<n

e Supposons que la représentation adjointe de L est fidéle. Alors, les conditions 1. et 3.
de la définition 6.1.1 sont des conséquences de la condition 2.

Preuve. Le premier point vient d’un calcul immédiat. Pour le deuxieme, le théoreme de Jacob-
son assure que c’est vrai, par le méme argument qu’au corollaire (5.1.17). Pour p = 2, on peut
faire une preuve calculatoire alternative. Soient z,y, z € L et supposons que la représentation
adjointe ad : z — ad, = [z, -] est fidele. Si A € F, on a

ad (e (y) = [(A2)Py] = D, Az, y]] = Mo, [2, 9] = N[ y) = N ade (y).
Ainsi, on a (Az)Pl = A\22P]. Puis,

ad(m+y)[2] (Z) = [.Z' + Y, [Q? +y, ZH

1. Comme précédemment, cette terminologie n’a rien d’universel.
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= [z, [z, 2]] + [y, [y, 2]] + [, [y, 2]] + [y, [=, 2]]
= [P, 2] + WP, 2] + ([, 0], 2]
= ad, ;g (2) + ady[z] (2) + ad[xyy](z).

1l s’en suit que (z + )& = 22 4 42 4 [2,9)]. O

6.1.2 2-opérations et séries formelles

Soit (L, -], (-)[2]) une algebre de Lie restreinte, il est alors immédiat d’étendre le crochet
de Lie sur L[[t]], avec la formule

120 Jj=0 Y]

Il est clair que L[[t]] est équipé d’une structure de Lie avec ce crochet. Le but est maintenant
de trouver une formule similaire pour la 2-opération : peut-on étendre ’application (-)[2] sur
LI[t]] de telle facon & obtenir une structure restreinte compatible avec le crochet étendu ? Soient
z; € Let A €F. On a alors

n 2 n
(Z Am) =S NP ST N[, (6.2)
=0

i=0 0<i<j<n

L’équation (6.2) peut étre démontrée facilement par récurrence : si zg, -+ ,Tp41 € L et
AeF,
o (zo+4 Mz = xBQ] + (A1) + [20, Az1] = xBQ] + )\255[12} + A[zo, z1], donc I'assertion est
vraie pour n = 1.
e Si la formule est vraie pour un n € N, on calcule par récurrence :

n+1 ] 2] n ] (2]
(Z )\Zl’i> = (Z )\in + )\n+1$n+1>
=0 1=0

n 2]
- (ota) o,
=0

n
Z )\’a;i, )\"Hxnﬂl
=0

/\Qix?] +)\2(n+1)m7[12]+1Jr Z >\¢+j[$i’xj]+Z/\i+n+1[$i’xn+1]
0<i<j<n i=0

-
oo

3

)\Qixm + Z )\H—j [l‘i, .’Ej].

KA
0<i<j<n+1

s
Il
=)

L’équation (6.2) étant vraie, I'idée est de l'utiliser afin de définir la 2-opération étendue sur
L[[t]] comme souhaité.

Proposition 6.1.3. Si L est une F-algébre de Lie, alors L][t]] est une F-algébre de Lie restreinte
avec le crochet étendu (6.1) et la 2-opération définie par

(2]
(Z tixi> = Z tQixl[-Q} + Z £ [y, 2] (6.3)

i>0 ij
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Preuve. Vérifions les trois conditions des la définition 6.1.1. Soient A € F et x; € L.
1.
(2]

(2]
<)\Ztl$l> = <Z tz()\xl)>

= Z tQi(A.%i)[z] + Z tH_j [)\xi, )\.%'j]

i<j
— )2 Z t2i$£2] + A2 Z 7 [y, 4]
i i<j

' (2]¢
= )\2 (Z tll‘i> .

(2]¢
Ztixz‘, (Z tjyj) _ {Z tifci;Ztijj[?] + Ztixi, th+k[yj,yk]]
i j i j i j<k

= St [y 4+ 30 [y, ]

2% .5,k
i<k
= 6 [y ) 1 Sy [y il] D0 E [ [, )
1:7.7‘ i’j)k i7j7k
i<k i<k

=St [y ST ) + 3 T ), il
1,J

i3,k .5,k
i<k i<k
o ) o o
= it [xly][ ]} 3 Iyl k] > T R [, 5], k]
i,j i3,k .5,k
i>k i<k
=Y T [y, ) + D T [, ], v
i,j i7j7k
%k
=D LA LTI

1,5,k
) ”Z tixi»ztjyj] ’thyj] |
i i i

3. Le calcul suivant sera utile.

St iyl =D T [yl + >t [, ]

1#] 1<j 7<i

1<j 1<j
= Z it [z, yj] + Z ¢+ (i, xj]. (6.4)
1<J 1<j

On peut maintenant démontrer la troisieme condition a ’aide du calcul précédent
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(2] 2]
(St Son) = (Seesm)
i J i
= > @i+ y) + Y [+ vy + )]
; 1<j

= el 43y 4 Y Pyl

+ Z Var [l'i, l’j] + Zti+j [:L’i, yj]

1<J 1<j
D gy + > [z, ]
i<j 1<j

3+ T+ Y Pl

+ Z tH_j [xi, Ij] + Z tH—j [l‘j, yj]

i<j i<j
+ Z £ 24, 5] (avec I’équation (6.4))
i#j

(2] [2]:
- (Z f) i (Z fy) + 3,
7 7 2,]
o\ B L
= <Z tx) + (Z ty) +

> ta, thyj] :
i i

O]

Remarque. En développant la formule (6.3) et en réarrangeant par mondémes de méme degré,
on obtient

(2]
n _ n [2] e
(Zt xn) = Zt (n+ Uxt%J + Z (@i, x5] |, (6.5)
n>0 n>0 1<J

i+j=n

ou |-| désigne la fonction partie entiere.

6.1.3 Cohomologie restreinte en caractéristique p = 2

Dans cette section, on construit une cohomologie restreinte des algebres de Lie restreintes en
caractéristique 2. Cette construction est spécifique a la caractéristique 2 et n’a pas d’analogue
(& notre connaissance) en caractéristique différente de 2.

Soit M un L-module restreint. On commence par poser CY (L,M) := CQy(L, M) et
Ciz (L7 M) = C(llE(Lv M)

Définition 6.1.4. Soient n > 2, ¢ € C&x(L, M) et w : L' — M. Le couple (p,w) est une
n-cochaine de la cohomologie restreinte si
WAL, 20,y 2p—1) = Nw(z, 22, 5 Zne1) (6.6)
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(U(CE',ZQ,"‘ 7A2i+zz{7”' 7Zn—1) :AW(.%',ZQ,"' ) Riy e ,Zn_l)—i-W(.%',ZQ,"' 7227”' 7zn—1)
(6.7)
U.)(.’E +y, 22, aznfl) = W($,22, o 7Zn*1) +W(y,22, e ’anl) + (70($aya 22y 7Zn71)-
(6.8)

On note l'espace des n-cochaines de L & coefficients dans M par C7, (L, M).

Construisons les différentielles d7, : C(L,M) — CEtY(L, M). Pour n > 2, on écrit
di, (¢, w) = (deg(p), 0" (W) , avec

w(x, 29, ,2n) = - o(x, 22, , 2n)
n

+Zzi'w(xaz27'“ 72?1'7"' 7Zn)
=2

+§0(x[2]7227"' 7Z'n,)
—|—ZQO([£B,Z¢],1‘,22,“- s Ziy 7ZTL)
1=2

+ Z Z2>Z]] 227"'722'7"'72]'7"'7211)-
1<i<j<n

Lemme 6.1.5. Soient n > 2 et (¢,w) € CL (L, M). Alors, (d¢g(p),0"(w)) € CLF(L, M).

Preuve. Le seul point délicat est de montrer que
6RW(£IJ—|—y, 22yttt anl) = 5nw($, 22y ,zn,1)+6”w(y, 22y aznfl)_"dTéE@(x) Y, 22, aznfl)a

pour z,y, 29, - , Zn+1 € L. Calculons :
511(4}(.13—‘-(7;72’2,'” 7Z7l):x'go(x+yﬂz27"' azn)+zzi'w(x+yaz27"' aZAiW" 7Zn)

+90(($+y)[2]722» 7Zn)+Z(p([x+y>zi]7x+y5227"' 72?1'7"' 7Zn)
=2

+ E l’+y, szzj] 227"’,Zia"'vzja"'vzn)'

1<i<j<n
:x'(p(‘raz%“'a )+x-cp(y,22,~~~, )+y‘p(xvz2vvzn)+y§0(y7223
n
+ZZ7;'W(£L',ZQ," +Zzz ysza"'véia"'aZn)
=2
1

+Z<p(x7ya227"' a2i7"' 3Z7L)

+ QD(-T[Q],ZZ, S ;Zn) + So(yp],ZQ? N 3Z'n,) + sp([x,y]sz’ e 7Zn)

n

+ZQO([$,Z¢],ZL‘,22,"' 721'3"' 7zn)+zw([aj72i]7y3227"' aé\ia"’ 7271)
=2 =2
n

+Z<‘0 y7zl} Y,22, 7ZAi7"' ,zn)+Z<p([y,zi],x,22,--~ 72?%"' 7Zn)
=2

+ E Zl7zj 225"'72i7"'azj7"'azn)

2<i<j<n
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+ Z w(ya[ziaZjLzQ?"'7'zA’i7"'7ZAj7"'7ZTL)
2<i<j<n

+ E W(x7ziazjvz2a"'7Zia"'azja"'7zn)'
2<i<j<n

On peut maintenant identifier les termes voulus dans le développement ci-dessus :

n
(5”&](3}‘,22,"' 7277,):3:'90(3:’227"' ,Zn)+22i'W($,ZQ,"' 72?1""' ,zn)—i—ap(x[z],zQ,--- 7Zn)
i=2

n
+Z¢([xuzi]uw7227'“72iu"'72n)+ Z W(.’I,',[Zi,Zj],ZQ7"'72i,"'7éj,"'72n);

=2 2<i<j<n

n
6nw(y5227"' 7Zn):y'(p(y3227"' ,zn)+Zzi-w(y,z2,-~- aZAiy"' ,zn)—|—<p(y[2],zg,--- ,Zn)
=2

n
+Z¢([yazi]7y7z27”'aZAiv"'wzn)—’— Z W(y,[zi,ZjLZQ,"'72?2‘,"'72},"',2”);

i=2 2<i<j<n

n
dTéE@(xvyaz%"' 7Zn):x'@(ya327"' ,zn)—|—y-<p(:l:,zz,--~ ,Zn)‘FZ@(l’ay,Zz"" 72?1'7"' ,Zn)
=1

n n
+Z¢([x5y]722?.” azn>+2@([xazi]7%227'“ ,Z?ia"' 7Zn)
=1 =2
n
+Z¢([yazi]7x7227”'7'§ia"'7zn)+ Z So(xazivzjszf"72’i7"'72j7"'7zn)'
=2 2<i<j<n
Ainsi, ’équation (6.9) est satisfaite. O

Lemme 6.1.6. Avec les données précédentes, on a 6"t o™ =0

Preuve.
1
5n+ o 5"w(x, 29y aZnJrl) =" dTCLE(p(xa 22y 7Zn+1)
n+1
+§ Zi'énCU(fE,ZQ,"‘,2»L‘,"’,Zn+1)
=2
2
+ dgEQO(J)[ ]a 22y, Zn+1
n+1

+ Z dTCLJESO([x7Zi]7x7'ZQv T aZAiv o 7Zn+1)

=2
=+ Z 5nw(x7[Zi’Zj]722""722',"',2/\1',"',2,",_;’_1)
2<i<j<n
n+1
:Zzz(x¢(x’227 ,ZA»L',"' 7Zn+l))
=2

n+1
+§ ZlE Zj'W(l‘,Zz,"',21',"'2%‘,"',27714_1)
i=2  j=2
J#i
n+1
) (2] o
+ zl<p(x 7227"'7zi7"'72n+1)
=2

n+1 n+1

+§ Zi - E 90([1'7Zj}71‘722v"'7Zia""zja"'azn+1)
i=2 =2
J#i
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n+1
+§ Zi E w(xa[zjuszZQ?"'7Zi7"'7ZAj7"'7ZAk"'7Zn+1)
=2 2<j<k<n+1
g k#i
n+1

-|— ZZZ . So(x[z]’zQ’ P az’nJrl) +$[2] . 90(227. .. 7ZTL+1)
1=2

2 ~ N
+ § @([Zi,Zj],x[],"',Zi,"',Zj,"',ZnJ,_l)
2<i<j<n+1
n+1

=+ Z @([I[2]7Zj],227 e 7ZAj7 seey Zn+1)
j=2

n+1
+1'.Zzi.gp(x’227...,ii’...7Zn+1)+1‘.(z.<p(227...,Zn_"_l))
=2

+z- E QD([Zi,Zj],.’IJ,"',Zi,"',Zj,"',Zn+1)
2<i<j<n+1
n+1

+x- Z(p([xazj]vz%"' 72?]""' 7Zn+1)
j=2

n+1n+1

+ZZZJ '(P([l‘,Zi],.’L‘,ZQ,'“ 7ZAi7"' 7ZAja"' aZnJrl)
i=2 j=2
e
n+1
+Z$'QO([1’7ZZ'],ZQ,"' 721'7"' 7Zn+1)
=2
n+1
+Z[xazl] '@(vaQf" a2i7"' 7Zn+l)
1=2

n+1

+Z Z (P([Zy}Zd,[fE,Zi},ﬁL',ZQ,"',é},"',,Z?,"',ZA]C"',Z”+1))

i=2 2<j<k<n+1
j.k#i

n+1n+1

+ZZ¢([1"ZJ]’[$’Z’L]? aé\ia"' ,ZAjf" ,Zn—i-l)
i=2 j=2
JF#i
n+1
+ZZ@([[xvzi]vszgjaz%"' a'éi7"' aZAja"' azn—i-l)

i=2 j=2
J#i

n+1
+ Z o[z, zi),x], 22, -+ s iy, Znt1)
=2

+ Z x'@(xv[zivzj]v"'72i7"'7'§j7"'72n+1)
2<i<j<n+1
n+1
+ Z ZZk'W(.’I?,[Zi,Zj]),ZQ,"',ZA7;7'",ZAj7"',2k"'7Zn+1)

2<i<j<n+1 k=2

Gk
+ E [Zivzj}'w(xsz'”’ZAia"'wZAja"’aZn-‘-l)
2<i<j<n+1
(2] . . o o
+ QO(.’E 7[zl7zj]7223"'z’u"'72]7"'>Zn+1)
2<i<j<n+1

+ Z @([l‘7 [zi?zj]vvaQa"'ZAia"' 2R azn+1)
2<i<j<n-+1
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n+1

+ E E {E,Zk ZZazj] ZQ,"'727;,"',Zj,"'72k"',Zn+1)

2<i<j<n+1 k=2
G ki

+ E E w(x7[zk7zl}7227”'7Zi;"'7zj7”'7ZA,<:”';ZZ7”'
2<i<j<ntl 2<k<l<n-+1
ki,
n+1 n+1
+ § : E : ZZ’ZJ Zk]aZQ,"'azia"’7éj>"'azk"'azn+1)
2<i<j<n+1 k=2
k#i,j
=0.
O

On a donc construit un complexe de cochaines (C7, (L, M), d:}z)n22 . Pour n € {0,1}, on a
dgz = dOCE et
1. 2
dy, : Cy(L,M) — C%,(L, M)
P (déE¢7w)7 w(:c) =@ (53[2}) +x- SO(ZL‘), xz € L.

Lemme 6.1.7. L’application d,{ est bien définie, dl o dO =0 and d2 o dl = (0,0).
Notre complexe de cochaines est maintenant complet.

Théoréme 6.1.8. Soit L une algébre de Lie restreinte et M un L-module restreint. Le compleze
(C’j}2 (L, M )’dzzz)nzo est un complexe de cochaines. Le n®™ groupe de cohomologie restreinte
group de l'algebre de Lie restreinte L en caractéristique 2 est défini par

H (L,M):=Z, (L,M)/B. (L, M),

avec Z (L, M) = Ker(dZ,) les n-cocycles restreints et B (L, M) = Im(d; ") n-cobords res-
treints.

Remarque. HY (L, M) = Hy(L, M).

Remarque. Une cohomologie treés similaire a été construite dans [BM22], dans le contexte
relativement différent des super-algebres de Hom-Lie (en caractéristique 2).

6.1.4 Calculs aux petits ordres

Premier groupe de cohomologie et dérivations restreintes. Rappelons qu'une dérivation res-
treinte D d’une algebre de Lie restreinte L en caractéristique 2 est une dérivation qui satisfait
de plus D (:E[Z}) = [z, D(x)] pour tous z € L. Soit pour z,y € L :

D([z,y]) = [z, D(y)] + [D(x), yl;
D (21) = [z, D(x)].

Il est clair que tout 1-cocyle restreint ¢ a valeurs dans L est une dérivation restreinte et
que la réciproque est également vraie. Un calcul rapide montre que

Bl (L,L) = B{g(L, L) = Im(d{) = {ad,, x € L}.
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On a déja vu que toute dérivation de la forme ad, est restreinte. Ces dérivations sont appelées
dérivations intérieures. On peut calculer

H} (L,L)=Z},(L,L)/B., (L, L) = {dérivations restreintes} / {dérivations intérieures} .
On retrouve un résultat bien connu ([ETO00]).
Second groupe de cohomologie et extensions centrales. Soit (L, [, ], (-)[Q]L) une algebre de

Lie restreinte. On note g := L @ Fc¢. Rappelons que F est un L-module trivial. A 2-cocycle
scalaire restreint est un couple (p,w) € CZ,(L,F) vérifiant

oz, [y, 2l0) + oy, [2,2]L) + (2, [2,y]L) =0 (6.10)

et
oz, yB) = o([2, 9L, y)- (6.11)

Soient x,y € L et u,v € F. On définit un crochet sur g par
[=T+Ucvy+vc]g = [-T7y]L —i—go(x,y)c (612)
et une application (-)le : g — g par

(z + uc)e = 2Pl 4 (). (6.13)

Proposition 6.1.9. (g, [ ]gs (-)[2}9) est une algébre de Lie restreinte si et seulement si (p,w)
est un 2-cocycle restreint.

Preuve. 1l est bien connu dans le cas ordinaire que (g, [, -]) est une algebre de Lie si et seulement
si ¢ est un 2-cocycle de Chevalley-FEilenberg. Il reste alors a montrer que (-)[2}9 est une 2-
opération sur g si et seulement si I’équation (6.11) est vérifiée. Soient z,y € L et u,v € F.

(w4 )+ (y+0)% = @+ )P +w@+y)e
=2l 4 [2,y] + w(@)e +w(y)e + p(z,y)e
= (2 +u0)?e + (y + ve) e + (2 + o), (y + vo)ly.

(2 + uc), (y + ve) ]y = [(@ +ue), yP + w(y)d,
— |:[IIZ, y[ﬂL}L + © ((IZ, y[2]L) c

[z, 9], vl + o[z, YL, y)e
[z, 9] + @(z,y)e,y + velg
[[z 4+ uc,y + vclg, y + vd]q.

Finalement, on a également (\(z + uc))[z]“: \2(z 4 uc)?s, on conclut donc que (-)le est une
2-opération sur g si et seulement si I’équation (6.11) est satisfaite.
O
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6.2 Déformations d’algebres de Lie-Rinehart restreintes en caractéris-
tique p = 2

6.2.1 Algebres de Lie-Rinehart restreintes en caractéristique p = 2

Définition 6.2.1. Soit A une algebre associative commutative sur un corps F de caractéristique
2 et (L, (—)[2]) une algebre de Lie restreinte. Alors (A, L, p) est une algébre de Lie-Rinehart
restreinte si

e (A, L,p) est une algebre de Lie-Rinehart ;

e p (iL'[Q]) = p(x)? (p est un morphisme de Lie restreint) ;
o (az)? = a?zP + p(az)(a)z, a € A, z € L. (condition de Hochschild )

Définition 6.2.2. Une multidérivation restreinte (d’ordre 1) est un couple (m,w),oum : LXL —
L est antisymétrique, w est 2-homogene et vérifie

w(z +y) = wz) +wly) +m(z,y), (6.14)

telles qu’il existe une application o : L — Der(A) appelée symbole restreint devant satisfaire
les quatre conditions suivantes, pour z,y € Let a € A :

o(azx) = ao(x);

m(z,ay) = am(z,y) + o(z)(a)y;
o ow(z) = o(x)*
w(az) = a® w(z) + o(az)(a)z.

Proposition 6.2.3. Il y a une correspondance bijective entre les structures de Lie-Rinehart res-
treintes sur le couple (A, L) et les multidérivations restreintes (m,w) d’ordre 1 telles que

m(z,m(y, z)) + m(y,m(z,x)) + m(z, m(x,y)) =0 (6.19)
et
m(z,w(y)) = m(m(z,y),y). (6.20)
6.2.2 Déformations formelles restreintes

Définition 6.2.4. Une déformations formelle restreinte de (m,w) est donnée par deux applica-
tions

my : L x L — L[[t]] w : L — L[[t]]
(z,y) — Y t'mi(z,y); Y twi(z),
i>0 720

avec my = m, wp = w et (m;,w;) des multidérivations restreintes.
De plus, m; et w; doivent vérifier, pour z,y,z € L,

mi(z, me(y, 2)) + me(y, me(z, ) + mu(z, me(z, y)) = 0; (6.21)
mi(z,wi(y)) = mi(me(z,9), y); (6.22)
wi(z +y) = wi(z) + wi(y) + mu(z, y); (6.23)
k k
Z oi (wi—i(z)) = Z oi(x) o (ok—i(x)), Vk>0. (6.24)
i=0 i=0
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Remarque.
1. my s’étend a L[[t]] par F[[t]]-linéarité.
2. wy s’étend & LI[t]] en utilisant les équations (6.3) et (6.23).
Remarque. La condition (6.21) assure que l'objet déformé (A, L[[t]], m¢, 0+) est une algebre de
Lie-Rinehart. Les conditions (6.21), (6.22) et (6.23) assurent que (L[[t]], m, w;) est une algebre
(

de Lie restreinte. De plus, si la condition (6.24) est vérifiée, alors (A, L[[t]], my, ws, 0¢) est une
algebre de Lie-Rinehart restreinte.

Définition 6.2.5. Si la condition (6.24) de la définition 6.2.4 n’est pas satisfaite, la déformation
est dite faible.

Remarque. On voit ici qu'il n’y a pas d’analogie de la condition (5.23) que I'on avait imposée
dans la définition 5.4.1. Si p = 2, la condition de Hochschild de la définition 6.2.1 devient
linéaire en w et o, ainsi w; et o; la vérifient sans imposer de conditions supplémentaires.

Remarque. Comme dans le chapitre précédent, tous les résultats suivants qui concernent les
déformations formelles, équivalences et obstructions en caractéristique 2 sont également va-
lables pour des algebres de Lie restreintes, en oubliant le structure de Lie-Rinehart. De plus,
avoir une déformation faible est suffisant pour que ces résultats appliqués aux algebres de Lie
restreintes soient valables.

Lemme 6.2.6. Soit (my,w;) une déformation restreinte de (m,w). Alors (my,, wi) € CZ (L, L) Vk >
0.

Preuve. Soient z,y € L. En développant 1’équation (6.23), on obtient

S twilz+y) =D twix)+ > twily) + Y t'mi(a).

i>0 i>0 i>0 i>0
Puis, pour chaque £ > 0, on a
wi(z 4+ y) = wi(z) + wi(y) + mi(z, y),
ce qui est 'identité désirée. De plus, pour A € F, on a

wi(Ax) = Ztiwi()\x) = \? Ztiwi(m), donc w;(A\z) = Nw;(x), Vi > 0.

i>0 i>0

Nous avons le résultat classique suivant :
Proposition 6.2.7. Soit (my,w;) une déformation restreinte de (m,w). Alors (my,wi) est un
2-cocycle de la cohomologie restreinte, ce qui signifie
d2gpmy =0 et 6wy = 0.

Preuve. La théorie ordinaire assure que d%Eml = 0. Il reste & vérifier que 62wy = 0. Si on
développe ’équation (6.22), on obtient

Z ti+jmi(x,wj'(y)) = Z ti+jmi(mj(337y)ay)- (6.25)
i,j>0 4,j>0

En identifiant les coefficients ¢, on obtient

mi(z,w(y)) +m(z,wi(y)) = m(mi(z,y), y) +mi(m(z,y),y),

ce qui est équivalent & 62w = 0. O
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6.2.3 Equivalence de déformations formelles

Soit ¢ : L[[t]] — L[[t]] un automorphisme formel défini sur L par

o(z) = t'oi(x), ¢ : L — L, ¢o = id,

>0
puis étendu par [F[[t]]-linéarité.

Définition 6.2.8. Deux déformations formelles (my,w;) et (m},w}) de L sont dites équivalentes
g’il existe un automorphisme formel ¢; tel que

my (61(x), de(y)) = bt (my(x,y)) et (6.26)
bt (wi(2)) = wi (Pe()) - (6.27)

Lemme 6.2.9. Avec les données ci-dessus, on a

mi(z,y) +my(z,y) = d1(m(z,)) + m(z, ¢1(y)) + m(e1(2), y); (6.28)
wi(z) + wy(z) = m(¢1(z), 7) + d1 (w(z)). (6.29)

Preuve.

(6.26) <= my (Z tiqﬁi,th(f)j) = (Ztkmg(x,y))

i>0 §>0 k>0

= > T Em(6i(2),65(0) = 3 7 e;(mi(, ).

i,5,k=>0 4,520

En identifiant les coefficients de ¢, on obtient

m(¢1(x),y) + m(x7 ¢(y)) + ml(x7y) = (bl(m(wv y)) + mll(x7y)7

ce qui est équivalent & la premiere équation voulue. les calculs suivants sont faits modulo ¢2.

(6.27) = ¢y (Z tl wi(x)) = w) (x + to1(z))

>0

= Y t'r(wi(x)) = wi@) + Wi (tor(x) + mi(e, tér (z))

>0

=t ¢i(wiz)) = w(x) + ¢ (W) (z) + m(z, ¢1(x))) .

4,52
En identifiant les coefficients de ¢, on obtient

wi(z) + d1(w(x)) = wi(x) + m(z, 1 (x)),

ce qui est équivalent a la deuxieme équation voulue.

O]

Proposition 6.2.10. Si (my,w;) et (m},w}) sont deuz déformations équivalentes de L, alors leurs
éléments infinitésimaux (my,wy) et (my,w)) sont dans la méme classe de cohomologie.
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Preuve. 11 suffit de remarquer que

or(m(w,y)) +m(z, o1(y)) + m(mei(),y) = depdr (z,y)

et
m(¢1(z),z) + ¢1(w(x)) = 6"

dans le lemme précédent. O

Définition 6.2.11. Une déformation formelle (my,w;) de L est dite triviale s’il existe un auto-
morphisme formel ¢; tel que

ot (m(,y)) = m(de(z), P(y)); (6.30)
Ot (wi(x)) = w (de(2)) - (6.31)

Proposition 6.2.12. Supposons que (my,w;) € BEZ(L,L). Alors la déformation infinitésimale
donnée par my = m + tmq et wy = w +twy est triviale.

Preuve. Supposons que m1 € B2 (L,L) : 3¢ : L — L tel que mi = dipp et wy = d'e.
Considérons I’automorphisme formel

¢r = id +te.
Puisque m; est un 2-cobord de Chevalley-Eilenberg, on a
mi(z,y) = p(m(z,y)) + m(z, p(y)) + m(e(2),y). (6.32)
Ainsi, on peut écrire
m(x,y) +t (p(m(z, y)) +mi(z,y)) = m(z,y) +t (m(z, o(y)) + mle(r),y)),
ce qui est équivalent a
or (m(z, y) + tma(z,y)) = m(de(x), oe(y)).

On obtient (mod ¢?)
Pe(me(x,y)) = m(¢e(x), o1 (y))- (6.33)

Puis, en utilisant Iidentité w; = d'¢p, on a

wi(z) + ¢ (w(z)) = m(z, p(z)). (6.34)
On peut donc écrire

w(z) +t (wi(z) + ¢ (w(z))) = w(z) + tm(z, o(z)),
ce qui est équivalent (mod #2) &
O (w(z) +twi(z)) = w(z +tp(x)).
Finalement, on obtient (mod t?)
Gr (wi(x)) = w(r(x)). (6.35)

Les équations (6.33) et (6.35) impliquent que la déformation est triviale.
O

Théoreme 6.2.13. Le second groupe cohomologie restreinte Hf2(L,L) classifie a équivalence
pres les déformations restreintes infinitésimales.
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6.2.4 Obstructions

Soit (m,w) une multidérivation restreinte. Une déformation restreinte (mjy,w}) est dite
d’ordre n € N si elle est donnée par

n n
my = Z tfmy et Wi = Z k.
k=0 k=0
Définition 6.2.14. Pour z,y, z € L, on définit les applications suivantes :

obsngJ)rl(:c, Y,z) =

-

I
.

(mi(z, mn1-i(y, 2)) + mi(y, mpt1-i(2, ) + mi(z, mp1-i(2,9))) ;

-

I
—

obs(a)l(x, y) =

n

(mi(y, wnt1-i(z)) + mi(mny1-i(y, ), ) -

(2

Lemme 6.2.15. (obsfllll, obsgrl) € C2(L,L).

Preuve.

n

obs(Z)y (w1 + T2,y) = Y (Ma(y, wnp1-i(@1 + 22)) + M5 (Mag1 sy, 21 + 22), 71 + 7))
i=1

M=

(mi (Y, wng1-i(x1)) + M4 (Y Wntr1—i(@2)) + mi (Y, Mpg1-i(21, 22)))

v Il

©
Il
=

(mi (Mpy1-i(y, 21), 21) + m; (Mpg1-:(y, 1), ¥2))

+
NE

(mi (Mpy1-i(Y, 22), 1) + My (Mpi1-i(y, 22), T2))

[

(mi (y, Wnr1-i(w1)) + mi (M p1-i(y, 1), 1))

[
=1

+ > (i (y, wn1-i(22)) + My (M 1-i(y, 72), 22))

o
Il
=

-

+ (my (M (Y, Mpg1—i (21, 22)) + M1 (Mpp1—i(Y, 21), 22) + M (Mpt1-4(y, 22), 1))

i=1

= obsfll(:cl, y) + obsgi)rl(zg, y) + obsgll(:cl, T2, Y).
O

Proposition 6.2.16. Soit (m},wy) une déformation d’ordre n de (m,w). Soit (Mp11, Wni1) €
C2(L,L). Alors (m} + t"Mmp 1, wi +t" T wyiq) est une déformation d’ordre (n+ 1) de L
st et seulement si
1 2
(obsgll, ObeH)_l) = diQ (Mpt1, Wntt)-
Preuve. Si mp +t"*m,, . vérifie I'identité de Jacobi, on a alors, pour 3,z € L :

n+1

> (i, maga-i(y, 2)) + mi(y, mpg1-i(2, ) + mi(z, mat1-i(,y))) = 0. (6.36)
=0

Cette équation peut se réécrire
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(mi(.’B, mn+1—i<y7 Z)) + ml(y7 mn+1—i(z7 l’)) + mi(zv mn—l—l—i(x? y))) - d%Emn-‘rl(x? Y, Z)

1
(6.37)
Réciproquement, si obsq(w)rl = d%EmnH, alors mp +t"*1m,, 1 vérifie 'identité de Jacobi. Sup-
posons que wf +t"t1w, 1 est une 2-opération compatible avec m} + t"*1m, 1. L’équation
suivante est alors vérifiée :

n

)

m?“ (x,w?“) = m?“ (m?“(m,y),y) , (6.38)

s 4 ontl _ 1 n
ot l'on a noté my™ = mp + t""tmy 41 et w

(6.38), on obtient

= wP 44"+ W, 1. En développant I’équation

n+1 q n+1 q

DY mirwe—i(y)) = Yty mi(mg-i(2,y),y). (6.39)
qg=0 =0 qg=0 =0

En identifiant les coefficients de "1, on obtient en particulier
n+1 n+1 n+1
Z mi(z,wnr1-i(y)) = Z td Z mi(Mn11-i(2,9), ),
i=0 i=0 =0

ce qui peut étre réécrit

m (2, wn 1 (y) +mn 1 (2, 0(Y)) + m(mn (2, ), y) +mm e (m(z, y), )
— Z(mz(:r, Wnt1-i(Y)) + mi(mpy1-i(z, y), y)).

=1

On conclut que

n

5 (i) + maCmoas(,).0) ) = B (o2,
=1

6.3 Algebres de Heisenberg restreintes en caractéristique p = 2

Dans cette section, on détermine les structures restreintes sur ’algebre de Heisenberg, on
calcule de second groupe de cohomologie a coefficients adjoints et on donne un exemple de
déformation formelle d’une algebre de Lie-Rinehart restreinte construite a partir d’une algebre
de Heisenberg restreinte. On peut trouver quelques informations sur l'origine physique de ces
algebres dans la section 5.5.

6.3.1 Cohomologie restreinte

Soit F un corps algébriquement clos de caractéristique 2. Rappelons que algebre de Heisen-
berg H est engendrée par les éléments z,y, z avec le crochet [z, y] = z. En caractéristique 2, H
est isomorphe & sly. Soit (-)[?! une 2-opération sur H. On a alors

(w+y)2 =2 12 4
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La 2-opération n’est donc pas 2-semilinéaire dans ce cas. Soit u = ax + by + ¢z € H,
a,b,c € F. Alors

u? = (az + by + c2)? = 222 + 02yl + 22 4 bz, (6.41)

Grace & la seconde condition de la définition 6.1.1, I'image de (-)[?l appartient au centre
de H, qui est de dimension 1 et engendré par z. Ainsi, il existe § : H — F linéaire telle que
22 = 0(x)z, y@ = 0(y)z, 212 = 0(2)z. On se rend compte facilement que le lemme 5.5.2
reste valide dans le cas p = 2. On en déduit le résultat de classification suivant, en utilisant les
mémes techniques que pour le théoreme 5.5.3.

Théoréme 6.3.1. Il y a deux algebres de Heisenberg restreintes mon isomorphes en caractéris-
tique 2, respectivement données par les formes linéaires 0 =0 et 6 = z2*.

On calcule le second groupe de cohomologie restreinte de ’algebre de Heisenberg res-
treinte avec coefficients adjoints. Soit # une forme linéaire sur I'algebre de Heisenberg ordi-
naire. On note (H,0) l'algebre de Heisenberg restreinte obtenue avec 6. On note également
HZ(H,0) = HZ ((H,0), (H,0)) le second groupe de cohomologie restreinte de (#,6) avec coef-
ficients adjoints.

Soient u,v € H et (p,w) € Cy,(H, ). La condition de 2-cocycle restreinte est donnée par

¢ (1, 0(0)2) + [u, w(V)] + [p(u, v), 0] + @([u, v}, v) = 0. (6.42)

la condition de 2-cobord restreinte est donnée par

w(u) = [p(u),ul + ¢ (0(u)2). (6.43)

En utilisant les mémes techniques que pour les lemmes 5.5.5 et 5.5.6, on obtient la forme
générale des 2-cocycles et des 2-cobords.

Lemme 6.3.2. Les 2-cocycles restreints pour (H,0) sont donnés par les couples (p,w) tels que

o Cas =0 :

o(r,y) =ax+by+cz w(x) =0+ flz+vz
o(r,z) = fz wly) =(a+i)y+ez (6.44)
oy, z) =iz w(z) =kz

e Casf=2z":
o(r,y) =ar+by+cz wz) =0+ flz+z
oz, 2) = [z wly) =(a+i)y+ez (6.45)
oly,z) =iz w(z) =iz + fy+ Kz,

ot tous les paramétres a,b,c,d,e, f,h,i,7,¢€, k appartiennent a F.
Lemme 6.3.3. Les 2-cobords restreints pour (H,0) sont donnés par les couples (p,w) tels que
o(z,y) = Ax+ By+Cz
o(z,z) =Hz
ely,z) =Gz,
avec A,B,C,D,E,G,H des éléments de F et
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e Cas 0 =0 :w(x) = FEz, w(y) =Dz, w(z)=0;
o Cas 0 =z* :w(z) = Ez, w(y) =Dy, w(z) =Gz + Hy+ Iz.

Grace aux lemmes 6.3.2 et 6.3.3, on est capable de calculer une base pour les seconds
espaces de cohomologie restreinte a coefficients adjoints.
Théoréme 6.3.4. On a dimp (HZ,(H,0)) = 3 et dimg (HZ, (H, 2%)) = 2.
e Une base pour HZ (H,0) est donnée par {(gal,oul)7 (p2,w2), (0,w3)}, avec

01(y,2) = 2; p2(z,2) = 25 wi(y) = y; w2(z) = 75 w3(2) = 2.
(On n’écrit que les images non nulles).

e Une base pour HZ (H,z*) est donnée {((pl,wl), (@27w2)}, avec
pr(r,y) = x5 p2(w,y) = y; wily) = y; wa(z) = .

6.3.2 Structure de Lie-Rinehart restreinte et déformations restreintes

Dans cette section, on va construire une déformation infinitésimale d’une algebre de Lie-
Rinehart restreinte en caractéristique 2 construite a partir du 'algebre de Heisenberg (H, z*).
Sur un corps F de caractéristique 2, il y a trois algebres associatives commutatives unitaires
de dimension 2, données par

o Ay = Vectrp{e1,ea}, avec e; l'unité et ezeq = 0;
e A; = Vectr{e, ea}, avec €1 I'unité et eges = ey;
o Ay = Vectrp{er, ez}, avec e; 'unité et ezeq = ea.

Les algebres Ay et Ay sont bien connues sur des corps de caractéristique différente de 2. Ici,
une nouvelle algebre A; apparait. Supposons avoir un isomorphisme d’algebres ¢ : A1 — Ao
donné par ¢(e2) = ae; + Bes, a,B € F. Alors, la condition p(e3) = ¢(e2)? implique que
e1 = ae; + f%es, donc B = 0. Mais puisque ¢ est un isomorphisme, c’est impossible. Il ne peut
ainsi pas y avoir d’isomorphisme d’algebres entre A; et As.

Lemme 6.3.5. Soit L = (H,z*) et A = Ay. Supposons que A agit sur L par a-u = u, Ya €
A, Yu € L. Alors, la seule structure de Lie-Rinehart restreinte sur le couple (A, L) est donnée
par lancre p = 0.

Preuve. Puisque p : L — Der(L) doit étre un morphisme de Lie, on a p(z) = 0. La condition
de A-linéarité donne p(x)(e2) = A(e1 + e2) et p(y)(e2) = p(er +e2), A, u € F. Puisque p doit
également étre un morphisme restreint, on doit avoir 0 = p(z)%(e2) = Ap(x)(e2) = A2(e1 + e2).
Ainsi, on a A = 0. Le méme calcul avec y en lieu et place de x donne p = 0. O

Choisissons une multidérivation restreinte (mi,w;) donnée par my(z,y) =y, mi(z,2) =
mi(y,z) = 0 et wi(z) = 2, wi(y) = wi(z) = 0. En posant o1(x)(e2) = o1(y)(e2) = e1 +
e2, 0¢(z)(e2) = 0, on se rend compte que o1 est un symbole compatible avec (mq,w;i) qui
donne une déformation restreinte infinitésimale.On obtient ainsi la déformation restreinte

my(z,y) = 2+ ty, me(x,2) = my(y,z) = 0;
wi(x) =tx, wi(y) =0, wi(x) = z;

or(z)(e2) = oe(y)(e2) = e1 + €2, a¢(z)(e2) = 0.

Il est facile de voir que les applications obsgl) et obsg) s’annulent sur la base de (H, z*).
Ainsi, il est possible d’étendre la déformation au moyen d’un 2-cocycle restreint.
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Chapitre 7

Représentations des algebres de
Lie-Rinehart en caractéristique positive

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux représentations restreintes d’algebres de Lie-Rinehart
restreintes. L’étude des représentations est centrale dans la théorie de Lie, que ce soit pour les
algebres de Lie ([HJ78]), les algebres de Lie-Rinehart [HJ90, CGL18, PSTZ22] ou les algebres
de Lie restreintes ([SF88, SHI8, JJ04, YY14]). Notre objectif dans ce chapitre est d’étudier la
notion de représentation restreinte pour les algebres de Lie-Rinehart restreintes au travers de
la construction de produits semi-directs et d’exemples.

Ce chapitre est organisé comme suit. On rappelle dans un premier temps la définition de
représentation restreinte d’une algebre de Lie-Rinehart restreinte et on donne deux exemples
immédiats. Ensuite, on s’intéresse au produit semi-direct, que I'on étudie selon deux angles.
Tout d’abord, on se place sur un corps de caractéristique p = 2 et on construit un produit
semi-direct entre deux algebres de Lie-Rinehart restreintes ayant la méme composante associa-
tive et dont 'une des deux a une ancre nulle. Dans ce cas, on peut construire explicitement une
2-opération sur le produit semi-direct (proposition 7.2.6) et déduire une condition nécessaire et
suffisante pour que ce produit semi-direct soit équipé d’une structure de Lie-Rinehart restreinte
(proposition 7.2.7). Puis, sur un corps de caractéristique p > 0 quelconque, on construit un pro-
duit semi-direct entre une algebre de Lie-Rinehart restreinte et une représentation restreinte.
Dans ce cas, il est plus difficile de construire une p-opération explicite et quelques subtilités
doivent étre considérées (proposition 7.2.3). Finalement, on montre une condition nécessaire
et suffisante pour que ce produit semi-direct soit aussi équipé d’une structure de Lie-Rinehart
restreinte (proposition 7.2.4). La troisieme section de ce chapitre est consacrée a I’étude de
certains exemples de représentations restreintes d’algebres de Lie-Rinehart restreintes en di-
mension infinie.

Ce chapitre est tiré d’un travail en cours avec Viacheslav Futorny et Abdenacer Makhlouf.

7.1 Généralités

Rappelons la définition d’une représentation d’'une algebre de Lie-Rinehart restreinte.

Définition 7.1.1. Soit (A, L, p) une algebre de Lie-Rinehart restreinte. Une représentation res-
treinte de (A, L, p) est un A-module M équipé d’un morphisme restreint A-linéaire d’algebres
de Lie restreintes 7 : L — End(M), x — m, tel que

mz(am) = amgy(m) + pz(a)ym, Yac A Vme M, Vzxel,
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Si 7 n’est pas A-linéaire dans la définition précédente, la représentation est dite “faible” (voir
[PSTZ22]).

Exemples.

1. Représentation adjointe. Soit (A, L, p) une algebre de Lie-Rinehart restreinte. On peut
alors considérer la représentation restreinte faible donnée par ad : L — Der(L), z —
[z, ].

2. Représentation naturelle. Soit (A, L, p) une algebre de Lie-Rinehart restreinte. Alors
(A, p) est une représentation restreinte de (A, L, p).

Définition 7.1.2. Soient (A, L, p) une algebre de Lie-Rinehart et (M, x), (M’',7’) deux repré-
sentations faibles de (A, L, p). On dit qu'un morphisme de A-modules ¢ : M — M’ est un
morphisme de représentations faibles si ¢ o, = wh o ¢, Vo € L.

7.2 Produit semi-direct

Dans cette section, on présente deux versions du produit semi-direct pour les algebres
de Lie-Rinehart restreintes. La premiere fonctionne pour n’importe quelle caractéristique et
s’obtient en faisant agir (A, L, p) sur un A-module V' quelconque. Dans ce dernier cas, il n’est
pas toujours possible de construire une p-opération explicite sur le produit semi-direct (voir
la proposition 7.2.3 et la remarque qui suit). La deuxiéme est spécifique & la caractéristique
p = 2, s’obtient en faisant agir une algebre de Lie-Rinehart restreinte (A, L, p) sur une autre
algebre de Lie-Rinehart restreinte (A, g,0) a ancre nulle.

7.2.1 Produit semi-direct en caractéristique p quelconque

Soit (L, -], (~)[p]) une algebre de Lie restreinte sur un corps [F de caractéristique p > 0 et

(m, V') une représentation restreinte de L a valeurs dans un espace vectoriel V' (si ¢ € L, on
utilisera indifféremment les notations 7(x) et 7, pour désigner 'image de = par la représentation
7). On peut alors munir I’espace vectoriel L&V d’une structure d’algebre de Lie avec le crochet

[(z,0), (y, w)]:= ([2, 9], e (w) = my(v)), @y €L, v,weV. (7.1)

On appelle L&V muni du crochet (7.1) le produit semi-direct de L avec V et on le note L XV,
ou simplement L x V lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

Structure restreinte. L’objectif est maintenant de munir l'algebre de Lie L X, V d’une p-
opération compatible avec le crochet (7.1).

Lemme 7.2.1. Soient (L, [-,-]) une algébre de Lie et (7, V') une représentation de L. Alors pour
tout n € N, on a

F(ad2 ()= Y (-1 (Z) xEryrk, o,y € L. (7.2)

k=0

Preuve. Soient x,y € L. Prouvons le lemme par récurrence sur n € N. La formule est vraie
pour n. = 0, 1. Supposons qu’il existe n € N tel que le lemme soit vrai. Alors,

m(ad ™ () = mem(adl(y)) —7 (ady (y)) ma

=Ty (Z(—l)k <Z> Wg_kwyW];) — (Z(—l)k (Z) W;Z_kﬂ'yﬂj;) T
k=0 k=0
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< n—k+1 ﬂk_ - k L0 k+1
el g (1)
_ n+1ﬂy+z < ) n—k+1_ Z

0

k=
= a4 (1)t Z ( Z) + ( )) Akl ok

+1
= my iy + (=) "yt + Z( 1)* >7T" kg

n+1
1
(7 e

k=0
ce qui acheve la récurrence. O
Lemme 7.2.2. Soient (L, -], (-)[p]> une algébre de Lie restreinte, (w, V) une représentation

restreinte de L et L &V équipée du crochet (7.1). Alors pour tout n € N, on a

n n 3 3
ad(l, ) (Y, w) = <adn Ty ( Z k( ) T kﬂyﬂﬁ 1(1})), z,ye L, veV. (7.3)

k=1

En particulier, si n =p, on a
ad‘?x ») (y,w) = (ad’;(y),ﬂg(w) — ﬂng_l(v)) z,2ye L, veV. (7.4)

Preuve. Montrons la formule (7.3) par récurrence sur n € N. Elle est vraie pour n = 0, 1. Soient

n € N tel que (7.3) soir vraie, z,y € L et v,w € V. Avec la formule du crochet (7.1), il est

clair que la premiére composante de ad’(”l)(y, w) sera égale & ad”™(y). Calculons la deuxieme

composante.

o (ad7, o (v, w) ) — 7 (a2 (y)) (v)
= "+1+'§: ( ) n/k+1”y”k1(v)—-ﬁi(—l)k<z>”?_kﬂyﬁk00 (lemme 7.2.1)

=wz+1+z OF( ") = oR T ) ) AR )+ (= 1) o (0)
~ k k-1
n+1

_ gty Z k<n+1)ﬂ_gk+lﬂyﬂ_lzl(v)’

ce qui acheve la récurrence. O

Proposition 7.2.3. Soit (L, [, -] (‘)[p]) une algébre de Lie restreinte et (w, V') une représentation

restreinte de L. Supposons que le centre de L X, V est trivial. Alors Uapplication (az,v)[p] =
(:c[p},ﬂgfl(v)) est une p-opération sur le produit semi-direct L XV compatible avec le crochet

(7.1).
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Preuve. Puisque L x, V est de centre trivial, le corollaire 5.1.17 assure qu’il suffit de vérifier
la condition 2. de la définition 5.1.5. Soient z,y € L, v,w € V.

ad? () = [(2,07), (y,w)| = (adb(y), 72(w) — mymt 7 (v)) = [ (2P, 7271 (0)) , (3, )]

/]\

(lemme 7.2.2)

= (a1 9): 72(0) = 72 (0)
a (adx[p] (y)7 T gl (w) - ﬂ-yﬂ-g_l(v))
= 0.
U

Remarque dans le cas ol le centre de L <, V n’est pas trivial. ! Si le centre de L x, V n’est
pas trivial, Papplication (z,v)P = (x[p},wgfl(v)) ne vérifie pas forcément la condition 3. de
la définition 5.1.5. L’algebre de Lie L x, V n’est alors que restreignable, ce qui signifie qu’il
existe au moins une p-opération sur L X, V, mais qui n’est pas forcément (-)[p]. Pour s’en
convaincre, notons Z := C(L x, V) le centre de L x, V. C’est un p-idéal de L x, V', on peut
donc considérer 'application

P (L%, V) Z — (L% V)2 (7.5)

(z,v)+ Z) —> (z, )P 4+ Z.

Le quotient (L x V')/Z est une algebre de Lie avec le crochet
[(z,v) + Z, (y,w) + Z] = [(x, ), (y,w)]|+Z, z,y € L. (7.6)

L’application (-) vérifie la condition 2. de la définition 5.1.5 et est donc une p-opération sur
(L % V)/Z, puisque (L %, V)/Z a un centre trivial, d’apres le corollaire 5.1.17.

Pour z,y € L, v,w € V, notons s;((x,v),(y,w)) les coefficients obtenus comme & la
définition 5.1.5 pour le crochet (7.1) et s}((z,v), (y, w)) les coefficients obtenus avec le crochet
(7.6). On a alors

si((z,v), (y,w))= s;((z,v), (y,w)), Vo,y €L, v,weV.

Puisque ()"’ est une p-opération sur (L x V)/Z, on a

(z,0) + (g, w) + 2) = ((2,0) + 2) + (g, w) + 2) [”]/{211 si((x,v), (y,w)), ce qui équivaut A
(2 9) + (@, 0))"+2 = (2,0)7 + (y,0) + 2 +’§si(<w,v>, (y,w).
Ainsi, il existe z € Z tel que _
(2, ) + (3 0) "= (2, 0) + (g, ) +§si(<x, v), (g, w))+2, (7.7)

1. Cette remarque illustre bien les difficultés qu’impliquent la non-linéarité des p-opérations et la prudence
qu’il faut observer en les manipulant.
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ce qui montre que la condition 3. de la définition 5.1.5 n’est pas forcément satisfaite par ’ap-
plication (z,v)® = (:L‘[p],ﬂgfl(v))

En revanche, L x, V est alors restreignable et le théoréeme de Jacobson (5.1.16) permet
de construire une p-opération. Soit {(e;,0)} U {(0,v;)} une base de L & V' (en tant qu’espace
vectoriel). On définit une application

(e,0)7" = (e, 0) 5 (0,0)" := (0,0).

Cette application vérifie la condition 2. de la définition 5.1.5. On I’étend ensuite a n’importe
quel élément de L X, V en utilisant les conditions 1. et 3. de la définition 5.1.5. Par construc-
tion, (-)PI" est une p-opération sur L x, V qui coincide avec (-)[P! sur la base {(e;,0)}U{(0,v;)}
de L x; V. En revanche, comme le centre C' (L x, V) n’est pas trivial, on n’a pas forcément
(z,0)P)" = (z,0)P] V(z,0) € L x, V.

Note. Ce dernier fait n’est pas une contradiction avec le point 2. du corollaire 5.1.13, car si
le centre C' (L x, V') n’est pas trivial, alors (‘)[p] n’est pas forcément une p-opération sur Lx, V.

En imitant la preuve du théoreme de Jacobson (5.1.16), on peut construire (-)P!" d’une
autre facon. Reprenons la base {(e;,0)} U{(0,v;)} de L x V. On a alors

ad?

(eivvj) o

€i,Vj ) ()

Ainsi, dans l’algébre enveloppante (ordinaire) U(L . V'), on a
(ei7vj)p - (eiv UJ)[p] € CU(LNWV) (L A V)

On peut définir une application p-semilinéaire & valeurs dans le centre de (L %, V') par

f (Z ai,j(eiavj)) = Zai’j ((ei,vj)p _ (ei,vj)[P]) .

On a alors

(z,0)P1" = (2, 0)P) + f(z,0), V(z,v) € L x, V.

Structure de Lie-Rinehart restreinte. Soit A une algebre associative commutative et (L, [, () m)

une algebre de Lie restreinte, telles que (A, L, p) soit une algebre de Lie-Rinehart restreinte.
On considere de plus (7, V') une représentation restreinte de (A, L, p). Supposons que le centre
de L x, V est trivial. C’est alors une algebre de Lie restreinte avec

[(z,v), (y,w)] = <[£L‘,y],7rx(w) - Wy(v)), z,y€ L, v,weV.
(z,0)P) = (x[p},ﬂgfl(v)).

Le but est de munir (A, L x, V) d’une structure d’algebre de Lie-Rinehart restreinte. Consi-
dérons l'application

p:LxzV — Der(A)
(z,v) — pa.
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Proposition 7.2.4. Le couple (A, L X V') muni de la structure restreinte définie a la proposition
7.2.8 et de Uapplication p définie ci-dessus est une algebre de Lie-Rinehart restreinte si et
seulement si la représentation m vérifie

2 av) = aPrl~H(w) + pbrt(a)v, a € A, € L, vE V. (7.8)

Preuve. 11 est clair que p ainsi définie est une morphisme de Lie restreint A-linéaire a valeurs
dans les dérivations de A. montrons les deux conditions de compatibilité. Soient z,y € L, a €
A, vyweV.

e Premiere condition :

[(2,0), aly, w)] (e, v)(a) (g, w) — a[(@,v), (3, w)]
— (e gl melaw) = oy (0)) = (pela)y + ale ). pola)u + ama () — amy (o))

= (0, me(aw) — pa(a)w — amy(w))
0.

e Deuxieme condition (Hochschild) :

(a(x,v))[p]—ap(x,v)[p} — pla(z,v))(a)(z,v)
= ((a2)?, 725 (av)) — a? (2P, 722 (v)) = phy (a) (x, )

= (072 aw) - a? (o) = 2 a0
—0,

la derniere égalité étant vraie si et seulement si la condition (7.8) est satisfaite.

7.2.2 Produit semi-direct en caractéristique p = 2

Dans cette section, le corps F sera de caractéristique p = 2. On construit le produit semi-
direct d’une algebre de Lie-Rinehart restreinte par une algebre de Lie restreinte équipée d’une
structure de A-module.

Soient A une F-algebre associative commutative et (L, -], (~)[2]) une algebre de Lie res-
treinte, telles que (A, L, p) soit une algebre de Lie-Rinehart restreinte. On considere (g, [, ]gs (‘)[215)

une algebre de Lie restreinte telle que (A, L, 0) soit une algebre de Lie-Rinehart restreinte.

Définition 7.2.5. Avec les données ci-dessus, on dit que l'algebre de Lie-Rinehart restreinte
(A, L, p) agit sur g s'il existe un morphisme de Lie restreint « : L — Der(g) tel que

(ax) = ac(z), a € A, x
+ a(o)(ag) = aalz)(g) 4 pla
e a(z) (9%0) = [a(z)(9), 4]
e a(az)(ag) = a’a(x)(g) + ap(z)(a)(g), a € A, € L, g€ g.

Proposition 7.2.6. Avec les données ci-dessus, l'espace vectoriel Ld g est équipé d’une structure

/\

Q

€ L (« est A-linéaire) ;
Na)g, a € A, xe L, g€g;
glgs € L, g €g. (a(r) est une dérivation restreinte Vo € L);

de Lie restreinte avec le crochet
(2:9): (3. 0)] = (Lo 51, a@) (h) + ) (9) + g ]y (7.9)
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et la 2-opération

(@.9)% = (P, a(a)(g) + g% ). (7.10)

Preuve. Montrons que I'application (-)[%e est une 2-opération compatible avec le crochet [-, -]
Soient A € F, z,y € L et g, h € g. Tout d’abord, on a

(2]
(Aw9)) = (0, a(a)0g) + () )= (X(0) . Xa(z)(9) + X2 () ) = X2, g) .

Puis,
[2la
((x 9)+ (v, h)) —(z,9) 3 — (y, )2

T +y), g+h> —(z,9)® — (y, b))

(@)(h) + a(y)(9) + a(y) (h) + gPe + hPle 4 [g, by — a(z)(g) — ¢ — a(y)(h) — hm")

(|
(x+y ata+9)(g+ )+ (o 1)~ (B a@)le) + @ )~ (5.l + 00 )
(les)
(

@)(9) + o, hb)

[, 9) ] :

Enfin,

(2.9),[(2.9), (1 )]a| | (2.9), (0. )

[0}

~|@.9): () a@)(W) + aw)(9) + 9. hlg) | ~| (=7, al0)(g) +970) . . 1)

[0

(i, o)l o) (al@) () + a(u)0) + [os Hl) el 1) (9) + [ () () + a(w)(o) + s AL,

«

+([2.5] .0 () () + ) (a(e)(@) + %) + [a()(g) + g%0,1] )

Pour la premiere composante, on a immédiatement [xp], y] — [z, [z,y]] = 0. Pour la deuxieéme
composante :

o o[z, y])(g) + a(z) o a(y)(9) + a(y) o a(x)(g) = 0 car o est un morphisme de Lie;
o a(z)?(h) — ( [2]) = 0 car a est un morphisme restreint ;

e a(x)([g, hlg)+]g, ( )( )]g—i—[a(m)(g), h]g: 0 car a(x) est une dérivation de g;

o ox) (g[%) a(x)(g), glg = 0 car a(x) est une dérivation restreinte de g;

e [9°,h], — 9,9, ]g]g—o

Finalement on obtient bien {(ac 9), } { (z,9) [Q]Q (y, h)} 0. Ainsi, (‘)[2](1 est

une 2-opération sur L & g compatible avec le crochet [-, O
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Munissons maintenant le couple (A, L @ g) d’une structure d’algebre de Lie-Rinehart res-
treinte. Puisque l'algebre de Lie L & g est restreinte avec la 2-opération définie ci-dessus, il ne
reste qu’a définir une ancre p: L @ g — Der(A) en posant p(z,g) = p(z), x € L, g€ g.

Proposition 7.2.7. Le couple (A, L & g) muni de la structure restreinte définie a la proposition
7.2.6 et de Uapplication p définie ci-dessus est une algebre de Lie-Rinehart restreinte si et
seulement si la représentation m vérifie

Taz(av) = a*7,(v) + pacla)v, a € A, x € L, vE V. (7.11)

Preuve. On peut définir une action de A sur L & g par a - (z,9) = (a - z,a - g). L’application
p est alors bien A-linéaire. De plus, c’est une application de Lie restreinte a valeurs dans les
dérivations de A. Il ne reste qu’a vérifier les deux conditions de compatibilité restantes.

e Premiere condition : soient x,y € L, g,h € g, a € A.
[(2,9), aly, )] ,+5(z, 9)(a)(y, h) + al(z. 9), (y,h)],

— <[$, ayl, o(z)(ah) + a(ag)(g) + g, ah]]g>

+ (ale,1] + pla) @, aa(@) (1) + aa(w)(9) + alg, 1]+ pla) a)h

= (0.0@)(@h) + aa@)n) + p(a) (@)
0.

e Seconde condition (condition de Hochschild) : soient € L, g € g, a € A.
(a(z.9)) " ~a*(,9)?" — p(a(z.9))(@)(z.9)
~ ((en), a(ar)(ag) + (ag) ™"

- (@ + plaz) (@), a*a(z)(9) + a9 + plaz)(a)g)

= a(az)(ag) — d®a(x)(g) — ap(x)(a)g
= 0,

la derniere égalité étant vraie si et seulement si la condition (7.11) est satisfaite.
O

Remarque. Si la représentation (7, V') est faible, la condition 7.11 est automatiquement vérifiée.

7.3 Exemples de représentations en dimension infinie
Dans cette section, on présente quelques exemples de représentations en dimension infinie.

7.3.1 Exemple en caractéristique zéro

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique zéro, soient de plus A = K[y, y "] ®
K[z]/(2?) et L T’algebre de Lie abélienne de dimension infinie engendrée par les éléments
hi, k € Z. On peut équiper L d’une structure de A-module avec I’action

y®-hg =hgss, Y’x-hpy=0, k,s€Z.
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Considérons I'application p : L — Der(A), hy — y*20,, on 0, = % désigne la dérivée
partielle par rapport a la variable x. Alors, p est une ancre sur L qui est compatible avec
Paction ci-dessus, ainsi (A, L, p) devient une algebre de Lie-Rinehart.

Proposition 7.3.1. Soit V = KJt,t7!] = @Kts. Alors V' est une représentation faible de

SEZ
(A, L,p).

Preuve. Soit A € K. Considérons I'application 7 : L — End(V), m(hg)(t%) = M*+5. Alors V
est un L-module. De plus, si A # 0, ce module est simple. V' est également un A-module avec
I’action

yk 5 = tk—l—s’ ykx 5 =0.

Il reste a vérifier la condition de compatibilité de la définition 1.3.6.
Casa=y™:
T(h)(y™ - %) —y™ - m(hi) (8°) — p(hi) (y™) - t° = m(hye) (£77F°) = My t5HE — g, (y™) - °
— )\tm+s+k . )\ym . ts+k
=0.

Cas a = y™x :

m(hi)(y" - %) =y w(he) () — p(hy) (y"x) - £ =0 — 0 — y 20, (y"x) - t*
— yk—i-mx . ts
= 0.

Finalement, V' est une représentation faible simple de (A, L, p). d

7.3.2 Adaptation de I’exemple précédent en caractéristique p

Dans cette section, on considere I'exemple de la section 7.3.1 sur un corps F de caracté-
ristique p > 0. Tout ce qui a été fait dans la section précédent reste valable. Le but est de
construire une structure d’algebre de Lie-Rinehart restreinte sur ’exemple précédent et de
trouver une représentation restreinte. On reprend les notations de la section 7.3.1.

Proposition 7.3.2. Soit A € F. L’application hy — )\pflhpk est une p-opération sur L. De
plus, cette p-opération est compatible avec Uancre p si et seulement si A1 = 1. Dans ce cas,
(A, L,p) est une algébre de Lie-Rinehart restreinte.

Preuve. Soient k,s € Z. Puisque L est une algebre de Lie abélienne, n’importe quelle appli-
cation p-semilinéaire est une p-opération valable sur L. On peut ainsi choisir les valeurs de la
p-opération arbitrairement sur les générateurs de L. Montrons maintenant que ’ancre p est un
morphisme restreint par rapport a cette p-opération. On a d’une part

p (M) () = p (N ) (%) = 0= p () (v°);
et d’autre part
o (W) () = X1y et () (') = g™+,

Ainsi, on a égalité si et seulement si A’ = 1. Il ne reste qu’a vérifier la condition de Hochschild,
pour \ € F vérifiant \lP~1 =1 :
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(- he) = 4" - (he) = p(Y°hie) (Y°) - e = hpktps = hpkps = 0;

et (y°w - hy) —yPaP - (hi) — p(y 2hy)(y®) - e = 0.
Ainsi, la structure restreinte donnée par la p-opération hy — hy, est compatible avec I’ancre

et on obtient ainsi une algebre de Lie-Rinehart restreinte. O

On fixe maintenant A = 1 et on reprend la représentation faible de la section précédente, a
savoir 'application 7 : L — End(V), w(hy)(t*) = t"*+5, avec V = F[t,t71].

Proposition 7.3.3. Avec les données ci-dessus, (m, V') est une représentation restreinte faible de
lalgébre de Lie Rinehart restreinte (A, Lp).

Preuve. Il ne reste qu’a vérifier que m est un morphisme restreint. Soient k, s € Z. D’une part,
on a

m () (1) = plhge) () = 74+

et d’autre part on a

7 ()P (#) = 7 (hy P (#5) = - = gk,
Ainsi, les deux expressions coincident bien et 7w définit une représentation restreinte faible de
'algebre de Lie-Rinehart restreinte (A, Lp). O

Remarque. En fait, on peut montrer que la p-opération hj —— h,, est 'unique p-opération
sur L qui soit compatible avec la représentation .

7.3.3 Exemple en caractéristique p = 2

Soit ' un corps de caractéristique p = 2. On considere ’algebre de Lie L engendrée par
les éléments hy, et I, k € Z et équipée du crochet [hy, hy] = [lgyln] = 0, [lny hie] = Ltk
On prend pour algebre associative A = Fly,y~!] ® F[z]/(2?). On équipe L d’une structure de
A-module avec 'action donnée par

ys'hk :hk+57 ysx'hk:07 ys'lm:lm-l-Sa ysl'lm :h8+m7 kvmvs GZ

On définit une ancre p : L — Der(A) par

hi) = y*20,;
p(lm) = y™ Oy,
ou comme avant 0, := % désigne la dérivée partielle par rapport a la variable z. On définit

ainsi une structure d’algebre de Lie-Rinehart sur le couple (A4, L).

Structure restreinte. On détermine les structures restreintes sur L afin de construire une algebre
de Lie-Rinehart restreinte sur (A, L).

Proposition 7.3.4. L’ unique structure restreinte sur L est donnée par

12 =0vmez; W) =hyvkez.

De plus, lancre (7.12) est compatible avec cette 2-structure. Ainsi, on munit (A, L, p) d’une
structure d’algebre de Lie-Rinehart restreinte.

Preuve. Soient m,n,k € Z et ()% une 2-opération sur L.
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12 2

e Puisque [li, 1] = [lm, [lm,1n]], on a [lﬁ],ln] = 0 et on en déduit donc que 12 e
Vect{l;, i € Z}. D’autre part, on a aussi [ll,%], hi] = [l [lm, hx]] = 0, ce qui implique
que 112 e Vect{h;, j € Z}. On conclut donc que 12 =o.

e Puisque [hf],hn] = [hk, [Pk, hn]], on a [hf],hn] = 0 et on en déduit donc que h,[f] €

Vect{h;, j € Z}. Puis, on a
(B2 ) = [ (s L)) = [P L) = g2

ce qui implique que hf] = hop.
Montrons que p est un morphisme restreint.

p (1) W) = pllm)*(*) = pllm) (4™ Du(y*)) = 0;
o (1) (W°2) = plIm)2 (1) = pllm) (4" 0 (y°2)) = p(In) (y™+*) = 0;
o 0 (W) (%) = plh)2 (W) = plhan) (v°) = v 204 (y°) = 0;
o 0 (1) () = plh)2("2) = plhai) () — plha) () = 55—y =0

L’ancre p est donc un morphisme restreint. Il reste a vérifier la condition de Hochschild. Il
y a quatre équations a controler :

o (1 1) = U = p (7 ) (1) - lon = (k) (4°) - b = 0

o (y° - hy)l¥ — sthf} —p (¥ - h) (¥®) - hiy = hogyos — hogqas = 0;

° (y'z- lm)m - y2sx2lﬁ] —p(Yx - ly) (Y'2) - by = hosrom — y* g Ly = 0;
o (y°x - hk)p] - yQSmQhE] —p(y°z - hy) (y°x) - hy = 0.

Finalement, on a bien défini une structure d’algebre de Lie-Rinehart restreinte sur (A, L, p).
O

Représentations. On construit une représentation restreinte de ’algebre de Lie restreinte L et
une représentation de l’algebre de Lie-Rinehart restreinte (A, L, p). Toutefois, aucune de ces
deux représentations n’est une représentation restreinte au sens de la définition 5.3.4.

Proposition 7.3.5. On considére m: L — End(V), avec V = F[t,t~Y] défini par
m(h) (%) = t*75 . w(l)(t°) =0, k,m,s € Z.
On munit V. d’une structure de A-module par y* - t5 = tFTs y*x . t5 = 0. Alors, © est un

morphisme restreint d’algebres de Lie restreintes, mais m n’est pas compatible avec [’ancre
(7.12) (au sens de la définition 5.3.4).

Preuve. 11 est facile de voir que 7 est un morphisme d’algebres de Lie. Montrons que 7 est un
morphisme restreint. On a directement

™ (43;1) () = 0 = 7(ln)2(£5).

Puis,
w (B2) (89) = w(he) (1) = m(hae) (£°) — m(hi) (#5°) = 124 — 240 =,

Ainsi, 7 est un morphisme restreint. Toutefois, m n’est pas une représentation d’algebre de
Lie-Rinehart. En effet, si ¢’était le cas, on devrait avoir

T(lm) (Y2 - 1) = Y7z - 7 (ln) (") + p(lm) (y°) - 7.

145



Chapitre 7. Représentations des algebres de Lie-Rinehart en caractéristique positive

Or,
T (L) (°x - 4") = vz - (1) (") = 0 alors que p(ly,)(y°x) - " = ™5+,

Ainsi la représentation 7 est une représentation de l'algebre de Lie restreinte L mais pas de
(A, L, p) en tant qu’algebre de Lie-Rinehart restreinte. O

Proposition 7.3.6. On considére 0 : L — End(V), avec V = F[t,t7] ® F[x] définie par
O(hy)(t°2™) = nt" 2™ 0(1,,) (t°2™) = nt™ 52"t k,mon,s € Z.

On munit V. d’une structure de A-module par yF -t5z™ = th+sgn yFx . t52™ = tF+sgm 1 Alors,
0 est une représentation de l’algébre de Lie-Rinehart (A, L, p), mais 6 n’est pas un morphisme
restreint.

Preuve. Soient k,m,n,s € Z. 1l est facile de voir que 0(l,,) o 0(lx) = (k) o 6(l;n) et que
0(hi) © O(hp) = 0(hy,) o O(hy). De plus, on a

O([lm, b)) = O(Lyp) (t52™) = nt™HFFsgn=l
et
O(Ly) 0 O(hg) (t52™) — 0(hy,) 0 0(1n) (t52™) = (n? — n(n — 1))¢mHitspn=l = pymtttsyn=1

Ainsi, 6 est un morphisme d’algebres de Lie. Montrons que € est compatible avec 'ancre p
définie en (7.12) (au sens de la définition 5.3.4).

O(he)(y™ - t°a") —y™ - O(hi) (£°2") — p(h) (y™) (£°2")
— ntm+k+s$n . ntm+k+sxn

0(hi)(y™z - t°2"™) — y™x - O(hy) (£°2") — p(hi) (y™ @) (E2")
(n + 1)tk+m+sxn+l _ ntk—i—m—i—sxn-‘rl _ tk—&-m—l—sl‘n—&—l

05
(L) (y™ - t°2") —y™ - O(l) (t°2") — p(le) (y™) - 72"
— ntk+m+smn71 . ntm+n+sxnfl
=0.
(L) (y™"a - t°2™) — y™a - O(L) (£°") — p(l) (°2"™)
_ (TL + 1)tk+m+s$n _ ntk—&-m-‘,—sxn _ tk—f—m—&-sxn
=0.

La représentation 6 est donc compatible avec ’ancre p au sens de la définition 5.3.4 et ¢’est donc
une représentation de l'algebre de Lie-Rinehart (A, L, p). Toutefois, 6 n’est pas un morphisme

restreint. En effet, on a 6 (ZL%]) =0, alors que

e(lm)Z(tsxn) _ n(n _ 1)ts+2mxn72, VS, m,n € 7.

146



Chapitre 8

Doubles extensions symplectiques de
(super)-algebres de Lie restreintes de
type quasi-Frobenius

Dans ce chapitre, on développe une application de la cohomologie restreinte appliquée aux
super-algebres de Lie restreintes. On présente une méthode de double extension symplectique
pour des (super)-algebres de Lie restreintes de type quasi-Frobenius. Certains cocycles de la co-
homologie restreinte, que nous décrivons entierement, représentent les obstructions aux doubles
extensions. On obtient une condition nécessaire devant étre satisfaite afin qu’une super-algebre
le Lie restreinte de type quasi-Frobenius soit une double extension symplectique d’une super-
algebre plus petite. Les constructions sont illustrées par quelques exemples.

Ce chapitre est issu d’un travail en collaboration avec Sofiane Bouarroudj et Yoshiaki Maeda
et est basé sur l'article Symplectic double extensions for restricted quasi-Frobenius Lie (su-
per)algebras ([BEM23]), accepté dans la revue SIGMA.

8.1 Introduction

On présente ci-apres une breve introduction aux structures symplectiques, ainsi qu’aux
doubles extensions.

8.1.1 Groupes de Lie équipés d’une structure symplectique

Un groupe de Lie G est dit symplectique s’il est équipé d’une 2-forme fermée invariante a
gauche dont le rang est égal a dim(G). Dans ce cas, g = Lie(G) serait une algebre de Lie de
type quasi-Frobenius. En particulier, il existe w € Z2g(g,F) tel que w est non dégénérée, voir
la sous-section 8.2.3 pour plus de détails. Parmi les groupes de Lie on trouve par exemple les
groupes abéliens de dimension paire ainsi que le groupe des transformations affines.

Medina et Revoy ont classifié les groupes symplectiques nilpotents par leurs algebres de Lie
dans [MR92]. Les doubles extensions symplectiques ont été introduites dans leur travail, et ils
ont démontré que toute algebre de Lie de type quasi-Frobenius nilpotente peut étre obtenue a
partir de l'algebre triviale par une suite de doubles extensions symplectiques.

La notion de double extension symplectique est ’analogue symplectique de la notion de
double extension étudiée précédemment dans [MR85], lorsque la forme bilinéaire est non dégé-
nérée, invariante et symétrique (en abrégé “NIS” dans [BKLS18]). Contrairement aux double
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extensions usuelles, des obstructions de nature cohomologique apparaissent dans la processus
de double extension symplectique, comme discuté dans [MR92].

Cette construction a ensuite été généralisée a des groupes de Lie symplectiques quelconques
par Medina et Dardié (]MD96]). Ils ont notamment montré que chaque groupe obtenu par ce
procédé admet un feuilletage lagrangien invariant tel que la structure affine définie par la forme
symplectique sur chaque feuille est complete.

Dans [MD96], on trouve de nombreux exemples de doubles extensions symplectiques. En
particulier, les groupes de Lie symplectiques contenant un sous-groupe distingué fermé de
codimension 1 qui est soit le groupe abélien, soit le groupe de Heisenberg sont obtenus par
double extension symplectique.

Récemment, Benayadi et Bajo ([BB16]) ont généralisé I'idée de double extension symplec-
tique lorsque le centre est trivial dans le cas d’algebres de Lie para-Kéhler abéliennes g, qui sont
automatiquement résolubles. Ils ont également montré que de telles algebres de Lie peuvent
étre obtenues par une suite de doubles extensions généralisées a partir de ’algebre de Lie affine.
Le cas ou g est résoluble mais pas para-Kéhler abélienne n’a pas encore été traité.

Dans [BM21] ces résultats ont été adaptés aux super-algebres de Lie. Dans ce contexte, il
y a quatre différents cas a considérer, la forme bilinéaire ou la dérivation pouvant étre paire
ou impaire. Dans ce méme article, il a été montré que les super-algebres de Lie filiformes sont
de type quasi-Frobenius, et les super-algebres de Lie filiformes de dimension 4 de type quasi-
Frobenius sont classifiées grace a Backhouse ([BN78]). A notre connaissance, rien n’a été fait
pour les super-groupes.

8.1.2 Super-algebres de Lie restreintes et double extensions

La généralisation de la notion d’algebre de Lie restreinte a été étudiée par plusieurs auteurs,
par exemple [BKLS18, FR96, PV92, SZ10, UH13, YY14, YCC20, Z09] et plus particulierement
[BLLS21], ou de nouveaux phénomenes ont été observés en caractéristique 2. L’existence de
structure restreinte sur des super-algebres de Lie simples (et “proches” de simple) admettant
des matrices de Cartan a été étudiée entierement dans [BKLLS18].

Comme on ’a vu, la cohomologie restreinte pour les algebres de Lie restreintes a été in-
troduite par Hochschild ([HG54]). Bien qu'il soit compliqué de calculer cette cohomologie aux
ordres élevés, on peut effectuer des calculs aux petits ordres (voir la section 5.2). Une ten-
tative de généralisation de cette cohomologie restreinte au cas des super-algebres a été faite
dans [YCC20]. Ces constructions seront utilisées dans ce chapitre pour décrire certains cocycles
restreints.

Les doubles extensions de super-algebres de Lie équipées d’une forme bilinéaire non dégé-
nérée, invariante et symétrique (NIS) (appelées aussi super-algebres de Lie quadratiques) ont
été initiées dans [BB99], article qui a été suivi d’une série de papiers affinant ces résultats,
voir [BS03] et les références qu’il contient. Parmi les exemples connus on retrouve les algebres
affines de Kac-Moody, qui sont de doubles extensions d’algébres de boucles. Dans le cas super,
le défi est de montrer que toute super-algebre équipée d’une NIS est une double extension
d’une super-algebre plus petite, puisque la décomposition de Levi n’est pas valable pour les
super-algebres. De plus, les doubles extensions d’algebres de Lie modulaires en caractéristique
2 nécessitent de nouvelles techniques, comme expliqué dans [BB18, BB23]. Les doubles exten-
sions de super-algebres de Lie restreintes équipées d’une NIS ont été étudiées récemment dans
[BBH20], et plusieurs exemples, principalement des super-algebres de Lie avec des matrices
de Cartan, ont été étudiées en se basant sur [BKLLS18, BKLS18]. Ce chapitre se base sur
Particle [BEM23], qui se veut étre “I’analogue symplectique” de I’article [BBH20]. On construit
des doubles extensions pour des super-algebres de Lie restreintes de type quasi-Frobenius, et
on met en évidence des conditions nécessaires pour que la double extension soit également
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restreinte. La nouveauté principale ici est que les obstructions au processus de double exten-
sion symplectique sont encodées par la cohomologie restreinte, au contraire du cas ordinaire
(non restreint), ou les obstructions sont encodées par la cohomologie de Chevalley-Eilenberg
ordinaire, voir les théoremes 8.3.1, 8.3.4, 8.4.1 et 8.4.3. Puisqu’on ne va rencontrer que des
cocycles d’ordre 1 et 2, la méconnaissance de la cohomologie restreinte aux ordres supérieurs
ne sera pas un obstacle ici.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. On commence par introduire les concepts
basiques concernant les super-algebres de Lie restreintes, leur cohomologie restreinte et les
structures de type quasi-Frobenius dans la section 8.2. Les sections 8.3 et 8.4 sont consacrées a la
construction de doubles extensions symplectiques. Les résultats principaux sont donnés par les
théoremes 8.3.1, 8.3.4, 8.4.1 et 8.4.3. La réciproque de ces théoremes est donnée respectivement
par les théoremes 8.3.2, 8.3.5, 8.4.2 et 8.4.4. Dans la section 8.5, on étudie certains exemples
de doubles extensions symplectiques, empruntés a [BM21, GKNO04].

8.2 Super-algebres de Lie restreintes et cohomologie restreinte

Dans la suite, F est un corps arbitraire de caractéristique char(F) = p > 2. On adapte les
notions d’algebres de Lie restreintes et de cohomologie restreinte au cas Zs-gradué. Toutes les
super-algebres considérées sont supposées de dimension finie.

8.2.1 Super-algebres de Lie restreintes

Soit a une super-algebre de Lie sur un corps de caractéristique p > 2. Pour p = 3, I'identité
[a, [a,a]] = 0, pour a € aj, n'est pas une conséquence de 'identité de Jacobi, on doit donc
rajouter cette condition a la définition 2.3.1 si p = 3. On note la parité d’un élément homogene
non nul a € a par |al.

Définition 8.2.1 ([PV92]). Rappelons que a admet une p|2p-structure si ag est restreinte et si

ad, ) (b) = (ady)P(b) pour tous a € ag et b € a. (8.1)
Rappelons que le crochet de deux éléments impairs d’une super-algebre de Lie est donné
par la polarisation de Iapplication carré a — a? := %[a, al, a € a;. Si a,b € a, on a alors

[a,b] = (a+ b)* — a® — b

On pose
(.)[217] cap — ag, a— (a2)[7’] pour tout a € aj.

On dira alors que la super-algebre de Lie a équipée des applications (-)P! et (-)[27] est restreinte.
On dira aussi que a est équipée d’une p|2p-opération.

Pour p = 2, il existe plusieurs fagons de définir une super-algebre de Lie restreinte, voir
[BLLS21], ainsi que la fin du chapitre 6 de cette theése. On ne s’y intéressera pas dans ce chapitre.

Le résultat suivant est une généralisation immédiate du théoreme de Jacobson (5.1.16) au
cas Zo-gradué.

Théoréme 8.2.2. Soit (ej)jcs une base de ag, soient f; € ag tels que (ade;)? = ady,. Alors, il
existe exactement une p|2p-opération sur a telle que

el — fi pour tous j € J.
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Définition 8.2.3. Un idéal homogene I = Iy & I; de a est appelé p-idéal s’il est stable par la
p|2p-opération, a savoir
al? e Iy pour tous a € I.

Remarque. Puisque a2l = (a2)[P], pour tous a € aj, la condition ci-dessus implique que
al?r) ¢ Iy pour tous a € ay.

Définition 8.2.4. Soit a une super-algebre de Lie restreinte. Un a-module M est dit restreint si

a---a -m=aP.-m pour tous a € ag et m € M.
N——

p termes

8.2.2 Cohomologie restreinte des super-algebres de Lie restreintes

La généralisation aux super-algebres de Lie restreintes de la cohomologie restreinte a été
faite dans [YCC20]. Dans cette section, on parcourt les notions relatives a cette généralisation
dont on aura besoin pour notre construction.

Définition 8.2.5. Soit a une super-algebre de Lie restreinte, et soit M un a-module restreint.
On note C%E(a; M) Tespace des cochaines de la cohomolgie de Chevalley-Eilenberg. Soit ¢ €
C%p(a, M) et 0:ap — M. On dit que 6 a la propriété () relativement & ¢ si

0(0a) = dPf(a), pour tout § € F et a € ap;

Ba+b) = 6(a)+00)

o2

r;=a ou b
r)=a, ro=b

p—2
7T{1@} Z(—l)kxp...xp—kﬂ@(HW[QCLx2]’ @3] Zp—k—1]; xp_k)’
k=0

avec a,b € ag, et m{a} désignant le nombre de facteurs z; égaux a a.

On peut maintenant définir I’espace des cochaines restreintes :
C%(a; M) := {(90, 0), ¢ € Cér(g; M), 0:ag — M a la propriété (x) relativement & cp}.
Un élément (; ) € C%(a, M) induit une application

indQ(a,B) tag X ag — M

J termes

(a,0) — o (a,b) = > (=1)biar | [[.[a, 1], ..], 0, b | + aB(b).

i+j=p—1

Définition 8.2.6. Soit a une super-algebre de Lie restreinte, et soit M un a-module restreint.
e Un 2-cocycle restreint est un élément (o; 3) € C2(a; M) tel que

(d%Ea7 indQ(a, 6)) - (07 0)

On note Z2(a; M) I'espace des 2-cocycles restreints.

e Un 2-cobord restreint est un élément (a; 3) € C2(a; M) tel qu'il existe ¢ € Cl(a; M) =
Clg(a; M) tel que

ala,b) = ¢([a,b]) —ap(b) + bp(a) pour tous a,b € a; et

B(a) = (p(aﬁp]) - ap_lnp(a), pour tout a € agp.

On note B2 (a; M) 'espace des 2-cobords restreints.
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8.2.3 Super-algebres de Lie de type quasi-Frobenius

A notre connaissance, la notion d’algebre de Lie de type quasi-Frobenius est due a Seligman.
Ces algebres de Lie on été introduites pour répondre a une question posée par Jacobson : si a
est de dimension finie, quelles conditions peut-on imposer sur a afin que 'algebre enveloppante
U(a) admette un module simple exact 7 La réponse a cette question est apportée par Ooms
dans [OI80].

Certains auteurs utilisent le terme “algebres de Lie symplectiques” pour désigner des al-
gebres de Lie de type quasi-Frobenius, voir [BC16, FM19, MR92, MD96].

La généralisation de cette notation au cas Zo-gradué est immédiate. On a choisi de conserver
le terme “quasi-Frobenius” dans cas.

Définition 8.2.7. [[BB16, BM21]] Une super-algebre de Lie a est dite quasi-Frobenius si elle
est équipée d'un 2-cocycle w € Z&g(a;K) tel que w est une forme bilinéaire non-dégénérée. De
fagon explicite, pour tout a,b € a on a

(=)l (a, [b, ]) + (—1)1MPlws(e, [a, 8]) + (—1)Pelew(b, [e, a]) = 0. (8.2)

On note une telle algebre (a,w), et on dit que w est fermée. On peut trouver une liste de
super-algebres de Lie de type quasi-Frobenius dans [BM21]. Si w € B3g(a,F), la super-algebre
de Lie a est dite de type Frobenius.

Définition 8.2.8.
e On appelle une forme bilinéaire non dégénérée paire (resp. impaire) orthosymplectique
(resp. périplectique).
e Une super-algebre de Lie de type quasi-Frobenius (a,w) est dite orthosymplectique quasi-
Frobenius (resp. périplectique quasi-Frobenius) si la forme w est paire (resp. impaire)
sur a.

Définition 8.2.9. Soit (a,w) une super-algebre de Lie de type quasi-Frobenius et soit S C a un
sous-espace. L’orthogonal de S dans (a,w) est

St ={vea|www)=0pourtout w € S}.

Le sous-espace S est dit non-dégénéré si S N S+ = {0}. 1l est dit isotropique si S C S*+. Un
sous-espace maximal isotropique est dit Lagrangien s’il vérifie S = S+

Soit I un idéal de a. Alors I+ est un idéal si et seulement si I+ C Cq(I), ot Cy(I) désigne
le centralisateur de I dans a (voir [BM21, lemme 2.4]).

8.2.4 L’adjoint d’une dérivation
Rappelons qu'une (super-)dérivation D de a est une application linéaire sur a vérifiant
D([a,b]) = [D(a),b] + (=1)Plll[a, D(b)] pour tous a,b € g.
Notons Der(a) 'espace de toutes les super-dérivations sur a.

Définition 8.2.10. Soit D € Der(a) une super-dérivation. Il existe une unique application linéaire
D*, appelée I’adjoint de D, telle que

w(D(a),b) = (~=1)/“IPlw(a, D* (b)),
Avec cette définition de D*, il est aisé de vérifier que D* est aussi une super-dérivation.
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Définition 8.2.11. Supposons que a est une super-algebre de Lie restreinte. Une super-dérivation
D € Der(a) est dite restreinte si

D(ay = (ad,)P"}(D(a))  pour tout a € ag.

Ainsi, on a
D (a[2p1> — (ada2)p71 oD (a2> pour tout a € aj.

L’espace des super-dérivations restreintes est noté Der?(a).

Les super-dérivations extérieures restreintes d’algebres de Lie nilpotentes restreintes ont été
étudiées dans [FSW13].

Définition 8.2.12 ([BBH20]). Une super-dérivation D € Der{(a) a la p-propriété s'il existe v € F

et ag € ag tels que
DP =~D + adgy,, D(ap) =0. (8.3)

Une liste de super-dérivations extérieures vérifiant la p-propriété est donnée dans [BBH20].

8.2.5 Quelques cocycles utiles

Soit (a,w) une super-algebre de Lie restreinte de type quasi-Frobenius, et soit D une super-
dérivation de a.

Lemme 8.2.13. On définit une application :
C:aha—F, (a,b)— w((D+ D*)(a),b)=w(D(a),b)+w(a, D(b)). (8.4)

Il s’en suit que C € Z%y(a;F). De plus, si D est intérieure, alors C € BZy(a; F).

Preuve. Sachant que w est un 2-cocycle, on a

o (-1l (a, b,d)

a,b,c

= 0 (=) (w(D(a), [b.c]) + (~1)P1lo(a, [D(b). c]) + (~)P1HPs(a, b, D(e))))
= O (=P (D), b )+ O (1) (e, [D), )

D(a),b,c a,D(b),c

+ O (=1)PP@dy (g, b, D(c)])= 0.

a,b,D(c)

Supposons de plus que D soit intérieure, c’est-a-dire que D = adx, pour X € a. Sachant que
w est fermée, un calcul direct montre que

C(a,b) = w(X,[a,b]).
O

La définition suivante est essentielle. Notons of(a, b) I'expression qui apparait dans I’équa-
tion suivante :

w ((D + D) (pa+b), (ad;a+b)z’—2(a)) = Y io%a, b (8.5)
1<i<p—1

o If p =2, alors 0%(a,b) = wa((D + D*)(b), a).

152



Université de Haute-Alsace Quentin Ehret

e If p =3, alors 0¥(a,b) = wa((D + D*)(b), [b,a]) et 05(a,b) = 2w ((D + D*)(a), [b,a]).
e Si p est un nombre premier arbitraire, alors o§(a,b) = wu((D + D*)(b), (adg)pQ(a)).

Les résultats suivants seront utiles.

Lemme 8.2.14.
(i) Pour tous a,b € ag, on a

s¥a,b) +ol(a,b)x si |D|+ |w| =0,
s¥(a,b) = (8.6)
s¥(a,b) st |D|+ |w| = 1.

(i) Pour tous a,b € ag, on a
#t(Dla)a) = w((D+D*)(a), (adt) 2 Dla) ).
Ai(labla) = w((D+ D)@, (@ (0)).

Preuve. Pour le point (i), puisque

(ad®,., )"~ (@) = (ad%y )" (a) + e ((D + D*)(pa +b), <adza+b>“<a>) ,

le résultat suit immédiatement. Le point (ii) suit de la définition de o® donnée dans (8.5), en
prenant u = 0 et en choisissant a et b de fagcon appropriée. O

Lemme 8.2.15. Pour tous a,b € ag, on a

p—1 1
;ai(a,bb > WWa<(D+D)(ml),[xg,[...,[mp1,xp]u...]a]a). (8.7)

rr=a ou b
zp_lzb, Tp=a

Preuve. Calcul similaire a celui effectué apres la définition 5.1.5. 0

On est maintenant d’introduire une nouvelle application P vérifiant certaines conditions.
Le but ici est de construire un 2-cocycle (C, P) € Z2(a;F). On a déja montré au lemme 8.2.13
que C € Z2(a,F). Cette construction sera utilisée dans la section 8.3 ot1 'on étudie les doubles
extensions symplectiques. Définissons une application

P:ag—F aw— P(a) (8.8)
vérifiant les deux conditions :
P(da) = 0PP(a) pour tout a € aget d €T, (8.9)
p—1
P(a+0b) = P(a)+ P(b)+ Z oi(a,b) pour tous a,b € ap. (8.10)
i=1

Lemme 8.2.16. L’application P a la propriété (x) relativement a la 2-cochaine C définie a
léquation (8.4).
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Preuve. En appliquant le lemme 8.2.15, il suffit de montrer que (pour tous a,b € ap) :

Y (D + D)), 2 [ (291, gl ol
m(a)

xp=a or b
zp_1=b, Tp=a
p—2
1

= Z Z(—l)k:pp...xp_kHWQ (D + D*)([[...[x1, z2), 23], Tp—t—1]a), Tp—k )-
x;=a or b 7T(CL) k=0

r1=a, ro=b

De fagon équivalente,

p—1
S ofab) = Y wla)““ (D + D*)(@1), [, [, [y [b, ala-- Jule)
=1

T=a or b

= Y L (D1 D)), [ [, s byl Jalale)
T aorbﬂ-(a)

= Z 77(1a)w“ ((D + D*)(xp), [Tp-1, [Tp—2, [---, [b, @la-]alala)
rp=a or b

=(—1)p? Z 7r(1a)wa((D+D*)(xp)aH---[aab]aax?»]av---axp1]a)
rp=a or b

1 *
= Z ﬁwa ([[.--[a, blas 3)a, -y Tp—1]a, (D + D*)(zp))
xrp=a or b ma
1 *
= Z @wa((D+D Y([---[a, bla, 23]ay -y Tp—1]a), Tp)
T=a or b
1 22
= Z —) Z(—l)kxp...xp,kﬂwa((D + D*)([[...[%1, ®2)as 3]a-- s Tp—k—1]a), Tp—k)-
z;=a or b ﬂ—(a k=0
r1=a, vo=b
p—2
La derniere égalité est vraie, puisque chaque terme de la somme Z est nul, sauf pour k£ = 0,
k=0
puisque F est un a-module trivial. U

Proposition 8.2.17. La 2-cochaine (C, P) € C?(a;F) est un 2-cocycle restreint si et seulement
%

wa<(D + D*) (b)), a)z wa((D + D*)(b), adg_l(a)> pour tout a,b € ay.

Preuve. On a déja montré au lemme 8.2.13 que C' € Z%E(a; F), et que P satisfait la propriété
() relativement & C' au lemme 8.2.16. Il reste & montrer que ind?(c, P)(a,b) = 0, pour tous
a,b € ag. En effet,

7 termes
ind?(C, P)(a,b) = C (a,6%) = 3= (=1)''C [ [[.[a,8],..],b],b | + aP(d)
i+j=p—1

p—1 termes
—

= C(a, Py —C [ [[...[a, 1], ...],b] , b
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p—1 termes
= wa((D + D*)(a), b”)) — wa((D + D*)([[...[a, b],...],b] , b)
= —wa((D + D*) (b)), a) + wa((D + D*)(b),ad} " (a)).

8.3 Doubles extensions restreintes orthosymplectiques

8.3.1 Dy-extensions

Soit (a,wy) une super-algebre de Lie orthosymplectique restreinte de type quasi-Frobenius,
et soit D € Derf)(a) une super-dérivation restreinte paire.

Considérons une application P : ag — F définie en (8.8) et vérifiant les conditions (8.9)
et (8.10). On a montré au lemme 8.2.16 que P a la propriété (x) relativement au cocycle C
introduit en (8.4). Considérons maintenant les deux applications

Q:ara—F, (a,b) — wa<DoD(a)+2D*oD(a)+D*oD*(a)—i—)\(D—i—D*)(a),b),
T:a=F, a wa<(D + D")(a), (adg)p2(p(a>)) +AP(a).

Supposons que :
T satisfait la propriété (*) relativement a Q et que (Q,7) est un élément de BZ(a;F). (8.11)

Ecrivons (Q,T) = (dICE(X), indl(x)) pour un certain y € C}(a;F); on a alors

Q(a,b) = x([a,b]q) pour tous a,bea et T(a)=x (a[p]> pour tous a € ag.
Puisque w, est non dégénérée, il existe Zg € a tel que
Q(a,b) = wa(Za, [a,ba), Va,bea et T(a) = wa(Za,a?), Va € ag. (8.12)

Théoréme 8.3.1 (Dp-extension — le cas w orthosymplectique). Soit a une super-algébre de Lie
orthosymplectique restreinte de type quasi-Frobenius. Soit D € Derh(a) une super-dérivation
restreinte vérifiant la p-propriété (8.3). Supposons de plus que

(Q,T) € B2(a,F) et (C,P)ec Z*(a,F).
(@) Il existe une structure de super-algebre de Lie sur g := % @& ad 2™, ou K = Vect{x}
pour x pair, définie par (pour tout a,b € a) :

[z, 2*]g = Az, [a,blg := [a,bla + wa(D(a) + D*(a),b)z, [z*,aly := D(a) + wa(Zq, a)z,

ou A € F et Zg € a est comme dans (8.12). Il existe une forme orthosymplectique antisymé-
trique fermée wy sur g définie par

Wolaxa :i=wa, wyla, H):=wg(a, #"):=0, wg(z™,z):=1, wy(z,x):=ws(z™, z*):=0.

(i1) Il exziste une p|2p-opération sur la double extension g de a, donnée par

a[p]ﬂ g a[p]u _|_ P(a)x,
(9)Ple = ~a* 4 ag + Az,
zlPle = by+ox +ox*,
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ou
(iia) Cas ou N #0 :

D(ag) =0, A\ = ~w(Zg,ag), =1, 0=0

et

(iib) Cas ou A\ =0 et D # —6Lady, :

D(ap) = 0, w(Zq,a0) = 0, by = 0,
D(bo) = 0, W(ZQ,bo) = 0, D*(bo) = 0, boGg(ﬂ),
et
D*(a0) +vZa = D*P ™ (Zq).
(iic) Cas ou A =0 et D = —§"1ad,, est intérieure :
D(ay) = 0, w(Zqg,a0) = 0,
D(by) = 0, w(Zq,bp) = 0O, D*(bg) = —dZq,
et

D*(ag) +vZa = D" (Zq).

(8.13)

(8.14)

(8.15)

La super-algebre de Lie orthosymplectique de type quasi-Frobenius (g,wy) sera appelée
la double extension symplectique par un espace de dimension 1 de la super-algebre de Lie
orthosymplectique de type quasi-Frobenius (a,wy). Dans le cas particulier ou = est central dans
g, c’est-a-dire si A = 0, alors la double extension a été appelée classique dans [BB16, MD96].

Preuve. La preuve du point (i) est dans [BM21]. Prouvons le point (ii), en utilisant le théoréme

de Jacobson. On a
ad? 1y (2) = (S P(2) = [ag +72° + A, g — (ad )P~ (~Aw)
= —Xyz — (—1)P Pz =0.

De plus,

(ad? ) (@%) = (L) = a0+ + Az, 27g — (ad% )P (o, 2%]o)

= —(D(ao) +wa(Za, ap)z) + Az
= —D(ap) + M\ — wa(Za, ag))z = 0.
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En outre,

ad/ )ils (a) — (adS.)P(a) = [ag +ya* + Az, aly — (add )P~ 1 ([z*, al,)

(z*

= lao, alg +7[2", ala + —(ad}. )"~ (D(a) + wa(Z0, a)))

= |ag,alq + wa((D + D*)(ag), a)x + 7<D(a) + wq(ap, a)x)

— (Dp(a) — W, (ZQ,pzl(—l)p_l_iAp_l_iDi(a))) -0,

=0

puisque D vérifie la propriété p et soit I’équation (8.13), soit (8.14), soit (8.15). D’autre part,

ad’;), (z) — (adf)P(z) =0.
De plus,
ad?) (%) = (ad§)P(z*) = [all 4 P(a)a, 2%y — (ad)P~!(=D(a) — wa(Za, a)z)

= —D(alle) — wy(Zg,alle)z + AP(a)z
~(ad2)? o Dla) ~wa( (D + D*)(a). ()2 o Dla) )} = 0
puisque D est une super-dérivation restreinte, et (£2,7") est un cobord. En outre,
ad®,, (b) — (adDp(t) = [aPl + P(a)a, by — (ad2)P([a, V)
— [aPle o+ wn (D + D?)(aPl). )~ (a2 )
—io( (D + D) (@), (ad)P () )2 =0,

puisque la super-algebre de Lie a est restreinte, (C, P) est un 2-cocycle et ainsi la proposition
8.2.17 peut étre appliquée.

Finalement, en utilisant les mémes techniques que précédemment, on peut montrer que
adi[ﬁ]u = (adf)P. O
Théoréme 8.3.2. Soit (g,w,) une super-algébre de Lie orthosymplectique restreinte de type
quasi-Frobenius. Supposons qu’il exziste un élément pair et non nul x € ([g,glg)" tel que
A = Vect{z} soit un idéal, et tel que AL soit un p-idéal. Alors, (g,wy) peut étre obte-
nue au, moyen d’une Dg-extension symplectique par un espace de dimension 1 a partir d’une
super-algebre de Lie orthosymplectique restreinte de type quasi-Frobenius (a,wq). De plus, si
C(g)o # 0, on peut choisir x € C(g)o, de telle sorte a ce que la double extension soit classique.

Preuve. Dans [BM21], il a été prouvé que I'espace #+ est un idéal de (g,wq), et qu'il existe
z* € g (puisque (1)1 = g;) tel que

g=xtox",  ou " = Vect{z*}.

On peut normaliser z* de telle sorte a ce que wy(z*, x) = 1.
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Définissons a := (# + . *). On a alors une décomposition g = % @ a @7 *.
Définissons une forme orthosymplectique sur a en posant :

Wq = wg|a><a-

Dans [BM21], il a été prouvé que l'espace vectoriel a peut étre équipé d’une structure de super-
algebre de Lie, et qu’il existe une structure orthosymplectique sur a pour laquelle g est sa double
extension symplectique au moyen de la forme w,, d’une super-dérivation D et de Zq € a comme
au point (i) du théoreme 8.3.1. En particulier, il a été démontré que l’application

Q:ana—F (ab)— wa<D o D(a) +2D* 0 D(a) + D* 0 D*(a) + A(D +D*)(a),b)

est un élément de B2y (a;F), ce qui implique que

Q(a,b) = wq(Zaq, [a,bly) pour un Zg € a. (8.16)
De plus, 'application

C:ana—=F (a,b) = wa((D+ D*)(a),b)

est un élément de ZZg(a;F) par le lemme 8.2.13. Il reste & montrer qu’il existe une p|2p-
opération sur a. Puisque a C #+ et £+ est un p-idéal, alors

aPls ¢ ¢t = # ®a  pour tout a € ag.

Il s’en suit que
alPls = s(a) + P(a)z.

Montrons que ’application
s:tag —ag, a+— s(a),

est une p|2p-opération sur a. Puisque ((5(1)[1”hl = 5p(a[p]9), pour tout d € F et pour tout a € ag,
on a

s(éa) = 0Ps(a) (8.17)
P(da) = 0oPP(a). (8.18)

Puis, pour tout a € ag et pour tout b € a, on a

0 = [aPle, by — (adg)P (D)
= [s(a),ba +wa((D + D*)(s(a)), b)x — (adg)?(b) — wa((D + D*)(a), (adg)P~* (b)) .
Ainsi,

wa((D + D*)(s(a)),b) = wa((D+ D*)(a), (ad})?~ (1)), (8.19)
[s(a),bla = (ad})"(b). (8:20)

Puisque

> isfla bt = (adj,.,)P " (a),

1<i<p—1
= (adfei)P (@) + wa((D + D*)(pa + ), (adje )P > (a)),
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on obtient
s3(a,b) = s7(a,b) + o (a, b)x.
En outre,
0 = (a + b)[P]u — a[p]ﬂ — b[p]g — Z 8?(&, b)
1<i<p—1
= (P(a+b)—P(a) = P(b)— > of(a,b))x
1<i<p—1
+s(a+b) — s(a) — s(b) — Z st (a,b).
1<i<p—1
Ainsi,
s(a+b) = s(a)+sb)+ D siab), (8.21)
1<i<p—1
P(a+b)— P(a)— P(b) = Z oi(a,b). (8.22)
1<i<p—1

Les équations (8.17), (8.20) et (8.21) impliquent que s définit une p|2p-opération sur a. Main-
tenant, puisque [alPle, 2*]; = (ad?)P(z*), on a

P(a)Az — D(s(a)) — wa(Za, s(a))z = —(ad})P ! o D(a) —wa((D + D*)(a), (adf)’~? o D(a))z.
Il s’en suit que

D(s(a)) = (ad®)?!o D(a), (8.23)
P(a)\ wa(Zq, s(a))—we((D + D*)(a), (ad?)P~? o D(a)). (8.24)

L’équation (8.23) implique que D est une super-dérivation restreinte de a (relativement a la
p|2p-opération s). Définissons 1'application

T:a—TF a— w((D+ D" (a),(ad®)?~2 o D(a)) + A\P(a).

Lemme 8.3.3.
(C,P) € Z*(a,F) et (Q,T) € B%(a,F).

Preuve. Les équations (8.18) et (8.21), ainsi que le lemme 8.2.16, impliquent que P satisfait
la propriété (x) relativement au cocycle C. De plus, I’équation (8.19) et la proposition 8.2.17
impliquent que (C, P) € Z2(a; F).

Dans [BM21], il a été montré que €2 € B%E(a; ). Montrons que I'application 7" satisfait la
propriété (x) relativement a €. En effet, pour tout 6 € F et pour tout a € ag, on a

T(a) = wal(D+ D*)(da), (adfy)~2 0 D(6a))+AP(50)
= §Pw((D + D*)(a), (ad%)P~2 o D(a))+A6? P(a)
= 6PT(a).
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De plus, pour tout a,b € ag, on a

T(a+b) = weZaq,(a+ b)Ple) (par (8.24))

= wa(Za, a[P]a) + wal(Zo, b[P}a) + Wy (ZQ, Z si(a, b)) (par définition)

1<i<p—1
= T(a)+T(b)
1
i :pk:aZOr b @wa (ZQ’ [ml’ [xQ, [7 [‘Tpflv xp]w--]a]u]a)
= T(a)+T(b)

+ 2
rp=a or b 71’(0,)
;vp_lzb, Tp=a

= T(a)+T(b)

Y

rp=a or b
zp_1=b, zp=a

Q(a:l, (22, [ [yt xp]a...]a]u> (par (8.16))

1
i ([ NSNS REY
Les équations (8.16) et (8.24) impliquent que (2, 7) € B%(a; Z). O
Supposons maintenant que
(z*)Pls = ag + Bz + yz*, oltag € aet B,y € F. (8.25)

On a
0= [(z")P, 2]y — (ad%.)P(x) = —y Az + NPu.

Ainsi, YA = AP. De plus,
0= [(:c*)[p], ¥y — (ad)P(z*) = Bz — (D(ag) + wa(Zq, ap)x).

Ainsi, D(ap) =0 et AS = wq(Zq, ap). Pour tout a € a, on a

0= (@), aly — (adS.)"(a) = [a0,a] +wa((D + D*)(ao), @)z + vD(a) + yw(Za, @)z — D¥(a)
— Y wal(—APID (Za),a)w — (<A w(Zo, a).
1<i<p—1

Il s’en suit DP = vD + ad,, et D*(ag) +vZq = Z (=\)P71D*(Zq) (wy est non dégéné-
0<i<p—1
rée). Supposons que
zlPls = by + o + ox*, ouo,0 €F et by € ag. (8.26)

on a

0= [z, 2], — (adS)P(z) = —OAz.
Ainsi, Ad = 0. En outre,

0 = [P, 2*]; — (ad@)P(¢*) = oAz — (D(bo) + wa(Zay, bo)).
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Ainsi, D(bg) =0 et Ao — w(Zq,by) = 0.

Pour tout b € a, on a
0 = [zls, by — (ad$)”(b) = [bo, bla +wa ((D +D*)(bo), b)a + 6(D(b) + wa(Za, b)x).

I s’en suit que 6D (b) + [bo, b]la = 0 et D*(by) + 6Zq = 0 (puisque wy est non dégénérée).

Lecas A#0:on ad =0, D*(bg) =0 et by € C(a). Ainsi, g peut s’obtenir & partir de la
super-algebre de Lie restreinte a de la méme fagon qu’au théoreme 8.3.1.

Lecas A=0: on a w(Zq,by) = 0. Ici, si 6 = 0 alors by € 3(a). Ainsi, g peut s’obtenir a
partir de la super-algebre de Lie restreintea de la méme fagon qu’au théoreme 8.3.1. Toutefois,
sid # 0, on aalors D = —§"tady, et D*(by) = —6Zg. O
8.3.2 D;-extensions

Soit (a,wq) une super-algebre de Lie orthosymplectique restreinte de type quasi-Frobenius,
et soit D € Derj(a) une super-dérivation impaire.
Définissons les deux applications

Q:aNa—TF, (a,b)+— wa(DoD(a)—D*oD*(a),b), (8.27)

Aiag—F, am  we ((D + D*)(a), adg_Q(D(a)) (8.28)

Supposons que (£, A) soit un élément de B2?(g;F) (i.e., un 2-cobord de la cohomologie res-
treinte). Ecrivons dans ce cas (Q,A) = (dbg(x),ind!(x)) pour un certain x € Cl(a;F); on a
donc alors

Q(a,b) = x([a,0]a) et A(a) = x(a).

Puisque wq est non dégénérée, il existe ag € a tel que
Q(a,b) = wq(ap, [a,b]q) Ya,bea et Ala)=wq (ao, a[p]) Va € ag. (8.29)

Théoréme 8.3.4 (D;-extension — le cas w orthosymplectique). Soit (a,wqy) une super-algébre de
Lie orthosymplectique restreinte de type quasi-Frobenius. Soit D € Dery(a) une super-dérivation
restreinte vérifiant

(Q,A) € B(a,F),

et
D?=ad,, et D(ag)=0,

ot ag est comme dans 'équation (8.29).
(i) Il existe une structure de super-algebre de Lie sur g := % @ a®. 2™, ou K = Vect{x}
pour x impair, définie de la fagon suivante (pour tous a,b € a) :

A gy =0, [a,bly = [a,ba + (wa(D(a),b) + (=1)lhwe(a, D)) 2,
(2%, 2*]g = 2a9, [z*,alg := D(a) — wq(a,ap)z.
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Il existe une forme orthosymplectique antisymétrique fermée wy sur g définie par
Wolaxa :i=wa, wgla, H):=wg(a, #"):=0, wg(z®,z):=1, wy(z,x):=ws(z™, z*):=0.
(i1) Il existe une p|2p-opération sur la double extension g de a définie par

a[p}g ey a[p}a_

Preuve. Similaire a celle du théoreme 8.3.1. O

Théoréme 8.3.5 (Réciproque du théoreme 8.3.4). Soit (g,wy) une super-algébre de Lie ortho-
symplectique restreinte de type quasi-Frobenius. Supposons qu’il existe un élément non nul
x € C(g)1 tel que w(z,x) = 0. Alors, (g,wy) est une Di-extension d’une super-algébre de Lie
orthosymplectique restreinte de type quasi-Frobenius (a,wq).

Remarque. La condition w(x, x) = 0 est nécessaire. Un contre-exemple est donné par la super-
algebre de Lie C%/Q + A, voir [BM21].

Preuve. Soit x un élément non nul de C(g);. Il a été démontré dans [BM21] que les sous-
espaces & = Vect{z} et 2# 1 sont des idéaux de (g,wy). Puisque % est de dimension 1 et
que w(z,z) =0, on a . % C . #+ et dim(# 1) = dim(g) — 1. Ainsi, il existe z* € g; tel que

g=H1tex*, ouH*:= Vect{z"}.

Cet élément x* peut étre normalisé de sorte & avoir wgy(z*, z) = 1.
Définissons a := (# + #*)*. On a alors la décomposition g = # @ a®.#*. On définit
une forme orthosymplectique sur a en posant

Wq = wg|a><a-

Il a été prouvé dans [BM21] que wq est non dégénérée on a, et que g est une double extension
symplectique de a & I'aide de w, et d’une super-dérivation D vérifiant D? = ad,, et D(ag) = 0.
De plus, il a également été prouvé que Q € By (a;F), et que C' € Z&g(a;F). Il reste & montrer
qu’il existe une p|2p-opération sur a. Puisque a C %+ et que = et 2* sont impairs, on a

alPls € o pour tout a € ag.

Il s’en suit que
a[p}ﬂ — S(a)'

Montrons maintenant que ’application
s:tag—ap, ar s(a),

est une p|2p-opération sur a. Puisque (da)Pls = §7(alPls), on a que s(da) = 6Ps(a), pour tout
0 € F et a € ag. En outre,

0 = [able,b], — (ad8)(b)
= [s(a),bla + wa((D 4 D*)(s(a)), b)x — (ad§)?(b) — wa((D + D*)(a), (ad} )P~ (b))
Ainsi,
" <(D + D) (s(a), b) — <(D + D)(a), (adg)pl(b)>, (8.30)
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[s(a),bla = (adg)?(b)- (8.31)

Ensuite, puisque,

S isda, AT = (ad,,)" (a),

1<i<p—1

= (0} (@) o (D + D7) 1), () 2(a) ),

= (adSu )" H(a).
on a que

s;(a,b) = si(a,b).
De plus,
0 = (a+ b)[p]g — glPle — plpls — Z s3(a,b)
1<i<p—1
= sla+b)—sa)—s(b)— > si(ab)
1<i<p—1

En conséquence de quoi,

s(at+b) = s(a)+s®)+ Y. siab).
1<i<p—1

Ainsi, s est une p|2p-opération sur a. On a aussi [a[p]ﬂ,:c*]g = (ad?)P(z*), donc
—D(s(a)) + w(s(a),ap)r = —(ad®)P~! o D(a) — w((D + D*)(a), (ad®)P~2 o D(a,))ac.
On a alors
D(s(a)) = (ad 0 D(a), et w(an, s(a)) =w((D + D*)(@), (adi)r 0 D(@)).
La premiere équation montre que D est une super-dérivation restreinte de a (relativement a la

p|2p-opération s). La seconde équation compléte la preuve, ainsi (2, A) € B%(a,F), avec Q et
A donnés par

Q:ana—F (a,b)— wa<DoD(a) - D* oD*(a),b)7
A:gy—F a wa((D + D*)(a),adg_Q(D(a))

Finalement, g est une double extension symplectique de a. ]

8.4 Doubles extensions restreintes périplectiques

8.4.1 Dy-extensions

Soit (a,wq) une super-algebre de Lie restreinte périplectique de type quasi-Frobenius, et
soit D € Derg(a) une super-dérivation. Considérons ’application

Q:aha—TF, (a,b) — wa<(DoD—|—2D*oD—{—D*oD*—i—)\D—i—)\D*)(a),b)
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Supposons que (€2, 0) soit un élément de B2(a,TF) (i.e. un 2-cobord de la cohomologie restreinte).
Ecrivons (Q,0) = (dig(x),ind" (x)) pour un certain x € C1(a;F); on a donc

Q(a,b) = x([a,b]a) et x(a) =0.
Puisque wq est non dégénérée, il existe Zg € a tel que
Qa,b) = wa(Za, a,b]) et wa(Zg,al)) = 0. (8.32)

Théoréme 8.4.1 (Dy-extension — le cas w périplectique). Soit (a,wy) une super-algébre de Lie
restreinte périplectique de type quasi-Frobenius. Soit D € Derg(a) une super-dérivation res-
treinte satisfaisant la p-propriété (8.3). Supposons de plus que (Q2,0) € B2(a,F). Alors

(7) Il existe une structure de super-algébre de Lie sur g := & @ ad A", ou K = Vect{x}
pour x impair et X * := Vect{e} pour e pair, définie (pour tous a,b € a) par

[z, e]lg = Az, [a,bly := [a,blq + (wa(D(a), b) + wa(a,D(b))>x, e, alg := D(a) + wq(Zq, a)x.

Il existe une forme périplectique antisymétrique fermée wy sur g définie par :

Wolaxa :=wa, wg(a, ) :=wg(a, #7"):=0, wyle,x):=1, wy(z,x):=wy(ee):=0.

(ii) 1l existe une p|2p-opération sur la double extension symplectique g de a donnée par
alPle = glPle elPle — g + e,

ot ag € a et v € F sont comme dans l’équation (8.3), et ou les conditions suivantes doivent
étre satisfaites :

Ay o= A
w(ZQ, CLQ) = 0,
> (=N(D)(Za) = D(ao) +70.
i+j=p—1
Preuve. Similaire a celle du théoreme 8.3.1. O
Théoréme 8.4.2 (Réciproque du théoréme 8.4.1). Soit (g, wy) une super-algébre de Lie restreinte
périplectique de type quasi-Frobenius. Supposons qu’il existe un élément non nul x € ([g, g])+
tel que X := Vect{z} soit un idéal et que K+ soit un p-idéal. Alors (g,wy) est obtenu comme

Dy-extension symplectique o partir d’une super-algebre de Lie restreinte périplectique de type
quasi-Frobenius (a,wy).

Preuve. 11 a été démontré dans [BM21] que ¢+ est aussi un idéal de (g, w,). Puisque % est
de dimension 1 et que wy(z,z) = 0, on a que # C H#+ et dim(# 1) = dim(g) — 1. Ainsi, il
existe e € gy (car (# 1) = g;) tel que

g=xtox", ou A" = Vect{z*}.

On peut normaliser e de telle sorte & ce que wgy(e, z) = 1. Définissons a := (£ + #*)+. On a
alors une décomposition g = # @ a®.#*. Dans [BM21], il a été montré que g est une double
extension symplectique de a. Il reste a montrer qu’il existe une p|2p-opération sur a. Puisque
a C #+ et que #+ est un p-idéal, on a

aPls e ot = # ®a  pour tout a € ag.
on a donc alPle = 5(a). L’application
s:ag — ag, a+— s(a),

est alors une p|2p-opération sur a. La preuve est similaire a celle du théoreme 8.3.2. O
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8.4.2 D;-extensions

Soit (a,wy) une super-algebre de Lie restreinte périplectique de type quasi-Frobenius, et
soit D € Der(a) une super-dérivation. Définissons 'application suivante

Q:aNa—F, (a,b) — wa<DoD(a)D*oD*(a),b).

Supposons que (€2, 0) soit un élément de B2(g;F) (i.e., a 2-cobord de la cohomologie restreinte).
Ecrivons (2, 0) = (d&g(x), ind' (x)) pour un certain y € C(a;F); on a alors

Qa,b) = x([a,bla) Ya,bea et x (a[p}> =0 Va€cap.
Puisque w, est non dégénérée, il existe ag € a tel que
Q(a,b) = wa(ap, [a,bla) et wq (ao, a[p]> = 0. (8.33)

Soit maintenant une application P : ayp +— F vérifiant les conditions (8.9) et (8.10). Le
lemme 8.2.16 assure que P a la propriété (x) relativement au cocycle C' défini dans (8.4).

Théoréme 8.4.3 (Di-extension — les cas w périplectique). Soit (a,w,) une super-algébre de
Lie restreinte périplectique de type quasi-Frobenius, et soit D € Dery(a) une super-dérivation.
Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

(Q,0) € B2(a,F) et (C,P)¢e Z*(a,F).
Supposons de plus que ag est donné comme dans l’équation ((8.33)) :
D? = ad,,, D(ag) = D*(ag) = 0.

(i) Il existe une structure de super-algébre de Lie sur g := # @ a®. %™, ou K = Vect{x}
pour x pair et & * := Vect{e} pour e impair, définie pour tous a,b € a par

A glg =0, [a.b]g := [a, bla + (wa(D(a). ) + (1) "ln(a, D)) )
le, elg = 2ap, [e,alg :== D(a)+ wa(ag,a)z.
Il existe une forme périplectique antisymétrique fermée wy sur g définie par :
Wolaxa:i=wa, wyla, ) :=wg(a, ") :=0, wgle,x):=1, wg(x,x):=wy(e,e):=0.
(i) Supposons qu’il existe by € Z(a) tel que
D(by) = D*(bo) = w(ag, bo) = 0.
La p|2p-opération sur a peut étre étendue sur g de la fagon suivante (u est quelconque) :
alPle = alPle 4 P(a)z, 2lPle = by 4 px.
Preyve. Similaire a celle du théoreme 8.3.1. O
La réciproque du théoreme 8.4.3 est donné par le théoreme suivant.
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Théoréme 8.4.4 (Réciproque du théoréme 8.4.3). Soit (g, wy) une super-algébre de Lie restreinte
périplectique de type quasi-Frobenius. Supposons de plus que C(g)o # {0}. Alors, (g,wy) est
obtenue comme une Di-extension d’une super-algébre de Lie restreinte périplectique de type
quasi-Frobenius (a,wq).

Preuve. Soit x un élément non nul de C(g)o. Il a été montré dans [BM21] que les sous-espaces
A = Vect{z} et 1 sont des idéaux de (g,w,). Puisque wy(z,r) = 0, il s’en suit que
H C o+ et dim(#+) = dim(g) — 1. Ainsi, il existe e € g; (car (£ 1)g = g) tel que

g=x1to",  oux* = Vect{e}.

On peut normaliser e de telle sorte & ce que wy(e,z) = 1. Définissons a := (# + #*). on a
alors une décomposition g = # & a®A ™.

On définit une forme périplectique sur a par wg = wWyla x q- La forme w, est non dégénérée
sur a. Il a été montré dans [BM21] que l’espace vectoriel a peut étre équipé d’une structure
de super-algebre de Lie, et il existe une structure périplectique sur a telle que g est sa double
extension symplectique. La preuve se termine comme celle du théoreme 8.3.4. ]

8.5 Exemples de doubles extensions symplectiques

8.5.1 La super-algebre de Lie D;_q (pour ¢ # 0, 1)

Considérons la super-algebre de Lie D;_q, pour g # 0, 1, (voir [BN78]) ou les crochets non
nuls sont donnés sur la base e, ey | €3, e4 (pair | impair) par

le1,e2] = ea, [e1,e3] =qes, [e1,eq] = —qeq,

Il a été montré dans [BM21] que cette super-algebre de Lie est orthosymplectique de type
quasi-Frobenius, avec la forme donnée par

w=ejANe;+esNe).

Il existe une p|2p-opération sur D;_q donnée par e[lp ] [2p } — 0. Considérons les super-

dérivations extérieures

=e1ete

D1:€3®€§et D2:€4®GZ.
Ces deux dérivations sont restreintes et vérifient D] = Ds. De plus, on a
D? 42Dy oD+ DioDi + M(Dy + D3) = (A +1)(e3 @ €} + eq @ e}).

Le cocycle (Q,T) (voir théoreme 8.3.1) est un cobord si et seulement si A = —1. Dans ce cas,
Q2 =0et C = e} Aej. Choisissons Zg = ueg, avec u € F. On a alors P(e1) = u et P(ez) = 0.
En outre,

(ZO:O, )\:O, ’)/:1, boZO, oc=0.

8.5.2 La super-algebre de Lie C] + A

Considérons la super-algebre de Lie Cf + A (voir [BN78]) avec le crochet donné dans la
base e1, ez | es, e4 (pair | impair) par

le1,e2] = €2, [e1,e3] =e3, [e3,eq] = ea.
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Il a été montré dans [BM21] que cette super-algebre de Lie est orthosymplectique de type
quasi-Frobenius avec la forme donnée par

w=ejNe;—e5Ne).

La p|2p-opération est donnée par e[lp - e, e[zp ) — 0. Considérons la super-dérivation extérieure
impaire donnée par

D=¢®e€)+e3® es.

On a D* = —D. Ainsi, le cocyle (C,A) = (0,0) (voir théoréme 8.3.4). En outre, puisque
C(g) = 0, la condition D? = ad,, = 0 implique que ag = 0.

8.5.3 La super-algébre de Lie D°

Considérons la super-algebre de Lie D% (voir [BN78]) dont le crochet est donné dans la
base e, e2,| e3,e4 (pair | impair) par

le1,e3] =e3, [e1,eq] =eq, [e2,e4] =e3.

Il a été montré dans [BM21] que cette super-algebre de Lie est périplectique de type quasi-
Frobenius avec la forme donnée par

w=ejANes+e;Ne).

La p|2p-opération est donnée par e[lp I = ey et e[2p J — 0. Considérons la super-dérivation extérieure

paire donnée par

D=es®e;—e4Rej.

On aalors D* = —D, et DP = D, donc vy = 1 et ag = 0 (voir théoreme 8.4.1 pour les définitions).
Ainsi, €2 = C' = 0. On peut ensuite prendre pour A un scalaire satisfaisant ’équation A’ — A = 0,
et Zo = 0.

8.5.4 La super-algébre de Lie (24, +2A4)},

Considérons la super-algebre de Lie (24; 1 +2A)32 /o (voir [BN78]) dont le crochet est donné
dans la base ey, e2, | e3, e4 (pair | impair) par

1
les,e3] =e1, [es,eq] =ea, [e3,e4] = 5(61 + e2).

Il a été montré dans [BM21] que cette super-algebre de Lie est périplectique quasi-Frobenius
avec la forme donnée par

w=-eyNe;—e]Nej.

[p]

On peut définir une p|2p-opération par e,

1=1,2.

Considérons la super-dérivation extérieure impaire D = e3 ® 3. On a alors D* = D. Ainsi,
Q=A=C =P =0 (voir théoreme 8.4.3). On a de plus ayp = 0, alors que by = A\je; + Aze2
est quelconque.

= u;e1 + v;eo, ou u; et v; sont des scalaires, pour
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8.5.5 L’algébre de Witt 17/ (1) pour p > 3

Rappelons que l'algebre de Witt W (1) (voir section 5.1.2) est engendrée par les générateurs
(pairs) e_1, ep, ..., ep—2 et équipée du crochet

[6' 6‘] _ (J_Z)el-‘rj if i+Je€ {_1,,]7_2},
v 0 sinon.

Soit w une forme bilinéaire antisymétrique sur W (1), donnée par
p—2
w = Z )\m'e; A 6;, )\i,j cF.
i,j=—1
Supposons de plus que w est un 2-cocycle. On a alors
w(er, [ei, €j]) + wley, e, €]) +w(ei, [ej, ex]) = 0. (8.34)

Montrons que toute forme bilinéaire antisymétrique sur W (1) satisfaisant 1’équation (8.34) est
dégénérée. Supposons que i, j, k sont tels que i + j,i + k,j + k € {—1,...,p — 2}. On a alors

(8.34) <~ w(ek, (] — i)6i+j) + w(ej, (Z — k)elurk) + w(ei, (k — j)ej+k) =0
= (] — i))‘k,iJrj + (i — k)/\j,i+k + (k — j)/\i,j+k = 0. (8.35)

Si on prend k = 0 dans I’équation ci-dessus, on obtient
(J = D) Ao,its + (i +4)Ai; =0. (8.36)
En prenant ¢ = 0, ’équation précédente se réduit a
X, =0, Vje{-1,..,p—2}
Cela signifie qu’il y a une ligne de la matrice de w qui ne comporte que des zéros. Ainsi, w est

dégénérée.

8.5.6 La super-algeébre de Lie K™, m impair

La super-algebre de Lie K2™, m impair (voir [GKNO04]) est engendrée par les générateurs

20,21 | Y1, ..., Ym (pair | impair), avec les crochets non nuls donnés par
[zo,yi] = —lyi, o] = Yitl, i<m-—1,
Wi yme1—i) = [ymyr—ou) = (=1)Flay, 1<i<mH

Dans [GKNO4], les auteurs ont montré qu'une super-algebre de Lie de dimension n|m a un
nilindice maximal n +m — 1 uniquement lorsque n = 2 et m est impair. De plus, pour tout m
impair, il n’y a qu’une super-algebre ayant cet indice maximal, qui est K2™.

Proposition 8.5.1.

1) Pour tout m > 3, la SUpBT’—CngébTG de Lie KQ’ n’est pas pémplectzque de typ@ quasi—
Frobenius.
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(ii) K%™ est orthosymplectique de type quasi-Frobenius si et seulement sim =0 mod (p).
De plus, sim =0 mod (p), la forme est donnée par

1 1 m+43 . .
gy A\ x) — 3 vl Ay — 3 (—=1) 2 yi‘n;l A y’fn2+3 - Z i1y Ay

Preuve. Pour le point (i), supposons que K™ est périplectique de type quasi-Frobenius. la
condition de 2-cocycle appliquée & la forme périplectique w sur les éléments {x¢, z1,y;} donne

0 = w(wo, [1,yi]) +w(yi, [zo, 71]) +w(x1, [1i, 20]) = 0+ 0 —w(z1,¥i41), pour 1 <i<m—1.

De méme, la condition appliquée aux éléments {y1, y2, Ym—1} donne w(z1,y;) = 0. Mais puisque
w est supposée impaire, on a w(xy,v) = 0 pour tout v € K2™. Ainsi, w est dégénérée, ce qui
est une contradiction.

Pour le point (ii), supposons que w est orthosymplectique. Dans ce cas, puisque w paire, on
ne vérifiera la condition de 2-cocycle que sur les triplets {zo,yi, v} et {zo,yi,y;} pour ¢ < j.

Ecrivons!

* * * *
w=aryNr] —Zai,jyi NY;-
,L'7j

Le cas {xo, y;,yi}. Pour i < mT“, la condition de 2-cocycle est équivalente a

m+3 . .
o = 2(—1) 2 (m+1 m4+3 Sl Z:mTH,
20 (8.37)
Qii+1 = 0 sio1< mT—i-l

De plus, si ¢ > mT'H la condition de 2-cocycle est équivalente a

+1

a;;41 =0 pour <i<m. (8.38)

Le cas {zo,yi,yj}, aveci < j. Si 1 < i < mTH et 7 = m + 1 — 4, la condition de 2-cocycle
implique que

a = g2 si i=1,
(8.39)
(-1 — amy1—iit1 — Qimi2—i = 0 st 1<i< 2
D’autre part, si j # m + 1 — 4, la condition de 2-cocycle est équivalente a
amit1 = 0 si  j=m, eti#1,
(8.40)
Qjitl T Q41 = 0 si 1<:1< mTH, et j £ m.
Sii> mT‘H, la condition de 2-cocycle est équivalente a
am; = 0 si j=m,
(8.41)
Qji+1 + Q41 = 0 si mTH < i <gjg<m.

1. Par convention, €} (e;) = &;; et €] ® e} (ex ® e) = (—1)1I1%le7 (e )el (er).

169



Chapitre 8. Doubles extensions symplectiques de (super)-algebres de Lie restreintes

En combinant les équations (8.37) et (8.39) on obtient ma = 0. Sim # 0 mod (p), alors « = 0

et la forme w sera dégénérée. Si m = 0 mod (p), le systeme d’équations donné par (8.37)—

(8.41) admet des solutions. Choisissons m+1 m+s = %(—1)%”, ainsi @ = 1. Les équations
2 2

(8.39) impliquent que qi1—ii+1 = i(—1)"! pour i = 1,...’"771. Il ne reste qu’a prendre

a1 = % et les autres coefficients triviaux pour construire une forme non dégénérée. O

Proposition 8.5.2. K™ est restreinte si et seulement si m < p. La p|2p-opération est alors
donnée par

[p] id

1

Ty = 81%1, = $ox1, OU S1,82 € F.

[p]

Preuve. Tout d’abord, notons que la partie paire de K?™ est abélienne. Ecrivons xy

= S2%1+
5oxg. La condition [:L'[lp],yz-] = ad? (y;) implique que 32 = 0. Ainsi, l'gp} = s9x1. En outre,

écrivons x[op] = 5171 + 3120. La condition [iL'[(‘)D], yi] = adf (y;) implique que 31y;41 = ypri pour

i < m. Cette condition implique que p 4+ ¢ > m, pour tout i < m, et 57 = 0. O

Dans la suite supposons que la p|2p-opération est donnée par

AP0, o

.’El - xl.
On va lister quelques super-dérivations extérieures et étudier les doubles extension symplec-

tiques obtenues avec ces super-dérivations

Une super-dérivation inadaptée. Considérons la super-dérivation extérieure donnée par

p_]- *
p=mer-271 5 yey
1<i<p

On a D(x[lp]) =D(z1) =21 # adl’gjl_1 oD(z1) = 0. On en déduit que cette super-dérivation n’est
pas restreinte, elle n’est donc pas adaptée pour construire une double extension.

Une super-dérivation conduisant a une extension triviale. Considérons la super-dérivation ex-
térieure donnée par
*
D=z ®x.

Elle est restreinte et vérifie D* = —D. Ainsi, le cocycle C' du lemme 8.2.13 et 'application 2
de la section 8.3.1 sont identiquement nuls. Les conditions du théoréeme 8.3.1 sont satisfaites.
On peut choisir

ap=0, A=0, v=0, b=0, =0, Zg=0, P=0.

Une super-dérivation conduisant a une extension non triviale. Considérons la super-dérivation
extérieure donnée par
_ * *
D =yp1@yi +yp @y

Elle est restreinte et vérifie
D* = yp @ y5 — 21 @ y3.

Il s’en suit que
D% 42D* o D+ D** + \(D 4 D*) = \yp_1 @ yi + 2\yp @y — 201 @ U3
L’application € définie a la section 8.3.1 a la forme suivante (on omet les termes nuls) :

Qy1,y3) = =2\, Qy2,92) = 2\

170



Université de Haute-Alsace Quentin Ehret

Le cas p = 3 : Dans ce cas, le cocyle C est donné par
1 * * * *
C= Rl NYs + Yz N Y.

L’application €2 est un cobord de la cohomologie ordinaire, donc Q = diy¢ avec ¢ = Azf.
Choisissons (voir théoreme 8.3.1)

Zo = Axg, et Pa)=ux] (a[p]) pour a € K02’3.
D’autre part : (voir théoréme 8.3.1)

y=X"1 ag=—ym, A=0, by==z1, o=1
Le cas p > 3 : Dans ce cas, le cocyle C' est donné par

C=2yi Nyz —2y5 N ys.
L’application € n’est pas un cobord, sauf si A = 0, ou il devient trivial. Dans ce cas, on peut
choisir
7:()7 b0:07 ag = T, ZQ:xl-
8.5.7 La super-algébre de Lie K>™, m pair
Si m est pair, la super-algebre de Lie K2™ (voir [GKNO04]) est engendrée par les générateurs
20,21 | Y1, ... Ym (pair | impair), avec les crochets non nuls donnés par
[anyi] = _[yiva] = Yi+1, 1<i<m~— 17
WisYm—i] = Ym-isys] = (—1)™20/2z 1<i<@,

Il a été montré dans [GKNO4] que la super-algebre K™ a un nilindice maximal m.

La super-algebre K™, avec m pair, est restreinte si et seulement si m < p. Dans ce cas,
la p|2p-opération est donnée par

o] _ [p]

xy = S1xr1, xi = S2x1, ou s1,52 € K.

La preuve est similaire au cas m impair.

Proposition 8.5.3.

(i) Pour tout m > 2, la super-algébre de Lie K*™ est périplectique de type quasi-Frobenius
st et seulement si p = 3. Dans ce cas, la forme est donnée par

w=x5Ays + 2] ANY;.

(ii) Pour tout m > 2, la super-algébre de Lie K*™ est orthosymplectique de type quasi-
Frobenius si et seulement si m < p. Dans ce cas, la forme w est donnée par

m/2

W=y 0y ANy + 235 A,
i=1

ot a; = (—1)2 " (m — 20 + 1),
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Une super-dérivation conduisant & une extension non triviale. Considérons la dérivation exté-
rieure donnée par
ES
D=2z ® xg.

Cette dérivation est paire et restreinte. De plus, elle a la p-propriété (voir équation (8.3)) en
prenant v = 0 et ag = lyx1, I1 € F. Puisque ~ est nul, il n’y a que le cas (iib) du théoreme

8.3.1 & considérer. Des calculs directs montrent que D? = 0 et que D* = —D. Il s’en suit
p—1

que Zo—f(a, b) = 0 (voir équation 8.10)), que (C,P) est un 2-cocycle restreint, et que les
i=1

applications (2 et T' définies a la section 8.3.1 sont identiquement nulles. Puisque (€2,T") est un
2-cobord restreint, on choisit Zg = tx1 + sym, t,s € F, pour obtenir

0=w(Zo,la,b]) et 0=w(Za,a), a,be K>, ae K™

Les conditions du théoréme 8.3.1 sont satisfaites et on peut alors choisir by = lsx1, lo € F et
o € F arbitraire pour construire une double extension non triviale.
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