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de Haute-Alsace
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1.3.4 Cohomologie des algèbres de Lie-Rinehart . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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2.4.2 Une technique de supérisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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3.1 Super-multidérivations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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4.1 Variété algébrique des super-algèbres de Lie-Rinehart en dimension finie . . . . 58
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Université de Haute-Alsace Quentin Ehret

6.3.1 Cohomologie restreinte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
6.3.2 Structure de Lie-Rinehart restreinte et déformations restreintes . . . . . 134
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8.2.4 L’adjoint d’une dérivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
8.2.5 Quelques cocycles utiles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

8.3 Doubles extensions restreintes orthosymplectiques . . . . . . . . . . . . . . . . 155
8.3.1 D0-extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
8.3.2 D1-extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

8.4 Doubles extensions restreintes périplectiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
8.4.1 D0-extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
8.4.2 D1-extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

8.5 Exemples de doubles extensions symplectiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166
8.5.1 La super-algèbre de Lie D7
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Résumé

L’objectif de cette thèse est l’étude des algèbres de Lie-Rinehart, en particulier en caracté-
ristique positive. On s’intéresse à leur structure, leur cohomologie, leurs déformations et à leur
classification. On commence par étudier le cas des super-algèbres de Lie-Rinehart en caractéris-
tique nulle. Dans ce cadre, on utilise la correspondance bijective avec les super-multidérivations
(qu’on introduit) afin de construire une cohomologie adaptée aux déformations formelles de ces
objets. On montre que cette cohomologie contrôle les déformations formelles des super-algèbres
de Lie-Rinehart. En particulier, deux déformations équivalentes correspondent à des 2-cocycles
cohomologues. On établit également une classification de ces objets en petites dimensions, réa-
lisée à l’aide du logiciel de calcul formel Mathematica.
En caractéristique p > 3, on commence par étudier les algèbres de Lie restreintes, ainsi que
leur cohomologie. On utilise cette cohomologie restreinte, connue que partiellement (jusqu’à
l’ordre 2), pour contrôler les déformations restreintes d’algèbres de Lie-Rinehart restreintes.
On illustre ces résultats sur un exemple construit sur l’algèbre de Heisenberg.
Dans le cas particulier de la caractéristique p = 2, on construit une cohomolgie complète, à tout
ordre, qui n’a pas d’analogue en caractéristique différente de 2. On montre ensuite que cette
nouvelle cohomologie a des interprétations classiques en termes de déformations d’algèbres de
Lie restreintes et de Lie-Rinehart restreintes.
On étudie ensuite les représentations restreintes d’algèbres de Lie-Rinehart restreintes. On
construit une structure restreinte sur le produit semi-direct, puis une structure de Lie-Rinehart
restreinte. On étudie ensuite certains exemples en dimension infinie.
Enfin, on présente une nouvelle application de la cohomologie restreinte aux doubles exten-
sions symplectiques de super-algèbres de Lie restreintes de type quasi-Frobenius. On montre
en particulier que les obstructions au processus de double extension dans ce contexte sont des
objets encodés par la cohomologie restreinte.
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8



Abstract

The aim of this thesis is the study of restricted Lie-Rinehart algebras, in particular in
positive characteristic. We are interested in their structure, cohomology, deformations and
classification. We begin by tackling the case of Lie-Rinehart superalgebras in zero characteris-
tic. In this framework, we use a bijective correspondence with super-multiderivations (which
we introduce) to construct a cohomology adapted to formal deformations of these objects.
We show that this cohomology controls formal deformations of Lie-Rinehart superalgebras. In
particular, cohomologous cocycles provide equivalent deformations. We also establish a clas-
sification of these objects in low dimensions, carried out using the computer algebra system
Mathematica.
In characteristic p > 3, we begin by studying restricted Lie algebras and their cohomology.
We use this partially known (up to order 2) restricted cohomology to control restricted de-
formations of restricted Lie-Rinehart algebras. We illustrate these results with an example
constructed on the Heisenberg algebra.
In the special case of characteristic p = 2, we construct a complete cohomology at any order,
which has no analogue in characteristics different from 2. We then show that this new coho-
mology has classical interpretations in terms of restricted deformations of Lie algebras and
restricted Lie-Rinehart algebras.
Next, we investigate restricted representations of restricted Lie-Rinehart algebras. We construct
a restricted structure on the semidirect product, as well as a restricted Lie-Rinehart structure.
We then study some infinite-dimensional examples.
Finally, we present a new application of restricted cohomology to symplectic double extensions
of quasi-Frobenius-type restricted Lie superalgebras. In particular, we show that the obstruc-
tions to the double extension process are objects encoded by the restricted cohomology.
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travail et pour leurs retours. Mes remerciement vont aussi à Alice Fialowski et Johannes Hueb-
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années de ma thèse où nous discutions presque chaque semaine. Poursuivre mes travaux avec
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remercie pour sa confiance et son aide. Je suis sûr que cette collaboration sera très fructueuse.
Je souhaite aussi remercier toutes les personnes avec qui j’ai eu la chance de collaborer sur des
projets de recherche, en premier lieu Nacer bien sûr, mais aussi Sofiane Bouarroudj, Yoshiaki
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de cette thèse. Je remercie donc Pierre Clavier (encore lui !) qui m’a invité à Vienne, ainsi
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mathématiques universitaires possibles et imaginables. Sans son soutien, je ne me serais jamais
inscrit en M1 maths fonda, je n’aurai jamais validé ce M1, ni réussi l’agrégation par la suite.
C’est encore grâce à elle que je me suis lancé en M2 Recherche et que j’ai osé faire une thèse.
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Introduction

L’objectif de cette thèse est l’étude des algèbres de Lie-Rinehart en caractérisque 0 ainsi
qu’en caractéristique positive. L’étude concerne leur structure, leur cohomologie, leurs défor-
mations et leur classification. Ce travail est divisée en deux parties. Dans la première, on
s’intéresse aux (super-)algèbres de Lie-Rinehart sur un corps de caractéristique zéro. Le but
de cette première partie est de construire des déformations formelles de super-algèbres de Lie-
Rinehart, généralisant au cas gradué l’article [MM20], puis de classifier ces structures en petites
dimensions. La deuxième partie est consacrée à la caractéristique strictement positive et aux
algèbres de Lie-Rinehart restreintes. Le but étant d’introduire et d’explorer les déformations
formelles d’algèbres de Lie-Rinehart restreintes, ainsi que les liens avec la cohomologie res-
treinte. De plus, on entame l’étude des représentations des algèbres de Lie-Rinehart resteintes
ainsi que la double extension pour certaines classes de super-algèbres de Lie restreintes.

Groupes et algèbres de Lie. Cette thèse s’inscrit dans le domaine mathématique des algèbres
non-associatives. Une algèbre non-associative est un espace vectoriel A équipé d’une application
bilinéaire µ : A×A −→ A. Un premier exemple est donné lorsque l’application µ vérifie

µ(a, µ(b, c)) = µ(µ(a, b), c), a, b, c ∈ A.

On parle alors d’algèbre associative. Un autre exemple de classe d’algèbres non-associatives est
donné par les algèbres de Lie, découvertes de façon indépendante à la fin du XIXème siècle par le
norvégien Sophus Lie (1842-1899) et l’allemand Wilhelm Killing (1847-1923) 2. Une algèbre de
Lie est un espace vectoriel muni d’une application bilinéaire antisymétrique (appelée crochet
de Lie) satisfaisant l’identité de Jacobi (voir définition 1.1.1). Ces algèbres ont d’abord été
étudiées comme outils pour l’analyse locale des groupes de Lie, qui sont des groupes admettant
de plus une structure de variété lisse, et dont la loi de composition interne ainsi que l’application
“passage à l’inverse” sont lisses. En prenant l’espace tangent en l’identité d’un groupe de Lie,
on obtient l’algèbre de Lie associée. De même, on peut retrouver le groupe de Lie à partir de
l’algèbre de Lie au moyen de l’application exponentielle (voir [SF88], [HJ78], [JN62]).

Groupe de Lie Algèbre de Lie

espace tangent en l’identité

exp

2. Il semblerait que Killing n’aie pas eu accès au journal dans lequel Lie avait publié ses résultats, et donc
n’en avait pas connaissance. Lie sera très méprisant envers les travaux de Killing, disant notamment que tout
ce qui est correct avait été fait par lui, et que Killing a ajouté tout ce qui est incorrect.
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Par exemple,

SL2(C) sl2(C)

|| ||

{M ∈ Mn(C), T r(M) = 0}{M ∈ GLn(C), det(M) = 1}

La notion de groupe de Lie (et donc celle étroitement liée d’algèbre de Lie) intervient dans
de nombreux domaines des mathématiques et de la physique théorique. Ils constituent par
exemple des groupes de symétrie de certains espaces remarquables (sphère, hyperbolöıde, ... )
et interviennent en théorie des nombres, en combinatoire et en topologie. En physique, certains
groupes de Lie sont fondamentaux, comme le groupe de Lorentz O(1, 3) ou le groupe SU(3)
qui sert pour la classification de certaines particules élémentaires. Ils apparaissent aussi dans
l’étude des systèmes intégrables, en théorie conforme des champs, en théorie des cordes et en
théorie de jauge. Dans ce dernier domaine, notons que certaines théories faisant intervenir des
symétries de jauge s’étudient de façon rigoureuse avec le formalisme de Batalin-Vilkovisky, qui
se base sur la théorie de Lie (voir par exemple [CP15], chapitre 5). Les groupes et algèbres de
Lie jouent donc un rôle de premier plan en physique ainsi qu’en géométrie. L’un des résultats
les plus marquant de la théorie des algèbres de Lie est la classification par Killing et Cartan des
algèbres de Lie simples et semi-simples de dimension finie au moyen des systèmes de racines
(voir [JN62, HJ78]).

De nombreuses généralisations du concept d’algèbre de Lie ont ensuite émergé, toujours mo-
tivées par des problèmes issus de la physique ou de la géométrie différentielle. Citons notamment
les super-algèbres de Lie motivées en partie par le supersymétrie ([KV77], voir ci-dessous), les
Hom-(super-)algèbres de Lie ([HLS06, MS08, AM10]), les algèbres de Lie restreintes ([JN41],
voir ci-dessous), les algèbres n-aires, les systèmes triples de Lie, et davantage encore.

(Co)homologie. L’algèbre (co)homologique est un outil fondamental en mathématiques mo-
dernes. D’abord impopulaire, son intérêt explosa avec les travaux de Serre et Grothendieck en
géométrie algébrique et elle est maintenant devenue une compagne de route essentielle à toute
personne travaillant en algèbre abstraite, géométrie, topologie, géométrie algébrique, topologie
algébrique, théorie des catégories, etc ([RJ09]). Ses applications sont innombrables et vont de
l’étude des anneaux locaux, des schémas et des faisceaux (Grothendieck, Serre) à la classifica-
tion du style musical ([CV22]) et à la détection d’anomalies du corps humain ([RMB23]).

Étant donné un objet algébrique ou topologique X, on veut construire une suite de groupes
Hn(X), n ∈ Z qui soient des invariants pour X, c’est-à-dire que si X et Y sont deux objets iso-
morphes (ou homéomorphes, ou difféomorphes, ou ...), alors on a des isomorphismes de groupes
Hn(X) ∼= Hn(Y ), ∀n ∈ Z . Ces groupes permettent de retrouver un certain nombre d’infor-
mations sur l’objet étudié. Selon le contexte, il existe plusieurs façons de définir les groupes
de (co)homologie, via les complexes simpliciaux et les triangulations, les CW-complexes, les
formes différentielles ou par des méthodes issues de la théorie des catégories abéliennes. Toutes
ces méthodes sont présentées dans l’excellent [GP23] (pour les francophones) ou les classiques
[RJ09, WC94]. De façon générale, étant donné un objet X, on construit une suite d’objets
Cn(X) d’une catégorie abélienne reliés par des morphismes dn vérifiant dn+1 ◦ dn = 0 de la
façon suivante :

· · · −→ Cn−1(X) d
n−1

−→ Cn(X) dn

−→ Cn+1(X) d
n+1

−→ Cn+2(X) d
n+2

−→ · · · ,
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On peut alors construire les groupes de cohomologie en calculant

Hn(C∗) := Ker(dn)/ Im(dn−1).

La cohomolgie qui nous intéresse particulièrement est la cohomologie de Chevalley-Eilenberg
associée à une K-algèbre de Lie L, introduite dans [CE48] et rappelée au paragraphe 1.1.2. Si
M est un module de Lie pour L, alors dans ce cas on a Cn(L) = HomK(∧nL,M) et les ap-
plications dn sont données par une formule explicite (voir équation 1.2). On parle alors de
cohomologie à coefficients dans M . Par exemple, si M = K, le second groupe de cohomologie
permet de classifier les extensions centrales de L ; si M = L, le premier groupe de cohomologie
correspond aux dérivations extérieures de L et le second permet de contrôler les déformations
formelles infinitésimales de L. Les interactions entre objets algébriques et cohomologie associée
sont au coeur de ce travail de thèse.

Super-algèbres de Lie. L’émergence de la supersymétrie au début des années 1970 a largement
motivé l’étude des super-algèbres (voir l’introduction du chapitre 2 et [KQS10, RA07]). Une
super-algèbre de Lie L s’écrit comme une somme directe L = L0 ⊕ L1, avec L0 une algèbre de
Lie et L1 un L0-module. Les éléments de L0 sont dits pairs ou de degré 0 et ceux de L1 impairs
ou de degré 1. On a un crochet sur L qui respecte le degré dans le sens [Li, Lj ] ⊂ Li+j mod 2.
Le crochet doit également vérifier des relations de super-antisymétrie et de super-Jacobi (voir
définition 2.3.1). On doit leur introduction à Berezin et Kats ([BK70]). La classification des
supr-algèbres de Lie simples est due à Kac ([KV77]). Un ouvrage de référence sur le sujet
est [SM79]. Citons également les noms de Fuks et de Leites qui ont largement contribué au
développement de la théorie de ces objets [LD75, FD86], notamment à la généralisation de la
cohomologie de Chevalley-Eilenberg. Ce type de “super-structure” apparâıt fréquemment en
physique théorique car cela constitue les fondations mathématiques de certains formalismes
([CP15, BC23]). On les retrouve aussi souvent en géométrie graduée ([RA07]).

(Super-)algèbres de Lie restreintes. Comme on l’a vu précédemment, les algèbres de Lie ont
été introduites historiquement sur le corps des nombres complexes, puis sur des corps arbi-
traires de caractéristique zéro. Les origines de l’étude des algèbres de Lie en caractéristique
positive p > 0 remontent à la fin des années 30, avec la découverte par Witt en 1937 d’une
nouvelle algèbre de Lie simple, nommée à son nom et généralisée par Zassenhaus en 1939. De
nombreux résultats et outils valables en caractéristique zéro ne le sont plus en caractéristique
positive, comme la forme de Killing, le théorème de Lie ou le théorème de Weyl. Le problème
de la classification en caractéristique p s’en retrouve être difficile et de nombreux travaux ont
été menés sur cette question, par exemple par Strade dans une série de six articles publiés entre
1989 et 1998 ([SH98], voir références de cet article pour le liste complète) et par Bouarroudj
et ses collaborateur·trice·s plus récemment ([BGL09, BKLLS18, BLLS21]).

En fait, en caractéristique p > 0, une structure supplémentaire apparâıt naturellement sur
certaines algèbres de Lie, inspirée du fait suivant. Si A est une algèbre associative sur un corps
F de caractéristique positive p, on peut regarder son algèbre de Lie des dérivations Der(A).
Alors, le morphisme de Frobenius (·)p : Der(A) → End(A), D 7→ Dp est en fait un endomor-
phisme de Der(A), ce qui n’est en général pas vrai en caractéristique nulle. Cette constatation,
ainsi que l’étude des propriétés issues des interactions entre ce morphisme de Frobenius et
les applications structurantes de Der(A) ont conduit à la définition d’algèbre de Lie restreinte
(Jacobson, [JN37, JN41], voir définition 5.1.5), qui est une algèbre de Lie L équipée d’une
p-opération (·)[p] : L → L vérifiant des conditions de compatibilité avec le crochet de Lie et la
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loi additive de L. Ces algèbres de Lie restreintes sont plus intéressantes à étudier en caractéris-
tique p car elles permettent de développer des techniques nouvelles qui pallient partiellement
aux problèmes évoqués plus haut. Dans l’étude des algèbres de Lie restreintes, le théorème de
Jacobson se révèle être un outil particulièrement précieux.

Théorème de Jacobson ([JN62]). Soit L une algèbre de Lie de dimension n sur un corps F
de caractéristique p. Supposons que (ej)j∈{1,··· ,n} soit une base de L telle qu’il existe yj ∈
L,

(
adej

)p
= adyj . Alors, il existe une unique p-opération (·)[p] sur L telle que e

[p]
j = yj , ∀j =

1, · · · , n.

Ce théorème permet en effet de déterminer des p-opérations sur des bases et permet d’éviter
de vérifier certaines conditions potentiellement problématiques (voir le théorème 5.1.16 et sa
preuve, ainsi que la discussion qui suit, et la remarque suivant la proposition 7.2.4).

Les super-algèbres de Lie restreintes ont été introduites dans [PV92] et étudiées assez lar-
gement ([FR96, SZ10, UH13, YY14, YCC20, Z09]), plus particulièrement par Bouarroudj et
ses collaborateur·trice·s ([BKLS18, BLLS21]), qui se sont intéressés de près au cas de la ca-
ractéristique p = 2, où de nouveaux phénomènes ont été observés et où la définition a dû être
adaptée (voir aussi [LA10]).

La cohomologie associée aux algèbres de Lie restreintes est nettement plus compliquée
que dans le cas ordinaire. Dans ses articles [HG54, HG55.1, HG55.2], Hochschild définit la
cohomologie restreinte d’une algèbre de Lie restreinte L à valeurs dans un module M par

Hk
res(L,M) := ExtkUp(L)(F,M), k ∈ N,

où Up(L) désigne l’algèbre enveloppante restreinte de L. Bien que correcte, cette expression
ne permet des calculs explicites que pour k ∈ {0, 1}, dans le contexte de certaines extensions
(voir [HG54]). Evans et Fuchs ont ensuite proposé une construction explicite d’un complexe
de cochâınes dans [ET00, EF08], qui permet de calculer les groupes de cohomologie restreinte
jusqu’à l’ordre p si l’algèbre de Lie est abélienne et jusqu’à l’ordre 2 dans le cas général. La
compréhension de cette cohomologie restreinte reste encore lacunaire, et même si les travaux de
Evans et Fuchs ont permis d’obtenir de bonnes interprétations cohomologiques de certains phé-
nomènes algébriques, cela reste incomplet. La généralisation de la cohomologie restreinte aux
super-algèbres de Lie restreintes (aux ordres 0, 1, 2) a été faite dans [YCC20] et une application
nouvelle de cette cohomologie est présentée dans le chapitre 8 de cette thèse.

(Super-)algèbres de Lie-Rinehart. La notion d’algèbre de Lie-Rinehart est centrale dans ce
travail de thèse. Il s’agit d’une version algébrique des algébröıdes de Lie (voir section 1.2)
et a été introduite par plusieurs auteurs dans les années cinquante et soixante, notamment
Herz ([HJ53]), Palais ([PR61]) et Rinehart ([RG63]), ce dernier ayant notamment fourni un
théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt. Une étude algébrique plus approfondie de ces objets a
été menée plus récemment par Huebschmann ([HJ90], [HJ98]), qui a baptisé ces structures en
l’honneur de l’un des pionniers cités précédemment. On peut également trouver dans [HJ21] une
rétrospective de Huebschmann sur son travail sur les algèbres de Lie-Rinehart. Pour nous, une
telle structure est donnée par un triplet (A,L, ρ), où A est une algèbre associative commutative,
(L, [·, ·]) est une algèbre de Lie admettant une structure de A-module, et ρ est un morphisme
de Lie A-linéaire L → Der(A), à valeurs dans les dérivations de A, appelé ancre et vérifiant la
condition de compatibilité

[x, a · y] = a · [x, y] + ρ(x)(a) · y, x, y ∈ L, a ∈ A.
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La formule ci-dessus montre que l’ancre permet de mesurer le défaut de A-linéarité du crochet
de Lie, dans un certain sens. Parfois, on désignera une algèbre de Lie-Rinehart par (A,L) uni-
quement.

En caractéristique zéro, on s’intéresse à la généralisation de cette notion aux super-algèbres
(voir [CS95, RC20]). La géométrie différentielle est une source d’exemples (voir [RC20]) : si V
une variété différentielle, posons A := OV l’algèbre des fonctions lisses sur V et L := Vect(V )
l’algèbre de Lie des champs de vecteurs sur V . Le couple (A,L) est alors équipé d’une structure
de Lie-Rinehart. Selon Claude Roger, les algèbres de Lie-Rinehart fournissent des méthodes
directes pour traiter les relations entre les opérateurs différentiels sur des variétés et l’algèbre
enveloppante de l’algèbre de Lie des champs de vecteurs de la variété ([RC20]). Plus de détails
peuvent se trouver dans [RG63]. Une partie du travail présenté dans ce manuscrit a consisté
à rechercher toutes les structures de super-algèbres de Lie-Rinehart en petites dimensions
(dim(A) ≤ 2, dim(L) ≤ 4). Les résultats sont présentés dans le chapitre 4.

En caractéristique positive, on s’intéresse aux algèbres de Lie-Rinehart restreintes (non-
super, sauf mention explicite du contraire). Dans ce contexte, l’algèbre de Lie L sous-jacente
est restreinte et l’ancre ρ doit vérifier des conditions de compatibilité supplémentaires avec la
p-opération de L (voir la définition 5.3.3). Tout comme l’ancre mesure le défaut de A-linéarité
du crochet, les conditions de compatibilité supplémentaires permettent de mesurer le défaut
de p-homogénéité de la p-opération relativement à l’action de A. Les algèbres de Lie-Rinehart
restreintes sont apparues d’abord de façon implicite dans des travaux de Hochschild portant sur
sa théorie de Galois-Jacobson des extensions de degré 1 purement inséparables ([HG55.1]). Elles
ont ensuite été étudiées pour elles-mêmes par plusieurs auteurs ([RD00, DI12, SC15, SP16]).

Déformations formelles de structures algébriques. La théorie des déformations de structures
algébriques a été initiée par Gerstenhaber dans le cas des algèbres associatives ([GM64]), puis
a été étendue aux algèbres de Lie par Nijenhuis et Richardson ([NR66, NR67]). Le principe
est, étant donnée une algèbre non-associative (A,µ), de construire une nouvelle loi d’algèbre
µt sur l’espace formel A[[t]] en ajoutant à µ des termes en puissances du paramètre formel t.
La nouvelle loi µt sera alors de la forme

µt = µ+
∑
i≥1

tiµi, µi : A×A → A bilinéaires.

Selon la structure que l’on souhaite avoir sur A[[t]], certaines conditions sont nécessaires sur
les applications µi. Par exemple, si µ est une loi associative et si l’on veut que µt soit égale-
ment associative, il est alors nécessaire de choisir µ1 parmi les 2-cocycles de la cohomologie de
Hochschild à coefficients adjoints (voir [GM64]). Dans ce contexte, il est naturel de considérer
certaines algèbres graduées qui vont encoder les propriétés de ces déformations. Il s’agit de
l’algèbre de Gerstenhaber dans le cas associatif et l’algèbre de Nijenhuis-Richardson pour le
cas des algèbres de Lie (voir les références précédentes).

L’application physique la plus célèbre de la théorie des déformations est la quantification
par déformation. Initiée par deux articles pionniers de Bayen, Flato, Fronsdal, Lichnerowicz et
Sternheimer en 1978 ([BF78]), cette théorie permet de décrire la mécanique quantique comme
une déformation de la mécanique classique. Plus précisément, en mécanique classique hamil-
tonienne, les observables sont des fonctions de l’espace des phases et leurs interactions sont
encodées par un crochet de Poisson. Rappelons qu’une algèbre de Poisson est une algèbre
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associative A équipée de plus d’un crochet de Lie {·, ·} vérifiant

{fg, h} = f{g, h} + g{f, h}, ∀f, g, h ∈ A,

appelé alors crochet de Poisson. En mécanique quantique, les observables sont des opérateurs
sur un espace de Hilbert, dont les interaction sont encodées par un crochet de Lie. Les équations
d’évolution classiques sont alors remplacées par d’autres équations, comme l’équation de Schrö-
dinger ou l’équation de Heisenberg ([BF78, WP17, BC23, PN02]), voir aussi l’introduction de
la section 5.5 de ce mémoire. L’idée de Bayen, Flato et leurs collaborateurs est de déformer
la structure de Poisson des observables classiques en une nouvelle structure qui va encoder
les observables quantiques. De nombreux noms ont étudié cette question, citons De Wilde et
Lecomte (cas des variétés symplectiques, 1983), Omori, Maeda et Yoshioka (cas des variétés de
Weyl, 1991), Fedosov (construction explicite, 1995) et Kontsevich (cas des variétés de Poisson
quelconques, 1997, récompensé par la médaille Fields) (références dans [PN02]). Cette approche
s’est avérée fructueuse et a permis de développer des outils efficaces en physique théorique. Les
déformations apparaissent aussi dans d’autres domaines des mathématiques et de la physique
théoriques tels que la géométrie algébrique dérivée, les structures élevées ou encore la théorie
de la renormalisation.

Dans cette thèse, on s’intéresse essentiellement aux déformations formelles. Toutefois, d’autres
méthodes de déformation existent, on pourra consulter [MA07] et les références qu’il contient
pour un aperçu de ces autres méthodes.

Dans un article récent, Mandal et Mishra ont développé la théorie des déformations for-
melles des Hom-algèbres de Lie-Rinehart ([MM20]). La notion de Hom-algèbre a émergé des
q-déformations des algèbres de Witt et de Virasoro et été introduite par Harwig, Larsson et
Silvestrov pour les algèbres de Lie ([HLS06]) et par Makhlouf et Silvestrov pour d’autres types
d’algèbres ([MS08]), puis a été étendue au cas des super-algèbres par Ammar et Makhlouf
([AM10]). Une partie de ce travail de thèse a consisté à adapter les travaux de Mandal et
Mishra au cas des super-algèbres de Lie-Rinehart. Le chapitre 3 présente les résultats obtenus.

Dans le cas restreint, en caractéristique positive, peu de choses sont connues sur les défor-
mations formelles restreintes d’algèbres de Lie restreintes. Les déformations infinitésimales ont
été introduites dans [EF08]. En particulier, il a été montré que l’élément infinitésimal de la
déformation restreinte est un 2-cocycle de la cohomologie restreinte et que le second groupe de
cohomologie restreinte classifie à équivalence près les déformations infinitésimales restreintes.
Rien n’est connu pour les algèbres de Lie-Rinehart restreintes. On propose une théorie dans
les chapitres 5 et 6.

Organisation de la thèse. Cette thèse est divisée en deux parties. Dans la première, on s’inté-
resse aux (super-)algèbres de Lie-Rinehart sur un corps de caractéristique zéro. Le but de cette
première partie est de construire des déformations formelles de super-algèbres de Lie-Rinehart
en adaptant au cas gradué l’article [MM20], puis de classifier ces structures en petites dimen-
sions. La deuxième partie est consacrée à la caractéristique strictement positive et aux algèbres
de Lie-Rinehart restreintes. Il s’agit d’introduire et de comprendre les déformations formelles
d’algèbres de Lie-Rinehart restreintes, ainsi que les liens avec la cohomologie restreinte.

Dans le premier chapitre, on présente des généralités sur les algèbres de Lie et de Lie-
Rinehart en caractéristique nulle. On commence par introduire les algèbres de Lie et leurs
propriétés ainsi que la cohomologie de Chevalley-Eilenberg. Puis, on présente les algébröıdes
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de Lie, qui sont les objets issus de la géométrie différentielle qui ont motivé la définition des
algèbres de Lie-Rinehart. Ces dernières sont ensuite introduites, avec des exemples, suivis des
notions de module, d’algèbre enveloppante et de cohomologie.

Le second chapitre est consacré aux super-algèbres de Lie et super-algèbres de Lie-Rinehart.
Après avoir introduit les notions essentielles liées aux algèbres graduées, on définit et donne des
exemples de super-algèbres de Lie-Rinehart. On termine le chapitre en proposant une technique
de supérisation (paragraphe 2.4.2) qui permet de construire une super-algèbre de Lie-Rinehart
en partant d’une algèbre de Lie-Rinehart.

Dans le troisième chapitre, on développe une théorie des déformations formelles des super-
algèbres de Lie-Rinehart. Dans les deux premières sections, on introduit la notion de super-
multidérivation et on montre qu’il existe une correspondance bijective entre ces super-multidéri-
vations et les structures de super-algèbre de Lie-Rinehart pour un couple (A,L) donné (propo-
sition 3.2.1). On utilise ensuite cette correspondance pour construire une cohomologie adaptée
aux déformations formelles. Dans les sections suivantes, on montre que les résultats usuels de
théorie des déformations restent valables dans ce contexte. On montre que l’élément infinitési-
mal d’une déformation formelle est un 2-cocycle de notre complexe de déformation (théorème
3.3.2). On étudie ensuite l’équivalence de déformations et on montre que la trivialité du second
groupe de cohomologie implique la rigidité de la super-algèbre (corollaire 3.4.6). Enfin, on s’in-
téresse aux obstructions à l’extension de déformations d’ordre fixé à l’ordre suivant. On montre
que le troisième groupe de cohomologie contrôle le fait de pouvoir étendre une déformation ou
non (théorème 3.5.4). On conclut ce chapitre en donnant un exemple concret de rigidité pour
une super-algèbre de Lie-Rinehart.

L’objectif du quatrième chapitre est d’établir une classification des super-algèbres de Lie-
Rinehart en petites dimensions, en se basant sur des classifications déjà existantes des super-
algèbres associatives super-commutatives et des super-algèbres de Lie. Le coeur de ce travail
a été de réaliser un programme sur Mathematica permettant d’effectuer les calculs. Dans une
première section, on introduit toutes les constantes de structure en jeu dans le cas d’une super-
algèbre de Lie-Rinehart et on décrit les équations qui les gouvernent. On donne ensuite la
classification des super-algèbres associatives super-commutatives A de dimension ≤ 4 et des
super-algèbres de Lie L de dimension ≤ 4. Puis, pour chaque couple (A,L) tel que dim(A) ≤ 2,
dim(L) ≤ 4, on donne la liste de toutes les structures de super-algèbres de Lie-Rinehart pos-
sibles, à l’aide du programme Mathematica décrit précédemment. On se limite à ces petites
dimensions en raison de contraintes techniques et de temps d’exécution du programme, mais
ce dernier devrait fonctionner pour n’importe quelle dimension. Toutefois, le nombre de struc-
tures possibles crôıt très rapidement dès que l’on augmente la dimension, il ne semble donc
pas raisonnable de donner une liste de toutes les super-algèbres de Lie-Rinehart possibles en
dimensions plus grandes. Les résultats sont présentés sous forme de tableaux.

Le chapitre 5 est consacré à l’étude des algèbres de Lie-Rinehart restreintes sur des corps
de caractéristique p > 2. Tout d’abord, on rappelle la théorie des algèbres de Lie restreintes en
caractéristique p > 0, avec des exemples. On décrit ensuite les premier et second groupes de co-
homologie restreinte tels que construits dans [EF08] (section 5.2). Puis, on rappelle la définition
d’algèbre de Lie-Rinehart restreinte (définition 5.3.3), introduit le concept de multidérivation
restreinte (définition 5.3.7), et développe une théorie des déformation formelles contrôlées par
la cohomologie restreinte (section 5.4). On montre notamment que l’élément infinitésimal d’une
déformation formelle restreinte est un 2-cocycle de la cohomologie restreinte (théorème 5.4.4),
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que deux déformations équivalentes correspondent à des 2-cocycles cohomologues (théorème
5.4.7) et on donne une condition (cohomologique) nécessaire et suffisante pour pouvoir étendre
des déformations à un ordre supérieur (proposition 5.4.11). On conclut ce chapitre en discu-
tant des structures restreintes sur l’algèbre de Heisenberg de dimension 3. On montre qu’il y a
(à isomorphisme restreint près) trois différentes algèbres de Heisenberg restreintes (théorème
5.5.3), et on calcule pour chacune le second groupe de cohomologie restreint à coefficients ad-
joints (théorèmes 5.5.7 et 5.5.9). On construit enfin des algèbres de Lie-Rinehart restreintes
sur ces algèbres de Heisenberg et on calcule des déformations (section 5.5.3).

Le chapitre 6 traite du cas particulier du la caractéristique p = 2. Dans une première sec-
tion, on adapte les définitions générales concernant les algèbres de Lie restreintes au cas p = 2
en soulignant les différences avec le cas p > 2. On étudie les interactions de la 2-opération avec
les séries formelles à un paramètre (équation 6.3) dans le but de mieux comprendre les déforma-
tions restreintes. Puis, on introduit un nouveau complexe de cochâınes (théorème 6.1.8) et on
montre quelques applications immédiates. La deuxième section est consacrée aux algèbres de
Lie-Rinehart restreintes en caractéristique p = 2 et à leurs déformations formelles restreintes.
On montre notamment que leurs déformations sont contrôlées par la cohomologie que l’on vient
d’introduire (propositions 6.2.7, 6.2.10 et 6.2.16). On étudie les déformations équivalentes et les
obstructions. Ensuite, on présente un exemple détaillé sur l’algèbre de Heisenberg restreinte.
Comme dans le chapitre précédent, on classifie les structures restreintes sur l’algèbre de Hei-
senberg et on décrit explicitement les seconds groupes de cohomolgie à coefficients adjoints
(théorème 6.3.4). On calcule ensuite un exemple de structure de Lie-Rinehart restreinte sur
une algèbre de Heisenberg restreinte et on étudie ses déformations.

Dans le chapitre 7, on s’intéresse aux représentations restreintes d’algèbres de Lie-Rinehart
restreintes. On rappelle dans un premier temps la définition de représentation restreinte d’al-
gèbres de Lie-Rinehart restreintes et on donne deux exemples immédiats. Ensuite, on s’intéresse
au produit semi-direct, que l’on divise en deux cas. Tout d’abord, on se place sur un corps de ca-
ractéristique p = 2 et on construit un produit semi-direct entre deux algèbres de Lie-Rinehart
restreintes ayant la même composante associative et dont l’une des deux a une ancre nulle.
Dans ce cas, on peut construire explicitement une 2-opération sur le produit semi-direct (pro-
position 7.2.6) et déduire une condition nécessaire et suffisante pour que ce produit semi-direct
soit équipé d’une structure d’algèbre de Lie-Rinehart restreinte (proposition 7.2.7). Puis, sur
un corps de caractéristique p > 0 quelconque, on construit un produit semi-direct entre une
algèbre de Lie-Rinehart restreinte et une représentation restreinte. Dans ce cas, il est plus
difficile de construire une p-opération explicite et quelques subtilités doivent être considérées
(proposition 7.2.3). Finalement, on montre une condition nécessaire et suffisante pour que ce
produit semi-direct soit aussi équipé d’une structure de Lie-Rinehart restreinte (proposition
7.2.4). La troisième section de ce chapitre est consacrée à l’étude de représentations restreintes
d’algèbres de Lie-Rinehart restreintes en dimension infinie. Ce chapitre est issu d’un travail en
cours avec V. Futorny et A. Makhlouf.

Le huitième et dernier chapitre présente une application supplémentaire de la cohomologie
restreinte. On construit des doubles extensions pour des super-algèbres de Lie restreintes de
type quasi-Frobenius (voir définition 8.2.7), et on met en évidence des conditions nécessaires
pour que la double extension soit également restreinte. La nouveauté principale ici est que les
obstructions au processus de double extension symplectique sont encodées par la cohomologie
restreinte, au contraire du cas ordinaire (non restreint), où les obstructions sont encodées par
la cohomologie de Chevalley-Eilenberg ordinaire. Puisqu’on ne va rencontrer que des cocycles
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d’ordre 1 et 2, la méconnaissance de la cohomologie restreinte aux ordres supérieurs ne sera pas
un obstacle ici. On commence par introduire les concepts de base concernant les super-algèbres
de Lie restreintes, leur cohomologie restreinte et les structures de type quasi-Frobenius dans
la section 8.2. Les sections 8.3 et 8.4 sont consacrées à la construction de doubles extensions
symplectiques. Les résultats principaux sont donnés par les théorèmes 8.3.1, 8.3.4, 8.4.1 et
8.4.3. Les réciproques de ces théorèmes est donnée respectivement par les théorèmes 8.3.2,
8.3.5, 8.4.2 et 8.4.4. Dans la section 8.5, on étudie certains exemples de doubles extensions
symplectiques, empruntés à [BM21, GKN04]. Ce chapitre est issu d’un travail en commun avec
S. Bouarroudj et Y. Maeda.
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Chapitre 1

Généralités sur les algébröıdes de Lie et
les algèbres de Lie-Rinehart

Dans ce premier chapitre, on présente les objets sur lesquels porte cette thèse, leurs pro-
priétés et les outils permettant de les étudier. On commence par donner la définition d’une
algèbre de Lie, des exemples et des propriétés immédiates, ainsi que les constructions classiques
(sous-algèbres, idéaux, morphismes, représentations et dérivations). On présente ensuite la co-
homologie de Chevalley-Eilenberg, qui est un outil fondamental pour l’étude de ces algèbres et
qui reviendra tout au long de cette thèse. Puis, on se consacre aux algèbres de Lie-Rinehart (dé-
finition 1.3.1) en commençant par leur version géométrique que sont les algébröıdes de Lie, avec
un certain nombre d’exemples. On présente ensuite les notions de représentation et de produit
semi-direct, d’algèbre enveloppante et de cohomologie associée à une algèbre de Lie-Rinehart.

1.1 Algèbres de Lie

1.1.1 Généralités

K est un corps algébriquement clos, de caractéristique 0. On présente dans cette première
section des généralités sur les algèbres de Lie, ainsi que la cohomologie de Chevalley-Eilenberg,
qui va servir tout au long de cette thèse. Des références classiques sur la théorie des algèbres
de Lie sont les ouvrages de Humphreys ([HJ78]) et de Jacobson ([JN62]).

Définition 1.1.1. Soit L un K-espace vectoriel. Un crochet de Lie sur L est une application
bilinéaire [·, ·] : L× L −→ L vérifiant, pour tous x, y, z ∈ L,

1. [x, x] = 0 (antisymétrie)

2. [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 (identité de Jacobi).

Si L est équipé d’un tel crochet, on appelle le couple (L, [·, ·]) une algèbre de Lie.

Exemples :

• [x, y] = 0 ∀x, y ∈ L (algèbre abélienne) ;

• Si µ : L× L −→ L est une loi d’algèbre associative, alors

[x, y] := µ(x, y) − µ(y, x) ∀x, y ∈ L

est un crochet de Lie sur L appelé commutateur.

Conséquence importante : Mn(K) munie du commutateur est une algèbre de Lie, que
l’on note habituellement gln(K).
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• Si L = K2, toute application bilinéaire antisymétrique est un crochet de Lie.

• sl2(K) = {M ∈ Mn(C), T r(M) = 0} munie du commutateur est une algèbre de Lie. On
peut écrire explicitement le crochet sur une base. Considérons les matrices

H =
(

1 0
0 −1

)
, X =

(
0 1
0 0

)
, Y =

(
0 0
1 0

)
.

Alors {X,Y,H} est une base de sl2(K) et le crochet de Lie est donné par

[X,Y ] = H, [H,Y ] = −2Y, [H,X] = 2X.

Cette algèbre est simple (voir définition 1.1.2 ci-dessous).

Définition 1.1.2. Soit L une algèbre de Lie.
• Un sous-espace vectoriel H ⊂ L est une sous-algèbre de Lie de L si [x, y] ∈ H ∀x, y ∈ H.
• Un sous-espace vectoriel I ⊂ L est un idéal de L si [x, y] ∈ I ∀x ∈ I, ∀y ∈ L.
• Une algèbre de Lie non-abélienne n’admettant pour idéaux que {0} et elle-même est
dite simple.

Définition 1.1.3. Soient (L1, [·, ·]1) et (L2, [·, ·]2) deux algèbres de Lie. Une application linéaire
φ : L1 −→ L2 est un morphisme d’algèbres de Lie si

φ ([x, y]1) = [φ(x), φ(y)]2 ∀x, y ∈ L1.

Définition 1.1.4. Soit V un espace vectoriel. Une application linéaire π : L −→ End(V ) est
appelée représentation d’algèbres de Lie si π est un morphisme d’algèbres de Lie, c’est-à-dire
si

π ([x, y]) = π(x)π(y) − π(y)π(x), ∀x, y ∈ L.

Remarque. On dit aussi que V est un L-module.

Exemple fondamental. La représentation adjointe, donnée par

ad : L −→ End(L)
x 7−→ adx : y 7−→ [x, y], ∀x, y ∈ L. (1.1)

Cette représentation permet de montrer le résultat suivant.

Théorème 1.1.5 (Ado). Toute algèbre de Lie de dimension finie est une sous-algèbre de End(V )
muni du commutateur, pour un V convenable.

Définition 1.1.6. Soit L une algèbre de Lie. Une application linéaire D : L −→ L est une
dérivation de L si elle vérifie l’identité de Leibniz :

∀x, y ∈ L, D ([x, y]) = [D(x), y] + [x,D(y)].

On note Der(L) l’espace vectoriel des dérivations de L.

Proposition 1.1.7. L’espace des dérivations Der(L) muni du commutateur est une sous-algèbre
de Lie de End(L).

Exemple. Pour tout x ∈ L, l’endomorphisme adx est une dérivation de L. Les dérivations de
cette forme sont appelées dérivations intérieures.

Algèbre enveloppante. La construction de l’algèbre enveloppante pour une algèbre de Lie est
détaillée dans la section 1.3.3.
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1.1.2 Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

Historiquement, la cohomologie de Chevalley-Eilenberg apparâıt dès 1929 dans les travaux
de Cartan portant sur la topologie des groupes de Lie et des espaces homogènes, en s’inspirant
des méthodes de de Rham ([CE29]). Chevalley et Eilenberg ont ensuite généralisé cela en la
cohomologie à valeurs dans un module quelconque, que l’on présente ci-dessous ([CE48]). On
souhaite construire un complexe de cochâınes associé à L :

0 −→ C0 d0
−→ C1 d1

−→ C2 d2
−→ C3 d3

−→ ...

avec Ci des L-modules et dj des applications linéaires vérifiant dj+1 ◦ dj = 0. On réalise cette
construction comme suit. Soient L une algèbre de Lie et M un L-module. Soient m ≥ 0 et

TL =
⊕
m≥0

TmL

l’algèbre tensorielle de L. On définit alors l’algèbre extérieure

∧L :=
⊕
m≥0

∧mL, ∧mL := TmL/I,

où I désigne l’idéal engendré par les éléments de la forme

⟨x1 ⊗ · · · ⊗ xk ⊗ xk+1 ⊗ · · · ⊗ xm + x1 ⊗ · · · ⊗ xk+1 ⊗ xk ⊗ · · · ⊗ xm⟩ .

Pour m ≥ 0 on définit alors les espaces de cochâınes{
CmCE(L,M) = HomF(∧mL,M) pour m ≥ 1,
C0
CE(L,M) ∼= M.

Un élément de CmCE(L,M) est une application φ : L×m −→ M ,m-linéaire et antisymétrique,
cette dernière condition s’énonçant

∀σ ∈ Sm, φ(xσ(1), ..., xσ(m)) = sign(σ)φ(x1, ..., xm),

où Sm désigne le groupe des permutation d’un ensemble à m éléments.

Remarque : si (L, [·, ·]) est une algèbre de Lie, alors le crochet [·, ·] est un élément de C2
CE(L,L),

l’algèbre de Lie L étant vue comme un module sur elle-même au moyen de la représentation
adjointe.

On définit ensuite les applications différentielles dmCE : CmCE(L,M) −→ Cm+1
CE (L,M), don-

nées par

dmCEφ(x1, ..., xq+1) =
∑

1≤i<j≤m+1
(−1)i+j−1φ ([xi, xj ], x1, ...x̂i, ..., x̂j , ..., xm+1) (1.2)

+
m+1∑
i=1

(−1)ixi · φ (x1, ..., x̂i, ..., xm+1) ,

où le chapeau ( ˆ ) indique que l’on omet le terme.

Proposition 1.1.8. Ces applications vérifient dm+1
CE ◦ dmCE = 0, ∀m ≥ 0.
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Notations.

•
(
CmCE(L,M), dmCE

)
m≥0 est un complexe de cochâınes.

• On note ZmCE(L,M) := Ker(dmCE) les m-cocycles.

• On note Bm
CE(L,M) := Im(dm−1

CE ) les m-cobords.

Définition 1.1.9. Grâce à la proposition 1.1.8, on a Bm
CE(L,M) ⊂ ZmCE(L,M). On peut donc

considérer l’espace vectoriel quotient

Hm
CE(L,M) := ZmCE(L,M)/Bm

CE(L,M),

que l’on appelle le mème groupe de cohomologie de Chevalley-Eilenberg de L.

Point de vue de Nijenhuis-Richardson. Introduit par Nijenhuis et Richardson ([NR66], [NR67]),
ce point de vue permet d’avoir des formules plus condensées et s’avère fécond en pratique. Soient
φ ∈ Hom(∧nL,L) et ψ ∈ Hom(∧qL,L), on définit φ⊙ ψ ∈ Hom(∧n+q−1L,L) par

φ⊙ ψ(x1, · · · , xn+q−1) =
∑

σ∈Sh(n,q)

φ
(
ψ(xσ(1), · · · , xσ(q)), xσ(q+1), · · · , xσ(n+q−1)

)
,

avec

Sh(n, q) = {σ ∈ Sn+q−1, σ(1) < · · · < σ(q) et σ(q + 1) < · · · < σ(n+ q − 1)} .

On peut alors définir le crochet de Nijenhuis-Richardson par

[φ,ψ]NR = φ⊙ ψ − (−1)(n−1)(q−1)ψ ⊙ φ.

Avec ce crochet,
(
Hom(∧mL,L)

)
m≥0 devient une algèbre de Lie graduée : le crochet vérifie en

effet l’identité de Jacobi graduée

[φ, [ψ, θ]] = [[φ,ψ], θ] + (−1)(n−1)(q−1)[ψ, [φ, θ]],

pour φ ∈ Hom(∧nL,L), ψ ∈ Hom(∧qL,L), θ ∈ Hom(∧mL,L).

Proposition 1.1.10. Soit (L, [·, ·]) une algèbre de Lie. Avec ce formalisme, on a

dqCEφ =
[
[·, ·], φ

]
NR

.

1.2 Algébröıdes de Lie

De la même façon qu’une algèbre de Lie peut se voir comme une approximation infinité-
simale (espace tangent à l’identité) d’un groupe de Lie, une algébröıde de Lie est un objet
infinitésimal d’un groupöıde de Lie. Pour la définition et bien davantage sur les groupöıdes de
Lie (notamment la correspondance entre groupöıdes de Lie et algébröıdes de Lie), on pourra
consulter [MK87]. Les algébröıdes de Lie ont été introduits par Pradines.

Soient M une variété réelle lisse et T (M) son fibré tangent, c’est-à-dire l’union disjointe
des espaces tangents TpM en tous points p de la variété M . Rappelons qu’un champ de vec-
teurs lisse sur M est une application X : M → T (M) telle que X(p) ∈ TpM, ∀p ∈ M . Si
f ∈ C∞(M), alors X(f)(p) est la dérivée directionnelle de f au point p dans la direction X(p).
On peut équiper l’espace vectoriel des champs de vecteurs lisses surM d’une structure l’algèbre
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de Lie de la façon suivante.

Soient X,Y deux champs de vecteurs lisses sur M . On peut les écrire

X =
∑
i

Xi∂i, Y =
∑
j

Y j∂j .

Pour f ∈ C∞(M), on définit le crochet

[X,Y ](f) = X (Y (f)) − Y (X(f)) =
∑
i

∑
j

(
Xj∂jY

i − Y j∂jX
i
)
∂i. (1.3)

On obtient ainsi une algèbre de Lie que l’on note X(M).

Remarque. Soient M et N deux variétés de classe C∞. Une application f : M → N est dite
de classe C∞ si pour tout p ∈ M , il existe une carte (U,φ) centrée en p et une carte (V, ψ) de
N centrée en f(p) telles que ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U) → φ(V ) est de classe C∞.

Définition 1.2.1. Un algébröıde de Lie est un fibré vectoriel lisse (π, g) sur M , avec π : g → M
muni

• d’une structure de Lie sur l’espace vectoriel des sections lisses de g, noté Γ g,
• d’un morphisme de fibré vectoriels de M lisse α : g → T (M),

tels que

• l’application induite Γα : Γ g → X(M) soit un morphisme de Lie ;
• ∀f ∈ C∞(M), ∀x, y ∈ Γ g, on ait [x, fy] = f [x, y] + Γ(α)(x)(f)y.

Remarques.

1. Si (π, g) est un fibré vectoriel lisse sur une variété lisse M , une section de g est une
application s : M → g telle que π ◦ s = id.

2. Γ g peut être équipé d’une structure de C∞(M)-module via

C∞(M) × Γ g −→ Γ g

(f, x) 7→ f(x).

Exemples :

1. L’exemple le plus simple est de prendre M un ensemble réduit à un point, et Γα = 0.
L’algébröıde de Lie ainsi définie n’est autre qu’une algèbre de Lie. C’est pour cette
raison qu’un algébröıde de Lie peut être considéré comme une“généralisation à plusieurs
objets” d’une algèbre de Lie.

2. Si M est une variété lisse, le fibré vectoriel tangent T (M) équipé du crochet de Lie
des champs de vecteurs défini en (1.3) est un algébröıde de Lie, avec Γα l’application
identité de T (M).

Définition 1.2.2. Soient (g, π, α) et (g′, π′, α′) deux algébröıdes sur une même variété différen-
tielle M . Un morphisme de fibrés vectoriels ϕ : g → g′ est appelé morphisme d’algébröıdes de
Lie s’il vérifie α′ ◦ ϕ = α et si l’application induite sur Γ g est un morphisme de Lie.
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1.3 Algèbres de Lie-Rinehart

La notion d’algèbre de Lie-Rinehart est centrale dans ce travail de thèse. Il s’agit d’une
version algébrique des algébröıdes de Lie qu’on a présenté précédemment et a été introduite
par plusieurs auteurs dans les années cinquante et soixante, notamment Herz ([HJ53]), Palais
([PR61]) et Rinehart ([RG63]), ce dernier ayant notamment montré un théorème de Poincaré-
Birkhoff-Witt. Une étude algébrique plus approfondie de ces objets a été menée plus récemment
par Huebschmann ([HJ90], [HJ98]), qui a baptisé ces structures en l’honneur de l’un des pion-
niers cités précédemment. Les algèbres de Lie-Rinehart ont porté plusieurs noms au cours de
l’histoire, on peut ainsi les retrouver sous le nom“pseudo-algèbres de Lie” (Herz), “d-Lie Rings”
(Palais) ou“(K, A)-Lie algebras”(Huebschmann 1). On peut également trouver dans [HJ21] une
rétrospective de Huebschmann sur son travail sur les algèbres de Lie-Rinehart.

1.3.1 Définition et exemples

Soit K un corps.

Définition 1.3.1. Une algèbre de Lie-Rinehart sur K est un triplet (A,L, ρ), où (L, [·, ·]) est une
algèbre de Lie sur K, A une algèbre associative et commutative sur K, telles que L soit munie
d’une structure de A-module et ρ est une application

ρ : L −→ Der(A), x 7→ ρx

appelée ancre, qui est à la fois un morphisme de A-modules et d’algèbres de Lie et qui vérifie
la condition de compatibilité (parfois appelée condition de Leibniz)

[x, ay] = ρx(a)y + a[x, y], ∀x, y ∈ L, ∀a ∈ A. (1.4)

Dans tout ce manuscrit, on utilisera indifféremment les notations ρ(x)(a) ou ρx(a) pour
désigner les images par les dérivations induites par l’ancre, pour x ∈ L et a ∈ A.

Remarque. La condition de compatibilité (1.4) permet de voir l’ancre comme une application
qui mesurant le “défaut de A-linéarité” du crochet de Lie.

Remarque. Soit A une algèbre associative. L’espace des dérivations

Der(A) = {D : A → A, D(ab) = D(a)b+D(a)b, a, b ∈ A}

est stable par le commutateur et peut donc être équipé d’une structure d’algèbre de Lie avec
pour crochet le commutateur.

Exemples :

1. Algèbre de Lie-Rinehart triviale. Si A est une algèbre associative commutative unitaire
et L une algèbre de Lie, alors on peut toujours équiper le couple (A,L) d’une structure
d’algèbre de Lie-Rinehart en prenant l’action triviale et l’ancre nulle. On dit qu’une
action est triviale si tout élément de A agit par zéro, sauf l’élément unité e qui agit par
e · x = x, ∀x ∈ L.

2. Algèbre de Lie-Rinehart des dérivations. Soit A une algèbre associative commutative et
Der(A) son algèbre de Lie des dérivations. Le couple

(
A,Der(A)

)
peut alors être équipé

d’une structure de Lie-Rinehart avec pour ancre l’identité de Der(A).

1. Bien que pour lui, les deux appellations ne sont pas synonymes : il préfère “Lie-Rinehart” lorsque l’algèbre
associative commutative A peut varier et “(K, A)-algèbre de Lie” lorsque A est fixée, voir [HJ21], Section 6.
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3. Algébröıde de Lie. Si M est une variété différentielle, alors les algébröıdes de Lie sur M
correspondent exactement aux algèbres de Lie-Rinehart sur l’algèbre associative C∞(M)
dont l’algèbre de Lie est de type fini et libre en tant que C∞(M)-module.

4. Algèbre de Lie-Rinehart de transformation. Soit L une algèbre de Lie et A une algèbre
associative commutative. On fixe un morphisme d’algèbres de Lie

♯ : L → Der(A), x 7→ x♯.

On regarde l’algèbre de Lie-Rinehart (K, L, 0) et on considère le A-module libre A⊗ L
que l’on équipe du crochet de Lie

[a⊗ x, a′ ⊗ y] = aa′ ⊗ [x, y] − a′y♯(a) ⊗ x+ ax♯(a′) ⊗ y.

Alors l’application A ⊗ L → Der(A), a ⊗ x 7→ ax♯ est une ancre qui munit le couple
(A,A ⊗ L) d’une structure de Lie-Rinehart, appelée algèbre de Lie-Rinehart de trans-
formation.

5. Algébröıde d’Atiyah d’un fibré principal. Soit A une algèbre associative commutative
et L une algèbre de Lie. Alors A est un L-module par l’action induite par le morphisme
♯ introduit à l’exemple précédent. On note

• L♯ = Im(♯) ⊂ Der(A) ;
• Der(A)L = {X ∈ Der(A), [v♯, X] = 0 ∀v ∈ L} ;
• AL = {a ∈ A, v♯(a) = 0 ∀v ∈ L} ⊂ A.

Alors AL est une sous-algèbre associative commutative de A et un Der(A)L-module.
Avec ces données, on peut munir (AL,Der(A)L) d’une structure de Lie-Rinehart avec
l’ancre ρ : Der(A)L → Der(AL), X 7→ X|AL .

6. Un exemple en dimension infinie : l’algèbre de Witt. On se place ici sur K = C et on
considère l’algèbre associative commutative des polynômes de Laurent A = C[t, t−1].
Ses générateurs sont les tk, k ∈ Z . Considérons son algèbre de Lie des dérivations
W (1) := Der(A). Cette algèbre est appelée algèbre de Witt. Une base (infinie) de W (1)
est donnée par les éléments

Xn := −tn+1 d

dt
, n ∈ Z .

Le crochet de Lie de W (1) est alors donné par

[Xn, Xm] = (n−m)Xn+m.

Si k, n ∈ Z, on a tkXn = −tktn+1 d
dt = −tk+n+1 d

dt = Xn+k.
On peut donc considérer une action naturelle de A sur W (1) définie par

tk ·Xn = Xn+k. (1.5)

L’exemple 2 de la présente liste assure qu’il existe une structure de Lie-Rinehart sur le
couple

(
A,W (1)

)
donnée par l’action précédente et ρ = id, puisque W (1) = Der(A).

On va montrer que c’est la seule.

Proposition 1.3.2. L’unique structure de Lie-Rinehart sur le couple
(
A,W (1)

)
équipé de

l’action (1.5) est donné par l’application identité de W (1).
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Preuve. Soit ρ : W (1) −→ W (1) = Der(A) une ancre surW (1). SoitXn ∈ W (1), n ∈ Z.
Puisque ρ est à valeurs dans W (1), il existe (rin)i,n∈Z ∈ C tels que

ρ(Xn) =
∑
i∈Z

rinXi = −
∑
i∈Z

rint
i+1 d

dt
.

Ainsi, pour un générateur tk de A, on a

ρ(Xn)
(
tk
)
= −

∑
i∈Z

rint
i+1 d

dt
(tk) = −

∑
i∈Z

rinkt
i+k.

En particulier, si ρ est une ancre, elle doit vérifier la condition de compatibilité (1.4).
Cette dernière s’écrit

[Xn, t
k ·Xm] = tk · [Xn, Xm] + ρ(Xn)(tk)Xm, pour k,m, n ∈ Z .

Or, on a

[Xn, t
k ·Xm] = (n−m− k)Xn+m+k et tk · [Xn, Xm] = (n−m)Xn+m+k,

ce qui force l’égalité
ρ(Xn)(tk)Xm = −krnnXm+n+k.

On déduit donc que
rnn = 1, rin = 0, i ̸= n.

Ainsi, ρ(Xn) = Xn, ∀n ∈ Z .

Définition 1.3.3 ([HJ90]). Soient (A,L, ρ) et (A′, L′, ρ′) deux algèbres de Lie-Rinehart. Un
morphisme de Lie Rinehart est donné par (ϕ, ψ) : (A,L, ρ) → (A′, L′, ρ′), avec ϕ : A → A′

morphisme d’algèbres associatives, ψ : L → L′ morphisme d’algèbres de Lie et de A-modules
tels que

ϕ (ρx(a)) = ρ′
ψ(x) (ϕ(a)) , ∀x ∈ L,∀a ∈ A.

Remarques. Deux observations :
• L′ peut être vu comme un A-module via l’action a · x′ = ϕ(a) · x′, ∀a ∈ A, ∀x′ ∈ L′.
• Si A = A′ et ϕ = id, on retrouve la définition plus classique qui semble être celle

plébiscitée dans la littérature actuelle sur les algèbres de Lie-Rinehart. Dans ce cas, on
écrira simplement ψ : (A,L, ρ) → (A,L′, ρ′) pour désigner ce morphisme.

Définition 1.3.4. Soit (A,L, ρ) une algèbre de Lie-Rinehart, une sous algèbre de Lie H ⊂ L est
une sous-algèbre de Lie-Rinehart si H est une A-module avec l’action induite par l’inclusion
H ↪→ L.

Définition 1.3.5. Soit (A,L, ρ) une algèbre de Lie-Rinehart. Un idéal de Lie I ⊂ L est un idéal
de Lie-Rinehart si (A, I) possède une structure de Lie-Rinehart avec l’ancre identiquement
nulle.

Remarque. Si (A,L, ρ) est une algèbre de Lie-Rinehart et que I est un idéal de Lie-Rinehart,
alors la restriction du crochet de Lie à I est A-bilinéaire et (A,L/I, ρ̃) est une algèbre de
Lie-Rinehart avec ρ̃ le morphisme induit canoniquement de ρ.

Exemples :

1. Soient (A,L, ρ), (A,L′, ρ′) deux algèbres de Lie-Rinehart et ψ : L → L′ un morphisme
de Lie-Rinehart. Alors le noyau Ker(ψ) est un idéal de Lie-Rinehart de (A,L, ρ).
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2. Soit (A,L, ρ) une algèbre de Lie-Rinehart. Alors ρ : (A,L, ρ) → (A,Der(A), id) est
un morphisme de Lie-Rinehart. Ainsi, le noyau de l’ancre Ker(ρ) est un idéal de Lie-
Rinehart.

Soient (A,L′, η), (A,L, ρ) et (A,L′′, θ) trois algèbres de Lie-Rinehart sur la même algèbre
associative A. On peut définir une notion de suite exacte courte

0 −→ (A,L′, η) i−→ (A,L, ρ) π−→ (A,L′′, θ) −→ 0,

avec i et π morphismes de Lie-Rinehart respectivement injectif et surjectif tels que Ker(π) =
Im(i). Ceci implique que l’ancre η sur L′ est nulle. En effet, on a η = ρ ◦ i et ρ = θ ◦ π, d’où
η = θ ◦ π ◦ i = 0.

1.3.2 Modules et représentations

On étudie les représentations de façon plus poussée dans le chapitre 7.

Définition 1.3.6 ([SP16]). Soit (A,L, ρ) une algèbre de Lie-Rinehart. Une représentation de
(A,L, ρ) est un A-module M équipé d’un morphisme d’algèbres de Lie A-linéaire π : L −→
End(M), x 7−→ πx tel que

πx(am) = aπx(m) + ρx(a)m, ∀a ∈ A, ∀m ∈ M, ∀x ∈ L

Si π n’est pas A-linéaire dans la définition précédente, la représentation est dite “faible” (voir
[PSTZ22]).

Exemples.

1. Représentation adjointe. Soit (A,L, ρ) une algèbre de Lie-Rinehart. On peut alors consi-
dérer la représentation faible donnée par ad : L −→ Der(L), x 7−→ [x, ·].

2. Représentation naturelle. Soit (A,L, ρ) une algèbre de Lie-Rinehart. Alors (A, ρ) est
une représentation de (A,L, ρ).

Définition 1.3.7. Soient (A,L, ρ) une algèbre de Lie-Rinehart et (M,π), (M ′, π′) deux repré-
sentations faibles de (A,L, ρ). On dit qu’un morphisme de A-modules ϕ : M → M ′ est un
morphisme de représentations faibles si ϕ ◦ πx = π′

x ◦ ϕ, ∀x ∈ L.

Produit semi-direct (voir [CGL18]). Soient (A,L, ρ) une algèbre de Lie-Rinehart et (g, [·, ·]g)
une algèbre de Lie équipée d’une structure de A-module. On dit que (A,L, ρ) agit sur g s’il
existe un morphisme de K-algèbres de Lie et de A-modules α : L → Der(g) tel que

α(x)(a · g) = a · α(x)(g) + ρx(a) · g, ∀x ∈ L, ∀a ∈ A, ∀g ∈ g .

On peut définir un crochet de Lie noté [·, ·]α sur le A-module L⊕ g par

[
(x, g), (y, h)

]
α
=
(

[x, y], α(x)h− α(y)g + [g, h]g
)
, ∀x, y ∈ L, ∀g, h ∈ g .

On peut également définir un morphisme de A-modules

ρ̃ : L⊕ g −→ Der(A)
(x, g) 7−→ ρ(x).

On a alors une structure d’algèbre de Lie-Rinehart sur (A,L⊕ g, [·, ·]α) avec l’ancre ρ̃, que
l’on appelle le produit semi-direct de (A,L, ρ) et g.
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1.3.3 Algèbre enveloppante

Dans cette section, on rappelle la construction de l’algèbre enveloppante d’une algèbre
de Lie-Rinehart (A,L, ρ). La première construction remonte à l’article de Rinehart ([RG63]),
mais ce dernier était principalement motivé par la (co)homologie, aussi il n’a pas étudié une
éventuelle propriété universelle. C’est Huebschmann qui a comblé cette lacune, voir par exemple
[HJ90]. Plus récemment, Saracco exprimé cette construction en termes de foncteurs adjoints
([SP22]). On pourra aussi consulter [CGL18].

Soit (L, [·, ·]) une algèbre de Lie. On rappelle que son algèbre tensorielle est définie par

TL =
⊕
m≥0

TmL;

Soit I l’idéal bilatère de L engendré par les éléments de la forme {x⊗ y − y ⊗ x− [x, y]}. On
note alors UL := TL/I l’algèbre enveloppante de L. Elle est équipée du produit associatif

(x1 ⊗ · · · ⊗ xk, y1 ⊗ · · · ⊗ yn) 7−→ (x1 ⊗ · · · ⊗ xk ⊗ y1 ⊗ · · · ⊗ yn).

Si i désigne l’injection i : L ↪→ TL, on a alors pour x, y ∈ L la relation

i ([x, y]) = i(x)i(y) − i(y)i(x).

Cette algèbre enveloppante UL satisfait la propriété universelle suivante. Soient B une K-
algèbre associative et j une application j : L −→ B telle que

j ([x, y]) = j(x)j(y) − j(y)j(x) ∀x, y ∈ L.

Alors, il existe un unique morphisme d’algèbres ϕ : UL −→ B tel que ϕ ◦ i = j.

Soit maintenant (A,L, ρ) une algèbre de Lie-Rinehart. Alors on peut équiper A ⊕ L d’un
crochet de Lie donné par

{(a, x), (b, y)} :=
(
ρx(b) − ρy(a), [x, y]

)
, ∀a, b ∈ A, ∀x, y ∈ L.

Il est alors possible de construire l’algèbre enveloppante UA⊕L de l’algèbre de Lie A ⊕ L.
Notons i : A ⊕ L ↪→ UA⊕L l’inclusion canonique et ŪA⊕L la sous-algèbre de UA⊕L engendrée
par i(A ⊕ L). Considérons J l’idéal bilatère de ŪA⊕L engendré par les éléments de la forme
i(a, 0)i(b, x) − i(ab, ax), pour a, b ∈ A et x ∈ L. Finalement, l’algèbre enveloppante U(A,L, ρ)
de (A,L, ρ) est donnée par

U(A,L, ρ) := ŪA⊕L/J.

Considérons les deux applications

iA : A −→ U(A,L, ρ), a 7−→ (a, 0); iL : L −→ U(A,L, ρ), x 7−→ (0, x).

On a alors les relations suivantes dans U(A,L, ρ).

iA(1A) = 1UA(L);
iA(ab) = iA(a)iA(b);
iL(ax) = iA(a)iL(x);

iL([x, y]) = iL(x)iL(x) − iL(y)iL(x);
iL(x)iA(a) = iA(a)iL(x) + iA(ρx(a)).

Propriété universelle : Soient B une K-algèbre associative, κA : A −→ B un morphisme
d’algèbres κL : L −→ B et un morphisme de Lie tels que κL(ax) = κA(a)κL(x) et κL(x)κA(a) =
κA(a)κL(x) + κA(ρx(a)). Alors, il existe un unique morphisme d’algèbres f : U(A,L, ρ) −→ B
vérifiant f ◦ iL = κL et f ◦ iA = κA.
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Université de Haute-Alsace Quentin Ehret

1.3.4 Cohomologie des algèbres de Lie-Rinehart

Soit (A,L, ρ) une algèbre de Lie-Rinehart et M un module de Lie-Rinehart (au sens de
la définition 1.3.6). La cohomologie de Lie-Rinehart, que l’on va décrire dans cette section, a
été introduite par Rinehart ([RG63]) puis retravaillée par Huebschmann ([HJ90]). On pourra
aussi consulter [CLP05]. Notons ∧A(L) =

⊕
n≥0

∧nA(L) l’algèbre extérieure sur A engendrée par

le A-module L et définissons

CnA(L,M) = HomA (∧nA(L),M) .

Un élément de CnA(L,M) est une application φ : Ln −→ M qui est de plus A-multilinéaire,
c’est-à-dire telle que

φ(x1, · · · , xi−1, a · xi + x′
i, xi+1, · · · , xn) = a · φ(x1, · · · , xi−1, xi, xi+1, · · · , xn)

+ φ(x1, · · · , xi−1, x
′
i, xi+1, · · · , xn).

On définit les applications cobords dn : CnA(L,M) −→ Cn+1
A (L,M) par

(δnφ)(x1, · · · , xn) = (−1)n+1
n+1∑
i=1

(−1)i−1xiφ(x1, · · · , x̂i, · · · , xn)

+(−1)n+1 ∑
1≤j<k≤n+1

(−1)i+jφ ([xi, xj ], x1, · · · , x̂i, · · · , x̂j , · · · , xn) ,

avec x1, · · · , xn ∈ L. On définit ensuite Hn
Rin(L,M) comme étant la cohomologie du complexe

de cochâınes défini ci-dessus. Plus précisément, on a

ZnRin(L,M) = Ker(dn), Bn
Rin(L,M) = Im(dn−1) et Hn

Rin(L,M) = ZnRin(L,M)/Bn
Rin(L,M).

Remarque (Lien avec la cohomologie de Chevalley-Eilenberg). Si A = K, alors on retrouve la
définition usuelle de la cohomologie de Chevalley-Eilenberg présentée à la section 1.1.2. De façon
générale, si on oublie la structure de A-module sur L et sur A, on obtient un homomorphisme
canonique

Hn
Rin(L,M) → Hn

CE(L,M), n ∈ N .
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38



Chapitre 2

Super-algèbres de Lie-Rinehart

En physique, on différencie deux classes de particules élémentaires : les bosons, qui sont de
spin entier, et les fermions, de spin demi-entier. Les particules élémentaires de la matière, tels
que les électrons ou les quarks (qui constituent les neutrons et protons, entre autres) sont des
fermions. Les photons (qui sont les vecteurs de l’interaction électromagnétique) et les gluons
(vecteurs de l’interaction forte) sont des bosons. Ces deux classes de particules ont des com-
portements différents : les fermions obéissent au principe le principe d’exclusion de Pauli, selon
lequel deux fermions identiques ne peuvent pas occuper le même état quantique, au contraire
des bosons qui n’y sont pas contraints (pour cette introduction, voir [KQS10, RA07]).

Dans le Modèle Standard de physique des particules, les systèmes physiques sont étudiés
à l’aide de transformations. Parmi celles-ci, on appelle symétrie une transformation qui laisse
les observables du système inchangés. On trouve principalement deux types de symétries :
les symétries de l’espace-temps qui agissent sur les coordonnées d’espace-temps par le biais
de certains groupes bien connus des physiciens, comme le groupe de Lorentz ou le groupe de
Poincaré, et les symétries internes qui encodent les degrés internes de liberté des particules.

L’existence de deux classes différentes de particules (bosons et fermions) suggère l’intro-
duction d’un nouveau type de symétrie qui va encoder les relations entre ces deux classes. Elle
doit notamment intégrer le fait de pouvoir transformer un boson en fermion, et vice-versa. Ces
considérations ont motivé l’étude de la supersymétrie, qui fournit également une réponse au
théorème “no-go” de Coleman et Mandula (1967), ce dernier ayant mis un point d’arrêt aux
tentatives d’extension du groupe de Poincaré du Modèle Standard. Le premier à avoir ébauché
une théorie de la supersymétrie est le japonais Miyazawa (1966), suivi par Gervais et Sakita
(1971), Golfand et Likhtman (1971 également), et Volkov et Akulov (1972), de façon indépen-
dante.

Dans le Modèle Standard, les relations de commutations entre les différents opérateurs
encodant les transformations définissent une structure d’algèbre de Lie. Dans le cadre de la
supersymétrie, la structure mathématique sous-jacente est alors une super-algèbre de Lie (voir
définition 2.3.1). Une telle super-algèbre contient des éléments pairs (“bosons”) et des éléments
impairs (“fermions”) et les relations de structure sont modifiées par l’apparition de signes qui
dépendent de la parité des éléments en jeu. Bien que ces structures se sont retrouvées en pleine
lumière avec l’émergence de la supersymétrie, elles existaient déjà auparavant, dans l’étude
des formes différentielles, de l’algèbre extérieure d’une algèbre de Lie ou de la théorie des re-
présentations des algèbres de Clifford. De façon générale, l’étude des super-algèbres de Lie est
fondamental aussi bien en physique des particules qu’en géométrie (voir [RA07]). Bien que la

39



Chapitre 2. Super-algèbres de Lie-Rinehart

théorie de la supersymétrie montre ses limites et que la plupart des physiciens étudient d’autres
modèles ([BC23]), les structures d’algèbres de Lie graduées, notamment les super-algèbres de
Lie, conservent un rôle fondamental.

La généralisation de la notion d’algèbre de Lie-Rinehart au cas “super” est pertinente dans
ce contexte. Ces objets interviennent en effet dans l’étude des super-algèbres des opérateurs
différentiels sur des super-variétés ainsi que dans la généralisation de la notion d’algèbre enve-
loppante (voir [RC20]).

Dans ce court chapitre, on introduit les structures graduées sur un espace vectoriel. Lorsque
la graduation est donnée par le groupe Z2, on parle alors de super-espace vectoriel. On peut
alors définir les “super-analogues” des structures et lois classiques (super-algèbre associative,
super-algèbre de Lie, super-commutativité, super-dérivations, etc.), ainsi que l’analogue de la
cohomologie de Chevalley-Eilenberg. La section 2.4 est consacrée à définir la notion de super-
algèbre de Lie-Rinehart et à présenter quelques exemples classiques. On conclut ce chapitre en
donnant une technique de supérisation inspirée de [AM10] et on l’applique à l’algèbre de Witt.

2.1 Généralités sur les structures graduées

Dans cette section, on rappelle les différentes notions liées aux algèbres graduées, en se
concentrant spécifiquement sur le cas où la graduation est donnée par le groupe Z2. On rap-
pelle notamment les définitions de super-algèbres associatives super-commutatives et super-
algèbres de Lie, ainsi que les notions connexes telles que leurs super-dérivations, en se basant
principalement sur [KV77] et [SM79]. Soit K un corps de caractéristique zéro.

Définition 2.1.1. Soit V un K-espace vectoriel et Γ un groupe.

• On dit que V est gradué par Γ ou que V admet une Γ-graduation s’il existe une famille
de sous-espaces vectoriels Vx, x ∈ Γ tels que V =

⊕
x∈Γ

Vx.

• Un élément v ∈ V est dit homogène de degré x si v ∈ Vx, x ∈ Γ. Dans ce cas, on note
x = |v| le degré de v.

Si V =
⊕
x∈Γ

Vx est un espace vectoriel Γ-gradué, alors chaque élément v∈ V admet une

décomposition unique en somme d’éléments homogènes v =
∑
x∈Γ

vx, vx ∈ Vx, où seuls un

nombre fini de vx sont non nuls. L’élément vx est appelé composante homogène de degré x de
v.

Définition 2.1.2. Soit V =
⊕
x∈Γ

Vx un espace gradué. Un sous-espace W ⊂ V est gradué s’il

contient les composantes homogènes de tous ses éléments, c’est-à-dire si

W =
⊕
x∈Γ

Vx ∩W.

Définition 2.1.3. Soient V =
⊕
x∈Γ

Vx et W =
⊕
y∈Γ

Wy deux espaces gradués par le même groupe

Γ et soit φ : V → W une application linéaire.

• On dit que φ est homogène de degré |φ| si ∀x ∈ Γ, φ(Vx) ⊂ Wx+|φ|.
• Un morphisme d’espaces gradués est une application linéaire homogène de degré 0.
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Remarque. Avec la définition ci-dessus, il est clair que l’espace des morphismes d’espaces
gradués HomK(V,W ) est lui-même un espace gradué, la graduation étant donnée par les degrés
des morphismes.

Principe. De façon informelle, les calculs dans les espaces gradués obéissent au principe sui-
vant 1 :
Si un élément de degré x est échangé avec un élément de degré y, alors un signe (−1)|x||y|

apparâıt.

Remarque importante de terminologie. Dans toute la suite, on ne considérera que des espaces
vectoriels gradués par Γ = Z2, le groupe des entiers modulo 2. Dans ce cas, on désignera un objet
Z2-gradué en ajoutant le préfixe “super” devant son nom. Ainsi, un espace vectoriel Z2-gradué
est appelé super-espace vectoriel. On notera 0 et 1 les éléments de Z2, en s’autorisant l’abus
de notations consistant à oublier la barre désignant la classe dans le quotient. Si V = V0 ⊕ V1
est un super-espace vectoriel, on dira qu’un élément homogène v ∈ V est pair s’il appartient à
V0 et impair s’il appartient à V1. La super-dimension d’un super-espace vectoriel est un couple
(n|m), avec n = dim (V0) et m = dim(V1).

2.2 Super-algèbres associatives

Définition 2.2.1. Une K-super-algèbre associative est un K-super-espace vectoriel A = A0 ⊕A1
équipé d’une application bilinéaire (appelée multiplication) A × A −→ A que l’on notera par
juxtaposition, telle que

1. (ab)c = a(bc) pour tous a, b, c ∈ A,

2. AiAj ⊂ Ai+j , i, j ∈ Z2.

On remarque que l’associativité de l’application bilinéaire ne diffère pas du cas non-gradué.
En revanche, la commutativité est impactée par la graduation et est donnée pour tous a, b ∈ A
homogènes par

ba = (−1)|a||b|ab. (2.1)

Cette identité est appelée super-commutativité. On remarque que les éléments pairs commutent
avec n’importe quel élément et que les éléments impairs anti-commutent entre eux. Il est ensuite
aisé d’étendre la notion de super-commutativité aux éléments non-homogènes.

Définition 2.2.2. Une K-super-algèbre associative est dite super-commutative si sa multiplica-
tion est super-commutative.

Définition 2.2.3. Soient A et B deux super-algèbres associatives. Un morphisme de super-
algèbres associatives est un morphisme de super-espaces vectoriels f : A −→ B vérifiant de
plus

f(ab) = (−1)|f ||a|f(a)f(b), ∀a, b ∈ A. (2.2)

Définition 2.2.4. Soit V un super-espace vectoriel et A une super-algèbre associative. On dit
que V est un A-super-module à gauche s’il existe une application

A× V −→ V, (a, v) 7−→ av,

vérifiant |av| = |a| + |v| et a(bv) = (ab)v, ∀v ∈ V, ∀a, b ∈ A.

Remarque. La définition précédente permet de définir la notion de représentation pour une
super-algèbre associative.

1. Aussi appelé règle de Koszul.
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2.3 Super-algèbres de Lie

Définition 2.3.1. Une super-algèbre de Lie L est un K-super-espace vectoriel L = L0
⊕
L1

équipé d’un crochet [·, ·] vérifiant, pour tous x, y, z ∈ L homogènes :

1. [Li, Lj ] ⊂ Li+j ;

2. [x, y] = −(−1)|x||y|[y, x] (super anti-symétrie) ;

3. (−1)|x||z|[x, [y, z]] + (−1)|z||y|[z, [x, y]] + (−1)|x||y|[y, [z, x]] = 0 (super-Jacobi).

Remarques.
• L’identité de super-Jacobi est équivalente à [x, [y, z]] = [[x, y], z] + (−1)|x||y|[y, [x, z]]
pour tous x, y, z ∈ L homogènes.

• La composante paire L0 de L est une algèbre de Lie.
• La composante impaire L1 de L est un L0-module.

Exemples :

1. Super-algèbre de Lie des super-dérivations. Le super-espace Der(A) possède un struc-
ture de super-algèbre de Lie, équipé du crochet

[D1, D2] = D1 ◦D2 − (−1)|D1||D2|D2 ◦D1. (2.3)

2. Super-algèbre orthosymplectique (voir [AM10]). On considère la super-algèbre ortho-
symplectique osp(1|2) engendrée par les éléments pairs H,X, Y et les éléments impairs
F,G avec

H =

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 , X =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , Y =

0 0 0
0 0 0
1 0 0

 ,

F =

0 0 0
1 0 0
0 1 0

 , G =

0 1 0
0 0 −1
0 0 0

 .
Les crochets non-nuls sont donnés par

[H,X] = 2X, [H,Y ] = −2Y, [X,Y ] = H;
[Y,G] = F, [X,F ] = G, [H,F ] = −F, [H,G] = G;

[G,F ] = H, [G,G] = −2X, [F, F ] = 2Y.
On remarque que la partie paire osp(1|2)0 est isomorphe à l’algèbre de Lie sl2.

Si K = C, considérons une forme bilinéaire non-dégénérée paire ⟨·, ·⟩ sur C1|2. On peut
alors voir osp(1|2) comme l’espace des matrices laissant la forme ⟨·, ·⟩ invariante. Plus
précisément,

osp(1|2) =
{
M ∈ gl1|2(C), ⟨Mx, y⟩ = (−1)|M ||x|⟨x,My⟩, x, y ∈ C1|2

}
.

3. La super-algèbre de Lie K2,m. La super-algèbre 2 de Lie K2,m est engendrée par les
générateurs x0, x1 | y1, . . . ym (pair | impair), avec les crochets non-nuls donnés par

[x0, yi] = −[yi, x0] = yi+1, i ≤ m− 1,

[yi, ym+1−i] = [ym+1−i, yi] = (−1)i+1x1, 1 ≤ i ≤ m+1
2 .

2. Cette classe d’algèbres est nommée par la lettre K en hommage à Y. Khakimdjanov.
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Dans [GKN04], les auteurs ont montré qu’une super-algèbre de Lie de dimension n|m
a un nilindice maximal n+m− 1 uniquement lorsque n = 2 et m est impair. De plus,
pour tout m impair, il n’y a qu’une super-algèbre ayant cet indice maximal, qui est
K2,m. Cette super-algèbre est étudiée dans la section 8.5.

Définition 2.3.2. Soit (L1, [·, ·]1) et (L2, [·, ·]2) deux super-algèbres de Lie. Un morphisme de
super-algèbres de Lie est un morphisme de super-espaces vectoriels f : L1 −→ L2 vérifiant de
plus

f ([x, y]1) = (−1)|f ||x|[f(x), f(y)]2, ∀x, y ∈ L. (2.4)

Définition 2.3.3. Soit A une super-algèbre associative. Une application D : A −→ A est appelée
super-dérivation (de degré |D|) de A siD est un morphisme de super-espaces vectoriels vérifiant
de plus la condition de super-Leibniz

D(ab) = D(a)b+ (−1)|a||D|aD(b) ∀a, b ∈ A. (2.5)

On note Der(A) le super-espace vectoriel des super-dérivations de A.

Définition 2.3.4. Soient L une super-algèbre de Lie et V un super-espace vectoriel. Une repré-
sentation de L est un morphisme gradué pair π : L → End(V ).

Exemple. Pour une super-algèbre de Lie L, on reprend la définition de l’action adjointe (1.1).
Alors ad est une représentation de super-algèbres au sens précédent. De plus, l’identité de
super-Jacobi assure que adx est une super-dérivation de L pour tous x ∈ L. Comme dans le
cas non-gradué, les super-dérivations de L la forme adx pour un x de L sont appelée super-
dérivations intérieures.

Généralisation de la cohomologie de Chevalley-Eilenberg. La cohomologie de Chevalley-Eilenberg
décrite dans la section 1.1.2 peut être généralisée au cas des super-algèbres de Lie de la façon
suivante (voir [LD75] (en russe), [CCGN20]). Soit L = L0 ⊕ L1 une super-algèbres de Lie et
M un L-module gradué. Pour m ≥ 0, la définition des espaces de cochâınes CmCE(L,M) reste
inchangée par rapport à la section 1.1.2. En revanche, la définition des différentielles dmCE (voir
équation 1.2) doit être adaptée pour prendre en compte les degrés des éléments en jeu.
Pour φ ∈ CmCE(L,M) et x1, · · · , xm+1 ∈ L, on définit

γi,j = |xi|
(

|φ| +
i∑

k=0
|xk|

)
.

On peut alors définir les différentielles dmCE : CmCE(L,M) −→ Cm+1
CE (L,M) par

dmCEφ(x1, ..., xm+1) =
∑

1≤i<j≤m+1
(−1)i+j+γi,j+γi−1,jφ ([xi, xj ], x1, ...x̂i, ..., x̂j , ..., xm+1) (2.6)

+
m+1∑
1≤i

(−1)i+1+γi−1,ixi · φ (x1, ..., x̂i, ..., xm+1) ,

où le chapeau ( ˆ ) indique que l’on omet le terme. On a alors également dm+1
CE ◦ dmCE = 0 et on

peut définir les cocycles, cobords et groupes de cohomologie comme dans la section 1.1.2.

2.4 Super-algèbres de Lie-Rinehart

On est maintenant capable de donner la définition de super-algèbre de Lie-Rinehart, ainsi
que quelques exemples, en suivant Roger ([RC20]) et Chemla ([CS95]).
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2.4.1 Définition et exemples

Définition 2.4.1. Une super-algèbre de Lie-Rinehart sur un corps K est un triplet (A,L, ρ),
où (L, [·, ·]) est une super-algèbre de Lie sur K et A une super-algèbre associative et super-
commutative sur K, telles que L soit munie d’une structure de A-module, et ρ est une appli-
cation

ρ : L −→ Der(A), x 7→ ρx

appelée ancre, à valeurs dans les super-dérivations de A, qui est à la fois un morphisme de
A-modules et de super-algèbres de Lie et qui vérifie la condition de compatibilité

[x, ay] = ρx(a)y + (−1)|a||x|a[x, y], ∀x, y ∈ L, ∀a ∈ A.

L’action de A sur L et l’ancre doivent respecter la graduation au sens suivant : |ax| = |a|+|x|
et |ρx(a)| = |a| + |x|.

Exemples :

1. Super-algèbre de Lie-Rinehart triviale. Soit A une super-algèbre associative super-
commutative unitaire et L une super-algèbre de Lie. Le couple (A,L) peut alors toujours
être équipé d’une structure de super-algèbre de Lie-Rinehart avec l’action triviale (l’élé-
ment neutre e0 de la multiplication de A agit par e0 · x = x pour x ∈ L, et tous les
autres éléments de A agissent par 0) et l’ancre identiquement nulle (ρ(x) = 0 ∀x ∈ L)
(voir Proposition 4.4.1).

2. Super-algèbre de Lie des super-dérivations. Soit A une super-algèbre associative super-
commutative unitaire et L = Der(A) sa super-algèbre de super-dérivations. On peut
alors vérifier que la couple (A,Der(A)) est une super-algèbre de Lie-Rinehart, avec
l’action A↷ Der(A) donnée par (a · δ)(b) = aδ(b) et l’ancre triviale donnée par ρ(δ) =
δ, ∀δ ∈ Der(A), ∀a, b ∈ A.

3. Produit croisé. Voici un troisième exemple de super-algèbre de Lie-Rinehart, présenté
initialement par Chemla ([CS95]). Soit g une super-algèbre de Lie, équipée du crochet
[·, ·], et A une super-algèbre associative super-commutative. Supposons que g est équipé
de plus d’un morphisme de super-algèbres de Lie

σ : g −→ Der(A), x 7−→ (σx : a 7−→ σx(a)) .

Ainsi, σx est une super-dérivation de A. On peut alors définir une nouvelle super-algèbre
de Lie en posant L := A⊗ g, équipée du crochet

[a⊗ x, b⊗ y] = (−1)|x||b|ab⊗ [x, y] + aσx(b) ⊗ y − (−1)(|a|+|x|)(|b|+|y|)bσy(a) ⊗ x,

pour a, b ∈ A homogènes et x, y ∈ g homogènes.

On étend ensuite σ en un morphisme de A-modules σ̃ sur L = A⊗ g par

σ̃(a⊗ x) := aσ(x) = aσx ∈ Der(A).

On définit un structure de super-algèbre de Lie-Rinehart sur (A,L), pour tous a, b, c ∈ A
et x, y ∈ g, par

(a) Action A↷ L : A× L −→ L, (a, b⊗ y) 7−→ a · (b⊗ y) = ab⊗ y ;

(b) Ancre :

L −→ Der(A)
a⊗ x 7−→ ρa⊗x : b 7−→ aσx(b) (= σ̃(a⊗ x)(b));
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(c) Montrons la compatibilité, i.e. prouvons l’égalité

[a⊗ x, c · (b⊗ y)] = ρa⊗x(c) · (b⊗ y) + (−1)|c||a⊗x|c · [a⊗ x, b⊗ y]. (2.7)

Tout d’abord, nous avons

[a⊗ x, c · b⊗ y] = a⊗ x, cb⊗ y]
= (−1)|x||cb|acb⊗ [x, y] + aσx(cb) ⊗ y − cbσy(a) ⊗ x(−1)(|a|+|x|)(|cb|+|y|)

= (−1)|x||cb|acb⊗ [x, y] + aσx(c)b⊗ y + (−1)|x||c|acσx(b) ⊗ y

− cbσy(a) ⊗ x(−1)(|a|+|x|)(|cb|+|y|);

Puis, on a d’autre part

ρa⊗x(c) · b⊗ y + (−1)|c||a⊗x|c · [a⊗ x, b⊗ y]

= aσx(c)b⊗ y + (−1)|c||a⊗x|
(
(−1)|x||b|cab⊗ [x, y] + caσx(b) ⊗ y − cbσy(a) ⊗ x(−1)(|a|+|x|)(|b|+|y|)

)
= aσx(c)b⊗ y + (−1)|x|(|c|+|b|)acb⊗ [x, y] + (−1)|c||x|acσx(b) ⊗ y − (−1)(|a|+|x|)(|cb|+|y|)cbσy(a) ⊗ x.

En conséquence de quoi, les deux côtés de l’équation (2.7) cöıncident. La A-linéarité
de l’ancre est immédiate, la couple (A,L) est donc bien équipé d’une structure de
super-algèbre de Lie-Rinehart.

2.4.2 Une technique de supérisation

Soit (A,L, ρ) une algèbre de Lie-Rinehart. En particulier, A est une algèbre associative
commutative et L est une algèbre de Lie. Le but est de construire une super-algèbre de Lie-
Rinehart à partir de (A,L, ρ) en utilisant la variable de Grassmann (impaire) θ vérifiant la
relation θ2 = 0 (voir [AM10]).

Considérons les super algèbres suivantes :

• A′ := A0 ⊕A1, avec A0 = A et A1 = θA := {θa, a ∈ A} ;
• L′ := L0 ⊕ L1, avec L0 = A et L1 = θL := {θx, x ∈ L}.

Alors, A′ est une super-algèbre associative super-commutative et L′ est une super-algèbre
de Lie. Les vérifications des axiomes sont immédiates, les degrés étant calculés comme suit :
si a′ ∈ A1, alors il existe a ∈ A0 = A tel que a′ = θa. Ainsi, |a′| = |a| + |θ| = 1. Il en va de
même pour les éléments de L1. Si un produit ou un crochet de deux éléments impairs apparâıt,
celui-ci est nul car θ2 = 0.

Supposons de plus que θ commute avec l’ancre , c’est-à-dire que ρθx = θρx, x ∈ L. On peut
alors construire une super-algèbre de Lie-Rinehart avec le couple (A′, L′) de la façon suivante.
On note a, b ∈ A0, a

′, b′ ∈ A1, a
′ = θa, b′ = θb et x, y ∈ L0, x

′, y′ ∈ L1, x
′ = θx, y′ = θy.

• On définit une action de A′ sur L′ par
a · x′ = a · θx = (−1)|θ||a|θa · x = θ(a · x);
a′ · x = (θa) · x = θ(a · x);
a′ · x′ = (θa) · (θx) = (−1)|θ||a|θ2a · x = 0.

C’est bien une action, on a en effet (on note · par juxtaposition) :

a′(bx) = (θa)(bx) = θ(ab)x = (a′b)x;
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a(b′x) = a(θb)x = (−1)|a||θ|(ab)x = (ab′)x;
a(bx′) = a(bθx) = (−1)|a||θ|+|b||θ|θ(ab)x = (ab)x′;
a′(b′x) = 0 = (a′b′)x; a′(bx′) = 0 = (a′b)x; a(b′x′) = 0 = (ab′)x′.

• On définit une ancre sur L′ par
ρx′(a) = ρθx(a) = θρx(a);
ρx(a′) = ρx(θa) = (−1)|θ||x|θρx(a) = θρx(a);
ρx′(a′) = 0.

Il est immédiat de vérifier que l’ancre ainsi définie vérifie les bonnes propriétés. Par
exemple, pour la compatibilité :

[x′, ay] = [θx, ay] = θ

(
a[x, y] + ρx(a)y

)
= (−1)|θ||a|a[θx, y] + ρθx(a)y = a[x′, y] + ρx′(a)y;

[x, a′y] = [x, (θa)y] = (−1)|θ||x|θ

(
a[x, y] + ρx(a)y

)
= a′[x, y] + ρx(a′)y;

[x, ay′] = [x, a(θy)] = (−1)|x||θ|θ[x, ay] = a[x, y′] + ρx(a)y′.

Le couple (A′, L′) est bien équipé d’une structure de super-algèbre de Lie-Rinehart avec
la construction précédente.

Exemple : super-algèbre de Witt. Utilisons la construction ci-dessus pour généraliser l’exemple
de l’algèbre de Witt (voir proposition 1.3.2) au cas Z2-gradué. On s’inspire de la construction
présentée dans [AM10]. Soit θ la variable de Grassmann impaire vérifiant θ2 = 0. On considère
la super-algèbre associative super-commutative A = A0 ⊕ A1, avec A0 = C[t, t−1] et A1 =
θA0 := {θa, a ∈ A0}. Les générateurs de A0 sont tk, k ∈ Z et ceux de A1 sont θtl, l ∈ Z.
L’espace des super-dérivations Der(A) de A est alors engendré par

Xn = tn
d

dt
, n ∈ Z, Ym = θtm

d

dt
, m ∈ Z .

On note alors W (1, θ) := Der(A) cet espace. On peut appliquer la technique de supérisation
présentée ci-dessus au couple

(
A,W (1, θ)

)
pour obtenir une super-algèbre de Lie-Rinehart. La

nouvelle ancre est alors donnée pour n, k ∈ Z par
ρ(Xn)(tk) = −ktn+k;
ρ(Yn)(tk) = ρ(θXn)(tk) = −θktn+k = θXn(tk) = Yn(tk);
ρ(Xn)(θtk) = θρ(Xn)(tk) = θXn(tk) = Xn(θtk);
ρ(Yn)(θtk) = θ2ρ(Xn)(tk) = 0.

Ainsi, on obtient

ρ(Xn) = id, ρ(Yn)|A0 = id, ρ(Yn)|A1 = 0.
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Chapitre 3

Déformations des super-algèbres de
Lie-Rinehart en caractéristique zéro

Notre but dans ce chapitre est de comprendre les déformations des super-algèbres de Lie-
Rinehart sur un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Dans un article récent,
([MM20]), Mandal et Mishra ont développé une théorie des déformations des Hom-algèbres de
Lie-Rinehart, qui inclut le cas des algèbres de Lie-Rinehart. Notre but ici est d’étendre cette
théorie aux super-algèbres de Lie-Rinehart. On construit un complexe de déformation adapté
et on montre que les déformations formelles sont contrôlées par la cohomologie obtenue avec
ce complexe.

Les déformations d’algèbres de Lie remontent aux travaux de Nijenhuis et Richarsdon
([NR66], [NR67]), qui montrent que les résultats obtenus par Gerstenhaber pour les algèbres
associatives ([GM64]) ont des analogues dans pour les algèbres de Lie, en utilisant la cohomo-
logie de Chevalley-Eilenberg ([CE48]). La généralisation aux super-algèbres de Lie a été faite
par Binegar ([BB86]). Le cas des algèbres de Lie-Rinehart est plus compliqué, car il y aurait à
priori quatre opérations à déformer : si (A,L) est une algèbre de Lie-Rinehart équipée d’une
ancre ρ, on pourrait chercher à déformer la multiplication associative de A, de crochet de Lie
de L, l’action A ↷ L et l’ancre ρ : L −→ Der(A). Dans ce travail, on se restreint à déformer
le crochet de Lie et l’ancre. Ainsi, la multiplication associative et l’action de A sur L ne sont
pas déformées dans cette théorie. Le cas classique (non gradué) a été traité par Mandal et
Mishra dans [MM20]. Dans cet article, les auteurs proposent une théorie des déformations des
Hom-algèbres de Lie-Rinehart, qui présentent des applications de structure supplémentaires.
En effet, les crochets et multiplications usuelles sont twistées par des homomorphismes. Pour
plus de résultats sur les Hom-structures, on pourra consulter [MS08], ainsi que les références
qu’il contient. Dans ce chapitre, on va adapter la méthode de Mandal et Mishra (qui trouve
elle-même son origine dans des travaux de Crainic et Moerdijk [CM08] sur les algébröıdes de
Lie) au cas des super-algèbres de Lie-Rinehart.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans les deux premières sections, on introduit la notion
de super-multidérivation et on montre qu’il existe une correspondance bijective entre ces super-
multidérivations et les super-algèbres de Lie-Rinehart sur un couple (A,L) donné (proposition
3.2.1). On utilise ensuite cette correspondance pour construire une cohomologie adaptée aux
déformations formelles. Dans les sections suivantes, on montre que les résultats usuels de théorie
des déformations restent vrais dans ce contexte. On montre que l’élément infinitésimal d’une
telle déformation formelle est un 2-cocycle de notre complexe de déformation (théorème 3.3.2).
On étudie ensuite l’équivalence de déformations et on montre que la trivialité du second groupe
de cohomologie implique la rigidité de la super-algèbre (corollaire 3.4.6). Enfin, on s’intéresse
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aux obstructions à l’extension de déformations d’ordre fixé à l’ordre suivant. On montre que
le troisième groupe de cohomologie contrôle le fait de pouvoir étendre une déformation ou non
(théorème 3.5.4). On conclut ce chapitre en donnant un exemple concret de rigidité pour une
super-algèbre de Lie-Rinehart de petite dimension.

Ce chapitre se base sur une partie du contenu de l’article [EM22], publié dans le journal
Communications in Mathematics.

Toutes les super-algèbres considérées sont maintenant sur un corps algébriquement clos de
caractéristique nulle noté K.

3.1 Super-multidérivations

Soient (A,L, ρ) une super-algèbre de Lie Rinehart sur K et M un A-module.

Définition 3.1.1 (Espace des super-multidérivations). On définit Dern(M,M) l’espace des ap-
plications multilinéaires

f : M∧(n+1) −→ M

telles qu’il existe une application σf : M⊗n −→ Der(A) (appelée symbole) vérifiant

1. σf (x1, ..., axi, ..., xn) = (−1)|a|(|x1|+···+|xi−1|)aσ(x1, ..., xi, ..., xn), ∀1 ≤ i ≤ n,

2. f(x1, ..., xn, axn+1) = (−1)|a|(|f |+|x1|+...+|xn|)af(x1, ..., xn+1)+σf (x1, ..., xn)(a)·xn+1, ∀a ∈
A.

Remarque. Avec cette définition, on peut voir que le crochet de Lie [·, ·] sur L est un élément
de Der1(L,L), avec l’application symbole ρ.

On définit

Der∗(M,M) =
⊕
n≥−1

Dern(M,M), avec Der−1(M,M) = M.

Chaque espace Dern(M,M) admet une Z2-graduation naturelle, donnée par

|D| = j ∈ Z2 ⇐⇒ |D(x1, ..., xn+1)| −
∑
i

|xi| = j mod 2, pour D ∈ Dern(M,M).

On a

Der∗(M,M) =
⊕
n

(Dern(M,M)) =
⊕
n

(Dern0 (M,M) ⊕ Dern1 (M,M)) .

Dans la suite, on équipe Der∗(M,M) d’un crochet gradué. On adapte la formule du crochet
de Nijenhuis-Richardson ([NR67]) au cas Z2-gradué. Comme expliqué dans [VL15], l’espace des
super-multiderivations Der∗(M,M) est une algèbre de Lie Z-graduée, mais n’est pas une algèbre
de Lie bi-graduée.

Pour f ∈ Derp(M,M) et g ∈ Derq(M,M), on définit

(f ◦ g)(x1, ..., xp+q+1) =
∑

τ∈Sh(q+1,p)
ε(τ, x1, ..., xp+q+1)f

(
g(xτ(1), ..., xτ(q+1)), xτ(q+2), ..., xτ(p+q+1)

)
,

où Sh(q + 1, p) désigne l’ensemble des permutations τ de {0, 1, ..., q, ...p+ q} telles que

τ(0) < τ(1) < ... < τ(q) et τ(q + 1) < ... < τ(p+ q).
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Le signe ε(τ, x1, ..., xp+q+1) est défini implicitement par la permutation τ relativement à la
parité des éléments homogènes x1, ..., xp+q+1 ∈ L. Par exemple, si τ = (i, i + 1) est une
transposition élémentaire, alors

ε(τ, x1, ..., xp+q+1) = sgn(τ)(−1)|xi||xi+1| = −(−1)|xi||xi+1|.

Des calculs explicites pour τ ∈ S3 ont été faits dans [AM10], et une formule explicite pour ε
est donnée dans [BP89].

Proposition 3.1.2 ([VL15]). Soient f ∈ Derp(M,M) et g ∈ Derq(M,M). On définit un crochet
par

[f, g] = f ◦ g − (−1)pqg ◦ f,
avec symbole σ[f,g] = σf ◦ g − (−1)pqσg ◦ f + [σf , σg],

et [σf , σg](x1, ..., xp+q) =
∑

Sh(p,q)
ε(τ, x1, ..., xp+q)[σf (xτ(1), ..., xτ(p)), σg(xτ(p+1), ..., xτ(p+q))].

Muni de ce crochet, Der∗(M,M) admet une structure d’algèbre de Lie Z-graduée.

3.2 Cohomologie et déformations

Soit (A,L, ρ) une super-algèbre de Lie-Rinehart. Dans la suite, on va construire un complexe
de cochâınes dont la cohomologie va contrôler les déformations.

Proposition 3.2.1. Il y a une correspondance bijective entre les super-algèbres de Lie-Rinehart
sur le couple (A,L, ρ) et les éléments m ∈ Der1(L,L) vérifiant [m,m] = 0.

Preuve. Soit (A,L, [·, ·], ρ) une super-algèbre de Lie-Rinehart. on pose m := [·, ·], avec pour
symbole σm := ρ. On a m ∈ Der1(L,L). L’identité de super-Jacobi pour x1, x2, x3 ∈ L s’écrit
alors

[x1, [x2, x3]] − [[x1, x2], x3] − (−1)|x1||x2|[x2, [x1, x3]] = 0.

Puisque |m| = 1, on déduit que [m,m](x1, x2, x3) = 2m ◦m(x1, x2, x3). Or, en utilisant les
calculs explicites sur S3 effectués dans [AM10], on obtient

m ◦m(x1, x2, x3) = m (m(x1, x2), x3) − (−1)|x2||x3|m (m(x1, x3), x2)
+ (−1)|x1||x2|+|x1||x3|m (m(x2, x3), x1)

= [[x1, x2], x3] + (−1)|x1||x2|[x2, [x1, x3]] − [x1, [x2, x3]]
= 0.

Réciproquement, soit m ∈ Der1(L,L) tel que [m,m] = 0. En posant [·, ·] := m et ρ := σm, on
obtient une structure de super-algèbre de Lie-Rinehart sur (A,L).

Ainsi, on peut identifier super-structures de Lie-Rinehart sur (A,L, ρ) avec l’élément cor-
respondant m ∈ Der1(L,L).
On pose

Cndef (L,L) := Dern−1(L,L) et C∗
def (L,L) :=

⊕
n≥0

Cndef (L,L).

On équipe ensuite ce complexe d’un opérateur
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δn : Cndef (L,L) −→ Cn+1
def (L,L), D 7−→ [m,D],

que l’on peut exprimer explicitement par

(δnD)(x1, ..., xn+1) =
(
m ◦D − (−1)n−1D ◦m

)
(x1, ..., xn+1)

=
∑

τ∈Sh(n,1)
ε(τ, x1, ..., xn+1)m

(
D(xτ(1), ..., xτ(n)), xτ(n+1)

)
− (−1)n−1 ∑

τ∈Sh(2,n−1)
ε(τ, x1, ..., xn+1)D

(
m(xτ(1), xτ(2)), xτ(3), ...xτ(n+1)

)

=
n+1∑
i=1

εim (D(x1, ..., x̂i, ..., xn+1), xi)

− (−1)n−1 ∑
1≤i<j≤n

εjiD (m(xi, xj), x1, ..., x̂i, ..., x̂j , ..., xn+1) ,

avec εi et ε
j
i les signes associés aux permutations, relativement à la parité des éléments homo-

gènes x1, · · · , xn+1 ∈ L et D ∈ Der∗(L,L).

Proposition 3.2.2. L’opérateur δ∗ est un opérateur cobord, c’est-à-dire qu’il vérifie

δn+1 ◦ δn = 0, ∀n ≥ 0.

Lorsque la situation est claire, on peut simplement utiliser l’abus de notations standard
δ2 := δn+1 ◦ δn.

Preuve. Soit D ∈ Cndef (L,L). On a

δ2(D) = [m, [m,D]] = [[m,m], D] + (−1)|m||m|[m, [m,D]] = 0 − [m, [m,D]].

On a ainsi [m, [m,D]] = −[m, [m,D]], donc [m, [m,D]] = 0.

Ceci nous permet donc de définir un complexe de cochâınes, que l’on va utiliser dans la suite
pour contrôler les déformations formelles de super-algèbres de Lie-Rinehart. On le baptise donc
cohomologie de déformation. Pour p, q ∈ Z, on rappelle les définitions usuelles des p-cocycles
et q-cobords, respectivement Zpdef (L) = Ker(δp) and Bq

def (L) = Im(δq−1). Cela nous permet

de poser Hp
def (L) := Zpdef (L)/Bp

def (L) le p-ème groupe de cohomologie. En particulier, on a

Z1
def (L) = Ker(δ1) =

{
D ∈ Der0(L), D ([x, y]) = [D(x), y] − (−1)|x||y| [D(y), x] ∀x, y ∈ L

}
, et

Z2
def (L) = Ker(δ2) =

{
D ∈ Der1(L), [D(x, y), z] − (−1)|y||z| [D(x, z), y] + (−1)|x||y|+|x||z| [D(y, z), x]

= −D ([x, y], z) + (−1)|y||z|D ([x, z], y) + (−1)|x||y|+|x||z|D ([y, z], x) , ∀x, y, z ∈ L

}
.

3.3 Déformations formelles

Dans cette section, on étudie les déformations formelles des super-algèbres de Lie-Rinehart
et on montre qu’elles sont contrôlées (dans un sens que l’on précisera) par le cohomologie
définie précédemment. Dans la suite, on ne va déformer que le crochet de Lie et l’ancre et
laisser fixées la multiplication de l’algèbre associative ainsi que son action. On note K[[t]]
(resp. L[[t]]) l’anneau des séries formelles en t à coefficients dans K (resp. l’espace formel en t
à coefficients dans le super-espace vectoriel L).
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Définition 3.3.1. Soit (A,L, ρ) une super-algèbre de Lie-Rinehart sur un corps K de caractéris-
tique nulle, et soitm ∈ Der1(L,L) la multidérivation correspondante obtenue par la proposition
3.2.1. Une déformation formelle de la super-algèbre de Lie-Rinehart est donnée par une appli-
cation K[[t]]-bilinéaire

mt : L× L −→ L[[t]], mt(x, y) =
∑
i≥0

timi(x, y),

telle que m0 = m et mi ∈ Der1(L,L) avec pour symbole σmi pour i = 1, 2, · · · , satisfaisant de
plus [mt,mt] = 0, ce crochet étant le crochet Z-gradué sur Der∗(L[[t]], L[[t]]).

Remarque. L’application mt définie sur L×L est étendue en une application sur L[[t]] ×L[[t]]
en utilisant la K[[t]]-bilinéarité.

On vérifie que mt est une super-multidérivation de L[[t]] de degré 1, dont le symbole est
σmt =

∑
i≥0

tiσmi . Ainsi, mt correspond à une structure de super-algèbre de Lie-Rinehart sur(
A[[t]], L[[t]]

)
, avec pour crochet [·, ·]t := mt et ancre ρt := σmt .

Remarque. Le premier élément non-nul mi, i ≥ 1 de la déformation est appelé élément infini-
tésimal de la déformation.

Équation de déformation. Puisque mt vérifie [mt,mt] = 0, on a

mt(x1,mt(x2, x3)) = mt(mt(x1, x2), x3) + (−1)|x1||x2|mt(x2,mt(x1, x3)). (3.1)

L’équation précédente est appelée équation de déformation et est équivalente à un système
infini obtenu en identifiant les coefficients de t.

Théorème 3.3.2. Soitmt une déformation formelle d’une super-algèbre de lie-Rinehart (A,L, ρ).
Alors, l’élément infinitésimal de la déformation m1 est un 2-cocycle de la cohomologie de dé-
formation.

Preuve. En identifiant les coefficients de t dans (3.1), on obtient

m1(x1,m(x2, x3)) −m1(m(x1, x2), x3) − (−1)|x1||x2|m1(x2,m(x1, x3))
+m(x1,m1(x2, x3)) −m(m1(x1, x2), x3) − (−1)|x1||x2|m(x2,m1(x1, x3)) = 0.

En utilisant [AM10] pour les signes, on obtient

[m,m1](x1, x2, x3) = m(m1(x1, x2), x3) − (−1)|x2||x3|m(m1(x1, x3), x2) + (−1)|x1||x2|+|x1||x3|m(m1(x2, x3), x1)
+m1(m(x1, x2), x3) − (−1)|x2||x3|m1(m(x2, x3), x1) + (−1)|x1||x2|+|x1||x3|m1(m(x2, x3), x1)
= m(m1(x1, x2), x3) + (−1)|x1||x2|m(x2,m1(x1, x3)) −m(, x1,m1(x2, x3))
+m1(m(x1, x2), x3) + (−1)|x1||x2|m1(x2,m(x1, x3)) −m1(x1,m(x2, x3))
= 0.

3.4 Déformations équivalentes

Soit (A,L, ρ) une super-algèbre de Lie-Rinehart et m la super-multidérivation associée.
Soient mt et m

′
t deux déformations formelles de m.
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Définition 3.4.1. On dit que mt et m
′
t sont équivalentes s’il existe un automorphisme formel

pair Φt de L[[t]], s’écrivant Φt = id +
∑
i≥1

tiϕi, avec ϕi : L −→ L des applications K-linéaires

paires, tel que
Φt ◦m′

t(x, y) = mt
(
Φt(x),Φt(y)

)
, pour tous x, y ∈ L.

On écrira mt ∼ m′
t.

Définition 3.4.2. Une déformation est dite triviale si elle est équivalente à la déformation
m0
t =

∑
i≥0

tim0
i , avec m

0
0 = m et m0

i = 0 pour i ≥ 1.

Rappelons qu’on a une suite exacte courte

0 −→ B2
def (L) −→ Z2

def (L) π−→ H2
def (L) −→ 0.

On note µ := π(µ) pour µ ∈ Z2
def (L).

Théorème 3.4.3. Soit mt une déformation de m, alors la classe de cohomologie de l’élément
infinitésimal m1 est déterminée par la classe d’équivalence de mt.

Remarque. En d’autres termes, on a mt ∼ m′
t =⇒ m1 = m′

1.

Preuve. Soient mt et m
′
t deux déformations équivalentes de m et Φt l’automorphisme formel

associé. Par définition, on a Φt ◦m′
t(x, y) = mt(Φt(x),Φt(y)), ce qui peut être réécrit∑

k,i≥0
tk+1ϕk(m′

i(x, y)) =
∑

j,p,q≥0
tj+p+qmj

(
ϕp(x), ϕq(y)

)
.

En identifiant les coefficients de t, on obtient

m1(x, y) −m′
1(x, y) = ϕ1(m(x, y)) −m(ϕ1(x), y) −m(x, ϕ1(y)).

Puisque δ(ϕ1) = m(ϕ1(x), y) + m(x, ϕ1(y)) − ϕ1(m(x, y)), on a m′
1 − m1 = δ(ϕ1). Il s’en suit

m′
1 = m1 + δ(ϕ1), donc m1 = m′

1 ∈ H2
def (L).

Définition 3.4.4. Une super-algèbre de Lie-Rinehart est dite rigide si toute déformation est
équivalente à la déformation triviale.

Théorème 3.4.5. Toute déformation non-triviale de m ∈ Der1(L,L) est équivalente à une
déformation dont l’élément infinitésimal n’est pas un cobord.

Remarque. Autrement dit, si tous les éléments mi de la déformation sont des cobords, alors
mt ∼ m0

t .

Preuve. Supposons que m1 est un cobord : ∃ϕ ∈ C1
def = Der0(L,L) tel que m1 = δ(ϕ).

Montrons que m1 = 0. Posons Φt = id + tϕ et définissons m′
t := Φt ◦ mt ◦ Φ−1

t . On a alors
mt ∼ m′

t, ce qui implique que

∑
j≥0

tjmj((Φt(x),Φt(y)) = Φt

∑
i≥0

tim′
i(x, y)

 ,
cette dernière égalité étant équivalente à∑

j,k,l≥0
tj+k+lmj (ϕk(x), ϕl(y)) =

∑
i,p≥0

ti+pϕp(m′
i(x, y)).

En identifiant les coefficients de t, on obtientm′
1(x, y)−m1(x, y) = ϕ(m(x, y))−m′(ϕ(x), y)−

m′(x, ϕ(y)) = −δ(ϕ). On obtient alors m′
1 − m1 = −δ(ϕ) = −m1, donc m

′
1 = 0. En répétant

cet argument, on montre que si mi ∈ B2, alors mi = 0.
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Corollaire 3.4.6. Si H2
def (L) = 0, toute déformation est équivalente à la déformation triviale.

Preuve. Si H2
def (L) = 0, l’élément infinitésimal est un cobord. Avec le théorème 3.4.5, on

obtient que la déformation est triviale.

3.5 Obstructions

Soient (A,L, ρ) une super-algèbre de Lie-Rinehart, m l’élément de Der(L,L) associé et
N ∈ N, N ≥ 1. On dit que mt est une déformation de m d’ordre N si

mt =
N∑
k=0

tkmk, mk ∈ Der1(L,L) et [mt,mt] = 0.

Soit mt une déformation de m d’ordre N . L’objectif de cette section est de comprendre
comment étendre cette déformation d’ordre N en une déformation d’ordre (N +1), c’est-à-dire
de trouver mN+1 ∈ Der1(L,L) tel que m′

t = mt + tN+1mN+1 soit une déformation de m.

La condition sur mN+1 est exprimée pour a, b, c ∈ L par

δmN+1(a, b, c) =
∑

i+j=N
i,j>0

mi(a,mj(b, c)) −mi(mj(a, b), c) − (−1)|a||b|mi(b,mj(a, c)).

Définition 3.5.1. Pour a, b, c ∈ L, on pose

θN (a, b, c) =
∑

i+j=N
i,j>0

mi(a,mj(b, c)) −mi(mj(a, b), c) − (−1)|a||b|mi(b,mj(a, c)).

Il est clair que θN ∈ C3
def (L,L) = Der2(L,L). L’application θN est appelée cochâıne d’obstruc-

tion à l’extension de la déformation mt.

Lemme 3.5.2. On a

θN = −1
2
∑

i+j=N
i,j>0

[mi,mj ].

Corollaire 3.5.3. La cochâıne θN est un 3-cocycle.

Preuve. En utilisant l’identité de Jacobi graduée, on a

δ(θN ) = [m, θN ]

= −1
2
∑

i+j=N
i,j>0

[m, [mi,mj ]]

= −1
2
∑

i+j=N
i,j>0

[[m,mi],mj ] + 1
2
∑

i+j=N
i,j>0

[mi, [m,mj ]] .

Mais

[m, θN ] = 0 ⇐⇒
∑

i+j=N
i,j>0

[[m,mi],mj ] =
∑

i+j=N
i,j>0

[mi, [m,mj ]]
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⇐⇒
∑

i+j=N
i,j>0

[mj , [m,mi]] =
∑

i+j=N
i,j>0

[mi, [m,mj ]] .

Théorème 3.5.4. Soit mt une déformation d’ordre N de m. Alors, mt s’étend en une déforma-
tion d’ordre N + 1 si et seulement si θN est un 3-cobord.

Preuve. (⇒) Supposons d’abord que m′
t une déformation d’ordre N + 1 de m. Alors, m′

t

vérifie l’identité de Jacobi graduée pour tous a, b, c ∈ L, ce qui s’écrit

m′
t(a,m′

t(b, c)) −m′
t(m′

t(a, b), c) − (−1)|a||b|m′
t(b,m′

t(a, c)) = 0.

En développant et en identifiant les coefficients de tN+1, on a

∑
i+j=N+1

i,j≥0

mi(a,mj(b, c)) −mi(mj(a, b), c) − (−1)|a||b|mi(b,mj(a, c)) = 0,

ce qui est équivalent à −[m,mN+1] + θN (a, b, c) = 0. Ainsi, θN (a, b, c) = δ(mN+1).
(⇐) Réciproquement, si θN est un cobord, alors il existe φ ∈ C2

def (L) tel que

θN = δφ = [m,φ].

On va montrer que m′
t = mt+ tN+1φ est une déformation d’ordre N + 1 de m. Écrivons

∑
i+j=N+1

i,j>0

mi(a,mj(b, c)) −mi(mj(a, b), c) − (−1)|a||b|mi(b,mj(a, c)) = [m,φ].

Il s’en suit que∑
i+j=N+1

i,j≥0

mi(a,mj(b, c)) −mi(mj(a, b), c) − (−1)|a||b|mi(b,mj(a, c)) = [m,φ] = 0.

En utilisant cette dernière égalité, on déduit que m′
t est une déformation d’ordre N + 1

de m.

Corollaire 3.5.5. Si H3
def (L) = 0, toute déformation d’ordre N s’étend en une déformation

d’ordre N + 1.

3.6 Exemple de super-algèbre de Lie-Rinehart rigide de type (1|1, 1|1)
Dans cette section, on développe un exemple de déformation pour une super-algèbre de Lie-

Rinehart en utilisant les résultats précédents. En particulier, on montre que la super-algèbre
en question est rigide. On considère les deux super-algèbres suivantes :

• La super-algèbre associative super-commutative unitaire A1
1|1= Vect

(
e0

1|e1
1
)
, avec e0

1
unité paire et e1

1 impair, équipée du produit e1
1e

1
1 = 0 ;

• La super-algèbre de Lie L1
1|1= Vect

(
f0

1 |f1
1
)
, avec f0

1 pair et f1
1 impair, équipée du crochet

[f1
1 , f

1
1 ] = f0

1 .
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On considère alors le couple
(
A1

1|1,L
1
1|1

)
, équipé de l’ancre nulle et de l’action donnée par

e1
1 · f1

1 = λf0
1 , λ ∈ K. On peut vérifier qu’on obtient bien ainsi une super-algèbre de Lie-

Rinehart. En utilisant la proposition 3.2.1, le crochet [·, ·] correspond à un élémentm ∈ Der1(L),
avec pour symbole σm = ρ. On va montrer que le couple (A,L) équipé de cette super-structure
de Lie-Rinehart est rigide.

Lemme 3.6.1. Soit (A,L) équipée de la super-structure décrite ci-dessus et soit D ∈ Dern(L).
Si D = 0, alors σD(X)(a) = 0 pour tout X ∈ L×n et tout a ∈ A.

On calcule ensuite la forme explicite des éléments de Z2
def (L). Une 2-cochâıne (D,σD)

s’écrit de façon générale de la façon suivante :
D(f0

1 , f
0
1 ) = 0,

D(f0
1 , f

1
1 ) = γ0f

0
1 + γ1f

1
1 ,

D(f1
1 , f

1
1 ) = θ0f

0
1 + θ1f

1
1 ,


σD(f0

1 )(e0
1) = σD(f1

1 )(e0
1) = 0,

σD(f0
1 )(e1

1) = p0e
0
1 + p1e

1
1,

σD(f1
1 )(e1

1) = q0e
0
1 + q1e

1
1.

Tous les paramètres qui apparaissent appartiennent à K. Les résultats suivants donnent
des conditions sur ces paramètres pour que la cochâıne (D,σD) soit un cocycle, c’est-à-dire
appartienne à Z2

def (L).

Lemme 3.6.2. Soit (A,L, ρ) une super-algèbre de Lie-Rinehart équipée de la super-structure
décrite plus haut et soit (D,σD) ∈ Z2

def (L). Alors
D(f0

1 , f
0
1 ) = 0,

D(f0
1 , f

1
1 ) = γf0

1 ,

D(f1
1 , f

1
1 ) = θf0

1 − γf1
1 ,


σD(f0

1 )(e0
1) = σD(f1

1 )(e0
1) = 0,

σD(f0
1 )(e1

1) = 0,
σD(f1

1 )(e1
1) = q0e

0
1 + q1e

1
1.

Preuve. Supposons que (D,σD) ∈ Z2
def (L). Alors,

δ(D) = [m,D] = 0.

En évaluant cette équation sur les éléments de base f0
1 , f

1
1 de L, on trouve que

[m,D](f1
1 , f

0
1 , f

1
1 ) = −2γ1f

0
1

et
[m,D](f1

1 , f
1
1 , f

1
1 ) = (γ0 + θ1)f0

1 + γ1f
1
1 ,

toutes les autres combinaisons possibles étant nulles. En posant u = u0f
0
1 + u1f

1
1 , u0, u1 ∈ K,

v = v0f
0
1 + v1f

1
1 v0, v1 ∈ K et w = w0f

0
1 + w1f

1
1 w0, w1 ∈ K, on a

[m,D](u, v, w) = −2u1v0w1γ1f
0
1 + u1v1w1

(
(γ0 + θ1)f0

1 + γ1f
1
1

)
= 0.

En posant t0 := −2u1v0w1 et t1 := u1v1w1, on obtient{
t0γ1 + t1(γ0 + θ1) = 0
t1γ1 = 0.

Ainsi, γ1 = 0 et γ0 = −θ1. On obtient explicitement la forme du lemme en posant γ0 =: γ and
θ0 =: θ.

Puis, on sait par le lemme 3.6.1 que σ[m,D](z)(a) = 0 pour tous z ∈ L et a ∈ A. Ainsi,
σ[m,D] = ρ ◦D + σD ◦m+ [ρ, σD] = σD ◦m, puisque ρ = 0. On obtient donc
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
σ[m,D](f0

1 , f
0
1 ) = 0

σ[m,D](f0
1 , f

1
1 ) = 0

σ[m,D](f1
1 , f

1
1 )(e1

1) = σD(f0
1 )(e1

1) = p0e
0
1 + p1e

1
1.

Puisque σ[m,D] = 0, on obtient finalement p0 = p1 = 0.

Soit ∆ ∈ C1
def (L). On a alors σ∆ = 0. L’objectif est maintenant de décrire explicitement

B2
def (L). Soient λ0, λ1, µ0, µ1 ∈ K, on pose alors

{
∆(f0

1 ) = λ0f
0
1 + λ1f

1
1 ,

∆(f1
1 ) = µ0f

0
1 + µ1f

1
1 .

On a alors :

[m,∆](f0
1 , f

0
1 ) = 0,

[m,∆](f0
1 , f

1
1 ) = λ2x,

[m,∆](f1
1 , f

1
1 ) = (2µ1 − λ0)f0

1 − λ1f
1
1 .

Proposition 3.6.3. Soit (A,L, ρ) équipée de la super-structure de Lie-Rinehart décrite plus haut.
Alors B2

def (L) = Z2
def (L), ce qui implique que H2

def (L) = {0}. Ainsi, (A,L, ρ) est rigide.

Preuve. SoitD ∈ Z2
def (L), décrite dans le lemme 3.6.2. Il suffit de trouver ∆ ∈ C1

def (L) vérifiant

[m,∆] = D et σ[m,∆] = σD.

En posant {
∆(f0

1 ) = λ0f
0
1 + γf1

1
∆(f1

1 ) = µ0f
0
1 + θ+λ0

2 f1
1 ,

pour λ0 et µ0 quelconques, on a [m,∆] = D. Puisque σ∆ = 0, on a σ[m,∆] = ρ ◦ ∆. Ces deux
termes sont nuls, ainsi cette dernière équation est vérifiée.
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Chapitre 4

Classification des super-algèbres de
Lie-Rinehart en caractéristique zéro

L’objectif de ce chapitre est de classifier les super-algèbres de Lie-Rinehart sur le corps
des nombres complexes C en petites dimensions. De façon très générale, la classification d’ob-
jets mathématiques est un problème qui peut s’aborder de différentes façons. Étant donnée
une structure algébrique, il peut être possible de caractériser cette dernière à l’aide de ses
constantes de structures (voir section 4.1). Dans ce cas, la classification se ramène à la résolu-
tion d’équations mettant en jeu ces constantes de structure, ce qui est aisément implémentable
dans un logiciel de calcul formel. Une autre méthode est de donner les différentes classes comme
quotients d’objets libres (comme dans [AM14] pour le cas des super-algèbres associatives, ar-
ticle dans lequel se côtoient cette méthode et la suivante). La dernière consiste à donner des
représentations matricielles. Par exemple, dans le cas des algèbres de Lie complexes, il est
bien connu que toute algèbre de Lie de dimension finie se plonge dans Mn(C), pour un certain
n ∈ N, avec pour crochet le commutateur (Théorème d’Ado). Ce résultat, bien que très concret,
présente le désavantage de ne pas être implémentable facilement sur ordinateur. Toujours pour
les algèbres de Lie complexes, la classification des algèbres de Lie semi-simples se fait au moyen
d’objets combinatoires tels que les systèmes de racines. Tout cela est expliqué en détails dans
tout ouvrage traitant des algèbres de Lie, par exemple [JN62] ou bien [HJ78].

Dans ce travail, on privilégie la méthode consistant à classifier les objets algébriques au
moyen des constantes de structure. Cette approche présente l’avantage de pouvoir être confiée
à un logiciel de calcul formel, puisqu’elle se résume à résoudre des systèmes d’équations algé-
briques. Pour classifier les super-algèbres de Lie-Rinehart sur C, on a besoin de la classification
des super-algèbres associatives super-commutatives et de la classification des super-algèbres
de Lie. Plusieurs articles traitent de la classification des super-algèbres associatives sur C
([ACZ09], [AM14], [GP74]), dont on reprend les résultats. Pour les super-algèbres de Lie, la
classification est essentiellement due à Backhouse sur le corps des nombres réels ([BN78]), ainsi
qu’à Burde et Steinhoff ([BS99]). La première étape a donc consisté à adapter la classification
sur R de Backhouse au cas complexe. Ceci a été fait au moyen d’un programme écrit sur le
logiciel de calcul formel Mathematica. Puis, nous avons implémenté un programme (toujours
sur Mathematica) prenant en entrée les constantes de structures d’un couple (A,L), avec A
super-algèbre associative super-commutative et L super-algèbre de Lie, et renvoyant en sortie
la liste de toutes les super-structures de Lie-Rinehart compatibles sur ce couple.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans une première section, on introduit toutes les
constantes de structure en jeu dans le cas d’une super-algèbre de Lie-Rinehart et on décrit les
équations qui les gouvernent. On donne ensuite la classification des super-algèbres associatives
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super-commutatives A de dimension ≤ 4 et des super-algèbres de Lie L de dimension ≤ 4.
Puis, pour chaque couple (A,L), dim(A) ≤ 2, dim(L) ≤ 4, on donne la liste de toutes les
structures de super-algèbres de Lie-Rinehart possibles, à l’aide du programme Mathematica
décrit précédemment. On se limite à ces petites dimensions en raison de contraintes techniques
et de temps d’exécution du programme, mais ce dernier devrait fonctionner pour n’importe
quelle dimension. Toutefois, le nombre de structures possibles crôıt très rapidement dès que
l’on augmente la dimension, il ne semble donc pas raisonnable de donner une liste de toutes les
super-algèbres possibles en dimensions plus grandes. Les résultats sont présentés sous forme
de tableaux.

Ce chapitre se base sur une partie du contenu de l’article [EM22], publié dans le journal
Communications in Mathematics.

Le but est de décrire toutes les structures de super-algèbres de Lie-Rinehart sur un couple
(A,L) lorsque dim(A) ≤ 2 et dim(L) ≤ 4. Cela signifie, étant données une super-algèbre
associative super-commutative unitaire A et une super-algèbre de Lie L, on décrit toutes les
actions A × L → L et les ancres L → Der(A) qui sont compatibles au sens de la définition
2.4.1.

4.1 Variété algébrique des super-algèbres de Lie-Rinehart en dimen-
sion finie

Soit K un corps. Rappelons que A = A0 ⊕ A1 est une super-algèbre associative super-
commutative unitaire et L = L0 ⊕L1 une super-algèbre de Lie. Dans ce paragraphe, on notera
les éléments de base A par esi , s = deg(esi ) ∈ {0, 1}, 1 ≤ i ≤ dimAs et les éléments de base L
par (f tj ), t = deg(f tj ) ∈ {0, 1}, 1 ≤ j ≤ dimLt. On a donc

A0 =
〈
e0
i

〉
1≤i≤dimA0

, A1 =
〈
e1
i

〉
1≤i≤dimA1

, L0 =
〈
f0
j

〉
1≤j≤dimL0

, L1 =
〈
f1
j

〉
1≤j≤dimL1

.

Constantes de structure. On va représenter les quatre opérations qui interviennent dans la
structure de super-algèbre de Lie-Rinehart par leurs constantes de structure. Les opérations
étant linéaires, il suffit de les donner sur les éléments de base de A et de L. L’addition des
degrés doit être comprise modulo 2 dans la suite.

• Multiplication de A :

esi e
t
j =

dimAs+t∑
k=1

ck(i,s)(j,t)e
s+t
k , ck(i,s)(j,t) ∈ K;

• Crochet de Lie de L :

[fsi , f tj ] =
dimLs+t∑
k=1

dk(i,s)(j,t)f
s+t
k , dk(i,s)(j,t) ∈ K;

• Action de A sur L :

esi · f tj =
dimLs+t∑
k=1

bk(i,s)(j,t)f
s+t
k , bk(i,s)(j,t) ∈ K;
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• Ancre :

ρ(fsi )(etj) =
dimAs+t∑
k=1

rk(i,s)(j,t)e
s+t
k , rk(i,s)(j,t) ∈ K .

Les scalaires {
ck(i,s)(j,t), d

k
(i,s)(j,t), b

k
(i,s)(j,t), r

k
(i,s)(j,t)

}
sont appelés les constantes de structure de la super-algèbre de Lie-Rinehart (A,L, ρ). On peut
désormais exprimer toutes les équations définissant une structure de super-algèbre de Lie-
Rinehart à l’aide des constantes de structure.

• L’associativité de la multiplication de A, donnée par l’équation (esi etj)emn = esi (etjemn )
devient

dimAs+t∑
k=1

ck(i,s)(j,t)c
l
(k,s+t)(n,m) =

dimAt+m∑
k=1

ck(j,t)(n,m)c
l
(i,s)(l,t+m), ∀ 1 ≤ l ≤ dimAs+t+m;

(4.1)
• La super-commutativité de la multiplication deA, donnée par l’équation esi e

t
j = (−1)stetjesi

devient

ck(i,s)(j,t) = (−1)stck(j,t)(i,s) ∀ 1 ≤ k ≤ dimAs+t; (4.2)

• l’antisymétrie graduée du crochet, donnée par l’équation [fsi , f tj ] = −(−1)st[f tj , fsi ] de-
vient

dk(i,s)(j,t) = −(−1)stdk(j,t)(i,s) ∀ 1 ≤ k ≤ dimLs+t; (4.3)

• L’identité de Jacobi graduée, donnée par l’équation

[fsi , [f tj , fmn ]] = [[fsi , f tj ], fmn ] + (−1)st[f tj , [f si , fmn ]]

devient

dimLt+m∑
k=1

dk(j,t)(n,m)d
l
(i,s)(k,t+m) =

dimLs+t∑
k=1

dk(i,s)(j,t)d
l
(k,s+t)(n,m) (4.4)

+ (−1)st
dimLs+m∑
k=1

dk(i,s)(n,m)d
l
(j,t)(k,s+m), ∀ 1 ≤ l ≤ dimLs+t+m;

• L’action of A sur L, donnée par l’équation (esi etj) · fmn = esi · (etj · fmn ) devient

dimAs+t∑
k=1

ck(i,s)(j,t)b
l
(k,s+t)(n,m) =

dimLt+m∑
k=1

bk(j,t)(n,m)b
l
(i,s)(k,t+m), ∀ 1 ≤ l ≤ dimLs+t+m;

(4.5)
• Le fait que l’ancre ρ soit un morphisme de Lie, donné par l’équation

ρ([fsi , f tj ])(emn ) = ρ(fsi )ρ(f tj )(emn ) − (−1)stρ(f tj )ρ(fsi )(emn )

devient
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dimLs+t∑
k=1

dk(i,s)(j,t)r
l
(k,t+s)(n,m) =

dimAt+m∑
k=1

rk(j,t)(n,m)r
l
(i,s)(k,t+m) (4.6)

− (−1)st
dimAs+m∑

k=1
rk(i,s)(n,m)r

l
(j,t)(k,s+m), ∀ 1 ≤ l ≤ dimAs+t+m;

• La A-linéarité de l’ancre, donnée par l’équation ρ(esi · f tj )(emn ) = esi · ρ(f tj )(emn ) devient

dimAt+m∑
k=1

rk(j,t)(n,m)c
l
(i,s)(k,t+m) =

dimLs+t∑
k=1

bk(i,s)(j,t)r
l
(k,s+t)(n,m), ∀ 1 ≤ l ≤ dimAs+t+m;

(4.7)
• Le fait que ρ soit à valeurs dans les super-dérivations de A, donné par l’équation

ρ(f si )(etjemn ) = ρ(fsi )(etj)emn − (−1)stetjρ(fsi )(emn )

devient

dimAt+m∑
k=1

ck(j,t)(n,m)r
l
(i,s)(k,t+m) =

dimAs+t∑
k=1

rk(i,s)(j,t)c
l
(k,s+t)(n,m) (4.8)

+ (−1)st
dimAs+m∑

k=1
rk(i,s)(n,m)c

l
(j,t)(k,s+m), ∀ 1 ≤ l ≤ dimAs+t+m;

• La condition de compatibilité, donnée par l’équation

[fsi , etj · fmn ] = ρ(fsi )(etj) · fmn + (−1)stetj · [f si , fmn ]

devient

dimLt+m∑
k=1

bk(j,t)(n,m)d
l
(i,s)(k,t+m) =

dimAs+t∑
k=1

rk(i,s)(j,t)b
l
(k,s+t)(n,m) (4.9)

+ (−1)st
dimLs+m∑
k=1

dk(i,s)(n,m)b
l
(j,t)(k,s+m), ∀ 1 ≤ l ≤ dimLs+t+m.

Variété algébrique des super-algèbres de Lie-Rinehart. Notons pour simplifier

(c) = ck(i,s)(j,t), 0 ≤ s, t ≤ 1, 1 ≤ i ≤ As, 1 ≤ j ≤ At, 1 ≤ k ≤ As+t;
(d) = dk(i,s)(j,t), 0 ≤ s, t ≤ 1, 1 ≤ i ≤ Ls, 1 ≤ j ≤ Lt, 1 ≤ k ≤ Ls+t;
(b) = bk(i,s)(j,t), 0 ≤ s, t ≤ 1, 1 ≤ i ≤ As, 1 ≤ j ≤ Lt, 1 ≤ k ≤ Ls+t;
(r) = rk(i,s)(j,t), 0 ≤ s, t ≤ 1, 1 ≤ i ≤ Ls, 1 ≤ j ≤ At, 1 ≤ k ≤ As+t.

Notons n = dimA0, p = dimA1, m = dimL0, q = dimL1 et soit

N = (n+ p)3 + (m+ q)3 + (n+ p)(m+ q)2 + (n+ p)2(m+ q).
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Université de Haute-Alsace Quentin Ehret

On considère l’espace affine KN . La variété algébrique des super-algèbres de Lie-Rinehart,

notée LR(n|p,m|q) correspond à des points

{
(c), (d), (b), (r)

}
de KN vérifiant les équations (4.1)

à (4.9).
On peut affiner la borne sur la dimension ci-dessus grâce aux graduations des super-algèbres

A et L. De nombreuses constantes de structure sont automatiquement nulles du fait que les
applications de structure (multiplication de A, crochet de Lie de L, action de A sur L, ancre)
sont de degré zéro. On obtient alors

dim
(
LR(n|p,m|q)

)
≤ n3 + 3np2 +m3 + 3mq2 + nm2 + nq2 + 2pqm+mn2 +mp2 + 2pqn.

Action du (super-)groupe linéaire. Si (A,L, ρ) est une super-algèbre de Lie-Rinehart, on va
noter dans ce paragraphe µ la loi associative super-commutative de A et α l’action de A sur L.
On reprend également les notations n, p,m, q du paragraphe précédent. Rappelons que dans le
cas le plus général, un morphisme de super-algèbres de Lie-Rinehart (A,L, ρ) → (A′, L′, ρ′) est
un couple (ϕ, ψ) avec ϕ : A → A′ un morphisme de super-algèbre associative et ψ : L → L′ un
morphisme de super-algèbres de Lie tels que

ϕ (ρx(a)) = ρ′
ψ(x) (ϕ(a)) , ∀a ∈ A, ∀x ∈ L.

On peut faire agir GLn+p ×GLm+q sur la variété algébrique LR(n|p,m|q) :

(
GLn+p ×GLm+q

)
×LR(n|p,m|q) −→ LR(n|p,m|q)

(
(ϕ, ψ),

(
µ, [·, ·], α, ρ

))
7−→


ϕ ◦ µ ◦

(
ϕ−1 × ϕ−1)

ψ ◦ [·, ·] ◦
(
ψ−1 × ψ−1)

ϕ ◦ (α ◦ ϕ−1) ◦ ψ−1

ϕ ◦ (ρ ◦ ψ−1) ◦ ϕ−1


Il est alors possible de considérer les orbites sous l’action de GLn+p ×GLm+q. Deux struc-

tures
(
µ, [·, ·], α, ρ

)
et
(
µ′, [·, ·]′, α′, ρ′) sont alors isomorphes si elles sont dans la même orbite.

4.2 Classification des super-algèbres associatives et de Lie

A partir d’ici, on fixe K = C, le corps des nombres complexes. On rappelle ici la classifi-
cation des super-algèbres associatives super-commutatives unitaires (tirée de [ACZ09], [AM14]
et [GP74]) et celle des super-algèbres de Lie ([BP89] et [BS99]) en petites dimensions.

4.2.1 Super-algèbres associatives super-commutatives unitaires

On dresse la liste des super-algèbres associatives super-commutatives unitaires de dimension
plus petite ou égale à 4. Comme ci-dessus, on note les éléments de base de A0 par e0

i et ceux
de A1 par e1

j . L’unité est e0
1. On n’écrit que les produits non-nuls, ces derniers devant être

complétés par super-commutativité et multilinéarité.

• les super-algèbres purement impaires A0|p sont toujours équipées d’un produit nul.

• dimA = (1|0) : Il n’y a qu’une seule super-algèbre associative super-commutative uni-
taire A1

1|0, dont le produit est donné par e0
1e

0
1 = e0

1.

• dimA = (1|1) : Il n’y a qu’une seule super-algèbre associative super-commutative uni-
taire A1

1|1 dont le produit est donné par e1
1e

1
1 = 0.
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• dimA = (1|p), p ≥ 2 : on a le résultat suivant :

Proposition 4.2.1 ([ACZ09]). Soit p ≥ 2. Si A est une super-algèbre associative de
dimension (1|p), alors (A1)2 = {0}.

Preuve. On a A0 = K. Si on considère deux éléments linéairement indépendants x, y ∈
A1, x ̸= 0, on obtient x2 ∈ A0, ainsi que xy ∈ A0. il existe alors α, β ∈ K tels que
x2 = α et xy = β. Cependant,

αx = (xx)y = x(xy) = βx.

Il s’en suit que α et β doivent être nuls, en raison de l’indépendance linéaire de x et y.
Ainsi, on a (A1)2 = {0}.

• dimA = (2|0) : il y a deux super-algèbres associatives super-commutatives unitaires
non isomorphes deux-à-deux :

A1
2|0 : tout produit non trivial est nul ;

A2
2|0 : e0

2e
0
2 = e0

2.

• dimA = (2|1) : il y a deux super-algèbres associatives super-commutatives unitaires
non isomorphes deux-à-deux :

A1
2|1 : tout produit non-trivial est nul ;

A2
2|1 : e0

2e
0
2 = e0

2, e
1
1e

1
1 = 0, e0

2e
1
1 = e1

1.

• dimA = (2|2) : il y a cinq super-algèbres associatives super-commutatives unitaires non
isomorphes deux-à-deux :

A1
2|2 : e0

2e
0
2 = e0

2, e
0
2e

1
1 = e1

1 ;

A2
2|2 : e0

2e
0
2 = e0

2 ;

A3
2|2 : e0

2e
1
1 = e1

2 ;

A4
2|2 : tout produit non-trivial est nul ;

A5
2|2 : e1

1e
1
2 = e0

2.

• dimA = (3|0) : il y a quatre super-algèbres associatives super-commutatives unitaires
non isomorphes deux-à-deux :

A1
3|0 : e0

2e
0
2 = e0

2, e
0
2e

0
3 = e0

3, e
0
3e

0
3 = e0

3 ;

A2
3|0 : e0

2e
0
2 = e0

2, e
0
2e

0
3 = e0

3 ;

A3
3|0 : e0

2e
0
2 = e0

2 ;

A4
3|0 : tout produit non-trivial est nul ;

• dimA = (3|1) : il y a cinq super-algèbres associatives super-commutatives unitaires non
isomorphes deux-à-deux :

A1
3|1 : e0

2e
0
2 = e0

2, e
0
3e

0
3 = e0

3 ;

A2
3|1 : e0

2e
0
2 = e0

2, e
0
2e

0
3 = e0

3 ;

A3
3|1 : e0

2e
0
2 = e0

2 ;

A4
3|1 : e0

2e
0
2 = e0

3 ;

A5
3|1 : tout produit non-trivial est nul ;

• dimA = (4|0) : il y a neuf super-algèbres associatives super-commutatives unitaires non
isomorphes deux-à-deux :
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A1
4|0 : e0

2e
0
2 = e0

2, e
0
3e

0
3 = e0

3, e
0
4e

0
4 = e0

4 ;

A2
4|0 : e0

2e
0
2 = e0

2, e
0
3e

0
3 = e0

3 ;

A3
4|0 : e0

2e
0
2 = e0

2 e
0
2e

0
3 = e0

3 ;

A4
4|0 : e0

2e
0
2 = e0

2, e
0
2e

0
3 = e0

3, e
0
2e

0
4 = e0

4, e
0
3e

0
3 = e0

4 ;

A5
4|0 : e0

2e
0
2 = e0

3, e
0
2e

0
3 = e0

4 ;

A6
4|0 : e0

2e
0
2 = e0

2, e
0
2e

0
3 = e0

3, e
0
2e

0
4 = e0

4 ;

A7
4|0 : e0

2e
0
3 = e0

4 ;

A8
4|0 : e0

3e
0
3 = e0

3 ;

A9
4|0 : tout produit non-trivial est nul ;

4.2.2 Super-algèbres de Lie

On dresse la liste des super-algèbres de Lie de dimension plus petite ou égale à 4. Comme
précédemment, on note les éléments de base de L0 par f

0
i et ceux de L1 par f

1
j . On n’écrit que les

crochets non-nuls, ces derniers devant être complétés par super-antisymétrie et multilinéarité.

• Les super-algèbres de Lie purement impaires L0|q sont toujours équipées d’un crochet
identiquement nul.

• dimL = (1|0) : il n’y a qu’une super-algèbre de Lie L1
1|0, dont le crochet est donné par

[f0
1 , f

0
1 ] = 0.

• dimL = (1|1) : il y a trois super-algèbres de Lie non isomorphes deux-à-deux :

L1
1|1 : [f1

1 , f
1
1 ] = f0

1 ;
L2

1|1 : [f0
1 , f

1
1 ] = f1

1 .

L3
1|1 : crochet nul.

• dimL = (1|2) : il y a six super-algèbres de Lie non isomorphes deux-à-deux :

L1
1|2 : [f0

1 , f
1
1 ] = f1

1 , [f0
1 , f

1
2 ] = pf1

2 (0 < |p| ≤ 1);
L2

1|2 : [f0
1 , f

1
2 ] = f1

1 ;
L3

1|2 : [f0
1 , f

1
1 ] = f1

1 , [f0
1 , f

1
2 ] = f1

1 + f1
2 ;

L4
1|2 : [f0

1 , f
1
1 ] = pf1

1 − f1
2 , [f0

1 , f
1
2 ] = f1

1 + pf1
2 (p ∈ C);

L5
1|2 : [f1

1 , f
1
1 ] = f0

1 , [f1
2 , f

1
2 ] = f0

1 ;

L6
1|2 : crochet nul.

• dimL = (1|3) : il y a huit super-algèbres de Lie non isomorphes deux-à-deux :

L1
1|3 : [f0

1 , f
1
1 ] = f1

1 , [f0
1 , f

1
2 ] = pf1

2 , [f0
1 , f

1
3 ] = qf1

3 (0 < |p| ≤ |q| ≤ 1);
L2

1|3 : [f0
1 , f

1
1 ] = f1

1 , [f0
1 , f

1
3 ] = f1

2 ;
L3

1|3 : [f0
1 , f

1
1 ] = pf1

1 , [f0
1 , f

1
2 ] = f1

2 , [f0
1 , f

1
3 ] = f1

2 + f1
3 ;

L4
1|3 : [f0

1 , f
1
1 ] = pf1

1 , [f0
1 , f

1
2 ] = qf1

2 − f1
3 , [f0

1 , f
1
3 ] = f1

2 + qf1
3 , p ̸= 0 ;

L5
1|3 : [f0

1 , f
1
2 ] = f1

1 , [f0
1 , f

1
3 ] = f1

2 , p, q ̸= 0 ;
L6

1|3 : [f0
1 , f

1
1 ] = f1

1 , [f0
1 , f

1
2 ] = f1

1 + f1
2 , [f0

1 , f
1
3 ] = f1

2 + f1
3 ;

L7
1|3 : [f1

1 , f
1
1 ] = f0

1 , [f1
2 , f

1
2 ] = f0

1 , [f1
3 , f

1
3 ] = f0

1 ;

L8
1|3 : crochet nul.

• dimL = (2|0) : il y a deux super-algèbres de Lie non isomorphes deux-à-deux :

L1
2|0 : crochet nul ;
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L2
2|0 : [f0

1 , f
0
2 ] = f0

2 .

• dimL = (2|1) : il y a six super-algèbres de Lie non isomorphes deux-à-deux :

L1
2|1 : [f1

1 , f
1
1 ] = f0

2 ;
L2

2|1 : [f0
1 , f

1
1 ] = f1

1 [f0
2 , f

1
1 ] = −f1

1 ;
L3

2|1 : [f0
1 , f

0
2 ] = f0

2 , [f0
1 , f

1
1 ] = 1

2f
1
1 ;

L4
2|1 : [f0

1 , f
0
2 ] = f0

2 , [f0
1 , f

1
1 ] = pf1

1 , (p ̸= 0) ;
L5

2|1 : [f0
1 , f

0
2 ] = f0

2 .

L6
2|1 : crochet nul.

• dimL = (2|2) : il y a dix-huit super-algèbres de Lie non isomorphes deux-à-deux :

L1
2|2 : [f0

1 , f
1
1 ] = f1

1 , [f0
1 , f

1
2 ] = f1

2 , [f0
2 , f

1
2 ] = f1

1 ;
L2

2|2 : [f0
1 , f

1
1 ] = f1

1 , [f0
1 , f

1
2 ] = f1

2 , [f0
2 , f

1
2 ] = f1

1 , [f0
2 , f

1
1 ] = −f1

2 ;
L3

2|2 : [f0
1 , f

0
2 ] = f0

2 , [f0
1 , f

1
1 ] = pf1

1 , [f0
1 , f

1
2 ] = qf1

2 , pq ̸= 0;
L4

2|2 : [f0
1 , f

0
2 ] = f0

2 , [f0
1 , f

1
1 ] = pf1

1 , [f0
1 , f

1
2 ] = f1

1 + pf1
2 , p ̸= 0;

L5
2|2 : [f0

1 , f
0
2 ] = f0

2 , [f0
1 , f

1
1 ] = pf1

1 − qf1
2 , [f0

1 , f
1
2 ] = qf1

1 + pf1
2 , q ̸= 0;

L6
2|2 : [f0

1 , f
0
2 ] = f0

2 , [f0
1 , f

1
1 ] = (p+ 1)f1

1 , [f0
1 , f

1
2 ] = pf1

2 , [f0
2 , f

1
2 ] = f1

1 , p ̸= 0;
L7

2|2 : [f0
1 , f

0
2 ] = f0

2 , [f0
1 , f

1
1 ] = 1

2f
1
1 , [f0

1 , f
1
2 ] = 1

2f
1
2 , [f1

1 , f
1
1 ] = f0

2 , [f1
2 , f

1
2 ] = f0

2 ;
L8

2|2 : [f0
1 , f

0
2 ] = f0

2 , [f0
1 , f

1
1 ] = 1

2f
1
1 , [f0

1 , f
1
2 ] = 1

2f
1
2 , [f1

1 , f
1
1 ] = f0

2 ;
L9

2|2 : [f0
1 , f

0
2 ] = f0

2 , [f0
1 , f

1
1 ] = pf1

1 , [f0
1 , f

1
2 ] = (1 − p)f1

2 , [f1
1 , f

1
2 ] = f0

2 ;
L10

2|2 : [f0
1 , f

0
2 ] = f0

2 , [f0
1 , f

1
1 ] = 1

2f
1
1 , [f0

1 , f
1
2 ] = f1

1 + 1
2f

1
2 , [f1

2 , f
1
2 ] = f0

2 ;
L11

2|2 : [f0
1 , f

0
2 ] = f0

2 , [f0
1 , f

1
1 ] = 1

2f
1
1 −pf1

2 , [f0
1 , f

1
2 ] = pf1

1 + 1
2f

1
2 , [f1

1 , f
1
1 ] = f0

2 , [f1
2 , f

1
2 ] =

f0
2 , p ̸= 0;

L12
2|2 : [f0

1 , f
0
2 ] = f0

2 , [f0
1 , f

1
1 ] = f1

1 , [f0
2 , f

1
2 ] = f1

1 , [f1
1 , f

1
2 ] = −1

2f
0
2 , [f1

2 , f
1
2 ] = f0

1 ;
L13

2|2 : [f1
1 , f

1
1 ] = f0

1 , [f1
2 , f

1
2 ] = f0

2 ;
L14

2|2 : [f0
1 , f

0
2 ] = f0

2 , [f0
1 , f

1
1 ] = f1

1 , [f1
1 , f

1
2 ] = f0

2 ;
L15

2|2 : [f0
1 , f

0
2 ] = f0

2 , [f0
1 , f

1
1 ] = 1

2f
1
1 , [f1

1 , f
1
1 ] = f0

2 ;
L16

2|2 : [f0
1 , f

1
1 ] = f1

1 , [f0
1 , f

1
2 ] = −f1

2 , [f1
1 , f

1
2 ] = f0

2 ;
L17

2|2 : [f0
1 , f

1
2 ] = f1

1 , [f1
2 , f

1
2 ] = f0

2 ;
L18

2|2 : crochet nul.

• dimL = (3|0) : il y a six super-algèbres de Lie non isomorphes deux-à-deux :

L1
3|0 : crochet nul ;

L2
3|0 : [f0

1 , f
0
2 ] = f0

3 ;

L3
3|0 : [f0

1 , f
0
2 ] = f0

1 ;

L4
3|0 : [f0

1 , f
0
2 ] = f0

2 , [f0
1 , f

0
3 ] = f0

2 + f0
3 ;

L5
3|0 : [f0

1 , f
0
2 ] = f0

2 , [f0
1 , f

0
3 ] = pf0

3 , p ̸= 0 ;
L6

3|0 : [f0
1 , f

0
2 ] = f0

3 , [f0
1 , f

0
3 ] = −2f0

1 , [f0
2 , f

0
3 ] = 2f0

2 ;

• dimL = (3|1) : il y a sept super-algèbres de Lie non isomorphes deux-à-deux :

L1
3|1 : [f0

2 , f
0
3 ] = f0

1 , [f0
2 , f

1
1 ] = f1

1 ;

L2
3|1 : [f0

1 , f
0
3 ] = f0

1 , [f0
2 , f

0
3 ] = f0

1 + f0
2 , [f0

3 , f
1
1 ] = qf1

1 , q ̸= 0;
L3

3|1 : [f0
1 , f

0
3 ] = pf0

1 − f0
2 , [f0

2 , f
0
3 ] = f0

1 + pf0
2 , [f0

3 , f
1
1 ] = qf1

1 , pq ̸= 0;
L4

3|1 : [f0
2 , f

0
3 ] = f0

1 , [f1
1 , f

1
1 ] = f0

1 ;
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L5
3|1 : [f0

1 , f
0
2 ] = f0

2 , [f0
1 , f

0
3 ] = pf0

3 , [f0
1 , f

1
1 ] = 1

2f
1
1 , [f1

1 , f
1
1 ] = f0

2 , p ̸= 0 ;
L6

3|1 : [f0
1 , f

0
2 ] = f0

2 , [f0
1 , f

0
3 ] = f0

2 + f0
3 , [f0

1 , f
1
1 ] = 1

2f
1
1 , [f1

1 , f
1
1 ] = f0

2 .

L7
3|1 : crochet nul.

• dimL = (4|0) : il y a seize super-algèbres de Lie non isomorphes deux-à-deux :

L1
4|0 : crochet nul ;

L2
4|0 : [f0

1 , f
0
2 ] = f0

3 ;

L3
4|0 : [f0

1 , f
0
2 ] = f0

1 ;

L4
4|0 : [f0

1 , f
0
2 ] = f0

2 , [f0
1 , f

0
3 ] = f0

2 + f0
3 ;

L5
4|0 : [f0

1 , f
0
2 ] = f0

2 , [f0
1 , f

0
3 ] = pf0

3 , 0 < |p| ≤ 1 ;
L6

4|0 : [f0
1 , f

0
2 ] = f0

1 , [f0
3 , f

0
4 ] = f0

3 ;

L7
4|0 : [f0

1 , f
0
2 ] = f0

3 , [f0
1 , f

0
3 ] = −2f0

1 , [f0
2 , f

0
3 ] = 2f0

2 ;

L8
4|0 : [f0

1 , f
0
2 ] = f0

3 , [f0
1 , f

0
3 ] = f0

4 ;

L9
4|0 : [f0

1 , f
0
2 ] = f0

2 , [f0
1 , f

0
3 ] = f0

3 , [f0
1 , f

0
4 ] = pf0

3 , p ̸= 0 ;
L10

4|0 : [f0
1 , f

0
2 ] = f0

3 , [f0
1 , f

0
3 ] = f0

4 , [f0
1 , f

0
4 ] = pf0

2 − qf0
3 + f0

4 , (p, q) ∈ C× ×C ou bien

(p, q) = (0, 0) ;
L11

4|0 : [f0
1 , f

0
2 ] = f0

3 , [f0
1 , f

0
3 ] = f0

4 , [f0
1 , f

0
4 ] = p(f0

2 + f0
3 ), p ̸= 0 ;

L12
4|0 : [f0

1 , f
0
2 ] = f0

3 , [f0
1 , f

0
3 ] = f0

4 , [f0
1 , f

0
4 ] = f0

2 ;

L13
4|0 : [f0

1 , f
0
2 ] = 1

3f
0
2 + f0

3 , [f0
1 , f

0
3 ] = 1

3f
0
3 , [f0

1 , f
0
4 ] = 1

3f
0
4 ;

L14
4|0 : [f0

1 , f
0
2 ] = f0

2 , [f0
1 , f

0
3 ] = f0

3 , [f0
1 , f

0
4 ] = 2f0

4 , [f0
2 , f

0
3 ] = f0

4 ;

L15
4|0 : [f0

1 , f
0
2 ] = f0

3 , [f0
1 , f

0
3 ] = f0

2 , [f0
2 , f

0
3 ] = f0

4 ;

L16
4|0 : [f0

1 , f
0
2 ] = f0

3 , [f0
1 , f

0
3 ] = −pf0

2 + f0
3 , [f0

1 , f
0
4 ] = f0

4 , [f0
2 , f

0
3 ] = f0

4 , p ̸= 0.

4.3 Super-dérivations de super-algèbres associatives super-commutatives

unitaires

Si A est une super-algèbre associative, la définition d’une super-dérivation de A a été donnée
à la définition 2.3.3. Soit maintenant (A,L, ρ) une super-algèbre de Lie-Rinehart. Puisqu’une
ancre ρ : L −→ L correspond à une famille {ρ(x)}x∈L de super-dérivations de A, il semble
naturel d’étudier et de décrire les espaces de super-dérivations pour toutes les super-algèbres
associatives que l’on rencontre. Rappelons que dans ce cas, Der(A) possède une structure de
super-algèbre de Lie, le crochet étant donné par le super-commutateur.

Pour chaque super-algèbre associative super-commutative unitaire listée précédemment, on
donne la forme générale des super-dérivations D associées. On décrit D relativement à la base{
e0

1, e
0
2, ..., e

0
n, e

1
1, e

1
2, ..., e

1
p

}
de la super-algèbre Ak

n|p. On n’écrit que les valeurs non nulles.

Tous les paramètres sont complexes et indépendants dans chaque colonne.

Super-algèbre Super-dérivations de degré 0 Super-dérivations de degré 1

A1
1|0 0 0

A1
1|1 D(e1

1) = λ1e
1
1 D(e1

1) = λ1e
0
1

A1
1|2 D(e1

1) = λ1e
1
1 + λ2e

1
2, D(e1

2) = λ3e
1
1 + λ4e

1
2 0

D(e1
1) = λ1e

1
1 + λ2e

1
2 + λ3e

1
3

A1
1|3 D(e1

2) = λ4e
1
1 + λ5e

1
2 + λ6e

1
3 0
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D(e1
3) = λ7e

1
1 + λ8e

1
2 + λ9e

1
3

A1
2|0 D(e0

2) = λ1e
0
2 0

A2
2|0 0 0

A1
2|1 D(e0

2) = λ1e
0
2, D(e1

1) = λ2e
1
1 D(e0

2) = λ1e
1
1, D(e1

1) = λ2e
0
2

A2
2|1 D(e1

1) = λ1e
1
1 D(e1

1) = λ1e
0
2

A1
2|2 D(e1

1) = λ1e
1
1, D(e1

2) = λ2e
1
2 D(e1

1) = λ1e
0
2, D(e1

2) = λ2(e0
1 − e0

2)

A2
2|2 D(e1

1) = λ1e
1
1 + λ2e

1
2, D(e1

2) = λ3e
1
1 + λ4e

1
2 0

A3
2|2

D(e0
2) = λ1e

0
2, D(e1

1) = λ2e
1
1 + λ3e

1
2, D(e0

2) = λ1e
1
2, D(e1

1) = λ2e
0
1 + λ3e

0
2,

D(e1
2) = (λ1 + λ2)e1

2 D(e1
2) = λ2e

0
2

A4
2|2

D(e0
2) = λ1e

0
2, D(e1

1) = λ2e
1
1 + λ3e

1
2, D(e0

2) = λ1e
1
1 + λ2e

1
2, D(e1

1) = λ3e
0
2

D(e1
2) = λ4e

1
1 + λ5e

1
2 D(e1

2) = λ2e
0
2

A5
2|2

D(e0
2) = λ1e

0
2, D(e1

1) = λ2e
1
1 + λ3e

1
2, D(e0

2) = λ1e
1
1 + λ2e

1
2, D(e1

1) = λ2e
0
1 + λ3e

0
2

D(e1
2) = λ4e

1
1 + (λ1 − λ2)e1

2 D(e1
2) = −λ1e

0
1 + λ4e

0
2

A1
3|0 0 0

A2
3|0 D(e0

3) = λ1e
0
3 0

A3
3|0 D(e0

3) = λ1e
0
3 0

A4
3|0 D(e0

2) = λ1e
0
2 + λ2e

0
3, D(e0

3) = λ3e
0
2 + λ4e

0
3 0

A1
3|1 D(e1

1) = λ1e
1
1 D(e1

1) = λ1(e0
1 − e0

2 − e0
3)

A2
3|1 D(e0

3) = λ1e
0
3, D(e1

1) = λ2e
1
1 D(e1

1) = λ1(e0
1 − e0

2)

A3
3|1 D(e0

3) = λ1e
0
3, D(e1

1) = λ2e
1
1 D(e0

3) = λ1e
1
1, D(e1

1) = λ2e
0
3

A4
3|1

D(e0
2) = λ1e

0
2 + λ2e

0
3, D(e0

3) = 2λ1e
0
3,

D(e0
2) = λ1e

1
1, D(e1

1) = λ2e
0
3

D(e1
1) = λ3e

1
1

A5
3|1

D(e0
2) = λ1e

0
2 + λ2e

0
3, D(e0

3) = λ3e
0
2 + λ4e

0
3 D(e0

2) = λ1e
1
1, D(e0

3) = λ2e
1
1,

D(e1
1) = λ5e

1
1 D(e1

1) = λ3e
0
2 + λ4e

0
3

A1
4|0 0 0

A2
4|0 D(e0

4) = λ1e
0
4 0

A3
4|0 D(e0

3) = λ1e
0
3, D(e0

4) = λ2e
0
4 0

A4
4|0 D(e0

3) = λ1e
0
3 + λ2e

0
4, D(e0

4) = 2λ1e
0
4 0

A5
4|0

D(e0
2) = λ1e

0
2 + λ2e

0
3 + λ3e

0
4, D(e0

4) = 3λ1e
0
4,

0
D(e0

3) = 2λ1e
0
3 + 2λ2e

0
4

A6
4|0 D(e0

3) = λ1e
0
3 + λ2e

0
4, D(e0

4) = λ3e
0
3 + λ4e

0
4 0

A7
4|0 D(e0

2) = λ1e
0
2 + λ2e

0
4, D(e0

4) = λ3e
0
3 + λ24e0

4 0

A8
4|0

D(e0
2) = λ1e

0
2 + λ2e

0
3 + λ3e

0
4, D(e0

3) = 2λ1e
0
3

0
D(e0

4) = λ4e
0
3 + λ5e

0
4

D(e0
2) = λ1e

0
2 + λ2e

0
3 + λ3e

0
4

A9
4|0 D(e0

3) = λ4e
0
2 + λ5e

0
3 + λ6e

0
4 0
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D(e0
4) = λ7e

0
2 + λ8e

0
3 + λ9e

0
4

4.4 Classification des super-algèbres de Lie-Rinehart

Dans cette section, on présente une classification des super-algèbres de Lie-Rinehart en
petites dimensions qui se base sur les résultats généraux ci-dessous ainsi que le logiciel de
calcul formel Mathematica. On n’écrit que les relations non triviales et non nulles. Si (A,L, ρ)
est une super-algèbre de Lie-Rinehart, on note sa dimension par un quadruplet (n|p,m|q),
avec n = dimA0, p = dimA1, m = dimL0, q = dimL1. On dit qu’une action est triviale si
esi · f tj = f tj pour i = 1, s = 0, et 0 sinon.

4.4.1 Résultats généraux

Grâce aux propriétés des degrés et avec des calculs basiques, on obtient les résultats géné-
raux suivants.

Proposition 4.4.1. Si A est une super-algèbre associative super-commutative unitaire et L une
super-algèbre de Lie, alors on peut toujours équiper le couple (A,L) d’une structure de super-
algèbre de Lie-Rinehart en prenant l’action triviale et l’ancre nulle.

Preuve. Si ρ(x)(a) = 0 ∀x ∈ L, ∀a ∈ A, il est clair que ρ : L −→ Der(A) est un morphisme
A-linéaire de super-algèbres de Lie et que ρ(x) est une super-dérivation. Pour tout y ∈ L, la
condition de compatibilité devient

[x, ay] = (−1)|a||x|a[x, y],

qui est toujours vérifiée, puisque l’action est triviale.

Proposition 4.4.2. Soit (A,L, ρ) une super-algèbre de Lie-Rinehart.

Si dim(A,L) ∈
{

(n|p, 0|0), (1|0,m|q), (1|p, 0|q)
}
, la seule structure de super-algèbre de Lie-

Rinehart possible est celle donnée par l’action triviale et l’ancre nulle.

Preuve.

1. cas (n|p, 0|0) : immédiat ;

2. cas (1|0,m|q) : si e0
1 est l’unité de A, alors e0

1 · x = x ∀x ∈ L et ρ(x)(e0
1) = 0 ∀x ∈ L ;

3. cas (1|p, 0|q) : L0 = {0}, donc l’action est triviale. Soit 1 ≤ k ≤ q et 1 ≤ l ≤ p. on a

ρ(f1
k )(e1

l ) = r1
(k,1)(l,1)e

0
1, r

1
(k,1)(l,1) ∈ C .

En utilisant la A-linéarité de l’ancre, on obtient

0 = ρ(e1
l · f1

k )(e1
l ) = e1

l ρ(f1
k )(e1

l ) = e1
1 · r1

(k,1)(l,1)e
0
1 = r1

(k,1)(l,1)e
1
l .

Ainsi, r1
(k,1)(l,1) = 0 et l’ancre s’annule.

Il y a quelques cas exceptionnels, trouvés par calcul formel sur ordinateur, pour lesquels la
seule structure compatible est donnée par l’action triviale et l’ancre nulle.
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Proposition 4.4.3. Pour les super-algèbres de Lie-Rinehart suivantes, la seule structure possible
est donnée par l’action triviale et l’ancre nulle.(

A1
1|1,L

12
2|2

)
;
(
A1

1|1,L
6
3|0

)
;
(
A1

2|0,L
1
1|1

)
;
(
A1

2|0,L
2
1|2

)
;
(
A1

2|0,L
7
1|3

)
.

On remarque que toutes les super-algèbres associatives super-commutatives unitaires de la
liste ci-dessus ont une multiplication triviale, i.e. tous les produits sont nuls, exception faite
de ceux impliquant l’unité. On peut émettre la conjecture que si l’unique structure de super-
algèbre de Lie-Rinehart possible pour un couple (A,L) est donnée par l’action triviale et l’ancre
nulle, alors A doit avoir une multiplication triviale. Ce résultat reste à démontrer.

Proposition 4.4.4.
• Si dim(A,L) = (0|p,m|0), l’action est nulle ;
• Si dim(A,L) = (n|0, 0|q), l’ancre est nulle ;
• Si dim(A,L) = (n|p,m|0) ou (A,L) = (n|p, 0|q), les éléments de A1 agissent par 0 ;
• Si dim(A,L) = (n|0,m|q), les éléments de L1 agissent (via l’ancre) par 0.

Proposition 4.4.5. Soit (A,L, ρ) une super-algèbre de Lie-Rinehart, avec dim(A) ≤ 2 et L
abélienne. Alors soit l’action est triviale, soit l’ancre est nulle.

Preuve. Puisque L est abélienne, la condition de compatibilité devient ρ(x)(a) ·y = 0, ∀x, y ∈
L, ∀a ∈ A.

• A = A1
(1|0). On a déjà vu que la seule structure possible est donnée par l’action triviale

et l’ancre nulle.

• A = A1
(1|1). Si a = e0

1, alors ρ(x)(e0
1) = 0, donc la condition de compatibilité est

satisfaite. Si a = e1
1, on a deux cas, selon de degré de x.

|x| = 0 : il existe λ ∈ C tel que ρ(x)(e1
1) = λe1

1. Pour y ∈ L, on obtient λe1
1 · y = 0. On

a alors la dichotomie suivante : ou bien λ = 0, ce qui signifie que l’ancre est nulle,
ou bien e1

1 · y = 0, ce qui signifie que l’action est triviale.
|x| = 1 : il existe λ ∈ C tel que ρ(x)(e1

1) = λe0
1. Pour y ∈ L, on obtient λe0

1 · y = 0, donc
λ = 0 et l’ancre est nulle.

• A = A1
(2|0). On a ρ(x)(e0

1) = 0 pour tout x ∈ L. Soit a = e0
2. On a également deux cas,

selon le degré de x :
|x| = 0 : il existe λ, µ ∈ C tel que ρ(x)(e0

2) = λe0
1 + µe0

2. On a alors 0 = ρ(x)(e0
2) · y =

λy + µe0
2 · y. Si µ = 0, on obtient λy = 0, donc λ = 0 et l’ancre est nulle. Si µ ̸= 0,

on a e0
2 · y = −λ

µy.

La A-linéarité de l’ancre donne ρ(e0
2 · x)(e0

2) = e0
2ρ(x)(e0

2), donc −λ2

µ e
0
1 − λe0

2 = λe0
2.

On conclut que λ = 0 et donc l’action est triviale.

|x| = 1 : ρ(x)(e0
2) ∈

(
A1

(2|0)

)
1

= {0}, donc l’ancre est nulle.

• A = A2
(2|0). L’espace des super-dérivations est réduit à {0}, donc toutes les ancres sont

nulles.

Dans la suite, on dresse la liste des super-algèbres de Lie-Rinehart qui ne sont pas déjà
classifiées par les résultats précédents. Elles sont rangées par dimension totale (n + p|m + q),
puis par ordre lexicographique du quadruplet (n|p,m|q) au sein de chaque classe de dimension.
Pour chaque quadruplet, un tableau donne toutes les super-algèbres possibles, avec tous les
couples action / ancre compatibles. Chaque ligne d’un tableau présente une super-algèbre de
Lie-Rinehart différente. On présente ici tous les tableaux avec dim(A) ≤ 2 et dim(L) ≤ 4.
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4.4.2 Dimension (2|1)
Type (1|1, 1|0) :
La seule super-algèbre de Lie-Rinehart possible est donnée par l’action triviale et l’ancre
ρ(f0

1 )(e1
1) = λe1

1, λ ∈ C.

Type (2|0, 0|1) :
Le seul couple remarquable est

(
A2

2|0,L
1
0|1

)
, équipé de l’action e0

2 · f1
1 = f1

1 et de l’ancre nulle.

Type (2|0, 1|0) : (λ ∈ C)

A L Action Ancre

A1
2|0 L1|0 triviale ρ(f0

1 )(e0
2) = λe0

2

A2
2|0 L1|0 e0

2 · f0
1 = f0

1 nulle

4.4.3 Dimension (2|2)
Type (1|1, 1|1) : (λ ∈ C)

A L Action Ancre

A1
1|1

L1
1|1 e1

1 · f1
1 = λf0

1 nulle

L2
1|1

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

e1
1 · f1

1 = λf0
1 ρ(f0

1 )(e1
1) = −e1

1, ρ(f1
1 )(e1

1) = −λe0
1

e1
1 · f0

1 = λf1
1 ρ(f0

1 )(e1
1) = e1

1

L3
1|1

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

e1
1 · f0

1 = λf1
1 nulle

Type (1|1, 2|0) : (λ, µ ∈ C)

A L Action Ancre

A1
1|1

L1
2|0 triviale ρ(f0

1 )(e1
1) = λe1

1, ρ(f0
2 )(e1

1) = µe1
1

L2
2|0 triviale ρ(f0

1 )(e1
1) = λe1

1

Type (2|0, 0|2) :

Ici, L = L1
0|2 et l’ancre est toujours nulle. On liste les actions compatibles possibles pour

chaque super-algèbre associative super-commutative de dimension (2|0) :
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• A = A1
2|0 :

1. e0
2 · f1

2 = λf1
1 , λ ∈ C ;

2. e0
2 · f1

1 = λf1
1 + µf1

2 , e
0
2 · f1

2 = −λ2

µ f
1
1 − µf1

2 , (λ, µ) ∈ C×C×.

• A = A2
2|0 :

1. e0
2 · f1

2 = λf1
1 + f1

2 , λ ∈ C ;

2. e0
2 · f1

1 = f1
1 , e

0
2 · f1

2 = λf1
1 , λ ∈ C ;

3. e0
2 · f1

2 = f1
2 ;

4. e0
2 · f1

1 = f1
1 , e

0
2 · f1

2 = f1
2 ;

5. e0
2 · f1

1 = λf1
1 + µf1

2 , e
0
2 · f1

2 = λ−λ2

µ f1
1 − (1 − µ)f1

2 , (λ, µ) ∈ C×C×.

Type (2|0, 1|1) : (λ ∈ C)

A L Action Ancre

A1
2|0

L2
1|1 triviale ρ(f0

1 )(e0
2) = λe0

2

L3
1|1 triviale ρ(f0

1 )(e0
2) = λe0

2

A2
2|0

L1
1|1 & L2

1|1 e0
2 · f0

1 = f0
1 , e

0
2 · f1

1 = f1
1 nulle

L3
1|1

e0
2 · f1

1 = f1
1

nullee0
2 · f0

1 = f0
1

e0
2 · f0

1 = f0
1 , e

0
2 · f1

1 = f1
1

Type (2|0, 2|0) : (λ ∈ C)

A L Action Ancre

A1
2|0

L1
2|0

triviale ρ(f0
1 )(e0

2) = λe0
2, ρ(f0

2 )(e0
2) = µe0

2

e0
2 · f0

2 = λf0
1 nulle

e0
2 · f0

1 = λf0
1 + µf0

2 , e
0
2 · f0

2 = −λ2

µ f
0
1 − λf0

2 , µ ̸= 0 nulle

L2
2|0

triviale ρ(f0
1 )(e0

2) = λe0
2

e0
2 · f0

1 = λf0
2 ρ(f0

1 )(e0
2) = e0

2

A2
2|0

L1
2|0

e0
2 · f0

1 = f0
1 , e

0
2 · f0

2 = f0
2

nulle

e0
2 · f0

2 = λf0
1

e0
2 · f0

2 = λf0
2

e0
2 · f0

2 = λf0
1 + f0

2

e0
2 · f0

1 = λf0
1 + µf0

2 , µ ̸= 0

e0
2 · f0

2 = − (λ−1)λ
µ f0

1 + (1 − λ)f0
2 ,

L2
2|0 e0

2 · f0
1 = f0

1 , e
0
2 · f0

2 = f0
2 nulle
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Remarque. On voit que pour A = A2
2|0, toutes les ancre sont nulles. C’est une conséquence

immédiate du fait que l’espace des super-dérivations de A2
2|0 est {0}.
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4.4.4 Dimension (2|3)
Type (1|1, 1|2) : (λ, µ, γ ∈ C)

A L Action Ancre

A1
1|1

L1
1|2

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

e1
1 · f0

1 = µf1
1 ρ(f0

1 )(e1
1) = e1

1

e1
1 · f0

1 = µf1
2 ρ(f0

1 )(e1
1) = pe1

1

L2
1|2

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

e1
1 · f0

1 = µf1
1 nulle

L3
1|2

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

e1
1 · f0

1 = µf1
1 ρ(f0

1 )(e1
1) = e1

1

L4
1|2

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

e1
1 · f0

1 = µ(f1
1 − if1

2 ) ρ(f0
1 )(e1

1) = (p− i)e1
1

e1
1 · f0

1 = µ(f1
1 + if1

2 ) ρ(f0
1 )(e1

1) = (p+ i)e1
1

L5
1|2 e1

1 · f1
1 = µf0

1 , e
1
1f

1
2 = γf0

1 nulle

L6
1|2

triviale ρ(f1
1 )(e1

1) = λe0
1

e1
1 · f1

1 = λf0
1 , e

1
1 · f1

2 = µf0
1 nulle

e1
1 · f0

1 = λf1
1 + µf1

2 nulle

Type (1|1, 2|1) : (λ, µ ∈ C)

A L Action Ancre

A1
1|1

L1
2|1

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

e1
1 · f1

1 = λf0
1 + µf0

2 nulle

L2
2|1

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1, ρ(f0

2 )(e1
1) = µe1

1

e1
1 · f0

1 = λf1
1 , e

1
1 · f0

2 = µf1
1 ρ(f0

1 )(e1
1) = e1

1, ρ(f0
2 )(e1

1) = −e1
1

L3
2|1 triviale ρ(f0

1 )(e1
1) = λe1

1

L4
2|1

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

e1
1 · f0

1 = µf1
1 ρ(f0

1 )(e1
1) = pe1

1

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

L5
2|1 e1

1 · f0
1 = µf1

1 nulle

e1
1 · f1

1 = µf0
2 ρ(f0

1 )(e1
1) = e1

1

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1, ρ(f0

2 )(e1
1) = µe1

1

L6
2|1 e1

1 · f1
1 = λf0

1 + µf0
2 nulle

e1
1 · f0

1 = λf1
1 , e

1
1 · f0

2 = µf1
1 nulle
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Type (1|1, 3|0) : (λ, µ ∈ C)

A L Action Ancre

A1
1|1

L1
3|0 triviale

ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1, ρ(f0

2 )(e1
1) = µe1

1

ρ(f0
3 )(e1

1) = γe1
1

L2
3|0 triviale ρ(f0

1 )(e1
1) = λe1

1, ρ(f0
2 )(e1

1) = µe1
1

L3
3|0 triviale ρ(f0

2 )(e1
1) = λe1

1, ρ(f0
3 )(e1

1) = µe1
1

L4
3|0 triviale ρ(f0

1 )(e1
1) = λe1

1

L5
3|0 triviale ρ(f0

1 )(e1
1) = λe1

1

Type (2|0, 0|3) : On sait déjà que l’ancre est nulle. Il y a trop d’actions compatibles pour les

lister ici (90 juste pour le couple
(
A2

2|0,L
1
0|3

)
, par exemple).

Type (2|0, 1|2) : (λ, µ ∈ C)

A L Action Ancre

A1
2|0

L1
1|2 triviale ρ(f0

1 )(e0
2) = λe0

2

L2
1|2

triviale ρ(f0
1 )(e0

2) = λe0
2

e0
2 · f1

2 = λf1
1 nulle

L3
1|2 & L4

1|2 triviale ρ(f0
1 )(e0

2) = λe0
2

L6
1|2

triviale ρ(f0
1 )(e0

2) = λe0
2

e0
2 · f1

2 = λf1
1 nulle

e0
2 · f1

1 = −λf1
1 + µf1

2 , µ ̸= 0
nulle

e0
2 · f1

2 = −λ2

µ f
1
1 + µf1

2

A2
2|0

Lk1|2 e0
2 · f0

1 = f0
1 , e

0
2 · f1

1 = f1
1 ,

nulle
1 ≤ k ≤ 5 e0

2 · f1
2 = f1

2

L6
1|2

e0
2 · f1

1 = (1 − λ)f1
1 + µf1

2 , µ ̸= 0

nulle

e0
2 · f1

2 = λ(λ−1)
µ f1

1 + µf1
2

e0
2 · f1

2 = λf1
1 + f1

2

e0
2 · f1

1 = f1
1 , e

0
2 · f1

2 = λf1
1

e0
2 · f0

1 = f0
1 , e

0
2 · f1

2 = f1
2

e0
2 · f1

1 = f1
1 , e

0
2 · f1

2 = λf1
1

e0
2 · f0

1 = f0
1 , e

0
2 · f1

1 = f1
1 ,

e0
2 · f1

2 = f1
2
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Type (2|0,2|1) : (λ, µ ∈ C)

A L Action Ancre

A1
2|0

L1
2|1

triviale ρ(f0
1 )(e0

2) = λe0
2

e0
2 · f0

1 = λf0
2 nulle

L2
2|1

triviale ρ(f0
1 )(e0

2) = λe0
2, ρ(f0

2 )(e0
2) = λe0

2

e0
2 · f0

1 = λ(f0
1 − f0

2 ), e0
2 · f0

2 = λ(f0
1 + f0

2 ) nulle

Lk
2|1 triviale ρ(f0

1 )(e0
2) = λe0

2

3 ≤ k ≤ 5 e0
2 · f0

1 = λf0
2 ρ(f0

1 )(e0
2) = e0

2

L6
2|1

triviale ρ(f0
1 )(e0

2) = λe0
2, ρ(f0

2 )(e0
2) = λe0

2

e0
2 · f0

1 = λf0
2 nulle

e0
2 · f0

1 = −λf0
1 + µf0

2 , µ ̸= 0
nulle

e0
2 · f0

2 = − λ2

µ f
0
1 + λf0

2

L1
2|1

e0
2 · f0

1 = f0
1 + λf0

2

nulle
e0

2 · f0
1 = λf0

2

e0
2 · f0

2 = f0
2 , e

0
2 · f1

1 = f1
1

e0
2 · f0

1 = f0
1 , e

0
2 · f0

2 = f0
2 , e

0
2 · f1

1 = f1
1

L2
2|1

e0
2 · f0

1 = (1 − λ)(f0
1 + f0

2 )

nulle

e0
2 · f0

2 = λ(f0
1 + f0

2 )

e0
2 · f0

1 = f0
1 + f0

2

e0
2 · f0

1 = (1 − λ)f0
1 − λf0

2 ,

e0
2 · f0

2 = −(1 − λ)f0
1 + λf0

2

e0
2 · f0

1 = f0
1 , e

0
2 · f0

2 = ±f0
2 , e

0
2 · f1

1 = f1
1

L3
2|1 & L4

2|1 e0
2 · f0

1 = f0
1 , e

0
2 · f0

2 = f0
2 , e

0
2 · f1

1 = f1
1 nulle

A2
2|0

L5
2|1

e0
2 · f1

1 = f1
1

nullee0
2 · f0

1 = f0
1 , e

0
2 · f0

2 = f0
2

e0
2 · f0

1 = f0
1 , e

0
2 · f0

2 = f0
2 , e

0
2 · f1

1 = f1
1

L6
2|1

e0
2 · f0

1 = (1 − λ)f0
1 + µf0

2 , µ ̸= 0

nulle

e0
2 · f0

2 = λ(λ−1)
µ f0

1 + λf0
2

e0
2 · f0

1 = f0
1 + λf0

2

e0
2 · f0

1 = f0
1 + λf0

2 , e
0
2 · f1

1 = f1
1

e0
2 · f0

1 = f0
1 + λf0

2

e0
2 · f0

2 = λf0
1 + f0

2 , e
0
2 · f1

1 = f1
1

e0
2 · f0

2 = λf0
1

e0
2 · f1

1 = f1
1

e0
2 · f0

1 = f0
1 , e

0
2 · f0

2 = f0
2 , e

0
2 · f1

1 = f1
1
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Type (2|0, 3|0) : aucun résultat pertinent à mentionner ici.

4.4.5 Dimension (2|4)

Type (1|1, 1|3) : (λ, µ, γ ∈ C)

A L Action Ancre

A1
1|1

L1
1|3

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

e1
1 · f0

1 = µf1
1 ρ(f0

1 )(e1
1) = e1

1

e1
1 · f0

1 = µf1
2 ρ(f0

1 )(e1
1) = pe1

1

e1
1 · f0

1 = µf1
3 ρ(f0

1 )(e1
1) = qe1

1

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

L2
1|3 e1

1 · f0
1 = µf1

2 nulle

e1
1 · f0

1 = µf1
1 ρ(f0

1 )(e1
1) = e1

1

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

L3
1|3 e1

1 · f0
1 = µf1

1 ρ(f0
1 )(e1

1) = pe1
1

e1
1 · f0

1 = µf1
2 ρ(f0

1 )(e1
1) = e1

1

L4
1|3

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

e1
1 · f0

1 = µf1
1 ρ(f0

1 )(e1
1) = pe1

1

e1
1 · f0

1 = γ(f1
2 − if1

3 ) ρ(f0
1 )(e1

1) = (q − i)e1
1

e1
1 · f0

1 = γ(f1
2 + if1

3 ) ρ(f0
1 )(e1

1) = (q + i)e1
1

L5
1|3

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

e1
1 · f0

1 = µf1
1 nulle

L6
1|3

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

e1
1 · f0

1 = µf1
1 ρ(f0

1 )(e1
1) = e1

1

L7
1|3 e1

1 · f1
1 = µf0

1 , e
1
1 · f1

2 = γf0
1 , e

1
1 · f1

3 = λf0
1 nulle

L8
1|3

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

e1
1 · f1

1 = λf0
1 , e

1
1 · f1

2 = µf0
1

nulle
e1

1 · f1
1 = γf0

1

e1
1 · f0

1 = λf1
1 + µf1

2 + γf1
3 nulle
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Type (1|1,2|2) : (λ, µ, γ, θ ∈ C)

A L Action Ancre

A1
1|1

L1
2|2

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1, ρ(f0

2 )(e1
1) = µe1

1

e1
1 · f0

1 = λf1
1 , e

1
1 · f0

2 = µf1
1 ρ(f0

1 )(e1
1) = e1

1

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1, ρ(f0

2 )(e1
1) = µe1

1

e1
1 · f0

1 = λ(−if1
1 + f1

2 ) ρ(f0
1 )(e1

1) = e1
1, ρ(f0

2 )(e1
1) = ie1

1

L2
2|2 e1

1 · f0
1 = λ(if1

1 + f1
2 ), e1

1 · f0
2 = µ(if1

1 + f1
2 ) ρ(f0

1 )(e1
1) = e1

1, ρ(f0
2 )(e1

1) = −ie1
1

e1
1 · f0

1 = λ(f1
1 − if1

2 ), e1
1 · f0

2 = µ(f1
1 − if1

2 ) ρ(f0
1 )(e1

1) = e1
1, ρ(f0

2 )(e1
1) = −ie1

1

e1
1 · f0

1 = λ(f1
1 + if1

2 ), e1
1 · f0

2 = µ(f1
1 + if1

2 ) ρ(f0
1 )(e1

1) = e1
1, ρ(f0

2 )(e1
1) = ie1

1

L3
2|2

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

e1
1 · f0

1 = λf1
2 ρ(f0

1 )(e1
1) = qe1

1

e1
1 · f0

1 = λf1
1 ρ(f0

1 )(e1
1) = pe1

1

L4
2|2

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

e1
1 · f0

1 = λf1
1 ρ(f0

1 )(e1
1) = pe1

1

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

e1
1 · f0

1 = λ(f1
1 − if1

2 ) ρ(f0
1 )(e1

1) = (p− iq)e1
1

L5
2|2 e1

1 · f0
1 = λ(f1

1 + if1
2 ) ρ(f0

1 )(e1
1) = (p+ iq)e1

1

e1
1 · f0

1 = λ(if1
1 + f1

2 ) ρ(f0
1 )(e1

1) = (p− iq)e1
1

e1
1 · f0

1 = λ(−if1
1 + f1

2 ) ρ(f0
1 )(e1

1) = (p+ iq)e1
1

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

L6
2|2 e1

1 · f0
1 = λf1

2 , e
1
1 · f0

2 = −λf1
1 ρ(f0

1 )(e1
1) = pe1

1

e1
1 · f0

1 = λf1
1 ρ(f0

1 )(e1
1) = (1 + p)e1

1

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

L7
2|2 e1

1 · f0
1 = λ(f1

1 − if1
2 ), e1

1 · f1
1 = 2λf0

2
ρ(f0

1 )(e1
1) = 1

2e
1
1

e1
1 · f1

2 = ±2iλf0
2

L8
2|2

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

e1
1 · f0

1 = µf1
2 ρ(f0

1 )(e1
1) = 1

2e
1
1

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

L9
2|2 e1

1 · f0
1 = λf1

2 , e
1
1 · f1

1 = 1
pf

0
2 ρ(f0

1 )(e1
1) = (1 − p)e1

1

e1
1 · f0

1 = (1 − p)λf1
1 , e

1
1 · f1

2 = λf0
2 ρ(f0

1 )(e1
1) = pe1

1

L10
2|2

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

e1
1 · f0

1 = µf1
1 ρ(f0

1 )(e1
1) = 1

2e
1
1

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

e1
1 · f0

1 = λ(−if1
1 + f1

2 ), e1
1 · f1

1 = 2λ
i+2pf

0
2

ρ(f0
1 )(e1

1) = 1+2ip
2 e1

1
L11

2|2 e1
1 · f1

2 = 2iλ
i+2pf

0
2

e1
1 · f1

1 = 2λ
2p−if

0
2 , e

1
1 · f0

1 = λ(if1
1 + f1

2 )
ρ(f0

1 )(e1
1) = − 2ip−1

2 e1
1

e1
1 · f1

2 = 2iλ
2p−if

0
2

76
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L13
2|2 e1

1 · f1
1 = λf0

1 + µf0
2 , e

1
1 · f1

2 = γf0
1 + θf0

2 nulle

L14
2|2

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

e1
1 · f1

2 = λf0
2 ρ(f0

1 )(e1
1) = e1

1

e1
1 · f0

1 = λf1
2

nulle
e1

1 · f1
1 = λf0

2

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = e1
1

A1
1|1 L15

2|2 e1
1 · f0

2 = λf1
2 ρ(f0

1 )(e1
1) = e1

1

e1
1 · f1

2 = λf0
2 nulle

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

e1
1 · f0

1 = λf1
2 , e

1
1 · f0

2 = µf1
2

ρ(f0
1 )(e1

1) = −e1
1, ρ(f1

1 )(e1
1) = µe0

1
L16

2|2 e1
1 · f1

1 = λf0
2 − µf0

1

e1
1 · f0

1 = λf1
1 , e

1
1 · f0

2 = µf1
1

ρ(f0
1 )(e1

1) = e1
1, ρ(f1

1 )(e1
1) = µe0

1
e1

1 · f1
1 = µf0

1 − λf0
2

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1

L17
2|2 e1

1 · f0
1 = λf1

1 , e
1
1 · f0

2 = µf1
1

nulle
e1

1 · f1
2 = µf0

1 − λf0
2

L18
2|2

triviale ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1, ρ(f0

2 )(e1
1) = µe1

1

trop d’actions compatibles pour être listées nulle
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Type (1|1, 3|1) : (λ, µ, γ ∈ C)

A L Action Ancre

triviale ρ(f0
2 )(e1

1) = λe1
1, ρ(f0

3 )(e1
1) = µe1

1

A1
1|1

L1
3|1 e1

1 · f0
2 = λf1

1
ρ(f0

2 )(e1
1) = e1

1
e1

1 · f0
3 = µf1

1

L2
3|1

triviale ρ(f0
3 )(e1

1) = µe1
1

e1
1 · f0

3 = λf1
1 ρ(f0

3 )(e1
1) = qe1

1

L3
3|1

triviale ρ(f0
3 )(e1

1) = µe1
1

e1
1 · f0

3 = λf1
1 ρ(f0

3 )(e1
1) = qe1

1

L4
3|1

triviale ρ(f0
2 )(e1

1) = λe1
1, ρ(f0

3 )(e1
1) = µe1

1

e1
1 · f1

1 = λf0
1 nulle

L5
3|1 triviale ρ(f0

1 )(e1
1) = µe1

1

L6
3|1 triviale ρ(f0

1 )(e1
1) = µe1

1

L7
3|1

triviale
ρ(f0

1 )(e1
1) = λe1

1, ρ(f0
2 )(e1

1) = µe1
1

ρ(f0
3 )(e1

1) = γe1
1

e1
1 · f1

1 = λf0
1 + µf0

2 + γf0
3 nulle

e1
1 · f1

1 = λf0
1 , e

1
1 · f0

2 = µf0
2

nulle
e1

1 · f0
3 = γf1

1

Type (1|1, 4|0) : (λ, µ, γ, θ ∈ C)

A L Action Ancre

A1
1|1

L1
4|0 triviale

ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1, ρ(f0

2 )(e1
1) = µe1

1

ρ(f0
3 )(e1

1) = γe1
1, ρ(f0

4 )(e1
1) = θe1

1

L2
4|0 triviale

ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1, ρ(f0

2 )(e1
1) = µe1

1

ρ(f0
4 )(e1

1) = γe1
1

L3
4|0 triviale

ρ(f0
2 )(e1

1) = λe1
1, ρ(f0

3 )(e1
1) = µe1

1

ρ(f0
4 )(e1

1) = γe1
1

L4
4|0 triviale ρ(f0

1 )(e1
1) = λe1

1, ρ(f0
4 )(e1

1) = µe1
1

L5
4|0 triviale

ρ(f0
1 )(e1

1) = λe1
1, ρ(f0

3 )(e1
1) = µe1

1

ρ(f0
4 )(e1

1) = γe1
1

L6
4|0 triviale ρ(f0

2 )(e1
1) = λe1

1, ρ(f0
4 )(e1

1) = µe1
1

L7
4|0 triviale ρ(f0

4 )(e1
1) = λe1

1

L8
4|0 triviale ρ(f0

1 )(e1
1) = λe1

1, ρ(f0
2 )(e1

1) = µe1
1

Lk
4|0 triviale ρ(f0

1 )(e1
1) = λe1

1
9 ≤ k ≤ 16
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Type (2|0, 0|4) : On sait déjà que l’ancre est nulle. Il y a trop d’actions compatibles pour les
citer ici.

Type (2|0, 1|3) : (λ ∈ C)

A L Action Ancre

A1
2|0

Lk1|3 triviale ρ(f0
1 )(e0

2) = λe0
2

k ∈ {1, 3, 4, 6}

L2
1|3

triviale ρ(f0
1 )(e0

2) = λe0
2

e0
2 · f1

3 = λf1
2 nulle

e0
2 · f1

3 = λf1
1 ρ(f0

1 )(e0
2) = e0

2

L5
1|3

triviale ρ(f0
1 )(e0

2) = λe0
2

e0
2 · f1

3 = λf1
1 nulle

L8
1|3

triviale ρ(f0
1 )(e0

2) = λe0
2

trop d’actions compatibles pour être listées nulle

A2
2|0

Lk1|3 e0
2 · f0

1 = f0
1 , e

0
2 · f1

1 = f1
1

nulle
1 ≤ k ≤ 7 e0

2 · f1
2 = f1

2 , e
0
2 · f1

3 = f1
3

L8
1|3 trop d’actions compatibles pour être listées nulle
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Type (2|0,2|2) : (λ, µ, γ, θ ∈ C)

A L Action Ancre

A1
2|0

L1
2|2

triviale ρ(f0
1 )(e0

2) = λe0
2, ρ(f0

2 )(e0
2) = λe0

2

e0
2 · f0

1 = λf0
2 , e0

2 · f1
2 = λf1

1 nulle

L2
2|2 triviale ρ(f0

1 )(e0
2) = λe0

2, ρ(f0
2 )(e0

2) = λe0
2

Lk
2|2 triviale ρ(f0

1 )(e0
2) = λe0

2

3 ≤ k ≤ 15,
e0

2 · f0
1 = λf0

2 ρ(f0
1 )(e0

2) = e0
2

k /∈ {6, 12, 13}

L6
2|2

triviale ρ(f0
1 )(e0

2) = λe0
2

e0
2 · f0

1 = λf0
2 , e0

2 · f1
2 = λ

p
f1

1 ρ(f0
1 )(e0

2) = e0
2

L16
2|2

triviale ρ(f0
1 )(e0

2) = λe0
2

e0
2 · f0

1 = λf0
2 , nulle

L17
2|2

triviale ρ(f0
1 )(e0

2) = λe0
2

e0
2 · f0

1 = λf0
2 , e0

2 · f1
2 = µf1

1 nulle

L18
2|2

triviale ρ(f0
1 )(e0

2) = λe0
2, ρ(f0

2 )(e0
2) = µe0

2

e0
2 · f0

1 = λf0
2 , e0

2 · f1
2 = µf1

1

nulle

(µ, θ ̸= 0) 99K
e0

2 · f0
1 = −λf0

2 + µf0
2 , e0

2 · f0
2 = − λ2

µ
f0

1 + λf0
2

e0
2 · f1

1 = −γf1
1 + θf1

2 , e0
2 · f1

2 = − γ2

θ
f1

1 + γf1
2

e0
2 · f0

2 = λf0
1 , e0

2 · f1
2 = µf1

1

(µ ̸= 0) 99K e0
2 · f1

1 = −λf1
1 + µf1

2 , e0
2 · f1

2 = − λ2

µ
f1

1 + µf1
2

(µ ̸= 0) 99K e0
2 · f0

1 = −λf0
1 + µf0

2 , e0
2 · f0

2 = − λ2

µ
f0

1 + µf0
2

A2
2|0

Lk
2|2

e0
2 · f0

1 = f0
1 , e0

2 · f0
2 = f0

2 ,
nulle1 ≤ k ≤ 17

e0
2 · f1

1 = f1
1 , e0

2 · f1
2 = f1

2
k /∈ {2, 13, 15}

L2
2|2

e0
2 · f0

1 = 1
2 f0

1 − i
2 f0

2 , e0
2 · f0

2 = i
2 f0

1 + 1
2 f0

2

nulle
e0

2 · f1
1 = 1

2 f1
1 + i

2 f1
2 , e0

2 · f1
2 = − i

2 f1
2 + 1

2 f1
2

e0
2 · f0

1 = 1
2 f0

1 + i
2 f0

2 , e0
2 · f0

2 = − i
2 f0

1 + 1
2 f0

2

e0
2 · f1

1 = 1
2 f1

1 − i
2 f1

2 , e0
2 · f1

2 = i
2 f1

2 + 1
2 f1

2

L13
2|2

e0
2 · f0

1 = f0
1 , e0

2 · f0
2 = f0

2 ,

nulle
e0

2 · f1
1 = f1

1 , e0
2 · f1

2 = f1
2

e0
2 · f0

2 = f0
2 , e0

2 · f1
2 = f1

2

e0
2 · f0

1 = f0
1 , e0

2 · f1
1 = f1

1

L15
2|2

e0
2 · f0

1 = f0
1 , e0

2 · f0
2 = f0

2 ,

nulle

e0
2 · f1

1 = f1
1 , e0

2 · f1
2 = f1

2

e0
2 · f1

2 = f1
2

e0
2 · f0

1 = f0
1 , e0

2 · f0
2 = f0

2

e0
2 · f1

1 = f1
1

L18
2|2 trop d’actions compatibles pour être listées nulle
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Type (2|0, 3|1) et Type (2|0, 4|0) : aucun résultat pertinent à mentionner ici.

Remarque. Pour les cas non-gradués, on retrouve certains résultats obtenus dans [RE20].
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Deuxième partie

(Super-)Algèbres de Lie-Rinehart en
caractéristique positive
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Chapitre 5

Algèbres de Lie-Rinehart restreintes en
caractéristique p ≥ 3

A partir de ce chapitre, on va s’intéresser aux structures de Lie-Rinehart dans le cas où
le corps de base est de caractéristique p > 0. Dans cette situation, davantage de structure
apparâıt pour certains objets algébriques. Si A est une algèbre associative sur un corps F de
caractéristique positive p, on peut regarder son algèbre de Lie des dérivations Der(A). Alors, le
morphisme de Frobenius (·)p : Der(A) → End(A), D 7→ Dp est en fait un endomorphisme de
Der(A), ce qui n’est en général pas vrai en caractéristique nulle. Cette constatation, ainsi que
l’étude des propriétés issues des interactions entre ce morphisme de Frobenius et les applica-
tions structurantes de Der(A) ont conduit à la définition d’algèbre de Lie restreinte 1, qui est
une algèbre de Lie L équipée d’une application non-linéaire notée généralement (·)[p] : L → L,
respectant certaines conditions de compatibilité avec le crochet de Lie de L et sa loi additive.
Ces objets ont été introduits par Jacobson ([JN37], [JN41]) et ensuite étudiés par Hochschild
([HG54], [HG55.1], [HG55.2]). On expose ces éléments de façon détaillée dans la section 5.1.1.

En caractéristique positive p, on va s’intéresser aux algèbres de Lie-Rinehart restreintes.
Elles sont apparues d’abord de façon implicite dans des travaux de Hochschild portant sur
sa théorie de Galois-Jacobson des extensions de degré 1 purement inséparables ([HG55.1]).
Elles ont ensuite été étudiées pour elles-mêmes par plusieurs auteurs ([RD00], [DI12], [SC15],
[SP16]). La théorie des déformations formelles des algèbres de Lie-Rinehart restreintes, ainsi
que la cohomologie associée sont étroitement liées aux algèbres de Lie restreintes. La cohomolo-
gie restreinte a d’abord été définie par Hochschild en utilisant la notion d’algèbre enveloppante
restreinte d’une algèbre de Lie restreinte. Ce dernier a également établi une connexion entre
cette cohomologie et la cohomologie ordinaire de Chevalley-Eilenberg avec une suite exacte
à six termes ([HG54]). May a également apporté des contributions dans [MJP66]. Toutefois,
la définition de Hochschild de la cohomologie restreinte n’est pas bien adaptée aux calculs
concrets. Evans et Fuchs ont tenté de pallier cet inconvénient en construisant une nouvelle
résolution libre du corps de base à l’aide de modules sur l’algèbre enveloppante restreinte, mais
leur approche n’a permis de calculer explicitement les groupes de cohomologie que jusqu’à
l’ordre p dans le cas où l’algèbre de Lie restreinte est abélienne. Dans le cas général, le crochet
de Lie et la non-linéarité de l’application (·)[p] rend le problème bien plus compliqué. Evans et
Fuchs ont néanmoins pu décrire explicitement les premier et second groupes de cohomologie
restreinte ([ET00], [EF08]). Ces descriptions sont suffisantes pour certaines interprétations al-
gébriques, mais pas pour développer une théorie complète des déformations formelles dans la

1. Cette terminologie “restreinte” n’est pas universelle dans la francophonie, c’est un choix personnel tiré de
l’anglais “restricted”. Je n’ai pas trouvé d’appellation universelle francophone de ces objets.
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Chapitre 5. Algèbres de Lie-Rinehart restreintes en caractéristique p ≥ 3

veine de Gerstenhaber ([GM64]) et Nijenhuis-Richardson ([NR66], [NR67]).

Le but de ce chapitre est de comprendre les déformations formelles des algèbres de Lie-
Rinehart restreintes et de montrer qu’elles sont encodées d’une certaine façon par la cohomo-
logie restreinte. Une première large partie du travail consiste à comprendre la construction
de Evans et Fuchs et de voir comment elle permet d’interpréter les déformations d’algèbres
de Lie restreintes. Puis, nous avons étendu cela aux algèbres de Lie-Rinehart restreintes en
tentant d’imiter les techniques du chapitre 3 (section 5.4). Toutefois, nous sommes limités par
la connaissance partielle de la cohomologie restreinte.

Un certain nombre des résultats précédents ne sont pas valides en caractéristique 2. Bouar-
roudj et ses collaborateur·trice·s ont largement étudié ce cas ([BB18], [BGL09], [BLLS15],
[BLLS21] et les références qui y figurent). Plus récemment, Bouarroudj et Makhlouf ont trouvé
un complexe de cohomologie complet pour les Hom-super-algèbres de Lie en caractéristique
2 et ont prouvé des interprétations algébriques intéressantes, parmi lesquelles le contrôle des
déformations formelles ([BM22]). La cas particulier de la caractéristique 2 est traité dans le
chapitre 6.

Le présent chapitre est organisé de la façon suivante. Tout d’abord, on rappelle la théorie
des algèbres de Lie restreintes en caractéristique p, avec des exemples. On donne ensuite les
premier et second groupes de cohomologie restreinte tels que construits dans [EF08] (section
5.2). Puis, on rappelle la définition d’algèbre de Lie restreinte (définition 5.3.3), on introduit le
concept de multidérivation restreinte (définition 5.3.7), et on développe une théorie des défor-
mation formelles contrôlées par la cohomologie restreinte (section 5.4). On conclut ce chapitre
en discutant des structures restreintes sur l’algèbre de Heisenberg de dimension 3. On montre
qu’il y a (à isomorphisme restreints près) trois différentes algèbres de Heisenberg restreintes
(Théorème 5.5.3), et pour chacune on calcule le second groupe de cohomologie restreint à co-
efficients adjoints (Théorèmes 5.5.7 et 5.5.9). On construit enfin des algèbres de Lie-Rinehart
restreintes sur ces algèbres de Heisenberg et on calcule des déformations (section 5.5.3).

Dans ce chapitre, l’adjectif “ordinaire” signifie “non restreint” et toutes les algèbres sont
supposées de dimension finie.

Ce chapitre se base en partie sur le contenu de l’article [EM23].

5.1 Algèbres de Lie restreintes

Dans cette première section, on rappelle les fondamentaux sur les algèbres de Lie restreintes,
ainsi que sur la cohomologie restreinte. Le corps de base F sera un corps de caractéristique
p > 0. Rappelons que si A est un anneau unitaire, il existe un unique morphisme d’anneaux

φ : Z → A, n 7→ 1A + · · · + 1A︸ ︷︷ ︸
n termes

.

L’anneau Z étant principal, le noyau de φ est donc soit nul, soit de la forme pZ, p ∈ N. De plus,
si A est un corps on peut montrer que p est premier. Ce nombre p est appelé la caractéristique
de l’anneau A.
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5.1.1 Du morphisme de Frobenius aux p-opérations

Cette section est tirée de [SF88]. Soit A une F-algèbre associative. Pour x ∈ A, on définit
deux applications

Lx : A −→ A, y 7−→ xy et Rx : A −→ A, y 7−→ yx.

Soit m ∈ N. On remarque que

admx (y) := (Lx −Rx)m (y) =
m∑
j=0

(−1)m−jLjx ◦Rm−j
x (y) =

m∑
j=0

(−1)m−j
(
m

j

)
xjyxm−j . (5.1)

En prenant m = p dans la formule ci-dessus, on obtient

adpx(y) = xpy − ypx.

On a ainsi une relation entre le morphisme de Frobenius x 7→ xp et le commutateur.
Vérifions maintenant comment ce morphisme de Frobenius interagit avec la structure de F-
espace vectoriel de A. Il est immédiat de voir que (λa)p = λpap, pour λ ∈ F et a ∈ A. Il reste à
étudier les interactions éventuelles entre la loi additive de A et notre morphisme de Frobenius.

Lemme 5.1.1. Soit A une F-algèbre associative. Il existe alors une dérivation D de A[X] telle
que

D(aXj) = jaXj−1 ∀j > 0, ∀a ∈ A.

Cas p ̸= 2 : Soient a, b ∈ A. On considère le polynôme (aX + b)p. Écrivons

(aX + b)p = apXp + bp +
p−1∑
i=1

si(a, b)Xi, si(a, b) ∈ A. (5.2)

Lemme 5.1.2. Avec les notations ci-dessus, on a la formule

p−1∑
i=0

(aX + b)ia(aX + b)p−i−1 =
p−1∑
i=1

isi(a, b)Xi−1. (5.3)

Preuve. En appliquant la dérivation D du lemme 5.1.1 à l’équation (5.2), on obtient

D(apXp) = papXp−1 = 0 ;
D(bp) = 0 ;

D

p−1∑
i=1

si(a, b)Xi

 =
p−1∑
i=1

isi(a, b)Xi−1 ;

D
(
(aX + b)p

)
= D

(
(aX + b)(aX + b)p−1

)
= a(aX + b)p−1 + (aX + b)D

(
(aX + b)p−1

)
= (...)

=
p−1∑
i=0

(aX + b)ia(aX + b)p−i−1.

D’où la formule (5.3).
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Lemme 5.1.3. Si char(F) = p, on a

(−1)i
(
p− 1
i

)
= 1. (5.4)

Preuve. (
p− 1
i

)
= (p− 1)(p− 2)...3 × 2 × 1
i(i− 1)(i− 2)...× 3 × 2 × 1 × (p− 1 − i)(p− 2 − i)...× 3 × 2 × 1

= (p− 1)(p− 2)...(p− i)
i(i− 1)(i− 2)...× 3 × 2 × 1

= (−1)(−2)...(−i)
i(i− 1)(i− 2)...× 3 × 2 × 1

= (−1)i.

Lemme 5.1.4. Avec les notations ci-dessus, on a

(a+ b)p = ap + bp +
p−1∑
i=1

si(a, b), (5.5)

avec isi(a, b) le coefficient de Xi−1 dans l’expression polynomiale adp−1
aX+b(a).

Preuve. Avec l’équation (5.4), on peut réécrire (5.3) pour obtenir

p−1∑
i=0

(−1)i
(
p− 1
i

)
(aX + b)ia(aX + b)p−1−i =

p−1∑
i=1

isi(a, b)Xi−1.

D’autre part, en prenant m = p− 1 dans (5.1), on a

(
adp−1

aX+b(a)
)

=
p−1∑
i=0

(−1)p−1−i
(
p− 1
i

)
(aX + b)ia(aX + b)p−1−i

=
p−1∑
i=1

isi(a, b)Xi−1, car (−1)p−1−i = (−1)i, p étant impair.

En prenant X = 1 dans les expressions précédentes, on obtient (a+ b)p = ap + bp +
p−1∑
i=1

si(a, b),

avec isi(a, b) le coefficient de Xi−1 dans l’expression polynomiale adp−1
aX+b(a).

Cas p = 2 : Soient a, b ∈ A. Un calcul direct donne (a + b)2 = a2 + b2 + ab + ba. D’un autre
côté, on a adaX+b(a) = ba+ ab.

L’idée est maintenant de se baser sur cet exemple afin de définir une p-opération sur une
algèbre de Lie quelconque.
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5.1.2 Définitions et exemples

Soit F un corps de caractéristique p ̸= 0. Les notions de cette sections sont issues de [SF88]
et ont été introduites par Jacobson dans [JN37, JN41].

Définition 5.1.5 (Algèbre de Lie restreinte). Une algèbre de Lie restreinte sur F est une F-algèbre
de Lie L équipée d’une application (−)[p] : L −→ L vérifiant

1. (λx)[p] = λpx[p], ∀x ∈ L, ∀λ ∈ F ;

2.
[
x, y[p]

]
= [[· · · [x,

p termes︷ ︸︸ ︷
y], y], · · · , y], ∀x, y ∈ L ;

3. (x+ y)[p] = x[p] + y[p] +
p−1∑
i=1

si(x, y), ∀x, y ∈ L,

avec isi(x, y) le coefficient de Zi−1 dans adp−1
Zx+y(x). Une telle application (−)[p] : L −→ L est

appelée p-opération 2.

On a la formule explicite

isi(x, y) =
∑

xk∈{x,y}
♯{k, xk=x}=i−1

[x1, [x2, [· · · , [xk, · · · , [xp−2, [y, x]] · · · ],

où ♯{k, xk = x} désigne le nombre de xk égaux à x.

Dans tout ce chapitre, on notera ♯{x} le nombre de x parmi les xk. On a alors en effet

p−1∑
i=1

si(x, y) =
p−1∑
i=1

1
i

∑
xk∈{x,y}

♯{k, xk=x}=i−1

[x1, [x2, [· · · , [xk, · · · , [xp−2, [y, x]] · · · ]

=
∑

xk∈{x,y}
xp−1=y, xp=x

1
♯{x}

[x1, [x2, [· · · , [xk, · · · , [xp−1, xp]] · · · ], (5.6)

puisque 1
i est exactement l’inverse du nombre de x parmi les xk.

Nous avons les cas particuliers suivants :

• p = 2 : pour tous x, y ∈ L, on a adZx+y(x) = [x, Zx + y] = [x, y]. On en déduit que
s1(x, y) = [x, y]. Ainsi,

(x+ y)[2] = x[2] + y[2] + [x, y].

• p = 3 : pour tous x, y ∈ L, on a ad2
Zx+y(x) =

[
[x, Zx+y], Zx+y

]
= Z[[x, y], x]+[[x, y], y].

On déduit que

s1(x, y) = [[x, y], y]; s2(x, y) = 2[[x, y], x].

Remarque. Si la représentation adjointe ad : x 7→ [x, ·] est fidèle (où de façon équivalente, si
le centre de l’algèbre de Lie est trivial), alors les conditions 1. et 3. de la définition 5.1.5 sont
conséquences de la condition 2. Cela vient de la preuve du théorème de Jacobson 5.1.16, voir
le corollaire (5.1.17).

2. Comme pour les algèbres restreintes, il n’y a pas de terminologie francophone établie pour cette application,
qui en anglais se dit “p-map”. L’appellation “p-opération” relève d’un choix personnel.
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Exemples :

1. Soit A une algèbre associative sur F. On l’équipe du crochet [x, y] := xy − yx. Alors
A admet une p-opération avec x 7−→ xp, appelée morphisme de Frobenius (voir section
5.1.1).

2. Soit L une algèbre de Lie abélienne. Alors, toute application f : L → L vérifiant

f(λx+ y) = λpf(x) + f(y), ∀x, y ∈ L, ∀λ ∈ F (5.7)

est une p-opération sur L. Une telle application est dite p-semilinéaire.

3. Soit F un corps de caractéristique p ≥ 3. On considère sl2(F) = VectF{X,Y,H} muni du
crochet [X,Y ] = H, [H,X] = 2X, [H,Y ] = −2Y . On l’équipe d’une structure restreinte
avec la p-opération définie sur la base par X [p] = Y [p] = 0, H [p] = 2p−1H. L’algèbre de
Lie sl2(F) est simple, donc la p-opération est unique. En effet, deux p-opérations sur
une algèbre de Lie diffèrent d’une application dont l’image est dans le centre. Ainsi, si
l’algèbre est simple, le centre est réduit à {0} (voir [SF88]).

Remarque. Dans [EM22] et dans le chapitre 4, sl2(C) est notée L6
3|0.

4. Soit F un corps de caractéristique p ≥ 5. On considère l’algèbre de Witt W (1) =
VectF{e−1, e0, ..., ep−2} avec le crochet

[ei, ej ] =
{

(j − i)ei+j si i+ j ∈ {−1, ..., p− 2};
0 sinon ;

et la p-opération e
[p]
0 = e0;
e

[p]
i = 0 si i ̸= 0.

Alors
(
W (1), [·, ·], (·)[p]

)
est une algèbre de Lie restreinte (voir [EFP16]). De plus, cette

algèbre de Lie est aussi simple, donc la structure restreinte est unique.

On peut voir l’algèbre de Witt comme algèbre des dérivations de l’algèbre associative

commutative A := F[x]/
(xp − 1) (voir [EF02]). Dans ce contexte, les éléments de base

sont ei = xi+1 d
dx , le crochet étant le commutateur : si f ∈ A, on a[

xi+1 d

dx
, xj+1 d

dx

]
(f) = (j − i)xi+j+1 d

dx
(f) si i+ j + 1 ∈ {−1, ..., p− 2}, 0 sinon.

La p-opération est alors donnée par(
x
d

dx

)[p]
= x

d

dx
,

(
xk

d

dx

)[p]
= 0, k ̸= 1.

5. Soit F un corps de caractéristique p ≥ 5. On considère l’algèbre de Lie filiforme restreinte
mλ

0(p) = Span{e1, · · · , ep}, munie du crochet [e1, ei] = ei+1, 2 ≤ i ≤ p − 1. Soit λ =
(λ1, · · · , λp) ∈ Fp. Alors, on peut montrer que e

[p]
k = λkep définit une p-opération sur

mλ
0(p) (voir [EF19]).

Définition 5.1.6. Soit
(
L1, [·, ·]1, (·)[p]1

)
et
(
L2, [·, ·]2, (·)[p]2

)
deux algèbres de Lie restreintes.

Un morphisme de Lie restreint (ou p-morphisme, ou morphisme restreint) φ : L1 −→ L2 est

un morphisme de Lie vérifiant φ
(
x[p]1

)
= φ(x)[p]2 , ∀x ∈ L1.
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Définition 5.1.7. Soit
(
L, [·, ·], (·)[p]

)
une algèbre de Lie restreinte et M un L-module. On dit

queM est un module restreint si l’action vérifie x[p] ·m =

 p termes︷ ︸︸ ︷
x · (x · · · (x ·m) · · · )

 , pourm ∈ M

et x ∈ L.

Définition 5.1.8. Soit
(
L, [·, ·], (·)[p]

)
une algèbre de Lie restreinte sur F.

1. Une sous-algèbre de Lie H ⊂ L est une p-sous-algèbre si x[p] ∈ H ∀x ∈ H.

2. Un idéal I ⊂ L est p-idéal si x[p] ∈ I ∀x ∈ I.

Proposition 5.1.9. Soit
(
L, [·, ·], (·)[p]

)
une algèbre de Lie restreinte, G une algèbre de Lie et

f : L −→ G un morphisme de Lie tel que Ker(f) est un p-idéal de L. Alors il existe une unique
p-opération sur f(L) telle que f : L −→ f(L) soit un morphisme restreint.

Preuve. Soit x ∈ L et y = f(x). On pose y[p] := f(x[p]). Alors, si x1, x2 ∈ L vérifient
f(x1) = f(x2), on a x1 − x2 ∈ Ker(f). De plus, on a

x
[p]
1 = ((x1 − x2) + x2)[p] = (x1 − x2)[p] + x

[p]
2 +

p−1∑
i=1

si(x1 − x2, x2).

En appliquant f à cette équation, on obtient f(x[p]
1 ) = f(x[p]

2 ), donc la p-opération est bien
définie. Les autres propriétés sont immédiates.

Corollaire 5.1.10. Si I ⊂ L est p-idéal d’une algèbre de Lie restreinte
(
L, [·, ·], (·)[p]

)
, on peut

définir (x+ I)[p] := x[p] + I. Ainsi, l’algèbre de Lie quotient L/I est restreinte et la projection
L −→ L/I est un morphisme restreint.

Définition 5.1.11. Soit
(
L, [·, ·], (·)[p]

)
une algèbre de Lie restreinte.

1. Un p-idéal I ⊂ L est dit p-nilpotent s’il existe n ∈ N tel que I [p]n = 0.
2. Un élément x ∈ L est dit p-nilpotent s’il existe n ∈ N tel que (x[p])n = 0.
3. Un p-idéal I est dit p-nil si tous ses éléments sont p-nilpotents.

5.1.3 Existence de p-opérations

Soit L une algèbre de Lie et S ⊂ L un sous-ensemble. On note son centralisateur

CL(S) := {x ∈ L, [x, s] = 0 ∀s ∈ S} .

Si S = L, on notera simplement CL(L) = C(L).

Proposition 5.1.12. Soient (L, [·, ·], (·)[p]) une algèbre de Lie restreinte et (·)[p]1 : L −→ L une
application. Alors

[p]1 est une p-opération sur L ⇐⇒ ∃f : L −→ C(L) p-semilinéaire telle que (·)[p]1 = (·)[p]+f.

Preuve. Supposons que (·)[p]1 est une p-opération. Posons alors f : L −→ L, x 7−→ x[p]1 − x[p].
On a adf(x)(y) = 0, ∀x, y ∈ L. Ainsi, f(L) ⊂ C(L). Il reste à montrer que f est p-semilinéaire,
ce qui est presque immédiat :

f(λx+ y) = (λx+ y)[p]1 − (λx+ y)[p]
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Chapitre 5. Algèbres de Lie-Rinehart restreintes en caractéristique p ≥ 3

= λpx[p]1 + y[p]1 +
p−1∑
i=1

si(λx, y) − λpx[p] − y[p] −
p−1∑
i=1

si(x, y)

= λpf(x) + f(y).

Réciproquement, supposons que f soit une application p-semilinéaire telle que (·)[p]1 =
(·)[p] + f , avec (·)[p] une p-opération. Alors

(x+ y)[p]1 = (x+ y)[p] + f(x+ y)

= x[p] + y[p] +
p−1∑
i=1

si(x, y) + f(x) + f(y)

= x[p]1 + y[p]1 +
p−1∑
i=1

si(x, y).

Ainsi, (·)[p]1 est une p-opération.

En particulier, les p-opérations sur L forment un espace affine sur l’espace vectoriel des
applications p-semilinéaires L → C(L).

Corollaire 5.1.13. Avec les notations précédentes, on a :

1. Si C(L) = {0}, alors L admet au plus une p-opération ;

2. Si deux p-opérations cöıncident sur une base de L, elles ont égales ;

3. Si (L, [·, ·], (·)[p]) est une algèbre de Lie restreinte, il existe une p-opération sur L qui
s’annule sur les éléments centraux de L.

Corollaire 5.1.14. Soit L une algèbre de Lie restreinte simple. Alors, la p-opération est unique.

Preuve. Si L est simple (non abélienne), alors son centre est réduit à {0}. Par le corollaire
précédent, la p-opération est unique.

Corollaire 5.1.15. Soit L une algèbre de Lie abélienne. Alors toute application p-semilinéaire
f : L −→ L est une p-opération sur L.

Preuve. Puisque L est abélienne, l’application nulle x 7−→ 0 est une p-opération sur L.

Rappelons que si L est une algèbre de Lie, on note U(L) son algèbre enveloppante, qui peut
être muni d’une structure de Lie avec le commutateur.

Théorème 5.1.16 (Théorème de Jacobson ([JN62])). Soit L une algèbre de Lie de dimension n
sur un corps F de caractéristique p. Supposons que (ej)j∈{1,··· ,n} soit une base de L telle qu’il

existe yj ∈ L,
(
adej

)p
= adyj . Alors, il existe exactement une p-opération (·)[p] sur L telle que

e
[p]
j = yj , ∀j = 1, · · · , n.

Preuve. Puisque adpej
= adyj , on a 0 =

(
adpej

− adyj

)
(z) ∀z ∈ L. On obtient donc

0 =
(
adpej

− adyj

)
(z) =

[
epj − yj , z

]
, ∀z ∈ L.

On en déduit que epj − yj ∈ CU(L)(L). On peut ainsi définir une application p-semilinéaire
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f : L −→ CU(L)(L), f

∑
j

αjej

 :=
∑
j

αpj (yj − epj ), αj ∈ F .

puis, on pose

V := {x ∈ L, xp + f(x) ∈ L} .

On a (αx + y)p + f(αx + y) = αpxp + yp +
p−1∑
i=1

si(αx, y) + αpf(x) + f(y) ∈ L, donc V est un

sous-espace de L. Mais la base (ej)j de L est contenue dans V , donc V = L. On en déduit que
xp+f(x) ∈ L ∀x ∈ L. En appliquant la proposition 5.1.12, on obtient que (·)[p] : x 7−→ xp+f(x)
est une p-opération. Toutes les p-opérations obtenues de cette façon cöıncident sur la base, elles
sont donc égales.

Corollaire 5.1.17. Soit L une algèbre de Lie de centre trivial telle qu’il existe une application
(·)[p] : L → L vérifiant la condition 2. de la définition 5.1.5, c’est-à-dire telle que

adx[p] = adpx, ∀x ∈ L.

Alors (·)[p] est une p-opération sur L.

Preuve. Soit {ei} une base de L. Notons yi = (ei)[p], les conditions du théorème de Jacobson
sont alors remplies. En imitant la preuve, on voit que la p-opération construite diffère de (·)[p]

par une application à valeurs dans le centre de L. Celui-ci étant trivial, on déduit que (·)[p]

est une p-opération compatible avec la structure de L, faisant de celle-ci une algèbre de Lie
restreinte.

Remarque. Une algèbre de Lie équipée d’une application (·)[p] : L → L telle que adx[p] =
adpx, ∀x ∈ L est dite restreignable 3. Le théorème de Jacobson montre qu’il est équivalent
d’être restreinte ou restreignable. Toutefois, si le centre n’est pas trivial, l’application qui rend
L restreignable n’est pas forcément une p-opération.

Le résultat suivant est probablement bien connu, mais on ne l’a pas trouvé énoncé de cette
façon.

Proposition 5.1.18. Soit L une algèbre de Lie sur une corps de caractéristique p > 0 telle que
H1
CE(L,L) = 0. Alors, il existe (au moins) une p-opération sur L.

Preuve. Puisque H1
CE(L,L) = 0, toute dérivation est intérieure. En particulier, si {e1, · · · , en}

est une base de L, la dérivation (adei)p, i = 1, · · · , n est intérieure. Ainsi, il existe ui ∈ L, i =
1, · · · , n tels que (adei)p = adui . On conclut on utilisant le théorème de Jacobson 5.1.16.

5.2 Cohomologie restreinte des algèbres de Lie restreintes

A partir d’ici, le corps de base F sera un corps de caractéristique p > 2. Le cas p = 2 sera
traité en détails dans le chapitre suivant.On présente la définition de la cohomologie restreinte
à la façon de Evans et Fuchs ([EF08]). Comme expliqué précédemment, on n’est capable de
calculer les cochâınes restreintes qu’aux ordres 0, 1, 2, 3 et les cocycles restreints qu’aux ordres
0, 1, 2.

3. de l’anglais “restrictable”, voir [JN37, JN41, SF88].
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5.2.1 Cas général

Soit L une algèbre de Lie restreinte et M un L-module restreint.

Définition 5.2.1. Soient φ ∈ C2
CE(L,M) et ω : L −→ M une application. On dit que ω possède

la propriété (∗) relativement à φ si 4

ω(λx) = λpω(x), ∀λ ∈ F, ∀x ∈ L; (5.8)

ω(x+ y) = ω(x) + ω(y) +
∑

xi∈{x,y}
x1=x, x2=y

1
♯{x}

p−2∑
k=0

(−1)kxp · · ·xp−k+1φ

(
[[· · · [x1, x2], x3] · · · , xp−k−1], xp−k

)
,

(5.9)

avec x, y ∈ L, ♯{x} le nombre de facteurs xi égaux à x. On définit ensuite

C2
∗ (L,M) =

{
(φ, ω), φ ∈ C2

CE(L,M), ω : L −→ M possède la propriété (∗) relativement à φ
}
.

Exemple : Soient p = 3 et φ ∈ C2
CE(L,M). Alors, une application ω : L → M a la propriété

(∗) relativement à φ si et seulement si

ω(λx) = λ3 ω(x), ∀λ ∈ F, ∀x ∈ L; (5.10)

ω(x+ y) = ω(x) + ω(y) + φ([x, y], y) + 1
2φ([x, y], x) − 1

2x · φ(x, y) − y · φ(x, y), ∀x, y ∈ L.

(5.11)

L’équation (5.11) peut se réécrire en

ω(x+ y) = ω(x) + ω(y) + φ([x, y], y) − φ([x, y], x) + x · φ(x, y) − y · φ(x, y), ∀x, y ∈ L.

Définition 5.2.2. Soient α ∈ C3
CE(L,M) et β : L × L −→ M une application. On dit que β

possède la propriété (∗∗) relativement à α si

1. β(x, y) est linéaire relativement à la variable x ;

2. β(x, λy) = λpβ(x, y) ;
3.

β(x, y1 + y2) = β(x, y1) + β(x, y2)

−
∑

hi∈{y1,y2}
h1=y1, h2=y2

1
♯{y1}

p−2∑
j=0

(−1)j

×
j∑

k=1

(
j

k

)
hp · · ·hp−k−1α

(
[· · · [x, hp−k], · · · , hp−j+1], [· · · [h1, h2], · · · , hp−j−1], hp−j

)
,

avec λ ∈ F, x, y, y1, y2 ∈ L et ♯{y1} le nombre de facteurs hi égaux à y1. Alors, on définit

C3
∗ (L,M) =

{
(α, β), α ∈ C3

CE(L,M), β : L× L −→ M possède la propriété (∗∗) relativement à α
}
.

Pour définir les différentielles, on remarque qu’un élément φ ∈ C1
∗ (L,M) induit une application

4. On peut aussi trouver l’expression “ω est φ-compatible”
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ind1(φ) : L −→ M

x 7−→ φ
(
x[p]
)

− xp−1φ(x).

On remarque également qu’un élément (α, β) ∈ C2
∗ (L,M) induit une application

ind2(α, β) : L× L −→ M

(x, y) 7−→ α
(
x, y[p]

)
−

∑
i+j=p−1

(−1)iyiα

[· · · [x,
j termes︷ ︸︸ ︷
y], · · · , y], y

+ xβ(y).

Lemme 5.2.3 ([EF08]). L’application ind1(φ) vérifie la propriété (∗) relativement à d1
CEφ, et

l’application ind2(α, β) vérifie la propriété (∗∗) relativement à d2
CEα.

Définition 5.2.4. Les différentielles restreintes sont définies de la façon suivante :

d0
∗ : C0

∗ (L,M) −→ C1
∗ (L,M), d0

∗ = d0
CE ;

d1
∗ : C1

∗ (L,M) −→ C2
∗ (L,M), d1

∗(φ) =
(
d1
CEφ, ind

1(φ)
)

;

d2
∗ : C2

∗ (L,M) −→ C3
∗ (L,M), d2

∗(α, β) =
(
d2
CEα, ind

2(α, β)
)
.

Si 1 ≤ m ≤ 2, on a dm∗ ◦ dm−1
∗ = 0. On note Zm∗ (L,M) = Ker(dm∗ )les m-cocycles restreints

et Bm
∗ (L,M) = Im(dm−1

∗ ) les m-cobords restreints. Enfin, on définit les groupes de cohomologie
restreints par

Hm
∗ (L,M) = Zm∗ (L,M)/Bm

∗ (L,M).

Remarque : H0
∗ (L,M) = H0

CE(L,M).

5.2.2 Cas particulier des algèbres de Lie abéliennes restreintes

Dans cette section, p > 3 et L est une algèbre de Lie abélienne restreinte. Dans ce cas, on
a vu que toute application p-semilinéaire f : L → L est une p-opération sur L. Dans [EF08],
les auteurs ont construit pour ces algèbres une cohomologie restreinte jusqu’à l’ordre p. On
rappelle ce complexe ci-dessous.

Définition 5.2.5. Soit V un F-espace vectoriel. Pour λ ∈ F, on a le morphisme de Frobenius
F : λ 7−→ λp. Si la structure de F-espace vectoriel sur V est donnée par F −→ End(V ), on note
V̄ le F-espace vectoriel (isomorphe à V ) qui est obtenu en précomposant F −→ End(V ) par
F−1.

Soient k ≤ p, L une algèbre de Lie abélienne restreinte et M un L-module restreint. On
définit

Ckab(L,M) =
⊕

2t+s=k
HomF

(
StL̄⊗ ∧sL,M

)
,
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Chapitre 5. Algèbres de Lie-Rinehart restreintes en caractéristique p ≥ 3

où SL̄ =
⊕
t≥0

StL̄ est l’algèbre symétrique sur L̄. Un élément γ ∈ Ckab(L,M) est une famille

γ = {γt}0≤t≤⌊ k
2 ⌋ , avec ⌊·⌋ la fonction partie entière et

γt : StL̄⊗ ∧sL −→ M, (2t+ s = k)
(x1, ..., xt, y1, ..., ys) 7−→ γt(x1, ..., xt, y1, ..., ys).

Ces applications γt sont linéaires antisymétriques en les variables y et p-semilinéaires sy-
métriques en les variables x.

On peut ensuite définir un opérateur différentiel sur Ckab(L,M) par

dkab : Ckab(L,M) −→ Ck+1
ab (L,M)

{γt}0≤t≤⌊ k
2 ⌋ 7−→ {βt}0≤t≤⌊ k+1

2 ⌋ ,

avec

βt(x1, · · · , xt; y1, · · · , ys) =
s∑
j=1

(−1)jyj · γt(x1, · · · , xt, y1, · · · , ŷj , · · · , ys)

+
t∑
i=1

γt−1(x1, · · · , x̂i, · · · , xt, x[p]
i , y1, · · · , ys)

+
t∑
i=1

xp−1
i · γt−1(x1, · · · , x̂i, · · · , xt, xi, y1, · · · , ys).

Proposition 5.2.6 ([EF08]). Le complexe
(
Ckab(L,M), dkab

)
0≤k≤p

est un complexe de cochâınes.

Calculs aux petits ordres. On explicite ci-après les différentielles d’ordre 1 et 2 dans le cas
abélien.

d1
ab : Hom(L,M) −→ Hom(∧2L,M) ⊕ Hom(L̄,M)

γ0 7−→ {β0, β1} ,

avec

β0(y1, y2) = y2γ0(y1) − y1γ0(y2);
β1(x) = γ0(x[p]) + xp−1γ0(x).

d2
ab : Hom(∧2L,M) ⊕ Hom(L̄,M) −→ Hom(∧3L,M) ⊕ Hom(L̄⊗ L,M)

{γ0, γ1} 7−→ {β0, β1} ,

avec

β0(y1, y2, y3) = −y1γ0(y2, y3) + y2γ0(y1, y3) − y3γ0(y1, y2);
β1(x, y) = −yγ1(x) + γ0(x[p], y) + xp−1γ0(x, y).
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On résume cela en dessinant le diagramme suivant :

0

MC0
ab(L, M) =

Hom(L, M)C1
ab(L, M) =

Hom(∧2L, M)C2
ab(L, M) =

Hom(∧3L, M)C3
ab(L, M) =

Hom(∧4L, M)C4
ab(L, M) =

Hom(∧5L, M)

· · ·

C5
ab(L, M) =

· · ·

Hom(L̄, M)

Hom(L̄ ⊗ L, M)

Hom(L̄ ⊗ ∧2L, M)

Hom(L̄ ⊗ ∧3L, M)

. . .

Hom(S2L̄, M)

Hom(S2L̄ ⊗ L, M)

· · ·

d0
ab

d1
ab

d2
ab

d3
ab

d4
ab

⊕

⊕

⊕

⊕⊕

⊕

En suivant la flèche la plus à droite, on reconnâıt le complexe de Chevalley-Eilenberg ordinaire.
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5.3 Algèbres de Lie-Rinehart restreintes

En caractéristique positive, on s’intéresse aux algèbres de Lie restreintes. Lorsque l’algèbre
de Lie sous-jacente à une algèbre de Lie-Rinehart admet une p-opération, davantage de struc-
ture apparâıt grâce aux interactions entre les actions définissant l’algèbre de Lie-Rinehart et
la p-opération. On encode cela dans la notion d’algèbre de Lie-Rinehart restreinte.

5.3.1 Définitions et exemples

Soient F un corps de caractéristique positive et A une F-algèbre associative. Rappelons que
l’espace des dérivations de A est défini par

Der(A) = {D : A → A linéaire telle que D(ab) = D(a)b+ aD(b), ∀a, b ∈ A}.

Si A est une algèbre associative et commutative, il est bien connu que le couple (A,Der(A))
peut être équipé d’une structure de Lie-Rinehart. On a aussi vu que Der(A) admet une p-
opération : pour tout D ∈ Der(A) et tous a, b ∈ A, on a

Dp(ab) =
p∑
i=0

(
p

i

)
Di(a)Dp−i(b) = aDp(b) +Dp(a)b. (5.12)

On conclut que Dp est aussi une dérivation. Ainsi, Der(A) est restreinte, avec la p-opération
D 7−→ Dp. Rappelons maintenant la définition d’une représentation d’une algèbre de Lie-
Rinehart.

Définition 5.3.1 ([SP16]). Soit (A,L, ρ) une algèbre de Lie-Rinehart. Une représentation de
(A,L, ρ) est un A-module M équipée d’un morphisme de Lie π : L −→ End(M), x 7−→ πx tel
que

πx(am) = aπx(m) + ρx(a)m, ∀a ∈ A, ∀m ∈ M, ∀x ∈ L

Le lemme suivant est une reformulation du lemme 1 de [HG55.1].

Lemme 5.3.2 ([SP16]). Soit M une représentation d’une algèbre de Lie-Rinehart (A,L, ρ). On
a alors la relation suivante dans End(M), pour a ∈ A, x ∈ L :

πpax = apπpx + ρp−1
ax (a)πx.

Ce lemme fournit une relation entre un élément D ∈ Der(A) et un élément a ∈ A, en prenant
ρ = id :

(aD)p = apDp + (aD)p−1(a)D.

Ces considérations ont inspiré la définition d’algèbre de Lie-Rinehart restreinte, qui est
apparue implicitement dans [HG55.1] et explicitement dans [DI12] et [RD00].

Définition 5.3.3. Une algèbre de Lie-Rinehart restreinte sur un corps F de caractéristique p est

un couple (A,L) avec A une F-algèbre associative commutative et
(
L, (−)[p]

)
une F-algèbre de

Lie restreinte satisfaisant les conditions
• (A,L, ρ) est une algèbre de Lie-Rinehart ;

• ρ
(
x[p]
)

= ρ(x)p (ρ est un morphisme restreint) ;

• (ax)[p] = apx[p] + ρ(ax)p−1(a)x, ∀a ∈ A, ∀x ∈ L (condition de Hochschild).

Remarque. Tout comme l’ancre mesure le défaut de A-linéarité du crochet, elle permet aussi
de mesurer le défaut de p-homogénéité de la p-opération relativement à l’action de A.
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Exemples :

1. Si A est une F-algèbre associative commutative unitaire et
(
L, (·)[p]

)
est une algèbre

de Lie-Rinehart restreinte, on peut toujours équiper le couple (A,L) d’une structure de
Lie-Rinehart restreinte avec l’action triviale et l’ancre nulle.

2. On a vu plus haut que si A est une algèbre associative commutative, alors on peut
équiper

(
A,Der(A)

)
d’une structure de Lie-Rinehart restreinte.

3. Soit (L, (−)[p]) une algèbre de Lie restreinte sur F. Alors (F, L) peut être équipé d’une
structure de Lie-Rinehart d’une façon triviale.

4. Les algèbres de Lie-Rinehart restreintes apparaissent dans la théorie de Galois-Jacobson
des extensions purement inséparables de degré 1, voir [DI12] pour des références.

5. Soit (g, [·]g) une algèbre de Lie restreinte, équipée d’un morphisme de Lie γ : g −→
Der(A), où A est une algèbre associative commutative. Alors L := A ⊗ g admet une
structure de Lie-Rinehart restreinte définie pour tous a, b ∈ A, x, y ∈ L par

[a⊗ x, b⊗ y]L = ab⊗ [x, y] + aγ(x)(b) ⊗ y − bγ(y)(a) ⊗ x;
ρL(a⊗ x)(b) = aγ(x)(b);

(a⊗ x)[p]L = ap ⊗ x[p]g −
(
aγ(x)

)p−1(a) ⊗ x.

6. On regarde l’algèbre de WittW (1) définie dans la section 5.1.2. On a vu que cette algèbre
de Lie restreinte peut être réalisée commeW (1) = Der(A), avec A = F[x]/(xp−1). Ainsi,(
A,W (1)

)
possède une structure de Lie-Rinehart restreinte, avec ancre ρ = id.

Définition 5.3.4. Soit (A,L, ρ) une algèbre de Lie-Rinehart restreinte. Une représentation res-
treinte de (A,L, ρ) est une représentation de Lie-Rinehart (π,M) de telle que π soit un mor-
phisme restreint.

Remarque. Les représentations restreintes d’algèbres de Lie-Rinehart restreintes sont étudiées
dans le chapitre 7.

Proposition 5.3.5 ([DI12], analogue du théorème de Jacobson pour les algèbres de Lie-Rinehart
restreintes). Soit (A,L, ρ) une algèbre de Lie-Rinehart telle que L est libre en tant que A-

module. Soit (ui)i une A-base de L. S’il existe une application ui 7→ u
[p]
i telle que adpui

=
ad

u
[p]
i

∀i, alors (A,L, ρ) peut être équipée d’une structure de Lie-Rinehart restreinte.

Algèbre enveloppante. On a vu dans la section 1.3.3 comment construire l’algèbre enveloppante
U(A,L, ρ) d’une algèbre de Lie-Rinehart (A,L, ρ). Suivant [SP16], si (A,L, ρ) est une algèbre
de Lie-Rinehart restreinte, on définit l’algèbre enveloppante restreinte par

U(A,L, ρ)p := U(A,L, ρ)/J,

avec J le p-idéal engendré par les éléments de la forme
〈
x[p] − xp, x ∈ L

〉
. Cette algèbre satisfait

la même propriété universelle de l’algèbre enveloppante ordinaire, les morphismes étant dans
ce cas des morphismes restreints.

5.3.2 Multidérivations restreintes et structures de Lie-Rinehart restreintes

Soient A une algèbre associative et L une algèbre de Lie restreinte telle que A agit sur L.

Définition 5.3.6. Soit V un F-espace vectoriel. Une application φ : V → V est dite p-homogène
si elle satisfait φ(λx) = λpφ(x), pour tous x ∈ L et tous λ ∈ F.
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Définition 5.3.7. Une multidérivation restreinte (d’ordre 1) est un couple (m,ω), avec m :
L × L → L une application bilinéaire antisymétrique, ω : L → L une application p-homogène
vérifiant

ω(x+ y) = ω(x) + ω(y) +
p−1∑
i=1

θi(x, y), (5.13)

où iθi(x, y) est le coefficient de Zi−1 dans
(
ãdm(Zx+ y)

)p−1
(x), avec ãdm(x)(y) := m(x, y),

tels qu’il existe une application σ : L → Der(A) appelée symbole restreint qui doit satisfaire
les quatre conditions suivantes, pour x, y ∈ L et a ∈ A :

σ(ax) = aσ(x); (5.14)

m(x, ay) = am(x, y) + σ(x)(a)y; (5.15)

σ ◦ ω(x) = σ(x)p; (5.16)

ω(ax) = ap ω(x) + σ(ax)p−1(a)x. (5.17)

Remarque. Si les conditions (5.16) et (5.17) ne sont pas satisfaites, on dit que m (sans ω) est
une multidérivation ordinaire (voir [MM20] et [EM22]).

Proposition 5.3.8. Il y a une correspondance bijective entre les structures de Lie-Rinehart res-
treintes sur le couple (A,L) et les multidérivations restreintes (m,ω) d’ordre 1 vérifiant, pour
tous x, y, z ∈ L les relations

m(x,m(y, z)) +m(y,m(z, x)) +m(z,m(x, y)) = 0 (5.18)

et

m(x, ω(y)) = m(m(· · ·m(x,
p termes︷ ︸︸ ︷

y), y), · · · , y) (5.19)

Preuve. Supposons que
(
A,L, [·, ·], (·)[p], ρ

)
est une algèbre de Lie-Rinehart restreinte. Posons

m := [·, ·], ω := (·)[p] et σ := ρ. Alors, l’équation (5.18) n’est rien de plus que l’identité de
Jacobi pour le crochet de Lie et l’équation (5.19) est également satisfaite, par définition de
la p-opération sur L. De plus, il n’est pas difficile de voir que σ = ρ est un symbole restreint
adapté à (m,ω). Ainsi, le couple (m,ω) est une multidérivation restreinte d’ordre 1, avec pour
symbole restreint σ défini précédemment. Réciproquement, si (m,ω) est une multidérivation
restreinte d’ordre 1 avec σ pour symbole restreint, il est facile de vérifier que (A,L,m, ω, σ) est
une algèbre de Lie-Rinehart restreinte.

Remarque. Si la condition (5.19) n’est pas vérifiée, on a alors une correspondance bijective
entre les multidérivations (ordinaires) m d’ordre 1 qui vérifient l’équation (5.18) et les algèbres
de Lie-Rinehart sur (A,L) (voir [MM20] et [EM22]).

5.4 Déformations formelles des algèbres de Lie-Rinehart restreintes

Soit F un corps de caractéristique p > 2. Dans [EF08], Evans et Fuchs ont esquissé une
théorie des déformations formelles des algèbres de Lie restreintes. Ils ont introduit les notions
de déformations restreintes infinitésimales et d’équivalence de telles déformations, et ont mon-
tré que le second groupe de cohomologie restreinte classifie à équivalence près les déformations
restreintes infinitésimales (théorème 6 de [EF08]). Ici, on s’intéresse aux déformations for-
melles d’algèbres de Lie-Rinehart restreintes. La proposition 5.3.8 nous permet de considérer
les multidérivations restreintes d’ordre 1 pour étudier les déformations formelles d’algèbres de
Lie-Rinehart restreintes.
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5.4.1 Déformations formelles restreintes

Soit
(
A,L, [·, ·], (−)[p], ρ

)
une algèbre de Lie-Rinehart restreinte. Notre but est de déformer

le crochet de Lie, la p-opération et l’ancre. Soit (m,ω) la multidérivation restreinte associée.

Définition 5.4.1. Une déformation formelle de (m,ω) est donnée, pour x, y ∈ L, par deux
applications

mt : (x, y) 7−→
∑
i≥0

timi(x, y), ωt : x 7−→
∑
j≥0

tj ωj(x),

avecm0 = m, ω0 = ω, et (mi, ωi) des multidérivations restreintes. De plus, les quatre conditions
suivantes doivent être satisfaites, pour tous x, y, z ∈ L, et tous a ∈ A :

mt(x,mt(y, z))t +mt(y,mt(z, x)) +mt(z,mt(x, y)) = 0; (5.20)

mt (x, ωt(y))t = mt(mt(· · ·mt(x,
p terms︷ ︸︸ ︷

y), y), · · · , y); (5.21)

k∑
i=0

σi (ωk−i(x)) (a) =
∑

i1+···+ip=k
σi1(x) ◦ · · · ◦ σip(x)(a), ∀k ≥ 0; (5.22)

σk(x)p−1 =
∑

i1+···+ip−1=k
σi1(x) ◦ σi2(x) ◦ · · ·σip−1(x) ∀k ≥ 0; (5.23)

Remarque.

1. mt s’étend à L[[t]] par F[[t]]-linéarité.
2. ωt s’étend à L[[t]] par p-homogénéité et en appliquant la formule

ωt(x+ ty) = ωt +ωt(ty) +
p−1∑
k=1

s̃(x, ty),

avecks̃(x, ty) le coefficient de Zp−1 dans l’expression formelle mt(xZ + ty, x).

Remarque. La condition (5.20) assure que l’objet déformé (A,L[[t]],mt, σt) est une algèbre de
Lie-Rinehart. Les conditions (5.20) et (5.21) assurent que (L[[t]],mt, ωt) est une algèbre de Lie
restreinte. De plus, si les conditions (5.22) and (5.23) sont satisfaites, alors (A,L[[t]],mt, ωt, σt)
est une algèbre de Lie-Rinehart restreinte. En effet, supposons que l’équation (5.20) est vérifiée.
Il est immédiat de vérifier que mt est une multidérivation de symbole σt. Par la proposition
3.2.1, (A,L[[t]],mt, σt) est une algèbre de Lie-Rinehart. Si de plus l’équation (5.21) est vérifiée,
alors ωt est une p-opération compatible avec mt. Ainsi, (L[[t]],mt, ωt) est une algèbre de Lie
restreinte. Maintenant, supposons que les autre équations (5.20), (5.21), (5.22) et (5.23) sont
vérifiées. On sait déjà que (A,L[[t]],mt, σt) est une algèbre de Lie-Rinehart et que (L[[t]],mt, ωt)
est une algèbre de Lie restreinte. Il reste à vérifier que ωt et σt satisfont les équations (5.16) et
(5.17) de la définition 5.3.7. Supposons que (5.22) est vérifiée. On a alors

∑
k≥0

tk
k∑
i=0

σi (ωk−i(x)) (a) =
∑
k≥0

tk
∑

i1+···+ip=k
σi1(x) ◦ · · · ◦ σip(x)(a),

ce qui est équivalent à

∑
i,j≥0

tk
k∑
i=0

σi (ωj(x)) (a) =

∑
k≥0

σk(x)

p (a).
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Ainsi,
σt (ωt(x)) (a) = σt(x)p(a).

La condition (5.23) est obtenue d’une façon similaire.

Définition 5.4.2. Si les conditions (5.22) et (5.23) de la définition 5.4.1 ne sont pas vérifiées, la
déformation est appelée déformation faible.

Notation. Si f est une application à deux variables, on utilisera la notation

f [x1, · · · , xn] := f(f(· · · f(x1, x2), x3), · · · , xn).

Remarque. Tous les résultats suivants concernant les déformations restreintes, équivalences
et obstructions sont également valides pour les algèbres de Lie restreintes, en “oubliant” la
structure de Lie-Rinehart. Avoir une déformation faible est suffisant pour que ces résultats sur
les algèbres de Lie restreintes soient valables.

Lemme 5.4.3. Soit (mt, ωt) une déformation restreinte de (m,ω). Alors ω1 possède la propriété
(∗) relativement à m1.

Preuve. Soient λ ∈ F, x ∈ L.

• ωt(λx) = λp ωt(x) ⇔ ω(λx)+t ω1(λx)+
∑
i≥2

ti ωi(λx) = λp

ω(x) + t ω1(x) +
∑
i≥2

ti ωi(x)

 .
En identifiant les coefficients de t dans l’équation ci-dessus, on obtient ω1(λx) = λp ω1(x).

• Les calculs suivants sont faits modulo t2. On a

mt[x1, · · · , xp] = m[x1, · · · , xp]+t

p−2∑
k=0

m [m1(m[x1, · · · , xp−k−1], xp−k), xp−k+1, · · · , xp]

 .
(5.24)

Notons (✠) les conditions (xi ∈ {x, y}, x1 = x, x2 = y). Avec la définition de ωt et
l’équation (5.6), on a

ωt(x+ y) = ωt(x) + ωt(y) +
∑
(✠)

1
♯{x}

mt [x1, x2, · · · , xp]

= ω(x) + ω(y) +
∑
(✠)

1
♯{x}

m [x1, x2, · · · , xp]

+ t
∑
(✠)

p−2∑
k=0

m [m1(m[x1, · · · , xp−k−1], xp−k), xp−k+1, · · · , xp]

 mod (t2).

On a également ωt(x+y) = ω(x+y)+t ω1(x+y) mod (t2). En comparant les coefficients
dans les expressions ci-dessus, on obtient

ω(x+ y) = ω(x) + ω(y) +
∑
(✠)

1
♯{x}

m[x1, · · · , xp]; (5.25)

ω1(x+ y) = ω1(x) + ω1(y) +
∑
(✠)

p−2∑
k=0

m [m1(m[x1, · · · , xp−k−1], xp−k), xp−k+1, · · · , xp]


= ω1(x) + ω1(y) +

∑
(✠)

p−2∑
k=0

(−1)km (xpxp−1 · · ·xp−k−1m1([x1, · · · , xp−k−1], xp−k))

 .
(5.26)
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On conclut que ω1 possède la propriété (∗) relativement à m1.

Remarque sur l’action adjointe. Rappelons que m = [·, ·] ; si x, y ∈ L, on a ady(x) = [y, x] =
−[x, y], donc y · x = ady(x) = −m(x, y).

Exemple : le cas p = 3. Soit (m,ω) une multidérivation restreinte associée à une algèbre de Lie-

Rinehart restreinte
(
A,L, [·, ·], (·)[p], ρ

)
. Considérons une déformation infinitésimale (mt, ωt) de

(m,ω) donnée par mt = m+ tm1, ωt = ω+t ω1, et soient x, y ∈ L.

ωt(x+ y) − ωt(x) − ωt(y) =
∑

xk∈{x,y}
x1=x, x2=y

1
♯{x}

mt(mt(x1, x2), x3)

= 2mt(mt(x, y), x) +mt(mt(x, y), y)
= 2 ([[x, y], x] + tm1([x, y], x) + t[m1(x, y), x])

+ [[x, y], y] + tm1([x, y], y) + t[m1(x, y), y].

En identifiant les coefficients de t des deux côtés, on obtient

ω1(x+ y) − ω1(x) − ω2(x) = 2m1([x, y], x) + 2m1[m1(x, y), x] +m([x, y], y) + [m(x, y), y],

ce qui est équivalent à dire que ω1 satisfait la propriété (∗) relativement à m1.

Théorème 5.4.4. Soit (mt, ωt) une déformation restreinte de (m,ω). Alors (m1, ω1) est un
2-cocyle de la cohomologie restreinte.

Preuve. Par le lemme précédent, (m1, ω1) ∈ C2
∗ (L,L). La théorie ordinaire des déformations

assure que m1 ∈ Z2
CE(L,L). Il reste à montrer que l’application induite ind2(m1, ω1) est nulle.

On développe l’équation

m (x, ωt(y))t = mt(mt(· · ·mt(x,
p terms︷ ︸︸ ︷

y), y), · · · , y). (5.27)

D’une part,

mt (x, ωt(y)) = m (x, ωt(y)) + tm1(x, ωt(y)) +
∑
i≥2

timi(x, ωt(y))

= m (x, ω(y)) + tm(x, ω1(y)) + tm1(x, ω(y)) mod (t2).

D’autre part,

mt(mt(· · ·mt(x,
p termes︷ ︸︸ ︷

y), y), · · · , y) =
∑
ip

· · ·
∑
i1

ti1+···+ipmip

(
mi(p−1)(· · · (mi1(x, y), y), · · · , y), y

)
= m[x, y, · · · , y] + t

∑
ik=0 ou 1

♯{k, ik=1}=1

mip (· · · (mi1(x, y), y), · · · , y), y) mod (t2)

= m[x, y, · · · , y] + t
∑

i+j=p−1
m

[
m1(m[x,

j︷ ︸︸ ︷
y, · · · , y], y),

i︷ ︸︸ ︷
y, · · · , y

]
mod (t2)

= m[x, y, · · · , y] + t
∑

i+j=p−1
(−1)iyim1(m[x,

j︷ ︸︸ ︷
y, · · · , y], y) mod (t2).
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On obtient finalement l’équation

m (x, ω(y))+t (m(x, ω1(y)) +m1(x, ω(y))) = m[x, y, · · · , y]+t
∑

i+j=p−1
(−1)iyim1(m[x,

j︷ ︸︸ ︷
y, · · · , y], y)

(5.28)
En identifiant les coefficients de t0 et t, on retrouve l’identité classiquem(x, ω(y)) = m[x, y, · · · , y]
et la nouvelle identité

(m(x, ω1(y)) +m1(x, ω(y))) =
∑

i+j=p−1
(−1)iyim1([x,

j︷ ︸︸ ︷
y, · · · , y], y), (5.29)

ce qui est équivalent à dire que ind2(m1, ω1) = 0. On en conclut que (m1, ω1) est un 2-cocycle
de la cohomologie restreinte.

Remarque. En oubliant la structure de Lie-Rinehart et en construisant une déformation (L[[t]],mt, ωt)
de l’algèbre de Lie restreinte (L[[t]],m, ω), on retrouve le même résultat pour les algèbres de
Lie restreintes, prouvé dans [EF08].

5.4.2 Équivalence de déformations formelles restreintes

Soit ϕ : L[[t]] −→ L[[t]] un automorphisme formel défini sur L par

ϕ(x) =
∑
i≥0

tiϕi(x), ϕi : L −→ L F -linéaire , ϕ0 = id,

puis étendu par F[[t]]-linéarité.

Définition 5.4.5. Soient (mt, ωt) et (m′
t, ω

′
t) deux déformations formelles restreintes de (m,ω).

Elles sont dites équivalentes (par ϕ) si pour tous x, y ∈ L, on a

mt(ϕ(x), ϕ(y)) = ϕ
(
m′
t(x, y)

)
(5.30)

et
ϕ (ωt(x)) = ω′

t (ϕ(x)) . (5.31)

Lemme 5.4.6. Soit (mt, ωt) et (m′
t, ω

′
t) deux déformations formelles restreintes équivalentes de

(m,ω). Alors il existe ψ : L −→ L tel que, ∀x, y ∈ L,

m1(x, y) −m′
1(x, y) = ψ (m(x, y)) −m (x, ψ(y)) −m (ψ(x), y) (5.32)

et

ω1(x) − ω′
1(x) = m[ψ(x),

p−1︷ ︸︸ ︷
x, · · · , x] − ψ(ω(x)). (5.33)

Si l’équivalence est donnée par ϕ =
∑
i≥0

tiϕi, alors ψ = ϕ1.

Preuve.

mt(ϕ(x), ϕ(y)) = ϕ
(
m′
t(x, y)

)
⇐⇒

∑
k≥0

tkmt(ϕ(x), ϕ(y)) =
∑
k≥0

tkϕ
(
m′
t(x, y)

)
.

On déduit que

m(ϕ(x), ϕ(y)) + tm1(ϕ(x), ϕ(y)) = ϕ(m(x, y)) + tϕ(m′
1(x, y)) mod (t2)
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⇒ m

∑
i≥0

tiϕi(y),
∑
j≥0

tjϕj(y)

+ tm1

∑
i≥0

tiϕi(y),
∑
j≥0

tjϕj(y)


=
∑
i≥0

tiϕi(m(x, y)) + t
∑
j≥0

tjϕj(m′
1(x, y)) mod (t2)

⇒ m(x, y) + t (m(x, ϕ1(y)) +m(ϕ1(x), y) +m1(x, y)) = m(x, y) + t (ϕ1(m(x, y)) +m′
1(x, y)) mod (t2).

En identifiant les coefficients de t, on obtient la première identité. Puis,

ϕ (ωt(x)) = ω (ϕ(x)) ⇒ ϕ

(∑
i>0

ti ωi(x)
)

= ω′
t (x+ tϕ1(x)) mod (t2)

⇒ ω(x) + t (ω1(x) + ϕ1(ω(x))) = ω′
t (x+ tϕ1(x)) mod (t2).

Calculons le membre de droite de l’équation ci-dessus. On note encore (✠) les conditions
(xi ∈ {x, y}, x1 = x, x2 = y), où on note provisoirement y = tϕ1(x). On a

ω′
t (x+ tϕ1(x)) = ω′

t(x) + ω′
t(y) +

∑
(✠)

1
♯{x}

mt[x1, · · · , xp]

= ω′
t(x) + ω′

t(y) +
∑
(✠)

1
♯{x}

m[x1, · · · , xp] mod (t2)

= ω′
t(x) + ω′

t(tϕ1(x)) + 1
p− 1m[x, tϕ1(x), x, x, · · · , x] mod (t2)

= ω′
t(x) − tm[x, ϕ1(x), x, x, · · · , x] mod (t2)

= ω(x) + t
(
ω′

1(x) −m[x, ϕ1(x), x, x, · · · , x]
)

mod (t2).

Avec ce résultat, on a

ω(x) + t (ω1(x) + ϕ1(ω(x))) = ω(x) + t
(
ω′

1(x) −m[x, ϕ1(x), x, x, · · · , x]
)

mod (t2).

En identifiant les coefficients de t dans l’équation précédente, on obtient

ω1(x) − ω′
1(x) = m[ϕ1(x),

p−1︷ ︸︸ ︷
x, · · · , x] − ϕ1(ω(x)),

ce qui l’identité désirée.

Remarque. Le lemme 5.4.6 justifie les définitions données dans [EF08] et [ET00] dans le cas
des déformations infinitésimales.

Théorème 5.4.7. Soient (mt, ωt) et (m′
t, ω

′
t) deux déformations formelles restreintes de (m,ω).

Alors leurs éléments infinitésimaux sont dans la même classe de cohomologie.

Preuve. Soient (mt, ωt) et (m′
t, ω

′
t) deux déformations formelles restreintes équivalentes via

ϕ =
∑
i≥0

tiϕi. Par le lemme 5.4.6, on a

m1(x, y) −m′
1(x, y) = ϕ1 (m(x, y)) −m (x, ϕ1(y)) −m (ϕ1(x), y) et (5.34)

ω1(x) − ω′
1 = m[ϕ1(x),

p−1︷ ︸︸ ︷
x, · · · , x] − ψ(ω(x)). (5.35)
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On peut facilement vérifier que ϕ1 appartient à C1
CE(L,L). On peut alors calculer d1

∗(ϕ1) =(
d1
CE(ϕ1), ind1(ϕ1)

)
.

(
d1
CE(ϕ1)

)
(x, y) = x · ϕ1(y) − y · ϕ1(x) − ϕ1(m(x, y))

= m(x, ϕ1(y)) −m(y, ϕ1(x)) − ϕ1(m(x, y))
= m(x, ϕ1(y)) +m(ϕ1(x), y) − ϕ1(m(x, y))
= − (ϕ1(m(x, y)) −m(x, ϕ1(y)) −m(ϕ1(x), y)) .

EN utilisant l’équation (5.34), on déduit quem1(x, y)−m′
1(x, y) = −d1ϕ1(x, y), donc (m1 −m′

1) ∈
B2
CE(L,L).

ind1(ϕ1) = ϕ1 (ω(x)) −m[ϕ1(x), x, x, · · · , x]
= −

(
ω1(x) − ω′

1(x)
)
.

Finalement, (m1 −m′
1, ω1 −ω′

1) = −d1
∗ϕ1 ∈ B2

∗(L,L). On conclut que (m1, ω1) et(m′
1, ω

′
1) dif-

fèrent d’un cobord, ces deux éléments sont donc dans la même classe de cohomologie restreinte.

Définition 5.4.8. Soit (mt, ωt) une déformation formelle restreinte de (m,ω). La déformation
est dite triviale s’il existe un automorphisme formel ϕ tel que

ϕ (m(x, y)) = mt(ϕ(x), ϕ(y)) (5.36)

et

ϕ (ωt(x)) = ω (ϕ(x)) . (5.37)

Proposition 5.4.9. La déformation (m+ tm1, ω+t ω1) est triviale si et seulement si (m1, ω1)
est un cobord restreint.

Preuve. En développant l’équation(5.36) modulo (t2), on obtient que m1 est un cobord de
Chevalley-Eilenberg. Plus précisément, on a m1 = −d1

CE(ϕ1). Focalisons-nous sur le membre
de droite de l’équation (5.37). Les calculs suivants sont faits modulo t2, pour x ∈ L :

ω (ϕ(x)) = ω

(∑
i

tiϕi(x)
)

= ω (x+ tϕ1(x))

= ω(x) + ω (tϕ1(x)) +
∑

xi∈{x, tϕ1(x)}
xp−1=tϕ1(x), xp=x

1
♯{x}

m(x1,m(· · · ,m(xp−1, xp) · · · ).

= ω(x) + ω (tϕ1(x)) + 1
p− 1m(x,m(x, · · ·m(tϕ1(x), x) · · · )

= ω(x) + ω (tϕ1(x)) + t adp−1
x ◦ϕ1(x).

Pour le membre de gauche, on a (mod t2) :

ϕ (ωt(x)) =
(∑

i

tiϕi (ωt(x))
)
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=
∑
i

∑
j

ti+jϕi (ωj(x))

= ω(x) + t (ω1(x) + ϕ1 (ω(x))) .

On déduit que

ω1(x) + ϕ1 (ω(x)) = adp−1
x ◦ϕ1(x), (5.38)

ce qui peut être réécrit

ω1(x) = −ϕ1 (ω(x)) + adp−1
x ◦ϕ1(x) = − ind1(ϕ1)(x). (5.39)

Remarque. En oubliant le structure de Lie-Rinehart et en construisant une déformation (L[[t]],mt, ωt)
de l’algèbre de Lie restreinte (L[[t]],m, ω), on retrouve les mêmes résultats pour les algèbres
de Lie restreintes, démontrées dans [EF08]. De plus, on a introduit le concept de déformation
restreinte triviale.

5.4.3 Obstructions

Soient
(
A,L, [·, ·], (−)[p],ρ

)
une algèbre de Lie-Rinehart restreinte, (m,ω) la multidérivation

restreinte associée et n ≥ 1. Une déformation restreinte est dite d’ordre n si elle est donnée par

mn
t =

n∑
i=0

timi; ωnt =
n∑
i=0

ti ωi .

Définition 5.4.10. Soit (mn
t , ω

n
t ) une déformation d’ordre n of (m,ω). On définit pour x, y, z ∈ L,

les applications

obs
(1)
n+1(x, y, z) =

n∑
i=1

(mi(x,mn+1−i(y, z)) +mi(y,mn+1−i(z, x)) +mi(z,mn+1−i(x, y))) ;

obs
(2)
n+1(x, y) =

∑
0≤ik≤n

i1+···+ip=n+1

mip

(
mip−1(· · · (mi1(x, y), y), · · · , y), y

)
−

n∑
i=1

mi(x, ωn+1−i(y)).

Proposition 5.4.11. Soit (mn
t , ω

n
t ) une déformation d’ordre n de (m,ω). Soit (mn+1, ωn+1) ∈

C2
∗ (L,L). Alors

(
mn
t + tn+1mn+1, ω

n
t +tn+1 ωn+1

)
est une déformation d’ordre (n+1) si (m,ω)

si et seulement si (
obs

(1)
n+1, obs

(2)
n+1

)
= d2

∗ (mn+1, ωn+1) .

Preuve. Soit
(
mn
t + tn+1mn+1, ω

n
t +tn+1 ωn+1

)
une déformation d’ordre (n+1) de L. L’élément

mn
t + tn+1mn+1 vérifie l’identité de Jacobi, ce qui peut se réécrire

n+1∑
q=0

tq
q∑
i=0

(mi(x,mq−i(y, z)) +mi(y,mq−i(z, x)) +mi(z,mq−i(x, y))) = 0.

En identifiant les coefficients de tn+1, on obtient
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n+1∑
i=0

(mi(x,mn+1−i(y, z)) +mi(y,mn+1−i(z, x)) +mi(z,mn+1−i(x, y))) = 0.

En isolant les premiers et derniers termes de la somme, on obtient

m(x,mn+1(y, z)) +m(y,mn+1(z, x)) +m(z,mn+1(x, y)
+mn+1(x,m(y, z)) +mn+1(y,m(z, x)) +mn+1(z,m(x, y))

+
n∑
i=1

(mi(x,mn+1−i(y, z)) +mi(y,mn+1−i(z, x)) +mi(z,mn+1−i(x, y))) = 0.

Rappelons la définition de la différentielle de Chevalley-Eilenberg d’ordre 2 :

d2
CEφ(x, y, z) = φ([y, z], x) − φ([x, z], y) + φ([x, y], z) − [x, φ(y, z)] + [y, φ(x, z)] − [z, φ(x, y)].
En utilisant les deux dernières équations avec φ = mn+1, en se rappelant que m = [·, ·] et

par anti-symétrie, on obtient finalement
n∑
i=1

(mi(x,mn+1−i(y, z)) +mi(y,mn+1−i(z, x)) +mi(z,mn+1−i(x, y))) = d2
CEmn+1(x, y, z),

ce qui signifie exactement que d2
CEmn+1(x, y, z) = obs

(1)
n+1(x, y, z).

Notons ωnt +tn+1 ωn+1 := ωn+1
t . Si ωn+1

t est une déformation d’ordre (n + 1), alors elle
satisfait l’équation

mn+1
t

(
x, ωn+1

t (y)
)

= mn+1
t (mn+1

t (· · ·mn+1
t (x,

p termes︷ ︸︸ ︷
y), y), · · · , y). (5.40)

En développant et identifiant les coefficients de tn+1, on obtient

n+1∑
i=0

mi(x, ωn+1−i(y)) =
∑

0≤ik≤n+1
i1+···+ip=n+1

mip

(
mi(p−1)(· · · (mi1(x, y), y), · · · , y), y

)
,

ce qui peut être réécrit

m(x, ωn+1(y)) +mn+1(x, ω(y)) −
∑

i+j=p−1
m

mn+1(m[x,
j︷ ︸︸ ︷

y, · · · , y], y),
i︷ ︸︸ ︷

y, · · · , y


=

∑
0≤ik≤n

i1+···+ip=n+1

mip

(
mi(p−1)(· · · (mi1(x, y), y), · · · , y), y

)
−

n∑
i=1

mi(x, ωn+1−i(y))

Avec la définition de ind2(mn+1, ωn+1), on a finalement

d2
∗ (mn+1, ωn+1) =

(
d2
CEmn+1, ind

2(mn+1, ωn+1)
)

=
(
obs

(1)
n+1, obs

(2)
n+1

)
.

Réciproquement, si la précédente équation est vérifiée, le même calcul montre que(
mn
t + tn+1mn+1, ω

n
t +tn+1 ωn+1

)
est une déformation d’ordre (n+ 1) de (m,ω).

On stoppe nos calculs d’obstructions ici. Il manque le résultat “
(
obs

(1)
n+1, obs

(2)
n+1

)
est un

3-cocycle de la cohomologie restreinte”, mais comme on l’a vu précédemment, on n’a pas
d’expression pour d3

∗, ce résultat est hors de notre portée pour le moment.

Remarque. En oubliant la structure de Lie-Rinehart et en construisant une déformation d’ordre
n (L[[t]],mn

t , ω
n
t ) de l’algèbre de Lie restreinte (L[[t]],m, ω), on retrouve les mêmes résultats

pour les algèbre de Lie restreintes, également nouveaux à notre connaissance.
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5.4.4 Opérateurs de Nijenhuis restreints

Soit
(
L, [·, ·], (·)[p]

)
une algèbre de Lie restreinte.

Définition 5.4.12. Une application linéaire N : L → L est appelée opérateur de Nijenhuis
restreint sur L si

N

(
[N(x), y] + [x,N(y)] −N([x, y])

)
= [N(x), N(y)] (5.41)

N
(
N(x[p]) − adp−1

x ◦N(x)
)

= N(x)[p], x, y ∈ L. (5.42)

On définit deux applications sur L par

[x, y]N = [N(x), y] + [x,N(y)] −N([x, y]) (5.43)

x[p]N = N(x[p]) − adp−1
x ◦N(x). (5.44)

Proposition 5.4.13. La couple
(
[·, ·]N , (·)[p]

)
est un 2-cocycle restreint. De plus, la déformation

formelle restreinte donnée par

[x, y]t = [x, y] + t[x, y]N , x[p]t = x[p] + tx[p]N (5.45)

est triviale.

Preuve. Par définition, on a

[x, y]N = d1
CEN(x, y)

x[p]N = ind1N(x).

Ainsi,
(
[·, ·]N , (·)[p]

)
est un 2-cobord restreint.

5.5 Algèbres de Heisenberg restreintes

Les origines de la mécanique quantique reposent dans l’idée novatrice de Heisenberg de
considérer les composantes du vecteur position q = (q1, q2, q3) ∈ R3 et du vecteur moment
p = (p1, p2, p3) ∈ R3 d’une particule à un instant t donné comme des opérateurs sur un certain
espace de Hilbert. Ces composantes doivent alors satisfaire les relations

[qj , qk] = 0, [pj , pk] = 0, [pj , qk] = −iℏδj,k,

avec i la racine carrée de −1, j, k ∈ {1, 2, 3} et ℏ la constante de Planck réduite. Ces relations
peuvent être étendues à tous vecteurs q,p ∈ Rn. Weyl reconnut dans ces relations une repré-
sentation d’une algèbre de Lie sous-jacente. Habituellement, on considère donc ces relations
comme définissant une algèbre de Lie de dimension 2n + 1 en ajoutant un élément central z
tel que

[qj , qk] = [pj , pk] = [pj , z] = [qj , z] = 0, [pj , qk] = δj,kz.

Cette algèbre de Lie de dimension (2n+ 1) est appelée algèbre de Heisenberg. On peut la voir
comme une extension centrale de l’algèbre commutative R2n par une copie de R engendrée
par z. On peut trouver beaucoup plus d’informations dans [WP17], d’où nous avons tiré cette
introduction.
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Chapitre 5. Algèbres de Lie-Rinehart restreintes en caractéristique p ≥ 3

Dans cette section, on étudie des exemples basés sur l’algèbre de Lie de Heisenberg de di-
mension 3 sur des corps de caractéristique p ≥ 3. On étudie la structure restreinte de l’algèbre
de Heisenberg, puis on donne une description explicite du second groupe de cohomologie res-
treinte à coefficients adjoints. Enfin, on donne un exemple d’algèbre de Lie-Rinehart restreinte
construite sur une algèbre de Heisenberg restreinte et on étudie ses déformations. Les algèbres
de Heisenberg p-nilpotentes ont également été étudiées dans [SU16].

5.5.1 Structures restreintes sur l’algèbre de Heisenberg

Soit F un corps de caractéristique p ≥ 3. On considère l’algèbre de Heisenberg H =
VectF{x, y, z} définie par le crochet [x, y] = z. Cette algèbre de Lie est nilpotente d’ordre
2, donc tous les crochets itérés p fois sur H sont nuls. Soit (·)[p] une p-opération sur H. On a
alors (u+v)[p] = u[p]+v[p], pour tous u, v ∈ H. Ainsi, toute p-opération sur H est p-semilinéaire.

Remarque. Dans [EM22] et dans le chapitre 4, H est notée L2
3|0.

Proposition 5.5.1. Toute p-opération sur H est donnée par x[p] = θ(x)z, y[p] = θ(y)z, z[p] =
θ(z)z, avec θ : H → F une forme linéaire sur H.

Preuve. Grâce au théorème de Jacobson (5.1.16), il suffit de vérifier que

(adx)p − θ(x) adz = (ady)p − θ(y) adz = (adz)p − θ(z) adz = 0

pour obtenir la première affirmation. Mais ces identités sont toujours vraies, puisque z est dans
le centre de H. Réciproquement, soit (·)[p] une p-opération sur H. La deuxième condition de
la définition 5.1.5 assure que l’image de (·)[p] est dans le centre de H, qui est de dimension 1
et engendré par z. Ainsi, il existe une forme linéaire θ : H → F telle que x[p] = θ(x)z, y[p] =
θ(y)z, z[p] = θ(z)z.

Notation. On note (H, θ) une algèbre de Heisenberg restreinte dont la p-opération est caracté-
risée par la forme linéaire θ.

Remarque. Soit u ∈ (H, θ), u = αx+βy+γz, α, β, γ ∈ F .Alors u[p] = (αpθ(x) + βpθ(y) + γpθ(z)) z.

Lemme 5.5.2. Soient (H, θ) et (H, θ′) deux algèbres de Heisenberg restreintes. Alors, tout iso-
morphisme de Lie ϕ : (H, θ) → (H, θ′) est de la forme

ϕ(x) = ax+ by + cz

ϕ(y) = dx+ ey + fz

ϕ(z) = (ae− bd)z, ae− bd ̸= 0,
(5.46)

avec a, b, c, d, e, f ∈ F. De plus, ϕ est un isomorphisme restreint si et seulement si
θ(x)u = apθ′(x) + bpθ′(y) + cpθ′(z)
θ(y)u = dpθ′(x) + epθ′(y) + fpθ′(z)
θ(z)u = upθ′(z),

(5.47)

avec u := ae− bd ̸= 0.

Preuve. Un isomorphisme de Lie ϕ : H → H doit satisfaire ϕ([v, w]) = [ϕ(v), ϕ(w)], avec v, w ∈
H, ainsi que det(ϕ) = 0. En appliquant ces conditions à une application linéaire ϕ : H → H,
on obtient les conditions (5.46). Puis, ϕ est un morphisme restreint sur Hsi et seulement si
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ϕ
(
v[p]
)

= ϕ(v)[p]′ , avec v ∈ H et (·)[p]′ la p-opération sur H donnée par la forme linéaire θ′.

On obtient les conditions (5.47) en évaluant cette équation sur la base de H :

ϕ
(
x[p]
)

= ϕ(x)[p]′ =⇒ θ(x)ϕ(z) = (ax+ by + cz)[p]′

=⇒ θ(x)uz = θ′(x)z + bpθ′(y)z + cpθ′(z)z
=⇒ θ(x)u = θ′(x) + bpθ′(y)z + cpθ′(z),

les deux autres étant obtenues d’une façon analogue.

Théorème 5.5.3. Il y a trois algèbres de Heisenberg restreintes de dimension 3 non-isomorphes,
données respectivement par les formes linéaires θ = 0, θ = x∗ et θ = z∗.

Preuve. • D’abord, montrons que (H, x∗) est isomorphe (au sens restreint) à (H, y∗). En
posant θ = x∗ et θ′ = y∗, les conditions (5.47) se réduisent à {u = bp, ep = 0}. Il suffit
alors de choisir e = 0, b ̸= 0 et d = −bp−1 pour construire un isomorphisme restreint
adapté entre (H, x∗) et (H, y∗).

• Soient θ = 0 et θ′ = x∗. Alors, les conditions (5.47) se réduisent à {ap = 0, dp = 0},
ce qui est impossible puisque u = ae − bd ̸= 0. Ainsi, (H, 0) et (H, x∗) ne sont pas
isomorphes.

• Soient θ = 0 et θ′ = z∗. Alors, les conditions (5.47) se réduisent à {cp = 0, fp = 0, up =
0}, ce qui est impossible puisque u ̸= 0. Ainsi, (H, 0) et (H, z∗) ne sont pas isomorphes.

• Soient θ = x∗ et θ′ = z∗. Alors, les conditions (5.47) se réduisent à {cp = u, fp =
0, up = 0}, ce qui est impossible puisque u ̸= 0. Ainsi, (H, x∗) et (H, z∗) ne sont pas
isomorphes.

Remarque. Les algèbres de Lie restreintes (H, 0) et (H, x∗) apparaissaient déjà dans [SU16] et
sont p-nilpotentes.

5.5.2 Cohomologie restreinte des algèbres de Heisenberg restreintes

Dans cette section, on calcule le second groupe de cohomologie restreinte à coefficients
adjoints des algèbres de Heisenberg restreintes. Soit θ une forme linéaire sur l’algèbre de Hei-
senberg (ordinaire). Notons (H, θ) l’algèbre de Heisenberg restreinte obtenue avec θ (voir la
proposition 5.5.1). On note également H2

∗ (H, θ) = H2
∗ ((H, θ), (H, θ)) le second groupe de co-

homologie restreinte de (H, θ) à coefficients adjoints.

Le cas p > 3.

Soit F un corps de caractéristique p > 3 et soit φ ∈ C2
CE(H,H). Puisque l’algèbre de

Heisenberg (ordinaire) H est nilpotent d’ordre 2 et p > 3, toute application p-semilinéaire
ω : H → H vérifie automatiquement la propriété (∗) relativement à φ. Ainsi, pour toute forme
linéaire θ sur H, on a C2

∗ (H, θ) = HomF(Λ2 H,H) ⊕ HomF(H,H) en tant qu’espaces vectoriels
(voir définition 5.2.5 pour la notation ·).

Lemme 5.5.4. Soit H l’algèbre de Heisenberg ordinaire. Soit φ ∈ C2
CE(H,H) donnée par

φ(x, y) = ax+ by + cz

φ(x, z) = dx+ ey + fz

φ(y, z) = gx+ hy + iz,

(5.48)

les paramètres a, b, c, d, e, f, g, h, étant des éléments de F. Alors, φ est un 2-cocycle de la coho-
mologie de Chevalley-Eilenberg si et seulement si h = −d.
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Preuve. La seule condition de 2-cocycle non-triviale sur la base {x, y, z} de H est

φ([x, y], z) − φ([x, z], y) + φ([y, z], x) = [x, φ(y, z)] − [y, φ(x, z)] + [z, φ(x, y)], (5.49)

ce qui se ramène à (h+ d)z = 0.

Soit (φ, ω) ∈ C2
∗ (H,H). Puisque les crochets itérés k fois sont nuls pour k > 2 et puisque

p > 3, on a

ind2(φ, ω)(v, w) = φ
(
v, w[p]

)
+ [v, ω(w)], ∀v, w ∈ H . (5.50)

Lemme 5.5.5. Les 2-cocycles restreints pour (H, θ) sont donnés par les couples (φ, ω) tels que
• Cas θ = 0 : 

φ(x, y) = ax+ by + cz

φ(x, z) = dx+ ey + fz

φ(y, z) = gx− dy + iz


ω(x) = γz

ω(y) = ϵz

ω(z) = κz

(5.51)

• Cas θ = x∗ : 
φ(x, y) = ax+ by + cz

φ(x, z) = fz

φ(y, z) = iz


ω(x) = ix− fy + γz

ω(y) = ϵz

ω(z) = κz;
(5.52)

• Cas θ = z∗ : 
φ(x, y) = ax+ by + cz

φ(x, z) = fz

φ(y, z) = iz;


ω(x) = γz

ω(y) = ϵz

ω(z) = ix− fy + κz,

(5.53)

avec tous les paramètres a, b, c, d, e, f, h, i, γ, ϵ, κ des éléments de F.

Preuve. Soit φ ∈ Z2
CE(H,H) donné par le lemme 5.5.4, soit θ une forme linéaire sur H et soit

ω : H → F une application ayant la propriété (∗) relativement à φ, donnée sur la base de H
par 

ω(x) = αx+ βy + γz

ω(y) = λx+ µy + ϵz

ω(z) = δx+ ηy + κz,

(5.54)

avec α, β, γ, λ, µ, ϵ, δ, η, κ des éléments de F. Supposons de plus que (φ, ω) ∈ Z2
∗ (H, θ).

• Cas θ = 0. On évalue l’équation (5.50) sur les éléments de la base {x, y, z} de (H, 0).

0 = φ
(
x, x[p]

)
+ [x, ω(x)] = φ (x, 0) + [x, βy] + [x, γz] = βz =⇒ β = 0

0 = φ
(
y, y[p]

)
+ [y, ω(y)] = φ (y, 0) + [y, λx] + [y, ϵz] = λz =⇒ λ = 0;

0 = φ
(
x, y[p]

)
+ [x, ω(y)] = φ (x, 0) + [x, µy] + [x, ϵz] = µz =⇒ µ = 0;

0 = φ
(
x, z[p]

)
+ [x, ω(z)] = φ (x, 0) + [x, ηz] + [x, κz] = ηz =⇒ η = 0;

0 = φ
(
y, z[p]

)
+ [y, ω(z)] = φ (y, 0) + [y, δx] + [y, κz] = −δz =⇒ δ = 0;

0 = φ
(
y, x[p]

)
+ [y, ω(x)] = φ (y, 0) + [y, αx] + [y, γz] = −αz =⇒ α = 0.

Les autres équations possibles obtenues avec (z, z), (z, y) et (z, x) sont triviales.
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• Cas θ = x∗. On évalue l’équation (5.50) sur les éléments de la base {x, y, z} de (H, x∗).

0 = φ
(
x, x[p]

)
+ [x, ω(x)] = φ (x, z) + [x, βy] = dx+ ey + fz + βz =⇒ β = −f, d = e = 0;

0 = φ
(
y, y[p]

)
+ [y, ω(y)] = φ (y, 0) + λ[y, x] = −λz =⇒ λ = 0;

0 = φ
(
x, y[p]

)
+ [x, ω(y)] = φ (x, 0) + µ[x, y] = ηz =⇒ µ = 0;

0 = φ
(
x, z[p]

)
+ [x, ω(z)] = φ (x, 0) + η[x, y] = ηz =⇒ η = 0;

0 = φ
(
y, z[p]

)
+ [y, ω(z)] = φ (y, 0) + δ[y, x] = −δz =⇒ δ = 0;

0 = φ
(
y, x[p]

)
+ [y, ω(x)] = φ (y, z) + α[y, x] = gx+ iz − αz =⇒ α = i, g = 0.

Les autres équations possibles obtenues avec (z, z), (z, y) et (z, x) sont triviales.
• Le cas θ = z∗ est complètement analogue au cas θ = x∗.

Lemme 5.5.6. Les 2-cobords restreints pour (H, θ) sont donnés par les couples (φ, ω) tels que
φ(x, y) = Ax+By + C̃z

φ(x, z) = −Hz
φ(y, z) = Gz,

avec A,B, C̃,G,H éléments de F et

• Cas θ = 0 : ω = 0;
• Cas θ = x∗ : ω(x) = Gx+Hy + Iz, ω(y) = ω(z) = 0;
• Cas θ = z∗ : ω(x) = ω(y) = 0, ω(z) = Gx+Hy + Iz,

Preuve. Soit φ ∈ C2
CE(H,H), donnée sur la base de H par l’équation (5.48). Supposons que

φ = d1
CEψ, avec ψ : H → H donnée par

ψ(x, y) = Ax+By + Cz

ψ(x, z) = Dx+ Ey + Fz

ψ(y, z) = Gx+Hy + Iz,

(5.55)

avec A,B,C,D,E, F,G,H, I ∈ F. Avec la condition de cobord φ = d1
CEψ, il est facile de

montrer que d = e = g = h = 0, a = i = G, b = −f = H, c = C̃, avec C̃ = I − E −A. Par la
partie “restreinte”, supposons que (φ, ω) ∈ B2

∗(H, θ). La condition de cobord s’énonce alors

ω(u) = ψ
(
u[p]
)

− adp−1
u ◦ ψ(u), u ∈ H . (5.56)

En évaluant l’équation (5.56) sur la base de H, on obtient
ω(x) = θ(x)(Gx+Hy + Iz)
ω(y) = θ(y)(Gx+Hy + Iz)
ω(z) = θ(z)(Gx+Hy + Iz).

(5.57)

En choisissant θ dans {0, x∗, z∗}, on obtient le résultat.

Théorème 5.5.7. On a dimF
(
H2

∗ (H, 0)
)

= 8 et dimF
(
H2

∗ (H, x∗)
)

= dimF
(
H2

∗ (H, z∗)
)

= 4.
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• Une base de H2
∗ (H, 0) est donnée par{

(φ1, 0), (φ2, 0), (φ3, 0), (φ4, 0), (φ5, 0), (0, ω1), (0, ω2), (0, ω3)
}
,

avec

φ1(x, z) = z; φ2(y, z) = z; φ3(x, z) = −φ3(y, z) = x; φ4(x, z) = y; φ5(y, z) = y;
ω1(x) = z; ω2(y) = z; ω3(z) = z.

(on n’écrit que les images non-nulles).

• Une base de H2
∗ (H, x∗) est donnée par

{
(φ1, 0), (φ2, 0), (0, ω1), (0, ω2)

}
, avec

φ1(x, y) = x; φ2(x, y) = y; ω1(y) = z; ω2(z) = z.

• Une base pour H2
∗ (H, z∗) est donnée par

{
(φ1, 0), (φ2, 0), (0, ω1), (0, ω2)

}
, avec

φ1(x, y) = x; φ2(x, y) = y; ω1(y) = z; ω2(x) = z.

Preuve. En utilisant le lemme 5.5.6, on déduit que {(φ6, 0), (φ7, 0), (φ8, 0)} est une base de
B2

∗(H, 0), avec

φ6(x, y) = x, φ6(y, z) = z; φ7(x, y) = y, φ7(x, z) = −z; φ(x, y) = z.

En utilisant le lemme 5.5.5, il n’est pas difficile de compléter la base ci-dessus en une base
de Z2

∗ (H, 0), et ainsi trouver une base pour H2
∗ (H, 0). Les deux autres cas avec θ = x∗ et θ = z∗

sont similaires.

Le cas p = 3.

Soit F un corps de caractéristique 3 et soit φ ∈ C2
CE(H,H). Alors, une application ω : H →

H possède la propriété (∗) relativement à φ si et seulement si

ω(u+v) = ω(u)+ω(v)+2 (φ([u, v], u) + [φ(u, v), u])+φ([u, v], v)+[φ(u, v), v], u, v ∈ H . (5.58)

Soit θ une forme linéaire sur H et soit (φ, ω) ∈ C2
∗ (H, θ). Rappelons que H est équipé d’une

3-opération (·)[3] donnée par θ (voir la proposition 5.5.1). Puisque p = 3, on a

ind2(φ, ω)(u, v) = φ
(
u, v[3]

)
− [φ([u, v], v), v] + [u, ω(v)]. (5.59)

Lemme 5.5.8. Les 2-cocycles restreints pour (H, θ) sont donnés par des couples (φ, ω), où
• Case θ = 0 : 

φ(x, y) = ax+ by + cz

φ(x, z) = dx+ ey + fz

φ(y, z) = gx− dy + iz


ω(x) = −ex+ γz

ω(y) = dy + ϵz

ω(z) = κz

(5.60)

• Cas θ = x∗ : identique au lemme 5.5.5 ;
• Cas θ = z∗ : identique au lemme 5.5.5 ;

où tous les paramètres a, b, c, d, e, f, h, i, γ, ϵ, κ sont des éléments de F.

Preuve. la preuve est identique à celle du lemme 5.5.5, mais en exploitant l’équation 5.59.
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Un calcul analogue montre que les 2-cobords restreints sont les mêmes que dans le lemme
5.5.6. Toutefois, il faut prendre garde au faut que la propriété (∗) n’est plus triviale si p = 3,
mais est donnée par l’équation (5.58).

Théorème 5.5.9. On a dimF
(
H2

∗ (H, 0)
)

= 8 et dimF
(
H2

∗ (H, x∗)
)

= dimF
(
H2

∗ (H, z∗)
)

= 4.
• Une base de H2

∗ (H, 0) est donnée par{
(φ1, ω1), (φ2, ω2), (φ3, 0), (φ4, 0), (φ5, 0), (0, ω3), (0, ω4), (0, ω5)

}
,

avec

φ1(x, z) = −φ1(y, z) = x, ω1(y) = x; φ2(x, z) = y, ω2(x) = x; φ3(y, z) = z;
φ4(x, z) = z; φ5(y, z) = y; ω3(x) = ω4(y) = ω5(z) = z.

(On n’écrit que les images non nulles).

• Une base de H2
∗ (H, x∗) est donnée par

{
(φ1, 0), (φ2, 0), (0, ω1), (0, ω2)

}
, avec

φ1(x, y) = x; φ2(x, y) = y; ω1(y) = z; ω2(z) = z.

• Une base de H2
∗ (H, z∗) est donnée par

{
(φ1, 0), (φ2, 0), (0, ω1), (0, ω2)

}
, avec

φ1(x, y) = x; φ2(x, y) = y; ω1(y) = z; ω2(x) = z.

5.5.3 Exemple d’une structure de Lie-Rinehart restreinte sur l’algèbre de Heisenberg

Soit p > 3, L = (H, z∗), soit A l’algèbre associative engendrée par les éléments e1 et e2,
e1 étant l’unité et équipée de la multiplication e2e2 = 0. Supposons que A agit sur L de façon
triviale (e1 · u = u, e2 · u = 0 ∀u ∈ H). On peut alors définir une ancre sur le couple (A,L)
en posant ρx(e2) = ρy(e2) = 0, ρz(e2) = γe2, γ ∈ F étant soit nul, soit vérifiant γp−1 = 1. On
obtient alors deux structures de Lie-Rinehart restreintes, que l’on note L0 si γ = 0 et Lγ si
γp−1 = 1.

Choisissons la multidérivation restreinte (m1, ω1) donnée par m1(x, y) = x, m1(x, z) =
m1(y, z) = 0, ω1(x) = ω1(z) = 0, ω1(y) = z. Il n’est pas difficile de voir que σ1 ≡ 0 est
l’unique symbole compatible avec (m1, ω1). On obtient alors la déformation infinitésimale

mt(x, y) = z + tx, mt(x, z) = mt(y, z) = 0, ωt(x) = 0, ωt(y) = tz, ωt(z) = z. (5.61)

Proposition 5.5.10. La déformation (mt, ωt) est une déformation au sens de la définition 5.4.1
si et seulement si γ = 0. Sinon, c’est une déformation faible.

Preuve. La classe de (m1, ω1) est non triviale dans H∗
2 (H, θ), ainsi les équations (5.20) et (5.21)

sont vérifiées, ce qui signifie qu’on a une déformation faible. Les équations (5.22) deviennent

ρ
(
u[p]
)

(a) = ρp(u)(a), u ∈ H, a ∈ A,

ρ(ω1(u))(a) =
p∑

k=0
ρ(u)k ◦ σ1(u) ◦ ρ(u)p−k(a) = 0.

La première équation est toujours vérifiée et le deuxième l’est si et seulement si γ = 0.
Les équations (5.23) sont triviales.
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Considérons maintenant l’algèbre de Lie-Rinehart restreinte L0 avec sa déformation infi-
nitésimale donnée par (m1, ω1) et calculons la cochâıne d’obstruction. Pour u, v, w ∈ H, on
a

obs(1)(u, v, w) = m1(u,m1(v, w)) +m1(v,m1(w, u)) +m1(w,m1(u, v)), (5.62)

obs(2)(u, v) = −m1 (u, ω1(v)) . (5.63)

Il est immédiat de voir que ces applications s’annulent sur la base de H. Ainsi, on doit
trouver (m2, ω2) tel que d2

∗(m2, ω2) = (0, 0) afin d’étendre la déformation, ce qui est toujours
possible en cherchant dans Z2

∗ (H, z∗).
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Chapitre 6

(Super-)Algèbres de Lie-Rinehart
restreintes en caractéristique p = 2

Ce chapitre est consacré au cas particulier où le corps de base est de caractéristique p = 2.
Dans cette situation, de nombreux résultats tombent en défaut et de nouvelles techniques
doivent être développées. Par exemple, sur un corps F de caractéristique différente de 2, l’al-
gèbre de Lie sl2(F) est l’exemple standard d’algèbre de Lie simple. En caractéristique 2, ce
n’est plus le cas : elle admet un centre non nul et est même nilpotente.

Bouarroudj et ses collaborateur·trice·s ont largement contribué à l’étude du cas particulier
p = 2. Citons notamment leurs travaux sur les doubles extensions ([BB18]), sur les déforma-
tions ([BLLS15]) et sur la classification des algèbres de Lie simples ([BLLS21]). On pourra
également consulter les références des articles précédemment cités ainsi que leurs introductions
très détaillées.

Concernant notre problème de déformation d’algèbres de Lie-Rinehart restreintes, le cas
particulier de la caractéristique 2 s’avère être un environnement propice au développement
de nouveaux outils. La définition d’une algèbre de Lie restreinte se retrouve considérablement
simplifiée (voir définition 6.1.1, on voit notamment que la non-linéarité de la 2-opération est
contrôlée par un simple crochet) et une meilleure compréhension des interactions entre la 2-
opération et leurs autres applications de structure (loi additive, crochet de Lie) est possible
(voir équation 6.3). De même, certaines conditions intervenant dans la définition d’une algèbre
de Lie-Rinehart restreinte deviennent linéaires, ce qui simplifie leur étude (voir définition 6.2.1).

Récemment, Bouarroudj et Makhlouf ont étudié les structures de super-algèbres de Hom-
Lie en caractéristique 2 ([BM22]). Dans cet article, une cohomologie nouvelle est introduite. Il
semble que dans le cas p = 2, il existe une forte ressemblance entre les notions d’algèbre de Lie
restreinte et de super-algèbre de Lie. Cette remarque a motivé la construction d’un nouveau
complexe de cochâınes pour les algèbres de Lie restreintes, qui n’a pas d’analogue pour p > 2
(voir section 6.1.3). Ce complexe est complet dans le sens où il permet le calcul des groupes
de cohomologie restreints à n’importe quel ordre et constitue à ce titre une amélioration des
résultats de Evans et Fuchs ([EF08]). Toutefois, cette méthode reste propre au cas p = 2 et ne
semble pas être généralisable à un p quelconque.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans une première section, on adapte les définitions
générales concernant les algèbres de Lie restreintes au cas p = 2 en soulignant les différences
avec le cas p > 2. On étudie les interactions de la 2-opération avec les séries formelles à un pa-
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ramètre (équation 6.3) dans le but de mieux comprendre les déformations restreintes. Puis, on
introduit notre nouveau complexe de cochâınes (théorème 6.1.8) et on montre quelques appli-
cations immédiates. La deuxième section est consacrée aux algèbres de Lie-Rinehart restreintes
en caractéristique p = 2 et à leurs déformations formelles restreintes. On montre notamment
que leurs déformations sont contrôlées par la cohomologie que l’on vient d’introduire. On étudie
les déformations équivalentes et les obstructions. Ensuite, on présente un exemple détaillé sur
l’algèbre de Heisenberg restreinte. Comme dans le chapitre précédent, on classifie les structures
restreintes sur l’algèbre de Heisenberg et on décrit explicitement les seconds groupes de coho-
molgie à coefficients adjoints (théorème 6.3.4). On calcule ensuite un exemple de structure de
Lie-Rinehart restreinte sur une algèbre de Heisenberg restreinte et on étudie ses déformations.

Ce chapitre se base en partie sur le contenu de l’article [EM23].

6.1 Algèbres de Lie restreintes en caractéristique p = 2
À partir d’ici, F désigne un corps de caractéristique 2. Le but est d’introduire une coho-

molgie en caractéristique 2 différente de celle de Fuchs et Evans ([EF08]). Toutefois, les deux
cohomologies semblent cöıncider en bas degré. .

6.1.1 Définition

En caractéristique 2, la définition 5.1.5 d’une algèbre de Lie restreinte se réduit à :

Définition 6.1.1. Une algèbre de Lie restreinte en caractéristique 2 est une algèbre de Lie L
équipée d’une application (·)[2] : L −→ L telle que

1. (λx)[2] = λ2x[2], x ∈ L, λ ∈ F ;

2.
[
x, y[2]

]
= [[x, y], y], x, y ∈ L;

3. (x+ y)[2] = x[2] + y[2] + [x, y], x, y ∈ L.

On appelle une telle application une 2-opération 1.

Proposition 6.1.2. Soit L une algèbre de Lie restreinte en caractéristique 2.
• Soient x1, · · · , xn ∈ L. On a alors la formule(

n∑
i=1

xi

)[2]

=
n∑
i=1

x
[2]
i +

∑
1≤i<j≤n

[xi, xj ].

• Supposons que la représentation adjointe de L est fidèle. Alors, les conditions 1. et 3.
de la définition 6.1.1 sont des conséquences de la condition 2.

Preuve. Le premier point vient d’un calcul immédiat. Pour le deuxième, le théorème de Jacob-
son assure que c’est vrai, par le même argument qu’au corollaire (5.1.17). Pour p = 2, on peut
faire une preuve calculatoire alternative. Soient x, y, z ∈ L et supposons que la représentation
adjointe ad : x 7→ adx = [x, ·] est fidèle. Si λ ∈ F, on a

ad(λx)[2](y) = [(λx)[2], y] = [λx, [λx, y]] = λ2[x, [x, y]] = λ2[x[2], y] = λ2 adx[2](y).

Ainsi, on a (λx)[2] = λ2x[2]. Puis,

ad(x+y)[2](z) = [x+ y, [x+ y, z]]

1. Comme précédemment, cette terminologie n’a rien d’universel.
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= [x, [x, z]] + [y, [y, z]] + [x, [y, z]] + [y, [x, z]]
= [x[2], z] + [y[2], z] + [[x, y], z]
= adx[2](z) + ady[2](z) + ad[x,y](z).

Il s’en suit que (x+ y)[2] = x[2] + y[2] + [x, y].

6.1.2 2-opérations et séries formelles

Soit
(
L, [·, ·], (·)[2]

)
une algèbre de Lie restreinte, il est alors immédiat d’étendre le crochet

de Lie sur L[[t]], avec la formule∑
i≥0

tixi,
∑
j≥0

tjxj

 =
∑
i,j

ti+j [xi, yj ], xi, yj ∈ L. (6.1)

Il est clair que L[[t]] est équipé d’une structure de Lie avec ce crochet. Le but est maintenant
de trouver une formule similaire pour la 2-opération : peut-on étendre l’application (·)[2] sur
L[[t]] de telle façon à obtenir une structure restreinte compatible avec le crochet étendu ? Soient
xi ∈ L et λ ∈ F. On a alors(

n∑
i=0

λixi

)[2]

=
n∑
i=0

λ2ix
[2]
i +

∑
0≤i<j≤n

λi+j [xi, xj ]. (6.2)

L’équation (6.2) peut être démontrée facilement par récurrence : si x0, · · · , xn+1 ∈ L et
λ ∈ F,

• (x0 + λx1)[2] = x
[2]
0 + (λx1)[2] + [x0, λx1] = x

[2]
0 + λ2x

[2]
1 + λ[x0, x1], donc l’assertion est

vraie pour n = 1.
• Si la formule est vraie pour un n ∈ N, on calcule par récurrence :

(
n+1∑
i=0

λixi

)[2]

=
(

n∑
i=0

λixi + λn+1xn+1

)[2]

=
(

n∑
i=0

λixi

)[2]

+ λ2(n+1)x
[2]
n+1 +

[
n∑
i=0

λixi, λ
n+1xn+1

]

=
n∑
i=0

λ2ix
[2]
i + λ2(n+1)x

[2]
n+1 +

∑
0≤i<j≤n

λi+j [xi, xj ] +
n∑
i=0

λi+n+1[xi, xn+1]

=
n+1∑
i=0

λ2ix
[2]
i +

∑
0≤i<j≤n+1

λi+j [xi, xj ].

L’équation (6.2) étant vraie, l’idée est de l’utiliser afin de définir la 2-opération étendue sur
L[[t]] comme souhaité.

Proposition 6.1.3. Si L est une F-algèbre de Lie, alors L[[t]] est une F-algèbre de Lie restreinte
avec le crochet étendu (6.1) et la 2-opération définie par∑

i≥0
tixi

[2]t

:=
∑
i≥0

t2ix
[2]
i +

∑
i,j

ti+j [xi, xj ]. (6.3)
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Preuve. Vérifions les trois conditions des la définition 6.1.1. Soient λ ∈ F et xi ∈ L.

1. (
λ
∑
i

tixi

)[2]t
=
(∑

i

ti(λxi)
)[2]t

=
∑
i

t2i(λxi)[2] +
∑
i<j

ti+j [λxi, λxj ]

= λ2∑
i

t2ix
[2]
i + λ2∑

i<j

ti+j [xi, xj ]

= λ2
(∑

i

tixi

)[2]t
.

2. ∑
i

tixi,

∑
j

tjyj

[2]t
 =

∑
i

tixi,
∑
j

t2jy
[2]
j

+

∑
i

tixi,
∑
j<k

tj+k[yj , yk]


=
∑
i,j

ti+2j
[
xi, y

[2]
j

]
+
∑
i,j,k
j<k

ti+j+k[xi, [yj , yk]]

=
∑
i,j

ti+2j
[
xi, y

[2]
j

]
+
∑
i,j,k
j<k

ti+j+k[yj , [yk, xi]] +
∑
i,j,k
j<k

ti+j+k[yk, [xi, yj ]]

=
∑
i,j

ti+2j
[
xi, y

[2]
j

]
+
∑
i,j,k
j<k

ti+j+k[[xi, yk], yj ] +
∑
i,j,k
j<k

ti+j+k[[xi, yj ], yk]

=
∑
i,j

ti+2j
[
xi, y

[2]
j

]
+
∑
i,j,k
j>k

ti+j+k[[xi, yj ], yk] +
∑
i,j,k
j<k

ti+j+k[[xi, yj ], yk]

=
∑
i,j

ti+j+j [[xi, yj ], yj ] +
∑
i,j,k
j ̸=k

ti+j+k[[xi, yj ], yk]

=
∑
i,j,k

ti+j+k[[xi, yj ], yk]

=

∑
i

tixi,
∑
j

tjyj

 ,∑
j

tjyj

 .
3. Le calcul suivant sera utile.

∑
i ̸=j

ti+j [xi, yj ] =
∑
i<j

ti+j [xi, yj ] +
∑
j<i

ti+j [xi, yj ]

=
∑
i<j

ti+j [xi, yj ] +
∑
i<j

ti+j [xj , yi]

=
∑
i<j

ti+j [xi, yj ] +
∑
i<j

ti+j [yi, xj ]. (6.4)

On peut maintenant démontrer la troisième condition à l’aide du calcul précédent
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∑
i

tixi +
∑
j

tjyj

[2]t

=
(∑

i

ti(xi + yi)
)[2]t

=
∑
i

t2i(xi + yi)[2] +
∑
i<j

ti+j [xi + yi, xj + yj ]

=
∑
i

t2ix
[2]
i +

∑
i

t2iy
[2]
i +

∑
i

t2i[xi, yi]

+
∑
i<j

ti+j [xi, xj ] +
∑
i<j

ti+j [xi, yj ]

+
∑
i<j

ti+j [xj , yi] +
∑
i<j

ti+j [xj , yj ]

=
∑
i

t2ix
[2]
i +

∑
i

t2iy
[2]
i +

∑
i

t2i[xi, yi]

+
∑
i<j

ti+j [xi, xj ] +
∑
i<j

ti+j [xj , yj ]

+
∑
i ̸=j

ti+j [xi, yj ] (avec l’équation (6.4))

=
(∑

i

tixi

)[2]t
+
(∑

i

tiyi

)[2]t
+
∑
i,j

ti+j [xi, yj ]

=
(∑

i

tixi

)[2]t
+
(∑

i

tiyi

)[2]t
+

∑
i

tixi,
∑
j

tjyj

 .

Remarque. En développant la formule (6.3) et en réarrangeant par monômes de même degré,
on obtient ∑

n≥0
tnxn

[2]t

=
∑
n≥0

tn

(n+ 1)x[2]
⌊ n

2 ⌋ +
∑
i<j

i+j=n

[xi, xj ]

 , (6.5)

où ⌊·⌋ désigne la fonction partie entière.

6.1.3 Cohomologie restreinte en caractéristique p = 2

Dans cette section, on construit une cohomologie restreinte des algèbres de Lie restreintes en
caractéristique 2. Cette construction est spécifique à la caractéristique 2 et n’a pas d’analogue
(à notre connaissance) en caractéristique différente de 2.

Soit M un L-module restreint. On commence par poser C0
∗2(L,M) := C0

CE(L,M) et
C1

∗2(L,M) := C1
CE(L,M).

Définition 6.1.4. Soient n ≥ 2, φ ∈ CnCE(L,M) et ω : Ln−1 −→ M . Le couple (φ, ω) est une
n-cochâıne de la cohomologie restreinte si

ω(λx, z2, · · · , zn−1) = λ2ω(x, z2, · · · , zn−1) (6.6)
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ω(x, z2, · · · , λzi + z′
i, · · · , zn−1) = λω(x, z2, · · · , zi, · · · , zn−1) + ω(x, z2, · · · , z′

i, · · · , zn−1)
(6.7)

ω(x+ y, z2, · · · , zn−1) = ω(x, z2, · · · , zn−1) + ω(y, z2, · · · , zn−1) + φ(x, y, z2, · · · , zn−1).
(6.8)

On note l’espace des n-cochâınes de L à coefficients dans M par Cn∗2(L,M).

Construisons les différentielles dn∗2 : Cn∗2(L,M) −→ Cn+1
∗2 (L,M). Pour n ≥ 2, on écrit

dn∗2(φ, ω) = (dnCE(φ), δn(ω)) , avec

δnω(x, z2, · · · , zn) = x · φ(x, z2, · · · , zn)

+
n∑
i=2

zi · ω(x, z2, · · · , ẑi, · · · , zn)

+ φ(x[2], z2, · · · , zn)

+
n∑
i=2

φ ([x, zi], x, z2, · · · , ẑi, · · · , zn)

+
∑

1≤i<j≤n
ω (x, [zi, zj ], z2, · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , zn) .

Lemme 6.1.5. Soient n ≥ 2 et (φ, ω) ∈ Cn∗2(L,M). Alors, (dnCE(φ), δn(ω)) ∈ Cn+1
∗2 (L,M).

Preuve. Le seul point délicat est de montrer que

δnω(x+y, z2, · · · , zn−1) = δnω(x, z2, · · · , zn−1)+δnω(y, z2, · · · , zn−1)+dnCEφ(x, y, z2, · · · , zn−1),
(6.9)

pour x, y, z2, · · · , zn+1 ∈ L. Calculons :

δnω(x+ y, z2, · · · , zn) = x · φ(x+ y, z2, · · · , zn) +
n∑

i=2
zi · ω(x+ y, z2, · · · , ẑi, · · · , zn)

+ φ((x+ y)[2], z2, · · · , zn) +
n∑

i=2
φ ([x+ y, zi], x+ y, z2, · · · , ẑi, · · · , zn)

+
∑

1≤i<j≤n

ω (x+ y, [zi, zj ], z2, · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , zn) .

= x · φ(x, z2, · · · , zn) + x · φ(y, z2, · · · , zn) + y · φ(x, z2, · · · , zn) + y · φ(y, z2, · · · , zn)

+
n∑

i=2
zi · ω(x, z2, · · · , ẑi, · · · , zn) +

n∑
i=2

zi · ω(y, z2, · · · , ẑi, · · · , zn)

+
n∑

i=1
φ(x, y, z2, · · · , ẑi, · · · , zn)

+ φ(x[2], z2, · · · , zn) + φ(y[2], z2, · · · , zn) + φ([x, y], z2, · · · , zn)

+
n∑

i=2
φ ([x, zi], x, z2, · · · , ẑi, · · · , zn) +

n∑
i=2

φ ([x, zi], y, z2, · · · , ẑi, · · · , zn)

+
n∑

i=2
φ ([y, zi], y, z2, · · · , ẑi, · · · , zn) +

n∑
i=2

φ ([y, zi], x, z2, · · · , ẑi, · · · , zn)

+
∑

2≤i<j≤n

ω (x, [zi, zj ], z2, · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , zn)

122
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+
∑

2≤i<j≤n

ω (y, [zi, zj ], z2, · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , zn)

+
∑

2≤i<j≤n

φ(x, zi, zj , z2, · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , zn).

On peut maintenant identifier les termes voulus dans le développement ci-dessus :

δnω(x, z2, · · · , zn) = x · φ(x, z2, · · · , zn) +
n∑

i=2
zi · ω(x, z2, · · · , ẑi, · · · , zn) + φ(x[2], z2, · · · , zn)

+
n∑

i=2
φ ([x, zi], x, z2, · · · , ẑi, · · · , zn) +

∑
2≤i<j≤n

ω (x, [zi, zj ], z2, · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , zn) ;

δnω(y, z2, · · · , zn) = y · φ(y, z2, · · · , zn) +
n∑

i=2
zi · ω(y, z2, · · · , ẑi, · · · , zn) + φ(y[2], z2, · · · , zn)

+
n∑

i=2
φ ([y, zi], y, z2, · · · , ẑi, · · · , zn) +

∑
2≤i<j≤n

ω (y, [zi, zj ], z2, · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , zn) ;

dn
CEφ(x, y, z2, · · · , zn) = x · φ(y, z2, · · · , zn) + y · φ(x, z2, · · · , zn) +

n∑
i=1

φ(x, y, z2, · · · , ẑi, · · · , zn)

+
n∑

i=1
φ([x, y], z2, · · · , zn) +

n∑
i=2

φ ([x, zi], y, z2, · · · , ẑi, · · · , zn)

+
n∑

i=2
φ ([y, zi], x, z2, · · · , ẑi, · · · , zn) +

∑
2≤i<j≤n

φ(x, zi, zj , z2, · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , zn).

Ainsi, l’équation (6.9) est satisfaite.

Lemme 6.1.6. Avec les données précédentes, on a δn+1 ◦ δn = 0.
Preuve.

δn+1 ◦ δn ω(x, z2, · · · , zn+1) = x · dn
CEφ(x, z2, · · · , zn+1)

+
n+1∑
i=2

zi · δn ω(x, z2, · · · , ẑi, · · · , zn+1)

+ dn
CEφ(x[2], z2, · · · , zn+1

+
n+1∑
i=2

dn
CEφ([x, zi], x, z2, · · · , ẑi, · · · , zn+1)

+
∑

2≤i<j≤n

δn ω(x, [zi, zj ], z2, · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , zn+1)

=
n+1∑
i=2

zi · (x · φ(x, z2, · · · , ẑi, · · · , zn+1))

+
n+1∑
i=2

zi ·
∑
j=2
j ̸=i

zj · ω(x, z2, · · · , ẑi, · · · ẑj , · · · , zn+1)

+
n+1∑
i=2

zi · φ(x[2], z2, · · · , ẑi, · · · , zn+1)

+
n+1∑
i=2

zi ·
n+1∑
j=2
j ̸=i

φ([x, zj ], x, z2, · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , zn+1)
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+
n+1∑
i=2

zi ·
∑

2≤j<k≤n+1
j,k ̸=i

ω(x, [zj , zk], z2, · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , ẑk · · · , zn+1)

+
n+1∑
i=2

zi · φ(x[2], z2, · · · , zn+1) + x[2] · φ(z2, · · · , zn+1)

+
∑

2≤i<j≤n+1
φ([zi, zj ], x[2], · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , zn+1)

+
n+1∑
j=2

φ([x[2], zj ], z2, · · · , ẑj , ..., zn+1)

+ x ·
n+1∑
i=2

zi · φ(x, z2, · · · , ẑi, · · · , zn+1) + x · (x · φ(z2, · · · , zn+1))

+ x ·
∑

2≤i<j≤n+1
φ([zi, zj ], x, · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , zn+1)

+ x ·
n+1∑
j=2

φ([x, zj ], z2, · · · , ẑj , · · · , zn+1)

+
n+1∑
i=2

n+1∑
j=2
j ̸=i

zj · φ([x, zi], x, z2, · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , zn+1)

+
n+1∑
i=2

x · φ([x, zi], z2, · · · , ẑi, · · · , zn+1)

+
n+1∑
i=2

[x, zi] · φ(x, z2, · · · , ẑi, · · · , zn+1)

+
n+1∑
i=2

∑
2≤j<k≤n+1

j,k ̸=i

φ([zj , zk], [x, zi], x, z2, · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , ẑk · · · , zn+1))

+
n+1∑
i=2

n+1∑
j=2
j ̸=i

φ([x, zj ], [x, zi], · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , zn+1)

+
n+1∑
i=2

∑
j=2
j ̸=i

φ([[x, zi], zj ], x, z2, · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , zn+1)

+
n+1∑
i=2

φ([[x, zi], x], z2, · · · , ẑi, · · · , zn+1)

+
∑

2≤i<j≤n+1
x · φ(x, [zi, zj ], · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , zn+1)

+
∑

2≤i<j≤n+1

n+1∑
k=2
j,k ̸=i

zk · ω(x, [zi, zj ]), z2, · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , ẑk · · · , zn+1)

+
∑

2≤i<j≤n+1
[zi, zj ] · ω(x, z2 · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , zn+1)

+
∑

2≤i<j≤n+1
φ(x[2], [zi, zj ], z2, · · · ẑi, · · · , ẑj , · · · , zn+1)

+
∑

2≤i<j≤n+1
φ([x, [zi, zj ], x, z2, · · · ẑi, · · · , ẑj , · · · , zn+1)
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+
∑

2≤i<j≤n+1

n+1∑
k=2
j,k ̸=i

φ([x, zk], x, [zi, zj ], z2, · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , ẑk · · · , zn+1)

+
∑

2≤i<j≤n+1

∑
2≤k<l≤n+1

k,l ̸=i,j

ω(x, [zk, zl], z2, · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , ẑk · · · , ẑl, · · · , zn+1)

+
n+1∑

2≤i<j≤n+1

n+1∑
k=2
k ̸=i,j

ω(x, [[zi, zj ], zk], z2, · · · , ẑi, · · · , ẑj , · · · , ẑk · · · , zn+1)

= 0.

On a donc construit un complexe de cochâınes
(
Cn∗2(L,M), dn∗2

)
n≥2 . Pour n ∈ {0, 1}, on a

d0
∗2 = d0

CE et

d1
∗2 : C1

∗2(L,M) −→ C2
∗2(L,M)

φ 7−→ (d1
CEφ, ω), ω(x) = φ

(
x[2]
)

+ x · φ(x), x ∈ L.

Lemme 6.1.7. L’application d1
∗2 est bien définie, d1

∗2 ◦ d0
∗2 = 0 and d2

∗2 ◦ d1
∗2 = (0, 0).

Notre complexe de cochâınes est maintenant complet.

Théorème 6.1.8. Soit L une algèbre de Lie restreinte et M un L-module restreint. Le complexe(
Cn∗2(L,M), dn∗2

)
n≥0 est un complexe de cochâınes. Le nème groupe de cohomologie restreinte

group de l’algèbre de Lie restreinte L en caractéristique 2 est défini par

Hn
∗2(L,M) := Zn∗2(L,M)/Bn

∗2(L,M),

avec Zn∗2(L,M) = Ker(dn∗2) les n-cocycles restreints et Bn
∗2(L,M) = Im(dn−1

∗2 ) n-cobords res-
treints.

Remarque. H0
∗2(L,M) = H0

CE(L,M).

Remarque. Une cohomologie très similaire a été construite dans [BM22], dans le contexte
relativement différent des super-algèbres de Hom-Lie (en caractéristique 2).

6.1.4 Calculs aux petits ordres

Premier groupe de cohomologie et dérivations restreintes. Rappelons qu’une dérivation res-
treinte D d’une algèbre de Lie restreinte L en caractéristique 2 est une dérivation qui satisfait

de plus D
(
x[2]
)

= [x,D(x)] pour tous x ∈ L. Soit pour x, y ∈ L :

D([x, y]) = [x,D(y)] + [D(x), y];
D
(
x[2]
)

= [x,D(x)].

Il est clair que tout 1-cocyle restreint φ à valeurs dans L est une dérivation restreinte et
que la réciproque est également vraie. Un calcul rapide montre que

B1
∗2(L,L) = B1

CE(L,L) = Im(d0
CE) = {adx, x ∈ L} .
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On a déjà vu que toute dérivation de la forme adx est restreinte. Ces dérivations sont appelées
dérivations intérieures. On peut calculer

H1
∗2(L,L) = Z1

∗2(L,L)/B1
∗2(L,L) = {dérivations restreintes} / {dérivations intérieures} .

On retrouve un résultat bien connu ([ET00]).

Second groupe de cohomologie et extensions centrales. Soit
(
L, [·, ·]L, (·)[2]L

)
une algèbre de

Lie restreinte. On note g := L ⊕ F c. Rappelons que F est un L-module trivial. A 2-cocycle
scalaire restreint est un couple (φ, ω) ∈ C2

∗2(L,F) vérifiant

φ(x, [y, z]L) + φ(y, [z, x]L) + φ(z, [x, y]L) = 0 (6.10)

et

φ(x, y[2]L) = φ([x, y]L, y). (6.11)

Soient x, y ∈ L et u, v ∈ F. On définit un crochet sur g par

[x+ uc, y + vc]g = [x, y]L + φ(x, y)c (6.12)

et une application (·)[2]g : g → g par

(x+ uc)[2]g = x[2]L + ω(x)c. (6.13)

Proposition 6.1.9.
(
g, [·, ·]g, (·)[2]g

)
est une algèbre de Lie restreinte si et seulement si (φ, ω)

est un 2-cocycle restreint.

Preuve. Il est bien connu dans le cas ordinaire que (g, [·, ·]) est une algèbre de Lie si et seulement
si φ est un 2-cocycle de Chevalley-Eilenberg. Il reste alors à montrer que (·)[2]g est une 2-
opération sur g si et seulement si l’équation (6.11) est vérifiée. Soient x, y ∈ L et u, v ∈ F.

((x+ u) + (y + v))[2]g = (x+ y)[2]L + ω(x+ y)c
= x[2]L + [x, y]L + ω(x)c+ ω(y)c+ φ(x, y)c
= (x+ uc)[2]g + (y + vc)[2]g + [(x+ uc), (y + vc)]g.

[(x+ uc), (y + vc)[2]g ]g = [(x+ uc), y[2]L + ω(y)c]g
=
[
[x, y[2]L

]
L

+ φ
(
x, y[2]L

)
c

= [[x, y]L, y]L + φ([x, y]L, y)c
= [[x, y]L + φ(x, y)c, y + vc]g
= [[x+ uc, y + vc]g, y + vc]g.

Finalement, on a également
(
λ(x+ uc)

)[2]g= λ2(x+ uc)[2]g , on conclut donc que (·)[2]g est une
2-opération sur g si et seulement si l’équation (6.11) est satisfaite.
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6.2 Déformations d’algèbres de Lie-Rinehart restreintes en caractéris-
tique p = 2

6.2.1 Algèbres de Lie-Rinehart restreintes en caractéristique p = 2
Définition 6.2.1. Soit A une algèbre associative commutative sur un corps F de caractéristique

2 et
(
L, (−)[2]

)
une algèbre de Lie restreinte. Alors (A,L, ρ) est une algèbre de Lie-Rinehart

restreinte si
• (A,L, ρ) est une algèbre de Lie-Rinehart ;

• ρ
(
x[2]
)

= ρ(x)2 (ρ est un morphisme de Lie restreint) ;

• (ax)[2] = apx[2] + ρ(ax)(a)x, a ∈ A, x ∈ L. (condition de Hochschild )

Définition 6.2.2. Unemultidérivation restreinte (d’ordre 1) est un couple (m,ω), oùm : L×L →
L est antisymétrique, ω est 2-homogène et vérifie

ω(x+ y) = ω(x) + ω(y) +m(x, y), (6.14)

telles qu’il existe une application σ : L → Der(A) appelée symbole restreint devant satisfaire
les quatre conditions suivantes, pour x, y ∈ L et a ∈ A :

σ(ax) = aσ(x); (6.15)

m(x, ay) = am(x, y) + σ(x)(a)y; (6.16)

σ ◦ ω(x) = σ(x)2; (6.17)

ω(ax) = a2 ω(x) + σ(ax)(a)x. (6.18)

Proposition 6.2.3. Il y a une correspondance bijective entre les structures de Lie-Rinehart res-
treintes sur le couple (A,L) et les multidérivations restreintes (m,ω) d’ordre 1 telles que

m(x,m(y, z)) +m(y,m(z, x)) +m(z,m(x, y)) = 0 (6.19)

et
m(x, ω(y)) = m(m(x, y), y). (6.20)

6.2.2 Déformations formelles restreintes

Définition 6.2.4. Une déformations formelle restreinte de (m,ω) est donnée par deux applica-
tions

mt : L× L −→ L[[t]]
(x, y) 7−→

∑
i≥0

timi(x, y);
ωt : L −→ L[[t]]

x 7−→
∑
j≥0

tjωj(x),

avec m0 = m, ω0 = ω et (mi, ωi) des multidérivations restreintes.
De plus, mt et ωt doivent vérifier, pour x, y, z ∈ L,

mt(x,mt(y, z)) +mt(y,mt(z, x)) +mt(z,mt(x, y)) = 0; (6.21)

mt(x, ωt(y)) = mt(mt(x, y), y); (6.22)

ωt(x+ y) = ωt(x) + ωt(y) +mt(x, y); (6.23)

k∑
i=0

σi (ωk−i(x)) =
k∑
i=0

σi(x) ◦ (σk−i(x)) , ∀k ≥ 0. (6.24)
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Remarque.

1. mt s’étend à L[[t]] par F[[t]]-linéarité.
2. ωt s’étend à L[[t]] en utilisant les équations (6.3) et (6.23).

Remarque. La condition (6.21) assure que l’objet déformé (A,L[[t]],mt, σt) est une algèbre de
Lie-Rinehart. Les conditions (6.21), (6.22) et (6.23) assurent que (L[[t]],mt, ωt) est une algèbre
de Lie restreinte. De plus, si la condition (6.24) est vérifiée, alors (A,L[[t]],mt, ωt, σt) est une
algèbre de Lie-Rinehart restreinte.

Définition 6.2.5. Si la condition (6.24) de la définition 6.2.4 n’est pas satisfaite, la déformation
est dite faible.

Remarque. On voit ici qu’il n’y a pas d’analogie de la condition (5.23) que l’on avait imposée
dans la définition 5.4.1. Si p = 2, la condition de Hochschild de la définition 6.2.1 devient
linéaire en ω et σ, ainsi ωt et σt la vérifient sans imposer de conditions supplémentaires.

Remarque. Comme dans le chapitre précédent, tous les résultats suivants qui concernent les
déformations formelles, équivalences et obstructions en caractéristique 2 sont également va-
lables pour des algèbres de Lie restreintes, en oubliant le structure de Lie-Rinehart. De plus,
avoir une déformation faible est suffisant pour que ces résultats appliqués aux algèbres de Lie
restreintes soient valables.

Lemme 6.2.6. Soit (mt, ωt) une déformation restreinte de (m,ω). Alors (mk, ωk) ∈ C2
∗2(L,L) ∀k ≥

0.

Preuve. Soient x, y ∈ L. En développant l’équation (6.23), on obtient∑
i≥0

tiωi(x+ y) =
∑
i≥0

tiωi(x) +
∑
i≥0

tiωi(y) +
∑
i≥0

timi(x).

Puis, pour chaque k ≥ 0, on a

ωk(x+ y) = ωk(x) + ωk(y) +mk(x, y),

ce qui est l’identité désirée. De plus, pour λ ∈ F, on a

ωt(λx) =
∑
i≥0

tiωi(λx) = λ2∑
i≥0

tiωi(x), donc ωi(λx) = λ2ωi(x), ∀i ≥ 0.

Nous avons le résultat classique suivant :

Proposition 6.2.7. Soit (mt, ωt) une déformation restreinte de (m,ω). Alors (m1, ω1) est un
2-cocycle de la cohomologie restreinte, ce qui signifie

d2
CEm1 = 0 et δ2 ω1 = 0.

Preuve. La théorie ordinaire assure que d2
CEm1 = 0. Il reste à vérifier que δ2 ω1 = 0. Si on

développe l’équation (6.22), on obtient∑
i,j≥0

ti+jmi(x, ωj(y)) =
∑
i,j≥O

ti+jmi(mj(x, y), y). (6.25)

En identifiant les coefficients t, on obtient

m1(x, ω(y)) +m(x, ω1(y)) = m(m1(x, y), y) +m1(m(x, y), y),
ce qui est équivalent à δ2 ω1 = 0.
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6.2.3 Équivalence de déformations formelles

Soit ϕ : L[[t]] −→ L[[t]] un automorphisme formel défini sur L par

ϕ(x) =
∑
i≥0

tiϕi(x), ϕi : L −→ L, ϕ0 = id,

puis étendu par F[[t]]-linéarité.

Définition 6.2.8. Deux déformations formelles (mt, ωt) et (m′
t, ω

′
t) de L sont dites équivalentes

s’il existe un automorphisme formel ϕt tel que

mt (ϕt(x), ϕt(y)) = ϕt
(
m′
t(x, y)

)
et (6.26)

ϕt (ωt(x)) = ω′
t (ϕt(x)) . (6.27)

Lemme 6.2.9. Avec les données ci-dessus, on a

mi(x, y) +m′
1(x, y) = ϕ1(m(x, y)) +m(x, ϕ1(y)) +m(ϕ1(x), y); (6.28)

ω1(x) + ω′
1(x) = m(ϕ1(x), x) + ϕ1 (ω(x)) . (6.29)

Preuve.

(6.26) ⇐⇒ mt

∑
i≥0

tiϕi,
∑
j≥0

tjϕj

 =

∑
k≥0

tkm′
t(x, y)


⇐⇒

∑
i,j,k≥0

ti+j+kmk (ϕi(x), ϕj(y)) =
∑
i,j≥0

ti+jϕj(m′
i(x, y)).

En identifiant les coefficients de t, on obtient

m(ϕ1(x), y) +m(x, ϕ(y)) +m1(x, y) = ϕ1(m(x, y)) +m′
1(x, y),

ce qui est équivalent à la première équation voulue. les calculs suivants sont faits modulo t2.

(6.27) ⇒ ϕt

∑
i≥0

ti ωi(x)

 = ω′
t (x+ tϕ1(x))

⇒
∑
i≥0

tiϕt(ωi(x)) = ω′
t(x) + ω′

t(tϕ1(x)) +m′
t(x, tϕ1(x))

⇒
∑
i,j≥

ti+jϕj(wi(x)) = ω(x) + t
(
ω′

1(x) +m(x, ϕ1(x))
)
.

En identifiant les coefficients de t, on obtient

ω1(x) + ϕ1(ω(x)) = ω′
1(x) +m(x, ϕ1(x)),

ce qui est équivalent à la deuxième équation voulue.

Proposition 6.2.10. Si (mt, ωt) et (m′
t, ω

′
t) sont deux déformations équivalentes de L, alors leurs

éléments infinitésimaux (m1, ω1) et (m′
1, ω

′
1) sont dans la même classe de cohomologie.
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Preuve. Il suffit de remarquer que

ϕ1(m(x, y)) +m(x, ϕ1(y)) +m(mϕ1(x), y) = d1
CEϕ1(x, y)

et
m(ϕ1(x), x) + ϕ1(ω(x)) = δ1ϕ1

dans le lemme précédent.

Définition 6.2.11. Une déformation formelle (mt, ωt) de L est dite triviale s’il existe un auto-
morphisme formel ϕt tel que

ϕt (mt(x, y)) = m(ϕt(x), ϕt(y)); (6.30)

ϕt (ωt(x)) = ω (ϕt(x)) . (6.31)

Proposition 6.2.12. Supposons que (m1, ω1) ∈ B2
∗2(L,L). Alors la déformation infinitésimale

donnée par mt = m+ tm1 et ωt = ω+tω1 est triviale.

Preuve. Supposons que m1 ∈ B2
∗2(L,L) : ∃ φ : L → L tel que m1 = d2

CEφ et ω1 = δ1φ.
Considérons l’automorphisme formel

ϕt = id+tφ.

Puisque m1 est un 2-cobord de Chevalley-Eilenberg, on a

m1(x, y) = φ(m(x, y)) +m(x, φ(y)) +m(φ(x), y). (6.32)

Ainsi, on peut écrire

m(x, y) + t (φ(m(x, y)) +m1(x, y)) = m(x, y) + t (m(x, φ(y)) +m(φ(x), y)) ,

ce qui est équivalent à

ϕt (m(x, y) + tm1(x, y)) = m(ϕt(x), ϕt(y)).

On obtient (mod t2)
ϕt(mt(x, y)) = m(ϕt(x), ϕt(y)). (6.33)

Puis, en utilisant l’identité ω1 = δ1φ, on a

ω1(x) + φ (ω(x)) = m(x, φ(x)). (6.34)

On peut donc écrire

ω(x) + t (ω1(x) + ϕ (ω(x))) = ω(x) + tm(x, φ(x)),

ce qui est équivalent (mod t2) à

ϕt (ω(x) + t ω1(x)) = ω(x+ tφ(x)).

Finalement, on obtient (mod t2)

ϕt (ωt(x)) = ω(ϕt(x)). (6.35)

Les équations (6.33) et (6.35) impliquent que la déformation est triviale.

Théorème 6.2.13. Le second groupe cohomologie restreinte H2
∗2(L,L) classifie à équivalence

près les déformations restreintes infinitésimales.
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6.2.4 Obstructions

Soit (m,ω) une multidérivation restreinte. Une déformation restreinte (mn
t , ω

n
t ) est dite

d’ordre n ∈ N si elle est donnée par

mn
t =

n∑
k=0

tkmk et ωnt =
n∑
k=0

tkωk.

Définition 6.2.14. Pour x, y, z ∈ L, on définit les applications suivantes :

obs
(1)
n+1(x, y, z) =

n∑
i=1

(mi(x,mn+1−i(y, z)) +mi(y,mn+1−i(z, x)) +mi(z,mn+1−i(x, y))) ;

obs
(2)
n+1(x, y) =

n∑
i=1

(mi(y, ωn+1−i(x)) +mi(mn+1−i(y, x), x)) .

Lemme 6.2.15.
(
obs

(1)
n+1, obs

(2)
n+1

)
∈ C3

∗2(L,L).

Preuve.

obs
(2)
n+1(x1 + x2, y) =

n∑
i=1

(mi(y, ωn+1−i(x1 + x2)) +mi (mn+1−i(y, x1 + x2), x1 + x2))

=
n∑

i=1
(mi (y, ωn+1−i(x1)) +mi (y, ωn+1−i(x2)) +mi (y,mn+1−i(x1, x2)))

+
n∑

i=1
(mi (mn+1−i(y, x1), x1) +mi (mn+1−i(y, x1), x2))

+
n∑

i=1
(mi (mn+1−i(y, x2), x1) +mi (mn+1−i(y, x2), x2))

=
n∑

i=1
(mi (y, ωn+1−i(x1)) +mi (mn+1−i(y, x1), x1))

+
n∑

i=1
(mi (y, ωn+1−i(x2)) +mi (mn+1−i(y, x2), x2))

+
n∑

i=1
(mi (mi(y,mn+1−i(x1, x2)) +m1 (mn+1−i(y, x1), x2) +m1 (mn+1−i(y, x2), x1))

= obs
(2)
n+1(x1, y) + obs

(2)
n+1(x2, y) + obs

(1)
n+1(x1, x2, y).

Proposition 6.2.16. Soit (mn
t , ω

n
t ) une déformation d’ordre n de (m,ω). Soit (mn+1, ωn+1) ∈

C2
∗2(L,L). Alors

(
mn
t + tn+1mn+1, ω

n
t +tn+1 ωn+1

)
est une déformation d’ordre (n + 1) de L

si et seulement si (
obs

(1)
n+1, obs

(2)
n+1

)
= d2

∗2 (mn+1, ωn+1) .

Preuve. Si mn
t + tn+1mn+1 vérifie l’identité de Jacobi, on a alors, pour x, y, z ∈ L :

n+1∑
i=0

(mi(x,mn+1−i(y, z)) +mi(y,mn+1−i(z, x)) +mi(z,mn+1−i(x, y))) = 0. (6.36)

Cette équation peut se réécrire
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Chapitre 6. (Super-)Algèbres de Lie-Rinehart restreintes en caractéristique p = 2

n∑
i=1

(mi(x,mn+1−i(y, z)) +mi(y,mn+1−i(z, x)) +mi(z,mn+1−i(x, y))) = d2
CEmn+1(x, y, z).

(6.37)

Réciproquement, si obs
(1)
n+1 = d2

CEmn+1, alors m
n
t + tn+1mn+1 vérifie l’identité de Jacobi. Sup-

posons que ωnt +tn+1 ωn+1 est une 2-opération compatible avec mn
t + tn+1mn+1. L’équation

suivante est alors vérifiée :

mn+1
t

(
x, ωn+1

t

)
= mn+1

t

(
mn+1
t (x, y), y

)
, (6.38)

où l’on a noté mn+1
t = mn

t + tn+1mn+1 et ωn+1
t = ωnt +tn+1 ωn+1. En développant l’équation

(6.38), on obtient

n+1∑
q=0

tq
q∑
i=0

mi(x, ωq−i(y)) =
n+1∑
q=0

tq
q∑
i=0

mi(mq−i(x, y), y). (6.39)

En identifiant les coefficients de tn+1, on obtient en particulier

n+1∑
i=0

mi(x, ωn+1−i(y)) =
n+1∑
i=0

tq
n+1∑
i=0

mi(mn+1−i(x, y), y),

ce qui peut être réécrit

m
(
x, ωn+1(y)

)
+mn+1

(
x, ω(y)

)
+m

(
mn+1(x, y), y

)
+mn+1

(
m(x, y), y

)
=

n∑
i=1

(
mi(x, ωn+1−i(y)) +mi(mn+1−i(x, y), y)

)
.

On conclut que

n∑
i=1

(
mi(x, ωn+1−i(y)) +mi(mn+1−i(x, y), y)

)
= δ2

∗2ωn+1(x, y).

6.3 Algèbres de Heisenberg restreintes en caractéristique p = 2
Dans cette section, on détermine les structures restreintes sur l’algèbre de Heisenberg, on

calcule de second groupe de cohomologie à coefficients adjoints et on donne un exemple de
déformation formelle d’une algèbre de Lie-Rinehart restreinte construite à partir d’une algèbre
de Heisenberg restreinte. On peut trouver quelques informations sur l’origine physique de ces
algèbres dans la section 5.5.

6.3.1 Cohomologie restreinte

Soit F un corps algébriquement clos de caractéristique 2. Rappelons que algèbre de Heisen-
berg H est engendrée par les éléments x, y, z avec le crochet [x, y] = z. En caractéristique 2, H
est isomorphe à sl2. Soit (·)[2] une 2-opération sur H. On a alors

(x+ y)[2] = x[2] + y[2] + z;
(x+ z)[2] = x[2] + z[2]; (6.40)
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(y + z)[2] = y[2] + z[2].

La 2-opération n’est donc pas 2-semilinéaire dans ce cas. Soit u = ax + by + cz ∈ H,
a, b, c ∈ F. Alors

u[2] = (ax+ by + cz)[2] = a2x[2] + b2y[2] + c2z[2] + abz. (6.41)

Grâce à la seconde condition de la définition 6.1.1, l’image de (·)[2] appartient au centre
de H, qui est de dimension 1 et engendré par z. Ainsi, il existe θ : H → F linéaire telle que
x[2] = θ(x)z, y[2] = θ(y)z, z[2] = θ(z)z. On se rend compte facilement que le lemme 5.5.2
reste valide dans le cas p = 2. On en déduit le résultat de classification suivant, en utilisant les
mêmes techniques que pour le théorème 5.5.3.

Théorème 6.3.1. Il y a deux algèbres de Heisenberg restreintes non isomorphes en caractéris-
tique 2, respectivement données par les formes linéaires θ = 0 et θ = z∗.

On calcule le second groupe de cohomologie restreinte de l’algèbre de Heisenberg res-
treinte avec coefficients adjoints. Soit θ une forme linéaire sur l’algèbre de Heisenberg ordi-
naire. On note (H, θ) l’algèbre de Heisenberg restreinte obtenue avec θ. On note également
H2

∗ (H, θ) = H2
∗2((H, θ), (H, θ)) le second groupe de cohomologie restreinte de (H, θ) avec coef-

ficients adjoints.
Soient u, v ∈ H et (φ, ω) ∈ C∗2(H, θ). La condition de 2-cocycle restreinte est donnée par

φ (u, θ(v)z) + [u, ω(v)] + [φ(u, v), v] + φ([u, v], v) = 0. (6.42)

la condition de 2-cobord restreinte est donnée par

ω(u) = [φ(u), u] + φ (θ(u)z) . (6.43)

En utilisant les mêmes techniques que pour les lemmes 5.5.5 et 5.5.6, on obtient la forme
générale des 2-cocycles et des 2-cobords.

Lemme 6.3.2. Les 2-cocycles restreints pour (H, θ) sont donnés par les couples (φ, ω) tels que
• Cas θ = 0 : 

φ(x, y) = ax+ by + cz

φ(x, z) = fz

φ(y, z) = iz


ω(x) = (b+ f)x+ γz

ω(y) = (a+ i)y + ϵz

ω(z) = κz

(6.44)

• Cas θ = z∗ : 
φ(x, y) = ax+ by + cz

φ(x, z) = fz

φ(y, z) = iz


ω(x) = (b+ f)x+ γz

ω(y) = (a+ i)y + ϵz

ω(z) = ix+ fy + κz,

(6.45)

où tous les paramètres a, b, c, d, e, f, h, i, γ, ϵ, κ appartiennent à F.

Lemme 6.3.3. Les 2-cobords restreints pour (H, θ) sont donnés par les couples (φ, ω) tels que
φ(x, y) = Ax+By + C̃z

φ(x, z) = Hz

φ(y, z) = Gz,

avec A,B, C̃,D,E,G,H des éléments de F et
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• Cas θ = 0 : ω(x) = Ez, ω(y) = Dz, ω(z) = 0;
• Cas θ = z∗ : ω(x) = Ez, ω(y) = Dy, ω(z) = Gx+Hy + Iz.

Grâce aux lemmes 6.3.2 et 6.3.3, on est capable de calculer une base pour les seconds
espaces de cohomologie restreinte à coefficients adjoints.

Théorème 6.3.4. On a dimF
(
H2

∗2(H, 0)
)

= 3 et dimF
(
H2

∗2(H, z∗)
)

= 2.
• Une base pour H2

∗2(H, 0) est donnée par
{

(φ1, ω1), (φ2, ω2), (0, ω3)
}
, avec

φ1(y, z) = z; φ2(x, z) = z; ω1(y) = y; ω2(x) = x; ω3(z) = z.

(On n’écrit que les images non nulles).

• Une base pour H2
∗2(H, z∗) est donnée

{
(φ1, ω1), (φ2, ω2)

}
, avec

φ1(x, y) = x; φ2(x, y) = y; ω1(y) = y; ω2(x) = x.

6.3.2 Structure de Lie-Rinehart restreinte et déformations restreintes

Dans cette section, on va construire une déformation infinitésimale d’une algèbre de Lie-
Rinehart restreinte en caractéristique 2 construite à partir du l’algèbre de Heisenberg (H, z∗).
Sur un corps F de caractéristique 2, il y a trois algèbres associatives commutatives unitaires
de dimension 2, données par

• A0 = VectF{e1, e2}, avec e1 l’unité et e2e2 = 0;
• A1 = VectF{e1, e2}, avec e1 l’unité et e2e2 = e1;
• A2 = VectF{e1, e2}, avec e1 l’unité et e2e2 = e2.

Les algèbres A0 et A2 sont bien connues sur des corps de caractéristique différente de 2. Ici,
une nouvelle algèbre A1 apparâıt. Supposons avoir un isomorphisme d’algèbres φ : A1 → A2
donné par φ(e2) = αe1 + βe2, α, β ∈ F. Alors, la condition φ(e2

2) = φ(e2)2 implique que
e1 = α2e1 +β2e2, donc β = 0. Mais puisque φ est un isomorphisme, c’est impossible. Il ne peut
ainsi pas y avoir d’isomorphisme d’algèbres entre A1 et A2.

Lemme 6.3.5. Soit L = (H, z∗) et A = A1. Supposons que A agit sur L par a · u = u, ∀a ∈
A, ∀u ∈ L. Alors, la seule structure de Lie-Rinehart restreinte sur le couple (A,L) est donnée
par l’ancre ρ = 0.

Preuve. Puisque ρ : L → Der(L) doit être un morphisme de Lie, on a ρ(z) = 0. La condition
de A-linéarité donne ρ(x)(e2) = λ(e1 + e2) et ρ(y)(e2) = µ(e1 + e2), λ, µ ∈ F. Puisque ρ doit
également être un morphisme restreint, on doit avoir 0 = ρ(x)2(e2) = λρ(x)(e2) = λ2(e1 + e2).
Ainsi, on a λ = 0. Le même calcul avec y en lieu et place de x donne µ = 0.

Choisissons une multidérivation restreinte (m1, ω1) donnée par m1(x, y) = y, m1(x, z) =
m1(y, z) = 0 et ω1(x) = x, ω1(y) = ω1(z) = 0. En posant σ1(x)(e2) = σ1(y)(e2) = e1 +
e2, σt(z)(e2) = 0, on se rend compte que σ1 est un symbole compatible avec (m1, ω1) qui
donne une déformation restreinte infinitésimale.On obtient ainsi la déformation restreinte

mt(x, y) = z + ty, mt(x, z) = mt(y, z) = 0;
ωt(x) = tx, ωt(y) = 0, ωt(x) = z;

σt(x)(e2) = σt(y)(e2) = e1 + e2, σt(z)(e2) = 0.

Il est facile de voir que les applications obs
(1)
2 et obs

(2)
2 s’annulent sur la base de (H, z∗).

Ainsi, il est possible d’étendre la déformation au moyen d’un 2-cocycle restreint.
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Chapitre 7

Représentations des algèbres de
Lie-Rinehart en caractéristique positive

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux représentations restreintes d’algèbres de Lie-Rinehart
restreintes. L’étude des représentations est centrale dans la théorie de Lie, que ce soit pour les
algèbres de Lie ([HJ78]), les algèbres de Lie-Rinehart [HJ90, CGL18, PSTZ22] ou les algèbres
de Lie restreintes ([SF88, SH98, JJ04, YY14]). Notre objectif dans ce chapitre est d’étudier la
notion de représentation restreinte pour les algèbres de Lie-Rinehart restreintes au travers de
la construction de produits semi-directs et d’exemples.

Ce chapitre est organisé comme suit. On rappelle dans un premier temps la définition de
représentation restreinte d’une algèbre de Lie-Rinehart restreinte et on donne deux exemples
immédiats. Ensuite, on s’intéresse au produit semi-direct, que l’on étudie selon deux angles.
Tout d’abord, on se place sur un corps de caractéristique p = 2 et on construit un produit
semi-direct entre deux algèbres de Lie-Rinehart restreintes ayant la même composante associa-
tive et dont l’une des deux a une ancre nulle. Dans ce cas, on peut construire explicitement une
2-opération sur le produit semi-direct (proposition 7.2.6) et déduire une condition nécessaire et
suffisante pour que ce produit semi-direct soit équipé d’une structure de Lie-Rinehart restreinte
(proposition 7.2.7). Puis, sur un corps de caractéristique p > 0 quelconque, on construit un pro-
duit semi-direct entre une algèbre de Lie-Rinehart restreinte et une représentation restreinte.
Dans ce cas, il est plus difficile de construire une p-opération explicite et quelques subtilités
doivent être considérées (proposition 7.2.3). Finalement, on montre une condition nécessaire
et suffisante pour que ce produit semi-direct soit aussi équipé d’une structure de Lie-Rinehart
restreinte (proposition 7.2.4). La troisième section de ce chapitre est consacrée à l’étude de
certains exemples de représentations restreintes d’algèbres de Lie-Rinehart restreintes en di-
mension infinie.

Ce chapitre est tiré d’un travail en cours avec Viacheslav Futorny et Abdenacer Makhlouf.

7.1 Généralités

Rappelons la définition d’une représentation d’une algèbre de Lie-Rinehart restreinte.

Définition 7.1.1. Soit (A,L, ρ) une algèbre de Lie-Rinehart restreinte. Une représentation res-
treinte de (A,L, ρ) est un A-module M équipé d’un morphisme restreint A-linéaire d’algèbres
de Lie restreintes π : L −→ End(M), x 7−→ πx tel que

πx(am) = aπx(m) + ρx(a)m, ∀ a ∈ A, ∀ m ∈ M, ∀ x ∈ L,
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Si π n’est pas A-linéaire dans la définition précédente, la représentation est dite “faible” (voir
[PSTZ22]).

Exemples.

1. Représentation adjointe. Soit (A,L, ρ) une algèbre de Lie-Rinehart restreinte. On peut
alors considérer la représentation restreinte faible donnée par ad : L −→ Der(L), x 7−→
[x, ·].

2. Représentation naturelle. Soit (A,L, ρ) une algèbre de Lie-Rinehart restreinte. Alors
(A, ρ) est une représentation restreinte de (A,L, ρ).

Définition 7.1.2. Soient (A,L, ρ) une algèbre de Lie-Rinehart et (M,π), (M ′, π′) deux repré-
sentations faibles de (A,L, ρ). On dit qu’un morphisme de A-modules ϕ : M → M ′ est un
morphisme de représentations faibles si ϕ ◦ πx = π′

x ◦ ϕ, ∀x ∈ L.

7.2 Produit semi-direct

Dans cette section, on présente deux versions du produit semi-direct pour les algèbres
de Lie-Rinehart restreintes. La première fonctionne pour n’importe quelle caractéristique et
s’obtient en faisant agir (A,L, ρ) sur un A-module V quelconque. Dans ce dernier cas, il n’est
pas toujours possible de construire une p-opération explicite sur le produit semi-direct (voir
la proposition 7.2.3 et la remarque qui suit). La deuxième est spécifique à la caractéristique
p = 2, s’obtient en faisant agir une algèbre de Lie-Rinehart restreinte (A,L, ρ) sur une autre
algèbre de Lie-Rinehart restreinte (A, g, 0) à ancre nulle.

7.2.1 Produit semi-direct en caractéristique p quelconque

Soit
(
L, [·, ·], (·)[p]

)
une algèbre de Lie restreinte sur un corps F de caractéristique p > 0 et

(π, V ) une représentation restreinte de L à valeurs dans un espace vectoriel V (si x ∈ L, on
utilisera indifféremment les notations π(x) et πx pour désigner l’image de x par la représentation
π). On peut alors munir l’espace vectoriel L⊕V d’une structure d’algèbre de Lie avec le crochet[

(x, v), (y, w)
]
:=
(
[x, y], πx(w) − πy(v)

)
, x, y ∈ L, v, w ∈ V. (7.1)

On appelle L⊕V muni du crochet (7.1) le produit semi-direct de L avec V et on le note L⋊πV ,
ou simplement L⋊ V lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté.

Structure restreinte. L’objectif est maintenant de munir l’algèbre de Lie L ⋊π V d’une p-
opération compatible avec le crochet (7.1).

Lemme 7.2.1. Soient (L, [·, ·]) une algèbre de Lie et (π, V ) une représentation de L. Alors pour
tout n ∈ N, on a

π
(
adnx(y)

)
=

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
πn−k
x πyπ

k
x, x, y ∈ L. (7.2)

Preuve. Soient x, y ∈ L. Prouvons le lemme par récurrence sur n ∈ N. La formule est vraie
pour n = 0, 1. Supposons qu’il existe n ∈ N tel que le lemme soit vrai. Alors,

π
(
adn+1

x (y)
)

= πxπ
(
adnx(y)

)
−π
(
adnx(y)

)
πx

= πx

(
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
πn−k
x πyπ

k
x

)
−
(

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
πn−k
x πyπ

k
x

)
πx
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=
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
πn−k+1
x πyπ

k
x −

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
πn−k
x πyπ

k+1
x

= πn+1
x πy +

n∑
k=1

(−1)k
(
n

k

)
πn−k+1
x πyπ

k
x −

n−1∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
πn−k+1
x πyπ

k
x − (−1)nπyπn+1

x

= πn+1
x πy + (−1)n+1πyπ

n+1
x +

n∑
k=1

(−1)k
((

n

k

)
+
(

n

k − 1

))
πn−k+1
x πyπ

k
x

= πn+1
x πy + (−1)n+1πyπ

n+1
x +

n∑
k=1

(−1)k
(
n+ 1
k

)
πn−k+1
x πyπ

k
x

=
n+1∑
k=0

(−1)k
(
n+ 1
k

)
πn−k+1
x πyπ

k
x,

ce qui achève la récurrence.

Lemme 7.2.2. Soient
(
L, [·, ·], (·)[p]

)
une algèbre de Lie restreinte, (π, V ) une représentation

restreinte de L et L⊕ V équipée du crochet (7.1). Alors pour tout n ∈ N, on a

adn(x,v)(y, w) =
(

adnx(y), πnx(w) +
n∑
k=1

(−1)k
(
n

k

)
πn−k
x πyπ

k−1
x (v)

)
, x, y ∈ L, v ∈ V. (7.3)

En particulier, si n = p, on a

adp(x,v)(y, w) =
(

adpx(y), πpx(w) − πyπ
p−1
x (v)

)
x, y ∈ L, v ∈ V. (7.4)

Preuve. Montrons la formule (7.3) par récurrence sur n ∈ N. Elle est vraie pour n = 0, 1. Soient
n ∈ N tel que (7.3) soir vraie, x, y ∈ L et v, w ∈ V . Avec la formule du crochet (7.1), il est
clair que la première composante de adn+1

(x,v)(y, w) sera égale à adn+1
x (y). Calculons la deuxième

composante.

.....πx
(
adn(x,v)(y, w)

)
− π (adnx(y)) (v)

= πn+1
x +

n∑
k=1

(−1)k
(
n

k

)
πn−k+1
x πyπk−1(v) −

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
πn−k
x πyπk(v) (lemme 7.2.1)

= πn+1
x +

n∑
k=1

(
(−1)k

(
n

k

)
− (−1)k−1

(
n

k − 1

))
πn−k+1
x πyπ

k−1
x (v) + (−1)n+1πyπ

n
x(v)

= πn+1
x +

n+1∑
k=1

(−1)k
(
n+ 1
k

)
πn−k+1
x πyπ

k−1
x (v),

ce qui achève la récurrence.

Proposition 7.2.3. Soit
(
L, [·, ·], (·)[p]

)
une algèbre de Lie restreinte et (π, V ) une représentation

restreinte de L. Supposons que le centre de L ⋊π V est trivial. Alors l’application (x, v)[p] =(
x[p], πp−1

x (v)
)
est une p-opération sur le produit semi-direct L⋊π V compatible avec le crochet

(7.1).
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Preuve. Puisque L ⋊π V est de centre trivial, le corollaire 5.1.17 assure qu’il suffit de vérifier
la condition 2. de la définition 5.1.5. Soient x, y ∈ L, v, w ∈ V .

adp(x,v)(y, w) −
[
(x, v[p]), (y, w)

]
=
(
adpx(y), πpx(w) − πyπ

p−1
x (v)

)
−
[(
x[p], πp−1

x (v)
)
, (y, v)

]
↑

(lemme 7.2.2)

=
(
adx[p](y), πpx(w) − πyπ

p−1
x (v)

)
−
(
adx[p](y), πx[p](w) − πyπ

p−1
x (v)

)
= 0.

Remarque dans le cas où le centre de L ⋊π V n’est pas trivial. 1 Si le centre de L ⋊π V n’est

pas trivial, l’application (x, v)[p] =
(
x[p], πp−1

x (v)
)
ne vérifie pas forcément la condition 3. de

la définition 5.1.5. L’algèbre de Lie L ⋊π V n’est alors que restreignable, ce qui signifie qu’il
existe au moins une p-opération sur L ⋊π V , mais qui n’est pas forcément (·)[p]. Pour s’en
convaincre, notons Z := C(L⋊π V ) le centre de L⋊π V . C’est un p-idéal de L⋊π V , on peut
donc considérer l’application

(·)[p]′ : (L⋊π V )/Z −→ (L⋊π V )/Z (7.5)(
(x, v) + Z

)
7−→ (x, v)[p] + Z.

Le quotient (L⋊π V )/Z est une algèbre de Lie avec le crochet

[(x, v) + Z, (y, w) + Z] =
[
(x, v), (y, w)

]
+Z, x, y ∈ L. (7.6)

L’application (·)[p]′ vérifie la condition 2. de la définition 5.1.5 et est donc une p-opération sur
(L⋊π V )/Z, puisque (L⋊π V )/Z a un centre trivial, d’après le corollaire 5.1.17.

Pour x, y ∈ L, v, w ∈ V , notons si
(
(x, v), (y, w)

)
les coefficients obtenus comme à la

définition 5.1.5 pour le crochet (7.1) et s′
i

(
(x, v), (y, w)

)
les coefficients obtenus avec le crochet

(7.6). On a alors

si
(
(x, v), (y, w)

)
= s′

i

(
(x, v), (y, w)

)
, ∀x, y ∈ L, v, w ∈ V.

Puisque (·)[p]′ est une p-opération sur (L⋊π V )/Z, on a

(
(x, v) + (y, w) + Z

)[p]′ =
(
(x, v) + Z

)[p]′+
(
(y, w) + Z

)[p]′+
p−1∑
i=1

s′
i

(
(x, v), (y, w)

)
, ce qui équivaut à

(
(x, y) + (y, w)

)[p]+Z = (x, v)[p] + (y, w)[p] + Z +
p−1∑
i=1

si
(
(x, v), (y, w)

)
.

Ainsi, il existe z ∈ Z tel que

(
(x, y) + (y, w)

)[p]= (x, v)[p] + (y, w)[p] +
p−1∑
i=1

si
(
(x, v), (y, w)

)
+z, (7.7)

1. Cette remarque illustre bien les difficultés qu’impliquent la non-linéarité des p-opérations et la prudence
qu’il faut observer en les manipulant.
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ce qui montre que la condition 3. de la définition 5.1.5 n’est pas forcément satisfaite par l’ap-

plication (x, v)(p] =
(
x[p], πp−1

x (v)
)
.

En revanche, L ⋊π V est alors restreignable et le théorème de Jacobson (5.1.16) permet
de construire une p-opération. Soit {(ei, 0)} ∪ {(0, vj)} une base de L ⊕ V (en tant qu’espace
vectoriel). On définit une application

(ei, 0)[p]∗ :=
(
e

[p]
i , 0

)
; (0, vj)[p]∗ := (0, 0).

Cette application vérifie la condition 2. de la définition 5.1.5. On l’étend ensuite à n’importe
quel élément de L⋊π V en utilisant les conditions 1. et 3. de la définition 5.1.5. Par construc-
tion, (·)[p]∗ est une p-opération sur L⋊π V qui cöıncide avec (·)[p] sur la base {(ei, 0)}∪{(0, vj)}
de L ⋊π V . En revanche, comme le centre C (L⋊π V ) n’est pas trivial, on n’a pas forcément
(x, v)[p]∗ = (x, v)[p] ∀(x, v) ∈ L⋊π V .

Note. Ce dernier fait n’est pas une contradiction avec le point 2. du corollaire 5.1.13, car si
le centre C (L⋊π V ) n’est pas trivial, alors (·)[p] n’est pas forcément une p-opération sur L⋊πV .

En imitant la preuve du théorème de Jacobson (5.1.16), on peut construire (·)[p]∗ d’une
autre façon. Reprenons la base {(ei, 0)} ∪ {(0, vj)} de L⋊π V . On a alors

adp(ei,vj) − ad(ei,vj)[p] = 0.

Ainsi, dans l’algèbre enveloppante (ordinaire) U
(
L⋊π V

)
, on a

(ei, vj)p − (ei, vj)[p] ∈ C
U
(
L⋊πV

)(L⋊π V
)
.

On peut définir une application p-semilinéaire à valeurs dans le centre de
(
L⋊π V

)
par

f

∑
i,j

αi,j(ei, vj)

 :=
∑
i,j

αi,j
(
(ei, vj)p − (ei, vj)[p]

)
.

On a alors

(x, v)[p]∗ = (x, v)[p] + f(x, v), ∀(x, v) ∈ L⋊π V.

Structure de Lie-Rinehart restreinte. SoitA une algèbre associative commutative et
(
L, [·, ·], (·)[p]

)
une algèbre de Lie restreinte, telles que (A,L, ρ) soit une algèbre de Lie-Rinehart restreinte.
On considère de plus (π, V ) une représentation restreinte de (A,L, ρ). Supposons que le centre
de L⋊π V est trivial. C’est alors une algèbre de Lie restreinte avec

[
(x, v), (y, w)

]
=
(

[x, y], πx(w) − πy(v)
)
, x, y ∈ L, v, w ∈ V.

(x, v)[p] =
(
x[p], πp−1

x (v)
)
.

Le but est de munir (A,L ⋊π V ) d’une structure d’algèbre de Lie-Rinehart restreinte. Consi-
dérons l’application

ρ̃ : L⋊π V −→ Der(A)
(x, v) 7−→ ρx.
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Proposition 7.2.4. Le couple (A,L⋊π V ) muni de la structure restreinte définie à la proposition
7.2.3 et de l’application ρ̃ définie ci-dessus est une algèbre de Lie-Rinehart restreinte si et
seulement si la représentation π vérifie

πp−1
ax (av) = apπp−1

x (v) + ρp−1
ax (a)v, a ∈ A, x ∈ L, v ∈ V. (7.8)

Preuve. Il est clair que ρ̃ ainsi définie est une morphisme de Lie restreint A-linéaire à valeurs
dans les dérivations de A. montrons les deux conditions de compatibilité. Soient x, y ∈ L, a ∈
A, v, w ∈ V.

• Première condition :[
(x, v), a(y, w)

]
−ρ̃(x, v)(a)(y, w) − a

[
(x, v), (y, w)

]
=
(

[x, ay], πx(aw) − πay(v)
)

−
(
ρx(a)y + a[x, y], ρx(a)w + aπx(w) − aπy(v)

)
=
(
0 , πx(aw) − ρx(a)w − aπx(w)

)
= 0.

• Deuxième condition (Hochschild) :(
a(x, v)

)[p]−ap(x, v)[p] − ρ̃
(
a(x, v)

)
(a)(x, v)

=
(
(ax)[p], πp−1

ax (av)
)

− ap
(
x[p], πp−1

x (v)
)

− ρp−1
ax (a)(x, v)

=
(

0 , πp−1
ax (av) − ap

(
x[p]
)

− ρp−1
ax (a)v

)
= 0,

la dernière égalité étant vraie si et seulement si la condition (7.8) est satisfaite.

7.2.2 Produit semi-direct en caractéristique p = 2
Dans cette section, le corps F sera de caractéristique p = 2. On construit le produit semi-

direct d’une algèbre de Lie-Rinehart restreinte par une algèbre de Lie restreinte équipée d’une
structure de A-module.

Soient A une F-algèbre associative commutative et
(
L, [·, ·], (·)[2]

)
une algèbre de Lie res-

treinte, telles que (A,L, ρ) soit une algèbre de Lie-Rinehart restreinte. On considère
(
g, [·, ·]g, (·)[2]g

)
une algèbre de Lie restreinte telle que (A,L, 0) soit une algèbre de Lie-Rinehart restreinte.

Définition 7.2.5. Avec les données ci-dessus, on dit que l’algèbre de Lie-Rinehart restreinte
(A,L, ρ) agit sur g s’il existe un morphisme de Lie restreint α : L −→ Der(g) tel que

• α(ax) = aα(x), a ∈ A, x ∈ L (α est A-linéaire) ;
• α(x)(ag) = aα(x)(g) + ρ(x)(a)g, a ∈ A, x ∈ L, g ∈ g ;

• α(x)
(
g[2]g

)
= [α(x)(g), g]g, x ∈ L, g ∈ g . (α(x) est une dérivation restreinte ∀x ∈ L) ;

• α(ax)(ag) = a2α(x)(g) + aρ(x)(a)(g), a ∈ A, x ∈ L, g ∈ g .

Proposition 7.2.6. Avec les données ci-dessus, l’espace vectoriel L⊕g est équipé d’une structure
de Lie restreinte avec le crochet[

(x, g), (y, h)
]
=
(

[x, y], α(x)(h) + α(y)(g) + [g, h]g
)

(7.9)
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et la 2-opération

(x, g)[2]α =
(
x[2], α(x)(g) + g[2]g

)
. (7.10)

Preuve. Montrons que l’application (·)[2]α est une 2-opération compatible avec le crochet [·, ·]α.
Soient λ ∈ F, x, y ∈ L et g, h ∈ g. Tout d’abord, on a

(
λ(x, g)

)[2]α
=
(

(λx)[2], α(λx)(λg) + (λg)[2]g
)

=
(
λ2(x)[2], λ2α(x)(g) +λ2(g)[2]g

)
= λ2(x, g)[2]α .

Puis,(
(x, g) + (y, h)

)[2]α

−(x, g)[2]α − (y, h)[2]α

=
(

(x+ y), (g + h)
)[2]α

−(x, g)[2]α − (y, h)[2]α

=
(

(x+ y)[2], α(x+ y)(g + h) + (g + h)[2]g
)

−
(
x[2], α(x)(g) + (g)[2]g

)
−
(
y[2], α(y)(h) + (h)[2]g

)
=
(

[x, y], α(x)(g) + α(x)(h) + α(y)(g) + α(y)(h) + g[2]g + h[2]g + [g, h]g − α(x)(g) − g[2]g − α(y)(h) − h[2]g
)

=
(

[x, y], α(x)(h) + α(y)(g) + [g, h]g
)

=
[
(x, g), (y, h)

]
α
.

Enfin,[
(x, g), [(x, g), (y, h)]α

]
α

−
[
(x, g)[2]α , (y, h)

]
=
[
(x, g), ([x, y], α(x)(h) + α(y)(g) + [g, h]g)

]
α

−
[(
x[2], α(x)(g) + g[2]g

)
, (y, h)

]
α

=
(

[x, [x, y]], α(x)
(
α(x)(h) + α(y)(g) + [g, h]g

)
+α([x, y])(g) +

[
g, α(x)(h) + α(y)(g) + [g, h]g

]
g

)
+
([
x[2], y

]
, α
(
x[2]
)

(h) + α(y)
(
α(x)(g) + g[2]g

)
+
[
α(x)(g) + g[2]g , h

]
g

)
.

Pour la première composante, on a immédiatement
[
x[2], y

]
− [x, [x, y]] = 0. Pour la deuxième

composante :

• α
(
[x, y]

)
(g) + α(x) ◦ α(y)(g) + α(y) ◦ α(x)(g) = 0 car α est un morphisme de Lie ;

• α(x)2(h) − α
(
x[2]
)

= 0 car α est un morphisme restreint ;

• α(x)
(
[g, h]g

)
+
[
g, α(x)(h)

]
g
+
[
α(x)(g), h

]
g
= 0 car α(x) est une dérivation de g ;

• α(x)
(
g[2]g

)
− [α(x)(g), g]g = 0 car α(x) est une dérivation restreinte de g ;

• [gg , h]g − [g, [g, h]g]g = 0.

Finalement on obtient bien

[
(x, g), [(x, g), (y, h)]α

]
α

−
[
(x, g)[2]α , (y, h)

]
= 0. Ainsi, (·)[2]α est

une 2-opération sur L⊕ g compatible avec le crochet [·, ·]α.
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Munissons maintenant le couple (A,L ⊕ g) d’une structure d’algèbre de Lie-Rinehart res-
treinte. Puisque l’algèbre de Lie L⊕ g est restreinte avec la 2-opération définie ci-dessus, il ne
reste qu’à définir une ancre ρ̃ : L⊕ g → Der(A) en posant ρ̃(x, g) = ρ(x), x ∈ L, g ∈ g .

Proposition 7.2.7. Le couple (A,L⊕ g) muni de la structure restreinte définie à la proposition
7.2.6 et de l’application ρ̃ définie ci-dessus est une algèbre de Lie-Rinehart restreinte si et
seulement si la représentation π vérifie

πax(av) = a2πx(v) + ρax(a)v, a ∈ A, x ∈ L, v ∈ V. (7.11)

Preuve. On peut définir une action de A sur L ⊕ g par a · (x, g) = (a · x, a · g). L’application
ρ̃ est alors bien A-linéaire. De plus, c’est une application de Lie restreinte à valeurs dans les
dérivations de A. Il ne reste qu’à vérifier les deux conditions de compatibilité restantes.

• Première condition : soient x, y ∈ L, g, h ∈ g, a ∈ A.[
(x, g), a(y, h)

]
α
+ρ̃(x, g)(a)(y, h) + a

[
(x, g), (y, h)

]
α

=
(

[x, ay], α(x)(ah) + α(ag)(g) + [g, ah]]g
)

+
(
a[x, y] + ρ(x)(a)y, aα(x)(h) + aα(y)(g) + a[g, h] + ρ(x)(a)h

)
=
(

0 , α(x)(ah) + aα(x)(h) + ρ(x)(a)h
)

= 0.

• Seconde condition (condition de Hochschild) : soient x ∈ L, g ∈ g, a ∈ A.(
a(x, g)

)[2]α−a2(x, g)[2]α − ρ̃
(
a(x, g)

)
(a)(x, g)

=
(

(ax)[2], α(ax)(ag) + (ag)[2]g
)

−
(
a2x[2] + ρ(ax)(a)x, a2α(x)(g) + a2g[g] + ρ(ax)(a)g

)
= α(ax)(ag) − a2α(x)(g) − aρ(x)(a)g
= 0,

la dernière égalité étant vraie si et seulement si la condition (7.11) est satisfaite.

Remarque. Si la représentation (π, V ) est faible, la condition 7.11 est automatiquement vérifiée.

7.3 Exemples de représentations en dimension infinie

Dans cette section, on présente quelques exemples de représentations en dimension infinie.

7.3.1 Exemple en caractéristique zéro

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique zéro, soient de plus A = K[y, y−1] ⊗
K[x]/(x2) et L l’algèbre de Lie abélienne de dimension infinie engendrée par les éléments
hk, k ∈ Z. On peut équiper L d’une structure de A-module avec l’action

ys · hk = hk+s, ysx · hk = 0, k, s ∈ Z .
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Considérons l’application ρ : L −→ Der(A), hk 7−→ ykx∂x, où ∂x := d
dx désigne la dérivée

partielle par rapport à la variable x. Alors, ρ est une ancre sur L qui est compatible avec
l’action ci-dessus, ainsi (A,L, ρ) devient une algèbre de Lie-Rinehart.

Proposition 7.3.1. Soit V = K[t, t−1] =
⊕
s∈Z

K ts. Alors V est une représentation faible de

(A,L, ρ).

Preuve. Soit λ ∈ K. Considérons l’application π : L → End(V ), π(hk)(ts) = λtk+s. Alors V
est un L-module. De plus, si λ ̸= 0, ce module est simple. V est également un A-module avec
l’action

yk · ts = tk+s, ykx · ts = 0.

Il reste à vérifier la condition de compatibilité de la définition 1.3.6.
Cas a = ym :

π(hk)(ym · ts) − ym · π(hk)(ts) − ρ(hk)(ym) · ts = π(hk)(tm+s) − λymts+k − ykx∂x(ym) · ts

= λtm+s+k − λym · ts+k

= 0.

Cas a = ymx :

π(hk)(ymx · ts) − ymx · π(hk)(ts) − ρ(hk)(ymx) · ts = 0 − 0 − ykx∂x(ymx) · ts

= yk+mx · ts

= 0.

Finalement, V est une représentation faible simple de (A,L, ρ).

7.3.2 Adaptation de l’exemple précédent en caractéristique p

Dans cette section, on considère l’exemple de la section 7.3.1 sur un corps F de caracté-
ristique p > 0. Tout ce qui a été fait dans la section précédent reste valable. Le but est de
construire une structure d’algèbre de Lie-Rinehart restreinte sur l’exemple précédent et de
trouver une représentation restreinte. On reprend les notations de la section 7.3.1.

Proposition 7.3.2. Soit λ ∈ F. L’application hk 7−→ λp−1hpk est une p-opération sur L. De
plus, cette p-opération est compatible avec l’ancre ρ si et seulement si λp−1 = 1. Dans ce cas,
(A,L, ρ) est une algèbre de Lie-Rinehart restreinte.

Preuve. Soient k, s ∈ Z. Puisque L est une algèbre de Lie abélienne, n’importe quelle appli-
cation p-semilinéaire est une p-opération valable sur L. On peut ainsi choisir les valeurs de la
p-opération arbitrairement sur les générateurs de L. Montrons maintenant que l’ancre ρ est un
morphisme restreint par rapport à cette p-opération. On a d’une part

ρ
(
h

[p]
k

)
(ys) = ρ

(
λp−1hpk

)
(ys) = 0 = ρ (hk)p (ys);

et d’autre part

ρ
(
h

[p]
k

)
(ysx) = λp−1ypk+sx et ρ(hk)p(ysx) = ypk+sx.

Ainsi, on a égalité si et seulement si λp−1 = 1. Il ne reste qu’à vérifier la condition de Hochschild,
pour λ ∈ F vérifiant λp−1 = 1 :
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(ys · hk) − yps · (hk) − ρ(yshk)(ys) · hk = hpk+ps − hpk+ps = 0;

et (ysx · hk) − ypsxp · (hk) − ρ(ysxhk)(ys) · hk = 0.

Ainsi, la structure restreinte donnée par la p-opération hk 7−→ hpk est compatible avec l’ancre
et on obtient ainsi une algèbre de Lie-Rinehart restreinte.

On fixe maintenant λ = 1 et on reprend la représentation faible de la section précédente, à
savoir l’application π : L → End(V ), π(hk)(ts) = tk+s, avec V = F[t, t−1].

Proposition 7.3.3. Avec les données ci-dessus, (π, V ) est une représentation restreinte faible de
l’algèbre de Lie Rinehart restreinte (A,Lρ).

Preuve. Il ne reste qu’à vérifier que π est un morphisme restreint. Soient k, s ∈ Z. D’une part,
on a

π
(
h

[p]
k

)
(ts) = ρ(hpk)(ts) = tpk+s;

et d’autre part on a
π (hk)p (ts) = π (hk)p−1 (tk+s) = · · · = tpk+s.

Ainsi, les deux expressions cöıncident bien et π définit une représentation restreinte faible de
l’algèbre de Lie-Rinehart restreinte (A,Lρ).

Remarque. En fait, on peut montrer que la p-opération hk 7−→ hpk est l’unique p-opération
sur L qui soit compatible avec la représentation π.

7.3.3 Exemple en caractéristique p = 2
Soit F un corps de caractéristique p = 2. On considère l’algèbre de Lie L engendrée par

les éléments hk et lk, k ∈ Z et équipée du crochet [hk, hm] = [lk, lm] = 0, [lm, hk] = lm+k.
On prend pour algèbre associative A = F[y, y−1] ⊗ F[x]/(x2). On équipe L d’une structure de
A-module avec l’action donnée par

ys · hk = hk+s, y
sx · hk = 0, ys · lm = lm+s, y

sx · lm = hs+m, k,m, s ∈ Z .

On définit une ancre ρ : L −→ Der(A) par{
ρ(hk) = ykx∂x;
ρ(lm) = ym∂x,

(7.12)

où comme avant ∂x := d
dx désigne la dérivée partielle par rapport à la variable x. On définit

ainsi une structure d’algèbre de Lie-Rinehart sur le couple (A,L).

Structure restreinte.On détermine les structures restreintes sur L afin de construire une algèbre
de Lie-Rinehart restreinte sur (A,L).

Proposition 7.3.4. L’unique structure restreinte sur L est donnée par

l[2]
m = 0 ∀m ∈ Z; h

[2]
k = h2k ∀k ∈ Z .

De plus, l’ancre (7.12) est compatible avec cette 2-structure. Ainsi, on munit (A,L, ρ) d’une
structure d’algèbre de Lie-Rinehart restreinte.

Preuve. Soient m,n, k ∈ Z et (·)[2] une 2-opération sur L.
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• Puisque [l[2]
m , ln] = [lm, [lm, ln]], on a [l[2]

m , ln] = 0 et on en déduit donc que l
[2]
m ∈

Vect{li, i ∈ Z}. D’autre part, on a aussi [l[2]
m , hk] = [lm, [lm, hk]] = 0, ce qui implique

que l
[2]
m ∈ Vect{hj , j ∈ Z}. On conclut donc que l

[2]
m = 0.

• Puisque [h[2]
k , hn] = [hk, [hk, hn]], on a [h[2]

k , hn] = 0 et on en déduit donc que h
[2]
k ∈

Vect{hj , j ∈ Z}. Puis, on a

[h[2]
k , lm] = [hk, [hk, lm]] = [hk, lm+k] = lm+2k,

ce qui implique que h
[2]
k = h2k.

Montrons que ρ est un morphisme restreint.

• ρ
(
l
[2]
m

)
(ys) − ρ(lm)2(ys) = ρ(lm) (ym∂x(ys)) = 0;

• ρ
(
l
[2]
m

)
(ysx) − ρ(lm)2(ys) = ρ(lm) (ym∂x(ysx)) = ρ(lm)(ym+s) = 0;

• ρ
(
h

[2]
k

)
(ys) − ρ(hk)2(ys) = ρ(h2k)(ys) = y2kx∂x(ys) = 0;

• ρ
(
h

[2]
k

)
(ysx) − ρ(hk)2(ysx) = ρ(h2k)(ysx) − ρ(hk)(yk+s) = y2k+s − y2k+s = 0.

L’ancre ρ est donc un morphisme restreint. Il reste à vérifier la condition de Hochschild. Il
y a quatre équations à contrôler :

• (ys · lm)[2] − y2sl
[2]
m − ρ (ys · lm) (ys) · lm = ρ (lm+s) (ys) · lm = 0;

• (ys · hk)[2] − y2sh
[2]
k − ρ (ys · hk) (ys) · hk = h2k+2s − h2k+2s = 0;

• (ysx · lm)[2] − y2sx2l
[2]
m − ρ (ysx · lm) (ysx) · lm = h2s+2m − y2s+mx · lm = 0;

• (ysx · hk)[2] − y2sx2h
[2]
k − ρ (ysx · hk) (ysx) · hk = 0.

Finalement, on a bien défini une structure d’algèbre de Lie-Rinehart restreinte sur (A,L, ρ).

Représentations. On construit une représentation restreinte de l’algèbre de Lie restreinte L et
une représentation de l’algèbre de Lie-Rinehart restreinte (A,L, ρ). Toutefois, aucune de ces
deux représentations n’est une représentation restreinte au sens de la définition 5.3.4.

Proposition 7.3.5. On considère π : L 7−→ End(V ), avec V = F[t, t−1] défini par

π(hk)(ts) = tk+s, π(lm)(ts) = 0, k,m, s ∈ Z .

On munit V d’une structure de A-module par yk · ts = tk+s, ykx · ts = 0. Alors, π est un
morphisme restreint d’algèbres de Lie restreintes, mais π n’est pas compatible avec l’ancre
(7.12) (au sens de la définition 5.3.4).

Preuve. Il est facile de voir que π est un morphisme d’algèbres de Lie. Montrons que π est un
morphisme restreint. On a directement

π
(
l[2]
m

)
(ts) = 0 = π(lm)2(ts).

Puis,

π
(
h

[2]
k

)
(ts) − π(hk)(ts) = π(h2k)(ts) − π(hk)(tk+s) = t2k+s − t2k+s = 0.

Ainsi, π est un morphisme restreint. Toutefois, π n’est pas une représentation d’algèbre de
Lie-Rinehart. En effet, si c’était le cas, on devrait avoir

π(lm)(ysx · tn) = ysx · π(lm)(tn) + ρ(lm)(ysx) · tn.
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Or,
π(lm)(ysx · tn) = ysx · π(lm)(tn) = 0 alors que ρ(lm)(ysx) · tn = tm+s+n.

Ainsi la représentation π est une représentation de l’algèbre de Lie restreinte L mais pas de
(A,L, ρ) en tant qu’algèbre de Lie-Rinehart restreinte.

Proposition 7.3.6. On considère θ : L 7−→ End(V ), avec V = F[t, t−1] ⊕ F[x] définie par

θ(hk)(tsxn) = ntk+sxn, θ(lm)(tsxn) = ntm+sxn−1, k,m, n, s ∈ Z .

On munit V d’une structure de A-module par yk · tsxn = tk+sxn, ykx · tsxn = tk+sxn+1. Alors,
θ est une représentation de l’algèbre de Lie-Rinehart (A,L, ρ), mais θ n’est pas un morphisme
restreint.

Preuve. Soient k,m, n, s ∈ Z. Il est facile de voir que θ(lm) ◦ θ(lk) = θ(lk) ◦ θ(lm) et que
θ(hk) ◦ θ(hm) = θ(hm) ◦ θ(hk). De plus, on a

θ
(
[lm, hk]

)
= θ(lm+k)(tsxn) = ntm+k+sxn−1

et

θ(lm) ◦ θ(hk)(tsxn) − θ(hk) ◦ θ(lm)(tsxn) =
(
n2 − n(n− 1)

)
tm+t+sxn−1 = ntm+t+sxn−1.

Ainsi, θ est un morphisme d’algèbres de Lie. Montrons que θ est compatible avec l’ancre ρ
définie en (7.12) (au sens de la définition 5.3.4).

θ(hk)(ym · tsxn) − ym · θ(hk)(tsxn) − ρ(hk)(ym)(tsxn)
= ntm+k+sxn − ntm+k+sxn

= 0 ;

θ(hk)(ymx · tsxn) − ymx · θ(hk)(tsxn) − ρ(hk)(ymx)(tsxn)
= (n+ 1)tk+m+sxn+1 − ntk+m+sxn+1 − tk+m+sxn+1

= 0 ;

θ(lk) (ym · tsxn) − ym · θ(lk)(tsxn) − ρ(lk)(ym) · tsxn

= ntk+m+sxn−1 − ntm+n+sxn−1

= 0.

θ(lk) (ymx · tsxn) − ymx · θ(lk)(tsxn) − ρ(lk)(tsxn)
= (n+ 1)tk+m+sxn − ntk+m+sxn − tk+m+sxn

= 0.

La représentation θ est donc compatible avec l’ancre ρ au sens de la définition 5.3.4 et c’est donc
une représentation de l’algèbre de Lie-Rinehart (A,L, ρ). Toutefois, θ n’est pas un morphisme

restreint. En effet, on a θ
(
l
[2]
m

)
= 0, alors que

θ(lm)2(tsxn) = n(n− 1)ts+2mxn−2, ∀s,m, n ∈ Z .
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Chapitre 8

Doubles extensions symplectiques de
(super)-algèbres de Lie restreintes de
type quasi-Frobenius

Dans ce chapitre, on développe une application de la cohomologie restreinte appliquée aux
super-algèbres de Lie restreintes. On présente une méthode de double extension symplectique
pour des (super)-algèbres de Lie restreintes de type quasi-Frobenius. Certains cocycles de la co-
homologie restreinte, que nous décrivons entièrement, représentent les obstructions aux doubles
extensions. On obtient une condition nécessaire devant être satisfaite afin qu’une super-algèbre
le Lie restreinte de type quasi-Frobenius soit une double extension symplectique d’une super-
algèbre plus petite. Les constructions sont illustrées par quelques exemples.

Ce chapitre est issu d’un travail en collaboration avec Sofiane Bouarroudj et Yoshiaki Maeda
et est basé sur l’article Symplectic double extensions for restricted quasi-Frobenius Lie (su-
per)algebras ([BEM23]), accepté dans la revue SIGMA.

8.1 Introduction

On présente ci-après une brève introduction aux structures symplectiques, ainsi qu’aux
doubles extensions.

8.1.1 Groupes de Lie équipés d’une structure symplectique

Un groupe de Lie G est dit symplectique s’il est équipé d’une 2-forme fermée invariante à
gauche dont le rang est égal à dim(G). Dans ce cas, g = Lie(G) serait une algèbre de Lie de
type quasi-Frobenius. En particulier, il existe ω ∈ Z2

CE(g,F) tel que ω est non dégénérée, voir
la sous-section 8.2.3 pour plus de détails. Parmi les groupes de Lie on trouve par exemple les
groupes abéliens de dimension paire ainsi que le groupe des transformations affines.

Medina et Revoy ont classifié les groupes symplectiques nilpotents par leurs algèbres de Lie
dans [MR92]. Les doubles extensions symplectiques ont été introduites dans leur travail, et ils
ont démontré que toute algèbre de Lie de type quasi-Frobenius nilpotente peut être obtenue à
partir de l’algèbre triviale par une suite de doubles extensions symplectiques.

La notion de double extension symplectique est l’analogue symplectique de la notion de
double extension étudiée précédemment dans [MR85], lorsque la forme bilinéaire est non dégé-
nérée, invariante et symétrique (en abrégé “NIS” dans [BKLS18]). Contrairement aux double
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extensions usuelles, des obstructions de nature cohomologique apparaissent dans la processus
de double extension symplectique, comme discuté dans [MR92].

Cette construction a ensuite été généralisée à des groupes de Lie symplectiques quelconques
par Medina et Dardié ([MD96]). Ils ont notamment montré que chaque groupe obtenu par ce
procédé admet un feuilletage lagrangien invariant tel que la structure affine définie par la forme
symplectique sur chaque feuille est complète.

Dans [MD96], on trouve de nombreux exemples de doubles extensions symplectiques. En
particulier, les groupes de Lie symplectiques contenant un sous-groupe distingué fermé de
codimension 1 qui est soit le groupe abélien, soit le groupe de Heisenberg sont obtenus par
double extension symplectique.

Récemment, Benayadi et Bajo ([BB16]) ont généralisé l’idée de double extension symplec-
tique lorsque le centre est trivial dans le cas d’algèbres de Lie para-Kähler abéliennes g, qui sont
automatiquement résolubles. Ils ont également montré que de telles algèbres de Lie peuvent
être obtenues par une suite de doubles extensions généralisées à partir de l’algèbre de Lie affine.
Le cas où g est résoluble mais pas para-Kähler abélienne n’a pas encore été traité.

Dans [BM21] ces résultats ont été adaptés aux super-algèbres de Lie. Dans ce contexte, il
y a quatre différents cas à considérer, la forme bilinéaire ou la dérivation pouvant être paire
ou impaire. Dans ce même article, il a été montré que les super-algèbres de Lie filiformes sont
de type quasi-Frobenius, et les super-algèbres de Lie filiformes de dimension 4 de type quasi-
Frobenius sont classifiées grâce à Backhouse ([BN78]). À notre connaissance, rien n’a été fait
pour les super-groupes.

8.1.2 Super-algèbres de Lie restreintes et double extensions

La généralisation de la notion d’algèbre de Lie restreinte a été étudiée par plusieurs auteurs,
par exemple [BKLS18, FR96, PV92, SZ10, UH13, YY14, YCC20, Z09] et plus particulièrement
[BLLS21], où de nouveaux phénomènes ont été observés en caractéristique 2. L’existence de
structure restreinte sur des super-algèbres de Lie simples (et “proches” de simple) admettant
des matrices de Cartan a été étudiée entièrement dans [BKLLS18].

Comme on l’a vu, la cohomologie restreinte pour les algèbres de Lie restreintes a été in-
troduite par Hochschild ([HG54]). Bien qu’il soit compliqué de calculer cette cohomologie aux
ordres élevés, on peut effectuer des calculs aux petits ordres (voir la section 5.2). Une ten-
tative de généralisation de cette cohomologie restreinte au cas des super-algèbres a été faite
dans [YCC20]. Ces constructions seront utilisées dans ce chapitre pour décrire certains cocycles
restreints.

Les doubles extensions de super-algèbres de Lie équipées d’une forme bilinéaire non dégé-
nérée, invariante et symétrique (NIS) (appelées aussi super-algèbres de Lie quadratiques) ont
été initiées dans [BB99], article qui a été suivi d’une série de papiers affinant ces résultats,
voir [BS03] et les références qu’il contient. Parmi les exemples connus on retrouve les algèbres
affines de Kac-Moody, qui sont de doubles extensions d’algèbres de boucles. Dans le cas super,
le défi est de montrer que toute super-algèbre équipée d’une NIS est une double extension
d’une super-algèbre plus petite, puisque la décomposition de Levi n’est pas valable pour les
super-algèbres. De plus, les doubles extensions d’algèbres de Lie modulaires en caractéristique
2 nécessitent de nouvelles techniques, comme expliqué dans [BB18, BB23]. Les doubles exten-
sions de super-algèbres de Lie restreintes équipées d’une NIS ont été étudiées récemment dans
[BBH20], et plusieurs exemples, principalement des super-algèbres de Lie avec des matrices
de Cartan, ont été étudiées en se basant sur [BKLLS18, BKLS18]. Ce chapitre se base sur
l’article [BEM23], qui se veut être “l’analogue symplectique” de l’article [BBH20]. On construit
des doubles extensions pour des super-algèbres de Lie restreintes de type quasi-Frobenius, et
on met en évidence des conditions nécessaires pour que la double extension soit également
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restreinte. La nouveauté principale ici est que les obstructions au processus de double exten-
sion symplectique sont encodées par la cohomologie restreinte, au contraire du cas ordinaire
(non restreint), où les obstructions sont encodées par la cohomologie de Chevalley-Eilenberg
ordinaire, voir les théorèmes 8.3.1, 8.3.4, 8.4.1 et 8.4.3. Puisqu’on ne va rencontrer que des
cocycles d’ordre 1 et 2, la méconnaissance de la cohomologie restreinte aux ordres supérieurs
ne sera pas un obstacle ici.

Ce chapitre est organisé de la façon suivante. On commence par introduire les concepts
basiques concernant les super-algèbres de Lie restreintes, leur cohomologie restreinte et les
structures de type quasi-Frobenius dans la section 8.2. Les sections 8.3 et 8.4 sont consacrées à la
construction de doubles extensions symplectiques. Les résultats principaux sont donnés par les
théorèmes 8.3.1, 8.3.4, 8.4.1 et 8.4.3. La réciproque de ces théorèmes est donnée respectivement
par les théorèmes 8.3.2, 8.3.5, 8.4.2 et 8.4.4. Dans la section 8.5, on étudie certains exemples
de doubles extensions symplectiques, empruntés à [BM21, GKN04].

8.2 Super-algèbres de Lie restreintes et cohomologie restreinte

Dans la suite, F est un corps arbitraire de caractéristique char(F) = p > 2. On adapte les
notions d’algèbres de Lie restreintes et de cohomologie restreinte au cas Z2-gradué. Toutes les
super-algèbres considérées sont supposées de dimension finie.

8.2.1 Super-algèbres de Lie restreintes

Soit a une super-algèbre de Lie sur un corps de caractéristique p > 2. Pour p = 3, l’identité
[a, [a, a]] = 0, pour a ∈ a1, n’est pas une conséquence de l’identité de Jacobi, on doit donc
rajouter cette condition à la définition 2.3.1 si p = 3. On note la parité d’un élément homogène
non nul a ∈ a par |a|.

Définition 8.2.1 ([PV92]). Rappelons que a admet une p|2p-structure si a0 est restreinte et si

ada[p](b) = (ada)p(b) pour tous a ∈ a0 et b ∈ a. (8.1)

Rappelons que le crochet de deux éléments impairs d’une super-algèbre de Lie est donné
par la polarisation de l’application carré a 7→ a2 := 1

2 [a, a], a ∈ a1. Si a, b ∈ a, on a alors

[a, b] = (a+ b)2 − a2 − b2.

On pose
(·)[2p] : a1 → a0, a 7→ (a2)[p] pour tout a ∈ a1.

On dira alors que la super-algèbre de Lie a équipée des applications (·)[p] et (·)[2p] est restreinte.
On dira aussi que a est équipée d’une p|2p-opération.

Pour p = 2, il existe plusieurs façons de définir une super-algèbre de Lie restreinte, voir
[BLLS21], ainsi que la fin du chapitre 6 de cette thèse. On ne s’y intéressera pas dans ce chapitre.

Le résultat suivant est une généralisation immédiate du théorème de Jacobson (5.1.16) au
cas Z2-gradué.

Théorème 8.2.2. Soit (ej)j∈J une base de a0, soient fj ∈ a0 tels que (adej )p = adfj
. Alors, il

existe exactement une p|2p-opération sur a telle que

e
[p]
j = fj pour tous j ∈ J.
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Définition 8.2.3. Un idéal homogène I = I0 ⊕ I1 de a est appelé p-idéal s’il est stable par la
p|2p-opération, à savoir

a[p] ∈ I0 pour tous a ∈ I0.

Remarque. Puisque a[2p] = (a2)[p], pour tous a ∈ a1, la condition ci-dessus implique que
a[2p] ∈ I0 pour tous a ∈ a1.

Définition 8.2.4. Soit a une super-algèbre de Lie restreinte. Un a-module M est dit restreint si

a · · · a︸ ︷︷ ︸
p termes

·m = a[p] ·m pour tous a ∈ a0 et m ∈ M .

8.2.2 Cohomologie restreinte des super-algèbres de Lie restreintes

La généralisation aux super-algèbres de Lie restreintes de la cohomologie restreinte a été
faite dans [YCC20]. Dans cette section, on parcourt les notions relatives à cette généralisation
dont on aura besoin pour notre construction.

Définition 8.2.5. Soit a une super-algèbre de Lie restreinte, et soit M un a-module restreint.
On note C2

CE(a;M) l’espace des cochâınes de la cohomolgie de Chevalley-Eilenberg. Soit φ ∈
C2
CE(a,M) et θ : a0 → M . On dit que θ a la propriété (∗) relativement à φ si

θ(δa) = δpθ(a), pour tout δ ∈ F et a ∈ a0;

θ(a+ b) = θ(a) + θ(b)

+
∑

xi=a ou b
x1=a, x2=b

1
π{a}

p−2∑
k=0

(−1)kxp...xp−k+1φ

(
[[...[x1, x2], x3]..., xp−k−1], xp−k

)
,

avec a, b ∈ a0, et π{a} désignant le nombre de facteurs xi égaux à a.

On peut maintenant définir l’espace des cochâınes restreintes :

C2
∗ (a;M) :=

{
(φ, θ), φ ∈ C2

CE(g;M), θ : a0 → M a la propriété (∗) relativement à φ
}
.

Un élément (α;β) ∈ C2
∗ (a,M) induit une application

ind2(α, β) : a0 × a0 −→ M

(a, b) 7−→ α
(
a, b[p]

)
−

∑
i+j=p−1

(−1)ibiα

[[...[a,
j termes︷ ︸︸ ︷
b], ...], b], b

+ aβ(b).

Définition 8.2.6. Soit a une super-algèbre de Lie restreinte, et soit M un a-module restreint.
• Un 2-cocycle restreint est un élément (α;β) ∈ C2

∗ (a;M) tel que

(d2
CEα, ind

2(α, β)) = (0, 0).

On note Z2
∗ (a;M) l’espace des 2-cocycles restreints.

• Un 2-cobord restreint est un élément (α;β) ∈ C2
∗ (a;M) tel qu’il existe φ ∈ C1

∗ (a;M) =
C1
CE(a;M) tel que

α(a, b) = φ([a, b]) − aφ(b) + bφ(a) pour tous a, b ∈ a ; et

β(a) = φ(a[p]) − ap−1φ(a), pour tout a ∈ a0.

On note B2
∗(a;M) l’espace des 2-cobords restreints.
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8.2.3 Super-algèbres de Lie de type quasi-Frobenius

À notre connaissance, la notion d’algèbre de Lie de type quasi-Frobenius est due à Seligman.
Ces algèbres de Lie on été introduites pour répondre à une question posée par Jacobson : si a
est de dimension finie, quelles conditions peut-on imposer sur a afin que l’algèbre enveloppante
U(a) admette un module simple exact ? La réponse à cette question est apportée par Ooms
dans [OI80].

Certains auteurs utilisent le terme “algèbres de Lie symplectiques” pour désigner des al-
gèbres de Lie de type quasi-Frobenius, voir [BC16, FM19, MR92, MD96].

La généralisation de cette notation au cas Z2-gradué est immédiate. On a choisi de conserver
le terme “quasi-Frobenius” dans cas.

Définition 8.2.7. [[BB16, BM21]] Une super-algèbre de Lie a est dite quasi-Frobenius si elle
est équipée d’un 2-cocycle ω ∈ Z2

CE(a;K) tel que ω est une forme bilinéaire non-dégénérée. De
façon explicite, pour tout a, b ∈ a on a

(−1)|a||c|ω(a, [b, c]) + (−1)|c||b|ω(c, [a, b]) + (−1)|b||a|ω(b, [c, a]) = 0. (8.2)

On note une telle algèbre (a, ω), et on dit que ω est fermée. On peut trouver une liste de
super-algèbres de Lie de type quasi-Frobenius dans [BM21]. Si ω ∈ B2

CE(a,F), la super-algèbre
de Lie a est dite de type Frobenius.

Définition 8.2.8.
• On appelle une forme bilinéaire non dégénérée paire (resp. impaire) orthosymplectique
(resp. périplectique).

• Une super-algèbre de Lie de type quasi-Frobenius (a, ω) est dite orthosymplectique quasi-
Frobenius (resp. périplectique quasi-Frobenius) si la forme ω est paire (resp. impaire)
sur a.

Définition 8.2.9. Soit (a, ω) une super-algèbre de Lie de type quasi-Frobenius et soit S ⊆ a un
sous-espace. L’orthogonal de S dans (a, ω) est

S⊥ = {v ∈ a | ω(v, w) = 0 pour tout w ∈ S}.

Le sous-espace S est dit non-dégénéré si S ∩ S⊥ = {0}. Il est dit isotropique si S ⊂ S⊥. Un
sous-espace maximal isotropique est dit Lagrangien s’il vérifie S = S⊥.

Soit I un idéal de a. Alors I⊥ est un idéal si et seulement si I⊥ ⊆ Ca(I), où Ca(I) désigne
le centralisateur de I dans a (voir [BM21, lemme 2.4]).

8.2.4 L’adjoint d’une dérivation

Rappelons qu’une (super-)dérivation D de a est une application linéaire sur a vérifiant

D([a, b]) = [D(a), b] + (−1)|D||a|[a,D(b)] pour tous a, b ∈ g.

Notons Der(a) l’espace de toutes les super-dérivations sur a.

Définition 8.2.10. SoitD ∈ Der(a) une super-dérivation. Il existe une unique application linéaire
D∗, appelée l ’adjoint de D, telle que

ω(D(a), b) = (−1)|a||D|ω(a,D∗(b)).

Avec cette définition de D∗, il est aisé de vérifier que D∗ est aussi une super-dérivation.

151



Chapitre 8. Doubles extensions symplectiques de (super)-algèbres de Lie restreintes

Définition 8.2.11. Supposons que a est une super-algèbre de Lie restreinte. Une super-dérivation
D ∈ Der(a) est dite restreinte si

D(a[p]) = (ada)p−1(D(a)
)

pour tout a ∈ a0.

Ainsi, on a

D
(
a[2p]

)
= (ada2)p−1 ◦D

(
a2
)

pour tout a ∈ a1.

L’espace des super-dérivations restreintes est noté Derp(a).

Les super-dérivations extérieures restreintes d’algèbres de Lie nilpotentes restreintes ont été
étudiées dans [FSW13].

Définition 8.2.12 ([BBH20]). Une super-dérivationD ∈ Derp0(a) a la p-propriété s’il existe γ ∈ F
et a0 ∈ a0 tels que

Dp = γD + ada0 , D(a0) = 0. (8.3)

Une liste de super-dérivations extérieures vérifiant la p-propriété est donnée dans [BBH20].

8.2.5 Quelques cocycles utiles

Soit (a, ω) une super-algèbre de Lie restreinte de type quasi-Frobenius, et soit D une super-
dérivation de a.

Lemme 8.2.13. On définit une application :

C : a∧ a → F, (a, b) 7→ ω
(
(D +D∗)(a), b

)
= ω

(
D(a), b

)
+ω
(
a,D(b)

)
. (8.4)

Il s’en suit que C ∈ Z2
CE(a;F). De plus, si D est intérieure, alors C ∈ B2

CE(a;F).

Preuve. Sachant que ω est un 2-cocycle, on a

⟲
a,b,c

(−1)|a||c|C(a, [b, c])

= ⟲
a,b,c

(−1)|a||c|
(
ω(D(a), [b, c]) + (−1)|D||a|ω(a, [D(b), c]) + (−1)|D||a|+|D||b|ω(a, [b,D(c)])

)
= ⟲
D(a),b,c

(−1)p(D(a))|c|ω(D(a), [b, c])+ ⟲
a,D(b),c

(−1)|a||c|ω(a, [D(b), c])

+ ⟲
a,b,D(c)

(−1)p(D(c))|a|ω
(
a, [b,D(c)]

)
= 0.

Supposons de plus que D soit intérieure, c’est-à-dire que D = adX , pour X ∈ a. Sachant que
ω est fermée, un calcul direct montre que

C(a, b) = ω(X, [a, b]).

La définition suivante est essentielle. Notons σai (a, b) l’expression qui apparâıt dans l’équa-
tion suivante :

ω

(
(D +D∗)(µa+ b), (ada

µa+b)p−2(a)
)

=
∑

1≤i≤p−1
iσai (a, b)µi−1. (8.5)

• If p = 2, alors σa1(a, b) = ωa
(
(D +D∗)(b), a

)
.
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• If p = 3, alors σa1(a, b) = ωa
(
(D +D∗)(b), [b, a]

)
et σa2(a, b) = 2ωa

(
(D +D∗)(a), [b, a]

)
.

• Si p est un nombre premier arbitraire, alors σa1(a, b) = ωa

(
(D +D∗)(b), (ada

b)p−2(a)
)
.

Les résultats suivants seront utiles.

Lemme 8.2.14.
(i) Pour tous a, b ∈ a0, on a

sgi (a, b) =


sai (a, b) + σai (a, b)x si |D| + |ω| = 0,

sai (a, b) si |D| + |ω| = 1.
(8.6)

(ii) Pour tous a, b ∈ a0, on a

σa1(D(a), a) = ω

(
(D +D∗)(a), (ada

a)p−2 ◦D(a)
)
,

σa1([a, b], a) = ω

(
(D +D∗)(a), (ada

a)p−1(b)
)
.

Preuve. Pour le point (i), puisque

(adg
µa+b)

p−1(a) = (ada
µa+b)p−1(a) + ωa

(
(D +D∗)(µa+ b), (ada

µa+b)p−2(a)
)
x,

le résultat suit immédiatement. Le point (ii) suit de la définition de σa donnée dans (8.5), en
prenant µ = 0 et en choisissant a et b de façon appropriée.

Lemme 8.2.15. Pour tous a, b ∈ a0, on a

p−1∑
i=1

σai (a, b) =
∑

xk=a ou b
xp−1=b, xp=a

1
π{a}

ωa

(
(D +D∗)(x1), [x2, [..., [xp−1, xp]a...]a]a

)
. (8.7)

Preuve. Calcul similaire à celui effectué après la définition 5.1.5.

On est maintenant d’introduire une nouvelle application P vérifiant certaines conditions.
Le but ici est de construire un 2-cocycle (C,P ) ∈ Z2

∗ (a;F). On a déjà montré au lemme 8.2.13
que C ∈ Z2

CE(a,F). Cette construction sera utilisée dans la section 8.3 où l’on étudie les doubles
extensions symplectiques. Définissons une application

P : a0 → F a 7→ P (a) (8.8)

vérifiant les deux conditions :

P (δa) = δpP (a) pour tout a ∈ a0 et δ ∈ F, (8.9)

P (a+ b) = P (a) + P (b) +
p−1∑
i=1

σai (a, b) pour tous a, b ∈ a0. (8.10)

Lemme 8.2.16. L’application P a la propriété (∗) relativement à la 2-cochâıne C définie à
l’équation (8.4).
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Preuve. En appliquant le lemme 8.2.15, il suffit de montrer que (pour tous a, b ∈ a0) :∑
xk=a or b

xp−1=b, xp=a

1
π(a)ωa

(
(D +D∗)(x1), [x2, [..., [xp−1, xp]a...]a]a

)

=
∑

xi=a or b
x1=a, x2=b

1
π(a)

p−2∑
k=0

(−1)kxp...xp−k+1ωa

(
(D +D∗)

(
[[...[x1, x2], x3]..., xp−k−1]a

)
, xp−k

)
.

De façon équivalente,

p−1∑
i=1

σai (a, b) =
∑

xk=a or b

1
π(a)ωa ((D +D∗)(x1), [x2, [x3, [..., [b, a]a...]a]a)

=
∑

xk=a or b

1
π(a)ωa ((D +D∗)(x1), [x2, [x3, [..., [b, a]a...]a]a]a)

=
∑

xk=a or b

1
π(a)ωa ((D +D∗)(xp), [xp−1, [xp−2, [..., [b, a]a...]a]a]a)

=(−1)p−2 ∑
xk=a or b

1
π(a)ωa ((D +D∗)(xp), [[...[a, b]a, x3]a, ..., xp−1]a)

=
∑

xk=a or b

1
π(a)ωa ([[...[a, b]a, x3]a, ..., xp−1]a, (D +D∗)(xp))

=
∑

xk=a or b

1
π(a)ωa ((D +D∗)([[...[a, b]a, x3]a, ..., xp−1]a), xp)

=
∑

xi=a or b
x1=a, x2=b

1
π(a)

p−2∑
k=0

(−1)kxp...xp−k+1ωa((D +D∗)([[...[x1, x2]a, x3]a..., xp−k−1]a), xp−k).

La dernière égalité est vraie, puisque chaque terme de la somme
p−2∑
k=0

est nul, sauf pour k = 0,

puisque F est un a-module trivial.

Proposition 8.2.17. La 2-cochâıne (C,P ) ∈ C2
∗ (a;F) est un 2-cocycle restreint si et seulement

si

ωa

(
(D +D∗)(b[p]), a

)
= ωa

(
(D +D∗)(b), adp−1

b (a)
)

pour tout a, b ∈ a0.

Preuve. On a déjà montré au lemme 8.2.13 que C ∈ Z2
CE(a;F), et que P satisfait la propriété

(∗) relativement à C au lemme 8.2.16. Il reste à montrer que ind2(c, P )(a, b) = 0, pour tous
a, b ∈ a0 . En effet,

ind2(C,P )(a, b) = C
(
a, b[p]

)
−

∑
i+j=p−1

(−1)ibiC

[[...[a,
j termes︷ ︸︸ ︷
b], ...], b], b

+ aP (b)

= C(a, b[p]) − C

[[...[a,
p−1 termes︷ ︸︸ ︷
b], ...], b] , b


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= ωa((D +D∗)(a), b[p]) − ωa((D +D∗)([[...[a,
p−1 termes︷ ︸︸ ︷
b], ...], b] , b)

= −ωa((D +D∗)(b[p]), a) + ωa((D +D∗)(b), adp−1
b (a)).

8.3 Doubles extensions restreintes orthosymplectiques

8.3.1 D0-extensions

Soit (a, ωa) une super-algèbre de Lie orthosymplectique restreinte de type quasi-Frobenius,
et soit D ∈ Derp0(a) une super-dérivation restreinte paire.

Considérons une application P : a0 7→ F définie en (8.8) et vérifiant les conditions (8.9)
et (8.10). On a montré au lemme 8.2.16 que P a la propriété (∗) relativement au cocycle C
introduit en (8.4). Considérons maintenant les deux applications

Ω : a∧ a → F, (a, b) 7→ ωa

(
D ◦D(a) + 2D∗ ◦D(a) +D∗ ◦D∗(a) + λ(D +D∗)(a), b

)
,

T : a0 → F, a 7→ ωa

(
(D +D∗)(a), (ada

a)p−2(D(a))
)

+λP (a).

Supposons que :

T satisfait la propriété (∗) relativement à Ω et que (Ω, T ) est un élément de B2
∗(a;F). (8.11)

Écrivons (Ω, T ) =
(
d1
CE(χ), ind1(χ)

)
pour un certain χ ∈ C1

∗ (a;F) ; on a alors

Ω(a, b) = χ([a, b]a) pour tous a, b ∈ a et T (a) = χ
(
a[p]
)
pour tous a ∈ a0.

Puisque ωa est non dégénérée, il existe ZΩ ∈ a tel que

Ω(a, b) = ωa(ZΩ, [a, b]a), ∀a, b ∈ a et T (a) = ωa(ZΩ, a
[p]), ∀a ∈ a0 . (8.12)

Théorème 8.3.1 (D0-extension – le cas ω orthosymplectique). Soit a une super-algèbre de Lie
orthosymplectique restreinte de type quasi-Frobenius. Soit D ∈ Derp0(a) une super-dérivation
restreinte vérifiant la p-propriété (8.3). Supposons de plus que

(Ω, T ) ∈ B2
∗(a,F) et (C,P ) ∈ Z2

∗ (a,F).

(i) Il existe une structure de super-algèbre de Lie sur g := K ⊕ a⊕K ∗, où K := Vect{x}
pour x pair, définie par (pour tout a, b ∈ a) :

[x, x∗]g = λx, [a, b]g := [a, b]a + ωa
(
D(a) +D∗(a), b

)
x, [x∗, a]g := D(a) + ωa(ZΩ, a)x,

où λ ∈ F et ZΩ ∈ a est comme dans (8.12). Il existe une forme orthosymplectique antisymé-
trique fermée ωg sur g définie par

ωg|a× a := ωa, ωg(a,K ) := ωg(a,K ∗) := 0, ωg(x∗, x) := 1, ωg(x, x) := ωg(x∗, x∗) := 0.

(ii) Il existe une p|2p-opération sur la double extension g de a, donnée par

a[p]g = a[p]a + P (a)x,

(x∗)[p]g = γx∗ + a0 + λ̃x,

x[p]g = b0 + σx+ δx∗,
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où

(iia) Cas où λ ̸= 0 :

D(a0) = 0, λ̃ = 1
λ
ω(ZΩ, a0), γ = λp−1, δ = 0

D(b0) = 0, σ = 1
λ
ω(ZΩ, b0), D∗(b0) = 0, b0 ∈ z(a),

et

D∗(a0) =
∑

1≤i≤p−1
(−1)p−1−iλp−1−iD∗i(ZΩ). (8.13)

(iib) Cas où λ = 0 et D ̸= −δ−1 adb0 :

D(a0) = 0, ω(ZΩ, a0) = 0, δ = 0,

D(b0) = 0, ω(ZΩ, b0) = 0, D∗(b0) = 0, b0 ∈ z(a),

et

D∗(a0) + γZΩ = D∗p−1(ZΩ). (8.14)

(iic) Cas où λ = 0 et D = −δ−1 adb0 est intérieure :

D(a0) = 0, ω(ZΩ, a0) = 0,

D(b0) = 0, ω(ZΩ, b0) = 0, D∗(b0) = −δZΩ,

et

D∗(a0) + γZΩ = D∗p−1(ZΩ). (8.15)

La super-algèbre de Lie orthosymplectique de type quasi-Frobenius (g, ωg) sera appelée
la double extension symplectique par un espace de dimension 1 de la super-algèbre de Lie
orthosymplectique de type quasi-Frobenius (a, ωa). Dans le cas particulier où x est central dans
g, c’est-à-dire si λ = 0, alors la double extension a été appelée classique dans [BB16, MD96].

Preuve. La preuve du point (i) est dans [BM21]. Prouvons le point (ii), en utilisant le théorème
de Jacobson. On a

adg

(x∗)[p]g (x) − (adg
x∗)p(x) = [a0 + γx∗ + λ̃x, x]g − (adg

x∗)p−1(−λx)

= −λγx− (−1)pλpx = 0.

De plus,

(adg

(x∗)[p]g )(x∗) − (adg
x∗)p(x∗) = [a0 + γx∗ + λ̃x, x∗]g − (adg

x∗)p−1([x∗, x∗]g)

= −(D(a0) + ωa(ZΩ, a0)x) + λ̃λx

= −D(a0) + (λ̃λ− ωa(ZΩ, a0))x = 0.
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En outre,

adg

(x∗)[p]g (a) − (adg
x∗)p(a) = [a0 + γx∗ + λ̃x, a]g − (adg

x∗)p−1([x∗, a]g)

= [a0, a]g + γ[x∗, a]a + −(adg
x∗)p−1(D(a) + ωa(ZΩ, a)))

= [a0, a]a + ωa

(
(D +D∗)(a0), a

)
x+ γ

(
D(a) + ωa(a0, a)x

)

−

Dp(a) − ωa

ZΩ,
p−1∑
i=0

(−1)p−1−iλp−1−iDi(a)

 = 0,

puisque D vérifie la propriété p et soit l’équation (8.13), soit (8.14), soit (8.15). D’autre part,

adg

a[p]g (x) − (adg
a)p(x) = 0.

De plus,

adg

a[p]g (x∗) − (adg
a)p(x∗) = [a[p]a + P (a)x, x∗]g − (adg

a)p−1(−D(a) − ωa(ZΩ, a)x)

= −D(a[p]a) − ωa(ZΩ, a
[p]a)x+ λP (a)x

−(ada
a)p ◦D(a) − ωa

(
(D +D∗)(a), (ada

a)p−2 ◦D(a)
)
x = 0,

puisque D est une super-dérivation restreinte, et (Ω, T ) est un cobord. En outre,

adg

a[p]g (b) − (adg
a)p(b) = [a[p]a + P (a)x, b]g − (adg

a)p−1([a, b]g)

= [a[p]a , b]a + ωa

(
(D +D∗)(a[p]a), b

)
x− (ada

a)p−1(b)

−ωa

(
(D +D∗)(a), (ada

a)p−1(b)
)
x = 0,

puisque la super-algèbre de Lie a est restreinte, (C,P ) est un 2-cocycle et ainsi la proposition
8.2.17 peut être appliquée.

Finalement, en utilisant les mêmes techniques que précédemment, on peut montrer que
adg

x[p]g = (adg
x)p.

Théorème 8.3.2. Soit (g, ωg) une super-algèbre de Lie orthosymplectique restreinte de type
quasi-Frobenius. Supposons qu’il existe un élément pair et non nul x ∈ ([g, g]g)⊥ tel que
K := Vect{x} soit un idéal, et tel que K ⊥ soit un p-idéal. Alors, (g, ωg) peut être obte-
nue au moyen d’une D0-extension symplectique par un espace de dimension 1 à partir d’une
super-algèbre de Lie orthosymplectique restreinte de type quasi-Frobenius (a, ωa). De plus, si
C(g)0 ̸= 0, on peut choisir x ∈ C(g)0, de telle sorte à ce que la double extension soit classique.

Preuve. Dans [BM21], il a été prouvé que l’espace K ⊥ est un idéal de (g, ωg), et qu’il existe
x∗ ∈ g0 (puisque (K ⊥)1 = g1) tel que

g = K ⊥ ⊕ K ∗, où K ∗ := Vect{x∗}.

On peut normaliser x∗ de telle sorte à ce que ωg(x∗, x) = 1.
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Définissons a := (K + K ∗)⊥. On a alors une décomposition g = K ⊕ a⊕K ∗.
Définissons une forme orthosymplectique sur a en posant :

ωa = ωg|a× a.

Dans [BM21], il a été prouvé que l’espace vectoriel a peut être équipé d’une structure de super-
algèbre de Lie, et qu’il existe une structure orthosymplectique sur a pour laquelle g est sa double
extension symplectique au moyen de la forme ωa, d’une super-dérivation D et de ZΩ ∈ a comme
au point (i) du théorème 8.3.1. En particulier, il a été démontré que l’application

Ω : a∧ a → F (a, b) 7→ ωa

(
D ◦D(a) + 2D∗ ◦D(a) +D∗ ◦D∗(a) + λ(D +D∗)(a), b

)
est un élément de B2

CE(a;F), ce qui implique que

Ω(a, b) = ωa(ZΩ, [a, b]a) pour un ZΩ ∈ a. (8.16)

De plus, l’application

C : a∧ a → F (a, b) 7→ ωa
(
(D +D∗)(a), b

)
est un élément de Z2

CE(a;F) par le lemme 8.2.13. Il reste à montrer qu’il existe une p|2p-
opération sur a. Puisque a ⊂ K ⊥ et K ⊥ est un p-idéal, alors

a[p]g ∈ K ⊥ = K ⊕ a pour tout a ∈ a0.

Il s’en suit que
a[p]g = s(a) + P (a)x.

Montrons que l’application
s : a0 → a0, a 7→ s(a),

est une p|2p-opération sur a. Puisque (δa)[p]g = δp(a[p]g), pour tout δ ∈ F et pour tout a ∈ a0,
on a

s(δa) = δps(a) (8.17)

P (δa) = δpP (a). (8.18)

Puis, pour tout a ∈ a0 et pour tout b ∈ a, on a

0 = [a[p]g , b]g − (adg
a)p(b)

= [s(a), b]a + ωa
(
(D +D∗)(s(a)), b

)
x− (ada

a)p(b) − ωa
(
(D +D∗)(a), (ada

a)p−1(b)
)
x.

Ainsi,

ωa
(
(D +D∗)(s(a)), b

)
= ωa

(
(D +D∗)(a), (ada

a)p−1(b)
)
, (8.19)

[s(a), b]a = (ada
a)p(b). (8.20)

Puisque∑
1≤i≤p−1

isgi (a, b)µ
i−1 = (adg

µa+b)p−1(a),

= (ada
µa+b)p−1(a) + ωa

(
(D +D∗)(µa+ b), (ada

µa+b)p−2(a)
)
x,
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on obtient

sgi (a, b) = sai (a, b) + σai (a, b)x.

En outre,

0 = (a+ b)[p]g − a[p]g − b[p]g −
∑

1≤i≤p−1
sgi (a, b)

= (P (a+ b) − P (a) − P (b) −
∑

1≤i≤p−1
σai (a, b))x

+s(a+ b) − s(a) − s(b) −
∑

1≤i≤p−1
sai (a, b).

Ainsi,

s(a+ b) = s(a) + s(b) +
∑

1≤i≤p−1
sai (a, b), (8.21)

P (a+ b) − P (a) − P (b) =
∑

1≤i≤p−1
σai (a, b). (8.22)

Les équations (8.17), (8.20) et (8.21) impliquent que s définit une p|2p-opération sur a. Main-
tenant, puisque [a[p]g , x∗]g = (adg

a)p(x∗), on a

P (a)λx−D(s(a)) − ωa(ZΩ, s(a))x = −(ada
a)p−1 ◦D(a) − ωa

(
(D +D∗)(a), (ada

a)p−2 ◦D(a)
)
x.

Il s’en suit que

D(s(a)) = (ada
a)p−1 ◦D(a), (8.23)

P (a)λ = ωa
(
ZΩ, s(a)

)
−ωa

(
(D +D∗)(a), (ada

a)p−2 ◦D(a)
)
. (8.24)

L’équation (8.23) implique que D est une super-dérivation restreinte de a (relativement à la
p|2p-opération s). Définissons l’application

T : a → F a 7→ ωa((D +D∗)(a), (ada
a)p−2 ◦D(a)) + λP (a).

Lemme 8.3.3.

(C,P ) ∈ Z2
∗ (a,F) et (Ω, T ) ∈ B2

∗(a,F).

Preuve. Les équations (8.18) et (8.21), ainsi que le lemme 8.2.16, impliquent que P satisfait
la propriété (∗) relativement au cocycle C. De plus, l’équation (8.19) et la proposition 8.2.17
impliquent que (C,P ) ∈ Z2

∗ (a;F).
Dans [BM21], il a été montré que Ω ∈ B2

CE(a;F). Montrons que l’application T satisfait la
propriété (∗) relativement à Ω. En effet, pour tout δ ∈ F et pour tout a ∈ a0, on a

T (δa) = ωa
(
(D +D∗)(δa), (ada

δa)p−2 ◦D(δa)
)
+λP (δa)

= δpω
(
(D +D∗)(a), (ada

a)p−2 ◦D(a)
)
+λδpP (a)

= δpT (a).
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De plus, pour tout a, b ∈ a0, on a

T (a+ b) = ωa(ZΩ, (a+ b)[p]a) (par (8.24))

= ωa(ZΩ, a
[p]a) + ωa(ZΩ, b

[p]a) + ωa

ZΩ,
∑

1≤i≤p−1
si(a, b)

 (par définition)

= T (a) + T (b)

+
∑

xk=a or b
xp−1=b, xp=a

1
π(a)ωa

(
ZΩ, [x1, [x2, [..., [xp−1, xp]a...]a]a]a

)

= T (a) + T (b)

+
∑

xk=a or b
xp−1=b, xp=a

1
π(a)Ω

(
x1, [x2, [..., [xp−1, xp]a...]a]a

)
(par (8.16))

= T (a) + T (b)

+
∑

xk=a or b
xp−1=b, xp=a

1
π(a)Ω

(
[[[xp, xp−1]a, xp−2]a, ..., x2]a, x1

)

Les équations (8.16) et (8.24) impliquent que (Ω, T ) ∈ B2
∗(a;Z).

Supposons maintenant que

(x∗)[p]g = a0 + βx+ γx∗, où a0 ∈ a et β, γ ∈ F. (8.25)

On a

0 = [(x∗)[p], x]g − (adg
x∗)p(x) = −γλx+ λpx.

Ainsi, γλ = λp. De plus,

0 = [(x∗)[p], x∗]g − (adg
x∗)p(x∗) = βλx−

(
D(a0) + ωa(ZΩ, a0)x

)
.

Ainsi, D(a0) = 0 et λβ = ωa(ZΩ, a0). Pour tout a ∈ a, on a

0 = [(x∗)[p]g , a]g − (adg
x∗)p(a) = [a0, a] + ωa((D +D∗)(a0), a)x+ γD(a) + γω(ZΩ, a)x−Dp(a)

−
∑

1≤i≤p−1
ωa((−λ)p−1−iD∗i(ZΩ), a)x− (−λ)p−1ω(ZΩ, a)x.

Il s’en suit Dp = γD+ ada0 et D∗(a0) + γZΩ =
∑

0≤i≤p−1
(−λ)p−1−iD∗i(ZΩ) (ωg est non dégéné-

rée). Supposons que

x[p]g = b0 + σx+ δx∗, où σ, δ ∈ F et b0 ∈ a0. (8.26)

on a

0 = [x[p], x]g − (adg
x)p(x) = −δλx.

Ainsi, λδ = 0. En outre,

0 = [x[p], x∗]g − (adg
x)p(x∗) = σλx−

(
D(b0) + ωa(ZΩ, b0)x

)
.
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Ainsi, D(b0) = 0 et λσ − ω(ZΩ, b0) = 0.

Pour tout b ∈ a, on a

0 = [x[p]g , b]g − (adg
x)p(b) = [b0, b]a + ωa

(
(D +D∗)(b0), b)x+ δ(D(b) + ωa(ZΩ, b)x

)
.

Il s’en suit que δD(b) + [b0, b]a = 0 et D∗(b0) + δZΩ = 0 (puisque ωa est non dégénérée).

Le cas λ ̸= 0 : on a δ = 0, D∗(b0) = 0 et b0 ∈ C(a). Ainsi, g peut s’obtenir à partir de la
super-algèbre de Lie restreinte a de la même façon qu’au théorème 8.3.1.

Le cas λ = 0 : on a ω(ZΩ, b0) = 0. Ici, si δ = 0 alors b0 ∈ z(a). Ainsi, g peut s’obtenir à
partir de la super-algèbre de Lie restreintea de la même façon qu’au théorème 8.3.1. Toutefois,
si δ ̸= 0, on a alors D = −δ−1 adb0 et D∗(b0) = −δZΩ.

8.3.2 D1-extensions

Soit (a, ωa) une super-algèbre de Lie orthosymplectique restreinte de type quasi-Frobenius,
et soit D ∈ Der1(a) une super-dérivation impaire.

Définissons les deux applications

Ω : a∧ a → F, (a, b) 7→ ωa

(
D ◦D(a) −D∗ ◦D∗(a), b

)
, (8.27)

∆ : a0 → F, a 7→ ωa

(
(D +D∗)(a), adp−2

a (D(a)
)
. (8.28)

Supposons que (Ω,∆) soit un élément de B2
∗(g;F) (i.e., un 2-cobord de la cohomologie res-

treinte). Écrivons dans ce cas (Ω,∆) = (d1
CE(χ), ind1(χ)) pour un certain χ ∈ C1

∗ (a;F) ; on a
donc alors

Ω(a, b) = χ([a, b]a) et ∆(a) = χ(a[p]).

Puisque ωa est non dégénérée, il existe a0 ∈ a tel que

Ω(a, b) = ωa(a0, [a, b]a) ∀a, b ∈ a et ∆(a) = ωa

(
a0, a

[p]
)

∀a ∈ a0 . (8.29)

Théorème 8.3.4 (D1-extension – le cas ω orthosymplectique). Soit (a, ωa) une super-algèbre de
Lie orthosymplectique restreinte de type quasi-Frobenius. Soit D ∈ Der1(a) une super-dérivation
restreinte vérifiant

(Ω,∆) ∈ B2
∗(a,F),

et

D2 = ada0 et D(a0) = 0,

où a0 est comme dans l’équation (8.29).

(i) Il existe une structure de super-algèbre de Lie sur g := K ⊕ a⊕K ∗, où K := Vect{x}
pour x impair, définie de la façon suivante (pour tous a, b ∈ a) :

[K , g]g = 0, [a, b]g := [a, b]a +
(
ωa(D(a), b) + (−1)|a|ωa(a,D(b))

)
x,

[x∗, x∗]g = 2a0, [x∗, a]g := D(a) − ωa(a, a0)x.
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Il existe une forme orthosymplectique antisymétrique fermée ωg sur g définie par

ωg|a× a := ωa, ωg(a,K ) := ωg(a,K ∗) := 0, ωg(x∗, x) := 1, ωg(x, x) := ωg(x∗, x∗) := 0.

(ii) Il existe une p|2p-opération sur la double extension g de a définie par

a[p]g = a[p]a .

Preuve. Similaire à celle du théorème 8.3.1.

Théorème 8.3.5 (Réciproque du théorème 8.3.4). Soit (g, ωg) une super-algèbre de Lie ortho-
symplectique restreinte de type quasi-Frobenius. Supposons qu’il existe un élément non nul
x ∈ C(g)1 tel que ω(x, x) = 0. Alors, (g, ωg) est une D1-extension d’une super-algèbre de Lie
orthosymplectique restreinte de type quasi-Frobenius (a, ωa).

Remarque. La condition ω(x, x) = 0 est nécessaire. Un contre-exemple est donné par la super-
algèbre de Lie C1

1/2 +A, voir [BM21].

Preuve. Soit x un élément non nul de C(g)1. Il a été démontré dans [BM21] que les sous-
espaces K := Vect{x} et K ⊥ sont des idéaux de (g, ωg). Puisque K est de dimension 1 et
que ω(x, x) = 0, on a K ⊂ K ⊥ et dim(K ⊥) = dim(g) − 1. Ainsi, il existe x∗ ∈ g1 tel que

g = K ⊥ ⊕ K ∗, où K ∗ := Vect{x∗}.

Cet élément x∗ peut être normalisé de sorte à avoir ωg(x∗, x) = 1.
Définissons a := (K + K ∗)⊥. On a alors la décomposition g = K ⊕ a⊕K ∗. On définit

une forme orthosymplectique sur a en posant

ωa = ωg|a× a.

Il a été prouvé dans [BM21] que ωa est non dégénérée on a, et que g est une double extension
symplectique de a à l’aide de ωa et d’une super-dérivation D vérifiant D2 = ada0 et D(a0) = 0.
De plus, il a également été prouvé que Ω ∈ B2

CE(a;F), et que C ∈ Z2
CE(a;F). Il reste à montrer

qu’il existe une p|2p-opération sur a. Puisque a ⊂ K ⊥ et que x et x∗ sont impairs, on a

a[p]g ∈ a pour tout a ∈ a0.

Il s’en suit que
a[p]g = s(a).

Montrons maintenant que l’application

s : a0 → a0, a 7→ s(a),

est une p|2p-opération sur a. Puisque (δa)[p]g = δp(a[p]g), on a que s(δa) = δps(a), pour tout
δ ∈ F et a ∈ a0. En outre,

0 = [a[p]g , b]g − (adg
a)p(b)

= [s(a), b]a + ωa((D +D∗)(s(a)), b)x− (ada
a)p(b) − ωa((D +D∗)(a), (ada

a)p−1(b))x.

Ainsi,

ωa

(
(D +D∗)(s(a)), b

)
= ωa

(
(D +D∗)(a), (ada

a)p−1(b)
)
, (8.30)
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[s(a), b]a = (ada
a)p(b). (8.31)

Ensuite, puisque,∑
1≤i≤p−1

isgi (a, b)λ
i−1 = (adg

λa+b)p−1(a),

= (ada
λa+b)p−1(a) + ωa

(
(D +D∗)(λa+ b), (ada

λa+b)p−2(a)
)
x,

= (ada
λa+b)p−1(a).

on a que
sgi (a, b) = sai (a, b).

De plus,

0 = (a+ b)[p]g − a[p]g − b[p]g −
∑

1≤i≤p−1
sgi (a, b)

= s(a+ b) − s(a) − s(b) −
∑

1≤i≤p−1
sai (a, b).

En conséquence de quoi,

s(a+ b) = s(a) + s(b) +
∑

1≤i≤p−1
sai (a, b).

Ainsi, s est une p|2p-opération sur a. On a aussi [a[p]g , x∗]g = (adg
a)p(x∗), donc

−D(s(a)) + ω(s(a), a0)x = −(ada
a)p−1 ◦D(a) − ω

(
(D +D∗)(a), (ada

a)p−2 ◦D(a)
)
x.

On a alors

D(s(a)) = (ada
a)p−1 ◦D(a), et ω(a0, s(a)) = ω

(
(D +D∗)(a), (ada

a)p−2 ◦D(a)
)
.

La première équation montre que D est une super-dérivation restreinte de a (relativement à la
p|2p-opération s). La seconde équation complète la preuve, ainsi (Ω,∆) ∈ B2

∗(a,F), avec Ω et
∆ donnés par

Ω : a∧ a → F (a, b) 7→ ωa

(
D ◦D(a) −D∗ ◦D∗(a), b

)
,

∆ : a0 → F a 7→ ωa

(
(D +D∗)(a), adp−2

a (D(a)
)
.

Finalement, g est une double extension symplectique de a.

8.4 Doubles extensions restreintes périplectiques

8.4.1 D0-extensions

Soit (a, ωa) une super-algèbre de Lie restreinte périplectique de type quasi-Frobenius, et
soit D ∈ Der0(a) une super-dérivation. Considérons l’application

Ω : a∧ a → F, (a, b) 7→ ωa

(
(D ◦D + 2D∗ ◦D +D∗ ◦D∗ + λD + λD∗)(a), b

)
.
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Supposons que (Ω, 0) soit un élément de B2
∗(a,F) (i.e. un 2-cobord de la cohomologie restreinte).

Écrivons (Ω, 0) = (d1
CE(χ), ind1(χ)) pour un certain χ ∈ C1

∗ (a;F) ; on a donc

Ω(a, b) = χ([a, b]a) et χ(a[p]) = 0.

Puisque ωa est non dégénérée, il existe ZΩ ∈ a tel que

Ω(a, b) = ωa(ZΩ, [a, b]a) et ωa(ZΩ, a
[p]) = 0. (8.32)

Théorème 8.4.1 (D0-extension – le cas ω périplectique). Soit (a, ωa) une super-algèbre de Lie
restreinte périplectique de type quasi-Frobenius. Soit D ∈ Der0(a) une super-dérivation res-
treinte satisfaisant la p-propriété (8.3). Supposons de plus que (Ω, 0) ∈ B2

∗(a,F). Alors
(i) Il existe une structure de super-algèbre de Lie sur g := K ⊕ a⊕K ∗, où K := Vect{x}

pour x impair et K ∗ := Vect{e} pour e pair, définie (pour tous a, b ∈ a) par

[x, e]g = λx, [a, b]g := [a, b]a +
(
ωa(D(a), b) + ωa

(
a,D(b)

))
x, [e, a]g := D(a) + ωa(ZΩ, a)x.

Il existe une forme périplectique antisymétrique fermée ωg sur g définie par :

ωg|a× a := ωa, ωg(a,K ) := ωg(a,K ∗) := 0, ωg(e, x) := 1, ωg(x, x) := ωg(e, e) := 0.

(ii) Il existe une p|2p-opération sur la double extension symplectique g de a donnée par

a[p]g = a[p]a , e[p]g = a0 + γe,

où a0 ∈ a et γ ∈ F sont comme dans l’équation (8.3), et où les conditions suivantes doivent
être satisfaites :

λγ = λp,

ω(ZΩ, a0) = 0,∑
i+j=p−1

(−λ)j(D∗)i(ZΩ) = D∗(a0) + γZΩ.

Preuve. Similaire à celle du théorème 8.3.1.

Théorème 8.4.2 (Réciproque du théorème 8.4.1). Soit (g, ωg) une super-algèbre de Lie restreinte
périplectique de type quasi-Frobenius. Supposons qu’il existe un élément non nul x ∈ ([g, g])⊥

1
tel que K := Vect{x} soit un idéal et que K⊥ soit un p-idéal. Alors (g, ωg) est obtenu comme
D0-extension symplectique à partir d’une super-algèbre de Lie restreinte périplectique de type
quasi-Frobenius (a, ωa).
Preuve. Il a été démontré dans [BM21] que K ⊥ est aussi un idéal de (g, ωg). Puisque K est
de dimension 1 et que ωg(x, x) = 0, on a que K ⊂ K ⊥ et dim(K ⊥) = dim(g) − 1. Ainsi, il
existe e ∈ g0 (car (K ⊥)1 = g1) tel que

g = K ⊥ ⊕ K ∗, où K ∗ := Vect{x∗}.

On peut normaliser e de telle sorte à ce que ωg(e, x) = 1. Définissons a := (K + K ∗)⊥. On a
alors une décomposition g = K ⊕ a⊕K ∗. Dans [BM21], il a été montré que g est une double
extension symplectique de a. Il reste à montrer qu’il existe une p|2p-opération sur a. Puisque
a ⊂ K ⊥ et que K ⊥ est un p-idéal, on a

a[p]g ∈ K ⊥ = K ⊕ a pour tout a ∈ a0.

on a donc a[p]g = s(a). L’application

s : a0 → a0, a 7→ s(a),

est alors une p|2p-opération sur a. La preuve est similaire à celle du théorème 8.3.2.
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8.4.2 D1-extensions

Soit (a, ωa) une super-algèbre de Lie restreinte périplectique de type quasi-Frobenius, et
soit D ∈ Der1(a) une super-dérivation. Définissons l’application suivante

Ω : a∧ a → F, (a, b) 7→ ωa

(
D ◦D(a) −D∗ ◦D∗(a), b

)
.

Supposons que (Ω, 0) soit un élément de B2
∗(g;F) (i.e., a 2-cobord de la cohomologie restreinte).

Écrivons (Ω, 0) = (d1
CE(χ), ind1(χ)) pour un certain χ ∈ C1

∗ (a;F) ; on a alors

Ω(a, b) = χ([a, b]a) ∀a, b ∈ a et χ
(
a[p]
)

= 0 ∀a ∈ a0 .

Puisque ωa est non dégénérée, il existe a0 ∈ a tel que

Ω(a, b) = ωa(a0, [a, b]a) et ωa

(
a0, a

[p]
)

= 0. (8.33)

Soit maintenant une application P : a0 7→ F vérifiant les conditions (8.9) et (8.10). Le
lemme 8.2.16 assure que P a la propriété (∗) relativement au cocycle C défini dans (8.4).

Théorème 8.4.3 (D1-extension – les cas ω périplectique). Soit (a, ωa) une super-algèbre de
Lie restreinte périplectique de type quasi-Frobenius, et soit D ∈ Der1(a) une super-dérivation.
Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

(Ω, 0) ∈ B2
∗(a,F) et (C,P ) ∈ Z2

∗ (a,F).

Supposons de plus que a0 est donné comme dans l’équation ( (8.33)) :

D2 = ada0 , D(a0) = D∗(a0) = 0.

(i) Il existe une structure de super-algèbre de Lie sur g := K ⊕ a⊕K ∗, où K := Vect{x}
pour x pair et K ∗ := Vect{e} pour e impair, définie pour tous a, b ∈ a par

[K , g]g = 0, [a, b]g := [a, b]a +
(
ωa(D(a), b) + (−1)|a|ωa(a,D(b))

)
x,

[e, e]g = 2a0, [e, a]g := D(a) + ωa(a0, a)x.

Il existe une forme périplectique antisymétrique fermée ωg sur g définie par :

ωg|a× a := ωa, ωg(a,K ) := ωg(a,K ∗) := 0, ωg(e, x) := 1, ωg(x, x) := ωg(e, e) := 0.

(ii) Supposons qu’il existe b0 ∈ Z(a) tel que

D(b0) = D∗(b0) = ω(a0, b0) = 0.

La p|2p-opération sur a peut être étendue sur g de la façon suivante (µ est quelconque) :

a[p]g = a[p]a + P (a)x, x[p]g = b0 + µx.

Preuve. Similaire à celle du théorème 8.3.1.

La réciproque du théorème 8.4.3 est donné par le théorème suivant.
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Théorème 8.4.4 (Réciproque du théorème 8.4.3). Soit (g, ωg) une super-algèbre de Lie restreinte
périplectique de type quasi-Frobenius. Supposons de plus que C(g)0 ̸= {0}. Alors, (g, ωg) est
obtenue comme une D1-extension d’une super-algèbre de Lie restreinte périplectique de type
quasi-Frobenius (a, ωa).

Preuve. Soit x un élément non nul de C(g)0. Il a été montré dans [BM21] que les sous-espaces
K := Vect{x} et K ⊥ sont des idéaux de (g, ωg). Puisque ωg(x, x) = 0, il s’en suit que
K ⊂ K ⊥ et dim(K ⊥) = dim(g) − 1. Ainsi, il existe e ∈ g1 (car (K ⊥)0 = g0) tel que

g = K ⊥ ⊕ K ∗, où K ∗ := Vect{e}.

On peut normaliser e de telle sorte à ce que ωg(e, x) = 1. Définissons a := (K + K ∗)⊥. on a
alors une décomposition g = K ⊕ a⊕K ∗.

On définit une forme périplectique sur a par ωa = ωg|a× a. La forme ωa est non dégénérée
sur a. Il a été montré dans [BM21] que l’espace vectoriel a peut être équipé d’une structure
de super-algèbre de Lie, et il existe une structure périplectique sur a telle que g est sa double
extension symplectique. La preuve se termine comme celle du théorème 8.3.4.

8.5 Exemples de doubles extensions symplectiques

8.5.1 La super-algèbre de Lie D7
q,−q (pour q ̸= 0, 1)

Considérons la super-algèbre de Lie D7
q,−q, pour q ̸= 0, 1, (voir [BN78]) où les crochets non

nuls sont donnés sur la base e1, e2 | e3, e4 (pair | impair) par

[e1, e2] = e2, [e1, e3] = qe3, [e1, e4] = −qe4,

Il a été montré dans [BM21] que cette super-algèbre de Lie est orthosymplectique de type
quasi-Frobenius, avec la forme donnée par

ω = e∗
1 ∧ e∗

2 + e∗
3 ∧ e∗

4.

Il existe une p|2p-opération sur D7
q,−q donnée par e

[p]
1 = e1 et e

[p]
2 = 0. Considérons les super-

dérivations extérieures

D1 = e3 ⊗ e∗
3 et D2 = e4 ⊗ e∗

4.

Ces deux dérivations sont restreintes et vérifient D∗
1 = D2. De plus, on a

D2
1 + 2D1 ◦D∗

1 +D∗
1 ◦D∗

1 + λ(D1 +D∗
1) = (λ+ 1)(e3 ⊗ e∗

3 + e4 ⊗ e∗
4).

Le cocycle (Ω, T ) (voir théorème 8.3.1) est un cobord si et seulement si λ = −1. Dans ce cas,
Ω ≡ 0 et C = e∗

3 ∧ e∗
4. Choisissons ZΩ = ue2, avec u ∈ F. On a alors P (e1) = u et P (e2) = 0.

En outre,

a0 = 0, λ̃ = 0, γ = 1, b0 = 0, σ = 0.

8.5.2 La super-algèbre de Lie C1
1 + A

Considérons la super-algèbre de Lie C1
1 + A (voir [BN78]) avec le crochet donné dans la

base e1, e2 | e3, e4 (pair | impair) par

[e1, e2] = e2, [e1, e3] = e3, [e3, e4] = e2.
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Il a été montré dans [BM21] que cette super-algèbre de Lie est orthosymplectique de type
quasi-Frobenius avec la forme donnée par

ω = e∗
1 ∧ e∗

2 − e∗
3 ∧ e∗

4.

La p|2p-opération est donnée par e
[p]
1 = e1, e

[p]
2 = 0. Considérons la super-dérivation extérieure

impaire donnée par

D = e1 ⊗ e∗
4 + e3 ⊗ e∗

2.

On a D∗ = −D. Ainsi, le cocyle (C,∆) = (0, 0) (voir théorème 8.3.4). En outre, puisque
C(g) = 0, la condition D2 = ada0 = 0 implique que a0 = 0.

8.5.3 La super-algèbre de Lie D5

Considérons la super-algèbre de Lie D5 (voir [BN78]) dont le crochet est donné dans la
base e1, e2, | e3, e4 (pair | impair) par

[e1, e3] = e3, [e1, e4] = e4, [e2, e4] = e3.

Il a été montré dans [BM21] que cette super-algèbre de Lie est périplectique de type quasi-
Frobenius avec la forme donnée par

ω = e∗
1 ∧ e∗

3 + e∗
2 ∧ e∗

4.

La p|2p-opération est donnée par e
[p]
1 = e1 et e

[p]
2 = 0. Considérons la super-dérivation extérieure

paire donnée par

D = e2 ⊗ e∗
2 − e4 ⊗ e∗

4.

On a alorsD∗ = −D, etDp = D, donc γ = 1 et a0 = 0 (voir théorème 8.4.1 pour les définitions).
Ainsi, Ω = C = 0. On peut ensuite prendre pour λ un scalaire satisfaisant l’équation λp−λ = 0,
et ZΩ = 0.

8.5.4 La super-algèbre de Lie (2A1,1 + 2A)2
1/2

Considérons la super-algèbre de Lie (2A1,1 +2A)2
1/2 (voir [BN78]) dont le crochet est donné

dans la base e1, e2, | e3, e4 (pair | impair) par

[e3, e3] = e1, [e4, e4] = e2, [e3, e4] = 1
2(e1 + e2).

Il a été montré dans [BM21] que cette super-algèbre de Lie est périplectique quasi-Frobenius
avec la forme donnée par

ω = e∗
2 ∧ e∗

3 − e∗
1 ∧ e∗

4.

On peut définir une p|2p-opération par e
[p]
i = uie1 + vie2, où ui et vi sont des scalaires, pour

i = 1, 2.
Considérons la super-dérivation extérieure impaire D = e2 ⊗ e∗

3. On a alors D∗ = D. Ainsi,
Ω = ∆ = C = P = 0 (voir théorème 8.4.3). On a de plus a0 = 0, alors que b0 = λ1e1 + λ2e2
est quelconque.
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8.5.5 L’algèbre de Witt W (1) pour p > 3
Rappelons que l’algèbre de WittW (1) (voir section 5.1.2) est engendrée par les générateurs

(pairs) e−1, e0, ..., ep−2 et équipée du crochet

[ei, ej ] =
{

(j − i)ei+j if i+ j ∈ {−1, ..., p− 2};
0 sinon.

Soit ω une forme bilinéaire antisymétrique sur W (1), donnée par

ω =
p−2∑

i,j=−1
λi,je

∗
i ∧ e∗

j , λi,j ∈ F.

Supposons de plus que ω est un 2-cocycle. On a alors

ω(ek, [ei, ej ]) + ω(ej , [ek, ei]) + ω(ei, [ej , ek]) = 0. (8.34)

Montrons que toute forme bilinéaire antisymétrique sur W (1) satisfaisant l’équation (8.34) est
dégénérée. Supposons que i, j, k sont tels que i+ j, i+ k, j + k ∈ {−1, ..., p− 2}. On a alors

(8.34) ⇐⇒ ω(ek, (j − i)ei+j) + ω(ej , (i− k)ei+k) + ω(ei, (k − j)ej+k) = 0
⇐⇒ (j − i)λk,i+j + (i− k)λj,i+k + (k − j)λi,j+k = 0. (8.35)

Si on prend k = 0 dans l’équation ci-dessus, on obtient

(j − i)λ0,i+j + (i+ j)λi,j = 0. (8.36)

En prenant i = 0, l’équation précédente se réduit à

λ0,j = 0, ∀j ∈ {−1, ..., p− 2},

Cela signifie qu’il y a une ligne de la matrice de ω qui ne comporte que des zéros. Ainsi, ω est
dégénérée.

8.5.6 La super-algèbre de Lie K2,m, m impair

La super-algèbre de Lie K2,m, m impair (voir [GKN04]) est engendrée par les générateurs
x0, x1 | y1, . . . , ym (pair | impair), avec les crochets non nuls donnés par

[x0, yi] = −[yi, x0] = yi+1, i ≤ m− 1,

[yi, ym+1−i] = [ym+1−i, yi] = (−1)i+1x1, 1 ≤ i ≤ m+1
2 .

Dans [GKN04], les auteurs ont montré qu’une super-algèbre de Lie de dimension n|m a un
nilindice maximal n+m− 1 uniquement lorsque n = 2 et m est impair. De plus, pour tout m
impair, il n’y a qu’une super-algèbre ayant cet indice maximal, qui est K2,m.

Proposition 8.5.1.

(i) Pour tout m ≥ 3, la super-algèbre de Lie K2,m n’est pas périplectique de type quasi-
Frobenius.
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(ii) K2,m est orthosymplectique de type quasi-Frobenius si et seulement si m = 0 mod (p).
De plus, si m = 0 mod (p), la forme est donnée par

x∗
0 ∧ x∗

1 − 1
2 y

∗
1 ∧ y∗

1 − 1
2 (−1)

m+3
2 y∗

m+1
2

∧ y∗
m+3

2
−

∑
1≤i≤ m−3

2

i (−1)i+1 y∗
i+1 ∧ y∗

m+1−i.

Preuve. Pour le point (i), supposons que K2,m est périplectique de type quasi-Frobenius. la
condition de 2-cocycle appliquée à la forme périplectique ω sur les éléments {x0, x1, yi} donne

0 = ω(x0, [x1, yi]) +ω(yi, [x0, x1]) +ω(x1, [yi, x0]) = 0 + 0 −ω(x1, yi+1), pour 1 ≤ i ≤ m− 1.

De même, la condition appliquée aux éléments {y1, y2, ym−1} donne ω(x1, y1) = 0. Mais puisque
ω est supposée impaire, on a ω(x1, v) = 0 pour tout v ∈ K2,m. Ainsi, ω est dégénérée, ce qui
est une contradiction.

Pour le point (ii), supposons que ω est orthosymplectique. Dans ce cas, puisque ω paire, on
ne vérifiera la condition de 2-cocycle que sur les triplets {x0, yi, yi} et {x0, yi, yj} pour i < j.

Écrivons 1

ω = αx∗
0 ∧ x∗

1 −
∑
i,j

αi,j y
∗
i ∧ y∗

j .

Le cas {x0, yi, yi}. Pour i ≤ m+1
2 , la condition de 2-cocycle est équivalente à

α = 2 (−1)
m+3

2 αm+1
2 ,m+3

2
si i = m+1

2 ,

αi,i+1 = 0 si i < m+1
2 .

(8.37)

De plus, si i > m+1
2 la condition de 2-cocycle est équivalente à

αi,i+1 = 0 pour
m+ 1

2 < i < m. (8.38)

Le cas {x0, yi, yj}, avec i < j. Si 1 ≤ i ≤ m+1
2 et j = m + 1 − i, la condition de 2-cocycle

implique que

α = αm,2 si i = 1,

(−1)i+1α− αm+1−i,i+1 − αi,m+2−i = 0 si 1 < i < m+1
2 .

(8.39)

D’autre part, si j ̸= m+ 1 − i, la condition de 2-cocycle est équivalente à

αm,i+1 = 0 si j = m, et i ̸= 1,

αj,i+1 + αi,j+1 = 0 si 1 ≤ i ≤ m+1
2 , et j ̸= m.

(8.40)

Si i > m+1
2 , la condition de 2-cocycle est équivalente à

αm,i = 0 si j = m,

αj,i+1 + αi,j+1 = 0 si m+1
2 < i < j < m.

(8.41)

1. Par convention, e∗
i (ej) = δij et e∗

i ⊗ e∗
j (ek ⊗ el) = (−1)|ek||ej |e∗

i (ek)e∗
j (el).
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En combinant les équations (8.37) et (8.39) on obtient mα = 0. Si m ̸= 0 mod (p), alors α = 0
et la forme ω sera dégénérée. Si m = 0 mod (p), le système d’équations donné par (8.37)–

(8.41) admet des solutions. Choisissons αm+1
2 ,m+3

2
= 1

2(−1)
m+3

2 , ainsi α = 1. Les équations

(8.39) impliquent que αm+1−i,i+1 = i(−1)i+1 pour i = 1, . . . m−1
2 . Il ne reste qu’a prendre

α1,1 = 1
2 et les autres coefficients triviaux pour construire une forme non dégénérée.

Proposition 8.5.2. K2,m est restreinte si et seulement si m ≤ p. La p|2p-opération est alors
donnée par

x
[p]
0 = s1x1, x

[p]
1 = s2x1, où s1, s2 ∈ F.

Preuve. Tout d’abord, notons que la partie paire de K2,m est abélienne. Écrivons x
[p]
1 = s2x1 +

s̃2x0. La condition [x[p]
1 , yi] = adpx1(yi) implique que s̃2 = 0. Ainsi, x[p]

1 = s2x1. En outre,

écrivons x
[p]
0 = s1x1 + s̃1x0. La condition [x[p]

0 , yi] = adpx0(yi) implique que s̃1yi+1 = yp+i pour
i < m. Cette condition implique que p+ i > m, pour tout i < m, et s̃1 = 0.

Dans la suite supposons que la p|2p-opération est donnée par

x
[p]
0 = 0, x

[p]
1 = x1.

On va lister quelques super-dérivations extérieures et étudier les doubles extension symplec-
tiques obtenues avec ces super-dérivations

Une super-dérivation inadaptée. Considérons la super-dérivation extérieure donnée par

D = x1 ⊗ x∗
1 − p− 1

2
∑

1≤i≤p
yi ⊗ y∗

i .

On a D(x[p]
1 ) = D(x1) = x1 ̸= adp−1

x1 ◦D(x1) = 0. On en déduit que cette super-dérivation n’est
pas restreinte, elle n’est donc pas adaptée pour construire une double extension.

Une super-dérivation conduisant à une extension triviale. Considérons la super-dérivation ex-
térieure donnée par

D = x1 ⊗ x∗
0.

Elle est restreinte et vérifie D∗ = −D. Ainsi, le cocycle C du lemme 8.2.13 et l’application Ω
de la section 8.3.1 sont identiquement nuls. Les conditions du théorème 8.3.1 sont satisfaites.
On peut choisir

a0 = 0, λ = 0, γ = 0, b0 = 0, σ = 0, ZΩ = 0, P ≡ 0.

Une super-dérivation conduisant à une extension non triviale. Considérons la super-dérivation
extérieure donnée par

D = yp−1 ⊗ y∗
1 + yp ⊗ y∗

2.

Elle est restreinte et vérifie
D∗ = yp ⊗ y∗

2 − 2y1 ⊗ y∗
3.

Il s’en suit que

D2 + 2D∗ ◦D +D∗2 + λ(D +D∗) = λyp−1 ⊗ y∗
1 + 2λyp ⊗ y∗

2 − 2λy1 ⊗ y∗
3.

L’application Ω définie à la section 8.3.1 a la forme suivante (on omet les termes nuls) :

Ω(y1, y3) = −2λ, Ω(y2, y2) = 2λ.
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Le cas p = 3 : Dans ce cas, le cocyle C est donné par

C = 1
2 y∗

1 ∧ y∗
3 + y∗

2 ∧ y∗
2.

L’application Ω est un cobord de la cohomologie ordinaire, donc Ω = d1
CEϕ avec ϕ = λx∗

1.
Choisissons (voir théorème 8.3.1)

ZΩ = λx0, et P (a) = x∗
1

(
a[p]
)

pour a ∈ K2,3
0 .

D’autre part : (voir théorème 8.3.1)

γ = λp−1, a0 = −γx0, λ̃ = 0, b0 = x1, σ = 1.

Le cas p > 3 : Dans ce cas, le cocyle C est donné par

C = 2 y∗
1 ∧ y∗

3 − 2 y∗
2 ∧ y∗

2.

L’application Ω n’est pas un cobord, sauf si λ = 0, où il devient trivial. Dans ce cas, on peut
choisir

γ = 0, b0 = 0, a0 = x1, ZΩ = x1.

8.5.7 La super-algèbre de Lie K2,m, m pair

Sim est pair, la super-algèbre de LieK2,m (voir [GKN04]) est engendrée par les générateurs
x0, x1 | y1, . . . ym (pair | impair), avec les crochets non nuls donnés par

[x0, yi] = −[yi, x0] = yi+1, 1 ≤ i ≤ m− 1,

[yi, ym−i] = [ym−i, yi] = (−1)(m−2i)/2x1, 1 ≤ i ≤ m
2 .

Il a été montré dans [GKN04] que la super-algèbre K2,m a un nilindice maximal m.

La super-algèbre K2,m, avec m pair, est restreinte si et seulement si m ≤ p. Dans ce cas,
la p|2p-opération est donnée par

x
[p]
0 = s1x1, x

[p]
1 = s2x1, où s1, s2 ∈ K.

La preuve est similaire au cas m impair.

Proposition 8.5.3.

(i) Pour tout m ≥ 2, la super-algèbre de Lie K2,m est périplectique de type quasi-Frobenius
si et seulement si p = 3. Dans ce cas, la forme est donnée par

ω = x∗
0 ∧ y∗

2 + x∗
1 ∧ y∗

1.

(ii) Pour tout m ≥ 2, la super-algèbre de Lie K2,m est orthosymplectique de type quasi-
Frobenius si et seulement si m < p. Dans ce cas, la forme ω est donnée par

ω =
m/2∑
i=1

αi y
∗
i ∧ y∗

m−i+1 + 2x∗
0 ∧ x∗

1,

où αi = (−1)
m
2 −i+1(m− 2i+ 1).
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Une super-dérivation conduisant à une extension non triviale. Considérons la dérivation exté-
rieure donnée par

D = x1 ⊗ x∗
0.

Cette dérivation est paire et restreinte. De plus, elle a la p-propriété (voir équation (8.3)) en
prenant γ = 0 et a0 = l1x1, l1 ∈ F. Puisque γ est nul, il n’y a que le cas (iib) du théorème
8.3.1 à considérer. Des calculs directs montrent que D2 = 0 et que D∗ = −D. Il s’en suit

que
p−1∑
i=1

σai (a, b) = 0 (voir équation 8.10)), que (C,P ) est un 2-cocycle restreint, et que les

applications Ω et T définies à la section 8.3.1 sont identiquement nulles. Puisque (Ω, T ) est un
2-cobord restreint, on choisit ZΩ = tx1 + sym, t, s ∈ F, pour obtenir

0 = ω(ZΩ, [a, b]) et 0 = ω
(
ZΩ, ã

[p]
)
, a, b ∈ K2,m, ã ∈ K2,m

0̄ .

Les conditions du théorème 8.3.1 sont satisfaites et on peut alors choisir b0 = l2x1, l2 ∈ F et
σ ∈ F arbitraire pour construire une double extension non triviale.
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[GP23] P. Guillot, Leçons sur l’homologie et le groupe fondamental. Cours Spéc., 29 Société
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https://orbilu.uni.lu/bitstream/10993/14270/1/archives.pdf.
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