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Valeurs aux entiers négatifs de fonctions multizéta de type Hurwitz généralisées et
de leurs dérivées. Applications a certaines fonctions zéta de Witten rattachées a des
algeébres de Lie semi-simples

Résumé

Le but de cette these est de fournir des formules explicites pour les valeurs directionnelles
et les valeurs des dérivées directionnelles de fonctions multizéta de Hurwitz généralisées en des
multi-entiers négatifs. On exprimera en particulier les valeurs directionnelles de ces fonctions
multizéta en fonction de polynémes de Bernoulli. De plus, on exprimera les valeurs des dérivées
directionnelles de ces fonctions multizéta en fonction de polynémes de Bernoulli, de valeurs aux
entiers négatifs de la dérivée suivant la variable s de la fonction zéta d’Hurwitz, et de valeurs
aux entiers négatifs de la dérivée de certaines fonctions zéta de type Barnes généralisé.

Comme premiere application, on déterminera des formules pour les valeurs en s = 0 de la
fonction zéta de Witten (4, et de sa dérivée, ainsi que des valeurs en s = 0 de la fonction zéta de
Witten (g0(5) et de sa dérivée. On trouvera en particulier une formule asymptotique explicite du
nombre de représentations de 1’algebre de Lie go en combinant nos résultats avec un théoreme
de type Meinardus généralisé obtenu par Bridges, Brindle, Bringmann et Franke.

Comme seconde application, on déterminera des formules explicites des fonctions multigamma
de type Shintani via des fonctions multigamma de type Barnes.

Mots-clés : Fonctions multizéta de type Hurwitz généralisées, Fonctions zéta de Witten, Valeurs
et valeurs des dérivées aux entiers négatifs des fonctions multizéta, Représentations des algebres de
Lie semi-simples

Special values of generalized multiple Hurwitz zeta functions and their derivatives.
Applications towards some Witten zeta functions attached to semi-simple Lie algebras

Abstract

The goal of this thesis is to provide explicit formulas for directional values and directional
derivative values of generalized Hurwitz multizeta functions at non positive integers. We will
express the directional values of these multizeta functions in terms of Bernoulli polynomials.
Furthermore, we will express the directional derivative values of these multizeta functions in
terms of Bernoulli polynomials, of values at nonpositive integer values of the derivative with
respect to the variable s of the Hurwitz zeta function, and of values at nonpositive integers of
the derivative of some generalized Barnes zeta functions.

As a first application, we will determine formulas for the values at s = 0 of the Witten zeta
function (g, and its derivative, as well as values at s = 0 of the Witten zeta function (g(5)
and its derivative. In particular, we will find an explicit asymptotic formula for the number
of representations of the exceptional Lie algebra go by combining our result with a generalized
Meinardus-type theorem proved by Bridges, Brindle, Bringmann, and Franke.

As a second application, we will determine explicit formulas for Shintani’s multigamma
functions in terms of Barnes’ multigamma functions.

Keywords: Generalized multiple zeta functions of Hurwitz type, Witten zeta functions, Values
and derivative values at nonpositive integers of multiple zeta functions, Representations of semi-
simple Lie algebra
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Notations

Notation. Soit A, B des ensembles. On notera l'inclusion large A C B (ce que certains auteurs notent
A C B), et linclusion stricte A C B.

Notation. Soit A un ensemble, et B C A un sous-ensemble de A, on note B¢ = A\ B le complémentaire
de B dans A, et on note |A| € NU {+o0} le cardinal de A.

Notation. Soit A, B des ensembles, et (Cqp)apcaxp des nombres complezes. On notera

S Y = Y (z ) |

acAbeB acA \beEB

Notation. Soit A un ensemble, on note 8% le symbole de Kronecker, valant 1 si a = b, et O sinon. Soit
(Ca)aca des nombres complexes, on considére P : A — {Vrai, Faux} une propriété de A. On note alors

S i Yl

acA a€A
P(a)

c’est-a-dire la somme des termes c, avec a € A et tel que P(a) soit vraie.

Notation. On utilisera les lettres en gras pour désigner les multi-indices de la forme x = (4)qca € cA

avec A un ensemble fini. Soit B C A, on notera |x|p := be. Si B = A, on notera directement
beB
x| := [x||4. Notons qu’il ne faut pas confondre cette notation avec celle du module d’un nombre compleze.

Notation. Soit 1 < k < n des entiers. On notera e = (0,...,0,1,0,...,0) € C" le vecteur avec un 1 d la
k-iéme composante, et des 0 ailleurs.

Notation. Soit A et B des ensembles finis, et X = (X4)aca € (NB)A, avec x, = (Zap)bep pour tout
a € A. On pose pour tout a € A, b € B,

|Xob| = Z La,b, ‘Xa| = Z La,b-

a€cA beB

Par convention, on dira qu'une somme sur l’ensemble vide vaut 0, et qu'un produit sur ’ensemble
vide vaut 1.

Remarque. Soit A et B des ensembles finis, et X = (Xq)aca € (NB)A. Le muti-indice x correspond
a une application x : A x B — N,(a,b) — x4p. En particulier, si A ou B est vide, x correspond a
lapplication vide. Dans ce cas, on a alors pour tout sous-ensemble E C A x B et pour tout b € B,

|X|‘g = O, |X,b| = 0.

Notation. Soit s € C un nombre complexe. On note s = o + it avec o et T respectivement la partie
réelle et la partie imaginaire de s.

iii



iv Notations

Notation. Pour tout réel x € R on note H, le demi-plan complexe ouvert d’abscisse x, et H, son

adhérence : o
H, :={seC| o>z}, H, ={seC|o>axa}.

Notation. Soit a € C, r € R;. On note D,(r) le disque fermé de centre a et de rayon r :
Dy(r):={z€C| |z—al <7}

Notation. Soit s € C un nombre compleze, et k € N. On note sa = (s,...,5) € C*. Lorsqu’il n'y a

pas d’ambiguité, on notera simplement sa .

Notation. Soit n € N un entier. On appelle n-iéme nombre harmonique le nombre rationnel suivant
n
1
hn=2 1
k=1

avec la convention hg = 0.

Notation. On notera v = 0,5772156649... la constante gamma d’Euler [OEI23d], A = 1,28242712... la
constante de Glaisher-Kinkelin [OET23d], et e = 2,718281828459045... le nombre d’Euler [OET23Y|].

Proposition-Définition ([EMOTS8I1 Chap.1]). On note T' le prolongement méromorphe sur C de la
fonction gamma d’Euler définie sur Hy par l'intégrale

“+oo
I'(s) = /0 5 le ™ dx (Re(s) > 0).

La fonction T' est holomorphe sur Hy, et posséde des poles simples aux entiers négatifs. On note également
¥ le prolongement méromorphe sur C de la fonction digamma définie sur Hy par la relation

_T(s)
I(s)

La fonction v est holomorphe sur Hy, et posséde des poles simples aux entiers négatifs.

¥(s) (Re(s) > 0).

Rappelons que I admet 1’équation fonctionnelle suivante
I(s+1) =sI(s) (s ¢ —N),

et en appliquant cette équation fonctionnelle aux entiers positifs, on trouve que I'(N+1) = N!. Rappelons
aussi que I' satisfait la formule des compléments
™

(1 —-s)'(s) = (s ¢ 7).

sin(7s)

Au voisinage de s = 0, on a le développement asymptotique suivant

1 1 2
L(s) = g—7+§ <72—|—6> s+ O(s?).

1
Rappelons également que la fonction T est holomorphe sur C et qu’elle s’annule en les entiers négatifs.

Notation. Pour tout k € Z, et s € C, on pose le coefficient binomial
s(s—=1)..(s—k+1)

(s) _ u sik >0,
k .
0 sinon.

Pour tous les entiers k = (kq,...,kp) tels que n = k1 + ... + kp, on considére le coefficient multinomial :

n'

()= {mm om0 ntr el

k 0 sinon.

Dans ce manuscrit, on utilisera la détermination principale du logarithme, et on écrira pour tout
complexe z € C*, z = |z[e!®8(2) avec arg(z) €] — T, 7].



Chapitre 1

Introduction

Dans [Kom08], Komori obtient une nouvelle représentation intégrale surfacique de la fonction double
zéta de Mordell-Tornheim introduite par Matsumoto [Mat03] puis il déduit de cette représentation une
formule des valeurs aux entiers négatifs de cette fonction zéta. Par la suite, via une méthode similaire et
en utilisant des nombres de Bernoulli généralisés, il étendit ses résultats dans [Kom10] en établissant une
formule pour les valeurs directionnelles aux entiers négatifs de fonctions multizéta de type Hurwitz-Lerch,
cependant ces nombres de Bernoulli généralisés sont souvent non explicites. Des cas particuliers ont par
la suite été étudiés. Pour des fonctions multizéta de type Euler-Zagier, des formules explicites ont été
obtenus par Onozuka [Onol3], puis par Essouabri et Matsumoto [EM20] pour une classe plus générale
de fonctions multizéta de type Euler-Zagier. Des travaux de Borwein et Dilcher [BDI1§| établissent des
formules explicites des valeurs et des valeurs de la dérivée premiere de la fonction multizéta de Mordell-
Torheim en s’inspirant d’une technique due a Crandall [Cral2]. Par la suite Onodera [Ono21| généralisera
cette technique et ces résultats en établissant des formules explicites pour les valeurs et les valeurs des
dérivées d’ordre 1 et 2 de la fonction multizéta de Mordell-Tornheim de rang quelconque sur la diagonale.

Cette theése s’inscrit dans la continuité des travaux ci-dessus. On s’intéressera a une classe de fonctions
multizéta de type Hurwitz généralisées définie par la série de Dirichlet

Z(s,s') = Z !

e ene Tzt (mp + dp)r TIE (g (n + d))™

avec des entiers P, > 1, des nombres complexes d = (dy, ...,dp) € HY et Iy, ..., lg des formes linéaires de
rang P dépendants de chaque variable n1, ..., np. Notons qu’une telle classe de fonctions multizéta contient
les fonctions multizéta de type Shintani, les fonctions multizéta de type Mordell-Tornheim et les fonctions
multizéta rattachées a des systémes de racines de rang 2. Cette classe contient en particulier les fonctions
zéta de Witten (g((3), Cso(5) €t (g, & un facteur multiplicatif pres. On étudiera tout d’abord le domaine de
convergence et le prolongement méromorphe de ces fonctions multizéta de type Hurwitz généralisées dans
le chapitre 2] Ensuite on appliquera dans ce méme chapitre une technique de prolongement méromorphe
due & Crandall et déja utilisée par Borwein et Dilcher puis par Onodera afin d’étudier les fonctions
multizéta de type Mordell-Tornheim. On établira a I'aide de ce prolongement des formules explicites pour
les valeurs directionnelles aux entiers négatifs de cette classe de fonction multizéta dans le chapitre[d On
établira également a ’aide de ce méme prolongement des formules pour les dérivées directionnelles pour
cette méme classe de fonctions multizéta dans le chapitre[5} Notons que ces deux formules directionnelles
dépendent de coefficients issus de ’étude d’une intégrale que 1’on effectuera dans le chapitre 3] On verra
la construction des fonctions zéta de Witten rattachées a des algebres de Lie semi-simple dans le chapitre
@, puis on établira également des formules pour les valeurs et les valeurs dérivées des fonctions (go(5)
et (4,, et on étudiera également les résidus aux poles positifs de ces deux fonctions zéta de Witten.
Enfin, on utilisera ensuite ces résultats pour établir une relation asymptotique completement explicite du
nombre de représentations de dimension n des algebres de Lie s0(5) et go via un théoréme de Meinardus
[IBBBF24], complétant ainsi certains travaux de Bridges, Brindle, Bringmann et Franke.



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.1 Tour d’horizon sur les fonctions zéta et multizéta

L’étude des valeurs de fonctions zéta commence avec ’étude des valeurs de la série
+oo 1
(k)= — (k=2),

qui correspondent aux valeurs de la fonction zéta de Riemann aux entiers positifs. Il est bien connu
depuis Euler que pour k =2 on a

Lorsque k est pair on dispose également de formules explicites bien connues, ce qui n’est pas le cas lorsque
k est impair. Un autre exemple historique tout aussi important et mystérieux est I’étude des valeurs zéta
multiples, c’est-a-dire les valeurs des séries de la forme

1
Clkyy s k) = Z = (ke ke > 1Lk > 2).,
0<n1<...<np e

Dans certains cas il existe des relations entre ces valeurs zéta multiples et les valeurs de la fonction zéta
de Riemann. Par exemple, une identité d’Euler fournit la relation

¢(3) =<¢(1,2).

Ces valeurs zéta multiples vérifient également des relations dites de quasi-battages, comme par exemple
la relation

C(k1)C(k2) = C(k1, ko) + C(k2, k1) + C(k1 + k2),

pour plus de détails sur ces relations on se réfere a [Zag94] ou encore & [LM95]. Une version de ces
relations de quasi-battages existe également pour les fonctions multizéta de type Hurwitz définies par

1
C(Sla ...73r;d) = Z s1 (d = (dl, ...,dr) S R:L,Sl, vy Sp—1 > ]_737‘ > 2)
0<ny <...<np (nl + dl) (nr + dr)sT

via des travaux de Manchon et Paycha [MP10]. Notons que certaines des relations obtenues par ces
deux auteurs impliquent des valeurs aux entiers négatifs, nécessitant alors une discussion sur le sens que
I’on donne a ces valeurs qui sont situées en dehors du domaine de convergence de la série de Dirichlet.
Ainsi Particle en question s’intéresse & une étude du prolongement méromorphe de la fonction analytique
(81, ey ) = C(81,..., 8, d). Notons également que d’autres relations de quasi-battages ont été obtenu
pour des fonctions multizéta rattachées a des systémes de racines par Matsumoto, Tsumura et Komori
(voir [KMT23)).

1.1.1 Quelques résultats sur les fonctions zéta

On souhaite donner ici un bref récapitulatif des résultats sur les valeurs spéciales de la fonction zéta de
Riemann, sur la fonction zéta de Hurwitz, sur les fonctions zéta de Barnes, sur les fonctions zéta d’Euler-
Zagier, sur certaines fonctions zéta de Witten et sur les fonctions zéta de Shintani. On mentionnera
également leur domaine d’holomorphie et de méromorphie. On donnera en particulier des résultats sur
les valeurs aux entiers négatifs pour certaines de ces fonctions.

Toutes les fonctions zéta mentionnées dans cette sous-section ont un domaine de convergence de la
forme H,, = {s = o +ir € Clo > 09} avec g9 € R, et elles sont holomorphes sur leur demi-plan de
convergence. Pour donner un sens des valeurs aux entiers s = N € Z ne se situant pas dans le demi-plan
de convergence de ces fonctions, on doit au préalable discuter de leur prolongement méromorphe, et de
montrer que ce prolongement est régulier en ’entier que ’on considére. Plusieurs de ces prolongements
peuvent s’établir a ’aide de la formule d’Euler-Maclaurin.



1.1. TOUR D’HORIZON SUR LES FONCTIONS ZETA ET MULTIZETA 3

Théoréme 1.1.1 (Formule d’Euler-Maclaurin, [Tenl5]). Pour tout entier positif k > 0 et pour toute
fonction f de classe C**1 sur [a,b], avec a,b € Z, on a

b—1

b ko 1yn+l
> g = [ g+ Y S 0 - o)
a n=0 ’

n=a
(-1 /b k
7 [y +1) (1)d
+ k!, k+1(2) f (z)dz,
ot B,, désigne le n-iéme nombre de Bernoulli et b, (x) désigne le n-iéme polynéme de Bernoulli périodisé.
On rappelle également 1’expression de la fonction zéta de Riemann.

Définition 1.1.2. On appelle fonction zéta de Riemann la fonction définie par la série de Dirichlet
suivante

((s) =) —  (Re(s) > 1).

Cette fonction se prolonge sur C :

Proposition 1.1.3. La fonction zéta de Riemann est holomorphe sur Hy, et admet un prolongement
méromorphe sur C avec un seul pdle en s =1, qui est simple, de résidu 1.

On peut démontrer le prolongement méromorphe a ’aide de la formule d’Euler-Maclaurin ([1.1.1)) ou
alors via la représentation intégrale de contour

C(s) = e_i”SF.(l —3) /c z51 &

2w e —1

ou C correspond au contour de Hankel partant de +oo + i, passant autour de l'origine dans le sens
trigonométrique, puis rejoignant +0o—1id. Rappelons qu’il est classique de définir les nombres de Bernoulli
par la fonction génératrice suivante
z X B
_ Pk _k
e D DR
k=0

En injectant cette expression dans la représentation intégrale de contour précédente, on obtient une
relation entre les valeurs de la fonction zéta de Riemann aux entiers négatifs et les nombres de Bernoulli

By +1
VN e N, —N) = (-1)N =",
(=N = (-1 P
En particulier, on en déduit que {((—2N) = 0 pour tout entier N € N*,
La fonction zéta de Riemann possede une certaine symétrie qui prend la forme d’une équation
fonctionnelle. De cette symétrie provient plusieurs résultats sur les valeurs de la fonction zéta de Riemann,
mais aussi quelques résultats sur ’étude de ces zéros.

Théoréme 1.1.4. La fonction zéta de Riemann vérifie l’équation fonctionnelle
s

C(s) = 287 Lsin (%) I(1-s)c(1—s) (seC\{0,1}).

De cette équation fonctionnelle on retrouve directement que la fonction zéta de Riemann s’annule en
les entiers pairs strictement négatifs. De plus, en dérivant 1’équation fonctionnelle, on trouve que

(=DM (@2N)!

VN e N7, ¢'(=2N) = 22N+171-2N.C(2N+ 1.

Notons que les dérivées de certaines petites valeurs sont bien connues :
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avec A la constante de Glaisher-Kinkelin.
On sait depuis Euler que les valeurs aux entiers pairs strictement positifs correspondent & un multiple
rationnel d’une puissance de m,
C(2N) e QM (N >1).

En fait, par ’équation fonctionnelle de la fonction zéta de Riemann, on a méme une expression de ces
valeurs en fonction de pi et des nombres de Bernoulli

22N7132N oN

En revanche ’étude des valeurs positives impairs de la fonction zéta de Riemann demeure un probléme
tres largement ouvert, et ’on dispose surtout de résultat qualitatif sur ces valeurs. En effet, on sait par
un résultat d’Apéry [Apé79] que ((3) est irrationnel, et I'on sait également via un résultat de Rivoal
[Riv00] que la suite (((2N + 1)) n>1 comporte une infinité d’irrationnels.

Définition 1.1.5. Soit d € Hy un complexe, on appelle fonction zéta d’Hurwitz la fonction zéta

400
1
C(s,d) == Z v (Re(s) > 1).
n=0 (TL + d)
On notera dans ce manuscrit ¢'(s,d) := QC (s,d) la dérivée de la fonction zéta d’Hurwitz selon la

variable s. Observons qu’en d = 1, on retrouve la fonction zéta de Riemann. Il est bien connu que cette
fonction zéta admet un prolongement méromorphe sur C selon la variable s.

Proposition 1.1.6. La fonction zéta de Hurwitz se prolonge méromorphiquement sur C selon la variable
s, avec un unique pole en s = 1 qui est un péle simple. De plus, le résidu en ce péle vaut 1.

Démonstration. Soit n € N* un entier. Via la formule d’Euler-Maclaurin, on obtient pour o > 1 que

d=s - —S (—l)iBH_l :
+ 5 () R e
s—1 2 ( i ) i1

+(=1)" (n:1> /Om bt (2)(x + d)=>"""1de,

C(Svd) =

L’intégrale présente dans la formule précédente converge absolument pour tout ¢ > —n. Ainsi, cette
formule permet de prolonger méromorphiquement la fonction zéta de Hurwitz pour ¢ > —n, avec un pole
unique en s = 1, d’ordre 1, et de résidu 1. O

En partant d’une représentation intégrale de contour de la fonction zéta d’Hurwitz similaire a celle
mentionnée plus haut
efiﬂ'sF 1—3 2571612
C(s,z) = ( ) / dz
2im c e#—1

avec C le contour de Hankel, et en utilisant la fonction génératrice des polynémes de Bernoulli

on obtient des relations bien connues entre les valeurs aux entiers négatifs de la fonction zéta de Hurwitz
et les polynémes de Bernoulli (voir [Apo76, Théoréme 12.13])

_Byu(2)

VN EN,  ((-N.a)=-="10

De plus, il était connu par Hurwitz (voir [Ber85 Formule (3)]) que

¢(0,d) = In(T(d)) + ¢'(0) = In(T(d)) — %ln(Qw).
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Observons également que, pour tout s # 1, et tout d € Hy, on a {(s,d) =d~°+ ((s,d+ 1). En dérivant
selon s, on trouve alors
¢('(=N,d+1) = dN In(d) + ¢'(—N,d).

1 1
Par un jeu de réécriture de la série de Dirichlet <s, 2), on obtient que ¢ (s, 2) = (2° — 1) {(s). Ainsi,

en dérivant des deux coOtés par rapport a s, on trouve en particulier

¢ (_1’1> _ (2 1(’(—1): In(2) 1 +M.

2 24 2

24 24 2

Des travaux de Miller et Adamchik (voir [MLA98]) ont établi des relations explicites entre les valeurs
des dérivées de la fonction zéta d’Hurwitz suivant s en les entiers négatifs avec un coefficient rationnel d,
et des valeurs spéciales de logarithme, de fonctions polygamma, et de la fonction zéta de Riemann. Ces
travaux utilisent en particulier la formule de multiplication pour la fonction zéta d’Hurwitz :

k—1
C(s, k=) :Z(<s,z+%) (k € N*). (1.1)
n=0

Remarquons qu’en évaluant la dérivée de cette formule selon la variable s en s = 0, et en utilisant la
relation ¢’(0,d) = In(I'(d)) — 3 In(2), on retrouve la formule de multiplication pour la fonction gamma
d’Euler

k—1
n k—1.1_ 1.
}:[Or(wrk) = (2m) T kR D (k2).

La fonction zéta d’Hurwitz admet également une relation fonctionnelle appelée formule d’Hurwitz.
Avant de I'exprimer, on a besoin d’introduire la fonction zéta de Lerch :

Définition 1.1.7. Soit s € C tel que 0 > 1, d € Hy, et z € C tel que |z| < 1. On définie la fonction zéta

de Lerch par la relation
Zn
d) = E —_—
¢(z7 87 ) (n+ d)s

n>0

La fonction s — ¢(z, s,d) admet un prolongement méromorphe sur C. Elle est méme holomorphe sur
C lorsque z # 1, et elle admet un unique pole, qui est simple, en s = 1 lorsque z = 1 (voir [EMOTSI],

§1.11]).
Théoréme 1.1.8 (Formule d’'Hurwitz [Apo76] §12.7]). On a

D(s)
(2r)°

Remarquons au passage que le cas d = 1 de la formule d’Hurwitz précédente est également vraie
puisque ce cas correspond & ’équation fonctionnelle de la fonction zéta de Riemann. Cette équation
fonctionnelle est utilisée par Onodera (voir [Ono21l Lemme 2.1]) afin d’obtenir une majoration de la
fonction zéta d’Hurwitz. Cette majoration est en particulier cruciale dans I'expansion de Crandall de
I’article du méme auteur, et nous utiliserons également cette majoration dans le chapitre

Certains résultats de cette these s’exprimeront a I’aide de fonctions zéta de type Barnes généralisées.
Avant de mentionner la généralisation en question, on se propose de définir et de mentionner quelques
résultats classiques pour les fonctions zéta de Barnes. On mentionnera également quelques résultats sur
les valeurs et les valeurs des dérivées de ces fonctions.

(1= s5,d) = 2 (7m0, 5,1) + &7 2g(e=m 5 1)) (deo,1], s€C\{0,1}).

Définition 1.1.9. Soit P € N un entier, (c1,...,cp) des nombres complexes dans Hy, et d € Hy. On
appelle fonction zéta de Barnes la fonction zéta de la forme

1
Vs € Hp, ¢B(s,dlcy,...,cp) := Z 2 .
ncNP (Zp:l CpTp +d)s
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Il était connu de Barnes que cette fonction zéta était méromorphe selon la variable s sur C. Plus
précisément :

Proposition 1.1.10 ([Bar04]). La fonction zéta de Barnes s v (B (s, d|cy, ..., cp) admet un prolongement
méromorphe sur C, avec comme seules singularités des poles simples en les s =1, ..., P.

La valeur de la dérivée en s = 0 de ces fonctions a été étudiée par Barnes en développant la théorie
des fonctions multigamma (voir [Bar0O1] et [Bar04]). Ce type de fonction posséde des liens intéressants

1
avec la géométrie. En effet, Vardi a obtenu une relation explicite entre la valeur en 3 de la fonction
multigamma de dimension n, et le déterminant régularisé du Laplacien de la n-sphére dans [Var8§|. Il
fournit également une formule explicite de la valeur en 5 de la fonction multigamma de dimension n en

fonction des valeurs aux entiers négatifs de la dérivée de la fonction zéta de Riemann.
Quelques-uns de nos résultats s’exprimeront en fonction de valeurs dérivées de ces fonctions de Barnes.

On aura en particulier besoin d’un résultat démontré par Sakane et Aoki dans [SA22]. On pose tout
d’abord

Cpa(t)=(t—az+P-1)t—a+P—-2)...t—z+1) € (Z[x))[t] (P >2),
et C1,,(t) = 1. Remarquons au passage que Ca () =t —z + 1.

Théoréme 1.1.11 ([SA22, Théoréme 4]). Soit d € Hy, et ¢ = (c1,...,cp) € QF des rationnels. On

a
écrit ¢; = b—l, vee, CPp = L awec ap,bp, > 1 des entiers premiers entre eux pour tout p. On pose
1 P
ppem(ay, ..., ap) (C) z(c)
z(c) i =————"—= et By :=—>, ..., Bp = , alors on a
pged(by, ..., bp) c1 cp

(B(s,d|cl,...70p) =

f1—1 Bp—-1P-1
s d+civ1 + ... +cpv
S S 3 iy (0 (s et

v1=0 vp=0 k=0

On démontrera une généralisation du théoreme précédent dans le Théoreme en utilisant une
stratégie similaire a celle utilisée par Aoki et Sakane dans [SA22].

Exemple 1.1.12. On trouve

CB(Sa d|17 1) :(1 - d)C(Sv d) + C(S -1, d)7

o[ 2)e8) (5ol el f) 5]
s d+2 d+2 d+1 d+1 d d

o) =7 [(1= 552 ¢ (057 (12557 )¢ (557 + (1-5) < (+5)
+C<s—1 T)—I—C( -1, CT)—FC(S—I,?:)},

e (1 £7)e (1) (- S £22) (5o 25
(=) 5) (-5 e (5) + (-5)< (5)
C<s—1,dg7)+c(s—1vd46r5>+c< -1, d—g4>+C(S—1,d—6H))>

d
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On obtient au passage les valeurs spéciales

PO =2 POLY=1, PO = P53 =2,
1 1 1 1 1
(€Y O.2L1) =12 (&) + . (CFYO31L2) = T (@) + 2 In(e) - S tna) + o
(¢P)(0,4]1,3) = — gln(?)) + In(27) — éln(A) - gln (F <§)> - %ln (F <Z1’>)> + %,
By __u 13 m o L 22 2\ Ny L
(¢7)'(0,5|2,3) = 13 In(3) + T In(2) + 3 In(m) 5 In(A) 3 In (F ( )) In (F (3)) + 2

en notant (¢(B)(s,d|c) = 8s¢B(s,d|c) et {'(s,d) = Ds((s,d).

Notons que dans l’exemple précédent, nous avons simplifié les termes a l'aide de la formule de
multiplication de la fonction zéta d’Hurwitz , et nous avons également utilisé le résultat de Borwein
et Zucker [BZ92, Table 3] :

1\ _ VAr(p

(6> RN
afin d’obtenir la relation suivante a 'aide de la formule des compléments

) _ 3r(3)!
F(%) 25/372"

Shintani a introduit des fonctions zéta lui permettant d’étudier des fonctions zéta de Dedekind
rattachées & un corps de nombre totalement réel (voir [Shi76|, [Shi77a], [Shi77b], [Shi77c], [Shi8(]). Ces
fonctions généralisent en particulier les fonctions zéta de Barnes :

Définition 1.1.13. Soit P,Q € N des entiers, et ¢ = (cqp)1<p<Pi<q<Q, d = (dg)1<q<q des nombres
complezes dans Hy. On appelle fonction zéta de Shintani la fonction zéta suivante

Q
Vs € Hpq, ¢ (s,d|c) == Z H(cq’lnl—i—...—&-cq’pnp—&—dq)_s.

ni,...,np>0qg=1

Observons que, pour ) = 1, on retrouve la définition de la fonction zéta de Barnes. Cette fonction
zéta est holomorphe en la variable s sur Hp/q, et admet un prolongement méromorphe sur C. Shintani a
I(Ps - Q)

I(s)
cette fonction est réguliere en les entiers négatifs. Il a également prouvé certaines formules aux entiers
négatifs de ces fonctions. Une partie de notre travail permet en particulier d’étudier les valeurs de
certaines de ces fonctions aux entiers négatifs, ainsi que les valeurs de leurs dérivées.

La valeur de leurs dérivées par rapport a la variable s en s = 0 permettent de définir des fonctions
multigamma, introduites par Barnes dans [Bar(04], puis généralisées par Friedmann et Ruijsenaars.

prouvé que cette fonction posséde les mémes poles que ceux de la fonction , et en particulier

Définition 1.1.14. Soit P € N un entier, (c1,...,cp) des nombres complexes dans Hy, et d € Hy. On
appelle fonction multigamma de Barnes la fonction

T'p(d|ey,...,cp) := exp (GS(CB(S, dlct, ... ep))js=0) -

Exemple 1.1.15. Soit d € Hy, on a
Lo(d]) =
T4 (d1) =—=T(d),

ou I' désigne la fonction gamma d’Euler.



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Barnes obtient aussi une relation fonctionnelle

Fp(d|01, ceey C‘P) = Fp_l(d|(31, ...,Cp_l)Fp(d + C‘P|Cl, ceey Cp)7

qui généralise la relation fonctionnelle de la fonction gamma d’Euler. Via les fonctions zéta de type
Shintani, Friedman et Ruijsenaars ont introduit dans [FR04] des fonctions multigamma de type Shintani,
via une construction similaire & celle utilisée par Barnes.

Définition 1.1.16. Soit P,Q € N des entiers, et ¢ = (cqp)1<p<p, d = (dg)1<q<q des nombres complezes
1<q<@Q
dans Hy. On appelle fonction multigamma de Shintani la fonction :

Lp(dley,...,cp) = eXP(as(CSh(Sadkh 3 €q))[s=0),
en notant ¢, = (cq.p)pef1,P]-

Dans [FR04], Friedman et Ruijsenaars étudient ces fonctions multigamma de Shintani pour en déduire
des formules de type Raabe, généralisant la formule de Raabe suivante :

/01 In(T'(z))dz = In(v/27).

On déduira de nos travaux des formules explicites pour les valeurs et les valeurs des dérivées de certaines
fonctions zéta de type Shintani, et on retrouvera également la méme formule de type Raabe obtenue par
Friedman et Ruijsenaars.

On discutera a présent d’une classe de fonctions zéta rattachées a des algebres de Lie. Witten a étudié
dans [Wit91] des espaces de modules provenant de la théorie conforme des champs, rattachées & un groupe
de jauge G. 1l établit alors une formule de volume pour ces espaces de modules faisant intervenir une
série parcourant les représentations irréductibles du groupe de Lie G. Witten obtient alors au passage le
résultat qualitatif

1 2kN *
YLy (vew),
2N
Sodlm(go)

ou ¢ parcourt les classes d’isomorphismes des représentations irréductibles de dimension finie du groupe
de Lie G, et ou k désigne le nombre de racines positives du groupe de Lie G. Zagier et Garoufalidis
redémontrent ce résultat qualitatif via des techniques plus classiques en utilisant au choix I'analyse de
Fourier ou une décomposition en éléments simples (voir [Zag94]). Zagier introduit également les fonctions
zéta de Witten :

Définition 1.1.17 ([Zag94]). Soit g une algébre de Lie semi-simple, on appelle fonction zéta de Witten
rattachée a g la fonction zéta
(o(s) ==Y _dim(p) ",
©

otu @ parcourt les classes d’isomorphismes des représentations irréductibles de dimension finie de g.

Un résultat de Larsen et Lubotzky dans [LLOS| établit que 'abscisse de convergence de (4(s) est
L, ou r est le rang de g et ot Ay (g) désigne ’ensemble des racines positives de g. Notons également

1A+ (g)l

que ce résultat fut généralisé par Hisd et Stasinski dans [HS19] pour une classe de fonctions zéta plus
large. On verra dans le chapitre [6] que les fonctions zéta de Witten correspondent & des fonctions zéta
rattachées a des formes linéaires via une formule de Weyl. En particulier, elles vérifieront la condition
HOS de Varticle d’Essouabri [Ess97], et elles admettent donc un prolongement méromorphe. De plus,
ces fonctions zéta sont régulieres aux entiers négatifs grace a un résultat de Komori [Kom10, Théoréme
3.22].

On peut également fournir une définition alternative des fonctions zéta de Witten pour des groupes
de Lie. Considérons un groupe de Lie compact connexe et semi-simple. On peut lui associer la fonction

zéta de Witten .
Ca(s) = %: diT(gp)S’
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ou ¢ parcourt les représentations irréductibles de dimension finie de G a isomorphisme pres. Par
hypothese, le groupe de Lie G est nécessairement réel car tout groupe de Lie complexe connexe et compact
est abélien (c’est-a-dire un tore), et est donc en particulier non semi-simple (voir [FH91, Exercice 8.44]).
En notant Lie(G) Valgebre de Lie correspondante au groupe de Lie G, on considére g = C ® Lie(G)
lalgebre de Lie complexifiée de Lie(G). Si l'on suppose que G est simplement connexe, alors il y a
une correspondance entre les représentations d’un groupe de Lie et les représentations de son algebre
de Lie correspondante, puisqu’on peut associer canoniquement & chaque représentation p : G — GL(E)
sa différentielle dp : g — gl(F) (voir [FH91) §8.1]). Sous cette hypothése, on obtient finalement que
Ca(8) = CLie(a) (8) = Co(s).

Si 'on consideére maintenant un groupe fini G, on peut également définir une fonction zéta de Witten
rattachée au groupe G qui correspond alors a une somme finie sur I’ensemble des caracteres irréductibles
de G. Comme les caracteres irréductibles d’un groupe fini forment une base de ’espace vectoriel des
fonctions centrales, on trouve que

Ca(-2) = Y _dim(x)* = |G,
X
pour plus de détails on se réfere a [FHI1l, §2.2]. De ce fait et de I’étude des fonctions zéta de Witten
Csi(2)(8) et Coiez)(s) en s = —2, Kurokawa et Ochiai émettent la conjecture suivante :

Conjecture 1.1.18 (Kurokawa et Ochiai [KO13]). Pour toute algébre de Lie semi-simple g, on a
Cg(—2) =0.

On sait seulement de cette conjecture qu’elle est valable dans quelques cas particuliers. Cette
conjecture est vraie pour les algébres de Lie s[(2) et s[(3), et on montrera dans cette thése que la conjecture
est également vraie pour les algebres de Lie so0(5) et go.

Définition 1.1.19. Soit g une algébre de Lie semi-simple. Notons rq(n) le nombre de représentations
de dimension n de g, d isomorphisme prés. Posons également fq(n) le nombre de représentations
trréductibles de dimension n de g, d isomorphisme prés.

En réécrivant la série de Dirichlet d’une fonction zéta de Witten quelconque il est clair que

Il est bien connu qu’une représentation d’une algebre de Lie semi-simple se décompose de maniére unique
en somme directe de représentations irréductibles. Ainsi pour une représentation p de g, on a en particulier
qu’il existe des entiers k1, ..., ky, et des représentations irréductibles 1, ..., @, tels que

dim(p) = Z k; dim(ep;).

En utilisant la correspondance entre les représentations d’une algebre de Lie semi-simple g et son systéme
de poids on trouve aisément que

+oo . +oo 1
14> rgn)g” =] A= (1.2)
n=1 qg=1

Ainsi le nombre de représentations de dimension n de g correspond a un nombre de partitions. FEn
utilisant la théorie des systémes de racines et la formule de Weyl on trouve une expression plus adapté
des nombres de représentations des algebres de Lie s[(3), so(5) et de 'algebre de Lie exceptionnelle go
(voir sa description dans [Bou81]).
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Exemple 1.1.20 ([Hum72| §24.3]). On pose
sl(n) = {X € M, (C) | Tr(X) =0}, so(n) = {X € M,(C) | 'X + X =0},

ot Tr désigne la trace, et ' X désigne la transposée d’une matrice. Via la théorie des systémes de racines,
on a les résultats suivants :

1) L’ensemble des classes d’isomorphismes des représentations irréductibles de sl(3) est de la forme
(#ij)ig=1, ave
) 1j(i+7
dim(y; ;) = %
On obtient que le nombre de représentations irréductibles de dimension n de sl(3) est

faiz)(n) = H(i»j) env2|dlitd) _ n}

2
et on obtient une expression du nombre de représentations ry3)(n) de sl(3) :

b

%2 .
ra) () =3 (kij)ijz1 € NN | D kijdim(p; ;) =n o,
i,j>1
=14 (ki )iz € (NN D™ kww =n
i,j>1

2) L’ensemble des classes d’isomorphismes des représentations irréductibles de so(5) est de la forme
(pi,4)ij>1, avec
i3(i + )i+ 24)
3! '
On obtient que le nombre de représentations irréductibles de dimension n de s0(5) est

foos)(n) = H(i’j) €N’ W - n}

et on obtient une expression du nombre de représentations r4o(sy(n) de 50(5)

dim(e; ;) =

)

Tso(s)(n) = |4 (kij)ij=1 € (N

> kijdim(p; ;) =n
i,>1

(i) +25)
> ki =

=13 (kij)ij=1 € )Y 30

ij>1

3) L’ensemble des classes d’isomorphismes des représentations irréductibles de go est de la forme
(ig)ij=1, avec

. ig(i+ ) (i + 25) (i + 37) (2 + 35)

dim(y; ;) = |

On obtient que le nombre de représentations irréductibles de dimension n de go est

5!
et on obtient une expression du nombre de représentations ry,(n) de g :

)

ra,(n) = (4 (ki j)ijz=1 € N Y7 ki jdim(pi ) = n

4,521

Sk, (i ) (i + 25) (i + 35) (20 + 35)

= |3 (kij)ig>1 € (NN 5

4,521
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En utilisant les expressions du nombre de représentations des algébres de Lie précédentes on peut
préciser les fonctions zéta de Witten correspondantes.

Exemple 1.1.21 ([KMT23]). Via la formule de Weyl on trouve
Cs[(Q)(S) =((s),
1

5 :28 —7
Cor3)(s) Z ning(n1 + na)*

ni,n2>1

1
Cao(s) (2) Z ning(ni +ng)®(ny + 2ng)*’

ni,n2>1
1

=120° )
o2 (%) 2 nin3(n1 +n2)%(n1 + 2n2)%(ny + 3n2)*(2n1 + 3nz)*

ni,na2>1

On trouve parfois dans la littérature des variantes multivariables de ces fonctions zéta dans les travaux
de Matsumoto, Komori, Yasushi et Tsumura [KMT10c], [KMT10al], [KMTI0b], [KMT12], [KMT11b],
ainsi que dans les travaux de Zhaou et Zhou [ZZ11]. Ces fonctions multizéta sont en fait rattachées
a des systémes de racines, et ont autant de variables que le nombre de racines positives du systeme de
racines correspondant. Ces auteurs donnent une expression de I’ensemble des singularités de ces fonctions
multizéta, et obtiennent également des relations entre les valeurs positives. Ces résultats permettent en
particulier d’obtenir des candidats poéles pour la fonction zéta de Witten univariable correspondante.

e De [KMT10d, Théoreme 6.2], on en déduit que la fonction zéta (so(5)(s) admet des poles de la forme

1 1-k
— . 1.
S 2 s 3 (k eN) (1.3)

e De [KMTT11al Théoreme 3.1], on en déduit que la fonction zéta (4, (s) admet des poles de la forme

1 1-%
I =" . 1.4
s=5  s=——  (kEN) (L.4)

Pour la fonction zéta de Witten (4(s)(s), on connait plusieurs résultats sur les valeurs et les valeurs
dérivées puisque cette fonction zéta a été amplement étudiée dans la littérature. La fonction (4(3)(s)
correspond en effet & une fonction zéta classique étudiée indépendamment par Tornheim et Mordell, puis
généralisée par Matsumoto.

Définition 1.1.22 ([Mat03]). Soit P > 1 un entier, on appelle fonction multizéta de Mordell-Tornheim
de rang P le prolongement méromorphe sur CP+1 en les variables s = (s1,...,sp+1) de la série de Dirichlet
suivante

I]yT(S?d) = Z

neNP

1
(n1 + d1)51...(’l’Lp + dp)SP (n1 +...+np+ |d|)sP+1

(Re(dy), ...,Re(dp) > 0).

Le cas P =2 et dy = dy = 1 évalué en s = (s, s, ) correspond & la fonction zéta de Tornheim. A un
facteur 2¢ pres, elle correspond également a la zéta de Witten (g(3)

Cs[(S)(S) = 2SC21VIT((57 S, 8)7 (17 1))

Dans [BD18]|, via une expansion de Crandall, Borwein et Dilcher étudient les valeurs de la fonction
multizéta (27 ((s1, s2,53), (1,1)) en obtenant des formules explicites et des approximations. En particulier

ils obtiennent ) log(2)
0og
Goi3)(0) = 3 C;[(s) (0) = 3 + log(2m).

Des travaux de Romik [Rom17] ont par la suite utilisé ce résultat précédent afin d’étudier le comportement
asymptotique du nombre de représentations de degré n de sl(3) en fonctions des valeurs (g (3)(0) et
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;[(3)(0), ainsi que des résidus de (4(3)(s) en les poles s = 2/3 et s = 1/2. Notons que Kurokawa et
Ochiai [KO13] ont également étudié les valeurs aux entiers négatifs de (s3)(s), puis en ont déduit des
résultats pour les valeurs de certaines fonctions zéta de Witten p—adiques.

Par la suite, Onodera a étudié le cas général de ces fonctions multizéta de Mordell-Tornheim dans
[Ono21] le long de la diagonale (c’est-a-dire les fonctions zéta de la forme (X7 ((s,...,s),d) pour P
quelconque). Via une expansion de Crandall, la méme stratégie utilisée par Borwein et Dilcher, il calcule
leurs valeurs et leurs valeurs dérivées d’ordre 1 et 2 en les entiers négatifs. Cette stratégie consiste a
découper le domaine d’intégration d’une représentation intégrale de la fonction zéta qui nous intéresse,
le domaine dépendant d’une variable libre. Dans les faits, Onodera obtient I’expression suivante :

MT 1 * L —d —
s ((s,...,s),d)F(s)/O pl;[le PYp(e Y, s, d,)dy

1

1 oo L
+ e s7d
I'(s) ng,, (n1 +d1)s...(np +dp)¥(n1 +di + ... + np +dp) /0(n1+d1+m+np+dp) Y

avec ¢ la fonction zéta de Lerch décrite dans la Définition et ou 6 est une variable libre réelle
strictement positive. Le second terme a droite de 1’égalité précédente a le bon goiit d’étre holomorphe
sur C selon la variable s, et il s’annule en les entiers négatifs. Le premier terme peut étre réexprimé via
la formule d’Erdélyi , et Onodera obtient finalement les formules suivantes :

Théoréme 1.1.23 ([Ono21l, Théoréme 3, Théoréme 4]). Soit d € R+7 ett e [1,P —1] tel que t < |d].
Pour tout entier N € N, on a

—1)(N+DAPD NP1+
|P|+1

5 Hgde)

k=(kp)pepe ENP® PEP
k|=(|P|+1)N+|P|

YTV, N = 3L

PC[1,P]

MY (=N, d) = > ()PP 3 I ¢( N k: C(=N — ky,dy)

PC[L,P] K=(ky) cpe NP PEPC

u>0
|k|+u=(|P°|+1)N+|P°|

(_1)NC/(_N —u, |d| Z _N —u, dp)
|7’“|

!
Uu.
pEPC

ot l'on a noté (CMT)(s,d) := 0,¢MT((s, ..., 5),d).

On généralisera dans cette these la stratégie d’Onodera, et on déduira de nos travaux des formules
pour les valeurs spéciales des fonctions zéta de Witten (yo(5)(8) et (g, (s) ainsi que de leurs dérivées. On
montrera via la Propositionmque les entiers négatifs ne sont pas des poles pour (s4(5)(s) et pour (g, (s).
L’étude de ces fonctions zéta permettra en particulier d’obtenir une formule asymptotique du nombre
de représentations de dimension n des algébres de Lie s0(5) et go via un théoréme de type Meinardus,
complétant ainsi des travaux de Bridges, Bringmann, Brindle et Franke.

1.1.2 Quelques résultats sur les fonctions multizéta

On donnera ici quelques résultats sur les valeurs spéciales de certaines fonctions multizéta rattachées a
des produits de formes linéaires. En particulier, on détaillera des expressions de ces valeurs pour les
fonctions multizéta d’Euler-Zagier :

Définition 1.1.24. Soit P € N*, et ¢ = (c1,...,cp) € HY’, d = (dy, ...,dp) € CF' des nombres complezes
tels que Re(d;) > — Re(cy1) pour tout p € [1, P]. On appelle fonction multizéta d’Euler-Zagier généralisée
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la fonction

P
EZ(s,¢,d) := Z [(cin+ ..+ comp + )~
21 p:l
mp>

On notera (5% (s) := (5%(s,1,(0,1,..., P — 1)) la fonction multizéta d’Euler-Zagier.

Observons que, via un changement de variable, on peut réécrire la fonction multizéta d’Euler-Zagier
“classique” sous la forme suivante,

1
EZ(S) = Z TR

)
0<ni<...<np 1 P

Proposition 1.1.25 ([EM20]). La fonction multizéta d’Euler-Zagier généralisée s — (5% (s,c,d) est
holomorphe sur {(s1,...,sp) € CPlox + ... +0p > P+ 1 —k,1 < k < P}, et est méromorphe sur CF,
avec des singularités situées dans des hyperplans de la forme

sp+..+sp=(P+1-p)—k, (1<p<P, ky,...kp €N).

On voit de la proposition précédente que la valeur spéciale CEZ (=N, cd) n’a pas toujours un sens
puisque —N est possiblement une singularité pour la fonction multizéta d’Euler-Zagier. De plus, un
résultat de [AETO1] précise méme que la plupart des multi-entiers négatifs sont en fait des singularités
pour (EZ(s). Afin d’étudier tout de méme les valeurs de cette fonction, Akiyama, Egami et Tanigawa
étudient les valeurs "régulieres” de cette fonction multizéta en posant

reg
EZ(-N):= lim .. lim (¢E?(s).
P P
Sl%le Sp*)*Np
Les auteurs introduisent également des valeurs "non réguliéres” en inversant les limites précédentes, en

posant
non—reg
EZ0 _N):= lim .. lim (E%(s).

Spﬁ)pr S1—>— N1

Dans [AETO0I] et dans [ATO01], les auteurs obtiennent une formule récursive entre les valeurs réguliéres
reg non—reg
EZ(_N) (respectivement non régulieres (54( —N )) avec N € NP et les valeurs réguliéres de la
reg non—reg
forme (5%, (—IN’) (respectivement non régulieres (54, ( —N’ )) avec N’ € NP1 Ils déduisent alors une

expression explicite des valeurs régulieres et non régulieres aux entiers négatifs. Ces résultats ont par
la suite été généralisés par Sasaki dans [Sas09a] et dans [Sas09b] & des ordres de limites différentes que
celles des valeurs régulieres et non-régulieres.

On peut également étudier les valeurs "directionnelles” de cette fonction multizéta. Dans [KomI0],
Komori introduit la notion de valeur directionnelle pour de telles fonctions multizéta, et donne une
expression de celles-ci pour des fonctions multizéta de type Hurwitz-Lerch. Komori en déduit alors des
formules pour les valeurs aux entiers négatifs des fonctions zéta de Shintani et d’Euler-Zagier, en utilisant
des nombres de Bernoulli généralisés (souvent non explicites).

Définition 1.1.26. Soit P,QQ € N* des entiers, d = (dy,...,dq), ¢ = (cqp)(g.pen.QIx[1,P] ¢t & =

(&1,...,&p) des mombres complexes tels que cqp, € Ho, dg € Hy et &, € T = C/2inZ. On appelle fonction
multizéta d’Hurwitz-Lerch la fonction multizéta

too ebrm ofpnp
HL .
¢fh(gdoes)i=> . E . .
Cl miy+...+c Pnp+d1) 1, (CQ71R1+...—|—CQ7PTLP—|—dQ) Q

n1=0 np

On pose également les valeurs directionnelles de ("F en —N € —N® suivant une direction p € C¥ :

CHL(£> d> C, _15) = 15% CHL(£> d> C, —N + SN«).
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Komori montre que cette fonction multizéta est holomorphe sur {s € C|Vqg € [1,Q], Re(sq) >
00,4} avec 0gq > 0 pour tout ¢ € [1,Q]. II démontre également que cette fonction multizéta admet
un prolongement méromorphe sur C? selon les variables s, et que les valeurs directionnelles définies
précédemment ont un sens. Avant de brievement résumer ses résultats, on doit imposer les conditions
suivantes sur les données de la fonction multizéta (71 :

On suppose qu’il existe un entier Py € [1, P] et un ensemble B C [1,Q] x [1, Po] tels que

¢q,p = 0 si et seulement si (g, p) € B¢
&, = 0 si et seulement si p € [1, P,

avec B¢ = [1,Q] x [1,P] \ B. En posant B., := {q|(q,p) € B}, on suppose que B, # () pour tout
p € [1, By]. Komori obtient alors les propriétés analytiques suivante sur cette fonction multizéta.

Théoréme 1.1.27 ([Koml0, Corollaire 3.16]). Sous les hypothéses précédentes, la fonction multizéta
s — (HL(¢,d,c,s) admet un prolongement méromorphe sur tout CF. De plus, ses singularités sont
situées dans les hyperplans

D sa=Q—k (QC[1,QL[Q>2keN)

qeEQ
si=1,.,P (1<q<Q).

Plus précisément, Komori démontre le prolongement dans [Kom10] en passant par une représentation
intégrale surfacique (c’est-a-dire une représentation intégrale dont le domaine est une surface) de la
fonction multizéta ¢(#7(&,d, c,s). Posons tout d’abord

elerito e p—di)yw(z) e(CQ,1+m+CQ,P*dQ)yw,Q(Z)Zil_1 . Zgg—l

Gw(g,d,cat;z) = (eyw71(z)c1,p+...+yw,Q(Z)CQ’P _ 851’)7

(eyw,l(Z)C1,1+»--+yw,Q(z)CQ,l _ 851) .

ol Yy,4(2z) correspond & un certain produit explicite des nombres complexes 21, ..., zg € C, et ol t,, 4 € C.

Théoréme 1.1.28 ([Koml0, Théoreme 3.14]). Sous les mémes hypothéses que le théoréme précédent, il
existe des surfaces lisses par morceauz ¥, C (C*)9 telles que

1 1
HL d _ : :
C (57 , C, S) F(S1) L F(SQ) w;@ (e217rtw,1(5) _ 1)._.(6217rtw,Q(S) — 1)

/ Gw(£7dvcatw(s),z)d21/\.../\dZP
>

w

ot Uon a posé ty q(s) == >

, 5p une forme linéaire avec Pyq C [1,Q] pour tout w € Sq C Sq et
tout 1 < g < Q.

PEPuw,

Notons que toutes les surfaces ¥, définies dans [Koml10, formule (41)] évitent les singularités de la
fonction z — G (€,d, c,t,2z) correspondante. Komori montre méme dans [Koml10, Proposition 6.7] que
la fonction

Lo (€d,ct) l—>/ Gul(€.d,c,t,2)dz1 A ... Adzp (1.5)
P
est holomorphe en les variables t sur C¢. Ainsi en composant la fonction holomorphe précédente par
S — t,,(s) on trouve que l'intégrale paramétrée dans la représentation intégrale surfacique précédente est
holomorphe sur C9. Komori obtient en particulier que la fonction

1
D(=Ni + p18) ... D(=Ng + pgs)(eimste (k) — 1), (eimstw.o(1) — 1)

CHL(€7 d7 C, _N + SIJ‘) = Z

weSq

/ Gy(€,d,c,ty,(—N + ps),z)dz; A... Adzp (1.6)
Zw
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est réguliere en s = 0 pour toutes les directions en dehors de celles appartenant a une union d’hyperplans
décrits par les relations t,, o(p) = 0. Ainsi les valeurs directionnelles ont bien un sens pour toutes les
directions situées en dehors de ces hyperplans.

Notons que cette représentation intégrale surfacique généralise la représentation intégrale usuelle de

la fonction zéta de Riemann . )
25
= : d
) = T =1 /C 1

ou C désigne le contour de Hankel (voir [EMOTS8I1], §1.10]). Au passage, il est bon de rappeler que cette
représentation intégrale de ((s) permet en particulier d’obtenir la relation classique entre les nombres de
Bernoulli et les valeurs de la fonction zéta de Riemann aux entiers négatifs. Dans la méme veine, Komori
utilise dans [Kom10, Théoréme 3.22] sa représentation intégrale surfacique afin d’obtenir une expression
des valeurs directionnelles en fonction de nombres de Bernoulli généralisés B,,(€,d, c, k) avec k € N@
définies par les fonctions génératrices G, (€,d, c,t,z) (voir [KomI0, Définition 3.20]). Remarquons que
lexistence de ces valeurs directionnelles présuppose une condition de non-annulation sur la somme des
composantes de la direction considérée.

Théoréme 1.1.29 ([Kom10, Théoréme 3.22]). Pour toute direction p € C? telle que pour tout w € Sq,
tw,l(ﬂ:), ~'~7tw7Q(H/) 7é 0, on a

Q
¢ d 6, -1) = (~)NINLLNG! Y 5 oo H o

wESQ (

avec Ky = (kw1 - kuw,q) € N? des entiers explicites dépendants de N = (Ny, ..., Ng) € N@.

On obtient au passage que, si 'on arrive a réexprimer les nombres de Bernoulli généralisés dans
la formule obtenue par Komori, alors cette formule permet de fournir un critére suffisant (mais pas
nécessaire) pour prouver qu’un multi-entier négatif est une singularité pour (7*. En effet, si 'on obtient
deux valeurs distinctes (7% (¢,d, ¢, — ) £ ¢HL(¢,d,c, — ) selon deux dlI‘eCthIlS différentes p # ' alors

le multi-entier N est une singularite

Remarque 1.1.30. La formule pour les valeurs directionnelles obtenue par Komori n’est pas tres explicite
puisqu’il est souvent difficile d’obtenir une expression satisfaisante des nombres de Bernoulli généralisés
qu’il introduit dans son article.

Komori ne s’est pas intéressé aux valeurs dérivées directionnelles des fonctions multizéta de type
Hurwitz-Lerch définies par

(CHL)/(Ea dv c, _1‘\}) = as (CHL (57 da c, -N+ S/L)) |s=0 *

On ne peut pas déduire de la représentation intégrale surfacique du Théoréme [I.1.28] une expression
sympathique de ce genre de valeurs. Cependant on peut tout de méme déduire une propriété analytique
de ces valeurs, et ’on utilisera cette propriété plus tard dans le manuscrit.

Corollaire 1.1.31. Pour tout multi-entier N € N9, les deuz fonctions
M= CHL(€7 d7 c, _N)
"

M= (CHL)/(gﬂ da c, 71‘?')

sont méromorphes sur C? avec des singularités situées dans des hyperplans de la forme tw,q(t) = 0 avec
w e Sq et qe[l,Q]

Démonstration. Du Théoréme [1.1.29 on obtient que la valeur directionnelle (7% (¢,d, ¢, —N) est une
I

fraction rationnelle en les variables 1, ..., i avec des dénominateurs de la forme t,, 4(pt). On trouve
alors que la fonction
HL
B C (€7d7c7_1§')
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est clairement méromorphe sur C?.
Pour tout w € Sg on pose

1 1
Os - - )
(F(—m T p18) . T(—Noy 1 pigs) (€37 — 1) (e2imotuali) — 1>>s_o

F,(N,p) =

et 'on observe par un calcul élémentaire que F, est une fraction rationnelle en les variables p1, ..., g
avec des dénominateurs constituées de produits de certaines formes linéaires t,, 4(p) avec ¢ € [1,Q]. En
évaluant en s = 0 la dérivée de 'expression (1.6)) on trouve alors

(CEY (& dye,~N) = Fy(N, ) Ze(&d ¢ ku)

| |
= a1
Q 5y Q
~DNINLLNG! T Y T 2 (€ d,e, -N) [ —2
+( ) 1 Q . 375] (Ea , C, )) g tw q(l»’/)
weSg j=1 q=1 ’

q#]
. . . . L . 01y
ot k,, € N? sont des entiers explicites (voir [KomI0, Théoreme 3.22]) pour chaque w € Sg, et ol NN
J
désigne la dérivée d’ordre 1 selon la variable ¢; de l'intégrale paramétrique I,,(€,d,c,t) définie dans
Pexpression 1' On voit alors que I’expression obtenue pour ((#F)(¢,d, c, —IN) est méromorphe en la
7

direction p sur C? ce qui conclut. O

Dans [EM20], Essouabri et Matsumoto ont étudié les valeurs directionnelles de la fonction multizéta
d’Euler-Zagier généralisée. On donnera ici seulement une formule tres simplifiée et beaucoup moins
détaillée :

Théoréme 1.1.32 ([EM20, Théoréme 1]). Considérons des nombres complezes ¢ = (c1,...,cp) € HY et

d = (dy,....,dp) € Féj, un multi-entier N € N¥ et une direction p € CF telle que Re(p, + ... + pup) # 0
pour tout p € [1, P]. Alors la valeur directionnelle

EZ(_N’ C, d) = lim CEZ(_N + SK, C, d)
® s—0

existe, et on a :

P
gz(—]}j-,(:,d) = Z fk(cad7N>HBki7

k=(k1,....,kp)€[0,|N|+P+1]# i=1

avec By, qui désigne le n-iéme nombre de Bernoulli, et fy(c,d, ) une fraction rationnelle explicite en
les variables c, et p, pour p € [1, P].

Remarque 1.1.33. 1) Dans [EM21], Essouabri et Matsumoto ont obtenu un résultat similaire pour les
valeurs spéciales d’une classe de fonction multizéta plus générale de la forme

1
(s, P) i= ™ ’
EP)= D )

N yeeesNim
avec P; un polynome en les X1, ..., X; variables vérifiant la condition HOS (voir [Ess97]) et tel que

lim P;(xq1,...,x;) = +00
z1+...+r;—>+00 ]( b ’ J) ’

et en itmposant que le polynome P,, est homogéne et elliptique.
2) Dans [MW02], Matsumoto et Weng ont étudié des fonctions zéta de la forme

MY (s)
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avec P et QQ deux polyndomes non nuls tels que Q ne s’annule pas en les entiers strictement positifs.
Matsumoto et Weng obtiennent une formule de la dérivée en s = 0. L’intérét de ce genre de formule
provient de l’étude du déterminant régularisé du Laplacien de la n-sphére (voir [Var88], [WY94)], |QC96],
(Kum99]).

I

1.1.3 Sur les formules asymptotiques de différents nombres de partitions

On détaillera dans cette sous-section quelques applications du calcul des valeurs spéciales de certaines
fonctions zéta de Witten et de leurs dérivées. On discutera également du théoreme de Meinardus qui
fournit une formule asymptotique de certains nombres de partitions générés par des produits infinis. On
mentionnera également des travaux récents de Bridges, Bringmann, Craig, Franke, Males, a propos de
formules asymptotiques de certains nombres de partitions dans les articles [BB24], [BBEF24], [BCM23],
[BBBF24]. On donnera en particulier quelques résultats obtenus par Bridges, Bringmann, Brindle et
Franke dans [BBBF24], et on parlera de leur approche.
En combinatoire, il est classique d’utiliser une série génératrice

w(g) ==Y r(n)g"
n>0

afin d’étudier le comportement d’une suite de nombres complexes r(n). Si la fonction w est holomorphe
sur |g| < 1, alors on a par le théoréeme de Cauchy que
1 [ w(g

r(n) = 5—

- 2w I qn+1 %

avec C un cercle centré en 0 parcouru dans le sens trigonométrique, inclus dans le disque unité. En
général, il n’existe pas de résultat permettant d’obtenir une relation asymptotique pour une suite r(n)
quelconque. On se concentrera dans la suite de cette section sur une série génératrice s’écrivant sous la
forme d’un produit infini.

On considére une fonction Gf(g) définie par

ﬁ’ 1
Gr@) =] 77

avec f(n) € N des entiers positifs. En distribuant le produit infini ci-dessus, on peut définir une suite
pr(n) par la relation

+oo
Grlg) = pr(n)g™ (1.7)
n=0

On considere la série de Dirichlet

(s=o0+ir, 0> 09),

ou on a noté gy son abscisse de convergence lorsqu’elle existe.

Exemple 1.1.34 ([HR17]). Considérons p(n) le nombre de partitions d’un entier n quelconque. Il est
classique de définir ce nombre de partitions par la relation suivante

+oo +oo 1
1+Zp(n)q” = H v
n=1 n=1

La série de Dirichlet correspondante est la fonction zéta de Riemann. Hardy et Ramanujan ont établi la
formule asymptotique suivante

(n) 1 2n

n) ~ ——exp|m/— |.

On pourra consulter une démonstration de cette formule asymptotique dans le livre d’Andrews [And76),
5.1.9].
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On pose maintenant
+oo
gr(z) := Z fn)e™"=.
n=1

On suppose les conditions suivantes :
i) L’abscisse de convergence oy de Ly est strictement positive.

ii) La fonction L; admet un prolongement méromorphe sur H_¢, avec 0 < Cy < 1, et tel que Ly ne
possede qu’un seul pole en s = og sur ce domaine, que ce pble soit d’ordre 1. Notons A le résidu en
ce pole.

iii) On a la majoration suivante, uniforme sur ¢ > —Cj, lorsque 7 — 400
[Li(s)] = O(7[?)  (s=o+ir)
avec C1 > 0.

1
iv) Soit € > 0. Pour tout z = x + 2iny tel que arg(z) > %, |z < 3 et |yl <1, ona

Re(g¢(2)) — g¢(z) < —Caz™,
avec Cs > 0 une constante dépendant de e.
Le théoreme de Meinardus donne alors une relation asymptotique pour la suite ps(n).

Théoréme 1.1.35 (de Meinardus, [And76l Théoréeme 6.2]). Pour n — +o00, on a

pr(n) = Cn® exp (n+ (1 + ;) (AT(a + 1)¢(a + 1))i) (1+0(n—")),

avec py(n) définie via la formule , et C, k, k1 des réels dépendant de Ly(0), L}(O), Cy et a.

La démonstration de ce théoréme repose sur la méthode du point selle, dont on expliquera quelques
points clés ici. Pour les détails de la méthode, on se réfere a [FS09, VIIL.3]. La méthode exploite le fait

Gy(q)
qn+1

1
que l'intégrale o / dq est indépendante du rayon du cercle C inclus dans le disque unité. On
1 Je

peut alors utiliser cette indépendance en choisissant judicieusement un rayon po(n) adéquat. La méthode
Gylq)
n

du point selle consiste a choisir un rayon proche de 1 de tel sorte & minimiser sur un arc de cercle

mineur du cercle C;(6p(n)). Concrétement, on choisit ce rayon de tel sorte que la dérivée de l'intégrande
en g = po(n) soit un O(n’), avec § bien choisie. Alternativement, on peut chercher po(n) en étudiant la
dérivée de la fonction

hy(z) :=1In(Ls(z)) — nlog(z).
On cherche alors pg(n) de tel sorte que

Wy (poln) = —n + O(n®).

On aura ainsi une approximation quadratique lorsque 8 — 0 :

hy(po(n)e’®) = hy(po(n)) =: —%5(%(%))92 +0(6%) +0(n’)

ot S(po(n)) est une constante dépendant de py(n), et du choix de 4. On cherchera alors & déterminer un
angle 6y(n) de tel sorte que

Blpo(m)o(n)* = +oo, 1 (po(m))bo(n)* = 0.
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Pour un tel choix de 6p(n), on peut finalement déduire que le comportement de I'intégrale sur ’arc mineur
Co se comporte comme une intégrale gaussienne, dont les bornes dépendent de n, que I’on sait approximer.

Debruyne et Tennenbaum ont obtenu dans [DT20] une version plus générale du théoréme de Meinardus
en enlevant la condition iv) sur la croissance de la fonction gy. Observons aussi que certains nombres de
partitions issus de la physique ont été étudié par Granovsky et Stark dans [GSE0S]. Ceux-ci ont alors
établi une version multipolaire du théoréeme de Meinardus, avec toutefois des conditions sur la répartition
de la suite (f(n))nen+ et des conditions de croissance sur la fonction analytique L(s).

A T'aide de ces théorémes généraux on peut espérer étudier des nombres de partitions exotiques comme
par exemple le nombre de représentations de dimension n d’une algebre de Lie semi-simple g. En effet,
on a déja vu via la formule (1.2)) que ce nombre de représentations correspond a un nombre de partitions
généré par un produit infini associé a la suite (fy(n))n>1, et donc la fonction Ly, (s) correspondante
est la fonction zéta de Witten (4(s). On s’apercoit alors que 1’on ne peut pas appliquer simplement le
théoréme de Meinardus pour obtenir une expression asymptotique du nombre de représentations rq(n)
de n’importe quelle algebre de Lie puisque les fonctions zéta de Witten ont en général plus d’un seul
pole positif. Cependant, en modifiant astucieusement la démonstration du théoreme de Meinardus, en

1 2
étudiant les résidus de (y(3)(s) en s = 5 et en s = 3 puis en calculant les valeurs spéciales (43 (0) et
C;[(3)(O), Romik a obtenu le théoréme suivant :

Théoréme 1.1.36 ([Rom17, Théoréme 1.1]). Lorsque n — +00, on a

K
rois) (1) 2 exp (A1n2/5 — Agn/10 — Agnl/5 — A4n1/10) ’

~
n—-+oo n3/5

avec Ay, As, Az, Ay et K des constantes explicites. On pose tout d’abord

() ()

Les constantes Ay, As, Az, Ay, K sont alors définies par les relations suivantes :

Ay :=5X? = 6.858260476...

Ay :=X"1Y = 5.77360174...
3

As ::@X*‘*Y2 =0.91134107...
11
Ay :Z%X”Y?’ = 0.35163754...
2v/ 1
K ;:%XW' exp (2560)(103/4) = 2.44629033486...

Notons que dans [Roml17], le calcul de la constante Y dépend en particulier de la valeur spéciale
<i(3)(0) = = In(27) 4 1In(2) calculée dans [BD18]. De plus, toutes ces constantes dépendent également du

1
calcul des résidus de (s(3)(s) en s = 5 eten s = —.

Par la suite, Bridges, Bringmann et Franke ont obtenu dans [BBEF24] une formule asymptotique pour
le nombre de représentations irréductibles de dimension n de sl(3) en étudiant la fonction zéta de Witten
Csi(3)(8), et en utilisant un théoréme taubérien.

Romik conjecture qu’il est possible d’obtenir des résultats similaires sur des nombres de représentations
rg(n) pour d’autres algebres de Lie g. Pour étendre ce résultat, on a besoin d’établir un théoreme de
type Meinardus, et également d’obtenir des informations sur les péles positifs et les résidus de la fonction
zéta de Witten correspondante, puis d’obtenir une expression pour la valeur de la dérivée Cg (0).

Motivés par cette question, Bridges, Brindle, Bringmann et Franke ont établi une variante plus
générale du théoréme de Meinardus dans l'article [BBBF24]. Soit f : N* — N une fonction arithmétique.
On pose pour tout ¢ = e, z € Hy les fonctions

— o TT 1 ~— f(n)
Gy(z) == pr(n)q = H m7 Ly(s) == .
n=0

n=1
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On pose A := N\ f~1({0}). On suppose les conditions suivantes :

P1) Soit a > 0 le plus grand pole de la fonction L¢. Il existe un entier L € N tel que, pour tout nombre
f
premier p,

A\NNNA) = L> 2.

(P2) Tl existe un réel R € R, tel que la fonction Ly soit méromorphe sur H_g = {z € C,Re(z) > —R},
et tel que la fonction Ly soit holomorphe sur la droite (Re(z) = —R). De plus, on suppose que la
fonction méromorphe L3 (s) :=I'(s)((s + 1)L (s) posséde uniquement des poles réels a:=y1 > ...,
que ces poles sont simples, a part en s = 0 ot le pole peut étre un pole double.

(P3) 1l existe un réel a < g tel que, sur chaque bande 01 < 0 < 02 dans le domaine d’holomorphie de
Ly, ona
Lf(s) =04, ,0, (e“‘Tl) (s=o0+ir)
lorsque |7| = +o0.

Théoréme 1.1.37 ([BBBE24, Théoreme 1.4]). On suppose les conditions (P1),(P2) et (P3). Notons L
le réel de la condition (P1) et R le réel de la condition (P2). Alors pour N € N, on a

C o M ) al Bj — min{ 2Lz B}
pr(n) oo b P Aine+t 4 ZAjn"’ 1+ Z o +OL,r (n o) et )
j=2 j=2
«
avece M e N*, 0 < ay < .. < a1 := P 0< 1o <..<vn, A1,...., Ay et By, ..., By des constantes

explicites.

Lorsque la fonction méromorphe Ly ne possede que deux poles strictement positifs, Bridges, Brindle,
Bringmann et Franke obtiennent une formule plus précise. Introduisons tout d’abord les constantes
suivantes : Posons o > > 0 les deux seuls poles positifs de Ly. On note wy = Ress—q(Lf(s))
et wg = Ress=p(Ls(s)) les résidus de Ly en ses poles positifs, et on pose ¢1 1= woI'(a + 1){(a + 1),
co = wgl'(B+1)((B+1), c3 :== L#(0). On note

L, (0) 315 B o
HOwalla+ )¢+ D) T 1= Ly(0)+ 3
(o +1) ' at+l 7

On note Pg 'union du singleton {0} et des pdles plus grand que —R de L. Posons également

@ w1 R+«
= N - -1 .
M a+1 * Z<a—1 )N 0{07044-1[
HEPR
Théoréme 1.1.38 ([BBBE24, Théoreme 4.4]). On suppose les conditions (P1),(P2) et (P3). Notons L
le réel de la condition (P1) et R le réel de la condition (P2). De plus, on suppose que Ly n'a que deux

I+1 l
+ B <a< ——08. Alors on a

poles o > B > 0 tels qu’il existe un entier | € N* vérifiant l'inégalité i 1

C 8 e G=1)B , j=2 Ay 2L R
a J— J— 2 1 — q 7*0"7
—p €XP | Ain T 4 Apn T 4 Y Agnert et 14 n—jj+OL,R (n min{ s a“}) )
=3 j=2
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avec Bo, ..., By des constantes explicites, et

Ay =(@aT(a+ 1)¢(a+ 1) (1+1), dym —BTOXEHY
o (waI'(a + 1) (o + 1)) a+1

Feadl k Ky
a+1 1
A k4 o Z —o Z m\ Ko K
J J o m k ot
0<k;1<...<k;<m 1
|k|=m

k1+2ko+...+lk=j—1

1 k1 ki
cy -0 m\ Kyt K .
+ 5 E <m) E <k>ﬂl (4>3),
0<k1<...<k;<m <1

[k|=m
ki+2kot...+lk;=5—2

avec (Kj) ;>3 décrit dans [BBBF2J, Lemme 4.3], et 0 < vo < ... les éléments strictement positifs de
L+ M.

Remarque 1.1.39. Etant donné une algébre de Lie semi-simple g, le nombre de représentations rq(n)
correspond d un nombre de partitions associé da un produit infini

“+oo “+oo 1
1+ng(n)q = H (17qn)fg(n)'
n=1 n=1

Lorsqu’on appliquera le Théoréme de type Meinardus a Uétude asymptotique de la suite des
rq(n), on voit alors que les entiers f(n) correspondent aux nombres de représentations irréductibles (a
isomorphisme pres) de dimension n de g, que 'on a noté fg(n). Ainsi la fonction Ly (s) correspondante
est en réalité la fonction zéta de Witten (4(s). Comme la fonction (4(s) vérifie la condition HOS
d’Essouabri (voir [Ess97]), on trouve que la fonction Ly (s) posséde un prolongement méromorphe sur
C, et que la condition (P3) est vraie. Il reste alors a regarder si ce prolongement méromorphe ne posséde
que des pdles positifs qui sont simples afin de vérifier si la condition (P2) est vraie ou non.

Remarque 1.1.40. Pour étudier le comportement asymptotique de rg,(n), on aurait besoin de connaitre
K3, et d’aprés [BBBF2J|, Lemme 4.53], on a

c3(a —26)
28+1 )

2(a + 1)2¢2*

Kg =

avec c1 et co les constantes précédemment décrites par les relations
1 =wal'(a+1)¢(a+1), co == wgl'(B+1)C(B+1).

De plus, pour étudier le comportement asymptotique de rg,(n), on verra que lentier I = 2 fonctionne car

1
les poles positifs de la fonction Ly (s) = Cg,(s) sont s = 3 et s = 5

En appliquant ce théoréme, les 4 auteurs ont obtenu des résultats similaires a Romik pour le nombre
de représentations 744(5y(n) :

Théoréme 1.1.41 ([BBBEF24, Théoréme 1.3]). Pour tout entier N > 1, on a

C 1 2 1 g Bj _ N41
— exp (A1n3 + Aond + Azn® +A4) 1+ Z — +OnN (n ° ) ,

n—+400 n 13 =2 n

Ts0(5) (n)

9
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avec Ba, ..., Byt1 des constantes explicites, et

8 40 1 2
LY (2t +1)r ()3 ) by (25 +1) T3 ¢3¢ @)
2 = . T 2 : 37 4 3 5 ’
3 (3)7¢(3)” 3P (3) " ¢(3)7
. 3
2 (20 +1) T (1)’ ¢ (3)’¢(9)°
Ay = 1 P

Les 4 auteurs de ce résultat ont calculé la valeur (545 (0) et les résidus de la fonction zéta de Witten

1
Csa(5)(s) en s = ~ et en s = —, cependant ils ne disposaient pas d'une formule explicite de la valeur

de la dérivée (] 0(5)(0). Dans le chapitre [6| on donnera d’autres expressions de ces méme résidus, et
on retrouvera la méme valeur de (40(5)(0) via une autre méthode que celle utilisée par les 4 auteurs.
On donnera également une expression simple de la valeur de la dérivée C;u(f)) (0) qui fournira alors une
expression explicite du coefficient C', permettant alors de préciser le théoreme précédent en une formule

asymptotique explicite pour le nombre de représentations r44(5)(n).

1 1
On obtiendra également dans le chapitreHdes formules pour les résidus de (g, (s) en s = 3 etens = R

et des formules explicites pour la valeur spéciale (g, (0) et de la valeur de la dérivée (;,(0). On pourra
alors établir un théoréme similaire au théoréme précédent pour le nombre de représentations rg,(n) en
utilisant le Théoreme de type Meinardus [1.1.38

1.2 Premiéres définitions

On fixera dans tout ce manuscrit une famille (Ig),eq1,op de formes linéaires de rang P a coefficients dans
le demi-plan de Poincaré Hy = {s = o + it € Clo > 0} avec P > 1 et Q > 1 des entiers. On fixe
également d = (dy)icq1,p], d' = (d})qeq1,) des nombres complexes dans Hy tels que d, := l,(d) pour
tout 1 < ¢ < Q.

Notation. Pour tout entier g € [1,Q] on note

P
ly(n) = Z Cq,pTp-
p=1

Par souci de clarté, on choisira tout le long de ce manuscrit d’utiliser l’indice p (ou Uindice i si p est
déja utilisé) lorsque l'on parcourra n’importe quel sous-ensemble P de [1, P], et on utilisera l'indice q (ou
Vindice j si q est déja utilisé) lorsque l’on parcourra n’importe quel sous-ensemble Q de [1,Q].

On définit tout d’abord les fonctions gamma incomplétes

Définition 1.2.1. Soit v € Hy, 6 > 0, s € C. On pose alors
+oo
F(S7 97 V) :/ eiyyy's*ldy,
0
0
~v(s,0,v) :/ e Wy tdy  lorsque Re(s) > 0.
0

On appelle I'(s,0,v) la fonction gamma incompléte supérieure, et y(s,0,v) la fonction gamma incompléte
inférieure.
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Ces fonctions gamma incomplétes sont plus générales que celles trouvées dans la littérature (par
exemple dans [EMOTRI, Chap.IX] ou dans [Cral2l §3]). On retrouve les fonctions gamma incomplétes
classiques en posant ¥ = 1. Pour nos usages, on aura besoin d’'un v quelconque dans Hy.

On introduit maintenant des constantes qui apparaitrons dans le théoréme [D} Par une décomposition
en éléments simples, on trouve aisément :

Proposition 1.2.2. Soit (N,N’) € N¥ x N@ un multi-entier. Notons K le corps engendré par Q et par
les coefficients cqp, avec 1 < q¢<Q et 1 <p < P. Soit P C [1, P] un ensemble, j, f € [1,Q] des entiers,
et on considére v = (vp)pep € (NIWCIMGINP ot w = (w,,)pepe € (NQ)P des multi-indices. On note
P =[1,P]\ P le complémentaire de P, et on note W, = (Wpq)qe1,@] € Vp = (Vp,q¢)ae[,0\{.7}- Alors
il existe un polynome Pp ;v wnn € Klz] et deus familles de constantes (Cp j v wa(N,N'))ren et
(Dpj,fvw,(0p) (N, N) ) xenpep dont chacun des termes appartient au corps K, tels que

T -
— N’ —1+ —N,—1—|v D P.jfiv,w,A )
wm Nl TT (e + eppa) Pl =Ppj fvwnn (@) + > )
peEP A=1

INl|p+|Pl+|v]

Y Dpjpvw,0p) (N, N
pEP A=1 (Cj’p + Cfapm))\

On note Ppj ;v w NN la primitive s’annulant en © =1 de Pp j f.vwNN/- On note Ep j ;v w(N,N) €
K le terme constant de Pp j ¢ v wN,N/- On pose

/ / N Cpj,fvw (N, N')
FpjvwN,N) = —Ep s, w(N,N) - 3~ )
A=2
IN||p+|P[+]v] ,
1 Dp j w00 (N, N') A 1A
Ly TS Prareon®N) (s oy
fp peEP A=2
1 c
+—> Dp ity N)n (1 + M) :
Cfp peP Cip

Remarque 1.2.3. 1) Notons que si =N} — 1+ |Wes| >0, alors Cp j fv.w,x =0 pour tout \.

2) Dans le produit H (¢p +Cf7pl')(7Np717‘vp|), certains termes peuvent apparaitre plusieurs fois.
peEP
. N|p+|P ) . ,
C’est la raison pour laquelle la somme ZE\LI‘WH ivi) porte jusqu’a |N|p + |P| + |v]. Si cela se
produit, on a alors plusieurs choix possibles pour les constantes Dp Notons que la constante
Fpj fvw(IN,IN') est indépendante de ces choix.

3) La constante Fp j ¢ v w(IN,N) apparaitra dans le calcul d’une intégrale dans le Lemme |3.1.4)
Exemple 1.2.4. Soit P =0, pour tout A >1 on a
Coj s AN =080 1
Do.j.fvw,000) (N, N') = 0
Epjsvw(NN) =0 (si[wey| < Nj)
1
|Wer| = N}

o fsviws(Ap) -

By jfvw(N,N') = (si |wag| > N}),

ou § désigne le symbole de Kronecker. On obtient en particulier que Fy ; ¢0.0(0,0) = 0.
Exemple 1.2.5. Soit P = {p}, j # f € [1,Q], (N,N') = (0,0), v=0 et w = ey, alors on a

—N}—1+\w.f\

T (cjp+ Cf,px)_Np_l_‘Vpl = (cjp + Cf,px)_1~

o 1 e,
Ainsi on a Fipy jr0e; = ? In (1 + Cfp>
f.p 3.p
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Exemple 1.2.6. Soit P = {p}, j # [ € [1,Q], (N,N’') =(0,0), v=0 et w = e, alors on a

1 c
1—|vp| — 37;1(0]‘717 +Cf,p37)_1 — 7.,1/,—1 _Cfp

Cip Cj.p

—Np—

:L,—N}—l—‘r‘w.f‘(

Cjp + CrpT) (cjp+ Cf,p$>_1

1
Ainsi on a Fipy j .06, = ——In ( + cf,p)
c

3.p Ci.p
On étudiera dans ce manuscrit la fonction multizéta suivante :

Définition 1.2.7. Pour tout (s,s') € HY x HE on pose

Z(s,s') = Z(c,d,s,s’) Z an—i—d n)+d,)”

neNFP p=1

il ::©

Remarque 1.2.8. Cette classe de fonctions multizéta est de type Hurwitz-Lerch sans torsion, au sens

de la Définition[1.1.2¢ :

- 1
Z(S7S/) = CHL(O7d7C; (Sla e SP, 3/17 ceey S/Q)) =

—— . 5o
neN? H(?:l (dq + szl Cq,pnp)

P
avec Py =P, Q=P+ Q, B° = U[[I,P]]\{p} x {p} C [1,Q+ P] x [1, P], d= (d,d"), et avec €© =
p=1
(¢ap)) apen.@1x,p] tels que
Cqp=0sig#petq<P
Cpp=1sipe([l,P]
Cqp = Cq—Pp 51 q > P.
En particulier, on pourra appliquer le Théoréme et ses corollaires d la fonction multizéta Z(s,s’).

On a alors que la fonction
s+ Z(—N+ ps, —N + pu's)
est méromorphe sur C et réguliére en s = 0, pour toutes directions a part celles appartenant a une union

d’hyperplans explicites.

A laide de la remarque précédente et du Théoréme on voit que la fonction multizéta Z(s,s’) est
méromorphe sur tout C* x C?, et ce méme théoréme fournit également des informations sur 'ensemble
des singularités de Z(s,s’). On dispose également d’un domaine de convergence, cependant pour nos
besoins on a besoin d'un domaine de convergence plus large que ce que propose le Théoréme On
montrera alors un domaine de convergence plus précis dans la proposition suivante :

Proposition 1.2.9. On pose
D:DRQ = (S,S/) G(CP X (CQ| ZO'p—‘rO'i ++0'22 > |P|,®7é73 C [[1,P]]
peP

La fonction multizéta Z(s,s’) a pour domaine de convergence D, et admet un prolongement méromorphe
sur CP x C?, avec des singularités situées dans l'union d’hyperplans H définie par :

s+ Y si=Q+P-n (PC[l,P[,QC[1,Q],|PUQl>2nEN)

pEP q€Q
sp=1,.,P (1<p<P
sg=1,.,P (1<¢<Q)
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En général, les valeurs aux multi-entiers négatifs n’ont pas de sens puisque certains multi-entiers
négatifs sont des poles pour Z(s,s’). C’est pourquoi on fixera une direction (u,p') et un multi-entier
négatif —(IN,IN’). On étudiera alors la fonction multizéta Z(s,s’) en ce multi-entier, et selon la direction
choisie.

Définition 1.2.10. Soit (N,N’) € N¥ x N9, et (u, ') € CF x C?. On pose
ZnN(s) = Z(=N+sp, =N+ sp”).
mop!

Remarque 1.2.11. Si l'on pose u =0, et ' =1, alors Zoo(s) correspond d une fonction zéta de type
0,1
Shintani

Q
Zoo(s) = Y [[Uam)+d,)~*.
0.1 neNP g=1

Gardons tout de méme en téte que les coefficients d; ne sont pas libres, et dépendent des choizx de d, et

des choiz des coefficients (¢p.q)1<p<pP-
1<q<Q

On considére maintenant la fonction univariable suivante, qui consiste a évaluer la fonction décrite
précédemment selon la direction (u,p') = (1,1), et pour (N,N’) = (0,0).

Définition 1.2.12. Soit s € C tel que 0 > 1. On pose
Zpn:8E€CH Z((8y.0,9),(8y...,8)).

Par la Proposition [1.2.9] on sait que la fonction Zn nv est holomorphe sur {s € C|(—=N + ps, —N’' +

!

w's) € D}, pour toute direction (p, p') € ﬁéj x HE. Ainsi, il existe un réel oo NN tel que la fonction
Zw N soit holomorphe sur H, NN Pour ces directions la, on dira que la fonctiorf %,N’N/ est holomorphe
po’:; o >N~ 1, ou parfois seul‘gr};;ent o > 1 lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité. o

1l déco‘afe également de la Proposition [1.2.9] (ou du Théoréme [1.1.27) que la fonction Zn n: est
méromorphe sur C, pour toute direction (p, u') € CP x C? en dehors d’une union d’hyperplans.ugar un

résultat de Komori [Kom10, Théoréme 3.17] on a que la fonction Zn nv est réguliere en s = 0 pour ces

wop!
mémes directions. On détaillera dans la Proposition [2:2.4] une méthode de prolongement différente de

I'approche de Komori afin de reprouver la régularité en s = 0 de la fonction Zn nv. Ceci nous permettra
wop!
surtout d’obtenir des formules explicites sur les valeurs spéciales directionnelles de la fonction Z(s,s’),

ainsi que celles de sa dérivée.
Notation. Soit (N,N’) € NP x N@ un multi-entier, et (u, ') € CF x C? une direction telle que
On pose alors la valeur directionnelle

Z(—(N,N)) := Znnv(0),
[y !
et la valeur de la dérivée directionnelle
Zl(—(N, N/)) = as(ZN,N’(S))|s:O~

o p’ pop!

Remarque 1.2.13. Par le Corollaire|1.1.51], on a que les deux fonctions
(1) = Z(-(N,N')),  (p,p) = Z'(=(N,N"))
o,y [y

sont méromorphes sur CP*CQ avec des singularités situées dans des hyperplans explicites.
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On introduit désormais des fonctions auxiliaires (que 'on appellera des fonctions zéta de Barnes

généralisées) dont le role sera crucial dans les formules de Z’'(—(IN,N)).
wop!

Définition 1.2.14. Soit R € NP et j € [1,Q]. On appelle fonction zéta de Barnes généralisée (ou
fonction auxiliaire) la fonction

¢§(s) = Z (n1 +d)™...(np +dp) " (1;(n) + ).

neNP
Remarque 1.2.15. Si R = 0, on obtient une fonction zéta de Barnes : o} (s) = (B(s, djlcja, ¢y p)-

La fonction @ﬁ(s) correspond & une fonction du type Zny nv(s) avec @ =1, p=0, ' =1, N=R et
nop!
N’ = 0. On en déduit en particulier qu’elle admet un prolongement méromorphe, et qu’elle est réguliere

en les entiers négatifs. La dérivée premiere de ces fonctions auxiliaires interviendra dans I’expression de
Z'(—(N,N)), il est donc trés intéressant d’avoir une expression exploitable des valeurs spéciales en les
’

B
entiers négatifs de la dérivée de ces fonctions auxiliaires.

1.3 Principaux résultats

Comme il est mentionné dans la section précédente, on démontrera par une autre méthode le résultat de

Komori sur lexistence des valeurs directionnelles Z(—(IN,N’)) dans la Proposition [2.2.4. Pour obtenir
w,p!
ce résultat, on utilise dans le chapitre [2| une stratégie appelée expansion de Crandall, développée dans

[Cral2], qui était initialement utilisée pour obtenir des approximations numériques de certaines fonctions
zéta et certaines fonctions L. Cette stratégie a également été utilisée par Borwein et Dilcher dans [BD18]
pour étudier les valeurs d’une fonction zéta de type Mordell-Torheim, et approximer sa dérivée en les
entiers négatifs. A la suite de ces travaux, Onodera a donné des formules exactes pour les valeurs aux
entiers négatifs d’une fonction zéta de type Mordell-Torheim généralisée, ainsi que des valeurs de ses
dérivées d’ordre 1 et 2 dans [Ono21]. L’astuce utilisée par Onodera pour calculer ces valeurs repose en
partie sur le fait d’introduire des fonctions auxiliaires ressemblant a des fonctions zéta de Barnes avec un
terme polynomial au numérateur du terme général de la série de Dirichlet, puis de donner une formule
des dérivées de ces fonctions auxiliaires.

Plus précisément, on décrira une formule de prolongement pour la fonction méromorphe Zn N/ dans
wop!

la Proposition [2.2.4] :
ZnNi(s) = Knne(0,8) + Inwe (0, 5),

wop! wop! wop!

ou la fonction s — Kn nv(6,s) est holomorphe sur tout C en s’annulant en s = 0, et ou la fonction
pop!

s — Jnnv (0, s) est méromorphe sur C, avec des candidats pdles de la forme
n
S:/Tp (1<p< Ptelque p, #0, n€Z>n,+1)
n *
T Tl (0P [PL n € Zepn i)

ou l'on rappelle la notation [p'| + |p]jp = pf + ...+ p1g + > e p Hp- On constate en particulier que 0 n’est
pas un pole pour la fonction méromorphe Zn nv, et donc on reprouvera que les valeurs directionnelles
nop!
ont un sens pour la fonction Z(s,s’).
Le fait que la fonction s — Zn nv($) admette un prolongement méromorphe sur C découle directement

ot
de la Proposition et cette méme proposition donne également des candidats pour les pdles de cette
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fonction. Il suffit en effet de remplacer s, par —IN, + 5 et s’q par fNé + u;s pour obtenir des candidats
poles. Cependant, ’ensemble de candidats poles que ’on donne ici est plus précis.

Remarquons au passage que le terme Kn nv (6, s) ne contribuera pas a la formule des valeurs spéciales
wop!
directionnelles, puisqu’il s’annule en s = 0. En revanche, si on dérive ce terme par rapport a la variable
s, alors il n’est pas nul en général en s = 0 et est particulicrement pathologique. On utilisera alors des
fonctions auxiliaires (g );eq1,q] qui récupéreront 'information de la valeur de la dérivée ds(Kn n (6, 5))
ot
en s = 0. On pourra alors évaluer en s = 0 la dérivée de la formule de prolongement de Zn nv(s) pour
wop!

obtenir une formule explicite sur les valeurs directionnelles des dérivées.

Théoréme A. Pour tout multi-entier (N,N’) € N¥ x N® et pour toute direction (u, ') € CF x C?
telle que

VPCILPL W]+ [l £0,
on a
’ -1 Ni+IN| |+ P N
2NN =T 2 - ; A (T (1.8)
! PCILP] '+ |l e 11
1<5<Q
¢ .d
Z QN N/ j,P k H —'PP)’
k=(kp)pepe€N” pePe kp!
[k|=IN"|+|N|j»+|P|
avec
7 Q k Q
QR (7, P k) 1= (—1) N himenoy | TT vt > 1] (wp> [[ez] @9
g;; w:(wp)pE”PCE(NQ)PC pePC V4 a=1

v=(vp)pepe(NILANLTHP
VpeEPC,|wp|=kp
VQ¢jv‘qu|+‘w-q|:N;

H (N;U - 1) <VP> —Np—1—|vy| H Cqu 7
|Vl vp /)

pEP
q;ﬁy

ot I’on rappelle les notations

VQ € HlaQ]], |W-q| = Z U}p7q,

pEPC

Ve [LQI\{}Y Voo =D vpa

pEP

Remarque 1.3.1. 1) L’expression décrivant Q?\LN,(j,P,k) est une somme finie. En effet, on voit que

Q

Z( — |[Wegl) Z [Veg| = Z Upq- Comme |Wey| est positif pour tout q € [1,Q], on en
q=1 (P.)€Px([1L,RIN{I})

97 q#ﬂ

déduit la majoration suivante :

Z Up,q < IN.
(p.0)ePx([1,QI\{j})
Ainsi, pour tout p € P, et tout ¢ € [1,Q] \ {4}, on a que 0 < v, o < |N'|.
2) La formule pour les valeurs Z(—(N,N")) est décrite par une somme finie. En effet, pour tout
[y
k € N7* tel que [k| = [N’| + |N|jp +|P| on a 0 < k, < N'| + [N|jp + [P| pour tout p € P°.
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3) Les valeurs ((—n,d) avec n € N et d € Hy s’expriment a laide des polynomes de Bernoulli :

Bn+1 (d) )

C(=n,d) = - n+1

De plus, en d =1, on a {(—n,1) = ((—n), et

((-n) = (-1t

ol B,+1 est le n+ 1-ieme nombre de Bernoulli.

—N, — k,,d
4) Si tous les coefficients d,, valent 1, alors le produit H w sera fréquemment nul.
peEPC P
En effet, s’il existe p € P¢ tel que N, + k, soit pair et plus grand que 2, alors le produit est nul.
En (N,N’) = (0,0), on obtient les expressions simplifiées suivantes :

Corollaire Al. Pour toute direction (pu, ') € CP x C? telle que

on a

kP
2(-(0,0)= Y (D7l 3 [ep i 11 C(=kp dp)
s’ || + [l p . HpeP Cip i k!
P,Q[[l,Pﬂ k:(kp)pe‘PCGNP pEP
1==Q k=Pl

Via le Théoréme on a également une formule pour les valeurs sur la diagonale de la fonction Z(s, s’)
en les entiers négatifs en considérant la direction (u, p’) = (1,1) et le multi-entier (N,N’) = (N, ..., N)
avec N € N.

Corollaire A2. Pour tout entier N € N on a

N k,d,
NP ST gk T e,

(—=1)(IPI+IH+QN+IP
Q+ I[Pl

PC1,P] k=(kp)pepceNF® pEPC
[k|=(Q+|P)N+|P]

avec

Q Q
QAP ()Y@ INTY > 11 (fV) T e
e

=1 w=(wp)pepe€(N?)PT \PEPC
V:(Vp)pep’.e(N[[l’Q]]\(]})p
VpePe,|wy|=kp
Va#37,|Veql+|Weq|=N

Q
—N — 1) (Vp> ~N=1=Ivp| TT
C. clr.a ,
(o)) e

pEP L
qF#j

ot l’on rappelle les notations
VQ € [[LQ]]? |W-q| = Z ’U}p7q,
pEPC

Ve e [LQI\{}Y Voo =D vpa

pEP

On verra dans le Corollaire [6.3.2] une version simplifiée de cette formule dans le cas ou P = 2 et ou
d=1.
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Remarque 1.3.2. Observons a l’aide du corollaire précédent que si l'on pose Q@ = 1, P > 1 un entier
quelcongue, et l1(n) =ny + ... + np, on trouve via les formules précédentes que Q% (P,k) = 1 pour tout
ensemble P C [1, P], et que

(—1)/PIN+P]

1P[+1 C(_N - kzndp)
T 2 M=

PCILP] Ke(ky ) e pe ENP® PEPE
Ik|=(1+[P)N+|P|

Cette formule coincide avec celle obtenue par Onodera dans [Ono2l, Théoréme 3].
On peut également fournir une variante qualitative du Théoréme [A] :

Corollaire A3. Considérons un multi-entier (N,N’) € N¥ x N% et une direction (u, p') € CP x C@
telle que

VPCILPL W]+ |l £ 0.

On note K le corps engendré par Q, par les coefficients complexes (dy)peq1,p] €t (¢q.p)pef1,P].ac[1.Q]s €t
par les composantes p, et g pour tout p € [1, P], q € [1,Q]. Alors Z(—(N,N')) € K.
wop!

On a également une expression de la dérivée directionnelle en les entiers négatifs de la fonction
Z(s,s’). Cette expression fait intervenir les fonctions auxiliaires, aussi appelée fonctions zéta de type
Barnes généralisées, posées dans la Définition Si 'on suppose qu’'une forme linéaire [; est a
coefficients rationnels, on dispose méme d’une relation entre la fonction auxiliaire ¢ (s) et la fonction
zéta de Hurwitz :

Proposition B. Soit j € [1,Q] un entier, on suppose que l; est une forme linéaire & coefficients
Qj,p

rationnels. Pour tout 1 < p < P, on considére cj, = b la décomposition irréductible de c;, avec
7P
ajp>0etb;,>0. On pose
pPCm(ajp) _ os z;(c)
xi(c) = ——— € Q1 Bjp(c) == eN
’ pged(bjp) T o S

pour tout 1 < p < P. Alors pour tout R € N et pour tout s € C\N*, on a

P
) =a5(e) (H@;) > (1w
p=1 PP pePe
0<v1<B;,1(c)—1

0<vp<f; p(c)—1

) (=1l ¢ (S — K, ljm(j(t;)) I ¢ (—Rp — ky, gfj(if’)) |

K kp!
keNP k'eN peEP P
[k|+k =|R]|pe+|P°|-1
En dérivant en s = —N la fonction auxiliaire ¢ (s) on obtient une expression explicite de la dérivée

de cette fonction zéta de type Barnes généralisée en terme de valeurs spéciales et de valeurs de la dérivée
de la fonction zéta d’Hurwitz.

Corollaire B1. Avec les mémes hypothéses et notations que la Proposition@ on a pour tout R € N,

P
(¢R)'(=N) = z;(c)" <H 5j,p(C)R"> > II & > (~1)™

PC[L,P] pEPC keN” k'eN
0<v1<B;,1(e)—1 [k|+k'=|R|pe+|P°|—1
0<vp<Bj p(c)—1
N _ /M _ _ L/ M _ _ dp+vp
¢ (- w155 ~ In(ay( ))C< N -k ) C(~Ry— k5575
! EIE ! k! '

pEP
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On peut maintenant énoncer une version qualitative sur les valeurs spéciales de la dérivée directionnelle
de Z(s,s') :

Théoréme C. Considérons un multi-entier (N, N’) € NP x N@ et une direction (u, ') € C¥ x C? telle
que

On note K le corps engendré par Q, par les coefficients complexes (dp)peq1,p] €t (¢q.p)pef1,P].ac[1.Q]s €t
par les composantes p, et g pour tout p € [1, P], q € [1,Q]. Alors

Z'(—(N,N’)) € Vectx |7, (hl(cq,p)v In(cjp + Cq,p))lﬁq’jSQa (¢'(=n, dp)0§n§|N|+\N’\+Pa
oo 1<p<P pe[1,P]

(DR (=N))nepo. NN | -
1<j<Q

ot y désigne la constante d’Euler, et les ¢; sont les fonctions auxiliaires, dites de Barnes généralisées,

décrites dans la Définition[1.2.14)

Si les formes linéaires (I;);eq1,qp sont & coefficients rationnels, alors on peut utiliser le Corollaire

2!
pour remplacer dans le corollaire précédent la valeur des dérivées f, (fNJ’») par des sommes finies de
valeurs et de valeurs dérivées de la fonction zéta d’Hurwitz. On obtient alors le corollaire suivant :

Corollaire C1. Considérons un multi-entier (N,N’) € N x N@ et une direction (u, ') € CF x C?
telle que

On suppose que les formes linéaires 11, ...,lg sont a coefficients rationnels, et que les coefficients di, ..., dp
sont des nombres rationnels. On note K le corps engendré par Q et par les composantes p, et ug pour tout

pe[l,P], g€ 1,Q]. Pourtoutl <p < P, on considére cq ) = dap ¢ Q la décomposition irréductible

by.p
de cqp avec aqp > 0 et by, > 0. On pose alors
ppem(dg,p) * z4(c) *
tq(e) = 2Bap) c g g )= Tl oy
! pged(by,p) * o Cq.p

pour tout 1 < p < P. Posons également ’ensemble

. {lj(t*mj e[L,QlLve0, B — 1] x ... x [0,8j.p — 1]]}.

C

On a alors que

Z'(—(N,N')) € Vectg [% (In(eqp)s In(¢jp + o)) 1<0,5<Q: (In(z5(c))1<j<q;
ooy 1<p<P

(C/(—n,y))ogngp(|N|+1)+N’] ;
yEA

ot 7y désigne la constante d’Euler.

La formule pour Z’(— (N, IN’)) est en fait explicite. Elle admet une formule faisant intervenir les valeurs
oo
spéciales des dérivées des fonctions zéta de Barnes généralisées <pJR, des valeurs spéciales de la fonction

zéta d’Hurwitz et de sa dérivée selon la variable s. La formule fait également intervenir des logarithmes
de certains entiers ainsi que la constante d’Euler 7. On détaille cette formule dans le théoreme ci-dessous.
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Théoréme D. Pour tout multi-entier (N,N’) € NP x N@ et pour toute direction (u, ') € CF x C?
telle que

on a
Z'(=(N,N")) = (1.10)
wp
’ ’ ’LL,N/' C
V1 O e TR VI | Sy -
Pl Pl pEP P k= (hy)pepeen™ PEP?
1<5<Q ’

[k|=|N"|+|N|;»+|P|

peEP pop!

/, /'
N | (=) NNl PN 3 V5!

0 )
T Z Ann (4, P k)
e W'+ |plip

k:(kp)pEPCENPC
(| =IN"|+ [N +|P|

"(—N; — k;, d; k‘p,d
.(Z,ﬁuki') [ SN by

iepe ' peP\{i} r

: (QON,N/ (4, P, k) Z (v = ) + (v = hvr) | + Qune (5, P k)

Q P
N, :
£30 ) () et | s
I=L u=(ug)geq,qp iy NN q;l p=1
Vae[1,QI\ {5}, lug|=N, 77

- Z (’Y*hNJ’)N;NJ/' Z ﬁ< ,> lP_[ ;‘%p |R(NJU)\|7>+|73\

PelLPl u=(ug)ge Q) (5) ENT)HINET | a=1
1<j=Q Vael1,QI\ {7} luq =N, 973
[epe ¢ C(—R(N, j,0), — kyp, d,)
. : | pEP JP yJ, A)p py Up
H R(N’]7u)p' Z H Np+[uep|+1 H k! ’
pEP k=(kp)pepe ENP" pEP “j.p peEP® P

[k[=N;+R(N,j,u)||»+|P|
ot l’on a posé
R(N7j) u) = (Np + lu.pl)peﬂl,P]]7 pour tout u = (uq)qe[[l’Qﬂ\{j} c (Ng))Hl’QH\{J}’

et

Q

Q
Qkn (. P ) = (~)Nevenor | TT 1 > I1 <§’”)Hc§‘izf
a=1 w=(wp)pepe (NP \PEP® 2P
a#j v:(vp)pgpe(N[[l‘Q]]\“})P
VPpEP®, |wp|=k;
VQ¢j1N;:‘V-q|+|W-q|

7NP71 |VP| —Np—1—|vp| qu
I (%) (e e |

peEP
q#]
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Q
Qb (7, P ) = (=) N lwenor | TT NG w) ) Frj (NN (111)
pon! q=1 f=1 w=(wp)pepe €(N?)P*
v=(vp)pep (NILQINIIIP
VpEPS,|wp|=kp
vQ#jaf7‘V.q|+‘W.q|=N;

11 () ) (11 () () 1

pePe pEP |V;D| 76 f
977,
Q
N’ .
+ (=1)N'himen H N,! Z H ( ) H cpa
g=1 w=(Wp)pepe €(NQ)PS \PEP®
a7 v:(vp)pEPG(NHLQ]‘\{j})P
VpePC,|wyp|=kp
Va# ], Veq|+Weq| =N,
Q v
_Np -1 |Vp‘ Hg#; Qf’Pq Q
/
11 N, 1TVl > up(n(e;p) + ha, = havyipv,)) + D iy (y = hxy)
|Vp‘ Vp c. P P

PEP J.p pEP

q=1

a7]

avec j € [1,Q], P G [1,P], k = (kp)pepe € NP°, et 0t Fpj tv.w(N,N') désigne la constante posée dans
la Proposition[1.2.3

Remarque 1.3.3. Ce théoréme raméne le calcul des valeurs des dérivées directionnelles Z'(—(IN,N'))
wp
aux calculs des valeurs aux entiers négatifs de la dérivée des fonctions auziliaires

PR(s)= > (m+d)"  (np+dp)r(lj(n)+d))~"  (j€[L,QLReN")

neNP

Si les coefficients des formes linéaires l; sont rationnels, alors on dispose d’une expression explicite de la
valeur de (pR)'(—N) en fonction des valeurs spéciales des dérivées de la fonction zéta d’Hurwitz via le

Corollaire [B1l

Remarque 1.3.4. On observe que la formule pour Z'(—(N,N’) ne fait intervenir que des sommes finies.
Hop!

En effet, il est clair que la somme Z est finie. De méme, on a que la somme

k=(kp)pepec EN”"
|k|=|N'[+ [N +|P]|

2 = X 2

w=(wp)pepe €(N?)P* w=(Wp)pepe €(N?)P" v=(v,)pep e (NN
v=(vp)pepe(NILRQINIHP VpEPS,|wp|=kp Va7, Veq|+IWeq|=N,
VpeP®, |wp|=kp
Vq#5,|Veq|+|Weq ‘:N;

présente dans le calcul de Qg (4, P, k) et de Q0N7N, (4, P, k) est finie puisque

pop!

Q
va € vab € [[laQ]] \ {j}v O S va,b S Z |V0q| + |W0q| = |N/|7

q=1
q#J

Vp € P, Vq € [1,Q], 0<wy, < |Wp| =ky < k| = |N/| + |N|\7’” + [Pl
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Pour les mémes raisons, la somme

2. = X 2

w=(Wp)pepe E(NQ)PC w=(Wp)pepe E(NQ)PC v:(vp)pEPG(Nﬂleﬂ\{j‘f})77
v=(vp)pep €(NILONI I 1P VpeEPC,|wWp|=kp Vq#5,f:|Veq|+Weq|=N,
VpEP®,|wp|=kp
VQ¢j7fa|V0q‘+|W0q|:N;

est également finie.

Si les coeflicients ¢ sont rationnels, on peut remplacer les dérivées des fonctions auxiliaires aux entiers
négatifs par la formule obtenue dans le Corollaire [B1]:

Corollaire D1. On suppose que les formes linéaires l1, ...,lg sont a coefficients rationnels. Considérons
un multi-entier (N, N’) € N x N® et une direction (u, ') € CF x C? telle que

Pour tout 1 < p < P, on considére cq ) = Zq’p € Q la décomposition irréductible de cq,p avec aqp, > 0 et
a,p
byp > 0. On pose alors
pPem(dg,p) _ o q(€) _
= = y = S N
zq(c) pged(by p) Q Bap(c) Car
pour tout 1 <p < P. On a
Z/(_(N7N/)) =
[y
! /
3 (—1)/NFHIN PN I1 ™! p5 ;! 3 11 C(=Np — kp, dyp)
pCLLF] |+ |plip o e k!
=L+ PEP k=(kp)pepceN” PeP
=70 Je|=IN'|+ N |

QON,N’(]vpak) Z/’(‘p(,y - th) +IU/;(7_ hN]’) +Q11\I,N'<]7Pak)

pEP pop!

’ ’ /,L/NI' .
+ Z H N, (_1)\N \+|N|\p+\P|+N]/J7-7 Z Q(l)\I,N’(J’ka)
P \pep W]+ |plip e e e
125<Q \npere €
== k|=|N"|-+|NJ|p+|P|

¢'(=Ni — ki, di) C(=Np = kp, dp)
Z'uik—il H pkp! P> “p

i€pe ’ peP\{i}

Q Q
/ N/
N
SIS )y I () M et
7j=1 PC[1,P] u:(uq)qeﬂl,Q]]\{j}E(NP)HI’Q]]\{j}
Osvi<hia(e)—1 Vae[1,QIN{j}luq|=N;,

0<vp<fy p(e)-1

P
: (1‘[ ﬁj,p(c>R<N’j’“>P> [T RN ), > (-l

p=1 pEPC k=(kp)pepeN? k’'eN
|k|+E' =|R(N,j,u)||pec+|P|-1

¢ (—Njf EVRCERY) ¢ (—R(N,j, w)p — kp, gf:(?))

z;(c)
k' ) 11 kyp!

peP

1 A g Li(d+v)
¢ (- - ) |
. ~ In(a(c)
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Q , P
S SRS > ottt | T (%) [T
J u 5
PCILPI u=(ug)qe1, Q{53 ENT)IHNTY g=1 N9/ p=1
15j<Q Yae[L.QI\{ . lug =N, 97

kp )
[ BN, j,w),! 3 [pep-ciy I C(-R(N, j, ) — kp, dy)

R(N,j,u), k.| ’
pEP HPEP Cp pEPC p

k=(kp)pepe EN”"
|k|=N]+[R(N,j,u)||p+|P]|

ot l’on a posé

R(N,j,u) := (Np + [ap|)peq,py  pour u= (ug)eep,on 1> J € [1,QJ
et

Q Q
QoGP = (~D)Nenor | ] a7 > I (o) ILess
p q=1

q=1 w=(Wp),epec€(N2)P® pEP*
e (Wp)pepe €(N®)

v=(vp)pep (NILRINUHP
VpePe, |wp|=kp
Vq#j, Ng=|Veq|+|Wag|

Q
H —Np = 1\ ([vy] Vo= 1=y H o
|Vp| Vp 1P 1 q,p ?

pEP =
q#j
) Q
On (4, P k) = (=D)INTenoy | TT N0 Y wy > Fpjfvw(N,N')
soss! 9=1 f=1 w=(wp)pepe €(N?)P°
a#j F#i V:(vp)peppf(gm,czu\{j,f})p
VpEPC,|wp|=k;
Vq?éjvfw‘V0q|+|W0q|:N(;
Q Q
kyp —Np = 1\ (|vp]
I () T ) | () (3 Tt
pePe N P/ g=1 pEP p P/ og=1
a#5,f
Q k Q
N’ ;
+(f1)| [ en ) HN;! Z H (wp> cjl‘j%q
32 w=(w,)pepe €(N?)PC \PEP NP7 g=1

v=(vp)pepe(NILRNLTHP
VpeEPC,|wp|=kp
Va5, Veql+Weq|=N,

Q Up,q
Hq:l Cq,p

—N, —1 |v | 2
1 < p ><Vz >ch+J1+V' D tp(n(csp) o, = By v, )+ D g(y = )
7P

sep N Vel pEP =1
a7
avec Fp j vw(N,N') la constante posée dans la Proposition[1.2.9

Remarque 1.3.5. Posons Q =1, et P > 1 un entier quelconque, on considére ly(n) =ny + ...+ np (et
doncecip=..=cp=1), (p,p')=(1,1), et (N,N') = (N,...,N) avec N € N. On trouve alors via le
corollaire précédent que

e Pour tout P C [1,P], etk € NP°, on a Q?\IN,(LP,k) =1cet Qll\IyN,(l,P,k) =0.

1,1
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o Avec les notations du Corollaire onaxi(c)=1, et f1, =1 pour tout 1 <p < P.

e OnaR(N,ju)=(N,..,N)eN".

e Dans lexpression de Z'(—(N,N")) du corollaire précédent, on trouve que la premiére somme de la
formule s’annule avec la derniére somme de la formule.

Via les quatre points précédents, on trouve que

Z/(_(Nl’ll\ll)): Z J|\7fj!|7:_+11(_1)79(1v+1) Z

PCIL.P] k=(ky)pepc NP’
[k|=|P|(N+1)+|P|

N k“d —N —kp,d,
ZC ) H ¢( )

k,!
iePe peP\{i} P
. (=N —F,d) C(=N —kp,dyp)
D o S e Tl 0 | .
] ]
PCIL,P] k=(kp)pep NF k’€N K peP Fp!

k| +k'=|P|(N+1)+|P°| -1

Cette expression correspond a une forme développée de la formule obtenue par Onodera dans [Ono21l,
Théoréme 4] (avec le paramétre dy = 0 dans le théoréme d’Onodera).

En posant (N,N’) = (0,0) dans le Théoréme [D] on obtient le corollaire suivant :
Corollaire D2. Pour toute direction (pu, ') € CP x C? telle que

on a
ZN;(CB 0,dj|c;)
1
IPIM HPEPC fp C kpad
- ZIM’HIHIP 2 I1 2 moin(esy) | ]I
PClLP) =1 | k:(kp)pEPCENPC peP Ciw peEP pePe
[k|=|P|
(=)l C(—kp,dy)
_|_ - v J4
2 Z ']+ |plpp 2 1
PCL,P)I<i#f<Q k=(ky)pcpceNT PEPC
[k[=|P|
kp w; kpfw;
> Fp j.1.0.wpes+(tp—wpe)ene (0:0) | T () )erhein
W/:(w;)pepcen cpel0ky] pePe P
|7’|
:“ [ep- Cip C kud C(— )
+ > Z ; > T m 11
PCHI P]] Jj=1 |N ‘ |l’l’|‘73 kf(kp)pE‘PCENPC HpEP P 1€PC Z pEPC \{ } p

[k|=|P|

avec Fp j rv.w(0,0) la constante définie dans la Proposition et avec la notation (¢B)(s,d|c) =
0sCB(s,d|c).

Remarque 1.3.6. Les termes de la forme Fp j.1,0,(whes+(ky—w))e;)pepe (0,0)) dans le corollaire précédent
découlent de I’étude de la fraction rationnelle

2 e T (¢jp + eppr) ™!
peEP
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Remarque 1.3.7. Notons que Matsumoto et Weng ont obtenu dans [MW02] un résultat ressemblant
pour la valeur de la dérivée en s =0 d’une fonction zéta définit par deux polynomes dans C[X].

En considérant g = 0 et p/ = 1, on obtient que Z’(— (0 0)) 95(¢5"(s, (e1, . €q),d')) |s=0, Cest-a-

dire la derlvee premiere par rapport a s évaluée en s = 0 de la fonction zéta de Shintani définie dans la

Définition Rappelons que, avec la Définition 0 et la Définition on a
3s(CB(S,d§\0j))|S:o =In(Cp(djlc;)),  95(¢°"(s,d'|c))js=0 = In(Tp(d’[c)).
On obtient alors via le corollaire précédent que le logarithme de la fonction multigamma de Shintani

Ip(d'|cy,...,cq) = Tp((l1(d), ..., lg(d))|e1, ..., cg) s'exprime complétement & Paide du logarithme de la
fonction multigamma de type Barnes.

Corollaire D3. On a

n(Cp(d’|c)) Zln I'p(d)|c;))

Ly oy oy [T <)

PCILP]1<j#f<Q k=(kp)pepc NP PEPC
[k|=|P|
k w! ky,—w!
. P p P P
Z FPv]:f707(w;ef+(kp7w;;)ej)pEPC(0’0) H (w/ CrpCip
w/:(w;)pepcenpem[[o,kp]] pePe NP

Remarquons que ce corollaire implique en particulier une formule de type Raabe. En effet, il est connu
depuis Barnes que

[ e, e)dar..dop = o
[0,1]7
De plus, par propriété des polynémes de Bernoulli, il est clair que

1
Vn € N, / ((—n,z)dx =
0

On retrouve alors via une stratégie différente la formule de type Raabe obtenue initialement par Friedmann
et Ruijsenaars [FR04] :

/[O " (T p((11 (%), ..., lo(x))|e1, ..., €0))day...dzp = 0.

En appliquant le Corollaire [AT] et le Corollaire [D2]aux deux fonctions zéta de Witten (g, et (sqo(5), on
obtient les formules suivantes :

Théoréme E. On a les valeurs spéciales pour (g,(s) et Cso(5)(8) -

—-N 0 -1 —2 ) —4
3 I 509
Cso(5)(—N) 8 ~ 96880 0 37847040 0
C (—N) 5 6641 O 12522872818983257 0
g2 12 62705664 100242202556140003440

De plus on a les valeurs suivantes des dérivées (g, (s) et C;0(5)(s) ens=0:

5 1 13 5
C,(0) =15 In(5) = 75 In(3) + 7 In(2) + 3 In(m) ~ 5,603601157568522039431952058889088333111...

4
3 13 3
Coos)(0) =5 In(3) + - In(2) + F In(m) ~ 3, 2554386054345525232913601882450721208364388...
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Remarquons que ces deux fonctions zéta de Witten s’annulent en s = —2. Ce résultat fait écho a
la conjecture de Kurokawa et Ochiai [KO13] qui prédit que les fonctions zéta de Witten s’annulent en
s = —2. Notons que nous retrouvons la méme valeur pour (so(5)(0) que dans [BBBE24, Proposition

5.15]. Notons également que ces deux fonctions zéta de Witten s’annulent pour beaucoup d’entiers pairs
strictement négatifs.
Via la formule précédente, on obtient une expression explicite de la constante C' dans le Théoréme

CTA0:

1

1
1 6 3 12
C =3 12257 (= 2) .
1) <\3

On obtient alors une version explicite du Théoréme [1.1.41] obtenu par Bridges, Brindle, Bringmann et
Franke dans [BBBF24 Théoréeme 1.3] :

Corollaire F. Pour tout entier N >1 on a

C 1 2 1 j _
Tsa(5) (1) et = exp (Alné —&—Agng +A3n%19 +A4) 1+ ]Z:; né +Opn (n NQH) ,
avec By, ..., Bny1 des constantes explicites, et
1 1 4 2
1\ *© 3\ 12 35T (1)3 ¢ (3)3
2
L_EEeYTHmm | ) TEE )
2 = Pl s 3 = Pl T ;
() (3)’ () e@)®
LY (28 +1) P )’ (3
b B ()3 |

On souhaite désormais appliquer les résultats obtenus dans le Théoréme [E] afin d’obtenir une formule
asymptotique du nombre de représentations rg,(n) de l'algébre de Lie exceptionnelle go, formule que

lon obtient via le Théoréme [1.1.38| obtenu par Bridges, Brindle, Bringmann et Franke dans [BBBF24,
Théoréme 4.4]. On pose tout d’abord

.
I (x1, 2, k3, x4) =1 + T2 + T3 + 224,

I5(x1, 22, 23, x4) =21 + 222 + 33 + 324,

et on pose

1
7)4 (> I’yZ ié( 1 z,Y,z %4’15(171’73/32)73
(D)8 Jos

TS,y 1,2)7F 1 (2y, 2, 1)78 +l§‘(fc7y,z,1)_§)dwdydz,

IS

m\»&
,p

wlno
o

2 2
<myz>—§(Hz;<m,y7z,1>— I
p=1

2

2

p=1

Les constantes wa et wg correspondent en fait & des résidus de (g, , résidus que ’on calculera dans la
sous-section On trouve alors une formule asymptotique de rg,(n), dont certains de ces coefficients
s’expriment en fonctlon des résidus w, et wg, et des valeurs spéciales (g, (0) et (g, (0).
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Théoréme G. Pour tout entier N >1 on a

C , 5 , B, Nt
Tg, (1) iteo = exp (AmZ + Ayn2 + Agnﬁ) (1 + jz:; n% +0 (n_%>) )
avec Ba, ..., Bnyy1 des constantes explicites, et
4\ (4T
C =211571° (waF 3) ¢ <3>> ;
ot T OCE) 8 r ()
(wal' (5) € (5))™ 0 (@l (3) ¢ ()™
4 (WQF <4>< ;1)) 4y T GICE)
wal (5) € (3))™

2K3 ~wal (§) ¢
B(wal (3)€(3))"  (wal (5)C (5

Remarque 1.3.8. Les B; peuvent étre calculés d’aprés les coefficients b; obtenus via [BBBE24, Lemme
3.6].




Chapitre 2

Expansion de Crandall de Z(s,s')

On fixera dans ce chapitre des coefficients ¢ = (¢q,p)1<q<@ pour les formes linéaires 1, ..., lg, des nombres
1<p<P
complexes d = (dp)1<p<p, d' = (d)1<4<q tels que d, € Hy pour tout 1 < p < P, et vérifiant pour tout

1<¢<Q,

P
) = l,(d) = Z Caplp.
p=1

De plus, on fixera dans ce chapitre un multi-entier (N, N’) € N xN%_ et une direction (p, ') € F(I; X H(?
Toutes les majorations de ce chapitre dépendront potentiellement de ces constantes, mais ’on choisira de
ne pas spécifier cette dépendance pour des soucis de clarté dans la rédaction.

On étudiera tout d’abord le prolongement méromorphe de la fonction Z(s,s’) et on déterminera
des hyperplans contenants toutes ses singularités dans la Proposition [I.2.9] Ensuite on décomposera la
fonction méromorphe Z(s,s’) a4 'aide d’une expansion de Crandall, et on obtiendra que une formule
de prolongement pour la fonction univariable s +— Z(—N + us,—N + u’s). Plus précisément, on
obtiendra décomposition de cette fonction méromorphe suivant une somme entre une fonction holomorphe
s’annulant en s = 0, et une fonction méromorphe correspondant & une série de type Erdélyi. Cette formule
de prolongement sera cruciale dans la démonstration des Théorémes [A] et

2.1 Démonstration de la Proposition [1.2.9

Le prolongement méromorphe de Z(s,s’) et la forme des singularités découlent du Théoréme On
cherche ici & montrer que Z(s,s’) est absolument convergente sur le domaine D que 'on introduira dans
la Proposition 11 suffira de montrer que la série décrivant Z(s,s’) est normalement convergente sur
tout compact de D. On se propose de démontrer la proposition suivante, plus générale que ce que 1’on
veut prouver dans la Proposition [1.2.9]:

Proposition 2.1.1. Soit P,Q > 1 deux entiers, et v = (V4,p)1<q<Q € HOQXP, a = (ap)1<p<p € HY,

1<p<P
B = (Bg)1<q<q € H(? On pose

D=Dpg:={ (s,8) eC” xCQ‘Zap—i—ai—i—...—i—ab > |Pl,0#£P C[1,P]
peP

La fonction

P P ~%
Zf,g,ﬁ(sv S/) = Z H(np + O‘p)isp H (Z Va.pMp + ﬁq)

neNFP p=1 g=1 \p=1

converge normalement sur tout compact de D.

39
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Démonstration. Toutes les constantes intervenantes dans la démonstration de cette proposition vont
dépendre implicitement du choix des coefficients v, a et 8. On ne marquera pas cette dépendance pour
améliorer la clarté de la rédaction. On démontrera cette proposition par principe de récurrence sur P, le
cas P =1 étant trivial.

Supposons que le résultat est vrai pour tout k < P. Soit (s,s’) € HéDJFQ, et n € N¥. Il est clair qu’on
a les inégalités suivantes

(np +1) € np +Re(ay) < Inp + ap| <np + || < (np + 1),

De méme, on obtient que

P P
Z np+ P <K Z Re(vg,p)np + Re(By) <

p=1 p=1

P P
< Z [Ya.plnp + 184l < an + P.
p=1

p=1

P
Z Ya.pMp + By

p=1

En prenant le produit sur [1, P] et [1,Q], on trouve que

B 0 /b s
H(np +dp)r H (Z Ya.pTp + ﬂq)
p=1 q=1

p=1
P —01— 0 P
< e(zle ‘Tpl-‘rqu:l lT‘I‘) 3 (P + Z np) H(np + 1)—0,,.

On souhaite désormais montrer que la série

P —(Ui-‘ru--‘ra/Q) P
> (P +> np> [[ow+1)~"
p=1

neNP p=1

est normalement convergente sur tout compact de D. On peut découper cette série en somme finie de
séries de la forme

P —(a£+...+o"Q)
St(o,0') = Z (P + an> H(np +1)7°

0sny)<..Sngcp)

avec f € Gp, et en termes de la forme Zfip((al F oot Ty ey Oig 1+ e 04, ), 01 + o+ 0g) avec
1=1i1 <ig <..<ig=Pet(i1,....5,) # (1, ..., P) (ce qui implique en particulier k¥ < P). Par principe
de récurrence, la série de Dirichlet Z]f,’ip((fﬁ + oo iy s Oig 41 + oo+ 04), 01 + . + o) converge
normalement sur tout compact de

(5,8) € CP X CO Y (03, + o+ 0ippr—1) + 01 + o+ 06 > [P, P C {in, ik} o
pEP

et on observe que cet ensemble ci-dessus contient bien 1’ensemble D.
Fixons la permutation triviale f =Id € &p. On trouve alors par changement de variable que

P —(0i+..40g) p » —op
S(o,o') = Z (P + anp> (1 + ni> .
p=1 1 =1

neNP p=

Par une inégalité précédente, on trouve que :

SId(O',O'I) < ng(Ul, ...,O’p,1,0/1 + ...+ O'/Q + (Tp).
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nop!
Par le Lemme [[.T.25] on en déduit que ce terme 1a converge normalement sur tout compact de I’ensemble
{(s,s") ech X(CQ|01,+...+UP—|—01—|—...+029 >P+1-p1<p< P}
Mutatis mutandis, on trouve que pour tout f € &p, la série
P —(o’i+...+0'/Q) P
¥ (rexw) IR

0<nga)<...<ngp) p=1 p=1

converge normalement sur tout compact de

{(s,8") €C” xC®op(p)+ ...t oppy+ 01 +..+0p >P+1—p 1 <p< P}

On trouve finalement que Z ﬂ converge normalement sur tout compact de

(5,8) €CP xC? Y op+0l+..+05>|P,0#PC[LP
peP

O

Pour obtenir le prolongement méromorphe de la fonction multizéta Z(s,s’) ainsi que les singularités
de cette fonction multizéta, il suffit d’utiliser le Théoreme [1.1.27, En effet, via la Remarque la
fonction multizéta Z(s,s’) est de la forme ¢(#£(0,d,¢, (s1, ..., sp, s, ..., s'Q)) introduite dans la Définition
On peut donc appliquer le Théoréme pour cette fonction multizéta.

2.2 Enoncé de la formule de prolongement de Znn/(s)
!
On souhaite ici établir une formule de prolongement de Zn nv(s). Avant d’exprimer résultat, on se doit

wop!
d’introduire des fonctions définies par des intégrales paramétriques qui apparaitront dans la formule de

prolongement.

Définition 2.2.1. Pour tout ensemble P C [1,P], tout entier j € [1,Q], et tout multi-indice k =
(kp)pepe € NP on pose (%) = c1pT1 + ... + ¢ prq pour tout 1 <p < P, et on considere les fonctions

NN P k(8) =

nop!
—N +/L s—1 Si\—Np+pps—1
I ( J Hp I xJ k»dg,...dz,..dz
. [ H I ¢ 1 ).z, .z,
Hq:l ( NI+:U‘q pEP pePe
qa#j q#J
et
1 —N!4uls—1 NN . —
hn N, PpL;(8) = / / “ PRIy Noties =gy da;...dag,
o H?Zl D(=N! + yils) H pl;[l P
q#j q#a

ot s = o +ir € C est un nombre complexe avec o > 1 suffisamment grand, et ot 'on a noté

{dIl (TI\JdJJQ = d.’L‘l...d.’L‘jflde+1...de

x7 (1‘17...,1‘]‘_1,1,$j+1,...,l‘@).
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On dispose de la proposition suivante qui fournit une majoration de ces fonctions ainsi qu’une formule

explicite que I’on utilisera dans le chapitre [3{ pour calculer la valeur en s = 0 de la fonction hn n p,jk($)
won!
et de sa dérivée hiyg nv p 1 ()

wop!

Proposition 2.2.2. Soit (u, ') € ﬁ(}; x HE une direction et (N,N’) € NP x NQ un multi-entier. Pour
tout sous-ensemble P C [1, P], tout entier j € [1,Q], et tout multi-indice k € NP* on a :

i) Les fonctions hn N/, pjx et ha v pi,p],; sont holomorphes sur C.
op! wop!

ii) Pour tout entier r € N* on a la majoration suivante, uniformément pour s € Dy(r) :

[P (5)] < QM)

!

avec M := maxi<q<q(|cgpl)-
1<p<P

it1) Soit € > 0 suffisamment petit, et s € C, on a

*NpﬂL/ipS* 1 |VP| v
hN,NI’,PJ,k(S) = Z Z H < v, | v H Carp’
ot QCILRIN} v=(vp)pere)? \PEP b P/ qeQ

c
w=(wp)pepe €(N?)7
VpEPS,|wWp|=kp

kp) H cWpa ezqeg(_N;_‘—“;S'vaH“qu\)
q9,p
achial (Macrnon o DN +55) ) (Tye (=N + s + Vvagl + [weal))
—Np+pps—1—|vyp|

./1 /1 H x;N;+u’qs—1+\w.q| ) H Cip+ Z CrpTs H dz,,
€

€ geQe peEP feQe geQe-

I (

W
pePe p

avec les notations |Veq| = 3 cp Upg pour tout q € Q, et |Weq| = 3_ cpc wp,q pour tout g € [1,Q].
De plus, on peut dériver le terme général de la série précédente en s pour obtenir une expression
de la dérivée (hmnp,jx) ().

pop!

Remarque 2.2.3. 1) Le point iii) de cette proposition sera critique pour étudier les valeurs de la fonction
hn NP jk(s) et de sa dérivée (hw v pjk) () en s =0 dans les sous-sections [3.2.9 et|3.2.5 Ces deux

o' )
valeurs apparaitront dans les calculs de la valeur directionnelle Z(—(N,N’)), et la valeur de la dérivée
wop

directionnelle Z'(—(IN,N’)).
wop’
2) On peut obtenir des résultats similaires au points ii) et i) de la proposition précédente pour les
fonctions de la forme hy N+ 1,p],;(8). Cependant nous n’auront pas besoin d’étudier en détail la valeur

ot
et la valeur de la dérivée en s = 0 de ce type de fonctions puisque ces valeurs n’apparaitront pas dans les

calculs de la valeur directionnelle Z(—(IN,N")) et de la valeur de la dérivée directionnelle Z'(—(N,N")).
wp! [y

On peut désormais énoncer la formule de prolongement de Zn n/(s). On découpera cette fonction en
o'
deux parties qui dépendront de s et d’une variable libre 8 > 0 suffisamment petite. La premiere, que 1’on
notera Kn (0, s), sera holomorphe sur C en la variable s et s’annulera en s = 0. L’autre terme sera
o

une série de type Erdélyi (dans le genre de la série présente dans la formule d’Erdélyi (2.3))), que on
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nop!

notera Jn nv (6, s). Ce second terme contiendra les hypothétiques singularités de Zn nv(s), et I'on notera

wop! pop!
cet ensemble de singularités S(N,IN’), dont I'expression est
e
/ 1 1 .
SNNY=| () —~Zeva|UJ| U T E [l PNl N 41
[T 1<p<P Hp PP 1 Hip
pp7#0

—pP
Proposition 2.2.4. Soit (N,N’) € N” x N? un multi-entier, et (p,p') € Hy x HE une direction.
Alors la fonction Zn N (s) admet un prolongement méromorphe sur C, et ses pdles sont contenus dans

!
lensemble S(N,N'). Plus précisément, pour tout 6 > 0 suffisamment petit et tout s € C\ S(N,N’), on
wop! wop!

Znne(s) = Inwe (0, 5) + Knowe (0, 5),

wop! o ot

a

avec s — Jn (0, 8) et s — Knnv(0,8) deux fonctions méromorphes sur C telles que :
wop! wop!

1) Pour tout s € C, on pose

P
Knni(0,s) = Z Z (=1)le°1-14al H W( Z H(np 4 dy)Ne—hes

wow! 0£0C[1,Q] AoCQ® a€[1,Q\ Ao neNP p=1
T ) +dpNares T T(=Np + s, 0,14(n) + d;)). (2.1)
g€Ag q€[1,Q\Ag

2) Pour tout s € C\ S(N,N’), on pose
wp

Q
InoNe (8, 8) == Z H L1+ Np — pips) Z (—1)“(' Z hN,N/’,’P,j,k(S) (2.2)

! PCILP] \peP k=(kp)pepe ENP°

H C(=Np + pps — kp, dp)

!

G [+l 2)s=IN| = |N| 1o —| P+ k|
D(=Nj + ps)((I'] + [plip)s — [N'| = [N|jp = [P| + [K])

pEPC

ﬁr(l N, ) zQ:h ( ) 9(‘Hl|+|#|)87\N’|7‘N‘,p
+ + — Up$ NP (s
wn G RN ) (T Tel)s — N INT = P)

De plus, on a que :

i) La fonction s — Kn (8, s) est holomorphe sur C, et s’annule en s = 0.

o’

it) La fonction s — Jn N/ (0,s) est méromorphe sur C, avec des poles inclus dans S(IN,N’). De plus,
wop! o'
on peut dériver terme a terme par rapport a la variable s la série présente dans la formule .

Remarque 2.2.5. 1) Le terme Jnn(0,5) €valué en s = 0 sera lunique contributeur lors du calcul de
ot
la valeur directionnelle Z(—(N,N")), puisque la fonction Kn N (0,s) s’annule en s = 0. En revanche,
o’ wop!
lorsque Uon étudiera la valeur de la dérivée Z'(—(IN,N")), il faudra tenir compte de la dérivée selon s de
wop

la fonction Knne (6, s).

wop!
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2) On verra dans la démonstration de la Proposition que la série

P
5+ Z H(np + d,)No s H (ly(n) + d;)Nq*uqs H D(=N; + ps,0,14(n) + dy),

neNP p=1 g€Ao q€[1,Q]\ Ao

décrit une fonction holomorphe sur C (la série est en fait absolument convergente sur C). En particulier,
on pourra considérer la dérivée de cette série suivant s, et ’évaluer en s = 0 dans la démonstration du
Théoréme [Dl Notons que 'on ne cherchera jamais a calculer directement les valeurs de cette série, ou
les valeurs de sa dérivée suivant s.

A Taide de cette proposition, on obtiendra au passage que la fonction s — Zn nv(s) est réguliere en
wop!
s =0, et on aura alors démontré par une autre méthode que Komori dans [Kom10] I'existence de valeurs
directionnelles pour la classe de fonction zéta qui nous intéresse. On obtient également une information
sur les poles de Zn Nv($) :
ot

Corollaire 2.2.6. Soit (N,N’) € N x N9 et (u, ) € Ef’ X HOQ. Alors la fonction s — ZnN/(S) a
wop!
des candidats poles de la forme

s =— (1<p<P n>N,+1, sip,#0)
Hp
n
§=— P C1,P], n€]—oo,|N|p+ |N|[+]|P[]\{0}).
W[+ [ulp ( o T )
De plus, si s € C est un pdle ne pouvant pas s’écrire sous la forme s = i avecl <p< Petn>N,+1,
Hop
alors s est nécessairement un pole simple pour la fonction s — Zn n(s).

mop!

Remarque 2.2.7. On peut obtenir un ensemble de candidats poles encore plus précis pour la fonction

Zn N (s) en utilisant le Corollaire précédent et le Théoréme de Komori|1.1.27
pop!

Pour démontrer la Proposition on multipliera la série de Dirichlet Z(s,s’) par le produit
['(s1)..I'(sg). Cette stratégie est classique pour prolonger et étudier les valeurs de la fonction zéta
de Riemann (voir [Hid93, Chap. 2]), pour obtenir une représentation intégrale d’une fonction zéta de
Shintani (voir [Hid93, Chap. 2]), et pour calculer les valeurs de la fonction zéta de Hurwitz multiple de
type Mordell-Tornheim (voir [Ono21]).

Ensuite, on procédera a un découpage du domaine d’intégration en introduisant une variable libre
0. Ce faisant, on pourra isoler un voisinage de l'origine du reste du domaine d’intégration. Enfin, on
remarquera que l'intégrale au voisinage de 'origine peut étre réexprimée a ’aide de la formule d’Erdélyi
(2.3), puis on démontrera également que le reste des intégrales définissent en fait une fonction holomorphe
en (s,s’). Pour découper les intégrales apparaissant dans nos calculs, on utilisera les fonctions gamma
incompletes I'(s, 0, v) et (s, 0,v) définies dans la Définition

2.3 Expansion de Crandall directionnelle pour Z(s,s’)
2.3.1 Lemmata

On commence par énoncer une identité classique qui découle d’un développement de Taylor :
Lemme 2.3.1. Soit X1, ..., X4 des nombres complexes tels que | X1 + ... + X4 < 1. On a alors

—s k
A+ X1+ +Xg) = > <|k|> <|k|)Xf1...X§d.

k=(kp)pe[1,d]
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Les expressions présentes dans la preuve de la Proposition [2:2.4] feront intervenir une série dont le
terme général contiendra ((s — k,d) avec k € N, et d € Hy. Dans [Ono21], Onodera dispose également
de ces termes dans une de ses expressions, et il contréle ces termes a 1’aide du lemme suivant, dans le cas
oudeRY :

Lemme 2.3.2 ([Ono21l Lemme 2.1]). Soit a > 0. On pose pour tout 6 € R} et r € N*,
D(4,r) = {s e C| miNn |s —n|>6,s| < r}.
neN*

Alors, pour tout s € D(0,r), ke N, d>0, meN, on a

07°¢(s —k,d)] < Kl(k+1)"°

m,r,0,x

Ce lemme n’est cependant pas suffisant ici, puisque I'on souhaite majorer ((s — k,d) avec d € Hy. La
démonstration du lemme précédent utilise I’équation fonctionnelle vérifiée par la fonction zéta d’Hurwitz
¢(s,d) pour d €]0,1]. A priori, on ne peut pas obtenir de la méme maniére une majoration similaire pour
d € Hy. On utilisera donc la formule d’Euler-Maclaurin sur la fonction zéta d’Hurwitz afin d’obtenir une
inégalité similaire au lemme précédent.

Lemme 2.3.3. Soit 6 € R, r € N*, et 1’ €]1,+oo[. Alors on a

_ _ k
Vs € D(6,7),¥d € Hy /o N Do(r'),Vk €N, [((s —k,d)| < (%) Rk + 1) (1 4+ 172%).

!
ror’ 8

Démonstration. Soit r € N*, on pose n = r + 1. On souhaite majorer |((s — k, d)| uniformément en
s € D(b,r) et en d € Hyyv N Dy(r'). Soit s € D(6,r) et d € Hyyv N Do(r'). On remarque que 'on a
n > —o. Soit k € N, comme on a que n+ k > —o + k, on peut reprendre ’expression de la fonction zéta
de Hurwitz par la formule d’Euler-Maclaurin a lordre n + k, et ’évaluer en s — k

di=sth R sk (<1)Biyy
—kd)=—— A o) vl ges—itk
C—kd) =g 73+ 0( i > i1

+oo
_1\n+k —s+k —s—n—1
+ (-1 <n 14+ k:) /0 bpikr1(x)(z+d) dz,

avec b;(x) le i-itme polyndéme de Bernoulli périodisé, et B; le i-ietme nombre de Bernoulli. En majorant
chaque terme de ’égalité, on trouve
1— n+k k B
‘C(S _ k‘,d)| _|]|- | |‘r|7r/2 + Z ( 3+ ) |Z —1’_-5-1‘ |d|—a i+k |‘r\7r/2

—s+ k +OO —o—n—1_|7|7/2
+ ‘(n Tk 1) ‘/0 byt 1 ()] + d e dz.

On cherche désormais a majorer chacun de ces termes.
On a clairement que el7I™/2 < e"™/2. Par continuité de la fonction (z,y) € [1/7/,7'] x [=r,7] = ¥, on
obtient que

|d|=otF < 'k
7!
Par construction de D(4,r), on a
|d|170’+k << T’k
|1—S+k| r,r’ 5
< T’k

’
r,r’ 0
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Pour la majoration des coefficients binomiaux, on observe tout d’abord que

— k+i1—1 2 2
semsa (P01

Soit i« € N. Par [Leh4()], on sait que si ¢ # 2 mod 4, on a

Vo € R, |bi(z)] <

et lorsque ¢ = 2 mod 4, on obtient que

2i1(i) _ 2i¢(2)

Vo € R, |bi(z)] < G = @)

Notons ¢ la fonction digamma d’Euler. On sait que lim,_, 1o ¢(z) = +00. Ainsi, il existe un réel z( tel

T
que la fonction (2(33) (¥(x) — In(27)) est positive pour tout = > xy. On trouve alors que la fonction
T xr
I'(z)
ER: s 2L
CERT @)

est croissante a partir de ce méme réel zy. On en déduit donc que, pour n grand,

7! < (n+k) < 1
(2m)i n (2m)ntk o (2m)k

Vi € [0,n + K], Elk+1)...(k+n).

En majorant chaque terme du produit & droite de la derniére inégalité, on trouve aisément (k4 1)...(k +
n) < (k+1)", et donc comme n =7r+1:
n

k!
. 1
Vi € [0,n+ k],Vz € R, |b2(:c)|<§ (QW)k(kz—i—ly .
En évaluant I'inégalité précédente en x = 0, on obtient que
k!
j k B; E+ 1)+t
vie[on+k], Bl < goEtk+ D)
On obtient alors I'inégalité suivante
n+k 2n+2k
—s+k\| |Bit1] & _ k! 2n + 2k _
dl—o— i+ d o+k k 1 d i
?_0:<z->z+1" gl g S ()
k! 1k -
k 1 r+1 1 d 1\2n+2k
e kD
K i (k4 1) (14 0")%k
ror! (27’(’)
Comme —o —n < —1 il est clair que
Vo e Ry, |z +d|777 "1 < (x + Re(d)) "L

Comme cette derniére quantité est intégrable sur R, on obtient donc

—s+k Hoeo o1 _|rln/2 n+42k 41\ 2(n + k + 1)! Re(d)=7—"
o—n T\ < .
‘(nJrkJrl)‘/o brt k1 ()| + d e dxr < nt ka1 (2m)ntk+1 o+n

Par 'inégalité classique
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on obtient :

—s+k e —o—n—1_|7|7
‘(n—&—kz—i—l)‘/o |bnt k1 (@) ||z + d| LelmIm/2qy

ook (M 241 " (n+k+1)! Re(d)=°—"

- k 2m)nthtl g 4n
n+1\" (n+k+1)! Re(d)=o~™"

2k @2m)nthktl o4 n

< 2(2e)” (1 +

Par la majoration
k
vz €]0, k[, (1 n f) < e,

on en déduit que

n+1\"
Vk > (n+1)/2, <1+ ) < entb/2,

Comme n = r + 1, on obtient

k
1
Vk € N, <1+”+ ) <1

On trouve finalement que

IC(s — k,d)| < "*+

(k+1)"(1 + 7% + %(k + 1) tt

r,r’ 8 (27T)k (2 )
k
< () #le+ 11420,
r,r, s

O
. ) 1
Pour tout entier naturel a € N, on observe que la fonction s - ———— admet un prolongement
I(s)(s +a)
holomorphe sur C. On observe alors le lemme suivant :
Lemme 2.3.4. Pour tout entier r € N* on a
vs € Dolr),  |——|<1
S r),
0 I(s)| »
_ 1
Vs € Do(r),Va € N, —| K1
o) Tl
) . . 1 1 . .
Démonstration. Comme les fonctions s +— m et s — Ts) sont holomorphes sur C, on a uniformément
S 5)s
sur Do(r) :
! <1
F(S) T
! <1
F(S)S T
Enfin, il est clair que
1 1
Vsl > -, H<2.
2 S

On peut alors montrer I'inégalité souhaitée. Soit s € C tel que o € [—r, r].
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1
Si|s+al > X alors

< 1.

T

1
Si|s+al < 3 alors par I'inégalité triangulaire, on obtient que a < |s| 4+ 1/2 < r 4+ 1/2. Par ’équation

fonctionnelle de I', on a que
1 (s+a—1)..s

I(s)(s+a) T(s+a)(s+a)

on en déduit 'inégalité suivante :

<r(r+1)...2r+1).

T

Comme a < 1/2 + r, on obtient la majoration suivante pour le produit au numérateur
[(s+a—1)..s] <(2r+ 1)L

On obtient alors que
1

“P0 |

< 1L

r

O

La formule d’Erdélyi [EMOTS8I], §1.11] décrite dans la proposition suivante est cruciale pour réexprimer
des intégrandes faisant intervenir la fonction zéta de Lerch que I'on a définit dans la Définition [1.1.7]:

Proposition 2.3.5 ([Ono21l, Lemme 2.2]). Soit u € C\] —00,0] tel que |u| <27, s € C\N*, et d € RY.
Alors

a LN~ ()t
e ud)(eiuv Svd) = F(l - 5>u87 + Z k! ((S - kvd)
k=0
On souhaite obtenir une formule d’Erdélyi pour d € Hy. La majoration que l'on a du terme (s —k, d)
n’est pas aussi bonne lorsque d est complexe que lorsque d est réel, ainsi on doit imposer une condition
supplémentaire sur le nombre complexe w :

Proposition 2.3.6 (Formule d’Erdélyi). Soit d € Hy, s € C\N* et u € C\] — 00, 0] avec |u] §§ 1. Alors

= (—w)*
e Mple™, s,d) =T(1—s)u'~" + > Sk d). (2.3)
k=0

Démonstration. Soit r’ € [1,+o00[ un réel, on cherchera & montrer le résultat pour d € Hy/» N Do(r').

Soit u € C\] — o0, 0] tel que |u] < 5- On fixe un s € C\ N*, et on pose 7 := [[s|]. On sait déja

T
e(l+71")
que la formule que 'on souhaite démontrer est valable lorsque d € R7}. On cherche alors a démontrer
cette formule pour tout d € Hy par prolongement analytique. Pour cela, on doit d’abord montrer que les
différents termes dans ’expression de la formule voulue sont holomorphes en la variable d sur Hy.

On sait que la fonction d € Hy — e~ ¢(e™*, s,d) est holomorphe (voir [EMOTSI] §1.11]), il ne reste
qu’a montrer que la série présente dans la formule l'est aussi. On a déja que chaque terme d € Hy —
¢(s — k,d) est holomorphe sur Hy pour tout entier k& € N. Pour démontrer cela, il suffit de reprendre
le prolongement analytique de la fonction zéta d’Hurwitz via la formule d’Euler-Maclaurin, obtenu dans
la démonstration de la Proposition Il ne nous reste plus qu’a montrer que la série présente dans
la formule d’Erdélyi est normalement convergente en la variable d sur Hy,,» N Do(r’). On a la
majoration suivante

k
VEEN, (s —kd) < (S) K+ D))

ror! 6 \T0
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Ainsi on obtient que le terme général de la série présente dans la formule d’Erdélyi (2.3) admet la
majoration suivante

€ n2\* r+1
k rr’é(uﬁ(1+r)> (k+1) ’

or la série entiere
—+o0

Z (%(1 + r')z)k Ertizk

k=0

est absolument convergente dans le disque ouvert {z eC,lz < } On obtient alors que la série

T
e(1+1r")2

= (s — /f d k = o A o
Z (—u)" est normalement convergente en d sur Hy /. N Do(r’). Ainsi la formule d’Erdélyi

est valable pour tout d € Hy par prolongement analytique. O

2.3.2 Expansion de Crandall

On souhaite établir dans cette section une expansion de Crandall pour la fonction multizéta

Zaner H n)+d,)"

neNF p=1 q=1

Rappelons la Définition [[.2.1]: Soit v € Hy, 8 > 0, s € C. On a posé

—+oo
F(S7 97 V) :/ e_yyys_ldy7
0
0
v(s,0,v) :/ e WysTldy (lorsque Re(s) > 0).
0

On notera que l'intégrale décrivant I'(s, 6, ) est absolument convergente pour tout s € C, mais que celle
décrivant (s, 0, ) n’est absolument convergente que pour s € Hy. Plus précisément, on a :

Proposition 2.3.7. Soit v € Hy et § > 0. Alors les fonctions (s,v) € Cx Hy — I'(s,0,v) et (s,v) €
Hy x Ho — ~(s,0,v) sont holomorphes respectivement sur C x Hy et sur Hy X Hy.

Démonstration. La proposition découle du théoréme d’holomorphie sous le signe intégral. O
Proposition 2.3.8. Soitv e Hy, 6 >0. On a
Vs € Hy, I'(s,0,v) 4+ v(s,0,v) = v~ °T(s).

Démonstration. Supposons que v € R% . On a alors par changement de variable :

+oo
I(s,0,v) zzfs/ e Tz ldz,
vl

v
~(s,0,v) :V*S/ e ot da (lorsque Re(s) > 0).
0
En additionnant les deux termes, on obtient
[(s,0,v) 4+ ~(s,0,v) =v°T(s).

Pour tout nombre complexe s € Hy, la fonction v € Hy — I'(s,0,v)+7(s,8,v) —v~°T'(s) est holomorphe,
et elle s’annule sur tout R* . Ainsi par principe des zéros isolés on obtient le résultat voulu. O
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Corollaire 2.3.9. La fonction s — ~(s,0,v) admet un prolongement méromorphe sur C avec des pdles
(~1)"

en les entiers strictement négatifs, qui sont des pdles simples, et de résidu Ress—_,, y(s,0,v) = '
n!

Lemme 2.3.10. Pour tout réel positif 6 > 0, et tout nombres complexes v € Hy et s € C, on a la
majoration

IT(s,0,v)| <27¢ ReO/2p (0, g Re(y)) .

!/
x
Démonstration. Apres le changement de variable z = —, on obtient

+oo
I(s,0,v) = 28/ e T,
0/2

Comme |e™""| = e~ Re()z pour tout o € Ry et tout complexe v € Hy, on obtient la majoration suivante
+oo
|F(S,9,I/)| S‘QS‘ / efRe(u)mefRe(V)x:Cafldx
0/2
—+oo
<27 / e~ Re(V)0/2ef Re(l/)a:a:_‘:rflda77
0/2

ce qui conclut la preuve. O

Q
On étudie maintenant le produit HF(S;)Z(S,S’). Soit ¢ € [1,Q], & > 0, et s, € Hy. Par la

qg=1
Proposition [2.3.8] on obtient

T(sy)(g(m) + )~ = T(s, 0, (I4(n) + ;) + (s, 0, (g (m) + ).

On se donne un multi-entier n € N et des nombres complexes (s,s’) € CI" x HIQ . On obtient ainsi
I’égalité suivante en distribuant la somme ci-dessus sur le produit suivant :

HF n) +d,)"°

ﬁ[ D(53, 0, 1g(0) + i) + (5} 0,1y (n) + )|

qg=1
Q
= Y [T 0,10m)+dy) TT (s, 0.04(m) +dy) + [ ] 1(s), 0, lg(n) + dy)
0£0C[1,Q] 9€Q qeQ*” q=1
= Y JIrehem+d) I] ((lq(n)+d;)7slql“(sg)fF(s;,Q,l;(n)er;))
m;&gc[u Q] ¢€Q qeQe

+ H Y(sy,0,1g(n) + dy).
En distribuant les termes de la forme (I,(n) + d;)*S;F(S;) —T'(s;, 0,1, (n) +d;,), on obtient
, Q
Hr n)+d)” q:H si,0,14(n) + d)
+ > N TG ’q n)+d,) [ Tesi)em)+d)=c [ (~T(s},0,14(n) +d)).

0£9C[1,Q] AeCQc qeQ q€A q€Q°\Ag
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En multipliant 1’égalité précédente par le produit H§=1 (np+dp) 7, et en remarquant que QU(Q°\ Ag) =
[[17 Q] \ Ag, on trouve

P P
H n) +d,)” an—i—d an+d H (sh,0,1q(n) +d) (2.4)

Q

Y Y (el |AQ\H (p+dp)~  J[  T(sp0.04m)+d) T] (tg(m)+dj)~*T(s})

0#QC[1,Q] AgCQ p=1 q€[1,Q\Ag q€EAg

et en sommant cette égalité sur n,, € N pour tout p € [1, P], on obtient formellement la relation suivante

Z(s,s') = Z aner SPH’ys 0,l,(n) +d)

H nENPI) 1

+ Z

0£QC[1,Q] AoCQ® HqG[[LQ]]\AQ I'(sy)

»
> [ +d) [ Ga)+d)=a  J[  T(s).0,l4(n) +dy).

neNP p=1 q€Ag q€[1,Q\ Ao

(,1)|Q“\ \AQI

On cherchera par la suite & donner un sens analytique a la relation précédente. On montrera
notamment qu’elle est vraie pour tout (s,s’) € D (avec D l'ensemble définit dans la Proposition [2.1.1)),
et on verra que les deux séries précédentes convergent absolument dans D. Via la formule et en
utilisant le fait que la série de Dirichlet Z(s,s’) est absolument convergente sur D, il suffira de montrer
que I'une des deux séries précédentes est absolument convergente sur D. En fait, nous montrerons dans la
Proposition précédente que la seconde série est normalement convergente sur tout compact de CP x C€.

Proposition 2.3.11. Pour tout réel § > 0 et tout (s,s') € CP x C?, on pose

K(0,s,s') := Z

0#QC[1,Q] AoCQ" [lemopac I'(sy)

P
DT +dp) = I () +d)==a [  T(s}.0.l4(n) +d).

neNP p=1 q€Ao q€[1,Q\ Ao

(=1)le°l-l4al

(2.5)

Alors la série précédente est normalement convergente sur tout compact de CF x CQ. De plus, la fonction
(s,s') = K(0,s,s) est holomorphe sur C¥ x C%, et K(0,—N,—~N’) = 0 pour tout multi-entier (N, N') €
NP x N@.

Démonstration. Soit § > 0 un réel. Pour démontrer I’holomorphie de la fonction (s,s’) — K(0,s,s’)
sur CP x C@, il suffit de montrer que la série décrivant K (f,s,s’) est normalement convergente sur tout

compact. On cherchera ainsi & majorer le terme général de la série définissant K (6,s,s’). On sait que la
fonction K(6,s,s’) est une somme finie de termes de la forme

Z H np+dp)” [[ Gam)+dp)™ [ T(s).0.l(m)+d)),  (2.6)

Hoemanao 160 S50 = ¢€[1,Q1\ Ao

(— )IQ“\ Aol

avec ) # Q C [1,Q], et Ag C Q°. On observe que les fonctions s; — et sy > I(sq,0,1(n) +dp)

1
T(sy) o
sont bien définies et holomorphes sur C. Pour tout multi-entier n € N on note Tg 4, (6, n,s,s’) le terme
général de la série présente dans la formule ,

To.ao(0,1,s,8) H np+dy) " [[ Gam)+dy) = [ T(s).0.14(n) +d). (2.7)
p=1

g€Ao q€[1,Q\ Ao
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En utilisant le Lemme [2.3.10/on obtient que pour tout ¢ € [1, Q] et pour tout n € N*, on a I'inégalité
suivante

IT(s0,, 0,1y (n) + d})| < 2%4e~ Rela@+dDZD(6! g/2 Re(ly(n) + d))).

A Taide de l'inégalité précédente, et par décroissance de la fonction xz € Rf — T'(0,0,2) pour 6§ > 0
quelconque, on obtient finalement

D (s}, 0, g (n) + df)| < 27ae” RelaIHIDED (57 /2 Re(d))).

Enfin il est clair que, pour tout complexe z € Hy, s = o +ir € C, on a |z°| = |2|7e” a18(2)T - Comme
Re(z) > 0 on en déduit que arg(z) €] — n/2,7/2[, et donc

|ZS| < |Z|oe|‘r|7r/2.
On trouve alors 'inégalité suivante

ITQ7AQ (97 n,s, Sl)'

P

/ / 0
< T + 4 TL Cmy o) [T 2hemmetumeatn (o 2., )
p=1 q€Ag q€[1,Q\Ag
P
/ 1 0 T 1T !
< H e~ Re(lq(n)+dq)g20ql—‘ <0';’ Q’d/q> He‘TP|§|np+dp|7°'P H e‘Tq‘EKlq(n) +dlq|7o-q. (28)
q€[1,Q\ 4o p=1 qeAo

Notons au passage que, si les coefficients ¢, 4, dp et d; sont tous réels pour tout 1 < p < P et tout
1 < ¢ < @, on peut améliorer I'inégalité précédente en remplacant les termes de la forme el™/% et elmals

par 1.

Comme l’ensemble Q est non vide, et que Ag C QF, alors il contient au moins un entier j € Ag, et
P

par hypothese, I;( ch pMp, avec ¢, € Hy pour tout p € [1,P]. On a aussi d € Hy pour tout

p=1
€ [1,Q]. on obtient alors
H o~ Re(lg(n)+d;)0/2 < e~ Re(l;(n))0/2,

qeQ

Soit 7 > 0 un réel, et (s,s’) € Do(r)F+%, alors on a en particulier (o,0’) € [-r,7]"+? et (7,7') €
[—r,7]PT9. Comme la fonction = € [—r,r] — T'(x,0,v) est continue pour tout 6 > 0, et v € Hy, on en
déduit la majoration suivante, uniforme en (s,s’) € Do(r)F x Do(r)?

0
IT r (a;, 2,Re(d;)) <L

q€[1,QN\Ae
De I'inégalité (2.8), on en déduit alors que, pour tout (s,s’) € Do(r)" x Do(r)?
To.a0(0:1,5,8")| < He Re(crn)m s |n, + dp| =7 ] llg(m) + dj| =7 (2.9)
p=1 g€Ao

Comme 6 > 0 et que Re(c; ;) > 0 pour tout p € [1, P], on voit que la série

Z He—Rc c,p)np0/2|n -‘rd| op H ‘l +d/ —o,,

neNFP p=1 g€Ao

est normalement convergente sur tout compact de CF x C%. En particulier, on en déduit que la série
Z To,4,(0,m,s,s') est normalement convergente sur Do(r)P+@. On conclut alors que K (6, s,s’) est

neNP
holomorphe sur C¥ x C%.
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On observe enfin que pour tout § # Q C [1,Q] et pour tout Ag C QF, on a que [1,Q] \ Ag # 0.

Ainsi, le produit H ()
q€[1,Q\A¢ a
on obtient 0. O

est non vide. En particulier, lorsque 1'on évalue K (6,s,s’) ens’ = —N/|

Remarque 2.3.12. En évaluant la formule en remplagant s par (—Np + p1p8)peq,p), €t s par
(=N§ + 1gy8)geri,qp, on retrouve Uexpression (2.1) dans la Proposition m

Proposition 2.3.13. Soit6 > 0 et (s,s’') € DN(C? XHOQ), avec D l’ensemble définit dans la Proposition

12.1.1. On pose

Q

J(0,s,8") ;= Z an—i—d H (855 0,1q(n) +dp).
H ( nENPP 1 g=1

La série précédente est normalement convergente sur tout compact de D N (CF x HOQ). En particulier,
la fonction (s,s') — J(0,s,s") est holomorphe sur DN (CF x HOQ).

Démonstration. Soit & > 0 un réel positif. On reprend les notations de la proposition précédente,
en particulier la formule (2.7) pour décrire le terme général des séries présentes dans la définition de
K(0,s,s’). Par la formule || on sait que, pour tout n € N” et tout (s,s’) € C¥ x HOQ,

P P Q
Her(s/)Hn”er g”H'ys 0.1,(n) + d,) an+d H n)+d,)"
q=1 q/ p=1 p=1 q=1

—1)1L°1-14¢]
- Z Z ( ) /)TQ7AQ(9,H,S,S/).

0#£9C[1,Q] Ao C Q" HQEHLQ]]\AQ F(Sq

Dans la démonstration de la Proposition [2.3.11] on a montré a l'aide de l'inégalité (2.9) que la série
de terme général Tg 4, (0, n,s,s’) était normalement convergente sur tout compact de C* x C%. On a
montré dans la Proposition m que la série de fonction en (s,s’)

Zan+d H n)+d)”

neNP p=1 q=1

est normalement convergente sur tout compact de D. Ainsi, on obtient que la série

PP
ner g T(s5) o

P
(np + dp) SPHvs 0,l,(n) +d),
1

est normalement convergente sur tout compact de D N (CF x HY). O
Proposition 2.3.14. Soit § > 0, et (s,s') € DN (CP x Hy®). On a :

Z(s,s') = K(0,s,s') + J(0,s,s). (2.10)
De plus, la fonction (s,s') — J(0,s,s') admet un prolongement méromorphe sur C¥ x C%.

Démonstration. La premiére égalité découle des deux derniéres propositions. Comme la fonction (s, s’) —
Z(s,s') est méromorphe sur C” x C%, et que la fonction (s,s’) — K(6,s,s’) est holomorphe sur ce méme
espace, on en déduit que la fonction (s,s’) = J(6,s,s’) est méromorphe sur C” x C@. O

Corollaire 2.3.15. Pour tout réel 8 > 0, les fonctions méromorphes (s,s’) — Z(s,s') et (s,s') —
J(0,s,s) partagent exactement les mémes singularités, et les multiplicités de leurs diviseurs polaires
respectifs sont identiques. De plus, la fonction (s,s’) — J(0,s,s’) est holomorphe sur D, avec D l’ensemble
définit dans la Proposition|2.1.1]
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Afin de calculer les valeurs de la fonction Z(s,s’) en les multi-entiers négatifs, il ne reste plus qu’a
étudier J(6,s,s’). Pour ce faire, on réexprimera ce terme en tant qu’intégrale d’un produit de fonctions
zéta de Lerch, puis on simplifiera l'intégrande a ’aide d’une formule de Erdélyi sur chaque terme du
produit.

Rappelons les notations suivantes pour les fonctions /5 : Pour tout p € [1, P], on consideére ly: C? —>C

la fonction linéaire suivante
Q

ly(x) == Z Cq.pTq-

q=1

En reprenant 'expression précédente de J(#,s,s’) pour (s,s’) € DN (CF x Hé’?) on obtient que

0.85) ~ma—res Z Hn,,+d / /He—u AT

neNPP 1
Q ’
53 T[(nn + ) / / [[em [[e- i e, (211)
H neNP p=1 0 0 p=1 q=1

On considére désormais des fonctions directionnelles définies & partir des fonctions J(6,s,s’) et K(0,s,s’).

Définition 2.3.16. Soit un multi-entier (N,N’) € N x N9, et une direction (u, ') € ﬁg x HE. On
pose pour s € C,

I (0,8) :=J (0, —N + ps, —N" + p's)

wop!
Knn(0,5) :=K(0,—N + ps, =N’ + u's).
o'
Pour 6 suffisamment petit, on a par la formule (2.10) que, pour tout s € C tel que (—N 4 ps, —N’ +
w's) e DN (CF x HY),
ZnNe(s) = I (0, 5) + Knone (6, 5).
wop! op! wop!

Or par construction du domaine d’holomorphie D dans la Proposition[I.2.9] on en déduit que la condition
sur s précédente est vérifiée si

VP C[1,P],  —[N|p— N[+ (lplp+|p)o>1+[P|
Vq € [1,Q], —Nj + pgo >0
Posons o¢(N,N’) := max (%, v %amaXPc[l,P] (W)) On trouve alors la proposition

) B,
suivante :

Proposition 2.3.17. Pour tout s € H, (N N7y, 0N a
o’

Znn (s) = Inwe (0, 5) + Knowe (0, ).

wop! ! oyt

Remarque 2.3.18. Plutot que d’utiliser la notation s = o +it € Hy (n Ny, on préférera noter o >N N
mop! mop!
1, voir méme parfois o > 1.

On sait déja par la Proposition [2.3.11| que la fonction s — Kn n (8, s) est holomorphe et s’annule en
o’
s = 0. Il reste & étudier le prolongement méromorphe et la régularité en s = 0 de Jnn(6,s). On se

pop!
propose dans la proposition précédente d’établir une représentation intégrale de Jn nv (6, s) a l'aide de la
wop!
fonction zéta de Lerch.
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Proposition 2.3.19. Soit un multi-entier (N,N’) € NI x N¥ une direction (u, ') € ﬁf X Hg?, et un
nombre complexe s € C tel que u,s & N* pour tout p € [1, P], et tel que o > 1. Alors on a

1 6 0 P ) B} Q 3 fo
e (0.5) = [ [ T, [T,
p=1 q=1

TI5-, (= Ny + )
(2.12)

Démonstration. Soit s = o + it € C tel que 0 >N N 1. Par la formule (2.11)), on en déduit que

wop!
JNA,N’ (9, 8) =
pop!
> 11 ot 0
oty [ / ey N
Q p @
1—Iq ( Ny Jr“q neNP p=1 q=1
ot I'on rappelle la définition des formes linéaires [(x) := 22221 CqpTq avec 1 < p < P. On souhaite

désormais effectuer une permutation série intégrale, on cherchera donc a majorer le terme général de la
série précédente. On pose pour tout ¢ € [1,Q],

P
n) = Z Re(cq,p)np
p=1

Pour tout n € N¥ on a la majoration suivante :

P 0 o P
[T+ s [ [T e x>ane g, N gy g
1 0 0 p=q

p=

P
< H ‘np _’_dp‘prRe(Mps)eIm(ups)%/ / He (vg(n) +Re(d DED N o TRe(uys)— 1d 1“.de'
p=1

Par un changement de variable de la forme y, := (vy(n) + Re(d;,))z, pour tout ¢ € [1,Q], on obtient
finalement 1’inégalité suivante

P 0 o P Q
(np+dp)vas/ / [T et ms T ooy Mo day...dag
p=1 0 0 p=1 q=1
P Q
< H |np+dp|Np—Re(up 5) oIm(ups) 5 H( ,(n )+Re(d/))N;—Re(u;s)
p=1 q=1

Q ! 7 _
H e Ya H y{NﬁRe(%s) 1dy1...dyQ

/(111 (n)+Re(d}))0 /('I}Q (n)+Re(db))9 P
0 0 p=1 q=1

P
< [ 1 + dp| Vo= Retirletmlupelm/2 H (n) + Re(dy))Na~BWa)D (= N + Re(y)s))
p=1 q=1
Or la série
P
Z H n, + d, ‘N p—Re(pps) gIm(pps)m/2 H +Re(d’))Nq—R8(uq5)
eNP p=1 q=1

est convergente pour tout o >~ n 1 par la Proposition [2.1.1] Par le théoreme de convergence dominée,

pop!
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on obtient alors pour tout s = o +ir € C tel que o >N~ 1,

wop!
T (6,9) !
NN/ (0,8) =
Hil D(—Nj + 1s)
H =y (x)dp &= Ny,—p Sq »(x)n < —Ngtmgs—1
e Z (np +dp)r7He » H dzy...dzg,
np=1 q=1
ce qui conclut la preuve. O

Une fois cette représentation intégrale obtenue pour Jn (6, s), on peut utiliser la formule d’Erdélyi
pop!
sur chaque fonction zéta de Lerch dans le produit de I'intégrande, puis distribuer ’expression afin d’obtenir

la proposition suivante :

Proposition 2.3.20. Soit un multi-entier (N,N’) € N¥ x N9, une direction (u,p') € F(I; X Hé2 et
s € C un nombre compleze tel que p,s ¢ N* pour tout p € [1,P], et tel que o > 1. Alors, pour tout
0 > 0 suffisamment petit, on a

H F(l + N —N/ s—1 _
JN,N/ (9, 8) = H ( N/ vy / / H T4 P H l —Np+pps 1d$1...d$Q
wop! _ - q

SOTra+N, —ms S )] C(—Np+llzzf—kp7dp)

Hq:l (— N/+Mq PC[1,P] pEP k=(kp)pecpc NP pePe
N + 1 5— *
/ / H Mot [T G Normes=t TT 15 (x)frday...dag.
pEP pePe

1
Démonstration. Soit M = maxi<p<pi<q<q(|cq.pl), €t 0 € [O, o { Soit s € C tel que pps ¢ N* pour
tout p € [1, P], et o > 1. Par la relation (2.12)), on a que

Q
hrw0.9= [ / e Ny 4 ) [ [
! bt

Par la formule d’Erdélyi {i on a que, pour tout (z4)seq1,0] €0, IR

P
He’dpl;(x)q&(e’l;(x), —Np + pips, dp)

p=1

P
(o) =Ny s— Ly ()"
=] [T+ Ny = )l ()~ NeFres =t N (1) e C(=Np + pps — ky, dy)
p=1 kp>0

En distribuant le produit précédent, on obtient pour tout x = (z4)4e1,0] € [0, ]2
P P
Hefd l X)¢ 7l Np +‘Ltp5,dp) — HF(l +N H —Np+pps—1
p=1

=+ Z Z (_1)\k| HF(1+NP_ )l (x) —Np4pps—1 H I ( NP“'/]::‘!S_kp:dp).

PCILP] k=(ky),cpe ENP® peP pEP®
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On obtient alors que

INN (0, 8) = =5 F_l > JIra+n, - u,,/ /0 (—1)lK

por! [I=a T(=NG + 1) PC[1,P] pEP k= (kp)pepceIW”

Q

. —N, — kp, d
H =N/ +p,s—1 Hl —Np+pps—1 ] [ l;(x)kp o p+,:p;g Ll p)dxl...de
g=1 pEP PEP“ .

P
_.I'(1 - s—
g L T / " H Nkl 1Hz Vot g,

[, T(- N’+uq

On cherche maintenant & majorer le terme général de la série présente dans lintégrande. Par

Q
compacité, on obtient uniformément sur x = (x1,...,2Q) € [0, QJVJ que

7N'+p,' s—1
¢ Hq

Zq
q:l

5 (00) =N | 1,
S

<1

S

Comme [, est une forme linéaire pour tout p € [1,P], on a que
vz € [0,6]9, % (x)] < QM.
Enfin, par le Lemme [2:3.2] on a la majoration suivante :

(kp + Np)!

T (k + N, +1)1+HMSH
S p-

vp € [1, P],

C(=Np + pps — ky, dy)
kp!

On obtient finalement la majoration suivante : pour tout P C [1, P], et pour tout x = (24)qe[1,0] €
[0,0]9, on a

| H N | LAl | (R AL AL

|
pEP pEPC kp'
+N,)!
<11 pki‘p)(kp N, + 1)l (Qagg)ke
pEPE p

1 .
aul

Or la série suivante converge absolument sur tout 6 € {O

Z H (kp +N k +N,+1 1)t eesl(Qarg) ke

keNPe pePe

on peut alors permuter la série et 'intégrale pour obtenir le résultat souhaité. O

Par un éclatement en l'origine on peut simplifier les intégrales dans la proposition précédente pour
obtenir une expression de Jn,nv (6, s) ot 'on distingue plus clairement la contribution de la variable libre

o
0.
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Proposition 2.3.21. Soit un multi-entier (N,N’) € N¥ x N9, une direction (u,p') € F(I)D X Hg? et
s € C un nombre compleze tel que p,s & N* pour tout p € [1, P], et tel que o > 1. Alors

I (0, 5) Z Z H L1+ Ny — pps) Z (*1)|k‘hN,1\{',P,j,k(5)

wow! PC[1,P] j=1 \peP k=(kp)pepc ENPC Hobe
U’ I+|pljp)s— N[N —|P|+|k| H C(—=Np + pips — kp, dy)
L(=Nj + ) (I + |plp)s — IN'| = [N[jp — [P] + [K]) p!

pePC

oUu I+ p))s—|N'|—|N|—P

P Q
+ T(14+ Np — pps) hn N 1P (s )
(U porr 2 NN P ) RN s (T + Tl — N — [N] = P)

ot l'on rappelle les notations de la Proposition [2.2.4) : Pour P C [1,P], j € [1,Q], et k = (kp)pepe €
NP*,

1
hnNpjx(s) =
! [T T(—Nj + 1)
q#j
/ / H N+uqs 1Hl AJ —Np+pps—1 Hl X] pdﬂjl dx] dl‘Q
pEP pePe
q#]
h (s) :
N,N/,[1,P],j\5) =
wop! ! H?:l F(_Né + N:;S)
q#j
/ / H NPT e )Nty ) g,
p=1
q#]

avec les notations suivantes
dzy...dz;..dvg = dzy...dwj_1dx;qq...d2g
XJ (1‘1,...7.’L‘j,171,1’j+17...7l‘@).

Démonstration. Soit s € C tel que p,s ¢ N* pour tout p € [1, P], et ¢ > 1. Pour prouver cette formule, il
suffit de reprendre la formule obtenue dans la proposition précédente, et de réexprimer l'intégrale présente
dans cette formule. On simplifiera l’intégrale a I'aide d’un éclatement.

On remarque d’abord que [0, 0]% U V;, avec V; := {x € [0,0]9|Vq # j,x; > x4}, et on observe

également que l'intersection deux a deux de ces ensembles est de mesure de Lebesgue nulle. Par Chasles,
on obtient

/ / H qN-ths 1 Hl —Np+pps—1 H l;(x)kpdxl...de

pEP pEPC

_Z/ H qN il s—1 Hl —Np+pps—1 H l;(x)kpdxlmde'

Vi q=1 pEP peEPC
On consideére le changement de variable suivant :

£i 0,177 x [0,0] x [0,1]977 = V;

X = (21, ...,2Q) V= (B1Zj, .., Tj, ..., TQT;),
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dont le jacobien est Jac(f;) = x?il. Quitte a effectuer une permutation des coordonnées, il suffit

d’étudier I'intégrale dont le domaine est V. Tout d’abord, on remarque que pour tout x = (21, ...,2¢g) €
[0,1]971 x [0,6], on a I3 (fo(x)) = 2ql;(X?). Ainsi, on trouve que

Q ! ! _
/V Hm;Nﬁuqs ! H l;(x)_NPJ”“’S_1 H l;(x)kpdatl...da?Q

@ q=1 pEP pEPC

1 1 0 , , Q-1 ’ ’
N NI 4 s~ QN ol 5— [P N1
= Z‘Q Tq
0 0 0 g=1

[T 5@ =Netees=t TT 1x(&x9)krad ™ day...dag
peEP peEPC

1 1Q-1 b
:/0 /O TT =2 ™ I @)Y=t T (&) dan.drgs
qg=1

peEP peEPE
U1+l 2)s— N =[N jp—|P[+]K|

('] + |plip)s = IN)" = [NJjp — [P| + [k|”

ce qui conclut la preuve. O

La proposition précédente est cruciale pour démontrer la Proposition puisque 'on montrera la

régularité de Jn N+ (6, s) en s = 0 via la formule de la proposition précédente. On utilisera en particulier la
o’

Proposition 2.2.2] qui fournit une majoration uniforme sur tout compact de la fonction s — hn .~ p,j k().

wop!

On démontrera cette proposition dans la prochaine sous-section.

2.3.3 Démonstration de la Proposition [2.2.2]

Soit un ensemble P C [1, P] et un entier j € [1,Q]. On démontrera dans cette sous-section la Proposition

2.2.2L  Rappelons la notation [7(x) = Zc%pxq pour tout p € [1,P] et tout x € C?. On établira
q=1

un lemme avant de démontrer cette proposition. Pour tout e € }O

Q C [1,QI\ {j}, on pose

1
’WQ]’ pour chaque sous-ensemble
FQJ(G) = {(1‘1, sy Lj—1, Lj+1, axQ)|vQ € Q,.’L’q € [076]’Vq/ € Qc’xq' € [6’ 1]}

en ayant noté Q° = [1,Q] \ (QU {j}). On peut alors découper le domaine d’intégration suivant :

{($1,...,$j_17l‘j+1,...,J}Q)|vq#j,ﬂ?q S [O, 1]}: U FQ,j(e).
oc[1,Q\{s}

Observons que 'intersection deux a deux des ensembles dans I'union ci-dessus est de mesure de Lebesgue
nulle. Via la relation de Chasles, on peut ainsi réécrire les fonctions hn N, p,jk(5) et hn .~ [1,p],(8) sous

mop! op!
forme d’une somme d’intégrales :
k()= Y. Innpjoxles) (2.13)
won! QCILRN G}
hw,Nt1,P]L;(8) = Z InN1,P]L (€ 8),

pons! oL} “*
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en ayant noté pour tout sous-ensemble Q C [1, Q] \ {4},

1
InNepjok(e 8) =
o oeran gy '(=Ng + 1g5)
Q ’ loe ) . —
/ [Lws ™ I o)M=t I 1) day...day...dag,
Fo.i(€) g=1 pEP pEPe
q7#j
I (e.5) _
NN [P0 (68) =
w7 Moepon TN + i)
< —Nj+pgs—1 L (5= Np+ips—1 T
. qu Hlp(x )" eTHef T L dey .. dag,
Fo,j(€) g=1 p=1
q#]j

pour tout s € C tel que o > 1.

Lemme 2.3.22. Soit une direction (p, ') € Héj x HE, un multi-entier (N,N’) € N x N9, un entier
j €[1,Q], deur ensembles P < [1,P] et @ C [1,Q] \ {5}, et un multi-indice k = (k,)pep- € NP°. On a
que :

i) Pour tout € > 0 suffisamment petit, la fonction s — In N/ P.j,0x(€,S) est holomorphe sur C.
!

it) Pour tout € > 0 suffisamment petit et pour tout r € N*, on a la majoration suivante, uniforme pour

s € Do(r) :

< (M),

InN P jo k(€ s)
o

avec M =

(Ieqpl)-

it) Pour tout s € Cet0<e< 1, ona

7N + HpS — 1 |V ‘ v
InNpox(es) = > I1 < 8 v |p ) <Vp 1T come (2.14)
o v=(v;)per €(N®)”  \PEP : "ae

W= (wp) e pe €N
VPEPC,|wWp|=kp

max
1<¢<Q,1<p<P

GZQEQ(—N;+1L;3+\V,Q|+\w.q|)

k 1
I () 10 e i fT
pepe NP/ o CI1q) Hoenany TN +148) Tgeo (NG + 1gs + [Veq| + [Weg)

—Np+ups—1—|v,|

./1'"/1 H x;N;+M;s—1+|w.q| , H Cip+ Z CrpTy H dag,
€

€ geQc pEP feQe qeQe

avec les notations Q° = [1, Q[\(QU{j}), [Veq| = D  cp Up,g Pour tout q € Q, et [Weq| =3 cpc Wp,q

pour tout ¢ € [1,Q]. En notant T N7, p,j,0.kwv (€ S) le terme général de la série précédente, on a
wop!

également

OsIn N P.j0x(€8) = Z Z OsTN N P.j,0.kw,v (€ ).

U ’
wor v=(Vp)pePr €N we(w,) pepe €(NQ)P° ..
VpePC,|wp|=kp

iv) Pour tout 0 < € < 1 suffisamment petit et pour tout s € C, on a

k()= Y, Innpox(e ). (2.15)
o oc[LeNL} #*
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Démonstration. On cherchera ici a développer l'intégrande via des développements en séries entieres au
voisinage de 0 pour les éléments x € Fg ;(e) avec € > 0 suffisamment petit. Notons que ces séries entieres
convergeront uniformément sur le disque Dq(n), pour n suffisamment petit. On pourra donc intervertir
la série et I'intégrale.

Soit s € C un nombre complexe tel que o > 1, et € € ]0 avec M =

1
’ QMQ} 1§q§I5fa1}§p§P(|cq’pl)'
Fixons un ensemble Q@ C [1,Q]\ {j}. On peut développer en série entiére en les (z4)4ec0 les fonctions de
la forme 1% (x7)~NeF#r571 Javec x € Fg j(€) et p € P. Par le Lemme on obtient uniformément en

X = (21, xj-1, 1,241, ..., 2Q) :

l; (gj)*NﬁupS*l

—Np+pps—1
=|¢cp+ E :Cq,pxq+ E Cq,plq
qeQ*° qeQ
—Np+pps—1 —Np+tpps—1
Cfp
= Cj,pJFE:Cq,pxq 1+§:c» ) - xxf
qeQ” feo 2, qeEQ° ~q,pq

—Np+pps—1—|vp|

—N, + HpS — 1 |V | )
3 ( bt Hp )(V S T] ctoe. (2.16)
p

= Ne Vsl €Qe €Q
Vp*(”zuq)qe[ll,Q]]e q q

Pour p € P¢, et kp € N, on a par le multindme de Newton :

Q
l*(§j)kp — E : kp WP H Wp.a g Wp,a
P W J,p ap “q -
p q=1

Wp:(wp,q)qe[[l,Q]leNQ q;j
[wpl|=kp

I est clair que la série présente dans I'expression (2.16)) converge uniformément pour (z,),c0 € [0, €] <.
Par permutation série intégrale, on peut réexprimer Iy nv,7,5,0,k(€, s) de la maniére suivante :

pop!

ky\ w, =N, + pps — 1\ (v
movosaed= 5 () | (IO )
o v=(vp)pep€(N2)P  \pePe 2P pEP r P

w=(wp)pepe €(N?)P*
VpeP, |wp|=kp

Q Q
1 / 7N;+M;Sil w w

. | I .Ijq I fl,qx p.q
H?:l D(=Nj + pys) Jrg () =1 H H a.p Yq

. ; peEPC qzl
q#j q#j q#]
—Np+pps—1—|vp|
U Uy T
. H H Cap Ty Cjp+ E Cq,pTq dzy...dz;...dzg.
pEP \q€Q IS%

En remarquant que [1,Q] \ {j} = QU Q°¢, on peut séparer le produit H en deux parties :
q€[1,QN\{s}

InN P j0k(€,8)
o

Q
kp | I w ] [ _Np + HpS — 1 |Vp| »
B Z H (Wp> Cor’ ( [Vl Vp II Cqlp'
v:(vp)pe‘Pe(Ng)P peEPC g=1 pEP €0

w=(wp)pepe€(N?)P"
VpeP,|wp|=kp
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Q
1 / w v
119 1T | ILwa | IT | 1T =i
HqilF(_Né+HIqs) Fo j(€) pepe | g=1 pEP \qeQ
q#j 977
—Np+pps—1—|vp]

—N’+/1,' s—1 _
. . a a .
Cjp+ E Cq.pTq H Zq dz;...dz;...dzg
qeEQ” q=1
q7#]

Q
kp w — N, + pips — 1\ (v )
= Z H (W ) H cqé))’q H ( |Vp| vp H qu’ﬁq
v:(vp)pePe(Ng)P peEPC g=1 pEP €0

w=(wp)pepec €(N?)"
VpeP,|wp|=kp

1 *N{;JF#:]S*lJFZpEp UP*Q+ZPGPC Wp,q 7N{;+:u‘:1871+2p€pc Wp,q

. X X

T TN [ = I1 =
Hq;lr( Ny + 145) JFa 0 q€Qe°

q97]

—Np+pps—1=|vp|

H Cjp+ E Cq.pTq dz;...dz;...dzg.
pEP qeQ*°

Soit v = (v,,)pep avec v, € N pour tout p € P, et w = (w,,),cpe avec w,, € N@ pour tout p € P°.
p)p p p)p P
On rappelle la notation [Veq| = 3_ cp Upq tout ¢ € Q, et [Weq| = > cpc wp,q pour tout ¢ € [1,Q]. Via
le théoreme de Fubini, on obtient I’expression suivante pour o > 1 :

=N, + pps — 1\ [ |vy]

P P P v

IN,N’,P,j,Q,k(Ga 3) = E H ( |V | v H Cqﬁbq

’
o v=(vp)pep€(N2)P  \PEP P P/ qeQ
w=(wp)pepc€(N?)”
VpeP,|wp|=kp

G*N(/1+N;5+|V'q‘+|wﬁq‘

k| 1
H < p) H Cgi;];,q F N/ / H N/ /
pepe NP/ 4l o an T(=Ng + 1gs) geo Vg T HgS F [Veq| + [Weg|

—Np+pps—1—|vp|

1 1
—N!+p! s—1+|weq|
q q q
/ / H Zq H Cjp+ E Cq.pTq H dz,.
€

€ \gege pEP qeQe qeQ”

On obtient donc que la formule (2.14)) est vraie pour tout s € C tel que o > 1.

On cherche maintenant a prolonger la fonction s — InN/p,j0k(€ §) sur tout C via I'expression
nop!
précédente. On a clairement que, pour tout o > 1,

Q
1 k w
NP e(€8) = Ty > 11 (Wp> I cuws (2.17)
ot 9€Q° a Nq v:(Vp)pEPE(NQ)P peEPC p g=1
w=(wp)pepc€(N?)PC
VpeEPE |wp|=kp

G*N;+N;5+|V¢q I+ Weql

—Np + fips — 1) <|Vp> v
C p;q
H ( |Vl Vp H P H F(_Né + N;S)(_Né + H:;S + [Veg| + [Wegl)

peEP qeQ qeQ

—Npt+pps—1—|vp|

1 1
—N'+u's—1+|w.|
q q q
/ / H Zq H Cjp+ E CqpTq H dz,.
€

€ qeQc pEP qeQe qeQe
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Notons TN N’ P,j,0.k,v,w(€, 5) le terme général de la série précédente. On a alors
mop!

InNpjok(€s) = ) TN N P.j,Qkv,w(E, S)-
! !
s V:(Vp)pGPe(NQ)P o

w=(wp)pepec €(N?)P*
VpeEPE,|wp|=kp

Tous les termes présents dans l'expression de TN N/ P,j,0.kv,w(€; s) sont holomorphes sur C suivant la
mop!
variable s. Pour montrer que la fonction s — Innv,p.j,0.k(€, §) est holomorphe sur C, il suffit de montrer
ot

que la série précédente converge normalement selon la variable s sur tout compact de C. On cherche
alors & majorer le terme général sur un disque Do(r), avec 7 € N* un entier. Les majorations que I'on
effectuera dépendront toutes de N, N’, u, i/, P, j, @, mais on omettra cette dépendance afin de simplifier
la rédaction.

On sait que la fonction

1

S
TN + 1) (—Nj + 15+ [Veql + [Wag)

est holomorphe sur C pour tout ¢ € Q. On majore maintenant le terme général de la série présente dans

la formule (2.17) & l'aide du Lemme On a

— 1
v Vs € Do(r),Va € N 1
4 € Q,s € Do(r),Ya €N, ‘F(—Né—l—u;s)(—Né—&-%s—ka) B
1
Vg € [1,Q], — < 1
¢€ .l ‘F(NéJru{Is) ;

On sait que la fonction

—Np+pps—1—|vp]

1 1
—N'4u s—1+|we
seco [ [ L a e T e+ Y e, 11 az,
€ €

qeQ*” pEP qeQe° qeQ”

est holomorphe car I'intégrande est réguliere.

Soit s € Do(r), v = (vp)pep avec v, € N2 et w = (W,),epe avec w, € N? tel que |w,| = k,
Q

pour tout p € P¢. On observe alors que Z |Weq| = |k| — |We;|. De plus, par compacité, on obtient la
q=1
q#]

majoration suivante uniformément en ¢ € Q° et en z, € [e, 1],

! ’
—Nq—Hqu—l

Tq < 1.
T
; [Weql T m
Comme |Wqq| > 0, on obtient que |z, **'| < 1. De plus, comme arg | ¢;, + Z CqpTq | € —grgon
%
a pour tout s € Dy(r), et tout (z,)4eoe € [¢, 1],
—Np+pps—1=|vp| —Np+Re(ups)—1—|vp|
Cjp + Z Cq,pTyq < |Cip Tt Z Cq,pTq eltplrm/2
qeQ*° qeQe

On remarque que l'on a la majoration suivante pour tout (z,)geo- € [¢, 1]

Q
K+ Ke < | Re(cjp + Z Re(cqp€)) | < |cjp + Z Cq,pTq| < Z |Cq.pl < QM

qeQ° qeQe° q=1
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avec M = 1<p<n1ﬂ}iq<Q(|cq’pD et K := minj<4<Q1<p<p Re(cqp). Pour p € P, on trouve alors
(QM)Re(upS)*Nr\vp\*l si |¢jp + Z Caplq > 1
qeQ”
et Re(ups) — Np —|vp| —=1>0
—Np+Re(pps)—1—|vp|
Cjp + Z Cq,pTq < lsijep+ Z CqpTq| = 1 et Re(pps) — Np — [vp| =1 <0

qeQ° qeQ°

Lsi |¢jp+ Z CqpTq| <1et Re(pps) — Np —|vp|—1>0
qeQ°

(K (e 4 1))Retres)=No= Vol =L gipy0m.

On a uniformément pour s € Dy(r) :

vp c ’P’ (QM)Re(HPS)*NP*WH*l < (QM)7|VP|.

Soit p € [1, P]. Par compacité, on a uniformément pour s € Do(r) :

(Ke)'r” < 1.

€,1

On a également
(K(e+ 1))Re(up8)fNr\vplfl 6<<T (K(e+ 1))f|vp| r<<€ KIval,
On obtient finalement la majoration suivante uniformément en s € Dy(r) et en (z,)4e0- € [¢,1]<,
—Np+ppo—1=|vp|

P
¢ip+ E Cq.pTq < max (Kol (QM)_“’P‘, 1) H eltnlTm/2 min(K, QM, 1)~ Vel
o T,€ 1 T,€
qeQe e

Maintenant que I’on a majoré 'intégrande, on obtient finalement que 'intégrale est bornée de la facon
suivante :

—Np+pps—1=|vp|

1 1
—N!+p! s—1+|weq|
q q a
/ / Il Zq || Cjp+ g Cq.pTq Il dz,
€

€ geQe pEP qeQe qeQe

< min(K, QM, 1) 2erer V2|

On a la majoration suivante uniforme en s € Do(r) :

Ezqeg(fNé+H;3+|V0q‘+|W0q‘) <<EZQEQ [Veql

T,€

De plus, on a que

Vn € N,Va € N, Vb € Ho, Vs € Do(r), K‘" +js - 1>’ < (” + Hbjlm * ").
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On trouve alors que

Q
o (L) ) (0O 7)) e
CP-,q Cqu
Moo 10N 1 | G J 1L LT ) v, ) e

peEPC q=1 pEP qeEQ

6_N¢2+#;5+|V0q|+‘worz‘

Y S s e )

—Np+pps—1+|vy|

1
/ / H — N+l s—14|weql H cip+ Zcq’pmq H daq

€ qeQe pEP qeQe qeQ”

< 11 (vlfvp>wa| 11 <Np+ hﬁlllﬂ + |Vp|) (Iyl)we)zqegv.ammm’ QM.1)" Laca Vel
pePe NP pEP P p
k kyp Np + H,LL |R] + |V ‘ Me EqEQ [Veql
x pgc (WI;>M pg;< ’ (Vps fTupIRW) p) (mm(KQM1)> : (2.18)

On souhaite maintenant montrer que le majorant obtenue précédemment est le terme général d’une
série absolument convergente en la variable € > 0 lorsque 1'on considére la somme E

v=(vp)pep€(N?)” .
w=(wp)pepc€(N?)P
VpePC,|wp|=k;
Remarquons d’abord que par le multinéme de Newton, on trouve

> I ()ar =@,

w=(wp)pepec €(N?)P° PEP?
VpePe,|wp|=kp

De plus, la série

L) ()

v= (Vp)pePe(NQ)P PEP

min(K,QM, 1)

converge absolument pour tout 0 < € < . En fixant un e suffisamment petit, la série en

(Up,q)peP,qe est une constante ne dépendant que de 7, € et de N. On obtient alors I'inégalité suivante :

InN P j0.k(€s8)
pop!

< (QM)M.

Les points i) et iii) se déduisent donc du théoréme d’holomorphie sous le signe somme, et par
prolongement analytique. Le point ii) est vrai par la majoration précédente. Comme la fonction

s — InN'P,j,0,k(€ s) est holomorphe sur C, et que par la formule (2.13]) on a
pop!

hnnpa(s)= Y. Inwpsox(es) (03> 1),
pons! oL} “*

alors on peut prolonger 1’égalité précédente sur tout C par prolongement analytique, d’ott le point iv). O

En modifiant légerement la démonstration du lemme précédent, on obtient le lemme suivant :
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Lemme 2.3.23. Soit une direction (pu, p') € ﬁ(l)) X Hg)7 un multi-entier (N,N’) € N¥ x N9, un entier
Jj€[1,Q], et un ensemble Q C [1,Q] \ {j}. Pour tout s€ C et 0 <e <1, on a que :

P
IN,N/",[[I,P]],j,Q(GVS) — Z H C:I"’;;,q H <Np +IU';DS — ].> (|:P|> H ng:vﬁq

\%
o v=(vp)pen.rI€(N2)P \¢€[1,Q] p=1 Vil P7 qeQ
1 Deo("NoFHGsHIvedl)

aerop gy TN+ 1gs) Tlaeo (NG + s + [Veg

—Np+pups—1—|vyp|

’ ’ P
./1 /1 H x;Nqu“qsfl . H Cip+ Z CfpTf H dzg,
€

€ geQc p=1 feQe qeQe

avec les notations Q° = ([L,Q] \ {4}) \ Q, |Veq| = 25:1 Vpq pour tout ¢ € Q. De plus, la fonction

s € Cr InNv1,P]L5,0(€ 8) admet un prolongement holomorphe sur C.
o'

Remarque 2.3.24. Contrairement au Lemme on n’a pas besoin d’obtenir une majoration dans
le lemme [2.5.23, puisque le terme k y est absent.

On dispose de tous les ingrédients nécessaires a la démonstration de la Proposition [2.2.2]:

Démonstration. Rappelons que hnNe.p,jk(5) et hn v 1,p],5(8) s’expriment de la fagon suivante, pour

wop! o’
tout s € C tel que o> 1 :
e sk(s) = Y Innepgox(es),
nop! oc[1,QI\{s} !
hnneli(s) = Y Innerlgoles).
o ocLQING} “*

Comme on sait que les fonctions s — InN/,P,j,0,k(€,5) et s = In N7 [1,P],5,0(€, 8) sont holomorphes sur
o’ op!
C, on peut prolonger holomorphiquement les fonctions s +— hnn pjk(s) et = hn N 1,p],5(s) sur C.

mop! Hop
On obtient alors le point i) de la Proposition Le point ii) et iii) de la Proposition découle du
point ii) et iii) du Lemme [2.3.22 O

2.3.4 Démonstration de la Proposition [2.2.4]

—P
Soit un multi-entier (N, N’) € N¥ x N¥_ et une direction (p, u’) € H, x HOQ. On exploite ’expression
Z(s,s') = K(0,s,s') + J(0,s,s’) pour obtenir la preuve du théoréme de prolongement méromorphe selon
la direction (p, ). On sait déja que la fonction (s,s’) — K(6,s,s’) est holomorphe sur C¥ x C?. 1l reste

donc a prouver que la fonction s — Jn N (6, s) est méromorphe et réguliere en s = 0. Afin de montrer la
!

Proposition [2.2.4] il ne nous reste plus qu’a établir que la fonction s — Jn,nv(6, s) est méromorphe sur
wop!
C avec des pdles inclus dans
S(N,N') = 1 Z 1 7%
NN = | U FZemn U] U T [l SNl N 4P
Hobt 1<p<p Hp PCLP] L

Hp70

On sait que la formule (2.2]) est valable sur le complémentaire de cet ensemble, pour o > 1. Pour
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tout s € C\ S(N,N’) tel que o > 1, on a alors
wop!

JN,N’ (9, S) =

wop!

Q
ST T+ N, = pps) > CHLDY I NP k(s)

PC[1,P] \peP k=(kp)pepec ENPC
gUr' 1+ pljp)s—N'|—|N| | » —|P|+|Kk| H C(=Ny + pps — kp, d)
P=NG + i) (] + plip)s — N[ = [NJjp — [P+ [k]) | 25, p!

ﬁF(l N ) f:h (s) g’ |+p))s—|N'|-|N|-P
+ + Np = fips NN/ [1,P],; (8
p P = [1,P].j F(—Nj{+u93)((|”/|_~_|HDS_|N,|_|N| —p)

p=1

A Daide de ces rappels on peut démontrer la Proposition m :

Démonstration. Soit 0 < § < 1. On sait par la Proposition [2.3.21| que la formule (2.2)) est valable pour
tout nombre complexe s = o + it € C\ S(N,N’) tel que o > 1. Il est clair que la fonction

ooy
Q ' ~IN'|—|N|—
PUp'I+|p)s—N"|-N|-P
— hn N7 ;
1 2 1 ) R ) (T + T~ INT=INT = P

j=1 Hm

IN’| + |N|+ P

- . Il reste alors
I+

est méromorphe sur C, réguliére en s = 0, et avec des poles de la forme s =

a démontrer que la série de fonctions en s

Q
s > [ []Ta+ N, = ) > DY o 2 jx(s) (2.19)

PC1,P] \pEP k=(kp)pecpe ENP® g=1 mw
U 1+l 2)s— N | = |N| o — | P| + K] 0 C(=Np + pips — ky, dy)
P=NG + wis) (] + [plip)s — IN'[ = [Njp — [P+ [k]) | 25 ky!

est méromorphe sur C, régulier en s = 0, et avec des poles inclus dans S(N, N’). On pose
wop!

Vp € [1,P], min |ups —n| >4
neN
~ n>N,

D(N,N’,6,7) := < s € Dy(r) .
o’ VP C [1, P, min |(lelip + [0 D)s+n| > 46

n2—|N|p—|N'|—|P]|
Notons que :

1) On a clairement que 5(N, N’ 4, 7) contient un voisinage ouvert de 0.
wop!
2) La condition
min —n| >4
neN s =nf =
n>Ny

apparait pour éviter les singularités de {(—Np, + pps — k, dp). On observe qu’au voisinage de s = 0,
ce terme est parfaitement défini.
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3) La condition
min (el + |1'))s +n| >0
neL
n>—|N|jp—|N'|-|P|
1

(I'] + plip)s — IN'| = [NJjp — |P[ + [K]|

nécessairement compensées par les zéros de

apparait pour éviter les singularités de

qui ne sont pas

———— . On remarque tout de méme qu’en
T(—NJ + i) d d

s = 0, lorsque —|N’| — [N|;p — |P| + |k| = 0, la singularité de
N
I‘(—NJ’» + ,u;s)'

est compensée par le

1
(|| + |pal)s

zéro de

4) L’ensemble S(N,N’) est inclus dans le complémentaire de D(N, N/, 4, 7).
wop! wop!
Fixons un sous-ensemble P C [1, P]. On sait par la Proposition [2.3.21|que la formule (2.2)) est valable

pour tout s = o +ir € C\ S(N,N’), tel que o > 1. On souhaite prouver que la série en k présente dans
pop!

la formule (2.19) est normalement convergente sur D(N, N, §, 7).

b
Soit ' > 1 un réel tel que, pour tout p € [1, P], Re(d,) > 1/, et |d,| < 7’. Soit » > 0,1 > ¢ > 0.
Par le Lemme [2.3.3] on a

vp € H17P]]7v5 € E(NaN,757 T)7Vkp € N7 C(_Np+up5—kpvdp) << (kp+Np)!(kp+Np+1)r+1(1+T/2kp)'
wop!

T"l‘

Par le Lemme 2:2.2] on a
Vs € Do(r),Vk = (kp)pepe € NP0 |hn e pjx(s)] < (QM)Ix!,

!

Comme la fonction s — I'(1 + N, — pps) est holomorphe sur B(N,N’, d,7) pour tout 1 <p < P, on en

wop!
déduit la majoration suivante
Vp e [1,P],Vs € DIN,N',8,7),  |[D(1+ N, — pps)] <1
wop! T
Enfin, par le Lemme [2.3.4] on a la majoration suivante
~ 1
Vs € D(N,N’,4,7),
b’ D(=NJ + pis) (0] + [plip)s — IN'| = [N[jp — [P] + [k|)
Par compacité de Do(r) on obtient
Vs € Do(r), |9(|H'\+\H|\P)S*|N/\*\N||P*|7’|| < 1.
Ainsi, pour tout s € 15(N, N’,8,r), et pour k = (kp)pepe € N”°, on a
w,p!
(— )Ik\hNN, pix(s) [ T+ Ny — paps)
pop! peEP

U1+l ) s—IN'| =[N = | P|+ K]

L(=Nj + ) (I + |plp)s — IN'| = [N[jp — |P[ + [K])

H C(=Np + pps — kp, dyp)
k!
peEPe p

Qo) [ L‘N)(k + N, 4 1) (1 4 2

peEPC p

|
< (r 2oume) T LN)

’f’,’(‘
pePe

7‘7"5

(kp + Ny + 1),
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Or la série ok N
> Qe TT Bl v, 4
NENPC pEPC

converge absolument pour tout § € C tel que |6 < On en déduit en particulier que la

1
(2r2QM)’
formule 1D est valable pour tout s € D(N, N’, d,7). Par théoréme d’holomorphie sous le signe somme,

B

on obtient que la fonction s — Jxnv(6,s) est holomorphe sur D(N, N' 8,7). Comme D(N,N’,6,r)
mop! M oo
contient un voisinage ouvert de 0, on obtient par le théoreme d’ holomorphle sous le signe somme que 'on

peut dériver suivant s sur ce méme voisinage la fonction Jn N (6, s),

pop!
asJN,N' (9, S) = (2'20)
Q
o> > o[ TTra+N—ms) | ()M puls)
PCILP] 5=1 k=(kp)pcpe ENPC pEP o'

o1+l ip)s—IN'|=|N| | —|P|+|K|

H C(=Np + pps — kp, dp)
P(=NG + ) (] + ulip)s — N[ = [N[jp = [P + [k]) 25, kp! ’

Hf(l N, Zh (s ) U/ I+]pul)s—|N'|-|N|-P
+ — HpS N, N' J[1,P],5\8 7 7
it oo D(=N7 4+ pis)((I'] + [ml)s — [N = [N| = P)

Comme 1 > 0 > 0 est arbitraire dans la définition de l~)(N, N',d,7), et que IN)(N, N’ 4, r) contient un
[y oo
voisinage ouvert de 0, on obtient en particulier que Jn N/ (6, s) est réguliére en s = 0, et que ses pdles
!
sont inclus dans 'ensemble S(N,N’) décrit dans la Proposition [2.2.4] O
mop!

Remarque 2.3.25. Via la formule , on peut en déduire une expression des résidus de Zn v (s) en

wop!
ses poles. En effet, on sait que cette fonction se réexprime sous la forme d’une somme entre une fonction

holomorphe et une fonction méromorphe sur C :

ZN,N’ (S) = KN’N/(Q, S) + JN’N/(Q, S)

pop! wop! [T

Comme la fonction s — Kn v (0, s) est holomorphe sur C, cette fonction ne contient aucune singularité.
pop!
En revanche, dans la formule , on peut lire les résidus en étudiant finement les deux termes suivants

O I+l )5 =N’ | N| o —|P|+|K]
[ ]
P(=Nj + ) ((I'| + [p]p)s = [N| = [N[jp = [P[ + [K])
g I+1m)s—IN'|<|N|-P

[ ]
D(=NG + i) ('] + [pf)s — N[ — [N| = P)

H C(—=Np + pips — kp, dp)
k!
pEPe P

Notons que les poles en la variable s de ces termes la peuvent étre parfois compensés par des zéros des

fonctions de la forme hn n pjk(s) pour le premier terme, et par des zéros de fonctions de la forme
pop!
hn,N7[1,8,5(8) pour le second terme.
’






Chapitre 3

Calculs des coefficients Q(l)\I,N’UDv 7,k)
et Qn (P, 7, k)

TN

On calculera dans ce chapitre les coefficients Q?\I’N,(P, 7, k) et Qll\I’N,(P, j, k) apparaissant dans les
pop!
Théorémes [A] et D} Pour des raisons que I'on expliquera en détail dans les deux chapitres suivant, on se

—P
propose de ne calculer ces coefficients que pour des directions (p, ') € Hj, % ng . En effet, dans les deux
prochains chapitres on démontrera les Théorémes [A] et [D] pour ces directions-1a, puis on étendra les deux
théorémes a un ensemble de directions plus large via un prolongement analytique.

Par la Proposition 2.2.2} on sait que la fonction s — hx NP ;k(s) est holomorphe sur C. En
wop!
particulier, on peut considérer ses coefficients d’ordre 0 et 1 au voisinage de s = 0 dans son développement

de Taylor.

Notation. On considére une direction (p, u') € Fé) x HE et un multi-entier (N,N’) € NP x N?. Soit

P C [1, P] un ensemble et k € NP° un multi-indice. Comme la fonction hn N p.jx(s) est holomorphe,
wop!
on note au voisinage de s =0

hN,N’,’Pijk(S) = QON,N’ (P7ja k) + Qll\I,N’ (P7ja k)S + 0(82)'

’
[T " ! mop!

On fixe & partir de maintenant pour tout ce chapitre une direction (u, p’) € Fg X HOQ et un multi-
entier (N, N’) € N” x N?. Les coefficients QON,N’ (P, j,k), pour tout entier j € [1,Q] et tout ensemble
P C [1, P] s’avéreront cruciaux dans l’expressf(;l, des formules de Z(—(N, 1\/1’ )). De plus, les coefficients
QON7N, (P,j,k) et QI{LN,(P, J, k) seront présents dans la formule de la dérli:/‘:ée directionnelle en les multi-
en:{grs négatifs Z’(—Hk‘iV, 1\/1’)) Observons également que I'on a pas besoin de calculer QY n([1, PJ, )
et Qll\I’N,([[l7 P, ), pui:(ﬁl’ils n’apparaissent ni dans les expressions contenues dans les Thggrémes et

niua;ns leurs preuves. On montrera dans nos calculs que QON’N, (P, 4,k) ne dépend pas des directions

o’

(p, /). On notera donc simplement ce coefficient QY (P, J, k).
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3.1 Lemmata

Lemme 3.1.1. Soit a,c € Hy, b€ N et d € Z. On pose g : C — C la fonction méromorphe décrite par

l’expression
1

9ls) = T'(as —b)(cs +d)’

Alors g est réguliere en 0. De plus

o 21 sid=0
g =
0 sid#0,
et
a2
0y — ?(—1)bb!(’y—hb) sid=0
gO=3s .
E(_l) b! sid#0,

b
ot hy, désigne le nombre harmonique hy 1= Z —. On a également que
i
i=1

(%)l(—]\f) = (-1)VNL

Démonstration. Au voisinage de s =0, on a

1
ce qui prouve la formule pour (I‘ (=N).

Pour démontrer les autres formules, on étudiera le développement limité de g au voisinage de s = 0.

Par I’équation fonctionnelle de la fonction gamma, on obtient
as—1)...(as =1
o) — (@5 = D)fas =),
I(as)(cs + d)

On a au voisinage de 0 que

(as —1)...(as — b) = (=1)°b! + a(—1)""tblhys + O(s?),

1 2
— = O(s%).
) s+ys°+0(s”)
Supposons que d = 0. Alors on a au voisinage de 0 :
_a(as—1)..(as —b)
9(s) = I'(as)as

ol ol o

Supposons maintenant que d # 0, alors on a au voisinage de 0 :
(as —1)...(as — b)

9(s) = T'(as)(cs + d)
_(as—1)...(as — b) 5
(e m 0520 () + o)

:%(_1)%!5 +0(s2).

(=1)°! + as(—1)""1blhy) (1 + vas) + O(s?)

2 2
=2(1)bnl 4 %(—1)”_1b!hbs + %fy(—l)bb!s +0(s?).
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Lemme 3.1.2. Pour tout P C [1, P], (up)per € CT, (Np)per € N7, (ny)pep € N7, on a

o | T1 (_N” _ni”pS) = [ > woln, = hvyen,) | T1 (-z\z,p_ 1>,

pEP peEP pEP

s=0
ot h,, désigne le n—iéme nombre harmonique.

Démonstration. Rappelons que 'on a

11 (—Np —1+up8> “1I (=Np = 1+ p1p5)---(=Np + p1ps —mp).

!
Ny np!

pEP pEP

(=Np =1+ pips)...(=Np — np + p15)
np!

En développant le produit avec s au voisinage de 0, on trouve que

np—1 —_—
—Np =14 pp8)...(=Np + pps — n -N, -1 — (=N, = 1)...(—N, — 1 —4)...(—N, — n
(=Np pips)---(—Np + pip p)< P >+Npsz( p— 1) (=Np )--(=Np p)
=0

! !
np! np np!

+0(s%),

ot (—N, — 1 — 1) désigne ’élément que I’on oublie dans le produit. On peut simplifier 1’égalité précédente
a l'aide des nombres harmoniques

np—1
(=Np =14 ptps)-(=Np + pps —mp) _ (=Np—1 —Np —1 . 1 2
— | D At ERRCICH

np!

np i=0 P
-N, -1 -N,—1
:( p ) —|—,u,p( p )(th —th+np)S+O(S2).
Tp Np

Au voisinage de s = 0, on obtient alors :

11 (_Np _nj, : Mps) =11 <_]\:§p_ 1) +11 (_]\?Zp— 1) > tplhn, = hnyin,) | 5+ O(s%).

peEP peP peEP peEP
O
Lemme 3.1.3. Soit M € Z<o un entier négatif, et (ar)re[m,+ools (Ok)ke[M,+oo| deur suites de nombres
“+o0 +oo
complezes telles que les séries entiéres Zakxk et Z bpa® aient deux rayons de convergence Ry et Ry
k=0 k=0

non nuls. Supposons de plus qu’il existe un réel 0 < R < min(Ry, Ra) tel que
“+o0o +oo
YV €]0, R|, Z apx® + Z bz In(z) = 0,
k=M k=M
alors pour tout k € [M,+oo[ on a que aj = by = 0.

Démonstration. Sitous les by, sont nuls (respectivement tous les ay sont nuls) pour tout k£ > M, le résultat
est trivial. Sinon, on suppose par l'absurde qu'il existe i,5 > M tels que a; # 0 et b; # 0. Supposons
que i = min{k|ay # 0} et j = min{k|b; # 0}, on a alors au voisinage de 0 que

aia’ + bjad In(x) + ofa In(x)) + ofa’) = 0,

et donc b;z % In(z) ~ a; au voisinage de 0, contradiction. O
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pop!

Le lemme précédent jouera un roéle crucial dans la détermination des formules des valeurs spéciales
dans la démonstration du Théoréme|D|dans le chapitre |5 et du calcul des coefficients Qll\LN/(P, J, k) dans
nop!
la fin du chapitre actuel. En effet, dans le prolongement analytique de la fonction Zn nv(s) obtenue dans
o
la Proposition [2.2.4] on a introduit artificiellement une variable libre 6, et deux fonctions KN N (0,s) et

JIN N/(Q s). En dérivant cette formule de prolongement, on obtient Z’(— (N N')) 0s (KN N (0 s))|q o+
wop!
Os(JNN/ (0, 5)))s=0- En dérivant la fonction Jn N/(G s) par rapport a s et en levaluant en s = 0 via la
! o
formule (2.2)), on fera apparaitre une série de Laurent en la variable 6 et un multiple de In(#). De méme,

en dérivant la fonction Kn nv (6, s) par rapport & s et en Pévaluant en s = 0 via la formule 1) on fera
wop!
apparaitre une série de Laurent en la variable 6 et un multiple de In(6). Il est clair que la valeur de la

dérivée directionnelle Z’'(—(IN,N’)) est indépendante de 6. On obtient alors par le lemme précédent que

le terme constant en @ dans la somme des deux séries de Laurent issus du calcul de Os(InNN (0, 5))15=0
et de Os(Kn N/ (0, 5))|s—o correspond a la valeur de la dérivée directionnelle Z’(—(N, l\lI’)).uy‘]L)e la méme
maniere, onul;jcilisera ce méme lemme lors du calcul des coefficients Qll\I,N’ (P, j,k) afin 7d’éliminer les séries
en la variable € et les multiples de In(e) dans nos calculs. o

Lemme 3.1.4. Il existe une fonction op ; ¢, o nnv(€) = aln(e) + 3,5, bue™ définie pour tout 0 < € <
1, avec m € Z et un terme constant nul (i.e. bg = 0), et telle que N

1
—Nji—1+|wey| —Np,—1— *
[T o o) ™7 g = 0 e (O P (NN,
€ peP

avec Fp j rv.w(N,N'), la constante définie dans la Proposition :

N}+17‘W.f‘
C i, f,v,w NuN/
Ppjfww(NN) =-Ep ;o w(N,N)= > P’]‘f’A’_’Al( )
A=2
INI|2+IP|+v] /
Dp i fvw N,N
_ Z Z Pofvow,(p) ( ) ((cj,p +Cf’p)1—x _Cl_—/\)
fp A—1 J,P
pEP A=2
+—Z Dp j v (1p) (N, N') In (1+ . ,p) .
Cfr pep 3P

Démonstration. Afin de calculer l'intégrale, on utilise la Proposition [I.2:2] Avec les notations de cette
proposition, on a

N}‘Flflwofl !

—N}—1+|wey] —Np—l— P CPtrmr NN
wp T e ) T =P e () Y ’ fv}vx : )
pEP A=t ’

(INljp+IPI+Iv])

£ Z Dp v ) N N

PP (cjp +crprp)?

On rappelle que Pp j rv w,N,N (zf) désigne la primitive du polynéme 137:7j,f7vyw,N,N/ () s’annulant en
1, et on note Ep j rv.w(N,N’) le terme constant de Pp ; fv w,n .~ (Zf). En notant le polyndme

Pp i tvw NN (T7) = P fvw NN (2f) = Epj fvw(N,N')
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on trouve

1
—Ni—1+|wes| N, —1—
/ zp ! T i+ crpr) ™™ M ey = —Bp j pew NUNY) = P oo (€)
€

peEP
N}+1_|Wof‘
C’P j V,W,)\ NaNl —
~Cp e (NN ()~ Y DPadwnal®ND oy
A=2

1 C
Ty > DrjsvwapnNN) (hl(cjm +crp) —In(cjp) —In <1 + cfp€>)

fip peP J,p

IN||2+|P[+]v]

1 Dp j tvw,0p) (NN ~ -
D DD e ;\V(_ f) ((cjop +epp)' ™ = (cip 100"

fp pEP A=2

c
3.0
la formule obtenue précédemment en un terme constant, et en une somme entre un multiple de In(e) et

une série de Laurent sans terme constant en la variable €, pour 0 < € < 1. Notons ap ; | o nnv(€) la
somme entre le multiple de In(e) et la série sans terme constant. On a alors

c
En développant au voisinage de € = 0 les termes (c;, + cf’pe)l_’\ et In (1 + f’pe), on peut découper

1
—Nj—1+|weyl —Np—1—
f of . P [vpl — X
/ Ty : | | (¢ip + CrpTy) dry = ap j 1 v.wnn (€)

€ peEP
Ni41—|we
’ ! e 07’7j,f7V,W,)\(N’ N’) 1 ’ Cfp
_ E7?7j,f7v,w<N,N ) - Z N_1 + P Z DP,jA,f,v,w,(l,p)(Na N)In {1+ -
_ fop Cj,p
A=2 pEP
IN||p+|P[+]|v] ’
1 Dp, BAALCS )(N7 N ) Y 12\
- Z Z ! )\ _ :Zl) ((Cj,p + cﬁp)l - Cj,p ) .

O

Remarquons que I’on peut obtenir une expression plus simple de I'intégrale précédente, moins explicite,
mais plus pratique & calculer avec un logiciel de calcul formel. Considérons la primitive Gp j fv.w NN/ (Tf)

—N.—-1 . _ s egs
de la fonction zy — x, pt s HpeP (¢jp+crpry) s’annulant en xy = 1. Cette primitive

s’exprime sous la forme d’une somme entre un multiple de In(x¢) et d’une série de Laurent en x ¢, pour
0 < 2y < 1. On remarque alors que le terme constant de cette série de Laurent est —Fp j ¢ v w(IN, N’).

Np—1—|vp|

Remarque 3.1.5. [l parait plus pratique avec un logiciel de calcul formel de calculer directement le
coefficient Fp j rvw(IN,N') en déterminant une primitive de la fonction

—Ni—14+|wes| N, —1—
Tfpi=> Ty ! * H (cip +cppzp) " Vel
peEP

plutdt que de calculer les coefficients Cp j 5 v w x(N,N'), Dp j ¢y w.0p) (N, N'), et Ep j r v w(N,N') en
utilisant la décomposition en éléments simples de la Proposition

3.2 Valeurs et dérivées de hnn p jk(s)

!

Soit un ensemble P C [1,P], un entier j € [1,Q], et un multi-indice k = (k,)pepe € NP°. On

cherchera dans cette section a calculer explicitement les coefficients QON7N, (P,j,k) et QI{LN,(P, J, k),

pop! pop!
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pop!

dont on rappelle les définitions :

hN»vaP»juk(O) :QON,N’ (P7 jJ k)a

o pop!
(thN/77)7j7k)/(O) :Qll\T,N’ (P7ja k)
wop! uop!

Rappelons que l'on a montré dans la Proposition [2:2.2] que la fonction

NN P k(8) =
wop!

HqQ=1 F N/ + /J’q
q#]

/ /H—N-‘rué 1HZAJ N+up51Hli Yerday...dz;...dzg,
q

peEP peEPC
#J

était holomorphe sur C. On avait également obtenu dans cette proposition une expression de la dérivée

de hN’N/’p’j’k(‘S) en s=0.
pop!

3.2.1 Préliminaires

Soit un ensemble P C [1, P], un entier j € [1,Q], et un réel 0 < € < 1 suffisamment petit. Comme on a
pour tout s € C,

hnoNe P jk(8) = Z InNe P jok(es ),
on! QcILRN}Y “*
on en déduit qu'il suffit d’étudier le développement de Taylor de Iz nv,p,5,0,k (€, 5) au voisinage de s =0
o
pour 0 < € < 1 suffisamment petit afin d’obtenir celui de hnnv.p,jk(s). On rappelle tout d’abord le
wop!

point iii) obtenu dans la Proposition Soit k = (kp)pepe € NP alors pour tout s € C et pour tout
réel 0 < € < 1 suffisamment petit, on a :

hnoN P jk(8) = Z Z H <_Np ij‘ps ><|Vp|) H cura

wou! QC[L,QI\ {5} VZ(VP)pePE(NQ)P peEP €0
w=(w;)pepe €(N?)™"
VpePe,|wp|=kp
H (kp) H 1 ezqeg(_Nllz—hu’;S'i_'V'qH“qu‘)
cW¥p.a
pepe NP/ 4cTlq] ) Maenon gy T(=Ng + 145) Tgeo (= Ng + 145 + [Veg| + [Weql)

—Np+pps—1=|vp|

/ / I o T e+ 3 gy I1 deo.

€ geQc pEP feQe qeQ°

Notons Tn,N’.P,j,0.k,v,w(€, 8) le terme général de la série précédente :

mop!
—Np + pps—1 v
TN’N/’PJ’Q’k’V:w(E’S) = H ( ’ ‘Vu‘p >(|Vp|> H CZ?Z’)‘Z
! P » ) e
(%) I e 1 R
q,p
pePe NP/ geliql Moeran gy DENG + 15) e o (NG + 15 + [Vegl + [Weg])

—Nptpps—1—|vy|

/ / H — N+ s—14|weql H Cip+ Z CrpTf H dg.

€ geQe pEP feQe qeQe
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Rappelons également que, avec cette définition de T N, p.j,0.k,v,w(€, 5), on a par le point iii) du Lemme
wop!

InN P j0k(€0) = > > INN'P.j,0 kv,w(€ 0), (3.1)
poke V:(Vp)pePe(NQ)P w:(wp)pepce(NQ)Pc pob
VpeP,|wp|=kp

2.0.22] :

et par ce méme point iii), on sait que l'on peut dériver terme & terme la série précédente pour obtenir

05 (IN,N’,P,j,Q,k(ea S)) = Z Z Os (TN,N’,’P,j,Q,k,v,w(ea 8)) :
|s=0 |s=0

’ !
s v=(vp)pePEN2)P w=(w),)pepe €(N?)P* ok
VpePe,|wyp|=kp

(3.2)
Gréce a la formule (2.15), on a
hnN pjx(0) = Z InN P, 0x(€0),
wr! ocL@\G}
(hn v jx) (0) = Z s (IN,N/,P,j,Q,k(EaS)> . (3.3)
o’ QC[1,QI\ {5} won! |s=0
Ainsi le calcul des coefficients Q0Nle (P,j,k) et Qll\LN, (P, j,k) se ramene & I’étude au voisinage de s =0
Ty Ty
du terme général Tn N’ P,j.0 kv, w(€, S)-

wop!

Lemme 3.2.1. Pour tout € > 0, au voisinage de s =0 on a

o(1) si|Q=Q—1etVqe Q, |v.q|—|—|w.q|:Né
O(s)  si|Q=Q—1et3fcQVge Q\{f},  [|Veql +|Weg| =N
INNPjQkv,w(E, S) = [Ver| + [Wes| # N}
s O(s) si|Q=Q—2etVge Q, [Vag| + [Wag| = N,
O(s?)  sinon.
1

Démonstration. On sait que la fonction méromorphe s — H admet un pole

o ~NaF 1G5+ [Vea| + [Weg

d’ordre [{q € Q|N, = [Veq| + [Weg|}| en s = 0. En particulier, 'ordre est nécessairement plus petit que
|Q|. Comme la fonction gamma d’Euler posséde un pole d’ordre 1 en chaque entier négatif, on trouve

que la fonction s admet un zéro d’ordre @ — 1 en s = 0. On obtient alors que

TTge: T(= Ny + spet)
q#]

NN, P,j,0kv,w(E §) = O(s") au voisinage de s = 0, avec
wop!

n:=Q—-1-{qe Q|Né = [Veg| + [Wagl}-

3.2.2 Calcul de Q) (P, J,k)
Proposition 3.2.2. Pour tout réel € > 0 et tout ensemble Q C [1,Q] \ {j} on a que :
o 51 Q=[1,Q]\{j} et [Veq| + |Weq| = N, pour tout q € Q, alors

TNN PG, 0k v,w(E0) =

mop!

k ~N, -1 CNp—1—|v )
1) 1) (105 ) i

pePe NP/ gqe1,Q] pEP qeQ q
q

N! nrt
(—1)Na N1,

o

Sl
L
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pop!
e Sinon, on a

INN'P.jkvw(E0)=0.

!

Démonstration. Dans le premier cas, par le lemme [3.1.1] on a pour tout g # j :

1 1 ;o
T T T = (-1)NeNI=E,
(F(Né + 1gs) u’q«9>|so iy

En évaluant en s = 0 l'expression du terme général Tn N’ 75,0 k,v,w(€, §), on trouve le premier point de
o’
la proposition. Le second point découle du Lemme [3.2.1 O

Par la formule (3.1)) et par la proposition précédente, on obtient :

Corollaire 3.2.3. Pour tout ensemble Q C [1,Q] \ {j} et tout réel 0 < e < 1 suffisamment petit, on a
que :

e 51 Q=1[1,Q]\{j}, alors on a

Q
Inn okl 0) = (=1)Nlimene H NI
pop! a1
q7#j
Q Q
kp) w (—Np - 1) (leal) v
c, b clr.a
S (m@fe) e
w=(Wp)pepc€(N¥) p q pe ?Hg]’

v=(Vp)pep G(N[[l‘Q]]\{j})P
VpePC,|wyp|=kp
Vq#£j,|Veql+IWeq|=N,

e Sinon, on a

IN}N’,’PJ,Q7k(6’ 0) = O

o’
Par la formule (2.15)), on a que
hnnepik0) = Y Innepjox(e0),
! QCILRNG} **

on trouve alors par le corollaire précédent que

Q
QON7N’(7va7 Q7 k) = (—1)‘NIM[[1,Q]]\{J'} H Né' Z Z

’ S c 4
o 1 | )y N7 v=(vy e (NN )P
J VpeEPC,|wp|=kp vq¢j7|VOQ‘+|W"I‘:N(;

Q Q

11 kp e | | T —Np =1\ (Vo] ~Vp=1-v, I] o

W q,p |V | v J,P q9,p
c P — P P _
pEP g=1 peP q=1
q#]j

Remarquons que ce coefficient ne dépend pas des directions, ce qui justifie le choix de notation de
Qi .~ (P, j, Q k) dans les Théorémes A et @
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3.2.3 Calcul de Qn (P, j, k)

!

En évaluant en s = 0 la dérivée suivant s du terme général

kp < w _NP + MPS - 1 ‘VP‘ v
TNN PG kv w(Es 8) = H H Cop* H v, | v H Cq.p”
P

A'%
won! peEPC P/ g=1 peEP P/ gqeQ

1 EZqEQ(_N;+”;s+‘v'q|+|woq|)

ngl D(=Nj + ups) [Toeo(=Ng + 14s + [Veq| + [Wag|)
a7

—Np+pps—1—|vp|

./1“./1 H m;N;w’qSﬂHw.q\ ) H Cip+ Z CrpTy H dzg,
€

¢ qeQr pEP feQe qeQe
on obtient alors la proposition suivante.
Proposition 3.2.4. Pour tout réel € > 0 et tout ensemble Q C [1,Q] \ {j} on a que :

o 51 Q=[1,Q]\{j} et [Veq| + |Weq| = N, pour tout q € Q, alors

0s (TN,N’,’P,]',Q,k,V,w(e; 5)) = (34)
pon! |s=0
IN'[|p2 iy, kp g w —Np = 1\ (vl < v 2 "
(—=1)Nheni |p/| o H w H o H v, | v H o’ H N,!'| In(e)
peEPC P/ g=1 peEP p P/ og=1 q=1
q#] q#]
Q Q
’ . k -N,—1 |V | —Np—1—|v,]|
N j P Wy, g P p p V. Up,q
+ (_1)| 112, @1\ {5} H (w > H v H ( vl ) (v )Cj,p » H e,
pePe NP/ g=1 peEP P » ¢=1
q#J
Q Q
A TINE || D2 mo(nlesp) + hw, = By, ) + D (= hayy)
q=1 peEP g=1
a#j a#J

o 51 Q=[1,Q)\{j} et s’il existe f € Q tel que |[Ver|+[Wer| # N} et tel que [Veg| + [Weq| = Ny pour
tout ¢ € Q\ {f}, alors

Q Q
! k
, <TN,N/,p,j,Q,k,v,w<e,s>) — CoyNlmaenor | TN | { T (WP)HC;;;@ (3.5)
|s=0 P/ g=1

wop! q=1 pEPe
q#j
N, -1 ki ’
b Vpl\ ~Np—1=1vol TT wp Hy Nt Var|+Iwes]
H Cip H Cq.p 7 € :
P Vsl Vp a=1 —Nj + [Ver| + [Wer]

q#j

e 51 Q= [1,Q)\ {J, f} tel que [Veq| + [Weq| = N; pour tout q € Q, alors il existe une fonction d
valeurs complexes B ; 1w (€) = BIn(e) + 3, ane™ définie pour tout 0 < € < 1 avec m € Z
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wop!
et ag =0, telle que
s (TN,N',P,J‘,Q,k,v,w(& 8)) = B8P fvw N (€) (3.6)
wow! |s=0

Q Q
, k —N, — 1\ [|vy]
/ N J / 4 1 p p
+Mf(_1)| ene I | N | I (w ) | I C;),%q | I ( v, | )(V ) l l cg?i?q
g=1 pePe NP/ g=1 P P
qF#j q#5, f
- Fpjfvw(N,N')

avec Fp j 5vw(N,N) définie dans la Proposition[1.2.3,

e Sinon, on a

wop!

0s (TN,N’,P,j,Q,k,v,w(€7 S)) =0.
|s=0

Démonstration. e Si Q = [1,Q] \ {j} et |Veq| + |Weq| = N, pour tout ¢ € Q, on a par le Lemme

Q Q
1
D, :ZM}(—l)NfN}!(’y—hN') H (‘DNQN/'
TTges T(=N; + sy = o=
q#] [s=0  f#J q#5,f
l Q Q
=(-1)Nlien HN;! Zu;(ﬂy—hm)
q=1 q=1
q#] q#j
5 1 :(_1)|N’|\[{1,Qﬂ\{j} ﬁ N
Hq:l F(_Né + M;S)MQS q=1
q#] |s=0 q#]

Par le Lemme [3.1.2] on a
—Np + pps — 1 —-Np,—1
as H < |V | = Zu’p(th - th-HVpl) H |V | .
pEP p [s=0 pEP peEP p
Enfin, il est clair que
—Np+pups—1—|v —N,—1—|v,
ou | [l ey = | 2o mntesp) | T e ™"
pEP |s=0 pEP peEP

Ainsi, on trouve

o

Q
, v k
0s (TN,NaP,y‘,Q,k,v,w(@S))l = W'ljo(~)Nmeney | T NG T (wi,)
s=0

q=1 pEPC
q#j
Q
—-N,—1 |V ‘ N, —1—
(e ) () e o
pEP p p q=1

q#j
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Q Q
/ k
N ;
e eyNiwenor | TTag | (TT () et | | 3 mntesn) v, =)
q=1 peEPeC =1 peEP
q#]
H —Np = 1\ (v prflflvpllQ_[ Vp.g
v, | v. )Cip Cq.p
pEP p p q=1
a#]
Q Q
k —N,—1 |V| —Np—1—|vy|
(@) (mC e
q#j

Q Q
(=D)Nhen H NI Z“:I(V — hny)
q=1 q=1
q#] q#]
En factorisant la premiére et la seconde expression de cette somme, on obtient la formule (3.4]).
e Si Q=[1,Q[\{j} et s'il existe f € Q\ {j} tel que [Ves|+|Wes| # N} et tel que [veq| + |Weq| = Ny
pour tout ¢ € @\ {f}, on a par le Lemme [3.1.1]

1
=0,
D(=Nj + pyps)(=Nj + pys + [Ver| + [Wap) Hqul. D(=N} + plys)plys
q#j |s=0
0 ! =
T(=Nj + 1) (=N} + plps + [Vasl + [Wagl) TTgos T(=Ng + pilys)ptys
a7 |s=0
. @ 1y
(—1)Nhenoy NI .
q1;[1 ) NE A Verl + [wey]
q#]j
On trouve alors
s <TN,N',P,j,Q,k,v,w(€7S)> =
won! |s=0
P 1
DN+ ) N st Vsl + [Wag D TI%s DN 4 ) (N pys + [Vagl + [Weq))
a7, f |s=0

S (=N Iveq|+Iwaql) R: N1\ /] Q
i b2 Wp g Y T Vp| —Np—1—|vp| Vp,
o H (Wp> chf;g H ( [Vl ><Vp )cj’p H Cap’
pePe g=1 pEP q=1
q#]
En observant que Z(?zl (=N + [Vegl + [Weg|) = =N + [Ver| + [wes| # 0, on obtient la formule (3.5).
q#]
e Si Q=[1,Q]\ {j, f} tel que [vey| + |Wey| = N, pour tout ¢ € Q, on a par le Lemme

1

D(=Nj + #ys) [1%=1 T(=Ng + pis)iys
975, f |s=0

=0
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wop!

Q
]. ’
as :,LL/ (*1)N‘?N/!.
D(=N} + ) TT9-1 T(=Nj -+ p)ptys ! 13 ’
a#5,f [s=0 q#]

En dérivant le terme général T N/, 75,0 k,v,w(€, §) suivant s, puis en Pévaluant en s = 0 on trouve pour
pop!

tout 0 < e < 1,

wop!

Q
k —N, — v
s (TN,N',P,j,Q,k,v,w(@S)) =11 <Wp) ITcvs ) | 1 ( ‘5 | )( ”') H cra | (3.7)
|s=0 P/ g=1 P

pePC peP
qséj f
1 > %=1 (FNHIveal+wel)
- 0 0 € 9#5.f
D(=Nj + pis) [T =1 T(=Ng + pys)uys
q#3,f |s=0

1
— N\ —1+|we — —1—
/ Ty ! v fI'H(Cj7p+Cf,p$f) Nt ‘vpldwf'
€ pEP

Avec les conditions que 'on a imposé sur les multi-indices v et w on peut simplifier I’expression ci-dessus

en remarquant que Z (=Nj + |Vegl + [Weg|) = 0. Par le Lemme [3.1.4} on a

q=1
a#5.f

1
— N\ —1+|wes| —N,—1—
/ zp ! T (et erpmn) ™ day = 0 1w (€) + P v w(N,NY)
€ pEP

avec Fp j v w(IN,N') définie dans la Proposition et avec ap ;¢ o, NN (€) une fonction en la
variable € de la forme aln(e) + 3", -, bne™, avec m € Z, et a, (b, )n>m des nombres complexes tels que
by = 0. a

En injectant cette expression dans la formule (3.7)), on trouve

wop!

s <TN,N’7P,J‘,Q7k7v,W(€v 8)) =
|s=0

o (T et ) | TN ) (%) 1T e
q=1 pEPC pEP ‘P‘ p
q#J a#35,f

(P pvw NN (€) + Fp o pvw(N,N))

En notant

Bp g fovw NN (€) =

Q Q
/ k =N, — 1\ [|v,]
N / 4 p P
1y l I iN,! I I (w > I l oy’ I I < v, | >(v ) I I et | @ pvwnne(€),
pePe NP/ g=1 peEP P P/ og=1
q#J qa#3, f

on obtient la formule (3.6).

e Si l'on n’est pas dans l'un des trois cas ci-dessus, alors par le Lemme on a au voisinage de
s =0,

TNN Pj0kvw(6,s) = O(s%),
o’

ce qui conclut. O
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Par la formule (3.2)) et par la proposition précédente, on trouve le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.5. Pour tout ensemble Q C [1,Q] \ {j} et tout réel 0 < e < 1 suffisamment petit, on a
que :

e 51 Q= [1,Q]\ {j}, alors il existe une fonction a valeurs complezes I N p ; g1 (€) = Bln(e) +

OO € définie pour tout 0 < e < 1, avec m € Z et ag = 0, telle que

n=m N

s (IN,N’,P,j,Q,k(G» 8)) =
wow! |s=0

Q Q
’ ] —-N,—1 ‘V | N, —1—
NI, I~ > I p » AT e
( 1) [[1,QIN{s} qu ( ‘Vp| ) ( Vp )cj,p P P 1 cq?pq

=1 w=(wp)pepe (NPT | PEP

a#j v=(vp)pep€(NILAINGHP a#i
VpePC,|wyp|=kp
Va# [ VeqlHIWeqg | =N
K\ 1 Q
11 (Wp> TT come | | S5 (e p) + b, = vy, ) + S (v = havy)
pePe NP/ g=1 peP q?
q7]

+IN N P jox(6):

o’

o 81 Q=[1,Q]\{j,f}, alors il existe une fonction d valeurs complexes I n: p ;.01 (€) = Bln(e) +
pop!

O € définie pour tout 0 < e < 1 avec m € Z et ag = 0, telle que

n=m ~ N

s (INyNCPJ}Q,k(ev 8)) = I\~ pj0k(€)
|s=0

wop! wop!

+ (_1)IN/|\[[1,@1]\{.1}N} H N Z Fpj rvw(N,N')
Z;; w:(Wp)peP“E(NQ)PC

v=(vp)pep e(NILONGIHP
VpEP, |wp|=kp
Va#j,f o Veq|+|Weq|=N;

Q Q

kp —Np = 1\ (|vyl ,

I (o) T ) | LT (5) T e |-

pePe NP/ g=1 peEP P P/ =1
a5, f

avec Fp j fvw(N,N') définie dans la Proposition[1.2.9

e Sinon, on a

o'

s (TN,N',P,J‘,Q,k,v,w(& 8)) =0.
|s=0
Par la formule (3.3), on a que

(hnnpgi) (0= > 0 (IN,N’,P,j,Q,k(Ga 3)) ;
oc[1,Q\{s} |s=0

wop! wop!
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pop!
on trouve alors grace au corollaire précédent que
Qll\T,N’ (ija k)
pon’
Q
= 0s (INvN/vijaﬂvaﬂ\{j}vk(Q 5)> +D 0 (INN,PJ’,ﬂl,Qﬂ\{j,f},k(ea 8)>
! |S—0 le o’ |S 0
F#3
’ 2 —Np — 1\ [|v,]
= (—1)Nlene HNé! Z H ( P )( p> —Np—1—|vy| Hcvm
qzl W:(wp)pEPCE(NQ)PC pPEP IVP‘ Vp #
7 v=(vp)pep €(NILRIN )P 477
VpePe,|wy|=kp
Va7, [Vaq|+Weg| =N,
kp\ Q
H (Wp> H C:]‘i;;),q Z IU‘P(IH(CLP) + th - th-va\) + Z ‘LL;(’)/ — hNé)
pePe NP/ g=1 pEP q?
a#j
, Q
+ (=1)N'lmen HN;! Zﬂlf Z Fp . pvw(N,N)
3;; ;;; w=(wp)pepe €(N?)P*

v:(vp)pepg(N[[l’Q]]\{j’f})7)
VpEPC,|Wp|=kp
VQ75jvf,‘V~q|+|W'q|:N¢;

i) (CE 96 i

peEPe pEP

q#] f
Q
IR e k(€ F D RN P an i  (©):
pop! f=1 wnr
45

On conclut via le Lemme [3.1.3| en remarquant que QI{LN/ (P, j,k) ne dépend pas de e. On trouve alors

!
que le terme constant en € dans la formule précédente vaut nécessairement Qll\I.N’ (P,4,k).

pop!




Chapitre 4

Démonstration du Théoreme Al et de
ses corollaires

Le but de ce chapitre est d’étudier les valeurs directionnelles de Z(s,s’) aux multi-entiers négatifs. En
montrant que la fonction Zn nv(s) est réguliere en s = 0, on a montré que les valeurs Z(—(IN,IN’)) et

pop! [y
Z'(—(IN,N')) ont bien un sens. Afin de calculer la premiére valeur, on exploitera la Proposition [2.2.4
wop!
afin d’évaluer Zn N/ (s) en s = 0.

pop!

4.1 Enoncé du Théoréeme [A]

Rappelons tout d’abord 1’énoncé du théoreme :

Théoréme (A]). Pour tout multi-entier (N,N’) € N¥ x N@ et pour toute direction (u,p’) € C x C?
telle que

on a
) (=1)Nit Nl P17y
2(-(N,N') =(-1)/™' (T
w.p' PQ[[ZLP]] |IJ/‘ + |N|\P 17133 b
1<5<@Q
—N, — k,,d
Z QON,N’(jvpak) H C(pk—'p’?),
k=(ky)pepc ENP® pePe P’
[|=|N"|+|N]p+|P|
avec

’ Q k Q

Qv (P 1) = ()N lmanen | TT ) 2 IT (o) s
a=1 w=(wp)pepe €(NQ)PS \PEPe TP/ g=1

> V:(Vp)pe’l?e(N[[l’Q]]\{j})p
VpeP,|wp|=kp

Va#j,[Veq|+IWeq| =N,

Q
I () () e
‘Vp‘ Vp 2:pP 1 q,p

pEP ‘
qa#j

85
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ot l’on rappelle les notations

Vg € [1,Q], [Weq| = Z Wp,q5

pEPC

Vg € [1,Q)\ {ij}, [Veg| = Z Up,q-

pEP

4.2 Démonstration du Théoréme [A]

s 1z . . =P ,
Considérons tout d’abord une direction (u, p') € H, X H(?, et fixons un réel 0 < 6 < 1 suffisamment
petit. De la Proposition 2:2.4] on obtient

ZN,N’ (0) = KN,N’ (0, O) + JN’N/(Q, 0),

pop! pop! pop!

or on sait que Kn nv(#,0) = 0 par la Proposition [2.3.11] II ne reste qu’a évaluer la fonction Jn v (0, s)
! ot

en s = 0 pour obtenir le Théoréme [A] Par la formule (2.2)), on a

ZnN(0) =

wop!
P
Z HNp! Z (_1)‘klth,N’,P,j,k(0)
j=1 mop!

PC[1,P] pEP k=(kp)pepec ENP®
1 9—IN'|=INJ|p+ (|’ |+l ) s— | P+ K] pe H C(=N, — kp, dp)
(=N + 1455) =INT=[Njp + (/[ + [lip)s = [PI+ Klpe ) ) 2 k!

ﬁF(l Ny) zQ:h (0) g |+ ml)s—|N'|—|N|—P
+ + ’ .
p=1 v\ & TEN s (W TuDs — INT=INT=P) )

Observons d’abord que I’expression

ﬁf(l Ny) ih (0) I’ [+ 1a])s—IN'| = |N| =P
+ N,N'.[1,P].j
p = P [1,P],5 F(—NJ/ —+ u;S)((‘M/| + |/1/|)S — |N/| — |N| — P) -

p=1

1
(Il + |pl)s = [N = [N| = P

s'annule en s = 0. Etudions plus en détail le

est nulle. En effet, comme on a —|N’| — [N|— P # 0, alors la fonction s —
1
F(fN]’» + N;S>

premier terme de la formule de Zn nv(0). Pour tout ensemble P C [1, P], on sait que hnn,p,j,k(0) =
wop! wop!

Q% .~ (j, P, k). De plus par le Lemme on a que :
e Si [N'| 4+ |N|jp # —|P| + |k||pe, alors la fonction

est réguliere en s = 0, et la fonction s —

1 9—\N/\—\N\|7>+(\H'|+|M\|7>)5—|73\+|k\\7:‘0

S =
[(=Nj + pjs) =IN'[ = [Nljp + (['| + |ljp)s = [P + [k pe

s’annule en s = 0.

e Si [N'| + |N|jp = —|P| + |K]||pe, alors

1)NiNL.

1 §—IN' |- IN| (|1 || )5 =PI+ K] e i (
D(=Nj + #js) =IN'[ = [Nl + (1] + [lip)s = P14 Klipe )0 W]+ il
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—P
On en déduit alors le Théoréme |A| pour n’importe quelle direction (u, p') € H,y X Hgg , et I’expression de
QON’N/ (4, P,k) dans le Théoreme |A| découle des calculs effectués dans le chapitre
On souhaite maintenant montrer le Théoréme [A] reste vrai pour toute direction (u, u') € CF x C?
telle que

VP ¢ [[17P]]7 |HI| + |u‘|7’ 7£ 0.

Par le Corollaire|1.1.31} on sait que la fonction (g, ') +— Z(—(N,N’)) est méromorphe sur C” x C?. Le
bt

terme & droite de la formule (1.8) est une fraction rationnelle en les variables w1, ..., ip, g, ..., fig avec
des dénominateurs de la forme [p|” + |pf|p, et I'on vient de prouver cette formule pour toute direction

(n, ') € ﬁéj X Hé;) . Ainsi, par principe de prolongement analytique, il est clair que la formule 1} est
vraie pour toute direction (u, p') € CP x C% telle que

4.3 Sur les corollaires du Théoréme [Al

Une fois le Théoréme [A] démontré, les corollaires s’en déduisent trés rapidement.

4.3.1 Démonstration du Corollaire [AT]
Pour prouver le Corollaire on applique le Théoréme [A] en posant (N,N’) = (0,0) :

Z2-©0)= 3 (pF Y Z|u|+|u|\ Qo Pk) JT S )

’ :
122721 ’Pgﬂl,P]] k:(kp)pEPLENPC j=1 pePe p
[k|=|P|

avec

Qg,o(jvp7k) = Z Z

w=(Wp)pepe E(NQ)PC v=(Vp)peP e(NILNLHP

VpePC,|wp|=kp Vq#7,|Veq|+|Weq|=0
Q
I (o) Tt T (o) (3o e
Cq.p
w \Z
pePe P q=1 pEP | P|

q#J

On peut simplifier le coefficient ngo(j, P, k) en remarquant que la condition |veq| + |[Weq| = 0 pour
tout ¢ # j implique que

VPE’P,VQG HLQ]]\{]}? ’UP#IZO
Vp e P, Vq € [1,Q] \ {7}, Wp,q =0.

On obtient alors que k, = |wp| = w,; pour tout p € P°. Ainsi, on peut simplifier ’expression de
Qg,O(jaPak) :
kP
c C;
Q0,00 P. k) = per-csp.
HpEP cjyp
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4.3.2 Démonstration du Corollaire [A2]
Sur le Corollaire [A2] en posant (p, ') = (1,1) et (N,N’) = (N, ..., N), on trouve via le Théoréme [A] que

ZA(—N) =
N —kp,dp
Z (_1)N(I7’|+Q+1)+|7’\N!IPH-l Z Z o \P\QO (j,P,k) H Ck—!l’)’
P&ILP] k=(kp)pepceNP 7=1 pePe p
[k|=N(Q+IP|)+|P|
avec
QX (), P k) = (-)N @D >
w=(wp)pepe€(N?)P" v=(vp)pep (NN P
VpEP®,|wpl=kp Vq#],|Veq|+Weq|=N
kp o Wy q -N -1 |VP| N 1—|vy| Up.q
H Wp chﬂ?y H [Vl Vp Hc
pePe =1 peP
q#]
En notant
Q
QN (P.k) == Q% P, k),
7=1
on trouve la formule annoncée dans le corollaire. O

4.3.3 Démonstration du Corollaire [A3l

Le Corollaire correspond a une version qualitative et non explicite du Théoreme Soit (N,N') €
N? x N9 un multi-entier et (p, u') € CP x C? une direction telle que

VP ¢ [[17P]]7 |/l’l| + |M\|7> 7£ 0.

On note K le corps engendré par Q, par les coefficients complexes (dp)peqi,p] €t (Cqp)pef1,P].qc1,0]> €t
par les composantes p1, pour tout p € [1, P[, et u; pour tout ¢ € [1,Q]. Par le Théoreme |A} on a que

(*1)N5+‘N‘Ip+‘P‘U9NJ{!

Z(—-(N,N)) =(-)N'T 3}~ 11 ™

/
o PCIL,P] |H‘ | + |IJ“|'P pEP
155<Q
¢( d
> Qpa [ R )
k=(kyp)pepec N”" PEPC P
|k|=|N'|+|N||p+|P|
avec
/ Q
0 . N " !
Qo (G P.10) = ()N Itann | T] N 5
q?zél w=(Wp)pepe E(NQ)PC v=(Vp)peP E(NHI’QH\{j})P
73 VpEP |wy|=kp Va7, Veq|+IWeq| =N,
Q
I () Tt )| T (0 ) (o) T
W ’ A2
peEPC p q=1 pEP | Pl

q#J

Observons tout d’abord que les coefficients QON,N’ (4, P, k) sont dans le corps K, en tant que somme
de multiples rationnels de produits des coefficients ¢;, € K pour 1 < p < Pet 1 < g < Q. Ensuite,
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on sait que ses valeurs aux entiers négatifs de la fonction zéta d’Hurwitz s’expriment en fonction de
polyndémes de Bernoulli. En notant que ces polynémes sont a coefficients rationnels, on obtient que
C(_Np — kpa dp)

] € Q[dy, ...,dp] C K, ce qui démontre le corollaire. O
D)






Chapitre 5

Démonstration de la Proposition B
et du Théoreme D

5.1 Enoncé de la Proposition B] et du Théoréme D]

On cherchera dans ce chapitre & démontrer la Proposition [B] et le Théoréme [D] dont on rappelle les
énoncés ci-dessous.

Proposition . Soit j € [1,Q] un entier, on suppose que l; est une forme linéaire d coefficients
g

rationnels. Pour tout 1 < p < P, on pose ¢jp, = bj_—’p la décomposition irréductible de c;, avec a;, > 0
P

et bj, > 0. On pose

oy . ppem(ajp) o _ _ z(c)
zj(c) = 7pgcd(bj7p) € Ql, Bjp(c) == i eN

pour tout 1 < p < P. Alors pour tout R € N¥, la fonction wﬁ(s) admet la relation suivante pour tout
s e C\N*,

P
. . R
er(s) =z [[8n D I] &
p=1 PC[1,P] pEPC
0<v1<B;,1(e)—1

0<vp<Bj p(c)—1

. lj(d+v) o _ dp+vp
Z (1)k|<<s 0 ) H C( Fy kp’ﬁj,p@))
keN” k'eN k't peP k’p!
[k[+k'=|R|pe+|PC| -1

Théoréme @]) Pour tout multi-entier (N,N’) € NT x N@ et pour toute direction (u,p') € CP x C?
telle que

on a
Z'(-(N,N')) =
w.p
! /
S (NP [T ) HNG! 3 I S =k ds)
I ele k!

RelLtl peP Ke(ky)pepe €NPS PEPE

si=e K| =|N'|+[N|, p+|P|

91
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Q(IJ\I,N’(j?P7k) ZMP(’Y_th) +M;(’7_h]\7]’) +Q11\I,N’(j7pvk)

peP o
> (II )N NI+ P NG > R
+ Np! HNIp PN L T Qnn (4, P k)
+ B
re IR e
SI= |k|=|N|+|N||p+|P|
- 727 di) C(_Np B kpa dp)
Z '“1 H 4 k!
iepe pePe\{i}

S )3 I () ety | (o

u=(ug)geq, o ;3 ENT)HNGT | 0= p=1
Vae[L,QIN{i}.luy =N, E

— > [y hay)uiNy! > ﬁ ( I) ﬁ el | (—1)RNGWIip+P]

1
#Jj

PCILP] u=(ug)geqr.0p (53 END)LONGY | a=1
tss@ vael1,QI\ {7} luy =N, i
e, % oep: 1 SCRMN.Gwy — by dy)
a.]vu P , H N. +|u.p‘+1 kp' )
PEP k=(kp)pepceNP® pEP “j.p pEPC

[k|=N]+R(N,j,u)||p+|P]|
ot l’on a posé
R(N, j,u) := (N, + |u'p|)p€[[1,P]]’

pour tout u = (Ug)eeq1,Q\{j}, €t tout j € [1,Q], avec Q&N/(j,'P,k) et Qll\LN/(j,'P,k) définies dans les

formules (@ et . o

5.2 Fonctions auxiliaires

On appliquera dans cette section la Proposition aux fonctions auxiliaires @%(5), afin de faire
intervenir les valeurs spéciales de ces fonctions par la suite dans le calcul des valeurs de la dérivée
directionnelle de la fonction Z(s,s’). On rappelle que, pour R = (Ry, ..., Rp) € NP et j € [1,Q], on a
posé

PR(s) = (n+d)"..(np+dp)*r(l;(n) +dj)~*

neNFP
On applique la Proposition a la fonction auxiliaire gpjf{(s), en posant u = 0, N = R, N’ = 0,

et w' = 1. On sait que cette fonction auxiliaire est réguliere en les entiers négatifs, et par cette méme
proposition, on obtient que I’ensemble des pdles est inclus dans I’ensemble

S(R) :=N".
On obtient que la fonction auxiliaire s’exprime sous la forme suivante, pour tout 0 < 6 < 1

ph(s) = Jh(0,5) + KR (6,s)  (s€ C\S(R)) (5.1)
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avec

J 1 ! o

KL (0,5) = F—ZN: (s,0.1;(n) + d) pl;[ln,,m (s € C),
Tr(0,s) =

g5~ IRl jp—|P|+]K

K <= )
Z H R, Z (-1 |hR7P,k(3)F(S)(S —Rip — 2]+ k) H

PC[1,P] pEP k=(kp)pepec ENPC pePe

o’ [+ |ial)s—|N'| < |N| P

b,
+ (U Rp!> hr,1,P].5(5) )6 R = P) (s € C\S(R)),

et ou 'on a posé

k,
hg,p (s HCJP H Cjips
peEP peEPC

P
—N —1
hw1,py5(8) = || ¢ "

p=1
On trouve alors

j T e (17 - o= IRI-P
Jg(0,5) = H R)! H Cip TG RI=P) (5.2)

p=1

[Lepe i (—1)Klgs—Rlp—IPI+IK (- d)
£ 2 (L& 2 - AT (s)(s — [R|pp — |P| + [k]) 11 '

PC[1,P] \peP k=(kp)pepc ENPC HpeP Jip peEP®

Proposition 5.2.1. Soit un multi-entier R € N? et des entiers N € N, j € [1,Q]. La fonction
s — @R (s) admet un prolongement méromorphe sur C, et est réguliére en les entiers négatifs. De plus,
pour tout réel 0 < 6 < 1 suffisamment petit, on a

P
o (a0) =0t 3t ) Tl o
|[s=—N = ot
J 7% _
0, <JR(9’S))\S;N = J*,(0,~N) 5.4
+ N!(y — hy) Z (—1) Rl +IPI H C;fp—1R | Z H J,p—I%dP),
P&ILP peP k=(kp)pepec ENP® PEPC

[k|=N+|R|jp»+|P]|

avec J* (0, —N) de la forme J*} (0, —N) = Z anl™ 4+ B1n(0) sans terme constant (i.e. ag =
n>—N—|R|-P
0).

Démonstration. Par le Corollaire on sait que gp{a admet un prolongement méromorphe régulier en
les entiers négatifs. Par la Proposition [2.3.11] on sait que la fonction

P
sEC»—)ZF(sﬁJ an+d
p=1

neNP
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est holomorphe sur C. En dérivant la fonction K ‘17;{(9, s) selon la variable s, on obtient

P
- ¥(s)
J _ !
OsKn(0.5) == 15 > T(s,0,1;(n) +df) [ (np + dp) "
neNP p=1
1 P
/
+F(s)83<z I'(s,0,1;(n) +d) an+d >
neNP p=1
ou Y désigne la fonction digamma. On peut alors évaluer cette somme de deux termes en s = —NV.
1
Comme —— s’annule en s = —NV, et que par le Lemme [3.1.1 <1/)(s)> = (=1)N*IN1 on obtient
I'(s) I'(s) ) js=cn

bien la formule voulue.
De la formule (5.2)), on en déduit

0.750,5)= > [[ e i 'R, 3 SRR ,pHC dp)

PC[1,P] pEP k=(kp)pepe eN7’° pEPe pePe

8, ( 1 ) g5~ IRlip—PI+IK]
I'(s)(s = [R[jp — [P[ + [K])

£ Y Meftry Y (o [ dy [ e tund)

PC[1,P] pEP k=(kp)pepe er pEPe pEPe
1
L'(s)(s — [R|jp — [P| + |k])

- : —Rp—1)\ ps—|R|-P In(6) 1
B (HR> (H ) ’ <r<s><s “Ri—p) <r<s><s —[R] —P>>)

g5~ IRIi» =PI+l 1 (p)

1

Afin d’évaluer en s = —N la dérivée 9,(J% (6, s)), il suffit d’évaluer les termes
& (s — [Rljp — [P] +[kDI'(s)
1
et Os ( > en s = —N. On évalue ces expressions a ’aide du Lemme [3.1.1f:
(s = IR[jp — [P + [k[)I'(s)
( 1 ) ~J(=DVN! si k| =N+ |R|p + [P
(s = Rlp = [Pl +[KDT(s) /| (= |0 si |k| # N + [R|jp + |P|
et
1 (1) (7 — h) N si [kl = N + [Rljp + [P
Os ( = (=N N!
I'(s)(s — [R|jp — P[] + |k|)> —— si k| # N + [R|jp + |P].
R S e Rl + 17!
On trouve alors
J _
0, (JR(e,s))ls}N -
o
(’Y*hN)N! Z (71)\R|\79+\7’| H Rp! Z ( )|k\ HPEP ijl H C )
PCILP] pEP k=(kp)pepc NP’ percin  pepe

[k|=N+|R|jp+|P]

+(=DNNE ST T R

PC[L,P] \peP
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Z (—1)\k| HiNf‘R“pf‘PHlk‘ HPEPF H ¢ p> dp)
— [Rlp = [PI+ K[ T] cpe e *1

k=(kp)pepe EN"" peP*
[k|#AN+|R||»+|P]

+ N!In(6) Z (_1)IRI\7>+\7>\ HRp! Z HpE'Pr Cpfl H ¢(— b dy)

PC[1,P] peP k=(kyp)pepc NP’ HpeP Jj,p  pEPC
[k|=N+|R||p+|P|

N P . g—N—IR|-P
N! HR plwp N R P

On peut alors poser J*%{(O, —N) telle que

(0, ~N DV N : 4 P N

p=1

+(=DNNE ST ] R

PC[1,P] \peP

k
9—N—|Rmp—n:|+\k| yep. )

1)kl = s dp)
2 OV N TR ML Al

k:(kp)pEPCENPC peP Cip  pePe
|k|AN+|R|p+|P|

N Y (1R T Ry 3 HpepLR 11 C(— prdy)

PCIL.P] pEP k=(kp)pecpc NP’ Hpe?’ Jp pEPC
[k|=N+|R|ip+|P]|

O

Observons que 1’on ne peut pas obtenir une expression explicite des valeurs de la dérivée (4;%)’ (s) en
les entier négatifs a ’aide des formules (5.3)) et (5.4)), puisqu’il n’est pas vrai en général que la fonction
s+ 0sK% (0, s) s’annule en les entiers négatifs. On a ainsi besoin d’une autre stratégie pour calculer les
valeurs de la dérivée des fonctions auxiliaires en les entiers négatifs.

5.2.1 Démonstration de la Proposition

On souhaite dans cette section fournir des valeurs explicites des dérivées de ces fonctions auxiliaires dans
le cas ou les coeflicients (Cq’p)qe[[LQ]]X[[LP]] sont rationnels. Soit P € N* un entier, et R € N¥ un multi-
entier. Pour simplifier les écritures dans cette sous-section, on pose pour tout complexe s € C tel que
o >r 1 la fonction zéta de Barnes généralisée suivante,

)

,wp) = Z (n1 +dy)f...(np + dp)Rr

er(s, d|wy, ... a
P
neNP (Zp:1 wp(np + dp))

avec d = (dp)peq1,pp €t w1, ..., wp,di,...,dp € Hy. Cette fonction admet un prolongement méromorphe
sur C en la variable s. On souhaite dans cette sous-section établir une relation explicite entre gajﬁ(s)
et la fonction zéta d’Hurwitz ((s,x), avec © € Hp. On suit pour cela une stratégie développée par
Aoki et Sakane dans [SA22], qui a été utilisée initialement pour expliciter les valeurs spéciales des
dérivées supérieures des fonctions zéta de Barnes a coefficients rationnels. Ici, les fonctions auxiliaires
er(s,d|ws,...,wp) ne sont pas exactement des fonctions zéta de Barnes a cause des termes au numérateur
dans la série, cependant les techniques utilisées par Aoki et Sakane fonctionnent de la méme maniére.
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a
Lemme 5.2.2. Soit wy,...,wp € Qf tels que w, = b—p avec a, et b, des entiers strictement positifs.

P
Pour tout multiple commun « d by, ...,bp, et tout multiple commun 8 d awy, ..., cwp, on a

s P
e d, +k
¢r(s,d|wy, ..., wp) = (B) s > PR (8, (pﬁp p) o |1> ; (5.5)
p=1  0<ki<Bi-1 pell,

0<kp<Bp—1
avec 1 = —,...,Bp = —.
awy awp
Démonstration. Soit s € C un nombre complexe tel que o > 1. Pour obtenir le résultat souhaité, on
R

découpera chaque somme présente dans la définition de pr(s,d|ws, ..., wp) via des congruences :

+oo Bp—1
np=0 kp=0 np>0

np=k, mod S,

On obtient alors que

sB1i—1 Bp-1 P R,
or(s,d|wr,...,wp) ( ) Z Pz: Z P [1,—1(np +dyp)

5.
ki=0  kp= 51 (wpdp + wpky + wp(ny — kp)))

Vp n,,_k mod By (
En effectuant un changement de variable de la forme n’p = fpnp + kp pour tout entier p, on obtient
sB1—1 pBp-1 R,
1(»310”10 + kp + dp) "
or(s, dlwn, . wp) ( ) .y e ~
k1=0 kp=0neNP (* Ep 1 wpdy + wpky + wp,@pnp)

awpBp
B

. R ,
En factorisant par 8, " au numérateur, et en remarquant que =1,ona

R
Bl_ BP 1 (np+ k’p;;dp) P

er(s,dfwr, ..., wp ( )SﬁBR oD D

5
p=1 k1=0  kp=0neNP (Zp 1+ G (wpdy +“’pkp))

Il ne reste qu’a observer que

kp+d, o
= —(wpd, + wpky)
B;D ﬁ p=p p™p
pour tout 1 < p < P. On obtient donc la formule || pour tout s € C tel que o }; 1. On peut
(

alors étendre l'égalité pour tout nombre complexe s € C en dehors des singularités par prolongement
analytique. O

@
On peut préciser la formule ([5.5)) en choisissant un coefficient rationnel — plus agréable. On peut

en effet poser un tel coefficient rationnel ne dépendant que des pged et des ppecm des numérateurs et

dénominateurs des coefficients wy, ..., wp, ce qui simpliﬁera grandement nos calculs par la suite.
a
Proposition 5.2.3. Soit d € HY, et wy = bl LWp = b— des rationnels avec ap,b > 0 des entiers
1 P
cm(aq, ...
copremiers pour tout p € [1, P]. On pose w := M et By :=—,...,0p:= . On a alors
pged(by, ..., bp) wp
P dy+k
R | LN o (%”) ")
p=1 0<k1<pB1—1 P p€[1,P]

0<kp<pp—1
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Démonstration. On pose o = ppem(by, ...,bp) et S = ppem(aws, ...,awp). Par [SA22] p.3], on sait que
= w~ L. 1l suffit alors d’utiliser la formule lb avec le « et le B fixés ci-dessus. O

E\Q

Finalement, on obtient une formule similaire & celle obtenue par Onodera dans [Ono21l, Proposition
4.1] pour réexprimer g (s,d|1,...,1), en modifiant trés légérement sa démonstration.

Proposition 5.2.4. Soit d € HE, un multi-entier R € N¥'| et s € C\N*. On a alors

TR DI | A DI LE e | B

PCIL,P] peP keN” k' >0 peEP
k|| +E'=|R|jp+|P°| -1

Pour démontrer cette formule, on utilisera un lemme d’Onodera [Ono2ll Lemme 4.2] qui est une
généralisation de la formule de Faulhaber suivante

Y
r_ 1 r+1 kp r—k+1
Zn_r+lz(k>( "By

Lemme 5.2.5 ([Ono21]). Soit R = (Ry, ..., Rp) € N un multi-entier, et y € Z un entier relatif. Alors
on a

P
ZH”P+d Ve 4 (—1 Z an+d

neN” p=1 nezf | p=
Inf=y In|=y
(‘d""y)k/ kyp (=R pvdp)
> I &' > e e e e
PCIL,PlpePe keN” k'eN pEP p

| +k' =R | pe+[P| -1

On remarque au passage que si y € N, alors le second terme & gauche de 1’égalité du terme précédent
est nul. On peut maintenant prouver la Proposition [5.2.4] :

Démonstration. On commence par remarquer que, pour tout s € C tel que o }; 1, 0n a

+oo
R(S,d\l)zz(n,+‘d‘ Z an+d
n’=0 neN? p=1

|n|=n’

Par le Lemme [5.2.5] on obtient alors

¢ —kpydy) X (0 4|1
D O | D D | (O e S TRarIE

PC[1,P] peEPC keN” k'eN pEP n’=0
||k =R pe+|P°|—1

- Y IR ) )k HC dp) C(S_k]f!/’|d|)~

PCIL,PlpePe keN” k'eN pEP
[k|+k'=|R]|pe+|P°| -1

O

En appliquant la Proposition a la formule obtenue dans la Proposition[5.2.3] on obtient le résultat
suivant qui correspond exactement & la Proposition [B}
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Proposition 5.2.6. Soit d € H, R € NP et s € C\ N*, et w; = %,...,wp _ar des rationnels
1 P

ppem(ay, ...,ap)

et
pged(by, ..., bp)

avec ap, b, > 0 des entiers premiers entre eux pour tout p € [1,P]. On pose w :=

w
B1:=—,...,Bp:=—. Alors on a
wp

(- 2)

BN SRS ol | C XD S |

]
0<u1<B1—1 PC[1,P] pePe KeN? &N s kp!
0<up<fp—1 |k|+k'=|R||pe+|P°|—1

. (s — K, wt(wi(dy +uy) + ... +wp(dp +up)))
k'

5.3 Démonstration du Théoréme

Soit (N, N’) € NP x N? un multi-entier. Pour les mémes raisons que dans la démonstration du Théoréme

il suffit de montrer que la formule 1} est valable pour tout (u,p’) € Féj X H(? pour prouver
le Théoréme. En effet on sait par le Corollaire [1.1.31] que la fonction (u, ') — Z'(—(N,N’)) est
g

méromorphe sur CP+? | et le terme de droite de la formule (1.10)) est une fraction rationnelle en les

variables 1, ..., fip, pih, ..., fig avec des dénominateurs de la forme |p|p + |p'[. Ainsi, si 'on montre que

—=P ..
la formule 1’ est valable pour toute direction (u,p') € Hy x HOQ , on pourra la prolonger par principe
de prolongement analytique & n’importe quelle direction (u, ') € CF x C? telle que

VP ¢ [[17P]]7 |ll’l| + |H‘|77 # 0.

=P
Fixons une direction (u,p') € Hy X H(?. Par la Proposition on a pour tout complexe s au
voisinage de 0, et pour tout réel 0 < § < 1 suffisamment petit,

ZnNe(s) = Knne(0,5) + Inwe (0, 5),

wop! wop! !
avec
1 P
‘Q| [Ag] Np—pip
KNN’QS > D> (- QH F(N'Jru/s)(Z L1 +dp) e
wow! QcC[1,Q] AoC Q¢ q€[1,QN\Ae q q neNP p=1
Q#D
[T Gam)+dp™eras TT T(=Ny+ pys. 0. 14(n) + dy)
gq€Ag q€[1,Q\Ag
et
JIN, ~ (6, S Z Z H F 14+ N, — ) Z (_1)|k|hN,N’fP’j,k(8)
pon! PC[1,P] j=1 peP k=(kp)pepe ENP won!
U’ I+|plp)s—IN'| =N |5 —|P|+|k| pe H C(=Np + pps — ky, dy)
D=NG 4+ ) (] + lip)s — N[ = [NJjp = [P + [kljpe) 25 k!

oUe I+ p)s—|N'|—|N|-P

P
L1+ N, — h
+<H (14 Ny = pps ) Z N O N s T+ Tl — INT— 1N~ )

p=1
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—P
Proposition 5.3.1. Soit (N,N’) € N x N9 un multi-entier, et (u,p’) € Hy x H(? une direction. Il
+oo
existe une fonction d valeurs compleves Ky n/(0) = 31n(0 Z 0™ définie pour tout réel 0 < 6 < 1
pop!
suffisamment petit, avec m € Z un entier et ag = 0, et Uerzﬁant l ’égalité suivante :

s pop!

0s <KN,N’ (C2 3)) = K~ (0)
|s=0

u=(ug)gen,Qn ;3 €M) p=1
Vae[1,QI\{i};|uq|=N;

Q Q P
/ Ug j / /
£, )3 L (W) Tt | ot
=1 QM) | ¢=1
;e

_ Z ('Y_hN;)N;'NJI'! Z (_1)|R(N,j7u)\‘p+|73| H< )ch“,

Tl u=(ug)qeq a5y NN =1
1=/=Q vaelL, QI 7} lug =N, a#
[Lepe C(—R(N,j,u), — kyp, d,)
1 | pEP ), Wp p> Yp
H R(N7.7?u)p- Z 1—[ R(N777u)p+1 H k '
peEP k=(kp)pepceNF® peP Cip pEPe P

[k|=N}+|R(N,j,u)||»+|P]|
Démonstration. En dérivant la fonction Kn nv (6, s) par rapport a la variable s dans la formule 7 on
obtient .
OsKn N (0, 5) = (5.6)

mop!

—UpS
(ny +dp) No=tp

n,’:]w

SO petie (] F(f; <ZN:

N/
QC[.Q] AoC senanag TN T Has)
o0

II Gam)+apNeras T T(=N, + palys.0,14(n) + d)

g€Ag q€[1,Q\Ag
| 1
|Q —|Ag| I N s
DD PNC ° 11 T(—N/ ¥ s) (ZH”erd v
QC[1,Q] AgCQ* q€[1,Q\Ag 1 a® neNP p=1
QF#0

I o) +apNeras T T(=N, + pilys.0,14(n) + dy)

q€Ag q€[1,Q\Ag

A Paide de I'inégalité 1) on a vu dans la preuve de la Proposition [2.3.11| que la fonction

P
seCwr Z H(np+dp)zvp—ups H (zq(n)+d;)zv;—u;s H L(—=N, + ps,0,14(n) +d)

neNP p=1 q€Ag q€[1,Q\Ag

1
était holomorphe sur C. Comme la fonction s+ m s’annule en les entiers négatifs, on en déduit que
s

le second terme dans la formule (5.6) s’annule en s = 0. De plus on sait que, au voisinage de s = 0, on a

1
TN s~ O
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On en déduit que, pour tout ) # Q C [1, Q] et pour tout Ag C Q°, on a

1 1 { (s) si @ = {j}, Ao = [1,QI\ {j} avec j € [1,Q],
/ 2 :

JellO Ao D(=Nj + py5) O(s?) sinon.
Ainsi, on en déduit que si |Q| > 2, alors

1

ol I b ] =0
T(—N! + !
seli@hag L Na T Has)

|s=0

On trouve alors

Q P
1
85 (KNJ\{/(Q,S)) = E 35 <F(—]V/-‘r/,6/8)> ( E F(fN]’-,Q,l +dl | | anrd
22 |S:0 ‘S 0 p=1

Par le Lemme [3.1.1} on a que

1 _(_ NJ’. n,,/
o (r( NI+ s )>| 0_( R

On obtient alors

Q P
s (KNN/(G,S)) = ui(-1)NIN) ( > T(=N},0,1;(n) +d)) [ ] (np + dyp)™
|s=0 p=1

nop! j:l HENP

+d/ N,

’,:]0

q:l
q#J
Pour tout ¢ € [1,Q], n € N”, on a l,(n) + dy, = 25:1 ¢q.p(np + dp). Ainsi par le multinéme de Newton,

on obtient
, N’
(lq(n)—i-d;)N‘I: Z ( >chqp np+d qu

quNP
‘uq|:N(;

En effectuant le produit sur ¢ € [1,Q] \ {j}, on trouve

S NN [ (o) | ey

u=(ug)ge.op (53 ENT) AN 32
Va€e[L,QIN i} lug =N,

s

Q N/ P P
> 1T (%) It | T a0
u=(ug)ger.op (53 NN qil‘ !
vae[LQI\ U Jug =N, i
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ou 'on a noté
Q
[uep| = Zuqyp'
q;j
On obtient finalement

0 <KN,NI(9,S)>|S = > (=DM 2 ﬁ (ﬁqu)

! : -
o JenQl u=(ug)geq,py(5) NN
vaell, Q]]\{j} lug|=N,

<Z I'(—=N},0,1;(n) + d)) H ny + dp) e +|“-p> (5.7)
p=1

neNP

On sait par la formule (5.1 que, pour tout m € N,

P
—1)"m! ZP D(=m, 0,1500) +d) [T (o) = (o) (=) = s (H:0.9)) e
neN p=1
P
En substituant les termes de la forme (—1)""m! Z —m, 0,1;( H ny +dp) R dans la formule

neNP p=1
(5.7) par ’expression obtenue juste au-dessus avec des données R = (Ry,...,Rp) et m adaptées, on
obtient

Dy (KN,N’(075)>|S_O =§u9 Z l_z[ <]1\1]j)

P

I cuar (5.8)
=1

wop! -7
J=1 u:(uq)qe[[l,Q]]\{j}G(NP)[[l »QIN{s} p=

Vae[1,QI\{5}:luq|=N,

. J "(—N'
((w(Np“Fu-pl)peﬂl,P]]) ( NJ) a (J(N ‘H‘—hp')pe[{l P] (975))|S__NJ{> '

On rappelle que I'on a posé R(N, j,u) = (N, + |[Uep|)pei,p] POUr tout u = (ug)qeq,qp\ ;3 dans les
notations du Théoréme [D} Par la formule (5.4), on a

0. (JIJ;L(NJ’U)(&S)) —(—ha )N S (RNl P ¢ BN RN ),
PC[1,P] pEP

Z H ;Cpc:( (ij};:')p — kimdp) (59)

k=(kp)pepe EN° pEP®
[k|=N;+|R(N,j,u)|jp+|P|

+ J*{{(Nm)((), —N)).

|s=—N/
J

On pose pour tout réel 0 < < 1 suffisamment petit,

Q Q
* * Nl
o (0) 1=~ 3 ) PN TT (1)

’ - |-
bl j=1 u:(uq)qeﬂl,Qﬂ\{j}E(NP)[[LQH\{J} g;;
VaelLQIN {7} lug =N,

Par construction des J*? R(N,ju) (0> —INj), observons que K n(6) est de la forme -, -, an6" + 31n(6)
wop!
avec (p)n>m €t B des nombres complexes, et ap = 0. En injectant 'expression (5.9) dans l'expression

1) on trouve alors la formule désirée pour J (KNN/(G, s)) . O
|s=0

pop!
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Il ne reste qu’a calculer les valeurs de la dérivée O, Jn v (6, s) en s = 0 afin de prouver le Théoreme
pop!

DI

Proposition 5.3.2. Soit un multi-entier (N,N') € NF x N, et une direction (u, ') € Ho x HE. 1I
+oo

existe une fonction d valeurs complezes J N/ (0) = B1n(0) + Z an 0" définie pour tout réel 0 < 0 < 1

o
suffisamment petit, avec m € Z un entier et ag = 0, et vemﬁant l "égalité suivante :

s (JN,N’(97S)> = > > TT ot | (=1l LN" (5.10)
|s=0

" . Iw| + |plip
s PCILP] k=(kp)pepe NP peP |
|k|=|N'|+|N|;»+|P|

QG Po) [ S sty — ) + s — i) | + Qa2 1) || T SR P )
pEP pon! pEPC
N
+ Z H N, HIN MN“PHPHN,W Z Q0N7N/(j"p’k)
E e

|k|=|N'|+|N|»+|P|

C/(_Ni — kia di) C(_Np — k;v:dp)
>om—pr I ==

icpe pePe\{i}
+ Ja e (6)-

nop!

Démonstration. Rappelons les notations suivantes :

QX (s P. k) :==hn N 2,5k (0)

pop!
Qe (4, Py k) ==(hnne,p k) (0),
ot wop!

pour j € [1,Q], P € [1,P], k = (kp)pepe € NP°. Notons T n+.pjk(0,5) le terme général de la série

ot
présente dans la formule (2.2)) :
Tnpjn(0ys) = | [T+ Np = pps) > (=)™ hx e jx(s)
wor! peEP k:(kp)pEPCGNPC pabt!

QU1+ 11l ) 3= N'| =N 1 =P+ k|
D(=Nj + wis) (1] + [plp)s — IN'| = [N|jp — [P| + [K|)

)

H ¢( —Np + Mp — kp, dp)
peEPC p
pour tout j € [1,Q], P < [1, P], et k = (kp)pepe € NP°. On évalue la formule (2.20) en s = 0 pour

réexprimer 05 | Jn v (6, )) . On obtient
|s=0

pop!

Q
s (JN,N/ (8, s)> >y > s (TN,N,,p,j,k(a, s)) (5.11)
|s=0 |s=0

o PCILP] =1 k=(ky)pepe ENPE o

(H O+ N - ) ZQ:h ) Ul Do N[N
* NN, pl,j(s
=1 D(=N/+ ) ((Iw'] + ul)s — N[ = [N| - P) .
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Etudions tout d’abord le second terme de la somme précédente. Remarquons que la fonction s —
1

s’annule en s = 0. On obtient alors

D(=NG + ) ('] + [m])s = N[ = [N| = P)

D14 N, - Qh pUH' [+ )5~ |N'| = |N|— P
LI Ny = 19) 3 v s ) SR Tl = TN = TN = P)

’ ].
N'Y hnn (0)g~N'I=IN[=P g )
L2t 2 i 1150 TN = e+ s~ NT- N P))

Par le lemme on a

O, : - - 1 : = (- 1)N+1N'|,#
D(=N} + pls)((I0'] + [p])s — [IN'| = [N| = P) 0 IN’| + N[ + P

On trouve alors

[Ira+w )ZQ:h (s) QU |+ |l)s—N'|-|N|— P
L+ Np = pps , (s )
o =1 NP D (=N + ) (/T + ul)s — N[ = [N| = P)

|s=0

145 ZIN'|=[N|—
N/+1 N'|—|N|-P
HN'ZhNN’[UP]]J 0)(—=1)™ +N/ IN/H_‘f\IH_P o~ NImINI=E,

On inclura le terme précédent a I'expression de J n(0), puisque —|N'| — [N| — P # 0. Etudions &
pon’
présent la dérivée du terme général Tn N P,k (0, 5)) en s = 0.
pop!

1
e Si [k| # |N'| + |N|;p + |P], alors s —

est
D(=N; + i) (1] + pljp)s — N[ = [N|jp — [P[ + [K|)

une fonction s’annulant en s = 0. On trouve alors

D (TN,N’,P,j,k(975)> H N,! \kIhN NP k(o)g*lN'\*lNhP*IPHIkI
|s=0

o pEP op!

9 1 H C —N, +Mp kpadp).
S\ L=+ ws) ('] + [1ljp)s — IN'| = [N|jp — [P] + [K]) om0 pEPe k!

Via le Lemme [3.1.1] on obtient

Ds (TN,N/,P,j,k(9,8)> H Ny! 1) hy N’PJk( )9_|N/|_|N|”’_|PI+|kI(‘UNJ"NJI'!
pon! |s=0 pEP wons!
. ,u; HC —Nyp +Mp kpadp).
—|IN'| = [N|jp — |P| + K|

pEPE Fip!

On remarque que la puissance de 6 dans le terme précédent est non nul. On inclura donc tous les termes

wop! wop!

de la forme 0, | ITn N7, 7,5,k (0, 5)) tel que [k| # [N'| + [N|;p + [P| dans I'expression de J5g v (6)-
|s=0
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e Si [k| = [N'| + |N|;p + |P], alors par le Lemme on a

1 :(,1)1\7;#]\[(!
D(=Nj + wis) (I + |plpp)s — IN'| = [N[jp — [P| + [k|) - |+ |plip 7

1 / w?
) , =(-1)N L NIy — hyy).
(F(NHMQS)((IM’IHMIP)SININ|7>7’|+|k|)>3=0 I

En dérivant par rapport a s le terme général T nv,p jk(6,5), et en utilisant la relation I'"(1 + N,) =
wop!

Nyl (—=v + hny), on trouve

Os <TN,N/,’P,j,k(975)> = H N,!
|s=0

pop! pEP

(_1)\kI+NjM;NJ/,l

11 ¢(= dp)

/
Wi+lple 25

. ol 1 + N,) .
QON,N/(j77)7k) :uj rY h’N’ Z =z P +6211\17N/(]77D7k)
peEP wop!

(— )Ntk N C(=N; — k;, dy) C(=N, — ky,dy)
0 ] 1 1y Y D ps Up
H Nyl | Onwe (7P k) Z Hi k;! H k!

/
P W+ lele  \ 5 e (i)
. (=N, — k,,d
+ H N ! |k|+N Q(I{I,N/(jvpvk)ulejl‘! H ( pk ' P p) 111(9)
peEP pEPE p*

On définit maintenant la fonction J n(¢) en incluant dans son expression tous les termes des
wop!
expressions précédentes qui sont des multiples de In(#) ou des multiples de 8% avec k # 0 :

J5 o (0) = o~ N I=INI=P PNI S 1. P (=DM N
N,N’()_ pl;[1 p* ;QN,N/(L[[, ﬂ)m

pop!

’ -N, —k,,d

PSILP] \peP k=(kyp)pepec EN”* pePe
15=Q [K|=N' | [N 4P|
, (—1)Nitlkl 7 Ny
+ g IN'I=INjp=|PI+1K Ny! | Qo (4, P k) i
2 2 L[t | Qo =N’ = INJjp — [P[ + ||
PC[1L,P] k= (kp )pE'P“GNP pEP

1SISQ k|2 |NY |+|N| 4P|
H ¢(=Np +/‘p — kp, dp)
pePe p

On découpe la série présente dans la formule (5.11]) suivant que |k| soit égal ou non a [N'|+|N|;p +|P|.
Avec le terme J§; nv(6) que I'on vient de poser, on obtient alors la formule (5.10). O

nop!

On observe que les séries J v (0) et K3 nv(0) ont un terme constant nul, et que dsZn N (s) =

’
wop! wop! [T

OsIn N/ (0, 5) +0s Kn N (0, s). Comme la dérivée O, (ZNyN/(s)> est indépendant de la variable 6, on
|s=0

o wop! pop!

a par le Lemme que

0s (ZN,N/(5)> =0, (JN,N'(@S)) +0s (KN,N’ (9a5)> — Kxon () = Jnewe (0),
[s=0 |s=0

wop! wop! mop!
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pour tout 0 < # < 1. On en déduit alors le Théoreme O

Remarque 5.3.3. De l’égalité K§q n/(0) + Jg n/(0) = 0 pour tout 0 < 0 < 1, et du lemme|3.1.5, on en

déduit que chaque coefficient dans la série de Lézurent de K;I’N,(Q) + JIQ’N,(G) s’annule, et que le multiple
pop! pop!

de In(8) s’annule aussi. On pourrait donc en déduire des relations entre les valeurs de ((—k,dp), avec

keNetl<p<P.

5.4 Sur les corollaires du Théoréme

Pour démontrer les corollaires du Théoréme [D] il suffit d’utiliser la formule donnée par ce théoréme, et
de remplacer par des valeurs particuliere la direction (u, p’) ou le multi-entier (N, N’).

5.4.1 Démonstration du Théoréme
Soit un multi-entier (N, N’) € N x N@ et une direction (u, ') € CF x C? telle que
VP C[LP], W[+ |plp #O0.
11 s’agit ici de reprendre la formule obtenue pour Z'(—(IN,N")), et d’y étudier les termes qualitativement.
oo

On note K le corps engendré par Q, par les coefficients complexes (dp)peqi,p] €t (Cq.p)pef1,P].qe1,0]> €t
par les directions (41,)pe1,p]s (Hg)qe1,qp- Par le Théoréme |E|, on a

Z'(-(N,N")) =
wop
/ !
S (—yNENEHPEN [T N, _ NG ) I =Ny = ki, dy)
P | ple k!
ﬁ%ﬂlép]] peP k=(kp)pepe NP PEPC
=I=Q | =IN’ [N+ P
QX (3P k) | D p(v = ) + (v = hvr) | + Qo (4, P K)
peEP ’ T
,LL/-N’-'
N'|+|N 4 : .
£ 2 (Nt o e, 2 R PR
ﬁ%[ig]] rer i k=(kp)pepeceN"

|k|=|N'|+|N|;p»+|P|

C'(—N; — ki, d;) C(—Np — kp, dp)
(ZMZM H pk' P> dp

i€Pe pePe\{i} p*

Q Q N/
I
+3on > ()
=L us(ua)gen opy ) €N AN | 421
Vae[1,QI\{j},|uy|=N,

Q
N! y ,
— > (v hx)u N > I1 (u;z) I o | (—pymevsiz+im

7;%[[-1%2]] u=(ug)qeq a5y NN Z;;
<i< Va€[1.QI\ {5} uq =N,

k,
. HpePC Cj,‘;) C(_R(ija u)p _ k;m dp)
: H R(N, j,u),! Z Np+|tep|+1 H k| ’
HPGP Cip pEPC P

pEP k=(kp)pepc NP’
[k|=N;+|R(N,j,u)|jp+|P]|
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ou l'on a posé
R(N,j,u) := (Np + [ep|)pefr,p), pour tout u = (ug)geq,qn (s}
et

’ Q k Q
Qi .~ (4, P, k) = (=1)N'lieny HN;! Z H (Wp> Hcgigq
q=1 w=(wp)pepe €(N?)P° pEPC P/ g=1
7 V:(Vp)pE‘Pe(N[[LQ]]\“})p
VpePC,|wp|=kp
Vq#§, N =|Veq|+|Weql

(" IVpl\ —N,—1- \vp|HCUP,q
|Vp| Vp JP q,p ’

peEP

q#]
Qe (5, P, k) = ()N hiene) HN" Zuf > Fp j fvw(N,N)
paps! We=(wp)pepe €(N@)PC
tI?éJ f#] v:(vp)pepppee(;[[l,Q]]\{j,f})‘P
VpePC,|wp|=kp
VQ5£j7f7‘V-q|+|W-q|=N,;
Q
kyp —Np [Vl
I (o) ez ) { TLC ) (% H"gfﬁq
pePe NP/ g=1 pEP P o f
a3,
Q k Q
+ o | [ > [T (o) e
q;l W:(Wp)pgpce(NQ)pc pefpc WP q=1
I v=(vp)pepe(NILONUHP
VpePe,|wp|=kp
V(Héjv‘vtql‘i“wtql:N;
Q Up,q
4 C
Ny = 1Y (Il e =
(o o) mammr | | 2 ) + by, = hai,) + 2 w0y = hay)
peEP P P/ Cip pEP g=1

a7
avec Fp j 5 vw(IN,N’) la constante posée dans la Proposition

Observons tout d’abord que Q%LN/ (4, P, k) € K. De plus, les coefficients de la forme Fp ; 5 v w(IN,N’)
appartiennent a l’espace vectoriel sur K engendré par les coefficients de la forme

o <1 + cq)p) - ln(ij T Cq,p) - h’l(Cj’p) (1 S q?] S Q7 1 S D S P>7
7P

donc Fp j fvw(N,N’) € Vectx [(ln(cj)p), In(cj,p + cq,p))1<]~7q<Q] . On trouve alors que
1<p<P

Q%\LN/ (4, P, k) € Vectg [7, (ln(cj,p), In(cjp + Cq,p))lfj,qSQ:| .
Ty 1<p<P

Comme les valeurs spéciales de la forme ((—N,d,) sont dans le corps engendré par Q et par les

coefficients dy,...,dp, on a que ces valeurs de la fonction zéta de Hurwitz sont dans K, on obtient que

Z'(—(N,N")) appartient bien a l'espace vectoriel sur K engendré par +, par les coefficients de la forme

In(c;p+cqp) et dela forme In(c; ), par les valeurs spéciales aux entiers négatifs des dérivées des fonctions
auxiliaires (<p{1(N ; u))’ (—=N7}), et par des valeurs spéciales aux entiers négatifs de la dérivée selon s de la
fonction zéta d’Hurwitz. O
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5.4.2 Démonstration du Corollaire

On utilise le fait que, lorsque les formes linéaires sont rationnels, le Corollaire [B1| fournit une expression

de (@%{(NJ,U))’ (—=N}) en fonction de la dérivée de la fonction zéta de Hurwitz. On remplace alors les

termes de la forme (SD{R(N,j,u))I(_NJ/’) dans le Théoreme |[C} par des termes de la forme ¢'(—n,y). O

5.4.3 Démonstration du Corollaire [D1l
On obtient le Corollaire en appliquant la formule obtenue pour Z’(—(IN,N’)) dans le Théoréme

wop!
en remplagant les termes de la forme (¢} )'(—N) par la formule donnée par le Corollaire

P N . . 1N a B .
Comme les formes linéaires [; sont & coefficients rationnels, on considere c;, = —LP 15 fraction

5,p
irréductible, avec un numérateur et un dénominateur positif, pour tout 1 < p < P. On pose alors

zj(c) = ppem(a;,p) € Qh, et Bjp(c) := z;(¢) € N* pour tout 1 < p < P. Par le Corollaire [B1| pour
pged(bjip) ’ Cip

tout R € N on a

P
() (=) = ()" (Haj,pwp) s (118 L
p=1

PC[L,P] peEP* keN? k' eN
0<v1<Bj,1(e)—1 |k|+k'=|R||pe+|P°|—1
0<vp<Bj p(c)—1

¢ (—N —¥, 1;(d4v)
)

= z;(c) ) H

peEP

¢ (N -k, 95

dp+vp
25(0) ¢ (pr — kyp, Bj,p(C))
il

iy

—In(z;(c

En injectant cette formule dans celle obtenue pour Z’(—(N, N')) via le Théorémeﬂon obtient le Corollaire
wop!
D1l O
Remarquons que l'on obtient au passage encore une fois le Corollaire [CI] qui correspond & une
reformulation qualitative du résultat que I’on vient de montrer.

5.4.4 Démonstration du Corollaire

En posant (N,N’) = (0,0) dans le Théoréme EI, on peut simplifier plusieurs sommes en remarquant les
faits suivants :

1) Soit v = (v,)pep € (NILCIMINP ot w = (w),)pepe € (N9)P tels que
(wp| = kp (p€P°)
[Veg| + [Weg| =0 (¢ € [LQI\ {7}

Alors on a nécessairement que ces indices ont plusieurs composantes nulles :

vq S [[laQ]] \ {j}7vp S Pa UP»q = 0’

et
Vg € [1,Q]\ {j},Vp € P°, Wp,q = 0.

Ainsi, comme w,, ; = |wy| = k, pour tout p € P, on obtient que w = (kp€;)pcpe avec e; € N@ le
vecteur valant 1 en la j-ieme coordonnée, et O ailleurs.

2) Soit v = (v,)pep € (NILRNUIHP ot w = (w,,)pepe € (NQ)P" tels que

|wp| = kp (p € P°)
[Veg| + [Weg| =0 (g€ [L,QI\{4 [}
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On obtient alors que

Vg e [1L,QI\{j f1,Vp e P, Upg =0,
et

Vg e [L,QI\{J, f},Vp € P, Wp,q = 0.

Ainsi, on trouve que l'indice w est de la forme (wp_je; + wp sef)pepe, avec wy, ; + wp ¢ = ky, pour
tout p € P¢. On trouve ainsi que le coefficient multinomial présent dans I’expression de Q! vaut :

( kp ) B k!
Wp Wy, wp, f!

Pour simplifier cette expression, on sommera sur l'indice w;, € [0, k,], et on posera wy, y = wy, et
Wy, = kp — wy,.
3) Soit j € [1,Q], et u = (uq)qeqi,op (5} tel que

lu,| =N, =0, qe[1,Q\{j}.

On obtient trivialement que u = 0, et donc R(N, j,u) = (N, + [Wep|)pepi,p] = 0. En particulier,

les fonctions auxiliaires gag sont en fait des fonctions zéta de Barnes de la forme

Np+|uepl)pen, pp (s)

wh(s) = (P(s.d}leja, ... ci.p).

On rappelle au passage que la dérivée de cette fonction zéta de Barnes en s = 0 correspond
a In(T'p(d}lcj1, ..., cjp)), ot I'p désigne une fonction multigamma de Barnes introduite dans la

Définition [1.14]
On a déja vu dans la preuve du Corollaire [AT] que
)
Q0.00i, P, k) = 20
HpeP Cjp

En utilisant les trois points précédents, et le fait que le nombre harmonique hg vaut 0, on obtient :

Z'(—(0,0)) =
uu'
IP\ kp
1 ((=kp, dp) [ lpepe ¢! .
DD DICULENS SR (H,, S5 4+ ) + Qe G
PC[1L,P] 5=1 K “'7’ —(ky)pepe €NPC PEPE pep Cip P
[k|=|P|
|7’\ !
D ep: % (ki di) C(—kp, dy)
" Z Z ‘N| lpl P Z [Ler cip Z k! H kp!
PGILP] =L K=(kp)pepe ENPC T PE iepe pEP\{i}
[k|=|P|
Q Q H Ckp
epe %, ((=Fkp, dp)
+ )0, djley) =D v Y (=D Y T 1=
j=1 J=1 Pgﬂl,P]] k:(kp)pe’PCGNPC pEP 7:P pE'Pc P
[k|=|P|
Par les points 1) et 2) énoncés précédemment, on obtient :
k
. [Lep- ¢, [Lepe
! w (3, P k) = 71_[1’7071"“/|H[17Q]]\{j} + Hp Zup In(c; p)
peP Cip erCip \pop
¢ / kp wy, kp—w,,
DM > Fp .10, wpe s+ —wpeene (0:0) | T () )€rnein
}‘2 w=(w})pepc €] pel0ks] pepe NP
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En remarquant que

( 1) /L] / 12 P 1
T G el £ e iengy) = (=17 w5,
UmEnmpe (15 + lual [REINESY) j
on peut simplifier le premier terme et le dernier terme de la formule obtenue pour Z’(—(0,0)), ce qui
wop!
conclut la preuve du Corollaire [D2] O

5.4.5 Démonstration du Corollaire

En appliquant le Corollaire en remplagant p par (0,...,0), et en remplagant p’ par (1,...,1), on
obtient

Q

Z 0d’|cj)
—1)IPI k:p,d
DM D S I

PCILPI1<j#F<Q k=(kp)pepceNP PEPC
[k|=|P|
k w! kp—w!
. p p P p
Z F7’7J,f707(w§,ef+(kp—w{,,)ej)pevc (0,0) H <w/ CrpCip
Y — ’ € p
w'=(w))pepe €] 10k s

Or par la Définition [1.1.16 on voit que Z’'(—(0,0)) = 05(¢%" (s, (c1,...,cq),d’)|s=0, et par la Définition
0,1

on a 95(¢B(s,dlcy,...,cp))js=0 = m(Tp(d|ci, ...,cp)), et 85(¢5"(s,d’|c))|s=0 = In(T'p(d’[c)). On

trouve alors le Corollaire [D3] O







Chapitre 6

Fonctions zéta de Witten

On rappelle dans les deux premieres sections la construction de la théorie des fonctions zéta de Witten
ainsi que quelques résultats classiques de théorie de Lie, et on s’inspire pour cela de 'approche de Komori,
Matsumoto et de Tsumura. Le détail des preuves des deux premiéres sections sont disponibles dans le livre
[KMT23]. Alternativement, on peut aussi voir le détail de cette construction dans les articles [KMT10b],
[KMT10c|, [KMTT1b], [KMT12], et pour les détails de la théorie de Lie on se réfere a [Hum72|, [Bou06],
[Bou&l], [FHI1], et [KMT20]. On appliquera enfin dans la derniére section certains de nos résultats sur
les valeurs directionnelles et les valeurs des dérivées directionnelles de fonctions multizéta aux fonctions
zéta de Witten (g, (s) et (so(5)(S), et on étudiera aussi leurs résidus. La formule obtenue pour (:;0(5)(0)
fournie une expression explicite de la constante C' dans le Théoréme Les formules obtenues pour
G2 (0), €4, (0), Res,_1 (g, (s), et Res,_1 (g, (s) permettent d’obtenir une formule asymptotique pour le
nombre de représentations ry,(n) via le Théoréme

6.1 Généralités sur les algebres de Lie
Une algebre de Lie g est un espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie muni d’une forme

bilinéaire alternée [-, ] : g X g — g qui satisfait la relation de Jacobi, c’est-a-dire que [-,-] est une forme
bilinéaire vérifiant les conditions suivantes :

1. Vz € g, [z,2] =0
2.Vz,y,z€9,  [x [y 2]+ [y [z 2] + [2[z,9] = 0.
On appelle [, ] le crochet de Lie associé & 'algébre de Lie g. Pour le reste du chapitre on ne considérera

que des algebres de Lie complexes. On peut construire un premier exemple d’algebre de Lie en considérant
Iespace vectoriel des endomorphismes d’un espace vectoriel complexe E muni du crochet de lie [f,g] :=
fog—go favec f et g des endomorphismes de E. On notera gl(E) cette algébre de Lie, remarquons
que son groupe de Lie associé correspond au groupe des automorphismes de F, noté GL(E).

Soit g1, go des algebres de Lie munies respectivement des crochets de Lie [, -]; et [+, -]2. Soit f : g1 — g2
un morphisme d’espace vectoriel. On dit que f est un morphisme d’algebres de Lie si f respecte le crochet
de Lie, c’est-a-dire que

Ve,y o, [f(@), f(Y)l2 = f(l2,y])-

Si de plus f est un isomorphisme d’espaces vectoriels, on dit que f est un isomorphisme d’algebres de
Lie. Le morphisme de dérivation constitue un premier exemple de morphisme d’algebres de Lie :

ad; :g — g, ¥y — [z,9]
avec x € g quelconque.

Définition 6.1.1. Soit g une algébre de Lie. Soit a C g un sous-espace vectoriel de g. On dit que a est
une sous-algébre de g si a est stable par le crochet de Lie de g, c’est-d-dire lorsque [x,y] € a pour tout
T,y € a.

111
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Soit a1 et as des sous-algebres d'une algebre de Lie g, on définit [a1, as] comme étant la sous-algebre
de Lie de g engendrée par les éléments de la forme [z, y], avec = € a1, et y € as.

Soit a une sous-algébre d’une algébre de Lie g. On note N (a) la sous-algébre de g constituée d’éléments
x vérifiant ad,(a) C a. Si N(a) = g, alors on dira que a est un idéal de g.

Définition 6.1.2. Soit g une algébre de Lie, on construit la suite (g\"))nen par les relations suivantes :
0@ =9, g™V =", g™ (neN).

On dit que g est résoluble s’il existe un entier n € N tel que g™ = 0. On notera rad(g) l'unique idéal
mazimal résoluble de g.

Définition 6.1.3. Soit g une algébre de Lie, on construit la suite (g")nen par les relations suivantes :
=9 ¢"'=[gg"] (@neN).
On dira que g est nilpotente s’il existe un entier n € N tel que g" = 0.

Définition 6.1.4. Soit g une algebre de Lie. On dit de g est semi-simple si le seul idéal résoluble de g
est 0. De plus, si g ne contient qu’un seul idéal, on dit que g est simple.

On donne maintenant quelques exemples fondamentaux d’algebres de Lie semi-simples :
Exemple 6.1.5. Pour tout entier r € N* on pose :

o Le type A, : A, :=sl(r+1) = {X € M,;1(C) | Tr(X) = 0}.

e Le type B, : B, :=s50(2r +1) = {X € Ma,+1(C) | X + X =0}.

o Le type C,. : Cp :=sp(r) = {X € M2, (C) | ' X J, + J. X =0}, avec

0 Id,
Iri= (—Idr o)‘

e Le type D, : D, :=s50(2r) = {X € M5, (C) | 'X + X =0}, pour r > 2.

Dans tous ces exemples, le crochet de Lie correspond d [X,Y] := X -Y =Y - X ot - correspond a la
multiplication matricielle.

Toutes les algebres de Lie de I'exemple précédent sont simples, a part pour Do car on a Do = A1 G A;.
Proposition 6.1.6. Une algebre de Lie semi-simple est une somme directe d’algébres de Lie simples.

Ainsi, pour classifier les algebres de Lie semi-simples, il suffit de classifier les algebres Lie simples.
On verra via le théoreme de Cartan-Killing que les 4 types d’algebres décrits dans ’exemple précédent
classifient presque totalement I’ensemble des algébres de Lie semi-simples.

Définition 6.1.7. Une représentation d’une algebre de lie g sur un C-espace vectoriel E correspond a
une application linéaire (i.e. un morphisme d’espaces vectoriels) ¢ : g — gl(E). On appellera dim(p) :=
dim(E) la dimension de cette représentation. On dira que la représentation ¢ est irréductible si elle
n’admet pas de sous-espace vectoriel non trivial stable par l'application linéaire ¢.

Exemple 6.1.8. L’application adjointe induit une représentation d’une algébre de Lie ad(g) sur l’espace
vectoriel g :
ad(g) : g — gl(g), v — ad, .
On peut alors définir la forme bilinéaire de Killing sur g x g :
(x,y) = Tr(adg cady).

Théoréme 6.1.9. Soit g une algébre de Lie. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) L’algebre de Lie g est semi-simple.
b) Le radical de g est trivial (i.e. rad(g) =0).
¢) La forme de Killing (-,-) est non dégénérée.

Le théoréme précédent permet en particulier d’identifier une algebre de Lie semi-simple avec son dual.
Ainsi, & un élément x € g on lui associera canoniquement un élément z* € g*.
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6.2 Systeme de racine d’une algebre de Lie

Soit g une algebre de Lie. On appelle h une sous-algebre de Cartan si f est une sous-algebre de Lie
nilpotente de g telle que N(h) = h. Les sous-algébres de Cartan ne sont pas uniques, mais elles partagent
la méme dimension sur C. On appelle alors cette dimension le rang de g, noté rg(g).

On se fixe pour tout cette section une algebre de Lie semi-simple g, et une sous-algebre de Cartan b
de g. La forme de Killing sur g se restreint a la sous-algebre de Cartan b, et cette forme bilinéaire est
non dégénérée sur h. Via I'identification de h avec son dual, on peut définir la forme de Killing sur h*.

Définition 6.2.1. Soit o € h* un élément du dual de h. On dit que « est une racine de g relativement
a b lorsqu’il existe un élément non nul x € g\ {0} tel que

Vh € b, adp(z) = a(h)z. (6.1)

On notera g, Uensemble des x € g vérifiant la condition . On notera A(g) Uensemble des racines
de g relativement d b. On appellera A(g) le systéme de racines de l'algébre de Lie semi-simple g.

Le systéme de racines de g est un ensemble fini. De plus, les algebres de Lie g, sont toutes de
dimension 1, et elles donnent une décomposition de g :

9=b® D ga-

aEA

Par l'identification entre h et son dual, on consideére pour toute racine o € h* I’élément o’ € b lui
correspondant. On pose ho := Vectr((a')aeca(q)) le R-espace vectoriel engendré par les éléments o’. On
note alors

2
Ty
Pour tout a, 8 € A(g), on observe que
2(8, o)
vy 9’
o) = Tara)

On note a(f, a) la quantité précédente.
Notation. On note ho le R-espace vectoriel engendré par les racines A(g), et on note b son dual.

Fait 6.2.2. Soit o, 8 € A(g). On a que:
1) (V) € Z.
2) B —a(B,a)a € Ag).
3) Si il existe ¢ € C tel que B = ca, alors ¢ = £1.

Ces trois propriétés caractérisent un systéme de racines “abstrait” au sens de [Ser66] et de [Bou&1].
Etant donné deux algebres de Lie semi-simples g; et go, on sait qu’il existe une isométrie

(Vectr (A(g1)); [|-ll1) = (Vectr(A(g2)), [|-]2)

envoyant A(gy) sur A(gs) si et seulement si g; est isomorphe & go en tant qu’algébre de Lie, en notant
IIl1 et ||]|2 les normes euclidiennes (apres avoir fixé une base) des deux espaces vectoriels Vectg (A(g,)) et
Vectr (A(g,)). Cette correspondance permet en particulier de ramener ’étude des algebres de Lie simples
a I’étude des systémes de racines. Il découle de cette correspondance le théoréme suivant, permettant
de classifier les algebres de Lie simples. Pour voir la construction des systemes de racines, on se réfere a
[Bou81].

Théoréme 6.2.3 (Théoréme de Cartan-Killing, [Bou81]). Une algébre de Lie simple quelconque est
isomorphe soit a A, B,, Cy, ou D,, ou d une algébre de Lie exceptionnelle ga, f4, ¢g, €7 ou eg.
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Notons H,v := {8 € bj| < B,a¥ >= 0}. On remarque que, 'ensemble des racines étant fini, on a que

I’ensemble
o\ U Hav
aeA(g)

est non vide. Soit v un élément de cet ensemble. On a alors la décomposition suivante :

A(g) = {a € Ag)l{y.a") > 0} J{a € Ag)l{y,a¥) <0}
On notera A (g,7) = Ay (g) := {a € A(g)|{(y,a") > 0} 'ensemble des racines positives.

Définition 6.2.4. Soit o une racine positive. On dira que « est une racine fondamentale (ou simple)
s%il n’existe aucun couple (f1, B2) € A4(g) tel que o = B + P2. On notera ¥(g) l'ensemble des racines
fondamentales.

Fait 6.2.5. L’ensemble des racines fondamentales forme une base du R-espace vectoriel hi. On obtient
au passage qu’il y a r = dimg(hg) racines fondamentales.

On se propose maintenant d’introduire la notion de poids :

Définition 6.2.6. Soit ¢ : g — gl(E) une représentation de l'algébre de Lie semi-simple g, et u € E un
vecteur. On dit que u est un vecteur propre s’il existe une forme linéaire A € h* sur b tel que

VH € b, o(H)u = MNH)u.

On appellera X le poids de u. Si de plus, on a AMa) > 0 pour toute racine simple o de g, alors on dira
que A est un poids dominant.

Notons 9(g) = {a1,...,a;} I'ensemble des racines simples de g. On pose alors des formes linéaires
Ay Ar € B telles que A\j(ay) = 8] pour tout 1 < 4,5 < r, out § désigne le symbole de Kronecker.
Les formes linéaires Ag, ..., A, sont des poids dominants, et on les appelle des poids fondamentaux (ou
simples).

Fait 6.2.7. Chaque poids dominant A admet une décomposition unique a l'aide des poids fondamentaux
A=n1\ + ...+ 1.\ (n1,...,n. € N).

Fait 6.2.8. Il y a une correspondance bijective entre [’ensemble des représentations irréductibles de
dimension finie (& isomorphisme prés), et l'ensemble des poids dominants.

Théoréme 6.2.9 (de Weyl). Soit ¢ une représentation irréductible de g. Alors

H (@v, (ng+ DA + ... + (0 + 1))\T>.

dim(p) = (@Y, M+ .+ A

@€l (g)

Remarque 6.2.10. A priori, les résultats énoncées dépendent du choix de la sous-algébre de Cartan b,
et du choix de v. Cependant, d’aprés [KMT235, §2.3], ceux-ci sont indépendants de ces choiz. La raison
étant que deux sous-algébres de Cartan sont nécessairement conjuguées (voir [Hum72, §16.2]).

Notons au passage que le Fait [6.2.8| et le Théoréme [6.2.9 permettent en particulier de déterminer une
expression de fy(n), le nombre de représentations irréductibles (& isomorphisme preés) de dimension n
d’une algebre de Lie semi-simple g.

Définition 6.2.11 ([Zag94]). On associe d une algébre de Lie semi-simple g une fonction zéta
Cols) == Z _1
e > dim(ep)*’

ot l'on somme sur les représentations irréductibles de dimension finie ¢ de g (d isomorphisme preés).
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Cette fonction zéta généralise les séries qui interviennent dans les formules de volume de Witten dans
[Wit91]. Du Fait et du Théoréme de Weyl on en déduit que les fonctions zéta de Witten
s’écrivent sous la forme d’une série de Dirichlet rattachée a un produit de formes linéaires en r variables,
r étant le nombre de racines fondamentales. Plus précisément, on a 1’écriture

Col(s) = H (@ A1 4 A8 Z 0 1

o€l (@) o o aea @@, (m+ DAL+ (e + 1A

Etant donné un systéme de racines, Matsumoto, Tsumura et Komori ont introduit dans [KMTT0D]
des analogues multizéta de ces fonctions zéta de Witten en considérant des séries de Dirichlet de la forme

1
[Toea, @fa” (ni+ 1A+ ...+ (ng + 1)A) e

Cela permet d’obtenir des formules récursives pour ces fonctions multizéta rattachées a des systémes de
racines (voir [KMTI0b, Théoréme 3.1]), et d’obtenir plusieurs formules & certains multi-entiers positifs
faisant écho aux relations de quasi-battage.

6.3 Quelques résultats sur (g, et ()

On souhaite ici détailler les formules obtenues dans les Théorémes [A] et [D] pour les deux fonctions zéta
de Witten (g, (s) et (so(5)(8), en étudiant principalement les valeurs en s = 0. Les valeurs spéciales (g, (0)
et Cso(5)(0) sont tres simples & calculer & I'aide du Corollaire En revanche, les calculs des valeurs
(g, (0) et (;0(5)(0) s’avéreront plus ardus. On se propose de spécifier nos résultats dans le cas ou P = 2,
c’est-a-dire lorsque la série de Dirichlet décrivant Z(s,s’) n’est qu’a deux variables ny,ny. On fixe de plus
la direction (u, p') = (1,1), et on pose d; = d = 1. Commengons par étudier les valeurs de la fonction
Z(s,s’) sur la diagonale

+o00 1

Zn(s) = Z((s,9),(s,...,8)) =

ni,mo=1 nlnzll(nl’n2) ZQ(nlanZ)s

en les entiers négatifs par le Corollaire [A2]:

Lemme 6.3.1. Soit N € N. On a

1)+ —N—k){(—(Q+1)N+k

za(-) =S N'§ Q0. Qi R S D
(—DQNH 2 ((=(@+2)N —1)
+WN! Q¥ (Q@+ 1N + 1)+ Q% ({2}, (Q + )N + 1)) (@ DN

R (k) = (1@ Mg (B)(° )IQ[ T (k4 = QN),

w:(wp)pzl,Ze(NQ)z g=1
[wil=ki,|wa|=k2
Vq,w1,qtwz =N

QV{1L Q@+ 1N +1) =

Q
—-N -1 —2N — 1+ wsy ; N—
(Q— 1)N,Q 1 2,J> N W2 W2
= ) Z ZQ (_2N -1 +w2,j>( (N — w2,q)q7fj H ol @2
woEN
[wa|=(Q+1)N+1

wa, ; >2N+1
Va#jw2,q <N

QV{2h (@ + 1N +1) =
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Q Q
-N -1 —2N — 14wy _
Q 1)N]Q 1 1,5 N Wi,q Wi,q
(-~ Z Z (_2N 14+ le) ( (N —wig)gri ) Ca2  Cq1 -

w1 eN@ q=1
|w1|=(Q+1)N+1
w1,;j >2N+1
Vg#j,wi,q <N

Démonstration. Par le Corollaire [A2] on a

1)(IPIH1+QN+[P|

PC1,2] k=(kp)pepceNP® peEPe
[k|=(Q+|P)N+|P]|

_)+QN 2 (=N —
:%N! k%;o Q(z)v(@v(kukz))pllw
(—1)QN+1N]:;+]€20_QA1[ DN + 1 0 (19 DN +1 ((—(@+2)N-1)

avec

Q
Q% (P.k) =(-1)N@-VNe-1 Y > >

I=lw=(w,)pepe €(N?) P v=(v,)pep e(NI-GN 1P

VpePC,|wp|=kp Vq7#7,|Veq|+IWeq|=N
Q
I (o) Tetse ) { T ( e, ) () T
w ’ A\ v 7
pEPC p q=1 pEP | p| P

q#]
e SiP=0etk; +ky=QN, alors on a

SNSRI S S (o) (s )191“’”

I=l w=(wp)p=1,2€(N?)? =
|wil=k1,|wa|=k2
Va#j,wi,qtwz,q=N

Observons que

Q Q
wy,j +Waj = Z Wi,q + Waq — Z Wi,q + Wag
q=1 q=1
a#]
=k1 +ko—(Q—-1)N
=N.
Soit w = (W,)p=12 € (N?)2 La condition |wq| = ki, |wa| = ko, et w1 4 + w2, = N pour tout
q # j, est équivalente & la condition wy 4 + way = N pour tout ¢, et |wi| = k1, |wa| = kg. On

trouve alors

QO =@My Y (fv)( )f[ww

I=lw=(wp)p=1,2€(N?)?
[wi|=k1,|w2|=k2
Vq,wi g+wz,q=N
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e SiP={l}et ko =(Q+1)N + 1, alors on a

Q
QY ({1}, (@ + )N +1) = (-)N@=HIN19~ 12 > <<<w21 )Hc};;q>

WQENQ q=1
[wa|=(Q+1)N+1
Vq#j,wa, <N

“N-1-3"2  (N—w2g)
< 7N — 1 > <Zq?&j N wQ q>c Z;ﬁj CNl_wQ’q
Zq;éj(N — Wa,q) (N — wa,q)q; P el

q=1
q7#j

On remarque que

Mo

(N —wz ) =(Q —1)N — |[wa| +wa;

QQ
Sl
S

:—2N—1+w2,j.

—-N -1

Si ce terme est strictement négatif, alors le coefficient binomial <
Zq;ﬁ] (N - w27‘1)

> est nul. Ainsi,

on peut imposer la condition wp ; > 2N + 1 :

Q?V({l}7 kQ)
— (_1)N(Q—1)N!Q—l

zQ: Z < ~N-—-1 )<2N1+w27j)1\7w21 wzJHCN w24 wzq
= e —2N — 1+ wsy; (N — wa,q)q2;
[w2|=(Q+1)N+1 Q¢J
wa; >2N+1
Vq#j,w2 q<N

Q
—N—1 —2N — 1+ ws ; N
Q-1 Q-1 5J W2,q W2,q
( ) )N' Z Z (_27\7 —1+’U)2j>(( _ ) >ch1 Cq2 -

N Wo
WaeN@ ,q)qij a=1

[w2|=(Q+1)N+1
wa, ; >2N+1
VQ7’5j;w2,q§N

e SiP=1{2}et kg =(Q+1)N + 1, par un raisonnement similaire on obtient

QN ({2}, k1) =
Q
—-N-1 —2N — 14w New; ., w
N(Q-1) Q-1 5] ,q .q
( )( N' Z Z (—2N—1—|—w1j><( _ ,>ch,2 ' Cq,ll-

N w1
w1 EN@ 7Q)(H’5J a=1

[wil= (Q+1)N+1
11)1,j22N+1
Vq#j,w1,q <N

O

On peut simplifier les expressions du lemme précédent afin d’obtenir le corollaire suivant. On utilisera

Pexpression suivante afin de calculer simplement les termes de la forme Zx(—N) lorsque P = 2 avec le
code SAGE [2l

Corollaire 6.3.2.

QN _N — _ _1\N+1 _ _
Za(=N) =N!Qzak(1\7)<( = ]I;!)(CQ()N(Q :)3)N+k) + (Qll - N!Q+1B(N)CE(C§CiJI)i\)£ 1;),
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avec

ox(N) = 2 ((whin)) ((N—w?,]\-]- _1\]; wgq) ) HC g2

(wq)gen,qr€0, N1
wi1+...Fwg=k

—EQ: 5 ( N -1 ><—2N—1+wj>
4 —2N — 14+ w; N-—w ;
7=1 (wy) genn, @1 €[0,(Q+1)N+1]? ZAY w)ars
wi+...+we=(Q+1)N+1
U)J‘ZQNJrl

Va#jwg <N

~<ﬁcq L e +HCN W w“).

On prouve désormais une conséquence du Corollaire dans le cas particulier P =2 :

Lemme 6.3.3. On a

© (D) (& ege |, G
=3 (") (0,djlcj,c52)) + 2¢(0)¢(0) — D e e

j=1 Q +1 =1 Cjni Cj2
Q
¢(=1)
- = —ln( 1)—|——ln(c 2)
; Q+1\ ¢ “ €j,2 "
Q
+Z<(Cf2 —c“>1n(1+cf’1) + (Cf’l—c“>1n(1+cf’2)) ,
\\er g Cj1 cr2 G2 Cj2
f#3

ou l'on a noté (CB)’(s,d“cj,l,cj’g)) = 8SCB(s,d;-|cj’1,cj72),

Démonstration. Rappelons que Z\ (0) = Z’(—(0,0)), ou 'on a posé P = 2 et on a fixé la direction

(i) = (1,1) = ((1,1),(1,...,1)) € R? x RQ. Ainsi, par le Corollaire on obtient :

j=1
SISl = WIS S | T
n
2 Q+ [P : Fy! P i
P&lL2] =1 k=(kp)pepc NP’ PEPC pe pEP
[k|=|P|
Q kp w;) kp 7w
+ Z Z FP,jyf',O,(w;efHkp—w;)ej)pepc (0,0) H w! cf, pc] P
;;;w =(w! )peppe]'[ cpel0kp] pePe 2
Q
1 [I ePcc ¢'(— i) C(—kp)
+ ( 1)|73\ p ]p P
; Q+|P| Z o [lper Cip Zc ! 1:[ ; »!
Pe2] =t k=(kp)pepe EN” i€P peP\{i}

k|=|P|

ou lon rappelle que e, = (0, ...,1,...,0) € R? est le vecteur avec un 1 en la n—iéme composante, et des
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0 ailleurs. En développant la somme dans la formule de Z’(—(0, 0)), on trouve
1,1

Q
Z'(—(0,0)) = (¢?)(0,djlejn,ci0) + > lC(O)QFQ,j,f,O,(O’O)(Ov0)

11 j=1 1<j#F<Q Q
Q

C(=1) [ cje2
Z O+1 ij In(cj1) + == 1n(c)2)
j=1 J,1 s

Q

+20(0)C(0) — o [ S0 E2 4 G (1),

Q +1 =1 Cj1 Cj2

On étudie désormais les coefficients Fp ; £,0,(whe s+ (ky—w) ey 0,0) qui sont présents dans la formule

’)pEPC(
précédente.
e SiP=0etk=(0,0),alaide de 'Exemple on trouve que Fy ; r .0 (0,0)(0,0)) = 0.

e Si P ={1} et ko =1, & l'aide de 'Exemple on trouve que

1 Cf1
F1y).1.0.,(0,0) = o In (1 + ;) 7

s

et par ’'Exemple [T on trouve que

1 Cr1
F{1}7j3f707ef (07 0) = Cfi In <1 —+ ) .
e Si P ={2} et k; = 1, mutatis mutandis on trouve que

1 c
F{Q},j,f,O,ej (070) = - — hl (1 + f72>

Cj,2 €j,2

1 c
F{2}7ja.f701ef (070) =—1In (1 + £ 2)

Cf,2 C5,2

Ainsi on obtient

Q
> (Frayioe;(0,0)cr2 + Fiiy i roe,(0,0)ci2 + Fiay j roe,(0,0)cs1 + Fiayj o, (0,0)c1)

f=1
f#3
—z((cm_% Yoo (1) o (2 Y (12
Cf1 Cj,1 Cj1 Cf2 Cj,2 Cj,2
f#]

En injectant cette égalité dans la formule obtenue pour Z’(—(0,0)), on trouve bien le résultat demandé.

1,1
O
En appliquant le lemme précédent a la fonction zéta de Tornheim on obtient le résultat bien connu

(¢2"")'(0) = In(2m).
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Remarque 6.3.4. Sous les conditions du Lemme précédent, et en donnant un entier Q > 1 et des
coefficients ¢ = (cqp)qe[1,Q].pelL,2], le code SAGE calcule Z'\ (0) lorsque les coefficients cqp, sont des
entiers entre 1 et 3. Notons que le résultat est exact et n’est pas une approximation, et son expression
dépend de ¢(0), ¢(=1), ¢'(0), ¢'(-1), du logarithme de certains entiers, et de certaines valeurs des
fonctions gamma et digamma. On pourrait décrire un algorithme décrivant la formule de Z/\ (0) lorsque
les coefficients cqp sont des entiers quelconques, cependant on ne dispose pas de formule complétement
explicites et satisfaisantes pour les dérivées de fonctions zéta de Barnes en s = 0 pour des couples d’entiers
quelconques. Dans le cas général, on ne peut espérer que des expressions de ces dérivées faisant intervenir
des valeurs spéciales des dérivées de la fonction zéta de Hurwitz.

Meéme si on dispose d’une formule pour calculer les valeurs aux entiers négatifs de la dérivée suivant

s de la fonction zéta de Barnes (¢Z)'(0, dj|cj1, cj2) via le Corollaire en posant N =0 et R =0, on

utilisera plutot le Théoréme démontré par Aoki et Sakane. La formule de ce théoréme donne des

formules plus facilement exploitable. En particulier, on utilisera les formules obtenues dans I’Exemple

1. 1 12| pour simplifier les expressions de (g, (0) et de Cto(5) (0). On a codé ces expressions dans le code

[Z1] afin de calculer les valeurs et les valeurs de la dérivée en s = 0 de ces deux fonctions zéta de
Witten.

6.3.1 Pobles et résidus de (g,

1 1-k
Via [KMTT11a], on a vu dans la liste de poles que (g, (s) a des poles de la forme s = 3 eten s = —
avec k > 0 et k # 1 mod 5. On souhaite ici donner une expression des résidus de (g,(s) en s = 3 et en
1
s = 3" On pose
li(w1,2) = 21 + T2, la(71,9) = 21 + 272, l3(w1,72) = 21 + 312, ly(w1, ) = 221 + 3729,
dy =1, dy =1, dy =2, dy = 3, dy = 4, W =5,
1
Za(s) = Z(—((s,s),(s,8,5,8)) = — .
als) = 2(=(( (171))7((171,1)1) ) M%ZI nins(n1 +n2)*(n1 + 2n2)*(n1 + 3n3)* (2n1 + 3n2)*
La fonction zéta de Witten (4, (s) est alors de la forme
1
s) =120° = 120°Za(s).
oa (5) nl,nZng nins(ny + na)*(n1 + 2n2)%(ny1 + 3n3)*(2ny + 3ng)® als)
Via la Proposition [2.:2.4] on trouve que
C92 (S) = K(G? S) + J(ev 5)7
avec
°| 1
_ s |Q —|Ag] —s —s
K(0,s) =120 > > (- ° e TAal (Z (n1+1)"*(ng+1)
0£9C[1,4] AgCQ° neN?
H (lg(n+1))7* H I'(s,0,l4(n+1)) |,
q€Ag q€[1,4]\Ag
et
06572
J(0,s) =120°T(1 — s) Z h1,97,5 (8 (6.2)

I'(5)(6s —2)

1)|k|9(4+\7’\)8*|7’\+|k\

S ( C
+1200 Y ra-s)P M Zhﬂ T(s)((4+ [P])s — [P] + K| 11

PC1.2] K=(kp)pepe €NP \j=1 pEP*
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avec
1 — * §— *
hp1x(s) = 3/ (vowsws)®" H (1, w9, w3, 24) " H 15(1, 23, 23, 24) " dwodwsday,
L(s)? Joue peP pepe
1
hpak(s) = 3/ (r12324)° -1 Hl (z1,1,23,24)° H U (xq, 1, :cg,:r4) rdxdesday,
() Joay beP pepe
1
hpsx(s) = 3/ (T1224)°~ Hl (z1,72,1,24)5" H 1( (z1, 2,1, 24)*dz1dzoday,
L(s)? Joue pep pepe

1

—1 1 k

hpax(s) TT(s)? (r12223)° | I L (x1, 22, 23,1)° | I Ly(z1, 22, 73,1) " dz1dradrs,
[0,1]? pEP pePC

U(z1,x0) =21 + 22 + 3 + 224,
I5(x1, xe) =1 + 29 + 3235 + 324,

et ol on a également

4 2
1
Zh[[l,Zﬂ,j(S) = T8 / (z12013)° " H (21,2, 23,1)° ' doydaadas
i—1 [0,1]3 p=1
1 2
+ / (z1m024) H (21, 22,1, 24)° 'daydooday
3 P
L'(s) [0,1]3 p=1
1 2
+ 3 / (.1311‘3334)871 H l;(xl, 1, I3, I4)sildl‘1dx3d$4
I'(s) [0,1]3 p—].
1
+ F(s)3/ . (xowsxys)® H (1,9, x3,m4)°" ldaodasday.
[0,1] .

On observe que la fonction s — K (6, s) est holomorphe sur C, et donc ne contribue pas aux résidus.
11 ne reste qu’a étudier les dénominateurs des termes présents dans la formule (6.2)).

c 1
e Soit P ¢ [1,2], et k = (kp)pepe € NP°. Pour s = zoona

(44 P)s — |P| + |k| = 0 si et seulement si |[P| =1,k = 0.

On trouve alors

12051 () ! 1 1
Res,_1 (g, (5) = 5F7(5 < ) z_: (h{l},g 0 ( ) + hg23,50 (5>) :

En remplagant les fonctions A par leurs expressions, on trouve

1)
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e Via un raisonnement similaire, on trouve

1205T (2) 1
Ress:% ng( ) = %; Zh’{l 2},5 ( ) + h{l 2}, (3) ’

et en remplacant les fonctions A par leurs expressions, on trouve

1205T (2)2

6r ()"

. (/ <x1$2$3)_
[0,1]2

+/ (x1224)”
[0,1]3

+/ (r12374)"
[0,1]3

+/ (wowsws)™
[0,1]3

Ces calculs justifient alors les formules données pour les résidus w, et wg dans le Théoréme @

Res,_1(g,(s) =

w(vo

o D e P

ly(w1, 22, 73, 1)_%dx1dx2dx3,

(SN

o~

D x

(171,:52, 1ax4)7%dl’1d£ﬂ2d]}4

]
[
-

o~

SR

(xla 1, x3,$4)_%d$1dx3d(p4

o
=
Il V]
—

o~

hSIE

W
—

(1,22, 23, $4)_§dx2dx3dx4> )

ki
L

6.3.2 Valeurs aux entiers négatifs de (;, et de (,

On reprend les notations de la sous-section précédente. On a en particulier que
(oo (—N) =120 ZA(=N),  ¢},(=N) =120"VZL (= N) + In(120)¢g, (—N).

En appliquant le Corollaire avec les coefficients ¢ et d adaptées, et selon la direction (u,p') =
((1,1),(1,1,1,1)), on trouve directement

Can(0) = C(0)2 — 2¢(~1) = %

Via le Corollaire on obtient une expression simple et explicite de (g, (—N) :
AN
_ ~N —k)((=5N + k) 120N (—1)NV+! C(—6N —1)
—~N)=120"VN1* N < T
Goz (=) D ol KI(AN — k)! 5 GN 1)

k=0

avec

4
k AN — k vy Now
N) = 3 1N
ax(N) ((wl,,.,,w4)) ((N—wl,...,N—w4)> L1 €162

(wq)qeq,a1€[0,NT*
wi+...+wa=k

s w G (e fldea)

J=1 (wq)q€ﬂ1.4]] €|I075N+1]]Q
wi+...+wg=5N+1
w; >2N+1
Va#j,wg<N

En utilisant le code SAGE on trouve les valeurs de (g, (—N) présentes dans le tableau du Théoreme
[El
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Afin de calculer (g, (0), on remarque tout d’abord que
(g, (0) = In(120)¢q, (0) + ZA (0).

En utilisant (4,(0) = %, et en calculant Z), (0) & laide du code SAGE on trouve

¢ () :% In(5) — 112 In(3) + % In(2) + gln(w) - %m <£E§;) - %ln <r (;)) _ %m <r (;)) .

Par [BZ92] Table 3], on a

e (1) - Y

6 V2T
et en utilisant la formule des compléments on trouve
NORENO
()~ Pt

En injectant cette formule dans I'expression obtenue pour (g, (0), on trouve

G (0) =5 In(5) = 31n(3) + 20 I(2) + 2 () — 5 In (F (;> : @) '

Par la formule des compléments on a

et ainsi on obtient

6.3.3 Poles et résidus de (o)

1
Via [KMTI0d], on a vu en dans la liste de poles 1' que (go(5)(5) a des poles de la forme s = 3 et

en s = —3 pour k > 0 un entier quelconque tel que & # 1 mod 3. On se propose ici d’obtenir des

1 1
expressions des résidus en s = 3 eten s = 5 pour Cso(5)(5). Notons que Bridges, Brindle, Bringmann, et

Franke ont déja obtenu une expression trés simple de ces deux résidus dans [BBBE24] Proposition 5.16]
via des techniques différentes.
On pose

li(zy,@2) = 1 + 2, lo(x1, 22) = 1 + 222,
dy =1, do =1, d11:27 d/2=37

ZA(S) = Z(—((S,S), (8’57575>) = Z n

(1,1),(1,1,1,1)

1

Sns(n1 + n2)s(ny + 2ng)s’

ni,n2>1

On a alors que
1

= 63
Goo(5)(3) Z nins(ny + n2)s(ny + 2n9)*

ni,nz>1

= 6°Za(s).
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On sait que, pour § > 0 suffisamment petit, la fonction zéta (s0(5) admet la décomposition (o5 (s) =
K(0,s) + J(9,s), avec s — K(0,s) une fonction holomorphe sur tout C, et s — J(f,s) une fonction
méromorphe sur C ayant les mémes poles que (05 (). Par la Proposition on a

4s—2
J(0,s) =6"T(1—s) Z h1,2].5.0 r(s)9(43—2) (6.3)

1)kl g2+ P)s= Pl 4]k

2
5P R ((s
2 T 2\ Xt | e —mrem A

’PC[[l 2] k=(kp)pepc ENP® pEPS

avec

hpix(s) = / -1 Hl (1,20)% 1 H 15(1, 20)kr dy,

pePe
h'pﬁz)k(s) : / -1 Hl 1]1, q 1 H l Cll‘l, dxl
pePe
(21, 22) =21 + T2,
(.’L‘hxz) =x1 + 225.

Comme la fonction s +— K (6, s) est holomorphe sur C, on devrait pouvoir lire les résidus de (so(5)(5)
sur l’expression de J(0,s) ci-dessus. En s = 1/2, le seul terme contribuant au résidu de (so(5)(s) est

945—2

I'(1-—ys) Z hp1,21,5,0 m On obtient alors une expression du résidu en s =1/2 :
V6I'(1/2)?
Ress:é <50(5)(5) = (1//2 Zh[[l 2],4,0 (1/2)

En remplagant les fonctions h par leurs expressions, on obtient :

ReSs:%<5o(5)(S)

N 1
— (/ x_l/Q(x—&—1)_1/2(x+2)_1/2dac+/ x_1/2(1+m)_1/2(1+2x)_1/2dx)
0 0

4
1
:? / V2@ + 1)V (2 4+ 2) 72 4 (1 + 22) 72 da.
0

Méme si 'intégrale ci-dessus est difficile a réexprimer en des termes plus simples, il est bon de noter que
I’on peut évaluer cette intégrale numériquement, et I’on obtient alors la méme valeur que celle obtenue
dans l'article [BBBF24].

n
Pour les pdles s = —, avec n < 1 un entier tel que n # 0 mod 3, les seuls termes contribuant au

résidu correspondant sont des termes de la forme

—T(1 —n/3)/Pl(=1)lx th 1-n/3) (n/3)(12+\7>| HCn/?» ko)

pEPE Fiy!

avec P C [1,2],k € NP vérifiant la condition (2 + |P|)% —|P| + |k| = 0. Cette condition implique

nécessairement que P = {i} est un singleton, et en notant P¢ = {p}, on a |k| =k, =1 —-n € N. On
trouve alors

ResS:% C50(5)(S) ( 1)1 ”F(

¢ (3
) Zzh“}’“‘(l**) 3r1(g) ((1—n>!)'

1=1 j=1



6.3. QUELQUES RESULTATS SUR (4, ET (oos) 125

Notons que, en considérant les termes généraux de la série présente dans la formule (6.3) avec P = {),
923+|k|

[(s)(2s + |k])
constituent pas des pdles puisque ces poles sont annulés par les zéros des termes de la forme Z 1 hojx

on remarque des termes de la forme avec k = (k1,k2) € N. Les zéros de 2s + |k| ne

1
Par exemple, en s = —=, on a que le terme 25+ |k| est nul si et seulement si |k| = k; + ko = 1, c’est-a-dire

lorsque k € {(1,0),(0,1)}. Or on remarque que

h1,0,1,0)(8)+h2,0,1,0)(5) + h1,g,0,1)(8) + P1,0,0,1)(5)

1 ! s—1 s—1 T Is—l T T
:@/O(x (14 22) +22° 7 (1 + 2) + 2° 71 (2 + 2))d

5 1 n 1
T I(s)\s+1 s/’
1 . . . . . N
eten s = 5 ce dernier terme s’annule. Ce fait est cohérent avec la liste des candidats poles 1)

6.3.4 Valeurs aux entiers négatifs de (5 et CE’O@

On reprend les notations de la sous-section précédente. On a en particulier que
Coo()(=N) = 6V ZA(=N), (o) (=N) = 67V ZL (= N) + In(6)Cso(5) (— ).

En appliquant le Corollaire [AI]on trouve directement

9 3
Cso(s)(o) = C(O)z - EC(*l) = ]
Via le Corollaire on a une expression simple et explicite de Za(—N). On trouve alors :
2N -N N+1
N (N —R)G(=BN + k) 6NN (4N — 1)
Goo(s) (= N) = 67N 3o (Y K\(2N — k)! * 3 NEBIN) BN+ 1)

avec

ax(N) = > ((wfw)) <(N 210]\17,1\7 ws) )EI nica ™

(wq)qe[[l,zﬂe[[ovN]]z
w1 two=k

2 —N—-1 2N — 14w N—wg wq N— i q
vy (_ZN_Hw)((N wi) (Hc “ w+HC w )

J=1 (wq)qerr,2] €[0,3N+1]?
wi14we=3N+1
w;>2N+1
Vq#jwg <N

En utilisant le code SAGE on trouve les valeurs de (;o(5)(—IV) présentes dans le tableau du Théoréme
[El
Enfin, par le Lemme [6.3.3] en s’aidant du Code SAGE[7.] on a I'expression suivante de sa dérivée en
0:
3 13 3
C;0(5)(0) = g 11'1(3) + ? 11’1(2) + 5 ln(ﬂ').

L’expression de la dérivée en s = 0 de la fonction zéta de Witten (g40(5) permet d’obtenir une expression
explicite du coefficient C' dans le Théoréme[1.1.41], répondant ainsi & une question ouverte de Bringmann,
Bridges, Brindle et Franke [BBBF24].
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6.4 Application a I’étude du comportement asymptotique de
ng(n)
Rappelons que

ig(i+ )0+ 25)(i+3§) (20 + 35) _
5!

rgy(n) = (4 (ki j)ij>1 € (N)N*Z‘ Z ki j

ij>1

ig (i 4 5) (@ + 25) (i + 37) (20 + 35)

Posons P(i,j) := . On observe que l'on a

5!
H P(1j) H Z q” 2])
i,j>1 i,j>1k; ;>0

en développant ce produit infini, et en utilisant I’expression du nombre de représentations rq,(n), on
trouve que :

—+oo
1
14> e = [ ——a5
n=1 S T

En posant fy,(n) = [{(i,j) € N*2|P(i, j) = n}|, on obtient que

+oo +oo 1
n _
L+ Z Tgo (n)q - H (1 _ qn)fg2(n) ’
n=1 n=1

On note désormais Ly, (s) = Cg,(5), et L} (s) = (go(s)I'(s)C(s + 1). Par le Corollaire on sait que
tous les poles de la fonction (g, (s) sont simples. Observons que la fonction L;gz (s) ne possede que deux

1 1
poles dans Hy (qui sont des poles simples) en s = 3 eten s = £ De plus, la fonction L;gz (s) possede un
pole double en s = 0.
On souhaite appliquer le Théoreme [[.T.38] Vérifions tout d’abord si, avec ces données, les conditions

3 1
du théoréme sont valides. Posons A := N\ f;*({0}). Remarquons que 3 5<3<71'% Ainsi, I’entier
I = 2 vérifie ’hypotheése du Théoréme [1.1.38] Vérifions maintenant si les hypothéeses (P1), (P2) et (P3)

sont vérifiées :

(P1) Soit p > 2 un nombre premier. On a que |[A\ (pNNA)| = +o00. En effet, les suites

(2) =(P( ;1)) kens
u(3) :=(P(9% + 17 1)) ken,
u(5) :=(P(25k + 1,1))ren,
u(p) =(Plkp+1,1))ken sip>T7

sont strictement croissantes, et appartiennent a A par construction. De plus, on observe que la
suite u(p) est incluse dans A\ (pNNA) pour tout nombre premier p. On obtient alors que n’importe

quel réel L > 8 vérifie la condition (P1).
L N A . . 1 1
(P2) On a déja vu précédemment que L}m posséde deux poles (qui sont simples) en s = 3 et en s = R
k
un pole double en s = 0, et des poles simples de la forme s = = avec k € Z<; tel que k #0 mod 5

1
Ainsi, tout réel R € R\ gN* vérifie la condition (P2).
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(P3) On remarque que le polynéme P vérifie la condition HOS de l'article [Ess97]. En particulier, on sait
par [Ess97, Théoreme 3] que la fonction zéta rattachée a ce polyndme (i.e. (g,) admet une borne
polynomiale en la partie imaginaire de s = o + it sur chaque bande verticale 07 < 0 < g3. On en
déduit alors que la condition (P3) est vérifiée.

Remarque 6.4.1. Dans la condition (P2), on peut prendre R arbitrairement grand, et dans la condition
(P1), on peut prendre L arbitrairement grand.

1 1
Notons a = -, f = 0 Wa 1= Res,—1 Cgo(8) et wpg = Res,—1 (g,(s). En appliquant le Théoreme
1.1.38} on trouve alors

Tgo (n) nﬂioo

C 1 3 1 N B; 7min( 2L—a L)
— exp (Aan + Agn2 + Agnﬁ) 1+ Z —L +O0pr(n 2(at1) > atl ,
n — nvi ’

J:

avec

o (5)< ) (V) ey

(o (8)C(8) (~1/5) Ky
' ) ermamr

3 3

avec 0 < vy < ... les éléments strictement positifs de N+ M. Par la définition des ensembles (1.8),
(1.9), et (1.10) décrits dans [BBBE24], on trouve que la suite v; du Théoreme |1.1.38| donne, avec nos
1 2 3

hypotheses, v = —,v3 = 50V T 900
Par [BBBEF24, Lemme 4.3], on a

ERLIONON
L (e
3 @)

On obtient finalement le Théoréme O






Chapitre 7

Annexe : Codes SAGE

Listing 7.1: Code SAGE pour calculer Z, (0) avec P =2et d; =dpy =1

from sage.all import =x

A=var (’A’) #Constante de Glaisher—Kinkelin

zeta_der_1=1/12—1log (A) #Valeur de ('(—1)

c_sob =[[1,1],[1,2]] #Data de (so5)(5)

c_sl3 =[[1,1]] #Data de (5 3)(s)

c.g2=[[1,1],[1,2],[1,3],[2,3]] #Data de ng(s)

def barnes_eval_deriv(N,d,c): #Calcul de quelques (¢P)'(0,d|c)
if d==2 and c==[1,1]:

return(1l/2xlog

elif d==3 and c==

(2xpi)+1/12—1log(A))
1,
return(1l/4xlog(2)
1,
g(3

p1
2]:
+1/2xlog (pi)—1/2xlog (A)+1/24)
elif d==4 and c==[1,3]:
return(—5/9xlog (3)+log(2)+log(pi)—1/3xlog (A)
—2/3xlog (gamma(2/3))—1/3xlog (gamma(1/3))+1/36)
elif d==5 and c==][2,3]:
return(—11/18xlog(3)+13/12xlog(2)+4/3xlog (pi)—1/6xlog (A)
—2/3xlog (gamma(2/3)) —log (gamma(1/3))+1/72)
else:
return ( 'uncomputed.value’)
def Z_delta_prime_zero(c): #Calcul de Z,(0).
Q=len(c)
sum2 = 0
suml = sum(c[j][0]/c[j][1]+c[j][1]/c[j][O

(c ¢ for j in range(Q))
sum3 = sum(barnes_eval_deriv (0,sum(c[j])
]

]
c[j]) for j in range (Q))
(3] J1

sum2 = sum(c[j][1]/c[j][0]*log(c[j][0])+ [0]/clj][1]*Tog(c[j][1])
for j in range(Q))
Fsum(sum ((c [£][0]/c[F][1]—c[J][0]/c[j][1])*Tog(l+c[f][1]/c[j][1])
+(c[ ][]/ c[f][0) =c[j][1]/c[]][0])*log(1+c[f][0]/c[j][O])
for f in range(Q) if f != j) for j in range(Q))

result = —zeta (0)*xlog (24 pi)—suml/(Q+1)*zeta_der_1—sum2/(Q+1)*zeta(—1)

+sum3
if not(sage.rings.rational.is_Rational(result)):
result=result.canonicalize_radical ()
return(result)
print (Z_delta_prime_zero(c_so5)+log(6)x3/8) #Calcul de (,;(0)

print (Z_delta_prime_zero(c_g2)+log(120)x5/12) #Calcul de (g, (0)

129
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Listing 7.2: Code SAGE pour calculer Za(—N) avec P =2

from math import comb

from itertools import product
cg2=[[1,1],[1,2],[1,3],[2,3]] #Data de 492(8)
c_so5 =[[1,1],[1,2]] #Data de (5o5)(5)

def alpha k N (Q,N,k,c_matrix):
alpha=0
for w in product (range(N+1),repeat=Q):
if sum(w)==k:
coefl=multinomial (w)
coef2=multinomial ([N—~w_i for w_i in w])
prod=1
for q in range(Q):
prods*=(c_matrix [q][0]**w[q])* (c_matrix [q][1]**(N-=w[q]))

alphat+=coefl*coef2x*prod

return alpha

def beta N (Q,N,c_matrix):
beta=0
for j in range(Q):
for w in product(range ((Q+1)xN+2),repeat=Q):
if sum(w)==(Q+1)*xN+1 and w[j]>=2«N+1 and
max([w[q] for q in range(Q) if q!=j])<=N:
coeff=multinomial (w)*binomial (—N—1,—2«N—14+w[j])
*xmultinomial ([N — w[q] for q in range(Q) if q!=j])
terml=1
term2=1
for q in range(Q):
termls=(c_matrix [q][0]*x*
x(c_matrix[q][1] =**x w[q])
term2+=(c_matrix [q][1]**(N-w[q]))
x(c_matrix [q][0]*x*xw[q])
betat=coeff*(terml + term?2)

(N=w[q]))
J[1]

return beta

def Z_Delta_minus_N (N, c.matrix): #Calcul de Zx(—N)
Q=len(c_matrix)
suml1=0
sum2=0
N_fact_-Q=factorial (N)**Q
for k in range(Q«N+1):
alpha=alpha_k_N (Q,N,k,c_matrix)
terml=zeta(—N-k) / factorial (k)
term2=zeta (—(Q+1)*N+k)/factorial (QxN-k)
suml+=alphaxtermlxterm2
beta=beta_ N (Q,N, c_.matrix)
sum2=(N_fact_Q=factorial (N))xbetaxzeta(—(Q+2)*N—1)/factorial ((Q+1)xN+1)
Z=N_fact_Qxsuml+(—1)**(N4+1)*(1/(Q+1))*sum?2
return 7

print (6x+(—N)*Z_Delta_minus_N (N, c_s05)) #Calcul de (g5 (—N)
print (120%*(—N)*Z_Delta_minus_N (N, c_g2)) #Calcul de (4,(—N)
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Notations

Notation. Let A, B be sets. We denote the non-strict inclusion as A C B (which some authors denote
as A C B), and the strict inclusion as A C B.

Notation. Let A be a set, and B C A a subset of A, we denote B¢ = A\ B and we denote |A| € NoU{+oo}
the cardinal of A.

Notation. Considering two sets A, B and complex numbers (¢q.p)a,bcAx B, We NOteE
S5 Y (Se).
acAbeB a€A \beB

Notation. We note 6° the Kronecker symbol which is equal to 1 when a = b, and 0 otherwise.

Notation. We consider a set A, complex numbers (cq)aca, and P : A — {True, False} a property of A.

We then set o)
D cai=) cabpe,
acA acA
P(a)

which corresponds to the sum over all a € A of the terms ¢, such that P(a) is true.

By convention, we will say that a sum over an empty set is 0, and that a product over an empty set
is 1.

Notation. We use a boldface letter to represent multi-index of the form x = (x4)aca € C* with A a

finite set. If all xo are integers and if |A| = n, we will sometimes call such index a n-tuple integer. Given

B C A, we denote |x||p := Z zy. If B = A, we directly denote |x| := [x||4. One should be mindful not
beB

to mix this notation with the module of a complex number.

Notation. Let 1 < k < n be positive integers. We denote e, = (0, ...,0,1,0,...,0) € C™ the vector with a
1 at the k-th component, and 0’s elsewhere.

Notation. Let A and B be finite sets, and X = (Xq)aca € (N{JB)A, with Xq = (Ta,p)ben for all a € A.
We define for every a € A, b € B,

|Xob| = Z La,bs ‘Xa| = Z Za,b-

acA beB

Remark. Let A and B be finite sets, and x = (X4)aca € (NF)?. The multi-indexr x corresponds to a
function x : A x B — Ny, (a,b) — xqp. In particular, if A or B is empty, x corresponds to the empty
function. In this case, for every subset £ C A x B and for every b € B,

x|ie =0, [xes| =0.

Notation. Let s € C be a complex number. We write s = o + it where o and T are respectively the real
and tmaginary parts of s.

iii



iv Notations

Notation. Let x € R be a real number. We denote H, as the open complex half-plane with abscissa z,
and H, as its closure:

H, :={s € Clo >z},

H, :={s € Clo > x}.
Notation. Let a € C, r € Ry. We denote D,(r) as the closed disc centered at a with radius r:

Dy(r):=={z €Cllz —a| <r}.
Notation. Let s € C be a complex number, and k € Ng. We denote sa i == (s,...,s) € Ck. When there
is mo ambiguity, we will simply denote is as sa.
Notation. Let n € Ny be an integer. We call the n-th harmonic number the following rational number
"1
hn =2
k=1

with the convention hg = 0.

Notation. We will denote v = 0.5772156649... as Euler’s constant [OEI23d], A = 1.28242712... as the
Glaisher-Kinkelin constant [OEI23d], and e = 2.718281828459... as Euler’s number [OEI23b).

Proposition-Definition ([EMOT81], Chap.1]). We denote by T’ the meromorphic continuation on C of
Euler’s gamma function defined on Hy by the integral

+oo
I'(s) = /0 ¥ e dx (Re(s) > 0).

The function T is holomorphic on Hy, and has simple poles at the nonpositive integers. We also note 1
the meromorphic continuation on C of the digamma function defined on Hy by the relation

The function v is holomorphic on Hy, and has simple poles at the nonpositive integers.

(Re(s) > 0).

We recall that I' satisfies the following functional equation:
I(s)=(s=1l(s=1) (s ¢ —No),

and using this functional equation at positive integers, we find that I'(N + 1) = N!. Let’s also recall
Euler’s reflection formula

™
ra-sres)=—— 7).
1-906) = s (5¢2)
In the neighborhood of s = 0, we have the following asymptotic expansion
1 1 72
I'(s)==--— — ¥+ — .
(s) . ’y+2(’y+6>s+0(s)

1
We also recall that the function T is holomorphic on C and it vanishes at nonpositive integers.

Notation. For all k € Z, and s € C, we set the binomial coefficient
s(s=1)..(s—k+1)

(Z) _ 2 if k>0,

0 otherwise.

For all integers k = (k1,...,kp) such that n = ki + ... + kp, we consider the multinomial coefficient:

n! .
(n): m kapZOfOTGllPEII].,P]L

k 0 otherwise.

In this manuscript, we will use the principal determination of the logarithm, and we will write for all
complex z € C*, z = |z]e?®8(*) with arg(z) €] — 7, 7).



Chapter 1

Introduction

In [KomO8|, Komori obtained a surface integral representation of the double zeta Mordell-Tornheim
zeta function introduced by Matsumoto [Mat03], he then obtained explicit formulas for the values at
nonpositive integers of this function. Further on, by introducing generalized Bernoulli numbers and via a
similar method, he generalized those results in [Kom10] by establishing a formula for the directional values
at nonpositive integers of multiple zeta functions of generalized Hurwitz-Lerch type, however this formula
is not quite explicit because the generalized Bernoulli numbers are often hard to compute. Later on some
special cases have been studied. For multiple zeta functions of Euler-Zagier type, explicit formulas have
been proved by Onozuka [Onold], and later on by Essouabri and Matsumoto [EM20] for an even larger
class. Some work from Borwein and Dilcher [BD18] provided explicit formulas and approximate for
the values and derivative values of multiple zeta functions of Mordell-Tornheim of rank 2 by using a
technique from Crandall [Cral2]. Then an article from Onodera [Ono21|] generalized this approach and
computed explicit results for the values and derivative values of order 1 and 2 for multiple zeta functions
of Mordell-Tornheim of any rank, along the diagonal.

This thesis is a continuation of the work above. We will study a class of multiple zeta functions of
generalized Hurwitz type defined by the Dirichlet series

Z(s,s') = Z !

P ; s’
nemnamyene Lt (1 + ) TIZ (g (n + d))%

with P > 1, Q > 1,d = (di,...,dp) € HY, and with lq being linear forms of rank P, depending
on each variables nq,...,np. Let’s note that such a function class contains the multiple zeta function
of Mordell-Tornheim, some multiple zeta functions of Shintani class, and it also contains multiple zeta
functions associated with any root system of rank 2. In particular, this class contains the Witten zeta
functions (g(3), Cso(5) and (g, up to a multiplicative factor. We will study the domain of convergence
and the meromorphic continuation of the multiple zeta function of generalized Hurwitz type in chapter [2]
Then we will apply in this chapter some techniques used by Onodera which originated from Crandall in
order to prove a directional meromorphic continuation of the same multiple zeta functions. We will then
evaluate the meromorphic continuation formula in order to find explicit directional values at nonpositive
integers for the multiple zeta functions of generalized Hurwitz type in chapter [} Thanks to the same
meromorphic continuation formula, we will also establish an explicit formula for the derivative of the
same class of multiple zeta function along a direction in chapter ] Let’s note that those two formulas
rely on two constants that come from some integrals, and the computations of those constants are done in
chapter[3] We will also see the construction of Witten zeta functions attached to semi-simple Lie algebras
in chapter [ then we will establish some formulas for the values and derivative values of the functions
Cso(5) and (g, and we will study the residues at positive poles of those two Witten zeta functions. Finally
we will use those values and residues in order to obtain an explicit asymptotic formula for the number
of representations of dimension n of the Lie algebras so(5) and go via a Meinardus theorem [BBBF24],
thus completing the work of Bridges, Brindle, Bringmann and Franke.
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1.1 Some history on zeta and multizeta functions

The study of values of zeta functions starts with the values of the series
00 1
CRy=> -1 (k=2),
n=1
which corresponds to special values of the Riemann zeta function at positive integers. It was known by
Euler that for £ = 2 we have

When k is even we also have well known formulas, which is not the case when k is odd. Another important
and mysterious series is featured in the study of multiple zeta values (MZV), which corresponds to values
of the series

1
Clhyy k) = Y (ke ke > 1k > 2)

nit..ny
o<n <...<n, 1
In certain cases some relations between the multiple zeta values and special values of the Riemann zeta
function exist. A first well know relation from Euler states that

¢(3) =¢(1,2).
Such values also verify quasi-shuffle relations, an example of which is
C(k1)C(k2) = C(k1, k2) + ((k2, k1) + (k1 + ka2),

and one can read more details about those relations in [Zag94] or in [LM95]. Those quasi-shuflle relations
also exist for multiple zeta functions of Hurwitz type defined by

1
ey sy d) = d=(dy,....d) ER" 51,51 > 1,8 >2
C(Slv ) S ) 0w <Z< (nl—’—d])sl"'(nT—i—d’l‘)sT ( ( 1 )E 4+ 51 Spr—1 S )
ny<...<m,

in recent works from Manchon and Paycha [MP10]. Let’s note that some of the relations obtained by
the two authors involve nonpositive integers, thus one needs to specify what it means to consider such
values outside of the convergence domain of the Dirichlet series. In that regard, the article of Manchon
and Paycha takes an interest in the meromorphic continuation of the function ((s1, ..., s,,d). Let’s also
note that the multiple zeta functions associated with a root system introduced by Matsumoto, Tsumura
and Komori in [KMT23] also verifies some quasi-shuffle relations.

1.1.1 Some results on special values of zeta functions

We aim to provide here a brief summary of results on the special values of the Riemann zeta function, the
Hurwitz zeta function, Barnes zeta functions, Euler-Zagier zeta functions, some Witten zeta functions,
and Shintani zeta functions. We will also discuss their domains of holomorphy and meromorphy. In
particular, we will present results on values at nonpositive integers for some of these functions.

All the zeta functions mentioned in this subsection have a domain of convergence of the form H,, =
{s = o+ir € Clo > 0o} with oy € R, and they are holomorphic on their half-plane of convergence. To give
meaning to the value at s = N € Z when N is not in the half-plane of convergence for these functions,
we must first discuss their meromorphic continuation and prove that each continuation is regular at
nonpositive integers. Some of those analytic continuations are established using the Euler-Maclaurin
formula.

Theorem 1.1.1 (Euler-Maclaurin formula, [Tenl5|]). For all integer k > 0 and any given function f of
class C**1 on [a,b], a,b € Z, we have

f(n /f dt+z +B"“(f M(b) — £ (a))

b—1

n=a

_1\E b
+ (]({: _:)1),/ begr (2) fF T (2)dw,
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where B, is the n-th Bernoulli number and b, (x) is the n-th periodised Bernoulli polynomial.
We also recall the expression of the Riemann zeta function.

Definition 1.1.2. The Riemann zeta function corresponds to the following Dirichlet series

+o0 1
((s) =) —  (Re(s)>1).

This function has a continuation on C:

Proposition 1.1.3. The Riemann zeta function is holomorphic on Hy, and it has a meromorphic
continuation on C with a single pole at s = 1, which is simple, with a residue of 1.

The meromorphic continuation can be obtained using the Euler-Maclaurin formula (|1.1.1)), or via the
contour integral representation formula

R =

2irm e —1 "’

where C denotes Hankel’s contour who starts from +o00+1d, then pass around the origin counter clockwise,
and then back to +oo — id. It is classical to define Bernoulli numbers using the following generating

function
400
z Bk- k
TP IE T
k=0

and by injecting this expression into the contour integral representation of the Riemann zeta function, we
get a formula for the values of the Riemann zeta function at nonpositive integers in terms of the Bernoulli
numbers

Bnt1
VN € Ny, —N) = (-1)N .
In particular, it follows that {(—2N) = 0 for all integers N € N. Using the functional equation, we can
also find relations between the values of the Riemann zeta function at positive integers with the values
of its derivative at nonpositive integers.

Theorem 1.1.4. The Riemann zeta function satisfies the functional equation
s_s—1 .: s
¢(s) = 275 Lsin (7) T(1-s)(1—s) (seC\{0,1}).

Let’s note that one can easily see from this functional equation alone that the negative even integers
are zeros of the Riemann zeta function. Moreover, by taking the derivative of the functional equation we
get that
(—1)N(2N)!

VN EN,  ((=2N) = g aw (N +1).

For small values, we also have these results:

¢(0) = —3 In(2m),

¢(-1) = = —In(A),

where A is the Glaisher-Kinkelin constant.
We know since Euler that the values at positive even integers corresponds to a rational multiple of a
power of m,

C2N) e Qr?N (N >1).
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In fact, using the functional equation of the Riemann zeta function we even have an explicit expression
of those values using Bernoulli numbers

2N -1
N+1 2 Ban _on

YNeEN,  ((2N)=(-1) ol

Nevertheless the study of the values at positive odd numbers is still pretty much an open problem, but
we do have qualitative results about those values. Indeed, a result from Apéry [Apé79] showed that {(3)
is an irrational number, and by a result of Rivoal [Riv00] we know that the sequence (((2N + 1))n>1
does contain an infinite number of irrationals.

Definition 1.1.5. Let d € Hy be a complex number, the Hurwitz zeta function is defined by

+oo
((s,d) == Z;J ﬁ (Re(s) > 1).

We will note in this manuscript ¢'(s,d) := gg (s,d). Note that for d = 1, we recover the Riemann
s

zeta function. It is well known that this zeta function admits a meromorphic continuation on C in the s
variable.

Proposition 1.1.6. The Hurwitz zeta function is meromorphic on C with respect to the s variable, with
a single pole at s = 1, which is a simple pole. Moreover, the residue at that pole is 1.

Proof. Let n € N be a positive integer. Via the Euler-Maclaurin formula, we get that for all o > 1,

A (=8 (=1)'Biy ;
d—s—z
s—1 + ; ( i ) i+1

+(—1)”< -’ )/Om b1 (z)(z +d) "> " da.

n+1

C(&d) =

The integral in the previous formula converges absolutely for all ¢ > —n. Thus, this formula allows for
a meromorphic continuation of the Hurwitz zeta function for ¢ > —n, with a unique pole at s = 1, of
order 1, and with residue 1. O]

Starting from a contour integral representation of the Hurwitz zeta function similar to the one

mentioned above — ) .
e (1 — s z57te®®
= d
¢(s,2) 2im /C e —1 :

where C is Hankel’s contour, and using the generating function for the Bernoulli polynomials

one easily finds the following relations between the values at nonpositive integers of the Hurwitz zeta
function and Bernoulli polynomials (see [Apo76, Theorem 12.13])

_BN+1(~T).

UNENy,  ((-N.a)=-—h

Also, it was known by Hurwitz (see [Ber85, Formula (3)]) that
¢(0,d) = n(T(@) + ¢'(0) = In(T(d) —  In(2r).

Let us also observe that, for all s # 1, and for all d € Hy, we have ((s,d) = d=*+((s,d+1). Differentiating
with respect to s, we then find

('(=N,d+1) = d¥ n(d) + ¢'(~N,d).
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1 1
Rewriting the Dirichlet series ((s, 2), we can prove that C(s, 2) = (2° —1){(s). Therefore, by

differentiating both sides of the last equality with respect to s, we find that

¢(-n)- M2 e

Miller and Adamchik have established in [MA98| an explicit relation between the values of the
derivatives of the Hurwitz zeta function with respect to s at nonpositive integers with a rational coefficient
d, and special values of logarithms, polygamma functions, and the Riemann zeta function. This work
involves the multiplication formula for the Hurwitz zeta function:

k—1
C(s,kz) = Z((s,z—l—%) (k € N¥). (1.1)
n=0

Let’s note that by evaluating the derivative with respect to s of this function at s = 0, and using
¢’(0,d) = In(I'(d)) — 5 In(2), we find the well known multiplication formula for Euler’s gamma function

k—1
IIr (z + %) = 2n) T kPP (k).
n=0

The Hurwitz zeta function also satisfies a functional equation called Hurwitz’s formula. Before stating
it, we need to introduce the Lerch zeta function.

Definition 1.1.7. Let s € C such that o > 1, d € Hy, and z € C such that |z] < 1. We define the Lerch

zeta function as
Zn
d) == —_—
¢(Z7'S7 ) Z (n+d)é

n>0

The function s — ¢(z, s,d) has a meromorphic continuation on C. It is even holomorphic on C for all
z # 1 and it has a unique pole, which is simple, at s = 1 when z = 1 (see [EMOTS8I] §1.11]).

Theorem 1.1.8 (Hurwitz Formula, [Apo76| §12.7]). We have

I'(s)

(1 —s,d) = @)

(7™ /2(e? ™, 5,1) +- €267 51))  (d€0,1], s € C\{0,1}).

Let’s note that the case d = 1 also holds in the previous formula, because it corresponds to the
functional equation of the Riemann zeta function. That functional equation can be used in order to find
an estimate of the Hurwitz zeta function (see [Ono21l Lemma 2.1]), and this upper bound obtained by
Onodera is actually key in the Crandall expression that we will do in Chapter

Some of the results of the thesis will feature a large class of zeta functions called generalized Barnes
zeta functions. Before mentioning the generalization, we will first give a brief summary of the results
known for the classical Barnes zeta functions, and we will also mention some known values and derivative
values at nonpositive integers of such functions.

Definition 1.1.9. Let P € Ny be a nonnegative integer, d € Hy, and (c1,...,cp) some complex numbers
in Hy. We call the Barnes zeta function the zeta function of the form

1
Vs € Hp, ¢B(s,dlcy,...,cp) = Z - s.
neNg (Zp:l CpTp +d)

Barnes proved that this zeta function has a meromorphic continuation on C with simple poles at some
positive integers. More precisely:

Proposition 1.1.10 ([Bar04]). The Barnes zeta function s — (B(s,d|cy,...,cp) has a meromorphic
continuation on C, with its only singularities being simple poles at s =1,..., P.
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The derivative value at s = 0 of such zeta functions was initially studied by Barnes in the theory of
multigamma functions (see [Bar01] and [Bar04]). Such a function does have links with geometry. Indeed,

Vardi found in [Var88] an explicit formula between the value at — of the n-th multigamma function and

the regularized determinant of the Laplacian of the n-sphere. He also gave an explicit formula of the
1

value at — of the n-th multigamma function using only values at nonpositive integers of the derivative of

the Riemann zeta function.
Some of our results will be expressed in terms of derivative values at nonpositive integers of Barnes
zeta functions. In particular, we will need a result proved by Sakane and Aoki in [SA22]. We first define

Cpe(t)i=(t—ax+P-1)(t—ax+P—-2)...(t—x+1) e (Zx])[t] (P>2)
and Ci ;(t) = 1. Let’s note that Cs ,(t) =t —z + 1.
Theorem 1.1.11 ([SA22, Theorem 4]). Let d € Hy, and ¢ = (ci,...,cp) € QF be rational numbers.

We write ¢; = —1,
YT bp

z(c) := M, and 31 1= @, ., Bp = @ We then have that
ged(by, ..., bp) c1 cp

CB(s,d|cy,...,cp) =
)_s B1—1  Bp—1P-1

x(c (k) d+civ1 + ... +cpup
P-1) ORI Cr eyt ctepup (0)¢ (8 —k, 2(©) ) :

U1 =0 vp =0 kZO

a
, Cp = =L with ap,b, > 1 being coprime positive integers for all 1 < p < P. Let

In Theorem [B] we shall prove a generalized version of the above theorem, using a similar strategy as
the one used by Aoki and Sakane in [SA22].

Example 1.1.12. We have
CB(Sa d|17 1) :(1 - d)C(Sa d) + C(S - 13 d))

e N e e R F !

ot (1= 2)o (52 (1o () - (- 2)e ()
(-1 82) (-1 ) e (-1, 9)]

e [ 15)  ( 550 (- )< (145
(5o 57)+ (- 5) e 57) + (-5) < 5)
(-1 ) e (s ) (oo Y (oo, 45
+C(s—1,T)+c<s—1,g)].

We then get the following special values

5 11 19 31

o210 =5 PO3L2) =5 PO4L3) =, (7(0,5]2,3) = =,
By =2 - L By - Ly - 2 L
(¢7)(0.211,1) =5 In(2m) —=In(A) + 7. (€P)(0,3]1,2) = ;In(2) + 5 In(m) — 5 In(A) + 7,

(¢P)(0,4]1,3) = — gln(?)) + In(27) — %ln(A) - gln (I‘ (g) —=In (F (;)) + %,
(¢B)Y(0,5/2,3) = — % In(3) + % In(2) + %ln(ﬂ') — éln(A) — 2
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where we noted ((P)'(s,d|c) = 0s¢P(s,d|c) and {'(s,d) = 95((s,d).

Let’s note that in the previous example, we’ve simplified the terms thanks to the multiplicative formula
for the Hurwitz zeta function (1.1, and we’ve also used a result from Borwein and Zucker [BZ92| Table
3]:

()
r(=)=>x>"3_
6 V2
in order to obtain the following result thanks to Euler’s reflection formula
T(g) _30(3)*
I'(2) 25/3q2

Shintani introduced zeta functions that allowed him to study Dedekind zeta functions associated with
a totally real number field (see [Shi76], [Shi77a], [Shi77b], [Shi77c], [Shi8(]). In particular, these functions

generalize Barnes’ zeta functions:

Definition 1.1.13. Let P,Q € Ny be nonnegative integers, and ¢ = (cqp)i<p<p, d = (dg)1<q<q be
1<q<@

complex numbers in Hy. We call the following function the Shintani zeta function:

Q
Vs € Hpq, CSh(s,d|c) = Z H(c%lnl+...+cq7pnp+dq)_s.

ni,...,np>0q=1

Note that, for Q = 1, we recover the definition of Barnes’ zeta function. This zeta function is
holomorphic in the s variable on Hp,q and has a meromorphic continuation on C. Shintani proved that
I(Ps - Q)

I'(s)
nonpositive integers. He also proved certain formulas at the nonpositive integers of these functions. A
part of our work allows us to study the values of some of these functions at nonpositive integers, as well
as the values of their derivatives.

The values of their derivatives with respect to the variable s at s = 0 allows us to define multigamma
functions, introduced by Barnes in [Bar04], and then generalized in [FR04] by Friedmann and Ruijsenaars.

this function has the same poles as those of the function , thus this function is regular at

Definition 1.1.14. Let P € Ny be a nonnegative integer, and (c1,...,cp) be complex numbers in Hy, and
d € Hy. We call Barnes multigamma function the following function

Pp(dlcr, s cp) = exp(@s(CE (s, dler, o cp))jaco).
Example 1.1.15. Let d € Hy, we have that

Lo(d]) =

Ul =

T’ (d]1) :%r@,

where I' is FEuler’s gamma function.
Barnes also obtains the following functional relation
Fp(d|cl7 .o ,Cp) = Fp_l(d|cl, ceey CP_1)FP(CZ + Cp|61, ey Cp),

which generalizes the classical functional equation of the Euler gamma function. Through Shintani-
type zeta functions, Friedman and Ruijsenaars introduced in [FR04] some Shintani-type multigamma
functions, using a construction similar to the one used by Barnes.

Definition 1.1.16. Let P,Q € Ny be nonnegative integers, ¢ = (¢cqp)1<p<pP1<q<q and (dq)1<q<q be two
families of complex numbers in Hy. The Shintani multigamma function is defined as:

I'p(d|cy,...,cp) :=exp (OS(CSh(s,d|c1, .. 7Cq))\s:0)

where ¢q = (Cq.p)pef,P]-
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In [FRO4], Friedman and Ruijsenaars studied these Shintani multigamma functions to deduce Raabe-
type formulas, generalizing the following Raabe formula:

/01 In(I'(z))dz = In(v/27).

In our work we will obtain explicit formulas for the values and derivative values at nonpositive integers
of some zeta functions of Shintani type. In particular we will also prove the same Raabe type formula as
the one obtained by Friedman and Ruijsenaars.

We will now discuss a class of zeta functions related to Lie algebras. Witten studied in [Wit91] some
moduli spaces that comes from conformal field theory, attached to a gauge group G. He then established
a volume formula that contains a series running over all the irreducible representations of the Lie group
G. Witten then obtains the qualitative result

1
2 Gy €7@ VSN
@

where ¢ runs over the finite-dimensional irreducible representations, up to isomorphism, of the Lie group
G, and where k is the number of positive roots of the Lie group G. Zagier and Garoufalidis showed
the same qualitative result using classical tools, either by using Fourier analysis or partial fraction
decomposition (see [Zag94]). Zagier also introduced the following Witten zeta function:

Definition 1.1.17 ([Zag94]). Let g a semi-simple Lie algebra, we call Witten zeta function attached to
g the function

Gols) ==Y dim(p) ",

where @ Tuns over the finite-dimensional irreducible representations, up to isomorphism, of the Lie algebra
g.

A result from Larsen and Lubotzky in [LLOS8|] establish that the abscissa of convergence of Cg(s) is
m’ where r is the rank of g and A, (g) is the set of positive roots of g. Let’s also note that this
+

result has been generalized to a broader class of zeta functions by Hésé and Stasinski in [HS19]. We will
see in Chapter [6] that Witten zeta functions corresponds to zeta functions associated with a product of
linear forms thanks to Weyl’s formula. In particular, all Witten zeta functions verify the H0S condition
from Essouabri’s article [Ess97], and so they all have a meromorphic continuation. Moreover, those zeta
functions are regular at nonpositive integers thanks to a result from Komori [Kom10, Theorem 3.22].

We can give another description of the Witten zeta functions via the Lie groups. We can associate to
any compact connected semi-simple Lie group G the Witten zeta function

1
Cals) = Z m’

where ¢ runs over all the finite-dimensional irreducible representations of G, up to isomorphism. By our
assumptions the Lie group G is necessarily real, because any compact connected complex Lie group is
abelian (meaning a torus), and therefore cannot be semi-simple (see [FH91, Exercise 8.44]). By noting
Lie(G) the real Lie algebra associated with the Lie group G, we consider its complexification g = C ®
Lie(G). Assuming that G is simply connected, then there is a correspondence between the representation
of G and those of its Lie algebra Lie(G), because we can canonically associate to any representation
p: G — GL(FE) its differential dp : Lie(G) — gl(F) (see [FH91l, §8.1]). Under this assumption, we then
get that (c(s) = Crie(q)(s) = Cg(s).

If we now take a finite group G, we can still define a Witten zeta function attached to G in the same
fashion as we previously did, and it corresponds to a finite sum taken over all the irreducible characters
of GG. Since the irreducible characters form a basis for the vector space of central functions, we see that

Co(-2) =Y dim(x)* =[G,
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for more details we refer to [FH91l §2.2]. By that fact, and by studying the two Witten zeta functions
Csi(2)(s) and (q(3)(s) at s = —2, Kurokawa and Ochiai predicted the following fact.

Conjecture 1.1.18 (Kurokawa and Ochiai [KO13]). For all semi-simple Lie algebra g, we have

Cg(_2) =0.

We only know this conjecture to be true in a few cases. This conjecture is true for the Lie algebras
5[(2) and sl(3), and we will prove that the conjecture is also true for the Lie algebras s0(5) and gs.

Definition 1.1.19. Let g be a semi-simple Lie algebra. We set r4(n) as the number of representations
of g of dimension n, up to isomorphism, and fy(n) the number of irreducible representations of g of
dimension n, up to isomorphism.

By rewriting the Dirichlet sum of a Witten zeta function, we get that
+oo
_ Ja (n)
) - Z ns
n=1

It is well-known that a representation of a semi-simple Lie algebra uniquely decomposes into a direct
sum of irreducible representations. Thus, for a representation p of g, we have that there exist integers
ki, ...,kn and irreducible representations 1, ..., ¢, such that

dim(p Z k; dim(¢;).

Using the correspondence between the representations of a semi-simple Lie algebra g and its corresponding
root system we find that

“+o0 “+o0
n 1
14> rg(n)g™ = HW' (1.2)
n=1 q=1

Therefore the number of representations of dimension n of the Lie algebra g corresponds to a partition
number. Using root systems and Weyl formula we get a better expression of the number of representations
of dimension n of the Lie algebras sl(3), so(5) and go (see its definition in [Bou81]).

Example 1.1.20 ([Hum72, §24.3]). Let sl(n) = {X € M,(C) | Tr(X) = 0}, and so(n) = {X €
M, (C) | ' X + X = 0}, where Tr denotes the trace, and X denotes the transpose of a matriz. Thanks
to the theory of root system, we have the following results:

1) The set of isomorphism class of irreducible representations of sl(3) is of the form (i ;)i j>1, with

ij(i +3)

dim(yp; ;) = 5

Then we get the following expression for the number of irreducible representations of dimension n

of s1(3):
(i + 7)
2 ”}

)

for () = H(m) €N

and we get the following expression of the number of representations 74 (3)(n) of sl(3) is

Ts1(3) (n) - (k’L j)l ji>1 6 NO

Z k; ; dim(y; ;) ,

i,5>1

z-i—
= (k’L j)l ji>1 E I\IO j

,J

i,7>1
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2) The set of isomorphism class of irreducible representations of s0(5) is of the form (@; ;)i j>1, with
ij(i +5)(i +2j)
3! '

Then we get the following expression for the number of irreducible representations of dimension n

of s0(5):

dim(ep; ;) =

)

Feo(s) (1) = {(m) € NﬂMﬂ — n}

and we get the following expression of the number of representations 744(5y(n) of 50(5):

Tso(s)(n) = [ (Ki)ij>1 € (No)" ‘ > kijdim(p; ;) =n

4,521

2 ij(i + )i + 25
=9 (kij)ijz1 € (No)" ‘ > kw% =

ij>1

3) The set of isomorphism class of irreducible representations of go is of the form (; ;)i j>1, with
i+ )i + 29) (i + 3) (23 + 3))

5! '
Then we get the following expression for the number of irreducible representations of dimension n
of g2:

dim(ep; ;) =

for(n) = {(i’j) . NQ‘ij(i + )i+ 2j)5(!i +3))(2i +35) _ n}‘ |

and we get the following expression of the number of representations ry,(n) of ga:

rg.(n) =9 (kij)ij>1 € NO (pij) =

,J

i,7>1

(i + 7) (i +29) (i + 35) (2 + 35)
b 5! B

= (k’bj)lj>1 € I\IO

i,7>1

Using the expressions for the number of representations of the previous Lie algebras we can give a
more precise description of the corresponding Witten zeta functions.

Example 1.1.21 ([Zag94], [KMT23]). Via Weyl’s formula we find
Gai2)(s) =C(s),

1
¢ s) =2° Y ASETENREYE
s1(3)(8) anZZI s + 12)°
1
S :68 o )
Goo(5) () n1§>1 ning(n1 + na)*(n1 + 2n9)°
1
s) =120° :
Caa (5) mn22>1 ning(ny + n2)®(ny + 2n2)%(ny + 3n2)%(2ny + 3ng)*

In the literature we sometimes find multivariable variants of these zeta functions in the works of
Matsumoto, Komori, Yasushi, and Tsumura [KMT10c|, [KMT10a], [KMTI10b], [KMT12], [KMTI11b],
and in the works of Zhao and Zhou [ZZ11]. These multizeta functions are attached to root systems, and
the number of variables corresponds to the number of positive roots in the corresponding root system.
These authors provide an expression for the set of singularities of these Witten multizeta functions,
and also obtained relations between their positive values. In particular these results allow us to obtain
candidate poles for the corresponding univariate Witten zeta function.
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e From [KMT10d, Theorem 6.2] we get that the zeta function (4(5)(s) has poles of the form

s=——  (keNy). (1.3)

5=, s = Lok (k € No). (1.4)

For the Witten zeta function (s 3)(s), we already know several results about its singularities, its
values and derivative values because this zeta function relates to another zeta function deeply studied in
recent and old literature. Indeed, the function (4 (3)(s) corresponds to a classical zeta function studied
independently by Tornheim and Mordell, and later on generalized by Matsumoto.

Definition 1.1.22 ([Mat03]). Let P > 1, we call multiple zeta function of Mordell-Tornheim of rank P
the meromorphic continuation on CF+1 in the variables s = (s1, ..., 5py1) of the following Dirichlet series

ijT(S?d) = Z

neNy

1
(n1 + dl)sl...(np + dp)sP (n1 +..+np+ |d|)sP+1

(Re(dy), ...,Re(dp) > 0).

The special case P = 2 and d; =dy = 1 at s = (s, s,5) corresponds to the Tornheim zeta function.
Up to 27, it also corresponds to the Witten zeta function (43

Cs[(S)(S) = 2S<§/[T((S’ S 5)7 (17 1))

In [BDIS]|, using Crandall’s expansion, Borwein and Dilcher studied the values of the multiple zeta
function (27 ((sy, s2,53),(1,1)) and obtained explicit formulas and approximate for such function. In
particular they obtained

1 log(2
Goi3)(0) = 3 Q;[(s) (0) = og;)( ) + log(2m).

A recent work from Romik [Rom17] used that last result in order to get an asymptotic formula for the
number of representations of dimension n of sl(3) in terms of the values ((3y(0) and (;[(3) (0), and in
terms of the residues of (4(3)(s) at the poles s = 2/3 and s = 1/2. Let’s also note that Kurokawa and
Ochiai [KO13] studied the values at nonpositive integers of (5(3)(s), and then obtained some results on
the values of p-adic variant of the Witten zeta function (g3 (s).

Later on Onodera studied the general case in [Ono21| along the diagonal (meaning that he studied
the zeta function (M7 ((s,...,s),d) with P > 1). Via a Crandall’s expansion, which is the same strategy
used by Borwein and Dilcher, he then obtained explicit formulas for the values and derivative values of
order 1 and 2 at nonpositive integers. This strategy consists of partitioning the integration domain of
an integral representation of the zeta function whose values one is looking to study, with the domain
depending on a free variable. More precisely, Onodera obtained the following expression:

MT 1 oL —d. —
P ((57"'75)7d) = F(S)/O pgle py¢(e yasadp)dy

1 1 oo
+ e Yy*T1d
F(S) Z (nl—i—dl)s...(np—i—dp)s(nl +d1+...+np+dp) /0(n1+d1+...+np+dp) y 4

neNy

with ¢ being the Lerch zeta function described in Definition [[.I.7} and where 6 is a free positive real
number. The second term on the right-hand side of the previous equation is holomorphic on C in the

variable s, and vanishes at nonpositive integers. The first term can be re-expressed via the Erdélyi formula
(2.3), and Onodera ultimately obtains the following formulas:
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Theorem 1.1.23 ([Ono21), Theorem 3, Theorem 4]). Let d € R+ and t € [1, P — 1] such that t < |d|.
For all nonnegative integers N € Ny, we have that

o - (1) +D(PD NPl C(=N — ky, dy)
PCILP] k=(ky)pepe €NE PEPS :
[k|=(IP|+1)N+|P|

(AT (=Nd) = Y (~pPIEDTI NP 3 11 M
PeLFl k=(kp)pepceNl "  PEPC L
u>0
[k|+u=(|P°|+1) N+|P°|

(=DN¢'(=N —wu,|d]—t) 1 (=D)N¢' (=N —u,d,)
+ el >

u! u!
peEPC

where we noted ((MT) (s,d) := 9,¢MT((s, ..., s),d).

In this thesis, we will aim to generalized the strategy used by Onodera in order to obtain explicit
formulas for the values and derivative values at nonpositive integers of a broader class of zeta functions.
This will specifically allow us to obtain values and derivative values at nonpositive integers for (so(5)(s)
and (g, (s). We will show via Proposition that nonpositive integers are not poles for (so(5)(s) and
for (g, (s). The study of such zeta functions will allow us to prove asymptotic formulas for the number
of representations of dimension n of the Lie algebras so(5) and go via a Meinardus type theorem, thus
completing some recent work from Bridges, Bringmann, Brindle and Franke.

1.1.2 Some results on special values of multizeta functions

We will provide some classical results on the special values of certain multizeta functions related to
products of linear forms. In particular, we will give expressions of these values for Euler-Zagier multizeta
functions:

Definition 1.1.24. Let P €N, and ¢ = (c1,...,cp) € HY, d = (dy,...,dp) € CF be complex numbers
such that Re(d;) > —Re(c1) for allp € [1, P]. The generalized Euler-Zagier multizeta function is defined
as

P
EZ(s,c,d) := Z H(C1n1 +.. Fepny +d,) 700
p=1

ni>1
na,...,np>0

We denote (EZ(s) := ¢E4(s,1,(0,1,..., P — 1)) the Euler-Zagier multizeta function.
Note that, through a change of variables, we can rewrite the ”classical” Euler-Zagier multizeta function
in the following form,
1
EZ (. _
po(s) = Z nit.ny’
0<ni<...<np

Proposition 1.1.25 ([EM20]). The generalized Euler-Zagier multizeta function s — (E%(s,c,d) is
holomorphic on {(si1,...,sp) € CPloy +...+0p > P+1—k,1 <k < P}, and is meromorphic on C”,
with singularities located in hyperplanes of the form

Spt...+sp=(P+1—-p)—k, (1<p<P ky,...,kp € Np).

From the previous proposition, we see that the special value (5%(—N,c,d) does not always make
sense. Moreover, a result from [AETOI] specifies that most of the nonpositive integers are actually
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singularities for (5% (s). In order to study the values of this function, Akiyama, Egami, and Tanigawa
investigated the "regular” values of this multizeta function by setting

22Ny = lim ... lim_ CE%(s).

814)7N1 Sp—>r— Np
The authors also introduced "non-regular” values by reversing the previous limits, defining

non—reg
EZC _N7):= lim ... lim (E%(s).

Spﬁ)pr S1—>— N1

In [AET01] and in [ATO0I], Akiyama, Egami and Tanigawa obtained recursive formulas between the regular
reg non—reg
values (EZ(—N) (respectively the non regular values (5Z( —N ")) with N € Nf’, and the regular values

non—reg

re
of the form ngl(—l\g?) (respectively the non regular values ¢(54,( —N’ )) with N’ € NJ'~'. Thus they
obtained some explicit expressions for the regular and non-regular values at nonpositive integers. These
results were later generalized by Sasaki in [Sas09a] and in [Sas09b] to different orders of limits than those
of regular and non-regular values.

We can also study the ”directional” values of this multizeta function. In [KomI0], Komori introduces
the notion of directional value for such multizeta functions and provides an expression for these in the
case of Hurwitz-Lerch multizeta functions. Komori then deduces formulas for the values at nonpositive
integers of the Shintani and Euler-Zagier zeta functions, using generalized Bernoulli numbers (often not
explicit).

Definition 1.1.26. Let P,Q € N be integers, d = (di,...,dq), ¢ = (cqp)(q.p)e[.Q]x[,P] and & =

(&1,...,€ép) be complex numbers such that ¢y, € Ho, dy € Hy and &, € T = C/2irZ. We call the
function CHL the Hurwitz-Lerch multiple zeta function, defined as

eS1m1 espnp
OISR SIS 3F
(crini+...+cipnp +di)% ... (cgimi + ...+ cg.pnp +dg)se

n1=0 np=0

We also define the directional values of (¥ at —N € —NOQ along a direction pu € CF:

Mg d e, ~N) = lim (PH(E dy e, —N + spa).

Komori shows that this multiple zeta function is holomorphic on {s € C|Vq € [1,Q], Re(sq) > 00,4},
where oo, > 0 for all ¢ € [1,Q]. He also proves that this multiple zeta function has a meromorphic
continuation on C% in the variables s, and that the previously defined directional values make sense.
Before briefly summing up his results, we must assume the following conditions on the data of the
multiple zeta function (77,

Let’s assume that there exist an integer Py € [1, P] and a set B C [1,Q] x [1, Py] such that

cq,p = 0 if and only if (q,p) € B¢
& = 0 if and only if p € [1, Fy],

with B¢ = [1,Q] x [1, Po] \ B. Let B., := {q|(q,p) € B}. We assume that B,, # 0 for all p € [1, F].
Komori then obtains the following analytic properties for this multiple zeta function.

Theorem 1.1.27 ([KomI0, Corollary 3.16]). Assuming all the conditions above, the function s
¢HL(¢,d,c,s) has a meromorphic continuation on C¥'. Moreover, the singularities lies on the hyperplanes

Ss=Q—k (QC[1,Ql.1Q >2.keNy)

qeQ
sq=1,.,P (1<q<Q).
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More precisely Komori shows the analytic continuation by proving a surface integral representation
(meaning an integral representation over a surface) of the multiple zeta function (¥ (¢, d,c,s). First
let’s set

eleritoterp—di)yw(z) .e(CQ,1+'~'+CQ,P*dQ)yw,Q(Z)Zil_l et

Gw(&’ d’ c’ t’ z) =

(eyw,l(Z)C1,1+»--+yw,Q(z)CQ,l —efr). (eyw,l(2)61,p+-..+yw,Q(Z)CQ,p — efp)’

where y,, 4(z) corresponds to a certain explicit product of the complex numbers z1, ..., zg € C, and where
tw,q € C.

Theorem 1.1.28 ([Koml0, Theorem 3.14]). Assuming the same conditions as in the previous theorem,
there exist piecewise smooth surfaces ¥, C (C*)? such that

1 1
HL
7d7 ) = . N
6 des) =1 T Tig) w;@ (@it 1(s) — 1), (eBmwa(®) — 1)

/ Gw(£7d7cvtw(s)7Z)d21/\.../\de
Sw

where tw,¢(s) == 3 ep, . Sp is a linear form with Py,q C [1,Q] for allw € Sg C Sq and all1 < ¢ < Q.

Note that the surfaces 3, as defined in [Koml0, Formula (41)] avoid all the singularities of the
corresponding function z — G, (€,d,c,t,z). Komori even shows in [Kom10, Proposition 6.7] that the
function

I, : (&d,c,t) — / Gy(€,d,c,t,z)dzy A ... Adzp (1.5)
S

is holomorphic in the variables t on C®. Komori then finds that the function

1
D(—Ny + p18) ... T(=Ng + pgs)(e?mste1 (k) — 1) (e?imstv.e (k) — 1)

CHL(€7 d7 C, -N + SN) = Z

weSQ

/ Gu(€,d,c,tyy(—N + ps),z)dz; A... Adzp (1.6)
Sw

is regular at s = 0 for all directions except for those who belong in a union of hyperplanes described
by the relations ¢, 4(p) = 0. Therefore the directional values make sense for all the directions that are
located outside of those hyperplanes.

Also note that this surface integral representation generalizes the usual integral representation of

Riemann’s zeta function .
1 257

= : dz,

) = Ty -1 /C P

where C' is Hankel’s contour (see [EMOTS&I) §1.10]). It is good to recall that this integral representation
of ((s) yields well known relations between Bernoulli numbers and the values of the Riemann zeta
function at nonpositive integers. On the same trend, Komori used his surface integral representation
in [Koml10, Theorem 3.22] in order to get formulas of the directional values at nonpositive integers in
terms of generalized Bernoulli numbers B,,(€,d, ¢, k) with k € N(? defined by the generating functions
Gy (€,d,c,t,2) (see [Koml0, Définition 3.20]). Note that the existence of such directional values assume
a non-vanishing condition on the sum of the components of a given direction.

Theorem 1.1.29 ([Kom10, Theorem 3.22]). For all direction p € C? such that ty, 1 (@), ..., tw.o(p) #0
for any w € Sg, we have

B’w 7d7 7ku)
(g d e, -N) = (-1)NINL.NG! D (£d,c )Ht p

kw1l kw.o!
weSq w,1 w,Q

with Ky = (kw1 -, kw,Q) € Ngg being explicit integers depending on N = (N1, ..., Ng) € N§.
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Incidentally, it turns out that if one manages to re-express the generalized Bernoulli numbers in the
formula obtained by Komori, then this formula can be used in order to determine whether a nonpositive
tuple is a singularity for the function (#£. Indeed, if one obtains two distinct values (£ (¢, d,c, —N) #

I

¢HL(¢,d,c,—N) along two different directions p # p/, then the nonpositive Q-tuple N is a singularity.
w

Remark 1.1.30. The directional value formula obtained by Komori is not very explicit, as it is often
difficult to get at a satisfactory expression for the gemeralized Bernoulli numbers he introduces in his
article.

Komori didn’t considered derivative values along a direction of the Hurwitz Lerch multiple zeta
functions defined by

(C7E)'(6dy e, =N) = 0, (CTH(€ e, =N+ sp)) -
From Komori’s surface integral representation in Theorem [1.1.28] we won’t be able to provide a nice
formula for those values. Yet we still can state an analytical property of those values which will turn out
useful in our later work.
Corollary 1.1.31. For all Q-tuple N € NOQ, the two functions
M= CHL (ga da c, _1‘\})

n— (CHL)I(gﬁ d’ ¢, _]'E)

are meromorphic on C9 with singularities located in the hyperplanes ty, o(p) = 0 with w € Sg and

q€[L,Q].

Proof. From Theorem [1.1.29| we get that the directional value (#L (&, d, ¢, —N) is a rational fraction in
"

the variables p1, ..., g, with denominators of the form ¢,, 4(p). The first function of the corollary is then
clearly meromorphic on C@.
For all w € Sg we set

1 1
Fw ].V-7 = as : : )
(N, ) <F(—N1 ¥ p118) - T(—=Ng + f1gs) (eBmstun (1) — 1).._(eZimstu.o(w) — 1)>S:0

and by easy computations we observe that F}, is a rational fraction in the variables p, ..., ug, with the
denominators being products of some of the linear forms ¢,, 4(p) with g € [1,Q]. By evaluating at s =0
the derivative of the expression (L.6) we then get

Bw(£7 d7 C, kw)

(LY (¢, d, ¢, —1;1) = Z Fy(N, ) T 1! w0

weSg

Q Q
ol
+(DNINLLNG! YT Y S d e, -N) ] K’
J q=1

q
weSqg j=1 = w,q(ﬂ)
q#]
where k,, € Ny are explicit integers (see [Koml10, Theorem 3.22]) for all w € Sq, and where oL is the
J
first derivative with respect to the variable ¢; of the function I,,(&,d, c, t) defined in the expression (1.5).
We then find that the second function of the corollary is meromorphic on C%. O

In [EM20], Essouabri and Matsumoto studied the directional values of the generalized Euler-Zagier
multizeta function. Here, we will only provide a very simplified and much less detailed formula:
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Theorem 1.1.32 ([EM20, Theorem 1]). Let’s consider complex numbers ¢ = (c1,...,cp) € HE and

—P
d = (di,....,dp) € Hy, a P-tuple N € N, and a direction p € CF such that Re(up + ... + up) # 0 for
all p € [1, P]. Then the directional value

gz(_Na C, d) = lim CEZ(_N + SK, C, d)
In s—0

exists, and we have that:

P
F/(-N.c,d) = > file,d, ) [ [ B,

k=(k1,....kp)€[0,|N|+P+1]P i=1

with By, being the n-th Bernoulli number, and fx(c,d, p) an explicit rational fraction in the variables c,
and pp forp € [1, PJ.

Remark 1.1.33. 1) In [EM21|, Essouabri and Matsumoto generalized this last result for a larger class
of multizeta functions, which are of the form

1
Gr (Sv P) = m )
n nl,‘%:le Hj:l Pj(nl,...,nj)w
where P; is a polynomial in X1, ..., X; such that it respects the HOS condition (see [Ess97]), where P,
is homogeneous and elliptic and such that
V1<j<m, lim Pj(z1,...,xj) = +o0.

zr1+...+x;—+00

2) In [MW02], Matsumoto and Weng studied zeta functions of the form
“+o0
P(n)
M (s) = 3
()= 2 s

with P and @ two nonzero polynomials such that QQ doesn’t vanishes at positive integers. They provided
an explicit formula for its derivative value at s = 0. This formula is of particular interest when studying
the regularized determinant of the Laplacian of the n-sphere (see [Var8§], [WY96], [QC90], [Kum99)).

1.1.3 On asymptotic formulas for some partitions

We will explain in this subsection some arithmetic applications of computing special values of Witten’s
zeta functions, and their derivatives. We will also discuss Meinardus’ theorem on the asymptotic behavior
of some partition numbers generated by infinite product. We will also discuss some recent work from
Bridges, Bringmann, Craig, Franke, Males on asymptotic formulas for more general partition numbers in
the articles [BB24], [BBF24], [BCM23]. We will also state the results obtained by Bridges, Bringmann,
Brindle and Franke in [BBBF24], and we will talk about their approach.

In combinatorics, it is standard to use a generating series

w(g) =Y r(n)g"

n>0

in order to study the behavior of a sequence of complex numbers r(n). If the function w is holomorphic
for |g| < 1, then by Cauchy’s theorem we have

1 [ w(g)
() =5 | e

where C is a circle centered at zero running counterclockwise, and included in the unit disk. In the general
case, no result exists to obtain an asymptotic formula for all sequence r(n). In the rest of this section,
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we will focus on sequences obtained by considering a generating series that corresponds to an infinite
product.
We consider a function G¢(g) defined by

h :
f(q) n\f(n)’
o (L= gm)f

where f(n) € Ny are nonnegative integers. By distributing the product above, one can consider a sequence
ps(n) by the relation

“+o0
Gi(q) =: > pr(n)q" (1.7)
n=0

We consider the Dirichlet series

(s=o0+ir, 0> 0g),

with o its abscissa of convergence, when it exists.

Example 1.1.34 ([HR17]). Let’s consider the number of partitions p(n) of a positive integer n. A
classical way of defining such a sequence is by considering an infinite product

+oo +oo 1
1+Zp(n)q” = H T
n=1 n=1

The corresponding Dirichlet series is Riemann’s zeta function. For such sequence, Hardy and Ramanujan
showed the following asymptotic formula

(n) 1 2n

n) ~ ——=exp|m/—|.
p n—-+o0o 477,\/3 P 3
One can check for the proof in Andrew’s book [And706, 5.1.2].

‘We now set N
gr(z) = Z f(n)e "=,
n=1

We assume the following conditions:
i) The abscissa of convergence o of Ly is positive.

ii) The function L; has a meromorphic continuation to H_¢, with 0 < Cy < 1, and such that Ly has
only one pole at s = g in this domain, and that this pole is of order 1. We note A the residue at
that pole.

iii) We have the following upper bound, which is uniform on ¢ > —Cp, as 7 — 400
[Li(s)| = O(r|?") (s =0 +ir)
Wlth Cl > 0
1
iv) Let € > 0. For all z = = 4 2iny such that arg(z) > %, |z < B and |y| < 1, we have
Re(gs(2)) — gp(x) < —Coz™,

with Cy > 0 a constant depending on e.
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Meinardus’ theorem then provides an asymptotic relation for the sequence py(n).

Theorem 1.1.35 (of Meinardus, [And76, Theorem 6.2]). As n — +o00, we have

pr(n) = Cn” exp (n+ (1 + i) (AD(a + 1)¢ (o + 1))i> (14 0(n="1)),

where pr(n) are defined in formula , and C, K, k1 are real numbers depending on Ly (0), L’f(O), Co,
and a.

The proof of this theorem relies on the saddle point method, key aspects of which will be explained
here. For details of the method, we refer to [FS09, VIIL.3]. The method takes advantage of the fact

Gy(q)
c ¢t

1
that the integral o dg is independent of the radius of the circle C within the unit disk. This
im

independence can be exploited by judiciously choosing an appropriate radius pg(n). The saddle point
Gy(q)
n

method involves selecting this radius near 1 in such a way as to minimize over a minor arc

C1(6g(n)). Specifically, we can choose such a radius so that the derivative of the integrand at ¢ = po(n) is
O(n?), where ¢ is well-chosen. Alternatively, we can find py(n) by studying the derivative of the function

hr(z) :=1In(Ls(2)) — nlog(z).

We then look for pp(n) such that
Wy(po(n) = —n + O(n').

We will then have a quadratic approximation when 6 — 0:

hy(po(n)e) = hg(po(n)) =: *%5(1)0(”))‘92 +0(6%) +0(n’)

where 8(po(n)) is a constant depending on pg(n), and on the choice of §. We will then aim to determine
an angle 6y(n) such that

Bpo(n)bo(n)* — +oo,  h"(po(n))bo(n)* — 0.
0—0 0—0
For such a choice of 6y(n), one can get in particular that the behavior of the integral over the minor arc
Co behaves like a Gaussian integral, whose bounds depend on n, which can be approximated.

Debruyne and Tennenbaum obtained a more general version of Meinardus’ theorem in [DT20] by
weakening condition iv) on the growth of the function gs. Let’s also observe that some partition numbers
coming from physics have been studied by Granovsky and Stark in [GSE0S]. The two authors established
a multipolar version of the Meinardus theorem assuming a nice repartition of the sequence (f(n)),en and
a growth condition on the analytic function L (s).

Thanks to those general theorems one can hope to study more exotic number of partitions such as
the number of representations of a semi-simple Lie algebra g. Indeed, we saw via formula that
this number of representations corresponds to a number of partitions generated by an infinite product
associated to the sequence (fy(n))n>1, and then the function Ly, (s) corresponds to the Witten zeta
function (4(s). One then realizes that Meinardus’ theorem cannot be directly applied to obtain an
asymptotic expression for the representation number rg(n) of any Lie algebra because the Witten zeta
functions have more than one positive pole in general. However, by cleverly modifying the proof of

1
Meinardus’ theorem, and then studying the residues of (5((3y(s) at s = - and at s = 3’ and by calculating

the special values (y(3)(0) and C;[(3) (0), Romik obtained the following theorem:

Theorem 1.1.36 (JRom17, Theorem 1.1]). As n — +oo we have

K
Ts1(3) (1) —~ exp (A1n2/5 — Aon®/10 — Agnt/5 — A4n1/10) ,

~
n——+oo n3/5
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with the constant Ay, Ao, A3, Ay and K being explicit. Let

1 1\ (5 1 3
= =T = - = — — — .
(50 (5) <) e ()el)
The constants Ay, As, A3, Ay, K are such that:

Aq :=5X? = 6.858260476...
Ay :=X"'Y = 5.77360174...

3
Az :=— X 4Y? = 0.91134107...

- 80
11
Ay ::%X”Y‘g = 0.35163754...
2v/ 1
K ::%XV3 exp (-2560)(—103/4) = 2.44629033486...

Note that in [Rom17], the computation of the constant ¥ depends on the special value C;[(?))(O) =
—In(27) +1n(2) computed in [BDI8]. Moreover, all these constants also depend on the calculation of the
residues of C4((3)(s) at s = 3 and s = 3

Later on, Bridges, Bringmann and Franke obtained in [BBF24] an asymptotic formula for the number
of irreducible representations of dimension n of sl(3) by studying the Witten zeta function (s3)(s), and
using a Tauberian type theorem.

Romik conjectured that it is possible to obtain similar results on the representation numbers r4(n)
for other Lie algebras g. To extend this result, one needs to establish a Meinardus-type theorem, and
also obtain information about the positive poles and residues of the corresponding Witten zeta function,
and then obtain an expression for the derivative value (;(0).

Motivated by this question, Bridges, Brindle, Bringmann, and Franke have established a more general
variant of Meinardus’ theorem in the article [BBBF24]. Let f : N — Ny an arithmetic function. We
define for all ¢ = e™%, z € Hy, the functions

+o0 . oo 1 = f(n)

Let A := N\ f~1({0}). We assume that:

(P1) Let o > 0 be the biggest pole of L. There exists an integer L € Ny such that, for all prime numbers
b,
AN (PNo N A) > L > 5.

(P2) There exists a real number R € R such that Ly is meromorphic on H_g = {z € C,Re(z) > —R},
and such that L is holomorphic on the line (Re(z) = —R). Furthermore, we assume that the
meromorphic function L}(s) := I'(s)((s + 1)L(s) has only real poles o := 1 > ..., and that these
poles are all simple, except at s = 0 where it may be a double pole.

(P3) There exists a real number a < g such that, on each strip o1 < o < 05 in the domain of holomorphy

of Ly, we have
L(s) = Ooy,0, (ea‘Tl) (s =0 +ir),

as |7| = +oo.
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Theorem 1.1.37 ([BBBEF24, Theorem 1.4]). We assume the conditions (P1), (P2), and (P3). Let L
be the real number from condition (P1) and R be the real number from condition (P2). Then for some
N € Ny,

_ ¢ P S A% B — min( FEz55. 5 )
pr(n) oo b &P | AnsE +Z Jn 1+ZE+0L,R n ,
=2 =2
with M e N, 0 < apy < ... < ap := %, 0<wvy <..<vn, A1,....,Ay and Bs, ..., By being explicit
o

constants.

When the meromorphic function L has only two strictly positive poles, Bridges, Brindle, Bringmann,
and Franke obtained a more precise formula. Let us first introduce the following constants: Let a > 5 > 0
be the only two positive poles of L;. We denote w, := Ress=a(Lf(s)) and wg := Ress=5(Ls(s)) as
the residues of Ly at its positive poles, and we set ¢1 1= woI'(a + 1){(a + 1), c2 = wpl(B + 1){(B + 1),
c3 = Ly(0). Let

L0 2L
el 1O (wal(a+1)¢(a+ 1)) = oo L-Li(0)+5
2r(a+1) ’ a+1 '

Let Pr be the union of {0} and of the poles greater than —R of L}. We set

1 w1
L=—— C - _1)N
a+1PRJFZ (a+1 ) 0
HEPR

@ w+1 R+ o
HEPR
Theorem 1.1.38 ([BBBF24, Theorem 4.4]). We assume conditions (P1), (P2), and (P3). Let L be the
real number from condition (P1) and R be the real number from condition (P2). Moreover, we assume
that Ly has only two poles o > B > 0 such that there exists an integer | € N satisfying the inequality
H'Tlﬁ <a< ﬁﬂ. Then we have

n =
pf( )n—>+oo
+1 N
c _a B G=DB | i=2 1o = B . 2L—a R
Eexp AneotT + Agnatt + E Ajn a1l Tayit2—J 1+§ :niy]] +OL,R n mm(iz((frl)r_,_l) 7
Jj=3 j=2

with Ba, ..., By being explicit constants, and

Ay i=(wal'(a+ 1)((a + 1))‘#1 (1 + ;) ) Az = ( Fo;ﬁliiﬁf)z((ﬁ —:_11)))Qf_1 ’

1 1 k ki
at1 1
A —K 4+ 4 3 - 3 m\ K Ky
J J o m k T
0<k1<...<ky<m €
Ik|=m

k14+2ko+.. . +lk=5—-1

l k1 ki
cy _ﬁ m K2 ...KlJrl .
=y ()Y (D5 e
0<k1<...<ki<m €

|k|=m

k1+2ko+...+lki=7—-2

with (K;)j>3 described in [BBBF2J, Lemma 4.3], and 0 < vy < ... running over the positive elements of
L+ M.
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Remark 1.1.39. For a given semi-simple Lie algebra g, the number of representations rq(n) can be seen
as a partition number associated with an infinite product

+oo +oo 1
n _
1+Zr9(n)q - H (1_qn)fg(n)
n=1 n=1

Upon applying the Meinardus type Theorem[I.1.37 to the study of the asymptotic behavior of the sequence
rq(n), we then see that the integers f(n) correspond to the sequence number of irreducible representations
(up to isomorphism) of dimension n of the Lie algebra g, noted fq(n). Therefore, the function Ly (s)
corresponds to the Witten zeta function (4(s). Since the function (4(s) verifies the HOS condition of
Essouabri (see [Ess97]), it follows that the function Ly, (s) has a meromorphic continuation on C, and
that the condition (P3) holds. It remains to check if all the positive poles are simple poles in order to
prove that (P2) holds or not.

Remark 1.1.40. To study the asymptotic behavior of rg,(n), we would need to know K3, and according
to [BBBF2j, Lemma 4.3], we have
3(a - 26)
28+1 ?

2(a 4+ 1)2¢,*
with ¢1 and co being the constants already defined by

Ky =

1 =wal(a+1)¢(a+1),  ca=wsl'(B+1)(B+1).

Moreover, to study the asymptotic behavior of rq4,(n), we will see that the integer | = 2 works because we

1
would then have Ly, (s) = (g,(s), and the positive poles of the function Ly, (s) = (g,(s) are s = 3 and
1

S = —.

5
By applying this theorem, the four authors obtained results similar to Romik for the number of

representations r4,(5)(n):

Theorem 1.1.41 ([BBBF24 Theorem 1.3]). For all positive integers N > 1, we have

N+1
C ,
Tsa(s)(N) = exp (Alns + Ayn + Agnd +A4) 1+ Z -+ On (n_NQH) ,

n——+oo n 12

with Ba, ..., Bn+1 being explicit constants, and

GRS E% o), () T@WE”
3 (3¢ <>6 SONION
P AR RIONICIRTCIN

3F()<()

Those 4 authors computed the special value (so(5)(0) and the residues of the Witten zeta function

1 1
Coo(5)(8) at s = 3 and at s = 3 however they hadn’t a nice formula for the derivative value C;0(5)(0). In

chapter |§| we will give other expressions of those residues, and we will find the same value for (;o(5)(0) via
another method as the one used by the 4 authors. We will also give a simple expression for the derivative
value (] 0(5)(0) which will allow us to compute explicitly the coefficient C, therefore giving an explicit

asymptotic formula for the number of representations 7445 (n).
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W =

We will also obtain in chapter |§| formulas for the residues of the Witten zeta function (g, (s) at s =

and at s = —, and also provide explicit formulas of the value (4,(0) and of the derivative value (g, (0).

We will then establish a similar result as the theorem previously stated for the number of representations
g, (n) by using the Meinardus type Theorem [1.1.38

1.2 First definitions

In this manuscript, we shall consider a family (I4)4e1,qp of linear forms of rank P with coefficients in the
Poincaré half-plane Hy = {s = 0 +ir € C|o > 0}, where P > 1 and @ > 1 are positive integers. We also
fix d = (dy)ieq1,pp, A" = (d})qequ,q@p @s complex numbers in Hy such that dj, = l,(d) for all 1 <¢ < Q.

Notation. Let g € [1,Q], we denote
P
ly(n) = Z Cq,pTp-
p=1

For the sake of clarity, throughout this manuscript, we will choose to use the index p (or index i if p is
already used) when summing or taking product over any subset P of [1, P], and we will use the index q
(or the index j if q is already used) when summing or taking product over any subset Q of [1,Q].

We will first define the incomplete gamma functions.

Definition 1.2.1. Let v € Hp, 8 > 0, s € C. We call incomplete gamma functions the following
Sfunctions:

—+oo
(s, 0,v) =/ e My Ty,
9
0
v(s,0,v) :/ e Wyt tdy (when Re(s) > 0).
0

We call T'(s,0,v) the upper incomplete gamma function and ~(s,0,v) the lower incomplete gamma
function.

These incomplete gamma functions are more general than those that can be found in the literature
(for example, in [EMOTS8I] Chap.IX] or in [Cral2l §3]). The classical incomplete gamma functions can
be recovered by setting ¥ = 1. For our purposes, we will need an arbitrary v in Hy.

We now introduce constants that will appear in Theorem [D} Through partial fraction decomposition,
we can easily find:

Proposition 1.2.2. Let a P+ Q-tuple (N,N’) € N}’ x N(CJ?. Let’s consider K the field above Q generated
by the coefficients cq p, with 1 < ¢ < Q and 1 <p < P. Let P C [1,P] a set, j, f € [1,Q] some integers,
and we consider v .= (Vp)pep € (I\Igl)l’Q]]\{J’f})79 and W = (Wp)pepe € (NOQ)PC some tuple. Let’s note
P¢ =[1,P]\'P the complement of the set P, W, = (wp.q)ge[1,0] and Vp = (Vp.q)qe[1,Q]\{j.f}- Then there
exist a polynomial ﬁp7j7f7v7w7N7N/ € Klz] and two sequences of constants (Cp j fvwr(N,N'))xen, and
(Dpj.fvw,0p) (N, N') ) seng pep such that all their terms belong to the field K, and such that

T N
_N\ -1+ —N,—1—|v,| D P, frv,w,A ’
w NN T (e + eppn) N =Pppvwnn (@) + Y >
peEP A=1

INl|p+IPl+|v]

Y Dp g w0y N, N
pEP A=1 (Cj’p + Cfapm))\
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We consider Pp j fv.w NN the antiderivative which vanishes at x = 1 of the function ]prjyf,‘,’w’N,N/.
Let’s note Ep j tvw(N,N') € K the constant term of Pp j v wnNN . We now set

Nj+l—|weyl

Cp.,; v,W,\ N7N/
Fp,j’f,V’W(N7 N/) = _E’P’j,f’v,w(Na N/) - Z P’Lf,): _, 1( )
A=2
[N +[P[+|v] ,
! Dpj.pviw.0p) (N, N) - N
a 72 Z ’ )\_i ((Cj7p+Cf,p)1 )\_le',p )
fip —
pEP A=2
+*ZDszvw(lp)(l\T N’)In (1+ . ’p) .
rp pEP J,p

Remark 1.2.3. 1) Note that if =N} — 1+ [weg| > 0, then Cp jfvwx =0 for all A.

2) In the product H (cjp+ cf,pa:)(_N”_l_lv"D, some terms may appear multiple times. This is why
pEP
(\N\\P+|7’|+| vl . .
the sum Yy \_ goes up to |N|jp + |P| 4 |v|. If this occurs, then we have many choices for the
constants Dpyjﬁfyv’w’(A’p) Note that the constant Fp j ¢ v w(IN,N') is independent of those choices.

3) The constant Fp j rv.w(N,N') will appear in the calculation of an integral in Lemma|3.1.4)
Example 1.2.4. Let P =0, for all A > 1 we have

Coj s AN N) = 0301
Dy j,fv.w,(0p) (N, N') = 0
Epjpvw@™NN) =0 (if [wag| < N})

1 ) ,
(if [wey > Ny),

E@,j7f,V7W(N7N/) == w f| —_ N/
* f

where § is the Kronecker symbol. In particular, we get that Fy ; r0.0(0,0) = 0.
Example 1.2.5. Let P = {p}, j # f € [1,Q], (N,N’) =(0,0), v =0 and w = ey, we then get that

fo}fl‘HWOf‘( —Np—1—|vp| _ (

Cjp + CrpT) Cipt nypl")il

1
Therefore, we have Fpy j r0.e, = —In (1 + Cfp)
Ctp

Ci.p
Example 1.2.6. Let P = {p}, j # f € [1,Q], (N,N’) =(0,0), v =0 and w = e;, we then get that

1 c
N imvel = x_l(cjm + Cf,px)_1 =—z ' - f’p (cjp+ Cf,pm)_l

x—N}-—l—‘r‘W.f‘(
Cjp Cj.p

Cjp + CrpT)

1
Therefore, we have Fpy j ro.e, = ———1n (1 + Cf’p) .
¢ Cj,p

Jsp
We shall study in our thesis the following multizeta function:

Definition 1.2.7. For all (s,s') € HY x HZ we set

Z(s,s') = Z(c,d,s,s') Z an—i-d n)+d,)”

nENP p=1

il ::&3

Remark 1.2.8. This class of multizeta function is of the Hurwitz-Lerch type without any torsion, as
described in Definition[1.1.26:
1

Z O ~ P o~ Sq
neNy H?:l (dq + Ep:l Cq,pnp)

Z(S7 S/) = CHL(()?a?E’ (817 ‘0 SP7 S?l’ ) SIQ)) =
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with Py = P, @ =P+ Q, B°= U [1,P]\ {p} x {p} C [1,Q + P] x [1, P], d— (d,d"), and with
1<p<P
C = (C(gp))(ap)el1,Q1x[1,P] Such that

Eq,p:OifQ#P and g < P
Cpp=11ifpel,P]
Cqp = Cq—Pyp if ¢> P.

Therefore, we can apply the Theorem and its corollaries for the multizeta function Z(s,s’). We
then get that the function
s+ Z(—N+ ps, —N + p's)

is meromorphic on C and regular at s = 0 for all directions except for those inside an explicit union of
hyperplanes.

Thanks to the previous remark and Theorem we see that the multizeta function Z(s,s’) is
meromorphic on C* x C®, and this theorem also provides information about the set of singularities of
Z(s,s’). We also have a domain of holomorphy, however for our needs, we require a larger domain of
convergence than what is provided by Theorem [[.1.27] We will then show a more precise domain of
convergence in the following proposition:

Proposition 1.2.9. We set

D=Dpg:=14(s5)€C”"xC?| D o, +0i+...+04>|P|,0 #P C[1,P]
peP

The multizeta function Z(s,s’) has a domain of convergence inside of the set D, and has a meromorphic
continuation on CF x C®, with singularities inside in the following union of hyperplanes:

S s+ si=Q+P-n (PC[L,P,QC[LQ][PUQ|>2mneN,)

peEP qeQ
sp=1,.,P (1<p<P)
s; =1.,P (1<q¢<Q).
In general the values at nonpositive integers don’t make any sense because they are poles for the

function Z(s,s’). This is why we will consider the values at a P + @-tuple —(IN,IN’) along a direction
(p, ). Thus we need to study the function Z(s,s’) at this P 4+ Q-tuple along such a direction:

Definition 1.2.10. Let (N,N') € N x N, and (p, ') € CP x C2. We set

ZnnN(s) = Z(—N+ spu,—N' + su').

pop!

Remark 1.2.11. If we set p =0, and p’ =1, then Zo o(s) corresponds to a Shintani-type zeta function
0,1

Zoo ZH +dl

neNl’ ¢=1

Keep in mind that the coefficients d; are not free, and depend on the choices of d, and on the choices of
the coefficients (cpq)1<p<P-
1<¢<Q

We also consider the following zeta function, which consists of evaluating the multizeta function
Z(s,s’) along the diagonal.
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Definition 1.2.12. We set for s € C the zeta function associated with the data set c,d

Zn:8€CH Z((8y...,9),(8y...,8)).

By Proposition [1.2.9) we know that the function Zn n is holomorphic on {s € C|(—N + ps, —N’' +

wop!

w's) € D}, for all directions (u, p') € ﬁ(}; X Hég. Therefore, there exists a real number o n N/ such that

’

23
the function Zn n is holomorphic on H, for such directions. We shall say that the function Zn n

0,N,N’

pop! o’ pop!
is holomorphic on o >N N 1, or sometimes only o > 1 when there is no ambiguity.
mop!
It also follows from Proposition[1.2.9| (or from Theorem[1.1.27)) that the function Zn n- is meromorphic
wop!

on C, for all directions (p, ') € C x C¥ except for those who belong in an explicit union of hyperplanes.
By Komori’s result [Kom10, Theorem 3.17] we know that the function Zn n- is regular at s = 0 for those

e
same directions. In Proposition [2:2.4) we will detail an analytic continuation method different as Komori’s

approach in order to prove the regularity at s = 0 of the function Zn n. This will mainly allow us to
wop!
prove explicit formulas for the values and derivative values along a direction of the function Z(s,s’).

Notation. Let a P+ Q-tuple (N,N’) € NI’ x NOQ, and a direction (pu, ') € CP x C? such that

We consider the directional value,
Z(_(N7 N/)) = ZN,N' (O)a

w,p’ wop!
and we consider the directional derivative value

Z'(=(N,N')) := 05(Zn N (5)) 5=0-

oo nop!

Remark 1.2.13. By the Corollary we have that the two functions

(/J’vl"'/) = Z(_(NaN/))v (/J’v/"’/) = ZI(_(NvN/))

w,p! g
are meromorphic on CPTQ with singularities located inside an explicit union of hyperplanes.

We will now introduce auxiliary functions (which we sometime call generalized Barnes zeta functions)

for the purpose of studying the derivative values along a direction Z'(—(IN,N")).
o

Definition 1.2.14. Let R € N}, and j € [1,Q]. We call auxiliary function (or generalized Barnes zeta
function) the function

PR(s) = > (n+d)™ . (np+dp)™(l;(n) + d)) "

neNy
Remark 1.2.15. If R = 0, we obtain the classical Barnes zeta function ©})(s) = CB (s, djlcj, .y cjp).

The function @%{(s) corresponds to Znn/(s) with @ =1, p =0, /' =1, N=R and N' =0. In
pop!
particular, we know that this function is meromorphic on C, and is regular at nonpositive integers. The
first derivative of these auxiliary functions will appear in the formula for Z’'(—(N,N’)). Therefore, it is
wop'
crucial to have an explicit formula for the derivative of such auxiliary functions.
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1.3 Main results

As mentioned in the previous section, we will prove, using another method, the result of Komori on the

existence of the directional values Z(—(N,N’)) in Proposition [2.2.4 To obtain this result, we use in
oo
Chapter 2| a strategy called Crandall’s expansion, developed in [Cral2|, which was initially used to obtain

numerical approximations of certain zeta functions and certain L functions. This strategy was also used
by Borwein and Dilcher in [BD18] to study the values of a Mordell-Tornheim type zeta function, and to
approximate its derivative at nonpositive integers. Subsequently, Onodera provided exact formulas for
the values at nonpositive integers of a generalized Mordell-Tornheim type zeta function, as well as the
values of its first and second order derivatives in [Ono21]. The trick used by Onodera to compute those
values partly relies on introducing auxiliary functions resembling Barnes’ zeta functions with a polynomial
term in the numerator of the general term of the Dirichlet series, and then providing a formula for the
derivatives of these auxiliary functions.

More precisely, we shall state an analytic continuation formula for the meromorphic function Zn N
pop!

in Proposition
ZN,N’ (3) = KN,N/(Q, S) + JN,N/(Q7 S),

wop! wop! wop!

where the function s — Knn/(6,s) is holomorphic on C, and vanishes at s = 0, and the function

wop!
s+ Jn,nv (0, $) is meromorphic on C, with candidate poles that are of the form
wop!
s:ﬂ (1 < p < P such that p, # 0, n€Z>NP+1)
Hp B
n

_ *
where we recall the notation |p'|+ |p|jp = p} + ...+ iy + > e p f1p- We then see in particular that 0 isn’t

a pole for the meromorphic function Zn n/, therefore obtaining that directional values of the function
nop!

Z(s,s’) are well defined.
The fact that the function s — Zn n(s) is meromorphic on C directly follows from Proposition [1.2.9

o
and this same proposition also provides candidates for the poles of this function. Indeed, it is sufficient to

replace s, by —N, + p,s and s’q by —Né + u;s to obtain candidate poles. However, the set of candidate
poles provided here is more precise.
Let’s note that the term Kn (6, s) will not contribute to the formula for the directional values, as

mop!
it vanishes at s = 0. On the other hand, if we differentiate this term with respect to s, then it doesn’t
vanishes at s = 0 in general. We will therefore use the auxiliary functions (¢ (s));ec,q) that will help

retrieve the information of the derivative 0 Kn (6, s) at s = 0. We will then be able to evaluate at
wop!
s = 0 the derivative of the continuation formula of Zn n/(s) in order to obtain an explicit formula for
mop!

the directional derivative values.
Theorem A. For all P+ Q-tuple (N,N’) € NF x Ngz and all direction (p,p') € CP x C% such that
we have

Z(-(N,N")) =(-)N'T 3}~ I ™ (1.8)

i
np’ PCIL,P] |/L ‘ + |P"|\”P pEP
1<5<Q
. C(=Np — kp, dp)
Z QON,N’(]apak) H %a
k=(kp)pepe ENZ))C pEP? !

[k|=|N"|+|N|p+|P|
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with

Q Q
. 4 ; ! k W,
Q‘I{I’N,(j,ka) = (_1)|N IIER=IINES! I | Nq! E ' l [ (Wp> ch’%q (1.9)
p

g;; w=(wp)pepc €(NG)PT \PEPS a=1
v=(vp)pep MNP
VpEP® Wy =k,
V7], |Veq |+ Waeg|=N,

Q
_NP - 1) (Vp> _N;n_l_'Vpl v
C.: C p,q s
H ( v, | v, ) P [11;[1 4.p

pEP _
q#]j

where we noted

VQ € [[]-aQ]], |W'q| = Z va‘I’

pEPC

Vg € [1,Q)\ {5}, Vgl = Z Up,q-

peP

Remark 1.3.1. 1) The formula describing Q?\I’N,(j,P,k) is a finite sum. Indeed, we see that

Q Q

Z(Né — |Weql) = Z [Veq| = Z Up,q-
q=1 q=1 (P, @) ePx([1,QI\{s})

q#] q#j

Since |Weq| is nonnegative for all g € [1,Q], we deduce the following upper bound:
Z p,q < IN.
(p, ) €Px([1,QIN{3})
Thus, for allp € P and all g € [1,Q] \ {j}, we have 0 < v, , < |N’|. .
2) The formula for the values Z(—(N,N")) is described by a finite sum. Indeed, for all k € N} such

wop!
that [k| = |[N'| + [N|;p + |P| we have 0 < k, < N'| + |N|jp + [P| for all p € P°.
3) The values ((—n,d) with n € Ny and d € Hy are expressed using Bernoulli polynomials:
Bn+1(d)
—n,d) = ——"—=.
(. d) =~
Moreover, at d = 1, we have {(—n,1) = {(—n), and
B
_n) = (—1)n2ntt
((-n) = (-1t
where By11 is the n + 1-th Bernoulli number.
—N, — k,,d
4) If all the coefficients d,, are equal to 1, then the product H w will often be zero.
peEPC b
Indeed, if there exists p € P¢ such that Ny + ky, is even and greater than 2, then the product is zero.

Taking (N, N’) = (0, 0), we obtain the following simplified expressions:
Corollary Al. For all direction (pu, ') € CP x C? such that

we have
kP
Z(—(O 0)) = Z (_1)‘7)‘/1’; Z HPE'PC ip H C(_kpvdp).
p,’u’ |u’/| + |“’||7’ c H er Cip kp'
’ Pl Pl k=(kp)pepe ENJ P pEP®
1sis@ k|=IP|
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Via Theorem ' we also get a formula for the function Z(s,s’) along the diagonal at non positive
integers by taking the direction (g, ') = (1,1) and a P + Q-tuple (N,N’) = (N, ..., N) with N € N.

Corollary A2. For all integer N € Ny we have
—1)(PHI+Q)N+HP|

Za(-N)= Y ( TP NP 3 Q(P.x) [ M’

k!
c . p*
PCIL,P] k=(kp)pepc ENY pEPe
k|=(Q+|P|)N+[P|

with

Q Q
k
Q%(P k) =(~)M@ VN1 Y >y I (W) T e
j=1 w:(wp)pEPCG(N(—?)pC peEPC P/ g=1
v=(vp)pep MNP
VpEPC,[wp|=kp
Vg7, Veqlt+|Weq|=N

(7)) i)

PP |Vp|
q#]

where we noted

Vq € [1,Q], |Weg| = Z Wp,q>

pEPC

Vg € [1,Q)\ {j}, [Veg| = Z Up,q-

pEP

Remark 1.3.2. If we take Q = 1, P > 1 a positive integer, and l1(n) = ny + ... + np, we find via the
previous corollary that Q%(P,k) =1 for all set P C [1, P], and that

_1)IPIN+|P]| N k: .d
Za(=N) = Z (1)+|P|Ng79+1 Z H ¢( )_
PCILP] k=(ky)pepceNL PEP®
[k|=(1+|P)N+|P]|

This formula matches the one obtained by Onodera in [Ono21, Theorem 3J.
We also can formulate a qualitative version of the Theorem [A}

Corollary A3. Let’s consider a P+ Q-tuple (N,N’) € NI’ x N(? and a direction (p, p') € CP x CQ such
that
VP C[LPL W]+ [klp # 0.

We consider K the field above Q generated by the coefficients (dp)peq1,p] and (Cqp)pefr,Pl.qeL,Q], and by
the coefficients pi, for p € [1, P], and py for q € [1,Q]. We then have Z(—(N,N’)) €
wop!

We also have an expression for the directional derivative at nonpositive tuple of the function Z(s,s’).
This expression involves the auxiliary functions, also called generalized Barnes zeta functions, that we
set in Definition If we assume that a linear form [; has rational coefficients, we have a relation
between the auxiliary function ¢ (s) and the Hurwitz zeta function:

Proposition B. Let j € [1,Q] a positive integer, we assume that l; is a linear form with rational
s

coefficients. For all 1 < p < P, we then write cj, = bj’p the irreducible fraction decomposition of c;,,
JsP

with a;, > 0 and b;, > 0. Let

lcm(ag P) c Q+7 Bj,p(c) — L(C) eN

zi(c) =
i) ged(bjp) Cj.p
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for all1 <p < P. Then for all R € N} and all s € C\ N, we have

P
. A
er(s) =z [[ 88 D I] &
p=1 PC[1,P] peEPe
0<v1<B;5,1(e)—1

0<vp<Bj p(c)—1

. lj(d+v) o _ dp+vp
Z (71)\klc <s I ) H C( Ry — ki, ﬁj,p(c)>
n | .
keNg k' eNo i peP ey
[k|+F =R pe+|P°| -1

Taking the derivative at s = —N of the generalized Barnes zeta function, we find an expression of
this derivative using only special values and derivative values of the Hurwitz zeta function.

Corollary B1. With the same notations as in Proposition@ we then get for all R € N¥,

P
(k) (=N) = z;()V [] Bin(e)™ > IT R > (-1
p=1 PCL,P] pEP® keN7 k' eNg
0<v1<Bj,1(c)—1 k|+E' =|R|jpe+|P°| -1
0<vp<Bj,p(c)—1

C/ —N—k/,l'jéq-i_v) C _N_k/’l.]_gg(’vii_&_‘,)
( b ) ot TR ) 1

peEP

¢ (=B =y 555)
k! '

We now can give a qualitative version of our result on special values of the directional derivative of
Z(s,s’) at nonpositive integers:

Theorem C. Let’s consider a P+ Q-tuple (N,N’) € NI’ x NOQ and a direction (p, ') € CP x C? such
that

We consider K the field above Q generated by the coefficients (dp)peq1,p] and (Cqp)pefr,Pl.qe1,Q], and by
the coefficients pi, for p € [1, P], and py for q € [1,Q]. Then,

Z'(=(N,N')) € Vectk |7, (In(cgp))1<q<q, (In(cjp + cq,p))1<q,5<Qs (¢'(—n, dp)ogng\N\HN’HPv
[y 1<p<P 1<p<P p€[1,P]

-/
(@ (“N)DnepoNj+in? |
1<5<Q

where «y is Euler’s constant, and ¢; are the zeta functions of generalized Barnes type described in

Definition [1.2.17)

If the linear forms (l;);eq1,qp are all rationals, then we can use Corollary in order to replace the

derivative gaf;/(fNJ’») with an finite sum of special values at nonpositive integers of the derivative with
respect to s of the Hurwitz zeta function. Thus, we get the following corollary:

Corollary C1. Let’s consider a P+ Q-tuple (N,N’) € NI x NOQ and a direction (p, ') € CF x C? such
that

We assume that the linear forms 11, ...,lg have rational coefficients and that the coefficients di, ...,dp are
rational numbers. We consider the field K above Q generated by the coefficients , for p € [1, P], and p,
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for g€ 1,Q]. Foralll <p < P, we write cq, = Zq’p € Q the irreducible fraction decomposition of cq
a,p

with agp > 0 and by, > 0. We set
lem(ag,p) z4(c)
x4(c) = ——25 € QL Byp(c) = eN
! ged(bg,p) " o Cq.p
foralll <p< P,1<q<Q. Let’s also consider the following set

Li(d+v),.
A= {z(x)b e [1,QLv e [0, 81 — 1] X ... x [0, B8).p — 1]]}.
We then have that

Z'(—(N,N')) € Vectx {% (In(cgp))1<a<q, (In(cjp + cqp))1<g,i<qs (In(z;(c)))1<i<q;
o/ 15p<P T<p<P

(CI(_my))OSnSP(IN+1)+|N/I] ;
yeEA

where v is Euler’s constant.

The formula for Z'(—(IN,N’)) is actually explicit. It has a formula involving the special values of the
wop

derivatives of the generalized Barnes zeta functions <p]R, special values of the Hurwitz zeta function and

of its derivative with respect to s. The formula also features the logarithm of some integers, and Euler’s

gamma constant. We detail this formula in the theorem below.

Theorem D. For all P+ Q-tuple (N,N’) € N’ x N and all direction (u, ') € CF x C? such that

we have
Z'(=(N,N")) = (1.10)
Hop’
’ ’ /J,,N/' C
= comeenes (L) i w e
7;%[[1<’P]] pEP k=(kp)pEP“eN8) pEP?
sise k| =[N’ [+|N| 5+ |P|
| QR G P | D (v = hav,) + (v = by | + Qi (4, P K)
peP pos!
/ ;SN
- Z Nt | (=1 HlNlWHPHNiW Z Q\~ (4, P, k)
el e P e
=I= [k|=|N’|+|N|5+|P|
('(=Ni — ki, d;i) C(=Np — kp, dp)
' (Z pi il [ N
iepe pEP\{i} b

+ ZQ:%‘ ) H (N/) f[ | Prava) (D)

j=1 UZ(uq)qe[[l,Q]]\{j}G(N{;)[[l’Q]]\{j} Z;Jl
Vae[1,QI\ {5} |uq|=N,

Q P
j,u Ny U
— Y (=N > (-7 T (uq) [T

7;%[[1%15]] u=(ug) e, qn\ (5) M) AN} Z;}
S5 Vae[1,QIN{j}:ug =Ny
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. HEP‘ C N?jau) _kad)
: HR(Najau);D! Z pr+|u.pH-1 H kp!p e ’

peP k=(kp)pepc €N ” HPEP ip peEP®
|k|=N;+R(N,j,u)||p+|P|

with
R(N, j,u) := (Np + [Wap|)peqr,p; for all u = (0g)geqr,Qp\ i}

and with

Q Q
. / . k w
QR (P k) = ()N lwanon | TT ;) 2 I () e
q=1

= c c
a=1 w=(wp)pepe €(NG)P pEP

q#] i
V=(Vp)peP€(NE1'Q]]\{]})7?
VpePe,|wyp|=kp

VQ5£j7Né:‘V-q|+|w-q|

Q
—Np =1\ (vl -n —1—|v,| v
H < [Vl ) (Vp v’ ! ch%q ’

peEP qg=1
q#j
Qv (3, P, k) = (—1)Nlien HN" Zuf > Fpjrvw(N,N) - (1.11)
! w=(wy)pepe €(NG)P*
q#J f#a V=(vp)pep E(NILAING TP
VPEP,|wp|=kp
VQ7£jsf"Voq|+‘w0q|:N¢;
kp < Wp,q _Np |VZD| 'upq
H W chw’ H |v| H K
pePe NP/ g=1 pEP P
q;ﬁaf
Q
+ (—1)N'lipeno: HNé! Z H ( )chw
e w=(wp)pepe €(NG)P* \PEP®
V:(Vp)pgpe(Ngl’Qﬂ\{j})p
VpePC,|wp|=k)p
VQ75j7|V04‘+|W0q‘:N(/;
qu
_N,’D_l |Vp‘ Hg?ﬁ; o 1 . h h Q / h
IT{ o ) ) miimmr | | 2 mlnters) + b, = b, ) 3 = )
pEP P PGy pEP q=1

q#j

where j € [1,Q], P C [1,P], k = (kp)pep- € N», and where Fp; rvw(N,N') is the constant defined

in Proposition[1.2.9

Remark 1.3.3. This theorem reduces the computation of the directional derivative value Z'(—(IN,N’))
wop!
to the computations of values at nonpositive integers of the derivative of the auziliary functions

pR(s)= Y (i +d)™ . (np +dp)?r () +d))™ (€ [LQLReNY).

neNg

If the coefficients of the linear forms l; are rationals, then we have an explicit expression for the value
((pR) (=N) in terms of the special values of the derivative of the Hurwitz zeta function via Corollary
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Remark 1.3.4. We observe that the formula for Z'(—(N,N’) involves only finite sums. Indeed, it is

w,p’
clear that the sum E is finite. On top of that the sum
k=(kp)pepe GNOPC
|k |=|N"|+|NY |5 +|P|
w=(wp)pepe €(NG)”* w=(wp)pepc €(NQ)P v=(vy)pep (NI P
v=(vp)pep (NN P VPEPS, |wp|=kp Vq£5,|Veql+IWeq|=N,

VpeEPC,|wp|=k;
Va7, Veql+|Weq ‘ZN;

in the formula of Qn (4, P, k) and of QX (4, P, k) is also finite because

!
Q
Va e P, Wb e [LQIN{i},  0<wvap <D [Veg| + [Weg| = V'],
=1
0t

Vpe P Vg e [1,Q],  0<wyg <|wy| =k, <|k|=|N'|+|N|p+|P|

For the same reasons, the sum

2. = 2

w=(wp)pepe €(NG) P w=(wp)pepe €(NG)P v=(v,)pep e(NIHOINI 1P
v:(vp)pepe(Ngl,Qﬂ\{j’f})P VpEP |wyl=kp VQ¢j»f7|V-q‘+‘W-q‘=N¢;
VpeP,|wp|=kp
Va7, fi|Veq |+ Weq|=N,

1s also finite.

If the coefficients c are rationals, we can replace the derivatives of the auxiliary functions at nonpositive
integers with the formula obtained in Corollary [BT}

Corollary D1. We assume that the linear forms li,...,lg have rational coefficients. Let’s consider a
P + Q-tuple (N,N') € NJ x N§ and a direction (u,p') € C¥ x C? such that

For all1 < p < P, we write cq,p, = Zq’p € Q the irreducible fraction decomposition of cq, with ag, > 0
a,p
and by, > 0. We set
lem(ag,p) z4(c)
z,(c) = —% € QF, Bgplc) == eN
() ged(bg,p) * o (€) Cq.p
for alll <p < P. Then we have
Z'(-(N,N)) =
wop!
LN/ _ _
Z (_1)|N|+|N/\+\P\+NJ‘ H N, p; ;! Z H C(=Np — kp, dp)
PCIL,P] PEP ]+ el Pe pepe Fiy!
cla, k=(kp)pepc €Ny PE
=70 [lel=IN'[+ [N+

QR (G P X) [ D mp(v = hy,) + 15(v = hvr) | + Qi (s P k)

peP pon!

+ Z HNp! (_1)\N’\+|N|\p+\73|+N;

PC[L,P] \peP
1<5<Q

/ !/
W N

N % n (i Pk
Wy 2 ewGPR)

k=(kp)pepe GNOPC
|k|=|N'|+|N|;p»+|P|
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N; — ki, d; (=N, —k,,d
Z'ul ! ) H ( pkp! P p)

iePe peP\{i}

Q Q N P
N/
WL )3 [ (o) e
j=1 PC[1,P] u=(uy,) i A e(NDHYILRINY | g=1 p=1
oo g io AL\

0<vp<fj p(c)—1

P
: <H Bj,p(C)R(N’j7u)p> H R(N,j,u),! Z (_1)|k|

pEPC k=(kp)pepENY k' ENg
[k|4+k'=|R(N,j,u)|jpec+|P°|-1

))g (v -, L) 1 ¢ (RN, G w)p =k, 52505 )
k') k!

pEP

CI (_N k/ la(;d(t;/))
1 —In(z;(c

Q P
. N/
— > (= haupy! )3 -yl | TT () T ey
q

PelL Pl u=(ug)ge .o (53 €NG )N} = !
17 vae LRI} lug =N, "
I, cpe ¢(—R(N, j,u), — k,,d,)
) | peEP yJ» P D> P
1 R, j,w),! > I CR(NJ,u)p‘H 11 Jep! ’
pEP k=(ky)pepe NS peP Gip pePe

[k[=N;+R(N,j,u)||z+|P]

where we set
R(N,j,u) := (Np + [wep|)per,pp, for all u = (ug)4eq,Qp 4}

and

Q k Q
0 . L N’| ; / P Wy,
B2 1) = oMo | TTap | % 1 (5) e
q;l w=(wp)pepe €(NG)P* pEPE P/ g=1
q97) i
v=(vp)pepe(NIHQN )P
VpEP® [wp|=kyp
V’I?éij(;:‘V-ql"F‘W-ql

Q
-N,—1 _N,—1—
I (o) () T |

pEP [Vl i
q#j

Qi (P, k) 1= (—1)Nliano HN" Zuf > Fp i fvm(N,N)

pop! c
w=(w;)pepe €(NG)”

v=(vp)pepe(NIHONLIF1P

VpeP,|wp|=kp
VQ¢j7fa‘V-q|+|W-q|:Nr;

Q Q
H (kp) H quﬂjj'q H (Np - 1) <|Vp> H C;)pbq
pepe Wp a=1 peP [Vl Vp a=1
q#i:f

q?fj f sﬁ]
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Q Q
|N7| ; ! kP J

+ (=1)Nlimenes HN ! § H H cWp.a
q wp q,p

e we(wp)pere ST APEPS a=1

v=(vp)per €Ny’ hHE
VpeP,|wp|=kp
Vq#j;|Veq|+|Weq|=N,

HQ—I Cqp”
—Np =1\ (vl ez e e Q .
H [yl v, | Np+l+lvp| Z pp(In(csp) +hn, — hn, 1iv,|) + Zuq(7 )
S o v =
q7F]

where j € [1,Q], P C [1,P], k = (kp)pep- € N? and where Fp; rvw(N,N') is the constant defined
in Proposition[1.2.9

Remark 1.3.5. Let Q = 1, and P > 1 a positive integer, we set l1(n) = ny + ... + np (and thus
11 =...=ap=1), (u,p) =(1,1), and (N,N’) = (N,...,N) with N € Ng. Then we find by the

previous corollary that

e For all P C [1,P], and k € N}, we have Qi n (1, P, k) =1 and Qp nv (1, P, k) = 0.

o With the same notation as in C’orollary we have x1(c) =1, and f1, =1 for all1 <p < P.
e We have R(N,j,u) = (N,...,N) € N},

e In the formula of Z'(—(N,N")) obtained by the previous corollary, we get that the first sum cancels
1,1
the last sum.

Using the last 4 points, we get that

: (_1)\73\(N+1) Z
|P|+1

1,1 c
PC1,P] k=(kp)pepcENY
[k|=|P|(N+1)+|P]

Z C/(_N - ki7 dl) H C(_N - kpa dp)
Jei! Jep!
iepe pePe\{i} g

. (=N =k, d}) v C(=N — ky,d,)
+ >, M 2 (=)™ || PR

PCIL,P] k=(kp)pep NG k' €Ng pEP
[k|+&=|PC|(N+1)+|P°| -1

This expression matches the one obtained by Onodera in [Ono21, Theorem 4] (with the parameter dqy = 0
in Onodera’s theorem,).

By considering (N, N’) = (0, 0) in Theorem [D] we get:
Corollary D2. For all direction (u, ') € CT x C such that
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we have
Zu] (¢P)(0,djlc;)
uu
)Pl yere 55 q kp,d
Py s LUy e (e )
PClL,pP] =1 P k=(kp)pepceNE” peP Cip \ pep peEPe
[k[=|P]
(=)t C(—ky, dy)
DD D v orw el D DR | B w
plmry1<izi<g W1 T IHP K (k) ye ENT PEP®
[k[=|P]
kp wy, kp—wy,
> Fr st (upert e -upen,er (0:0) | T (7 )erpcin
wx:(w;)pepcen cpel0:kp] peEPe P
W [Lecpe (ki di) C(=ky,dy)
+ ‘P|7j PEP va L 75 S\Thp, Up)
Z z; |l‘/‘+|l’/|\73 Z c H peP Ci.p ZC ’ k! 1:[ ) kp!
PCILPTI k=(kp)pepcENT i€P peP\{i}

k|=[P|

where Fp j 1vw(0,0) is the constant defined in Propositz'on and with the notation (¢(B) (s, d|c) =
0sCB(s,d|c).

Remark 1.3.6. The constants Fp7j7f707(w;)ef+(kp_w;))e_7.)pepc (0,0)) in the previous corollary are linked
with the partial fraction decomposition of

R H (¢jp + crpe) ™
peP

Remark 1.3.7. It is worth noting that Matsumoto and Weng obtained in [MW02, Theorem E] a similar-
looking expression for the derivative value at s = 0 of a zeta function defined by two polynomials in C[X].

By taking p =0, and p/ =1, we get Z’'(— (0 O)) 95(¢5"(s, (c1, ..., €q),d’))|s=0, Which corresponds

to the first derivative with respect to s of the Shmtam zeta function at s = 0, as defined in Definition
[I.13] Let’s recall that in Definition [I.1.16] and in Definition [[.I.14] we have defined multigamma
function. Therefore, we have

05(¢% (s, djle;))js=0 = M(Tp(djle;)),  05(¢™" (s,d'[c)) =0 = In(Tp(d[c)).

From the previous corollary, and by definition of these multigamma functions, we get that the logarithm
of the Shintani multigamma function I'p(d’|cq,...,cq) = Tp((li(d), ..., lg(d))|c1, ..., cg) has an explicit
expression using the logarithm of Barnes multigamma function.

Corollary D3. We have

In(Tp(d’[c)) Zln (Tp(d)lcy))

(=p”! ¢ kp’d
DD > I
PC1L,P]1<Si#AfSQ k=(kp)pepe ENJ " PEPC
k|=|P|
k w;) kp—w;)
> Fp jug.0.(upert i —upe,er- (0.0) | ]1 (w’f )Cf,pcj,p
p

Wf:(w;)pepcenpepc [0,k,1 pEPE
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Note that through this corollary we obtain a Raabe type formula. Indeed, it is well known since
Barnes that

/ ln(Fp(lj(X)lClj))dl‘l...dl‘p =0.
(0,117
Moreover, by property of Bernoulli polynomials, it is clear that
1
Vn € Ny, / ¢(—n,z)dx = 0.
0

Thus, we obtain via a different strategy the following Raabe type formula first obtained by Friedmann
and Ruijsenaars [FR04]:

/[0 0P In(Cp((l1(x), - lg(x))le1, ..., eq))dzy...dzp = 0.

Applying Corollary and Corollary to the two Witten zeta functions (g, and (sa(5), we get the
following formulas:

Theorem E. We have the following formulas for the special values of (g, (s) and (5o(5)(5):

—N 0 -1 -2 -3 —4
3 TT 509
450(5) (=N) R ~ 26880 0 ~ 37847040 0
Cas(—N) 5 6641 0 12522872818983257 0
92 12 62705664 109242202556140093440

Moreover, we have the following formulas for the special values of (g, (s) and C;O(S)(s) at s = 0:

) 1 13 )

CQQ (0) =13 In(5) — 12 In(3) + T In(2) + 3 In(7) =~ 5.693601157568522039431952058889088333111...
3 13 3
§;0(5)(0) =§ In(3) + 3 In(2) + 3 In(7) =~ 3.2554386054345525232913601882450721298364388...
Note that these two Witten zeta functions vanish at s = —2. This result echoes Kurokawa and

Ochiai’s conjecture [KO13], which predicts that all Witten’s zeta functions vanish at s = —2. Note also
that we find the same value for (;4(5)(0) as in [BBBF24] Proposition 5.15].
Using last formula, and by taking the expression of the constant C in Theorem [[.1.41] we get:

1

1
. 1\  /3\™
C =3 12257 (= 2) .
1) <l3

We now obtain an explicit version of the Theorem proved by Bridges, Brindle, Bringmann and
Franke in [BBBF24, Theorem 1.3]:

Corollary F. For all integer N > 1 we have

N+

[

with Ba, ..., Bn+1 being explicit constants, and
~otar (1) ¢ (2)" (3 )"
omrimba (3 <()", - ifD
2t (21 + )T (1)< (3¢ (3) 2% (25 +1) T()) ()¢ (3)’
BT et T watapt
3
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We now wish to apply the results obtained in Theorem [E]in order to state an asymptotic formula for
rg,(n), which we get through Theorem [1.1.38| obtained by Bridges, Brindle, Bringmann, and Franke in
[IBBBF24, Theorem 4.4]. We first set

*
U (x1, 22,3, 24) =21 + T2 + 23 + 224,

15(x1, 2, x3,24) =21 + 222 + 33 + 314,

and we set

1 4 4 4
R20SL(E) () e (311‘(1,x,y,z>5 L,y 2)t
5T (%) 5 [0,1]3

F I Ly, 2) 8 4+ 1y, 1,2) 78 + 1 (2,2, 1) 78 + l;m,z,n-?)dxdydz,

IV

12037 (2)? 2 2
wa =()/ (myz>-§(Hz;<x,y7z,1>—3 + [, y.1,2)73

2
« _2 . _z
+ H Ly(z,1,y,2)7 3 + H Ly(1,7,y,2) S)dxdydz.
p=1

We will see in subsection that the coeflicients w, and wg correspond to residues of the Witten
zeta function (y,. We now state an asymptotic formula for the number of representations r4,(n) of the
exceptional algebra go, some of the coefficients of the formula have an expression using the residues wy,
and wg, and the special values (g, (0) and (g, (0).

Theorem G. For all integer N > 1 we have

7’92( )

C exp <A1n4 +A2n% Asn

n—)Jroo n 16

g~

~—
=
+

with Ba, ..., Bn41 being explicit constants, and

oot (ar (2)e(2) "

1,
3

) wﬁr@c(%)M 3 (@l (§)E)”

Pl (@t 0 (ar ()¢ (3
. ! ENOING)
weaar(3)<) (wal (3) ¢ ()
M wﬂr@)c@g&

Bl (DCE)T (al ()T

Remark 1.3.8. The B; can be computed through the coefficients b; obtained by [BBBF24, Lemma 3.6].






Chapter 2

Crandall’s expansion of Z(s,s’)

We shall fix in this chapter some coefficients ¢ = (¢4,p)1<q<q@ for the linear forms Iy, ...,lg, and d =
1<p<P
(dp)i<p<p, d' = (d;)lgqgQ some complex numbers such that d, € Hp for all 1 < p < P, and we assume
that for all 1 < ¢ < Q,
P

) = ly(d) = Z Cqpdp-

p=1

Moreover, we will consider a P+ Q-tuple integer (N, N’) € N}’ x Ng?, and a direction (p, p') € Fég X H(?.
All of the bounds that we will state through this chapter will depend on the above constants. However,
we won't note that dependence for the sake of clarity.

Firstly we will establish a meromorphic continuation of Z(s,s’) and examine its singularities in
Proposition Next, we will decompose the meromorphic function Z(s, s’) using a Crandall expansion,
and we will obtain a continuation formula for the univariate function s — Z(—N + us, —N + u’s). More
specifically, we will obtain a decomposition of this meromorphic function as a sum between a holomorphic
function that vanishes at s = 0, and a meromorphic function corresponding to an Erdélyi-type series.
This continuation formula will be crucial in the proofs of Theorems [A] and

2.1 Proof of Proposition [1.2.9

The meromorphic continuation of Z(s,s’) and the form of the singularities follow from Theorem
We aim to show here that Z(s,s’) is absolutely convergent on the domain D that is yet to be introduced
in Proposition It is enough to show that the series describing Z(s,s’) is normally convergent on
every compact subset of D. We intend to prove the following proposition, which is more general than
what we aim to prove in Proposition

Proposition 2.1.1. Let P,Q > 1 be two positive integers, and v = (Ygp)i<qg<q@ € H(?XP, a =
1<p<P

(ap)i<p<p € H(%D, B = (Bq)1<q<0 € H(? We set

D:'DP7Q = (S,s/) E(CP XCQ‘ ZO'p—f-Ui—f—...—FO'IQ > ‘,PLQ#PC [[1,P]]
peP

Then the function

P, —
ngﬂ(s,s’) =
N

P P —sq
H(np +ap) H (Z Ya.pMp + 6(1)
p=1

q:l p:l

v

normally converges on any compact subset of D.

39
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Proof. All the constants involved in the proof of this proposition will implicitly depend on the choice of
the coefficients ~, a, and 8. We will not show this dependency to improve the clarity of the proof. We
will prove this proposition by induction on P. It is clear that the case P =1 is trivial.

Let’s assume that the result is true for all k¥ < P. Let (s,s’) € HéDJrQ, and n € NJ'. We then have
the following upper bound

(np 4+ 1) < ny + Re(ay) < |np + ap| < nyp + || < (0 + 1).

Thus, we have that

P P
an +P < ZRG (Va.p)rp + Re(By) < Z%pnp""ﬂq < ZI%,M% + 184l < an + P.
p=1 p=1 p=1 p=1 p=1
Taking the product over [1, P] and [1, Q], we find that
P Q /P —5g
H (np +dp) H (Z Ya,pMp + Bq)
p=1 g=1 \p=1
P Q@ | i\= P im0 p
< 6(2P=1 ‘TpH_Zq:l qu‘) ’ (P + Z np H(np + 1)_%
p=1 p=1

We now aim to show that the series

P\ —ittol) p
> <P+an> [Tt +1)°
p=1

neNy p=1

is normally convergent on any compact subset of D. This series can be split into a finite sum of series of

the form
—(Ui-‘ru--‘rU’Q) P

P
St(o,0') = Z (P + Z np> H(np +1)7%
p=1

0sny)<...Sngcp) p=1

with f € &p, and in terms of the form Z1 1 P(( + i F Oy ey Ol 41+ e+ 04 )01+ O’b) with
1 =iy <iy < .. <igx=Pand (i,..ix) # (1,.. P) (which implies k& < P). By induction principle,
the Dirichlet series Zfip((al + ...+ 011 sy Oig 41+ oo + 04, ), 01 + ... + ) normally converges on any
compact subset of

(S,s’) cCF x (CQ| Z(o’ip + ...+ O'Z-p+1,1) —‘y—O’i + ... —l—O’b > |'P|,’P C {il, ...,ikfl} ,
pEP

and we see that the above set contains the set D.
Let’s consider the trivial permutation f =1Id € &p. By a change of variables we see that

o —(o1+tog) p p —Op
Sra(o,0') = Z (P + anp> (1 + an> .
p=1

nGNg p=1

By a previous inequality we find that:

P —(o1+40g) p p —op
Z (P—i—anp) <1+Zni> <<CEZ(Ul,...,Jp,l,all—|—...+Jé2+ap).
p=1

nEN[’; p=1
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mop!

By Lemma [[.T.25] we find that the right-hand side of the last inequality is normally convergent on any
compact subset of

{(s,) eC” xCo,+..4+0p+0i+..405>P+1—p1<p< P}

Mutatis mutandis we get that, for all f € Gp, the series

P

P
D (P my) et [Ty + 1)
p=1

0<nf)<--Sng(p) p=1
normally converges on any compact subset of
{(s,8") €C” x C®op(p)+ ...t oppy+ 01 +..+ 0y >P+1—p 1 <p< P}

We then get that Z ,1: 2 8 normally converges on any compact subset of

(s,8') e CP x«:Q‘ng+a;+...+g’Q > PO £P C[1, P

pEP
[

To obtain the meromorphic continuation of the multizeta function Z(s,s’), and the singularities of this
multizeta function, we can simply use Theorem [I.1.27] Indeed, via Remark [[.2.8] the multizeta function
Z(s,s') is of the form ¢*%(0,d,¢, (s1, ..., sp, 81, -- ., 8g)) as introduced in Deﬁnitionm Therefore, we
can apply Theorem [[.1.27] to this multizeta functlon

2.2 Statement of the continuation formula for Znn(s)
!
We aim to establish a continuation formula for Zn n/(s). Before expressing this result, we need to

pop!

introduce some functions defined by parametric integrals that will appear in the continuation formula.

Definition 2.2.1. For all set P C [1, P], all integer j € [1,Q], and all multi-inder k = (k) pep- € NJ",
we set 15(x) = c1,pT1 + ... + cQprq for all 1 < p < P, and we also set the functions

NN P k(8) =

nop!
—Ngtugs—1 53— Np+pups—1
I ( 3 Hp Ill xJ k»dg,...dz,..dz
Q / / H H 1. J- Q>
[Ig= (= N/Jr'“q pEP pePe
qa#j q#J

and

—-N, +/”qu 1 33\ —Np+pps—1
hn NPy (8) = / / I5(%7) mos gy da;...dag,
[ 1.5 HéQzl N/ +/J'q H H J:
q

o
e 75]

where s = o + it € C is a complex number with o > 1 big enough, and where we have set

{dIl (TI\JdJJQ = d.’L‘l...d.’L‘jflde+1...de

J (xl,...,xj_l,1,xj+1,...,xQ).
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We now state in the following proposition some results about these functions. In particular, we shall
state an upper bound of these functions in order to control later a series, and we shall give an expression of
these functions in order to compute the values at s = 0 of the function hAn nv,p jk(s) and of its derivative

pop!
hnNe pojx(8) in Chapter

!

Proposition 2.2.2. Let (u, p') € Hf; x HE a direction, and (N,N’) € NI x N& a P + Q-tuple. Let
P C[1,P],j€[1,Q] and k € NJ*. We have that

i) The functions hnw NP jx and hxnv [1,p),; are holomorphic on C.
[T won!

ii) For all positive integer r € N, we have the following upper bound uniformly for s € Do(r):

[l ()] < (QM)k!

nop!

with M := maxi<4<q(|cgpl)-
1<p<P

i) Let € > 0 small enough and s € C, we have

_Np+/~Lp5_ 1 |VP| v
hN,NI’,P,J',k(S) = Z Z H ( v, | v H Carp’
ot QCILRI\I} v=(vp)pereM)” \PEP b P/ qeQ

c
w=(wp)pepe€(NG)”
VpePC,|wyp|=kp

k GZQEQ(*N;+N;5+IVNIH"ch‘)
P I | Wp,q
) C‘]-,p

el (Meepranin TCNg + #9)) (Tjea(=Ng + s + Vgl + [Waq))

I (

w
pEPC p
—Np+pps—1—|vy|

./1.“/1 H I;N;wf;s—wlw.ql ) H cip + Z CrpTy H dzg,
€

€ qeQe peP fege qeQ”

with the notations |Veq| = >, cpVpq for all ¢ € Q, and |Weg| = >° cpc Wpq for all ¢ € [1,Q].
Furthermore, we can differentiate the general term of the previous series with respect to s in order
to obtain an expression for the derivative (hn N P jxk) (5).
!
Remark 2.2.3. 1) Point i) of this proposition will be critical for studying the values of the function
hnoNy P, k(s) and of its derivative (hn N p,jx)'(s) at s = 0 in the subsections|3.2.4 and |3.2.53 Both

Ty wop!
of these values will appear in the computation of the directional value Z(—(IN,N")) and the directional
[y

derivative value Z'(—(IN,N")).

2) One can obtain si‘;;;lar results to the points i) and iii) of the previous proposition for the functions
hN N7 [1,P] (s). However we won’t need to state such results because the value and derivative value at
S iu() of these type of functions won’t appear in the computations of the directional value Z’(—(N,l\/T’))
and the directional derivative value Z'(—(IN,N’)). o

wop!

We can now state the continuation formula for Zn n/(s). We will decompose this analytic function

into two parts that will depend on s and a sufﬁciently small free variable 6 > 0. The first, denoted as
Kn (0, s), will be holomorphic in s and will vanish at s = 0. The other term will be an Erdélyi-type

wop!
series (in the same fashion as the series in Erdélyi formula 1) denoted as Jn,nv (6, s). This second term

o
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mop!

will contain the hypothetical singularities of Zn n/(s), and we will denote the set of these hypothetical
wop!

singularities as S(N,N’), the expression of which is
ooy
/ 1 1 .
SNNY=| | —zZena|U| U T Tl ZE e+ 4P
Hott 1<p<p Hp PC1,P] P

pp#0

Proposition 2.2.4. Let (N,N’) € NY xN§ a P+ Q-tuple and (p, ') € FOP x HE a direction. Then the

function Zn v (8) has a meromorphic continuation on C, and its poles are included in the set S(IN,N’).
op! B,
Furthermore, for all 8 > 0 small enough, and for all s € C\ S(N,N’), we have
wop!

ZnNe(s) = I (0, 8) + Koo (0, 5)

wop! pop! [T

with s — Ju v (6,8) and s — Kn v (8, s) being two meromorphic functions on C such that:
wop! wop!

1) For all s € C, we set

p
KEnn(0,8) = Y > (-pletitiael T 1( [ + dp)Nr—ree

_ / /
0£0C[1,Q] AoCQ® selialvae L Na T HG) \ e

N AR AR | | r(_N;Jru;s,e,zq(n)mg)). (2.1)

g€Ag q€[1,Q\Ag

2) For all s € C\ S(N,N'), we set

ooy

Q
I (0, 5) = Z H L(L+ Np — pips) Z (1) Z hN,l\{’,P,j,k(s) (2:2)

wor! PC1,P] \peP k=(kp)pepe ENF®
U |+l 1) s~ N’ | = |N| o — | P| + K] 1 C(—=Np + pps — kp, dy)
D=NG 4+ ) (] + ulip)s — N[ = [NJjp — [P+ [k]) | 2. k!

]P_[F(l N ) ih (5 U |+ ) s—|N| - |N| P
+ + — HpS N/,[1,P].; (S
P P\ & PR N ) (W T — [N = INT = P)

Moreover, we have that:

i) The function s — Kn (0, s) is holomorphic on C, and vanishes at s = 0.
mop!

it) The function s — Jn (0, 8) is meromophic on C, with poles inside S(N,N'). Furthermore, one
Ty o'
can take the derivative with respect to s of the series in formula termuwise.

Remark 2.2.5. 1) The function Jn N/ (0, s) evaluated at s = 0 will be the sole contributor when computing
ot

the directional value Z(—(IN,N")), since the function Knnv(0,s) vanishes at s = 0. However, when
N7y !
studying the value of the derivative Z'(—(N,N’)), we will have to consider the derivative of the term

oo
KN,N’ (9, 8)

wop!
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2) We will see in the proof of Proposition that the series

P
Yo I +dp)™e v I Qo)+ ap)™avas [ T(=Nj + pys. 0, 1(n) + dy),

neNg p=1 q€Ao q€[1,QN\Ae

describes a holomorphic function in s on C (the series is actually absolutely convergent on C). In
particular, we can consider the derivative of this series with respect to s, and evaluate it at s = 0 in the
proof of Theorem[D, Note that we will never attempt to directly compute the values of this series, or the
values of its derivative with respect to s.

With the help of this proposition, we will then establish that the function s — Zn nv(s) is regular at
wop!

s =0, and will thus have proven by another method than Komori in [Kom10] the existence of directional
values for the class of zeta functions that we consider here. We also retrieve some information on the
poles of Zn nv(s):

wop!

Corollary 2.2.6. Let a P+ Q-tuple (N,N’) € NI’ x N(?, and a direction (u,p') € ﬁ(lj X HOQ. Then the
function s — Zn nv(s) has candidate poles of the form

ot
= (1<p<P, n>Ny+1, if oy #0)
P
n
§=— P C [1,P], n €] — oo, |N|p+ |[N|+ [P\ {0}).
|N/|+|N|\P ( [[ ]] ]] | ‘lP | | ‘”]\{})

Moreover, if s € C is a pole that cannot be written as s = n with1 <p< Pandn > N,+1, then s is
Hop
a simple pole of the function s — Zn N (s).
o

Remark 2.2.7. One could get an even more precise set of candidate poles for the function Zn n(s) by
ot

taking into account the previous corollary and Komori’s Theorem |1.1.27,

In order to prove the Proposition we will multiply the Dirichlet series Z(s,s’) by the product
['(s1)...T'(sg). This strategy is classic for studying the values of the Riemann zeta function (see [Hid93)
Chap. 2]), for obtaining an integral representation of a Shintani zeta function (see [Hid93, Chap. 2]), and
for computing the values of the multiple Hurwitz zeta function of Mordell-Tornheim type (see [Ono21]).

Next, we will proceed to partition the integration domain by introducing a free variable 6. By doing
so, we will isolate a neighborhood of the origin from the rest of the integration domain. Finally, we
will note that the integral around the neighborhood of the origin can be re-expressed using the Erdélyi
formula , and we will also prove that the remaining integrals actually define a holomorphic function
in (s,s’). To partition the integrals appearing in our calculations, we will use the incomplete gamma
functions I'(s, 0, v) and 7(s, 0, v) defined in the Definition m

2.3 Directional Crandall’s expansion for Z(s,s’)

2.3.1 Lemmata

We shall start by stating a few lemma. Firstly, let’s state a classical identity obtained by Taylor’s theorem:
Lemma 2.3.1. Let X, ..., X4 be complex numbers such that | X1 + ... + X4| < 1. We then have that

—s k
A+ X+ +Xg) = > <|k|> <|k|)Xf1...X§d.

k=(kp)pe[1,d]



2.3. DIRECTIONAL CRANDALL’S EXPANSION FOR Z(s,s’) 45

The expressions in the proof of Proposition [2.2.4] will involve a series whose general term contains
¢(s—k,d) where k € Ny, and d € Hy. In [Ono21], Onodera also had these terms in one of his expressions,
and he controlled them using the following lemma, in the case where d € RY :

Lemma 2.3.2 ([Ono21, Lemma 2.1]). Let a > 0. We set for all § € R} and all r € N,
D(d,r) :== {56 (C|m€i§|s—n\ > 0,]s gr}.

Then for all s € D(6,7), k € Ng, d > 0, m € Ny, we have

07°¢(s —k,d)] < KN(k+1)""°

m,r,0,x

However, this lemma is not sufficient here, as we want to bound ((s — k, d) with d € Hy. The proof of
the previous lemma uses the functional equation satisfied by the Hurwitz zeta function ((s, d) for d €]0, 1].
We cannot prove a similar bound for d € Hy in such a fashion. We will therefore use Euler-Maclaurin’s
formula on the Hurwitz zeta function to obtain an inequality similar to the previous lemma.

Lemma 2.3.3. Let § e R%, r € N, and v’ €]1,+o0[. Then we have that

__ _ k
Vs € D(6,r),¥d € Ty N Do(r'), ¥k € No,  [¢(s — k,d)| < (%) Kk + 1) (1 4 728,

’
r,r! 8

Proof. Let r € N, we set n = r + 1. We aim to bound |((s — k,d)| uniformly in s € D(,r) and in
d € Hysv N Do(r'). Let s € D(6,7) and d € Hy/v N Do(r'). We note that n > —o. Let k € Ny, as we
have n + k > —o + k, we can use the expression for the Hurwitz zeta function from Maclaurin’s formula

(1.1.6) up to order n + k, and evaluate it at s — k.

. n+k i
gtk <_s+k> EY Bt josit

<<3"“’d):m+i§ i i1

_1)ntk —s+k +Dob A5~ "1
+(=1) n+1+k) ), ntk+1(7) (T + d) x,

with b;(z) the i-th periodised Bernoulli polynomial, and B; the i-th Bernoulli number. We now have the
- n+k
|d|1 Tk |B75+1‘ |d|—0'—i+k:e|'r\7r/2

following inequality
+ k
—kd olTlT/2 =
666 =l S e 3 B

—s+k +<><> —o—n—1_|7|m
+ ‘( ) ‘ / bkt ()| + d| LelmIm/2qy,
0

n+k+1

Let’s find an upper bound for each of these terms.
We clearly have that el™1"/2 < e"™/2. By compactness, we get that the continuous function (x,y) €
[1/7", 7] x [=r,r] = x¥ is bounded, thus we get

|d‘_o+k < 7"

rr!

By construction of the set D(d,r), we have that
|d|L o+ Ik
T—s+k s
< 7'k,

’
r,r’ 0
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We have the following inequality for the multinomial coefficients

_ 1\ (2042
Vi e [0,n + k], ’( S.Jrk)‘scurkﬂ )g(TH k)

i i i
Let ¢ € Ny. By [Leh40], we know that if ¢ # 2 mod 4, we have

24!

Vr e R, |b;(x)] < Gn)

and if we have ¢ = 2 mod 4, we get

201(i) _ 2i¢(2)

Vz € R, [bi(x)] < G = @)

Let’s note ¥ the digamma function. We know that lim,_, . ¢¥(x) = +00. Therefore, there exists a real

Tr
number zy such that the function (2(36)) (¥(x) —In(2m)) is positive for all z > xy. We then find that the
T x
function I ()
T
R —
TERT oy

is increasing after xy. Therefore, for n big enough, we have that

(22;)2' < (k! 1 Ak 4 1)...( + ).

(2m)tE o (27)
Taking an upper bound of each term inside the product in the right-hand side of the last equality, we get
that (k4 1)...(k +n) < (k+1)". Since n =7 + 1, we get

Vi € [0,n + K],

k!

Vi € [0,n + k],Vz € R, |bi(x)] < (Qw)k(k+1)r+1’
By taking x = 0 in the previous inequality, we have
k!
Vi e [0 k B; k—+1)"th
ielom k1B o)

By all the above, we have

n+k 2n+2k
—s+k |Bi+1| o—idtk _ k! 2n + 2k .
dl—° i+ d o+k k 1)" dl=?
Zj_()( i > i+1 S e Y Zi:o i)V
k!
<</ (QW)kT/k(k + 1)r+1(1 + ‘d|—1)2n+2k
k! r+1 N2k
As —0 — n < —1 it is clear that
Vo € Ry, |z +d|~7 "' < (z +Re(d))" 7 "L

The right-hand side term is integrable over R, therefore we obtain

—s+k
n+k+1

By a classical inequality, we have

+oo
[ Basksr@lle o < (
0

n+2k+1\2(n+k+1)!Re(d)~ 7"
n+k+1) (2m)nthtl o+n
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We then find that

—s+k oo —o—n—1_|7|m
‘(n—i—kz—i—l)‘/o |bnt k1 (2) ||z + d| LelIm/2qy

ook (M 241 " (n+k+1)! Re(d)—°"

- k (2m)nthktl g 4n
n+1\" (n+k+1)! Re(d)=o—™"

2k 2m)nthktl o4 n

< 2(2e)F (1 +
From the following inequality
k
Ve €]0, k], (1 v f) <e®
we then find that

n+1\"
Vk > (n+1)/2, <1+ ) <entb/2,

As n =17+ 1, we obtain

k
1
Vk € N, <1+"Jr ) < 1.

Finally, we get that
(2e)* k!

k!
o ]f d 1k ]f 1 n 1 12k k‘ 1 n+1
o= k)] 7"+ (b4 () 4+ S k)
k
< (E) El(k + )" (1 4 2.
ror’, 8 \T0
O
1
For all nonnegative integers a € Ny, we observe that the function s - —————— is holomorphic on
I'(s)(s+a)
C. We get the following lemma:
Lemma 2.3.4. For all integer r € N we have
Vs € Dy(r) ! <1
5 ") F(S) T
Vs € Do(r),Va € N, — | K L.
seDinvaetn |
. . 1 1 . . —
Proof. Since the functions s — m and s — W are holomorphic on C, we have uniformly on Dq(r):
S s)s
1
1
’F(s) <
! <1
L(s)s| r
Thus it is clear that
sl > 5 Y <2
s|> 3, s .

One can then show the inequality required. Let s € C such that o € [—r,7].
If |s+a| > %, then
1
‘F(s)(era)
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1
If [s+a| < 3 then by the triangular inequality, we get a < |s| + 1/2 < r 4 1/2. Using the functional

equation of I' we get
1 (s+a—1)..s

I'(s)(s+a) T(s+a)(s+a)

thus we have the following inequality:

< r(r+1)..(2r + 1).

r

As a <1/2+ r, we then get the following upper bound for the product in the numerator
[(s+a—1)...s] < (2r+ 1)L

Therefore, we find that
1

Vs € 50(7"), ‘F(S)(S T a)

< L

r

O

Erdélyi’s formula [EMOTRI] §1.11] described in the following proposition is crucial for re-expressing
integrands involving the Lerch zeta function that we defined in Definition [[.1.7}

Proposition 2.3.5 ([Ono2ll Lemma 2.2]). Let u € C\| — c0,0] such that |u| < 27, s € C\ N, and
d € RY. Then

S ()
e Mple ™, 5,d) =T(1 — s)u’ "t + Z 1 C(s —k,d).
k=0 ’

We aim to obtain an Erdélyi formula for d € Hy. The bound we have on the term ((s — k, d) is not
as good when d is a complex number as when d is real, thus we must assume an additional condition on
the complex u:

Proposition 2.3.6 (Erdélyi Formula). Let d € Hy, s € C\ N and u € C\] — 00, 0] such that |u] §d< 1.

then

= ()t
e p(e ™, 5,d) =T (1 — s)u~' + Z i C(s —k,d). (2.3)
k=0

Proof. Let r’ € [1,+00[ be a real number, we will aim to prove the result for d € Hy,,» N Do(r’). Let
u € C\] — 00, 0] such that |u| < 5. We fix s € C\N, and set 7 := [[s|]. We already know that the
e

T
(1+7")
formula we wish to prove holds when d € R7. We then aim to prove this formula for all d € Hy through
analytic continuation. To do this, we first need to show that the different terms in the expression of the

desired formula are holomorphic in the variable d on Hy.

We know that the map d € Hy + e~ ¢(e™%, s,d) is holomorphic (see [EMOTSI, §1.11]), it remains
to show that the series appearing in the formula is holomorphic as well. We already know that the
function d € Hy — ((s — k, d) is holomorphic on Hy for all integer k € Ny. To prove this, it is enough to
refer to the analytical continuation of the Hurwitz zeta function via Euler Maclaurin’s formula, as we did
in the proof of Proposition What remains is to show that the series appearing in Erdélyi’s formula
normally converges in the variable d on the set Hy/,» N Do(r’). We have the following bound

k
VkeNo, (s — k) < (S) Rk,

ror!§ \T
thus, we find that the general term of the series in Erdélyi’s formula (2.3)) has the following upper bound

C(s—k,d e k ,
o R )|‘“|k7-7<§5 (5@ +r) G,
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but the power series
+00 e k
Z (7(1 + 7"/)2) kr+1zk
m

k=0

is absolutely convergent in the open disc {z eCz| < (1:,)2} We then find that the power series
e r

Z = (s u)k is normally convergent in the variable d on the set Hy/. N Do(r’). Therefore,

Erdely1 s formula ) holds for all d € Hy by the analytic continuation principle. O

2.3.2 Crandall’s expansion
In this section, we wish to establish a Crandall expansion for the multizeta function.
Q
5 [T+ - L)+ )7

neNy p=1 q=1

We recall Definition [T.2.1} Let v € Hy, 6 > 0, s € C. We defined

+o00
Do) = [ ey,
0
0
~v(s,6,v) :/ e Wyt dy (when Re(s) > 0).
0
Let’s note that the integral defining I'(s, 6, v/) is absolutely convergent for all s € C, but the one defining
v(s,0,v) is absolutely convergent only for s € Hy.

Proposition 2.3.7. Let 0 > 0. Then the functions (s,v) € C x Hy +— I'(s,0,v) and (s,v) € Hy x Hy —
~(s,0,v) are holomorphic respectively on C x Hy and on Hy X Hy.

Proof. The proposition follows from the theorem of holomorphy under the integral sign. O
Proposition 2.3.8. Let v € Hy, 6 > 0. We have
Vs € Hy, I'(s,0,v) +v(s,0,v) = v °T(s).

Proof. Let’s assume that v € R%.. By a change of variables we get:

—+o0
I(s,0,v) zufs/ e Tz ldz,
v

v
v(s,0,v) :1/75/ e ot da (when Re(s) > 0).
0

Summing up these 2 terms, we have
T(s,0,v) +v(s,0,v) = v °T(s).

For all s € Hy, the function v € Hy — T'(s,0,v) +7(s,0,v) — v~ °T(s) is holomorphic, and vanishes when
v € R7.. By the isolated zeros principle, we get the final result. O

Corollary 2.3.9. The function s — ~(s,0,v) is meromorphic on C with poles at nonpositive integers,
(1w

which are simple poles, and with residue Ress—_, v(s,0,v) = '
n!
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Lemma 2.3.10. For all positive real number § > 0, and all complex numbers v € Hy and s € C we have
the following bound:

IT(s,0,v)| < 20e Re)8/2p <a, g Re(u)) :

/

Proof. By the change of variable x = %, we find
+oo
I(s,0,v) = 25/ e rps T,
6/2

As |e77*| = e~ B2 for all z € R, and for all complex number v € Hy, we find the following bound:

+oo
|F(5,9,I/)| S‘Zs‘ e Re(u)xef Re(v)x‘rafldx
0/2

+oo
<27 / e~ Re(V)0/2ef Re(l/)a:a:_‘:rflda77
0/2

which concludes the proof. O

Q
We now study the product HF(S;)Z(S,S/). Let ¢ € [1,Q], ¢ > 0, and s;, € Hy. By Proposition

238 we get - /
L (sq)(g(n) + dg) e =T(s3,0, (Ig(n) + dg)) + (55,0, (Ig(n) + dy)).

We fix a P-tuple n € N¥', and complex numbers (s,s’) € C¥ x Hé‘? . We thus obtain the following equality
by distributing the sum above over the subsequent product:

Q
| J RCAIICRR A

_ﬁ[ (0, 1g(n) +dl)) + (82,79vlq(n)+d'q)}

q=1
Q
= Y [T 0,10m) +dy) TT (s, 0,04(m) +dy) + [ ] 7(s), 0, lg(n) + dy)
0£0C[1,Q] 9€Q qeQ*” q=1
= Y JIreh0m+d) I] ((lq(n)+d;)*séf(s;)—F(s;,é),l;(n)nLd;))
(Z);éQc[[l QlqeQ qeQ°

+H’ys 0.1,(n) + d.).

By distributing the terms (I4(n) + d’q)*séf(s;) —D(sg,0,1;(n) + df,), we get

o

Q
T(s))(ly(n) +d)~ ’q:H (sh,0,14(n) + d)
1 q=1

+ >N I 0m) +dy) T T(sp)Uem) +dp)~ [ (=T(s}.0.1,(n) + d})).

0£9C[1,Q] A CQc qeQ q€A q€Q°\Ag

=]
Il
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P
Multiplying the previous equality by H (np +dp) %7, and using the fact that QU(Q°\ Ag) = [1,Q]\ Ag,
p=1
we have

P P
HI‘ n) +d,)” aner an+d
+ Y Y (el IAQ\H (np+dp) ™ T Tls0,ly(m) + ) T (g(m)+d})=T(s})

P#£QC[1,Q] AoCQ° p=1 qe[1,QN\Ao 9€4o

v(s,0,1lq(n) +dy) (2.4)

i ,':]0

and by summing the last equality over n, € Ny for all p € [1, P], we get at least formally that

Q

Z(s,s') = Z H ny +dp)” H 8y: 0,14(n) + d)
H neNPp 1 q=1
_1)lefl- el

+zz<

0#QC[1,Q] Ao CQ® Haeronae 'so)

P
> e+ d)= IT Gy + )= T[]  T(sy0,04(n) +dy).

nenNg p=1 a€Ao a€[1,@\ e

Further on we will give an analytical meaning of the above formula. More precisely, we will prove
that it holds for all (s,s’) € D (with D being the set defined in Proposition [2.1.1)), and we will see that
the two series in the above formula are absolutely convergent on D. By form and using the fact
that the Dirichlet series Z(s,s’) is absolutely convergent on D, it is enough to show that one of the two
series above converge absolutely on D. In fact, we will show in the next proposition that the series in the
second term normally converges on any compact subset of CF x C€.

Proposition 2.3.11. For all § > 0 and all (s,s') € CF x C?, we set

K(0,s,s') := Z Z (=

0£QC[1,Q] AoCQ° Moeranae F'sa)

P
S I +dp) ™ T () +dy)=a [  T(s}.0.ly(n) +d).

neNp p=1 q€Ag q€[1,Q\Ao

1)\Q°|—|AQ\

(2.5)

Then the series above normally converges on any compact subset of C¥' x CR. Moreover, the function
(s,s8') = K(0,s,s') is holomorphic on CF x C?, and K(0,—~N,—-N’) =0 for all P+ Q-tuple (N,N’) €
NZ x N§.

Proof. Let § > 0 be a real number. In order to prove that (s,s’) — K(6,s,s’) is holomorphic on
CP x C9, it is enough to show that the series defining K (6,s,s’) normally converges on any compact

subset of C x C®. Therefore we will give an upper bound of the general term of the series that appear
in the definition of K(0,s,s’). We know that the function K(6,s,s’) is a finite sum of the following terms

(71)‘QC|*|AQ|

p
ST +dy) = ] G +dp)==c  J[ T(sh0.lm)+d) ], (26)

!/
qu[[vaH\AQ T(s2) neNp p=1 q€Ag a€[1,QI\Ag

with § # Q C [1,Q], and Ag C Q°. We sce that the functions s; — and sj — T'(s},0,14(n) + d)

1
F(sq)
are well defined and holomorphic on C. For all n € Ny we set Tg, 4, (6,n,s,s’) as the general term of the
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series in formula (2.6]),
P
To,.ao(0,m,s,s") H ny + dp) H (lg(n) +d;) % H [(sy,0,1l4(n) +d). (2.7)
p=1 q€Ao 9€[1,QN\A¢
By Lemma we get that for all ¢ € [1,Q] and all n € N¥', we have the following upper bound
IT(st, 8, l(n) + d})| < 275e~ R+ ZID(5! 9/2 Re(ly(n) + d))).

By the previous bound, and using the fact that the function z € R} — T'(c,6, ) is decreasing for any
given 6 > 0, we get

T (s}, 0,14(n) + d)| < 2<fée—(Re(lq(n>+d;>>%r(a;,9/2,Re(d'q)).

Finally, for all complex numbers z € Hy, s = 0 4 it € C, we get |2°| = |2|7e” #8()7. As Re(z) > 0, we
then find that arg(z) €] — 7/2,7/2[, and thus

|ZS| < |Z|oe|‘r|7r/2.
From all the above, we get the following bound for the general term:

|To,a,(0,1,s,8")]|

P

, / 0
< H(np +dp)r H (lg(n) + d;)_sq H 274~ Rella(m)+dy) 5 (U;7 5 di])
p=1 q€Ao q€[l, Q]]\AQ
< H e Rellam)+dy)5 904 (O’ ) l_Ie‘TP|2 [, + dp| =77 H elmal3 | n) +d; |~ %, (2.8)
7€[L,QNAe q€Ag

Let’s note that, if all the coefficients ¢, 4, d, and d:l are real numbers, then we get an improved version
of the previous inequality by replacing el™!Z and elmals by 1.
Because the set Q is non-empty, and that Ag C Q€ then this last set contains at least an integer
P

J € Ag, and by our assumptions, [;( ch pNp, With ¢, € Hy for all p € [1, P]. We also have that

p=1
d, € Hy for all g € [1,Q]. Therefore,

[ o Relam+a)0/2 < o= Rells(m)o/2,
qeQ
Let 7 > 0, and (s,s’) € Do(r)F+?. We then find that (o,0’) € [~7,7]"TQ and (7,7') € [-r,7]T+<.

The map = € [~r,r] = T'(z,0,v) being a continuous function for all § > 0, and all v € Hy, we find the
following bound, uniform in (s,s’) € Do (r)" x Do(r)?,

0
II <a;, 2,Re(d’q)) <L

q€[1,Q\Ag

By the bound (2.8)), we find that for all (s,s’) € Do(r)" x Do(r)?,
To.40(0:m,5,8)| < He Re(ei)mo 3 | 4 d,,| = I lig(m) +dy == (2.9)
p=1 geAo

As 6 > 0 and Re(c;p) > 0 for all p € [1, P], we know that the series

Z H —Re(cjp)np9/2|n -‘rd| op H ‘l +d/ —o

neNp p=1 geAo
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normally converges on any compact subset of CF x C?. Thus, using the previous inequality, we find
that the series Z To,ao(0,1m,s,s’) normally converges on Do(r)F+?. We then get the that K(6,s,s’)
neNg
is holomorphic on C¥ x C€.
Finally, we see that, for all @ 7&1Q C [1,Q] and for all Ag C Q°, we have that [1,Q] \ Ag # 0.

Therefore, the product H )

q€[1,Q\Aq a
at s’ = —IN’, we get 0.

Remark 2.3.12. By cvaluating formula and replacing s by (—Np + 1p5)peq1,p, and s’ by (=N, +
1gS)qel1,q], we recover the expression (2.1)) in Proposition m

Proposition 2.3.13. Let @ > 0 and (s,s’) € DN(CF x HOQ), with D being the set defined in Proposition
211 We set

is non-empty. In particular, when we take the values of K(0,s,s’)

Q

J(0,s,s") = H ( Zan—i—d H 5y, 0,1g(n) 4 d).
neNPp 1 q=1

The previous series is normally convergent on any compact subset of DN (CF x HOQ). In particular, the
function (s,s') — J(8,s,s') is holomorphic on D N (CF x Hy®).

Proof. Let 8 > 0 be a positive real number. We use the notations from the previous proposition,
specifically the expression (2.7)) of the general term of the series in the definition of K(6,s,s’). By
formula, (2.4), we know that, for all n € NZ and all (s,s’) € C¥ x H(?,

) P P Q
Qi()l_[lnp—i—d ‘”’HW 0.1,(n) + d,) an+d H n)+d,)"
q/ p= p=1 a=1

[1,= T(s,
D

0£9C[1,Q] Ao CQ° HqE[[l,Q]]\AQ F(SQ

)lQ [—[Ag|

)TQ,AQ (9, n,s,s’).

In the proof of Proposition [2.3.11} we showed using inequality (2.9) that the series with general term
To,4,(0,1,s,s') is normally convergent on any compact subset of CF x C?. We proved in Proposition
that the series of functions in (s,s’)

Q

S [T+ - Lot + )
neNg p=1 q=1

is normally convergent on any compact subset of D. Thus, we obtain that the series

I
1
S —— [y +dy) spH'ys 0,1,(n) + d;)
wome T Tsy) o

is normally convergent on any compact subset of D N (CF x Hgg ). O
Proposition 2.3.14. Let 6 > 0, and (s,s') € DN (CP x Hy?). We have:

Z(s,s') = K(0,s,s') + J(0,s,s). (2.10)
Furthermore, the function (s,s') — J(0,s,s’) admits a meromorphic continuation on C¥ x C?.

Proof. The first equality follows from the last two propositions. Since (s,s’) — Z(s,s’) is meromorphic
on CP x C?, and (s,s’) — K(0,s,s’) is holomorphic on the same space, it follows that (s,s’) — J(6,s,s’)
is meromorphic on C¥ x C€. O
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Corollary 2.3.15. For all § > 0, the meromorphic functions (s,s’) — Z(s,s’) and (s,s’) — J(0,s,s’)
share exactly the same singularities, and the multiplicities of their respective polar divisors are identical.
Moreover, the function (s,s’) — J(0,s,s’) is holomorphic on the domain D, where D is the set defined
in Proposition |2.1.1].

To compute the values of the function Z(s,s’) at nonpositive integers, it remains to study J(6,s,s’).
To do this, we will express this term as an integral of a product of Lerch zeta functions, and then simplify
the integrand using an Erdélyi formula for each term of the product.

Let’s recall the following notations for the functions /;: For all p € [1, P], we consider [y : Cc?® - C
the following linear form

Q
)= Z Cq,pTq-
q=1

By taking the previous expression of J(0,s,s’) for (s,s’) € DN (CF x H(?)7 we get that

=1

neNPP 1
Q
=l (x)np dw
HQ T T[( + d,) / /He g e, (211)
neNPp 1 =1 q=1

We now set the directional functions corresponding to J(0,s,s’) and K(0,s,s’).

Definition 2.3.16. Let a P + Q-tuple (N,N’) € NJ x N9, and a direction (u, ') € F(I; x HE. We
define for s € C,

JN,N’ (97 S) ::J(Ga -N+ HS, -N’ + [,L/S)

wop!

Knne(0,5) :=K(0,—N + pus, -N’" + u's).

wop!
By formula (2.10), for s € C such that (=N + ps, =N’ + p’s) € DN (CF x Hé?), we have

ZN,N’ (S) = JN,N/ (9, 8) + KN’N/(Q, S)

pop! o wop!

By definition of the convergence domain D in Proposition [1.2.9] we get that the previous assumption on
s is verified if

VP CLP],  —INp— N[+ (lulp +p)o > [P
Vq € [1,Q], —N; + pgo > 0.
N¢ 14+|P|+|N'|+|N .
We define 00(1\{;;1‘\/]’) ‘= max (1:117 . #gamaXPc[l Pl (%}W)) We then get the following
proposition:

Proposition 2.3.17. For all s € H, NNy, we have

pop!

ZN,N’ (5) = JN,N’ (9, S) + KN,N/(G, S).

wop! o wop!

Remark 2.3.18. Rather than using the notation s = o +iT € HUO(N N/), we prefer to denote 0 >N N 1,

wop!
or even sometimes o > 1.
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We already know from Proposition [2.3.11|that s — Kn n (6, s) is holomorphic and vanishes at s = 0.
ot
What remains to be studied is the meromorphic continuation and regularity at s = 0 of Jn nv(6,s). In
ot
the next proposition, we will give an integral representation formula of Jn n/ (6, s) which will feature the
nop!

Lerch zeta function.

Proposition 2.3.19. Let a P + Q-tuple (N,N’) € N& x Ngz, a direction (p, p') € Féa X H(? and s € C
a complex number such that p,s ¢ N for all p € [1, P], and such that o > 1. We then have

1 6 0 P L . Q CNTau 1
_ —dply (%) p(a—lp(x) _ Hq®
I (0, 8) = o TN ) /0 /0 | Ile o(e ,—Np + s, dp) I | zg T Tday.
I1= Ng + g p=

pop!

q=1
(2.12)
Proof. Let s = 0 +ir € C such that 0 >N n’ 1. By formula (2.11)), we find that
I (0, 8) =
mop!

[12, T(=N) + pihs)

1 P 0 o P Q N+ 1
— / ;,Lé
D | e A A ) K |
nGngzl 0 0 p=1 q=1

where we recall that [;(x) := Z?Zl ¢qp%q with 1 < p < P. We now wish to interchange the integral sign
with the sum. Firstly, we will bound the general term in the previous series. For all ¢ € [1, @], we define

P
= Z Re(cq,p)np
p=1

For all n € NJ’ we find the following bound:

P 0 0 P Q , Nl 51
— —I* — - HgS—
(ny +d,)N ”T’s/ / I I eI | I e daTag, T gy dag
p=1 0 0 p=1 q=1

P 0
< H ‘np + dp‘prRe(/_Lps)eIm(/_Lps)g/ / He (vg(n)+Re(d)))zq N +Re(Hqé) ldxl'”de.
p=1

By a change of variables y, := (vy(n) + Re(d;))z, for all ¢ € [1,Q], we get:

P 0 0 P Q N il s—1
* ’ — S—
H(np + dp)Np_“"s/ / H el (Imp H e daPag, M T qg) L dag
p=1 0 0 p=1 q=1
P Q
< H I, + dp|Np*Re(up5)eIm(up5)% (vg(n) + Re(d;))NfRe(uqS)
p=1 q=1

Q ! !
H oY H y,;Nq+Re(quS)_1dy1...dyQ
p=1 q=1

/(v1 (n)+Re(d}))o /(UQ(n)+Re(d£2))9 P
) )

i~

< |’I’Lp+d |N —Re( ups) Im(pps 7r/2H _’_Re(d/))N;—Re(u;s)l—\(_Né_’_Re(u;s))

q=1

3
Il
-

We can see that the series

Z H |7’Lp+d ‘N Re(ups') Im(pps)m/2 H +R€ d ))N;—Re(u;s)

neNp p=1
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is convergent for all o >N N/ 1 via Proposition [2.1.1] By Lebesgue’s Theorem, for all s = o +ir € C

pop!
such that o >N N 1, we get that

!
T (0,5) 1
NN (0, 8) =
T15-1 D(=Nj + pys)

6 6 P +oo Q N st

/ / l_le_lp(")dp Z(np—de)N”_”Pse_lp(x)"p qu T gy dg,
0 0 p=1 np=1 qg=1

which concludes the proof. O

Once this integral representation formula is obtained for Jn n+ (6, s), we can use the Erdélyi formula
wop!
on each Lerch zeta function in the integrand, and then distribute the expression to get the following

proposition:

Proposition 2.3.20. Let a P+ Q-tuple (N,N’) € NF x N(?, a direction (p, p') € Féj X HOQ and s € C a
complex number such that p,s ¢ N for all p € [1, P], and such that o > 1. Then, we find that for 6 >0
sufficiently small,

(14 N, — 0@ .
JN,N/(97S) — Hp 1 ( / / N +)u'q 1 Hl;(x)—Np—‘rups—ldxl“.de
o H = (=N +uq
—N, —k,,d
, S OHraeN,-me Yy [ Rt )

Hq:l ( N +“q PC[1,P] peP k=(kp)pepc ENF® peEPC P

/ / H — N} +pugs—1 Hl —Np+pps—1 H l;(x)k”dxl...de.
pEP pePe

Proof. Let M = maxi<p<pi<q<q(|cqp|), and 6 € [O, Let s € C such that pps ¢ N for all

€ [1, P], and o > 1. By formula (2.12)), we have that

Q
0= [ T30t 505 e T,

!

1
|

By Erdélyi’s formula (2.3)), for all (z4)4ep1,07 €]0,6]9 we have that

He Wl gp(e” —Np + pps, dp)

P
oy . Ly (x)"r
=10+ Ny = )i ()~ Netres =t 37 (—1)h o L C(=Ny + pps — Ky, dy)
=1 kp>0

Distributing the previous product, we get for all x = (2,)4eq1,07 € [0, IR

P P P
[[e %@ o™, —N, + pps,dp) = [[T (1 + N, — pps) [ 1)~ N Free—?
p=1 p=1 =
* —N, s— * C(_N +N’S_k7d)
+ D Yo COMITQ N, — )0~ Nt T 15 (e b P,
!

PCILP] k:(kp)pE”PCENgc peEP peEPC
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Thus, we obtain

InNe(0,5) = —5 > JIra+n, - Mp/ / > (-pM

won! Hq:l ( N/ +/~‘q PC[1,P] peP =(kp)pepc ENJ®

Q

—NjFuls—1 o . C(—=Np + pips — kp, dp)
H P T )N I (xR i k”! PP gy ...dzg
q=1 peEP pE’PC P

Hp—l F( N +;L s—1 _N .
+ =22 / / H e Hz p sl L dxg.

Hqul N/ + luq

We shall now bound the general term in the series inside the integrand. By compactness, we have

Q
1
uniformly on x = (21, ...,2Q) € [O, QJ\/[} that

<1

S

Q ’ ’
—Nq+pqs—1

qg=1
15 (x) Notres | 1
s

Since [ is a linear form for all p € [1, P[, we get that
Vo e [0,0°, (%) < QMo
By Lemma we have the following bound:

(kp + Np)!
STk

(kp + N, +1)1+HupSH

e 1, P, ‘g(N” titps by )

iy

For all P C [1, P], and for all x = () 4e1,0] € [0,6]%, we then get the following bound

‘ H —N/ +uqs 1 H l —Np+pups—1 H l;(X)kT‘ C(_Np + HpS — kp,dp)

. k!
pEP peEP

< H kp + N, + 1) sl (Qn1g) ke
pePe

Since the series

3 H (kp +N ky + N, + 1) sl (Q 11g) o

keNP© pePe

1
, Q—M [, we then can interchange the series and the integral to prove
the proposition. O

is absolutely convergent for all § € [O

By a blowup at the origin in the integrals of the previous proposition, we can get a nicer expression

of Jn N/ (60, s) where we can see more clearly the contribution of the free variable 6.
wop!

Proposition 2.3.21. Let a P + Q-tuple (N,N’) € NJ x N, a direction (p, i) € F(I; x HY and s € C
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a complex number such that p,s ¢ N for all p € [1, P], and such that ¢ > 1. We have

JN N/ 9,s) Z Z H L(1+ N, — pups) Z (_1)|k‘hN,1\{’,P,j,k(S)

PCI1,P]j=1 \peP k=(kp)pepec ENP® pob
oUn I+l p)s—IN'| =N | —|P|+|k| H C(—=Np + pips — kp, dp)
D(=Nj + ps) (1| + [l 1p)s — IN'| = [N[jp — [P[ + [K]) kp!

pePe

oUu I+ p))s—|N'|—|N|—P

P Q
+ T(14+ Np — pps) hn N 1P (s )
(U (N =y ) 2 e 143 O SR (T + s — T = INT = )

where we recall the notations of Proposition : For P C [1,P], j € [1,Q], and k = (kp)pepe € Ng’c,

1
hnoNe . x(s) =
[T, T(= Ny + ps)
q#]
/ / H SN T T @) Nt st T (&) day...da...dag
peEP pePe
q#]
h (5) :
NN/, [1,P],j\5) =
! Hqul D(=Ng + 1gs)
q#]
1 1 Q I 4 ) _
/ / qu—Nq-i-uqs 1Hl;(ﬁj)7NP+”P571dx1...dxj...d:cQ,
0 0 221 st
q#]

with -
{dl‘l dl‘j...dl‘Q = dxl...dxj,ldacjﬂ...de

7 (1‘17...73,‘]‘_1,1,$j+1,...,.’1}Q).

Proof. Let s € C such that p,s ¢ N for all p € [1,P], and o > 1. To prove the required formula, it’s
enough to revisit the formula obtained in the previous proposition, and to re-express the integral in this
formula. The integral will be simplified using a blowing-up.

First, we note that [0,6]° = U V;, where V; == {x € [0,0]9|Vq # j,z; > z,}, and we also observe

j=1
that each pairwise intersection of these sets has a zero Lebesgue measure. By Chasles’ relation, we obtain

/ / H —N/+pls—1 Hl —Np+pups—1 H l;(x)kpdxl...de

peEP peEPC

_Z/ H qN+uqs 1 Hl —Np+pps—1 H l;(x)kpdxlmdx@

Vig=1 pEP peEPC
We now consider the following change of variables:
£5100,1771 % [0,6] x [0,1]977 = V;

x = (21, ...,20) = (Z1Zj, ..., Tj, ..., TQT;),

with the corresponding Jacobian determinant Jac(f;) = xj . We can just study the integral with the
domain Vg, and extrapolate the other integrals by doing a permutatlon of variables. Firstly, let’s note
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that for all x = (21, ..., z¢) € [0,1]97" x [0, 6], we have I*(fq(x)) = zol}(X%). Therefore we get that

Q ! ’ _
/ Hm;Nﬁuqs ! H l;;(x)_]\’p"”“’s_1 H l;(x)kpdacl...dacg
Vo

g=1 pEP pEP®

1 1 .0 L Q-1 -
B NI+ [~ Q—IN| | 1al s — [P+ K] — N is—1
= g Tq
0 o Jo =1

[T &2 Notees=t TT 1x(&x9)krad ™ day...dag
pEP pEPC

1 1Q-1 b
:/0 /O 11 g Vet [T &) Nt TT wp(R9) 7 day...dag
q=1

peP pePe
U/ I+l p)s—|IN|"=|N[|p —|P|+|k]|

('] + |pslip)s — IN)" = [NJjp — [P| + [k|”

which concludes the proof. O

The previous proposition is crucial to the proof of Proposition [2.2:4] because we shall prove that

Jn N (0, s) is regular at s = 0 via the formula in the previous proposition. In particular, we will use
!
Proposition [2.2.2] which gives a uniform bound on any compact subset of C for the functions s —

hn N, p.jk(s). We shall prove this proposition in the next subsection.
!

2.3.3 Proof of Proposition [2.2.2]

We consider a set P C [1, P] and an integer j € [1,Q]. In this subsection, we will prove Propositionm
Let us recall the notation 15 (x) = Zqul Cq.pTq for every p € [1, P] and every x € C¥. We will establish a

lemma before proving this proposition. For every € € }0 ] , for each subset Q C [1,Q]\ {4}, we set

o
"2MQ
Fgj(e) :=={(z1, ..., ®j_1, 241, ..., 2Q)|Vqg € Q, x4 € [0,€],Vq' € Q% zy € [¢,1]}

where we noted Q¢ = ([1,Q] \ (QU {j}). We then can partition the following integration domain:

{@1, e zjm1, 2415, 2Q) Vg # Jyzg € [0,1]F = U Fgj(e).
QC[1,QIN {5}

We see that each pairwise intersection of the sets in the union above has a zero Lebesgue measure. Via
Chasles’ formula, we can write the functions hn N/ p,jk(s) and hN7N/7[[17P]]7j(s) as sums of the following

nop! nop!
integrals:
k()= Y. Innpgox(es) (2.13)
won! ocLQI\G}r “*
hw,Nt1,P]L;(8) = Z InN1,P]Lj (€ 8),

pons! ocLRIN G} »*
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where we noted for all subset @ C [1,Q] \ {j},

1
InnN P jok(E ) =
o e on gy TN +1gs)
Q ’ ’ . . —_
/ Hx;N”“qS‘l [1 &) Netres=t T 13(&7)*rday ...da;...dzg,
Fo.i(€) g=1 peP pEPC
q#]
I (e.5) .
NN, [1,P],5,Q\€ §) =
! [oepiop gy (=g + 1)
Q 7N/+ !’ 71 P . —
/ Hl‘q atHa® Hl;(ﬁj)_Np-‘_“ps_ld.%‘l...d.%‘j...dl‘Q,
Fo,j(€) g=1 p=1
q#j

for all s € C such that o > 1.

Lemma 2.3.22. Let a direction (u,p') € Fég X H(?, a P+ Q-tuple (N,N’) € NF' x NOQ, an integer
j €1,Q], some sets P C [1,P] and Q C [1,Q] \ {j}, and a multi-indexr k = (k,)pepe € NJ". Then we
have that

i) For all e > 0 small enough, the function s — In N/ p.;,0k(€, $) is holomorphic on C.
mop!

it) For e > 0 small enough, and for every positive integer r € N, we have the following bound, uniformly
in s € Do(r):

InnNe P j0k(€E,8)
o

< (M),

with M = (leg,pl)-

iti) For all s € C and 0 < € < 1, we have

—Np + pps — 1Y (v v
Inn,p g€ s) = > 11 < ? v |p > (Vp 11 éme (2.14)
o v=(vp)pep€(N)?  \PEP b P/ qeQ

c
W:(Wp)pEPCE(NoQ)P
VpeEPC,|wp|=kp

max
1<q<Q,1<p<P

I (i) 11 1 5 s

v c¥p.a

peEP*C Wp q€[1,Q] o qu[[va]]\{j} P(_Né + LL;S) HqGQ(_Nq/ + /14515 + |VQQ| + |qu|)
—Np+pps—1—|vy|

./1 /1 H x;NHu;s—le.ql . H Cip+ Z CrpLy H dz,,
€

€ geQe peP feQe qeQe

where we set Q° = [1,Q] \ (QU{j}), [Veq| = ZpE'P Upq forall g € Q, and |Weq| = ZpE'PC Wy, q for
all g € [1,Q]. Noting Tn N’ 7,j,0,k,wv(€ S) as the general term in the previous series, we also have
!

OsINnN'Pjox(€8) = Z Z 0sTN N/ P j,0.kwv(€ 5).

wop! wop!
V:(Vp)pGPe(NoQ)P W=(Wp)pepe E(N?)Pc
VpeP,|wp|=kp

i) For all 0 < e < 1 small enough, and for all s € C, we have

N sk() = Y, Innpox(e ). (2.15)
o oc[LeNL} #*
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Proof. Here we aim to expand the integrand using power series expansions around 0 for each terms
x € Fg; (¢) with € > 0 small enough. Note that these power series will converge uniformly on the disk
Dy (n), for n sufficiently small. We will therefore interchange the series and the integral.

1
Let s € C be a complex number such that o > 1, and € € }0, WQ} where we have set M :=

maxi<q<Q,1<p<pP(|cq,pl). We consider a set @ C [1,Q] \ {j}. We can expand into power series in the
variables (4)qco the functions [%(X7)~Net#es~1 where x € Fg j(€) and p € P. By Lemma [2.3.1} we

obtain uniformly in X/ = (21, ...,2j-1,1,Zj41, ..., 7Q):

r (x7)~NoFhps—1

—Np+pps—1
Cjp + E , CqpTq + E Cq,pTq
qeQ-° qeQ
—Np+pps—1 —Np+pps—1

Cfp
Cjp + Z Cq,pTq I+ Z it S o Ty
qeQ° feo 7:P qeQec ~q9,pq

—Np+pps—1—|vp]

N 1
Z ( p T lpS ><|zp|) Cip+ Z CapTa H CZf:Z;qxgpyq. (2]_6)
P

o |VP| €Q¢° €Q
Vp:(”%q)qe[ll,Q]]ENo q 4

For p € P¢, and k, € Ny, we have by Newton’s multinomial:

l;(ij)kp = Z < ) Wp,j H g)p qxwpq
q

Wp:(wp,q)qE[[lyQ]IGNdQ ;éj
[wpl|=kp

The series in formula (2.16)) converges uniformly in (z,),e0 € [0,€]€. By interchanging the integral
and the series, we get that Iz nv.7,5,0,k(€, 5) is of the following form:
oy’

InNpjok(es) =

> S I ) e ()
) w ’ v A%
v=(vp)perEMND)” w=(w,)pepce(NG)P° \PEP® p pEP | p| p
VpEP® [y =k

. 1 N+M sl Wp,q 1 Wp.q
Moernan gy TN +1s) /FQ H . 11 H G

J(E)q 1 pEPC q= 1
q#] q#]j
—Np+pps—1—|vp|
v V. =T
: H H Cahi X " Cjp+ E Cq.pTq dz;...dz;...dzg.

peEP \q€Q qeQe

Let’s note that [1,Q] \ {j} = QU Q°. Then we can split the products H into 2 parts, and we
a€[1,QI\{s}
get:

InoNvp k(€ 8)

o

Q
kp —Np + pps — 1\ [|vp]
- Z H <W ) HC;()»%(Z H ( |V | v H Clq)?},)q
V:(Vp)pEPE(NOQ)P pEPC P/ g=1 peEP p P/ 40
w=(wp)pepe€(NG)”"
VpeP,|wp|=kp
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Q
1 / w v
119 1T | ILwa | IT | 1T =i
HqilF(_Né+HIqs) Fo j(€) pepe | g=1 pEP \qeQ
q#j 977
—Np+pps—1—|vp]

—N’+/1,'s—1 _
. . a a .
Cjpt g Cq,pTq I | Tq dz;...dz;...dzg
qeQ° q=1
q7#]

Q
kp w — N, + pips — 1\ (v )
B 2 1] (w ) [T ) | 11 ( v | S e
v:(vp)pePe(NOQ)P peEPC g=1 pEP P P €0
w=(wp)pepe €(NG)™*

VPEP®, [y =k,

’ ’ ’ ’
1 / —Nq+p,qs—1+zpep UP"H_ZPE'pc Wp,q H m_Nq+Hqs_l+Zp€PC Wp,q
) JF

: X
Q q q
Hq:l F(_Né +,U/:18 Q.j geQ qeQe
q#J
7NP+U‘p5717|Vp|
’ H Cj.p + Z Cq,pTq d.l?ldl‘jde
pEP qeQ*”

Let v = (v,)pep with v, € NOQ for all p € P, and w = (Wp)pepe with w,, € Ngg for all p € Pc.
We recall the notation [veq| = > cpvpq for all ¢ € Q, and [Weg| = > cpc wpq for all ¢ € [1,Q]. Via
Fubini’s theorem, we get the following expression for all o > 1:

=N, + pps — 1\ (v,
P P P
InN P 0Kk(e8) = Z H ( H s
! _ o\P cpP |Vp| Vp €Q

v=(vp)per€(Ng ) ) p q

w:(wp)pePCE(N(?)P

VpeP,|wyp|=kp
e Nathgs+|Veq|+weql

Q
0 kp) e 1 0
C p,q
pepe <Wp =1 PP Tepop gy T(=NG + 1gs) c0 = NG+ 1145 + [Veg| + [Waeg|

—Np+pps—1—|vp|

1 1
—N!+p! s—1+|weq|
q q q .
[ (= I e+ 3 copra IT deo
€

€ qeQ* pEP qeQ° qeQe

Thus we obtain that formula (2.14)) is true for all s € C such that o > 1.

We’re now looking to prove an analytic continuation of s — Innv.p,j,0.k(€, 8) on C via the formula
b/

that we just obtained. We clearly have that, for all o > 1,

Q
1 k w
I gox(€8) = g > 11 (W”> 1 cie (2.17)
! 9€Q° a T H v:(Vp)pePE(NoQ)P peEPC P/ =1

w=(wp)pepe€(NG)P*

VpeP,|wyp|=kp

e~ NaFtigs+|Veql+weq|

—Np + pips — 1) <|Vp> v
C p;q
H ( |Vl Vp H P H F(_Né + N;S)(_Né + H:;S + [Veg| + [Wegl)

pEP qeQ qeQ

—Npt+pps—1—|vp|

1 1
—N'+u's—1+|w.|
q q q
/ / H Zq H Cip+ E Cq.pTq H dz,.
€

€ qeQ*° peEP geQe qeQ*”



2.3. DIRECTIONAL CRANDALL’S EXPANSION FOR Z(s,s’) 63

Let’s define T N7, 75,0 k,v,w(€, S) as the general term of the previous series. We then have that
pop!

InNpjok(es) = ) TNN PG, 0k v,w(E, S)-
! 2
o v=(vp)pep€NS)” "
w=(wp)pepe (NG
VpeP,|wp|=kp

All the terms inside the expression of TN N/ P,j,0,k,v,w(€, 5) are holomorphic in the variable s on C. In

order to show that the function s — I'nnv,p,j,0,k (€, s) is holomorphic on C, it’s enough to show that the
wop!
last series normally converges on any compact subset of C. We're now looking to find a bound of that

general term over a compact disk Dg(r), with r € N being a positive integer. Such bound will depend on
N, N, p, i/, P, j, @, but we shall not specify this dependence to increase the clarity of the proof.
We know that the function

1

S =
TN+ ) (N 4 15+ [Veql + [Wag])

is holomorphic on C, for all ¢ € Q. We now bound the general term of the series in formula (2.17) thanks
to Lemma 2.3.4l We have

1
‘F(—Né + 1y 8) (=N} + s + a)

Vq € Q,Vs € Dy(r),Va € N, <1

T

< L

T

Vg € [1,Q],

L(—=NJ + pulys)

We know that the function

—Np+pps—1—|vp]

! 1 SN 4 s— 14| weg |
seCo [ [T a T (Gt X o, 1] s,
€

€ geQc pEP qeQ° geQe

is holomorphic because the integrand is regular.
Let s € Do(r), v = (vp)pep with v, € N2, and w = (W, )pepe with w,, € N such that |w,| = k, for

Q
all p € P¢. We see that Z |Weq| = |k| — |[Waj|. Moreover, by compactness, we find the following bound
g=1
a7
which is uniform in x4 € [e, 1],
‘Q%;Nﬁ”qsfl < 1.
s

As |weq| > 0, we find that \x!zw'qw < 1. Moreover, since arg | ¢;,p + Z CqpZq | € }—g, g [a we have for
qeQ”°
all s € Dy(r), and for all (z,),c0- € [¢,1]<,

—Np+pps—1=|vy| —Np+Re(ups)—1—|vp|

. ) [plrm/2
Cjp t+ E Cq,pTq < |Gip + E Cq,pTq err .
qeQ” qeQ*°

Let’s note that we have the following upper bound for all (z,),co- € [¢,1]<",

Q
K+ Ke < | Re(cjp + Z Re(cqpe)) | < |¢jp + Z CqpTq| < Z |cq.pl < QM,
qeQe qeQ” q=1
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with M = 1<p<rg§1>éq<Q(|cq7p|) and K = mini<¢<g,1<p<p Re(cq,p). For p € P, we then find that

4>, L P>

(QM)RE(HPS)_Np_lvPl_l if |¢jp+ Z Cqplq| 21
qeQ”
and Re(pups) — Np — |[vp| —1>0
—Np+Re(ups)—1—|vp|
cip+ Z CqpTq 1if |ejp + Z cqp%q| > 1 and Re(ups) — N, — |vp| —1 <0
qeEQ” qeQ°

IN

1if |ejp + Z cqp%q| <1 and Re(ups) — N, —|vp| —1>0
qeQ”

(K (€ + 1))Rers)=No =Vl =1 ¢ erwise.

We also have uniformly in s € Do(r):

Vp c 'P’ (QM)RE(NpS)_Np_WM_l < (QM)_val

Let p € [1, P]. By compactness, we have uniformly in s € Do(r):

(Ke)Relrns) 1.

We also have
(K (e 4 1))Returs)=No=Ival=1 (K (¢ 4 1))~ Vol <« K= IVol,
€,r T€

Finally, we have the following uniform bound in the variables s € Do(r) and (z,)geo- € [¢,1]<",

—Np+ppo—1—|vp|

P
Cjp+ Z Cq,pTq T<<6 max(K_l"Pl, (QM)_“’P‘, 1) H eltwlrm/2 T<<€ min(K, QM, 1)_|VP|.
qeQ-° ’ p=1 )

Now that we have a bound of the integrand, we can give a bound of the corresponding integral:

—Np+pps—1=|vp|

1 1
—N!+p! s—1+|weq|
q q q .
/ / Il Zq ” Cip+ E Cq,pTq Il dz,
€

€ qeQr peP qeQ° qeQe
< min(K,QM, 1) 2per V7l
T,€
We have the following bound, uniformly in s € Dy(r):

<<ez:qEQ Vel

T,€

Ezqeg(*Né‘Hi/qS‘FWOq‘+|W04‘)

Moreover, we have

¥n € Ny, Va € No, Vb € Ho, Vs € Do(r), ‘ <‘” +bs - 1)‘ - <n +[lblr] + a).

a - a
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We then find that

Q
1 | I kp) l l w (‘Np + pps — 1> (|Vp|) v
c, pa clria
qugc F(—Né + Mf;s) (Wp b q,p II v, v, l I a.p

peEPC pEP qeEQ

G*N;+M;5+|V¢q|+‘wiq|

|V S s e e o E oy

—Np+pps—1+|vy|

1 1
7N/+M'sfl+|w. |
q q q
/ / ||xq II Cip+ g Cq.pTq Ilqu
€

€ qeQe peP qeQe qeQ”

(11 (@)Mw 1 (Np+ [eplr] +|va> (va|>(M6)qugv.ﬂmiMK’QM’l)qugw.q

pePe Wp pEP [Vpl Vp

< (00 Qo) ) 1L C ) ()™ @19

pEPC p pEP

We now prove that the above upper bound is the general term of an absolutely convergent series in the

variable € when we take the sum Z . Let’s note that by Newton’s multinomial we have

V:(Vp)pE’Pe(NoQ)P

w=(wp)pepe €(NG)P
VPEP | Wp|=kp

> T =@

c c
w=(w;)pepe €(NG)P" PEP
VpePe,|wp|=kp

Moreover the series

Z H (Np + H/J/Z)‘T‘-‘ + |Vp|) <Z\4€>qug [Vegl
=(vp) PE(NQ)P peEP (Vll” Np + HMP|T—|) IIliIl(K7 QMa 1)
v={(Vp)pe 0

min(K,QM,1)

converges absolutely for all 0 < € < . By taking a ¢ > 0 small enough, we then find that

the previous series over (vpq)pep,qco is a constant depending only on r,e and on N. We then get the
following inequality:

Innepj,0k(€8)
pop!

< (QM)X,

Thus we get i) and iii) by Lebesgue’s theorem, and by analytic continuation. ii) is true by the above
upper bound. As s +— In N/, p,j,0.k(€,s) is holomorphic on C and by formula (2.13) we have

pop!
k()= Y Innpoxles)  (0>1)
! QCILQNG}Y #*
we obtain that the previous equality stands on C by analytic continuation, thus proving iv). O

By a similar reasoning, we get the following lemma:
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Lemma 2.3.23. Let a direction (pu,p') € F(I)D x HE, a P+ Q-tuple (N,N’) € NI x N&, an integer
J€[1,Q], and a set Q C [1,Q] \ {j}. For all s € C and 0 < € < 1, we have:

P
honvpeseed= Y I e | (IT(C™ ) () e

V.
pon! v=(vp)peq,plE(NG)F \a€[1,Q] p=1 | p| q€Q
1 €Zq€g<_N§+“;s+|"-q|>

Hoepron gy T(=Ng +165) Tgeo (= Ng + 15 + [Veq]
—Np+pps—1—|vy|

1 1 i P
/ / H g T H ¢ip+ Z Crply H dz,,
€

€ geQec p=1 feQe qeQe

with the notations Q¢ = ([1,Q] \ {j}) \ Q, |Veq| = Z;;l Upq for all ¢ € Q. Moreover, the function
s € Cw InNv[1,P].5,0(€, 8) s holomorphic on C.

wop!

Remark 2.3.24. As opposed to Lemma we don’t need a bound in Lemma [2.3.23, because there
is no k inside the erpression of In Nv.[1,P].j,0(€; 8)-

pop’

We now have all the ingredients required to prove Proposition [2.2.2

Proof. Let’s recall that hn Nv P jx(8) and hn N [1,p],;(s) have the following expression for all s € C such

mop! pon!
that o > 1:
hnNpsx(s) = Y Innepjox(es),
wor! oc[LQ\ {7} **
hn Ny 1,P]Li(8) = Z InoNep1,pP]5,0(6 8).
por! ocL.QN\} #*

Since the functions s — In N/, p,5,0,k(€,5) and s — In N7.[1,P],5,0(€, §) are holomorphic on C, we have an
nop! mop!
analytic continuation of s — hn nv P jk(s) and of s = hx nv,[1,p],5(8) on C. We then obtain point i) of

nop o
Proposition Point ii) and iii) of Proposition follows directly from point ii) and iii) of Lemma
2.0.22) O

2.3.4 Proof of Proposition [2.2.4

Let a P + Q-tuple (N,N’) € NJ’ x NOQ, and a direction (p, p') € ﬁg X H(?. We exploit the expression
Z(s,s') = K(0,s,s) + J(0,s,s) to obtain the proof of the meromorphic continuation theorem in the
direction (u, pu'). We already know that the function (s,s’) ~— K(6,s,s’) is holomorphic on C* x C%.
What remains is to prove that the function s — Jn n¢(6,s) is meromorphic and regular at s = 0. In

op!
order to show Proposition [2.2.4] all that remains is to establish that s — Jn n/(0, s) is meromorphic on

pop!

C with poles contained in

| 1
! £
SNN)=| | ~Zonu|U]| U T [l LS Nl N 4P
22781 1<p<P P PCHLP]] ‘77

pp7#0



2.3. DIRECTIONAL CRANDALL’S EXPANSION FOR Z(s,s’) 67

We know that formula (2.2) is valid on the complement of this set, for ¢ > 1. For all s = o +ir €
C\ S(N,N’) such that o > 1, we have that
7y

JN,N’ (9, S) =

wop!

Q
S TITa+ N, = pps) > D™D e pix(s)
j=1 wop!

PCILP] \peP k=(kp)pepe ENG*
OUK [+l 1p)s—IN'| =N 5 | P|+|k| 1 C(—=N, +Mp —ky,d,)
D(=NG + ws) (W] + |plip)s = IN] = [N[jp = [P+ k) | 22, k!

QU [+ pl)s—|N'|—|N|—-P

P Q
+ I't+ N, — h / ;
(H e “”s)> 2 ey 001 ) R s T+ s = VT = INT= )

p=1

Via all the above, we can now prove Proposition

Proof. Let 0 < 8 < 1. We know from Proposition [2.3.21| that the formula (2.2)) is true for all s = o +ir €
C\ S(N,N’) such that o > 1. Tt is clear that the function

wp!
Q ’ _IN'|—|N|—
gUr[+Ipn)s—|N|-|N|-P
S hN,N’, 1,P 7'(8) s
E o TN 4 ) ('] + Tul)s — N = N[ = P)
IN’| + IN| + P

is meromorphic on C and regular at s = 0, with poles of the form s = . Then, it remains

[+ |pl
to show that the function

S Z H F(l + Np — ups) Z ‘kl Z hN N’ P4, k (2.19)

PCIL,P] \peP k=(kp)pepcENT®
OUr [+l p)s—IN'| = N[ | —|P|+]K]| H C(—=N, +Mp — kp, dyp)
D(=NG + ) (0] + ulip)s — N[ = [NJjp = [P+ [k]) | 225, k!

is meromorphic on C, regular at s = 0, and with poles inside S(IN, N’). We set
7y

€ [1, P], HllIl |pps —m| > 6
D(N,N',6,r) i= { s € Do(r) S , ,
o VP C [1, P, min |(lpljp + [0 D)s+n| >4
n>—|NJjp - |N'| - |P|

Let’s note that

1) We clearly have that lN)(N, N’ §,r) contains an open neighborhood of 0.
oo
2) The condition
i —n|>46
min s —n|
n>N,

is here to avoid the singularities of ((—N, + pps — k,dp). We see that, around s = 0, this last term
is regular.
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3) The condition
min (el + |1'))s +n| >0
n>—|N|jp—|N'|-|P]|
1
(/| + [pljp)s — IN'| = [N|jp — [P| + [K|

We shall note that around s = 0, when —|N'|—|N|p —

is here to avoid the singularities of which are not always

compensated by the zeros of ——— .
D(=N} + pls)
1

1
|P| + |k| = 0, the singularity of

is compensated by the zero of ——————.
P Y T(=N] + s

(/| + [}

4) The set S(N,N) is inside the complement of D(N, N, §,r) in C.
w,p! e
Let’s fix a subset P C [1,P]. We see that by Proposition [2.3.21] the formula (2.2)) is true for all

s=o0+ir e C\S(N,N’ ), such that o > 1. We wish to prove that the series in k in formula (2.19
oo
normally converges on D(IN, N’ 4, 7).
wop
Let 7/ > 1 be a real number such that, for all p € [1, P], we have Re(d,) > 1/r/, and |dp| < . Let

r>0,1>0d>0. By Lemma [2.3.3] we have

Vp € [1, P],Vs € D(N,N', 5, 7),Vky € No,  ((=Np+tpps—kp, dp) <§6 (kp"‘Np)!(kp"'Np"'l)rJrl(1+7’/2kp)~

oo

By Lemma [2.2.2] we have
Vs € Do(r), Vk = (kp)pepe €N [ pjae(s)] < QM)

Ty

Since the function s — I'(1 + N, — p,,s) is holomorphic on D(N,N’,4,r) for all 1 < p < P, we then find

[y
the following bound
Vp € [1,P],Vs € D(N,N',6,r), D1+ Ny = pps)| < 1.
w,p! T
By Lemma [2.34] we find the following bound
~ 1
Vs € D(N,N’,6,7), < 1.
( oo : L(=Nj + pis) ('] + [plip)s — IN'| = [N|jp — [P| + [K[) | .5
By compactness of Dy(r) we get
Vs € Do(r), |9(|I“I‘+‘l‘|\7’)5*|N/‘*‘N|IP*|’P|| < 1.
Therefore, for all s € l~)(N, N’,4,7), and for k = (k,),epe € NI, we find
[Ty74
(— )lk‘hNN, pix(s) [ T+ Ny — paps)
pop! pEP
o'+ |plp)s—IN'| =N jp —|P|+|k| H C(=N, + Mp — ky,d,)
D(=NJ + wis) (/] + |ljp)s — IN'| = IN[jp — [P] + [K|)

pEPC p

(kp + N,
@mo) ] 7) (kp+ Ny + 1) (14 27
peEPC p

k+N)'

7‘7"5

< @2 QMo) T]

’f’,’(‘
pePe

(kp + Ny + 1),
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Since the series

> Qe TT Bl v, 4y

NeNg*© pePe

1
converges absolutely for all § € C such that |0] < m, we find that formula l) holds for all s €
T

B(N7 N’, d,7). By the holomorphy theorem under the sum sign, we get that the function s — JN7N/(9, s)
w.p nop!
is holomorphic on D(N N’,4,r). As D(N,N’,8,7) contains an open neighborhood of 0, we see that by
T4 Ty
the same holomorphy theorem under the sum sign, we can take the derivative with respect to s termwise

around s = 0 of the function Jn nv(6, s),

nop!
8SJN,N/ (978) = (220)
!
Q

S Y o [TTra+N—ms) | (~)Mhnepx(s)

PCIL,P] 5=1 k=(kp)pe pe ENF® peEP won!
OUn |+l 2)s—IN'|=N| o —|P|+]K]| H C(=Np + pps — kp, d,)

D(=N7 4+ w5s) (1] + [l ip)s — N[ = [N]jp — [P[ + [K|) ky! ’

pEPC

HF(l N, — ih (s ) oK |+ |p)s—|N'|-|N|-P
+ Np — pps N.N'[1,P
= P = [1,P],5\8 ( Nj’.+u;5)((|‘u/‘+|u|)$_‘N,|_|N|_P)

As 1> 6 > 0 is arbitrary in the definition of E(N, N’ §,r), and that IND(N7 N, §,r) contains an open
wop! wp’
neighborhood of s = 0, we then get that Jn (6, s) is regular at s = 0, and that the poles are inside
wop!
S(N,N’) described in Proposition [2.2.4 O
ooy

Remark 2.3.25. Via formula (2.9), one can find expressions of the residues of Zn N (s) at these poles.

In fact, we know that this function can be decomposed into two sums, one of which is holomorphic on C,
and the other one is meromorphic on C:

ZN,N’ (8) = KN,N/(H, S) + JN,N/(Q, S)

wop! wop! wop!
Since s — Kn N (0,s) is holomorphic on C, this function doesn’t have any singularities. On the other

ot
hand, in formula , one can compute the residues by studying carefully the two following terms:

Ui’ [+ 11l ) s— N’ | =[N 7o~ P |+ k] 1 C(=N, + pips — ko )
[ ]
(=N + pis) (1] + |plpp)s — N[ = N[jp — [P] + |k|) k!

f'|+|])s—|N'| = |N|—P
[ ] .
D(=NNj + i) (|| + [pl)s = IN'| = [N = P)

peEPC

Let’s note that these poles can sometimes be compensated by zeros of the functions hx N p jx(s) for the
nop!
first term, and of zeros of the functions hx N [1,p],;(8) for the second term.
wop!






Chapter 3

Computation of the coefficients

Q?\I)N’(Pa ja k> and Qll\I,N’(Pa j? k)
o/

We compute in this chapter the coefficients QON,N’(P7 J, k) and QI{I’N/ (P, j,k) that appear in Theorems |A
and [D] For reasons that we’ll explain in the two following chapterg, “We will only compute such coefficients
for any given direction (u,p’) € Féj X HOQ . Indeed, in the two following chapters we will prove that
Theorem [A] and [D] holds for such directions, and we will extend those two results with more general
directions using the analytic continuation principle.

By Proposition [2.2.2] we know that the function s — hn NP,k ($) is holomorphic on C. Therefore,

o

we can consider its Taylor coeflicients of order 0 and 1 near s=0.

Notation. Let’s consider a direction (p, p') € ﬁég X Hgg, and a P+ Q-tuple (N,N’) € NI’ x N(?. We
consider a set P C [1,P] and a tuple k € NJ*. Since the function hn N p jx(s) is holomorphic on C,

o
we consider the following coefficients:

hnNe P jk(s) = QON,N’ (P,j, k) + Qll\I,N’ (P,j,k)s + O(s%).

’
Hop o wop!

We shall fix for this chapter a direction (p, u') € E‘)D x HY and a P+Q-tuple (N,N’) € NJ xN&. The
coefficients QON,N/ (P, j,k) for all integers j € [1, Q] and all sets P C [1, P] will be crucial in the expression
of the formulz::for Z(f(N,l\,I’)). Furthermore, the coefficients QON,N, (P, j,k) and QI{LN, (P, j,k) will
appear in the formula for tﬁ:directional derivative at nonpositive ingég/ers Z'(—(N, N' ))Hf‘; is also worth
noting that we do not need to compute QON’N,([[L PJ,j) and QI{I}N, ([1, P],J), as tl:e;; won’t appear in the
expressions and in the proofs of Theoremsﬂ and |Dl We will shgsv in our calculations that QONN, (P,4,k)

P

is independent of the directions (u, u’). We will therefore simply denote this coefficient as Q?\I’N/(P, J, k).

3.1 Lemmata

Lemma 3.1.1. Let a,c € Hy, b € Ny and d € Z. We define g : C — C the following meromorphic

function:
1

T'(as —b)(cs +d)’

gls) ==

71
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pop!

Then g is regular near s = 0. Moreover, we have:

J0) — %(71)%! ifd=0
0 ifd # 0,
and
a2
J0) = ?(—1)%! (y—hy) ifd=0
%(-1)%! if d#0,

b
1
where hy is the harmonic number hy = E —. We also have that
i
i=1

1y’ N
|
( > (=N)= (-1 NL
Proof. Around s = 0, we have
1 N 2
— !
G- (=1D)¥ Nls+ O(s%),

1
which proves the formula for (F> (=N).

In order to prove the other formulas, we shall study the behavior of g near s = 0. By Gamma’s
functional equation, we get
(as—1)...(as = b)
I(as)(cs + d)

g(s) =
Around s = 0, we have
(as —1)...(as — b) = (—1)°b! + a(=1)""tblhys + O(s?),
L 2 3
() =s+7s5° 4+ 0(s°).
Let’s assume that d = 0. Therefore, near s = 0 we have:

_a(as—1)...(as — b)
9(s) = I'(as)as

((—=1)%! + as(—1)""1blhy) (1 + vas) + O(s?)

@ ol ol

2 2
=218+ (1) bk s + Ly (—1)%bs + O(s?).
C C C

Let’s assume that d # 0. Therefore, near s = 0 we have:
as—1)..(as —b
o) (a5 =Dnlas =)
T(as)(cs + d)
_(as—1)...(as — b) 9
= p—— (as) + O(s%)

(—1)bls + O(s).

=4
d

Lemma 3.1.2. For all P C [1,P], (up)per € CT, (Np)per € NI, (np)pep € NI, we have

B, II(_Np;i+Mﬁ> = > splhn, = hnyin,) II(—ﬁi—1)

peEP |s=0 pEP peEP p

where h,, is the n-th harmonic number.
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Proof. Let’s recall that

|
Ny Tp:

pEP pEP

(=Np =1+ p1p5)...(=Np — 1p + p15)
np!

By developing the product near s = 0, we get

np! np!

np—1 T —
N, =14 pp8)e (=N, + 1,5 — 1 ~N, -1 ’ (=N, —1).(=N, =1 —i)..(=N, —n
( p P) ( p p P):( TZ; >+//4p<9§ ( p ) ( p ) ( p p)
P =0

+0(s%),

where (—N, — 1 — i) means that we forget that term in the product. We can simplify that last expression
by using harmonic numbers:

np—1
(=Np =1+ p1ps)...(=Np + pips — np) —Np —1 —Np —1 . 1 2
= —_— 0
np! Ny tip Np ZZZ; —Np—1—1 s+ 0(s7)

—-N,—1 —N,—1
() (T Y = s o),
P

Near s = 0, we then get that:

H (N” nzl) : “PS> - H <]\sz 1) + H <A;f:p 1) Z pip(hiv, = hn,in,) | 8+ O(s%),

pEP peEP peEP peEP
O
Lemma 3.1.3. Let M € Z<q be a nonpositive integer, and (ax)re[rr,+oofs (bk)re[rr,+o0] be two complex
+o0 too
number sequences such that the power series Zakxk and the power series Zbkxk have two positive
k=0 k=0

radius of convergence Ry and Rs. Let’s also assume that there exists a positive real number 0 < R <
min(Ry, Re) such that

+oo +oo
Vz €]0, R], Z apx® + Z bra® In(z) = 0,
k=M k=M

then for all k € [M,+oo[ we have that ay, = b, = 0.

Proof. If all by, are zeros (respectively all ay, are zeros) for all k > M, the result is trivial. Otherwise, we
shall use a reductio ad absurdum argument. Let’s assume that there exist i, 7 > M such that a; # 0 and
b; # 0. Suppose that i = min{k|aj # 0} and j = min{k|b, # 0}, then in the neighborhood of 0 we have

a;z" + bjz? In(x) + o(2 In(z)) + o(z") = 0,
which implies b;jz7 " In(x) ~ a; near x = 0, a contradiction. O

The previous lemma will play a crucial role in determining formulas for the special values in the proof

of Theorem |D|in chapter , and in the computations of the coefficients QI{I,N, (P, 4,k) in the end of this
op!

chapter. Indeed, in the meromorphic continuation of the function Zn nv(s) obtained in Proposition [2.2.4

wop!
we've introduced a free variable 6 and two functions Kn nv (6, s) and Jn v (6, s). By taking the derivative

o wop!
of the analytical continuation formula, we get Z'(—(IN,N’)) = 9s(Kn N+ (6, 5))(s=0 + Os(Jn,nv (6, 5)) s=0-
oy

wop! wop!
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pop!

By taking the derivative of the function Jn nv(6,s) with respect to s at s = 0 via formula lb we
pop!
will get a sum between a Laurent series in 6 and a multiple of In(#). Similarly, by taking the derivative

of the function Kn v (6,s) with respect to s at s = 0 via formula 1D we will get a sum between a
!
Laurent series in 6 and a multiple of In(6). It is clear the directional derivative value Z’'(—(N,N’)) is
w,p!

independent of 6. Hence we get from the previous lemma that the constant term in # in the sum of the

two Laurent series that come from the computations of J;(Jn N/ (0, 5))s=0 and of Js(Kn N/ (0, 5)))s=0
pop! pop!
corresponds to the directional derivative value Z’(—(IN,IN’)). In the same trend, we will use this same
e
lemma in the computations of the coefficients Q%\I’N/ (P, j,k) in order to eliminate in our computations

pop!
the non-constant terms of the Laurent series in the variable €, and also the multiple of In(e).

Lemma 3.1.4. There ezists a function op ; ¢, o nnv(€) = aln(e)+3°, o, bue™ defined for all0 < e <1
with m € Z, without any constant term (i.e. bg = 0), and such that B

1
—Ni—1+|wes| —Np—1— *
/ zp ! T Cip +eppmp) ™M dap = a5 wmne () + Frj gy (NN,
€ peEP

with Fp j fvw(N,N') being the constant defined in Proposition[1.2.2:

N}+1—|w.f\

Cpj fvwr(N,N')
Fpjivm(NN) = —Epjpuw(N,N) = 3 - A—1
A=2
(IN[jp+P[+|v]) ,
1 Do . v N, N -
ey PrasaED (g e, - )
fp pep —2
1 c
Tt Z Dp j fviw,1,p) (N, N’)In (1 + f’p) '
REST= Cj,p

Proof. In order to compute the integral above, we shall use Proposition With the same notations
as in that proposition, we get

Ni+1—|weysl
—Ni—1+|wes| —N,—1—|v, = ! CP, . ’,\(N,N/)
Tf ' ' H (Cj’p + cf’Pxf) ! vl =Pp j fv,w NN (l’f) + Z e ‘;?
peEP Furt

(INljp+IPI+[v])

+ Z Z DP,j,f,v,w,(A,p) (N>NI)
pEP A=1 (Cj’p + Cfapzf))\

We recall that Pp ; ¢ v w N N (2f) is the antiderivative of the polynomial ﬁ'p,j’f',v7w7N7N/ (xf) which fades
at x5 = 1, and we noted Ep j ¢ v w(IN,N') the constant term of Pp j ¢ v wnNn/ (). Considering the
polynomial

Pp i tvw NN (T7) = P v w NN (2f) = Ep j fvw(N,N')
we find that

1
—Ni—14+|wes| N, —1—
/ zp ! T i+ crpr) ™™ M ey = —Bp j pew NUNY) = Ph oo (€)
€

pEP
N}+1—|w.f\
Cp_ i fvwr(N, N _
—Op vt (NN In(e) = Y p”’f’/\’ _’Al( )(1 — el
A=2

1 c
S Dp e (NN (1n<cj,p terp) —In(ey) — In (1 4 f))

c C;
fip peP J,p
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nop!

INJ|p+IPl+|v]

1 Dp j v, (N, N) B B
T Z Z ’ N i) ((Cj,p +epp)t A (cjp + crp€)’ A) .
fp pep A=2

By expanding the terms (¢;, + ¢y €)'~ and In (1 + Z—Ze) near € = 0, we can decompose the previously
obtained formula into a constant term, and into a sum between a multiple of In(e) and a Laurent series
without any constant term in the variable €, for 0 < e < 1. Let’s denote by ap ; ;o o nnv(€) the sum
between the multiple of In(e) and the series with a constant term. We then have

1
—Ni—1+|wes| N, —1—
f of [Vpl — A%
/ T T i+ eppr) M day = 0 p v i (€)
€

pEP
Nj+1-|wey
Crysvwa(N,N) 1 cf,

— Ep (NN = 37 e t— Y Drjivaw i (NN In {1+ -

A=2 fp pep 3.p

INIjp+Pl+Iv] ,
1 P, () N, N 1-A _ 1-A

s Z Z ’ o1 ((CJ'-,p + ¢fp) —Cip ) :

O

We note that a simpler, although less explicit, expression of the previous integral can be obtained,
using a symbolic computation software. Consider the antiderivative Gp ; rv.w,n N (zf) of the function

—Nj;—1+|w, —N,—1— . . PR
Tpi— Ty s [Lep (¢jp +crpry) No=171vol that vanishes at xz¢ = 1. This primitive is expressed

as a sum of a multiple of In(z;) and a Laurent series in xy, for 0 < zy < 1. We then observe that the
constant term of this Laurent series is —Fp ; rv.w(IN,N’).

Remark 3.1.5. It seems more practical to directly compute the coefficient Fp ; rvw(IN,N') using a
symbolic computation software by determining an antiderivative of the function

— N\ —1+|we _ —1—
Tft=> Ty st H (cjp+crpTy) Np=1=lvel
peEP
rather than computing the coefficients Cp j 1 v w A(N,N'), Dp j ¢ o w (2p)(N,N), and Ep j r v w(IN,N')
using the partial fraction decomposition from Proposition

3.2 Value and derivative of hnn pjk(s) at s =0
[T

We consider a set P C [1, P], an integer j € [1,Q], and a tuple k = (k;,)pepe € N?*. In this section we’re
aiming to compute the coefficients QY n (P, 7, k) and Qx nv (P, j, k), which we recall the definitions:

nop! nop!
hN»vaP»juk(O) :QON,N’ (PVja k)a

b pop!
(thN/77)7j7k)/(O) :Qll\I,N’ (P7ja k)

pop! nop!

Let’s recall that we proved in Proposition that the function
NN Pjk(8) =
!
1 ! = —Ngt+ugs—1 # (27— Np+pps—1 w7\ Ep T
qu H Ly(X7) H Ly (x?)"dz;...dz;...dzg
0 0 =
q=1

Q
Hq;l F(_Né + “;S) - pEP pEPC
q#J q#]

is holomorphic on C. We also recall that we obtained from that proposition an expression of the derivative
hN,N',’p,]”k(S) at s =0.

wop!
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pop!

3.2.1 Preliminaries

We consider a set P C [1, P], an integer j € [1,Q], and a real number 0 < ¢ < 1 small enough. We
know that for all s € C, we have

hnN P jx(8) = Z InNP,j0k(€8),
! QcLQN\L} #*

we then deduce the fact that it is enough to study the values and the derivative values of In n/,p.j,0,k(€, 5)
wop!
at s = 0 for 0 < € < 1 small enough in order to get the values and the derivative values of hn n' p,jk($)
o’

at s = 0. We now recall point iii) obtained in Proposition m
Let k = (kp)pep- € NZ))C, then for all s € C and for all real number 0 < € < 1 small enough, we have:

*Np+ﬂp5*1 |Vp| v
hN7N/’,7>,j,k(5) = Z Z H ( |V | v H Carp’
o QCILONGY v=(v,),ere®@)” \PEP P P/ e

c
w=(wp)pepe €(NG)T
VpePe,|wp|=kp

EZQEQ(7N4+'U’:IS+IVW [+ Weq \)

1) 1.5
pere \Wo/ o ) Haepuann TNg + 145) Tlae o (= NG + 1165 + [Veq| + [Weg])

—Np+pps—1—|vp|

./1”./1 H x;NHu’qSﬂHw.ql . H Cipt Z ¢fps H dz,.
€

€ geQe peEP feQe geQ*-

Let’s consider T N/, P,j,0,k,v,w(€, §) the general term of the above series:
pop!

—N, + p,s—1 v
TN,N’,P:]}Q,k,v,w(EaS) = H ( ? ‘VM‘P ) (lvpl> H CZIJ%Q
P p

po! peEP qeQ

11 (k ) 11 ! D aeo (- Vit VaalHiweal)
P w
cWr.a
pere \Wo/ rion ) Haemongy TG+ 1g8) Tgeo(=Ng + 4165 + [Veg| + [Weg)
—Np+pps—1—|vp|

1 / ’
/1/ H mq_Nquuqs—le.ql ) H Cip+ Z CrpTy H dz,.
€

€ geQc pEP feQe qeQc

Let’s recall that, with that definition in mind, we have by point iii) of Lemma [2.3.22

IN,N/,P,j,Q,k(an) = Z Z TN,N’,’P,j,Q,k,v,W(EaO)' (31)
pop!

ot
v:(vp)pGPG(NoQ)p W=(Wp)pepe E(N?)PC
VpGPC,|Wp|:kp

and by that same point iii), we know that one can take the derivative termwise in order to get

05 (IN,N’,P,j,Q,k(Ea 8)) = Z Z Os (TN,N’,P,j,Q,k,v,w(Ga 3)) :
|s=0 N?)PC |s=0

’ 1
o v=(vp)per ENS)P w=(wyp)pepe( o
VpePC,|wyp|=kp
(3.2)
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nop!

Thanks to the formula (2.15)), we get

hnoN Pk (0) = Z InN P Lj0k(€0),
! QCLQIG}Y “*
(hnnpsa) (0= > 0 <IN,N/,7>,;',Q,1<(€7 S)) : (3.3)
o’ oc[1,QI\ {4} ! |s=0
Therefore, we can compute the coefficients Q&N,(P, J, k) and Qll\I,N' (P, j,k) by computing the value and
pop! o
the derivative value of Ty N/, p,j,0 k,v,w(€ ) at s = 0.
mop!
Lemma 3.2.1. For all € > 0, we have at s =0 that
0o(1) if |19 =Q —1 andVq € Q, |v.q|+|w.q|:Né
O(s)  if|1Q=Q—1and3f € Q\{j},Vg € Q\{f}, [Veq| +[Weq| =Ny
TNN ., Pj,Okvw(ES) = [Ver| + |Wey| # N}
o O(s) if|19=Q—2andVq € Q, [Vegl + [Weq| = N
O(s?) else.

1
Proof. We know that the meromorphic function s — H has a pole of order

€0 Ny + pys + [Veg| + [Wag]

Hg € QIN, = |Veq| + [Weg|}| at s = 0. In particular, the order is necessarily smaller than |Q|. Since
the Euler gamma function has a pole of order 1 at nonpositive integers, we get that the function s —

has a zero of order @ — 1 at s = 0. We then obtain that Tx N 7,0 k,v,w(€ S) =
H%l. L(—=N} + sply) !

a#]
O(s™) at s =0, with

ni=Q—1- g€ QIN; = |Veg| + [Weql}|-

3.2.2 Computation of QX n(P, j,k)
Proposition 3.2.2. For all e > 0 and all set Q C [1,Q] \ {j} we have that:
o IfQ=[LQ]\{j} and [veq| + |Weq| = N; for all g € Q, then

I'nNPj,0 kovwl(€0) =
wop!

k ~-N, -1 N1y )
1L () L0 s (ILC ) () e

pePe NP/ qe[1,Q] pEP qeQ q
q

N! nrt
(—1)Na N1,

o

1
J

Sl

e Otherwise, we have
TN Pj.Qkvw(€0) = 0.

!

Proof. In the first case, by Lemma we have that:

1 1 P
o = (~1)NaN)ImL,
(F(—Né + 1gs) %8>|S_o " g

By Taking s = 0 in the expression of T N/, p,j,0,k,v,w(€, ), We obtain the first point of the proposition.
o’
The second point follows from Lemma [3.2.1 O
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pop!
By formula (3.1)), and by the previous proposition, we get:

Corollary 3.2.3. For all set Q C [1,Q] \ {j}, and any given real number 0 < € < 1 small enough, we
have that:

o If Q=1[1,Q]\{j}, then we have

Q
Innp o€ 0) = (~)NTmeni | TN
o' q=1
q7#j
Q Q
kp w _NP -1 |VP| v
cWr.a clr.a
Z c HC (Wp) H op H [Vpl Vp H “p
w=(Wp)pepe G(Ng))?’ peEPC q=1 peEP g;}
V=(Vp)pe7DE(Ng1’Q]]\{]})p
VpePC,|wp|=kp
VQ7£j7|VOQ‘+|WOQ‘:N(;
o Otherwise we have
IN,N/;p,j’Q’k(G, O) = 0
wop!
By formula (2.15]), we recall that we have
ek = Y Innepjox(e0),
on! ocLQIN} #*
and by the previous corollary, we then obtain
, Q
Qre(Pd.0 k) = ()Nl [TIwg | 3
o = w=(Wp)pepe ENG)™ v=(v,)pepe(Ng I )P
J YpEP®,|wy|=kp Vq#],|Veql+HWeq| =N,
Q Q
H kp H pryq H _NP -1 |Vp| C_Np_l_lvpl H C’Up,’q
W q,p |v | v J,p q;p
pEPC P/ g=1 pEP p p q=1

q#j

Noting that the value doesn’t depend on the direction, that justifies the previous notation used for

Q% .~ (P, j, k) in Theorems [A] and @

3.2.3 Computation of Qy n/(P, j,k)

!

Taking s = 0 in the derivative with respect to s of the general term

klﬂ < w _Np + HpS — 1 ‘Vp‘ v
TN’NI’P’j’Q’k’V’W(E’ S) = H H cq’%q H A% H Cq,pbq
p

Wp [Vl

" i =1 peEP q€Q
1 ezqeg(_N;""“;SHVOq|+|qu|)
[T, TN + ) g (N 45+ Vel F [Weo )
a7

—Np+pps—1—|vp|

./1“./1 H xq_N;Jru;s—H\w.q\ . H Cipt+ Z et oy H dz,,
€

€ geQe peEP feQe qeQ°

we then get the following proposition.
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nop!

Proposition 3.2.4. For all real number € > 0 and all set Q C [1,Q] \ {j} we have that:

o IfQ=[1,Q]\{j} and |Veq| + |Weq| = Né for all ¢ € Q, we have

o

0s (TN,N/,’P,j,Q,k,v,w(e» 5)> = (3.4)
|s=0

Q Q
, A k =N, — 1\ [|v,]
N Wy, q Up,q
(1) ““‘Q”\{”WIHQ H <WZ> H cy H < |5p| > (Vz ) chyp HN;! In(e)
qg=1 =1

peEPe 9=1 pEP : q=1
q#j qF#]

Nl Qn\ i) kp X Wp,q —Np—1 |Vp| —Np—1—|vp| 2 Up,q
+(=1) anor | IT w, [T II v, €jp 1
q=1 q=1

pEPC pEP |Vp|
q#j

Q Q

ATINA DS mnlesp) + by, = Bivyw,) + D (v = havy)
q=1 pEP g=1
a7 q#j

o IfQ=1[1,Q[\{j} and if there exists an integer f € Q such that |[Ver| + |Wes| # N}t and such that
[Veq| + [Weq| = N, for all ¢ € Q\ {f}, we then have

pop!

Q Q
’ . k’ w
Os (TN7NC7’J7Q,k7V,W(5a 8)) = (-pNhenor F TENGH (T (Wi) [Icane (3.5)
|s=0 q=1

q=1 pEPC
qa#j
—N, =1 (Iv| k! i
p Vp —Np—1—|vp| Vp.q f —Ni+|ver|+|wer]
H Cip chvp 7 € :
U Ny, LLeai ) TN s T o]

q#j

o IfQ=[1,Q]\{j,f} such that |Ve,| + |Weq| = Ny for all ¢ € Q, then there exists a complex valued
function By ;¢ o (€) = Bln(e) + :iom an€™ defined for all real number 0 < 0 < 1 small

enough, with m € Z and oy = 0, and such that

s (TN,N',P,j,Q,k,v,w(@ S)) = Bp . fvwNN (€) (3.6)
|s=0

ot

Q Q
/ k =N, — 1\ [|v,]
! 1N, j Il ! |I p |I Wp,q |I p p || Up,q
Jrﬂf( Dmene NQ! <Wp) ‘ar ( Vol )(Vp> ‘ap

q=1 pEPC q=1
q#j a#3,f

! F’P,j,f,V,W(Na N,)
with Fp j §v.w(N,N') being the constant defined in Proposition[1.2.3

o Otherwise we have

wop!

s (TN,N',P,j,Q,k,v,w(@ 5)) =0.
|s=0
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wop!

Proof. o If Q = [1,Q] \ {j} and |vey| + [Weq| = N for all ¢ € Q, we then get by Lemma

Q Q
1 ’
) = /’L/ —1 NfN ’}/ hy' N/'
T DN + )y ; o B 13
q#] [s=0  f#Jj #i:f
Q
_(—1)Nliene HN;! Z“qv hny)
qg=1
q#] 'HéJ
Q
1 ’
—(— 1IN, 53 "
12 TN, + iy s)s IR |
q= q q q =
q#] |s=0 q#]

By Lemma we get that

—N, 4+ pps — 1 —N, -1
o\ LYY = (St~ | TL(T32 1)
pEP p |s=0 pEP peEP p
It is also clear that
—Np+pps—1—|vy| o —Np—1-— ‘Vp|
H Cp l - Z fip In(c; p) Cip

pEP s=0 pEP peEP

Therefore we find that

Q Q
i k
s (TN,N'WJ,Q,k,v,w(@S)) = [p]jo(=1)Nmeney [ TTNH |TT < p) [Teme
|s=0

! qg=1 peEPC Wp q=1
q#j
_ |Vp> —Np—1—|vp| v
C p q 6)
(7o) (e T
q#j
Q k Q
N’ ;
+ (-nN'Tweno | TN 11 (WP> ITcvme | | D mp(nlep) + hn, — hayipv,))
qil pEPE p q=1 peP
q#j
Vol —Np—1-|v,|
H( )( " )ein VPHCZT’J
beP |Vp‘ Vp
q#ﬂ
k Q —N, |V | —Np—1—|vp|
n H p H CZ);"Z H P p i P Hcqu
pepe \Wn/ 25 " P |Vp| Vp
q?fj
’ < <
A(=1)Nheno H N Zu;(v —hny)
q=1

q=1
q#j a#j
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Factoring the first and second term of this last sum, we get formula (3.4)).

o If O =[1,Q]\ {j} and if there exist an integer f € Q\ {j} such that |ves| +|Wef| # N} and such
that |[Vey| + [Weq| = N, for all ¢ € Q\ {f}, we then find by Lemma

1
= ()7
D(=N} + ) (=N} + plys + [Var| + [Wag]) H%ﬁ; D(=NJ + )il s
a7] |s=0
0 L =
(=N o) (=] by Vgl + 1w DI TN + b
q7J |s=0
My
(_1)|N [y NI .
1V v
a#]
Therefore, we get
Os | TNN'P.j,.0 kv w (€ 8) =
Hon! |s=0
1
Os
D(=N} + ) (=N} + s + [Var| + [War) T[921 D(=N] + ys) (=g + s + Vel + [Wag)
qa#j.f |s=0
D=1 (=NotIvegl+weq) N _
e 4 H ( ) chpq H ( NP 1) <|Vp|) —Np—1—|vp| Hcqu
pEPC pEP |Vp| Vp

q#]

Noticing that Zqul. (=N, + [Vegl + [Wegl) = =N} + |Ver| + [Wer| # 0, we then obtain formula (3.5)).

977
o If Q@ =[1,Q]\ {J, f} such that |ve,| + [Wey| = N for all ¢ € Q, we then find by Lemma [3.1.1] that

1
/ ’ Q ’ ’ ; =0
F(iNf +quS)H q=1 r(iNq +p’q5)p’q5
qa#j.f |s=0
1 19[ v
0s = —1)™a N/,
D(=Nj + i) T1%=1 T(=Np+ pis)iys i !
a#3,f |s=0 q#]

Deriving the general term T N/ P,j,0,k,v,w(€, §) With respect to s, and by taking s = 0 we then find that

pop!

0y (TN,l\{',P,j,Q,k,v,W(Evs)>lS_O =111 <v]i’;> ﬁc’;’%q 11 <_Np )(Vp|> H | (3.7)

Ko p pEPe q=1 pEP ‘Vpl
q#] f
1 2=t (SNitIveql+Iwel)
- Oy € 9#if

D(=Nj + #yps) [1%=1 T(=Np + pis)iys
975, f |s=0
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pop!
1
—Ni—1+|wes| —N,—1—
: / vy T Chop+epprn) ™7 M day
€ peP
Q
With the conditions on the index v and on the index w, we find that Z (=N, + [Vegl + [Wegl) = 0.
qg=1
a7, f

By Lemma [3.1.4] we get

1
—Ni—1+|wes| N, —1—
/ zp ! T G+ erpmn) ™ ey = 0k 1o wmne () + Frj v (N, NY),
€ pEP

with Fp ; fv.w(IN,N’) defined in Proposition and ap ;¢ o N (€) being a function in e of the
form aln(e) + >, -, bne™, with m € Z, and a, (b, )n>m being complex numbers with by = 0.

Injecting those last expressions into formula , we then get

05 (TN,N',P,j,Q,k,v,w(ﬁ, 8)) =
|s=0

o\ 17 —N, =1\ (|v,| \
T (o) Mo | | ILC ) () T e

wy [T (1))
q=1 peEPC P/ og=1 pEP q
q#] a#5,f
' (a;",j,f,v,w,N,N’ (6) + FPJ»ﬁWW(N? N/)) .

By setting

Bpj.fvw NN (€) =

Q Q
! k w —-Np—1 |V| v *
T | T () Tt ) | TL(7 ) (01) 1T et [ om0
q=1 P/ g=1

pePe
q#j a#j.f

we then get the formula ([3.6)).

e If we’re not in one of these three last cases above, therefore by Lemma we have that

TN PO kv.w(€s) = O(s?)

wop!

around s = 0, which concludes this particular point. O

By formula (3.2)) and by the previous proposition, we then find the following corollary:

Corollary 3.2.5. For all set Q C [1,Q] \ {j} and any given real number 0 < € < 1 small enough we
have that:

o If O = [L,Q]\ {j}, then there exists a complex valued function I\ p;gi(€) = Bln(e) +

wop!
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nop!

—+oo
n=m &

0s (IN,N',P,j,Q,k(6a5)> =
wop! |s=0

0 Q
(—1)Nlipeni H E H (_Np |_ 1) (vp|>cj;vp1vpl H Cqlp"
v v ’ '
. o P P .
; W:(Wp)pG?CG(NoQ)?D peEP g;;
v=(vy)per IR 1)
VpEP®, |wp|=kp
VQ7£j’|VC(1‘+‘WCQ‘:NG{{

™ defined for all 0 < e € 1, with m € Z and ag = 0, such that

Q

H ( ) chpq Zup(ln(6j7p)+th _th‘HVp\)_'_ZN;(’Y_hNé)
pEPC pEP q;:él
a7F]

+ IN N g 0k (€)-

nop!

o If O =1[1,Q]\ {4, f}, then there exists a function I;I,N’,P,j,g,k(e) which corresponds to a sum of
wop!
a multiple of In(e) and a Laurent series defined for all 0 < € < 1 without any constant term, and

such that

b’ [T

s (IN,N',P,j,Q,k(G» 8)) = IN N p.j,0.k(€)
|s=0

+ (_1)|N,|\[[1,Q]]\{J'}'u} H N, Z Fpjtvw(N,N)
g;} w=(wp)pepe €(NG)P*

v=(vp)pep €N NP
VpEP®, |Wp|=kp
VQ?éjvfalvvq“"‘lWOq‘:N;

H kyp 19[ W H —Np — ‘Vp‘ H Vria
w,) 11 %p \Vp\ p |
g=1 g=1

peEPC peEP
a#5,f

with Fp j ¢ v.w(N,N') defined in Proposition[1.2.9
e Otherwise, we find that

s (TN,N',P,Jygk,v,w(@ 5)) = 0.
|s=0

wop!

By formula (3.3)), we then get that

(hnN,p,jx) (0) = 0 (IN,N’,P,j,Q,k(€a3)> ;
wor! oc1.QI\ {5} ! |s=0
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pop!

therefore by the previous corollary we obtains the following expression for the coefficient QI{LN/(P, J, k):

pop!
Qll\I,N’ (ij, k)
pop!
Q
= 0y (IN,N’,P,]‘,[[1,Q]]\{j},k(€7 5)) + Z Os (IN,N’,’P,J‘,[[l,Q]]\{j,f},k(ea 8))
! |s=0 nop! |s=0

F=1
I#i

Q

, Ny =1\ (1Vp]\ N1yl T2
_ (_1)\N TeR=IINTD! HNq/! Z H ( lp ‘ >< p )ijp Vp HCZ%
v v ’ ’
ot w=(w,)pepe €(NG)”" | PEP ' ’ o
V:(Vp)ngE(NELQ]]\{]})P
VpEPC |wWp|=kp
VQ¢j1|V0q‘+|W0q‘:Né

Q Q
k w

11 (wp> [Tz | | D2 monlesp) + by = Ay, ) + D (v = havy)

pEPC P/ og=1 peEP q=1

q#j

, Q
+ (,1)\N 111, @1\ {45} H N;! Z #/f Z Fpj fvm(N,N')
o ety A

v=(vp)pepe(NIHONLF1HP
VpePC,|wp|=kp
Vq;éj’f"VOq|+|w.q|:Né

11 (k> e | | 11 <_N”_l> ('Xﬁ') f_[chff

pePe WP q=1 pEP |V;D|
a7, f
Q
+ IR e k(€ F D RN e an i  (©):
pop! f=1 wn
4

We now conclude by using Lemma [3.1.3[ by noticing the fact that QI{LN, (P,j,k) is independent of e.

’

Bop
We then find that the constant term in e of the right-hand side of the previous formula is equal to the
coefficient Qx (P, 5, k).

pop!



Chapter 4

Proof of Theorem [Al and its
corollaries

The aim of this chapter is to study the directional values of Z(s,s’) at nonpositive integers. By showing
that the function Zn v (s) is regular at s = 0, we have established that the values Z(—(N,N’)) and

pop! oo’
Z'(—(N,N")) are well-defined. To compute the first value, we will use Proposition [2.2.4] to evaluate
wop!
ZN,N’ (S) at s = 0.
pop!

4.1 Statement of Theorem [Al

Let’s recall the statement of the theorem:

Theorem . For all P+ Q-tuple (N,N’) € N&' x N(? and all direction (u,p') € CF x C? such that

VPQ [[17P]]7 |H’l|+‘/'l"|777é07
we have
, (_1)N}+\NMP+IPIM/,N{!
Z(~(N,N) =(-)N'T 3 : Ry P
' PCIL,P] |H ‘ + |H|\’P pEP
1<5<Q
. C(_N -k ad )
Z QIO\I,N’(]77)ak) H %a
k=(kp)pe pe N pePe g
[k|=|N"|+|N|;p+|P|
with

Q Q
] ' i k w
Qo w (4, P k) = ()N hmenay | TT V! > 11 (wz;) [es
q=1

e w=(w;)pepe (NG pePe
1, F
V:(Vp)pePE(Ng Q]]\{J})P
VpeP,|wp|=kp
Vq;ﬁj,\v.q|+\W.q|:N;

Q
() () e
‘Vp‘ Vp 2:pP 1 q,p

pEP ‘
qa#j
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where we noted

VQ € HlaQ]], |W0q| = Z U}p7q,

pEPC

Vg € [1,Q)\ {j}, Vgl = z Up,q-

pEP

4.2 Proof of Theorem [Al

Let’s first fix a direction (u, p') € Fég x H? and a P + Q-tuple (N,N’) € N} x N§, and we consider a
real number 0 < § < 1 small enough. By Proposition 2:2.4] we get

ZN,N’ (0) = KN,N’ (9, 0) + JN,N’(Ga 0)

pop! pop! pop!

Since Kn nv(6,0) = 0 by Proposition [2.3.11} we only have to evaluate the function Jnn/(6,s) at s =0

ot o’
in order to prove Theorem |Al By formula (2.2f), we have
ZnNe(0) =

P
> ™ > DM hpsud0)
PC[1,P] peP k=(kp)pepecENJ® j=1
1 9~ IN'I=IN|jp+(lp |+l ) s =PI+ K e H C(=N, — kp,d,)
D(=NG + p55) =IN'[ = INJpp + ('] + |plyp)s — [Pl + [K|ppe | 2. Fp!

ﬁF(l Np) zQ:h (0) U/ |+ s —N'| =[N |- P
+ + , _
p A\ &G A RN i (T s - INT- NP )

Let’s first observe that the expression

ﬁF(l ) szh o) (I’ |+lu)s—IN'| < |N| P
+ N,N/,[1,P],j
e PP\ E A TN S s (W s~ NT=INT=P) )
1
vanishes. It follows from the fact that —|N’| — [N| — P # 0, thus s —
(Il + |pl)s = [N = [N| — P
is a function regular at s = 0, and the function s — ———————— vanishes at s = 0. Let’s now

D(=Nj + pl;s)
study the first term of the formula obtained for Zn n(0). For all set P C [1, P], we first see that

mop!
hnn P,k (0) = QON7N/(j,77,k). Moreover, by Lemma |3.1.1{ we have:

wop!

o If IN'| + |N|jp # —|P| + [k||pc, then the function

1 O~ IN'|=INJjp+(lp’ [+|pl|p) s —|P|+]k] pe

S =
D(=Nj + pjs) =IN'[ = [N|jp + (['] + |lp)s = [P + [k|jpe

vanishes at s = 0.

o If IN'| + |N|jp = —|P| + [Kk||pc, then

= IN'[=INJjp+ (| +H el ) s =PI+ K] e ! ,
( 1 0 P Hlip 1P > Hj 1)NJ‘NJ’-!.
|s=0

:7(7
L(=Nj+ pis) =IN'[ = [N[jp + (/| + |plip)s — [P+ [Klppe ) 0/ + |plip
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Therefore we obtain that Theorem [A| holds for any given direction (p, p') € F(I)D X Hg? . The expression
of Q?\LN, (4,P,k) in Theorem |A| follows from the computations done in chapter

We now wish to prove the theorem for all direction (p, ') € CP x C® such that

Let’s recall that by Corollary [1.1.31] we know that the function (u,p') — Z(—(N,N’)) is meromorphic
wop!
on CP x C®Q. We first see that the right-hand side of formula (1.8) is a rational fraction in the variables

[y <oy LP L] -y flgg With denominators of the form |p|" 4 ||, and we've just proved that this formula

holds for all dlI‘eCthH (u, ') € H o X Hy Q. Thus, by the analytical continuation principle, it’s clear that
the formula (1.8)) holds for any given dlrectlon (u, ") € CP x C¥ such that

VP ¢ [[17P]]7 |ll’l| + |H‘|’P # 0.

4.3 On corollaries of Theorem [A]

We easily derive from Theorem [A]its corollaries.

4.3.1 Proof of Corollary
To prove Corollary we apply Theorem [A] with the data (N, N’) = (0,0):

_ - _1)P! 0 (i C(=kp, dp)
2-0,0)= 3 (-1) > Z|u|+|u| ol Pk [ 32
Hot PCILP] k=(kp)pepc NP J=1 L pEP® P
|k[=|P]
with
Q0,0(s, P k) = > )
w:(wp)pepce(Ng)Pc V:(Vp)pgpe(Ngl’QH\”})P
VpEPC,|wWp|=kp Va#]j,|Veq|+|Weq|=0
Q Q
kp w -1 ‘VP| —1—|vp| v
11 <w ) [Tey ) (11 <|v |) (v Gp o LLed
pePe NP/ g=1 pep NP p a=1
q#j

We can simplify the coefficient Qf o(j, P, k) by noticing that the condition [vee| + [Weg| = 0 for all
q # j implies that

Vpé'P,VqE [[LQ]]\{j}a Upaq:O
Vp e P, Vq € [1,Q] \ {j}, Wp,q = 0.

We then obtain that k, = |w,| = wp ; for all p € P°¢. Therefore we have the following expression for
Qg,o (.7) Pa k)
k
[loep- 5
Qgﬂ(]77)ak): L j’p'
' HpEP Cjp
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4.3.2 Proof of Corollary
In order to prove we set (p, p') = (1,1) and (N,N’) = (N, ..., N), and we find by Theorem [A] that
Za(=N) =

C(=N — ky, d,)
S (—1)NIPHQEDHPI NP > ZQ—HP\QN .P.X) I] T’

PCIL,P] k=(kp)pepeeNPS J=1 pEP® P
[k|=N(Q+IP)+|P]
with
QX (5, P, k) = (~)N @I >
w=(Wp)pepc G(N?)pC v=(Vp)pecP G(Ngl’QH\{j})‘p
VpE'PC,IWpl:kp vQ#jv‘thl“!“qul:N
kp 2 Wy g -N -1 |VP| —N—1—|vy| Up.q
II w [Teis II v,| v Hc
peEPC P/ g=1 peEP p p
q#a
By the two previous equalities, and by setting
Q
QV(P.k) =) QX (). P.k),
j=1
we get the required result. O

4.3.3 Proof of Corollary

The Corollary [A3] corresponds to a qualitative and non explicit version of Theorem[A] Let a P + Q-tuple
(N,N’) € N} x N§ and a direction (g, p') € CP x C® such that

We set K the field above Q generated by the complex numbers (dp)pepi,p] and (cq.p)pefi, P],qeq,@]> and
by the complex numbers y,, for all p € [1, P], and p, for all ¢ € [1,Q].
By Theorem [A] we find that

(_1)N§+\N\|p+\P\M9N]{!

Z(-(N,N')) =(-)NT 3~
B PCL,P]
1<5<Q

11~

peEP

d
Z QNN’ J,P,k) H Ckp!’p)»

k=(kp)pepe €N pEP*
|k|=|N'|+|N|;p+|P|

'] + P

with

Q Q
. ' ) k y
Qo w4, P k) = ()N hmenay | TT V! > 11 (WI;) [es
q=1

c c
a=1 w=(wp)pepe €(NG)” peP

V= (vp)pep (NI Gy P
VpeP,|wp|=kp

Vq;ﬁj,\v.q|+\W.q|:N;

Q
11 —Np = 1\ (vp] o~ No=1=1vs | I] o
|Vp‘ Vp 7P g q,p

pEP =1
q#]j
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Let’s now observe that the coefficients QON7N, (4, P, k) belong to the field K. Moreover, we know that
the nonpositive values of the Hurwitz zeta function have an expression using only Bernoulli polynomials,

N, — kp,d
w € Qlds, ..., dp] C K, which
)

proves the corollary. O

which are all rational polynomials. Therefore we get that






Chapter 5

Proof of Proposition B, Theorem D),
and its corollaries

5.1 Statement of Proposition [B] and of Theorem [D]

Firstly we will prove in this chapter Proposition [B] and secondly we shall prove Theorem [D] which we
recall the statements below:

Proposition . Let j € [1,Q] a positive integer, we assume that l; is a linear form with rational

coefficients. For all 1 < p < P, we then write cj, = Zj’p the irreducible fraction decomposition of c;,
7P
with a;, > 0 and b; , > 0. Let
lm(az,) _ . 75(c)
ri(c) i = ———— € . (¢) = —~-~2 €N
i(©) ged(bj,p) & Pin(e) Ci,p

for all 1 <p < P. Then, for all R € NI', we have for all s € C\ N,

P
oh(s) =z [[ 872 > S I &Y
p=1 0<v1<B;,1(c)—1 PC[1,P] pePe
0<vp<fj,p(c)-1
> (—1) ( o i(©) ) I

keN) k' €Ny pEP
k| +k'=[R||pe+|P°|—1

¢ (~Ry — iy 57235
k! '

Theorem @ For all P+ Q-tuple (N,N’) € NF' x Ngz and all direction (p,p') € CP x C% such that

vP C 1, P], |+ |plp # 0,
we have
Z'(-=(N,N')) =
wop
S (CyNENEPEN T ) #; 5! 3 11 ((=Np — kp, dyp)
I ele k!

PelLFl pEP k=(kp)pepe NS PEPS

=i%q IK|=|N'|+|N|;+|P|

Qe (P k) | D mp(y = hv,) + 415 (y = b)) | + Qo (5. P, )

pEP pop!
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V!

n N | (—)N NI PNy IR
2 |\ 1L~ |+ [plip

PC[1,P] \pEP
1<5<Q

0 .
Z Qn e (7, P, k)
k:(kp)pEPCGNZ))C
|k |=|N"|+|NJ|p+|P|

ZM_C/(—Ni—kiadi) 11 C(=Np — kp, dp)

|
i ' pePe(i) !
Q Q N P ‘
/ u / !
W ) IT(3) et | (b D
I=1 u=(ug)sen.qn i €NE)ONGT | g=1 M7 p=1

qu[[l,Q]]\{j}Juq‘:NZz

Q P
; N/
- E (v = hy )N E (=1)IRMNGw)2+P] I I (u§> I | Gl
p=1

PCIL,P] u=(1g) ge 1.0\ (53 ENE)HQINIY =1
1=i=Q Ve QN7 hugl =N, a7
k
[Lepeci” C(—R(N, j,u), — ky, dp)
. ; ! PEPC “j,p ), Wp ps Ap
H R(Najvu)p- Z Np+|uep|+1 H ko )
pEP k=(kp)pepceNT® HPEP Jp pePe p

[k[=N;+R(N,j,u)||»+|P]

with

R(N,j,u) := (N, + |u°p|)p€[[17P]]’

for all w = (ug)gen (5}, and for all j € [1,Q], and with Q&N,(j,'P,k) and Qll\LN/(j,P,k) as defined
in formulas (@ and . 7

5.2 Auxiliary functions

In this section, we shall apply to the auxiliary functions @%{(s) the Proposition in order to use these

formulas when we will compute the special values of the derivative Z’(—(N,N’)). Let’s recall that, for
g

R = (Ry,...,Rp) € NI and j € [1,Q], we have set

Ph(s)= > (m+d)™ . (np+dp)tr(l;(n) +dj)~".

neNy

We apply Proposition to the auxiliary function @%(s), setting u =0, N=R, N’ =0, and p/ = 1.
We know that this auxiliary function is regular at nonpositive integers, and by this same proposition, we
obtain that the set of poles is contained in the set

SR) =N
We find that the auxiliary function takes the following form, for all 0 < § < 1:

ph(s) = Jh(0,5) + KR (6,s)  (s€ C\S(R)) (5.1)
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with

1

(9 s) = )

P
T(s,0,1;(n) + d)) [ ] (np + dp) " (s € ),
neNy p=1
JL(0,5) =
gs—IR|jp—|Pl+Kk|

— 1)kl s <= p)
Z H R,! Z (=1 hgr,p ( )F(s)(sf IR[» — |P[+ [k]) H

PCILPIPEP  k=(ky)pepec ENP peP®

QU [+ pl)s—IN'|-|N|-P

P
+ (H RP'> th[[LP]]J(S) F(S)(S _ |R| _ P) (S € C\S(R))7

with
hRJ)’k(S) - 7N B H CJ P
pEP pEPe
P
—Np—1
hR,[[l’p]]’j(S) = Cj,p .
p=1
Thus we get
; P Lo gs—IR|-P
JL0,9) =TI B! | ([ ¢0" TG R P) (5.2)
p=1 p=1
Mycpe &y (~1)<lg=—RIp— 1P+ =Ry — Ky dy)
+ Z HRp' Z pEP® b H p — Kp,dp
’ R,+1 — — T .
PCI P \pePp ket enze Lloer L(s)(s = [Rlpp = [P+ [k|) 25, k!

Proposition 5.2.1. We consider a P-tuple R € NZ, and some integers N € No, j € [1,Q]. Then
the function s — @k (s) has a meromorphic continuation on C, and is regular at nonpositive integers.
Moreover, we have for all 0 < 0 < 1,

P
N o N
0, (Kﬁ(e,s))‘S:_N = (-D¥NU ST T(=N.0,5(m) + d5) [[ (np + d)" (5.3)
neNg p=1
J — g+ —
) (JR(H,S))‘S:_N — IR (6, —N) (5.4)
R| p+|P —R,—1 kp (( p7d:0)
+ NIy —hy) Y ()RR ¢ 7 R, > I1 < T’
PC[1,P] pEP k=(kp),cpe NP PEPC p
[k|=N+|R|j»+|P]|
with J*5 (0, —N) being a function of the form J*{{(G,—N) = Z and™ + B1n(0) without any

n>-N—[R|-P
constant term (i.e. ag=0).

Proof. By Corollary [2.2.6, we know that ¢} has a meromorphic continuation on C, and is regular at
nonpositive integers. By Proposition 2.3.11] we know that the function

P
SECHZF(&H,Z an+d
p=1

neNp’
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is holomorphic on C. Taking the derivative of the function K%{(H, s) with respect to s, we get

P
i S
OsKh(0,5) = = 75 erez &) [T (o + dp) "™
neNp p=1
1 P
— 0, T /
+r(s)8 gp (5,0,1;(n) +d) E[nﬁd :

where 9 is the digamma function. Therefore we can evaluate the sum of these two terms at s =

1
—N. We know that the function s — m vanishes at s = —N, and by Lemma |3.1.1] we have
S
<¢(S)> = (=1)V*IN!, thus we obtain the required formula.
F(S) |[s=—N

From formula (5.2), we get

075 0,5)= > [ e 'Ry 3 ‘kll_[JPHC dp)

PC[1,P] peP k=(kp)pepecENJ® peEPC pePe
~as< 1
I'(s)(s — [R|jp — [P[ + [k|)
DI | Gl D SRR | A | e
PC[1,P] pEP k=(kp)pepe eNP pEPe  peEPe
1
T(s)(s — [Rp — [P + [K])

() ({1 ) (e )

> ps—IRIip—IPI+Ik]

65~ Rl 1= Pk 1y, ()

In order to evaluate at s = —N the derivative Os(.J3 (9 s)), it is enough to compute at s = —N the
1 1
terms and 0, < ) That can easily be done using
(s — [Rfjp — [Pl + [kT'(s) (s — R[jp — [Pl + [kT'(s)
Lemma
( 1 ) _J(=DNNUif k[ = N+ [R|jp + [P
(s = [Rljp = [P+ [KDI(s) /1 |0 if |k| # N + [R;p + |P|
and
. (=1)N (v — hy)N! if k| = N +|R|jp + |P]
o e ) LT it k] # N+ R + [P,
=N LN =~ [R]p — [P+ K]
Therefore we find that
J _
0, (JR(e,s))ls}N -
e
(vy=hy)N! > (=)RIEHPHOTT Ry 3 (—1) [per ijl 11 ¢(= dp)
PCILP pEP k=(kp)pepe€NG [ercin  pere

[k|=N+|R|jp+|P]

+(=DNNE ST T R

PC[L,P] \peP
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> (—1)k— HiNf‘R“pf‘PHlk‘ [yepe <. p 11 ¢ dp)
— Rlip = [PI+ K [T cpci *1

k=(kp)pepc NS pEPC
|k[#N+|R|jp+|P|

rC
+ N!In(6) Z (_1)|R|u>+\7>\ HRp! Z HpeP ,,f1 HC dp)
Pgﬂl,P]] peEP (kp)pEPCGNP H;DEP 7,P peEPC
[k[=N+|R[p+|P|

N P P - g—N—IR|-P
L) e

We can set J*% (6, —N) such that
o= () (fls )
RAT plw -N—-|R|-P

+(=DNNE ST ] R

PC[1,P] \peP

k
9—N—|Rmp—n:|+\k| Hpem o

R e _
k:(kp)pepceNZ;C ‘ |‘P - |P| + | | H
[k|#N+|R | +|P]

+ N!n(6) Z (,1)\R|\‘P+\73| HRP! Z HPGPLR 2 H ¢(— )

PClL, Pl pEP k=(kp)pepec END® Hpe?’ Jp pEPC
[k|=N+|R|jp+|P]|

2 ] ¢(= dp)

peEP ] p peP”

O

Let’s observe that we cannot obtain an explicit expression for the values of the derivative (@%{)’ (s)
at nonpositive integers using formulas and , since it is not true in general that the function
s — 0sK§ (0, s) vanishes at nonpositive integers. We thus need another strategy to compute the values
of the auxiliary functions at nonpositive integers.

5.2.1 Proof of Proposition

In this section, we aim to provide explicit values of the derivatives of these auxiliary functions assuming
the coefficients (Cq’p)qe[[LQ]]X[[LP]] are rationals. Let an integer P € N, and a P-tuple R € N{f. To simplify
notations in this subsection, we will set for all complex s € C such that o >g 1 the following generalized
Barnes zeta function,

3

ny +d)® .. (np +dp)Er
er(s,dlws,...,wp) := Z (m ;) (nr Ps)
neN? (szl wp(np + dp))

with d = (dp)peqi,py and wi, ..., wp,d1, ...,dp € Hy. This function has a meromorphic continuation on
C in the variable s. In this subsection, we wish to establish an explicit relation between @ﬁ(s) and the
Hurwitz zeta function ((s,z), with x € Hy. To do this, we follow a strategy developed by Aoki and
Sakane in [SA22], which was initially used to get formulas for special values of the higher derivatives of
Barnes zeta functions with rational coefficients. Here, the auxiliary functions pgr(s,d|ws,...,wp) are not
exactly Barnes zeta functions due to the terms in the numerator of the series, however, the strategy used
by Aoki and Sakane still works.
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Lemma 5.2.2. Let wy,...,wp € Qf such that w, = Z—p with a, and b, are positive integers. For all

P
common multiple o of by, ...,bp, and all common multiple 8 of awn, ..., cwp, we have

(pR(S,C”U)l,..., < ) HﬂRp Z PR (S, <dp;_kp> |1> ’ (55)
P p€e[1,P]

p=1 0<k;<B1-1
0<kp<Bp—1

with By = 2~ g =B

owy awp
Proof. Let s € C a complex number such that o % 1. In order to get the required result, we will split

each sums in the definition of g (s, d|ws, ...,wp) by using congruence:

+oo Bp—1
np=0 kp=0 np>0

np=*kp mod S,

We then get

sP1—1  Bp—1 HP, (np +d )Rp
or(s,dwy, ..., wp < ) Z Z Z _ p=1"lp T dp y
k1=0 kp= neNy (%(szl(wpdp + wpkp + wp(ny — kp)))
Vp,npfkr mod S,

By a change of variables n;, = 8,1, + k, for each integer p, we get

sB1—1 Bp-—1
or(s,d|wy, ..., wp ( ) DY I1,—1 (Bprp + kp + dp)

5
k1=0  kp=0neN} <E Zp 1 Wpdp 4 wyky +wp5p”p)

awp By
B

By factoring [35 ? in the numerator, and by noticing that =1, we get

a\® P B1i—1  Bp—1 P (np+k7’[;rdp) g
entedloncenr) = (5) T X2 - 37 3 : 3
p=1 k1=0 kp=0neNZ (Zp 1 p (wpdp + wpkp))
Finally, one can check that
kp +d, a
Bp B
for all 1 < p < P. We then find that the formula |i is true for all s € C such that o > 1. We can then
m

R
verify that the formula is true for all complex number s € C except for the singularities by the analytic
continuation principle. O

(wpdp + wpksy)

@
We can specify the last formula 1D by taking an explicit rational coefficient 7 In fact, we can

set this coefficient such that it depends on the lem and the ged of the numerators and denominators of
w1, ..., wp, which gives us a more explicit result.

Proposition 5.2.3. Letd € HY, w, = LWp = be rational numbers with ap,b, > 0 coprime

b1 bp
1
integers for all p € [1, P]. We set w := M and By := 27 e, Bp = Y We then have
ng(bl,...,bp) w1 wp

P dy +k
or(s,d|wy, ..., wp) = w™* H ﬁf” Z YR <87 (pp) |1> .
/Bp p€E[1,P]

p=1 0<k1<B1—-1
0<kp<pp—1
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Proof. Let a = lem(by,...,bp) and = lem(awy, ...,awp). By [SA22| p.3], we know that % = w L
Therefore, we can use formula ([5.5) with such « and 5. O

Finally, we obtain a formula for ¢gr(s,d|1,...,1) similar to the one proved by Onodera in [Ono21l
Proposition 4.1] by making a very slight modification to his proof.

Proposition 5.2.4. Letd € HY’, R € N¥', and s € C\ N. We then have that

r(s,d1)= > (DPI] R, 3 (1)l 8= \d\ HC dp)

PCIL,P] peP keNT k>0 peP
k|| p+E'=|R|jp+|P°|—1

In order to prove such formula, we need to use a lemma proved by Onodera in [Ono21l Lemma 4.2],
which generalizes Faulhaber’s formula:

i — Z (’”Z 1)( 1)F By~ H+1.

Lemma 5.2.5 ([Ono21]). Let R = (Ry,..., Rp) € NI’ a P-tuple, and y € Z an integer. We have that

Zaner B ()Pt N an+d

neNy p=1 nezf_, p=1
|n|=y In|=y
(Id| + ¥ ky C(—Rp — Ky, dyp)
> I & > e O e e
PC[1,P] pEPE keNT k' eNg pEP p

k|+K'=|R||pe+|P°| -1

Let’s note that if y € Ny, then the second sum in the last equality vanishes. We can now prove

Proposition [5.2.4}

Proof. Let’s first note that, for all s € C such that o }; 1, we have

“+o0
REsdll) = Y e 3 T[(rn + )"
n’'= O eNPP 1
|n|=n’

By Lemma [5.2.5] we then get that

“+o0 ’ k'
Ky C(—Rp — Ky, dyp) (n' +1(d) 1
¢r(s,d[1) = Z H Ry Z H( 0l k: ] Z L (n' + |d|)*
PC[L,P]pePe keN? k' €Ny pEP p n’=0
|k|+E'=|R|jpc+|P°|—1

S II R 3 1)kl HC p> dp) C(s—k/f!ZIdI).

PC[L,P] pePe keNT k' eNg pEP
[k|+k'=|R||pe+|P°|-1

O

Applying Proposition [5.2.4] into the formula obtained in Proposition we get the following result
which corresponds exactly to Proposition [B]
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Proposition 5.2.6. Letd € HY, R € NI, s € C\N, and w; = 70 e, Wp = b— be rational numbers with
1 P
1 .

ap, by, > 0 being coprime integers for all p € [1, P]. We set w := lem(as, .. ap) and 31 == ﬂ’ vy Bp =
ng(bl,...,bp) w1

w
——. Then we have
wp

er(s, dlwy, ..., wp) =

“’_Sﬁﬂiﬁ Yoo > Hm > ¥l

¢ (_Rp - kpa d,,;;up)

|
0<u1<p1—1 PC[1,P] pEP® keN] k' €Ny pEP ey
0<up<Bp—1 |k|+k'=|R|jpe+|P°|—1
S5 = Kyw ™ (wi(dy + ) + .+ wp(dp +up)))
k'

5.3 Proof of Theorem

Let a P+Q-tuple (N, N’) € NZ' x N?. Following the same ideas as in the proof of Theorern it’s enough
’ ini Q
to prove that formula l) holds for all (u, ') € Hy x Hy . Indeed we know by Corollary [1.1.31f that
the function (p, u') — Z’(—(N,N’)) is meromorphic on CF+?, We also see that the right-hand side of
B,
formula ‘} is a rational fraction in the variables pq, ..., up, ], ... M/Q with denominators of the form

|p|jp + ||, Thus if we show that formula 1) holds for any given direction (u, u') € Fg) x HE, then
we can extend by the analytical continuation principle this formula for all direction (u, ') € CP x C@
such that

VP CLPL W+ el #O.

We consider a direction (u, p') € ﬁf X Hg2 By Proposition 4} for all complex number s around
0, and for all real number 0 < # < 1 small enough, we have that

ZN,N’ (S) = KN,N’ (9’ S) + JN,N’ (97 S),

mop! o' o'
with
1 P
IQ\ [Ao] Np—pps
Kljip 0 S Z Z e H F(—N/—F,U/S) U(np+dp) pohe
QC[1,Q] AeCQ” €l1.eNAe 40T \neng p=1
[T o) +apNe=ras T T(=N, + pilys,0,1g(n) +dy) |
g€AQ q€[1,Q\ Ao
and
JN ~(0,5) = > Z [T+ N, = pps) > (=D hn e g (5)
PCIL.P] j=1peP k=(ky)pepe ENE ot
' QU 1+ 11l )5 = IN| =N 1= [P +]K] e 10 ¢(—N, +up — kp,dy)
T(—N! + @) (W] + [lip)s — N — [N|ip — [P] + ko)

peEPC

oUe I+ p)s—|N'|—|N|-P

P
+ 1+ N, — h
(H (1 +Np — pps ) Z NN, P F N+ wys) ('] + ph)s — IN'| = [N| = P)

p=1
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Proposition 5.3.1. Let (N,N’) € NI x N$ a P + Q-tuple, and (p, ') € Hé) x HE a direction. There

—+o0o
exists a complex valued function KI’Q’N/( ) =B1n(0 Z anb™ defined for all 0 < 0 < 1, with m € Z
wop! n=m

an integer and ag = 0, and such that

0s <KN,N’ (0, 5)) = K\~ (0)
|s=0

s pop!

Q Q N/ P .
/ q Ug,p j RN
+3 0 ) I (%) TL et | ol N0
I=L 0 u=(ug)gen any sy €M) O

Vae[1,QIN{j}lug =N,

Q P
; N!
- § (v— hNJ{)u;-NJ'-! E (_1)IR(N,J,u)M7>+I7’I | I (uq) I | clar

. — q —
7;%[[1%151] u=(ug)geqn. Q) (5) €N ) AN ?Hé P
SIS vae[1,QI\ {5}, luq|=N,

k
[Lepec” C(—R(N,j,u), — kp, dp)
. | pEP ],p »J; Wp P> p
) B S 5
peP k=(kp)pepc €N " pEP 0P pePe

[k|=N}+|R(N,j,u)||»+|P]

Proof. Taking the derivative with respect to s of the function Kn nv (6, s) in formula 1' we get

nop!
8SKN,N/(07 5) = (56)
wop!
1 P
> % s | 1 gt | (S o
oC[1ql AoCe" gel,Ql\ Ao a7 Mg neNg p=1
QF#

[T Gom) +apNemras T T(=N, + pilys.0,1g(n) + dy)

) q€[1,Q\A¢g
1 P
DI DNl B | B et 20 DD § (R R
. D(=NJ + pulys) sl
QC[[I(DQ]} AgCQ q€[1,QI\A¢e neNy p
Q#

[T Ga(m) +dp)Nemras J]  T(=Nj+ piys, 0. lg(n) + dy)

q€Ag q€[1,QN\ e

Thanks to the inequality (2.9), we’ve already seen in the proof of Proposition [2.3.11| that the function

P
seCr [ D [Lmp+dp)eres I Ggm) +dp)Nemes T T(=N, + pilys.0.14(n) + d)

neNg p=1 q€Ag a€[1,Q\ e
was holomorphic on C. Since the function s — m vanishes at nonpositive integers, we find that the
S
second term in formula (5.6)) vanishes at s = 0. Moreover we know that around s = 0, we have
1
= O(s).

L(—=Ny + pulys)
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Therefore, we find that for all () # Q C [1,Q] and for all Ag C Q°=[1,Q] \ Q, we have

H m: O(S) ifQ:{j},AQ:[[LQH\{j} WithjE[[l,Q]],
q€[1,Q\Ae 1 4 0(32) otherwise.

Therefore we obtain that if |Q| > 2, we have

1
" ‘IE[[LI;I]]\AQ N +im9) [s=0 -
We then get
Q P
s (KN“,E/(e,s)> Zas <N+u)> > L(=N},0,1;(n) + d)) [[ n, + dp) N
' |[s=0 Jj=1 J [s=0 \neN} p=1

Q
T ) + dy)™e

q=1
q#j

By Lemma|3.1.1] we obtain

1 /
88 —_— =(—1 N.?' /\/” /.,
<F(—N]’- + ,u&s)) o (=D Nl

and therefore

P
0, (KN,N,(9,3)> Zﬂa NN ST D(=NGL 0,5 (n) + d)) T ] (ny + dp)™
|s=0 p=1

op! j=1 nen?
Q
H ) +d)"
For all ¢ € [1,Q], n € N, we have [,(n) + d;, = 25:1 ¢q,p(np + dp). By Newton’s multinomial, we get

e +dyi= 3 (L)) chw iy e,

u
quNéD 4
‘uqlle;

By taking the product over ¢ € [1,Q] \ {j}, we find

Q , Q N’ P
Tt + @) ~ > II <<u§) I et o+ dpww)
i u=(ug)geq, Q) 5y €N )N a=1 p=1
77 vaelLQN i} lugl=N, 7
Q N P P
- Z H (uq> H g’ H(np + dp)'“'p|7
u=(uq)gerr,op () NN | 21 97 p=1 p=1
q97F]

Vge[1,QI\{5};luq|=N;
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where we noted o
[uep| = Zuqyp'
q;j
We finally get

Q N P
’ N u
(o) =¥ w2 ([
o ls=0  J€[1,Q] u=(ug)geq1, o ;) €N LRI} ¢=1 /7 p=1
vaelLQI\ b lu =N, 7
> T(=N},0,1;(n) +d)) H ny, + dp)Netuerl | (5.7)
neNp’ p=1
By formula (5.1) we know that for all m € Ng,
P ‘ .
~1)™m! 3" T(~m,0,1;(n H (mp + )™ = (oR) (=m) = 0, (T (0.5))
HGN(I; p=1 ‘S—fm
P
Substituting the terms of the form (—1)""m! Z -m, 0,1;( H ny + dp) Bp in formula 1} by
neNy p=1

the above expression with the corresponding coefficients R = (Ry, ..., Rp) and m, we get

Q N/
o (m00) =3 3 (%) ey 59
|s=0

/ .
o i=1 u:(Uq)qeul,QJ]\{j}E(NP)[“QH\{”‘1;61 p=1
Yae[LQN\ i} lug =N, 7

: J _N') — J
((9"<Np+u.p|>peﬂ1‘pﬂ)( N;) = 0s <J<Np+u.p|>peu1,p1(0>s))|s—N;)'

Let’s recall that we noted R(N, j,u) = (N, + [Uep|)peqi, pp for all u = (uy)geqi,op\ ;3 in the notations
of Theorem [D] By formula (5.4) we get

j i —R(N,j,u)p,—1 .
Os (JIJ:{(N,M) (9,3)> =(y— hN]{)N;y Z (—1)RMNw)2+P] H Cj,p( Jou) R(N, j,u),!
PC[1,P] pEP

Z H -/;,pé-( (ij}{;l')P — kp, dp) (59)

k=(kp)pepe enp® pEPC
[k|=N;+R(N,j,u)|jp+|P]

+ J*;(Nﬁjyu)(e, —NJ).

|[s=—N/!
i

For all 0 < 6 <« 1, we set

Q Q N/ P
NS STED YU ) ) () €72
j=1

’
ot u=(ug)geq1, 0 ;) ENE)LRINGY
Vae[1,QI\ {5}, |uq|=N,

By definition of J*? R(N.ju) (0, —N;), we see that K n(f) is of the form

!

(an)n>m and B being complex numbers and ag = 0. Injecting formula (5.9)) into formula (5.8)), we find

a,0™ + F1n(f) with

n>m

!

the required formula for O (KN,N/ 2 5)) . O
|s=0
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We then just need to compute the derivative dsJn nv (6, ) at s = 0 in order to prove Theorem H

!

Proposition 5.3.2. Let a P + Q-tuple (N,N') € N x NS and a direction (p, ) € HOP x HY. There

+oo
exist a complex valued function Jf{r’N/( ) =pB1n(f) + Z an8™ defined for all 0 < 0 < 1, with m € Z an
won! n=m

integer and oy = 0, and such that

!

s <JN,N/(9,s)) = > > [ (-1 ‘k|+N,/LN}! (5.10)

o' s=0  PCILP] ke(k,),cpeeND® \PEP [+ |plip
k|=|N'|+|N|;»+|P|

‘ , C(—
Qe U5 Py K) | D (v = hv,) + 415 (y = b)) | + Qe (G051 | ] SR = Ky, dy)
pEP pon! pePe
’ /J,N/' i
s % (TDmr) om0 S QP
7;%[[1<,P]] pEP P k=(kp)pepceNT®
sise Ik|=|N’|+|N| 5+ |P|
- udl) C(prikpvdP)
Zuz— I —="
iepe pEP\{i} g
+JN,N’(0)
pop!

Proof. Let’s recall that

QX (7 P. k) :==hnnv P,k (0)

pop!
Qn (s Py k) :=(hn N 2,5x)  (0),
wop! wop!

for j € [1,Q], P C [1, P], k = (kp)pepe € NZ“. Let’s note TN, p,j (0, 5) the general term of the series

pop!
in formula (2.2):
TN pjx(0,5) = H L(1+ Ny — pips) Z (D)™ hn e pjk(S)
o' pEP k=(ky)pepe END® !
QU +111l )5~ IN'| =[NP+ k] [ SNt tot ~kpdy)
D(=N; + pis)((I/] + |ljp)s — IN'| = IN|jp — [P] + [k|) 7

pePe p
for j € [1,Q], P € [1, P], and k = (kp)pepe € NOPC. We're now going to evaluate formula (2.20) at s = 0

in order to get the desired formula for J, | Jn n (6, s)) . We get
|s=0

mop!

Q
65 (JN,NI (6, S)) = Z Z Z 68 (T]\LN/’pd‘)k(e, S)) (5.11)
|s=0 pon! |s=0

won! PCL,P] 5=1 k=(kp)pepc ENP®

U’ I+ s—|N'|—|N|—P

P Q
H L1+ N, — Mp3)> Z h N7 1,P].5(8)
(pzl P D(=Nj + pis) (|| + |pl)s — IN'| = |N| = P)

|s=0
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At first we will study the second term of the hand-side term in the last formula. We see that the
1

function s +— vanishes at s = 0. Therefore, we get that
(=N + ps) (/] + [p])s — N[ — [N| = P)

oUn'[+|p)s—|N'|—|N|-P

Q
33 F1+N — UpS h ’
( ) 2 0 ) B T+ i~ INT = INT =)

T~

P Q
H Z hN N’ [1,P],5 )07‘N,|7‘N‘7P85 / / ’ X / :
A2 CN ) (T + s = INT=INT=P) )

By Lemma we have

1
s
(F(_Na{ + w5s) ([ + [p])s — IN'[ — [N| —

7
_ 1 N+1N/| J
P)) SN NS P

We then find that

HF(I N, ZQ:h (s ) o1/ |+ |p])s—|N'|—|N|— P
+ Np = pips N,N,[1,P],
%) 2 I P S RN ) (T + Tal)s — INT= [N = P)

won!
|s=0

a Vi
4 /‘L _ n_ _
HN'ZhNNf .1 O VN e | T

We shall include later on that last term in the definition J¥ N/ (0), because —|N'| — |N| — P # 0.

mop!

Let’s now study the derivative of the general term T~ » 5k (60, s)) with respect to s at s = 0.
pop!

1 .
is a
D(=N; + pls) (|| + |plip)s — [N'| = [N|jp — [P] + [k[)
function that vanishes at s = 0. Therefore we find that

o If |k| # |N'| 4 [N|;p + |P| then s —

s (TN,N/,P,j,k(978)> - H Ny! 1)y N’ij( 0)g~INI=INIiP =[P+ k]
|s=0

! pEP !

" 1 T & N+up — by, dy)
"\ TN, + ) (W T+ Tulp)s — N = INJip = [P+ [K]) ) k!

|s=0 pEP*
Via Lemma we get
O, (TN,N’,P,j,k(9;3)> H N, 1) e 2.2 (0 )g—IN/I—INlm—IPIHkI(_1)N}NJ{!
pop! |s=0 pEP wobs!
. M H ¢(=Np +Up — kp, dp)
—|IN'[ = [N|jp — |P[ + [K|

pEPe Fi!

We see that the power of 8 in the last term is non-zero. Therefore we shall later on include the terms

o

0s <TN7N/,7)7j7k(97 s)) such that |k| # [N'| + [N|;» + [P| into the definition of J5 n/(6).
|s=0

pop’
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o If |k| = [N’| + |N|p + |P| then by Lemma we have

T : (- — i
DO=NG 4 ) (e[ + lplip)s = INY = [NJp = [PI+[K]) ) |+ e

1 , 12
. =(=)N L NJl(y = hyy).
(F(—N;—+u}s)((|u’|+lu|p)s—IN’I—N|p—7’|+lkl)>s_o [+ Tl

Taking the derivative with respect to s of the general term T ' .7 ;k(f,s) and using I'V(1 + N,) =
mop!

N (=7 + hny ), we get

( )\kH—N]Iu N/'
O I N R e
o |S 0 pEP 1 12 |7j peEPE
. Ll 1+N .
QON,N’(jvpak) /j,j Y- hN/ Z = P ) +Q11V,N’(J7P7k)
peP po!
(=N ! — ki dy) (=N, = kp, dp)
+ [ TT ™! | @ (s P K) \u’|+|u|] j Z“Z—; I1 %
pEP 1P iePe ' peP\{i} v
: C(=Np — kp, dyp)
+ [ { [T N! | (O™ Q% n G P k)N T T L | In(d).
pEP peEPE P

We will now include all the terms that contain either a multiple of In(¢) or a multiple of #* with k # 0
into the definition of J{ nv(6):

nop!

P Q (_1)N{+1 /NI'
< gy — g-IN'I-IN|-P NI o St A A

mop!

BN ’ ,d
SORDDN N | A MTH > ()M QR N (3P K) [ gk—'p”)
!

P%[[17P]] PEP k:(kp)pepc ENEC peEP®
lsjs@ k| =|N'|[+|N| 5 +|P|

IN'|= N5 —|P|+K| 0 (_1)N;+‘k|M;NJ{!
+ 6~ L N Q /(j,P,k)
Z Z H P NN —|N'[ = |NJjp — |[P] + ||

PSHLPH k=(kp)pepe €N \PEP
1SISQ 14N/ [+|N| o+ P

H C -N, +/1*p kp7dp)

pEPC p
By cutting off the series in formula whether if |k| is equal or not to |N’| 4+ |N|p + |P], and by
definition of the term J3 nv(0) that we JUbt defined, we get the required formula ([5.10). O

nop!

We see that the series J{ n(0) and K N (0) have a zero constant term, and that 97w N (s) =

o' ! Mo

OsJIn,nv (0, 5) +0s Kv v (6, s). Since O <ZN7N/(S)> is independent of the variable 6, by Lemma (3.1.3
|s=0

o

o o

we have

65 <ZN,N’ (S)) = 6§ <JN,N' (9, S)) =+ 6§ <KN,N’(9a S)) — ;LN/ (9) — J;,,N,(@)
[s=0 |s=0

wop! !
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for every 0 < 8 < 1. This leads us to Theorem O

Remark 5.3.3. From the equality K3 n/(0) + J n(0) = 0 for all 0 < 0 < 1, and from Lemma |3.1.5

we get that each coefficient in the Laurent series in K ne (0) + I v (0) vanishes, and that the multiple
wop! pop!

of In(0) also vanishes. We can then get new relations between the special values ((—k,dp), with k € Ny
and 1 <p<P.

5.4 On the corollaries of Theorem

To prove the corollaries of Theorem [D| we will use the formula given by that theorem, and consider a
particular direction (u, p') or a particular P + Q-tuple (N, N’).

5.4.1 Proof of Theorem
Let a P + Q-tuple (N,N’) € NI’ x N(? and a direction (u, p’) € C¥ x C? such that
VP C[LP], W[+ |plp #O0.
The goal here is to revisit the formula obtained for Z’(— (N N’ )) and to study its terms qualitatively. We

denote K as the field generated above Q by the complex coefﬁmentb (dp)peq, Py and (cq,p)pefr,Pl.eel1,Q]
and the directions (up)peq, P> (Hg)qer,@l- BY Theorem@ we have

Z'(-(N,N')) =
[y
NI
NG BRI BOX) UL ] S ko)
PCL,P] peP |+ ulp pe pepe
155<Q k=(ky)pepe EN]

k|=|N'|+|N|;»+|P|

peP pon!

: (QON,N’(j7P=k) ZMP(P)/_th) +:u;'('7_hNJ’.) +Q11\I,N’(ju7)ak)

, , piNA .
N Nt | ()N NPl HTE QX ~ (4, Pk
> (H /)Y e PR S

pEP k=(kp)pepceNT®
k|=|N"|+|N|p+|P]|

'(me [ SNy

iepe peP\{i} !
Q Q N/ P
wu ’ /
JrZ“;' Z H (uq> 5" | (PR ) (F1V5)
- PyILQINGY | g=1 N9/ p=1

u=(ug)gen, o} €MNg
vae[1,QI\{j},luq|=N,

4 QNN L
= 3 (v = ha)uNg! ) (~)IRE WP TT (uqq) o
Pg[[l,P]] u=(ug), [[1,Q]]\{j}E(NP)[[1’Q]]\{j} q=1 p=1
1sis@ Vae L QN7 fug =N, g
. HpE’P“ C N Jyu ) k;mdp)
1 RN w),! > I Np+|u.p\+1 II P ’
peEP k=(kp)pepc NP’ peP Cjp peP® P

[k|=N;+|R(N,j,u)||»+|P]
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with
R(N, j,u) := (Np + [Wep|)pe1,pp, for all u= (ug)seq o s}
and with

Q
0 . _ N’ p / Z kp w
N,N/(jv P7 k) - (_l)l ||H17QH\{J} H Nq' H <W H C‘Iv%q
=t w=(wp)pepe€(NG)PS \PEPS TF g=1
V:(Vp)pEPE(Ngl’QH\{J})P
VPEP® [wy| =k,
VQ¢ij;:|V0q‘+|qu‘

(%)) )

peP
q#ﬂ
Qe (G, P, k) = (=) Nheno | T Nt Zuf > Fpj fvow(N,N')
o g=1 W=(Wp)pEP“e(N(()g)7?c
97J f#] v=(vp)pepe(NILANI /1)P
VpEP, [wy| =k,
Va#j fi|Veql+|Weq| =N,
Bo\ TX e N, - |vp|
H w ch,p’ H lv | H Col
pePe N P/ g=1 pEP P
q#]f
Q k Q
N’ .
+<_1)| [\ sy HN(;! Z H (wp>HCZ)’%q
p we(Wp)pepe €N)PS \PEPS NP/ g=1
a7#j v=(vp)pere(NILRIN ()P
VpeEP,|wp|=kp
V‘I?éjv‘vnql‘i“w-ql:N;
N 1 |V | Hq 1€ prq Q
- - #
() () 5 | | St + o, i+ 0=
pEP P P77 Cip pEP q=1

q7#j

with Fp j fv.w(N,N’) the constant defined in Proposition [1.2.2}
Let’s observe that QON’N/ (4,P,k) € K. Moreover, the coefficient Fp ; 5v w(IN,N’) belongs in the
vector space on K generated by coefficients of the form

In <1 + Zq.m) = In(cjp + cqp) — In(cjp) (1<¢j<Q 1<p<P),
J.p

therefore Fp j v w(N,N’) € Vectg [(ln(cj}p), In(cjp + cq7p))1§j7q§Q} . We then find that
1<p<P

Qll\I,N' (4, P, k) € Vectk [’Ya (hl(cj,p)v In(cjp + Cq,p))1<j,q<Q} .
! 1<p<P

As the special values ((—N,d),) belong in the field above Q generated by the coefficients dy, ..., dp,
we find that these special values belong in K. Therefore we get that Z’(—(N,N’)) belong in the vector

B

space on K generated by 7, by coefficient of the form In(c;, + ¢4,) and of the form In(c; ), by special
values of the derivative of the auxiliary functions (<p%l(N ;) (=IV}), and by special values at nonpositive
integers of the derivative with respect to s of the Hurwitz zeta function. O
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5.4.2 Proof of Corollary

We use the fact that, when the linear forms are rational, Corollary provides an expression for the

derivative ((p{:t(N,j,u))l (—=NV}) in terms of derivative values of the Hurwitz zeta function. We can then

replace the derivative values (@%,(N,j,u))/ (—=NV}) in Theorem (C| with terms of the form ¢'(—n,y). O

5.4.3 Proof of Corollary
Corollary is obtained by applying the formula found for Z’(—(IN,IN’)) in Theorem [A] and replacing

wop!
the terms of the form (¢})'(—N) with the formula provided by Corollary
Since the linear forms [; have rational coefficients, we can set c;, = i for all 1 < p < P, assuming
Jsp
1 . .
that this fraction is irreducible. We then define z;(c) = lom(ay,p) € Q%, and Bj,(c) = 2;(¢) € N for

ged(b;p) Cj.p
all 1 < p < P. By Corollary [B] for R € N’ we get that

P
() = ay(e) (m,pw) s (18 S
p=1 PCL,P] pEP® keN? k'eN
0svishyale)—1 Ik|+k' =R jpe+[P|—1
0<vp<Bj,p(c)—1

C(=N -0
—1n<xj<c>>( = =) I1

pEP

¢ (=N - w, L)

z;(c)

k'l

¢ (~Ry — by 3525
k!

w,p!
Note that we obtain once again Corollary [CI} which corresponds to a qualitative reformulation of the

result we’ve just obtained.

By injecting this formula in the one obtained for Z’(—(IN,N’)) in Theoremﬂ we obtain Corollary O

5.4.4 Proof of Corollary

We set (N, N’) = (0,0) and we apply Theorem [D|in order to get a formula for Z'(—(0,0)). We first can
m,p!
simplify several sums in the formula already obtained by noting the following facts:

1) Let v = (vp)pep € (I\Igl)l’Q]]\{j})73 and w = (Wp)pepe € (N?)PC such that
Wyl = kyp (p€P°)
[Veg| + [Weg| =0 (¢ € [1,QIN{4})-

Then we find that the index have many zero components:

Vg e [1,Q]\ {j},Vp e P, Upq =0,

and
Vq S [[LQ]] \ {j}7vp € Pca ’LUp’q = O

Therefore, as wy, ; = |wy,| = k, for all p € P°, we get that w = (k,e;)pcp- with e; € Ng”) being the
vector with a 1 in the j-th coordinate, and 0 elsewhere.

2) Let v.=(vp)pep € (I\Igl)l’Q]]\{j’f})73 and w = (Wp)pepe € (NOQ)PC such that

|wp| = Ky (p € P°)
[Veg| + [Weg| =0 (g€ [1,QI\{4 [}
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We find that

Vg e [L,QI\{j, f},Vp e P, Vp,q = 0,
and

Vg e [1L,Q)\ {4, f},Vp € P°, Wp,q = 0.

Thus, we find that the index w takes the form (w, je; +wp ref)pepe, with wy, j +w, § =k for all
p € P¢. We thus find that the multinomial coefficient present in the expression for Q! is

( kp ) B k!
Wp Wy, wp, f!

To simplify this expression, we will take the sum over w;, € [0, k,], and we will set w,, ; = w), and
Wy, = kp — wy,.

3) Let j € [1,Q], and u = (ug)qeq1,0p\ (5} such that

lug| =Ny =0 (q€[1,Q)\{j})

It trivially follows that u = 0, and therefore R(N,j,u) = (N, + [Wep|)peqr,p] = 0. In particular,
- . j .
the auxiliary functions PN+ o) e, py (s) are actually Barnes zeta functions of the form

@é(s) ¢B (s, d/|Cj17...7Cj’P).

We recall that the derivative of this Barnes zeta function at s = 0 is featured in the definition
of the generalized multiple gamma functions, thus it is equal to In(I'p(dj|c; 1, ..., ¢j p)), where I'p
corresponds to a Barnes multigamma function as introduced in Definition
We have already seen in the proof of Corollary [AT] that
kl’
cC;
@0 ol P.K) = TP Cip.
HpeP Cip

Using these three preceding points, and the fact that the harmonic number hq is 0, we obtain:

Z'(=(0,0)) =
uu'
1)/ Ep
1 ¢( k7d [pep- :
DD SRS S V= (Hpe S5 4+ ) + Qe G
PC[1,P] j=1 K “|7’ —(ky) e ENP° PEP peP Cip P
[kI=IP|
)P
M yer- 5% (ki) C(hp. dy)
" Z Z‘l” +[plp Z [Ler cip Z k! H kp!
PelLPI=1 k=(ky)pepeeny” TP iepe peP\{i}
lkl=|P|
S - Myer: & 17 C(—hpid
IACOICTACIED BLTD DI C AN DI vl I S
=1 =1 PCILP] k:(kp)pEPCGNoPC PEP P pepe pr
[kl=|P|

By the point 1) and the point 2) previously stated, we get:

pep- & ep-
. S €
h y’(]apak) = »},u‘“ |\[[1 QIN{s} + u ZMP lIl CJ P)

HpEP Cjp HpE'P Cip oy
) k w! kp—w!
; P P
+ Z'uf Z vajvaoa(’wéef-‘r(k:p—w;)ej)pepc (070)) H <wl)cf,i)cj,p P
}cz w=(wp)pepe €] [0.k,] vepe \Wp
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Noticing that

D e + o) = 1D
W+ Tl ane 4
we can simplify the first and last term of the formula obtained earlier for Z’(—(0,0)), thus proving
[y
Corollary D2 O

5.4.5 Proof of Corollary
Applying Corollary and by taking g = (0, ...,0), and p' = (1,..., 1), we get

Q
Z/(_(O7 0)) = Z(CB)I(Oﬂ d;'|cj)
0,1 =

—1)I7I ~kp, d,
Yy By IR

PCILP]I<i#f<Q k=(kp)pcpc N PEPC
k|=|P]
k w! kp—w’
. p p P~ p
> Fpj1.0.(upes+(ky—wpesere (0:0) [ T] (w/ Cr.pCip
p

w/:(w;)pepcenpepc [0,k peEPC

By Definition [1.1.16] we know that Z’(—(0,0)) = 9,(¢%" (s, (c, .y€Q),d")|s=0, and by Definition [1.1.14
0,1

we know that 5505 (s, dlex, . cp))jeo = W(Tp(dler, - cp)), and B,(C5(s, d']c)) ez = In(Tp(@T).
By all the above, we get Corollary [D3] O






Chapter 6

Witten zeta functions

We recall in the first two sections the theory of Witten zeta functions and some well-known results on Lie
theory from the perspectives of Komori, Matsumoto, and Tsumura. Details of the proofs are available
in the book [KMT23|. Alternatively, one can also find details in the papers [KMTI10b], [KMT10d],
[KMTT11b], [KMTI2]. For details on Lie theory, we refer to [Hum72], [Bou06], [Bou8&1], [FH91], and
[KMT20]. In the last section we apply our results on values and derivative values of multizeta functions
to the Witten zeta functions (g, (s) and (so(5)(s). The explicit formula of (;0(5)(0) allows us to get an
explicit expression for the constant C' in Theorem The formulas of (g, (0), (g, (0), Res,—1 (g, (s),
and Res,_1 (g, (s) allow us to give an asymptotic formula for the number of representations rg, (n) using
Theorem

6.1 Generalities on Lie algebras

We call a Lie algebra g a complex or a real vector space of finite dimension equipped with an alternating
bilinear form [-, ] : g x g — g satisfying the Jacobi identity, meaning that [-,-] is a bilinear form that
satisfies the following conditions:

1. Vz € g, [z,2] =0
2.Vx,y,z € g, [z, [y, 2]] + [y, [z, 2]] + [2, [=, 9] = 0.

We call [-,-] a Lie bracket associated with the Lie algebra g. For the rest of the chapter we will just
consider complex Lie algebras. A first example comes from taking the complex vector space of all the
endomorphism of a complex vector space E with the Lie bracket [f, g] :== fog—go f, with f and g being
endomorphisms of E. We call gl(E) such a Lie algebra, let’s note that its corresponding Lie group is the
group of automorphism of F, noted GL(E).

Let g1, g2 be two Lie algebras with two Lie brackets [-,-]; and [, ]2 respectively. Let f : g1 — ga be
a linear map between the two vector spaces. We say that f is a morphism of Lie algebras if f preserves
the Lie brackets, i.e:

Ve,y o, [f(@), f(Y)l2 = f(l2,yh)-

Moreover, if f is also a linear isomorphism, we say that f is an isomorphism of Lie algebras. The
derivation constitute a first example of morphism of Lie algebras:

adg g — g, ¥y — [2,9]
with x € g.

Definition 6.1.1. Let g a Lie algebra. Let a C g be a subspace of g. We say that a is a Lie subalgebra
of g if a is stable under the Lie bracket of g, (i.e. if [x,y] € a for all x,y € a).

111
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Let a; and ay be subalgebras of a Lie algebra g, we define [a1, as] as the Lie subalgebra of g generated
by elements of the form [z,y], where z € a;, and y € as.

Let a be a subalgebra of a Lie algebra g. We denote N (a) the subalgebra of g consisting of elements
x such that ad,(a) C a. If N(a) = g, then we say that a is an ideal of g.

Definition 6.1.2. Let g be a Lie algebra, we define a sequence (g("))neNO such that
g@ =g, gV =[g".g™]  (neNy)

We say that g is solvable if there exists an integer n € Ny such that g™ = 0. We define rad(g) as the
only mazimal solvable ideal of g.

Definition 6.1.3. Let g be a Lie algebra, we define the sequence (§")nen, such that
=9, ¢""'=[00"] (neNy).
We say that g is nilpotent if there exists an integer n € Ny such that g™ = 0.

Definition 6.1.4. Let g be a Lie algebra. We say that g is semi-simple if the only solvable ideal of g is
0. Moreover, if g contains only one ideal, we say that g is simple.

We now provide some fundamental examples of semi-simple Lie algebras:
Example 6.1.5. For all integer r € N we set:

o The type A,: A, :=sl(r +1) = {X € M, 1(C) | Tr(X) = 0}.

o The type B.: B, :=50(2r +1) = {X € M5,.1(C) | X + X = 0}.

o The type Cy: Cp :=sp(r) = {X € M, (C) | "X J, + J, X = 0}, with

0 Id,
Iri= (—Idr o)‘

e The type D,: D, :=s0(2r) = {X € M. (C) | 'X + X =0}, forr > 2.

In all these examples, the Lie bracket corresponds to [X,Y]:= XY —Y - X where - means the usual
matriz multiplication.

In the previous example, all these Lie algebras are simple, except for D5 since we have Dy = A1 @ A;.
Proposition 6.1.6. A semi-simple Lie algebra is a direct sum of simple Lie algebras.

Thus, to classify semi-simple Lie algebras, it is sufficient to classify simple Lie algebras. We will see via
the Cartan-Killing Theorem that the 4 types of algebras that we have described in the previous example
almost completely classify the set of semi-simple Lie algebras.

Definition 6.1.7. A representation of a Lie algebra g over a C-vector space E corresponds to a linear
map ¢ : g — gl(E). We will call dim(p) := dim(E) the dimension of this representation. We say that
the representation ¢ is irreducible if it does not admit any non-trivial vector subspace stable under the
linear map .

Example 6.1.8. The derivation ad induces a representation of a Lie algebra ad(g) on the vector space
g
ad(g) : g — gl(g), v — ad, .
We can then define the Killing bilinear form on g x g:
(x,y) = Tr(adg cady).

Theorem 6.1.9. Let g be a Lie algebra. The following conditions are equivalent:
a) The Lie algebra g is semi-simple.
b) The radical of g is trivial (i.e. rad(g) =0).
¢) The Killing form (-,-) is non-degenerate.

The previous theorem allows us in particular to identify a semi-simple Lie algebra with its dual. Thus,
for an element x € g, we can canonically associate an element z* € g*.
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6.2 Root System of a Lie Algebra

Let g be a Lie algebra. A Cartan subalgebra § is defined as a nilpotent Lie subalgebra of g such that
N(bh) = h. Cartan subalgebras are not unique, but they share the same dimension over C. This dimension
is then called the rank of g, denoted rk(g).

Throughout this section, we fix a semi-simple Lie algebra g and a Cartan subalgebra h of g. The
Killing form can be restricted to the Cartan subalgebra §, and it is a non-degenerate bilinear form on b.
Through the identification of h with its dual, we can define the Killing form on h*.

Definition 6.2.1. Let « € h* be an element of the dual of h. We say that « is a root of g relative to b
when there exists a nonzero element x € g\ {0} such that

Yh € b, adp(z) = a(h)z. (6.1)

We will denote g, as the set of x € g satisfying the condition . We will denote A(g) as the set of
roots of g relative to f. We will call A(g) the root system of the semi-simple Lie algebra g.

The root system of g is a finite set. Moreover, the Lie algebras g, have dimension 1, and they yield
a decomposition of g:
g=ho @ Jo-

aEA
Through the identification between § and its dual, we consider for every root o € h* the corresponding

element o’ € h. We set ho := Vectr((a')aeca(qg)) the R-vector space generated by the elements o’. We
then define

2
Vo /
ol = (o/,o/)a .
For every «, 8 € A(g), we observe that
2(8,a)
Vy I
ﬁ(Oé ) - <OZ7O[>

We denote a(3, ) the above expression.
Notation. We denote by as the R-vector space generated by the roots A(g), and b as its dual.

Fact 6.2.2. Let o, € A(g). We have:
1) (V) € Z.
2) 8- a(8,a)a € Alg).
3) If there exists ¢ € C such that f = ca, then ¢ = £1.

These three properties characterize an ”abstract” root system in the sense of [Ser66] and [Bou81].
Given two semi-simple Lie algebras g; and go, we know that there exists an isometry

(Vectr (A(g1)); [|-ll1) = (Vectr(A(g2)), [|-]2)

mapping A(gy) to A(gs) if and only if g; is isomorphic to go as a Lie algebra, denoting ||-||; and ||-||2 as
the Euclidean norms (after fixing a basis) of the two vector spaces Vectr(A(g1)) and Vectr(A(gz2)). This
property reduces the study of simple Lie algebras to the study of root systems. From this correspondence
follows the subsequent theorem, allowing the classification of simple Lie algebras. To see the construction
of the exceptional root systems we refer to [Bou81].

Theorem 6.2.3 (Cartan-Killing Theorem, [Bou81]). Any simple Lie algebra is isomorphic either to A,
B,., C,, D,, or to an exceptional Lie algebra go, f4, ¢g, ¢7 or eg.

Let us define H,v := {8 € b5 | (B,a") = 0}. We note that, since the set of roots is finite, the set

hé \ U Ha\/

a€A(g)



114 CHAPTER 6. WITTEN ZETA FUNCTIONS

is non-empty. Let v be an element of this set. We then have the following decomposition:

Ag) ={a e Ag) | {r,a") > 0} {a € Ag) | (,a") <0}
We denote A (g,7) = Ay (g) := {a € A(g) | (y,a") > 0} as the set of positive roots.

Definition 6.2.4. Let a be a positive root. We say that « is a fundamental (or simple) oot if a cannot
be decomposed as a sum of two positive roots. We shall note ¥(g) as the set of fundamental roots.

Fact 6.2.5. The set of fundamental roots forms a basis for the R-vector space b = Vectr((a)aea(q))-
As a consequence, there are r = dimg(ho) fundamental roots.

We now aim to introduce the concept of weight:

Definition 6.2.6. Let ¢ : g — gl(E) be a representation of the semi-simple Lie algebra g, and u € E a
vector. We say that u is an eigenvector if there exists a linear form A € b* on § such that

VH € b, o(H)u = A(H)u.

We call X the weight of u. If furthermore, we have A(a) > 0 for every simple root o of g, then we say
that \ is a dominant weight.

Let ¥(g) = {au, ..., o} be the set of simple roots of g. We then define some linear forms Ay, ..., A, € b*
such that \;(ey') =67 for all 1 <4,j <r, where § is Kronecker’s symbol. The linear forms Ay, ..., A, are
dominant weights, and we call them fundamental weights (or simple weights).

Fact 6.2.7. Each dominant weight \ has a unique decomposition in terms of the fundamental weights
A=A+ ... F A (nl,...,nr€No).

Fact 6.2.8. There is a bijective correspondence between the set of irreducible representations of finite
dimension (up to isomorphism), and the set of dominant weights.

Theorem 6.2.9 (of Weyl). Let ¢ be an irreducible representation of g. Then we have

dim(p) = H (@Y, (n1+ 1)\ +...+(nr+1))\r>'

VoA + e+ A
a€A L (g) (¥, At Ar)

Remark 6.2.10. At first glance the results stated above all depend on the choice of the Cartan subalgebra
b, and the choice of v. However, according to [KMT23, §2.5], they are actually independent of these
choices. The reason being that two Cartan subalgebras are necessarily conjugate (see [Hum72, §16.2]).

We note that the Fact and the Theorem allow us to determine an expression for fq(n), the
number of irreducible representations (up to isomorphism) of dimension n of a semi-simple Lie algebra g.

Definition 6.2.11 ([Zag94]). We associate with a semi-simple Lie algebra g a zeta function
Cols) = Z #
o " dim(¢p)*’

where the sum is over the finite-dimensional irreducible representations ¢ of g (up to isomorphism,).

This zeta function generalizes the series that appear in Witten’s volume formulas in [Wit91]. From
Fact [6.2.8| and Weyl’s Theorem [6.2.9] it follows that Witten’s zeta functions can be written as a Dirichlet
series attached to a products of linear forms in r variables, r being the number of fundamental roots.
More precisely, we have the following expression:

G = J[ @ x+.+x)" >

acA4(g) N1y ynp >0

1
Ha€A+(g) <Oév7 (n1 + 1))\1 + ..+ (n+ 1))\T>s'
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Considering a root system, Matsumoto, Tsumura, and Komori introduced in [KMT10b] some multizeta
analogues of Witten’s zeta functions, by considering Dirichlet series of the form

1
nh.grzo H(XEA+(§) <Oév, (nl + 1))\1 + e + (n,« + 1))\7->SC’

This allows for obtaining recursive formulas for these multizeta functions (see [KMT10b, Theorem 3.1}),
and to obtain several formulas for some positive integers which could be considered as quasi-shuffle
relations.

6.3 Some Results on (g, and (3

Here, we aim to detail the formulas obtained in Theorems [A] and [D] for the two Witten zeta functions
(g, and (yo(5), primarily focusing on the values at s = 0. The special values (g, (0) and (s0(5)(0) are very
simple to compute using Corollary On the other hand, the calculations for the values Céz (0) and
¢ o(5) (0) will prove to be more challenging. We propose to specify our result on values and derivative
values when P = 2, that is, when the Dirichlet series describing Z(s, s’) only involves two variables ny, na.
We furthermore fix the direction (@, u’) = (1,1), and set d; = dy = 1. Let’s start by examining the
values of Za(s) at nonpositive integers using Corollary

Lemma 6.3.1. Let N € Ng. We have

1)A+Q)N —N = -
Za(-N) = ) N'ZQN e g;l—)]kv;k)
(_1)QN L ((=(@+2)N 1)
o @1} (@+ 1N +1) + Q¥ ({2} (@ + )N + 1)) (@+1)N+1)!
with

o\ (k2 \ T iy ws
RO (k) = 1@ () () [[ardr Gath-om),

w=(Wp)p=1,2€(NG)? 9=1
[wi|=k1,|wa|=k2
Vq,wy,qtwe ¢=N

QV{1L(Q+ 1N +1) =

Q
~N-1 2N — 1+ w
(@-1) yr@-1 2]> N-wz, w2
eyt 3 (N (R e e
Wo -
[wal=(Q4+)N+1
’LUQJZQN‘Fl
Vo wn g <N

QV({2L(Q+ 1N +1) =

Q
—N—-1 —2N — 1+ w4 _
(@-1) \1@—-1 ( ) ( 173> cN Wig Wiq
( ) Z % —2N —1+ (e (N — wl’q)q# o q,2 q,1
|w|= (Q+1)N+1

w1,;j >2N+1
Va#j,w1,q<N
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Proof. By Corollary [A2] we get
1)(PH1+Q)N+P]

Za(M = 3 SN S adea ]

P&lL2] k=(kp)pepe ENZ))C pEP?
[k|=(Q+|P)N+|P]|

:ﬂ]\n Z QN (0, (k1,k2)) H w
Q Gk =
1+ka=
(—1)@N+L AR
T M@ @F DN+ D)+ QR ({2 @+ DN+ D)

with

Q
QY(P I =(-)N@INOTY Y >

I=1 w=(wp)pepc €(NG)P v=(vp)pep e (NN 1P

VpeP,|wp|=kp Vq#j,|Veq|+|Weq|=N
Q
I (o) e ) | TL(T ) (v H
w, q,p |Vp| 4P
pePe qg=1 peEP
q#a

o If P=0 and k; + ks = QN, then we have

qon-comemef w0 flas

i=lw (Wp)p—l,ze(N(?)Q
|W1 |=k1,|wa|=k2
V‘Z?éjawl,q"l‘wQ,q:N

Let’s observe that

wi,j + Waj = Z Wi,q + Wa,q — Z Wi,q + Wag
q=1
q#j
=ky +ky—(Q—-1)N
=N.

Let w = (Wp)p=1,2 € (N?)Q. The condition |w1q| = k1, |[W2| = ko, and wq g +we ¢ = N for all ¢ # j,
is equivalent to the condition wy 4 +ws 4 = N for all ¢, and |wy| = ki, [wa| = ko. We then find that

0 N(Q-1) A71Q—1 2 VI Wiq W2
On(0,k) =(-1) N Z Z Cg1 Cq2
,7 W1 Wy -
j=l1 W:(wp)p:1,2€(N(?)2 q=1

[wi|=k1,|wa|=k2
Vg,wi,qtwz,q=N

o If P={1} and ky = (Q + 1)N + 1, then we have that

Q
QUL @+ DN +1) = (~)¥@- ”N'QlZ > ((w )H)

W2EN q=1
[wa|= (Q+1)N+1
Vq#j,w2,q<N

—N—1— Z 1(N—w24) @
( —N -1 ) (Zq# N —ws, q)c tqz#J cwaZ’q
Zq;ﬁj(N_qu) (N — wa,q) g T *

g=1
q#j
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Let’s note that

(N —wz ) =(Q —1)N — |[wa| + w2 ;

Mo

< Q
Sl
S

:—2N—1—|—w2,j.

-N -1

If this term is negative, then the binomial coefficient (
Eq;ﬁj(N — wa,q)

) vanishes. Therefore we

can assume the condition wp ; > 2N 4+ 1 instead:

QN ({1}, k2)

- (_1)N(Q—1)N!Q—1

i Z < —-N-—-1 )(—2N—1+U&J'>Nw2] wQJHCN w2 q w2q
pt gt —2N —1+wo (N — w2,9) g
|wa|= (Q+1)N+1 ‘17&3

wa j>2N+1
Vaq#j,wz2,q <N

Q Q
_ _ -N -1 —2N — 1+ ws ; Ne—ws , wo
_ (_1)N(Q 1)N|Q 1 ( )( J) c P 2,(1.
j; 2%{@ —2N — 1+ w2 5 (N — 'lUQ,q)q;éj (]Jl o1 @
w 0
wo|=(Q+1)N+1
| ilz;g2N)+l
Vq#j,wz,qu

o If P={2} and k; = (Q + 1)N + 1, by the same reasoning we get
Qn ({2}, k1) =

Q Q
- - ~N-1 —ON —1+wy ; News . w
Ciremery Y ) e
j=1 WleNé? —2N -1 + wi,j (N - wva)Q?éj g=1
Wi =(Q+ DN +1
wi,; >2N+1
Vot g <N

We can simplify the expressions from the previous lemma in order to get the following corollary. We
shall use this next expression in order to compute the values of the zeta functions of the form Za(—N)
when P = 2 with the SAGE code

Corollary 6.3.2. Let N € Ny, then

((=(Q+2)N —1)
(Q+ 1N +1)

QN L
Za(-N) =N® Y o () SN ZRU@E DN + k) | (DT

Q
H(QN —&)! oy VT
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with

ox(N) = 2 ((whin)) ((N—w?,]\-]- _1\]; wgq) ) HC g2

(wq)gen,qr €0, N1
wi1+...Fwo=k

—EQ: 5 ( N -1 ><—2N—1+wj>

a —2N — 1+ w; N-—w ;

7=1 (wy) g1, @1 €[0,(Q+1)N+1]9 ZAY w)ars
wi+...+we=(Q+1)N+1

w; >2N+1
Vars,wa <N

<HCN Wy wq+HCN Wy wq>.

By taking P =2 and d = 1 in Corollary we get a more refined version of that corollary:

Lemma 6.3.3. We have

Q ¢'(-1) Lo
> (CPY (0. d)lej, ¢2) +2€(0)C(0) — D e e

j=1 Q + ]. =1 Cj,l Cj’2
Q
C(=1) (¢ Cj,1
- N = 1In(c;1) + == In(c;
jz:; Q + 1 Cj’l ( ]71) Cj’g ( ]72)
Q
+Z<(w_w>1n(1+%) . (%_m>ln(l+cf,2)> |
o \\er1 G Cj1 Cr2  Cj2 Cj2
f#j

where (CP)' (s, dj|cj1,¢2)) = 8¢ (s, dj|cj1, ¢).2).
Proof. Let’s recall that Z)(0) = Z'(—(0,0)) where we have set P = 2 and we fixed the directions
1,1

(i) = (1,1) = ((1,1),(1,...,1)) € R? x RQ. By Corollarywe then have:

Q
Z/(—(Ol, 0)) = > (¢")(0,4;(1)ley)
1

(-1)P
. ZQHP\

PC[1,2] j=1

C(*kp) HPGP“ ,p
> I S,
(k) )pg’PCGNDPC peEPe P peEP .77p pEP
[k[=|P|

Q
k w;) kp 7w
+y > Fpj.1.0.(wpes+(ky—wpen,ere (0,0) [ T (J) St pCip

Il w=(ugeree] ] cpe 0] S
o kp
Z I/p\ Z HPGPC C] P Z C 1) H M
Q+ |77| HpeP G\ jcpe ' peP\{i} v

i=1 k=(ky)pepe NG
k|=|P|

where we recall that e, = (0,...,1,...,0) € R¥ is the vector with a 1 in the n—th component, and 0
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elsewhere. Developing the sums in the formula of Z’'(—(0,0)), we get
1,1

Q
1
Z'(—(0,0)) = > (¢ (0. djleja,e52) + Y 5C(0)*Fyj.1,0,0,0)(0,0)

11 j=1 1<j£F<Q Q
Q
C(=1) [ ¢,
— _ | — ln + —_ hl C
;Q—i—l Cj,l (Jl) Cj)2 (12)
Q
+ ) (Fiaygir.0.e;(0,0)cr.2 + Fiay j r.o.e;(0,0)¢2 + Fiay j 0.0, (0,0)cr.1 + Fiay j f.0.e,(0,0)cs1 ))
f=1
[y
+20(0)¢(0) — =—— i G2 G ey
Q+1 DG G2 .

Let’s now study the values of the coefficients F'p ; ¢ o J(whes+(ky—w,
formula.

1)es)pepe (0,0) that are in the previous

e If P =( and k = (0,0), using the Example we have that Fy ; r.0,(0,0(0,0)) = 0.

e If P ={1} and ko = 1, we have : By Example that

1 cra
F{l}yj7f,0,ej (Oa 0) = _a In (1 + C: 1) ’

and thanks to Example we have that

1 cra
Py sner0.0)= o (14 22).

o If P = {2} and k; = 1, mutatis mutandis we find that

1 Cf2>
Fl2},j.1.0,(0,0) = — —1n {1+ L2
{2}.5,£,0,e; ( ) Cj2 ( Cj,2
1 Cf,2
{2}:]7f’0)ef( ’ ) Cf,2 n< - Cj’2>

Therefore we obtain

Q
> (Frayigoe;(0,0)cr2 + Fiay i poe,(0,0)¢i2 + Fiayj r.o.e,(0,0)cr1 + Fiayj 0., (0,0)¢1)

((CJ 1 Cjul) ( . 1) (CIQ 6’2) ( Cf2>)
c J C]: ¢ s CJ C]
);é]

f#3
Injecting this equality into the formula obtained for Z’(—(0,0)), we get the required result. O
1,1

Applying this lemma to the Tornheim zeta function we get the well-known result

(¢2"")'(0) = In(2m).
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Remark 6.3.4. Under the assumptions of the previous lemma, by giving an integer Q > 1 and the
coefficients ¢ = (¢q,p)qe[1,qQ].pe1,2], the SAGE code shall compute Z' (0) when the coefficients ¢, p, are
integers between 1 and 3. Let’s note that the result of such computations are not rounded up, but gives an
expression using only €(0), ¢(=1), ¢'(0), ¢'(—1), the logarithms of some integers, and special values of the
gamma and digamma functions. One could code an algorithm that can treat the case when the coefficients
cqp are any integers, but the caveat is that we don’t have completely explicit and nice formulas for the
derivative at s = 0 of the corresponding Barnes zeta functions. In the general case, one can only give an
expression of such derivatives in terms of special values of the derivative of the Hurwitz zeta function.

Even though we have a formula to compute at nonpositive integers the derivative with respect to s
of Barnes’ zeta function (CB)’(O,dch,l,ch) via Corolla by setting N = 0 and R = 0, we will
instead use the computation already done in the Example[I.1.12]in order to simplify the derivative values
of the Barnes zeta function that will arise in the computations of (;0(5)(0) and (g, (0). We coded these
expressions in SAGE code in order to compute the values and derivative values of those two Witten
zeta functions.

6.3.1 Poles and residues of (g,

1 1-k
Via [KMT11a)], we’ve seen in the list of poles 1j that g, (s) has poles of the form s = 3 and s = 5

1
with £ > 0 and k£ # 1 mod 5. We shall give an expression of the residues of (g,(s) at s = E and at

1
= —. We set
s =3 Wese
li(zy,22) = 1 + 2, lo(z1,22) = @1 + 222, l3(x1,22) = x1 + 329, la(z1,22) = 221 + 32,
d1:17 d2:17 dl1:27 d/2:37 dljz47 2:57

1
nins(ny + na)*(n1 + 2n2)%(n1 + 3n3)*(2ny + 3ng)s’

Za(s) = Z(~((5.9). (5.5.5,8)) = Y

(1,1),(1,1,1,1) ny,na>1

Let’s recall that the Witten zeta function (g, is defined as

1

s) = 120°
o (5) nins(ny + na)*(n1 + 2n2)*(n1 + 3n3)*(2ny + 3ng)®

ni,n2>1

Via Proposition 2:2:4] we find that

CQz (5) = K(97 S) + J(@, 5)’

= 120°Za(s)

with
c 1
— s Q°l—|A —s —s
K(0,s)=120° > Y (-1 le > (i +1)F(na+1)
0#£QC[1,4] AoC Q" nenz
Il G+ JI T(s0,m+1)) |,
q€Ag q€1,4N\Ag
and
) 4 965 —2

(= 1)Kl gU+IP)s—IPI+]K

4
s C(S_kp)
P e T g \& s L

PCI1,2] k=(hp)pepe ENT° pepe
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with
1 s—1 * s—1 * k
hp1k(s) =Ts)? /[0 1]3(562353334) H (1,22, 3, 24) Hllp(17$2,$37334) rdwodasdry,
’ peEP peEPC
1 s—1 * s—1 * k
hp2x(s) SBE /[0 1]3(I1$3I4) H lp(z1,1, 23, 24) H (w11, 3, 24) " dzrdzgday,
’ pEP pEPC
1
hp 3x(s) ZF(S)g /[0 1]3(961202964 Hl (z1,72,1,24)5" H (w1, 22,1, x4)" dzdzoday,
peEP pePe

1 -1 571 * k
hp.ax(s) Z@ /[0’1]3 T122x3)° ,Eal T1,T2,T3,1 pgc Ly(z1, 22,73, 1) " dz drodrs,

lT(IITl,IQ) =T + X9 + I3 + 21’4,
15(x1,0) =1 + 22 + 323 + 324,

and
1 2
Zh[[l 2.5 (s BYBE /[0 ” (r12073)" 1;[ (21,22, 23,1)°" ' drydaodas,
1 2
+ 7/ (I1$2I4)571 l*(.fchl‘g,171‘4)871dI1dCC2d.T4
L(s)? Jio,155 1,1;[1 P

2
1 / -1 * -1
+ (r12324)° U(x1,1,25,24)° daidasday

T S pUlp

1
+ 7/ (.T2$3.%‘4 -1 Z 1 332,.133,.’1?4) 1dx2dx3dx4.
['(s)3 [0,1]3 pl_[l

Let’s recall that the function s — K (6, s) is holomorphic on C, thus this term doesn’t contribute to
the residues. We just have to study the denominators of the terms inside of J(6, s), in the formula (6.2).

c 1
o Let P C[1,2], and k = (kp)pepe € NJ . For s = £ we have
(4+|P|)s — |P| + k| = 0 if and only if |P| = 1,k = 0.
We then find that

12057 (1) [ < 1 1 1
Res,_1 (g, (s) = T;; Y hiyo (5) + 21,50 (5) ¢ (5) :
By using the expressions of the h functions we get

12057 (1) /1
Res,_1(g,(s) = 5F(1§S)C <5>
5

. (/ 3(1’2.%31’4)7%(1;(1,1'2,1'3,1'4)7% + l;(l,xg,$3,$4)7%)dl’2d$3dl’4
0,1)¢

i

(x1z324)” 5 (17 (21,1, 23, x4)*% +15(x1, 1, 23, x4)*%)d:c1dx3dx4

i

(1‘1.%22174)7 (lT(Il, o, 1, 1‘4)7% + l;(xl,{Eg, 1,$4)7%)dl’1df£2d$4

+ ($1I2$3)_%(ZT($1, x2,T3, 1)_% + l;(l‘l, T, T3, 1)_§)dl‘1dl‘2d$3> .
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e Via a similar argument, we get that

1205T 2 1 1
R Gouf0) = gt Zh{l 2 (3) s (3) ) < (3)
3

and by using the expressions of the h functions we get

1205T (2)*

o (3)

2
. (/ $1$2$3 % Hl r1,X2,T3, 1)_%dl‘1d$2d$3,
[0,1] p=1

Ress:%C& (S) =

2
2 2
1‘1332334 3 IIl I1,$2,1,$4) 3dI1d$2d1‘4
p=1

2
(x1x324)" 3 xl,l,xg,x4) 3dz1dxsday

+

(0,12

+ / )3
(0,1

to

i ::w I ::m

+/ 1123?3.’174 3
[0,1]?

The above computations justify the formulas given for w, and wg in Theorem @

1 .1'27.’1?3,.7}4) §d$2d$3d$4> .

6.3.2 Special values of (3, and of (,

Let’s take the same notations as in the previous subsection. In particular we have that

(aa(—N) =120V ZA(=N),  ([,(=N) =120 ZLA(=N) 4 In(120){g, (—N).

Via Corollary with the corresponding coefficients ¢ and d and with the direction (u,p’) =
((1,1),(1,1,1,1)), we get that

3 ) )

5
Gaul0) = 0 = 2((~1) = 2.
We also find thanks to Corollary [6.3.2] the following formula

AN AT _ —N(_1\N+1 —
Coa (=) =120NN!4kZ_Oak(N>C( Nk!(f])f(_ :)],V+k)+120 (5 L ves )W’

with

ox(N) = Z <(w1, -]-C-ywzl)) <(N - Uijjfifl\gf wy) ) 1;[ ‘o 1052 h

(wq)qeqr,a1 €fo,N]*
wi+...+ws=k

4
—-N -1 —2N — 14+ w; Nw w N—wq w
N) = J a0 107 |
s (—2N—1+wj>(<N—wq>q¢j)< *H )
=1 (we)gen, a1 €10,5N+1]7 =t
wi+...+wasg=5N+1
’ijQN—Q—l
Vo jwa<N
Using the SAGE code one can find the list of values for (g, in Theorem [E}

In order to compute (g, (0), we see that

(g, (0) = In(120)¢g, (0) + Z4 (0).
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5
3 and by computing Z’, (0) with the SAGE code we find that

¢ (0) =2 In(5) — = n(3) + (@) + Tn(r) - thn (;%) _ gln (r (;)) S (r (;)) _

By [BZ92| Table 3], we have

By using (g, (0) =

()

and using Euler’s reflection formula, we then get

L(g) _ 30(3)"

I(2) 25/3q2

Using this formula inside the expression of (g, (0), we find that

5 3 55 23 4 1 2
! =—1 - -1 —In(2) + —1 —=In(T(-|T(=]]).
(g, (0) 5 n(5) 2 n(3) + 3 n(2) + 5 n(r) 3 n< (3) (3))
By Euler’s reflection formula we have
p(LYp(2) o2
3 3 V3

! —in —in 1—?)n §n7r
G32(0) =3 1n(5) = 5 In(3) + — In(2) + 2 Inr).

thus we obtain

6.3.3 Poles and residues of ()

1 1-k
Via [KMTI10d], we saw in the list of poles 1D that (s0(5)(s) has poles of the form s = 3 and s = 5
for k > 0 an arbitrary integer such that £ # 1 mod 3. We aim here to obtain expressions for the residues
1 1
at s = 3 and s = 3 for (s(5)(s). We note that Bridges, Brindle, Bringmann, and Franke have already

obtained a very simple expression for these two residues in [BBBF24, Proposition 5.16] using different
techniques.
Let

Li(z1,22) = 21 + 22, lo(x1,29) = 21 + 222,
di=1, do=1, d. =2  dy=3

ZA(S) = Z(—((S,S), (3787878)) = Z ning( :

(1,1),(1,1,1,1) ni +ng)s(ny + 2ng)s’

ni,ne>1
then (s0(5)(s) is of the form
1
=6° =6°Z .
450(5) (s) Z n{n%(nl + nz)s(n1 + 2’112)5 A(S)

ni,n2>1

We know that, for § > 0 sufficiently small, the zeta function (;o(5) admits the decomposition (so(5)(s) =
K(0,s)+ J(0,s), where s — K(0,s) is a holomorphic function on C, and s — J(0, s) is a meromorphic
function on C having the same poles as (40(5)(s). By Proposition we have

. ) 2 gds—2
J(0,s) =6T(1—s) Z hi1,2),5,0(8) m (6.3)

(= 1)Kl g+PDs—IPI+]k]

. 2 (s — kp)
+6 Z r(1- S)lpl Z jz::lhp,j,k(s) F(S)((Z + |'P|)8 _ |’p| + |k|) H kp!

PC[1,2] k=(kp)pepcEN® peEPC
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with

1
hpix(s) = / Hl 1,z5) ! H (1, 22) ke Qo

peP peEPC
1
—1 1
hpax(s) = / Hl (w1,1)% H Iy (1,1 Foday,
peP peEPC

I (z1,0) =1 + 22,

l;(l’l,xg) =x1 + 21}2.

As the function s — K(6, s) is holomorphic on C, we can get the residues of (5o(5)(s) by studying the
expression of .J(6, s) above. At s = 1/2, the only contributing term of the residue of (so(5)(s) is

943—2
1 — _ .
2 Zh[“ 25:008) | T35 = 2)

We then get the following residue at s = 1/2

VBT(1/2)2 [ &
Ress:% <50(5) (8) 1//2 Z h[l 2],7,0 1/2

j=1

Using the expressions of the h functions we finally get
Ress:%Cﬁa@) (5)
1 1
_V6 (/ V2 (e +1)"V2(z +2)"Y2dz + / V21 +2)"V2(1 + 21’)1/2dx)
0

4 0
6 1
:£ / a7V (@ + 1)V (2 4+ 2) 72 + (1 + 22) 72 da.
0

Although this last residue is hard to express in nicer terms, we still can compute it numerically, and we
obtain exactly the same value as the results in [BBBF24].

n
For the poles s = 3 with n < 1 being an integer such that n £ 0 mod 3, the only contributing terms
to the corresponding residues are of the form

)

(n/3—k
HC/ »)

pEP®

—I(1 —n/3)Pl(=1)lx thj k(1 —n/3) T/ @ P)

with P C [1,2],k € NP° such that (2 + |P\)% — |P| + |k| = 0. This condition implies that P = {i} is a
singleton. We set P° = {p}, we then have |k| =k, =1 —n € Ng. We find

Ress—2 Coo(s)(5) = (=1)'7 "F( ) Zzh{hk(l_§> 3r1(g)<((14;;)!)‘

=1 j=1

Let’s note that, when considering the general terms of the series present in formula (6.3)) with P = (),
925+\k|
we observe terms of the form ————————— where k = (k1,k2) € Ny. The zeros of 2s + |k| do not
D)+ k) (o) < Fo .
constitute poles since these poles are canceled by the zeros of the terms of the form Z?:l hg jx. For
example, at s = —1/2, we find that the term 2s + |k| is zero if and only if |k| = k1 + k2 = 1, that is,
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when k € {(1,0), (0,1)}. However, we note that

h1,0,(1,0)(8)+h2,0,1,0)(5) + h1,g,0,1)(8) + P1,0,00,1)(5)

_i ! xs—l T xs—l T xs—l T T
5 | @ 2 ) e 2 )

5 L1
T I(s)\s+1 s/’
1. . . .
and at s = 5 this last term vanishes. This fact matches the list of poles 1|

6.3.4 Special values of (5 and (g,
Using the same notation as in the previous subsection we see that

Coo() (=N) = 6"V ZaA(=N),  Cosy(=N) = 6V ZL(=N) + In(6)Ceo(s) (— V).
At N =0, we find by Corollary [AT}

ooty (0) = C(0)? = 2¢(-1) = 5.

We can also have an expression of the values at nonpositive integers using Corollary

)= 6NN S () SEN RN 4 8) | 67N (AN - 1)

Coo(s) (—IV k(2N — k) 3 NESN) BN+

with

2
Z k 2N —k e New
ak(N): < )( )H ic 2 ke
w1, w N —w;, N —w €q,1%,
(7"0)46[[1,2]]6[[0,N]]2 ( 1 2) ( 1 2) a1

w1 Fwe=k

2

:Z Z ( N1 )( 2N_1+wJ) (HCN wg wq+HCN wg wq>

N 14w\ (N e )

I=1 (wq)geq,21€[0,3N+1]° T w; ( wq q7#J
w1 +wy=3N+1

w; >2N+1
Vq#j,wqg<N

Using SAGE code we then find the values of (5o(5)(—N) in the tabular of Theorem
By Lemma[6.3.3] using SAGE code [7.1] we have:

3 13 3
440(5)(0) =3 In(3) + 3 In(2) + 3 In(m).

This expression allows us to have an explicit expression of the constant C' in Theorem [1.1.41] which gives
us a completely explicit asymptotic formula for the number of representations g, (s) ().

6.4 Application to the study of the asymptotic behavior of ry,(n)

Let’s recall that the number of representations of dimension n of the exceptional Lie algebra gs is

Z e g0+ 7)(@ +25)(i + 35)(2i + 35)
1,J -

rgp(n) = |4 (Kij)ij=1 € (No)¥ |

3,521
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ig (i 4 §) (1 + 25) (i + 35) (26 + 3)

We set P(i,j) := . We have that

5!
H P(’Lj) H Z q kol 7])
i,j>1 i,j>1k; ;>0

Developing the infinite product, and using the expression of the number of representations ry,(n), we

get:
+o00 1
1+ ngz(n)q“ =11 TP
= ii>1
We set fq,(n |{ i,5) € N2|P(i, 5) fn}| we then get that
+o0 1
1 *;W"M — E[lm

Let’s define Ly (s) = (g,(s), and Ly (s) = (g, (s)T'(s)¢(s+1). By Corollary , we know that all the
poles of the function (g, (s) are simple. We see that the function Ly, (s) has only two poles in Hy (which

1 1
are simple poles) at s = = and s = —. Moreover, the function L’}m (s) has a pole at s = 0 of order 2.
We want to apply Theorem [1.1.38] First, let’s verify if, with the data above, the conditions of the
1 21
theorem are valid. Let A := No \ f,'({0}). We note that 3 5<3<1'% Thus, the integer [ = 2

5)
satisfies the hypothesis of Theorem |1.1.38] Now, let’s check whether the conditions (P1), (P2), and (P3)

are met:
(P1) Let p > 2 be a prime number. We have that |A\ (pNg N A)| = +o00. Indeed, the sequences
u(2) :=(P(8k +1,1))keno,
w(3) :=(P(9%k + 1,1))keNg,
u(5) :=(P(25k + 1,1))ken,,
u(p) :=(P(kp+1,1))ken, ifp=7
are strictly increasing, and belong to A by definition. Moreover, we observe that the sequence u(p)

belongs in A\ (pNo N A) for all prime number p. We then conclude that any real number L > %
satisfies the condition (P1).

CJT\H

1
(P2) We have already seen previously that L}EZ has two poles (which are simple) at s = 3 and s =
k
pole of order 2 at s = 0, and simple poles of the form s = 3 with k € Z<; such that k # 0 mod 5
1
Therefore, any given real number R € R% \ 5N satisfies the condition (P2).

(P3) We note that the polynomial P satisfies the H0S condition of the article [Ess97]. In particular, we
know from [Ess97, Theorem 3] that the zeta function associated with this polynomial, (i.e., (g,)
admits a polynomial bound in the imaginary part of s = ¢ + it on each vertical strip o1 < o < 05.
We then conclude that the condition (P3) is met.

Remark 6.4.1. In condition (P2), R is arbitrarily large, and in condition (P1), L is also arbitrarily
large.

Let’s note v = o, 8 = -, wa := Res,_1 (g,(s) and wpg := Res,_1 (g, (s). Applying Theorem [1.1.38

1
3

we get that

Tg2 (n)

n—-+4oo

L—« R

c Y B 2
1 3 1 ; — i Tk SR +
— exp (Aan + Asno + Agnﬁ) 14+ Z —L 4+ O0rn (n mm(Z(uH)’aH)) )
n — nYi ’
J:
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with |64 (0)
o Cm VWl (5)CE) T VB, 6660 +1
= N , = 3 ,
i 1) (6
and A :4<waF <§)C<§>> Ay e w/BF(())C(s)A?and
(waT (3) ¢ (3)) ™

e (o () () (V)i (i)

Sl BC(5) ()t
@ (PN T @r (¢

with 0 < v < ... being the positive elements of the set N+ M. From the definition of the sets

e

(1.8), (1.9), and (1.10) in [BBBF24], we find that the sequence v; in Theorem corresponds to
1 2 3
Vo = 7073:%a4_%5"'
By [BBBF24| Lemma 4.3], we get
3wl (§)C(3)
Kz2=3 4 - (4)) 30
(wal' (3) € (3)) ™
T (8)¢ ()2
o 3 r (@)’

Thus we obtain Theorem O






Chapter 7

Appendix: SAGE codes

Listing 7.1: SAGE Code to compute Z/\ (0) with P =2 and d; =dy =1

from sage.all import =
A=var (’A’) #Glaisher—Kinkelin constant
zeta_der_1=1/12—1log (A) #Value of ¢'(-1)
c_sob5 =[[1,1],[1,2]] #Data set of (sas)(5)
c_s13=[[1,1]] #Data set of Css)(s)
c.g2=[[1,1],[1,2],[1,3],[2,3]] #Data set of (g, (s)
def barnes_eval_deriv(N,d,c): #Compute some ((P)'(0,d|c)
if d==2 and c==[1,1]:
return(1/2xlog (2xpi)+1/12—log(A))
elif d==3 and c==[1,2]:
return(1/4xlog (2 )+1/2*10g(p1) 1/2xlog (A)+1/24)
elif d==4 and c==[1,3]:
return(—5/9*log(3)+log( )+log (pi)—1/3xlog (A)
—2/3xlog (gamma(2/3)) —1/3xlog (gamma(1/3))+1/36)
elif d==5 and c==([2,3]:
return(—11/18x1log(3)+13/12xlog(2)+4/3xlog (pi)—1/6xlog (A)
—2/3xlog (gamma(2/3)) —log (gamma(1/3))+1/72)
else:
return ( 'uncomputed._value ”)
def Z_delta_prime_zero(c): #Compute Z(0).

=len(c)

sum2 = 0

sumt = sum(e[§1(0)/[§][1)+e[][1]/c[i][0] for j in range(Q))

sum3 = sum(barnes_eval_deriv (0,sum(c[j]),c[j]) for j in range (Q)

Sum2=SUIH(C[JH1}/C[J][0]*10g( (310 +c[j1[0]/c[j][1]*Tog(c[j][1])
for j in range(Q))
Asum(sum ((c[£][0]/c[f][1] —c[j][0]/c[j][1])*log(l+c[f][1]/c[j][1])
+(c ][]/ c[f][0]=c[j][1]/c[j][0])*log(1+c[f][0]/c[j][O])
for f in range(Q) if f != j) for j in range(Q))

result = —zeta (0)xlog (2« pi)—suml/(Q+1)*zeta_der_-1—sum2/(Q+1)*zeta(—
+sum3

if not(sage.rings.rational.is_Rational(result)):
result=result.canonicalize_radical ()
return(result)
print (Z_delta_prime_zero(c-so5)+log(6)x3/8) #Compute (g, (0)

print (Z_delta_prime_zero(c_g2)+log(120)x5/12) #Compute (g, (0)
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Listing 7.2: SAGE Code to compute Za(—N) with P =2

from math import comb
from itertools import product
ceg2=[[1,1],[1,2],[1,3],[2,3]] #Data set of ng(s)
c_.sob5 =[[1,1],[1,2]] #Data set of (sas)(5)
def alpha_k_N(Q, N,k,c_matrix):
alpha=0
for w in product (range(N+1),repeat=Q):
if sum(w)==k:
coefl=multinomial (w)
coef2=multinomial ([N—w_i for w_i in w])
prod=1
for q in range(Q):
prod*=(c_matrix [q][0]**w[q])*(c_matrix[q][1]**(N-=w[q]))
alphat=coefl*coef2x*prod
return alpha
def beta_ N(Q,N,c_matrix):
beta=0
for j in range(Q):
for w in product(range((Q+1)*xN+2),repeat=Q):
if sum(w)==(Q+1)*N+1 and w[j]>=2«N+1 and
max([w[q] for q in range(Q) if q!=j])<=N:
coeff=multinomial (w)*binomial (—N—1,—2«N—14w|[j])
smultinomial ([N — w[q] for q in range(Q) if q!=j])
terml=1
term2=1
for q in range(Q):
termlx=(c_matrix [q][0]** (N-w
x(c_matrix [q][1] #*x w[q])
term2x=(c_matrix [q][1]**(N-w[q]))
x(c_matrix [q][0]*xxw[q])
betat=coeffx(terml + term2)
return beta
def Z_Delta_minus_N (N, c_matrix): #Compute Zx(—N)
Q=len(c_matrix)
suml=0
sum2=0
N_fact_Q=factorial (N)*xQ
for k in range(Q«N+1):
alpha=alpha _k_N(Q,N,k,c_matrix)
terml=zeta(—N-k) / factorial (k)
term2=zeta(—(Q+1)*xN+k)/ factorial (Q«N-k)
suml4+=alphaxterml*term2
beta=beta_N (Q,N, c_matrix)
sum2=(N_fact_Q=factorial (N))xbetaxzeta(—(Q+2)*N—1)/factorial ((Q+1)«N+1)
Z=N_fact_Q=*suml+(—1)**(N+1)*(1/(Q+1))*sum?2
return 7
print (6x+(—N)*Z_Delta_minus_N (N, c_s05)) #Compute (5o(5(—N)
print (120%x(—N)*Z_Delta_minus_N (N, c_g2)) #Compute (g,(—N)

N=w([q]))
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