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Etude mathématique de I’instabilité de Peierls dans le modéle discret du polyacétyléne

Résumé

Cette these présente une étude mathématique et numérique de l'instabilité de Peierls dans le modele
discret du polyacétylene. Nous commencons par présenter le cadre général de notre travail. Par la suite,
nous étudions la transition de phase dans le modele de Peierls-SSH pour le polyacétyléne. Nous considérons
le modele discret des chaines fermées du polyacétylene avec un nombre pair d’atomes de carbone, ainsi
que des chaines infinies en présence de température, et prouvons ’existence d’'une température critique
en dessous de laquelle la chaine est dimérisée, et au-dessus de laquelle cette chaine est 1-périodique. La
chaine se comporte comme un isolant en dessous de la température critique et comme un métal au-dessus.
Nous caractérisons la température critique dans le modele limite thermodynamique et prouvons qu’elle
est exponentiellement petite en fonction de la rigidité de la chalne. Nous étudions ensuite la transition
de phase autour de cette température critique. Pour finir, nous montrons dans la derniére partie la
décroissance exponentielle des points critiques de 1’énergie associée au modele discret du polyacétyléne
a température nulle. Plus précisément, nous considérons les états stationnaires du modele discret pour
des chaines infinies de polyacétyléne qui sont des connexions homoclines ou hétéroclines entre deux
états dimérisés périodiques. Nous prouvons que ces états convergent exponentiellement vite vers les états
périodiques asymptotiques correspondants.
Mots clés : analyse non linéaire, théorie des opérateurs, théorie de bifurcation, physique mathématique,

instabilité de Peierls, dimérisation, polyacétyléne, limite thermodynamique, transition de phase,

configurations homoclines, configurations hétéroclines.

Mathematical study of Peierls instability in the discrete polyacetylene model

Abstract

This thesis presents a mathematical and numerical study of the Peierls instability in the discrete poly-
acetylene model. We begin by presenting the general framework of our work. We then study the phase
transition in the Peierls-SSH model for polyacetylene. We consider the discrete model of closed polyacety-
lene chains with an even number of carbon atoms, as well as infinite chains in the presence of temperature,
and prove the existence of a critical temperature below which the chain is dimerized, and above which
this chain is 1-periodic. The chain behaves like an insulator below the critical temperature and like a
metal above it. We characterize the critical temperature in the thermodynamic limit model and prove
that it is exponentially small as a function of chain rigidity. We then study the phase transition around
this critical temperature. Finally, in the last section, we prove the exponential decay of the critical energy
points associated with the discrete polyacetylene model at zero temperature. More precisely, we consider
stationary states of the discrete model for infinite polyacetylene chains that are homoclinic or heteroclinic
connections between two periodic dimerized states. We prove that these states converge exponentially
fast to the corresponding asymptotic periodic states.
Keywords: nonlinear analysis, operators theory, bifurcation theory, mathematical physics, Peierls in-

stability, dimerization, polyacetylene, thermodynamic limit, phase transition, homoclinic configu-

rations, heteroclinic configirations.
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Chapitre

Introduction

Cette these présente une étude mathématique et numérique de l'instabilité de Peierls dans le
modele discret du polyacétyléne. Pour commencer, nous présentons les polymeres dont fait partie
le polyacétylene et les modeles usuels qui les décrivent comme le modele des liaisons fortes '. Par
la suite nous présenterons le célebre exemple du modele de Su-Shrieffer-Heeger (SSH) dans lequel
se manifeste I'instabilité de Peierls. Nous présenterons également les résultats mathématiques
déja connus sur 'instabilité de Peierls et aussi quelques résultats numériques et terminerons par
la présentation des résultats que nous avons obtenus au cours de nos travaux.

1.1 Les polymeres

Les polymeres sont des macromolécules formées par la répétition de petites unités ap-
pelées monomeres. Ils sont présents dans de nombreux domaines de notre vie quotidienne,
allant des plastiques aux fibres textiles en passant par les matériaux de construction et les
emballages [Chal3]. Les polymeéres se distinguent par leurs propriétés uniques, leur diversité de
structures et leurs multiples applications [CAQ7].

Les polymeres peuvent étre classés en différentes catégories en fonction de leur origine, de
leur structure et de leurs propriétés. Les polymeres naturels sont d’origine biologique et sont
présents dans les plantes, les animaux et les micro-organismes. Un exemple courant de polymere
naturel est 'amidon, qui se trouve dans les plantes et est utilisé comme source d’énergie. Les
polymeéres synthétiques, quant a eux, sont fabriqués par I’homme et comprennent des matériaux
tels que le polyéthylene, le polystyréne et le polypropylene.

L’étude des polymeres a connu une croissance exponentielle au cours des derniéres décennies,
ce qui a conduit & de nombreuses avancées dans la synthese, la caractérisation et les applications
des polymeres.

Les applications des polymeéres sont vastes et variées. Dans l'industrie, les polymeres sont
utilisés dans la fabrication de plastiques, de fibres synthétiques, de revétements, de films et de
matériaux composites. Les polymeres jouent un role essentiel dans ’emballage alimentaire, les
dispositifs médicaux, les textiles, les appareils électroniques et de nombreuses autres applications
technologiques. Plus récemment, les polymeéres biodégradables sont de plus en plus utilisés pour
réduire I'impact environnemental des déchets plastiques.

1. Tight-binding en anglais



2 CHAPITRE 1. Introduction

1.1.1 Les polymeéres conducteurs

Les polymeéres conducteurs sont des polymeres qui présentent des propriétés électriques de
conductivité, ce qui les distingue des polymeres traditionnels qui sont généralement des isolants.
Ces polymeres ont suscité un vif intérét en raison de leurs applications potentielles dans les
domaines de I’électronique organique, des capteurs, des dispositifs d’affichage et de I’énergie.
Leur conductivité peut étre ajustée par dopage avec certaines substances, ce qui permet de
moduler leurs propriétés électriques.

L’un des premiers polymeres conducteurs découverts est le polyacétyléne, qui a été synthétisé
pour la premiere fois en 1958. Depuis lors, de nombreux autres polymeres conducteurs ont été
développés, tels que le polypyrrole, le polythiophene et le polyaniline. Ces polymeéres présentent
une structure chimique spécifique qui favorise le déplacement des charges le long de la chaine
polymérique, d’ou leur grande conductivité.

1.1.2 Le polyacétyléene

Le polyacétylene est un polymeére conjugué d’importance significative dans le domaine de la
chimie des polymeres et de la science des matériaux. Il se distingue par ses propriétés électriques
et optiques uniques, ce qui en fait un matériau d’intérét pour diverses applications telles que
les dispositifs électroniques organiques, les capteurs, les cellules solaires et les supercondensa-
teurs [Shi+77].

On peut distinguer le trans-polyacétylene, avec toutes les liaisons doubles en configuration
trans, du cis-polyacétylene, ou toutes les liaisons sont en configuration cis.

T N Ned Nl
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(a) Trans-polyacétyléene (b) Cis-polyacétylene.

FIGURE 1.1 — Les isomeres du polyacétyléne

Le polyacétyléne présente des propriétés physiques et chimiques remarquables. Les propriétés
optiques du polyacétylene dépendent de la longueur de la chalne et peuvent étre modulées par
dopage ou par conjugaison avec des groupes fonctionnels. En 2000, H. Shirakawa, A. Heeger et
A. MacDiarmid ont été récompensés du Prix Nobel de la chimie pour avoir démontré que la
conductivité du polyacétyléne peut étre multipliée par 13 par dopage avec différentes substances
(comme de l'iode par exemple) [Chil2].

En plus de ses propriétés électriques et optiques, le polyacétyléne présente une bonne stabi-
lité thermique et une résistance mécanique élevée. Cependant, il peut étre sensible a I'oxydation
et a 'humidité, ce qui limite ses applications pratiques. Des recherches sont en cours pour
améliorer la stabilité du polyacétylene et développer des méthodes de fabrication plus efficaces.

Les applications du polyacétyléne sont diverses et en constante expansion. Dans le domaine
des dispositifs électroniques organiques, le polyacétylene est utilisé comme matériau actif dans
les transistors, les diodes électroluminescences organiques (OLED) et les cellules solaires. Sa
conductivité élevée lorsqu’il est dopé et sa flexibilité en font un candidat prometteur pour les
circuits imprimés souples et les écrans électroniques pliables.

Nous présentons dans la section suivante une introduction a la seconde quantification, per-
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mettant de définir les opérateurs de création et d’annihilation, ainsi que la matrice densité a un
corps. Ces opérateurs seront utilisés par la suite pour la définition et I’étude du modele de SSH.

1.2 Introduction a la seconde quantification

Afin de présenter les modeles usuels qui décrivent ces chaines, nous introduisons la notion de
la seconde quantification. Nous commencons par définir les opérateurs de création et d’annihila-
tion, par la suite, nous déduisons des différentes propriétés de ces deux opérateurs, les relations
les liant communément appelées les relations d’anticommutation. La motivation derriére I'utili-
sation du formalisme de la seconde quantification provient du fait que la premiere quantification,
qui est initialement utilisée pour décrire les concepts en mécanique quantique [Lew22, Chp 1.], de-
vient plus compliquée lorsqu’il y a plusieurs électrons dans le systeme. Cependant, I'information
contenue dans ce systéme est en réalité simple : chaque orbitale ne peut contenir qu’un électron
avec une fonction d’onde antisymétrique. La seconde quantification offre une facon simple et
concise d’écrire I’Hamiltonien quantique. L’idée ici n’est pas de présenter la théorie générale sur
la seconde quantification, mais d’introduire certaines définitions et propriétés nécessaires pour
I’écriture de ’'Hamiltonien des modeles que nous étudions, notamment celui de SSH. Le lecteur
intéressé par la théorie générale pourra consulter [SO12], [HJO13]. Nous commencons par définir
I’espace de Fock, qui est le cadre de travail dans le formalisme de la seconde quantification.

Espace de Fock

Soit ‘H l'espace de Hilbert décrivant les états quantiques a une particule, alors ’espace de
Fock noté Fy est l'espace de Hilbert (de dimension infinie si H est de dimension infinie) de tous
les états quantiques incluant, 1’état sans électron (’état vide), & un électron, a deux électrons,
etc... Considérons {p; }4, (M € N*) une base orthonormée d’orbitales moléculaires (qui sont des
fonctions d’ondes monoélectroniques), et une suite croissante d’entiers 1 < i; < --- < iy < M
(N € N* avec N < M). On définit le déterminant de Slater de N électrons comme une fonction
antisymétrique normalisée donnée pour tout x = (x1,...,zyx) € R (z; € R3) par

L e (1) ... wu(zN)
'lb(xl,...,.%]v) ::W . (11)
iy (1) o piy(en)

Ainsi, 'espace de Fock Fy est 'espace de Hilbert dans lequel chaque déterminant est représenté
par un vecteur nombres d’occupation (NO) noté |k), défini par

1 si; est occupée
k) = |k1, ko, ..., kn), avec k; = { e ’ (1.2)
0 sinon
ou ; est occupée si i € {i1,...,in}. Les vecteurs NO |k) forment une base orthonormée de

I'espace de Fock et tout vecteur |c) de Fy s’écrit en fonction des |k) sous la forme
c) = cxlk).
K

Nous définissons a présent 1’état vide, qui est ’état sans électron.

Etat vide

L’état vide n’est pas le vecteur nul (dont la norme est nulle) de ’espace de Hilbert des états
quantiques a plusieurs électrons, mais un état quantique noté |0) (ou |vac)) sans électron qui
satisfait la condition (0|0) = 1, en utilisant la notation de Dirac.
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Le vecteur nombres d’occupation sans électron est 1’état vide et est donné par
|0) = 10,0,...,0). (1.3)

Tous les opérateurs en seconde quantification peuvent étre construits a partir d’'un ensemble
d’opérateurs de création, d’annihilation, et du vecteur nombres d’occupation sans électron |0).

Remarque 1.1. Afin de simplifier la présentation, nous omettons dans ce travail les variables
de spin, car dans la plupart des études mathématiques comme dans notre cas par exemple, les
variables de spin ne jouent aucun role sinon d’alourdir les notations.

Opérateurs de création

Pour tout p € [1, M] , les opérateurs de création sont définis par [HJO13]

c;,]kl,kg,...,\()/,...,kM):Flzﬂkl,kg,...,\l/j...,kM) (1.4)
V4 P
cL|l<:1,k2,...,\1/,...,kM):0, (1.5)
p

avec I € {£1} défini par

Iy =[[(-1)". (1.6)

Le facteur Fg vaut Flg = 41 s’il y a un nombre pair d’électrons a gauche de de la composante
p dans le vecteur (NO) et vaut T 1; = —1, si au contraire il y a un nombre impair d’électrons.
La définition (1.5) stipule que les électrons appartenant a un méme systéme, ne peuvent pas se
trouver simultanément dans le méme état quantique. C’est le principe d’exclusion de Pauli.

Certaines propriétés des opérateurs de création peuvent étre déduites des relations (1.4)
et (1.5), nous les présentons comme suit. On a

cl k) :507%1“;;]]4:1,...,\Zl/,...,kMy (1.7)
p

En agissant deux fois c;: sur |k) on obtient par (1.7) et (1.5)

CTC

a5 L!k) = cz5o,kpflg\k1, . 7\1/7 ..., ky) =0, ou encore chT =0. (1.8)

p
p

Pour p # q, c;; et cg peuvent agir sur |k) de deux fagons. Pour ¢ > p, on obtient

kk
cj,cg\...,kp,...,kq,...>:50,kp507quprq|...,\1/,...,\1/,..), et (1.9)
p q
c:gc;;|...,kp,...,kq,...>:507kp50,qu1;(—F1(;)|...,\1//,...,\1//,...). (1.10)
p q

En additionnant (1.9) et (1.10) on a : c;cj]—f—c;c;, = 0, ce qui reste toujours vrai si ¢ < p. Par (1.8),
ceci est aussi vrai pour p = ¢. Par conséquent pour toute paire d’opérateurs de création, on a la
relation d’anticommutation

(PR [T (O, S (N, S, )
CpCq +Cycpy = {cp, cq} = 0. (1.11)
En utilisant I'opérateur de création, I’état de I'espace de Fock a un électron dans ’état ¢, peut

étre réécrit sous la forme
wp = chl0). (1.12)
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Opérateurs d’annihilation

L’adjoint de 'opérateur de création c; est appelé opérateur d’annihilation c,. Les opérateurs
de création et leurs adjoints sont des opérateurs distincts, par conséquent ne sont pas auto-
adjoints.

Par la relation (1.11), en utilisant les propriétés de I’adjoint des opérateurs on a :

cpCq + cqcp = {cp,cq} = 0. (1.13)
Pour un opérateur d’annihilation ¢, agissant sur |k), on a [HJO13]

cpk) :617kp1“§]k1,...,\(l/,...,kM>. (1.14)
p

De plus agissant sur |0), on obtient le vecteur nul (c,|0) = 0).

Relations d’anticommutation

Les opérateurs de création anti-commutent entre eux, et par les propriétés de I’adjoint, il en
est de méme pour les opérateurs d’annihilation. En combinant (1.4) et (1.14), on a

cheplk) = 11, k), epeflk) = do, k), dome e, +epef = {cf e} = 1. (1.15)
Dans le cas p # ¢ on a pour p > q,
cleqlk) = =80k, 61,5, TpT kK1, . .. O L k) et (1.16)
q p
_ kk
cqChlk) = 00,1, 01, TRT 1|k, ... WO L k). (1.17)
q p

On a un signe négatif devant (1.16) car dans ¢4|k), le nombre d’orbitales moléculaires occupées
situées a gauche de l'orbitale p est réduit de 1. En sommant (1.16) et (1.17) on obtient

(c}:cq + cqc;rg)|k> =0, pour p > q. (1.18)
Par le méme argument, la derniere égalité reste vraie pour p < ¢, c’est-a-dire
(cjjcq + cqc;r))|k> =0, pour p < q. (1.19)

En combinant, (1.15), (1.18) et (1.19), on a

c;gcq + cqc;; = { ;, cq} = 0p,q- (1.20)

En résumé nous avons pour tout p et q :

{c};,cg} =0, {cp,cg} =0, et {c;r,,cq} =0pq | (1.21)

De ces simples relations appelées CAR 2 découlent toutes les autres propriétés algébriques du
formalisme de la seconde quantification.

2. Canonical Anticommutation Relations.
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Les opérateurs nombres d’occupation

Les opérateurs nombres d’occupation sont définis par

N, = clc,. 1.22
p PP

L’opérateur NN, compte le nombre d’électrons de I'orbitale p. Lorsqu’il agit sur le vecteur NO
k) On a

Nplk) = cleplk) = 014, [K) = kplk), (1.23)
donc les vecteurs |k) sont des vecteurs propres de N, de valeurs propres k, € {0,1}. Les opéra-
teurs NO sont hermitiens et commutent entre eux car

Ng = (cj,cp)T = cj,cp =Ny, et NyNJk) = kyky|k) = k,k,|k) = N,N,|k). (1.24)

Dans la base des orbitales moléculaires, ces opérateurs sont des projections car ils vérifient

Ng = c;cpc;cp = C;[)(l — c;r]cp)cp = c;;cp = Np. (1.25)
De plus on a
pour |c) = ch|k> € F, Nylc) = Zk:pck]k>, (1.26)
k k
[N, c:;] = Npc:[] - c;Np = 6p7qc:g et [Np, ¢l = 75p,ch]. (1.27)

L’opérateur nombre de particules

La somme de tous les opérateurs N, p € [1, M] notée Ny, est appelée opérateur nombre de
particules donnée par

M
Npa =Y chep, (1.28)
p=1

et agissant sur le vecteur NO |k) donne
M
Npalk) = > kylk) = Nk), (1.29)
p=1

ou N = 2713\4:1 k, est le nombre de particules ou le nombre d’orbitales occupées dans le détermi-
nant de Slater représenté par le vecteur |k).

La matrice densité a un corps

Soit |f) € Fy un état normalisé. La matrice densité & un corps de |f) est la matrice M x M
notée v := ~f, définie par v = (Vp.q)1<p.g<M, avec ses éléments donnés par

Tpa = <f|Clcq!f>7 (1.30)
La matrice vy est hermitienne car vérifie
Yop = (Eleleplf)” = (Fleelf) = .

ou Détoile signifie le complexe conjugué. v vérifie 'inégalité 0 < ~ < 1 [HJO13, Section 1.7,
c’est-a-dire, les valeurs propres de la matrice densité a un corps 7 appartiennent a [0,1]. Les
éléments diagonaux de la matrice v notés p, sont appelés les nombres d’occupation de I’état
électronique et donnés par

pp = Tpp = (E[Np|f). (1.31)
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Si |f) = |k) (ou |k) est un vecteur NO), alors (k|Nplk) = k,. En utilisant (1.26) et le fait les
vecteurs |k) sont orthonormés on a :

pp = (£|INp|f) = ka‘ka-
k

Comme [f) se normalise & 1, on a 3 |fic|* = 1. Rappelons que k&, € {0, 1}, ainsi les p, sont égaux
a 0 pour les orbitales non-occupées et a 1 pour les orbitales occupées pour tous vecteurs NO
de la base. Pour les orbitales occupées pour certains vecteurs NO de la base mais non-occupées
pour d’autres on a

0<p,<1. (1.32)

La trace de la matrice densité a un corps est donnée par

M M
Te(y) = 3 pp = S UEINIE) = (£ Npalf) = . (1.33)
p=1 p=1

Pour un état électronique contenant plusieurs vecteurs NO, les éléments de la matrice densité
a un corps satisfont par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

— [{£lchegl£)] < v/ (Flchep £)(Flcheg|E) = \/ppa- (1.34)

Nous passons a présent a la deuxiéme notion de cette partie, qui introduit le modele de
liaisons fortes (tight-binding). Ce modele prend en compte uniquement les interactions entre
les plus proches voisins. Dans toute notre étude, nous ne nous intéressons qu’aux modeles uni-
dimensionnels qui sont soit finis, soit infinis. Les deux prochaines parties ont été inspirées du
livre [BF04]. Les simulations numériques ont été réalisées en python par 'auteur de cette these.

|’Yp,q

1.3 Modele de liaisons fortes (tight-binding)
La forme générale de I'Hamiltonien des modeles de liaisons fortes est donnée par [BF04]

H:=Hrp =Y tsycley, (1.35)
x?y

ou on somme sur les sites du réseau z et y, ¢, , € C I'amplitude de saut, décrivant le mouvement
d’un électron du site x vers I'un de ses sites voisins y, c; crée un électron au site x, et ¢, détruit

un électron au site y. Pour avoir un Hamiltonien hermitien, nous imposons que ¢z = t; .. Cet
Hamiltonien peut étre écrit sous la forme
H = Z exChey + Z teycley, (1.36)
z (z,y)

ol ty » = ey. Tres souvent, on ne considere que les couples (x, y) ol et y sont des sites voisins. Ce
modele décrit de nombreux matériaux de la matiére condensée, ainsi que de nombreux systemes
moléculaires. Cet Hamiltonien est dit quadratique en raison des paires d’opérateurs de création
et d’annihilation, c; et c¢,. L'une des techniques utilisées pour I'étude de ces modeles, dans
certains cas particuliers, est la transformation canonique.

1.3.1 Transformation canonique

La meilleure approche pour étudier les modeéles de liaisons fortes (pour un systéme
infini) consiste a effectuer une "transformation canonique' afin de ramener H sous une forme
diagonale pour les systémes sans interaction [BF04].
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La transformation canonique est une transformation qui préserve les relations d’anticommu-
tation des opérateurs fermioniques originaux. D’apres la section précédente, pour un ensemble
d’opérateurs fermioniques que nous désignons par les opérateurs de création cf, et d’annihilation
¢, nous rappelons les relations d’anticommutation

{cx,cL} = gy, {cl,cT} = {cg, ¢y} = 0.

Nous cherchons une transformation linéaire de ces opérateurs fermioniques qui préserve les
relations d’anticommutation. Nous définissons la transformation canonique de ¢; par

Fo= > Usyca, (1.37)
T€EZL

avec U = (Uyy)zy un opérateur unitaire (UTU = UUT = 1). Ces opérateurs F},, satisfont les
relations d’anticommutation, c’est-a-dire

{Fe FL} =, {BLFL}Y = (P B} =0,
Soit C' et F' des vecteurs d’opérateurs définis par
C:(Cl,CQ,...)T and F:(Fl,FQ,...)T,

ou ¢, est opérateur d’annihilation et Fj défini en (1.37). Puisque U est unitaire, C' est lié & F' en
utilisant la transformation canonique définie par la relation C' = U F'. Nous pouvons maintenant
écrire H sous la forme compacte

H=C'TC = FIU'TUF = FTDF, (1.38)
oun O = (CJ{,CE, ..),avec D =UTU, et T = (ty)z,y défini par

t11 ti2 t13
T=|[t21 t22 t23 ...|. (1.39)

Il reste maintenant & trouver une matrice unitaire U telle que UTTU = D soit diagonale.
Une fois cet opérateur unitaire trouvé, on obtient D = (D, i)k i, avec Dy i = €10k ) appelée
énergie associée a une particule. Comme D est diagonale, ’Hamiltonien H peut étre écrit sous
la forme

H=Y e,F/F;.
k

Par conséquent, si nous disposons de I’'Hamiltonien d’un modele quadratique de liaisons fortes,
nous pouvons toujours former cette matrice T, la diagonaliser et obtenir les énergies le long des
éléments diagonaux ainsi que les fonctions d’onde.

1.3.2 Le modele de liaisons fortes 1D a un site par cellule unité

Nous présentons un exemple de modele de liaisons fortes 1D avec un site par cellule unité.
Un exemple du modele avec deux sites par cellule unité est le célebre modele de SSH qui sera
développé dans la section suivante.

Considérons N sites avec une orbitale par cellule, ot chaque site a la méme énergie constante
e, = e € R, avec la méme amplitude ¢ € R entre les orbitales, notée par les liens horizontaux.
Pour une simulation numérique du systeme par exemple, nous pouvons garder N fini, mais nous
pouvons aussi considérer un systéme avec un nombre infini de sites. Pour un systéme fini (voir
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Figure 1.2), nous pouvons relier le premier site au N-éme site pour former un anneau et avoir
des conditions aux limites périodiques, ou le laisser tel quel et obtenir des conditions aux limites
ouvertes.

€ & € € € € €
L2 N L2 7w NI L2 7N L2 e L2 B n N L e L2 e L
L) %Y A &) &) &) &)
g r+1 z+2 zz4+3 2xz+4 x+5 2x+6

FIGURE 1.2 — Modélisation d’une chaine 1D & un site par cellule unité, ¢ représente 'amplitude
entre les cellules unités, e est I’énergie par site.

Pour un nombre fini N de sites, ’'Hamiltonien est

N N-1
H=e Z clhew + Z t(cheprr + clﬂcx). (1.40)
=1 =1

Ce modele est appelé modele a une bande, puisque nous avons une orbitale par cellule unité.
Fixons e = 0 et considérons maintenant un systéme infini (nous obtenons ce que 1’on appelle un
fil quantique infini 1D). L’Hamiltonien obtenu est

H = Z t(cheprr + Cl+1cx). (1.41)
TEL

En raison de la simplicité de ce modele, nous pouvons le résoudre analytiquement en utilisant la
transformation canonique des opérateurs pour mettre le systeme sous forme diagonale. Dans
ce cas, la transformation canonique sera la transformée de Fourier en raison de la périodicité du
systéme. Soit ¢ la série de Fourier de ¢, définie pour k € [—m, 71| par

., =2 Z e e
TEZ

ou k est la quantité de mouvement le long de la direction x, qui appartient a 1’espace réciproque
de 'espace réel, et Z est un facteur de normalisation. Par la transformation inverse de Fourier,
s

onac, =2 dk ¢, Ces transformations sont des transformations canoniques, puisque

nous avons
{ck, e} = {cz, c};,} =0, et {ck, c};,} = Ok
L’expression de ’'Hamiltonien en utilisant cette transformation canonique est donnée par

H — t/ dk/ dk/<e’ikl + e—’Lk)Z Z eiI(k’_k)c};‘ck, — / dk €kczck7

ou dans la derniere égalité, nous avons utilisé Z > ., eir(k'—k) — Ok k> €t e, = 2t cos(k). L’ Ha-
miltonien a été complétement diagonalisé, et la fonction [—m, ] 3 k +— & nous indique comment
I’énergie est liée a la quantité de mouvement. Cette fonction est souvent appelée bande de Bloch.

1.4 Le modele linéaire de Su-Schrieffer-Heeger

Nous allons maintenant étudier un exemple de modeéle unidimensionnel (1D) avec deux sites
par cellule unité, le modele de SSH [SSH79; Su80].

Le modele de Su-Schrieffer-Heeger (SSH) est un modeéle unidimensionnelle (1D) qui se
comporte comme un isolant lorsqu’on se trouve au milieu de la chaine, loin des bords, avec
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deux sites par cellule unité. Ce modele a un trou spectral. Dans le cas d’une chalne finie
(chaine avec un nombre fini de sites), on a des états de bord localisés, qui se trouvent juste aux
bords de la chaine. Ces états sont exponentiellement localisés si ’on considere la fonction d’onde.

Le modele de SSH est une chaine 1D dimérisée avec deux amplitudes de saut alternant entre
les sites voisins. Il a été proposé comme modeéle pour décrire une chaine de polyacétyléne,
qui présente les deux structures suivantes :

C C N C C C
ANV ANV ANy 4 NN NS
C C C C C C
(a) Chaine commengant par une liaison double. (b) Chaine commencant par une liaison simple.

FI1GURE 1.3 — Les deux structures dimérisées d’une chaine de polyacétyléne.

Nous avons un systéme alternant des liaisons doubles et simples ou des liaisons simples
et doubles en dimension 1. Pour une étude mathématique on pourrait considérer un systeme
constitué de deux atomes différents dans une cellule unité a deux sites, avec deux amplitudes
différentes. Ce modele étant constitué de deux sites par cellule unité, on a deux bandes de Bloch
(comme nous le montrons ci-dessous) appelées bandes de valence et de conduction.

Instabilité de Peierls

L’instabilité de Peierls [Pei55; Frob4] est un phénomene par lequel une chaine fermée
unidimensionnelle & moitié remplie (chaine 1-périodique) déforme spontanément sa structure
pour ouvrir un espace (spectral gap en anglais) entre les bandes de valence et de conduction.
La chaine obtenue est appelée chaine dimérisée. L’énergie de 1’état fondamental de la chaine
dimérisée est inférieure a celle de la chaine homogene (1-périodique), car & mi-remplissage, la
bande de valence remplie est déplacée vers le bas et son énergie est abaissée par I'ouverture du
trou spectral (confére Figure 1.5).

Au cours de cette déformation de la chaine 1-périodique, certains sites se rapprochent les
uns des autres en formant des liaisons doubles (liaisons fortes), et en ce faisant, s’éloignent des
autres formant ainsi des liaisons simples (liaisons faibles). On obtient alors une alternance de
liaisons fortes (en bleu) et de liaisons faibles (en rouge), ce qui constitue une brisure de symétrie
spontanée (on pourrait avoir également les liaisons doubles entre deux sites de la méme cellule
et les liaisons simples entre les cellules unités). Cela permet d’ouvrir un trou dans le spectre
de I’Hamiltonien. On obtient deux structures de bandes. La bande inférieure est complétement
remplie, et est appelée la bande de valence, et la bande supérieure est complétement vide, appelée
la bande de conduction. Le modele de SSH décrit 'instabilité de Peierls (et d’autres systémes
aussi).

e e
z x4+ 1 T+ 2 z+3

FIGURE 1.4 — Modélisation de la distorsion de Peierls pour une chaine infinie, ¢; est ’amplitude
entre les cellules unités, alors que to est celle & I'intérieur des cellules unités.

Nous décrivons le modele linéaire de SSH a l'aide de la Figure 1.4. Désignons la cellule unité
de cette chaine & deux sites par x € Z et le voisin de droite par x + 1 ainsi de suite. A I'intérieur
de la cellule unité, on désigne le site de gauche par A, et celui de droite par B. En ne considérant
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que la partie quadratique, ’Hamiltonien du modele de SSH est donné par [SSH80; SSH79]

Hssi =Y (tZ(C;rc,ACLB +el peaa) +ta(el peoria+ CI;+1,ACz,B)) ) (1.42)
TEL

avec t1 et to des réels positifs. Cet Hamiltonien est celui du systéme infini, et peut étre écrit sous
une forme compacte comme suit :

Hosn = (C;Ecx +CITC 1 + C’lHTTC’x) , (1.43)
€L

N 0 t 0 0 0 ¢t
o Co= cnmens O =k 2= (1 G)7= (7 0) er= (3 4)

L’objectif est de diagonaliser cet Hamiltonien par la transformée de Fourier comme dans la
section précédente. Introduisons les vecteurs d’opérateurs Cy, définis pour k € [—m, 7] par

Cr=2 Z e"*keC,,  avec C’,i =7 Z ekeCl
TEL TEL

™ s
Alors, C, = Z / dk e’ka,i, et C}; = Z / dk e_mC’,i. En remplacant cette expression
—T —Tr

dans (1.43) on obtient,
Hssy = / / dkdk’ (C]iEck’ék,k’ + CIJLTCk’&g,k’eik, + C]Z;TTCk’ék,k’e_ik)

:/ dk CI M (k)Cy,

—T
0 to +tie
to + tleik 0

diagonaux, et les éléments hors diagonaux sont conjugués les uns des autres, puisque t] = ¢; et
t5 = to. Pour diagonaliser cette matrice, on peut prendre son carré donnée par

ot M(k) = E + Te™* + TTe ™ = < > Cette matrice n’a pas d’éléments

o [(t2+tie7F)(ty + t1e™*) 0 (42 42
M(k)” = < 0 (to + tre~ ™) (ty + tr1e) | ~ (t1 +t5 + 2t1ta cos(k)) 12,
oil 15 est la matrice identité 2 x 2, et on peut écrire que M (k)% = ((tl — t2)? + 4t1t5 cos? (%)) 1.
Les valeurs propres de M (k) sont données par

Ay (k) = \/(tl — t2)? + 4t1tg cos? <§) et A_(k)= —\/(t1 — t9)? + 4t1tg cos? (];)

Puisqu’il y a deux sites par cellule unité pour ce probléme, nous obtenons des matrices 2 X 2, et
en fin de compte, nous avons deux valeurs propres de la matrice M (k), ce qui correspond aux
deux bandes de ce systeme. Comme les valeurs propres difféerent 'une de I’autre par un signe
moins, il y aura un écart qui séparera les deux bandes. Cet écart est appelé trou spectral. La
taille du trou spectral est donnée par

A= min (A(k) —A_(k)) = 2|t1 — ta.
ke[—m,m)
Lorsque t; = t9, il n’y a pas de trou spectral, et nous avons un systéme qui se comporte comme un
métal, ce qui signifie que nous avons une chaine 1-périodique, et cela correspond au fil quantique
1D étudié dans la section précédente. Dans le cas t1 # to9, le systéme se comporte comme un
isolant, puisque nous avons deux bandes séparées par un trou de taille A. ’Hamiltonien sous



12 CHAPITRE 1. Introduction

sa forme diagonale est donnée par

HSSH:/ dk Y Aa(k)FoTé,kab
a==

—T

o Fy, = (Fy i, F_ 1), avec C, = UFy, tel que UM (k)U = <A+(k) 0 )

- 0 A(k)
tl #tz tl =t2
— A 5 — A
2 — A- — A-
1 1
<0 <0
-1 1
-2
-2
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
k k
(a) A =2/t — to] (b) A =0

FIGURE 1.5 — La structure de bande du modeéle de SSH en ne considérant que le terme quadra-
tique. Dans les deux cas on a représenté les valeurs propres de Hggy pour k € [—m, 7.

Dans la section suivante, nous nous concentrons sur quelques résultats connus dans le cas
des chaines fermées, notamment celui de Kennedy et Lieb ainsi que celui de Garcia Arroyo et
Séré.

1.5 Les résultats de Kennedy-Lieb et Garcia Arroyo- Séré

Dans cette partie nous présentons quelques résultats connus sur le modele discret périodique
du polyacétylene, en particulier les résultats de T. Kennedy et E. Lieb [KLO04] sur une preuve
de l'instabilité de Peierls en dimension 1, ainsi que celui de M. Garcia Arroyo et E. Séré [GS12]
sur 'existence des solutions "kink" dans un modele discret de la molécule de polyacétylene.

En 1954, H. Frohlich [Fro54] et R. Peierls [Pei55] ont montré qu’'un systéme unidimensionnel
avec une bande a moitié remplie baisse son énergie par dimérisation, passant d’une structure
homogene & une structure dimérisée. On a donc une brisure de symétrie. La question était de
savoir si cette dimérisation était exacte. C’est-a-dire si d’autres brisures de symétries pourraient
baisser davantage ’énergie d’un systéme unidimensionnel. La réponse a cette question fut donné
par T. Kennedy et E. Lieb [KLO04] en 1987, dans le cas d’une chaine finie périodique avec un
nombre pair d’atome d’atomes de carbone L = 2N.

1.5.1 Description du modéle (chaine fermée périodique)

Considérons une chaine fermée périodique unidimensionnelle, avec I € N* atomes de carbone.
La description du modele se fait pour tout nombre entier naturel d’atomes de carbone, mais le
résultat de Kennedy et Lieb ne concerne que le cas L = 2N. On note t;, 'amplitude de saut entre
les sites 7 et i+ 1, et on suppose que cette amplitude est une fonction affine de la distance entre ces
deux sites. La périodicité de la chaine se traduit par la relation ¢, = t;. Soit {t} = {¢1,...,tp},
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la configuration formée par ces t;. L’énergie de distorsion est donnée par,

U({t}) = *gz

ou g > 0 est la rigidité de la chaine et b > 0 une constante positive. Lorsqu’on considére une
chaine & moitié remplie, on a L (spin 1/2) électrons non appariés qui peuvent voyager le long de
la chaine, passant d’un site a un autre avec cette amplitude de saut t; entre deux sites ¢ et i + 1.
En représentant les électrons par la matrice densité a un corps =, qui est une matrice L x L,
auto-adjoint dont les valeurs propres sont comprises entre 0 et 1 (vérifiant le principe de Pauli),

I’énergie de 1’état fondamental des électrons du systeéme est donnée par : Vi =1,..., L
K{t})=2 A(T)=2 i Te(T
({t}) X 2, N(I)=2 min THTy),
«(T)<0

ou le facteur 2 représente le spin, \;(T") les valeurs propres de T, et la matrice 7" donnée par

0 t1 O 0 tr,
t1 0 to .- 0 0
0 to O t3 0
T:=1 . . . ) . . . (1.44)
0 0 .-+ tro 0 tr—1
trp, 0 --- 0 tr_1 0

Cette énergie électronique correspond a ’énergie fondamentale de lHamlltonien du modele
de liaison forte définie par H = Zle tl-(c;-rciﬂ + c;-rHc,) C'TC, on CT = (cl, cg, cee c})

L’énergie totale du systéme est donc donnée par la somme des deux énergies U({t}) et
K({t}), .
1
L)({t}) = 59 ;(tz — b)2 +2 min Tr(Tv).

0<y=91<1

Quitte a remplacer les ¢; par bt;, on peut réécrire la derniere expression par remise & I’échelle en
posant u = gb sous la forme

L
EL({t}) =0 ti—1)%+2 min  Tr(Tn) | = bE({t}).
({t}) ( uz +2 min_ Ty v)) ({t})
11 suffit donc de considérer le probleme de minimisation suivant :

E® = inf {B({t},7).{t} € ®Ry)E, 0<y =4 <1},

ot £W) est donnée par [KLO04 ; LSM61 ; MN96 ; Pei55; SSH79 ; GKS23],

D({#},7) = gud (6~ 1) +2TH(T) | (1.45)

EWL) est appelée énergie de Peierls-SSH. C’est ’énergie d'une chaine discréte de polyacétyléne,
comme introduite par SSH, pour décrire I'instabilité de Peierls. Dans le cas L infini, on a une
chaine de polyacétyléne infinie. Dans le cas contraire on une chaine finie avec des conditions
aux bords périodiques (chaines fermées) ou ouvertes (chaines ouvertes). On a le premier résultat
suivant.
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Lemme 1.2. ]
i Tr(T~) = Te(TU(T < 0) = —=Tr(|T
o min r(Ty) = T(TUT < 0) = =5 Tx(|T)),

ot 1(T < 0) est la projection sur la partie négative de T et |T| = VT?, car T est symétrique
puisque les t; sont réels.

Démonstration. Comme les coeflicients diagonaux de T sont nuls, Tr(7") = 0. Alors
Tr(|T|) = —2Tx(T1(T < 0)),
car Tr(T) = Te(T1(T < 0)) + Tr(T1(T > 0)). De plus on a
Tr(Tv) = Te(THL(T < 0)) + Te(THL(T > 0)),
et en minimisant sur 0 < v = 'yT < 1, on obtient
min  Tr(Tv) = Te(T1L(T < 0)).

0<y=77<1

On obtient un nouveau probléme de minimisation
E® = int {eW({t}), {t} € (Ry)"},
ou EL({t}) =Lpu>E,(t; — 1) — Tr(|T|) est invariant par translation entiére, c’est-a-dire

ED () = EB({t}), avec {mt} := {tis1,. . trsn}, k € Z,

car O, T({t})0, ' = T({7t}), avec O défini en (1.47).

1.5.2 Résultat de Kennedy et Lieb

Le résultat de Kennedy et Lieb concerne le cas des chaines avec un nombre pair d’atomes et
s’énonce comme suit.

Théoréme 1.3. Soit L = 2N, avec N > 2 (N un entier). Pour N assez grand, E?N) q
exactement deuz configurations minimisantes de la forme

Remarque 1.4. Dans [KH82/, 6 > 0 pour tout N pair (L = 0 mod 4), alors que § peut
s’annuler pour N impair (L =2 mod 4), et est toujours non nul pour une valeur assez grande
de N.

Démonstration. On définit par (T?), la moyenne de T2 donnée par

010 0
- 00 1 0
(T?) = IN Z @kTQG,gl, oll O = @lf, avec ©:= [ © . ) (1.47)
k=1 000 1
100 ---0
En utilisant le Théoréme 2.15 (Hansen-Pederson), avec f(x) = —y/x, qui est convexe, et en
posant Vk A, =T? et X}, = ﬁ@k, on a

~Tr (VT?) > —Tr( <T2>),
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avec égalité pour les configurations {t*} ayant leurs ¢! données par la relation (1.46). Pour
montrer que les configurations dont les ¢; sont de la forme (1.46) sont les seuls minimiseurs de
ECN) il suffit de montrer que cette fonctionnelle est strictement convexe. Les détails de cette
partie peuvent étre consultés dans [KLO04]. O

Kennedy et Lieb ont donc prouvé que dans le cas d’une chaine avec un nombre pair d’atomes
de carbones L = 2N, quitte a prendre N assez grand, qu’il n’existe pas d’autres brisures de
symétries qui pourraient baisser 1’énergie autre que la dimérisation. La dimérisation est donc
exacte dans ce cas.

1.5.3 Résultats numériques dans le cas L pair

D’apres la Figure 1.6, on constate que pour p = 0.6, la configuration minimisante pour
L = 10,20,50, est celle qui est dimérisée, dont les ¢;, sont de la forme (1.46) .

e L=10, u=06 , L =20, p=06 . L=50, u=06
24 24 24
R g e
b s b 1 b s
16 . .

S T % W @ w0 W @ S

I I i
FIGURE 1.6 — Simulation numérique de la configuration minimisante t* = (¢})L; dont les

composantes ¢ sont représentées par les points rouge (a température nulle).

Pour p =1, dans le cas L = 10, on a § = 0. Mais dans les cas L = 20 et L = 50, on constate
que 6 > 0. Cependant, en continuant d’augmenter la valeur de pu, on finira par avoir 6 = 0 pour
le cas L = 50, alors que § > 0 dans le cas L = 20, méme si on augmente davantage la valeur de
p. Cest ce que montre les Figures 1.7 et 1.8.

L=10, p=1 1=20, p=1 L=50, u=1

= 1T s o oars
R T =
s s T se

2 4 6 8 10 25 50 75 100 125 150 175 200 0 10 20 0 0 50
i I i

FIGURE 1.7 — Simulation numérique de la configuration minimisante t* = (¢{)L; dont les

composantes t7 sont représentées par les points rouge (a température nulle), et pour une valeur
constante de u = 1, dans le cas L pair.

L=20, u=2 L=20, u=3 L=50, u=2

"),
"),

t=(t")

¢

SAVEEANNNAN

¢
5
i

25 50 75 100 15 150 175 200 25 50 75 100 125 150 175 200 0 10 w0 E 0 50
i i i

FIGURE 1.8 — Configuration t* = (¢})%; dont les composantes ¢} sont représentées par les points

rouge (a température nulle), et pour une valeur constante de p = 2,3, dans le cas L pair.
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On remarque que si L = 2N, avec N pair (c’est-a-dire L multiple de 4), pour toute valeur de
1, la configuration minimisante est dimérisée. Tandis que dans le cas ou IV est impair, il existe
une valeur critique ., telle que pour tout p > p., la configuration minimisante est celle qui est
1-périodique c’est-a-dire, pour laquelle 6 = 0. On montrera ce résultat plus tard dans le cas du
modele avec température [GKS23].

1.5.4 Résultat de Garcia Arroyo et Séré

Le cas d’une chaine avec un nombre impair d’atomes de carbone a été étudié par Garcia
Arroyo et Séré.

L’objectif de Garcia Arroyo et Séré était d’étudier ce modele dans le cas ou L est impair.
Plus précisément ils ont montré ’existence des solutions "kinks" dans le cas L = 2N + 1. Ils ont
procédé comme suit [GS12]. Lorsqu’on considére I’énergie du modéle pour une chaine avec un
nombre impair d’atomes de carbone L = 2N + 1, et qu’on note t(2N + 1) = (t;(2N + 1)),
un minimiseur global de cette énergie, a sous suite et a translation pres, le minimiseur converge
vers une configuration infinie connectant les deux configurations dimérisées (1.46), lorsque N
tend vers +o0. Ils ont montré le résultat suivant [GS12].

Théoréme 1.5. Soit > 1, et t(2N 4 1) = (t;(2N + 1))?Y™ un minimiseur global de EN+.
A translation et a sous suite prés, t;(2N + 1) converge vers t3° lorsque N — 400, vérifiant la
relation suivante :

D = (W (1T =D [ — (W = (1)) P < fo,
i>1 i<0

ot T € {0,1}. Les détails de la preuve peuvent étre consultés dans [GS12].

1.5.5 Résultats numériques dans le cas L impair

Dans les cas L = 21,51,101, avec u = 0.6 Figure 1.9, on constate un défaut localisé au
centre de la chaine grace a l'invariance par translation de 1’énergie. On remarque également
que lorsqu’on s’éloigne suffisamment du centre, la configuration minimisante obtenue converge a
gauche et a droite vers les deux configurations dimérisées (1.46). C’est ce résultat qu’ont montré
Garcia Arroyo et Séré.

'ﬂ,‘,’)\’ﬂ("mﬂb’ﬂ’(]i‘)‘l“l"“’l‘l’lW’l

00 25 50 75 100 125 150 175 200 0 10 0 30 40 50 o 0 40 60
i i i

f=(t)
=)

t
e
t

80 100

FIGURE 1.9 — Simulation numérique de la configuration minimisante t* = (t); dont les
composantes ¢ sont représentées par les points rouge (& température nulle), et pour une valeur
constante de pu = 0.6, dans le cas L impair.

1.6 Présentation des résultats du Chapitre 2 : transition de
phase

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats de l'article [GKS23] portant sur la transition
de phase dans le modeéle de Peierls-SSH pour le polyacétylene. Les détails de ces résultats ainsi
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que leurs preuves se trouvent dans le Chapitre 2.

Dans [GKS23|, nous considérons le modele de Peierls-SSH pour des chaines fermées de po-
lyacétyléne avec un nombre pair d’atomes de carbone ainsi que des chaines infinies, en présence
de la température. Nous prouvons 'existence d’une température critique en dessous de laquelle
la chailne est dimérisée, et au-dessus de laquelle elle est 1-périodique. La chaine se comporte
comme un isolant en dessous de la température critique et comme un métal au-dessus. Nous
caractérisons la température critique dans le modele de la limite thermodynamique, et prouvons
qu’elle est exponentiellement petite comme fonction de la rigidité de la chaine . Nous étudions
la transition de phase autour de cette température critique.

1.6.1 Le modele de Peierls-SSH avec température et les résultats principaux.

Dans cette partie, on étend le résultat de Kennedy et Lieb au cas d’une température positive
en modifiant le modele afin de prendre en compte ’entropie des électrons. Nous désignons par 6
la température (la lettre T' est réservée a la matrice dans (1.44)). En suivant le schéma général
décrit dans [BLS94, Section 4], I’énergie libre est maintenant donnée par (comparer avec (1.45))

1\3\7;

L
]:fuue ({th~ Z ti = 1)2 + 2{Tx(T) + 0Tr(S())}, (1.48)

avec S(z) := zln(z) + (1 — z)In(1 — z) 'entropie fermionique usuelle [BLS94, Section 4], 7
représente la matrice densité a un corps vérifiant la condition de Pauli 0 <~ <1 et le facteur 2
dans le second terme représente le spin. Nous considérons & nouveau la minimisation sur toutes
les matrices de densité a un corps, et étudions le probléeme de minimisation

FP = min {F{{({t},7), teRE, 0<y=4"<1}. (1.49)

Il y a maintenant deux parametres dans le modele, & savoir u et 6. L’objectif principal est
d’étudier le diagramme de phase dans le plan (u, ). Comme dans le cas a température nulle, on
fait d’abord la minimisation sur ~.

Lemme 1.6. On a

win 2 {Tr(T7) +0Te(S (7))} = ~Tr (ho(1?)) (1.50)

0<vy
ho(z) := 20 In (2 cosh (;g))

Ce probléme de minimisation & un unique minimiseur v, = (1 + eT/0)~1

avec la fonction hg définie par

Le probléeme de minimisation (1.49) se simplifie donc en un probléme de minimisation en {t}
seulement :

FQ(L) = inf {fQ(L)({t}), te Ri} , avec {t} ng: —Tr (he(TQ))

(1.51)

Comme dans le cas de la température nulle pour L = 2N, les minimiseurs sont toujours
2-périodiques (Théoréme 2.2), et le probléeme de minimisation est donc une minimisation sur les
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deux variables W et §. En fait, nous avons
F*Y) = (2N) min {ggm(W, §), W=>0,6> o} ,
avec I’énergie par atome (I'expression suivante est justifiée ci-dessous dans le Chapitre 2)

2N
(2N) _ K 132 z_i 2 2 2]”) 2-2(2/”))
g5 (W.6) = (W = 1)? + 7] QN;Z:Ihg(ALW cos (2N +40%sin® (5 ) ) (152)

Dans le second terme de (1.52) nous avons une somme de Riemann. On peut donc prendre la
limite L — oo dans (1.52), et ceci permet de définir ’énergie libre limite thermodynamique (par
d’atome) comme suit

2N)

1
fo = limint 5 o) (1.53)

Nous obtenons les résultats suivants.

Lemme 1.7. On a fy = min{gp(W,5), W >0, § > 0} avec

L 1 2
go(W,0) := = [(W —1)2+ 52} - / hg (4W2 cos?(s) + 402 sin2(s)) ds.
2 27 0
Le théoreme suivant montre l'existence d’une température critique pour le modele limite

thermodynamique. Sa preuve est basée sur I’étude des équations d’Euler-Lagrange de gg.

07
— &

—— e

0.6

=
n

=
.

Monorized

Metallic

=
W

Critical temperatures

01
Dimerized

00

FIGURE 1.10 — La température critique p +— 6.(1) et son asymptotique Ce™1F,

Théoréme 1.8. [l existe une température critique (thermodynamique) strictement positive
0. = 0.(n) > 0, telle que pour tout 6 > 0., le minimiseur de gy satisfait § = 0, tandis que pour
tout 6 < 0., il satisfait § > 0.

Dans la limite u grand, nous avons

Oc(1) ~400 Cexp (—Zu) , avec C ~0.61385.

Ceci reflete le fait que pour une chaine infinie, il y a une transition entre les états dimérisés
(6 > 0), qui sont isolants et I’état 1-périodique (avec 6 = 0), qui est métallique, au fur et & mesure
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que la température augmente. Nous avons représenté a la Figure 1.10 la fonction pu — 0.(u) dans
le plan (1, 6).

Dans (1.53), nous ne considérons que la limite L = 2N — oo pour définir la température
critique thermodynamique 6.. Nous nous attendons également a ce que les chaines impaires
se comportent comme les chalnes paires, mais ’étude du cas impair est plus délicate car nous
n’avons pas d’analogue de (1.52) et nous la laissons pour de futurs travaux. Enfin, nous étudions
la nature de la transition. On remarque que § — 0 lorsque 6 — 0.. En fait, il y a une bifurcation
autour de cette température critique, voir aussi la Figure 1.11. On a le résultat suivant :

Théoréme 1.9. I existe C' > 0, tel que 6(0) = C\/(0. —0)+ + o (x/(ﬂc - 9)+) .

0.20
0.15
0.10
0.05

v  0.00
-0.05
-0.10
-0.15

-0.20
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
e

F1GURE 1.11 — La bifurcation de § dans le modeéle thermodynamique. Nous avons pris p = 2,
et la température critique est 6. = 0,2112.

La preuve de ce résultat utilise principalement le théoréeme des fonctions implicites. La valeur
de C est explicite et est donnée dans la preuve.

1.7 Présentation des résultats du Chapitre 3 : décroissance ex-
ponentielle des points critiques.

Cette partie a pour objectif de présenter un résultat sur la décroissance exponentielle des
points critiques de 'énergie du modele de Peierls-SSH, et est un travail en collaboration avec
D. Gontier et E. Séré, qui a été soumis a la revue Nonlinearity a comité de lecture.

En effet, Kennedy et Lieb [KLO04] d’une part, et Lieb et Nachtergaele [LN95] d’autre part
ont prouvé que les minimiseurs de ’énergie associée a la chaine fermée de polyacétyléne avec
un nombre pair L d’atomes de carbone sont toujours 2-périodiques. Lorsque L = 0 mod 4 ou
lorsque L = 2 mod 4 est suffisamment grand, ces minimiseurs sont dimérisés, dans le sens ou
ils sont 2-périodiques, mais pas 1-périodiques. Dans cette situation, il existe exactement deux
configurations minimisantes de cette énergie, que nous appelons t~ et t™. Elles sont de la forme

ty =W — (=1)"0, et tl:=W+(=1)"4. (1.54)

Ce phénomene de distorsion subsiste dans la limite thermodynamique, c’est-a-dire lorsque
le nombre d’atomes est infini. Nous avons prouvé dans [GKS23] que cette distorsion disparait
a une température suffisamment élevée. Plus précisément, il existe une température critique en
dessous de laquelle la chaine de polyacétyléne est dimérisée (6 > 0) et se comporte comme un
isolant, et au-dessus de laquelle elle est 1-périodique (§ = 0) et se comporte comme un métal.

Nous étudions une famille de points critiques, a savoir les points critiques homoclines et
hétéroclines, pour le modele infini de Peierls a température nulle. En utilisant la terminologie



20 CHAPITRE 1. Introduction

des systémes dynamiques, une configuration t = (¢, ),cz est homocline si

lim |t, —t| = hm t, —t}| =0, (1.55)
n——00
et est hétérocline si
lim [t —t,| = im t, —tF| = 0. (1.56)

Notre objectif principal est de prouver que les points critiques homoclines et hétéroclines
convergent exponentiellement vite vers les états dimérisés correspondants. Afin d’énoncer notre
résultat, nous devons d’abord définir la notion de points critiques pour notre modele infini.

1.7.1 Points critiques du modele infini de Peierls-SSH, et résultat principal

Afin de définir les points critiques pour le modele de Peierls-SSH infini, nous commengons
par le modele de Peierls-SSH pour une chaine linéaire périodique avec L atomes classiques, ainsi
que des électrons quantiques sans interaction. Nous prendrons la limite L — oo a la fin.

L’énergie de Peierls-SSH de la chaine correspondante est la suivante (Eqn (1.45))

L
L) ({t}) : % S (tn — 2Tv(T.), (1.57)

n=1
La différence d’énergie

Fixons une configuration t, et considérons la fonctionnelle de différence d’énergie ]-"t(L), définie
par

]:t(L) (h) = — gD (t+h) —

wh;

zLj hi + 2ty — 2)hy — 2Te((T+ H)_ = T_),  (1.58)

ouT =T({t}) et H="T({h}) sont les matrices hermitiennes construites a partir de {t} et {h}
respectivement. Il est clair que {t} est un point critique de £%) si {0} est un point critique
de FéL). Nous avons soustrait la quantité £()(t) afin d’avoir une différence d’énergie finie a la
limite L — oo. En fait, Eqn. (1.58) admet un analogue clair lorsque L — 0o, & savoir, pour deux
suites bornées t : Z — RT et h: Z — R, en supposant que h € (1(Z,R) et que (T + H)_ — T_
est & trace en tant qu’opérateur agissant sur £2(Z, C), nous posons

Fe(h) : “Z ho + 2ty — 2)hy — 2Te((T + H)_ —T_) |. (1.59)
nel

Maintenant, l'opérateur 7' := T'({t}) (et de méme pour 7'+ H) agit sur l'espace de Hilbert de
dimension infinie ¢?(Z, C), dont les coefficients dans la base canonique sont

Vn € Z, Tn’nJrl = Tn+1,n =tn, T:L'J =0 if |’L — ]| 75 1.
Le fait que lapplication F¢ est bien définie et lisse autour de {0} lorsque {t} est une confi-

guration homocline ou hétérocline est donné par les Lemmes 3.1 et 3.2 du Chapitre 3.

Points critiques pour le modéle infini de Peierls, et résultat principal

Nous pouvons maintenant définir la notion de points critiques pour le modele infini de Peierls.
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Définition 1.10. Soit {t} une configuration homocline ou hétérocline telle que t > 7 pour 7 > 0.
On dit que {t} est un point critique si la différentielle de F¢ en {t} notée Ly est I'application
nulle.

Nous pouvons maintenant présenter notre résultat principal, qui stipule que tous les points
critiques homoclines ou hétéroclines de Fy convergent exponentiellement vite vers t* a +oo.

Théoréme 1.11. Soit {t} un point critique homocline ou hétérocline, et soit {u} la suite u, :=
tn —t. Siu est de carré intégrable en +oco (u € £2(Z%1)), alors u est exponentiellement localisé
a +oo : il existe C > 0 et a > 0 de sorte que

lun| < Ce™ ™.

La méme chose s’applique dans la direction —oo, et nous avons une convergence exponentielle
vers tT ou t~ & oo selon que la configuration critique est homocline ou hétérocline. Les détails
de la preuve de ce résultat sont donnés au Chapitre 3.

1.8 Conclusions et perspectives

Cette these présente une étude mathématique, théorique et numérique de l'instabilité de
Peierls dans les chaines fermées unidimensionnelles. Nous avons étudié plus précisément 1’in-
stabilité de Peierls dans le cas des chalnes fermées de polyacétyléne. Apres avoir présenté les
différentes propriétés et les applications pratiques et technologiques des polymeres, polymeres
conducteurs en général et polyacétylene en particulier, nous avons introduit certains concepts
importants pour la compréhension et description du modéle que nous avons étudié (la seconde
quantification et le modele des liaisons fortes). Par la suite nous avons étudié I'exemple de ce
qu’on appelle communément le cable quantique 1D. Nous avons pour cet exemple une orbitale
par cellule unité et par conséquent une bande, ce qui permet de déduire que ce modele se
comporte comme un métal. Dans le méme sens nous avons présenté les résultats concernant un
modele avec deux sites par cellule unité. Il s’agit de I'exemple du modele de SSH. Dans ce cas
nous avons deux bandes, une supérieure appelée bande de conduction et une inférieure appelée
bande de valence. On a l'apparition d’un trou spectral dans le cas t; # t2 comme le montre
la Figure 1.5 faisant de ce modele un isolant, la bande de valence est completement remplie
tandis que celle de conduction est totalement vide empéchant toute conductivité électrique. Ce
trou spectral disparait dans le cas ou t; = to, connectant ainsi la bande de valence a la bande
de conduction permettant aux électrons de voyager a travers la chaine et favorisant donc la
conductivité électrique dans la chalne. Nous avons aussi présenté quelques résultats concernant
la convexité de la fonction trace.

Dans la Section 1.5, nous avons présenté les résultats connus sur le modele de Peierls-SSH
pour le polyacétyléne a température nulle. Il s’agit du modéle avec un nombre pair d’atomes de
carbone étudié par T. Kennedy et E. Lieb et du modeéle avec un nombre impair d’atomes de
carbone étudié par Garcla Arroyo et Séré. Nous donnons aussi quelques résultats numériques
dans chacun des cas. Ensuite, nous présentons les résultats des deux papiers rédigés au cours de
cette these. Le premier concerne la transition de phase dans le modele de Peierls-SSH pour le
polyacétyleéne. Il s’agit d’une extension des résultats de Kennedy et Lieb dans le cas d’un modele
avec une température. Nous avons montré ’existence d’une température critique au dessus de
laquelle la chalne se comporte comme un métal et en dessous de laquelle elle est un isolant. On
s’attend a une extension de ce comportement dans le cas d’une chaine avec un nombre impair
d’atomes, mais nous ne disposons d’arguments suffisants pour conclure. Il serait intéressant de
clarifier ce qui se passe dans ce cas (L = 2N + 1). Toujours dans cet article, nous avons montré
I’existence et I'unicité d’'une température critique dans la limite thermodynamique c’est-a-dire
L = 2N, avec N — oo. If faudrait faire de méme dans le cas L = 2N + 1 avec N — oo0.
La clé serait peut-étre de trouver une analogue de (1.52). Nous caractérisons également cette
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température critique dans le cas limite thermodynamique.

Le second papier porte sur la décroissance exponentielle des points critiques de I’énergie de
Peierls. Nous montrons que les points critiques homoclines et hétéroclines convergent exponen-
tiellement vite vers les états dimérisés correspondants dans le cas d’une chaine a température
nulle. On pourra reprendre le modeéle de Peierls-SSH a température nulle et montrer 1’existence
de points critiques correspondant & des états excités ou a des multi-kinks faisant des allers-
retours entre les solutions dimérisées.



Chapter

Phase transition in the Peierls model for
polyacetylene

This chapter corresponds to [GKS23|, published online in Annales Henri Poincaré (2023).

Abstract

We consider the Peierls model for closed polyactetylene chains with an even number of carbon
atoms as well as infinite chains, in the presence of temperature. We prove the existence of a
critical temperature below which the chain is dimerized, and above which it is 1-periodic. The
chain behaves like an insulator below the critical temperature and like a metal above it. We
characterize the critical temperature in the thermodynamic limit model, and prove that it is
exponentially small in the rigidity of the chain. We study the phase transition around this
critical temperature.
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1 Introduction

It is a well known fact that in closed polyacetylene molecular chains having an even number
of carbon atoms (e.g. benzene), the valence electrons arrange themselves one link in two. This
phenomenon is well understood in the Peierls model, introduced in 1930 (see [Peib5, p.108] and
[Fr654]), which is a simple non-linear functional describing, in particular, polyacetylene chains.
This model is invariant under 1-translations, but there is a symmetry breaking: the minimizers
are dimerized, in the sense that they are 2-periodic, but not 1-periodic. This is known as
Peierls instability or Peierls distortion and is responsible for the high diamagnetism and
low conductivity of certain materials such as bismuth [Jon34].

In this paper, we study the Peierls model with temperature, and describe the corresponding
phase diagram. We prove the existence of a critical temperature below which the chain is
dimerized, and above which the chain is 1-periodic. We characterize this critical temperature,
and study the transition around it. In order to state our main results, let us first recall what is
known for the Peierls model without temperature.

1.1 The Peierls model at null temperature

We focus on the case of even chains: We consider a periodic linear chain with L = 2N
classical atoms (for an integer N > 2), together with quantum non-interacting electrons. We
denote by t; the distance between the i-th and (i +1)-th atoms, and set {t} := {t1,--- ,t1}. By
periodicity, we mean that the atoms indices are taken modulo L. The electrons are represented
by a one-body density matrix vy, which is a self-adjoint operator on £2(C"), satisfying the Pauli
principle 0 < v < 1. In this simple model, the electrons can hop between nearest-neighbour
atoms, and feel a Hamiltonian of the form

0 ¢t O 0 tr,
ti7 0 to - 0 0
0 to O t3 0
T=T({t}) = o : . : : ’ (2.1)
0 0 --- tr_o 0 tr_1
tr, O 0 tr—1 0

The Peierls energy of such a system reads [KL04; LSM61; MN96; Pei55; SSH79)

full ({t} Z 4 2Te(T({t})7).

The first term is the distortion energy of the atoms. Here, b > 0 is the equilibrium distance
between two atoms and g > 0 is the rigidity of the chain. The second term models the electronic
energy of the valence electrons (the 2 factor stands for the spin). By scaling, setting #; = bt;

and p = gb, we have gf(ﬁl)({f}, v) = bc‘,’f(jl)({t},'y), with the energy

L
Enat ({t},7) : gzt—l + 2T(T({t})7). (2:2)

There is only one parameter in the model, which is the strength p > 0. In the so-called half-filled
model, this energy is minimized over all ¢; > 0 and all one-body density matrices (there is no
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constraint on the number of electrons):

E® = min {0 ({t},7), teRE, 0<y=74"<1}.

One can perform the minimization in v first. We get

min_ 2Tr (Ty) = 2T (TU(T < 0)) = ~Ta(|T]) = ~Tr (VT?), (2.3)
0<y=y*<1

where we used here that T is unitarily equivalent to —T°, so that its spectrum is symmetric with

respect to the origin. The optimal density matrix in this case is v, = 1(T < 0), which has

Tr(v.) = N electrons (hence the denomination half-filled). The energy simplifies into

E<L>:min{e<L>({t}), teRi}, with EF)({t}) : ’;Zi:t —1)2 - Tr(VT?).

The energy L) only depends on {t}, and is translationally invariant, in the sense that

D)) = EB({mt}) where {mt} := {tp41, - ,trpr}. However, the minimizers of this
energy are usually 2-periodic, as proved by Kennedy and Lieb [KL04] and Lieb and Nachter-
gaele [LN95]. More specifically, they proved the following:

Case L =0 mod 4. There are two minimizing configurations for E@N)| of the form

ti=W+(=1)6ort; =W — (=1)'6,  withé > 0. (2.4)

These two configurations are called dimerized configurations [KH82]: they are 2-periodic
but not 1-periodic. In other words, it is energetically favorable for the chain to break the
1-periodicity of the model. We prove in Appendix A that the corresponding gain of energy is
actually exponentially small in the limit p — oo.

Case L =2 mod 4. This case is similar, but we may have § = 0 for small values of L, or
large values of u (see also [KHS82]). There is 0 < u(L) < oo so that, for 0 < pu < uc(L), there
are still two dimerized minimizers, as in (2.4), while for g > p.(L), there is only one minimizer,
which is 1-periodic, that is § = 0.

In all cases (with L even), one can restrict the minimization problem to configurations {t}
of the form ¢; = W + (—1)%§, and obtain a minimization problem with only two parameters.

Although L is always even in the present paper, let us mention that molecules with L odd
and very large have been studied at zero temperature by Garcia Arroyo and Séré [GS12]. In
that case one gets “kink solutions" in the limit L — oo.

1.2 The Peierls model with temperature, main results.

In the present article, we extend the results in the positive temperature case by modifying
the Peierls model in order to take the entropy of the electrons into account. We denote by 6
the temperature (the letter T is reserved for the matrix in (3.5)). Following the general scheme
described in [BLS94, Section 4], the free energy is now given by (compare with (2.2))

L
Fralg{e}:7) = § 20 = 1+ 2{Te(T) + OT(S()} | (25)
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with S(z) := zln(z) + (1 — x)In(1 — =) the usual entropy function. We consider again the
minimization over all one-body density matrices, and study the minimization problem

Fy" := min {ff(lﬁf,e({t}m), teRl, 0<y=9"< 1}.

There are now two parameters in the model, namely  and #. The main goal of the paper is to
study the phase diagram in the (u, ) plane.
As in (2.3), one can perform the minimization in « first (see Section 2.1 for the proof).

Lemma 2.1. We have

min 2 {Tr(T7) +#Te(S(7))} = ~Tr (ho(1?%)) (2.6)

0<y
hg(x) := 26 In (2 cosh <\2/§>> :

The minimization problem in the Lh.s of (2.6) has the unique minimizer v, = (1 + 7/%)~1

with the function

The properties of the function hy is given below in Proposition 2.6. The free Peierls energy
therefore simplifies into a minimization problem in {t} only:

L
P =it {FP({t}), teRE}, with AP ({t)) - %Z 2 Tr (hg(1%)). (27)

Our first theorem states that minimizers are always 2-periodic, and that they become 1-
periodic when the temperature is large enough (phase transition).

Theorem 2.2. For any L = 2N, with N an integer and N > 2, there exists a critical
temperature 6((;L) = 9§L> (1) > 0 such that:
— for 0 > G(L) the minimizer of F, (L) 18 unique and 1-periodic;
— for 6 € (0, 9 ) (this set is empty zf@ = 0), there are exactly two minimizers, which are
dimerized, of the form (2.4).
In addition,
1. If L =0 mod 4, this critical temperature is positive (0§L) () >0 for all p>0).
2. If L =2 mod 4, there is p. := pe(L) > 0 such that for u < p, 0((;L) is positive (9((;L) >0),
whereas for p > pe, 0 = 0. Moreover as a function of L we have pc(L) ~ 21n(L) at
+00.

This theorem only deals with an even number L of atoms. One expects a similar behaviour
for L odd and large, but the arguments in the proof are not sufficient to guarantee this: they
only imply that the minimizer is one-periodic when the temperature is large enough (see Remark
2.9). We do not know what exactly happens for a small positive temperature and an odd number
L.

We postpone the proof of Theorem 2.2 until Section 2. The first part uses the concavity of
the function hy on Ry, while those of 1. and 2. are based on the Euler-Lagrange equations.

As in the null temperature case, minimizers are always 2-periodic, hence the minimization
problem is a minimization over the two variables W and 4. Actually, we have

FPY = (2N)min { g (W,5), W >0, 5>0},
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with the energy per unit atom (the following expression is justified below in Eqn. (2.14))

N (w,5) = £ (W =1)2 447 - L ij\fh <4W2 2 (2]“”) + 4% sin® (m» (2.8)
90 s = 9 ON P ] COS ON S1n ON . .

We recognize a Riemann sum in the last expression. This suggests that we can take the thermo-
dynamic limit . — oco. This limit is quite standard in the physics literature on long polymers:
many theoretical papers present models of polymers at null temperature that are directly written
for infinite chains (see e.g [SSH79]).

We define the thermodynamic limit free energy (per unit atom) as

. 1 _@n
o= it g | 29

As expected, we have the following (see Section 3.1 for the proof).

Lemma 2.3. We have fy = min{gg(W,0), W >0, 6 >0} with

go(W,6) :=

VIS

C12 52 _1/% 2.2 2 o2
[(W 1) —1—5} o7 ), h9(4W cos”(s) + 40” sin (s))ds.

The next theorem is similar to Theorem 2.2, and shows the existence of a critical temper-
ature for the thermodynamic model. Its proof is postponed until Section 3.2, and is based on
the study of the Euler-Lagrange equations.

Theorem 2.4.  There is a critical (thermodynamic) temperature 0, = 0.(u) > 0, which is
always positive, and so that for all 8 > 0., the minimizer of gg satisfies 6 = 0, whereas for all
0 < 0., it satisfies § > 0.

In the large p limit, we have

0.(1) ~ Cexp <—Z,u> , with C =~ 0.61385.

This reflects the fact that for an infinite chain, there is a transition between the dimerized
states (0 > 0), which are insulating (actually, one can show that the gap of the 7" matrix is of
order J), to the 1-periodic state (with § = 0), which is metallic, as the temperature increases.
This can be interpreted as an insulating/metallic transition for polyacetylene. Such a phase
transition has been observed experimentally in the blue bronze in [Pou+83]. We display in
Figure 2.2 (left) the map p + 0.(u) in the (u, ) plane.

In (2.9), we only consider the limit L = 2N — oo to define the thermodynamic critical
temperature 6.. Note that the cases L = 0 mod 4 and L = 2 mod 4 merge when L tends
to infinity: this is consistent with the fact that the critical stiffness p.(L) tends to infinity as
L — oo in Theorem 2.2. We also expect odd chains to behave like even chains, but the study
of the odd case is more delicate since we do not have an analogue of (2.8) and we leave it for
future work.

Finally, we study the nature of the transition. It is not difficult to see that § — 0 as 8 — ..
Actually, there is a bifurcation around this critical temperature, see also Figure 2.2.

Theorem 2.5. There is C > 0, such that 6(0) = C\/(0. — 0)5 + o0 (/0. — 0)7 ).

We postpone the proof of Theorem 2.5 until Section 3.3. It mainly uses the implicit function
theorem. The value of C' is explicit and is given in the proof.
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Figure 2.2 — The bifurcation of § in the thermodynamic model. We took p = 2, and the critical
temperature is found to be 6. = 0.2112.

2 Proofs in the finite chain Peierls model with temperature

We now provide the proofs of our results. We gather in this section the proofs of the finite
L = 2N model, and postpone the ones of the thermodynamic model to the next Section.

2.1 Proof of Lemma 2.1, and properties of the i functional
First, we justify the functional FH(L) appearing in (2.7), and provide the proof of Lemma 2.1.

Proof. We study the minimization problem

OI<niI<11 2{Tr(Tv) +0Tr(S(7))}.
<<

Any critical point v* of the functional satisfies the Euler-Lagrange equation

T+0S(y) =0, thatis T+06In (1 i ) =0. (2.10)
.
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There is therefore only one such critical point, given by

1 e—T/(20) 1 oT/(26)

« = = s h ]_— « = = .
T T I T0 T 2eosh(T/(20))° 0 T T 1 e T/0 T 2cosh(T/(20))

By convexity of the functional, this critical point is the minimizer. For this one-body density
matrix, we obtain, using (2.10)

2 {Tr(T,) + OTe(S(7))} = 2Tr (7* [T +0n (1 7*7 )} +0In(1 — %))

*

= 20Tr(In(1 — v4)) = 20Tr (T/20) — 20Tr (In [2 cosh(T'/20)]) .
Finally, since Tr(T") = 0, this gives as wanted

min 2 {Te(T7y) + 0Tr(S(+))} = —Tr (he(T?)), with hy(x) == 201In (2 cosh (gg)) :

0<~y<1

O]

Let us gather here some properties of the function hg, that we will use throughout the article.

Proposition 2.6. We have hy(z) = 6h (402) and hjp(z) = H (ﬁ), with

h(y) = 2In(2cosh(y/y)), and h'(y) = tanh\/(y\fy).

In particular, h (hence hg) is positive, increasing and concave. We have limy_,o h'(y) = 1, and
the inequality hg(x) > /x, valid for all 0 > 0 and all x > 0. In addition, we have the pointwise
convergence hg(x) — /x as § — 0.

The last part shows that we recover the model at zero temperature. The concavity of h
comes from the fact that A’ is positive and decreasing. Another way to see concavity is that
he(t) = minp<g<1 2{tg + 0S(g)} is the minimum of linear functions (in ¢), hence concave. The
inequality hy(z) > y/x comes from 2 cosh(x) > e”.

2.2 Proof of Theorem 2.2: Existence of a critical temperature

We now study the minimizers of .7:9 ({t}) in (2.7), which we recall is given by

D)) - gi ti—1)2 =T (he(T2)).

First, we prove that the minimizers are always 2-periodic. We then study the existence of a
critical temperature. For the first part, our strategy follows closely the argument of Kennedy
and Lieb in [KLO04], and relies on the concavity of hg.

All minimizers are 2-periodic. Recall that if z — ¢(x) is concave over R;, then A —
Tr(p(A)) is concave over the set of positive matrices (see Annexe B). Applying this property to
hg which is concave on R, we have

Te(he(T%)) < Tr(ho((T%))),
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where (T?) is defined as in [KL04] as the average of T? over all translations:

010 -0
00 1 0
(T?) = Z 0,7%0, ", with Oy = O} and 0 := | : :
bis 000 1
1 00 0
This implies the lower bound
Y >l (2.11)

where
L
G =t {giP({t}), teRE}, with g{P({t}) = ’2‘2 (t— 12 = Tx (Re((T%)) . (2.12)

In addition, we have equality in (2.11) iff the optimal {t} for GéL) satisfies T({t})? = (T'({t})?).
Note that

24+t 0 212 0 e 0
0 t3+t 0 tots e trty
tits 0 B+t 0 e 0
=] . . ,
tp—it, 0 0 3 ,+t3_, 0
0 trt cee oty 0 t? +12

So we have T({t})? = (T'({t})?) iff t + ¢?,, and t;t;11 are independent of i. This happens only
if T' is 2-periodic.

Introducing the variables (our notation slightly differ from the ones in [KL04]: we put z2
instead of z, so that all quantities (z,y, z) are homogeneous)

1 & 1 & 1 L
— 2 2 2 _ "
=gt yi= 2t F =) it (2.13)
i=1 i=1 i=1
we obtain (T?) = 2y, + 22Qp with Qf := O, + 0%, and
L
50t = G 0,y 2) = X7 = 204+ 1) — T (ho(2yLe + 200) )

The function Q}L) is much easier to study, as it only depends on the three variables (z,y, z). Let
us identify the triplets (z,y, z) coming from a 2-periodic or 1-periodic state.

Lemma 2.7.

— Forallt € Ri, the corresponding triplet (x,y, z) belongs to
X = {(x,y, ) €RY, y?>2? 2% > max{0,22° — yQ}}.

— If L = 2N is even, the configuration t is 2-periodic of the form (2.4) iff the triple (x,y, z)
belongs to

Xo:= {(x,y,z) GR:_)?_ of the form x =W, y? = W? 462, 22 :W2—52}.

This happens iff 2> = 222 — y?.
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— The configuration t is 1-periodic, of the form t = (W,--- W) iff (z,y, z) belongs to
X = {(x,y,z) ERY of the formr =y =z = W}

This happens iff 2> = 22% —y? and v = y.

Proof. By Cauchy-Schwarz, we have

1 (& 1
2 2
1 (Z“) Spati=v
i=1 i=1
which is the first equality. Next, we have,

52 i _ 2 _LL ) N2 L2
5T ; [ (t; 4 tig1)? ti+1} =57 ;(tl +tig1) —y°.

On the other hand, we have by Cauchy-Schwarz,

2

1 & 1 &
2 _ . .
x- = <2L i§:1(t1+tz+1 ) ST ;:1 (ti + tit1)?

This proves that 22 > 222 — y2.

For L = 2N, consider a 2-periodic configuration t = (t;);cz/anz, With t; = W £ (—=1)i6. For
all triplets (x, %, z) defined as in (2.13), we have z = W, y? = W2 +62, and 22 = W2 — 62, Then,
(x,y,2) € X9. The other parts of the Lemma can be easily checked. ]

Lemma 2.8. For any integer L > 2 and all 8 > 0, the minimizers of %L) over X belong to Xa.

Proof. Let us fix  and y, and look at the minimization over the variable z only. Setting Z := 22,

we see that
©: 7 Tr (hg(QyQHL + ZQL))

is concave. In addition, the derivative of ¢ at Z = 0 equals

¢(Z) = Tr (hp(2")0L) = Hy(2y)Tr(p) =0,

where we used that Qf, only has null elements on its diagonal. We deduce that ¢ is decreasing
on R;. So the minimizer of Q(SL) must saturate the lower bound constraint 22 = max{0, 222 —y?}.

We now claim that the optimal triplet (z,y, z) satisfies 222 —y? > 0. Assume otherwise that
222 — 2 < 0, hence 22 = 0. We have

6§ w,.0) = B0 = 20+ 1) = Tr (ho(27) = L (5167 — 20+ 1)~ ho(27)).

This function is decreasing in z, so the optimal x saturates the constraint z? = y2. But in this

case, we have 222 — y? = y? > 0, a contradiction. This proves that, for the optimizer, we have
222 — 42 > 0, and 22 = 222 — y2. Finally, (x,y, 2) belongs in Xo. O

Let (24, y«, 2¢) € X2 be the minimizer of géL), and let W > 0 and § > 0 be so that z, = W,
yf = W2+ 62, and 2z, = W? — §2. Let t, be one of the the two 2-periodic states W =+ (—1)i5.
We have T'({t.})? = (T'({t«})?), which leads to the chain of inequalities

2 G > min 6 = G w2 = 6P () = Fal{e)) = P



2. Proofs in the finite chain Peierls model with temperature 33

We therefore have equalities everywhere. Since only the 2-periodic states W + (—1)%6 gives the
optimal triplet (x., y«, 2+), they are the only minimizers. This proves that all minimizer of ]-'9(L)

are 2-periodic. They are two dimerized minimizers if § > 0, and a unique 1-periodic minimizer

if 9 =0.

Remark 2.9. In the case of odd chains, we still have the equation FQ(L) > G(SL) in (2.11).
However, the optimal triplet (z.,yx, z«) does not usually come from a state {t.}: an odd chain
cannot be dimerized. It can however come from such a state if 6 = 0, that is if t. is actually
one-periodic. One can therefore prove that also for odd chains, minimizers become 1-periodic
for large enough temperature.

Existence of the critical temperature. Since all minimizers are 2-periodic, we can parametrize

géL) as a function of (W, d) instead of {t}. So we write (in what follows, we normalize by L to
get the energy per atom)

1
asP (W, 6) = % (W =1)? 447 - ZTr (Ro(2(W? + 62)I, + (W2 = 6%)y))
To compute the last trace, we compute the spectrum of Q7. We have, for all 1 < k < L,

4k , ) A
Qrer = 2cos (;) e;, where e = (1’ eZwrk’/L’ e2~2wrk/L’ . ’e(L—l)-ka/L)T‘

o(Qp) = {2008 (?), 1 <k:<L}.

So

This shows that

o) =L v —1)2 46 - Li o (2007 +.7) 207 - 8%yc0s (7))
:g[(W +52} in: (4W2COS ( IZW)+462 (2?)), (2.14)

which is the expression given in (2.8). The function gy appearing in Lemma 2.3 has a similar
expression, but we replace the last Riemann sum by the corresponding integral.
First, we prove that for 6 large enough, the minimizer is 1-periodic (corresponding to § = 0).

Lemma 2.10. For all § > %, the minimizer of QéL) satisfies 6 = 0. The same holds for the
function gg (thermodynamic limit case).

Proof. We prove the result in the thermodynamic limit, but the proof works similarly at fixed
L. Let (W7,0) denote the minimizer of gy among 1-periodic configurations (that is with the
extra constraint that § = 0). Writing that Oy ge(WW1,0) = 0, we obtain that

Wy —1) = Z;l/ h' <VVI2C00282(S)> cos?(s)ds. (2.15)

For any other configurations (W, ¢), we write W = Wj + ¢, and obtain that
_ M 2 2
go(W1 +¢,8) — go(W7,0) = 5 {2(W1 —le+e"+0 }
0 2 lh ((Wl + €)% cos?(s) + 62 sin2(s)> _p <W12 COS2(S)>] ds.
0

2 02 02

Using that h is concave, we have h(a + b) — h(a) < h'(a)b, so, with a = W? cos?(s)/0? and
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b= [0%sin?(s) + (2Wie + €2) cos?(s)] /62, we get

99(W1 + ¢, 6) - 99(W1, 0)

> (Wi — e + gs2 + “52
2T 2 2
b I M [52 sin?(s) + (2Wie + €2) cosQ(s)} ds.
276 62

Using (2.15), the term linear in ¢ vanishes. In addition, since h” < 0 on Ry, we have
h'(z) < K'(0) = 1. This gives

pooo LY o H 1> 2
_ > (B _ = s - )
go(Wh +¢€,9) — go(W1,0) > (2 20)6 + (2 24 0

The right-hand side is positive whenever 6 > i, which proves the result. ]

In what follows, we define the critical temperature 6. = 6.(u) by
6. := inf{f € R, the minimizer of go has § = 0 for all #' > 6}.

We define similarly 9£L) = 9£L) () for the case of finite chains.

Study of the critical temperature in the case L € 2N. We now study HEL) with L =2N, N >
2, and prove that it is strictly positive if L = 0 mod 4, and that, if L = 2 mod 4, there is

fe = fe(L) so that O(L)( ) > 0iff < pe(L).
For fixed 6, any minimizing configuration (W, J) satisfies the Euler-Lagrange equations

Bway”, 9595”) (W, 6) = (0,0).

This gives the set of equations

2 1 2 : I W2 2 2km 62 s 20 2km 2 2km
,U(W — 1) = TZ h QTCOS (T) + @ S11n (T) COS (T)
k=1
261 <, (W2 o 02 oo 5 o (2.16)
,LL(S = — = h TCOS (Tﬂ) =+ ?Sin (TW) sin (TW)
0 Lkzz1 0 6

Note that the second equation always admits the trivial solution § = 0. This corresponds to
the critical point among 1-periodic configurations. It is the unique solution if 6§ > eﬁL), but
for 6 € (0, 9£L)), there are other critical points, corresponding to the dimerized configurations.
Actually, as 8 varies, we expect two branches of solutions: the branch of 1-periodic configuration,
and the branch of dimerized configurations. These two branches cross only at 6 = 6. (see
Figure 2.2 (right)).

In order to focus on the branch of dimerized configurations, we factor out the ¢ factor in
the second equation. Now, § = 0 is no longer a solution, unless we are exactly at the critical
temperature 9£L). So, in order to find this critical temperature, we seek the solution, in (W, 8),
of (we multiply the second equation by W for clarity)

2W 1
p(W—-1) = Z R’ ( cos? 'Z )) COSZ(2E7F)

2W : (2.17)
W = Z R ( cos?(%x )) sin? (241,
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Lemma 2.11. For all ;n > 0, there is a unique solution (W,0) of (2.17) in the case L = 0
mod 4, whereas if L =2 mod 4, there is some value . := u.(L) such that for all u > p., (2.17)
has no solution, and has a unique one if p < p.. Moreover in the last case pc(L) ~ 21n(L) at
+-00.

Proof. We write L = 2N, and note that the terms k£ and k + N gives the same contribution.
Taking the difference of the second and first equations of (2.17), we obtain

= —%l Z B ( cos? A’;)) cos(%’r)

Recall that h'(t) = % for t # 0 and 1/(0 ( ) = 1. The point ¢ = 0 therefore plays a special
role. The argument of A/ equals 0 for k¥ = &, which happens only if N = 0 mod 2 (that is

L =0 mod 4). In this case, the equation becomes, with z := % (we write L = 2N = 4n)

2n  tanh xcos(k—z)
= 1 ( 2 ) cos(Em) + % =: Jon(7). (2.18)

: KT
nk:l COS(2Z) "

k#mn

The function Ja, is smooth. The first sum is uniformly bounded for z € R, while the second
diverges, so J2,(0) = 0 and Ja,,(+00) = +00. We claim that Joy, is increasing. The intermediate
value theorem then gives the existence and uniqueness of the solution of J2,(x) = g on Ry. This
gives 7 j2n (). We then deduce respectively 6 and W from the first and second equations
of (2.17). This proves that (2.17) has a unique solution. The corresponding temperature is the

critical temperature 9§L

It remains to prove that [J, is increasing. Splitting the sum in (2.18) into 2 sums of size
(n—1), we get

Tone) = 1 1l (tanh (a: sin (’2%)) tanh (a; cos (gg))) o (kﬂ) ‘
k=1

km km
in (5) con (57)

- (z — tanh(z)) + - > o

Its derivative is given by

0= (1= b ) o (h G (E)) i (e (g;;))) cos(y)

For all s € [0,1], the function

[cos}f2 (zsin (s)) — cosh™ (z cos (%3))} cos(ms)
is positive (both terms are positive if s € [0,1/2], and both are negative if s € [1/2,1]). This
shows that Js, is increasing as wanted.

In the case N =1 mod 2 (that is L = 2 mod 4) the argument of A’ is never null, and we
simply have (we write L = 2N = 4n + 2)

1 2ndltanh (x cos(2511)>

) cos(Qzlkfl) =: Jon+1(x).

COS( T
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We claim again that J2,41 is increasing (see below). However, we now have

1 2n+1 COS(22k:7r )
li =— 7 (L. 2.19
g, Tonin(0) = =55 2 cos( 57| et =)

If w € (0,uc(L)), we can apply again the intermediate value theorem, and deduce that the
equation Jan(z) = p has the unique solution z = \727#1(#). We deduce as before that there is
unique solution of system (2.17) in this case. If instead pu > p.(L), then the system (2.17) has
no solution.

Let us prove that Jo,+1 is increasing (this will eventually prove that u.(L) > 0. Its derivative
is given by

B 2n+1 cos (ﬁﬁrl) B 1 - cos (231]?1)
(2n + 1) Tania () = = kZ::l cosh? (x cos (2511)) N _coshQ(:U) - 2,; cosh? (x cos (2511)) '

In the last equality, we isolated the k = 2n+1 term, and use the change of variable &’ = 2n+1—k

2km : 1
forn+1 <k <2n. When 1 < k < n/2, we have cos (2 +1> > 0, while 7 < cos(2n+1) < 1.
On the other hand, if n/2 < k < n, we have cos (22’” ) <0,and 0 < cos(ZkL) \[ In both
cases, we deduce that
2k 2k
cos <2n47:1> cos ( ) )
Vke{l,---,n}, — > — 5
cosh? (m cos (%)) cosh (7)
Summing over k, and using that
2k 2n 2k 2ol 2k
2 - —1=-1
Seos(rry) = e (o) = X oo (o) 1=
we obtain the lower bound
(2n + 1) Tgpiq(z) > — 1 + ! >0
A= cosh?(2) coshQ(%) -
which proves that J2,41 is increasing.
Finally, we estimate p.(L), defined in (2.19). We rewrite u.(L) as
1 Al 1 Al 1 cos(2ms) 1

pelL) = 5= k; f(2n’11)+2n+1 3 with  f(s) =

k=1 W‘m—%| ‘COS(ﬂ's)| W‘S—%“

We recognize a Riemann sum in the first term. Since the function f is integrable on [0, 1] (there
is no singularity at s = %), this term converges to the integral of f. For the second term, we
recognize a harmonic sum. More specifically, we have

2n+1 2n+1 n
1 1 1 1 2 2 2
Z k 1 Z 1~ - Z 1 —In(n) ~ = In(L).
A+l orlgyg—gl T lken—gl T (K-3) 7 @

This proves that (L) ~ 21In(L) at +0o0 and completes the proof. O
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3 Proofs in the thermodynamic model

We now focus on the thermodynamic model.

3.1 Proof of Lemma 2.3: Justification of the thermodynamic model

First, we show that this model is indeed the limit of the finite chain model as L — co. We
(2N) (so fgzN) 1 F(QN))

Our goal is to prove that fg fo, where we recall that fo = liminfy f, (2N),

denote by fgz the minimum of g, , and by fg the minimum of gy.

We denote by (Wsp, dan) the optimizer of gé ), and by (W, d) the one of gg. First, from
the pointwise convergence gézN)(W, 0) = go(W,6), we obtain

rs . 2N . 2N
Jo=go(We,0.) = lim g™ (Wi,6.) > Tim f3*") = fy

For the other inequality, we use that hy(x) < \/z + 201n(2), so
g (W, 6) > g (W —1)2+ 6% - VW2 £ 52 - 201n(2

(2N)

In particular, g, is lower bounded and coercive, uniformly in N. So if (Way,d2n) denotes
the optimizer of g§2N), the sequence (Wapn,don) is bounded in Ri. Up to a not displayed

subsequence, we may assume that
T (2N) . (2N) . .
fo= Jlim f" ' = lim g, (Wan,d2n), and NIE)TIOO(WQN,%N) =: (Weo, 0c0)-

We then have

(2N L ‘ (eN)
fo= ]\}gnoo 96 (Wan, ban) = ]\;gnoo go(Wan, dan ) + A}gﬂoo [gg ge:| (Wan, dan ).

The first limit converges to gg(Weo, ds0), by continuity of the gy functional. For the second limit,
we use that géﬂv) — gp is the difference between an integral and a corresponding Riemann sum.
If Zn(s) denotes the integrand this difference is controlled by 5% sup, [|Zy(s)||. In our case,
In(s) = hg(4W2y cos?(ms) + 462y sin?(rs)), whose derivative is uniformly bounded in N, since

(Wan, dan) is bounded. This proves that the last limit goes to zero, hence

f@ = 90(W007500) > .}TG

We conclude that fy = fg. In particular, by uniqueness of the minimizer of gy, we must have
(Woo, 000) = (Wi, d4), and the whole sequence (Wap, dan) converges to (Wi, dy).

3.2 Proof of Theorem 2.4: Estimation of the critical temperature.

We now study the properties of 6., the critical temperature in the thermodynamic limit.
Reasoning as in the finite L case, the critical temperature 6. can be found by solving the
equations in (W, ) (compare with (2.17))

W W2 cos?(s
pW-1) =— h/ 92()

27r 2 2
v i / W o)) sin(s)as.
7T

cos?(s)ds
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tanh(v/t)

N and splitting the integrals between (0, 27) into four

Using again the expression h/(t) :=
of size /2, this is also

wW—-1) = 4 /;/2 tanh (VVC;S(S)> cos(s)ds
2

™

2.20
4 [m/? W cos(s) sin“(s ) (2.20)
uW = — tanh

T Jo 0 cos(s)

Let us prove that this system always admits a unique solution. The proof is similar to the
previous L =0 mod 4 case. Taking the difference of the two equations gives, with x := %,
4 [T/ 2

W= _W/o tanh (z cos(s)) C:OSS((S? ds = J (x), (2.21)

The function J is derivable on R, with derivative given by

/ - é /4 1 B 1 cos(4s)ds
T (x) = 71'/0 (CoshQ(:Esin(S)) COShz(xcos(S))> s

The integrand is positive for all s € [0,s/4], so J is a strictly increasing function on R, and
since J([0,+00)) = [0, +00), we get x = % = J ' (u). The first equation of (2.20) gives

4 w/2
w(xh —1) = — / tanh (2 cos(s)) cos(s)ds.
T Jo
This proves that 6. is well defined and depends only on pu.

We now estimate this critical temperature. We are interested in the large p limit. First, since
R > u +— tanh(u) is a bounded function, the first equation shows that u(W — 1) is uniformly
bounded in p, so W =1+ O(pu™!) as 4 — oo. Then, we must have § — 0 as u — oo in order to
satisfy the second equation. Using the dominated convergence in the first integral gives

w/2 /2
4/ tanh (W cos(s)) cos(s)ds — 4 cos(s)ds = é,
0

T 0 =0 T Jo T
so the first equation gives
4 1
W=1+—+o0 () .
T H
We now evaluate the integral of the right-hand side in the second equation, in the limit
6 — 0. It is convenient to make the change of variable s +— 7/2 — s, so we compute

1(0) .= /07?/2 tanh (V;/ sin(s)) C;iis)) ds

In order to evaluate I(0) as 6 — 0, we write [ = I + I with

I = /OTF/Q tanh (W sin(s)> COS(S)dS and I := / tanh (VHV i > cos(s)(cos(s) = 1)ds.

0 sin(s) sin(s)

For the first integral, we make the change of variable u =

w

T tanh - ot
I1:/9an(u)du:ln<vg>+01+0(l), with ¢ ;:/ an(u)_i_/ Mdu.
: 1

u 0 U U

% sin(s), and get

The value of ¢; is computed numerically to be ¢; =~ 0.8188. For the second integral I5, we remark
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that the integrand is uniformly bounded in € and s, so I = O(1). Actually, since § — 0, we
have, by the dominated convergence theorem that

. /071'/2 cos(s)(cos(s) — 1)d3 +0(1) =In(2) — 1 + o(1).

sin(s)

Altogether, we obtain that
w .
I(0) =In ) +ca+o0(l), with c3=c1+1In(2) —1~0.512.
Together with the second equation of (2.20), we obtain

W= % <ln (V(;/) +co + 0(1))

which gives, as wanted, in the limit y — oo
0.(1) ~ Cexp (—ZM> with C' ~ 0.61385.

3.3 Proof of Theorem 2.5: study of the phase transition

In the previous section, we found the critical temperature. We now study the bifurcation of
6 around this temperature. The critical points of gg are given by the Euler—Lagrange equations

2 2 o2 2 i02
LW — 1) :I/Tg/ o W* cos®(s) + 67 sin”(s) cos?(s)ds
T Jo

02
W2 cos?(s) + 6% sin?(s)

W -
a w0/, 02

sin?(s)ds.

Recall that one can remove the 1-periodic minimizers by factoring out d in the second equation.
This gives a set of equation involving § through the variable A := 6% only. In what follows,
we fix p, and set (we multiply the equations by /W in order to have simpler computations

afterwards)
1 1 2 2 2 A iq2
W, <1 B W> B TF/O Y (W cos (8)03_ sin (s)) cos?(s)ds

2 2
6 — 1/ Y (W cos (8)0;- Asin (5)) sin?(s)ds.
0

Recall that F (6.; (W,,0)) = (0,0), where W, is the optimal W at the critical temperature.
If F(6;(W,A)) = (0,0) with A > 0, the configurations (W, 4+/A) are minimizers of go. If
F(0; (W, A)) = (0,0) with A <0, it does not correspond to a physical solution.

We want to apply the implicit function theorem for F at the point (6.; (Wy,0)). In order to
do so, we first record all derivatives. We denote by F = (F1,Fa) the components of F. The
derivatives of F, evaluated at A =0, § = 6. and W = W, are given by

ube 2. N
ow Fi =W e A OAF1I = —ﬁB HFL =pu (1 — %) 7
Sw, ¢ f » and W2
owFa =— B oaFr =—-—=C OpFs =p+2—=B

62 62 63

Cc
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where we set (we split the integral in four parts of size 7/2)

w/2 2 nna2
A= 4/ R (W) cos?(s)ds
T Jo

c

4 w/2 w2 2
B:= / n” W, cos(s) sin?(s) cos?(s)ds
0

™ 62
4 w/2 2 2

C = / " VV*(;O:(S) sin®(s)ds.
™ Jo c

Since h is concave, A, B and C are negative. In addition, by Cauchy-Schwarz, we have
B? < AC. (2.22)

The Jacobian J := (O(W’A)]-j (0c; (W, 0)) is of the form

_ (w2 e 02 B *(AC — B2
J ( Lo _9120>, and detJ W290+ i (AC ).

Since C' < 0 and B? — AC < 0, we have detJ > 0, so J is invertible. We can therefore apply
the implicit function theorem for F at (6., (W,,0)). There is a function 6 — (W (), A()) so
that, locally around (6., (W, 0)), we have

F0,(W,A)) =0, iff (W,A) = (W(0),A(0)).

The derivatives (W'(0), A’(6)) are given by

2
W)\ e (R 1L (—C B (1) 2
A6 ) 0pF2) — detJ 2W*B b — A B '

poan o —1 <2W*u> B uo3
A(ec)_idet 7\ (B A)+2W§ : (2.23)

We claim that B > A (for the proof see below). This shows that A’(6.) < 0. So, restoring the
variable 62, we have

This gives

52(6) ~ —A'(6:)(6c — 0)4, and finally, | 8(8) = \/=A"(6c) /(B — 6)4 (1 + o(1)).

It remains to prove that B > A. This comes from the fact that h” is increasing negative.
First, we notice that |A| and |C| are of the form

w/2
=2 [ soas, 1e1=2 [ satrz o),

with f(s) := |h/(W2cos?(s)/02)] and g(s) := cos?(s). The functions f and g are both decreasing
on [0, 2] By re-arrangement, we deduce that |A| > |C]. Actually, we have

a-ie1=2 [ (59 -1 (5-9)) (s -9 (5 -5)) >0

Together with Cauchy-Schwarz in (2.22), this gives |B|? < |A| - |C| < |AJ?, since A and B are
negative, we get B > A, as wanted. This concludes the proof of Theorem 2.5.
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Appendix A Gain of energy in the thermodynamic limit

In this section, we prove that the gain of energy due to Peierls dimerization is exponentially
small in p. We focus on the thermodynamic limit case (although the proof is simililar in the
L € 2N case). We also focus only on the null temperature case # = 0. In this case, the
thermodynamic energy reads

gO(W7 5) =

SRS

(W —1)2 +8%) — / \JW2sin? (s) + 2 cos? (s)ds. (2.24)
We introduce
for=min{go(W,5), W >0, 6§ >0}, and fope :=min{go(W,0), W > 0}.

In other words, fy is the minimum of gg over 2-periodic (and all) configurations, and fo per is
the minimum over 1-periodic configurations. We prove the following

Theorem 2.12. There is C > 0 such that, for all p large enough,
0< fO,per —fo < Ceigu‘

In other words, the energy gained by the Peierls distorsion is exponentially small in the u
parameter. The first inequality states that in the thermodynamic limit at null temperature, the
minimizers are always dimerized, as first proved by Kennedy and Lieb [KL04].

Proof. Let us first compute W7, the optimizer of go(W,0). This is simply the minimum of

W , 4 [T ) I 5 4
W.0)=ZS(W —1)° — = W2 gin2 =W —1) — =W.
9o(W,0) = 5( ) 7r/0 Y W2sin®(s)ds = T u( )

The minimizer satisfies u(W7 — 1) = 4 , hence W1 =1+ —-. In particular,

4 8
fO,per = *; - ﬁ
We now compute the energy gain from the breaking of periodicity. For (W,d) a trial pair, we
write W = W; + e. We assume that go(W,d) < go(W1,0). Then

90(W,8) — go(Wr,0) = %(52 +4?)

4W1 /2 (W1 + 8)2 62 € .
_77/0 l\/w—i- w2 cot?(s )_1_Wl sin(s)ds

49 8 4
ZH(52+52)——, so 0 < — and |g|] < —.
s T T

\V)

To compute the integral, we make the change of variable u = cos(s), and get that the integral

equals
Wi +e¢ 1 au? ) 2
1+ ——du—1 ith a := .
Wi (/0 \ +1—u2 “ )’Wl “ (W1—|—€)
b au? —1In(a) 1 9

Using that
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where FE is a complete elliptic integral of the second kind, we get

L 462 1 5 1
9o(W,6) — go(W1,0) = 5(5 +6%) — Wit {—1 <W1+€) _Z+1n(2)+0(a)
= (e + ) - 7r2wl52 () (1 + o(1)) .

We now minimize the right-hand side. For large u, we have Wi = 1+ 0(1) and the minimization
in € gives € = 0. So

90(W,8) — go(W1,0) > 62 (‘2‘ - 21“;5_1) (1+ 0(1))> .

We optimize the right-hand side by taking § = ef(g‘”%), and this completes the proof.
O

Dans la section suivante, nous présentons la propriété de convexité de la trace Tr(f(A))
ou f est une fonction convexe et A une matrice carrée. Cette propriété a été utilisée dans la
section 1.5.2, pour démontrer le résultat de T. Kennedy et E. Lieb.

Annexe B Convexité de la trace

Les résultats de cette partie peuvent étre consultés dans les détails dans [Carl0] et [Bhal3].
Nous adoptons les notations de [Carl0].

Annexe B.1 Définitions de base et notation

Soit M, (n € N*) I’ensemble des matrices carrées complexes d’ordre n. Pour A € M,,, on
désigne par A, son adjoint. Soit H,, le sous-ensemble de M,, constitué¢ des matrices A telles
que A = AT (les matrices hermitiennes).

Pour A € M,,, nous définissons la trace de A, notée Tr(A) par

n

=Y Aj

j=1

Pour A, B € M,,, la trace de leur produit est donnée par

n n
= ZAi,ij,i = Z Bj,iAi,j = TI'(BA) (225)
La relation (2.25) traduit la propriété de cyclicité de la trace, et stipule que pour une base
orthonormée {uy,...,u,} de C",

= (uj, Auy). (2.26)

J=1

En effet, si U est la matrice unitaire dont la jéme colonne est u;, (UTAU); = (u;, Au;), alors
par (2.25), Tr(UTAU) = Tr(AUU') = Tr(A). Ainsi, Tr(A) est une fonction unitairement invari-
ante de A, et ne dépend que des valeurs propres de A. Pour une base orthonormée {uy, ..., u,}
de C" telle que Auj = Ajuj, Tr(A) =377 A;.
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Par le théoréme spectral, tout A € H,,, peut s’écrire sous la forme
n
=Y NP, (2:27)
j=1

ou les A\; et les P; sont, respectivement, les valeurs propres et les projections spectrales sur
les espaces propres correspondants de A. Pour toute fonction f : R — R, nous définissons

lopérateur f(A) € H,, par
=> f(\)P;. (2.28)
j=1

Annexe B.2 Propriété de convexité de la trace

Soit f : R — R. Considérons la fonction de H,, dans R définie par
A Tr(f(A)).

Le but de cette partie est de trouver des conditions sur f pour lesquelles cette fonction trace
est convexe. Nous allons voir qu’il suffit que f soit convexe. Nous commengons par le résultat
suivant.

Théoréme 2.13. (Inégalité de Peierls-Bogoliubov ). Soit A € H,,, et f une fonction conveze
sur R. Soit {uy,...,un} une base orthonormée de C". Alors [Car10]

f(Quj; Auj)) < (uj, f(A)ug) | (2.29)

En particulier
n

> F({(uj, Aug)) < Te(f(4)),

avec égalité si tous les u; sont des vecteurs propres de A.

Proof. Par la relation (2.28), on a

n n n
<Uj, f Z )\k Pku] Z f(/\k u], Pku] Z )\k |Pku] H2
k=1 k=1 k=1
En utilisant la définition des Py, on obtient S°7_; || Pyu;||? = |luj||? = 1. Ainsi par convexité de
f on a,
n n n
(uj, f(A)uj) > f <Z )\kHPkujHZ) =f <Z<uja/\kpkuj>> =f <<Uj7AZPkuj>> :
k=1 k=1 k=1
Puisque >°;_; Pruj = uj, on déduit que
f ((ug, Aug)) < (uy, f(A)ug). (2.30)
Pour finir, on somme sur les j = 1,...,n, et on obtient

n

> F((uj, Aug)) < Te(f(A)).

Si les u; sont des valeurs propres de A, alors on a (uj, f(A)u;) = f ((uj, Au;)), donc I'égalité. O

Le résultat suivant est une conséquence de l'inégalité de Peierls-Bogoliubov et peut étre
énoncé comme suit [Carl0]:
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Théoréme 2.14. Soit f : R — R une fonction convexe, alors H, > A — Tr(f(A)) est aussi
conveze.

Proof. Soit A,B € Hy, et C = tA+ (1 —1t)B, avec t € (0,1). soit {uy,...,u,} une base
orthonormée de vecteurs propres de C. Alors, pour chaque u;, on a

(uj, F(Chuj) = f((uj, Cuy)) = f(#{uj, Aug) + (1 = t){u;, Buy)).
Par la convexité de f, puis (2.30), on obtient:
{ujs F(C)ug) < tf((ug, Aug)) + (1 =) f((ug, Bug)) < tug, f(A)ug) + (1 =) (uj, f(B)uy).

En sommant sur j, on obtient comme souhaité
Tr(f(tA+ (1= 1)B)) < Y (uj, (tf(A) + (1 = ) f(B))uy) = tTe(f(A)) + (1 — ) Tr(f(B)).
7j=1

O

Nous donnons maintenant un analogue du Théoréme 2.14 dans le cas ou les poids ne sont
plus des réels ¢ € (0,1), mais des matrices ayant une propriété particuliere [Bhal3].

Théoréme 2.15. (Hansen-Pederson) Soit f : R — R, une fonction conveze et (Ax)k_, € H,.
L

Considérons une famille de matrices carrées d’ordre n (X;ﬁ,)ﬁ:1 telles que Z XkX,I =1,. Alors
k=1

L L

k=1 k=1
Proof. Considérons {u, ..., uy}, une base orthonormée de vecteurs propres de C' = Zézl XA X ,];
L
(uj, f(C)uz) = f((uy, Cuy)) = f <Z<X11UjaAkX;£uj>> = f({V;, AV})),
k=1
ouV; = (XlTuj, e ,quj), avec ||V;|| =1, car |luj|| = 1, et la matrice A est diagonale par bloc
avec sur sa diagonale les matrices Ag, k=1,..., L.
A 0 0 0
0 Ay 0 0
A = . .
0 0 0 Ap
Puisque pour tout j =1,...,n, [|[V;|| =1, on a par I'inégalité de Peierls-Bogoliubov
L
<Uj, f(C)uj> < <ijv f Z ku]7 f Ak: X]:r;uj <ujv Z Xk?f Ak kuj>
En sommant sur j = 1,...,n, on a le résultat voulu.



Chapter

Exponential decay of the critical points in a
discrete model of polyacetylene

The aim of this chapter is to present a result on the exponential decay of the critical energy
points of the Peierls-SSH model, and is a collaborative work with D. Gontier and E. Séré, and
has been submitted to a peer-reviewed journal.

Abstract

We consider stationary states of the Peierls model for infinite polyacetylene chains that are
homoclinic or heteroclinic connections between two-periodic dimerized states. We prove that
such states converge exponentially fast to the corresponding asymptotic periodic states.
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1 Introduction

The goal of this article is to prove an exponential decay property for critical points in
the Peierls-SSH model. This model was introduced by Su, Schrieffer and Heeger to describe
polyacetylene, which is a long one-dimensional chain of carbon (and hydrogen) atoms. In this
model, the chain can lower its total energy by dimerizing. This physical phenomenon was first
predicted by Peierls [Pei55, p.108] (see also [Fro54]) and is now known as the Peierls distorsion
or dimerization.

Actually, Kennedy and Lieb [KL04], and Lieb and Nachtergaele [LN95] proved that the
minimizers of the Peierls-SSH energy associated to closed polyacetylene with an even number
L of carbon atoms are always 2-periodic. When L = 2 mod 4 or when L = 0 mod 4 is large
enough, these minimizers are dimerized, in the sense that they are 2-periodic, but not 1 periodic.
In this situation, there are exactly two minimizing configurations of this energy, that we call t~
and tT. They are of the form

ty =W —(=1)", and t}:=W +(-1)"4. (3.1)

Here, t,, denotes the hopping amplitude between the n-th atom and the (n + 1)-th atom. It
is related to their distance d,, by an affine relation of the form ¢, = a — bd,,. The quantity
W > 0 is the average hopping amplitude between the atoms, and § > 0 is the distorsion. This
distorsion phenomenon remains in the thermodynamic limit, that is when the number of atom
goes to infinity. We proved in [GKS23] that this distorsion disappears at a sufficiently high
temperature. More precisely there is a critical temperature below which the polyacetylene chain
is dimerized (§ > 0) and behaves as an insulator, and above which it is 1-periodic (6 = 0) and
behaves as a metal.

In this paper, we study a family of critical points, namely homoclinic and heteroclinic crit-
ical points, for the infinite Peierls-SSH model at zero temperature. Using the terminology of
dynamical systems, a configuration t = (,)nez is said to be homoclinic if

it~ 6] = Tt £ =0, (3.2)
and it is said to be heteroclinic if

lim t, —t,| = im [t, —t] = 0. (3.3)
In other words, a configuration is homoclinic if it converges to the same dimerized state t™ at
infinity, and it is heteroclinic if it switches from the dimerized state t~ at —oo to the dimerized
state t* at +oo. Of course, one can also consider homoclinic and heteroclinic configurations
which converge to t~ at +oco. But they can be obtained from the other ones by the shift
n—n+ 1.

As can be expected, the state t™ is a homoclinic critical point. The fact that heteroclinic
critical points exist was suggested in [KH82; SSH80; VAS96]. A rigorous proof was given by
M. Garcia Arroyo and E. Séré (see [Garll; GS12]). Such configurations are sometimes called
kinks. Another point of view on these soliton-like solution was initiated by Takayama, Lin-
Liu and Maki [TLM80]. In this approach, the Peierls-SSH model is replaced by a continuum
approximation involving the Dirac operator.

Our main goal is to prove that homoclinic and heteroclinic critical points converge exponen-
tially fast to the corresponding dimerized states. In order to state our theorem, we first need to
define the notion of critical points for our infinite model.
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2 Critical points for the infinite Peierls-SSH model, and main
result

2.1 The Peierls-SSH model

In order to define critical points for the infinite Peierls-SSH model, we start with the Peierls-
SSH model for a periodic linear chain with L atoms with classical nuclei, together with quantum
non-interacting electrons. We will take the limit L — oo at the end.

We denote by t,, the hopping amplitude between the n-th and (n 4+ 1)-th atoms (modulo L),
and set t = {t} := {t1,---,tr}. In what follows, we only consider the case where all hopping
amplitudes are strictly positive, and we sometime write t > 7 > 0 as a shortcut for ¢, > 7
for all n. For instance, for the dimerized configurations, we have 6 < W, sot, > W —§ > 0
(the quantity 22 := W? — §2 is positive, see [KL04; GKS23]). The Peierls-SSH energy of the
corresponding chain is (see [KL04; LSM61; MN96; Pei55; SSH79; GKS23])

L ({t}) : ;‘i ty —1)% — 2Tr(T.), (3.4)

where T'= T'({t}) is the L x L hermitian matrix

0 t1 O 0 R 74
t1 0 to .- 0 0
ta O t3 . 0
T = T({t}) = S , (3.5)
0 eotp—2 00 tpa
tr. 0 --- 0 tr— 0
and where we set T_ = —T1(T < 0). The first term in (3.4) is the distortion energy of the

atoms: this energy depends quadratically on the distances d, between successive atoms, but
these distances are themselves affine functions on the amplitudes t,. The parameter p > 0 is
the rigidity of the chain, and our units are such that the jump amplitude between two atoms
is 1 when their distorsion energy is minimal. The second term in (3.4) models the electronic
energy of the valence electrons under the Hamiltonian 7'. It results from the identity
min 2Tr (Tv) =2Tr (T1(T < 0)) = —2Tr (7).
0<y=7*<1
The minimization on the left-hand side was performed for all one-body density matrices =

representing non-interacting electrons. The condition 0 < v < 1 is the Pauli principle, and the
2 factor stands for the spin.

2.2 The Peierls-SSH energy difference

Let us fix a configuration t, and consider the energy difference functional ]:t(L), defined by

Dm}) =Pt +n)) - B ({t}) =

wh;

ZL: B + 2ty — 2)hy, — 2T0(T + H)_ — T), (3.6)

where T' = T'({t}) and H = T({h}) are the hermitian matrices constructed from {t} and {h}
respectively. Clearly, {t} is a critical point of £ iff {0} is a critical point of F; (1) We have
substracted the quantity £)(t) in order to have a finite energy difference at the limit L — oo.

Actually, Eqn. (3.6) admits a clear analog as L — oo, namely, for two bounded sequences
t:Z — R* and h: Z — R, assuming that h € /1(Z,R) and that (T + H)_ — T_ is trace-class
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as an operator acting on ¢2(Z,C), we set

fum::gz;mn+%n—2mn—2H«T+fn_—Tq . (3.7)

Now, the operator T':= T'({t}) (and similarly for 7"+ H) is acting on the infinite dimensional
Hilbert space ¢?(Z,C), whose coefficients in the canonical basis are

Vn € Z, Tn’n+1 = Tn+1,n =tip, T:L'J‘ =0 if |’L — j| 75 1.

In what follows, we denote by bold letters a,t,h, u,... sequences from Z to R, and by capital
letters A, T, H,U, ... the corresponding operators acting on 2(Z).

The fact that the map Fy is well defined when t is a homoclinic or heteroclinic configuration
is given in the next two lemmas (see Section 3.1 for the proof).

Lemma 3.1. Let {t} be a homoclinic or heteroclinic configuration such that t > T for some
7 > 0. Then there is a positively oriented contour € in the complex plane, a constant C > 0
and a constant n > 0 so that, for all {h} with |h| < n and for all z € €, the operator
(z — (T + H)) is invertible with ||(z — (T + H)) ||op < C. In addition,

1 z

— O ——————dz.
2ir Jo z— (T + H) :

~(T+H)- =

The contour % is independent of h, but depends on t. This Lemma might be surprising, as
the energy 0 can be in the spectrum of T'+ H. Actually, we will prove the following:

— If {t} is a homoclinic configuration with t > 7 > 0, then 0 is never in the spectrum of
T + H, for h small enough.

— If {t} is a heteroclinic configuration with t > 7 > 0, then 0 is always an isolated eigenvalue
of T+ H of multiplicity 1, for all h small enough.

In both cases, one can choose a contour € of the form (see Figure 3.1)
C:=E+1)—=>E—-i) = (—g/2—-1) = (—g/2+1) = (X +1i), (3.8)

where ¥ is a negative enough number, and where g = dist(0,(7") \ {0}) is the distance between
0 and the (rest of the) spectrum.

¢ 4

> —g o(T) 5 —4 o(T)

—2W —20 0 26 2w —2W —20 0 20 2w

Figure 3.1 — Contours used for the Cauchy integral, for a homoclinic configuration (Left), and
a heteroclinic configuration (Right). The main difference is that 0 is in the spectrum in the
heteroclinic case. We prove below that oess(T) = [-2W, —24] U [25, 2W], and that the spectrum
of T is symmetric with respect to 0.

In the heteroclinic situation, 0 is a stable (or topologically protected) eigenvalue: it is unper-
turbed by the addition of H. Actually, any T' matrix coming from a heteroclinic configuration can
be seen as a junction between two polyacetylene chains with different indices [SSH79; GMP22;
Kit09].

This Lemma allows to prove that Fi is well-defined and smooth around {0}. We refer to
Section 3.2 for the proof of the following result.



50 CHAPTER 3. Exponential decay of the critical points

Lemma 3.2. Let {t} be a homoclinic or heteroclinic configuration with t > 7 for some T >
0, and let n > 0 and € be a contour as in Lemma 3.1. The map h — Fi¢(h) is C* on
{h, |h|l, < n}. In addition, there is C > 0 so that, for all {h} with |h|x <n, we have

1
Fil) = Le(b) - 3 He(h, )| < Chf

where Ly (differential of Fy) is the continuous linear form on €*(Z) defined by (we set T'y =
1(T < 0) the spectral projector of T on R™)

Le(h) := > (tn — 1)hn + 2Tx (T4 H),
ne’

and Hy (hessian of Fy) is the bilinear form on (*(Z) defined by

1 1 1
Hi(h k) := hpky + 2Tr | — H K dz ). 3.9
o(h, k) Mr%:Z + r(217r§éo z=T z-=T Z) (3.9)

In addition, the bilinear map Hy can be extended continuously as a bilinear map on (*(Z).

2.3 Critical points for the infinite Peierls-SSH model, and main result

We can now define the notion of critical points for the infinite Peierls-SSH model.

Definition 3.3. Let {t} be a homoclinic or heteroclinic configuration such that t > 7 for some
7 > 0. We say that {t} is a critical point if L is the null map. Equivalently, using that

Tr(l H) = Z hn [(Ft)n-i-l,n + (Ft)mn-i-l] =2 Z hy, (Pt)n,n—i-l )
neL neL

the configuration t is a critical point if

4

We implicitly used that I' is symmetric and real-valued. With this definition, the dimerized
configuration t* is a homoclinic critical point. The kink state constructed in [GS12] is a hete-
roclinic critical point. Now we can provide our main result, which states that all homoclinic or
heteroclinic critical points of F¢ converge exponentially fast to t* at +oo.

Theorem 3.4. Let {t} be a homoclinic or heteroclinic critical point, and let {u} be the sequence
Uy = t, —t,t. If u is square integrable at +oo (u € £2(Z")), then u is exponentially localized at
+o00: there is C >0 and o« > 0 so that

lup| < Ce™ ™.

Of course, the same applies in the —oo direction, and we have exponential convergence to
tT or t~ at —oo depending whether the critical configuration is homoclinic or heteroclinic.

We note that there exist critical points (that is configurations satisfying (3.10)), which do
not converge to t* at infinity. For instance, in [Garll; GS12], the authors show the existence of
kink-like solutions for a closed chain with an odd number of atoms. This solution satisfies the
critical point equation (3.10), but, seeing the closed chain as a periodic configuration, it does
not converge to t* at infinity. Note that this exponential localization was already known for
the exactly soluble continuum model of Takayama, Lin-Liu and Maki [TLMS0].
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2.4 Strategy of the proof

Let us briefly explain the strategy to prove Theorem 3.4. We break the proof in several
Lemmas, that we prove later in Section 4.

Let {t} be a homoclinic or heteroclinic critical point, and let {u} be the sequence u,, :=
tn —t, so that T'= T + U. The configurations {t} and {t*} are critical points, hence satisfy
the Euler-Lagrange equations

4 4
th=1-— ;Fn,n—i—l? t:; =1- ﬁrr—’{,nJrl?
withD:=Ty =1(Tt+U < 0),and I'" := 1(T" < 0). According to Lemma 3.1, the expression
of I' and I'" can be written using the Cauchy’s residual formula using the same contour €, that

is
1 d 1 d
:_¢Z s and F+:_7 72 s
2im Jo 2 — (TT +U) 2n Jyo 2z =T+

and where the operators in the integrand are uniformly bounded in z € %. Since u,, = t, — t;,
we obtain (we use the resolvent formula in the last line)

4 4 /1 1 1
=—(I'*-T = —_— — d
tn I ( >n,n+1 7 (2i71’ 365 |:Z - T+ Z— (T+ —I—U)] Z>n7n+1

—4 1 1 1 1
~ 7 \Qir d - n

with the remainder term

1 1 1 1
(Qu(ug, uz)), (zmﬁéz—T+ LTt +U) e -Th z)n,nJrl

Multiplying by @ and reordering the terms, this can be also written as

Vn eZ, (ZLu),=(Qu(u,u))y, (3.11)

with the linear map

1 1 1
(Zw) ttn = (217[' ygg” (Z =T UZ - T+) dz> n,n+1 (3.12)

Formally, if v is another real sequence, with corresponding operator V, we have

Vo () = 3 0n( L = 1Y Vntty + 2T <1§’§ L 1t v) d=  (3.13)

i T+ T+
oyer oy 2im Jo 2 =T+ =z-T

and we recognize the expression of the Hessian Hy+(v,u) in (3.9). Unfortunately, the previous
computations is formal, since u is not necessary in ¢?(Z). We only know that it is square
integrable at +oco. Actually, for a heteroclinic configuration, we have u ¢ ¢?(Z), since u does
not decay to 0 at —oo. In order to bypass this difficulty, we regularize u using appropriate
cut-off functions.

For a > 0 and s € Z that we choose later (o will be small, and s will be large), we introduce
the function 6, : Z — RT defined by

an 'f <
0o,s(n) = min{e®”, e*’} = {e s (3.14)

e ifn>s

and denote by O, ¢ the multiplication operator by 6 s, defined by (Oq.s)n,m = 0a,s(1)0n,m-
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In what follows, we will consider the sequence u,, s, defined by

(Ua,s)n = 0a,5(n)0q s(n + 1)uy,, with corresponding operator Uy s = 04 sUOq, 5.

Since u is bounded and square integrable at +oo the vector U, s is in £2(Z) for all & > 0 and all
s € Z. We also introduce the operator JN’(;" s acting on £%(Z), and defined in the canonical basis
by

~ Oas(n+ 1)tJr

~ 0a.s(n) ~
+ G ALV +
Vn € Z7 (Ta7s)n7n+1 = Hays(n T 1) tn ) (Ta,s>n+17n . ea’s(n) no

and (TaJrS)” = 0if |i — j| # 1. Note that Tjs is not symmetric. Using that

,

Oas(n)  Je® if n<s
Ons(n+1) |1 if n>s,

we see that fj’ ¢ has the matrix form

0 tf,e @ 0 0 0
th ge” 0 thiee® 0 0
Too=|" 0 tf,e° 0 tt 0 |- (3.15)
0 0 t+ 0 t5,
0 0 0 th,y 0

This operator is constructed to satisfy the following commutation relations (see Section 4.1
for the proof).

Lemma 3.5. The operator T+ satisfies

a,s
Ous Tt =Tf,Ons and T 0u, =04, (TH,)" . (3.16)

There is o > 0 and C > 0 so that, for all 0 < o < au, all s € Z, and all z € €, the operators
z =Tt and z — (T ,)* are invertible, with ||(z — T,F ) op < C and ||[(z — (T )*) Hlop < C.

,s
In addition, we have

1 1 1 1
S) = O, d ———Ops=04 43—
oz,sZ_TJr 5 —T&’:s a,s an S _ T+ a,s a,sz_ (Tots)*

We multiply (3.11) on the left by 65(n), and on the right by 65(n + 1). Using that, for any
operator A on (%(Z), we have 04 5(n)Annt10a,s(n +1) = (04,5404, 5)nn+1, and the fact that

1 1 1 1
U Ope=——0,,06,;, ————
Py T+ LT+ M 7t ﬁa’s;—/a’s z— (T:[,s)* ’

,s

Oa

:Ua,s

we obtain an equation of the form

(Zastias) = (Qusv(uw) (3.17)
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where 3”;75 is the operator defined on ¢%(Z) by

_ 1 1 -~ 1
Woe (Z), (ZLasV) = pu(Uns)n+4 55 —V - dz . (3.18
(), (Zas¥) 1= nlTas) <2m %<Z_Ta+78 Z_(TJS)*) >+ (3.18)

and with the right-hand side given by

~ 1 1 1 1

.S uj,u 71:_4 - 7~®O¢SU —U@a57~dz .

(Qus(ur,02)) (21@2_7%( V) ) Ve T >+
(3.19)

The exponential decay is a consequence of the following Lemmas.

Lemma 3.6. The operator £ defined in (3.12), seen as an operator from (*(Z) to itself, is
bounded symmetric with bounded inverse.

There is ae > 0 and C > 0 so that, for all 0 < a < oy and all s € Z, the operator z,s defined
in (3.18), seen as an operator from (*(Z) to itself, is bounded with bounded inverse.

Note that the operator ,22;,5 is not symmetric for a > 0. We refer to Section 4.2 for the
proof. A key property that we use in the proof is the fact that the Hessian Hy+ is coercive (see
Proposition 3.13 below). Due to the equality (v, £v)p = Hy+ (v,v) for v € (2(Z) (see (3.13)),
this implies that £ is invertible.

In order to control the right-hand side of (3.17), we use the following result (see Section 4.3
for the proof).

Lemma 3.7. There is a, > 0 and C > 0 so that, for all 0 < a < a, and all s € Z, we have

v w € (2(Z)NAEZY), || Qusulur,w)|, < Cllfaemlgs|fasuzlles.

2 (2)

We can now prove the exponential decay of u. From (3.17) and the two Lemmas, we get
that there is C > 0 and o > 0 so that, for all 0 < a < o* and all s € Z, we have

00,5172 < Cll6a,sul- (3.20)

Concerning the left-hand side, we note that 6, is increasing so that 6o, s(n)0a,s(n+1) > 62  (n).
Hence

162 sullf> < [T,

Let us now bound the right-hand side. We fix ¢ := #, where C' is the constant appearing

in (3.20). Since u goes to 0 at +oo, there is M large enough so that |u,| < € for all n > M.
This gives

Y asmlunl + 3 s s(m)lunl* < Jlulliee D 05 () +€* Y b o(n)|un|®

n<M n>M n<M n>M

_ 4 dan 2|92 2 _ 4 etoM
= [luflge Y " + %67 sullE = ullj=
n<M

16 sulls

20102 112
1 _oda T 165, sullz2-

Plugging these inequalities in (3.20) gives

daM

(1= Ce03,ullfe < llaflte ——5-

With our choice of ¢, the quantity 1 — Ce? = % is positive. The right-hand side is a bound

independent of s € Z. We can take the limit s — oo, and conclude that

9 daM
an

€ u )

( " nez

(&7
< 2”‘1”3001_7

(**"un) € (@), with ’ —rt

(2)
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This proves as wanted that the sequence u is exponentially decaying at +oc.

3 Smoothness and Taylor expansion of the map F;

In this section, we prove Lemma 3.1, which states that h — (7"+ H)_ is smooth locally
around 0, whenever T is a homoclinic or heteroclinic configurations.

We first record a useful Lemma that we will use many times throughout the article. In
what follows, we denote by B := B(£%(Z)) the set of bounded operators acting in ¢?(Z), and
by &, := &,(¢*(Z)) the p-Schatten class: A € &, iff A is a compact operator with ||A|e, :=
Tr(|A[P)Y/P < +o00. The set Gy is simply the set of compact operators, with ||Alls. = ||Allop-
Lemma 3.8. Let a be a sequence from Z to R, and let A be the corresponding operator.

— Ifa €, then A is a bounded operator (A € B), and ||Allop < 2[|al|e~ ;
— Ifa goes to 0 at +o0, then A is compact (A € S) ;
— Ifa € (P(Z) for some 1 < p < oo, then A is in the Schatten class S, and

| Aller < 2||al|¢.

Proof. For the first part, we note that, for all 1) € £2(Z), we have

<llalle= 3 (1l + [ni1?) = 2[alle 0],

nel

‘(1/)7 A¢>z2’ - Z an(mwnﬁ-l + mwn)

nez

where we used that @b + ab < |a|* + |b|? in the middle inequality.

For the second part, we note that the operator A is the limit, for the operator norm, of the
finite-rank operators AV associated with the truncated configurations aV = (1_N<n<N Gn)nez-
Hence A is compact.

For the last part, we first prove the result for p = 1. We have, by duality,

HAHGIZ sup |TI"(AK)|: iug Zan(Kn+1,n+Kn,n+l)

1Kot IKlep=1 |7€Z
<llalla sup > (IKniinl +[Knniil) < 2l[allp
KeB
1K llop=1 "EZ
We used in the last line that |Kp 1| = [(en, Kent1)| < ||K|lop. Finally, to conclude the
proof, we proceed by interpolation using Riesz-Thorin interpolation theorem for Schatten spaces
(see [Sim05, Remark 1 p.23] and [RS77, p.115] for the version with B instead of &n). O

3.1 The spectrum of homoclinic and heteroclinic configurations

In order to prove that Fi is smooth, we first study the spectrum of the operator 7" when t
is such a configuration. We treat the two cases separately.

Homoclinic configurations

Let {t} be a homoclinic configuration with t > 7 for some 7 > 0. Then, we can write
t = tT +u, where we recall that t* is the dimerized configuration ¢;7 = W + (—1)"¢ with § > 0,
and where the sequence u goes to 0 at +oo.

We have T'=T" + U. The operator T has purely essential spectrum, of the form (see for
instance [GKS23] and references therein)

o (T*) = 0ess (T*) = [-2W, ~25] U [26,2W].
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Indeed, for a finite L = 2N, we have (Ty)? = ((T))?) = 2(W?2 + 62) 1oy + (W2 — §2)Q,
with Q40 = Q40 =1, and Q; j = 0 if |i — j| # 2. The spectrum of Q is given by

a(Q) = {2008 (2];:3) , ke [[1,N]]}.

This yields

o(Th) = {i2\/W2 cos? <’j§) + 62 sin? GC) ke [[1,N]]},

from which we deduce o(T™).

In particular, 7" has a spectral gap of size 46 around 0. On the other hand, since u goes to
0 at o0, U is compact, see Lemma 3.8. We thus deduce from Weyl’s theorem that

Oess(T) = Oess(TT) = [-2W, —26] U [26, 2W]. (3.21)

In particular, 0 ¢ 0es(7). In addition, we claim that 0 is not an eigenvalue of 7. More
specifically, we have the following.

Lemma 3.9. Let {t} be any configuration with t > 7 for some T > 0 (in particular, all
coefficients t,, are non null). Assume there is Ng € N and 0 < k < 1 so that

t
(Homoclinic case) V|n| > Ny, il <
2n
Then 0 is not an eigenvalue of T. Conversely, if
o e t2n+1 t72n
(Heteroclinic case) Vn > Ny, <k and <k,
2n l_on—1

then 0 is an eigenvalue of T of multiplicity 1.

For a homoclinic (resp. heteroclinic) configurations, the first (resp. second) condition is
satisfied with kK = %—;g <1

Proof. The eigenvalue equation T = 0 reads
Vn € Z, tp¥n + tay1¥ni2 = 0.

We obtain directly

n

Yon = (—1)" ﬁ <t2m2> Yo, Vo1 = (=" ] (t2m1> V1.

e \t2m—1 =1 \ tam

The vector space {¢, T = 0} is therefore 2 dimensional, since ¢ € {T% = 0} can be recovered
from its values /g and 11, and we have Ker(T) = {Tvy = 0} N £%(Z).

Let us first consider the homoclinic case, and let 1 € {T% = 0}. Since |ta,/tons1| > k71 > 1
for n > N, we have oy, 12k > [an, |+ ~F as k — 0o, so 1 cannot be square integrable at +oo,
unless 12, = 0, which is equivalent to 99 = 0. Similarly, we have |¢_an,—2k+1| > [V—_2ny+1 |k
as k — o0, so 1 cannot be square integrable at —oo, unless 1_an,+1 = 0, which gives ¢y =0 as
well. So Ker(T') = {0}.

In the heteroclinic case, the same reasoning shows that we must have ¢y = 0. However,

given 11 € R, the function ¢ with ¥o,+1 = (=1)" [ (tfg‘:) i1 and 9, = 0 is a square

integrable non null eigenvector. In this case, dim Ker(7) = 1. O
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Remark 3.10. In the heteroclinic case, the corresponding normalized eigenvector i is some-
times called an edge state, or interface state or zero mode. As shown in the proof, it is expo-
nentially decaying at +oo: there is C > 0 and 8 := —log(k) > 0 so that |[¢,| < Ce Pl It
is always exponentially decaying, even though the sequence t may converge to t* very slowly at
+oo. Actually, we do not require t to be a critical point here.

Note that it is only supported on the odd integers: o, = 0 for alln € Z. In particular, the
corresponding projector Z = |) (1| satisfies

Vn € Z, Zn,n-i—l = Zn+1,n =0.

Let us return to the homoclinic case. We proved that 0 ¢ o(T"). Let g := dist(0,0(T")) be
the distance between 0 and the spectrum of 7', and set n := ¢g/8. Let h be any perturbation
with [|h|l < 7. Then ||H|op, < 21 by Lemma 3.8. In particular, the spectrum of 7'+ H is
2n—close to the one of T, hence o(T' + H) N [—g/2,9/2] =

Let us consider the positively oriented contour € in (3.8). We deduce first that (z— (T'+ H))
is invertible for all z € ¢, and with ||(z — (T + H))"!{|op < C for a constant C' independent of
z € €. Also, from the Cauchy residual formula, we have

W1 <0)= o — 2
¢ %

2ir T+ H)
and .
— z
T+H)_=—-T+HILT+H<O0 ——dz.
(T +H) (T+H)UT +H<0)= 2177922—(T—|—H) -

Heteroclinic configurations

Now, let {t} be a heteroclinic configuration with t > 7 for some 7 > 0. First, we claim that

0 ¢ oess(T).

Lemma 3.11. Let t be a heteroclinic configuration. Then
Oess(T') = [—2W, —26] U [20, 2W].

In particular, 0 ¢ oess(T).

Proof. Introduce the sequence t with ¢, = ¢, if n # 0, and o = 0. We denote by T the

corresponding operator, and set K := T —T'. In a matrix format, the decomposition T" = T+K
reads

0 0 0
0 t-11]0 o0 t-1]0 .0 0|0
0 t_1 0 |to O 1 0 ¢t4 0]0 O 0 0 Ot O
0 %[0 & 0 | — 0 0170 ¢ 0 + 0 %[0 0 0
0 [t1 O ° 0 |t1 O 00 0 °
0 0 0

The operator K is of rank 2, hence is compact, 50 0ess(T') = ess( ~) by Weyl’s theorem. In
addition, the operator T is of the form T = T}, & Tg acting on (2(Z) ~ (2(Z~) @& (2(Z"), hence

Oess (T) = O'ess(TL) U OGSS(TR)'

Let us first focus on the right operator Tr. The hopping amplitudes t, for n > 1 are of the form
t, = t+ + u, with lim, . u, = 0. So, with obvious notation, TR = T 4+ Ugr. The sequence
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(un) goes to zero, so U is a compact operator (the proof is similar than for Lemma (3.8)), and
Oess(TR) = aess(Tl,‘%F ). Finally, reasoning as before and introducing the cut compact operator
Kt :=T" —T7, we have

U(T+) = UeSS(T+) = Uess(ffj—) U Uess(fg)'

In addition, since t*,, =t} for the dimerized configuration t*, T EL is unitary equivalent to T E ,
and in particular N N
O'ess(T]J{r) = Uess(TZr) = [_QW, —25] U [25, QW]

Altogether, we proved that O'ESS(TR) = [—2W, =20]U[26,2W]. The proof for the left part is
similar, upon replacing T by 7. O

In addition, using Lemma 3.9, we know that 0 is an eigenvalue of T" of multiplicity 1. So 0
is an isolated eigenvalue, and we set
Lo

By standard perturbation theory, for all h with ||h[;~ <7 (hence ||H|op < 27 by Lemma 3.8),
the spectrum of T'+ H is composed of an isolated eigenvalue Ao(T + H) of multiplicity 1, with
|IXAo(T'+ H)| < 2n < g/4 corresponding to the perturbation of the 0 eigenvalue of 7', and the rest
of the spectrum, at distance at least g — 21 > 3¢g/4 from 0.

NGRS

g :=dist (0,0(T)\ {0}) >0, and n:= min{

0l

T
757

Since ||h|lge < 7/2 and |||y~ < /2, the vector t + h satisfies t + h > 7/2 > 0 and
(tn+hy) € (tn,—0/2,t,+06/2). In particular, it satisfies the assumption of Lemma 3.9 (heteroclinic
W—5/2

case) with K = wrsn < 1. So Xo(T + H) = 0: the eigenvalue 0 is unperturbed by the addition
of H.

We consider the positively oriented contour ¢ defined in (3.8). We deduce from the previous
discussion that, for all h with ||h||s~ <7, we have

(T+H):_(T+H)1(T+H<0):;y§gz_(;+mdz,

where all operators appearing are uniformly bounded by some constant C' > 0 independent of
z € €. We also remark that we have

1 dz
1(T+H - — ¢ —— d 1(T+H<0)=1(T+H Z
(T+ H <0) 2iﬁﬁz_(T+H), and 1(T+H<0)=1(T+H<0)+Z,

where Z = |¢)(¢] is the rank—1 projector onto the normalized zero-mode ¢ € Ker(T + H), see
Remark 3.10.

3.2 Taylor expansion of the map F;

In this section, we study the energy Fi in (3.7), and prove Lemma 3.2. Recall that Fy is
defined by
Fe(h) = g S (B + 2ty — 2y — 2Te((T + H)— — T_).
neL

In what follows, t is a homoclinic or heteroclinic configuration with t > 7 for some 7 > 0. We
introduce the constant 7 > 0 and the contour ¢ as in the previous section.

First, we claim that for all h with ||h|[,2 < n (we now use the ¢! norm), the map F¢(h)
is well-defined and finite. Since ||h|g~ < ||h|/;1 < 7, h satisfies the conditions of the previous
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section. For the first part of the energy, we write that

> hp = |hl7 < )7, and
neL

> 2ty — 2)hy

nez

< (21t +2) [l

so the first part is continuous from ¢! to R. For the second part, we use the Cauchy residual
formula, and get that

-1 z z -1 1 1
T+H)_.-T_=— — dz = — 5l d
(T+H) 2im ¢<z—(T+H) Z—T> *7 oin %<z—(T+H) z—T)Zz’

O

where we used the resolvent formula in the last equality. In particular, for all h € ¢! with
||h|[;n <nand all z € €, we have, using Lemma 3.8,

1 1

1
H
z—(T+H) z-T

z—(T'+H)

1

z —

< 2C?||h|p. (3.22)

op

IH s,
op

&1

Integrating z in the compact ¢ eventually shows that Fi(h) is well-defined and continuous
around O for the ¢! norm.

We can push the resolvent formula, and write that

1 1 =1 1 n
— = E H
z—(T+H) =z-T n:lZ_T( z—T) ’

where the sum on the right is absolutely convergent in B whenever

1
sup H| <1,
2EC T

z —

op

which happens whenever ||hl[¢~ is small enough, according to Lemma 3.8. Actually, it is also
absolutely convergent in &1 whenever ||h||,1 is small enough. We deduce directly that h — F¢(h)
is analytic on a ¢! neighborhood of 0.

Let us compute the differential and hessian of this map. We write
1
Fi(h) = Le(h) + 5 He(h, h) + Re(h),

with the linear form (differential) L on ¢!(Z), defined by

1 1 1
e(h) M%( Jhn + r<217r§énz—T :-T" Z)

the bilinear form (hessian) Hy on ¢*(Z) x ¢}(Z), defined by

1 1 1

1
Hi(h k) := hpky +4Tr | — H K dz |,
e(h, k) Iunze:z + r(217ry§gz—T s T 2T z)

and the rest

1 1 3 1
Ri¢(h) :=2Tr | ——— H dz | .
o(h) r( Ziﬂygg[z—T ] z—(T—i—H)Z Z)
Reasoning as in (3.22), we see that |R¢(h)| < C||h||3; < C||h|)3,. Similarly, we have
|He(h,k)| < C||H|le,[|Kle, < C'|[hllez K] ez,

so the Hy bilinear form can be extended continuously on ¢2(Z).
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To end the proof of Lemma 3.2, it remains to simplify the expressions of Ly and Hy. We use
the following result.

Lemma 3.12. We have

1 1 1 1 1
Tr | — H dz ) =Tr | — Hdz ) =Tr(I'tH .2
r<zm7§52_zﬂ AT Z) r(mﬁéz_T Z> r(Fy H) (3.23)
and
1 1 1 1 1 1 1
4Tr | — H K dz | =2Tr | — H Kdz ). .24
r<2i7r}éaz—T z—T z—TZ Z) r(Qiﬁggjz—T z—T Z> (3.24)

Proof. First, writing that z = (z = T) + T, we get

1 zdz b dz —I-i dz
2ir J (2 —=T)2 2n ) 2T 2in ) (2 -T)%

and the second term vanishes by the Cauchy residual formula. We recognize the spectral pro-
jector

1 dz

in the first term. This and the cyclicity of the trace gives (3.23). We now differentiate this
equality with respect to T, in the direction K. We get

1 ( 1 % 1 1 L 1 1 1 > d
— zdz
2im [y z=T z-T z-T 2z-T z-T z-T

1 1 1
=—¢O T K H ) dz.
2im Jo r(z—T z—=T ) ®

Using again the cyclicity of the trace gives (3.24). O

4 Proofs of the Lemmas

In this section, we provide the proofs of the Lemmas appearing in Section 2.4.

4.1 Proof of Lemma 3.5

We first prove Lemma 3.5, which compares T and T; s- The fact that ©, T1 = f; sOas is
a simple computation. Taking the adjoint gives the second equality of (3.16).

Let us now prove that (z — Ty,s) is invertible for o small enough. The operator T — T,
satisfies

(T—T+

th(l—e @) ifn<s n
a’s)n,n—i-l { (T - T

) th(l—e*) ifn<s
0 ifn>s’ G5 ntlm

0 ifn>s’
and (T - T(j’s)z}j =0 if |i — j| # 1. Reasoning as in Lemma 3.8, we deduce that

1T — T3 llop < 217513% it - max{|1 —e |, |1 — e} = 2(W + §)(e* — 1). (3.25)
This bound is independent of s € Z, and goes to 0 as & — 0. Since (z — T") is invertible for

all z € ¢, we deduce that for o small enough, (z — T(I ) is invertible with bounded inverse, and
satisfies ||(z — f&fs)_lﬂ < C for a constant C' independent of z € €.



60 CHAPTER 3. Exponential decay of the critical points

Finally, from the equality O, 7" = T;s@a,& we get Oq s(z —T1) = (2 — T;s)@a,s, which
gives, as wanted
1 1 1 1

-1 6 A — e, -0, —L
SEoTF T g, o M AT T e Ty

Oa

4.2 Proof of Lemma 3.6

We now prove Lemma 3.6. The first and most important step is to prove the following
Proposition, whose proof is postponed to Section 4.4

Proposition 3.13. For the dimerized configuration t*, the hessian Hy+ is bounded on (*(7Z) x
?%(Z) and coercive.

Using this result, we can prove that .Z is a symmetric bounded invertible operator. Recall
that .2 is defined in (3.12) by

1 1 1
=, 44— d .
(L) [y, + <217r7§g(z—T+Uz—T+) Z>n,n+1

As we already noticed in (3.13), we have

(v, LW)p2 = (LV, W)p2 = Hi+ (v, W).

This equality is first valid for v, w compactly supported, but can be extended for v, w € ¢?(Z)
by continuity of Hy+. This already proves that . is a symmetric bounded operator on ¢?(Z). In
addition, the coercivity of Hy+ shows that £ is invertible with bounded inverse (Lax-Milgram
theorem).

We now focus on the map .5”;75 defined in (3.18). We claim that H,,Q;S — ZL||op goes to 0 as

«a — 0. This will eventually prove that .,5’/’275 is also invertible with bounded inverse.
We have, for v,w € ¢*(Z) ,

—~ 1 1 1 1 1
L - % =2Tr (| — U V- —U = Vidz|.
v s )0}z ' <2i7r ?gg [z —T+ z-T% 2 =Ty z— (Tds)* 1 Z)
We have

1 1 1 1
U = U—=
=T z=T% Tty 22— (Tds)*

(1 L S SRS B G 1
1 ~ 1 1 1 1
= (TF,—T%) U + U

1
z—Tt Z_*_IN’CT’S z =Tt Z_TO‘ZS z—T+((

e (T

T ) =17

We then use estimates of the form (R stands for resolvent)

Tr(Ry(T=T)ReUR3V) < ||Ry(T = T)ReU RV || < || Rillop | Rallop | Rallop| T—T lop |1 U 2|V [ 2-

61

We deduce that there is C' > 0 so that, for a small enough,

(V. (L~ Zas)u)e

< COITE s — T lopIUlle2 [V lle2 < 2CNT5 s — T [lopl[ull2llvllee,

where we used Lemma 3.8 in the last inequality. We proved in Lemma 3.25 that || T3, — T |lop —
0 as @ — 0. Together with the fact that £ is invertible, we deduce that for there is a* > 0
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and C > 0 so that, for all 0 < a < o* and all s € Z, the operator 3”;75 is invertible with
(L 5) Hjop < C. This concludes the proof of Lemma 3.6

4.3 Proof of Lemma 3.7

Finally, we focus on the map Qq s defined in (3.19). First, using that 3°,,(A)2 a1 < Al
and estimates of the form

[R1(OV) Ro(WO) Rslle2 < [ Rillop | B2llop | B3 llop OV [le [WO e

we get

~ 2
|Qusv v W), < ClIOwsV It |WOuslle

(2)
It remains to bound || sU||s, by ||fa,sulls. To do so, we follow the steps of Lemma 3.8, and
prove that for all 1 < p < oo and all u € P(Z), we have ©, U in &, (in B if p = 00), and

||@a,sU||6p < Cpuea,suHﬁp (3.26)

for a constant C), independent of u (and [|©q,sU|lop < Cool|fa,sualjse for p = 00). We use below
the fact that
Oa,s(n) < bps(n+1) <e“fqs(n). (3.27)

First, for p = oo, we have, for ¢ € (2(Z),

|©a, sUz/’Hﬁ = Z@ n)[tn—1¥n—1 +Un¢n+1| < 229 n)|tn— 1| |90 — 1|2 +93,s(n)’un|2‘¢n+l|2

nez nez
< 22|05 ul|7o0 |17z + 21|00, 51l 7o0 || 72-

We used that |a + b|> < 2]a|® + 2|b|? for the first inequality, and (3.27) for the second. This
proves the bound
HQCM SUHop (26 +2) ||904 Su”ﬁoo

In the case p = 1, we have by duality

”eoz,sUH61 = iug ’Tr(@a SUK iup Z un Q, s +1 n+ unea s(n + 1)Kn,n+1|
€
IKllop=1 IKop=1 TEZ
<D funbas(n)] + Y [unba,s(n + 1) < [[0a,sullp + e [|0a,sullq.
nez neL

Here, we used that both |K, 41| and |K,11,| are smaller than 1, and (3.27) for the last
inequality.
We conclude that (3.26) holds for all 1 < p < oo using Riesz-Thorin interpolation.

4.4 Coercivity of the Hessian at the dimerized configuration

In this section, we prove Proposition 3.13. Recall that

1 1

1
H,:+(h,h) = ul|h||®> + 2Tr ( — H Hd
e () = gl 2T (= b et

We already proved that Hy+ is a bounded quadratic form on ¢£2(Z). We now prove that, for the
dimerized configuration t*, the Hessian Hy+ is a coercive bilinear map on ¢2(Z), namely that
there is C > 0 so that, for all h € (?(Z), we have

Hy+(h,h) > C|hf2%.
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By density, it is enough to prove the result for all compactly supported sequences h. Assume
that h is such a sequence, so that h,, = 0 for all |n| > S. First, we claim that there is C' > 0 so
that, for all L large enough, we have

H (b h) > C|h7, (3.28)

where Ht(f) (h,h) is the hessian of the SSH model for the closed L = 2N chain, defined by
L

HY(h,h) = u|h 2T 1§1§1H1Hd
t+( ) :u” HZ2+ ry 2 Z—TE_ Z—TZ_ Z -

Here, Try, is the trace for L x L hermitian matrices, i:JLr is the dimerized ground state of the
closed L-chain (L even), of the dimerized form (see [KL04])

= Wy + (=1)"6, (3.29)

and T} is the associated L x L hermitian matrix. It was proved in [GS12; GKS23] that W, — W
and 6; — 0 as L — oo. Actually, the bound (3.28) was more of less proved in [GS12], with a
constant C' independent of L for L large enough. We provide here another proof.

To prove (3.28), as in [KL04], we use the convexity of the function f : [0,1] — R defined by
[0,1] 5 2 — \/E—fx

As a consequence, the map A — Trf(A) is convex on the set of hermitian matrices with spectrum
in [0,1]. This implies that, with A = ||T1||op

ST (V) > ~Te(y/(T) + H;H T - (T2)2)

where (A) is the average of A over all translations, namely

01 0 -+ 0
L Lo 00 1 0
<A>:fz@'fx49f’“, O =|:
k=0 00 0 1
10 0
We deduce that
S K L 11 4 212
52 (tn —1)% = Trp(1/ (T2 >)+§W v [T — (T%)2]. (3.30)

Since the operator T° Li always corresponds to a 2-periodic configuration, it holds

01 (TLjE)2 o] = (Tf)Q and, in particular (Ti) <(Ti) > .

We deduce that there is equality in (3.30) for t}. We also deduce from (3.30) that, for all t, we

have L1
ED(t) — eB(t]) > i Tr[T* — (T?)?].
8|72,
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We apply this inequality for t = tz + sh and get that

1

1
W) (¢t h—eWgry>- -~
o) = ST = ST T,

Tr (T + sH)* = (T} + sH)*)?]

For the denominator, we use the fact that, for s small enough, we have || T} +sH ||op < 2| T} [lop-
For the numerator, expanding the expression and using that (77)% = ((T;})?), so that

Trp (T PH) = Trg ((TF)0(TF H)) and T (((TF)?)(H?) = Trp((T/)?H?) (so that the
orders O(1) and O(s) vanish), we obtain that

s2 1 2
W (tF 4 sh) — D) > 2 ST Trp | (T H + HT ) = (T H + HT)?| + o(s?)
- S (a2 = ez |, ) ot

The previous computation is valid for all h. We now use the fact that h is compactly
supported in [—S,S], and that L > S. This allows to prove that the last term is small. More
specifically, we have the following.

Lemma 3.14. For all S €e N all L > S, allt € CL and all h € CF compactly supported in
[—S,S], we have

6S
KTH)|&, < thll?wlth%
Proof. Set A =TH, so that
An,n = tnhn + hnfltnfla An,n+2 = thrlhn, An,n72 = tn72hn71-

The matrix (A) is of the form

. 1
(A)pn =200, (A)pnt2=a1, (Apn-2=a_1, with a,, = I Z tiermP-
-

Using that h is compactly supported and Cauchy-Schwarz we get
2
) 1 5 1
|am|” = Z tk+mhk < St | D0 | < w5l RS,
k=-S5 L k=-S5 L2

We obtain

IAllge = > _(A)nm = L(2a0)* + Lai + LaZ, < 6L IItII?oloH?QS-

n,m

This proves that

52 1
16 |13,

125

2
V(5 + sh) — £7)(6}) = (27 + BT - 22 167 1 IR ) + o).

2
Finally, we bound from below the remaining HTEr H+H Tzr HG . A computation shows that the
2
matrix A := TH + HT satisfies

An,n = 2(tnhn + tn—lhn—1)7 An,n—i—Q = tnhn-‘rl + hntn+17 An,n—Q = tn—lhn—2 + hn—ltn—Qa
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and A; ; = 0 otherwise. Squaring all terms and summing gives

HT+H+ HT+

24 t h + tn lhn 1) + (tnthrl + hntn+1)2 + (tnflhan + hnfltn72)2-

Expanding, relabelling all sums, and using that t} is dimerized, of the form (3.29), we obtain

h 212 + 2 3tnt
T, H HT+ =2 " ith — n+1 ntl |
H " %:Z < ( ”H) (h”+1>> Lo On < Stptnt1 12 +2t2 4

We have

Tr(Qn) = 3(tp + 17 41) = 6(W} +07)

and
det Q = (262 + 12, 1) (12 + 22 1) — 0242 | = 2t 4260 | — 422 = 2(t2 —12.,)? = 32W}o3.

Since d;; — 0 > 0 and Wy — W for L large enough, there is a constant C' > 0 such that
Qn > C > 0 for a constant C independent of n and L large enough. So

|+ mT | = 20m,

Altogether, we proved that for L large enough, we have

> 1 12
EW(e] +sh) — £0(e]) > Sop (20— 2 ) [ + ofs?
67T,

> Cs?||h||7 + o(s?),

where C is independent of L, for L large enough (L > Lo, where Ly depends on the support S
of h). This proves the lower bound (3.28) for Ht(f) However, following [GS12], it can be proved

L
that this hessian is indeed uniformly coercive (that is with a bound independent of L for L large
enough).
To conclude the proof, we note that

1 1 1 1
T H H) -T H H
1VL<Z—TJr z =T+ > rL(z—TZr Z—TE_ >

Since W, — W and 01, — 4, we have || T+ — T ||op.. — 0 as L = 2N (even) goes to infinity. So
for L large enough, we have

< CIHIENTT = Tf llop,L-

C
‘Hﬁ (h,h) — B )(h h)‘ < S lnl,

where C is the bound in (3.28). This proves Hy+(h,h) > %Hh”%, where the constant C' is
independent of h. We proved the bound for h compactly supported, but by density, it can be
extended for all h € ¢2(Z), hence the coercivity of Hyy.



Appendix

Le cas des chalnes ouvertes

Dans cette partie, nous donnons quelques résultats sur le cas des chaines ouvertes de poly-
acétyléene. C’est-a-dire des chaines finies dont les conditions aux bords sont ouvertes, au lieu
des conditions périodiques pour des chalnes fermées. Nous étudions dans le cas L =3 et L =4,
la symétrie des minimiseurs de ’énergie de Peierls-SSH pour des chaines ouvertes. Cette pro-
priété de symétrie des minimiseurs se traduit par ¢; = t;_; pour une configuration minimisante

{t} ={t1,...,to-1}.
1 Exemples descas L=3,et L =4

Dans les chapitres précédents, nos études ont été faites dans le cas des chaines fermées. Nous
avons obtenu des résultats sur les comportements des minimiseurs de I’énergie de Peierls en
présence d’une température strictement positive 6 dans le cas d’une chaine avec un nombre pair
d’atomes de carbone L = 2N, et d’une chaine infinie [GKS23]. Il faut également noter que les cas
(pair et impair) des chaines fermées a température nulle ont été étudiés dans [KL04; GS12]. Dans
cette partie, nous présentons quelques résultats obtenus dans des cas particuliers (L = 3, L = 4)
des chaines ouvertes. Dans ces chaines la configuration t formée par les amplitudes de saut entre
les sites n et n + 1 est donnée par {t} = {t1,...,t1_1}, ou L correspond au nombre d’atomes
dans la chalne. L’énergie est donnée par

ﬁ}gi P~ Tx(|7), (A1)

where T'=T'({t}) is the L x L hermitian matrix

0 t7 O 0 0
t1 0 to - 0 0
0 ta O ts3 0
Srgen |, 0oL T (A2)
0 tp—2 0 tr
0 O 0 tr—1 0

1.1 Lecas L =4

Pour une chaine ouverte avec L = 4 atomes de carbone, on a {t} = {t1,t2,t3} et I'énergie
est donnée par

@ ({t1,t2,t3}) =

l\?\":

3
Z t; = 1)% = Tr(|Thas)), (A.3)
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avec T1o3 definie par

0 ¢t 0 O

_tr 0 t2 O
Thzs = | ty 0 ts (A.4)

0 0 t3 O

Nous allons utiliser dans cette partie une technique appelée "Reflection positivity" [LN95], qui
est un concept de la physique statistique et consiste a montrer que

Z)\J(Tm) > % (Z A (Thar) + Z)\Z (T323)> ; (A.5)

o, A; (Th23), A; (Th21) et A; (I323) sont les valeurs propres négatives de Tha3, Th21 et T323
respectivement et

0 t4 0 0O 0 t4 0 0O 0 t3 0 0

ot 0ty 0 ot 0ty 0 Ct3 0ty 0O
Thas = | ta 0 t3]° Thar:= | ta 0 #1]° Toos = | ty 0 t3
0 0 #3 0 0 0 # 0 0 0 t3 0

En considérant la matrice unitaire &/ définie par

1 0 0 O

0 -1 0 O
U= 0 0 1 o[’

0 0 0 -1

on a U To3U = —Thog, UT1o0Ud = —T191, U T393U = —T303. Par conséquent, les spectres
de Ti23,T121,T323 sont symétriques par rapport & 0. On a le polynéme caractéristiqe de Tio3
donné par

PA(Ti23) = (A = A (W = A3) = AT — (AT + A9)N% + A0S, (A.6)

avec )\li(Tlgg) = £\, et )\Qi(Tlggg) := £ X9 sont les valeurs propres de Tjs3. D’autre part en
calculant le déterminant de Tis3 — A4, on a

P)\(T123) =\ (t% + t% + t%)AQ + (t1t3)2. <A7)
En utilisant (A.6) et (A.7), on par identification
MEN =t 24142 et N3 =131,

ce qui permet d’écrire (A\; + A2)? = 3 + t3 + ¢3 + 2|t1t3]. On en déduit que

A (Tizs) + 3 (Tizs) = A + Ay = —\/88 + 8+ 83 + 2lt1t].

De méme on a,

)\f(T121) + )\5 (T121) = —\/4t% + t%, et )\f (T323) + )\E(ngg) = —4/ 475% + t%.

Posons A = )\I_(Tlgg) + )\2_ (T123), B = )\1_(T121) + )\2_ (T121), C = )\1_(T323) + )\2_ (T323).
L’objectif est de montrer que

AE%(BJrC).

En posant E := A? — $(B? 4+ C?) = 2|t1t3| + 5t3 et D := 1BC = %\/(4@ +12) (413 + 13), on
a B2 — D? = —(|t1] + |[t2])?t3 < 0. Ainsi, 4% < %(B—l—C’)z, et comme A, B et C sont tous
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négatifs, on en déduit que A

> 5 (B+C), ce qui démontre 'inégalité (A.5). Puis qu’on a
=5 Tr(IT1) = X3 A7 (T), ot AT (T)

ont les valeurs propres négatives de T'. On obtient

wn NI

1
ED({t1.t2.13)) = § (ED (11,12 121) + ED ({1 12,13))) (AS8)
et le minimum de £® est atteint pour les configurations {t} = {t,t,t3}, telles que t; = ts.

A notre connaissance aucun résultat n’a été obtenu pour linstant dans le cas général des
chaines ouvertes avec un nombre pair d’atomes.

1.2 Lecas L =3

Pour une chaine ouverte avec L = 3 atomes de carbone, on a {t} = {t1,t2} et ’énergie est

donnée par
I
E®({t1,t2}) = 3 ((t1 — 1?4 (t2 — 1)2) —\/t+ 13, (A.9)

qui peut étre réécrit sous la forme

@ (s,7) = g (s=2r+2) =5 (A.10)

ol s, et 7 sont définis par s := (/t? +t2 et r := t; + t2. De plus s et r satisfont les relations

suivantes s > 0 et r2 < 2s?. Pour s fixé, £B) est décroissante en r, par conséquent £®) est
minimale pour r? = 252, qui implique ¢, = ts.

L=5 L=7

35

0015 o020 0025 003 0035 0040 0045 0050 0015 0020 0025 0030 0035 0040 0045 0050

H u

Figure A.1 — Pour L = 5, comme pour L = 7, on remarque d’apres les résultats numériques qu’il
semble exister une valeur critique de p a partir de laquelle t; =t;_; pour i =1,...,L — 1, dans
la configuration {t} = {t1,...,t-1}.
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Figure A.2 — Les valeurs critiques de p en fonction du nombre d’atomes dans le chaine L.
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Dans le cas général des chaines ouvertes avec un nombre impair L = 2N + 1 d’atomes de
carbones, aucun résultat rigoureux (mathématique) n’a été obtenu pour l'instant, mais au vu
des résultats numériques on peut émettre une conjecture selon laquelle il existerait une valeur
critique de p dépendant de L au dessus de laquelle t; = t;,_; pour ¢ = 1,...,L — 1. On peut
méme obtenir numériquement, la variation des valeurs critiques de p en fonction du nombre
d’atomes L dans la chalne comme le montre la Figure A.2.
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Etude mathématique de I’instabilité de Peierls dans le modéle discret du polyacétyléne

Résumé

Cette these présente une étude mathématique et numérique de l'instabilité de Peierls dans le modele
discret du polyacétylene. Nous commencons par présenter le cadre général de notre travail. Par la suite,
nous étudions la transition de phase dans le modele de Peierls-SSH pour le polyacétyléne. Nous considérons
le modele discret des chaines fermées du polyacétylene avec un nombre pair d’atomes de carbone, ainsi
que des chaines infinies en présence de température, et prouvons ’existence d’une température critique
en dessous de laquelle la chaine est dimérisée, et au-dessus de laquelle cette chaine est 1-périodique. La
chaine se comporte comme un isolant en dessous de la température critique et comme un métal au-dessus.
Nous caractérisons la température critique dans le modele limite thermodynamique et prouvons qu’elle
est exponentiellement petite en fonction de la rigidité de la chaine. Nous étudions ensuite la transition
de phase autour de cette température critique. Pour finir, nous montrons dans la derniére partie la
décroissance exponentielle des points critiques de 1’énergie associée au modele discret du polyacétyléne
a température nulle. Plus précisément, nous considérons les états stationnaires du modele discret pour
des chaines infinies de polyacétyléne qui sont des connexions homoclines ou hétéroclines entre deux
états dimérisés périodiques. Nous prouvons que ces états convergent exponentiellement vite vers les états
périodiques asymptotiques correspondants.

Mots clés : analyse non linéaire, théorie des opérateurs, théorie de bifurcation, physique mathématique,
instabilité de Peierls, dimérisation, polyacétylene, limite thermodynamique, transition de phase,
configurations homoclines, configurations hétéroclines.

Mathematical study of Peierls instability in the discrete polyacetylene model
Abstract

This thesis presents a mathematical and numerical study of the Peierls instability in the discrete poly-
acetylene model. We begin by presenting the general framework of our work. We then study the phase
transition in the Peierls-SSH model for polyacetylene. We consider the discrete model of closed polyacety-
lene chains with an even number of carbon atoms, as well as infinite chains in the presence of temperature,
and prove the existence of a critical temperature below which the chain is dimerized, and above which
this chain is 1-periodic. The chain behaves like an insulator below the critical temperature and like a
metal above it. We characterize the critical temperature in the thermodynamic limit model and prove
that it is exponentially small as a function of chain rigidity. We then study the phase transition around
this critical temperature. Finally, in the last section, we prove the exponential decay of the critical energy
points associated with the discrete polyacetylene model at zero temperature. More precisely, we consider
stationary states of the discrete model for infinite polyacetylene chains that are homoclinic or heteroclinic
connections between two periodic dimerized states. We prove that these states converge exponentially
fast to the corresponding asymptotic periodic states.

Keywords: nonlinear analysis, operators theory, bifurcation theory, mathematical physics, Peierls in-
stability, dimerization, polyacetylene, thermodynamic limit, phase transition, homoclinic configu-
rations, heteroclinic configirations.
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RESUME

Cette thése présente une étude mathématique et numérique de l'instabilité de Peierls
dans le modele discret du polyacétylene. Nous commencgons par présenter le cadre
général de notre travail. Par la suite, nous étudions la transition de phase dans le modele
de Peierls-SSH pour le polyacétyléne. Nous considérons le modéle discret des chaines
fermées du polyacétylene avec un nombre pair d'atomes de carbone, ainsi que des
chaines infinies en présence de température, et prouvons l'existence d'une température
critique en dessous de laquelle la chaine est dimérisée, et au-dessus de laquelle elle est
1-périodique. La chaine se comporte comme un isolant en dessous de la température
critigue et comme un métal au-dessus. Nous caractérisons la température critique dans
le modéle limite thermodynamique et prouvons qu'elle est exponentiellement petite en
fonction de la rigidité de la chaine. Nous étudions ensuite la transition de phase autour
de cette température critique. Pour finir, nous montrons dans la derniere partie la
décroissance exponentielle des points critiques de I'énergie associée au modele discret
du polyacétylene a température nulle. Plus précisément, nous considérons les états
stationnaires du modele discret pour des chaines infinies de polyacétyléne qui sont des
connexions homoclines ou hétéroclines entre deux états dimérisés périodiques. Nous
prouvons que ces états convergent exponentiellement vite vers les états périodiques
asymptotiques correspondants.
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ABSTRACT

This thesis presents a mathematical and numerical study of the Peierls instability in the
discrete polyacetylene model. We begin by presenting the general framework of our work.
We then study the phase transition in the Peierls-SSH model for polyacetylene. We
consider the discrete model of closed polyacetylene chains with an even number of
carbon atoms, as well as infinite chains in the presence of temperature, and prove the
existence of a critical temperature below which the chain is dimerized, and above which
this chain is 1-periodic. The chain behaves like an insulator below the critical temperature
and like a metal above it. We characterize the critical temperature in the thermodynamic
limit model and prove that it is exponentially small as a function of chain rigidity. We then
study the phase transition around this critical temperature. Finally, in the last section, we
prove the exponential decay of the critical energy points associated with the discrete
polyacetylene model at zero temperature. More precisely, we consider stationary states
of the discrete model for infinite polyacetylene chains that are homoclinic or heteroclinic
connections between two periodic dimerized states. We prove that these states converge
exponentially fast to the corresponding asymptotic periodic states.
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