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Résumé

La fatigue de contact engendre une dégradation de la surface des composants tels
que les roulements à billes, les dentures d’engrenages ou encore les roues et rails
ferroviaires. Ce phénomène est causé par l’initiation et la propagation de fissures et
implique de multiples processus physiques à différentes échelles. Les approches em-
piriques sont majoritairement utilisées par les ingénieurs pour modéliser l’endom-
magement et dimensionner les composants concernés par la fatigue de contact.

Dans cette étude, un modèle numérique de l’initiation de fissures en fatigue de
contact est développé afin de mieux comprendre ce phénomène qui est difficilement
observable expérimentalement. Le déplacement d’un contact à la surface d’un so-
lide polycristallin est simulé dans un volume élémentaire représentatif en 3D. La mi-
crostructure est générée par la méthode de Voronoi et les contraintes mécaniques
sont calculées par la méthode Green-FFT. L’amplitude de variation des contraintes
au cours du cycle de sollicitation est utilisée pour calculer la position, l’orientation et
la durée d’initiation de fissures avec une approche inspirée des travaux de Tanaka et
Mura. Cette approche est basée sur l’accumulation de dislocations dans les bandes
de glissement des différents grains du matériau. Le caractère aléatoire de la géomé-
trie des grains et de leurs orientations cristallines permet d’obtenir des distributions
statistiques.

Deux scénarios d’initiation de fissures en fatigue de contact sont analysés : l’ini-
tiation en sous-surface en présence d’une inclusion et l’initiation en surface causée
par un indent. Dans le premier scénario, différents sites d’initiation de fissures sont
identifiés selon la rigidité de l’inclusion. Dans le second scénario, les fissures sont
initiées en face de l’épaulement de l’indent et orientées à 45° de la surface. La taille
d’inclusion, la taille d’indent et la taille de grains ont une influence importante sur la
durée d’initiation moyenne.
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Abstract

Rolling contact fatigue leads to surface degradation of components such as ball
bearings, gear teeth and railway wheels and rails. This phenomenon is caused by
the initiation and the propagation of cracks and involves multiple physical processes
at different scales. Empirical approaches are mainly used by engineers to model the
damage and design the components affected by contact fatigue.

In this study, a numerical model of crack initiation in rolling contact fatigue is
developed in order to better understand this phenomenon, which is difficult to de-
tect experimentally. The displacement of a contact on the surface of a polycrystalline
solid is simulated in a 3D representative volume element. The microstructure is ge-
nerated using the Voronoi method and the mechanical stresses are calculated using
the Green-FFT method. The shear stress range during the loading cycle is used to
compute the position, orientation and duration of crack initiation using an approach
inspired by the work of Tanaka and Mura. This approach is based on the accumula-
tion of dislocations in the slip bands of the various grains of thematerial. The random
nature of the geometry of the grains and their crystalline orientations allows to obtain
statistical distributions.

Two crack initiation scenarios in rolling contact fatigue are analysed : subsurface
initiation in the presence of an inclusion and surface initiation caused by a dent. In
the first scenario, crack initiation sites depend on whether the inclusion is softer or
stiffer than the grains. In the second scenario, cracks are initiated in front of the dent
shoulder and oriented with a 45° angle from the surface. Inclusion size, dent size and
grain size have a significant influence on the mean initiation duration.
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Introduction

Les contacts entre les pièces mécaniques sont nécessaires au fonctionnement de la
plupart des véhicules et des équipements industriels. Ils rendent possible le mouve-
ment relatif entre différents éléments. Les rails de chemin de fer, les engrenages et les
roulements sont des exemples de composants de contact. Ces composants jouent un
rôle important dans la performance des mécanismes. Dans de nombreux cas, c’est au
niveau du contact que se concentrent la dissipation d’énergie ainsi que la dégradation
des matériaux.

L’étude présentée dans ce document s’intéresse au principal type de dégradation
limitant la durée de vie des composants de contact : la fatigue de contact. Ce phé-
nomène intervient lorsque le composant subit une sollicitation cyclique. C’est le cas
de la piste d’un roulement qui endure de nombreux passages de billes à sa surface.
Une accumulation de défauts se produit dans le matériau et engendre l’initiation et
la propagation de fissures ce qui entraine une rupture partielle ou complète du com-
posant.

La fatigue des matériaux ne concerne pas uniquement les composants de contact.
Cependant, les spécificités de la sollicitation de contact rendent ce phénomène dif-
ficile à observer, à comprendre et à prédire. En particulier, la phase d’initiation de
fissures implique de nombreux phénomènes physiques à des échelles comparables à
la microstructure du matériau. L’initiation de fissures en fatigue de contact peut se
produire en surface ou en profondeur du composant selon les conditions de contact
et les propriétés des matériaux.

Pour ces différentes raisons, la modélisation numérique de l’initiation de fissures
en fatigue est un enjeu majeur pour améliorer la sécurité et la durabilité des compo-
sants de contact.
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Ce document présente les travaux de recherche qui ont mené au développement
d’un nouveau modèle numérique d’initiation de fissures en fatigue de contact.

Une revue de la littérature est proposée dans le chapitre 1. Le premier objectif est
de présenter les concepts scientifiques sur lesquels s’appuie cette étude. Le phéno-
mène de fatigue de contact ainsi que les modèles existants sont ensuite présentés.

Dans le chapitre 2, un nouveau modèle numérique du contact est présenté. L’ob-
jectif de ce modèle est de calculer les contraintes mécaniques dans la microstructure
du matériau au cours d’un cycle de sollicitation de contact.

Le chapitre 3 décrit le critère d’initiationdefissures basé sur l’accumulationd’éner-
gie utilisé dans cette étude.

L’ensemble de ces outils sont utilisés dans le chapitre 4 afin d’analyser la fatigue
de contact et de mieux comprendre l’influence de certains paramètres liés à la solli-
citation et au matériau sur l’initiation de fissures.
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Chapitre 1

Revue de la littérature

La fatigue de contact est une problématique industrielle importante et un objet
d’étude scientifique majeur. De nombreux travaux de recherche ont permis de mieux
comprendre les phénomènes à l’origine de la dégradation des composants de contact.
Ces avancées ont également permis d’améliorer la conception de ces composants,
ainsi que les matériaux et les procédés de fabrication.

L’objectif de ce chapitre est de présenter les travaux de recherche sur lesquels se
construit cette étude.

La première partie de ce chapitre présente les concepts scientifiques fondamen-
taux utilisés dans la suite du document. La deuxième partie propose une description
du phénomène de fatigue de contact. La troisième partie présente une revue des mo-
dèles de fatigue de contact en soulignant leurs concepts principaux.

1.1 Concepts scientifiques
La fatigue de contact est un phénomène qui concerne les matériaux solides. Il est

donc utile de rappeler les concepts scientifiques permettant de décrire ces matériaux.
Les théories scientifiques sont des outils qui permettent de faire des prédictions

en accord avec des observations expérimentales. La description la plus précise de la
matière est actuellement donnée par la mécanique quantique. Cependant, une des-
cription aussi fondamentale n’est souvent pas nécessaire, car de nombreuses infor-
mations ne sont pas utiles à plus grande échelle.

Il est alors possible de construire un ensemble de théories qui décrit le comporte-
ment de la matière à différentes échelles d’espace et de temps (figure 1.1).
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Figure 1.1 – Échelles de description.

1.1.1 Matériaux solides
Les matériaux solides sont généralement classés selon leur structure atomique.

Les métaux, les polymères et les céramiques sont trois classes principales. Ces ma-
tériaux se différencient par leur composition et leurs liaisons atomiques, mais égale-
ment par leurs propriétés mécaniques à l’échelle macroscopique.

Lesmétaux sont principalement utilisés pour constituer les composants de contact,
en particulier l’acier qui représente la meilleure solution dans la plupart des appli-
cations. Cet alliage ainsi que la plupart des métaux ont une microstructure polycris-
talline : ils sont constitués de plusieurs grains possédant une structure atomique or-
donnée et orientée. Comme l’illustre la figure 1.2.a, les joints de grains sont les dis-
continuités d’orientation cristalline qui séparent les grains. La taille de grains varie
parmi lesmatériaux polycristallins. Pour les aciers des composants de contact, la taille
de grains est de l’ordre de quelques dizaines de micromètres comme l’illustre la fi-
gure 1.2.b [2].

Bien qu’il soit théoriquement possible de décrire un matériau polycristallin en te-
nant compte de chacun des atomes qui le constituent, une description représentative
de leur comportement collectif est généralement préférable. C’est l’objectif de la mé-
canique des solides déformables.
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a) b)

Grains

Joints de grains 50 µm

Figure 1.2 – Matériau polycristallin, (a) schéma [1], (b) observation microscopique
d’un acier [2].

1.1.2 Mécanique des solides déformables
Lamécaniquedes solides déformables décrit lematériau commeunmilieu continu

dans lequel sont définis des champs tels que les déplacements, les contraintes et les
déformations. Le comportement et les interactions de ces grandeurs sont régis par
des équations dont les fondements ont été décrits par Leonhard Euler [19], Augustin
Louis Cauchy [20] ou encore George Green [21] :

• l’équation du mouvement, dérivée de la seconde loi de Newton et qui assure
la conservation de la quantité de mouvement,

• la relation déformation-déplacement,
• l’équation de comportement, qui définit la relation entre les contraintes et les

déformations.
Trois principaux types de comportements sont décrits ci-dessous : l’élasticité, la

plasticité et la rupture.

1.1.2.1 Élasticité

L’élasticité caractérise la capacité d’un solide à se déformer de manière réversible.
Un solide élastique se déforme lorsqu’il est sollicité par une actionmécanique externe,
mais grâce aux contraintes internes, il retrouve sa forme initiale lorsque la sollicitation
cesse.

Si la réponse du solide est proportionnelle à la sollicitation, le comportement est
élastique linéaire. De nombreuxmatériaux solides tels que lesmétaux, les céramiques
ou les polymères ont un comportement élastique linéaire jusqu’à un certain seuil de
déformation. Les composants et les structures mécaniques sont généralement conçus
pour que les matériaux soient sollicités dans cet intervalle de déformation élastique
afin de garantir la réversibilité.

22

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0070/these.pdf 
© [L. Fourel], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



La loi de Hook généralisée formalise le comportement d’un solide élastique li-
néaire en donnant la relation entre le tenseur des contraintes σ et le tenseur des dé-
formations ε :

σij = Cijkl εkl (1.1)
Avec le tenseur de rigidité C.

La plupart des matériaux présentent des symétries de comportement élastique
qui réduisent le nombre de constantes indépendantes du tenseur de rigidité C.

Élasticité isotrope Pour les matériaux isotropes, seuls deux paramètres sont néces-
saires pour constituer le tenseur de rigidité C0 et ainsi décrire le comportement. Le
module de Young E et le coefficient de Poisson ν sont généralement utilisés. Le ten-
seur de rigidité isotrope C0 est alors défini par :

C0 = E



1−ν
(1+ν)(1−2ν)

ν
(1+ν)(1−2ν)

ν
(1+ν)(1−2ν)

0 0 0
ν

(1+ν)(1−2ν)
1−ν

(1+ν)(1−2ν)
ν

(1+ν)(1−2ν)
0 0 0

ν
(1+ν)(1−2ν)

ν
(1+ν)(1−2ν)

1−ν
(1+ν)(1−2ν)

0 0 0

0 0 0 1
2(1+ν)

0 0

0 0 0 0 1
2(1+ν)

0

0 0 0 0 0 1
2(1+ν)


(1.2)

Les coefficients de Lamé λ et µ (module de cisaillement) peuvent être utilisés de
façon interchangeable avec les paramètres E et ν en utilisant les relations suivantes :

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
(1.3)

µ =
E

2(1 + ν)
(1.4)

Élasticité cubique L’élasticité cubique est un second type de symétrie du tenseur
de rigidité. Trois paramètres indépendants sont nécessaires pour décrire le compor-
tement élastique cubique. Les constantes C11, C12 et C44 sont généralement utilisées.
Le tenseur de rigidité cubique Cc est alors défini par :

Cc =


C11 C12 C12 0 0 0
C12 C11 C12 0 0 0
C12 C12 C11 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C44 0
0 0 0 0 0 C44

 (1.5)

L’élasticité cubique est caractéristique desmatériaux possédant une structure cris-
talline cubique.

Dans unmatériau polycristallin, le tenseur de rigidité est orienté différemment en
fonction de l’orientation cristalline propre à chaque grain.
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Matériau homogène ou hétérogène Dans un matériau homogène, le tenseur de
rigidité C est identique en tout point du matériau. En revanche, si le matériau est
hétérogène, le tenseur de rigidité C dépend de la position. Unmatériau polycristallin
peut être décrit comme :

• hétérogène si les phénomènes d’intérêt se produisent à une échelle comparable
à la taille de grains,

• homogène si les phénomènes d’intérêt se produisent à une échelle de taille su-
périeure à la taille de grains.

1.1.2.2 Plasticité

La plasticité est la capacité d’un matériau solide à se déformer de manière per-
manente. Lorsque la sollicitation cesse, le matériau présente des déformations rési-
duelles : les déformations plastiques. Dans les matériaux cristallins, la plasticité est
liée auxmouvements de dislocations qui réarrangent les atomes sans provoquer d’en-
dommagement (figure 1.3 [1]). Les dislocations se déplacent le long de systèmes de
glissement qui sont des combinaisons de plans et de directions qui présentent une
résistance minimale. Lors de leurs mouvements, les dislocations dissipent de l’éner-
gie sous la forme de chaleur. La plasticité intervient seulement lorsque les contraintes
sont supérieures à un seuil : la limite d’élasticité du matériau.

Figure 1.3 – Dislocation dans une structure cristalline [1].

Lorsqu’unmatériau se déforme plastiquement, sa limite d’élasticité peut être mo-
difiée : c’est le phénomène d’écrouissage. Ce phénomène s’explique par le change-
ment du nombre de dislocations qui se gênent mutuellement dans leurs mouve-
ments.

Le comportement plastique est non-linéaire, les contraintes ne sont plus propor-
tionnelles aux déformations (figure 1.4 [1]).
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Figure 1.4 – Courbe contrainte-déformation d’un métal [1].

1.1.2.3 Rupture

La rupture est la séparation partielle ou complète d’unmatériau en plusieurs par-
ties. Les fissures sont les discontinuités qui se propagent dans le matériau lors de la
rupture. Il existe trois modes de propagation de fissures (figure 1.5 [3]) :

• Mode I. L’ouverture se produit selon la normale au plan de la fissure.
• Mode II. L’ouverture se produit parallèle au plan de la fissure et perpendicu-

laire au front de la fissure.
• Mode III. L’ouverture se produit parallèle au plan de la fissure et parallèle au

front de la fissure.
Les trois modes peuvent contribuer simultanément à la propagation d’une même

fissure. La ténacité est une propriété dumatériau qui caractérise sa capacité à résister
à la propagation de fissures.

En sollicitationmonotone, la rupture intervient après une phase de plasticité pour
les matériaux ductiles, alors que pour les matériaux fragiles, la rupture intervient
dans le domaine élastique.

Dans les années 1910, Griffith [22] a mis en évidence la dépendance de la vitesse
de propagation de fissures à la taille de la fissure. Il propose également un critère de
rupture pour lesmatériaux fragiles basé sur l’énergie élastique stockée et sur l’énergie
de surface de la fissure.

Cette approche est ensuite étendue par Irwin [23] qui a proposé d’ajouter un
terme d’énergie dissipée pour tenir compte de la plasticité dans les matériaux duc-
tiles.
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Figure 1.5 – Modes de propagation de fissures [3].

1.1.3 Mécanique des contacts
La mécanique des contacts caractérise les contraintes et les déformations induites

par l’interaction de deux solides. Les deux solides peuvent être en mouvement l’un
par rapport à l’autre et se transmettre des actions mécaniques telles que des forces
ou des moments.

La pression de contact est une action mécanique normale aux surfaces et qui s’op-
pose à l’interpénétration des solides.

Le frottement est une action mécanique tangentielle aux surfaces et qui s’oppose
au mouvement relatif des solides en contact. Il peut être causé par les interactions
entre les aspérités des surfaces ou par le cisaillement de la matière visqueuse se
trouvant à l’interface du contact. Cette matière visqueuse appelée 3e corps peut être
constituée de lubrifiants,mais également de particules d’usure générées dans le contact
ou de particules poluantes extérieures au contact.

Un film lubrifiant sépare parfois les deux surfaces, c’est le cas des huiles et des
graisses qui sont utilisés pour réduire le frottement et l’usure. L’interaction de contact
est complexe et de multiples phénomènes physiques interviennent, tels que les dé-
formations solides, les écoulements fluides, les transferts thermiques, l’endommage-
ment, les réactions chimiques, etc. [4] (figure 1.6). La tribologie est la discipline qui
regroupe l’étude des contacts mécaniques, du frottement, de l’usure et de la lubrifi-
cation. Les travaux fondateurs de cette discipline sont les travaux de DuncanDowson
[24] sur la lubrification élastohydrodynamique ou encore les travaux deMaurice Go-
det [25] sur l’usure.

Les travaux de Heinrich Hertz [26] sont également des fondements de la méca-
nique des contacts. Le modèle analytique qu’il a développé décrit le contact entre
deux solides élastiques homogènes isotropes dont les surfaces sont parfaitement lisses.
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Figure 1.6 – Schéma représentant la nature multiphysique des interactions tribolo-
giques [4].

Les rayons de courbures des solides 1 et 2 sont définis par Rx,1, Ry,1, Rx,2 et Ry,2

(figure 1.7). Par convention, x est la direction de roulement, y est la direction trans-
versale et z est la direction normale au contact. Les propriétés élastiques des solides 1
et 2 sont les modules de Young E1 et E2 et les coefficients de Poisson ν1 et ν2.

En considérant les solides significativement plus grands que la taille du contact, il
est possible de transformer le problème initial en problème équivalent [27]. Dans le
problème équivalent, le contact a lieu entre un solide élastique semi-infini demodule
de Young équivalent E∗, et un solide rigide de rayons de courbure équivalents Rx,e,
Ry,e.
Ces paramètres équivalents sont définis par les formules suivantes [27] :

1

Rx,e

=
1

Rx,1

+
1

Rx,2

(1.6)

1

Ry,e

=
1

Ry,1

+
1

Ry,2

(1.7)

1

E∗ =
1− ν2

1

E1

+
1− ν2

2

E2

(1.8)

Les huit paramètres initiaux sont réduits à trois paramètres équivalents, ce qui
permet une simplification et une généralisation de la théorie de Hertz.

Dans le cas général, l’aire de contact est une ellipse et la pression de contact p(x, y)
est donnée par :

p(x, y) = p0

√
1−

(x
a

)2
−
(y
b

)2
(1.9)
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Figure 1.7 – Contact de Hertz.

Avec les deux demi-largeurs de contact a et b dans les directions x et y, et la pression
maximale p0 appelée pression de Hertz. Deux cas particuliers sont fréquemment uti-
lisés :

• Rx,e ̸= Ry,e = +∞, contact linéique (ou cylindre-plan),
• Rx,e = Ry,e ̸= +∞, contact ponctuel (ou bille-plan).

Le contact entre deux solides élastiques engendre des contraintes mécaniques en
surface (la pression de contact et éventuellement le frottement), mais également en
profondeur. Les distributions de contraintes en sous-surface ont été exprimées ana-
lytiquement par Hills et al. [28] pour les contacts linéiques et ponctuels avec les hy-
pothèses de Hertz. Ces expressions analytiques sont présentées dans l’annexe A.

La figure 1.8 présente la distribution de la contrainte de cisaillementmaximal τmax.
Le maximum de τ0 = max(τmax) est atteint à une profondeur caractéristique appelée
profondeur de Hertz z0. Le cisaillement est particulièrement critique pour les phéno-
mènes de plasticité et de fatigue. La sous-surface peut donc être endommagée sans
que l’extrême surface du composant soit affectée.

Les formules analytiques permettant de calculer la demi-largeur de contact a ainsi
que la pression de Hertz p0 en fonction de la charge linéique WL (pour le contact li-
néique) et de la charge totale W (pour le contact ponctuel) sont données dans le
tableau 1.1. Les approximations de la profondeur deHertz z0 et du cisaillementmaxi-
mal τ0 sont données pour un coefficient de Poisson ν = 0.3.
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Figure 1.8 – Contrainte de cisaillement maximale, (a) contact linéique, (b) contact
ponctuel pour un coefficient de Poisson ν = 0.3.

Contact p0 a b z0 τ0

Linéique 2WL

πa

√
4Rx,eWL

πE∗ +∞ ≈ 0.78a ≈ 0.30p0

Ponctuel 3W

2πa2
3

√
3Rx,eW

4E∗ a ≈ 0.48a ≈ 0.31p0

Table 1.1 – Paramètres du contact de Hertz.

La théorie de Hertz suppose plusieurs hypothèses simplificatrices, mais constitue
toutefois une approximation satisfaisante de la majorité des contacts dans les appli-
cations réelles. Cette théorie est largement employée, car elle permet d’obtenir des
relations entre les caractéristiques des solides (courbures et rigidités) et les caracté-
ristiques du contact (aire, pression, cisaillement maximal, etc.).

1.1.4 Fatigue des matériaux
Selon Subra Suresh, la fatigue desmatériaux désigne les changements de proprié-

tés résultant d’une sollicitation cyclique [29].
Bien qu’un composant mécanique puisse conserver sa fonction lorsque la sollici-

tation est monotone, la répétition d’une sollicitation cyclique du même niveau peut
entrainer le phénomène de fatigue. Les propriétés du matériau se dégradent et le
composant n’assure plus sa fonction. Une rupture en fatigue intervient lorsque la
dégradation est rapide et brutale, ce qui peut représenter un danger selon les compo-
sants. Cette détérioration soudaine est le résultat de deux phases plus progressives :
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l’initiation de fissures et la propagation de fissures. Durant la phase d’initiation, une
accumulation de déformations plastiques locales se produit. Cette accumulation est
à l’origine de la première fissure. Lors de la phase de propagation, la surface de la fis-
sure augmente, ce qui cause généralement une augmentation locale des contraintes
et une accélération de la dégradation. Toutefois, la transition entre la phase d’initia-
tion et la phase de propagation n’est pas clairement définie et repose principalement
sur la taille de la fissure limite qu’il est possible d’observer [29]. Bien qu’il n’y ait pas
de consensus, la taille de grains est souvent utilisée comme seuil au-delà duquel la
propagation de fissures débute.

1.1.4.1 Description générale

Les premiers travaux scientifiques concernant la fatigue des matériaux datent du
milieu du 19e siècle, époque à partir de laquelle l’utilisation de ressources énergé-
tiques fossiles a permis l’industrialisation du transport et de la construction [3]. L’uti-
lisation massive de matériaux métalliques, notamment ferreux, dans le secteur ferro-
viaire et dans la construction de ponts, permet un développement important de l’éco-
nomie. L’accident ferroviaire deMeudon en 1842 est attribué à une rupture en fatigue
d’un essieu et a soulevé le besoin grandissant de comprendre et de maitriser la durée
de vie des pièces métalliques [30]. Les essais de Wöhler [31, 32] sur les essieux des
trains de la Prusse sont considérés comme les premiers travaux majeurs concernant
la fatigue des matériaux. Ces travaux ont donné naissance aux concepts de courbe
de Wöhler et de limite d’endurance qui sont encore utilisés aujourd’hui pour carac-
tériser les performances en fatigue [29]. La courbe de Wöhler donne l’amplitude de
sollicitation cyclique admissible en fatigue en fonction du nombre de cycles. Cette
amplitude peut être donnée en contrainte ou en déformation. La limite d’endurance
est l’amplitude endessous de laquelle la durée de vie en fatigue est considérée comme
infinie.

Lorsque la rupture en fatigue intervient à un nombre de cycles important (> 105),
le composant subit généralement peu de déformation plastique. D’après le modèle
de Basquin [33], il est alors possible d’établir une relation entre l’amplitude de la
contrainte ∆σ et le nombre de cycles à rupture N :

∆σ

2
= σf (2N)bf (1.10)

Avec le coefficient de résistance à la fatigue σf et l’exposant de résistance à la fatigue
bf .

Lorsque l’amplitude de la sollicitation cyclique est plus importante, la rupture en
fatigue est plus rapide (< 105). D’après le modèle de Coffin [34] et Manson [35], il
existe alors une relation entre l’amplitude de déformation plastique∆εpl et le nombre
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de cycles à rupture N :
∆εpl
2

= εf (2N)cf (1.11)

Avec le coefficient de fatigue ductile εf et l’exposant de fatigue ductile cf .

La courbe deWöhler de l’amplitude de déformation cyclique totale∆ε est obtenue
en superposant les contributions de la déformation élastique et de la déformation
plastique (figure 1.9 [29]) :

∆ε

2
=

σf

E
(2N)bf + εf (2N)cf (1.12)

Avec le module de Young du matériau E.

Figure 1.9 – Courbe de Wöhler : amplitude de déformation cyclique admissible en
fonction du nombre de cycles (échelle logarithmique).

Bien que ces lois permettent de caractériser les durées de vie des composants, la
fatigue est un phénomène fortement stochastique pour lequel les différentes incerti-
tudes causent unedispersiondes durées de vie [29]. Ces incertitudes sont notamment
liées aux variations de géométries et de propriétés entre les échantillons testés et aux
variations de la sollicitation, qui se produisent généralement à l’échelle microstruc-
turale [29]. De ce fait, plusieurs essais de fatigue effectués dans les mêmes conditions
ne provoquent pas toujours une rupture à un même nombre de cycles. Les outils sta-
tistiques tels que la distribution de probabilité deWeibull sont particulièrement utiles
pour décrire la dispersion liée à la fatigue. En effectuant un nombre statistiquement
significatif d’essais de fatigue, il est possible d’obtenir une estimation des paramètres
de la distribution de probabilité de rupture en fatigue.
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La communauté scientifique a commencé par adresser la problématique de la fa-
tigue des matériaux métalliques, mais les études se sont ensuite étendues à d’autres
matériaux tels que les céramiques et les polymères. La description générale du phé-
nomène de fatigue reste valide dans la plupart des cas [29].

1.1.4.2 Initiation de fissures

L’initiation de fissures en fatigue résulte d’une accumulation cyclique de défauts
à l’échelle microstructurale [36]. Dans les matériaux polycristallins, ces défauts sont
des dislocations qui sont générées, se déplacent et s’accumulent dans les systèmes de
glissement des différents grains. Ce comportement des dislocations est causé par les
contraintes locales qui engendrent de faibles déformations plastiques irréversibles à
chaque cycle. Bien que les déformations plastiques générées lors d’un cycle ne soient
pas dommageables pour le matériau et pour le composant, leur accumulation est à
l’origine du phénomène d’initiation de fissures en fatigue.

Les sites les plus favorables à cette accumulation de défauts sont ceux où l’am-
plitude des contraintes est maximale. Des élévations locales de contraintes peuvent
être causées par la présence d’aspérités ou d’entailles à la surface du matériau ou en-
core par la présence d’inclusions ou de précipités plus souples ou plus rigides à l’in-
térieur du matériau (figure 1.10.a [5]). Les discontinuités d’orientations cristallines
aux joints de grains causent également des concentrations de contraintes locales. Les
joints de grains sont donc également des sites favorables à l’accumulation de défauts
et à l’initiation de fissures en fatigue (figure 1.10.b [6]).

Les contraintes dépendent de la position dans le matériau, mais également de
l’orientation des systèmes de glissement. Un grain peut être favorablement orienté
pour l’initiation de fissures en fatigue lorsque l’un de ses systèmes de glissement
correspond à l’orientation qui maximise les contraintes locales [36]. Pour cette rai-
son, l’accumulation cyclique de dislocations se produit dans des bandes de glisse-
ment, couches parallèles qui recouvrent généralement toute la section d’un grain
(figure 1.10 [5, 6]). Les bandes de glissement se forment dans les grains les plus
critiques, le long des systèmes de glissement les plus critiques.

La fissure est transgranulaire lorsque l’initiation se produit dans le grain et inter-
granulaire lorsqu’elle se produit au joint de grains.

En 1903, Ewing et Humfrey ont réalisé la première observation microscopique
des bandes de glissement engendrées par la sollicitation cyclique [37]. Basinski et
al. [38] ont montré que l’accumulation de dislocations dans les bandes de glisse-
ment permet de minimiser l’énergie du matériau cristallin en sollicitation cyclique et
constitue donc la configuration la plus stable. Le rôle des bandes de glissement dans
l’initiation de fissures en fatigue a été mis en évidence par les travaux deMughrabi et
al. [39, 40, 41, 42], Lukáš et al. [43, 44, 45], Polak et al. [46, 47, 48, 49]. Les interactions
entre les bandes de glissement et les joints de grains ont été étudiées par Blochwitz et
al. [50, 51] et Zhang et al. [52, 53, 54]. Les différentsmécanismes physiques impliqués
dans l’initiation de fissures en fatigue sont détaillés plus amplement dans le livre de
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Figure 1.10 – Initiation de fissures, (a) transgranulaire à l’interface d’une inclusion
[5], (b) intergranulaire [6].

Suresh [29] et dans l’article de revue de Sangid [36].
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Les disciplines scientifiques que sont la mécanique des solides déformables, la
mécanique des contacts et la fatigue des matériaux ont été présentées dans cette sec-
tion. Les différents concepts abordés permettent de s’intéresser au phénomène de
fatigue de contact qui est présenté dans la section suivante.

Les principaux concepts scientifiques liés à la fatigue de contact sont illustrés dans
la figure 1.11.

Figure 1.11 – Principaux concepts scientifiques liés à la fatigue de contact.
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1.2 Caractérisation de la fatigue de contact
La fatigue de contact est une problématique majeure, car elle constitue la princi-

pale limite de la durée de vie des composants de contact en fonctionnement normal.
Cette section décrit les principaux aspects de la fatigue de contact, tels que les diffé-
rents sites d’initiation de fissures, ses spécificités en comparaison à la fatigue struc-
turelle ou encore l’évolution du matériau qui peut se produire durant la vie du com-
posant. Dans un premier temps, les différents types d’endommagements de surface
sont présentés.

1.2.1 Endommagements de surface
Les surfaces de contact peuvent être endommagées par différents phénomènes.

Plusieurs classifications sont proposées [55, 56, 57], mais les principaux types d’en-
dommagement de surface sont :

• L’usure adhésive. Elle est causée par les interactions physico-chimiques entre
les matériaux des deux surfaces [58]. Si les deux surfaces adhèrent suffisam-
ment, un transfert de matière se produit. À terme, ce phénomène peut causer
un grippage. L’usure adhésive est favorisée par une faible lubrification et une
faible dureté des matériaux.

• L’usure abrasive. Elle est causée par les interactions mécaniques entre les as-
pérités des surfaces qui provoquent une dégradation et une décohésion du
matériau en surface [56]. La dureté desmatériaux impacte directement le taux
d’usure abrasive [59]. La perte de matière entrainée par ce phénomène peut
causer une augmentation du jeu entre les composants en contact. L’usure abra-
sive peut être utilisée pour polir une surface.

• La fatigue de contact. Elle est causée par l’accumulation cyclique de défauts
qui entraine l’initiation et la propagation de fissures. À terme, ces fissures
peuvent causer des arrachements de matière en surface tels que l’écaillage ou
le microécaillage figure 1.12. Lorsque les surfaces sont séparées par un film
de lubrifiant, le risque d’usure adhésive ou abrasive est réduit [56], le phéno-
mène de fatigue de contact est alors prépondérant sur l’endommagement des
surfaces.

• Le fretting. Il est causé par un glissement répété de faible amplitude.
• Autres mécanismes : érosion, corrosion, cavitation, etc. [56, 57].

Ces différents phénomènes peuvent intervenir simultanément et s’influencer. Par
exemple, lorsque l’abrasion de la surface est plus rapide que la propagation des fis-
sures, l’usure permet de retarder la fatigue. Ce principe est utilisé par le procédé de
meulage pour prolonger la durée de vie des rails [60].
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Figure 1.12 – Écaillages causés par la fatigue de contact, (a) sur une denture d’engre-
nage [7], (b) sur la piste d’un roulement, (c) coupe métallographique [2].

1.2.2 Comparaison avec la fatigue structurelle
La fatigue de contact possède des similarités avec la fatigue structurelle. Les deux

phénomènes présentent une phase d’initiation de fissures et une phase de propaga-
tion de fissures. De plus, l’accumulation cyclique de défauts à l’échelle microstructu-
rale est à l’origine de la fatigue dans les deux cas.

Cependant, la fatigue causée par une sollicitation de contact comporte plusieurs
particularités par rapport à la fatigue structurelle [7, 61] :

• Les contraintes sont multiaxiales (sous-section 1.1.3).
• Les contraintes sont localisées dans une zone dont la taille est comparable à

celle du contact.
• Les contraintes normales sont principalement compressives.
• Les contraintes sont non proportionnelles, les différentes composantes ne va-

rient pas proportionnellement les unes par rapport aux autres.
• Les contraintes maximales peuvent être atteintes en profondeur, sous la sur-

face du matériau en contact.

Ces différences rendent la fatigue de contact particulièrement difficile à observer,
à comprendre et à prédire. En particulier, les fissures courtes issues de la phase d’ini-
tiation sont difficilement détectables, car les contraintes de compression les main-
tiennent fermées. Toutefois, différents scénarios d’initiation de fissures ont été iden-
tifiés en fonction des conditions de contact et des matériaux.
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1.2.3 Sites d’initiation de fissures
Les deux sites d’initiation de fissures identifiés en fatigue de contact [18, 7, 61] sont :

• L’initiation en sous-surface qui est engendrée par la contrainte de cisaille-
ment à la profondeur de Hertz. La présence d’inclusions ou d’autres imper-
fections dans le matériau facilite l’initiation en sous-surface [62, 63, 18, 64]
(figure 1.13.a).

• L’initiation en surface qui est engendrée par une rugosité élevée [65, 66, 67],
par la présence de défauts géométriques en surface tels que les indents [68, 69,
70, 71, 72] qui sont causés par le passage de particules dans le contact [73, 74].
Un frottement important ou un régime de lubrification sec ou mixte permet-
tant le contact direct entre les aspérités des surfaces facilite l’initiation en sur-
face (figure 1.13.b).

Figure 1.13 – Endommagements par fatigue de contact, (a) initiation en sous-surface
causée par une inclusion [8], (b) initiation en surface causée par un indent [9].

Le site et la durée d’initiation sont donc fortement dépendants des conditions de
contact et de lubrification, mais également de la qualité du matériau. Dans la plupart
des applications, les aciers sont utilisés pour leur performance en fatigue.

1.2.4 Aciers de contact
Les aciers sont majoritairement utilisés dans les composants de contact en raison

de leur rigidité, de leur résistance à l’usure et de leur performance en fatigue.
Dans les roulements, la dureté des aciers est généralement privilégiée à la ténacité

afin d’obtenir les meilleures performances en fatigue. Les aciers d’engrenages sont
généralement moins durs, mais présentent une meilleure ténacité afin de résister aux
chocs.
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Ladureté d’un acier peut être améliorée en augmentant sa teneur en carbone,mais
également grâce aux procédés de trempe, de cémentation ou de nitruration [75]. Les
nuances 100Cr6 et M50 sont des exemples d’aciers particulièrement performants en
fatigue de contact.

Les procédés de fabrication tels que le VIM-VAR (Vacuum Induction Melt Va-
cuum Arc Remelt) permettent de réduire considérablement les impuretés dans les
aciers et ainsi réduire l’initiation en sous-surface [76].

Les procédés de finitions permettent de réduire l’initiation en surface en amélio-
rant l’état des surfaces de contact [18].

Parmi lesmatériaux polycristallins, il existe une grande diversité demorphologies
de microstructure. Certains matériaux possèdent une seule phase (un seul type de
structure cristalline) et des grains distincts (figure 1.14.a [10]). D’autres matériaux
sont constitués de plusieurs phases. Les aciers durcis par trempe utilisés dans les
composants de contact ont généralement une microstructure martensitique relative-
ment complexe (figure 1.14.b [10]).

Figure 1.14 – Orientations des grains d’un acier obtenues par imagerie EBSD (a) mi-
crostructure austénitique avant la trempe, (b) microstructure martensitique après la
trempe [10].

Bien que les matériaux soient conçus pour être les plus performants possibles,
une évolution du matériau peut se produire durant la vie d’un composant.
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1.2.5 Évolution du matériau
Si les contraintes ne dépassent pas la limite élastique du matériau, le comporte-

ment est purement élastique et le matériau évolue généralement très peu au cours
des cycles. Le phénomène de fatigue peut tout de même se produire dans le domaine
élastique. Si les contraintes excèdent la limite élastique, les premiers cycles entrainent
le phénomène de la plasticité qui déforme la géométrie du composant de manière
permanente. Le rodage du composant combiné à un éventuel écrouissage peut pro-
gressivement permettre aux contraintes de décroitre sous la limite élastique après un
certain nombre de cycles. Ce phénomène est appelé « shakedown » [77, 11, 78, 79].
Si les contraintes sont suffisamment élevées et dépassent la limite de shakdown élas-
tique, la plasticité perdure tout au long de la durée de vie du composant (figure 1.15
[11]). Le ratchetting intervient lorsque l’accumulation de déformations plastiques
cycliques macroscopiques est significative.

Figure 1.15 – Les différents comportements en sollicitation cyclique : (a) parfaitement
élastique, (b) shakedown, (c) plasticité cyclique, (d) ratchetting [11].

Des changements microstructuraux peuvent être engendrés par ces déformations
plastiques cycliques. Des zones blanches et des zones sombres apparaissent dans cer-
taines conditions [79] et peuvent provoquer des fissures prématurées [80, 81, 82, 83,
84]. De nombreux facteurs influencent ces changements microstructuraux et les phé-
nomènes physiques ne sont pas tous clairement identifiés.

1.2.6 Amélioration des performances
La dureté du matériau est identifiée comme un paramètre important pour la per-

formance en fatigue de contact. La présence de contraintes résiduelles, la taille de
grains ainsi que la morphologie de la microstructure influencent également la durée
de vie du composant. Ces différents paramètres peuvent être contrôlés en modifiant
la composition du matériau et le procédé de fabrication du composant.
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De plus, différents traitements de surface permettent d’améliorer les performances
en fatigue de contact :

• Écrouissage : grenaillage, galetage, moletage. L’objectif est d’introduire des
contraintes résiduelles compressives et d’augmenter la dureté dumatériau par
le phénomène de plasticité.

• Thermochimie : cémentation, nitruration, carbonitruration. Diffusion de car-
bone ou d’azote dans l’acier.

• Polissage : par abrasion ou par électrolyse.
• Revêtement : ajout d’une couche de matériau en surface du composant.

Bien que ces traitements soient efficaces pour augmenter les performances d’un
composant, la fatigue de contact reste un phénomène complexe dont certains aspects
sont encore mal compris. Comme évoqué dans cette section, les mécanismes d’initia-
tion et de propagation de fissures sont influencés par de nombreux facteurs tels que
les conditions de contact et de lubrification, l’état des surfaces ou encore la micro-
structure du matériau.

Toutefois, des modèles ont été proposés afin de mieux comprendre et prédire la
fatigue de contact. Certains de ces modèles sont présentés dans la section suivante.
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1.3 Modèles de fatigue de contact
Comprendre et prédire la durée de vie des composants de contact est particuliè-

rement critique pour des enjeux de sécurité, mais également pour dimensionner de
manière pertinente ces composants lors de la conception de nouveaux produits. La
section précédente illustre la complexité et la diversité des phénomènes physiques
impliqués dans la fatigue de contact, rendant la prédiction difficile au vu du nombre
important de paramètres influents.

La première approche qui a été utilisée pour prédire la durée de vie en fatigue de
contact est l’approche empirique. Cette approche est basée sur la répétition d’essais
expérimentaux et sur le recours à des lois de probabilité.

Les avancées concernant l’observation, la compréhension et la modélisation nu-
mérique des phénomènes physiques ont permis l’émergence d’une seconde classe de
modèles : les modèles physiques.

1.3.1 Modèles empiriques
En 1901 et 1902, Stribeck a publié deux articles fondateurs [85, 86] qui présentent

les résultats d’essais expérimentaux sur des roulements. Il introduit la courbe de frot-
tement qui porte aujourd’hui son nom. Stribeck introduit également les premières
formules, basées sur des essais d’endurance, permettant d’évaluer la charge admis-
sible d’un roulement. Il utilise la théorie de Hertz [26], pour exprimer la charge ad-
missible en fonction de la courbure des éléments roulants.

En 1912, Goodman a publié les principales tendances qu’il amesurées et analysées
pendant 15 ans d’études expérimentales sur différents types de roulements [87]. Il
propose de nouvelles formules pour calculer la charge admissible d’un roulement en
introduisant la vitesse de rotation, en plus des paramètres géométriques proposés
par Stribeck. Bien que les formules de Goodman ne tiennent pas compte de l’aspect
stochastique de la fatigue de contact, la quantité de résultats lui permet de constater
une dispersion des charges admissibles.

Dans les années 1930 et 1940, Weibull a développé une représentation statistique
de la fatigue des matériaux [88, 89] ainsi qu’une nouvelle distribution de probabilité
associée [90]. Selon cette théorie, la non-défaillance d’un matériau dépend de l’in-
tégrité de chaque sous-volume qui le compose. Cette représentation est analogue à
une chaine dont la non-défaillance dépend de l’intégrité de chaque maillon qui la
compose.

En se basant sur ces travaux, Lundberg et Palmgren ont introduit le premier mo-
dèle probabiliste de durée de vie en fatigue de contact en 1947 [12, 13]. D’après le
modèle de Lundberg et Palmgren, la probabilité de survie S d’un roulement aprèsN
cycles de sollicitations est donnée par :

ln
1

S
= Nkw

Aτ c0V

zh0
(1.13)
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Avec l’amplitude τ0 et la profondeur z0 dumaximum de la contrainte de cisaillement
orthogonal, le volume surcontraint V , et les constantes déterminées expérimentale-
ment A, c et h qui dépendent du matériau. La constante kw correspondant au para-
mètre de forme (ou « pente ») de la distribution de Weibull qui est directement lié à
la dispersion. Lundberg et Palmgren considèrent que le volume surcontraint V cor-
respond au domaine entre la surface et la profondeur h0 et de largeur a (figure 1.16).

Figure 1.16 – Volume critique proposé par Lundberg et Palmgren [12, 13], illustré par
Ioannides et Harris [14].

En 1985, Ioannides et Harris [14] ont proposé une variante du modèle de Lund-
berg et Palmgren [12, 13]. Ce nouveau modèle tient compte de la distribution des
contraintes dans le volume surcontraint. Ils introduisent également la limite d’en-
durance σu, seuil en dessous duquel la contrainte σ n’impacte pas la probabilité de
défaillance. D’après le modèle de Ioannides et Harris [14], la probabilité de survie S
d’un roulement après N cycles de sollicitation est donnée par :

ln
1

S
= N eA

∫
V

(σ − σu)
c

zh
dV (1.14)

Commedans lemodèle deLundberg et Palmgren [12, 13],A, c eth sont des constantes
déterminées expérimentalement qui dépendent du matériau et la constante e corres-
pond au paramètre de forme (ou « pente ») de la distribution de Weibull.

Par la suite, de nombreuses variantes de cette approche ont été proposées. Schlicht
et al. [91] ont proposé de tenir compte des contraintes résiduelles engendrées par
la déformation plastique. Zaretsky [92, 93] a proposé de ne pas tenir compte de la
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profondeur z car selon lui, la durée de propagation de fissures est souvent négligeable
devant la durée d’initiation de fissures en fatigue de contact. Tallian [94] a proposé
de tenir compte de la sévérité des défauts à l’origine de la défaillance en ajoutant des
paramètres aléatoires. Kotzalas [95] a proposé d’utiliser une distribution deWeibull à
trois paramètres afin d’introduire une durée sans défaillance pourmodéliser la durée
de vie des roulements à haute fiabilité.

L’approche empirique a été originellement développée pour la durée de vie des
roulements, mais plusieurs études l’ont adaptée aux engrenages [96, 97, 98, 99].

Cette approche et le modèle de Lundberg et Palmgren [12, 13] sont à la base de
la norme ISO 281 [100] pour le dimensionnement des roulements.

Des revues détaillées des différentsmodèles empiriques de fatigue de contact sont
proposées par Tallian [94], Sadeghi et al. [61], Arakere [76] et Zaretsky [101].

Harris etMcCool [102] ont compilé les durées de vie de nombreux roulements dif-
férents pour évaluer la prédictibilité des modèles de Lundberg et Palmgren [12, 13]
et de Ioannides et Harris [14]. Les résultats montrent des écarts significatifs entre les
prédictions des deux modèles et les durées de vie réelles. Néanmoins, de meilleures
prédictions sont obtenues avec le modèle de Ioannides et Harris [14].

L’objectif de l’approche empirique est de pouvoir prédire la durée de vie d’un
composant avec un certain degré de certitude. Cependant, la fiabilité de ces modèles
repose essentiellement sur le nombre et la représentativité des essais de fatigue réali-
sés. Ces essais peuvent nécessiter beaucoup de ressources et de temps en fonction du
nombre de cycles à réaliser jusqu’à la défaillance. De plus, les résultats obtenus pour
des conditions et unmatériau donnés sont difficilement transposables à de nouveaux
cas, ce qui nécessite de réitérer les campagnes d’essais expérimentaux.

Pour finir, la modélisation empirique ne permet pas d’améliorer la compréhen-
sion du phénomène de fatigue de contact. Certaines défaillances prématurées ou, au
contraire, des performances particulièrement bonnes dans certaines conditions res-
tent inexpliquées par l’approche empirique.

Pour ces différentes raisons, de nouvelles approches de modélisation basées sur
de récentes avancées ont été proposées.

1.3.2 Modèles physiques et numériques
Les objectifs des nouvelles approches de modélisation de la fatigue de contact sont
les suivants :

• Mieux comprendre les phénomènes physiques impliqués.
• Expliquer certaines observations expérimentales.
• Orienter la recherche sur les prochains matériaux et composants mécaniques.
• Remplacer éventuellement une partie des essais expérimentaux utilisés au-

jourd’hui pour caractériser de nouvelles conditions de contact ou de nouveaux
matériaux.
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Ces approches introduisent une première évolution qui concerne le calcul des
contraintes. Desméthodes numériques peuvent être utilisées à la place desméthodes
analytiques employées dans les modèles empiriques. Les méthodes analytiques pré-
sentent l’avantage de la rapidité et de la facilité de calcul, cependant, elles présentent
l’inconvénient de ne donner que très peu d’information. Généralement, il s’agit de la
valeur maximale des contraintes. De plus, les modèles analytiques sont limités à des
conditions spécifiques comme le contact de Hertz (sous-section 1.1.3). Les méthodes
numériques ont un coût de calcul supérieur, cependant, elles permettent d’accéder
à la distribution spatiale des contraintes et d’analyser des conditions plus variées :
surface rugueuse, indentée, lubrifiée, hétérogénéités du matériau, etc.

La seconde évolution par rapport auxmodèles empiriques est l’utilisation de nou-
veaux critères de fatigue : les critères multiaxiaux tels que Dang Van [103, 104] ou
Fatemi-Socie [105] ou encore les critères physiques tels que Tanaka-Mura [106]. L’in-
térêt des critères physiques est de ne pas faire intervenir des paramètres d’ajustement,
mais uniquement des paramètres qui ont un sens physique. Ces paramètres peuvent
être des propriétés du matériau qui sont connues ou facilement mesurables expéri-
mentalement.

Un aperçu des différentes approches numériques et physiques est présenté ci-
dessous.

Zhou et al. [107, 108], Fan et al. [109] ainsi que Cheng et al. [110, 111] ont utilisé le
critère de Tanaka-Mura [106] combiné à des modèles de contraintes analytiques afin
d’estimer la durée d’initiation de fissures en fatigue de contact. Ce critère est basé
sur l’accumulation de dislocations dans les bandes de glissement du matériau. Cette
accumulation est quantifiée par une énergie qui engendre l’initiation d’une fissure
lorsqu’elle dépasse un seuil. Une description détaillée de ce critère est proposée dans
la section 3.1. Ils ont obtenu de bonnes corrélations entre le critère de Tanaka-Mura
et des essais expérimentaux [111] ainsi qu’avec le modèle de Ioannides-Harris [110].

Une deuxième approche physique a été proposée par Champaud [112], ensuite
développée par Gosset [8], Lamagnère [113, 114], Champiot-Bayard [115], Vincent
[63], Lormand [62, 116] et Piot [117]. Leur approche est également basée sur l’initia-
tion de fissures dans les bandes de glissement [106]. Cependant, ils supposent que
l’accumulation de dislocations se produit au voisinage d’une inclusion. En plus de la
sollicitation de contact, ils supposent un champ de contraintes affecté par la présence
d’une inclusion en sous-surface en utilisant le modèle analytique d’Eshelby [118,
119]. Ils ont également obtenu de bonnes corrélations avec le modèle de Ioannides-
Harris [114] ainsi qu’avec les observations expérimentales. Ce modèle a aussi permis
de déterminer la forme et la taille des papillons de fatigue autour des inclusions [63]

Ringsberg [120, 11] a proposé un modèle éléments finis (FEM) élastoplastique
2D pour calculer les contraintes et les déformations de contact. Il a utilisé le critère
de fatigue de Dang Van qui est basé sur le plan critique afin d’étudier la durée d’ini-
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tiation de fissures. Ce modèle a permis de mettre en évidence les comportements de
shakedown et de ratchetting dans un contact roue-rail [120]. Liu et al. [121] ont pro-
posé une approche similaire avec un modèle éléments finis 3D.

Raje et al. ont introduit une approche stochastique afin d’obtenir la dispersion
de durée de vie en fatigue de contact [122]. Cette approche s’appuie sur un modèle
éléments discrets (DEM) [123] dont la géométrie des éléments varie aléatoirement
d’une simulation à l’autre. La distribution statistique des durées de vie peut être esti-
mée en effectuant plusieurs simulations sur des Volumes Elémentaires Représentatifs
(VER) différents. L’introduction d’endommagement continu leur a ensuite permis de
modéliser la propagation de fissures [124].

Sadeghi [61] et ses collaborateurs ont ensuite continué à développer cette ap-
proche basée sur l’endommagement continu. Jalalahmadi et al. [125, 126] ont in-
troduit la méthode des éléments finis et ont modélisé une inclusion en sous-surface
[127]. Weinzapfel et al. [128] ont ensuite étendu ce modèle à trois dimensions afin
de comparer un contact ponctuel et un contact linéique. Paulson et al. ont proposé
un modèle FEM 2D d’élasticité cristalline [129] et un second modèle avec un contact
lubrifié [130]. Vijay et al. ont ensuite proposé des modèles de fatigue de contact en
élasticité cristalline 3D [131, 132], en élasticité cristalline 2D avec contact lubrifié [133]
et en plasticité cristalline 2D [134]. Lorenz et al. ont utilisé un modèle FEM 2D afin
d’étudier l’influence de la rugosité de surface avec différentes épaisseurs de film lu-
brifiant [67, 66], l’influence de la taille de grains [15] (figure 1.17.a) ainsi que pour
déterminer le gradient de dureté optimal [135].

Jacq et al. [136, 72] ont développé un modèle semi-analytique (SAM) élastoplas-
tique 3D afin de déterminer la durée de vie en fatigue de contact. Cemodèle a ensuite
été utilisé par Bonetto [137] avec différents critères multiaxiaux, par Tonicello [138]
avec un critère physique et par Beyer [64] avec de l’endommagement continu. Ils se
sont particulièrement intéressés aux performances en fatigue des roulements avec
des surfaces indentées.

Wang et al. [139, 140, 141, 142] ont modélisé l’endommagement en fatigue de
contact avec une alternative à la mécanique des milieux continus : la péridynamique.
Le matériau est représenté par des particules en interaction et les équations ont une
formulation intégrale plutôt que locale. Ils ont notammentmis en évidence l’influence
de la concentration d’hydrogène sur l’apparition de zones blanches [142].

Zhu et ses collaborateurs ont développé des modèles FEM 2D de contact en élas-
ticité cristalline [143, 144, 145] et en plasticité cristalline [146, 16, 147, 148]. La fatigue
est modélisée par le critère de Dang Van [103, 104], par le critère de Fatemi-Socie
[105] ou par un endommagement continu. Ils se sont notamment intéressés à la mo-
délisation d’un gradient de taille de grains en fonction de la profondeur dans les
dentures d’engrenages [144, 16] (figure 1.17.b). Plus récemment, ils ont proposé une
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modélisation complexe de la microstructure martensitique basée sur de l’apprentis-
sage automatique [148].

D’autres auteurs ont également développé desmodèles numériques de fatigue de
contact qui tiennent compte de lamicrostructure dumatériau [149, 150, 151, 152, 153].

Noyel et al. ont, quant à eux, proposé un modèle FEM 2D en élasticité cubique
dont les grains sont séparés par des éléments cohésifs [154, 155]. Le phénomène de
fatigue est modélisé par un endommagement continu de ces éléments cohésifs. Bossy
et al. [156, 17] ont ensuite étendu ce modèle aux contacts indentés et ont utilisé le cri-
tère de Dang Van [103, 104] pour étudier la fatigue des aciers nitrurés. Ce modèle a
permis de mettre en évidence une compétition entre l’initiation en surface et l’initia-
tion en sous-surface qui se produit dans le cas d’une surface indentée et d’un gradient
de propriétés dans le matériau [17] (figure 1.17.c). Vouaillat et al. [157, 65] ont utilisé
une approche similaire pour étudier l’influence de la rugosité de surface, notamment
en présence de glissement. Ils ont montré qu’un coefficient de frottement de 0.1 n’a
que très peu d’influence sur la fatigue de contact de surfaces lisses ou rugueuses.
Le modèle a également montré que dans un contact sec entre surfaces rugueuses, la
présence de glissement a une importance majeure [65]. Fourel et al. [158] ont utilisé
un modèle FEM 2D pour comparer différentes méthodes de calcul du cisaillement
et montrer l’intérêt de simuler le mouvement du contact au long d’un cycle plutôt
que d’effectuer un calcul pour une seule position statique du contact. Ils ont égale-
ment implémenté un critère basé sur les bandes de glissement afin de montrer le rôle
des joints de grains faiblement désorientés dans l’initiation de fissures en fatigue de
contact [159].

Ces différents travaux théoriques et numériques sur la fatigue de contact ont per-
mis d’améliorer la compréhension du phénomène. Une meilleure connaissance des
sites d’initiations de fissures pour différentes conditions de contact a été acquise. L’in-
fluence de différents paramètres sur la durée de vie a également pu être évaluée.

Cependant, il reste de nombreux questionnements, en particulier concernant la
phase d’initiation de fissures en fatigue de contact qui est difficilement observable
expérimentalement.
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Figure 1.17 – Modèles numériques de fatigue de contact, (a) modèle FEM d’endom-
magement continu de Lorenz et al. [15], (b) modèle FEM avec gradient de taille de
grains de Liu et al. [16], modèle FEM utilisant le critère de Dang Van en présence
d’une surface indentée et d’un gradient de propriétés [17].

1.3.3 Positionnement de l’étude
Le modèle numérique d’initiation de fissures développé dans cette étude est ins-

piré de l’ensemble des modèles décrits dans la section précédente. Plusieurs amélio-
rations potentielles ont été identifiées.

En raison de la nature multiaxiale et non proportionnelle de la sollicitation de
contact, la simulation d’un cycle complet est d’une importance majeure [158]. Le dé-
placement du contact au cours d’un cycle nécessite alors d’être discrétisé enun certain
nombre de pas de temps. Cependant, le coût de calcul est multiplié par le nombre de
positions discrètes du contact en comparaison avec un chargement statique unique.

La modélisation 3D de la fatigue de contact présente également un intérêt signi-
ficatif afin d’analyser une plus grande variété de conditions de contact et d’état de
surface ainsi que pour modéliser une microstructure représentative. Cependant, les
modèles 3D ont également un coût de calcul significativement supérieur à celui des
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modèles 2D.
Pour finir, la simulation stochastique consistant à effectuer des simulations avec

plusieurs échantillons aléatoires permet d’analyser statistiquement la fatigue de con-
tact et ainsi d’évaluer la dispersion des résultats. Cependant, le coût de calcul est
multiplié par le nombre d’échantillons en comparaison avec une simulation détermi-
niste unique.

Pour ces différentes raisons, la simulation de la fatigue de contact est très coû-
teuse numériquement. Les modèles 3D existants sont limités à quelques centaines de
grains [131, 151]. Or, dans la plupart des applications, la taille de contact est signifi-
cativement plus élevée que la taille de grains, donc plusieurs dizaines ou centaines
de milliers de grains seraient nécessaires à une analyse 3D représentative.

Le premier apport de cette étude porte donc sur l’implémentation de méthodes
numériques plus performantes que les éléments finis afin d’augmenter significative-
ment la résolution spatiale du calcul des contraintes de contact dans un solide poly-
cristallin 3D.

De nombreux critères de fatigue sont proposés dans la littérature. L’approche pro-
posée par Tanaka et Mura [106], basée sur l’accumulation de dislocations dans les
bandes de glissement, tient compte des principaux phénomènes physiques impliqués
dans l’initiation de fissures.

Cette approche a été appliquée à la fatigue de contact avec des modèles analy-
tiques de contraintes [107, 108, 109, 110, 111] ainsi qu’avec un modèle analytique
de contraintes d’une inclusion dans un solide homogène [112, 8, 114, 63, 62]. En re-
vanche, ce type de critère n’a vraisemblablement pas été appliqué à la fatigue de
contact avec un modèle numérique de contraintes tenant compte de la microstruc-
ture polycristalline du matériau.

Le second apport de cette étude porte sur l’application d’un critère d’initiation de
fissures physique. L’application de ce critère est permise par le développement d’une
méthode de calcul de la géométrie des bandes de glissement à partir de la géométrie
de la microstructure et des orientations cristallines.

L’approche proposée est de combiner les fonctionnalités suivantes dans un nouveau
modèle numérique :

• 3D,
• microstructure polycristalline,
• modélisation des défauts de surface tels que des indents ou la rugosité,
• modélisation des défauts de sous-surface tels que des inclusions,
• calcul des contraintes en élasticité cristalline,
• simulation cyclique (déplacement du contact au cours d’un cycle),
• calcul de la géométrie des bandes de glissement,
• critère d’initiation de fissures physique,
• résultats stochastiques (analyse statistique deplusieurs échantillons aléatoires).
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Le modèle numérique d’initiation de fissures en fatigue de contact développé
dans cette étude fonctionne endifférentes étapes qui sont illustrées dans la figure 1.18.
Le chapitre 2 de ce document présente les étapes permettant le calcul des contraintes
engendrées par la sollicitation de contact. Le chapitre 3 de ce document présente les
étapes de génération de la microstructure, de calcul des bandes de glissement ainsi
que le critère d’initiation de fissures utilisé.

Figure 1.18 – Organigramme dumodèle numérique d’initiation de fissures en fatigue
de contact.
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Chapitre 2

Modèle numérique du contact

Lemodèle numérique du contact développé dans cette étude est présenté dans ce
chapitre. Le fonctionnement général du modèle est décrit dans une première partie.
Une deuxième partie présente les méthodes numériques implémentées en évaluant
leur validité. Dans la troisième partie, les paramètres de modélisation utilisés sont
définis.

2.1 Fonctionnement général

2.1.1 Objectif
L’objectif de ce modèle numérique est de calculer les contraintes mécaniques en-

gendrées par un cycle de sollicitation de contact. Trois aspects principaux différen-
cient ce modèle des modèles existants ayant le même objectif.

1. Le modèle tient compte de la microstructure du matériau afin de modéliser
plus précisément les phénomènes physiques impliqués. Cela permet égale-
ment d’intégrer la nature stochastique de l’initiation de fissures en fatigue.

2. Le modèle est tridimensionnel afin que les contraintes calculées soient repré-
sentatives des contraintes réelles.

3. Le modèle permet d’obtenir l’évolution des contraintes au cours d’un cycle de
sollicitation de contact.

Ces trois aspects présentent un intérêt pour modéliser l’initiation de fissures en fa-
tigue de contact. Les principaux choix de modélisation et hypothèses sont introduits
dans les sections suivantes.
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2.1.2 Domaine d’analyse
Comme illustré dans la figure 2.1, seul un des deux solides en contact est ana-

lysé. Le second solide est modélisé implicitement par une distribution de pression
de contact appliquée à la surface du premier solide. La pression de contact permet
ensuite de calculer les contraintes en profondeur du solide.

Le calcul des contraintes est limité à un domaine d’analyse significativement plus
petit que le composant complet (figure 2.1). La plupart des modèles numériques de
fatigue de contact utilisent ce principe (sous-section 1.3.2). En choisissant la taille et
la position du domaine d’analyse avec pertinence (détail dans la sous-section 2.3.3 et
dans la sous-section 2.3.4), il est possible d’obtenir la plupart des informations utiles
à l’analyse de l’initiation de fissures de fatigue, tout en permettant :

• de réduire le coût de calcul qui aurait été nécessaire pour simuler les contraintes
dans le composant complet à l’échelle de la microstructure,

• d’utiliser l’hypothèse de solide semi-infini ainsi que certaines méthodes nu-
mériques associées (détails dans la section 2.2).

Figure 2.1 – Domaine d’analyse à la surface d’un roulement à billes.
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2.1.3 Déplacement du contact
Afinde tenir compte de l’évolution des contraintes due audéplacement du contact

au cours d’un cycle, le modèle procède à une succession de calculs statiques à diffé-
rentes positions du contact (figure 2.1.b). L’espacement des chargements statiques
est discuté dans la sous-section 2.3.5. Cette approche quasi statique est également
utilisée par certains des modèles numériques de fatigue de contact [61, 155, 17, 65]
(sous-section 1.3.2). Les effets dynamiques sont négligés, ce qui rend le modèle in-
dépendant de la vitesse de déplacement du contact, et plus généralement, de la di-
mension temporelle.

2.1.4 Échantillonnage aléatoire
Comme évoqué dans le chapitre 1, la fatigue de contact est un phénomène sto-

chastique. Cela signifie que pour des conditions initiales égales, les durées, positions
et orientations d’initiation de fissures ne sont pas déterministes, mais varient aléatoi-
rement selon des distributions de probabilités.

Afin de reproduire cet aspect stochastique dans le modèle, l’approche de l’échan-
tillonnage aléatoire est utilisée. Plusieurs domaines d’analyse avec des microstruc-
tures différentes, mais statistiquement équivalentes sont générés : seules la moyenne
et la dispersion de la taille des grains sont constantes parmi tous les échantillons.
Des orientations cristallines aléatoires sont attribuées à chaque échantillon. Ensuite,
les contraintes engendrées par une même sollicitation sont calculées dans chaque
échantillon et les résultats sont analysés statistiquement.

Cette approche stochastique a été introduite par Raje et al. [124] pour analyser la
fatigue de contact.

Le nombre d’échantillons par configuration est discuté dans la sous-section 3.3.3.

2.1.5 Étapes de simulation
Les contraintes sont obtenues à l’issue de trois étapes de calcul successives (fi-

gure 1.18) :
1. Calcul de la pression de contact macroscopique p à partir de la géométrie des

surfaces et de la charge transmise par le contact.
2. Calcul des contraintes macroscopiques σM à partir de la pression de contact.
3. Calcul des contraintes mésoscopiques σ à partir des contraintes macrosco-

piques.
À l’échellemacroscopique, lematériau est considéré commehomogène.À l’échelle

mésoscopique, les hétérogénéités liées à la microstructure sont modélisées. L’équiva-
lence entre le comportement macroscopique et le comportement mésoscopique est
définie dans la sous-section 2.3.1 afin d’assurer la compatibilité des échelles.
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Le choix de diviser le modèle en trois étapes de calcul qui fonctionnent à deux
échelles spatiales est justifié par une réduction significative du coût de calcul compa-
rativement aux approches directes. Les hypothèses de solide homogène et semi-infini
à l’échelle macroscopique permettent l’utilisation de méthodes numériques perfor-
mantes. De plus, séparer les échelles permet de calculer une seule fois les contraintes
macroscopiques et de les utiliser pour plusieurs échantillons aléatoires avec des mi-
crostructures différentes. Enfin, les contraintes mésoscopiques peuvent être considé-
rées comme des variations locales des contraintes macroscopiques, ce qui permet de
dédier les ressources de calcul exclusivement au calcul des fluctuations une fois que
les contraintes macroscopiques sont connues.

2.1.6 Domaines de simulation
Les trois étapes de calcul présentées dans la section précédente pourraient être

effectuées dans un même domaine spatial. Cependant, cela n’est pas nécessaire et
mène à un coût de calcul inutilement élevé, en particulier lorsque le contact et le
domaine d’analyse sont éloignés, en début et en fin de cycle. Pour cette raison, des
domaines spécifiques sont définis pour chaque étape de calcul (figure 2.2) :

• Le domaine ΩA correspond au domaine d’analyse mentionné dans la sous-
section 2.1.2. C’est dans ce domaine que sont calculées les contraintes méso-
scopiques σ.

• Le domaine ΩC intègre la zone de contact uniquement. C’est le domaine dans
lequel la pression de contact p est calculée.

• Le domaineΩB est défini par les bornesminimales etmaximales des domaines
ΩA et ΩC afin d’intégrer ces deux domaines dans le calcul des contraintes ma-
croscopiques σM , car cette étape est l’intermédiaire des deux autres.

53

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0070/these.pdf 
© [L. Fourel], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



Figure 2.2 – Domaines de simulations pour trois positions du contact : (a) xc < 0, (b)
xc = 0, (c) xc > 0.
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2.2 Méthodes numériques
Cette section décrit les méthodes numériques qui permettent de calculer les ré-

sultats du modèle présenté précédemment. La méthode Green-FFT est utilisée pour
calculer la pression de contact, les contraintes macroscopiques et les contraintes mé-
soscopiques. Les principes de cette méthode sont présentés dans un premier temps.
Ensuite, les spécificités de chacune des étapes sont détaillées. Cette méthode fait l’ob-
jet d’une publication dans lequel des détails supplémentaires sont fournis [160].

2.2.1 Méthode Green-FFT
La méthode Green-FFT est une méthode numérique qui permet d’obtenir la so-

lution d’une équation différentielle. Cette méthode repose sur les concepts de fonc-
tion de Green, de produit de convolution et de domaine fréquentiel. Ces différents
concepts sont introduits dans cette section et illustrés par l’exemple du contact 1D.

2.2.1.1 Fonctions de Green

Les fonctions de Green sont des outils mathématiques permettant notamment de
résoudre des équations différentielles. Elles ont été introduites par George Green en
1828 [161]. Ces fonctions sont liées aux concepts de coefficients d’influences, de pro-
pagateurs, de solutions fondamentales ou de solutions élémentaires, qui, selon les
domaines scientifiques et les auteurs, peuvent désigner les fonctions elles-mêmes ou
des opérateurs qui en dérivent. Une fonction de GreenG est une solution d’une équa-
tion différentielle donnée sous une source ponctuelle δ (aussi appelée impulsion ou
distribution de Dirac) située à un point spécifique du domaine avec des conditions
limites données.

Une équation différentielle linéaire est représentée par un opérateur différentiel
linéaire L qui donne la relation entre la réponse u et la sollicitation p :

Lu = p (2.1)

Dans le cas du contact 1D, u correspond au déplacement normal et p correspond à la
pression de contact à la surface d’un solide élastique semi-infini.

Par définition, la fonction de Green G satisfait la relation précédente avec une
sollicitation concentrée p = δ :

LG = δ (2.2)

La fonction de Green peut parfois être déterminée analytiquement, comme dans
le cas du contact 1D [162, 77] où elle dérive de la théorie des potentiels de Boussinesq
[163] et Cerruti [164] :

G(x) =
1

πE∗ ln |x| (2.3)

Avec le module élastique équivalent E∗.
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Une fonction de Green peut également être estimée numériquement, ce qui est
souvent préférable lorsqu’une expression analytique n’est pas envisageable.

La linéarité de l’opérateurLpermet la superpositiondes solutions de l’équation 2.1.
Comme toute distribution de pression de contact p(x) est une superposition de pres-
sions concentrées en différents points, le déplacement u(x) peut être obtenu en effec-
tuant la même superposition de la fonction de GreenG. La superposition est obtenue
grâce au produit de convolution :

u = p ∗G (2.4)

2.2.1.2 Produit de convolution

Le produit de convolution est défini par :

(p ∗G)(x) =

∫ +∞

−∞
p(x′)G(x− x′)dx′ (2.5)

Le produit de convolution permet de superposer les contributions d’une distribution
p(x) quelconque (figure 2.3).

𝑥

𝑥

𝑥

𝑥

𝑝 𝑥

𝐺 𝑥

𝑝 𝑥𝑖
′ 𝐺 𝑥 − 𝑥𝑖

′

𝑢 𝑥 = 𝑝 ∗ 𝐺 𝑥

= න
−∞

+∞

𝑝 𝑥′ 𝐺 𝑥 − 𝑥′ 𝑑𝑥′

Figure 2.3 – Calcul du déplacement normal u par convolution de la pression de
contact p et la fonction de Green G.
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2.2.1.3 Discrétisation

Afin de calculer la réponse u numériquement, la distribution p et la fonction de
GreenG doivent être définies dans un domaine discret et fini avec un maillage struc-
turé et une taille d’éléments constante (figure 2.4). Les fonctions sont définies et cal-
culées aux centres des éléments xi.

u(x) = u(xi), ∀x ∈
[
xi −

∆x

2
, xi +

∆x

2

]
(2.6)

Avec la taille d’élément ∆x.

a) b)

Figure 2.4 – Discrétisation du domaine : (a) en 1D, (b) en 2D.

L’intégrale de la convolution continue devient une somme dans le domaine dis-
cret. La convolution discrète est définie par :

u(xi) =
∑
j

p(xj)K(xi − xj) (2.7)

Avec le kernel de convolution discrète K défini par :

K(xi − xj) =

∫ ∆x
2

−∆x
2

G(xi − xj − x′) dx′ (2.8)

Les détails de la discrétisation sont décrits en annexe B. Les composantes du ker-
nel de convolution K correspondent à l’influence d’une sollicitation uniforme p sur
un élément. Elles sont obtenues analytiquement ou numériquement en intégrant la
fonction de Green G.

Le calcul numérique direct de l’équation 2.7 nécessite n2 opérations, avec n le
nombre d’éléments du domaine. Il est néanmoins possible de réduire le nombre
d’opérations en effectuant la convolution dans le domaine fréquentiel plutôt que dans
le domaine spatial.
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2.2.1.4 Domaine fréquentiel

Une fonction u définie dans le domaine spatial de coordonnées x peut être expri-
mée dans le domaine fréquentiel de coordonnées ξ par la transformée de Fourier F :

F(u) : ξ 7→ û(ξ) =

∫ +∞

−∞
u(x)e−iξxdx (2.9)

Le produit de convolution de fonctions exprimées dans le domaine spatial devient
un produit algébrique dans le domaine fréquentiel :

F (p ∗G) = F (p)F (G)

û(ξ) = p̂(ξ)Ĝ(ξ)
(2.10)

Dans un domaine discret et fini de coordonnées ξi, cette équation devient :

û(ξi) = p̂(ξi)K̂(ξi) (2.11)

Numériquement, ce calcul nécessite seulement n opérations, avec n le nombre
d’éléments du domaine. La transformée de Fourier discrète peut être effectuée par
l’algorithme de FFT (Fast Fourier Transform) qui requiert n log n opérations :

û(ξi) = FFT(u(xi)) (2.12)

Et la transformée de Fourier discrète inverse peut être effectuée par l’algorithme de
iFFT (inverse Fast Fourier Transform) qui requiert également n log n opérations :

u(xi) = iFFT(û(ξi)) (2.13)

Le calcul de u(xi) à partir de p(xi) peut donc être effectué par deux méthodes (fi-
gure 2.5) :

• méthode directe (équation 2.7), complexité o(n2),
• méthode FFT (équation 2.12 + équation 2.11 + équation 2.13), complexité

o(n log n+ n+ n log n) = o(n log n).
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Figure 2.5 – Produit de convolution par la méthode directe (en rouge) et par la mé-
thode FFT (en bleu).

Cependant, l’utilisation du domaine fréquentiel induit une périodisation du do-
maine spatial qui, dans certains cas, n’est pas souhaitée. Cette erreur de périodisation
peut toutefois être minimisée en utilisant le zero-padding qui consiste à étendre le
domaine spatial en doublant sa taille et en imposant une sollicitation nulle sur l’ex-
tension.
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2.2.1.5 Performances

La complexité algorithmique inférieure de la méthode FFT lui confère une durée
d’exécution inférieure pour un nombre de degrés de liberté suffisamment important.
La figure 2.6 illustre le gain de performance de la convolution par la méthode FFT
sur la méthode directe. Ce gain correspond au rapport des temps d’exécution des
produits de convolution. Ces résultats sont indicatifs, ils peuvent varier en fonction
de l’implémentation desméthodes et dumatériel informatique utilisé. Les durées ont
été obtenues pour un produit de convolution 1D, mais des résultats similaires sont
obtenus pour un nombre de dimensions supérieur.

La méthode FFT est plus performante que la méthode directe à partir d’environ
1000 degrés de liberté pour l’implémentation utilisée dans cette étude. Pour 100 000
degrés de liberté, laméthode FFT est environ 20 fois plus performante que laméthode
directe. Pour 2 000 000 degrés de liberté, un facteur 350 sépare les durées d’exécution
des deuxméthodes. Les simulations présentées dans le chapitre 4 sont effectuées avec
174 000 000 degrés de liberté. Le gain sur le coût de calcul est estimé à 15 000 pour cette
taille de modèle.
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Figure 2.6 – Gain de performance de la convolution fréquentielle sur la convolution
directe en fonction du nombre de degrés de liberté.
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En résumé, la méthode Green-FFT consiste à :
1. Déterminer la fonction de Green G pour l’équation, le domaine et les condi-

tions limites donnés.
2. Calculer le kernel de convolution discrèteK en intégrant la fonction de Green

G sur un élément.
3. Calculer la transformée de Fourier du kernel de convolution discrète K̂.
4. Calculer la transformée de Fourier de la sollicitation p̂.
5. Effectuer le produit algébrique de p̂ par K̂ pour obtenir la réponse dans le

domaine fréquentiel û.
6. Calculer la transformée de Fourier inverse pour obtenir la réponse dans le do-

maine spatial u.
Lorsque la sollicitation n’est pas connue, la solution est obtenue par itération des

étapes 4 à 6 jusqu’à la convergence des résultats.
La méthode Green-FFT est limitée aux maillages structurés avec une taille d’élé-

ments constante. Elle n’est donc pas adaptée aux problèmes avec des géométries com-
plexes ou nécessitant une discrétisation adaptative. En revanche, l’efficacité numé-
rique de la méthode Green-FFT la rend particulièrement intéressante pour les pro-
blèmes de contacts ou de matériaux hétérogènes pour lesquels un maillage structuré
est envisageable.
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2.2.2 Calcul de la pression de contact macroscopique
2.2.2.1 Description

La méthode de calcul de la pression de contact macroscopique utilisée dans le
modèle numérique est présentée dans cette section. Cette méthode a été proposée,
entre autres, par Sainsot [165], Polonsky et Keer [166] et Liu et al. [167]. La méthode
est plus amplement détaillée dans les articles cités précédemment.

La résolution utilise la méthode Green-FFT présentée dans la sous-section 2.2.1
combinée à la méthode du gradient conjugué [168].

Les principales hypothèses de modélisation sont les suivantes :
• matériau élastique, linéaire, homogène et isotrope,
• frottement nul,
• milieux semi-infinis (taille de contact ≪ taille des solides).

La représentation du contact équivalent est utilisée dans cette analyse pour ré-
duire le nombre de paramètres (sous-section 1.1.3). Le premier solide est donc semi-
infini avec des propriétés élastiques équivalentes et le second solide est indéformable
avec une géométrie équivalente (figure 2.7).

La pression de contact p est positive aux positions où la séparation des surfaces h
est nulle et la pression est nulle aux positions où cette séparation est positive :{

Si h(x, y) > 0 → p(x, y) = 0 séparation
Si h(x, y) = 0 → p(x, y) > 0 contact

(2.14)

Lorsqu’une chargeW est transmise par le contact, un rapprochement δ se produit.
Les surfaces se déforment pour ne pas s’interpénétrer.

L’équilibre des forces implique que l’intégrale de la pression sur la surface soit
égale à la charge W :

W =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

p(x, y) dx dy (2.15)

Il existe une relation entre la séparation des surfaces déformées h, la séparation
initiale h0 obtenue avec la géométrie initiale, le déplacement normal u et le rappro-
chement δ :

h(x, y) = h0(x, y) + u(x, y)− δ (2.16)

Les conditions de contact (équation 2.14), l’équilibre des forces (équation 2.15)
et la compatibilité de la déformation avec la géométrie initiale (équation 2.16) sont
combinés pour exprimer l’énergie élastique complémentaire Uc définie par [169] :

Uc =

∫
ΩC

(
1

2
pu+ ph0

)
dS (2.17)
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Figure 2.7 – Contact normal : séparation initiale des surfaces h0, rapprochement δ,
déplacement élastique u, distance entre les surfaces déformées h.

Kalker [169] a montré que déterminer la pression de contact revient à trouver
la distribution p qui minimise l’énergie élastique complémentaire Uc. L’unicité de la
solution à ce problème a été montrée par Duvaut et Lions [170].

La solution est calculée itérativement avec uneméthode de gradient conjugué pro-
posé par Polonsky et Keer [166]. LaméthodeGreen-FFT est utilisée à chaque itération
pour obtenir le déplacement u engendré par la pression de contact p.

La fonction de Green Gp→u correspond au déplacement normal de la surface en-
gendré par une pression concentrée au point (x = 0, y = 0). Elle est définie par :

Gp→u(x, y) =
1

πE∗
1√

x2 + y2
(2.18)

Avec lemodule élastique équivalentE∗. Cette fonction est obtenue à partir de la théo-
rie des potentiels de Boussinesq [163] et Cerruti [164] qui est plus amplement dé-
taillée par Love [162] et Johnson [77].

La fonction de GreenGp→u est ensuite intégrée pour obtenir le kernel de convolu-
tionKp→u permettant le calcul numérique de u par la méthode Green-FFT. L’expres-
sion analytique du kernel Kp→u est présentée en annexe C.
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2.2.2.2 Validation

Afin de s’assurer de la validité de la méthode de calcul de la pression de contact
macroscopique présentée précédemment, les résultats sont comparés aux solutions
analytiques du contact de Hertz définies dans la sous-section 1.1.3.
L’erreur est définie comme la différence normalisée par la pression maximale :

Er(x, y) =
|pGreen-FFT(x, y)− pHertz(x, y)|

p0
(2.19)

Avec la pression de contact calculée par la méthode Green-FFT pGreen-FFT, la pression
obtenue par le modèle analytique de Hertz pHertz et la pressionmaximale de Hertz p0.

Les comparaisons pour le contact linéique et pour le contact ponctuel sont illus-
trées dans la figure 2.8.

Les paramètres utilisés sont :
• Module de Young E = 212 GPa
• Coefficient de Poisson ν = 0.3
• Des domaines de dimensions

— 3a× 1a pour le contact linéique
— 3a× 3a pour le contact ponctuel

• Une taille d’éléments de ∆x = a/512
Avec la demi-largeur de contact a.

L’erreur maximale est inférieure à 1%, ce qui confirme la validité de la méthode
Green-FFT et le bon fonctionnement du code de calcul de pression de contact.
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a) pGreen-FFT / p0

pGreen-FFT / p0

b)

c) d)

Figure 2.8 – Pression de contact Green-FFT, (a) contact linéique, (b) contact ponctuel.
Comparaison entre le modèle Green-FFT et le modèle de Hertz en y = 0, (c) contact
linéique, (d) contact ponctuel.
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2.2.3 Calcul des contraintes macroscopiques
2.2.3.1 Description

Les contraintes macroscopiques σM sont calculées par la méthode Green-FFT pré-
sentée dans la sous-section 2.2.1 en utilisant la pression de contact macroscopique p
comme sollicitation. La fonction de Green Gp→σ

ij ainsi que le kernel de convolution
Kp→σ

ij issues des travaux de Love [162] et de Kalker [169] sont définis en annexe D.
Cette méthode est également utilisée par d’autres auteurs [171, 172, 173, 174, 175,
176].

Le schéma de calcul est le suivant :
K̂p→σ

ij = F
(
Kp→σ

ij

)
p̂ = F (p)

σ̂M
ij = K̂p→σ

ij × p̂

σM
ij = F−1 (σ̂ij)

(2.20)

2.2.3.2 Validation

Afin de s’assurer de la validité de la méthode de calcul des contraintes macro-
scopique présentée précédemment, les résultats sont comparés aux solutions analy-
tiques de Hills et al. [28] dans les conditions de contact de Hertz. Les expressions
analytiques de Hills sont présentées dans l’annexe A.
L’erreur est définie comme la différence normalisée par la pression maximale :

Er(x, y, z) =
|σM

Green-FFT(x, y, z)− σM
Hills(x, y, z)|

p0
(2.21)

Avec les contraintes macroscopiques calculées par la méthode Green-FFT σM
Green-FFT,

les contraintes macroscopiques obtenues par le modèle analytique de Hills σM
Hills et la

pression maximale de Hertz p0.
Les comparaisons pour le contact linéique et pour le contact ponctuel sont illus-

trées respectivement dans la figure 2.9 et dans la figure 2.10.

Les paramètres utilisés sont :
• Module de Young E = 212 GPa
• Coefficient de Poisson ν = 0.3
• Des domaines de dimensions

— 4a× 2a× 1a pour le contact linéique
— 3a× 3a× 1a pour le contact ponctuel

• Une taille d’éléments de ∆x = a/512
Avec la demi-largeur de contact a.
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Figure 2.9 – Comparaison entre le modèle Green-FFT et le modèle de Hills avec un
contact linéique.

L’erreur maximale entre les contraintes macroscopiques calculées par la méthode
Green-FFT et les contraintes macroscopiques obtenues analytiquement par le mo-
dèle de Hills est inférieure à 2%. Une nouvelle fois, cela confirme la validité de la
méthode Green-FFT et le bon fonctionnement du code de calcul de contraintes ma-
croscopiques.
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Figure 2.10 – Comparaison entre le modèle Green-FFT et le modèle de Hills avec un
contact ponctuel.
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2.2.4 Calcul des contraintes mésoscopiques
2.2.4.1 Description

Les hétérogénéités telles que la microstructure, les différentes phases ou encore la
présence d’inclusions ou de fibres entrainent des variations locales des contraintes.

Dans ce modèle, les contraintes mésoscopiques (en tenant compte des hétéro-
généités) sont calculées à partir des contraintes macroscopiques (sans tenir compte
des hétérogénéités). Laméthode de calcul des contraintesmésoscopiques utilisée fait
également appel à la méthode Green-FFT présentée dans la sous-section 2.2.1. Cette
méthode appliquée aux matériaux hétérogènes a été introduite par Moulinec et Su-
quet [177, 178], elle repose sur les concepts de déformations libres et de contraintes
de polarisation.

Le concept de déformations libres a été introduit par Eshelby [118, 119] puis dé-
veloppé par Mura [179]. Ce terme générique désigne les déformations inélastiques
dues à la dilatation thermique et à la transformation de phase, les déformations ini-
tiales, les déformations plastiques et les déformations liées aux hétérogénéités. Dans
ce modèle, les déformations mésoscopiques totale ε sont la somme des déformations
macroscopiques εM et des déformations libres ε̃ :

εij = εMij + ε̃ij (2.22)

Les contraintes de polarisation dans le contexte d’un matériau hétérogène ont été
introduites par Kroner [180] pour désigner les contraintes induites par les hétérogé-
néités. Dans ce modèle, les contraintes de polarisation ς sont définies par :

ςij = ∆Cijklεkl (2.23)

Et :
∆Cijkl = Cijkl − C0

ijkl (2.24)

Avec le tenseur d’élasticité du matériau hétérogène C qui varie en chaque point du
domaine, en fonction des propriétés locales du matériau, et un tenseur d’élasticité
homogène C0 qui est constant pour tous les points du domaine.

L’opérateur de Green Γς→ε̃
ijkl est utilisé pour déterminer les déformations libres ε̃

engendrées par les contraintes de polarisation ς . Il est défini en annexe E.
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Le schéma de résolution par point fixe proposé par Moulinec et Suquet [177, 178]
est utilisé :

Initialisation : εMij =
(
C0

ijkl

)−1
σM
kl

ε
(0)
ij = εMij

Itération : ςij = ∆Cijklε
(n−1)
kl

ς̂ij = F (ςij)

ˆ̃εij =
1

2

(
Γ̂ς→ε̃
ijkl + Γ̂ς→ε̃

jikl

)
ς̂kl

εij = εMij + F−1
(
ˆ̃εij

)
Test de convergence
σij = Cijklεkl

(2.25)

Test de convergence :
⟨||εij − ε

(n−1)
ij ||⟩

⟨||εMij ||⟩
< δ (2.26)

Avec la norme L2 || · ||, la moyenne arithmétique spatiale ⟨·⟩ et le seuil de conver-
gence δ.

Cette méthode a également été appliquée à la simulation numérique des con-
traintes dans des matériaux polycristallins par plusieurs auteurs [181, 182, 183, 184].

Afin de permettre le calcul de contraintes et de déformations non périodiques,
le domaine spatial ΩA est étendu avec une zone tampon. Plusieurs chercheurs uti-
lisent cette solution pour des problèmes non périodiques [181, 185, 186]. L’influence
de la taille de la zone tampon sur l’erreur de périodicité est analysée dans la sous-
section 2.3.6.

2.2.4.2 Validation

Afin de valider la méthode Green-FFT pour le calcul des contraintes mésosco-
piques en conditions de contact, un modèle éléments finis (FEM) équivalent a été
développé. La microstructure, les propriétés élastiques, le maillage et les conditions
de contact utilisés sont identiques dans les deux méthodes pour faciliter la compa-
raison.

La méthode des éléments finis est trop coûteuse numériquement pour effectuer
cette comparaison en 3D avec un maillage structuré suffisamment fin pour respec-
ter la géométrie de la microstructure. Une variante du modèle Green-FFT en défor-
mations planes 2D est donc utilisée pour être comparée avec un modèle FEM qui
fonctionne également en déformations planes 2D. Le modèle FEM 2D est semblable
à d’autres modèles existants [154, 156, 157, 158, 159].
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Le modèle FEM est étendu par des domaines adjacents (figure 2.11). Cela per-
met également d’éloigner les bords du domaine de calcul afin de préserver les bords
du domaine d’analyse de l’influence des conditions limites. Les domaines adjacents
possèdent la même microstructure périodique que le domaine d’analyse. Des dépla-
cements normaux nuls sont imposés aux bords du domaine de calcul FEM, sauf en
surface (z = 0) où les contraintes de contact sont imposées : σzz = −p et les autres
composantes sont nulles. Des éléments polynomiaux d’ordre 1 sont utilisés.

Figure 2.11 – Modèle éléments finis 2D équivalent.

L’erreur est définie comme la différence normalisée par la pression maximale :

Er(x, y, z) =
|σGreen-FFT(x, y, z)− σFEM(x, y, z)|

p0
(2.27)

Avec les contraintesmésoscopiques calculées par laméthodeGreen-FFT σGreen-FFT, les
contraintes mésoscopiques obtenues par le modèle éléments finis σFEM et la pression
maximale de Hertz p0.

La figure 2.12 présente la comparaison entre le modèle Green-FFT et le modèle
FEM pour une charge centrée dans les conditions de contact de Hertz linéique. La
microstructure est générée par tessellation de Voronoi (sous-section 3.2.1). Chaque
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grain possède des propriétés d’élasticité cubique (sous-sous-section 1.1.2.1) corres-
pondant à ceux d’un acier classique [187] et des orientations cristallines aléatoires
(sous-section 3.2.2).

Les paramètres utilisés sont :
• Propriétés élastiques cubiques

— C11 = 237GPa
— C12 = 141GPa
— C44 = 116GPa

• Domaines d’analyse de dimensions 5a× 5a
• Une taille d’éléments de ∆x = 5a/512

L’analyse de la contrainte normale σzz et de la contrainte de cisaillement τxz montre
que les deux méthodes permettent d’obtenir des résultats similaires. L’erreur maxi-
male est de 3% pour τxz. Les différences de valeurs sont concentrées aux joints de
grains, car le maillage structuré n’est pas conforme à la géométrie de ces interfaces
ce qui provoque de légères oscillations avec la méthode Green-FFT. Des solutions
pour réduire cet effet ont été proposées dans la littérature [188], mais n’ont pas été
implémentées dans ce modèle, car les résultats sont jugés satisfaisants.

Afin de s’assurer de la validité de laméthode Green-FFT dans des conditions plus
complexes, une seconde analyse est effectuée. La pression appliquée correspond à un
contact indenté et une charge excentrée du centre de l’indent. Une description de la
géométrie de l’indent est effectuée dans la section 4.3.

La figure 2.13 montre que la méthode Green-FFT et la méthode des éléments finis
fournissent des résultats très proches. L’erreur maximale est de 4% pour τxz.

Cette comparaison avec les éléments finismontre que laméthode numériqueGreen
-FFT utilisée dans cette étude permet de calculer les contraintes mésoscopiques en-
gendrées par une sollicitation de contact.
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Figure 2.12 – Comparaison entre le modèle Green-FFT et le modèle FEM avec un
contact lisse.
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Figure 2.13 – Comparaison entre le modèle Green-FFT et le modèle FEM avec un
contact indenté.
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2.3 Paramètres de modélisation

2.3.1 Propriétés élastiques
Les calculs de pression de contact et de contraintes à l’échelle macroscopique

considèrent le matériau comme homogène et isotrope : le module de Young E et le
coefficient de Poisson ν sont utilisés pour caractériser le comportement élastique.

Lors du calcul des contraintes mésoscopiques, le matériau est considéré comme
hétérogène avec des grains dont le comportement élastique cubique est décrit dans la
sous-sous-section 1.1.2.1. Les propriétés C11, C12 et C44 données par Courtney [187]
pour la ferrite sont utilisées :

• C11 = 237 GPa,
• C12 = 141 GPa,
• C44 = 116 GPa.

Afin que les propriétés soient compatibles aux deux échelles, il est nécessaire d’ef-
fectuer une analyse d’homogénéisation. Pour cela, une méthode consiste à imposer
une déformation uniaxialemoyenne à un volume élémentaire (figure 2.14) et d’en dé-
duire ses propriétés homogènes équivalentes en analysant les contraintes moyennes
engendrées. Cette méthode de calcul des propriétés équivalentes est plus amplement
décrite par Noyel [154].

Figure 2.14 – Volume élémentaire de 3000 grains, (a) visualisation des grains, (b)
contrainte σxx normalisée par la déformation moyenne imposée εMxx.

La géométrie des grains est générée par tessellation de Voronoi présentée dans
la sous-section 3.2.1 et les orientations cristallines sont générées aléatoirement avec
la méthode présentée dans la sous-section 3.2.2. La taille de grains est définie par le

75

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0070/these.pdf 
© [L. Fourel], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



diamètre équivalent moyen Dg :

Dg =

(
6V

πng

) 1
3

(2.28)

Avec ng le nombre de grains et V le volume du domaine.
Les grandeurs spatiales sont adimensionnées par la taille du domaine afin d’obte-

nir des résultats sans dimension. Ainsi, augmenter le nombre de grains, augmenter
la taille du domaine et diminuer la taille de grains sont équivalents. Le nombre de
grains est progressivement augmenté de 30 à 30 000. Le domaine est discrétisé en
512× 512× 512 éléments.

Une déformation macroscopique uniforme unitaire εMxx = 1 est appliquée, les dé-
formations macroscopiques dans les autres directions sont nulles. Les conditions li-
mites ainsi que la géométrie sont périodiques dans les trois dimensions.

La méthode Green-FFT présentée dans la sous-section 2.2.4 est utilisée pour cal-
culer les contraintes mésoscopiques. Ensuite, les propriétés élastiques homogènes
équivalentes sont déterminées en utilisant la moyenne arithmétique spatiale ⟨·⟩ des
contraintes mésoscopiques σxx et σyy :

ν =
⟨σyy⟩

⟨σxx⟩+ ⟨σyy⟩
(2.29)

E =
⟨σxx⟩(1 + ν)(1− 2ν)

εMxx(1− ν)
(2.30)

En effectuant des simulations de 100 échantillons aléatoires pour chaque nombre
de grains, la figure 2.15 montre que les propriétés équivalentes convergent vers les
valeurs suivantes :

• E = 212 GPa,
• ν = 0.296.

Ces résultats sont en accord avec l’homogénéisation effectuée avec le modèle élé-
ments finis proposé par Noyel [155]. Les propriétés élastiques macroscopiques et
mésoscopiques mentionnées dans cette section sont utilisées dans le reste de l’étude.
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Figure 2.15 – Convergence des propriétés élastiques équivalentes en fonction du
nombre de grains dans le domaine, (a) module de Young E, (b) coefficient de Pois-
son ν.

2.3.2 Taille d’éléments
La méthode Green-FFT requiert un maillage structuré avec une taille d’éléments

fixe. Lamême taille d’éléments est choisie pour les différents domaines définis dans la
sous-section 2.1.6 et associés aux trois étapes de calcul. Cela permet de faire coïncider
les positions des éléments et ainsi d’éviter une interpolation.

L’analyse suivante consiste à faire varier la taille d’éléments dans un domaine
d’analyse cubique de 3000 grains afin d’évaluer l’influence du maillage sur les ré-
sultats. Les grandeurs spatiales sont adimensionnées afin d’obtenir des résultats gé-
nériques. Une déformation macroscopique uniforme εMxx = 0.01 est appliquée, les
déformations macroscopiques dans les autres directions sont nulles. Les conditions
limites ainsi que la géométrie sont périodiques dans les trois dimensions. Les pro-
priétés d’élasticité cubique définies dans la section précédente sont utilisées.

La résolution est définie comme le rapport entre la taille de grains et la taille d’élé-
ments. Lorsque la résolution augmente, la microstructure est décrite avec une préci-
sion plus importante. Cependant, cela entraine également une augmentation du coût
de calcul.
L’analyse est effectuée sur les contraintesmoyennes dans chaque grain pour plusieurs
raisons :

• L’initiation de fissures est un phénomène physique à l’échelle du grain. Il est
donc plus pertinent d’utiliser une grandeur à cette échelle plutôt qu’une gran-
deur à l’échelle d’un élément comme le maximum des contraintes.

• Les moyennes par grains sont facilement comparables entre plusieurs tailles
d’éléments.
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• Les contraintes moyennes permettent de déceler si la géométrie de la micro-
structure est préservée. Lorsque la taille d’éléments est trop proche de la taille
de grains, la description des joints de grains n’est plus suffisamment précise ce
qui impacte directement les sollicitations externes au grain et affecte son état
de contrainte.

Comme le montre la figure 2.16, différentes résolutions sont comparées à la ré-
solution de référence fixée à 20. La figure 2.17 montre l’erreur maximale entre les
contraintes moyennes pour les différentes résolutions et la résolution de référence
ainsi que le coût de calcul relatif.

Figure 2.16 – Contrainte normale σxx moyennée par grain, (a) résolution = 3, (b)
résolution = 10, (c) résolution = 20.
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Figure 2.17 – Erreur et coût de calcul relatifs à la résolution de référence.

Une résolution comprise entre 5 et 10 semble le meilleur compromis entre l’erreur
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et le coût de calcul. Pour cet intervalle de résolution, l’erreur maximale est comprise
entre 1% et 4% et l’erreur moyenne est comprise entre 0.1% et 0.5%.

Cette analyse permet d’estimer l’influence de la taille d’éléments. Cependant, des
vérifications spécifiques ont été effectuées pour les simulations présentées dans le
reste du document.

2.3.3 Taille du domaine d’analyse
La taille du domaine d’analyse nécessite d’être choisie avec pertinence afin que

les zones critiques se situent à l’intérieur du domaine. Le domaine ne doit pas être
trop grand pour ne pas augmenter inutilement le coût de calcul.

Sainsot [165] a montré que les profondeurs critiques pour des contacts rugueux
sont liées à la longueur d’onde des aspérités. Une surface lisse dans les conditions du
contact deHertz linéique est donc la configuration limite pour laquelle lesmaximums
des contraintes sont atteints au plus profond (tableau 2.1).

Cisaillement Profondeur du maximum
Orthogonal τxz −0.5a
Maximal τmax −0.78a

Octahédrique τoct −0.67a

Table 2.1 – Profondeurs auxquelles sont atteints les maximums de cisaillements pour
un contact de Hertz linéique.

Une profondeur de domaine de z = −1.5a est choisie afin que les maximums de
cisaillement soient contenus dans le domaine d’analyse.

Les dimensions du domaine d’analyse dans les directions x et y tangentielles à la
surface sont choisies en fonctions de la taille des défauts étudiés (chapitre 4).

2.3.4 Position du contact
La position de départ du contact est déterminée de façon similaire à la profondeur

du domaine. Le contact de Hertz linéique est utilisé comme cas limite pour détermi-
ner la distance maximale entre le domaine et le centre du contact.

La position de départ du centre du contact est fixée à xc,0 = −2a − Lx/2 et la
position d’arrivée du centre du contact est fixée à xc,L = +2a+Lx/2. Cela permet que
chaque élément du domaine d’analyse subisse une sollicitation cyclique complète
avec les états de contraintes limites. Le déplacement total du contact est de 4a.
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2.3.5 Discrétisation du déplacement du contact
Le déplacement du contact à la surface du domaine d’analyse est discrétisé en

un nombre fini de chargements statiques (figure 2.18). L’analyse suivante permet
de déterminer l’espacement minimal à respecter pour décrire de façon satisfaisante
l’évolution des contraintes au cours du cycle.

Figure 2.18 – Discrétisation du déplacement du contact à la surface du domaine
d’analyse.

Le domaine d’analyse est un cube de côtés L = 1 mm, de 256 × 256 × 256 élé-
ments et une taille de grains Dg = 30 µm. Les propriétés élastiques définies dans la
sous-section 2.3.1 sont utilisées. Afin d’analyser le cas plus critique de cette étude,
une surface indentée est utilisée, car l’indent provoque des surpressions ainsi qu’un
important gradient de contraintes. La géométrie de l’indent est présentée dans la sec-
tion 4.3. Un indent de diamètre Dd = 170 µm et de profondeur Zd = 15 µm est
positionné au centre de la surface du domaine d’analyse en (x, y) = (0, 0). Une demi-
largeur de contact a = 650 µm et une pression deHertz de p0 = 2.1GPa sont utilisées.

L’amplitude de variation du cisaillement orthogonal∆τxz est utilisée comme indi-
cateur pour comparer les différents espacements. Un espacement minimal de ∆xc =
0.05a est utilisé comme référence pour évaluer les résultats obtenus avec des espa-
cements plus importants. Les valeurs de ∆τxz sont moyennées dans chaque grain.
L’erreur est définie par :

Er(x, y, z) =
|∆τxz(x, y, z)−∆τ refxz (x, y, z)|

p0
(2.31)

Les amplitudes de variation de cisaillement orthogonal∆τxz ainsi que les erreurs
obtenues avec un espacement ∆xc = 0.1a et ∆xc = 0.5a sont illustrées dans la fi-
gure 2.19.
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Figure 2.19 – Influence de l’espacement des chargements statiques ∆xc, (a) ∆τxz ob-
tenu avec∆xc = 0.1a, (b)∆τxz obtenu avec∆xc = 0.5a, (c) erreur maximale obtenue
avec ∆xc = 0.1a, (d) erreur maximale obtenue avec ∆xc = 0.5a.
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La figure 2.20 montre que la diminution de l’espacement des chargements sta-
tiques entraine une diminution de l’erreur maximale, mais également une augmen-
tation du coût de calcul. L’espacement∆xc = 0.1a permet d’obtenir une erreur maxi-
male inférieure à 5% et un coût de calcul satisfaisant. Cette valeur est utilisée dans
cette étude. Le déplacement total de 4a défini dans la section précédente ainsi que
l’espacement de 0.1a nécessitent donc 41 chargements statiques afin de simuler le
cycle de contact.
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Figure 2.20 – Influence de l’espacement entre les chargements sur l’erreur maximale
et sur le coût de calcul.
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2.3.6 Taille de la zone tampon
Comme évoqué dans la sous-section 2.2.4, lors du calcul des contraintes mésosco-

piques, l’expression fréquentielle du domaine d’analyse avec la méthode Green-FFT
induit une périodisation. Or, pour un problème non périodique, cela n’est pas sou-
haité et résulte en une erreur de périodicité au bord dudomaine. Comme illustré dans
la figure 2.21, le domaine d’analyse est donc étendu par une zone tampon [181].

Figure 2.21 – Extension du domaine d’analyse avec une zone tampon.

Une analyse en sollicitation de contact linéique avec différentes tailles de zone
tampon est réalisée. Le domaine d’analyse est un cube de côtés L = 1 mm, de 256×
256 × 256 éléments et une taille de grains Dg = 30 µm. Les propriétés élastiques
définies dans la sous-section 2.3.1 sont utilisées. Une demi-largeur de contact a = 650
µm et une pression maximale unitaire de p0 = 1 sont utilisées. L’erreur de périodicité
est estimée en calculant la différence entre la contrainte normale σzz obtenue avec les
différentes tailles de zone tampon et la contrainte obtenue avec un domaine étendude
25% dans chaque direction (figure 2.22). L’augmentation de la taille de zone tampon
permet de réduire l’erreur de périodicité, mais entraine une augmentation du coût
de calcul (figure 2.23).

Une extension du domaine d’analyse de 10% dans chaque direction limite l’er-
reur de périodicité maximale à 2% en augmentant le coût de calcul de 75%. Dans
cette étude, une zone tampon de 10% est utilisée pour le calcul des contraintes méso-
scopiques en sollicitation de contact.
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Figure 2.22 – Influence de la taille de zone tampon. (a) Contrainte σzz sans zone tam-
pon. (b) Contrainte σzz avec un domaine étendu par une zone tampon de 25% dans
chaque direction. (c) Différence entre les deux.
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Figure 2.23 – Influence de la taille de zone tampon sur l’erreur de périodicité maxi-
male et sur le coût de calcul.

85

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0070/these.pdf 
© [L. Fourel], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



2.4 Synthèse
Lemodèle numérique présenté dans ce chapitre permet de calculer les contraintes

de contact dans un solide élastique polycristallin. Ce modèle est tridimensionnel. Il
a la capacité de simuler la présence de défauts de surface et de sous-surface tels que
des indents ou des inclusions. De plus, il simule l’évolution des contraintes au cours
d’un cycle de sollicitation de contact dans un volume élémentaire représentatif.

Ce modèle numérique utilise la méthode Green-FFT qui repose sur les fonctions
de Green et leurs superpositions dans le domaine fréquentiel. Cette méthode est uti-
lisée pour calculer la pression de contact macroscopique, les contraintes macrosco-
piques ainsi que les contraintes mésoscopiques.

Les performances de la méthode Green-FFT permettent un coût de calcul signifi-
cativement plus faible que celui des éléments finis. Les comparaisons avec le modèle
analytique de Hertz, avec le modèle analytique de Hills et avec un modèle éléments
finis 2D équivalent montrent que la méthode Green-FFT est adaptée au calcul des
contraintes de contact dans un solide élastique polycristallin.

L’analyse d’homogénéisation a permis de déterminer les propriétés homogènes
équivalentes de la microstructure polycristalline générée par tessellation de Voronoi
dont les grains ont des propriétés élastiques cubiques et des orientations cristallines
aléatoires. L’analyse de la résolution du maillage en sollicitation uniaxiale a permis
de déterminer un intervalle idéal dans lequel l’erreur due à la discrétisation et le coût
de calcul sont satisfaisants. Pour finir, la taille et la position du domaine relative au
contact ont été déterminées à partir d’une analyse du cas le plus critique : le contact
linéique deHertz. La discrétisation du cycle de sollicitation en 41 positions de contact
et l’utilisation d’une zone tampon de 10% ont également été identifiées comme des
compromis satisfaisants entre la précision et le coût de calcul.

Le chapitre suivant présente l’utilisation des contraintes mésoscopiques calculées
par ce modèle numérique du contact pour déterminer l’initiation de fissures en fa-
tigue.
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Chapitre 3

Modèle d’initiation de fissures

Le modèle numérique d’initiation de fissures en fatigue de contact développé
dans cette étude fonctionne en différentes étapes qui sont illustrées dans la figure 1.18
du chapitre 1.

Les étapes permettant le calcul des contraintes engendrées par une sollicitation
de contact ont été présentées dans le chapitre 2.

Ce chapitre 3 présente les méthodes utilisées pour déterminer l’initiation de fis-
sures en fatigue à partir des contraintes. La première partie de ce chapitre présente
l’approche physique utilisée pour calculer la durée d’initiation de fissures. La deux-
ième partie présente les étapes permettant d’adapter cette approche physique à un
solide polycristallin en trois dimensions. Pour finir, ces méthodes sont appliquées à
une analyse statistique d’initiation de fissures en sollicitation uniaxiale dans la troi-
sième partie.
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3.1 Approche physique de l’initiation de fissures
La physique de l’initiation de fissures en fatigue est présentée dans la sous-sous-

section 1.1.4.2 et plus détaillée dans l’article de revue de Sangid [36] et les livres de
Suresh [29] et de Krupp [3].

En 1958, Mott [189] a proposé une théorie sur l’accumulation cyclique de défauts
qui se produit à l’échelle de la microstructure et qui est responsable du phénomène
d’initiation de fissures en fatigue. Il considère qu’au cours d’un cycle, des disloca-
tions sont générées, se déplacent et s’accumulent dans un plan de glissement lors du
chargement. Lors du déchargement, des dislocations de signe opposé s’accumulent
dans un second plan de glissement proche du premier (figure 3.1). Ce phénomène
est causé par les contraintes locales induites par les dislocations. En 1969, Lin et Ito
[190] ont proposé unmodèle basé sur cette théorie pour quantifier l’accumulation de
dislocations dans une bande de glissement formée par ces deux plans de glissement.
En 1981, Tanaka et Mura [106] suggèrent plusieurs améliorations, dont l’utilisation
de la distribution de densité de dislocations dans un empilement obtenue par Head
et Louat [191]. Le modèle de Tanaka et Mura est décrit dans la section suivante.

x

y

Dislocations

Joints de grains

Plan
 I

Plan
 II

L b

Figure 3.1 – Accumulation de dislocations dans une bande de glissement.
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3.1.1 Critère de Tanaka-Mura
Lors du premier chargement, si la contrainte de cisaillement dans un système de

glissement τ1 dépasse la contrainte de cisaillement critique τc, alors une déformation
plastique se produit. Des dislocations sont générées dans le plan I ce qui induit lo-
calement une contrainte de dislocations τD1 appelée back stress afin d’équilibrer les
forces :

τD1 + τ1 − τc = 0 (3.1)
La contrainte de dislocations τD1 est négative :

τD1 = −(τ1 − τc) (3.2)

La solution de Head et Louat [191] décrit la densité de dislocations D1 en fonction
de la contrainte de dislocation τD1 . Les dislocations sont supposées distribuées dans
une bande de glissement de taille Lb.

D1(x) = −2(1− ν)

µb

τD1 x√
(Lb/2)

2 − x2

(3.3)

Avec le module de cisaillement µ et la norme du vecteur de Burgers b.
La déformation plastique γ1 engendrée par la densité de dislocations D1 est don-

née par :

γ1 =

∫ Lb/2

−Lb/2

bD1(x)xdx

=
π(1− ν)

4µ
L2
bτ

D
1

(3.4)

L’énergie linéique de dislocations U1 est donnée par :

U1 = −1

2

∫ Lb/2

−Lb/2

τD1 bD1(x)xdx

=
1

2
τD1 γ1

=
π(1− ν)

8µ
L2
b(τ

D
1 )2

(3.5)

Lors dudéchargement, la déformationplastique se produit dans unplan II proche,
mais différent du plan I. La contrainte de dislocations négative τD1 engendre de nou-
velles dislocations de signe opposé dans le plan II. Si cette déformation plastique se
produisait dans le plan I, les dislocations s’annuleraient ce qui rendrait le processus
réversible et il n’y aurait pas d’accumulation cyclique. Cependant, les deux plans de
glissement I et II doivent être suffisamment proches pour que les dislocations inter-
agissent et que les contraintes soient équilibrées :

τD2 + τD1 + τ2 + τc = 0 (3.6)
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Avec la valeur minimale du cisaillement τ2 et la contrainte des dislocations τD2 pré-
sentes dans le plan II :

τD2 = τ1 − τc − τ2 − τc

= ∆τ − 2τc
(3.7)

Avec l’amplitude de cisaillement ∆τ = τ1 − τ2.

La densité de dislocationsD2, la déformation plastique γ2 et l’énergie linéique de
dislocations U2 sont obtenues en appliquant la même méthode que pour le plan I :

D2(x) =
2(1− ν)

µb

τD2 x√
(Lb/2)

2 − x2

(3.8)

γ2 = −π(1− ν)

4µ
L2
bτ

D
2 (3.9)

U2 = −1

2
τD2 γ2 (3.10)

Au cours des cycles suivants, le mêmemécanisme d’accumulation intervient : des
dislocations sont accumulées dans le plan I lors des chargements et dans le plan II lors
des déchargements. Les incréments de densité de dislocations ∆D, de déformation
plastique∆γ et d’énergie linéique de dislocations∆U sont accumulés à chaque cycle
dans chacun des deux plans de glissement :

∆D(x) =
2(1− ν)

µb

(∆τ − 2τc)x√
(Lb/2)

2 − x2

(3.11)

∆γ =
π(1− ν)

4µ
L2
b(∆τ − 2τc) (3.12)

∆U =
1

2
(∆τ − 2τc)∆γ

=
π(1− ν)

8µ
L2
b(∆τ − 2τc)

2
(3.13)

Le critère de Tanaka-Mura est dérivé dans des conditions de déformations planes
donc seules deux dimensions sont considérées. L’énergie accumulée est donnée par
unité de longueur de la troisième dimension.

L’énergie linéique totale Ub accumulée dans la bande de glissement aprèsN cycles
est la somme de l’énergie linéique de dislocations du plan I et du plan II :

Ub = UI + UII

= 2N∆U

= N
π(1− ν)

4µ
L2
b(∆τ − 2τc)

2

(3.14)
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Tanaka et Mura considèrent l’initiation d’une fissure transgranulaire le long de la
bande de glissement. L’énergie linéique de rupture Uf est nécessaire à la création de
deux nouvelles surfaces au niveau de la bande de glissement de taille Lb :

Uf = 2LbWf (3.15)

Avec l’énergie surfacique de rupture Wf qui est composée de l’énergie de surface et
de l’énergie dissipée lors de la rupture du matériau.

L’initiation se produit lorsque l’énergie linéique de bande de glissement Ub atteint
l’énergie linéique de rupture Uf . La durée d’initiation de fissures Ni est obtenue en
considérant une égalité entre l’équation 3.14 et l’équation 3.15 :

Ub = Uf (3.16)

Ni
π(1− ν)

4µ
L2
b(∆τ − 2τc)

2 = 2LbWf (3.17)

Ni =
8µWf

π(1− ν)Lb(∆τ − 2τc)2
(3.18)

Dans ce modèle, la durée d’initiation est dépendante de la taille de bande de glis-
sement Lb qui est directement liée à la taille de grains. Le critère de Tanaka-Mura met
donc en évidence l’effet Hall-Petch [192, 193] selon lequel la taille de grains influence
les performances du matériau en fatigue.

Le modèle est également conforme à l’équation empirique de Manson-Coffin [35,
34] selon laquelle la durée de vie en fatigue est inversement proportionnelle au carré
de l’amplitude de déformation plastique pour la plupart des matériaux [36].

Seule la contrainte de cisaillement est prise en compte dans le modèle de Tanaka-
Mura. Ce critère considère donc que les contraintes normales aux systèmes de glisse-
ment n’ont pas d’influence sur la durée d’initiation de fissures. Les contraintes nor-
males auraient seulement un rôle sur la propagation de fissures.

De plus, seule l’amplitude de variation des contraintes au cours du cycle est prise
en compte dans le modèle de Tanaka-Mura. Ce critère considère donc que les con-
traintes moyennes n’ont également pas d’influence sur la durée d’initiation de fis-
sures. Ce phénomène serait expliqué par la présence des contraintes de dislocations
qui s’accumulent localement et engendre l’effet Bauschinger [194]. Cette hypothèse
implique que les contraintes résiduelles engendrées par la fabrication du composant
ou une éventuelle sollicitation statique influenceraient uniquement la phase de pro-
pagation de fissures.

Dans cette étude, le critère de Tanaka-Mura original est utilisé. Toutefois, plu-
sieurs modifications ont été proposées dans la littérature, certaines d’entre elles sont
présentées dans la section suivante.
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3.1.2 Variantes de l’approche physique
Le modèle de Tanaka-Mura considère que la totalité de la déformation plastique

est irréversible. Or, il est probable qu’une partie du mouvement des dislocations se
produise dans le même plan lors du chargement et du déchargement, ce qui en-
gendrerait une accumulation cyclique plus faible. Lin et al. [195] proposent d’ajou-
ter un facteur d’irréversibilité pouvant varier de 0 à 1 en fonction de la sollicita-
tion et du matériau. Différentes études ont ensuite utilisé ce facteur d’irréversibilité
[107, 196, 197, 138, 198], cependant, ce facteur varie de plusieurs ordres de grandeur
selon les études. Les modèles numériques de dynamique des dislocations sont des
outils numériques qui pourraient permettre d’évaluer ce facteur [199]. En pratique,
la proportion de réversibilité est difficile à mesurer expérimentalement et à simuler
numériquement.

Lemodèle de Tanaka-Mura ne tient pas compte des configurations complexes que
peuvent prendre les dislocations au sein d’une bande de glissement. Les observa-
tions expérimentales [45, 49] ont montré que les dislocations peuvent former des
structures en échelles ou en cellules qui sont des structures plus complexes que la
distribution proposée par Head et Louat [191].

Wu [200] a proposé une méthode alternative à celle de Tanaka et Mura afin de
dériver le critère à partir de la distribution de dislocations et a obtenu une bonne cor-
rélation avec des résultats expérimentaux.

La taille de la fissure lors de l’initiation est considérée comme étant égale à la taille
de la bande de glissement. Il n’y a pourtant pas de consensus sur la notion d’initia-
tion qui est principalement liée à la taille minimale d’une fissure observable [29].
Or, cette taille minimale varie selon les époques et selon les applications. Le choix
fait par Tanaka et Mura peut donc sembler arbitraire. Cependant, les mécanismes
d’accumulation cyclique se produisent à l’échelle d’un grain, car les bandes de glis-
sement parcourent généralement toute la section d’un grain. De plus, les joints de
grains ont une forte influence sur le mouvement des dislocations et sur la propaga-
tion de fissures. Pour ces différentes raisons, un changement de comportement de la
fissure se produit lorsqu’elle atteint la taille d’un grain [3]. Mura et Nakasone [196]
ont proposé d’utiliser le principe d’accumulation de dislocations dans une bande de
glissement avec un nouveau critère d’initiation basé sur l’évolution de l’énergie libre
de Gibbs [201]. Ils considèrent que l’initiation intervient lorsque la variation cyclique
de l’énergie libre atteint un maximum. Chan [202] a dérivé un critère similaire qui
intègre la taille de la fissure en tant que nouveau paramètre.

La contrainte de cisaillement critique τc est supposée constante durant toute la
durée d’initiation. Ainsi, aucun écrouissage n’est considéré malgré l’augmentation
du nombre de dislocations dans la bande de glissement. Liu et Lu [198] proposent
de faire varier la contrainte de cisaillement critique τc en fonction de la densité de
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dislocations dans les différents systèmes de glissement. La loi d’écrouissage linéaire
de Hill [203] est utilisée dans leur étude. Cependant, les essais expérimentaux et les
simulations en plasticité cristalline montrent une stabilisation après une période qui
est généralement courte en comparaison à la durée d’initiation [29, 204].

Le modèle de Tanaka-Mura est obtenu en faisant l’hypothèse que le matériau est
élastique linéaire isotrope. Cependant, les structures cristallines nécessaires à l’exis-
tence même des dislocations sont souvent anisotropes. Wu [205] a proposé d’utiliser
le formalisme de Stroh [206] afin de dériver un critère physique similaire dans un
solide anisotrope. Pour certains systèmes de glissement cubiques, il obtient un très
faible effet de l’anisotropie. Ce n’est pas le cas pour d’autres systèmes de glissement
tels que les systèmes octaédriques.

Le modèle de Tanaka-Mura considère uniquement une initiation transgranulaire
le long de la bande de glissement. Or, des initiations intergranulaires aux joints de
grains ou encore à l’interface avec des inclusions sont également observées expéri-
mentalement. Zhou et al. [107] ont proposé de modifier le modèle de Tanaka-Mura
en multipliant l’équation 3.18 par un facteur qui dépend du site d’initiation.

Bien que ces différentes propositions permettent de corriger certaines limites, le
modèle de Tanaka-Mura original tient compte des principauxphénomènes physiques
liés à l’initiation de fissures en fatigue. De plus, le critère original comporte peu de
paramètres. Pour ces différentes raisons, le modèle de Tanaka-Mura a été utilisé dans
de nombreux travaux, notamment dans des études récentes. Une revue détaillée des
modèles physiques d’initiation de fissures en fatigue est proposée par Sangid [36].
Dans la section suivante, une partie des travaux utilisant l’approche physique est
présentée.

3.1.3 Applications de l’approche physique
Toshio Mura, l’un des deux fondateurs de l’approche physique de l’initiation de

fissures a collaboré avec d’autres chercheurs de Northwestern University afin d’étu-
dier différentes applications. Le modèle a été appliqué à l’étude de l’initiation de
fissures en fatigue au niveau des inclusions [207] et des entailles [208]. Le modèle
a également été appliqué à l’étude de la fatigue de contact [107, 109, 110] ainsi qu’à
la fatigue due au fretting [209]. Cette approche a ensuite été appliquée à différentes
nuances d’acier [210, 211, 212, 213, 214, 215, 216, 217, 218] et à d’autres alliages mé-
talliques [219, 220, 221, 222, 223].

L’approche physique a permis de mettre en évidence le rôle prépondérant de la
morphologie et de l’orientation des grains sur l’initiation de fissures [224]. Un mo-
dèle numérique utilisant le critère de Tanaka-Mura combiné à une loi de propagation
de fissures a également mis en évidence un potentiel effet délétère de la soudure sur
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les performances de l’acier en fatigue [225]. D’autres chercheurs ont proposé d’utili-
ser l’accumulation de dislocations dans les bandes de glissement combiné aumodèle
analytique d’inclusion d’Eshelby [118, 119] pour obtenir la taille et l’orientation des
papillons de fatigue en sollicitation cyclique de contact [112, 8, 113, 114].

Sangid et al. [226, 227] ont proposé un autre critère d’initiation de fissures en fa-
tigue basé sur l’accumulation d’énergie dans les bandes de glissement. Leur critère
propose de tenir compte de l’énergie des joints de grains en incorporant des proprié-
tés issues de simulations numériques en dynamique moléculaire. Ce critère a mis en
évidence le rôle des orientations cristallines aux joints de grains sur l’initiation de fis-
sures et a également montré une bonne corrélation avec des résultats expérimentaux.

Lesmodèles numériques de plasticité cristalline ont récemment été utilisés comme
une approche alternative pour quantifier l’accumulation cyclique à l’origine de l’ini-
tiation de fissures en fatigue. Dunne et al. [228, 229, 230, 231] ont développé un mo-
dèle numérique de plasticité cristalline afin d’analyser l’initiation de fissures en fa-
tigue. Ce modèle a notamment été utilisé afin de répliquer numériquement un essai
de fatigue dans un matériau polycristallin [232]. La quantité d’énergie stockée [233]
a été identifiée comme le meilleur indicateur de site d’initiation de fissures en com-
paraison à la densité de dislocation, aux contraintes et à l’énergie dissipée [232]. La
plasticité cristalline a également été utilisée pour montrer que la réponse cyclique du
matériau se stabilise après quelques cycles [204]. D’autres chercheurs ont mis en évi-
dence que l’apparition de bandes de glissement émerge de ce type de modèles [234].
Ils ont obtenu des positions et des orientations de bandes de glissement similaires à
celles qui se forment expérimentalement dans les matériaux polycristallins sollicités
en fatigue.

Ces différentes études montrent que l’accumulation d’énergie à l’échelle de la mi-
crostructure semble la principale cause de l’initiation de fissures en fatigue.

L’approche basée sur les bandes de glissement est utilisée dans cette étude. Les
méthodes permettant de déterminer l’énergie accumulée dans un solide polycristal-
lin sont présentées dans la section suivante.
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3.2 Implémentation numérique de l’approche physique
Plusieurs étapes sont nécessaires afin de calculer l’énergie accumulée dans les

bandes de glissement d’un matériau polycristallin. Premièrement, la géométrie de
la microstructure et les orientations cristallines sont générées. Ensuite, il est néces-
saire de déterminer la position et l’orientation des bandes de glissement afin d’obte-
nir leurs caractéristiques géométriques ainsi que les contraintes dans les systèmes de
glissement, dénommées par la suite contraintes résolues.

3.2.1 Géométrie des grains
La tessellation de Voronoi est une méthode qui permet de générer une géométrie

polycristalline qui tient compte de la nature aléatoire desmicrostructures réelles. Une
microstructure générée par la méthode de Voronoi possède une dispersion de taille
et de forme de grains.

Un grain Ci généré par la méthode de Voronoi est défini comme l’ensemble des
points du domaine qui sont plus proche du point source Pi que de tous les autres
points sources :

Ci = {x ∈ X | d(x, Pi) ≤ d(x, Pj) ∀j ̸= i} (3.19)

Avec une distance d qui est généralement la distance euclidienne. Un exemple de
tessellation de Voronoi est illustré dans la figure 3.2.

Figure 3.2 – Tesselation de Voronoi.
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D’autres méthodes telles que les tessellations de Laguerre [235] ou les méthodes
de champ de phase [236, 237] permettent d’obtenir différentes morphologies qui
peuvent être plus représentatives de certains matériaux. Cependant, elles sont plus
complexes et plus coûteuses numériquement. Le programmeopen sourceNeper [238]
est utilisé dans cette étude pour générer les microstructures aléatoires avec la mé-
thode de Voronoi.

3.2.2 Orientations cristallines
Chaque grain possède une orientation cristalline. Bien que certains procédés ou

certains traitements tels que le laminage puissent engendrer une texture dumatériau,
les orientations cristallines sont généralement aléatoires et indépendantes.

Différents outils permettent de représenter les orientations cristallines en 3D : les
angles d’Euler, les matrices de rotation, les quaternions ou encore les vecteurs de
Rodrigues.
Les angles d’Euler en convention de Bunge sont utilisés dans cette étude :

• φ1 ∈ [0, 2π],
• ϕ ∈ [0, π],
• φ2 ∈ [0, 2π].

Ces angles représentent les trois angles de rotations successives nécessaires au
passage du repère global du solide (x, y, z) au repère local (x′, y′, z′) propre à chaque
grain comme le montre la figure 3.3.

Figure 3.3 – Passage du repère global (x, y, z) au repère local (x′, y′, z′) en trois rota-
tions successives avec les angles d’Euler-Bunge.
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Les matrices de rotations correspondant aux trois changements de repères suc-
cessifs sont obtenues à partir des angles d’Euler-Bunge :

Z1 =

 cosφ1 sinφ1 0
− sinφ1 cosφ1 0

0 0 1

 (3.20)

X =

1 0 0
0 cosϕ sinϕ
0 − sinϕ cosϕ

 (3.21)

Z2 =

 cosφ2 sinφ2 0
− sinφ2 cosφ2 0

0 0 1

 (3.22)

Le passage du repère global (x, y, z) au repère local (x′, y′, z′) est effectué grâce à
la matrice de rotation Rg :

Rg = Z2XZ1 (3.23)

Afin de générer des orientations cristallines parfaitement aléatoires, les angles
d’Euler en convention Bunge sont obtenus à partir de trois nombres aléatoires qui
respectent une distribution de probabilité uniforme entre 0 et 1. Les expressions sui-
vantes donnent la relation entre les nombres aléatoires uniformes n1, n2 et n3 et les
angles d’Euler-Bunge φ1, ϕ et φ2 :

φ1 = 2πn1

ϕ = arccos (2n2 − 1)

φ2 = 2πn3

(3.24)
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3.2.3 Systèmes de glissement
Un système de glissement est défini par la combinaison d’un plan de glissement

représenté par des indices de Miller et d’une direction de glissement représentée par
des indices de direction. Dans cette étude, deux réseaux cristallins sont considérés :
le réseau cubique centré et le réseau cubique à faces centrées. Les systèmes de glisse-
ment principaux de ces réseaux cristallins sont présentés dans le tableau 3.1.

Réseau Cubique centré Cubique à faces centrées
Nombre 12 12

Famille [187] {110} ⟨1̄11⟩ {111} ⟨11̄0⟩
Systèmes (110)[1̄11] (111̄)[011]

(110)[11̄1] (111̄)[101]
(101)[1̄11] (111̄)[11̄0]
(101)[111̄] (11̄1̄)[011̄]
(011)[11̄1] (11̄1̄)[101]
(011)[111̄] (11̄1̄)[110]
(1̄10)[111] (11̄1)[011]
(1̄10)[111̄] (11̄1)[101̄]
(1̄01)[111] (11̄1)[110]
(1̄01)[11̄1] (111)[011̄]
(01̄1)[111] (111)[101̄]
(01̄1)[1̄11] (111)[11̄0]

Table 3.1 – Systèmes de glissement principaux des réseaux cristallins cubiques cen-
trés et cubiques à faces centrées.

Les plans de glissement principaux des réseaux cristallins cubiques centrés et cu-
biques à faces centrées sont illustrés dans la figure 3.4.

Le passage du repère du grain (x′, y′, z′) au repère du système de glissement
(x′′, y′′, z′′) est effectué grâce à la matrice de rotation Rs. Cette matrice de rotation est
obtenue à partir des indices de Miller (hkl) et des indices de direction [uvw] :

Rs =

u/n (kw − lv)/mn h/m
v/n (lu− hw)/mn k/m
w/n (hv − ku)/mn l/m

 (3.25)

Avec :
m =

√
h2 + k2 + l2 (3.26)

n =
√
u2 + v2 + w2 (3.27)
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Figure 3.4 – (a) Plans de glissement principaux et (b) directions de glissement princi-
pales du réseau cubique centré. (c) Plans de glissement principaux et (d) directions
de glissement principales du réseau cubique à faces centrées.
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3.2.4 Géométrie des bandes de glissement
La géométrie des bandes de glissement est calculée pour chaque grain et pour

chaque système de glissement à partir de la géométrie des grains (sous-section 3.2.1)
et de leurs orientations (sous-section 3.2.2).

Premièrement, les coordonnées du grain Xg subissent une rotation pour être ex-
primées dans le repère du système de glissement (x′′, y′′, z′′) :

X ′′
g = RsRgXg (3.28)

Ensuite, les coordonnées du grainX ′′
g subissent des translations successives selon

l’axe vertical z′′ de façon à ce que le plan horizontal (x′′, y′′, z′′ = 0) coupe le grain
à différentes hauteurs. L’incrément de translation est fixé par le paramètre d’espace-
ment des bandes de glissement eb.

Une fois que la rotation et la translation des coordonnées du grain sont effectuées,
les points d’intersection entre les arêtes des grains et le plan horizontal (x′′, y′′, z′′ = 0)
sont identifiés. Ces différents points sont ensuite ordonnés pour constituer un poly-
gone de coordonnées X ′′

b : la bande de glissement.
La transformation (rotation et translation) inverse est effectuée afin d’exprimer

les coordonnées des bandes de glissement dans le repère global :

Xb = (RsRg)
−1 X ′′

b (3.29)

Le calcul des bandes de glissement dans un grain est illustré dans la figure 3.5.

Figure 3.5 – Calcul des bandes de glissement dans un grain cubique centré pour les
plans de glissement : (a) (110), (b) (101), (c) (01̄1).

La longueur de bande de glissementLb est calculée dans la direction de glissement
en utilisant la coordonnée x′′

b de la bande de glissement dans le repère du système de
glissement (figure 3.6) :

Lb = max(x′′
b )−min(x′′

b ) (3.30)
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Figure 3.6 – Calcul de la longueur de bande de glissement Lb.

En itérant ce processus pour chaque système de glissement et pour chaque grain, la
cartographie complète des bandes de glissement du solide polycristallin est obtenue
(figure 3.7).

Figure 3.7 – Longueur des bandes de glissement Lb.
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3.2.5 Contraintes résolues
Le critère d’initiation de fissures présenté dans la section 3.1 nécessite de calculer

l’amplitude de cisaillement résolu ∆τ . Cette grandeur représente la différence entre
le maximum et le minimum du cisaillement que subissent les dislocations dans la
bande de glissement au cours d’un cycle.

L’amplitude de cisaillement résolu ∆τ est obtenue à partir des contraintes méso-
scopiques calculées avec le modèle numérique présenté dans le chapitre 2.

Lors du calcul des contraintes, la microstructure est discrétisée avec un maillage
régulier composé d’éléments cubiques. Chaque grain est composé d’une multitude
d’éléments, donc chaque bande de glissement traverse plusieurs éléments. La solu-
tion choisie afin d’obtenir un tenseur des contraintes σg unique pour chaque bande de
glissement est de moyenner les tenseurs de contraintes des éléments qui composent
un grain.

Le tenseur des contraintes d’un grain σg est exprimé dans le repère global (x, y, z).
Une rotation est effectuée afin d’exprimer ce tenseur dans le repère de la bande de
glissement (x′′, y′′, z′′) :

σ′′ = RsRgσg (RsRg)
−1 (3.31)

Le cisaillement résolu τ correspond à la composante σ′′
xz.

L’amplitude de variation cyclique du cisaillement résolu∆τ (figure 3.8) est obte-
nue en calculant la différence entre le maximum et le minimum de τ au cours d’un
cycle :

∆τ = max τ −min τ (3.32)

Figure 3.8 – (a) Contrainte normale σxx, (b) amplitude de cisaillement résolu ∆τ
dans les bandes de glissement.
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3.2.6 Durée d’initiation de fissures
L’énergie linéique d’accumulation cyclique ∆U ainsi que la durée d’initiation de

fissures Ni sont calculées avec l’approche inspirée des travaux de Tanaka et Mura
[106] présentés dans la section 3.1. La longueur de bande de glissement Lb définie
dans la sous-section 3.2.4 et l’amplitude de cisaillement résolu ∆τ définie dans la
sous-section 3.2.5 sont utilisées dans ce critère.

La figure 3.9.a illustre l’énergie linéique d’accumulation cyclique∆U obtenue avec
l’équation 3.13. La figure 3.9.b illustre la durée d’initiation de fissures Ni associée à
chaque bande de glissement obtenue avec l’équation 3.18. La figure 3.9.c illustre la
bande de glissement la plus critique du domaine conduisant à l’initiation d’une fis-
sure.

Figure 3.9 – Bandes de glissement, (a) énergie linéique accumulée à chaque cycle∆U ,
(b) durée d’initiation de fissures Ni, (c) fissure initiée.
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Les méthodes présentées dans cette section permettent d’évaluer :
• la durée d’initiation de fissures,
• la position de la fissure initiée,
• l’orientation de la fissure initiée.

Dans la section suivante, ces méthodes sont appliquées à l’initiation de fissures
en sollicitation cyclique uniaxiale.
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3.3 Application à une sollicitation uniaxiale
Le modèle d’initiation de fissures en fatigue décrit dans la section précédente est

appliqué à une sollicitation uniaxiale. Les objectifs de cette analyse sont multiples :
• illustrer le fonctionnement dumodèle d’initiation de fissures dans le cas d’une

sollicitation simple,
• évaluer l’influence de la taille de domaine sur les statistiques liées à l’initiation

de fissures,
• déterminer le nombre d’échantillons idéal pour l’analyse de la fatigue de con-

tact présentée dans le chapitre 4.

Les valeurs des paramètres du critère utilisées sont présentées dans unpremier temps.

3.3.1 Paramètres d’initiation de fissures
En plus des propriétés élastiques dumatériau, le critère d’initiation de fissures en

fatigue proposé dans cette étude comporte deux paramètres : le cisaillement critique
τc et l’énergie surfacique de ruptureWf . Les valeurs utilisées dans cette étude corres-
pondent à un acier de contact (sous-section 1.2.4).

Le cisaillement critique τc varie en fonction de la composition et des traitements
de l’acier ainsi que de la température lors de la sollicitation. Toutefois, il est possible
d’estimer cette propriété par différents moyens :

• en considérant une relation avec la limite élastique ou avec la limite d’endu-
rance [239, 240],

• avec des essais de compression à l’échelle mésoscopique [241, 242, 243, 244],
• par la simulation numérique en dynamique moléculaire [245, 225, 246].

Différentes valeurs de contrainte de cisaillement critique de l’acier sont données dans
la littérature [213, 138]. La valeur de τc = 600 MPa obtenue par Tonicello [138] est
utilisée dans cette étude, car elle correspond à un acier utilisé dans les roulements à
billes. Cette valeur a été obtenue avec des essais de microindentation sur des éprou-
vettes tubulaires.

L’énergie surfacique de rupture Wf est également une propriété qui varie forte-
ment selon les aciers. Cette énergie contient à la fois l’énergie de surface du matériau
et l’énergie dissipée lors de la rupture. Toutefois, il est possible d’estimer cette pro-
priété par différents moyens :

• en considérant une relation avec la ténacité [247, 248, 249, 250, 251] qui est
mesurable expérimentalement à l’échelle macroscopique,

• par la simulation numérique en dynamique moléculaire [252, 253, 254].
Différentes valeurs d’énergie surfacique de rupture de l’acier sont données dans la
littérature [213, 211]. La valeur de Wf = 440 kJ/m2 proposée par Tryon et al. [211]
est utilisée dans cette étude. Ce paramètre n’a, toutefois, pas d’influence sur la répar-
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tition de l’énergie accumulée. L’énergie surfacique de rupture influence uniquement
les durées d’initiation qui sont proportionnelles à sa valeur. En utilisant une valeur
différente, les résultats présentés dans la suite de ce document seraient identiques, à
la différence près que toutes les durées d’initiation seraientmultipliées par un facteur
constant.

L’espacement des bandes de glissement eb est également un paramètre dumodèle
d’initiation de fissures présenté dans ce chapitre.

Un espacement régulier des bandes de glissement est observé expérimentalement :
il varie généralement de 1 µm à 10 µm pour ce type de matériaux. Cependant, cet
espacement change en fonction des matériaux et des sollicitations et les facteurs in-
fluents ne sont pas clairement identifiés.

Toutefois, les résultats de simulation sont faiblement impactés par ce paramètre
lorsqu’auminimum trois bandes de glissement sontmodélisées pour chaque système
de glissement de chaque grain. En effet, seule la bande de glissement la plus critique
est considérée, ce qui rend inutile le fait d’en ajouter un nombre important.

Une valeur de eb = 5 µm est utilisée afin de considérer le cas quasi critique pour
les tailles de grains utilisées dans cette étude qui varient de 20 µm à 60 µm.

Les valeurs de paramètres présentées ci-dessus sont utilisées dans l’analyse de
l’influence de la taille de domaine présentée dans la section suivante.

3.3.2 Influence de la taille de domaine
Un des intérêts de la modélisation de la microstructure est de tenir compte de

la part d’aléatoire dans l’initiation de fissures en fatigue. Cependant, le volume sur-
contraint, correspondant aux zones où l’amplitude des contraintes dépasse un seuil
critique, peut avoir une influence sur la durée d’initiation moyenne ainsi que sur la
dispersion des durées d’initiation [12, 13, 255].

En sollicitation uniaxiale sans défaut, le volume surcontraint est proportionnel à
la taille du domaine d’analyse, car les contraintes sont réparties uniformément. En
présence d’un défaut suffisamment critique, le volume surcontraint est limité au voi-
sinage du défaut, donc l’augmentation de la taille du domaine n’a aucun effet sur les
résultats.

La géométrie des grains est générée par tessellation de Voronoi présentée dans la
sous-section 3.2.1 et les orientations cristallines sont générées aléatoirement (sous-
section 3.2.2). Les propriétés d’élasticité cubique définies dans la sous-section 2.3.1
sont utilisées. Une déformation macroscopique uniforme εMxx = 0.02 est appliquée,
les autres composantes des déformationsmacroscopiques sont nulles. Les conditions
limites ainsi que la géométrie sont périodiques dans les trois dimensions. La mé-
thode Green-FFT présentée dans la sous-section 2.2.4 est utilisée pour calculer les
contraintes mésoscopiques.
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Le critère d’initiation de fissures en fatigue présenté dans la section 3.2 est utilisé
pour déterminer la durée d’initiation à partir des contraintes mésoscopiques. Les pa-
ramètres d’initiation de fissures présentés dans la sous-section 3.3.1 sont utilisés.

Une taille de grains de Dg = 30 µm telle que définie dans l’équation 2.28 est uti-
lisée dans des domaines cubiques de différentes tailles de côté L présentées dans le
tableau 3.2.

Taille du domaine L [µm] Nombre de grains ng

75 30
112 100
162 300
242 1000
349 3000
521 10000

Table 3.2 – Taille des côtés des domaines cubiques et nombre de grains correspondant
avec une taille de grains de Dg = 30 µm.

Pour chaque taille de domaine, 100 échantillons aléatoires sont simulés afin d’ob-
tenir une distribution statistique de la durée d’initiation. Les 100 durées d’initiation
Ni obtenues sont utilisées conjointement afin d’estimer les paramètres de la fonction
de répartition de Weibull Fw [90] la plus proche :

Fw(λw, kw) = 1− e−(Ni/λw)kw (3.33)

Avec le paramètre d’échelle λw et le paramètre de forme kw. Ces paramètres sont es-
timés numériquement par la méthode de maximisation de la vraisemblance.

Les résultats sont présentés dans la figure 3.10. L’augmentation de la taille de do-
maine engendre une diminution de la durée d’initiation moyenne ainsi qu’une dimi-
nution de la dispersion des durées d’initiation. L’influence du volume surcontraint
s’explique par le lien entre le nombre de grains surcontraints et le risque que l’un
des grains possède une combinaison de position et d’orientation toujours plus cri-
tique. Afin d’éviter la dépendance à la taille du domaine, l’analyse présentée dans le
chapitre 4 concerne uniquement l’initiation de fissures autour d’un défaut.
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Figure 3.10 – Influence de la taille de domaine sur la durée d’initiation de fissures.

3.3.3 Nombre d’échantillons
Les résultats obtenus dans la section précédente et présentés dans la figure 3.10

montrent que la distribution de probabilité deWeibull est un outil utile pour analyser
la durée d’initiation de fissures. Le nombre d’échantillons nécessaires à une estima-
tion satisfaisante des paramètres de Weibull est déterminé dans cette section.

Les 100 échantillons sont répartis dans des groupes de différentes tailles et chaque
groupe est ensuite utilisé individuellement afin d’estimer les paramètres de la distri-
bution de Weibull la plus proche.

Un groupe contenant un nombre d’échantillons suffisant doit fournir des para-
mètres de Weibull suffisamment stables, quels que soient les échantillons aléatoires
utilisés pour constituer ce groupe. Le coefficient de variation (ou écart type relatif)
du paramètre d’échelle λw de Weibull obtenu avec les différents groupes de même
taille est donc calculé. Un coefficient de variation important signifie que deux groupes
contenant des échantillons aléatoires différents résultent en différentes distributions
de Weibull. Dans ce cas, le nombre d’échantillons est trop faible.

Le tableau 3.3 présente le nombre d’échantillons de chaque groupe ainsi que le
nombre de groupes utilisés pour calculer le coefficient de variation.

La figure 3.11 présente le coefficient de variation du paramètre d’échelle λw de
Weibull en fonction du nombre d’échantillons par groupe. Ces résultats sont obtenus
en utilisant les initiations de fissures dans les domaines de différentes tailles avec
différents nombres de grains (sous-section 3.3.2).

Un nombre de 20 échantillons aléatoires semble être un bon compromis entre la
qualité de l’estimation de la distribution de Weibull et le coût de calcul. Des groupes
de 20 échantillons permettent d’obtenir moins de 5% de variation entre les groupes
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Nombre d’échantillons Nombre de groupes
5 20
10 10
15 6
20 5
25 4
33 3
50 2
100 1

Table 3.3 – Nombre d’échantillons par groupe et nombre de groupes.
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Figure 3.11 – Influence de la taille de domaine sur le coefficient de variation de la
durée d’initiation moyenne et sur le coût de calcul.

pour un domaine contenant au moins 100 grains. Dans l’analyse de l’initiation de
fissures en fatigue de contact présentée dans le chapitre 4, les simulations seront sys-
tématiquement effectuées avec 20 échantillons aléatoires par configuration.
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3.4 Synthèse
Une approche physique de l’initiation de fissures en fatigue basée sur l’accumu-

lation d’énergie de dislocations dans les bandes de glissement est présentée de ce
chapitre. Cette approche permet d’évaluer la durée d’initiation dans un matériau
polycristallin en fonction de la sollicitation, des caractéristiques microstructurales et
d’autres paramètres du matériau.

Lesméthodes permettant de générer la géométrie de lamicrostructure et les orien-
tations cristallines aléatoires sont définies. Ces données sont ensuite utilisées pour
obtenir la géométrie des bandes de glissement ainsi que les contraintes résolues dans
les systèmes de glissement à partir des contraintes mésoscopiques calculées avec la
méthode Green-FFT présentée dans le chapitre 2. Ces différentes étapes permettent
de calculer l’énergie accumulée à chaque cycle dans chaque bande de glissement. La
durée d’initiation de fissures en fatigue est obtenue en considérant que l’énergie ac-
cumulée dans une bande de glissement est convertie en énergie de rupture une fois
qu’un seuil est atteint.

Ce modèle d’initiation de fissures est appliqué à l’analyse d’une sollicitation uni-
axiale. L’analyse est effectuée avec plusieurs échantillons aléatoires afin d’étudier la
distribution statistique de la durée d’initiation. L’influence de la taille du domaine
d’analyse est étudiée. Le nombre d’échantillons idéal est ensuite déterminé en com-
parant des groupes d’échantillons de différentes tailles.

Le modèle d’initiation de fissures ainsi que les outils d’analyse statistique présen-
tés dans ce chapitre sont utilisés dans le chapitre 4 afin d’analyser une sollicitation
cyclique de contact.
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Chapitre 4

Compréhension de l’initiation de
fissures en fatigue de contact

Le modèle numérique présenté dans les chapitres précédents est capable de four-
nir des informations liées à la fatigue de contact qui sont difficilement accessibles
expérimentalement. En effet, le modèle fonctionne à l’échelle de la microstructure du
matériau, ce qui lui permet de tenir compte des phénomènes physiques impliqués
dans l’initiation de fissures. De plus, ce modèle 3D tient compte de l’évolution des
contraintes au cours du cycle de sollicitation de contact.

Dans ce chapitre, le modèle numérique est utilisé pour obtenir la durée d’initia-
tion, la position et l’orientation de fissures initiées dans différentes configurations.
Les paramètres des simulations sont définis dans une première partie. Ensuite, deux
scénarios d’initiation de fissures sont étudiés : l’initiation en sous-surface au voisi-
nage d’une inclusion et l’initiation en surface en présence d’un indent. Les résultats
des simulations sont ensuite discutés et mis en perspective de résultats expérimen-
taux existants. Pour finir, les principaux résultats sont résumés dans une synthèse.
Ces travaux de recherche font l’objet d’une publication dans laquelle des détails sup-
plémentaires sont fournis [256].

4.1 Paramètres de simulation
Différentes méthodes numériques sont utilisées dans les simulations :

• la méthode de Voronoi pour la génération de microstructure présentée dans
la sous-section 3.2.1,

• la méthode Green-FFT pour le calcul des contraintes présentée dans la sec-
tion 2.2,

• la méthode des bandes de glissement présentée dans la sous-section 3.2.4.

Les paramètres numériques utilisés dans les simulations sont choisis afin de limi-
ter leur influence sur les résultats tout en préservant un coût de calcul satisfaisant.
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La taille d’éléments, la taille de domaine et le déplacement du contact sont présen-
tés dans la section 2.3. Le nombre d’échantillons aléatoires par configuration utilisé
est défini dans la sous-section 3.3.3. Les valeurs utilisées pour ces paramètres numé-
riques dans les simulations sont présentées dans le tableau 4.1.

Paramètre Valeur
Taille du domaine d’analyse 1mm× 1mm× 1mm

Nombre d’éléments 256× 256× 256
Mouvement du contact −1300µm → 1300µm

Espacement des positions du contact 65µm
Nombre d’échantillons par configuration 20

Table 4.1 – Paramètres numériques utilisés dans les simulations.

Pour ces paramètres et avec le matériel informatique utilisé, chaque calcul (pour
une position de contact d’un échantillon d’une configuration) nécessite environ 3min
pour résoudre les 174millions de degrés de liberté dumodèle avec un processeur. Ce-
pendant, une quantité de mémoire vive d’environ 32 Go est nécessaire et la quantité
totale de données générées pour l’ensemble des simulations approche les 6 To.

Les propriétés utilisées dans les simulations correspondent notamment à un acier
de contact tel que l’acier 100Cr6 (sous-section 1.2.4). Les propriétés élastiquesmacro-
scopiques E, ν et µ et les propriétés élastiques mésoscopiques C11, C12 et C44 utilisés
sont discutées et définies dans la sous-section 2.3.1. Les propriétés d’initiation de fis-
sures τc, Wf et eb sont discutées et définies dans la sous-section 3.3.1. Les valeurs de
ces propriétés utilisées dans les simulations sont présentées dans le tableau 4.2.

Paramètre Symbole Unité Valeur
Module de Young E [GPa] 212

Coefficient de Poisson ν [-] 0.296
Module de cisaillement µ [GPa] 81.8

Élasticité cubique C11 [GPa] 247
C12 [GPa] 141
C44 [GPa] 116

Contrainte de cisaillement critique τc [MPa] 600
Énergie surfacique de rupture Wf [kJ/m2] 440

Espacement des bandes de glissement eb [µm] 5

Table 4.2 – Propriétés du matériau utilisées dans les simulations.

Les configurations de simulation utilisées dans cette étude sont des variations
d’une configuration de référence qui est un contact linéique de Hertz présenté dans
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Paramètre Symbole Unité Valeur
Demi-largeur de contact a [µm] 650

Pression de Hertz p0 [GPa] 2.1
Taille de grains Dg [µm] 30

Table 4.3 – Paramètres de la configuration de référence.

la sous-section 1.1.3. Les paramètres de contact ainsi que la taille de grains de la confi-
guration de référence sont présentés dans le tableau 4.3.

Les valeurs des paramètres de la configuration de référence ont été choisies à par-
tir de la disponibilité de résultats expérimentaux. En particulier, plusieurs séries d’es-
sais de fatigue ont été réalisées avec des machines bi-disques dans des configurations
d’essai proches de la configuration de simulation de référence [255, 2, 257].

Les configurations présentées dans la suite de ce chapitre possèdent différentes
valeurs de pression de Hertz p0 et de taille de grains Dg définie dans l’équation 2.28
afin d’analyser l’influence de ces paramètres. Lorsqu’un paramètre varie, les autres
paramètres sont fixés à leur valeur de référence du tableau 4.3.

Trois pressions de Hertz p0 sont utilisées afin d’analyser l’influence de la pression
de contact sur l’initiation de fissures en fatigue de contact :

• p0 = 2.1 GPa,
• p0 = 2.8 GPa,
• p0 = 3.5 GPa.

Ces valeurs sont dans l’intervalle des pressions de Hertz des conditions de fonction-
nement et des conditions d’essai usuelles [255, 2].

Trois diamètres équivalents moyens de grainsDg sont utilisés afin d’analyser l’in-
fluence de la taille de grains sur l’initiation de fissures en fatigue de contact :

• Dg = 20 µm,
• Dg = 30 µm,
• Dg = 60 µm.

Ces valeurs de taille de grains correspondent approximativement aux indices 8, 7 et
5 de la norme ASTM [258]. Les essais expérimentaux de Le [2] visant notamment à
évaluer l’influence de la taille de grains sur les performances en fatigue de contact
ont été réalisés avec des valeurs similaires.

Différentes grandeurs sont analysées pour chacune des simulations. Première-
ment, les coordonnées (x, y, z) de la fissure par rapport à l’origine du repère per-
mettent de la situer dans le domaine d’analyse. La direction x est la direction de
mouvement du contact. Ensuite, l’orientation de la fissure initiée est analysée avec
les angles (θx, θy, θz) qui séparent la normale du plan de la fissure et les axes x, y et z
(figure 4.1).
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Figure 4.1 – Coordonnées (x, y, z) et orientations (θx, θy, θz) d’une fissure.

Pour finir, la distribution de Weibull présentée dans l’équation 3.33 est estimée
avec la méthode de maximisation de la vraisemblance en utilisant les durées d’ini-
tiation obtenues avec les différents échantillons aléatoires. Les paramètres des dis-
tributions de Weibull permettent de comparer les durées d’initiation moyenne et les
dispersions de durées d’initiation obtenues avec les différentes configurations.

La section suivante présente les configurations et les résultats de simulations ef-
fectuées dans le cas d’une initiation de fissures en sous-surface au voisinage d’une
inclusion. Les résultats principaux sont illustrés dans ce chapitre et l’ensemble des
coordonnées de fissures sont disponibles dans l’annexe F.
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4.2 Initiation en sous-surface
Les inclusions sont modélisées par des sphères dont les centres sont positionnés

au point (x = 0, y = 0, z = −0.5a), avec a la demi-largeur de contact linéique présenté
dans la sous-section 1.1.3. Cette profondeur correspond aumaximumde cisaillement
orthogonal dans les conditions de Hertz.

Les inclusions ont un comportement élastique linéaire isotropedéfini dans la sous-
sous-section 1.1.2.1. Deux rigidités sont utilisées :

• une inclusion rigide de module de Young Ei = 420 GPa,
• une inclusion souple de module de Young Ei = 10 GPa.

Le coefficient de Poisson des inclusions est de νi = 0.3. Ces deux valeurs de module
de Young ont été choisies à partir des mesures effectuées par Lamagnère et al. [114]
qui montrent que les inclusions dans les aciers de composants de contact peuvent
être jusqu’à deux fois plus rigides que la matrice.

L’inclusion souple est vingt fois moins rigide que le module de Young équivalent
des grains. Son comportement se rapproche donc de celui d’une porosité.

Trois diamètres d’inclusionsDi sont utilisés afin d’analyser l’influence de la taille
d’inclusion sur l’initiation de fissures en fatigue de contact :

• Di = 50 µm,
• Di = 100 µm,
• Di = 200 µm.

Ces valeurs de diamètres d’inclusions ont été choisies à partir des mesures effectuées
par Girodin et al. [259] qui montrent que la taille des inclusions varie de quelques
dizaines de micromètres à quelques centaines de micromètres en fonction des traite-
ments appliqués aux aciers.

Les amplitudes de cisaillement obtenues avec les inclusions de tailleDi = 200 µm,
une pression de Hertz p0 = 2.1 GPa et une taille de grains Dg = 30 µm sont pré-
sentées dans la figure 4.2. Dans cette figure, seule l’amplitude de cisaillement maxi-
male parmi les 12 systèmes de glissement est représentée pour chaque grain. Des
différences concernant la localisation et l’amplitude des surcontraintes sont obser-
vées entre l’inclusion rigide et l’inclusion souple. Pour l’inclusion rigide, les surcon-
traintes sont concentrées autour de l’inclusion dans le plan (x, y = 0, z). Pour l’inclu-
sion souple, les surcontraintes sont concentrées de chaque côté de l’inclusion dans le
plan (x = 0, y, z) et atteignent des amplitudes plus importantes que pour l’inclusion
rigide avec les modules de Young utilisés.

Les fissures initiées dans cette configuration sont illustrées dans la figure 4.3. Les
fissures sont localisées autour d’un arc de cercle qui entoure l’inclusion rigide dans
le plan (x, y = 0, z) et de chaque côté de l’inclusion souple sur l’axe (x = 0, y, z =
−0.5a). Ces résultats s’expliquent par la répartition de l’amplitude de cisaillement
∆τ discutée précédemment.
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Figure 4.2 – Amplitude de cisaillement∆τ pour les inclusions de tailleDi = 200 µm,
une pression de Hertz p0 = 2.1 GPa et une taille de grains Dg = 30 µm, (a) inclusion
rigide Ei = 420 GPa, (b) inclusion souple Ei = 10 GPa.
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Figure 4.3 – Fissures initiées avec les inclusions de tailleDi = 200µm, une pression de
Hertz p0 = 2.1 GPa et une taille de grains Dg = 30 µm, (a) inclusion rigide Ei = 420
GPa, (b) inclusion souple Ei = 10 GPa.
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Deux orientations de fissures sont privilégiées :
• (θx = 0◦, θy = 90◦, θz = 90◦),
• (θx = 90◦, θy = 90◦, θz = 0◦).

Les fissures sont donc, soit parallèles à la surface (plan xy), soit parallèles au plan yz.
Ces deux orientations sont équitablement représentées dans environ la moitié des
échantillons.

Certaines observations [18] suggèrent que l’initiation de fissures se produit bien
parallèlement à la surface et que la fissure se propage ensuite à 45◦ de la surface à l’in-
terface avec le papillon de fatigue (figure 4.4). Ces résultats confortent l’hypothèse de
l’initiation majoritairement pilotée par l’amplitude de cisaillement qui est maximale
à 0◦ et à 90◦ de la surface.

Figure 4.4 – Papillon de fatigue autour d’une inclusion [18].
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4.2.1 Influence de la taille d’inclusion
Les amplitudes de cisaillement obtenues avec les inclusions souples de différentes

tailles sont présentées dans la figure 4.5. Les surcontraintes induites par l’inclusion
augmentent lorsque la taille d’inclusions augmente. Pour un diamètre d’inclusion
Di = 50 µm comparable à la taille de grains Dg = 30 µm, l’inclusion a peu d’in-
fluence sur l’amplitude du cisaillement.

Figure 4.5 – Amplitude de cisaillement∆τ pour les inclusions souples de différentes
tailles, (a) Di = 50 µm, (b) Di = 100 µm.

Cette faible influence des inclusions de taille comparable à la taille de grains est
également observée dans la répartition des fissures initiées qui sont dispersées dans
tout le domaine (figure 4.6).

Dans le cas des petites inclusions de diamètre Di = 50 µm, la profondeur d’ini-
tiation moyenne est de z = −325 µm. Cette valeur est très proche de la profondeur
qui maximise le cisaillement orthogonal d’un contact de Hertz linéique : z = −0.5a =
−325 µm. Dans le cas d’une initiation éloignée de l’inclusion, la fissure est également,
soit parallèle à la surface (plan xy), soit parallèle au plan yz. Ces résultats sont en ac-
cord avec de précédents résultats numériques obtenus pour un contact sans défaut
de surface ou de sous-surface [158, 159].
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Figure 4.6 – Fissures initiées avec différentes tailles d’inclusions, (a) Di = 50 µm et
Ei = 420 GPa, (b) Di = 100 µm et Ei = 420 GPa, (c) Di = 50 µm et Ei = 10 GPa, (d)
Di = 100 µm et Ei = 10 GPa.
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Les durées d’initiationdefissures obtenues avec les inclusions dedifférentes tailles
sont présentées dans la figure 4.7. L’augmentation de la taille d’inclusion engendre
une plus forte diminution de la durée d’initiationmoyenne pour une inclusion souple
que pour une inclusion rigide. Cependant, pour les inclusions rigides et souples, la
taille d’inclusion a une faible influence sur la dispersion des durées d’initiation.

Figure 4.7 – Influence de la taille d’inclusion sur la durée d’initiation de fissures, (a)
inclusion rigide Ei = 420 GPa, (b) inclusion souple Ei = 10 GPa.
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4.2.2 Influence de la pression de contact
Les fissures initiées avec les différentes pressions de Hertz et une inclusion en

sous-surface de taille fixée à Di = 200 µm sont illustrées dans la figure 4.8. Pour l’in-
clusion rigide, la dispersion des fissures dans tout le domaine augmente lorsque la
pression de Hertz augmente. Pour l’inclusion souple, la pression de Hertz a une in-
fluence négligeable sur le site d’initiation de fissures.

En effet, l’inclusion rigide induit une élévation locale des contraintes moins fortes
que l’inclusion souple pour lesmodules deYoungutilisés dans cette étude (figure 4.2).
Or, le critère d’initiation de fissures n’est pas proportionnel aux contraintes,mais pos-
sède un seuil dû au cisaillement critique τc. L’augmentation uniforme des contraintes
engendrée par l’augmentation de la pression de contact éloigne les élévations locales
du seuil. Le critère d’initiation devient alors moins sensible aux contraintes et donc
comparativement plus sensible à la taille de bandede glissement. Certaines bandes de
glissement éloignées de l’inclusion rigide deviennent alors plus critiques que celles
qui sont situées à son voisinage. Ce phénomène n’est pas visible pour l’inclusion
souple, car l’élévation de contrainte induite est significativement supérieure aux élé-
vations de contraintes induites par l’hétérogénéité des grains.

Les durées d’initiation de fissures obtenues avec les différentes pressions deHertz
et une inclusion en sous-surface sont présentées dans la figure 4.9. L’augmentation
de la pression de contact diminue à la fois la durée d’initiation moyenne et la disper-
sion des durées d’initiation. Ces effets sont observés pour l’inclusion rigide et pour
l’inclusion souple.
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Figure 4.8 – Fissures initiées avec différentes pressions de Hertz et une inclusion, (a)
p0 = 2.8 GPa et Ei = 420 GPa, (b) p0 = 3.5 GPa et Ei = 420 GPa, (c) p0 = 2.8 GPa et
Ei = 10 GPa, (d) p0 = 3.5 GPa et Ei = 10 GPa.
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Figure 4.9 – Influence de la pression de Hertz sur la durée d’initiation de fissures, (a)
inclusion rigide Ei = 420 GPa, (b) inclusion souple Ei = 10 GPa.
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4.2.3 Influence de la taille de grains
Les amplitudes de cisaillement avec les différentes tailles de grains et des inclu-

sions de tailleDi = 200 µm en sous-surface sont présentées dans la figure 4.10. L’aug-
mentation de la taille de grains entraine une diminution du cisaillement moyen dans
les grains proches des inclusions.

Figure 4.10 – Amplitude de cisaillement ∆τ avec différentes tailles de grains et une
inclusion souple, (a) Dg = 20 µm, (b) Dg = 60 µm.

Les mêmes sites d’initiation préférentiels sont observés : autour de l’inclusion ri-
gide dans le plan (x, y = 0, z) et autour de deux points de chaque côté de l’inclusion
souple sur l’axe (x = 0, y, z = −0.5a) (figure 4.11). Cependant, l’augmentation de
la taille de grains conduit à une augmentation de la dispersion des fissures dans le
domaine d’analyse.

Le rapport entre le diamètre d’inclusion et le diamètre équivalent moyen des
grains Di/Dg semble donc être un indicateur important de la criticité d’une inclu-
sion. En effet, lorsque l’inclusion est d’une taille comparable aux grains, l’initiation
de fissures se produit dans tout le domaine (figure 4.6). Ce phénomène se produit
malgré le contraste de rigidité important entre le module de Young de l’inclusion Ei

et le module de Young équivalent des grains E.
Cependant, l’initiation de fissures au voisinage d’une inclusion est certainement

plus complexe dans la réalité que le modèle numérique. En effet, la différence entre
la composition de l’inclusion et la composition des grains peut conduire à une dimi-
nution de l’énergie surfacique de rupture à l’interface. Cela expliquerait également
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les observations expérimentales d’initiation au voisinage d’inclusion de taille com-
parable à la taille de grains.

Une augmentation de la taille de grains semble induire une augmentation de la
durée d’initiationmoyenneuniquement dans le cas de l’inclusion souple (figure 4.12).
Cette différence entre inclusion rigide et inclusion souple rejoint l’effet constaté avec
l’augmentation de la pression deHertz. Dans les deux cas, l’augmentation de la taille
de grains engendre une augmentation de la dispersion des durées d’initiation.
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Figure 4.11 – Fissures initiées avec différentes tailles de grains et une inclusion, (a)
Dg = 20 µm et Ei = 420 GPa, (b) Dg = 60 µm et Ei = 420 GPa, (c) Dg = 20 µm et
Ei = 10 GPa, (d) Dg = 60 µm et Ei = 10 GPa.

127

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0070/these.pdf 
© [L. Fourel], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



Figure 4.12 – Influence de la taille de grains sur la durée d’initiation de fissures, (a)
inclusion rigide Ei = 420 GPa, (b) inclusion souple Ei = 10 GPa.
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4.3 Initiation en surface indentée
L’indent est modélisé par une modification de la surface de contact opposée à la

surface du solide analysé. L’expression analytique de Coulon et al. [70] est utilisée
pour décrire le profil de l’indent circulaire :

z(r) = Zd exp

(
−Kd

r2

4D2
d

)
cos

(
πr

Dd

)
(4.1)

Avec,
r(x, y) =

√
x2 + y2 (4.2)

Et la profondeurmaximale d’indentZd, le diamètre d’indentDd et le paramètre d’épau-
lement d’indent Kd. La géométrie de l’indent est illustrée dans la figure 4.13.

Figure 4.13 – Géométrie de l’indent dans le plan (x, y = 0, z) pour un épaulement
d’indent Kd = 12.

Les géométries d’indents simulées correspondent à l’indentation d’une surface
d’acier 100Cr6 avec un indenteur Rockwell à pointe sphérique de rayon de 200 µm.
Trois géométries d’indents correspondant à trois charges d’indentation sont utilisées
afin d’analyser l’influence de la taille d’indent sur l’initiation de fissures en fatigue
de contact (tableau 4.4).

Ces valeurs sont proches des mesures effectuées expérimentalement par Coulon
[255], Le [2] et Bossy [156] sur différents aciers de contact.
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Charge d’indentation Wd Profondeur Zd Diamètre Dd Épaulement Kd

20 kg 15 µm 170 µm 12
50 kg 35 µm 250 µm 12
100 kg 70 µm 320 µm 12

Table 4.4 – Paramètres d’indents.

Les trois tailles d’indents sont illustrées dans la figure 4.14. Les autres paramètres
sont constants. Les valeurs de la configurationde référence sont utilisées (tableau 4.3).
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Figure 4.14 – Profils des indents de différentes tailles dans le plan (x, y = 0, z), (a)
Wd = 20 kg, (b) Wd = 50 kg, (c) Wd = 100 kg.

La pression de contact obtenue à la position de contact centré xc = 0 avec l’indent
Wd = 50 kg et une pression de Hertz p0 = 2.1 GPa est présentée dans la figure 4.15.
L’amplitude de cisaillement obtenue dans cette configuration avec une taille de grains
Dg = 30 µm est illustrée dans la figure 4.16. Des surpressions et des surcontraintes
sont engendrées par l’épaulement de l’indent.

La figure 4.17 montre que les fissures sont systématiquement initiées en face de
l’épaulement de l’indent, proche de la surface et de manière préférentielle au ni-
veau des côtés de l’indent. En effet, peu de fissures semblent s’initier au centre du
contact le long de l’axe x. Expérimentalement, les fissures peuvent être initiées dans
le plan (x = 0, y, z), du côté où le contact quitte l’indent [18, 255]. Comme le men-
tionne Coulon, les effets hydrodynamiques du lubrifiant qui ne sont pas considérés
dans cette étude pourraient être la raison d’une initiation dans l’axe x de déplace-
ment du contact en provoquant une pression du fluide [255]. L’absence de frottement
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dans cemodèle n’est probablement pas l’explication, car d’autres études numériques
constatent peu d’écart entre un frottement nul et un coefficient de frottement de 0.1
[137, 157].

L’inclinaisonde la normale auxplans defissures par rapport à la surface est proche
de θz = 45◦. De plus, θx est systématiquement proche de 90◦. Les fissures sont donc
inclinées à 45◦ de la surface, soit d’un côté, soit de l’autre de la direction de roulement
x, les deux étant équitablement représentés.

Figure 4.15 – Pression de contact pour la position de contact centré xc = 0 avec
l’indent Wd = 50 kg et une pression de Hertz p0 = 2.1 GPa.

Figure 4.16 – Amplitude de cisaillement ∆τ avec l’indent Wd = 50 kg, une pression
de Hertz p0 = 2.1 GPa et une taille de grains Dg = 30 µm.

131

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0070/these.pdf 
© [L. Fourel], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



Figure 4.17 – Fissures initiées avec l’indentWd = 50 kg, une pression deHertz p0 = 2.1
GPa et une taille de grains Dg = 30 µm.
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4.3.1 Influence de la taille d’indent
Les pressions de contact obtenues à la position de contact centré xc = 0 avec les in-

dents de différentes tailles et une pression deHertz p0 = 2.1GPa sont présentées dans
la figure 4.18. Les amplitudes de cisaillement obtenues dans ces configurations avec
une taille de grains Dg = 30 µm sont illustrées dans la figure 4.19. L’augmentation
de la taille d’indent engendre principalement une augmentation des surpressions et
des surcontraintes en face de l’épaulement de l’indent. Cependant, les contraintes en
sous-surface sont peu affectées.

Figure 4.18 – Pression de contact pour la position de contact centré xc = 0 avec diffé-
rentes tailles d’indents, (a) Wd = 20 kg, (b) Wd = 100 kg.

La figure 4.20 montre que la taille d’indent n’a pas d’influence significative sur les
sites d’initiation préférentiels et sur les orientations de fissures. Toutefois, la profon-
deur d’initiation moyenne est de :

• z = −29.2 µm pour l’indent de 20 kg,
• z = −38.5 µm pour l’indent de 50 kg,
• z = −41.5 µm pour l’indent de 100 kg.

La taille d’indent a donc une influence sur la profondeur d’initiation. Ce résultat s’ex-
plique par la différence de courbure de l’épaulement des indents. En effet, l’influence
de la longueur d’onde des aspérités sur la profondeur des contraintes maximales a
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Figure 4.19 – Amplitude de cisaillement ∆τ avec différentes tailles d’indents, (a)
Wd = 20 kg, (b) Wd = 100 kg.

été mise en évidence par Sainsot [260].

Les durées d’initiation de fissures obtenues avec les indents de différentes tailles
sont présentées dans la figure 4.21. L’augmentation de la taille d’indent engendre une
diminution significative de la durée d’initiation moyenne et également une diminu-
tion de la dispersion des durées d’initiation.
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Figure 4.20 – Fissures initiées avec différentes tailles d’indents, (a) Wd = 20 kg, (b)
Wd = 50 kg, (c) Wd = 100 kg.
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Figure 4.21 – Influence de la taille d’indent sur la durée d’initiation de fissures.
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4.3.2 Influence de la pression de contact
L’augmentation de la pression de Hertz avec l’indent intermédiaire Wd = 50 kg

engendre une légère augmentation de la pression maximale au niveau de l’épaule-
ment de l’indent et entraine surtout une augmentation de la charge totale transmise
entre les deux surfaces (figure 4.22).

Figure 4.22 – Pression de contact avec différentes pressions de Hertz et une surface
indentée, (a) p0 = 2.8 GPa, (b) p0 = 3.5 GPa.

Les contraintes en surface et en sous-surface augmentent lorsque la pression de
Hertz augmente (figure 4.23) contrairement à la taille d’indent qui a surtout un effet
sur les contraintes en surface (figure 4.19).

Cependant, la figure 4.20 montre que la pression de Hertz n’a pas d’influence si-
gnificative sur les sites d’initiation préférentiels et sur les orientations de fissures.

Une augmentation de la pression deHertz entraine une diminution de la durée de
vie moyenne et également une légère diminution de la dispersion des durées d’ini-
tiation (figure 4.25).
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Figure 4.23 – Amplitude de cisaillement ∆τ avec différentes pressions de Hertz et
une surface indentée, (a) p0 = 2.8 GPa, (b) p0 = 3.5 GPa.
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Figure 4.24 – Fissures initiées avec différentes pressions de Hertz et une surface in-
dentée, (a) p0 = 2.8 GPa, (b) p0 = 3.5 GPa.
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Figure 4.25 – Influence de la pression de Hertz sur la durée d’initiation de fissures
avec une surface indentée.
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4.3.3 Influence de la taille de grains
Les amplitudes de cisaillement avec les différentes tailles de grains et une surface

indentée Wd = 50 kg sont présentées dans la figure 4.10. De façon similaire à l’ini-
tiation en sous-surface, l’augmentation de la taille de grains entraine une diminution
du cisaillement moyen dans les grains proches de l’indent.

Figure 4.26 – Amplitude de cisaillement ∆τ avec différentes tailles de grains et une
surface indentée, (a) Dg = 20 µm, (b) Dg = 60 µm.

La taille de grains a peu d’influence sur la position et l’orientation des fissures
initiées pour les configurations simulées (figure 4.27). Cependant, les fissures sont
plus grandes et atteignent donc des profondeurs plus importantes.

Pour les tailles de grains de Dg = 20 µm et de Dg = 30 µm, les durées d’initiation
sont semblables (figure 4.28). Cependant, pour la taille de grains la plus importante
Dg = 60 µm, une légère augmentation de la durée d’initiation moyenne ainsi qu’une
augmentation significative de la dispersion des durées d’initiation sont constatées.
Bien que trois tailles de grains ne soient pas suffisantes pour confirmer cette hypo-
thèse, une explication sur un éventuel seuil de taille de grains est proposée dans la
section suivante.
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Figure 4.27 – Fissures initiées avec différentes tailles de grains et une surface indentée,
(a) Dg = 20 µm, (b) Dg = 60 µm.
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Figure 4.28 – Influence de la taille de grains sur la durée d’initiation de fissures avec
une surface indentée.
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4.4 Discussions
Les résultats de simulations décrits précédemment mènent à plusieurs éléments

de discussion.

Comme évoqué dans la sous-section 3.3.2, la distribution statistique des durées
d’initiation est liée au volume surcontraint. En effet, une augmentation du nombre
de grains dans le volume sollicité engendre une augmentation du risque que l’un des
grains possède une position et une orientation toujours plus critiques.

La notion de volume surcontraint était déjà prise en compte dans le modèle em-
pirique de Lundberg et Palmgren [12, 13] basé sur le principe de maillon faible de
Weibull [88, 89]. Le facteur de risque d’endommagement pour les surfaces indentées
proposé par Coulon et al. [255] est également basé sur la notion de volume surcon-
traint.

Dans cette étude, unediminutionde la dispersiondes durées d’initiation est consta-
tée dans deux scénarios :

• lorsque le volume surcontraint augmente (figure 4.9 et figure 4.21),
• lorsque la taille de grains diminue (figure 4.12 et figure 4.28).

L’indicateur important concernant la dispersion des durées d’initiation semble donc
le nombre de grains contenus dans le volume surcontraint.

Cependant, plusieurs nuances sont à apporter sur les statistiques obtenues dans
cette étude. Les distributions statistiques présentées dans les sections précédentes
considèrent uniquement l’initiation de fissures à l’échelle d’un défaut. Or, à l’échelle
d’un composant, le nombre de défauts joue un rôle important dans les distributions
de durée d’initiation ou de durée de vie. Les tendances obtenues à l’échelle d’un dé-
faut donnent toutefois des informations intéressantes sur leur criticité. De plus, la
dispersion des durées de propagation s’ajoute à la dispersion des durées d’initiation
lorsqu’on s’intéresse à la durée de vie totale. Or, la durée de propagation est probable-
ment différente pour une initiation en surface et pour une initiation en sous-surface
en raison de la distance qui sépare la fissure et la surface.

La figure 4.12.b et la figure 4.28 montrent une augmentation de la durée d’ini-
tiation moyenne pour la taille de grains la plus élevée. Ce résultat est expliqué par
la diminution de la contrainte ∆τ entrainée par la moyenne des contraintes dans un
plus grand volume lorsque l’on augmente la taille de grains comme le montrent la
figure 4.10 et la figure 4.26. Cet effet est observé malgré l’augmentation de la taille de
bande de glissement Lb entrainée par l’augmentation de la taille de grains et qui par-
ticipe à une diminution de la durée d’initiation (équation 3.18). Deux phénomènes
sont donc en compétition, mais pour les tailles de grains et les conditions de contact
analysées, la diminution des contraintes moyennes est prépondérante.

Toutefois, les fissures initiées pour la taille de grains Dg = 60 µm sont significa-
tivement plus grandes que pour la taille de grains Dg = 20 µm. Bien que la durée
d’initiation soit plus longue pour les grains de grande taille, la durée de propagation
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pourrait être plus courte.
Également, l’augmentation de la taille de bande de glissement pourrait devenir

prédominante sur la diminution des contraintes moyennes à partir d’un certain seuil
de taille de grains. Un plus large intervalle de taille de grains permettrait d’analyser
cette hypothèse.

Les essais expérimentaux menés par Le et al. [2] avec une machine bi-disques ont
également mis en évidence le rôle complexe de la taille de grains sur la fatigue de
contact d’une surface lisse en présence d’un contre-galet indenté. La plus faible taille
de grains testée Dg = 10 µm a permis de retarder le début de l’endommagement en
fatigue de contact. Cependant, pour les grains de tailles supérieures, les tailles de fis-
sures en surface sont semblables. Ces essais ont également montré que l’influence de
la taille de grains est prédominante dans la phase de propagation de fissures, dans le
cas des aciers traités en surface. Ces résultats expérimentaux en présence de surfaces
indentées sont donc plutôt en accord avec les résultats numériques obtenus dans cette
étude.
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4.5 Synthèse
Une analyse de l’initiation de fissures en fatigue de contact a été proposée dans

ce chapitre. La position et l’orientation des fissures initiées ainsi que la durée d’ini-
tiation ont été étudiées.

Le premier scénario d’initiation de fissures qui a été envisagé est l’initiation en
sous-surface au voisinage d’une inclusion. Deux rigidités d’inclusion sphériques ont
été considérées. Le second scénario d’initiation de fissures qui a été envisagé est l’ini-
tiation en surface au voisinage d’un indent. Une géométrie d’indent analytique a été
considérée.

Les principaux sites d’initiations de fissures sont :
• autour de l’arc de cercle qui entoure l’inclusion rigide dans le plan (x, y = 0, z),
• autour de deux points de chaque côté de l’inclusion souple sur l’axe (x =

0, y, z = −0.5a),
• en face de l’épaulement de l’indent, en particulier sur les côtés, excentré de

l’axe de roulement (x, y = 0, z = 0).

Les principales orientations de fissures sont :
• pour l’inclusion, des fissures parallèles à la surface ou parallèles au plan yz,
• pour l’indent, des fissures inclinées de 45◦ par rapport à la surface.

Les principales influences de la taille de défaut, de la pression de Hertz et de
la taille de grains sur la durée d’initiation moyenne et sur la dispersion des durées
d’initiation sont présentées dans le tableau 4.5.

Augmentation Augmentation Augmentation
Défaut de la taille de la pression de la taille

de défaut de Hertz de grains
Durée Inclusion rigide − −−− ±

d’initiation Inclusion souple −− −−− ±
moyenne Indent −−− − ±
Dispersion Inclusion rigide −− +
des durées Inclusion souple −− +
d’initiation Indent −− − +

Table 4.5 – Influences de la taille de défaut, de la pression de Hertz et de la taille de
grains sur la durée d’initiation de fissures en fatigue de contact.

L’augmentation de la taille du défaut et de la pression de Hertz engendre généra-
lement une diminution de la durée d’initiation moyenne. Le nombre de grains conte-
nus dans le volume fortement sollicité est identifié comme un facteur majeur de la
dispersion des durées d’initiation.
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Plusieurs tendances obtenues numériquement dans cette étude rejoignent des ré-
sultats expérimentaux. Notamment concernant le rôle complexe de la taille de grains
en fatigue de contact ou concernant l’orientation et la position des fissures initiées en
fatigue de contact.
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Conclusions et perspectives

Un modèle numérique d’initiation de fissures en fatigue de contact a été déve-
loppé dans cette étude.

L’approche consiste à simuler le passage d’un contact à la surface d’un volume
élémentaire représentatif afin de tenir compte de l’évolution des contraintes au cours
d’un cycle. La microstructure polycristalline du domaine d’analyse est générée par la
méthode de Voronoi et les orientations cristallines sont générées aléatoirement.

Les contraintes engendrées par le contact sont calculées par la méthode Green-
FFT. Dans un premier temps, la pression de contact macroscopique est calculée en
fonction de la géométrie des surfaces et de la charge. Ensuite, les contraintes macro-
scopiques induites en profondeur sont déterminées. Elles permettent d’obtenir les
contraintes mésoscopiques en fonction de la géométrie des grains et de leurs pro-
priétés d’élasticité cubique.

Les résultats obtenus par la méthode Green-FFT sont comparés aux modèles ana-
lytiques de Hertz et de Hills ainsi qu’à un modèle équivalent utilisant la méthode
des éléments finis. Ces comparaisons montrent que la méthode Green-FFT permet
d’obtenir les contraintes mésoscopiques en sollicitation de contact avec une précision
et un coût de calcul satisfaisant.

La géométrie des bandes de glissement est calculée à partir de la géométrie des
grains et de leurs orientations cristallines en procédant à des rotations et des trans-
lations de coordonnées. Les contraintes dans chaque bande de glissement sont éga-
lement obtenues par la rotation du tenseur des contraintes. Cela permet de calculer
l’amplitude de variation du cisaillement résolu au cours d’un cycle.

Le critère d’initiation de fissures en fatigue est basé sur l’approche physique d’ac-
cumulation d’énergie de dislocations dans les bandes de glissement. L’initiation se
produit lorsque l’énergie accumulée atteint le seuil d’énergie de rupture d’une bande
de glissement.
Plusieurs analyses en sollicitation uniaxiale ont permis de déterminer :

• l’équivalence des propriétés macroscopiques et mésoscopiques,
• la taille d’éléments,
• l’influence de la taille du domaine d’analyse,
• le nombre d’échantillons aléatoires pertinent.
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Le modèle numérique est ensuite utilisé pour analyser l’initiation de fissures en
fatigue de contact.

Les simulations sont effectuées pour un cycle de sollicitation de contact complet ce
qui permet de calculer l’amplitude cyclique des contraintes qui est identifiée comme
un facteur prépondérant sur le processus d’initiation de fissures.

De plus, la simulation de plusieurs échantillons avec des microstructures et des
orientations cristallines aléatoires différentes permet d’analyser les distributions des
résultats plutôt que des valeurs uniques. Cela permet notamment d’obtenir des in-
formations sur la variabilité attendue pour une configuration donnée.

Deux scénarios d’initiation sont considérés : l’initiation en sous-surface au voisi-
nage d’une inclusion et l’initiation en surface au voisinage d’un indent.
Les principaux résultats sont les suivants :

1. La taille d’inclusion impacte directement sa criticité. Lorsque la taille d’in-
clusion est comparable à la taille de grains, l’inclusion n’a pas d’effet majeur
sur l’initiation de fissures. Les fissures sont initiées autour de l’inclusion lors-
qu’elle est suffisamment grande.

2. Les propriétés élastiques de l’inclusion ont une influence sur le site d’initiation.
Une inclusion significativement plus rigide que lamatrice provoque une initia-
tion autour de l’arc de cercle qui entoure l’inclusion dans le plan (x, y = 0, z).
Une inclusion significativement plus souple que la matrice provoque une ini-
tiation autour de deux points de chaque côté de l’inclusion sur l’axe (x =
0, y, z = −0.5a).

3. Les fissures initiées en sous-surface avec ou sans une inclusion sont générale-
ment parallèles à la surface ou parallèles au plan yz.

4. Dans le cas d’une surface indentée, les fissures sont initiées principalement en
face de l’épaulement de l’indent.

5. Les fissures initiées sous l’indent sont inclinées à 45◦ par rapport à la surface.
6. L’augmentation de la taille d’indent engendre une diminution de la durée

d’initiation moyenne et une diminution de la dispersion des durées d’initia-
tion.

7. L’augmentation de la pression de Hertz engendre une diminution de la durée
d’initiation moyenne et une diminution de la dispersion des durées d’initia-
tion. Ce résultat est obtenu pour l’initiation en sous-surface et en surface.

8. La taille de grains relative au gradient de contraintes semble avoir une impor-
tance sur la durée d’initiation en impactant à la fois les contraintes moyennes
dans les bandes de glissement, mais également l’énergie totale accumulée.

9. Le nombre de grains dans le volume surcontraint influence significativement
la dispersion des durées d’initiation. Une augmentation de ce nombre entraine
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une augmentation du risque d’une combinaison critique de position, d’orien-
tation et de longueur de bande de glissement.

La position des fissures initiées au voisinage d’une inclusion souple et l’orienta-
tion des fissures initiées au voisinage d’un indent montrent la nécessité d’un modèle
3D. En effet, un modèle 2D dans le plan médian (x, y = 0, z) n’aurait pas permis
d’obtenir les mêmes résultats dans ces configurations.

De nombreuses perspectives concernant le modèle numérique proposé ont été
identifiées, notamment en ce qui concerne la détermination des paramètres et la va-
lidation du modèle en utilisant des résultats expérimentaux.

Évaluations expérimentales
L’acquisition de résultats expérimentaux concernant l’initiation de fissures en fa-

tigue de contact est difficile. En effet, l’initiation se produit souvent en profondeur
et les contraintes de compressions maintiennent la fissure fermée, ce qui rend la dé-
tection compliquée. La validation des résultats obtenus avec le modèle numérique
proposé serait plus aisée dans des conditions où l’initiation se produit en surface et
avec un matériau dont la microstructure est simple.

L’amélioration des techniques de détection de fissures courtes telles que les me-
sures thermiques ou ultrasonores peuvent permettre d’améliorer la qualité des com-
paraisons avec des résultats expérimentaux. Les techniques de visualisation de fis-
sures en 3D telles que la tomographie X ou l’EBSD 3D sont également des outils utiles
pour améliorer la compréhension de l’initiation de fissures en fatigue de contact et
pour évaluer les résultats numériques.

La détermination expérimentale du cisaillement critique τc et de l’énergie surfa-
cique de rupture Wf est également un enjeu important.

Amélioration du modèle numérique
Unepremière partie des perspectives concernent lamodélisation de lamicrostruc-

ture.
L’utilisation de la tessellation de Laguerre à la place de la tessellation de Voronoi

permettrait de faire varier la distribution de la taille de grains et la distribution de la
sphéricité des grains. Ces distributions pourraient être estimées à partir de mesures
expérimentales afin que lamicrostructure dumodèle numérique soit plus proche des
microstructures réelles. Une variation de la taille de grains en fonction de la profon-
deur est également envisageable.

Modéliser plusieurs phases permettrait de tenir compte de l’austénite résiduelle
présente dans les aciers ou encore de tenir compte des précipités qui se forment dans
les grains ou aux joints de grains. Les lattes martensitiques pourraient également être
modélisées en effectuant un découpage des grains après l’étape de tessellation.
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En plus de ces perspectives concernant la complexification de laméthode de géné-
ration de microstructures artificielles, une seconde approche pourrait être d’utiliser
directement unemicrostructure réelle issue d’une image 3D en EBSD ou en tomogra-
phie X. Cela permettrait d’effectuer une comparaison plus complète et plus directe
du modèle numérique avec des données expérimentales.

Dans cette étude, les surfaces sont lisses ou indentées. Cependant, il est possible
de modéliser différentes aspérités telles que la rugosité. La rugosité d’une surface
peut être générée par différentes méthodes telles que la combinaison de fonctions
sinusoïdales.

Ajouter une part d’aléatoire dans la génération d’indents ou de rugosités permet-
trait de prendre en compte un plus grand nombre de sources de dispersion, en plus
de la microstructure polycristalline.

La géométrie de surfaces réelles peut également être utilisée dans le modèle nu-
mérique à la place des géométries de surfaces générées artificiellement. Cela per-
mettrait de considérer des conditions de surface plus complexes et plus proches des
conditions réelles.

Modéliser le glissement en présence de multiples aspérités de surfaces permet-
trait de mettre en évidence la présence de plusieurs cycles de fatigue au sein d’un
passage de contact.

Le calcul de la pression de contact est effectué dans des conditions de contact sec.
Modéliser l’effet du lubrifiant en couplant lemodèle numérique proposé avec unmo-
dèle élastohydrodynamique permettrait de tenir compte de l’influence du lubrifiant
dans l’initiation de fissures en fatigue de contact, notamment dans le cas d’une sur-
face indentée.

Le calcul de la pression de contact pourrait être effectué à l’échelle mésoscopique
afin de prendre en compte l’effet de la microstructure en extrême surface. Cette amé-
lioration peut être implémentée en utilisant une zone tampon périodique sur la sur-
face de contact et la méthode de zero-padding hors de la zone de contact.
Modéliser le frottement est également une modification envisageable.

D’autres perspectives concernent le calcul des contraintes mésoscopiques. Afin
de limiter les effets d’oscillations induits par l’utilisation de la méthode Green-FFT,
un opérateur de Green modifié pourrait être utilisé. De plus, l’utilisation de voxels
composites aux interfaces des hétérogénéités permettrait de réduire les erreurs de
discrétisation non conforme des interfaces telles que les joints de grains.

Un modèle de plasticité cristalline plutôt que le modèle d’élasticité cristalline uti-
lisé serait significativement plus coûteux numériquement, mais constituerait une al-
ternative pour le calcul de l’énergie accumulée.
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Amélioration du critère d’initiation de fissures en fatigue
Concernant l’initiation de fissures, plusieurs améliorations ou alternatives peu-

vent être mises en place.
Une variation spatiale du cisaillement critique permettrait de modéliser le gra-

dient de propriétés engendré par un traitement thermochimique par exemple. Une
variation temporelle du cisaillement critique durant la phase d’initiation permettrait
de modéliser l’écrouissage engendré par l’augmentation du nombre de dislocations.

Au lieu de considérer l’initiation de fissures le long d’une bande de glissement
complète, il serait possible de considérer l’initiation d’une fissure de taille constante.
Cela permettrait de comparer un critère d’initiation de fissures relatif à la taille de
grains et un critère d’initiation de fissures de taille fixe.

En plus de l’initiation transgranulaire, il serait intéressant de mettre en place dif-
férents types d’initiation avec différentes énergies surfaciques de rupture : initiation
intergranulaire, initiation à l’interface avec une inclusion, etc.

Le formalisme de Stroh pourrait être implémenté afin de dériver l’accumulation
d’énergie dans un milieu anisotrope et ainsi ajuster la durée d’initiation.

Pour finir, il serait intéressant d’effectuer une analyse comparative de l’approche
physique d’accumulation d’énergie dans les bandes de glissement avec d’autres cri-
tères de fatigue tels que le critère de Dang Van, le critère de Fatemi-Socie ou encore
l’énergie de déformation plastique en plasticité cristalline. Une autre alternative se-
rait d’utiliser le critère de Dang Van en cherchant le plan critique parmi les systèmes
de glissement.

Extension du modèle
Dans cette étude, l’analyse statistique est effectuée à l’échelle d’un seul défaut.

Afin d’obtenir des résultats pertinents à l’échelle d’un composant, il serait nécessaire
d’intégrer des paramètres tenant compte de la quantité de défauts et éventuellement
de la dispersion de leurs propriétés.

Le modèle proposé dans cette étude s’intéresse uniquement à la phase d’initia-
tion de fissures, mais il serait pertinent de combiner ce modèle avec un modèle de
propagation de fissures afin d’obtenir des résultats sur la durée de vie totale en fa-
tigue de contact. Cependant, ces deux phases ne sont pas clairement définies et une
troisième phase de transition est probablement nécessaire pour décrire l’évolution
d’une fissure de façon satisfaisante. Une faible désorientation de joint de grains peut
permettre l’initiation de fissures sur plusieurs grains. Les joints de grains ont égale-
ment un rôle dans la propagation de fissures de taille comparable à la taille de grains.
Cette phase de transition doit donc prendre en compte l’influence de la microstruc-
ture, des joints de grains et des bandes de glissement sur la vitesse et l’orientation de
propagation de fissures.

Lesmodèles d’endommagement continu et lesmodèles de champdephase semblent
adaptés à la propagation de fissures aux différentes échelles.
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Annexe A

Modèle analytique de Hills

Hills et al. [28] ont développé des expressions analytiques qui décrivent les con-
traintes en sous-surface engendrées par une sollicitation de contact à la surface d’un
solide semi-infini, élastique, linéaire, isotrope et homogène. Deux cas présentés dans
la sous-section 1.1.3 sont considérés : le contact de Hertz linéique (cylindre-plan) et
le contact de Hertz ponctuel (bille-plan).

Contact linéique

s =

√
1

2
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s
− x2s3(√

1 + s2
)3

(s4 + z2)

)
(A.2)

σyy

p0
= −2νz

(√
1 + s2

s
− 1

)
(A.3)

σzz

p0
= −z3

√
1 + s2

s (s4 + z2)
(A.4)

σyz = 0 (A.5)

σxz

p0
= − xz2s√

1 + s2 (s4 + z2)
(A.6)

σxy = 0 (A.7)

Avec les coordonnées (x, y, z) adimensionnées par la demi-largeur de contact a, la
pression de contact maximale p0 et le coefficient de Poisson ν.
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Contact ponctuel

r =
√

x2 + y2 (A.8)

s =

√
1

2

√
(1− r2 − z2)2 + 4z2 − (1− r2 − z2) (A.9)

J =
xy

3r4

(
z3

s3
− 3

z

s
+ 2

)
(A.10)

σxx

p0
=(1− 2ν)

x2 − y2

3r4

(
1− z3

s3

)
+

z

s

(
(1 + ν)s arctan

(
1

s

)
− 2ν − (1− ν)

s2

1 + s2

−(1− 2ν)
x2

r2 (1 + s2)
− x2s4

(1 + s2)2 (s4 + z4)

) (A.11)

σyy

p0
=(1− 2ν)

x2 − y2

3r4

(
1− z3

s3

)
+

z

s

(
(1 + ν)s arctan

(
1

s

)
− 2ν − (1− ν)

s2

1 + s2

−(1− 2ν)
y2

r2 (1 + s2)
− y2s4

(1 + s2)2 (s4 + z2)

) (A.12)

σzz

p0
= − z3

s (s4 + z2)
(A.13)

σyz

p0
= − yz2s

(1 + s2) (s4 + z2)
(A.14)

σxz

p0
= − xz2s

(1 + s2) (s4 + z2)
(A.15)

σxy

p0
= (1− 2ν)J − xyzs3

(1 + s2)2 (s4 + z2)
(A.16)

Avec les coordonnées (x, y, z) adimensionnées par la demi-largeur de contact a, la
pression de contact maximale p0 et le coefficient de Poisson ν.
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Annexe B

Intégration d’une fonction de Green
dans un domaine discret

Dans un domaine discret Ω, la sollicitation p et la réponse u sont supposés con-
stants sur chaque élément. La convolution de la sollicitation p avec la fonction de
Green continue G nécessite une intégration sur chaque élément du domaine.

Les expressions suivantes décrivent l’intégration de la fonction de Green G dans
un espace à une dimension :

u(xi) =

∫
Ω

p(x′)G(xi − x′) dx′

u(xi) =
∑
j

∫ xj+
∆x
2

xj−∆x
2

p(x′)G(xi − x′) dx′

u(xi) =
∑
j

p(xj)

∫ xj+
∆x
2

xj−∆x
2

G(xi − x′) dx′

u(xi) =
∑
j

p(xj)

∫ ∆x
2

−∆x
2

G(xi − xj − x′′) dx′′

u(xi) =
∑
j

p(xj)K(xi − xj)

(B.1)

Avec la taille d’élément ∆x et le kernel de convolution discrète K :

K(xi − xj) =

∫ ∆x
2

−∆x
2

G(xi − xj − x′) dx′ (B.2)

Les termes du kernel K représentent l’influence d’une sollicitation constante sur un
élément du domaine discret.
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Annexe C

Relation entre la pression et le
déplacement en surface

Boussinesq [163] et Cerruti [164] ont utilisé la théorie des potentiels afin d’obtenir
la réponse d’un solide semi-infini, élastique, linéaire, isotrope et homogène sollicité
en surface. Cette théorie est détaillée par Love [162] et Johnson [77]. Ces potentiels
permettent notamment d’obtenir la fonction de Green Gp→u qui représente le dépla-
cement normal de la surface engendré par une pression concentrée en (x = 0, y = 0) :

Gp→u(x, y) =
1

πE∗
1√

x2 + y2
(C.1)

Avec le module élastique équivalent E∗.

Dans un domaine discret, la fonction de Green Gp→u est intégrée sur chaque élé-
ment rectangulaire de longueur ∆x dans la direction x et de longueur ∆y dans la
direction y afin d’obtenir le kernel de convolution discrète Kp→u :

Kp→u(xi − xk, yj − yl) =
1

πE∗

∫ ∆x
2

−∆x
2

∫ ∆y
2

−∆y
2

1√
(xi − xk − x′′)2 + (yj − yl − y′′)2

dx′′ dy′′

(C.2)
La solution analytique du kernel Kp→u est [162] :

176

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0070/these.pdf 
© [L. Fourel], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



Kp→u(xi − xk, yj − yl) =
1

πE∗(xi − xk +
∆x

2

)
ln

yj − yl +
∆y

2
+

√(
xi − xk +

∆x

2

)2

+

(
yj − yl +

∆y

2

)2


+

(
yj − yl +

∆y

2

)
ln

xi − xk +
∆x

2
+

√(
xi − xk +

∆x

2

)2

+

(
yj − yl +

∆y

2

)2


+

(
xi − xk −

∆x

2

)
ln

yj − yl −
∆y

2
+

√(
xi − xk −

∆x

2

)2

+

(
yj − yl −

∆y

2

)2


+

(
yj − yl −

∆y

2

)
ln

xi − xk −
∆x

2
+

√(
xi − xk −

∆x

2

)2

+

(
yj − yl −

∆y

2

)2


−
(
xi − xk +

∆x

2

)
ln

yj − yl −
∆y

2
+

√(
xi − xk +

∆x

2

)2

+

(
yj − yl −

∆y

2

)2


−
(
yj − yl −

∆y

2

)
ln

xi − xk +
∆x

2
+

√(
xi − xk +

∆x

2

)2

+

(
yj − yl −

∆y

2

)2


−
(
xi − xk −

∆x

2

)
ln

yj − yl +
∆y

2
+

√(
xi − xk −

∆x

2

)2

+

(
yj − yl +

∆y

2

)2


−
(
yj − yl +

∆y

2

)
ln

xi − xk −
∆x

2
+

√(
xi − xk −

∆x

2

)2

+

(
yj − yl +

∆y

2

)2


(C.3)
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Annexe D

Relation entre la pression en surface et
les contraintes internes

Les contraintes σij sont obtenues à partir de la pression de contact p par convolution
avec les fonctions de Green Gp→σ

ij [162, 169] :

σij(x, y, z) = (p ∗Gp→σ
ij )(x, y, z)

σij(x, y, z) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
p(x′, y′)Gp→σ

ij (x− x′, y − y′, z)dx′ dy′
(D.1)

Les fonctions de Green Gp→σ
ij sont définies par :

Gp→σ
xx (x, y, z) =

1

2π

(
1− 2ν

r2

((
1− z

ρ

)
x2 − y2

r2
+

zy2

ρ3

)
− 3zx2

ρ5

)
Gp→σ

yy (x, y, z) =
1

2π

(
1− 2ν

r2

((
1− z

ρ

)
y2 − x2

r2
+

zx2

ρ3

)
− 3zy2

ρ5

)
Gp→σ

zz (x, y, z) = − 3z3

2πρ5

Gp→σ
yz (x, y, z) = −3yz2

2πρ5

Gp→σ
xz (x, y, z) = −3xz2

2πρ5

Gp→σ
xy (x, y, z) =

1

2π

(
1− 2ν

r2

((
1− z

ρ

)
xy

r2
− xyz

ρ3

)
− 3xyz

ρ5

)

(D.2)

Avec le coefficient de Poisson ν et :

r =
√

x2 + y2

ρ =
√

x2 + y2
(D.3)

Dans un domaine discret de coordonnées (xi, yj, zk) où les champs σij et p sont con-
stants sur chaque élément de longueur∆x dans la direction x et de longueur∆y dans

178

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0070/these.pdf 
© [L. Fourel], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



la direction y :

σij(xi, yj, zk) =
∑
k

∑
l

∫ xk+
∆x
2

xk−∆x
2

∫ yl+
∆y
2

yl−∆y
2

p(x′, y′)Gp→σ
ij (xi − x′, yj − y′, zk) dx

′ dy′

σij(xi, yj, zk) =
∑
k

∑
l

p(xk, yl)

∫ xk+
∆x
2

xk−∆x
2

∫ yl+
∆y
2

yl−∆y
2

Gp→σ
ij (xi − x′, yj − y′, zk) dx

′ dy′

σij(xi, yj, zk) =
∑
k

∑
l

p(xk, yl)

∫ ∆x
2

−∆x
2

∫ ∆y
2

−∆y
2

Gp→σ
ij (xi − xk − x′′, yj − yl − y′′, zk) dx

′′ dy′′

σij(xi, yj, zk) =
∑
k

∑
l

Cp→σ
ij (xi − xk, yj − yl, zk) p(xk, yl)

(D.4)
Avec le kernel Cp→σ

ij défini par :

Cp→σ
ij (xi−xk, yj −yl, zk) =

∫ ∆x
2

−∆x
2

∫ ∆y
2

−∆y
2

Gp→σ
ij (xi−xk−x′′, yj −yl−y′′, z) dx′′ dy′′ (D.5)

Les composantes du kernel Cp→σ
ij peuvent être obtenues analytiquement en calculant

l’expression précédente :

Cp→σ
ij (x, y, z) =Sp→σ

ij (x+
∆x

2
, y +

∆y

2
, z) + Sp→σ

ij (x− ∆x

2
, y − ∆y

2
, z)

− Sp→σ
ij (x+

∆x

2
, y − ∆y

2
, z)− Sp→σ

ij (x− ∆x

2
, y +

∆y

2
, z)

(D.6)

Avec :

Sp→σ
xx (x, y, z) =

ν

π
arctan

(
z2 + y2 − yρ

zx

)
+

1− 2ν

π
arctan

(
ρ− y + z

x

)
+

xyz

2πρ (x2 + z2)

Sp→σ
yy (x, y, z) =

ν

π
arctan

(
z2 + y2 − yρ

zx

)
+

1− 2ν

π
arctan

(
ρ− x+ z

y

)
+

xyz

2πρ (y2 + z2)

Sp→σ
zz (x, y, z) =

1

2π
arctan

(
z2 + y2 − yρ

zx

)
− xyz

2πρ

(
1

x2 + z2
+

1

y2 + z2

)
Sp→σ
yz (x, y, z) =

xz2

2πρ (y2 + z2)

Sp→σ
xz (x, y, z) =

yz2

2πρ (x2 + z2)

Sp→σ
xy (x, y, z) = − z

2πρ
− 1− 2ν

2π
ln(ρ+ z)

(D.7)
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Annexe E

Relation entre les contraintes de
polarisation et les déformations libres

L’opérateur deGreen Γ̂ς→ε̃
ijkl donne la relation entre les contraintes de polarisation ςij

et les déformations libres ε̃ij [179, 185] :

ˆ̃εij =
1

2

(
Γ̂ς→ε̃
ijkl + Γ̂ς→ε̃

jikl

)
ς̂kl (E.1)

Avec :
Γ̂ς→ε̃
ijkl = Ĝς→ε̃

ik,lj = −
(
C0

ijklξjξl
)−1
∣∣∣
ik
ξjξl (E.2)

Avec les coordonnées fréquentielles ξi le tenseur d’élasticité homogèneC0
ijkl et la fonc-

tion de Green Gς→ε̃
ik défini par :

Ĝς→ε̃
ik =

(
C0

ijklξjξl
)−1 (E.3)

180

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2023ISAL0070/these.pdf 
© [L. Fourel], [2023], INSA Lyon, tous droits réservés



Annexe F

Coordonnées d’initiation de fissures
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c) Di = 2007m
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Figure F.1 – Positions et orientations des fissures initiées avec une inclusion rigide
Ei = 420 GPa de différentes tailles, (a) Di = 50 µm, (a) Di = 100 µm, (a) Di =
200 µm.
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c) Di = 2007m
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Figure F.2 – Positions et orientations des fissures initiées avec une inclusion souple
Ei = 10GPa de différentes tailles, (a)Di = 50 µm, (a)Di = 100 µm, (a)Di = 200 µm.
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a) p0 = 2:1GPa

-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5

x
(m

m
)

0

15

30

45

60

75

90

3
x

-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5

y
(m

m
)

0

15

30

45

60

75

90

3
y

-1
-0.9
-0.8
-0.7
-0.6
-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1

0

z
(m

m
)

0

15

30

45

60

75

90

3
z

b) p0 = 2:8GPa
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c) p0 = 3:5GPa
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Figure F.3 – Positions et orientations des fissures initiées avec une inclusion rigide
Ei = 420 GPa et différentes pressions de Hertz, (a) p0 = 2.1 GPa, (b) p0 = 2.8 GPa,
(c) p0 = 3.5 GPa.
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b) p0 = 2:8GPa
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c) p0 = 3:5GPa
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Figure F.4 – Positions et orientations des fissures initiées avec une inclusion souple
Ei = 10 GPa et différentes pressions de Hertz, (a) p0 = 2.1 GPa, (b) p0 = 2.8 GPa, (c)
p0 = 3.5 GPa.
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c) Dg = 607m
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Figure F.5 – Positions et orientations des fissures initiées avec une inclusion rigide
Ei = 420 GPa et différentes tailles de grains, (a) Dg = 20 µm, (b) Dg = 30 µm, (c)
Dg = 60 µm.
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Figure F.6 – Positions et orientations des fissures initiées avec une inclusion souple
Ei = 10 GPa et différentes tailles de grains, (a) Dg = 20 µm, (b) Dg = 30 µm, (c)
Dg = 60 µm.
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a) Wd = 20 kg
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b) Wd = 50 kg
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c) Wd = 100 kg
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Figure F.7 – Positions et orientations des fissures initiées avec un indent de différentes
tailles, (a) Wd = 20 kg, (b) Wd = 50 kg, (c) Wd = 100 kg.
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b) p0 = 2:8GPa
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c) p0 = 3:5GPa
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Figure F.8 – Positions et orientations des fissures initiées avec un indent et différentes
pressions de Hertz, (a) p0 = 2.1 GPa, (b) p0 = 2.8 GPa, (c) p0 = 3.5 GPa.
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Figure F.9 – Positions et orientations des fissures initiées avec un indent et différentes
tailles de grains, (a) Dg = 20 µm, (b) Dg = 30 µm, (c) Dg = 60 µm.
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