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RESUME i

Titre

La pensée algébrique chez des éléves avec MLD (Mathematical Learning Disabili-
ties) - Etude qualitative dans le secondaire

Résumé

Cettetheses’intéresse alapensée algébrique des éléves avec Mathematical Lear-
ning Disabilities (MLD). Les difficultés des éléves avec MLD sont considérées a I'in-
terface des sciences cognitives et de la didactique des mathématiques. Ces difficul-
tés sont variées et affectent plusieurs aspects des compétences mathématiques.
Notre revue de littérature en didactique des mathématiques a propos de la pen-
sée algébrique nous conduit a en approfondir quatre aspects : le focus sur la struc-
ture et le processus, la relation entre quantités associée a une vision relationnelle
du signe égal, la généralisation et I'argumentation. Afin d’étudier ces aspects chez
des éléves avec MLD, nous concevons huit taches en exploitant le modéle d’algébre
de Kaput et nous les proposons lors d’entretiens cliniques a dix-huit éléves dans
le secondaire : quinze avec MLD et trois sans MLD. Nous analysons ces données
a l'aide de trois cadres théoriques : les language constructs de I'équipe de Malara,
les types de généralisation de Radford et la typologie de preuves de Balacheff. Les
résultats montrent que les éleves avec MLD peuvent manifester une pensée algé-
brique. Celle-ci ne différe pas qualitativement de celle des éléves sans MLD en ce
qui concerne les procédures et les difficultés. Ce qui semble distinguer les deux ca-
tégories est plutét la fréquence des difficultés. Ces résultats ouvrent la voie a la
conception de propositions didactiques qui visent le développement de la pensée
algébrique et qui sont destinées a des classes ayant des éléves avec MLD.

Mots-clés

MLD, Mathematical Learning Disabilities, Mathematical Learning Difficulties, Ma-
thematical Learning Disorders, Troubles des apprentissages, Dyscalculie, Early alge-
bra, Pensée algébrique, Généralisation algébrique, Argumentation, R6le du signe égal.



ii RESUME

Title

Algebraic thinking of students with MLD (Mathematical Learning Disabilities) -
A qualitative study in secondary school

Abstract

Thisthesisfocuses onthe algebraic thinking of students with Mathematical Learn-
ing Disabilities (MLD). The difficulties of students with MLD are considered at the
interface of cognitive science and mathematics education. These difficulties are
varied and affect several aspects of mathematical skills. Our review of the math-
ematics education literature on algebraic thinking leads us to concentrate on four
aspects: the focus on structure and process; the relation between quantities, with
a focus on the relational interpretation of the equal sign; generalisation; and argu-
mentation. In order to study these aspects in students with MLD, we design eight
tasks using Kaput’s model of algebra and propose them in clinical interviews to eigh-
teenstudentsinsecondary school: fifteen with MLD and three without. We analyse
these data using three theoretical frameworks: language constructs by Malara and
colleagues, Radford’s types of generalisation, and Balacheff’s typology of proofs.
The results show that students with MLD can think algebraically. Their use of al-
gebraic thinking does not differ qualitatively from that of students without MLD in
terms of procedures and difficulties. What seems to distinguish the two categories
is rather the frequency of difficulties. These results open the way to the design of
didactic proposals aimed at the development of algebraic thinking and intended for
classes with students with MLD.

Keywords

MLD, Mathematical Learning Disabilities, Mathematical Learning Difficulties,
Mathematical Learning Disorders, Dyscalculia, Early algebra, Algebraic thinking,
Algebraic generalisation, Argumentation, Role of the equal sign.



Remerciements

Ces années de these ont été pour moi d’'une richesse inestimable en termes de
développement personnel et ont changé ma maniéere deregarder le monde. Une im-
portance capitale dans cette évolutionl'ont eules échanges et les rencontres quej'ai
pu avoir pendant mon doctorat. C'est avec émotion que je remercie toutes les per-
sonnes qui ont contribué a la réalisation de ce projet, celles qui m'ont accompagnée
du point de vue didactique e de recherche et également celles qui m’'ont soutenue
au quotidien.

Je tiens d’abord a remercier mon directeur et ma directrice de thése de m'avoir
accordé leur confiance. Merci, Cécile : tes conseils précieux et tes encouragements
m’'ont permis de m’'approprier du réle de chercheuse en développant mes propres
idées. Merci, Thierry : malgré un agenda chargé, tu as su trouver le temps pour ré-
pondre a mes sollicitations, parfois avec des relectures pendant les week-ends ou
les vacances. Grace a votre direction, j'ai pu avancer a mon rythme et développer
mon positionnement indépendant sur la didactique.

Merci a Michel, qui a été le responsable de 'UER MS tout au long de mon assis-
tanat. Tu as compris a quel point il est important de travailler dans des conditions
favorables pour une bonne réussite de thése. Tu m’as toujours supportée en favori-
sant ma participation aux colloques et en limitant ma charge d’enseignement. Mais
surtout, tu m’as soutenue humainement, en croyant en moi et en mon travail.

Je remercie les deux rapportrices Elisabetta Robotti et Sophie Soury-Lavergne
d’avoir lu attentivement mon manuscrit et d’avoir apporté un regard critique et
constructif qui m'aidera a progresser ultérieurement. Je remercie également Julia
Pilet et Luis Radford d’avoir accepté de participer au jury de thése. De surcroit, vos
retours lors de mon parcours doctoral m'ont été trés précieux : lors du WEJCh pour
Luis Radford et aux rendez-vous du comité de suivi pour Julia Pilet.

Mercia Carine Reydy qui a aussifait partie de mon comité de suivien nourrissant
mes réflexions. Je remercie également Brigitte Grugeon Allys pour les discussions
lorsduWEJCh et pour avoir relu un chapitre de ce manuscrit dont les commentaires
m'ont été tres utiles.



iv REMERCIEMENTS

Merci aux institutions qui ont rendu possible ma formation doctorale : I'Univer-
sité de Paris, le LDAR, LEcole doctorale 623, la HEP, TUER MS.

Merci a Pierre Ramelot pour 'aide dans la recherche de fonds pour la thése.
Merci a Swissuniversities pour la bourse de partenariat qui m’'a permis de me dépla-
cer entre mes deux institutions d’affiliation. Merci a Sandrine pour I'organisation de
ces déplacements.

Merci aux colléegues de 'UER qui m'ont énormément appris sur la formation et
la recherche, et cela dans une ambiance de travail toujours accueillant. Je remer-
cie les profs de 'UER pour la création du séminaire des doctorantes et doctorants,
gue je remercie également : vous avez rendu possible un échange régulier, en nous
permettant de nous nourrir des perspectives des autres.

Jeremercie toutes les personnes et les établissements qui ont participé de prées
ou de loin a la collecte des données pour cette thése. Merci a Anne, Jimmy, Stépha-
nie et Stéphane pour larelecture des taches. Grazie a Giacomo e Ginevra per avermi
fatto da cavie 1. Merci aux écoles, aux éléves, aux enseignantes et enseignants qui
ont accepté cette collaboration.

Merci a qui m’'a accompagnée dans ma postulation a la HEP Vaud. Merci a Kevin
de m’avoir encouragée a envoyer une candidature spontanée, merci a Louis pour ta
relecture du CV, grazie a Paola Cerrai per la lettera di raccomandazione.

Merci a I'équipe de recherche RITEAM avec qui jai beaucoup appris, qui a tou-
jours été ouverte a échanger a propos de mon travail et qui m’'a permis de me dé-
velopper en tant que chercheuse. En particulier (en ayant cité les autres ailleurs),
merci a Florence, pour I'écoute surtout aux débuts semés de doutes. Merci a Marie-
Line pour le temps que tu as accordé a discuter autour de ma thése en apportant
toujours des pistes de réflexion pertinentes.

Grazie a Paola e Pietro, con cui ho collaborato questi ultimi anni e da cui ho im-
parato moltissimo. Grazie, Paola, di aver messo a disposizione la tua esperienza e
avermiincluso in progetti entusiasmanti. Grazie, Pietro, per avermifatto da padrino
di ricerca gia a partire dalla magistrale, il tuo credere in me ha avuto un ruolo cen-
trale nelle mie scelte di vita.

Grazie a Rosetta Zan, per essere stata la prima ad avermi fatto sbalordire e in-
namorare della didattica della matematica.

Merci aux différents groupes des jeunes chercheurs et chercheuses. Nos ren-
contres m'ont permis d’apprendre de et avec mes pairs, m'ont donné I'occasion de
poser tout type de question, m'ont rassurée en me faisant sentir comprise et moins

1. Pour lesremerciements, j'ai choisid’utiliser lalangue de la personne concernée afin que tout le
monde puisse comprendre pleinement ma gratitude. Je ne traduis pas pour ne pas alourdir ce texte
déjalong.



REMERCIEMENTS Vv

perdue. Je profite donc pour remercier en particulier toutes les personnes qui ont
pris en charge l'organisation des multiples événements auxquels j’ai pu participer
pendant mes annéesde thése. Merciaugroupe des jeunes du LDAR pour les réunions
réguliéres, en présence et a distance. En particulier, merci a Dorian, a Elann, a Ma-
carena, a ma petite sceur Karine et a mon petit frére Matias. Merci au groupe des
jeunes de ’ARDM pour les plages a I'école d’'été, le WEJCh, le SVJC. En particulier,
merci aux copains et copines d’aventure avec qui j'ai collaboré pour l'organisation
de différents événements : Charlotte, Gaélle, Julie, Mickaél, Nathan et Stéphane.
Merci a 'ADA pour le soutien institutionnel, les rendez-vous informels et les midis
de présentations de thése. En particulier, merci a Valérie qui m’a guidée les premiers
mois. Merci a Aleksandra, Claudia, May, Myrto, Natalina, Omara et Sara qui m'ont
accompagnée tout au long du parcours en partageant les inquiétudes du doctorat
et I'isolement de la Covid. Merci au nouveau volet, Benjamin, Chloé et Ludivine, que
j’ai eu le plaisir d’accueillir. Merci € vous tous et toutes pour vos retours construc-
tifs, soutien, aide, rigolades, repas sur les escaliers, relectures, séances de travail
par Zoom, amitié. Grazie al gruppo giovani del’AIRDM per la ricchezza didattica e
umana che avete apportato alla mia esperienza di dottorato. In particolare, grazie a
Agnese, Camilla, Carola e Marzia per le discussioni profonde che hanno alimentato
e influenzato questo lavoro di tesi.

Grazie a Virgi e Matte per il tempo che avete speso a darmi consigli grafici. La
forma di questa tesi € anche merito vostro.

Un grazie a parte va a Sara, che ha assistito a tutte le fasi della mia tesi, agli alti e
aibassi, alle progressioni e ai periodi di stagnazione. Grazie, Sara, per esserci sempre
stata, che fosse per una chiacchierata nei corridoi, per un parere sulla ricerca o per
una delle nostre passeggiate a bordo lago. Grazie per essere mia collega, vicina di
casa, amica.

Grazie a Gianni, per l'aiuto con i tecnicismi di TeX e le riletture in inglese. Ti rin-
grazio soprattutto per la pazienza, gli incoraggiamenti, I'ascolto. Che sia a riguardo
la tesi e meno, mi hai sempre supportata e spronata, facendomi vedere i miei pregi.
Sono fortunata ad averti.

In questi anni di formazione incessante, mi sono interrogata alungo sul rapporto
tra successo scolastico, capacita “biologiche” e ambiente. Come didattica, e ancora
di pit dopo questo lavoro di tesi, non posso fare a meno di notare quanto ogni indi-
viduo possa progredire quando messo nelle giuste condizioni. Quindi grazie alla mia
famiglia e in particolare grazie mamma, grazie papa per avermi sempre sostenuto,
per aver sempre creduto in me, per esserci sempre quando ho bisogno di voi. Senza
di voi e la vostra maniera di essere genitori, oggi non sarei qui.



Table des matieres

Introduction

Introduction (english translation)

| - Cadre de larecherche

1 Contexte et problématique

1.1 Lestroublesdesapprentissages . . ... ... .. ............

1.1.1 Troubles des apprentissagesdelalecture . . . . ... ... ..

1.1.2 Troubles des apprentissages de I'écriture . . . . ... ... ..

1.1.3 Troubles des apprentissages en mathématiques . . . .. . ..

1.1.4 Histoire et évolution du concept de troubles des apprentis-

sagesenmathématiques . . . . ... ... ... ... . .. ...

1.2 Différentes disciplines s’'intéressantauxMLD . . . .. ... ... ...

1.2.1 Neuropsychologie cognitive et psychologie cognitive . . . . .

1.2.2 Psychologie développementale . . . . ... ...........

1.2.3 Didactique des mathématiques . . . ... ... ... ......

1.3 LesMLDalécoledanslecantondeVaud ................
1.4 Les domaines mathématiques étudiés : la nécessité de l'algebre . .

1.5 Questionnementderecherche ... ...... ... ... .. .....

1.6 Planglobaldelathése . . ... ... ... ... .. ... . ... .. ...

Revue de littérature : les MLD

2.1 Définitions . . . . ... e
2.1.1 Deuxdéfinitions en sciences cognitives . . . ... ... .. ..
2.1.2 Une définition en mathematics education . .. ... ... ...
2.1.3 Ladéfinitionpournotreétude . ... ..............

2.2 Diagnostics . . . . . .. e e

23 Prévalence ... ... ... . ... e e



TABLE DES MATIERES vii

2.4 PointsremarquablesduconceptdeMLD ................ 35
2.5 Nature desdifficultésdesélévesavecMLD .. ... ... ....... 36
2.6 LesMLDetlalgébre . . .. ... ... ... . .. . . .. . 38
3 Revuede littérature : la pensée algébrique 41
3.1 Del'arithmétique a l'algébre : une transition difficile . . . .. ... .. 41
3.1.1 Lesymbolisme alphanumérique et sa manipulation . . . . .. 42
3.1.2 Lamodélisation .. ... ... ... ... .. .. .. .. . ..., 44
3.1.3 Laisserlescalculs «noneffectués». . ... ........... 44
3.14 Lerdledusigneégal .. ... ... ... ... .. . ... ..., 45
3.1.5 Opérersurlesnombresinconnus . ............... 46

3.2 Lémergence et le développement de I'early algebra en didactique des
mathématiques . . . . . . . ... 46
3.2.1 Lerobledusymbolisme alphanumérique . . . ... ....... 48
3.2.2 Versunedéfinition de pensée algébrique . . . ... ... ... 49
3.2.3 Focus sur certains objets de recherche enearlyalgebra . . .. 50
3.3 Choix et définitions pour ce travaildethése . . . . ... ... ... .. 55
4 Appuis théoriques 57
41 LemodeéledalgébredeKaput . ... ... ... ... ... ... . ... 57
4.1.1 Lalgébre comme activité humaine . ... ... ......... 58
4.1.2 Lalgébre comme artefactculturel . ... ... ......... 60
4.1.3 Lemodélede Kaputenrésumé . ... ... ........... 63
4.2 Leslanguage constructs de Malaraetcollegues. . . ... ... ... .. 64
4.2.1 Favoriser le changement de focus du résultat au processus . 65

4.2.2 Associer plusieursreprésentations d’'unnombre naturel aune
visionrelationnelledusigneégal . . ... ............ 66

4.2.3 Favoriser des pratiques socioconstructivistes en classe qui
renforcent leréle du langage naturel . .. ........... 67
4.3 LestypesdegénéralisationdeRadford . . ... ... ... ... .... 69
4.3.1 Généralisationarithmétique . ... ............... 70
4.3.2 Inductionnaive . ... ... ... ... ... . 70
4.3.3 Geénéralisationfactuelle . .. ... ... ............. 70
4.3.4 Généralisationcontextuelle . . . .. ... ... ......... 71
4.3.5 Généralisation algébrique symboliquestandard . . . ... .. 72
4.4 LatypologiedepreuvesdeBalacheff . . .. ... ... ......... 72
441 Lempirismenaif . ... ... ... . . . . ... 73

4.4.2 Lexpériencecruciale . ...... .. ... ... . . . . . .... 74



viii TABLE DES MATIERES

443 Lexemplegénérique . ..... ... . ... ... 74
444 Lexpériencementale . ... ... ... ... ... .. ...... 74
445 Llecalculsurlesénoncés . ... ... ... ... ... ... . 75

4.5 Complémentarité et nécessité des différents appuis théoriques re-

tenus . . . . . e e e 75

5 Questions de recherche 77
5.1 Reformulation des questionsderecherche ... ... ......... 77
5.2 Hypothésesderecherche. . .. ... ... ... .. . ... .. ..... 78

Il - La batterie de taches 81

6 RéponsealaquestionderechercheQ1:unebatterie de taches pour étu-

dier la pensée algébrique 83
6.1 AdaptationdumodeledeKaput . . . ... ... ... .. .. ... ... 84
6.2 Cohérence del'adaptationdumodéledeKaput. . .. ... ...... 85
6.3 Relation entre les différents appuis théoriques . . . . . ... ... .. 86

7 Lestaches 89
7.1 Lajustificationdestachesdelabatterie . ... ... .......... 89
7.1.1 Lasuitedecarrés . . .. ... ... . . ... .. e 91

7.1.2 PierreetManon . ... ... .. ... . ... e 92

7.1.3 Nombres pairs/impairs . . . . . . . . e 93

7.14 Latachebleueet123 . ... ... ... . ... ... . . ..., 93

7.1.5 Nuageetmaison . ... ... ... . ... ... 94

716 18+4= . . . e 94

7.2 Lesanalysesaprioridestaches. . ... ... ... ... .. ....... 95
7.3 Leschoixentermesdevariables. . ... ................. 96
7.3.1 Lasuitedecarrés . .. ... ... ... . ... . 97

7.3.2 Nombres pairs/impairs . . . . . . . . e 99

7.3.3 Latachebleue . ... ... ... ... .. ... . ... . ... ... 101

7.34 123 . e 102

Il - Les entretiens 103
8 Meéthode:recueil de données et analyse 105

8.1 Contexte et personnes participantes . . . .. ... ... ........ 105



TABLE DES MATIERES ix

8.1.1 LesystemescolaireducantondeVaud . ............ 108
8.1.2 LétablissementAetseséléves . ... ... ........... 111
8.1.3 LétablissementBetseséleves .. ... ... .......... 114
8.1.4 LétablissementCetsonéleve. . ... ... ... ... ..... 115
8.1.5 LétablissementDetseséléeves . . ... ... .......... 115
8.1.6 LétablissementEetseséleves .. ................ 116
8.1.7 LétablissementFetseséléeves ... ............... 117

8.2 Lapréparationdesentretiens ... ... ... .. .. . . . . . . ... 118
8.2.1 Lentretienclinique . ... ... ... .. . .. .. . . . . . ... 118
8.2.2 Lesprotocolesdentretien . . . ... ... ... ... .... 120

8.3 Etapes de recueil des données et de transcription . . . ... ... .. 123
8.4 Lanalyse des données: les analyses a posteriori . . .. ... ...... 125
8.4.1 Choixdestachesaanalyser . .. ... ... ... ... ...... 125
8.4.2 Descriptiondesdonnées. . . ... ... ... ... ....... 126
8.4.3 Lesgrillesdanalyse . . .. ......... . ... .. ... ... 126

9 Lesrésultats 133
9.1 Analysedelatache Latachebleueet123 ... ... ... ... ... .. 134
9.1.1 Procédures identifiées lors de I'analyseapriori . . . ... ... 134

9.1.2 Procéduresidentifiées lors de I'analyse a posteriori . . . . . . 137

9.1.3 Points remarquables de I'analyse a posteriori . . . ... .. .. 141
9.1.4 Lapenséedes éléves avec MLD et celle des éléves sans MLD 145

9.2 Analysedelatache Lasuitedecarrés . ... ... ... ......... 146
9.2.1 Procédures identifiées lors de l'analyseapriori . . . . ... .. 146

9.2.2 Procédures identifiées lors de I'analyse a posteriori . . . . . . 153

9.2.3 Points remarquables de 'analyse a posteriori . . . ... .. .. 163
9.2.4 Lapensée des éléves avec MLD et celle des éléeves sans MLD 165

9.3 Analyse de latache Nombres pairs/impairs . . . . ... ......... 166
9.3.1 Procédures identifiées lors de l'analyseapriori . . . . ... .. 166

9.3.2 Procédures identifiées lors de I'analyse a posteriori . . . . . . 170

9.3.3 Points remarquables de I'analyse a posteriori . . ... ... .. 179
9.3.4 Lapensée des éléves avec MLD et celle des éléeves sans MLD 189

IV - Conclusions 191
10 Synthése des résultats 193

10.1 Synthése de laréponse a Q1 :une batteriedetaches ... ... ... 193



X TABLE DES MATIERES
10.2 Réponse alaquestionderecherche Q2:lapensée algébrique d’éléves
avecMLD . . . .. e 194
10.2.1 Réponse a Q2.1:les language constructs . . . . . ... ... .. 195
10.2.2 Réponse a Q2.2: les types de généralisation . . ... ... .. 196
10.2.3 Réponse aQ2.3:lesexemplesdanslapreuve ......... 197
10.3 Pour conclure : la pensée algébrique d’élévesavecMLD . . . . . . .. 198
10.3.1 LesélévesavecMLD :difficultés . .. ... ... .. .. .... 198
10.3.2 Lesélévesavec MLD :compétences . . .. ... ... ... .. 200
10.3.3 Analyse qualitative de la pensée algébrique des éléves avec
MLD etdesélevessansMLD . ... ............... 200
11 Analyse critique de la thése 203
11l Limites . . . o e e 203
112 Difficultés . . . . . . . . e 206
11.3 Pointsforts . . . ... . . . . e 206
12 Perspectives de recherche 209
121 Uneétudedecas . . . . . . . .. . i i e e 209
12.2 Lefocussurunetache . . . . .. ... ... ... ... ... .. 210
12.3 Une recherche participative avec expérimentationenclasse . . . . . 210
12.4 Une étude sémiotique avec conceptiond’artefacts . . . ... ... .. 211
12.5 Activité mathématique et conjectures chez des éléves avecMLD .. 213
12.6 Formationinitialeetcontinue . ... ... ... ... ... ....... 214
Bibliographie 217
V - Annexes 243
A Le texte des tiches proposées lors du recueil des données 245
A.1 Séancel:lasuitedecarrés. . . ... ... ... ... . ... . ... 246
A.2 Séance 2: Pierre,Manon et Nombres pairs/impairs. . . . .. ... .... 251
A.3 Séance 3:Latache bleue, 123 et Nuageet maison. . . . ... ... ... 254
Ad Séanced:18+4=. . . . ... e 260
B Les analyses a priori 263
B.1 Latachebleue . . .. ... ... .. . . . .. ... 264
B2 123 . . . e 265



TABLE DES MATIERES Xi

B.4 Nombres pairs/impairs . . . ... ... . . . .. 272
C Lesprotocoles d’entretien 277
C.1 Présentationetreglesdelentretien ... ... ............. 278
C.2 Lasuitedecarrés . . ... ... .. .. ... e 279
C.3 Nombrespairs/impairs . . . .. ... .. .. .. ... 285
C4 Latachebleueet123 . . ... . . . . . . . . . . ... e 286
D Lestranscriptions des entretiens 289
D.1 Latachebleueet 123 . . ... . . . . . . . . . . ... 290
D.2 Lasuitedecarrés . ... . . . . . . .. e 321
D.3 Nombres pairs/impairs . . . ... . .. .. .. e 461
E Les productions écrites des éléves 529
E.1 Latachebleue . . .. ... ... .. . . . . ... 530
E.2 123 . . . . . e 538
E.3 Lasuitedecarrés . ... . ... . . . .. 541
E.4 Nombres pairs/impairs . . . ... ... . . . ... 574

F Les questions posées au corps enseignant 587






Introduction

Ces derniéres décennies, un intérét croissant a été porté dans les recherches
aux « troubles des apprentissages en mathématiques » (Mathematical Learning Di-
sabilities, noté dorénavant MLD). Avoir ce trouble implique avoir des difficultés sé-
véres et/ou persistantes dans I'apprentissage des mathématiques (Deruaz et al.,

). I toucherait, selon les études, entre 5% et 8% des éléves (Butterworth, :
Geary, ; Lewis et Fisher, ; Noél et Karagiannakis, ) et serait persis-
tant dans lascolarité (Geary et al., ), participant ainsi a la création de nouvelles
inégalités scolaires et sociales.

A un niveau institutionnel, nous assistons a une intensification de la prise en
compte des éléves avec MLD 2 par les instances politiques et éducatives, et ce dans
différents pays. Par exemple, en Suisse, dans le canton de Vaud, le Concept 360°
( ) décline les solutions qui répondent de maniére appropriée a la diversité des
éléves en contexte inclusif. En France, la Loi pour I'égalité des droits et des chances,
la participation et la citoyenneté des personnes handicapées ( ) et la Loi pour la re-
fondation de I'école ( ) mettent en avant une école inclusive s’adaptant aux be-
soins spécifiques de chaque éléve. Ou encore, en ltalie, la Loi 170/2010 ( ) ré-
glemente les mesures éducatives compensatoires et dérogatoires offertes par les
écoles aux éléves avec troubles des apprentissages et définit les possibilités de for-
mations du corps enseignant sur le sujet, tout en prenant en considération lavariété
des protagonistes : personnel médical, personnel scolaire, éléves et familles.

Le concept de MLD est a la croisée de plusieurs domaines disciplinaires. Il est
ancré en sciences cognitives pour ce qui concerne sa définition (American Psychia-
tric Association, ; Organisation mondiale de la Santé, ) et le diagnostic
(Desmet et Mussolin, ), mais il est également étroitement lié au domaine de
I'éducation (Baccaglini-Frank, Di Martino et al., ; Gardes et Prado, ; Gi-
roux, ) impactant ainsi des réformes scolaires. La plupart des études actuelles

2. Nous nous referons aux éléves utilisant des formulations person-first (https://apastyle.
apa.org/style-grammar-guidelines/bias-free-language/disability) comme « éléves avec MLD » ou
« éleves ayant des MLD », que nous avons considérées plus adaptées au groupe de personnes étudié
pour notre travail. Nous utilisons le mot « MLD » pour indiquer le trouble.
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sur les MLD se situent essentiellement dans le champ des sciences cognitives : neu-
ropsychologie et psychologie cognitive (Giroux, ). En effet, historiquement, les
premiéres traces de lanotionde MLD remontent a 1919, quand le neurologue Hen-
schen a introduit le terme « akalkulia » (Fischer, ). Les sciences cognitives
s’'intéressent au fonctionnement cognitif et aux caractéristiques propres a I'indi-
vidu. Elles mettent en lien les difficultés en mathématiques avec un dysfonction-
nement sur le plan neurologique (Butterworth, ; Dehaene, ; Geary et
Hoard, ).

La didactique des mathématiques s'empare de ces questions, tout en appor-
tant un point de vue complémentaire a 'approche cognitiviste (Baccaglini-Frank, Di
Martino et al.,, ; Gauvrit, ). En effet, en étudiant les situations d’enseigne-
ment et d’apprentissage, la didactique considére les MLD en fonction du savoir ma-
thématique plutét qu’en relation avec les caractéristiques personnelles de I'éleve
(Giroux, ).

Par exemple, Roiné et Barallobres ( ) prennent pour objet d'étude des
classes d’enseignement spécialisé en France et au Québec en s’interrogeant sur
le profil des éléves fréquentant ces écoles et sur le type d’enseignement qui leur
est dispensé. Les auteurs mettent en avant certains phénomeénes qui caractérisent
I'enseignement spécialisé, comme I'appauvrissement des savoirs scolaires a trans-
mettre, ce qui peut produire un effet cumulatif entrainant ainsi une aggravation des
difficultés des éleves.

De plus, la didactique a pour vocation de comprendre comment intervenir face
aux difficultés des éleves (Baccaglini-Frank, Di Martino et al., ). Cette inten-
tionest claire dans le travail en Italie de Robotti ( ) quise demande, aprés I'iden-
tification des principales difficultés pour des éléves avec MLD, « How can we didac-
tically intervene in effective ways? » (p. 100). La chercheuse propose un logiciel pour
construire le sens de certains objets mathématiques qui est favorisé par la variété
des représentations sémiotiques de I'outil et le lien que celui-ci permet entre le sys-
téme sensori-moteur de I'éléve et le contenu mathématique.

Certaines recherches sur les MLD se construisent en didactique des mathéma-
tiques, mais avec une articulation avec les études cognitives. Par exemple, Peteers
( ), dans sa thése, méne une analyse didactique des tests diagnostiques pour
les MLD, qui sont, pour la plupart, fondés sur des recherches en sciences cognitives.
Par ailleurs, toujours a titre d’exemple, une équipe gréco-italienne (Karagiannakis
et al,, ) a concu un test pour I'identification de différents profils de MLD avec
une approche au croisement entre didactique et psychologie.

Nonobstant ces quelques exemples, les recherches en didactique des mathéma-
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tiquessurles MLD méritent d’étre davantage développées. Cette thése apporte une
contribution a cet égard.

Ainsi, dans ce manuscrit, nous nous intéressons a la pensée algébrique des
éléves avec MLD. Le choix du focus mathématique est lié a son importance dans la
scolarité et au manque de recherches dans ce domaine pour des éléves avec MLD
(Lewis et Fisher, ). En effet, la quasi-totalité des études sur les MLD concerne
I'arithmétique a I'école primaire. Pourtant, les difficultés des éléves avec MLD sont
variées (Fias et al., ) et affectent plusieurs aspects des compétences mathé-
matiques (Kaufmann et al., ). Afin d’apporter un point de vue didactique et
d’élargir le champ des domaines mathématiques analysés, nous interrogeons, dans
notre travail de thése, les compétences et les difficultés d’éléves avec MLD en ce qui
concerne la pensée algébrique.

A cet effet, dans la premiére partie de notre travail, aprés avoir présenté le
contexte et notre problématique (chapitre 1), nous réalisons deux revues de litté-
rature. La premiere revue de littérature concerne les MLD et se situe a I'interface
entre sciences cognitives et didactique des mathématiques, en articulant les deux
points de vue (chapitre 2). La seconde, spécifique a la didactique, porte sur la pen-
sée algébrique, et nous conduit a en étudier plus spécifiqguement quatre aspects:la
généralisation, la structure, 'argumentation et la relation entre quantités associée
a une vision relationnelle du signe égal (chapitre 3).

En ayant pour objectif I'étude de ces aspects chez des éléves avec MLD, et apreés
avoir présenté nos appuis théoriques (chapitre 4), nous posons une premiére ques-
tion de recherche (chapitre 5) :

Q1 Quelles taches créer pour analyser les difficultés et les compétences des é-
léves spécifiques a la pensée algébrique?

Pour y répondre, nous concevons une batterie de taches en exploitant le modéle
d’algébre de Kaput (Kaput, , ), dont le coeur est la généralisation. Les huit
taches choisies sont décrites et analysées dans la deuxiéme partie de la thése (cha-
pitres 6 et 7). Elles sont proposées lors d’entretiens cliniques a dix-huit éléves dans
le secondaire : quinze avec MLD et trois sans MLD. Lexpérimentation est présentée
dans la troisiéme partie (chapitre 8).

Nous analysons les transcriptions des entretiens a I'aide de trois cadres : les lan-

guage constructs de Malara et collégues (Cusi et al., ; Malara et Navarra, ),
les types de généralisation de Radford ( , ) et la typologie de preuves de
Balacheff (Balacheff, ). Cette analyse nous permet de répondre a la question

de recherche suivante et a ses sous-questions :
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Q2 Comment pouvons-nous décrire la pensée algébrique d’éléves avec MLD en
termes de language constructs, types de généralisation et types de preuve?

Q2.1 Quels language constructs identifient la pensée algébrique d’éléves avec
MLD?

Q2.2 Quelstypesde généralisation sont utilisés par des éleves avec MLD dans
I'étude d’un pattern géométrique?

Q2.3 Comment des éléves avec MLD mobilisent des exemples et s’engagent
dansune preuve dans unetiached’early algebra nécessitant une argumen-
tation?

Les analyses des transcriptions des entretiens et des productions écrites
mettent en lumiére la capacité d’éléves avec MLD a porter unregard algébrique sur
les taches proposées en ayant recours a une vision relationnelle du signe égal et en
se focalisant sur le processus et la structure d’'une certaine tache (chapitre 9). Par
ailleurs, elles montrent que des éléves avec MLD mettent en place plusieurs types
de généralisation (arithmétique, algébrique factuelle, algébrique contextuelle, etc.)
et ont recours a différentes fonctions des exemples.

Pour conclure, les résultats indiquent que des éléves avec MLD peuvent faire
appel a une pensée algébrique. Celle-ci ne différe pas qualitativement de celle des
éléves sans MLD en ce qui concerne les procédures et les difficultés. Ce qui semble
distinguer les deux catégories est plutot la fréquence et la persistance des difficul-
tés lors des relances réalisées dans I'expérimentation. Nous détaillons ces résultats
dans la troisiéme partie.

Ces résultats ouvrent la voie a la conception de propositions didactiques qui
visent le développement de la pensée algébrique et qui sont destinées a des classes
ayant des éléves avec MLD. Nous aborderons ce point dans la quatriéme partie de
la thése, tout comme la portée et les limites de notre travail (chapitres 10, 11 et 12).



Introduction (english translation)

In recent decades, there has been a growing research interest in “Mathematical
Learning Disabilities” (henceforth noted MLD). Having this disorder implies having
severe and/or persistent difficulties in learning mathematics (Deruaz et al., ).
Accordingtodifferent studies, it affects between 5% and 8% of pupils (Butterworth,

; Geary, : Lewis and Fisher, ; Noél and Karagiannakis, ) and is
persistent throughout the schooling process (Geary et al., ), thus contributing
to the creation of new educational and social inequalities.

At an institutional level, we are witnessing an intensification of the consider-
ation of students with MLD 2 by political and educational authorities in different
countries. For example, in Switzerland, in the canton of Vaud, the Concept 360°
( ) lays out solutions which appropriately address the diversity of pupils in an
inclusive context. In France, the Loi pour I'égalité des droits et des chances, la participa-
tion et la citoyenneté des personnes handicapées ( ) and the Loi pour la refondation
de l'école ( ) put forward an inclusive school adapting to the specific needs of
each pupil. Or again, in Italy, Law 170/2010 ( ) regulates the educational mea-
sures, both compensating and dispensing, offered by schools to pupils with learning
disabilities, and defines the possibilities for training the teaching staff on the sub-
ject, while taking into consideration the variety of actors: medical staff, school staff,
pupils and families.

The concept of MLD is at the crossroads of several disciplinary fields. It is
rooted in cognitive sciences as far as its definition (American Psychiatric Associa-

tion, ; Organisation mondiale de la Santé, ) and diagnosis (Desmet and
Mussolin, ) are concerned, but it is also closely linked to the field of education
(Baccaglini-Frank, Di Martino, et al., : Gardes and Prado, : Giroux, ),

thus impacting school reforms. Most of the current studies on MLDs are essentially
situated in the field of cognitive sciences: neuropsychology and cognitive psychol-

3. We will refer to students using person-first formulations (https://apastyle.apa.org/
style-grammar-guidelines/bias-free-language/disability) such as “students with MLD”, which
we considered more appropriate to the group of people studied for our work. We use the word
“MLD” to indicate the disorder.
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ogy (Giroux, ). Indeed, historically, the first traces of the notion of MLD date
back to 1919, when the neurologist Henschen introduced the term “akalkulia” (Fis-
cher, ). Cognitive sciences are concerned with cognitive functioning and the
characteristics of the individual. They link difficulties in mathematics with a dys-
function on the neurological level (Butterworth, ; Dehaene, ; Geary and
Hoard, ).

Mathematics education takes up these questions, while bringing a point of view

complementary to the cognitivist approach (Baccaglini-Frank, Di Martino, et al.,

; Gauvrit, ). Indeed, in studying teaching and learning situations, math-
ematics educators consider the MLDs in terms of mathematical knowledge rather
than in relation to the personal characteristics of the student (Giroux, ).

For example, Roiné and Barallobres ( ) take as their object of study spe-
cial education classes in France and in Quebec by analysing the profile of the pupils
attending these schools and the type of teaching they receive. The authors high-
light certain phenomena that characterise special education, such as the impover-
ishment of the school knowledge to be transmitted, which can produce a cumulative
effect leading to an aggravation of the pupils’ difficulties.

Moreover, the vocation of mathematics education is to understand how to in-
tervene in the face of pupils’ difficulties (Baccaglini-Frank, Di Martino, et al., ).
This intention is clear in the work of Robotti ( ) in Italy who asks, after identi-
fying the main difficulties for students with MLD, “How can we didactically inter-
vene in effective ways?” (p. 100). The researcher proposes a software to construct
the meaning of some mathematical objects. The understanding of this meaning is
enhanced by the variety of semiotic representations of the tool and the link that it
allows between the student’s sensory-motor system and the mathematical content.

Some research on MLDs is carried out in the field of mathematics education,
at the interface with cognitive studies. For example, in her thesis, Peteers ( )
conducts a didactic analysis of diagnostic tests for MLDs, which are, for the most
part, based on research in cognitive sciences. Furthermore, still by way of example,
a Greek-Italian team (Karagiannakis et al., ) has designed a test for the identifi-
cation of different MLD profiles with an approach at the crossroads between math-
ematics education and psychology.

Notwithstanding these few examples, research in mathematics education on
MLDs deserves to be further developed. This thesis makes a contribution in this
respect.

Indeed, in this manuscript, we are interested in the algebraic thinking of stu-
dents with MLD. The choice of the mathematical focus is related to its importance
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in schooling and to the lack of research in this area for pupils with MLD (Lewis and
Fisher, ). In fact, almost all studies on MLD concern arithmetic in primary
school. Yet, the difficulties of pupils with MLD are varied (Fias et al., ) and af-
fect several aspects of mathematical skills (Kaufmann et al., ). Inorder to pro-
vide a didactic perspective and to broaden the scope of the analysed mathematical
domains, we question, in our thesis, the competences and difficulties of pupils with
MLD with regard to algebraic thinking.

To this end, in the first part of our work, after presenting the context and our
research problem (chapter 1), we carry out two literature reviews. The first litera-
ture review concerns the MLDs and is situated at the interface between cognitive
sciences and mathematics education, by articulating the two points of view (chap-
ter 2). The second one, specific to mathematics education, concerns algebraic think-
ing, and leads us to study more specifically four aspects of it: generalisation; struc-
ture; argumentation; and the relation between quantities, with a focus on the rela-
tional interpretation of the equal sign (chapter 3).

With the aim of studying these aspects in students with MLD, and after present-
ing our theoretical supports (chapter 4), we pose a first research question (chap-
ter 5):

Q1 What tasks should be created to analyse students’ difficulties and skills spe-
cific to algebraic thinking?

To answer this, we design a battery of tasks using Kaput’s model of algebra (Kaput,

, ), the core of which is generalization. The eight tasks chosen are de-
scribed and analysed in the second part of the thesis (chapters 6 and 7). They are
proposed during clinical interviews to eighteen secondary school students: fifteen
with MLD and three without MLD. The experimentation is presented in the third
part (chapter 8).

We analyse the interview transcripts using three frameworks: Malara and col-
leagues’ language constructs (Cusi et al., ; Malara and Navarra, ), Rad-
ford’s generalisation types ( , ) and Balacheff’s types of proofs (Balacheff,

). This analysis allows us to answer the following research question and its sub-
questions:

Q2 How can we describe the algebraic thinking of students with MLD in terms of
language constructs, types of generalisation and types of proof?

Q2.1 Which language constructs identify the algebraic thinking of students
with MLD?
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Q2.2 Whattypes of generalisation are used by students with MLD in the study
of ageometric pattern?

Q2.3 How do students with MLD mobilise examples and engage in proofs in
an early algebra task requiring argumentation?

The analyses of the transcripts of the interviews and of the written productions
highlight the ability of pupils with MLD to take an algebraic look at the tasks pro-
posed by resorting to a relational vision of the equal sign and by focusing on the
process and the structure of a certain task (chapter 9). Furthermore, they show that
students with MLD implement several types of generalisation (arithmetic, factual
algebraic, contextual algebraic, etc.) and different functions of the examples.

In conclusion, the results indicate that students with MLD can use algebraic
thinking. This does not differ qualitatively from that of students without MLD in
terms of procedures and difficulties. What seems to distinguish the two categories
is rather the frequency and persistence of difficulties even following the inputs of
the researcher during the experiment. We detail these results in the third part.

These results open the way to the design of didactical proposals aimed at the
development of algebraic thinking and intended for classes with students with MLD.
We will discuss this in the fourth part of the thesis, where we also examine the scope
and limitations of our work (chapters 10, 11 and 12).



Premiére partie

Cadre de larecherche






Chapitre 1

Contexte et problématique

La recherche est marquée ces derniéres années par une attention croissante
vers ce qu’'on appelle les troubles des apprentissages et nous assistons a une augmen-
tation desrecherches surlacompréhension des difficultés qu’ils entrainent (Deruaz
etal, ; Kaufmannetal., ). Le concept de trouble des apprentissages a été
mis en évidence par les sciences cognitives, mais il est étroitement lié au domaine
de I'éducation (Baccaglini-Frank, Di Martino et al., : Gardes et Prado, :
Giroux, ). Cette caractéristique I'expose aux tensions entre les différentes dis-
ciplines qui s’y intéressent, parmi lesquelles nous pouvons identifier : la psycholo-
gie, la didactique, les sciences cognitives (Giroux, ). Ces disciplines abordent
la question avec des points de vue différents en ayant des objectifs, des questions
derecherche, des méthodes et des cadres théoriques a la fois variés et complémen-
taires.

Lintérét pour ce sujet n'est guére que scientifique. Lavancement de larecherche
va de pair avec l'attention des institutions politiques. En effet, les troubles des ap-
prentissages font désormais aussi partie des documents officiels de différents pays
européens, qui en préconisent une prise en charge par I'école : par exemple avec le

Concept 360° ( ) dans le canton de Vaud en Suisse, avec la Loi pour I'égalité des
droits et des chances, la participation et la citoyenneté des personnes handicapées ( )
et la Loi pour la refondation de I'école ( )en France ouaveclaloi 170/2010 ( )
en ltalie.

Il s'agit donc d’un théme particulierement actuel, concernant directement le
terrain scolaire qui est toujours davantage demandeur d’outils 3 mettre en place
en classe pour prendre en charge ces éléves. Cela est d’autant plus vrai pour les
troubles des apprentissages en mathématiques, qui sont beaucoup moins explorés
que, par exemple, ceux de la lecture (Dehaene et al., ; Furlong et al,, ).

Dans ce chapitre, nous présentons plus en détail ce qui précéde : nous donnons

11
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un apercu de différents troubles avec un focus particulier sur les troubles en ma-
thématiques qui constituent le sujet de notre étude, nous présentons le point de
vue de différentes disciplines scientifiques, nous donnons plus d’'informations sur le
contexte scolaire a propos des troubles des apprentissages et nous constatons un
mangque d’études a propos de certaines disciplines comme I'algebre. Tout cela nous
ameéne a introduire notre problématique et a exposer le plan global de la thése.

1.1 Lestroubles des apprentissages

Lestroubles des apprentissages sont traditionnellement associés a une dysfonc-
tion cognitive qui entraine des difficultés scolaires séveres et persistantes qui ne
reléveraient ni d’'une pédagogie inappropriée, de facteurs socioculturels, d'un re-
tard de développement ou d’'un handicap sensoriel (American Psychiatric Asso-
ciation, ; Noél et Karagiannakis, ). Ces troubles peuvent étre diagnosti-
qués a l'aide de tests standardisés (American Psychiatric Association, ; Geary,

). Le Manuel Diagnostique et Statistique des troubles mentaux (DSM-5, American
Psychiatric Association, ), offre des spécifications supplémentaires pour trois
types de troubles des apprentissages qui peuvent coexister chezun méme individu:
les troubles de la lecture, les troubles de I'écriture et les troubles des mathéma-
tiques. Une organisation similaire est reprise par la Classification Internationale des
Maladies, qui ouvre également aux troubles « avec autre altération précisée de I'ap-
prentissage » et aux troubles des apprentissages « sans précision » (CIM-11, Orga-
nisation mondiale de la Santé, ). Dans les sections suivantes, nous présentons
brievement les troubles de la lecture et de I'écriture, puis nous nous concentrons
sur ceux concernant a I'apprentissage des mathématiques.

1.1.1 Troubles des apprentissages de la lecture

Les troubles des apprentissages de la lecture compromettent la capacité a asso-
cier les sons d’'une certaine langue aux caractéres écrits (American Psychiatric As-
sociation, ). Cela peut avoir un impact sur la précision de lecture des mots, la
vitesse ou fluidité de lecture et lacompréhension de ce qui est lu. « Dyslexie » est un
terme alternatif utilisé pour désigner des difficultés dans la reconnaissance précise
et fluide des mots et de faibles capacités orthographiques.
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1.1.2 Troubles des apprentissages de I'écriture

Les troubles des apprentissages de I'écriture affectent la précision orthogra-
phique, grammaticale et de ponctuation et la clarté de I'organisation des expres-
sions écrites (American Psychiatric Association, ).

1.1.3 Troubles des apprentissages en mathématiques

Les troubles des apprentissages en mathématiques influencent le sens du
nombre, lamémorisation des faits arithmétiques, la précision ou fluidité de calcul et
le raisonnement mathématique (American Psychiatric Association, ). « Dyscal-
culie » est un terme alternatif utilisé pour désigner des difficultés dans le traitement
del'information numérique, 'apprentissage des faits arithmétiques et laréalisation
des calculs. Selon la classification du DSM-5, le mot dyscalculie ne comprend donc
pas le raisonnement mathématique.

1.1.4 Histoire et évolution du concept de troubles des
apprentissages en mathématiques

Dans notre travail, nous explorons les troubles des apprentissages en mathéma-
tiques.

Les premiéres traces de I'intérét vers les troubles en mathématiques remontent
au 1919, quand le médecin et neurologue suédois Henschen (cité dans Fischer,

) introduit le mot « akalkulie » pour désigner I'incapacité a calculer.En 1934, le
neurologue Kleist (cité dans Fischer, ) rapporte dans ses recherches l'obser-
vation de nombreux blessés de guerre qui ont développé des troubles du calcul sans
pourtant manifester d’autres troubles (comme une perturbation du langage). Dans
les années 1960, des études apparaissent a propos d’adultes victimes de trauma-
tismes physiques ou d’accidents vasculaires cérébraux avec des conséquences sur
les mathématiques (Meljac, ). A partir de ces études qui identifiaient la cause
du trouble en 'endommagement d’une zone cérébrale spécifique, les concepts de
« dyscalculie acquise » ou « acalculie acquise » ont été développés (Fischer, ;
Meljac, ).

Le fait que la détérioration de certaines aires cérébrales puisse altérer les fonc-
tions liées au calcul a conduit a I'idée que cela était également possible dés la nais-
sance, en contribuant a créer le concept de « dyscalculie développementale » intro-
duit par Cohnen 1968 (Dehaene et al., : Fischer, ; Meljac, ). Acette
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époque le terme concernait seulement les difficultés des enfants a se référer a des
symboles graphiques.

En 1974, le psychologue Kosc publie la premiére étude systématique sur la dys-
calculie en explorant certaines des difficultés des apprentissages en arithmétique
(Butterworth, ). Le chercheur propose une méthode pour détecter les enfants
avec dyscalculie développementale qui se base sur I'écart entre le quotient intellec-
tuel (Ql) et la performance effective en mathématique (Fischer, ). llretient les
éléves dont le Ql est supérieur a 90 (critére d’exclusion : faible niveau intellectuel)
et qui sont dans le 10% les moins bons au moins dans un des tests mathématiques
proposés (critére d’inclusion : faiblesse en calcul).

Dans les années suivantes, le concept de « sens du nombre », défini comme un
systeme de traitement des nombres approximatif permettant la représentation de
grandes quantités, s’ajoute a la difficulté a se référer a des symboles graphiques
comme caractéristiques de la dyscalculie en en devenant un aspect fondamental
(American Psychiatric Association, ; Dehaene et al., : Fischer, ).

Le concept de dyscalculie s’'inspire de celui de dyslexie, trouble avec une histoire
plus longue et qui a été davantage étudié (Butterworth, ; Dehaeneetal., ;
Meljac, ). Ladéfinition de dyslexie des sciences cognitives a été un modéle pour
celle de dyscalculie (Giroux, ).

Apreés citation dans le DSM-2 (American Psychiatric Association, )d’'un gé-
nérique « specificlearning disturbance » sans détails supplémentaires, en ,ladys-
calculie développementale est officiellement considérée parmi les troubles men-
taux en faisant son apparition dans le DSM-3 sous le nom « developmental arithme-
tic disorder » dans la section « specific developmental disorders ». En , la version
francaise du DSM-4 parle de « troubles des apprentissages » et en particulier de
« trouble du calcul ». Dans la version actuelle ( ), on trouve « specific learning
disorder with impairment in mathematics » et le terme « dyscalculie » est cité pour
la premiére fois. Le DSM-5 préconise l'identification des troubles des apprentis-
sages par moyen de tests mathématiques standardisés. Les outils actuellement a
disposition pour détecter les troubles en mathématiques testent quasi exclusive-
ment les connaissances arithmétiques de base comme le comptage ou la capacité
a trouver le résultat d’'un simple calcul (Baccaglini-Frank, Di Martino et al., ;
Fischer, : Peteers, ).

Lévolution au cours des années du vocabulaire du DSM décrit dans le para-
graphe précédent témoigne de I'existence de différents termes pour indiquer cette
condition. En plus de ceux déja mentionnés, nous trouvons dans la littérature « dys-
fonctionnement cognitif », « innumérisme », « specific arithmetic learning difficulties »,
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difficultés des apprentissages en mathématiques (en anglais « mathematical learning
difficulty », abrégé en MLD), « mathematical learning disorder » (a nouveau MLD), « ma-
thematical learning disability » (encore MLD), ou autres encore (Baccaglini-Frank, Di
Martino et al., ; Butterworth, ; Deruaz et al,, ; Dias, ; Giroux,
; Vigier, ). Le vocabulaire ne fait pas encore consensus et les différents
termes coexistent. Comme nous justifions dans la section 2.1.3, nous utilisons do-
rénavant I'acronyme MLD 1, qui fait référence a I'ensemble de ces définitions.

Lévolution de la terminologie suit le changement de posture des études plus ré-
centes. D’'une interprétation strictement biologique et liée a la condition physique
du cerveau, les derniéres études ouvrent la possibilité a une influence de I'environ-
nement et donc des apprentissages sur I'’émergence des difficultés spécifiques en
mathématiques (Geary, ). En effet, dans les premiéres études sur la dyscalcu-
lie, le contexte social et scolaire n'est pas pris en considération, alors que le terme
dyscalculie entre dans les écoles pour décrire la situation déja bien connue par le
corps enseignant d’éléves avec de « sévéres difficultés » en mathématiques (Giroux,

). En outre, alors qu’au début les études sur les MLD étaient plutot axées sur
le domaine médical, en commencant a concerner le milieu scolaire, elles touchent
ainsi d’autres domaines de recherche tels que la didactique des mathématiques.

Les causes des MLD ne font pas consensus, et les différentes approches biolo-
giques et environnementales coexistent.

Récemment, des études en sciences cognitives ont montré que les MLD sont hé-
térogeénes (Fiasetal,, ) et affectent plusieurs aspects des compétences mathé-
matiques (Kaufmann et al., ). Par conséquent, comme nous le montrons dans
les prochaines sections, les domaines mathématiques étudiés ont également évo-
lué.Larecherche est passée de ne s’intéresser que des sujets d’arithmétique de base
aprendre en compte aussi d’autres disciplines comme la géométrie ou I'algébre (De-
ruazetal., ; Gregorio, , ; Karagiannakis et al., ; Lewis et Fisher,

). Celaremet en question la pertinence des tests qui sont utilisés pour détecter
les MLD qui se basent quasi exclusivement sur des connaissances d’arithmétique de
base (Baccaglini-Frank, Di Martino et al., : Fischer, ).

1. Nous nous referons aux éléves utilisant des formulations person-first (https://apastyle.
apa.org/style-grammar-guidelines/bias-free-language/disability) comme « éléves avec MLD » ou
« éleves ayant des MLD », que nous avons considérées plus adaptées au groupe de personnes étudié
pour notre travail. Nous utilisons le mot « MLD » pour indiquer le trouble.


https://apastyle.apa.org/style-grammar-guidelines/bias-free-language/disability
https://apastyle.apa.org/style-grammar-guidelines/bias-free-language/disability
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SCIENCES COGNITIVES
NEUROPSYCHOLOGIE = PSYCHOLOGIE PSYCHOLOGIE DIDACTIQUE DES
COGNITIVE | DEVELOPPEMENTALE MATHEMATIQUES
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des fonctions mentales  processus développement d’enseignement et
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Caracteéristiques individuelles Interactions sujet/savoir/milieu

Figure 1.1 - Organisation des disciplines qui étudient les difficultés en mathéma-
tiques selon les finalités poursuivies (Giroux, ,p. 152).

1.2 Différentes disciplines s’'intéressant aux MLD

Comme pointé dans la section 1.1, les MLD sont un domaine d’étude au croi-

sement de différentes disciplines (Gardes et Prado, : Gauvrit, ; Giroux,

; Karagiannakis et al., ; Peteers, ; Robotti, ) : neuropsycholo-

gie cognitive, psychologie cognitive, psychologie développementale, didactique des
mathématiques, entre autres.

Giroux ( ) a organisé ces disciplines selon les finalités qu’elles poursuivent
(figure 1.1). Lagauchedelafleche symbolise unintérét croissant pour le fonctionne-
ment cognitif et les caractéristiques propres a l'individu. C’est une posture typique
des sciences cognitives (neuropsychologie cognitive et psychologie cognitive) qui
lie les difficultés en mathématiques a un dysfonctionnement sur le plan neurolo-
gique (par exemple Butterworth, ; Dehaene, ; Geary et Hoard, ).En
se déplacant vers la droite, on retrouve une approche qui s'intéresse a I'étude du
fonctionnement du savoir en situation d’apprentissage et d’enseignement caracté-
ristique de la didactique des mathématiques. Selon ce point de vue, les difficultés
des éléves ne sont pas uniquement dues a des caractéristiques propres aux indivi-
dus, mais le contexte scolaire est également pris en considération dans sa capacité
de favoriser ou défavoriser I'acces a la connaissance mathématique.

Actuellement, la posture cognitiviste semble dominante (par exemple Butter-
worth, :Dehaene, ; Geary et Hoard, ), mais ladidactique des mathé-
matiques gagne de plus en plus sa place en offrant des apports complémentaires a
partir des savoirs mathématiques qui ne sont pas centraux pour les sciences cogni-
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tives (par exemple Dias et Deruaz, ; Gardes, ; Heyd-Metzuyanim, ;
Peteers, ; Powell et al., ; Robotti et Baccaglini-Frank, ).

Dans les prochaines sections, nous présentons plus en détail les apports des dif-
férentes disciplines.

1.2.1 Neuropsychologie cognitive et psychologie cognitive

La notion de dyscalculie est apparue dans le champ des sciences cognitives (Gi-
roux, ),domaine quiinclut la neuropsychologie cognitive et la psychologie cog-
nitive. La psychologie cognitive étudie les difficultés des apprentissages avec une
interprétation cognitive sans investir la recherche d’un substrat neuronal. La neu-
ropsychologie cognitive se développe a partir de la neurologie et de la psychologie
cognitive en investiguant les relations entre les systemes nerveux et la cognition.

Lapproche des sciences cognitives est fortement biologique : selon cette pos-
ture, les MLD renverraient a un dysfonctionnement neurologique inné et hérédi-
taire (Butterworth, ; Giroux, ). Lhypothése ala base de ces disciplines est
le fonctionnement modulaire du cerveau, qui n'agirait pas comme une entité unique,
mais serait composé de différents modules spécialisés. Chacun de ces modules se-
rait autonome et destiné a une fonction précise avec sa propre localisation neuro-
nale.

Notamment, un réle particulier pour le traitement des nombres a été associé
au sillon intrapariétal (figure 1.2, Dehaene et al., ) qui a été désigné comme le
siége de notre intuition numérique a la suite de recherches utilisant I'imagerie fonc-
tionnelle. Le sillon intrapariétal est « une scissure qui s’'insére en profondeur au sein
du lobe pariétal. Cette région s’active automatiquement dans les deux hémisphéres
pour toutes les tiches qui nécessitent une manipulation des quantités » (Dehaene
etal., ,p. 46) telles que I'estimation d’'un nombre d’'objets ou la présentation vi-
suelle de chiffres. Le lobe frontal est également impliqué dans le calcul mental, mais
semble étre plutét lié a la mémorisation verbale des calculs et donc pas spécifique
alarithmétique (figure 1.2).

D’ailleurs, des différences dans I'activation des zones cérébrales chez les enfants
avec MLD par rapport a des enfants sans MLD ont été observées (figure 1.3, Kucian
etal, ).

Malgré ces hypothéses sur une différence a un niveau cérébral, aujourd’hui il
n'est pas possible de repérer les sujets avec MLD a l'aide d’'une imagerie médi-
cale (Rubinsten, ). Lidentification se fait par le biais de la performance ma-
thématique face a un test standardisé (American Psychiatric Association, ;
Baccaglini-Frank, Di Martino et al., ; Peteers, ).
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Figure 1.2 - Activation des zones cérébrales lors du calcul mental. Le sillon intra-
pariétal est systématiquement activé (Dehaene et al., ,p. 44).
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Figure 1.3 - Activation des zones cérébrales d’éléves avec ou sans dyscalculie (DD)
pendant différentes activités mathématiques (Kucian et al., ).
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1.2.2 Psychologie développementale

Cette approche cognitiviste fortement biologique est remise en cause par la
psychologie développementale. Cette discipline, d’inspiration piagétienne, prend
en considération l'influence de I'apprentissage scolaire et du milieu social et édu-
catif sur le développement de l'individu et par conséquent sur ses difficultés en
mathématiques (Fischer, : Giroux, ; Meljac, : Vannetzel, ; Vi-
lette, ). La psychologie développementale est spécialement critique a propos
de I'hypothése du fonctionnement modulaire du cerveau et donc de la vision des
MLD comme innées et héréditaires. Un indice du réle de I'environnement sociocul-
turel sur un éventuel diagnostic est la disproportion d’éléves avec MLD dans cer-
taines catégories comme parmi les filles en France (Vannetzel et al., ) ou parmi
la population afro-américaine aux Etats-Unis (Geary et al., ).

1.2.3 Didactique des mathématiques

La didactique des mathématiques s’intéresse aux situations d’enseignement et
d’apprentissage et a I'influence que celles-ci ont sur I'accés aux savoirs et I'émer-
gence d'éventuelles difficultés. Dans cette optique, les MLD sont considérées en
relation avec la spécificité du savoir mathématique et le systéme didactique plu-

tot qu'en fonction des caractéristiques personnelles de I'éléve (Giroux, ).
D’ailleurs, I'objectif de la didactique est de comprendre comment intervenir face
aux difficultés des éleves (Baccaglini-Frank, Di Martino et al,, ). Cette troi-

siéme approche est complémentaire a celles cognitiviste et psychologique dans les
finalités et dans son rapport au savoir, qui est souvent négligé dans les deux autres
(Gauvrit, ; Giroux, ).

La perspective didactique est inévitablement différente aussi en ce quiconcerne
la définition de MLD. Comme nous le montrons plus en détail alasection 2.1,en s'in-
téressant ala classe, la didactique prend en considération non seulement les éléeves
ayant un diagnostic, en s’appuyant donc sur les définitions cognitivistes, mais aussi
celles et ceux avec de séveres difficultés par rapport a ce qui est attendu pour des
éléves d’'un certain age au point de justifier la mise en place d’'un plan d’interven-
tion (Deruaz et al., : Giroux, ). En effet, le diagnostic de MLD, quand il
existe, n'est pas toujours accessible au corps enseignant. De plus, les éléves pré-
sentant de séveéres difficultés n'ont pas forcément passé un test diagnostique pour
les MLD. Ces deux constats rendent trop restrictif de s’intéresser uniquement aux
éléves ayant un diagnostic.

Il semble donc nécessaire d’élargir le champ pour pouvoir apporter de l'aide a
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chaque éléve qui le nécessite, indépendamment d’'un diagnostic.

De plus, ladidactique des mathématiques peut grandement bénéficier de I'étude
des éléves avec MLD, car cela permet non seulement d’étudier cette population par-
ticuliére, mais aussi d’avoir un effet « loupe » sur les difficultés rencontrées par les
éléves sans MLD. En effet, plusieurs recherches montrent que les difficultés des
éléves avec MLD sont qualitativement similaires a celles de leurs camarades sans
MLD (Desmet et Mussolin, : Geary, : Giroux, ).

Lengagement croissant de la didactique en faveur de ce sujet de recherche au
cours des derniéres années se manifeste par 'augmentation du nombre de groupes
de recherche et de conférences qui lui sont consacrées. Par exemple, RITEAM 2,
dont nous faisons partie, est une équipe de recherche fondée en 2017 incluant des
chercheurs et des chercheuses venant de différents pays européens (France, Italie,
Suisse) et s’intéressant au repérage des MLD, aux caractéristiques des éléves avec
MLD et aux dispositifs de soutien pour ces éléves (Dias, ; Dias et Ouvrier-
Buffet, ; Gardes et al., ). En ce qui concerne les manifestations scienti-
fiques, a partir de 2018, l'organisation d’EMF 2 a intégré un groupe de travail sur
I'enseignement spécialisé * qui donne la possibilité d'échanger a propos des MLD
d’un point de vue didactique (Millon-Faure et al., ). De surcroit, a l'occasion de
CERME11° en 2019, il a été créé un groupe dédié a I'inclusive education ®, a I'occa-
sion duquel les MLD ont été objet de discussion (Scherer et al., ).

Lattention accrue de la didactique des mathématiques pour I'enseignement a
visée inclusive, et en particulier pour les éleves avec MLD, démontre la pertinence
de notre intérét envers le sujet, d’autant plus que cette discipline s'’empare dernié-
rement d’'un théme de recherche davantage développé avec les instruments des
sciences cognitives. Une approche complémentaire par le savoir disciplinaire parait
donc nécessaire.

1.3 LesMLD al’école dans le canton de Vaud

Lavancement de larecherche au sujet des MLD a permis, au cours des années, de
rejoindre le terrain scolaire. Apres leur premiére apparition dans le DSM-3 (Ame-
rican Psychiatric Association, ), les troubles des apprentissages ont petit a pe-

2. Recherche Internationale sur les Troubles d’Enseignement et d’Apprentissage des Mathéma-
tiques, http://riteam.ch/fr/.

3. Espace Mathématique Francophone, http://emf.unige.ch.

4. Groupe de travail 11 - « Enseignement auprés de publics spécifiques ou dans des contextes
particuliers ».

5. Conférence de la European Society for Research in Mathematics Education, http://erme.site.

6. TGW25 « Inclusive Mathematics Education - Challenges for Students with Special Needs ».


http://riteam.ch/fr/
http://emf.unige.ch
http://erme.site
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titinfluencé les politiques éducatives et bénéficient aujourd’hui d’'une attentionim-
portante des différentes institutions et figures professionnelles scolaires et para-
scolaires (corps enseignant, logopédistes, etc.) et par conséquent des éléves et leurs
familles.

Notre étude est basée dans le canton de Vaud, en Suisse romande. Le cadre sco-
laire vaudois est concerné par la prise en charge des éleves en difficulté. La Loi sur
I'enseignement obligatoire (Le grand conseil du canton de Vaud, ) clarifie que
c'est a la charge du corps enseignant de veiller a proposer une pédagogie adaptée
a tous et toutes les éléves de la classe. Les difficultés rencontrées par les éléves
doivent donc étre prises en compte dans la programmation des lecons.

D’ailleurs, en ,le canton de Vaud a mis en place le Concept 360° visant « une
réponse adéquate a la diversité des éléves » (Département de la formation, de la
jeunesse et de la culture, , p- 1) en milieu d’enseignement inclusif. Le dispositif
décrit les différentes possibilités de prise en charge des éléves et offre des pistes
a propos des coordinations entre les différentes parties concernées (éléve, écoles,
personnel médical, familles, etc.) et il devrait étre mis en place dans tous les établis-
sements vaudois avant la fin de 'année 2023.

Le concept prend explicitement en compte les éleves ayant un trouble, parmi
lesquelles la dyscalculie apparait, et plus génériquement les éléves présentant des
besoins spécifiques. Le terme « besoin spécifique » est assez large, en permettant
une certaine souplesse d’interprétation et d’application:

Ensemble des besoins auxquels le concept cantonal 360° vise a appor-
teruneréponse structurée. lIss’inscrivent aussi bien dans lechamp de la
pédagogie réguliére, de la pédagogie spécialisée, du socioliéducatif, de
I'allophonie, que dans celui de la promotion de la santé et de la préven-
tion en milieu scolaire » (Département de la formation, de la jeunesse et
de la culture, ,p.53).

De surcroit,en ,ungroupe de travail du Département de laformation, dela
jeunesse et de la culture sous la coordination de la Haute Ecole Pédagogique Vaud a
mené une évaluation de I'enseignement des mathématiques dans le canton de Vaud.
Cette enquéte a abouti a des propositions de développement pour 'école. Entre
autres, elle a mis en évidence le besoin de renforcer la formation initiale des ensei-
gnantes et enseignants sur les difficultés d’apprentissage en mathématiques.

La tendance du canton de Vaud est donc de se diriger vers des propositions de
plus en plusinclusives enclasse ordinaire et d’élargir le soutien offert a chaque éléve
ayant des besoins spécifiques, indépendamment de la présence ou pas d’'un diagnos-
tic.
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Lintérét de I'organisation scolaire vers des solutions visant une école inclusive
nous confirme la nécessité d’explorer davantage les MLD du point de vue de la di-
dactique. Non seulement il s'agit d’'un théme de recherche riche et encore relati-
vement nouveau, mais également les institutions scolaires et le corps enseignant
se trouvent démunis face a des éléves ayant recu un diagnostic de MLD (Deruaz
et Dias, ). Le terrain d’enseignement est ainsi demandeur de ressources pour
faire face aux difficultés scolaires et en particulier en mathématiques. En effet,
méme s'il existe des fiches d’information destinées au corps enseignant et concer-
nant les besoins éducatifs particuliers des éléves (par exemple Fondation Centre
suisse de pédagogie spécialisée, ), pour l'instant la recherche n'offre pas en-
core assez d'outils pratiques a mettre en place en classe. D’ailleurs, 'adoption des
concepts de sciences cognitives par le terrain entraine des difficultés et des risques
(Gardes et Prado, ), notamment de traiter le concept superficiellement ou en
la banalisant en procédant simplement a de I'« applicationnisme », c'est-a-dire en
considérant « I'enseignement comme un terrain modelable au bon gré des avancées
des sciences de I'enfant, qui deviennent alors normatives pour I'enseignement »
(Brun, cité dans Giroux, ). La didactique des mathématiques peut étre un bon
médiateur pour éviter un tel scénario.

1.4 Lesdomaines mathématiques étudiés: la
nécessité de I'algébre

Conformément a I'histoire de la naissance du concept de trouble des apprentis-
sages en mathématiques (voir section 1.1.4), les premiéres études concernant les
MLD ont été dédiées au sens du nombre et a certaines connaissances arithmétiques
de base (Geary, ).

Dans leur méta-analyse parue en , et analysant les derniers 40 ans de re-
cherche sur les MLD, Lewis et Fisher ont trouvé que 20% des articles analysés
portent sur le traitement numérique ’” et 44% sur un certain domaine mathéma-
tique 8. De ce 44%, une partie disproportionnée concerne des connaissances de
base comme le comptage et les calculs arithmétiques. La plupart des recherches se
concentrent sur les domaines mathématiques élémentaires avant la troisieme an-
née d’école primaire 7, en effet seulement 9% des articles abordent un sujet mathé-

7. Passage entre mot-nombre, nombre en chiffres et représentation analogique.

8. Les 36% restants concernent des compétences qui ne sont pas exclusives aux mathématiques,
comme la mémoire, I'attention, etc.

9. Third grade dans la littérature internationale, 5P en Suisse romande.
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matique plus avancé, dont trois (2% du total) I'algebre.

Ces résultats sont cohérents avec la méta-analyse de de Deruaz et al. qui
amis en évidence qu'en didactique des mathématiques la plupart des recherches 1°
concerne des éléves de moins de douze ans et la quasi-totalité '* des connaissances
arithmétiques.

Létat de I'art va de pair avec les instruments existants pour l'identification des
éléves avec MLD qui se situent quasi exclusivement dans le domaine arithmétique
(Fischer, ; Peteers, ). Ce fait cache I'hypothése implicite que les diffi-
cultés dans n'importe quel domaine mathématique peuvent étre ramenées a des
difficultés en arithmétique (Baccaglini-Frank, Di Martino et al., ). Cette hypo-
thése est discutable, car toutes les difficultés mathématiques ne découlent pas for-
cément de I'arithmétique, et d’ailleurs on peut avoir des difficultés en arithmétique
sans avoir de MLD.

C’est pourquoi, méme si les connaissances arithmétiques sont fondamentales
pour les mathématiques, cette disproportion des domaines disciplinaires est par-
ticulierement problématique. Dailleurs, il a été démontré que les MLD sont hété-
rogénes et influencent différentes compétences mathématiques (Fias et al., ;
Kaufmann et al., ).

Cesdernieres années, nous assistons a une augmentation des recherches sur les
MLD qui analysent d’autres domaines mathématiques que les premiers concepts
d’arithmétique de base. Par exemple Hughes et al. ( ) ont étudié le raison-
nement mathématique d’éléves avec MLD, Petitfour ( ) la géométrie, Gardes
( ) et Hacker et al. ( ) les fractions, Powell et al. ( ) la préalgébre 12 et
Robotti ( ) les concepts de variable et inconnue symboliques. Le peu d’études
sur des domaines mathématiques plus avancés a mis en évidence que les difficul-
tés des éléves avec MLD résident non tellement dans la maitrise des faits numé-
rigues, mais plutot dans des questions conceptuelles liées aux différentes aires dis-
ciplinaires (Lewis et Fisher, ).

Malgré I'élargissement progressif des disciplines mathématiques a I'étude,
I'arithmétique de base reste encore le sujet sur lequel la plupart des recherches
portent, les connaissances scientifiques sur les autres domaines ne sont pas encore
assez stabilisées. Par exemple, les tests diagnostics n'incluent que des taches arith-
métiques, mais il serait important de vérifier aussi les compétences dans d’autres
domaines et de maniére a rendre les diagnostics utiles pour les enseignements en
classe. Il serait par exemple important de vérifier des compétences comme le rai-

10. 70% parmi les études prises en considération.
11. 94% parmi les études prises en considération.
12. Nous renvoyons au chapitre 3 pour la définition de préalgébre.
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sonnement mathématique, la perception des relations et structures, les processus
de généralisation et abstraction, etc. (Baccaglini-Frank, Di Martino et al,, ).
Approfondir les autres domaines mathématiques en relation avec les MLD semble
donc capital.

Un domaine mathématique particulierement adapté a développer la réflexion
sur la structure mathématique, la généralisation et I'abstraction est la pensée algé-
brique (Kieran, ). De plus, I'entrée dans I'algebre a traditionnellement posé
difficultés aux éleves (Grugeon, ; Herscovics et Linchevski, ; Vergnaud
et al,, ). Comme Lewis et Fisher le soulignent, « it is critically important that re-
searchers begin to explore MLD in algebra, given its role as an educational gatekeeper »
(Lewis et Fisher, , p. 365). Létude de ces difficultés, qui sont bien documen-
tées en didactique des mathématiques (par exemple Booth, ; Kieran et Sfard,

; Mason, ), en relation avec les éléves avec MLD parait par conséquent
pertinente et nécessaire (Gregorio, , ).

Comme nous le démontrerons a la section 2.6, la littérature existante sur
les MLD et la pensée algébrique est peu riche (Baccaglini-Frank, Di Martino et
al., : Deruaz et al.,, : Lewis et Fisher, ). Elle représente surtout le
contexte des Etats-Unis (par exemple Powell et al., : Witzel et al., ; Xin,

) avec des recherches pour la plupart dans le domaine de I'enseignement spé-
cialisé (Dibbs et al., ). Une partie considérable des recherches existantes re-
streignent l'algébre a la manipulation du symbolisme alphanumérique (Bone et al.,

:J.Leeetal, ; Lugo, ), alors que moins d’études se concentrent sur
les traits caractéristiques de la pensée algébrique.

En didactique des mathématiques, il existe une longue tradition de recherches
sur les difficultés des éléeves en algébre (Booth, : Kieran, ; Kieran et Sfard,
; Mason, ). Les difficultés décrites dans la plupart de ces recherches ne
sont pourtant pas caractéristiques d’'une population avec MLD, mais sont des dif-
ficultés observées chez des éléves sans MLD, ou en tout cas le concept de MLD
n'est pas pris en considération explicitement. Pilet ( , ) a développé des
recherches visant a étayer la prise en charge de I'hétérogénéité des apprentissages
des éléves en algebre élémentaire. Méme si des liens solides peuvent étre tissés
entre la gestion de I'hétérogénéité et un enseignement inclusif avec les éléves en
difficulté, ces recherches ne se sont pas explicitement projetées pour des éléves
avec MLD.
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1.5 Questionnement de recherche

Les considérations rapportées dans les pages précédentes nous ont amenée a
nous intéresser a I'étude du raisonnement algébrique avec des éléves ayant des
MLD. En particulier, nous voulons comprendre quelles sont les difficultés que les
éléves avec MLD rencontrent dans la pensée algébrique et quelles peuvent étre
leurs compétences.

Nous formulons donc une premiére question de recherche que nous reformule-
rons ensuite au chapitre 5 aprés avoir présenté les cadres théoriques utilisés :

QO Quelles compétences ° et quelles difficultés ont les éléves avec MLD dans la
pensée algébrique?

Cette question nous permet d'explorer le raisonnement mathématique des
éléves, aspect qui n'est pas fréquemment pris en considération dans les recherches
sur les éléves avec MLD.

Cette posture nous permet a la fois de ne pas nous baser exclusivement sur des
compétences arithmétiques de base telle que le comptage et de mettre en lumiére
des compétences de raisonnement mathématique que les éléves avec MLD pour-
raient manifester.

Nous faisons I'hypothése que les éléves avec MLD peuvent avoir recours a la
pensée algébrique en se trouvant dans une situation en en favorisant I'émergence.
Ces éleves seraient donc capables de mettre en place de « bons » raisonnements
algébriques.

De surcroit, nous faisons I’hypothése qu’en étudiant cette population particu-
liere d’éléves avec MLD, nous rencontrons des comportements et des difficultés qui
sont propres a la plupart des éléves, mais qui dans cette population sont plus évi-
dentes. Létude de cette population pourrait donc servir de miroir grossissant pour
tous et toutes les éléves et stimuler la création de pistes d'étayage aptes a aider
toute la classe.

1.6 Planglobal delatheéese

Pour aborder la problématique exposée au cours du chapitre, nous avons pro-
cédé comme résumé dans le schéma en figure 1.4.

Nous avons en premier lieu mené deux revues de littérature. La premiéere
concerne les éléves avec MLD en mathématiques et elle est présentée au cha-

13. Ici, le terme « compétence » doit étre concu dans son acception courante, a I'opposé de « diffi-
culté ».



26 CHAPITRE 1. CONTEXTE ET PROBLEMATIQUE

pitre 2 a partir de la page 27. Nous donnons la définition de MLD que nous utili-

sons au cours de cette étude et nous décrivons les caractéristiques principales des

éléves avec MLD selon la littérature actuelle en didactique des mathématiques, en

sciences cognitives et en psychologie. Nous mettons aussi en lumiére le nombre in-

suffisant de recherches a propos des éléves avec MLD en algébre.

Constats et
problématique

(ch.1)
A
[ |
Revue de Revue de
littérature MLD littérature
(ch. 2) algebre (ch. 3)
\ )
|

Construction d'une batterie de taches
algébriques (ch. 6 et ch 7) et des
protocoles d'entretien (sect. 8.2)

!

Passation des Eleves
taches pendant avec MLD
des entretiens |
cliniques (sect. 8.1 Elaves
et sect. 8.3) sans MLD

!

Analyse (sect. 8.4)

!

Résultats et conclusions (ch. 9, ch.
10, ch. 11)

Figure 1.4 - Schéma résumant le plan global
de lathése.

Deuxiemement, nous avons conduit
une revue de littérature en didactique
des mathématiques au sujet de la pen-
sée algébrique, présentée au chapitre 3
a partir de la page 41. Grace a cette
étude bibliographique, nous cernons
mieux l'objet mathématique a I'étude
dans cette thése.

Ces deux revues de littérature
étayent ensuite la construction d’'une
batterie de taches algébriques (cha-
pitres 6 et 7 a partir de la page 83) et
d’un protocole d’entretien (section 8.2
a partir de la page 118).

Ces taches ont été proposées a des
éléves avec MLD et a des éléves sans
MLD pendant des entretiens cliniques
(sections 8.1 et 8.3 ala page 105).

Les entretiens ont été enfin analy-
sés (section 8.4 a partir de la page 125)
pour décrire la pensée algébrique des
éléves et répondre a nos questions de
recherche (chapitres 9, 11 et 10 a par-
tir de la page 133).



Chapitre 2
Revue de littérature : les MLD

Nous dédions ce chapitre a larevue de littérature a propos des MLD, acronyme
de « mathematical learning difficulty », « mathematical learning disorder » et « mathe-
matical learning disability ». Nous approfondissons ici certains aspects déja évoqués
au chapitre 1.

2.1 Définitions

Comme nous I'avons vu au chapitre 1, différentes définitions de MLD coexistent,
en s'accompagnant a un vocabulaire varié. La définition de MLD ne fait pas encore
consensus au sein de la communauté scientifique (Baccaglini-Frank, Di Martino et
al., ; Lewis et Fisher, ).

Dans cette section, nous présentons les définitions dans deux domaines de
recherche, les sciences cognitives (section 2.1.1) et la didactique des mathéma-
tiques (section 2.1.2). La premiére définition est plutét médicale et fait réfé-
rence a des causes biologique et la deuxiéme prend en considération le contexte
d’enseignement-apprentissage. Pour conclure, nous nous positionnons sur la défi-
nition retenue pour notre travail (section 2.1.3).

2.1.1 Deux définitions en sciences cognitives
La définition du DSM-5

Une définition fondamentale est celle donnée par le Manuel Diagnostique et Sta-
tistique des troubles mentaux (DSM-5, American Psychiatric Association, ) ré-
digé par la Société américaine de psychiatrie. Le DSM-5 ( ) adopte une ap-
proche holistique en décrivant d’abord un général « specific learning disorder » : « Spe-
cificlearning disorder is a neurodevelopmental disorder with a biological origin that is the

27
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basis for abnormalities at a cognitive level that are associated with the behavioral signs
of the disorder » (p. 68). Le manuel fournit quatre critéres diagnostiques (A-D). Le
critére A spécifie le type de difficultés mathématiques possibles (4-5).

A. Difficulties learning and using academic skills, as indicated by the presence of at
least one of the following symptoms that have persisted for at least 6 months, des-
pite the provision of interventions that target those difficulties :

1-3. ...

4. Difficulties mastering number sense, number facts, or calculation (e.g., has
poor understanding of numbers, their magnitude, and relationships; counts
on fingers to add single-digit numbers instead of recalling the math fact as
peers do; gets lost in the midst of arithmetic computation and may switch pro-
cedures).

5. Difficulties with mathematical reasoning (e.g., has severe difficulty applying
mathematical concepts, facts, or procedures to solve quantitative problems).

B. The dffected academic skills are substantially and quantifiably below those expec-
ted for the individual’s chronological age, and cause significant interference with
academic or occupational performance, or with activities of daily living, as confir-
med by individually administered standardized achievement measures and com-
prehensive clinical assessment. For individuals age 17 years and older, a documen-
ted history of impairing learning difficulties may be substituted for the standardized
assessment.

C. The learning difficulties begin during school-age years but may not become fully
manifest until the demands for those affected academic skills exceed the indivi-
dual’s limited capacities (e.g., as in timed tests, reading or writing lengthy complex
reports for a tight deadline, excessively heavy academic loads).

D. The learning difficulties are not better accounted for by intellectual disabilities, un-
corrected visual or auditory acuity, other mental or neurological disorders, psy-
chosocial adversity, lack of proficiency in the language of academic instruction, or
inadequate educational instruction. (American Psychiatric Association, ,
pp. 66-67)

Selonle DSM-5, il s’agit donc de difficultés d’origine biologique, persistantes qui
se manifestent en age scolaire et rendent les résultats en mathématiques nette-
ment inférieures a ceux attendus pour I’age sans que cela soit imputable a un handi-
cap ou a un autre trouble. Cette définition holistique concoit donc les MLD comme
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une occurrence particuliére d’un trouble plus large concernant les apprentissages
scolaires en général.

Le DSM-5 fournit des détails supplémentaires pour les difficultés mathéma-
tiques a spécifier au moment du diagnostic:

Number sense, memorization of arithmetic facts, accurate or fluent calcula-
tion, accurate math reasoning. Note : Dyscalculia is an alternative term used
to refer to a pattern of difficulties characterized by problems processing nu-
merical information, learning arithmetic facts, and performing accurate or
fluent calculations. If dyscalculia is used to specify this particular pattern of
mathematic difficulties, it is important also to specify any additional difficul-
ties that are present, such as difficulties with math reasoning or word reaso-
ning accuracy ». (American Psychiatric Association, ,p. 67)

Le DSM-5 identifie différents niveaux de sévérité possible : |égére, modérée et
sévere. Cette distinction est importante, car elle met en lumiére la diversité qu’il
peut y avoir entre différentes personnes étant toutes identifiées comme ayant des
MLD. Cela appelle a la vigilance parce que derriere le méme diagnostic peuvent se
cacher des difficultés de niveaux différents et, comme nous le verrons ensuite, éga-
lement de types différents.

La définition du CIM-11

La Classification Internationale des Maladies rédigée par I'Organisation mon-
diale de la Santé (CIM-11, Organisation mondiale de la Santé, ) donne une dé-
finition similaire a celle du DSM-5:

Le trouble développemental de I'apprentissage avec difficultés en ma-
thématiques se caractérise par des difficultés significatives et persis-
tantes d’acquisition des compétences scolaires relatives aux mathéma-
tiques ou a l'arithmétique, comme le sens des nombres, la mémorisa-
tion de faits concernant les nombres, I'exactitude des calculs, la fluidité
des calculs et I'exactitude du raisonnement mathématique. Les perfor-
mances de I'individu en mathématiques ou arithmétique sont bien en
dessous de ce qui serait attendu pour I'age chronologique et le niveau
de fonctionnement intellectuel et cela entraine une déficience impor-
tante dans le fonctionnement scolaire ou professionnel de I'individu. Le
trouble développemental de I'apprentissage avec difficultés en mathé-
matiques n'est pas d( a un trouble du développement intellectuel, a une
déficience sensorielle (visuelle ou auditive), a un trouble neurologique,
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aun manque d’accés a I’éducation, a3 un manque de maitrise de la langue
enseignée ou a une adversité psychosociale. (Organisation mondiale de
la Santé, )

Nous soulignons le statut particulier dont bénéficie I'arithmétique dans les dé-
finitions du DSM-5 et de la CIM-11. Les difficultés arithmétiques concernées sont
décrites en détail dans les deux cas, ou au moins certaines parmi ces difficultés. Tan-
dis gu’au reste des mathématiques n'est accordée qu’une référence générique a un
« raisonnement mathématique » (Organisation mondiale de la Santé, ),ou «ac-
curate math reasoning » (American Psychiatric Association, , p. 67). En outre,
dans les deux cas, I'idée d’arithmétique qui repose derriére les définitions semble
se référer a quelque chose d’automatisé (« la fluidité des calculs » dans la CIM-11,
« memorization of arithmetical facts » dans le DSM-5, etc.). De surcroit, ces textes
n'explicitent pas un moment précis de I'apprentissage lié a ces difficultés et n'inter-
rogent pas la construction d’énoncés mathématiques en classe. Les deux définitions
semblent donc mettre plut6t I'accent sur I'aspect calculatoire de I'arithmétique que
sur celui structurel ou relationnel.

2.1.2 Une définition en mathematics education

En mathematics education, quand on se réfere aux MLD, on prend en considéra-
tion un spectre plus large d’éléves par rapport aux définitions médicales exposées
dans la section précédente. La recherche de Deruaz et al. ( ) le montre bien.
En menant une étude de synthése des dix derniéres années de recherche interna-
tionale en math education a propos des MLD, le groupe a identifié trois catégories
d’éléves qui sont considérées comme rentrant dans la définition de MLD pour ce
domaine scientifique : éléves avec Math Disorder, Learning Disabilities ou Severe Dif-
ficulties in Mathematics.

e Math Disorders (Deruaz et al., ) : ce terme correspond aux MLD au sens
des sciences cognitives (American Psychiatric Association, ; Organisa-
tion mondiale de la Santé, ). Les éléves ayant des math disorders ont un

diagnostic qui a été effectué a I'aide d’un test spécifique en mathématiques
(par exemple, des tests psychométriques tels que le WJ-Test) avec des critéres
spécifiques d’inclusion (par exemple, seuil, écart entre les différentes popula-
tions, pourcentage limite, etc.). Les math disorders impliquent des difficultés
persistantes et spécifiques aux mathématiques.

e |earning Disabilities (Deruaz et al., ) : ce terme correspond aux « speci-
fic learning disorders » pas spécifique aux mathématiques du DSM-5 (Ameri-
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can Psychiatric Association, ). Selon cette catégorisation, les éléves pré-
sentant des learning disabilities ont des difficultés pas spécifiques aux mathé-
matiques (par exemple la dyslexie) ayant des conséquences sur I'apprentis-
sage des mathématiques. Ces éléves ont un diagnostic pas forcément effec-
tué al'aide d’'un test spécifique en mathématiques. Les learning disabilities im-
pliqguent des difficultés persistantes, mais pas nécessairement spécifiques aux
mathématiques.

e Severe Difficulties in Mathematics (Deruaz et al., ) : ce terme désigne les
éléves en séveére difficulté en mathématiques sans pourtant avoir un diag-
nostic pouvant les identifier comme ayant des math disorders ou des learning
disabilities. Le repérage des éléves ayant des severe difficulties in mathematics
peut se faire par le corps enseignant ou a travers des tests non médicaux (par
exemple des tests faits passer a niveau d'école ou de classe et pas standardi-
sés). Les severe difficulties in mathematics impliquent des difficultés spécifiques,
mais pas nécessairement persistantes aux mathématiques.

Selon cette classification, les éléves ayant des MLD font partie d’'une des trois
catégories ci-dessus. Deruaz et al. ( ) excluent de leur définition les éléves avec
« other types of disabilities such as physical, mental, sensory impairments » (p. 4).

Endidactique des mathématiques, il est nécessaire d’élargir la définitionde MLD
en prenant en considération les severe difficulties in mathematics car en classe les
diagnostics ne sont pas toujours disponibles : parfois ils ne sont pas mis a disposi-
tion du corps enseignant pour des raisons de confidentialité, parfois les éleves n'ont
pas passé de test diagnostic pour des causes diverses (les familles ne savaient pas
que cela était possible 1, '’école ne I'a pas proposé, etc.). Sur le terrain, il est donc né-
cessaire de prendre en charge chaque éléve en difficulté, avec ou sans diagnostic :
dans une salle de classe, l'objectif est d’aider les éleves qui rencontrent des difficul-
tés, indépendamment des causes de ces difficultés ou du fait d’avoir passé ou pas
un test diagnostique. Il est doncimportant d’adopter un point de vue plus global par
rapport aux sciences cognitives.

De maniére conséquente, la référence aux éventuelles origines biologiques des
MLD n'est présente qu’indirectement dans l'utilisation des math disorders et des
learning disabilities. En effet, le point de vue de la didactique considére qu'il est trés

1. Nous n'avons pas trouvé de statistiques a propos des éléves avec MLD, mais nous trouvons in-
téressantes les données fournies par Lignier ( ) par rapport aux enfants reconnus comme « pré-
coces » Le chercheur a montré que les parents de ces enfants ont des métiers intellectuellement
supérieurs ou ont fait de longues études avec une proportion bien majeure que la moyenne de la po-
pulation. Comme pour les MLD, ce constat pose question a propos de I'accés au diagnostic en fonc-
tion de la classe sociale et a I'influence du contexte sur celui-ci.
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difficile, voire impossible, de différencier les causes biologiques des causes socio-
culturelles ou affectives du diagnostic (Baccaglini-Frank, Di Martino et al., ).

Nous soulignons également que la définition proposée par Deruaz et al. ( )
se focalise moins sur les compétences strictement arithmétiques des enfants, en ou-
vrant la définition a tous les domaines mathématiques.

2.1.3 Ladéfinition pour notre étude

Pour notre étude, nous avons choisi la définition de Deruaz et al. ( : sec-
tion 2.1.2) issue des recherches en mathematics education. Ce choix est d a plu-
sieurs raisons.

En premier lieu, comme nous l'avons expliqué dans le paragraphe précédent, la
didactique a besoin d’'une définition plus large comprenant les éléves en difficulté
sévere ou persistante, indépendamment des causes de difficulté. Cela est cohérent
avec la tendance politique et scolaire des derniéres années qui s’éloigne des défi-
nitions restrictives des neurosciences pour aboutir au concept plus inclusif d’éléve
a besoin spécifique (Département de la formation, de la jeunesse et de la culture,

).

Deuxiemement, dans le canton de Vaud ol nous avons mené I'étude, il n'y a pas
beaucoup d’éléves ayant un diagnostic médical de math disorder. Les éléves en dif-
ficultés graves en mathématiques ont souvent également un autre autre type de
diagnostic (par exemple de dyslexie) ou le systéme les considére simplement en dif-
ficulté sans pourtant disposer d’'un diagnostic. Il aurait donc été trés difficile de trou-
ver un nombre suffisant d’éléves pour participer a notre étude en utilisant une dé-
finition plus stricte de MLD. De surcroit, I'accés aux tests standardisés pour détec-
ter les éléves avec MLD est réservé aux personnes ayant un profil scientifique en
sciences cognitives ou psychologie. || nous aurait donc été impossible de recourir a
un diagnostic expressément pour notre étude.

En conformité avec ce choix de définition, nous nous adaptons au vocabulaire de
Deruazetal. ( ) qui parlent de « MLD » (et non de trouble, dyscalculie ou autre).
Il s’agit d’'un terme qui, en plus d’étre fréquemment utilisé dans la littérature, en-
globe trois points de vue a la fois : « Mathematical Learning Disorder », « Mathematical
Learning Disability » ou « Mathematical Learning Difficulty ».
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2.2 Diagnostics

Les MLD sont diagnostiquées au moyen de tests de performance en mathéma-
tiques (Baccaglini-Frank, Di Martino et al., ; Desmet et Mussolin, ; Fi-
scher, ; Peteers, , ). Nous soulignons qu’indépendamment de I'at-
tribution des causes (biologiques ou pas), actuellement il n’y a pas d’autres maniéres
de détecter les MLD que par un test qui évalue les connaissances disciplinaires. Les
MLD ne peuvent pas étre repérées par des caractéristiques cérébrales propres aux
individus (Rubinsten, ).

Les tests de performance mathématique ne parviennent pas a différencier les
résultats faibles dus a des difficultés cognitives de ceux ayant une autre source
(par exemple un apprentissage inadapté ou un milieu socio-économique défavorisé;
Baccaglini-Frank, Di Martino et al., ; Desmet et Mussolin, ). En particu-
lier, ces tests certifient que I'enfant a obtenu un certain résultat a un certain mo-
ment, sans en expliquer les raisons.

Bien que différents tests existent, le diagnostic des MLD ne fait pas encore
consensus au sein de la communauté scientifique et est objet de débat et nouvelles
propositions (Baccaglini-Frank, Di Martino et al., ).

Les tests communément utilisés sont par exemple le Tedi-Math, le Woodcock
Johnson et le Zareki-R, mais il y en a beaucoup d’autres? (Desmet et Mussolin,

; Peteers, , ). Ces outils sont tous centrés sur des compétences arith-
métiques de base (comptage, comparaison de collections, estimation de collections,
transcodage, les quatre opérations symboliques, etc.) avec I’hypothése implicite que
les difficultés dans n'importe quel domaine mathématique sont dues a des difficul-
tés en arithmétique (Baccaglini-Frank, Di Martino et al., ). Cette hypothese
est problématique, parce que toutes les difficultés en mathématiques ne sont pas
nécessairement liées a I'arithmétique. De plus, il est possible d’avoir des difficultés
en arithmétique sans avoir de MLD, mais par exemple a cause d’'un enseignement
inadéquat.

De plus, les tests sont presque tous congus pour de jeunes enfants, la plupart
sont destinés a des éléves jusqu’a onze ans (Desmet et Mussolin, : Peteers,

: ).

Bien que les tests soient majoritairement dans le domaine arithmétique, ils
testent des aspects différents de I'arithmétique (Peteers, ). En effet, avoir un
diagnostic de MLD ne donne pas toujours des informations précises sur le type de
difficulté que I'éléve rencontre (Baccaglini-Frank, Di Martino et al., ). De sur-

2. Voir Peteers ( , ) pour un apercu des tests existants.
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croit, des tests différents se focalisent sur différents aspects (Peteers, ). Cela
implique qu’en changeant de test, une méme personne pourrait se révéler ayant des
MLD ou pas (Vannetzel et al., ). Une autre conséquence est que les éléves ayant
des MLD peuvent avoir des profils trés variés (Karagiannakis et al., ; Karagian-
nakis et al., ). Derriére le méme terme « MLD », il peut y avoir des types de dif-
ficultés hétérogenes (American Psychiatric Association, ).

Les tests pour les MLD offrent une photographie de la situation a un moment
donné de I'histoire scolaire d’un individu (Desmet et Mussolin, ). En subissant
des tests diagnostiques a différents moments, le méme éléve pourrait aboutir a
des résultats différents, obtenant ou pas le diagnostic de MLD (Karagiannakis et
Baccaglini-Frank, ).

En général, les tests diagnostiques sont accompagnés de critéres d’exclusion
pour maximiser les possibilités d’exclure d’autres causes de difficultés en mathé-
matiques (Peteers, ). Certains de ces tests reposent sur la mesure du QI 3.
D’autres tests utilisent des épreuves de langage ou d’aptitude intellectuelle non ver-
bale comme les matrices progressives de Raven.

De récentes études interdisciplinaires (au croisement entre sciences cognitives
et didactique des mathématiques) ont développé des tests qui produisent des pro-
fils d’éleves avec MLD (Baccaglini-Frank, Karagiannakis et al., ; Karagiannakis
et Baccaglini-Frank, ; Karagiannakis et al.,, ; Karagiannakis et al., ).
Classer les éleves selon des profils de MLD et non simplement comme ayant ou pas
MLD, offre une description plus précise des difficultés de I'enfant. Cela permet de
ne pas mettre derriére le méme terme « MLD » des éléves avec des profils éloignés.
Cette approche s’avere particulierement adaptée en classe, car ces profils d’éléves
détaillés permettent au corps enseignant d’utiliser les diagnostics pour intervenir
de maniére consciente et ciblée. Pour I'instant, ce type de diagnostic n'est pas en-
core trés répandu.

Nous soulignons que le terme « diagnostic » reléve du milieu médical. En effet,
ce sont plutét les sciences cognitives qui s’'intéressent a diagnostiquer les MLD.
Comme nous I'avons écrit dans la section 2.1.2, dans notre définition de MLD, nous
incluons également les éléves en sévere difficulté en mathématiques sans diagnos-
tic et les éléves avec un diagnostic qui n'est pas spécifique aux mathématiques.

3. Par exemple selon le American Psychiatric Association ( ), le Ql d’'un enfant doit étre au
moins de 70 & 5 pour étre diagnostiqué ayant des MLD. En présence d’une déficience intellectuelle,
les MLD ne peuvent étre diagnostiquées que siles difficultés sont excessivement sévéres par rapport

au Ql.
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2.3 Prévalence

Dépendant de la définition de MLD et des moyens utilisés pour les détecter qui
ne sont pas encore stabilisés, la prévalence des MLD ne fait pas consensus au sein
de lacommunauté scientifique.

Une grande partie des études estiment la prévalence des éléves avec MLD entre
5% et 8% (Butterworth, ; Geary, ; Lewis et Fisher, : Noél et Kara-
giannakis, ).

D’autres recherches, notamment en psychologie développementale, sont moins
généreuses, en n'identifiant gu’'environ 1% d’éléves avec MLD (Fischer, :Van-
netzel et al., ).

Cette variété dépend des critéres d’inclusion (faiblesse mathématique démon-
trée a travers les résultats obtenus au test mathématique) et d'exclusion (par
exemple un QI faible, comme décrit dans 2.2) retenus dans les différentes re-
cherches (Fischer, ). D’abord, il n’y a pas de consensus en ce qui concerne I'as-
pect qualitatif des critéres d’inclusion et d’exclusion : les tests utilisés peuvent étre
différents d’'une étude a l'autre. Ensuite, il n'y a pas de consensus sur les critéres
quantitatifs : les seuils d’inclusion et d’exclusion ne sont pas stables a travers les re-
cherches.

Cette variété met également en évidence les limites d’'une définition biologique
des MLD associée a un diagnostic des performances disciplinaires : en choisissant
un seuil pour les résultats du test, le pourcentage de personnes MLD est modifié.
Pourtant, ce taux ne devrait pas varier si les causes étaient strictement biologiques.

La prévalence des MLD a travers les différents pays n'est pas stable. Vigier
( ) amontré qu’en Finlande le pourcentage d’éléves ayant des MLD ne peut pas
étre supérieur a 1,1%, alors qu’au Portugal peut arriver jusqu’a 12%. Cette considé-
ration ameéne ainterroger a lafois les critéres d’inclusion et I'impact de I'environne-
ment sur les compétences mathématiques et le diagnostic.

2.4 Points remarquables du concept de MLD

Au cours de ce chapitre, nous avons pu mettre en évidence les principaux élé-
ments de I'état de I'art en ce qui concerne le concept de MLD. En particulier, nous
avons pu remarquer les divers points sur lesquels il n'y a pas encore de consensus
scientifique et les conséquences que cela entraine. Pour résumer, nous listons ici
quatre points problématiques du concept de MLD.
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1. La définition de MLD n'est pas stabilisée. La recherche a identifié a la fois des
causes biologiques et des causes environnementales.

2. Lestests diagnostiques sont focalisés principalement sur I'arithmétique.

3. Lestestsdiagnostiques ne différencient pas entre une condition biologique et
les facteurs socioculturels et affectifs.

4. Uneinterprétation strictement biologique des causes peut amener a considé-
rer le diagnostic de MLD comme quelque chose d'immuable.

Malgré ces points critiques, il s’agit d’'un concept fécond a développer davantage
en didactique des mathématiques. D’'abord, les diagnostics de MLD font désormais
partieintégrante delaréalité scolaire. Ensuite, ces diagnostics ne devraient pas étre
interprétés comme des conditions immuables propres a un groupe d’enfants qui dé-
charge I'école de toute responsabilité en cas de difficulté ou d’échec. Le recours
au diagnostic ne signifie pas qu'il N’y a pas possibilité d’intervention (Baccaglini-
Frank, Di Martino et al., ; Baccaglini-Frank et Scorza, ; Geary, ). Les
diagnostics de MLD peuvent au contraire étre utilisés comme point de départ pour
construire un suivi adapté aux difficultés rencontrées.

2.5 Nature des difficultés des éléves avec MLD

La recherche s’est longuement intéressée aux caractéristiques des éléves avec
MLD par rapport aux éléves sans MLD. Les difficultés mathématiques décrites dans
lalittérature concernent majoritairement I'arithmétique. Celaest dG aladispropor-
tion de recherche dans le domaine arithmétique plutot qu’au fait que les difficultés
de ces éléves ne concernent que cette aire mathématique (Geary, ; Lewis et
Fisher, ). Dans les paragraphes suivants, nous résumons les principales diffi-
cultés rencontrées par les éléves avec MLD et les caractéristiques de ce groupe en
suivant la revue de Geary ( ) : number, procedural competence, memory for basic
arithmetic facts, working memory, processing speed.

e Number : Les éléves avec MLD peuvent avoir une faible intuition des quan-
tités numériques par rapport aux éleves sans MLD (Geary, ). Cela peut
se manifester de différentes maniéres : plus de difficultés a différencier entre
les petites quantités a travers le subitizing %, difficultés dans I'estimation d’un
nombre d’objets, difficultés dans l'interprétation des nombres représentés

4. Le subitizing est la capacité a identifier rapidement et sans compter la quantité d’objets dans
de petits ensembles représentés analogiquement (Cordes et Gelman, ).
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en chiffres, difficultés a placer correctement les nombres sur la ligne des
nombres.

e Procedural competence : Les éléves avec MLD et les éléves sans MLD déve-
loppent des procédures similaires pour résoudre des calculs arithmétiques
plus ou moins simples (comme 4 + 3 ou 745 — 198; Geary, ). Les éleves
avec MLD utilisent plus longtemps des approches basiques en manifestant
plus de résistance a I'évolution des stratégies mathématiques. Les éléves avec
MLD ont en général deux ou trois ans de retard par rapport a leurs camarades
en ce qui concerne les types de procédures utilisées dans le calcul arithmé-
tigue. Par exemple, les éléves avec MLD comptent sur les doigts plus long-
temps et commencent plus tard a calculer silencieusement (« dans leur téte »).
Une erreur typique des éléves avec MLD dans des additions comme 5 + 3 est
de commencer le surcomptage a partir de 5 et non de 6, en obtenant ainsi 7 a
la place de 8.

e Memory for basic arithmetic facts : Les éléves avec MLD ont des difficultés per-
sistantes a mémoriser et utiliser des faits arithmétiques comme 6 x 6ou4+7°
(Geary, ). Deux erreurs typiques sont : confondre les résultats d’opéra-
tions différentes (par exemple 5 + 8 = 40 ala placede 5 x 8 = 40), décaler
de 1 dans la table de multiplication (par exemple 6 x 5 = 36 a la place de
6 x 6 = 36). Ces erreurs n‘appartiennent pas exclusivement aux éléves avec
MLD, mais sont plus fréguentes et persistantes pour cette catégorie.

o Working memory : Les éleves avec MLD présentent des déficits de mémoire de
travail, ce qui affecte les résultats mathématiques (Geary, ). Ce groupe
d’éleves a des difficultés a conserver les informations dans la mémoire de tra-
vail, a changer de tache et a filtrer les informations non pertinentes pour une
certaine tache.

e Processing speed : Les éléves avec MLD ont besoin de plus de temps par rapport
aux éleves sans MLD pour résoudre des calculs et des problémes mathéma-
tiques (Geary, ).

Pour conclure cette section, nous soulignons que les difficultés des éleves avec
MLD décrites dans la littérature ne sont pas qualitativement différentes de celles
rencontrées par les éléves sans MLD (Geary, ). Ce qui différe entre les deux
groupes est plutot leur fréquence et leur persistance dans le temps. Ce constat est

5. Ce point nécessite une attention particuliére, car des recherches ont mis en évidence que les
résultats de ces types d’opérations ne sont pas toujours connus par coeur mais peuvent étre recal-
culés a chaque occurrence, méme parmi les adultes sans difficulté en mathématiques (Barrouillet et
Thevenot, ). Lutilisation de la mémoire pour les petits calculs n'est donc pas certaine.
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anotre avis particuliéerement important, car cela signifie que I'’étude de la population
d’éléves avec MLD nous offre un « portrait zoomé » des difficultés des autres éléves.
Celaimplique également que les propositions d’intervention pourraient étre trans-
versales aux deux groupes d’éléves.

2.6 LesMLD et/l'algébre

Malgré le peu d’études relatives aux éléves avec MLD et I'algébre, nous avons
effectué une revue de littérature sur ce sujet que nous présentons dans cette sec-
tion.

Laquasi-totalité de travaux concernant les éléves avec MLD et I'algébre sont ba-

sés aux Etats-Unis (par exemple Dibbs et al., ; Powell et al.,, ; Witzel et al,,
; Xin, ). Bien gu'il existe des recherches européennes (par exemple Gre-
gorio, , : Robotti, ), d’autres études avec différents contextes cultu-

rels, programmes et organisations scolaires seraient nécessaires pour compléter
I'apport partiel des recherches existantes.
La littérature actuelle concerne principalement le domaine de I'enseignement

spécialisé (Dibbs et al., ) avec des références plutét en sciences cognitives (Hu-
ghes et al,, ;J. Leeetal, ; Macciniet al,, ). Il existe quelques travaux
en mathematics education, comme Powell et al. ( ) ou Robotti ( ), mais ils ne

sont pas trés fréquents. Cela étaye notre intérét pour le sujet qui n’a pas encore été
assez exploré avec le point de vue de la didactique des mathématiques. Une entrée
par les contenus disciplinaires est fondamentale pour ne pas perdre la spécificité
mathématique des difficultés des éléves avec MLD, en recherche comme pour les
interventions proposées sur le terrain.

A cause du cadre géographique de la plupart des recherches, les types d’algébre
pris en considération dans ces études sont souvent définis en référence aux pro-
grammes scolaires des Etats-Unis. Une grande importance est donnée a I'utilisa-
tiondu symbolisme algébrique alphanumérique standard (Hwanget al., ; Lugo,

; Maccini et al., ; Witzel et al., ; Xin, ) et différentes études
se concentrent sur la résolution d’équations exprimées avec celui-ci (par exemple
Bone et al., :J. Lee et al., ). Cependant Powell et al. ( ) ont analysé
dans leur recherche des concepts préalgébriques ¢ avec des éléves ayant des MLD.
En particulier, un travail sur la vision relationnelle du signe égal a été mené. Ce type
d’étude n’est pourtant pas commun, la majorité des recherches se concentrant sur
I'aspect technique du calcul littéral (par exemple Lugo, ).

6. Nous renvoyons au chapitre 3 pour la définition de préalgébre.
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En ce qui concerne les caractéristiques des éléves avec MLD dans I'apprentis-
sage del'algébre, nous n’avons pas trouvé beaucoup d’études. Certaines des difficul-
tés découlent directement des difficultés arithmétiques (J. Lee et al., ; Maccini
et al,, ; Robotti et Faggiano, ) : apprendre des nouveaux concepts algé-
briques avec des prérequis faibles en calcul peut étre un obstacle. D’autres diffi-
cultés ne sont pas typiques de I'algébre et nous les avons présentées dans la sec-
tion 2.5 : la mémoire de travail et la mémorisation de faits mathématiques (Bone
etal, ; Hwangetal., ). D’autres difficultés encore ne sont pas spécifiques
aux éléves avec MLD, mais sont des difficultés répandues chez toute la population
qui se présentent plus fréquemment dans la population avec MLD : difficultés dans
la représentation des problémes algébriques, difficultés a donner du sens au sym-
bolisme algébrique, a choisir les bonnes opérations pour leur modélisation et a in-
terpréter une variable comme un ensemble de valeurs a la place qu’'un nombre gé-
nérique (Bone et al., : Maccini et al., : Robotti, ).

Dans la littérature, nous trouvons différents types d’intervention pour les
éléves avec MLD en algebre. Trois interventions sont particulierement fréquentes :
I’enseignement explicite, I'utilisation d’artefacts et une approche Concrete-

Representational-Abstract (Bone et al., ; Hughes et al,, ; Hwang et al,,
; J. Lee et al,, ; Maccini et al,, ; Robotti, ; Watt et al,, ;
Witzel et al., ).

Lenseignement explicite est untype d’'accompagnement offert aux éléves en dif-
ficulté qui est caractérisé par les points suivants :

(a) The teacher demonstrated a step-by-step plan (strategy) for solving the
problem, (b) this step-by-step plan needed to be specific for a set of problems
(as opposed to a general problem-solving heuristic strategy), and (c) students
were asked to use the same procedure/steps demonstrated by the teacher to
solve the problem. (Gersten et al., ,p.1211)

Selon la littérature, 'enseignement explicite est une approche efficace avec les
éléves ayant des MLD pour I'apprentissage des mathématiques ” en général (Gers-
tenetal,, ;Lacombeetal., ), et en particulier pour I'algébre (Hughes et al.,

:J. Leeetal.,, :Wattetal,, : Xin, ).

Certaines études proposent I'utilisation d’artefacts concrets ou numériques
pour les éléves avec MLD en en mettant en lumiére les bienfaits pour les éléves

7. Un risque de cette approche pourrait étre 'automatisation des mathématiques qui pourrait
aggraver les difficultés des éléves (Roiné et Barallobres, ).
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avec MLD 8 (Bone et al., ). En ce qui concerne l'algebre, Witzel et al. ( )
proposent du matériel concret pour représenter les équations de premier degré a
une inconnue. Bouck et al. ( ) ont également créé un logiciel qui symbolise les
équations du second degré a une inconnue. Robotti ( ) propose un logiciel pour
construire le sens des concepts de variable, d’expression algébrique dépendant de
la variable, d'inconnue et d’équation en ayant recours a une variété de représenta-
tions sémiotiques et en liant les systémes sensori-moteurs des éléves aux contenus
mathématiques.

Différentes études proposent d’utiliser ces artefacts a travers une approche
concret-représentation-abstraction qui sert a soutenir le raisonnement des éléves
avec MLD (Hughes et al., ; Hwang et al., ; Maccini et al,, ; Witzel et
al,, ). Cette approche consiste en une premiére étape concréte ot I'éléve utilise
I'artefact concret pour résoudre le probléme mathématique, une deuxiéme étape
ou I'éléve travaille exactement de la méme maniére qu’avec I'artefact, mais en le re-
présentant graphiquement, et une troisiéme étape ou I'éléve abstrait (par exemple
en composant I'équation avec le symbolisme alphanumérique algébrique standard).

Malgré les quelques points que nous avons cités ci-dessus a propos des inter-
ventions proposées pour les éléves avec MLD et des difficultés rencontrées en al-
gebre, les recherches en algebre avec des éleves avec MLD sont encore trop peu
nombreuses pour pouvoir disposer de résultats stabilisés dans le domaine (Bone et
al., ).

Pour conclure, nous soulignons que I'étude de 'algébre avec des éléves ayant
des MLD est un sujet de recherche qui a acquis de I'intérét surtout ces derniéres
années. C'est un champ de recherche assez actuel et qui mérite d’étre davantage
exploré (Bone et al., :J. Leeetal, ).

8. En utilisant des artefacts comme moyen de construire des objets algébriques, il est toujours
important de veiller au réle que ceux-ci peuvent avoir sur la conceptualisation mathématique (Ba-
rallobres, ).



Chapitre 3

Revue de littérature : la pensée
algébrique

3.1 Del'arithmétique al'algébre : une transition
difficile

Dans 'histoire de la didactique des mathématiques, beaucoup d’attention a été
dédiée alatransitionde I'arithmétique al'algébre, celle-ci a été largement reconnue
comme problématique (Boulton-Lewis et al., ; Chevallard, ; Grugeon,

; L. Lee et Wheeler, ). Herscovics et Linchevski (Herscovics et Linchevski,
; Linchevski et Herscovics, ) identifient un « cognitive gap » et Vergnaud
et ses collégues « une rupture épistémologique importante » entre les deux disci-
plines (Cortésetal., : Vergnaudet al., ). On passe du domaine numérique,
qui est concret et dont les éléves voient la finalité (Pillay et al., ), a celui algé-
brique, qui demande un niveau d’abstraction nettement plus élevé (Hodgen et al.,
: Tabach et Friedlander, :Wu, ).

Traditionnellement I'algébre élémentaire a été considérée comme la suite na-
turelle de I'arithmétique, en permettant I'utilisation des lettres pour exprimer des
nombres quelconques et de I'écriture littérale pour représenter des énoncés géné-
raux (Booth, : Chevallard, ; Sfard et Linchevski, ). Lalgébre a donc
été vue comme « arithmétique généralisée » (Gascon, ) car elle entre en dia-
lectique avec l'arithmétique en utilisant de nouveaux objets, les expressions algé-
brigues, pour travailler sur un champ d’application déja connu, celui du calcul arith-
métique (Chevallard, ). Cette perspective implique une identification entre al-
geébre et symbolisme algébrique alphanumérique, vision qui a en effet caractérisé
une grande partie des travaux en didactique des mathématiques (Kieran, ;

41
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Radford, ).

Avec cette vision de I'algebre impliquant le symbolisme algébrique alphanumé-
rique standard, Kieran ( , ) a modélisé I'« algebre scolaire » a travers
les activités ! habituellement proposées aux éléves a I'école. La chercheuse identi-
fie trois activités : activités génératives, activités transformationnelles et activités
globales/de niveau méta.

Les activités génératives concernent la création d’expressions algébriques, qui
sont vues comme les objets de I'algébre (Kieran, , ). Des exemples d’ac-
tivités génératives sont la création d’équations correspondant a un probléme quan-
titatif ou des écritures représentant des relations entre quantités numériques.

Les activités transformationnelles concernent la manipulation d’écritures algé-
brigues en suivant les régles syntaxiques. Des exemples en sont la simplification
d’expressions algébriques, la résolution d’équations ou d’inégalités, la factorisa-
tion de polynémes, la multiplication et la somme entre polynémes (Kieran, ,

).

Les activités globales, ou de niveau méta, concernent les activités ou l'algébre
est utilisé comme outil (Kieran, , ). Des exemples en sont la preuve, la
généralisation, lajustification, lamodélisation, larésolution de problémes, la prédic-
tion, 'analyse de relations, I'étude de structures. Cette troisieme dimension permet
decréer dusens et soutient lanécessité et I'introduction des activités de génération
et de transformation.

Dans les sections suivantes, nous détaillons certains points de difficulté de la
transition arithmétique-algébre qui ont été mis en évidence par la recherche en di-
dactique.

3.1.1 Lesymbolisme alphanumérique et sa manipulation

Le symbolisme algébrique littéral standard donne la possibilité d’atteindre un
niveau d’abstraction supérieur qui confére a I'algébre sa puissance caractéristique
(Grugeon, ; Kieran et Sfard, ) et en méme temps constitue une source de
difficulté (Mason, ).

Enintroduisant I'utilisation des lettres a la place des nombres, différents statuts
des lettres sont en fait introduits, et ceux-ci doivent donc étre interprétés et trai-
tés différemment (Arcavi, ; Arzarello et al., : Germi et Bessot, s Ka-
chemann, ). Premiérement, la lettre peut étre utilisée pour désigner des objets
géométriques (points, angles...) ou pour indiquer une dimension dans les formules

1. Suivant Lee (1997, cité dans Kieran, ), l'activité est définie par Kieran comme quelque
chose gu’on fait, une aire d’action.
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géométriques (aires, périmetres...). Par exemple, dans la formule de I'aire du carré
A = c?,lalettre A enindique l'aire et la lettre c la longueur du c6té. Deuxiémement,
la lettre peut étre utilisée comme inconnue. Dans les premiers exemples d’équa-
tions qui sont proposés en classe, la lettre est en général utilisée comme nombre
inconnu, manipulable comme s'il était connu. Avec ce statut, I'inconnue est concue
comme un nombre précis qu'il faut retrouver. Troisiemement, la lettre peut avoir
le réle d’indéterminée, par exemple dans le calcul algébrique, ou de paramétre, par
exemple au cours de la transformation des équations un peu plus complexes. Dans
ces cas, la lettre ne représente plus un nombre particulier. Mais la lettre peut aussi
avoir le statut de variable, et donc représenter un ensemble de nombres. Ainsi, ces
différents statuts ne sont pas forcément distingués pour les éléves et cela peut étre
une source de difficulté. En particulier, dans 'utilisation de la lettre comme variable
ou indéterminée, il est requis de considérer un seul symbole comme représentant
de plusieurs objets, ce qui comporte une nouveauté par rapport a I'arithmétique.

La manipulation du symbolisme alphanumérique peut aussi poser probléme, car
les expressions sont vues comme une chaine de symboles a laquelle appliquer des
procédures standards sans forcément donner un sens aux actions produites (Ar-
cavi, ; Arzarelloet al., ; Bazziniet al,, ; Coulange et Grugeon, ;
Grugeon-Allys et al., ; Radford, ; Robotti, ; Sfard et Linchevski,

). Il peut arriver que, bien que I'on parvienne a gérer correctement la gram-
maire du symbolisme alphanumérique, on n'arrive pas a donner une explication a
des régles qui peuvent paraitre arbitraires (Arcavi et al., ; Assude et al., ;
Kieran et Sfard, ). Cela se produit lorsque les éléves ne tiennent pas compte
de la dénotation d’une expression, c’est-a-dire du fait que les expressions littérales 2
peuvent étre exprimées au moyen de signes différents sans que l'objet qu’elles ré-
férent ne change (Drouhard, ; Pilet et Grugeon-Allys, , ). Cette com-
préhension partielle du symbolisme peut amener a une capacité réduite de réso-
lutions de problémes et entraver un bon développement des compétences mathé-
matiques. Une des raisons de cette difficulté est la caractéristique du symbolisme
alphanumérique a étre en méme temps un objet mathématique et une de ses re-
présentations qui peut étre manipulée (Duval, ; Kieran et Sfard, : Mason,

).

2. Mais aussi numériques.
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3.1.2 Lamodélisation

Un autre point de résistance pour les éléves est I'étape de modélisation dans
des probléemes mathématiques ou extramathématiques (en physique, biologie, etc.).
Celle-ci permet de créer un modele en langage algébrique standard du systéme a
I'étude en établissant les relations entre les données et les inconnues en jeu (Che-
vallard, ). Cette étape est en général difficile pour les éléves (Bazzini, ;
Chevallard, ; Duval, , ; Vergnaud et al,, ). En effet, il ne s’agit
pas d’une simple traduction entre différentes langues parlées, mais d’'une démarche
beaucoup plus complexe : non seulement les éléves qui doivent modéliser ne mai-
trisent pas encore le langage d’arrivée (c'est-a-dire le symbolisme algébrique stan-
dard), mais en plus, celui-ci n'est pas naturel (Radford, ). Létape d’identifica-
tion des relations entre les données et les inconnues du probléme est souvent diffi-
cile (Grugeon, ), ainsicomme la conversion entre le langage naturel et I'écriture
symbolique (Duval, ).

De l'autre coté, le registre symbolique algébrique littéral standard permet un
détachement du cas particulier et par conséquent la résolution conjointe d’'une
classe entiére de problémes (Bazzini et al., ; Duval, ; Filloy et Rojano,

; Radford, ). Cette séparation du probléme particulier de son contexte
et la conséquente mise en évidence des relations entre les données permettent
un controle sur celles-ci, ce qui produit de nouvelles informations réinterprétables
dans le contexte de départ (Chevallard, : Ferrari, : Malara, : Na-
varra, ). La manipulation des expressions littérales qui constituent la modé-
lisation permet de produire des connaissances inédites, tout en étant un outil de
calcul. Cependant, ce détachement du contexte implique un « détour » (Vergnaud
et al., ), c’est-a-dire un éloignement du sens du probléme qui peut étre source
de difficulté (Bazzini et al., ).

3.1.3 Laisser les calculs « non effectués »

Une tendance assez fréquente que I'on peut observer chez les éléves qui ap-
prennent a manipuler les écritures littérales est la volonté d’aboutir a un résultat
numérique « compact » (Booth, ; Grugeon-Allys, ; Kaput et al,, ).En
particulier, une concaténation de symboles comme a + b n'est pas acceptée en tant
gu’objet, mais elle est reconnue en tant que calcul, et comme telle, elle doit étre ef-
fectuée. Afin d’atteindre cet objectif, il n’est pas rare que les éléves produisent des
égalités fausses du type a + b = ab. En arithmétique, il est possible de séparer la
procédure de calcul, par exemple 3 + 4, et 'objet, qu'on peut représenter dans cet
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exemple avec 7 (Linchevski et Herscovics, ). De surcroit, en général les exer-
cices arithmétiques que 'onrencontre a I'école demandent d’aller vers la simplifica-
tiondes écritures ° (3+4 = 7) et non vers lacomplexification de celles-ci (7 = 3+4;
Chevallard, ; Grugeon, ; L. Lee et Wheeler, ). Au contraire, en ma-
nipulant les polynémes, non seulement il faut apprendre a laisser certains calculs
« non effectués » mais il faut méme en défaire d’autres, par exemple lorsqu’une fac-
torisation de polynémes s’avére nécessaire.

Le signe moins joue un role important dans cette dichotomie objet-calcul, car
son statut change lors du passage des naturels aux relatifs (Chevallard, ; Kie-
ran, ). En effet, en plus de son statut opératoire, qui symbolise 'opération sous-
traction comme cest le casdans 7 — 4 = 3, il ajoute le statut prédicatoire (—3) et le
statut d'opposé (—(3)). Le monéme —x a donc un sens qui lui est propre, sans néces-
sairement devoir effectuer un calcul.

En traitant avec le symbolisme alphanumérique, la séparation entre objet et cal-
cul doit étre dépassée pour pouvoir exploiter lacomplémentarité des deux concep-
tions (Linchevski et Herscovics, : Sfard, ).

3.1.4 Lerodledusigne égal

A I'école primaire, le signe égal est fréquemment interprété comme un sym-
bole qui annonce un résultat (Cortes et al., ; Vergnaud et al., ). Ainsi, de
fausses chaines d’'égalités peuvent étre produites : pour performer deux additions a
la suite, souvent les éleves écrivent des chainesdutype: 10+ 3,5 =13,5+4,2 =
17,7 (Grugeon-Allys et Pilet, ; Kieran, ; Pilet et Grugeon-Allys, ).
Cette interprétation du signe égal met a I'écart son statut de relation d’équiva-
lence et par conséquent ses propriétés : réflexivité, symétrie et transitivité (Pilet et
Grugeon-Allys, ;Vergnaudetal,, ). Celaest évident dans I'exemple du pa-
ragraphe 3.1.3,ou I'écriture 3+4 = 7 est acceptée, maispas 7 = 3+4 (Bloch, ;
Carpenter et Franke, ; Herscovics et Kieran, ), ou encore il peut étre dé-
rangeant de rencontrer des égalités sans opérateur du type 8 = 8 (Ginsburg, 1977,
cité dans Freiman et Lee, ).

Par contre, une interprétation relationnelle du signe égal est nécessaire dans
la manipulation du symbolisme alphanumérique, par exemple pour la résolution
d’équations ou pour toute transformation des expressions (Kieran, ).

Il est important de noter que le signe égal ne change pas de signification entre
son utilisation avec les nombres et celle avec les lettres (Kieran, ). Toutefois,

3. lly ades exceptions, comme le calcul réfléchi.



46 CHAPITRE 3. REVUE DE LITTERATURE : LA PENSEE ALGEBRIQUE

dans le premier cas il est possible d’'ignorer sa nature relationnelle et de ne rester
qgue sur le niveau opérationnel. Dans le deuxiéme cas, ce dernier n’est pas suffisant
et une compréhension partielle de la signification du signe égal engendre quasi sys-
tématiquement des erreurs et des difficultés. Lalgébre réveéle ici des conceptions
erronées, ou au moins partielles, déja présentes au niveau arithmétique.

3.1.5 Opérer sur les nombres inconnus

Une fois l'utilisation des lettres a la place des nombres acceptée par les éléves,
il reste encore a surmonter une difficulté importante : 'opération sur et avec ce
nombre indéterminé que la lettre représente (inconnue, variable, etc.; Radford,
;Vergnaudetal., ). Nous pouvons observer celadans larésolutiond’équa-
tions. Les équations qui ne comportent que I'inconnue d’'un c6té de I'égal, en général,
ne posent pastrop de problémes et sont résolues assez naturellement en appliquant
les opérations réciproques (Filloy et Rojano, ; Herscovics et Linchevski, ;
Linchevski et Herscovics, ). Par exemple :

X+3=5=x=5-3=x=2

Cette procédure n'est plus applicable si I'inconnue apparait des deux cotés de I'égal
(4n+9 = 7n),ou méme simplement d’'un c6té, mais plusieurs fois (7n+5n+7 = 55).
Dans ces cas, il est nécessaire d’opérer sur les inconnues pour résoudre I'équation
et cela est un processus qui ne se manifeste pas spontanément chez les éléves, mais
doit faire I'objet d’un enseignement explicite.

Il semble donc y avoir un vrai saut cognitif en ce qui concerne l'opération sur les
nombres inconnus qui participe a la perception de I'algébre comme difficile (Hers-
covics et Linchevski, : Linchevski et Herscovics, ).

3.2 Lémergence et le développement de I'early algebra
en didactique des mathématiques

Dans les sections 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3, 3.1.4 et 3.1.5, nous avons mis en lumiére
certaines des difficultés que la recherche en didactique des mathématiques a sou-
lignées a propos de l'enseignement traditionnel de l'algébre vue comme déve-
loppement naturel de I'arithmétique. Pour réagir aux points de friction de cette
transition, la communauté didactique a commencé a envisager des approches a
I'enseignement-apprentissage pour anticiper ces difficultés. Il s’est ainsi développé
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un nouveau domaine de recherche, I'early algebra, qui apporte une nouvelle maniére
de penser, de nouveaux objets d’étude et de nouvelles questions de recherche.

Learly algebra agagné de plus en plus d’'importance et a permis le développement
de différentes pistes d’action ayant le point commun de voir dans I'enseignement
de l'arithmétique une premiére possibilité pour prévenir les difficultés en algebre.
En effet, celles-ci ont une partie de leurs racines dans un enseignement d’arithmé-
tique ne prenant pas suffisamment en compte les aspects épistémologiques néces-
saires a I'entrée dans l'algebre, et dont la modification pourrait jeter les bases pour
un bon apprentissage de celle-ci (Carraheretal., ; Kieran, ;Lins, ; Pi-
let et Grugeon-Allys, ). En particulier, un enseignement traditionnel au cours
de I'école primaire qui ne prend pas en considération I'aspect relationnel de I'arith-
métique et le sens des calculs peut avoir des conséquences négatives au moment de
la transition vers l'algébre (Kieran, ). Au contraire de ce qui a été nommé pré-
algébre, qui est vue comme une passerelle a parcourir apreés I'arithmétique et avant
I'algebre (Boulton-Lewis et al., ; Pillay et al., ), il est possible de faire de
I’early algebra a chaque fois qu’on fait de I'arithmétique, car celle-ci est intrinséque-
ment algébrique (Carraher et Schliemann, ). En effet, selon Malara et Navarra
( ), early algebra est une métadiscipline comprenant un ensemble de concepts
appartenant a la fois a I'arithmétique et a 'algeébre. Ce qui caractérise cette méta-
discipline est le langage unificateur arithmético-algébrique.

C’est a cause de ses liens étroits avec I'arithmétique que I'early algebra s’occupe
d’'unlarge éventail d’dges d’éléves, a partir du préscolaire (Boily et al., ;Navarra
et Zamboni, ) jusqu’a I'école secondaire (Adihou, :Malaraetal., ).

Au cours des années, différentes approches a l'early algebra se sont développées
(Kieran, ). Certaines recherches favorisent I'introduction du symbolisme al-
phanumérique a partir de I'école primaire et d’autres pas. Dans les deux cas, la pro-
position est de travailler en classe afin de développer la pensée algébrique, dans
le sens que nous allons définir au cours de ce chapitre. Avec l'early algebra, il ne
s’agit pasdefairede « I'algébre tot », autrement dit simplement d’avancer I'enseigne-
ment traditionnel de I'algébre (Carraher et Schliemann, : Franke et al.,, ).
Il s’agit plutét de proposer un enseignement au cours de I'école primaire qui pré-
pare le terrain pour pouvoir affronter I'apprentissage du secondaire. Ceci est pos-
sible par exemple a travers ce que Pilet et Grugeon-Allys ( ) appellent I'activité
« numérico-algébrique ». Il est méme envisageable de faire de l'early algebra sans
proposer des taches différentes a celles typiques de I'arithmétique de I'école pri-
maire, mais en adoptant une posture particuliére sur celles-ci (Pang et Kim, )et
en travaillant certains aspects des concepts communs tels que I'égalité, les expres-
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sions numériques, les relations. En effet, tous les calculs caractérisant I'arithmé-
tique sont encore présents, maisils sont subordonnés a des objectifs plus « nobles » :
raisonner, réfuter, argumenter, etc. (Cusi et al., : Navarra, ).

3.2.1 Lerole dusymbolisme alphanumérique

Comme nous venons de I'écrire ci-dessous, le symbolisme alphanumérique n’est
plus systématiquement considéré comme indispensable pour travailler la pensée
algébrique. Certains chercheurs et chercheuses privilégient le recours a la notation
littérale (par exemple Blanton et al., ;Carraheretal., ; Kaputetal.,, ),
alors que d’autres pas (par exemple Mason, ; Noble et al,, ).

En effet, il est possible de faire de I'algébre sans symbolisme standard et il est
possible d’utiliser les lettres en mathématiques sans faire de I'algébre (Carraher et
Schliemann, ;Squallietal., ; Zazkis et Liljedahl, ). Par exemple, diffé-
rentes recherches montrent I'’émergence de la pensée algébrique lors de la généra-
lisation non symbolique de suites géométriques (Radford, , ). Dailleurs,
il est possible de produire des expressions alphanumériques en les construisant par
essai-erreur sans faire le lien avec la structure de la situation a I'étude (Radford,

: ).

Lanalyse de I'histoire des mathématiques le confirme : Euclide utilise des lettres
dans les Eléments pour traiter de géométrie (Kline, ; Radford, ). D’ailleurs,
pendant des siécles, les équations ont été résolues sans le symbolisme que nous
connaissons aujourd’hui (Boyer, ). Dans ce qui a été appelé « algébre rhéto-
rigue », les concepts mathématiques sont exposés complétement en langage cou-
rant (Nesselmann, ). Les opérations et les calculs sont totalement exprimés en
mots venant du langage naturel : cela se produit par exemple chez les algébristes
mésopotamiens (environ 1800 av. J.-C.), les algébristes arabes (environ 8¢-9¢ siécle),
et encore le médiéval Fibonacci (environ 1180-1235; Bagni, ; Serfati, ;
Sesiano, ). ll est a noter que, malgré I'absence de symbolisme, les résultats ma-
thématiques atteints ne sont pas triviaux.

Le symbolisme algébrique standard contemporain ne peut donc pas étre retenu
comme une condition ni nécessaire ni suffisante pour identifier la présence de I'al-
gebre (Radford, ; Sfard et Linchevski, ; Zazkis et Liljedahl, ) : lal-
gébre et la pensée algébrique ne peuvent pas étre réduites a l'utilisation de lettres.

C’est pourquoi, au cours des derniéres décennies, de plus en plus de recherches
en didactique concernant la pensée algébrique ne considéerent pas le symbolisme
alphanumérique standard comme indispensable (Radford, ). Le symbolisme
standard est bien évidemment nécessaire pour 'algébre avancée (par exemple, la
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théorie de Galois), mais ne l'est pas pour l'early algebra. Abandonner l'identifica-
tion entre symbolisme et algebre permet aux chercheurs et chercheuses de pou-
voir mettre en évidence les types de raisonnements qui sont vraiment au centre de
la pensée algébrique.

3.2.2 Versune définition de pensée algébrique

Si la pensée algébrique n'est pas déterminée exclusivement par le symbolisme
alphanumérique, il est légitime de se demander quelles sont alors ses caractéris-
tiques. La pensée algébrique est marquée par une maniéere particuliére de penser :
« [algebraic thinking is] a habit of mind that permeates all of mathematics and that in-
volves students’ capacity to build, justify, and express conjectures about mathematical
structure and relationships » (Blanton et Kaput, ,p. 142).

Mais ce qui caractérise cette maniére de penser ne fait pas consensus. Dans la
citation ci-dessus, les réles de la structure, des relations et de leur justification sont
mis en évidence. Selon Kieran:

Algebraic thinking can be interpreted as an approach to quantitative situa-
tions that emphasizes the general relational aspects with tools that are not
necessarily letter-symbolic, but which can ultimately be used as cognitive
support for introducing and for sustaining the more traditional discourse of
school algebra. (Kieran, ,p.275)

En effet, Kieran ( ) part du constat que les activités globales/de niveau
méta présentées a la section 3.1 ne nécessitent pas forcément du symbolisme litté-
ral et peuvent étre proposées déja a de jeunes enfants afin de développer une ma-
niére de penser nécessaire pour une bonne réussite en algébre (dans le sens de l'al-
geébre scolaire de Kieran) dans les années suivantes de leur scolarité. La chercheuse
propose ainsi un ensemble d’activités mathématiques dont la résolution nécessite
le recours a la pensée algébrique.

Algebraic thinking in the early grades involves the development of ways of

thinking within activities for which letter-symbolic algebra can be used as

a tool but which are not exclusive to algebra and which could be engaged

in without using any letter-symbolic algebra at all, such as, analyzing rela-

tionships between quantities, noticing structure, studying change, generali-

zing, problem solving, modeling, justifying, proving, and predicting. (Kieran,
,p. 149)

Malaraet Navarrareprennent les idées de Kieran tout en ajoutant I'accent sur la
régularité et les propriétés en définissant la pensée algébrique : « [it] occurs in all the
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activities aimed at building in pupils an attitude to look for regularities, relationships, and
properties, and to express them first in natural, and then in algebraic, language » (Malara
et Navarra, ,p. 54).

Certains chercheurs mettent au coeur de la pensée algébrique la généralisation
(Kaput, ; Mason, ). Par exemple Kaput ( ),comme expliqué plusen dé-
tail au chapitre 4, définit la pensée algébrique comme la généralisation de régulari-
tés et son expression dans des systémes de symboles conventionnels de plus en plus
systématiques. Des champs possibles pour généraliser sont les structures et les sys-
temes abstraits de calculs et de relations (par exemple en arithmétique) ou I'espace
desfonctions. Selon Kaput, la pensée algébrique comporte aussi le raisonnement et
I'action guidée par des régles syntaxiques sur des généralisations exprimées dans
des systémes symboliques organisés. Le processus de généralisation semble donc
étre fondamental pour la pensée algébrique.

Selon Radford ( , , ), méme si les processus de généralisation
sont trésimportants pour la pensée algébrique, généralisation et pensée algébrique
ne sont pas synonymes. Selon le chercheur, dont le point de vue est largement re-
pris (par exemple Grugeon-Allys et Pilet, ; Jeannotteetal,, ; Squallietal.,

), la pensée algébrique élémentaire comporte trois composantes :

e Les quantités indéterminées. La situation mathématique qui permet de
mettre en place la pensée algébrique comprend des nombres non connus (va-
riables, inconnues, paramétres, nombres généralisés, etc.).

e Les maniéres de représenter ces quantités indéterminées et leurs opéra-
tions. Ces maniéres sont culturellement et historiquement construites. Le
symbolisme alphanumérique peut fait partie de celles-ci, et constitue un sys-
téme sémiotique particulierement puissant. Mais I'utilisation du symbolisme
standard n’est pas nécessaire, et il est également possible de faire recours a
d’autres types de représentations, comme le langage naturel, les gestes, etc.

e 'analycité. Les quantités indéterminées sont considérées comme si elles
étaient des nombres connus ou des nombres spécifiques et I'on opére sur elles
(on divise, multiplie, soustrait, etc. les nombres indéterminés). Les nombres
connus et ceux inconnus n'ont pas de véritable différence.

3.2.3 Focus sur certains objets de recherche en early algebra

Pour la suite de notre travail nous avons identifié des objets de recherche en
early algebra qui sont centraux pour notre travail. Avant de présenter les choix théo-
riques faits pour notre thése, nous dédions donc encore quelques paragraphes a ap-
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profondir : la généralisation, la structure, la relation entre quantités, la justification.
Ces themes ne sont guere disjoints : au contraire, ils ont de forts liens et se sou-
tiennent et légitiment I'un l'autre.

La généralisation

Comme indiqué au paragraphe 3.2.2, la généralisation est trés importante pour
lapensée algébrique. Elle permet de se détacher d’'un cas particulier oud’un nombre
restreint de cas dans lesquels une affirmation ou une propriété est vérifiée pour en
élargir 'ensemble de validité (Carraher et al., ; Pinto et Canadas, ). Lapor-
tée de la généralisation est toujours plus grande que I'ensemble de départ des cas
vérifiés individuellement.

Plus globalement, la généralisation est importante non seulement pour l'al-

gébre, mais pour tous les domaines mathématiques # (Mason, ). En effet, la gé-
néralisation n'est pas une exclusivité de I'algébre (Kieran, ). Comme mieux dé-
taillé au chapitre 4, Radford ( , ) identifie différents types de généralisa-

tion, en distinguant entre généralisation arithmétique et algébrique.

Le processus de généralisation algébrique comporte différentes étapes (Rad-
ford, , , ). D’abord il faut identifier une propriété commune (C) entre
différents éléments particuliers (cq, co, . .., c). Cela passe par l'interprétation lo-
gique de la personne qui observe qui dépend de ses connaissances et intentions.
Les interprétations des c¢; peuvent beaucoup différer selon la facon de penser de
quigénéralise. Ensuite, cette propriété commune C doit étre généralisée aux autres
éléments ¢ 1, ..., c, de 'ensemble ou la propriété est vraie. Le processus de géné-
ralisation est donc caractérisé par le passage des connaissances empiriques (les c;)
a une connaissance abstraite.

Dans la littérature, on trouve une grande variété de travaux sur la généralisa-
tion en early algebra (par exemple Carraher et al., ; Ferrara et Sinclair, ;
Navarra et Zamboni, ; Radford, ; Specht, ). Nous pouvons identi-
fier deux principaux axes d’application liés a la généralisation : la généralisation liée
a des activités de suites numériques, motifs géométriques ou autres patterns et la
généralisation liée aux nombres, propriétés des opérations et aux structures numé-
riques (Grugeon-Allys et Pilet, :Kieranetal.,, ;Strachotaetal., ).Ces

4. Plus globalement encore, la généralisation est fondamentale aussi en dehors des mathéma-
tiques, dans la vie quotidienne. Par exemple, pensons au mot « chien ». Le genre humain a pu in-
venter ce mot, car il a su reconnaitre des aspects communs aux différents exemplaires de chiens.
Si la généralisation n'était pas une activité caractéristique de I'espéce humaine, le langage n’existe-
rait méme pas et nous ne pourrions communiquer qu’en pointant du doigt (Mason, 2009, cité dans
Twohill, ; Radford, ).
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axes permettent non seulement de construire des généralisations, mais aussi de les
vérifier et les justifier.

Nous soulignons que ces axes répondent a certaines des difficultés de I'entrée
dans l'algébre traditionnelle que nous avons évoquées a 3.1. Par exemple, généra-
liser des motifs géométriques permet d’opérer avec des nombres indéterminés en
faisant ressentir le besoin de trouver un systeme sémiotique efficace pour modéli-
ser lasituation (Englishet Warren, ). Ouencore, le travail sur les propriétés des
opérations peut aider a avoir une vision relationnelle du signe égal et a dépasser la
séparation stricte entre objet et calcul (Malara et Navarra, ; Pilet et Grugeon-
Allys, ).

La structure

Comme nous l'avons mentionné ci-dessus, pour pouvoir généraliser il faut
d’abord reconnaitre la structure ® du systéme étudié (I'opération arithmétique, le
motif géométrique, etc.). La généralisation inclut ainsi une composante structu-
relle . Les deux processus, celui de généralisation et celui structurel, sont complé-
mentaires et nécessaires pour penser algébriquement (Kieran, ). En algébre,
non seulement il faut généraliser, mais aussi savoir « looking through mathematical
objects and to decomposing and recomposing them in various structural ways » (Kieran,

,p.429).

Selon Mason et al. ( ), il ne suffit pas de reconnaitre une relation entre des
objets dans une situation spécifique pour se focaliser sur la structure. Il faut aussi
identifier ces relations comme représentantes de certaines propriétés générales.
On voit ainsi que généralisation et structure sont intimement liées et participent
de maniére complémentaire a la pensée algébrique.

Différentes propositions en early algebra comportent un focus sur la structure
(comme Schifter, ; Steinweg et al., ). Par exemple en arithmétique plu-
sieurs recherches se concentrent sur les propriétés des opérations (commutativité,
associativité, distributivité), la relation entre les opérations (par exemple le fait que
I'addition et la soustraction sont I'une la réciproque de l'autre), les propriétés des
nombres (parité, divisibilité, etc.), la décomposition en facteurs premiers, etc. (Kie-
ran, :Masonetal., ). Le focus sur la structure arithmétique est essentiel,

5. Dans ce travail, nous nous n’intéressons pas aux structures algébriques de I'algébre abstraite.
Pour approfondir cet aspect, différentes références didactiques sont possibles, par exemple Dorier
et Sierpinska ( ).

6. Comme pour la généralisation, aussi savoir reconnaitre des structures est fondamental pour
tous les jours. Cette capacité « simplifie la vie » en réduisant certaines taches a une répétition et en
permettant d’affronter de nouveaux défis (Vogel, ).
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entre autres, pour comprendre pleinement le concept d’équivalence et dépasser la
vision strictement opérationnelle du signe égal (Masonetal., ). Leregard struc-
turel des opérations aide aussi a en développer une interprétation en tant qu’objets
mathématiques (Schifter, ).

Largumentation

La généralisation et la structure sont profondément interconnectées avec l'ar-
gumentation de celles-ci : les unes supportent l'autre et vice versa (Arcavi et al.,
;Maher, Sranetal.,, ). En effet, il n'est pas possible d’accomplir une géné-
ralisation sans la justifier et cette généralisation peut étre acceptée ou refusée en
fonction de la justification donnée (Blanton et al., : Jeannotte et al., ). La
méme chose est vraie pour la structure. Justifier une généralisation permet aussi
de vérifier si elle a été construite grace a I'induction naive’ ou si I'éléve a mis en
place un vrai raisonnement algébrique basé sur la structure de la situation mathé-
matique (Maher, Sran et al., ; Radford, ). Inversement, pour démontrer
une propriété, il faut généraliser la situation dans laquelle la propriété est vérifiée
(Chevallard, ).

La justification a un réle fondamental dans la pensée algébrique (Blanton et al.,

; Blanton et Kaput, :Cusietal.,, :Frankeetal., :Navarra, ).

La verbalisation de I'argumentation soutient la capacité de réflexion sur ce que I'on

dit (Malara et Navarra, ). En argumentant, non seulement on justifie ses posi-

tions, mais on arrive aussi a faire évoluer des idées qui se co-créent avec I'argumen-
tation et dont on n'avait pas forcément connaissance avant.

La capacité d’expliquer et justifier les propriétés arithmétiques qui permettent
d’effectuer certains calculs participe a I'apprentissage de certains fondements es-
sentiels de I'algebre (Carpenter et Franke, ; Pilet et Grugeon-Allys, ).La
recherche endidactique adémontré que les éléves peuvent mettre en place des jus-
tifications déja a partir de I'école primaire (Kaput, ; Kaput et al., ; Maher,

; Maher et Uptegrove, ). Au début cela sera surtout de l'ordre de I'em-
pirisme naif &, mais avec 'habitude et le temps les éléves peuvent développer des
formes plus sophistiquées en se détachant du cas particulier (Blanton et al., ;
Carpenter et Franke, ; Schifter, ).

Le focus sur I'argumentation participe a la construction, entre autres, du proces-
sus de symbolisation qui n'est plus simplement présenté aux éléves, mais concu et

7. Le terme induction naive est défini a 4.3.2.
8. Le terme empirisme naif est défini a 4.4.1.
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justifié petit a petit (Arcavi et al., ; Kaput et al., ; Maher et Yankelewitz,
:Navarra, ).

La relation entre quantités

Comme nous I'avons montré dans la section 3.1, la transition de I'arithmétique
traditionnelle a I'algébre implique l'inclusion d’'une interprétation relationnelle des
écritures, des signes (opératoires et d’'égalité) et des situations mathématiques en
plus de lavision calculatoire (Kieran, ;Masonetal,, ). Prendre conscience
delarelation entre quantités et savoir I'exprimer est donc un des éléments capitaux
de la pensée algébrique (Franke et al., ; Kieran, : Kieran et al., ).

Plusieurs recherches ont été dédiées au développement de la pensée relation-
nelle, surtout dans le champ de I'arithmétique, mais aussi dans celui du raisonne-
ment quantitatif, ou les raisonnements se basent sur les quantités physiques qui

sont regardées comme mesurables (par exemple Carpenter et Franke, ; Da-
vydoy, ; Dougherty, ; Franke et al,, ; Kaput, ; Schifter, ;
Schmittau et Morris, ).

Le focus sur la relation entre quantités est nécessaire pour le développe-
ment d’une vision relationnelle de I'égalité et des opérations (Grugeon-Allys et Pi-
let, ). Au cours des décompositions et recompositions des écritures, numé-
riques comme littérales, leur dénotation reste inchangée (Drouhard, : Pilet et
Grugeon-Allys, , ). Une réflexion sur la dénotation des expressions est
abordable en champ numérique par exemple avec le calcul réfléchi.

Avec ce type de travail, il est aussi possible de juxtaposer au statut opératoire
des expressions comme 2 x 3 celui d'objet en tant que représentant du nombre 6.
Comme approfondit 3 la section 4.2, Malara et collégues (Cusi et al., ; Malara
et Navarra, ) mettent enlumiére I'importance de faire faire 'expérience des re-
présentations non canoniques des nombres pour favoriser la pensée relationnelle
et structurelle. La représentation devient ainsi plus transparente en permettant de
voir les propriétés et la structure des nombres. Différentes représentations trans-
parentes avec la méme dénotation n'ont pas le méme sens (Drouhard, ; Pilet et
Grugeon-Allys, ) : par exemple, 2 x 3 et 2 + 2 + 2 ne donnent pas la méme
information a propos du nombre 6.

9. Les forts liens entre le symbolisme alphanumérique standard et la démonstration ont été ob-
jets d’étude en didactique des mathématiques. Chevallard ( , ) a mis en lumiére I'« infor-
mation monstrative » que le symbolisme apporte et la capacité de celui-ci a fixer et expliciter les
connaissances en permettant la généralisation de propriétés. Nous n'approfondissons pas plusle lien
entre démonstration et registre alphanumérique du fait que ceci n'est pas central dans la définition
de pensée algébrique que nous allons choisir.
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3.3 Choix et définitions pour ce travail de thése

Nous rappelons que I'objectif de cette thése est d’étudier la pensée algébrique
des éléves avec MLD. Comme nous I'avons vu au cours de ce chapitre, un aspect qui
est déterminant en mathématiques pour I'’émergence des difficultés est le manque
de sens qu’on subit face a une certaine situation mathématique. Il semble donc par-
ticulierement important de proposer des taches qui font travailler le sens de la si-
tuation 19, surtout avec des éléves qui sont déja en difficulté. Des taches en early
algebra semblent particulierement adaptées pour ce but.

De surcroit, dans la section 2.6, nous avons documenté différents types d’inter-
vention pour les éléves avec MLD en algébre. Lun d’eux est I'enseignement expli-
cite, qui est particulierement fréquent dans des classes d’enseignement spécialisé

ou avec des éléves en grave difficulté en mathématiques (Hughes et al., ;J.Lee
et al., ; Watt et al., ; Xin, ). Cette approche s’avére étre transmis-
sive (Gersten et al., ) et une de ses conséquences pourrait étre la production

d’automatismes chez les éléves, condition courante dans I'enseignement spécialisé
(Bloch, : Roiné et Barallobres, ). Il pourrait donc étre particulierement in-
téressant de montrer qu’avec les éléves avec MLD aussi il est possible de cibler des
compétences mathématiques qui vont au-dela de lasimple répétition d’applications
et de travailler sur des sujets fondateurs pour les mathématiques, comme la géné-
ralisation, la structure, 'argumentation ou la relation entre quantités.

Au moment du recueil des données, la quasi-totalité '* des éléves qui ont par-
ticipé a cette étude n'avait pas encore rencontré le symbolisme alphanumérique.
Nous allons donc considérer celui-ci non comme une composante indispensable de
la pensée algébrique, mais comme un parmi les registres sémiotiques possibles.

Avec ces jeunes éléves, nous allons donc travailler en early algebra, définie
comme une métadiscipline comprenant des concepts a la fois arithmétiques et al-
gébriques (Cusi et al,, ; Malara et Navarra, ). Les objets de cette méta-
discipline ne sont pas les objets des deux disciplines, mais c’est la construction d’'un
langage commun et unificateur. Nous approfondissons le point de vue de Malara et
collégues dans la section 4.2. Ce choix s’avére pertinent pour les éléves avec MLD
car,comme expliqué au chapitre 2, 'arithmétique est un domaine disciplinaire assez
investigué dans I'enseignement spécialisé (Lewis et Fisher, ).

10. Il est évident que les problémes proposés ne sont pas suffisants en eux-mémes pour faire
émerger la pensée algébrique chez les éléves. La posture du chercheur est également cruciale pour
le stimuler, notamment en ce qui concerne les questions posées. Dans le cadre de notre travail, cela
a été facilité par une préparation adéquate des entretiens visant a créer un contexte approprié.

11. Seulement I'Eléve 18 avait été exposée a I'enseignement du symbolisme alphanumérique.
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Comme nous I'avons souligné au cours de ce chapitre, la généralisation est fon-
damentale pour la pensée algébrique. Nous mettons la généralisation au centre de
notre définition de pensée algébrique. Ce choix est d(i a 'absence d’études a propos
de la pensée algébrique avec des éléves avec MLD. En effet, comme nous I'avons vu
auchapitre 2,iln’a pas beaucoup de travaux sur la pensée algébrique des éléves avec
MLD. Au contraire, la littérature sur la généralisation dans la pensée algébrique est
riche. Il nous semble donc important de commencer a étudier la pensée des éléves
MLD dans un champ qui peut nous offrir des bases théoriques solides. Pour ce faire,
nous suivons Kaput ( ) qui identifie deux activités qui caractérisent I'algébre
liges ala généralisation:

¢ lagénéralisation de régularités et leur expression dans des systémes de sym-
boles conventionnels de plus en plus systématiques;

¢ le raisonnement et I'action guidée par des régles syntaxiques sur des généra-
lisations exprimées dans des systémes symboliques organisés.

Ces deux activités se manifestent a travers trois artefacts culturels : arithmé-
tique généralisée et raisonnement quantitatif; fonctions, relations et covariations;
modélisation intra ou extramathématique.

Le focus de la définition choisie sur la généralisation 12 nous permet de prendre
en considération d’autres aspects emblématiques de la pensée algébrique : la ges-
tion du signe égal, la structure des objets, la justification, etc. Nous exposons dans
le détail le point de vue de Kaput dans la section 4.1 en soulignant toutes ses carac-
téristiques.

12. Bien que ce point de vue sur la pensée algébrique ne soit pas partagé par tout le monde (Rad-
ford, ).



Chapitre 4
Appuis théoriques

Comme nous I'avons vu au chapitre 3, nous concevons I'early algebra selon Ma-
lara et collégues (Malara et Navarra, ), qui voient I'arithmétique et I'algebre
combinées comme une métadiscipline concernant des concepts qui peuvent se ré-
férer aux deux disciplines.

Le point de vue sur la pensée algébrique que nous adoptons est celui de Kaput
( , ), au cceur duquel se situe le concept de généralisation.

Nous exposons, dans ce chapitre, ces deux cadres en les complétant avec les ap-
puis théoriques venant des travaux de Radford et de Balacheff. Nous nous sommes
servie du modeéle d’algébre de Kaput pour la construction de la batterie de taches
a proposer pendant les entretiens (section 7.1). Nous avons utilisé les language
constructs de Malara et collégues, les types de généralisation de Radford et la ty-
pologie de preuves de Balacheff pour les analyses a priori (section 7.2) et a posteriori
des taches (chapitre 9) et pour la création des canevas d’entretiens (section 8.2.2).

4.1 Lemodéle d’algébre de Kaput

Kaput ( , ) utilise deux approches simultanément pour définir I'algebre.
En effet, pour décrire les mathématiques ou une de ses sous-disciplines, une pre-
miére possibilité est de le faire a travers les actions réalisées par les personnes
qguand elles font des mathématiques : par exemple calculer ou abstraire. Avec ce
point de vue, les mathématiques sont quelque chose que I'étre humain fait, une
maniere de penser. Elles sont innées dans le genre humain et transversales aux
cultures. Le raisonnement et la maniére d’agir et de penser des étres humains sont
centraux.

Une deuxieme possibilité est de décrire les mathématiques a travers leurs arte-
facts culturels (Kaput, , ). Les étres humains apprennent des procédures

57
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et acquiérent la connaissance d’'objets mathématiques (par exemple I'algorithme de
I'addition en colonne) avec lesquels ils ont pu interagir en fonction de la culture,
du systéme scolaire et du pays dans lequel se trouvent. Avec ce point de vue, il est
possible de parler des mathématiques sans prendre en considération les sujets qui
font des mathématiques. Elles sont vues comme un corps de connaissances lié aune
culture donnée a un moment donné.

Pareillement, quand on veut donner une définition de I'algébre, on peut porter
I'attention sur les activités que les éléves (les personnes, les mathématicien et les
mathématiciennes...) font quand elles ou ils font de I'algébre. Certaines activités qui
caractérisent la pensée algébrique (mais qui ne sont pas une exclusivité de I'algébre)
sont, par exemple, les actions de généraliser ou de justifier (Kaput, , :Kie-
ran, ). Parallélement, on peut donner une définition de I'algébre a travers les
artefacts culturels typiques de cette branche, par exemple les polynémes, les fonc-
tions, ou les anneaux.

Kaput ( , ) prend en considération les deux approches pour donner une
définition de I'algebre qui soit la plus compléte possible. Ne pas prendre en compte
les deux aspects peut s’avérerinadapté. Il est par exemple possible de travailler avec
des objets algébriques de maniére arithmétique : on peut travailler avec des relatifs
modulo 12 dans le contexte de I'heure en restant dans un contexte concret précis,
sans abstraction et sans faire véritablement de I'algébre. Ou encore, il est possible
de modéliser une situation en créant une formule symbolique littérale standard par
essai erreur, sans utiliser un raisonnement algébrique (Radford, ). D’'un autre
coté, il est possible d’entamer un raisonnement abstrait et algébrique en utilisant
des nombres spécifiques (Kaput, : Radford, , ).

Nous schématisons les idées des sections suivantes dans la figure 4.1.

4.1.1 Lalgébre comme activité humaine

Les deux activités qui selon Kaput ( , ) caractérisent I'algébre sont :

¢ |agénéralisation de régularités et son expression dans des systémes de sym-
boles conventionnels de plus en plus systématiques;

¢ leraisonnement et I'action guidée par des régles syntaxiques sur des généra-
lisations exprimées dans des systémes symboliques organisés.

Lafrontiére entre ces deux activités est parfois peu définie, et il peut y avoir des
points d’intersection.

Lobjectif de la premiére activité est I'expression de la généralisation en une
forme de langage symbolique qui permet d’avancer dans le raisonnement et d'obte-
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Artefacts culturels

Arithmétique généralisée et Fonctions, relations et Application d'un langage de

raisonnement quantitatif covariations modélisation

Généralisation de régularités et son expression ditns des systemes de

symboles conventionnels de plus en plus|systématiques

Raisonnement sur €t/ manipulation des expressions de généralisation

Activité humaine

dang un systéme symbolique orgvafnisé

Figure 4.1 - Schéma résumant les activités et les axes algébriques de Kaput, créé
pour cette thése sur la base du modéle précédemment présenté (Kaput, ,

).

nir de nouveaux résultats. La généralisation peut étre exprimée avec des représen-
tations symboliques plus ou moins formalisées, en fonction de I'age et des connais-
sances de la personne qui généralise. Les formes conventionnelles de symbolisme
(tableaux, notations littérales, droite numérique...) permettent non seulement de
représenter une situation, mais aussi de mieux la comprendre et d’avancer dans le
raisonnement.

Ladeuxiéme action caractérisant la pensée algébrique concerne lamanipulation
des expressions de généralisation qui permet de déduire de nouvelles informations
sur le probléeme. Raisonner avec des généralisations comprend a la fois la déduction
et I'induction d’une structure a partir des configurations de symboles, que I'on soit
ou nonentrainde les transformer activement et physiquement. Celainclut doncles
casoul'on étudie la structure d’'une expression particuliére ou d’une séquence, ainsi
gue les cas ou on les transforme activement en utilisant des regles de transforma-
tion symboliques.

La manipulation des symboles peut étre sémantique, si les actions sont guidées
par le sens donné aux symboles (Kaput, ). Par exemple, I'équation 3x — 2 = 10
peut étre résolue comme il suit : « si jenléve 2 de 3 fois un nombre, jobtiens 10.
Donc, 3 fois le nombre est égal a 12, qui signifie que le nombre est 4. » La manipu-
lation est syntaxique si les symboles sont considérés comme objets indépendants,
sans lien avec ce gu'’ils représentent. Lopération sur les symboles est dans ce cas
géré par des regles syntaxiques. Léquation précédente est résolue en additionnant
2 aux deux cotés pour obtenir 3x = 12 et en divisant par 3 pour trouver le résul-
tat x = 4. C'est avec la manipulation syntaxique que la puissance du symbolisme
se manifeste a son maximum. Par exemple, une équation ou I'inconnue est des deux
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cOtés du signe égal, comme 2x — 4 = 1 — 3x, peut difficilement étre résolue par
manipulation sémantique (Filloy et Rojano, ; Herscovics et Linchevski, ).

Laspect lié a la manipulation symbolique devrait généralement étre développé
apres la généralisation et sa formalisation dans la mesure ou la manipulation du lan-
gage symbolique nécessite de savoir au préalable comment les symboles peuvent
se combiner entre eux. En outre, c’est a travers des expériences qu’il est possible de
donner du sens au traitement symbolique (Kaput, , ).

4.1.2 Lalgébre comme artefact culturel

Les deux activités algébrigues que nous avons présentées dans la section 4.1.1
se manifestent dans les trois axes que Kaput ( , ) identifie comme les prin-
cipaux artefacts culturels de I'algébre. Les deux activités et les trois axes ont des
points d’intersection et ne doivent pas étre considérés comme disjoints. lls sont plu-
tot complémentaires et une méme tache peut parfois étre classée de maniéres dif-
férentes ou sous plus qu’un artefact et/ou plus qu’une activité.

Cette classification des artefacts algébriques s’avére particulierement opéra-
tionnalissable car elle nous fournit des types de taches a proposer pour faire émer-
ger la pensée algébrique.

Arithmétique généralisée et raisonnement quantitatif

Une source pour la généralisation et sa formalisation est I'étude des structures
et des systémes abstraits de calculs et de relations, y compris celles et ceux qui sur-
gissent en arithmétique et dans le raisonnement quantitatif (Kaput, , ).

Dans le champ arithmétique, un raisonnement algébrique est possible a partir
de contextes déja familiers pour les éléves, par exemple les propriétés des opéra-
tions ou les relations entre nombres. Dans ce cas, I'algébre est vue dans sa forme
d’arithmétique généralisée et la généralisation est ici intramathématique. Lutili-
sation du symbolisme littéral standard peut étre évitée, au moins jusqu’a un cer-
tain moment dans 'avancement de I'apprentissage mathématique. Lalgébre comme
arithmétique généralisée permet d’utiliser des connaissances préalables des éléves
pour construire un raisonnement algébrique, mais avec un nouveau point de vue :
les expressions arithmétiques ne sont plus regardées dans le but de faire un calcul
pour obtenir un résultat, mais elles sont analysées par rapport a leur structure. Lac-
tion de calculer peut encore étre présente, mais elle est subordonnée a des finalités
plus évoluées, comme la justification ou I'argumentation (Navarra, ). Ce chan-
gement de perspective implique aussi un changement dans la conception du signe
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égal, qui perd son réle d’annoncer simplement le résultat. Il devient un symbole in-
diguant une relation d’équivalence (Kieran, , ; Malara et Navarra, ).
Plusieurs types de taches classiques s’inscrivent dans cet axe (Kaput, ).

e Lagénéralisation des opérations arithmétiques, leurs propriétés et relations
(par exemple la propriété commutative de I'addition, 'addition vue comme ré-
ciproque de la soustraction, les propriétés du zéro, etc.). Ce type de taches
souligne la structure de I'arithmétique et participe a la construction de I'as-
pect syntaxique de 'algébre qui permet de remplacer une expression avec une
autre équivalente.

¢ Un deuxiéme type de taches classique est la généralisation de propriétés ou
relations particuliéres entre les nombres. Par exemple: le fait que lasomme de
deux nombres impairs est paire; trouver et exprimer des régularités dans les
tableaux d’addition et multiplication; effectuer des raisonnements sur I'écri-
ture en base dix (comme se questionner sur le fait que multiplier par dix un
nombre entier ait comme résultat I'ajout d’'un O a droite du nombre).

e Un troisieme type de taches classique est I'expression explicite de stratégies
de calcul plus ou moins conventionnelles. Par exemple des stratégies de com-
pensation ou le recours a 'utilisation des propriétés des opérations pour faci-
liter un certain calcul.

Un autre contexte qui permet également de généraliser les calculs, les rela-
tions et les structures est celui du raisonnement quantitatif. A la place d’utiliser les
nombres et I'arithmétique, les raisonnements se basent sur les quantités physiques,
par exemple la comparaison de volumes, longueurs, masses ou ages ®. Le raison-
nement quantitatif surgit lorsqu’une qualité d’'une situation est regardée comme
mesurable et est basé sur la mathématisation d’'une situation extramathématique
(Kaput, , ). Néanmoins, le raisonnement quantitatif peut inclure aussi
des grandeurs abstraites, par exemple compter combien de fois le nombre 3 doit
étre ajouté pour arriver a 15 fait intervenir des grandeurs numériques. Larithmé-
tique généralisée peut donc étre considérée comme un sous-ensemble du raison-
nement quantitatif qui offre un panel plus large, varié et concret de situations pour
la construction du raisonnement algébrique.

Les deux contextes, arithmétique ou du raisonnement quantitatif, permettent
de généraliser et exprimer la généralisation de maniére systématique et explicite.

Lartefact culturel ici décrit I'algébre comme I'étude des structures et des sys-
témes abstraits des calculs et des relations, a un niveau mathématique avancé, se

1. Cette approche a été développée a partir des travaux de Davydov ( ).
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développe en 'algébre abstraite des structures.

Lalgebre vue comme I'étude des fonctions, des relations et des covariations

Le deuxiéme axe concerne la généralisation et son expression en se basant sur
I'idée de fonction (Kaput, , ). Lexpression de la généralisation décrit la va-
riation sur un certain domaine.

Une tache classique est la généralisation de motifs géométriques élémen-
taires 2, qui sont capitaux pour le développement d’autres formes plus avancées de
généralisation mathématique. Dans les taches de motifs, I'aspect syntaxique de I'al-
geébre peut étre utilisé pour montrer que deux expressions de la suite sont équi-
valentes, ou pour trouver quand la fonction prend une valeur particuliére, ou pour
comprendre quand lafonction satisfait certaines conditions (construire et résoudre
des équations et inégalités). Cet axe inclut aussi d’autres taches dans lesquelles
I'idée de variation est présente, comme par exemple celles qui concernent la li-
néarité et la proportionnalité. Les outils symboliques a disposition de cet axe sont
nombreux : le symbolisme littéral, les tableaux, les graphiques, mais aussi d’autres
formes de symbolisme moins formalisées comme le langage courant ou les ma-
chines a fonction.

Ce deuxiéme artefact culturel, I'algeébre comme I'étude des fonctions, des re-
lations et des covariations, a un niveau avancé n‘appartient pas strictement a l'al-
gébre, mais se développe dans ce qu’on appelle I'analyse mathématique. Méme si
elle ne fait pas strictement partie de I'algébre, au moins a partir d’'un certain niveau
mathématique, elle implique des contenus essentiels pour le développement du rai-
sonnement algébrique et elle offre un contexte de modélisation et généralisation
extrémement répandu dans les classes.

Lalgebre vue comme langage de modélisation intra ou extramathématique

Lalgébre a un réle essentiel dans la modélisation des situations qui peuvent ve-
nir des mathématiques mémes (modélisation intramathématique) ou hors des ma-
thématiques (modélisation extramathématique; Chevallard, ; Kaput, ,

).

2. Dans les taches de patterns géométriques unidimensionnels, la variable dont dépend le pat-
tern n'est pas explicite (il s’agit souvent du nombre d’éléments de la suite) et la structure de fonction
est assez bien cachée Kaput, . Il est donc possible de se focaliser sur la relation entre termes
successifs de la suite, sur la correspondance entre la variable et son image ou encore sur la facon
dont la variable et son image covarient. Il est ainsi possible de mettre en lumiére trois maniéres dif-
férentes de voir les fonctions (Confrey et Smith, ; Pinto et Canadas, ; Smith, ).
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Plusieurs types de taches classiques s’inscrivent dans cet axe (Kaput, ,

).

e La modélisation de situations concernant une quantité ou un nombre parti-
culier, sans généraliser forcément une classe de situations. Par conséquent,
le nombre indéterminé est regardé comme une inconnue plutét que comme
une variable. Il s’agit d’un probléme arithmétique qui nécessite I'emploi de
la représentation littérale pour étre résolu, souvent a l'aide de la résolution
d’équations ou d’inégalités.

e Un deuxiéme type de taches concerne la modélisation de la généralisation a
partir de problémes comme ceux décrits dans le point précédent dans cette
liste ou de problémes arithmétiques qui ne nécessitent pas l'utilisation du
symbolisme littéral pour étre résolus. Le raisonnement algébrique commence
guand les contraintes du probléme sont assouplies pour étudier comment les
relations entre les différentes quantités changent. Dans ce type de taches, le
nombre indéterminé est regardé comme un paramétre.

e La modélisation de la généralisation de patterns et régularités intra ou extra-
mathématiques. Comme dans ce type de taches on modélise la généralisation,
on a recours aux variables qui expriment une fonction ou une classe de fonc-
tions.

Nous répétons que les axes ici présentés peuvent avoir des intersections. Cela
est évident dans le troisieme point de la liste ci-dessus, qui montre comment le troi-
sieme axe (algébre comme modélisation) peut parfois impliquer le deuxiéme (al-
gébre comme étude des relations et fonctions). Nous soulignons aussi le fait que
ce troisiéme axe est particulierement lié au symbolisme littéral standard.

4.1.3 Lemodele de Kaput en résumé

La figure 4.1 résume ce qui est décrit dans les sections 4.1.1 et 4.1.2 (Kaput,
, ). Le raisonnement algébrique peut étre décrit a travers les deux acti-
vités qui le caractérisent : la généralisation de régularités et son expression et le
raisonnement sur les expressions de généralisation et leur manipulation. Ces deux
activités se manifestent dans les trois artefacts culturels algébriques : I'étude des
structures et des systémes abstraits des calculs et des relations (y compris ceux qui
surgissent en arithmétique et dans le raisonnement quantitatif), I'étude des fonc-
tions, des relations et des covariations et la modélisation intra ou extramathéma-
tique.
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Les artefacts peuvent étre mieux détaillés. Trois types de taches typiques de
I'arithmétique généralisée sont (Kaput, ):

e |agénéralisation des opérations arithmétiques, leurs propriétés et relations;
¢ |agénéralisation de propriétés ou relations particulieres entre nombres;
e |'expression explicite de stratégies de calcul.

Laxe des fonctions, relations et covariations peut étre développé en travaillant avec
la généralisation de motifs géométriques élémentaires, des taches qui concernent
la linéarité et la proportionnalité et en général d’autres taches ot on travaille I'idée
de variation (Kaput, ). Trois types de taches de modélisation sont :

¢ |amodélisation de situations concernant une quantité ou un nombre particu-
lier;
e |amodélisation de la généralisation de problémes arithmétiques;

¢ |lamodélisation de la généralisation de motifs et régularités intra ou extrama-
thématiques.

La classification des artefacts algébriques de Kaput est facilement opérationna-
lissable car elle nous fournit des types de taches favorisant 'émergence de la pensée
algébrique.

4.2 Les language constructs de Malara et collegues

Lidée de base dans les travaux de Malara et collegues (Cusi et al., ; Malara
et Navarra, ) est 'analogie entre I'apprentissage du langage algébrique et du
langage naturel. Dans cette vision, le langage algébrique peut étre construit petit a
petit déja a partir de I'école primaire, avec un parcours qui meéne I'éléve a travers un
processus de construction et perfectionnement du langage grace au « bégaiement
algébrique » : paralléelement a ce qui se passe dans le langage naturel, les expressions
brutes sont affinées au cours des années par 'éléve.

Lalgébreet'arithmétique sont donc concues comme deux disciplines qui consti-
tuent une seule métadiscipline : l'early algebra. Elles se basent sur les mémes
concepts et les mémes mots-clés, plutot que sur les mémes objets, et peuvent étre
véhiculées par un seul langage unificateur, un métalangage. Dans cette perspective,
certains language construct se sont révélés fondamentaux pour susciter une nou-
velle vision de I'arithmétique qui soit adaptée a la généralisation algébrique et a sa
représentation. Leurs introductions et utilisations, possibles déja a partir de I'école
primaire, aménent a construire des habitudes qui favorisent le développement de
la pensée algébrique.
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En observant les language constructs, on observe la mise en place de la pensée
algébrique. lls s’avérent donc bien opérationnalisables pour analyser le recours a la
pensée algébrique des éléves.

Dans les sections qui suivent, nous illustrons trois macro-catégories de language
constructs : favoriser le changement de focus du résultat au processus, associer plu-
sieurs représentations d’'un nombre naturel a une vision relationnelle du signe égal,
favoriser des pratiques socioconstructivistes en classe qui renforcent le réle du lan-
gage naturel.

4.2.1 Favoriser le changement de focus du résultat au processus

Trois language constructs fortement entrelacés entre eux font partie de cette ca-
tégorie :représenter versus résoudre, processus versus produit et transparent ver-
sus opaque. Grace a eux, il est possible le passage du plan de I'action a celui de la
réflexion.

Représenter versus résoudre

Lapproche traditionnelle de l'arithmétique porte une grande attention sur
I'identification du résultat. Le but est de résoudre, trouver la solution d’'un probléme
et identifier le résultat sont considérées comme synonymes. Lattention de I'éléve
est donc portée sur les calculs a faire et sur les opérations, en empéchant I'explora-
tion d’autres possibilités mathématiques de caractere algébrique comme l'intérét
a la structure du probléme ou sa représentation en langage mathématique. Mais la
représentation mathématique n’est pas spécifique a I'algébre et peut trés bien ad-
venir dans le contexte arithmétique, si cela devient partie du contrat didactique °.
Ce changement de perspective favorise le passage du point de vue opérationnel a
celuirelationnel.

Processus versus produit

La dichotomie que nous avons décrite dans le paragraphe précédent est stric-
tement liée a celle entre le processus et le produit. Si I'attention est tournée vers la
résolution, le centre d’intérét devient le résultat obtenu, le produit du calcul, en lais-

3. Par contrat didactique nous entendons ici « 'ensemble des obligations réciproques et des
“sanctions” que chaque partenaire de la situation didactique - impose ou croit imposer, explicite-
ment ou implicitement, aux autres - et celles gu’'on lui impose ou qu’il croit qu’on lui impose, a propos
de la connaissance en cause. Le contrat didactique est le résultat d’'une “négociation” souvent im-
plicite des modalités d'établissement des rapports entre un éléve ou un groupe d’éléves, un certain
milieu et un systéme éducatif » (Brousseau, ,p. 6).
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sant de c6té le processus qui aamené a l'obtenir. Cela devient problématique quand
on passe a l'algebre alphanumérique, ot avant de résoudre il faut d’abord représen-
ter mathématiquement la situation. En effet une des difficultés épistémologiques
classiques identifiées dans le passage de I'arithmétique a I'algebre est exactement
cette transition d’'une résolution immédiate a une résolution aprés la représenta-
tion mathématique du probléme (Bazzini et al., ; Vergnaud et al., ). Sur-
monter la préoccupation du produit permet de préter attention au raisonnement
et ala structure du probléme, et donc au processus.

Transparent versus opaque

Une représentation mathématique est une chaine de symboles dont la compré-
hensiondépend alafoisdelareprésentation elle-méme et de la personne quil’inter-
prete. Les représentations peuvent étre plus ou moins « transparentes », c'est-a-dire
gue les informations qu’elles véhiculent peuvent étre plus ou moins faciles a capter.

Lattention au processus, accompagnée par une habitude aux représentations
non canoniques du nombre, rend les mathématiques plus explicites, plus transpa-
rentes. Par exemple, la représentation canonique du nombre 12 et une de ses re-
présentations non canonique 22 x 3 véhiculent deux informations trés différentes.
La premiére est plus « opaque » dans le sens ou les propriétés du nombre sont im-
plicites et cachées par sa représentation. La deuxieme, par contre, est plus riche
et communique des informations intéressantes sur les diviseurs de 12, chose qui
n'était pas visible dans la premiére représentation du nombre. La transparence
d’'une représentation favorise la compréhension de la stratégie adoptée et du pro-
cessus qui a permis de passer du texte du probléme au produit (son résultat).

4.2.2 Associer plusieurs représentations d’'un nombre naturel a
une vision relationnelle du signe égal

Le role du signe égal, qui peut étre vu comme signe opératoire ou relationnel,
est étroitement lié aux représentations qu'on donne des nombres. Dans les para-
graphes qui suivent, nous présentons ces deux language constructs.

Représentations canoniques ou non canoniques

La représentation canonique du nombre est celle liée a son nom, par exemple
12 pour douze. Mais ce méme nombre peut étre représenté d’autres maniéres qui
ne sont pas moins bonnes que celle canonique. Par exemple, 12 peut étre exprimé
avec d’autres formes:
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3x4;(2+2)x3;36/3:10+2;etc.

Ces derniéres sont rarement considérées comme des nombres par les éléves,
ils sont plutét classés comme «calculs» ou «opérations». Chacune de ces repré-
sentations non canoniques communique des informations a propos du nombre qui
n'étaient pas visibles dans la forme canonique et dont la signification dépend du
contexte dans lequel elle avait été générée. Le concept de représentation cano-
nique/non canonique d’'un nombre a aussi des répercussions importantes sur la si-
gnification de I'égal et donne I'occasion de développer des réflexions a ce sujet.

Role du signe égal

Lapproche traditionnelle a 'arithmétique implique une utilisation «opératoire»
dusigne égal. Il s’agit d’'un symbole qui «donne lerésultat». Dans (6 +11)—2 = 15,la
partie de gauche est considérée comme le calcul a faire (elle n'est pas vue comme un
nombre, car c’est dans une forme non canonique) duquel on obtient le résultat, qui
se trouve dans la partie droite, grace au symbole égal. Dans cette vision, les égalités
ont une direction, le calcul a faire a gauche et le résultat a droite, et le signe d’égal
perd son réle relationnel. Il n'est plus un symbole pour indiquer une relation entre
guantités, mais il a une caractérisation spatio-temporelle : il indique qu’il faut faire
I’action de calculer et que le résultat de ce calcul se trouvera a sadroite. Une expres-
sion comme 8 = 8 ne peut pas étre acceptée, car «il n'y a pas de calcul a faire». Cela
devient problématique lors du passage a I'algébre, car dans cette discipline les deux
cOtés des égalités ont souvent le méme statut et il n'est pas possible d’en identifier
une comme résultat de I'autre. Pour accepter I'écriture 2a — 6 = 2(a — 3) une vision
de I'égal comme symbole relationnel entre deux représentations différentes de la
méme quantité est nécessaire.

4.2.3 Favoriser des pratiques socioconstructivistes en classe qui
renforcent le role du langage naturel

Les pratiques de classe et le contrat didactique établi sont fondamentaux pour
le développement du langage algébrique comme outil de communication. Nous pré-
sentons les trois language constructs qui renforcent cette culture et en indiquent la
présence, en s'appuyant sur l'utilisation du langage naturel : le bégaiement algé-
brique, 'argumentation et la généralisation, syntaxe et sémantique.
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Le bégaiement algébrique

Lapprentissage du langage naturel se produit petit a petit, a travers erreurs
et essais. Lenfant acquiert graduellement la signification du langage et ses régles.
Comme pour le langage naturel, le langage algébrique peut étre acquis progressi-
vement. Il peut étre construit a partir des premiéres années de |I'école primaire en
promouvant une certaine vision de I'arithmétique qui mette en lumiére la signifi-
cation de ce qui est fait. Lapprentissage des régles du langage algébrique est donc
un chemin qui ameéne I'éléve a traduire les phrases exprimées en langage courant,
en langage mathématique et se fait de maniere expérimentale. Cela est possible si
le contrat didactique tolére des moments d’'imprécision et est favorisé par des mo-
ments d’'apprentissage de groupe ou les différentes propositions sont présentées
et justifiées. Ce processus de raffinement linguistique, appelé « algebraic babbling »,
« bégaiement algébrique » en francais, offre de bonnes occasions pour souligner
I'importance des regles syntaxiques et pour les intérioriser. Ce parcours permet a
I'éléve de construire et perfectionner sa compréhension du langage, en passant a
travers des formes langagiéres indiquant une vision opératoire (« on peut trouver
le nombre de voitures en multipliant par 2 les arbres ») pour aboutir a une vision
relationnelle (« le nombre de voitures est le double du nombre d’arbres »).

Argumentation et généralisation

Comme nous I'avons vu au chapitre 3, larelation entre I'argumentation et la gé-
néralisation peut avoir un role important pour la construction et le développement
de la pensée algébrique. Largumentation doit devenir un outil culturel partagé au
niveau de la classe pour pouvoir expliciter son lien avec la généralisation. Cette re-
lation permet de s’appuyer sur le réle de la verbalisation pour nourrir la métacog-
nition sur ce qui est fait ou dit. Largumentation permet de développer des idées et
desintuitions qui n'étaient pas encore complétement établies avant d’essayer de les
communiquer.

Syntaxe et sémantique

Lapprentissage d’'une nouvelle langue passe notamment par la maitrise de
ses aspects syntaxiques. Mais ceux-ci peuvent étre contrdolés seulement si un
controle sémantique sur ce qui est a exprimer existe déja. Ce rapport naturel syn-
taxe/sémantique est inversé dans I'approche classique a l'algébre. En effet, tra-
ditionnellement, la représentation avec un symbolisme standard et sa manipula-
tion syntaxique sont proposées aux éléves avant I'appropriation sémantique. Le
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Figure 4.2 - Les premiéres trois étapes d’'un pattern gé¢ométrique a généraliser.

contrble sémantique est en général construit aprés que la classe ait atteint une
bonne maitrise syntaxique.

Le contexte de classe donne une occasion de comparer les différentes représen-
tations algébriques produites par les éléves et leurs interprétations. Cela offre I'op-
portunité de travailler sur la syntaxe (qui permet de comprendre si une écriture est
correcte ou pas), lasémantique (qui permet d’évaluer si une certaine représentation
algébrique est cohérente avec la situation mathématique) et leur relation.

4.3 Lestypes de généralisation de Radford

Les sections et les chapitres précédents mettent en lumiére I'importance de la
généralisation pour la pensée algébrique (Kaput, ; Malara et Navarra, ),
c'est pourquoi il est important de trouver des outils théoriques qui permettent de
mieux analyser le processus de généralisation. Dans ce but, nous allons mainte-
nant présenter les différents types de généralisation identifiés pas Radford dans le
contexte de lagénéralisation d’'un pattern géométrique ( , , , ).

Le chercheur identifie différents types de généralisation chez I'éléve : généra-
lisation arithmétique, induction naive ¢, généralisation factuelle, généralisation contex-
tuelle et généralisation algébrique symbolique standard (Radford, , , ,

).

Cette typologie aide I'identification de certains processus chez I'éléve et ne doit
pas étre interprétée en termes de stades du développement biologique ou cogni-
tif. Il ne s'agit méme pas d’étapes hiérarchisées : en fonction du contexte et de la
consigne proposée, les éléves peuvent passer d’'une maniére de penser a l'autre. En
effet, selon Radford ( , ), la possibilité de penser algébriquement dé-
pend des conditions didactiques créées en classe plus que du niveau de maturation
cognitive de I'éléve. Les différents types de généralisation seront expliqués a partir
de I'exemple de pattern géométrique a généraliser dans la figure 4.2.

4. Nous avons inclus I'induction naive parmi les généralisations par abus de langage. En effet
I'induction naive concerne l'essai et erreur plus que la généralisation comme décrite dans la sec-
tion 3.2.3 (Radford, ).
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4.3.1 Généralisation arithmétique

Radford identifie un type de généralisation qu’il classe d’« arithmétique » ( ,
). Elle se produit lorsque I'éléve saisit la relation qui existe entre les termes
successifs d’'une suite, sans pourtant identifier une formule > applicable 3 un terme
guelconque. Par exemple, dans le pattern gé¢ométrique dans la figure 4.2, il est pos-
sible déterminer que chaque étape nécessite de deux cotés de plus que I'étape pré-
cédente, en distinguant ainsi la relation entre deux termes qui se suivent dans la
suite. Cette observation n'améne toutefois pas a établir une régle directe qui per-
met de trouver le nombre de co6tés pour une figure quelconque. Par exemple, pour
trouver le nombre de cotés pour I'étape 100, il serait possible de généraliser en di-
sant«ilfautfaire3+2+2+2... etc.etarriver jusqu’a 100 ». Cette généralisation
n'est pas algébrique car il n'y a pas d’'indéterminée en jeu. De plus, elle n'est pas ana-
lytique (définition dans la section 3.2.2) : on n'opére pas sur les nombres inconnus.

4.3.2 Induction naive

Il est possible de parvenir a une généralisation qui a I'apparence est algébrique
sans pourtant que le processus que I'éléve a fait pour I'obtenir ne le soit (Radford,
, ). Par exemple, pour le pattern géométrique dans la figure 4.2, on pour-
rait produire la formule en langage littéral standard 2n + 1. Pourtant, ce n'est pas
seulement le résultat qui compte, mais aussi le processus qui permet de I'obtenir.
Si la formule, bien que correcte et exprimée en symbolisme standard, est obtenue
par essais et erreurs, le raisonnement reléve de I'induction naive plutét que de la
généralisation algébrique. En effet, pour arriver a I'écriture 2n + 1, il est possible
de procéder par taitonnement : on essaie d’abord avec 3n, qui marche pour la pre-
miére étape, mais pas pour la deuxiéme; ensuite on teste n + 3 qui marche pour la
deuxiéme, mais pas pour les autres. Pour finir, puisque les formules plus intuitives
ne fonctionnent pas, on essaye celles un peu plus sophistiquées. On essaie 2n+1 qui
est la formule retenue, car elle elle renvoie le bon résultat pour les termes vérifiés,
et non parce qu’elle a été construite de maniére structurelle.

4.3.3 Généralisation factuelle

Avec la généralisation factuelle, les généralisations que Radford appelle « algé-
briques » commencent ( , , ). En effet, dans les généralisations fac-

5. Comme expliqué dans les sections suivantes, nous utilisons le terme « formule » au sens de
Radford ( ), qui lui donne une signification trés large en incluant des suites d’actions a produire
(formule factuelle) et des outils sémiotiques divers (langage courant, etc.).
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tuelle, contextuelle et standard on opére sur les nombres inconnus. Ce type de gé-
néralisation peut se manifester comme réponse a des questions du type « trouver
le nombre de c6tés des figures 5 et 25 » de la suite représenté dans la figure 4.2.

Il est possible d’identifier deux étapes dans ce processus. Dans un premier mo-
ment, les éléves identifient la régularité du motif en se basant sur une décomposi-
tion spatiale et perceptive des trois étapes du motif données. Par exemple les éleves
peuvent noter que pour I'étape 2 il y a 2 cotés horizontaux (un en bas et un en haut)
et trois cotés obliques, pour la figure 3 il y a 3 cotés horizontaux (2 en bas et un en
haut) et 4 cotés obliques. Dans un deuxieme moment, cette régularité est généra-
lisée a une figure qui n'est pas disponible dans le champ perceptif des éléves : ils
déduisent que pour la figure 25 il y aura 25 c6tés horizontaux, et 26 obliques, pour
un totalde 25 + 26 = 51 c6tés.

Acestade, les éléves peuvent calculer le nombre de cotés de chaque figure qu’on
pourrait leur proposer. lIs ont a disposition un schéme opératoire qui généralise les
actions numériques a faire, une formule en acte qui leur permet de trouver la ré-
ponse pour une quelconque figure particuliére. Il s’agit d’'une formule algébrique
composée par des actions plus que par des symboles formels. La formule obtenue
est concrete et s'adapte a des cas particuliers (I'éléve reste a un niveau numérique,
méme en arrivant a résoudre n'importe quel cas spécifique du motif). Les concepts
devariable et indéterminée sont pressentis par les éléves, mais pas explicites.

4.3.4 Généralisation contextuelle

La généralisation contextuelle peut se manifester comme réponse a des ques-
tions du type « expliqguer comment calculer le nombre de c6tés d’une figure quel-
conque » du motif représenté dans la figure 4.2 (Radford, , , ).

D’un point de vue mathématique, la généralisation concerne pour la premiére
fois une figure qui n'est pas spécifique. Le passage de la demande de trouver un ré-
sultat (comme dans la généralisation factuelle) a celle d’expliquer comment on le
trouve, pousse I'éléve a rendre explicite sa procédure et a la création d’une formule
objective.

Une réponse possible a la consigne est « le nombre de la figure pour les cotés
horizontaux plus le nombre aprés le nombre de la figure pour les c6tés obliques ».
Laspect indéterminé est rendu explicite et il est exprimé par la formule « le nombre
de la figure ». Cependant, la formule obtenue est encore contextuelle, liée a des ca-
ractéristiques spatiales et temporelles et basée sur 'interprétation personnelle de
la figure. Lexemple de formule donnée est lié & une vision de la figure partagée en
deux : il y a les c6tés horizontaux et aprés les cotés obliques. La formule est une
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description du terme général, qui peut étre déduit a partir d’'une figure particuliére
utilisée pour véhiculer la composition générique d’'une figure quelconque.

4.3.5 Généralisation algébrique symbolique standard

La généralisation algébrique symbolique standard répond a la consigne « écrire
une formule mathématique pour calculer le nombre de c6tés dans la figure n » (Rad-
ford, , ).

Lutilisation du symbolisme algébrique standard peut entrainer des difficultés
pour les éleves méme quand ils savent exprimer le concept en langage courant. Il
s’agit donc de quelque chose de beaucoup plus complexe gu’une simple traduction.

Une premiére étape du symbolisme standard est représentée dans la formule
suivante:n + (n + 1). Lapparence de cette formule est complétement dans le re-
gistre alphanumérique, mais sa création est encore liée a une vision subjective de la
figure :le premier n correspond aux c6tés horizontaux et (n+ 1) aux cétés obliques.
A ce stade, la formule est encore contextuelle et iconique, car décrit la perception
qgue I'éléve en a. Une démonstration de cela est la résistance que parfois les éléves
opposent al'’élimination des parenthéses : sans les parenthéses, il n’est plus possible
de reconnaitre les différentes parties qui composent la figure et la formule perd sa
caractéristique descriptive et narrative.

Cette étape doit étre surmontée pour permettre au symbolisme littéral de ma-
nifester sa force en se détachant du contexte concret. Les symboles ne doivent
plus représenter, pour les éléves, une certaine partie de la figure, mais ils doivent
assumer une signification relationnelle en fonction d’autres symboles. La formule
n+(n+1) doit étre vue sous une nouvelle lumiére qui en fait disparaitre la dimension
narrative : les éléves doivent atteindre un « des-embodiment of their spatial-temporal
embodied situated experience » (Radford, ,p.85). Lacomparaison et la simplifica-
tion de formules peuvent étre une stratégie pour atteindre cet objectif en arrivant,
par exemple, a la formule 2n + 1.

4.4 Latypologie de preuves de Balacheff

Le modele d’algébre de Kaput et les language constructs de Malara et collégues
attribuent une place importante a 'argumentation pour la pensée algébrique. Pour
cetteraison, il estimportant d’avoir des outils théoriques qui en permettent I'étude.
Nous allons donc présenter dans les sections qui suivent la typologie de preuve de
Balacheff ( , ).
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Avec le mot preuve, nous entendons ici « une explication acceptée par une com-
munauté donnée a un moment donné », ot une explication est « un discours visant a
rendre intelligible le caractére de vérité, acquis pour le locuteur, d’'une proposition
ou d’'un résultat » (Balacheff, , pp. 147-148). En s’'intéressant a la preuve, on
pose le regard sur I'activité des éléves.

La démonstration est une preuve acceptée au sein de la communauté des ma-
thématiciens (Balacheff, ). Ce type de preuve assume une forme particuliére :
lavalidité d’'un énoncé est reconnue comme vraie ou prouvée a partir d’autres énon-
cés en suivant des conventions et des régles bien définies.

Comme pour les types de généralisation de Radford, les différents types de
preuves ne doivent pas étre interprétés comme des stades consécutifs qui dé-
crivent et définissent le niveau mathématique de I'éléve, mais plutét comme des
manifestations qui dépendent de la tache proposée. Il ne s’agit pas d'étapes qui
doivent étre franchies dans I'ordre, mais de types de preuves qui sont utilisés dans
des contextes et avec des buts différents.

On peut identifier deux grandes familles de types de preuves, les preuves prag-
matiques et les preuves intellectuelles (Arsac et al., ; Balacheff, , ).

e Lespreuves pragmatiques, parmilesquelles on distingue 'empirisme naif, I'ex-
périence cruciale et 'exemple générique, sont liées a I'action.

e Les preuves intellectuelles supposent un détachement de I'action et s’arti-
culent en expérience mentale et calcul sur les énoncés. Avec les preuves in-
tellectuelles, nous assistons a un changement de posture ou la décontextuali-
sation, dépersonnalisation et détemporalisation prennent place.

Pour illustrer les différents types de preuves, nous faisons recours aux pro-
blémes du dénombrement des diagonales d’un polygone (Balacheff, , ),
tache qui demande a I'éléve de trouver le nombre de diagonales d’un polygone en
fonction du nombre de coté.

4.4.1 Lempirisme naif

Le premier type de preuve est I'empirisme naif, qui se manifeste quand on prouve
la validité d’un énoncé a partir d’un ou d’'un petit nombre de cas (Balacheff, ).

Pour le probléme du dénombrement des diagonales d’'un polygone, une preuve
relevant de I'empirisme naif consiste a en déduire la validité en se basant sur un
nombre limité d’essais : par exemple I'éléve trouve qu’un pentagone a cing diago-
nales et en déduit qu'un hexagone aura six diagonales
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4.4.2 Lexpérience cruciale

Un énoncé peut étre prouvé en présentant un exemple qui, aux yeux de I'éléve,
est si peu particulier que, si la proposition est vraie pour lui, alors elle doit nécessai-
rement I'étre toujours (Balacheff, ). Dans ce cas, on parle d’expérience cruciale.

Lexpérience cruciale se distingue de I'empirisme naif, car la problématique de la
généralité est explicitement posée.

Pour le probléme des diagonales, des exemples d’expérience cruciale sont « on
va faire une immense figure pour vérifier » (Balacheff, ,p. 164) ou « essaie une
fois avec 15 et puis si ca marche, ben ca veut dire qu’ca marche avec les autres ».

4.4.3 Lexemple générique

On parle d’exemple générique quand I'’énoncé est prouvé en se basant sur un cas
qui n'est pas traité dans sa particularité, mais en tant que représentant d’'une cer-
taine famille d’objets (Balacheff, , ). La preuve par exemple générique
fait recours aux propriétés caractéristiques et aux structures d’'une certaine classe
en s’appuyant sur un de ses représentants pour la mise en place du raisonnement.
Il est possible de voir dans I'exemple générique des aspects des preuves intellec-
tuelles.

Pour la tache des diagonales d’un polygone, un éléve pourrait raisonner comme
il suit:

Dans un polygone a 6 sommets, il part 3 diagonales par sommets donc
il part 18 diagonales; mais comme une diagonale joint deux points : il
n'y a que 9 diagonales : 18 —~ 2 = 9 et de méme avec 7 sommets 8,
9,10 11,... etc alors a 7 sommets il partira 4 diagonales par sommets a
chaque fois que I'on ajoute un sommet au précédent polygone on ajoute
une diagonale par sommets au [sic] précédentes diagonales ondivise par
2 le nombre de toutes les diagonales et on trouve le nombre de diago-
nale du polygone et pour trouver le nombre de diagonales partant de
chaque sommets on soustré [sic] au nombre de sommet, trois, mais pour
les concaves on enleve [sic] encore 1 diagonale. (Balacheff, ,p.173)

4.4.4 Lexpérience mentale

C’est entre I'exemple générique et I'expérience mentale qu'il y a le passage des
preuves pragmatiques aux preuves intellectuelles (Balacheff, , ). Lexpé-
rience mentale permet de prouver en intériorisant I'action et en la détachant de sa
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concrétisation sur unreprésentant particulier. Enrestant liée a la temporalité anec-
dotique, elle abandonne le traitement d’un cas particulier comme il était le cas pour
I'exemple générique.

Dans la tache des diagonales, I'éléve pourrait fournir la preuve suivante :

en sachant le nombre de sommets d’un polygone, il partira de chaque

point, le nombre de sommets — (ses deux voisins + lui-méme) il faudrait

multiplier a ce qu’on a trouvé par le nombre de sommets (par chaque

sommet, partent le méme nombre de diagonales), MAIS [sic], on compte

chaque diagonale deux fois. Le nombre de diagonales trouvé est donc

a diviser par deux et on obtient une fois chaque diagonale. (Balacheff,
,p.173)

La preuve qui se base sur I'expérience mentale peut utiliser différents registres
sémiotiques,comme le langage naturel dans I'exemple qui précéde ou le symbolisme
algébrique standard (ou autres).

445 Lecalculsurlesénoncés

C’est avec le calcul sur les énoncés qu’on se détache complétement de I'action,
des exemples et des constats sur la figure (Arsac et al., ; Balacheff, ).
s’agit de preuves qui ne doivent rien a I'expérience. Elles se basent sur l'utilisation
des théories, des définitions, des notions et des propriétés en jeu dans la résolution
du probléme.

Pour la tache des diagonales d’un polygone, a la place de dessiner et interagir
avec la figure, les éléves pourraient faire des déductions a partir des définitions et
des propriétés de polygone et diagonale. Un exemple est donné par Balacheff : deux
éléves « s’accordent sur le fait que pour unsommet: “[il y] aautant de diagonales que
de sommets”...dou ils déduisent que “C’est I'carré [sic] des sommets” » (Balacheff,

,p. 144). Avec le calcul sur les énoncés, la conclusion n'est pas basée sur I'expé-
rience, mais sur la propriété, dans ce cas fausse, que dans un polygone il y a autant
de diagonales que de sommets.

4.5 Complémentarité et nécessité des différents
appuis théoriques retenus

Dans ce chapitre, nous avons présenté différents outils théoriques sur lesquels
nous basons la suite de notre travail. Dans cette section, nous discutons de leur né-
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cessité et de leur complémentarité. Nous aborderons d’autres points a propos de
I'articulation des cadres dans la section 6.3.

La section 1.6 résume les étapes principales de notre étude. Les revues de litté-
rature sont suivies de la construction d’une batterie de taches algébriques. Comme
expliqué aux chapitres 6 et 7, nous nous sommes servie du modéle d’algebre de Ka-
put pour étayer la création des taches.

Pour analyser les données, nous avons besoin de pouvoir identifier I'émergence
de la pensée algébrique. Les language constructs de Malara et collégues sont un bon
instrument pour cela. lls se divisent en trois macro-catégories. « Favoriser le chan-
gement de focus du résultat au processus » offre des axes d’analyse facilement opé-
rationnalisables. Par exemple observer si le focus de I'éléve pendant la résolution
est sur la représentation du probléme ou sur le résultat numérique. Ou encore, si
les représentations mathématiques sont plus ou moins « transparentes ».

La deuxieéme catégorie « associer plusieurs représentations d’'un nombre natu-
rel a une vision relationnelle du signe égal » fournit aussi des axes d’analyses, par
exemple selon la maniére d’utilisation du signe égal, comme opérateur ou comme
relation.

La troisiéeme catégorie « favoriser des pratiques socioconstructivistes en classe
quirenforcent le réle du langage naturel » est par contre moins adaptée. Nous sou-
lignons d’abord que notre contexte expérimental ® n’a pas été la classe, mais quatre
entretiens cliniqgues d’environ 30 minutes. Malgré la tendance a tenir une posture si-
milaire a celle suggérée par Malara et collégues, par exemple a travers des relances
adaptées (comme décrit a la section 8.2.2), notre contexte expérimental a bien en-
tendu eu un impact moins fort que les pratiques que les éléves rencontrent au quo-
tidien en classe. Nous avons toutefois pu utiliser les différents language constructs
pour comprendre si les éléves y faisaient recours et quelles difficultés ils faisaient
surgir. Cette troisieme catégorie offre des axes d’analyse, mais pas assez d’instru-
ments pratiques pour les analyser finement. Notamment, pour le language construct
« argumentation et généralisation », nous avons intégré d’autres apports théoriques
pour les étudier en détail.

Pour ce faire, nous avons eu recours a deux autres cadres. Pour la généralisa-
tion, nous avons choisi les types de généralisation de Radford, idéal pour étudier des
taches de préalgébre. Pour I'argumentation, nous avons opté pour la typologie de
preuves de Balacheff, qui s’adapte bien a I'analyse de taches numérico-algébriques.

Nous poursuivons nos réflexions a propos de I'articulation des différents appuis
théoriques dans la section 6.3.

6. Pour plus de détails sur le contexte expérimental, aller a la page 118.



Chapitre 5

Questions de recherche

5.1 Reformulation des questions de recherche

Au chapitre 1, nous avons introduit le questionnement de recherche suivant
pour notre travail :

QO Quelles compétences et quelles difficultés ont les éleves avec MLD dans la
pensée algébrique?

Aprés la présentation de larevue de littérature et des appuis théoriques choisis
aux chapitres précédents, nous pouvons ainsi reformuler ce questionnement. Voici
les questions de recherche qui dirigent cette thése :

Q1 Quelles taches créer pour analyser les difficultés et les compétences ! des
éléves spécifiques a la pensée algébrique?
Q2 Comment pouvons-nous décrire la pensée algébrique d’éléves avec MLD en

termes de language constructs, types de généralisation et types de preuve?

Q2.1 Quels language constructs identifient la pensée algébrique d’éléves avec
MLD?

Q2.2 Quelstypesde généralisation sont utilisés par des éléves avec MLD dans
I'étude d’un pattern géométrique?

Q2.3 Comment des éléves avec MLD mobilisent des exemples et s’engagent
dansunepreuve dans unetached’early algebra nécessitant une argumen-
tation?

Avec Q1, nous voulons d’abord comprendre quelles taches créer afin qu’elles
nous permettent d’étudier la pensée algébrique des éléves. La réponse a Q1 est

1. Ici, le terme « compétence » doit étre concu dans son acception courante, a 'opposé de « diffi-
culté ».
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ancrée dans la littérature en didactique des mathématiques (comme nous le pré-
sentons au chapitre 7). Tout d’abord, I'étude bibliographique des taches utilisées
dans des recherches antérieures fonde la création de notre batterie de taches. En-
suite, les outils théoriques choisis nous permettent de la créer. Cet ancrage théo-
rique nous amene afaire I’hypothése que les tiches de notre batterie sont robustes
et favorisent I'émergence de la pensée algébrique (bien que, dans la littérature,
ces taches aient été utilisées pour la plupart avec des éléves sans MLD). La mise a
I’épreuve de cette hypothése de recherche se fait lors de I'expérimentation avec les
éléves.

Cela nous améne au traitement de Q2, qui nous permettra de valider expéri-
mentalement la batterie construite théoriquement. Lors de I'expérimentation des
taches et des entretiens, nous pourrons étudier la pensée algébrique des éléves
avec MLD et répondre ainsi a Q2. En particulier, nous allons observer les language
constructs utilisés par les éleves, les types de généralisation mis en place et le role
des exemples dans leurs preuves (voir le chapitre 4 pour la présentation de ces ou-
tils théoriques).

5.2 Hypothéses de recherche

Dans ce qui suit, nous formulons nos hypothéses de recherche répondant aux
guestions de la section 5.1 et que nous testons ensuite avec I'analyse des données
empiriques.

Nous répondons a Q1 avec une proposition de taches basée sur des concepts
théoriques. Notre réponse sera donc bien fondée théoriquement, mais elle ne sera
pas la seule possible : d’autres batteries de tiches pourraient étre créées en fonc-
tion des appuis théoriques choisis.

Le traitement de la question de recherche Q2 va nous conduire a mettre a
I’épreuve les trois hypothéses de recherche suivantes. La premiére hypotheése est
qgue les éléves avec MLD mettent en place des stratégies de résolution en s’ap-
puyant sur la pensée algébrique ?. Le constat de I'’émergence de la pensée algé-
brique chez des éléves avec MLD serait un résultat important pour la compréhen-
sion des possibilités d’apprentissage de ces éléves. Il confirmerait le peu de littéra-
ture existante a ce propos (par exemple Maccini et al., ; Xin, ).

2. Nous nous limitons ici a une formulation d’hypothéses qui ne font pas référence aux appuis
théoriques utilisés et évoqués dans les questions Q2.1, Q2.2 et Q2.3. Des hypothéses plus fines se
référant aux cadres seraient possibles.
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D’ailleurs, Kaufmann et al. ( ) se demandent si les MLD représentent « the
extreme end of a continuum (or several continua) of mathematical ability » ou si les diffi-
cultés associées aux MLD « are qualitatively different from more common mathematics
difficulties » (p. 2). La différence ou ressemblance des difficultés et des stratégies des
éléves avec MLD et sans MLD est un questionnement trés présent en recherche et
nous améne a la formulation d’hypotheses ultérieures.

Notre deuxiéme hypothése de recherche est que la pensée algébrique des
éléves MLD ne différe pas d’'un point de vue qualitatif de ce qui est déja connu
pour des éléves sans MLD. Les difficultés spécifiques a la pensée algébrique que ces
éléves rencontrent ne sont pas différentes dans le fond des difficultés des éléves
sans MLD.

Cette deuxiéme hypothése de recherche est cohérente avec larecherche sur les
éléves avec MLD dans le domaine arithmétique. Par exemple, Desmet et Mussolin
( ) concluent que « au regard des manifestations typiques décrites ci-dessus,
nous pouvons conclure que les erreurs des enfants dyscalculiques ne sortent pas
du développement typique » (p. 344).

Notre troisiéme hypothése de recherche est que ce qui différencie la population
avec MLD de celle sans MLD pour la pensée algébrique est plutét la persistance des
difficultés dans la résolution des taches. Cette derniéere hypothése a été déja véri-
fiée pour le domaine de I'arithmétique (Geary, ).

La partie expérimentale de cette thése permettra de tester les hypothéses pré-
sentées ci-dessus.






Deuxiéme partie

La batterie de taches
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Chapitre 6

Réponse a la question de recherche
Q1 : une batterie de taches pour
étudier la pensée algébrique

Comme décrit a la section 1.6, la premiére étape de la partie expérimentale de
cette thése concerne la conception d’'une batterie de taches. En ayant pour objectif
la création de cette batterie, nous répondons ainsi dans ce chapitre a la question de
recherche Q1 que nous rappelonsici :

Q1 Quelles taches créer pour analyser les difficultés et les compétences des
éléves spécifiques a la pensée algébrique?

Laréponse aQ1est ancréedans lalittérature endidactique des mathématiques.
Tout d’abord, pour fonder la création de notre batterie de taches, nous avons mené
une étude bibliographique des taches utilisées dans des recherches antérieures.
Les liens entre ces taches et celles choisies pour cette thése sont présentés au cha-
pitre 7.

Ensuite, pour créer la batterie, nous nous sommes appuyée sur le modéle d’al-
gébre de Kaput ( ), que nous avons décrit a la section 4.1. Ce modéle non seule-
ment adopte une vision de |la pensée algébrique basée sur la généralisation, mais
encore propose trois artefacts culturels propres a I'algébre. Pour chaque artefact,
il liste des types de problémes possibles. Le modéle s’avere ainsi facilement opéra-
tionnalisable : le passage du modéle théorique a la création d’'une batterie de taches
se fait de maniére assez directe.

De plus, le modéle de Kaput prend en considération différents aspects de la pen-
sée algébrique des éleves et permet ainsi de construire une batterie de taches assez
variées couvrant un large spectre des compétences algébriques. Ce modéle inclut
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non seulement des taches travaillant la généralisation, mais aussi la structure, I'ar-
gumentation, la relation entre quantités associée a une vision relationnelle du signe
égal, etc. Labatterie de tiches ainsi construite dépend de choix théoriques. Elle n'est
donc pas la seule possible. D’'autres définitions de pensée algébriques pourraient
étre choisies a la place du modéle de Kaput en menant a d’autres résultats en ce qui
concerne la batterie de taches.

Lancrage théorique (étude bibliographique et modéle de Kaput) qui fonde notre
batterie nous améne a faire ’hypothése que les taches sont robustes et favorisent
I’émergence de la pensée algébrique. La mise a I'épreuve de cette hypothése de re-
cherche se fait lors de I'expérimentation avec les éléves.

La batterie de taches est présentée en détail au chapitre 7.

6.1 Adaptation du modéle de Kaput

Comme justifié a la section 3.3, nous considérons le symbolisme alphanumé-
rigue comme une composante non indispensable de la pensée algébrique. Ce choix
implique une réflexion a propos du modeéle de Kaput qui a une perspective symbo-
ligue de la pensée algébrique et améne a une adaptation du modeéle (figure 6.1; Ka-
put, : Kaput et al,, ).

D’abord, nous soulignons la pertinence du choix. Bien qu’en ayant une approche
symbolique, le modéle s'ouvre a différentes interprétations de ceci, en étant concu
pour modéliser la pensée algébrique a travers les différents niveaux scolaires (Ka-
put, ). En effet, la premiére activité du modeéle implique « la généralisation de
régularités et son expression dans des systémes de symboles conventionnels de plus
en plus systématiques ». Cette perspective d’évolution du symbolisme comporte donc
différents niveaux de formalisme.

De plus, Kaput différencie entre les activités qu’il appelle algébriques au sens
strict et les activités gu’il nomme « quasi-algébriques ». Les activités algébriques
concernent I'expression de la généralisation ou le raisonnement sur cette générali-
sation par moyen d’un systéme conventionnel de symbolisation algébrique, y com-
pris le symbolisme alphanumérique et les représentations graphiques en coordon-
nées, etc. (Kaput, ; Kaputetal,, ). Une activité pour étre quasi-algébrique
doit toujours concerner I'expression de la généralisation ou le raisonnement sur
cette généralisation, mais cela par n'importe quel type de symbolisme (langage na-
turel, symbolisme arithmétique, manipulations physiques, etc.).

La prise en compte dans notre travail de types informels de symbolismes,
comme celui de l'arithmétique ou le langage oral, classeront notre proposition
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Figure 6.1 - Schéma résumant notre adaptation du modéle d’algébre de Kaput.

Activité humaine

comme quasi-algébrique selon Kaput, sans pourtant rendre inadéquat le modéle.

Ladaptation du modéle a néanmoins des conséquences pratiques. La premiére
est que pour ce travail nous ne prenons pas en considération la deuxiéme activité al-
gébrique du modéle: « le raisonnement et I'action guidée par des régles syntaxiques
sur des généralisations exprimées dans des systémes symboliques organisés ». En
effet, en ne visant pas le langage algébrique standard, cette activité serait beaucoup
moins riche.

La deuxieme adaptation concerne la troisieme activité culturelle « langage de
modélisation intra ou extramathématique ». En ne nous focalisant pas sur la symbo-
lisation alphanumérique, cet axe est moins pertinent pour notre étude.

En troisiéme lieu, en ce qui concerne le premier artefact culturel, nous avons
opté pour I'arithmétique généralisée au détriment du raisonnement quantitatif. Ce
choix est d( a la volonté d’étre cohérente avec le contexte scolaire du canton de
Vaud, ol une approche par raisonnement quantitatif est moins répandue que celui
en arithmétique généralisée. De plus, une entrée par I'arithmétique semble parti-
culiéerement adaptée alI'early algebra comme nous la concevons : une métadiscipline
unificatrice entre I'arithmétique et I'algébre (Cusi et al., ; Malara et Navarra,

).

Pour ce travail de thése, nous nous limitons a la premiére activité et aux deux
axes « arithmétique généralisée et raisonnement quantitatif » et « fonctions, rela-
tions et covariations ». Le modéle adapté est représenté en figure 6.1.

6.2 Cohérence de I'adaptation du modéle de Kaput

Tout en prenant en compte seulement une partie du modéle de Kaput, I'adapta-
tion présentée a la section 6.1 reste suffisante pour explorer les aspects embléma-
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tiques de la pensée algébrique. Les objets de recherche exposés a la section 3.2.3
peuvent tous étre abordés avec les tiches (présentées au chapitre 7) construites
grace al'ladaptation du modéle:

e |a généralisation est a la base du modele, étant I'une des activités caractéri-
sant la pensée algébrique;

e |astructure est indispensable pour les deux artefacts culturels pris en consi-
dération. La généralisation concerne les structures arithmétiques ou la struc-
ture d’'une situation modélisable grace a I'idée de fonction;

¢ |ajustification sera favorisée pendant les entretiens;

¢ |a relation entre quantités ressort des deux artefacts culturels, dans le pre-
mier surtout dans le contexte arithmétique de relation entre nombres et dans
le deuxiéme dans le concept méme de fonction.

D’ailleurs, Kieran et al. ( , p.5) ont identifié quatre thémes centraux en early
algebra :

o « Generalizing related to patterning activity ». Ce théme est en fort lien avec I'ar-
tefact culturel « fonctions, relations et covariations », dont une des taches ty-
piques est la généralisation de motifs géométriques.

e « Generalizing related to properties of operations and numerical structure ». Ce
théme fait partie du premier artefact culturel « arithmétique généralisée ».

e « Representing relationships among quantities ». Ce théme aussi fait partie de
I'artefact culturel « arithmétique généralisée ».

¢ « Introducing alphanumeric notation ». Ce théme serait plutét en lien avec le
troisieme artefact culturel « application d’'un langage de modélisation » et la
deuxiéme activité « raisonnement sur et manipulation des expressions de gé-
néralisation dans un systéme symbolique organisé » que nous ne prenons pas
en compteici.

Nous pouvons conclure que I'adaptation du modele de Kaput est robuste et co-
hérente avec la littérature en didactique des mathématiques.

6.3 Relation entre les différents appuis théoriques

Dans notre thése, nous nous servons donc de différents appuis théoriques :
I'adaptation du modéle d’algebre de Kaput, les language constructs de Malara et col-
leégues, les types de généralisation de Radford et la typologie de preuves de Bala-
cheff. En prenant en considération différentes approches théoriques, la question
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se pose a propos de leur networking (Prediger et Bikner-Ahsbahs, ; Prediger
etal., ), notamment en ce qui concerne la définition de pensée algébrique. En
effet, Kaput, Malara et collégues et Radford ont des interprétations différentes de
ce qui peut étre définicomme algébrique. Dans les lignes qui suivent, le point de vue
de Balacheff n’est pas discuté parce que sa typologie de preuves n'a pas été concue
spécialement dans le domaine de I'algébre.

Comme nous I'avons souligné au cours de ce chapitre et du chapitre 4, Kaput
met au centre de 'algébre la généralisation de différentes situations, via 'utilisa-
tion du symbolisme littéral algébrique standard. Dans notre adaptation du modeéle,
une importance particuliére est toujours donnée a la généralisation en prenant en
considération aussi d’autres maniéres pour I'exprimer que le symbolisme standard.

Pour Radford, il est possible de généraliser sans mettre en place un raisonne-
ment algébrique (par exemple dans la généralisation arithmétique) et il est possible
de raisonner algébriquement sans symbolisme (par exemple dans la généralisation
contextuelle). Cette approche ne se base pas sur le recours a la symbolisation al-
phanumérique, mais il prend en considération un symbolisme plus large, et définit
la pensée algébrique par I'analycité.

Malara et collégues ont une approche linguistique pour laquelle la généralisa-
tion est importante, mais non indispensable et I'expression algébrique peut avoir
lieu d’abord en langage naturel et enfin par moyen du symbolisme alphanumérique,
atravers le « bégaiement algébrique ».

Nous avons déja mis en évidence I'apport et la nécessité de chaque cadre au cha-
pitre 4.

En ce qui concerne la symbolisation, comme nous I'avons déja expliqué au cours
de ce chapitre, nous avons décidé de suivre Malara et collégues et Radford et garder
un point de vue non nécessitant la symbolisation standard, en adaptant le modéle
de Kaput.

Pour conclure, nous nous sommes assurée que |'utilisation des cadres choisis
pour I'analyse, les language constructs, les types de généralisation et la typologie de
preuve sont adaptés pour les tiches qu’on a produites au moyen de I'adaptation du
modéle de Kaput. Comme expliqué a la section 8.4, cela est le cas.






Chapitre 7
Les taches

Au chapitre 6, nous avons justifié le choix d’utiliser le modéle de Kaput ( ,

) pour étayer la création de la batterie de taches utilisée pour la partie expé-
rimentale de cette thése. Dans les paragraphes suivants, nous illustrerons quelles
taches nous avons concues et quels choix nous avons faits en termes de variables *.

7.1 Lajustification des taches de la batterie

Ladaptation du modéle de Kaput ( , ) introduit précédemment (sec-
tion 6.1) offre deux artefacts culturels, chacun caractérisé par des taches mathé-
matiques classiques. A partir de cela nous avons pu construire les taches de la bat-
terie, dont la version donnée aux éléves pendant les entretiens se trouve en annexe
a la page 245 2. Le modéle adapté a été utilisé en formulant les tiches de maniére
a ne pas utiliser forcément le symbolisme alphanumérique. Ce choix est cohérent
avec notre échantillon, qui est composé d’éléves du secondaire | (12-15 ans) qui, au
moment du recueil des données, n'avaient pas encore rencontré le symbolisme al-
phanumérique °.

Lassociation entre les artefacts culturels et les tiches est résumée en figures 7.1
et 7.2. Chaque tache a été classée selon l'axe le plus marquant, mais comme expli-
qué a 4.1, les artefacts ne sont pas disjoints et les taches pourraient inclure des as-

1. Parvariable onentend « variable cognitive, une variable de la situation telle que par le choix de

valeurs différentes on peut provoquer des changements de la connaissance optimale » (Brousseau,
,p.3).

2. Alannexe A, la mise en page et la police des taches correspondent a celles de la version recue
par les éléves. Cela a été concu de maniére arendre les documents aussi accessibles que possible, no-
tamment en utilisant une police (OpenDyslexic) facilement lisible par des personnes avec des troubles
de la lecture et en bien espacant les différentes parties (Fondation Centre suisse de pédagogie spé-
cialisée, ). Cette précaution n’a pas été prise pour ce chapitre.

3. Seulement I'Eléve 18 avait été exposée a I'enseignement du symbolisme alphanumérique.
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CHAPITRE 7. LES TACHES
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Figure 7.1 - Association entre les tiches créées et I'adaptation du modele de Ka-

put : arithmétique généralisée.

La suite de carrés (sect. 7.1.1)

Fonctions, relations

et covariation
La généralisation et son /

expression en se basant sur

K

Voici les trois premifres Etapes d'une suite de careés.
a) Combien faut-il de pailles pour former une suite de 4 carrés 7 Et de 5 carnés 7
b} Combien faut-il de pailles pour former une suite de 12 carnés 7
«¢) Combien faut-il de pailles pour former une suite de 100 carrés 7

d} En connaissant le nombre de carrés, pourrais-tu toujours trouver le nombre
de pailles Si oui, comment 7

e} Tu as acheté un paguet de 200 pailles. Combien de carrés peux-tu construire ?

|'idée de fonction.

L

L

CleEs

Figure 7.2 - Association entre les tiches créées et I'adaptation du modele de Ka-

put : fonctions, relations et covariation.
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pects qui permettraient de les classer différemment. De plus, en fonction de la pro-
cédure utilisée, certaines des taches choisies pourraient bien s’inscrire aussi dans
le troisiéme axe « algébre comme langage de modélisation intra ou extramathéma-
tique ». Cependant, il est toujours possible de les résoudre sans symbolisme stan-
dard et elles incluent d’autres aspects qui permettent de les relier aux deux autres
axes.

Dans les prochaines sections, nous analysons plus en profondeur la création de
chaquetache. Ici,l'ordre de présentation des tiches correspond a celui de passation
avec les éléves 4.

7.1.1 Lasuitede carrés

Voici les trois premieres étapes d’une suite de carrés.

a) Combien faut-il de pailles pour former une suite de 4 carrés ? Et de 5 carrés?
b) Combien faut-il de pailles pour former une suite de 12 carrés ?
¢) Combien faut-il de pailles pour former une suite de 100 carrés ?
d) En connaissant le nombre de carrés, pourrais-tu toujours trouver le nombre
de pailles Si oui, comment, ?

e) Tu as acheté un paquet de 200 pailles. Combien de carrés peux-tu construire ?

LHL AT

Figure 7.3 - La tache La suite de carrés.

Pour l'artefact culturel « fonctions, relations et covariations » nous avons cher-
ché une tache travaillant la généralisation en se basant sur I'idée de fonction. Une
tache classique citée par Kaput ( ) est la généralisation de patterns géomé-
triques élémentaires, comme celui créé pour notre batterie et présenté dans la fi-
gure 7.3. Pour la conception de La suite de carrés, nous nous sommes référée a de
nombreux travaux en didactique des mathématiques a propos des patterns géo-

métriques (par exemple Coulange et Grugeon, ; Ferrara et Sinclair, ;
Grugeon-Allys et Pilet, ; Malara et Navarra, ; Radford, ; Stacey,
; Stramskag, ).

4. En fonction du chapitre, l'ordre des taches peut correspondre a celui des questions de re-
cherche. Par exemple, dans le chapitre 9, nous présentons d’abord les résultats relatifs a La tache
bleue et 123, ensuite a La suite de carrés, et enfin a Nombres pairs/impairs.
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Cette tiche a I'avantage de travailler I'idée de relation entre deux quantités
(nombre de carrés et nombre de pailles utilisées pour les construire) sans avoir for-
cément besoin d’'une symbolisation littérale standard. De surcroit, plusieurs ques-
tions relatives a différents nombres de carrés (5, 100, un nombre quelconque, etc.)
sont possibles ce quirend latache adaptable a des compétences diverses des éléves.

7.1.2 Pierre et Manon

L’enseignante de Pierre lui demande de calculer
1l fait ’addition et il obtient

Apres I'enseignante lui demande de calculer
Pierre connailt déja la réponse sans calculer.

Comment a-t-il fait ?
Penses-tu que la stratégie de Pierre marche toujours ?

Manon a utilisé cette stratégie pour rendre le calcul plus simple :
(7x12)4+ (3 x12) =10 x 12

Qu’en penses-tu ?

Figure 7.4 - Les taches Pierre (en haut) et Manon (en bas).

Pour 'artefact culturel « arithmétique généralisée » nous avons créé différentes
taches a partir des taches classiques identifiées par Kaput ( ).

Pour pouvoir observer les réflexions des éléves a propos des propriétés des
opérations arithmétiques (deuxiéme type de tache dans I'axe arithmétique géné-
ralisée), nous avons créé Pierre et Manon (figure 7.4). Dans Pierre I'objectif est de
faire recours a la propriété commutative de I'addition et dans Manon a la propriété
distributive de la multiplication sur I'addition. Dans les deux taches, les propriétés
des opérations sont utilisées pour faciliter un certain calcul, en liant Pierre et Ma-
non aussi au troisiéme type de taches classiques pour I'axe arithmétique générali-
sée (« expression explicite de stratégies de calcul plus ou moins conventionnelles »).
Pour la construction des deux taches, nous nous sommes inspirée a nombreuses
recherches en didactique des mathématiques travaillant les propriétés des opé-
rations (par exemple Boulton-Lewis et al., ; Constantin, ; Hunter et al,,

: Schifter, : Strachota et al., ).
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En additionnant deux nombres impairs, est-ce qu’on obtient toujours un nombre
pair ?

Figure 7.5 - La tache Nombres pairs/impairs.

7.1.3 Nombres pairs/impairs

Nombres pairs/impairs (figure 7.5) travaille la preuve de la généralisation d’une
propriété des nombres, étre pair ou impair. Bien que cela n'apparaissait pas a I'écrit,
la demande de justifier I'affirmation était posée a I'oral °. Pour la création de cette
tache, nous nous sommes appuyée sur certains des nombreux problémes similaires
connus en didactique des mathématiques (par exemple Alves et al., ; Bieda et
al., : Chimoni et Pitta-Pantazi, ; Malara, : Miyakawa, ).

7.1.4 Latachebleueet 123

On sait que ‘ + 78 = 115.

Il ne faut pas calculer le nombre caché.

Alors combien font ‘ + 797

Si

57+ 65 =122

alors combien font

57 + 66

Figure 7.6 - Les taches La tache bleue (en haut) et 123 (en bas).

Pour pouvoir travailler sur la relation entre nombres, nous avons inséré dans
la batterie La tache bleue et 123 (figure 7.6). Les deux taches se différencient 'une
de l'autre par la présence d’'un nombre inconnu dans La tache bleue caché derriére
la tAche qui n'apparait pas dans 123. Dans les deux taches, les relations entre les
nombres en jeu sont utilisées pour calculer de maniére plus aisée, en liant La tache
bleue et 123 aussi au troisieme type de taches classiques pour I'axe arithmétique
généralisée (« expression explicite de stratégies de calcul plus ou moins convention-
nelles »). 123 a été utilisé comme relance si les éléves rencontraient des difficultés
dans la résolution de La tache bleue. Pour la formulation de ces deux taches, nous

5. Nous avons effectué ce choix pour ne pas alourdir la consigne écrite.



94 CHAPITRE 7. LES TACHES

nous sommes inspirée, parmi les différents travaux en didactique des mathéma-
tiques portant sur ce type de taches, a Malara et Navarra ( ) et Navarra ( )
pour La tache bleue et a Malara ( ) et Schifter ( ) pour 123.

7.1.5 Nuage et maison

Observe I’égalité suivante : 17 + Q =20+ O

a) Compléte le nuage et la maison avec deux nombres pour créer trois différentes
égalités correctes.

17 + =20+
17 + O =20+ O

b) Dans une égalité correcte, quelle est la relation entre les deux nombres dans
le nuage at dans la maison ?

¢) Si on met un nombre quelconque dans le nuage, il est encore possible créer
une égalité correcte ?

WA

d) Bonus : Si au lieu de 17 et 20, il y avait 352 et 348, quelle serait la relation
entre les deux nombres dans le nuage et dans la maison ?

352+©348+ O

Figure 7.7 - La tache Nuage et maison.

Nuage et maison (figure 7.7) travaille comme La tache bleue et 123 les relations
entre nombres et les stratégies de calcul. Dans ces deux taches, il y a une inconnue
(La tache bleue) ou tous les nombres sont fixes et connus (123). En revanche, dans
Nuage et maison la généralisation a un nombre quelconque est demandée, en fai-
sant rentrer en jeu une variable. La création de Nuage et maison a été guidée par les
travaux de Stephens ( ) et de Stephens et Wang ( ).

7.1.6 18+4=

Au coeur de la tache 18+4= (figure 7.8) il y a la vision du signe égal comme re-
lation. Le but de la tiche est d’écrire autant d’égalités possibles avec les étiquettes



7.2. LES ANALYSES A PRIORI DES TACHES 95

184+4=...

Voici une addition.
Avec les étiquettes ci-dessous crée autant d’égalités que tu peux.
Tu peux utiliser chaque étiquette plusieurs fois.

Etiquettes :

H 3 & [ D Rk 4 B [E8 [0 [

Figure 7.8 - Latache 18+4=.

a disposition. Aprés avoir utilisé I'étiquette « 22 » en interprétant I'égalité comme
directionnelle et le signe égal comme calculateur, les éléves peuvent créer d’autres
égalités en utilisant le signe égal pour indiquer la relation entre les deux cotés. On
met ainsi en place des stratégies de calculs en faisant recours aux propriétés des
opérations (lacommutativité de 'addition et la distributivité de la multiplication sur
I’addition), aux relations entre opérations (la relation réciproque entre I'addition et
la soustraction) et aux stratégies de compensation. Dans la littérature en didactique
des mathématiques, nous avons rencontré multiples taches similaires sur lesquelles
nous nous sommes basée pour la construction de 18+4= (par exemple Hunter et al.,

).

7.2 Les analyses a priori des taches

Apréslacréationdelabatterie de tidches, mais avant I'expérience avecles éléves,
nous avons effectué une analyse préalable (Margolinas, ) des taches retenues
pour le recueil des données afin d’en fixer les variables. |l est trés difficile, voire im-
possible, d’anticiper tous les comportements, c’est pourquoi cette analyse préalable
a été perfectionnée apres les premiéres passations avec des éléves, ce qui a donné
lieu a I'analyse a priori des taches.

Largement utilisée en didactique des mathématiques, I'analyse a priori a pour fi-
nalité de préparer I'observation (Mercier et Salin, ) et vise a donner des expli-
cations rationnelles aux comportements cognitifs des éléves (Dorier, ). Cette
analyse permet de prévoir des champs de comportements possibles et de contréler
leurs sens, en décrivant les choix effectués (Artigue, ).

Dans cette acception, I'expression « a priori » n'indique pas une antériorité tem-
porelle : cela ne signifie pas « avant la réalisation » de la tache en classe ou avec
I'éléve (concept quicorrespond plutét al'analyse préalable; Margolinas, ), mais
« en préparation » a I'analyse a posteriori et a I'interprétation des données du terrain
(Dorier, ).
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Les analyses a priori complétes des taches sont consultables en annexe B a la
page 263 (nous nous limitons aux taches retenues pour I'analyse, comme expliqué
dans 8.4.1).

Notre analyse a priori est composée des éléments suivants :

1. les procédures possibles;

2. les variables cognitives;

3. les difficultés et les erreurs possibles;

4. les relances ¢ en fonction des difficultés et des erreurs.

Pour les analyses a priori, nous nous sommes basée principalement sur les lan-
guage constructs de Malara et Navarra, les niveaux de généralisation de Radford et la
typologie de preuves de Balacheff (pour la description des cadres, voir le chapitre 4).
D’autres références théoriques peuvent étre utilisées, les différents apports sont
mieux détaillés a I'intérieur de chaque analyse.

Les procédures possibles de résolution et les variables cognitives qui les favo-
risent nous ont permis de modifier les taches et leurs consignes. Les versions finales
des taches, qui correspondent a celles rapportées dans ce chapitre, ont été choi-
sies de maniére a orienter I'éléve vers les procédures qui nous intéressaient pour
I'observation (comme mieux expliqué dans 7.3). Cette premiére partie de I'analyse
a priori a donc étayé la construction des taches a proposer pendant les entretiens
consacrés au recueil des données.

Lidentification des difficultés et des relances relatives nous a servi de base
pour la construction de nos protocoles d’entretien utilisés pendant les entretiens
(comme mieux détaillé dans la section 8.2.2). Anticiper ces éléments a permis de
réagir de maniére plus homogéene et réfléchie aux blocages des éleves pendant la
partie expérimentale.

Lanalyse a priori aura aussi un role dans I'analyse des données. C'est sur la
confrontation entre analyse a priori et analyse a posteriori (section 8.4) que se base
la validation des hypothéses de recherche (Artigue, ).

7.3 Les choix entermes de variables

Dans cette section, nous justifions les choix en termes de variables cognitives
pris pour les tiches de la batterie. Nous nous tenons a la présentation les choix pour
les taches retenues pour I'analyse (la sélection est décrite a 8.4.1). Dans cette sec-
tion, nous faisons référence a 'lannexe B, ou nous avons détaillé les analyses a priori.

6. Nous utilisons le mot « relance » dans le sens courant du terme.
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7.3.1 Lasuitede carrés

Lanalyse a priori compléte de cette tiche est disponible a la page 266.

Le nombre de carrés dont il faut trouver le nombre de pailles

Dans les tiches de généralisation de patterns géométriques, il est possible de po-
ser une infinité de questions en fonction de la valeur de la variable choisie. Dans
notre cas, il est possible de demander de trouver le nombre de pailles de différentes
quantités de carrés : combien de pailles pour 4 carrés, 12, 100, un nombre quel-
conque de carrés, etc. En fonction du nombre demandé, des procédures différentes
seront favorisées (Coulange et Grugeon, : Radford, , ).

De petits nombres de carrés, comme 4 ou 5, doivent permettre aux éléves le re-
cours au dessin des figures demandées et le comptage des pailles (Coulange et Gru-
geon, : Radford, , ). Pour de petits nombres, il est aussi envisa-
geable de compter les pailles nécessaires pour les carrés manquants (3 pailles pour
construire un quatriéme carré) et de faire le calcul (10 pailles pour 3 carrés, donc
10 + 3 = 13 pour la suite de 4 carrés). |l est aussi possible d’utiliser une formule
arithmétique, qui se base sur la récursivité de la suite et la régularité d’écart entre
étapes successives de celle-ci, par exemple, pour les 5 carrés : « je fais4 + 3 + 3...
pour arriver a 5 carrés » Ces deux derniéres procédures se différencient dans leur
rapport a la généralisation. Si avec le comptage et calcul les éléves n'ont pas forcé-
ment saisi une caractéristique commune aux différentes étapes de la suite, avec la
généralisation arithmétique cette caractéristique est mise en évidence et utilisée.
Les autres procédures (formule factuelle, contextuelle, etc.) ne sont bien évidem-
ment pas mises en défaut, mais deviennent beaucoup moins fréquentes.

Demander le nombre de pailles nécessaires pour un grand nombre de carrés
(dans notre cas, 100) veut favoriser I'émergence d’'une résolution par généralisation
factuelle,comme 3 - 100 + 1 = 301 (Coulange et Grugeon, ; Radford, ,

). En fonction de la confiance de 'éléve avec les nombres, il est possible de
mettre en place une procédure par formule arithmétique en utilisant des paquets
de carrés (Weber et al., ). Par exemple, I'éléve pourrait dessiner 10 carrés, qui
sont constitués de 31 pailles, remarquer que pour ajouter encore 10 carrés, il faut
30 pailles, 31+ 30 = 61, et continuer ainsi jusqu’a 100. Pour répondre a la question
sur les 100 carrés, une procédure par dessin et comptage n’est pas mise en défaut,
mais I'amplitude du nombre décourage en général les éléves a entreprendre une
telle démarche. Une procédure par formule symbolique standard serait aussi pos-
sible. A nouveau, d’autres procédures ne sont pas mises en défaut, mais deviennent
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beaucoup moins fréquentes et sources d’erreurs (par exemple la procédure par for-
mule arithmétique).

En demandant aux éléves le nombre de pailles pour construire un nombre indé-
terminé, les éléves doivent mettre en place des procédures recourant a une formule
contextuelle ou symbolique standard (Radford, , ). Les procédures par
dessin et comptage, comptage et calcul, formule arithmétique et formule factuelle
sont mises en défaut.

Il'y aurait aussi la possibilité de poser explicitement la variable en symbolisme
standard (par exemple en demandant combien de pailles pour n carrés) qui oblige-
rait les éléves a présenter une formule symbolique standard. Nous n'explorons pas
ici ce cas dans le détail, car il n'est pas au coeur de notre objet d’étude.

Pour la tache de notre batterie La suite de carrés, nous avons fait le choix de pro-
poser différentes valeurs pour la variable « nombre de carrés dont il faut trouver le
nombre de pailles ». D’abord nous demandons le nombre de pailles pour 4 et 5 car-
rés (sous-tache a). Cette étape est essentielle pour permettre aux éléves de s’ap-
proprier le probléme et de construire une bonne représentation de ceci. Travailler
sur des termes consécutifs permet aussi de mettre en valeur la relation de récur-
rence entre un terme et son successeur (pour chaque carré, on ajoute 3 pailles).
Nous avons aussi posé la question par rapport a 12 carrés (sous-tache b), car il s’agit
d’une valeur intermédiaire entre 4 et 5 (sous-tache a) et 100 (sous-tache c) et per-
met l'utilisation a la fois de procédures par comptage ou formule arithmétique et
formule factuelle qui commence a avoir son intérét.

Ensuite, nous avons choisila valeur 100 (sous-tache c) pour faire ressortir la pro-
cédure par formule factuelle, qui met en lumiére la structure de la suite.

Avec la sous-tache d), nous avons voulu faire émerger une procédure par for-
mule contextuelle sans la référence a un nombre de carrés particulier. Nous avons
choisi une formulation qui permet d’évoquer I'aspect variable du nombre de carrés
sans utiliser le mot « quelconque » que les éléves peuvent ne pas connaitre : « en
connaissant le nombre de carrés, pourrais-tu toujours trouver le nombre de pailles?
Si oui, comment? »

Type de matériel a disposition

En mettant a disposition des éléves du matériel pour la construction de la suite
(des pailles ou une feuille assez grande pour dessiner par exemple 100 carrés) les
procédures par comptage sont favorisées. Nous avons choisi de fournir le matériel
pour dessiner (papier et crayon) pour les petits nombres de carrés (4, 5 et 12). Cela
permet une bonne représentation de la suite. Au cas ou I'éléve aurait une mauvaise
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représentation de la situation ou des difficultés dans le dessin, de vraies pailles ont
été proposées comme relance. Le matériel n'a pas été mis a disposition pour les 100
carrés, car a ce stade de la résolution du probléme la représentation de la suite de-
vrait étre acquise et le but est plut6t la généralisation de celle-ci.

Quantité d’étapes données de la suite

Dans la consigne de la tache, il est possible de présenter plusieurs étapes de la
suite (dans notre cas nous avons affiché les photos des trois premiéres étapes de la
suite de carrés) ou d’en présenter qu’une (par exemple la troisieme étape). Fournir
plusieurs étapes consécutives favorise une vision récursive du probléme, en met-
tant en lumiére la relation entre chaque étape et |a suivante et en ouvrant ainsi la
voie a des formules arithmétiques. Nous avons choisi d’insérer les trois premieres
étapes, car nous estimons que cela aide la construction de la bonne représentation
de la suite. D’ailleurs, I'obtention d’une formule arithmétique n'empéche pas le re-
cours a des formules factuelles ou contextuelles.

Le nombre de carrés de la sous-tiche b)

Pour la sous-tache b), il est possible de demander la quantité de pailles pour
construire un nombre de carrés qui peut étre multiple ou pas des étapes étudiées
précédemment. Le recours a un multiple favorise la mise en place de procédures se
basant sur une fausse relation proportionnelle entre le nombre de pailles et de car-
rés, risque qui est moins présent si on propose un non-multiple. Dans notre tache,
nous avons choisi la valeur 12, qui est un multiple, entre autres, de 4 (cas analysé a la
sous-tache a) et de 3 qui est la derniére étape donnée en photo de laquelle souvent
les éleves commencent a réfléchir. La raison de notre choix est de faire ressortir a
ce moment de la résolution une éventuelle procédure fausse de type proportion-
nel pour pouvoir la corriger dans un registre numérique « simple ». Ce faisant, nous
voulons augmenter les chances que pour les 100 carrés les éléves se dédient com-
plétement a larecherche d’'une formule factuelle sans avoir le poids d’'une mauvaise
représentation du probléme.

7.3.2 Nombres pairs/impairs

Lanalyse a priori compléte de cette tiche est disponible a la page 272.
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Termes de I'addition

La méme tache peut étre proposée en choisissant comme termes de I'addition
des nombres pairs (et donc des multiples de 2) et impairs ou des multiples d’autres
nombres, par exemple 3, 4 ou 5. Lutilisation de nombres pairs et impairs ou mul-
tiples de 5 rend possibles des procédures de résolutions qui se basent sur I'écriture
décimale (car 2 et 5 sont des diviseurs de 10). Cela est également vrai pour les mul-
tiples de 10. Dans ces cas, des procédures utilisant la conception des pairs comme
multiples de 2 restent possibles. Les procédures se basant sur le dernier chiffre des
nombres dans leur représentation décimale sont mises en défaut pour des multiples
des nombres différents des diviseurs ou multiples de 10 et I'utilisation de ceux-ci fa-
vorise le recours a 'exemple générique ou a I'expérience mentale. Nous avons fait
le choix de travailler d’abord avec les nombres pairs et impairs parce que nous es-
timions que les éléves les connaissaient. Cela n'est pas toujours vrai pour les « mul-
tiples », mot qui ne fait pas forcément partie du vocabulaire des éléves participant
a notre étude. Une relance a propos des multiples de 3 (de 4, etc.) était prévue au
cas ou ’éléve ne proposait que des procédures basées sur la représentation déci-
male des nombres ’. De plus, le choix de travailler avec des impairs permet de ma-
nipuler des « non-multiples » de 2, en faisant rencontrer aux éléves une situation ou
additionner deux éléments avec une certaine propriété (étre impairs) fait obtenir
un résultat avec la propriété opposée (étre pairs). Cela est moins faisable avec des
multiples d’autres nombres.

Exemple dans la consigne

Afin de contribuer a la bonne représentation du probléme, la tache Nombres
pairs/impairs peut étre formulée en ayant un exemple dans la consigne, par exemple
comme il suit « En additionnant 7 et 11, on obtient un nombre pair. En addition-
nant deux nombres impairs, est-ce qu'on obtient toujours un nombre pair? » Cette
formulation pourrait induire les éléves a penser que montrer des exemples soit suf-
fisant pour justifier I'affirmation, en les induisant ainsi vers des procédures d’empi-
risme naif et expérience cruciale. Nous avons choisi de ne pas insérer un exemple
dans la consigne afin de minimiser ce risque.

7. Nous rappelons que les relances ont été proposées aussi en fonction de I'état de I'éléve (hu-
meur, fatigue, réussite ou pas de la tache, etc.) avec I'objectif de ne pas rendre I'éléve frustré-e par
une répétition d’échecs. Cette relance n'a donc pas été proposée a tout le monde.
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7.3.3 Latache bleue

Lanalyse a priori compléte de cette tiche est disponible a la page 264.

Taille des nombres

Une variable de La tache bleue concerne la taille des nombres en jeu. En choi-
sissant de petits nombres, une procédure arithmétique dans laquelle on calcule la
valeur de latache et aprésonrésout I'addition demandée est possible. De plus, dans
ce cas la procédure arithmétique ne demande pas beaucoup d’efforts. La procédure
algébrique qui utilise la relation entre les deux écritures reste valable, mais moins
efficace que pour de grands nombres. En choisissant de grands nombres, la rentabi-
lité de la procédure algébrique est mise en valeur, car elle permet d’économiser de
nombreux calculs. Nous avons donc choisi les valeurs numériques 78 (et 79) et 115
(et 116) qui ne permettent pas d’'obtenir le résultat de « 115 — 78 » trop facilement,
mais demandent dans la plupart des cas au moins de poser le calcul par écrit. Nous
voulions ainsi favoriser le recours a la procédure algébrique.

Il est & noter que la frontiére entre « grands » et « petits » nombres n'est pas
objective, mais varie en fonction de 'aisance avec le systéme numérique propre a
chaque éleve.

Type de nombres

La procédure arithmétique serait favorisée en cas de calculs faciles. Cela ne se
reproduit qu’avec de petits nombres, mais aussi en cas de soustractions sans rete-
nue, par exemple « 115-13=102 ». Devoir résoudre une soustraction avec retenue
pourrait décourager la procédure arithmétique en cherchant d’autres procédures
utilisant la relation entre les deux écritures, et donc algébrique. Nous avons choisi
les valeurs numériques 115 et 78 qui impliquent la soustraction « 115-78=37 » qui
nécessite deux retenues. Pour poursuivre avec la procédure arithmétique, il faut
additionner « 37+79=116 » qui comporte a nouveau deux retenues.

Phrase a propos du nombre caché

Afin de mettre en défaut la procédure arithmétique, il est possible de deman-
der explicitement a I'éleve de ne pas calculer la valeur du nombre caché derriére la
tache. Nous avons choisi d'insérer une phrase avec cette consigne pour favoriser la
procédure algébriqueé.

8. Comme mieux expliqué dans 9.1.2, cela n'a pas eu l'effet souhaité.
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7.34 123

Lanalyse a priori compléte de cette tache est disponible a la page 265. Les va-
riables prises en considération pour cette tiche sont la taille des nombres et le type
de nombres, déja illustrées dans la section précédente pour La tache bleue. Nous
avons fait les mémes choix pour les deux taches.
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Chapitre 8

Méthode : recueil de données et
analyse

Ce chapitre est consacré aladescription de laméthode mise en place pour notre
travail de thése pour le recueil de données et leur analyse. Comme devis de re-
cherche, nous avons choisi une approche qualitative. Plus particulierement, nous
avons mené une étude de cas multiple (Stake, 2005, cité dans Fortin et Gagnon,

) qui permet de décrire en profondeur la pensée des sujets concernés (For-
tin et Gagnon, ). Le recueil de données a été conduit par moyen d’entretiens
cliniques (Ginsburg, ) avec un échantillon par choix raisonné ! de vingt-deux
éléves. Les entretiens ont été ensuite transcrits et analysés qualitativement selon
nos appuis théoriques.

La section 8.1 décrit le contexte et les personnes participantes a la recherche.
Dans la section 8.2, nous présentons la construction des entretiens et son appui
théorique. Lasection 8.3 résume les étapes de recueil des données et d’analyse et la
section 8.4 présente lagrille d’analyse, son utilisation et les outils théoriques utilisés
pour sa construction.

8.1 Contexte et personnes participantes

Le recueil de données a été effectué dans des établissements de I'enseignement
secondaire | (4ge des éléves entre 12 et 15 ans) du canton de Vaud, en Suisse. Pour
fournir une vision compléete du contexte de la recherche, nous avons résumé dans

1. Léchantillonnage par choix raisonné « consiste a sélectionner certaines personnes en fonc-
tion de caractéristiques typiques de la population a I'étude » (Fortin et Gagnon, ,p-271). ll est
indiqué pour des études qui nécessitent des données riches et significatives concernant une popula-
tion particuliére. Cela est I'idéal pour notre recherche avec laquelle nous voulons étudier la pensée
algébrique d’éléves avec MLD.
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le paragraphe 8.1.1 le fonctionnement du systéme scolaire vaudois et ses particula-
rités, avec un focus sur le degré secondaire | (degré de notre expérimentation).

Comme résumé dans le tableau 8.1, nous avons interviewé vingt-deux éléves
provenant de six établissements du secondaire | différents. De plus, nous avons
interviewé les enseignantes et enseignants de mathématiques des vingt-deux
éléves 2. Le recueil de données concerne une école spécialisée et cing écoles ordi-
naires.

e L'établissement A est une école spécialisée et regroupe des éléves avec dif-
férents troubles (Learning Disabilities, Math Disorder, mais aussi troubles du
spectre de l'autisme, etc.).

e |'établissement B est une école ordinaire et nous avons travaillé avec des
éléves d’'une classe ressource (un type de classe qui fait le lien entre I'école or-
dinaire et I'école spécialisée). Nous avons travaillé avec un éléve avec des Lear-
ning Disabilities et deux éléves avec de Severe Difficulties en mathématiques.

e |'établissement C est une école ordinaire ot nous avons travaillé avecun éléeve
avec Math disorder.

e |'établissement D est une école ordinaire ou nous avons travaillé avec des
éléves avec de bons résultats en mathématiques et une éléve avec de Severe
Difficulties en mathématiques.

e |'établissement E est une école ordinaire ol nous avons travaillé avec deux
éléves avec de trés bons résultats en mathématiques.

e |'établissement F est une école ordinaire ol nous avons travaillé avec une
éleve avec Math Disorder et une éléve avec de Severe Difficulties en mathéma-
tiques.

Nous avons choisi les écoles et les éléves, dont une description détaillée est don-
née dans les sections a partir de la page 111, par choix raisonné, afin de représenter
une bonne diversité en termes de catégories de MLD selon la définition de Deruaz
et al. ( , section 2.1.2). En effet, dans notre échantillon, nous avons des éléves
avec des Math Disorder (éléves 9, 14 et 21), d’autres avec des Learning Disabilities

2. Le but de ces entretiens était surtout de mieux comprendre le contexte scolaire des éléves
et d'obtenir davantage des informations sur leurs difficultés ou caractéristiques. Ces échanges ont
étayé la rédaction des paragraphes du 8.1.2 au 8.1.7 et ont permis de comprendre que les taches
proposées n'étaient pas habituelles pour les éleves. Les questions posées lors de ces entretiens se
trouvent a 'annexe F.



8.1. CONTEXTE ET PERSONNES PARTICIPANTES

107

Tableau 8.1 - Les éléves du recueil de données. Les éléves 2 et 10 n'ont pas été re-
tenus pour I'analyse des données, car ayant un trouble du spectre de I'autisme. Les
éléves 19 et 20 n'ont pas été retenus pour I'analyse des données, car a haut poten-
tiel soupconné et les tiches proposées n‘'ont pas permis de montrer au mieux leur

pensée algébrique.

Eleve Etablissement Niveau Age Caractéristique Classification de MLD
(Deruazetal., )
1 EtablissementA 95 13 Dyslexie Learning Disabilities
Ecole spécialisée  Maths : 8P Dysorthographie
2 Etablissement A 10S 14 Trouble du spectre de l'autisme Ecarté pour I'analyse
Ecole spécialisée  Maths: 7P
3 Etablissement A  10S 14 Trouble de la communication Learning Disabilities
Ecole spécialisée  Maths: 6-7P Trouble du repeére spatio-temporel
Trouble du spectre de
I'autisme soupgonné
4 Etablissement A 11S 15 Troubles psychiques Learning Disabilities
Ecole spécialisée  Maths: 7-8P Hyper activité soupconnée
5 Etablissement A 11S 15 Dysorthographie Learning Disabilities
Ecole spécialisée  Maths : 7-8P
6 EtablissementA  11S 15 Dyslexie Learning Disabilities
Ecole spécialisée  Maths: 6-7P Dyspraxie
7 EtablissementA  11S 14 Dyslexie Learning Disabilities
Ecole spécialisée  Maths: 6-7P
8 Etablissement A 11S 15 Dyslexie Learning Disabilities
Ecole spécialisée  Maths: 6-7P
9 Etablissement A 11S 15 Dyslexie Math Disorder
Ecole spécialisée ~ Maths: 7P Dysorthographie
Dyscalculie
Ql limite
10 Etablissement A 11S 15 Trouble du spectre de I'autisme Ecarté pour I'analyse
Ecole spécialisée  Maths: 7P Dysphasie
Trouble envahissant
du développement
11 Etablissement B 10S 15 Dysphasie Learning Disabilities
Ecole ordinaire Classe ressource Dyslexie
12 Etablissement B 10S 14 Allophonie Severe Difficulties
Ecole ordinaire Classe ressource in Mathematics
13 Etablissement B 10S 16 Allophonie Severe Difficulties
Ecole ordinaire Classe ressource in Mathematics
14 Etablissement C 10S 14 Dyscalculie Math Disorder
Ecole ordinaire VG1 Dyspraxie visuospatiale
15 EtablissementD  9S 13 Bons résultats en mathématiques -
Ecole ordinaire VG2
16 EtablissementD 95 12 Bons résultats en mathématiques -
Ecole ordinaire VG2
17 EtablissementD 95 12 Bons résultats en mathématiques -
Ecole ordinaire VP
18 EtablissementD  11S 15 Dyscalculie soupgonnée Severe Difficulties
Ecole ordinaire VP in Mathematics
19 Etablissement E 9S 12 Haut potentiel soupgonné Ecarté pour I'analyse
Ecole ordinaire VP
20 EtablissementE  9S 12 Haut potentiel soupgonné Ecarté pour I'analyse
Ecole ordinaire VP
21 EtablissementF  11S 14 Dyscalculie Math Disorder
Ecole ordinaire VG1 Dyslexie
Hypotonie musculaire
soupgonnée
22 Etablissement F 11S 14 Séveres difficultés Severe Difficulties
Ecole ordinaire VG1 en mathématiques in Mathematics
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(éleves de 1 a 8 et 11) et d’autres encore avec des Severe Difficulties in Mathema-
tics (éléves 12, 13, 18, 22). Nous avons inclus aussi cing éléves sans MLD et avec de
bons résultats en mathématiques (éléves 15, 16,17, 19 et 20). Ce panel tres diversi-
fié nous a permis d’étudier la manifestation de la pensée algébrique chez des éléves
avec MLD, tout en comparant ces éléves a des éléves avec de bons résultats en ma-
thématiques pour pouvoir mettre en lumiére certaines spécificités ou similitudes
entre les deux populations.

Au moment des entretiens, les éléves n‘avaient jamais rencontré le symbolisme
alphanumérique pendant leur scolarisation, sauf I'Eléve 18.

Dans les prochains paragraphes, nous présentons plus en détail le contexte : le
systéme scolaire du canton de Vaud, ses mesures pour les éléves a besoins spéci-
fiques, les six établissements et les éléves qui ont fait partie de notre recueil de don-
nées.

8.1.1 Lesystéme scolaire du canton de Vaud

Comme reglementé par la Loi sur
I'enseignement obligatoire (Le grand

conseil du canton de Vaud, ) en-
11-12ans | 8P trée envigueur le 1¢" ao(it 2013, dans le
10-11ans | 7P canton de Vaud la scolarité obligatoire
9-10ans | 6P , , e
P - se déroule sur onze années partagées

-9 ans

78ans | 4P Degré primaire en deux degrés, le degré primaire et le
6-7ans | 3P degré secondaire | (figure 8.1).
5-6ans | 2P L d , . . d , d
o 11 e degré primaire a une durée de

huit ans, de I'année 1P a la 8P. Les

Figure 8.1 - Structure de I'école obligatoire )2 A
enfants commencent I'école a I'dge de

du canton de Vaud. , ..
quatre ans révolus au 31 juillet.
D’une durée de trois ans, le degré
secondaire | comprend les années 9S, 10S et 11S, en accueillant les éléves de 12
a 15 ans. Deux voies sont possibles : la voie générale (VG) et la voie prégymnasiale
(VP). Les éléves sont partagés en ces deux voies sur la base de leurs résultats en fin
d’école primaire.

La voie générale est destinée aux éléves qui poursuivront leur parcours dans les
écoles de culture générale et de commerce, de maturité professionnelle ou dans la
formation professionnelle. Pour les mathématiques, le francais et I'allemand, deux
niveaux sont prévus. Le niveau 1 (VG1) satisfait les exigences de base, alors que le
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niveau 2 (VG2) offre une formation plus avancée. Le niveau d’un éléve peut étre dif-
férent en fonction de la discipline.

La voie prégymnasiale est destinée aux éléves qui poursuivront leur parcours
au gymnase, qui correspond au degré secondaire Il qui offre le plus haut niveau de
préparation dans le canton Vaud.

Les éléves des degrés secondaires ont périodiquement la possibilité de changer
de voie ou de niveau en fonction de leurs résultats.

Les éléves a besoins spécifiques

Nous résumons dans cette section les différentes offres du canton de Vaud pour
les éléves a besoins spécifiques. Nous soulignons que nous n’en donnons ici qu’un
apercu en présentant ce qui est pertinent pour notre travail de thése °.

Avec la Loi sur I'enseignement obligatoire (Le grand conseil du canton de Vaud,

), '’Accord intercantonal sur la collaboration dans le domaine de la pédagogie spécia-
lisée (Conférence Suisse des Directeurs cantonaux de I'Instruction Publique, )
et la Loisurla pédagogie spécialisée (Le grand conseil du canton de Vaud, ) consti-
tuent le cadre juridique de I'enseignement spécialisé dans le canton de Vaud.

Comme principe général, « les enseignants différencient leurs pratiques péda-
gogiques pour rendre leur enseignement accessible a tous leurs éléves » (Le grand
conseil du canton de Vaud, ).

Sil'enseignement dispensé en classe ordinaire se révéle insuffisant pour aboutir
aune bonne formation de I'éléve, un appui pédagogique peut étre mis en ceuvre. Il a
pour but d’aider les éléves a atteindre les objectifs du plan d’étude en leur apportant
une aide spécifique. Il peut étre donné de maniere individuelle, par groupe ou dans
des classes spécifiques.

Lorsque I'appui pédagogique ne suffit pas, des mesures ordinaires ou renforcées
d’enseignement spécialisé peuvent étre mises en place.

Les mesures ordinaires comprennent :

le conseil et le soutien, I'éducation précoce spécialisée, la logopédie 4
et la psychomotricité, des mesures de pédagogie spécialisée dans une
école ordinaire ou dans une école spécialisée, ainsi que la prise en
charge en structures de jours ou a caractére résidentiel dans une insti-
tution de pédagogie spécialisée. (Conférence Suisse des Directeurs de
I'Instruction Publique, ,p.8)

3. Pour obtenir des informations complétes a propos de ce qui est offert, veuillez consulter les
sources officielles qui composent la bibliographie de cette section.

4. Le terme « logopédie » est I'équivalent en Suisse Romande de ce qu’en France s’appelle « or-
thophonie ».
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Les mesures renforcées, octroyées lorsque celles de base s’avérent insuffi-
santes, se caractérisent par : une longue durée, une intensité soutenue, un niveau
élevé de spécialisation du personnel intervenant ou des conséquences marquantes
sur la vie quotidienne, le parcours de vie ou I'environnement social de I'éléve.

Les mesures ordinaires et renforcées sont assurées par des enseignantes et en-
seignants spécialisés, des psychologues, des logopédistes ou des spécialistes de la
psychomotricité.

Si I'éléve rencontre des difficultés, mais qu’elle ou il peut, grace aux mesures
mises en place, atteindre les objectifs du plan d'étude, le conseil de direction peut
établir un contrat d'aménagement.

Dans les cas ou I'éléve n'est pas en mesure d’atteindre les objectifs du plan
d’études, un programme personnalisé peut étre mis en place en I'adaptant pério-
diguement a la progression de I'éléve.

Méme si,comme principe général, « les solutions intégratives sont préférées aux
solutions séparatives » (Conférence Suisse des Directeurs cantonaux de I'Instruc-
tion Publique, , p.2), ces derniéres ne sont pas rares dans le canton de Vaud.
Différentes structures existent : les écoles spécialisées privées reconnues (qui sont
donc disjointes des établissements ordinaires), les classes d’enseignement spécia-
lisé au sein d’écoles ordinaires (classes de développement, classes officielles d’en-
seignement spécialisé, classes ressources; Parisi et Suchaut, ). Les classes de
développement sont destinées aux éléves qui ne sont pas en mesure de tirer profit
de I'enseignement en milieu ordinaire et qui nécessitent un programme individua-
lisé. Les classes officielles d’enseignement spécialisé accueillent de petits groupes
d’éléves qui pourraient étre scolarisés en milieu ordinaire, mais qui ont d’'impor-
tantes difficultés d’apprentissage ou d’intégration scolaire. Les classes ressources
(ou lieu ressource) accueillent ponctuellement des éléves intégrés dans des classes
ordinaires, mais qui nécessitent du soutien. De plus, dans certaines écoles des en-
seignantes et enseignants spécialisés sont a disposition des éleves en difficulté sco-
laire.

Les offres en termes d’enseignement spécialisé dans le canton de Vaud sont
donc assez variées et les solutions offertes peuvent différer d’'une école a I'autre.
Le canton de Vaud souhaite se diriger vers des solutions de plus en plus inclu-
sives et élargir le soutien offert aux éléves a besoins spécifiques. Avec ce propos,
le « Concept 360° » (Département de la formation, de la jeunesse et de la culture,
) a pour but un systéme global de soutien aux éléves a besoins spécifiques, in-
dépendamment de leurs causes. Il sera mis en place dans tous les établissements
vaudois d’ici a la fin de 'année 2023 et vise plusieurs socles. Le niveau 1 concerne
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I'intégralité des éléves, et met I'accent sur une approche collective avec des me-
sures de différenciation pédagogique pour le groupe classe. Le niveau 2 concerne
les éleves qui rencontrent des difficultés généralement non pérennes. Le niveau 3
est destiné aux éléves avec des difficultés durables préalablement évaluées. Le ni-
veau 4 est réservé aux éléves ayant un trouble invalidant qui engendre des limita-
tions potentielles durables dans leur vie.

8.1.2 Létablissement A et ses éléves

Létablissement A est une école spécialisée qui regroupe des éléves avec diffé-
rents troubles (troubles des apprentissages, mais aussi troubles du spectre de I'au-
tisme, etc.). Il s'agit pour la plupart d’éléves qui ont commencé leur scolarité al'école
ordinaire et, aprés avoir rencontré des difficultés importantes, ont été redirigés
vers l'enseignement spécialisé. Les éléves peuvent suivre cette école dés les pre-
miéres années de I'école primaire jusqu’a la fin de I'école obligatoire.

Souvent le niveau de mathématiques (mais pas uniquement) des éléves ne cor-
respond pas a la classe a laquelle elles ou ils sont inscrits. Par exemple, comme rap-
porté dans le tableau 8.1, 'Eléve 2 est en 10S, mais son niveau mathématique est
celui attendu d’un éléve de 7P.

Pendant les heures de mathématiques, les éléves sont réparties selon leur ni-
veau dans la discipline, indépendamment de leur classe d’appartenance.

Le corps enseignant des degrés secondaires de I'établissement A travaille en
équipe et il y a une bonne collaboration et une bonne relation entre collégues. La
relation entre le corps enseignant et les éléeves est également bonne et une grande
attention est accordée al'individu. Les classes secondaires ont quatre enseignantes
et enseignants principaux qui enseignent plusieurs disciplines et connaissent tres
bien les éléves. lIs et elles ont été notre contact principal dans I'école.

Dans ce contexte, nous avons travaillé avec dix éleves des degrés secondaires :
un éléve de 9S, deux de 10S et sept de 11S (éléves 1-10 du tableau 8.1). La sélection
des éléves a été convenue en collaboration avec le corps enseignant qui aindiqué les
éléves avec un niveau adéquat pour aborder les taches proposées. Du moment que
les taches ont été pensées pour le degré secondaire, nous avons retenu les éléves
gue selon le corps enseignant de I'école avaient les meilleurs résultats en mathéma-
tiques. Il s’agit néanmoins d’éléves en grandes difficultés dans la discipline.

Dans les paragraphes qui suivent, nous décrivons la situation de chaque éléve
plus en détail, leurs troubles diagnostiqués, leur niveau estimé en mathématiques
(qui n'est pas relatif a un test standardisé) et les indications que nous avons recues
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du corps enseignant grace aux entretiens. Une partie des informations ici reportées
refletent donc le point de vue du corps enseignant de I'école.

LEleve 1

LEléve 1 a un diagnostic de dyslexie et de dysorthographie. Il a des blocages au
niveau psychologique affectif; il ne s’agit pas de trouble, mais une certaine atten-
tion est nécessaire lors de l'interaction avec cet éléve. Il est inscrit en 9S et a un
niveau en mathématiques environ de 8P. C’est un bon niveau pour le contexte de
I'établissement A, mais les troubles de dyslexie et de dysorthographie de I'Eléve 1
ont des conséquences pour son apprentissage des mathématiques dans la mesure
ou la présence du langage dans les taches le ralentit et lui pose des difficultés.

LEleve 2

LEléve 2 a un trouble du spectre de I'autisme. Il a été diagnostiqué trés tot et
il a été pris en charge par I'enseignement spécialisé dés le début de sa scolarité,
en lui permettant une adéquate compensation du trouble. Il est inscrit en 10S et
a un niveau en mathématiques de 7P. LEléve 2 est intéressé par la compréhension
des mathématiques. Il peut également réinvestir ses connaissances dans des pro-
blémes. Ces deux aspects sont rares dans le contexte de I'établissement A. En raison
d’untrouble du spectre de I'autisme, 'Eléve 2 n'est pas compris dans notre définition
d’éléve avec MLD et n'a donc pas été retenu pour I'analyse des données.

LEléve 3

LEléve 3 a un diagnostic de trouble de la communication et du repére spatio-
temporel. Un trouble du spectre de I'autisme est soupconné, mais un bilan a tel pro-
pos n'a pas encore été établi.ll est inscriten 10S et a un niveau en mathématiques de
7P (faible). Il est a I'aise avec des procédures mathématiques algorithmiques, mais
le réinvestissement de ses connaissances dans un autre cadre que celui ou il a I'ha-
bitude de les travailler lui pose probléme. En particulier, 'Eléve 3 réussit bien dans
I'application des régles et moins bien dans leur compréhension. Il a aussi des pro-
blémes liés a la concentration qui peut varier considérablement et soudainement
sans raison apparente.

LEleve 4

LEléve 4 aundiagnostic de troubles psychiques et un trouble d’ hyperactivité est
soupconné (mais pas encore confirmé). Il est inscrit en 11S et a un niveau en mathé-
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matiques de 7P-8P. Ses troubles lui causent des problémes d’angoisse et d’estime
de soi. Dans les situations d’apprentissage, il se compare a ses pairs avec l'objectif
de démontrer qu'il est le meilleur de la classe. || nécessite d’étre encouragé et ras-
suré et d’avoir confirmation de ses capacités. LEléve 4 vit trés mal ses erreurs qui
sont, a ses yeux, signe d’'un manque d’intelligence. Ces troubles psychiques lui ont
fait prendre du retard dans les mathématiques au cours des années.

LEleve 5

LEléve 5 a un diagnostic de dysorthographie. Il est inscrit en 11S et a un niveau
en mathématiques de 7P-8P. Dans le cas de I'Eléve 5, ce trouble a des répercussions
négatives dans I'apprentissage des mathématiques, car sa compréhension difficile
du langage (surtout écrit) le retarde aussi dans cette discipline. Il a des résultats as-
sezbonsen calcul et dans le raisonnement logique, mais les domaines qui requiérent
plus de vocabulaire (comme grandeur et mesure) sont cause de difficultés. A coté
des troubles, il a un sentiment de persécution assez fort qui doit étre pris en consi-
dération dans le cadre scolaire afin d’éviter des blocages dans I'apprentissage. En
particulier, 'Eléve 5 doit étre rassuré et mis en confiance.

LEléve 6

LEléve 6 a un diagnostic de dyslexie et de dyspraxie. Il est inscrit en 11S et a
un niveau en mathématiques de 7P. Le trouble de dyslexie est trés accentué et a
de grandes conséquences en mathématiques, notamment dans l'ordre des chiffres
d’'un nombre.

LEleve 7

LEléve 7 aundiagnostic de dyslexie. Il est inscrit en 11S et a un niveau en mathé-
matiques de 6P-7P. En mathématiques, son trouble se manifeste avec des difficultés
dans l'ordre spatio-temporel.

LEléve 8

L'Eléve 8 a un diagnostic de dyslexie. Il est inscrit en 11S et a un niveau en ma-
thématiques de 7P. Il peut avoir besoin de beaucoup de temps pour accomplir une
tache, mais il est assez performant en termes de résultats, concentration et organi-
sation.
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LEléve 9

LEléve 9 a un diagnostic de dyslexie, dysorthographie et dyscalculie. Son quo-
tient intellectuel n'est pas trés écarté de la moyenne”. Elle est inscrite en 11S et a
un niveau en mathématiques de 7P. Dans le cas de I'Eléve 9, les troubles des ap-
prentissages sont exacerbés par ses problémes de confiance en elle, qui requiert de
la rassurer régulierement pour lui permettre d’avancer dans les apprentissages.

LEléve 10

LEléve 10 a un diagnostic de trouble du spectre de I'autisme, de dysphasie et
de trouble envahissant du développement. Il est inscrit en 11S et a un niveau en
mathématiques de 7P. Il réussit sans probléme dans les tiches qui demandent une
application concrete de regles déja connues. Par contre, il rencontre des difficultés
si le texte doit étre interprété ou s'il faut en déduire des informations. Ces troubles
ont un fort impact sur les apprentissages mathématiques de I'Eléve 10 et notam-
ment sur son niveau de concentration. En raison d’'un trouble du spectre de I'au-
tisme, 'Eléve 10 n’est pas compris dans notre définition d’éléve avec MLD et nadonc
pas été retenu pour I'analyse des données.

8.1.3 Létablissement B et ses éléves

L'établissement B est une école ordinaire qui offre la possibilité aux éléves en
grande difficulté de fréquenter une classe ressource. |l s’agit d’'une classe a effec-
tif réduit qui a comme objectif la réintégration de ses éléves en contexte ordi-
naire. Notre contact a été I'enseignante principale de la classe qui, parmi d’autres
branches, enseigne les mathématiques. Dans ce contexte, nous avons travaillé avec
trois éleves (éléves 11-13 du tableau 8.1).

LEléve 11

LEléve 11 est inscrit en 10S VG et a un diagnostic de trouble de dyslexie et
de dysphasie. Ces troubles impactent fortement I'apprentissage mathématique de
I'Eléve 11 en ce qui concerne la compréhension des mots et des énoncés et I'expres-
sion verbale et écrite.

5. Nous n‘avons pas la valeur exacte.
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LEléve 12

LEléve 12 est inscrite en 10S VG. Elle n’a pas de diagnostic, mais elle est allo-
phone, arrivée en Suisse avec un niveau scolaire trés faible a cause duquel elle a d{
étre scolarisée en classe ressource.

LEléve 13

LEléve 13 est inscrite en 10S VG. Elle n’a pas de diagnostic, mais elle est allo-
phone, arrivée en Suisse avec un niveau scolaire trés faible a cause duquel elle a dG
étre scolarisée en classe ressource. Elle a d’ailleurs un parcours personnel de vie
difficile qui a des conséquences sur ses apprentissages.

8.1.4 Létablissement C et son éléve

Létablissement C est une école ordinaire. Léléve retenu pour notre recueil de
données a un certificat de dyscalculie (voir Eléve 14 dans le tableau 8.1) et nous
avons pu discuter plus en profondeur de sa situation avec son enseignante de ma-
thématiques etun enseignant de mathématiques et sciences en stage danssaclasse.

LEléve 14

LEléve 14 est inscrit en 10S VG1 et a un diagnostic de trouble de dyscalculie et
de dyspraxie visuospatiale. Il a un contrat d'aménagement, valable pour toutes les
branches, qui a été établi entre les parents et le doyen. Le contrat reporte les diffi-
cultés et les ressources de I'éléve et regle les aménagements possibles. Les troubles
causent a 'Eléve 14 des difficultés d’attention, d’organisation et de planification. Il
n'a pas de difficultés particuliéres en ce qui concerne le raisonnement, mais il a de
séveres difficultés en calculs. Il a besoin de beaucoup plus de temps pour accomplir
une tiche mathématique.

8.1.5 Létablissement D et ses éléeves

Létablissement D est une école ordinaire. Les éléves retenues pour notre recueil
de données sont trois éléves avec de bons résultats en mathématiques de 9S et une
éléve en difficultés en mathématiques de 11S (éléves 15-18 du tableau 8.1). Notre
contact dans I'école a été I'enseignant de mathématiques de ces quatre éléves.



116 CHAPITRE 8. METHODE : RECUEIL DE DONNEES ET ANALYSE

LEléve 15

LEléve 15 est inscrite en 9S VG2. Elle a toujours eu des bons résultats en mathé-
matiques, mais a la transition entre le degré primaire le secondaire a eu un peu de
difficultés. Lenseignant affirme qu’elle a de bons résultats en mathématiques parce
gu’elle étudie et s'applique et que ses résultats sont particulierement bons si les
taches sont standards. LEléve 15 sous-estime ses compétences mathématiques.

LEleve 16

LEléve 16 est inscrite en 95 VG2. || s’agit d’'une éléve avec de bons résultats
en mathématiques et selon I'enseignant elle réussit parce qu’elle est naturellement
douée.

LEleve 17

LEléve 17 est inscrite en 95 VP. Elle est une éléve avec de bons résultats dans
toutes les branches et I'enseignant la décrit comme particulierement douée.

LEléve 18

LEléve 18 est inscrite en 11S VP. Elle a de grandes difficultés en mathématiques
qui sont présentes au moins depuis le début de I'école secondaire. Malgré son ni-
veau en mathématiques, elle est en VP, car elle arrive a compenser avec les autres
branches, ou elle ade bonnes notes. Cet écart entre ses résultats en mathématiques
et dans les autres disciplines fait suspecter I'enseignant une dyscalculie jamais diag-
nostiquée. La faible confiance en ses capacités mathématiques rend encore plus dif-
ficile son rapport aux mathématiques. LEléve 18 était la seule dans notre échan-
tillon a avoir déja rencontré le symbolisme alphanumérique. Cela est di au type de
voie : elle est la seule a étreen 11VP.

8.1.6 LétablissementE et ses éléves

Létablissement E est une école ordinaire ol nous avons travaillé avec deux
éléves de 9S VP avec des résultats particulierement bons en mathématiques (éléves
19 et 20 du tableau 8.1). Notre contact a été son enseignante de mathématiques. La
classe de'Eléve 19 regroupe un nombre important d’éléves qui réussissent particu-
lierement bien en mathématiques.
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LEléve 19

LEléve 19 est inscrit en 9S VP. Il a de trés bons résultats en mathématiques, il
assimile vite les concepts et il arrive a faire des liens trés facilement. C’est un éléve
assez timide qui n'aime pasintervenir en classe. Lenseignante pense qu’il est a « haut
potentiel ». LEIéve 19 n'a pas été retenu pour 'analyse des données, car a cause de
son haut niveau en mathématiques, les taches proposées n'ont pas permis de mon-
trer et mettre en valeur les mécanismes de sa pensée algébrique.

LEleve 20

LEléve 20 est inscrit en 9S VP. Il a de trés bons résultats en mathématiques, il
assimile vite les concepts et il arrive a faire des liens entre les différents sujets trés
facilement. C'est un éléve actif qui aime bien participer en classe et répondre aux
questions. Il a des difficultés en francais. Lenseignante pense qu’il est a « haut po-
tentiel ». LEléve 20 n'a pas été retenu pour I'analyse des données, car a cause de son
haut niveau en mathématiques, les taches proposées n'ont pas permis de montrer
et mettre en valeur les mécanismes de sa pensée algébrique. De surcroit, a cause
d’un probléme technique la moitié des vidéos n‘ont pas enregistré le son.

8.1.7 Létablissement F et ses éléves

L'établissement F est une école ordinaire. Nous avons travaillé avec une pre-
miere éleve de 11S VG1 avec un diagnostic de dyscalculie, dyslexie et avec une
hypotonie musculaire suspectée (Eléve 21 du tableau 8.1) et une deuxiéme éléve
ayant de sévéres difficultés en mathématiques, mais sans diagnostic (Eléve 22 du
tableau 8.1). Notre contact a été I'enseignante de mathématiques.

LEléve 21

LEléve 21 est inscrite en 11S VG1. Elle a un diagnostic de dyscalculie et de dys-
lexie. Une hypotonie musculaire est soupconnée, ce qui la fatigue trés rapidement.
A cause de sa fatigue, 'Eléve 21 est exemptée du cours d’allemand depuis I'école
primaire et du cours d’anglais depuis la 10S. Elle a de grandes difficultés en mathé-
matiques et ses résultats sont instables selon le sujet. En géométrie elle a en géné-
ral moins de difficultés. LEléve 21 réussit particuliérement bien en dessin. Elle a des
difficultés dans lacompréhension des marches a suivre a cause de son diagnostic de
dyslexie et parfois elle ne comprend pas les énoncés.
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LEléve 22

LEléve 22 est inscrite en 11S VG1. Elle a d’'importantes difficultés en mathé-
matiques depuis le début de 'école. Ces difficultés ont contribué a créer auprés
de cette éléve des forts sentiments négatifs envers la discipline. LEléve 22 les voit
comme la raison pour laquelle elle n’a pas pu suivre la VP. La mauvaise relation avec
les mathématiques participe au fait que I’éléve ne travaille pas suffisamment.

8.2 Lapréparationdes entretiens

Nous avons organisé avec chaque éléve quatre séances d’entretien individuel.
Chaque entretien a été préparé sur la base du modéle de I'entretien clinique (sec-
tion 8.2.1) et de I'analyse a priori de la tache (section 7.2).

Les entretiens étaient de longueur variable en fonction de la tache et de la ré-
action de I'éléve (réponses données, nécessité de relances ou pas, état de fatigue,
etc.). En général, la longueur d’une séance a été d’environ 30 minutes.

Comme mieux détaillé dans la section 8.3, les entretiens ont été filmés et trans-
crits.

Les taches, dont le choix est présenté au chapitre 7 et la version intégrale est
disponible en annexe a la page 245, ont été proposées dans l'ordre suivant ¢ :

e Séance 1: Lasuite de carrés

e Séance 2 : Pierre, Manon, Nombres pairs/impairs
e Séance 3: Latache bleue, 123, Nuage et maison
e Séance4: 18+4=

Les taches ont été regroupées par séances de maniére a nécessiter approxima-
tivement la méme quantité de temps.

8.2.1 Lentretien clinique

Déja utilisé par Piaget et largement répandu dans la recherche en didactique
des mathématiques (par exemple dans Maracci, ), l'entretien clinique permet
de découvrir les processus de raisonnement des éléves.

Il s’agit d’'un entretien semi-directif et a réponse ouverte entre un chercheur ou
une chercheuse et unou une éléve, dont le but est celui de favoriser lamanifestation
et 'observation de la pensée mathématique (Ginsburg, ; Hunting, ).

6. Nous avons parfois di adapter I'ordre des taches en fonction de contraintes pratiques comme
la vitesse de réponse des éléves.
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Lentretien clinique est caractérisé par une grande flexibilité dans les questions
posées (Ginsburg, ). Les questions choisies dépendent de ce que I'éleve dit et
de ses réponses. Elles sont vouées a tester les hypothéses a propos de la procédure
utilisée par I'éleve et a améliorer la compréhension de la stratégie mise en place
pour résoudre la tiche. Bien que caractérisé par un important niveau de flexibilité,
I’entretien clinique peut étre préparé en amont. Les taches a proposer, leur présen-
tation, les premiéres questions posées et le matériel a utiliser peuvent étre établis
a I'avance (Hunting, : Swanson et al., ). Les relances aux principales ré-
ponses des éléves peuvent étre également préparées, il en est de méme qu’une pre-
miére classification des réponses attendues (Hunting, ; Swanson et al,, ).
Tous ces points font I'objet d’'un protocole d’entretien suivi par les chercheurs et
chercheuses et qui a la caractéristique de rester assez ouvert (Hunting, ).

La flexibilité de I'entretien clinique passe aussi par le temps a disposition qui
n'est pas strictement préétabli, mais varie en fonction de la situation. Ne pas avoir
de limite temporelle permet d’explorer toutes les pistes qui se manifestent et de
persister dans les questions jusqu’a I'épuisement du sujet (Swanson et al,, ).
Il est néanmoins souhaitable de prévoir une durée approximative et de rester a
I'écoute de possibles signaux qui suggerent que les éléves ont atteint les limites de
leur concentration (agitation, distraction, etc.; Hunting, ).

Toutes ces caractéristiques facilitent I'observation de la pensée mathématique.
De plus, cette méthode est particulierement pertinente pour notre recherche qui
se focalise sur des éléves a besoins spécifiques.

Premiérement, elle permet d’avoir accés a une explication des processus sous-
jacents a la solution des éléves et de l'induire si elle ne se manifeste pas de ma-
niére naturelle (contrairement a ce que l'on pourraitfaire dans une séance de classe;
Ginsburg, ). La verbalisation de la procédure utilisée peut étre difficile pour
certains éléves (surtout pour le public cible de cette recherche) et avoir la possibi-
lité de demander des clarifications, de réexpliquer ou sonder les ambiguités est un
point de force de la méthode utilisée.

Deuxiémement, la population étudiée est composée par d’éléves qui ont de
grandes difficultés en mathématiques (ou a I'école en général) et qui ont souvent
fait I'expérience d’émotions négatives face a des situations d’apprentissage. Il s’agit
d’éléves qui ne manifestent pas fréquemment leurs propres compétences mathé-
matiques dans des situations ordinaires de classe. Cette méthode d’entretien per-
met d’investiguer ce que les éléves savent faire - a la place de se concentrer sur ce
gu’ils ne savent pas faire - en suivant leur raisonnement avec des questions adap-
tées (Swanson et al., ).
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De plus, la consigne écrite est accompagnée par celle donnée a l'oral, démarche
qui permet de maximiser la possibilité de sa bonne compréhension. Toute reformu-
lation est possible et le chercheur ou la chercheuse reste vigilant a ce que le voca-
bulaire et les différents aspects de la tache soient clairs et bien compris par I'éléve.

Pour conclure, il est possible de maximiser la réussite de I'entretien en tra-
vaillant sur larelation de confiance avec les éléves, en les mettant a l'aise de s’expri-
mer mathématiquement et en construisant un climat bienveillant (Hunting, ).
Celaimpligue la possibilité de les encourager, de leur poser des questions qu’on sup-
pose étre aleur niveau et d’arréter d’insister si on voit surgir undébut de frustration
ou de géne chez les éléves (Hunting, ).

Toutes ces caractéristiques nous ont amenée a retenir I'entretien clinique
comme méthode de recueil de données pour I'étude de la pensée algébrique chez
des éléves a besoins spécifiques ou en grandes difficultés en mathématiques.

8.2.2 Les protocoles d’entretien

Un protocole d’entretien de chaque tache a été créé sur la base des consignes de
la littérature (Ginsburg, ; Hunting, ; Swanson et al., ) a propos de
I'entretien clinique et de son analyse a priori (voir 7.2). En effet, 'analyse a priori a
amené a l'identification des difficultés et des relances relatives qui nous ont servi
de base pour la construction des protocoles. Anticiper ces éléments nous a permis
de réagir de maniere plus homogeéne et réfléchie aux blocages des éleves pendant
les entretiens et de limiter les différences entre les différentes séances a cause de
nos interventions.

Nous nous sommes inspirée d’autres protocoles d’entretiens ou documents
dans le champ de la didactique des mathématiques (Giroux et Fortier-Moreau,

: Weber et al,, ).

Les protocoles complets sont disponibles en annexes a partir de la page 277.

Les protocoles ont été créés avant le début des entretiens et ont continué a étre
modifiés tout au long du recueil des données. Pendant les entretiens, nous prenions
note de nouvelles relances dont nous avions eu besoin et nous les ajoutions au pro-
tocole d’entretien. Les protocoles en annexe de cette thése sont donc les protocoles
définitifs obtenus apreés ce travail de perfectionnement continu.

La premiére séance a toujours démarré avec une présentation faite par la cher-
cheuse avec l'objectif de mettre a l'aise I'éléve. Une attention particuliére était dé-
diée al'explication du fait que I'éléve n'aurait pas recu une évaluation sur la base des
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c) Combien faut-il de pailles pour former une suite de 100 carrés?
Matériel : feuille et crayon.

A dire : « Maintenant, combien faut-il de pailles pour former une suite de 100
carrés? »

Si I’éleve n’explique pas ce qu'il fait : « Pourquoi as-tu ecrit (dit) cela? »
Si I’éléve reste en silence sans rien faire : « A quoi penses-tu? »

Si l’éleve bloque devant les calculs : « J'ai une calculatrice avec moi. Si tu me
donnes le calcul a faire, je peux le faire pour toi. »

Si l’éleve n’abandonne pas la vision arithmétique : « Et pour 50007 »

Sil’éleve n’est pas convaincu de la formule ou la formule est fausse : « Comment
pourrais-tu controler si la formule est correcte? » ou « Pourquoi as-tu utilisé ce
calcul? »

Si I’éleve essaie de dessiner : « Cela devient long. Pourrait-on trouver une ma-
niere de trouver le résultat sans dessiner? » ou « Et pour 5000 carrés? »

L’éleve a une vision proportionnelle de la correspondance carrés-pailles : « Com-
ment pourrais-tu verifier si ta stratégie est correcte? » ou « Pourrais-tu veérifier
si ta stratégie fonctionne pour la quatrieme étape (ou autre)? »

Si I’éleve fait confusion entre pailles et carrés : « C’est quoi cela? »

Si I’éleve aboutit a une généralisation fausse : « Comment pourrais-tu vérifier si
ta stratégie est correcte? » ou « Pourrais-tu vérifier si ta stratégie fonctionne
pour la quatrieme €tape (ou autre)? »

En fonction de la réaction de ’éleve : « Tu es fatigué-e? Est-ce que Ga va si on
continue encore un peu? »

Figure 8.2 - Protocole d’entretien du point c) de latache La suite de carrés. La version
intégrale de la tache est disponible aux pages 246-250.

entretiens, et que ce qui était intéressant pour la chercheuse était la procédure plu-
tot que le résultat. Le matériel dédié au recueil des données (caméra, microphone,
ordinateur, etc.) a été montré a I'éléve et le cadre de I'entretien leur a été présenté.
Nous avons demandé aux éléves de penser a voix haute (Falardeau et al., ), afin
de favoriser I'explicitation du raisonnement mathématique. A la page 278, nous rap-
portons le texte type avec lequel la chercheuse se présentait et introduisait les ren-
contres aux éléves.

Enfigure 8.2, a titre d’exemple nous rapportons le protocole d’entretien du point
c) de la tache La suite de carrés, dont la version intégrale est disponible aux pages
279-284. Le protocole indique dans les premiéres lignes le texte donné aux éleves.
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Enbleuil est précisé le matériel a utiliser ou a mettre a disposition et ce que la cher-
cheuse doit dire pour présenter la tache.

Le texte en rouge signale les possibles points de difficultés pour les éléves et les
relances retenues pour débloquer la situation. Les difficultés mathématiques rela-
tives aux taches retenues pour I'expérimentation ont été identifiées grace ala litté-
rature en didactique des mathématiques, comme mieux indiqué dans les analyses
a priori des taches (voir 'annexe B). Pour la plupart, il s’agit de difficultés mathéma-
tiques classiques pour les taches en objet. Une relance seulement a été congue pour
faire face a une difficulté mathématique spécifique aux éléves avec MLD : la troi-
siéme dans la figure 8.2 concernant la possibilité d’'utiliser une calculatrice. En ef-
fet, la récupération directe de faits arithmétiques en mémoire pose probléme aux
éléves avec MLD (Geary, ) et nous avons ainsi inséré une relance a ce propos.
Il est a remarquer qu'’il s’agit de la seule relance mathématique qui touche une ca-
ractéristique spécifique aux éléves avec MLD. Cela vient du fait que les éléves avec
ou sans MLD utilisent les mémes procédures de résolution et ce qui les différencie
est la rapidité d’acquisition de celles-ci, les éléves avec MLD présentant un retard
(Geary, ). En général, nous avons relancé les éléves en cas de difficulté ou pour
favoriser I'’émergence de la pensée algébrique.

Parmi les relances mathématiques, certaines sont transversales et on les re-
trouve presque dans tous les protocoles : les trois premiéres relances dans la fi-
gure 8.2 sont présentes presque toujours, car destinées a débloquer une situation
qui n'est pas spécifique a cette tache en particulier. D’autres relances mathéma-
tiques sont pensées pour empécher ou induire une certaine procédure : dans le cas
en figure 8.2, la sixieme relance veut éviter que les éléves utilisent la procédure par
représentation graphique pour trouver la solution pour les 100 carrés. Nous avons
inséré dans le protocole un type de relance non mathématique, la derniére dans la
figure 8.2 : « Tu es fatigué-e? Est-ce que ca va si on continue encore un peu? » Ce
type de relance est présent pour toutes les séances et a été pensé pour répondre a
certaines des difficultés non mathématiques que les éléves avec MLD peuvent ren-
contrer (par exemple éprouver une fatigue majeure par rapport a leurs congénéres;
Fondation Centre suisse de pédagogie spécialisée, , ). Une autre relance
est présente pour tous les protocoles, la premiére dans la figure 8.2 : « Pourquoi
as-tu écrit (dit) cela? » Cette relance est liée aux language constructs de Malara et
collégues (décrits a la section 4.2) qui préconisent de « fostering socio-constructive
classroom practices enhancing the role of natural language » (Malara et Navarra, ,
p. 63), comme I'argumentation.

En paralléle aux protocoles d’entretien, nous avons maintenu une posture bien-
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EEntretien
ETranscriptiDn :

éEnre istrement vidéo —: o ) L ) o
! 9 : Transcription Trint + Correction a la main de la transcription

— éAnaIyse

:Premiéres notes

T, Tz Ts Ta Temps

Figure 8.3 - Les étapes du recueil des données et de I'analyse.

Figure 8.4 - Configurationde latable Figure 8.5 - Image extraite d'une des
et de la caméra pendant le recueil de vidéos.
données.

veillante, toujours dans le respect des réactions et des émotions des éléves. En par-
ticulier, nous nous arrétions dans I'entretien si I'éléve manifestait fatigue ou frus-
tration a cause de son échec. Les taches sont composées de plusieurs questions, qui
ont été posées ou pas enfonctionde laréaction et du niveau de I'éléve. Nous n’avons
pas bloqué les éléves dans leurs raisonnements, au contraire, nous avons soutenu
leur pensée. Un des objectifs des interventions de la chercheuse était de favoriser
I'’émergence de la pensée algébrique chez les éléves, aussi a travers l'utilisation de
relances adaptées. Les retours donnés aux éléves ont été encourageants indépen-
damment de I'exactitude des réponses données.

8.3 Etapes de recueil des données et de transcription

Comme schématisé en figure 8.3, le recueil des données et I'analyse se com-
posent de plusieurs étapes.

Tout d’abord, chaque entretien a été filmé. Nous avons utilisé une caméra de
table qui permettait de filmer la production de I'éléve et ses mains sans en montrer
le visage. En figure 8.4, nous avons reporté la configuration classique de la table, du
matériel didactique, de la caméra et de l'ordinateur pendant le recueil des données.
La figure 8.5 est une image extraite d’'une des vidéos du recueil de données : il est
possible de voir les mains et la production de I'éleve, mais pas son visage.

Les entretiens ont été dirigés par les protocoles décrits dans la section 8.2.2. En
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I'occurrence, des questions supplémentaires ont été posées en fonction de la réac-
tion et des réponses des éléves avec les principaux objectifs de mieux comprendre
leurs résolutions ou de les encourager a mieux les expliciter.

Pendant I'entretien avec I'éléve, nous avons pris note des premiéres impressions
et les premiers commentaires. Ces notes se sont révélées treés riches et importantes
pour l'analyse.

Par la suite, 'audio de I'entretien a été transcrit. Pour un premier brouillon de
transcription, nous nous sommes appuyée sur le site Trint 7 qui permet de passer
de l'audio a I'écrit de maniere automatique. Cette premiére transcription a été re-
lue et corrigée a la main 8. Les transcriptions complétes se trouvent a I'annexe D 3
la page 289. Pour la transcription, nous avons choisi d’aller a la ligne a chaque tour
de parole (changement de locuteur). Ce choix est trés important, car il détermine
l'unité élémentaire d’analyse, définie comme il suit : « la plus petite unité d’analyse
sur laquelle un travail de recherche est basé afin d’organiser les données » (Badred-
dine et Woods, ,p. 98). Le tour de parole se situe a I'échelle microscopique, car
il est de 'ordre de quelques secondes °.

Pour la transcription °, nous avons adopté les régles suivantes :

nous indiquons le numéro du tour de parole, ensuite le nom de la personne qui
parle, puis nous transcrivons ses mots;

e nous insérons une nouvelle ligne pour chague changement de locuteur;
e sil’audio est incompréhensible, nous marquons « [inaudible] »;

e |es précisions nécessaires pour la compréhension de la transcription sont in-
diquées en italique entre crochets, [par exemple comme cela];

e nous indiquons avec « [sic] » les erreurs présentes dans la citation;

e nous indiquons la durée de chaque enregistrement en début de transcrip-
tion 1;

7. https://trint.com.

8. Pour une partie des entretiens, nous avons pu bénéficier du travail d’'une collaboratrice scien-
tifique.

9. Les auteurs (Badreddine et Woods, ) utilisent les concepts de Tiberghien et al. (2007)
qui schématisent les possibles unités d’analyse comme il suit : échelles microscopique (ordre de
guelques secondes, un mot, un geste, un déplacement, un tour de parole, une action, une interaction,
etc.), mésoscopique (ordre de quelques minutes, un théme, une phase didactique, I'organisation de
la classe, une activité, etc.) et macroscopique (ordre de quelques jours ou semaines, une séquence
d’enseignement par exemple).

10. Nous avons suivi les normes APA7 (https://apastyle.apa.org).
11. Le minutage n'est pas rapporté, car il n’a pas été utilisé pour les analyses.


https://trint.com
https://apastyle.apa.org
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e pour les citations des transcriptions dans le texte, nous indiquons avec «.. . »
I'omission d’un passage a l'intérieur d’'une citation, en veillant toutefois a ne
pas modifier le sens de la citation 2.

Enfin, la transcription a été insérée dans un fichier Excel pour étre analysée en
suivant les grilles d’analyse décrites dans la section 8.4.3.

8.4 Lanalyse des données: les analyses a posteriori

Dans cette section, nous décrivons les données recueillies et la méthode d’ana-
lyse. Celle-ci a été orientée par les analyses a priori (section 7.2). Ce processus a per-
mis de produire une analyse a posteriori des faits effectivement observés pendant
les entretiens. Tout décalage et concordance entre I'analyse a priori et celle a pos-
teriori a été interprété au moyen des grilles d’analyse décrites dans la section 8.4.3.
Les grilles ainsi concues nous permettent d’identifier 'apparition de la pensée algé-
brique chez les éléves et de la décrire qualitativement.

8.4.1 Choixdestaches a analyser

Parmi les taches créées pour les entretiens (chapitre 7 et annexe A), pour ce tra-
vail de thése nous avons choisi d’en sélectionner un sous-ensemble a analyser en
fonction de notre question de recherche Q2, que nous rappelonsici :

Q2 Comment pouvons-nous décrire la pensée algébrique d’éleves avec MLD en
termes de language constructs, types de généralisation et types de preuve?

Q2.1 Quels language constructs identifient la pensée algébrique d’éléves avec
MLD?

Q2.2 Quelstypesde généralisation sont utilisés par des éleves avec MLD dans
I'étude d’un pattern géométrique?

Q2.3 Comment des éléves avec MLD mobilisent des exemples et s’engagent
dansune preuve dans unetached’early algebra nécessitant une argumen-
tation?

Pour répondre alaquestion Q2.1, nous avons utilisé La tache bleue et 123 (textes
des taches aux pages 254 et 255), car dans ces deux taches le réle de I'égal est cen-
tral et elles permettent d’'observer un panel de diverses approches, certaines plutot
liées au résultat et d’autres au processus (au sens de Malara et Navarra, ).

12. Il ne faut pas confondre «... » (avec les espaces) qui indique 'omission d’une partie de I'entre-
tien et les points de suspension « ... » (sans espaces) utilisés comme ponctuation ordinaire.
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Pour répondre a la question Q2.2, nous avons utilisé la tache La suite de carrés
(texte de la tache aux pages 246 et suivantes), qui travaille la généralisation d’'un
pattern géométrique.

Pour répondre alaquestion Q2.3, nous avons utilisé Nombres pairs/impairs (texte
de la tache a la page 253) qui permet de mettre en place différents types de preuve
pour justifier I'affirmation proposée. |l s’agit d’'une tache qui offre la possibilité de
s’appuyer sur les exemples pour avancer dans la compréhension du probléme et
dans le raisonnement.

8.4.2 Description des données

Nous avons interviewé vingt-deux éléves et leur avons demandé de résoudre
des taches mathématiques, comme précédemment décrit dans ce chapitre. La
langue des entretiens était le francais. En général, la longueur d’une séance a été
d’environ 30 minutes, mais cela a pu varier d’'un éléve a 'autre en fonction de di-
verses conditions de contexte : fatigue ou moral de I'éléve, vitesse de résolution,
etc. Nous avons eu quatre rendez-vous par éléve. Au total, nous avons donc recueilli
22 - 4 = 88 enregistrements d’environ une demi-heure.

Lesentretiensont été transcrits comme décrit dans 8.3 et le texte obtenu consti-
tue le vrai matériel analysé.

Quatre éléves parmi les vingt-deux ont été exclus de I'analyse, car : deux éléves
étaient atteints du trouble du spectre de I'autisme et n'étaient donc pas compris
dans notre définition d’éléve avec MLD (Eléve 2 et Eléve 10), deux éléves avaient
un trés haut niveau en mathématiques et les taches proposées n'ont pas permis de
montrer et mettre en valeur les mécanismes de leur pensée algébrique (Eléve 19 et
Eléve 20) 13,

Apres la sélection de tiches a analyser décrite dans 8.4.1, notre panel de don-
nées analysées est composé de la transcription d’'une partie de trois entretiens de
dix-huit éléves (18 - 3 = 54 transcriptions analysées au total). Les transcriptions
retenues pour I'analyse se trouvent a I'annexe D.

8.4.3 Lesgrilles d’analyse

Nous avons étudié les taches retenues grace a des grilles d’analyse. En fonction
delatache et la sous-question de recherche qui lui est liée, nous avons eu recours a
différents outils théoriques issus de trois cadres théoriques : les language constructs

13. De surcroit, pour I'Eléve 20, a cause d’un probléme technique la moitié des vidéos n'ont pas
enregistré le son.
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de Malara et collégues (Cusi et al., ; Malara et Navarra, ), les types de gé-
néralisation de Radford ( , , , ), les types de preuves de Ba-
lacheff ( , ). Ces cadres théoriques sont décrits respectivement dans les

sections 4.2,4.3 et 4.4.

A partir des différents apports théoriques des cadres décrits et des réflexions
menées pour la réalisation des analyses a priori (section 7.2), nous avons créé les
grilles d’analyse pour les transcriptions (figures 8.6, 8.7 et 8.8).

Dans les trois grilles, la colonne C nous permet de résumer la solution proposée
ou ce que l'éléve et la chercheuse font. Cette colonne est réservée au « résumé »
de l'entretien. Les colonnes D-E sont destinées a noter si cela est correct ou pas
et pourquoi dans les cas qui nécessitent une interprétation pour étre compris. Par
exemple, dans la figure 8.7, nous avons noté dans la cellule D35 que le raisonne-
ment est correct, mais dans E35 que le calcul relatif est faux. Dans les colonnes F et
suivantes, nous classons la solution de I'éléve selon les procédures identifiées dans
I’analyse a priori et les cadres théoriques d’analyse.

Pour La tache bleue et 123 (textes complets aux pages 254 et 255), la grille utilise
les outils théoriques de Malara et collegues (grille dans la figure 8.6). Aux colonnes
F-G nous spécifions le type de procédure selon celles identifiées lors de I'analyse a
priori. Les colonnes H-O permettent I'analyse selon les différentes entrées des lan-
gage constructs de Malara et collégues présentés dans la section 4.2. Lors de I'ana-
lyse, nous nous sommes rendu compte que pour nos données les colonnes M-O ne
sont pas fréguemment utilisées. Ces entrées sont donc moins présentes dans la par-
tie analyse des résultats.

Pour la tache La suite de carrés (texte complet aux pages 246 et suivantes), nous
avons construit une grille qui s’appuie sur les types de généralisation de Radford
(grille en figure 8.7) présentés dans la section 4.3. Les colonnes F-N se référent aux
possibles procédures identifiées lors de I'lanalyse a priori. Les entrées sont classées
selon la généralisation : pas de généralisation, généralisation ou pas, généralisation
non algébrique et généralisation algébrique.

Pour la tadche Nombres pairs/impairs (texte complet a la page 253), nous avons
construit une grille qui s’appuie sur la typologie de preuves de Balacheff (grille dans
la figure 8.8) présentée dans la section 4.4. Les colonnes F-K se référent aux pos-
sibles procédures selon les types de preuves de Balacheff identifiées lors de I'lana-
lyse a priori. Les colonnes L-Q permettent d’explorer plus en profondeur le réle des
exemples. Elles ont été créées lors de I'analyse avec une démarche récursive sur les
données expérimentales (théorisation enracinée; Fortin et Gagnon, ).

Ces trois grilles permettent de démontrer la présence de |la pensée algébrique
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Figure 8.6 - Les entrées de la grille d’analyse de La tache bleue et 123 et I'analyse

d’un extrait de I'entretien avec I'Eléve 21.
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Figure 8.7 - Les entrées de la grille d’analyse de La suite de carrés et I'analyse d’'un

extrait de I'entretien avec I'Eléve 11.



RECUEIL DE DONNEES ET ANALYSE

CHAPITRE 8. METHODE

130

X X I=d+l "ET=E+0T ‘L=5+T “Bllop Jreduw)
sinofnol eios a0 ‘sifed sa| 16 sijedwl S9) anb asuad
8l ‘wey uz *[,£L=E+01, 1402 suus] Jedwi BIaS 82 'g snid
0L s18w a( g "B|I0A ‘ouop [,/=G+g, WUBAUDS ua] siedw|
elop ey B | ‘g snid g slew af IS "up uau fe,[ ‘uou yy'
LBIp-8-158,0
X X QI=/+6 Juou ‘[,gL=/+g, Wenbipul ua] 191 SLILIOD 153,0 UEy UJ
d+ 1 « WBALDS Ua] Jred ap 4
J9AR 3UBJ2J 35NaYJaYD B 18 JEdwl 8p | ¢ired snid Jiedw) siquiou un srey 8l 1S 13 O
X JSpuesd X d=d+d “aed
sap no sppad sinofno} Wawgaio) BIas B3 ‘suepap 159 Inb Jiedw) aiquou
: 8p sed B A,u |I,nb soied "saiquiou spueif sep No saiquicu

$3p IS8, IS
siped sap 1s8,2 |s swaiy ed siquou un sinolnoy eies B
awgw, ajePn ‘[eUy NE ‘BJAULORIPNE S| U0 PUEND SInofno) *siep IO

@juauadxa,p

apI

anbpawyiie anbugasie
auBisuod B S3PUUOP S3| oniarmasnaul|  allamasiEwl ajeuaw anbupuad ajepnn Jeu wonl
Jasuowsq Jainpafuo) uowidg Jeudoiddes Jandosddes l18ma3||=3u l18m33||=3u @ouaupdxy  adwax3 aouauadx3y swsiidw3 N| Mo
ajdwaxasnuo) y : o annalg annald
ayae) e| sardosdde s 232 uonnjos
3y2e) e JpNOSPY ayoe; e| JaJojdx3y
annaud ap adAL apnynoex3
ajdwaxa,| ap 2|9y
o] d (o] N W 1 A r 1 H o] 4 3 a 3) a

zzemai3| st

asnsyasyD| iy
2z 8nei3| £
asnsyaBYD | 7t |

zzenel3 T

t 'analyse

impairs e

irs/|

Figure 8.8 - Les entrées de la grille d’analyse de Nombres pa

d’un extrait de I'entretien avec I'Eléve 22.
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chez des éléves avec ou sans MLD et de la caractériser (en termes de compétences
et difficultés). Les différentes cellules peuvent étre complétées simplement avec
une croix, pour signaler la présence d’'un certain phénomene : par exemple, dans la
grille 8.6, la cellule F19 signale que I'éléve a eu recours a une procédure arithmé-
tique. Par contre, dans la grille 8.7, la cellule H27-29, non seulement indique que
I’éléve utilise le calcul et comptage, mais contient aussi un commentaire a propos
de la procédure.

Il est a noter que les colonnes ne sont pas toujours pertinentes et que cela dé-
pend de la ligne analysée. Par 'exemple en figure 8.6, I'axe « du résultat au proces-
sus » n'a pas été utilisé pour les lignes ici rapportées.

Les grilles présentées ci-dessus ont été expressément concues pour les taches
decettethése, mais elles peuvent étre utilisées pour d’autres taches similaires, dans
I’état ou aprés des modifications mineures. Le principal point d’attention concerne-
rait la pertinence des procédures pour la nouvelle tiche.






Chapitre 9
Les résultats

Comme décrit et justifié dans la section 8.4, les résultats ont été produits au
moyen de la confrontation entre I'analyse a priori et celle a posteriori.

Dans ce chapitre, nous présentons d’abord les résultats découlant de I'analyse
des taches La tache bleue et 123, La suite de carrés, et Nombres pairs/impairs®. Les
taches ont été analysées a I'aide des outils théoriques décrits dans les sections 4.2,
4.3 et 4.4, et les grilles d’analyse présentées dans 8.4.3 se basant sur différents
cadres théoriques en fonction de la tache analysée. Pour chaque tache, I'analyse est
présentée selon la structure suivante :

1. Procéduresidentifiées lors de I'analyse a priori: nous illustrons les procédures
identifiées lors de I'analyse a priori (disponible en annexe B) grace aux produc-
tions des éléves recueillies pendant nos entretiens.

2. Procédures identifiées lors de Lanalyse a posteriori : nous présentons la ré-
partition des différentes procédures de notre recueil de données et nous les
commentons.

3. Points remarquables de I'analyse a posteriori : notre focale porte sur certains
aspects des analyses a posteriori.

4. La pensée des éleves avec MLD et celle des éléves sans MLD : nous expo-
sons les différences et les points de contact entre les deux catégories d’éléves
ayant participé a notre prise de données.

A partir des analyses des taches, nous allons ensuite pouvoir répondre a la ques-
tion de recherche Q2, a propos de la pensée algébrique d’éléves avec MLD, au cha-
pitre 10.

1. Pour ce chapitre, contrairement a 7, 'ordre de présentation des tiches correspond a celui des
guestions de recherche.

133



134 CHAPITRE 9. LES RESULTATS

9.1 Analysede latache Latache bleue et 123

Les deux taches La tache bleue et 123 ont été analysées avec les language
constructs de Malara et Navarra, présentés a la section 4.2, selon la grille décrite
dans 8.4.3.

9.1.1 Procédures identifiées lors de I'analyse a priori

Dans la section qui suit, nous présentons les deux principales procédures de ré-
solution de La tache bleue et 1232 (déja identifiées dans I'analyse a priori, page 264
et 265) au moyen des productions des éléves recueillies pendant nos entretiens.

Procédures arithmétique et algébrique de La tache bleue

Comme schématisé dans I'analyse a priori a la page 264, |la tiche La tache bleue®
a deux procédures principales. La procédure arithmétique consiste a établir la va-
leur du nombre caché par la tache bleue et a I'utiliser pour trouver la réponse a la
question. Par exemple, I'Eléve 5 résout cette tiche comme il suit.

8-Eléve 5: Combien font la tache plus... Ah j’ai peut-étre trouvé. Faut que je fasse
ca [en pointant « 115 »], moins ca [en pointant « 78 ». Léléve pose en colonne
«115 - 78 = 37 »). 37.

9 - Chercheuse: Ok, donc 37 qu'est ce que c’est?

10 - Eleéve 5: Clest le nombre qui est |3 [en pointant la premiére tache] pour faire ca
[en pointant « 115 »] et qui peut étre aussi la [en pointant la deuxiéme tache].

11 - Chercheuse : D’accord.

12 - Eléve 5: Donc sij’avais...comma ca [il calcule en colonne « 37 + 79 = 116 »], ca
fait 116.

Il s’agit d’'une procédure arithmétique dans la mesure ou I'inconnue est calculée
avec l'opérationinverse (115 — 78 = 37) et utilisée pour faire un autre calcul (37 +
79 = 116) afin d’'obtenir la bonne réponse. Tous les nombres sont explicités et les
éléves n'opérent pas sur les inconnues.

La tache peut aussi étre résolue avec une procédure algébrique qui repose sur
larelation entre la premiére écriture et la deuxiéme. Par exemple, I'Eléve 9 utilise la
procédure algébrique : « Ben je dirais 116, vu que c’est plus 1. » LEléve 9 se base sur
le fait que les deux écritures sont composées par le méme nombre inconnu (celui ca-
ché par la tache bleue) auquel est ajouté dans le premier cas 78 et dans le deuxiéme

2. Le texte complet des taches se trouvent aux pages 254 et 255.
3. Le texte complet de la tache se trouve a la page 254.
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Figure 9.1 - Résolution arithmétique de la tache 123 par I'Eléve 12.

79. On peut donc en déduire que pour obtenir la valeur de la deuxieme écriture il
suffit d’ajouter 1 a la premiére, en trouvant 115 + 1 = 116. Cette deuxiéme pro-
cédure est algébrique, car elle s’appuie sur la relation mentionnée ci-dessus sans le
besoin de trouver la valeur du nombre caché. La présence de ce nombre inconnu est
acceptée et les éléves s’autorisent a I'utiliser dans leurs calculs.

Procédures arithmétique et algébrique de 123

Les mémes deux procédures peuvent étre utilisées pour la tiche 1234 (voir
I'analyse a priori de la tache a la page 265). Cette tache a été proposée aux éléves
comme relance au cas ou la stratégie algébrique ne serait pas trouvée pour La tache
bleue ou si sa résolution avait été difficile pour les éléves. La procédure arithmé-
tique consiste a calculer 57 + 66 sans utiliser I'information donnée dans la consigne
(57 + 65 = 122). Par exemple, 'Eléve 12 pose en colonne le calcul 57 + 66 = 123
pour résoudre cette tache (figure 9.1).

Or, la procédure algébrique repose sur la connaissance préalable que 57 + 65 =
122 pour déduire que 57 + 66 = 123 car il s’agit du méme nombre (57) plus 66, qui
est vucomme 65 + 1. Par exemple, 'Eléve 13 met en place la stratégie de résolution
suivante:

59 - Chercheuse : Ok super regarde. Avant, j'ai fait ce calcul, j'ai fait 57 plus 65 qui
donne 112 [sic] et maintenant, je me demande combien font ca.

60-Eléve 13: 123

61 - Chercheuse: Comment tu as fait?

62 - Eléve 13: Clestfacile parce que laonalaméme. 57 plus 65,122.L3 57 plus 66,
on a ajouté 1, ca fait. On ajoute juste a 122 un de plus.

LEléve 13 utilise la relation entre les deux écritures pour trouver la solution,
sans ressentir la nécessité d’effectuer le calcul 57 + 66. Elle met en place un rai-
sonnement relationnel entre les deux écritures.

4. Letexte complet de latache se trouve a la page 255.
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Le role du signe égal

Pour les deux taches, nous pouvons faire les mémes considérations en ce qui
concerne le focus sur le probleme et le réle du signe égal. Le réle du signe égal est
concu de maniére différente en fonction de la procédure utilisée. Dans la méthode
de résolution algébrique, le signe égal est vu comme une relation entre deux quan-
tités et les éléves reconnaissent la propriété qui permet de déduire :

Va,b,ce R.a=b=a+c=b+c

Plus précisément, pour les deux taches en objet :

‘+78:115:>’+78+1:115+1:>”+79:116

57+65=122=57+65+1=122+1= 57+ 66 = 123

Cette vision relationnelle de I'égal est liée a l'interprétation des nombres en jeu
et a leur représentation. 116 et 123 doivent étre considérés comme 115 + 1 et
122 + 1respectivement, et 79 et 66 comme 78 + 1 et 65 + 1. Cette considération
des nombres est transparente, dans le sens que les relations existantes entre les dif-
férentes parties de I'exercice sont mises en évidence. Cette conception de I'égal est
en relation avec la représentation non canonique des nombres utilisée dans La tache
bleue : un nombre est caché et peut le rester sans perdre son statut de nombre, il
n'est pas nécessaire de le représenter par un nombre particulier et résoudre les cal-
culs présents.

Dans la méthode de résolution arithmétique, le signe égal est utilisé dans
son role de calculateur, pour effectuer les différentes opérations présentes. Il est
aussi partiellement utilisé comme relation, car dans La tache bleue, pour trouver le
nombre caché, il est nécessaire de se baser sur la relation entre les deux membres

‘+78:115:‘:115—78:*:37

Pourtant, dans ce cas, la relation entre les deux membres est utilisée pour calculer

de I'égalité:

et la relation entre les deux écritures n'est pas prise en considération. Avec cette
procédure presque mécanique, I'éléve n'atteint pas la pleine maitrise du sens de la
situation, mais se focalise sur une compréhension locale: les différentes étapes sont
comprises, mais il manque une vision d’ensemble donnée par la vision relationnelle.
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Larésolutionarithmétique porte I'attention des éléves sur larésolution et le produit
final plus que sur le processus et |la représentation de la situation.

Les deux taches analysées en cette section, La tache bleue et 123, sont donc as-
sezsimilaires en ce qui concerneles procédures possibles, mais si seuls des nombres
explicites apparaissent dans la deuxiéme, dans la premiére les éléves doivent faire
face a un nombre inconnu. Nous serions donc tentée de soutenir que la deuxiéme a
une forme plutét arithmétique et la premiére plutot algébrique, car elle a explicite-
ment recours a une inconnue.

Alors que seuls des nombres explicites apparaissent dans la deuxieéme tache,
dans |la premiére, les éléves sont confrontés a un nombre inconnu.

9.1.2 Procédures identifiées lors de I'analyse a posteriori

Lors de I'analyse a posteriori nous avons retrouvé les deux procédures identifiées
avec I'analyse a priori. Nous avons résumé dans le tableau 9.1 les procédures utili-
sées par les éléves. Dans celui-ci, nous avons noté la présence d’'une procéduresielle
a été employée au moins une fois au cours de I'entretien. Une méme procédure a pu
étre utilisée plusieurs fois par les mémes éléves, mais cette information n’apparait
pas dans le tableau. Il ne s’agit pas d’un tableau de fréquence des procédures, mais
simplement de leur présence. Nous avons fait le choix de noter dans le tableau 9.1
la présence d’'une procédure méme lorsque celle-ci n'était pas compléte.

Procédure arithmétique Vs procédure algébrique

Pendant les entretiens, les éléves ont utilisé les deux procédures pour résoudre
les deux taches>. Comme il est évident du tableau 9.1, les éléves ont en général
préféré une résolution arithmétique pour La tache bleue (quinze éléves sur les dix-
huit qui font partie de notre analyse ont utilisé une procédure arithmétique comme
premiére option). Pour cette tache, la procédure algébrique a été souvent propo-
sée comme deuxiéme méthode, soit pour justifier davantage le résultat trouvé, soit
apreslesrelancesdelachercheuse quiamené les entretiens cliniques. Au contraire,
les éléves ont quasi systématiquement proposé comme premiére méthode la pro-
cédure algébrique pour résoudre la tache 123 (dix éléves sur les treize qui l'ont eu
a résoudre). Cette observation pourrait paraitre inattendue vu que La tache bleue
contient une inconnue alors que 123 n'est composée que par des nombres expli-

5. Comme expliqué dans le chapitre 8, la chercheuse relancait les éléves afin de favoriser la ma-
nifestation de la procédure algébrique.
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Tableau 9.1 - Les stratégies utilisées par les éléves pour les taches La tache bleue
et 123. En jaune, les éléves sans MLD. Pour le détail sur chaque éléve, consulter le
tableau a la page 107.

Eléve Tache bleue 123
Arithmétique | Algébrique Algébrique Il Arithmétique Algébrique | Algébrique Il
| possibilité possibilité ou autre possibilité possibilité ou autre
1 X X X
2 Ecarté : trouble du spectre de I'autisme
3 X X X X
4 X X X
5 X X
6 X X X
7 X X X
8 X X X
9 X X
10 Ecarté : trouble du spectre de I'autisme
11 X X
12 X X X
13 X X X
14 X X X
15 X X Pas proposé
16 X Pas proposé
17 X X Pas proposé
18 X Pas proposé
19 Ecarté : haut potentiel soupgconné
20 Ecarté : haut potentiel soupconné et une vidéo sans son
21 X X Pas proposé
22 X X X
Total 15/18 4/18 10/18 3/13 10/13 3/13

cites. Dans les prochaines sections, nous donnons des éléments de réponse a ce

constat.

Variable cognitive

Encréant la tache La tache bleue, nous avons essayé de décourager la procédure

arithmétique en écrivant dans la consigne gu’il ne fallait pas calculer le nombre ca-

ché. Cette variable s’est avérée dans la plupart des cas inutile vu que trés fréquem-

ment les éléves I'ont lue et ont décidé de I'ignorer du fait qu'il s’agissait de la seule

stratégie envisagée a ce moment-1a. LEléve 22 en est un bon exemple :

5 - Chercheuse: Regarde. Un nombre est caché par cette tache-1a [en pointant la

premiére tache]. Derriére, il y a un nombre.
6 -Eléve 22: Mh mh.
7 - Chercheuse : Et on sait que le nombre caché plus 78 est égal a 115. Ok? Il ne

faut pas calculer le nombre caché.

8-Eléve 22: Cail ne faut pas le calculer [en pointant la premiére tache).
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9 - Chercheuse : Exactement. Mais on voudrait comprendre combien font le
nombre caché plus 79.

10 - Eléve 22 : Moi, jaurais déja fait 115 moins 78.

11 - Chercheuse : D’accord.

12 - Eléve 22 : Normalement cadonne le résultat [elle pose « 115—78 = »].Et apres,
je calcule 78 [en pointant la deuxiéme tache] plus 79.

13 - Chercheuse : Tu calcules quoi, pardon?

14 - Eléve 22: 78...Non. Du coup, le résultat qui aura ici [en pointant le vide d droite
de« 115 — 78 = »], je vais faire plus 79. Et aprés il y aura le résultat.

LEléve 22 reformule la contrainte, en disant qu'il ne faut pas calculer la tache,
pourtant immédiatement aprés elle I'ignore et utilise une procédure arithmétique
en calculant la valeur du nombre derriére la tache. Cependant, si la méme demande
est faite quand les éléves sont prétes et préts a I'écouter, elle n'est plus ignorée. Par
exemple, 'Eléve 21 a été relancée aprés qu’elle avait résolu la tiche par une procé-
dure arithmétique :

24 -Eléve 21: ...Ducoup, cafait 116...

27 - Chercheuse : Oui. Trés bien. Donc pour faire cela, tu es passée par la valeur de
la tache, par la valeur du nombre qu’il y a derriére la tache.

28 - Eléve 21: Oui.

29 - Chercheuse : Est-ce que tu arriverais a retrouver une maniére pour trouver
cela [en entourant « tache+79 »], comme tu viens de le faire, mais sans passer
par lavaleur de la tache?

30-Eléve 21: Sans essayer de trouver le calcul-1a [en pointant la premiére tache]?

31-Chercheuse: Oui.

32-Eléve 21: Sionditque 79 et 78, il y a juste 1 de différence.

33 - Chercheuse: Mh mh.

34 -Eléve 21: Du coup, si on dit que 13 [en pointant les 2 taches] c’est le méme
nombre, mais en fait, il y en aura juste 1 de plus [en pointant « tache+79 »] vu
que lacest 79.

LEléve 21 apubénéficier de larequéte de ne pas calculer la valeur du nombre ca-
ché pour mettre en place un raisonnement algébrique parce que celle-ci a été faite
au bon moment.
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Tension entre procédure arithmétique et procédure algébrique

Dans les résolutions des éléves, on assiste parfois a une tension entre la procé-
dure arithmétique et celle algébrique. Cette tension est évidente dans la résolution
de La tache bleue par I'Eléve 14.

19 - Chercheuse : Pourquoi t'as fait ca[en pointant le calcul en colonne « 115 — 78 =
37»]7?

20-Eléve 14: Parce que |3, 'ai fait 115 moins 78 pour trouver justement ce qu'il y
avait derriére la tache, pour trouver combien 78 plus combien ca faisait 115
et j’ai trouvé 37. Oui, ca devrait dire que ca ferait 37 plus 79, du coup ca ferait
116.

21 - Chercheuse: Comment t’as calculé?

22 - Eléve 14 : Vous m’avez dit qu’ici a la méme place, c’est le méme chiffre. Vu que
la 37, j’ai mis 37 et 37 plus 78, ca fait 115 et 79 c’est un chiffre plus haut que
78, du coupj’aifait 115 plus 1.

LEléve 14 calcule d’abord la valeur du nombre caché par la tache, 37. Il explique
que pour trouver la solution il faut additionner 37 + 79 qui fait 116. Dans un pre-
mier temps, il justifie son résultat 116 au moyen d’une stratégie arithmétique. Tou-
tefois, dans I'échange qui suit, il explique le méme résultat sur la base de la relation
79 = 78+ 1. LEléve 14 montre ensuite une certaine résistance a la possibilité d’arri-
ver a 116 sans passer par 37, et cela malgré sa deuxieme explication algébrique. Il a
identifié larelation entreles deux écritures etilamis en place unraisonnement algé-
brique tout en ayant besoin de mettre unnombre ala place delatache bleue. Latten-
tion de cet éléve est tournée vers la résolution et le produit (chaque nombre est cal-
culé), mais il a aussi une attention a la représentation et au processus. Le nombre 116
est moins opaque dans la vision de 'Eléve 14, car il vient de 115+1, vu que 79=78+1.
[l'y a une vision relationnelle et calculatoire en méme temps : il connait la relation
entre les deux écritures, il la cite explicitement, pourtant il ne se donne pas le droit
de l'utiliser de manieére explicite.

La différence entre la préférence pour la procédure arithmétique pour La tache
bleue et celle algébrique pour 123 est induite par la forme des deux taches, ou
plus exactement par la présence ou absence d’'un nombre inconnu. Cette différence
entre les deux taches est expliquée par les éléves mémes, comme par I'Eléve 14 dans
la transcription qui suit. Comme nous venons de le voir dans les lignes ci-dessus,
I'Eléve 14 a utilisé un mélange des procédures arithmétique-algébrique pour ré-
soudre La tache bleue :
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30-Eléve 14: Je ne vois pas parce que du coup, 13 [en pointant « 57 + 65 »] de
toute facon on connait au moins les deux premiers chiffres, donc ¢ca marche.
Mais la [en pointant « tache+79 »], vu qu’on connait qu’un seul chiffre, et qu'on
connait pas le chiffre non plus [en pointant « tache + 78 »]. Je ne comprends pas
comment on pourrait faire en trouvant... Fin, trouver la réponse-la [en poin-
tant « tache+79 »] sans déja trouver ce qui est sous la tache 13 [en pointant
« tache+78 »] et en sachant que c’est la méme la [en pointant « tache+79 »], je
ne comprends pas.

9.1.3 Points remarquables de 'analyse a posteriori

Dans cette section, notre focale porte sur certains aspects complémentaires
a ceux exposés dans les sections précédentes. En particulier, nous abordons des
considérations relatives au contrat didactique et au réle de l'erreur.

Contrat didactique

Comme décrit dans la section précédente, les éléves favorisent une procédure
arithmétique pour La tache bleue et une procédure algébrique pour 123, et cela est
apparemment en contraste avec la présence d’'un nombre inconnu dans la premiére
tache et non dans la deuxiéme. Cette condition est liée au contrat didactique ¢ qui
encourage a calculer les inconnues et a expliciter tous les nombres : le contrat de
résolution des équations veut que chaque équation soit résolue. Par conséquent,
dans La tache bleue, la présence de I'inconnue incite les éléves a en dériver la valeur
et a l'utiliser pour trouver la solution au moyen de I'addition 37 + 79. Le contrat di-
dactique incite ici les éléves a mettre en place un raisonnement arithmétique, bien
gu’une procédure algébrique soit possible et a leur portée. Parfois, méme quand
la relation entre les différentes écritures est connue et rendue explicite, les éléves
n'utilisent pas cette information pour résoudre la tiche. En guise d’exemple, voici

6. Nous rappelons que par contrat didactique nous entendons « I'ensemble des obligations réci-
proques et des “sanctions” que chaque partenaire de la situation didactique - impose ou croit impo-
ser, explicitement ou implicitement, aux autres - et celles qu'on lui impose ou qu'’il croit qu’on lui im-
pose, a propos de la connaissance en cause. Le contrat didactique est le résultat d’'une “négociation”
souvent implicite des modalités d’établissement des rapports entre un éléve ou un groupe d’éleves,
un certain milieu et un systéme éducatif » (Brousseau, , p. 6). Les entretiens cliniques de notre
partie expérimentale font partie du panel des situations didactiques, méme siles régles du contrat di-
dactique en ce contexte peuvent ne pas étre les mémes que celles de la classe. D’ailleurs, bien que les
entretiens soient faits hors classe, ils ont été menés dans des locaux scolaires et le rendez-vous a été
organisé en collaboration avec I'enseignant ou I'enseignante de la classe, qui a servi d’intermédiaire
entre les éléves et la chercheuse. Ainsi, les éléves ont abordé I'entretien avec le bagage du contrat
didactique de la classe, ou au moins une partie de celui-ci. Nous donnons un exemple de I'importance
du contrat didactique dans le contexte de I'entretien clinique dans la section 9.1.3.
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une partie d’entretien a propos de La tache bleue avec I'Eléve 7 qui est représenta-
tive du phénomene.

14 - Eléve 7: Combien il fait...j'ai compris. C'est 37 pour arriver a 115. Ici c'est 116
[en pointant « tache+-79 »].

15 - Chercheuse: Comment tu as fait?

16 - Eléve 7 : Jai fait 30 plus 70. 100. J'ai pris les unités, jai calculé 9 plus quelque
chose. Plus 7. Et voila, ca me donne 116. Et pour celui-la [en pointant
« tache+78 = 115 »], moins 1 ca fait 115.

17 - Chercheuse: D’accord. Donc pour faire cette addition-la [en pointant la
deuxieme addition], tu as trouvé le nombre qui était caché. N'est-ce pas?

18 - Eléve 7: Oui.

LEléve 7 trouve d’abord 37, la valeur de I'inconnue, et calcule 37 + 79 = 116.
Apreés avoir donné la réponse avec la résolution de l'addition, il démontre qu'’il
connaissait la relation entre les deux écritures et il I'explicite avec son commen-
taire « moins 1 cafait 115 », qu’il n’a pas utilisé pour trouver 116. Dans I'entretien de
I'Eléve 3, le phénomeéne est encore plus évident, car il calcule la valeur du nombre
caché, cependant aprés il donne la solution en n'utilisant pas ce résultat qui reste
inexploité, mais en se basant sur la relation entre les deux écritures.

11 - Chercheuse: Alors, on sait que le nombre... Un nombre qui est caché plus 78
est égal a 115.

12 - Eléve 3: Donc la ca fait 37 alors.

13 - Chercheuse: Qu’est ce que t'as fait, 1a?

14 - Eléve 3: J'ai compté.

23 - Chercheuse : Mh mh. Et alors, pour répondre a la question, combien font le
nombre caché plus 79?

26-Eléve 3: Ah.116.

27 - Chercheuse: Comment tu as fait?

28 - Eléve 3: Jai compté plus 1 parce qu'il y avait 78 et il y a 79 [en pointant « 79 »]
donc du coup, ca fait plus 1.

La tendance est de calculer tous les bouts qui apparaissent dans la tache, pour
pouvoir utiliser I'égal comme calculateur. Le contrat didactique encourage acalculer
tous les nombres et a considérer impossible de calculer sur ou avec des nombres
inconnus, en causant des difficultés a accepter la présence de I'inconnue. Ce constat
se lie au concept d’analycité (Radford, , , voir chapitre 3.2.2) qui voit dans
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le fait d’opérer sur et avec les nombres inconnus une caractéristique de I'algébre.
La résistance que les éleves ont montré a utiliser une procédure algébrique pour La
tache bleue est en relation avec le statut différent donné aux nombres connus et a
ceux inconnus.

Nous voyons apparaitre la croyance de I'impossibilité de calculer sur ou avec des
nombres inconnus méme chez les éleves avec de bons résultats en mathématiques.
Par exemple, 'Eléve 17 au début de I'entretien a propos de La tache bleue se révéle
trés surprise parla possibilité de résoudre latache sans calculer lavaleur dunombre
caché. Ce mécanisme est particulierement frappant chez les éléves qui, au début
de I'entretien, n'ont pas compris que les deux taches cachent le méme nombre. Ces
éléves commencent automatiquement afaire les calculs nécessaires afin de trouver
lavaleur du premier nombre caché(115—78 = 37), malgré que cela soit inutile pour
répondre a la question si on ne reconnait pas que le nombre trouvé (37) puisse étre
utilisé pour trouver ce qui est demandé (37 4 79 = 116). Ces éléves se lancent mé-
caniquement dans la résolution, avec une vision produit de la tiche mathématique
et de I'égal comme calculateur. Cette résolution automatisée est parfois abordée
avant d’en avoir constaté 'utilité ou d’avoir pris connaissance ou compris ce que la
guestion demande. Dans ces cas, c’est comme si les éléves supposaient par contrat
didactique que la question concernait les nombres cachés : s’il y a un nombre in-
connu, il faut le calculer.

Ce lourd héritage n'est pas présent dans la tache 123 ou tous les nombres sont
exprimés explicitement. Ici, les éleves se donnent le droit d’utiliser un raisonnement
algébrique pour répondre a la question posée. Le fait de connaitre tous les nombres
en jeu permet aux éléves de considérer la bonne question et les autorise a se baser
sur larelation entre les deux écritures pour trouver le résultat a la place de calculer
I’addition.

Lerole de I'erreur

Dans certains cas, le recours indirect a une certaine procédure a pu devenir
évident grace a des erreurs commises par les éléves.
Prenons le cas de 'Eléve 1, dont la production écrite est présentée en figure 9.2.

15 - Chercheuse: D’accord, je peux te poser une autre question? C’est similaire a
ce qu’on vient de faire, ok? Tu as un nombre caché |a derriére, et on sais que
le nombre caché plus 78, donne ca [en pointant « 115 »]. Est-ce que tu saurais
faire, est-ce que tu sais combien ca vaut?

16 - Eléve 1: Il fautjuste que je calcule.

17 - Chercheuse : Quel calcul tu ferais?
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Figure 9.2 - Production écrite de la tache La tache bleue par I'Eléve 1.

18 - Eléve 1: Du coup je pense que je ferais, du coup, je vais remplacer, du coup, 78
par 80 moins 2 [il écrit « 80 — 2 » en dessus de 78 et il écrit en colonne 80 4115 =
195]. Du coup 80 plus 115. Du coup ca ferait...

19 - Chercheuse : Alors je te pose une question. Est-ce que, maintenant tu es en
train de calculer la tache, n'est-ce pas? Est-ce que tu arriverais a me dire com-
bien ca vaut ca [en pointant « tache+79 »] sans calculer la tache?

20-Eléve 1: Clest-a-dire ?

21 - Chercheuse: C'est a dire que tu vois ici, tu sais que la tache plus 78 donne ca
[en pointant « 115 »].

22 - Eléve 1: Excusez-moi.Je me suistrompée dans le calcul. C’est totalement faux.

23 - Chercheuse: Pas de probléme de toute facon on essaie de ne pas calculer la
tache cette fois d’accord?

24 -Eléve 1: Du coup la tache elle fait 33 [il écrit « 33 » dans la premiére tache et
« 112 » a coté de « tache+79 »].

25 - Chercheuse : Qu’est-ce que tu as fait?

26-Eléve 1: Clest pas censé faire 112.

27 - Chercheuse : Pourquoit’as dit que ca ne fait pas 1127?

28 - Eléve 1: Parce que par rapport a ces calculs [il pointe les deux lignes], c’est un de
plus par rapport au méme nombre de la méme tache. Ce ne serait pas logique,
caserait 116 [il écrit « 116 » et « 33 » dans la tache de la deuxiéme ligne).

LEléve 1 utilise une procédure arithmétique pour répondre a la question, mais
il se trompe dans la soustraction en obtenant que 115 — 78 = 33. A partir de ce
faux résultat, il calcule correctement que 33 + 79 = 112. LEléve 1 réagit immédia-
tement en disant que « c’est pas censé faire 112 », car le bon résultat est 116, un de
plus par rapport a 115 de la premiére écriture. Léléve a donc utilisé I'égal comme un
calculateur. En vrai, il connaissait déja la réponse avant de calculer et il a pu corri-
ger sa réponse grace a une vision méta de la situation basée sur le réle relationnel
de I'égal. Cependant, il ne s’est pas donné la possibilité d’utiliser cette connaissance
pour résoudre la tache, qui est passée par la procédure habituelle des calculs. Dans
ce cas l'erreur a pu faire ressortir une compétence de I'éléve qui serait autrement
restée cachée.
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Figure 9.3 - Production écrite de I'Eléve 7 pour résoudre la relance pendant I'en-
tretien a propos de la tache La tache bleue .

Similairement, 'Eléve 7 produit des erreurs de calcul en résolvant la tache en
figure 9.3, proposée comme relance a La tache bleue. Léléve fait une premiére er-
reur dans la valeur du nombre caché (5248 — 3478 = 1770 et non pas 1870) et
une deuxieme dans I'addition (1870 4 3479 = 5349 et non pas 5339). Ces deux
erreurs 'amenent a obtenir un résultat final de 5339 a la place de 5249. Pourtant
I'éléve n'est pas troublé par le résultat et il 'accepte de bon gré. Dans cette occasion,
I’erreur et la non-réaction de I'éléve nous permettent de déduire que la procédure
utilisée par I'éléve est purement arithmétique, nous pouvons exclure que I'éléve soit
arrivé a la solution par un raisonnement basé sur la relation entre les deux égalités
et justifié par les calculs arithmétiques.

Nous voyons donc le réle que I'erreur peut avoir pour détecter l'utilisation, ou
pas, de la pensée algébrique et son importance pour mettre en lumiere la tension
entre les deux maniéres d’aborder le probléme en question.

9.1.4 Lapenséedes éléves avec MLD et celle des éléves sans MLD

Pour conclure cette section, nous nous penchons sur les possibles différences
entre la pensée des éleves avec MLD et celle des éleves sans MLD et manifestées
pendant la résolution des taches La tache bleue et 123.

Comme montré dans le tableau 9.1, les trois éléves sans MLD analysées
(Eléve 15, Eléve 16 et Eléve 17) ont toutes résolu la La tache bleue grace a un
raisonnement algébrique, soit comme premiére possibilité (Eléve 16) soit comme
deuxiéme (Eléve 15 et Eléve 17). Cela n’est pas vrai pour les éléves avec MLD. Seule-
ment trois éléves (Eléve 3, 9 et 18) sur les quinze avec MLD utilisent la procédure
algébrique comme premiére possibilité et trois éléves (Eléve 6, 8 et 21) comme
deuxiéme. Quatre éléves sur quinze (les éleves 4, 5, 11 et 12) ne montrent jamais
une approche algébrique a La tache bleue, ni de maniére directe pour la résoudre ni
de maniére indirecte (par exemple en forme de commentaire ou pour corriger les
erreurs comme vu précédemment pour I'Eléve 1).

Nous pouvons ainsi déduire que les éléves sans MLD ont plus facilement mis en
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place un raisonnement algébrique que les éléves avec MLD. Cela n'est pas systé-
matique, par exemple I'Eléve 9, éléve avec MLD, a utilisé une procédure algébrique
avec aisance et rapidité.

En revanche, en considérant conjointement la tidche 123 qui pose moins d'obs-
tacles du point de vue du contrat didactique, nous observons que la totalité des
éléves montre d’une maniére ou d’'une autre la conscience de I'existence de la rela-
tionentre les deux égalités et sa possible utilisation pour la résolution du probleme.

Nous pouvons donc conclure que d’un point de vue qualitatif, nous n'avons pas
rencontrédes différences entre les deux catégories. Par contre, les éléves avec MLD
semblent étre plus résistantes a passer de la vision arithmétique a celle algébrique.

Ce qui est essentiel a retenir est que I'analyse de ces deux taches indique que,
méme si dans certaines circonstances les éleves montrent une résistance a utiliser
la pensée algébrique, ils et elles ont montré la possibilité a s'en servir dans diffé-
rentes occasions.

9.2 Analyse de latache Lasuite de carrés

Latache Lasuite de carrés a été analysée avec les types de généralisation de Rad-
ford, présentés a la section 4.3, selon la grille décrite dans 8.4.3.

9.2.1 Procédures identifiées lors de I'analyse a priori

Dans la section qui suit, nous présentons les principales procédures de résolu-
tion de la tiche La suite de carrés 7 (déja identifiées dans I'analyse a priori, page 266)
au moyen des productions des éléves recueillies pendant nos entretiens 8.

Dessin et comptage

Une premiére procédure utilisée pour résoudre La suite de carrés est la représen-
tation par dessin (ou autres moyens de représentation) de I'étape demandée et le
comptage des pailles la composant. Par exemple, 'Eléve 12, pour trouver le nombre
de pailles nécessaires a construire 4 et 5 carrés, les représente graphiquement (fi-
gure 9.4) en les comptant.

7. Le texte complet de la tache se trouve aux pages 246-250.

8. Latache La suite de carrés a été légérement modifiée apres le premier jour d’entretiens. Initia-
lement, les sous-taches a) et b) étaient confondues et demandaient de trouver le nombre de pailles
pour construire sept carrés. Nous avons ensuite modifié les questions pour aboutir a la version ac-
tuelle. Ce choix est d( au fait que nous nous sommes rendu compte que I'écart entre les étapes don-
nées en image et I'étape 7 était trop grand et ne favorisait pas la généralisation arithmétique. Cela
concerne les éleves 4,5et 7.
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3%étape

Figure 9.4 - Résolution par dessin et comptage de la sous-tache a) de La suite de
carrés par I'Eléve 12.

11 - Chercheuse: ...Maintenant, ma question est en total, combien de pailles pour
4 carrés?

12 - Eléve 12: Ah,pour 4 carrés ! [Léléve compte les pailles pour les 3 carrés et elle des-
sine un quatrieme carré. Elle modifie sa réponse écrite en effacant 3 et en écrivant
12 ala place.]

13 - Chercheuse: Qu’est ce que tu as fait, [a?

14 - Eléve 12: Jai compté toutes les pailles.

15 - Chercheuse : Et donc combien tu as obtenu?

16 - Eléve 12: Jai obtenu 12.

17 - Chercheuse: D’accord, tu me montres juste comment tu as fait?

18-Eleve12: 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13! Pardon [I'éléve compte d nouveau
les pailles et corrige sa réponse écrite].

19 - Chercheuse: D’accord donc pour la deuxiéme question, et pour 5 carrés?

20 - Eléve 12: [Lélévedessine un cinquiéme carré d coté du quatriéme et écrit sa réponse
« Il faute 16 pailles pour faire 5 carrés »].

La procédure par dessin et comptage est efficace pour un petit nombre de car-
rés, comme ceux de la sous-tache a).

Procédure erronée : dessin erroné et comptages

La reproduction par dessin de la suite peut aussi étre erronée quand l'éléve
n'en a pas la bonne représentation. Par exemple, I'éléve peut disposer les carrés au-
trement qu’un apreés l'autre, par exemple comme en figure 9.5. Dans cette image,
I'Eléve 18 compose 4 carrés pour former un grand carré. LEléve 5, quant a lui, veut
construire les 100 carrés par blocs de 10 carrés par colonne.

Méme en ayant la bonne représentation des carrés « a la suite », le dessin peut
étre erroné notamment a cause de la double reproduction d’'une méme paille en al-
lant alaligne, comme dans les figures 9.6 et 9.7.
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Figure 9.5 - Résolution par dessin erroné et comptage de la sous-tache a) (4 carrés)

de La suite de carrés par I'Eléve 18 (a gauche) et du début de la sous-tache c) (100
carrés) de par I'Eléve 5 (a droite).

Figure 9.6 - Résolution par dessin erroné et comptage de la sous-tache b) (12 car-
rés) de La suite de carrés par 'Eléve 14.
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Figure 9.7 - Résolution par dessin erroné et comptage de la sous-tache c) (100 car-
rés) de La suite de carrés par 'Eléve 16.
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Comptage et calcul

Pour trouver le nombre de pailles pour un nombre donné de carrés, il est pos-
sible d’ajouter 3 a I'étape précédente. Dans ce cas, 'accent est mis sur larelation de
récurrence entre termes successifs de la suite : sip(n),n € Nindique le nombre de
pailles pour une certaine étape n, alors p(n) = p(n — 1) + 3. Pour accomplir cette
procédure, I'éléve part d’'un nombre de pailles connues, par exemple en comptant
les pailles nécessaires pour trois carrés, et additionne a ce nombre 3, comme le fait
I'Eléve 13:

35 - Chercheuse : D’accord. Donc combien de pailles au total?

36 - Eléve 3: Au total, si je fais encore 17?

37 - Chercheuse : Oui, pour le 4 carrés.

38-Eléve3: 13.

39 - Chercheuse : Ok. Et si on continue, donc pour la cinquiéme étape? Pour les 5
carrés?

40-Eléve 3: 16.

41 - Chercheuse: Comment tu as fait?

42 -Eléve 3: Parce que j'ai compté plus 3.

A ce stade, I'éléve n'a pas encore forcément accompli la généralisation qui lui
permet d’affirmer que larelation p(n) = p(n — 1) 4 3 est valide pour tout n naturel.
Lidentification de la relation peut n'étre repérée que localement, comme le fait ci-
dessus I'Eléve 3 pour les quatre et cing carrés.

Procédure erronée : relation de proportionnalité

Une procédure erronée assez répandue consiste a identifier la relation entre
le nombre de pailles et le nombre de carrés comme proportionnelle. Par exemple,
I'Eléve 7 assume que chaque carré soit composé de quatre pailles.

5 - Chercheuse: Combien?

6 -Eléve 7: Pour avoir 4 pailles? 16 pailles.

7 - Chercheuse : Comment tu as fait?

8-Eléve 7: Benvousvoyez.Lailya1l,2,3,4,dansuncarréilya4 pailles [en pointant
les 4 pailles de la premiére étape). Et si je fais genre 4,4, 4, carrés avec des pailles,
ca me fait 12 pailles. Non, 16 pailles, pardon.

Généralisation arithmétique

Quand larelation de récurrence entre étapes successives de la suite est généra-
lisée, nous parlons de généralisation arithmétique.
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284 -Eléve 4: Parce qu’aprés on en utilise a chaque fois 3. On utilise une fois 1, 2,
3, 4 [en comptant les pailles du premier carré]. Et aprés a chaque fois 3, chaque
fois 3, on pourrait faire 10000, il y en aura 3 qu’on utilisera pour faire ce type
de carrés.

LEléve 4 généralise la relation p(n) = p(n — 1) + 3 et remarque que le premier
carré a quatre pailles contrairement aux suivants qui en ont trois, mais ne fournit
pas une formule directe qui permette d’obtenir le nombre de pailles pour un nombre
guelconque de carrés.

Induction naive

Les éleves peuvent arriver a une formule de généralisation sans I'avoir
construite algébriquement, mais par exemple par ressemblance avec les cas connus,
comme c'est le cas pour I'Eléve 16 dans I'échange qui suit.

118 - Eléve 16: Parce que lail y a 3 carrés [en pointant les 3 carrés] et dans chaque
carré, il y a 3 pailles, donc il faut faire 3 fois 3. Ca fait 9, ca fait pas 10!

119 - Chercheuse : C’est vrai, je vois bien ce que tu veux dire.

120 - Eléve 16: Mais la [en ajoutant le premier carré], 3 fois 1 ca fait 1... Ah non, ca
fait 3. Et la.... Ah, mais il faut rajouter plus 1.

121 - Chercheuse: Pourquoi?

122 - Eléve 16: Parce que si on fait 3 fois 1 ca fait 3. Il faut faire plus 1. La [en poin-
tant les 2 carrés] si on fait 3 fois 2, cafait 6. Etlailya1,2,3,4,5,6,7.Lasion
fait 3 fois 3 [en pointant les 3 carrés], ca fait 9, maislaily ena 10. Du coupil faut
faire plus 1 a chaque fois.

123 - Chercheuse : D’accord, donc, d’'oui ¢a vient ce plus 1 que tu as trouvé?

124 - Eléve 16: Je ne sais pas.

Généralisation factuelle

La généralisation factuelle est un type de généralisation algébrique qui fournit
une formule en acte permettant de trouver la réponse pour une figure quelconque
particuliére. Par exemple, 'Eléve 6 propose la généralisation factuelle suivante pour
cent carrés.

66 - Eléve 6 : Combien faut-il de pailles pour former 100 carrés? 301 je dirais, de
téte...

67 - Chercheuse: Comment tu as fait?

68 -Eléve 6: Le premier il aforcément 4. Aprés le reste il a que des 3.

69 - Chercheuse : D’accord.
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70 - Eléve 6: Si... J'ai fait de téte... J'ai essayé sans poser.

71 - Chercheuse : D’accord. Et donc quelles opérations t’as fait pour obtenir le ré-
sultat?

72 -Eléve 6: Jaifait 4 pour le premier et aprés, jai fait 3 fois 99 ca faisait 297 plus
4 cafait 301.

L'Eléve 6 pourrait étendre sa procédure a tout nombre particulier qui lui serait pro-
posé. Cependant, dans I'échange précédent, la référence a la variable n'est pas ex-
plicite.

Généralisation contextuelle

Labandon de laréférence a un nombre particulier de carrés permet une généra-
lisation contextuelle, comme dans le cas qui suit de I'Eléve 22.

362 - Chercheuse : Parfait. Ok. Je te pose une question un peu dans la suite. On se
demande si en connaissant le nombre de carrés, on peut toujours trouver le
nombre de pailles.

363 -Eléve 22: Oui.

364 - Chercheuse: Comment?

365 - Eléve 22 : Parce quesic'esttoujours... Vu qu'ils sont toujours a lasuite, casera
toujours fois 3.

366 - Chercheuse : Mh mh.

367 - Eléve 22 : Du coup, c’est avec le nombre de carrés qu’on va pouvoir faire le
calcul.

368 - Chercheuse : Mh mh. Et comment tu le ferais avec le nombre de carrés?

369 - Eléve 22 : Je mets le nombre de carrés, fois 3 et aprés je mettrais plus 4 pour
celui du début... Fin, le nombre des carrés, mais moins 1 du coup et ensuite, je
mets plus 4 pour le premier carré.

Laspect indéterminé de la situation est ici rendu explicite et exprimé par la formu-
lation « le nombre de carrés ». Cependant, la généralisation proposée est encore
contextuelle, liée a des caractéristiques spatiales et temporelles et basée sur I'inter-
prétation personnelle de la figure. Par exemple, 'Eléve 22 parle de « celui du début »
et du « premier carré ».
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d) En connaissant le nombre de carres, pourrais-tu tou-

jours trouver Le nombre de pailles? Si oui, comment?
i
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Figure 9.8 - Généralisation standard de La suite de carrés par 'Eléve 18.

Généralisation algébrique symbolique standard

La généralisation peut aussi étre véhiculée par le symbolisme algébrique stan-
dard, comme il est le cas pour I'Eléve 187 (figure 9.8).

202 - Chercheuse: Alors maintenant la question est... Regarde... En connaissant le
nombre de carrés, pourrais-tu toujours trouver le nombre de pailles?

208 - Chercheuse: C’est-a-dire, je reformule la question en fait... Combien faut-il
de pailles pour former une suite de n carrés?

212 - Chercheuse: ... Alors, n carrés, d’accord? [La chercheuse écrit sur la feuille « n
carreés »|.

213 -Eleve 18 : Ah, d’accord, il faudrait que je I'écrive comme une équation. Donc
ce serait 3 fois n. 3 fois n... Moins 3, techniquement. Plus 4 [Léléve écrit « 3-n —
3+4»].

Bien qu’exprimée avec du symbolisme algébrique standard avec laformule dans
la figure 9.8, la généralisation de I'Eléve 18 fait encore référence aux caractéris-
tiques spatio-temporelles de la suite. En effet, la formule est encore liée a I'action
sur lasuite. Léléve trouve 3 pailles par carré, ensuite elle enléve 3 car elle abesoindu
multiple «d’avant » et enfin elle ajoute 4 pour les 4 pailles du dernier carré. UEléve 18
elle-méme l'explique trés bien:

203 - Eleve 18 : Oui, parce que du coup, si j'utilise cette méthode, qui est probable-
ment pas la meilleure, mais en ayant le nombre de carrés, on sait quel multiple
c'est...donc par exemple, si c’est 100, je sais que je dois faire 3 fois 100. Aprés,
juste trouver le multiple d’avant et faire plus 4.

9. Comme relance, nous avons posé la question a I'Eléve 18 par rapport a n carrés. Nous savions
que cette éléve avait déja rencontré le symbolisme alphanumérique. Il s’agit de la seule éléve dans
notre échantillon qui l'avait déja abordé.



9.2. ANALYSE DE LA TACHE LA SUITE DE CARRES 153

Tableau 9.2 - Les stratégies utilisées par les éléves pour la tache La suite de carrés.
En jaune, les éléves sans MLD. Pour le détail sur chaque éléve, consulter le tableau
alapage 107.

Pas de généralisation Généralisation ou Généralisation Induction Généralisation algébrique
pas arithmétique naive
# Dessin et Dessin et Comptage et Relation de Factuelle Contextuelle Standard
comptage comptage erronés calcul proportionnalité
1 X X X X
2 Ecarté : trouble du spectre de I'autisme
3 X X X
4 X X X X X X
5 X X X
6 X X X X X X
7 X X X X X X
8 X X X X X X X
9 X X X X
10 Ecarté : trouble du spectre de I'autisme
11 X X X X
12 X X X X
13 X X X X X X
14 X X X X X
15 X X X X
16 X X X X X X X
17 X X X X X X
18 X X X X X X X X
19 Ecarté : haut potentiel soupconné
20 Ecarté : haut potentiel soupconné et une vidéo sans son
21 X X X X X
22 X X X X X X
Total 16 5 16 16 12 4 13 10 2

9.2.2 Procédures identifiées lors de I'analyse a posteriori

Lors de I'analyse a posteriori nous avons retrouvé les différentes procédures
identifiées avec I'analyse a priori. Nous avons résumé les procédures effectuées par
les éléves dans le tableau 9.2. Dans ce tableau, nous avons noté la présence d’une
procédure si elle a été employée au moins une fois au cours de lI'entretien. Une
méme procédure a pu étre utilisée plusieurs fois par les mémes éléves, mais cette
information n'apparait pas dans le tableau. Comme pour les taches précédentes, il
ne s'agit pas d’'un tableau de fréquence des procédures, mais simplement de leur
présence. D’ailleurs, le tableau 9.2 inclut également des procédures incorrectes ou
partiellement incorrectes.

Dessin et comptage

Il ressort du tableau 9.2 que la procédure par dessin et comptage a été utilisée,
sous une forme ou une autre, par la totalité des éléves sauf les éleves 15 et 21. Il est
anoter qu’il n'y a pas de différence substantielle entre éléves avec ou sans MLD.

Le dessin et comptage peut paraitre une stratégie de résolution élémentaire,
mais avec cette procédure il est déja possible de s’appuyer sur la structure de la
suite, en entrevoyant la régularité du pattern grace a une décomposition spatiale
et perceptive. Ceci impligue que la premiére étape du processus de généralisa-
tion, I'identification d’une propriété commune entre différents éléments (Radford,
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Figure 9.9 - Comptage structuré des premiéres six pailles de La suite de carrés par
I'Eléve 14. Il pointe avec le stylo toujours dans le méme ordre : sur le c6té, en haut,
en bas.

2008), peut &tre accomplie grace au dessin et comptage. Par exemple, 'Eléve 14
compte de maniére structurée les pailles des carrés enfaisant preuve d’'une certaine
régularité en acte. |l pointe avec le stylo toujours dans le méme ordre pour compter
les pailles : sur le c6té, en haut, en bas (figure 9.9).

Nous avons pu observer chez quelques éléves diverses décompositions de lare-
présentation de la suite afin de faciliter le comptage. Certaines de celles-ci sont,
contrairement a I'exemple rapporté en figure 9.9, moins adaptées a une générali-
sation, car elles ne permettent pas d’identifier la propriété commune entre les dif-
férentes étapes. Par exemple, pour trouver le nombre de pailles pour quatre carrés,
I'Eléve 18 propose la décomposition suivante.

22 -Eléve 18: Ducoup,j’ai regardé le carré comment casera.Laonsaitqu’ilyena
4 [en pointant les pailles du premier carré], du coup l'autre bout aussiily en a 4
[en pointant les pailles du quatrieme carré]. Du coup, j'ai fait plus 3 [en pointant
les pailles du haut, du bas et de droite du deuxieme carré] plus 2 [en pointant les
pailles du haut et du bas du troisiéme carré).

Procédure erronée : dessin erroné et comptages

La possibilité de représenter graphiquement la suite s’est démontrée fonda-
mentale également en cas de reproduction erronée de celle-ci. Il est ainsi possible
d’'identifier les représentations incorrectes et de relancer adéquatement. Au cours
de nos entretiens, cing éléves (tableau 9.2) ont proposé une représentation erronée
de la suite a I'étude, quatre éléves avec MLD et une sans.
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Comptage et calcul

Comme il ressort du tableau 9.2, la procédure par comptage et calcul a été uti-
lisée par la totalité des éléves sauf les éleves 9 et 21. Il s’agit donc d’'une procédure
trés fréquente. Il est a noter qu’il n'y a pas de différence substantielle entre éléves
avec ou sans MLD. Cette procédure peut avoir ses racines dans le dessin et comp-
tage, duquel il est parfois difficile de la différencier. Lextrait qui suit se trouve a la
frontiére entre le dessin et comptage et le comptage et calcul, avec une représen-
tation du quatriéme carré imaginée et parallélement I'identification d’'une relation
de récurrence entre un élément et le suivant.

11 - Chercheuse: D’accord. Et donc pour 4 carrés? Combien de pailles?

12-Eléve 8: 13.

13 - Chercheuse: Qu’est ce que t'as fait? Comment t’as fait pour obtenir 13?

14 -Eléve 8: Euh I3, une la... J'en ai imaginé une 13, une 13, une 1a [en indiquant les 3
pailles a ajouter pour le quatrieme carré).

Lerecoursaucomptage et calcul est souvent lié ala prise de conscience que deux
carrés adjacents partagent une paille, ou autrement dit, qu’il n'y a pas de relation de
proportionnalité entre le nombre de carrés et le nombre de pailles :

15 - Chercheuse : Oui. Est-ce que... Pour la deuxiéme étape, qu’est-ce que tu ferais
donc?

16 - Eléve 6 : Ahbah, ladeuxiéme étape,ilyena8.Ily a8 pailles. Attendez... 1, 2, 3,
4, 5 [il compte les pailles pour les 2 carrés]... Ah! Mais comme elles sont reliées,
cafaitqu’ily a7 pailles. Ah! Je n'avais pas compris. [l compte les pailles pour les
3 carrés] enfaitily ena 10 sur 3. Ah, ca je n‘avais pas compris au début.

17 - Chercheuse: Ah non mais c’est pas grave. On est encore au début de toute
facon.

18 - Eléve 6: D’accord [il lit a voix basse la consigne]. Comme a chaque fois... Quais,
pour une suite de 5, il en faudrait 16 normalement.

Procédure erronée : relation de proportionnalité

Ainsi qu’il résulte du tableau 9.2, la plupart des éléves ont, a un moment ou a un
autre, manifesté avoir une représentation de la suite impliquant la proportionna-
lité, tant parmi les éléves avec MLD que parmi les éléves sans MLD. Seulement les
éléves 3 et 9, les deux avec MLD, n'ont pas fait référence a une telle vision. Vu sa fré-
guence, nous avons choisi de mentionner cette procédure erronée, parmi d’autres
possibles.
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Cette représentation de la suite peut étre généralisée ou pas. Par exemple,
I'Eléve 8 propose une généralisation factuelle a 100 carrés avec la relation incor-
recte de proportionnalité.

88 - Chercheuse : Toujours laméme tache. Onfait toujours sur ca et laquestion est
maintenant : combien de pailles pour 100 carrés?

123 -Eléve 8: ...l faut 300 pailles pour faire 100 carrés.

124 - Chercheuse : Comment tu as fait?

125 - Eléve 8: Benjaifait,ben 1,2, 3.1, 2, 3. 1, 2, 3. On doit faire fois 3. LAon va a
100, faut 100 carrés. Du coup j'ai fait fois, du coup j'ai mis... 300. Parce que 3
fois 100 ca fait 300.

Par contre, dans I'extrait qui suit, 'Eléve 11 n'utilise que localement la relation
de proportionnalité.

3 - Chercheuse: D’accord? Regarde ces photos, il y ales 3 premiéres étapes d’'une
suite de carrés. C’est la premiére étape. La deuxiéme, la troisiéme. Et la ques-
tion est combien faut-il de pailles pour former une suite de 7... Pardon, de 4
carrés?

4 -Eléve 11: [Inaudible] ...

5 - Chercheuse: Qu’est ce que t'as dit, pardon?

6 -Eléve 11: Non, je réfléchis... De 5 pailles non... 20?

7 - Chercheuse: Qu’est ce que tu as fait?

8-Eléve 11: Jai compté les pailles qu'il y avaient dans un seul, il y en avait 4. Sion
fait plus 4, plus 1, ca fait 8. Encore 1 cafait 12 et plus 1 ¢a fait 16 encore 1, ca
fait 20.

Comme il ressort de deux exemples précédents, différentes relations erronées
de proportionnalité sont possibles : #pailles = 3 - #carres, #pailles = 4 - #carres
et d’autres encore sont émergés pendant les entretiens.

Nonseulement lareprésentation de lasuite comme relation de proportionnalité
est trés fréquente, mais elle est aussi assez résistante chez les éléves. Il est commun
que cette représentation soit proposée a plusieursreprises chezlaoule méme éléve
aussi aprés une ou plusieurs autocorrections. Cette résistance nous I'avons rencon-
trée chez les éléves avec MLD (par exemple les éléves 7, 13 et 22), mais également
chez les éléves sans MLD (I’Eleve 16).

Le fait que la relation entre nombre de pailles et nombre de carrés n’est pas une
relation de proportionnalité pose une difficulté dans la modélisation du probléme,
car il est nécessaire de faire intervenir deux opérations (addition et multiplication)
alaplace d’une seule. Cela est évident dans I'échange avec I'Eléve 22.
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248 - Chercheuse: Mhmh.Maisje comprends. C'est un exercice trés difficile. C'est
normal, si on galére un peu a arriver a la solution. Qu’est-ce qui n’est pas lo-
gique, pour toi?

249 - Eléve 22 : Parce que si c'est vraiment des multiplications, on devra faire fois
3. Je sais pas quoi... Mais quand on les compte, mais du coup, c’est pas des mul-
tiplications, ca fait pas le méme nombre.

250 - Chercheuse : Mh mh. Oui, parce gu'’il y a encore un petit bout qui manque.
C’est-a-dire que tu es sur la bonne route, mais il y a un petit bout qui manque.

259 - Eléve 22: 4. Non, pas pour chaque carré du coup. Pour le premier carré, il y
en aura 4, mais pour les autres, il y en aura toujours 3.

264 - Chercheuse : Parfait. Trés bien. Est-ce que ce que tu viens de dire tu n'arrives
al'utiliser?

265 - Eléve 22 : Bennon, parce que du coup, sion les multiplie, on ne peut pas parce
que la [en pointant la photo de I'étape 3] j’aurais pu faire fois 3. Ou bien fois 4,
mais vu que le premier en a 4 et I'autre y en a 3, moi je peux pas les multiplier
les 2, pour refaire une suite.

Généralisation arithmétique

La plupart des éléves ont montré au cours de I'entretien une généralisation
arithmétique : douze sur dix-huit (tableau 9.2). Parmi les éléves avec MLD, onze sur
quinzey ont eu recours. Parmiles éléves sans MLD, seulement une sur trois a utilisé
une procédure arithmétique.

Quelques éléves proposent une généralisation arithmétique qui se fonde sur
une représentation proportionnelle de la suite. Par exemple, 'Eléve 1:

93 - Chercheuse : Alors je te pose encore une question. On se demande si en
connaissant le nombre de carrés, on peut toujours trouver le nombre de
pailles.

94 - Eléve 1: Théoriquement, oui, on pourrait. Ce serait peut-étre un peu plus com-
pliqué il faudra peut-étre se baser sur une aide. Par exemple 10 carrés est égal
31 pailles. Mais sinon on pourrait.

95 - Chercheuse : Quelle serait la stratégie que tu pourrais utiliser?

96 - Eléve 1: Celle que j'utiliserais, du coup, ca sera du coup celle des 10 carrés [en
indiquant « 31 (10 carrés) »]. Du coup, pour arriver plus vite, du coup, au nombre
voulu.
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LEléve 1 généralise, car il propose une procédure qui est applicable a tout
nombre: se réduire a un cas connu (dix carrés dans 'exemple donné par I'Eléve 1) qui
soit diviseur du cas a I'étude. Pourtant, il ne fournit pas une formule directe qui per-
mette de calculer le nombre de pailles pour tout nombre de carrés, en produisant
ainsi une généralisation arithmétique.

La seule éléve sans MLD a avoir utilisé la généralisation arithmétique est
I'Eléve 17, qui se démontre y étre particulierement attachée. En effet, pour trou-
ver le nombre de pailles pour cent carrés, elle décompose correctement la suite en
paquets de vingt carrés et additionne le nombre de pailles nécessaires (figure 9.10
agauche):

33 - Chercheuse : D’accord. Ok. Je vais avec la question d’aprés? Toujours méme
tache, combien de pailles pour former une suite de 100 carrés?

34 -Eleve 17 : [Léléve dessine sur sa feuille un croquis de la suite de 100 pailles. Elle
commence avec un rectangle qui représente 12 carrés. Elle note 12 dans le rec-
tangle. Elle écrit quelques calculs sur les marges de la feuille, puis les efface. Elle
continue son croquis en ajoutant un rectangle qui représente 7 carrés.]

44 - Eléve 17 : Bah Iajai fait... J'ai essayé d’en trouver pour faire 20. Au début, j ai
cru que c’était 7, c’était une petite erreur. Donc, il enfallait 6 1. Aprés, j'ai fait la
méme chose pour 20. Sauf gu’il y avait une paille de moins, parce qu’il y adéja
1 coté la. Cafait 60. J'ai fait la méme chose il y a une paille encore de moins.

52 -Eleve 17 : ...[elle écrit le calcul en colonne suivant : « 60 + 61 + 60 + 60 »] Donc
il en faudra 241.

53 - Chercheuse: Alors...

54 -Eléve 17 : Ah non, bah non, j’ai oublié un 60. [Léléve écrit le calcul en colonne sui-
vant:241+60=301.]

La généralisation arithmétique par paquets de I'Eléve 17 fonctionne assez bien,
car elle a une bonne maitrise des calculs arithmétiques et sa procédure marche
sans trop d’erreurs. Le fait de gérer avec aisance les nombres élevés ne lui fait pas
ressentir la nécessité de généraliser algébriquement a ce stade. Pour favoriser la
création d’'une généralisation algébrique, nous avons d(i relancer avec 5000 carrés.
’Eléve 17 a encore essayé de trouver la solution avec une procédure arithmétique
par paquets (figure 9.10 a droite), mais sans y parvenir.
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Figure 9.10 - Résolution par généralisation arithmétique de la sous-tache c) (100
carrés) de La suite de carrés par I'Eléve 17 (3 gauche). Début de résolution par géné-
ralisation arithmétique de larelance 3 5000 carrés de La suitede carrés par 'Eléve 17
(a droite). Cette résolution se conclut avec une généralisation factuelle.

Induction naive

En ce qui concerne I'induction naive, trois éléves avec MLD et une sansy ont eu
recours (tableau 9.2). Il n'est pas possible d’établir une véritable différence entre
éléves avec ou sans MLD du fait du faible effectif concerné par cette procédure.

Généralisation factuelle

Comme résumé dans le tableau 9.2, treize éléves sur dix-huit ont mis en place
une généralisation algébrique factuelle. Parmi les éléves avec MLD, cing n'ont pas
proposé de généralisation factuelle. Néanmoins, les éléves sans MLD ont toutes
produit une généralisation factuelle. Nous pouvons donc voir une certaine diffé-
rence entre les deux populations.

Parmi les différentes productions d’éléves, nous voulons ici mettre en évidence
celle de I'Eléve 21, éléve avec MLD, pour les quatre et cing carrés (figure 9.11 en
haut a gauche).

21 - Chercheuse : Ok? Donc. Combien de pailles pour 4 carrés?

24 -Eléve 21: On a4 pailles en haut, ensuite 4 pailles en bas [en notant « 4 » et « 4 »
en « colonne »]. Puis ensuite, on aura dans les intersections et on aura 3 inter-
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Figure 9.11 - Résolution par généralisation factuelle de la sous-tache a) (4 et 5 car-
rés) de La suite de carrés par 'Eléve 21 (a gauche en haut). Résolution par générali-
sation factuelle de la sous-tache b) (12 carrés) de La suite de carrés par 'Eléve 21 (3
droite en haut). Résolution par généralisation factuelle de la relance a 5000 carrés
de La suite de carrés par 'Eléve 21 (a gauche en bas). Résolution par généralisation
factuelle de la sous-tache c) (100 carrés) de La suite de carrés par 'Eléve 21 (a droite
en bas).

sections, celles-13, 1a [en pointant les pailles verticales de la photo 3, mais la pre-
miére. Elle écrit « 3 » a coté des « 4 »].

25 - Chercheuse : Oui.

26-Eléve 21: Plus les 2 du bout, donc ca fait plus 2 [elle écrit « 2 » a coté du « 3 »].

27 - Chercheuse: Mh mh.

28 - Eléve 21 : Du coup... Du coup, en tout, pour tout, |13, cest égal a 13, donc ca fait
13 pailles [elle écrit « =13 »].

29 - Chercheuse : Parfait. Trés bien. Et pour les 5 carrés?

32-Eléve 21: Ah, pour 5 carrés on fait la méme chose, mais pour les 5.

33 - Chercheuse : Mh mh.

34 -Eléve 21: Ducoup,ilyenaura5 en haut, 4 au milieu et toujours 2 sur les cotés
[elle écrit « 5 » et « 5 » en colonne, « 4 » et « 2 » a coté des « 5 »]. Du coup, ce sera
16 [elle écrit « =16 »] pailles.

L'éleve 21 propose une généralisation factuelle pour les 4 et 5 carrés en identi-
fiant larégularité de la suite et les caractéristiques en commun entre les différents
éléments. La procédure de cette éléve est remarquable, car en général, pour des
étapes si petites, les stratégies favorisées sont le dessin et comptage ou le comptage
et calcul. Léléve 21, par contre, se focalise sur la structure de la suite en utilisant les
caractéristiqgues en commun entre les figures pour généraliser. Nous pouvons noter
I'importance donnée a la disposition spatiale des nombres (figure 9.11) : le méme
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nombre répété deux fois en colonne correspond aux pailles « en haut » et « en bas »,
apres il y a le nombre de pailles qui correspond aux « intersections » et pour finir
il y a toujours 2 qui correspond aux pailles aux extrémités. Cette méme structure
est proposée pour les 12 carrés (figure 9.11 en haut a droite), pour les 100 carrés
(figure 9.11 en bas a droite) et pour les 5000 carrés (figure 9.11 en bas a gauche).
Ce lien entre la formule factuelle et |la disposition spatiale aidera la transition vers
la généralisation factuelle et celle contextuelle.

Généralisation contextuelle

Dix éléves ont mis en place une généralisation algébrique contextuelle (tableau
9.2). Parmi les éléeves avec MLD, sept ont produit une généralisation contextuelle.
Les trois éléves sans MLD ont toutes eu recours a une généralisation contextuelle.
Seulement trois éléves qui avaient produit une généralisation factuelle n'en pro-
duisent pas une contextuelle (éléves 11, 13 et 14). En plus, la sous-tache d) n'a
pas été proposée a I'Eléve 13. Toutes ces considérations nous aménent a soutenir
qgue la grande difficulté pour les éléves réside dans la généralisation algébrique, et
I’écart entre généralisation factuelle et contextuelle n'est pas si important. Cette
considération est également confirmée par le fait que dans plusieurs entretiens que
nous avons menés aprées un long travail pour faire ressortir une généralisation fac-
tuelle, la production d’'une généralisation contextuelle arrive assez naturellement
(par exemple dans les entretiens avec les éléves 16 et 22).

Un phénomene assez répandu que nous avons pu observer est de répondre a
la sous-tache d), qui était pensée pour favoriser I'’émergence de la généralisation
contextuelle, avec une généralisation factuelle en choisissant un exemple géné-
rique. Cela est visible dans I'’échange avec I'Eléve 14 ci-dessous.

81 - Chercheuse: . .. en connaissant le nombre de carrés, pourrais-tu toujours
trouver le nombre de pailles?

82 -Eléve 14: Ah...Ben oui, parce que c’est le calcul que je viens de faire |a.

83 - Chercheuse: Etalors comment tu ferais?

84 - Eléve 14 : Bascommeici.Je prendrais, par exemple 12 pailles... | faudrait faire
12 fois 4 parce que du coup, il y a 4 pailles dans un carré et vu qu’il y a 12 car-
rés... 12 fois4 égal 48...Du coup, il y en aurait 11 sur 12 qui manquent. Et du
coup, il faudrait faire 48 moins 11, 7... Du coup ca fait 37, en tout il y aurait 37
pailles dans 12 carrés.

85 - Chercheuse : Oui, trés bien, et donc pour... Si, en général, tu connais le nombre
de carrés, comment tu fais?

86 - Eléve 14 : En général, si on connait déja le nombre de carrés?
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87 - Chercheuse: Oui, si, tu vois, en connaissant le nombre de carrés, comment
peux-tu trouver le nombre de pailles?

88 - Eléve 14: En faisant comme ca [il indique ses calculs avec I'exemple générique du
12], parce que 13, je savais qu'il y avait 12 carrés.

LEléve 14 reconnait la généralité de la situation en liant le cas proposé a celui
descent carrés (« le calcul que je viens de faire ») et en produisant une généralisation
factuelle pour les douze carrés pour exemplifier le cas général.

Généralisation algébrique symbolique standard

En ce qui concerne la généralisation symbolique standard, seulement deux
éléves y ont eu recours : 'Eléve 18 et I'Eléve 21 (tableau 9.2). Le manque d’utili-
sation de cette procédure n'est pas étonnant, car, a part 'Eléve 18, les éléves de
notre échantillon n’avaient pas encore étudié le symbolisme algébrique standard
dans leur scolarité au moment des entretiens.

LEléve 21, de son coté, met en place un type de généralisation qui a des caracté-
ristiques a la fois de la contextuelle et de la standard (figure9.12).

167 - Chercheuse: ... Et sion connaissait ce nombre de carrés?

168 - Eléve 21 : Oui. On pourrait savoir combien de pailles y aurait.

169 - Chercheuse : Ahoui? Et comment tu ferais avec ce nombre?

170 -Eléve 21: Sion prend le nombre en question... Je ne sais pas, je représente
juste le nombre par un rond.

171 - Chercheuse : Treés bien.

172 -Eléve 21: On devra juste faire ce rond en question fois 2, égal un nombre
quelconque vu que c’est un nombre qu'on ne connait pas [elle écrit
« Ox2=00 »], mais, du coup, vu qu'’il y a tous ceux d’en haut qui sont...
Disons que s’il y a, ce nombre c’est le nombre de fois qu’il y a 1 carré avec un
certain nombre de pailles, ca veut dire... De toute facon, on doit faire, vu qu’il
a ce nombre de pailles qui sera 2 fois dans le calcul, il sera de toute facon 2
fois [elle écrit « O » et « O » en colonne], sinon...

173 - Chercheuse : Oui.

174 - Eléve 21: Etilyaura, toujours ce nombre moins 1 dans la suite du calcul. Plus,
sion part toujours du principe que c’est des carrés, plus 2 par la suite [elle écrit
«000-1+2»].

175 - Chercheuse : Mh mh.

176 - Eléve 21 : Quiresoudra toujours a ta-ta-ta... Fin, ces [en écrivant « = 000 »]...

177 - Chercheuse : C'est quoi tonta-ta-ta?
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DX T :
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Figure 9.12 - Résolution par généralisation contextuelle et symbolique de la sous-
tache d) (nombre quelconque de carrés) de La suite de carrés par I'Eleve 21.

178 - Eléve 21: Cestunnombre.Un nombre final. Mais en soi, le but du calcul, c’est
de prendre 2 fois le nombre qu’on a...

179 - Chercheuse : Oui...

180 - Eléve 21: Moins ce nombre... Fin, moins 1 de ce nombre, plus ce quon a
trouvé 13 [en cerclant « O O »], plus ensuite les 2 qui vont venir par la suite. Et
on va trouver le nombre final [en pointant « OOO »].

Nous avons jugé opportun de présenter cet épisode dans le paragraphe sur la
généralisation standard, car il est particulierement intéressant que cette éléve avec
MLD ayant d’'importantes difficultés en mathématiques ait produit de son propre
gré une généralisation avec un symbolisme trés similaire a celui standard °.

Dans I'extrait rapporté ci-dessus, I'Eléve 21 montre un début de généralisation
standard au moment ou elle propose de symboliser la variable avec un « rond ». En
méme temps, la généralisation reste liée aux caractéristiques spatio-temporelles
de la suite. Cela est évident, entre autres, de la disposition spatiale des ronds (fi-
gure 9.12) qui reprennent la disposition utilisée pour la généralisation factuelle (fi-
gure 9.11).

9.2.3 Points remarquables de I'analyse a posteriori

Dans cette section, notre focale porte sur certains aspects des analyses a poste-
riori. Nous souhaitons approfondir ici certains éléments complémentaires, en par-
ticulier, nous exposons des considérations relatives aux difficultés rencontrées par
les éléves.

Confusion pailles/carré

Unedifficulté que les éléves ont rencontrée fréquemment est la confusion entre
pailles et carrés. LEléve 9 en donne un bon exemple (figure 9.13) :

10. Méme si I'Eléve 21 n‘avait pas encore abordé I'étude du symbolisme algébrique standard a
I’école, il est bien évidemment probable gu’elle avait déja rencontré a quelque occasion dans son
expérience d’éléve. D'ailleurs, notre échantillon comprend des éléves de la 95 ala 11S, et 'Eléve 21
fréquentait la 11S, donc la classe la plus avancée.
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Figure 9.13 - Résolution par dessin et comptage de la sous-tache b) (12 carrés) de
La suite de carrés par 'Eléve 9.

19 - Chercheuse : D’accord. Alors maintenant, je et pose une autre question. C’est
toujours laméme tache, ok ? C’est juste la question d’apreés. Et pour 12 carrés?

22 -Eléve 9: [Elle dessine 4 carrés et un bout, elle a dessiné les carrés en utilisant 12
pailles] Il en faut 12.

Erreurs de calcul

Les erreursde calcul ont été assez fréquentes pendant les entretiens sur La suite
de carrés. Souvent, les erreurs de calcul peuvent accompagner un raisonnement cor-
rect, comme dans le cas de 'Eléve 22.

49 - Chercheuse: Mh mh. Ok, donc, on fait un petit résumé de ce qu’'on a trouvé
jusqu’a maintenant? 1 carré, combien de pailles?

50-Eleve 22: 4.

51 - Chercheuse : Oui. Et pour les 2 carré?

52-Eléve22: 8.

53 - Chercheuse: Pourquoi tu dis 8? Comment tu as fait pour trouver 8?

54 - Eléve 22: Jairajouté plus 3.

55 - Chercheuse : C'est-a-dire, tu as fait plus 3 quoi?

56 - Eleéve 22: Plus 3 pailles.

57 - Chercheuse: De... Oui, mais a partir quel nombre?

58 - Eleve 22: De4.

59 - Chercheuse: Ok.

60 - Eléve 22: Javais 4 plus 3.

61 - Chercheuse : Etcadonne?

62 - Eléve 22: Ah, mais ca fait 7 en fait. Ca fait 7.

Malgré les erreurs de calcul, le bon raisonnement peut ressortir en interrogeant en
profondeur I'éleve. En effet, a une premiére lecture, on pourrait associer I'erreur de
I'Eléve 22 qui trouve huit pailles pour deux carrés a une représentation de la suite
basée sur une relation de proportionnalité entre pailles et carrés, représentation
qgue I'éléve n’a pas en ce cas.
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Ce qui émerge de cette constatation est que des erreurs de calcul peuvent ca-
chercequ’ily ade correct dans la procédure des éléves, et cela est particulierement
vrai pour des éléves avec MLD pour lesquels les erreurs de calcul peuvent étre assez
fréquentes (Geary, ).

Difficulté de I'analycité

Lanalycité a été une source de difficulté pour les éléves. Les éléves ont, en géné-
ral, reconnu que la réponse a la sous-tache d) « En connaissant le nombre de carrés,
pourrais-tu toujours trouver le nombre de pailles? » était affirmative. Mais com-
prendre et expliquer comment n’a pas été si simple. La possibilité d’'opérer sur et
avecunnombre inconnu,dans ce cas le nombre de carrés, pose probléme aux éléves.
’Eléve 3 communique trés bien cette difficulté :

83 - Chercheuse : D’accord. Toujours le méme exercice, toujours laméme tache. Et
maintenant, on se demande, en connaissant le nombre de carrés, peut-on tou-
jours trouver le nombre de pailles?

84 - Eléve 3: Je sais pas.

85 - Chercheuse : La question est claire ou pas trop?

86 - Eléve 3: Jen sais rien. Parce que ca dépend.

87 - Chercheuse: Cadépend de quoi?

88 - Eleve 3: Cadépend dans le nombre de carrés. Et du coup, ils n'ont pas compté.
Et du coup, ils n'ont pas mis le numéro combien il y en a. Du coup... Apreés dire
je ne sais pas trop.

9.2.4 Lapenséedes éléves avec MLD et celle des éléves sans MLD

Le tableau 9.2 montre un clair écart entre les éleves avec MLD et les éléves sans
MLD. Les éléves sans MLD (en jaune dans le tableau) sont arrivées toutes les trois a
mettre en place des généralisations factuelles et contextuelles.

Il nest pas de méme pour les éléves avec MLD. Il est vrai que tout I'échantillon
avec MLD (sauf I'Eléve 5) généralise, soit arithmétiquement soit algébriquement.
Cependant, la généralisation algébrique apparait plus difficile a atteindre, car un
tiers des éléves avec MLD n'y parviennent pas. Il est intéressant de noter que, aussi
parmi les éléves avec MLD, la difficulté principale est la production d’'une générali-
sation factuelle, la contextuelle en découlant aprés assez naturellement.

A partir de ces constats, nous pouvons donc déduire que les éléves avec MLD
éprouvent plus de résistance a montrer une pensée algébrique que les éléves sans
MLD.
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En méme temps, le fait que deux tiers des éléves avec MLD produisent une gé-
néralisation algébrique montre que ces éleves peuvent mettre en place une pen-
sée algébrique et qu’il est intéressant et fructueux de leur proposer des taches
construites pour la faire émerger.

D’ailleurs, parmi les éléves avec MLD de notre échantillon, nous avons pu in-
terwiever I'Eléve 21, qui non seulement a généralisé factuellement et contextuel-
lement, mais a également abordé une premiére généralisation standard. De I'autre
coté, nous avons pu constater chez les éléves sans MLD certaines des mémes diffi-
cultés que les éléves avec MLD. Par exemple, 'Eléve 16 a proposé un dessin incor-
rect de la suite (figure 9.7) et a opposé particulierement résistance a abandonner
une représentation proportionnelle de la suite.

Pour conclure, nous constatons que, bien qu’il y ait une différence de fréquence
entre les deux populations, nous n'avons pas trouvé de différence qualitative entre
les procédures utilisées ou les difficultés rencontrées.

9.3 Analyse de la tache Nombres pairs/impairs

La tache Nombres pairs/impairs a été analysée avec la typologie de preuve de Ba-
lacheff, présentée a la section 4.4, selon la grille décrite dans 8.4.3.

Ce gque nous présentons dans ce qui suit concerne a la fois la tache dans sa for-
mulation originaire (impair plus impair) et dans ses formulations comme relances
(pair plus pair, impair plus pair et pair plus impair).

9.3.1 Procédures identifiées lors de I'analyse a priori

Dans la section qui suit, nous présentons les principales procédures de réso-
lution de la tdche Nombres pairs/impairs ** (déja identifiées dans I'analyse a priori,
page 272) au moyen des productions des éléves.

Empirisme naif

Une premiere approche de la tache peut étre I'empirisme naif. Pour répondre a
la question posée, les éléves donnent un ou plusieurs exemples sur lesquels la pro-
priété est vraie. Par exemple, 'Eléve 15 répond ainsi (voir aussi la figure 9.14) : « [Elle
écrit« 9+11=20»et« 1+ 3 = 4»]Camarche. Cadonne tout le temps un nombre
pair. » La chercheuse relance en demandant a I'Eléve 15 si cela est toujours vrai.

7 - Chercheuse: Etaton avis, ca marche toujours?

11. Letexte complet de la tiche se trouve ala page 253.
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En additionnant deux nombres impairs, est-ce qu’on ob-

tient toujours un nombre pair?

§ ¢ /1= 20
{+3 =4

Jo3+41=11

Figure 9.14 - Résolution écrite par empirisme naif et expérience cruciale de la
tache Nombres pairs/impairs par I'Eléve 15.

8-Eléve 15: Oui.

9 - Chercheuse : Pour tous les nombres?

10 - Eléve 15 : Oui.

11 - Chercheuse: Comment tu peux dire cela?

12 - Eléve 15: Je ne sais pas... je ne sais pas.

13 - Chercheuse: Cavacontinuer comme ¢a,ou a un certain moment on peut avoir
I'addition entre 2 nombres impairs qui ne donne pas un pair?

14 - Eléve 15 : Non, ca ne s’arréte jamais.

15 - Chercheuse: Qu’est-ce que tu as fait pour dire cela?

16 - Eléve 15 : [Léléve écrit « 103 + 111 = 114 »] Jai fait 130 [sic] plus 111.

Expérience cruciale

A la ligne 16 de I'échange ci-dessus, 'Eléve 15 met en place une autre procé-
dure possible, 'expérience cruciale. Pour s’assurer de la vérité de la proposition, elle
prend en considération un exemple qui, a ses yeux, est si peu particulier tel qu’il en
fournit une preuve suffisante. En présentant de grands nombres, 'Eléve 15 conso-
lide la généralité de I'affirmation. Cela est bien expliqué par I'Eléve 22 : « Toujours
guand on les additionnera, au final, ca sera toujours un nombre pair. Méme si c'est
des petits nombres ou des grands nombres ».

Exemple générique

Quelques éléves font usage de I'exemple générique pour résoudre cette tache.
Danscecas,lapreuve estencoreliée aunexemple numérique particulier, mais celui-
ci est utilisé en tant que représentant d’une certaine famille d'objets en en ayant
les propriétés caractéristiques. En guise d’exemple, voici I'explication de 'Eléve 21,
accompagné par le croquis en figure 9.15.
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Figure 9.15 - Représentation de I'exemple générique donné par I'Eléve 21 en ré-
solvant la tache Nombres pairs/impairs.

13 - Chercheuse: Trés bien, oui, c’est ca. Donc, on se demande si en additionnant 2
nombres impairs, on obtient un nombre pair.

14 - Eléve 21 : Je dirais que non. Fin... Non, c'est pas vrai, si on fait 3 plus 3, par
exemple, ca ferait 6 et 6, ca donne un nombre pair parce que si on prend 3
batonnets, plus 3 batonnets [elle dessine 2 groupes de 3 batonnets]... C’est pour
dire les 3, il y en avait 2 avant dans une paire, en soi, qui était tout seul [en en-
tourant 'unité pas « en couple » de chaque groupe de 3]. Puis du coup, 13, ca en fait
1 [elle dessine les 6 bdtonnets en groupes de 2 et entoure ensemble les 2 unités pas
« en couple » précédemment]. Du coup, on peut en faire un nouveau.

15 - Chercheuse: Ok, ok, et donc ok, trés bien. Et donc, est-ce que c’est vrai ou pas?

16 - Eléve 21: En principe, si on fait a chaque fois on additionne juste 2 nombres,
oui, ca marche.

17 - Chercheuse: 2 nombres, comment?

20-Eléve 21: Impairs. Vu qu'il eny a toujours 1 dans les nombres impairs qui est
tout seul, mais en mettant 2 ensemble, ce qui est tout seul, il n'est plus tout
seul.

LEléve 21 utilise le cas 3+ 3 (figure 9.15) comme représentant de I'addition entre
un couple quelconque d'impairs. Cela est évident du fait qu’elle identifie dans les
deux termes des unités qui étaient déja « en couple » et une unité par terme qui
était « tout seul ». Cette considération reléve de la vision du 3 comme nombre im-
pair quelconque, vu comme des groupes des 2 plus une unité seule. Les deux unités
toutes seules vont former un nouveau couple quand on additionne 3 + 3, et doncle
résultat (6) est pair, car formé par ce nouveau groupe de 2 et les couples déja pré-
sents dans chacun des 3.

Expérience mentale

Laderniére phrase de I'Eléve 21 ala ligne 20 ci-dessus montre le passage qu’elle
fait vers I'expérience mentale. Léléve se détache ici du représentant particulier et
I'intériorise en arrivant a proposer une preuve qui ne se référe plus aucas 3 + 3
mais qui peut s’appliquer a toutes les additions entre deux impairs. Ici, 'Eléve 21
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propose une généralisation des nombres impairs comme 2n + 1,n € N avec une
formule contextuelle, sans utiliser le symbolisme littéral standard.

Preuve intellectuelle arithmétique

Quelqgues éléves ont mis en place une procédure sur la base des chiffres des uni-
tés des nombres en jeu. Par exemple, I'Eléve 16 a raisonné comme il suit (voir aussi
la figure 9.16).

6 - Eléve 16 : Oui, ca fait toujours un nombre pair.

7 - Chercheuse: Comment tu sais? Qu’est-ce que tu as fait dans ta téte pour dire
cela?

8- Eleve 16: Jai essayé plusieurs calculs avec deux nombres impairs et ca donnait
toujours des nombres pairs. Mais peut-étre qu’il y a des exceptions.

9 - Chercheuse: Comment étre slr qu'il n'y a pas d’exceptions?

10 - Eléve 16 : Mettre tous les nombres pairs et tous les nombres impairs et tous
les calculer ensemble.

11 - Chercheuse: Par exemple, comment tu ferais? Vas-y, tu peux écrire!

12 - Eléve 16 : [Léléveécrit une premiére ligne avec les pairs « 0 2 4 6 8 » et une deuxiéeme
ligne « 1 35 7 9 »] Et du coup on les fait tous. La ca fait [en reliant « O » et « 1 »
et apreés en se rendant compte que c’est 2 impairs qu’elle doit prendre en considéra-
tion]... Ben non, en fait. La cafait 3 plus [elle relie le « 1 » avec les autres impairs]...
1 plus 3 cafait 4. La si on fait fait 1 plus 5, ca fait 6. 1 plus 7, ca fait 8. La ca fait
10 [en reliant « 1 » et « 9 »]. Ici [elle relie le « 3 » avec les autres impairs], ca fait
toujours 4. L3, ca fait 8. Ici ca fait 10. Et 13, ca fait 12. Et 5 [elle relie le « 5 » avec
tous les autres] ici, ca fait 6. La ca fait 12. Ici, ca fait 14. [Elle relie le « 7 »] 7 plus
1 cafait 8.7 plus 3 cafait 10. 7 plus 5, 12. 7 plus 9, 16. Et du coup [elle passe au
«9»]9plus7,16.9plus5,14.9 plus 3,12.9 plus 1, 10.

13 - Chercheuse : Etdonc, apreés avoir fait cela, tu peux conclure que si on fait I'ad-
dition entre tous les nombres, entre n'importe quels 2 nombres impairs, on
obtient un pair?

14 - Eléve 16: Oui.

15 - Chercheuse: Pourquoitu peux le conclure aussi pour des grands nombres, par
exemple?

16 - Eléve 16 : Parce que les grands nombres, ce qui compte pour que ca soit pair
ou impair c’est toujours le dernier chiffre a la fin. Et comme le dernier chiffres
a la fin, il est soit pair soit impair. Et c’est un de cela [en pointant sa ligne des
nombres impairs).
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En additionnant deux nombres impairs, est-ce qu’on ob-

tient toujours un nombre pair?

¢ g
6
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Figure 9.16 - Résolution de la tache Nombres pairs/impairs de 'Eléve 16 par preuve
intellectuelle arithmétique sur la base de derniers chiffres des nombres.

La procédure de I'Eléve 16 est correcte en base dix, bien qu’elle ne fasse pas ré-
férence a la conception de pairs (impairs) comme des entiers qui sont (ne sont pas)
multiples de 2. Léléve s’assure que les sommes de toutes les combinaisons possibles
d’impairs soient paires (sauf les doubles) et remarque que le raisonnement est va-
lide pour tous les impairs, car la parité du résultat ne dépend que des chiffres des
unités.

Nous ne nous attardons pas ici sur la procédure par preuve intellectuelle algé-
brique décrite dans I'analyse a priori (voir B.4), car elle n'est pas a la portée des éléves
de I'’échantillon de ce travail de thése.

9.3.2 Procédures identifiées lors de I'analyse a posteriori

Lors de I'analyse a posteriori nous avons retrouvé les différentes procédures
identifiées avec I'analyse a priori. Dans le tableau 9.3, nous avons résumé les procé-
dures utilisées par notre échantillon. Nous avons noté la présence d’'une procédure
si elle a été employée au moins une fois au cours de I'entretien, y compris comme
résolution d’'une des relances proposées 2. Une méme procédure a pu étre utilisée
plusieurs fois par les mémes éléves, mais cette information n’apparait pas dans le
tableau. Comme pour les taches précédentes, il ne s’agit pas d’'un tableau de fré-
guence des procédures, mais simplement de leur présence. Nous avons fait le choix
de noter dans le tableau 9.3 la présence d’'une procédure méme celle-ci n’était pas
compléte ou complétement correcte.

12. Par exemple, la somme de deux pairs ou la somme de deux multiples de 3. Pour plus de préci-
sions sur les relances, voir I'analyse a priori a la page 272.
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Tableau 9.3 - Les stratégies utilisées par les éleves pour la tdche Nombres
pairs/impairs. En jaune, les éléves sans MLD. Pour le détail sur chaque éléve, consul-
ter le tableau a la page 107.

# Contrexemple Empirisme Expérience Exemple Expérience Preuve intellectuelle
naif cruciale générique mentale arithmétique
1 X X X
2 Ecarté : trouble du spectre de I'autisme
3 X
4 X X
X
5 X |
X
6 X | X
X
7 X
8 X X
9 X
X
10 Ecarté : trouble du spectre de I'autisme
11 X X X
12 X X
13 X X
X
14 X | X
X X
15 X | X X
X
16 X X [ X X
X
17 X X X
18 X X X X X
19 Ecarté : haut potentiel soupconné
20 Ecarté : haut potentiel soupconné et une vidéo sans son
21 X X X
22 X X X
Total 7 18 7 3 3 5
8 1

Différentes conceptions des nombres pairs/impairs

La plupart des éléves ont su montrer leur capacité a reconnaitre les nombres
pairs et impairs. Seulement I'Eléve 11 et I'Eléve 12 ont eu besoin que la cher-
cheuse leur rappelat la définition, conformément al'analyse a priori (page 272). Pour
I'Eléve 12, voici la relance qui a été faite :

7 - Chercheuse: ... Alors, un nombre pair est un nombre qui est multiple de 2. Ca,
c’est un nombre pair. C'est-a-dire gu’un nombre pair est un nombre qui peut
étre divisé par 2. Un nombre entier, qui peut étre divisé par 2...

A part ces deux exceptions, les éléves ont sumontrer une forme de conception 3
(au moins partiellement) correcte de nombre pair et impair. Pour cela faire, trois

13. Nous nous limitons ici a une signification courante du mot « conception », sans rentrer dans
des considérations théoriques du terme.
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maniéres ont été utilisées. Une premiére possibilité consiste a fournir des exemples,
en sachant que la liste pourrait étre étendue, comme le fait I'Eléve 5.

3 -Chercheuse: On veut comprendre si en additionnant 2 nombres impairs, on
obtient toujours un nombre pair. Est-ce que tu te rappelles ce que c’est un
nombre pair, un nombre impair?

4-Eléve 5: Pair, c’est genre 2, 4 et tout ca, et impair c'est 1, 3 et 5.

5 -Chercheuse: D’accord. Il y a aussi d’autres nombres pairs et impairs ou il y a
juste les nombres que tu m’as dit?

6-Eléeve 5: Ilyenadautres aussi.

7 - Chercheuse: Oui? Par exemple?

8-Eléve 5: Pairgenre2,4,6,8, 10,12 ca. Etimpair 1,3,5,7,9, 11.

9 - Chercheuse: Ouiet aprés c’est finiouil eny aencore d’autres?

10-Eléve 5: Ilyenaencore d’autres.

Une deuxiéme maniéere comporte laréférence au chiffre des unités d’'un nombre
entier. |l s’agit d’'une définition correcte en base dix, bien que cela ne soit pas suffi-
sant mathématiquement.

1- Chercheuse: Ok,d’accord. Alors je prends ca. Maintenant, on veut comprendre
si, en additionnant 2 nombres impairs, on obtient toujours un nombre pair. Tu
sais ce qu’est pair et impair?

2-Eléve 16: Oui.

3 -Chercheuse: Qu'est-ce que c'est?

4 -Eléve 16 : Impair c’est tout ce qui finit par 1, 3, 5, 7 et 9. Et pair c’est ce qui finit
par 0, 2,4, 6, 8.

La conceptionde I'Eléve 16 est problématique, car elle n’est correcte que dans le
cas de nombres entiers et cette contrainte n’est pas toujours claire pour les éléves.

Une troisiéme voie repose sur la définition de nombre pair comme multiple de 2
et de nombre impair comme nombre entier non multiple de 2.

3-Chercheuse: ...Onveut comprendre, si,en additionnant 2 nombres impairs, on
obtient toujours un nombre pair. Est-ce que c’est clair la question?

4 -Eléve 8: Oui. Les nombres impairs c’est les nombres qu’on ne peut diviser par
2?

5 - Chercheuse : Mh mh.

6-Eléve8: Ok.

7 - Chercheuse: Et un nombre pair?

8- Eléve 8: C’est un nombre qu’on peut diviser par 2.
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Les éléves ont parfois basculé d’'une conception a I'autre au cours de I'entre-
tien. Par exemple, pour répondre a la demande de la chercheuse de dire ce qu’est
un nombre impair et pair, dans I'extrait ci-dessous I'Eléve 6 donne d’abord une liste
d’exemples de nombres pairs avec une caractérisation incorrecte « tu peux le mul-
tiplier par 2 » et il identifie de facon erronée les impairs comme multiples de 3.
Apreés avoir listé correctement des pairs et des impairs comme demandé par la cher-
cheuse, il identifie une certaine régularité (« c’est a chaque fois plus 2 »). En dernier,
il caractérise les nombres pairs et impairs comme multiples ou pas de 2.

53 - Chercheuse : Est-ce que tu sais me dire qu’est ce que c’est un nombre impair?

54 -Eléve 6: Ben par exemple, tu ne pourras jamais... Tu ne pourras... Jarrive pas
trop.

55 - Chercheuse : Sinon, un nombre pair. Tu sais ce que c’est un nombre pair?

56 - Eléve 6: Tu peux le multiplier par 2.2, 4, 6,8, 10, 12, 14, 16, 18...

57 - Chercheuse: D’accord. Et donc, qu’est-ce que c’est un nombre impair?

58 -Eléve 6: Ben, cesttouslespar3.1..1,3,6,9, 12.

59 - Chercheuse: Tu saurais m'écrire, peut-étre dans un coté de la feuille les
nombres pairs et de I'autre les nombres impairs? Quelques-uns.

60 - Eleve 6: Ok.[llécrit« 1,3, 6,9 »] Non, mais pas 6! [Il efface tout et reprend « 1, 3,
5,7,9,11,13»et« 2,4, 6,8, 10, 12, 14 »). Voila.

61 - Chercheuse : D’accord.Ok.Donctreés bien. Avant, tu m'as dit que les nombres...

62 - Eléve 6 : Oui, non, mais non je me suis trompé avant.

63 - Chercheuse : Cest-a-dire?

64 -Eléve 6: C'est parce que, en fait, 13 si tu fais 1, 3 [en pointant la liste d’impairs]...
En fait 13 c’'est 1, 3 mais en fait c’est a chaque fois plus 2. Lacafait 1, 3,5, 7, 9,
11,13.Lacafait 2,4, 6,8, 10,12, 14 et ainsi de suite.

65 - Chercheuse : Ok, donc. Maintenant que tu les a écrit, est-ce que tu sais m'ex-
pliquer comme si je ne savais pas ce qu’est un nombre pair?

66 - Eléve 6: Euh... 3..Laje n'arrive pas trop... Oui, je crois que jai! Par exemple un
chiffre pair tu peux le diviser par 2. Careprésente 1,13,2,13 3,1a4,1a 5,l1a 6 et
la 7 [en pointant sa liste de nombres pairs]. Par exemple, |a ca fera 0,50. La 1,5.
L3 2,5.La3,5.L44,5.La 5,5. Et 6,5 [en pointant sa liste de nombres impairs].

Bien évidemment, les conceptions de pair et impair auxquelles les éléves font
référence influencent les procédures utilisées. Les données montrent toutefois
gu'’il est possible de mettre en place différents types de preuve pour chacune des
conceptions utilisées.
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Empirisme naif

A la lecture du tableau 9.3, il est évident qu'indépendamment de la conception
de nombre pair et impair utilisée, les éléves ont fait un usage intensif de 'empirisme
naif. La totalité des éléves a mis en place ce type de résolution a un moment ou a
un autre de leur résolution. Parfois I'empirisme naif est constaté de maniére indi-
recte, non pas a travers l'observation d’exemples, mais grace a la description de ces
exemples qu’en fait I'éléve apreés les avoir implicitement utilisés.

32-Eléve 9: ...Alors oui, toujours. On met toujours un nombre pair .

33 - Chercheuse : Quel est ton raisonnement pour le dire?

34 -Eléve 9: Parce qu’achaque fois qu’on prend un nombre, avec un autre nombre,
du nombre impair, ca fait un nombre pair.

35 - Chercheuse: Tuledis parce que tu as fait quelques exemples dans ta téte?

36 -Eléve 9: Oui.

Expérience cruciale

La répétition d’empirisme naif peut amener les éléves a prendre en considé-
ration la généralisation de la situation, comme dans I'’échange précédent quand
I'Eléve 9 dit que « a chaque fois. . . ca fait un nombre pair ». Pour ce type d’interven-
tions, nous avons fait le choix de noter dans le tableau 9.3 une procédure a cheval
entre empirisme naif et expérience cruciale, avec une case qui prend les deux co-
lonnes. En effet, c’est dans laréitération d’empirismes naifs qu’apparait I'expérience
cruciale, car dans la répétition d’'exemples ceux-ci sont présentés de maniére a po-
ser effectivement le probléme de la généralisation. Cela est spécialement évident
dans I'entretien avec Eléve 11, ou I'expérience cruciale se manifeste exactement
grace a cette répétition qui permet a I'éléve de prendre en compte la généralisation
et de décider autrement que péremptoirement.

45 - Chercheuse: . .. Alors... A ton avis, si je fais un nombre pair plus un autre
nombre pair? Le résultat, comment il sera?

46 - Eléve 11: Pair.

47 - Chercheuse: Comment tu sais?

48 - Eléve 11: Ba, sion met 12 plus 12 ca fait 24 et si on me 14 plus 14 ca fait 28 et
c'est tout le temps pair, sinon 4 plus 4 ca fait 8, 6 plus 6 ca fait 12, 8 plus 8 ca
fait 16, c’est tout le temps pair.

49 - Chercheuse: Et cela est vrai pour tous les nombres pairs?

14. Cette phrase signifie que la somme entre deux impairs est toujours paire.
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Figure 9.17 - Résolution de latache Nombres pairs/impairs de 'Eléve 14 par exemple
générique a gauche et a cheval entre exemple générique et expérience cruciale a
droite.

50-Eléve 11: Oui.

51 - Chercheuse: Comment tu sais?

52-Eléve 11: Si on continue aprés... Si on fait 2 [sic] plus 2 [sic] ca fait 24 et si on
fait 24 plus 24 cafait 48 et c’est tout le temps pair.

Le tableau 9.3 montre une difficulté assezrépandue a se détacher de 'empirisme
naif et de I'expérience cruciale. Onze éléves sur les dix-huit qui font partie de notre
analyse se limitent a ces deux procédures. Cela semble étre particulierement vrai
chez les éléves avec MLD, qui dans certains cas ne manifestent pas d’autres types
de résolution malgré les multiples relances. Toutefois, nous soulignons que les deux
procédures ont eu un réle majeur aussi chez I'Eléve 15, éléve sans MLD quien aeu
recours pendant la quasi-totalité de I'entretien.

Exemple générique

Seulement trois éléves se servent de I'exemple générique, 'Eléve 14, 'Eléve 18
et’Eléve 21, dans les trois cas éléves avec MLD. Nous avons déja présenté I'exemple
générique de I'Eléve 21 a la page 167. LEléve 14 réalise cette procédure pour un
sous-cas tres particulier du probléme donné, le double d’'un nombre pair ou impair.
Cela lui permet de mettre en place un raisonnement basé sur la réciprocité entre la
division et la multiplication vue comme addition réitérée (voir aussi la figure 9.17).

10 - Eléve 14 : Du coup, je pourrais prendre, par exemple. .. 7 plus 7, 14, qui se di-
vise aussi par 2. Ba, oui, parce que du coup, a chaque fois qu’'on fait un nombre
impair plus un autre nombre impair, le méme [en pointant 7 sur son exemple],
ca donne ce chiffre [en pointant 14] et ce chiffre, il est pair parce que du coup,
a chaque fois, on peut le diviser par 2 pour que ¢ca donne 7... Fin, pour que ca
donne le...[En pointant 7].

Expérience mentale

Il émerge de I'extrait précédent une tension vers I'expérience mentale. La réfé-
rence au représentant particulier (7+7 = 14) est encore présente. Cela est évident
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aussi grace alavidéo et aux gestes de I'éléve qui pointe aux nombres 7 et 14. Lader-
niére phrase de I'éléve met en évidence la volonté de se détacher de ce cas spéci-
fique quand I'éléve remplace le mot « sept » (« pour que ¢a donne 7 ») par I'exclusif
geste de pointage au « 7 » (« Fin, pour que ca donne le... [En pointant 7] ») sans pour-
tant trouver lamaniére de I'exprimer avec une expression du type « le nombre de dé-
part ». LEléve 14 trouve une maniére pour exprimer cela plus tard dans I'entretien,
en manifestant une procédure a cheval entre I'exemple générique et I'expérience
mentale (voir aussi la figure 9.17).

26 - Eléve 14 : Parce que, du coup, si on met 2 chiffres pairs qui sont les mémes... 5
plus 5 [sic] égal 10 [il pose le calcul], on peut toujours les diviser par 2 parce que
de toute facon, ca donnerales 2 qu’on a fait plus.

Comme le présent le tableau 9.3, 'expérience mentale est exploitée par quatre
éléves sur dix-huit. Pour 'Eléve 17 et 'Eléve 18, cette procédure a été mise en place
apres larelance a propos de la somme de deux multiples de 3, relance qui a favorisé
le détachement de la conception de pair et impair comme un entier avec un certain
chiffre des unités et facilité la vision des multiples d’'un certain nombre comme com-
posé par des paquets d'unités de ce méme nombre.

Preuve intellectuelle arithmétique

Quatre éleves sur dix-huit mettent en ceuvre une preuve intellectuelle arith-
métique (tableau 9.3) basée sur le dernier chiffre des nombres pairs et impairs
dans leur écriture en base dix. Cette preuve est liée a la conception de pair comme
nombre qui se termine par 0, 2,4, 6 ou 8.

Contre-exemples

Pendant l'analyse, nous avons remarqué des stratégies que nous n’avions pas
évoquées dans I'analyse a priori. Comme rapporté dans le tableau 9.3, cinqg éléves
utilisent des contre-exemples pour prouver que l'affirmation « En additionnant
deux nombres impairs, est-ce qu’'on obtient toujours un nombre pair? » est fausse.
Par exemple, 'Eléve 4 explique comme suit son raisonnement :

11 - Chercheuse: ... Alors, on veut comprendre si, en additionnant 2 nombres im-
pairs, on obtient un nombre pair.

12-Eléve 4: Non.

13 - Chercheuse: Ok, alors... Pourquoi?

14 - Eléve 4: Comme i je fais 7 plus 7, ca fait 14.
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15 - Chercheuse: Oui...

16 -Eléve 4: Sijefais...

17 - Chercheuse : Donc 14 est pair ou impair?
18- Eléve 4: Impair.

Il est vrai que les contre-exemples sont faux, étant donné que 'affirmation en
objet est vraie. Cette procédure mérite pourtant d’étre soulignée, car le raisonne-
ment par contre-exemple est connu en littérature comme une étape fondamentale
dans le processus de conjecture et de preuve (Lockwood et al., ). ll est ainsi in-
téressant noter que dans notre étude plusieurs éléves avec MLD y ont eu recours,
malgré leurs difficultés en mathématiques. D’autres éléves, comme I'Eléve 18, uti-
lisent au contraire la notion de contre-exemple pour étayer correctement leur idée
gue lasomme est paire, en disant de ne pas avoir trouvé des cas ou I'affirmation n'est
pas vérifiée.

1-Chercheuse: ...Onveut comprendre si en additionnant 2 nombres impairs, on
obtient toujours un nombre pair. Tu te rappelles ce que c’est un nombre pair,
un nombre impair?

2 - Eléve 18 : Oui, oui bien sar. Bah en soi... en faisant des exemples. Par exemple 3
plus 3 ca fait 6. 3 plus 7 ¢a fait 10. 3 plus 11 ca fait 14. En soi oui, je pense que
ca sera toujours comme ¢a, c’est qu’il y a quelque chose de logique derriére.
En tout cas, je n'ai pas d’exemple qui me vient, qui, ol ce serait pas possible.

Dans le cadre de cette thése, nous n'analysons pas plus que cela cet aspect, qui
pourtant est trés riche. En effet, I'utilisation des contre-exemples a plusieurs as-
pects (Lakatos, ) et son emploi, avec celui des exemples, s’avére étre fonda-
mentale pour I'apprentissage des mathématiques et de la preuve (Lockwood et al.,

).

Non-exemple

LEléve 8 a utilisé un non-exemple, c’est-a-dire un exemple de quelque chose qui
ne correspond pas a l'objet en question (Tsamir et al., ), pour mieux saisir les
propriétés du cas a I'étude. |l se sert d’'un exemple (la somme de deux pairs) qui ne
représente pas ce qu’il veut regarder (la somme entre un pair et un impair) pour
comprendre la structure en bénéficiant de la comparaison des deux cas (voir aussi
la figure 9.18).

69 - Chercheuse : Et sion fait impair plus pair?
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1+ 0=

Cj e 17
y j,H@QZX

Figure 9.18 - Résolution de la tache Nombres pairs/impairs de I'Eléve 8 en s’ap-
puyant sur un non-exemple.

85 - Chercheuse : Onse demande juste sila... Si, quand je fais I'addition, le résultat
est pair ou impair et s'il est toujours pair ou toujours impair.

86 - Eleéve 8: Okay, ca peut pas étre les 2?

87 - Chercheuse : Je ne sais pas. Peut-étre. On varegarder.

88 -Eleve 8: [llécrit« 19 + 10 = 29 » « 18 + 10 = 28 »].

89 - Chercheuse : Tu as envie de m'expliquer un moment ce que tu fais?

90 - Eléve 8: Je fais des calculs plus ou moins au hasard. Pour voir si c’est... enfin
avec des nombres impairs la[en pointant le « 19 »] et des nombres pairs et pairs
[en pointant « 18 » et « 10 »]. Comme ¢a je me demande... Pour les comparer.

91 - Chercheuse: D’accord. Et a quelle question tu es en train de répondre, 137?

92 -Eléve 8: Celle si les chiffres impairs plus pairs font des chiffres impairs ou
pairs.

93 - Chercheuse : Juste une petite question, alors, pourquoi tu as écris 18 plus 10?

94 - Eléve 8: Pour pouvoir les comparer.

95 - Chercheuse : C'est-a-dire?

96 - Eléve 8: Voir qu'est ce qui change entre les 2. Je pense que ce sera des chiffres
tout le temps impairs.

Généralisation a tous les multiples d’'un nombre quelconque

Pour terminer cette section, nous évoquons un type d’observation digne de
mention que nous avons remarquée chez quelques éléves. Apreés avoir eu larelance
a propos de lasomme de deux multiples de 3,4 ou autres nombres, quelques éléves
généralisent I'affirmation en constatant qu’elle est vraie pour les multiples de n'im-
porte quel nombre. Léchange avec I'Eléve 14 est particuliérement intéressant.

69 - Chercheuse: Ok, alors je te pose encore une question [elle [‘écrit et la lui
montre]. En additionnant 2 multiples de 3, est-ce qu’on obtient toujours un
multiplede 37?...
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70 - Eléve 14 : Ok [il pose les calculs « 3+ 65 « 3+ 35«3+ 9» « 6 + 9 »]... divisé
par 3, cafait 3. 3... 6... divisé par 3. Donc la ca fait 4. Oui, Je pense on obtient
toujours un multiple de 3.

75 - Chercheuse : Et si, par exemple, si je fais I'addition entre 2 multiples de 4?

76 -Eléve 14: [ll pose les calculs « 4+ 4 » et « 4+ 8 »] Oui, je pense, ca marche, quand
on fait chaque multiple plus le... Par exemple, si on prend un multiple de 5 plus
un autre multiple de 5, ca donnera tous... Ca donnera de toute fagcon un mul-
tiple de 5. Sion prend un multiple de 7, et on fait plus un autre multiplede 7, ca
donneratoujoursunmultiplede 7. Je pense, camarche pour tous les multiples.

77 - Chercheuse : Et pourquoi?

78 - Eléve 14 : Parce que c’est comme ca qu'on a fait ou il y avait... Je crois que
c’était... Oui, c’'est possible que ca soit 1a. Avec les chiffres pairs, c’est pareil.
Quand on fait 4 plus 4, ca fera forcément 8, qui est pair parce que du coup, 4
et 4, c’est pair. Et si onfait 2 chiffres pairs, c’est obligé que cadonne un nombre
pair. Donc si on fait 2 chiffres d'un méme multiple, c’est pareil. C'est presque...
C’est obligé que ca fasse un chiffre du méme multiple.

A partir de quelques exemples particuliers, 'Eléve 14 conjecture d’abord que
I’'affirmation est vraie pour les multiples de 3 et 4. Cela le conduit a essayer avec
des multiples d’autres nombres et a I'étendre aux multiples de 5 et de 7. Cette ré-
pétition d’'exemples pour lesquels I'affirmation est vraie améne 'éléve a la générali-
ser en conjecturant qu’elle est correcte pour les multiples de tout nombre. Bien que
I’éléve ne propose pas une preuve a part celles relevant de I'empirisme naif, cette
observation est déja remarquable. En effet, on assiste a un glissement du niveau
de généralisation : non seulement 'affirmation proposée est généralisée a tous les
multiples d’'un tel nombre, mais elle est généralisée a tous les multiples d’'un nombre
guelconque.

9.3.3 Points remarquables de I'analyse a posteriori

Dans cette section, notre focale porte sur certains aspects des analyses a poste-
riori, en en approfondissant ici certains éléments complémentaires. En particulier,
nous abordons : les relances proposées, le statut des doubles, le role des exemples
et un aspect de difficulté de la preuve.
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Les relances

Dans notre analyse a priori (page 272), nous avons identifié, parmi d’autres, deux
relances qui méritent un commentaire a posteriori. Au cas ou I'éleve se contenterait
de I'empirisme naif ou de I'expérience cruciale, nous avons demandé comment ex-
pliquer a quelgu’un que I'affirmation en objet est vraie sans faire des calculs. Cette
relance ne s’est pas avérée trés efficace afin de favoriser d’autres procédures. Dans
cette situation, les éléves ont répondu qu’il n’était pas possible, qu’elles ou ils ne sa-
vaient pas répondre ou parfois simplement en reformulant I'affirmation en étude,
comme I'Eléve 8 : « Je dirais que les chiffres impairs plus des chiffres pairs ca fera
toujours des chiffres impairs. » LEléve 9 contourne la relance en déléguant a la per-
sonne imaginaire d’effectuer les calculs, en manifestant encore un raisonnement
basé sur I'empirisme naif.

45 - Chercheuse: Est-ce que ce qu’on arriverait a I'expliquer a quelqu’un sans uti-
liser des calculs, sans faire de calculs?

46 -Eléve 9: Je dirais a une personne, par exemple, de prendre que les nombres
entre 1 et 11. D’abord, pour commencer. A écrire 2 fois un nombre n’importe.
Par exemple 3 plus 5 tout et gu'il voit combien ca fait. Si ce sera égal a ces
nombres |a [en pointant sa liste de nombres pair].

47 - Chercheuse: Oui. Et 3, I3, on utilise a nouveau des calculs. N'est-ce pas?

48 - Eléve 9: Non.

49 - Chercheuse: Non?

50 - Eléve 9: Non.

51 - Chercheuse : Pourquoi?

52 -Eléve 9: Parce que jai expliqué sans calcul.

53 - Chercheuse: Ahd’accord, c’est la personne qui doit faire le calcul. Oui, je com-
prends...

En revanche, la relance qui propose de se focaliser sur la somme entre deux
nombres pairs en cas de blocage s'est révélée particulierement utile. Cela offre aux
éléves un contexte a la fois connu et innovant. Il s'agit en effet d’'un cas similaire a
celui de I'addition entre deux nombres impairs, et il est possible d'y transposer tous
les raisonnements précédemment construits. Cependant, la situation proposée est
nouvelle pour I'éléve qui peut recommencer a résoudre sans la frustration naturelle
que I'on peut éprouver en n‘arrivant pas a résoudre la méme tache pendant long-
temps. De surcroit, en général les éléves connaissent mieux le fonctionnement des
nombres pairs que ceux des impairs, donc la consigne est tout de suite mieux com-
prise et cela leur permet de se dédier directement a la recherche d’'une justification
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en en connaissant déja la réponse.

Les doubles

En abordant la tache avec 'empirisme naif, une grande partie des éléves donne
des exemples ou la somme considérée est le double d’'un certain nombre. Par
exemple, voici un extrait de 'entretien de 'Eléve 4 : « Comme si je fais 7 plus 7, ca fait
14... Tout cafait pair. 3 plus 3, ca fait 6, c'est pair. Attendez. 5 plus 5 ca fait 10, c’est
pair. » Treize éléves sur les dix-huit démarrent la résolution avec ce type d’addition,
il s’agit donc d’'une famille d’exemples trés fréquemment exploitée. Parmi les éléves
qui ne les ont pas utilisés, nous assistons néanmoins a I'attribution d’un réle spécial
aux doubles. Par exemple, 'Eléve 15 demande explicitement s'il faut prendre deux
fois le méme nombre : « Le nombre impair, ca doit étre le méme chiffre impair? »

Les éléves élargissent leur champ d’exemples aux non-doubles au fil de I'entre-
tien grace a leurs observations ou apres une relance de la chercheuse. Cependant,
la tendance a recourir aux doubles semble résistante aux relances. Par exemple,
I'Eléve 22 commence sa réflexion au sujet de la somme de deux impairs avec des
doubles. Aprés relance elle passe a des exemples en considérant des non-doubles,
mais pour examiner le cas de I'addition entre deux nombres pairs elle utilise a nou-
veau des doubles. La chercheuse la relance une deuxieme fois et a la toute fin de
I'entretien I'Eléve 22 revient encore une fois sur les doubles.

1-Chercheuse: Et jai encore quelques questions pour toi. En additionnant 2
nombres impairs, est-ce qu’on obtient toujours un nombre pair?

8-Eléve 22: Ahouais... Ah ouais! [Elle efface « 3 + 3 = 9 »] Bon. Mais du coup. Oui,
je crois alors oui. C'est partout un pair si [inaudible]. Parce que 3 plus 3, 6. 5
plus 5, 10. 7 plus 7, 14. 9 plus 9, 18 [en écrivant les différents exemples]. Donc
oui, ca sera toujours la méme chose.

9 - Chercheuse: D’accord. Et est-ce que c’est vrai méme si les deux nombres im-
pairs ne sont pas le méme?

12 - Eléve 22 : Ah. Non, je ne crois pas. Je ne sais pas, je vais essayer. Ba, déja la ca
fait 8 [elle écrit « 5 + 3 = 8 »], 7 plus 5, 12 [elle écrit I'exemple]. 9 plus 7, 16 [elle
écrit I'exemple]. Oui, ca marche aussi.

25 - Chercheuse : D’accord. Et alors, qu’est-ce qui se passe si je fais un nombre pair
plus un autre pair? Tu vois, j’ai écrit P et P pour pair plus pair [en écrivant « P +
P»]?
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Empirisme Exemple
Type de preuve naif Expérience cruciale générique Contrexemple
\ ) \ J
Y
Explorer la tache Résoudre la tiche

S'approprier la tiche

Role des exemples

Construire
S'approprier S'approprier son pointde
les données la consigne vue Conijecturer Démontrer

Figure 9.19 - Les roles des exemples des différents types de preuve.

26 - Eléve 22: Clest pareil, je crois. Parce que par exemple, 2 plus 2, 4. 10 plus 10,
20. 6 plus 6, 12 [en écrivant les différents exemples). C'est pareil qu’ici. Mais...
Oui, c’'est bon.

29 - Chercheuse: D’accord. Est-ce que ca marche aussi quand les 2 nombres ne
sont pas le méme?

30-Eléve 22: Et oui, bah oui, du coup. Si je mets 10 plus 6, ca fera 16. Si je mets
6 plus 2, ca fera 8. Et si je mets 8 plus 4, ca fera 12 [en écrivant les différents
exemples]. Du coup 1a ca marche aussi.

126 - Eléve 22: Par exemple, sije prends 2 plus 2, ca sera 4. 6 plus 6, cafera 12. Fin,
on aura toujours des nombres pairs. ..

Lutilisation des doubles favorise d’ailleurs la mise en place de procédures parti-
culieres et raisonnements valides uniquement dans ce cas spécifique, par exemple
comme pour 'exemple générique de I'Eléve 14 3 la page 175.

Les roles des exemples

Comme nous I'avons déja évoqué a la page 174, les éléves ont fait un usage in-
tensif de 'empirisme naif pour résoudre Nombres pairs/impairs (tableau 9.3). Cela
implique une riche production d’exemples utilisés a des fins diverses. En consé-
guence, la tache en objet s’avéere étre particulierement propice a I'étude des roles
des exemples dans la preuve. Nous avons ainsi pu identifier cinq fonctions diffé-
rentes pour lesquelles les exemples ont été employés. Nous les avons schématisés
en fonction du type de preuve associée (figure 9.19) et nous les décrivons dans les
paragraphes qui suivent.

Les exemples relevant d'empirisme naif et d’expérience cruciale sont utilisés
pour explorer la tdche. Dans un premier temps I'éléve a recours a des exemples pour
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s‘approprier la tache pour pouvoir ensuite construire son point de vue. Lappropriation
de latache par I'éléve est un moment capital et cette phase peut étre divisée en deux
parties : appropriation des données et appropriation de la consigne.

Face a des taches mathématiques particulierement exigeantes, les éléves
peuvent avoir des difficultés a comprendre ce qui est demandé. Une premiére étape
consiste donc en s‘approprier les données, et cela est souvent fait a travers la création
d’exemples de données. Dans I'extrait suivant, 'Eléve 1 produit différents exemples
de nombres pairs (4, 6, etc.) et impairs (5, 7, 9, etc.) qui lui permettent d’'en donner
une définition (« impair c’est un nombre qu’on ne peut pas avoir par 2 »), qui a son
tour génére la production d’autres exemples (« par exemple pair, ca va étre 2, 4, 6,
8,10 et impaircavaétre1,3,5,7,9 »).

1-Chercheuse: ... Alors, on veut comprendre si en additionnant 2 nombres im-
pairs, on obtient toujours un nombre pair.

2-Eléve 1: Impair C'est...

3 - Chercheuse: Qu’'est-ce que c’estunnombre... Tute rappelles pair-impair qu’est-
ce quec’est?

4-Eléve 1: Pair, c’'est par exemple 4 et impair c'est 5.

5 - Chercheuse: Est-ce que t’'as d’autres exemples de nombres pairs?

6 -Eléve 1: Nombre pairily a 6. Et aprés comme nombre impairily a7 et 9. Nonil
n'y apas 9.

7 - Chercheuse: 9 est pair ou impair?

8-Eleve 1: 9 c’estimpair.

9 - Chercheuse: D’accord. Comment tu les reconnais les nombres pairs ou les
nombres impairs?

10 - Eléve 1: Les nombres pairs ou impairs?

11 - Chercheuse: Oui.

12 -Eléve 1: Impair c’est un nombre qu’on ne peut pas avoir par 2. Par exemple pair,
cavaétre2,4,6,8,10etimpaircavaétre 1, 3,5,7,9.

Etre a I'aise avec les données de la tache ouvre |a voie a s'approprier la consigne.
Certains exemples en effet sont produits par les éléves non pas pour résoudre la
tache, mais déja pour la découvrir. Ainsi, 'Eléve 18 crée un exemple pour s’assurer
gu’elle a bien compris ce qui est demandé par la chercheuse.

31-Chercheuse: Ouais. Alors maintenant, je te pose une autre question. Onse de-
mande si en additionnant 2 nombres qui sont des multiples de 3, on obtient
encore un multiple de 3. La question est-elle claire?
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32 - Chercheuse: ...Duméme...du coup,du méme multiple... Donc cadonne... Ah
jevois. D’accord, en additionnant par exemple, 3 et 12. Est-ce que cadonne un
multiple de 3?

33 - Chercheuse: Oui, exactement.

Dans l'extrait suivant, 'Eléve 13 met en place plusieurs exemples pour s’appro-
prier la tiche et pour comprendre les propriétés des nombres de départ et de la
somme.

7 - Chercheuse: Tu te rappelles ce que c’est un nombre pair ou impair?

8- Eléve 13: Oui. Pair c'est quand ils sont par exemple 1, 3. C’est juste? 7, tout ca,
c'estjuste?

9 - Chercheuse : Mh mh.

10 - Eléve 13: Bah, on peut faire par exemple 3 plus 3, ca fait 6. Et 6 c’est un
nombre... Non non... 6 c’est un nombre pair. Impair c’est.... On peut faire 1 plus
2, cafait, 3, c’est nombre impair.

11 - Chercheuse: Ok.Qu'est ce que tu as fait1a?

12 - Eleve 13: Je fais 1 plus 2 ca fait un nombre impair. Parce que moi, je travaille
plutét des nombres pairs, parce que tous mes exercices, sont vraiment pairs,
pairs, pairs. C'est pour ¢a que 13 je me dis il ne faut pas chercher loin, je suis
tout preés. En plus, ca fait 3.

13 - Chercheuse: Mais et donc, pourquoitu as pris 1et2?

14 - Eléve 13: Parce que 1 et 2 cafait 3 et 3 c’est un nombre impair. Par exemple, si
je faisais 2 plus 2, ca me fait 4. 4 c’est pas un nombre impair, c’est un nombre
pair.

15 - Chercheuse: Ouid’accord. Et donc, comment cet exemple t’aide a répondre a
la question?

16 - Eléve 13: En addition des nombres. Un pair [inaudible]. Non non! Qu'est-ce
que je fais la c’est faux. Voila, la c’est bon. Parce qu'il a dit qu’il obtient 2
nombres impairs et en fait il additionne 2 nombres impairs. 3 et 7 sont des
nombres impairs et en fait on obtient un nombre pair. 10 est un nombre pair.

Quand laconsigne est acquise, les exemples peuvent étre utilisés par I'éléve pour
construire son point de vue a propos de la vérité de I'affirmation a I'étude. A ce stade,
I'éléve est toujours dans I'exploration de la tache, la certitude de son point de vue
sur I'énoncé n'est pas encore établie et n’est donc pas stable et peut changer. Il est
possible de reconnaitre la construction de points de vue par des expressions comme
« je crois » ou par l'incertitude a propos de I'idée exprimée. LEléve 7 en offre un bon
exemple dans I'extrait qui suit.
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65 - Chercheuse : A ton avis, si je prends 2 nombres qui sont...

66 -Eléve 7 : Impair et pair?

67 - Chercheuse : Exactement...

68 - Eléve 7: Genre... Euh. Je crois que ca va nous former un nombre... Ah non, les
nombres impairs? Ca va nous donner plus de nombres impairs que de pairs.
Parce que situfais 2 plus 3, 5. 2 plus 1, 3. Ouais. ca va guand méme former des
nombres impairs.

69 - Chercheuse : Et c’est toujours commeca?

70-Eléve 7: Je pense... Genre... 3 plus 4... Ouais toujours ca.

Larépétition de 'empirisme naif et le recours a I'expérience cruciale consolident
le niveau de certitude des éléves qui peuvent exprimer leur conjecture. La conjec-
ture se différencie de la construction du point de vue dans le degré de confiance
gue les éléves y confient. Quand les éléves conjecturent, elles et ils font une affir-
mation mathématique et ne sont plus dans I'exploration, mais déja dans la résolution
de la tdche. C'est 'accumulation de différents exemples et la prise en compte de la
généralité de la situation qui ameéne a la conviction a propos d’une certaine affir-
mation et a formuler une conjecture. Dans I'épisode suivant, 'Eléve 6 commence 3
produire des exemples qui lui permettent de se construire un point de vue. La répé-
tition d’'exemples qui montrent les mémes caractéristiques et I'expérience cruciale
alaligne 18 permettent a I'éléve de formuler la conjecture de la ligne 20.

1-Chercheuse: ... Alors on veut comprendre, si en additionnant 2 nombres im-
pairs, on obtient toujours un nombre pair.

2-Eléve 6: Par exemple... Ben, 1 ca fait 2, 3 ca fait 6... 10... Ben, oui!

3 - Chercheuse: Qu’'est-ce que tu as fait?

4 -Eléve 6: Chaque fois, enfin 1 plus 1 ca fait 2. Aprés 3 plus 3, ca fait 6. Apreés for-
cément 5 plus 5 10. Aprés de suite quoi, ¢ca ne va pas changer.

5 - Chercheuse: Et tu peux méme additionner 2 nombres impairs qui ne sont pas
les mémes.

6-Eléve 6: Par exemple 33 et 45?

7 - Chercheuse : Par exemple. Oui.

8-Eléve 6: Euh cafait 78. Ah ben ouais. Cest vrai.

9 - Chercheuse : Et donc, ta réponse est oui. Est-ce que a ton avis, c’est vrai trou-
jours ou juste pour les exemples que tu as fait?

10 - Eléve 6: Non, je pense toujours.

11 - Chercheuse : Et comment tu sais?

12 -Eléve 6: En général, cachange pas...
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18 - Eléve 6 : Oui je sais. Par exemple 99 plus 99 ca fera forcément 198. Donc ils
seront forcément toujours impairs.

19 - Chercheuse: Oui. Et comment I'expliquer a quelqu’un sans faire des calculs?

20 - Eléve 6 : Ah.Par exemple, tu fais plus... Euh non. Oui, tu fais plus chaque fois un
chiffre impair, ca fera forcément un chiffre pair. Parce que...

Les exemples peuvent étre considérés selon leurs propriétés en tant que repré-
sentants d’'une classe d’'objets. Dans ce cas, il s'agit d’'un exemple générique qui a
un réle majeur dans le soutien de I'expérience mentale et donc de la démonstration.
Lexemple générique peut servir de pont pour abandonner l'utilisation des exemples,
comme dans le cas de I'Eléve 18.

35 - Chercheuse : Ouais, ouais, je vois bien. Et avec les multiples de 47 Si je fais I'ad-
dition entre 2 multiples de 4?

38 - Eléve 18: Le résultat, ca sera toujours un multiple de 4. Je crois bien.

39 - Chercheuse : Oui. Et la... pour quelles raisons?

40 - Eléve 18: Est-ce que du coup, c’est comme si on prenait par exemple... C’est
comme ssionfaisait le calcul du début °. Par exemple, 1 fois 4 plus 2 fois 4. C'est
rajouter des multiples cadonne de toute maniére, un chiffre quifait partie des
multiples. Je ne sais pas...

41 - Chercheuse : Et celaest vrai aussi pour... pour tous les multiples de 4 ou juste
pour les premiers multiples de 4?

42 - Eleve 18: Je pense tous parce qu’aprés, comme c’est des chiffres pairs, ils fi-
nissent tout le temps par le méme nombre... lIs ont toujours par exemple 4,
8...

43 - Chercheuse: Oui. Fais attention parce que si on fait.. Essaie d'écrire... J’écris
juste ici ce qu’on fait 4. Essaie d’écrire le livret de 4..

44 - Eléve 18: [Léleve écrit sur la feuille « 0;4; 8; 12; 16; 20 »].

45 - Chercheuse: Voil3, et ainsi de suite... L3, tu viens de dire gu'’il faut regarder le
dernier chiffre, n'est-ce pas? Fais attention parce que, tu vois, ici, il y aun 4
comme dernier chiffre mais il n'y a pas le 14.

46 - Eléve 18 : Ahoui,jevoisceque...Dans ce cas,avec4, je ne sais pas sicamarche.
Est-ce que c'est... Du coup, c’est des chiffres pairs mais... Du coup, ca me met
en doute. J'y avais pas pensé. Du coup, en additionnant 2 multiples de 4 est-
ce que careste un... Euh oui. Oui, ca fonctionne de la méme maniére, méme du
coup, sion neregarde pas comme j'avais dit le chiffre alafin... cafonctionne de

15. Elle se référe ala propriété distributive vue le jour méme dans la tidche Manon.
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laméme maniére que si je prenais, du coup les calculs au début, c’est comme si
jerajoutais 4 fois quelgue chose et du coup, c’est comme rajouter en soi 4 plus
4 plus 4... Et du coup, ca fonctionne comme si je continuais a les écrire comme
ca[en pointant sa liste de multiples de 4]. On va de toute maniére tomber sur un
des chiffres...

LEléve 18 prend conscience de la vérité de I'affirmation « lasomme de deux mul-
tiplesde 4 estencoreunmultiplede 4 ».Ellearecours al'exemple générique 1-4+2-4
a laligne 40 pour mettre en évidence la propriété caractéristique des multiples de
4, pouvoir s'écrire comme 4x,x € Z. Cette conception des multiples de 4 lui per-
met de s’apercevoir de la possibilité d’utiliser la propriété distributive comme elle
I'avait fait tout de suite avant pendant I'entretien dans la tdche Manon (elle parle du
« calcul du début » 3 la ligne 40 et des « calculs au début » a la ligne 46). A la fin de
I'extrait, 'Eléve 18 abandonne I'utilisation de I'exemple générique pour se concen-
trer uniquement a la propriété des multiples de 4 d’étre « 4 fois quelque chose » et
par conséquent d’étre composés par « 4 plus 4 plus 4... »

Les exemples jouent doncunréle important dans la formation et le soutiende la
pensée mathématique pour les éléves avec MLD.

Difficultés des éléves a prendre en charge la preuve

Comme déja évoqué a partir de la page 174, nous constatons une résistance ré-
pandue a abandonner I'empirisme naif. Non seulement nous attestons une basse
fréquence d’utilisation de I'exemple générique et de I'expérience mentale, mais nous
avons remarqué souvent un manque de nécessité de la part des éléves de justifier
ce qui était soutenu. Nous avions anticipé la possibilité de difficultés liées au déta-
chement de I'empirisme naif et nous avions prévu des relances adaptées. Pourtant,
la possibilité que les éléves ne ressentissent pas le besoin de généraliser et de sou-
tenir avec une explication cette généralisation n‘avait pas été assez anticipée dans
notre analyse a priori. Les questions posées par la chercheuse visant a stimuler la
justification (par exemple « pourquoi? » Ou « pour quelle raison? ») ont souvent été
interprétées comme une demande de décrire la situation plutot que de donner un
argument a soutien de ce qui avait été affirmé.

101 - Chercheuse : Et comment I'expliquer a quelqu’un sans faire de calculs?

106 - Eléve 8: Je dirais que les chiffres impairs plus des chiffres pairs ca fera tou-
jours des chiffres impairs.
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107 - Chercheuse : Ouais, c’'est vrai, c’est bien. Est-ce que tu aurais une raison a lui
donner pour lui expliquer le pourquoi?

108 - Eléve 8 : Parce que on ne peut pas... Le nombre de derriére [en pointant les 3
résultats « 13 », « 29 » et « 28 »], apres je suis pas sar pour tout, mais le nombre
de derriere implique que si c’est un 5 comme on ne peut pas le diviser, ca sera
pas forcément impair. Et si c’est des chiffres qu'on pourrait diviser derriére
bah ca ferait un pair.

LEléve 8 décrit ce qu'il a observé et realisé au lieu d’en donner une justification.
LEléve 4 exprime sa surprise lorsque la chercheuse lui demande de justifier ses af-
firmations.

45 - Chercheuse: D’accord. Est-ce que tu arriverais a I'expliquer sans faire des cal-
culs?

46-Eléve 4: Je ne sais pas, je n'ai pas inventé les maths.

47 - Chercheuse: Quoi?

48 - Eléve 4: Je n'ai pas inventé les maths.

49 - Chercheuse : Mais est-ce que tu arriverais a dire quelque chose?

50-Eléve4: Comment,ca?

51 - Chercheuse: Est-ce que tu as une idée du pourquoi cela... Cette phrase est
vraie? Est-ce que tu arriverais a I'expliquer, mais sans faire de calculs?

52 -Eléve 4: Parce que c'est comme ca. Je ne sais pas. Ca a été fait comme ca.

Lextrait de I'Eléve 4 met en évidence que la justification et I'explication ne font
pas partie du contrat didactique auquel il est habitué. LEléve 5 va méme jusqu’a dire
gu’ilarépondu au hasard («j’ai dit cacomme ¢a, en fait », ligne 90) en raison de la dif-
ficulté gu'’il a a trouver une justification, alors qu’il ressort clairement des échanges
précédents que sa réponse était raisonnée.

83 - Chercheuse : Ok, ok. Oui, d’accord. Est-ce qu’on arriverait a I'expliquer sans
faire des calculs?

84 -Eléve 5: Oui, je pense.

85 - Chercheuse : Oui? Tu as quelques traces, quelques pistes?

86-Eléve 5: Non.

87 - Chercheuse : Non? Tu peux dessiner, si tu veux.

88 - Eleve 5: Je ne sais pas comment expliquer.

89 - Chercheuse: Tuasquelquesidées entéte et tu sais pas comment les expliquer
ou...?

90 - Eléve 5: Jai dit ca comme ca, en fait.
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Pour favoriser la prise en charge de la preuve de la part des éléves, cela doit com-
mencer par faire partie des taches mathématiques ordinaires rencontrées en classe.

9.3.4 Lapenséedes éléves avec MLD et celle des éléves sans MLD

Nous dédions cette derniére partie relative aux résultats de la tiche Nombres
pairs/impairs aux différences relevées entre la pensée algébrique des éléves avec
MLD et celle des éléves sans MLD.

A la page 187, nous avons discuté du manque de nécessité ressentie par les
éléves pour généraliser et justifier ce qui était soutenu. Cela est lié a la difficulté
mentionnée précédemment de proposer d’autres procédures de résolution mis a
part I'empirisme naif. Le tableau 9.3 montre que cela est moins vrai pour les éléves
sans MLD. Les éléves sans MLD interviewées pour cette thése ont toutes les trois
mis en place des stratégies qui leur ont permis d’'obtenir une preuve mathématique-
ment exhaustive et correcte. Pourtant, I'Eléve 15 et I'Eléve 16 ont eu recours exclu-
sivement a une preuve qui se base sur I'écriture en base dix des nombres pairs et im-
pairs et n'ont pas raisonné en s’appuyant sur les groupements par 2 (ou par 3, 4, etc.
pour les multiples aprés relance de la chercheuse). La résolution choisie a donc été
arithmétique et quand laseule procédure possible était une preuve intellectuelle al-
gébrique (pour les multiples de 3, 4, etc.) elles ont su former leur point de vue, mais
sans formuler une conjecture ni la prouver par expérience mentale. En particulier,
I'Eléve 15, éléve sans MLD, a eu recours a 'empirisme naif et a I'expérience cruciale
pendant la quasi-totalité de I'entretien. De plus, 'Eléve 16, a la suite de la relance
sur les multiples de 3 ou de 4 1%, a eu d’abord de la peine & comprendre la consigne.
Ensuite, elle s’est créé son point de vue grace a des exemples et n'a pas aboutit a
une conjecture ni s’est posée la question de la généralisation de I'affirmation en se
contentant d’en constater la vérité par empirisme naif. Mise en difficulté, I'Eléve 16
aun comportement trés similaire a celui d’'une partie des éléves avec MLD.

D’ailleurs, I'expérience mentale et la preuve intellectuelle ne sont pas une exclu-
sivité des éléves sans MLD. Dans notre échantillon, trois éléves avec MLD (Eléve 14,
Eléve 18 et Eléve 21) y ont eu recours.

D’un point de vue qualitatif, il n'y a donc pas de différence entre éléves avec ou
sans MLD, la différence semble plutét étre dans la fréquence des différentes procé-
dures. Ces considérations nous aménent a constater un retard chez les éléves avec
MLD, ou la nécessité d’'un temps d’apprentissage plus long. Lidée gu'il n'existe pas
de procédures inaccessibles aux éléves avec MLD est également confirmée.

16. « En additionnant deux multiples de trois (quatre), on obtient toujours un multiple de trois
(quatre)? »






Quatriéme partie
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Chapitre 10
Syntheése des résultats

Nous apportons dans ce chapitre la synthese des résultats de la these. Notre
travail a été dirigé par deux questions de recherche:

Q1 Quelles taches créer pour analyser les difficultés et les compétences des é-
leves spécifiques a la pensée algébrique?

Q2 Comment pouvons-nous décrire la pensée algébrique d’éléves avec MLD en
termes de language constructs, types de généralisation et types de preuve?

Laréponse a Q1 aété présentée en détail au chapitre 6. Nous en rapportons une
synthése dans la section 10.1.

En ce qui concerne Q2, nous avons exposé en détail les résultats au chapitre 9.
Nous répondons a Q2 et ses sous-questions dans la section 10.2.

Nous concluons le chapitre avec des résultats concernant la pensée algébrique
d’éléves avec MLD dans la section 10.3.

10.1 Synthese delaréponse a Q1:une batteriede
taches

Avec notre travail, nous avons construit une batterie de taches d’early algebra
pour étudier les difficultés et les compétences d’éléves spécifiques a la pensée al-
gébrique. Pour la créer, nous avons mené une revue de littérature en didactique de
I'algébre (chapitre 3) et nous en avons identifié des aspects centraux. Cette revue de
littérature, concernant aussi les taches utilisées dans des recherches antérieures, a
orienté la sélection de taches pour notre batterie (voir le chapitre 7). Celle-ci s’ap-
puie sur le modeéle d’algebre de Kaput ( , ) et est composée de huit taches
algébriques (voir les chapitres 6 et 7).
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En se fondant sur le modéle de Kaput, la généralisation est au coeur de la batte-
rie de tiches. Ce choix théorique ! nous a permis de construire un large éventail de
taches grace auxquelles nous avons pu étudier différents aspects de la pensée algé-
brigue : non seulement la généralisation, mais aussi I'argumentation, le focus sur la
structure et le processus, la relation entre quantités associée a une vision relation-
nelle du signe égal.

Cet ancrage théorique et I'utilisation de taches antérieures nous ont amenée a
faire I'hypothése que les taches de notre batterie sont robustes et favorisent I'émer-
gence de la pensée algébrique (bien que, dans la littérature, ces taches aient été uti-
lisées pour la plupart avec des éléves sans MLD). La mise a I'épreuve de cette hypo-
thése s’est faite lors de I'expérimentation avec les éléves. Les entretiens que nous
avons menés a partir des taches ont fait ressortir chez les éléves les processus que
nous avions prévu d’'observer. Ceci s'est produit méme chez des enfants avec MLD,
groupe pour lequel les taches n'avaient pas encore été utilisées (dans la littérature).
Ce constat valide expérimentalement le choix des taches.

Cette batterie est donc fondée théoriquement, validée expérimentalement et
est également exploitable a des fins diagnostiques concernant la pensée algébrique
d’éléves de fin primaire (11-12 ans) ou début du secondaire | (12-13 ans) avec ou
sans MLD.

10.2 Réponse ala question derecherche Q2:1la
pensée algébrique d’éléves avec MLD

Apreés les analyses présentées dans les sections 9.1, 9.2 et 9.3, nous pouvons
dans les sections qui suivent répondre a la question de recherche Q2 et a ses sous-
guestions, que nous rappelons :

Q2 Comment pouvons-nous décrire la pensée algébrique d’éléves avec MLD en
termes de language constructs, types de généralisation et types de preuve?

Q2.1 Quels language constructs identifient la pensée algébrique d’éléves avec
MLD?

Q2.2 Quelstypesde généralisation sont utilisés par des éleves avec MLD dans
I'étude d’un pattern géométrique?

1. Ens’agissant d’'un choix théorique, il n'est pas le seul possible. D’autres définitions de pensée
algébrique pourraient étre choisies en menant a des résultats différents en ce qui concerne la créa-
tion de la batterie de taches.
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Q2.3 Comment des éléves avec MLD mobilisent des exemples et s’engagent
dansune preuve dans unetached’early algebra nécessitant une argumen-
tation?

10.2.1 Réponse a Q2.1: les language constructs

Dans la section 9.1, nous avons pu analyser les language constructs d’éléves avec
MLD et ainsi répondre a Q2.1 : Quels language constructs identifient la pensée algé-
brique d’éléves avec MLD?

Lanalyse qualitative des entretiens nous a permis de mettre en lumiére la capa-
cité d’éleves avec MLD a porter un regard algébrique sur les taches proposées. En
effet, la totalité des éléves participant a I'expérimentation se référe d’'une maniére
ou d’'une autre a une procédure algébrique pour les résoudre. Ceci s’est manifesté
a travers le recours a une vision relationnelle du signe égal, a des représentations
transparentes et non canoniques des nombres et le focus sur le processus relatif a
une certaine tache plutot que sur le résultat. Les éleves avec MLD ont donc montré
la possibilité d’utiliser ces language constructs indicateurs d’une pensée algébrique.

Cependant, nosrésultats montrent une certainerésistance des éléves avec MLD
aabandonner une vision opératoire du signe égal et a favoriser I'importance du pro-
cessus au détriment du produit. S’il est vrai que les éléves avec MLD ont eu recours
aux language constructs indiquant d’'une pensée algébrique, en méme temps elles et
ils ont montré un attachement a des procédures opératoires et visant le produit et
le résultat, comme déja montré par des travaux de I'équipe de Malara (Cusi et al.,

; Malara et Navarra, ). Cela confirme ainsi la difficulté, bien étudiée en
littérature (par exemple Bloch, ; Carpenter et Franke, ; Grugeon-Allys
et Pilet, ; Herscovics et Kieran, ; Kieran, ), d’utiliser le signe égal

comme relation et non pas simplement comme opérateur.

La préférence pour l'utilisation des divers language constructs typiques de I'al-
gebre dépend de la tache proposée. Nous avons identifié une caractéristique, la
présence d’'un nombre inconnu dans La tache bleue, comme obstacle a I'explicita-
tion d’'une procédure algébrique. Cette caractéristique, liée au contrat didactique,
ameéne donc les éléves vers une procédure arithmétique.

Ces résultats sont significatifs, car ils montrent qu’en fonction de la tache et
dans des conditions favorables, des éléves avec MLD peuvent utiliser les language
constructs indicateurs d’'une pensée algébrique. En conformité avec la littérature
(Maccini et al., ; Xin, ), notre premiére hypothése de recherche (voir 5.2)
semble donc confirmée dans le traitement de Q2.1 : les éléves avec MLD peuvent
mettre en place des stratégies de résolution en s’appuyant sur la pensée algébrique.
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10.2.2 Réponse a Q2.2:les types de généralisation

Dans lasection 9.2, nous avons pu analyser les types de généralisation auxquels
des éléves avec MLD ont eu recours et ainsi répondre a Q2.2 : Quels types de gé-
néralisation sont utilisés par des éléves avec MLD dans I'étude d’un pattern géomé-
trique?

Grace a l'analyse qualitative des entretiens, nous avons observé que les éléves
avec MLD généralisent : seul I'Eléve 5 n’a mis en place aucune généralisation. Cette
population arrive donc a étendre des considérations, correctes ou non, a toute
étape du pattern, y compris hors du domaine sensible.

Cependant, pour une partie de ces éléves (quatre éléves sur les quinze avec
MLD), nous avons constaté uniquement une généralisation arithmétique basée sur
la relation entre termes successifs. La généralisation algébrique est ainsi une diffi-
culté pour des éléves avec MLD, qui ne I'ont mise en place que dans deux tiers des
cas.

Malgré cette difficulté, nous soulignons que la plupart des éléves, dix sur quinze,
ont eu recours a des types de généralisation algébrique et cela est un résultat re-
marquable pour la population particuliére a I'étude, composée par des éléves avec
MLD.

Les deux tiers des éléves avec MLD ont en effet généralisé factuellement. Pour
cette partie de I'échantillon, le passage de la production d’une généralisation fac-
tuelle a une généralisation contextuelle s’est fait de maniére assez naturelle, en
confirmant lalittérature (Radford, ;Squallietal, ) : 'obstacle majeur ré-
side dans 'analycité de la situation et pas tant dans le niveau d’explicitation réservé
a la variable. En effet, environ la moitié des éléves avec MLD (sept sur quinze) ont
également proposé une généralisation contextuelle. La généralisation standard n'a
pas été beaucoup utilisée (seulement deux éléves), car le registre sémiotique alpha-
numérique n’était pas connu par la quasi-totalité des éléves au moment de I'entre-
tien.

Pour conclure, de maniére cohérente avec la littérature existante (Macciniet al.,

: Xin, ), notre premiére hypothése de recherche (voir 5.2) semble donc

confirmée aussi pour la généralisation étudiée avec Q2.2 : les éléves avec MLD

mettent en place des stratégies de résolution en s’appuyant sur la pensée algé-
brique.
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10.2.3 Réponse a Q2.3:les exemples dans la preuve

Dans la section 9.3, nous avons pu analyser les types de preuve utilisés par des
éléves avec MLD et ainsi répondre a Q2.3 : Comment des éléves avec MLD mobi-
lisent des exemples et s'engagent dans une preuve dans une tache d’early algebra
nécessitant une argumentation?

Lanalyse qualitative des données nous a permis de souligner les types de
preuves mises en place par des éléves avec MLD ainsi que le role que l'utilisation
des exemples dans ces derniéres.

Les éléves de notre échantillon ont eu recours a différents types de preuve : em-
pirisme naif, expérience cruciale, exemple générique et expérience mentale.

Cependant, les différents types de preuve n'ont pas été utilisés de maniére ho-
mogene. Premiérement, la totalité des éléves de notre échantillon a fait un usage
intensif de I'empirisme naif. Deuxiémement, I'expérience cruciale a également été
assez exploitée (onze éléves sur les quinze avec MLD). Troisiemement, I'exemple
générique a été beaucoup moins utilisé (seulement trois éléves sur les quinze avec
MLD). Enfin, nous avons rarement vu apparaitre I'expérience mentale dans la popu-
lation avec MLD, seulement dans trois cas sur quinze.

Nous pouvons donc déduire que les différents types de preuve sont utilisables
par des éléves avec MLD. Cette conclusion est remarquable, car elle ouvre des pers-
pectives sur les possibilités d’apprentissage de ces éléves. En méme temps, nous
soulignons une fréquence majeure des preuves pragmatiques telles que I'empirisme
naif et I'expérience cruciale. La variété des preuves pragmatiques est significative
et peut étre un point d’appui pour les apprentissages d’éleves avec MLD. D’autre
part, la littérature souligne que le saut conceptuel entre preuves pragmatiques et
preuves intellectuelles est de toute facon difficile a franchir, y compris pour des
éléves sans MLD (Arsac et al., ).

Dans les types de preuve, les exemples se sont révélés essentiels pour que les
éleves se centrent sur la structure algébrique de la tache proposée, dans notre cas
une addition entre nombres pairs ou impairs, comme déja d’autres travaux didac-
tiques I'ont mis en évidence (Jeannotte et Corriveau, ). lls peuvent avoir des
roles différents, conformément a la littérature a ce sujet (par exemple Arcavi et al.,

; Franke et al,, ). Nous avons identifié deux roles principaux : explorer la
tache et résoudre la tiche. Les exemples relevant de I'empirisme naif et de I'expé-
rience cruciale sont utilisés pour explorer la tiche : s’approprier les données, s’ap-
proprier la consigne et créer son point de vue. Lexpérience cruciale ouvre a la réso-
lution de la tache proprement dite. Les éléves peuvent ainsi conjecturer. Lexemple
générique permet de mettre en lumiére et prouver les caractéristiques d’une cer-
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taine situation d’'une maniére généralisable. Avec le contre-exemple, I'exemple gé-
nérique ouvre les portes vers ladémonstration et ainsil'abandon des exemples pour
prouver. Nous attirons I'attention sur le fait que des éléves avec MLD exploitent des
exemples a un niveau pragmatique et soient capables de prendre position sur un
énoncé mathématique et de formuler une conjecture est un résultat saillant : cela
constitue un premier pas vers la généralisation et la démonstration dans le cadre
d’'une situation de résolution de probléme. Nous faisons I'hypothése qu’'un temps de
travail plus long avec les éléves aurait peut-étre permis davantage la manifestation
de I'expérience cruciale et de I'exemple générique qui sont des étapes fondamen-
tales dans la preuve grace a leur prise en compte de la généralité (Balacheff, ).
Pour conclure, de maniére cohérente avec la littérature existante (Macciniet al.,
: Xin, ), notre premiére hypothése de recherche (voir 5.2) semble donc
confirmée aussi pour la généralisation étudiée avec Q2.3 : les éleves avec MLD
peuvent prouver et argumenter leurs points de vue dans des taches algébriques.

10.3 Pour conclure: la pensée algébrique d’éléves
avec MLD

Pour conclure, nous pouvons faire diverses considérations finales sur le recours
alapensée algébrique d’éleves avec MLD. Ces résultats confirment notre deuxiéme
et troisieme hypothése de recherche (voir 5.2) : la pensée algébrique d’éleves MLD
ne différe pas d’'un point de vue qualitatif de ce qui est déja connu pour les éléves
sans MLD. Ce qui différencie la population avec MLD de celle sans MLD pour la
pensée algébrique est plutét la fréquence et la persistance des difficultés lors des
relances dans la résolution des taches.

10.3.1 Les éléves avec MLD : difficultés

La premiére considération est que notre étude confirme le fait, pas surprenant
et déja connu en littérature (par exemple Bone et al.,, : Powell et al., ),
qgue les éléves ayant des MLD montrent en général des difficultés dans des taches
d’early algebra. Les analyses rapportées au chapitre 9 indiquent que les difficultés
des éléves avec MLD sont plus persistantes aux relances lors de la résolution d’'une
tache que celles des éléves sans MLD en early algebra. Ce résultat confirme notre
troisiéme hypothése de recherche (section 5.2) : ce qui différencie la population
avec MLD de celle sans MLD pour la pensée algébrique est plutét la persistance
des difficultés dans la résolution des taches. Cette derniere hypothéese a été déja
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vérifiée pour le domaine arithmétique par différents travaux de recherche (Geary,

). Notre résultat concernant la persistance se situe a une échelle locale concer-
nant la tache et ses relances. Des résultats relatifs a une échelle globale nécessite-
raient une étude longitudinale d’au moins six mois (American Psychiatric Associa-
tion, ).

Si cette considération est vraie globalement sur notre échantillon, elle ne I'est
plus lorsque nous analysons les éléves individuellement. Par exemple, les tableaux
9.1, 9.2 et 9.3 indiquent que I'Eléve 21, avec MLD, a pu mettre en place des pro-
cédures utilisant 'algebraic thinking avec agilité et pertinence. LEléve 21 a montré
de « bonnes » capacités dans les tiches proposées malgré d’autres difficultés en ma-
thématiques et hors mathématiques quil'ont amenée a étre identifiée comme éléve
avec MLD. Ce type d’analyse par éléve n’a pas été menée dans ce travail de thése :
nous avons en effet préféré nous concentrer sur 'ensemble des éléves pour offrir
une vision plus large de cette population. Cependant, nous souhaitons souligner le
fait que lorsque les éléves avec MLD ont globalement montré des difficultés dans
les taches algébriques que nous leur avons proposées, un sous-groupe a fait preuve
d’'une certaine aisance, malgré leur identification comme éléves avec MLD.

Ce résultat nous améne a soutenir que les éléves qui ont recu un diagnostic de
MLD ou que I'école reconnait comme ayant des MLD peuvent avoir des profils trés
variés. Notre travail met en évidence qu'’il n'existe pas qu’un seul profil d’éléve avec
MLD : par conséquent, envisager un seul type d’intervention a proposer a ces éléves
peut avoir des répercussions négatives sur leurs apprentissages. Ce constat est co-
hérent avec la direction que la recherche a propos des MLD a prise avec le souhait
de créer des tests diagnostiques pour différencier différents profils d’éleves avec
MLD (Karagiannakis et Baccaglini-Frank, ; Karagiannakis et al,, ; Kara-
giannakis et al,, ). Une conclusion en découle : identifier un éléve comme ayant
des MLD ne signifie pas que I'éléve en question ne peut pas mener des raisonne-
ments mathématiques ou que ses difficultés concernent tous les domaines mathé-
matiques. C'est pourquoi il est important que le corps enseignant connaisse chaque
éléve avec MLD, en se questionnant non seulement sur le type de ses difficultés,
mais surtout sur ce qu’elle ou il peut accomplir au cours des apprentissages, dans
tous les domaines de connaissances mathématiques et de compétences. Les com-
pétences des éléves avec MLD sont en effet importantes a mettre en valeur pour
une bonne réussite didactique (Lewis, ).
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10.3.2 Les éléves avec MLD : compétences

Une deuxiéme considération importante qui découle de notre travail est que les
éléves avec MLD peuvent recourir a la pensée algébrique, et cela nonobstant les
difficultés dont nous avons discuté dans la section précédente. Le groupe d’éléves
analysé amontré la possibilité d’utiliser la pensée algébrique dans des conditions fa-
vorables a son développement. Comme nous I'avons déja écrit, cela confirme notre
premiére hypothése de recherche (voir 5.2) : les éléves avec MLD mettent en place
des stratégies de résolution en s’appuyant sur la pensée algébrique. Ce résultat
consolide le peu de littérature existante a ce propos sur les MLD et I'algébre (par
exemple Maccini et al., ; Xin, ).

Cerésultat est particulierement important pour les éléves de notre échantillon
quifréquentent une école spécialisée (éleves 1-10 du tableau 8.1) ou une classe res-
source (éléves 11-13 du tableau 8.1). En effet, les entretiens que nous avons menés
avec le corps enseignant ? ont fait émerger que, dans ce type de classes, la résolu-
tion de problémes similaires a ceux que nous avons proposés est peu proposée. En
général, il y aune préférence pour des taches de calcul ot une attention importante
est donnée au résultat et au produit, au détriment du processus et de la mise en va-
leur d’une représentation « transparente ». Une partie du corps enseignant a aussi
montré de privilégier une maniére d’enseigner qui se rapproche de I'enseignement
explicite présentée dans la section 2.6 °. Les capacités que les éléves avec MLD ont
montrées pour résoudre des tiches d’early algebra en généralisant, en prouvant des
énoncés et en ayant recours a des language constructs dénotant une pensée algé-
brique ouvrent la voie a la proposition d’autres pratiques de classe pour ces éléves
(déjaen , Bloch a fait une proposition dans cette direction).

10.3.3 Analyse qualitative de la pensée algébrique des éléves
avec MLD et des éleves sans MLD

Une troisieme considération importante concerne I'analyse qualitative de la
pensée algébrique des éléves avec MLD. Comme nous avons pu le montrer au cha-
pitre 9, les procédures utilisées par les éleves avec MLD ne divergent pas, d’un point
de vue qualitatif, de celles des éléves sans MLD. Cela est également vrai en ce qui
concerne les difficultés rencontrées par les éléves avec MLD et par les éléves sans
MLD : qualitativement, elles ne différent pas.

2. Laprésentation des entretiens que nous avons menés avec le corps enseignant est disponible
dans I'annexe F a la page 587.

3. Celaconfirmelatendance en enseignement spécialisé a appauvrir les savoirs scolaires, en ma-
thématiques, par exemple, via 'automatisation des connaissances (Roiné et Barallobres, ).
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Cela confirme notre deuxiéme hypothése de recherche (voir 5.2) : la pensée al-
gébrique des éleves MLD ne différe pas d’'un point de vue qualitatif de ce qui est déja
connu pour les éléves sans MLD. Ce résultat consolide également certains résultats
déjaétablis, mais non spécifiques a la pensée algébrique, qui soutiennent que les dif-
ficultés des éléves avec MLD sont similaires a celles rencontrées par les éléves sans
MLD (Geary, ).

Ce qui semble distinguer les difficultés rencontrées par les deux catégories
d’éléves n'est pas le type de difficulté, mais plut6t la fréquence et la persistance aux
relances lors de la résolution d’une tache.

Cela confirme notre troisiéme hypothése de recherche (voir 5.2) : ce qui diffé-
rencie la population avec MLD de celle sans MLD pour la pensée algébrique est plu-
tot la persistance des difficultés dans la résolution des taches.

Cerésultat est cohérent avec le choix de MLD de Deruaz et al.( ) qui les dé-
finissent comme des difficultés persistantes et/ou spécifiques aux mathématiques
(voir la section 2.1.2) 4.

Les similitudes observées en termes de pensée algébrique des deux catégories
d’éléves (avec ou sans MLD), nous apparaissent comme particuliérement impor-
tantes. En effet, étudier la population d’éléves avec MLD permet d’avoir un effet
« loupe » sur les difficultés pour tout type d’éléves. Létude des éléves MLD pourrait
donc bénéficier non seulement a cette population restreinte, mais a tous et toutes
les éléves (Robotti, ). Il impligque en outre que les propositions d’intervention
pourraient étre transversales pour les deux groupes d’éléves (Watt et al., ).

4. Nous soulignons qu’avec notre travail, nous avons constaté une persistance au niveau de la
tache et ses relances. Pour parler de persistance dans le temps au sens du American Psychiatric As-
sociation ( ), il faudrait mettre en place une recherche longitudinale d’au moins six mois.






Chapitre 11

Analyse critique de la thése

Suite a notre travail, nous avons pu observer la présence de la pensée algébrique
chez une population particuliére, d’éléves avec MLD, et nous I'avons caractérisée.
Cela a été possible grace a I'analyse de leur utilisation des language constructs, et
des processus de généralisation et de preuve. Néanmoins, certains aspects de notre
recherche pourraient encore bénéficier d’'une marge d’amélioration.

Dans les paragraphes qui suivent, nous présentons quelques limites de notre re-
cherche et leurs possibles leviers de progression, certaines des difficultés rencon-
trées pendant la réalisation de ce travail, ainsi que les points forts.

11.1 Limites

Notre travail de thése est trés étendu. Nous avons pris en considération divers
appuis théoriques (chapitre 4) : le modele d’algebre de Kaput, les language constructs
de Malara et collegues, les types de généralisation de Radford et |a typologie de
preuves de Balacheff. De plus, nous avons construit huit taches (chapitre 7) pour
les entretiens cliniques. Nous avions donc a disposition une quantité considérable
de références théoriques et de données empiriques. Labondance de contenu n'est
pas une limite de recherche en soi, mais elle peut devenir problématique si la quan-
tité desrésultats prime sur laqualité et la profondeur de ceux-ci. Bien entendu, dans
la condition utopique de disposer d’'un temps indéfini, la question ne se poserait pas,
car toutes les données pourraient étre analysées en détail.

Une premiére contre-mesure que nous avons prise pour éviter cela a été la ré-
duction des taches a considérer pour I'analyse (section 8.4.1) : nous nous sommes
restreinte a quatre taches, parmi lesquelles une (123) n’était utilisée qu’en cas de
nécessité comme relance (de La tache bleue).

203
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Nous estimons qu’il y aurait la possibilité d’approfondir ultérieurement certains
des phénomenes étudiés. Une alternative envisageable pourrait consister a limiter
davantage les contenus, théoriques comme empiriques, pour permettre un focus
encore plus détaillé sur lesdits phénomenes.

La prise en compte de différents appuis théoriques a également posé la question
de la gestion de l'articulation entre ceux-ci. Nous avons exposé nos choix et notre
pointde vue ace proposdans les sections 4.5 et 6.3. Le résultat final a été une combi-
naison de théories (selon la catégorisation décrite dans Prediger et Bikner-Ahsbahs,

; Prediger et al.,, ). Ce networking nous a demandé un effort considérable
pour articuler les approches et définitions (par exemple celle de pensée algébrique)
des différents cadres.

Nous nous sommes donc questionnée sur la pertinence de deux approches de
recherche alternatives. La premiére consiste a considérer moins d’appuis théo-
rigues, ce qui permettrait des analyses fines plus approfondies sur des phénoménes
précis. Ladeuxiéme comporte la prise en compte d’'un nombre de cadres théoriques
plus étendu qui permet de saisir une variété de phénomeénes qui ne serait pas pos-
sible avec un apport théorique réduit.

Pour ce travail de thése, nous avons préféré suivre cette deuxiéme approche,
car elle nous a permis d’obtenir une vision d’ensemble de la population avec MLD
étudiée. Cette démarche nous asemblé pertinente vu le manque de travaux concer-
nant les MLD et la pensée algébrique (voir la section 2.6) et, par conséquent, notre
recherche a clairement un statut exploratoire.

Pour la suite de nos recherches, comme présenté dans la section 12.1, une al-
ternative serait de suivre la premiére approche, enréduisant les apports théoriques
avec l'objectif de rendre plus stables les résultats. En particulier, nous souhaiterions
uniformiser le cadre qui a permis la création des taches (pour cette thése, le modeéle
d’algébre de Kaput) avec le cadre qui en a permis I'analyse (Malara et collégues, Rad-
ford ou Balacheff en fonction de la tache). Cette possibilité serait également cohé-
rente avec la présentation de cette recherche sous forme d’article, qui nécessiterait
un choix en termes de contenus a exposer en raison de contraintes d’espace.

Cela est réalisable assez aisément a partir de ce qui a été présenté dans ce ma-
nuscrit. En effet, s’il est vrai que les taches analysées ont été construites sur la base
du modéle d’algébre de Kaput, leur emploi peut étre justifié en faisant seulement
recours au cadre d’analyse (voir section 8.4.1). Par conséquent, la conception de
taches analogues a celles utilisées pour cette thése pourrait étre faite en se passant
du modéle de Kaput, sans que cela ne soit problématique pour I'analyse et les résul-
tats relatifs aux taches. En effet, une piste possible pourrait étre de ne se concen-
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trer que sur une tache a la fois, en la justifiant et en I'analysant avec un seul cadre
théorique, celui que nous avons déja utilisé pour I'analyse dans cette thése. Dans ce
cas, nous pourrions répondre a une seule question de recherche a la fois parmi les
sous-questions de Q2 de ce manuscrit (chapitre 5.1). Cette harmonisation du cadre
théorique pourrait nous aider a mieux cibler I'objet d’étude et a étayer davantage
nos conclusions, en nous permettant d’'améliorer la précision et la mise en évidence
des résultats.

Cependant, nous voulons insister sur le fait que le modéle de Kaput s'est avéré
pertinent et indispensable pour notre thése (voir chapitre 6). En effet, non seule-
ment il a été facilement opérationnalisable, maisil nous aégalement permis de créer
une batterie de tiches adaptées a I'étude de divers aspects de la pensée algébrique
en couvrant les différentes dimensions du dit modéle (voir la section 10.1).

Par ailleurs, nous soulignons que les analyses menées et les résultats obtenus
dans les pages précédentes sont pertinents dans leur forme actuelle.

Pour conclure cette section, nous souhaitons évoquer une derniére limite. Un
des résultats présentés au chapitre 10 concerne la persistance des difficultés des
éléves avec MLD. Des analyses menées, il émerge que les difficultés des éléves avec
MLD sont plus persistantes aux relances que celles des éléves sans MLD dans des
taches d’early algebra. Notre méthode, quatre entretiens cliniques d’environ 30 mi-
nutes, nous permet d’entendre le terme « persistance » dans un sens local a I'échelle
delatache:les difficultés des éléves avec MLD ont été persistantes aux relances de
la chercheuse lors de la résolution d’'un probléme algébrique. Pour parler de persis-
tance des difficultés dans le temps, les recherches mettent une limite d’au moins
six mois (American Psychiatric Association, ). Donc, pour obtenir des résul-
tats globaux sur la persistance, il faudrait utiliser une méthodologie adaptée, par
exemple une étude longitudinale. Sinon, |la persistance peut également étre testée
en proposant a I'éléve des tiches similaires et en en étudiant les schémes?! et les
invariants opératoires ? (Vergnaud, , ). Notre thése propose une batterie
de taches trés variées en couvrant différents aspects algébriques, et n’est donc, en
I’état, pas idoine pour ce type d’étude.

1. Vergnaud définit le schéeme comme « une organisation invariante de I'activité pour une classe
de situations donnée » ( ,p. 43).
2. Clest-a-dire des concepts-en-acte et des théorémes-en-acte (Vergnaud, , ).
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11.2 Difficultés

Bien que les aspects que nous avons décrits dans la section précédente puissent
étre considérés a lafois comme limite et difficulté, nous souhaitons ici discuter d’'un
aspect particulier entermes de difficulté. En effet, il ne s’agit guére d’'une limite, mais
plutot d’'un point fort de notre travail : I'articulation entre les deux entrées, par les
éléves avec MLD et par I'algébre. Malgré I'intérét de ce croisement entre domaines
de recherche (Peteers, , ), nous le présentons comme une difficulté, car
il s’agit d’'un obstacle inhérent au processus d’articulation, accentué par un manque
d’une littérature solide sur le sujet (voir la section 2.6).

Comme nous avons pu I'exposer au chapitre 1, la didactique des mathématiques
et la psychologie sont deux disciplines ayant des points de vue, des objectifs, des
questions de recherche, des méthodes et des cadres théoriques a la fois variés et
complémentaires (Giroux, ). Avec notre travail, nous avons voulu aborder un
théme de recherche issu de la psychologie avec des instruments didactiques. Lob-
jectif s’est avéré complexe et en méme temps extrémement intéressant.

Lacomplexité majeure de ce croisement disciplinaire réside dans I'appropriation
didactique de la définition de MLD et par conséquent dans tous les choix méthodo-
logiques quiendécoulent : sélection deI’échantillon, type de recueil de données, etc.
Notre réflexion a été nourrie par de travaux antérieurs en didactique (par exemple
Deruaz et al,, ), mais ceux-ci ne sont pas assez nombreux et le nombre res-
treint de ce type de recherches, surtout en algebre (Lewis et Fisher, ), n'offre
pas encore des directions claires et partagées. Nous avons donc d(i trouver un angle
d’attaque pour aborder le sujet d’'un point de vue didactique. La réalisation de cette
thése nous a ensuite ouvert la voie pour d’autres approches didactiques aux MLD,
comme discuté plus précisément au chapitre 12.

De plus, la pertinence de I'intérét pour le concept de MLD d’un point de vue di-
dactique nous a longuement interpellée et un travail important pour en étayer la
légitimité a été nécessaire. Nous estimons avoir répondu suffisamment a ce point
au chapitre 1.

11.3 Points forts

Comme mentionné dans la section précédente, se situer au croisement de deux
disciplines offre également certains avantages. Notre recherche peut étre intéres-
sante a la fois pour lacommunauté didactique et pour celle des sciences cognitives.
Notre regard didactique, nourride lalittérature en psychologie, a pu contribuer ala
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recherche en apportant des résultats innovants sur la population avec MLD.

D’abord, le choix de I'entretien clinique comme méthode d’investigation nous a
permis de rentrer en communication avec les éléves tout en prenant en considéra-
tionleurs caractéristiques personnelles et leurs difficultés. Un échange a deux favo-
rise davantage la prise en compte de la singularité de chaque individu. Cet instru-
ment a également rendu possible de soutenir au maximum des éléves dans leurs rai-
sonnements, a travers des relances adaptées et un temps accordé aux éléves ajusté
au cas par cas. Tout cela afavorisé le recours a la pensée algébrique et a son explici-
tation.

En outre, grace a I'entretien clinique, nous avons pu étudier le recours a la pen-
séealgébrique d’un groupe d’éleves du secondaire avec MLD. En effet, la plupart des
travaux existants sur les MLD concernent le domaine arithmétique avec des éléves
du primaire (Deruaz et al., : Lewis et Fisher, ). Le premier aspect inno-
vant de notre thése est I'intérét pour une population plus dgée d’éleves fréquentant
I’école secondaire | (12-15 ans).

A I'age des éléves est lié le deuxiéme aspect innovant, qui réside dans I'intérét
porté a cette population particuliére et sa maniére de généraliser, de prouver des
énoncés et de recourir a des language constructs dénotant une vision algébrique du
probléme, comme l'interprétation de I'égal (comme relation entre quantités). La dé-
monstration de I'existence de compétences algébriques chez ces éléves en ce qui
concerne la pensée algébrique ouvre la voie a de futures recherches didactiques
(nous exposons ce point plus en détail dans le chapitre 12).






Chapitre 12

Perspectives de recherche

Cetravail de thése, en ce qui concerne la partie théorique comme la partie expé-
rimentale, a nourrinos réflexions et dirigé notre intérét pour de futures recherches.
Dans les paragraphes suivants, nous exposons certaines de ces perspectives.

12.1 Une étude de cas

Dans la section 10.3.1, nous avons évoqué la valeur ajoutée qu’une analyse in-
dividuelle par éléve pourrait avoir. Une perspective de recherche est de conduire
une telle analyse en ne nous focalisant que sur un sous-ensemble d’éléves de notre
échantillon. Par exemple, pour mettre en avant la potentialité des éléves avec
MLD en ce qui concerne la pensée algébrique, il pourrait étre pertinent de choisir
I'Eléve 14 et I'Eléve 21, qui ont montré une aisance particuliére dans les raisonne-
ments accomplis parallelement a des difficultés persistantes en calcul et confirmées
par un diagnostic. Nous retenons que mener une telle étude de cas pourrait faire
émerger des finesses liées au profil particulier de chaque éléve que nous n'avons
pas pu mettre en évidence dans ce manuscrit.

Par ailleurs, réduire le nombre d’éleves donnerait la possibilité a la fois d’étu-
dier I'éventail de tiches dans leur intégralité et de le faire de maniére détaillée. De
plus, un travail de ce type nous donnerait la possibilité de diminuer la quantité de
données expérimentales en répondant ainsi a I'une des limites exposées dans 11.1.
Cette démarche nous permettrait de mieux saisir certaines caractéristiques de la
population a I'étude tout en confirmant les résultats de cette thése.
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12.2 Lefocus sur une tache

Une deuxiéme perspective est de focaliser la recherche sur une tache particu-
liere (ou sur un sous-ensemble de taches) en gardant I'échantillon entier. Cette ré-
duction se refléte dans le choix du cadre théorique utilisé, qui pourrait étre limité
au cadre d’analyse employé dans cette thése en fonction de la tache.

Lavantage de cette approche est de mettre en exergue des phénomeénes liés au
type de tache étudiée, que nous n'avons pas eu la possibilité d’approfondir ultérieu-
rement dans cette these. Un travail de cette nature nous donnerait la possibilité de
réduire 'apport théorique en répondant a une des limites discutées dans 11.1. Avec
cette démarche, nous pourrions mieux comprendre et expliciter certains aspects et
en méme temps confirmer les résultats de ce travail.

12.3 Unerecherche participative avec

expérimentation en classe

Les perspectives de recherche exposées dans les sections précédentes restent
tres liées au travail de cette thése, en se proposant de retravailler les données pour
pallier certaines limites et pour donner plus de visibilité a certains aspects. Bien que
pertinentes, ces perspectives conservent leur caractére exploratoire a propos de la
pensée algébrique d’éléves avec MLD.

Un autre projet qui nous anime est la transposition d’'une partie de nos résultats
alaclasse. En particulier, notre travail de thése montre la possibilité pour des éléves
avec MLD d'utiliser la pensée algébrique dans les conditions favorables a son déve-
loppement. Nous retenons donc comme trés importante la conception de proposi-
tions didactiques (séquences didactiques, taches, ingénieries didactiques, ou autre)
aprésenter dansdes classes ayant des éléves avec MLD. Cela contribuerait aux pro-
positions existantes issues de la recherche en didactique des mathématiques ou en
pédagogie spécialisée (Witzel et al., ).

Un point d’attention pour le développement de ce projet serait lié a la difficulté,
décrite au chapitre 1, de devoir travailler avec des éleves avec MLD, sans pourtant
avoir acces a leur diagnostic. Un autre défi de cette perspective de recherche serait
de prendre en compte I'hétérogénéité (Pilet, , ) des difficultés et des com-
pétences des éléves en proposant une différenciation. En effet, comme nous I'avons
relevé dans la section 10.3.1, les éléves avec MLD peuvent présenter des profils as-
sez différents en termes de difficultés et compétences.
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Travailler avec la classe impliquerait la possibilité de travailler sur un temps plus
long en donnant I'occasion aux éléves de construire leurs connaissances en classe
grace a un dispositif expressément concu. En plus de favoriser I'apprentissage, une
telle extension temporelle pourrait permettre de confirmer ou infirmer en ce qui
concerne la pensée algébrique le caractére de persistance sur un temps long qui
semble étre typique des difficultés en mathématiques des éléves avec MLD (Deruaz
etal, ).

Nous sommes de I'avis qu’un tel projet peut bénéficier de la construction en col-
laboration avec un groupe d’enseignantes et enseignants qui connaissent les éléves
et le contexte scolaire. Nous concevons donc ce projet de recherche comme une re-
cherche participative comportant la participationde figures plus liées alarecherche
et d’autres plus liées au terrain (Roy, ). Les compétences complémentaires de
ces diverses personnes maximisent la réussite du projet didactique (Marlot et al.,

). Cela est d’autant plus vrai pour le contexte de 'enseignement spécialisé, que
nous retenons comme idéal pour ce projet, car rarement investigué a notre connais-
sance.

Par ailleurs, une recherche menée dans la salle de classe implique la collabora-
tion entre éléves et entre éléves et corps enseignant. Cela pourrait apporter une
vision complémentaire a propos de la pensée algébrique des éleves avec MLD par
rapport a celle donnée dans cette thése, pour laquelle nous nous sommes servie
de I'entretien clinique comme méthode de recueil de données. Etudier ces interac-
tions contribuant au travail conjoint (Radford, ) de la classe pourrait compléter
les échanges entre chercheuse et éléves que nous avons décrits dans ce travail de
these.

12.4 Une étude sémiotique avec conception
d’artefacts

Cette expérimentation en collaboration avec le corps enseignant pourrait éga-
lement aboutir a la création d’artefacts pour accompagner les taches et pour soute-
nir le développement de la pensée algébrique des éléves avec MLD. La conception
du matériel pourrait s’appuyer sur les résultats de cette thése, en particulier en es-
sayant de réagir aux difficultés que nous avons pu mettre en évidence. Par exemple,
pour la tache La suite de carrés, dans 9.2.3 nous avons remarqué la confusion fré-
guente des éléves entre nombre de pailles et nombre de carrés. Nous pourrions
donc nous demander quel type de matériel ou artefact pourrait aider les éléves a
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surmonter cette difficulté spécifique.

En effet, a propos du recours au matériel, notre revue de littérature dans la sec-
tion 2.6 met en avant la fréquence de I'utilisation d’artefacts dans les recherches
concernant l'intervention en algébre pour des éléves avec MLD (Bone et al.,, ;
Bouck et al., ; Robotti, ; Witzel et al,, ). Nous faisons donc I'hypo-
theése qu’accompagner la proposition de taches travaillant la pensée algébrique
avec des artefacts adaptés pourrait avoir un effet positif sur les apprentissages de
la classe. En effet, les artefacts peuvent offrir d’autres représentations sémiotiques
dont les éléves pourraient bénéficier (Bartolini Bussi et Mariotti, ). De plus,
dans le cas d’artefacts matériels, I'utilisation d’objets concrets peut contribuer a la
construction de connaissances mathématiques a travers la stimulation du systéme
sensori-moteur (et méme en présence de MLD; Robotti, ). En dernier lieu, le
matériel 3 manipuler peut faciliter la dévolution de la tache (Ouvrier-Buffet, ),
aspect qui demande en général davantage d’effort avec les éléves avec MLD (Bloch,

).

Lutilisation d’artefacts lors d’une expérimentation en classe pourrait aussi don-
ner la possibilité d’étudier la pensée des éléves en analysant d’autres registres sé-
miotiques, par exemple en se concentrant davantage sur leurs gestes. Dans notre
thése, nous avons fait le choix de considérer comme corpus de données les trans-
criptions des échanges orales et les productions écrites des éléves *. Or, lors de
I'analyse, nous avons pu remarquer a plusieurs reprises le recours aux gestes et
la valence sémiotique que ceux-ci peuvent avoir. Notre méthode n’a pas permis
d’approfondir cet aspect, mais un exemple significatif de sa portée est exposé dans
la figure 9.9, a la page 154. Au-dela de l'écrit, de la communication parlée et des
gestes, il existe d’'autres ressources sémiotiques comme les regards, les dessins
et les modes extralangagiers d’expression (Arzarello, ). Un cadre théorique
qui pourrait permettre d’étudier ces différents registres est le faisceau sémiotique
d’'Arzarello ( ).

De plus, cette approche a le potentiel de mettre encore plus en valeur la pen-
sée algébrique. En effet, I'étude de la relation entre le corps, les actions, les arte-

1. Parmi nos données, nous avons partiellement di prendre en compte les gestes ou d’autres
modes d’expressions quand sans ceux-ci I'échange oral serait devenu inaccessible. Comme expliqué
danslasection 8.3,dans les transcriptions nous avons indiqué les précisions nécessaires pour lacom-
préhension enitalique entre crochets. Par exemple, dans I'extrait suivant a propos de La tache bleue,
nous avons ressenti le besoin d’expliciter a quoi les deux « 13 » référaient aprés la consultation de
I'enregistrement vidéo.

34 -Eléve 21: Du coup, si on dit que |a [en pointant les 2 taches] c’est le méme nombre, mais en fait,
il y en aura juste 1 de plus [en pointant « tache+79 »] vu que |a c’est 79.
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facts et I'activité linguistique et symbolique est capitale pour une bonne compré-
hension de la pensée mathématique (Radford, ). Cela est davantage vrai pour
des éléves avec des MLD, qui peuvent avoir des comorbidités (Von Aster, ) ren-
dant la communication orale ou écrite encore plus compliquée. Par exemple, dans
notre échantillon, ’'Eléve 11 avait des difficultés langagiéres liées a un diagnostic
de trouble de dyslexie et de dysphasie. En effet, la prise en compte de plusieurs re-
gistres sémiotiques semble particulierement adaptée pour les éléves MLD bénéfi-
ciant d’'un enseignement spécialisé (Lacombe et al., ).

12.5 Activité mathématique et conjectures chez des
éleves avec MLD

Dans lessections 9.3 et 10.2.3, nous avons mis en évidence la capacité des éléves
avec MLD de construire leur point de vue a propos d’'un énoncé mathématique et
de conjecturer. Ce résultat est remarquable pour la finesse mathématique en jeu
et ouvre d’autres perspectives de recherche plus spécifiques sur I'argumentation
d’une conjecture (Pedemonte, ). En effet, bien qu'il existe des recherches sur
le raisonnement mathématique des éleves avec MLD (par exemple Hughes et al.,

), nous ne sommes pas a connaissance d’une étude ciblant précisément le pro-
cessus de conjecture ou de preuve chez cette population. Il s’agirait donc d’'un ap-
port innovant et pertinent, basé sur larecherche (Gravier et Ouvrier-Buffet, ).
Cette approche aurait donc des points de contraste avec I'appauvrissement des sa-
voirs scolaires dans I'enseignement spécialisé (Roiné et Barallobres, ) et les
études sur I'enseignement explicite (voir la section 2.6) qui est plutét transmissif
(Gersten et al., ).

Pour cette perspective, nousimaginons un temps de travail plus long par rapport
a ce qui a été choisi pour cette thése. Cela serait compatible avec une expérimen-
tation en classe, comme décrit dans la section 12.3, et permettrait de dépasser la
limite relative a la signification de persistance de nos résultats (section 11.1). En ef-
fet, nous faisons I'hypothése qu’un temps de travail plus long avec les éléves aurait
peut-étre permis davantage la construction de preuves (Maher, Powell et al., ;
Ouvrier-Buffet, ).

Limplication des éléves dans la production de conjecture via l'utilisation de I'ex-
périence cruciale et de I'exemple générique reste a approfondir. En effet, la conjec-
ture implique un saut conceptuel important et encore insuffisamment exploré.
Par exemple, la question de la validation a été longtemps sous-estimée (Balacheff,



214 CHAPITRE 12. PERSPECTIVES DE RECHERCHE

12.6 Formationinitiale et continue

Le travail sur la preuve présenté dans 12.5 pourrait bénéficier d'un accompagne-
ment pour les enseignantes et enseignants. En effet, laformation au sujet de I'ensei-
gnement de la preuve est souvent inadéquate (Mariotti et al., ). Le fait de tra-
vailler avec des éleves avec MLD pourrait poser des spécificités liées a la population
particuliére, mais de toute maniére une formation dans ce sens serait souhaitable.

Limportance de la formation initiale et continue ressort également des pers-
pectives décrites dans les sections 12.3 et 12.4. Celles-ci impliquent une coopéra-
tion avec un groupe d’enseignantes et enseignants. Cela comporterait la mise en
place d’'une recherche participative qui aurait comme effet secondaire, tout a fait
désirable, d’offrir une formation continue particulierement efficace au groupe en-
seignant (Roy et al.,, ). En effet, la participation active du corps enseignant a
la conception de I'expérimentation didactique permet d’'obtenir des effets qui ne
soient pas transitoires et qui s'inscrivent durablement dans la pratique d’enseigne-
ment (Montalbano et al., ). Par ailleurs, le résultat d’'une recherche participa-
tive ne serait pas seulement la construction d’'une séquence didactique. Ce serait
aussi I'occasion pour proposer un exemple de « bonnes pratiques » de classe au
groupe participant, et également a d’autres enseignantes et enseignants grace a la
présentation de larecherche en formation initiale et continue.

Nous estimons que les résultats de cette thése et les éventuelles perspectives
décrites ci-dessus pourraient servir de base pour des formations initiales et conti-
nues. Dans la section 10.3.1, nous avons souligné la variété possible en termes de
profils de difficultés et compétences que les éléves avec MLD peuvent avoir. Cet
élément est capital pour la transposition de la recherche a la classe, car implique
parfois la proposition d’un soutien varié face a des éléves avec le méme diagnostic.
Ainsi, le repérage par le corps enseignant des différents profils est nécessaire, tout
comme la construction d’interventions adaptées, aspect pour lequel la didactique
des mathématiques peut offrir une aide fondamentale.

Le corps enseignant dans I'enseignement ordinaire n’est en général pas ou trop
peu formé sur le sujet des éleves avec MLD. Une formation dans cette direction
pourrait avoir un impact important sur I'enseignement, comme il a été récemment
mis en avant par le rapport de I'Evaluation de I'enseignement des mathématiques dans
le canton de Vaud (Département de la formation, de la jeunesse et de la culture et
HEP Vaud, ).
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Nous nous sommes limitée dans ce chapitre a quelques pistes de recherche pour
la suite de notre travail. Comme nous avons eu l'occasion de l'écrire a plusieurs re-
prises au cours de ce manuscrit, I'articulation entre pensée algébrique et éléves
avec MLD demeure encore majoritairement inexplorée et il reste encore beaucoup
a étudier.
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