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Résumé de la these

Nous considérons le probleme de diffraction d’une onde plane harmonique électromagnétique par un objet in-
homogene recouvert d’'une couche tres fine de particules parfaitement conductrices distribuées aléatoirement. Nous
cherchons a quantifier |'effet de cette couche sur le coefficient de réflexion. La taille des particules, leur espacement
et I'épaisseur de la couche sont du méme ordre mais petites par rapport a la longueur d’'onde incidente et les
dimensions de |'objet. Deux difficultés apparaissent : (1) résoudre numériquement les équations de Maxwell dans ce
contexte est extrémement coiiteux en terme de taille mémoire et de temps calcul; (2) la répartition des particules
n'est pas connue pour un objet donné. Nous allons supposer que c'est une réalisation d'une répartition supposée
aléatoire.

Pour contourner ces difficultés, nous construisons un modele effectif, a I'aide d'un développement asymptotique
multi-échelle de la solution, ou la couche de particules est remplacée par une condition aux bords effective, prescrite
sur une surface située au-dessus des particules.

Dans le cas d'une répartition périodique des particules, les coefficients qui apparaissent dans la condition effective
sont déterminés a partir de problemes de type Laplace, dits «de cellule», posés dans une demi-bande périodique
contenant des particules de taille unitaire.

Dans le cas d'une répartition aléatoire des particules, si la distribution des particules est stationnaire (la loi de
distribution est la méme en tout point) et ergodique (le moyennage spatial sur un grand domaine correspond au
moyennage par rapport a |'aléatoire), la condition effective fait intervenir des coefficients déterministes qui dépendent
également de solutions de problemes de type Laplace mais dans un demi-espace infini recouvert d’'une couche de
particules réparties aléatoirement de taille unitaire. Ces problemes non bornés sont approchés numériquement par
des problemes de cellule périodique de trés grande taille et les coefficients sont obtenus a I'aide d’approximation de
type Monte-Carlo.






Abstract

We consider the scattering problem of an electromagnetic harmonic plane wave by an inhomogeneous object
covered with a very thin layer of perfectly conductive particles distributed randomly. We want to quantify the effect
of this layer on the reflection coefficient. The size of the particles, their spacing and the thickness of the layer are
of the same order but small compared to the incident wavelength and the dimensions of the object. Two difficulties
appear : (1) solving numerically Maxwell's equations in this context is extremely expensive in terms of memory size
and computation time; (2) the particle distribution is not known for a given object. We will assume that it is a
realization of a supposedly random distribution.

To overcome these difficulties, we develop an effective model, using an asymptotic multiscale expansion of the
solution, where the particle layer is replaced by an effective boundary condition, prescribed on a surface above the
particles.

In the case of a periodic particles distribution, the coefficients which appear in the effective condition are given
by Laplace type problems, called "cell”, posed in a periodic half-band with unit size particles.

In the case of a random particle distribution, if the particle distribution is stationary (the distribution law is
the same at all points) and ergodic (the spatial averaging over a large domain corresponds to the averaging with
respect to the random), the effective condition involves deterministic coefficients which also depend on solutions
of Laplace-type problems but in an infinite half-space covered by a randomly distributed layer of unit size particles.
These unbounded problems are approximated numerically by very large periodic cell problems and the coefficients
are obtained using Monte-Carlo approximations.
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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Contexte de la thése et motivations

Cette these s'inscrit dans le contexte de la furtivité électromagnétique. La furtivité électromagnétique d'un objet
est caractérisée par sa Surface Equivalente Radar (SER), grandeur quantifiant la proportion d'énergie renvoyée vers
le radar. Rendre un objet furtif, c’est diminuer significativement sa SER. Dans ce cadre, le CEA/DAM/CESTA dé-
veloppe des codes de calcul simulant avec précision le comportement électromagnétique d'un objet tridimensionnel
situé dans le vide, typiquement un conducteur recouvert d'un empilement de matériaux. En régime harmonique,
il est éclairé par une onde plane incidente émise par le radar situé trés loin de I'objet. Compte tenu de la faible
amplitude de I'onde, les phénomenes physiques mis en jeu sont linéaires. Le calcul du champ diffracté par cet objet
nécessite la résolution numérique des équations de Maxwell dans le domaine fréquentiel. Des méthodes de résolution
dites exactes : formulations variationnelles volumiques ou surfaciques, sont aujourd’hui bien maitrisées.

Pour les méthodes de formulations variationnelles volumiques, le domaine de calcul incluant I'objet est borné exté-
rieurement par une surface fermée sur laquelle est implémentée une condition transparente de type représentation
intégrale. Le volume intérieur de I'objet est maillé avec des tétraedres a I'intérieur desquels les champs électroma-
gnétiques sont représentés par des fonctions de base appropriées (discrétisation par des éléments finis volumiques).
Pour une fréquence donnée, la résolution des équations de Maxwell est alors ramenée a la résolution d'un systeme
linéaire matriciel ol la solution représente les valeurs discrétisées du champ diffracté et le second membre prend en
compte le champ incident. Pour les objets tridimensionnels intéressant le CEA/DAM, le systéme linéaire a résoudre
est de I'ordre de plusieurs centaines de millions d'inconnues. La complexité numérique (taille mémoire et temps
de calcul) requise pour la résolution précise du systéme, méme si elle est réduite par I'emploi d'une méthode de
décomposition de domaines et une parallélisation massive, reste élevée.

Il en est de méme pour les méthodes surfaciques faisant intervenir des équations intégrales posés sur la surface
de I'objet et sur les interfaces entre les matériaux qui les composent. Apres discrétisation par une méthode d'élé-
ments finis de frontiére, ce probleme se raméne aussi a un systéeme linéaire ou I'inconnue représente alors les valeurs
discrétisées des composantes tangentielles des champs sur ces surfaces. La taille de la matrice du systéme linéaire
est certes plus petite mais elle est pleine. Donc son inversion méme en utilisant des méthodes sophistiquées de
compression et d’'inversion, reste tres coliteuse.

Il est néanmoins possible de calculer la SER d'un objet tridimensionnel recouvert d'un empilement de matériaux
et d'optimiser I'empilement et les matériaux pour réduire la SER de I'objet dans une ou plusieurs directions. L'objet
peut étre recouvert d'une fine couche de tres nombreuses particules conductrices qui peut modifier la SER de I'objet.
L'objectif de ces travaux est de comprendre si c'est le cas et si oui comment la SER est modifiée.
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Méme si la répartition des particules est connue, la complexité numérique du probleme induite par le maillage
volumique de I'empilement et des particules devient rédhibitoire compte tenu de la disparité des échelles spatiales :
le métre pour I'objet, le centimeétre pour la longueur d’'onde incidente, le millimétre pour I'épaisseur de I'empilement
de matériaux qui recouvre lI'objet et le nanomeétre pour les particules. Il s'avere qu'en plus la répartition de ces
particules n'est pas connue! Nous cherchons a proposer dans cette thése des modeles effectifs qui permettent de
représenter la couche de petites particules sur I'empilement plus simplement.

Onde incidente

(de lordre du cm)

Zoom et coupe

Nanoparticules I
(de Uordre du nm)

Couche de matériaux .
(de Vordre du mm,) conducteur parfait

Figure 1.1 — Schéma représentant les différentes échelles

Des simplifications du probleme s'imposent. D'une part nous nous affranchissons du maillage des matériaux en
modélisant I'empilement multi-couches par une condition d'impédance, dite de Leontovich [Leo48], écrite sur la sur-
face extérieure de I'objet et, d'autre part, nous négligeons les courbures de I'objet en se placant dans I'approximation
du plan local tangent : en un point quelconque de la surface courbe nous faisons I'approximation que les propriétés
radioélectriques sont celles du plan tangent a la surface en ce point. Comme la répartition des particules n'est pas
connue, nous allons supposer que c'est une réalisation d'une répartition supposée aléatoire et nous supposons qu'elle
vérifie une certaine loi de probabilité qui est stationnaire (la probabilité qu'une particule soit présente est la méme
en tout point de la couche) et ergodique (la répartition spatiale des particules donne toutes les statistiques de la loi
de probabilité).

Il existe deux classes de méthodes pour construire des modeles effectifs : les méthodes basées sur des techniques
d’'optimisation sous contraintes et les méthodes basées sur des techniques asymptotiques. Pour les méthodes d’opti-
misation sous contraintes, citons par exemple. [Hop18| [SP11} [Stulb], il s'agit d’optimiser les coefficients apparaissant
dans des conditions aux limites et faisant intervenir des opérateurs différentiels surfaciques pour que les solutions de
ce nouveau probléeme approchent bien une solution de référence. Pour les méthodes asymptotiques, il existe énormé-
ment de travaux qui traitent de problémes de diffraction par des couches minces homogeénes [BB02, [BL96, HJ02,
Via03, PDP*08, [DPP14| ICCDV06| [EN93] ou périodiques (distribution périodique dans la direction de I'interface)
[AA96, IAPV98, IDDGO05!, [Poi09, [Poil2, [CJP10, [DHJ12] ICD13| [DHJ13| [Dell5, IMM16l TPM*20, Ben21, [PSD16].

Nos travaux se situent dans cette deuxieme classe de méthode. Ainsi notre étude est basée sur un développement
multi-échelle qui permet de représenter a la fois les variations spatiales trés rapides proche de la couche de parti-
cules, et les variations spatiales plus lentes, comparables a celle de |I'onde incidente loin de cette couche. Dans le cas
périodique, les résultats obtenus sont assez proches de ceux obtenus dans [Del10]. Néanmoins, nous avons remplacé
la méthode des développements asymptotiques dits raccordés que nous ne savons pas étendre au cas aléatoire par
une méthode que nous appelons multi-échelle. De plus, notre étude sur les équations de Maxwell présente, du fait
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de la présence de particules de type conducteur parfait et de la condition d'impédance, des difficultés spécifiques.
Notre cas est donc différent de ce qui est fait dans [DH20, [Del15].

Dans le cas aléatoire, les résultats obtenus nous semblent complétement originaux pour les problemes de
diffraction par des couches minces. En effet, il existe énormément de travaux sur I'homogénéisation de volume
IGNO21), IDG17, IDG21a, IDG21b, ICCDDMQ9, [Hei20, BLBL16] quand le milieu hétérogene a toutes ses dimen-
sions plus grandes que la taille des hétérogénéités. Les travaux qui nous semblent les plus proches de notre étude
concernent |'étude des surfaces rugueuses pour la mécanique des fluides [BGV08, [GVM10, [ABCP11, IDGV11, [EJ19].

1.2 Choix de la modélisation

La théorie de I'électromagnétisme est régie par les équations de Maxwell qui permettent de représenter ma-
thématiquement la propagation des ondes électromagnétiques dans un milieu. Pour étudier la diffraction de notre
structure, nous souhaitons résoudre notre probleme dans le domaine fréquentiel. Pour ce faire, nous considérons
une dépendance en temps de la forme e/’ avec w la pulsation de I'onde telle que w =2nf, f >0 la fréquence
considérée. Les solutions particulieres des équations de Maxwell sont telles que :

&(t,%) =%e(ei“’tE(x)) ,

76(6,%) = Ze e HE) ; (1)

avec E(x) le champ complexe électrique et H(x) le champ complexe magnétique vérifiant les équations de Maxwell
harmoniques du premier ordre :
rotH — iwegE=0,

rotE + iopoH=0,
diV(GoE) =0,
diV(},l()H) =0.

(2)

Ces équations sont vérifiées dans le demi-plan x3 >0 (nous rappelons que |'objet est supposé étre localement plan)
privé des particules.

. , I . w )
Notons g =, /& I'impédance caractéristique du vide, k = — € R le nombre d'onde et ¢ =
€o

c \/EOHO'
. k .
Par conséquent, nous avons wey = — et wlg = kno. De plus, en remplagant dorénavant ngH par H, nous
Mo
obtenons :

rotH — ik E=0,
rot E + ik H=0,
divE=0,
divH=0.

(3)

Nous pouvons aussi écrire les équations de Maxwell au second ordre

i
rotrotE — K*E = 0 et H:%rotE,

i
rotrot H — k¥*>H = 0 et E=—ErotH.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

Les nanoparticules sont parfaitement conductrices, les conditions aux bords sont donc de type conducteur parfait :
nxE =0, (5)
ol 71 correspond au vecteur normal unitaire sortant au domaine considéré.

Comme dit précédemment, la couche de matériaux qui recouvre I'objet est modélisée par une condition d'impé-
dance standard de Leontovich sur la surface de I'objet que I'on notera X := {x3 = 0}

(§3XE)X53=253XH, (6)

ol Z est le coefficient d'impédance associé a la surface avec Ze(Z) > 0.

Le probléeme est complété par une condition de radiation. Celle ci sera précisée dans le chapitre [8] pour le cas
d'une répartition périodique.

Dans la premiére partie de cette thése, le probleme est supposé &tre invariant par translation dans la direction
X, orthogonale au plan (x, x3). Les particules sont donc supposées étre des cylindres. Si nous considérons des po-
larisations de I'onde incidente particuliere, les équations de Maxwell se ramenent a I'équation de Helmholtz.

En polarisation TE, le champ électrique est donné par Ef = (O,E(z),O)t. Plus précisément, le champ électrique a
une seule composante non nulle et tout le champ électromagnétique s'exprime a I'aide de cette composante. Cette
composante est celle le long de la direction d’invariance de la surface. Nous notons u =E® . En remplacant dans
les équations de Maxwell, nous trouvons que u est solution de —Au—k*>u=0. Sur Xy, la condition d'impédance de
Leontovich @ avec E=(0,u,0)! et H= %(—(’ix3 u,0,0,,u)" se réécrit

1
-0y, u + ikyu = 0, avec Y=5- (7)

La condition d'impédance standard de Leontovich se réduit donc a une condition de Robin sur le bord Zy. Sur les
particules, nous avons E=(0,u,0)! et 7= (1n1,0,n3)" alors 7 x E=0 se réécrit

u=20. (8)
Dans ce cas, la condition de conducteur parfait est équivalente a considérer une condition de Dirichlet homogene

sur le bord des particules.

En polarisation TM, le champ magnétique est donné par H = (0,H®,0)". Nous notons u = H®. En remplacant
dans les équations de Maxwell, nous trouvons que u est solution de —Au—k?u =0. Sur X, la condition d'impédance
de Leontovich @ avec H=(0,u,0)! et E= —%(—ax3 u,0,0,, u)" se réécrit

-0y, u + ikyu = 0, avecy=2Z. (9)

La condition d'impédance standard de Leontovich se réduit donc a une condition de Robin sur le bord Zy. Sur les

particules, nous avons H=(0,1,0)", E=—4(—0x,u,0,0,, u)" et 7i=(1n1,0,n3)" alors /i x E=0 se réécrit
Vu-#. = 0. (10)

Dans ce cas, la condition de conducteur parfait est équivalente a considérer une condition de Neumann homogene
sur le bord des particules.
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1.3 Plan du manuscrit

Cette these se décompose en trois parties.

Premiere Partie

Dans la premiere partie, nous étudions un probleme 2D, ol I'objet est plan et ol la distribution des particules
dans la couche est périodique. Les particules sont vues comme des cylindres et ce probleme peut étre vu comme une
coupe suivant un plan perpendiculaire a I'axe du cylindre. Les équations de Maxwell se raménent donc a I'équation
de Helmholtz, comme nous I'avons vu précédemment.

Dans le chapitre [2] nous commengons par décrire la géométrie et le probleme de diffraction dont nous montrons
qu'il est bien posé avec une constante de stabilité indépendante de la taille des particules, quand celle ci est assez
petite (voir le théoreme [6)).

Pour construire des conditions effectives qui vont remplacer la couche de particules, dans le chapitre [3| nous
postulons un développement asymptotique qui fait intervenir des termes de champ proche, qui prennent en compte
les variations rapides proche des particules, et des termes de champ lointain, qui représentent les variations lentes
de la solution loin des particules. |l faut imposer que les termes de champ proche tendent vers 0 a l'infini pour
assurer que la solution a bien un comportement seulement macroscopique loin des particules et est bien représentée
par les termes de champ lointain. Nous montrons que les termes de champ proche satisfont des problemes de type
Laplace dans une demi-bande infinie périodique. Dans le cas Dirichlet, ces problémes sont bien posés dans un cadre
fonctionnel variationnel et la solution tend vers 0 a l'infini seulement si une condition dite de compatibilité est
satisfaite (théoreme 14). C'est cette condition de compatibilité qui nous permet de construire une condition au bord
pour les termes de champ lointain (théoreme 18). La construction de tous les termes peut &tre réalisée a tout ordre.
Dans un second temps, nous justifions via des estimations d'erreur le développement asymptotique (théoréme 28).
Enfin, nous proposons un modeéle effectif d'ordre 1 (qui ne prend pas en compte la présence de particules) et d'ordre
2 (théoreme 35). La méme étude est réalisée pour une condition de Neumann sur les particules. Cette fois ci c’est
le caractére bien posé des problémes de champ proche qui nécessite une condition de compatibilité (théoréme 38).
Ensuite cette condition de compatibilité permet d'obtenir, comme précédemment, des conditions au bord pour les
termes de champ lointain(théoréme 44). Une construction a tout ordre, des estimations d'erreur (théoreme 52),
la construction de modeles effectifs peuvent &étre réalisées comme dans le cas Dirichlet. Que ce soit pour le cas
Dirichlet ou Neumann, les conditions aux bords pour les termes de champ lointain font intervenir des constantes
qui sont déterminées a partir de solutions de problemes de cellule, i.e. des problemes de type Laplace posés dans
une demi-bande périodique.

Pour finir cette partie, dans le chapitre , afin de valider nos modeles et les estimations d’erreurs, nous calculons,
en utilisant la librairie Xlife++, une solution dite de référence a I'aide d'une méthode éléments finis. Nous expliquons
comment résoudre les problemes de type Laplace dans des demi-bandes périodiques, calculer numériquement les
constantes intervenant dans les conditions aux bords et calculer les solutions effectives dans les cas Dirichlet et
Neumann. Nous effectuons d'une part une validation qualitative en tracant les champs et d'autre part une validation
quantitative en tracant I'erreur entre les coefficients de réflexion en fonction de la taille des particules et de différents
parametres de notre modeéle. Nous retrouvons bien les ordres théoriques. Une fois les modeles effectifs validés, nous
les utilisons pour étudier I'évolution du coefficient de réflexion dans le cas d'une condition de Neumann en fonction
de la distance entre les particules afin de mettre en évidence le passage d'un coefficient de réflexion d’une structure
transparente a une structure conductrice.
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Deuxieme partie

Dans la seconde partie, nous nous intéressons au probleme ol, comme dans la premiére partie, I'objet est plan
mais dans cette partie la distribution des particules dans la couche est aléatoire. Nous étudions I'équation de Helm-
holtz en 2D et en 3D. Nous considérons dans cette partie un terme source plutét qu'une onde plane car le cadre
fonctionnel et variationnel est plus simple.

Dans le chapitre |5, nous commencons par présenter la géométrie considérée dans cette partie, nous présentons
le probleme de diffraction et nous montrons qu'il est bien posé, si les tailles des particules et de la couche sont assez
petites, avec une constante de stabilité indépendante de la géométrie et donc de la réalisation (théoreme 62). Nous
finissons ce chapitre par I'introduction du cadre aléatoire : la répartition des particules est supposée stationnaire (la
loi de distribution est la méme en tout point) et ergodique (le moyennage spatiale sur un grand domaine correspond
au moyennage par rapport a |'aléatoire). Nous montrons enfin le caractére bien posé dans un cadre fonctionnel qui
prend en compte |'aléa (corollaire 66).

Ensuite, dans le chapitre [6] nous partons d'un développement asymptotique qui ressemble beaucoup a celui
du cadre périodique, la stationnarité remplacant la périodicité. Le développement asymptotique fait intervenir les
termes de champ proche, qui sont supposés stationnaires et tendant vers 0 a I'infini, et les termes de champ lointain.
Les termes de champ proche sont toujours solutions de problemes de type Laplace mais ici ils sont posés dans un
demi-espace infini privé des particules.Le caractére bien posé de ces problémes est beaucoup plus délicat 3 démon-
trer que dans le cadre périodique. Il faut se placer dans un espace fonctionnel prenant en compte I'aléa pour tirer
profit de la stationnarité comme dans le cas de I'homogénéisation stochastique. Comme le milieu est homogene
au dessus des particules, nous remplacons le demi-espace au dessus des particules par une condition transparente
de type Dirichlet-to-Neumann (proposition 71). Ensuite pour montrer |'existence et |'unicité des termes de champ
proche nous passons par une méthode de régularisation comme dans |'homogénéisation stochastique. Cependant
cette approche ne nous a pas permis de déduire le comportement a I'infini de ces termes de champ proche. Nous
avons donc choisi de considérer les problemes de champ proche régularisés pour déterminer les conditions effectives
(proposition 75 pour Dirichlet et Proposition 89 pour Neumann). L'avantage est que cela correspond a ce que nous
faisons numériquement. L'inconvénient est que la régularisation détériore les estimations d'erreurs. Les estimations
d'erreurs ne sont pas optimales mais elles pourraient étre améliorées en ajoutant des hypothéses quantitatives sur
I'aléa (ce que nous n'avons pas eu le temps de faire pour I'instant). Les modeles effectifs obtenus ressemblent
beaucoup a ceux du cas périodique mais les constantes sont calculés différemment (définition 84 pour Dirichlet et
définition 94 pour Neumann).

Pour finir cette partie, dans le chapitre [7} méme si les résultats ont été obtenus pour un terme source a support
compact, nous les supposons vrais pour le probleme de diffraction par une onde plane incidente. Nous nous placons
dans le cas 2D. Nous expliquons la méthode pour générer le milieu aléatoire. Pour calculer la solution de référence,
nous tronquons le milieu assez loin dans la direction de la couche et imposons des conditions périodiques. Nous
utilisons un opérateur de Dirichlet-to-Neumann pour I'équation de Helmhotz périodique pour restreindre le probleme
a un domaine borné (comme dans le cas périodique). Pour résoudre numériquement les problémes de type Laplace
dans le demi-espace infini privé des particules, nous tronquons le demi-espace dans la direction de la couche (avec
une troncature indépendante de celle utilisée pour la solution de référence pour ne pas biaiser les calculs), imposons
des conditions périodiques sur les bords latéraux et nous utilisons un opérateur de Dirichlet-to-Neumann pour le
Laplacien périodique pour ramener le probleme a un domaine borné. Les coefficients eux sont obtenus a I'aide d'ap-
proximations de Monte Carlo. Nous pouvons alors, a partir des coefficients intervenant dans les conditions, calculer
les solutions effectives et calculer les coefficients de réflexion effectifs associés. Nous validons ensuite les modeles
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avec des validations qualitatives, en tracant les champs, et des validations quantitatives, en tracant I'erreur sur les
coefficients de réflexion. Comme dans le cas périodique, nous étudions |'évolution du coefficient de réflexion dans
le cas d'une condition de Neumann sur les particules en fonction du taux de remplissage et de la distance entre les
particules.

Troisieme partie

Dans cette troisieme partie, nous nous intéressons au probleme 3D avec une onde plane incidente. Dans le
chapitre [8] nous commengons par présenter la géométrie qui est considérée dans cette partie et nous introduisons le
probleme de diffraction. Ensuite, nous faisons référence a un certain nombre de travaux qui établissent le caractére
bien posé de ce probleme. Nous faisons ensuite la conjecture que la constante de stabilité est indépendante de la
taille des particules si celle ci est assez petite (théoreme 104). Ceci reste donc a démontrer.

Tout comme dans la partie 1, dans le chapitre [0 nous utilisons une méthode de développement asymptotique
multi-échelle afin de construire des conditions effectives qui vont nous permettre de remplacer la couche de parti-
cules. Le développement fait intervenir des termes de champ proche, qui sont périodiques et supposés tendre vers 0
a l'infini, et des termes dits de champ lointain. L'étude du caractére bien posé des problémes vérifiés par les termes
de champ proche est plus délicate que dans la premiére partie. Elle nécessite la description précise du noyau de
I'opérateur différentiel sous-jacent. Celui-ci contient le gradient d’un certain nombre de fonctions profils, solutions
de problémes de type Laplace dans la demi-bande périodique. La condition de Leontovich sur X, et la présence
de particules rendent la description du noyau non triviale. Le caractere bien posé des problemes de champ proche
est montré dans |'orthogonal du noyau. C'est quand nous imposons que les champs proches doivent tendre vers 0
a I'infini que nous obtenons des conditions de compatibilité sur les données qui dépendent des traces des champs
lointains. Nous obtenons ainsi des conditions aux limites pour les champs lointains faisant intervenir des opérateurs
différentiels sur le bord et des constantes qui peuvent étre calculées a partir des fonctions du noyau (proposition
120). L'existence des termes de champ proche et la caractérisation des limites nous donne une condition de com-
patibilité (théoréme 116). Ceci permet de proposer a partir de ces conditions un modele effectif. Les estimations
d’erreur pour le développement asymptotique et le modele effectif restent a faire et constituent une des perspectives
de ce travail.

Pour finir cette partie, dans le chapitre afin de valider nos modeles nous présentons la méthode de calcul
d'une solution dite de référence qui est obtenue a partir du code périodique du CEA-CESTA. |l faut calculer les
fonctions profils du noyau, pour déterminer les constantes apparaissant dans les conditions effectives. Nous avons
ensuite validé le modele effectif a I'ordre 1 (qui ne prend pas en compte la présence de particules). Malheureusement,
il reste un bug, probablement dans le calcul des constantes ou celui des coefficients de réflexion, qui nous a empéché
de valider le modéle a I'ordre 2. La encore c'est une perspective a court terme de ce travail.
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Chapitre 2

Présentation du modele
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Dans cette partie, nous étudions un probleme 2D, ou l'objet est plan et ou la distribution des particules dans
la couche est périodique. Les particules sont vues comme des cylindres et ce probleme peut &tre vu comme une
coupe suivant un plan perpendiculaire a I'axe du cylindre. Les équations de Maxwell se raménent donc a I'équation
de Helmholtz.

Dans ce chapitre, nous commencons par décrire la géométrie que I'on considére et le probleme de diffraction
par une couche périodique quand I'onde incidente est une onde plane; il est possible d'écrire le probleme comme
un probleme de diffraction posé dans une cellule de périodicité, qui est ici une demi-bande, avec des conditions
quasi-périodiques sur les bords. Il est ensuite possible de ramener le probleme a un domaine borné en utilisant
une condition transparente qui correspond a la condition de rayonnement a distance finie. Nous montrons que ce
probléme de diffraction est bien posé avec une constante de stabilité indépendante de la taille des particules.

2.1 Géométrie

Nous considérons un plan infini, noté Z¢:={x; € R, x» =0}, recouvert d'une couche mince de particules.

Commencons par décrire les particules. Nous supposons qu’une particule est un ouvert borné lipschitz connexe

O de rayon 1 normalisé a 1 ol rg est défini par rg := — sup |x— y|. Notons que rg correspond a la définition
X,y€0
classique du rayon quand @ est un disque.

Soit (V) mez les centres des particules tels que Ym # m/, d(O+y,,, G+y,,) > & ol 6 est la distance minimale entre
y p q y y

les particules ; cette distance est supposée 6 > 0. Nous supposons que I'ensemble des particules 22 c R x (§,d +0), ol
d est la taille de la couche. Par conséquent, |I'ensemble des particules est inclus dans une couche infinie d'épaisseur

11
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d. De plus, 22 est supposé dans cette partie T—périodique dans la direction y; :

Ly eP=n+Tye?.

*********************************

fffffffffffffffff N OdC
® 00000 130 CFO]

********************************************

Nous notons & :=22n(0,T) x (§,d + 8) une période de I'ensemble. Nous avons évidemment 2 = | J (2% + Tmé,).
meZ

Soit € la taille réelle des particules. L'ensemble des particules a I'échelle € est noté PF :=e2?.
On introduit le domaine 2 :=R xR, \ P et 2% :=R xR, \ ZE.

Une période de 9, est notée % :=(0,T) x R, \@ avec Zg :={y1 €(0,T), y» =0} et on note les bords latéraux
du domaine : Ty ={y1 =T, y,€R;} et T_ ={y; =0, y» € R:}. Quant au domaine remis a I'échelle €, une période
sera notée ABF := (0,eT) x R, \% avec Zf) :={x1 € (0,€T), x =0} et les bords latéraux I'§ = {x; = €T, xp € Ry} et
' ={x1=0, x2 €eRy}.

O . 00,0000, | =hy
0° QY. oY o sl

12
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2.2 Le probleme de diffraction

équation de Helmholtz

On note x = (x1,x2) un point du domaine. Nous considérons une onde plane homogene incidente Ujj, (X, t) =
'y, (X) ol

kO sinB®
P o
cos0

= ethimtikyx , avec k; = ksin® , k» = kcosf>0 et k?= kf+k§

Ujnc(X)

),GG[R 1)

Uinc(X) est solution de I'équation de Helmholtz dans R? a la pulsation w avec k = 2“7‘” ou ¢ est la vitesse de la

lumiere dans le vide.
Dans la suite, nous nous intéressons a la solution de I'équation des ondes harmonique en temps uf(x)e'®! ol
uf(x) est solution de I'équation de Helhmoltz

—Aut(x1, %) — K*uf(x1,x) =0 dans 9°F, (2)

€

ou uf est dit champ total, u®:= u;pc +

I'onde incidente u;j,.

ou u est le champ diffracté par les particules et le plan en présence de

Condition d’impédance sur X
Sur Zg, nous considérons une condition de Robin
=0y, u(x1,x2) + iky u®(x;,x2) = 0 sur Zp, (3)

ol le coefficient y € C est tel que
Re(y)>0 . (4)

Notons que si le coefficient d'impédance y =1 et I'incidence est normale (k; =0, k, = k) alors le plan X se

comporte comme une surface transparente : —0,,u® +iku® =0 sur Zy. Ainsi, en I'absence de particules, u® = u;p¢

(d'ou la dénomination "surface transparente”). Plus généralement, si y = cos0 pour un certain 0 € (—g,%) alors la

surface est transparente pour l'incidence u;,, = e/*sin0xi+ikcosfx,

Condition de conducteur parfait sur les particules &¢
A la frontiére des particules 022, nous imposons au champ soit une condition de Dirichlet homogéne
u®(x;,x) = 0 sur 02, (5)
soit une condition de Neumann homogene
Vuf(x1,x2)-1 = 0 sur 09°°¢, (6)

ou 71 désigne le vecteur normal a la frontiere 097¢ extérieur a 2¢.

Nous rappelons que ces conditions correspondent pour I'équation de Maxwell aux polarisations TE et TM res-
pectivement.

13
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Condition de rayonnement ou condition d’onde sortante

Le probleme doit étre complété par une condition de rayonnement appropriée pour assurer le caractére bien posé
du probléme. Sans celle-ci, il est impossible de faire la différence entre une onde qui vient de I'infini (onde entrante)
et une onde qui va vers I'infini (onde sortante). Ici, I'onde diffractée uf, par notre structure doit se comporter comme
une onde sortante et doit étre bornée en x,, c’est cette condition qui I'assure.

Pour un objet fini dans R?, cette condition de rayonnement s'appelle condition de Sommerfeld. Dans notre cas,
la définition d’une telle condition n'est pas simple pour plusieurs raisons : la premiere est que la solution ne se
comporte pas de la méme facon dans la direction de la couche et dans la direction orthogonale. La deuxieme est
que I'onde incidente n'est évidemment pas L? dans la direction de la couche, I'onde diffractée ne le sera pas non
plus. Ceci rend I'expression de la condition de rayonnement a I'aide d'une transformée de Fourier plus délicate.

Dans le cas ou 'onde incidente est plane et la couche est périodique [Kit93, BBS94, [ESY03| [CWMO05, [CWR96,
CWZ98| [CWRZ99, [CWE10, ICW97], il est souvent admis que |'onde diffractée est k€T quasi-périodique dans la
direction de la couche (c’est-a-dire e~k u?, est €T périodique, voir Définition [1)) comme I'est I'onde incidente. I
suffit ensuite d'imposer une condition de rayonnement dans une bande, ce qui est plus simple. La preuve rigoureuse
du caractére k1€T quasi-périodique de I'onde diffractée est étudié pour une surface rugueuse avec condition de
Dirichlet dans [CWMO05, [CWR96, [CWZ98| ICWRZ99| [CWE10] et pour une surface plane avec condition de Robin
dans [CWO7].

Comme le cas étudié (surface plane avec condition de Robin en présence d'une couche de particules pério-
dique) n'est pas traitée dans la littérature, nous admettons dans cette partie que le champ diffracté est k;eT
quasi-périodique. La condition d'onde sortante est explicitée dans la Proposition

— Définition 1 N

Une fonction u est dite k;€T quasi-périodique si elle vérifie :

iklsT lklsTa

ulx;+eT,x) = e u(xy, x2) et Oy ulx+eTxp) = e o Ux1,x2) , Vxi,x€92°. (7)

En d'autres termes, une fonction u est k;eT quasi-périodique si et seulement si la fonction (xi,x2) —
e~ k1% (x;, x,) est périodique de période €T par rapport 2 x;.

~— Conjecture 1 \

L'onde plane incidente u;p étant k€T quasi-périodique, le champ diffracté uf, est k€T quasi-périodique.

Probleme de diffraction

Le probleme de diffraction s'écrit finalement :

14
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Trouver u®(x1,x2) € H) (2°) qui satisfait

- AU - K> ut=0 dans 9,
-0y, u® + ikyu*=0 sur Zp, (P%)

u® —ujnc est une onde sortante ;

et soit
u®* =0 sur 02°; (CDy)
soit
Vut-ii = 0 sur 0. (CNy)
uin;§§A
ut — u;,c est sortant
—Auf - k*uf =0

soit ut =0 O@O@OOO ed

soit Vut-71=0

wir—0 000 Q0 |

L eT —0y ,u*+ikyu®=0

X1

Nous considérons donc les deux problemes de diffraction suivants : (P%)+(CN,) ou (P)+(CD,). Ces problemes

peuvent &tre réécrits pour que I'inconnue soit I'onde diffractée uf).

Trouver u5,(x1,x2) € H} (2°) qui satisfait

- Auf, - K2 uj;=0 dans 9°,
-0y, uS + iky us= Ox,Uinc — iky Uine sur Zo, (P;)

uz vérifie une condition d'onde sortante ;

avec soit
Uy =—Ujpc sur 0P°; (CDy)
soit
Vu,-ii= — Vijpe-7i sur 0P . (CNy)

2.3 Condition d’onde sortante et opérateur de Dirichlet-to-Neumann

Nous allons dans cette section rendre plus explicite la notion de condition d'onde sortante pour notre probléme.
Commencons par introduire quelques notations. Nous introduisons une frontiere fictive située au dessus de la couche
de particules notée

Ter:={(x1,x2) tel que x;€ (0,eT) et xp=€L}, L>(d+3).

15
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et nous notons L

B = (0,€T) x (0,eL) \ P¢
le domaine situé en dessous de X, avec FS,L_ ={x1 =0, xp, <eL} et Ff)yLJr = {x; = €T, xy <e€l} les bords latéraux de
QBSL; et

BEL = (0,€T) x (€L, +00)

le domaine situé au dessus de X, avec I“EL__ ={x1 =0, xp,>€l} et rgg& = {x; =€T, x> ¢€L} les bords latéraux de
%sL
o
eL. 38 eL.
y res_ 2L | T,
opEL
Zh

T‘EL FEL

0,— 0,+
X2 1 ZS
X1
Nous introduisons également pour J € {0, 00}
1 el ._ 1 eL _ ikyeT
HL (@) = {ueH @), ul, =™ urJgL},

et H}/*(Zer) I'espace des traces sur Zer, des fonctions de Hy (%)

ng(ZEL) = {u

,ueH. (@;L)} .

ZEL

H}Cl est un sous-espace fermé de H', que I'on munit de la norme de H'.
Nous introduisons aussi, pour J € {0,00}

— elklsTvu . él

L )
s I‘]S,_ }

Hllc1 (%fL, A) = {uEHI(QBfL,A) ﬁH}cl (%fL) telle que Vu-&;

€L

et
H;l”z(zsL) = { Vu-

, ueHy, (@fL,A)} :

el

H,lCl (%fL,A) est un sous-espace fermé de Hl(%fL, A) = {ue Hl(%fL), AuELZ(@fL)}, que I'on munit de la norme
de H'(2%,A).
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2.3.1 Décomposition modale et opérateur DtN

€

= . La fonction ut
BEL
o0

d,

Nous nous placons dans le domaine extérieur ZBEL et nous notons us o, Satisfait les

,00
équations
€ 2 € _ eL
—Aug, — k" uy =0 dans B

€ _ _ikeT _ ¢ €
ud,oo eL e ud,oo €L et axl ud,oo
l—‘o<>,+ 1—‘oo,—

(8)
e, ¢

ik1€Ta
X1

€
u
d,
o0 F&L;,_

Comme uf,  est k1€T quasi-périodique en x;, pour presque tout xz, nous pouvons décomposer uf, (x1,x2) en
une pseudo-série de Fourier

VX1, X € B uG (X1,%) = Y. Um(x2) @mlx1) (9)
meZ
avec 1 5
mmn
v Z, = — j +k 10
me POm(x1) Wi exp(z( T 1 xl) (10)

ol (@m)m forment une base orthonormée de L?(Zey).

En injectant formellement I'expression de ufioo(xl,xg) pour tout x;, X € %&L) dans I'équation —Aufioo(xl,xg)—
k*uf, __(x1,X2) =0, nous obtenons

" 2mmn 2
Z U, (X2) + (k2 - (— + k1 )%m(xz) Pm(x1)=0 .
meZ eT
Comme les {¢p,,} forment une base orthonormée
" 2 2 5 [2mm 2
U, (x2) + P, Um(x2)=0 , avec Py, = [k —(—T+k1) ] , pour tout meZ .
€

Nous distinguons trois situations :

2 2 T T
o k?— (%+k1) >0 ce qui arrive quand E(_Z_n(k_kl)) +lsms< E(;—ﬂ(k—kl)), ou E(-) désigne la partie

2mmn 2
entiére, alors B, =1/ k? - (—T + kl) >0 et U, (x2) est de la forme
€

U (x2) = Ao Pmv2 1 B Pz

Comme uf,  est le champ diffracté, il se propage vers les x, > 0. On impose B, =0 car eiPm¥ se propage
vers les x, <0. Nous avons donc
U (x2) = A € P2

qui est une fonction oscillante. Dans ce cas, on appelle %, (x2) @, (x1) un mode propagatif.

2mn 2 eT
. kz—(—T+k1) < 0 ce qui arrive lorsque m € (—oo,E(—z—(k—kl))—l u
€ 7

T
E(E—(k—kl))+1,+oo). Nous
271

2

2mm
—k2>0 et U,(x2) est de la forme

posons B, = —i Ym avec Ym, = \/(E_T + Ik

Yy (X2) :Ame—iﬁmxz +Bmeil3mx2 = Ape Ym%2 4+ B,,eYm*

17
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Le champ diffracté est supposé borné a I'infini. Comme eY"*2 est exponentiellement croissant quand x, tend
vers +o0o, on impose B, =0. Nous obtenons alors

Um(x2) = Ap e Y2

qui est exponentiellement décroissant. Dans ce cas, on appelle %, (x2)Pm(x1) un mode évanescent.
2

2mn , ,
sont appelées fréquences de coupure. Dans ce cas,

e Les fréquences k pour lesquelles k? = (E_T + k1

Um(x2) = Ay + Bxo

et on impose B;, =0.

— Hypothese 1 \

A incidence fixée, on exclut les fréquences de coupures. Plus précisément, a k; fixé,

K¢oe(k),  ob oc(kl)z{‘%wl

) meZ} .

\.

Nous allons utiliser par la suite la caractérisation suivante des espaces de Sobolev Hil (Zer), VseR

iklﬁT

u
Te IS-

2mn 2\* 2
Hil(ZgL) = {v telle que Z (1+(5_T+k1) ) |(v,cpm)Lz(z£L) < 400, u| , =e
nez

avec @, donnée par ({10)) est une base orthonormée.

~— Théoréme 2 \

Soit k; €R et k¢ oc(k1). Soit p€ Hiiz(ZgL), nous définissons

V()= ), (<P»tpm) e~ Pl g, () (11)

mezZ 12 (zeL)

N 2 . L.
oll B, est telle que p2, = k? — (% +k1)” et @, est donnée par 1} Alors la série est convergente dans
H; (B%,4) et v(§) vérifie également

0 dans e%_’fxl;,

¢ sur  Zgp .

—Av(Pp) — K v()

12
V() (12)

zeL

\. J

Remarque 1. On appelle la décomposition une décomposition modale. On remarquera que v(b) ¢ L? (%%) a
(e.0)

cause des modes propagatifs mais on dit que la série converge au sens ol le reste de la série Z converge, YN =P
N

T
avec P=E (E—(k— kl)).
2m

18



CHAPITRE 2. PRESENTATION DU MODELE

Preuve. La preuve de la convergence dans H}cl (98(%, A) est basée sur la preuve du Théoreme 3.6 de [eEL15].

Pour un N >0, nous avons
N

W) = Y (cl),cpm) e Pmlmmel) o (x1) .

N L?(Ze)

Nous montrons, dans un premier temps, que la série converge dans L2(93§3;).

2 N

N 2 +00 5 ( 1
v 4 = ( , ) e “Ym e
R Y (S :
car ;, est une base orthonormée et 3,,;, € R pour m € [-PP]
2
i (q)’(p'")LZ(zeL)
m=-N,Im|>P 2Ym
1 N 2
< — , u C<inf
2C 3 ((b (p’”)LZ(zEL) ot Y m

v

est bornée car q)eH}C’l2 (ZEL)CLz (ZEL)

La suite vN(¢p) converge donc dans 12(%ZL).

Nous montrons, de la méme facon, que VvN(¢p) converge dans LZ(.%_’(%). En vertu du fait que ¢, est une base
orthonormée et que B, € R pour me [-PP]

2 N 2 2mm 2 +00
VUN = ) 2 + (_ + k ] / e—2 Ym (Xg—EL) dx
” @) L*(BE) m:—NZ.Im|>P (q) (pm)LZ(zeL) [lle eT ! eL ’
2
N '(q)’(pm)mzsu ) 2mn 2
= Y ——— |Yut |tk
m=—N,|m|>P 2Ym | eT J
22y fy)* k2
2
- ‘((b’(p’")mzeu (Zmn )2
< > +ky
m=-N,|m|>P Ym eT
N 2mn 2 2
=C 1+|——+k ,
m:—NZ,ImI>P \/ ( eT 1) ((P (pm)Lz(ZeL)

N J

est bornée car (peH}c/lz (Zer)
La suite VoN est donc convergente dans LZ(%;L)). La preuve est similaire pour AUN(([)) avec AUN(q)) = —kzvN(q)).

La série est donc convergente dans H; (%55,A), Av(d) = —k*v(d) et v(p) . =0 O
! €L
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— Définition 3 \
Ve HiiZ(ZeL), on appelle solution sortante dans H}Cl (B, 1) de

~Av - k*v =0 dans %L
(13)

v=d¢ sur Z

la fonction v(¢p) donnée par (11)) ot on a gardé seulement les modes propagatifs "sortants” et les modes
évanescents.

On dit donc qu'une onde est sortante si elle admet la décomposition modale ([12)).

Nous pouvons réinterpréter cette condition maintenant a |'aide d'une condition transparente basée sur un opé-
rateur de Dirichlet-to-Neumann (DtN).

— Définition 4 \

L'opérateur Ag,, dit de Dirichlet-to-Neumann, est défini par

Hi(Zen) — H(Zer)
Ag, - (14)
q) — Akl(‘b == axzv((p)
ou v(¢) est la solution sortante de (13)).

— Proposition 5 \

V(beHllciz(ZeL) , Akl(b: i Z ﬁm ((b’(pm)

me”Z

X
L PmE

L'opérateur Ay, est un opérateur linéaire continu de Hlkiz(ZgL) dans H;ll/z(ZgL) et

Re [H—1/2(Ak1(b,(])>H1/2] >0 (15)

ou g-12(+,-)p2 désigne le crochet de dualité entre H;lllz et H}Ciz

Preuve. La preuve de cette proposition est basée sur la démonstration de la proposition 3.8 de [eEL15].
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La linéarité est triviale. Montrons la continuité :

2,-1/2

| ¢H2 =y 1+(2mn+k (A @)
SVl e TS eT @ P
~1/2
2mn 2 2
= 1+ +k ) , )
mzez (ET ' P ((b bm LZ(ZEL)‘
“172 5 2
2mm 2 2mm
=y 1+(—+k1 kz—(—+k1) (¢, on)
meZ ET ET L (ZEL)
2mm 2
kz—(—+k1 91172 2
eT 2mm
= Z 2mm z |1t eT th ((b’ (pm)LZ(ZEL)
mez 1+ +k1)
eT

2 2
kz—(—:;ﬂ +k1)

2 2
1+(ﬂ+k1)
eT

Comme Yme Z, 3A > 0, <A et que o€ Hi:z(ZeL), nous déduisons que la derniére série est

convergente.

Nous avons

p 2 2
Re e (Db, B, = %e(i Y Bon| (@ 0m)izs| + X Y| (0 0m)ize, )
m=—P |m|>P

2
=2 Ym |(¢'“PM)L2(2€L) >0.
|m|>P~~ —_—
>0 >0
L]
2.3.2 Application a notre probleme
€ 4 € _ € _ € _ € _ €
Comme uf; est supposée sortante, nous avons u; = ug o= v(ud %L) et —0y, ud|gBeL =Njg Uy -

€
d,0

H,lC (%,,7) vérifie dans le domaine borné %SL
1

Soit uf) = uf et u,  se raccordent en trace et en dérivée normale, on déduit que uf €

oy Comme u 0.0

€ 2 € _ el
—Aud,o -k Ugy = 0 dans %,
—axZu;YO + iky u;yo = Ox,Uinc — LKY Uipc sur Zj (P;,O)

€ € —
axzudyo + Augy = 0 sur Zep

avec soit ((CDy)), soit (CNg).
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€ € _ >
Ox, Uy + Ak, Uy = Ox, Uinc i+ A Ujne SUF Zel,

Ltin;§§A )
%SL
0
2,60 — |
—Aug—k“ui=0 —
G ug =0 ou Vug-7i=0 sur 0%
L L
Lo Lo
| ed
X2 1 ZS
—0yx, ug+ikyus="0
X1

R . " (s e g e e '
Ce probleme peut également étre réécrit pour le champ total ug:=u e OU ENCOTe 1Uj = Uy o+ Uine
0

el *
%0

~Au - kK> uf =0 dans B
ug est kieT quasi-périodique
—Oqug + iky uy = 0 sur Z§

€ € _
Ox, Uy + AgUuy = Ox,Uinc + Mg Uine Sur  Zer

avec soit ((CDy|), soit (CN).

Soit Vy = Hil (%’SL) si le probléme est P§’0)+ CN;)) ou Vp = Hil,o(‘%SL) = {v € Hil (%gL), v =0 sur 6@;} si le
probleme est (P;,)+(CD,|) I'espace des fonctions tests.

Les formes variationnelles associées aux problemes (P} )+(CN¢) et (P{,)+(CD,|) sont données par :

Trouver uy; € Vy telle que a®(ug;, v) =1°(v) , ¥ veV; pour J€{D,N} (16)

avec Yu,ve H}Cl (%SL),

at(u, y):/@ELVu - Vidx - k° /@ELu vdx + gouz{Ag u, V), + iky /z u vdx; (17)
0 0

0
e = [
ZEL

Nous montrons dans le théoreme suivant le caractere bien posé de tels problemes. Le théoréme suivant est méme
plus général puisque ce résultat plus général est utilisé pour I'analyse d'erreur des modeles asymptotiques approchés
obtenus dans le chapitre 3.

et

axzumc + Ak1 Uine| Ddxy . (18)
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— Théoréme 6

Soit I une forme linéaire continue dans V (V =Vy ou V=Vp). Le probleme :
trouver ug €V telle que a®(ug, v) =1°(v) , YveV

releve de I'Alternative de Fredholm et il existe une unique solution dans V.

Enfin, il existe des constantes C >0 et g9 >0 indépendantes de € telles que

Ve <eo, 115l ggeny < C I

(19)

(20)

Preuve. Nous commencons par montrer que le probleme reléve de I'alternative de Fredholm. Ainsi existence équivaut
a unicité. Nous montrons dans un second temps qu'il y a unicité. Enfin, nous montrons que u; dépend continliment

des données et que la constante de stabilité est indépendante de €.

. Etape 1 : Alternative de Fredholm

Nous rappelons une des versions de I'alternative de Fredholm : Soit H un espace de Hilbert, B: H — H une

application inversible et K un opérateur compact sur H. Alors B+K surjectif <= B+ K injectif.

La formulation variationnelle (19)) peut se réécrire : Trouver ug €V telle que
c*(ug, v) +b°(ug,v) = I°(v), VYveVv

avec

Yu,veV, cuv)= —(k*+1) uvdx + iky/ u vdx;
e DX

et
Yu,vev, bg(u,v)z/ Vu-Vvdx + / uvdx + oAy, ug, v)
B B

D'apres la Proposition , nous avons e -12{Ag, U, Uiz >0 donc Ze b*(u,u) = IIullill.

Hl2 °

(21)

(22)

D’apres le théoreme de représentation de Riesz, il existe C¢(k):V — V un opérateur continu tel que c®(u,v) =
(Ce(b)u, v)H1 () il existe Fe € V telle que pour tout v eV, [f(v) = (Fe,v)y et il existe B¢ : V — V telle que
& (Fo

bt (u,v) = (Bgu, V)v- Comme b® est coercive, |'opérateur Be est inversible.
La formulation variationnelle est donc équivalente a : Trouver ug €V telle que
Ce(k)ug+Beugy = Fe .

Si Ce(k) est un opérateur compact alors le probleme releve de I'alternative de Fredholm.
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On rappelle que K € £(V) est compact si et seulement si pour toute suite (i,,)men bornée de H}Cl (‘%SL),
(Kutm),epy @dmet une sous-suite convergente.

Soit (u;;) men une suite, nous avons

— (12 —_— . -
H () (k“+1) %’SLum Ce(Kupmdx + iky /zg Um Ce(k) Uy, dx; .

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

Ce (k) um|

2
H}Cl(@SL) = (Cs(k)um , Cs(k)um)

2

2
‘Cs(k)um H}cl (‘%SL) < (k +1)Hum LZ(%SL) ‘Ce(k)um LZ(QSL) + klyl H Um LZ(ZS) ’Ce(k)um LZ(ZS) .
En utilisant le théoreme de trace et en simplifiant nous trouvons
2
]ce(k)um\Hil(%L) < K+ Dl guay + KIY] Nl (5e) - (23)

Supposons que (u,) est une suite bornée dans Hkl (5-). Comme B est borné, par le théoreme de Rellich,

nous pouvons extraire une sous-suite de (u,,) qui converge dans L*(98"). De plus, comme H}f(zg) s'injecte de

maniére compacte dans LZ(ZS), nous pouvons extraire une sous-suite telle qu'en plus uy, 5o converge dans LZ(ZE).

0
On déduit de la précédente inégalité que, on note encore (u,,) cette sous-suite, (Cg(k) um) est une suite de Cauchy.

Cette suite converge et donc C¢(k) est un opérateur compact. Ce probleme reléeve donc de I'alternative de Fredholm.
e Etape 2 : Unicité.

Par linéarité, il suffit de montrer que la solution ug €V de

Y vev, /@ELVuS - Vvdx - k? /@EL% pdx + (AU, V), + iky /Z ut odx; = 0.
0 0

€
0
est nulle.

En prenant v = ug, nous obtenons alors

Il
o

/ |vugf ax - K / U dx g (gt 1)+ iKY / b dy (24)
A %, Z4

avec :
2

+ Y Ym

|m|>P

p

€ € ;
H—l/z(Akluo, LL0>H1,2 =1 Z f)m
m=—P

€ €
(uo’(pm)LZ(zeL) (uo’(pm)LZ(zsL) '

correspondant a la décomposition sur les modes propagatifs (m € [-BP]) et les modes évanescents (|m|>P).

Prenons la partie imaginaire de :

2

P
Im(i €2 £
m(iky) /ngO' dx; + m:Z_P Brm ’(uo (pm)LZ(ZEL)
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Comme Ze(y) >0 d'apres , nous avons Im(iky) >0 donc qu)l2 dx; = 0. On en déduit que uS =0 sur ZS et
%5
la conditLion de Robin sur Z nous donne que 0y, u§ =0 sur Z5. D'apres le théoreme de prolongement unique, u§=0
dans 98-
0

o Etape 3 : Constante de stabilité.

Nous montrons maintenant que la constante de stabilité est indépendante de €. I¥(v) est €Y dans V et on
rappelle que F; est le représentant de Riesz de [* alors Vv, (Fg, v)in = [5(v). Nous avons

Yvevy, / Vi - Vodx - k? / g DAx + g2 (Mg, ug, V) + kY / ug vdx; :/ F, 7dx+/ VFe-Vvdx.
B B z Bt B

€
0

Nous introduisons Zp(y) = uf(ey), ¥ y € AL := (0,T) x (0,L)\ P et (y) = v(ey), V y€ B} et nous remplagons
dans I'équation précédente

/%Sllé[vyiio] (i—‘]  [Vy7] (’g) dx — k2 /@5" A (i—‘) @@+H_1/2<Akl ﬁo(i—() a(’g_‘)>Hm N ikY/z

= / Fe(x) U
B

en2 20~ 12 £2 — 7012
Notons que || uO”LZ(gzsz) =€ uollLZ(@é) et HVUOHLZ(gggL) = IIVuolle(@é).

() 7o

(g)dx+/%5LVFg(x)-%Vﬁ(§)dx.

€
0

X

Si on note F(y) =Fe(ey), VE(y) = €(VxFe)(ey), en effectuant un changement de variable y = * nous obtenons

c(ty,v)
e

-~

/%Lvyao(y) - VyU(y)dy — k* € /%L o (y) U(y)dy + yvelAg, do(y), (y), . + ikye /z# to (y) 7(y)dn
0 0 0

=€2/ E(y) @d}%/ Vf?(y)-Vii(y)dy, (25)
B BL

0 0

ou /~\k1 Uy = iZEm(ﬁo(y),fﬁm)Lz(ZL)@m(yl) avec Qm(y1) = \/LTBXP[I'(Z# +eki)y] et Bm = \/€2k2—(2#+k18)2,
m
2L:={y1€(0,T), y=1}.

Prenons la partie réelle de ¢(i, @) : V @ € H) (%)
. _ ~2 2 2 ~2 T~ 12
%e[c(u,m] —/ IV, al”dy — k” e / |u|“dy + Z%Ze [Hmz(Aklu, u)Hl,Z] — kIm(y)e / lal”dy; . (26)
By By =4

D’apres , nous rappelons que V L7€H1kl (8;), e [H-uz(f\kl i, ﬁ)Hm] >0.

> Dans le cas d'une condition de Dirichlet et V=Vp. Nous avons I'inégalité de Poincaré suivante :

V ieVp, /Iﬁlzdyscp/ IVipl*dy, Cp>0;
B B

0

ou la constante C, est bien entendu indépendante de €.
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* Si Im(y) >0, en utilisant I'inégalité de Poincaré et le théoreme de trace, nous obtenons

¥ aeVp, e|S(@n] = (1-Ke’Cp - Kim(peC) IVl an (27)
* Si Im(y) <0, en utilisant uniquement I'inégalité de Poincaré, nous obtenons
2.2
VYV ieVp, %e[c(u, u)] (1-k%€°Cp) ||Vu||L2 @ - (28)
En conclusion, dans ces deux cas, nous avons : 3 C>0, 3 gy, V €< ¢y,
@2, + |Vl <C|%e[c@ || <18@ D) < el Flzel @l + IVEI IVl - (29)
Nous obtenons alors
1/2 _ -
(2100 s gt + IV 0N, ) = C{eNFlagaty + IVFl2 ) - (30)
En revenant a ug, nous trouvons I'inégalité :
2§y geny < © (||FE||L2(%SL)+||VFE||L2(%SL)) . (31)

> Dans le cas d'une condition de Neumann et V =Vy. Nous allons utiliser I'inégalité de Poincaré généralisée

suivante
V iieVy, / lal*dy = C) / Iﬁlzdy1+/ IVal*dy| , Cp>0.
By bx4 By
* Si Im(y) <0, en utilisant I'inégalité de Poincaré généralisée, nous obtenons
~ - Im(y)
Y ieVy, %e[c(u u)] (1+ kIm(y)e) IIVulle(%L) ——— —keCp | ke ||u||L2 @ - (32)

On conclut dans ce cas comme précédemment.

* SiIm(y) >0. C'est le cas le plus délicat. Nous commencons par prendre la partie imaginaire de ¢(u, i),

nous avons
V iieVy, Im[E(ZZ, m] :Im(H_uz(K,ﬁ i, mH1,2)+k ReY) € 11 50, = k Re(Y) € 17250,
alors nous obtenons |'inégalité
k%e(y)sllugllLZ z#)_| (ﬁo,ﬁ0)|552/3#ﬁ a_ody+/93Lvﬁ-v_%dy. (33)
0 o

En prenant maintenant la partie réelle de ¢(iiy, Zip), en utilisant I'inégalité de Poincaré généralisée et en
utilisant ([33]), nous obtenons

gRe|E (@, uo)] = Vg2 — k%€°Cx) + el oI, )~ k*€Cn = kKIm(y))

L2 9,31)(

> ||Vigpll?,, 0 (1 - k*€*Cn) + (- kK*eCn — kIm(y)) [¢* | F @pdy+ [ VE-Vipdy| .
12(28h) . 7
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Alors il est possible d'écrire

L2 (48})

Vi1 (1—k2€2CN)+(—kZECN—kIm(y))(82/ ifa_ody+/ vﬁ-v_aody)ssz/ F’a_ody+/ VE-Viiy dy
%I L L %I

0 ) ) 0

et d'obtenir I'inégalité pour € assez petit

IViol?, .. <K|e? | F gdy+ [ VE-Vigdy|, K>0.
L (%U) %L '@L
0 0
En utilisant les inégalités et (34), nous avons :
52||a0||§2+||m0||§2sc(sz/ ’Fa_ody+/ vﬁ-vaody) ,C>0 ;
By J B

ce qui nous permet de conclure comme précédemment.

Pour I donnée par (|18]), le probléme posé dans le domaine borné ([16)) est bien posé et admet une unique

solution. Il est possible de reconstruire une solution en utilisant la décomposition modale.

~— Proposition 7

Si ugyd est I'unique solution dans @SL de (IPZ,O[)+(ICNd|) ou (]Pfi,OD"'(ICDdI)' la fonction

€ eL
Uy 4 dans %,

€

U= € € — i (x2—€L eL

d udyoo: Zz(ud|zL)(pm)L2(zeL) e lﬁ (2 )(Pm(xl) danS e%m
me €

(36)

est la solution sortante de ([P%)+(CNg) ou (P%)+(CDg)) dans 98°. Il est possible ensuite de construire

I'onde diffractée dans tout le demi-espace 2° par k€T quasi-périodicité

ik] eT

Ui +eTxp) = e us(x1,x2) . (37)
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Développement asymptotique

Sommaire
[3.1 Ansatz du développement asymptotique] . . . .« v v v v v vttt et et e e e 30
3.2 Equations satisfaites par les termes de champ lointain et les termes de champ proche] . . . . .. ... 32
[3.2.1 Cascade d’équations pour les termes de champ lointain| . . . . ... ... .............. 32
[3.2.2  Cascade d’équations pour les termes de champ proche . .. ... ... ... ... ......... 33
[3.3 Comportement a I'infini des termesdechampproche . . ... ........... ... ..., 38
13.4 Etude du cas des conditions de Dirichlet surlesparticules|. . . . . . . oo v v vt vn v v enennnn. 41
[3.4.1 Caractere bien posé des problemes de champ proche . ... ... ... ... ... ......... 41
[3.4.2  Construction des premiers termes de champ proche| . . . . . ... ... ... ... ... ... ... 46
[3.4.3 Caractérisation des termes de champ proche atoutordre| . . . . ... ... ... .......... 50
[3.4.4 Problemes vérifiés par les termes de champ lointain| . . . . ... ... ... ............. 52
[3.4.5 Estimations d’erreurs sur le développement asymptotique . . . ... ... ... .......... 56
[3.4.6 Modeleseffectifs| . . . .. . ... . 66
B.4.7 Estimations d’erreurs surle modele effectifalordre2 . . .. ..................... 70
18.5 Etude du cas des condition de Neumannsurlesparticules|. . . . . .. oo vt en e enennn.. 71
[3.5.1 Caractere bien posé des problemes de champ proche . . ... ... ... .............. 71
[3.5.2 Construction des premiers termes de champ proche| . . . . .. ... ... .. ... ... ... ... 75
[3.5.3 Caractérisation des termes de champ procheatoutordre| . . . . ... ... ... .......... 81
[3.5.4 Problemes vérifiés par les termes de champ lointain| . . . . .. ... ... .............. 84
[3.5.5 Estimations d’erreurs sur le développement asymptotique . . . . . .. .. ... .......... 87
[3.5.6 Modeleseffectifsl . . . . . . .. . 93
[3.5.7 Estimations d’erreurs surle modeleeffectif . ... ... ... ... ... ... ... ... . . ..., 94

Pour construire des conditions effectives qui vont remplacer la couche de particules, nous postulons un déve-
loppement asymptotique qui fait intervenir des termes de champ proche, qui prennent en compte les variations
rapides proche des particules, et des termes de champ lointain, qui représentent les variations lentes de la solution
loin des particules. Il faut imposer que les termes de champ proche tendent vers 0 a I'infini pour assurer que la
solution a bien un comportement seulement macroscopique loin des particules et est bien représentée par les termes
de champ lointain. Nous montrons que les termes de champ proche satisfont des problemes de type Laplace dans
une demi-bande infinie périodique. Dans le cas Dirichlet, ces problémes sont bien posés dans un cadre fonctionnel
et la solution tend vers 0 a l'infini seulement si une condition dite de compatibilité est satisfaite. C'est

variationnel
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cette condition de compatibilité qui nous permet de construire une condition au bord pour les termes de champ
lointain. La construction de tous les termes peut étre réalisée a tout ordre. Dans un second temps, nous justi-
fions via des estimations d’erreur le développement asymptotique. Enfin, nous proposons a partir du développement
asymptotique tronqué un modele effectif d'ordre 1 (qui ne prend pas en compte la présence de particules) et d'ordre
2. La méme étude est réalisée pour une condition de Neumann sur les particules. Cette fois ci c'est le caractere
bien posé des problemes de champ proche qui nécessite une condition de compatibilité. Ensuite cette condition de
compatibilité permet d'obtenir, comme précédemment, des conditions au bord pour les termes de champ lointain.
Une construction a tout ordre, des estimations d’erreur, la construction de modeles effectifs peuvent étre réalisées
comme dans le cas Dirichlet. Que ce soit pour le cas Dirichlet ou Neumann, les conditions aux bords pour les termes
de champ lointain font intervenir des constantes qui sont déterminées a partir de solutions de probléemes de cellule,
i.e. des problemes de type Laplace posés dans une demi-bande périodique.

3.1 Ansatz du développement asymptotique

Les méthodes basées sur des développements asymptotiques reposent sur une séparation d'échelles :
 une échelle microscopique associée a la taille des particules,
e une échelle macroscopique associée a la longueur d'onde.

Proche des particules, la solution varie rapidement, d'ou I'utilité de I'échelle microscopique. A contrario, loin des
particules, les variations du champ sont plus lentes et seront décrites a I'aide de I'échelle macroscopique.

La méthode que nous proposons se situe entre les développements asymptotiques raccordés [Dell0, [JIJM16]
Cla08, [Lab19, ICD13, [1'92] et les développements asymptotiques multi-échelles composés [Ben21, [BDVV0S].

La méthode des développements asymptotiques raccordés consiste a proposer deux développements distincts
de la solution. Un premier développement dit externe qui approche la solution dans une zone loin de la couche ou
la variation spatiale des champs est lente. Un deuxieme développement dit interne qui dépend de variables mis a
I'échelle dans une zone proche de la couche, ou la variation spatiale des champs est rapide. Une zone intermédiaire ou
coexistent les deux développements permet de raccorder le comportement proche des champs lointains et le compor-
tement lointain des champs proches. Il est alors possible de déduire des conditions au bord pour les champs lointains.

La méthode des développements asymptotiques multi-échelles composés consiste a proposer un développement
global de la solution constitué d'une partie externe et d'une correction interne. La correction interne va prendre
en compte la variation spatiale trés rapide des champs et est appliquée uniquement proche de la couche. Loin
de la couche, dans la zone de champ lointain, comme la correction n'intervient pas le développement proposé va
correspondre au développement dit externe.

Le développement que nous proposons est un peu différent. || dépend d’'un parameétre noté H dans la suite. En
d’autres termes, ce n'est pas un développement que nous proposons mais une famille de développements paramétrés

H. Il sera possible de jouer sur ce parameétre dans un second temps.

Nous introduisons le plan Z¢y := {xl €ER, x =8H} avec H>2(1+ &) ol nous rappelons que 0 est la distance
minimale entre les particules et 5 > 0.
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En dessous de Z¢y, c'est-a-dire pour x» < eH, nous supposons que la solution u®(xy, xy) se développe en fonction
de € de la facon suivante :

ut(x1,x2) = . €™ UNF (xl;%,%) , p.p.Xx1ER, p.p. x2€(0,eH) . (1)

meN

7 7 NF . . 7 . .
Ce développement dépend des termes U,);", dit termes de champ proche, qui dépendent de la variable macroscopique

. . . “ X1 X2
X1 mais aussi des variables dilatées (—,—)
€ €

Au dessus de Z.y, c'est-a-dire pour x; > €H, nous supposons que la solution uf(x;,x,) se développe de la facon
suivante :

X1 X
Uy, xp) = Y, €™ Ut (x,x0) + Y. €™ Ulr\InF(xl;—l,—z) , p.p. x1€R, p.p. x2 € (eH, +00) . (2)
meN meN € €

Ce développement dépend des termes de champ proche mais il fait aussi intervenir les termes ull, dit termes de

champ lointain, qui ne dépendent que des variables macroscopiques (x1,X2), qui n'ont pas de variations a |'échelle
des particules et qui correspondent au comportement de notre solution diffractée loin des particules. Ces termes de
champ lointain ne vivent qu’au dessus des particules, plus précisément dans R x (eH, +o00). Ce sont les termes de
champ proche qui transferent les caractéristiques des particules aux termes de champ lointain.

9* —Auf - K*uf =0 i
:x2>€H
:::::::iE:::::::::i::::::::::::::::fZ&,Hi
w-0e O OOOO0O0O i, _.,
Vu*-n=0 ! | 2
suﬁrag"z;’@QOO@%OZ i
- L} T —Oy,ut +ikyut = 8
X1

Nous faisons les hypotheéses suivantes sur les termes de champ proche U%F(xl;yl,yg) :

« comme la couche est périodique, les termes de champ proche UNF (x1; y1, y2) sont supposés T—périodiques par
rapport a yj, il est donc suffisant de les étudier dans R x %8 ol 8 =(0,T) x Ry \ ;. On notera dans la suite
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By = (0,T) x (0,H)\ P ;

B = (0,T) x (H, +00) ;
=11€0,T), y2=H}; O %31

B\ =Bl UBY @

Y2 q
4 #
0 =4 T

n

Pour tout P =0, nous notons X% :={y; € (0,T), y» =P}.

e loin de la couche de particules, les termes de champ lointain sont censés représenter le comportement macro-
scopique de la solution. Nous allons donc supposer que les termes de champ proche UNF (x1; y1, y2) disparaissent
quand y, tend vers +oo c'est-a-dire

Ul,\InF(xl;yl,yz) — 0. (3)

Yo—+00

L'idée est de supposer qu’un tel développement existe. Nous insérons alors ce développement dans les équations
vérifiées par la solution u® et nous déduisons formellement les équations vérifiées par les termes de champ proche
et les termes de champ lointain.

3.2 équations satisfaites par les termes de champ lointain et les termes de
champ proche

Nous écrivons les équations données par (P%)+(CN,]) ou (P%)+(CD,) en supposant que u® est de la forme (1)

et respectivement dans {x; < eH} et {x, >€eH}.

3.2.1 Cascade d’équations pour les termes de champ lointain

Loin des particules, le champ est suppposé étre bien représenté par le développement en champ lointain, les
termes de champ proche étant supposés disparaitre d'aprés |'hypotheése . Pour obtenir I'équation satisfaite par

utF nous remplagons 1 (x1, xp) par > e™utl (x1, x2) dans I'équation de Helmholtz du probleme (P%). nous trouvons

meN

—A( > £mu1,:nF(x1,x2)) - kz( > smul,:,f(xl,XZ)) =0 , (x1,x)€Rx(eH, +00),

meN meN
= - Y e"Au (1, x) —k* Y €Mubl (61, =0, (x1,%2) €Rx (eH, +00) .

meN meN

En identifiant formellement les puissances de €, nous obtenons

VmeN, — Aull(x;,x) — k2 ulf(x;,x2) = 0,  V(x1,x2) €Rx (eH, +0c0) . (4)
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De plus, loin des particules, la condition d'onde sortante appliquée aux termes de champ lointain donne

FF .
Uy — Ujnc est sortant ;
F

(5)

F est sortant , pourm=1.

Les équations (]ib et @ ne permettent pas de caractériser ulf de maniere unique. Il manque une condition au
bord sur XZ¢pp; celle-ci sera déterminée a partir des termes de champ proche.

Remarque 2. Si /'onde incidente est une onde plane, ces équations peuvent étre écrites sur une seule période avec
conditions de quasi-périodicité sur les bords latéraux.
3.2.2 Cascade d’équations pour les termes de champ proche

Equation volumique

Comme les termes de champ proche dépendent de plusieurs variables, nous allons utiliser la régle de dérivation
suivante :

X, X
VmeZ, axl(Ul,\,IiF(xl;?l,—z))

[GXIUNF]( l,ﬁ ﬂ) + % [ayIUNF](xl,ﬁ,ﬂ) OV x, VX

€
X1 X X1 X
VmeZz, o, (Ul,f(xl;?l,f)) = - ayZUNF]( 1,—1 —2) L VX, VX,

. X1 X2\ ,, .
Le laplacien de U%F (xl;—,—) s'écrit alors
€

X1 X X1 X X1 X: X1 X:
vmez, AUN(x;=2))= 03 UM (ms S 2 + axlay1UNF( —1,—2) AyUNF( w2, Vo, V.
€ € € € € & € &

Commencons par regarder ce que |'on obtient lorsque x, < €H. La solution u® se développe uniquement a I'aide
X1 X2
des termes de champ proche UNF. Nous remplacons alors u€(x1,xp) par Z smUﬁF( 1,?,?) dans I'équation de

meN
Helmholtz du probleme ([P%)), nous obtenons

(gl 2) o e g erulath ) <o, vavn,

meN meN

Si bien qu’en utilisant la décomposition du Laplacien précédente, nous avons pour presque tout xi, xp € ¢

5o ] ) o2 2, 0] 2 E e (2
+ Y ™k U%F(xl;%,%) =0, Vx,Vx;

m=0

ce qui implique que

by e” [A Um+2 axla)’lUm+1

X1 JCZ)
Xi,—,—| = 2
( ! € € Z

m=-1

(2. 2) - 3 el ] (2.2

m> € m

+ Zs kZUNF( ?,?), Vx, Vx. (6)
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Nous identifions formellement les puissances de € et nous supposons que les équations sont vraies pour presque tout
x1 €R, pour tout (y1,y2) € Rx (0,H)\ &. Nous rappelons que y; — Ul,\,IZF(xl;yl,yg) est T—périodique, nous obtenons
alors la cascade d'équations

p-p. x1 €R, AyUlr\I,lF (x1; -)=-— ZaxléleﬁF_l(xl; <) - GilUﬁF_z (x1; - )— K2 U%F_z (x1; -) dans %5{, pour m=0;
(7)

ol par convention Ug =U§f =0.

Regardons maintenant ce que I'on obtient lorsque x, > eH. Nous remplagons u® par le développement dans
I'équation de Helmholtz du probléme ([P%), nous obtenons

X1 X X1 X
A( Z smUl,\InF (xl;—l,—2)+ Z smul,:,lF(xl,xg)) + kz( Z emUl,\InF (xl;—l,—2)+ Z smul,:,f(xl,xg)) =0, Vx,VYix;
€ €

meN meN meN meN
qui se réécrit
X] X X] X
A( > e"U’ (xl;—l,—z)) + kz( > e"UN’ (xl}—l,—z))+ > Em(AUI:nF (x1, X2) + K2 uby (xbxz)) =0, Vx,Vx.
€ € € €

meN meN meN

J

—0 d'apres
Nous retrouvons donc la méme cascade d'équations, donnée par (]ZD pour presque tout x; €R, (y1,)2) € 38?0
La cascade d'équations H est donc vérifiée dans 93\2’{;[.

Cherchons maintenant les conditions sur le bord X, les particules 2#¢ et I'interface Z¢y. Nous allons utiliser
le fait que la variable x; est liée aux variations macroscopiques des champs proches. Dans la suite, nous allons
donc considérer qu'il joue le réle d'un parameétre, les conditions aux bords ne seront imposées que sur les variables
rapides. Ceci a I'air arbitraire mais c'est justifié a posteriori par des estimations d’erreurs (voir section [E pour
une condition de Dirichlet et section pour une condition de Neumann sur les particules).

Conditions aux limites sur les inclusions

Dans le cas ol nous avons une condition de Dirichlet sur les particules (CD,])
u*=0 sur 0.

Les particules étant situées dans I'espace R x (0,H), la solution u® se développe uniquement a I'aide des termes de
champ proche. Nous remplacons u® par Z smUI,\InF, nous identifions les puissances de € et nous supposons que les

meN
équations sont vérifiées pour presque tout x; € R, (y1,)2) € 0. Nous obtenons alors directement

p.p- x1 €R, UI,\I,ZF (x1; -)=0 surd%, pour m=0.

Comme les termes de champ proche sont supposés périodiques par rapport a yi, il suffit d’écrire la condition sur
une période de I'ensemble, soit

p.p. X1 €R, Ul,\,iF(xl;-)=O sur 0% , pour m=0. (8)
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Dans le cas ou nous avons une condition de Neumann sur les particules (CN|

Vut-#=0 sur 09°°,

- _ [T N - \ T
avec 71 :( ) le vecteur normal a 027¢. Nous remplacons uf par Z emU%F; en utilisant la régle de dérivation nous

ny meN
obtenons
X X
\Y Z emUl,\,IlF(xl;—l,—z) A =0, V (x1,x)€dPt
meN € €
X1 X2 1 X1 X2
. axlul,jf(xl;—,—) + - ale%F(xl;—,—) _ .
= ) ¢ € € € € €075 =0, V (x1,x)ec0P
meN l 0. UNF (x ﬂ E)
g 2om Mgy
X1 X2
0 UNF(x;—,—) X1 X2\ .
=y [ U e i e Y e VYU%E—I(XI;_lv_Z)'n =0, V (x1,x)e€dP" .
m=0 0 m=-1 € €

Nous identifions formellement les puissances de € et nous supposons que les équations sont vérifiées pour presque
tout x; €R et (31, y2) € 02%. Nous avons alors

p.p. X1 €R, VS,U%F (x1; - )-=— axlUgF_l(xl; -) mp  surd%, pour m=0. (9)

Conditions aux limites sur X

La condition aux limites sur X, est donnée par
-0y, uf + ikyu® =0 sur Zp,

Nous remplacons u® par e¢™UNF et nous obtenons
m
meN

X1 X
—GXZ(Z em U%F(xl;—l,—z)) + iky Z em U%F(xl;—,—) =0, VYxeR, x,=0;
€ € e’ €

meN

_ X1 X ) X1 X
— Z g1 ayzUNF(xl;—l,_z) + iky Z ™ U%F(xl;—l,—z) =0, VxeR, x=0;

€ € i € €
xl;—,—) =0, VxeR x=0.
€

En identifiant formellement les puissances de € et en supposant que les équations sont vérifiées pour presque tout
x1 € R, pour presque tout (y1,y2) € Zf;. Nous avons alors

p.p. x1 €R, ayZUl,\InF (x1; - )=1iky Ulr\,IlF_l(xl; -)  sur Zg , pour m=0. (10)

Conditions sur X4

Au voisinage de X¢y, les termes de champ proche présentent des sauts puisque, méme si la solution u® est bien a
trace et a dérivée normale continue au travers de Z¢y, elle possede des développements différents de part et d’autre

de Z€H.
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€ € A
, » en remplagant u® par ses développe-

eH eH

Comme u® est continue au travers de ey = {x» = €H} : u®

ments, nous obtenons

Y €™ U%F(xl;ﬁ,H_) =) " U%F(xl;%,HJr) + ) €™ ul,:,fz

(x1), VYxeR;
m=0 € m=0 m=0 eH

ou nous avons identifié la trace de uf,f(xl,xz) sur 2z a une fontion d'une seule variable, ici x;. En identifiant les
puissances de € et en supposant que ces équations sont vraies pour presque tout x; €R, (y1,2) € Zf{, nous avons

p.p. x1 €R, [U%F(xl; -)]H = — uan

(x1) , pourm=0; (11)
ZeH

ou nous avons utilisé la notation

— Notation 1 \

L EH' () et u’@H eH! (9350)} a l'interface £, est

loc
0

Le saut d'une fonction U € H}oc

(egs\z*ﬁ*H)z{ug8

(12)

U] :==U

4
Iy

= Oxu‘ en

+ 1
zt:H

D’autre part, comme la dérivée normale de u® au travers de Z.y est continue, Oy, u® -
eH

remplacant u® par ses développements, nous en déduisons

NF g [ NF 3 FF
Y €™9,Un (xl;—,H ) = ) €"9,Un, (xl;—,H ) + ) €™y uy, ‘z (x1), VxieR.
m=-1 € m=-1 € m=0 eH

En identifiant les puissances de € et en supposant que ces équations sont vraies pour presque tout x; € R et
(y1,¥2) € £F, nous avons

p.p. X1 €R, —GyzUlr\]nF(xl; ) 0 axzuf,f_l z;H(xl) , pour m=0; (13)

ou uf =0.

Conditions de périodicité

Nous rappelons que nous cherchons des champs proches UNF (x;; 1, y2) périodiques par rapport a y1. UNE (x1; y1, y2)
va donc vérifier les conditions de périodicité suivantes

p.p. x1 €R, UI,\I,ZF UI,\I,ZF|r (x1,; -) , pourm=0.

r+(361; )

p.p. x1 €R, é)leI,\InF|r (x1; ) EBJ,IUI,\I,ZF|r (x;;-) , pour m=0.

Nous abrégeons ces conditions par la suite en UNF est T—périodique.
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Problémes aux limites pour les termes de champ proche

Les termes de champ proche satisfont le systeme d’'équations type : pour tout m =0, pour presque tout x; € R,
—AyUNT (g - ) =2 05,0, UNE (x5 ) + 83 UN (x5 ) + K2 UpL,(xy; ) dans  B\Xf;

U%F(xl; -) est T —périodique

3, UNF(xy; - ) =iky UNE (g5 ) sur =h

, (15)
NF (.. . _ _ FF
U s | =—uli|, )
[0, UM s ) =0y, ()

et soit nous imposons des contidions de Dirichlet sur les particules

UNFx; -)=0 sur 02 ; (16)
soit nous imposons des conditions de Neumann sur les particules

VyUN (x5 - ) 7i=— 0, UM (15 <) mp sur 0% ; (17)

avec ny = UN; =0 par convention.

On voit que x; joue le role d'un parametre et que pour presque tout x; € R, les termes de champ proche
UNF(x); - ) sont solutions de problémes de type Laplace posés dans une bande contenant des particules de taille 1.

Ces problemes font intervenir des conditions de saut en Z#H dépendant des termes de champ lointain u!! et uf;_l.
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NF| _ _ FF
st Boy [Um ]H = "m0
E=====s"s"="s"s""="====== [_a UNF] :a uFF (x1)
Y2¥m X2 %m-1
—AYUR =2 0,40, UL +05 UL, + K2 URE, L " el
r_ T,
H
%,
VJ’U%F'ﬁ: _axlUlr\InF—ln1 0P
ou UNF=0 #
#

2 0 NF _ ; NF TZO
0y,Uy =iky U, ",

Y1
Figure 3.1 — Schéma du systéme d'équations vérifié par les termes de champ proche

3.3 Comportement a l'infini des termes de champ proche

Que les conditions sur les particules soient de type Dirichlet ou Neumann, loin des particules, les termes de
champ proche vérifient

—AYUN (15 - ) =2 03,0y, U (g5 +) + 05 UL, (g +) + K2 Upl,(xy; ) dans B

p.p. x1€R, { (18)

U%F(xl; -) est T — périodique
ot L =(0,T) x (L, +o0) avec L= H.

L'objectif de cette section est de déterminer le comportement a l'infini des termes de champ proche, si ils
existent. Nous allons donc supposer dans cette section qu'ils existent. Commengons par étudier plus généralement

les fonctions U € Hj (98L,) satisfaisant

~AU = F dans 2L (%)

avec Fe L2(4L) et F satisfaisant la propriété (Py,) définie comme suit
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~ Définition 8 N

Une fonction F e 12(4L)) satisfait la propriété (P) si et seulement si il existe une suite de polyndmes
(p1) 7 telle que, pour y» >H,

_2Alm e, 2iln
F(y,y2) = Y. pilyp) e 1 02 7o (Z)
1#0

\ J

~ Proposition 9 N

Si F vérifie la propriété (%) alors la solution U de (*) s'écrit U =Cy +U avec U vérifie la propriété
(Pwo)- Plus précisément, U =Upop + Upar; avec

o Upom Vvérifie AU, =0 dans B et s'écrit
() =2 (p-H) A
Uhom(J/LJ’z) = Z CU e T Y2 er N
mezZ
avec Cg) eR et CSD =Cy.
o Upars € Hy(BL) :={uecH] (BL), u est T-périodique} est la seule solution particuliere vérifiant
AU pars =F qui vérifie

_ 2y, 2iln
Upart — Z qi(y) e T (y2—H) e TN
1#£0

avec ¢;(L) =0.

Preuve. Soit F vérifiant la propriété (2) et U la solution de (x). Comme U est T—périodique, il se décompose
en série de Fourier

2iln
UGy =Y %(ye T (19)
leZ

oll la série est convergente dans H? (la preuve est similaire 3 celle du théoréme du chapitre 2). Comme —AU =F
dans %L, on substitue U par son développement en série de Fourier 1) et F par la propriété (2,), nous obtenons

2nl)? 2lx
aiﬂhb’z)—(T) %z(J/z)ZPI(JQ)e_Z‘T‘ 2= (20)

e Si I=0:I'équation dévient ai%(yz) =0. Les solutions sont des fonctions affines définies par
%() (yz) = DUyg + CU .

Comme U est exponentiellement décroissant a I'infini, nous posons Dy =0.

e [#0 : nous avons une équation du second ordre non homogene. La solution % (y») est alors une combinaison
d’'une solution homogene 52/;“”"()/2) et d'une solution particuliéere %lpmt(yg).

* La solution de I'équation homogene est de la forme

A,
U (y) = CPlem T T
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* Nous cherchons alors une solution particuliere de la forme

2|l
%lpart(yz) _ ql(yz) e*%(ysz) ,

avec (q)jez une suite de polyndme ot d°q; = d°p; +1 et q,(y2) — 2 q) (y2) = pi(y2)

La solution U de () est une combinaison de U g4, = Z%lp“”(yz)e TV et Upom = Z%l’“’m(yz)e I

leZ leZ
U est alors donnée par
N 2l gy 2iln
U =Cy + Y Giye T 0tlemn (21)
1#0
-~ ~ — Ay, _py) 2ilny, T sz
avec U=)_ qi(yo)e” T V27T qui vérifie la propriété (2.). O

1#0

Remarque 3. SiF vérifie la propriété (P,) avec p;(y2) des polynémes de degré N;, nous pouvons montrer que U
va se décomposer de la méme maniére avec des polynbémes q;(y») de degré N;+1.

Remarque 4. Nous montrons facilement grace a la décomposition que

1
Cy= —/ U(y1,¥2)dy;, Va=H. (22)
T y2=a

Remarque 5. Notons que Uy, ne dépend que de F et on a

/ 33, Upar: =0.. ()
Z#

L

Dans la section suivante, qui traite des conditions de Dirichlet, nous utiliserons que la premiére partie de la proposi-
tion. Dans le cas des conditions de Neumann, nous utiliserons la deuxiéme partie de la proposition et il nous faudra
remplacer la demi-bande 98, par une condition transparente.

Nous nous intéressons tout d'abord, ¥ ¢ € Hy/?(Zf) := {u o UE H}#(QBE;O)} au probléme

L

~Au(p)=0 dans BL ;
u@=¢ sur ¥ (23)
u(p) est T—périodique .

Ce probléme a une unique solution dans

Wy(BL) = {u € H), (BL), Vu e 1*(8L),

loc

=} @

(e}

en utilisant une inégalité de Hardy et le théoréme de Lax-Milgram. De plus, nous montrons que (en utilisant des
techniques de séparation de variables comme dans le chapitre 2) :

u@) =y, (qubz)

) T gy(y)  avee i) =e TN (25)
leZ

L2zf
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— Définition 10
Soit AESK(H;/Z(Z@,H;”Z(Z@) I'opérateur de Dirichlet-to-Neumann (DtN) défini par
veeH*(2F), Ap=-d,ulp) sur =}.

Nous avons alors

YoeH# (X)),  Ap = )

(2|l|n
leZ

T) ((P’(PI)LZ(zf) bi(1) -

\

Nous avons donc par définition
voeH*(2F),  A@+dyul@) =0 sur .

Revenons a la fonction U vérifiant (%), nous avons :

9,,U

+AU|  =0,,U + AU +0,,U + AU
Zi Zt oY hom Zi hom Z’E v Ypart Zi part Zﬁ
~ ~- d —
=0 car AUjpm=0

=0

=0 car Upge P
L

=0y,Upar:

st
L
En utilisant la forme de Upart (Upars ne dépend que de F), nous trouvons

! 2l
o= 2@ e T g0
L I#0

0y,U

#+AU
ZL

ol g; ne dépend que de F.

3.4 Etude du cas des conditions de Dirichlet sur les particules

(28)

Cette section est consacrée au probleme avec condition de Dirichlet sur le bord des particules. Nous commengons
par I'étude du caracteére bien posé du probleme de demi-bande infinie pour la résolution des probléemes de champ
proche. Nous déterminons ensuite une condition garantissant que les termes de champ proche tendent vers 0
quand y, tend vers I'infini. Nous pouvons alors caractériser les termes a tout ordre et justifier le développement
asymptotique grace a des estimations d'erreurs. Pour finir cette section, nous proposons un modeéle effectif et

donnons une estimation d'erreur de ce modeéle.

3.4.1 Caractere bien posé des problemes de champ proche

Les problemes de champ proche ((15])+({16]) peuvent s'écrire sous la forme : pour m =0,
~AyUNE (x5 )= Fpoa(xg; -)  dans @B\ZH,
U%F(xl; -) est T - périodique ,
p.p. x1ER, < —ayZUI,\InF(xU )=Gp-1(xy; -)  sur  Zh,
U%F(xl; -)=0 sur 0%,

U s | =aho) et [=a,UN s | =,
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ol Fy—1(x1; - ) dépend des termes précédents ny_l(xl; - ) et Ulr\]nF_z(xl; -). Si ny_l(xl; - ) et U%F_Z(xl; ) dé-
croissent quand ¥, tend vers l'infini alors Fp,—1(x1; - ) aussi. Gy—1(x1; - ) dépend de la trace de U%F_l(xl; -) sur =¥,
nous avons Gy,_1(xy; - )ELZ(Z’;’;). Quant a al,)n(xl), elle dépend de ul,:,f(xl) et (xlijl_l(xl) dépend de 0y, ufrf_l(xl). De

plus, b, (x1) et a _ (x1) sont des fonctions indépendantes de y;.

Dans le systéme d'équations (29)), x; joue le rdle d'un paramétre. Dans ce qui suit, nous omettons dans un
premier temps la variable x; pour simplifier les notations et nous nous intéressons au caractére bien posé des
problémes qui s'écrivent sous la forme :

-AU = F dans @\3},

U est T - périodique ,
{ -0,,U = G sur Z’g, (30)
U=0 sur 0%,

[U]H = oP et [—GyzU]H = oV,

Le probleme considéré est de type Laplace posé dans une bande. Nous introduisons d'abord I'espace de Hilbert

Wy(B\Z}) = {u € H),(B\ZF), Vu e 1*(®8\2}), Y c¥(@\zh) et U = u| } (31)
\/1+y§ * I-
muni de la norme
ul? 1/2
lulw, = / Vul + —|dy| (32)
B\T!, L+y;
qui est équivalente a la semi-norme
1/2
|u|w#:(/ |Vu|2dy) = IVull2 (33)
B\,

d'apres I'inégalité de Hardy |[GN77| IBCGO05, Bre99, SSW03].
Nous notons H}/?(=#) I'espace des traces des fonctions de Wy(2\ =) sur =%
Hy2(2h) = {ulyy, wewy(\3h)}

et H;'?(zf) = (HL/Z(Z’;))/ le dual de H}/?(=%). Nous utilisons la notation ¢:,-)
entre H}/2(Z4) et H;V/2(28).

H12 (1) pour le crochet de dualité

Théoréme 11

Soient Fe L?(%B) telle que F\/1+y2 € L?(4B), Ge H,'/?(z}) et aP,aN e R. Alors le probleme admet
une unique solution dans Wy (%8 \ £¥,).
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Preuve. Pour appliquer le théoreme de Lax-Milgram, nous introduisons % € W' (%\Zﬁl) telle que

= oP s? yo>H
0 st ym<H

qui vérifie 2 € Wy(8\Z}}), [2]y = o et [-0), %]y =0. Par construction U=U-2, UeWy(B\xf) avec [U];;=0
et U satisfait le probleme variationnel :

Trouver U € Wy(28\ %) solution de

/ vﬁ-Vde:/ Fde+/ Gde1+aN/ Vdy;, VVewP(®\zF). (34)
B\ZH, B\ = by

0 H

La forme I(V) :/ F de+/ Gde1+(xN/ Vdy, est clairement linéaire et continue dans Wy(28\X},). D'apres
B\LY, %4 =t

0 H

1’ la forme bilinéaire a(U,V) :/ VINJ-Vde est continue et coercive.
BT,

Le théoreme de Lax-Milgram s'applique et donne I'existence et I'unicité d'une solution U € W#(%\Zﬁ) du
probléme variationnel 1D En conséquence, nous avons existence et unicité d'une solution U EW#[%\ZI#Q). O

En utilisant la section nous avons que si F admet une certaine décomposition alors la solution U de ([30]) tend
exponentiellement vite vers une constante Cy. Nous verrons dans la suite que les termes sources du probléme ([29)
vérifient bien la propriété (22,,). Nous allons maintenant exprimer cette constante a partir des données F, G, aP et aN.

Pour exprimer cette relation, nous introduisons une fonction profil A" caractéristique du probleme (et des
propriétés des particules).

,—[Proposition 12} \

Il existe une unique fonction A solution de
-AN/ =0 dans @A,
A est T—périodique ,
=0y, A/ =0 sur =t
N =0 sur 0%,

telle que A = yo+ & avec N € Wy(4B).

Preuve. Si un tel ./ existe alors A" satisfait dans Wy(48)
AN =0 dans B ,
N est T—périodique ,
—ayzﬁzl sur =p
N = —Yo sur 0% .
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En utilisant des arguments similaires a la preuve du Théoreme on a existence et unicité d'un tel 4. On en
déduit facilement I'existence et |'unicité de la fonction profil A" O

Notons que A est dans le noyau de I'opérateur associé au probleme (30) mais dans un espace a poids puisque
A a un comportement linéaire a l'infini.

D’apres la proposition (9, nous savons qu'il existe C € R telle que y}_i»ngooﬁ: CreRet N - C 7 vérifie la

propriété (2s,). Nous en déduisons donc que

ayZJV yzjwl (37)
et comme / ay2j= 0, nous avons
1
/ 3N =T . (38)
1

Nous pouvons donc maintenant énoncer la propriété suivante.

,—[Proposition 13} \
Supposons que les hypotheses de la Proposition [9] sont vérifiées alors la constante Cy est donnée par :
1
Cy = — / FA dy + / GAdy | + el + o ; (39)
B\ =
ou )

c(()l) == Ndy . (40)

T Z#

H

Remarque 6. En utilisant que N = yo+ ., c(()l) peut se réécrire
1 H 1 —
V= —/ (2 + A)dyy = = + —/ N dy . (41)
T Zt{ T T z#H

c(()l) correspond, a H prés, au comportement constant de A & l'infini. Nous pouvons jouer sur H pour que c(()” > 0.

Preuve. Nous nous placons dans une partie de la bande que I'on note %N\Z#H = ,%’glu ((O,T) x (H,N)).

[ ——
a2
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e

T

Y2 #
OZOT

En multipliant par A le probleme vérifié par U 1} et en intégrant sur =%\Z#H

—/ AUJde=/ FA dy .
BT, PBN\ZH,

En appliquant deux fois la formule de Green, nous obtenons

—/ UAXN dy + /
7210 > et p>

#
0 N

U VJV'ézdyl —/

VU'ég Jdel + /
s#

U_Vﬂ-égdyl - / U+V=/V'égdy1
z
N

# #
H ZH

=/ #FJde+/#GJde1+aN/#Jde1.
BNz, by st

0

En utilisant que [U]q4 =aP, nous trouvons

J

D'apres la proposition @ nous savons qu'il existe Cy € R et U vérifiant la propriété (P,) pour y» > H telles que

U VJV'?gdyl —/

VU'ég Jdel = /
z#

FA dy + /
4 B3,

GA dy, + (xN/ Ndy, + (xD/ VA -édy; .
b =t b

#
N 0 H

U =Cy+U alors 0,,U vérifie la propriété (2) pour y» >H et donc / VU-é, A& dy T 0.
#

> —+00
De plus, d'apres (37)), nous avons /
e
D'apres , nous avons / VAN -édy, =T.
Z#

H

N

U VA -édyy; — TCy.
N—+o0

Finalement, nous décrivons Cy a I'aide des données F, G, o et o :

1
CU:—/ F,/de+/ GJde1+aN/ Ndy | + oP .
T\/ax, st b4

H
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Nous venons de montrer que pour toute solution U de (30)) telle que F vérifie la propriété (P, il est possible
de décrire son comportement a I'infini, qui est constant, 3 I'aide des termes sources F, G, aP, o et de la fonction
profil A& . Cependant, nous cherchons des termes de champ proche U qui tendent vers 0 a I'infini. Ceci nous donne

naturellement une condition dite de compatibité sur F, G, oP et oN.

— Théoréme 14 \

Soit U la solution du probléme ([30). Supposons que Fe1?(%8), Ge H,1/2(#), aP, an € R et supposons
de plus que F vérifie la proprité (%) alors U tend vers 0 seulement si la condition de compatibilité

suivante
N (1) D _
) +a ¢ +a =0, (42)

1
— / FJde + / GJdel
T \Jaz, b

est satisfaite, avec c(()l) donnée par .

De plus, la convergence est exponentielle.

3.4.2 Construction des premiers termes de champ proche

Nous allons maintenant utiliser les résultats précédents pour construire les termes de champ proche et assurer

qu'ils tendent bien vers 0 a I'infini.

Construction de U

D’apres le Théor‘eme pour presque tout x; €R, il existe une unique solution U (x1; - ) dans Wy(98\2¥) de

~AyUNF(xy; -)=0 dans  B\Zf,
U(l)\IF(xl; -) est T - périodique ,
NF #
) -0y,Uy (x1; -)=0 sur X, (43)
U(l)\IF(xl; -)=0 sur 0%,
[UoNF(xl; -)]H=—u§F EH(xl) et -9,,Up" (x5 -) -0

D’apres le Théoreme [14] cette solution tend vers 0 quand y» tend vers +oo si et seulement si la condition de
compatibilité 1' est satisfaite. Ceci nous donne une condition de bord pour ugF sur Zeg

ubt ) = 0. (44)

eH
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,—[Proposition 15} \

Pour presque tout x; € R, il existe une unique fonction UgIF(xl; . )(—:W#(%\Z#H) solution de 1} qui
tend vers 0 a l'infini si et seulement si

u' =0 sur Zen. (45)
Dans ce cas, pour presque tout x; €R, (y1,)2) € %,

UM (x1591,72) = 0. (46)

Construction de UM

D’apres le Théor‘eme pour presque tout x; €R, il existe une unique solution UM (xy; - ) dans Wy(28\2¥) de

~AyU¥(x1; -)=0 dans B\Z},

U{\IF(xl; -) est T - périodique ,

) —ayZUll\IF(xl; -)=0 sur Zh, (47)
Ull\IF(xl; -)=0 sur 0%,
NF(,. . _ _FF NF .. . _ FF )
(0N s O =—l"|, o et [<0,UN ;) =0nup]) G

ol on a utilisé U (x1;y1,y2) =0.

D’'apres le Théoreme (14} cette solution tend vers 0 quand y, tend vers +oo si et seulement si la condition de
compatibilité (42)) est satisfaite. Cela donne ici

F

dnup |, () e — | (k) = 0; (48)

eH

N 1 L .
ol c(()) est définie par 1}
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,—[Proposition 16} \

Pour presque tout x; € R, il existe une unique fonction Ull\IF(xl; . )(—:W#(%\Z#H) solution de 1} qui
tend vers 0 a l'infini si et seulement si

FF

FF
u; (x1) = axzu()
zeH

Ten (xl)c(()l) ; (49)

1 7
avec c(()) donnée par |D .
Dans ce cas, pour presque tout x; €R, (y1,)2) € 4B, UII\IF(xl;yl,yg) s'écrit

UY o, 1, 92) = O g Ge)5, 7 rv2) (50)
ol 71/0(1)(y1,y2) EW#(%’\ZE) est I'unique solution de

—Ay WO(U =0 dans @B\=F

7//0(1) est T — périodique ,
{ -0y, WO(U =0 sur Zp, (51)
WO(U =0 sur 0%,

(1) _ (1) (1) _1 .
[7//0 ]H__CO et [_GJ’ZWO ]H_l’

avec 7//0(1)(3/1,}/2) — 0.

Yo—+00

\. J

Remarque 7. Notons que la fonction profil 7//0(1) (¥1,¥2) tend vers 0 quand y» tend vers +oo car la condition de
compatibilité est satisfaite.
Construction de UM

D’apres le Théor‘eme pour presque tout x; €R, il existe une unique solution UN (xy; - ) dans Wy(28\2¥) de

—AYUNF () =2 axlaxZu§F|zeH(x1) 0, #V(n,y2) dans  B\ZE,

U2NF(x1; -) est T—périodique ,
) —8,UNF(xy; - ) = — iky axZu§F|ZEH(x1) WOy sur =, (52)
UZNF(xl; -)=0 sur 0%,

|03 G - )]H = —ufF

L ) et [ =0, U8 G ) =0 ul”

(x1) ;
ZeH '

ol nous avons utilisé le fait que UN (x1;y1,2) =0 et UNF (151, ¥2) = 0, 1"

) (0, ).
zEH

D’apres le Théoreme cette solution tend vers 0 quand y, tend vers +oo si et seulement si la condition de
compatibilité (42)) est satisfaite. Cela donne ici

(2) FF FF

2 FF
(x1) ¢ + Oy, (x1) c(()) + Oy, U
ZEH ZEH

1
() ¢y’ - w
ZeH

(1) = 0; (53)

eH

FF
axl axz Uy
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1 s
avec c(()) est donnée dans 1)

@ _ —iky W
Co =1 ngO N dyy

et )
2 1
ci):f/ 6y17//0()</de.
B\,

,—[Proposition 17}

Pour presque tout x; € R, il existe une unique fonction UZNF(xl; . )EW#(QB\Z#H) solution de 1} qui
tend vers 0 a l'infini si et seulement si

FF

FF
U

1
(x1) = C(())axzul
ZeH

€

FF

zE:H

(x1) + ¢,704,0x21
ZEH

s H(Xl) ; (56)

ou c(()l) est donnée dans 1} c(()z) est définie par 1) et ciz) est définie par 1)

Dans ce cas, pour presque tout x; € R, (y1,)2) € %4, U?F(xl;yl,yg) s'écrit

F

U3 (0, y1, y2) = 0y | H(xl)%“) (V1 y2) +0x,Ug" | H(xlwo(” (1, ¥2) + 0, 025" | H(xl)w/l(z’ (y1,¥2)
(57)
ou

. ;//0(2) (1, 2) € Wy(28\ £F)) est I'unique solution de
—Ay WO(Z) =0 dans %\Zﬁ ,
71/0(2) est T — périodique ,
) 3, W2 =—ikywV  sur =}, (58)
WO(Z) =0 sur 0%,
@ __.@ @ _qn-
[71/0 ]H_—co et [—ayZWO ]H—O,

) .
avec #,° (y1,y2) e 0.

o WP (y1,y2) € Wy(%B\ =) est I'unique solution de

~Ay WP =20, Y dans  B\Zf,
7//1(2) est T — périodique ,
{ —6y271/1(2)(y1,y2) =0 sur Zg , (59)
71/1(2) =0 sur 0%,
@ _ ) @ _q-
[Wl ]H__Cl et [_GJ’ZWl ]H_O’

avec 71/1(2)(y1,y2) — 0.

Y2—+00
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Remarque 8. La fonction profil 71/0(2) (y1,¥2) tend vers 0 quand y» tend vers +oo car la condition de compatibilité
est satisfaite, voir la définition @) de c(()z). De méme, pour la fonction profil 71/1(2) (¥1,¥2), avec ciz) donnée par

3.4.3 Caractérisation des termes de champ proche a tout ordre

En généralisant la technique de construction précédente, nous pouvons trouver une condition de bord pour les
termes de champ lointain jusqu'a un certain ordre m qui garantit I'existence des termes de champ proche qui tendent
vers 0 a l'infini jusqu'a I'ordre m. Nous pouvons ensuite obtenir une expression semi-explicite pour les termes de
champ proche.

~— Théoréme 18 )

Soit m = 1. Pour presque tout x; € R, il existe une famille {U?F, Vg <m}, ol U?F(xl; . )EW#(QB\Z#H)
est I'unique solution de (29) qui tend vers 0 a l'infini, si et seulement si

q-1
VYg<m, uf,F (x1) = ) Cy-p(0y,) axZuI;F’ (x1) ; (60)
ZEH pZO ZEH

ol les Cq4—p(dy,) sont donnés en (63)).

Dans ce cas, pour presque tout x; € R, UNF(xy; - ) s'écrit
p presq q

q-1
Vasm, UZTGuynLy) = 3 Og-p(yidn) iy |

O (61)
p=0 eH

ou pour tout p € [1,m], n— 0©,(;n) est un polyndme de dégré p—1 et ©,(-;n) est I'unique solution dans
Wy (28 \ Z;) du probléeme défini par récurrence
~Ay 0,5 =20 0,,0,_1(51) + 17 Opa(5m) + K* Op_a(5m) =Fp_1(5m)  dans  B\Zf,
Op(5m) est T—périodique ,
4 =0y,0,(5m) =—iky ©p_1(sn)  sur Zg ,
Op(;m =0 sur 0%,
0p(m] ==Cotm) et |=3,0p(m)] =8y ;

(62)
avec @)=0_1=0_2=0,08,1=1si p=1oudy;=0si p#1 et
1 ik
Cp(m) = T/ Fp1(mAdy - TY/ Op-1(;mAdyr + C(()I)Sp;l (63)
BT}, b4

ou c(()l) est définie par |D et Cp(n) est un polyndéme de dégré p—1. Enfin, y— ©,(y;n) vérifie (Z).

\. J

Remarque 9. D’apres les propositions|16] et[17, nous avons
« 01(yin) =#," (1, y2) et c1(n) =", ¥n.
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e Oa(y;n) =2 1, 1) + #,2 (01, y2).

Preuve. Nous démontrons le résultat par récurrence sur m.

Pour m =1, nous avons vu dans le paragraphe précédent que pour presque tout x; € R, il existe une unique
fonction UNF(x1; - ) € Wy(28\ 2};) solution de (47)) qui tend vers 0 a I'infini si et seulement si

FF
U

1
) =l By | (x1)
ZEH ZEH

et que dans ce cas, UII\IF(xl;yl,yz) = 7//0(1)0/1,)/2) f)xZugF|Z (x1). Nous retrouvons bien pour m =1 avec
eH
C1(0y,) = c(gl) et avec ©,(y;n) = 71/0(1) (y1,¥2) qui est de degré 0 en n et qui vérifie (Py).

Nous supposons avoir construit une famille de profil {U}*, g < m—1}. Montrons qu'il existe UL solution de ([29)
qui tend vers 0 a l'infini. Nous supposons que est satisfaite. Pour presque tout x; € R, I'équation volumique
vérifiée par U%F(xl; - ) dans %\Zﬁl peut se réécrire en utilisant 1' alordre m—1let m—-2:

—AyUNF (5 - )= 2 03,0y, U (x5 ) + 05 Upip(an; ) + K% UNE (g )

m—2

m—3
= Z Zaxlayl G')m—l—]g(‘ ;axl) ax2 UI;JF 5 (x| + Z ail [G‘)m—z—p(‘ §ax1) axz ul;F 5 (x1)
p=0 eH p=0 eH
+k2®m_2_p(- ;0x,) axZul;F (x1)
ZEH

m—2
= Z Fm—l—p(' ;axl) Ox, ul;;F| (x1) -
p=0 ZeH

D’autre part, sur Zﬁ, I'équation vérifiée par UNF(x;; - ) peut se réécrire en utilisant 1}

m-2
_ayzUlr\,IqF(xl; -)= Z —iky ®m—1—p(' ;axl) axguI;;F

(x1) .
p=0 H

3

Nous pouvons alors réécrire le probleme vérifié par UNF : pour presque tout x; € R

eH

m—2
AN )= Y Py (- 50k, a,Qu2F|z (x)) dans @B\Z!,
p=0

Ul,\,]f(xﬁ -) est T—périodique ,

3 NF S FF # (64)
~0,,UNF(xy; - ) = Zo—iky Omrop(- i0x,) O dh |ZH(x1) sur 3t
p= €
Ul,\,]f(xl; -)=0 sur 0%,
[U%F(xl; : )]H =— uff , ) et [—GyzUl,le(xl; : )]H= Ay, Ubt, EOE

Il existe une unique solution dans W#(@\Zﬁ) car Fp,_1-p Vérifie la propriété (). Pour tout p<m-2, 0, vérifie
la propriété (Ps). Nous avons donc existence de UJ € Wy(8\2f;) et il existe Cy,,, Uy, vérifiant la propriété (Pw)
telles que UNY = Cy,, + UNE.
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Pour presque tout x; € R, I'unique solution UNF(x1; - ) de 1} tend vers 0 a I'infini si et seulement si la condition
de compatibilité (42) est satisfaite

m— m—2
FF FF _ lkY
u (x1) T/j\z# ; m-1-p(¥;0x, ) Ox, 14, )z (x1) | A dy T )y Z Op_1- p(y,axl)axZup ‘ZeH(xl) N dy
+ CO axz m— IZ-H(XI)
ce qui est équivalent a
m—1
Uif (x1) = Z Cm—p(axl) axg u;F| (x1)
zaH p:() ZEH

avec ¥p < m, Cp(1) donnée par (63). En particulier pour p = m, comme ©p,—1 (1) est de degré m—2, ©p2(n)
est de degré m—3 et que Fj,;,—1(5n) =21 0,0,,-1(51) + r]2 Om—2(n) + k2 ©;—2(+;M) est de degré m—1, nous
avons que n+— G, (1) est de degré m—1.

Nous pouvons alors remplacer ulf

(x1) dans la condition de saut
eH

(x1) = Z Cm- P(am) a)Cz pF‘Z_H(xl) .

eH

Nous retrouvons avec Oy, défini par . Comme dit précédemment, n— F,,_1(;n) est de degré m—1,
n— C;, (M) est aussi de degré m—1 donc n— Oy, (:;1) est de degré m—1.

Enfin comme la condition de compatibilité est satisfaite. ©,, vérifie la propriété (2y).

3.4.4 Problémes vérifiés par les termes de champ lointain

Les conditions aux bords pour les termes de champ lointain obtenues précédemment, garantissant |'existence des
termes de champ proche tendant vers 0 a l'infini, permettent de compléter les équations satisfaites par les termes
de champ lointains. Nous obtenons ainsi les problemes vérifiés par uOF . par u1 , par u2 1j et a tout

ordre .

Nous rappelons que u;, = etf1¥1+ik2% ost une onde plane incidente kieT quasi-périodique.

FF
0

~— Définition 19 N

En utilisant et la condition aux limites 1} sur 2eH, ugF(xl,xz) satisfait les équations

Construction de u©

- Aug" — K ugt =0 dans R x (eH,+00) ,
ubt =0 sur ey, (65)

FF
Uy — Ujpc est sortant .
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Notons que u;j,. est une onde plane incidente alors ugF est € et ugF va aussi étre une onde plane qui s'écrit

sous la forme

u(l):F(xl,xz) — elklxlelkzxz + AO elklxle—lkg(XQ—ﬁH) i

Etant donné que uEF =0 sur Zgg, nOUS avons

elklxlelkgﬁH +Aoelk1x1 -0

ce qui nous donne .
Ag = — 't (66)

,—[Proposition 20} \

Il existe une unique solution de QD telle que u(F)F est €*° qui s'écrit
ugF(xl,xg) = Ujne(X1, X)) + Ag eifi¥gmikele—e "y eR | Vx, >eH (67)
ol Ag est donné par .

Le coefficient de réflexion associé, pour x, = €H, est défini par

ro = A() eik1x1 . (68)

Construction de u!f

— Définition 21 \

En utilisant et la condition aux limites 1} sur XeH, ufF(xl,xg) satisfait les équations

_ Aull::F — kz ufFZO dans R x (eH,+o0),
i =Py ug”  sur Zem, (69)

ulfF est sortant ;

N 1 JT
ou c(()) est définie par 4)

J

ul® correspond uniquement a la partie diffractée et dépend de ug" alors ui" est €. Puisque uj' est une onde

plane, ulfF va |'étre aussi. Nous cherchons alors ufF sous la forme

FF ikix, —iko(x,—€H
u; (x1,x2) = Aye™e 2(xp—eH)

Etant donné que ul" = ¢{"ay, ulF sur Zem, en remplagant uft par son expression et ub" par I'expression (67), nous
avons

Aleiklxl — C(()l)(ikz eik1x1 eikgEH _ AO ikz eiklxl)

ce qui donne . ‘
AL = ¢ ik (€ Ag) = 2 D ik, ekt (70)
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,—[Proposition 22}

Il existe une unique solution de telle que ufF est €*° qui s'écrit

ufF(xl,xg) = A, etfin pmikle—el) Ty eR vy, >eH (71)
ol A; est donné par .
Le coefficient de réflexion associé, pour x; = €H, est défini par

rn = Al eiklxl . (72)

Construction de u}®

~ Définition 23 N

En utilisant et la condition aux limites 1} sur Xeq, ugF(xl,xz) satisfait les équations

— Ayt - K u) =0 dans R x (eH,+o0),

u2 —col)axzu1 +co)6xZu0 +012)6x16x2uFF sur  Zeq (73)

§F est sortant ;

ou c(()l) est définie par || (2) est donnée par et 0(2) est donnée par 1}

SF correspond uniquement a la partie diffractée et dépend de u Fet u F alors ugF est €. Puisque ugF et ufF

sont des ondes planes, u" va I'étre aussi. Nous cherchons alors uSF sous Ia forme

FF —iky(xo—€H) ikix
U, (x1,x2) = Ap e 2(p—eH) pikixy

(1) FF ) ) FF
Etant donné que ubt 6xZu1 + ¢ GxZuO +c1 axlaxZu sur Zey, en remplacant u par son expression, u;
par |'expression 1.' et u par |'expression nous avons

A, etha = C(l)lk Ajethin 4 céz)(ikgeiklxleik2€H—ikgAOeik1x1)+c{2) (—kgkleiklxleik2£H+kgkleeiklxl)
qui se réécrit
A, ef1% = ok, el gikeeH (c(()“k2+i032)—klc{2)) _

Nous obtenons alors
Ay

ko ( lCODAl (Z)AO + klc(z)Ao) + otkeeH g, (lC(()z) ks ciz)) (74

2 ky e’kzaH(col)k +lC klc ) .
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,—[Proposition 24}

Il existe une unique solution de lb telle que ugF est € qui s'écrit, pour xp =€H,

UbF (x1,x2) = Ay et gmikln—el)  Lyy e R Vx> eH (75)
ol A, est donné par .
Le coefficient de réflexion associé, pour x, = €H, est défini par
(76)

ro = A2 elklxl .

Caractérisation a tout ordre

— Définition 25

ul satisfait (65)) et pour m =1, en utilisant et la condition aux limites sur Zeq, le terme de
champ lointain ul! satisfait les équations
— Ault — K uff=0 dans R x (eH,+o0),
I = FF
utl = Cm-p(0x,) Ox, U,  Sur  Zem, (77)
p=0
uf est sortant ;
oll les C4—p(dy,) sont donnés par (63).
Pour m=1, ul} correspond uniquement 2 la partie diffractée et dépend de u{" et des termes précédents ul;f_p_l,
avec p<m-—1, alors utl est €. Puisque, pour p<m-1, ufrf_l_p sont des ondes planes, ulf va I'étre aussi. Nous

cherchons alors ulf sous la forme
uf;f(xl,xz) - Am e—lkz(Xg—EH) elk1x1 .

r—[Proposition 26} \
Pour tout m =1, il existe une unique solution de |i telle que ull est € qui s'écrit, pour x, = €H,
ul,:,f(xl,xg) = A, el gmik—el) Ty eRm Wy, >eH (78)
ou A, €C.
Le coefficient de réflexion associé, pour x, = €H, est défini par
— ikyx;
'm = Ap e . (79)
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Remarque 10. Nous pouvons rendre explicite I'expression de A,;, mais ce ne sera pas utile par la suite.

3.4.5 Estimations d’erreurs sur le développement asymptotique

Nous allons avoir besoin d’estimations sur les termes de champ proche pour établir les estimations d’erreur pour
le développement asymptotique.

— Théoréme 27 N

Soit N € N. Supposons que Vg <N, ug" vérifie la condition de bord de sorte que nous avons
existence de la famille {U};F, q <N} et des ©4_p,, pour 0< p < g -1, fonctions profils solutions de 1}
et

UNF(xl, ) Z@q p( axl) O, pF’ZEH(xl) )

alors il existe C4-1(k1, k2), qui dépend linéairement de k; et d'une forme polynomiale de degré g—1 en
k1, telle que

< &€ Cq_l(kl,kz) . (80)

uNE(.
|| q (’ ) LZ(gge\zzH)

De plus, il existe D qui dépend de kj,k» et g telle que

[[wvzr]e.

NE(. Z

g 0, Uq (4 5

| ‘]
L2(%\25)

+ [ div, vy U3 )

L2(B\2,) 12(B\5!,)

< 8(Dq—1(klr k2)) . (81)

L2(B\Zh)

Preuve. Pour 1<p<m, ©4_,(;1n) est un polyndme de degré g—p—1 en 1 alors il peut s'écrire sous la forme

q-

Og-p ZO AL

avec ¥ EW#(QB\ZE), 0<l<qg-p-1, des fonctions vérifiant des problemes de type Laplace dans une cellule et
vérifiant la propriété (2,). En effet :
* en prenant =0, nous avons O4_,(-,0) = #;(-) alors #; vérifie un probleme de Laplace défini dans une cellule.
Comme ©,4_,(-;0) vérifie la propriété (Pu,), #o vérifie la propriété (Zy).
* en prenant la dérivée de -, par rapport a 1 alors G)’ p5m) = mey+2enwa()+--+(q-p- l)q"_p‘qu p-10)
et en prenant =0 nous obtenons ©;_, () = #1(). Wl € Wy(2\ 27,) vérifie donc la propriété (2).

ainsi de suite.

Nous en déduisons

. qg-1g-p-1
NF F l FF
T WP | R I A R e
" L2(#°\Zfy) p=01=0 L2(B\ZE)

(82)
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ol W) € Wy(B\ ), W vérifie la propriété (Ps) et ugF est €.

Etudions d'abord, pour 0<l<g-1, la norme

(x1) = —ikpApme %1, Comme 9} 0y, uFF|Z (x1) = —iko(iky) A, etk 51 et
eH eH

(x1)

i (g)ail Oz, MS’F p>

L?(°\2%)

FF

avec Oy, u, .

p

191 (2 ) Inzamersty = €l Milznsy -
nous en déduisons

X\ A1 FF
%(E)axl axzup ZEH(xl)

< € ky |Apl k] 1M1l -

En appliquant a (82]), nous obtenons le résultat.
NE(

o (- 2)

En utilisant la méme méthode, nous obtenons I'autre inégalité. O

—~ Théoréme 28 N

Soit L>H et %S’L :=(0,€T) x (0,L). Soit u® une solution de notre probleme de diffraction qui vérifie les

équations (|P§0)+ dans le domaine %S'L.
FF

Soit N € N. Supposons que, pour m <N, les termes de champ lointain u,, vérifient les conditions de
bords alors, pour m <N, les termes de champ proche UNF sont donnés par 1D Alors, nous avons

L2 (B°\5E)

=Ce ky pg-1(k1) .
L@zt ) 2 Pg-1K1

X1 X2

N N
Ut (x1, x2) — ( Y €Mty (X1, X2)Xymem (X1, X2) + 3 e’“U?I,F(xl, : )) =0o(eN) . (83)

H'(%5h)

m=0 m=0 € €

\ J

Remarque 11. Notons que I'erreur est dans Hl(QS’L) car nous montrons que la fonction n'a pas de saut sur Z.y.

Preuve. Soient N € N. Pour tout € >0, posons
e (x1, X2) = u® (21, x2) — w*(x1, x2) (84)
ol uf(x1, x2) est solution du probleme ([P} )+(CD) et

N N
X; X
€ m , FF myNF AL A2 :
w-(xy,x2) = Z €U, (x1,x2) + Z e"U,, (xl,—,—) sl xp>¢eH,
m=0 m=0 € €&
N
X1 X2 .
= Z EmUl,\,I?F(xl;—,—) si xy<eH .
m=0 € £
Etape 1 : Nous commencons par écrire |'équation et les conditions aux limites vérifiées par e® dans %"'\ZﬁH ol
# _
2 ={x1€(0,eT), xp =€H}.
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x Pour x, >¢eH :

(A + k%) we(x1, x2)

m=0

(A+k2)(m§:08m FF(xl,xz)) + (A+k2)(z e"UN (v ’;1’22))

~

=0 d’a;r‘es @

1 NF 2 NF 2 NF 21 1NF
eth[s_szUm + 20,0, UN + UM + KU

X1 X2
(12, 2)
€ €

N N+1
JX1 X2 X1 X2
= Y e AUN (12 2] + 2 Y @M 20,,0,, UMY (3, 2

m=0 € € m=0 € €

N+2

m-2 (A2 2\7NF X1 X2
+ Y 2@ + KU, (xl,?,?) .
m=0

En utilisant que nous donne AyUNF+28, 8, UN +982 UNF, + k*UNF, =0, YmeN et que UNF =0 pour
m <0, nous avons

X1 X X1 X X1 X
(A+K2) we(xr, xz) = 2eN‘laxlay1U§F(x1;?l,f)+ sN_1(6i1+k2)U§EI(x1;?l,?2) + eN@2, + BA)UuR* (xl;?l,f)

"

—eN-1 NF X1 X2
€ AYUNJrl('xl’ €’ e )

En réécrivant

[A UN+1

22 = a2, 2] - (08 2 2

nous obtenons

(A+ k) wh(x1,x%2) = Y |Fnia (xl,%,%) div |Fniq (xl,ﬂ,%)” pour xj € (0,eT) , x,>€eH ; (85)

o Fn+1 (xl, %, ?) (62 + I(IZ)UN_*_1 ( ﬂ ):: ) +lex1 [VYUN+1 (xl, ):_:1 , ):32 )] (86)
t

) B (x5 2 = U (02 2 (87)

Comme Aut(xy,X2) + K uf (x1,x2) =0 pour x1 € (0,€T) et x, > €H, nous pouvons alors écrire I'équation vérifiée
par ef

X1

(A+ k%) e (x1,x2) = N [FNH(xl;?,%)—div [E\Hl(xl;%,%)” pour x1 € (0,eT) , x, >€eH .| (88)

x Pour x, < €H, en reprenant les calculs précédents mais sans les termes de champ lointain, nous obtenons la
méme équation

(A+ kz) et (x1,x2) = —div

N X1 X2
—€ FN+1(X1,?,—

Fnai1 (xl,x?,%)” pour xj € (0,eT) , xp<eH .| (89)

« Sur le bord ZﬁH. Dans un premier temps, nous nous intéressons au saut de la trace de w® au travers de ZﬁH

N
X
[w® (x1,eH)] 4 Z eMult|  (x1) + Y €™ [U%F (xl; 2y )] =0 p.p. x1€(0,eT) .
zel—l m=0 z € HJ
=—uly|  (x) d'apres (L1
ZeH
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Considérons maintenant le saut de la trace normale de w® au travers de ZZ‘H

N
_ X1
[0y, w* (xl,sH) Z €0y, uFF - (x1) + Z gm1 [ayzuﬁF (xl; — H )] =£N6xZu§F (x1) p.p. x1 € (0,€T) .
EH m=0 N € H ZEH
=—0y,ulr | . (x1) d’aprés

eH

En conclusion, comme [uf] ;=0 et [dy,u°] 4 =0, nous avons

[e°(x1,eM)],y= 0 p.p. x1€(0,€T),
90
[0, " (x1,eH) ]y = —€N0y, FF|Z (x1)  p-p. x1 € (0,€T) . (50)
eH
* Sur le bord des inclusions 022, w® vérifie
X1 X
we(x1,x2) = Z e UNF( 1, 2) =0 pour (xl,x2)€69’§
o €€
et u® =0 sur 027 alors
e“(x1,x) = 0  pour (x1,x2) € 0% . (91)
* Sur le bord Zf = {x; € (0,€T), xp =0}, w* vérifie
al 1 NF X1 NF X1
=0y, wE(x1,0) + iky w®(x1,0) = — Z e" 0,0, (xl;?,o) + iky €™ U, (xl;?,o) , x1€(0,eT) .
m=0
D’apres , ¥Ym 8, UNF(x1531,0) = iky UNE (x1531,0), Yx1 €R, y1€(0,T) ce qui donne
x
=0y, w(x1,0) + iky wt(x1,0) = eV iky UQF (xl;?l,o) p.p. x1 € (0,€T) .
Comme -0y, u® +ikyu® =0 sur Zj, nous avons
—0y,€%(x1,0) + iky e®(x1,0) = — eN iky ng (xl;ﬂ,o) p.p. x1 € (0,€T) . (92)
€

* Pour la quasi-périodicité. Pour x, < €H, nous avons
m-1 X2
W (ET, xp) = Z e" UNF (T3, —) Z e Y Oy (T 20y O, | (€T
p:O eH

Comme les termes de champ lointain sont k€T quasi-périodiques et les fonctions ©,,_4 sont T—périodiques,
nous avons

N m-1
X2 . .
W (T, Xo) = Z e Z ®m—p (0,_;ax1) elkleTaxzul;F’ 0) = pikieT Z EmUNF (0 0, _) _ elklgTw£(O,.)C2).
— - € Zen
=0 € m=0
De méme, nous avons O, wé(eT, x2) = elkl’sTax1 wt(0, x3).
Pour x, > €H, en reprenant les calculs précédents et le fait que les termes de champ lointain son k€T quasi-

périodique, nous trouvons we (€T, x) = e*1ET 1w (0, x2) et By, we(eT, x2) = 1€, W (0, x2).
Finalement, puisque u® et w® sont k€T quasi-périodique, nous avons que

e® est kieT quasi-périodique .
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Nous trouvons donc que e vérifie les équations

Aef + k% = —eN[Fny1—div Fyyg]  dans  @°\ZF,
e® est kieT quasi-périodique ,
] -0y,e" + iky e = — €N iky UYF  sur  Zf, (93)
e“=0 sur 07 ,
Ny . FF
[e°] .y =0 et [Oyef] = —€ Oxuy -

Etape 2 : Formulation variationnelle de 1) dans %S’L.

Prenons une fonction test veV = {v € Hil (%S’L\Z’;‘H), v=0 sur 69}’;}. Notre probleme fait intervenir div Fyx.1

NF
N+1

—/ div Fy1q vdx:/ P’N+1-v_vdx+iky/
BNTE, BT, b

0

avec Fnyp = VyU telle que

= NF
vdxy —g-12 €0, Unyp, )

NF — FF .
UN del—/# ax2uN H2

€
0 zeH

#
ZEH

ol 12, )2 désigne le crochet de dualité entre HEIUZ(ZE#) et ng(zi#) avec 25" :={x; € (0,eT), xp =L}.

[l est alors possible d'écrire la formulation variationnelle associée au probleme vérifié par e® dans %S'L\ZfH :
Trouver e €V solution de a®(e%,v) =eNIf(v), YveV; (94)
ou
at(ef,v) = / ) Vet -Vvdx — k2/ e TdX (05, V), + iky/ e vdx; ; (95)
By \2gy By \Iy %

S _ = == NF

If(v) = /SL , Fni1 UdX+/EL #FN+1 Vvdx — H—1/2<ay2UN+1,U)H1/2 . (96)
BT, Bz

Si nous voulons utiliser I'opérateur de Dirichlet-to-Neumann du chapitre 2, nous avons

M=z

my1NF
€ Um )’V>H1/z .

N
NF
H-1/2 (axZ es, U>H”2 = y-12 <Ak1 es, U>H”2 - H-12 (axZ( Z Um ), U>H1/2 + H-1/2 <Ak1(

m=0 0

3
I

_al
i =N~ 7.
L

Les termes faisant intervenir les termes de champ proche pourraient &tre traités en utilisant que UNY .

. . . _aL .
Pour L assez grand, ces termes sont exponentiellement décroissants. Nous pouvons choisir L pour que e~ T <eN soit

L= —% N Ine. Mais nous ne sommes pas obligés de prendre L assez grand. Nous pouvons utiliser que er\fqzosmU%F
vérifie presque Helmholtz et donc vérifie la condition DtN. C’est ce que nous faisons dans la suite.

Dans les étapes 4 et 5 nous aurons besoin de contrdler ||[Fy+1lli2 + II?N+1||L2, nous avons d'apres le théoréme

IA

103, Unsill: + &% [Unarlliz + Idivy, [VyURE e + 1VyUn e
e Cn(ky, ko) ;

IFnsillz + IFNgalliz

IN

ol la constante dépend de k, k» et N.
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Etape 3 : Probléme de demi bande avec terme source 3 support non compact.

- \ e N . , L o .
Nous avons restreint le probleme précédent 1} a un domaine borné 388’ . Nous ne pouvons pas utiliser di-

N
rectement la condition transparente introduite au chapitre 2 car dans la demi bande P/BS'L, et et Z smUl,\,IiF plus
m=0
précisément vérifient une équation de Helmholtz avec un terme source non nul. Mais ce terme source est exponen-
tiellement décroissant : Fx.; et Fny41 S'expriment 3 partir du terme de champ proche U ui est exponentiellement
+1

décroissant car il vérifie la propriété (2y) :

X1 X2 H) 2imo
UN+1( & ) Y pilys) e e el Qi
e ¢ 170
Fixons 0 <f < 2|€{1Ln, nous avons eﬁxZUﬁfrl €12 donc eP*2Fy,q € L2 et ePX2Fy,; € 12.

Nous allons introduire une fonction auxiliaire V41 qui satisfait
AVnyi1 + k2VN+1 = —Fni1 +div ﬁN+1 dans %&L , (97)
Vn+1=0  sur Zi'# .

Il existe bien une unique solution sortante a ce probleme mais la justification ne passe pas par une décomposition
modale. Elle passe par des espaces a poids, la tranformée de Fourier dans ces espaces et la théorie de Kondratiev
appliquée aux probléemes de guides d'ondes; voir par exemple le chapitre 5 de [NP11]. Nous allons maintenant
rappeler ces résultats.

Nous introduisons |'espace a poids
W3 (BS) = {u € Hj,.(B5)) telle que e P2ull?, + e P2ay, ull?, +lleP2ay, ul?, < +oo}

muni de la norme
- 2 - 2 - 2 .
= lle™P2ul?, + e 2oy ull?, + e Pay, ull? ;

1 e, ! .
et [Wﬁ(%a’) )] est muni de la norme

< f,v>]
IIfIIWI(%g,L)r = T —
plFeo vewh @ty 10wt
||unW1MeL #0
b

!/
[Wé(%&})] contient typiquement des fonctions H™! qui ont une décroissance exponentielle 3 I'infini. Ainsi f e L2,
!
eP*fel? donc fe [Wé (%&L)] :
!
Dans [NP11], il est prouvé que si Fe [Wé(ga;})] il existe une unique solution V dans Wé(ga;}) de
~(A+K*)V = F (x)

qui est sortante et qui s'écrit, en utilisant P:E[%(k—kl)],

P
Z A o~ 1Bmlx—1) (zmn+kl)x1 + Z Qe —Ym(x2—L) (Zmn'*'kl)xl + V; (%)
= Ym<Pp
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ol \7€W£ﬁ(93§5]“). Nous avons

1/2

2 2 VAL
2 laml® + 3 deml® VI ey | S CHE gy ety - (% %)
|m|<P Ym<P -prrree

Autrement dit, si F est exponentiellement décroissante alors il existe une solution de (%) qui, a une fonction
exponentiellement décroissante prés, est combinaison linéaire de modes propagatifs sortants et de modes évanescents.
De la décomposition (#%) et de (* * %), on déduit que Ya <f

- 2 2 2 - 17112
le™2VIZ, < ¢ Y lapl® + 2 Y laul® + e *2V|7,
|m|<P Ym=Pp
2 2 - — 2 17112
< Y laml? + 2 Y lanl® + lle” e P2, |P2V)2,
|m|<P Ym<Pp
2
< F

—QaX; A —QX2
donc le™ V]2 =C IIFIIWé(@;L), et de méme, nous avons|le”*2V|y <C ”F”Wé(@;})"

Nous appliquons ce résultat 3 . Yov EWé(QB&,L), nous avons

<EBv> = <—-Fyn41 +div Fyyq,v>

= / LFN+1 de+/L]EN+1 Vvdx
E%E, @Ey

(5] 00

/ Pepy ., e PRpdx + / P2Fy, e P2vydx
B B

alors
|<Ev>| < [1eP2Fysillizle P2 ol + [1eP2Fyillizle P2Vl < ||eﬁszN+1an||u||Wé + ||e5XZFN+1||Lz||v||Wé :

Nous obtenons donc
IFllgs gy < NeP“Faallz + 1eP Pyl

et il existe une unique solution V4 sortante telle que
leViz < CllIe?Faallz + 1ePFyallz| - (98)
Etape 4 : Réduction au domaine borné %S’L\Z’SH.

La difficulté est que le terme source (FN+1 —div ﬁN+1) n'est pas a support compact. Nous ne pouvons pas utiliser
directement la condition DtN.

Dans le domaine %% := (0,€T) x (L, +00) situé au dessus de Zi'# ={x; € (0,€T), x2 =L}, nous avons
Aef + k% = —eN[Fny1—div Fyyg]  dans B (99)

avec Py, Fnyg €12 telles que VP < 28 alors PPy, €12 et eP2Fy g € L2
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D'apres I'étape 3, il existe une unique solution Vy41 sortante de telle que
(A + K*)ef—eNVyy = 0 dans  BY- (100)

et nous pouvons écrire |'opérateur de Dirichlet-to-Neumann associé

By, + Ag,)ef = N0y, VNe1  sur Zi'#. (101)

La formulation variationnelle se réécrit alors :

Trouver € € V solution de b°(e®,v) =eNI¢ (1) +eNIE,,(v) , YveV; (102)
ou
bt(ef,v) = / ) Vet -Vvdx — kz/ e vdx— yoz{Ag e, v) . + iky/ e vdx; ; (103)
B\ BN s
£ (v) = / Fns1 vdx+/ Fn+1 Vudx ; (104)
BN BT
et
lout (@) = = 11200y, UL, 0) 0 - (105)

D’apres le Théoreme [6] il existe une constante C indépendante de € telle que

N N
”esqu(%g:L)SC]e N+ Cae™llllg, Il C1,C2>0.

Etape 5 : Contréle de la norme de [f, .

/ Fne1 vdx + / FN+1 de
B, @,

£, ()| <K € Cn (ki ko) [0l - (106)

< |IFnt1lliz vl + IFNclliz IVl .

5, )| =

Nous obtenons donc

€

Etape 6 : Controle de la norme de I

Nous introduisons une fonction V vérifiant
~(A+1)V=0 dans A%,
V  est kieT périodique (107)
V=v sur Zi'# .

Formellement, nous considérons la solution V. du probléme ([97)) et V une fonction test qui vérifie le probléme

(107) alors nous avons

—/ AVN+1 Vdx — kz/ VNg1 Vdx = Fns1 Vdx — div By, Vdx

7 B 7 7

= H_1/2<avaN+1,v>Hm+/ VVN+1-Vde—k2/ VNt Vdx= Fn+1 \7dx+/ Fni+1 VVAX+ e <ay2U§EI,v>H1,2
BEL BEL BEL B

— H—l/z(axZVN+1, U>H1/2 :/ IFN+1 \_/dx+/ IiiN+l de—
€,L 388,,

B = B

VVns1 - VVdx+ k2/ Vi1 VAx+ gz Oy, UNS, )

’ H1/2
B
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En réalisant une intégration par partie sur le terme —/ VVn41 - VVdx nous avons
R

—/ LVVN+1~de = (Ve 05,V i +/ V41 AVdx = —/ Vns1 Vdx .
B .

B! B

Nous obtenons donc

H-1/2 (axZVN.H, U>H1/2 = / Fnil \_/dx + / iiN.;_l de + (kz—l)/ VN1 \_/dx + g2 (ayngf_l, U>H1/2 . (108)
Nous remplacons ensuite H_1/2<avaN+1,u>Hl,2 par (D dans [},
IE (1) = pre@g Vel V)., — o123y, UNE, 0)
out H X VN+1 V/qnpn H Y2 U N+12 Y/ iz
- / Faas Vex + / Fnor VW + (kz—l)/ Vet Vx .
B B B
alors
lfmt(l/)‘ < IEN+1llz VI + 1FnalizVVIE + 162 = 1lle 2V 2162Vl
< Ke Cnlki ko) VI + C 2 =11 [16™Fnallz + 16 Fxsliz | eV
< K' € Cn(ky, ko) VIl -
Comme [Vl (g < |l Vllg-12 (o), nous obtenons
lf;m(v)’ < Ky € Cn(ky, ko) 1 ollyg - (109)
Finalement, en regroupant I'étape 5 et I'étape 6, nous avons
et <€ C ke pr(ky) . (110)
Etape 7 : Controle sur toute la bande 2.
Au dessus de Zi‘#, et vérifie
(A+k2) ef = —¢N (FN+1 — div ?NH) dans 2%,
€ __ € e#
e =@ sur ZL ,
avec @ =0(eN*1).
et peut s'écrire e® =eNVyn41 + 7 () avec 7/(Lp€) une décomposition modale, alors
Il = e Viarlln + O(EN™) = €¥(IFnatllz + 1Bl ) +O(€Y) = ¥+ Cnlr, ko) + O(N)
Nous obtenons donc
lefllm = O(€N+1).
O

64



CHAPITRE 3. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE

— Corollaire 29 N

Soit u® une solution de notre probleme de diffraction qui vérifie les équations (P} )+(CD,|) dans le

domaine QBE’L

Soit N € N. Supposons que, pour m <N, les termes de champ lointain ufl vérifient les conditions de
bords alors, pour m <N, les termes de champ proche UNF sont donnes par 1) Soit g = etk
alors nous avons

F

N
(6] rmn)| = [( 35 o) <0 (1)
Pour L assez grand, nous avons
N
(u€ zi,#»tpo) = (mZ:O Uy Zi,#»tpo)+0(€N+l) : (112)

Preuve. D'apres la preuve du Théoreme précédent, nous avons pour xp =€eH

us Zi’# P Zi# — O(€N+l)
ua _ i 8m FF i mUNF _ O(8N+l)
€,# - *
ZL' m=0 m=0 L

En utilisant la forme explicite de uF donnée par (78) et la forme semi-explicite de UNF donnée par (61]), nous
pouvons écrire

N N
uE = eik1x1 elkZL_ Z m [A elklxle iko(L— EH)] m [ _@m(yl’ I:;ax])ikzeiklxl+ik2€H

. m=0 m=0 €

m-—1 L "
£ Oy 2505, )ikoApe! ] —0(e™) .
p=0 €
o o Al (y, Ly zilx
Comme Vg, O satisfait la propriété (2.,), nous avons O4(y1,y2) = ) _ pi(yz)e” 1T V2 ele T )1,
170
N N
Revenons a I'équation u® sot T Y emult . Y emulr o = O(eM*1). Nous multiplions par @ et nous
L m=0 L m=0 L

., #
intégrons sur X

N
/ u® godx; — / ( > emuf,f) Podx; — / ( Z e'”UNF) Podx; = CoO(eN") .
ze,# > H# ZE

L o m=0 L m=0
N
Regardons en détail —/ #( > emUl,;]lF) Podx;
= Y m=0

N L . . m—1 L X
/ ( Z smUNk) Podx; = Y sm[—G)m(yl,—;axl)ikgelk‘x‘“kﬂH+ Y @m_p(yl,—;axl)ikZApelk‘x' Podx; .
= =0 2" m=0 € p=0 €
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Nous avons d'une part,

L . . : . 2iln
/ Z € ®m(y1y_ xl)lkgelk]lekZEH (Podxl Z le pl( )e T xllk elszH dx1
Z m=0 Z m=0 l;éO

2iln

—ikye'keeH Z Zpl( )/ e Mdy; =
m=0  [#£0 ]

\.—,—J

=0

et d'autre part,

m—1 L ” N m-—1 il
Z Y Om—p(y1, =50 ) ik2Ape ™™ Podx; :/ Y. ™Y > p ( )eel MikoApdxy
= m=0  p=0 € =f m=0  p=01i#0

N m=1 Zzln
. m .
i Y e zApr,( )/Ze fdx = 0.

m=0 p=0 1#0

Nous obtenons donc

LLFF

0

Mz

G

o) = 3 ] =0

3
I

— Corollaire 30 \

Pour toute bande tronquée QBEL =(0,€T) x (eH, L") de (0,€T) x (eH, +00), il existe Cy; qui dépend de %SL
telle que
N
U (x1,%0) — Y €™ ubt (x1, X2) < Cp eV, (113)
m=0 1(333_%’)

Preuve. En effet, loin des particules, quand x, devient de plus en plus grand, les termes de champ lointain sont censés
représenter le comportement macroscopique de Ia solution. Les termes de champ proche sont supposés disparaitre
quand y» tend vers l'infini c'est-a-dire hm U (xl,yl,yg) 0. Nous retrouvons alors les mémes résultats que le

Y . .- . . L
Théoreme et le Corollaire en utilisant unlquement les termes de champ lointain dans I'espace 9%, O

3.4.6 Modeéles effectifs

Soit on construit les termes de champ lointain de fagon incrémentable, soit on utilise le modeéle qui va approcher
la série tronquée de champs lointains. Ceci peut &tre utile pour I'étude de géométrie plus générale. Le fait de prendre
un modele approché permet d’avoir une approximation directe jusqu'a un certain ordre des coefficients de réflexion.
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Plus précisément, le modele a I'ordre 1 est construit a partir de ugF satisfaisant les équations

_ AugF i ugF=0 dans R x (eH,+o0) ,
ugFZO sur st’

FF
Uy —Uinc est sortant

Les particules et la condition d'impédance posée sur |'objet sont remplacées par un plan conducteur sur Z.y. Cette
condition d'impédance effective ne permet donc pas de prendre en compte les particules.

Nous proposons alors un modele a I'ordre 2. Ce modele est construit a partir de ugF et ufF Nous souhaitons

avoir une approximation de ug' +euj". Pour cela, nous reprenons les conditions de bords vérifiées par uf® et ult

données par et

FF _ (q  FF
Uy =Cy Ox,Uy  sur  Zey .

FF .
{uo =0 sur ey ;
En prenant une combinaison linéaire des deux conditions, nous avons :
(uf +eut®) :ec(()l)GX2 udt osur Tem . (114)
De plus, comme ugF et ufF vérifient |'équation de Helmholtz, nous avons
AUt +eld®) - I (u" +euit) =0 dans Rx(eH,+oo0) . (115)

— Définition 31 N

Soit v§ satisfaisant

-Avs — kzvg =0 dans Rx(eH, +o0),
vs=ec) 0y, 5 sur  Zen, (116)

€ .
U, — Ujpc €St sortant ;

1 Lo -
avec c(()) définie dans 1}

Remarque 12. Nous sommes passés d’une condition de Dirichlet pour le modéle a I'ordre 1 & une condition de
Robin pour le modéle a I'ordre 2.
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,—[Proposition 32} \

Il existe une unique solution de (116]) qui s'écrit

v5(x1,x2) = Aj et omikele—eH) 4y (%1 X))  pour x1 €R, xp=€eH ; (117)
; 1)
8_lk2800 -1 . N e
avec AS = #exp(zkzeH) oll ¢, est définie dans ([40)) et
ikoecy” +1

AS— (Ao +£A1)| < Ce. (118)
Le coefficient de réflexion associé, pour x, = €H, est défini par

e = AY el (119)

Preuve. Notons que ;. = e!k1¥1¢ik2%2 est une onde plane incidente alors V5 va aussi étre une onde plane qui s'écrit
sous la forme

Vg(xlyxz) — elklxl elkzXQ + Ag elklxl e*lkg()Cg*SH) .

Etant donné que v5 = z—:c(()l)ax2 U5 sur Ze, Nous avons

elk1x1 elkzeH + Agelk]xl - ¢ C(()l) (ikzelklxlelkst_ikz Agelklxl)
ce qui donne
. ikzec((]l)—l )
5 = #exp(lkst).
ikpec, +1

Regardons A — (Ao +€A1)

: (1)
ikpecy’ =1 . . . )
AS—(Ag+eA;) = — 90— pikeet _ (—elszH+280(()1)ikze’k25H) = 262(clV)? ket

iksecy +1

nous avons alors

A§—(A0+5A1)| < Clky) €2 .

nous pouvons aussi proposer un modele a I'ordre 3. Ce modeéle est construit
2, FF
Uy .

Comme nous avons construit u}",

a partir de uOFF, ufF et ugF Nous souhaitons avoir une approximation de ugF+£ulfF+€
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~— Définition 33 N
Soit vg satisfaisant

—Avg—kzv?f:O dans R x (eH,+o0) ,
vE=¢(c) +ec?)oy, V5 +€2c P8y, 05,05 sur Zen (120)

€ .
Vs — Uipc est sortant ;

ol c(()l) est donné par (D c(()z) est donné par 1} et 652) est donné par 1)

,—[Proposition 34} \

Il existe une unique solution de 1} si ikge(c(()l) +£c(()2)) —€2k1k20§2) +1#0, qui s'écrit
vﬁ(x ) _ A€ ik1x1 —ikz(XZ—EH) . [R > H . 121
3(x1,x2) = A e e + Uinc(X1,x2)  pour x1 €R, xp=¢€H ; (121)

ikoe(clV +ec? ) —e2k ko c® -1 . N p <

avec Af = 2 (01 02) ——L— exp(ikyeH) ol c(()l) est donnée par (|40, c(()z) est donnée par (54)), ciz)
ikze(cé)+£c(()))—£2k1kzc{]+1

est donnée par (55)) et

|45~ (0 +ear +e20)| = C €. (122)
Le coefficient de réflexion associé, pour x, = €H, est défini par

r§ o= A§ e (123)

) ue Ujpe = u inci va aussi étre u ui s'écri
Preuve. Notons que u;,. = e'*1%1¢ik2X2 est une onde plane incidente alors V5 va aussi étre une onde plane s'écrit
sous la forme

Vg(xl,xz) — elk1X1 elkzXz + Ag elk1x1 e‘lkz(xz—EH) .

Etant donné que v§ = s(c(()l) +£c(()2))6x2 v§ +ezc{2)6xlax2 VS sur Zep, nous avons

elklxl eleEH + Agelk]xl — 8(C(()l) +£C(()2))(ik2€lk]xl elszH _ ing Agezk]xl) +SZC£2)(— klkzezklx] ezkst + k1k2 Agelk]xl)

ce qui donne

. isz(C(()l) + sc(()z)) —€%k ko c§2) -1 )
Az = - D 2 2 exp(ik.eH) .
ikoe(cy’ +ecy”) —€2kikac” +1
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3.4.7 Estimations d’erreurs sur le modéle effectif a I'ordre 2

— Théoréme 35 N

Soit u° une solution de notre probleme de diffraction (P¢)+(CD). Nous notons v§ = ug" +euj" I'ap-
proximation a |'ordre 2 de la solution. Nous avons alors, pour tout ouvert borné & de (0,€T) x (eH, +00),

|4 (31, x2) = V5 (21, %2) | 191 ) = O(€7) - (124)

Preuve. Nous décomposons || uf(x1, x2) — v5(x1, X2) || ;1) de sorte que

(@]

||u (xl,xg)—vz(xl,xg)HHl(@ Hu (x1,x2) — (ugF+gul )(xl,xg)H ” uO +z~:u1 )(xl,xg)—vz(xl,xg)“

H(0)

En utilisant les estimations d'erreurs sur le développement asymptotique, nous avons montré que
e FF FF 2
u(xy,x2)—u +su)x,x ” = 0Ole”) .
“ (x1,x2) ( 0 1 |(x1,x2) @) (&%)

Nous regardons e = (ug" +eu;’) — v5 qui vérifie le probleme

—Ae§—k*e5=0 dans Rx(eH,+o0) ,

s —ecVdy,es =0(e?) sur  Zem,

| | (125)
ese '™ est indépendant de x;
e est sortant ;
Comme ugF, ”1 et v5 sont des ondes planes, €5 est aussi une onde plane qui s'écrit sous la forme
e5(x1,X2) = o,(€) etk gike(x—et) (126)
Etant donné que e§ —ec"d, e = O(e?) sur Ze, nous avons
d,(e) etbn 4 ec Vikyot,(€) 1™ = 0(e?)
ce qui donne
1 »
de(g) = —(1) e lk].Xf] 0(82) .
1+eikac,
Nous obtenons alors
le5| < letele)] < C €
et donc
leSlm = O(e?) .
L]

Dés I'instant ou la solution du modele effectif est construite, nous pouvons reconstruire le terme de champ

F (x1)71/( Y(y1,72) en remplacant axZuOF|

proche UNF(x1; 31, y2) = O, ufy 5., () par 35 v5|  (x). Nous pouvons

alors définir |'estimation d’erreur de la solution reconstruite.
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— Corollaire 36 \

Soit u® une solution de notre probleme de diffraction 1P§0)+ Soit v§ I'approximation a I'ordre 2
de notre solution construite précédemment. Nous avons alors, pour tout ouvert & de 2°¢,

= 0(e?) . (127)

X1 X2
|| UE (X1, X2) — V5 (%1, X2) — €0y, VS’ o) P (—, —) ’
ZeH € €

H!(©)

3.5 Etude du cas des condition de Neumann sur les particules

Cette section est consacrée a la situation oli nous imposons une condition de Neumann sur le bord des particules.
Comme dans la section précédente, nous commencons par I'étude du caractére bien posé des problemes de champ
proche qui sont des problémes de type Laplace posés dans une demi-bande infinie. Contrairement au cas Dirichlet,
les problémes ne sont bien posés dans un cadre variationnel que si une condition de compatibilité est satisfaite. Si
c'est le cas, la solution est définie 3 une constante prés et la constante est choisie pour que la solution tende vers
0 a l'infini. Nous pouvons ainsi caractériser les termes a tout ordre et justifier le développement asymptotique a
I'aide d'estimations d'erreurs. Pour finir cette section, nous proposons un modeéle effectif a I'ordre 2 et donnons une
estimation d’erreur de ce modele.

3.5.1 Caracteére bien posé des problemes de champ proche

Les problémes de champ proche ((15])+({17)) peuvent s'écrire sous la forme : pour m=0

~AyUNE(x1; )= Fpoq(xy; -)  dans  B\ZH,

U%F(xl; -) est T - périodique ,
p.p. x1eER, < _ayzUqu(xl; )=Gym1(x1; -)  sur  Zh, (128)
VyUN (x1; - ) =G (x15 ) sur 0%,

[Uﬁp(xn -)]H=a?n(x1) et [-9,UN (x1; -) ; =l (x1) ;

ol Fp—1(x1; - ) dépend des termes précédents U%F_I(xl; - ) et Ul,\,]f_z(xl; ). Si UI,\InF_I(xl; - ) et Ul,\,]f_z(xl; <) dé-
croissent a I'infini alors Fp—1(x1; - ) aussi. Gim—1(x1; - ) dépend de la trace de UNF (xi; - ) sur =}, nous avons
Gy,m-1(x1; - )(—:LZ(Z’S). G2,m-1(x1; - ) dépend de la dérivée par rapport a x; de U%F_I(xl; -) et de la composante n;
de la normale, nous avons Gy ;-1 (x1; - ) € L*(02%). Quant a ab),(x1), elle dépend de ul! (x1) et ab _ (x1) dépend de
Oy, ul,jf_l(xl). De plus, a%(xl) et (xlr\ln_l(xl) sont des fonctions indépendantes de y;.

Dans le systeme d'équations (128)), x; joue le réle d'un parameétre. Dans ce qui suit, nous omettons dans un
premier temps la variable x; pour simplifier les notations et nous nous intéressons au caractére bien posé des pro-
blemes qui s'écrivent sous la forme :
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—-AU = F dans %’\Zlﬁ,

U est T - périodique ,
! -0,,U = G sur Xg, (129)
vU-n = G2 sur a@# ,

[U]H = oP et [—GyZU]H = oV,

Ce probleme est de type Laplace dans une demi-bande. Contrairement au cas Dirichlet, ce probleme n'est pas
toujours bien posé dans Wy (28 \ Z¥;) dont nous rappelons la définition

(B\3h), Vu e I(B\5f), ——— € L¥(B\3}) et ulp, = ulr_}.

loc
1+y§

Wy(8\21) = {u € H;

En effet, il est évident qu'il n'y a pas toujours unicité (les constantes sont dans le noyau de I'opérateur associé a
dans W#(@\Zl*fl) ). Etil n'y a pas toujours existence. Ce probléme reléve de I'alternative de Fredholm. Pour
le démontrer, nous avons besoin de restreindre le probléme a un domaine borné. Pour ce faire, nous allons supposer
que F vérifie la propriété (Z,) (nous démontrerons dans la suite que les termes sources pour nos champs proches
vérifient la propriété (2)) et nous utilisons les résultats de la section MOU nous avons montré que toute fonction
vérifiant avec F vérifiant (2,) vérifie

3, U+AU=0,,Upqr; surZ; (130)

ol Upgar; est une fonction qui ne dépend que de F|gBL et / 0y,Uparsdyr =0.
o Zi

Nous rappelons de plus, que H}/?(Z4) est I'espace des traces des fonctions de Wy(%\ Z,) sur =

Hy(25) = {u

Lo ueWy(2\2h)}

P

/
et H;2(zf) = (H;‘/Z(Z‘;)) le dual de H}/?(=%). Nous utilisons la notation ¢:,-) pour le crochet de dualité

entre H/2(Z4) et H,V/2(28).

HY? ()
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CHAPITRE 3. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE

,—[Proposition 37}

Soit Fe 1%(98) vérifiant (P), G1 € H;12(Z%), Go e H;'2(09%), oP, aN e R. Si U est solution de ((129)
dans Wy(28\2%) alors Uy, := U|g€L est solution de

(o)

~AUL=F dans %;\z¥,
Up est T—périodique ,
—ayzUL = G1 sur Zﬁ ,

) VUL-71 = G2 sur 0%, (131)

[UL]H = oP et [—%UL]H = (xN,

3y, UL +AUL=0),Upars sur 2} ;

ol Upgart ne dépend que de F . et est donnée dans la propositionl%

)+

 =UpetU=u(Ug

Réciproquement, si Uy, est solution de (|131)) alors la fonction U donnée par U . "
0 L

Upars ol u(UL’Z#) est donnée par 1) et Upar est solution de (129).
L

En utilisant les mémes arguments que pour la résolution d'un probleme de Neumann en domaine borné, nous

montrons le résultat suivant

— Théoréme 38

Il existe une solution Uy, € Wy(285\ =¥,) de (131) unique & une constante prés si et seulement si F, Gy,
Go, o vérifient la condition de compatibilité suivante

/ Fdy + / Gidy, + / Gody + N T =0 . (132)
B =t Rz

0

Il existe une unique solution qui vérifie / Urdy; =0.
I

Preuve. Nous commencons par introduire % € Wy(25 \ £) telle que

0 si y>H
% = ) ,
o si y»»<H

qui vérifie [2]; = —aP et [-0y,%],; = 0. Par construction Uy = U + %, U € Wy(B5\2¥) avec [U];=0et U

satisfait le probléme variationnel :
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Trouver U € Wy(985\ =) solution de

/ VGL'Wdy+/ AGL del = / F\7dy+/ G1\7dy1+/ G2\7dy+0(N/ \_fdyl-i-/ ayzUpa” \_/dyl ,
BE\ZE, z# BY =# 02, =t z#

L 0 H L
YV eWy(B5\2F) . (133)
e Nous montrons que le probléme est de type Fredholm.
e Le noyau est de dimension 1 (les constantes).
» Nous avons existence si le second membre est orthogonal au noyau.
Il est aussi possible d'utiliser la preuve alternative suivante.

Nous définissons le sous-espace fermé de Wy (%8 \ Z}))

vdy; =0 } ; (134)

L

Wy(B\Z}) = {UEW#(%\Z#H) /
z

et l[a semi-norme
1/2
luly, = / |Vu|2dy = [Vullyz , (135)
B\3l,

qui est une norme équivalente a la norme ([32)).

« Nous montrons que I'EDP ([L31) est équivalente a la formulation variationnelle (L33) dans Wy (2§ \ 2, si et
seulement si la condition de compatibilité (132) est satisfaite.

« La formulation variationnelle (133) dans Wy (%8 \£#) est bien posée grace a |'inégalité de Poincaré-Wirtinger.
Nous avons alors existence et unicité d’'une solution de dans W#(%(%\Zfl).

O
— Corollaire 39 \
Supposons que F Vérifie la propriété (2,) et que la condition (132) est satisfaite. Soit Uy, I'unique
solution de (|131) qui vérifie /szLdyl =0 alors U définie par U @ =ULetU @ = u(UL Zf) +Upars
est I'unique solution de (|129) telle que U — 0.
Y2—+00

Preuve. Comme F vérifie la propriété (2,), elle admet une décomposition modale alors, d'aprés la Proposition @

il existe Cy € R et U vérifiant la propriété (2.,), telle que U = Cy+U. De plus, U vérifie la contrainte [ Udy; =0.
b

Quand y» tend vers I'infini, la solution U est exponentiellement décroissante vers Cy. La contrainte nous impose

que Cy =0.

Nous avons donc que U définie par U

—UL et U =u(U
e A N

que U — 0. []

Y2—+00

)+Upmt est I'unique solution de (|129)telle
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3.5.2 Construction des premiers termes de champ proche
Construction de U}*

D’apres le Théoreme , pour presque tout x; € R, il existe une unique solution U (xy; - ) dans Wy(2\2¥) qui

vérifie / UONF(xl;J/l,L) dy1 =0 de
z#

L

~AyUNF(xy; -)=0 dans  B\Zf,
U(l)\IF(xl; -) est T —périodique ,
) 3,00 (x; -)=0 sur I}, (136)
VyUg]F(xl, )-n=0 sur 0%,
U ] =-uff| o et [<9,UfF0n; ) =05
H ZEH

qui tend vers 0 quand y, tend vers l'infini si et seulement si la condition de compatibilité (132) est satisfaite. La
condition de compatibilité est bien vérifiée ici. Etant donné que le terme de champ proche UONF(xl; - ) doit tendre

vers 0 quand y» tend vers l'infini et que [UONF(xl; . )]H = —ugF s (x1), la solution que nous cherchons est de la
H

€

forme

UNF(X1;y1,y2)=O si yp»>H;
{ \ (137)

Up" (s yny2) = ugt (x))|g, st ya<H.

,—[Proposition 40}

Pour presque tout xj € R, il existe une unique fonction U(I)\TF(xl; -) dans W#(@\Z#H) de 1} qui vérifie
/ U(l)\IF(xl;yl,L) dy; =0 et qui tend vers 0 a l'infini. Dans ce cas, pour presque tout x; €R, (y1,)2) € 4,
z#

L
U (x15 1, y2) s'écrit

UpF ey, y2) = 2 (1, y2) u§F|Z (x1) ; (138)
eH

ol
“Zléo) V1, ¥2) := Xy,<u(y1, ¥2) - (139)
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Construction de UM

D'apres le Théoreme , pour presque tout x; € R, il existe une unique solution UII\IF(xl; -) dans W#(%\Zﬁ) qui

vérifie /# Ull\IF(xl;J/l,L) dy1 =0 de

I

~AyUNF(x1; -)=0 dans  @B\Zf,
Ull\IF(xl; -) est T —périodique ,

—ayzUlNF(xl; )=-iky ugF

#

NF, .. . = FF
VyU7 (x1; - ) 7= = 0y Uy

(x1) n7  sur 0%,
ZEH

[0 s )| =

p et [ =0, UN G ) =0 up

€

(x1) ;
ZEH ’

(oij nous avons utilisé U(I;IF(xl;yl,yg) = ”(I;F‘z (xl)xy2<H(y1,y2)) qui tend vers 0 quand y, tend vers l'infini si et

seulement si la condition de compatibilité ({132) est satisfaite :

- iky ugF ZH(xl) /z# dy; - axlugF ZH(xl) /69 nidy + axZugF
€. 0 € 4

(x1) / dyy = 0.
ZeH z?‘{

Nous avons / nldy:/ V()i =/ A(y1)dy = 0. Nous obtenons alors la condition de bord vérifiée par
0P 0P, B\Z!

H

ubt sur Zen

—axZugF ZH(xl) + iky ugF ZH(xl) =0.
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,—[Proposition 41} \

Pour presque tout x; € R, il existe une unique fonction Ull\IF(xl; . )EW#(%’\Z#H) solution de (|140) qui

vérifie / UII\IF(xl;yl,L) dy; =0 et qui tend vers 0 a l'infini si et seulement si
z#

L

F

—0y, U, ZeH(xl) + iky uf® zEH(xl)ZO. (141)

Dans ce cas, pour presque tout x; €R, (y1,)2) € 4B, UII\IF(xl;yl,yz) s'écrit

U Gy = |, ey + k| 0% g+ ey i (142)
ou %éo)(yl,yg) est définie par (|139), %él)(yl,yz) € W#(%\Z#H) est l'unique solution qui vérifie

/ %" (y1,1)dy; =0 de

#
ZL

—Ay%él) =0 dans @B\zf,
%él) est T — périodique ,
! o, =—iy sur 3}, (143)
Vy %é”-ﬁzo sur 0% ,
o _ Q] _— iy -
[OZ/O ]H—O et [—ayz%o ]H—zy,

et 02/1(1)(}/1,3/2) EW#(QB\Z’I#{) est I'unique solution qui vérifie / 5211(1)(y1,L) dy; =0 de
b

—Ay%lm =0 dans @\ Z#H ,

52[1(1) est T — périodique ,
{ -0y 5211(1) =0 sur Zg , (144)
Vy 0211(1) -=-nm sur 0%,

%) =0 et [~ona"] =0.

\. J

- NF, .. . _ FF NF,.. . . FF
Preuve. En remplacant la condition [—ayzU1 (x1; -)]H =0y, U, ‘zgn(xl) par [—GJ,ZU1 (x1; +) . iky u,

hert NF
nous obtenons I'écriture de U™ (|142).

S D

Notons que les problemes vérifiés par %él)(yl,yz) et 02/1(1)(_)/1,_)/2) vérifient bien la condition de compatibilité (132)
et sont bien posés dans Wy(%\Z¥,). O

Remarque 13. La fonction profil %1(1) est réelle et indépendante de H.
Remarque 14. Pour presque tout x1 € R, UNF(xy; y1,y2) s'écrit aussi sous la forme
Ull\]F(xl?J/l»J/z) = ufF’z H(xl)@/éo) (V1,¥2) + ikYuEF s H(xl)@(()l)(J/l,J’z) + 0y, uEF s H(xl)%l(l)(ybyz) ;
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ot %" (y1,y2) = U (31, y2) 1.

Cette décomposition de Ull\IF permet d'avoir une fonction profil qui ne dépend pas de y. Mais pour obtenir une
décomposition a tout ordre, nous utilisons plutét I'expression de UII\TF donnée dans la proposition précédente .

Construction de UM
D’apres le Théoreme , pour presque tout x; € R, il existe une unique solution UN (xy; - ) dans Wy(2\2¥) qui

vérifie / U (151, L) dyr =0 de
#

z

Il a2V () + 20 1:F| (eDdy 2P+ ubt| 2w ()
Zet Zen Zen

= AyUNF (15 ) =2k Oy, g

2
+ kP ugt

. @) dans BT,
eH

U?F(xl; -) est T —périodique ,
@ voxut|, @) sz,

(x1) + kug

-9,,00 (xy; - )=~ iky (u ( i .
eH

02 Com - | o sur 8y
eH eH

NF, .. . o F FF
VyUy " (x1; - )= li= =0y, Uy zH(xl)nl—kaxluo s
€

NF _ FF .
ng(xl) et [_ayzUz (yl,yz)]H—6x2u1 ZEH(XI);
(145)

(xl)

(o[: nous avons utilisé UNF (x1; y1, y2) = ugF|Z (xl)%(o)(yl,yz) et UNF(x1531,12) = FF|z (xl)%(o) 1, yo)+kug”

02[(;1) (y1,¥2) +0y, uOF)Z (xl)%m (yl,yg)) qui tend vers 0 quand y, tend vers l'infini si et seulement si la condltlon de

compatibilité (132) est satisfaite :
Fl () / dy
ZeH ZK‘
——

=T

(x1) %( )(yl,yg)dy + 2 axl uEF s (x1) , Gyl%l(l)(yl,yz)dy — iky uf

Zen B\ZH, <H B\,

2k 0, ut

(x1) / #%{”(yl,yz)dyl
Z:0

+ |93, FF\ (x1) + K ug" (x1) / A (1, y2) dy1— iky Oy, ub"
Tetl > H st ZeH

| 88| - ik |
€

(x1)

) [ 2% ny) mdy- Fugt | ) [ 2P (n,ye) mdy + dyu; FF (x1) / dy; = 0.
Z 0%, # 2 02, # ZEH Z#;I

FF
- k axl uo

Si bien qu’en regroupant les différents termes, nous obtenons

1
F _ 2 lz2|lH| _ ;12 1 FF
ZEH(xl) = T[k (980( ik Y/zg%o (yl,yz)dyl]uo

- (x1)

FF ; F
— Oy, Uy z;H(xl) + iky Oy, uy

1 .
+ —[Zk / 3y, %" (1, y2) dy - zky/ P (n,y)dy - k/ %" (1, y2) midy|dy, u§F| (x1)
T B\, st 3P Zen

|

1
+ T[Z / aYl%l(l)(ylyy2)dy+|‘%(I){’_/ %1(1)0/1, s (x1) ,
B\EY, 0%, eH
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,—[Proposition 42} \

Pour presque tout x; € R, il existe une unique fonction UZNF(xl; . )EW#(%\Z#H) solution de (|145) qui

vérifie / UZNF(xl;yl,L) dy; =0 et qui tend vers 0 a l'infini si et seulement si
z#

L

— Oy, ufF ZEH(xl) + iky ufF ZEH(xl) = k2 a(()z) ugF ZEH(xl) + k aﬁz) Oy, ugF ZEH(xl) + aéz) Gil ugF’ZEH(xl) ;
(146)
avec
1 ,
ay = T |'@5I| - lY/ %(gl)(yl’J’Z)dJ’l] ; (147a)
k =
1 .
a? = - 2/ 3,2, y2)dy - zy/ w1,y dy; - / UM (y1,y2) mdy| ; (147b)
T B\T!, st 0P,
O
a® = - 2/ 3, %My, y2) dy + ’@(‘f’ - / w® (31, y2) m dy (147¢)
T BT, 02,

Dans ce cas, pour presque tout x; €R, (y1,)2) € %4, U?_NF(xl;yl,yg) s'écrit

Uy (131, ¥2) = uSF‘ZH(xl)%éO)(yl,yz) + k ufF‘zH(xﬂ%é”(yl,yz) + By, ufF‘ZH(xﬂ%{”(yl,yz)

2 FF
+ k“uy,

ZH(xl)%(gZ)(J/LJ/z) + k axlugF‘zH(xﬂ@/l(z)(J/l,J/z) + GilugF‘zH(xl)%z(z)(yl,yz), (148)

ou %éo) = Xy,<H (Y1, Y2), 52/(51) est donnée par (|143)), 52!1(1) est donnée par ([144) et les trois fonctions
"profils” notées %(52), %1(2) et %2(2) sont définies dans la Définition

Remarque 15. Les coefficients dépendent de H. Comme %1(1) ne dépend pas de H, il est facile de voir que aéz)

dépend linéairement de H et pour H assez grand aéz) > 0. Nous avons de plus
2
/ vy%g”| dy + iy/ wMdy - iy / wPdy = 0;
B\LY, %4 =

[ ——
=0 car [ %" dy=0
L

>0 et Ze sont du méme signe que Im(y).

alors Im [/ 02((51) dy:
#

Zo

/z# %él) dy

0
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80

— Définition 43

(2)

N (2)
ou d,

est donné par (147c).

compatibilité (132).

La fonction profil 2\” (y1,y2) € Wy(28\ =},) est I'unique solution qui vérifie /

oll a;” est défini dans 1}

La fonction profil 0211(2) (11, 2) € Wy(28\ 2F)) est I'unique solution qui vérifie / %1(2)(y1,L) dy; =0 de
big

ol @ est défini dans (147b).

La fonction profil 02/2(2) (y1,¥2) EW#(QB\ZE) est |'unique solution qui vérifie / %2(2) (y1,L)dy; =0 de
b4

- AP =208, + w”  dans  B\Z,
02/2(2) est T — périodique ,
{ -0y, 02/2(2) =0 sur Zp, (151)
Vy 02/2(2)-17 =— %1(1) n  sur 0%,
@] _ @] __ @.
|, ]H_o et [-0,%} ]H——az ;

Notons que les fonctions profils %éz)(yl,yg), %1(2)(3/1,3/2) et %2(2)()/1,3/2) vérifient bien la condition de

%y (y1,1)dy; =0 de

z

- ANUP = dans  B\ZH,
%(52) est T — périodique ,

2 ; 1
4 _aJ’2%(§):_lY%(§)

Vy %P 7i=0

sur
0% ,

@] _ @] _ @ .
[%0 ]H—O et [—ayz%o ]H——ao ;

X (149)

sur

- AP =208, %" dans  B\Z},
02(1(2) est T — périodique ,
Do =iy seos, (150)
Vy %2 fi=-w’ m sur 8%,
2) _ (2) _ @) .
[0211 ]H—O et [—ayﬂll ]H——al ;
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3.5.3 Caractérisation des termes de champ proche a tout ordre

En généralisant la technique de construction précédente, nous pouvons trouver une condition de bord pour les
termes de champ lointain jusqu’'a un certain ordre m —1 qui garantit |'existence des termes de champ proche qui
tendent vers 0 a I'infini jusqu'a I'ordre m. Nous pouvons ensuite obtenir une expression semi-explicite pour les termes
de champ proche.

— Théoréme 44 \

Soit m = 1. Pour presque tout x; € R, il existe une famille {UFT, Vg < m}, ot UF¥ (x1; - ) € Wy(9B\Z}}) est

I'unique solution de (128)) qui vérifie / U?F(xl;yl,L) dy; =0 et qui tend vers 0 a I'infini, si et seulement
bX4

Vg<m, —axZuf,F_llst(xl) + iky upl zEH(xl) = :Zj) Cq-p(0x,) Uy zmm) ; (152)
ol les C4—p(dy,) sont donnés en ((156).
Dans ce cas, pour presque tout xj € R, U?F(xl; - ) s'écrit
q
Vasm, UNFGyye) = Y 0gop(yidy,) uhy C (153)

p=0
ol pour tout p € [1,m], n— 0,(;n) est un polyndme de degré p et ©,(;n) est I'unique solution dans
Wy(28\ =) du probleme défini par récurrence
Ay O, ;) =Fp_1(-;m) dans  B\Z,

Op(-;n) est T—périodique ,

—=0,0,(-;n)=—iky ©p_1(-;n) sur Zg ,
4 Vy Op(-5m-i==n0p1(-;n) np sur 0%, (154)
(053w =80 et [-8,0,(5m| =-Cm,

/ 0,1, Lindy1=0;
b4
avec
Fpo1(-5m) = 2100y,0,-1(-50) + 17 Opa(-5n) + k2 Opa(-51) (155)
0y,00(-;n)=0,0_1=0_2=0,8,0=1si p=0o0udyp=0si p£0et

1
Cp(n) = T

/ Fpo1(y;ndy - iky/Gp_l(y;n)dyl —/ n0,.1(y;n) mdy| . (156)
173934 sk 0%,

H 0

Cp(n) est un polynéme de degré p. Enfin, y— 0,(y;n) Vérifie ().

\.

Remarque 16. D’aprés les propositions |40, [41) et [42, nous avons
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« Oy =2 (1, y2) et Com) =0, ¥n.
e O1(y;n) = k%" (1, y2) + 02" (31, y2) et C1(n) = —iky.
o Oa(y,) = KP%P (1, y2) + kn% P (y1, y2) + P UL (11, ).

Preuve. Nous démontrons le résultat par récurrence sur m.

Pour m =1, nous avons vu dans la Proposition que pour presque tout x; € R, il existe une unique fonction

UNF(x1; - ) € Wy(28\ 2F)) solution de ([140) qui vérifie / UM (x1;31,L)dy; = 0 et qui tend vers 0 3 l'infini si et
Z#

L

seulement si

FF
_axz Uy

; FF _
- (x1) +ikyu, - (x1)=0

et dans ce cas, UNF(x1;11,2) = ufF)z )2 (y1, y2) + kuSF’z )2 (y1, y2) + 0y, u£F|z (x1)2," (y1,y2). Nous
eH eH eH

retrouvons bien ((152) pour g =1 avec C;(dy,) = —iky et 1} avec O1(y;n) = k%((,l) +n%1(1) qui est de degré 1 en
1 et qui vérifie (Py).

Nous supposons avoir construit une famille {UYY; g < m—1}. Montrons qu'il existe U € Wy(28\ %) solution

de ({128) qui vérifie / U%F(xl;yl,L)dyl =0 et qui tend vers 0 a l'infini. Nous supposons que ([152)) est satisfait.
b
Pour presque tout xj € R, I'équation volumique vérifiée par UNF(x1; - ) dans %\Zlﬁ peut se réécrire en utilisant

(153) a I'ordre m—1et m—-2:

—AUNF (15 + ) =20,,0,, UNC (15 )+ 02 UNT (xps - )+ KPUNE  (ays +)

m—1 m-—2
= Z 2axlay1 G)m—l—p( : ;axl)ugp . (x1)| + Z ail [Gm—z—p( : ;axl)ul;F 5 (x1)
p:() eH pZO eH
m—2
+ kY Omap( 500wy | (x)
ZSH

p=0

(x1) .

m—1
= Z Fm—l—p( : ;axl) u,FgF
p=0 =

D'autre part, sur X¥, I'équation vérifiée par UN!(x; - ) peut se réécrire en utilisant ([153)

m—1
p:O eH

(x1) 5

et sur le bord des particules 8%, I'équation vérifiée par UNE (x;; - ) peut se réécrire en utilisant (153)

(x1) ny .

m—1
VyUN s )7 = = Y @i+ 30) 1|
p:() z‘-eH
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Nous pouvons alors réécrire le probleme vérifié par UNF : pour presque tout x; € R

m-1
=AU (15 )= Y Fmeip( 50w uy'|
p:() eH

(x1) dans QE\ZE,

Ul,jf(xl; -) est T—périodique ,

m—1
~0y,UNF(x1; - ) = —iky Zo(am_l_p( : ;axl)ul;,FzH(xl) sur  Zp,
p= €
< m—1 (157)
VyUL (x5 - )7 = - Zo®m—1—p( +30x,) axluEF|ZH(x1) n o osur 0%,
p= €
U s 0] == |, et (20U G ) = B o),

/ U (s - )dyr = 0.

z#

L

Il existe une solution dans Wy(28\2!,) car Fy,_1_, vérifie la propriété (2). Pour tout p < m—1, ©, vérifie la
propriété (). Nous avons donc existence de UNF € Wy(2\2f) et il existe Cy,,, UNF vérifiant la propriété (P)
telles que UNF = Cy, + UNF.

Pour presque tout x; € R, I'unique solution UNY (x;; - ) de (157) qui vérifie / UNF(x1;y1,1)dy; = 0 tend vers 0 3
Z#

L

I'infini si la condition de compatibilité ([132) est satisfaite

mol (S
Z U, (x1) Fm—l—p(y;axl)dy_ iky ZO Uy
p=

X ®,_1- ,0;0,, )d
pZO ZEH ’@\2;{[ ZEH( 1)/23 m-l p(yl XI) yl

m-—1
=2 By [ ) [ Omoiop(y0x) i dy + 0y Uy | ()T =0
p:() ZEH a@# ZEH

ce qui est équivalent a
1

m—
5 (x1) = Z Cm—P(axl) uEF
eH p:()

-9 uFF

X2 Y% m—-1 (xl) )

ZEH

avec Vp < m, Cp(n) est donné par ([156). De plus, comme Fy =0, / Oo(y1,0;n)dyr1 =T et / nBo(y;mn;dy =0,
#

=t Poo
nous avons
FF FF (=3 FF
—Ox Uy | (1) + dky 1wy, | (k)= ) Cpmp(0x) uy | (1),
ZEH ZEH p:o zeH

En particulier pour p = m, comme 0,,_1(-;1) est de degré m—1, ©,,_»(;1) est de degré m—2 et que Fp,_1(;n) =
210y, 01 (51 + 12O 2 (1) + k2O (;;1) est de degré m, nous avons que 1— Cy, () est de degré m.

FF
Nous pouvons alors remplacer 0y, u;," ,

. (x1) dans la condition de saut
eH

m—1
(x1) = Z Cm—p(axl) uEF
zEH

[_aJ’zU%F(xl; ’ )] = axzu}r:rf—l
H =0

- (x1) .

Nous retrouvons ([153) avec ©,, défini par (154). Comme dit précédemment, n— Fp_1( - ,n) est de degré m,
n— C;, (1) est aussi de degré m donc n— 0©,,(-;1) est de degré m.
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Enfin comme la condition de compatibilité est satisfaite, ©,, vérifie la propriété (2y). O

3.5.4 Problémes vérifiés par les termes de champ lointain

Les conditions aux bords pour les termes de champ lointain obtenues précédemment, garantissant |'existence
des termes de champ proche qui tendent vers 0 a I'infini, permettent de compléter les équations satisfaites par les
termes de champ lointain. Nous obtenons ainsi les problemes vérifiés par ult (158)), par uf™ (162) et 3 tout ordre
(1166).

Nous rappelons que ujpe = ei*1*1ei%2% est une onde plane incidente k€T quasi-périodique.

Construction de u}®

— Définition 45 N

En utilisant et la condition aux limites ([141) sur Zepy, ugF(xl,xz) satisfait les équations

— AugF - K ugF:O dans R x (eH,+o0) ,
Oy up’ + iky uy' =0 sur Ty, (158)

FF
Uy — Ujpc est sortant

Notons que la condition effective sur Xy est identique a la condition de Robin sur Xy, le probleme vérifié par

FF :
u; ne permet donc pas de prendre en compte les particules.

Comme u;,c est une onde plane alors uft est € et ul* va aussi étre une onde plane qui s'écrit sous la forme
0 0

ugF(xl,xz) — elk1x1 elk2X2 + Aoelklxl e—lkg(Xz—EH) .

Etant donné que -0y, ugF+ ikyugF =0 sur Xy, en remplacant ugF par son expression, nous avons
(= iky+iky) e e o Ay (ik, + iky) efi® = 0
ce qui nous donne

ko= KY iken
= — . 159
kot ky © (159)
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CHAPITRE 3. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE

,—[Proposition 46} \

Il existe une unique solution de l} telle que ugF est €*° qui s'écrit
ugF(xl,xg) = Ujne(X1, X)) + Ag elf1¥ gmikelu=el) "y e R vy, >eH (160)
ou Ay est donnée par ([159).

Le coefficient de réflexion associé, pour x, = €H, est défini par

ro = Ag efin (161)

Construction de u!f

— Définition 47 )

En utilisant ([4) et la condition aux limites (]146) sur Zen, utt(x1,x) satisfait les équations

- AufF B ulfF=0 dans R x (eH,+o0) ,
O, ul" + iky quszza(()z)ugF + kaiz)axl udt + af)ail upt  osur Zen, (162)

1
ufF est sortant ;

ol a(()z) est donné par |D agz) est donné par (|147b|) et aéz) est donné par (|147c).

ul™ correspond uniquement a la partie diffractée et dépend de ug" alors ui" est €. Puisque uj' est une onde

plane, ulfF va |'étre aussi. Nous cherchons alors ulfF sous la forme
ufF(xl,xz) - A] elk1x1 elkz(Xg—EH) .

Etant donné que —0y, ulfFJr ikquF = kza(()z) u§F+ka§2)axl ugF+ af)ail ugF sur Zcy, en remplacant ulfF par son ex-
pression et ult par I'expression ([160), nous avons

iAoy + ky) = eiklxl(kza(()z) . ikklaf) —af’kf) (A0+eikst)

ce qui donne

2) |, . 2 2
kzaé)+lkk1ai)—aé)kf

Al = (AO + eiszH)

l(kz + kY)
163
k2al? +ikkia® - al? k? el (163)
= - 2k26 2 .
ik + k)
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,—[Proposition 48} \

Il existe une unique solution de l} telle que ulfF est €*° qui s'écrit
ufF(xl,xg) = A etfin pmika—el) oy e R vx, >eH (164)
ol A; est donnée par ((163).

Le coefficient de réflexion associé, pour x; = €H, est défini par

n =A eik1x1 . (165)

Caractérisation a tout ordre
— Définition 49 N

ugF satisfait 1D et pour m =1, en utilisant et la condition aux limites ((152) sur Z¢, ulf satisfait
les équations

— Aull — K uff=0 dans R x (eH,+o0),

m-2
FF . FF FF
_axzum—l + iky Up = Z Cm—p(axl) Uy sur  Xeq , (166)
p=0
utl est sortant ;

ol les Cpp—p(dy,) sont donnés par (156)).

\. J

Pour m =1, ulf correspond uniquement 2 la partie diffractée et dépend de ugF et des termes précédents ut"

m—p-1'
avec p<m-1, alors ul,:,f est €*°. Puisque, pour p<m-—1, ugf_l_p sont des ondes planes, uf,f va |'étre aussi. Nous

FF

m sous la forme

cherchons alors u

ul;;f(xlyxz) — Am elk1x1 e—lkz(X2—€H) .

,—[Proposition 50} \

Pour tout m =1, il existe une unique solution de telle que ull est €°° qui s'écrit

uf,f(xl,xg) = A, el gmike—el) iy e R vy, >eH (167)
ou A, eC.
Le coefficient de réflexion associé, pour x; = €H, est défini par

Tm = Apm €17 (168)

\. J

Remarque 17. Nous pouvons rendre explicite I'expression des A, mais ce n’est pas utile pour la suite.
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3.5.5 Estimations d’erreurs sur le développement asymptotique

Nous allons avoir besoin d’'estimations sur les termes de champ proche afin d'établir les estimations d'erreur
pour le développement asymptotique.

— Théoréme 51 N

Soit N € N. Supposons que Vg <N, ult;lil vérifie la condition de bord 1} de sorte que nous avons
existence de la famille {U?F;q <N} et des ®,_, pour 0 < p < g, fonctions profils solutions de |} et

uy" (xl;}—{) = I?Xi‘b@q—p()g?axl)”?

zH(JCl) ,

€

€
alors il existe p,(k;) une forme polynémiale de degré g en k; telle que
NE(. *

Jui (s )

Nous pouvons aussi écrire I'inégalité suivante : il existe C qui dépend de k; et g telle que

Ilwsuil (s 2) Uyl

< € pg(ki) - (169)

L2(Be\ZE)

,
L2(\5t,)

+ ”divx1 VyUgF (.; E)

“ ol 2
L2(B\Z8) € L2(B°\28)

<eCy(ky) . (170
L2(B°\5E) atky) - (170)

Preuve. La preuve est trés semblable au cas Dirichlet.

Pour 1=p<m, ©4,(-;n) est un polynéme de degré g—p en n alors il peut s'écrire sous la forme
q-p .
Og-p(-5n) = X 2(-)n
=0

avec % EW#(%\ZQ, 0=<1<gq- p, des fonctions vérifiant des problemes de type Laplace. Nous en déduisons

NE(. q X - 997 X\ ep
[0S (5 e, = 12 0ap (5:0) ], o0 - 1T () o],
FEE) - lp=0 @y Ilp=0i=0 ey
€ €
(171)

ol U; € Wy(B\ZF), %, vérifie la propriété (2) et uf,F est €.

En étudiant, pour 0<[<g, la norme

(x1)

eH

o 3] ],

L2\
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avec uFF|z (x1) = Ap efix1 Comme al FF’z (x1) = (ikl)lApeik"‘1 et ||0211 ( =
eH eH

’ 5)||L2(936\Z§H) = 8”%1”142((@\2#;), nous

p
obtenons
X
% (=) ok ubf| o < € [Apl k] 12102 s -
H e) Oty |5 @, pl K1 12(B\z)
En appliquant a ({171)), nous trouvons le résultat. O

— Théoréme 52 N

Soit L>H et %SL (0,€T) x (0,L). Soit u® une solution de notre probléeme de diffraction qui vérifie les

équations 1|Et0)+ dans le domaine QBSL.

Soit N € N. Supposons que, pour tout m <N, les termes de champ lointain ufF

m_1 Vérifient la condition

de bord ((152) alors, pour m <N, les termes de champ proche UNF vérifiant / UNF (x5 1,00dy; = 0
Z#

L

sont donnés par ((153). Alors, nous avons

€ al m . FF X m 1{NF X1 X2 N+1
ut(xn, x2) — | D €™ uy, (X1,%2) Xypmern(X1,x2) + Y €™ Uy, (xl;?,—) = O(s ) (172)

m=0 m=0 Hl(%grL)
Preuve. La preuve est trés semblable a la preuve du Théoréme [28]
Soient N e N. Pour tout € >0, nous posons
e (x1,x2) = u"(x1,x2) — w*(x,x2) (173)
ol uf(x1, x2) est solution du probleme ([P} )+(CN) et
X1 X _
we(xy,x2) = Z em u Fx1,x0) + Z smUNF( 1,—2) si xp>¢eH,
€ €

m=0 m=0

LK1 X2 .
Z smUNF( , ) si xp<eH .
e €

Etape 1 : Nous commencons par écrire I'équation et les conditions aux limites vérifiées par et dans %S\ZEH ol
2 ={x1€(0,eT), x, =€H}.

* Pour x, >€H : en reprenant les calculs de la preuve du théoréme [28] nous obtenons

(A+ kz) ef(xy,x2) = —€N |Pniq (xl, ﬂ, x?) div |Fni (xl, ﬂ, E)” pour x1 € (0,€T) , xp >€eH .| (174)
avec X1 X2 X1 X2 X1 X2
Fni1 (xl, ?, ?) (ail + kz)Ugf_l (xl; ? . ) -f-lex1 VYUN+1 ( X1; ?, c )] (175)
et
X1 X2 X1 X2
FN+1 (xlv e » ) VyUN+1 (xl; ?; ?) . (176)
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* Pour x» < €H, en reprenant les calculs mais sans les termes de champ lointain, nous obtenons la méme équation

X1 X1 X2

(A+K?) e (x1,x2) = —¢ [FN+1 (xl, . ,tz)—div [F'NH (xl;?,?)” pour x1 € (0,eT) , xp <eH .| (177)

* Sur ZﬁH . en reprenant les calculs de la preuve du théoréme nous avons

[e°(x1,eH)] . g= 0  p.p. x1€(0,€T),

178
[0x, €% (x1,€H) ]| 4y = —€Ny, FF|Z (x1)  p.p. x1€(0,eT) . (178)
eH

* Sur le bord des particules 0225, w® vérifie

N NF (. .% X
0y, U )Y L X2\
Vwt(nxp)-in = ) " | (13 E))n +e™ly UNF( —,—2) i pour (x1,x2) €%
m=0 0 € &
D’apr‘es@, VYm, VyUNE (x1531,2) 8 = — 85, UNE L (x1501,12) m1, Yx1 €R, Y (31, y2) €02 ce qui donne
X1 X2\
Vwe(xy, X)) i = —¢€ VyUN+1( X1; ?l,f)n p.p. (X1,%2) €027 .

Comme Vu®-7i =0 sur 027, nous avons

X1 xz) o

Vet (x1,x2) 7 = eV V UN+1( et N S (x1,x2) €027 . (179)

* Sur le bord Zg = {xl € (0,eT), xo = 0}, en reprenant les calculs de la preuve du théoreme , nous avons

—0yx,€°(x1,0) + iky €°(x1,0) = — eV iky ng (xl;%,O) p.p. x1 € (0,€T) . (180)

* Pour la quasi-périodicité. En reprenant |'argument de la preuve de Dirichlet, nous trouvons

W80, x2)

wetET, x) = e
et

ik18Ta
X1

W ET X)) = e w(0,x2) .

Finalement, puisque u® et w® sont k€T quasi-périodique, nous avons que

e® est kjeT quasi-périodique ‘

Nous trouvons donc que e®(x1,xp) Vérifie les équations

Aef + k% = —eN[Fyy1—div Fyyg]  dans  @°\ZF,
e® est k1T quasi-périodique ,
] -0y, + iky ¢ = — €N iky UY"  sur  Xf, (181)
Vet n—ENVyUNJrl i sur 0% ,
[eS]EH =0 et [axze ]sH_ Na ulliIF Sen
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Etape 2 : Probléme de demi-bande avec terme source 3 support compact.
Cette étape est identique a |'étape 3 de la preuve du théoreme
Etape 3 : Réduction au domaine borné %S’L\ZﬁH.

La difficulté est que le terme source (Fys1—div §N+1) n'est pas a support compact. Nous ne pouvons pas utiliser
directement la condition DtN.

Dans le domaine % := (0,€T) x (L, +00) situé au dessus de 5" = {x; € (0,eT), x, =L}, nous avons
Ae® + k*e® = —eN[Fnyi—div Fysq]  dans B (182)
ol 2 2_7( ﬁxz 2 ﬁJCQ~ 2
avec Fn+1, Fni1 € L7 telles que VP < 57 alors eP*2Fny € L7 et eP*2FNiq € L7
D’aprés I'étape 2, il existe une unique solution V4 sortante de (97)) telle que

(A + kz)eE—ENVNH =0 dans @B (183)

et nous pouvons écrire |'opérateur de Dirichlet-to-Neumann associé

By, + Ag,)ef = N0y, VN1 sur Zi’# . (184)

Prenons une fonction test veV = H}Cl (QBS’L \Z?,). Notre probleme fait intervenir div Fna1 avec Fyyg = VyURE

telle que

—/‘ div Fnyy vdx= [ ?NH-denky/ uy* vdx1+/ 3, UN" my vdx
BN, Bz, 3 aPe

0 f
FF - NF
_/ Oy, Uy o vdx) —g-1r2 <ay2UN+1,u>Hl,2;
ZgH eH
ol p-112(+, )2 désigne le crochet de dualité entre H;}’Z(zi’#) et ng(zi#).
Il est alors possible d'écrire la formulation variationnelle associée au probleme vérifié par e® dans V :
Trouver ef €V solution de a®(ef, v) =8len(v) +£Nl§m(v) , YveV; (185)
ou
a‘(ef,v) = / ) Vet -Vvdx — kz/ L e vdxt gaelAg et ), + iky/ ef vdx ; (186)
By Iy By \Ziy D]
£ (v) = / Fns1 vdx+/ Fna1 Vvdx ; (187)
BN, BT,
et
NF
lzut(v) = H’1’2<6X2VN+1’U>H1/2 - H’“2<aJ’2UN+1’U>H1/2 . (188)
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D’apres le Théoreme[g] il existe une constante C indépendante de € telle que

N N
Iles|lHl(@8-L)SCIE G+ Cae™llllgu Il C1,C2>0.

Dans étapes 4 et 5 nous aurons besoin de contrbler ||[Fy+1lliz + ||FN+1||L2, nous avons d’apres le théoréme

IA

185, Uns1lliz + &% Ungrllz + Ildive, [VyURT [l + IVyUngallpz
€ Dns1 (k1) 5

IFN+1lle + IFN4allee

I\

ol la constante dépend de k; et N.

Etape 4 : Controle de la norme de If, .

/ Fni1 vdx + / FN+1 de
s, sy,

£, <K e pyoa(kr) 10l - (189)

< |IFntilliz vl + IENclliz IVYlpe .

15, 0| =

Nous obtenons donc

€

Etape 5 : Controle de la norme de I

En introduisons une une fonction V Vérifiant

-(A+1)V=0 dans B

V  est k€T périodique , (190)

V=v sur Zi’#

et en reprenant les calculs de la preuve preuve du théoreme [28] nous obtenons

5, () = / Fna \7dx+/ )
B, B

€,
(e} (e}

Fror VVdx + (K2—1) / Vet Vel
a8,

ce qui donne

- 5 _
lf;u[(v)’ < IFN+1lli2VIz + IEnaallizIVVIEe + 167 = 1lle” % Vi llzlle® V2

IN

K e pns+i1(ki) VI + C k% —1] [”eﬁszN+1”L2 + [P Fny Nz | 11€%0%2 V]2
K' € pnr1(ki) VI -

IN

Comme ||V||H1(%§,OL) < ”U”H_I/Z(EE#)’ nous obtenons

)| = Ki e paaa (k) 0l - (191)

Finalement, en regroupant I'étape 4 et I'étape 5, nous avons
e, <& C prar (ki) - (192)

Etape 6 : Controle sur toute la bande 2.
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Au dessus de Zi’#, e vérifie
(A+k2) ef = —¢N (FN+1 — div F'NH) dans &%,
ef=¢° sur Zi'# ,
avec @f =0(eN*).
et peut s'écrire ef =NV + 7 (9F) avec 7/((p€) une décomposition modale, alors

Il = ¥ IVnsilin + O(EN*) = eN(IBNatlle + IFxanlie) +O(€N) = € pas (k) +O(N) .

Nous obtenons donc
el = O(ENH).

— Corollaire 53

Soit u® une solution de notre probleme de diffraction qui vérifie les équations (P} )+(CN,|) dans le

domaine %S’L.

FF

m_1 Vérifient les conditions

Soit N € N. Supposons que, pour tout m <N, les termes de champ lointain u

de bord (|152) alors, pour tout m <N, les termes de champ proche U%F vérifiant / Ul,\]nF(xl;yl,O) dy;1=0
Z#

L

sont donnés par (|153i. Soit g = e?F1*1 alors nous avons

N
(1] )| = \( > ult], o) [ -0l (193)
Pour L assez grand, nous avons
S N+1
(u8 zf'#’tpo) = ( Y Uy, zf'#’tp0)+o(€ ). (194)

m=0

Preuve. La preuve est trés semblable a celle faite dans le cas d'une condition de Dirichlet. Il faut juste I'appliquer

a ce cas.

— Corollaire 54

Pour tout ouvert @ de (0,eT) x (eH, +00), il existe Cs qui dépend de @ telle que

< CpeN'l . (195)
HY(©0)

N

€ m . FF

Ut (x1,x2) = Y €™y, (x1,X2)
m=0
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3.5.6 Modeles effectifs

Soit nous construisons les termes de champ lointain de facon incrémentable, soit nous utilisons le modéle qui va
approcher la série tronquée de champs lointains. Ceci peut étre utile pour I'étude de géométrie plus générale. Le fait
de prendre un modele approché permet d’'avoir une approximation directe jusqu'a un certain ordre des coefficients
de réflexion.

Plus précisément, le modele a I'ordre 1 est construit a partir de ugF satisfaisant les équations

— Aut® — K uff =0 dans R x (eH,+00) ,

FF , 7. FF
-0y, uy + ikyu, =0 sur Zeq,
ugF — Ujnc e€st sortant
La condition d'impédance effective est identique a la condition de Robin sur Xy mais elle est posée sur Z.y. Ce
modele ne permet donc pas de prendre en compte les particules. Pour obtenir un modele prenant en compte les
particules, il faut au moins aller a I'ordre supérieur du développement.

Nous proposons alors un modele 3 I'ordre 2. Ce modele est construit a partir de uj' et ui’. Nous souhaitons
avoir une approximation de ugF+8ulfF. Pour cela, nous reprenons les conditions de bords vérifiées par ugF et ufF

données par ([141) et (146)

{—axZugF + ikyug" =0 sur  Zep

FF | .71 FF _ 12 (2) FF @) FF , ()52  FF
—0xuy + ikyuy = kag uy +ka"0xuy +a, 0y Uy  sur ey .

(196)
En prenant une combinaison linéaire des deux conditions, nous avons :
—axZ(ugF+£ulfF)+(iky—skza(()z)) (ug" +euf") —ekaP oy, (ub" +eut’) —eal? 3 (ug' +euf") =0 sur  Zey . (197)

De plus, comme ugF et ulfF vérifient |'équation de Helmholtz, nous avons

AUt +ed") - I (ug" +eui") =0 dans Rx (eH,+oo0) . (198)

— Définition 55 )

Soit v5 satisfaisant

—AVS — K* 15 = 0 dans Rx(eH,+o0) ,
-0y, U5 + (iky—ekzaéz))vg—skaiz)axl vs—eal’d: vi=0 sur Zen, (199)

€ .
U, — Uinc est sortant ;

ol a(()z) est donné par 1} aﬁz) est donné par (|147b]) et aéz) est donné par (|147c).

2

o aiz) et af) qui permettent de prendre en compte les particules.

Notons que ce sont les coefficients a
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,—[Proposition 56} N

Il existe une unique solution de ({199), si ik, + (iky—ekzaéz)) —ek; (ikaiz) —aéz)kl) #0, qui s'écrit

vs(x1,x2) = A etk pmikelo—eM) ) (v %)), VxpeR, Vxp>eH ; (200)

avec a(()z) donné par 1) aiz) donné par (|147b)), aéz) donné par 1)

ik, — (iky - akza(()z)) +ek; (ikaiz) - aéz) kl)

A = exp(ikzeH) ; (201)
iky+ (iky—skza(()z)) —eky (ikagz) —aéz)kl)
et nous avons
A5 - (Ag+ear)| = Cé?. (202)
Le coefficient de réflexion associé, pour x, = €H, est défini par
r5 = A§ et (203)

\. J

Remarque 18. agz) et aéz) dépendent de H. Si il existe H tel que ik, + (iky—ekzaéz)) —ek (ikagz) - aéz) kl) =0, il

suffit de jouer sur H pour jouer sur agz) et aéz) pour rendre cette quantité non nulle.

Preuve. Notons que uj,e = e!f1¥1eik2%2 est une onde plane alors v$ va aussi &tre une onde plane qui s'écrit sous la
forme
Ug(xl,xz) — el/clxl el/€2x2 + AZ etklxl e*lkz[X*EH) )

Etant donné que —0y, vg + (iky—skzaéz))vg —ska§2)6x1 s —eaéz)ail v5 =0 sur Zey, nous avons
ek AS [ikg+(iky—skzaéz))—eiklkagz) +ekial| = elhin eiszH[ikz—(iky—ekzaéz))+sik1ka§2) —ek?al

ce qui donne
ik, — (iky— ekzaf)z)) +ek; (ika?) - aéz) ki
A = exp(ikyeH) .
iky + (iky - skza(gm) —eky (ilcaiz) - aéz) kl)

3.5.7 Estimations d’erreurs sur le modéle effectif

~— Théoréme 57 )

Soit u® une solution de notre probleme de diffraction {}1) Nous notons v§ = ugF+€ufF I'ap-
proximation a |'ordre 2 de la solution. Nous avons alors, pour tout ouvert borné @ de R x (eH, +00),

|4 (x1, x2) = V5 (21, %2) | 191y = O (%) - (204)
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Preuve. Nous décomposons Hu‘s(xl,xg) - vg(xl,xz)”H1 de sorte que

(©)
|| ue(xl,xz)—vg(xl,xz)HHl(@) = ” ut(x1,x0) — (uo +£u1 )(xl,xz))Hl(@)+ H(uo +.€u1 )(xl,xz)—vz(xl,xz)‘Hl(@
En utilisant les estimations d'erreurs sur le développement asymptotique, nous avons montré que
“us(xl,xg)—(ugF+eulfF)(x1, = 0(82) )
Nous regardons € = (ug" +eul’) — v5 qui vérifie le probleme
—~Ae§—k*e5=0 dans Rx(eH,+o0) ,
— 0y, 65+ (iky—ekzaéz))eg—ekagz)axl e5 —€a, @52 65 = (52) sur  Zer (205)
ege’ikl’c1 est indépendant de x; ,
e5 est sortant .
Comme ugF, ”1 et v5 sont des ondes planes, €5 va aussi étre une onde plane qui s'écrit sous la forme
e5(x1,X2) = () ehrn gmikeleelD (206)
Etant donné que —0y,e5 + (iky—skzaém) e5 —EkaF)ax1 eg—saf)ail e = 0(82) sur Xey, NOUs avons
eM1M of,(e) [ik2+(iky—sk2a(()2) eikk;a® +eal Z)kz] = 0(e?)
ce qui donne
Aple) = ! e~thiv Oe?) | (207)

ik2+(iky—8k2a(()2))—£k1 (ikagz)—aéz)kl)
Nous obtenons alors
le5| < |setele)] < C €
et donc
lesllm = 0[82).
O

Dés I'instant ol la solution du modele effectif est construite, nous pouvons approcher UNF +eUNF 3 partir de
v5 et les fonctions profils. Nous avons

X1 X X1 X
Vs (x1,x2) = U3 ZEH(xl) Xxp<eH (X1, X2) + €kvs ZSH(XI)%éD (?1,?2) + €0y, U5 ZEH(xl)%l(D (?1,?2) . (208)

Nous pouvons alors définir I'estimation suivante.

— Corollaire 58 N

Soit u® une solution de notre probleme de diffraction (P{)+(CN¢|). Soit v5 I'approximation a I'ordre 2
de notre solution construite précédemment. Nous avons alors, pour tout ouvert @ de 2%,

= 0(e?) (209)

€ € €
ut(x1,x2) — v5(x1, x2) = V5 (x1,
(X1, x2) — v5(x1, X2) — V5 (11 126)
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Chapitre 4

Méthodes numériques et résultats
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Dans le chapitre précédent, nous avons présenté la construction de modeles effectifs approchant la solution de
notre probléme donné dans le chapitre 2 dans les cas d’une condition de Dirichlet (P )+ D et d'une condition de

Neumann (]P_‘;_&)+@‘

utilisant la librairie Xli

sur les particules. Afin de valider nos modeles et les estimations d’erreurs, nous calculons, en

fe++ développée au sein de I'équipe POEMS (https ://uma.ensta-paris.fr/soft/XLiIFE++/),

une solution dite de référence a I'aide d’'une méthode éléments finis. Nous expliquons comment résoudre les problémes

de type Laplace dans

des demi-bandes périodiques, calculer numériquement les constantes intervenant dans les

conditions aux bords et calculer les solutions effectives dans les cas Dirichlet et Neumann. Nous effectuons d'une
part une validation qualitative en tracant les champs et d'autre part une validation quantitative en tracant I'erreur
entre les coefficients de réflexion en fonction de la taille des particules et de différents paramétres de notre modele.

Nous retrouvons bien

les ordres théoriques. Une fois les modeles effectifs validés, nous les utilisons pour étudier

["évolution du coefficient de réflexion dans le cas d'une condition de Neumann en fonction de la distance entre les
particules afin de mettre en évidence le passage d'un coefficient de réflexion d'une structure transparente a une

structure conductrice.
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4.1 Calcul de la solution de référence

Afin de valider nos mod‘elesit les estimations d’erreur, nous calculons une solution dite de référence u® dans le
domaine %SL =(0,€T) x (0,eL) \@; vérifiant (P§0)+ dans le cas de conditions de Dirichlet sur les particules ou
(P74)+(CN/) dans le cas de conditions de Neumann sur les particules :

~Au® - K> u® =0 dans @B,

u® est k€T quasi-périodique ,

-0 u’ + ikyu® =0 sur Zf,

Oy, u° + A u® = Oy, Uine + Nk Uine Sur  Zer,

avec soit u® =0 sur 322 (CD,|), soit Vu®-7i =0 sur 022 (CN]).

Nous obtenons cette solution a I'aide d’'une méthode éléments finis.

— Définition 59 N

Le coefficient de réflexion de la solution dite de référence est noté Iref(ki, ko) et est donné par

1 € —ik
Tref = — u (x1,el)e! 1xldy ; 1
ref /eT /ZEL d\*1 1 ( )

ou uf(x1,€Ll) = u®(x1,€L) — Uinc(x1,€L).

4.2 Calcul numérique du modele effectif pour une condition de Dirichlet

Dans cette section, nous nous intéressons a la méthode du calcul numérique de notre modele effectif (116)
proposé dans le chapitre 3 et a la détermination du coefficient de réflexion associé.

4.2.1 Algorithme

Etape 1 : Nous résolvons le probleme vérifié par la fonction profil noyau A", donné par |D dans le chapitre 3, a
I'aide d'une méthode éléments finis.

Etape 2 : Apres avoir obtenu la fonction A4, nous calculons la constante ¢tV

0
1
(1)
c’ = — N dy; .
0 T/Zﬁl 1

Etape 3 : Nous pouvons alors calculer le coefficient de réflexion en x» = €H pour différents €, k» :

donnée par

: 1 _
€ = ’kZECo 1 eikzeH (2)
2 = . :

lk286é1)+1
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Etape 4 : Nous construisons la solution du modele effectif au dessus de Xy avec son expression explicite
Ug(xl)xz) — eiklxl eikz)Cz + r;, eik1x1 e-ikz(Xg-i?H) . (3)
Etape 5 : Enfin il est possible de construire |'approximation en champ proche avec

7 (23 (4)

€ €
Vi(x1,x2) = € Ox, Uy s
eH

ou 71/0(1)(y1,y2) est solution du probleme de type Laplace, donné par 1} dans le chapitre 3, obtenue a I'aide d'une
méthode éléments finis.

4.2.2 Calcul de la fonction noyau 4 et de la fonction profil WO(”
Calcul de la fonction noyau A&
Nous résolvons le probleme vérifié par la fonction profil noyau A" qui satisfait le probleme

-AN =0 dans %,

N est T—périodique ,

—9), /=0 surZ},

N =0 sur 0% ;
avec A = y,+.4 . En utilisant la section 3.3 du chapitre 3, nous pouvons définir I'opérateur de Dirichlet-to-Neumann
afin de se ramener a un probléeme en domaine borné
~AN =0 dans %,

AN est T—périodique ,
< =0y, A/ =0 sur Zg ,
N =0 sur 0%,
0y, N +AN =1 sur =

. , 2|l|m e e , .
avec |'opérateur A& donné par AN = Z (%) (JV,cpl)LZ(Z#) ®1(y1). La série étant infinie, il est nécessaire de
lez L
N
la tronquer, Z avec N > 0, pour obtenir une approximation numérique. Pour la tronquer, nous fixons un seuil
m=-N

B . _ 2Nn(L-H) . In(e))T
noté e; et nous choisissons N tel que e” T <e; ce qui nous donne N > 5l

Nous obtenons la solution A dans le domaine borné %3 a l'aide d'une méthode éléments finis avec la formulation
variationnelle :
Trouver N € Vy = {v € Wy(%B}), v=0 sur 322} telle que

/ VA - VVdy + / ANV dy, = /7dy1,v7/e Wy .
By z z

Nous tragons la fonction profil A" pour différentes dispositions de particules (cf. la ﬁgure pour une particule
avec [6 =1,H=5,L=15], la figure pour deux particules avec [6 =1,H=7,L=15] et la figure pour trois

particules avec [6§ =0.4,H=7,L=15].
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teal_part_ferm_ul

realpart_term_ul
real_part_term_ul

Figure 4.1 — Solution A (1) Figure 4.2 — Solution A (2) Figure 4.3 — Solution A (3)

Calcul de la fonction profil 7//0(1)

71/0(1) (¥1, y2) est solution du probleme de type Laplace

AWV =0 dans  B\xf,
7//0(1) est T — périodique ,
4 -0y, 7//0(1) =0 sur Zb,
7//0(1) =0 sur 0%,
o _—_ D | _
[WO ]H__CO et [_ayZWO ]H_l'

Comme pour la fonction profil noyau, pour obtenir 7//0(1) par une méthode éléments finis, il faut borner le
domaine. Nous restreignons le domaine en y, a l'aide de I'opérateur de Dirichlet-to-Neumann sur la frontiére Zf.

Nous cherchons alors 7//0(1)(3/1,3/2) solution dans W#(QB(%\Z#H) de

-Ag#V=0 dans  BF\Zf,
71/0(1) est T — périodique ,
—6y271/0(1) =0 sur X,
71/0(1) =0 sur 0%,
o —_ D ] —
[WO ]H__CO et [—6y271/0 ]H_l

(5)

1 1 #
6y27//0()+A7//0“:0 sur Xy .

Pour écrire la formulation variationnelle associée, nous relevons le probleme de sorte qu'il n'y ai plus la condition de
saut de la trace avec 7//0(1) = 77/;(1) —c(()l)xy2>H(y). La formulation variationnelle associée est alors donnée par :
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Trouver W € Vo = {v e Wy(BE\ZH), v=0 sur 32} telle que
/ V7/7;(1)-V7dy+/A77/;(1) 7dy1:/7dy1,V7/€ Vo .
BN, =¢ =

Nous tracons la fonction 77/011) pour différentes dispositions de particules (cf. la figure pour une particule avec
[6=1,H=5,L=15], la figure [4.5] pour deux particules avec [§ =1,H=7,L=15] et la figure [4.6] pour trois particules
avec [6=0.4,H=7,L=15].

270400

IS
real_part_term_ul

real_part_ferm_ul
real_parl_ferm_ul

00e+00

Figure 4.4 — Solution %" (1) Figure 4.5 — Solution %" (2) Figure 4.6 — Solution #;" (3)

Nous remarquons que ces fonctions profils tendent chacune vers une constante qui est la constante c(()l).

4.2.3 Validation qualitative

Nous sommes maintenant en mesure de simuler notre modele effectif. Nous tracons, d’une part, la partie réelle
du champ diffracté obtenue avec la solution de référence. En paralléle, nous tracons la solution obtenue au dessus
. e 1se
de Z¢y avec la formule analytique de v5 définie par (3).

Pour les Figures et nous considérons 15 particules alignées de taille € = 10™*m espacées les unes des
autres d'une distance €8 avec 8§ = 0.4, une fréquence de 2GHz (longueur d'onde A =15cm), y=0.5—-0.5i, 0 = /4,
H=5 et L=15. La Figure représente la partie réelle du champ diffracté pour la solution de référence ut,
obtenue a I'aide d'une méthode éléments finis. La Figure [4.8| représente la partie réelle du champ diffracté obtenue
avec le modele effectif V;,d' calculé a I'aide de la formule analytique. Visuellement, nous avons construit une bonne
approximation.

Pour les Figures [4.9] et [4.10} nous considérons 20 particules réparties en sorte de quinconce de taille e = 10™4m
espacées les unes des autres d'une distance €8 avec § = 0.2, une fréquence de 2GHz, y=0.5-0.5{, 6 =n/3, H=5
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y r

Figure 4.7 — Solution de référence u, Figure 4.8 — Solution approchée U;,d

et L=15.

Figure 4.9 — Solution de référence u, Figure 4.10 — Solution approchée ”S,d

Pour les Figures et [4.12] nous considérons 40 particules sur deux lignes de taille € = 10™#m espacées les
unes des autres d'une distance €8 avec 6 =0.2, une fréquence de 1GHz, y=0.6-0.2i, 6 =n/3, H=5 et L=15.

Figure 4.11 — Solution de référence u, Figure 4.12 — Solution approchée ”;,d

4.2.4 Validation quantitative

Pour valider notre modele, nous souhaitons comparer le coefficient de réflexion de la solution de référence donné
par aux coefficients de réflexion des approximations ugF donné par rf = eikeeH ot v5 donné par 1} Nous étudions
la dépendance de I'erreur entre les coefficients de réflexion en fonction de la taille des particules € et de différents
parameétres de notre modéle.

Dans les Figures et nous considérons une particule, y=0.5-0.5{, H=5, L=5.1, §=0.2, 6 =7t/3 et
nous faisons varier € (0.001, 0.0005, 0.0001, 0.00005, 0.00001 et 0.000005) et la longueur d'onde A (60 cm, 15 cm,
2.9 cm) et nous représentons |'erreur relative pour le modele d'ordre 1 et le modele d'ordre 2. Nous retrouvons bien
les ordres de convergence théoriques.
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(k1, ko)

{
rref(kl)

rref(kl)_r

Figure 4.13 — Erreur pour le modéle d'ordre 1 en fonction

de A

10057“““\ T T ]
107! b -
1072 -

g 1 ]
107 1 -
10_45\\\\\\\ L1l Lol

107° 1074 1073

€

60cm —e— 15cm —e— 2.9cm

Trep (k1)—15 (ky, ko)
rref(kl)

10_17\\\\\\\ T T T TTTT] UL N —
107 )
-9 | N
10 12
1

10—13L\\\\\\‘ Ll Ll

107° 1074 1073
€
—o— 60cm —e— 15cm 2.9cm

Figure 4.14 — Erreur pour le modele d’ordre 2 en fonction

de A

Nous observons que plus la longueur d'onde A est grande, plus petite est I'erreur. Le taux de convergence est
par contre le méme.

Dans les Figures[4.15 et [4.16] nous considérons une particule, y =0.5-0.5i, H=5, L=5.1, 8 = /3, une fréquence
de 2GHz (A =15 cm) et nous faisons varier € (0.001, 0.0005, 0.0001, 0.00005, 0.00001 et 0.000005) et |'espacement
3 entre deux particules (1, 0.2, 0.02, 0.002) et nous représentons |'erreur relative pour le modele d'ordre 1 et le
modele d'ordre 2. Nous retrouvons bien les ordres de convergence théoriques.

Tref (ki) =17 (ky,k2)
rref(kl)

Figure 4.15 — Erreur pour le modele d'ordre 1 en fonction

de &

T T T T T T T T
107" E
10 AL
i 1 ]
1073 E
:\\HH\ Lol Lol ]
107° 1074 1073

€
—— §=1 —-86=02 5=0.02
—o— 0 =0.002

Tref (k1) =15 (ky,kz)
rref(kl)

T T T T T T T
1074 | )
1076 | )
1078 | )

~ ]2
10—IO, 1 N
Ll Lol Lol
107° 1074 1073
€
—— 8=1 —-8=02--06=0.02
56 =0.002

Figure 4.16 — Erreur pour le modele d'ordre 2 en fonction

de &

Nous observons que dans le cas d'une condition de Dirichlet sur les particules, le coefficient de réflexion est
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indépendant de §.

Dans les Figures et nous considérons deux particules empilées, H=7, L=7.1, 6 =n/3, une fréquence
de 2GHz (A =15 cm), 8 =0.02 et nous faisons varier € (0.001, 0.0005, 0.0001, 0.00005, 0.00001 et 0.000005) et le
coefficient d'impédance y (1, 0.6 —0.2i, 0.17—0.057) et nous représentons |'erreur relative pour le modele d'ordre 1
et le modele d'ordre 2. Nous retrouvons encore une fois les ordres de convergence théoriques.

| 10—3 . B
-1 L |
— 10 E E — 10—4 L |
< - ] <
- i i S~ 107 | B
% I A1 | N
2|2 -2 L B =2 -6 [ 7
g 1071 1 1 g 10 | g
5 B ] < f,,f" 1
10—3 - | 10_8 [ B
B vviil L Lol L Lol = Ll L Lol L Lol
107° 1074 1073 107° 1074 1073
€ €
—o-7=1—--72=06-0.2{ Z=0.17-0.05i —-o-7=1--7=06-0.2] Z=0.17-0.05i
Figure 4.17 — Erreur pour le modéle d'ordre 1 en fonction Figure 4.18 — Erreur pour le modele d'ordre 2 en fonction
de y de y

Nous observons que dans le cas d'une condition de Dirichlet sur les particules, le coefficient de réflexion est
indépendant de y. Ce qui est cohérent avec |'expression du coefficient c(()”.

Dans les Figures [4.19] et nous considérons trois particules, H=7, L=7.1, y =0.8—-0.47, § = 0.02, une
fréquence de 2GHz (A = 15cm) et nous faisons varier € (0.001, 0.0005, 0.0001, 0.00005, 0.00001 et 0.000005) et
I'angle d'incidence 0 (0, /6, 1/4) et nous représentons |'erreur relative pour le modele d’ordre 1 et le modele d’ordre
2. Nous retrouvons encore une fois les ordres de convergence théoriques.

Dans le cas d'une condition de Dirichlet sur le bord des particules, il n'y a pas de dépendance sur |'évolution
des coefficients de réflexion en fonction de € et par rapport a 0.
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= i 1 L~ 1070 | )
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gl= 1072} 1 E S|~
r ] -7 |- |
g I 1 | g 10
: | Z |2
-3 L |
10 E\\HH\ Lol Lol E 10_97\\\\\\\ \1\\\\\\\\ Lol B
1075 107 1073 107° 1074 1073
€ €
—-0=0-—e-0=7n/6—-0=m/4 ’—0—6=0—0—6=n/6 0=n/4
Figure 4.19 — Erreur pour le modeéle 1 en TE en fonction Figure 4.20 — Erreur pour le modele 2 en TE en fonction
de O de 6

4.3 Calcul numérique du modele effectif pour une condition de Neumann

Dans cette section, nous nous intéressons a la méthode du calcul numérique de notre modele effectif (199)
proposé dans le chapitre 3 et a la détermination du coefficient de réflexion associé dans le cas d'une condition de
Neumann sur les particules.

4.3.1 Algorithme

Etape 1 : Nous commencons par résoudre les problemes de Laplace vérifiés par les fonctions profils JZ/(ED et 52/1(1)
en utilisant une méthode éléments finis.

Etape 2 : Aprés avoir obtenu les fonctions profils %é” et %1(1), nous calculons les constantes a(()z), a§2) et aéz)

intervenant dans la condition effective dont nous rappelons la définition

1
(2)

a, = —
0 T

)%’5{) - iY/#%(gl)(J’l»J’Z)dJ’l] ;
z"0

a® = =

1 T

)

2/ 3y, 2 (1, y2) dy — iy/ w1, y2)dyr - / %P (y1,y2) midy
B\5Y, st 0%,

(2)
a,’ = =
2 T

2/ 3y, %" (y1,y2) dy + |'%gl| - / " (y1,y2) mdy
B\ZH, 0%

Etape 3 : Nous donnons le coefficient de réflexion associé au modele effectif, en x, = H, pour différents €, k1, ko,
Y, k:
ik, — (iky—ekzaéz)) +ek; (ikaiz) - aéz) k
ry = exp(ikyeH) . (6)
iko + (iky—skzaéz)) —eky (ikaﬁz) - aéz) kl)
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Etape 4 : Nous construisons la solution du modele effectif au dessus de Z.y a I'aide de son expression analytique
Ug(xl,xz) — elklxlelkz.)(g + I’; elk1x1 e—lk'g(Xg—EH) ) (7)

Etape 5 : Enfin, il est possible de construire I'approximation en champ proche avec

a(*1 X2 €
(x1)% (—,—) + €04,V
Zen 0 leg’ e a2 €

X1 X
V3(x1,xp) = vh| (X)) Xnpeen(X1,X2) + ekvj . )2V (?1—2) . (8)
H eH

€

4.3.2 Calcul des fonctions profils %" et %"

Pour obtenir %" et %" a I'aide d'une méthode éléments finis, il faut d'abord borner le domaine de calcul

en utilisant un opérateur de Dirichlet-to-Neumann sur la frontiere Zi. Nous cherchons alors 52/51) gt vérifiant
0 H
/ %" (y1,L)dy1 =0 solution dans Wy(%85\ =) de :
b
—Ay%él) =0 dans 383\2}%I ,
%él) est T — périodique ,
—6),202!61) =—1 sur Zp,
9
) Vy%él)-ﬁzo sur 0% , )
(D _ (1) _
|2 ]H_o et [-,% ]H_l,
Gyz%él) +A52/(§1) =0 sur I}
o)) i o)) _ ; L\ y# .
et U, - vérifiant /Zf U, (y1,L)dy; =0 solution dans Wy(%;\ Z¥;) de :
—Ay%lm =0 dans SBH\Z
%1(1) est T — périodique ,
—Gyﬂ/lm =0 sur Zg ,
10
) Vy%l(l)-ﬁ=— n  sur 0%, (10)
M _ M _
|| ]H_o et [-0,,%| ]H_o ,
—Gyﬂ/l(l) +A02(1(1) =0 sur I},
Nous avons besoin de la formulation variationnelle des problemes (9) et :
Trouver 52/(()1) € Wy(B \£¥) vérifiant /# %él)(yl,L) dy; =0 telle que
ZL
/ vl vy dy + / AL T dy = / Vdy - / Vdy, ¥V eWy(BE\ZE) ; (11)
BN, = =t %4
et
Trouver %1(1) EW#(P/B(%\ZE) vérifiant /z# %1(1)(y1,L) dy; =0 telle que
L
/ vl vy dy + / A Vdy = - / m Vdy, VVe Wy(B5\2F) . (12)
BE\ZE, =¥ Oz
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Une facon de prendre en compte les contraintes / %él)(yl,L) dy;=0et / %1(1) (y1,L)dy; =0 est d'utiliser une
bX4 bX4

méthode de pénalisation. Il s'agit de remplacer la condition ayz%él) +AJZ[(§D =0 sur Zi (resp. ayzoz/{” +A02/1(D =0

sur Z’E) par la condition
1 1 1
3,2 + A + nul’ =0, (13)

(resp.
1) 1) 1) _
8y, 2" + AP + nY =0, ) (14)
ou n est un petit parameétre strictement supérieur a 0. La formulation variationnelle pénalisée du probleme s'écrit

alors :
Trouver %" € Wy(B5\ =) telle que

/ v -V dy + / A% Vdy + / wP Vdy = / Vdy, - / Vdy, Ve Wy(B5\2F) . (15)
BENZY 4 4 =t b

L z"L H 0

(resp. Trouver %" € Wy(B5\ =) telle que

/ vl vy dy + / A Vdy + n/ wV Vdy, = - / m Vdy, V¥V e Wy(B5\zh) ) (16)
BENZE, 4 =4 0%

L

Nous tracons les fonctions profils %él) (cf. la Figure avec [6 =1, H=5L= 8], la Figure avec [6 =1,
H=6,L=8|etla Figure avec [6=0.4, H=6, L=8]) et "V (cf. la Figureavec [6=1,H=5L=8], la
Figure M avec [6=1, H=6, L=8] et la Figure |4_26[ avec [8=0.4, H=6, L=8]) pour différentes dispositions de
particules. Visuellement %él) et %1(1) tendent bien vers 0 quand y» devient de plus en plus grand.

Figure 4.21 — Solution 2" (1) Figure 4.22 — Solution %" (2) Figure 4.23 — Solution %" (3)

Nous pouvons aussi tracer les coupes verticales (sur la partie gauche des graphes précédents) des fonctions
o

profils %él) (cf. Figure , et Figure ) et %1(1) (cf. Figure .4'30L Figure |4.31 et Figure ). Les coupes

de %él) permettent de vérifier la discontinuité de la trace normale de OZZSD au point y» = H. Les coupes de %1(1)
nous permettent de mettre en avant que la solution du probleme varie au bord des inclusions.

Une fois les fonctions profils %é” et 24 (1) calculées, nous pouvons calculer les coefficients a(()z), aiz) et agz)_

Pour rappel,
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g
R

Figure 4.24 — Solution 2" (1) Figure 4.25 — Solution 2" (2) Figure 4.26 — Solution 2" (3)
o | 0l | o |
_2 - |
jamy 4 = -5 1 = -5 |
8o _al | 25 S,
S S S
-6 . _loh | -10 | |
_8 - |
| | | | | | | | | | | | | | |
0 2 6 8
Y2 Y2 N2

Figure 4.27 — Coupe verticale de “Zlé” Figure 4.28 — Coupe verticale de %él) Figure 4.29 — Coupe verticale de %él)

0 . 0r a 0r .
-0,2 |- .
. 701 g 2. ~0lp 18-
@ @ @ -0,4 | |
-0,2 - . -0,2 - - -0,6 | |
| | | | | | | | | | | | | | |
0 2 6 8

Y2 N2 )2

Figure 4.30 — Coupe verticale de %1(1) Figure 4.31 — Coupe verticale de 0211(1) Figure 4.32 — Coupe verticale de 0211(1)
. u(()z) est donnée par :

a® - =
% T

|25 | + YZ/Z#%D(J’I»O)dh] ,
0

dire(particules)

T
précédentes, dans le cas (1,2) nous avons T =3 et dans le cas (3) nous avons T =4.66274, nous obtenons :

1 . . R . .
avec || = |H ) est réel, positif et affine par rapport 3 H. Avec les fonctions profils

(1) a? =3.9528-16.7028i;  (2) al’ =3.9056-25.1797i;  (3) al? =3.9787 - 28.2885i.
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. aiz) est donnée par :

@ _ Iy
al e

2 / 3, %M (31, y2) dy - / P (n,0dyr - / %" (1,y2) mdy
BN, =i 02

Avec les fonctions profils précédentes, nous obtenons

(1) a® = (-9.7765+9.7765i) x 107%;  (2) a\” = (-6.42317+6.42318i) x 107 ;  (3) a®® = (9.43027-9.43027i) x 10~*.

. aéz) est donnée par :

1
a® = 1

2 T

2 / 3, %Ny, y2)dy + B - / UM (y1,y2) mdy
Bz, A

Avec les fonctions profils précédentes, nous obtenons

(1) a? =3.45325;  (2) a? =2.89573;  (3) al) =3.02697.

4.3.3 Validation qualitative

Nous sommes désormais en mesure de simuler notre modele effectif. Nous tracons, d'une part, la partie réelle
du champ diffracté obtenue avec la solution de référence. En paralléle, nous tracons la solution obtenue au dessus
de Zep avec la formule analytique de v§ définie par (7) et nous reconstruisons le champ proche a I'aide de (@).

Pour les Figures [4.33] [4.34] et [4.35| nous considérons 15 particules alignées de taille € = 10™*m espacées les unes
des autres d'une distance €3 avec § = 0.4, une fréquence de 2GHz (A=15cm), y=1+1i, 6 =mn/4, H=5 et L=15.
La Figure représente la partie réelle du champ diffracté pour la solution de référence uf, obtenue a I'aide d'une
méthode éléments finis. La Figure [4.34|représente la partie réelle du champ diffracté obtenue avec le modéle effectif
vg)d, calculé a I'aide de la formule analytique. La Figure représente la reconstruction de la solution a I'aide du
modele proposé. Visuellement, nous avons construit une bonne approximation.

z x P

Figure 4.33 — Solution de référence 1,  Figure 4.34 — Solution approchée v5 , Figure 4.35 — v5 + V5 — ujnc

Pour les Figures [4.36, [4.37 et [4.38| nous considérons 20 particules en sorte de quinconce de taille € = 10™*m
espacées les unes des autres d'une distance €8 avec 8§ =0.2, une fréquence de 2GHz (A=15cm), y=1+1i, 6 =m/3,
H=5 et L=15. La Figure @ représente la partie réelle du champ diffracté pour la solution de référence uf.
La Figure représente la partie réelle du champ diffracté obtenue avec le modele effectif Ug,d. La Figure
représente la reconstruction de la solution a I'aide du modele proposé.
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T s

Figure 4.36 — Solution de référence 15,  Figure 4.37 — Solution approchée v5 , Figure 4.38 — v5 +V5 — Ujnc

Pour les Figures l4.39, |4.40| et [4.41, nous considérons 40 particules sur deux lignes de taille € = 10™*m espacées
les unes des autres d'une distance €8 avec 8 =0.2, une fréquence de 1GHz (A =30cm), y=1.5+0.5{, 6 =n/3, H=5
et L=15. La Figure @ représente la partie réelle du champ diffracté pour la solution de référence uf), obtenue
a I'aide d’'une méthode éléments finis. La Figure représente la partie réelle du champ diffracté obtenue avec
le modele effectif v€ ,, calculé a I'aide de la formule analytique. La Figure représente la reconstruction de la

2,d’
solution a I'aide du modéle proposé.

HT T

Figure 4.39 — Solution de référence u,  Figure 4.40 — Solution approchée v5 , Figure 4.41 — v5+ V5 — ujnc

4.3.4 \Validation quantitative

Pour valider notre modele, nous souhaitons comparer le coefficient de réflexion de la solution de référence donné
iky—iky
ik, + lkY
proximation a |'ordre 2 donné par (]§[) Nous étudions la dépendance de I'erreur entre les coefficients de réflexion en
fonction de la taille des particules € et de différents parameétres de notre modele.

par (1) aux coefficients de réflexion de I'approximation a l'ordre 1 donné par r; = exp (ikoeH) et de I'ap-

Dans les Figures et nous considérons une particule, y=1+i, H=5, L=5.1, §=0.2, 6 = t/3, nous
faisons varier € (0.001, 0.0005, 0.0001, 0.00005, 0.00001 et 0.000005) et la longueur d'onde A (60 cm, 15 cm et 2.9
cm) et nous représentons |'erreur relative pour le modéle d'ordre 1 et le modele d’ordre 2. Nous retrouvons bien les
ordres de convergence théoriques.

Comme dans le cas Dirichlet, nous observons que plus la longueur d'onde A est grande, plus petite est I'erreur.
Le taux de convergence est par contre le méme.

Dans les Figures et nous considérons une particule, y=1+i, H=5, L=5.1, 6 =n/3, une fréquence

de 2GHz (A =15 cm), nous faisons varier € (0.001, 0.0005, 0.0001, 0.00005, 0.00001 et 0.000005) et |I'espacement
8 entre deux particules (1.0, 0.2, 0.02, 0.002, 0.0002, 0.00002) et nous représentons |'erreur relative pour le modéle
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T T 7T T T T T T T T T T T T T T T
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Figure 4.42 — Erreur pour le modéle d'ordre 1 par rapport

a € en fonction de A a € en fonction de A

d'ordre 1 et le modele d'ordre 2. Nous retrouvons bien les ordres de convergence théoriques.

Figure 4.43 — Erreur pour le modéle d'ordre 2 par rapport

T T 1rrr T T rrrr T T T TTrr = T TIrrr T T T rrrr T T T T T1Tr]
100 - g 100 = n
2 i ] g w0 :
Zig 1071} 1 Sz 102 i
NS F E NES
=R . B 2|2 10—3 - N
< | A 1 1 < A 2
<l 10071 1 E o107t 1 .
E E 10—5 [ |
10_3 | Ll Lol o 10—6 Ll Ll Lol
107° 1074 1073 107° 1074 1073
€ €
—— §=1 - 0$=0.2 5=0.02 —— 8=1 - $§=02 —— 5=0.02

—— 0 =0.002 —— 5 = 0.0002 —e— 5 = 0.00002

5 =0.002 —o— 6 = 0.0002

6 =0.00002

Figure 4.44 — Erreur pour le modele d'ordre 1 par rapport

a € en fonction de & a € en fonction de 8

Figure 4.45 — Erreur pour le modéle d’ordre 2 par rapport

Contrairement au cas Dirichlet, le coefficient de réflexion dépend de la distance 6 entre les particules. Plus 8 est
petit, plus grande est I'erreur et moins vite il est possible d'observer la convergence.

Dans les Figures et nous considérons deux particules empilées, H=7, L=7.1, 6 = /3, une fréquence
de 2GHz (A =15 cm), 6 =0.02 et nous faisons varier € (0.001, 0.0005, 0.0001, 0.00005, 0.00001 et 0.000005) et le
coefficient d'impédance y (1, 1.5+0.57, 5.5+ 0.5i). Nous représentons |'erreur relative pour le modele d'ordre 1 et
le modele d'ordre 2. Nous retrouvons encore une fois les ordres de convergence théoriques.
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Figure 4.46 — Erreur pour le modele d'ordre 1 par rapport
a € en fonction de y

Figure 4.47 — Erreur pour le modéle d'ordre 2 par rapport
a € en fonction de y

Nous retrouvons bien la dépendance en y du coefficient de réflexion pour le modéle a I'ordre 1. Pour le modeéle
a I'ordre 2, nous n'observons pas de dépendance en y pour le coefficient de réflexion.

Dans les Figures [4.48 et nous considérons trois particules, H=7, L=7.1, y=1+0.5{, § =0.02, une fré-
quence de 2GHz (A =15 cm), nous faisons varier € (0.001, 0.0005, 0.0001, 0.00005, 0.00001 et 0.000005) et I'angle
d'incidence 6 (0, m/6, m/4) et nous représentons |'erreur relative pour le modéle d'ordre 1 et le modele d'ordre 2.
Nous retrouvons bien les ordres de convergence théoriques.

T T T T T T TTTT] T T T T Fr T T T T T T T ]
ol ;
10°} i ol
Oy - ] 5 o 1
<]~ i ] gl 107 :
2 1071 | : | s|s 1077 1 2 E
s ; | s B 1 i
i ] 1071 :
Ll Ll Lol 10_47\\\\\\\ L] Ll ;
107° 107 1073 1073 107 1073

€ €
—-0=0-e-0=n/6-0-0=m/4 —-0=0-e-0=m7/6 0=mn/4

Figure 4.48 — Erreur pour le modele d'ordre 1 par rapport
a € en fonction de 6

Figure 4.49 — Erreur pour le modéle d'ordre 2 par rapport
a € en fonction de 0

Nous n'observons pas de dépendance sur |'évolution de coefficient de réflexion en fonction de € par rapport a 6.
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4.4 Evolution du coefficient de réflexion dans le cas d’une condition de Neu-
mann

Dans les sections précédentes, nous avons validé notre modéle. Nous allons maintenant effectuer une étude sur
I’évolution du coefficient de réflexion quand nous considérons une condition de Neumann sur les particules. Nous
n'effectuons pas I'étude dans le cas d'une condition de Dirichlet car quand les particules sont proches, la structure se
comporte comme un plan conducteur, il faut beaucoup éloigner les particules pour obtenir un coefficient de réflexion
différent de 1.

En I'absence de particules, le coefficient de réflexion est donné par la formule

cos6—-Z

0,2)] = —— .
r®,2) cosO+Z

Dans la Figure , hous cherchons a mettre en évidence I'influence du coefficient d'impédance Z sur le coefficient
de réflexion |r| en fonction de I'angle d'incidence 6 pour une fréquence de 2GHz.

il ’/‘/'/‘ |

04+ .

[r(0,Z)]

0,2 8

| | | |
o o2 04 06 08 1
0

—-o-7=1—e-Z7Z=1+i—-Z7Z=1+0.5i

Figure 4.50 — Influence de Z sur le coefficient de réflexion |r| en fonction de 6

Il faut remarquer que en I'absence de particules pour Z=1 et 8 =0 (c'est-a-dire en incidence normale), nous
avons |r| =0; dans ce cas le plan impédant se comporte comme une structure transparente.

Rajoutons maintenant une couche de particules, nous rappelons la formule pour déterminer le coefficient de
réflexion @

iks - (ikZ-ek?a)) + ek (ika® - ak

ry (k1 k) = exp (ikzeH) .

ik, +(ikZ—ek?a’) - ek (ika® - a’k

Dans les différentes simulations qui vont suivre, nous souhaitons mettre en évidence la transition entre une
structure transparente (|r5| =0) et une structure conductrice (|r5| =1) en jouant sur différents parametres : la
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fréquence, la forme des particules, la taille et la disposition de la couche. Pour cela, nous nous plagons dans le cas
ol Z=1 et 06=0. Le coefficient de réflexion se restreint alors a la formule explicite suivante

ekZal’
r5(0,kp) = ——————exp(ikeH) .
z 2ik2—ek§a((]2) ( )

2

qui ne dépend que du coefficient a;”.

4.4.1 Impact de la fréquence

Commencons par regarder |'impact de la fréquence. Nous considérons une couche périodique de particules cir-
culaires ne contenant qu'une seule particule en hauteur. Nous tracons dans la Figure I'évolution du coefficient
de réflexion en fonction de la fréquence pour différents espacements & entre les particules (28 correspond a la
distance entre deux particules). La Figure @ représente une période du milieu considéré. Nous supposons ici que
les particules ont pour rayon € =10"*m.

I
0,8 | |
06} |
)
S 04} |
Condition Condition we
Périodique Périodique 0,2} i
0 0
0 [ |
| | | |
5 0 20 40 60
V2 - 0 T A (en cm)
; ——06=0.001 -35=0.01e-06=0.5
Ng!
Figure 4.52 — Influence de la fréquence sur le coefficient
Figure 4.51 — Géométrie pour une particule circulaire de réflexion |r5(0, k2)| pour différents &

La Figure met en évidence que plus les particules vont étre proches les unes des autres, plus la convergence
d'une structure transparente a une structure conductrice avec I'augmentation de la fréquence est rapide.

4.4.2 Influence de la forme de la particule

Poursuivons avec I'impact de la forme de la particule. Nous considérons deux couches périodiques différentes
constituées d'une particule circulaire en hauteur et d'une particule rectangulaire de méme aire en hauteur. Nous
tracons dans la Figure [4.54]I'évolution du coefficient de réflexion en fonction de & la distance au bord pour les deux
formes. Nous fixons la fréquence 3 2GHz (A =15 cm) et £ =10"*m.

La Figure [4.54] illustre le fait que plus les particules se rapprochent, plus le coefficient de réflexion augmente.
Pour une particule rectangulaire nous obtenons la transition d'une structure transparente a conductrice. Pour le
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1 |

Condition Condition
Périodique Périodique
§lm/a| 1 |6
] 0 | | | | | \7
5] 107° 107* 1073 1072 107! 10°

Y2 1 0 T 5

’ —e— cercle —e— rectangle

V4!

Figure 4.54 — Influence de 6 sur le coefficient de réflexion

Figure 4.53 — Géométrie pour une particule rectangulaire |r§(0, k)| pour différentes formes

cercle, la convergence est moins rapide et pour § =10">m nous n'avons pas encore atteint un coefficient égal a 1.
Nous allons regarder ce qui se passe quand nous augmentons la hauteur de la couche.

4.4.3 Influence de la hauteur de la couche

Nous regardons maintenant I'impact de |I'épaisseur de la couche. Pour cela, nous empilons plusieurs couches
de particules espacées entre elles d'une distance 28. Nous tragons dans la Figure I"évolution du coefficient de

réflexion en fonction de 8. Nous fixons la fréquence 3 2GHz et € = 10~*m. Nous considérons dans cette section que
les particules sont circulaires.

1 LHHH T T TTTIT LA T T TTTIT LA T \HHH\7
N
)
9: 0.5 n
wkN
Condition 28 Condition T
Périodique Périodique
0 0 0 |
T ATY 11 I I N1 R N A WA 1T A WA AN 11| A WA
107° 107 1073 1072 107! 10°
0 o)
Y2 B B ;
e 0 T —e— 1 particule —e—2 particules 3 particules
: 4 particules —e—5 particules
N
Figure 4.56 — Influence de plusieurs couches empilées sur
Figure 4.55 — Géométrie pour des couches empilées le coefficient de réflexion |r5(0, k2)| en fonction de &
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La Figure [4.56 met en exergue que plus le nombre de couches augmente plus la transition se fait rapidement.

4.4.4 Influence de la disposition des particules

Apres avoir regardé I'impact de I'épaisseur de la couche, nous nous intéressons a l'influence de la répartition des
particules dans la couche. Ainsi, nous comparons les résultats précédents avec une répartition en quinconce. Nous
tracons dans la Figure |4.58 I'évolution du coefficient de réflexion en fonction de 6 en fixant la fréquence a 2GHz et

-4
e=10"".

1 |
&
s 05 g
E
Condition Condition
Périodique Périodique
0 |
T ATY 11 I I N1 R N A WA 1T A WA AN 11| A WA
10™° 107* 1073 1072 107! 10°
o)
/2 B B ;
J 0 —e— 1 particule —e—2 particules 3 particules
; 4 particules —e—5 particules —e— 6 particules
N
Figure 4.58 — Influence de plusieurs couches en quinconce
Figure 4.57 — Géométrie pour des couches en quinconce sur le coefficient de réflexion |r5(0, k2)| en fonction de &

Si nous comparons la Figure [4.56] et la Figure |[4.58] nous remarquons que la transition se fait beaucoup plus
rapidement pour une répartition en quinconce.

Remarque 19. Notons que la convergence pour un milieu dont la période contient 6 particules en quinconce est
presque égal a celle pour un milieu dont la période contient 5 particules empilées. Nous tracons I'évolution du
coefficient de réflexion sur le méme graphe pour comparer I'évolution (Figure .

4.4.5 Taux de remplissage

dire(particules)

) _ _ Aire(couche)
Ce parametre sera intéressant pour pouvoir par la suite comparer ces résultats aux résultats d'une répartition aléa-

toire des particules.

Nous regardons I'impact du taux de remplissage p. Le taux de remplissage est donné par p =

T

Pour une particule circulaire, nous avons le tableau suivant qui permet de relier 8 a p= e

5| 01 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.649 | 0.545 | 0.465 | 0.401 | 0.349 | 0.307 | 0.272 | 0.242 | 0.218 | 0.196
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1, |

Lo vt v v vl vl 1l
107° 107* 107 1072 107! 10°
)

—e— b particules empilées —e— 6 particules en quinconce

Figure 4.59 — Comparaison entre particules empilées et particules en quinconce pour une hauteur de couche équivalente

6| 15 2.0 25 3.0 4.0
0.126 | 0.087 | 0.064 | 0.049 | 0.03

Dans la Figure[4.60] nous tracons I'évolution du coefficient de réflexion en fonction du taux de remplissage pour
une fréquence de 2GHz, Z=1, 0 =0, des particules de rayon € = 10~*m. Plus le taux de remplissage augmente, plus
le coefficient de réflexion augmente. Notons que pour avoir un passage d'un coefficient égal 3 0 a un coefficient
égal a 1, il faut un taux de remplissage trés élevé ce qui correspond a des particules tres trés proche 8 < 1.

1072

(k1 k2)|

L
—
T

Figure 4.60 — Evolution du coefficient de réflexion en fonction du taux de remplissage
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Deuxieme partie

Cas bi-dimensionnel d'une répartition
aléatoire des particules
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Chapitre 5

Présentation du modele
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Dans cette partie, nous nous intéressons au probleme oli, comme dans la premiere partie, I'objet est plan mais
dans cette partie la distribution des particules dans la couche est aléatoire. Nous étudions I'équation de Helmholtz en
2D et en 3D. Nous considérons dans cette partie un terme source plutét qu’une onde plane car le cadre fonctionnel
et variationnel est plus simple.

Dans ce chapitre, nous commengons par présenter la géométrie considérée, nous présentons le probleme de dif-
fraction et nous montrons qu'’il est bien posé, si les tailles des particules et de la couche sont assez petites, avec une
constante de stabilité indépendante de la géométrie et donc de la réalisation. Apres avoir introduit les hypotheses sur
la loi de distribution des particules (qui nous permettront de faire le développement asymptotique), nous montrons
le caractére bien posé dans un cadre fonctionnel qui prend en compte I'aléa.

5.1 Géométrie

Soit x un point dans R? pour d =2 ou d = 3. Nous notons x| la composante tangentielle de x, en particulier
X| = x;1 pour d =2 et x| = (x1,x2) pour d =3. Nous avons alors x = (x, x4).

Nous considérons un plan infini, noté Xy := {x; = 0}, recouvert d'une couche mince notée ¥* de hauteur ehy, de
particules réparties aléatoirement 225 de taille €. Considérons pour cela 22, un ensemble de particules d'échelle 1

au dessus de notre plan Zy. Nous obtiendrons notre collection de particules 225 en mettant les particules a I'échelle €.

Nous commencons par présenter les différentes hypothéses que nous faisons sur la distribution des particules.
Nous supposons qu'une particule est un ouvert borné connexe @ de rayon rg normalisé a 1 ol 7g est défini par
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re := = sup |x— yl|. Notons que rg correspond a la définition classique du rayon quand @ est un disque.
X,y€0

Dans toute la suite de cette partie, I'indice w indique une dépendance en la distribution aléatoire des particules.
Nous détaillerons le cadre aléatoire que nous considérons dans la section

Soit {y/'} men le processus ponctuel correspondant aux centres des particules. Nous supposons que :
e les particules se trouvent au moins a une distance 6 > 0 les unes des autres et de X.
e |'ensemble des particules &2, est inclus dans la couche & := R4 x (8, hy+8), ou hy, est la taille de la couche.

o {y"},, est stationnaire, c'est-a-dire la loi de distribution P de {y/)'},, est indépendante de la variable spatiale.
De ce fait, pour tout x,y € R4, la probabilité qu'un point yt se trouve dans un voisinage de x est la méme
que la probabilité qu'il existe un point dans un voisinage de x+y. Ceci sera détaillé dans la section [5.5

Soit € >0 la taille réelle des particules. L'ensemble des particules a I'échelle € contenues dans la couche mince
£ =R x (¢8,ed6+¢ehy) de hauteur ehy, est alors notée PE :=eP,,.

Nous introduisons le domaine @, :=R4"! xR, \ 2, et DE = R4 xR, \975, pour une distribution de particules
w donnée.

* 5,
5.2 Formulation du probleme
Equation de Helmholtz
Pour une fonction source donnée dont le support est éloigné de la couche,
feL?(25) telle que Supp(f) est compact et inclus dans {xe€ 2%; x4 >¢ehi}, (1)
nous nous intéressons a la solution u{, de I'équation de Helmholtz
—Auf, - K*uf,=f dans 2%, (2)

ou k est le nombre d'onde.

Remarque 20. Nous considérons ici le cas d’un terme source plutét qu’'une onde plane car le cadre fonctionnel
et variationnel est plus simple. L’extension des résultats théoriques au cas de l'onde plane est une perspective.
Cependant, nous supposerons pour le numérique que les résultats théoriques obtenus s'étendent au cas de I'onde
plane.
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Condition d’impédance sur X

Sur Xg, nous considérons une condition de Robin
-0y, ul, + ikyu,, =0 sur %X, (3)

ol le coefficient y € C est tel que
Re(y)>0 .

Condition de conducteur parfait sur les particules 27

A la frontiere des particules 0225, nous imposons au champ soit une condition de Dirichlet homogeéne

u, = 0 sur 0% ; (4)

soit une condition de Neumann homogene
€ .5 _ € .
Vug, -t = 0sur 022 ; (5)
ou 71 désigne le vecteur normal a la frontiere 027 extérieur a 2.

Nous rappelons que ces conditions correspondent pour I'équation de Maxwell aux polarisations TE et TM res-
pectivement.

Condition de radiation

Enfin, la formulation du probléeme doit étre complétée par une condition de radiation. Comme dans [CWMO05|,
CWE10Q] (ou une condition aux limites de Dirichlet sur I'hyperplan infini est considérée) et dans [HLQZ15, BR19](ou
une condition aux limites d'impédance est considérée mais sans les particules), nous utilisons la condition de radia-
tion a propagation sortante ("Upward propagating radiation condition (UPRC)" en anglais). Cette condition d'onde
sortante est détaillée dans la section suivante.

Probleme de diffraction

Finalement, le probleme de diffraction s'écrit :
Trouver uf, telle que
—Auf, - K°uf,=f dans 2,
=0y, u, +ikyu, =0 sur %o, (PY)

uS, est une onde sortante ;

et soit

u, =0 sur 0% ; (CDy)
soit
=0 sur 0% . (CNy)
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e O 2O A0~
i 0N A O

—axduw+ikyuﬁ) =0

5.3 Condition d’onde sortante et opérateur de Dirichlet-to-Neumann

Nous allons dans cette section rendre plus explicite la notion de condition d'onde sortante pour notre probléme.
Comme dans le chapitre 2, nous introduisons I'interface située au dessus des particules

Ter:={xg=€l} avec L>(8+hy); (6)
et nous notons
By =R x (0,eD)\ PE (7)
le domaine situé en dessous de X, et
BEL =RV x (gL, +00) (8)

le domaine situé au dessus de Z¢.

Rappelons que le support de f < %L

Remarque 21. Comme pour le cas périodique, nous ne sommes pas obligé d’écrire la condition d’onde sortante sur
Te1. avec le €. Elle peut étre écrire sur 1, avec L>¢(8+ hy).

%EL

(e

op€L
ﬂm()

O O ~00
. 3P0 O

X1

Pour définir la condition de radiation a propagation sortante, nous nous reportons aux résultats de [CWRZ99]
et [CWMO05] qui traitent de la diffraction 2D par une surface rugueuse (définie comme le graphe d'une fonction)
avec condition de Dirichlet et [BR20] qui traite le cas de la diffraction 2D et 3D par une surface rugueuse de type
Robin.

124



CHAPITRE 5. PRESENTATION DU MODELE

Pour I'énoncer, nous introduisons la solution fondamentale de I'équation de Helmholtz

iH(()D(klx—yl) , pourd=2

¢,y = pour x,yE[Rd , XZY;

exp (iklx—yl)

, pourd=3
4nlx -yl

ol Hél) est la fonction de Hankel de premiere espece d'ordre 0. La condition de radiation a propagation sortante
(UPRC) s'écrit
Up(Xx) = —2/ 35, Px,Y) u£u)|2 i) dyy » xe&g, (9)
ZEL €L
ou y=(yj, ya)-

Pour donner un sens a cette équation intégrale, il n'est pas nécessaire que uly_ soit L2 (par exemple pour d =2,
uly,, € L% suffit puisque 0y, = O(#) )- Néanmoins, dans le cas ol uly € L?(Z¢L), cette condition s'écrit a I'aide

de la transformée de Fourier, avec x = (x, x4),

1 = - 1)/2/ L) e TV gt gg (10)
ou
N 1 .
s bL=1u 5, CeRITL GLO) = W/Rd—l Py e M1t dyj est la transformée de Fourier de ¢ oli nous

avons identifié T, et R41,

o VK2—1[(?=-i\/I{|?—k? quand k<|{|.

Cette représentation est a rapprocher de la décomposition modale du théoreme [2| du chapitre 2.

Nous allons utiliser la caractérisation suivante des espaces de Sobolev, pour s>0

HY(Ze1) = {(p €12(Ze1) telle que (102 +1)" e LZ(Rd—l)} (11)

et H¥(Z¢) = (HS(ZgL))’ qui vérifie H*(Zer) = {(p, (ICI2 + 1) o2 Pe LZ}.

— Définition 60 )

L'opérateur A, dit de Dirichlet-to-Neumann (DtN), s'écrit

VoeH"?(Za),  Aqly) = , ~ 102 H© M dL ; (12)
Rd-1
ol encore Y, w € H2(Ze), 12 (AQ W), = pr=y )1% L k2 =012 @) w(Q) dC.
n Rd-

\ J

Nous pouvons montrer (voir [CWMQ05]) que A vérifie les propriétés suivantes.
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,—[Proposition 61} \

L'opérateur A:HY2(Z) — H Y/2(Z¢1) est un opérateur continu et nous avons évidemment

Re(Ap, @) =0,
{ P VoeH?(Z) . (13)

Im{Ap,p)=0,

\. J

Comme c'est une condition de Robin (avec Ze(y) >0) qui est imposée sur Xy, et que le terme source est sup-
posé 12, quelque soient les conditions qui sont imposées sur les particules (condition de Dirichlet ou de Neumann),

nous allons chercher la solution uj, telle que uf,| , € H'(25,) et VL,L), L' >L> (b +8), u - eH' (25 ) avec
®,0 LL/
@E,L’ =R x (eL,eL)), si bien que u - e HY2(Zqp).
5.4 Caractere bien posé du probleme de diffraction
Le probleme se réécrit :
Trouver uf, dans H'(2Z),) telle que u, satisfait
—Auf, —K*uf,=f dans %ZL’O ,
=0y, ul, +ikyul, =0 sur %o, (P¢0)
O, us, +Aug, =0 sur Z,
et soit
u, =0 sur 0% ; (CDe,0)
soit
Vui,-n =0 sur 0% . (CNy,o)
Soit Vi :=H'(2BF,) et Vp:= {u eH'(ABL,) , ulag: = O}.
Les formes variationnelles associées aux problemes (Pg )+(CDgy,) ou (Pg )+(CNy,) sont :
Trouver ug, ;€ Vy, a(uﬁ),],vw) = Fvy) , UVu€V) (FV)
avec Yu,veVj
a(u,v) = / Vu-Vodx — kz/ uvdx + H—1/2<AM|Z€L,U>H”2 + iky/ uvdx , (14)
93(%0 %EL,O Zo
et
Fw) = | fodx. (15)
o

Il est plus délicat de prouver le caractere bien posé de ce probleme. Les arguments standards, utilisés dans le
chapitre 2, pour prouver le caractere Fredholm, en montrant que I'opérateur intervenant dans la modélisation est
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une perturbation compacte d'un opérateur coercif, ne s'appliquent plus car le probleme ne peut pas étre reformulé
en domaine borné. Mentionnons que dans [CW97], I'auteur utilise une formulation du probléme a partir d’équations
intégrales pour montrer que le probléeme de diffraction par une surface plane 2D de type Robin (avec y e L™ tel que

Ze(Y) =1n>0) est bien posé. Ce résultat a été étendu dans [ZCWO3] au cas d'une surface rugueuse Cl'L.

Dans le cas d’une surface rugueuse de type Lipschitz, le caractére bien posé d'une formulation similaire a a
été démontré dans [BR20]. Une partie des résultats concerne le cas basse fréquence (basse par rapport aux variations
de la surface). Nous avons étendu ce résultat a notre cas, ou les particules sont petites devant la longueur d'onde
(ce qui constitue ici le cas basse fréquence). Dans ce cas, il est possible (comme dans le théoréme@du chapitre 2)

de montrer que le probléme est coercif. Nous montrons ce résultat pour une forme linéaire quelconque.

— Théoréme 62

solution de (FV) et il existe g9 >0 et C> 0 tels que Ve <gg

|

ou gg et C sont indépendantes de € et de la position des particules donc de w.

€
w

H! (%)

Soit [® une forme linéaire continue dans Vj pour J € {D,N} alors il existe une unique solution uf, € Vj

< CIIIENI (16)

Preuve. Nous utilisons la méme démarche que dans la preuve du théoréme [6]du chapitre 2.

Comme [® est continue dans Vj, il existe f€€Vj telle que

Yoevy, @ = (f50)ipga, + (VF5V0)pg -

(17)

Nous introduisons pour tout y € 8% | = RY™1 x (0,1)\ Py, Uy (y) = U, (€y) et Uy (y) = vy (€y). Nous avons alors

— d — = .
/le u, vody=¢ /L Uy Updy ;
g . L%

,0 ,0

et

/,

zeL
©,0

Vu&-vady:Sd_Z/L Vil -V, dy .
B

Nous trouvons alors

/,

ol f(y) = f(ey), Vye B;; , et comme V(€ R Ty (€) = ¥ % (L), nous avons

e Rl T, 1y = / ik — [P 7o) dC .
R‘71

Nous notons a la forme bilinéaire intervenant dans ([18]).

L
w,0

Vig-Vg, dy—kzsd/ Uy y:wdy+H71/z (A, '17)H1/2+ikysd_1/ Uy y:w dy) = sd/ fyzw dy+£d_2/
BL b BL, BL

,0

ViV, dy

(18)

(19)
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1- La preuve, comme pour le théoréme [6]du chapitre 2, repose sur une inégalité de type Poincaré généralisée,

128

2
1( oL
d¢>0, VueH (%‘”v") ’ ” L2(a8L ) [“ L2(485 ) ”ulzL L2(Z1) (20)
Pour ue 9(By) avec By = R%-1 x (0,1), nous avons
2 2 e
u(x), xq)” - u(x),0) =2/ u(x,s) dx,u(xy,s) ds
0
52”’/‘("”»' 2oL 19, 241} 120,15
qui peut se réécrire (peut aussi étre déduit d'une inégalité de Hardy)
1 1 5
i ” u(X”, ) ”I%HO,L) = r]2” u(XH) ) ”%,Z(O,L) + ? ”axd U(X”, ) ||L2(0,L) + u(X”;O)Z
1 2 2 1 2 2
(i -1 )” u(X”r ') ”LZ(O,L) = ? ”axd (X”y ') ||L2(0,L) + u(X”,O)
1 9 9 1
(5 =)l s, = —2||axdu||Lz(BI)+||u|zo||L2(zo (21)

Par densité de 2(Br) dans H!(BL), nous en déduisons la méme inégalité dans H!(By).

Si 1€ Vp, nous pouvons prolonger u par 0 a I'intérieur des particules. La fonction prolongée reste dans H! et
ses normes L2 et H! sont inchangées. L'inégalité (21)) reste donc vraie dans Vp.

Si ueVy. Comme les particules ne se touchent pas, pour tout (x|,x;) dans QBL or il existe un chemin

Yxpx ¢ (0,1) — o tel que Y, xp(©0) = (x,%4) et yx,xn@) = (x1,0); Ve, [IY (t)ll ;é 0 et la longueur de
1

la courbe IIYEX“,xd)(t)II dt < C(L) est bornée par une constante indépendante de x|, x4, de la répartition

des particules et donc de I'aléatoire w. Nous avons également |y'|l.~ < C(L).

o e

20

1
[u(X||,xd)]2_ [”(XII’O)]2 :2/0 u(Y(X\wxcz)(t)) V“(Y(Xu,xd)(t))'Yl(xn,xd)(t)dt

<0t | [/ uvaoteff ] [ [5ulsnso o) 0]

Soit pour tout (x,x4) € 385‘0,

[u(x”,xd)]ZSnZ cm /Olu(y(x",xd)(f)) dt+—/ | vue(vex, xd)(t))” dt + u(x), 0)2
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alors
2
|

2 cL) / /1[ ( ())]zd Lew v ( ) “d
o =1 UlYxy,xg) (L r+— / || UlYxy,xg) (L H t
L2(,,) x),xa)€BL o/ 0 o n* x),Xa)) B 4 J 0 e

+L/ u(x”,O)deH .
Rd—l

Or

1 2 1 2
/ / f(Y(XH,Xd)(t)) dr= / / f(Y(XH,xd)(t)) dr
. (X\\)xd)e%k‘,o' 0 JO . (XH,xd)Et%(];JVU

1

SC/O /%L f(y)zdy puisque VtE(O,l){y(x‘lyxl,)(t), (x”,xd)eﬂbo}ce%’&,o
““w,0

<CIflag ,  POUr f=uet [Vul .

Il suffit ensuite de choisir 1 assez petit pour obtenir I'inégalité de Poincaré généralisée.

2- Nous en déduisons ensuite le résultat comme dans le chapitre 2.

5.5 Cadre aléatoire

Soit Q I'ensemble des processus ponctuels {y.'},, dans la bande R x (8 + 1; hp +8—1). Nous équipons Q de sa
tribu cylindrique &. La loi [P de distribution des centres des particules constitue une mesure de probabilité sur (Q, ).

Nous introduisons |I'opérateur de translation T:Q x R% — Q
V(w,x)eQxR? tels que y"+xe%, t(w,x)=w' avecy™ =y™+x pour tout meN . (22)

Dans ce qui suit, nous notons T, :=T1(-, X).

L’action (T,) yega du groupe (R4, +) sur (Q,Z,P) vérifie alors :
RYxQ—Q
o T: est mesurable;
(X, 0)— T,w
e Vx,y€ [Rd, Txry =TxTy,
o T préserve la mesure P autrement dit Yx e R?, YA€ F, P(14A) =P(A).

Muni de cette action sur (Q,gf,IP), nous pouvons maintenant énoncer la définition d’'un processus stationnaire
sur R x Q pour notre probleme.

— Définition 63 )

Soit (Ty)yepe I'opérateur de translation défini par 1} Un processus f:R% x Q — R” est dit stationnaire
par rapport a T si et seulement si

‘v’x,yEle , ptweQ, flx+yw=[fxTy0).
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Nous supposons de plus que I'action (Tx)xe[Rd est ergodique.

— Définition 64 )

L'action (Tx)xew est dite ergodique si tout événement T-invariant a une probabilité 0 ou 1, autrement
dit si

VAEZF (VxE[Rd, TxA=A)<=>(IP(A)€{0,1}).

Un processus est dit stationnaire et ergodique si I'action donnée par (22) est ergodique.

Une conséquence de I'ergodicité est le théoreme ergodique de Birkhoff que nous rappelons ci-dessous.

— Théoréme 65 )

. . . pY 1 - . 1 d 1
Soit f un processus stationnaire par rapport a l'action ergodique (Tx)xeRd de LlOC(IR ,L1(€Q)). Alors

presque slirement et dans LY Q)

1
vxeR?, — | fy+x,w) dy — E(f).
|Br| Br R—+oc0

Ici, on note By la boule centrée en 0 et de rayon R dans R%.

Intuitivement si A est ergodique alors la donnée de A sur un grand domaine nous permet de retrouver toutes les
statistiques du processus.

Nous nous référons a [Shi84, [Reu86] pour la preuve de ce théoréme.

— Exemple 1 \

Un exemple d'un processus qui est stationnaire et ergodique est le processus point de Poisson. Un
processus point de Poisson homogene d'intensité v sur R?~! xR, est un sous ensemble IT vérifiant

e Pour tout Be B(R4! xR,) borné, le nombre de points du processus contenu dans B noté N(B)
suit une loi de Poisson de parametre v|B|.

¢ Pour tout By,...,B, € %(Rd‘l x R.) disjoints, les variables aléatoires N(B;),...,N(B,) sont indé-
pendantes.

Remarque 22. |/l est possible de complexifier la construction du processus en choisissant des rayons indépendants
et identiquement distribués, des formes arbitraires.
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5.6 Caractere bien posé du probleme de diffraction dans le cadre aléatoire

Pour tout espace de Banach V, nous définissons #2(Q,V) I'espace des applications mesurables u:Q —V telles

que
]1/2

2 .
E[lul?]"" < +o0;

muni de la norme
]1/2

Vue £ (QV), lulgqy = E[llul

— Corollaire 66 N

Soit ¢ une forme linéaire continue dans £?(Q,Vj) pour J € {D,N} alors il existe €9 >0 et C> 0 tels que

Ve <gg
E |u

La constante C ne dépend pas de €.

2

1/2
€
H (B

()

= ¢ |||l£|||$($2(Q,VI)) )

Preuve. Comme la constante C qui apparait dans I'inégalité de Poincaré généralisée (20)) est indépendante de w,
nous pouvons prendre I'espérance de part et d'autre de I'égalité. Nous obtenons

2
+

€2
=C [||Vu ”zZ(Q,LZ(@;ﬁ))) $2(Q,LZ(ZO))] ’

€
u :
el o (ar2@y)

Nous pouvons alors dérouler la preuve de la méme maniére que dans le chapitre 2 mais avec les normes appropriées.
O
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Chapitre 6

Développement asymptotique
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l6.2 Equations satisfaites par les termes de champ lointain et les termes de champ proche] . . . . ... .. 136
[6.2.1 Cascade d’équations pour les termes de champ lointain| . . . . . ... ... ... .......... 136
[6.2.2 Cascade d’équations pour les termes de champ proche . .. ... ... ... ............ 136

[6.3 Comportement a l'infini des termesdechampproche . ........................... 140
6.3.1 Ftude du probleme de demi-espace] . . . . . .. ... ... 140
[6.3.2 Comportement a I'infini des termes de champ proche| . . . . . ... ... .............. 146
[6.3.3 Opérateur de Dirichlet-to-Neumann| . . ... ... .. ... ... ... .. .. .. ... 0 ...... 148
[6.3.4 Probleme de demi-espace avecuntermesource| . . ... ... ... ... ... ... ..., 150

l6.4 Etude du cas des conditions de Dirichlet surlesparticules|. . . . . .. oo v v vt vn v e enennnn. 151
[6.4.1 Caractere bien posé des probléemes de champ proche régularisés| . .. ............... 151
[6.4.2 Existence d’'une sous-suite CONVErgente]. . . . . . . . ..o vttt ettt 154
[6.4.3 Construction des premiers termes de champ proche| . . . . .. ... ... .. ... ......... 159
[6.4.4 Construction des premiers termes de champ lointain| . . ... ... ... .. .. .......... 161
6.45 Modeleeffectifl . . ... ... ... .. ... 162
[6.4.6 Estimations d’erreurs surle modeleeffectif . ... ............ ... ... .. ... ... 163

6.5 Etude du cas des conditions de Neumannsurlesparticules| . . . . .. ..o vv i ... 167
[6.5.1 Caractere bien posé des problemes de champ proche . . ... ... ... .............. 168
|6.5.1.1 Terme de champ proche Ugg‘ .................................. 168

|6.5.1.2 Terme de champ proche de premier ordre UEFI ........................ 168

|6.5.1.3 Terme de champ proche de second ordre USF2| ........................ 174

[6.5.2 Construction des premiers termes de champ lointain| . . ... ... .. ... ............ 176
[6.5.3 Modeleeffectifl . . .. .. ... . 177

Dans ce chapitre, pour construire des conditions effectives qui vont remplacer la couche de particules, nous
partons d'un développement asymptotique qui ressemble beaucoup a celui du cadre périodique, la stationnarité
la périodicité. Le développement asymptotique fait intervenir les termes de champ proche, qui sont
supposés stationnaires et tendant vers 0 a I'infini, et les termes de champ lointain. Les termes de champ proche
sont toujours solutions de problemes de type Laplace mais ici ils sont posés dans un demi-espace infini privé des

remplacant
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particules.Le caractére bien posé de ces probléemes est beaucoup plus délicat a démontrer que dans le cadre pé-
riodique. Il faut se placer dans un espace fonctionnel prenant en compte I'aléa pour tirer profit de la stationnarité
comme dans le cas de I'homogénéisation stochastique. Comme le milieu est homogeéne au dessus des particules, nous
remplacons le demi-espace au dessus des particules par une condition transparente de type Dirichlet-to-Neumann.
Ensuite pour montrer |'existence et |'unicité des termes de champ proche nous passons par une méthode de régu-
larisation comme dans I'homogénéisation stochastique. Cependant cette approche ne nous a pas permis de déduire
le comportement a l'infini de ces termes de champ proche. Nous avons donc choisi de considérer les problemes de
champ proche régularisés pour déterminer les conditions effectives. L'avantage est que cela correspond a ce que nous
faisons numériquement. L'inconvénient est que la régularisation détériore les estimations d'erreurs. Les estimations
d'erreurs ne sont pas optimales mais elles pourraient étre améliorées en ajoutant des hypothéses quantitatives sur
I'aléa (ce que nous n'avons pas eu le temps de faire pour l'instant). Les modéles effectifs obtenus sont déterministes
et ressemblent beaucoup a ceux du cas périodique mais les constantes sont calculés différemment. Nous montrons
que la solution effective est proche de la solution exacte presque siirement. Cela signifie que méme si la répartition
des particules n'est pas connue, il est légitime de remplacer le modéle exact par le modéle effectif. Ce sera une
bonne approximation quelque soit la répartition.

6.1 Ansatz du développement asymptotique

Comme pour le cas 2D périodique, nous proposons un développement asymptotique qui dépend d'un parametre
noté H dans la suite.

Nous notons xj la composante tangentielle de x, en particulier x; = x; pour d =2 et x| = (x1,x2) pour d=3 .
Nous avons alors x = (x), x4).

Nous introduisons le plan ¢y := {x; = €H} avec H> hy + & ol nous rappelons que & > 0 est la distance minimale
entre les particules.

Pour presque tout w € Q, nous divisons le demi-espace 98¢, en deux régions :
o le domaine B :=RI~1 x (0,eH) \ P situé en dessous de Zep ;

o le domaine B := R~ x (¢H, +00) situé au dessus de Zy.

op€H
Bt

eH
w,0

O 0O ~QO
P O

Xd 2

X1

En dessous de Xy, c'est-a-dire pourx, < €H, nous supposons que la solution u,(x) se développe en fonction de
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€ de la facon suivante :

X| X4 _
us(x) = Z angﬁn (x”;zn,?) , PP X e RA1 p. p. x4 € (0,eH) . (1)
meN

Ce développement dépend des termes UgFm dits de champ proche, qui dépendent de x| mais aussi des variables
microscopiques y:= (y}, ya) = (2, 2).

Au-dessus de X¢y, c'est-a-dire pour x; > €H, nous supposons que la solution uf (x) se développe de la fagon
suivante :
X Xa

us(x) = Z engﬁn (x”;?, . )+ Z emuffm(x) , PP X| eRA1 p. p. X4 € (eH, +00) . (2)
meN meN

Ce développement dépend des termes de champ proche mais il fait aussi intervenir les termes ugFm dit termes de
champ lointain, qui ne dépendent que des variables macroscopiques x, qui n'ont pas de variations a |'échelle des
particules et qui correspondent au comportement de notre solution uf, loin des particules. Ces termes de champ
lointain ne vivent qu'au dessus des particules, plus précisément dans R%! x (eH, +00). Ce sont les termes de champ

proche qui transferent les caractéristiques des particules aux termes de champ lointain.

Par ailleurs, nous imposons que les termes de champ proche doivent étre stationnaires par rapport aux variables
microscopiques tangentielles y; étant donné la stationnarité de la distribution des particules. Nous faisons ainsi les
hypotheses suivantes : pour tout m €N, le terme de champ proche U}Y, vérifie

« VxR, Yy, €RY, (0,y)) — UNE, (x)3y), ya) est stationnaire.

UNE x5y ya) — 0, ps. Vx eRT, vy eR?!. 3

Ya—+oo

En effet, loin de la couche de particules, les termes de champ lointain sont censés représenter le comportement
macroscopique de la solution. Nous allons donc supposer que les termes de champ proche Ugfm(x”;y”,yd)
disparaissent quand y,; tend vers I'infini.

Nous notons dans la suite :

BH =R % (0, )\ P, ;
B =R x (H, +00) ;
Zy:={ya =H};

Do \Zn = B} U B,

Pour tout P =0, nous notons Xp :={y; = P}.

L'idée est de supposer qu'un tel développement existe. Nous insérons alors ce développement dans les équations
vérifiées par la solution uf, et nous déduisons formellement les équations vérifiées par les termes de champ proche
et les termes de champ lointain.
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6.2 Equations satisfaites par les termes de champ lointain et les termes de
champ proche

Nous écrivons les équations données par (P5))+(CDy) ou (Pf)+(CNy) en supposant que u est de la forme
dans ¢H w0 €t dans %L, Nous raisonnons ici p.s. pour une répartition de particules w € Q donnée.

6.2.1 Cascade d’équations pour les termes de champ lointain
D’'apres I'hypothese (|3)), la série Z e u m(X) est solution de I'équation de Helmholtz du probleme (Pf,). En

meN
identifiant formellement les puissances de €, nous obtenons

VmeN, —Aulf,® - K ull,® = f8 , Vx=(x),x2)eR"" x (eH,+o00) ; (4)
avec §p =1 si m=0 et §y =0 sinon.

FF

De méme, les termes de champ lointain u,,,, vérifient la condition d'onde sortante.

L'équation (]ib et la condition d’onde sortante ne permettent pas de caractériser uff =~ de maniere unique. Nous
devons encore déterminer une condition de bord pour uFF sur Xep ; celle-ci apparaltra comme une condition né-
cessaire a l'existence et a 'unicité des termes de champ proche.

6.2.2 Cascade d’équations pour les termes de champ proche
Equation volumique

Comme les termes de champ proche dépendent de plusieurs variables, nous allons utiliser la régle de dérivation
suivante :

X| Xa X| Xa X| Xa - *
VmeN, VXH (Ug’l:m( ||,?,?)) = [VXH Fm] ( X|5—» ) [Vy” Fm] (X”,—,?) , Vx” E[Rd 1 , Vxg€ R+ .
X| X 1 X| X
VmeN, 0Oy (Ugfm(xn;;”’?d)) = E[GJ’dUg,FM]( H»g"’?d) , Wx eRT, VxgeR]
Le laplacien de UNF, (x); 3L, %) s'écrit alors pour tout meN, ¥Yxj e R4, Vix, € Ry,
NE (o Xl Xd NF X| Xd 2 NE X| Xa 1 X| Xa
A (0B fri 7)) = [ OB o) {9 U BT )+ A0 (i )

Commengons par regarder ce que |'on obtient lorsque x; < eH. La solution u, se développe uniquement a l'aide

X| X )
des termes de champ proche U(IEFm Nous remplagons alors u, (x) par Z smUNF (x”, ”, d) dans I'équation de
meN €
Helmholtz du probleme (P%), nous obtenons

X| Xg X| X
Al Y emullt, (X|, “,—) + k[ Y e"ull, (x”;—”,—d) =0, VxeRIl, vxgeR:
meN £ £ meN € €
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Si bien qu’en utilisant la décomposition du Laplacien précédente, nous avons pour presque tout (X, xz) € D¢,

,,;osm Z[AyUNF ]( ||»—|| %)”W;Osm 1[Vx" Vy, U Fm]( ||’x”’?)+r;0€m[Ax" ljn]( ||’x"»x€d)
+ Y " KU, (xs ”,xed):o, vx eRYY | WxgeR®

m=0
En identifiant formellement les puissances de € et en supposant que les équations sont vraies pour presque tout

x| € R", pour tout ye R4~ x (0,H) \ &, nous obtenons alors

p.p. x eRYE AYUNE (x5 ) = -2V, - Vy, UNE (x5 ) - (Axu+k2)UNm2(x“, ) dans  @B,, pour m=0;

(5)

N : NF _NF _
ou par convention U ", =U ", =0.

Regardons maintenant ce que I'on obtient lorsque x; > €H. Nous remplagons u, par le développement dans
I'équation de Helmoltz du probléme (P,), nous obtenons

(Z smUNF ( ; ) Z emu FF (x))+k2( Z smUNF (XH, , ) Z emu FF (x)) =fdo, Vx| e RA1, Vxg R} ;
meN meN meN meN

qui se réécrit

meN meN

A(Z e™UNh, (x5 ”,xd))+k2(z e™UNh, (x5 ”,?))Jrz e (AuFF, 0 + K2 ufF,,0) = — 80, ¥xj eR, Vg eR?

[ v

=—f8y d'apres @

Nous retrouvons donc la méme cascade d'équations, donnée par , pour presque tout x| € RA-1, (¥, Ya) € BLL
La cascade d'équation ([5) est donc vérifiée dans 9, \ Zy.

Cherchons maintenant les conditions sur le bord X, les particules 225 et I'interface X¢py. Nous allons utiliser le
fait que x| est liée aux variations macroscopiques des champs proches. Dans la suite, nous allons considérer que
x| joue le r6le d'un parametre, par séparation des échelles les conditions de bords ne seront imposées que sur les
variables rapides.

Conditions aux limites sur les particules

Dans le cas ol nous avons une condition de Dirichlet sur les particules (CD,)

u, = 0 sur 027 .

w

Les particules sont situées dans I'espace R%~1 x (0,H), la solution u¢, se développe uniquement a I'aide des termes

de champ proche. Nous remplagons u, par Z engFm, nous identifions les puissances de € et nous supposons que
meN
les équations sont vérifiées pour presque tout x| € RY"! yed?,. Nous obtenons alors directement

p.p. X| eRA1 UNF nX| ;) =0 sur 02, , pour m=0 . (6)
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Dans le cas d'une condition de Neumann sur les particules (CN,)

€ > _ € .
Vu,-n =0 surd?, ;
- M N € € myiNF . - N T
avec i =| le vecteur normal 3 0225. Nous remplacons uf, par Y €™U,,; en utilisant la régle de dérivation
2 meN '

nous obtenons

X| X R
V(Z EmUoI\j,Frrl(xll;%l,—d))'n =0, V(X”,xd)Eae@w

meN

X| X 1 X| X
VXUNF X”;—”,—d + -V UNF X||;—”,—d
|~ w,m YIYo,m N
€ & € X| Xgq € & -n =20, V(X”,xd)Ea,@w
NF .
meN gaJ’dUw,m (XII ’ ?’ _)

X| Xa

Vy, UNE ( ; ,—) . X| X4\ .

S e e )| e y £mVyU§,Fm+1(XH;—”,—d)-n =0, VX),xg) €02, .
m=0 0 m=-1 € €

Nous identifions formellement les puissances de € et nous supposons que les équations sont vérifiées pour presque
tout x; € R4~ et ye 82,,. Nous avons alors

p.p. x) R VyUNL Gy 5 )7 = =V UNS (x5 +)- 7y sur 8%, ,  pour m=0. (7)

Conditions aux limites sur X
La condition aux limites sur Xy est donnée par
—Ox,u, + ikyu, =0 sur Zp.

Nous remplacons ut, par e¢™UNE et nous obtenons
(0} w,m

meN

X| X X|| X,
—axd(z emugfm(x”;?',?d))nky Y e’”UEFm(x”;?”,_d) =0, vxeR"', x;=0;

meN meN €
X|| X X X,
NF Al Xd . NE VAl Xa d-1
— — Z EmaydUu),m+] (X”,—,—) + iky Z EmUm’n(l” (x”,—,— =0, VxeR , Xg=0.
m=-1 € € m=0 £ €

En identifiant formellement les puissances de € et en supposant que les équations sont vérifiées pour presque tout
X| € RA-1, pour presque tout (yj,y4) € Zo. Nous avons alors

p.p. x eR 9, UNE x5 ) = iky UNS, (x5 -) sur Zp ,  pour m=0. (8)

Conditions sur .y

Au voisinage de XZ¢y, les termes de champ proche présentent des sauts pour assurer la continuité de la trace et
de la dérivée normale de u,.

La continuité de u nous donne

X X

NF Al - NF A+ FF d-1 .
Z EmUw’m (X”,—,H ) = Z SmU(D,m (X”,—,H + Z Emuw’m s & Vx| €R ;
m=0 € m=0 € eH

m=0

138



CHAPITRE 6. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE

ol nous avons identifié la trace u mX) sur Zgg a une fonction d'une seule variable, ici xj. En identifiant les
puissances de € et en supposant que ces équations sont vraies pour presque tout x| € R4, (YII» Ya) € Zn, nous avons

p.p. x) R [Uw (Xl )]H = —ulf x;) , pour m=0; 9)

wmly
€

ou nous avons utilisé la notation de saut d'une fonction : [U]H =U

zh b

D'autre part, la continuité de la dérivée normale nous donne

X _ X _
Y €0y, Ul (i HT) = X €0y, UNY (xi HY) + Zﬁmaxd%m‘ &) ,  VxeR.

m=-1 m=-1 m=0

En identifiant les puissances de € et en supposant que ces équations sont vraies pour presque tout X € RA-1 et
(Y|, Ya) € Zu, nous avons

pp. xR (-3, UNE x;; -) 0= axdu‘lj’l':’”_1|zH(X”) ,  pour m=0; (10)

Probléemes aux limites pour les termes de champ proche
Les termes de champ proche satisfont le systeme d'équations type : p.s. pour tout m =0, pour presque tout
X| € Rd_l,
—AyUNE (x5 - ) = 2V Yy UnE x5 - ) + A UNh (s +) + K2 UNS (x5 -)  dans @y \Zy,
3y, Unm @y )= iky Ugh, i -)  sur %o,
[UNF (x5 - )] ~Ugpm|y 1)
eH

A

[_aydUu),m(XH; : )]H = axd ugl,:m—l‘zEH xy) ;

(11)

et soit nous imposons des conditions de Dirichlet sur les particules
UM s -) =0 sur 3%, ; (12)
soit nous imposons des conditions de Neumann sur les particules
VYUE’Fm(x”; )R o= _quUE)],Fm—l(XII; <) Ry sur 02, ; (13)
avec UE,F_I = U(,l\j,F_z =0 par convention.

x joue le réle d'un paramétre et pour presque tout x; € R9"!, les termes de champ proche UNE (x); - ) sont
solutions de problemes de type Laplace posés dans un demi-espace infini contenant des particules de taille 1 suivant
une distribution stationnaire et ergodique Ces problemes font intervenir des conditions de saut en Xy dépendant
des termes de champ lointain uFF et uw 1"
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NF _ FF
_aJ’dUUJ,m]H =0y, um,m—l‘z )
eH

S
Il

NE NF >
VyUg,m* ~VxUgom-17

NF _
ouUg,,,=0

w,0

0%

Ya 1 i
9y, UNY, = iky Ugﬁn_l 2

V1

Figure 6.1 — Schéma du systeme d'équations vérifié par les termes de champ proche

6.3 Comportement a l'infini des termes de champ proche

Que les champs proches vérifient des conditions de Dirichlet ou Neumann sur les particules, ils vérifient un
probleme de type Laplace dans le demi-espace {y; > L}. Nous étudions dans cette section, les problemes de Laplace
de demi-espace avec des données supposées stationnaires.

6.3.1 Etude du probléme de demi-espace

Nous introduisons I'espace fonctionnel des traces Hj/—stationnaires

Jle/Z = {q; € H}(’)i(ZL,LZ(Q)), (w,y)) — Wo(y), ya) stationnaire pour tout y; > L, E[llwllél,z(zi)] < +oo} ;

V\lfee?'%f y w ”1/2 . [E “V 1/ ( 1) .

. d-1
Ici Zi:z {yHE(—%,%) , deL}.
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(,]f’L”Z, -1l ) est un espace de Hilbert [Neul8].

1/2
s

Nous rappelons que % = R~1 x (L, +00). Nous considérons le probléeme de demi-espace suivant pour tout
1/2
PpeS' ps.

(14)

-AU,=0 dans .%j;o ,
Up=¢Py sur2p.

Construisons un relevement H} (28L,) yj—stationnaire. Pour ce faire, nous considérons le probleme régularisé
pour T>0 p.s.

(15)

~AU,+T'Uy=0 dans 8% ,
Up=¢y surZp.

La cadre fonctionnel associé a (|15 est le suivant

loc

+00
! = {UEH1 (BL,12(Q), (0,¥)) = ve(yy, ya) stationnaire pour tout y; > 1L, [E[/ lv|? +|Vv|? dyd] < +oo} ;
L

muni de la norme
1 .
VVEe]fL , ”Ulljfﬁ =

+oo 1/2
/ w2+ Vol dyg
L

Soit Jle’D(cp) = {v €A}, vy, = (p}.

~— Lemme 67 \

Pour tout (pejfﬂ/z, il existe une unique solution V() dans JﬁI}’D((p) au probleme .

De plus, p.s. V1., (¢p) admet la représentation intégrale suivante

p.s. Yy R Yy >, Vio(y),yva) = —Z/d 0y,Gr(yi~2ya~1) 9@ dz; (16)
R
ou Gr est la fonction de Green associée a ([15)) donnée par

i -1
—ZH(()l)(i\/'f Ix—yl) pour d=2,

d ——
Vx,yeR", Grixy:= e VT x-yl (1)

—— pour d=3.
47X~y

\.

Le résultat de ce lemme et sa démonstration sont trés proches du traitement du probleme de demi-espace pour
I'équation de Stokes avec une trace HY/2 par D. Gérard-Varet et N.Masmoudi dans [GVM10].

uloc

Preuve. Existence i
Soit V1, (@) (y),va) = —2/ 3y,Gr(y) -2 ya — L)@@ dz. Pour tout yj e R%"!, y; >1L, ps. Vg, est solution de
Rd-1

dans 2'(RY).
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De plus, \7T,w eile (). En effet, en utilisant la stationnarité de ¢, nous avons
vy x R Vya> Lo Vio(y) +x),5a) = -2 /R  0Gro(yitx -2 ya-1) go(2)dz
= —Z/Rd1 0,,Gr0(Y) —2 Y4 —L) 9o (2+x))dz
=-2 /[R . 3y,Gro (VI —2 Ya—L) ¢r (@) dz
= V10V Ya) -

De plus, pour L' > L, nous avons

L +00
E =E / IVT,mlz(yH,yd)dJ’d + E / |VT,m|2(Y||»yd)dJ’d
L v

+00 _
/ Vol (¥, va) dya
L

avec, pour d =3, d'une part

+00 _ +00 = . . 2
[E/ |VT,mI2(y||,yd)dyd]s C[E/ / VT VI 0D g (v —2) dz| dyg
L / RA-1
+00 _ B
< CE / (/ VT Vil L dz) (/ VT VP DY 9o (v) —2)I? dz)) dya
! Ra-1 R4-1

+00 -1 -1
- C/ / e_\/T /(yd_L)Z (1 + |yd _ LIZ) / e—\/T |Z|2+()/d—L)2 dZ [E[|(Pu)|2]

! R4-1

n 2
=C ||(P||Jf1/z ;
L

et d'autre part, pour x € €2°(R%7!) telle que x =1 sur (—%,%)d_l

LI
\/I;

L/
/L

2

E <E

L/
/ V1wl? (Y1, va) dya dyd]
L

/R | 205,Gr(yi =2 ya—1) X 9o@)dz

2
+E

dya ]

/R ., 20y,Gr(z.ya=1) A=) @o(y)—2)dz
avec x¢ € HY2(21,12(Q).

Soit Vi (y|, ya) = —Z/d ladeT(y” ~2,y4-L) X9 (@) dz pour tout y, € (L, L), yy e R97L,
Rd-

Nous pouvons exprimer V; a l'aide de la transformée de Fourier de x¢

~ 1 - - ~ .
V1,w(y”,yd) = /{Rdl X(Pw(o e VIC2+T- (ya-L) ezyH(dC

-1
(2m) 2

1 .
avec XPo (Q) = —— / XPo(@ e dz.
@2n)z Jri-

Nous en déduisons que [E < +00.

L!
/ IViel? +|VVi [ dyy
L
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De plus, nous avons par stationnarité

I LI

ou ) = (—%,%)d_l. Or, pour (1-X)(@) #0, ly;—zl =|z—1|=1. Nous en déduisons

L/
L
/ ! Q-9 (z)dz
i lz—1d - P

(/ ! (1—)) (/ ! (1—)2(z)dz)
i z—1d - X) g jz—qd = XPe

<C E[lpP| = ¢ [

2
dya

2

E =E

Z/d 1<'3deT(y|| -z,y5-L) A-X)¢pw(2 dz Z/d 1é)deT(y” -z, y4—L) Q=X o (@) dz
Rd- Rd-

dyqdy ] .

2

E dyqdy

z/d adeT(YH—Z,J/d—L) 1-X¢y(z)dz
R -1

2
<CE

<CE

+00
Par le méme raisonnement, nous montrons que E / |VV1|2 dz] < +00.
L

Nous avons montré que Vr EJle. Montrons que vT"”|z =@y p.s. Soit y:= (y|,ya) tel que yz>L, yjeRI™!
L

2

E[ivam(y”,yd)—(Pu)(YHNZ] :[EHZ/[Rdl adeT(Z’J/d_L) ((p‘ﬂ(y“ _Z)_(pw(y”))dz
(/RdladeT(z’yd_L)dz) (/RdladeT(z,yd—L) 9w (Vi —2) - 9o )| dz)
<" [ 0,Grl@ya=D €| loulyy =)~ )| e

/|z|<55deT(Z»yd—L) [E[|tP(Y|—Z)—tP(Y||)|2]dZ+2/

|z|=6

<CE

<C GdeT(z,yd—L)[E[ltplz]dz] .

Quand
ya — L nous avons / 0,,Gr(z,ya—L)dz—0

|z|=8

8 — 0 nous avons /

|z| <8

8y,Gr(z ya—L) E| oy ~2) - 0|’ | dz—0..

Nous en déduisons que [E[ IVr (- ya) —cp(')|2 —»LO et donc p.s. \7“,’2 = Q.
Yd— L

Unicité
Soit Vi € 4. () solution de 1) .W=Vr-V,e Jfﬁ)o = Jle’D 0)

T 'Wy — AW, =0 dans 8% ,

(18)
Wy =0 sur X .

La formulation variationnelle associée a 1} dans Jleo s'écrit

T'E

+00 . +00 o
/ W, W,dys + / VW, - VW, dys| = 0.
L L
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Nous obtenons alors )
W, H —0 et W=0ps..
ol gy, =0 et W=0ps

L]
Considérons maintenant U =U —Vr. U vérifie p.s.
~AU=-T"'vy dans L , 19)
U=0 sur 2L .

Pour avoir une meilleure intuition de I'espace fonctionnel a considérer pour ([19), nous nous référons au cadre

périodique. Soit (g := (—%,g)d_l pour R> 0. Dans le cadre périodique, ce probleme est bien posé dans

— 1

Wy(BY) = {u € HL (BY), Vu e 12(BY), — ¢ 12(BY) et VyseR"
\/1+y3
y| — uly), ya) est T—périodique} ,
ol 981 := Or x (L, +00).

— Notation 2 .

Pour tout K< R? borné et ue L1 (K), nous définissons

][u(x)dx::l/u(x)dx.
K K Jx

Pour le cadre aléatoire, nous ne pouvons pas nous limiter a3 une bande de largeur finie comme dans le cas
périodique. Nous introduisons alors |'espace fonctionnel suivant

J

\.

M0 = {p.s. Uy €H},.(B%), (0,7)— Uy(y), ya) est stationnaire pout tout yz >L, p.s. Uy, =0 sur Iy,

+00 2
p.s. sup][ / ’VUU)‘ dy,dy <+oo} .
R>0 /R /L

Par le théoreme ergodique de Birkhoff (Théoreme du chapitre 5), nous avons que p.s.

+o00o 2 +oo 2
lim ][ / ’VUU,| dyqs dy| = E / |VUw| dyd] .
©JOg JL L

Nous équipons #1,o de la norme
+o00 2
/ |VU(D| dyd] .
L

Notons que par stationnarité, nous avons également pour tout R>0

+00 9 +o00 9
[E[/ |VUU,‘ dya ][ / |VU(,,’ dya dyn] . (20)
L OgrJL

U5, ,=E

=L
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+00 |U(,L)|2 +00 )
// 2dys// VU2 dy ;

en prenant |'espérance et en utilisant la stationnarité, nous obtenons que I'inégalité de Hardy suivante est vérifiée

dans #1,0
+o0 2
|U]
/ 2 dyd
L 1+yd

(#1,0, Il l;,) constitue alors un espace de Hilbert.

Nous avons p.s.

VUeWiy, E < C Ul - (21)

Montrons que ([19)) est bien posé dans #1 ;.
La formulation variationnelle associée a (19)) s'écrit
=k

+00 _
YWewi,, E / T 'Vt Vdyy
L

+00 O
/ vU-VWdyy,
L

D'apres la représentation intégrale de Vr, nous en déduisons que

E < +00.

+00
/ (1+ %) IVrI? dya
L

Nous avons alors par Cauchy-Schwarz puis Hardy

+00 _
/ Vi Vdyg E
L

<T'E

+00
T'E / (1+¥3) Vel dyq
L

<C IV, -

+00 2
V]
dya
/L 1+

Nous en déduisons qu'il existe une unique solution U € #1 ¢ solution de 1} Par conséquent, U est |'unique solution

de dans

loc

+00
m, = {p.s. Vo €H]}, (BL), (0,51) = Vo (|, ya) stationnaire pour tout y, > L, [E[/ |VV|2dyd] < +oo}
L

,—[Proposition 68 (Représentation intégrale pour U)] \

U admet la représentation intégrale suivante

+o00
ps. Yy €RT, Vyy>L, Uulyyya) = —2/ 3y, Gy -z ya—L) 9u(z)dz, (22)
L
ol G est la fonction de Laplace de Green associé a donnée par

1
o In [x-y| pour d=2,
VX,y€ RY Gx,y):= 1 (23)

—— pour d=3.
47X -yl
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Preuve. Nous suivons les mémes étapes que la preuve du lemme [67] pour montrer que
_ ~+00
Uty ya) := —2/ 3y,G(y| -z ya-1) pu@dz, yjeR", yg>L
L
est solution de et appartient a #1. Le seul point qui differe de la preuve du Iemmeest la démonstration de

+00
E[/ |VV|2]<+oo pour L'>L.

2

+00 1
<CE / / 2> Po(vI—2z)dz| dya
% Ra-1 ((

ya—1)" +12P)

E

+00
/ IVUoI* (v}, ¥a) dya
Lf

IA

CE /+oo / ! dz / ! ’(p (y z)‘zdz dy,
) ) drz " arz |PeYI— d
B ((va - 1) 12 B (va 1) + 12

too ' 1
c/ / (Ya—L) Jpi- ((yd—L)2+|Z|2)ddZE[|(pw|2]

IA

c' lol?
Pl -

6.3.2 Comportement a l'infini des termes de champ proche

Revenons a notre probléme (|14]) de demi-espace. Nous caractérisons dans cette section le comportement asymp-
totique loin de la couche de la solution U € #{, du probléeme 1D pour (pEJf]}/Z.

,—[Proposition 69} \

Soit LpEJle/z. L'unique solution U € #1, de vérifie
(a) p.s. Vy| € [Rd_l,
lim Ua (), ya) = E[¢] - (24)

Ya—+0oo
De plus, cette limite est localement uniforme en yj.
(b)
— 0. (25)

Ya—+oo

€ |[u(..ya) -l

\. J

Notons que la limite est déterministe. Il est impossible d'estimer la vitesse de convergence de U, (yj, -) vers
sa limite sans des hypotheéses supplémentaires de quantification de |'ergodicité contrairement au cas périodique ou
nous savons que cela converge exponentiellement vite.
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Preuve. La preuve repose comme dans la section 4.6 de sur I'ergodicité du processus ponctuel {x;}ien
correspondant aux centres des particules et a la représentation intégrale établie dans la proposition [68]

Nous traitons ici le cas d =3, mais le cas bidimensionnel peut étre prouvé de la méme facon.

(a) p.s. pour tout yj e R4, y € (L, +00)
Uw(Y||»J/d)—[E[(Pw(Y||)] = —Z/W_1 9y,G(z ya — L) (9w ly) -2 —El@u (y)]) dz ,
= —Z/d ade(Z,yd—L)azlazZ/ (Poly) —W) —E[@o(y))]) dwdz
Rd-1 0

dz

][Z(Pw(yu _W)dW—[E[(Pw(yn)]
0

Par le théoreme ergodique de Birkhoff (Théoréme du chapitre 5), nous savons que p.s. et dans L!(Q, Z,P)

:—2/ 02,02,0,,G(z,ya—L)z12
Rd-1

Eloo(y)| = lim £ oy -2)dz .
Or

Ri+oo

Ainsi, pour tout €>0 et M > 0, il existe RM > 0 tel que

< €.

vy €Or ‘][D Po(y) —w)dw — E|@o(y))]
R
Nous obtenons ainsi

dz

]ﬁz%(w —w) dw—E 0 v))

<2 / |02,02,0,,G(z, ya —L)z122| dz .
z1,22>R

’2/ 0.,02,0y,G(z,ya—L)z122
z1,22>R

Notons que par un simple calcul direct / |6216Z26de(z,yd—L) 21 zz| dz < +oo.

z1,22>R

Nous avons aussi

]ﬁchw(w —W)dW—[E[th(Yn)” dz‘

<2 (/D ’%(w—W)‘dW+R2[E[<Pw(Y|)])/ 102,02,0y,G(z ya —L)|dz ,
R Z

1L,Z22<R

‘2/ GZIGZZGde(z,yd—L)zlzz
z1,22<R

avec lim 02,02,0y,G(z ya—L)| dz=0. Ce qui nous permet de conclure.
Ya—+oo z1,20<R

(b) Montrons désormais la convergence dans L2(Q).

Soit € > 0. Comme / @) deL?(Q), d’apres le théoreme ergodique, il existe R >0 tel que
th

E 2] <e. (26)

][ ¢(z) dz—E[y]
Uk
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Nous avons alors pour y| € R ya>1L,

2
dz

Uy va) —E[] [ S/D

0,00, Gl a)|dz [ 10:0:0,,G(eya)] | [ ol —w) dw—Elo]
R

2
dz

2122029205, Gl ya)| | 9lyi-w) dw—E[g]

z1,22>R

+/ |azlazzaJ/dG(z’yd)|
z1,22>R

Nous prenons |'espérance de part et d'autre de I'inégalité et nous bornons chacun des deux termes du membre de
droite. Pour borner le premier terme, nous utilisons que

' C
/ |02,02,0,,G(z yq)| dz < —
Or ¥g

d—
et que peL? (RY1,12(Q)).

Pour borner le second terme, nous utilisons que
/ |02,02,0,,G(z yq)| dz < C
z1,22>R

et (26).

Nous obtenons alors c
[E[|U(yH,yd)—[E[(p]|2] < F+Ce.
d

D’ou le résultat. Ul

Nous avons également ce résultat sur le VU.

Proposition 70}

|VU(-,yd)|2

— 0 (27)

Ya—+o0

v5 E

La preuve se fait de la méme maniére que celle du point (b) de la proposition précédente en utilisant les propriétés
d'intégrabilité de Vd,,G et (26).

6.3.3 Opérateur de Dirichlet-to-Neumann
Soit

2

A2 = {W eH,2(2,12(Q), (w,y]) ~ Wo(y|, ya) stationnaire pour tout y; > 1L, [E[||1V||H_1/2(Zi):|

o < +oo}

muni de la norme
Yy € A 1/ ” ” -12:= [E || || Y ’
v I v ety ) H-12(s) ’
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!
L1172 (1) — [pp1/2 (vl ~1/2(s1
ol H™12(z]) = [H2(s])| et vy e HV2(z]),
v, @)
||W||H71/2(zll) = Z —_—.
’ PeH2(2)) ||(P||H1/2(zi)
Nous définissons |'opérateur de Dirichlet-to-Neumann

F0M2 . gpli2
¢ — Ap;

de la manieére suivante

V(P»W € ‘;f]}/Z’ <A(Pr w>”ﬂ/2’”E1/2 = [E[<A1XLP’W>H1/2(Zi),H_”2(ZD] + [E[<A2(l - X)(‘p’ W>H1/2(Zi),H_1/2(Zi)] (29)

oll X € €° (R4 telle que x =1 sur (—%,%)d_l, A1 est défini a I'aide de la transformée de Fourier de x¢

-1 .
AXQPoly) = —— X0 1¢] eMtde ; (30)
(ZT[)T Rd-1

et Aa(1—x)@ est donné par

Ar(1=X)Poly)) = Z/d ,G(y) —20) (1 - 09w (@ dz ; (31)
Rd-1

Nous montrons en suivant la preuve de la proposition [61] du chapitre 5 que A définit ainsi un opérateur continu
1/2 -1/2
de A" — A V7.

Prouvons que cette définition ne dépend pas du choix de x € €°(R?!) telle que x =1 sur (—%,%)d_l.

Soient y, X' € €°(R4™) telles que x =1 sur (—%,%)d_l. Soient ¢,y € 72

+E

<A("p’ W> (X) - <A(p’ "'j> (Xl) =E <A1 (X - X,)(‘p’ W>HU2(ZI{),H71/2 (Zi) <A2 (Xl - X)(p’ W>H1/2(zi),H—1/2(zi)

(X' - x)o € H/2(R9"1,12(Q)). Par conséquent, par définition de A; nous avons pour y; € R4

A2 (X =)oty = 2 /R 3,601 -20) ({ ~x)e(@) dz

M =x)eyp = —Mx=X)ep -

Dot (A, w)(x) = (A, W) (X).

Nous introduisons

€L = {p.s. (e C™®(ABL), (w,y])— Lu(y|, ya) stationnaire pour tout y;>L, p.s. IM, > L,

C(-, ya) =0 pour tout yz>M,, (, V(e L°°(Q)}

I'espace des fonctions régulieres, y|—stationnaires et a support compact dans la direction y; .

En écrivant que U est solution de (14]) au sens des distributions, nous obtenons la proposition suivante.
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,—[Proposition 71} \

Pour (pejfﬂlz, v e 6L

+00
p.s./ VU, VWodys = (A, Wols,) (32)
L

112 2p-1/2
SO S

ou U est |'unique solution dans #1, de .

Nous en déduisons par densité la positivé de I'opérateur DtN A

Corollaire 72

Pour tout @ € Jfﬂ/z, nous avons
Ze (Ap,p) = 0. (33)

6.3.4 Probleme de demi-espace avec un terme source

Nous considérons dans cette partie un probléme de demi-espace avec un terme source non nul.

Soit
+o00
A= {veL%OC(%go,LZ(Q)), (w,y)) = ve(y), ya) stationnaire pour tout y;>L, E [/L lvi>dy,| < +oo}
muni de la norme
oo 1/2
Vveh, lvlg = E / vl dya
L
Pour (peile/z, Ge ($L)d, ,/1+yfi F € £, nous cherchons U € #1 qui Vérifie p.s.
~AU,=F,+V-G, dans AL, (39)
Up=¢y sur 2Zp.
D’aprés la proposition il existe un unique Uy € #{, solution p.s. de
-AU;,,=0 dans ,%3;0 ,
UpLw=¢y sur 2.
Nous cherchons alors U, € #1,9 qui Vérifie p.s.
-AUy, =F,+V-G, dans @BL , (35)
Uzp=0 sur 2Zp.
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Montrons que ce probléme est bien posé dans #1,9. Soit V€ #1,. La formulation variationnelle associée a (35

s'écrit
+00 _ +00 _
E = [E/ F Vdy, +[E/ G-VVdy, (36)
L L

+00 _
/ VU, -VWVdy,
L

Nous avons d'une part par Cauchy-Schwarz

+00
‘E[/ G-VVdyy
L

= Gl IVIwg,

et d'aprés I'inégalité de Hardy

+
/ FV dyd
L

e

< |Vl el [ 1'X§2 a7
<|y1+y3 F||$L||V||%O .

Par Lax-Milgram, le probleme est bien posé dans #1,9. |l existe donc un unique U :=U; + U, € #1, solution de .

6.4 FEtude du cas des conditions de Dirichlet sur les particules

Cette section est consacrée au probleme avec condition de Dirichlet sur le bord des particules. Nous commen-
cons par |'étude du caractere bien posé des problemes de champ proche. Nous déterminons ensuite une condition
garantissant que les termes de champ proche tendent vers 0 quand y; tend vers l'infini. Nous pouvons ensuite
proposer un modele effectif et donner une estimation d’erreur de ce modele.

6.4.1 Caractere bien posé des problemes de champ proche régularisés

Les problemes de champ proche (11))+(12)) peuvent s'écrire sous la forme : pour m =0, nous cherchons une
solution UYY, yj—stationnaire :

_AYUUI\JI,FWZ(XH; )=Fymax); ) dans  9D,\Zy,

_aydUg,Fm(XH; )= Gom-1X; -)  sur Zp,

p. xR4T 37
P-P-Xi Ug,Fm(x”; -)=0 sur 02, ; (37)
NF D NF . _ N .
Uom i3 )| = 0om®) et | =0y, UumXj; )| = 0y pma &)
ou Fy m-1Xy; -, ya) et Gy, m-1X|; -, Yq) sont yj—stationnaires pour tout y; >0. F, ;,—1(X); - ) dépend des termes

précédents UNE G -) et URE (x5 - ). G- 1(X||; ) dépend de la trace de U}’ _ (x; - ) sur Zo. Nous avons
que ab ,,(x)) dépend du terme de champ lointain ul,, (x)) et O(w m—1X) dépend lui de axduw m_1 X Par ailleurs,
ab ,(x) et aw’m_l(x”) sont des fonctions mdependantes dey.

Dans le systeme (]g[) x| joue le r6le d'un parametre. Dans ce qui suit, nous omettons dans un premier temps
la variable x; pour simplifier les notations et nous relevons le saut en Zy. Nous nous intéressons alors au caractere
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: 4 . (jNE ._ yNF _ D e :
bien posé des problemes vérifiés par U, := Uy, — g Xgi, qui s'écrivent sous la forme :

—Ayﬁwsz dans 9,\ZH,
—6ydﬁw= G, sur  Xp,

Uy,=0 sur 0%, ; (38)

€z

0] =0 e [-0,0.] = a

Pour m=0 et m =1, le terme source F est nul. Nous considérons alors le probleme avec F=0 et Ge £9 avec
q>2ou
ZLI(z) = {(pe L9 (Z0,L7(), (w,y)) — @o(y)) stationnaire, E[lp|7] < +oo} ;

loc

et aN €L9(Q). Le cadre LY et £ peut paraitre étrange pour I'instant, son utilité sera clair plus tard.

Nous commenc¢ons par borner dans la direction y; notre domaine d'étude. Nous considérons ainsi le probleme
suivant posé dans %50 =R x 0,1\ 2,

-AU, =0 dans ,%(I;'O\ZH,
—aydfjszm sur X,

6ydflw+A[~Jw:0 sur  Xp .

Si |D admet une solution telle que ﬁ‘”|z e 762, U, pour ys>L est alors donnée par la représentation
L

intégrale
vy R, Uy ya) = —Z/Rd_l 9y, Gy —Z,yd—L)ﬁw‘zL(Z'L) dz .

Une approche standard en homogénéisation stochastique pour étudier le probleme du correcteur solution d'une
équation de Laplace dans un domaine non borné est d'étudier en premier lieu le probleme régularisé avec un terme
massique T~'U,, qui est ajouté 3 |'équation [Neul8, IGO17]. Nous procédons ainsi pour notre probleme dans la
bande infinie %510. Nous nous intéressons alors a

T_lﬁm,T - Af]w_T =0 dans ,%(I;’O \Zq,

—aydﬁw,T =G, sur  ZXp,
) ﬁw,T =0 sur 0%,, (40)
[m,T]H:o et [_aydﬁw,T]ng,

6yd[~Jw,T+A[~Jw,T:0 sur XL ;

avec Ge £9(%), g>2, N eli(Q).

Soit
Sy = {v € ZZ(Q»H}OC(%(IB,O))’ (@,¥)) = TggL Ve (V> Ya) stationnaire pour tout yq € (0,L),
g 2 2
/0 I (10 + 1Y) dyg

E < +00, p.S. Vg, =0 sur a%} ;
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muni de la norme
1/2

Ve, vl = E

L
/ I (1012 + Vol dya
o

Proposition 73}

Le probleme est bien posé dans 4.

Preuve. Ecrivons la formulation variationnelle de 1} dans A#7. Pour tout V € /5,

E + ATy, Vols,) = [E[Gu, Vol 0) + aY Vo H)] . (41)

L
/O ﬂ%&yo [T_lUu),T Vo +VUg - vvu)] dya V2, A6V

Soit a la forme sesquilinéaire

a Jfoxt]fo—* C

L
Ur, Ve E / H%LO[T*UQ,,T vw+VUu,,T-vvm]dyd + AUy, Voly,)
0 @

12 o172 5
SO

et [ la forme linéaire

l: J’Zfo—’ C 13
Vo E[Go Vol 0) + alf Vo H)| - (43)

La coercivité de a est assurée par la positivité de I'opérateur DtN. La continuité de a et [ se déduit du théoreme
de trace suivant :

—~ Lemme 74 \

Pour tout Ve /4,

[E“V(-, o)|2 + Ve, H))2 + |ve, L)lz] < V1%, - (44)

Preuve. Nous raisonnons p.s. pour une distribution de particules donnée. Nous prolongeons V,, par 0 a l'intérieur
des particules. Le prolongement V,, reste stationnaire et appartient & Hj_(R?~! x (0,1), L?(2)). Nous appliquons le
théoreme de trace a V,, dans [y x (0,H)

/D )V(Yn,o)r + |V(yy, H)| “dy) < / / v 2)| + |V 2 )| dz dy; .

C ici ne dépend que de [J; x (0,H). Nous en déduisons que

/D1 |V(Y||»0)|2 + |V(yy,H)| "y < / / g, (VO Z’ + |VV(Y||’Z)|2)dY|| dz .

Nous prenons |'espérance et nous utilisons la stationnarité pour conclure. Nous pouvons raisonner de méme sur
[y x (0,L) pour borner [E[IV(-, L)IZ]. O
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Notons que Ge L9c %% et ol € LZ(Q). Par le théoreme de Lax-Milgram le probleme est bien posé dans #,. [

D'apres le lemme , I'unique solution Ut € #£ admet une trace [~JT|z sur X, dans Jé’ﬂ’z.

I

Pour y4 > L, nous avons alors d'aprés la proposition [68]
Yy eRTY Vya>L Urlyyya) = —Z/W_1 3y,G(y1—2 ya—1) 6T|zL (z1)dz. (45)

Considérons le probléeme équivalent a (40]) complété par (45]). Nous avons montré la proposition suivante :

,—[Proposition 75} \

Il existe une unique Ut € # N W4, solution de

T 'Xyu<t. Ut —AUur=0 dans Dy \Zy,
—Gydﬁm,T = Gu) sur Z() ,
ﬁw,T =0 sur 0%, ,

[ﬁ‘”’T]H =0 et [_aydﬁ‘”’T]H

[fju),T]L:O et [—aydﬁm,T]LZO .

N
=0,

De plus, [~JT vérifie

L +o0
YV e #yn Wi, E / H@LO(T_lﬁT \7+V6T«W)dyd +E / vOT-Wdyy =[E[G V(- 0)+oN V(-, H)
0 @ L
(47)
6.4.2 Existence d’une sous-suite convergente
Montrons qu'il existe C telle que
VVvedy, V) = ClVV]e, (48)

N

ou

L
£ = {p.s. vo €H),.(BG), (w,y)) — Tggs Vo (Y|, ¥a) stationnaire pour tout y, € (0,L), E /0 Tggs lv/>dyy

L
2
/0 1]335,0 |U| dyd]

Nous pourrons ainsi grace a la coercivité de a borner la norme de VUt indépendamment de T et en extraire une
sous-suite convergente. Pour établir 1} il nous faut contrdler la trace de v sur Xo, Xy et X, par Vvl z,.

<+oo};

muni de la norme
1/2

VveZ, lvig =E
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P.s. gréce a I'inégalité de Poincaré, il est facile d'établir un tel contrdle. La constante de Poincaré varie suivant la
distance minimale a la frontiére sur laquelle la solution est nulle. Nous savons qu'il existe p.s. une boite assez grande
pour qu'une particule soit comprise dans cette boite. Cependant la largeur de la boite peut €tre arbitrairement
grande. Nous ne pouvons donc pas espérer pouvoir prendre |'espérance de part et d'autre de I'inégalité de Poincaré
p.s. Nous établissons cependant a la place une inégalité pondérée.

,—[Proposition 76} \

Pour tout v e #, 'inégalité de trace pondérée suivante est vérifiée

, (49)

L
Vya €0,LI\N[8, hy +8] , E[hy lvel*(ya)] < CE / g, IVUel*dyq
0

(2 R}1ogR}! )_1 pour d=2,
h) . i
(Z(Rf;d)z) pour d=3;

et RV (y)) correspond 2 la distance du plus proche x. de (y|,ya) :

d-1
Ryd . ® R
© .

yj— minly—-x'| ot y=(yj,¥a) -
ieN

\.

Par stationnarité des {x\}, s, Re est yj—stationnaire.

uve. Nous considérons le diagramme de Voronoi nen dans R4~ associé au processus ponctuel {x},,en défini
Preuve. N d le d de V (V1) pen dans R4 tuel (X"} peny déf
par les ensembles,

V= {y| e R tel que ly—x"| :miQ‘y—x{;)‘ oll y:= (y|,yd)} , neN. (50)
JE
Nous savons par le lemme 3.6 de [BC99] que I'inégalité suivante tient p.s. pour tout v e 7, i €N

L
Vya €10,LI\[8, hy +8] , / 1o, hi'lvel*(y),ya)dy; < C / / Tg, IVvol*(y), yar) dy) dya -
i Jo Vi,

Pour tout A > 0, nous faisons la somme de toutes les cellules Vi telles que VinOs # @. Soit Iy := {i €
N telle que V* ODA}. Nous obtenons alors
' 2 Lo 2
g, hy' 1vel*(y), ya)dy| < CZ/ / Tg, Vv !*(y), yar)dy) dya ;
i€ly V(Ig i€ly 0 (lx)

ce qui permet d'obtenir

IA

][ g, By el (y), ya) dy)
U

1
iely Ve

L
C/ / g, IVvol*(y), ya) dy) dya -
0 UiE]AVl
Nous obtenons le résultat en prenant A 1 +oo et en appliquant le théoréme ergodique [65] du chapitre précédent. [
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Dans la suite de cette section, nous supposons que la distribution des centres des particules satisfait I'hypothése

suivante

Hypothese 2

Im>d-1 tel que sup [E[(Rf,’f)m] < +00. (51)
ya€lO,L]

Cette hypothese est vérifiée par la plupart des processus ponctuels hardcore [TBvdB13].

— Corollaire 77 N

Sous I'hypothese , pour s=1+ ’rZ—j et ve A, l'inégalité suivante est vérifiée

1
Vya€l0,LI\[8, hy+3] IEHVU)(', J/d)|s]s < ClIVullg . (52)

Par conséquent, VlZyd € £%(Zn).

=l
Il
—

Q=

Preuve. Nous appliquons I'inégalité de Holder avec o, > 0 telles que

1
p

=

Ellval*(, va)] = E[((RE)'" 10ul) " (- 7a)| " E (hgd)‘f]

=2 —_2
En prenant a:= < et B:= 5=, Nous avons alors
s L Yay, 12 z vay-5=1E
Ellvol*(va)|* = E[R1vol(ya)]* E[(R2) ]
Puisque 5~ = m, nous obtenons le résultat grace a la proposition O

Nous sommes maintenant en mesure d'établir 1’ siGe £9(%y) avec g > 2+mi_, o € L9(Q) grace a I'inégalité
de Holder.
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— Corollaire 78 \

L'unique solution Ut € # N #{, du probleme 1) vérifie les estimations suivantes
IVOrllg < C;  IU0rle < VT C; (53)

ol & est I'espace de Hilbert suivant

PLoi= {y €L? (Q,L2 (@w)), (w,y)) — 1g, Vo (y), Ya) stationnaire pour tout y, >0,

loc
+00
/ Tg, Iv1*dy,
0

+00
/ lv/*dy,
0

E

<oof

muni de la norme
1/2

VveZy, lvlg =E

Preuve. Nous utilisons la formulation variationnelle (47)) et I'inégalité (52)). Il vient d'abord

IVOrl%, < 1(Ur) < CIVUrllg, .
D'oll |[VUrll g <C.
De méme, nous obtenons
T |Url%, = a(Ur,Ur) < C |VOrlle < C*.
D'oti |Urlle < VT C. Ol

VU7 est borné indépendamment de T dans %. Par conséquent, il existe une sous-suite qui converge faiblement
dans Zp. Soit g la limite de cette suite. P.s. il existe U, € H} (L ) telle que g, = VU,.

loc

Grace au corollaire , il est possible de passer a la limite dans la formule (47)).
Soit V€ # n#i. Par convergence faible

E — [k

T—+o0

+00 _ _ +00 _ _
/ ﬂ@m VUT -VV dyd / ﬂ@w VUw -VV dyd
0 0

De plus, par I'inégalité de Cauchy-Schwartz,

1/2
E

1/2

L L
E /0 ﬂQBLOT—l Ur Vdy, | <E /0 ﬂ%OT—l 1Ur1?dyy

L
-1 712
A ﬂgall,oT V] dyd]

D'ou, d’apres

-1
E < CVT |V]g.

L
-1 13 7
/0 1]335,0 T Ur ded
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Donc en passant a la limite

E

— 0.

T—+oco

L
-1 1% ey
/0 ﬂ'%&,oT Ut ded

U vérifie donc pour tout V € 7 N #4.

E

+0o o
/ ﬂ@m VU -VV dyd
0

= E[GV(, 0)+a™ V(, H)] .

U, est donc solution p.s. [BEFO17] dans 2'(2,,) du probleme

-AU,=0 dans 9@,\Zy,
—aydflw =G, sur X,
U,=0 sur 02,,

& _ & _ N
[U‘”]H_O et [_GJ’dUU’]H_a .
Nous avons donc construit une solution U 3 notre probleme initial 1}

Cette solution hérite naturellement d'une propriété de sous-linéarité qui s'écrit sous la forme

f 1]@‘”
Urx(0,R)

Grace a 1} il est possible de montrer que la solution U telle que

L
e ps. Uy, EH}OC(@Q,) est solution dans 2'(2,,) de telle que /D / U,dy=0;
140

e (w,y})— VU, (y), ya) est stationnaire pour tout yg > 0. Pour tout yz >0, E[Vy,Uy(-, y4)] =0 et

+00 9
/ 19, )Vﬁw| dya
0

1
lim —

o 12
Ri+oo R U‘”| dy) =0. (55)

E <400 ;

est unique [BEFO17, [Neul8|.

Nous avons ainsi montré

,—[Théoréme 79 (d'existence et d'unicité)} \

Il existe un unique ﬁ:Q—»H}OC(@w) tel que

L
* ps. Uy €HJ (2o) est solution dans 2'(2,,) de telle que /D /0 U,dy=0;
1

o (w,y)) = VUq(y|, ya) est stationnaire pour tout yz > 0. Pour tout yz >0, E[Vy,Uy( y4)] =0 et

+00 _ 2
E / 1o, )VUw‘ dya| < +o0 ;
0
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Cependant au vu de ((52)) la trace de U sur Zp n'est pas dans Jle/z. Nous ne pouvons donc pas utiliser pour U
les résultats concernant le comportement a l'infini des champs proches obtenus dans la section

Il peut étre possible d’étendre les résultats de la section [6.3]a des traces plus générales. Nous n'avons pas trouvé
de tel résultat. Nous avons plutot décidé par la suite de considérer les problemes régularisés . Cela correspond
de plus aux méthodes numériques que nous avons mises en place. L'inconvénient est que nous commettons une
erreur supplémentaire dans notre modele effectif.

6.4.3 Construction des premiers termes de champ proche

Nous allons maintenant construire les premiers termes de champ proche et assurer qu'ils tendent bien vers 0 a
Iinfini.
: NE
Construction de Upor

D'apres la proposition pour presque tout x| € R~1 il existe un unique ﬁg{%(X”; - ) dans # N1, solution
p.s. de

T_lxyd<L[~J(1§}:0,T(X||; : )—Ayf]g,FoyT(xH; -)=0 dans 9,\Zy,
—aydﬁﬁf),T(xu; -)=0 sur X,
) GSEJ,T(XH; -)=0 sur 0%,, (56)
CjNF . -
[_aJ’dUw,O,T(X”’ : )]H =0,
F7NF FfNF
|[086c] =0 et [-9,,080:] =0,
Nous en déduisons que ﬁgf) = 0. Par définition, la solution U(ljf),T s'écrit U}E‘%,T(x”;y) = —uffo‘zw (X)) X g1 (y) +
ﬁgf),T(x”;y). Comme nous cherchons une solution qui tend vers 0 quand y,; tend vers +oco, nous obtenons une

condition de bord pour uf’ sur Zen

p.s. ufJFO X)) =0.
" Zen

Nous remarquons alors que u" est indépendant de .

,—[Proposition 80} \

Pour presque tout x) € R4-1 il existe une unique fonction UONE(XH; )= —ugF . X)Xt (*) +fION¥(x”;~),
) eH o0 )

avec ﬁgE(X||;o) € AN H, solution p.s. de (56]), qui tend vers 0 a l'infini si et seulement si
uyt =0 sur e . (57)
Dans ce cas, p.s. pour presque tout X| € Rd_l, YE Dy,

Upor®py) = 0. (58)
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NF
Construction de Uw LT

D'apres la proposition pour presque tout x| € R1, il existe un unique ﬁﬁ(x”; - ) dans 44 N #4, solution
p.s. de

T Xyus Ugnr s ) =Ay05] x5 ) =0 dans 2\ Ty,
_aydﬁgim(xu; -)=0 sur X,
4 GE,FLT(XM; -)=0 sur 0%, , (50)
SINE FF
[_aJ/dUm,l,T(xH; : )]H =0y, u‘*’:0|z X)),
[ONc] =0 et [0, O8] =0

ol nous avons utilisé le fait que UNOT(x” y) =

NF FF (1) (1) v :
Par linéarité, U 1T(x” y) = Up - (X”)X@H (y)+6xd u)O ZEH(XH)W‘”OT ou WwOT est I'unique solution dans #ynN
Wi, de
T ' x w D AL =0 dans D,\Z
Ya<L 70,1 ,0,T o \&H »
)
(1) _
) Ww,O,T =0 sur 0%,, (60)
(1) _
[ 0y, wOT]H L,
(1 _ _
[WvarT]L_O [ Oya wOT]L 0.

Comme nous cherchons une solution UgFl 1 qui tend vers 0 quand yg tend vers +oo, nous obtenons une condition

FF

de bord pour u;" sur Zey

1
ps. —ul |l xp + g uptl o (xp) c() =0;
" xen e

(1)

ol est donné par

cor = im W (v va) =E [ Wor G, L)] (61)

Nous avons ici utilisé le résultat de la proposition . Nous remarquons alors que ufF est indépendant de w.
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,—[Proposition 81} \

Pour presque tout x; € R?71, il existe une unique fonction UM (x;; - ) = —ul® 5 DX () +ONE (x5 ),
’ eH (o) ’

avec ﬁﬁ(x”; ) € AN W1, solution de ([59)), qui tend vers 0 a l'infini si et seulement si

—uit 4 Oy’ el =0 sur Zen; (62)

ou cg% est donné par (61)).
Dans ce cas, p.s. pour presque tout xj € R~ ye 9, UL 1 xy) s'écrit

Ugh 1Y) = —u(lffl|zeﬁ(x”) X (¥) + O, ligy ZEH(XM)W(S&T : (63)

ou Wof}g,T(y) est I'unique solution dans #HN#4, de @I)

6.4.4 Construction des premiers termes de champ lointain

Les conditions aux bords pour les termes de champ lointain obtenues précédemment, garantissant |'existence des
termes de champ proche tendant vers 0 a l'infini, permettent de compléter les équations satisfaites par les termes
de champ lointains. Nous obtenons ainsi les problemes vérifiés par ugF 1| et par ulfF 1}

Construction de u"

— Définition 82 N

En utilisant et la conditions aux limites 1) sur Zey, nous définissons ugF comme |'unique solution

déterministe dans Hj_ (%) de

{—AugF—kzugF =f dans 21, (64)

u(F)on sur  2ZeH

complété par I'UPRC @ du chapitre 5.

Comme ugF est solution de I'équation de Helmholtz dans un demi-espace avec une condition de Dirichlet ho-

mogene sur |'hyperplan et un terme source LZ(QBEO) a support compact, complétée par la condition d'onde sortante
@ du chapitre 5, nous montrons que le probleme l) est bien posé dans H(l)(%?o) [CWMQO5]. Il est alors possible
d'exprimer ugF a I'aide de sa transformée de Fourier ou de maniére équivalente avec la fonction de Green de Diri-

5 FF ¢ 112(ggH . FF 2
chlet. Nous pouvons méme prouver que ug" € H5(98L). Par conséquent y, uy |z €L (Zen).
€
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Construction de u!f

— Définition 83 \

En utilisant (4) et la conditions aux limites (62) sur Zen, nous définissons uf comme I'unique solution

, .. 1 H
déterministe dans H;_(%5') de

At —KPutf =0  dans 2,
(65)

u1 —c(l)axduo sur ey,

complété par 'UPRC @ du chapitre 5 et ol C( ) est donné par @

Il s'agit de I'équation de Helmholtz homogene avec condition de Dirichlet L?(Z¢y) complétée par la condi-
tion d'onde sortante @) du chapitre 5. Nous avons alors également que le probleme (/65) est bien posé et
e H?(9B).Ainsi 0y, ult € L2 (Zen).

6.4.5 Modeéle effectif

Soit nous construisons les termes de champ lointain de facon incrémentable, soit nous utilisons le modéle qui
va approcher la série tronquée de champs lointains. Ceci peut étre utile pour I'étude de géométries plus générales.
Le fait de prendre un modéle approché permet d’avoir une approximation directe jusqu'a un certain ordre.

Le premier modele que nous proposons est construit a partir de ugF satisfaisant les équations 1} Les parti-
cules et la condition d'impédance posée sur I'objet sont remplacées par un plan conducteur sur X¢y. Cette condition
d'impédance effective ne permet donc pas de prendre en compte les particules.

Nous proposons alors un deuxieme modele. Ce modele est construit a partir de u Fet U FF Nous souhaitons
avoir une apprOX|mat|on de u0F+sulF Pour cela, nous reprenons les conditions de bords verlflees par u Fet ufF

données par et (| .

gF =0 sur Zig;
ult = (l)axduo sur  Zey .

En prenant une combinaison linéaire des deux conditions, nous avons :
(upf +eul®) = ¢ c(l) Oy, Uyt sur  Tem . (66)
De plus, comme ugF et ull:F vérifient |'équation de Helmholtz, nous avons
AufF+euft) — K (ubF +eut®) = £ dans R4 x (eH, +o0) . (67)
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— Définition 84 N

Soit v§ satisfaisant

~AVE-K*vE=f dans @1, (68)
—ec(()%axd vs+v5=0 sur  Zey,
complété par I'UPRC du chapitre 5 et ot ¢, est donné par (61)).
pleté p P 0,T P

Remarque 23. Nous sommes passés d’une condition de Dirichlet pour le modéle a I'ordre 1 & une condition de
Robin pour le modéle a I'ordre 2.

Si c(l) >0 alors d’aprés [CWO7] le probléme est bien posé dans H!(By), avec By = {eH < x4 <L}, pour toute
bande BL. Attention, si c(l) <0, le probleme n'est plus bien posé (il peut exister des modes guidés par la surface).

Dans le cas périodique, nous avons montré (voir remarque@du chapitre 3) que pour H assez grand, la constante
c(()l) > 0. lci c'est plus délicat a démontrer.

6.4.6 Estimations d’erreurs sur le modéle effectif

— Théoréme 85 )

Soit L' > H. Soit u® une solution de notre probleme de diffraction qui vérifie les équations (P%)+(CDy,).

Supposons que u}" vérifie la condition (57) et ul" vérifie la condition (62) alors UL est donné par (58)
et UM est donné par (63). Alors, nous avons

| alr2-

1
di2+1 € di2+1 2
Z(QHl(@goR))SO(ZS ﬁ+—\/f +e +€)+0(£+£ ). (69)

€ FF FF NF
u —(uo +Eeuy +8U1,T)”

Preuve. Nous allons comparer maintenant u® & w® = ug" +eu;" +eUNL.

Ecrivons le probleme vérifié par wf

(A+ kz) wg, = S(A+ kz) [UEF1 T (x”; )—() ]
Awa 1,T (XH’ _) +VXHVwa 1,T (XH’ _) +€(AXH +k )UgFl T (xll' )_()

1 Xy[1<L UUJIT(XH,—)+VxHVwaIT(XH,—)-FE(AXH +k )UmlT(XH’_) dans  25\Zeq .

* [LUBLHZO et

0 ws] =¢€0 uFF,
Xd |y Xd
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e w =0 sur 0%, ;
o =0y, w +ikywf, =€ iky U} 1(x),0) sur Z.

Nous tronquons le domaine d'étude dans la direction x; en imposant une condition DtN sur X/ ou L' >L>H.

Soit R > 0. Nous définissons 93(1;;” = {DR x (0,L)) \97(1,} et pour M >0, zR = >m N g Ecrivons la formula-
tion variationnelle vérifiée par e® := uf—w¢ dans LZ(Q,H(%(%’(I;’O ) et Hl((%’a 0 R) = {v € Hl(%(l;) 0 R) v=0 sur 63%}.

Vve £%(QHY(AY ),

1
Tg, Ve, -V —kz/ ][ Tg, e, v +][ iky e, v Do+ ——(AXeE, vy)
- Dy ® - Dy » o Y oF paTT o Yo H]/z(zR/)'H—IIZ(ZR/)

[Effik][ gpm(xn’ 0) 70 x, O)dX||+—/ ][ Ig, Uu)lT(XH’_)Uw(X)dX 8/ ][ 19, Vx, U 7 (X5 = )va(x)dx
R DR

2 / x I
+ek ﬂ_@ UM (x5 = )vu,(x)dx+s Oy, Uy Ty (xg, €H) dx) + € oL adeMT(x”,—,?)
=R b
eH L
NF x) L KyyNF x) L
[aJ/dUu)lT](X”’_ ;) +A Uu)lT(X”’ : )dx”
(70)
Ici AX est I'opérateur DtN introduit dans la définition .
Nous allons contrbler maintenant chacun des termes du membre de droite. Nous rappelons que
vx) eRY, VyeRT x (0,400) , UMY 1(x15y) = 01" | ()WL r ) "] (k)X )
eH eH
et 7//0(1T) vérifie les estimations suivantes (corollaire
2 2
-1 (1) 1)
s CH L MR
Apres changement de variables, nous en déduisons :
L 20X
[E[T_l][ / I, |70 (—)dx] < Ce?.
Ok /0 £
FF FF .
Comme |6xd u, ZeH(x”)“L"O(Q) <oo et Hu (x”)”Lm(Q) <00, nous avons également
-1 g NE (. X) 2 d
][ / 1o, [UN (x;=)[[ax| < ce (71)
OrJ0 €
Terme 1 : nous utilisons Cauchy-Schwartz puis le théoréme de trace (lemme [74)
Xl o) dr2
]é leT(XH’ . ,0) Uw(X”,O)dX” < CEE ||U||$2(QYH1(%&0‘R)) VT 4% (72)
0
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Terme 2 : nous utilisons Cauchy-Schwartz puis

L
C
NE e _ darz
- ][DR/O oot vwdx] < qaon VT 190 e (@t ) - (73)

Terme 3 :

L/
C  an
L e8]« s

L L [ L
E ][ / 1g, UMY 1 Todx| =E ][ / 1g, UNY 1 Tpdx| +E ][ / UM T dx
DR 0 ,, DR 0 ,, L DR L Y

Pour y; > L, d'apres la section , nous pouvons décomposer UNT selon I~JII\I$ =Vr+U avec Vr donnée par

Terme 4 :

la représentation intégrale et U € #1,9. Nous savons que E

+oo
/ [Vl ] <C U11\1¥| “ .- U Vérifie en particulier
L ZL %L

+00 _
/ IVUI2dy,
L

d'apres I'inégalité de Hardy
E

L/
/ Iﬁlzdyd} < CU)HE
L

Nous en déduisons aprés changement de variables que

L/
NF dar
][DR/ Upar dex] R@-D/2 ||U||$2(Q,Hl(<%g;’m))8 VT
Nous obtenons que
v NF C di
— 2
E ][D/O o, Uonr PodX| = —mm 1Vl oo mat ) VT e (74)
R )
Terme 5 :
1
FF —| _ FF /
g fZEH OXdul vw] - R4l aXdul u L2(Q) HUHD%)Z(Q’HI(‘%E),O,R)) ’ (75)
Terme 6 : Montrons que
Ry[{NF —
E /R (0, + A )Ug 11 Dodxy| — 0.
—+00
LI
Nous avons x,U3" 1 (x;y) = 93, ugF|Z W2\ 1 (y) avec W2 1 =W 0 1 —ciXya<n. Nous avons alors d'apres la pro-
ol 0,

position [69| b) pour tout y; € R4, %5 () ya)liz — 0.

/

L
3, UL (X1 ¥ g)

———
12(Q) e—+o0

d’ob |

H [adeul\oI,Fl,T] (X||;Y||,J/d) L2(Q) J’djoo

Nous en déduisons que
!

L

NF .
][ 3x,Upr (X1 ¥, —
R €

L/

E avec n(e) — 0.

) Vo (x),L) dx|} = n(e) ||V‘””$2(Q,H1(38“0R))
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Puisque AKX est continu

]iRAKUg’Fl,Tv_u,dx”H \/ Joz (s )|

1/

E

H2(sh) Ivoll o, (Qui@Y, )

et donc

E

KyyNF — —
];,A Um,l,vadx|] ‘ =N@NVoll g2 (o m @, )

pour la méme raison.

NF | L
/ aJ’dU(ulT(x”’ »‘) Vo
>R €

L

E

p (%L -
E axdu‘zeH(Xn) o v 7] e X

Ya—+oo

2
D’apres la proposition nous savons que yd[EHV LT J/d)‘ ] — 0. Nous en déduisons

E

EF T (X L
o Oxatlo |2€H(X||) OyaWor| 2 7 | Vo dx| =(

%

ox,ubF| || L enee lvl
a0 |5 M €N fZ(Q,H})(%LOR))

avec () —0 .
e—0

Par conséquent, nous avons montré que, pour tout v € LZ(Q Hl(,%gOR))

[I(v)|< |O

di2—1
€
e2HL T = qedl24l sd/2+1\/”f+e) +o(e+ 82)

VT

,0,R

vl
12 (Q,H(l) (2

ol [ est la forme linéaire sur LZ(Q H' (2~ OR)) définie par

L!
VUELZ(QH (QBMR)), l(v)::[E[sik]iR ({\jFlT(x”, vm(x)+—/ ][ 1o, Ug 1 (x5 = )vw(x)

L 1N
X, —— X\
—€ / ][ ﬂ@waHUgE’T(xH;—)va(x)+ek2 / ][ ﬂ@ngE’T(x”;—)vm(x)
0o JOy € 0o JOg

_ x; L/
+E][R 6xdulfF(x”,sH)vw(x”,sH)dx”+£fR Vo x|, L) adegFlT(x”,—”,—)
ZEH ZL’

€

X| | X |
[aydleT](Xn:?;) AKUU)IT(XH’ =) | dx)

(77)
O
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— Théoréme 86 \

Soit L' > H. Soit u® une solution de notre probleme de diffraction qui vérifie les équations (P%)+(CDy,).

Supposons que ugF vérifie la condition 1) et ulfF vérifie la condition 1' alors USFT est donné par 1}
et Ull\lg est donné par @ Alors, nous avons

e (,FF FF NF _
u (”0 +eu; +EU1’T)”fZ(Q,Hé((@ﬂO,R)) O(e) . (78)

Preuve. En évaluant la formulation variationnelle ([70]) en v = e®, nous en déduisons

e = O(e) .

22(QHyBY, )

[l suffit en effet de choisir T ~ 2. O

Nous pouvons améliorer cette estimation si nous montrons que le probleme vérifié par UYx

T est bien posé. En
procédant de méme que ce qui précéde nous établissons

1) e rynt, ) = 0 (79)

Le facteur limitant est que contrairement au cas périodique, nous ne pouvons pas sans hypothése quantitative

supplémentaire quantifier les convergences de UNY .(-, y4) et yZE[IVUEFI T(-,yd)lz] vers 0. Avec de telles hypotheéses

[BGV08, IGNO21] nous pouvons espérer

1
lefll = O(ewlog_m—) pour d =2
y (80)
=O(£3/2) pour d=3 .

6.5 Etude du cas des conditions de Neumann sur les particules

Cette section est consacrée a la situation oli nous imposons une condition de Neumann sur le bord des particules.
L'analyse se décompose en parties similaires a celles de la section précédente mais s'appuie sur des arguments
différents. Nous commencons par I'étude du caractere bien posé des problemes de champ proche régularisés puis
nous étudions sous quelle condition cette unique solution admet une limite quand le paramétre de régularisation
tend vers 0. Nous pouvons ainsi proposer un modele effectif a I'ordre 2.
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6.5.1 Caractere bien posé des problemes de champ proche

Rappelons les problemes vérifiés par les termes de champ proche. Pour meN, p.s. ﬁgFm(x”;y) :=UN
FF
U

F
wmly (x||))(%go (y) vérifie

m X5 Y) =

—AyUSh (x5 - ) = 2V, -vwﬁgfm_l(x”; )+ Axnﬁgfm_z(xu; )+ Axul

w,m-2 T (X||)X38u'10 y)
+ k? Ggfm_z(x”; )+ K ulf

m,m_2|zEH(x||)xgg$0(y) dans Dy \Znu,
_aydﬁﬁfm(x”; -)= —iky ﬁgﬁn_l(x”; ) —iky ugfm_lyzm(x”) sur  ZXp,

Vy UL x5 )7 = =V UN5, (g5 - )« 7 — Vy, uff‘m_1| EH(x”)‘ﬁ” sur 0%,
Uomm i )| = 0

p.p. X € R4 y 3

SNF _ FF
et _aydUu),m(X”’ : )]H = axd“m,m—l’Z H(x”) .
(81)
Nous étudions dans la suite I'existence et I'unicité de la solution du probléme (81]) pour m <2.

6.5.1.1 Terme de champ proche UJ)

Pour presque tout xj € R4, p.s. ﬁg%(x”; - ) Vvérifie les équations

—Ayflgf)(x”; -)=0 dans 9D,\Xy,

Rd-1 —Gydﬁgf)(x“; “)=0 sur X,
p.p. X| € ,

U 7 2

VyOUNox); - ) Ai=0  sur 3, (82)

[ﬁgg(x“; .)]H: 0 et [_GYdﬁ(ljF()(xll; ) - 0.
Nous avons immédiatement que UMY (xj;-) = 0 et donc

ps. vx eRIL vye g, , U oX)5y) = ugfo‘z H(X||) Xegt (V) -

6.5.1.2 Terme de champ proche de premier ordre UN}

Nous étudions maintenant le terme de champ proche [~JNF1 ;).
Pour presque tout xj € R4, p.s. UNY (x); - ) vérifie les équations

AU (- )= 0 dans P, \Zy,

TNF
=0y, Uy x5 )=

—iky uil,:o| (x)) sur 2o,
< ZeH
VYUSE (X“’ ) n= _vX” u£)1’30|Z€H (X”) . ’_/ZH sur a@m ,

[G({fﬁ(x”; : )]H

. ik GNE (g, -v) —
ou nous avons utilisé que U (x);y) =0

rTNF . — FF
=0 et [_aJ’dUw,l(X”’ ')]H— Oy Uo|y, &) -

168



CHAPITRE 6. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE

Nous procédons de la méme facon que dans le cas Dirichlet et commencons par borner notre domaine d'étude
dans la direction y; a I'aide de I'opérateur DtN A. Nous considérons pour tout X e R |e probleme suivant

~AUY(x), - )=0 dans @B, \Zy,
)=

~NF . FF
—aydUwyl(x”; —iky ”w,Oyz x)) sur Zo,
eH

[INF (¢ . = FF -
VyUp 1 X5 - ) -1 ==Vy u‘”'0|z H(X||)~n|| sur 0%, ,
€|

(85)

0856 )] =0 et [0, 086 )] = ac,ubly )
3y, Ugh (x1, - )+ AT, (xy, - ) =0

Si 1} admet une solution telle que ﬁ§ﬁ|ZL e A2, ﬁgFl

sur 2y .

pour yg > L est alors donnée par la représentation intégrale
d-1 FINF ~NF
vy eRTT Uy ya) = -2 /R L 0Gly -2 ya-1) Um)zL (z1)dz.

Dans le cadre périodique, ce probleme est bien posé (a une constante pres) dans Hi(%(%) si et seulement si la
condition de compatibilité suivante est vérifiée

FF ; FF
=0y, Uy | x)) + iky u,
Zen

ZCH(X”) =0.

Nous rappelons que %5 :=Or x (0,1) \ @4. L'existence et 'unicité de la solution sont établies par I'alternative de
Fredholm. La preuve repose en particulier sur |'application de I'inégalité de Poincaré-Wirtinger dans %(I;.

Puisque dans le cadre aléatoire, le probléme ne peut pas étre restreint a un domaine borné, nous ne pouvons pas

appliquer les mémes arguments. Nous utilisons plut6t les techniques de régularisation utilisées en homogénéisation
de volume stochastique. Ainsi nous considérons le probleme régularisé suivant : pour T >0

AU pxp; o) + TTON pxp; )= 0 dans B, \Zu,

=0y, U305 - ) =—iky ”Efo‘ (x)) sur 2o,
H
p.s., p.p. X eRIL 3

TTNF . > FF N
VyUg it &5 - )-71=—Vx, u‘”ro‘z H(X||)-n|| sur 0%, ,
€.

[ﬁg,Fl,T(xll; ')]HZO et [—aydﬁgﬁm(x”; ) u- O, 1),

F
w,O‘EEH &),
(jNF . STNF oy
aydUw,l,T(X”’ ‘)"‘AU(,J,LT(XH, -)—0 sur Xy .

(86)
Notons que le DtN correspond a |'opérateur Laplacien de demi-espace et non |'opérateur Laplacien régularisé .Nous
introduisons I'espace fonctionnel

JO = {u €12 (Q,H}oc(%’&,o

)), (u),y”) — g, (yH,yd) Uy (Y|, Ya) est stationnaire pour tout y, € (0,L),

E

+00
/ g, (It + Vi) dya
0

L
/ 1, (|uw|2+|Vuw|2)dyd] .
0

muni de la norme

<o},

2
el :=E
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(Jf, [ IIJf) est un espace de Hilbert [Pap79].

Proposition 87}

Si ugF|z €1%(Q) et pour j € [1,d] 0y up" . € L?(Q) alors il existe une unique solution U} € # au

€H

probleme ([86)).

eH

Preuve. Nous prouvons le caractere bien posé du probleme par le théoreme Lax-Milgram.

La formulation variationnelle associée a s'écrit pour tout Ve #

L
E / T (T 0N ¢ Vo + VOIS -V | dya | +¢ATN, 1, V)
o "

] :—[E[V uFF‘ / ﬁV_d]
S A W00s fagunoieon Y

FF
Vi (5,0) + 0y, Uy,
ZeH g P>

+E

—iky ul, Hv_w(-,H) . (87)

Nous intégrons le premier terme du membre de droite par parties. Nous obtenons grace a la stationnarité de VV

_[E[VX| UEJF0| / 1 V_de] =Lk
“Zen Jage,nO,x(0,L)

Par Cauchy-Schwartz, nous montrons alors

(88)

w,0

FF S5+hy, .
Vx) uw,0|ZEH' /5 Tz, Vy Ve dya

1/2

E < Clvize .

s\/h_L)

L
E /0 I 1Vy, Vol dya

- 6+hL
Vx) ”w,0|z£H' /8 g, Vy Ve dya

,0

FF
Vxi ”w,0|

Zen IL2(Q)

Pour montrer la continuité des autres termes de la forme linéaire et du terme DtN de la forme sesquilinéaire, nous
avons besoin du théoreme de trace suivant

Lemme 88

Pour tout ve A2,

NF 3
w,1,T 4

I'intérieur des particules appartenant a H}oc(lﬂid‘1 x (0,L)). L'existence d'un tel relévement pour un processus d'in-
clusions hardcore de frontiere Lipschitz et de rayons bornés uniformément a été prouvé dans [GK15].

Preuve. Comme dans le cas Dirichlet, la preuve repose sur |'existence d'un prolongement stationnaire de U

Remarque 24. En général, si une des hypothéses

e condition de distance minimale;
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o frontiére Lipschitz;
e particules de méme rayon;

n'est plus vraie, un tel reléevement n'existe que dans W' (R4~! x (0,1)) pour r < p =2. [Hei20].

La preuve se déroule alors comme dans le cas Dirichlet. []
Nous concluons par Lax-Milgram que le probleme est bien posé dans A. []

D’apres le Iemme, I'unique solution USJIFIT € A admet bien une trace U(I:)TFIT|z sur X dans %L”Z.
1 LT |5,

Pour y4 >L, nous avons alors d'apres la proposition [68|
d— ~ ~
vy eR Yya>Lo UG p (v yva) =2 /R 3Gy -z ya—1) US,FI,TL:L (z1)dz. (90)

Considérons le probleme équivalent a (85)) complété par . Nous avons montré la proposition suivante :

,—[Proposition 89} \

Il existe une unique solution UmlT €A NW, de

T XyueL Uw1T AleT—O dans 2, \Zn,

aJ’dleT = —iky u}fokm(xll) sur - Zo,
p.s. { VyUgn -7 ==Vx ufo|Z€H(XII)'ﬁII sur 0%, , (91)
[ aydleT] :axdugFo'z (1)

[UE,FLT]L:O et [ aJ’dUu)lT]L 0.

~TNF o
De plus, Uw,l'T vérifie

+E

L +00
VWe#nW, E / I [T71ONS 1 Vo VONS -9V dyq / vONY - VVdy,
o L

=E +E VG, 0)+axdugFO’ VG, H)] . (92)
ZEH ’ zEH

—iky uffo

hL+5
FF ARV
Vi Uy, |z . /6 g, Vy Vo dya

Existence d’une sous-suite convergente

Contrairement au cas Dirichlet ou nous avons prouvé |'existence d'une sous-suite VﬁgE,T convergente dans %
dans tous les cas, nous allons établir que pour une condition de Neumann nous ne pouvons extraire une sous-suite
convergente seulement si une condition dite de compatibilité est vérifiée. Cette condition va correspondre a notre
condition effective.
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Nous évaluons 1’ pour V=Tg . Nous obtenons alors
w,

L
E / e TN dya| = [E[—ikyu(lfo)z +gully| ] (93)
0 4 eH eH

S’il existe une sous-suite VUll\IE convergente, en passant a la limite dans (]%[) quand T — +o00, nous avons nécessai-
rement

E

v 1 FE FF _
_zkyuw,0’2H+axdum’0‘zH] =0.
€ €

Nous choisissons d'imposer p.s.

FF
®,0 s

—iky uffo’zm + Oy, U =0. (94)

e
Notons que ceci implique que ug" est indépendante de w.
Nous cherchons a établir que sous (l9_4[) il existe une unique sous-suite Vﬁﬁ convergente dans %.
Comme dans le cas Dirichlet, nous montrons que sous (94)

vwWe#, |IV) < C Vg ; (95)

+ E|-iky uE’l’SO|ZeH V(, 0)+0y,ull |ng Ve, H)] . (96)

w,0

hL+6
V) = E|Vy, uglfo|ZEH. /5 Tt Yy Vo dya

Le premier terme se borne facilement par Cauchy-Schwartz. Sous (94)), le second terme de se réécrit

F [—ikY ufly], V60 +3y,ully], Ve

w,0

= iky u}jfo|zm E[-V6,0+V(m) .

Comme les particules ne se touchent pas, pour tout yj € R-1 il existe un chemin Yy, : (0,1) — %50 tel que

1
Yy, (0) = (y),0) et vy, (1) = (y), H) ; Y¢, llyy, ()l #0 et longueur de la courbe / Yy, (01d£ < C(H) est bornée par une
0

constante indépendante de y|. Nous avons également ”Y;'u l1e < C(H). Notons que C(H) peut étre choisie indépen-
damment de la répartition des particules.

O 10

)

Par conséquent,

1
Yy eRYTH L Vo (yy, H) - Vo (v, 0) = /0 va(yy"(t))-yg,”(l‘)dt
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et
— — 1 2
E[Vot, m-Vo(, 0| < CE /D /0 |9V vy, )| dt dyn]

1
H —

< CE / 1]@(];0 VV(D'(, yd)dyd
S

= ClVV]g .

Nous avons alors établi (95)).

Pour les mémes raisons que dans le cas Dirichlet, nous en déduisons les estimations suivantes.

,—[Proposition 90} \

Si la condition |D est vérifiée, I'unique solution 611\15 € A NH du probleme 1} vérifie les estimations
suivantes
IVOMlg = C , I0Mle = VTC. (97)

\. J

Nous pouvons extraire une sous-suite VUll\I% convergente dans %. Avec les mémes arguments que dans la partie
précédente. Nous établissons le théoreme :

— Théoréeme 91 \

Si la condition (94)) est vérifiée alors il existe un unique UNF:Q —H} (2,,) tel que

L
e p.s. ﬁgFl €Hj,.(20) est solution dans 2(2,,) de (18_5') telle que /D /0 Up1dy=0;
1

e (0,y)) =~ VUq,1(y),ya) est stationnaire pour tout y, >0. Pour tout y,; >0, E [Vy”ﬁgﬁ(-, yd)] =0

et
+00
[
0

\. J

P
E VUSE| dyq| <+oo;

De méme que dans le cas Dirichlet, nous avons choisi de poursuivre par la suite avec la solution régularisée U(I:)IFI T

Dans le cas Dirichlet, il est possible de construire la solution U stationnaire grace au contrdle établie dans le
corollaire (77)) (trace des £°). Seule la régularité des traces nous fait défaut pour prouver que le probleme de
demi-espace est bien posé.

Dans le cas Neumann, la solution UEFI construite dans le théoreme n'est pas nécessairement stationnaire
contrairement a Ull\lg Pour espérer construire une solution stationnaire, il faudrait ajouter des hypotheses d'ergodi-
cité quantitative au processus point de distribution des centres des particules.

En imposant par exemple que le processus point des centres des particules vérifie une inégalité de Poincaré
telle que celle vérifiée par des processus points hardcore classiques comme Matern ou random parking [Définition
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1.2 de [DG17]], nous pouvons espérer établir en dimension 3 [GNO21| qu'il existe une unique solution stationnaire

fJ{“F|ZL e #)'2 telle que E[ON5(, 1)] =o0.

Nous n'avons pour le moment pas eu le temps de finir d'explorer cette piste. Nous considérons donc pour la

.. TINF
suite Um’LT.

d-1
s darité TTNF ) — FF FF €8] FF (€] N 1)
Par linéarité, U (xj3y) = —14g) | DX W)+ | H(x”)GZJw,O,T(y) + Zi s, U |z H(x”)%w’l.,T(y) ol %y et
€ € i= €

€]
%i,T’

T_lxyd<L

et

avec i € [1,d —1], sont les uniques solutions de A N#1, de

o) O
Upor—DyUyopr=0 dans Dy \Zy,
—ayd%l,i),f —iky sur X,
Vy%(%T ‘=0 sur 0%, ,
) — ) .
(1) _ n _ )
[%0] =0 et [-0, 200, = 0
-1 ) o _
T Xya<L %w,i,T _Ay%w,i,T =0 dans 9y\Zy,
—ayd%g)isz 0 sur X,
(1) m
%lq| =0 et [-a,2),] =0,
(1) 1) _
[ u),i,T]L - 0 et [_ayd%m’i'T]L - 0 .

6.5.1.3 Terme de champ proche de second ordre U}’

Nous étudions maintenant le terme de champ proche ﬁgg(x”;y).

P.s. pour presque tout x| € R4-1, ﬁgg(x”; - ) vérifie les équations

r1NF .
=0y, Uy (x5 -)

0056 )] =0 et

Comme précédemment, nous considérons le probleme régularisé suivant :
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_Ayf]}jz(xn; - )= ZVY\I -VXHGUI\JI,FLT(X”; -+ (AX" uf’l’:0|ZgH (X”) + k2 UZFO(X||)|28H)X<@S,0 (y) dans 9,\Zyg,
—iky O x5 - ) —iky ufﬂ‘zm(x”) sur 3o,
VyUg o0 )+ 7i= =V UGk 15 )7 = Vg uffl’zEH(Xu)'ﬁn sur 3%, ,

r7NF . — FF
~ 0y, Uua & - )]H— Oxg uw,1|25H(X||) ,

FTNF T
pour T >0, p.s. U, 1 vérifie les
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équations
—AYUN2T+T Xya<L ﬁg,Fz,T= ZVYN‘VXHUNlT + (Ax" uwl,:0|ZEH + k2 ugl,:0|zm)x%ﬁ0 dans  9,\Zy,
F7NE ; FF
=0y, Ugpr = —iky Uy iky um,1'ng(Xll) sur - Zo,
{ VwaZT n= vXHUu)lT i) —Vx u 1y Ay sur 0%, ,
eH

FF
[Usz]H 0 et aJ’dUu)ZT]H: axduw,l|Z£H(x||)’

[O05:] =0 et [-9,005,] = 0.

Ce probleme possede un terme source qui tend vers 0 p.s. et dans L?(Q). Cependant nous avons besoin de savoir
qu'il est dans &, pour pouvoir construire une solution dans le demi-espace et donc se ramener a un probleme dans
la bande %L . Un tel résultat est impossible & établir sans hypothése quantitative. Nous pouvons tout de méme
dériver formellement la condition effective.

FF

Pour obtenir la condition limite pour u | sur Zey, nous écrivons ainsi sous quelle condition nous pouvons espérer

que UNE . a une limite quand T — +oo.

Soit ¢ =Xy,<n lg,, nous avons

E

H 117
/01] T Uszd)’d

_ FF 2 FF
= (AX" U |z +k“u
eH

H
s )[E / ﬂ@de’dl—ikYE uff1|z leT( 0)]
eH 0 eH

~-F [/ V, Unyype 7 dy | +E
02,N, x[6,hy +8]

6xu | ]
dleeH

Quant T — +o00, nous obtenons

H
FF 2 FF STNF SNE -
0=(AX|\“0 |7_H+k Uy zH)[E /0 I, dya | - iky E ml)zH_"Uw,l,T(" O)]_[E[/MZ . [8h+8]VxUm,1,T‘”IIdY]
€ € € oMU X10,ny,
FF
E axdu“"1|zeﬂ

Nous choisissons d'imposer p.s.

_ FF 2 FF
0= (AXH U |z +k“uy,
€H

aE

H
. FF CINF SNF

[ e o)< [ [ e

0 €H 02,n; x[8,hy,+6]

FF
v ubh| . (98)
ZEH
Notons que ulfF est alors indépendante de w.
Cette condition se réécrit en :

—oui” ZH(x”) + iky ul® ZH(x”) = (2) up ’2 COESY a(z 6xiugF
€ € i=1,2

- ) + agaii ugF S &) ; (99)
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@ @ )

ou les coefficients a;”, a,” et a,” sont exprimés comme des moyennes des fonctions profil OZ/l.(D, avec i € [0,d—1],

of ~ e[ / I, dy — iky %0 (5 0)] ; (100)
1
a? : 1) )]
= [E[—lky% 5 0) — / U n; dy] ; (101)
“i vt 0 0Py Oixlb sl T
H
= E / / 1y, dy- / up ni dy (102)
D] 0 69w0D1><[6,hL+6]
En particulier dans le cas ou d =2, nous avons :
a? = kz/D / 1a, dy—lky%(%T(- 0)| ; (103)
1
a? = [E[—iky U o o)—/ %(E)DOTnldy] ; (104)
02, x[8,hy +0)
H
a? = E / / 1g, dy — / Uy p dy (105)
D] 0 a(@wﬁmlx[ﬁ,h]ji-é]

6.5.2 Construction des premiers termes de champ lointain

Les conditions aux bords pour les termes de champ lointain obtenues précédemment, garantissant |'existence
des termes de champ proche qui tendent vers 0 a I'infini, nous permettent de compléter les équations satisfaites par

les termes de champ lointain. Nous obtenons ainsi les problémes vérifiés par u o €t par u(lf)Fl.

Construction de ul®

— Définition 92 N

En utilisant (4) et la condition aux limites |D sur Zeq, nous définissons ugF(x) comme |'unique solution
déterministe dans H! (1) de

loc

~Aulf —KPuff=f dans @B (106)
GxdugF - iky uEFz 0 sur e .
complété par I'UPRC @ du chapitre 5.
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Construction de u!f

~— Définition 93 )

En utilisant et la condition aux limites sur Zepp, nous définissons quF(x) comme |'unique solution
4 H 1 eH
déterministe dans H; (%%') de

W_utf=0 dans 2,
FF . FE_ @ ) (2)A2 . FF . 107
—Ox,up + tky up” = ag Py Zfza ax, oF + a; 05Uy sur ey ; (107)
i

complété par I'UPRC @ du chapitre 5 et ou a() est donné par (|100)), aizg sont donnés par 1} et
2 s
a;,g sont donnés par |}

6.5.3 Modeéle effectif

Le premier modele que nous proposons est construit a partir de ugF satisfaisant les équations 1} La condition
effective est identique a la condition de Robin sur £y mais elle est posée sur Z¢y. Ce modele ne permet donc pas
de prendre en compte les particules. Pour obtenir un modéle prenant en compte les particules, il faut au moins aller
a 'ordre supérieur du développement.

Nous proposons alors un deuxieme modele a partir de ugF et ufF. Pour cela, reprenons les conditions de bords
vérifiées par ugF et ufF données par |D et

—axdu§F+ikquF =0 sur ZeH;

FF FE_ ) @) @)A2 . FF
—0y,uy + iky u ubt + ;Za axl + ay 05Uy sur Ty
i

En prenant une combinaison linéaire des deux conditions, nous avons :

—0y, (ubF +eut®) + (zky a(z))(ugp+eul e ), a0y (uy +euy)—e Y afioh (up" +euit) =0 sur Ty
i=1,2 i=1,2

De plus, comme ugF et ulfF vérifient I'équation de Helmholtz, nous avons

AufF+euft) — K (ubF +eut®) = £ dans R4 x (eH, +o0) .
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— Définition 94
Soit v§ satisfaisant

~AVE-K*v5=f dans

2)

a, i

sont donnés par

\.

eH
By

—axdv§+(iky—ea(()2))v§—e Y aPoyvi+alloi vs=0 sur ey ;
et .

complété par 'UPRC (9) du chapitre 5 et ou a(()z) est donné par (|100)), aizl). sont donnés par (|101)) et
“102

(108)

1,2

J

D'apres [HLQZ15], ce probleme est bien posé si a'® >0 (nous rappelons que Ze y >0). Comme %(E)DiT ne

dépend pas de H, d’apres la définition (|102) de a
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2,i

i
(2)

5 ;>0 et le probleme est bien posé.

pour H assez grand a



Chapitre 7

Méthodes numériques et résultats
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Dans ce chapitre, méme si dans le chapitre précédent les résultats ont été obtenus pour un terme source a
support compact, nous les supposons vrais pour le probleme de diffraction par une onde plane incidente. Nous nous
placons dans le cas 2D. Pour calculer la solution de référence, nous tronquons le milieu assez loin dans la direction
de la couche et imposons des conditions périodiques. Nous utilisons un opérateur de Dirichlet-to-Neumann pour
I'équation de Helmhotz périodique pour retreindre le probléme a un domaine borné (comme dans le cas périodique).
Nous détaillons la méthode pour générer le milieu aléatoire. Pour résoudre numériquement les problemes de type
dans la direction de la couche
(avec une troncature indépendante de celle utilisée pour la solution de référence pour ne pas biaiser les calculs), nous

Laplace dans le demi-espace infini privé des particules, nous tronquons le demi-espace
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imposons des conditions périodiques sur les bords latéraux et nous utilisons un opérateur de Dirichlet-to-Neumann
pour le Laplacien périodique pour ramener le probleme 3 un domaine borné. Les coefficients eux sont obtenus a
I'aide d"approximations de Monte Carlo. Nous pouvons alors, a partir des coefficients intervenant dans les conditions,
calculer les solutions effectives et calculer les coefficients de réflexion effectifs associés. Nous validons ensuite les
modeles avec des validations qualitatives, en tracant les champs, et des validations quantitatives, en tracant I'erreur
sur les coefficients de réflexion. Comme dans le cas périodique, nous étudions I'évolution du coefficient de réflexion
dans le cas d'une condition de Neumann sur les particules en fonction du taux de remplissage et de la distance entre
les particules.

Dans cette section, nous nous placons dans le cas d = 2 et nous considérons une onde plane incidente u;,.(x1, X2) =
ethixi+ikX2 (noys supposons que les résultats obtenus s'étendent au cas d'une onde plane). Afin de valider nos mo-
deles, nous construisons une solution dite de référence et la comparons aux modeles effectifs ; d'abord qualitativement
en tragant les champs puis quantitativement en tracant les courbes de convergence du coefficient de réflexion.

7.1 Calcul de la solution de référence

Pour pouvoir valider par la suite nos modeles, il faut calculer une solution dite de référence uf. Comme le
domaine est non borné dans la direction de la couche, ceci n'est pas simple. Nous choisissons de limiter le domaine
de calcul dans la direction x; en supposant que la répartition des particules présente une T périodicité avec T
trées grand. Ceci ressemble donc au cas périodique sauf que la répartition dans la période T est aléatoire et le
modele effectif sera déterminé sans connaitre le tirage utilisé pour calculer la solution de référence. Pour cela, nous
considérons un domaine borné en x; de grande taille T et nous imposons des conditions de k1T quasi-périodiques
sur les bords latéraux

T T
.= x=-3, X2 € R, et T,:= X1 = X2 €Rp .

(uinc)é&

ut — uj,e sortant
—AuE, — k?ut, =0
w w

00" © 8 095 oo

Xo -0y, ul, +iky u, =0
X1 ' T

20

Nous nous sommes donc ramenés a un milieu aléatoire périodisé de période T. En utilisant le chapitre 2,
nous pouvons borner le domaine a I'aide d'un opérateur de Dirichlet-To-Neumann sur une frontiere fictive notée
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:={x1€(~3,3), x2=¢L}. Nous résolvons alors le probleme en domaine borné 28cl

=0 dans @BEL

€ 2 €
-Aug, — k" u .0’

w

€

u, est kT quasi-périodique

TT 1
—Oqul, + iky u, = 0 sur ZXf:= {xle(—a,z), xzzo} (1)

€ e _ #
Ox, Uy + Ap Uty = Ox,Uine + Mg Uine sSur  Zgp

avec soit uf, =0 sur 027 ; soit Vul -7i =0 sur 027,

(umc)é&

€ € _ id
a,\‘g Uy + N, Uy, = a,\‘g Uinc + N Uinc Zd_

—Aufn—kzuﬁJ =0

OO ~OO

Nous obtenons la solution de ce probleme a I'aide d'une méthode éléments finis.

Dans la suite, nous nous intéresserons au coefficient de réflexion. Nous introduisons donc la définition du
coefficient de réflexion pour la solution dite de référence (pour une répartition w donnée).

— Définition 95 N

Le coefficient de réflexion de la solution dite de référence est noté r;”ef(kl,kz) et est donné par

1 i
Frep (k1 k2) = ﬁ/z# uy ,(x1,ele i gy (2)
€L

ou uy  (x1,€L) = ug (x1,€L) — Uinc(x1,€L).

7.2 Génération du milieu aléatoire

Pour effectuer des calculs numériques, il faut générer la répartition aléatoire des particules vérifiant les hypothéses
de stationnarité et d'ergodicité. Le processus choisi pour effectuer la répartition des particules est un processus point
de Poisson auquel nous allons imposer I'hypothése de distance minimale. L'algorithme est le suivant :
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. Etape 1 : Nous nous donnons une boite ,%ThL de longueur T et de hauteur hr et un taux de remplissage p
compris entre 0 et 1.

Remarque 25. Notons que nous ne pouvons pas atteindre des taux de remplissage p trop grand, il pourra rarement
dépasser 0.5. Cela est dii au fait que nous considérons des particules distantes les unes des autres d’au moins une
distance 6 > 0.

. Etape 2 : Nous pouvons alors définir le nombre moyen de particules v avec I'expression
. hy,
dlre(fT )
V=p——.
o ire(particule)
w

. Etape 3 : A partir du nombre moyen de particules, nous déterminons le nombre de particules, noté NPare:

contenu dans la bande S%ThL a l'aide d'une loi de Poisson de paramétre v.

— Définition 96 )

La variable aléatoire N‘;g’art suit une loi de Poisson de parametre v >0, si I'on a pour tout meN, la
probabilité suivante :

m
PN =m)=e ¥ o
pﬂrt m!

La fonction de répartition de la variable aléatoire N‘;,’a” qui suit une loi de Poisson de parameétre v est

donnée par :

I(m+1,v)

pout tout meN, Fm) = —— , (3)
m!

avec I'(x,Vv) la fonction gamma incompléte telle que :
+00
L(x,Vv) = / *le7fdt = T(x)-y(x,V),
v
I'(x)

v
Y(x,v) = / *letdr .
0

+00
/ t*"le~'dt, la fonction gamma qui vérifie , VneN, I'(n+1)=n!,
0

« Etape 4 : Afin de simuler le tirage de la variable aléatoire NP4y dont nous connaissons la fonction de répartition
F, nous utilisons les résultats suivants : [Ros22]

— Définition 97 )

Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur (0,1). On définit

F(U) = inf{xeR, Fx =U} . (4)
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Théoréme 98

Soit N‘;;mt une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F et U une variable aléatoire de loi

uniforme sur (0,1). Alors N9 , et F~L(U) ont la méme loi.

par

o Etape 5 : Pour finir de générer notre répartition de particules, nous pouvons utiliser I'une des deux méthodes
suivantes.

1°7¢ méthode : nous tirons les centres aléatoirement dans la bande, suivant deux lois uniformes, en vérifiant
a chaque tirage x = (x1, xp) qu'une distance minimale, notée 0,,i,, avec les centres déja placés y = (31, 2) est
vérifiée :

2
dx,y) = min{\/(x1—y1)2+(xz—yz)2,\/[min(x1,y1)+T—maX(x1,y1) +(x2—J/2)2} > Bmin 5 (5)

sinon il faut relancer le tirage du centre (xi, x2).
Remarque 26. Le programme contient un test d'arrét qui permet de le stopper si un point est refusé Ny¢fys
fois, avec N,orys défini au départ.

Nous pouvons tracer la partie réelle du champ diffracté obtenue avec la solution de référence pour différents
taux de remplissage. Pour chaque taux de remplissage, nous avons ici représenté deux réalisations et calculé
leur taux de remplissage effectif noté p,rys.

» Nous considérons un taux de remplissage pg = 0.1 pour une couche de taille T =100 et de hauteur hy =10
avec une fréquence de 2GHz, € =107*m, §,,,;, =107% et L =20.

oot

Figure 7.1 — taux de remplissage effectif p.rr =0.12 pour Figure 7.2 — taux de remplissage effectif psr =0.08 pour
la méthode 1 la méthode 1

» Nous considérons un taux de remplissage po = 0.4 pour une couche de taille T =100 et de hauteur hy =10
avec une fréquence de 2GHz, € =107*m, §,,,;, = 107% et L =20.
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Figure 7.3 — taux de remplissage effectif p,rr = 0.36 pour Figure 7.4 — taux de remplissage effectif p,rs = 0.41 pour
la méthode 1 la méthode 1

» Nous considérons un taux de remplissage po = 0.8 pour une couche de taille T =100 et de hauteur hy =10
avec une fréquence de 2GHz, € =107*m, §,,,;, =107% et L =20.

Figure 7.5 — taux de remplissage effectif p.rr = 0.48 pour Figure 7.6 — taux de remplissage effectif p.sr = 0.47 pour
la méthode 1 la méthode 1

2¢"¢ méthode : Processus de Matérn hardcore [IPSS08, [DG20].
Nous tirons tous les centres aléatoirement dans la bande suivant deux lois uniformes. Une fois les centres
tirés :

e Nous associons a chaque centre c; une valeur aléatoire entre 0 et 1 que I'on notre s(c;);

 Nous gardons un centre c; s'il vérifie I'hypothese de distance minimale avec tous les c; tels que s(cj) <
s(c;). Sinon le centre est éliminé.

Nous pouvons tracer la partie réelle du champ diffracté obtenue avec la solution de référence pour différents
taux de remplissage.

» Nous considérons un taux de remplissage pg = 0.1 pour une couche de taille T =100 et de hauteur h, = 10
avec une fréquence de 2GHz, e =107*m, §,,,;, =107% et L =20.

q q
I I

Figure 7.7 — taux de remplissage effectif p.rr = 0.09 pour Figure 7.8 — taux de remplissage effectif p.sr = 0.09 pour
la méthode 2 la méthode 2

» Nous considérons un taux de remplissage pg = 0.4 pour une couche de taille T =100 et de hauteur hy, =10
avec une fréquence de 2GHz, € =107*m, §,,,;, = 1075 et L =20.

184



CHAPITRE 7. METHODES NUMERIQUES ET RESULTATS

Figure 7.9 — taux de remplissage effectif porr =0.21 pour Figure 7.10 — taux de remplissage effectif p.sr = 0.20 pour
la méthode 2 la méthode 2

» Nous considérons un taux de remplissage po = 0.8 pour une couche de taille T =100 et de hauteur hy =10
avec une fréquence de 2GHz, € =107*m, §,,,;, = 107% et L =20.

M 3 m i

Figure 7.11 — taux de remplissage effectif p.rr = 0.26 pour Figure 7.12 — taux de remplissage effectif p. sy = 0.25 pour
la méthode 2 la méthode 2

Notons que la deuxieme méthode ne force pas le remplissage de la bande contrairement a la premiére méthode
et donc pour un taux pg choisi élevé le taux effectif sera plus faible.

7.3 Etude de I'évolution du taux de remplissage P

Nous regardons |'évolution du taux de remplissage pour différentes tailles de couche hr =2,5,10 avec différentes
distances minimales 8,,,;, = 1072,1074,107° pour les deux méthodes de répartitions précédentes pour 10 réalisations.

0,4 P
P
0.3 /"/ |
- P e
o
S 02 8 i
A
0,1¢" )
! ! ! \ ! ! !
0,2 0,4 0,6 0,8 0,2 0,4 0,6 0,8
Po Po
——dpin = 1072 —o— Omin = 1074 o dmin = 1076 - dpmin= 1072 dmin = 1071 - e- dmin = 1076
Figure 7.13 - Evolution de Peff Pour hy, =2 avec la mé- Figure 7.14 - Evolution de Peff Pour hy =2 avec la mé-
thode de remplissage 1 thode de remplissage 2

Pour les deux méthodes, notons qu’un p, s maximal est atteint. Nous pouvons voir comme attendu que le taux
de remplissage effectif est plus élevé pour la méthode 1 que la méthode 2.
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T
y
04| = |
= 03} =
e
0,2 +
//
O’IT ! ! ! |
0,2 0,4 0,6 0,8
Po
R -2 R —4 R -6
——0in=10""—=8,,;, = 10 dmin =10

Figure 7.15 - Evolution de Pefr pour by =5 avec la mé-

thode de remplissage 1

0,5F T 5

LS9V

0,4 | R

% 0,3 |- R
Q

0,2 /1/ —|

0,1 L \ \ |

0,2 0,4 0,6 0,8
Po
——Opin = 1072 —o— dmin = 1074 dmin = 10°°

Figure 7.17 — Evolution de Pefs pour hy =10 avec la

méthode de remplissage 1

0,3

!
/’.—’:— i
g
:: 0,2 - /’,” B
a .://
,/:.
0,1 clj'/ B
f | |
0,2 0,4 0,6 0,8
Po

- dmin= 1072 dmin = 1071 - e- dmin = 1076

Figure 7.16 — Evolution de Pefr pour by =5 avec la mé-
thode de remplissage 2

0,25 oY
i
- 0,2 |- o
QQT ///'
v
< 0,15+ ,,, =
0,1} .
T \ \
0,2 0,4 0,6 0,8
Po
- dmin= 1072 dmin = 107 - e- dmin = 1076

Figure 7.18 — Evolution de Pefr pour hp =10 avec la

méthode de remplissage 2

Le taux de remplissage effectif maximal est plus élevé pour une couche de taille hy, =2 (c'est-a-dire la couche
ne peut contenir qu'une ligne de particules) car comme les particules ne peuvent étre que alignées, il y a moins
d'espace libre.

7.4 Calcul numérique du modele effectif pour une condition de Dirichlet

Dans cette section, nous nous intéressons a la méthode de calcul numérique de notre modele effectif proposé
dans le chapitre 6 et a la détermination du coefficient de réflexion associé. Nous utilisons la méthode de remplissage
1. Nous allons supposer que le modéle effectif obtenu pour un terme source est également valide pour une onde
incidente plane.
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7.4.1 Algorithme

Nous commencgons par donner les différentes étapes de I'algorithme avant de les détailler une a une.

Etape 1 : Nous ca!culons une a.pproximation de la fonction profil Wug,l(;,T donnée par dans le chapitre 6, en
tronquant le domaine de résolution.

Etape 2 : Aprés avoir obtenu la fonction profil dans le domaine tronqué, nous calculons une approximation de la

1)

constante ¢, donnée par

V= 11m W()T(be/z) [WUEIST' )]

Etape 3 : Nous pouvons alors calculer le coefficient de réflexion en x, = eH pour différents €, k :

; €]
ikpecy’ =1
rslky) = ——— e’ (6)
ikoecy’ +1
Etape 4 : |l est alors possible de construire la solution du modeéle effectif au dessus de Xy avec son expression
explicite
V;(xlyxz) — elk1x1 elkz.X'g + rze etklxl e—lkg(XQ—EH) ] (7)

7.4.2 Calcul de la fonction profil Wu%T

Dans le chapitre précédent, nous avons défini une fonction profil W(OT solution d'un probleme de type Laplace
dans un domaine infini : soit L>H

1
Ay ' +—Xy2<L7// =0 dans 9y\Zy,

0,0,T 0,0,T —

n _
-0y, WmOT 0 sur Xy,

4 W(S&T =0 sur 0%,,

(1) _ (1) _
[Ww,o,T]H =0 et [-0,% O'T]H =1,

1) — (1) -0 -
[Wm,O,T]L_O et [ 9y, u)OT]L 0;

1 _
—Ay Wmm TX.V2<LWU)01 0 g,

ASBEEOR0 AHEOY O PP RS0

n _
_aJ’ZWmOT

,Vz ‘

N4 :

En pratique pour résoudre numériquement ce probleme, nous tronquons le domaine dans la direction y; sur
(—%,%) et nous prescrivons des conditions de périodicité sur les bords latéraux I'_ := {ylz—%, Vo € Ry} et
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Iy:={n-= %, y2 €R,}. Cette méthode est classique en homogénéisation stochastique. Nous aurions également
pu choisir d’'imposer une condition de Dirichlet, Neumann ou mixte aux bords I';. et I'_. Cependant, il est plus cou-
rant de se placer dans ce cadre périodique. De nombreux travaux ont été réalisés pour quantifier I'erreur commise
en remplacant WO(D par %EIT)’S [BP04, |Glo12, BLBL16]. Il est prouvé que pour S et T grand il y a bien convergence
de 7//()E1T)’S vers 7//0(1). Nous nous sommes donc ramenés a une bande infinie %A, := (—%,%) xR, \ P, ol P, correspond
aux particules dans la bande de largeur S.

Nous générons les particules dans ce domaine comme écrit dans la section [7.2]

M,S | 1 (1),S _ )
Ay Wy ot T 1Xpe<L #y o7 =0 B

| r,
Conditions Conditions

Périodiqued | ) O
%40 0 ~0 0. 0~0
- "o OO o0 O
)2 -S/2 S/2

N S

Périodiques

Pour finir, nous bornons le domaine dans la direction y, avec un opérateur de Dirichlet-to-Neumann du probléme
de Laplace dans la bande tronquée sur une frontiére fictive en {y, =1}, ,

27[ 1 2imn
ms _ _en ,s _ _ ALy )S - »n
aJ’zyyu),O,T S an€:Z|m|(7l/w’0’T, (pm)LZ(Zﬁ) (Pm(yl) A Ww,O,T ’ avec q)m(J/l) \/§e s . (8)
DEN : 3y, W 03+ AL )5 =0
) 5
WS, 1408 _ y
By W1t #0071 =0 B0
r_ T,
65920 FEOL0 %
y2| ~S/2 S/2
N S
N
Il est nécessaire de tronquer la série Z , avec N > 0, et de considérer suffisamment de termes pour résoudre
m=—-N
la fonction profil. Pour cela, nous nous fixons un seuil e; et choisissons N tel que
—2Nm(L . In(e;) S
o 2N: s(L H) <e ie ( 1) (9)

2n(L-H)

Nous obtenons alors la fonction profil a I'aide d'une méthode éléments finis comme dans le cas périodique
(chapitre 4).
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Nous tracons différentes réalisations de la fonction profil W( o Pour différents taux de remplissages. Pour les
Figures[7.19] et [7.20, nous avons considéré p=0.1, 8nin = 10‘6, hL =10, S=100, L—30 et H=15. Pour les Figures
|7.21 et [7.22, nous avons considéré p =0.4, 8,in = 10°%, h; =10, S=100,L—30 et H=15.

Figure 7.21 — Fonction profil 71/(1)T avec perr =0.41 Figure 7.22 — Fonction profil 7//0518 avec perr =0.41

Nous observons bien que la fonction tend vers une constante quand y, devient de plus en plus grand.

7.4.3 Calcul du coefficient du modele effectif
Une fois la fonction profil 7//(1)T calculée, nous pouvons calculer le coefficient apparaissant dans notre modele

effectif.

Nous rappelons la définition du coefficient :

m _ .8 - mS(
G = yzlirE Voot y2) = [E[?//on )]

Par stationnarité et ergodicité, le coefficient donné par I'espérance de la fonction profil régularisée sur X1 peut
s'écrire comme la limite de la moyenne de cette fonction sur un grand segment st {y1 €(-3.3), y2= } Ainsi

1)
]é# W10

LS

(1) S

en approximant WQ%T par 7//(15132 il vient alors

T 1,8 -
G = SETOO 7I/«,L)OT =~ E

Notons que ceci est cohérent avec la représentation modale de W, 01 y2) pour y2 > L. En effet, pour y» > L, nous

avons

W(nRs(y ¥) = Z (W(I)RS (Pm)

2(z#)
meZ ey

2|m|7[ m),s
exp (_ T (yz_L))(bm(J’l) ygjoo st ngTdJﬁ
Il est alors possible d'utiliser I'une des deux méthodes suivantes pour obtenir le coefficient numériquement :
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e 1°¢ méthode : nous considérons une trés grande boite S, un grand T et une réalisation pour calculer le
coefficient.

[ 1),S

% ~][ W01 dn
z#
L,S

o 29™€ méthode : nous utilisons I'approximation de Monte Carlo en considérant S grand, T grand et M réalisa-
tions indépendantes et identiquement distribuées.

1 M
1 L = 1,8
9 & 3L f# Vo1 dn
m=1 JZ[¢

Nous vérifions la convergence du coefficient calculé pour les deux méthodes précédentes en utilisant y=1 et
p=04.

o Une réalisation sur une boite de taille S de plus en plus grande

2,4
2,2 =
W”V'\
2 L |
1,8 ‘

| |
1000 2000 3000
S

o Algorithme de Monte Carlo pour plusieurs réalisations.

2,2
2,15
@
¢
2,1
2,05 - *
2 | | |
500 1000 1500 2000
S
-e- M=100 intervalle de confiance
-e- M=500 intervalle de confiance
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7.4.4 Validation qualitative

Nous sommes désormais en mesure de simuler le modele effectif. Nous allons maintenant le valider numérique-
ment.

Nous pouvons commencer par faire une validation qualitative, en tracant d'une part, la partie réelle du champ
diffracté pour une solution de référence sur une grande boite de taille T = 2000 avec des conditions k;T quasi-
périodique sur les bords latéraux et un opérateur de Dirichlet-to-Neumann sur une frontiere fictive en {x, = €L} avec
L =20 (Figure . Cette solution est obtenue a I'aide d'une méthode éléments finis. D'autre part, nous tracons la
partie réelle du champ diffracté pour la solution du modele effectif v§ au dessus de Z¢y avec la formule analytique
pour des coefficients qui ont convergé, par exemple pour une boite de taille S =1500 (Figure .

Pour les Figures et [7.24], nous considérons un taux de remplissage p = 0.4, une couche de taille ht, =10,
des particules de taille € = 10™*m, une longueur d’onde de 15cm (fréquence de 2GHz), y=1+1i, 0 =7/4, H=13 et
L =30. Nous avons effectué un zoom sur une partie de la solution.

Figure 7.23 — Solution de référence uf Figure 7.24 — Solution approchée v;

En comparant la solution de référence et le modele effectif, nous avons I'impression visuellement d’avoir construit
une bonne approximation.

7.4.5 Validation quantitative

Nous pouvons aussi faire une validation quantitative, en comparant le coefficient de réflexion obtenu avec la
solution dite de référence donné par au coefficient de réflexion de |'approximation 2 donné par @ pour un
coefficient qui a convergé. Nous tracons I'erreur sur les coefficients de réflexion en fonction de €.

E\\\\H\ T T T T T T T E
1075
el |
wkN 10 E E
| I 1
S 1077 E
= g 1
107 1 A2 E
1070 :
Bl Ll IR RN -

1076 107° 1074

€

Figure 7.25 — Erreur pour le modele 2 par rapport a € pour un coefficient c(()l) convergé.

191



CHAPITRE 7. METHODES NUMERIQUES ET RESULTATS

L'erreur semble, comme dans le cas périodique, converger a I'ordre 2.

7.5 Calcul numérique du modele effectif pour une condition de Neumann

Dans cette section, nous nous intéressons a la méthode du calcul numérique de notre modele effectif (108)
proposé dans le chapitre 6 et a la détermination du coefficient de réflexion associé dans le cas d'une condition de
Neumann sur les particules.

7.5.1 Algorithme
Etape 1 : Nous commencgons par calculer une approximation des fonctions profils %g}n et %(f)l)lT en tronquant le
domaine de résolution et en prenant T =¢72.

Etape 2 : Aprés avoir obtenu les fonctions profils %U(J 1 et %S)IT , hous calculons une approximation des constantes

D
—<cbPr 2 - 0,
a(()z), aiz) et aéz) données dans le chapitre 6 par (]103D,(]104D et (]105D.

Etape 3 : Une fois les coefficients obtenus, nous pouvons calculer le coefficient de réflexion associé en x, = €H,
pour différents €, ki, ko, Y et k :

] ] (2) . (2) @k
e ik, — (iky—ek*ay’) + eki(ikay” —a,”™) et o
2 ik + (iky —ek2a®) — eky(ika? —a®")

Etape 4 : Il est possible de construire la solution du modele effectif au dessus de Z¢yy a I'aide d'une expression

analytique
US — elk1x1 elngg + rg elk1x1 e—lkg(Xz—EH) ] (11)

7.5.2 Calcul des fonctions profils %)} ; et %), ,

Dans le chapitre précédent, nous avons défini deux fonctions profils JZ/(E)DOT et %&)I)IT solutions de problemes de
type Laplace dans un domaine infini : soit L>H

Dy = Xy %y =0 dans Z\3w, Dyt = X % =0 dans Z\3w,
—Gyﬂlg,z)yT -1 sur X, —ayﬂ/g’m:o sur X,
X VYOZZ(E)%'T n=0 sur 0%,, { Vy%é)l_)” n=-ny sur 0%,,
] =0 & [-onalyl, =1, ] =0 e [-nay] =0,
[%&%T] =0 et [_aJ’z%g}),T] 0; [%(E)l)lT]L 0 et [ a)’l%(g)l)lT] 0

Comme pour le cas Dirichlet, en pratique pour résoudre numériquement ces fonctions, nous tronquons le do-

maine dans la direction y; sur (—%,%) et nous prescrivons des conditions de périodicité sur les bords latéraux I'_ et

I';. Nous nous sommes donc ramenés a une bande infini %,,.

Nous générons alors les particules dans ce domaine suivant la méthode décrite dans la section
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Pour finir, nous bornons le domaine dans la direction y, avec un opérateur de Dirichlet-to-Neumann sur une
frontiere fictive en {y» =L}, pour i ={0,1}, comme dans le cas Dirichlet

o

1

8, 2VS = _Alg/VS
2

w,i,T

w,i,T °

DEN : 8,25 + NS =0

w,i,T w,i, T
= 2
—Dy UG+ UG =0 B,
I Ty
O O
h
10§90 HBEOLD O
-S/2 S/2
S

N

Nous tronquons la série Z , avec N >0, en considérant le méme critere que dans le cas Dirichlet.

m=—

N

Nous obtenons alors les fonctions profils a I'aide d'une méthode éléments finis comme dans le cas périodique

(chapitre 4).

Nous tracons différentes réalisations des fonctions profils Uy o1 o T

Pour les figures
Pour les figures

Figure 7.26 —

7.26

7.27,

7.28

et

WS ot 975 pour différents taux de remplissages.

7.29[ nous considérons p=0.1, 8,,;, = 1078, hy =10, S=100, L=30 et H=15.

7.30

7.31,

7.32

et

7.33|, nous considéronsp = 0.4, 8,,;, =105, hy =10, S=100, L=30 et H=15.

1,8
%u),O,T

pour p=0.1

Figure 7.27

_g,M),S
%m,l,T

pour p=0.1
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Figure 7.28 - %(1) o Pour p=0.1 Figure 7.29 — %(1) Lt pour p=0.1

Figure 7.30 - %(1) ox Pour p=0.4 Figure 7.31 — %(1) T pour p=0.4

AN e |
.... [ ] ... . ... . »

Figure 7.32 — %(1 T pour p=0.4 Figure 7.33 — %S)IST pour p=0.4

7.5.3 Calcul des coefficients du modele effectif

Une fois les fonctions profils %(IOT et %(11  calculées, nous pouvons calculer une approximation des coefficients
de notre modele effectif.

De méme que dans le cas Dirichlet, nous pouvons approximé les coefficients de notre modele effectif de la facon

suivante :
k2/D / 1g, dy — iky ][ w5 (v, 0)dy |
S

T 2 (l)S .

a(()z) ~ lim E

S—+o0
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(2)
a;

u

lim E
S—+o0

—iky ][ @/ml)lsi(yl,O)dyl—/ %(E)I,O,Tn dy)]
02,N0gs x [, hy,+0]

lim (—lkY][ x> (1,0 dJ/l_/ UL m dY) ;
S—+00 Z# w1, T 022,Ns x [, hy,+8] @01

u

H
af) ~ Slim E / / ﬂ@wdy—/ OZZ(IITn dy
—+00 OsJ0 022, s x[8,hy +8]
H
~ lim / / oo%dy—/ %(11Tn dy)
S—+oo 5t \JDs Jo 3,05 x[8, . +)

ol Zg,s ={ne (—%,%), y2 =0}

Comme dans le cas Dirichlet, il est alors possible d'utiliser I'une des deux méthodes suivantes pour obtenir les
coefficients :

o 1°7¢ méthode : nous considérons une tres grande boite S, un grand T et une réalisation pour calculer les
coefficients dans ce cas.

@)
a

i

k2|%wos’—ikY/ Uy A1

O,S

1
(2) ~ | 0,S _ 10,S .
a” = 5 zky/ U, AN / Uy, ormdy| ;
ZO,S 69’(,, ﬂDS X [6,hL+5]
1
@ . X | ‘ / 1,8
a,” = 17 /4 ny dy
2 0,S
S 0@, nOsx(B,+8] T

ol P/BUPJIOS—( 2,i)x(O H)\2,.

e 2°™€ méthode : nous utilisons I'approximation de Monte Carlo en considérant S grand, T grand et M réalisa-
tions indépendantes et identiquement distribuées.

Q
S
u
n|+—

1 M

kz)@mos _lkY/ %wlz)s",l" ] ;

GZ/(IOTn dy

)

/69me3 x[8,hy+6]

H 0,8
)‘%m,O,S’ _/ U, 1t dy]
02,nNUg x [8,h+6

Nous vérifions la convergence des trois coefficients du modele calculés pour les deux méthodes précédentes en
utilisant y=1 et p=0.4.

o Une réalisation sur une boite de taille S de plus en plus grande.
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| | |
1000 2000 3000
S

1077

| | |
1000 2000 3000

S

o Algorithme de Monte Carlo pour plusieurs réalisations.

2)
10% “o

—-1,2¢

-1,4

| | |
500 1000 1500 2000
S

| | |
500 1000 1500 2000
S

- o~ moyenne/intervalle de confiance (M=100)
- o- moyenne/intervalle de confiance (M=500)

- o~ moyenne/intervalle de confiance (M=100)
- o- moyenne/intervalle de confiance (M=500)
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5,8 ‘

| | |
500 1000 1500 2000
S

- @~ moyenne/intervalle de confiance (M=100)
- e moyenne/intervalle de confiance (M=500)

Pour une réalisation sur une boite de plus en plus grande les coefficients convergent pour une taille de boite
d’environ S = 2000. Pour la méthode de Monte Carlo la convergence est détectée pour une boite plus petite :
pour une boite d'environ S =1250. |l sera donc intéressant de jouer sur la taille de la boite S et sur le nombre de
réalisations M pour accélérer les convergences.

7.5.4 \Validation qualitative

Nous sommes désormais en mesure de simuler le modéle effectif. Nous allons maintenant le valider numérique-
ment.

Nous pouvons commencer par faire une validation qualitative, en tracant d'une part, la partie réelle du champ
diffracté pour une solution de référence sur une grande boite de taille T = 2000 avec des conditions k;T quasi-
périodique sur les bords latéraux et un opérateur de Dirichlet-to-Neumann sur une frontiere fictive en {x, = €L} avec
L =20 (Figure . Cette solution est obtenue a I'aide d'une méthode éléments finis. D’autre part, nous tracons la
partie réelle du champ diffracté pour la solution du modele effectif v5 au dessus de Xy avec la formule analytique
pour des coefficients qui ont convergé, par exemple pour une boite de taille S = 1500 (Figure [7.35).

Pour les Figures et , nous considérons un taux de remplissage p = 0.4, une couche de taille ht, =10,
des particules de taille ¢ = 107*m, une longueur d'onde de 15cm (fréquence de 2GHz), y=1+i, 06 =7/3, H=13 et
L =20. Nous avons effectué un zoom sur une partie de la solution.

real_part_term_u
58e01 04 02 0 02 04 5801
|

real_part_term_u
58e-01 -04 02 0 02 04 5801

"
. T T

i

Figure 7.34 — Solution de référence uf; | Figure 7.35 — Solution approchée v ,

En comparant la solution de référence et le modele effectif, nous avons I'impression visuellement d’avoir construit
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une bonne approximation.

7.5.5 Validation quantitative

Nous pouvons aussi faire une validation quantitative, en comparant le coefficient de réflexion obtenu avec la
solution dite de référence donné par au coefficient de réflexion de I'approximation 2 donné par ((10)), pour des
coefficients qui ont convergés. Nous tracons |'erreur sur les coefficients de réflexion en fonction de €.

10*3 FTTTTT T T T T T T T T T
N =5 n
= 10
|
[
2
~ -7 = -
= 10 i )
1
10_9 Ll Lol Lol Lol
10" 10°% 10° 10
€

Figure 7.36 — Erreur pour le modeéle effectif 2

La encore la convergence est d'ordre 2.

7.6 Réduction de I'erreur de résonance

Nous reprenons le calcul des coefficients du modele effectif dans le cas d'une condition de Neumann sur les

particules.

Pour réduire I'erreur introduite par les conditions périodiques sur les bords latéraux du domaine de calcul, il est
possible de calculer les profils sur des domaines de taille S et calculer les constantes en introduisant une fonction
masque p pour le calcul des intégrales. Nous calculons alors les intégrales sur un domaine de taille S,,, <S [Glo12].
Dans les figures [7.37} [7.38] et [7.39], nous regardons les coefficients en utilisant les fonctions masques suivantes :

e Les courbes en bleu correspondent aux résultats sans fonction masque.
o Les courbes en rouge correspondent aux résultats obtenus avec la fonction masque troncature : nous prenons

x=3,

X . S< <S
=120 PR
0 sinon
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o Les courbes en verte correspondent aux résultats obtenus a I'aide de la fonction masque avec x=3 :

1
x 2 _ 42 ) S S
L= ﬁe (S/x) N si —;Sy15;,
0 sinon
o Les courbes en correspondent aux résultats obtenus a |'aide de la fonction masque avec x=3 :
0 i < S
Si <—,
N P
3 N 3x i S < S
—_— — I - — < < —— ,
2 2S5 n X n 3x
3x )1 . S = S
=— Si ——<y <—,
=7 3x 1S 3y
3 3x < — S
— — — I — < < — ,
2 257! 3x S
0 st —=n
(2) 2)
a a
104 0 1075 !
T T T T
_1 — 2 [ |
Pr=——Pr=m@rrary
1 '/
-14 | Y/ i
| | | ’ | | |
500 1000 1500 2000 500 1000 1500 2000
S S
- - moyenne intervalle de confiance - #- moyenne intervalle de confiance
- - moyenne intervalle de confiance - - moyenne intervalle de confiance
- - moyenne intervalle de confiance - - moyenne intervalle de confiance
moyenne intervalle de confiance moyenne intervalle de confiance

Figure 7.37 — Coefficient a(()z) avec une fonction masque Figure 7.38 — Coefficient agz) avec une fonction masque

Nous obtenons la méme convergence pour toutes les fonctions masques.
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(2)
a,

5,8 ‘

52 F N
5 | | |
500 1000 1500 2000
S

- @- moyenne intervalle de confiance
- - moyenne intervalle de confiance
- - moyenne intervalle de confiance
moyenne intervalle de confiance

@)

Figure 7.39 — Coefficient a;” avec une fonction masque

7.7 Technique de réduction de variance

Nous reprenons le calcul des coefficients du modele effectif dans le cas d'une condition de Neumann sur les
particules.

Pour accélérer la convergence, nous pouvons essayer des techniques de réduction de variance comme celle de la
variable antithétique décrite dans [BLBL16].

Dans notre cas, nous essayons la méthode suivante : nous considérons 1000 réalisations au départ. Puis pour
réaliser la réduction de variance, dans les figures [7.40] [7.41] et [7.42] a chaque tirage, nous gardons la répartition
seulement si le nombre de particules szt calculé est compris entre 0.95v et 1.05v. En bleu , nous avons les résul-
tats (moyenne et intervalle de confiance) pour 1000 réalisations et en rouge , nous avons les résultats (moyenne et
intervalle de confiance) obtenus a I'aide de la méthode de réduction de variance considérée.

Dans les figures [7.43, [7.44] et [7.45] cette fois-ci nous gardons la répartition seulement si le nombre de particules
NP calculé est compris entre 0.98v et 1.02v. En vert , nous avons les résultats (moyenne et intervalle de confiance)
obtenus a I'aide de la méthode de réduction de variance considérée.

La réduction de variance ne change pas l'intervalle de confiance. Il faudrait trouver une autre facon de procéder.
Nous avons aussi essayé la méthode : pour une réalisation donnée, nous créons une autre répartition en bougeant
d'une certaine distance les particules mais cela n'aboutit pas non plus.

Remarque 27. Il faudrait comparer 1000 réalisations tirées aléatoirement avec 1000 réalisations de bonne qualité
(par exemple les 1000 meilleures parmi un tirage de 10° réalisations; pour ces 10° réalisations, on ne résout aucune
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Qg——0—— 90— 00—

~14| 1 it |
| | | | | |
500 1000 1500 2000 500 1000 1500 2000
S S
- - moyenne intervalle de confiance - - moyenne intervalle de confiance
- - moyenne intervalle de confiance - - moyenne intervalle de confiance

Figure 7.40 — Coefficient a(()z) avec réduction variance 1 Figure 7.41 — Coefficient aiz) avec réduction variance 1

(2)
a,

5,8 ‘

5,6 - 8

5 | | |
500 1000 1500 2000
S
- - Moyenne intervalle de confiance
- - moyenne intervalle de confiance

Figure 7.42 — Coefficient a;z) avec réduction variance 1

EDP, on les génére et on calcule juste la fraction volumique).
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(2) (2)
a a
-10% 0 1075 1
T T
_1 - — 1 [ _
0 O O O O O
~14 | . i |
| | | | | |
500 1000 1500 2000 500 1000 1500 2000
S S
- - moyenne intervalle de confiance - - moyenne intervalle de confiance
- - moyenne intervalle de confiance - - moyenne intervalle de confiance

Figure 7.43 — Coefficient a(()z) avec réduction variance 2 Figure 7.44 — Coefficient aiz) avec réduction variance 2

(2)
a,

5,8 T

5,6 - 8

5 | | |
500 1000 1500 2000
S
- - moyenne intervalle de confiance
- - moyenne intervalle de confiance

Figure 7.45 — Coefficient aéz) avec réduction variance 2

7.8 Evolution du coefficient de réflexion dans le cas d’une condition de Neu-
mann

Dans les sections précédentes, nous avons construit et validé notre modeéle. Nous allons maintenant, comme
dans le chapitre 4, regarder |'évolution du coefficient de réflexion quand nous considérons une condition de Neumann
sur les particules. Nous souhaitons mettre en évidence le passage d'une couche transparente (coefficient de réflexion
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qui est égal a 0) a une structure conductrice (coefficient de réflexion qui vaut 1) par la présence de beaucoup de
particules.

Dans un premier temps, nous comparons a taux de remplissage équivalent le cas périodique et le cas stationnaire
ergodique. Puis nous regardons |'impact de I'épaisseur de la couche sur le coefficient de réflexion.

7.8.1 Comparaison avec le périodique

Nous pouvons, comparer une distribution périodique et une distribution aléatoire stationnaire et ergodique a
taux de remplissage équivalent. Nous considérons dans les deux cas des particules de taille € =10™*m, y =1 et nous
nous placons en incidence normale avec 6 =0.

Nous nous placons dans le cas ol le taux de remplissage p = 0.39 et la hauteur de la couche hy, = 10. Nous
considérons, d'une part, une répartition en quinconce avec 8 = 0.5 et 4 couches. D’autre part, nous considérons une

répartition aléatoire dans une boite de taille T =3000 et une distance minimale &,,;, = 1075 entre les particules.

Nous tragons dans les deux cas, I'évolution du coefficient de réflexion en fonction de la longueur d’'onde A.

0,3+ -
0,3 |- .
E 0’2 | | E 0.2
< <
wkN WKN
01} i 01} |
| | | | | |
5 10 15 5 10 15
A (cm) A (cm)
Figure 7.46 — Evolution du coefficient de réflexion en Figure 7.47 — Evolution du coefficient de réflexion en
fonction de la longueur d’onde pour une répartition en fonction de la longueur d'onde pour une répartition sta-
quinconce tionnaire ergodique

Nous remarquons que, a taux de remplissage équivalent, les deux répartitions sont comparables.

7.8.2 Impact de I'épaisseur de la couche

Nous regardons |'impact de I'épaisseur de la couche hy. Pour cela, nous tracons I'évolution du coefficient de
réflexion en fonction de la taille de la couche hy, pour une longueur d'onde A = 15cm (une fréquence de 2GHz),
des particules de taille € = 107*m, une boite de taille T = 3000, y=1 et 8 =0. Nous avons considéré un taux de
remplissage p = 0.4 et une distance minimale entre les particules &,,;, =107¢ m.
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20 40 60 80
taille de la couche Ay,

Figure 7.48 — Evolution du coefficient de réflexion en fonction de Ay,

Nous observons une augmentation du coefficient de réflexion mais pour observer la transition d'un coefficient
de réflexion égal a 0 a un coefficient de 1, il faudrait considérer une trés grosse couche ce qui ne correspond pas
forcément a la physique considérée.

7.8.3 Suppression de la contrainte de distance minimale

Méme si la justification n'est plus possible, nous allons ici supprimer la contrainte de distance minimale entre
les particules. L'apparition d'amas est alors autorisé.

Voici deux exemples de ce type de milieu.

L

3
08 2
06
30801

Figure 7.49 — Exemple d’amas 1 Figure 7.50 — Exemple d'amas 2
Dans la figure[7.51, nous tracons I'évolution du coefficient de réflexion pour la solution de référence en fonction
du taux de remplissage. Le taux de remplissage est obtenu a I'aide de la formule

3 Aire des amas
Peff = Aire de la bande

Nous considérons une longueur d'onde de 15cm (fréquence de 2GHz), y =1, 6 =0, des particules de taille e = 107%m,
une boite de taille T =100 m et la hauteur de la couche €hy =10e m.

Nous obtenons la transition d'une structure transparente vers une structure conductrice.
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—= 06 % |
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A~ 0,4 .
0.2 ° 'Y |
o
0 | —oue caenenew @® .'\'. ! !
0,2 0,4 0,6 0,8

Perf
Figure 7.51 — Evolution du coefficient de réflexion en fonction de Pefr pour des amas

Notons que pour que le modeéle soit applicable, les amas doivent étre beaucoup plus petit que la longueur d'onde
A

Dans la figure[7.52] nous tragons alors I'erreur sur le coefficient de réflexion entre la solution de référence et notre
modele, pour une répartition, en fonction de la longueur d'onde. Pour réaliser cette courbe, nous considérons une
boite de taille T =100, une taille de couche Ay, =10, un taux de remplissage p.f f = 0.80475. Dans cette simulation,
la taille de I'amas le plus grand est de 0.83cm.

107!

ef fl|

€
2

||rref|_|r
T T T T
Lol

Py
@ —0

|
0 500 1,0001,5002,0002,500 3,000

longueur d'onde A (en cm)

Figure 7.52 — Erreur sur le coefficient de réflexion en fonction de la longueur d'onde

Comme dans ce cas le plus gros amas est de taille 0.83cm de long, plus la longueur d’'onde va augmenter, plus
le modele sera précis.
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Troisieme partie

Cas tri-dimensionnel d’une répartition
périodique des particules
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Chapitre 8

Présentation du modele
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8.1 GEOMELIie] . . . . o v v i ittt e it e et e et e e e e 209
[8.2 Leproblemedediffraction] . ... .......ccuuouuueunnnn 3 § |
[8.3 Condition d’onde sortante et opérateur de Dirichlet-to-Neumann|. . . . . . ... ............214
[8.3.1 Décomposition modale et opérateur DtN . . . . . . . .. ... ... .. ... 217
[8.3.2 Application anotre probleéme]. . . . . . . . . . ... 220

Dans cette partie, nous nous intéressons au probleme 3D avec une onde plane incidente et ol la couche de
particules est périodique.

Dans ce chapitre, nous commenc¢ons par présenter la géométrie que I'on considére et nous introduisons le
probleme de diffraction par une couche périodique formée de nanoparticules de taille supposée petite, notée e,
devant la longueur d'onde quand I'onde incidente est une onde plane. Comme pour I'équation de Helmholtz traitée
dans le chapitre 2, il est alors possible de réécrire le probleme dans une cellule de périodicité, qui est ici une demi-
bande, avec des conditions de quasi-périodicité sur les bords. Il est également possible de restreindre le probleme a
un domaine borné en utilisant une condition transparente qui correspond a la condition de rayonnement a distance
finie. Nous faisons référence a un certain nombre de travaux qui établissent le caractere bien posé de ce probleme.
Nous faisons ensuite la conjecture que la constante de stabilité est indépendante de la taille des particules.

8.1 Géométrie

Nous considérons le plan infini, noté X¢:= {x1 ER, x2€ER, x3= 0}, recouvert d'une couche mince de particules.

Commencons par décrire les particules. Nous supposons qu'une particule est un ouvert borné connexe @ de

rayon rg normalisé a 1 ol rg est défini par 7 := — sup |x— y|. Notons que s correspond a la définition classique
X,y€0
du rayon quand @ est une sphere.

Soit (V) mez les centres des particules tels que Ym # m/, d(O+y,,, G+y,,) > & ol 6 est la distance minimale entre
y p q y y

les particules ; cette distance est supposée & > 0. Nous supposons que |'ensemble des particules 22 c R? x (§,d +8), ol
d est la taille de la couche. Par conséquent, |I'ensemble des particules est inclus dans une couche infinie d'épaisseur
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d. De plus, & est supposé dans cette partie T;—périodique dans la direction y; et To—périodique dans la direction
Y2

V1,2, 3) €L = (y1+T1,)2+ T2, 13) €22 .

| I e U . . . . O. . U
I I
I !
s
I

 o3833838%8°

V3

N

Nous notons & := 22N (0,T;) x (0,T2) x (8,d + 8) une période de I'ensemble. Nous avons évidemment

P = U (:@#+T1M1§1+T2Wl252) .

(my,my)€Z?

Soit € la taille réelle des particules. L'ensemble des particules a I'échelle € est noté 2% :=e2P.
On introduit le domaine 2 :=R% xR, \ P et 2% :=R% x R, \ PE.

Une période de 9, est notée B :=(0,T;) x (0,T) x R, \ P, avec Zg :={y1€(0,T1), y2€(0,T2), y3 =0} et on note
les bords latéraux du domaine :

I'+={n=T1, y2€(0,T2), 3R} et T7_={y1=0, y2€(0,T2), y3€R;}
Iy ={y1€0,Ty), y2=To, y3€eR,} et I, ={y1€(0,T1), y2=0, y3€R,;}.

Quant au domaine remis a I'échelle €, une période sera notée 2B°% := (0,eT;) x (0,eT,) x R, \5; avec X :={x; €
(0,€Ty), x2€(0,€T2), x3 =0} et les bords latéraux

Il ={x =Ty, x2€(0,eT2), ;3€R} et T]_={x1=0, x2€(0,eT2), x3 € R}

I3, ={x1€(0,eTy), y2=¢€To, x3€Ry} et T5_ ={x1€(0,eTy), x2=0, x3€R,} .
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8.2 Le probleme de diffraction

Equations de Maxwell

On note x = (x1, X2, x3) un point du domaine. Le milieu est éclairé par une source harmonique qui génére des
champs électromagnétiques, notés E;,(X) et Hj,(X), appelés champs incidents. Ces champs incidents vérifient les
équations de Maxwell en I'absence de particules

rot H;, — ikEj,, =0 dans R®
rot Ejc+ikHjpe=0 dans R3
divE;,, ;=0 dans R3
div H;,0 =0 dans R®

et sont donnés par

. k. .
Eipnc(x) = elineX g ot H;,.(x) =€&x 'I:C o' Kinex (2)

N A oA 2
dont le vecteur d'onde s'écrit Kipe = k(sinecosq), sinBsin, cosB) = (ky, ko2, k3) = k(ki, ko, k3) avec k = TT[ et k% =

kf + kg + k§. 0 € R correspond a I'angle d’incidence et ¢ I'angle azimutal repérant le plan d'incidence par rapport a
I'axe x;.

I " oA . . .k .
En polarisation TM, & est défini par & = (cos6 cos, cosOsing, —sinB) et nous avons & x % = (sing,—cos,0).
. . A fps A (s . Kinc _ . .
En polarisation TE, & est défini par & = (sin, — cos¢,0) et nous avons &x —~ - (—cosBcosp,—cosOsine,sinb).
Dans la suite, nous nous intéressons a la solution des équations de Maxwell harmonique en temps E(x)e!®? et
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HE(x)e!®? ol Ef(x) et HE(X) sont solutions des équations de Maxwell (H® =ngH® avec ng I'impédance relative)

rot H* —ikE* = f dans 2°
rot E°+ikH*=0 dans 2°
divE*=0 dans 2°
divH*=0 dans 9°

(3)

avec f € L?(2¢) est une fonction source donnée dont le support est éloigné de la couche de particules et div f =0.
Ef est dit champ total et se décompose E° = E;pc +E; ol Ef, est le champ diffracté par les particules et le plan X
en présence de |'onde incidente E;;.. De méme, HE est dit champ total et se décompose Hf = H,-nc+Hfi ol Hfi est
le champ diffracté par les particules et le plan Z( en présence de I'onde incidente H; ;.

Explicitons maintenant les conditions aux bords.

Condition de frontiére d’'impédance sur %
Sur le bord Xy, nous considérons une condition de Leontovitch standard
(63 xE* (X)) x&3=Z é3xH*(x) sur X, (4)

Z(l)
0 z@
Re(Z?) > 0.

ol Z = ( ) désigne la matrice d'impédance associée a la surface avec (Z,Z?) e C, Ze(ZM) > 0 et

Nous notons dans la suite E (x) = (é3 x E*(x)) x &s.

Condition de conducteur parfait sur les particules &¢
A la frontiére des particules 027¢, nous considérons des conditions de frontiéres parfaitement conductrices
nxEfx) =0 sur Q3PFF (5)
ou 71 désigne le vecteur normal a la frontiere 022¢ extérieur a3 2¢. Nous déduisons [ACL18]|

n-H°'x) = 0 sur 0&° (6)

Condition de rayonnement ou condition d’onde sortante

Le probléme doit étre complété d'une condition de rayonnement appropriée pour assurer le caractére bien posé
du probléme. Sans celle-ci, il est impossible de faire la différence entre une onde qui vient de l'infini (onde entrante)
et une onde qui va vers I'infini (onde sortante). Ici, I'onde diffractée (E‘;,H“;) avec E; := E° —E;,. et HS := H*~H;;
par notre structure doit se comporter comme une onde sortante et doit étre bornée en x3. C'est cette condition qui
I'assure.

Pour un objet fini dans R3, cette condition de rayonnement s'appelle condition de Silver-Miiller. Dans notre
cas, la définition d'une telle condition n’est pas simple pour plusieurs raisons : la premiére est que la solution ne se
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comporte pas de la méme facon dans la direction de la couche et dans la direction orthogonale. La deuxieme est
que I'onde incidente n'est évidemment pas L? dans la direction de la couche, I'onde diffractée ne le sera pas non
plus. Ceci rend I'expression de la condition de rayonnement a I'aide d'une transformée de Fourier plus délicate.

Dans le cas ou I'onde incidente est plane et la couche périodique, il est souvent admis que I'onde diffractée
ES (resp. H)) est (kieT1, k2€T2) quasi-périodique dans la direction de la couche (c'est-a-dire e"'klxlEfi(x) est €T
périodique et e‘ikzxZE‘;(x) est €Ty périodique, voir Définition comme l'est I'onde incidente. Il suffit ensuite d'im-
poser une condition de rayonnement dans une bande, ce qui est plus simple [Bao97, lJLL*22, [Dob94| /Abb93, [Kim17].

Nous admettons dans cette partie que le champ diffracté est (k1€Ty, k2€T2) quasi-périodique. La condition
d'onde sortante est explicitée dans la suite.

~— Définition 99 )

Une fonction u est dite (k1€T;, k2€T,) quasi-périodique si u est k€T quasi-périodique par rapport a
X1 : V(x1, %2, x3) € D°

u(x +€Tp, X0, x3) = eMu(xy, xp, x3)
~ (7)
ik,eT, d

Ox,u(x; +€Ty,x2,x3) = e xu(x1, X2, x3)
et u est k»eT» quasi-périodique par rapport a xp : V(x1, X2, x3) € D°

i koeT, .
u(xy, x2 +€T2,x3) = e 2u(xy, x2,x3) ; ®)

Ox,u(xy, x2 +€To,x3) = elkZETzalel(xl,xzyxg) .

\.

~ Conjecture 2 \

L'onde plane incidente E;j,. étant (kj€Ty, koeT2) quasi-périodique, le champ diffracté Efi est
(k1€Ty, koeT2) quasi-périodique.

Probleme de diffraction

Le probleme de diffraction s'écrit finalement :

rot H* —ikEf = f dans 92°,

rot E¥+ikH*=0 dans 92°,
divE*=0 dans 92°,
divH*=0 dans 92°,

$ nxE*=0 sur 02°, (PEHY)
n-HE=0 sur 09°°,

(3 xEf)xé3=Z & xH" sur %,

Ef —E;,. est une onde sortante ,

H® -H;,. est une onde sortante .
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Cette formulation au premier ordre n'est pas toujours adaptée a I'analyse. Nous introduisons la formulation
équivalente au second ordre en champ électrique E*®

rot rot EE— K’ES = f  dans 2F,
divE°*=0 dans 92°,
{ nxEf=0 sur 032, : (PE%)

—&3 xrot Ef = ikz™! (@3 xEf)x 83 sur X

Ef —E,;,. est sortant

Einc

rot H* —ikE® = f
rot EE+ikH¢ =0

QPPPPPPPPPQP k-0 ‘
v 0990090001, MY
X1 = (63 xEf) x 83 =Z (& x H?) sur X

8.3 Condition d’onde sortante et opérateur de Dirichlet-to-Neumann

Nous allons dans cette section rendre plus explicite la notion d’onde sortante pour notre probleme. Commengons
par introduire quelques notations.

Par quasi-périodicité, nous pouvons nous ramener a un probléme posé dans la bande
B = (0,€T1) x (0,€T2) x Ry \ FE .
Nous introduisons une frontiere fictive située au dessus de la couche de particules notée
Zer = {(x1,%2,x3) tel que x3€ (0,eTy), xp€ (0,eTp) et x3=¢L}, L>(d+8).

et nous notons .
BE- = (0,€T) x (0,€T2) x (0,eL) \ P¢

le domaine situé en dessous de X, avec

0= (x;=0, x,€(0,eT), x3<el} et T0:={x;=¢€Ty, x2€(0,€T2), x3<el},

FZL;() ={x; €(0,eTy), x2=0, x3<€el} et FZYL;O = {x1 €(0,€Ty), xp =€Ty, x3<€l} ;

et
BEL = (0,€T)) x (0,€Ty) x (€L, +00)

214



CHAPITRE 8. PRESENTATION DU MODELE

le domaine situé au dessus de X1, avec
%= (=0, x,€(0,eTy), x3=el} et T™:={x;=¢€Ty, xp€(0,eT2), x3=¢l} ,

%= (x1 € (0,eT1), x2=0, x3=el} et TS :={x;€(0,eTy), x» =Tz, x3=¢l} .

Nous notons dans la suite k = (k1, ko).
Nous introduisons également, pour J € {0,00}
H%(@IEL) = {UEHI(@]&) telle que pour j=1,2, U|Fj~,L+'] =exp (ik;jeT;) U|r?“} ;
H(rot, #") := {Ue1?(%"), rot UeL?(#)};
H(div, ") := {Uel*(#"), div Uel?(#)};

Hy (rot, @fL) = {UEH(rot, QBJEL) telle que pour j=1,2, U|l—‘&]:{1] =exp (ikjeT)) UIFE_?,]};

Hy (div, %fl‘) = {U€H(diV, %f‘L) telle que pour j=1,2, U oL =exp (ikjeT;) Ulrj‘,LiJ};

53

Il est utile pour la suite d'introduire les composantes transverses d'une fonction vectorielle U notée Ur :

U = (U, U?, 09 x = (UL, U%) .

et les notations : . .
Ur=(UY,U®)" et Ur=(U®-uM);

vrU® = (8,,U%,8,,U®)" et v3U® =(8,,U%,-0,,UD)";
Vp-Up=0,,U" +9,,U? ;

ArU® =83 U® +0% U®

roty Up =9,,U? -9,,UuW .
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Nous énoncons maintenant des résultats sur les applications traces des éléments de H(rot) qui peuvent étre
trouvés dans le livre [ACL18|, résultats que nous avons étendus au cadre quasi-périodique.

Nous notons

o yr l'opérateur de trace tangentielle

yr o Hy(#") —L*(%")

f(Z)
f—fx8; = [-fV
0
1/2 _ 1(zel)) -
avec Hl’% = YT (H%(%J )) :
o IIt I'opérateur de trace tangentielle tournée
. 1 ( gzel 2( gpel
mr s Hi(Y) - 1225
f(l)
f— &3 x (fx 53) = f(Z)
0

avec Hﬁ’% =Tt (H%(SBIEL))

De plus H-/2 = (H”%)/ et HL/2 = (H”?)l.
1,k 1,k I,k I,k

Comme les champs ne sont pas H!, il est essentiel de définir

Hﬁ/z(diVT,ZeL) = YT(H§(r°t’93fL))

et

Hlf%/z(rotT,zeL) - HT(H%(rot,QEIEL)) .

Le nom étrange donné a ces espaces vient de la caractérisation suivante

BV {aier o) = {re 2 (s, dive T ez}

et

H;l%/Z(rotT,ZgL) {fe Hl,lféz(ZSL)’ roty fr € Hfl/z(zsL)} '

Dans ces dernieres égalités, comme fe H||

%/Z(ZSL) oufe Hll%/z(ZgL) alors f® =0 et divy f = divy fr et roty f=roty fr.
Nous montrons enfin que ’
~1/2( 45 N S ) !
HII,E (leT,ZSL) = [HJ_,ié (I‘OtT,sz)] .

Nous écrivons dans la suite (-, -)Z le crochet de dualité.
€L
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8.3.1 Décomposition modale et opérateur DtN

H At el € .— RE A H €
Nous nous plagons dans le domaine extérieur 985 et nous notons E, .= E; e Le champ électrique E, &

satisfait les équations
€ 2RE _ eL
rot rot Ed,oo—k Edyoo—O dans %,

divE; =0 dans B 9)

E}  est (kieTy, koeT2) quasi-périodique ;

et Ego0 € Hy (rot, 5L) N Hy (div, ).
. e e I o
En utilisant la quasi-périodicité, nous montrons que EZYOO €H%(QB§O) et Efim satisfait

(10)

—AES -k’E5_ =0 dans B,
E} . est (kieTy, keT2) quasi-périodique .

Nous étendons les résultats obtenus en 2D basés sur la séparation de variables.

Comme E, est (ki€Ty, koeT2) quasi-périodique en (x1,x2), pour presque tout x3, nous pouvons décomposer
E;oo(x) en pseudo-série de Fourier

V(x1, X, x3) € BL 5 By (X)) = Y Umn(x3) @mn(x1,%2) (11)
o
avec
YmnezZ, @mn= ﬁ glOm¥1+iPnxe (12)
ol
am:ZE’TTTml et ﬁn:Z:T’;mz. (13)

(®m,n),, , forment une base orthonormée de L?(Zey).

En injectant formellement I'expression de EZ,OO(X) pour tout (x1,X2,x3) € B dans I'équation —AEZ}OO(X)—
k*ES __(x) =0, nous obtenons

)3

m,ne”z

%;/n,n(x?’) + (kz _Xin,n) %m(x?))] Pmn(x1,x2) = 0;

Xinn = O+ By - (14)

Comme les {;;,n} forment une base orthonormée,
x>, (x)+2 Uy n(x3) = 0 2 =k —y2 our tout myneZ”Z
mn'\X3) T Ym,n @m,n{X3 ’ Ym,n Xm,n » pou u ’ .
Nous distinguons trois situations :
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* Si Y, >0 alors Yo, = m> 0 et %, (x3) est de la forme
%m,n(x3) = Amyne_iYm,nx?) + BmyneiYm,nxS A

Comme Efi,oo est le champ électrique diffracté, il se propage vers les x3 >0. On impose By, , =0 car e!Ymn*
se propage vers les x3 <0. Nous avons donc

%m,n(XB) — Am,ne—lYm,nXS
qui est une fonction oscillante. Dans ce cas, on appelle %, 1 (X3)@m,n (X1, X2) un mode propagatif.
e Si Y%n,n =Kk? _an,n <0, nous posons Yu,n =—il'ym,n avec I'yy p = \/X%n_n —k?>0 et Up,,(x3) est de la forme
%m'n(xs,) — Am’ne_lYm,nXS +Bm’nelYm,nx3 = Am’ne_rm,nxl% +Bm'nerm,nx3 .

Le champ diffracté est supposé borné a I'infini. Comme el 7% est exponentiellement croissant quand x3 tend
vers +oo, on impose B, , =0. Nous obtenons alors

%m,n(x?)) = Am,ne_Ym'"x3 ’

qui est exponentiellement décroissant. Dans ce cas, on appelle %, 1 (X3)Pm,n (X1, X2) un mode évanescent.
e Les fréquences pour lesquelles k? = xfn'n sont appelées fréquences de coupures.

— Hypothese 3 \

A incidence fixée, on exclut les fréquences de coupures. Plus précisément, a (ki, k») fixés,

2nm

5 2 2
kK¢ octki, k),  oclki, k) = \/( mn+k1) +(—+kz) , mynez
£T1 STg

\. J

Nous allons utiliser par la suite la caractérisation des espaces de Sobolev H*(Z¢1), VseR

2

H%(ZEL) = {V telle que ) (1 +an’n)5 |(V"pm,n)L2(zEL) <+o00, Vest (k1€Ty, kreTo) quasi—périodique}

m,ne”Z

ol @, donnée par (12)) est une base orthonormée et X, est donnée par ([14).

—~ Théoreme 100} \
Soit ki, k2 €R et k # 0¢(k1, k2). Soit @€ Hﬁ’z(divT,ZsL), nous définissons
— =Y mn(x3—¢€L)
V(q)) o m,%;iz (q),(pm’n)Lz(ZsL) ¢ (Pm,n(xl:x2) (15)

oll Yp,n est telle que Y%, , = k* X%, , avec Xm,n donnée par (14) et @, est donnée par ((12)). Alors la
série est convergente dans Hi(%’%) et V(@) vérifie également

~AV(®) - k*V(®)=0 dans B,

(16)
=0 sur X .
€L

é; x V() .
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— Définition 101}

VO e Hﬁ’z(div, ZeL), on appelle solution sortante dans H%(?/B;I;, A) de

~AV - k¥*V=0 dans 2L,
é3xV=®d sur X ;

les modes évanescents.

On dit donc qu'une onde est sortante si elle admet la décomposition modale ([15)).

(17)

la fonction V(®) donnée par ([15) ol nous avons gardé uniquement les modes propagatifs "sortants” et

Nous pouvons réinterpréter cette condition maintenant a |'aide d'une condition transparente basée sur un opé-

rateur de Dirichlet-to-Neumann (DtN).

—~ Définition 102}

L'opérateur Ag, dit de Dirichlet-to-Neumann, est défini par

H F2(div, Zer) — Hféz (rot, 1)

I,k

ol i V2(divo, Zer) = {C € Hy V2(div, Zer), divity =0},

Ag: i (18)
© = Ap® = —o-8 xrot V()
oll V(®) est la solution sortante de ([L7)).
,—[Proposition 103}
Pour tout ® € Hﬁ’z(div, ZeL),
1 Oom
A% D = E Z ﬁn ((P(S)»(Pm,n)LZ(ZEL)(Pm,n(xlrxz)_Ym,n(q)T;(Pm,n)Lz(ZEL)(Pm,n(xlyx2)
m,nez 0
L'opérateur A est un opérateur linéaire continu de Hﬁ/z(div,ZEL) dans Hll%/z(rot,sz) et
“1/2( s .
Y0eH 2 (divo, Zer) ,  Im(AgL, Ty =0 (19)
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8.3.2 Application a notre probleme

i
€ 4 € _ RE _ € =z € — ALTFE
Comme E, est supposée sortant, nous avons Ed,oo =E, el —V(Ed @EL) et k ésxrot E; e = AE, .

Soit Eii,o = EZ

. Comme E% _ et E{ _ se raccordent en trace tangentielle et en trace tangentielle du rotation-
@SL d,O d,OO

nel, nous pouvons réécrire le probleme de diffraction dans le domaine borné @SL :

. L . L
EZ}O est solution dans H%(rot,QBS )OH%(dIV,@S ) de

rot rot ES  —k*E5 =0 dans "
divEj =0 dans g

E;, est (kieTy, kzeT2) quasi-périodique

nxE, =-7nixEj, sur 0% (20)

& xrot B  + ikZ_l(Ez,O)T = -8 xr0t Ejpe—ikZ' (Ejnc)p sur Z§

i -
E€3 x rot Eiw +A%(€3 X Eii,o) =0 sur ZgL

+83 xrot Ef + A (&3 x Ef))-—‘ 263 xrot Ej;c + A[.(é:—}}’Einc) sur Zep
/ 7/ |

7’ |

7 7/ |

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

s
s

Ein/cgg /// /,’
rot rot Ef — kZES =0
div E;=0

i %SL FEL,O

it x Ej =0 sur 02

X3 |x-
‘ -

X1
eT,

&3 xrot ES +ikZ ' (E§), =0 sur Zf
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Ce probleme peut également étre réécrit pour le champ total Ef := E° - ou encore Ej = Eed,o +Einc - :
rot rot ES — kK’ES =0 dans 9Bt
divES=0 dans @B-
E; est (ki€Ty, k2€T2) quasi-périodique
) ixE;=0 sur 0% (21)

é;xrot B + ikZ'(Ef), =0 sur X

i R i R
Pk rot E§ + Ay (é3 x Ej) = Pk rot Ejpe + Ap(é3xEBine)  sur Zep

Soit H%O(rot, %SL) = {E € H%(rot, QBSL), nxE=0 sur 6.@;} I’espace des fonctions tests. La forme variationnelle
associée est donnée par :

Trouver Ef € Hy  (rot, B(") ,a°(E§,®) = IS, (@), V ®eHg(rot, %) ; (22)
avec VU, ® € Hy 0(rot, %SL)
a“(U, @) = / rot U rot @dx—kz/ U Odx+ikZ™’ / Ur ®dxidx; +ik (Ag(& < U), @), ; (23)
@SL @SL 28 €L
et o
E, _(®) = —(& xrot Einc, @)y +ik (A (83 x Ei”C)’(DT)zsL ) (24)

Nous pouvons montrer que ce probleme releve de I'alternative de Fredholm. Nous avons besoin d'un résultat
de compacité, or I'injection de H(rot) dans L? n'est pas compacte. Il faut avoir un contrdle de la divergence et de
certaines conditions au bord du domaine. L'idée est d'écrire le probleme dans un espace plus petit qui s'injecte de
maniere compacte dans 1.2, Cette approche est développée dans [Kim17] et dans le rapport de stage de Aurélien
Parigaux. Nous ne répétons pas la preuve ici qui est trées technique.

Nous supposons maintenant que

~ Théoreme 104}

Soit I¥ une forme linéaire continue dans H%O(rot,%SL). Le probleme :
Trouver Ej € Hy o (rot, %85") telle que a®(Ef,®) =15(®) , V@ e Hy ((rot, 2") (25)
releve de I'alternative de Fredholm et il existe une unique solution dans H%O(rot,%SL).

Enfin, il existe des constantes C >0 et gy > 0 indépendantes de ¢ telles que

Ve<eo, IEglu, wony = CIIEII . (26)

\.

J

Il faudrait comme dans la preuve du théoréme [6] appliquer un changement de variables pour écrire explicitement
la dépendance en € et réécrire la preuve technique évoquée ci-dessus pour ce probleme "remis a I'échelle”.

Nous n'avons pas réalisé cette preuve faute de temps. C'est un travail qui reste a faire.
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Chapitre 9

Développement asymptotique
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Tout comme dans la partie 1, dans ce chapitre, nous utilisons une méthode de développement asymptotique
multi-échelle afin de construire des conditions effectives qui vont nous permettre de remplacer la couche de particules.
Le développement fait intervenir des termes de champ proche, qui sont périodiques et supposés tendre vers 0 a
I'infini, et des termes dits de champ lointain. L'étude du caractére bien posé des problemes vérifiés par les termes de
champ proche est plus délicate que dans le cas scalaire. Elle nécessite la description précise du noyau de I'opérateur
différentiel sous-jacent. Celui-ci contient le gradient d'un certain nombre de fonctions profils, solutions de problemes
de type Laplace dans la demi-bande périodique. La condition de Leontovich sur Xy et la présence de particules
rendent la description du noyau non triviale. Le caractére bien posé des problemes de champ proche est montré
dans I'orthogonal du noyau. C'est quand nous imposons que les champs proches doivent tendre vers 0 a I'infini que
nous obtenons des conditions de compatibilité sur les données qui dépendent des traces des champs lointains. Nous
obtenons ainsi des conditions aux limites pour les champs lointains faisant intervenir des opérateurs différentiels
sur le bord et des constantes qui peuvent étre calculées a partir des fonctions du noyau. L'existence des termes de
champ proche et la caractérisation des limites nous donne une condition de compatibilité. Ceci permet de proposer
a partir de ces conditions un modele effectif.
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9.1 Ansatz du développement asymptotique

Dans ce chapitre, nous considérons que les particules sont des ouverts dont la frontiére est connexe et les ouverts
doivent étre topologiquement trivial. Disons que physiquement, les particules sont des spheres.

Nous proposons un développement asymptotique multi-échelle de la solution (E¢,H®) du probleme (PEHS) qui
dépend d'un parameétre noté H dans la suite. En d'autres termes, ce n'est pas un développement que nous propo-
sons mais une famille de développements paramétrés par H > 2(1 +3). Si nécessaire, il est possible de jouer sur ce
paramétre.

Nous introduisons le plan Z¢y :={x; €R, x2 € R, x3 =€H}. Ce plan se situe au dessus des particules.

En dessous du plan Z¢y, autrement dit pour x3 < €H, nous supposons que Ef(x) et H?(x), avec x = (xg, X2, X3),
se développent en fonction de € de la fagon suivante :

H'x) = ) €"Hp (xl,xz;)—() ;
meN € (1)
EE(X) = Z EmEm (xl,xz;)g) .

meN

Ce développement dépend des termes H,, et E,;, dits termes de champ proche, qui vivent proche des particules,

qui dépendent des variables macroscopiques (x1,x2) mais aussi des variables dilatées (3,2, 32) = %.

Au dessus du plan Z¢y, autrement dit pour x3 > €eH, nous supposons que Ef(x) et H*(x) se développent en
fonction de € de la facon suivante :

H' =) e"hu®+ ) e"Hp (xbxz;;) ;

meN meN (2)
E®=) e"en®+ Y €"Ey (xl,xz;)—() )
meN meN €

Ce développement dépend des termes de champ proche E,, et H,, mais il fait aussi intervenir les termes e, et
h,,, dits termes de champ lointain, qui ne dépendent que des variables macroscopiques (xi, X2, X3), qui n'ont pas
de variations a I'échelle des particules et qui représentent le comportement des solutions diffractées E}, et H, loin
des particules. Ces termes de champ lointain ne vivent qu'au dessus de X¢y, c'est-a-dire au dessus des particules,
plus précisément dans R? x (eH, +o0). Ce sont les termes de champ proche qui transferent les caractéristiques des
particules aux termes de champ lointain.

Dans la suite, nous utilisons la convention E_.; =H_; =0.
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Einc

& rot H* —ikEf = f

rot Ef +ikH® =0 X3 >eH

Plus précisément, nous supposons que Ef(x) s'écrit sous la forme :

X
Z e, x) + Z e™E,, [x1; - si x3>eH;
Eg( ) meN meN €
X) =

m X .
Z €"E;, (xT;—) si  x3<eH;
€

meN
ol x1 = (x1,X2) et de méme HE(x) s'écrit sous la forme :

Y e"hp,®+ Y ¢"Hpy, (xT;Z—() si x3>eH;
Hg(x): meN meN

m X .
Ze Hm(xT;E) si x3<eH.

meN

Nous faisons les hypothéses suivantes sur les termes de champ proche E, (x1;y) et Hy, (xT3Y) :

e comme la couche est périodique, les termes de champ proche E, et Hj, sont supposés T;—périodiques
par rapport 3 y; et Tp—périodiques par rapport a y». Il est donc suffisant de les étudier dans R? x & ol

B =1(0,T1) x (0,T2) xRy \ Z?:. On notera dans la suite
B = (0,T1) x (0,T2) x (0,H) \ 022
B = (0,T)) x (0,T5) x (H, +00)
¥ ={y1€(0,T1), y2€(0,T2), y3 =H}
B\t =Bl UBY

Pour tout P =0, nous notons Ziﬁ ={y1€(0,T1), y.€(0,T2), y3=P}.
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Ty

e loin de la couche de particules, les termes de champ lointain sont censés représenter le comportement ma-
croscopique des solutions E® et H®. Nous allons donc supposer que les termes de champ proche E,;(x1;y) et
H,, (xT;y) disparaissent quand y3 tend vers +oco c'est-a-dire

y31—i’lTklooEm(xT;y) =0 et y3li>l£looHM(XT;y) =0 . (5)

L'idée est de supposer qu'un tel développement existe. Nous insérons alors ce développement dans les équations
vérifiées par H® et E° (PEHE]) données dans le chapitre 8 et nous déduisons formellement les équations vérifiées par
les termes de champ proche et les termes de champ lointain.

9.2 équations satisfaites par les termes de champ lointain et les termes de
champ proche

Nous écrivons les équations du probléme données par (PEHS) en supposant que E® est de la forme ((3) et H® est
de la forme ({4)).

9.2.1 Cascade d’équations pour les termes de champ lointain

Loin des particules, les champs sont supposés €tre bien représentés par les développements en champ lointain.
Les termes de champ proche étant supposés disparaitre d’apres I'hypothése [5, pour obtenir I'équation satisfaite par
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en, nous remplagons E¥(x) par )_ &”e,;(x) dans les équations rot rot E°(x) — K*E°(x) = f(x) et div E°(x) = 0 pour
neN
x € R? x (eH, +00). En identifiant formellement les puissances de €, nous obtenons

t rot . = f(x)5
Vvm=0, {r(.) rot em() em() = /6900t pour xeR?x (eH,+00) . (6)
dive,,x)=0

De méme, pour obtenir I'équation satisfaite par h,,, nous remplacons H®(x) par Z €"h,,(x) dans I'équation
neN
rot rot HE(x) — kK2HE(x) = 0 et div HE(x) =0 pour X € R? x (eH, +00). En identifiant formellement les puissances de €,

nous trouvons

pour xeR?x (eH,+00) . (7)

rot rot h,,(x) — k% h,,(x) =0
Vm=
div h,,(x) =0

De plus, la condition d’onde sortante donne

(8)

{eO—EmC est sortant ;

e, estsortant , pourm=1;

et
(9)

Les équations @+ et +@ ne permettent pas de caractériser e;, et h,, de maniere unique. Il manque
des conditions aux limites sur Z¢y ; celles-ci seront déterminées a I'aide des termes de champ proche et permettront
de prendre en compte les particules.

{ho —H;,, estsortant;

h,, estsortant , pourm=1.

Remarque 28. Si /'onde incidente est une onde plane, ce qui est le cas ici, ces équations peuvent étre écrites sur
une seule période avec conditions de quasi-périodicité sur les bords latéraux.

9.2.2 Cascade d’équations pour les termes de champ proche

Equations Volumiques

Comme les termes de champ proche sont vectoriels et dépendent de plusieurs variables, nous allons utiliser les
regles de dérivation : pour toute fonction

X X\ . X\ . X\ .
U(XT;—)ZUU) (XT;—) ér +u® (XT;—) 62+U(3) (xT;—) és,
€ € € €

nous avons
X x) 1 X
rot U(XT; —) = roty, U(XT;—) + —roty U(xT; —) , (10)
€ e/ € €
3 3 2
9y, U d,,U® -9, U@
avec roty, U= -9,,U® et roty U=|9,,UV -8, U® |. De méme, nous définissons
2 1 2 1
9,,U® -3,,u d,,U@ -9,,uW

div U(XT;)S—() = divy, U(XT;E) + %divy U(XT; )8—() ,

avec divy, U=0,,UY +3,,U® et divy U=9,, UV +d,,U? +9,,U%,
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Commencons par regarder ce que I'on obtient lorsque x3 < eH. Les solutions Ef et H® se développent uniquement
) X

a 'aide des termes de champ proche E,, et H,,. Nous remplacons alors E® (x) par Z e™E,, (xT;—) et H® (x) par
€

meN
b'¢ . . .
Z ¢™H,, (XT;—) dans les équations de Maxwell données par dans le Chapitre , nous obtenons, pour xt € R?,
meN €
x3 <eH
X X X X
rot | Y €"E, (XT;—) =— ik ) €"Hy, (xT;—) , rot | Y &"Hy (xT;—) =ik ) €"Ep (XT;—) )
meN € meN € meN € meN €
et
O m X . m X
div Z € Enp (XT;—) =0; div Z e"H,, (XT;—) =0.
meN € meN €

Si bien qu'en utilisant les regles de dérivations précédentes, nous avons, pour xy € R?, x3 < €eH

X X X X
Y &zm_lroty E,. (xT;—) =— ) e"rotyEy (xT;—) > sm_ldivyHm (xT;—) =- ) e"rotyHp, (XT;—)
meN € meN € meN € meN €
. X . X
{ —ik Z Hm(xT;—) R et < +ik Z Em(xT;—) R
meN € meN €
X X X X
Z Em_ldivy E.. (XT;—) =- Z e divy, E (XT;—) ; Z em_ldivy H,, (XT;—) =- Z e"divy, H,;, (xT;—) .
meN € meN € meN € meN €

Nous identifions formellement les puissances de € et nous supposons que les équations sont vraies pour presque
tout xt € IRZ, pour tout y € R2 x (0,H)\ 2. Nous rappelons que (y1,y2) — En(xT;y) et (y1,y2) — Hy(xT;y) sont
(T1,Ty)—périodiques par rapport a (y1,y2). Nous obtenons alors la cascade d'équations, pour m =0,

roty E;; (xr; - ) = — roty, Ep—1 (X175 - ) roty Hy,(xt; - ) = — roty, Hy— 1 (Xp; - )
p.p. XT eR?, —ikHy 1 (xp; -), et +ik Eppo1 (XT3 - ), dans 935‘;
divy Ej; (x7; - ) = — divy, Ej—1 (X715 - ) ; divy Hy, (x7; - ) = — divyg, Hppo1 (X5 - ) 5

(11) (12)

ol par convention E_.; =0 et H_; =0.

Regardons maintenant ce que I'on obtient lorsque x3 > eH. Nous remplacons Ef et H® par les développements
dans les équations de Maxwell, nous obtenons, pour x € R? et x3 >¢eH

X X
rot| > €"E; (XT;—) +ik ) €"Hp, (xT;—) +|rot| ) €"ep® | +ik ) €"h,®|=0,
meN € meN € meN meN
) =0
X
div| ) €"E, (xT;—) +div| ) e"e,®)|=0;
meN € meN
=0
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rot Z ¢™H,, (xT;)—()} —ik Z e™E,, (xT;)—() + | rot Z e™h,x) | —ik Z e"enx) - fX)|=0,
meN € meN € meN meN
) 0
b'e
div Z ¢"H,, (xT;—) +div Z ¢"h,,x)| =0 .
meN € meN
=0

Les termes faisant intervenir les champs lointains s’annulent car ces derniers vérifient @ et . Nous retrouvons
donc la méme cascade d'équations, donnée par (11) et (12), pour presque tout xy € R?, ye L.

La cascade d'équations et est donc vérifiée dans QB\ZE.

Cherchons maintenant les conditions sur le bord Xy, les particules 2% et l'interface Z¢y. Nous allons utiliser
le fait que les variations des champs proches par rapport a (x;,x2) sont liées aux variations macroscopiques des
champs proches. Dans la suite, nous allons donc considérer qu’elles jouent le réle de parameétres, les conditions aux
bords ne seront imposées que sur les variables rapides. Ceci a I'air arbitraire mais c'est justifié a posteriori par des
estimations d'erreurs.

Conditions aux limites sur les inclusions

Les conditions de frontiéres parfaitement conductrices des particules sont données par

nxEE=0 sur 0%°, n-H*=0 sur 0%°.
X X )
Nous remplacons Ef(x) par Z smEm(xT;—) et HE(x) par Z amHm(xT;—) dans les conditions, nous identifions
meN € meN €

les puissances de € et nous supposons que les équations sont vérifiées pour presque tout xr € R?, y € d22. Nous
obtenons alors

2 - N
p.p. xT€R", 7AxE,Xr; -)=0 sur 0%, (13) A-H,xp -)=0 sur 0% , pour m=0 .

Comme les termes de champ proche sont supposés périodiques par rapport a (y1, y2), il suffit d'écrire la condition
sur une période de I'ensemble, soit

2 - C oy —
p.p.xT€R*, AxE,xr; -)=0 sur 0%, (15) AH,Gp -)=0 sur 0% , pour m=0.

Conditions aux limites sur X,
La condition sur Xy est donnée par

(63 xEf)xé3=Z (é3xH®) sur .

X X
Nous remplacons Ef(x) par ) emEm(xT;—) et H*(x) par Y €¢"Hp, (xT;—) et nous obtenons
meN € meN €

X
Z ¢™H,, (xT;—) ) pour xr €R? , x3=0.

meN €

Y €"Ep (xT;i—()

meN

)Xégzz (ng
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En identifiant formellement les puissances de € et en supposant que les équations sont vraies pour presque tout
xt € R?, pour presque tout Y€ >* nous avons alors

p.p. xT€R?, (B3 xEp(xr; - ) x83=2 (83 xHy(xr; -)) sur b , pour m=0. (17)

Conditions sur X.g4

Au voisinage de Xy, les termes de champ proche (E;;,H;;) présentent des sauts puisque, méme si la solution
(E%,H®) est bien a trace tangentielle et a trace normale continue au travers de Z.y, elle possede des développements
différents de part et d'autre de Z.y.

et

Comme (Ef,Hf) est a trace tangentielle continue au travers de X¢y = {x3 = €H} : &3 XEE|Z_ = é3 x EF
eH

eH

& xHE| =& xHE|_ , en remplagant (E,HE) par ses développements et , nous obtenons
eH eH
X x
( Z e Em (XTr 1) Z)H_)) - 33 X ( Z e En (XTr 1’ 2!H+) + Z e (XT))
m=0 € £ m=0 € € m=0 ZeH 2
X1 X2 X1 X p.p. Xy €R” ;
égx(z 5 Hm(xT,—l,— H )) = EsX(Z e Hm(xT,—,— H+) Y. ¢"h (XT))
m=0 € m=0 € m=0 et

ou nous avons identifié les traces de e, et h,, sur Zcg a une fonction de deux variables, ici x7. En identifiant les
puissances de € et en supposant que ces équations sont vraies pour presque tout xr € R?, ye =¥ nous trouvons

é3 x Ep, (x1; ')]H = - §3Xemz (xr)
p.p. xr € R? ot , pour m=0; (18)

é; x Hy, (XT3 ')]H = — éxhy

(xT)

ou nous avons utilisé la notation

— Notation 3 \

Le saut d'une fonction U a l'interface Zﬁl est

U, =0 — 19
uly o= v, - v, (19)
D’autre part, comme (Ef, H?) est a trace normale continue au travers de Xy : é3-Ef =¢é3-E¢f et é3-HE =
eH eH eH
83 -HE - en remplagant (E%,HE) par ses développements (EP et (EP nous en déduisons
X] X X] X
Em(xT, 1, L )] Y e Em(xT, == H+) + ) ™ (x1)
m=0 m=0 m=0 et 2
p.p- Xt €R” .
X1 X2 X1 X2 o4
Hm XT; —» H Hm XT; —» H Z E m (XT)
m=0 € m=0 € m=0

En identifiant les puissances de € et en supposant que ces équations sont vraies pour presque tout Xt € R? et ye =¥,
nous avons

(xT)

e , pour m=0. (20)
(xT)

eH

, [§3'Em(XT; ')]H = —é3-ep s
.p. R<,
PP [ES‘Hm(XT; -)]H = —é-hy
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Conditions de périodicité

Nous rappelons que nous cherchons des champs proches E,;, (xr;y) et H,, (xT;y) périodiques par rapport a y; et
y2. (Em,Hy) va donc vérifier les conditions de périodicité suivantes

G xE| ks ) =8 x By Gty 0
p.p. xr €R?, v " , pour m=0. (21)
6 xBp| 01 ) =8 x B (15 ¢
Ty I,
élemr (xr; ‘)=51><Hm|r xr; +)
p.p. Xy € R?, v " , pour m=0. (22)
é xHyp, 1_“(XT; ‘):éZXHmr (xT; )

2,

Nous abrégeons ces conditions par la suite en (Em,Hm) est (T, To)—périodique.

Problemes aux limites pour les termes de champ proche

Les termes de champ proche (E;;,H;,;) satisfont le systeme d'équations type

tout xr € R?,
roty By, (xr; - ) =— roty, Ep-1(xr; - )
—ikH,,_1&xT; -) dans QB\ZE
divy E;;(x7; - ) =— divy, Ejp-1(x1; -) dans QB\Z#H

(Em, Hpy) (x15 - )

4 nxE;,xr; -)=0 sur 0%
(&3 x Ep(x1; +)) x &3
€3 x Ep, (x1; ‘)]H=— é3 x ey EH(XT)
[ES'Em(XT; ')]H=— é3-ep ZEH(XT)

avec E_; =H_; =0 par convention.

: pour tout m =0, pour presque

; roty Hpy(Xr; - ) = — roty, Hpp—1 (x5 - )
; +ik Ep_1(x; -) dans @B\ |
; divy Hyy(x7; - ) = — divyg, Hpp—1(x1; ) dans QB\Z#H ,
(T, T,) — périodique ,
;o n-H,xr; -)=0 sur 0% ,
= Z (& xHpyxr; -)) sur b,
;| @3 x Hp(xr; ')]H=— é3 xhy, EH(XT) ,
; [53'Hm(XT; . )]H =-é&-hy ZEH(XT) ;
(23)

On voit que x7 joue le rdle de paramétre et que pour presque tout xr € R?, les termes de champ proche E,, (x1; - )
et H;,(xT; - ) sont solutions d'un systeme d’'équations couplées posé dans une bande, contenant des particules de
taille 1, avec des conditions de saut en Zl‘fl dépendant des termes de champ lointain e;, et hy,.
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roty E;;, = —roty, E;; ﬁ: ikH,,_1

roty Hy, = —roty, Hy,—1 4 ikEp—

divy E;; = —divy, Ej; 1 |

%y

divy Hy, = —divy, Hj;—1

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
’

V3 [y

Ji
T

(53 X Em) X 53 =7 (Eg X Hm)

Figure 9.1 — Schéma du systeme d’équations vérifié par les termes de champ proche
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9.3 Caractere bien posé des problemes de champ proche

Les problémes de champ proche (23]) peuvent se réécrire sous la forme : pour m=0

roty Ep, (xr; - ):FI:‘n_l(xT; -) dans %’\foI ; roty Hy,(xy; - ):Fly}ll_l(XTi ) dans %\ZE .
divy E;; (xT; - )=GE,_ (x; -)  dans B\ 3, i divy Hp,(xr; - )=GH_ xp; ) dans B\3F;
(Ep, Hp) (x5 - ) est  (Ty,T») — périodique ;
p.p. xreRZ, ixE,&xr; - )=0 sur 0% : AeHpy,(xq; c)=0  sur 3%y ;
(@ xEBpxr; -))x& = Z(ExHply -)) sur 25
é3 x Epy (x5 - )]H:é’gxa]fn(xT) ; [53><Hm(XT; . )]Hzésxalr{n(XT) ;
[éyEm(xT; ) )]H =83 -0ty (x1) ; [63'Hm(XT; : )]H =& oy, (Xq) ;
(24)

ou an_l(xT; <), F?n_l(xT; - ) dépendent des termes précédents E,—1(xr; - ) et Hy—1(Xp; - ) et sont telles que
divy an_l(xT; ) =0 et divy F%_I(XT; -)=0. Si Ej—1(xT; - ) et Hp—1(x7; - ) décroissent quand y, tend vers I'infini
alors FE _ (xr; - ), Pl (x7; - ) aussi. G5, (xr; - ) dépend de Ep,—; (x1; - ) et Gi_ (xr; - ) dépend de Hyp—1 (x1; - ).

Quant 3 of, (xq), elle dépend de em|z (xr) et ol (x) dépend de hy,
eH

ZEH(xT). De plus, of, (x7) et all(x7) sont des
fonctions indépendantes de y; et y».

Dans le systeme d'équations ([24)), xt joue le role de paramétre. Dans ce qui suit, nous omettons dans un premier
temps les variables (x1, x2) pour simplifier les notations et nous nous intéressons au caractére bien posé des problemes
qui s'écrivent sous la forme :

roty E=F° dans 98\2?I ;  roty H=F' dans 8\3* ;
divy E=G"  dans 8\, ; divy H=G"  dans 8\ ;
(E,H) est (T, T») — périodique ,
) nxE=0 sur 0% ; n-H=0 sur 0% ; (25)
(83 xE) x &3 = Z(&xH) sur Zp;
_3z E .3z _3z H .
€3XEH—€3><(X ; engH—egxcx ;
o __’ . E N D. . = D, . H
[6’3 E]H—eg [0 ; [63 H]H é3-o .

Il est assez facile de voir que E = Xy3>H0(E +Ec et H= Xy3>H(xH+HC avec Ec et Hc qui vérifient 1} avec des
sauts de dérivée normale et de trace tangentielle nuls :

roty Ec =FF dans & ; roty He = F'  dans &;
divy Ec =GF dans & ; divy Hc = GH  dans & ;
{ (Ec,Hc) est (Tq,T,)— périodique , (25bis)
nxEc=0 sur 0% ; n-Hc=0 sur 0% ;
(85 x Ec) x &3 = Z(&xHc) sur X

Nous introduisons donc I'espace

3 3 .. u 3 T
W, = {UE (L%OC(%)) ; roty Ue (LZ(SB)) ; divy UeLz(%’); W € (LZ(%)) : U est (Tl,Tg)—penodlque}
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muni du produit scalaire

- S U-v
VU, VEW,, (U,V)y :/ roty U-roty de+/ divy U-divy de+/ ———dy;
o) B 2 1+ (y3)
|- llw, étant la norme associée; et I'espace
H4(B) = {(E,H) e Wy x Wy tel que ixE=0 sur Py; 7i-H=0 sur dPy; (& xE) x & = Z(83 xH) sur 2}

muni du produit scalaire

V(EH), (E\H)e(%), (ERH),(EH) - (E,E’)w#+(H,H’) ,

# #

2
et |-, étant la norme associée ||(BH)|” = IEI%, + IHIZ,.
Nous introduisons aussi I'espace !
1 _ 1 . ST 2 3, p 2
W, (8) = {pEHloc(%’), p est (T1,Ty) — périodique; Vp e (L (%)) — €L (98)} ) (26)

"1+ ()2

Le probleme (|25Eis) n'est pas bien posé dans #%(98). En effet, nous allons voir que le noyau A" de I'opérateur
associé a ([25pis) n'est pas vide, ol

(E,H) € 7#4(2) tel que
N:={roty E=0 dans % ; roty H=0 dans 2B ;. (27)
divy E=0 dans % ; divyH=0 dans 3
Mais nous allons montrer que le probléme ) est bien posé dans |'espace J@f(%) sous-espace de #%(%) ortho-
gonal au noyau ./ (par rapport au produit scalaire de .#%(%)), si les termes sources vérifient certaines conditions.
Notons que cette étude a été réalisée dans [Dell5] dans le cas d'inclusions pénétrables ou dans [DH20] dans le cas

d'inclusions parfaitement conductrices. Nous avons étendu ces résultats a notre cas, les difficultés étant la condition
de type Robin (&; x E) x e3 = Z(&; x H) sur =},

9.3.1 Quelques résultats préliminaires

Nous rappelons les définitions suivantes qui peuvent &tre trouvés dans le livre [ACL18], résultats que nous avons
étendus au cadre périodique.

Nous introduisons

=U

H;(P/B) = {UEHl(@), telle que pour j=1,2, U

rj,_} '
:UXé'" ;
T, Hr,

.t

i+

Hy(rot,y ) := {UeH(roty, %), telle que pour j=1,2, Ux§é;

Hy(divy, 98):=<U e H(divy, 8), telle que pour j=1,2, U-g;

:U-ej

T

Nous notons :
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» yr I'opérateur de trace tangentielle

yr: Hi(®)— (@)

_f(Z)
fo B3 xf = (f“) )
0
et on note HY/5(2f) := yr (H;(QB)) ;

o IIt I'opérateur de trace tangentielle tournée

M : HY(®) — (12(2))

f(l)
f— &3 x (fx &) = (f(z))

0

et on note Hﬁf;(z’;) = HT(Hi(@)).

De plus, nous introduisons H,'?(2}) = (Hi{i(iﬁ)), et H;,”*(2}) = (Hﬁ,/#z(zﬁ))/.

Comme les champs ne sont pas H', nous introduisons également

Hﬁ/ 2 (divT, Zﬁ) = yr (H# (rot, 98))
et
H1Y?(rotr, =4) = Tir(Hy(rot, ) .
Le nom donné a ces espaces vient de la caractérisation suivante
Hy V2 (dive, =) = {fen;[2(2h), dive freH V3 (2h)}
et
H1 Y2 (rotr,=)) = {fe HTY2()), rotr fre HT12(2h)} .

Dans ces dernieres égalités, comme fe Hy1/2(2%) ou fe HY/%(2) alors f® =0 et divy f= divr fr et rotr f=rotr fr.

Il,#
Nous montrons enfin que

H,/* (divr, 2f) = [Hl};z(rotT,z’;)]'.

Nous écrivons dans la suite ¢, '>z# le crochet de dualité.
P

~ Définition 105

H(Zh):={feH.,, (Z}), ArfeH,?(2E)}, nous avons les décompositions suivantes :
Hy 4 (dive, 34) := rotr (HL2, (25)) @ V2 (20

et
H1 Y (rotr, =4):= Vr(HL2,(25)) erote (2 (2})) -

Soit H},,(=f) = {fe L%(Zﬁ):fzgfdyldygzo} avec L3(zf) := {VE(LZ(Zg))s: v-83=0 sur Zﬁ} et
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,—[Proposition 106} N

Soit E € Hy(roty, 88), H € Hy(roty, %) tels que
MtE = ZytH  sur =},

alors
MrEel2(2f) et yrHel3(Z)).

Preuve. Comme
e YT(H) € Hﬁ’z(divT,Zg), JyueHYZ, (ZF), 3 due H (Z}) cHL,,(2) tels que yr(H) = rotr(yu) + Vr(Pn) ;
o nr(E) e H Y?(rotr,2f), 3 pp e HL2 (2F), 3 wg e #(Z]) tels que mr(E) = rotr (Wg) + V1 (g).

A1 # zZmvuv

Comme It (E) =Z yr(H), nous en déduisons

l‘OtT(lllE—ZWH) + VT(([)E—Z([)H) =0. (30)

En appliquant divy a , nous obtenons

At (pp—ZPn) =0 .

Comme ¢y € # (2f) cHL,,,(Z4) c Hy(ZF), nous en déduisons que ¢g € HL(Zf) et / |Vr (P +Z([)H)|2 dy;dy; =0
st

et ¢g—Zdu = constante. Nous avons donc It (E) = rot(wg) + V(dg) avec g € #(2f) et ¢ € HY(Z!) donc
I (E) € L2(2?) et yr(H) également. O

9.3.2 Caractérisation du noyau

Nous commengons par caractériser le noyau A du probleme (25bis).

Introduisons tout d'abord les fonctions profils qui interviendront dans la définition du noyau.
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~ Définition 107} \

. Vie{1,2,3}, soit p; e H!

loc

(2) telle que p; = y; + Pi avec p; € W}(B) qui satisfait les équations

Ap;=0 dans £,
pi=-yi sur 0%, (31)
pi=0 sur Zg .

* Vi€ {1,2,3}, soit g; € Hj (%) telle que g; = y; + G; avec g; € W;(98) qui satisfait les équations

Ag;=0 dans A,
VGi-ni=-8&-n sur 0%, (32)
qi=0 sur Zg .

o Si P est composé de N particules 2 = | By alors soit V J € [1,N], rj € W;(2) qui satisfait les
J=1
équations
Ary=0 dans %,
n=1 sur 0By, (33)

=0 sur Zhu(09%\0By) .

\ J

En utilisant la proposition [35 du chapitre [3} nous montrons que les problemes (31]),(32) et (33)) sont bien posés.
Nous pouvons montrer aussi, d'aprés la proposition [9] du chapitre 3] qu'il existe ¢; € R telle que p; —¢; vérifie la
propriété (Z2s,) du chapitre 3. De méme pour g; et les rj.

Notons que les p; et les g; ont une croissance linéaire a l'infini et lim Vp; =¢é; et lim Vgq; = é; alors que
y3—+o0 y3—+oo

les 77 sont telles que lim Vry=0.
y3—+oo

,—[Proposition 108} \

Supposons que & est composé de N particules alors A est un espace de dimension N +4 donné par

1
70

M=z

1
JVZ:{(E,H) = (Cl(vpl,— Vq2)+cz(Vp2,ﬁVq1)+03(Vp3,0)+d3(0,Vq3)+ O(](VT],O)) ,

J=1

(CI»CZ) Csrd3) € 0:47 V] € HlyN]],(XI EC} . (34)

Remarque 29. Les fonctions du noyau (Vry,0) sont un peu particuliére car elles tendent vers 0 a I'infini ce qui n’est
pas le cas des 4 premiéres fonctions du noyau.
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Preuve. La preuve se fait en deux étapes. Nous montrons d'abord que les fonctions de la forme
N
(EH) = (cl(Vpl, SV ae) +cx(Vp2 V) + ¢s(Vp,0) + ds(0,Vs) + Y (V7,0 (35)
J=1

appartiennent a 4. Puis, nous montrons que si (E,H) solution de ([25pis) appartient a A/, elle s'écrit sous la forme
(35)-

Etape 1 : Nous montrons que les fonctions de la forme 1) appartiennent a A,

H

1+y3 \/1 +y5
Vp; =Vpi +¢€; avec Vp; vérifie la propriété (2,), de méme pour Vg; et Vi — 0.

y3—+00

3 3
Nous avons bien rotyE, rotyH € (Lz(.%)) , divyE, divyH € L?(%) et surtout € (LZ(QB)) car

Nous commencons par regarder les équations volumiques :

e équations sur le rotationnel
N
roty E= roty(CIVpl +cVpr+c3Vps + Z qur]) =0

1
ng + Co——=~

Z(l) Vql + dqu?))

roty H= roty( Z(Z)

ol nous avons utilisé que pour toute fonction U, roty(VU) =0

e équations sur la divergence
N
diVy E= divy(chl + Cgvpz + 63Vp3 + Z O(]VT]) =

1
—Vqo+ o=

divy H= divy( Z(l)

Z(Z) Vql + dqug)

ol nous avons utilisé que pour toute fonction U, divy(VU) = AU et les p;, q;, 17 vérifient Ap; =0, Ag; =0 et
Ar] =
Regardons maintenant les conditions de bord

e conditions sur 0%

N
nxE= ¢y nx(Vp1)+c nx(Vpa)+c3 ﬁx(Vp3)+Zoq nxVrp=0;
J=1

car pour i =1{1,2,3}, p; =0 sur 02 et donc Vp; x i1 =0 et comme 17 = cst sur 0 alors Vry x 1 =0.

_ I |- _
n‘H:_Clﬁ i’l'(VCIZ)JrCzﬁ n-(Vqi)+ds n-(Vgs) =0

-

ou nous avons utilisé que pour i ={1,2,3}, i-Vq; =7n-Vqg;+7n-Vy;=—8&;-ni+1n-é; =0.
e condition sur X :
N

(ég X E) X ég = [Eg X (CIVpl +szp2+ Cgvpg + ZV?‘])
J=1

Xés
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et

1
‘om =5Vt oo Z(z) Vai + d3VCI3)

Nous avons €3 x Vp; = €3 x Vp1 + &3 x Vy) = é3 x é; = é et pour les mémes raisons é3 x Vg, = é. De plus,
E3xVpr=83xVpa+é3xVy, =283 xé =—& et de la méme maniére &; x Vg, = —&;. Enfin, é3 xVp3 =0, V]
Vrpxé3=0 et é3 x Vgg =0. Ceci nous donne

EgXH = Eg)((

1
Z(l) —e+C——

= Clél-l-Czéz—Clé]—Czeg =0.

Xég—Z

(EgXE) Xég - Z (égXH)= [6152—6251 Z(Z)

Nous venons de montrer que si (E,H) s'écrit sous la forme alors (E,H) est bien dans A" défini par .

Etape 2 : Nous montrons maintenant que si (E,H) € ./, (E,H) s'écrit sous la forme

{Cl (Vpr,- qu) +2(Vp2, =5

72

1 N
70 Vi) +cs(Vps, )+d3(0,Vqs)+Za1(VrJ,0)} )
j=1

e Nous écrivons d'abord le développement modal de (E,H) pour y3>L. Nous regardons en particulier le déve-
loppement modal de E. Evidemment, nous avons un développement similaire pour H. Comme

roty E=0 dans 75
divy E=0 dans 4L,
E est (Ty,Ts) — périodique ,

alors il est possible d'écrire rot rot E+V div E=—-AE = 0. En reprenant les calculs de la section "Décomposition
modale” du chapitre précédent pour k=0 et (ky, k2) =0, nous obtenons que E admet le développement modal

2 2
=21, [ By + 5 (y3=L) o (m n
E(y1,y2,¥3) = Z Emyne R ezm(leﬁ—szZ) ) éam,nEC?)- (36)
(m,n)ez?

De la méme maniere, H admet le développement modal

27 + (y L) m
H(J/1,J/2,J/3) — Z %m'ne \/ TZ T2 37 217[( y1+T2 J/Z) , L;fm,n c C3 . (37)

(m,n)ez?
e Puisque roty E=0, il existe une fonction p € Hloc( ) définie a une constante pres telle que E=Vp. De méme,
comme roty H=0, il existe une fonction g € H;, (28) définie a une constante prs telle que H=Vg.

e Nous allons maintenant déterminer une expression explicite de p et g. En utilisant le développement modal
de E donné par ([36), nous pouvons déterminer le comportement de p pour y3 >L . Dire que divyE =0 nous
donne que Ap =0 donc p admet une décomposition modale et nous montrons que

2 2
—2m [ B+ S5 (3=l g (my
Py, Y2, ¥3) = C+éa(1)y1+é"( y2+£ Oy3+ > Poun € T ezm(lelJrszz), (38)
(m,n)eZ?\(0,0)

ou les &, , dépendent de &y n. Mais la dépendance ne sera pas utilisée dans la suite. De méme, en utilisant
le développement modal de H donné par ([37]), nous montrons que, pour y3>L :

—2n + (y L oi(my, o
4, y2,y3) =G+ A} 0y1 +%(2)y2 +Jf(0y3+ > Dmn € ‘2 o eZl“(T1V‘+T2y2) . (39)
(m,n)eZ?\(0,0)

Comme E et H sont (T, T2)—périodiques alors Vp et Vg sont (T, T2)—périodiques.
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Lemme 109

Soit p une fonction de H}OC(QB) telle que Vp est (T1,T2)—périodique alors il existe Cy,Cy > 0 telles que
Py, ¥2,¥3) = p(y1,¥2,¥3) —Ci1y1 — Coy2 et p est (Tq,T2)—périodique.

Preuve. Pour i ={1,2}, nous notons y;(y) = p(y+T;é;) — p(y). Nous avons Vy;(y) =Vp(y+T;é)—Vpy) =0
par périodicité de Vp; alors w;(y) = C;T; avec C; > 0. Pour i =1, nous avons

piy+Tié)=p1+T1,y2,¥3) =ply+Ti1é) -Ci(y1 +T1) —Ca 2
=p(y) +CiT1-Ci1y1 —C1T1 = Coyo car wi(y) = ply+T181) - ply) =Ci Ty
= p(y)

Nous venons de monter la périodicité en y;. Nous montrons la périodicité en y, de la méme facon. []

En utilisant le lemme m nous savons qu'il existe C;,Cy > 0 telles que p(y) := p(y) —C1y1 —Coy» est
(Ty, T2)—périodique dans H}OC(QB). D’aprés la décomposition modale de p donnée par , nous trouvons

é"élo) =C; et é?’(gzg = C, nécessairement. Par conséquent,
S0 = niv)— 2Dy, _ 2@ o
py) =py) 6"0’03/1 go,oyz est (T, T,) — périodique .

De méme, il existe D1, D, > 0 telles que g(y) := g(y)—D1y1—D2 2 est (T1, T2)—périodique dans H}OC(%). D'apres
la décomposition modale de g donnée par , nous trouvons Jfé}g =D; et Jféi; =D, nécessairement. Par
conséquent,

qy)=q(y) - Jfé’lgyl —%é?gyz est (T, Ty) — périodique .

e Regardons maintenant les équations vérifiées par (E,H) afin d'obtenir celles vérifiées par (p,q) :

* divy E=divy(Vp) =Ap =0 alors Ap=0. + divy H=Aq =0 alors AG =0
yH=Aqg= =0.

* NxE=7xVp=0 alors V], 3 cstj telle que

= csty sur OB * n-H=1-Vq=0 alors
v, : VG ii= AN & -~ FE & i sur 0%

et V], p=csy —6”6183/1 —gé?)yz sur 0Bj.

* (é3xE)xé3=Z (& xH) sur =} alors (&5 x Vp) x &3 =Z (&5 x Vq) sur )

< nous avons p = p—é”‘éléyl —éaéz(;yz et donc < nous avons ¢ = q—Jfélo)yl—Jfézo)yz et donc
8o Ho
Vp=Vp+|&2 Vg=Vg+| 4%
P=VP+|én, q=Vq+| 7, |-
0 0

En remplacant Vp et Vg dans I'équation sur X, nous obtenons

(1) (1)

g0,0 %0,0

égXVﬁ+53X éa(g?(; XE3:Z é3><VZ]V+é'3x Jfé’zg
0 0
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ce qui nous donne

(1) 1)
‘%0,0 éa0,0
(53 X Vﬁ) X 53 = Z (53 X Vﬁ) + |Z 53 X ,Jt,oézo) - ég X éaézg X 53 sur Zg . (40)
0 0

En prenant la divergence sur X de (40), nous obtenons

s 850
divT[(é3 xVP) x 8| = Z divr|; x vg] + 2 divy |iix [ 22 || ~dive || &% |62 | | x 2
——— 0 0
aJ/ZZi ~ ~ 7S ~ -

dive| -0, G |=0 =0 =0

0

soit
diVT[(ég X Vﬁ) X 53 =0;

3

avec divy (V1 p) = Arp. Comme p est périodique et Vpr € (L2 (Zg)) , nous trouvons/ Arp-pdy; = / IV pl?dy;.
4 o

Donc Vrp =0 et p=csty sur Zg.

En prenant maintenant le rotationnel sur Zg de 1' nous avons

(1) 1
*7"00,0 éa0,0
rotT[(E3 x Vﬁ) x é3| = Z rotr|és x VZ]] + Z roty | é3 x Jz?ézo) —roty || é3 x éaézg X €3
S ~ g 0 0
VrxVpp=0 N L« .
=0 =0
soit
0
roty(é3 x V) = 0 =0,
2~ A2 ~
aqu + a}’zq

3
alors Arg =0. Nous avons ¢ est périodique et Vg € (LZ(Zg)) . Nous trouvons / Atqg-qdy =/ IVrgl?dy;.
4 4

Donc Vg G =0 et g =csto sur =} .

— Nous avons § = cstg alors
q = csto+ A0y + A0 ys sur Zh et nous
pouvons écrire Vg = Jfé%é’l + Jfézgég sur
b ’ ’
5.

— Nous avons p = csty alors

p= cst0+£élgy1+£’ézgy2 sur Zg et nous pou-

Lyt _ o)z (2) > #
vons écrire Vp —g)o,oel +(g)0y0€2 sur Xj).

En remplagant Vp et Vg dans (&5 x Vp) x & =Z (&3 x Vg) sur 4, nous obtenons les conditions de couplages

suivantes (1) 6)) (1) 2p(2)
0y,p=-72""0y,q soit éaOyO:—Z {76’0’0

sur =5 . (41)
dy,p=2%0,q soit & =2%%), ’
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Finalement, nous avons montré que (p, g) satisfait les équations, V]

Ap=0 dans 2B Aq=0 dans %
p=csty sur 0By Vg-n=0 sur 0%
—— 1 1
1 2
p:cst0+é"éy3y1+é°((),8y2 sur Zg q:cst0+ﬁ£é?31—ﬁgé}8y2 sur Zg
avec
{aylp =-z"9d,,q sur =z,
3y,p=2%0y,q sur Zf;
et lim Vp=©&pyo ; lim Vg=7%, .

y3—+oo y3—+00
p s'écrit sous la forme p =é°é’13y1 +<§’(§'2(),y2+£’é‘3y3 + pw avec py EW;(,%) qui Vvérifie les équations
Appy=0 dans %,
Pw=cst —éaé‘l(;yl —é"éi}yz —88?)y3 sur 0By,
pw=csty sur Zp.

Ce probléeme est bien posé et par linéarité il s'écrit

N
e 2) = 3)
pw=csto+ Y (csty—csto)ry +<§(§y3p1 +£é’(;p2 + &0 Ps 5
J=1

avec p; satisfait les équations ([31)) et VJ, rj satisfait les équations (33)).

De méme, g s'écrit sous la forme g = %élgyﬁifézgyg +J€(§30)y3+qw avec qy EW; (%) qui vérifie les équations

Aqy=0 dans £,

- I @2 =, 1 Jos - s o
Vqu-n= —ﬁéaéygel~n+ﬁé"ﬂ(’geg-n—%&geg-n sur 0% ,
qw=csty sur Zp.
Ce probleme est bien posé et q,, peut s'écrire
_ L &@a L &V a, + #9 Gs + sty ;
quw = Z(z) 0,0671 Z(l) 0'0512 0,0 q3 0>

avec ¢; satisfait les équations (|32)).
Nous obtenons donc pour E et H :
N
E=) (csty—csto)Vry+EL0Vp1 +EDV P, + Vs ;
J=1

et

1 1
H = —5600Va = 5600V 2 + Vs -

D’ou le résultat.
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9.3.3 Résultat d’existence et d’unicité

Le probleme 1|25Eis) n'a pas une unique solution dans #%(%) et le noyau n’est pas réduit a 0 mais il est possible
d’'obtenir une unique solution dans ]@?(88) sous-espace de (%) orthogonal au noyau .4 (par rapport au produit
scalaire de #), qui se simplifie ici car rot Vp =0 et div Vp=Ap=0

0() E.._/H.._.._}
Jf#(%)._{(E,H)eJLﬂ#(@) teIquue/ FYTAL Vpidy=0 et ST O Vgidy=0; i=1{1,2,3}; . (42)

B

Théoréme 110]

Soit FE, FH e (LZ(QE))3 telles que divy F¥ =0 et divy F1=0; G, G € 12(%). Alors le probleme (ED
admet un unique couple solution (Ec,Hc) dans 7 (48).

Preuve. (Ec,Hc) satisfait le probleme variationnel : Trouver (Ec,Hc) € 77 (%) tel que

a((Ec,H), (VE V1)) = 1(VEVY)), v(VE V) e 20 () (43)
ol
a((EC,HC),(VE,VH)):(/%roty Ec-roty—VEdy+/@divy Ec - divy Vidy, /%roty Hc-roty—Vde+/%divy He - div, Vi dy
et

l((VE,VH)):(/ F - roty VEdy+/ G"-divy VEdy , / F' -roty Vde+/ GH - divy Vde).
B B B B

Etape 1 : Nous regardons les hypotheéses pour pouvoir appliquer le théoreme de Lax-Milgram.

> [(-) est linéaire et continue dans #%(4) :
|l ((VE,VH))| < (llFE 2 () llr0tyVE Il 2 () + IGE Il 28 I divy VE I 2y, I I (gg) IIr0ty VI I 2(g) + G 12 () 1 divy VI ||L2(33))

< (max(nFEan(%), IGE Iz IV lw, ) » max(IF 12 g9, ||GH||L2(@))||VH||W#(@)) :

> af(-,-) est bilinéaire continue dans #%(%) :

|a((Ec. Ho), (VE, V1))
S(IlrotyEC Iz IrotyVE 2 + |divyEc I 2 [|divyVE |2 , IrotyHc iz llrotyV |2 + [|divyH [l 2 | divy V! ||L2)

E H
SC(llEcllw#llV lw, , IHcllw, IV ||w#) .
> Pour obtenir que a(:,-) est coercive dans Jfﬁ(%), nous utilisons le résultat suivant :
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,—[Proposition 111} \

Il existe C >0 telle que pour tout (Ec,Hc) € 7 (%)

(Ec,Hc) . .
H C(nroty Eclliz + lldivy Eclliz , llroty Hcllz + [|divy chLz) : (44)

V1+ (y3)2

Preuve. Ce résultat est trés similaire a I'inégalité de Hardy que I'on a utilisé dans le chapitre [3] Comme
souvent pour démontrer ce genre d'inégalité, il faut utiliser une preuve par I'absurde. Ceci a été démontré
dans la preuve de la Proposition 7.5.6 de la thése de B.Delourme [Dell10]. Nous ne reprenons pas toute la
preuve mais nous donnons les idées.

Supposons qu'il existe une suite (%, V) nen EJ@;)(QB) telle que

AV 1+(y3

hm ||d1vy (@0, Vi)l 298 = 0 et nlirlloollroty (Un, Vi) 12(98) = 0.

(%nrj/n)
\Y4 1+ (y3)2

troncature X; et X2 qui prennent des valeurs entre [0, 1]

L%(%)

Il faut commencer par montrer que tend faiblement vers 0. En introduisant deux fonctions de

si 3=<y3<4,
= 45
X1(ys) {0 si y3<2ouy3=5; (45)
1 Si Y3 = 3,
= 46
X2(y3) {0 si y3=4; (46)
telles que (W, Zn) = A= X2)(%n, Vn) €t (En, Fn) = X2(%n, V), nous montrons que
11 (Wn,-zn) _ hm (gn»gn) _ 0
n—oo /1+(y3)2 ( ) n—oo /1+(y3)2 ( )
ce qui contredit I'hypothese initiale puisque
. (Pn, V) . (W, Zn) . (nFn)
lim | —= < lim | —= + lim || —=— .
n=eo|l /14 (y3)? iz2() "TCNVI+ (13)? i2(@) "IV (13)? 12()
O
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Nous avons alors

|“((EC’HC)’(EOHC))| = (”mty Ec ”iz + || divy Ec ”iZ , [[roty He ||i2 + || divy He ”iZ)
2
Ec

\1+y2 ,
e (47)

Hc

1 1
> (5 Jroty o2 + | divy Ec|, +C

1 1
2 lroty Ho| 2+ 2 |divy HellZ, +C sz) . C>0

= C'(IEclly, , IHclg,) , C'>0.

Le théoreme de Lax-Milgram s’applique et donne existence et unicité d'une solution (Ec,Hc) € #72 (%) du probleme

variationnel .

Etape 2 : Nous montrons maintenant que le probléme variationnel 1) est équivalent au probleme de départ 1}

Soit (Ec,Hc) solution du probleme variationnel (43)).

> Equations sur les divergences :
Soit (hE, h'l) e 12(8) x L2(4). |l existe un couple de fonctions (¢F,pt) e W1 (B) x W (2B) tel que :

divy(V*)=h" dans B ; divy(Vo)=h" dans £,
vq)E est (T, T») — périodique ; vq)H est (T, T,) — périodique
¢E=0 sur 0% ; Vq)H-ﬁ:O sur 0% ,

oF =1 sur =} ;o o=0 surzp.

Posons (VE,VH) = (V¢E, vo!!) dans , nous avons alors
(/ divy Ec-hFdy, / divy Hc-h_de) = (/ Gt hEdy, / GH-h_de)
B 7] ] 7]
@/ (divy EC—GE)-ﬁdy =0 et / (divy HC—GH)-ﬁdy =0.
7] B
Comme c'est vrai Y (hg, hiy) € L?(98), nous en déduisons que
divy Ec = GF dans B et divy Hc = G dans % .

> Equations sur le rotationnel :
D’aprés ce qui précede, ([43]) se réduit donc a

(/ roty Ec -roty VE / roty Hc -roty VH) = (/ FE-roty VE | / FH-roty VH)
B B B B

Nous utilisons le résultat suivant de la thése de B.Delourme [Dell10].
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~— Lemme 112 N

Soit fe (LZ(%’))3 vérifiant divy = 0. Alors il existe we 77 (%) telle que

divy w=0 dans 4%,
roty w=f dans %.

\

Remarque 30. Ce qui est important ici c'est que w € %ﬂ?(%) c'est-a-dire qu'il est orthogonal au noyau!
Comme divy F¥ =0 et divy F' =0, il existe (WE,WH) € 7 () tel que

roty WE=FF dans % ;  roty WH=F1  dans %

divy wE=0 dans & ; divy whi =9 dans B

Nous trouvons V (VE,VH) e 72 (%)

/ rot, Ec-rot, VEdy = / rot, W--roty VEdy ; / roty Hc -roty Viidy = / rot, W -roty Vi dy .
7 % % B

Comme (Ec —WE, Hc-WH) € F€)(9B), en faisant la différence et en prenant (VE, V) = (WE —Ec, WH - H(),
nous avons :

/%|roty (WE—EC)|2dy:0 ;

/08

et donc rot, Ec =rot,, WE = FE et roty Hc =rot,, WH = FH dans 4.

roty (WH —HC)|2dy= 0;

L]
9.4 Comportement a l'infini des termes de champ proche
9.4.1 Forme générale du comportement a l'infini
Loin des particules, les termes de champ proche vérifient, pour L=H,
roty Ej,(Xr; - ) =— roty, E;p-1(xr; - ) ;. roty Hpy,(X7; - ) = — roty, Hyy 1 (x5 - )
—ik Hy 1 (xr; - ) dans 9%%0 ; +ik Epo1(xXr; ¢ ) dans 9?5%0
divy E;; (xr; - ) =— divy, Ep—1 (X5 -) i divy Hp(x1; ) = — divg, Hppo1(xr; -)  dans B
(Ep, Hp) (x15 - ) est (Ty,T) — périodique
(48)

Commengons par étudier plus généralement les fonctions U € Wy(%L)) satisfaisant :

roty U= FV  dans 2L,
divUu=GY dans 4., (48pis)
U est (T, T,) — périodique ;
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qui se réécrit en utilisant la formule rot rot U-V[div U] = -AU

AU=F dans 3L,
(49)

U est (T, T,) — périodique ,

3
ou F=VGY-rot FY, Fe (L2 (38(1;0) . Nous supposons dans la suite que F vérifie la propriété (2,) (c'est I'équivalent
de la propriété (2,) du chapitre

mais pour des fonctions vectorielles).

~ Définition 113 \

3
Une fonction Fe (L2 (@)) satisfait la propriété &, si et seulement si il existe une suite de vecteurs de

loc

polyndmes (P, n) (m,mezz, Y1, 1, Pmyn eR[x]3

iy —ZH\/T*Z+ﬁ(y -H)
F(yi,y2,¥3)= 3. pm,n(yg)ezm(lel+T2yz)e T (Z)
(m,n)#(0,0)
,—[Proposition 114} \

3
U 2 L ;e . e,
Supposons que U est telle que NG € (L (9300)) et vérifie 1} avec F vérifie la propriété (2y,). Alors

il existe Cy € C3 et U vérifiant la propriété (%) telle que

UZCU+ﬁ.

Preuve. Soit F vérifiant la propriété (2,,). Comme U est (T, Tp)—périodique, il se décompose en série de Fourier

Uy, y2,¥3) = Z U, n(¥3) ezm(%yﬁ%”)

m,nez?

avec Uy n(y3) le coefficient de Fourier. Comme AU =F dans 8%, en substituant U par son développement en série
de Fourier et en remplagant F par la propriété (2,), nous obtenons

2tm\? 2nn\? -2n f’%z+ﬁ(er)
( T, ) +(T_g) %m,n(.V3) = pm,n(J/S) e m . (50)

e Pour (m,n)=1(0,0), I'équation devient ai@/o,()()@) =0 et les solutions sont des fonctions affines définies
par

aig%m,n(y@ -

%Uo0(y3) = Dyys + Cy .

U

Comme U est telle que / 5 dy < +oo0 alors Dy =0.

2L, 1+y3
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e Pour (m,n) # (0,0), nous avons une équation du second ordre non homogene. La solution est une combinaison

d'une solution homogene %,Zf’gn(yg) et d'une solution particuliere %,ff,gt(yg) de I'équation 1D La solution

homogene s'écrit
—om, [ (1)
%Zom(YS) = Khom e T% Tg ’ .

N

Une solution particuliere de (50 s'écrit

—om [ 4 12 (L)
art Y
%rlr]z,n (¥3) = QAm,n(y3) e Tt

ou q, ,(y3) —4m, /’T”—; + ?—gq’myn(yg,) =Pmn(¥3) et d°qmn=d°Pmn+1. Umn(ys) est alors donnée par

—om [ 4 22 (-1
%m,n(YS) = (qm,n(y3)+Khom) e R .

U s'écrit donc
-21 M+£()/3—L) [ m n
Dot T VIR el
(m,n)#(0,0)
N N —am, [ 15 + 2 (y5-L)
avec U= ) Qmn(ys) e T
(m,n)#(0,0)

ezm(fyﬁ@yz) qui vérifie la propriété (2,). L]

9.4.2 Caractérisation des limites pour les termes de champ proche

Soit (Ec,Hc) I'unique solution dans 72 (%) de

roty Ec =F* dans & ; roty He = F'  dans 2,
divy Ec =G¥ dans & ;  divy He = G dans @,
3 (Ec,Hc) est (Ty,Tz) — périodique
nxEc=0 sur 0% ; n-Hc=0 sur 0% ,
(&3 xEc) x & = Z(é&xHc) sur Zp,

avec FE, FH, GE et GH vérifient la propriété (2,,) alors il existe Cg telle que Ec = Cg +E et il existe Cy telle que
Hc = Cy +H avec E et H vérifient (2,).

— Notation 4 \

Les notations suivantes sont considérées pour la suite :

P1 q1
« P=|py|etVP= [Vp1 Vp2 Vps];Q=|q
p3 s
p1
e Pr=|pz2|et VPr= [Vp1 Vp2 0]
0
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Nous cherchons maintenant a caractériser le comportement a l'infini de (Ec,Hc) a partir des données.

,—[Proposition 115} \

Supposons que FE, F!, GE et G vérifient la propriété (2. Les termes Ec et Hc solutions de (25pis))
sont tels que

~ D)) — [ FF-Vgody - — [ F*-Vpd
(CS)+Z(”C§)) _ Tsz/ge YT, Y

5 - (2)
c® _z@cm 1 / p— 7 g—
E H - F* Vg dy— —— F -Vpody

T,T, ! T1T, 2 (51)

Tsz/ |v(@xa;)|FFdy + Tsz/ | vPr|Fdy ;

ou o .
Ce:= lim Ec= c? et Cp:= JJim_Hc = c?| - (52)
o ci

Preuve. Nous notons dans la suite Cg = lim Ec et Cg= lim Hc. Nous cherchons 3 caractériser le comporte-
y3—+o0 Y3—+oo

ment a I'infini de (Ec,Hc) afin de déterminer le comportement a I'infini de (E,H).

e Commencons par prendre |'équation roty Ec = FE que nous multiplions par un E’ € W,(%8) a déterminer et
nous intégrons sur QBL (0,T7) x (0,T2) x (0,L) \9’# :

/rotyEC-Edy:/ FE-Edy
%5 %y

@/ Ec-roty E'dy + / (ﬁxEC)-ﬂdyl + / (nxEc)- E’ dy + / (nxEg) - E.. dy1 = / FE-Edy.
BL b 3P, 2L

0

Nous choisissons E’ de sorte que roty E' = 0. Il existe donc ¢ telle que E’ peut s'écrire sous la forme d'un
gradient E' = V. Nous obtenons alors

(i xEg)- (V)pdyr = / FE.Vepdy - / (i x Eg) - (V) pdyr - (53)

Z# <%[, z#

L 0 0

« Prenons maintenant I'équation roty He = F' que nous multiplions par un H' € Wy(%) & déterminer et nous
intégrons sur ?/33 :

/rotyHc-ﬁdy:/ F'l. H dy
BL BL

— Hc'l‘oty H/dy + / (ﬁXHc)H!de-i-/ (ﬁXHc) H!fdyl + / (ﬁXHc)H%dyl = / FHﬁdy
B 0% %4 zw_dl(* - g B
-4 (nxXEc)xn
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Nous choisissons H' de sorte que roty H' =0. Il existe donc y telle que H' = V. Nous obtenons

/ (i xHc)-Vydy + / (7i x He) - (V) pdys :/ F1.Vydy + / Z‘l[(ﬁxEC)xﬁ]-(Vw)Tdyl.(54)
02 b3 B =

1
Nous prenons v =p; et ¢ = —ﬁqg dans les équations et et cela donne :

1 B — ) 1
~om z}f(nXEC).(qu)Tdyl =T 7o %(%F ‘Vgody + /Zg(anc).(ﬁqu)Tdyl, (55)

/ (fixHg) - (Vpi)pdyr = / F1.Vp dy + / Z7'|(AixEc) x ii|-(Vp1)pdyr ; (56)

I By b
car (Vp1)p =0 sur 0% (p1 =0 sur 0%%).
Comme

. 1 1= .
[ B (Tyan + [ 2 [@x0 <] Trgan

(7 x Bc) x 7t - dyr = 0

1 . -
(— ﬁl’l X qu)T + (Z_IVPI)T

/23

en additionnant (55 et (56| et en utilisant ce qui précede, nous trouvons

1 - . 1 — S
_m\/z# (estC)‘(qu)Tdyl + L#(QSXHC)'(vpl)Tdyl = _ﬁ %LFEqudy + \/{@LFvaldyl ) (57)
L L 0

0
En prenant L — 400 dans (]ﬂ[) comme Vg, — &, Vp; — €1, FE, FH Vérifient la propriété (P) et Ec = C:+E
et He = Cy + H, nous obtenons

Pz - L [ Ty - B
E H TiT2 o T

/ F. T dy . (58)
112 J

1 .
En prenant w=p; et ¢ = ﬁth dans les équations 1) et 1 , hous avons

1 . 1 S . 1
ﬁ/z? (83 xEc)- (Vau)pdyn = 7@ |, FE. Vg, dy - /Zg(anc).(ﬁvm)Tdyl , (59)

0

(€3 xHcg) - (Vp2)pdyr = /LFH'V_PZdY + / Z7| (7 xEc) x ’7’] (Vp2)pdyr - (60)
B %4

#
Z:L

car (Vpz)p =0 sur 0% (p2 =0 sur 0%%).

.
:/Z#

0

Comme

1

. “1[(= .
(”XEC)'(Z(z)Vql)Tdyl ' /zgz [(”XEC)XH (Vp2)rdn

#
0

1 e —
(ﬁ X EC) X ﬁ] . [ﬁ(ﬁ X Vql)T + (Z‘1Vp2)T] dy1 =0,
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en additionnant et , nous obtenons

1 l = ‘ = _ 1 l E o . H ..
ﬁ/z%[% (€3XEc)'(V6]1)Tdy1 + ./?(83XHc)-[vp2)Tdy1 = ﬁ t%(l)_F 'Vqldy + Q/(%(];F 'szdy. (61)

En prenant L — +oo dans 1) comme Vq; — &), Vpo — &, FE, F!! Vérifient la propriété (22,,) et Ec = C:+E
et Hc = Cy + H, nous avons une deuxiéme condition

7(2)

— — 1 S =
—Cé2)+Z(2)Cg) = /FE~Vq1dy + / FH,szdy. (62)
112 /o %

1T
]

Nous venons de montrer que si les termes sources vérifient la condition (2,) alors la solution (Ec,Hc) dans
F€2(B) solution de ([25pis) définie de maniére unique est telle que

D (1)) @ _ 720
cP+zWc® et cP-z9c]
sont données a partir de la formule (51)).
Cette solution ne tend donc pas nécessairement vers 0 méme si
cD M@ _ g 0@ _ @0
cV+z0c® =0 = c?-z@cl .

Pour construire I'unique solution (E,H) solution de (25) telle que (E—xy,>no®, H-Xy,>uall) € 7#4(%) et qui
tend vers 0 a l'infini, il faut corriger avec des fonctions du noyau.

—~ Théoreme 116} \
Supposons que F£, F1| GE et G! vérifient la propriété (22,,). Il existe une unique solution de telle
que (E—Xy,>uaf, H—Xy,>uall) € #4(B) et telle que (E,H) tendent vers 0 a I'infini si et seulement si

(1 M@ _ - @ )M
c’+zVc? = 0 = c¥-z@cl . (63)
Cette solution est donnée par
E=),>n0" +Ec—CPVp, —CPVp, - CPVps ; (64)
2) C(l)
— H E E (3) .
H=Xy,>HQ +Hc—ﬁVQ1+ﬁVfJ2—CH Vgs ; (65)
~0 ~)
Cp Sy
\ Vo : 0 ; ; | ~@ i = c®
ol (Ec,Hc) est 'unique solution dans 7, (98) de (25pis) avec ysllgrlooEc =|cf | et y3ll>r£looHC =|cd
(3) 3)
. Cg Ch
etou V]=1,2,3, . .
O _ D E,() O _ D H,(J)
Cp'=C +a et Cy=Cy+a
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Preuve. Nous montrons que (E,H) est solution de car (Vpl,—ﬁng), (Vpg, ﬁVql), (Vps,0) et (0,Vgs) e AN

(2)
H1) o0 _ S
(o +CH )
. . 1 . ’ N . . “ .
Nous avons 11111 E=0 et hn+1 H= O(H,(z)Jré(z)Jrg qui est égal a 0 si et seulement si la condition de
Y3—+0oo Y3—+0oo H 7z
0
compatibilité est satisfaite.
Il existe qu'une seule fonction qui vérifie cela de maniére unique ! ]

9.5 Construction des termes de champ proche

9.5.1 Construction des premiers termes de champ proche

Nous allons maintenant utiliser les résultats précédents pour construire les termes de champ proche. En assurant
qu'ils tendent bien vers 0 a I'infini, nous allons déduire des conditions aux bords sur les termes de champ lointain.

Construction de E; et Hj

D’aprés le Théoréme pour presque tout (xr) € R?, il existe une unique solution (Eo,Hp)(xr; - ) dans 77 (%8)
de

roty EB(XT; -)=0 dans & ;  roty m(xT; -)=0 dans £,
divy EB(XT; -)=0 dans A ;  divy I-Alf)(xT; -)=0 dans &,
{ (EB,}TO)(XT; ) est (Tq,To)— périodique , (66)
ﬁxEB(xT; -)=0 sur 097 ; ﬁ-ITIB(xT; -)=0 sur 0%,
(@ xBotxr; -))x8 = Z(&xHolxr; -)) sur Zf.

Cette solution est (Eo,Hy) = (0,0)!

D'aprés le Théoreme il existe une unique solution (Eg,Hp) telle que (Eg+xy,>He€ol5,,,,Ho + Xy,>mhols,,, ) €
764(9B) et qui tend vers 0 quand y3 tend vers +oo seulement si la condition de compatibilité (63) est satisfaite. Ceci
nous donne ici

(xr) = 0.

€o,T
z eH

(xr) — Z é3xhg
eH 2

Ce couple de fonctions est donnée par

Eox1;y) = —Xp>H(Y) eOIZEH(xT)+e§)D s (xT)Vpl(y)+e(()2)‘z (XT)sz(Y)+e(()3)’Z xT)Vps(y) ,
eH eH eH

Ho&x1;y) = —Xy,=1(¥) holy,, ) +h’|  xr)Vaqi(y) +hf)2)|z &DVaz(y) +h(()3)|z xn)Vas(y) -

s
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,—[Proposition 117}

Pour presque tout xr € R?, il existe un unique couple de fonctions (Eo,Ho)(xr; - ) tel que (Eo+
Xys>H €0ly Ho + Xyy>1 holy,,) € #4(98) qui tend vers 0 a I'infini seulement si

eor — Z (é3xhg) = 0 sur Zeq . (67)

Dans ce cas, pour presque tout Xt € R?, y € 23,

Eo(xr;y) = —Xys>H(Y) eo|z H(xT) + VP(y) e H(XT) , (68)

et
HoGry) = —Xp>n®) ho| () + YQ) ho

S (XT) . (69)

Construction de E; et H;

D'apreés le Théoreme pour presque tout xt € R?, il existe une unique solution (Ej,Hi)(xr; - ) dans 72 (%)
de

roty Ej (x7; - ) =— roty, Eo(xr; - ) ; roty Hy(xr; - ) = — roty, Ho(x; - )
—ik Itlvo(xT; ) dans & ; +ik EB(XT; ) dans 4 ,
divy I:]vl(xT; <) =— divy, EBETL- ) dans & ;  divy Iflvl(xT; ) == divy, Iflvo(xT; -) dans &, (70)
(E1;, Hy) (x5 - ) est (T1,To)— périodique ,
AxE(xp; -)=0 sur 0P : -Hi(xp; -)=0  sur 0% ,
(& x Ey(xr; -)) x 7t = Z (& xHi(xg; -)) sur Zh.

D'aprés le Théoréme il existe une unique solution (Ej,Hy) telle que (E; +xy,>uei1ls, Hi +Xy,>uhils,, ) €
H4(9B) et qui tend vers 0 quand y3 tend vers +oo seulement si la condition de compatibilité (]@D est satisfaite. Ceci
nous donne ici

e

avec F§(x7;y) = — roty, Eo(xr;y) — ik Ho(xr;y) et Fil(xr;y) = — roty, Ho(xr;y) + ik Eo(xr;y). (Eo,Ho) données par

3 . 3 .
iﬁi et 1@’ se réécrivent Eo(xr;y) = Y VP (y)el |5, (xr) et Hoxr;y) = Y VG (wh{’ |5, (x1) ol VB; = Vp; —Xy,>n8i
i=1 i=1
VG =Vqi — Xy,>n&;.

/gg F(x1;y) - Vga (y) dy — 20 /@ Fil (x1;y) - Vp1 (y) dy
1

e T s —/ FE(xT;y)-vql(y)dy—z@)/ Bl (xriy) - Vpa(y) dy
B B
0

eH

(xr) )

=+

€

Remarque 31. Nous rappelons que Vp; W é; et Vp; vérifie la propriété (P,). De méme pour Vq; et Vg;
3—+00
respectivement.
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— Définition 118} y
Nous donnons la définition des coefficients qui apparaissent dans la condition ([81) :
_1 / Vp1-Vpidy / Vp2-Vpudy| 1.0 @
== "7 = (()3) (()4) eR¥Z; (71)
T:Ty = . = a, a,
Vp1-Vpady Vp2-Vp2dy
17 B
1 —/ Va1 -V dy —/ V.- Vg dy BV p?
Bo = % % b(3) b(4) R (72)
1he / Vg -Vaqidy / Vg2V dy
R 7]
/WI3 Vg, dy 4
a = =| %| €R; (73)
TITZ / Vs -V dy %
1 /VP3 Vpudy|  1,m
bz = T:T 7 = b%Z) € [RZ ; (74)
122 Vps-Vpady 2
/.
1| / Vs x Vpi dy 2
As= =173 | eR¥?; (75)
TiTy | o Vs x Vpo dy a3
B
| / Vp3 x Vgp dy p®
B3=—— 2 =1 % | eR¥3; (76)
itz t(—/ Vp3 xVaq dY) b3
B
[ / p1 xVqady ; —/ VP qugdy] = [afll) ; al| eR¥?; (77)
TTTs B B
1
As = /V x Vg, dy ; /VAszqldy —[a®) ;. a@] em3*2; (78)
TiT2 |/ 7] 5 5
1 X
B4 T1T2 /@ 1 X Vpl dy ; / qu X vpl dy — bfll) ; bElZ) € [R3 2 ; (79)
1 ~ ~ x
Bs=—r /Vcthpzdy: /Wszszdy = by ; bP| eR¥?; (80)
TiTz [/ B
ol pour i=1,2,3, nous rappelons que Vp; = Vp; —Xy,>né; et V§; =Vq; —Xy,>n&;.

Remarque 32. Toutes les intégrales ont bien un sens car Vp; et Vq; vérifient la propriété (Ps,) du chapitre @
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— Notation 5 \

Nous introduisons quelques notations :
o 1oty u=0y u®-09,,ul).
« pour deux matrices A,B€R™", on note A:B=tr( ‘A B).
0, UM
o V5 U=V, U v, U@ vyU®] avec V4, UY = (6XZU(U).
0

,—(Proposition 119} \

Pour presque tout xr € R?, il existe un unique couple de fonctions (Ej,Hj)(xr; - ) tel que (Ej+
Xys>H €ols,., Hi + Xy, hols,, ) € #4(28) qui tend vers 0 a I'infini seulement si

e, 1(x) —Z (&5 x hj(x)) =Zik Ao eo1(X) + ik Bo ho1(x) —az roty,eox) —Z by roty,hy(x)

B (rot eo(x)) _Llgv (rot ho(x))
ik A ik AN (81)
Aq:Vy,eoT(X) [le:vxthO,T(X) sur Tur
As : Vy,eo1(X) Bs5:V,hoT(x) e
ol les coefficients sont définis dans la Définition [118]
Dans ce cas, pour presque tout X7 € R?, y€ 4B,
E) (XT;¥) = —Xy;,>H(Y) e1ls,, (XT)"‘EI(XT;Y)_ZP(Y) Ce, (82)
(1)
Cgy o ,
avec Cg = CI(EZ)1 :th} Ei(y) et Cg)l = C(E’)1 —e(ll)lz . (xr) pour i =1,2,3. Nous avons aussi
@ | Yo ’ ’ )
Cgy
Hi (x1;y) = ~Xys>0 () hilg,, o) + Hi(xr;y) - VQ) C (83)
Cy
avec Cy = Cg)l = ylin} H;(y) et Cg)l = 61({”1 —h(ll)lz 4 &1) pour i=1,2,3.
) S too ) ) €
C(3) 3
H,1

(E;,H;) sont des solutions de problémes de cellule.

/FS(XT;y)-qu(y)dy - Z“)/ Fy (x1;y) - Vp1 (y) dy
B

- FE(XT;y)-Vql(y)dy—Z(Z)/ Fy (x1, X2;y) - Vpa(y) dy |
B B
0

Preuve. Nous cherchons a exprimer
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Nous avons

(1) = (2)
€, s Vpr + €,
eH

Fg=—r0txt Vp2+e ZHVﬁg]
x Vo —the(())

eH

1 -~ 2 ~ 3 ~
Vg, + Vg, + \Y 3]
0 ZEH q 0 ZEH q 0 zeH q

2 - : 3)
0 zgl—[qu —ik hO

~

Vs ;

eH

1 —~
_ the( ) - xVp)— theo

X Vﬁs

eH

1 ~
Wi
0 ZEH

et

)

Fg = —roty, [hél) |z . Vp + e(

3 ~ : (1)
0 Zsqus] +zk[e0

Vp +e(3)| VA]
ZEH pz 0 ZeH p3

1
=~ Vyh|

<V - Vb

<V~ Vb

xVZi3+zk e0

eH

Vas .
s qs3

eH

VP +ik e?| Vp,+ik e
z:eH pl 0 ZEH pz 0

eH eH

Nous avons d’une part,

/ F -V dy — Z(”/ Fg' - Vp dy
B B

1
= [ —theé)

s / V1 qugdy—the(Oz) s / Vﬁszquy—the(Os) s / Vps x Vg, dy
eH B eH B eH B

—ik h{V
0 |z

/VCAh'VLIde /Vﬁz-ngdy /Vﬁs-qudy
B eH A eH B

eH

/ VZ]\I val dy—VxlhOZ) / VZ,Z val dy_VXthés)
B B

EH

-zW [ ~Vxh{"

/ Vs x Vp1dy
eH H B

+ik e(l)

/Vm Vpidy+ik e(2)Z /Vpg Vpidy+ik e(3)z /Vﬁs-Vpldy
eH eH J B

eH

En utilisant que :

* comme divy Fg =0 dans B(Ap; =0, Ag; =0) alors roty, egls, +ik h0|zeH) =0 ce qui donne

- 7.1, (3)
ikh

2 1
(lee( ) - —axze(())

EEH) = —roty, €l ; (84)

eH

* comme divy F; 1= 0 alors roty, holy .~ Lk el =0 ce qui donne

. 3 1
ikef’|, =0.qh{|, ~8.h{’|

E

= rOtxthO|2€H ; (85)

eH
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nous trouvons

/ F-Vgody — Z“’/ Fy - Vp dy
B B
=74

) [—ik/ Vp1-Vprdy + zW [—ik/ Vo -Vpy dy
B Zen B

(1)
)

(2)
e
0 |z

eH

+

eH

[—/ Vp1 xVgady
ZEH [
s [/ Vg, x Vprdy
eH 33

[/ Vs - Vg dy
B

1 _
e s o] - oo

+

[—ik/ V?/l-qudy] h{" . —ik/ vz,2~v6/2dy] h{ .
B B

eH

: [—/ Vp2 x VCIde]
ZEH B

s [/ VZingpldy]
eH %

/ Vp3-Vpidy
%

(2
0

1
Vi, ef) )

+

+ Vx.e€

7z vy hV + 70 Vyxh¥

+

- zo roty, hg

+

roty,, e
x; €0 5 Son

1
-|—= | Vp3xVqg.dy| .
ZEH) [ik/@ p3x V(> Y]

eH

- zo Vx, (rotxteo

D'autre part, nous avons

—/ FE-Vqldy—z(Z)/ Fy - Vpody
B B

= Vxleél) / Vﬁl qul dy + theéz) / Vﬁg qul dy + theg) / Vﬁg qul dy
Zen A ZeH RB ZeH B
+ ik h" . /val-vmdy + ik h{ . /vaz-vmdy + ik h” . /Vﬁg-Vqldy]
eH ) B eH ) B eH ) B
+ zm[vxthg” / Vi x Vpody + vxlh52)| / Vi, x Vpody + vxlhg3)| / Vs x Vp, dy
Zen Jaz Zen Jaz Zen Jaz

- ik el . /Vﬁg-szdy]
eH J B

0

/ Vﬁz-szdy - ik e(()S)
Z:eH B

/Vﬁl-szdy - ik eéz)
ZEH B

= —roty,eoly,, et ik ef)s)

eH

=roty,holz, , nous trouvons

En utilisant que ik h(()s)
b

eH

—/ Fy-Vqdy — Z(Z)/ Fy - Vpy dy
B B

e [—ik/ Vp-Vpady|e®| + 2@ [_ik/ V- Vpady|e?
B ZSH B ZEH

+
ZEH

: [/ Vp1 x Vg dy
ZEH A

s [/ Va1 x Vp2 dy
eH gg

- [/ Vgs-Vaq dy
%

1 ~
) ] - o

+

ik/ V-V dy] hf)2)|
B Zen

: [/ Vpo xVq, dy
st RB

: / VZiszpzdy]
%

roty, hg

ik/ Vg -V dy] h{
B

1) (2)
0 0

+ Vye + Vye

+ 2? Ve hy?

+2® Vyh{"

Ze]—l

A /VﬁS'VPZdY
B

roty, e
Xt OZ

ZEH

1
-|—— | Vp3xVqdy]| .
Zeﬂ) [ ik/@ p3xVaq Y]

eH

-7 Vx, (rotxl €
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En utilisant les deux expressions donnés précédemment, nous obtenons

/ F (x1;y) - Vo (y)dy — 72 / Fl (x1;y) - Vp1 (y) dy
B

— | Exq;y) Va1 (y)dy-2z®? / Fil(x1, X2;y) - Vpa (y) dy
B B
0

/Vﬁl'vpldy /Vﬁg-Vpldy e /VﬁZ'thdy —/ Vg1 -Vapdy| [-h$
:—lkZ B B ) ZeH +lk B B O ZeH
/Vﬁl-Vpgdy /VﬁZ'szdY € s, - | Vg2-Vqidy /th'thdY hy S
2 P 2 %
/ Vs -Vqody / Vps-Vpidy
+| 7% roty, € - Z\|/# rot, hg
~ ZEH -~ ZEH
—/ Vs -Vaq dy / Vps-Vpady
P %

7 t(/ Vs valdY)
-— B Vx, (rotxl e

ik [(/ Vs XVPde)
7

—/ Vp1 xVqzdy ; —/ Vo x VQ2dY] : Vx0T
% B

[/ Vp1 xVqdy ; / VP2 xVay dY] :Vx.eor
% %

1 t(—/ Vp3 xVq» dY)
) + — B th(rotxlho
e ik (/ Vp3 xVaq, dY)
7]

»

ZSH

s [/ Vg xVpidy ; /Vﬁzxvmdy]:vxthom
+ T+ Z '

f Vg1 xVpady ; V> xVps dY] :Vxho 1
7] 7]

ZSH zsH

L]
9.5.2 Caractérisation des termes de champ proche a tout ordre

En généralisant la technique de construction précédente, nous pouvons trouver une condition de bord pour
les termes de champ lointain (e;;, h;;) jusqu'a un certain ordre m qui garantit |'existence d’'un couple de fonctions

(E;m, Hy,) qui tendent vers 0 a l'infini jusqu'a I'ordre m. Nous pouvons ensuite obtenir une expression pour les termes
de champ proche.
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,—[Proposition 120} \

Soit m = 1. Pour presque tout xr € R?, il existe une famille {(E4,Hy)(x1; ), Yq < m} telle que (Eq+
Xys>H €qgls,» Hg+Xy>H hqueH) € #4(%) qui tend vers 0 a I'infini seulement si
~1) 1@
Crg * 2 Ciig
Vagsm, (eqls,&n); — Z&xhgls, &xr) = |CF - z@CY | ; (86)
0

c D@
i, + ZVCE

/ F,_,(x5;y)- Va(y)dy - Z(”/ F, (xr;y)- Vp1(y)dy
c® _ Z(z)é(l)q _ 1 #
E.q

Ha| =TT, |- /%F]E]—I(XT;Y)'Vﬂh(y)dy_zm | FqaGaiy) - Vpay) dy

0
0
Dans ce cas, pour presque tout Xt € R?, yeEB, Vg<m
Eq(X1;¥) = ~Xy,>H(Y) eqlx,, (k1) + Eqxr;y) — VP() Crq (87)
1)
CEv‘l L .
avec Cg 4 = ngq =y31_i>r£100Eq(y) et C](Ely)q = Cl(al,)q_e(c;)|2m (x1) pour i =1,2,3. Nous avons aussi
CE,q
H, (x1;y) = ~Xy,>u(y) hgls,, &) + Hyxr;y) - YQ) Cuyq (88)
(1)
Ot ) o
avec Cy,g = C%)q =y31_i>l£100Hq(y) et Cg?q :Cg?q—hg)lzm(xﬂ pour i =1,2,3. Notons que (E4, Hy) sont
CH'q
des solutions de problemes de cellule type dépendant des fonctions précédentes et des éléments du

noyaux.

9.6 Problemes vérifiés par les termes de champ lointain

Les conditions aux limites pour les termes de champ lointain obtenues précédemment, garantissant |'existence
de couples de termes de champ proche qui tendent vers 0 a l'infini, permettent de compléter les équations satisfaites
par les termes de champ lointain.

Nous rappelons que E;,c =€ elfixitikexotiksxs of H, =@ x l%eiklxl”kzxz”hm sont des ondes planes incidentes
(k1€Tq, k2€T2) quasi-périodiques.
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Constuction de e, et hg

~ Définition 121} \

Les termes de champ lointain ey et hy satisfont la condition (67)), les équations de Maxwell et les
conditions d'onde sortantes :
rothy — ik eyg=f dans R? x (¢H, +00) ;
rotey + ikhg=0 dans R?x(eH,+o0) ;

divey;=0 dans R? x (eH, +00) ;
4 divhy=0 dans R?x (eH,+o0) ; (89)
eor=Z (&3 xhg) sur Zep ;

ey —E;,,c est sortant ;

hy —H;;. est sortant

En particulier, en utilisant les équations@ et , la condition (67]), nous pouvons exprimer le probléme
uniquement pour ey :

rotrotey — k> ey = 0 dans R?x (eH,+00) ;
éyxroteg(x) + ikZ eyt = 0 sur Zey; (90)

ey — E;j,c est sortant

Notons que E;j,. est une plane incidente alors ey est € et ey va aussi étre une onde plane qui s'écrit sous la
forme

eO(x]yXZyx?,) — /e\ eik1x1+ik2x1 eik3X3 + RO eik1X1+ik2X2 e*ik3(x37€H) .

Etant donné que &; x rot ey +ikZ 'eyt = 0 sur Xy, en remplacant avec la formule de ey, nous pouvons exprimer
une relation sur Ry :

ikgRoyT + ikTR(Os) + l'kZ_lR(),T eik1x1+ik2x2 = eikgsH [ikTé*(B) - ikgéT - ikZ_léT] eik]X1+ing2 .
De plus, comme div ey 4 =0, nous avons une autre relation :
kiR” + kRY — k3RS = 0 .
Pour exprimer explicitement Ay, il faut résoudre le systéme linéaire a trois équations donné par :

(ks + k27! Ro;z + kRS = M| (ks - kz 7! Jor ~kre® |,

kiRY) + kR — kR = 0 .
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,—[Proposition 122}

€o(x1, X2, Xx3) =

Il existe une unique solution de telle que ey est €*° qui s'écrit, pour x3 =¢€H,

avec Ry € C3 est calculé  partir de (91)). Le vecteur Ry correspond au vecteur de réflexion en x3 = eH.

/e\ eik1x1+ik2x1 eingg + RO eik1X1+ik2X2 e—ikg(X3—€H) , (92)

Nous avons évidemment un résultat similaire pour hy.

Construction de e; et h;

~ Définition 123

conditions d’onde sortantes :

uniquement pour e; :
rot rot e; — K2 €]

Zi
—?63 xrotey+e; T =

€]

Les termes de champ lointain e; et hy satisfont la condition (81]), les équations de Maxwell et les

roth;—-ik e =f dans R? x (eH, +o0) ,
rote;+ikh;=0 dans R? x (¢H, +00) ,
dive; =0 dans R?x(eH,+o0),

divh; =0 dans R?x(eH,+o0),

e,T—7Z (53 X hl) =7 ik Ag €)1+ ik By h(),T —ap roty,eg —7Z b, I‘Otxth()
7z 1 (93)
7 A3 Vy, (rotxteo) e B3 Vy, (rotx[ho)
Ag:Vyeor [34 : Vi hor
+ ’ ’ sur  Zeyg,
A5:Vy e B5:Vyhor e

e; est sortant ,
h; est sortant .

En particulier, en utilisant les équations @ et , la condition ([81)), nous pouvons exprimer le probleme

=0 dans R®x(eH, +o0),

Zi
Z ik Ag ey +ikBg (rot eg); —ay rot,,ep— - by rot,, (rot e)

Aq:Vyeor

As: Vx[eo,T (94)

Z i
7 Az V,, (rotxteo) -z B3 V,, (rotx[ (rot eo)) +

Zi
k
est sortant .

B, :V,, (rot eg);

Bs:V,, (rot e); sur Zew

e; correspond uniquement a la partie diffractée et dépend de ey alors e; est €°°. Puisque e( est une onde plane,
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e; va |'étre aussi. Nous cherchons e; sous la forme

e](xlynyxg) — R] eik1X1+ik2X2 e—ik3(X3—€H) .

. ; Zi . . Zi
Etant donné que A xrot e +e;r = Z ik Ag ey +ikBg (rot eg); —az rotye— " by roty, (rot eg) —

4 i Ay:Vyeor|  Zi [By:Vy, (rot )
= Ay Vo |-~ Bs Vi |+ cort 2 r T
T 3 Vy,|roty, €y 2 3 Vy, |TOty, (I‘Ot eO) As: theO,T k |Bs: th (l‘Ot eO)T

son expression et ey par |'expression (95)), il est possible d'exprimer R;.

sur Zepp, en remplagant e par

,—[Proposition 124} \

Il existe une unique solution de (94) telle que e; est € qui s'écrit, pour x3 = €H,
e](X1,.7C2,JC3) — Rl elk1x1+lk2x2 e—lk3(X3—£H) , (95)

avec R; € C3. Le vecteur Ry correspond au vecteur de réflexion en x3 = eH.

\.

Nous avons évidemment un résultat similaire pour h;.

9.7 Modeles effectifs proposés

Nous venons de construire les termes du développement. Nous pourrions, comme dans le chapitre |3, a partir
d’estimations sur les termes de champ proche établir des estimations d'erreur pour le développement asymptotique
de (Ef,H®). C'est un travail qui reste a faire. Comme dans la suite nous nous intéressons en priorité aux termes
de champ lointain, il serait aussi possible de donner une estimation de I'erreur commise pour les termes de champ

lointain.

Soit nous construisons les termes de champ lointain de facon incrémentale, soit nous utilisons le modele qui va
approcher la série tronquée de champs lointains. Ceci peut étre utile pour I'étude de géométries plus générales. Le
fait de considérer un modele approché permet d'avoir une approximation directe jusqu'a un certain ordre.

Plus précisément, le modele a I'ordre 1 est construit a partir de ey et hy satisfaisant

rot hg—ikey=f dans R? x (eH, +00) ,
rot eg+ikhg=0 dans R?x (eH,+o0),
divey;=0 dans R? x (¢H, +00) ,
4 divhy=0 dans R?x(eH,+o00),
eorls, =Z (&3 xhgls,,) sur Zem,
ey —E;;. est sortant ,

hyo—H;;,, est sortant

Les particules et la condition d'impédance posée sur |'objet sont remplacées par une condition effective qui est
identique a la condition d'impédance sur £y mais elle est posée sur Z.y4. Cette condition d'impédance effective ne
permet donc pas de prendre en compte les particules. Pour obtenir une approximation d'ordre plus élevée et obtenir
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des résultats prenant en compte les particules, il faut au moins aller a I'ordre supérieur du développement.

Nous proposons alors un modele a I'ordre 2. Ce modeéle est construit a partir de eg, e, hg et hy. Nous souhaitons
définir une approximation de ey(x) + € e;(x) et hg(x) + € h;(x). Pour cela, nous reprenons les conditions de bords

données par et

eo,T—Z (53 Xho) =0 sur ZeH
eT—7Z (53 X hl) =7 ik Ag €T+ ik By hO,T —ay roty,eg—Z bs I‘Otxtho
Z 1
A ~ 7% A3 Vy, (rotxteo) T B3 V,, (rotx[ho) (96)
Aq:Vyeor [34 :Vyhor sur e
As5:Vy.eor B5:Vyhor e
En prenant une combinaison linéaire des deux conditions et en introduisant les opérateurs
— Notation 6 \
© LyecV=7xV;
o Lyo/V=r0tyV;
© LgraaV=Vy,V;
nous pouvons définir la condition effective sur Z¢y
Z Ag:Loraa
ld—¢ ik ZAg+€as Lyos+€ — A3 Loraalror—€ gra ) e + ce
( Ao 2 Lrot ik 3 Lgradlrot [AS:Lgrad ( 0 1) S
1 B;:L L
= (Z+€ ik Bo Lyec+€ Z ba Lyo;Lyec+€ P B3 LgraaLroiLvec+€ Z 4 ~grad -vec )(53 x(hy + € hl)) (97)
eH

Bs:LgradLlvec
De plus, comme ey, e, hy et h; satisfont les équations de Maxwell, nous avons

dans R?x (eH, +00) ,

rot (ho + Ehl) - ik(e() +¢€e;
rot (eg+¢ep) +ik(hg +eh;
dans R?x (eH, +00) ,

f

=0 dans R?x(eH,+o0),
0
0 dans R?x(eH,+o0) .

)

)
div (e +ce;) =

)

div (h() + €h1
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~ Définition 125

Soit (v%z,v’f{,z) satisfaisant

dans [R?x (eH, +00) ,

rot vy, —ik v, = f
rotv’E +lkV§{2=0 dans R?x (eH, +00) ,
divvi,=0 dans R®x (eH,+00),
div vf{yz =0 dans R%x(eH, +o0),
Vi gz = Z (83 X Vi ol5y) = Z ik Ag Vi |5,y +€1k Bo Vi |z,

€
—€ap T0ty, Vi, 5, —Z € bz 10ty Vi, 5, . (98)

Z £ 1 £
—— €Az Vy, (fOtx,VE,2|st) - € B3 Vy, (rotx[ (VH'2|Z€H)

ik
A4 vxt E 2T|Z€H B4 : thvil 2|Z£H
+€ ’ sur  Xeq,
As: Vi, Vi oIz Bs: Vi, Vip,lsy
Vi, —Ejnc est sortant ,
Vi[,z —H;,. estsortant
Nous pouvons aussi écrire la condition uniquement en fonction de vi ,. En utilisant :
é3 xrot eg + ikZ_leoyT =0 sur Zg
83 xrot e, +ikZ 'e;r =—k*Ag eor — k*Z 'By(rot )y — ikZ 'ayrot,, ey + by roty, (rot eg)
Z—l
9 — A3 Vy, (rotx[eo) L B3 V,, (rotx[(rot eo)) (99)
e 1V e B;s:V, (rote
tikzL Ag:Vy.eor _[ 40V ( 0)p sur T :
As:Vy.eoT Bs:V,, (rot e);

nous obtenons

“'Bo(rot vj,); —€ ikZ 'a roty,v§, + € by roty, (rot vf ,)

1 |As: Vi, (Vg )T
As: Vi, (Vg )T

83 xrot Vi, +ikZ ™ (Vi ,); =—€ k*Ag (v§ )1 —€ K°Z
-1

Z
—e Az Vy, (rotxtvgz) te = B3 V,, (rotxt (rot VE,Z)) +e ikZ”

By: Vo, (rot vi, )y

sur  2eq -
Bs: V,, (rot VEZ)T eH

—&

(100)

Nous venons de déterminer la condition effective pour vf ,, nous pouvons maintenant expliciter le probleme

vérifié Vf; 5 (X1, X2, X3).
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— Définition 126

Soit V%z satisfaisant

rot rot VEZ ksz2 =0 dans Rx(eH, +o0),
&3 x rot Vi, + ikz ™! (Vio)p = - ek’Ag (V)T —€ k*Z "By (rot Vi) —€ ich_lagrotx[V‘c];;2

+€ by roty, (rot vi,) —€ Az Vy, (rotx[vE 2)
-1

1V, (VE
+e ZT B3 V,, (rotxt(rot v%z)) +e ikZ™! Aq: Vi, (Vi )t

(101)
A5 : th (VE,Z)T

By: Vy, (rot vi )y

—¢€ Bs: Vy, (rot VE,Z)T

sur  2eq,

€
Vg o —€inc est sortant .

Notons que E;j. est une onde plane incidente alors vf, , va aussi &tre une onde plane qui s'écrit sous la forme

VEZ(xl’xz’xg) — é elk1X1+lk2X2 elk3X3 + R; elk1x1+lk2x2 e*lkg(x;),*EH) .

En utilisant la condition sur Z¢y et le fait que div v, =0, nous pouvons exprimer le systeme linéaire afin d'obtenir
le vecteur de réflexion R§ avec

s RS 1 + kRS )+ KZ VRS ¢+ ek A0RS ¢ + k2 iBo I RS ) + ksRS T ) — ekZ s (kr - RS )
zt
—¢€by ((kT . R; T) ks + Atkr Rg'(g)) —eAskr (kT . R;”l) - ETBg 1 ((kT . R;T)kg + ATkTRE’(s))kT

+ekZ” 1 afll) kr RS'(1)+€kZ 1 az(LZ)'kT Rs,(z)_ b( (kgRe +k3R€’(2))+ b() (k3R€ +k1Re,(3))
aél)-kT 2 i(32) . b(51 k 2 béz g 2

— elkgEH

(eT kg - kTA(s)) - ikZ_léT - SszoéT - ekZZ‘lBoi(k% - eT kg) + ekZ a (kT él) + Ebz(— kng ~éT + ATkT§(3))
71 ),
+ eAskr (kT -é%) + ETBg ikT( —kskr-er+ ATkTé{s)) ekz! (a4 n tz) el —ekz! (a kr @

by “kr ~(3) ~(2) b, -kt (1) ~(3)
€ bgl)-kT (kge —kse )+e bgz)'kT (kge — ke )

(102)
et

By + kRy® - ksRG® = 0; (103)

ol Ut := (UP,-UW) et kr = (ky, kp)".

265



CHAPITRE 9. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE

,—[Proposition 127} \

Il existe une unique solution de (101)) qui s'écrit
v%z(xlyxZ;xf}) — é elk1X1+lk2X2 elk3X3 + R; elk]X]‘i'lkg)Cg e—lk3(JC3—€H) . (104)

avec R§ € C3 obtenu 2 I'aide du systeme linéaire donné par 1' et (103).

Le vecteur RS correspond au vecteur de réflexion en x3 = €H.

Nous pourrions comme cela est fait dans le chapitre [3| effectuer les estimations d’erreur pour le modele effectif.
Des que les estimations d’erreur du développement asymptotique sont établies, il ne serait pas compliqué de définir
celles du modele effectif. Mais faute de temps cela n'a pas été fait.
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Chapitre 10

Résultats numériques

Sommaire
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Dans ce chapitre, afin de valider nos modeles donnés dans le chapitre 8, nous présentons la méthode de calcul
d'une solution dite de référence qui est obtenue a partir du code périodique du CEA-CESTA. Il a donc fallu apprendre
a utiliser ce nouveau code et faire en sorte de comparer les mémes quantités. Pour obtenir nos modeles effectifs, il
faut calculer les fonctions profils du noyau, pour déterminer les constantes apparaissant dans les conditions effectives.
Ces fonctions sont solutions de problemes de type Laplace dans une demi-bande périodique. Nous avons ensuite
validé le modele effectif a I'ordre 1 (qui ne prend pas en compte la présence de particules). Malheureusement, il
reste un bug, probablement dans le calcul des constantes ou celui des coefficients de réflexion, qui nous a empéché
de valider le modele a I'ordre 2.

10.1 Calcul de la solution de référence

Afin de valider nos modeles, nous utilisons un code développé au sein du CEA CESTA qui permet d’avoir une
solution dite de référence dans le domaine %SL = (0,€Ty) x (0,€T>) x (0,eL) \ &2 vérifiant le probleme de Maxwell.

Nous voulons comparer les vecteurs de réflexion de nos modeles et celui du code de référence. Nous allons donc
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essayer de le calculer pour la solution de référence. Le champ diffracté E,; satisfait pour x3 >eH
rot rot E; — kZEd =0,
div Ed =0
b4 — ik1€T1 - >4 _ ik18T1 -
3 eledIFr—e é1 xEqlr; et € xrot Ed|rl+—e é; xrot Eq4lr; , (1)

& xBglry = €8 xBylr; et & xrot Eylr; = €28, xrot Eqlr; ,

E; est une onde sortante

Le code de référence utilise une décomposition en modes TE et TM. Exprimons cette décomposition et expri-
mons le vecteur de réflexion a partir des coefficients donnés par le code de réflexion (voir Annexe).

Pour les modes TE (E(g) =0), en utilisant les équations de Maxwell, nous pouvons déduire les contributions dans
les modes TE
TE Yé_,mvT[ei(mx}JrﬁMZ) — iYL (x—€H)
Hd (X1, X2, x3) = ZAI’m Xl,m e Yim , (2)

IL,m ei((xzx1+[3mx2)

et
LVL
EZE (x1, X2, Xx3) = Z Alm Xl m

(cxle +ﬁmxz)

e~ IYim(xs—€eH) : (3)
0

oll V1U = (0x,U,0,,U) et V3U = (0x,U, -0y, U).

Pour les modes TM (H® = 0), en utilisant les équations de Maxwell, nous pouvons déduire les contributions
dans les modes TM

Ylmv [ a,x1+ﬁmxg)]
EM (x),x0,%3) = Y By | Xim o~ iYimbs—eH) @
L,m ei(a1x1+ﬁmxg)
et
_kVJ_ [ ((xlx1+[3mx2) ] .
H}} (X1, X2, x3) = ZBlm le o iYim(xs—eH) (5)
0

Finalement, en prenant les contributions des modes TE et TM, nous obtenons la forme générale de E; et Hy

YlmV [ ale+[5mx2)

k VL[ (Oflx1+ﬁmx2) ]
e IYum(xs—€f) ZBl,m le

E;(x1, X2, x3) = ZAI m Xl m

e—in,m(xa—sH) : (6)

0 Lm ot (i +Bxs)

I,m
et

Yl_ymv ei(a;xﬁﬁmJ@) _ka_[ (a;x1+ﬁmx2)

2 _
Hy(x1,x2,%3) = Y Apm | Xom e~ Yimlxs—eH) Y Bim le
ei((xlx1+ﬁrr1x2) ILm 0

e—in,m(xs—EH) . (7)
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Pour le mode fondamental (I =m =0), la quantité x =0 quand I'incidence est normale (ki = k2 = 0), nous
prendrons

cosP
Eg’%;T: sing eik1x1+ik2x2 (8)
0
et
sin
Eg}g{T: —cos eik1x1+ik2x2_ (9)
0

Le code de référence nous donne les coefficients Ag et Bgo. Exprimons le vecteur de réflexion a partir de ces
deux coefficients. D'une part, nous avons que E est une onde plane donc E; s'écrit
ik1x1+ik2x2 e—ik3(X3—€H)

E;x) =re

D'autre part, nous avons la décomposition en mode TE et TM

coso sing
Ed(X) — AO,O sin(b elk1x1+lk2x2 e—zk3x3 + BO,O —COS(D etk1x1+lk2x2 e—zk3(x3—£H) )
0 1

Nous obtenons donc le vecteur de réflexion avec

N (cosq) sin¢ )(Ao,o) (10)

sing —cosd) \Bo,o

et
7'(3) = B()’() . (11)

10.2 Calcul numérique du modele effectif

Dans cette section, nous nous intéressons a la méthode du calcul numérique de notre modele effectif
proposé dans le chapitre 9 et a la détermination du coefficient de réflexion associé.

10.2.1 Algorithme

Etape 1 : Nous résolvons les problémes vérifiés par les fonctions du noyau P1, P2, P3, 41, G2 et gs (données dans
la définition [L07] du chapitre 9) a I'aide d'une méthode éléments finis.

Etape 2 : Aprés avoir obtenu les fonctions du noyau, nous calculons les coefficients du modeéle donnés dans la
définition du chapitre 9.

Etape 3 : Nous pouvons alors calculer le vecteur de réflexion et le coefficient de réflexion.

269



CHAPITRE 10. RESULTATS NUMERIQUES

10.2.2 Calcul des fonctions du noyau

Pour obtenir la solution du modele effectif, il faut commencer par calculer les fonctions du noyau p1, p2, p3, ¢,
G- et gs. Pour calculer numériquement ces fonctions, il faut borner le domaine afin de calculer des solution dans le
domaine %3 :=(0,T7) x (0,T2) x (0,L) \% a |'aide d'une condition de Dirichlet-to-Neumann sur une frontiére fictive
notée Zf ={y1€(0,T1), y2€(0,T2), y3=L}. Pour tout j=1,2,3, p; admet la décomposition modale, pour y3 =L :

2 2
—ZN\/ﬂlerl i (m o n
ﬁj(yl,yz,_%) — Cj + Z ym,ne 12 TS eZm(TIJ’HTZJ’z) : (12)
(m,n)eZ?\(0,0)

1 T2 [To/2 ain( 2142 30)
avec Py, neRet &y, = —/ / piy,y2, L) e T2 dy dy,.
Ti To J 12/ -1u02

Nous pouvons alors définir I'opérateur de Dirichlet-to-Neumann
m?2  n?

= T3 Pmn FlErer) (13)

AyPj=—0xPj T
(m,n)eZ?\(0,0) 1 2

st =27

Nous pouvons ainsi ramener les problemes de type Laplace dans une demi-bande infinie a un probleme en do-
maine borné :

e pour j=1,2,3, p; satisfait le probleme :

~Ap;=0 dans %,

p;j est (T1,T2) — périodique
1 pj=-yj sur 0%,
pj=0 sur >t

Ox,Pj+Aspj =0 sur Zi.
e pour j=1,2,3, nous avons que Z/j satisfait le probleme :

-AGj=0 dans &y,
qj est (Tq,Ts) - périodique
< Vﬁj'ﬁ=—éj~ﬁ sur 0Py ,

gi=0 sur X,

dx,Gj+MsG; =0 sur =T

Dans les figures qui suivent nous tracons les fonctions profils, pour une particule de rayon 1 de centre (1.005,1.005;1.005)
dans une boite 2.01 x 2.01 x 4.01.
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— 000400

real_part_tem_u
real_part_term_u

Figure 10.1 — fonction p Figure 10.2 — coupe de p;

006400

real_part_term_u

real part_term_u

Figure 10.3 — fonction pa Figure 10.4 — coupe de p»
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real_part term_u

real_part_term_u

Figure 10.5 — fonction p3 Figure 10.6 — coupe de p3

000400
002
- 30001 004
006
o2s
008
02
01
Fois
—o12 3
- £
o Lo 8
5 <
—005 ¢! 016 8
z 3
Lo % 018 &
5
EI 02
| o1 022
o 024
026
| o2
028
025
30001
30801
(4
X

Figure 10.7 — fonction g, Figure 10.8 — coupe de g
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30001
025
- 30001
025 02
02 015
Los o
Lo 5
—005 !
3 2 ]
3 ° '
o ¥ 3
3 005 3
| oo ©
01
Lo
L 015 015
|02 02
025 025
L 30001 30601
azZ
<3

Figure 10.9 — fonction g Figure 10.10 — coupe de g2

- 126400

SE

09
Los
“o7
o6

Los

real_part_term_u

reol_part_ferm_u

o
o
oz
Lo

01

20601

EAY

Figure 10.11 — fonction g3 Figure 10.12 — coupe de g3
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real_part_ferm_u
real_part_term_u

Figure 10.13 — fonction r; Figure 10.14 — coupe de 1}

10.2.3 Calcul des constantes du modeéle effectif

Aprés avoir calculé les différentes fonctions profils, nous pouvons calculer les constantes du modele effectif.
Nous avons besoin de calculer des intégrales sur 2 qui est une demi-bande infinie. Pour obtenir ces intégrales, nous
décomposons % de sorte que B := QBSUQBCI;O avec %go :=(0,T7) x (0,T2) x (L, +00).

Le calcul des coefficients fait intervenir quatre types d'intégrales :

e 1° type d’ intégrale : / Vfi-Vq/jdy:/ (Vli_Xyng éi)-Vqudy ou Vli:Vl~,~+é’,~ et quj:VITJj+é’j alors
B B

nous avons

/gg (Vli —Xy3zH5i) -Vy;dy

).
VI (V4 )dy+ [ (TTi+2)- (70,+8)dy

_/gago Zh
=/ VE-V¢de+M+/ (VIi+&)- (Vi +8))dy .
BL 4 By

En effet, en utilisant la décomposition modale nous montrons que

_ —om, [P |y (m o
/ Vij-gjdy= Y Cmn-&; g’m,n/ e VBT dy / elinetn) ayy = 0.
B, (m,m)#(0,0) y3>L

[0,T1]x[0,T2]

(Vli—éi)-vqjjdy+/%LVli-ijdy
o

L
oo

0o
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En réalisant une intégration par partie, nous utilisons la formule suivante pour déterminer les coefficients

/ (VIi—Xy3zHéi)‘V1Ujdy = / A#Ti \ledyl + / (Vl~i+§i)-(V1TJj+§j)dy. (14)
B g By

0

o 2°M¢ type d’intégrale : / Vi;- (V\pj—xyszHé’j)dy ou VI; =VI;+é; et Vd; = V(T)j +&;. Nous obtenons le
B

méme résultat que pour le 1¢" type d'intégrale :

/QBVli-(VWj—XyngEj)dy = /#A#Tl’ {]vjjdyl + /L(VE+§i)-(VlTIj+Ej)dy. (15)

L ‘%0

o 3%7¢ type d’intégrale : / (Vli —Xy32Hé'l-) x Vy jdy avec VI; = VI +8& et Vy;=Vy;+é;.
R

/%(VZi_Xy3>Héi)XV\deY:/gB(VTi"'éi)X(V\T’j+éj)dy_/%Xy3>HéiX(V\T’j"‘éj)dy

=/ VExV\T;jdy+/ Vil-xéjdy-i-/ é’ixvﬁjjdw/ Elxé']dy .
Ja I /B By

/. v

[1.] [2.] [3.] [4.]

-

1

avec

L]

/ayzii aya‘T’jdy— ays’lvi ayz‘T’de

/ Vi x Vi dy = / Oy,
B
/ 0y, li 0y, Wjdy— [ 0y,li 0, ;dy
[ vl ns wyay- [ onostiwiay- [ 0,051, W dy
% 77 % 7
IPP j 0y, i m \T’jdy—jbyr@y/g’i/\l’/jdy—j 0y, li n3 ‘Tfde"‘Mdy
= B B B
j 0y,l; ny ijdY‘Mdy_j Oy, li m Wjdy+ | 0,0y ;dy
% 0B
/ 6y2E ns ‘Tfjdy_/ ale' ‘T’jdyl_/ ayj" nz Y dy
Py = RIZA
= / aJ’3Z’ m ‘T’jdy_/ aJ/lTi ns {l}]'dy-’-/ aylz ‘Tfde/I
0P, G b

0

/ dy,1; na \Tfjdy—/ dy,li mi yjdy
GL@# 69#

R

~i aJ’1 ‘TJJ' dy - ahii a}%ﬁ’j dy

l
l

R

ST W

8

3,5 na q;jdy+M

N

@
!

[}

(VT x 1) q,jdy-/ (VT &) §;dy -
02 i
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2. ]
0 0 0
~ T. T. I; ngdy— [ I;d ~ ~
/Vlixgldy: /‘%a%ll IPP /E; ll 13 /ag)#l 3y /zgl N —/ li (?zxé’l)dy—/#l,- égdyl
~| = - _ 0% b
3,1 —/@ I ny —/ I; npdy ’
B 0% 0,
De la méme fagon, nous avons
/VTiXé’gdy:/ I; (ﬁXé’z)dy+/ I; i dy, .
B 02 %4
/v’z}-xésdy:/ I; (= &)dy .
B 0%
3]

0 0 0

N . - alT!' —/ ﬁrng —/ ~'nd+/ITJ'd —/\Irdyl
/Lelwijdy /933 PV T Jaag VT8 | 2|7 Jog VTR T J 1N W
@ ~ ~ ~

' / 0y, W / Wy n2 / V) nady

B K178 0,
Z/ ﬁ}j(élxl_fl)dy+/ ﬁ'ljézdyl—/ \leégdyl .
0% 34 34
De la méme fagon,

é x Vy;dy = V(e xn)dy— [ Wiéidyi+ [ Wjéidy .
L # #
L 0, st g

/ éngqudy = / ITI](éE;Xﬁ)dy
By 0P

Nous obtenons alors

/ (VIi_Xyngéi) XV\U]dyz [/ (VT, X ﬁ) \TI]dy—/ (VT, Xég) \T!]dyl + / 7, (ﬁXéﬂdY-*—/ E (ﬁxé])dyll
2 0, st 0P, st
1] 2.
| W (é,-xﬁ)dy+/ ¥, (Eixﬁ)dy1+/ By (& xm)dy |+ (e x2))|2h]] -
0P, s 5t S i )
b ~- g [4.]

(3.

(16)

e 4°™¢ type d’intégrale : / Vi; x (ij—xyszHEj)dy avec VI; :Vfi +€; et Vy; =Vy; +é;.
B
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/ Vll' X (VUJ]' _Xy32Héj) dy:/ (Vli +Ei) X (V\TJ]' +éj)dy—/ (VT, +§i) X Xy32Héjdy
B B B

:/VT,-XV{[dey+/ éixVﬁ/jdy+/ Vl~i><§jdy+/ é xé;dy .
B 7] BL B

0

Nous obtenons alors

+

/ v (é’ixﬁ)dﬁ/ 7 (5iXﬁ)dY1]
0%, st

/ Vi; x (VW] _XyszHéj) dy= / (V{J:I] X I_’i) Edy+/ (VITI] X ﬁ) Edyl
B 02 =

+ +[ (@ x &;)1%;1]

/ I; (ﬁxéj)dy+/ I; (ﬁxéj)dy1+/ I (i x&;)dy
0% s# #

0 zL

(17)

En utilisant les intégrales de type 1 et 2, nous calculons numériquement les matrices Ag, By et les vecteurs ay, by
donnés dans la définition En utilisant les intégrales de type 3 et 4, nous calculons numériquement les matrices
Az, B3, A4, A5, By et Bs donnés dans la définition [118|

10.3 Calcul du coefficient de réflexion

. .. i kinc 3
Nous rappelons que nous considérons une onde plane incidente E;,c = elkineX & ot H;, . = & x = elkineX dont e

A~ A o~ 2
vecteur d'onde s'écrit Kine = k(sinﬂcoscp, sinﬂsincp,cose)t = (ki, ko, k3) = k(ky, k2, k3)* avec k= Tn

. R : : .k :
En polarisation TM, nous prenons & = (cos0cos@,cos0sin, —sin) et &x —— = (sing,—cos@,0).

kinc
k

A

En polarisation TE, nous prenons &= (sintp,—cosnp, 0) et éx

= (- cosBcosy,—cosOsing,sinb).

Nous rappelons que pour le modele effectif a I'ordre 1, le vecteur de réflexion est obtenu a partir de la résolution
du systéme linéaire donné par (91

(ks + Kz~ Ao +krAl) = e [ (kg + iz Jor +kre® |
ki ASY + koA — kAl

0.

Pour le modele effectif a I'ordre 2, le vecteur de réflexion est obtenu a partir de la résolution du systeme linéaire
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donné par ((102) et (103) :
iksR ¢ + ikrRS®) + ikZ RS 1 + ekoARS 1 +€K2Z 7 iBy (k%Rg(g) + kgR;;)

+eikZ  ai(knRS™® - kRS V) by (Ier - RS ) ks + Arke RS ) + eAgher (- kiRE® + ko RS ™)

71 CV @ .k bW .k
— e =By (kr RS ) ks + ArkRS® Jlr +ekz! (a‘gl) o [RE wekz ™ ) TIRG —e| ) T (kRS + ksRE®)
a5 . T . 5 . T

@
‘e (Eglz) 2) (ksRE™ — ksRS™) = i (@rks — kre® | - ikZ " er - ek®Aqi - ek*Z Boi (ke —erks)
5

Z—l
- eikZ_lazi(klé(Z) - kgé(l)) + sbg( — kskp @7 + AT€(3)) - sAng(— k2@ + kgé(l)) + STBgikT( T ATéB))

(1 ) (1) (2)
_1la;”’ -kt _1la;” -kt b, -kt b, -kt
_ekz ! o) _exz M 2@ (P4 I 2® — k8@ ) 4| Pa kye® — k89
y ( v )e y a® k)¢ T b ey ( 20T ie ) ‘(b2 kg (36 1e )

By + kBR3P — ksR3Y = 0

10.4 Validations numériques

Pour valider notre modéle, nous souhaitons comparer le vecteur de réflexion de la solution de référence et le
vecteur de réflexion de nos modeles effectifs. Nous étudions la dépendance de |'erreur entre les vecteurs de réflexion
en fonction de la taille des particules €.

Dans la Figure [10.15, nous considérons une particule, une fréquence de 2GHz (A = 15cm), 6 = /4, ¢ =0,
0.5+0.5i 0

0 054057 Nous représentons

T, =T, =2.1, nous nous plagons en polarisation TE et nous prenons Z =

I'erreur pour le modele a I'ordre 1. Nous obtenons une erreur d'ordre 1 en €.

Dans la Figure [10.16] nous considérons une particules, une fréquence de 2GHz, 6 =nt/3, ¢ =0, Ty =T, =2.001,

1.0 0 , , s
o 10l Nous représentons |'erreur pour le modele a

['ordre 1 en fonction de €. Nous obtenons encore une erreur d'ordre 1 en €.

nous nous placons en polarisation TE et nous prenons Z:(

Dans la Figure [10.17} nous considérons une particule, une fréquence de 2GHz (A = 15cm), 6 = n/4, ¢ =0,
0.5+0.5i 0

0 0.5+0.5i
I'erreur pour le modele a I'ordre 2. Nous obtenons une erreur d’ordre 1 en €. Le modeéle n’est pas plus précis que le
modele 1. Le modele a I'ordre 2 n'est donc pas validé. Il faut débugger le code. afin de pouvoir valider le modéle.

T, =T, =2.1, nous nous plagons en polarisation TE et nous prenons Z = . Nous représentons
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\\\\H‘ \\\\\H‘ \\\\\H‘ :\\\\H‘ \\\\\H‘ \\\\\H‘ ]
10° | E i ]
B 1 - 1 |
g I | g 107! s 1 ; E
710t £ T i :
s | : s ]
~ i - 1 | -~
3 i 1072 | E
1072 | 1 ] § 1
:\\HH\ I Lol I Ll | Ll I Lol I Lol i
107° 1074 1073 1075 1074 1073
€ €
Figure 10.15 — Erreur sur le coefficient de réflexion pour Figure 10.16 — Erreur sur le coefficient de réflexion pour
le modele 1 (cas 1) le modele 1 (cas 2)
: T 1 \\H‘ T T 1 \\H‘ T T 1 \\H‘ :
| 1 |
-1L ; |
| [ ]
“ L |
Q
N L |
1072 E
7\\\\\\\ I Lol I Lol :
107° 1074 1073

€

Figure 10.17 — Erreur sur le coefficient de réflexion pour le modele 2
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Annexe A

Décomposition a I'aide des modes TE et TM

Il est aussi possible de donner une décomposition a I'aide des modes TE et les modes TM.

,—[Proposition 128}

En utilisant les équations de Maxwell, nous pouvons décomposer EY, et HY,  a l'aide des modes TE
(E5 o % = 0) et des modes TM (H5® =0)
= Y ot exp(—iYmn(xs—€L)) Epr, (x1,X2) + cpony €Xp(—iymn(xs —el)) EpNy(x1,x2) (1)
m,nez
avec :
. C,T,anC et C%%EC;
sing
_V (x ) X ) . . .
o« EIF (x1, %) —( 2 T P AL A2 ) si m,n#0 et g5 (x1,Xp) = | —cosg | ethintiker,
0 0
Yo cosBcosp
Vr (x1,%2)| . ) . .
o EMM (x1,22) = | Xinn Pmn si m,n#0 et EJM(x1,x,) = | cosOsing |e'kintike .
(pm,n(xlrxz) ’ —sin®
et
HY = zzc?nﬁn exp (= iYmn(xs —€L)) Hy (x1,%2) + Cppy €XP (= iYmn(x3—€L)) HY, (x1,%2) (2)
m,ne
avec :
Yo —cos0Ocos g
Vr (x1,x2)| . ) , .
o HIF (x1,x) = X T PN si m,n#0 et HiE(x1,x) = [ —cosBsing | ehintikx:
(‘pm,n(xl) JC2) ’ sin®
—k sing
Vi (x1,%2)| . . :
. Hmn(xlyxz) _ (an T(Prgn 1, X2 ) si m,n#0 et Hg‘%/[(xl,xz) =|-cosy ezk1x1+zkzxz_
0
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Preuve. D’'aprés la Proposition , chaque composante du champ électrique E}, et chaque composante du
champ magnétique HY,  s'écrit, pour i =1,2,3

,O0

EEd,(i) = Z ng),n exp ( - iYm,n(x3 _SL))(Pm,n(xly X2) ;
m,n

HSD =% all) exp (= iYm,n(x3 —€L)) @ (x1,%2) -

d,oo
m,n

Commencons par regarder les modes TE, nous nous placons dans le cas Efi(g’g =0. En utilisant I'équation de

i

i
e ___ € £,3) €,(2) _ &) _ ; £,(2) _ €,(1) _
Maxwell E; = krot H, . nous avons E /" = k(aledm axZHd,oo) =0 ce qui donne 0,,H ;= 0,,H; =0

En utilisant la formule de HZ'(Q précédente, nous obtenons amdfi?n—ﬁndﬁ,ll?n =0. En notant

dV =db o,
[ Z)n frnn " avec d;,n eC; (3)
dm,n = dm,nﬁn ;
Nous écrivons
g,(1)
T .
Hsd,’&c)’ =Y VTP n (X1, X2) €Xp (= iY (X3 —€L)) . (4)
d,co m,n

Nous décrivons E‘;(olg et E‘;(ozg a l'aide de la décomposition modale de HY, et des équations de Maxwell :

. 1 . . .
zkEgd'gg = (rot Hfj,oo)( ) = aszZ',fi —astZ’fi =) (zﬁnd,(ﬁ?n + zym,ndfﬁ?n)exp(— iYm,n(x3 —€L))@m,n(x1,%2) ;

m,n
' ()
R ) N 3 . . .
lkEgd,(oc)p = (rOt H;,oo) = ax3Hil,(oc)) =0y Hii,(og = Z (_ lYm:ndﬁrlL?n - lamdg?n) exp ( —1Ym,n(x3 — EL))(Pm,n(xly Xo) .
m,n
A I'aide de la définition de Egd(cg Egd(i)) dayy,, d%, et dela décomposition modale de H;f’g nous avons
R @3) (2 ,a
ikH5Y) = —(rot B )™ = 0, E;% +0,,E5")
[ 2 a2 T YY) .
= Z % [ (O‘m + ﬁn) Ym,ndm,n + (am + 5n) di(fl))n exp ( —1Ym,n(X3 = EL))(pm’”(xl’ x2)
m,n %,—/ H—/
Xonn Xonn
=ik Z d;(g?n exp ( —iYm,n(x3 _€L))(Pm,n(x1;x2) .
m,n
Nous exprimons alors d,y, ,, = %d;n et nous posons pour la suite
\2
TE mn T
Cmn = dm,n . (6)
Ym,n
Nous avons alors la décomposition de HY,  pour les modes TE :
HE,(I) v
d,o Ymn
TE i 7= VTQm,n(X1, X2) .
H, = HZ(Z) = C};@En Xin,n exp (— iym,n(x3 —€L)) . (7)
’ Hs,(S) mn ©m,n(X1,X2)
d,oo/ TE
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Exprimons maintenant E,  pour les modes TE. Nous avons
GBS = ik Y O _ el
IkE; o =i Z Crn €XP (= 1Y (43 — €L) )@ (X1, X2)

=Y (lﬁndm ntiYm, nd(z?n) exp (— iy m,n (3 —€L)) @ n (X1, X2) ;

m,n

en utilisant I'expression de d'2 mn €t dﬁg)n, nous obtenons

k
1 T
in)n = ﬁn dm,n . (8)
m,n
De la méme facon, nous obtenons
k
(2) T
Cmn = ~%m dm,n (9)
Ym,n

De plus, comme Efig =0, nous exprimons E};, pour les modes TE :

Eey(l)

d,oo k vj_

eTE _ £,(2) _ TE ) T(Pm,n(xl,xz) .

% = (BT = et [T o ). (10)
€,
d,00/ TE

Regardons maintenant les modes TM, nous nous placons dans le cas Hgd'fc)) = 0. En utilisant I'équation de Maxwell

ikH(, _=-rot E}, , nous avons H8 ® = _5, E8 @ 40, ESY = 0. En utilisant la formule de E5”) précédente, nous
d,co o 1 27"d,00 d,co
1

obtenons —amcm n+PuCmn=0. En notant

ny _ T
cy) =Cr  Om
g)n e avec czmedj ; (11)
Cmn = m,nﬁn ;
Nous écrivons

EE ,(1)

(EE 2) ) Z Cm W VT®m,n(X1, X2) eXp( iYm,n(x3 _SL)) . (12)
m,n

Nous décrivons Hfi(olg et Hfj(z a 'aide de la décomposition modale de E}, et des équations de Maxwell :

; (1 @ ,(3 2 . . . )
zkHsd,((X)) =—(rot Ej; ) = —axZE*;fog +6x3E;)(og =3 (— iBrch), - zym,ncﬁ,zl?n) exp (= iYmn (X3 —€L))Pm,n(x1, X2) ;

m,n
. ,(2 (2) ,(1 ,(3 .
’ngd,(oc)J = —(rot Ez,oo) = —ax3E;fo; + GXIEZ;E; =3 (zym ncﬁ}l)n + z(xmc,(f‘l)n) exp (= iYm,n(x3 —€L))@pm,n(x1, X2) .

" (13)

A I'aide de la définition de Hsd’(cg, Hgd’(z), ¢y, c@) et de la décomposition modale de E;S’g nous avons

lkEg (3) (l‘Ot I—Is )(3) - axl 8 (2) axz 8 (1)
1 .
= Z [_ -_Ym,n)én,nczz,n lkX?n n 1311 n] exp( 1Y m,n(x3 _EL))(Pm,n(xerZ)
mn

=ik Y cnexp(—iYmn(xs—€L))Ppmn(x1,%2) .
m,n
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2
Nous obtenons alors cﬁf‘l)n = %c% ,, et nous posons pour la suite
’ m,n ’
Y
™ _ Amn T
m,n — Cm,n ° (14)
Ym,n

Nous avons alors la décomposition de Ef, _ pour les modes TM :

EE’(D v
30 L1 @, (1, %2)
,TM L2 ™ |32 TPm,n (X1, X2 .
Eii,oo = E;,(og = (;m'n(Xm,n exp(_lYm,n(xS_EL)) . (15)
ge ) m,n ©Om,n (X1, X2)
d,co/ TM

Exprimons maintenant H, _ dans les modes TM. Nous avons

iKHG2 = ik Y dyy)yexp (= iYmn(x3 = €1)@m,n(x1, X2)

m,n

. 1 . .
= Z (lYm,nC%n + l(xmcg?n) exp(— IYm,n(x3 — EL))(Pm,n(xl»xz) ;
mn

en utilisant |'expression de ci,lz)n et cg)n nous obtenons

k
W = an el (16)
m,n
De la méme facon, nous obtenons
k
dgrlz?n = _611 Crrrn,n . (17)
m,n

€,(3)

De plus, comme Hd’OO

=0, nous exprimons HY, pour les modes TM :

™ HZ,% _ZLVJ_LPWL n(xl x2)

» ) ™ T ) ) .

e I I ) e P S (19
HE, y
d,co/ T™M

Finalement, nous pouvons combiner les contributions des modes TE et des modes TM afin d'obtenir la forme
générale de E}, et de H),
,00 d,oco

. V’JI‘_(pm,n(xl!XZ)) ™

Ym,n
. . : VT(Pm,n(xl,xz)
Eil,oo = EZE+EZ’E/I = mch,Tn]?nexp(—lYm,n(@—eL))(an.n +Cm’neXp(—lYm,n(x3—gL))(X%n,n )

©m,n(Xx1,X2)
(19)
et
e eTE  y+e TM TE . %VT(pm,n(xl’XZ) ™ . ;k VfJf(I)m,n(xl;-’CZ)
H, =H; +H; = = Y Cpn€Xp(—iYmn(x3—€L)) (Xm'" )+cm,nexp(—lym,n(x3—€L)) Xim,n
’ ’ ’ m,n POm,n(Xx1,X2)
(20)
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Vérifions que la divergence est nulle.

div Ef, =0, “”+6x2 @ +0,,E5Y)
: TE Ym,n T™ .
=) ity CmnPn+ == Con@m | Pm,n (X1, X2) €xp (= iy n(x3 —€L))
m,n m,n m,n
Ymn ™ .
+ Z iBn|——— am+ CounPr | @mn (X1, X2) €xp (= iy m,n(x3 —€L))
m,n mn
- Z iym,ncm,n(pm,n(xl,xg)exp(— iYmn(x3—€L)) =0, en utilisant que X3, ,, = a5, +p .

m,n

De méme, nous avons

div H,  =0,,H' Dy axZHE +0,,H ) ,(3)

k .
= Z iay Ym z ;Eno‘m - C;l;qlt/:l n| Pm,n(X1, X2) €Xp ( = Ym,n(x3— EL))
m n m,n
+Z lﬁn[Ym” B+ —— Co O | @, (1, X2) €XP (= Y, (X3 — €L))
m,n m n

- Z Y m,nConn®mn (X1, %2) €Xp (= iYmn(x3—1)) =0, en utilisant que x5, ,, = o, +p% .
m,n

Pour m,n =0 et en incidence normale (ki, k, =0) alors xo0 = 0. Sachant que

”’lC inc

— C({O —iks(x3—€L) ETE(xl,x2)+ —lk3(X3 el) ETM(xl,x2)+ etk3(x3 el) ETE(xl,x2)+ elkg(X3 el) ETM(xl,XZ)
sing cosOsing
donc EJE(x1,xp) = efintik | —cosg | et B (x1,x2) = ethixatikx | cos@sing |. De méme,
0 —sin0

€ _ g€ €, TE e, TM TE ™
H BeL = H oo THine = (H Hd,oo ) (Hznc Hmc)
TE —lkg(X3 el) HT

™ —ikz(x3—€l) T

E iks(x3—eL ™
0_0(x1»x2)+ e 3% —el) HO,

o (X1, x2)

. . —cos0Ocos g ' . sing
donc HYE (x1, xp) = ethimitikexz | —cosOsing | et HIM (x1,xp) = efFiatikex [ —cosp |.
—sin0 0
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—~ Définition 129 \

V@ e H™1/2(div, 2,1 ), on appelle solution sortante dans H%(rot;%&%) NH! (rot; BL) de

rotrot E§, - k° E; =0 dans BEL
divE; =0 dans @B, (21)

53><E§Y00=q) sur  Zep;

ou EY  correspond a la décomposition modale H ou on a gardé seulement les modes propagatifs
"sortants” et les modes évanescents.

On dit donc qu'une onde est sortante si elle admet la décomposition modale ([1).

Nous pouvons réinterpréter cette condition a I'aide d'une condition transparente basée sur un opérateur de
Dirichlet-to-Neumann(DtN).

~ Définition 130) .

L'opérateur Ag, k,, dit de Dirichlet-to-Neumann, est défini par

H "2 (div, Zer) — H "2 (rot, Zer )
Ak ky : - . (22)
¢G— Ag, k, & = —é3 xrot Ed,oo
N .
ou B  est la solution sortante de 1)
,—[Proposition 131} \
~1/2( 3 _ ; TE (RTE ™ (pTM

VEZZ,oo|Z£LEHkl,kz(dlv’zﬁL) ’ Akllszfi,oo|z£L = - Z lmencm,n(Em,n)T"' Cm,n(Em,n)T :

m,nezZ m,nezZ Ym,n

' oné ; . : ~112( i 172 .
L'opérateur Ay, k, est un opérateur linéaire continu de H /> (div, Z¢1) dans H; '2 (rot, Zer ) et ot (- s

désigne le crochet de dualité entre H™1/2(rot; X)) et H™ V2 (div; Zep).
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Conclusions et perspectives

Dans la premieére partie, aprés avoir proposé des modeles effectifs a I'ordre 1 et 2 dans le cas de conditions de
Dirichlet sur les particules et dans le cas de conditions de Neumann pour une répartition périodique (chapitre [3),
nous avons dans le chapitre [4] calculé numériquement la solution de ces modeles effectifs et modélisé une solution
dite de référence afin de faire des validations qualitatives et quantitatives de nos modéles. Nos modeles ont donc
été validés numériquement et sont cohérents avec la théorie. Nous avons aussi effectué une étude sur I'évolution
du coefficient de réflexion en fonction de différents paramétres dans le cas d'une condition de Neumann sur les
particules afin de mettre en évidence le passage d'un coefficient de réflexion de 0 a un coefficient 1. Nous avons
notamment étudié numériquement l'influence de la distance entre les particules sur le coefficient de réflexion. I
serait intéressant de faire I'analyse asymptotique du coefficient de réflexion par rapport a la distance.

Dans la deuxiéme partie de cette thése, nous avons proposé des modeles effectifs dans le cas de conditions de
Dirichlet et dans le cas de conditions de Neumann sur les particules pour une répartition aléatoire (chapitre @
Pour pouvoir déterminer le comportement a I'infini des champs proches dans le cas Dirichlet et Neumann et pour
pouvoir assurer la stationnarité des champs dans le cas Neumann, nous avons considéré les problemes de champ
proche régularisés autour des particules. Une des questions que nous nous posons est : est-ce qu'il aurait été possible
de raisonner directement sur les problemes non régularisés quitte a rajouter des hypotheéses sur |'aléa. Nous avons
démontré que le développement asymptotique tronqué a |'ordre 2 est proche de la solution comme o(g) alors que
dans le cas périodique il se comportait comme O(e?). Pour préciser ces estimations et a I'instar de ce qui est fait dans
les travaux de Gérard-Varet [GVYM10, DGV11| IBGV08| ou de I'homogénéisation volumique [DG17, [DG21a, [DG21b],
il faudrait rajouter des hypothéses sur la loi de probabilité. Il serait peut étre possible d'obtenir des estimations
en O(e%/?) comme dans les travaux cités. Dans le chapitre , nous avons mis en place les étapes afin de calculer
numériquement les solutions des modeles effectifs et une solution dite de référence. Nos modeles ont ensuite été
validés numériquement et les vitesses de convergences obtenues des modéles effectifs sont bien meilleurs que ceux
donnés par la théorie. Comment I'expliquer ? Toutes les méthodes que nous avons essayé d'étendre afin d'accélérer
les calculs des constantes n'ont pas été concluantes. Il faudrait peut-étre trouver des adaptations et tester d'autres
méthodes comme celle proposée dans [Cotl3] dans le cadre de I'homogénéisation stochastique de volume. Pour
finir, comme dans la premiére partie, nous avons regardé I'évolution du coefficient de réflexion dans le cas d'une
condition de Neumann sur les particules. Il s'avere que pour obtenir une transition entre une structure transparente et
conductrice, il faut considérer des grosses couches de particules, sauf a autoriser des amas. Est-il possible d'étendre
les résultats théoriques a la présence d'amas?

Dans la troisieme partie, ol sont traitées les équations de Maxwell 3D, nous avons proposé un modele effectif
basé sur un développement asymptotique multi-échelle (chapitre @ Il s'avere que I'étude dans ce cas est plus
délicate et les calculs sont plus techniques que le cas scalaire. Il faudrait compléter cette étude par des estimations
d’erreur. Dans le chapitre[10] nous avons présenté la méthode afin de calculer numériquement la solution du modele
effectif proposé mais il reste des bugs dans le code de calcul. Il faut donc débugger le code Maxwell afin d’avoir
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une validation numérique du modele proposé. Une fois le code débuggé, nous pourrons appliquer le code numérique
Maxwell a une répartition aléatoire des particules. Justifier le développement asymptotique dans le cas des équations
de Maxwell pour le cas d'une répartition aléatoire est une question trés intéressante et encore ouverte.

Evidemment la prise en compte de la géométrie de |'objet sans I'approximation du plan tangent fait aussi partie
de la perspective de ce travail.
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Titre : Diffraction électromagnétique par une couche mince de nanoparticules réparties aléatoirement :
développement asymptotique, conditions effectives et simulations.
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Résumeé :

Nous considérons le probleme de diffraction d’'une
onde plane harmonique électromagnétique par un
objet inhomogéne recouvert d’'une couche trés fine
de particules parfaitement conductrices distribuées
aléatoirement. Nous cherchons a quantifier 'effet de
cette couche sur le coefficient de réflexion. La taille
des particules, leur espacement et I'épaisseur de la
couche sont du méme ordre mais petites par rapport
a la longueur d’onde incidente et les dimensions de
I'objet. Deux difficultés apparaissent : (1) résoudre
numériqguement les équations de Maxwell dans ce
contexte est extrémement colteux en terme de taille
mémoire et de temps calcul; (2) la répartition des
particules n’est pas connue pour un objet donné.

Nous allons supposer que c’est une réalisation d’'une
répartition supposée aléatoire.

Pour contourner ces difficultés, nous proposons
un modele effectif déterministe, a Ilaide d’un
développement asymptotique multi-échelle de la so-
lution, ol la couche de particules est remplacée par
une condition aux bords effective, prescrite sur une
surface située au-dessus des particules. Les coeffi-
cients qui interviennent dans la condition nécessite la
résolution de problemes dits de cellule posés dans un
demi-espace recouvert d’'une couche de particules,
de taille unitaire, réparties aléatoirement.

Title : Scattering from a thin layer of randomly distributed nanoparticles: asymptotic expansion, effective boun-

dary conditions and simulations.

Keywords : Maxwell's equation, asymptotic expansion, stochastic homogenization, boundary conditions

Abstract :

We consider the scattering problem of an electroma-
gnetic harmonic plane wave by an inhomogeneous
object covered with a very thin layer of perfectly
conductive particles distributed randomly. We want
to quantify the effect of this layer on the reflection co-
efficient. The size of the particles, their spacing and
the layer thickness are of the same order but small
compared to the incident wavelength and the object
dimensions. Two difficulties appear: (1) solving nume-
rically Maxwell’s equations in this context is extremely
expensive in terms of memory size and computation
time; (2) the particle distribution is not known for a

given object. We will assume that it is a realization of
a supposedly random distribution.

To overcome these difficulties, we propose a determi-
nistic effective model, using a multiscale asymptotic
expansion of the solution, where the particle layer is
replaced by an effective boundary condition, prescri-
bed on a surface above the particles. The coefficients
involved in the condition require the solution of cell
problems posed in a half-space covered by a layer of
randomly distributed unit-sized particles.

Institut Polytechnique de Paris
91120 Palaiseau, France




	Table des matières
	Introduction générale
	
	Contexte de la thèse et motivations
	Choix de la modélisation
	Plan du manuscrit

	I Cas bi-dimensionnel d'une répartition périodique des particules
	Présentation du modèle
	Présentation du modèle
	Géométrie
	Le problème de diffraction
	Condition d'onde sortante et opérateur de Dirichlet-to-Neumann

	Développement asymptotique
	Ansatz du développement asymptotique
	Équations satisfaites par les termes de champ lointain et les termes de champ proche
	Comportement à l'infini des termes de champ proche
	Étude du cas des conditions de Dirichlet sur les particules
	Étude du cas des condition de Neumann sur les particules

	Méthodes numériques et résultats
	Calcul de la solution de référence
	Calcul numérique du modèle effectif pour une condition de Dirichlet 
	Calcul numérique du modèle effectif pour une condition de Neumann
	Évolution du coefficient de réflexion dans le cas d'une condition de Neumann


	II Cas bi-dimensionnel d'une répartition aléatoire des particules
	Présentation du modèle
	Géométrie
	Formulation du problème
	Condition d'onde sortante et opérateur de Dirichlet-to-Neumann
	Caractère bien posé du problème de diffraction
	Cadre aléatoire
	Caractère bien posé du problème de diffraction dans le cadre aléatoire

	Développement asymptotique
	Ansatz du développement asymptotique
	Équations satisfaites par les termes de champ lointain et les termes de champ proche
	Comportement à l'infini des termes de champ proche
	Étude du cas des conditions de Dirichlet sur les particules
	Étude du cas des conditions de Neumann sur les particules

	Méthodes numériques et résultats
	Calcul de la solution de référence
	Génération du milieu aléatoire
	Étude de l'évolution du taux de remplissage 
	Calcul numérique du modèle effectif pour une condition de Dirichlet
	Calcul numérique du modèle effectif pour une condition de Neumann
	Réduction de l'erreur de résonance
	Technique de réduction de variance
	Évolution du coefficient de réflexion dans le cas d'une condition de Neumann


	III Cas tri-dimensionnel d'une répartition périodique des particules
	Présentation du modèle
	Géométrie
	Le problème de diffraction
	Condition d'onde sortante et opérateur de Dirichlet-to-Neumann

	Développement asymptotique
	Ansatz du développement asymptotique
	Équations satisfaites par les termes de champ lointain et les termes de champ proche
	Caractère bien posé des problèmes de champ proche
	Comportement à l'infini des termes de champ proche 
	Construction des termes de champ proche
	Problèmes vérifiés par les termes de champ lointain
	Modèles effectifs proposés

	Résultats numériques
	Calcul de la solution de référence
	Calcul numérique du modèle effectif
	Calcul du coefficient de réflexion
	Validations numériques

	Décomposition à l'aide des modes TE et TM




