
HAL Id: tel-04400789
https://theses.hal.science/tel-04400789

Submitted on 17 Jan 2024

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Diffraction électromagnétique par une couche mince de
nanoparticules réparties aléatoirement : développement

asymptotique, conditions effectives et simulations.
Amandine Boucart

To cite this version:
Amandine Boucart. Diffraction électromagnétique par une couche mince de nanoparticules réparties
aléatoirement : développement asymptotique, conditions effectives et simulations.. Optimisation et
contrôle [math.OC]. Institut Polytechnique de Paris, 2023. Français. �NNT : 2023IPPAE006�. �tel-
04400789�

https://theses.hal.science/tel-04400789
https://hal.archives-ouvertes.fr


,

574

N
N
T

:
2
0
2
3
IP

P
A
E
0
0
6
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Résumé de la thèse

Nous considérons le problème de di↵raction d’une onde plane harmonique électromagnétique par un objet in-
homogène recouvert d’une couche très fine de particules parfaitement conductrices distribuées aléatoirement. Nous
cherchons à quantifier l’e↵et de cette couche sur le coe�cient de réflexion. La taille des particules, leur espacement
et l’épaisseur de la couche sont du même ordre mais petites par rapport à la longueur d’onde incidente et les
dimensions de l’objet. Deux di�cultés apparaissent : (1) résoudre numériquement les équations de Maxwell dans ce
contexte est extrêmement coûteux en terme de taille mémoire et de temps calcul ; (2) la répartition des particules
n’est pas connue pour un objet donné. Nous allons supposer que c’est une réalisation d’une répartition supposée
aléatoire.

Pour contourner ces di�cultés, nous construisons un modèle e↵ectif, à l’aide d’un développement asymptotique
multi-échelle de la solution, où la couche de particules est remplacée par une condition aux bords e↵ective, prescrite
sur une surface située au-dessus des particules.

Dans le cas d’une répartition périodique des particules, les coe�cients qui apparaissent dans la condition e↵ective
sont déterminés à partir de problèmes de type Laplace, dits «de cellule», posés dans une demi-bande périodique
contenant des particules de taille unitaire.

Dans le cas d’une répartition aléatoire des particules, si la distribution des particules est stationnaire (la loi de
distribution est la même en tout point) et ergodique (le moyennage spatial sur un grand domaine correspond au
moyennage par rapport à l’aléatoire), la condition e↵ective fait intervenir des coe�cients déterministes qui dépendent
également de solutions de problèmes de type Laplace mais dans un demi-espace infini recouvert d’une couche de
particules réparties aléatoirement de taille unitaire. Ces problèmes non bornés sont approchés numériquement par
des problèmes de cellule périodique de très grande taille et les coe�cients sont obtenus à l’aide d’approximation de
type Monte-Carlo.
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Abstract

We consider the scattering problem of an electromagnetic harmonic plane wave by an inhomogeneous object
covered with a very thin layer of perfectly conductive particles distributed randomly. We want to quantify the e↵ect
of this layer on the reflection coe�cient. The size of the particles, their spacing and the thickness of the layer are
of the same order but small compared to the incident wavelength and the dimensions of the object. Two di�culties
appear : (1) solving numerically Maxwell’s equations in this context is extremely expensive in terms of memory size
and computation time ; (2) the particle distribution is not known for a given object. We will assume that it is a
realization of a supposedly random distribution.

To overcome these di�culties, we develop an e↵ective model, using an asymptotic multiscale expansion of the
solution, where the particle layer is replaced by an e↵ective boundary condition, prescribed on a surface above the
particles.

In the case of a periodic particles distribution, the coe�cients which appear in the e↵ective condition are given
by Laplace type problems, called ”cell”, posed in a periodic half-band with unit size particles.

In the case of a random particle distribution, if the particle distribution is stationary (the distribution law is
the same at all points) and ergodic (the spatial averaging over a large domain corresponds to the averaging with
respect to the random), the e↵ective condition involves deterministic coe�cients which also depend on solutions
of Laplace-type problems but in an infinite half-space covered by a randomly distributed layer of unit size particles.
These unbounded problems are approximated numerically by very large periodic cell problems and the coe�cients
are obtained using Monte-Carlo approximations.
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4.4 Évolution du coe�cient de réflexion dans le cas d’une condition de Neumann . . . . . . . . . . . . . 113
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6.3 Comportement à l’infini des termes de champ proche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
6.4 Étude du cas des conditions de Dirichlet sur les particules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
6.5 Étude du cas des conditions de Neumann sur les particules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Contexte de la thèse et motivations

Cette thèse s’inscrit dans le contexte de la furtivité électromagnétique. La furtivité électromagnétique d’un objet
est caractérisée par sa Surface Equivalente Radar (SER), grandeur quantifiant la proportion d’énergie renvoyée vers
le radar. Rendre un objet furtif, c’est diminuer significativement sa SER. Dans ce cadre, le CEA/DAM/CESTA dé-
veloppe des codes de calcul simulant avec précision le comportement électromagnétique d’un objet tridimensionnel
situé dans le vide, typiquement un conducteur recouvert d’un empilement de matériaux. En régime harmonique,
il est éclairé par une onde plane incidente émise par le radar situé très loin de l’objet. Compte tenu de la faible
amplitude de l’onde, les phénomènes physiques mis en jeu sont linéaires. Le calcul du champ di↵racté par cet objet
nécessite la résolution numérique des équations de Maxwell dans le domaine fréquentiel. Des méthodes de résolution
dites exactes : formulations variationnelles volumiques ou surfaciques, sont aujourd’hui bien mâıtrisées.
Pour les méthodes de formulations variationnelles volumiques, le domaine de calcul incluant l’objet est borné exté-
rieurement par une surface fermée sur laquelle est implémentée une condition transparente de type représentation
intégrale. Le volume intérieur de l’objet est maillé avec des tétraèdres à l’intérieur desquels les champs électroma-
gnétiques sont représentés par des fonctions de base appropriées (discrétisation par des éléments finis volumiques).
Pour une fréquence donnée, la résolution des équations de Maxwell est alors ramenée à la résolution d’un système
linéaire matriciel où la solution représente les valeurs discrétisées du champ di↵racté et le second membre prend en
compte le champ incident. Pour les objets tridimensionnels intéressant le CEA/DAM, le système linéaire à résoudre
est de l’ordre de plusieurs centaines de millions d’inconnues. La complexité numérique (taille mémoire et temps
de calcul) requise pour la résolution précise du système, même si elle est réduite par l’emploi d’une méthode de
décomposition de domaines et une parallélisation massive, reste élevée.
Il en est de même pour les méthodes surfaciques faisant intervenir des équations intégrales posés sur la surface
de l’objet et sur les interfaces entre les matériaux qui les composent. Après discrétisation par une méthode d’élé-
ments finis de frontière, ce problème se ramène aussi à un système linéaire où l’inconnue représente alors les valeurs
discrétisées des composantes tangentielles des champs sur ces surfaces. La taille de la matrice du système linéaire
est certes plus petite mais elle est pleine. Donc son inversion même en utilisant des méthodes sophistiquées de
compression et d’inversion, reste très coûteuse.

Il est néanmoins possible de calculer la SER d’un objet tridimensionnel recouvert d’un empilement de matériaux
et d’optimiser l’empilement et les matériaux pour réduire la SER de l’objet dans une ou plusieurs directions. L’objet
peut être recouvert d’une fine couche de très nombreuses particules conductrices qui peut modifier la SER de l’objet.
L’objectif de ces travaux est de comprendre si c’est le cas et si oui comment la SER est modifiée.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

Même si la répartition des particules est connue, la complexité numérique du problème induite par le maillage
volumique de l’empilement et des particules devient rédhibitoire compte tenu de la disparité des échelles spatiales :
le mètre pour l’objet, le centimètre pour la longueur d’onde incidente, le millimètre pour l’épaisseur de l’empilement
de matériaux qui recouvre l’objet et le nanomètre pour les particules. Il s’avère qu’en plus la répartition de ces
particules n’est pas connue ! Nous cherchons à proposer dans cette thèse des modèles e↵ectifs qui permettent de
représenter la couche de petites particules sur l’empilement plus simplement.

Onde incidente
(de l’ordre du cm)

conducteur parfait
Couche de matériaux

(de l’ordre du mm)

Zoom et coupe

Nanoparticules
(de l’ordre du nm)

Figure 1.1 – Schéma représentant les di↵érentes échelles

Des simplifications du problème s’imposent. D’une part nous nous a↵ranchissons du maillage des matériaux en
modélisant l’empilement multi-couches par une condition d’impédance, dite de Leontovich [Leo48], écrite sur la sur-
face extérieure de l’objet et, d’autre part, nous négligeons les courbures de l’objet en se plaçant dans l’approximation
du plan local tangent : en un point quelconque de la surface courbe nous faisons l’approximation que les propriétés
radioélectriques sont celles du plan tangent à la surface en ce point. Comme la répartition des particules n’est pas
connue, nous allons supposer que c’est une réalisation d’une répartition supposée aléatoire et nous supposons qu’elle
vérifie une certaine loi de probabilité qui est stationnaire (la probabilité qu’une particule soit présente est la même
en tout point de la couche) et ergodique (la répartition spatiale des particules donne toutes les statistiques de la loi
de probabilité).

Il existe deux classes de méthodes pour construire des modèles e↵ectifs : les méthodes basées sur des techniques
d’optimisation sous contraintes et les méthodes basées sur des techniques asymptotiques. Pour les méthodes d’opti-
misation sous contraintes, citons par exemple. [Hop18, SP11, Stu15], il s’agit d’optimiser les coe�cients apparaissant
dans des conditions aux limites et faisant intervenir des opérateurs di↵érentiels surfaciques pour que les solutions de
ce nouveau problème approchent bien une solution de référence. Pour les méthodes asymptotiques, il existe énormé-
ment de travaux qui traitent de problèmes de di↵raction par des couches minces homogènes [BB02, BL96, HJ02,
Via03, PDP+08, DPP14, CCDV06, EN93] ou périodiques (distribution périodique dans la direction de l’interface)
[AA96, APV98, DDG05, Poi09, Poi12, CJP10, DHJ12, CD13, DHJ13, Del15, MM16, TPM+20, Ben21, PSD16].

Nos travaux se situent dans cette deuxième classe de méthode. Ainsi notre étude est basée sur un développement
multi-échelle qui permet de représenter à la fois les variations spatiales très rapides proche de la couche de parti-
cules, et les variations spatiales plus lentes, comparables à celle de l’onde incidente loin de cette couche. Dans le cas
périodique, les résultats obtenus sont assez proches de ceux obtenus dans [Del10]. Néanmoins, nous avons remplacé
la méthode des développements asymptotiques dits raccordés que nous ne savons pas étendre au cas aléatoire par
une méthode que nous appelons multi-échelle. De plus, notre étude sur les équations de Maxwell présente, du fait

2



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

de la présence de particules de type conducteur parfait et de la condition d’impédance, des di�cultés spécifiques.
Notre cas est donc di↵érent de ce qui est fait dans [DH20, Del15].

Dans le cas aléatoire, les résultats obtenus nous semblent complètement originaux pour les problèmes de
di↵raction par des couches minces. En e↵et, il existe énormément de travaux sur l’homogénéisation de volume
[GNO21, DG17, DG21a, DG21b, CCDDM09, Hei20, BLBL16] quand le milieu hétérogène a toutes ses dimen-
sions plus grandes que la taille des hétérogénéités. Les travaux qui nous semblent les plus proches de notre étude
concernent l’étude des surfaces rugueuses pour la mécanique des fluides [BGV08, GVM10, ABCP11, DGV11, EJ19].

1.2 Choix de la modélisation

La théorie de l’électromagnétisme est régie par les équations de Maxwell qui permettent de représenter ma-
thématiquement la propagation des ondes électromagnétiques dans un milieu. Pour étudier la di↵raction de notre
structure, nous souhaitons résoudre notre problème dans le domaine fréquentiel. Pour ce faire, nous considérons
une dépendance en temps de la forme ei!t avec ! la pulsation de l’onde telle que ! = 2º f , f > 0 la fréquence
considérée. Les solutions particulières des équations de Maxwell sont telles que :

8
<
:

E (t ,x) =Re
≥
ei!t

E(x)
¥

,

H (t ,x) =Re
≥
ei!t

H(x)
¥

;
(1)

avec E(x) le champ complexe électrique et H(x) le champ complexe magnétique vérifiant les équations de Maxwell
harmoniques du premier ordre : 8

>>>><
>>>>:

rotH ° i!≤0E = 0 ,

rotE + i!µ0H = 0 ,

div
°
≤0E

¢
= 0 ,

div
°
µ0H

¢
= 0 .

(2)

Ces équations sont vérifiées dans le demi-plan x3 > 0 (nous rappelons que l’objet est supposé être localement plan)
privé des particules.

Notons ¥0 =
r
µ0

≤0
l’impédance caractéristique du vide, k = !

c
2R le nombre d’onde et c = 1

p
≤0µ0

.

Par conséquent, nous avons !≤0 = k
¥0

et !µ0 = k¥0. De plus, en remplaçant dorénavant ¥0H par H, nous

obtenons : 8
>>>><
>>>>:

rot H ° i k E = 0 ,

rot E + i k H = 0 ,

div E = 0 ,

div H = 0 .

(3)

Nous pouvons aussi écrire les équations de Maxwell au second ordre
8
>><
>>:

rot rot E ° k2
E = 0 et H = i

k
rot E ,

rot rot H ° k2
H = 0 et E = ° i

k
rot H .

(4)
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Les nanoparticules sont parfaitement conductrices, les conditions aux bords sont donc de type conducteur parfait :

~n £E = 0 , (5)

où ~n correspond au vecteur normal unitaire sortant au domaine considéré.

Comme dit précédemment, la couche de matériaux qui recouvre l’objet est modélisée par une condition d’impé-
dance standard de Leontovich sur la surface de l’objet que l’on notera ß0 := {x3 = 0}

°
~e3 £ E

¢
£~e3 = Z ~e3 £ H , (6)

où Z est le coe�cient d’impédance associé à la surface avec Re
°
Z
¢
> 0.

Le problème est complété par une condition de radiation. Celle ci sera précisée dans le chapitre 8 pour le cas
d’une répartition périodique.

Dans la première partie de cette thèse, le problème est supposé être invariant par translation dans la direction
x2 orthogonale au plan (x1, x3). Les particules sont donc supposées être des cylindres. Si nous considérons des po-
larisations de l’onde incidente particulière, les équations de Maxwell se ramènent à l’équation de Helmholtz.

En polarisation TE, le champ électrique est donné par E
" =

°
0,E(2),0

¢t . Plus précisément, le champ électrique a
une seule composante non nulle et tout le champ électromagnétique s’exprime à l’aide de cette composante. Cette
composante est celle le long de la direction d’invariance de la surface. Nous notons u = E(2). En remplaçant dans
les équations de Maxwell, nous trouvons que u est solution de °¢u°k2u = 0. Sur ß0, la condition d’impédance de
Leontovich (6) avec E = (0,u,0)t et H = i

k (°@x3 u,0,@x1 u)t se réécrit

°@x3 u + i k∞u = 0 , avec ∞= 1
Z

. (7)

La condition d’impédance standard de Leontovich se réduit donc à une condition de Robin sur le bord ß0. Sur les
particules, nous avons E = (0,u,0)t et ~n = (n1,0,n3)t alors ~n £E = 0 se réécrit

u = 0 . (8)

Dans ce cas, la condition de conducteur parfait est équivalente à considérer une condition de Dirichlet homogène
sur le bord des particules.

En polarisation TM, le champ magnétique est donné par H
" =

°
0,H(2),0

¢t . Nous notons u = H(2). En remplaçant
dans les équations de Maxwell, nous trouvons que u est solution de °¢u°k2u = 0. Sur ß0, la condition d’impédance
de Leontovich (6) avec H = (0,u,0)t et E =° i

k (°@x3 u,0,@x1 u)t se réécrit

°@x3 u + i k∞u = 0 , avec ∞= Z . (9)

La condition d’impédance standard de Leontovich se réduit donc à une condition de Robin sur le bord ß0. Sur les
particules, nous avons H = (0,u,0)t , E =° i

k

°
°@x3 u,0,@x1 u)t et ~n = (n1,0,n3)t alors ~n £E = 0 se réécrit

ru ·~n = 0 . (10)

Dans ce cas, la condition de conducteur parfait est équivalente à considérer une condition de Neumann homogène
sur le bord des particules.

4



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

1.3 Plan du manuscrit

Cette thèse se décompose en trois parties.

Première Partie

Dans la première partie, nous étudions un problème 2D, où l’objet est plan et où la distribution des particules
dans la couche est périodique. Les particules sont vues comme des cylindres et ce problème peut être vu comme une
coupe suivant un plan perpendiculaire à l’axe du cylindre. Les équations de Maxwell se ramènent donc à l’équation
de Helmholtz, comme nous l’avons vu précédemment.

Dans le chapitre 2, nous commençons par décrire la géométrie et le problème de di↵raction dont nous montrons
qu’il est bien posé avec une constante de stabilité indépendante de la taille des particules, quand celle ci est assez
petite (voir le théorème 6).

Pour construire des conditions e↵ectives qui vont remplacer la couche de particules, dans le chapitre 3, nous
postulons un développement asymptotique qui fait intervenir des termes de champ proche, qui prennent en compte
les variations rapides proche des particules, et des termes de champ lointain, qui représentent les variations lentes
de la solution loin des particules. Il faut imposer que les termes de champ proche tendent vers 0 à l’infini pour
assurer que la solution a bien un comportement seulement macroscopique loin des particules et est bien représentée
par les termes de champ lointain. Nous montrons que les termes de champ proche satisfont des problèmes de type
Laplace dans une demi-bande infinie périodique. Dans le cas Dirichlet, ces problèmes sont bien posés dans un cadre
fonctionnel variationnel et la solution tend vers 0 à l’infini seulement si une condition dite de compatibilité est
satisfaite (théorème 14). C’est cette condition de compatibilité qui nous permet de construire une condition au bord
pour les termes de champ lointain (théorème 18). La construction de tous les termes peut être réalisée à tout ordre.
Dans un second temps, nous justifions via des estimations d’erreur le développement asymptotique (théorème 28).
Enfin, nous proposons un modèle e↵ectif d’ordre 1 (qui ne prend pas en compte la présence de particules) et d’ordre
2 (théorème 35). La même étude est réalisée pour une condition de Neumann sur les particules. Cette fois ci c’est
le caractère bien posé des problèmes de champ proche qui nécessite une condition de compatibilité (théorème 38).
Ensuite cette condition de compatibilité permet d’obtenir, comme précédemment, des conditions au bord pour les
termes de champ lointain(théorème 44). Une construction à tout ordre, des estimations d’erreur (théorème 52),
la construction de modèles e↵ectifs peuvent être réalisées comme dans le cas Dirichlet. Que ce soit pour le cas
Dirichlet ou Neumann, les conditions aux bords pour les termes de champ lointain font intervenir des constantes
qui sont déterminées à partir de solutions de problèmes de cellule, i.e. des problèmes de type Laplace posés dans
une demi-bande périodique.

Pour finir cette partie, dans le chapitre 4, afin de valider nos modèles et les estimations d’erreurs, nous calculons,
en utilisant la librairie Xlife++, une solution dite de référence à l’aide d’une méthode éléments finis. Nous expliquons
comment résoudre les problèmes de type Laplace dans des demi-bandes périodiques, calculer numériquement les
constantes intervenant dans les conditions aux bords et calculer les solutions e↵ectives dans les cas Dirichlet et
Neumann. Nous e↵ectuons d’une part une validation qualitative en traçant les champs et d’autre part une validation
quantitative en traçant l’erreur entre les coe�cients de réflexion en fonction de la taille des particules et de di↵érents
paramètres de notre modèle. Nous retrouvons bien les ordres théoriques. Une fois les modèles e↵ectifs validés, nous
les utilisons pour étudier l’évolution du coe�cient de réflexion dans le cas d’une condition de Neumann en fonction
de la distance entre les particules afin de mettre en évidence le passage d’un coe�cient de réflexion d’une structure
transparente à une structure conductrice.
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Deuxième partie

Dans la seconde partie, nous nous intéressons au problème où, comme dans la première partie, l’objet est plan
mais dans cette partie la distribution des particules dans la couche est aléatoire. Nous étudions l’équation de Helm-
holtz en 2D et en 3D. Nous considérons dans cette partie un terme source plutôt qu’une onde plane car le cadre
fonctionnel et variationnel est plus simple.

Dans le chapitre 5, nous commençons par présenter la géométrie considérée dans cette partie, nous présentons
le problème de di↵raction et nous montrons qu’il est bien posé, si les tailles des particules et de la couche sont assez
petites, avec une constante de stabilité indépendante de la géométrie et donc de la réalisation (théorème 62). Nous
finissons ce chapitre par l’introduction du cadre aléatoire : la répartition des particules est supposée stationnaire (la
loi de distribution est la même en tout point) et ergodique (le moyennage spatiale sur un grand domaine correspond
au moyennage par rapport à l’aléatoire). Nous montrons enfin le caractère bien posé dans un cadre fonctionnel qui
prend en compte l’aléa (corollaire 66).

Ensuite, dans le chapitre 6, nous partons d’un développement asymptotique qui ressemble beaucoup à celui
du cadre périodique, la stationnarité remplaçant la périodicité. Le développement asymptotique fait intervenir les
termes de champ proche, qui sont supposés stationnaires et tendant vers 0 à l’infini, et les termes de champ lointain.
Les termes de champ proche sont toujours solutions de problèmes de type Laplace mais ici ils sont posés dans un
demi-espace infini privé des particules.Le caractère bien posé de ces problèmes est beaucoup plus délicat à démon-
trer que dans le cadre périodique. Il faut se placer dans un espace fonctionnel prenant en compte l’aléa pour tirer
profit de la stationnarité comme dans le cas de l’homogénéisation stochastique. Comme le milieu est homogène
au dessus des particules, nous remplaçons le demi-espace au dessus des particules par une condition transparente
de type Dirichlet-to-Neumann (proposition 71). Ensuite pour montrer l’existence et l’unicité des termes de champ
proche nous passons par une méthode de régularisation comme dans l’homogénéisation stochastique. Cependant
cette approche ne nous a pas permis de déduire le comportement à l’infini de ces termes de champ proche. Nous
avons donc choisi de considérer les problèmes de champ proche régularisés pour déterminer les conditions e↵ectives
(proposition 75 pour Dirichlet et Proposition 89 pour Neumann). L’avantage est que cela correspond à ce que nous
faisons numériquement. L’inconvénient est que la régularisation détériore les estimations d’erreurs. Les estimations
d’erreurs ne sont pas optimales mais elles pourraient être améliorées en ajoutant des hypothèses quantitatives sur
l’aléa (ce que nous n’avons pas eu le temps de faire pour l’instant). Les modèles e↵ectifs obtenus ressemblent
beaucoup à ceux du cas périodique mais les constantes sont calculés di↵éremment (définition 84 pour Dirichlet et
définition 94 pour Neumann).

Pour finir cette partie, dans le chapitre 7, même si les résultats ont été obtenus pour un terme source à support
compact, nous les supposons vrais pour le problème de di↵raction par une onde plane incidente. Nous nous plaçons
dans le cas 2D. Nous expliquons la méthode pour générer le milieu aléatoire. Pour calculer la solution de référence,
nous tronquons le milieu assez loin dans la direction de la couche et imposons des conditions périodiques. Nous
utilisons un opérateur de Dirichlet-to-Neumann pour l’équation de Helmhotz périodique pour restreindre le problème
à un domaine borné (comme dans le cas périodique). Pour résoudre numériquement les problèmes de type Laplace
dans le demi-espace infini privé des particules, nous tronquons le demi-espace dans la direction de la couche (avec
une troncature indépendante de celle utilisée pour la solution de référence pour ne pas biaiser les calculs), imposons
des conditions périodiques sur les bords latéraux et nous utilisons un opérateur de Dirichlet-to-Neumann pour le
Laplacien périodique pour ramener le problème à un domaine borné. Les coe�cients eux sont obtenus à l’aide d’ap-
proximations de Monte Carlo. Nous pouvons alors, à partir des coe�cients intervenant dans les conditions, calculer
les solutions e↵ectives et calculer les coe�cients de réflexion e↵ectifs associés. Nous validons ensuite les modèles

6



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

avec des validations qualitatives, en traçant les champs, et des validations quantitatives, en traçant l’erreur sur les
coe�cients de réflexion. Comme dans le cas périodique, nous étudions l’évolution du coe�cient de réflexion dans
le cas d’une condition de Neumann sur les particules en fonction du taux de remplissage et de la distance entre les
particules.

Troisième partie

Dans cette troisième partie, nous nous intéressons au problème 3D avec une onde plane incidente. Dans le
chapitre 8, nous commençons par présenter la géométrie qui est considérée dans cette partie et nous introduisons le
problème de di↵raction. Ensuite, nous faisons référence à un certain nombre de travaux qui établissent le caractère
bien posé de ce problème. Nous faisons ensuite la conjecture que la constante de stabilité est indépendante de la
taille des particules si celle ci est assez petite (théorème 104). Ceci reste donc à démontrer.

Tout comme dans la partie 1, dans le chapitre 9, nous utilisons une méthode de développement asymptotique
multi-échelle afin de construire des conditions e↵ectives qui vont nous permettre de remplacer la couche de parti-
cules. Le développement fait intervenir des termes de champ proche, qui sont périodiques et supposés tendre vers 0
à l’infini, et des termes dits de champ lointain. L’étude du caractère bien posé des problèmes vérifiés par les termes
de champ proche est plus délicate que dans la première partie. Elle nécessite la description précise du noyau de
l’opérateur di↵érentiel sous-jacent. Celui-ci contient le gradient d’un certain nombre de fonctions profils, solutions
de problèmes de type Laplace dans la demi-bande périodique. La condition de Leontovich sur ß0 et la présence
de particules rendent la description du noyau non triviale. Le caractère bien posé des problèmes de champ proche
est montré dans l’orthogonal du noyau. C’est quand nous imposons que les champs proches doivent tendre vers 0
à l’infini que nous obtenons des conditions de compatibilité sur les données qui dépendent des traces des champs
lointains. Nous obtenons ainsi des conditions aux limites pour les champs lointains faisant intervenir des opérateurs
di↵érentiels sur le bord et des constantes qui peuvent être calculées à partir des fonctions du noyau (proposition
120). L’existence des termes de champ proche et la caractérisation des limites nous donne une condition de com-
patibilité (théorème 116). Ceci permet de proposer à partir de ces conditions un modèle e↵ectif. Les estimations
d’erreur pour le développement asymptotique et le modèle e↵ectif restent à faire et constituent une des perspectives
de ce travail.

Pour finir cette partie, dans le chapitre 10, afin de valider nos modèles nous présentons la méthode de calcul
d’une solution dite de référence qui est obtenue à partir du code périodique du CEA-CESTA. Il faut calculer les
fonctions profils du noyau, pour déterminer les constantes apparaissant dans les conditions e↵ectives. Nous avons
ensuite validé le modèle e↵ectif à l’ordre 1 (qui ne prend pas en compte la présence de particules). Malheureusement,
il reste un bug, probablement dans le calcul des constantes ou celui des coe�cients de réflexion, qui nous a empêché
de valider le modèle à l’ordre 2. Là encore c’est une perspective à court terme de ce travail.
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8



Première partie

Cas bi-dimensionnel d’une répartition
périodique des particules
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Chapitre 2

Présentation du modèle
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Dans cette partie, nous étudions un problème 2D, où l’objet est plan et où la distribution des particules dans
la couche est périodique. Les particules sont vues comme des cylindres et ce problème peut être vu comme une
coupe suivant un plan perpendiculaire à l’axe du cylindre. Les équations de Maxwell se ramènent donc à l’équation
de Helmholtz.

Dans ce chapitre, nous commençons par décrire la géométrie que l’on considère et le problème de di↵raction
par une couche périodique quand l’onde incidente est une onde plane ; il est possible d’écrire le problème comme
un problème de di↵raction posé dans une cellule de périodicité, qui est ici une demi-bande, avec des conditions
quasi-périodiques sur les bords. Il est ensuite possible de ramener le problème à un domaine borné en utilisant
une condition transparente qui correspond à la condition de rayonnement à distance finie. Nous montrons que ce
problème de di↵raction est bien posé avec une constante de stabilité indépendante de la taille des particules.

2.1 Géométrie

Nous considérons un plan infini, noté ß0 := {x1 2R, x2 = 0}, recouvert d’une couche mince de particules.

Commençons par décrire les particules. Nous supposons qu’une particule est un ouvert borné lipschitz connexe

O de rayon rO normalisé à 1 où rO est défini par rO := 1
2

sup
x,y2O

|x ° y |. Notons que rO correspond à la définition

classique du rayon quand O est un disque.

Soit (ym)m2Z les centres des particules tels que 8m 6= m0, d
°
O+ym ,O+ym0

¢
> ± où ± est la distance minimale entre

les particules ; cette distance est supposée ±> 0. Nous supposons que l’ensemble des particules P ΩR£(±,d +±), où
d est la taille de la couche. Par conséquent, l’ensemble des particules est inclus dans une couche infinie d’épaisseur
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d . De plus, P est supposé dans cette partie T°périodique dans la direction y1 :

(y1, y2) 2P () (y1 +T, y2) 2P .

T

1 ±

±

d

1 1

1

T

d

±

±

1

T

d

±

Nous notons P# :=P \ (0,T)£ (±,d +±) une période de l’ensemble. Nous avons évidemment P =
[

m2Z

°
P# +Tm~e1

¢
.

Soit " la taille réelle des particules. L’ensemble des particules à l’échelle " est noté P " := "P .

On introduit le domaine D :=R£R+ \P et D" :=R£R+ \P ".

Une période de D, est notée B := (0,T)£R+ \ P# avec ß#
0 := {y1 2 (0,T), y2 = 0} et on note les bords latéraux

du domaine : °+ = {y1 = T, y2 2 R+} et °° = {y1 = 0, y2 2 R+}. Quant au domaine remis à l’échelle ", une période
sera notée B" := (0,"T)£R+ \ P "

# avec ß"0 := {x1 2 (0,"T), x2 = 0} et les bords latéraux °"+ = {x1 = "T, x2 2 R+} et
°"° = {x1 = 0, x2 2R+}.

ß0
ß#

0

°°

1

B °+

T

d

± ß0

°"°

"

"T
ß"0

B"
°"+

"d

"±
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2.2 Le problème de di↵raction

Équation de Helmholtz

On note x = (x1, x2) un point du domaine. Nous considérons une onde plane homogène incidente Ui nc (x, t ) =
ei!t ui nc (x) où

ui nc (x) = ei k£·x , avec £=
µ

sinµ
cosµ

∂
, µ 2R

= ei k1x1+i k2x2 , avec k1 = k sinµ , k2 = k cosµ> 0 et k2 = k2
1 +k2

2 .

(1)

ui nc (x) est solution de l’équation de Helmholtz dans R2 à la pulsation ! avec k = 2º!
c , où c est la vitesse de la

lumière dans le vide.

Dans la suite, nous nous intéressons à la solution de l’équation des ondes harmonique en temps u"(x)ei!t où
u"(x) est solution de l’équation de Helhmoltz

°¢u"(x1, x2)°k2u"(x1, x2) = 0 dans D" , (2)

où u" est dit champ total, u" := ui nc +u"
d où u"

d est le champ di↵racté par les particules et le plan en présence de
l’onde incidente ui nc .

Condition d’impédance sur ß0

Sur ß0, nous considérons une condition de Robin

°@x2 u"(x1, x2) + i k∞ u"(x1, x2) = 0 sur ß0 , (3)

où le coe�cient ∞ 2C est tel que
Re(∞) > 0 . (4)

Notons que si le coe�cient d’impédance ∞ = 1 et l’incidence est normale (k1 = 0, k2 = k) alors le plan ß0 se
comporte comme une surface transparente : °@x2 u"+ i ku" = 0 sur ß0. Ainsi, en l’absence de particules, u" = ui nc

(d’où la dénomination ”surface transparente”). Plus généralement, si ∞ = cosµ pour un certain µ 2
°
°º

2 , º2
¢
alors la

surface est transparente pour l’incidence ui nc = ei k sinµx1+i k cosµx2 .

Condition de conducteur parfait sur les particules P "

A la frontière des particules @P ", nous imposons au champ soit une condition de Dirichlet homogène

u"(x1, x2) = 0 sur @P " ; (5)

soit une condition de Neumann homogène

ru"(x1, x2) ·~n = 0 sur @P " , (6)

où ~n désigne le vecteur normal à la frontière @P " extérieur à D".

Nous rappelons que ces conditions correspondent pour l’équation de Maxwell aux polarisations TE et TM res-
pectivement.
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Condition de rayonnement ou condition d’onde sortante

Le problème doit être complété par une condition de rayonnement appropriée pour assurer le caractère bien posé
du problème. Sans celle-ci, il est impossible de faire la di↵érence entre une onde qui vient de l’infini (onde entrante)
et une onde qui va vers l’infini (onde sortante). Ici, l’onde di↵ractée u"

d par notre structure doit se comporter comme
une onde sortante et doit être bornée en x2, c’est cette condition qui l’assure.

Pour un objet fini dans R2, cette condition de rayonnement s’appelle condition de Sommerfeld. Dans notre cas,
la définition d’une telle condition n’est pas simple pour plusieurs raisons : la première est que la solution ne se
comporte pas de la même façon dans la direction de la couche et dans la direction orthogonale. La deuxième est
que l’onde incidente n’est évidemment pas L2 dans la direction de la couche, l’onde di↵ractée ne le sera pas non
plus. Ceci rend l’expression de la condition de rayonnement à l’aide d’une transformée de Fourier plus délicate.

Dans le cas où l’onde incidente est plane et la couche est périodique [Kit93, BBS94, ESY03, CWM05, CWR96,
CWZ98, CWRZ99, CWE10, CW97], il est souvent admis que l’onde di↵ractée est k1"T quasi-périodique dans la
direction de la couche (c’est-à-dire e°i k1x1 u"

d est "T périodique, voir Définition 1) comme l’est l’onde incidente. Il
su�t ensuite d’imposer une condition de rayonnement dans une bande, ce qui est plus simple. La preuve rigoureuse
du caractère k1"T quasi-périodique de l’onde di↵ractée est étudié pour une surface rugueuse avec condition de
Dirichlet dans [CWM05, CWR96, CWZ98, CWRZ99, CWE10] et pour une surface plane avec condition de Robin
dans [CW97].

Comme le cas étudié (surface plane avec condition de Robin en présence d’une couche de particules pério-
dique) n’est pas traitée dans la littérature, nous admettons dans cette partie que le champ di↵racté est k1"T
quasi-périodique. La condition d’onde sortante est explicitée dans la Proposition 7.

Une fonction u est dite k1"T quasi-périodique si elle vérifie :

u(x1 +"T, x2) = ei k1"Tu(x1, x2) et @x1 u(x1 +"T, x2) = ei k1"T@x1 u(x1, x2) , 8x1, x2 2D" . (7)

En d’autres termes, une fonction u est k1"T quasi-périodique si et seulement si la fonction (x1, x2) 7!
e°i k1x1 u(x1, x2) est périodique de période "T par rapport à x1.

Définition 1

L’onde plane incidente ui nc étant k1"T quasi-périodique, le champ di↵racté u"
d est k1"T quasi-périodique.

Conjecture 1

Problème de di↵raction

Le problème de di↵raction s’écrit finalement :
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CHAPITRE 2. PRÉSENTATION DU MODÈLE

Trouver u"(x1, x2) 2 H1
loc

°
D"

¢
qui satisfait

8
><
>:

° ¢u" ° k2 u" = 0 dans D" ,

°@x2 u" + i k∞ u" = 0 sur ß0 ,

u"°ui nc est une onde sortante ;

(P"t )

et soit
u" = 0 sur @P " ; (CDt )

soit
ru" ·~n = 0 sur @P " . (CNt )

x1

x2

ui nc

"
"± ß0

°@x2 u"+ i k∞u" = 0

°¢u"°k2u" = 0

soit u" = 0
soit ru" ·~n = 0

sur @P "

"T

"d

u"°ui nc est sortant

Nous considérons donc les deux problèmes de di↵raction suivants : (P"t )+(CNt ) ou (P"t )+(CDt ). Ces problèmes
peuvent être réécrits pour que l’inconnue soit l’onde di↵ractée u"

d .

Trouver u"
d (x1, x2) 2 H1

loc

°
D"

¢
qui satisfait

8
><
>:

° ¢u"
d ° k2 u"

d = 0 dans D" ,

°@x2 u"
d + i k∞ u"

d = @x2 ui nc ° i k∞ ui nc sur ß0 ,

u"
d vérifie une condition d’onde sortante ;

(P"d)

avec soit
u"

d =°ui nc sur @P " ; (CDd)

soit
ru"

d ·~n = ° rui nc ·~n sur @P " . (CNd)

2.3 Condition d’onde sortante et opérateur de Dirichlet-to-Neumann

Nous allons dans cette section rendre plus explicite la notion de condition d’onde sortante pour notre problème.
Commençons par introduire quelques notations. Nous introduisons une frontière fictive située au dessus de la couche
de particules notée

ß"L :=
©
(x1, x2) tel que x1 2 (0,"T) et x2 = "L

™
, L >

°
d +±

¢
.

15



CHAPITRE 2. PRÉSENTATION DU MODÈLE

et nous notons
B"L

0 := (0,"T)£ (0,"L) \P "
#

le domaine situé en dessous de ß"L avec °"L
0,° := {x1 = 0, x2 < "L} et °"L

0,+ := {x1 = "T, x2 < "L} les bords latéraux de

B"L
0 ; et

B"L
1 := (0,"T)£ ("L,+1)

le domaine situé au dessus de ß"L avec °"L
1,° := {x1 = 0, x2 > "L} et °"L

1,+ := {x1 = "T, x2 > "L} les bords latéraux de
B"L

1 .

x1

x2

ui nc

ß"0

"

°"L
0,°

°"L
1,°

°"L
0,+

°"L
1,+

ß"L

B"L
0

B"L
1

Nous introduisons également pour J 2 {0,1}

H1
k1

°
B"L

J

¢
:=

Ω
u 2 H1°B"L

J

¢
, u

ØØØ
°"L

J,+
= ei k1"Tu

ØØØ
°"L

J,°

æ
,

et H1/2
k1

°
ß"L

¢
l’espace des traces sur ß"L des fonctions de H1

k1

°
B"L

J

¢

H1/2
k1

°
ß"L

¢
:=

Ω
u

ØØØ
ß"L

, u 2 H1
k1

°
B"L

J

¢æ
.

H1
k1

est un sous-espace fermé de H1, que l’on munit de la norme de H1.

Nous introduisons aussi, pour J 2 {0,1}

H1
k1

°
B"L

J ,¢
¢

:=
Ω

u 2 H1°B"L
J ,¢

¢
\H1

k1

°
B"L

J

¢
telle que ru ·~e1

ØØØ
°"L

J,+
= ei k1"Tru ·~e1

ØØØ
°"L

J,°

æ
,

et

H°1/2
k1

°
ß"L

¢
=

Ω
ru ·~n

ØØØ
ß"L

, u 2 H1
k1

°
B"L

J ,¢
¢æ

.

H1
k1

°
B"L

J ,¢
¢
est un sous-espace fermé de H1°B"L

J ,¢
¢

:=
n

u 2 H1°B"L
J

¢
, ¢u 2 L2°B"L

J

¢o
, que l’on munit de la norme

de H1°B"L
J ,¢

¢
.
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CHAPITRE 2. PRÉSENTATION DU MODÈLE

2.3.1 Décomposition modale et opérateur DtN

Nous nous plaçons dans le domaine extérieur B"L
1 et nous notons u"

d ,1 := u"
d

ØØØ
B"L

1
. La fonction u"

d ,1 satisfait les

équations 8
<
:

°¢u"
d ,1 ° k2 u"

d ,1 = 0 dans B"L
1

u"
d ,1

ØØØ
°"L
1,+

= ei k1"T u"
d ,1

ØØØ
°"L
1,°

et @x1 u"
d ,1

ØØØ
°"L
1,+

= ei k1"T@x1 u"
d ,1

ØØØ
°"L
1,°

. (8)

Comme u"
d ,1 est k1"T quasi-périodique en x1, pour presque tout x2, nous pouvons décomposer u"

d ,1(x1, x2) en
une pseudo-série de Fourier

8x1, x2 2B"L
1 ; u"

d ,1(x1, x2) =
X

m2Z
Um(x2) 'm(x1) , (9)

avec

8m 2Z , 'm(x1) = 1
p
"T

exp
µ
i
µ

2mº

"T
+k1

∂
x1

∂
(10)

où ('m)m forment une base orthonormée de L2°ß"L
¢
.

En injectant formellement l’expression de u"
d ,1(x1, x2) pour tout x1, x2 2 B"L

1 dans l’équation °¢u"
d ,1(x1, x2)°

k2u"
d ,1(x1, x2) = 0, nous obtenons

X

m2Z

∑
U

00
m(x2)+

µ
k2 °

µ
2mº

"T
+k1

∂2∂
Um(x2)

∏
'm(x1) = 0 .

Comme les {'m} forment une base orthonormée

U
00
m(x2) + Ø2

m Um(x2) = 0 , avec Ø2
m =

∑
k2 °

µ
2mº

"T
+k1

∂2∏
, pour tout m 2Z .

Nous distinguons trois situations :

• k2 °
µ

2mº

"T
+k1

∂2

> 0 ce qui arrive quand E
µ
°"T

2º
(k °k1)

∂
+1 ∑ m ∑ E

µ
"T
2º

(k °k1)
∂
, où E(·) désigne la partie

entière, alors Øm =

s

k2 °
µ

2mº

"T
+k1

∂2

> 0 et Um(x2) est de la forme

Um(x2) = Ame°iØm x2 +BmeiØm x2 .

Comme u"
d ,1 est le champ di↵racté, il se propage vers les x2 > 0. On impose Bm = 0 car eiØm x2 se propage

vers les x2 < 0. Nous avons donc
Um(x2) = Am e°iØm x2 ,

qui est une fonction oscillante. Dans ce cas, on appelle Um(x2)'m(x1) un mode propagatif.

• k2 °
µ

2mº

"T
+k1

∂2

< 0 ce qui arrive lorsque m 2
µ
°1,E

µ
°"T

2º
(k °k1)

∂
°1

∏
[

∑
E

µ
"T
2º

(k °k1)
∂
+1,+1

∂
. Nous

posons Øm =°i ∞m avec ∞m =

sµ
2mº

"T
+k1

∂2

°k2 > 0 et Um(x2) est de la forme

Um(x2) = Ame°iØm x2 +BmeiØm x2 = Ame°∞m x2 +Bme∞m x2 .
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CHAPITRE 2. PRÉSENTATION DU MODÈLE

Le champ di↵racté est supposé borné à l’infini. Comme e∞m x2 est exponentiellement croissant quand x2 tend
vers +1, on impose Bm = 0. Nous obtenons alors

Um(x2) = Am e°∞m x2 ,

qui est exponentiellement décroissant. Dans ce cas, on appelle Um(x2)'m(x1) un mode évanescent.

• Les fréquences k pour lesquelles k2 =
µ

2mº

"T
+k1

∂2

sont appelées fréquences de coupure. Dans ce cas,

Um(x2) = Am + Bm x2 ,

et on impose Bm = 0.

A incidence fixée, on exclut les fréquences de coupures. Plus précisément, à k1 fixé,

k2 ›æc
°
k1

¢
, où æc

°
k1

¢
=

ΩØØØØ
2mº

"T
+k1

ØØØØ , m 2Z
æ

.

Hypothèse 1

Nous allons utiliser par la suite la caractérisation suivante des espaces de Sobolev Hs
k1

°
ß"L

¢
, 8s 2R

Hs
k1

°
ß"L

¢
=

(
v telle que

X

n2Z

µ
1+

µ
2mº

"T
+k1

∂2∂s ØØØ(v,'m)L2(ß"L)

ØØØ
2
< +1 , u

ØØØ
°"L
1,+

= ei k1"Tu
ØØØ
°"L
1,°

)

avec 'm donnée par (10) est une base orthonormée.

Soit k1 2R et k ›æc
°
k1

¢
. Soit ¡ 2 H1/2

k1

°
ß"L

¢
, nous définissons

v(¡) :=
X

m2Z

≥
¡,'m

¥
L2(ß"L)

e°iØm (x2°"L) 'm(x1) (11)

où Øm est telle que Ø2
m = k2°

°2mº
"T +k1

¢2
et 'm est donnée par (10). Alors la série est convergente dans

H1
k1

°
B"L

1 ,¢
¢
et v(¡) vérifie également

8
<
:
°¢v(¡)°k2v(¡) = 0 dans B"L

1 ,

v(¡)
ØØØ
ß"L

= ¡ sur ß"L .
(12)

Théorème 2

Remarque 1. On appelle la décomposition (11) une décomposition modale. On remarquera que v(¡) › L2°B"L
1

¢
à

cause des modes propagatifs mais on dit que la série converge au sens où le reste de la série
1X

N
converge, 8N ∏ P

avec P = E
µ
"T
2º

(k °k1)
∂
.
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CHAPITRE 2. PRÉSENTATION DU MODÈLE

Preuve. La preuve de la convergence dans H1
k1

°
B"L

1 ,¢
¢
est basée sur la preuve du Théorème 3.6 de [eEL15].

Pour un N > 0, nous avons

vN(¡) =
NX

m=°N

≥
¡,'m

¥
L2(ß"L)

e°iØm (x2°"L) 'm(x1) .

Nous montrons, dans un premier temps, que la série converge dans L2°B"L
1

¢
.

∞∞∞vN(¡)
∞∞∞

2

L2(B"L
1 )

=
NX

m=°N,|m|>P

ØØØØ
≥
¡,'m

¥
L2(ß"L)

ØØØØ
2 ˆ +1

"L
e°2∞m (x2°"L) dx2

car 'm est une base orthonormée et Øm 2R pour m 2 [°P,P]

=
NX

m=°N,|m|>P

ØØØØ
≥
¡,'m

¥
L2(ß"L)

ØØØØ
2

2∞m

∑ 1
2C

NX

m=°N,|m|>P

ØØØØ
≥
¡,'m

¥
L2(ß"L)

ØØØØ
2

| {z }
est bornée car ¡2H1/2

k1

°
ß"L

¢
ΩL2

°
ß"L

¢

où C < inf∞m

La suite vN(¡) converge donc dans L2°B"L
1

¢
.

Nous montrons, de la même façon, que rvN(¡) converge dans L2°B"L
1

¢
. En vertu du fait que 'm est une base

orthonormée et que Øm 2R pour m 2 [°P,P]

∞∞∞rvN(¡)
∞∞∞

2

L2(B"L
1 )

=
NX

m=°N,|m|>P

ØØØØ
≥
¡,'m

¥
L2(ß"L)

ØØØØ
2 ∑

|∞m |2 +
µ

2mº

"T
+k1

∂2∏ ˆ +1

"L
e°2 ∞m (x2°"L) dx2

=
NX

m=°N,|m|>P

ØØØØ
≥
¡,'m

¥
L2(ß"L)

ØØØØ
2

2∞m

∑
∞2

m +
µ

2mº

"T
+k1

∂2∏

| {z }
2
° 2mº
"T +k1

¢2°k2

∑
NX

m=°N,|m|>P

ØØØØ
≥
¡,'m

¥
L2(ß"L)

ØØØØ
2

∞m

µ
2mº

"T
+k1

∂2

∑ C
NX

m=°N,|m|>P

s

1+
µ

2mº

"T
+k1

∂2 ØØØØ
≥
¡,'m

¥
L2(ß"L)

ØØØØ
2

| {z }
est bornée car ¡2H1/2

k1
(ß"L)

La suite rvN est donc convergente dans L2°B"L
1

¢
. La preuve est similaire pour ¢vN(¡) avec ¢vN(¡) =°k2vN(¡).

La série est donc convergente dans H1
k1

°
B"L

1 ,¢
¢
, ¢v(¡) =°k2v(¡) et v(¡)

ØØØ
ß"L

=¡.
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CHAPITRE 2. PRÉSENTATION DU MODÈLE

8¡ 2 H1/2
k1

°
ß"L

¢
, on appelle solution sortante dans H1

k1

°
B1,¢

¢
de

(
° ¢v ° k2 v = 0 dans B"L

1
v = ¡ sur ß"L

(13)

la fonction v(¡) donnée par (11) où on a gardé seulement les modes propagatifs ”sortants”et les modes
évanescents.

On dit donc qu’une onde est sortante si elle admet la décomposition modale (12).

Définition 3

Nous pouvons réinterpréter cette condition maintenant à l’aide d’une condition transparente basée sur un opé-
rateur de Dirichlet-to-Neumann (DtN).

L’opérateur §k1 , dit de Dirichlet-to-Neumann, est défini par

§k1 :

(
H1/2

k1

°
ß"L

¢
°! H°1/2

k1

°
ß"L

¢

¡ 7°! §k1¡ := ° @x2 v(¡)
(14)

où v(¡) est la solution sortante de (13).

Définition 4

8¡ 2 H1/2
k1

°
ß"L

¢
, §k1¡= i

X

m2Z
Øm

≥
¡,'m

¥
L2(ß"L)

'm(x1)

L’opérateur §k1 est un opérateur linéaire continu de H1/2
k1

°
ß"L

¢
dans H°1/2

k1

°
ß"L

¢
et

Re
£

H°1/2h§k1¡,¡iH1/2

§
> 0 (15)

où H°1/2h·, ·iH1/2 désigne le crochet de dualité entre H°1/2
k1

et H1/2
k1

.

Proposition 5

Preuve. La preuve de cette proposition est basée sur la démonstration de la proposition 3.8 de [eEL15].
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La linéarité est triviale. Montrons la continuité :

∞∞∞§k1¡
∞∞∞

2

H°1/2
k1

(ß"L)
=

X

m2Z

∑
1+

µ
2mº

"T
+k1

∂2∏°1/2 ØØØØ
≥
§k1¡ , 'm

¥
L2(ß"L)

ØØØØ
2

=
X

m2Z

∑
1+

µ
2mº

"T
+k1

∂2∏°1/2 ØØØØm

ØØØ
2

ØØØØ
≥
¡ , 'm

¥
L2(ß"L)

ØØØØ
2

=
X

m2Z

∑
1+

µ
2mº

"T
+k1

∂2∏°1/2 ØØØØk
2 °

µ
2mº

"T
+k1

∂2 ØØØØ
ØØØØ
≥
¡ , 'm

¥
L2(ß"L)

ØØØØ
2

∑
X

m2Z

ØØØØk2 °
µ

2mº

"T
+k1

∂2 ØØØØ

1+
µ

2mº

"T
+k1

∂2

∑
1+

µ
2mº

"T
+k1

∂2∏1/2 ØØØØ
≥
¡ , 'm

¥
L2(ß"L)

ØØØØ
2

.

Comme 8m 2 Z, 9A > 0,

ØØØØk2 °
µ

2mº

"T
+k1

∂2 ØØØØ

1+
µ

2mº

"T
+k1

∂2 ∑ A et que ¡ 2 H1/2
k1

°
ß"L

¢
, nous déduisons que la dernière série est

convergente.

Nous avons

Re H°1/2h§k1¡,¡i
H1/2 = Re

√
i

PX

m=°P
Øm

ØØØ
°
¡,'m

¢
L2(ß"L)

ØØØ
2
+

X

|m|>P
∞m

ØØØ
°
¡,'m

¢
L2(ß"L)

ØØØ
2
!

=
X

|m|>P
∞m|{z}
>0

ØØØ
°
¡,'m

¢
L2(ß"L)

ØØØ
2

| {z }
>0

> 0 .

2.3.2 Application à notre problème

Comme u"
d est supposée sortante, nous avons u"

d ,1 = u"
d

ØØØ
B"L

1
= v

µ
u"

d

ØØØ
B"L

1

∂
et °@x2 u"

d

ØØØ
B"L

1
=§k1 u"

d ,1

ØØØ
ß"L

.

Soit u"
d ,0 := u"

d

ØØØ
B"L

0

. Comme u"
d ,0 et u"

d ,1 se raccordent en trace et en dérivée normale, on déduit que u"
d ,0 2

H1
k1

°
B0,¢

¢
vérifie dans le domaine borné B"L

0

8
>><
>>:

°¢u"
d ,0 ° k2 u"

d ,0 = 0 dans B"L
0

°@x2 u"
d ,0 + i k∞ u"

d ,0 = @x2 ui nc ° i k∞ ui nc sur ß"0

@x2 u"
d ,0 + §k1 u"

d ,0 = 0 sur ß"L

(P"d ,0)

avec soit (CDd), soit (CNd).
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x1

x2

"

"±

°"L
0,° °"L

0,+

ui nc

ß"0
°@x2 u"

0 + i k∞u"
0 = 0

°¢u"
0 °k2u"

0 = 0
B"L

0

u"
0 = 0 ou ru"

0 ·~n = 0 sur @P "
#

@x2 u"
0 +§k1 u"

0 = @x2 ui nc ·~n +§k1 ui nc sur ß"L

Ce problème peut également être réécrit pour le champ total u"
0 := u"

ØØØ
B"L

0

ou encore u"
0 = u"

d ,0 +ui nc

ØØØ
B"L

0

:

8
>>>><
>>>>:

°¢u"
0 ° k2 u"

0 = 0 dans B"L
0

u"
0 est k1"T quasi-périodique

°@x2 u"
0 + i k∞ u"

0 = 0 sur ß"0

@x2 u"
0 + §k1 u"

0 = @x2 ui nc + §k1 ui nc sur ß"L

(P"t ,0)

avec soit (CDt ), soit (CNt ).

Soit VN = H1
k1

°
B"L

0

¢
si le problème est (P"t ,0)+(CNt ) ou VD = H1

k1,0

°
B"L

0

¢
:=

n
v 2 H1

k1

°
B"L

0

¢
, v = 0 sur @P "

#

o
si le

problème est (P"t ,0)+(CDt ) l’espace des fonctions tests.

Les formes variationnelles associées aux problèmes (P"t ,0)+(CNt ) et (P"t ,0)+(CDt ) sont données par :

Trouver u"
0,J 2 VJ telle que a"(u"

0,J, v) = l "(v) , 8 v 2 VJ pour J 2 {D,N} (16)

avec 8u, v 2 H1
k1

°
B"L

0

¢
,

a"(u, v) =
ˆ

B"L
0

ru · rv̄ dx ° k2
ˆ

B"L
0

u v̄ dx + H°1/2h§k1 u, vi
H1/2 + i k∞

ˆ
ß"0

u v̄ dx1 (17)

et

l "i nc (v) =
ˆ
ß"L

h
@x2 ui nc + §k1 ui nc

i
v̄ dx1 . (18)

Nous montrons dans le théorème suivant le caractère bien posé de tels problèmes. Le théorème suivant est même
plus général puisque ce résultat plus général est utilisé pour l’analyse d’erreur des modèles asymptotiques approchés
obtenus dans le chapitre 3.
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Soit l " une forme linéaire continue dans V (V = VN ou V = VD). Le problème :

trouver u"
0 2 V telle que a"(u"

0, v) = l "(v) , 8v 2 V (19)

relève de l’Alternative de Fredholm et il existe une unique solution dans V.

Enfin, il existe des constantes C > 0 et "0 > 0 indépendantes de " telles que

8"< "0, ku"
0kH1(B"L

0 ) ∑ C |||l "||| . (20)

Théorème 6

Preuve. Nous commençons par montrer que le problème relève de l’alternative de Fredholm. Ainsi existence équivaut
à unicité. Nous montrons dans un second temps qu’il y a unicité. Enfin, nous montrons que u"

0 dépend continûment
des données et que la constante de stabilité est indépendante de ".

• Étape 1 : Alternative de Fredholm

Nous rappelons une des versions de l’alternative de Fredholm : Soit H un espace de Hilbert, B : H ! H une
application inversible et K un opérateur compact sur H. Alors B+K surjectif () B+K injectif.

La formulation variationnelle (19) peut se réécrire : Trouver u"
0 2 V telle que

c"
°
u"

0, v
¢
+b"

°
u"

0, v
¢
= l "(v) , 8v 2 V

avec

8u, v 2 V , c"(u, v) = °(k2 +1)
ˆ

B"L
0

u v dx + i k∞
ˆ
ß"0

u v̄ dx1 (21)

et

8u, v 2 V , b"(u, v) =
ˆ

B"L
0

ru ·rv dx +
ˆ

B"L
0

u v dx + H°1/2h§k1 u"
0, vi

H1/2 . (22)

D’après la Proposition 5, nous avons Re H°1/2h§k1 u,uiH1/2 > 0 donc Re b"(u,u) ∏ kuk2
H1 .

D’après le théorème de représentation de Riesz, il existe C"(k) : V ! V un opérateur continu tel que c"(u, v) =°
C"(k)u, v

¢
H1

k1

°
B"L

0

¢, il existe F" 2 V telle que pour tout v 2 V, l "(v) =
°
F", v

¢
V et il existe B" : V ! V telle que

b"(u, v) =
°
B"u, v

¢
V . Comme b" est coercive, l’opérateur B" est inversible.

La formulation variationnelle est donc équivalente à : Trouver u"
0 2 V telle que

C"(k)u"
0 +B"u"

0 = F" .

Si C"(k) est un opérateur compact alors le problème relève de l’alternative de Fredholm.
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On rappelle que K 2 L (V) est compact si et seulement si pour toute suite (um)m2N bornée de H1
k1

°
B"L

0

¢
,°

Kum
¢

m2N admet une sous-suite convergente.

Soit (um)m2N une suite, nous avons

∞∞∞C"(k)um

∞∞∞
2

H1
k1

°
B"L

0

¢ =
≥
C"(k)um , C"(k)um

¥
H1

k1

°
B"L

0

¢ = °(k2 +1)
ˆ

B"L
0

um C"(k)um dx + i k∞
ˆ
ß"0

um C"(k)um dx1 .

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

∞∞∞C"(k)um

∞∞∞
2

H1
k1

°
B"L

0

¢ ∑ (k2 +1)
∞∞∞um

∞∞∞
L2

°
B"L

0

¢
∞∞∞C"(k)um

∞∞∞
L2

°
B"L

0

¢ + k|∞|
∞∞∞um

∞∞∞
L2

°
ß"0

¢
∞∞∞C"(k)um

∞∞∞
L2

°
ß"0

¢ .

En utilisant le théorème de trace et en simplifiant nous trouvons

∞∞∞C"(k)um

∞∞∞
H1

k1

°
B"L

0

¢ ∑ (k2 +1)kumk
L2

°
B"L

0

¢ + k|∞| kumk
L2

°
ß"0

¢ . (23)

Supposons que
°
um

¢
est une suite bornée dans H1

k1

°
B"L

0

¢
. Comme B"L

0 est borné, par le théorème de Rellich,

nous pouvons extraire une sous-suite de
°
um

¢
qui converge dans L2°B"L

0

¢
. De plus, comme H1/2

k1

°
ß"0

¢
s’injecte de

manière compacte dans L2°ß"0
¢
, nous pouvons extraire une sous-suite telle qu’en plus um

ØØØ
ß"0

converge dans L2°ß"0
¢
.

On déduit de la précédente inégalité que, on note encore (um) cette sous-suite,
°
C"(k)um

¢
est une suite de Cauchy.

Cette suite converge et donc C"(k) est un opérateur compact. Ce problème relève donc de l’alternative de Fredholm.

• Étape 2 : Unicité.

Par linéarité, il su�t de montrer que la solution u"
0 2 V de

8 v 2 V ,
ˆ

B"L
0

ru"
0 · rv dx ° k2

ˆ
B"L

0

u"
0 v̄ dx + H°1/2h§k1 u"

0, vi
H1/2 + i k∞

ˆ
ß"0

u"
0 v̄ dx1 = 0 .

est nulle.

En prenant v = u"
0, nous obtenons alors

ˆ
B"L

0

ØØru"
0

ØØ2 dx ° k2
ˆ

B"L
0

ØØu"
0

ØØ2 dx + H°1/2h§k1 u"
0, u"

0iH1/2 + i k∞
ˆ
ß"0

ØØu"
0

ØØ2 dx1 = 0 , (24)

avec :

H°1/2h§k1 u"
0, u"

0iH1/2 = i
PX

m=°P
Øm

ØØØØ
≥
u"

0,'m

¥
L2(ß"L)

ØØØØ
2

+
X

|m|>P
∞m

ØØØØ
≥
u"

0,'m

¥
L2(ß"L)

ØØØØ
2

,

correspondant à la décomposition sur les modes propagatifs (m 2 [°P,P]) et les modes évanescents (|m| > P).

Prenons la partie imaginaire de (24) :

Im
°
i k∞

¢ ˆ
ß"0

|u"
0|2 dx1 +

PX

m=°P
Øm

ØØØØ
≥
u"

0,'m

¥
L2(ß"L)

ØØØØ
2

= 0 .
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Comme Re(∞) > 0 d’après (4), nous avons Im(i k∞) > 0 donc

ˆ
ß"0

|u"
0|

2 dx1 = 0. On en déduit que u"
0 = 0 sur ß"0 et

la condition de Robin sur ß"0 nous donne que @x2 u"
0 = 0 sur ß"0. D’après le théorème de prolongement unique, u"

0 = 0
dans B"L

0 .

• Étape 3 : Constante de stabilité.

Nous montrons maintenant que la constante de stabilité est indépendante de ". l "(v) est C 0 dans V et on
rappelle que F" est le représentant de Riesz de l " alors 8v , (F", v)H1 = l "(v). Nous avons

8v 2 V,
ˆ

B"L
0

ru"
0 · rv dx ° k2

ˆ
B"L

0

u"
0 v̄ dx + H°1/2h§k1 u"

0, vi
H1/2 + i k∞

ˆ
ß"0

u"
0 v̄ dx1 =

ˆ
B"L

0

F" v dx+
ˆ

B"L
0

rF" ·rv dx .

Nous introduisons eu0(y) = u"
0("y), 8 y 2 BL

0 := (0,T)£ (0,L) \ P# et ev(y) = v("y), 8 y 2 BL
0 et nous remplaçons

dans l’équation précédente

ˆ
B"L

0

1
"2

£
ry eu0

§≥
x

"

¥
·
£
ry ev

§≥
x

"

¥
dx ° k2

ˆ
B"L

0

eu0

≥
x

"

¥
ev
≥

x

"

¥
dx + H°1/2h§k1 eu0

≥
x

"

¥
, ev

≥
x

"

¥
i

H1/2 + i k∞
ˆ
ß"0

eu0

≥
x

"

¥
ev
≥

x

"

¥
dx1

=
ˆ

B"L
0

F"(x) ev
≥

x

"

¥
dx+

ˆ
B"L

0

rF"(x) · 1
"
rev

≥
x

"

¥
dx .

Notons que ku"
0k2

L2(B"L
0 )

= "2keu0k2
L2(BL

0 )
et kru"

0k2
L2(B"L

0 )
= kreu0k2

L2(BL
0 )
.

Si on note eF(y) = F"("y), reF(y) = "
°
rxF"

¢
("y), en e↵ectuant un changement de variable y = x

" nous obtenons

ec( eu0,ev)z }| {ˆ
BL

0

ry eu0
°
y
¢
· ry ev

°
y
¢

dy ° k2 "2
ˆ

BL
0

eu0
°
y
¢

ev
°
y
¢

dy + H°1/2he§k1 eu0
°
y
¢
, ev

°
y
¢
i

H1/2 + i k∞"
ˆ
ß#

0

eu0
°
y
¢

ev
°
y
¢

dy1

= "2
ˆ

BL
0

eF(y) ev
°
y
¢

dy+
ˆ

BL
0

reF(y) ·rev
°
y
¢

dy , (25)

où e§k1 eu0 = i
X
m

eØm
°
eu0(y), e'm

¢
L2(ßL) e'm(y1) avec e'm(y1) = 1p

T
exp

£
i
°2mº

T +"k1
¢
y1

§
et eØm =

q
"2k2 °

°2mº
T +k1"

¢2
,

ßL := {y1 2 (0,T), y2 = L}.

Prenons la partie réelle de ec ( eu, eu) : 8 eu 2 H1
k1

°
BL

0

¢

Re
h
ec ( eu, eu)

i
=
ˆ

BL
0

|ry eu|2 dy ° k2 "2
ˆ

BL
0

|eu|2 dy + Re
h

H°1/2he§k1 eu, eui
H1/2

i
° kIm

°
∞
¢
"

ˆ
ß#

0

|ũ|2 dy1 . (26)

D’après (15), nous rappelons que 8 eu 2 H1
k1

°
BL

0

¢
, Re

h
H°1/2he§k1 eu, eui

H1/2

i
∏ 0.

. Dans le cas d’une condition de Dirichlet et V = VD. Nous avons l’inégalité de Poincaré suivante :

8 eu 2 VD ,
ˆ

BL
0

|eu|2 dy ∑ Cp

ˆ
BL

0

|reu0|2 dy , Cp > 0 ;

où la constante Cp est bien entendu indépendante de ".
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? Si Im(∞) > 0, en utilisant l’inégalité de Poincaré et le théorème de trace, nous obtenons

8 eu 2 VD , Re
h
ec ( eu, eu)

i
∏

°
1°k2"2Cp °kIm(∞)"C

¢
kreuk2

L2(BL
0 )

. (27)

? Si Im(∞) < 0, en utilisant uniquement l’inégalité de Poincaré, nous obtenons

8 eu 2 VD , Re
h
ec ( eu, eu)

i
∏

°
1°k2"2Cp

¢
kreuk2

L2(BL
0 )

. (28)

En conclusion, dans ces deux cas, nous avons : 9 eC > 0, 9 "0, 8 "< "0,

"2keuk2
L2 +kreuk2

L2 ∑ eC
ØØØRe

h
ec ( eu, eu)

iØØØ∑ |ec ( eu, eu)|∑ "keFkL2"keukL2 +kreFkL2kreukL2 . (29)

Nous obtenons alors

≥
"2keu0k2

L2(BL
0 )
+kreu0k2

L2(BL
0 )

¥1/2
∑ C

≥
"keFkL2(BL

0 ) +kreFkL2(BL
0 )

¥
. (30)

En revenant à u"
0, nous trouvons l’inégalité :

ku"
0kH1(B"L

0 ) ∑ C
≥
kF"kL2(B"L

0 ) +krF"kL2(B"L
0 )

¥
. (31)

. Dans le cas d’une condition de Neumann et V = VN. Nous allons utiliser l’inégalité de Poincaré généralisée
suivante

8 eu 2 VN ,
ˆ

BL
0

|eu|2 dy ∑ Cp

"ˆ
ß#

0

|eu|2 dy1 +
ˆ

BL
0

|reu|2 dy

#
, Cp > 0 .

? Si Im(∞) < 0, en utilisant l’inégalité de Poincaré généralisée, nous obtenons

8 eu 2 VN , Re
h
ec ( eu, eu)

i
∏

°
1+kIm(∞)"

¢
kreuk2

L2(BL
0 )
+

µ
° Im(∞)

Cp
°k"Cp

∂
k" keuk2

L2(BL
0 )

. (32)

On conclut dans ce cas comme précédemment.

? Si Im(∞) > 0. C’est le cas le plus délicat. Nous commençons par prendre la partie imaginaire de ec( eu, eu),
nous avons

8 eu 2 VN , Im
h
ec ( eu, eu)

i
= Im

≥
H°1/2he§k1 eu, eui

H1/2

¥
+k Re(∞) " keuk2

L2(ß#
0) ∏ k Re(∞) " keuk2

L2(ß#
0)

alors nous obtenons l’inégalité

kRe(∞)"keu0k2
L2(ß#

0) ∑
ØØØec

°
eu0, eu0

¢ØØØ∑ "2
ˆ

BL
0

eF eu0 dy+
ˆ

BL
0

reF ·reu0 dy . (33)

En prenant maintenant la partie réelle de ec( eu0, eu0), en utilisant l’inégalité de Poincaré généralisée et en
utilisant (33), nous obtenons

Re
h
ec ( eu0, eu0)

i
∏ kreu0k2

L2(BL
0 )

°
1°k2"2CN

¢
+"keu0k2

L2(ß#
0)

°
°k2"CN °kIm(∞)

¢

∏ kreu0k2
L2(BL

0 )

°
1°k2"2CN

¢
+

°
°k2"CN °kIm(∞)

¢
√
"2
ˆ

BL
0

eF eu0 dy+
ˆ

BL
0

reF ·reu0 dy

!
.
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Alors il est possible d’écrire

kreu0k2
L2(BL

0 )

°
1°k2"2CN

¢
+

°
°k2"CN°kIm(∞)

¢
√
"2
ˆ

BL
0

eF eu0 dy+
ˆ

BL
0

reF ·reu0 dy

!
∑ "2

ˆ
BL

0

eF eu0 dy+
ˆ

BL
0

reF·reu0 dy

et d’obtenir l’inégalité pour " assez petit

kreu0k2
L2(BL

0 )
∑ K

√
"2
ˆ

BL
0

eF eu0 dy+
ˆ

BL
0

reF ·reu0 dy

!
, K > 0 . (34)

En utilisant les inégalités (33) et (34), nous avons :

"2keu0k2
L2 +kreu0k2

L2 ∑ C

√
"2
ˆ

BL
0

eF eu0 dy+
ˆ

BL
0

reF ·reu0 dy

!
, C > 0 ; (35)

ce qui nous permet de conclure comme précédemment.

Pour l " donnée par (18), le problème posé dans le domaine borné (16) est bien posé et admet une unique
solution. Il est possible de reconstruire une solution en utilisant la décomposition modale.

Si u"
0,d est l’unique solution dans B"L

0 de (P"d ,0)+(CNd) ou (P"d ,0)+(CDd), la fonction

u"
d =

8
><
>:

u"
0,d dans B"L

0

u"
d ,1 =

X

m2Z

°
u"

d

ØØØ
ß"L

,'m
¢

L2(ß"L) e°iØm (x2°"L)'m(x1) dans B"L
1

(36)

est la solution sortante de (P"d)+(CNd) ou (P"d)+(CDd) dans B". Il est possible ensuite de construire
l’onde di↵ractée dans tout le demi-espace D" par k1"T quasi-périodicité

u"
d (x1 +"T, x2) = ei k1"T u"

d (x1, x2) . (37)

Proposition 7
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Chapitre 3

Développement asymptotique
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Pour construire des conditions e↵ectives qui vont remplacer la couche de particules, nous postulons un déve-
loppement asymptotique qui fait intervenir des termes de champ proche, qui prennent en compte les variations
rapides proche des particules, et des termes de champ lointain, qui représentent les variations lentes de la solution
loin des particules. Il faut imposer que les termes de champ proche tendent vers 0 à l’infini pour assurer que la
solution a bien un comportement seulement macroscopique loin des particules et est bien représentée par les termes
de champ lointain. Nous montrons que les termes de champ proche satisfont des problèmes de type Laplace dans
une demi-bande infinie périodique. Dans le cas Dirichlet, ces problèmes sont bien posés dans un cadre fonctionnel
variationnel et la solution tend vers 0 à l’infini seulement si une condition dite de compatibilité est satisfaite. C’est
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cette condition de compatibilité qui nous permet de construire une condition au bord pour les termes de champ
lointain. La construction de tous les termes peut être réalisée à tout ordre. Dans un second temps, nous justi-
fions via des estimations d’erreur le développement asymptotique. Enfin, nous proposons à partir du développement
asymptotique tronqué un modèle e↵ectif d’ordre 1 (qui ne prend pas en compte la présence de particules) et d’ordre
2. La même étude est réalisée pour une condition de Neumann sur les particules. Cette fois ci c’est le caractère
bien posé des problèmes de champ proche qui nécessite une condition de compatibilité. Ensuite cette condition de
compatibilité permet d’obtenir, comme précédemment, des conditions au bord pour les termes de champ lointain.
Une construction à tout ordre, des estimations d’erreur, la construction de modèles e↵ectifs peuvent être réalisées
comme dans le cas Dirichlet. Que ce soit pour le cas Dirichlet ou Neumann, les conditions aux bords pour les termes
de champ lointain font intervenir des constantes qui sont déterminées à partir de solutions de problèmes de cellule,
i.e. des problèmes de type Laplace posés dans une demi-bande périodique.

3.1 Ansatz du développement asymptotique

Les méthodes basées sur des développements asymptotiques reposent sur une séparation d’échelles :

• une échelle microscopique associée à la taille des particules,

• une échelle macroscopique associée à la longueur d’onde.

Proche des particules, la solution varie rapidement, d’où l’utilité de l’échelle microscopique. A contrario, loin des
particules, les variations du champ sont plus lentes et seront décrites à l’aide de l’échelle macroscopique.

La méthode que nous proposons se situe entre les développements asymptotiques raccordés [Del10, JJM16,
Cla08, Lab19, CD13, Il’92] et les développements asymptotiques multi-échelles composés [Ben21, BDVV08].

La méthode des développements asymptotiques raccordés consiste à proposer deux développements distincts
de la solution. Un premier développement dit externe qui approche la solution dans une zone loin de la couche où
la variation spatiale des champs est lente. Un deuxième développement dit interne qui dépend de variables mis à
l’échelle dans une zone proche de la couche, où la variation spatiale des champs est rapide. Une zone intermédiaire où
coexistent les deux développements permet de raccorder le comportement proche des champs lointains et le compor-
tement lointain des champs proches. Il est alors possible de déduire des conditions au bord pour les champs lointains.

La méthode des développements asymptotiques multi-échelles composés consiste à proposer un développement
global de la solution constitué d’une partie externe et d’une correction interne. La correction interne va prendre
en compte la variation spatiale très rapide des champs et est appliquée uniquement proche de la couche. Loin
de la couche, dans la zone de champ lointain, comme la correction n’intervient pas le développement proposé va
correspondre au développement dit externe.

Le développement que nous proposons est un peu di↵érent. Il dépend d’un paramètre noté H dans la suite. En
d’autres termes, ce n’est pas un développement que nous proposons mais une famille de développements paramétrés
H. Il sera possible de jouer sur ce paramètre dans un second temps.

Nous introduisons le plan ß"H :=
n

x1 2 R, x2 = "H
o
avec H > 2(1+±) où nous rappelons que ± est la distance

minimale entre les particules et ±> 0.
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En dessous de ß"H, c’est-à-dire pour x2 < "H, nous supposons que la solution u"(x1, x2) se développe en fonction
de " de la façon suivante :

u"(x1, x2) =
X

m2N
"m UNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
, p.p. x1 2R , p.p. x2 2 (0,"H) . (1)

Ce développement dépend des termes UNF
m , dit termes de champ proche, qui dépendent de la variable macroscopique

x1 mais aussi des variables dilatées
≥ x1

"
,

x2

"

¥
.

Au dessus de ß"H, c’est-à-dire pour x2 > "H, nous supposons que la solution u"(x1, x2) se développe de la façon
suivante :

u"(x1, x2) =
X

m2N
"m uFF

m (x1, x2) +
X

m2N
"m UNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
, p.p. x1 2R , p.p. x2 2 ("H,+1) . (2)

Ce développement dépend des termes de champ proche mais il fait aussi intervenir les termes uFF
m , dit termes de

champ lointain, qui ne dépendent que des variables macroscopiques (x1, x2), qui n’ont pas de variations à l’échelle
des particules et qui correspondent au comportement de notre solution di↵ractée loin des particules. Ces termes de
champ lointain ne vivent qu’au dessus des particules, plus précisément dans R£ ("H,+1). Ce sont les termes de
champ proche qui transfèrent les caractéristiques des particules aux termes de champ lointain.

x1

x2

ui nc

"
"± ß0

°@x2 u"+ i k∞u" = 0

°¢u"°k2u" = 0D"

"T

u" = 0 ou
ru" ·~n = 0

sur @P "

"d

ß"H

x2 < "H

x2 > "H

Nous faisons les hypothèses suivantes sur les termes de champ proche UNF
m (x1; y1, y2) :

• comme la couche est périodique, les termes de champ proche UNF
m (x1; y1, y2) sont supposés T°périodiques par

rapport à y1, il est donc su�sant de les étudier dans R£B où B = (0,T)£R+ \P#. On notera dans la suite
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BH
0 := (0,T)£ (0,H) \P# ;

BH
1 := (0,T)£ (H,+1) ;

ß#
H := {y1 2 (0,T), y2 = H} ;

B \ß#
H :=BH

0 [BH
1 .

y1

y2
ß#

0
0 T

1

±

ß#
H

B

BH
0

BH
1

Pour tout P ∏ 0, nous notons ß#
P := {y1 2 (0,T), y2 = P}.

• loin de la couche de particules, les termes de champ lointain sont censés représenter le comportement macro-
scopique de la solution. Nous allons donc supposer que les termes de champ proche UNF

m (x1; y1, y2) disparaissent
quand y2 tend vers +1 c’est-à-dire

UNF
m (x1; y1, y2) °!

y2!+1
0 . (3)

L’idée est de supposer qu’un tel développement existe. Nous insérons alors ce développement dans les équations
vérifiées par la solution u" et nous déduisons formellement les équations vérifiées par les termes de champ proche
et les termes de champ lointain.

3.2 Équations satisfaites par les termes de champ lointain et les termes de
champ proche

Nous écrivons les équations données par (P"t )+(CNt ) ou (P"t )+(CDt ) en supposant que u" est de la forme (1)
et (2) respectivement dans {x2 < "H} et {x2 > "H}.

3.2.1 Cascade d’équations pour les termes de champ lointain

Loin des particules, le champ est suppposé être bien représenté par le développement en champ lointain, les
termes de champ proche étant supposés disparâıtre d’après l’hypothèse (3). Pour obtenir l’équation satisfaite par
uFF

m , nous remplaçons u"(x1, x2) par
X

m2N
"muFF

m (x1, x2) dans l’équation de Helmholtz du problème (P"t ), nous trouvons

°¢
√

X

m2N
"muFF

m (x1, x2)

!
°k2

√
X

m2N
"muFF

m (x1, x2)

!
= 0 , (x1, x2) 2R£ ("H,+1),

()°
X

m2N
"m¢uFF

m (x1, x2)°k2 X

m2N
"muFF

m (x1, x2) = 0 , (x1, x2) 2R£ ("H,+1) .

En identifiant formellement les puissances de ", nous obtenons

8m 2N , ° ¢uFF
m (x1, x2) ° k2 uFF

m (x1, x2) = 0 , 8(x1, x2) 2R£ ("H,+1) . (4)
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De plus, loin des particules, la condition d’onde sortante appliquée aux termes de champ lointain donne

"
uFF

0 °ui nc est sortant ;

uFF
m est sortant , pour m ∏ 1 .

(5)

Les équations (4) et (5) ne permettent pas de caractériser uFF
m de manière unique. Il manque une condition au

bord sur ß"H ; celle-ci sera déterminée à partir des termes de champ proche.

Remarque 2. Si l’onde incidente est une onde plane, ces équations peuvent être écrites sur une seule période avec
conditions de quasi-périodicité sur les bords latéraux.

3.2.2 Cascade d’équations pour les termes de champ proche

Équation volumique

Comme les termes de champ proche dépendent de plusieurs variables, nous allons utiliser la règle de dérivation
suivante :

8m 2Z, @x1

≥
UNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥¥
=

h
@x1 UNF

m

i≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
+ 1

"

h
@y1 UNF

m

i≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
, 8 x1, 8 x2 .

8m 2Z, @x2

≥
UNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥¥
= 1

"

h
@y2 UNF

m

i≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
, 8 x1, 8 x2 .

Le laplacien de UNF
m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
s’écrit alors

8m 2Z, ¢
≥
UNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥¥
= @2

x1
UNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
+ 2
"
@x1@y1 UNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
+ 1
"2 ¢yUNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
, 8 x1, 8 x2 .

Commençons par regarder ce que l’on obtient lorsque x2 < "H. La solution u" se développe uniquement à l’aide

des termes de champ proche UNF
m . Nous remplaçons alors u"(x1, x2) par

X

m2N
"mUNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
dans l’équation de

Helmholtz du problème (P"t ), nous obtenons

¢

√
X

m2N
"mUNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥!
+ k2

√
X

m2N
"mUNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥!
= 0 , 8 x1, 8 x2 .

Si bien qu’en utilisant la décomposition du Laplacien précédente, nous avons pour presque tout x1, x2 2D"

X

m∏0
"m°2

h
¢yUNF

m

i≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
+ 2

X

m∏0
"m°1

h
@x1@y1 UNF

m

i≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
+

X

m∏0
"m

h
@2

x1
UNF

m

i≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥

+
X

m∏0
"m k2 UNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
= 0 , 8 x1, 8 x2 ;

ce qui implique que

X

m∏°2
"m

h
¢yUNF

m+2

i≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
= °2

X

m∏°1
"m

h
@x1@y1 UNF

m+1

i≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
°

X

m∏0
"m

h
@2

x1
UNF

m

i≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥

+
X

m∏0
"m k2 UNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
, 8 x1, 8 x2 . (6)
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Nous identifions formellement les puissances de " et nous supposons que les équations sont vraies pour presque tout
x1 2R, pour tout (y1, y2) 2R£ (0,H) \P . Nous rappelons que y1 7! UNF

m (x1; y1, y2) est T°périodique, nous obtenons
alors la cascade d’équations

p.p. x1 2R, ¢yUNF
m (x1; · ) =° 2 @x1@y1 UNF

m°1 (x1; · ) ° @2
x1

UNF
m°2 (x1; · )° k2 UNF

m°2 (x1; · ) dans BH
0 , pour m ∏ 0 ;

(7)
où par convention UNF

°2 = UNF
°1 = 0.

Regardons maintenant ce que l’on obtient lorsque x2 > "H. Nous remplaçons u" par le développement (2) dans
l’équation de Helmholtz du problème (P"t ), nous obtenons

¢

√
X

m2N
"mUNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
+

X

m2N
"muFF

m (x1, x2)

!
+ k2

√
X

m2N
"mUNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
+

X

m2N
"muFF

m (x1, x2)

!
= 0 , 8 x1, 8 x2 ;

qui se réécrit

¢

√
X

m2N
"mUNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥!
+ k2

√
X

m2N
"mUNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥!
+

X

m2N
"m

≥
¢uFF

m (x1, x2)+k2uFF
m (x1, x2)

¥

| {z }
=0 d’après (4)

= 0 , 8 x1, 8 x2 .

Nous retrouvons donc la même cascade d’équations, donnée par (7), pour presque tout x1 2R, (y1, y2) 2BH
1.

La cascade d’équations (7) est donc vérifiée dans B \ß#
H.

Cherchons maintenant les conditions sur le bord ß0, les particules P " et l’interface ß"H. Nous allons utiliser
le fait que la variable x1 est liée aux variations macroscopiques des champs proches. Dans la suite, nous allons
donc considérer qu’il joue le rôle d’un paramètre, les conditions aux bords ne seront imposées que sur les variables
rapides. Ceci a l’air arbitraire mais c’est justifié a posteriori par des estimations d’erreurs (voir section 3.4.5 pour
une condition de Dirichlet et section 3.5.5 pour une condition de Neumann sur les particules).

Conditions aux limites sur les inclusions

Dans le cas où nous avons une condition de Dirichlet sur les particules (CDt )

u" = 0 sur @P " .

Les particules étant situées dans l’espace R£ (0,H), la solution u" se développe uniquement à l’aide des termes de
champ proche. Nous remplaçons u" par

X

m2N
"mUNF

m , nous identifions les puissances de " et nous supposons que les

équations sont vérifiées pour presque tout x1 2R, (y1, y2) 2 @P . Nous obtenons alors directement

p.p. x1 2R, UNF
m (x1; · ) = 0 sur @P , pour m ∏ 0 .

Comme les termes de champ proche sont supposés périodiques par rapport à y1, il su�t d’écrire la condition sur
une période de l’ensemble, soit

p.p. x1 2R, UNF
m (x1; · ) = 0 sur @P# , pour m ∏ 0 . (8)
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Dans le cas où nous avons une condition de Neumann sur les particules (CNt )

ru" ·~n = 0 sur @P " ,

avec ~n =
µ
n1

n2

∂
le vecteur normal à @P ". Nous remplaçons u" par

X

m2N
"mUNF

m ; en utilisant la règle de dérivation nous

obtenons

r
√

X

m2N
"mUNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥!
·~n = 0 , 8 (x1, x2) 2 @P "

()
X

m2N
"m

0
B@
@x1 UNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
+ 1

"
@y1 UNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥

1
"
@y2 UNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥

1
CA ·~n = 0 , 8 (x1, x2) 2 @P "

()
X

m∏0
"m

√
@x1 UNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥

0

!
·~n +

X

m∏°1
"m ryUNF

m+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
·~n = 0 , 8 (x1, x2) 2 @P " .

Nous identifions formellement les puissances de " et nous supposons que les équations sont vérifiées pour presque
tout x1 2R et (y1, y2) 2 @P#. Nous avons alors

p.p. x1 2R, ryUNF
m (x1; · ) ·~n =° @x1 UNF

m°1 (x1; · ) n1 sur @P# , pour m ∏ 0 . (9)

Conditions aux limites sur ß0

La condition aux limites sur ß0 est donnée par

°@x2 u" + i k∞ u" = 0 sur ß0 ,

Nous remplaçons u" par
X

m2N
"mUNF

m et nous obtenons

°@x2

√
X

m2N
"m UNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥!
+ i k∞

X

m2N
"m UNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
= 0 , 8 x1 2R, x2 = 0 ;

()
X

m2N
"m°1 @y2 UNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
+ i k∞

X

m2N
"m UNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
= 0 , 8 x1 2R, x2 = 0 ;

()°
X

m∏°1
"m @y2 UNF

m+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
+ i k∞

X

m∏0
"m UNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
= 0 , 8 x1 2R, x2 = 0 .

En identifiant formellement les puissances de " et en supposant que les équations sont vérifiées pour presque tout
x1 2R, pour presque tout (y1, y2) 2ß#

0. Nous avons alors

p.p. x1 2R, @y2 UNF
m (x1; · ) = i k∞ UNF

m°1 (x1; · ) sur ß#
0 , pour m ∏ 0 . (10)

Conditions sur ß"H

Au voisinage de ß"H, les termes de champ proche présentent des sauts puisque, même si la solution u" est bien à
trace et à dérivée normale continue au travers de ß"H, elle possède des développements di↵érents de part et d’autre
de ß"H.
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Comme u" est continue au travers de ß"H = {x2 = "H} : u"
ØØØ
ß°
"H

= u"
ØØØ
ß+
"H

, en remplaçant u" par ses développe-

ments, nous obtenons

X

m∏0
"m UNF

m

≥
x1;

x1

"
,H°

¥
=

X

m∏0
"m UNF

m

≥
x1;

x1

"
,H+

¥
+

X

m∏0
"m uFF

m

ØØØ
ß"H

(x1) , 8 x1 2R ;

où nous avons identifié la trace de uFF
m (x1, x2) sur ß"H à une fontion d’une seule variable, ici x1. En identifiant les

puissances de " et en supposant que ces équations sont vraies pour presque tout x1 2R, (y1, y2) 2ß#
H, nous avons

p.p. x1 2R,
h

UNF
m (x1; · )

i
H

= ° uFF
m

ØØØ
ß"H

(x1) , pour m ∏ 0 ; (11)

où nous avons utilisé la notation

Le saut d’une fonction U 2 H1
l oc

≥
B \ß#

H

¥
=

n
u

ØØØ
BH

0

2 H1°BH
0

¢
et u

ØØØ
BH

1
2 H1

l oc

°
BH

1
¢o

à l’interface ß#
H est

£
U

§
H := U

ØØØ
ß#,+

H

° U
ØØØ
ß#,°

H

. (12)

Notation 1

D’autre part, comme la dérivée normale de u" au travers de ß"H est continue, @x2 u"
ØØØ
ß°
"H

= @x2 u"
ØØØ
ß+
"H

, en

remplaçant u" par ses développements, nous en déduisons

X

m∏°1
"m @y2 UNF

m+1

≥
x1;

x1

"
,H°

¥
=

X

m∏°1
"m @y2 UNF

m+1

≥
x1;

x1

"
,H+

¥
+

X

m∏0
"m @x2 uFF

m

ØØØ
ß"H

(x1) , 8 x1 2R .

En identifiant les puissances de " et en supposant que ces équations sont vraies pour presque tout x1 2 R et
(y1, y2) 2ß#

H, nous avons

p.p. x1 2R,
h
°@y2 UNF

m (x1; · )
i

H
= @x2 uFF

m°1

ØØØ
ß"H

(x1) , pour m ∏ 0 ; (13)

où uFF
°1 = 0.

Conditions de périodicité

Nous rappelons que nous cherchons des champs proches UNF
m (x1; y1, y2) périodiques par rapport à y1. UNF

m (x1; y1, y2)
va donc vérifier les conditions de périodicité suivantes

p.p. x1 2R, UNF
m

ØØØ
°+

(x1; · ) = UNF
m

ØØØ
°°

(x1, ; · ) , pour m ∏ 0 .

p.p. x1 2R, @y1 UNF
m

ØØØ
°+

(x1; · ) = @y1 UNF
m

ØØØ
°°

(x1; · ) , pour m ∏ 0 .
(14)

Nous abrégeons ces conditions par la suite en UNF
m est T°périodique.
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Problèmes aux limites pour les termes de champ proche

Les termes de champ proche satisfont le système d’équations type : pour tout m ∏ 0, pour presque tout x1 2R,
8
>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

°¢yUNF
m (x1; · ) = 2 @x1@y1 UNF

m°1(x1; · ) + @2
x1

UNF
m°2(x1; · ) + k2 UNF

m°2(x1; · ) dans B \ß#
H

UNF
m (x1; · ) est T°périodique

@y2 UNF
m (x1; · ) = i k∞ UNF

m°1(x1; · ) sur ß#
0h

UNF
m (x1; · )

i
H
=°uFF

m

ØØØ
ß"H

(x1)
h
°@y2 UNF

m (x1; · )
i

H
= @x2 uFF

m°1

ØØØ
ß"H

(x1)

, (15)

et soit nous imposons des contidions de Dirichlet sur les particules

UNF
m (x1; · ) = 0 sur @P# ; (16)

soit nous imposons des conditions de Neumann sur les particules

ryUNF
m (x1; · ) ·~n =° @x1 UNF

m°1(x1; · ) n1 sur @P# ; (17)

avec UNF
°1 = UNF

°2 = 0 par convention.

On voit que x1 joue le rôle d’un paramètre et que pour presque tout x1 2 R, les termes de champ proche
UNF

m (x1; · ) sont solutions de problèmes de type Laplace posés dans une bande contenant des particules de taille 1.
Ces problèmes font intervenir des conditions de saut en ß#

H dépendant des termes de champ lointain uFF
m et uFF

m°1.
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y1

y2
@y2 UNF

m = i k∞ UNF
m°1

ß#
00 T

1

°° °+

ß#
H

H
BH

0

BH
1

@P#

°¢yUNF
m = 2 @x1@y1 UNF

m°1 +@2
x1

UNF
m°2 +k2 UNF

m°2

ry UNF
m ·~n =°@x1 UNF

m°1n1

ou UNF
m = 0

h
UNF

m

i
H
=°uFF

m

ØØØ
ß"H

(x1)
h
°@y2 UNF

m

i
H
= @x2 uFF

m°1

ØØØ
ß"H

(x1)

Figure 3.1 – Schéma du système d’équations vérifié par les termes de champ proche

3.3 Comportement à l’infini des termes de champ proche

Que les conditions sur les particules soient de type Dirichlet ou Neumann, loin des particules, les termes de
champ proche vérifient

p.p. x1 2R ,

(
°¢yUNF

m (x1; · ) = 2 @x1@y1 UNF
m°1(x1; · ) + @2

x1
UNF

m°2(x1; · ) + k2 UNF
m°2(x1; · ) dans BL

1

UNF
m (x1; · ) est T°périodique

(18)

où BL
1 = (0,T)£ (L,+1) avec L ∏ H.

L’objectif de cette section est de déterminer le comportement à l’infini des termes de champ proche, si ils
existent. Nous allons donc supposer dans cette section qu’ils existent. Commençons par étudier plus généralement
les fonctions U 2 H1

loc

°
BL

1
¢
satisfaisant

°¢U = F dans BL
1 (§)

avec F 2 L2°BL
1

¢
et F satisfaisant la propriété (P1) définie comme suit
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Une fonction F 2 L2°BL
1

¢
satisfait la propriété (P1) si et seulement si il existe une suite de polynômes°

pl
¢

l2Z telle que, pour y2 > H,

F(y1, y2) =
X

l 6=0
pl (y2) e°

2|l |º
T (y2°H) e

2i lº
T y1 . (P1)

Définition 8

Si F vérifie la propriété (P1) alors la solution U de (§) s’écrit U = CU + bU avec bU vérifie la propriété
(P1). Plus précisément, U = Uhom +Upar t avec

• Uhom vérifie ¢Uhom = 0 dans BL
1 et s’écrit

Uhom(y1, y2) =
X

m2Z
C(l )

U e°
2|l |º

T (y2°H) e
2i lº

T y1

avec C(l )
U 2R et C(0)

U = CU.

• Upar t 2 H1
#

°
BL

1
¢

:=
©
u 2 H1

loc

°
BL

1
¢
, u est T°périodique

™
est la seule solution particulière vérifiant

¢Upar t = F qui vérifie

Upar t =
X

l 6=0
ql (y2) e°

2lº
T (y2°H) e

2i lº
T y1

avec ql (L) = 0.

Proposition 9

Preuve. Soit F vérifiant la propriété (P1) et U la solution de (§). Comme U est T°périodique, il se décompose
en série de Fourier

U(y1, y2) =
X

l2Z
Ul (y2)e

2i lº
T y1 (19)

où la série est convergente dans H2 (la preuve est similaire à celle du théorème 2 du chapitre 2). Comme °¢U = F
dans BL

1, on substitue U par son développement en série de Fourier (19) et F par la propriété (P1), nous obtenons

@2
y2

Ul (y2)°
µ

2ºl
T

∂2

Ul (y2) = pl (y2)e°
2|l |º

T (y2°H) . (20)

• Si l = 0 : l’équation dévient @2
y2

U0(y2) = 0. Les solutions sont des fonctions a�nes définies par

U0(y2) = DU y2 +CU .

Comme U est exponentiellement décroissant à l’infini, nous posons DU = 0.

• l 6= 0 : nous avons une équation du second ordre non homogène. La solution Ul (y2) est alors une combinaison
d’une solution homogène U hom

l (y2) et d’une solution particulière U
par t
l (y2).

? La solution de l’équation homogène est de la forme

U hom
l (y2) = C(l )

U e°
2|l |º

T (y2°H) .
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? Nous cherchons alors une solution particulière de la forme

U
par t
l (y2) = ql (y2) e°

2|l |º
T (y2°H) ,

avec (ql )l2Z une suite de polynôme où d±ql = d±pl +1 et q
00

l (y2)° 4|l |º
T q

0

l (y2) = pl (y2)

La solution U de (§) est une combinaison de Upar t =
X

l2Z
U

par t
l (y2)e

2i lº
T y1 et Uhom =

X

l2Z
U hom

l (y2)e
2i lº

T y1 .

U est alors donnée par

U = CU +
X

l 6=0
bql (y2)e°

2|l |º
T (y2°H)e

2i lº
T y1 . (21)

avec bU =
X

l 6=0
bql (y2)e°

2|l |º
T (y2°H)e

2i lº
T y1 qui vérifie la propriété (P1).

Remarque 3. Si F vérifie la propriété (P1) avec pl (y2) des polynômes de degré Nl , nous pouvons montrer que U
va se décomposer de la même manière avec des polynômes ql (y2) de degré Nl +1.

Remarque 4. Nous montrons facilement grâce à la décomposition (21) que

CU = 1
T

ˆ
y2=a

U(y1, y2)dy1 , 8 a ∏ H . (22)

Remarque 5. Notons que Upar t ne dépend que de F et on a

ˆ
ß#

L

@y2 Upar t = 0 . (§§)

Dans la section suivante, qui traite des conditions de Dirichlet, nous utiliserons que la première partie de la proposi-
tion. Dans le cas des conditions de Neumann, nous utiliserons la deuxième partie de la proposition et il nous faudra
remplacer la demi-bande BL

1 par une condition transparente.

Nous nous intéressons tout d’abord, 8 ' 2 H1/2
#

°
ß#

L

¢
:=

Ω
u

ØØØ
ß#

L

, u 2 H1
#

°
BL

1
¢æ
, au problème

8
>><
>>:

°¢u(') = 0 dans BL
1 ;

u(') =' sur ß#
L ;

u(') est T°périodique .

(23)

Ce problème a une unique solution dans

W#
°
BL

1
¢
=

Ω
u 2 H1

loc

°
BL

1
¢

, ru 2 L2°BL
1

¢
,

u
q

1+ y2
2

2 L2°BL
1

¢
et u

ØØØ
°+

= u
ØØØ
°°

o
, (24)

en utilisant une inégalité de Hardy et le théorème de Lax-Milgram. De plus, nous montrons que (en utilisant des
techniques de séparation de variables comme dans le chapitre 2) :

u(') =
X

l2Z

≥
',¡l

¥
L2(ß#

L)
e°

2|l |º
T (y2°L) ¡l (y1) avec ¡l (y1) = e

2i lº
T y1 . (25)
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Soit § 2L
≥
H1/2

#

°
ß#

L

¢
,H°1/2

#

°
ß#

L

¢¥
l’opérateur de Dirichlet-to-Neumann (DtN) défini par

8' 2 H1/2
#

°
ß#

L

¢
, §'=°@y2 u(') sur ß#

L . (26)

Nous avons alors

8' 2 H1/2
#

°
ß#

L

¢
, §' =

X

l2Z

µ
2|l |º

T

∂ °
',¡l

¢
L2(ß#

L) ¡l (y1) . (27)

Définition 10

Nous avons donc par définition

8' 2 H1/2
#

°
ß#

L

¢
, §'+@y2 u(') = 0 sur ß#

L . (28)

Revenons à la fonction U vérifiant (§), nous avons :

@y2 U
ØØØ
ß#

L

+§U
ØØØ
ß#

L

= @y2 Uhom

ØØØ
ß#

L

+§Uhom

ØØØ
ß#

L| {z }
=0 car ¢Uhom=0

+@y2 Upar t

ØØØ
ß#

L

+ §Upar t

ØØØ
ß#

L| {z }
=0 car Upar t

ØØØ
ß#

L

=0

= @y2 Upar t

ØØØ
ß#

L

.

En utilisant la forme de Upar t (Upar t ne dépend que de F), nous trouvons

@y2 U
ØØØ
ß#

L

+§U
ØØØ
ß#

L

=
X

l 6=0
q

0

l (L) e°
2|l |º

T (L°H) ¡l (y1)

où ql ne dépend que de F.

3.4 Étude du cas des conditions de Dirichlet sur les particules

Cette section est consacrée au problème avec condition de Dirichlet sur le bord des particules. Nous commençons
par l’étude du caractère bien posé du problème de demi-bande infinie pour la résolution des problèmes de champ
proche. Nous déterminons ensuite une condition garantissant que les termes de champ proche tendent vers 0
quand y2 tend vers l’infini. Nous pouvons alors caractériser les termes à tout ordre et justifier le développement
asymptotique grâce à des estimations d’erreurs. Pour finir cette section, nous proposons un modèle e↵ectif et
donnons une estimation d’erreur de ce modèle.

3.4.1 Caractère bien posé des problèmes de champ proche

Les problèmes de champ proche (15)+(16) peuvent s’écrire sous la forme : pour m ∏ 0,

p.p. x1 2R ,

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

°¢yUNF
m (x1; · ) = Fm°1(x1; · ) dans B \ß#

H ,

UNF
m (x1; · ) est T°périodique ,

°@y2 UNF
m (x1; · ) = Gm°1(x1; · ) sur ß#

0 ,

UNF
m (x1; · ) = 0 sur @P# ,

h
UNF

m (x1; · )
i

H
= ÆD

m(x1) et
h
°@y2 UNF

m (x1; · )
i

H
= ÆN

m°1(x1) ,

(29)
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où Fm°1(x1; · ) dépend des termes précédents UNF
m°1(x1; · ) et UNF

m°2(x1; · ). Si UNF
m°1(x1; · ) et UNF

m°2(x1; · ) dé-
croissent quand y2 tend vers l’infini alors Fm°1(x1; · ) aussi. Gm°1(x1; · ) dépend de la trace de UNF

m°1(x1; · ) sur ß#
0,

nous avons Gm°1(x1; · ) 2 L2(ß#
0). Quant à ÆD

m(x1), elle dépend de uFF
m (x1) et ÆN

m°1(x1) dépend de @x2 uFF
m°1(x1). De

plus, ÆD
m(x1) et ÆN

m°1(x1) sont des fonctions indépendantes de y1.

Dans le système d’équations (29), x1 joue le rôle d’un paramètre. Dans ce qui suit, nous omettons dans un
premier temps la variable x1 pour simplifier les notations et nous nous intéressons au caractère bien posé des
problèmes qui s’écrivent sous la forme :

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

°¢U = F dans B \ß#
H ,

U est T°périodique ,

°@y2 U = G sur ß#
0 ,

U = 0 sur @P# ,
h

U
i

H
= ÆD et

h
°@y2 U

i
H

= ÆN .

(30)

Le problème considéré est de type Laplace posé dans une bande. Nous introduisons d’abord l’espace de Hilbert

W#
°
B \ß#

H

¢
=

Ω
u 2 H1

loc

°
B \ß#

H

¢
, ru 2 L2°B \ß#

H

¢
,

u
q

1+ y2
2

2 L2°B \ß#
H

¢
et u

ØØØ
°+

= u
ØØØ
°°

o
, (31)

muni de la norme

kukW# =
√ˆ

B\ß#
H

√
|ru|2 + |u|2

1+ y2
2

!
dy

!1/2

; (32)

qui est équivalente à la semi-norme

|u|W# =
√ˆ

B\ß#
H

|ru|2 dy

!1/2

= krukL2 (33)

d’après l’inégalité de Hardy [GN77, BCG05, Bre99, SSW03].

Nous notons H1/2
#

°
ß#

P

¢
l’espace des traces des fonctions de W#

°
B \ß#

H

¢
sur ß#

P

H1/2
#

°
ß#

P

¢
=

n
u|ß#

P
, u 2 W#

°
B \ß#

H

¢o

et H°1/2
#

°
ß#

P

¢
=

≥
H1/2

#

°
ß#

P

¢¥0
le dual de H1/2

#

°
ß#

P

¢
. Nous utilisons la notation h·, ·i

H1/2
#

°
ß#

P

¢ pour le crochet de dualité

entre H1/2
#

°
ß#

P

¢
et H°1/2

#

°
ß#

P

¢
.

Soient F 2 L2(B) telle que F
q

1+ y2
2 2 L2°B

¢
, G 2 H°1/2

#

°
ß#

0

¢
et ÆD,ÆN 2R. Alors le problème (30) admet

une unique solution dans W#
°
B \ß#

H

¢
.

Théorème 11
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Preuve. Pour appliquer le théorème de Lax-Milgram, nous introduisons R 2 W1°B \ß#
H

¢
telle que

R =
(
ÆD si y2 > H

0 si y2 < H

qui vérifie R 2 W#
°
B\ß#

H

¢
,
£
R

§
H = ÆD et

£
°@y2R

§
H = 0. Par construction eU = U°R, eU 2 W#

°
B\ß#

H

¢
avec

£eU
§

H = 0
et eU satisfait le problème variationnel :

Trouver eU 2 W#
°
B \ß#

H

¢
solution de

ˆ
B\ß#

H

reU ·rV dy =
ˆ

B\ß#
H

F V dy+
ˆ
ß#

0

G V dy1 +ÆN
ˆ
ß#

H

V dy1 , 8 V 2 WD
#

°
B \ß#

H

¢
. (34)

La forme l (V) =
ˆ

B\ß#
H

F V dy+
ˆ
ß#

0

G V dy1+ÆN
ˆ
ß#

H

V dy1 est clairement linéaire et continue dans W#
°
B\ß#

H

¢
. D’après

(33), la forme bilinéaire a(eU,V) =
ˆ

B\ß#
H

reU ·rV dy est continue et coercive.

Le théorème de Lax-Milgram s’applique et donne l’existence et l’unicité d’une solution eU 2 W#
°
B \ß#

H

¢
du

problème variationnel (34). En conséquence, nous avons existence et unicité d’une solution U 2 W#
°
B \ß#

H

¢
.

En utilisant la section 3.3, nous avons que si F admet une certaine décomposition alors la solution U de (30) tend
exponentiellement vite vers une constante CU. Nous verrons dans la suite que les termes sources du problème (29)
vérifient bien la propriété (P1). Nous allons maintenant exprimer cette constante à partir des données F, G, ÆD et ÆN.

Pour exprimer cette relation, nous introduisons une fonction profil N caractéristique du problème (et des
propriétés des particules).

Il existe une unique fonction N solution de

8
>>>><
>>>>:

°¢N = 0 dans B ,

N est T°périodique ,

°@y2N = 0 sur ß#
0 ,

N = 0 sur @P# ,

(35)

telle que N = y2 + fN avec fN 2 W#
°
B

¢
.

Proposition 12

Preuve. Si un tel N existe alors fN satisfait dans W#
°
B

¢

8
>>>>><
>>>>>:

°¢ fN = 0 dans B ,

fN est T°périodique ,

°@y2
fN = 1 sur ß#

0 ,

fN =°y2 sur @P# .

(36)
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En utilisant des arguments similaires à la preuve du Théorème 11, on a existence et unicité d’un tel fN . On en
déduit facilement l’existence et l’unicité de la fonction profil N .

Notons que N est dans le noyau de l’opérateur associé au problème (30) mais dans un espace à poids puisque
N a un comportement linéaire à l’infini.

D’après la proposition 9, nous savons qu’il existe C fN 2 R telle que lim
y2!+1

fN = C fN 2 R et fN °C fN vérifie la

propriété (P1). Nous en déduisons donc que

@y2N °!
y2!+1

1 (37)

et comme

ˆ
ß#

H

@y2
fN = 0, nous avons

ˆ
ß#

H

@y2N = T . (38)

Nous pouvons donc maintenant énoncer la propriété suivante.

Supposons que les hypothèses de la Proposition 9 sont vérifiées alors la constante CU est donnée par :

CU = 1
T

√ˆ
B\ß#

H

FN dy +
ˆ
ß#

0

GN dy1

!
+ ÆNc(1)

0 + ÆD ; (39)

où

c(1)
0 := 1

T

ˆ
ß#

H

N dy1 . (40)

Proposition 13

Remarque 6. En utilisant que N = y2 + fN , c(1)
0 peut se réécrire

c(1)
0 = 1

T

ˆ
ß#

H

°
y2 + fN

¢
dy1 = H

T
+ 1

T

ˆ
ß#

H

fN dy1 . (41)

c(1)
0 correspond, à H près, au comportement constant de N à l’infini. Nous pouvons jouer sur H pour que c(1)

0 > 0.

Preuve. Nous nous plaçons dans une partie de la bande que l’on note BN \ß#
H =BH

0 [
≥
(0,T)£ (H,N)

¥

| {z }
BH

N

.
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y1

y2
ß#

0

1

°N
° °N

+

ß#
H

H

±
0 T

BH
0

BH
N

@P#

ß#
N

N

En multipliant par N le problème vérifié par U (30) et en intégrant sur B \ß#
H

°
ˆ

BN\ß#
H

¢U N dy =
ˆ

BN\ß#
H

FN dy .

En appliquant deux fois la formule de Green, nous obtenons

°
ˆ

BN\ß#
H

U¢N|{z}
=0

dy +
ˆ
ß#

N

U rN ·~e2 dy1 °
ˆ
ß#

N

rU ·~e2 N dy1 +
ˆ
ß#

H

U°rN ·~e2 dy1 °
ˆ
ß#

H

U+rN ·~e2 dy1

=
ˆ

BN\ß#
H

FN dy +
ˆ
ß#

0

GN dy1 + ÆN
ˆ
ß#

H

N dy1 .

En utilisant que
£
U

§
H = ÆD, nous trouvons

ˆ
ß#

N

U rN ·~e2 dy1 °
ˆ
ß#

N

rU ·~e2 N dy1 =
ˆ

BN\ß#
H

FN dy +
ˆ
ß#

0

GN dy1 + ÆN
ˆ
ß#

H

N dy1 + ÆD
ˆ
ß#

H

rN ·~e2 dy1 .

D’après la proposition 9, nous savons qu’il existe CU 2R et eU vérifiant la propriété (P1) pour y2 > H telles que

U = CU + eU alors @y2 U vérifie la propriété (P1) pour y2 > H et donc

ˆ
ß#

N

rU ·~e2 N dy1 °!
N!+1

0.

De plus, d’après (37), nous avons

ˆ
ß#

N

U rN ·~e2 dy1 °!
N!+1

T CU.

D’après (38), nous avons

ˆ
ß#

H

rN ·~e2 dy1 = T.

Finalement, nous décrivons CU à l’aide des données F, G, ÆD et ÆN :

CU = 1
T

√ˆ
B\ß#

H

FN dy +
ˆ
ß#

0

GN dy1 +ÆN
ˆ
ß#

H

N dy1

!
+ ÆD .
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Nous venons de montrer que pour toute solution U de (30) telle que F vérifie la propriété (P1), il est possible
de décrire son comportement à l’infini, qui est constant, à l’aide des termes sources F, G, ÆD, ÆN et de la fonction
profil N . Cependant, nous cherchons des termes de champ proche U qui tendent vers 0 à l’infini. Ceci nous donne
naturellement une condition dite de compatibité sur F, G, ÆD et ÆN.

Soit U la solution du problème (30). Supposons que F 2 L2°B
¢
, G 2 H°1/2

#

°
ß#

0

¢
, ÆD, ÆN 2R et supposons

de plus que F vérifie la proprité (P1) alors U tend vers 0 seulement si la condition de compatibilité
suivante

1
T

√ˆ
B\ß#

H

FN dy +
ˆ
ß#

0

GN dy1

!
+ ÆN c(1)

0 + ÆD = 0 , (42)

est satisfaite, avec c(1)
0 donnée par (40).

De plus, la convergence est exponentielle.

Théorème 14

3.4.2 Construction des premiers termes de champ proche

Nous allons maintenant utiliser les résultats précédents pour construire les termes de champ proche et assurer
qu’ils tendent bien vers 0 à l’infini.

Construction de UNF
0

D’après le Théorème 11, pour presque tout x1 2R, il existe une unique solution UNF
0 (x1; · ) dans W#

°
B \ß#

H

¢
de

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

°¢yUNF
0 (x1; · ) = 0 dans B \ß#

H ,

UNF
0 (x1; · ) est T°périodique ,

°@y2 UNF
0 (x1; · ) = 0 sur ß#

0 ,

UNF
0 (x1; · ) = 0 sur @P# ,

h
UNF

0 (x1; · )
i

H
=°uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1) et
h
°@y2 UNF

0 (x1; · )
i

H
= 0 .

(43)

D’après le Théorème 14, cette solution tend vers 0 quand y2 tend vers +1 si et seulement si la condition de
compatibilité (42) est satisfaite. Ceci nous donne une condition de bord pour uFF

0 sur ß"H

uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1) = 0 . (44)
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Pour presque tout x1 2 R, il existe une unique fonction UNF
0 (x1; · ) 2 W#

°
B \ß#

H

¢
solution de (43) qui

tend vers 0 à l’infini si et seulement si

uFF
0 = 0 sur ß"H . (45)

Dans ce cas, pour presque tout x1 2R, (y1, y2) 2B,

UNF
0 (x1; y1, y2) = 0 . (46)

Proposition 15

Construction de UNF
1

D’après le Théorème 11, pour presque tout x1 2R, il existe une unique solution UNF
1 (x1; · ) dans W#

°
B \ß#

H

¢
de

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

°¢yUNF
1 (x1; · ) = 0 dans B \ß#

H ,

UNF
1 (x1; · ) est T°périodique ,

°@y2 UNF
1 (x1; · ) = 0 sur ß#

0 ,

UNF
1 (x1; · ) = 0 sur @P# ,

h
UNF

1 (x1; · )
i

H
=°uFF

1

ØØØ
ß"H

(x1) et
h
°@y2 UNF

1 (x1; · )
i

H
= @x2 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1) ;

(47)

où on a utilisé UNF
0 (x1; y1, y2) = 0.

D’après le Théorème 14, cette solution tend vers 0 quand y2 tend vers +1 si et seulement si la condition de
compatibilité (42) est satisfaite. Cela donne ici

@x2 uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1) c(1)
0 ° uFF

1

ØØØ
ß"H

(x1) = 0 ; (48)

où c(1)
0 est définie par (40).
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Pour presque tout x1 2 R, il existe une unique fonction UNF
1 (x1; · ) 2 W#

°
B \ß#

H

¢
solution de (47) qui

tend vers 0 à l’infini si et seulement si

uFF
1

ØØØ
ß"H

(x1) = @x2 uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1)c(1)
0 ; (49)

avec c(1)
0 donnée par (40).

Dans ce cas, pour presque tout x1 2R, (y1, y2) 2B, UNF
1 (x1; y1, y2) s’écrit

UNF
1 (x1, y1, y2) = @x2 uFF

0 (x1)
ØØ
ß"H

W (1)
0 (y1, y2) , (50)

où W (1)
0 (y1, y2) 2 W#

°
B \ß#

H

¢
est l’unique solution de

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

°¢y W (1)
0 = 0 dans B \ß#

H ,

W (1)
0 est T°périodique ,

°@y2 W (1)
0 = 0 sur ß#

0 ,

W (1)
0 = 0 sur @P# ,

h
W (1)

0

i
H
=°c(1)

0 et
h
°@y2W

(1)
0

i
H
= 1 ;

(51)

avec W (1)
0 (y1, y2) °!

y2!+1
0.

Proposition 16

Remarque 7. Notons que la fonction profil W (1)
0 (y1, y2) tend vers 0 quand y2 tend vers +1 car la condition de

compatibilité (42) est satisfaite.

Construction de UNF
2

D’après le Théorème 11, pour presque tout x1 2R, il existe une unique solution UNF
2 (x1; · ) dans W#

°
B \ß#

H

¢
de

8
>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

°¢yUNF
2 (x1; ˙) = 2 @x1@x2 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1) @y1W
(1)

0 (y1, y2) dans B \ß#
H ,

UNF
2 (x1; · ) est T°périodique ,

°@y2 UNF
2 (x1; · ) =° i k∞ @x2 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1) W (1)
0 (y1, y2) sur ß#

0 ,

UNF
2 (x1; · ) = 0 sur @P# ,

h
UNF

2 (x1; · )
i

H
=°uFF

2

ØØØ
ß"H

(x1) et
h
°@y2 UNF

2 (x1; · )
i

H
= @x2 uFF

1

ØØØ
ß"H

(x1) ;

(52)

où nous avons utilisé le fait que UNF
0 (x1; y1, y2) = 0 et UNF

1 (x1; y1, y2) = @x2 uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1)W (1)
0 (y1, y2).

D’après le Théorème 14, cette solution tend vers 0 quand y2 tend vers +1 si et seulement si la condition de
compatibilité (42) est satisfaite. Cela donne ici

@x1@x2 uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1) c(2)
1 + @x2 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1) c(2)
0 + @x2 uFF

1

ØØØ
ß"H

(x1) c(1)
0 ° uFF

2

ØØØ
ß"H

(x1) = 0 ; (53)

48
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avec c(1)
0 est donnée dans (40),

c(2)
0 = °i k∞

T

ˆ
ß#

0

W (1)
0 N dy1 (54)

et

c(2)
1 = 2

T

ˆ
B\ß#

H

@y1W
(1)

0 N dy . (55)

Pour presque tout x1 2 R, il existe une unique fonction UNF
2 (x1; · ) 2 W#

°
B \ß#

H

¢
solution de (52) qui

tend vers 0 à l’infini si et seulement si

uFF
2

ØØØ
ß"H

(x1) = c(1)
0 @x2 uFF

1

ØØØ
ß"H

(x1) + c(2)
0 @x2 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1) + c(2)
1 @x1@x2uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1) ; (56)

où c(1)
0 est donnée dans (40), c(2)

0 est définie par (54) et c(2)
1 est définie par (55).

Dans ce cas, pour presque tout x1 2R, (y1, y2) 2B, UNF
2 (x1; y1, y2) s’écrit

UNF
2 (x1, y1, y2) = @x2 uFF

1

ØØØ
ß"H

(x1)W (1)
0 (y1, y2)+@x2 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)W (2)
0 (y1, y2)+@x1@x2uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)W (2)
1 (y1, y2)

(57)
où

• W (2)
0 (y1, y2) 2 W#

°
B \ß#

H

¢
est l’unique solution de

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

°¢y W (2)
0 = 0 dans B \ß#

H ,

W (2)
0 est T°périodique ,

°@y2W
(2)

0 =°i k∞W (1)
0 sur ß#

0 ,

W (2)
0 = 0 sur @P# ,

h
W (2)

0

i
H
=°c(2)

0 et
h
°@y2W

(2)
0

i
H
= 0 ;

(58)

avec W (2)
0 (y1, y2) °!

y2!+1
0.

• W (2)
1 (y1, y2) 2 W#

°
B \ß#

H

¢
est l’unique solution de

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

°¢y W (2)
1 = 2@y1W

(1)
0 dans B \ß#

H ,

W (2)
1 est T°périodique ,

°@y2W
(2)

1 (y1, y2) = 0 sur ß#
0 ,

W (2)
1 = 0 sur @P# ,

h
W (2)

1

i
H
=°c(2)

1 et
h
°@y2W

(2)
1

i
H
= 0 ;

(59)

avec W (2)
1 (y1, y2) °!

y2!+1
0.

Proposition 17
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Remarque 8. La fonction profil W (2)
0 (y1, y2) tend vers 0 quand y2 tend vers +1 car la condition de compatibilité

(42) est satisfaite, voir la définition (54) de c(2)
0 . De même, pour la fonction profil W (2)

1 (y1, y2), avec c(2)
1 donnée par

(55).

3.4.3 Caractérisation des termes de champ proche à tout ordre

En généralisant la technique de construction précédente, nous pouvons trouver une condition de bord pour les
termes de champ lointain jusqu’à un certain ordre m qui garantit l’existence des termes de champ proche qui tendent
vers 0 à l’infini jusqu’à l’ordre m. Nous pouvons ensuite obtenir une expression semi-explicite pour les termes de
champ proche.

Soit m ∏ 1. Pour presque tout x1 2R, il existe une famille {UNF
q , 8q ∑ m}, où UNF

q (x1; · ) 2 W#
°
B \ß#

H

¢

est l’unique solution de (29) qui tend vers 0 à l’infini, si et seulement si

8q ∑ m , uFF
q

ØØØ
ß"H

(x1) =
q°1X

p=0
Cq°p

°
@x1

¢
@x2 uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1) ; (60)

où les Cq°p
°
@x1

¢
sont donnés en (63).

Dans ce cas, pour presque tout x1 2R, UNF
q (x1; · ) s’écrit

8q ∑ m , UNF
q (x1; y1, y2) =

q°1X

p=0
£q°p

°
y;@x1

¢
@x2 uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1) ; (61)

où pour tout p 2 Ç1,mÉ, ¥ 7!£p (·;¥) est un polynôme de dégré p°1 et £p (·;¥) est l’unique solution dans
W#

°
B \ß#

H

¢
du problème défini par récurrence

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

°¢y £p (·;¥) = 2¥ @y1£p°1(·;¥) + ¥2 £p°2(·;¥) + k2 £p°2(·;¥) = Fp°1(·;¥) dans B \ß#
H ,

£p (·;¥) est T°périodique ,

°@y2£p (·;¥) =°i k∞ £p°1(·;¥) sur ß#
0 ,

£p (·;¥) = 0 sur @P# ,
h
£p (·;¥)

i
H
=°Cp (¥) et

h
°@y2£p (·;¥)

i
H
= ±p;1 ;

(62)
avec £0 =£°1 =£°2 = 0, ±p;1 = 1 si p = 1 ou ±p;1 = 0 si p 6= 1 et

Cp (¥) = 1
T

ˆ
B\ß#

H

Fp°1(¥)N dy ° i k∞
T

ˆ
ß#

0

£p°1(·;¥)N dy1 + c(1)
0 ±p;1 (63)

où c(1)
0 est définie par (40) et Cp (¥) est un polynôme de dégré p °1. Enfin, y 7!£p (y;¥) vérifie (P1).

Théorème 18

Remarque 9. D’après les propositions 16 et 17, nous avons

• £1
°
y;¥

¢
=W (1)

0 (y1, y2) et c1
°
¥
¢
= c(1)

0 , 8¥.
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• £2
°
y;¥

¢
= ¥W (2)

1 (y1, y2)+W (2)
0 (y1, y2).

Preuve. Nous démontrons le résultat par récurrence sur m.

Pour m = 1, nous avons vu dans le paragraphe précédent que pour presque tout x1 2 R, il existe une unique
fonction UNF

1 (x1; · ) 2 W#
°
B \ß#

H

¢
solution de (47) qui tend vers 0 à l’infini si et seulement si

uFF
1

ØØØ
ß"H

(x1) = c(1)
0 @x2 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1) .

et que dans ce cas, UNF
1 (x1; y1, y2) = W (1)

0 (y1, y2) @x2 uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1). Nous retrouvons bien (60) pour m = 1 avec

C1
°
@x1

¢
= c(1)

0 et (61) avec £1
°
y;¥

¢
=W (1)

0 (y1, y2) qui est de degré 0 en ¥ et qui vérifie (P1).

Nous supposons avoir construit une famille de profil {UNF
q , q ∑ m°1}. Montrons qu’il existe UNF

m solution de (29)
qui tend vers 0 à l’infini. Nous supposons que (60) est satisfaite. Pour presque tout x1 2 R, l’équation volumique
vérifiée par UNF

m (x1; · ) dans B \ß#
H peut se réécrire en utilisant (61) à l’ordre m °1 et m °2 :

°¢y UNF
m (x1; · ) = 2 @x1@y1 UNF

m°1(x1; · ) + @2
x1

UNF
m°2(x1; · ) + k2 UNF

m°2(x1; · )

=
m°2X

p=0
2@x1@y1

∑
£m°1°p

°
· ;@x1

¢
@x2 uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1)
∏
+

m°3X

p=0
@2

x1

∑
£m°2°p

°
· ;@x1

¢
@x2 uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1)
∏

+k2£m°2°p
°
· ;@x1

¢
@x2 uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1)

=
m°2X

p=0
Fm°1°p

°
· ;@x1

¢
@x2 uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1) .

D’autre part, sur ß#
0, l’équation vérifiée par UNF

m (x1; · ) peut se réécrire en utilisant (61)

°@y2 UNF
m (x1; · ) =

m°2X

p=0
°i k∞ £m°1°p

°
· ;@x1

¢
@x2 uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1) .

Nous pouvons alors réécrire le problème vérifié par UNF
m : pour presque tout x1 2R

8
>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

°¢yUNF
m (x1; · ) =

m°2X

p=0
Fm°1°p

°
· ;@x1

¢
@x2 uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1) dans B \ß#
H ,

UNF
m (x1; · ) est T°périodique ,

°@y2 UNF
m (x1; · ) =

m°2X

p=0
°i k∞ £m°1°p

°
· ;@x1

¢
@x2 uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1) sur ß#
0 ,

UNF
m (x1; · ) = 0 sur @P# ,

h
UNF

m (x1; · )
i

H
=° uFF

m

ØØØ
ß"H

(x1) et
h
°@y2 UNF

m (x1; · )
i

H
= @x2 uFF

m°1

ØØØ
ß"H

(x1) .

(64)

Il existe une unique solution dans W#
°
B \ß#

H

¢
car Fm°1°p vérifie la propriété (P1). Pour tout p ∑ m°2, £p vérifie

la propriété (P1). Nous avons donc existence de UNF
m 2 W#

°
B\ß#

H

¢
et il existe CUm , eUNF

m vérifiant la propriété (P1)
telles que UNF

m = CUm + eUNF
m .
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Pour presque tout x1 2R, l’unique solution UNF
m (x1; · ) de (64) tend vers 0 à l’infini si et seulement si la condition

de compatibilité (42) est satisfaite

uFF
m

ØØØ
ß"H

(x1) = 1
T

ˆ
B\ß#

H

∑m°2X

p=0
Fm°1°p

°
y;@x1

¢
@x2 uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1)
∏

N dy ° i k∞
T

ˆ
ß#

0

∑m°2X

p=0
£m°1°p

°
y;@x1

¢
@x2 uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1)
∏

N dy1

+ c(1)
0 @x2 uFF

m°1

ØØØ
ß"H

(x1)

ce qui est équivalent à

uFF
m

ØØØ
ß"H

(x1) =
m°1X

p=0
Cm°p

°
@x1

¢
@x2 uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1)

avec 8p ∑ m, Cp (¥) donnée par (63). En particulier pour p = m, comme £m°1(·;¥) est de degré m °2, £m°2(·;¥)
est de degré m °3 et que Fm°1(·;¥) = 2¥ @y1£m°1(·;¥) + ¥2 £m°2(·;¥) + k2 £m°2(·;¥) est de degré m °1, nous
avons que ¥ 7! Cm(¥) est de degré m °1.

Nous pouvons alors remplacer uFF
m

ØØØ
ß"H

(x1) dans la condition de saut

h
UNF

m (x1; · )
i

H
=°uFF

m

ØØØ
ß"H

(x1) =°
mX

p=0
Cm°p

°
@x1

¢
@x2 uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1) .

Nous retrouvons (61) avec £m défini par (62). Comme dit précédemment, ¥ 7! Fm°1(·;¥) est de degré m ° 1,
¥ 7! Cm(¥) est aussi de degré m °1 donc ¥ 7!£m(·;¥) est de degré m °1.

Enfin comme la condition de compatibilité est satisfaite. £m vérifie la propriété (P1).

3.4.4 Problèmes vérifiés par les termes de champ lointain

Les conditions aux bords pour les termes de champ lointain obtenues précédemment, garantissant l’existence des
termes de champ proche tendant vers 0 à l’infini, permettent de compléter les équations satisfaites par les termes
de champ lointains. Nous obtenons ainsi les problèmes vérifiés par uFF

0 (65), par uFF
1 (69), par uFF

2 (73) et à tout
ordre (77).

Nous rappelons que ui nc = ei k1x1+i k2x2 est une onde plane incidente k1"T quasi-périodique.

Construction de uFF
0

En utilisant (4) et la condition aux limites (44) sur ß"H, uFF
0 (x1, x2) satisfait les équations

8
>><
>>:

° ¢uFF
0 ° k2 uFF

0 = 0 dans R £ ("H,+1) ,

uFF
0 = 0 sur ß"H ,

uFF
0 °ui nc est sortant .

(65)

Définition 19
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Notons que ui nc est une onde plane incidente alors uFF
0 est C 1 et uFF

0 va aussi être une onde plane qui s’écrit
sous la forme

uFF
0 (x1, x2) = ei k1x1 ei k2x2 + A0 ei k1x1 e°i k2(x2°"H) .

Étant donné que uFF
0 = 0 sur ß"H, nous avons

ei k1x1 ei k2"H +A0ei k1x1 = 0

ce qui nous donne
A0 = ° ei k2"H . (66)

Il existe une unique solution de (65) telle que uFF
0 est C 1 qui s’écrit

uFF
0 (x1, x2) = ui nc (x1, x2) + A0 ei k1x1 e°i k2(x2°"H) , 8x1 2R , 8x2 ∏ "H (67)

où A0 est donné par (66).

Le coe�cient de réflexion associé, pour x2 = "H, est défini par

r0 = A0 ei k1x1 . (68)

Proposition 20

Construction de uFF
1

En utilisant (4) et la condition aux limites (48) sur ß"H, uFF
1 (x1, x2) satisfait les équations

8
>><
>>:

° ¢uFF
1 ° k2 uFF

1 = 0 dans R £ ("H,+1) ,

uFF
1 = c(1)

0 @x2 uFF
0 sur ß"H ,

uFF
1 est sortant ;

(69)

où c(1)
0 est définie par (40).

Définition 21

uFF
1 correspond uniquement à la partie di↵ractée et dépend de uFF

0 alors uFF
1 est C 1. Puisque uFF

0 est une onde
plane, uFF

1 va l’être aussi. Nous cherchons alors uFF
1 sous la forme

uFF
1 (x1, x2) = A1 ei k1x1 e°i k2(x2°"H) .

Étant donné que uFF
1 = c(1)

0 @x2 uFF
0 sur ß"H, en remplaçant uFF

1 par son expression et uFF
0 par l’expression (67), nous

avons
A1ei k1x1 = c(1)

0

°
i k2 ei k1x1 ei k2"H ° A0 i k2 ei k1x1

¢

ce qui donne
A1 = c(1)

0 i k2
°
ei k2"H °A0

¢
= 2 c(1)

0 i k2 ei k2"H . (70)
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Il existe une unique solution de (69) telle que uFF
1 est C 1 qui s’écrit

uFF
1 (x1, x2) = A1 ei k1x1 e°i k2(x2°"H) , 8x1 2R , 8x2 ∏ "H (71)

où A1 est donné par (70).

Le coe�cient de réflexion associé, pour x2 = "H, est défini par

r1 = A1 ei k1x1 . (72)

Proposition 22

Construction de uFF
2

En utilisant (4) et la condition aux limites (53) sur ß"H, uFF
2 (x1, x2) satisfait les équations

8
>><
>>:

° ¢uFF
2 ° k2 uFF

2 = 0 dans R £ ("H,+1) ,

uFF
2 = c(1)

0 @x2 uFF
1 + c(2)

0 @x2 uFF
0 + c(2)

1 @x1@x2uFF
0 sur ß"H ,

uFF
2 est sortant ;

(73)

où c(1)
0 est définie par (40), c(2)

0 est donnée par (54) et c(2)
1 est donnée par (55).

Définition 23

uFF
2 correspond uniquement à la partie di↵ractée et dépend de uFF

1 et uFF
0 alors uFF

2 est C 1. Puisque uFF
0 et uFF

1
sont des ondes planes, uFF

2 va l’être aussi. Nous cherchons alors uFF
2 sous la forme

uFF
2 (x1, x2) = A2 e°i k2(x2°"H) ei k1x1 .

Étant donné que uFF
2 = c(1)

0 @x2 uFF
1 + c(2)

0 @x2 uFF
0 + c(2)

1 @x1@x2 uFF
0 sur ß"H, en remplaçant uFF

2 par son expression, uFF
1

par l’expression (71) et uFF
0 par l’expression (67), nous avons

A2 ei k1x1 = °c(1)
0 i k2A1ei k1x1 + c(2)

0

≥
i k2ei k1x1ei k2"H ° i k2A0ei k1x1

¥
+ c(2)

1

≥
°k2k1ei k1x1 ei k2"H +k2k1A0ei k1x1

¥

qui se réécrit

A2 ei k1x1 = 2k2 ei k1x1 ei k2"H
≥
c(1)

0 k2 + i c(2)
0 °k1c(2)

1

¥
.

Nous obtenons alors

A2 = k2

≥
°i c(1)

0 A1 ° i c(2)
0 A0 +k1c(2)

1 A0

¥
+ei k2"Hk2

≥
i c(2)

0 °k1c(2)
1

¥

= 2 k2 ei k2"H
≥
c(1)

0 k2 + i c(2)
0 °k1c(2)

1

¥
.

(74)
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Il existe une unique solution de (73) telle que uFF
2 est C 1 qui s’écrit, pour x2 ∏ "H,

uFF
2 (x1, x2) = A2 ei k1x1 e°i k2(x2°"H) , 8x1 2R , 8x2 ∏ "H (75)

où A2 est donné par (74).

Le coe�cient de réflexion associé, pour x2 = "H, est défini par

r2 = A2 ei k1x1 . (76)

Proposition 24

Caractérisation à tout ordre

uFF
0 satisfait (65) et pour m ∏ 1, en utilisant (4) et la condition aux limites (60) sur ß"H, le terme de

champ lointain uFF
m satisfait les équations

8
>>>>><
>>>>>:

° ¢uFF
m ° k2 uFF

m = 0 dans R £ ("H,+1) ,

uFF
m =

m°1X

p=0
Cm°p

°
@x1

¢
@x2 uFF

p sur ß"H ,

uFF
m est sortant ;

(77)

où les Cq°p
°
@x1

¢
sont donnés par (63).

Définition 25

Pour m ∏ 1, uFF
m correspond uniquement à la partie di↵ractée et dépend de uFF

0 et des termes précédents uFF
m°p°1,

avec p ∑ m°1, alors uFF
m est C 1. Puisque, pour p ∑ m°1, uFF

m°1°p sont des ondes planes, uFF
m va l’être aussi. Nous

cherchons alors uFF
m sous la forme

uFF
m (x1, x2) = Am e°i k2(x2°"H) ei k1x1 .

Pour tout m ∏ 1, il existe une unique solution de (77) telle que uFF
m est C 1 qui s’écrit, pour x2 ∏ "H,

uFF
m (x1, x2) = Am ei k1x1 e°i k2(x2°"H) , 8x1 2R , 8x2 ∏ "H (78)

où Am 2C.

Le coe�cient de réflexion associé, pour x2 = "H, est défini par

rm = Am ei k1x1 . (79)

Proposition 26
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Remarque 10. Nous pouvons rendre explicite l’expression de Am mais ce ne sera pas utile par la suite.

3.4.5 Estimations d’erreurs sur le développement asymptotique

Nous allons avoir besoin d’estimations sur les termes de champ proche pour établir les estimations d’erreur pour
le développement asymptotique.

Soit N 2 N. Supposons que 8q ∑ N, uFF
q vérifie la condition de bord (60) de sorte que nous avons

existence de la famille
©
UNF

q , q ∑ N
™
et des £q°p , pour 0 ∑ p ∑ q °1, fonctions profils solutions de (62)

et

UNF
q

≥
x1;

x

"

¥
=

q°1X

p=0
£q°p

≥
x

"
;@x1

¥
@x2 uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1) ,

alors il existe Cq°1(k1,k2), qui dépend linéairement de k2 et d’une forme polynomiale de degré q °1 en
k1, telle que ∞∞∞UNF

q
°
·, ·
"

¢∞∞∞
L2(B"\ß#

"H)
∑ " Cq°1(k1,k2) . (80)

De plus, il existe D qui dépend de k1,k2 et q telle que

∞∞∞
h
ryUNF

q

i°
·, ·
"

¢∞∞∞
L2(B"\ß#

"H)
+

∞∞∞UNF
q

°
·, ·
"

¢∞∞∞
L2(B"\ß#

"H)
+

∞∞∞@2
x1

UNF
q

°
·, ·
"

¢∞∞∞
L2(B"\ß#

"H)

+
∞∞∞
h

divx1
ryUNF

q

i°
·, ·
"

¢∞∞∞
L2(B"\ß#

"H)
∑ "

°
Dq°1(k1,k2)

¢
. (81)

Théorème 27

Preuve. Pour 1 ∑ p ∑ m, £q°p (·;¥) est un polynôme de degré q °p °1 en ¥ alors il peut s’écrire sous la forme

£q°p
°
·;¥

¢
=

q°p°1X

l=0
Wl (·)¥l .

avec Wl 2 W#
°
B \ß#

H

¢
, 0 ∑ l ∑ q °p °1, des fonctions vérifiant des problèmes de type Laplace dans une cellule et

vérifiant la propriété (P1). En e↵et :

? en prenant ¥= 0, nous avons £q°p (·,0) =W0(·) alors W0 vérifie un problème de Laplace défini dans une cellule.
Comme £q°p (·;0) vérifie la propriété (P1), W0 vérifie la propriété (P1).

? en prenant la dérivée de £q°p par rapport à ¥ alors £0
q°p (·;¥) =W1(·)+2¥W2(·)+·· ·+(q°p°1)¥q°p°2Wq°p°1(·)

et en prenant ¥= 0 nous obtenons £0
q°p (·;¥) =W1(·). W1 2 W#

°
B \ß#

H

¢
vérifie donc la propriété (P1).

ainsi de suite.

Nous en déduisons

∞∞∞UNF
q

≥
·, ·
"

¥∞∞∞
L2(B"\ß#

"H)
=

∞∞∞∞∞
q°1X

p=0
£q°p

≥
x

"
;@x1

¥
@x2 uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1)

∞∞∞∞∞
L2(B"\ß#

"H)

=
∞∞∞∞∞

q°1X

p=0

q°p°1X

l=0
Wl

≥
x

"

¥
@l

x1
@x2 uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1)

∞∞∞∞∞
L2(B"\ß#

"H)

(82)
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où Wl 2 W#
°
B \ß#

H

¢
, Wl vérifie la propriété (P1) et uFF

p est C 1.

Étudions d’abord, pour 0 ∑ l ∑ q °1, la norme
∞∞∞∞Wl

≥
x

"

¥
@l

x1
@x2 uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1)
∞∞∞∞

L2(B"\ß#
"H)

avec @x2 uFF
p

ØØØ
ß"H

(x1) =°i k2Amei k1x1 . Comme @l
x1
@x2 uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1) =°i k2(i k1)l Amei k1x1 et

kWl

≥ ·
"

¥
kL2(B"\ß#

"H) = "kWlkL2(B\ß#
H) ,

nous en déduisons ∞∞∞∞Wl

≥
x

"

¥
@l

x1
@x2 uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1)
∞∞∞∞

L2(B"\ß#
"H)

∑ " k2 |Ap | kl
1 kWlkL2(B\ß#

H) .

En appliquant à (82), nous obtenons le résultat.
∞∞∞UNF

q

≥
·, ·
"

¥∞∞∞
L2(B"\ß#

"H)
∑ C " k2 pq°1(k1) .

En utilisant la même méthode, nous obtenons l’autre inégalité.

Soit L > H et B",L
0 := (0,"T)£ (0,L). Soit u" une solution de notre problème de di↵raction qui vérifie les

équations (P"t ,0)+(CDt ) dans le domaine B",L
0 .

Soit N 2 N. Supposons que, pour m ∑ N, les termes de champ lointain uFF
m vérifient les conditions de

bords (60) alors, pour m ∑ N, les termes de champ proche UNF
m sont donnés par (61). Alors, nous avons

∞∞∞∞∞u"(x1, x2)°
√

NX

m=0
"muFF

m (x1, x2)¬x2>"H(x1, x2)+
NX

m=0
"mUNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥!∞∞∞∞∞
H1(B",L

0 )

= O
°
"N+1¢ . (83)

Théorème 28

Remarque 11. Notons que l’erreur est dans H1°B",L
0

¢
car nous montrons que la fonction n’a pas de saut sur ß"H.

Preuve. Soient N 2N. Pour tout "> 0, posons

e"(x1, x2) = u"(x1, x2)°w"(x1, x2) (84)

où u"(x1, x2) est solution du problème (P"t ,0)+(CDt ) et

w"(x1, x2) =
NX

m=0
"muFF

m (x1, x2)+
NX

m=0
"mUNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
si x2 > "H ,

=
NX

m=0
"mUNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
si x2 < "H .

Étape 1 : Nous commençons par écrire l’équation et les conditions aux limites vérifiées par e" dans B" \ß#
"H où

ß#
"H :=

©
x1 2 (0,"T), x2 = "H

™
.
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CHAPITRE 3. DÉVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE

§ Pour x2 > "H :

°
¢+k2¢w"(x1, x2) =

°
¢+k2¢

√
NX

m=0
"muFF

m (x1, x2)

!

| {z }
=0 d’après (4)

+
°
¢+k2¢

√
NX

m=0
"mUNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥!

=
NX

m=0
"m

∑
1
"2¢yUNF

m + 2
"
@x1@y1 UNF

m + @2
x1

UNF
m + k2UNF

m

∏≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥

=
NX

m=0
"m°2¢yUNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
+ 2

N+1X

m=0
"m°2@x1@y1 UNF

m°1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥

+
N+2X

m=0
"m°2(@2

x1
+k2)UNF

m°2

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
.

En utilisant que (7) nous donne ¢yUNF
m +2@x1@y1 UNF

m°1 +@2
x1

UNF
m°2 +k2UNF

m°2 = 0, 8m 2N et que UNF
m = 0 pour

m < 0, nous avons
°
¢+k2¢w"(x1, x2) = 2"N°1@x1@y1 UNF

N

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
+ "N°1(@2

x1
+k2)UNF

N°1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥

| {z }
°"N°1¢yUNF

N+1

°
x1; x1

" , x2
"

¢

+ "N(@2
x1
+k2)UNF

N

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
.

En réécrivant
h
¢yUNF

N+1

i≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
= "

h
div

≥
ryUN+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥¥
°divx1

≥
ryUNF

N+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥¥i
,

nous obtenons
°
¢+k2¢w"(x1, x2) = "N

h
FN+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
°div

h
eFN+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥ii
pour x1 2 (0,"T) , x2 > "H ; (85)

avec
FN+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
=

°
@2

x1
+k2¢UNF

N+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
+divx1

h
ryUNF

N+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥i
(86)

et
eFN+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
=ryUNF

N+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
. (87)

Comme ¢u"(x1, x2)+k2u"(x1, x2) = 0 pour x1 2 (0,"T) et x2 > "H, nous pouvons alors écrire l’équation vérifiée
par e"

°
¢+k2¢e"(x1, x2) = °"N

h
FN+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
°div

h
eFN+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥ii
pour x1 2 (0,"T) , x2 > "H . (88)

§ Pour x2 < "H, en reprenant les calculs précédents mais sans les termes de champ lointain, nous obtenons la
même équation

°
¢+k2¢e"(x1, x2) = °"N

h
FN+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
°div

h
eFN+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥ii
pour x1 2 (0,"T) , x2 < "H . (89)

§ Sur le bord ß#
"H. Dans un premier temps, nous nous intéressons au saut de la trace de w" au travers de ß#

"H

£
w"(x1,"H)

§
"H =

NX

m=0
"muFF

m

ØØØ
ß"H

(x1) +
NX

m=0
"m

h
UNF

m

≥
x1;

x1

"
,H

¥i

H| {z }
=°uFF

m

ØØØ
ß"H

(x1) d’après (11)

= 0 p.p. x1 2 (0,"T) .
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Considérons maintenant le saut de la trace normale de w" au travers de ß#
"H

£
@x2 w"(x1,"H)

§
"H =

NX

m=0
"m@x2 uFF

m

ØØØ
ß+
"H

(x1) +
NX

m=0
"m°1

h
@y2 UNF

m

≥
x1;

x1

"
,H

¥i

H| {z }
=°@x2 uFF

m°1

ØØØ
ß"H

(x1) d’après (13)

= "N@x2 uFF
N

ØØØ
ß"H

(x1) p.p. x1 2 (0,"T) .

En conclusion, comme
£
u"

§
"H = 0 et

£
@x2 u"

§
"H = 0, nous avons

£
e"(x1,"H)

§
"H = 0 p.p. x1 2 (0,"T) ,

£
@x2 e"(x1,"H)

§
"H = °"N@x2 uFF

N

ØØØ
ß"H

(x1) p.p. x1 2 (0,"T) .
(90)

§ Sur le bord des inclusions @P "
# , w" vérifie

w"(x1, x2) =
NX

m=0
"m UNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
= 0 pour (x1, x2) 2 @P "

#

et u" = 0 sur @P "
# alors

e"(x1, x2) = 0 pour (x1, x2) 2 @P "
# . (91)

§ Sur le bord ß"0 =
©

x1 2 (0,"T), x2 = 0
™
, w" vérifie

°@x2 w"(x1,0) + i k∞ w"(x1,0) = °
NX

m=0
"m°1 @y2 UNF

m

≥
x1;

x1

"
,0

¥
+ i k∞ "m UNF

m

≥
x1;

x1

"
,0

¥
, x1 2 (0,"T) .

D’après (10), 8m @y2 UNF
m (x1; y1,0) = i k∞ UNF

m°1(x1; y1,0), 8x1 2R, y1 2 (0,T) ce qui donne

°@x2 w"(x1,0) + i k∞ w"(x1,0) = "N i k∞ UNF
N

≥
x1;

x1

"
,0

¥
p.p. x1 2 (0,"T) .

Comme °@x2 u"+ i k∞u" = 0 sur ß"0, nous avons

°@x2 e"(x1,0) + i k∞ e"(x1,0) = ° "N i k∞ UNF
N

≥
x1;

x1

"
,0

¥
p.p. x1 2 (0,"T) . (92)

§ Pour la quasi-périodicité. Pour x2 < "H, nous avons

w"("T, x2) =
NX

m=0
"m UNF

m

≥
"T;T,

x2

"

¥
=

NX

m=0
"m

m°1X

p=0
£m°p

≥
T,

x2

"
;@x1

¥
@x2 uFF

p

ØØØ
ß"H

("T) .

Comme les termes de champ lointain sont k1"T quasi-périodiques et les fonctions £m°q sont T°périodiques,
nous avons

w"("T, x2) =
NX

m=0
"m

m°1X

p=0
£m°p

≥
0,

x2

"
;@x1

¥
ei k1"T@x2 uFF

p

ØØØ
ß"H

(0) = ei k1"T
NX

m=0
"mUNF

m

≥
0;0,

x2

"

¥
= ei k1"Tw"(0, x2) .

De même, nous avons @x1 w"("T, x2) = ei k1"T@x1 w"(0, x2).

Pour x2 > "H, en reprenant les calculs précédents et le fait que les termes de champ lointain son k1"T quasi-
périodique, nous trouvons w"("T, x2) = ei k1"Tw"(0, x2) et @x1 w"("T, x2) = ei k1"T@x1 w"(0, x2).
Finalement, puisque u" et w" sont k1"T quasi-périodique, nous avons que

e" est k1"T quasi-périodique .
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Nous trouvons donc que e" vérifie les équations

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

¢e" + k2e" = °"N £
FN+1 °div eFN+1

§
dans B" \ß#

"H ,

e" est k1"T quasi-périodique ,

°@x2 e" + i k∞ e" = ° "N i k∞ UNF
N sur ß"0 ,

e" = 0 sur @P "
# ,

£
e"

§
"H = 0 et

£
@x2 e"

§
"H = °"N@x2 uFF

N

ØØØ
ß"H

.

(93)

Étape 2 : Formulation variationnelle de (93) dans B",L
0 .

Prenons une fonction test v 2 V =
n

v 2 H1
k1

°
B",L

0 \ß#
"H

¢
, v = 0 sur @P "

#

o
. Notre problème fait intervenir div eFN+1

avec eFN+1 =ryUNF
N+1 telle que

°
ˆ

B",L
0 \ß#

"H

div eFN+1 v dx =
ˆ

B",L
0 \ß#

H

eFN+1 ·rvdx+ i k∞
ˆ
ß"0

UNF
N v dx1 °

ˆ
ß#
"H

@x2 uFF
N

ØØØ
ß#
"H

v dx1 °H°1/2 h@y2 UNF
N+1, vi

H1/2 ;

où H°1/2h·, ·iH1/2 désigne le crochet de dualité entre H°1/2
k1

°
ß",#

L

¢
et H1/2

k1

°
ß",#

L

¢
avec ß",#

L :=
©

x1 2 (0,"T), x2 = L
™
.

Il est alors possible d’écrire la formulation variationnelle associée au problème vérifié par e" dans B",L
0 \ß#

"H :

Trouver e" 2 V solution de a"(e", v) = "Nl "(v) , 8v 2 V ; (94)

où

a"(e", v) =
ˆ

B",L
0 \ß#

"H

re" ·rv dx ° k2
ˆ

B",L
0 \ß#

"H

e" v dx° H°1/2h@x2 e", vi
H1/2 + i k∞

ˆ
ß"0

e" v dx1 ; (95)

l "(v) =
ˆ

B",L
0 \ß#

"H

FN+1 v dx+
ˆ

B",L
0 \ß#

H

eFN+1 rvdx ° H°1/2h@y2 UNF
N+1, vi

H1/2 . (96)

Si nous voulons utiliser l’opérateur de Dirichlet-to-Neumann du chapitre 2, nous avons

H°1/2h@x2 e", vi
H1/2 = H°1/2h§k1 e", vi

H1/2 ° H°1/2h@x2

≥ NX

m=0
UNF

m

¥
, vi

H1/2 + H°1/2h§k1

≥ NX

m=0
"mUNF

m

¥
, vi

H1/2 .

Les termes faisant intervenir les termes de champ proche pourraient être traités en utilisant que UNF
m

ØØØ
ß",#

L

= LN°1e°
ÆL
T .

Pour L assez grand, ces termes sont exponentiellement décroissants. Nous pouvons choisir L pour que e°
ÆL
T ∑ "N soit

L ∏°T
Æ N ln". Mais nous ne sommes pas obligés de prendre L assez grand. Nous pouvons utiliser que

PN
m=0 "

mUNF
m

vérifie presque Helmholtz et donc vérifie la condition DtN. C’est ce que nous faisons dans la suite.

Dans les étapes 4 et 5 nous aurons besoin de contrôler kFN+1kL2 +keFN+1kL2 , nous avons d’après le théorème 27

kFN+1kL2 + keFN+1kL2 ∑ k@2
x1

UN+1kL2 + k2 kUN+1kL2 + kdivx1

£
ryUNF

N+1

§
kL2 + kryUN+1kL2

∑ " CN(k1,k2) ;

où la constante dépend de k1, k2 et N.
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Étape 3 : Problème de demi bande avec terme source à support non compact.

Nous avons restreint le problème précédent (93) à un domaine borné B",L
0 . Nous ne pouvons pas utiliser di-

rectement la condition transparente introduite au chapitre 2 car dans la demi bande B",L
0 , e" et

NX

m=0
"mUNF

m plus

précisément vérifient une équation de Helmholtz avec un terme source non nul. Mais ce terme source est exponen-
tiellement décroissant : FN+1 et eFN+1 s’expriment à partir du terme de champ proche UNF

N+1 qui est exponentiellement
décroissant car il vérifie la propriété (P1) :

UNF
N+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
=

X

l 6=0
pl (y2) e°

2|l |º
"T (x2°"H) e

2i lº
"T x1 .

Fixons 0 < Ø< 2|l |º
"T , nous avons eØx2 UNF

N+1 2 L2 donc eØx2 FN+1 2 L2 et eØx2eFN+1 2 L2.

Nous allons introduire une fonction auxiliaire VN+1 qui satisfait
(
¢VN+1 + k2VN+1 = °FN+1 +div eFN+1 dans B",L

1 ,

VN+1 = 0 sur ß",#
L .

(97)

Il existe bien une unique solution sortante à ce problème mais la justification ne passe pas par une décomposition
modale. Elle passe par des espaces à poids, la tranformée de Fourier dans ces espaces et la théorie de Kondratiev
appliquée aux problèmes de guides d’ondes ; voir par exemple le chapitre 5 de [NP11]. Nous allons maintenant
rappeler ces résultats.

Nous introduisons l’espace à poids

W1
Ø

°
B",L

1
¢
=

n
u 2 H1

l oc

°
B",L

1
¢
telle que ke°Øx2 uk2

L2 +ke°Øx2@x1 uk2
L2 +ke°Øx2@x2 uk2

L2 <+1
o

muni de la norme
kuk2

W1
Ø

(B",L
1 )

= ke°Øx2 uk2
L2 +ke°Øx2@x1 uk2

L2 +ke°Øx2@x2 uk2
L2 ;

et
h

W1
Ø

°
B",L

1
¢i0

est muni de la norme

k f k
W1

Ø

°
B",L

1
¢0 = sup

v2W1
Ø(B",L

1 )
kvk

W1
Ø

(B",L
1 )

6=0

| < f , v > |
kvkW1

Ø
(B",L

1 )
.

h
W1
Ø

°
B",L

1
¢i0

contient typiquement des fonctions H°1 qui ont une décroissance exponentielle à l’infini. Ainsi f 2 L2,

eØx f 2 L2 donc f 2
h

W1
Ø

°
B",L

1
¢i0

.

Dans [NP11], il est prouvé que si F 2
h

W1
Ø

°
B",L

1
¢i0

il existe une unique solution V dans W1
Ø

°
B",L

1
¢
de

°
°
¢+k2¢V = F (§)

qui est sortante et qui s’écrit, en utilisant P = E
h
"T
2º (k °k1)

i
,

V =
PX

m=°P
Æm e°iØm (x2°L) ei

°
2mº
"T +k1

¢
x1 +

X

∞m<Ø
Æm e°∞m (x2°L) ei

°
2mº
"T +k1

¢
x1 + eV ; (§§)
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où eV 2 W1
°Ø

°
B",L

1
¢
. Nous avons

√
X

|m|∑P
|Æm |2 +

X

∞m<Ø
|Æm |2 + keVk2

W1
°Ø(B",L

1 )

!1/2

∑ CkFkW1
Ø

(B",L
1 )0 . (§§§)

Autrement dit, si F est exponentiellement décroissante alors il existe une solution de (§) qui, à une fonction
exponentiellement décroissante près, est combinaison linéaire de modes propagatifs sortants et de modes évanescents.
De la décomposition (§§) et de (§§§), on déduit que 8Æ< Ø

ke°Æx2 Vk2
L2 ∑ c1

X

|m|∑P
|Æm |2 + c2

X

∞m∑Ø
|Æm |2 + ke°Æx2 eVk2

L2

∑ c1
X

|m|∑P
|Æm |2 + c2

X

∞m∑Ø
|Æm |2 + ke°Æx2 e°Øx2k2

L1 keØx2 eVk2
L2

∑ C kFk2
W1

Ø
(B",L

1 )0

donc ke°Æx2 VkL2 ∑ C kFkW1
Ø

(B",L
1 )0 et de même, nous avonske°Æx2 VkH1 ∑ C kFkW1

Ø
(B",L

1 )0 .

Nous appliquons ce résultat à (97). 8v 2 W1
Ø

°
B",L

1
¢
, nous avons

< F, v > = <°FN+1 +div eFN+1, v >

=
ˆ

B",L
1

FN+1 v dx +
ˆ

B",L
1

eFN+1 rv dx

=
ˆ

B",L
1

eØx2 FN+1 e°Øx2 v dx +
ˆ

B",L
1

eØx2eFN+1 e°Øx2rv dx

alors

| < F, v > | ∑ keØx2 FN+1kL2ke°Øx2 vkL2 + keØx2eFN+1kL2ke°Øx2rvkL2 ∑ keØx2 FN+1kL2kvkW1
Ø
+ keØx2eFN+1kL2kvkW1

Ø
.

Nous obtenons donc
kFkW1

Ø
(B",L

1 )0 ∑ keØx2 FN+1kL2 + keØx2eFN+1kL2

et il existe une unique solution VN+1 sortante telle que

ke°Æx2 VkL2 ∑ C
h
keØx2 FN+1kL2 + keØx2eFN+1kL2

i
. (98)

Étape 4 : Réduction au domaine borné B",L
0 \ß#

"H.

La di�culté est que le terme source
°
FN+1°div eFN+1

¢
n’est pas à support compact. Nous ne pouvons pas utiliser

directement la condition DtN.

Dans le domaine B",L
1 := (0,"T)£ (L,+1) situé au dessus de ß",#

L =
©

x1 2 (0,"T), x2 = L
™
, nous avons

¢e" + k2e" = °"N £
FN+1 °div eFN+1

§
dans B",L

1 ; (99)

avec FN+1, eFN+1 2 L2 telles que 8Ø< 2º
"T alors eØx2 FN+1 2 L2 et eØx2eFN+1 2 L2.
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D’après l’étape 3, il existe une unique solution VN+1 sortante de (97) telle que
°
¢ + k2¢e"°"NVN+1 = 0 dans B",L

1 (100)

et nous pouvons écrire l’opérateur de Dirichlet-to-Neumann associé

°
@x2 +§k1

¢
e" = "N@x2 VN+1 sur ß",#

L . (101)

La formulation variationnelle se réécrit alors :

Trouver e" 2 V solution de b"(e", v) = "Nl "i n(v)+"Nl "out (v) , 8v 2 V ; (102)

où

b"(e", v) =
ˆ

B",L
0 \ß#

"H

re" ·rv dx ° k2
ˆ

B",L
0 \ß#

"H

e" v dx° H°1/2h§k1 e", vi
H1/2 + i k∞

ˆ
ß"0

e" v dx1 ; (103)

l "i n(v) =
ˆ

B",L
0 \ß#

"H

FN+1 v dx+
ˆ

B",L
0 \ß#

H

eFN+1 rvdx ; (104)

et
l "out (v) = ° H°1/2h@y2 UNF

N+1, vi
H1/2 . (105)

D’après le Théorème 6, il existe une constante C indépendante de " telle que

ke"kH1(B",L
0 ) ∑ C1"

N|||l "i n ||| + C2"
N|||l "out ||| , C1,C2 > 0 .

Étape 5 : Contrôle de la norme de l "i n .

ØØØl "i n(v)
ØØØ=

ØØØØØ

ˆ
B",L

0 \ß#
"H

FN+1 v dx +
ˆ

B",L
0 \ß#

"H

eFN+1 rvdx

ØØØØØ ∑ kFN+1kL2 kvkL2 + keFN+1kL2 krvkL2 .

Nous obtenons donc ØØØl "i n(v)
ØØØ∑ K " CN(k1,k2) kvkH1 . (106)

Étape 6 : Contrôle de la norme de l "out .

Nous introduisons une fonction V vérifiant
8
>><
>>:

°
°
¢+1

¢
V = 0 dans B",L

1 ,

V est k1"T périodique ,

V = v sur ß",#
L .

(107)

Formellement, nous considérons la solution VN+1 du problème (97) et V une fonction test qui vérifie le problème
(107) alors nous avons

°
ˆ

B",L
1

¢VN+1 V dx ° k2
ˆ

B",L
1

VN+1 V dx =
ˆ

B",L
1

FN+1 V dx °
ˆ

B",L
1

div eFN+1 V dx

() H°1/2h@x2 VN+1,Vi
H1/2 +

ˆ
B",L

1

rVN+1 ·rV dx°k2
ˆ

B",L
1

VN+1 V dx =
ˆ

B",L
1

FN+1 V dx+
ˆ

B",L
1

eFN+1 rV dx+ H°1/2 h@y2 UNF
N+1,Vi

H1/2

() H°1/2h@x2 VN+1, vi
H1/2 =

ˆ
B",L

1

FN+1 V dx+
ˆ

B",L
1

eFN+1 rV dx°
ˆ

B",L
1

rVN+1 ·rV dx+k2
ˆ

B",L
1

VN+1 V dx+ H°1/2 h@y2 UNF
N+1, vi

H1/2 .
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En réalisant une intégration par partie sur le terme °
ˆ

B",L
1

rVN+1 ·rV dx nous avons

°
ˆ

B",L
1

rVN+1 ·rV dx = H°1/2hVN+1,@x2 Vi
H1/2 +

ˆ
B",L

1

VN+1 ¢V dx = °
ˆ

B",L
1

VN+1 V dx .

Nous obtenons donc

H°1/2h@x2 VN+1, vi
H1/2 =

ˆ
B",L

1

FN+1 V dx +
ˆ

B",L
1

eFN+1 rV dx + (k2°1)
ˆ

B",L
1

VN+1 V dx + H°1/2h@y2 UNF
N+1, vi

H1/2 . (108)

Nous remplaçons ensuite H°1/2h@x2 VN+1, vi
H1/2 par (108) dans l "out

l "out (v) = H°1/2h@x2 VN+1, vi
H1/2 ° H°1/2h@y2 UNF

N+1, vi
H1/2

=
ˆ

B",L
1

FN+1 V dx +
ˆ

B",L
1

eFN+1 rV dx + (k2 °1)
ˆ

B",L
1

VN+1 V dx .

alors ØØØl "out (v)
ØØØ ∑ kFN+1kL2kVkL2 + keFN+1kL2krVkL2 + |k2 °1|ke°Æ0x2 VN+1kL2keÆ0x2 VkL2

∑ K " CN(k1,k2) kVkH1 + C |k2 °1|
h
keØx2 FN+1kL2 + keØx2eFN+1kL2

i
keÆ0x2 VkL2

∑ K0 " CN(k1,k2) kVkH1 .

Comme kVkH1(BL
1) ∑ kvkH°1/2(ß",#

L ), nous obtenons

ØØØl "out (v)
ØØØ ∑ K1 " CN(k1,k2) kvkH1 . (109)

Finalement, en regroupant l’étape 5 et l’étape 6, nous avons

ke"k"H1 ∑ "N+1 C k2 pN(k1) . (110)

Étape 7 : Contrôle sur toute la bande B.

Au dessus de ß",#
L , e" vérifie

8
<
:

°
¢+k2¢ e" = °"N

≥
FN+1 ° div eFN+1

¥
dans B",L

1 ,

e" ='" sur ß",#
L ,

avec '" = O
°
"N+1¢.

e" peut s’écrire e" = "NVN+1 +V ('") avec V
°
'"

¢
une décomposition modale, alors

ke"kH1 ∑ "NkVN+1kH1 + O
°
"N+1¢ ∑ "N

≥
kFN+1kL2 +keFN+1kL2

¥
+O

°
"N¢

∑ "N+1CN(k1,k2)+O
°
"N+1¢ .

Nous obtenons donc
ke"kH1 = O

°
"N+1¢ .

64
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Soit u" une solution de notre problème de di↵raction qui vérifie les équations (P"t ,0)+(CDt ) dans le

domaine B",L
0 .

Soit N 2 N. Supposons que, pour m ∑ N, les termes de champ lointain uFF
m vérifient les conditions de

bords (60) alors, pour m ∑ N, les termes de champ proche UNF
m sont donnés par (61). Soit '0 = ei k1x1 ,

alors nous avons ØØØØ
≥
u"

ØØØ
ß",#

L

,'0

¥ØØØØ =
ØØØØ
≥ NX

m=0
uFF

m

ØØØ
ß",#

L

,'0

¥ØØØØ+O
°
"N+1¢ . (111)

Pour L assez grand, nous avons

≥
u"

ØØØ
ß",#

L

,'0

¥
=

≥ NX

m=0
uFF

m

ØØØ
ß",#

L

,'0

¥
+O

°
"N+1¢ . (112)

Corollaire 29

Preuve. D’après la preuve du Théorème précédent, nous avons pour x2 ∏ "H

u"
ØØØ
ß",#

L

°w"
ØØØ
ß",#

L

= O
°
"N+1¢

() u"
ØØØ
ß",#

L

°
NX

m=0
"muFF

m

ØØØ
ß",#

L

°
NX

m=0
"mUNF

m

ØØØ
ß",#

L

= O
°
"N+1¢ .

En utilisant la forme explicite de uFF
m donnée par (78) et la forme semi-explicite de UNF

m donnée par (61), nous
pouvons écrire

u"
ØØØ
ß",#

L

°ei k1x1 ei k2L °
NX

m=0
"m

h
Amei k1x1 e°i k2(L°"H)

i
+

NX

m=0
"m

∑
°£m

°
y1,

L
"

;@x1

¢
i k2ei k1x1+i k2"H

+
m°1X

p=0
£m°p

°
y1,

L
"

;@x1

¢
i k2Ap ei k1x1

∏
= O

°
"N+1¢ .

Comme 8q, £q satisfait la propriété (P1), nous avons £q (y1, y2) =
X

l 6=0
pl (y2)e°

2|l |º
T

°
y2° L

"

¢
e

2i lº
T y1 .

Revenons à l’équation u"
ØØØ
ß",#

L

°
NX

m=0
"muFF

m

ØØØ
ß",#

L

°
NX

m=0
"mUNF

m

ØØØ
ß",#

L

= O
°
"N+1¢. Nous multiplions par '0 et nous

intégrons sur ß",#
L :

ˆ
ß",#

L

u" '0 dx1 °
ˆ
ß",#

L

≥ NX

m=0
"muFF

m

¥
'0 dx1 °

ˆ
ß",#

L

≥ NX

m=0
"mUNF

m

¥
'0 dx1 = C0O

°
"N+1¢ .

Regardons en détail °
ˆ
ß",#

L

≥ NX

m=0
"mUNF

m

¥
'0 dx1

°
ˆ
ß",#

L

≥ NX

m=0
"mUNF

m

¥
'0 dx1 =

ˆ
ß",#

L

NX

m=0
"m

∑
°£m

°
y1,

L
"

;@x1

¢
i k2ei k1x1+i k2"H+

m°1X

p=0
£m°p

°
y1,

L
"

;@x1

¢
i k2Ap ei k1x1

∏
'0 dx1 .
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Nous avons d’une part,

°
ˆ
ß",#

L

NX

m=0
"m£m

°
y1,

L
"

;@x1

¢
i k2ei k1x1+i k2"H '0 dx1 =°

ˆ
ß",#

L

NX

m=0
"m X

l 6=0
pl

µ
L
"

∂
e

2i lº
"T x1 i k2ei k2"H dx1

=°i k2ei k2"H
NX

m=0
"m X

l 6=0
pl

µ
L
"

∂ˆ
ß",#

L

e
2i lº
"T x1 dx1

| {z }
=0

= 0

et d’autre part,

ˆ
ß",#

L

NX

m=0
"m

m°1X

p=0
£m°p

°
y1,

L
"

;@x1

¢
i k2Ap ei k1x1 '0 dx1 =

ˆ
ß#
"L

NX

m=0
"m

m°1X

p=0

X

l 6=0
pl

µ
L
"

∂
e

2i lº
"T x1 i k2Ap dx1

= i k2

NX

m=0
"m

m°1X

p=0
Ap

X

l 6=0
pl

µ
L
"

∂ˆ
ß",#

L

e
2i lº
"T x1 dx1

| {z }
=0

= 0 .

Nous obtenons donc
≥
u"

ØØØ
ß",#

L

,'0

¥
°

≥ NX

m=0
uFF

m

ØØØ
ß",#

L

,'0

¥
= O

°
"N+1¢ .

Pour toute bande tronquée B",L0

"H := (0,"T)£("H,L0) de (0,"T)£("H,+1), il existe CL0 qui dépend de B",L0

"H
telle que ∞∞∞∞∞u"(x1, x2)°

NX

m=0
"muFF

m (x1, x2)

∞∞∞∞∞
H1(B",L0

"H )

∑ CL0 "N+1 . (113)

Corollaire 30

Preuve. En e↵et, loin des particules, quand x2 devient de plus en plus grand, les termes de champ lointain sont censés
représenter le comportement macroscopique de la solution. Les termes de champ proche sont supposés disparâıtre
quand y2 tend vers l’infini c’est-à-dire lim

y2!+1
UNF

m (x1; y1, y2) = 0. Nous retrouvons alors les mêmes résultats que le

Théorème et le Corollaire en utilisant uniquement les termes de champ lointain dans l’espace B",L
1 .

3.4.6 Modèles e↵ectifs

Soit on construit les termes de champ lointain de façon incrémentable, soit on utilise le modèle qui va approcher
la série tronquée de champs lointains. Ceci peut être utile pour l’étude de géométrie plus générale. Le fait de prendre
un modèle approché permet d’avoir une approximation directe jusqu’à un certain ordre des coe�cients de réflexion.
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Plus précisément, le modèle à l’ordre 1 est construit à partir de uFF
0 satisfaisant les équations

8
>><
>>:

° ¢uFF
0 ° k2 uFF

0 = 0 dans R £ ("H,+1) ,

uFF
0 = 0 sur ß"H ,

uFF
0 °ui nc est sortant .

Les particules et la condition d’impédance posée sur l’objet sont remplacées par un plan conducteur sur ß"H. Cette
condition d’impédance e↵ective ne permet donc pas de prendre en compte les particules.

Nous proposons alors un modèle à l’ordre 2. Ce modèle est construit à partir de uFF
0 et uFF

1 . Nous souhaitons
avoir une approximation de uFF

0 +"uFF
1 . Pour cela, nous reprenons les conditions de bords vérifiées par uFF

0 et uFF
1

données par (44) et (48)

(
uFF

0 = 0 sur ß"H ;

uFF
1 = c(1)

0 @x2 uFF
0 sur ß"H .

En prenant une combinaison linéaire des deux conditions, nous avons :

°
uFF

0 +"uFF
1

¢
= "c(1)

0 @x2 uFF
0 sur ß"H . (114)

De plus, comme uFF
0 et uFF

1 vérifient l’équation de Helmholtz, nous avons

°¢
°
uFF

0 +"uFF
1

¢
°k2°uFF

0 +"uFF
1

¢
= 0 dans R£ ("H,+1) . (115)

Soit v"2 satisfaisant 8
>><
>>:

°¢v"2 °k2v"2 = 0 dans R£ ("H,+1) ,

v"2 = "c(1)
0 @x2 v"2 sur ß"H ,

v"2 °ui nc est sortant ;

(116)

avec c(1)
0 définie dans (40).

Définition 31

Remarque 12. Nous sommes passés d’une condition de Dirichlet pour le modèle à l’ordre 1 à une condition de
Robin pour le modèle à l’ordre 2.
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Il existe une unique solution de (116) qui s’écrit

v"2(x1, x2) = A"2 ei k1x1 e°i k2(x2°"H) + ui nc (x1, x2) pour x1 2R , x2 ∏ "H ; (117)

avec A"2 =
i k2"c(1)

0 °1

i k2"c(1)
0 +1

exp(i k2"H) où c(1)
0 est définie dans (40) et

ØØØA"2 °
°
A0 +"A1

¢ØØØ ∑ C "2 . (118)

Le coe�cient de réflexion associé, pour x2 = "H, est défini par

r "2 = A"2 ei k1x1 . (119)

Proposition 32

Preuve. Notons que ui nc = ei k1x1 ei k2x2 est une onde plane incidente alors v"2 va aussi être une onde plane qui s’écrit
sous la forme

v"2(x1, x2) = ei k1x1 ei k2x2 + A"2 ei k1x1 e°i k2(x2°"H) .

Étant donné que v"2 = "c(1)
0 @x2 v"2 sur ß"H, nous avons

ei k1x1 ei k2"H + A"2ei k1x1 = " c(1)
0

≥
i k2ei k1x1 ei k2"H ° i k2 A"2ei k1x1

¥

ce qui donne

A"2 =
i k2"c(1)

0 °1

i k2"c(1)
0 +1

exp(i k2"H) .

Regardons A"2 °
°
A0 +"A1

¢

A"2 °
°
A0 +"A1

¢
=

i k2"c(1)
0 °1

i k2"c(1)
0 +1

ei k2"H °
≥
°ei k2"H +2"c(1)

0 i k2ei k2"H
¥
= 2"2°c(1)

0

¢2k2ei k2"H

nous avons alors ØØØA"2 °
°
A0 +"A1

¢ØØØ ∑ C(k2) "2 .

Comme nous avons construit uFF
2 , nous pouvons aussi proposer un modèle à l’ordre 3. Ce modèle est construit

à partir de uFF
0 , uFF

1 et uFF
2 . Nous souhaitons avoir une approximation de uFF

0 +"uFF
1 +"2uFF

2 .
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Soit v"3 satisfaisant

8
>><
>>:

°¢v"3 °k2v"3 = 0 dans R£ ("H,+1) ,

v"3 = "
°
c(1)

0 +"c(2)
0

¢
@x2 v"3 +"2c(2)

1 @x1@x2 v"3 sur ß"H ,

v"3 °ui nc est sortant ;

(120)

où c(1)
0 est donné par (40), c(2)

0 est donné par (54) et c(2)
1 est donné par (55).

Définition 33

Il existe une unique solution de (120), si i k2"
°
c(1)

0 +"c(2)
0

¢
°"2k1k2c(2)

1 +1 6= 0, qui s’écrit

v"3(x1, x2) = A"3 ei k1x1 e°i k2(x2°"H) + ui nc (x1, x2) pour x1 2R , x2 ∏ "H ; (121)

avec A"3 =
i k2"

°
c (1)

0 +"c (2)
0

¢
°"2k1k2c (2)

1 °1

i k2"
°

c (1)
0 +"c (2)

0

¢
°"2k1k2c (2)

1 +1
exp(i k2"H) où c(1)

0 est donnée par (40), c(2)
0 est donnée par (54), c(2)

1

est donnée par (55) et ØØØA"3 °
°
A0 +"A1 +"2A2

¢ØØØ ∑ C "2 . (122)

Le coe�cient de réflexion associé, pour x2 = "H, est défini par

r "3 = A"3 ei k1x1 . (123)

Proposition 34

Preuve. Notons que ui nc = ei k1x1 ei k2x2 est une onde plane incidente alors v"3 va aussi être une onde plane qui s’écrit
sous la forme

v"3(x1, x2) = ei k1x1 ei k2x2 + A"3 ei k1x1 e°i k2(x2°"H) .

Étant donné que v"3 = "
°
c(1)

0 +"c(2)
0

¢
@x2 v"3 +"2c(2)

1 @x1@x2 v"3 sur ß"H, nous avons

ei k1x1 ei k2"H + A"3ei k1x1 = "
°
c(1)

0 +"c(2)
0

¢≥
i k2ei k1x1 ei k2"H ° i k2 A"3ei k1x1

¥
+"2c(2)

1

≥
°k1k2ei k1x1 ei k2"H +k1k2 A"3ei k1x1

¥

ce qui donne

A"3 =
i k2"

°
c(1)

0 +"c(2)
0

¢
°"2k1k2c(2)

1 °1

i k2"
°
c(1)

0 +"c(2)
0

¢
°"2k1k2c(2)

1 +1
exp(i k2"H) .
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3.4.7 Estimations d’erreurs sur le modèle e↵ectif à l’ordre 2

Soit u" une solution de notre problème de di↵raction (P"t ,0)+(CDt ). Nous notons v"2 º uFF
0 +"uFF

1 l’ap-
proximation à l’ordre 2 de la solution. Nous avons alors, pour tout ouvert borné O de (0,"T)£ ("H,+1),

∞∞u"(x1, x2)° v"2(x1, x2)
∞∞

H1(O ) = O
°
"2¢ . (124)

Théorème 35

Preuve. Nous décomposons
∞∞u"(x1, x2)° v"2(x1, x2)

∞∞
H1(O ) de sorte que

∞∞u"(x1, x2)° v"2(x1, x2)
∞∞

H1(O ) =
∞∞∞u"(x1, x2)°

≥
uFF

0 +"uFF
1

¥
(x1, x2)

∞∞∞
H1(O )

+
∞∞∞
≥
uFF

0 +"uFF
1

¥
(x1, x2)° v"2(x1, x2)

∞∞∞
H1(O )

.

En utilisant les estimations d’erreurs sur le développement asymptotique, nous avons montré que
∞∞∞u"(x1, x2)°

≥
uFF

0 +"uFF
1

¥
(x1, x2)

∞∞∞
H1(O )

= O
°
"2¢ .

Nous regardons e"2 =
°
uFF

0 +"uFF
1

¢
° v"2 qui vérifie le problème

8
>>>>><
>>>>>:

°¢e"2 °k2e"2 = 0 dans R£ ("H,+1) ,

e"2 °"c(1)
0 @x2 e"2 = O

°
"2¢ sur ß"H ,

e"2e°i k1x1 est indépendant de x1

e"2 est sortant ;

(125)

Comme uFF
0 , uFF

1 et v"2 sont des ondes planes, e"2 est aussi une onde plane qui s’écrit sous la forme

e"2(x1, x2) = Ae (") ei k1x1 e°i k2(x2°"H) . (126)

Étant donné que e"2 °"c(1)
0 @x2 e"2 = O

°
"2¢ sur ß"H, nous avons

Ae (") ei k1x1 + "c(1)
0 i k2Ae (") ei k1x1 = O

°
"2¢

ce qui donne

Ae (") = 1

1+"i k2c(1)
0

e°i k1x1 O("2) .

Nous obtenons alors
|e"2| ∑ |Ae (")| ∑ C "2

et donc
ke"2kH1 = O

°
"2¢ .

Dès l’instant où la solution du modèle e↵ectif est construite, nous pouvons reconstruire le terme de champ

proche UNF
1 (x1; y1, y2) = @x2 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)W (1)
0 (y1, y2) en remplaçant @x2 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1) par @x2 v"2

ØØØ
ß"H

(x1). Nous pouvons

alors définir l’estimation d’erreur de la solution reconstruite.
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Soit u" une solution de notre problème de di↵raction (P"t ,0)+(CDt . Soit v"2 l’approximation à l’ordre 2
de notre solution construite précédemment. Nous avons alors, pour tout ouvert O de D",

∞∞∞u"(x1, x2)° v"2(x1, x2)°"@x2 v"2
ØØØ
ß"H

(x1)W (1)
0

≥ x1

"
,

x2

"

¥∞∞∞
H1(O )

= O
°
"2¢ . (127)

Corollaire 36

3.5 Étude du cas des condition de Neumann sur les particules

Cette section est consacrée à la situation où nous imposons une condition de Neumann sur le bord des particules.
Comme dans la section précédente, nous commençons par l’étude du caractère bien posé des problèmes de champ
proche qui sont des problèmes de type Laplace posés dans une demi-bande infinie. Contrairement au cas Dirichlet,
les problèmes ne sont bien posés dans un cadre variationnel que si une condition de compatibilité est satisfaite. Si
c’est le cas, la solution est définie à une constante près et la constante est choisie pour que la solution tende vers
0 à l’infini. Nous pouvons ainsi caractériser les termes à tout ordre et justifier le développement asymptotique à
l’aide d’estimations d’erreurs. Pour finir cette section, nous proposons un modèle e↵ectif à l’ordre 2 et donnons une
estimation d’erreur de ce modèle.

3.5.1 Caractère bien posé des problèmes de champ proche

Les problèmes de champ proche (15)+(17) peuvent s’écrire sous la forme : pour m ∏ 0

p.p. x1 2R ,

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

°¢yUNF
m (x1; · ) = Fm°1(x1; · ) dans B \ß#

H ,

UNF
m (x1; · ) est T°périodique ,

°@y2 UNF
m (x1; · ) = G1,m°1(x1; · ) sur ß#

0 ,

ryUNF
m (x1; · ) ·~n = G2,m°1(x1; · ) sur @P# ,

h
UNF

m (x1; · )
i

H
= ÆD

m(x1) et
h
°@y2 UNF

m (x1; · )
i

H
= ÆN

m°1(x1) ;

(128)

où Fm°1(x1; · ) dépend des termes précédents UNF
m°1(x1; · ) et UNF

m°2(x1; · ). Si UNF
m°1(x1; · ) et UNF

m°2(x1; · ) dé-
croissent à l’infini alors Fm°1(x1; · ) aussi. G1,m°1(x1; · ) dépend de la trace de UNF

m°1(x1; · ) sur ß#
0, nous avons

G1,m°1(x1; · ) 2 L2(ß#
0). G2,m°1(x1; · ) dépend de la dérivée par rapport à x1 de UNF

m°1(x1; · ) et de la composante n1

de la normale, nous avons G2,m°1(x1; · ) 2 L2(@P#). Quant à ÆD
m(x1), elle dépend de uFF

m (x1) et ÆD
m°1(x1) dépend de

@x2 uFF
m°1(x1). De plus, ÆD

m(x1) et ÆN
m°1(x1) sont des fonctions indépendantes de y1.

Dans le système d’équations (128), x1 joue le rôle d’un paramètre. Dans ce qui suit, nous omettons dans un
premier temps la variable x1 pour simplifier les notations et nous nous intéressons au caractère bien posé des pro-
blèmes qui s’écrivent sous la forme :
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8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

°¢U = F dans B \ß#
H ,

U est T°périodique ,

°@y2 U = G1 sur ß#
0 ,

rU ·~n = G2 sur @P# ,
h

U
i

H
= ÆD et

h
°@y2 U

i
H

= ÆN .

(129)

Ce problème est de type Laplace dans une demi-bande. Contrairement au cas Dirichlet, ce problème n’est pas
toujours bien posé dans W#

°
B \ß#

H

¢
dont nous rappelons la définition

W#
°
B \ß#

H

¢
=

Ω
u 2 H1

loc

°
B \ß#

H

¢
, ru 2 L2°B \ß#

H

¢
,

u
q

1+ y2
2

2 L2°B \ß#
H

¢
et u|°+ = u|°°

o
.

En e↵et, il est évident qu’il n’y a pas toujours unicité
°
les constantes sont dans le noyau de l’opérateur associé à

(129) dans W#
°
B \ß#

H

¢ ¢
. Et il n’y a pas toujours existence. Ce problème relève de l’alternative de Fredholm. Pour

le démontrer, nous avons besoin de restreindre le problème à un domaine borné. Pour ce faire, nous allons supposer
que F vérifie la propriété (P1)

°
nous démontrerons dans la suite que les termes sources pour nos champs proches

vérifient la propriété (P1)
¢
et nous utilisons les résultats de la section 3.3 où nous avons montré que toute fonction

vérifiant (129) avec F vérifiant (P1) vérifie

@y2 U+§U = @y2 Upar t sur ß#
L ; (130)

où Upar t est une fonction qui ne dépend que de F
ØØØ
BL

1
et

ˆ
ß#

L

@y2 Upar t dy1 = 0.

Nous rappelons de plus, que H1/2
#

°
ß#

P

¢
est l’espace des traces des fonctions de W#

°
B \ß#

H

¢
sur ß#

P

H1/2
#

°
ß#

P

¢
=

n
u

ØØØ
ß#

P

, u 2 W#
°
B \ß#

H

¢o

et H°1/2
#

°
ß#

P

¢
=

≥
H1/2

#

°
ß#

P

¢¥0
le dual de H1/2

#

°
ß#

P

¢
. Nous utilisons la notation h·, ·i

H1/2
#

°
ß#

P

¢ pour le crochet de dualité

entre H1/2
#

°
ß#

P

¢
et H°1/2

#

°
ß#

P

¢
.
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Soit F 2 L2°B
¢
vérifiant (P1), G1 2 H°1/2

#

°
ß#

0

¢
, G2 2 H°1/2

#

°
@P#

¢
, ÆD, ÆN 2R. Si U est solution de (129)

dans W#
°
B \ß#

H

¢
alors UL := U

ØØØ
BL

1
est solution de

8
>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

°¢UL = F dans BL
0 \ß#

H ,

UL est T°périodique ,

°@y2 UL = G1 sur ß#
0 ,

rUL ·~n = G2 sur @P# ,
h

UL

i
H

= ÆD et
h
°@y2 UL

i
H

= ÆN ,

@y2 UL +§UL = @y2 Upar t sur ß#
L ;

(131)

où Upar t ne dépend que de F
ØØØ
BL

1
et est donnée dans la proposition 9.

Réciproquement, si UL est solution de (131) alors la fonction U donnée par U
ØØØ
BL

0

= UL et U = u
°
UL

ØØØ
ß#

L

¢
+

Upar t où u
°
UL

ØØØ
ß#

L

¢
est donnée par (25) et Upar t est solution de (129).

Proposition 37

En utilisant les mêmes arguments que pour la résolution d’un problème de Neumann en domaine borné, nous
montrons le résultat suivant

Il existe une solution UL 2 W#
°
BL

0 \ß#
H

¢
de (131) unique à une constante près si et seulement si F, G1,

G2, ÆN vérifient la condition de compatibilité suivante
ˆ

BL
0

Fdy +
ˆ
ß#

0

G1 dy1 +
ˆ
@P#

G2 dy + ÆN T = 0 . (132)

Il existe une unique solution qui vérifie

ˆ
ß#

L

UL dy1 = 0.

Théorème 38

Preuve. Nous commençons par introduire R 2 W#
°
BL

0 \ß#
H

¢
telle que

R =
(

0 si y2 > H

ÆD si y2 < H
,

qui vérifie
£
R

§
H = °ÆD et

£
°@y2R

§
H = 0. Par construction eUL = UL +R, eUL 2 W#

°
BL

0 \ß#
H

¢
avec

£eU
§

H = 0 et eU
satisfait le problème variationnel :
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Trouver eU 2 W#
°
BL

0 \ß#
H

¢
solution de

ˆ
BL

0 \ß#
H

reUL ·rV dy+
ˆ
ß#

L

§eUL V dy1 =
ˆ

BL
0

FV dy+
ˆ
ß#

0

G1V dy1+
ˆ
@P#

G2V dy+ÆN
ˆ
ß#

H

V dy1+
ˆ
ß#

L

@y2 Upar t V dy1 ,

8V 2 W#
°
BL

0 \ß#
H

¢
. (133)

• Nous montrons que le problème est de type Fredholm.

• Le noyau est de dimension 1 (les constantes).

• Nous avons existence si le second membre est orthogonal au noyau.

Il est aussi possible d’utiliser la preuve alternative suivante.

Nous définissons le sous-espace fermé de W#
°
B \ß#

H

¢

Ẇ#
°
B \ß#

H

¢
=

(
v 2 W#

°
B \ß#

H

¢
,
ˆ
ß#

L

v dy1 = 0

)
; (134)

et la semi-norme

|u|Ẇ#
=

√ˆ
B\ß#

H

|ru|2 dy

!1/2

= krukL2 , (135)

qui est une norme équivalente à la norme (32).

• Nous montrons que l’EDP (131) est équivalente à la formulation variationnelle (133) dans Ẇ#
°
BL

0 \ß#
H

¢
si et

seulement si la condition de compatibilité (132) est satisfaite.

• La formulation variationnelle (133) dans Ẇ#
°
BL

0 \ß#
H

¢
est bien posée grâce à l’inégalité de Poincaré-Wirtinger.

Nous avons alors existence et unicité d’une solution de dans Ẇ#
°
BL

0 \ß#
H

¢
.

Supposons que F vérifie la propriété (P1) et que la condition (132) est satisfaite. Soit UL l’unique

solution de (131) qui vérifie

ˆ
ß#

L

UL dy1 = 0 alors U définie par U
ØØØ
BL

0

= UL et U
ØØØ
BL

1
= u

≥
UL

ØØØ
ß#

L

¥
+Upar t

est l’unique solution de (129) telle que U °!
y2!+1

0.

Corollaire 39

Preuve. Comme F vérifie la propriété (P1), elle admet une décomposition modale alors, d’après la Proposition 9,

il existe CU 2R et eU vérifiant la propriété (P1), telle que U = CU+ eU. De plus, U vérifie la contrainte

ˆ
ß#

L

U dy1 = 0.

Quand y2 tend vers l’infini, la solution U est exponentiellement décroissante vers CU. La contrainte nous impose
que CU = 0.

Nous avons donc que U définie par U
ØØØ
BL

0

= UL et U
ØØØ
BL

1
= u

≥
UL

ØØØ
ß#

L

¥
+Upar t est l’unique solution de (129)telle

que U °!
y2!+1

0.
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3.5.2 Construction des premiers termes de champ proche

Construction de UNF
0

D’après le Théorème 38, pour presque tout x1 2R, il existe une unique solution UNF
0 (x1; · ) dans W#

°
B \ß#

H

¢
qui

vérifie

ˆ
ß#

L

UNF
0 (x1; y1,L)dy1 = 0 de

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

°¢yUNF
0 (x1; · ) = 0 dans B \ß#

H ,

UNF
0 (x1; · ) est T°périodique ,

°@y2 UNF
0 (x1; · ) = 0 sur ß#

0 ,

ryUNF
0 (x1; · ) ·~n = 0 sur @P# ,

h
UNF

0 (x1; · )
i

H
=°uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1) et
h
°@y2 UNF

0 (x1; · )
i

H
= 0 ;

(136)

qui tend vers 0 quand y2 tend vers l’infini si et seulement si la condition de compatibilité (132) est satisfaite. La
condition de compatibilité est bien vérifiée ici. Étant donné que le terme de champ proche UNF

0 (x1; · ) doit tendre

vers 0 quand y2 tend vers l’infini et que
£
UNF

0 (x1; · )
§

H = °uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1), la solution que nous cherchons est de la

forme

(
UNF

0 (x1; y1, y2) = 0 si y2 > H ;

UNF
0 (x1; y1, y2) = uFF

0 (x1)
ØØ
ß"H

si y2 < H .
(137)

Pour presque tout x1 2R, il existe une unique fonction UNF
0 (x1; · ) dans W#

°
B \ß#

H

¢
de (136) qui vérifieˆ

ß#
L

UNF
0 (x1; y1,L)dy1 = 0 et qui tend vers 0 à l’infini. Dans ce cas, pour presque tout x1 2R, (y1, y2) 2B,

UNF
0 (x1; y1, y2) s’écrit

UNF
0 (x1; y1, y2) = U (0)

0 (y1, y2) uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1) ; (138)

où
U (0)

0 (y1, y2) := ¬y2<H(y1, y2) . (139)

Proposition 40

75
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Construction de UNF
1

D’après le Théorème 38, pour presque tout x1 2R, il existe une unique solution UNF
1 (x1; · ) dans W#

°
B \ß#

H

¢
qui

vérifie

ˆ
ß#

L

UNF
1 (x1; y1,L)dy1 = 0 de

8
>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

°¢yUNF
1 (x1; · ) = 0 dans B \ß#

H ,

UNF
1 (x1; · ) est T°périodique ,

°@y2 UNF
1 (x1; · ) =° i k∞ uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1) sur ß#
0 ,

ryUNF
1 (x1; · ) ·~n =° @x1 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1) n1 sur @P# ,
h

UNF
1 (x1; · )

i
H
=°uFF

1

ØØØ
ß"H

(x1) et
h
°@y2 UNF

1 (x1; · )
i

H
= @x2 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1) ;

(140)

°
où nous avons utilisé UNF

0 (x1; y1, y2) = uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1)¬y2<H(y1, y2)
¢
qui tend vers 0 quand y2 tend vers l’infini si et

seulement si la condition de compatibilité (132) est satisfaite :

° i k∞ uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1)
ˆ
ß#

0

dy1 ° @x1 uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1)
ˆ
@P#

n1 dy + @x2 uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1)
ˆ
ß#

H

dy1 = 0 .

Nous avons

ˆ
@P#

n1 dy =
ˆ
@P#

r(y1) ·~n =
ˆ

B\ß#
H

¢(y1)dy = 0. Nous obtenons alors la condition de bord vérifiée par

uFF
0 sur ß"H

°@x2 uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1) + i k∞ uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1) = 0 .
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Pour presque tout x1 2 R, il existe une unique fonction UNF
1 (x1; · ) 2 W#

°
B \ß#

H

¢
solution de (140) qui

vérifie

ˆ
ß#

L

UNF
1 (x1; y1,L)dy1 = 0 et qui tend vers 0 à l’infini si et seulement si

°@x2 uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1) + i k∞ uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1) = 0 . (141)

Dans ce cas, pour presque tout x1 2R, (y1, y2) 2B, UNF
1 (x1; y1, y2) s’écrit

UNF
1 (x1; y1, y2) = uFF

1

ØØØ
ß"H

(x1)U (0)
0 (y1, y2)+kuFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)U (1)
0 (y1, y2)+@x1 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)U (1)
1 (y1, y2) ; (142)

où U (0)
0 (y1, y2) est définie par (139), U (1)

0 (y1, y2) 2 W#
°
B \ ß#

H

¢
est l’unique solution qui vérifieˆ

ß#
L

U (1)
0 (y1,L)dy1 = 0 de

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

°¢yU
(1)
0 = 0 dans B \ß#

H ,

U (1)
0 est T°périodique ,

°@y2 U (1)
0 =° i∞ sur ß#

0 ,

ry U (1)
0 ·~n = 0 sur @P# ,

h
U (1)

0

i
H
= 0 et

h
°@y2U

(1)
0

i
H
= i∞ ;

(143)

et U (1)
1 (y1, y2) 2 W#

°
B \ß#

H

¢
est l’unique solution qui vérifie

ˆ
ß#

L

U (1)
1 (y1,L)dy1 = 0 de

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

°¢yU
(1)
1 = 0 dans B \ß#

H ,

U (1)
1 est T°périodique ,

°@y2 U (1)
1 = 0 sur ß#

0 ,

ry U (1)
1 ·~n =°n1 sur @P# ,

h
U (1)

1

i
H
= 0 et

h
°@y2U

(1)
1

i
H
= 0 .

(144)

Proposition 41

Preuve. En remplaçant la condition
h
°@y2 UNF

1 (x1; · )
i

H
= @x2 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1) par
h
°@y2 UNF

1 (x1; · )
i

H
= i k∞ uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)

nous obtenons l’écriture de UNF
1 (142).

Notons que les problèmes vérifiés par U (1)
0 (y1, y2) et U (1)

1 (y1, y2) vérifient bien la condition de compatibilité (132)
et sont bien posés dans W#

°
B \ß#

H

¢
.

Remarque 13. La fonction profil U (1)
1 est réelle et indépendante de H.

Remarque 14. Pour presque tout x1 2R, UNF
1 (x1; y1, y2) s’écrit aussi sous la forme

UNF
1 (x1; y1, y2) = uFF

1

ØØØ
ß"H

(x1)U (0)
0 (y1, y2)+ i k∞uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1) fU (1)
0 (y1, y2)+@x1 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)U (1)
1 (y1, y2) ;
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où fU (1)
0 (y1, y2) =U (1)

0 (y1, y2)/∞.

Cette décomposition de UNF
1 permet d’avoir une fonction profil qui ne dépend pas de ∞. Mais pour obtenir une

décomposition à tout ordre, nous utilisons plutôt l’expression de UNF
1 donnée dans la proposition précédente (142).

Construction de UNF
2

D’après le Théorème 38, pour presque tout x1 2R, il existe une unique solution UNF
2 (x1; · ) dans W#

°
B \ß#

H

¢
qui

vérifie

ˆ
ß#

L

UNF
2 (x1; y1,L)dy1 = 0 de

8
>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>:

°¢yUNF
2 (x1; · ) = 2k @x1 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)@y1U
(1)
0 ( · )+2@2

x1
uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)@y1U
(1)
1 ( · )+@2

x1
uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)U (0)
0 ( · )

+k2uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1)U (0)
0 ( · ) dans B \ß#

H ,

UNF
2 (x1; · ) est T°périodique ,

°@y2 UNF
2 (x1; · ) =° i k∞

≥
uFF

1

ØØØ
ß"H

(x1)+kuFF
0

ØØØ
ß"H

(x1)U (1)
0 ( · )+@x1 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)U (1)
1 ( · )

¥
sur ß#

0 ,

ryUNF
2 (x1; · ) ·~n =°@x1 uFF

1

ØØØ
ß"H

(x1)n1 °k@x1 uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1)U (1)
0 ( · )n1 °@2

x1
uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)U (1)
1 ( · )n1 sur @P# ,

h
UNF

2 (x1; · )
i

H
=°uFF

2

ØØØ
ß"H

(x1) et
h
°@y2 UNF

2 (y1, y2)
i

H
= @x2 uFF

1

ØØØ
ß"H

(x1) ;

(145)≥
où nous avons utilisé UNF

0 (x1; y1, y2) = uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1)U (0)
0 (y1, y2) et UNF

1 (x1; y1, y2) = uFF
1

ØØØ
ß"H

(x1)U (0)
0 (y1, y2)+kuFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)

U (1)
0 (y1, y2)+@x1 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)U (1)
1 (y1, y2)

¥
qui tend vers 0 quand y2 tend vers l’infini si et seulement si la condition de

compatibilité (132) est satisfaite :

2k @x1 uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1)
ˆ

B\ß#
H

@y1U
(1)
0 (y1, y2)dy + 2 @2

x1
uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)
ˆ

B\ß#
H

@y1U
(1)
1 (y1, y2)dy ° i k∞ uFF

1

ØØØ
ß"H

(x1)
ˆ
ß#

0

dy1

| {z }
=T

+
∑
@2

x1
uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1) + k2 uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1)
∏ØØØBH

0

ØØØ ° i k2∞ uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1)
ˆ
ß#

0

U (1)
0 (y1, y2)dy1° i k∞ @x1 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)
ˆ
ß#

0

U (1)
1 (y1, y2)dy1

° k @x1 uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1)
ˆ
@P#

U (1)
0 (y1, y2) n1 dy° @2

x1
uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)
ˆ
@P#

U (1)
1 (y1, y2) n1 dy + @x2 uFF

1

ØØØ
ß"H

(x1)
ˆ
ß#

H

dy1

| {z }
=T

= 0 .

Si bien qu’en regroupant les di↵érents termes, nous obtenons

°@x2 uFF
1

ØØØ
ß"H

(x1) + i k∞ @x2 uFF
1

ØØØ
ß"H

(x1) = 1
T

h
k2

ØØØBH
0

ØØØ° i k2∞

ˆ
ß#

0

U (1)
0 (y1, y2)dy1

i
uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)

+ 1
T

h
2k

ˆ
B\ß#

H

@y1U
(1)
0 (y1, y2)dy° i k∞

ˆ
ß#

0

U (1)
1 (y1, y2)dy1 ° k

ˆ
@P#

U (1)
0 (y1, y2) n1 dy

i
@x1 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)

+ 1
T

h
2
ˆ

B\ß#
H

@y1U
(1)
1 (y1, y2)dy+

ØØØBH
0

ØØØ°
ˆ
@P#

U (1)
1 (y1, y2) n1 dy

i
@2

x1
uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1) ,
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Pour presque tout x1 2 R, il existe une unique fonction UNF
2 (x1; · ) 2 W#

°
B \ß#

H

¢
solution de (145) qui

vérifie

ˆ
ß#

L

UNF
2 (x1; y1,L)dy1 = 0 et qui tend vers 0 à l’infini si et seulement si

° @x2 uFF
1

ØØØ
ß"H

(x1) + i k∞ uFF
1

ØØØ
ß"H

(x1) = k2 a(2)
0 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1) + k a(2)
1 @x1 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1) + a(2)
2 @2

x1
uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1) ;

(146)
avec

8
>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

a(2)
0 = 1

T

"ØØØBH
0

ØØØ ° i∞
ˆ
ß#

0

U (1)
0 (y1, y2)dy1

#
; (147a)

a(2)
1 = 1

T

"
2
ˆ

B\ß#
H

@y1U
(1)
0 (y1, y2)dy ° i∞

ˆ
ß#

0

U (1)
1 (y1, y2)dy1 °

ˆ
@P#

U (1)
0 (y1, y2) n1 dy

#
; (147b)

a(2)
2 = 1

T

"
2
ˆ

B\ß#
H

@y1U
(1)
1 (y1, y2)dy +

ØØØBH
0

ØØØ °
ˆ
@P#

U (1)
1 (y1, y2) n1 dy

#
. (147c)

Dans ce cas, pour presque tout x1 2R, (y1, y2) 2B, UNF
2 (x1; y1, y2) s’écrit

UNF
2 (x1; y1, y2) = uFF

2

ØØØ
ß"H

(x1)U (0)
0 (y1, y2) + k uFF

1

ØØØ
ß"H

(x1)U (1)
0 (y1, y2) + @x1 uFF

1

ØØØ
ß"H

(x1)U (1)
1 (y1, y2)

+k2uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1)U (2)
0 (y1, y2) + k @x1 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)U (2)
1 (y1, y2) + @2

x1
uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)U (2)
2 (y1, y2) , (148)

où U (0)
0 = ¬y2<H(y1, y2), U (1)

0 est donnée par (143), U (1)
1 est donnée par (144) et les trois fonctions

”profils”notées U (2)
0 , U (2)

1 et U (2)
2 sont définies dans la Définition 43.

Proposition 42

Remarque 15. Les coe�cients dépendent de H. Comme U (1)
1 ne dépend pas de H, il est facile de voir que a(2)

2
dépend linéairement de H et pour H assez grand a(2)

2 > 0. Nous avons de plus

ˆ
B\ß#

H

ØØØryU
(1)
0

ØØØ
2

dy + i∞
ˆ
ß#

0

U (1)
0 dy1 ° i∞

ˆ
ß#

H

U (1)
0 dy1

| {z }
=0 car

´
ß#

L
U (1)

0 dy1=0

= 0 ;

alors Im

"ˆ
ß#

0

U (1)
0 dy1

#
> 0 et Re

"ˆ
ß#

0

U (1)
0 dy1

#
sont du même signe que Im(∞).
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La fonction profil U (2)
0 (y1, y2) 2 W#

°
B \ß#

H

¢
est l’unique solution qui vérifie

ˆ
ß#

L

U (2)
0 (y1,L)dy1 = 0 de

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

° ¢yU
(2)
0 =U (0)

0 dans B \ß#
H ,

U (2)
0 est T°périodique ,

°@y2 U (2)
0 =° i∞ U (1)

0 sur ß#
0 ,

ry U (2)
0 ·~n = 0 sur @P# ,

h
U (2)

0

i
H
= 0 et

h
°@y2U

(2)
0

i
H
=° a(2)

0 ;

(149)

où a(2)
0 est défini dans (147a).

La fonction profil U (2)
1 (y1, y2) 2 W#

°
B \ß#

H

¢
est l’unique solution qui vérifie

ˆ
ß#

L

U (2)
1 (y1,L)dy1 = 0 de

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

° ¢yU
(2)
1 = 2 @y1U

(1)
0 dans B \ß#

H ,

U (2)
1 est T°périodique ,

°@y2 U (2)
1 =° i∞ U (1)

1 sur ß#
0 ,

ry U (2)
1 ·~n =° U (1)

0 n1 sur @P# ,
h
U (2)

1

i
H
= 0 et

h
°@y2U

(2)
1

i
H
=° a(2)

1 ;

(150)

où a(2)
1 est défini dans (147b).

La fonction profil U (2)
2 (y1, y2) 2 W#

°
B \ß#

H

¢
est l’unique solution qui vérifie

ˆ
ß#

L

U (2)
2 (y1,L)dy1 = 0 de

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

° ¢yU
(2)
2 = 2 @y1U

(1)
1 + U (0)

0 dans B \ß#
H ,

U (2)
2 est T°périodique ,

°@y2 U (2)
2 = 0 sur ß#

0 ,

ry U (2)
2 ·~n =° U (1)

1 n1 sur @P# ,
h
U (2)

2

i
H
= 0 et

h
°@y2U

(2)
2

i
H
=° a(2)

2 ;

(151)

où a(2)
2 est donné par (147c).

Notons que les fonctions profils U (2)
0 (y1, y2), U (2)

1 (y1, y2) et U (2)
2 (y1, y2) vérifient bien la condition de

compatibilité (132).

Définition 43
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3.5.3 Caractérisation des termes de champ proche à tout ordre

En généralisant la technique de construction précédente, nous pouvons trouver une condition de bord pour les
termes de champ lointain jusqu’à un certain ordre m °1 qui garantit l’existence des termes de champ proche qui
tendent vers 0 à l’infini jusqu’à l’ordre m. Nous pouvons ensuite obtenir une expression semi-explicite pour les termes
de champ proche.

Soit m ∏ 1. Pour presque tout x1 2R, il existe une famille
©
UNF

q ,8q ∑ m
™
, où UNF

q (x1; · ) 2 W#
°
B\ß#

H

¢
est

l’unique solution de (128) qui vérifie

ˆ
ß#

L

UNF
q (x1; y1,L)dy1 = 0 et qui tend vers 0 à l’infini, si et seulement

8q ∑ m , °@x2 uFF
q°1

ØØØ
ß"H

(x1) + i k∞ uFF
q°1

ØØØ
ß"H

(x1) =
q°2X

p=0
Cq°p

°
@x1

¢
uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1) ; (152)

où les Cq°p
°
@x1

¢
sont donnés en (156).

Dans ce cas, pour presque tout x1 2R, UNF
q (x1; · ) s’écrit

8q ∑ m , UNF
q (x1; y1, y2) =

qX

p=0
£q°p

°
y;@x1

¢
uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1) , (153)

où pour tout p 2 Ç1,mÉ, ¥ 7!£p (·;¥) est un polynôme de degré p et £p (·;¥) est l’unique solution dans
W#

°
B \ß#

H

¢
du problème défini par récurrence

8
>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

°¢y £p ( · ;¥) = Fp°1( · ;¥) dans B \ß#
H ,

£p ( · ;¥) est T°périodique ,

°@y2£p ( · ;¥) =° i k∞ £p°1( · ;¥) sur ß#
0 ,

ry £p ( · ;¥) ·~n =° ¥ £p°1( · ;¥) n1 sur @P# ,
h
£p ( · ;¥)

i
H
=°±p;0 et

h
°@y2£p ( · ;¥)

i
H
=° Cp (¥) ,ˆ

ß#
L

£p (y1,L;¥)dy1 = 0 ;

(154)

avec
Fp°1( · ;¥) = 2 ¥ @y1£p°1( · ;¥) + ¥2 £p°2( · ;¥) + k2 £p°2( · ;¥) , (155)

@y1£0( · ;¥) = 0, £°1 =£°2 = 0, ±p;0 = 1 si p = 0 ou ±p;0 = 0 si p 6= 0 et

Cp (¥) = 1
T

"ˆ
B\ß#

H

Fp°1( y ;¥)dy ° i k∞
ˆ
ß#

0

£p°1(y;¥)dy1 °
ˆ
@P#

¥ £p°1(y;¥) n1 dy

#
. (156)

Cp (¥) est un polynôme de degré p. Enfin, y 7!£p (y;¥) vérifie (P1).

Théorème 44

Remarque 16. D’après les propositions 40, 41 et 42, nous avons
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• £0(y;¥) =U (0)
0 (y1, y2) et C0(¥) = 0, 8¥.

• £1(y;¥) = kU (1)
0 (y1, y2)+¥U (1)

1 (y1, y2) et C1(¥) =°i k∞.

• £2(y,¥) = k2U (2)
0 (y1, y2)+k¥U (2)

1 (y1, y2)+¥2U (2)
2 (y1, y2).

Preuve. Nous démontrons le résultat par récurrence sur m.

Pour m = 1, nous avons vu dans la Proposition 41 que pour presque tout x1 2 R, il existe une unique fonction

UNF
1 (x1; · ) 2 W#

°
B \ß#

H

¢
solution de (140) qui vérifie

ˆ
ß#

L

UNF
1 (x1; y1,L)dy1 = 0 et qui tend vers 0 à l’infini si et

seulement si

°@x2 uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1)+ i k∞uFF
0

ØØØ
ß"H

(x1) = 0

et dans ce cas, UNF
1 (x1; y1, y2) = uFF

1

ØØØ
ß"H

(x1)U (0)
0 (y1, y2)+kuFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)U (1)
0 (y1, y2)+@x1 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x1)U (1)
1 (y1, y2). Nous

retrouvons bien (152) pour q = 1 avec C1
°
@x1

¢
=°i k∞ et (153) avec £1(y;¥) = kU (1)

0 +¥U (1)
1 qui est de degré 1 en

¥ et qui vérifie (P1).

Nous supposons avoir construit une famille
©
UNF

q ; q ∑ m °1
™
. Montrons qu’il existe UNF

m 2 W#
°
B \ß#

H

¢
solution

de (128) qui vérifie

ˆ
ß#

L

UNF
m (x1; y1,L)dy1 = 0 et qui tend vers 0 à l’infini. Nous supposons que (152) est satisfait.

Pour presque tout x1 2 R, l’équation volumique vérifiée par UNF
m (x1; · ) dans B \ß#

H peut se réécrire en utilisant
(153) à l’ordre m °1 et m °2 :

°¢UNF
m (x1; · ) = 2@x1@y1 UNF

m°1(x1; · )+@2
x1

UNF
m°2(x1; · )+k2UNF

m°2(x1; · )

=
m°1X

p=0
2@x1@y1

∑
£m°1°p

°
· ;@x1

¢
uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1)
∏

+
m°2X

p=0
@2

x1

∑
£m°2°p

°
· ;@x1

¢
uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1)
∏

+ k2
m°2X

p=0
£m°2°p

°
· ;@x1

¢
uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1)

=
m°1X

p=0
Fm°1°p

°
· ;@x1

¢
uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1) .

D’autre part, sur ß#
0, l’équation vérifiée par UNF

m (x1; · ) peut se réécrire en utilisant (153)

°@y2 UNF
m (x1; · ) ·~n = °i k∞

m°1X

p=0
£m°1°p

°
· ;@x1

¢
uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1) ;

et sur le bord des particules @P#, l’équation vérifiée par UNF
m (x1; · ) peut se réécrire en utilisant (153)

ryUNF
m (x1; · ) ·~n = °

m°1X

p=0
£m°1°p

°
· ;@x1

¢
@x1 uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1) n1 .
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Nous pouvons alors réécrire le problème vérifié par UNF
m : pour presque tout x1 2R

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

°¢yUNF
m (x1; · ) =

m°1X

p=0
Fm°1°p

°
· ;@x1

¢
uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1) dans B \ß#
H ,

UNF
m (x1; · ) est T°périodique ,

°@y2 UNF
m (x1; · ) = °i k∞

m°1X

p=0
£m°1°p

°
· ;@x1

¢
uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1) sur ß#
0 ,

ryUNF
m (x1; · ) ·~n = °

m°1X

p=0
£m°1°p

°
· ;@x1

¢
@x1 uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1) n1 sur @P# ,

h
UNF

m (x1; · )
i

H
=° uFF

m

ØØØ
ß"H

(x1) et
h
°@y2 UNF

m (x1, ; · )
i

H
= @x2 uFF

m°1

ØØØ
ß"H

(x1) ,ˆ
ß#

L

UNF
m (x1; · )dy1 = 0 .

(157)

Il existe une solution dans W#
°
B \ß#

H

¢
car Fm°1°p vérifie la propriété (P1). Pour tout p ∑ m ° 1, £p vérifie la

propriété (P1). Nous avons donc existence de UNF
m 2 W#

°
B \ß#

H

¢
et il existe CUm , eUNF

m vérifiant la propriété (P1)
telles que UNF

m = CUm + eUNF
m .

Pour presque tout x1 2 R, l’unique solution UNF
m

°
x1; ·

¢
de (157) qui vérifie

ˆ
ß#

L

UNF
m

°
x1; y1,L)dy1 = 0 tend vers 0 à

l’infini si la condition de compatibilité (132) est satisfaite

m°1X

p=0
uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1)
ˆ

B\ß#
H

Fm°1°p
°
y;@x1

¢
dy° i k∞

m°1X

p=0
uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1)
ˆ
ß#

0

£m°1°p
°
y1,0;@x1

¢
dy1

°
m°1X

p=0
@x1 uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1)
ˆ
@P#

£m°1°p
°
y;@x1

¢
n1 dy+@x2 uFF

m°1

ØØØ
ß"H

(x1)T = 0

ce qui est équivalent à

°@x2 uFF
m°1

ØØØ
ß"H

(x1) =
m°1X

p=0
Cm°p

°
@x1

¢
uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1) ,

avec 8p ∑ m, Cp (¥) est donné par (156). De plus, comme F0 = 0,
ˆ
ß#

0

£0
°
y1,0;¥

¢
dy1 = T et

ˆ
@P1

¥£0(y;¥)n1 dy = 0,

nous avons

°@x2 uFF
m°1

ØØØ
ß"H

(x1) + i k∞ uFF
m°1

ØØØ
ß"H

(x1) =
m°2X

p=0
Cm°p

°
@x1

¢
uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1) ,

En particulier pour p = m, comme £m°1(·;¥) est de degré m °1, £m°2(·;¥) est de degré m °2 et que Fm°1(·;¥) =
2¥@y1£m°1(·;¥)+¥2£m°2(·;¥)+k2£m°2(·;¥) est de degré m, nous avons que ¥ 7! Cm(¥) est de degré m.

Nous pouvons alors remplacer @x2 uFF
m°1

ØØØ
ß"H

(x1) dans la condition de saut

h
°@y2 UNF

m (x1; · )
i

H
= @x2 uFF

m°1

ØØØ
ß"H

(x1) =
m°1X

p=0
Cm°p

°
@x1

¢
uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1) .

Nous retrouvons (153) avec £m défini par (154). Comme dit précédemment, ¥ 7! Fm°1
°
· ,¥

¢
est de degré m,

¥ 7! Cm(¥) est aussi de degré m donc ¥ 7!£m(·;¥) est de degré m.

83
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Enfin comme la condition de compatibilité est satisfaite, £m vérifie la propriété (P1).

3.5.4 Problèmes vérifiés par les termes de champ lointain

Les conditions aux bords pour les termes de champ lointain obtenues précédemment, garantissant l’existence
des termes de champ proche qui tendent vers 0 à l’infini, permettent de compléter les équations satisfaites par les
termes de champ lointain. Nous obtenons ainsi les problèmes vérifiés par uFF

0 (158), par uFF
1 (162) et à tout ordre

(166).

Nous rappelons que ui nc = ei k1x1 ei k2x2 est une onde plane incidente k1"T quasi-périodique.

Construction de uFF
0

En utilisant (4) et la condition aux limites (141) sur ß"H, uFF
0 (x1, x2) satisfait les équations

8
>><
>>:

° ¢uFF
0 ° k2 uFF

0 = 0 dans R £ ("H,+1) ,

°@x2 uFF
0 + i k∞ uFF

0 = 0 sur ß"H ,

uFF
0 °ui nc est sortant .

(158)

Définition 45

Notons que la condition e↵ective sur ß"H est identique à la condition de Robin sur ß0, le problème vérifié par
uFF

0 ne permet donc pas de prendre en compte les particules.

Comme ui nc est une onde plane alors uFF
0 est C 1 et uFF

0 va aussi être une onde plane qui s’écrit sous la forme

uFF
0 (x1, x2) = ei k1x1 ei k2x2 + A0ei k1x1 e°i k2(x2°"H) .

Étant donné que °@x2 uFF
0 + i k∞uFF

0 = 0 sur ß"H, en remplaçant uFF
0 par son expression, nous avons

°
° i k2 + i k∞

¢
ei k1x1 ei k2"H + A0

°
i k2 + i k∞

¢
ei k1x1 = 0

ce qui nous donne

A0 = k2 °k∞
k2 +k∞

ei k2"H . (159)
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Il existe une unique solution de (158) telle que uFF
0 est C 1 qui s’écrit

uFF
0 (x1, x2) = ui nc (x1, x2) + A0 ei k1x1 e°i k2(x2°"H) , 8x1 2 R , 8x2 ∏ "H (160)

où A0 est donnée par (159).

Le coe�cient de réflexion associé, pour x2 = "H, est défini par

r0 = A0 ei k1x1 . (161)

Proposition 46

Construction de uFF
1

En utilisant (4) et la condition aux limites (146) sur ß"H, uFF
1 (x1, x2) satisfait les équations

8
>><
>>:

° ¢uFF
1 ° k2 uFF

1 = 0 dans R £ ("H,+1) ,

°@x2 uFF
1 + i k∞ uFF

1 = k2a(2)
0 uFF

0 + ka(2)
1 @x1 uFF

0 + a(2)
2 @2

x1
uFF

0 sur ß"H ,

uFF
1 est sortant ;

(162)

où a(2)
0 est donné par (147a), a(2)

1 est donné par (147b) et a(2)
2 est donné par (147c).

Définition 47

uFF
1 correspond uniquement à la partie di↵ractée et dépend de uFF

0 alors uFF
1 est C 1. Puisque uFF

0 est une onde
plane, uFF

1 va l’être aussi. Nous cherchons alors uFF
1 sous la forme

uFF
1 (x1, x2) = A1 ei k1x1 ei k2(x2°"H) .

Étant donné que °@x2 uFF
1 + i k∞uFF

1 = k2a(2)
0 uFF

0 +ka(2)
1 @x1 uFF

0 + a(2)
2 @2

x1
uFF

0 sur ß"H, en remplaçant uFF
1 par son ex-

pression et uFF
0 par l’expression (160), nous avons

i A1ei k1x1 (k2 +k∞) = ei k1x1
≥
k2a(2)

0 + i kk1a(2)
1 °a(2)

2 k2
1

¥ ≥
A0 +ei k2"H

¥

ce qui donne

A1 =
k2a(2)

0 + i kk1a(2)
1 °a(2)

2 k2
1

i (k2 +k∞)

°
A0 +ei k2"H¢

=
k2a(2)

0 + i kk1a(2)
1 °a(2)

2 k2
1

i (k2 +k∞)
2k2ei k2"H .

(163)
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Il existe une unique solution de (162) telle que uFF
1 est C 1 qui s’écrit

uFF
1 (x1, x2) = A1 ei k1x1 e°i k2(x1°"H) , 8x1 2R , 8x2 ∏ "H (164)

où A1 est donnée par (163).

Le coe�cient de réflexion associé, pour x2 = "H, est défini par

r1 = A1 ei k1x1 . (165)

Proposition 48

Caractérisation à tout ordre

uFF
0 satisfait (158) et pour m ∏ 1, en utilisant (4) et la condition aux limites (152) sur ß"H, uFF

m satisfait
les équations 8

>>>>><
>>>>>:

° ¢uFF
m ° k2 uFF

m = 0 dans R £ ("H,+1) ,

°@x2 uFF
m°1 + i k∞ uFF

m°1 =
m°2X

p=0
Cm°p

°
@x1

¢
uFF

p sur ß"H ,

uFF
m est sortant ;

(166)

où les Cm°p
°
@x1

¢
sont donnés par (156).

Définition 49

Pour m ∏ 1, uFF
m correspond uniquement à la partie di↵ractée et dépend de uFF

0 et des termes précédents uFF
m°p°1,

avec p ∑ m°1, alors uFF
m est C 1. Puisque, pour p ∑ m°1, uFF

m°1°p sont des ondes planes, uFF
m va l’être aussi. Nous

cherchons alors uFF
m sous la forme

uFF
m (x1, x2) = Am ei k1x1 e°i k2(x2°"H) .

Pour tout m ∏ 1, il existe une unique solution de (166) telle que uFF
m est C 1 qui s’écrit

uFF
m (x1, x2) = Am ei k1x1 e°i k2(x2°"H) , 8x1 2R , 8x2 ∏ "H (167)

où Am 2C.

Le coe�cient de réflexion associé, pour x2 = "H, est défini par

rm = Am ei k1x1 . (168)

Proposition 50

Remarque 17. Nous pouvons rendre explicite l’expression des Am mais ce n’est pas utile pour la suite.
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3.5.5 Estimations d’erreurs sur le développement asymptotique

Nous allons avoir besoin d’estimations sur les termes de champ proche afin d’établir les estimations d’erreur
pour le développement asymptotique.

Soit N 2 N. Supposons que 8q ∑ N, uFF
q°1 vérifie la condition de bord (152) de sorte que nous avons

existence de la famille {UNF
q ; q ∑ N} et des £q°p , pour 0 ∑ p ∑ q, fonctions profils solutions de (154) et

UNF
q

≥
x1;

x

"

¥
=

qX

p=0
£q°p

≥
x

"
;@x1

¥
uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1) ,

alors il existe pq (k1) une forme polynômiale de degré q en k1 telle que

∞∞∞UNF
q

≥
·; ·
"

¥∞∞∞
L2(B"\ß#

"H)
∑ " pq

°
k1

¢
. (169)

Nous pouvons aussi écrire l’inégalité suivante : il existe C qui dépend de k1 et q telle que

∞∞∞
h
ryUNF

q

i≥
·; ·
"

¥∞∞∞
L2(B"\ß#

"H)
+

∞∞∞UNF
q

≥
·; ·
"

¥∞∞∞
L2(B"\ß#

"H)
+

∞∞∞@2
x1

UNF
q

≥
·; ·
"

¥∞∞∞
L2(B"\ß#

"H)

+
∞∞∞divx1ryUNF

q

≥
·; ·
"

¥∞∞∞
L2(B"\ß#

"H)
∑ "Cq (k1) . (170)

Théorème 51

Preuve. La preuve est très semblable au cas Dirichlet.

Pour 1 ∑ p ∑ m, £q°p ( · ;¥) est un polynôme de degré q °p en ¥ alors il peut s’écrire sous la forme

£q°p
°
· ;¥

¢
=

q°pX

l=0
Ul ( · ) ¥l

avec Ul 2 W#
°
B \ß#

H

¢
, 0 ∑ l ∑ q °p, des fonctions vérifiant des problèmes de type Laplace. Nous en déduisons

∞∞∞UNF
q

≥
·; ·
"

¥∞∞∞
L2(B"\ß#

"H)
=

∞∞∞∞∞
qX

p=0
£q°p

≥
x

"
;@x1

¥
uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1)

∞∞∞∞∞
L2(B"\ß#

"H)

=
∞∞∞∞∞

qX

p=0

q°pX

l=0
Ul

≥
x

"

¥
@l

x1
uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1)

∞∞∞∞∞
L2(B"\ß#

"H)

(171)
où Ul 2 W#

°
B \ß#

H

¢
, Ul vérifie la propriété (P1) et uFF

p est C 1.

En étudiant, pour 0 ∑ l ∑ q, la norme

∞∞∞∞Ul

≥
x

"

¥
@l

x1
uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1)
∞∞∞∞

L2(B"\ß#
"H)
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avec uFF
p

ØØØ
ß"H

(x1) = Ap ei k1x1 . Comme @l
x1

uFF
p

ØØØ
ß"H

(x1) = (i k1)l Ap ei k1x1 et
∞∞Ul

°
·; ·

"

¢∞∞
L2(B"\ß#

"H) = "kUlkL2(B\ß#
H), nous

obtenons ∞∞∞∞Ul

≥
x

"

¥
@l

x1
uFF

p

ØØØ
ß"H

(x1)
∞∞∞∞

L2(B"\ß#
"H)

∑ " |Ap | kl
1 kUlkL2(B\ß#

H) .

En appliquant à (171), nous trouvons le résultat.

Soit L > H et B",L
0 := (0,"T)£ (0,L). Soit u" une solution de notre problème de di↵raction qui vérifie les

équations (P"t ,0)+(CNt ) dans le domaine B",L
0 .

Soit N 2N. Supposons que, pour tout m ∑ N, les termes de champ lointain uFF
m°1 vérifient la condition

de bord (152) alors, pour m ∑ N, les termes de champ proche UNF
m vérifiant

ˆ
ß#

L

UNF
m (x1; y1,0)dy1 = 0

sont donnés par (153). Alors, nous avons

∞∞∞∞∞u"(x1, x2)°
√

NX

m=0
"m uFF

m (x1, x2) ¬y2>"H(x1, x2)+
NX

m=0
"m UNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥!∞∞∞∞∞
H1(B",L

0 )

= O
≥
"N+1

¥
. (172)

Théorème 52

Preuve. La preuve est très semblable à la preuve du Théorème 28.

Soient N 2N. Pour tout "> 0, nous posons

e"(x1, x2) = u"(x1, x2)°w"(x1, x2) (173)

où u"(x1, x2) est solution du problème (P"t ,0)+(CNt ) et

w"(x1, x2) =
NX

m=0
"muFF

m (x1, x2)+
NX

m=0
"mUNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
si x2 > "H ,

=
NX

m=0
"mUNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
si x2 < "H .

Étape 1 : Nous commençons par écrire l’équation et les conditions aux limites vérifiées par e" dans B" \ß#
"H où

ß#
"H = {x1 2 (0,"T), x2 = "H}.

§ Pour x2 > "H : en reprenant les calculs de la preuve du théorème 28, nous obtenons

°
¢+k2¢e"(x1, x2) = °"N

h
FN+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
°div

h
eFN+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥ii
pour x1 2 (0,"T) , x2 > "H . (174)

avec
FN+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
=

°
@2

x1
+k2¢UNF

N+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
+divx1

h
ryUNF

N+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥i
(175)

et
eFN+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
=ryUNF

N+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
. (176)
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§ Pour x2 < "H, en reprenant les calculs mais sans les termes de champ lointain, nous obtenons la même équation

°
¢+k2¢e"(x1, x2) = °"N

h
FN+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
°div

h
eFN+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥ii
pour x1 2 (0,"T) , x2 < "H . (177)

§ Sur ß#
"H : en reprenant les calculs de la preuve du théorème 28, nous avons

£
e"(x1,"H)

§
"H = 0 p.p. x1 2 (0,"T) ,

£
@x2 e"(x1,"H)

§
"H = °"N@x2 uFF

N

ØØØ
ß"H

(x1) p.p. x1 2 (0,"T) .
(178)

§ Sur le bord des particules @P "
# , w" vérifie

rw"(x1x2) ·~n =
NX

m=0
"m

µ
@x1 UNF

m
°
x1; x1

" , x2
"

¢

0

∂
·~n + "m°1 ryUNF

m

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
·~n pour (x1, x2) 2 @P "

#

D’après(9), 8m, ryUNF
m

°
x1; y1, y2

¢
·~n = ° @x1 UNF

m°1

°
x1; y1, y2

¢
n1, 8x1 2R, 8(y1, y2) 2 @P "

# ce qui donne

rw"(x1, x2) ·~n = °"N ryUNF
N+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
·~n p.p. (x1, x2) 2 @P "

# .

Comme ru" ·~n = 0 sur @P "
# , nous avons

re"(x1, x2) ·~n = "N ryUNF
N+1

≥
x1;

x1

"
,

x2

"

¥
·~n p.p. (x1, x2) 2 @P "

# . (179)

§ Sur le bord ß"0 =
©

x1 2 (0,"T), x2 = 0
™
, en reprenant les calculs de la preuve du théorème 28, nous avons

°@x2 e"(x1,0) + i k∞ e"(x1,0) = ° "N i k∞ UNF
N

≥
x1;

x1

"
,0

¥
p.p. x1 2 (0,"T) . (180)

§ Pour la quasi-périodicité. En reprenant l’argument de la preuve de Dirichlet, nous trouvons

w"("T, x2) = ei k1"Tw"(0, x2) ;

et
@x1 w"("T, x2) = ei k1"T@x1 w"(0, x2) .

Finalement, puisque u" et w" sont k1"T quasi-périodique, nous avons que

e" est k1"T quasi-périodique .

Nous trouvons donc que e"(x1, x2) vérifie les équations
8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

¢e" + k2e" = °"N £
FN+1 °div eFN+1

§
dans B" \ß#

"H ,

e" est k1"T quasi-périodique ,

°@x2 e" + i k∞ e" = ° "N i k∞ UNF
N sur ß"0 ,

re" ·~n = "NryUNF
N+1 ·~n sur @P "

# ,
£
e"

§
"H = 0 et

£
@x2 e"

§
"H = °"N@x2 uFF

N

ØØØ
ß"H

.

(181)
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Étape 2 : Problème de demi-bande avec terme source à support compact.

Cette étape est identique à l’étape 3 de la preuve du théorème 28.

Étape 3 : Réduction au domaine borné B",L
0 \ß#

"H.

La di�culté est que le terme source
°
FN+1°div eFN+1

¢
n’est pas à support compact. Nous ne pouvons pas utiliser

directement la condition DtN.

Dans le domaine B",L
1 := (0,"T)£ (L,+1) situé au dessus de ß",#

L =
©

x1 2 (0,"T), x2 = L
™
, nous avons

¢e" + k2e" = °"N £
FN+1 °div eFN+1

§
dans B",L

1 ; (182)

avec FN+1, eFN+1 2 L2 telles que 8Ø< 2º
"T alors eØx2 FN+1 2 L2 et eØx2eFN+1 2 L2.

D’après l’étape 2, il existe une unique solution VN+1 sortante de (97) telle que

°
¢ + k2¢e"°"NVN+1 = 0 dans B",L

1 (183)

et nous pouvons écrire l’opérateur de Dirichlet-to-Neumann associé

°
@x2 +§k1

¢
e" = "N@x2 VN+1 sur ß",#

L . (184)

Prenons une fonction test v 2 V = H1
k1

°
B",L

0 \ß#
"H

¢
. Notre problème fait intervenir div eFN+1 avec eFN+1 =ryUNF

N+1
telle que

°
ˆ

B",L
0 \ß#

"H

div eFN+1 v dx =
ˆ

B",L
0 \ß#

H

eFN+1 ·rvdx+ i k∞
ˆ
ß"0

UNF
N v dx1 +

ˆ
@P "

#

@x1 UNF
N n1 v dx

°
ˆ
ß#
"H

@x2 uFF
N

ØØØ
ß#
"H

v dx1 °H°1/2 h@y2 UNF
N+1, vi

H1/2 ;

où H°1/2h·, ·iH1/2 désigne le crochet de dualité entre H°1/2
k1

°
ß",#

L

¢
et H1/2

k1

°
ß",#

L

¢
.

Il est alors possible d’écrire la formulation variationnelle associée au problème vérifié par e" dans V :

Trouver e" 2 V solution de a"(e", v) = "Nl "i n(v)+"Nl "out (v) , 8v 2 V ; (185)

où

a"(e", v) =
ˆ

B",L
0 \ß#

"H

re" ·rv dx ° k2
ˆ

B",L
0 \ß#

"H

e" v dx+ H°1/2h§k1 e", vi
H1/2 + i k∞

ˆ
ß"0

e" v dx1 ; (186)

l "i n(v) =
ˆ

B",L
0 \ß#

"H

FN+1 v dx+
ˆ

B",L
0 \ß#

H

eFN+1 rvdx ; (187)

et
l "out (v) = H°1/2h@x2 VN+1, vi

H1/2 ° H°1/2h@y2 UNF
N+1, vi

H1/2 . (188)
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D’après le Théorème 6, il existe une constante C indépendante de " telle que

ke"kH1(B",L
0 ) ∑ C1"

N|||l "i n ||| + C2"
N|||l "out ||| , C1,C2 > 0 .

Dans étapes 4 et 5 nous aurons besoin de contrôler kFN+1kL2 +keFN+1kL2 , nous avons d’après le théorème 51

kFN+1kL2 + keFN+1kL2 ∑ k@2
x1

UN+1kL2 + k2 kUN+1kL2 + kdivx1

£
ryUNF

N+1

§
kL2 + kryUN+1kL2

∑ " DN+1
°
k1

¢
;

où la constante dépend de k1 et N.

Étape 4 : Contrôle de la norme de l "i n .

ØØØl "i n(v)
ØØØ=

ØØØØØ

ˆ
B",L

0 \ß#
"H

FN+1 v dx +
ˆ

B",L
0 \ß#

"H

eFN+1 rvdx

ØØØØØ ∑ kFN+1kL2 kvkL2 + keFN+1kL2 krvkL2 .

Nous obtenons donc ØØØl "i n(v)
ØØØ∑ K " pN+1

°
k1

¢
kvkH1 . (189)

Étape 5 : Contrôle de la norme de l "out .

En introduisons une une fonction V vérifiant
8
>><
>>:

°
°
¢+1

¢
V = 0 dans B",L

1 ,

V est k1"T périodique ,

V = v sur ß",#
L

(190)

et en reprenant les calculs de la preuve preuve du théorème 28, nous obtenons

l "out (v) =
ˆ

B",L
1

FN+1 V dx +
ˆ

B",L
1

eFN+1 rV dx + (k2 °1)
ˆ

B",L
1

VN+1 V dx

ce qui donne
ØØØl "out (v)

ØØØ ∑ kFN+1kL2kVkL2 + keFN+1kL2krVkL2 + |k2 °1|ke°Æ0x2 VN+1kL2keÆ0x2 VkL2

∑ K " pN+1
°
k1

¢
kVkH1 + C |k2 °1|

h
keØx2 FN+1kL2 + keØx2eFN+1kL2

i
keÆ0x2 VkL2

∑ K0 " pN+1
°
k1

¢
kVkH1 .

Comme kVkH1(B",L
1 ) ∑ kvkH°1/2(ß",#

L ), nous obtenons

ØØØl "out (v)
ØØØ ∑ K1 " pN+1

°
k1

¢
kvkH1 . (191)

Finalement, en regroupant l’étape 4 et l’étape 5, nous avons

ke"k"H1 ∑ "N+1 C pN+1
°
k1

¢
. (192)

Étape 6 : Contrôle sur toute la bande B.
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Au dessus de ß",#
L , e" vérifie

8
<
:

°
¢+k2¢ e" = °"N

≥
FN+1 ° div eFN+1

¥
dans B",L

1 ,

e" ='" sur ß",#
L ,

avec '" = O
°
"N+1¢.

e" peut s’écrire e" = "NVN+1 +V ('") avec V
°
'"

¢
une décomposition modale, alors

ke"kH1 ∑ "NkVN+1kH1 + O
°
"N+1¢ ∑ "N

≥
kFN+1kL2 +keFN+1kL2

¥
+O

°
"N¢

∑ "N+1pN+1
°
k1

¢
+O

°
"N+1¢ .

Nous obtenons donc
ke"kH1 = O

°
"N+1¢ .

Soit u" une solution de notre problème de di↵raction qui vérifie les équations (P"t ,0)+(CNt ) dans le

domaine B",L
0 .

Soit N 2N. Supposons que, pour tout m ∑ N, les termes de champ lointain uFF
m°1 vérifient les conditions

de bord (152) alors, pour tout m ∑ N, les termes de champ proche UNF
m vérifiant

ˆ
ß#

L

UNF
m (x1; y1,0)dy1 = 0

sont donnés par (153). Soit '0 = ei k1x1 , alors nous avons

ØØØØ
≥
u"

ØØØ
ß",#

L

,'0

¥ØØØØ =
ØØØØ
≥ NX

m=0
uFF

m

ØØØ
ß",#

L

,'0

¥ØØØØ+O
°
"N+1¢ . (193)

Pour L assez grand, nous avons

≥
u"

ØØØ
ß",#

L

,'0

¥
=

≥ NX

m=0
uFF

m

ØØØ
ß",#

L

,'0

¥
+O

°
"N+1¢ . (194)

Corollaire 53

Preuve. La preuve est très semblable à celle faite dans le cas d’une condition de Dirichlet. Il faut juste l’appliquer
à ce cas.

Pour tout ouvert O de (0,"T)£ ("H,+1), il existe CO qui dépend de O telle que
∞∞∞∞∞u"(x1, x2)°

NX

m=0
"muFF

m (x1, x2)

∞∞∞∞∞
H1(O )

∑ CO"
N+1 . (195)

Corollaire 54
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3.5.6 Modèles e↵ectifs

Soit nous construisons les termes de champ lointain de façon incrémentable, soit nous utilisons le modèle qui va
approcher la série tronquée de champs lointains. Ceci peut être utile pour l’étude de géométrie plus générale. Le fait
de prendre un modèle approché permet d’avoir une approximation directe jusqu’à un certain ordre des coe�cients
de réflexion.

Plus précisément, le modèle à l’ordre 1 est construit à partir de uFF
0 satisfaisant les équations

8
>><
>>:

° ¢uFF
0 ° k2 uFF

0 = 0 dans R £ ("H,+1) ,

°@x2 uFF
0 + i k∞uFF

0 = 0 sur ß"H ,

uFF
0 °ui nc est sortant .

La condition d’impédance e↵ective est identique à la condition de Robin sur ß0 mais elle est posée sur ß"H. Ce
modèle ne permet donc pas de prendre en compte les particules. Pour obtenir un modèle prenant en compte les
particules, il faut au moins aller à l’ordre supérieur du développement.

Nous proposons alors un modèle à l’ordre 2. Ce modèle est construit à partir de uFF
0 et uFF

1 . Nous souhaitons
avoir une approximation de uFF

0 +"uFF
1 . Pour cela, nous reprenons les conditions de bords vérifiées par uFF

0 et uFF
1

données par (141) et (146)

(
°@x2 uFF

0 + i k∞uFF
0 = 0 sur ß"H ;

°@x2 uFF
1 + i k∞uFF

1 = k2a(2)
0 uFF

0 +ka(2)
1 @x1 uFF

0 +a(2)
2 @2

x1
uFF

0 sur ß"H .
(196)

En prenant une combinaison linéaire des deux conditions, nous avons :

°@x2

°
uFF

0 +"uFF
1

¢
+

≥
i k∞°"k2a(2)

0

¥°
uFF

0 +"uFF
1

¢
°"ka(2)

1 @x1

°
uFF

0 +"uFF
1

¢
°"a(2)

2 @2
x1

°
uFF

0 +"uFF
1

¢
= 0 sur ß"H . (197)

De plus, comme uFF
0 et uFF

1 vérifient l’équation de Helmholtz, nous avons

°¢
°
uFF

0 +"uFF
1

¢
°k2°uFF

0 +"uFF
1

¢
= 0 dans R£ ("H,+1) . (198)

Soit v"2 satisfaisant

8
>>><
>>>:

°¢v"2 ° k2 v"2 = 0 dans R£ ("H,+1) ,

°@x2 v"2 +
≥
i k∞°"k2a(2)

0

¥
v"2 °"ka(2)

1 @x1 v"2 °"a(2)
2 @2

x1
v"2 = 0 sur ß"H ,

v"2 °ui nc est sortant ;

(199)

où a(2)
0 est donné par (147a), a(2)

1 est donné par (147b) et a(2)
2 est donné par (147c).

Définition 55

Notons que ce sont les coe�cients a(2)
0 , a(2)

1 et a(2)
2 qui permettent de prendre en compte les particules.
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Il existe une unique solution de (199), si i k2 +
≥
i k∞°"k2a(2)

0

¥
°"k1

≥
i ka(2)

1 °a(2)
2 k1

¥
6= 0, qui s’écrit

v"2(x1, x2) = A"2 ei k1x1 e°i k2(x2°"H) + ui nc (x1, x2) , 8x1 2R , 8x2 ∏ "H ; (200)

avec a(2)
0 donné par (147a), a(2)

1 donné par (147b), a(2)
2 donné par (147c),

A"2 =
i k2 °

≥
i k∞°"k2a(2)

0

¥
+"k1

≥
i ka(2)

1 °a(2)
2 k1

¥

i k2 +
≥
i k∞°"k2a(2)

0

¥
°"k1

≥
i ka(2)

1 °a(2)
2 k1

¥ exp(i k2"H) ; (201)

et nous avons ØØØA"2 °
°
A0 +"A1

¢ØØØ ∑ C "2 . (202)

Le coe�cient de réflexion associé, pour x2 = "H, est défini par

r "2 = A"2 ei k1x1 . (203)

Proposition 56

Remarque 18. a(2)
1 et a(2)

2 dépendent de H. Si il existe H tel que i k2 +
≥
i k∞°"k2a(2)

0

¥
°"k1

≥
i ka(2)

1 °a(2)
2 k1

¥
= 0, il

su�t de jouer sur H pour jouer sur a(2)
1 et a(2)

2 pour rendre cette quantité non nulle.

Preuve. Notons que ui nc = ei k1x1 ei k2x2 est une onde plane alors v"2 va aussi être une onde plane qui s’écrit sous la
forme

v"2(x1, x2) = ei k1x1 ei k2x2 + A"2 ei k1x1 e°i k2(x°"H) .

Étant donné que °@x2 v2
" +

°
i k∞°"k2a(2)

0

¢
v"2 °"ka(2)

1 @x1 v"2 °"a(2)
2 @2

x1
v"2 = 0 sur ß"H, nous avons

ei k1x1 A"2
h

i k2 +
°
i k∞°"k2a(2)

0

¢
°"i k1ka(2)

1 +"k2
1 a(2)

2

i
= ei k1x1 ei k2"H

h
i k2 °

°
i k∞°"k2a(2)

0

¢
+"i k1ka(2)

1 °"k2
1 a(2)

2

i

ce qui donne

A"2 =
i k2 °

≥
i k∞°"k2a(2)

0

¥
+"k1

≥
i ka(2)

1 °a(2)
2 k1

¥

i k2 +
≥
i k∞°"k2a(2)

0

¥
°"k1

≥
i ka(2)

1 °a(2)
2 k1

¥ exp(i k2"H) .

3.5.7 Estimations d’erreurs sur le modèle e↵ectif

Soit u" une solution de notre problème de di↵raction (P"t ,0)+(CNt ). Nous notons v"2 º uFF
0 +"uFF

1 l’ap-
proximation à l’ordre 2 de la solution. Nous avons alors, pour tout ouvert borné O de R£ ("H,+1),

∞∞u"(x1, x2)° v"2(x1, x2)
∞∞

H1(O ) = O
°
"2¢ . (204)

Théorème 57
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Preuve. Nous décomposons
∞∞u"(x1, x2)° v"2(x1, x2)

∞∞
H1(O ) de sorte que

∞∞u"(x1, x2)° v"2(x1, x2)
∞∞

H1(O ) =
∞∞∞u"(x1, x2)°

≥
uFF

0 +"uFF
1

¥
(x1, x2)

∞∞∞
H1(O )

+
∞∞∞
≥
uFF

0 +"uFF
1

¥
(x1, x2)° v"2(x1, x2)

∞∞∞
H1(O )

.

En utilisant les estimations d’erreurs sur le développement asymptotique, nous avons montré que
∞∞∞u"(x1, x2)°

≥
uFF

0 +"uFF
1

¥
(x1, x2)

∞∞∞
H1(O )

= O
°
"2¢ .

Nous regardons e"2 =
°
uFF

0 +"uFF
1

¢
° v"2 qui vérifie le problème

8
>>>>><
>>>>>:

°¢e"2 °k2e"2 = 0 dans R£ ("H,+1) ,

°@x2 e"2 +
≥
i k∞°"k2a(2)

0

¥
e"2 °"ka(2)

1 @x1 e"2 °"a(2)
2 @2

x1
e"2 = O

°
"2¢ sur ß"H ,

e"2e°i k1x1 est indépendant de x1 ,

e"2 est sortant .

(205)

Comme uFF
0 , uFF

1 et v"2 sont des ondes planes, e"2 va aussi être une onde plane qui s’écrit sous la forme

e"2(x1, x2) = Ae (") ei k1x1 e°i k2(x2°"H) . (206)

Étant donné que °@x2 e"2 +
≥
i k∞°"k2a(2)

0

¥
e"2 °"ka(2)

1 @x1 e"2 °"a(2)
2 @2

x1
e"2 = O

°
"2¢ sur ß"H, nous avons

ei k1x1 Ae (")
h

i k2 +
°
i k∞°"k2a(2)

0

¢
°"i kk1a(2)

1 +"a(2)
2 k2

1

i
= O

°
"2¢

ce qui donne

Ae (") = 1

i k2 +
≥
i k∞°"k2a(2)

0

¥
°"k1

≥
i ka(2)

1 °a(2)
2 k1

¥ e°i k1x1 O("2) . (207)

Nous obtenons alors
|e"2| ∑ |Ae (")| ∑ C "2

et donc
ke"2kH1 = O

°
"2¢ .

Dès l’instant où la solution du modèle e↵ectif est construite, nous pouvons approcher UNF
0 +"UNF

1 à partir de
v"2 et les fonctions profils. Nous avons

V"
2(x1, x2) = v"2

ØØØ
ß"H

(x1) ¬x2<"H(x1, x2) + "kv"2
ØØØ
ß"H

(x1)U (1)
0

≥ x1

"
,

x2

"

¥
+ "@x1 v"2

ØØØ
ß"H

(x1)U (1)
1

≥ x1

"
,

x2

"

¥
. (208)

Nous pouvons alors définir l’estimation suivante.

Soit u" une solution de notre problème de di↵raction (P"t ,0)+(CNt ). Soit v"2 l’approximation à l’ordre 2
de notre solution construite précédemment. Nous avons alors, pour tout ouvert O de D",

∞∞∞u"(x1, x2)° v"2(x1, x2)°V"
2(x1, x2)

∞∞∞
L2(O )

= O("2) (209)

Corollaire 58
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Chapitre 4

Méthodes numériques et résultats
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0 et U (1)
1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

4.3.3 Validation qualitative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
4.3.4 Validation quantitative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

4.4 Évolution du coefficient de réflexion dans le cas d’une condition de Neumann . . . . . . . . . . . . . . 113

4.4.1 Impact de la fréquence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
4.4.2 Influence de la forme de la particule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
4.4.3 Influence de la hauteur de la couche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
4.4.4 Influence de la disposition des particules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
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Dans le chapitre précédent, nous avons présenté la construction de modèles e↵ectifs approchant la solution de
notre problème donné dans le chapitre 2 dans les cas d’une condition de Dirichlet (P"t ,0)+(CDt ) et d’une condition de
Neumann (P"t ,0)+(CNt ) sur les particules. Afin de valider nos modèles et les estimations d’erreurs, nous calculons, en
utilisant la librairie Xlife++ développée au sein de l’équipe POEMS (https ://uma.ensta-paris.fr/soft/XLiFE++/),
une solution dite de référence à l’aide d’une méthode éléments finis. Nous expliquons comment résoudre les problèmes
de type Laplace dans des demi-bandes périodiques, calculer numériquement les constantes intervenant dans les
conditions aux bords et calculer les solutions e↵ectives dans les cas Dirichlet et Neumann. Nous e↵ectuons d’une
part une validation qualitative en traçant les champs et d’autre part une validation quantitative en traçant l’erreur
entre les coe�cients de réflexion en fonction de la taille des particules et de di↵érents paramètres de notre modèle.
Nous retrouvons bien les ordres théoriques. Une fois les modèles e↵ectifs validés, nous les utilisons pour étudier
l’évolution du coe�cient de réflexion dans le cas d’une condition de Neumann en fonction de la distance entre les
particules afin de mettre en évidence le passage d’un coe�cient de réflexion d’une structure transparente à une
structure conductrice.
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4.1 Calcul de la solution de référence

Afin de valider nos modèles et les estimations d’erreur, nous calculons une solution dite de référence u" dans le
domaine B"L

0 = (0,"T)£(0,"L)\P "
# vérifiant (P"t ,0)+(CDt ) dans le cas de conditions de Dirichlet sur les particules ou

(P"t ,0)+(CNt ) dans le cas de conditions de Neumann sur les particules :

8
>>>><
>>>>:

°¢u" ° k2 u" = 0 dans B"L
0 ,

u" est k1"T quasi-périodique ,

°@x2 u" + i k∞ u" = 0 sur ß"0 ,

@x2 u" + §k1 u" = @x2 ui nc + §k1 ui nc sur ß"L ,

avec soit u" = 0 sur @P "
# (CDt ), soit ru" ·~n = 0 sur @P "

# (CNt ).

Nous obtenons cette solution à l’aide d’une méthode éléments finis.

Le coe�cient de réflexion de la solution dite de référence est noté rr e f (k1,k2) et est donné par

rr e f =
1

p
"T

ˆ
ß"L

u"
d (x1,"L)e°i k1x1 dy1 ; (1)

où u"
d (x1,"L) = u"(x1,"L)°ui nc (x1,"L).

Définition 59

4.2 Calcul numérique du modèle e↵ectif pour une condition de Dirichlet

Dans cette section, nous nous intéressons à la méthode du calcul numérique de notre modèle e↵ectif (116)
proposé dans le chapitre 3 et à la détermination du coe�cient de réflexion associé.

4.2.1 Algorithme

Étape 1 : Nous résolvons le problème vérifié par la fonction profil noyau N , donné par (35) dans le chapitre 3, à
l’aide d’une méthode éléments finis.

Étape 2 : Après avoir obtenu la fonction N , nous calculons la constante c(1)
0 donnée par

c(1)
0 = 1

T

ˆ
ß#

H

N dy1 .

Étape 3 : Nous pouvons alors calculer le coe�cient de réflexion en x2 = "H pour di↵érents ", k2 :

r "2 =
i k2"c(1)

0 °1

i k2"c(1)
0 +1

ei k2"H . (2)
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Étape 4 : Nous construisons la solution du modèle e↵ectif au dessus de ß"H avec son expression explicite

v"2(x1, x2) = ei k1x1 ei k2x2 + r "2 ei k1x1 e°i k2(x2°"H) . (3)

Étape 5 : Enfin il est possible de construire l’approximation en champ proche avec

V"
2(x1, x2) = " @x2 v"2

ØØØ
ß"H

W (1)
0

≥ x1

"
,

x2

"

¥
(4)

où W (1)
0 (y1, y2) est solution du problème de type Laplace, donné par (51) dans le chapitre 3, obtenue à l’aide d’une

méthode éléments finis.

4.2.2 Calcul de la fonction noyau N et de la fonction profil W (1)
0

Calcul de la fonction noyau N

Nous résolvons le problème vérifié par la fonction profil noyau N qui satisfait le problème
8
>>>><
>>>>:

°¢N = 0 dans B ,

N est T°périodique ,

°@y2N = 0 sur ß#
0 ,

N = 0 sur @P# ;

avec N = y2+Ñ . En utilisant la section 3.3 du chapitre 3, nous pouvons définir l’opérateur de Dirichlet-to-Neumann
afin de se ramener à un problème en domaine borné

8
>>>>>>><
>>>>>>>:

°¢N = 0 dans BL
0 ,

N est T°périodique ,

°@y2N = 0 sur ß#
0 ,

N = 0 sur @P# ,

@y2N +§N = 1 sur ß#
L ;

avec l’opérateur §N donné par §N =
X

l2Z

µ
2|l |º

T

∂ °
N ,¡l

¢
L2(ß#

L) ¡l (y1). La série étant infinie, il est nécessaire de

la tronquer,
NX

m=°N
avec N > 0, pour obtenir une approximation numérique. Pour la tronquer, nous fixons un seuil

noté e1 et nous choisissons N tel que e°
2Nº(L°H)

T < e1 ce qui nous donne N > ln(e1)T
2º(L°H) .

Nous obtenons la solution N dans le domaine borné BL
0 à l’aide d’une méthode éléments finis avec la formulation

variationnelle :
Trouver N 2 VN =

©
v 2 W#

°
BL

0

¢
, v = 0 sur @P#

™
telle que

ˆ
BL

0

rN · rV dy +
ˆ
ß#

L

§N V dy1 =
ˆ
ß#

L

V dy1 , 8 V 2 VN .

Nous traçons la fonction profil N pour di↵érentes dispositions de particules (cf. la figure 4.1 pour une particule
avec [± = 1,H = 5,L = 15], la figure 4.2 pour deux particules avec [± = 1,H = 7,L = 15] et la figure 4.3 pour trois
particules avec [±= 0.4,H = 7,L = 15].
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Figure 4.1 – Solution N (1) Figure 4.2 – Solution N (2) Figure 4.3 – Solution N (3)

Calcul de la fonction profil W (1)
0

W (1)
0 (y1, y2) est solution du problème de type Laplace

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

°¢yW
(1)

0 = 0 dans B \ß#
H ,

W (1)
0 est T°périodique ,

°@y2 W (1)
0 = 0 sur ß#

0 ,

W (1)
0 = 0 sur @P# ,

h
W (1)

0

i
H
=°c(1)

0 et
h
°@y2W

(1)
0

i
H
= 1 .

Comme pour la fonction profil noyau, pour obtenir W (1)
0 par une méthode éléments finis, il faut borner le

domaine. Nous restreignons le domaine en y2 à l’aide de l’opérateur de Dirichlet-to-Neumann sur la frontière ß#
L.

Nous cherchons alors W (1)
0 (y1, y2) solution dans W#

°
BL

0 \ß#
H

¢
de

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

°¢yW
(1)

0 = 0 dans BL
0 \ß#

H ,

W (1)
0 est T°périodique ,

°@y2W
(1)

0 = 0 sur ß#
0 ,

W (1)
0 = 0 sur @P# ,

h
W (1)

0

i
H
=°c(1)

0 et
h
°@y2W

(1)
0

i
H
= 1

@y2W
(1)

0 +§W (1)
0 = 0 sur ß#

L .

(5)

Pour écrire la formulation variationnelle associée, nous relevons le problème de sorte qu’il n’y ai plus la condition de
saut de la trace avec W (1)

0 = fW (1)
0 ° c(1)

0 ¬y2>H(y). La formulation variationnelle associée est alors donnée par :
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Trouver fW (1)
0 2 V0 =

©
v 2 W#

°
BL

0 \ß#
H

¢
, v = 0 sur @P#

™
telle que

ˆ
BL

0 \ß#
H

r fW (1)
0 · rV dy +

ˆ
ß#

L

§fW (1)
0 V dy1 =

ˆ
ß#

H

V dy1 , 8 V 2 V0 .

Nous traçons la fonction fW (1)
0 pour di↵érentes dispositions de particules (cf. la figure 4.4 pour une particule avec

[±= 1,H = 5,L = 15], la figure 4.5 pour deux particules avec [±= 1,H = 7,L = 15] et la figure 4.6 pour trois particules
avec [±= 0.4,H = 7,L = 15].

Figure 4.4 – Solution fW (1)
0 (1) Figure 4.5 – Solution fW (1)

0 (2) Figure 4.6 – Solution fW (1)
0 (3)

Nous remarquons que ces fonctions profils tendent chacune vers une constante qui est la constante c(1)
0 .

4.2.3 Validation qualitative

Nous sommes maintenant en mesure de simuler notre modèle e↵ectif. Nous traçons, d’une part, la partie réelle
du champ di↵racté obtenue avec la solution de référence. En parallèle, nous traçons la solution obtenue au dessus
de ß"H avec la formule analytique de v"2 définie par (3).

Pour les Figures 4.7 et 4.8, nous considérons 15 particules alignées de taille " = 10°4m espacées les unes des
autres d’une distance "± avec ±= 0.4, une fréquence de 2GHz (longueur d’onde ∏= 15cm), ∞= 0.5°0.5i , µ= º/4,
H = 5 et L = 15. La Figure 4.7 représente la partie réelle du champ di↵racté pour la solution de référence u"

d ,
obtenue à l’aide d’une méthode éléments finis. La Figure 4.8 représente la partie réelle du champ di↵racté obtenue
avec le modèle e↵ectif v"2,d , calculé à l’aide de la formule analytique. Visuellement, nous avons construit une bonne
approximation.

Pour les Figures 4.9 et 4.10, nous considérons 20 particules réparties en sorte de quinconce de taille "= 10°4m
espacées les unes des autres d’une distance "± avec ±= 0.2, une fréquence de 2GHz, ∞= 0.5°0.5i , µ= º/3, H = 5

101



CHAPITRE 4. MÉTHODES NUMÉRIQUES ET RÉSULTATS

Figure 4.7 – Solution de référence u"
d

Figure 4.8 – Solution approchée v"2,d

et L = 15.

Figure 4.9 – Solution de référence u"
d

Figure 4.10 – Solution approchée v"2,d

Pour les Figures 4.11 et 4.12, nous considérons 40 particules sur deux lignes de taille " = 10°4m espacées les
unes des autres d’une distance "± avec ±= 0.2, une fréquence de 1GHz, ∞= 0.6°0.2i , µ=º/3, H = 5 et L = 15.

Figure 4.11 – Solution de référence u"
d

Figure 4.12 – Solution approchée v"2,d

4.2.4 Validation quantitative

Pour valider notre modèle, nous souhaitons comparer le coe�cient de réflexion de la solution de référence donné
par (1) aux coe�cients de réflexion des approximations uFF

0 donné par r "1 = ei k2"H et v"2 donné par (2). Nous étudions
la dépendance de l’erreur entre les coe�cients de réflexion en fonction de la taille des particules " et de di↵érents
paramètres de notre modèle.

Dans les Figures 4.13 et 4.14, nous considérons une particule, ∞= 0.5°0.5i , H = 5, L = 5.1, ±= 0.2, µ= º/3 et
nous faisons varier " (0.001, 0.0005, 0.0001, 0.00005, 0.00001 et 0.000005) et la longueur d’onde ∏ (60 cm, 15 cm,
2.9 cm) et nous représentons l’erreur relative pour le modèle d’ordre 1 et le modèle d’ordre 2. Nous retrouvons bien
les ordres de convergence théoriques.
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Figure 4.13 – Erreur pour le modèle d’ordre 1 en fonction
de ∏
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Figure 4.14 – Erreur pour le modèle d’ordre 2 en fonction
de ∏

Nous observons que plus la longueur d’onde ∏ est grande, plus petite est l’erreur. Le taux de convergence est
par contre le même.

Dans les Figures 4.15 et 4.16, nous considérons une particule, ∞= 0.5°0.5i , H = 5, L = 5.1, µ=º/3, une fréquence
de 2GHz (∏= 15 cm) et nous faisons varier " (0.001, 0.0005, 0.0001, 0.00005, 0.00001 et 0.000005) et l’espacement
± entre deux particules (1, 0.2, 0.02, 0.002) et nous représentons l’erreur relative pour le modèle d’ordre 1 et le
modèle d’ordre 2. Nous retrouvons bien les ordres de convergence théoriques.
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Figure 4.15 – Erreur pour le modèle d’ordre 1 en fonction
de ±
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Figure 4.16 – Erreur pour le modèle d’ordre 2 en fonction
de ±

Nous observons que dans le cas d’une condition de Dirichlet sur les particules, le coe�cient de réflexion est
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indépendant de ±.

Dans les Figures 4.17 et 4.18, nous considérons deux particules empilées, H = 7, L = 7.1, µ=º/3, une fréquence
de 2GHz (∏= 15 cm), ±= 0.02 et nous faisons varier " (0.001, 0.0005, 0.0001, 0.00005, 0.00001 et 0.000005) et le
coe�cient d’impédance ∞ (1, 0.6°0.2i , 0.17°0.05i) et nous représentons l’erreur relative pour le modèle d’ordre 1
et le modèle d’ordre 2. Nous retrouvons encore une fois les ordres de convergence théoriques.
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Figure 4.17 – Erreur pour le modèle d’ordre 1 en fonction
de ∞
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Figure 4.18 – Erreur pour le modèle d’ordre 2 en fonction
de ∞

Nous observons que dans le cas d’une condition de Dirichlet sur les particules, le coe�cient de réflexion est
indépendant de ∞. Ce qui est cohérent avec l’expression du coe�cient c(1)

0 .

Dans les Figures 4.19 et 4.20, nous considérons trois particules, H = 7, L = 7.1, ∞ = 0.8° 0.4i , ± = 0.02, une
fréquence de 2GHz (∏ = 15cm) et nous faisons varier " (0.001, 0.0005, 0.0001, 0.00005, 0.00001 et 0.000005) et
l’angle d’incidence µ (0, º/6, º/4) et nous représentons l’erreur relative pour le modèle d’ordre 1 et le modèle d’ordre
2. Nous retrouvons encore une fois les ordres de convergence théoriques.

Dans le cas d’une condition de Dirichlet sur le bord des particules, il n’y a pas de dépendance sur l’évolution
des coe�cients de réflexion en fonction de " et par rapport à µ.
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Figure 4.19 – Erreur pour le modèle 1 en TE en fonction
de µ
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Figure 4.20 – Erreur pour le modèle 2 en TE en fonction
de µ

4.3 Calcul numérique du modèle e↵ectif pour une condition de Neumann

Dans cette section, nous nous intéressons à la méthode du calcul numérique de notre modèle e↵ectif (199)
proposé dans le chapitre 3 et à la détermination du coe�cient de réflexion associé dans le cas d’une condition de
Neumann sur les particules.

4.3.1 Algorithme

Étape 1 : Nous commençons par résoudre les problèmes de Laplace vérifiés par les fonctions profils U (1)
0 et U (1)

1
en utilisant une méthode éléments finis.

Étape 2 : Après avoir obtenu les fonctions profils U (1)
0 et U (1)

1 , nous calculons les constantes a(2)
0 , a(2)

1 et a(2)
2

intervenant dans la condition e↵ective dont nous rappelons la définition

a(2)
0 = 1

T

"ØØØBH
0

ØØØ ° i∞
ˆ
ß#

0

U (1)
0 (y1, y2)dy1

#
;

a(2)
1 = 1

T

"
2
ˆ

B\ß#
H

@y1U
(1)
0 (y1, y2)dy ° i∞

ˆ
ß#

0

U (1)
1 (y1, y2)dy1 °

ˆ
@P#

U (1)
0 (y1, y2) n1 dy

#
;

a(2)
2 = 1

T

"
2
ˆ

B\ß#
H

@y1U
(1)
1 (y1, y2)dy +

ØØØBH
0

ØØØ °
ˆ
@P#

U (1)
1 (y1, y2) n1 dy

#
.

Étape 3 : Nous donnons le coe�cient de réflexion associé au modèle e↵ectif, en x2 = "H, pour di↵érents ", k1, k2,
∞, k :

r "2 =
i k2 °

≥
i k∞°"k2a(2)

0

¥
+"k1

≥
i ka(2)

1 °a(2)
2 k1

¥

i k2 +
≥
i k∞°"k2a(2)

0

¥
°"k1

≥
i ka(2)

1 °a(2)
2 k1

¥ exp(i k2"H) . (6)
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Étape 4 : Nous construisons la solution du modèle e↵ectif au dessus de ß"H à l’aide de son expression analytique

v"2(x1, x2) = ei k1x1 ei k2x2 + r "2 ei k1x1 e°i k2(x2°"H) . (7)

Étape 5 : Enfin, il est possible de construire l’approximation en champ proche avec

V"
2(x1, x2) = v"2

ØØØ
ß"H

(x1) ¬x2<"H(x1, x2) + "kv"2
ØØØ
ß"H

(x1)U (1)
0

≥ x1

"
,

x2

"

¥
+ "@x1 v"2

ØØØ
ß"H

(x1)U (1)
1

≥ x1

"
,

x2

"

¥
. (8)

4.3.2 Calcul des fonctions profils U (1)
0 et U (1)

1

Pour obtenir U (1)
0 et U (1)

1 à l’aide d’une méthode éléments finis, il faut d’abord borner le domaine de calcul

en utilisant un opérateur de Dirichlet-to-Neumann sur la frontière ß#
L. Nous cherchons alors U (1)

0

ØØØ
BL

0 \ß#
H

vérifiantˆ
ß#

L

U (1)
0 (y1,L)dy1 = 0 solution dans W#

°
BL

0 \ß#
H

¢
de :

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

°¢yU
(1)
0 = 0 dans BL

0 \ß#
H ,

U (1)
0 est T°périodique ,

°@y2U
(1)
0 =° 1 sur ß#

0 ,

ryU
(1)
0 ·~n = 0 sur @P# ,

h
U (1)

0

i
H
= 0 et

h
°@y2U

(1)
0

i
H
= 1 ,

@y2U
(1)
0 +§U (1)

0 = 0 sur ß#
L ;

(9)

et U (1)
1

ØØØ
BL

0 \ß#
H

vérifiant

ˆ
ß#

L

U (1)
1 (y1,L)dy1 = 0 solution dans W#

°
BL

0 \ß#
H

¢
de :

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

°¢yU
(1)
1 = 0 dans BL

0 \ß#
H

U (1)
1 est T°périodique ,

°@y2U
(1)
1 = 0 sur ß#

0 ,

ryU
(1)
1 ·~n =° n1 sur @P# ,

h
U (1)

1

i
H
= 0 et

h
°@y2U

(1)
1

i
H
= 0 ,

°@y2U
(1)
1 +§U (1)

1 = 0 sur ß#
L .

(10)

Nous avons besoin de la formulation variationnelle des problèmes (9) et (10) :

Trouver U (1)
0 2 W#

°
BL

0 \ß#
H

¢
vérifiant

ˆ
ß#

L

U (1)
0 (y1,L)dy1 = 0 telle que

ˆ
BL

0 \ß#
H

rU (1)
0 ·rV dy +

ˆ
ß#

L

§U (1)
0 V dy1 =

ˆ
ß#

H

V dy1 °
ˆ
ß#

0

V dy1 , 8 V 2 W#
°
BL

0 \ß#
H

¢
; (11)

et

Trouver U (1)
1 2 W#

°
BL

0 \ß#
H

¢
vérifiant

ˆ
ß#

L

U (1)
1 (y1,L)dy1 = 0 telle que

ˆ
BL

0 \ß#
H

rU (1)
1 ·rV dy +

ˆ
ß#

L

§U (1)
1 V dy1 = °

ˆ
@P #

n1 V dy , 8 V 2 W#
°
BL

0 \ß#
H

¢
. (12)
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Une façon de prendre en compte les contraintes

ˆ
ß#

L

U (1)
0 (y1,L)dy1 = 0 et

ˆ
ß#

L

U (1)
1 (y1,L)dy1 = 0 est d’utiliser une

méthode de pénalisation. Il s’agit de remplacer la condition @y2U
(1)
0 +§U (1)

0 = 0 sur ß#
L

≥
resp. @y2U

(1)
1 +§U (1)

1 = 0

sur ß#
L

¥
par la condition

@y2U
(1)
0 + §U (1)

0 + ¥U (1)
0 = 0 , (13)

≥
resp.

@y2U
(1)
1 + §U (1)

1 + ¥U (1)
1 = 0 ,

¥
(14)

où ¥ est un petit paramètre strictement supérieur à 0. La formulation variationnelle pénalisée du problème s’écrit
alors :
Trouver U (1)

0 2 W#
°
BL

0 \ß#
H

¢
telle que

ˆ
BL

0 \ß#
H

rU (1)
0 ·rV dy +

ˆ
ß#

L

§U (1)
0 V dy1 + ¥

ˆ
ß#

L

U (1)
0 V dy1 =

ˆ
ß#

H

V dy1 °
ˆ
ß#

0

V dy1 , 8 V 2 W#
°
BL

0 \ß#
H

¢
. (15)

≥
resp. Trouver U (1)

1 2 W#
°
BL

0 \ß#
H

¢
telle que

ˆ
BL

0 \ß#
H

rU (1)
1 ·rV dy +

ˆ
ß#

L

§U (1)
1 V dy1 + ¥

ˆ
ß#

H

U (1)
1 V dy1 = °

ˆ
@P#

n1 V dy , 8 V 2 W#
°
BL

0 \ß#
H

¢
.
¥

(16)

Nous traçons les fonctions profils U (1)
0 (cf. la Figure 4.21 avec

£
±= 1, H = 5, L = 8

§
, la Figure 4.22 avec

£
±= 1,

H = 6, L = 8
§
et la Figure 4.23 avec

£
±= 0.4, H = 6, L = 8

§
) et U (1)

1 (cf. la Figure 4.24 avec
£
±= 1, H = 5, L = 8

§
, la

Figure 4.25 avec
£
±= 1, H = 6, L = 8

§
et la Figure 4.26 avec

£
±= 0.4, H = 6, L = 8

§
) pour di↵érentes dispositions de

particules. Visuellement U (1)
0 et U (1)

1 tendent bien vers 0 quand y2 devient de plus en plus grand.

Figure 4.21 – Solution U (1)
0 (1) Figure 4.22 – Solution U (1)

0 (2) Figure 4.23 – Solution U (1)
0 (3)

Nous pouvons aussi tracer les coupes verticales (sur la partie gauche des graphes précédents) des fonctions
profils U (1)

0 (cf. Figure 4.27, 4.28 et Figure 4.29) et U (1)
1 (cf. Figure 4.30, Figure 4.31 et Figure 4.32 ). Les coupes

de U (1)
0 permettent de vérifier la discontinuité de la trace normale de U (1)

0 au point y2 = H. Les coupes de U (1)
1

nous permettent de mettre en avant que la solution du problème varie au bord des inclusions.

Une fois les fonctions profils U (1)
0 et U1(1) calculées, nous pouvons calculer les coe�cients a(2)

0 , a(2)
1 et a(2)

2 .
Pour rappel,
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Figure 4.24 – Solution U (1)
1 (1) Figure 4.25 – Solution U (1)

1 (2) Figure 4.26 – Solution U (1)
1 (3)
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Figure 4.27 – Coupe verticale de U (1)
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Figure 4.28 – Coupe verticale de U (1)
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Figure 4.29 – Coupe verticale de U (1)
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Figure 4.30 – Coupe verticale de U (1)
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Figure 4.31 – Coupe verticale de U (1)
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Figure 4.32 – Coupe verticale de U (1)
1

• a(2)
0 est donnée par :

a(2)
0 = 1

T

"
ØØBH

0

ØØ + ∞2
ˆ
ß#

0

U (1)
0 (y1,0)dy1

#
,

avec
1
T

ØØBH
0

ØØ=
µ
H° A i r e(par ti cules)

T

∂
est réel, positif et a�ne par rapport à H. Avec les fonctions profils

précédentes, dans le cas (1,2) nous avons T = 3 et dans le cas (3) nous avons T = 4.66274, nous obtenons :

(1) a(2)
0 = 3.9528°16.7028i ; (2) a(2)

0 = 3.9056°25.1797i ; (3) a(2)
0 = 3.9787°28.2885i .
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• a(2)
1 est donnée par :

a(2)
1 = i∞

T

"
2
ˆ

BL
0 \ß#

H

@y1U
(1)
0 (y1, y2)dy °

ˆ
ß#

0

U (1)
1 (y1,0)dy1 °

ˆ
@P#

U (1)
0 (y1, y2) n1 dy

#
.

Avec les fonctions profils précédentes, nous obtenons

(1) a(2)
1 =

°
°9.7765+9.7765i

¢
£10°9 ; (2) a(2)

1 =
°
°6.42317+6.42318i

¢
£10°9 ; (3) a(2)

1 =
°
9.43027°9.43027i

¢
£10°4.

• a(2)
2 est donnée par :

a(2)
2 = 1

T

"
2
ˆ

BL
0 \ß#

H

@y1U
(1)
1 (y1, y2)dy +

ØØBH
0

ØØ °
ˆ
@P#

U (1)
1 (y1, y2) n1 dy

#
.

Avec les fonctions profils précédentes, nous obtenons

(1) a(2)
2 = 3.45325 ; (2) a(2)

2 = 2.89573 ; (3) a(2)
2 = 3.02697.

4.3.3 Validation qualitative

Nous sommes désormais en mesure de simuler notre modèle e↵ectif. Nous traçons, d’une part, la partie réelle
du champ di↵racté obtenue avec la solution de référence. En parallèle, nous traçons la solution obtenue au dessus
de ß"H avec la formule analytique de v"2 définie par (7) et nous reconstruisons le champ proche à l’aide de (8).

Pour les Figures 4.33, 4.34 et 4.35, nous considérons 15 particules alignées de taille "= 10°4m espacées les unes
des autres d’une distance "± avec ±= 0.4, une fréquence de 2GHz (∏= 15 cm), ∞= 1+ i , µ= º/4, H = 5 et L = 15.
La Figure 4.33 représente la partie réelle du champ di↵racté pour la solution de référence u"

d , obtenue à l’aide d’une
méthode éléments finis. La Figure 4.34 représente la partie réelle du champ di↵racté obtenue avec le modèle e↵ectif
v"2,d , calculé à l’aide de la formule analytique. La Figure 4.35 représente la reconstruction de la solution à l’aide du
modèle proposé. Visuellement, nous avons construit une bonne approximation.

Figure 4.33 – Solution de référence u"
d

Figure 4.34 – Solution approchée v"2,d Figure 4.35 – v"2 +V"
2 °ui nc

Pour les Figures 4.36, 4.37 et 4.38, nous considérons 20 particules en sorte de quinconce de taille " = 10°4m
espacées les unes des autres d’une distance "± avec ±= 0.2, une fréquence de 2GHz (∏= 15 cm), ∞= 1+ i , µ=º/3,
H = 5 et L = 15. La Figure 4.36 représente la partie réelle du champ di↵racté pour la solution de référence u"

d .
La Figure 4.37 représente la partie réelle du champ di↵racté obtenue avec le modèle e↵ectif v"2,d . La Figure 4.38
représente la reconstruction de la solution à l’aide du modèle proposé.
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Figure 4.36 – Solution de référence u"
d

Figure 4.37 – Solution approchée v"2,d Figure 4.38 – v"2 +V"
2 °ui nc

Pour les Figures 4.39, 4.40 et 4.41, nous considérons 40 particules sur deux lignes de taille "= 10°4m espacées
les unes des autres d’une distance "± avec ±= 0.2, une fréquence de 1GHz (∏= 30cm), ∞= 1.5+0.5i , µ=º/3, H = 5
et L = 15. La Figure 4.39 représente la partie réelle du champ di↵racté pour la solution de référence u"

d , obtenue
à l’aide d’une méthode éléments finis. La Figure 4.40 représente la partie réelle du champ di↵racté obtenue avec
le modèle e↵ectif v"2,d , calculé à l’aide de la formule analytique. La Figure 4.41 représente la reconstruction de la
solution à l’aide du modèle proposé.

Figure 4.39 – Solution de référence u"
d

Figure 4.40 – Solution approchée v"2,d Figure 4.41 – v"2 +V"
2 °ui nc

4.3.4 Validation quantitative

Pour valider notre modèle, nous souhaitons comparer le coe�cient de réflexion de la solution de référence donné

par (1) aux coe�cients de réflexion de l’approximation à l’ordre 1 donné par r "1 = i k2 ° i k∞
i k2 + i k∞

exp
°
i k2"H

¢
et de l’ap-

proximation à l’ordre 2 donné par (6). Nous étudions la dépendance de l’erreur entre les coe�cients de réflexion en
fonction de la taille des particules " et de di↵érents paramètres de notre modèle.

Dans les Figures 4.42 et 4.43, nous considérons une particule, ∞ = 1+ i , H = 5, L = 5.1, ± = 0.2, µ = º/3, nous
faisons varier " (0.001, 0.0005, 0.0001, 0.00005, 0.00001 et 0.000005) et la longueur d’onde ∏ (60 cm, 15 cm et 2.9
cm) et nous représentons l’erreur relative pour le modèle d’ordre 1 et le modèle d’ordre 2. Nous retrouvons bien les
ordres de convergence théoriques.

Comme dans le cas Dirichlet, nous observons que plus la longueur d’onde ∏ est grande, plus petite est l’erreur.
Le taux de convergence est par contre le même.

Dans les Figures 4.44 et 4.45, nous considérons une particule, ∞= 1+ i , H = 5, L = 5.1, µ= º/3, une fréquence
de 2GHz (∏= 15 cm), nous faisons varier " (0.001, 0.0005, 0.0001, 0.00005, 0.00001 et 0.000005) et l’espacement
± entre deux particules (1.0, 0.2, 0.02, 0.002, 0.0002, 0.00002) et nous représentons l’erreur relative pour le modèle
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Figure 4.42 – Erreur pour le modèle d’ordre 1 par rapport
à " en fonction de ∏

10°5 10°4 10°3
10°6

10°4

10°2

100

10°6

10°5

10°4

10°3

10°2

10°1

100

1
2

"

Ø Ø Ør r
e

f
(k

1
)°

r" 2
(k

1
,k

2
)

r r
e

f
(k

1
)

Ø Ø Ø

∏= 60cm ∏= 15cm ∏= 2.9cm

Figure 4.43 – Erreur pour le modèle d’ordre 2 par rapport
à " en fonction de ∏

d’ordre 1 et le modèle d’ordre 2. Nous retrouvons bien les ordres de convergence théoriques.
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Figure 4.44 – Erreur pour le modèle d’ordre 1 par rapport
à " en fonction de ±
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Figure 4.45 – Erreur pour le modèle d’ordre 2 par rapport
à " en fonction de ±

Contrairement au cas Dirichlet, le coe�cient de réflexion dépend de la distance ± entre les particules. Plus ± est
petit, plus grande est l’erreur et moins vite il est possible d’observer la convergence.

Dans les Figures 4.46 et 4.47, nous considérons deux particules empilées, H = 7, L = 7.1, µ=º/3, une fréquence
de 2GHz (∏= 15 cm), ±= 0.02 et nous faisons varier " (0.001, 0.0005, 0.0001, 0.00005, 0.00001 et 0.000005) et le
coe�cient d’impédance ∞ (1, 1.5+0.5i , 5.5+0.5i). Nous représentons l’erreur relative pour le modèle d’ordre 1 et
le modèle d’ordre 2. Nous retrouvons encore une fois les ordres de convergence théoriques.
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Figure 4.46 – Erreur pour le modèle d’ordre 1 par rapport
à " en fonction de ∞
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Figure 4.47 – Erreur pour le modèle d’ordre 2 par rapport
à " en fonction de ∞

Nous retrouvons bien la dépendance en ∞ du coe�cient de réflexion pour le modèle à l’ordre 1. Pour le modèle
à l’ordre 2, nous n’observons pas de dépendance en ∞ pour le coe�cient de réflexion.

Dans les Figures 4.48 et 4.49, nous considérons trois particules, H = 7, L = 7.1, ∞ = 1+0.5i , ± = 0.02, une fré-
quence de 2GHz (∏= 15 cm), nous faisons varier " (0.001, 0.0005, 0.0001, 0.00005, 0.00001 et 0.000005) et l’angle
d’incidence µ (0, º/6, º/4) et nous représentons l’erreur relative pour le modèle d’ordre 1 et le modèle d’ordre 2.
Nous retrouvons bien les ordres de convergence théoriques.
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Figure 4.48 – Erreur pour le modèle d’ordre 1 par rapport
à " en fonction de µ
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Figure 4.49 – Erreur pour le modèle d’ordre 2 par rapport
à " en fonction de µ

Nous n’observons pas de dépendance sur l’évolution de coe�cient de réflexion en fonction de " par rapport à µ.
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4.4 Évolution du coe�cient de réflexion dans le cas d’une condition de Neu-
mann

Dans les sections précédentes, nous avons validé notre modèle. Nous allons maintenant e↵ectuer une étude sur
l’évolution du coe�cient de réflexion quand nous considérons une condition de Neumann sur les particules. Nous
n’e↵ectuons pas l’étude dans le cas d’une condition de Dirichlet car quand les particules sont proches, la structure se
comporte comme un plan conducteur, il faut beaucoup éloigner les particules pour obtenir un coe�cient de réflexion
di↵érent de 1.

En l’absence de particules, le coe�cient de réflexion est donné par la formule

|r (µ,Z)| = cosµ°Z

cosµ+Z
.

Dans la Figure 4.50 , nous cherchons à mettre en évidence l’influence du coe�cient d’impédance Z sur le coe�cient
de réflexion |r | en fonction de l’angle d’incidence µ pour une fréquence de 2GHz.
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µ

| r
(µ

,Z
)|

Z = 1 Z = 1+ i Z = 1+0.5i

Figure 4.50 – Influence de Z sur le coe�cient de réflexion |r | en fonction de µ

Il faut remarquer que en l’absence de particules pour Z = 1 et µ = 0 (c’est-à-dire en incidence normale), nous
avons |r | = 0 ; dans ce cas le plan impédant se comporte comme une structure transparente.

Rajoutons maintenant une couche de particules, nous rappelons la formule pour déterminer le coe�cient de
réflexion (6)

r "2 (k1,k2) =
i k2 °

≥
i kZ°"k2a(2)

0

¥
+"k1

≥
i ka(2)

1 °a(2)
2 k1

¥

i k2 +
≥
i kZ°"k2a(2)

0

¥
°"k1

≥
i ka(2)

1 °a(2)
2 k1

¥ exp
°
i k2"H

¢
.

Dans les di↵érentes simulations qui vont suivre, nous souhaitons mettre en évidence la transition entre une
structure transparente (|r "2 | = 0) et une structure conductrice (|r "2 | = 1) en jouant sur di↵érents paramètres : la
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fréquence, la forme des particules, la taille et la disposition de la couche. Pour cela, nous nous plaçons dans le cas
où Z = 1 et µ= 0. Le coe�cient de réflexion se restreint alors à la formule explicite suivante

r "2 (0,k2) =
"k2

2 a(2)
0

2i k2 °"k2
2 a(2)

0

exp
°
i k2"H

¢
.

qui ne dépend que du coe�cient a(2)
0 .

4.4.1 Impact de la fréquence

Commençons par regarder l’impact de la fréquence. Nous considérons une couche périodique de particules cir-
culaires ne contenant qu’une seule particule en hauteur. Nous traçons dans la Figure 4.52 l’évolution du coe�cient
de réflexion en fonction de la fréquence pour di↵érents espacements ± entre les particules (2± correspond à la
distance entre deux particules). La Figure 4.51 représente une période du milieu considéré. Nous supposons ici que
les particules ont pour rayon "= 10°4m.

y1

y2 0 T

Condition
Périodique

Condition
Périodique

± 1 ±

±

Figure 4.51 – Géométrie pour une particule circulaire

0 20 40 60

0

0,2

0,4

0,6

0,8

∏ (en cm)

Ø Ø r
" 2
(0

,k
2)

Ø Ø

±= 0.001 ±= 0.01 ±= 0.5

Figure 4.52 – Influence de la fréquence sur le coe�cient
de réflexion |r "2 (0,k2)| pour di↵érents ±

La Figure 4.52 met en évidence que plus les particules vont être proches les unes des autres, plus la convergence
d’une structure transparente à une structure conductrice avec l’augmentation de la fréquence est rapide.

4.4.2 Influence de la forme de la particule

Poursuivons avec l’impact de la forme de la particule. Nous considérons deux couches périodiques di↵érentes
constituées d’une particule circulaire en hauteur et d’une particule rectangulaire de même aire en hauteur. Nous
traçons dans la Figure 4.54 l’évolution du coe�cient de réflexion en fonction de ± la distance au bord pour les deux
formes. Nous fixons la fréquence à 2GHz (∏= 15 cm) et "= 10°4m.

La Figure 4.54 illustre le fait que plus les particules se rapprochent, plus le coe�cient de réflexion augmente.
Pour une particule rectangulaire nous obtenons la transition d’une structure transparente à conductrice. Pour le
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Figure 4.53 – Géométrie pour une particule rectangulaire
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Figure 4.54 – Influence de ± sur le coe�cient de réflexion
|r "2 (0,k2)| pour di↵érentes formes

cercle, la convergence est moins rapide et pour ±= 10°5m nous n’avons pas encore atteint un coe�cient égal à 1.
Nous allons regarder ce qui se passe quand nous augmentons la hauteur de la couche.

4.4.3 Influence de la hauteur de la couche

Nous regardons maintenant l’impact de l’épaisseur de la couche. Pour cela, nous empilons plusieurs couches
de particules espacées entre elles d’une distance 2±. Nous traçons dans la Figure 4.56 l’évolution du coe�cient de
réflexion en fonction de ±. Nous fixons la fréquence à 2GHz et "= 10°4m. Nous considérons dans cette section que
les particules sont circulaires.
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Figure 4.55 – Géométrie pour des couches empilées
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Figure 4.56 – Influence de plusieurs couches empilées sur
le coe�cient de réflexion |r "2 (0,k2)| en fonction de ±
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La Figure 4.56 met en exergue que plus le nombre de couches augmente plus la transition se fait rapidement.

4.4.4 Influence de la disposition des particules

Après avoir regardé l’impact de l’épaisseur de la couche, nous nous intéressons à l’influence de la répartition des
particules dans la couche. Ainsi, nous comparons les résultats précédents avec une répartition en quinconce. Nous
traçons dans la Figure 4.58 l’évolution du coe�cient de réflexion en fonction de ± en fixant la fréquence à 2GHz et
"= 10°4.
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Figure 4.57 – Géométrie pour des couches en quinconce
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Figure 4.58 – Influence de plusieurs couches en quinconce
sur le coe�cient de réflexion |r "2 (0,k2)| en fonction de ±

Si nous comparons la Figure 4.56 et la Figure 4.58, nous remarquons que la transition se fait beaucoup plus
rapidement pour une répartition en quinconce.

Remarque 19. Notons que la convergence pour un milieu dont la période contient 6 particules en quinconce est
presque égal à celle pour un milieu dont la période contient 5 particules empilées. Nous traçons l’évolution du
coe�cient de réflexion sur le même graphe pour comparer l’évolution (Figure 4.59).

4.4.5 Taux de remplissage

Nous regardons l’impact du taux de remplissage Ω. Le taux de remplissage est donné par Ω= A i r e(par ti cules)
A i r e(couche)

.

Ce paramètre sera intéressant pour pouvoir par la suite comparer ces résultats aux résultats d’une répartition aléa-
toire des particules.

Pour une particule circulaire, nous avons le tableau suivant qui permet de relier ± à Ω= º

4(±+1)2

± 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Ω 0.649 0.545 0.465 0.401 0.349 0.307 0.272 0.242 0.218 0.196
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Figure 4.59 – Comparaison entre particules empilées et particules en quinconce pour une hauteur de couche équivalente

± 1.5 2.0 2.5 3.0 4.0
Ω 0.126 0.087 0.064 0.049 0.03

Dans la Figure 4.60, nous traçons l’évolution du coe�cient de réflexion en fonction du taux de remplissage pour
une fréquence de 2GHz, Z = 1, µ= 0, des particules de rayon "= 10°4m. Plus le taux de remplissage augmente, plus
le coe�cient de réflexion augmente. Notons que pour avoir un passage d’un coe�cient égal à 0 à un coe�cient
égal à 1, il faut un taux de remplissage très élevé ce qui correspond à des particules très très proche ±ø 1.
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Figure 4.60 – Évolution du coe�cient de réflexion en fonction du taux de remplissage
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Deuxième partie

Cas bi-dimensionnel d’une répartition
aléatoire des particules
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Chapitre 5

Présentation du modèle
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Dans cette partie, nous nous intéressons au problème où, comme dans la première partie, l’objet est plan mais
dans cette partie la distribution des particules dans la couche est aléatoire. Nous étudions l’équation de Helmholtz en
2D et en 3D. Nous considérons dans cette partie un terme source plutôt qu’une onde plane car le cadre fonctionnel
et variationnel est plus simple.

Dans ce chapitre, nous commençons par présenter la géométrie considérée, nous présentons le problème de dif-
fraction et nous montrons qu’il est bien posé, si les tailles des particules et de la couche sont assez petites, avec une
constante de stabilité indépendante de la géométrie et donc de la réalisation. Après avoir introduit les hypothèses sur
la loi de distribution des particules (qui nous permettront de faire le développement asymptotique), nous montrons
le caractère bien posé dans un cadre fonctionnel qui prend en compte l’aléa.

5.1 Géométrie

Soit x un point dans Rd pour d = 2 ou d = 3. Nous notons x“ la composante tangentielle de x, en particulier
x“ = x1 pour d = 2 et x“ = (x1, x2) pour d = 3. Nous avons alors x = (x“, xd ).

Nous considérons un plan infini, noté ß0 := {xd = 0}, recouvert d’une couche mince notée L " de hauteur "hL de
particules réparties aléatoirement P "

! de taille ". Considérons pour cela P! un ensemble de particules d’échelle 1
au dessus de notre plan ß0. Nous obtiendrons notre collection de particules P "

! en mettant les particules à l’échelle ".

Nous commençons par présenter les di↵érentes hypothèses que nous faisons sur la distribution des particules.
Nous supposons qu’une particule est un ouvert borné connexe O de rayon rO normalisé à 1 où rO est défini par
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CHAPITRE 5. PRÉSENTATION DU MODÈLE

rO := 1
2

sup
x,y2O

|x ° y |. Notons que rO correspond à la définition classique du rayon quand O est un disque.

Dans toute la suite de cette partie, l’indice ! indique une dépendance en la distribution aléatoire des particules.
Nous détaillerons le cadre aléatoire que nous considérons dans la section 5.5.

Soit {y
m
! }m2N le processus ponctuel correspondant aux centres des particules. Nous supposons que :

• les particules se trouvent au moins à une distance ±> 0 les unes des autres et de ß0.

• l’ensemble des particules P! est inclus dans la couche L :=Rd°1£(±,hL+±), où hL est la taille de la couche.

• {y
m
! }m est stationnaire, c’est-à-dire la loi de distribution P de {y

m
! }m est indépendante de la variable spatiale.

De ce fait, pour tout x,y 2 Rd , la probabilité qu’un point y
m
! se trouve dans un voisinage de x est la même

que la probabilité qu’il existe un point dans un voisinage de x+y. Ceci sera détaillé dans la section 5.5.

Soit "> 0 la taille réelle des particules. L’ensemble des particules à l’échelle " contenues dans la couche mince
L " :=Rd°1 £

°
"±,"±+"hL

¢
de hauteur "hL est alors notée P "

! := "P!.

Nous introduisons le domaine D! :=Rd°1 £R+ \P! et D"
! :=Rd°1 £R+ \P "

! pour une distribution de particules
! donnée.

ß0

1 hL

±

L

D!

5.2 Formulation du problème

Équation de Helmholtz

Pour une fonction source donnée dont le support est éloigné de la couche,

f 2 L2°D"
!

¢
telle que Supp( f ) est compact et inclus dans

©
x 2D"

!; xd > "hL
™

, (1)

nous nous intéressons à la solution u"
! de l’équation de Helmholtz

°¢u"
!°k2u"

! = f dans D"
! , (2)

où k est le nombre d’onde.

Remarque 20. Nous considérons ici le cas d’un terme source plutôt qu’une onde plane car le cadre fonctionnel
et variationnel est plus simple. L’extension des résultats théoriques au cas de l’onde plane est une perspective.
Cependant, nous supposerons pour le numérique que les résultats théoriques obtenus s’étendent au cas de l’onde
plane.
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Condition d’impédance sur ß0

Sur ß0, nous considérons une condition de Robin

°@xd u"
! + i k∞ u"

! = 0 sur ß0 , (3)

où le coe�cient ∞ 2C est tel que

Re
°
∞
¢
> 0 .

Condition de conducteur parfait sur les particules P "
!

A la frontière des particules @P "
!, nous imposons au champ soit une condition de Dirichlet homogène

u"
! = 0 sur @P "

! ; (4)

soit une condition de Neumann homogène

ru"
! ·~n = 0 sur @P "

! ; (5)

où ~n désigne le vecteur normal à la frontière @P "
! extérieur à D"

!.

Nous rappelons que ces conditions correspondent pour l’équation de Maxwell aux polarisations TE et TM res-
pectivement.

Condition de radiation

Enfin, la formulation du problème doit être complétée par une condition de radiation. Comme dans [CWM05,
CWE10] (où une condition aux limites de Dirichlet sur l’hyperplan infini est considérée) et dans [HLQZ15, BR19](où
une condition aux limites d’impédance est considérée mais sans les particules), nous utilisons la condition de radia-
tion à propagation sortante (”Upward propagating radiation condition (UPRC)”en anglais). Cette condition d’onde
sortante est détaillée dans la section suivante.

Problème de di↵raction

Finalement, le problème de di↵raction s’écrit :
Trouver u"

! telle que 8
><
>:

°¢u"
!°k2u"

! = f dans D"
! ,

°@xd u"
!+ i k∞u"

! = 0 sur ß0 ,

u"
! est une onde sortante ;

(P"!)

et soit

u"
! = 0 sur @P "

! ; (CD!)

soit

ru"
! ·~n = 0 sur @P "

! . (CN!)
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"
"± ß0

°@xd u"
!+ i k∞u"

! = 0

°¢u"
!°k2u"

! = f

soit u"
! = 0

soit ru"
! ·~n = 0

sur @P "

"hL

D"
!

5.3 Condition d’onde sortante et opérateur de Dirichlet-to-Neumann

Nous allons dans cette section rendre plus explicite la notion de condition d’onde sortante pour notre problème.
Comme dans le chapitre 2, nous introduisons l’interface située au dessus des particules

ß"L := {xd = "L} avec L >
°
±+hL

¢
; (6)

et nous notons
B"L
!,0 :=Rd°1 £ (0,"L) \P "

! (7)

le domaine situé en dessous de ß"L et
B"L

1 :=Rd°1 £ ("L,+1) (8)

le domaine situé au dessus de ß"L.

Rappelons que le support de f ΩB"L
1 .

Remarque 21. Comme pour le cas périodique, nous ne sommes pas obligé d’écrire la condition d’onde sortante sur
ß"L avec le ". Elle peut être écrire sur ßL avec L > "

°
±+hL

¢
.

x1

xd ß0

ß"L

B"L
!,0

B"L
1

Pour définir la condition de radiation à propagation sortante, nous nous reportons aux résultats de [CWRZ99]
et [CWM05] qui traitent de la di↵raction 2D par une surface rugueuse (définie comme le graphe d’une fonction)
avec condition de Dirichlet et [BR20] qui traite le cas de la di↵raction 2D et 3D par une surface rugueuse de type
Robin.
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Pour l’énoncer, nous introduisons la solution fondamentale de l’équation de Helmholtz

¡(x,y) =

8
>><
>>:

i
4

H(1)
0

°
k|x°y|

¢
, pour d = 2

exp
°
i k|x°y|

¢

4º|x°y| , pour d = 3
pour x,y 2Rd , x 6= y ;

où H(1)
0 est la fonction de Hankel de première espèce d’ordre 0. La condition de radiation à propagation sortante

(UPRC) s’écrit

u"
!(x) = °2

ˆ
ß"L

@xd¡(x,y) u"
!

ØØØ
ß"L

°
y“

¢
dy“ , x 2B"L

1 , (9)

où y = (y“, yd ).

Pour donner un sens à cette équation intégrale, il n’est pas nécessaire que u|ß"L
soit L2 (par exemple pour d = 2,

u|ß"L
2 L1 su�t puisque @xd¡= O

≥
1

y
3/2
“

¥
). Néanmoins, dans le cas où u|ß"L

2 L2°ß"L
¢
, cette condition s’écrit à l’aide

de la transformée de Fourier, avec x = (x“, xd ),

u(x) = 1

(2º)(d°1)/2

ˆ
Rd°1

b¡L(≥) e°i (xd°L)
p

k2°|≥|2 ei x“·≥ d≥ ; (10)

où

• ¡L = u
ØØØ
ß"L

, ≥ 2 Rd°1, b¡L(≥) = 1

(2º)(d°1)/2

ˆ
Rd°1

¡L(y“) e°i y“·≥ dy“ est la transformée de Fourier de ¡L où nous

avons identifié ß"L et Rd°1.

•
p

k2 ° |≥|2 =°i
p

|≥|2 °k2 quand k < |≥|.
Cette représentation est à rapprocher de la décomposition modale du théorème 2 du chapitre 2.

Nous allons utiliser la caractérisation suivante des espaces de Sobolev, pour s > 0

Hs°ß"L
¢
=

n
' 2 L2°ß"L

¢
telle que

°
|≥|2 +1

¢s/2 b' 2 L2°Rd°1¢o (11)

et H°s°ß"L
¢
=

≥
Hs°ß"L

¢¥0
qui vérifie H°s°ß"L

¢
=

Ω
',

≥
|≥|2 +1

¥°s/2
b' 2 L2

æ
.

L’opérateur §, dit de Dirichlet-to-Neumann (DtN), s’écrit

8' 2 H1/2°ß"L
¢

, §'(y“) = 1

(2º)
d°1

2

ˆ
Rd°1

i
q

k2 ° |≥|2 b'(≥) ei y“≥ d≥ ; (12)

où encore 8',√ 2 H1/2°ß"L
¢
, H°1/2h§',√i

H1/2 = 1

(2º)
d°1

2

ˆ
Rd°1

i
q

k2 ° |≥|2 b'(≥) b√(≥) d≥.

Définition 60

Nous pouvons montrer (voir [CWM05]) que § vérifie les propriétés suivantes.
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L’opérateur § : H1/2°ß"L
¢
! H°1/2°ß"L

¢
est un opérateur continu et nous avons évidemment

(
Reh§','i ∏ 0 ,

Imh§','i ∏ 0 ,
8' 2 H1/2°ß"L

¢
. (13)

Proposition 61

Comme c’est une condition de Robin (avec Re(∞) > 0) qui est imposée sur ß0, et que le terme source est sup-
posé L2, quelque soient les conditions qui sont imposées sur les particules (condition de Dirichlet ou de Neumann),

nous allons chercher la solution u"
! telle que u"

!

ØØØ
B"L

!,0

2 H1°B"L
!,0

¢
et 8(L,L0), L0 > L > (hL +±), u

ØØØ
D"

L,L0
2 H1°D"

L,L0
¢
avec

D"
L,L0 =Rd°1 £ ("L,"L0), si bien que u

ØØØ
ß"L

2 H1/2°ß"L
¢
.

5.4 Caractère bien posé du problème de di↵raction

Le problème se réécrit :
Trouver u"

! dans H1°B"L
!,0

¢
telle que u"

! satisfait

8
>><
>>:

°¢u"
!°k2u"

! = f dans B"L
!,0 ,

°@xd u"
!+ i k∞u"

! = 0 sur ß0 ,

@xd u"
!+§u"

! = 0 sur ß"L ,

(P"!,0)

et soit
u"
! = 0 sur @P "

! ; (CD!,0)

soit
ru"

! ·~n = 0 sur @P "
! . (CN!,0)

Soit VN := H1°B"L
!,0

¢
et VD :=

n
u 2 H1°B"L

!,0

¢
, u|@P "

!
= 0

o
.

Les formes variationnelles associées aux problèmes (P"!,0)+(CD!,0) ou (P"!,0)+(CN!,0) sont :

Trouver u"
!,J 2 VJ , a

°
u"
!,J, v!

¢
= l "(v!) , v! 2 VJ (FV)

avec 8u, v 2 VJ

a(u, v) =
ˆ

B"L
!,0

ru ·rv dx ° k2
ˆ

B"L
!,0

u v dx + H°1/2h§u|ß"L
, vi

H1/2 + i k∞
ˆ
ß0

u v dx“ , (14)

et

l "(v) =
ˆ

B"L
!,0

f v dx . (15)

Il est plus délicat de prouver le caractère bien posé de ce problème. Les arguments standards, utilisés dans le
chapitre 2, pour prouver le caractère Fredholm, en montrant que l’opérateur intervenant dans la modélisation est
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une perturbation compacte d’un opérateur coercif, ne s’appliquent plus car le problème ne peut pas être reformulé
en domaine borné. Mentionnons que dans [CW97], l’auteur utilise une formulation du problème à partir d’équations
intégrales pour montrer que le problème de di↵raction par une surface plane 2D de type Robin (avec ∞ 2 L1 tel que
Re(∞) ∏ ¥> 0) est bien posé. Ce résultat a été étendu dans [ZCW03] au cas d’une surface rugueuse C1,1.

Dans le cas d’une surface rugueuse de type Lipschitz, le caractère bien posé d’une formulation similaire à (FV) a
été démontré dans [BR20]. Une partie des résultats concerne le cas basse fréquence (basse par rapport aux variations
de la surface). Nous avons étendu ce résultat à notre cas, où les particules sont petites devant la longueur d’onde
(ce qui constitue ici le cas basse fréquence). Dans ce cas, il est possible (comme dans le théorème 6 du chapitre 2)
de montrer que le problème est coercif. Nous montrons ce résultat pour une forme linéaire quelconque.

Soit l " une forme linéaire continue dans VJ pour J 2 {D,N} alors il existe une unique solution u"
! 2 VJ

solution de (FV) et il existe "0 > 0 et C > 0 tels que 8"< "0

∞∞∞u"
!

∞∞∞
H1(B"L

!,0)
∑ C|||l "||| ; (16)

où "0 et C sont indépendantes de " et de la position des particules donc de !.

Théorème 62

Preuve. Nous utilisons la même démarche que dans la preuve du théorème 6 du chapitre 2.

Comme l " est continue dans VJ, il existe f " 2 VJ telle que

8v 2 VJ , l "(v) =
°

f ", v
¢

L2(B"L
!,0) +

°
r f ",rv

¢
L2(B"L

!,0) . (17)

Nous introduisons pour tout y 2BL
!,0 = R

d°1 £ (0,L) \P!, fu!(y) = u"
!("y) et fv!(y) = v!("y). Nous avons alors

ˆ
B"L

!,0

u"
! v!dy = "d

ˆ
BL

!,0

fu! fv!dy ;

et ˆ
B"L

!,0

ru"
! ·rv!dy = "d°2

ˆ
BL

!,0

rfu! ·rfv!dy .

Nous trouvons alorsˆ
BL

!,0

rfu!·rfv!dy°k2"d
ˆ

BL
!,0

fu! fv!dy+H°1/2he§fu!, evi
H1/2+i k∞"d°1

ˆ
ß0

fu! fv! dy“ = "d
ˆ

BL
!,0

ef fv! dy+"d°2
ˆ

BL
!,0

r ef ·rfv! dy

(18)
où ef (y) = f ("y), 8y 2BL

!,0 et comme 8≥ 2Rd°1, cfu!
°
≥
¢
= "d°1cu"

°
"≥

¢
, nous avons

H°1/2he§fu!, fv!iH1/2 =
ˆ
Rd°1

i
q
"2k2 ° |≥|2 cfu!(≥) cfv!(≥) d≥ . (19)

Nous notons ea la forme bilinéaire intervenant dans (18).
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1- La preuve, comme pour le théorème 6 du chapitre 2, repose sur une inégalité de type Poincaré généralisée,

9c > 0 , 8u 2 H1°BL
!,0

¢
,

∞∞∞u
∞∞∞

2

L2(BL
!,0)

∑ c
∑∞∞∞ru

∞∞∞
2

L2(BL
!,0)

+
∞∞∞u|ßL

∞∞∞
2

L2(ßL)

∏
. (20)

Pour u 2D
°
BL

¢
avec BL =Rd°1 £ (0,L), nous avons

u
°
x“, xd

¢2 °u
°
x“,0

¢2 = 2
ˆ xd

0
u

°
x“, s

¢
@xd u

°
x“, s

¢
ds

∑ 2
∞∞∞u

°
x“, ·

¢∞∞∞
L2(0,L)

∞∞@xd u
°
x“, ·

¢∞∞
L2(0,L)

qui peut se réécrire (peut aussi être déduit d’une inégalité de Hardy)

1
L
ku(x“, ·)k2

L2(0,L) ∑ ¥
2ku(x“, ·)k2

L2(0,L) +
1
¥2

∞∞@xd u(x“, ·)
∞∞2

L2(0,L) +u(x“,0)2

≥1
L
°¥2

¥
ku(x“, ·)k2

L2(0,L) ∑
1
¥2

∞∞@xd (x“, ·)
∞∞2

L2(0,L) +u(x“,0)2

≥1
L
°¥2

¥
kuk2

L2(BL) ∑
1
¥2

∞∞@xd u
∞∞2

L2(BL) +ku|ß0
k2

L2(ß0) (21)

Par densité de D(BL) dans H1(BL), nous en déduisons la même inégalité dans H1°BL
¢
.

Si u 2 VD, nous pouvons prolonger u par 0 à l’intérieur des particules. La fonction prolongée reste dans H1 et
ses normes L2 et H1 sont inchangées. L’inégalité (21) reste donc vraie dans VD.

Si u 2 VN. Comme les particules ne se touchent pas, pour tout (x“, xd ) dans BL
!,0, il existe un chemin

∞(x“,xd ) : (0,1) ! BL
!,0 tel que ∞(x“,xd )(0) =

°
x“, xd

¢
et ∞(x“,xd )(1) =

°
x“,0

¢
; 8t , k∞0(t )k 6= 0 et la longueur de

la courbe

ˆ 1

0
k∞0(x“,xd )(t )k dt ∑ C(L) est bornée par une constante indépendante de x“, xd , de la répartition

des particules et donc de l’aléatoire !. Nous avons également k∞0kL1 ∑ C(L).

ß0

£
u(x“, xd )

§2 °
£
u(x“,0)

§2 = 2
ˆ 1

0
u

≥
∞(x“,xd )(t )

¥
ru

≥
∞(x“,xd )(t )

¥
·∞0(x“,xd )(t )dt

∑ 2C(L)
hˆ 1

0
u

≥
∞(x“,xd )(t )

¥2
dt

i1/2 hˆ 1

0

∞∞∞ru
≥
∞(x“,xd )(t )

¥∞∞∞
2

dtk
i1/2

Soit pour tout (x“, xd ) 2BL
!,0,

h
u(x“, xd )

i2
∑ ¥2 C(L)

ˆ 1

0
u

≥
∞(x“,xd )(t )

¥2
dt + C(L)

¥2

ˆ 1

0

∞∞∞ru
≥
∞(x“,xd )(t )

¥∞∞∞
2

dt +u(x“,0)2
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alors
∞∞∞u

∞∞∞
2

L2(BL
!,0)

∑ ¥2 C(L)
ˆ

(x“,xd )2BL
!,0

ˆ 1

0

h
u

≥
∞(x“,xd )(t )

¥i2
dt + 1

¥2 C(L)
ˆ

(x“,xd ))2BL
!,0

ˆ 1

0

∞∞∞ru
≥
∞(x“,xd )(t )

¥∞∞∞
2

dt

+L
ˆ
Rd°1

u(x“,0)2 dx“ .

Orˆ
(x“,xd )2BL

!,0

ˆ 1

0
f
≥
∞(x“,xd )(t )

¥2
dt =

ˆ 1

0

ˆ
(x“,xd )2BL

!,0

f
≥
∞(x“,xd )(t )

¥2
dt

∑ C
ˆ 1

0

ˆ
BL

!,0

f (y)2 dy puisque 8t 2 (0,1)
n
∞(x“,xd )(t ) , (x“, xd ) 2BL

!,0

o
ΩBL

!,0

∑ C k f k2
L2(BL

!,0)
pour f = u et kruk .

Il su�t ensuite de choisir ¥ assez petit pour obtenir l’inégalité de Poincaré généralisée.

2- Nous en déduisons ensuite le résultat comme dans le chapitre 2.

5.5 Cadre aléatoire

Soit ≠ l’ensemble des processus ponctuels {y
m
! }m dans la bande Rd°1£(±+1;hL+±°1). Nous équipons ≠ de sa

tribu cylindrique F . La loi P de distribution des centres des particules constitue une mesure de probabilité sur (≠,F ).

Nous introduisons l’opérateur de translation ø :≠£Rd !≠

8
°
!,x

¢
2≠£Rd tels que y

m
! +x 2L , ø

°
!,x

¢
=!0 avec y

m
!0 = y

m
! +x pour tout m 2N . (22)

Dans ce qui suit, nous notons øx := ø(·, x).

L’action (øx )x2Rd du groupe (Rd ,+) sur (≠,F ,P) vérifie alors :

• ø :

(
Rd £≠!≠

(x,!) 7! øx!
est mesurable ;

• 8x, y 2Rd , øx+y = øxøy ;

• ø préserve la mesure P autrement dit 8x 2Rd , 8A 2F , P
°
øx A

¢
=P(A).

Muni de cette action sur
°
≠,F ,P

¢
, nous pouvons maintenant énoncer la définition d’un processus stationnaire

sur Rd £≠ pour notre problème.

Soit (øy )y2Rd l’opérateur de translation défini par (22). Un processus f :Rd £≠!Rp est dit stationnaire
par rapport à ø si et seulement si

8x, y 2Rd , p.t. ! 2≠ , f (x + y,!) = f (x,øy!) .

Définition 63
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Nous supposons de plus que l’action
°
øx

¢
x2Rd est ergodique.

L’action
°
øx

¢
x2Rd est dite ergodique si tout événement ø-invariant a une probabilité 0 ou 1, autrement

dit si
8A 2F ,

≥
8x 2Rd , øx A = A

¥
()

≥
P(A) 2 {0,1}

¥
.

Définition 64

Un processus est dit stationnaire et ergodique si l’action donnée par (22) est ergodique.

Une conséquence de l’ergodicité est le théorème ergodique de Birkho↵ que nous rappelons ci-dessous.

Soit f un processus stationnaire par rapport à l’action ergodique
°
øx

¢
x2Rd de L1

l oc

°
Rd ,L1(≠)

¢
. Alors

presque sûrement et dans L1(≠)

8x 2Rd ,
1

|BR|

ˆ
BR

f (y +x,!) dy °!
R!+1

E( f ) .

Ici, on note BR la boule centrée en 0 et de rayon R dans Rd .

Théorème 65

Intuitivement si A est ergodique alors la donnée de A sur un grand domaine nous permet de retrouver toutes les
statistiques du processus.

Nous nous référons à [Shi84, Reu86] pour la preuve de ce théorème.

Un exemple d’un processus qui est stationnaire et ergodique est le processus point de Poisson. Un
processus point de Poisson homogène d’intensité ∫ sur Rd°1 £R+ est un sous ensemble ¶ vérifiant

• Pour tout B 2 B
°
Rd°1 £R+

¢
borné, le nombre de points du processus contenu dans B noté N(B)

suit une loi de Poisson de paramètre ∫|B|.
• Pour tout B1, . . . ,Bn 2 B

°
Rd°1 £R+

¢
disjoints, les variables aléatoires N(B1), . . . ,N(Bn) sont indé-

pendantes.

Exemple 1

Remarque 22. Il est possible de complexifier la construction du processus en choisissant des rayons indépendants
et identiquement distribués, des formes arbitraires.
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5.6 Caractère bien posé du problème de di↵raction dans le cadre aléatoire

Pour tout espace de Banach V, nous définissons L 2°≠,V
¢
l’espace des applications mesurables u :≠! V telles

que

E
£
kuk2

V

§1/2 < +1 ;

muni de la norme
8 u 2L 2°≠,V

¢
, kukL 2(≠,V) = E

£
kuk2

V

§1/2
.

Soit l " une forme linéaire continue dans L 2°≠,VJ
¢
pour J 2 {D,N} alors il existe "0 > 0 et C > 0 tels que

8"< "0

E

∑∞∞∞u"
!

∞∞∞
2

H1(B"L
!,0)

∏1/2

∑ C |||l "|||
L

≥
L 2

°
≠,VJ

¢¥ (23)

La constante C ne dépend pas de ".

Corollaire 66

Preuve. Comme la constante C qui apparâıt dans l’inégalité de Poincaré généralisée (20) est indépendante de !,
nous pouvons prendre l’espérance de part et d’autre de l’égalité. Nous obtenons

ku"k
L 2

°
≠,L2(B"L

!,0)
¢ ∑ C

h
kru"k2

L 2
°
≠,L2(B"L

!,0)
¢ + ku"k2

L 2
°
≠,L2(ß0)

¢
i

.

Nous pouvons alors dérouler la preuve de la même manière que dans le chapitre 2 mais avec les normes appropriées.
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Chapitre 6

Développement asymptotique
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Dans ce chapitre, pour construire des conditions e↵ectives qui vont remplacer la couche de particules, nous
partons d’un développement asymptotique qui ressemble beaucoup à celui du cadre périodique, la stationnarité
remplaçant la périodicité. Le développement asymptotique fait intervenir les termes de champ proche, qui sont
supposés stationnaires et tendant vers 0 à l’infini, et les termes de champ lointain. Les termes de champ proche
sont toujours solutions de problèmes de type Laplace mais ici ils sont posés dans un demi-espace infini privé des
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particules.Le caractère bien posé de ces problèmes est beaucoup plus délicat à démontrer que dans le cadre pé-
riodique. Il faut se placer dans un espace fonctionnel prenant en compte l’aléa pour tirer profit de la stationnarité
comme dans le cas de l’homogénéisation stochastique. Comme le milieu est homogène au dessus des particules, nous
remplaçons le demi-espace au dessus des particules par une condition transparente de type Dirichlet-to-Neumann.
Ensuite pour montrer l’existence et l’unicité des termes de champ proche nous passons par une méthode de régu-
larisation comme dans l’homogénéisation stochastique. Cependant cette approche ne nous a pas permis de déduire
le comportement à l’infini de ces termes de champ proche. Nous avons donc choisi de considérer les problèmes de
champ proche régularisés pour déterminer les conditions e↵ectives. L’avantage est que cela correspond à ce que nous
faisons numériquement. L’inconvénient est que la régularisation détériore les estimations d’erreurs. Les estimations
d’erreurs ne sont pas optimales mais elles pourraient être améliorées en ajoutant des hypothèses quantitatives sur
l’aléa (ce que nous n’avons pas eu le temps de faire pour l’instant). Les modèles e↵ectifs obtenus sont déterministes
et ressemblent beaucoup à ceux du cas périodique mais les constantes sont calculés di↵éremment. Nous montrons
que la solution e↵ective est proche de la solution exacte presque sûrement. Cela signifie que même si la répartition
des particules n’est pas connue, il est légitime de remplacer le modèle exact par le modèle e↵ectif. Ce sera une
bonne approximation quelque soit la répartition.

6.1 Ansatz du développement asymptotique

Comme pour le cas 2D périodique, nous proposons un développement asymptotique qui dépend d’un paramètre
noté H dans la suite.

Nous notons x“ la composante tangentielle de x, en particulier x“ = x1 pour d = 2 et x“ = (x1, x2) pour d = 3 .
Nous avons alors x = (x“, xd ).

Nous introduisons le plan ß"H := {xd = "H} avec H > hL+± où nous rappelons que ±> 0 est la distance minimale
entre les particules.

Pour presque tout ! 2≠, nous divisons le demi-espace B"
! en deux régions :

• le domaine B"H
!,0 :=Rd°1 £ (0,"H) \P "

! situé en dessous de ß"H ;

• le domaine B"H
1 :=Rd°1 £ ("H,+1) situé au dessus de ß"H.

x1

xd ß0

ß"H

B"H
!,0

B"H
1

En dessous de ß"H, c’est-à-dire pourxd < "H, nous supposons que la solution u"
!(x) se développe en fonction de
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" de la façon suivante :

u"
!(x) =

X

m2N
"mUNF

!,m

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥
, p.p. x“ 2Rd°1 , p. p. xd 2 (0,"H) . (1)

Ce développement dépend des termes UNF
!,m , dits de champ proche, qui dépendent de x“ mais aussi des variables

microscopiques y := (y“, yd ) =
°

x“
" , xd

"

¢
.

Au-dessus de ß"H, c’est-à-dire pour xd > "H, nous supposons que la solution u"
!(x) se développe de la façon

suivante :

u"
!(x) =

X

m2N
"mUNF

!,m

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥
+

X

m2N
"muFF

!,m(x) , p.p. x“ 2Rd°1 , p. p. xd 2 ("H,+1) . (2)

Ce développement dépend des termes de champ proche mais il fait aussi intervenir les termes uFF
!,m , dit termes de

champ lointain, qui ne dépendent que des variables macroscopiques x, qui n’ont pas de variations à l’échelle des
particules et qui correspondent au comportement de notre solution u"

! loin des particules. Ces termes de champ
lointain ne vivent qu’au dessus des particules, plus précisément dans Rd°1£ ("H,+1). Ce sont les termes de champ
proche qui transfèrent les caractéristiques des particules aux termes de champ lointain.

Par ailleurs, nous imposons que les termes de champ proche doivent être stationnaires par rapport aux variables
microscopiques tangentielles y“ étant donné la stationnarité de la distribution des particules. Nous faisons ainsi les
hypothèses suivantes : pour tout m 2N, le terme de champ proche UNF

!,m vérifie

• 8x“ 2Rd°1, 8yd 2R§
+,

°
!,y“

¢
7! UNF

!,m(x“;y“, yd ) est stationnaire.

•
UNF
!,m(x“;y“, yd ) °!

yd!+1
0 , p.s. 8x“ 2Rd°1 , 8y“ 2Rd°1 . (3)

En e↵et, loin de la couche de particules, les termes de champ lointain sont censés représenter le comportement
macroscopique de la solution. Nous allons donc supposer que les termes de champ proche UNF

!,m(x“;y“, yd )
disparaissent quand yd tend vers l’infini.

Nous notons dans la suite :

• BH
!,0 :=Rd°1 £ (0,H) \P! ;

• BH
1 :=Rd°1 £ (H,+1) ;

• ßH := {yd = H} ;

• D! \ßH :=BH
!,0 [BH

1.

Pour tout P ∏ 0, nous notons ßP := {yd = P}.

L’idée est de supposer qu’un tel développement existe. Nous insérons alors ce développement dans les équations
vérifiées par la solution u"

! et nous déduisons formellement les équations vérifiées par les termes de champ proche
et les termes de champ lointain.
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6.2 Équations satisfaites par les termes de champ lointain et les termes de
champ proche

Nous écrivons les équations données par (P"!)+(CD!) ou (P"!)+(CN!) en supposant que u"
! est de la forme (1)

dans B"H
!,0 et (2) dans B"H

1 . Nous raisonnons ici p.s. pour une répartition de particules ! 2≠ donnée.

6.2.1 Cascade d’équations pour les termes de champ lointain

D’après l’hypothèse (3), la série
X

m2N
"muFF

!,m(x) est solution de l’équation de Helmholtz du problème (P"!). En

identifiant formellement les puissances de ", nous obtenons

8m 2N , °¢uFF
!,m(x) ° k2 uFF

!,m(x) = f ±0 , 8x = (x“, xd ) 2Rd°1 £ ("H,+1) ; (4)

avec ±0 = 1 si m = 0 et ±0 = 0 sinon.

De même, les termes de champ lointain uFF
!,m vérifient la condition d’onde sortante.

L’équation (4) et la condition d’onde sortante ne permettent pas de caractériser uFF
!,m de manière unique. Nous

devons encore déterminer une condition de bord pour uFF
!,m sur ß"H ; celle-ci apparâıtra comme une condition né-

cessaire à l’existence et à l’unicité des termes de champ proche.

6.2.2 Cascade d’équations pour les termes de champ proche

Équation volumique

Comme les termes de champ proche dépendent de plusieurs variables, nous allons utiliser la règle de dérivation
suivante :

8m 2N , rx“

≥
UNF
!,m

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥¥
=

h
rx“UNF

!,m

i≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥
+ 1
"

h
ry“UNF

!,m

i≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥
, 8x“ 2Rd°1 , 8xd 2R§

+ ;

8m 2N , @xd

≥
UNF
!,m

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥¥
= 1

"

h
@yd UNF

!,m

i≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥
, 8x“ 2Rd°1 , 8xd 2R§

+ .

Le laplacien de UNF
!,m

°
x“; x“

" , xd
"

¢
s’écrit alors pour tout m 2N, 8x“ 2Rd°1, 8xd 2R§

+,

¢
≥
UNF
!,m

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥¥
=

h
¢x“UNF

!,m

i≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥
+ 2

"

h
rx“ ·ry“UNF

!,m

i≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥
+ 1

"2

h
¢yUNF

!,m

i≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥
.

Commençons par regarder ce que l’on obtient lorsque xd < "H. La solution u"
! se développe uniquement à l’aide

des termes de champ proche UNF
!,m . Nous remplaçons alors u"

!(x) par
X

m2N
"mUNF

!,m

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥
dans l’équation de

Helmholtz du problème (P"!), nous obtenons

¢

√
X

m2N
"mUNF

!,m

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥!
+ k2

√
X

m2N
"mUNF

!,m

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥!
= 0 , 8x“ 2Rd°1 , 8xd 2R§

+ .
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Si bien qu’en utilisant la décomposition du Laplacien précédente, nous avons pour presque tout (x“, xd ) 2D"
!

X

m∏0
"m°2

h
¢yUNF

!,m

i≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥
+2

X

m∏0
"m°1

h
rx“ ·ry“UNF

!,m

i≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥
+

X

m∏0
"m

h
¢x“UNF

!,m

i≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥

+
X

m∏0
"m k2 UNF

!,m

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥
= 0 , 8x“ 2Rd°1 , 8xd 2R§

+ .

En identifiant formellement les puissances de " et en supposant que les équations sont vraies pour presque tout
x“ 2Rd°1, pour tout y 2Rd°1 £ (0,H) \P!, nous obtenons alors

p.p. x“ 2Rd°1 , ¢yUNF
!,m(x“; · ) =°2rx“ ·ry“UNF

!,m°1(x“; · )°
≥
¢x“+k2

¥
UNF
!,m°2(x“; · ) dans BH

!,0 , pour m ∏ 0 ;

(5)
où par convention UNF

!,°2 = UNF
!,°1 = 0.

Regardons maintenant ce que l’on obtient lorsque xd > "H. Nous remplaçons u"
! par le développement (2) dans

l’équation de Helmoltz du problème (P"!), nous obtenons

¢

√
X

m2N
"mUNF

!,m

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥
+

X

m2N
"muFF

!,m(x)

!
+k2

√
X

m2N
"mUNF

!,m

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥
+

X

m2N
"muFF

!,m(x)

!
= f ±0 , 8x“ 2Rd°1 , 8xd 2R§

+ ;

qui se réécrit

¢

√
X

m2N
"mUNF

!,m

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥!
+k2

√
X

m2N
"mUNF

!,m

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥!
+

X

m2N
"m °

¢uFF
!,m(x)+k2uFF

!,m(x)
¢

| {z }
=° f ±0 d’après (4)

=° f ±0 , 8x“ 2Rd°1 , 8xd 2R§
+ .

Nous retrouvons donc la même cascade d’équations, donnée par (5), pour presque tout x“ 2Rd°1, (y“, yd ) 2BH
1.

La cascade d’équation (5) est donc vérifiée dans D! \ßH.

Cherchons maintenant les conditions sur le bord ß0, les particules P "
! et l’interface ß"H. Nous allons utiliser le

fait que x“ est liée aux variations macroscopiques des champs proches. Dans la suite, nous allons considérer que
x“ joue le rôle d’un paramètre, par séparation des échelles les conditions de bords ne seront imposées que sur les
variables rapides.

Conditions aux limites sur les particules

Dans le cas où nous avons une condition de Dirichlet sur les particules (CD!)

u"
! = 0 sur @P "

! .

Les particules sont situées dans l’espace Rd°1 £ (0,H), la solution u"
! se développe uniquement à l’aide des termes

de champ proche. Nous remplaçons u"
! par

X

m2N
"mUNF

!,m , nous identifions les puissances de " et nous supposons que

les équations sont vérifiées pour presque tout x“ 2Rd°1, y 2 @P!. Nous obtenons alors directement

p.p. x“ 2Rd°1 , UNF
!,m(x“ ; · ) = 0 sur @P! , pour m ∏ 0 . (6)
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Dans le cas d’une condition de Neumann sur les particules (CN!)

ru"
! ·~n = 0 sur @P "

! ;

avec ~n =
µ
n1

n2

∂
le vecteur normal à @P "

!. Nous remplaçons u"
! par

X

m2N
"mUNF

!,m ; en utilisant la règle de dérivation

nous obtenons

r
√

X

m2N
"mUNF

!,m

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥!
·~n = 0 , 8(x“, xd ) 2 @P!

()
X

m2N

0
B@
rx“UNF

!,m

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥
+ 1
"
ry“UNF

!,m

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥

1
"
@yd UNF

!,m

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥

1
CA ·~n = 0 , 8(x“, xd ) 2 @P!

()
X

m∏0
"m

√
rx“UNF

!,m

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥

0

!
·~n +

X

m∏°1
"mryUNF

!,m+1

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥
·~n = 0 , 8(x“, xd ) 2 @P! .

Nous identifions formellement les puissances de " et nous supposons que les équations sont vérifiées pour presque
tout x“ 2Rd°1 et y 2 @P!. Nous avons alors

p.p. x“ 2Rd°1 , ryUNF
!,m(x“ ; · ) ·~n = °rx“UNF

!,m°1(x“; · ) · ~n“ sur @P! , pour m ∏ 0 . (7)

Conditions aux limites sur ß0

La condition aux limites sur ß0 est donnée par

°@xd u"
! + i k∞ u"

! = 0 sur ß0 .

Nous remplaçons u"
! par

X

m2N
"mUNF

!,m et nous obtenons

°@xd

√
X

m2N
"mUNF

!,m

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥!
+ i k∞

X

m2N
"mUNF

!,m

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥
= 0 , 8x“ 2Rd°1 , xd = 0 ;

()°
X

m∏°1
"m@yd UNF

!,m+1

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥
+ i k∞

X

m∏0
"mUNF,!

!,m

≥
x“;

x“
"

,
xd

"

¥
= 0 , 8x“ 2Rd°1 , xd = 0 .

En identifiant formellement les puissances de " et en supposant que les équations sont vérifiées pour presque tout
x“ 2Rd°1, pour presque tout (y“, yd ) 2ß0. Nous avons alors

p.p. x“ 2Rd°1 , @yd UNF
!,m(x“; · ) = i k∞ UNF

!,m°1(x“; · ) sur ß0 , pour m ∏ 0 . (8)

Conditions sur ß"H

Au voisinage de ß"H, les termes de champ proche présentent des sauts pour assurer la continuité de la trace et
de la dérivée normale de u"

!.

La continuité de u"
! nous donne

X

m∏0
"mUNF

!,m

≥
x“;

x“
"

,H°
¥
=

X

m∏0
"mUNF

!,m

≥
x“;

x“
"

,H+
¥
+

X

m∏0
"muFF

!,m

ØØØ
ß"H

(x“) , 8x“ 2Rd°1 ;
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où nous avons identifié la trace uFF
!,m(x) sur ß"H à une fonction d’une seule variable, ici x“. En identifiant les

puissances de " et en supposant que ces équations sont vraies pour presque tout x“ 2 Rd°1, (y“, yd ) 2ßH, nous avons

p.p. x“ 2Rd°1 ,
h

UNF
!,m

°
x“; ·

¢i
H

= °uFF
!,m

ØØØ
ß"H

(x“) , pour m ∏ 0 ; (9)

où nous avons utilisé la notation de saut d’une fonction :
h

U
i

H
:= U

ØØØ
ß+

H

°U
ØØØ
ß°

H

.

D’autre part, la continuité de la dérivée normale nous donne

X

m∏°1
"m@yd UNF

!,m+1

≥
x“;

x“
"

,H°
¥
=

X

m∏°1
"m@yd UNF

!,m+1

≥
x“;

x“
"

,H+
¥
+

X

m∏0
"m@xd uFF

!,m

ØØØ
ß"H

(x“) , 8x“ 2Rd°1 .

En identifiant les puissances de " et en supposant que ces équations sont vraies pour presque tout x“ 2 Rd°1 et
(y“, yd ) 2ßH, nous avons

p.p. x“ 2Rd°1 ,
h
°@yd UNF

!,m(x“; · )
i

H
= @xd uFF

!,m°1

ØØØ
ß"H

(x“) , pour m ∏ 0 ; (10)

où uFF
!,°1 = 0.

Problèmes aux limites pour les termes de champ proche

Les termes de champ proche satisfont le système d’équations type : p.s. pour tout m ∏ 0, pour presque tout
x“ 2Rd°1,

8
>>>>>>><
>>>>>>>:

°¢yUNF
!,m(x“; · ) = 2rx“ ·ry“UNF

!,m°1(x“; · ) + ¢x“UNF
!,m°2(x“; · ) + k2 UNF

!,m°2(x“; · ) dans D! \ßH ,

@yd UNF
!,m(x“; · ) = i k∞ UNF

!,m°1(x“; · ) sur ß0 ,
h

UNF
!,m(x“; · )

i
H
= °uFF

!,m

ØØØ
ß"H

(x“) ,
h
°@yd UNF

!,m(x“; · )
i

H
= @xd uFF

!,m°1

ØØØ
ß"H

(x“) ;

(11)
et soit nous imposons des conditions de Dirichlet sur les particules

UNF
!,m(x“; · ) = 0 sur @P! ; (12)

soit nous imposons des conditions de Neumann sur les particules

ryUNF
!,m(x“; · ) ·~n = °rx“UNF

!,m°1(x“; · ) ·~n“ sur @P! ; (13)

avec UNF
!,°1 = UNF

!,°2 = 0 par convention.

x“ joue le rôle d’un paramètre et pour presque tout x“ 2 Rd°1, les termes de champ proche UNF
!,m(x“; · ) sont

solutions de problèmes de type Laplace posés dans un demi-espace infini contenant des particules de taille 1 suivant
une distribution stationnaire et ergodique. Ces problèmes font intervenir des conditions de saut en ßH dépendant
des termes de champ lointain uFF

!,m et uFF
!,m°1.
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y1

yd
@yd UNF

!,m = i k∞ UNF
!,m°1

ß0

1

ßH

BH
!,0

BH
1

@P#

h
UNF
!,m

i
H
=°uFF

!,m

ØØØ
ß"H

(x“)

h
°@yd UNF

!,m

i
H
= @xd uFF

!,m°1

ØØØ
ß"H

(x“)°¢yUNF
!,m = 2 rx“ ·ry“UNF

!,m°1 +
≥
¢x“ +k2

¥
UNF
!,m°2

ryUNF
!,m ·~n =°rx“UNF

!,m°1 ·~n“

ou UNF
!,m = 0

Figure 6.1 – Schéma du système d’équations vérifié par les termes de champ proche

6.3 Comportement à l’infini des termes de champ proche

Que les champs proches vérifient des conditions de Dirichlet ou Neumann sur les particules, ils vérifient un
problème de type Laplace dans le demi-espace {yd > L}. Nous étudions dans cette section, les problèmes de Laplace
de demi-espace avec des données supposées stationnaires.

6.3.1 Étude du problème de demi-espace

Nous introduisons l’espace fonctionnel des traces H1/2
loc°stationnaires

H 1/2
L :=

Ω
√ 2 H1/2

loc

°
ßL,L2(≠)

¢
,

°
!,y“

¢
7!√!

°
y“, yd

¢
stationnaire pour tout yd > L, E

h
k√k2

H1/2(ß1
L)

i
<+1

æ
;

muni de la norme

8√ 2H 1/2
L , k√kH 1/2

L
:= E

h
k√k2

H1/2(ß1
L)

i1/2
.

Ici ß1
L :=

©
y“ 2

°
°1

2 , 1
2

¢d°1
, yd = L

™
.
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°
H 1/2

L , k ·k
H 1/2

L

¢ est un espace de Hilbert [Neu18].

Nous rappelons que BL
1 = Rd°1 £ (L,+1). Nous considérons le problème de demi-espace suivant pour tout

' 2H 1/2
L p.s. (

°¢U! = 0 dans BL
1 ,

U! ='! sur ßL .
(14)

Construisons un relèvement H1
loc

°
BL

1
¢

y“°stationnaire. Pour ce faire, nous considérons le problème régularisé
pour T > 0 p.s. (

°¢U!+T°1U! = 0 dans BL
1 ,

U! ='! sur ßL .
(15)

La cadre fonctionnel associé à (15) est le suivant

H 1
L :=

Ω
v 2 H1

loc

°
BL

1,L2(≠)
¢
,

°
!,y“

¢
7! v!

°
y“, yd

¢
stationnaire pour tout yd > L, E

hˆ +1

L
|v |2+|rv |2 dyd

i
<+1

æ
;

muni de la norme

8v 2H 1
L , kvkH 1

L
:= E

hˆ +1

L
|v |2 +|rv |2 dyd

i1/2
.

Soit H 1,D
L (') :=

n
v 2H 1

L , v |ßL
='

o
.

Pour tout ' 2H 1/2
L , il existe une unique solution VT(') dans H 1,D

L (') au problème (15).

De plus, p.s. VT,!(') admet la représentation intégrale suivante

p.s. 8y“ 2Rd°1, 8yd > L, VT,!
°
y“, yd

¢
=°2

ˆ
Rd°1

@yd GT
°
y“ °z, yd °L

¢
'!(z)dz ; (16)

où GT est la fonction de Green associée à (15) donnée par

8x,y 2Rd , GT(x,y) :=

8
>>><
>>>:

° i
4

H(1)
0

°
i
p

T
°1|x°y|

¢
pour d = 2 ,

e°
p

T
°1|x°y|

4º|x°y| pour d = 3 .

(17)

Lemme 67

Le résultat de ce lemme et sa démonstration sont très proches du traitement du problème de demi-espace pour
l’équation de Stokes avec une trace H1/2

uloc par D. Gérard-Varet et N.Masmoudi dans [GVM10].

Preuve. Existence

Soit eVT,!(')
°
y“, yd

¢
= °2

ˆ
Rd°1

@yd GT
°
y“ ° z, yd °L

¢
'!(z)dz. Pour tout y“ 2 Rd°1, yd > L, p.s. eVT,! est solution de

(15) dans D0°Rd ¢
.
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De plus, eVT,! 2H 1
L ('). En e↵et, en utilisant la stationnarité de ', nous avons

8y“,x“ 2Rd°1, 8yd > L, eVT,!
°
y“+x“, yd

¢
=°2

ˆ
Rd°1

@yd GT,!
°
y“+x“ °z, yd °L

¢
'!(z)dz

=°2
ˆ
Rd°1

@yd GT,!
°
y“ °z, yd °L

¢
'!(z+x“)dz

=°2
ˆ
Rd°1

@yd GT,!
°
y“ °z, yd °L

¢
'øx“!

(z)dz

= eVT,øx“!
°
y“, yd

¢
.

De plus, pour L0 > L, nous avons

E

∑ˆ +1

L
|eVT,!|2

°
y“, yd

¢
dyd

∏
= E

"ˆ L0

L
|eVT,!|2

°
y“, yd

¢
dyd

#
+ E

∑ˆ +1

L0
|eVT,!|2

°
y“, yd

¢
dyd

∏

avec, pour d = 3, d’une part

E

∑ˆ +1

L0
|eVT,!|2

°
y“, yd

¢
dyd

∏
∑ C E

∑ˆ +1

L0

ØØØØ
ˆ
Rd°1

e°
p

T
°1p|z|2+(yd°L)2

'!
°
y“ °z

¢
dz

ØØØØ
2

dyd

∏

∑ C E

∑ˆ +1

L0

µˆ
Rd°1

e°
p

T
°1p|z|2+(yd°L)2

dz

∂ µˆ
Rd°1

e°
p

T
°1p|z|2+(yd°L)2 |'!

°
y“ °z

¢
|2 dz

¢∂
dyd

∏

∑ C0
ˆ +1

L0
e°

p
T
°1p

(yd°L)2 °
1+|yd °L|2

¢ ˆ
Rd°1

e°
p

T
°1p|z|2+(yd°L)2

dz E
h
|'!|2

i

∑ C
00 k'k2

H 1/2
L

;

et d’autre part, pour ¬ 2C 1
c

°
Rd°1¢ telle que ¬= 1 sur

°
°3

2 , 3
2

¢d°1

E

"ˆ L0

L
|eVT,!|2

°
y“, yd

¢
dyd

#
∑E

"ˆ L0

L

ØØØØ
ˆ
Rd°1

2@yd GT
°
y“ °z, yd °L

¢
¬ '!(z)dz

ØØØØ
2

dyd

#

+E
"ˆ L0

L

ØØØØ
ˆ
Rd°1

2@yd GT
°
z, yd °L

¢
(1°¬) '!

°
y“ °z

¢
dz

ØØØØ
2

dyd

#

avec ¬' 2 H1/2°ßL,L2(≠)
¢
.

Soit eV1,!
°
y“, yd

¢
:=°2

ˆ
Rd°1

@yd GT
°
y“ °z, yd °L

¢
¬'!(z) dz pour tout yd 2 (L,L0), y“ 2Rd°1.

Nous pouvons exprimer eV1 à l’aide de la transformée de Fourier de ¬'

eV1,!
°
y“, yd

¢
= 1

(2º)
d°1

2

ˆ
Rd°1

Å¬'!(≥) e°
p

|≥|2+T°1(yd°L) ei y“·≥d≥

avec Å¬'!(≥) = 1

(2º)
d°1

2

ˆ
Rd°1

¬'!(z) e°i z·≥dz.

Nous en déduisons que E

"ˆ L0

L
|eV1,!|2 +|reV1,!|2 dyd

#
<+1.
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De plus, nous avons par stationnarité

E

"ˆ L0

L

ØØØØ2
ˆ
Rd°1

@yd GT
°
y“ °z, yd °L

¢
(1°¬

¢
'!(z)dz

ØØØØ
2

dyd

#
= E

"ˆ
⇤1

ˆ L0

L

ØØØØ2
ˆ
Rd°1

@yd GT
°
y“ °z, yd °L

¢
(1°¬)'!(z)dz

ØØØØ
2

dyd dy“

#
.

où ⇤1 =
°
°1

2 , 1
2

¢d°1
. Or, pour (1°¬)(z) 6= 0, |y“ °z|∏ |z°1|∏ 1. Nous en déduisons

E

"ˆ
⇤1

ˆ L0

L

ØØØØ2
ˆ
Rd°1

@yd GT
°
y“ °z, yd °L

¢
(1°¬)'!(z)dz

ØØØØ
2

dyd dy“

#

∑ C E

∑ØØØØ
ˆ
Rd°1

1

|z°1|d
(1°¬)'!(z)dz

ØØØØ
2∏

∑ C E

∑µˆ
Rd°1

1

|z°1|d
(1°¬)

∂ µˆ
Rd°1

1

|z °1|d
(1°¬)'2

!(z)dz

∂∏

∑ C0 E
h
|'|2

i
∑ C0 k'k2

H 1/2
L

.

Par le même raisonnement, nous montrons que E
hˆ +1

L
|reV1|2 dz

i
<+1.

Nous avons montré que eVT 2H 1
L . Montrons que eVT,!

ØØØ
ßL

='! p.s. Soit y := (y“, yd ) tel que yd > L, y“ 2Rd°1

E
hØØeVT,!

°
y“, yd

¢
°'!

°
y“

¢ØØ2
i
= E

∑ØØØØ2
ˆ
Rd°1

@yd GT
°
z, yd °L

¢ °
'!(y“ °z)°'!(y“)

¢
dz

ØØØØ
2∏

∑ C E

∑µˆ
Rd°1

@yd GT
°
z, yd °L

¢
dz

∂ µˆ
Rd°1

@yd GT
°
z, yd °L

¢ ØØ'!
°
y“ °z

¢
°'!(y“)

ØØ2 dz

∂∏

∑ C0
ˆ
Rd°1

@yd GT
°
z, yd °L) E

hØØ'!
°
y“ °z

¢
°'!

°
y“

¢ØØ2
i

dz

∑ C0
∑ˆ

|z|<±
@yd GT

°
z, yd °L

¢
E
hØØ'

°
y“ °z

¢
°'

°
y“

¢ØØ2
i

dz+2
ˆ
|z|∏±

@yd GT
°
z, yd °L

¢
E
h
|'|2

i
dz

∏
.

Quand

yd ! L nous avons

ˆ
|z|∏±

@yd GT
°
z, yd °L

¢
dz ! 0

±! 0 nous avons

ˆ
|z|<±

@yd GT
°
z, yd °L

¢
E
hØØ'

°
y“ °z

¢
°'(y“)

ØØ2
i

dz ! 0 .

Nous en déduisons que E
hØØeVT

°
·, yd

¢
°'(·)

ØØ2
i
°!

yd!L
0 et donc p.s. eVT,!

ØØØ
ßL

='!.

Unicité
Soit VL 2HL(') solution de (14). W = VT °VL 2H 1

L,0 :=H 1,D
L (0)

T°1W! ° ¢W! = 0 dans BL
1 ,

W! = 0 sur ßL .
(18)

La formulation variationnelle associée à (18) dans H 1
L,0 s’écrit

T°1 E

∑ˆ +1

L
W! W0

!dyd +
ˆ +1

L
rW! ·rW0

!dyd

∏
= 0 .
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Nous obtenons alors ∞∞∞W!

∞∞∞
2

H 1
L,0

= 0 et W = 0 p.s. .

Considérons maintenant eU = U°VT. eU vérifie p.s.
(
°¢eU =°T°1VT dans BL

1 ,
eU = 0 sur ßL .

(19)

Pour avoir une meilleure intuition de l’espace fonctionnel à considérer pour (19), nous nous référons au cadre

périodique. Soit ⇤R :=
°
°R

2 , R
2

¢d°1
pour R > 0. Dans le cadre périodique, ce problème est bien posé dans

W#
°
BL

T

¢
=

Ω
u 2 H1

l oc

°
BL

T

¢
, ru 2 L2°BL

T

¢
,

u
q

1+ y2
2

2 L2°BL
T

¢
et 8yd 2R§

+ ,

y“ 7! u(y“, yd ) est T°périodique
o

,

où BL
T :=⇤T £ (L,+1).

Pour tout K ΩRd borné et u 2 L1(K), nous définissons
 

K
u(x)dx := 1

K

ˆ
K

u(x)dx .

Notation 2

Pour le cadre aléatoire, nous ne pouvons pas nous limiter à une bande de largeur finie comme dans le cas
périodique. Nous introduisons alors l’espace fonctionnel suivant

WL,0 :=
n
p.s. U! 2 H1

loc

°
BL

1
¢
,

°
!,y“) 7! U!

°
y“, yd

¢
est stationnaire pout tout yd > L, p.s. U! = 0 sur ßL,

p.s. sup
R>0

 
⇤R

ˆ +1

L

ØØØrU!

ØØØ
2

dyd dy“ <+1
o

.

Par le théorème ergodique de Birkho↵ (Théorème 65 du chapitre 5), nous avons que p.s.

lim
R!+1

 
⇤R

ˆ +1

L

ØØØrU!

ØØØ
2

dyd dy“ = E

∑ˆ +1

L

ØØØrU!

ØØØ
2

dyd

∏
.

Nous équipons WL,0 de la norme

kUk2
WL,0

:= E

∑ˆ +1

L

ØØØrU!

ØØØ
2

dyd

∏
.

Notons que par stationnarité, nous avons également pour tout R > 0

E

∑ˆ +1

L

ØØØrU!

ØØØ
2

dyd

∏
= E

∑ 
⇤R

ˆ +1

L

ØØØrU!

ØØØ
2

dyd dy“

∏
. (20)
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Nous avons p.s. ˆ
⇤1

ˆ +1

L

|U!|2

1+ y2
d

dy ∑
ˆ
⇤1

ˆ +1

L
|rU!|2 dy ;

en prenant l’espérance et en utilisant la stationnarité, nous obtenons que l’inégalité de Hardy suivante est vérifiée
dans WL,0

8U 2WL,0 , E

"ˆ +1

L

|U|2

1+ y2
d

dyd

#
∑ C kUk2

WL,0
. (21)

°
WL,0, k ·kWL,0

¢
constitue alors un espace de Hilbert.

Montrons que (19) est bien posé dans WL,0.

La formulation variationnelle associée à (19) s’écrit

8V 2WL,0 , E

∑ˆ +1

L
reU ·rV dyd

∏
= E

∑ˆ +1

L
T°1VT V dyd

∏
.

D’après la représentation intégrale de VT, nous en déduisons que

E

∑ˆ +1

L

°
1+ y2

d

¢
|VT|2 dyd

∏
< +1 .

Nous avons alors par Cauchy-Schwarz puis Hardy

T°1 E

∑ˆ +1

L
VT V dyd

∏
∑ T°1 E

∑ˆ +1

L

°
1+ y2

d

¢
|VT|2 dyd

∏
E

"ˆ +1

L

|V|2

1+ y2
d

dyd

#

∑ C kVk2
WL,0

.

Nous en déduisons qu’il existe une unique solution eU 2WL,0 solution de (19). Par conséquent, U est l’unique solution
de (14) dans

WL :=
n
p.s. V! 2 H1

l oc

°
BL

1
¢
,

°
!,y“

¢
7! V!

°
y“, yd

¢
stationnaire pour tout yd > L, E

hˆ +1

L
|rV|2 dyd

i
<+1

o

U admet la représentation intégrale suivante

p.s. 8y“ 2Rd°1, 8yd > L, U!
°
y“, yd

¢
= °2

ˆ +1

L
@yd G

°
y“ °z, yd °L

¢
'!

°
z
¢

dz , (22)

où G est la fonction de Laplace de Green associé à (15) donnée par

8x,y 2Rd , G(x,y) :=

8
>><
>>:

° 1
2º

ln |x°y| pour d = 2 ,

1
4º|x°y| pour d = 3 .

(23)

Proposition 68 (Représentation intégrale pour U)
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Preuve. Nous suivons les mêmes étapes que la preuve du lemme 67 pour montrer que

eU(y“, yd ) :=°2
ˆ +1

L
@yd G

°
y“ °z, yd °L

¢
'!(z)dz , y“ 2Rd°1, yd > L

est solution de (14) et appartient à WL. Le seul point qui di↵ère de la preuve du lemme 67 est la démonstration de

E
hˆ +1

L0
|rV|2

i
<+1 pour L0 > L .

E

∑ˆ +1

L0
|rU!|2

°
y“, yd

¢
dyd

∏
∑ C E

2
64
ˆ +1

L0

ØØØØØØØ

ˆ
Rd°1

1
≥°

yd °L
¢2 +|z|2

¥d/2
'!

°
y“ °z

¢
dz

ØØØØØØØ

2

dyd

3
75

∑ C E

2
64
ˆ +1

L0

0
B@
ˆ
Rd°1

1
≥°

yd °L
¢2 +|z|2

¥d/2
dz

1
CA

0
B@
ˆ
Rd°1

1
≥°

yd °L
¢2 +|z|2

¥d/2

ØØØ'!
°
y“ °z

¢ØØØ
2

dz

1
CA dyd

3
75

∑ C0
ˆ +1

L0

1
(yd °L)

ˆ
Rd°1

1
≥°

yd °L
¢2 +|z|2

¥d
dz E

h
|'!|2

i

∑ C
00 k'k2

H 1/2
L

.

6.3.2 Comportement à l’infini des termes de champ proche

Revenons à notre problème (14) de demi-espace. Nous caractérisons dans cette section le comportement asymp-
totique loin de la couche de la solution U 2WL du problème (14) pour ' 2H 1/2

L .

Soit ' 2H 1/2
L . L’unique solution U 2WL de (14) vérifie

(a) p.s. 8y“ 2Rd°1,
lim

yd!+1
U!

°
y“, yd

¢
= E

£
'

§
. (24)

De plus, cette limite est localement uniforme en y“.

(b)

E

∑ØØØU
°
·, yd

¢
°E

£
'

§ØØØ
2
∏

°!
yd!+1

0 . (25)

Proposition 69

Notons que la limite est déterministe. Il est impossible d’estimer la vitesse de convergence de U!
°
y“, ·

¢
vers

sa limite sans des hypothèses supplémentaires de quantification de l’ergodicité contrairement au cas périodique où
nous savons que cela converge exponentiellement vite.
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Preuve. La preuve repose comme dans la section 4.6 de [BGV08] sur l’ergodicité du processus ponctuel {xi }i2N
correspondant aux centres des particules et à la représentation intégrale établie dans la proposition 68.

Nous traitons ici le cas d = 3, mais le cas bidimensionnel peut être prouvé de la même façon.

(a) p.s. pour tout y“ 2Rd°1, yd 2 (L,+1)

U!(y“, yd )°E
h
'!(y“)

i
=°2

ˆ
Rd°1

@yd G
°
z, yd °L

¢°
'!(y“ °z)°E['!(y“)]

¢
dz ,

=°2
ˆ
Rd°1

@yd G
°
z, yd °L

¢
@z1@z2

ˆ
z

0

°
'!(y“ °w)°E

£
'!(y“)

§¢
dwdz ,

=°2
ˆ
Rd°1

@z1@z2@yd G
°
z, yd °L

¢
z1z2

∑ 
z

0
'!(y“ °w)dw°E

h
'!(y“)

i∏
dz

Par le théorème ergodique de Birkho↵ (Théorème 65 du chapitre 5), nous savons que p.s. et dans L1°≠,F ,P
¢

E
h
'!

°
y“

¢i
= lim

R"+1

 
⇤R

'!
°
y“ °z

¢
dz .

Ainsi, pour tout "> 0 et M > 0, il existe R(M) > 0 tel que

8y“ 2⇤R ,
ØØØØ
 
⇤R

'!
°
y“ °w

¢
dw ° E

h
'!

°
y“

¢iØØØØ ∑ " .

Nous obtenons ainsi
ØØØØ2
ˆ

z1,z2>R
@z1@z2@yd G

°
z, yd °L

¢
z1z2

∑ 
z

0
'!

°
y“ °w

¢
dw°E

h
'!

°
y“

¢i∏
dz

∑ 2"
ˆ

z1,z2>R

ØØ@z1@z2@yd G
°
z, yd °L

¢
z1z2

ØØdz .

Notons que par un simple calcul direct

ˆ
z1,z2>R

ØØ@z1@z2@yd G
°
z, yd °L

¢
z1 z2

ØØ dz <+1.

Nous avons aussi
ØØØØ2
ˆ

z1,z2<R
@z1@z2@yd G

°
z, yd °L

¢
z1z2

∑ 
z

0
'!

≥
y“ °w

¢
dw°E

h
'!

°
y“

¢i∏
dz

ØØØØ

∑ 2
µˆ

⇤R

ØØØ'!
°
y“ °w

¢ØØØdw+R2E
h
'!

°
y“

¢i∂ˆ
z1,z2<R

ØØ@z1@z2@yd G
°
z, yd °L

¢ØØdz ,

avec lim
yd!+1

ˆ
z1,z2<R

ØØ@z1@z2@yd G
°
z, yd °L

¢ØØ dz = 0. Ce qui nous permet de conclure.

(b) Montrons désormais la convergence dans L2(≠).

Soit "> 0. Comme

ˆ
⇤1

'(z)d 2 L2(≠), d’après le théorème ergodique, il existe R > 0 tel que

E

∑ØØØØ
 
⇤R

'(z) dz°E
£
'

§ØØØØ
2∏

∑ " . (26)
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Nous avons alors pour y“ 2Rd°1, yd > L,

ØØU
°
y“, yd

¢
°E

£
'

§ØØ2 ∑
ˆ
⇤R

ØØØ@z1@z2@yd G
°
z, yd

¢ØØØdz

ˆ
⇤R

ØØ@z1@z2@yd G
°
z, yd

¢ØØ
ØØØØ
ˆ

z

0
'

°
y“ °w

¢
dw°E

£
'

§ØØØØ
2

dz

+
ˆ

z1,z2>R

ØØ@z1@z2@yd G
°
z, yd

¢ØØ
ˆ

z1,z2>R

ØØz1z2@z1@z2@yd G
°
z, yd

¢ØØ
ØØØØ
 

z

0
'

°
y“ °w

¢
dw°E

£
'

§ØØØØ
2

dz

Nous prenons l’espérance de part et d’autre de l’inégalité et nous bornons chacun des deux termes du membre de
droite. Pour borner le premier terme, nous utilisons que

ˆ
⇤R

ØØ@z1@z2@yd G
°
z, yd

¢ØØ dz ∑ C

yd°1
d

et que ' 2 L2
l oc

°
Rd°1,L2(≠)

¢
.

Pour borner le second terme, nous utilisons que
ˆ

z1,z2>R

ØØ@z1@z2@yd G
°
z, yd

¢ØØ dz ∑ C

et (26).

Nous obtenons alors

E
hØØU

°
y“, yd

¢
°E

£
'

§ØØ2
i

∑ C

yd°1
d

+C" .

D’où le résultat.

Nous avons également ce résultat sur le rU.

y2
d E

∑ØØØrU
°
·, yd

¢ØØØ
2
∏

°!
yd!+1

0 (27)

Proposition 70

La preuve se fait de la même manière que celle du point (b) de la proposition précédente en utilisant les propriétés
d’intégrabilité de r@yd G et (26).

6.3.3 Opérateur de Dirichlet-to-Neumann

Soit

H °1/2
L :=

n
√ 2 H°1/2

l oc

°
ßL,L2(≠)

¢
,

°
!,y“

¢
7!√!

°
y“, yd ) stationnaire pour tout yd > L, E

h
k√k2

H°1/2(ß1
L)

i
<+1

o

muni de la norme

8√ 2H °1/2
L k√kH °1/2

L
:= E

h
k√k2

H°1/2(ß1
L)

i1/2
;
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où H°1/2°ß1
L

¢
=

h
H1/2°ß1

L

¢i0
et 8√ 2 H°1/2°ß1

L

¢
,

k√kH°1/2(ß1
L) =

X

'2H1/2(ß1
L)

h√,'i
k'kH1/2(ß1

L)
.

Nous définissons l’opérateur de Dirichlet-to-Neumann
(

H 1/2
L ! H °1/2

L

' 7! §' ;
(28)

de la manière suivante

8',√ 2H 1/2
L , h§',√i

H 1/2
L ,H °1/2

L
= E

h
h§1¬',√i

H1/2(ß1
L),H°1/2(ß1

L)

i
+ E

h
h§2(1°¬)',√i

H1/2(ß1
L),H°1/2(ß1

L)

i
(29)

où ¬ 2C 1
c (Rd°1) telle que ¬= 1 sur

°
°3

2 , 3
2

¢d°1
, §1 est défini à l’aide de la transformée de Fourier de ¬'

§1¬'!(y“) = °1

(2º)
d°1

2

ˆ
Rd°1

c¬'(≥) |≥| ei y“·≥d≥ ; (30)

et §2(1°¬)' est donné par

§2(1°¬)'!(y“) = 2
ˆ
Rd°1

@2
yd

G
°
y“ °z,0

¢
(1°¬)'!(z)dz ; (31)

Nous montrons en suivant la preuve de la proposition 61 du chapitre 5 que § définit ainsi un opérateur continu
de H 1/2

L !H °1/2
L .

Prouvons que cette définition ne dépend pas du choix de ¬ 2C 1
c (Rd°1) telle que ¬= 1 sur

°
°3

2 , 3
2

¢d°1
.

Soient ¬,¬0 2C 1
c (Rd°1) telles que ¬= 1 sur

°
°3

2 , 3
2

¢d°1
. Soient ',√ 2H 1/2

L .

h§',√i(¬)°h§',√i(¬0) = E

∑
h§1

°
¬°¬0

¢
',√i

H1/2(ß1
L),H°1/2(ß1

L)

∏
+E

∑
h§2

°
¬0 °¬

¢
',√i

H1/2(ß1
L),H°1/2(ß1

L)

∏
.

°
¬0 °¬

¢
' 2 H1/2°Rd°1,L2(≠)

¢
. Par conséquent, par définition de §1 nous avons pour y“ 2 Rd°1

§2
°
¬0 °¬

¢
'(y“) = 2

ˆ
Rd°1

@2
yd

G
°
y“ °z,0

¢ °
¬0 °¬

¢
'(z)dz

=§1
°
¬0 °¬

¢
'(y“) = °§1

°
¬°¬0

¢
'(y“) .

D’où h§',√i(¬) = h§',√i(¬0).

Nous introduisons

C L
c :=

Ω
p.s. ≥ 2 C1°

BL
1

¢
,

°
!,y“

¢
7! ≥!

°
y“, yd

¢
stationnaire pour tout yd > L, p.s. 9M! > L,

≥(·, yd ) = 0 pour tout yd > M!, ≥,r≥ 2 L1(≠)
æ

l’espace des fonctions régulières, y“°stationnaires et à support compact dans la direction yd .

En écrivant que U est solution de (14) au sens des distributions, nous obtenons la proposition suivante.
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Pour ' 2H 1/2
L , √ 2C L

c

p.s.

ˆ +1

L
rU! ·r√!dyd = h§'!,√!|ßL

i
H 1/2

L ,H °1/2
L

(32)

où U est l’unique solution dans WL de (14).

Proposition 71

Nous en déduisons par densité la positivé de l’opérateur DtN §

Pour tout ' 2H 1/2
L , nous avons

Re h§','i ∏ 0 . (33)

Corollaire 72

6.3.4 Problème de demi-espace avec un terme source

Nous considérons dans cette partie un problème de demi-espace avec un terme source non nul.

Soit

LL :=
Ω

v 2 L2
l oc

°
BL

1,L2(≠)
¢
,

°
!,y“

¢
7! v!

°
y“, yd

¢
stationnaire pour tout yd > L, E

∑ˆ +1

L
|v |2 dyd

∏
<+1

æ

muni de la norme

8v 2LL, kvkLL := E

∑ˆ +1

L
|v |2 dyd

∏1/2

.

Pour ' 2H 1/2
L , G 2

°
LL

¢d ,
q

1+ y2
d F 2LL, nous cherchons U 2WL qui vérifie p.s.

(
°¢U! = F!+r ·G! dans BL

1 ,

U! ='! sur ßL .
(34)

D’après la proposition 69, il existe un unique U1 2WL solution p.s. de

(
°¢U1,! = 0 dans BL

1 ,

U1,! ='! sur ßL .

Nous cherchons alors U2 2WL,0 qui vérifie p.s.

(
°¢U2,! = F!+r ·G! dans BL

1 ,

U2,! = 0 sur ßL .
(35)
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Montrons que ce problème est bien posé dans WL,0. Soit V 2WL,0. La formulation variationnelle associée à (35)
s’écrit

E

∑ˆ +1

L
rU2 ·rV dyd

∏
= E

∑ˆ +1

L
F V dyd

∏
+ E

∑ˆ +1

L
G ·rV dyd

∏
. (36)

Nous avons d’une part par Cauchy-Schwarz

ØØØØE
∑ˆ +1

L
G ·rV dyd

∏ØØØØ ∑ kGkLL kVkWL,0

et d’après l’inégalité de Hardy (21)

ØØØØE
∑ˆ +1

L
FV dyd

∏ØØØØ∑
∞∞∞
q

1+ y2
d F

∞∞∞
LL
E

"ˆ +1

L

|V|2
1+ y2

d

dyd

#

∑
∞∞∞
q

1+ y2
d F

∞∞∞
LL

kVkWL,0 .

Par Lax-Milgram, le problème est bien posé dans WL,0. Il existe donc un unique U := U1+U2 2WL solution de (34).

6.4 Étude du cas des conditions de Dirichlet sur les particules

Cette section est consacrée au problème avec condition de Dirichlet sur le bord des particules. Nous commen-
çons par l’étude du caractère bien posé des problèmes de champ proche. Nous déterminons ensuite une condition
garantissant que les termes de champ proche tendent vers 0 quand yd tend vers l’infini. Nous pouvons ensuite
proposer un modèle e↵ectif et donner une estimation d’erreur de ce modèle.

6.4.1 Caractère bien posé des problèmes de champ proche régularisés

Les problèmes de champ proche (11)+(12) peuvent s’écrire sous la forme : pour m ∏ 0, nous cherchons une
solution UNF

!,m y“°stationnaire :

p.p. x“ 2Rd°1 ,

8
>>>>>><
>>>>>>:

°¢yUNF
!,m(x“; · ) = F!,m°1(x“; · ) dans D! \ßH ,

°@yd UNF
!,m(x“; · ) = G!,m°1(x“; · ) sur ß0 ,

UNF
!,m(x“; · ) = 0 sur @P! ;

h
UNF
!,m(x“; · )

i
H
= ÆD

!,m(x“) et
h
°@yd UNF

!,m(x“; · )
i

H
= ÆN

!,m°1(x“) ;

(37)

où F!,m°1(x“; ·, yd ) et G!,m°1(x“; ·, yd ) sont y“°stationnaires pour tout yd > 0. F!,m°1(x“; · ) dépend des termes
précédents UNF

!,m°1(x“; · ) et UNF
!,m°2(x“; · ). G!,m°1(x“; · ) dépend de la trace de UNF

!,m°1(x“; · ) sur ß0. Nous avons

que ÆD
!,m(x“) dépend du terme de champ lointain uFF

!,m(x“) et ÆN
!,m°1(x“) dépend lui de @xd uFF

!,m°1(x“). Par ailleurs,
ÆD
!,m(x“) et ÆFF

!,m°1(x“) sont des fonctions indépendantes de y“.

Dans le système (37), x“ joue le rôle d’un paramètre. Dans ce qui suit, nous omettons dans un premier temps
la variable x“ pour simplifier les notations et nous relevons le saut en ßH. Nous nous intéressons alors au caractère
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bien posé des problèmes vérifiés par eUNF
!,m := UNF

!,m °ÆD
! ¬BH

1
, qui s’écrivent sous la forme :

8
>>>>><
>>>>>:

°¢y
eU! = F! dans D! \ßH ,

°@yd
eU! = G! sur ß0 ,
eU! = 0 sur @P! ;

h
eU!

i
H
= 0 et

h
°@yd

eU!

i
H
= ÆN

! .

(38)

Pour m = 0 et m = 1, le terme source F est nul. Nous considérons alors le problème (38) avec F = 0 et G 2L q avec
q > 2 où

L q°
ß0

¢
:=

n
' 2 Lq

loc

°
ß0,Lq (≠)

¢
,

°
!,y“

¢
7!'!

°
y“

¢
stationnaire, E

£
|'|q

§
<+1

o
;

et ÆN 2 Lq°
≠

¢
. Le cadre Lq et L q peut parâıtre étrange pour l’instant, son utilité sera clair plus tard.

Nous commençons par borner dans la direction yd notre domaine d’étude. Nous considérons ainsi le problème
suivant posé dans BL

!,0 :=Rd°1 £ (0,L) \P!

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

°¢eU! = 0 dans BL
!,0 \ßH ,

°@yd
eU! = G! sur ß0 ,
eU! = 0 sur @P! ,

h
eU!

i
H
= 0 et

h
°@yd

eU!

i
H
= ÆN

! ,

@yd
eU!+§eU! = 0 sur ßL .

(39)

Si (39) admet une solution telle que eU!

ØØØ
ßL

2 H 1/2
L , eU! pour yd > L est alors donnée par la représentation

intégrale

8y“ 2Rd°1 , eU!
°
y“, yd

¢
= °2

ˆ
Rd°1

@yd G
°
y“ °z, yd °L

¢eU!

ØØØ
ßL

°
z,L

¢
dz .

Une approche standard en homogénéisation stochastique pour étudier le problème du correcteur solution d’une
équation de Laplace dans un domaine non borné est d’étudier en premier lieu le problème régularisé avec un terme
massique T°1 eU! qui est ajouté à l’équation [Neu18, GO17]. Nous procédons ainsi pour notre problème dans la
bande infinie BL

!,0. Nous nous intéressons alors à

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

T°1 eU!,T °¢eU!,T = 0 dans BL
!,0 \ßH ,

°@yd
eU!,T = G! sur ß0 ,
eU!,T = 0 sur @P! ,

h
eU!,T

i
H
= 0 et

h
°@yd

eU!,T

i
H
= ÆN

! ,

@yd
eU!,T +§eU!,T = 0 sur ßL ;

(40)

avec G 2L q°
ß0

¢
, q > 2, ÆN 2 Lq°

≠
¢
.

Soit

H0 : =
Ω

v 2L 2
≥
≠,H1

loc

°
BL
!,0

¢¥
,

°
!,y“

¢
7! 1BL

!,0
v!

°
y“, yd

¢
stationnaire pour tout yd 2 (0,L),

E

"ˆ L

0
1BL

!,0

≥
|v |2 +|rv |2

¥
dyd

#
<+1, p.s. v! = 0 sur @P!

æ
;
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muni de la norme

8v 2H0 , kvkH0 := E

"ˆ L

0
1BL

!,0

≥
|v |2 +|rv |2

¥
dyd

#1/2

.

Le problème (40) est bien posé dans H0.

Proposition 73

Preuve. Écrivons la formulation variationnelle de (40) dans H0. Pour tout V 2H0,

E

"ˆ L

0
1BL

!,0

h
T°1 eU!,T V!+reU!,T ·rV!

i
dyd

#
+ h§eU!,T, V!|ßL

i
H 1/2

L ,H °1/2
L

= E
h

G! V!
°
·, 0

¢
+ ÆN

! V!
°
·, H

¢i
. (41)

Soit a la forme sesquilinéaire

a : H0 £H0 ! C

eUT, V 7! E

"ˆ L

0
1BL

!,0

h
T°1 eU!,T V!+reU!,T ·rV!

i
dyd

#
+ h§eU!,T, V!|ßL

i
H 1/2

L ,H °1/2
L

;
(42)

et l la forme linéaire
l : H0 ! C

V 7! E
h

G! V!
°
·, 0

¢
+ ÆN

! V!
°
·, H

¢i
.

(43)

La coercivité de a est assurée par la positivité de l’opérateur DtN. La continuité de a et l se déduit du théorème
de trace suivant :

Pour tout V 2H0,

E

∑ØØØV(·, 0
¢ØØØ

2
+

ØØØV(·, H
¢ØØØ

2
+

ØØØV(·, L
¢ØØØ

2
∏

∑ kVk2
H0

. (44)

Lemme 74

Preuve. Nous raisonnons p.s. pour une distribution de particules donnée. Nous prolongeons V! par 0 à l’intérieur
des particules. Le prolongement eV! reste stationnaire et appartient à H1

l oc

°
Rd°1 £ (0,L), L2(≠)

¢
. Nous appliquons le

théorème de trace à eV! dans ⇤1 £ (0,H)
ˆ
⇤1

ØØØeV
°
y“,0

¢ØØØ
2
+

ØØØeV
°
y“,H

¢ØØØ
2

dy“ ∑ C
ˆ
⇤1

ˆ H

0

ØØØeV
°
y“, z

¢ØØØ
2
+

ØØØreV
°
y“, z

¢ØØØ
2

dz dy“ .

C ici ne dépend que de ⇤1 £ (0,H). Nous en déduisons que
ˆ
⇤1

ØØØV
°
y“,0

¢ØØØ
2
+

ØØØV
°
y“,H

¢ØØØ
2

dy“ ∑ C
ˆ
⇤1

ˆ H

0
1BH

!,0

≥ØØØV
°
y“, z

¢ØØØ
2
+

ØØØrV
°
y“, z

¢ØØØ
2¥

dy“ dz .

Nous prenons l’espérance et nous utilisons la stationnarité pour conclure. Nous pouvons raisonner de même sur

⇤1 £ (0,L) pour borner E
h
|V(·, L)|2

i
.

153
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Notons que G 2L q ΩL 2 et ÆN
! 2 L2°≠

¢
. Par le théorème de Lax-Milgram le problème est bien posé dans H0.

D’après le lemme 67, l’unique solution eUT 2H0 admet une trace eUT

ØØØ
ßL

sur ßL dans H 1/2
L .

Pour yd > L, nous avons alors d’après la proposition 68

8y“ 2Rd°1, 8yd > L, eUT
°
y“, yd

¢
:=°2

ˆ
Rd°1

@yd G
°
y“ °z, yd °L

¢ eUT

ØØØ
ßL

°
z,L

¢
dz . (45)

Considérons le problème équivalent à (40) complété par (45). Nous avons montré la proposition suivante :

Il existe une unique eUT 2H0 \WL solution de

p.s.

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

T°1¬yd<L eU!,T °¢eU!,T = 0 dans D! \ßH ,

°@yd
eU!,T = G! sur ß0 ,
eU!,T = 0 sur @P! ,

h
eU!,T

i
H
= 0 et

h
°@yd

eU!,T

i
H
= ÆN

! ,
h
eU!,T

i
L
= 0 et

h
°@yd

eU!,T

i
L
= 0 .

(46)

De plus, eUT vérifie

8V 2H0\WL , E

"ˆ L

0
1BL

!,0

≥
T°1 eUT V +reUT ·rV

¥
dyd

#
+E

∑ˆ +1

L
reUT ·rV dyd

∏
= E

h
G V

°
·, 0

¢
+ÆN V

°
·, H

¢i
.

(47)

Proposition 75

6.4.2 Existence d’une sous-suite convergente

Montrons qu’il existe C telle que

8 V 2H0 , |l (V)| ∑ C krVkL , (48)

où

L :=
Ω
p.s. v! 2 H1

loc

°
BL
!,0

¢
,
°
!,y“

¢
7! 1BL

!,0
v!

°
y“, yd

¢
stationnaire pour tout yd 2 (0,L), E

"ˆ L

0
1BL

!,0
|v |2 dyd

#
<+1

æ
;

muni de la norme

8v 2L , kvkL := E

"ˆ L

0
1BL

!,0
|v |2 dyd

#1/2

.

Nous pourrons ainsi grâce à la coercivité de a borner la norme de reUT indépendamment de T et en extraire une
sous-suite convergente. Pour établir (48), il nous faut contrôler la trace de v sur ß0, ßH et ßL par krvkH0 .
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P.s. grâce à l’inégalité de Poincaré, il est facile d’établir un tel contrôle. La constante de Poincaré varie suivant la
distance minimale à la frontière sur laquelle la solution est nulle. Nous savons qu’il existe p.s. une bôıte assez grande
pour qu’une particule soit comprise dans cette bôıte. Cependant la largeur de la bôıte peut être arbitrairement
grande. Nous ne pouvons donc pas espérer pouvoir prendre l’espérance de part et d’autre de l’inégalité de Poincaré
p.s. Nous établissons cependant à la place une inégalité pondérée.

Pour tout v 2H0, l’inégalité de trace pondérée suivante est vérifiée

8yd 2 [0,L] \ [±,hL +±] , E
£
h! |v!|2

°
·, yd

¢§
∑ C E

"ˆ L

0
1D!

|rv!|2 dyd

#
, (49)

où

hyd
! :

8
><
>:

≥
2 Ryd

! logRyd
!

¥°1
pour d = 2 ,

≥
2
°
Ryd
!

¢2
¥°1

pour d = 3 ;

et Ryd
! (y“) correspond à la distance du plus proche xi

! de
°
y“, yd

¢
:

Ryd
! :

8
<
:
Rd°1 ! R+ ,

y“ 7! min
i2N

|y°xi | où y =
°
y“, yd

¢
.

Proposition 76

Par stationnarité des
©

xi
!

™
i2N, R! est y“°stationnaire.

Preuve. Nous considérons le diagramme de Voronöı (Vn
!)n2N dans Rd°1 associé au processus ponctuel {x

n
!}n2N défini

par les ensembles,

Vn
! :=

Ω
y“ 2Rd°1 tel que |y°x

n
!| = min

j2N

ØØØy°x
j
!

ØØØ où y :=
°
y“, yd

¢æ
, n 2N . (50)

Nous savons par le lemme 3.6 de [BC99] que l’inégalité suivante tient p.s. pour tout v 2H0, i 2N

8yd 2 [0,L] \ [±,hL +±] ,
ˆ

Vi
!

1D!
hyd
! |v!|2

°
y“, yd

¢
dy“ ∑ C

ˆ L

0

ˆ
Vi
!

1D!
|rv!|2

°
y“, yd 0

¢
dy“ dyd 0 .

Pour tout A > 0, nous faisons la somme de toutes les cellules Vi telles que Vi \⇤A 6= ;. Soit IA :=
n

i 2

N telle que Vi \⇤A

o
. Nous obtenons alors

X

i2IA

ˆ
Vi
!

1D!
hyd
! |v!|2

°
y“, yd

¢
dy“ ∑ C

X

i2IA

ˆ L

0

ˆ
Vi
!

1D!
|rv!|2

°
y“, yd 0

¢
dy“ dyd 0 ;

ce qui permet d’obtenir 
S

i2IA Vi
!

1D!
hyd
! |v!|2

°
y“, yd

¢
dy“ ∑ C

ˆ L

0

ˆ
S

i2IA Vi
!

1D!
|rv!|2

°
y“, yd 0

¢
dy“ dyd 0 .

Nous obtenons le résultat en prenant A "+1 et en appliquant le théorème ergodique 65 du chapitre précédent.
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Dans la suite de cette section, nous supposons que la distribution des centres des particules satisfait l’hypothèse
suivante

9 m > d °1 tel que sup
yd2[0,L]

E
h°

Ryd
!

¢m
i

< +1 . (51)

Hypothèse 2

Cette hypothèse est vérifiée par la plupart des processus ponctuels hardcore [TBvdB13].

Sous l’hypothèse 2, pour s = 1+ m°1
m+1 et v 2H0, l’inégalité suivante est vérifiée

8yd 2 [0,L] \ [±,hL +±] , E
hØØØv!

°
·, yd

¢ØØØ
si 1

s ∑ CkrvkL . (52)

Par conséquent, v |ßyd
2L s°ßH

¢
.

Corollaire 77

Preuve. Nous appliquons l’inégalité de Hölder avec Æ,Ø> 0 telles que 1
Æ +

1
Ø = 1

E
£
|v!|s

°
·, yd

¢§
∑ E

h≥°
hyd
!

¢1/2 |v!|
¥sÆ°

·, yd
¢i 1

Æ
E

∑°
hyd
!

¢° sØ
2

∏ 1
Ø

.

En prenant Æ := 2
s et Ø := 2

2°s , nous avons alors

E
£
|v!|s

°
·, yd

¢§ 1
s ∑ E

£
hyd
! |v!|2

°
·, yd

¢§ 1
2 E

h°
hyd
!

¢° s
2°s

i 2°s
2s .

Puisque s
2°s = m, nous obtenons le résultat grâce à la proposition 76.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir (48) si G 2L q°
ß0

¢
avec q > 2+ 2

m°1 , Æ
N 2 Lq°

≠
¢
grâce à l’inégalité

de Hölder.
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CHAPITRE 6. DÉVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE

L’unique solution eUT 2H0 \WL du problème (46) vérifie les estimations suivantes

kreUTkL0 ∑ C ; keUTkL ∑
p

T C ; (53)

où L0 est l’espace de Hilbert suivant

L0 :=
Ω

v 2 L2
≥
≠,L2

loc

°
D!

¢¥
,

°
!,y“

¢
7! 1D!

v!
°
y“, yd

¢
stationnaire pour tout yd > 0,

E

∑ˆ +1

0
1D!

|v |2 dyd

∏
<+1

æ
;

muni de la norme

8v 2L0 , kvkL0 = E

∑ˆ +1

0
|v |2 dyd

∏1/2

.

Corollaire 78

Preuve. Nous utilisons la formulation variationnelle (47) et l’inégalité (52). Il vient d’abord

kreUTk2
L0

∑ l
°eUT

¢
∑ C kreUTkL0 .

D’où kreUTkL0 ∑ C.

De même, nous obtenons

T°1 keUTk2
L ∑ a

°eUT, eUT
¢
∑ C kreUTkL ∑ C2 .

D’où keUTkL ∑
p

T C.

reUT est borné indépendamment de T dans L0. Par conséquent, il existe une sous-suite qui converge faiblement
dans L0. Soit g la limite de cette suite. P.s. il existe eU! 2 H1

loc

°
BL
!,0

¢
telle que g! =reU!.

Grâce au corollaire 78, il est possible de passer à la limite dans la formule (47).

Soit V 2H0 \WL. Par convergence faible

E

∑ˆ +1

0
1D!

reUT ·rV dyd

∏
°!

T!+1
E

∑ˆ +1

0
1D!

reU! ·rV dyd

∏
.

De plus, par l’inégalité de Cauchy-Schwartz,

E

"ˆ L

0
1BL

!,0
T°1 eUT V dyd

#
∑ E

"ˆ L

0
1BL

!,0
T°1 |eUT|2 dyd

#1/2

E

"ˆ L

0
1BL

!,0
T°1 |V|2 dyd

#1/2

D’où, d’après (53)

E

"ˆ L

0
1BL

!,0
T°1 eUT V dyd

#
∑ C

p
T
°1 kVkL .
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Donc en passant à la limite

E

"ˆ L

0
1BL

!,0
T°1 eUT V dyd

#
°!

T!+1
0 .

eU vérifie donc pour tout V 2H0 \WL

E

∑ˆ +1

0
1D!

reU ·rV dyd

∏
= E

h
G V

°
·, 0

¢
+ÆN V

°
·, H

¢i
.

eU! est donc solution p.s. [BFFO17] dans D0°D!
¢
du problème

8
>>>>><
>>>>>:

°¢eU! = 0 dans D! \ßH ,

°@yd
eU! = G! sur ß0 ,
eU! = 0 sur @P! ,

h
eU!

i
H
= 0 et

h
°@yd

eU!

i
H
= ÆN .

(54)

Nous avons donc construit une solution eU à notre problème initial (38).

Cette solution hérite naturellement d’une propriété de sous-linéarité qui s’écrit sous la forme

lim
R"+1

1
R

µ 
⇤R£(0,R)

1D!

ØØØ eU!

ØØØ
2

dy

∂1/2

= 0 . (55)

Grâce à (47), il est possible de montrer que la solution eU telle que

• p.s. eU! 2 H1
l oc

°
D!

¢
est solution dans D0°D!

¢
de (38) telle que

ˆ
⇤1

ˆ L

0

eU!dy = 0 ;

•
°
!,y“

¢
7! reU!

°
y“, yd

¢
est stationnaire pour tout yd > 0. Pour tout yd > 0, E

£
ry“

eU!
°
·, yd

¢§
= 0 et

E

∑ˆ +1

0
1D!

ØØØreU!

ØØØ
2

dyd

∏
<+1 ;

est unique [BFFO17, Neu18].

Nous avons ainsi montré

Il existe un unique eU :≠! H1
l oc

°
D!

¢
tel que

• p.s. eU! 2 H1
l oc

°
D!

¢
est solution dans D0°D!

¢
de (38) telle que

ˆ
⇤1

ˆ L

0

eU!dy = 0 ;

•
°
!,y“

¢
7! reU!

°
y“, yd

¢
est stationnaire pour tout yd > 0. Pour tout yd > 0, E

£
ry“

eU!
°
·, yd

¢§
= 0 et

E

∑ˆ +1

0
1D!

ØØØreU!

ØØØ
2

dyd

∏
<+1 ;

Théorème 79 (d’existence et d’unicité)
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Cependant au vu de (52) la trace de eU sur ßL n’est pas dans H 1/2
L . Nous ne pouvons donc pas utiliser pour eU

les résultats concernant le comportement à l’infini des champs proches obtenus dans la section 6.3.

Il peut être possible d’étendre les résultats de la section 6.3 à des traces plus générales. Nous n’avons pas trouvé
de tel résultat. Nous avons plutôt décidé par la suite de considérer les problèmes régularisés (46). Cela correspond
de plus aux méthodes numériques que nous avons mises en place. L’inconvénient est que nous commettons une
erreur supplémentaire dans notre modèle e↵ectif.

6.4.3 Construction des premiers termes de champ proche

Nous allons maintenant construire les premiers termes de champ proche et assurer qu’ils tendent bien vers 0 à
l’infini.

Construction de UNF
!,0,T

D’après la proposition 75, pour presque tout x“ 2 Rd°1, il existe un unique eUNF
0,T(x“; · ) dans H0 \WL solution

p.s. de 8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

T°1¬yd<L eUNF
!,0,T(x“; · )°¢y

eUNF
!,0,T(x“; · ) = 0 dans D! \ßH ,

°@yd
eUNF
!,0,T(x“; · ) = 0 sur ß0 ,

eUNF
!,0,T(x“; · ) = 0 sur @P! ,

h
°@yd

eUNF
!,0,T(x“; · )

i
H
= 0 ,

h
eUNF
!,0,T

i
L
= 0 et

h
°@yd

eUNF
!,0,T

i
L
= 0 .

(56)

Nous en déduisons que eUNF
!,0 = 0. Par définition, la solution UNF

!,0,T s’écrit UNF
!,0,T(x“;y) = °uFF

!,0

ØØØ
ß"H

(x“)¬BH
1

(y)+
eUNF
!,0,T

°
x“;y

¢
. Comme nous cherchons une solution qui tend vers 0 quand yd tend vers +1, nous obtenons une

condition de bord pour uFF
0 sur ß"H

p.s. uFF
!,0

ØØØ
ß"H

(x“) = 0 .

Nous remarquons alors que uFF
0 est indépendant de !.

Pour presque tout x“ 2Rd°1, il existe une unique fonction UNF
0,T(x“; · ) =°uFF

0

ØØØ
ß"H

(x“)¬BH
1

(·)+ eUNF
0,T

°
x“; ·

¢
,

avec eUNF
0,T(x“; ·) 2H0 \WL solution p.s. de (56), qui tend vers 0 à l’infini si et seulement si

uFF
0 = 0 sur ß"H . (57)

Dans ce cas, p.s. pour presque tout x“ 2Rd°1, y 2D!,

UNF
!,0,T(x“;y) = 0 . (58)

Proposition 80
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Construction de UNF
!,1,T

D’après la proposition 75, pour presque tout x“ 2 Rd°1, il existe un unique eUNF
1,T(x“; · ) dans H0 \WL solution

p.s. de

8
>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

T°1 ¬yd<L eUNF
!,1,T(x“; · )°¢y

eUNF
!,1,T(x“; · ) = 0 dans D! \ßH ,

°@yd
eUNF
!,1,T(x“; · ) = 0 sur ß0 ,

eUNF
!,1,T(x“; · ) = 0 sur @P! ,

h
°@yd

eUNF
!,1,T(x“; · )

i
H
= @xd uFF

!,0

ØØØ
ß"H

(x“) ,
h
eUNF
!,1,T

i
L
= 0 et

h
°@yd

eUNF
!,1,T

i
L
= 0 .

(59)

où nous avons utilisé le fait que UNF
!,0,T(x“;y) = 0.

Par linéarité, UNF
!,1,T(x“;y) =°uFF

!,1

ØØØ
ß"H

(x“)¬BH
1

(y)+@xd uFF
!,0

ØØØ
ß"H

(x“)W (1)
!,0,T où W (1)

!,0,T est l’unique solution dans H0\
WL de

8
>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

T°1 ¬yd<L W (1)
!,0,T °¢W (1)

!,0,T = 0 dans D! \ßH ,

°@yd W (1)
!,0,T = 0 sur ß0 ,

W (1)
!,0,T = 0 sur @P! ,

h
°@y2W

(1)
!,0,T

i
H
= 1 ,

h
W (1)
!,0,T

i
L
= 0 et

h
°@yd W (1)

!,0,T

i
L
= 0 .

(60)

Comme nous cherchons une solution UNF
!,1,T qui tend vers 0 quand yd tend vers +1, nous obtenons une condition

de bord pour uFF
1 sur ß"H

p.s. °uFF
!,1

ØØØ
ß"H

(x“) + @xd uFF
0

ØØØ
ß"H

(x“) c(1)
0,T = 0 ;

où c(1)
0,T est donné par

c(1)
0,T := lim

yd!+1
W (1)
!,0,T

°
y“, yd

¢
= E

h
W (1)

0,T (·,L)
i

. (61)

Nous avons ici utilisé le résultat de la proposition 69. Nous remarquons alors que uFF
1 est indépendant de !.
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Pour presque tout x“ 2Rd°1, il existe une unique fonction UNF
1,T(x“; · ) =°uFF

1

ØØØ
ß"H

(x“)¬BH
1

(·)+ eUNF
1,T(x“; ·),

avec eUNF
1,T(x“; ·) 2H0 \WL solution de (59), qui tend vers 0 à l’infini si et seulement si

°uFF
1 + @xd uFF

0 c(1)
0,T = 0 sur ß"H ; (62)

où c(1)
0,T est donné par (61).

Dans ce cas, p.s. pour presque tout x“ 2Rd°1, y 2D!, UNF
!,1,T(x;y) s’écrit

UNF
!,1,T(x“;y) = °uFF

!,1

ØØØ
ß"H

(x“) ¬BH
1

(y) + @xd uFF
!,0

ØØØ
ß"H

(x“)W (1)
!,0,T . (63)

où W (1)
!,0,T(y) est l’unique solution dans H0 \WL de (60).

Proposition 81

6.4.4 Construction des premiers termes de champ lointain

Les conditions aux bords pour les termes de champ lointain obtenues précédemment, garantissant l’existence des
termes de champ proche tendant vers 0 à l’infini, permettent de compléter les équations satisfaites par les termes
de champ lointains. Nous obtenons ainsi les problèmes vérifiés par uFF

0 (64) et par uFF
1 (65).

Construction de uFF
0

En utilisant (4) et la conditions aux limites (57) sur ß"H, nous définissons uFF
0 comme l’unique solution

déterministe dans H1
loc

°
B"H

1
¢
de

(
°¢uFF

0 °k2uFF
0 = f dans B"H

1 ,

uFF
0 = 0 sur ß"H ;

(64)

complété par l’UPRC (9) du chapitre 5.

Définition 82

Comme uFF
0 est solution de l’équation de Helmholtz dans un demi-espace avec une condition de Dirichlet ho-

mogène sur l’hyperplan et un terme source L2°BH
1

¢
à support compact, complétée par la condition d’onde sortante

(9) du chapitre 5, nous montrons que le problème (64) est bien posé dans H1
0

°
BH

1
¢
[CWM05]. Il est alors possible

d’exprimer uFF
0 à l’aide de sa transformée de Fourier ou de manière équivalente avec la fonction de Green de Diri-

chlet. Nous pouvons même prouver que uFF
0 2 H2

0

°
BH

1
¢
. Par conséquent @xd uFF

0

ØØØ
ß"H

2 L2°ß"H
¢
.
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Construction de uFF
1

En utilisant (4) et la conditions aux limites (62) sur ß"H, nous définissons uFF
1 comme l’unique solution

déterministe dans H1
loc

°
B"H

1
¢
de

(
°¢uFF

1 °k2uFF
1 = 0 dans B"H

1 ,

uFF
1 = c(1)

0,T@xd uFF
0 sur ß"H ,

(65)

complété par l’UPRC (9) du chapitre 5 et où c(1)
0,T est donné par (61).

Définition 83

Il s’agit de l’équation de Helmholtz homogène avec condition de Dirichlet L2°ß"H
¢
complétée par la condi-

tion d’onde sortante (9) du chapitre 5. Nous avons alors également que le problème (65) est bien posé et
uFF

1 2 H2°BH
1

¢
.Ainsi @xd uFF

1 2 L2°ß"H
¢
.

6.4.5 Modèle e↵ectif

Soit nous construisons les termes de champ lointain de façon incrémentable, soit nous utilisons le modèle qui
va approcher la série tronquée de champs lointains. Ceci peut être utile pour l’étude de géométries plus générales.
Le fait de prendre un modèle approché permet d’avoir une approximation directe jusqu’à un certain ordre.

Le premier modèle que nous proposons est construit à partir de uFF
0 satisfaisant les équations (64). Les parti-

cules et la condition d’impédance posée sur l’objet sont remplacées par un plan conducteur sur ß"H. Cette condition
d’impédance e↵ective ne permet donc pas de prendre en compte les particules.

Nous proposons alors un deuxième modèle. Ce modèle est construit à partir de uFF
0 et uFF

1 . Nous souhaitons
avoir une approximation de uFF

0 +"uFF
1 . Pour cela, nous reprenons les conditions de bords vérifiées par uFF

0 et uFF
1

données par (57) et (62)

uFF
0 = 0 sur ß"H ;

uFF
1 = c(1)

0,T@xd uFF
0 sur ß"H .

En prenant une combinaison linéaire des deux conditions, nous avons :

°
uFF

0 +"uFF
1

¢
= " c(1)

0,T @xd uFF
0 sur ß"H . (66)

De plus, comme uFF
0 et uFF

1 vérifient l’équation de Helmholtz, nous avons

°¢
°
uFF

0 +"uFF
1

¢
° k2 °

uFF
0 +"uFF

1
¢
= f dans Rd°1 £ ("H,+1) . (67)
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CHAPITRE 6. DÉVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE

Soit v"2 satisfaisant (
°¢v"2 °k2v"2 = f dans B"H

1 ,

°"c(1)
0,T@xd v"2 + v"2 = 0 sur ß"H ,

(68)

complété par l’UPRC (9) du chapitre 5 et où c(1)
0,T est donné par (61).

Définition 84

Remarque 23. Nous sommes passés d’une condition de Dirichlet pour le modèle à l’ordre 1 à une condition de
Robin pour le modèle à l’ordre 2.

Si c(1)
0,T > 0 alors d’après [CW97] le problème est bien posé dans H1°BL

¢
, avec BL =

©
"H < xd < L

™
, pour toute

bande BL. Attention, si c(1)
0,T < 0, le problème n’est plus bien posé (il peut exister des modes guidés par la surface).

Dans le cas périodique, nous avons montré (voir remarque 6 du chapitre 3) que pour H assez grand, la constante
c(1)

0 > 0. Ici c’est plus délicat à démontrer.

6.4.6 Estimations d’erreurs sur le modèle e↵ectif

Soit L0 > H. Soit u" une solution de notre problème de di↵raction qui vérifie les équations (P"!)+(CD!).

Supposons que uFF
0 vérifie la condition (57) et uFF

1 vérifie la condition (62) alors UNF
0,T est donné par (58)

et UNF
1,T est donné par (63). Alors, nous avons

∞∞∞u"°
≥
uFF

0 +"uFF
1 +"UNF

1,T

¥∞∞∞
L 2

°
≠,H1

0(BL0
!,0,R)

¢ ∑ O
≥
2"d/2+1

p
T+ "d/2°1

p
T

+"d/2+1 +"
¥
+o

°
"+"2¢ . (69)

Théorème 85

Preuve. Nous allons comparer maintenant u" à w" = uFF
0 +"uFF

1 +"UNF
1,T.

Écrivons le problème vérifié par w"
!

•
≥
¢+k2

¥
w"
! = "

≥
¢+k2

¥h
UNF
!,1,T

≥
x“;

x

"

¥i

= 1
"
¢yUNF

!,1,T

≥
x“;

x

"

¥
+rx“ryUNF

!,1,T

≥
x“;

x

"

¥
+"

≥
¢x“ +k2

¥
UNF
!,1,T

≥
x“;

x

"

¥

= 1
"T
¬yd<L UNF

!,1,T

≥
x“;

x

"

¥
+rx“ryUNF

!,1,T

≥
x“;

x

"

¥
+"

≥
¢x“ +k2

¥
UNF
!,1,T

≥
x“;

x

"

¥
dans D"

! \ß"H .

•
h

w"
!

i
"H

= 0 et
h
@xd w"

!

i
"H

= "@xd uFF
1 ;
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• w"
! = 0 sur @P! ;

• °@xd w"
!+ i k∞w"

! = " i k∞ UNF
!,1,T

°
x“,0

¢
sur ß0.

Nous tronquons le domaine d’étude dans la direction xd en imposant une condition DtN sur ßL0 où L0 > L > H.

Soit R > 0. Nous définissons BL0

!,0,R :=
n
⇤R £ (0,L0) \ P!

o
et pour M > 0, ßR

M := ßM \⇤R. Écrivons la formula-

tion variationnelle vérifiée par e" := u"°w" dans L2°≠,H1
0(BL0

!,0,R)
¢
et H1

0

°
BL0

!,0,R

¢
:=

n
v 2 H1°BL0

!,0,R

¥
, v = 0 sur @P!

o
.

8v 2L 2°≠,H1
0(BL0

!,0)
¢
,

E

∑ˆ L0

0

 
⇤R

1D!
re"! ·rv!°k2

ˆ L0

0

 
⇤R

1D!
e"! v!+

 
ßR

0

i k∞ e"! v!+ 1

Rd°1
h§Ke"!, v!iH1/2

°
ßR

L0

¢
,H°1/2

°
ßR

L0

¢
∏

= E

∑
"i k

 
ßR

0

UNF
!,1,T

°
x“;

x“
"

,0
¢
v!(x“,0)dx“+

1
"T

ˆ L0

0

 
⇤R

1D!
UNF
!,1,T

°
x“;

x

"

¢
v!(x)dx°"

ˆ L0

0

 
⇤R

1D!
rx“UNF

!,1,T

°
x“;

x

"

¢
·rv!(x)dx

+"k2
ˆ L0

0

 
⇤R

1D!
UNF
!,1,T

°
x“;

x

"

¢
v!(x)dx+"

 
ßR
"H

@xd uFF
1 v!(x“,"H)dx“+"

 
ßR

L0

v!(x,L0)
∑
@xd UNF

!,1,T

°
x“;

x“
"

,
L0

"

¢

+ 1
"

£
@yd UNF

!,1,T

§°
x“;

x“
"

,
L0

"

¢
+§KUNF

!,1,T

°
x“;

x“
"

,
L0

"

¢
dx“

∏

(70)
Ici §K est l’opérateur DtN introduit dans la définition 60.

Nous allons contrôler maintenant chacun des termes du membre de droite. Nous rappelons que

8x“ 2Rd°1, 8y 2Rd°1 £ (0,+1) , UNF
!,1,T

°
x“;y

¢
= @xd uFF

0

i
ß"H

°
x“

¢
W (1)
!,0,T(y)°uFF

1

ØØØ
ß"H

(x“)¬BH
1

(y)

et W (1)
0,T vérifie les estimations suivantes (corollaire 78)

E

∑
T°1

∞∞∞W (1)
0,T

∞∞∞
2

L
+

∞∞∞rW (1)
0,T

∞∞∞
2

L

∏
∑ C .

Après changement de variables, nous en déduisons :

E

∑
T°1

 
⇤R

ˆ L

0
1D!

ØØØW (1)
0,T

ØØØ
2≥x

"

¥
dx

∏
∑ C "d .

Comme
∞∞∞@xd uFF

0

ØØØ
ß"H

(x“)
∞∞∞

L1(≠)
<1 et

∞∞∞uFF
1

ØØØ
ß"H

(x“)
∞∞∞

L1(≠)
<1, nous avons également

E

"
T°1

 
⇤R

ˆ L

0
1D!

ØØØUNF
1,T

≥
x“;

x

"

¥ØØØ
2

dx

#
∑ C "d (71)

Terme 1 : nous utilisons Cauchy-Schwartz puis le théorème de trace (lemme 74)

E

" 
ßR

0

UNF
!,1,T

≥
x“;

x“
"

,0
¥

v!
°
x“,0

¢
dx“

#
∑ C

R(d°1)/2
kvk

L 2
°
≠,H1(BL0

!,0,R)
¢ p

T "d/2 . (72)
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Terme 2 : nous utilisons Cauchy-Schwartz puis (71)

E

" 
⇤R

ˆ L

0
1D!

UNF
!,1,T v!dx

#
∑ C

R(d°1)/2

p
T "d/2 kvk

L 2
°
≠,H1(BL0

!,0,R)
¢ . (73)

Terme 3 : ØØØØØE
" 

⇤R

ˆ L0

0
1D!

ryUNF
!1,T ·rx“v!dx

#ØØØØØ ∑ C

R(d°1)/2
"d/2 kvk

L 2
°
≠,H1(BL0

!,0,R)
¢

Terme 4 :

E

" 
⇤R

ˆ L0

0
1D!

UNF
!,1,T v!dx

#
= E

" 
⇤R

ˆ L

0
1D!

UNF
!,1,T v!dx

#
+E

" 
⇤R

ˆ L0

L
UNF
!,1,T v!dx

#

Pour yd > L, d’après la section 6.3.4, nous pouvons décomposer eUNF
1,T selon eUNF

1,T = VT + eU avec VT donnée par

la représentation intégrale et eU 2 WL,0. Nous savons que E
hˆ +1

L
|VT|2

i
∑ C

∞∞∞UNF
1,T

ØØØ
ßL

∞∞∞
H 1/2

L

. eU vérifie en particulier

d’après l’inégalité de Hardy

E

"ˆ L0

L
|eU|2 dyd

#
∑ C(L0) E

∑ˆ +1

L
|reU|2 dyd

∏
.

Nous en déduisons après changement de variables que

E

" 
⇤R

ˆ L0

L
UNF
!,1,T v!dx

#
∑ C

R(d°1)/2
kvk

L 2
°
≠,H1(BL0

!,0,R)
¢"d/2

p
T .

Nous obtenons que

E

" 
⇤R

ˆ L0

0
1D!

UNF
!,1,T v!dx

#
∑ C

R(d°1)/2
kvk

L 2
°
≠,H1(BL0

!,0,R)
¢ p

T "d/2 . (74)

Terme 5 :

E

" 
ßR
"H

@xd uFF
1 v!

#
∑ 1

Rd°1

∞∞∞@xd uFF
1

ØØØ
ß"H

∞∞∞
L2(≠)

kvk
L 2

°
≠,H1(BL0

!,0,R)
¢ . (75)

Terme 6 : Montrons que

E

"ˆ
ßR

L0

°
@xd +§R¢

UNF
!,1,T v!dx“

#
°!

L0!+1
0 .

Nous avons @xd UNF
!,1,T

°
x“;y

¢
= @2

xd
uFF

0

ØØØ
ß"H

W D
!,1,T(y) avec W D

!,1,T = W (1)
!,0,T ° c(1)

0 ¬yd∑H. Nous avons alors d’après la pro-

position 69 b) pour tout y“ 2Rd°1, kW D
1,T

°
·, yd

¢
kL2(≠) ! 0.

∞∞∞
h
@xd UNF

!,1,T

i°
x“;y“, yd

¢∞∞∞
L2(≠)

°!
yd!+1

0 d’où
∞∞∞@xd UNF

!,1,T

°
x“;y“,

L0

"

¢∞∞∞
L2(≠)

°!
"!+1

0 .

Nous en déduisons que

E

" 
ßR

L0

@xd UNF
!,1,T

°
x“;y“,

L0

"

¢
v!(x“,L0)dx“

#
= ¥(") kv!kL 2

°
≠,H1(BL0

!,0,R)
¢ avec ¥(") ! 0 .
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Puisque §K est continu

ØØØØØE
" 

ßR
L0

§KUNF
!,1,Tv!dx“

#ØØØØØ ∑ C

s
E
∞∞∞UNF

!,1,T

≥
·; ·
"

¥∞∞∞
H1/2(ßR

L0 )
kv!kL 2

°
≠,H1(BL0

!,0,R)
¢

et donc ØØØØØE
" 

ßR
L0

§KUNF
!,1,Tv!dx“

#ØØØØØ= ¥(")kv!kL 2
°
≠,H1(BL0

!,0,R)
¢

pour la même raison.

E

"ˆ
ßR

L0

@yd UNF
!,1,T

µ
x“;

x“
"

,
L
"

∂
v!

#
= E

"
@xd u

ØØØ
ß"H

(x“)
ˆ
ßR

L0

@yd W D
!,1,T

µex“
"

,
eL
"

∂
v!(ex“)dex“

#

D’après la proposition 70, nous savons que y2
dE

hØØØrW D
!,1,T

°
·, yd

¢ØØØ
2i

°!
yd!+1

0. Nous en déduisons

ØØØØØE
" 

ßR
L0

@xd uFF
0

ØØØ
ß"H

(x“) @yd W T
!,1

µ
x“
"

,
L0

"

∂
v!(x“)dx“

#ØØØØØ=
∞∞∞@xd uFF

0

ØØØ
ß"H

∞∞∞
L1(≠)

" ¥(") kvk
L 2

°
≠,H1

0(BL
!,0,R)

¥

avec ¥(") °!
"!0

0 .

Par conséquent, nous avons montré que, pour tout v 2 L2
≥
≠,H1°BL0

!,0,R

¢¥

|l (v)|∑
"

O

√
"d/2+1

p
T+ "d/2°1

p
T

+"d/2+1 +"d/2+1
p

T+"
!
+o

°
"+"2¢

#
kvk

L2

≥
≠,H1

0

°
BL0

!,0,R

¢¥ (76)

où l est la forme linéaire sur L2
≥
≠,H1°BL0

!,0,R

¢¥
définie par

8v 2 L2
≥
≠,H1°BL0

!,0,R

¢¥
, l (v) :=E

∑
"i k

 
ßR

0

UNF
!,1,T

°
x“;

x“
"

,0
¢
v!(x)+ 1

"T

ˆ L0

0

 
⇤R

1D!
UNF
!,1,T

°
x“;

x

"

¢
v!(x)

°"
ˆ L0

0

 
⇤R

1D!
rx“UNF

!,1,T

°
x“;

x

"

¢
rv!(x)+"k2

ˆ L0

0

 
⇤R

1D!
UNF
!,1,T

°
x“;

x

"

¢
v!(x)

+"
 
ßR
"H

@xd uFF
1 (x“,"H)v!(x“,"H)dx“+"

 
ßR

L0

v!(x“,L0)
∑
@xd UNF

!,1,T

°
x“;

x“
"

,
L0

"

¢

+ 1
"

£
@yd UNF

!,1,T

§°
x“;

x“
"

,
L0

"

¢
+§KUNF

!,1,T

°
x“;

x“
"

,
L0

"

¢∏
dx“

(77)
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Soit L0 > H. Soit u" une solution de notre problème de di↵raction qui vérifie les équations (P"!)+(CD!).

Supposons que uFF
0 vérifie la condition (57) et uFF

1 vérifie la condition (62) alors UFF
0,T est donné par (58)

et UNF
1,T est donné par (63). Alors, nous avons

∞∞∞u"°
≥
uFF

0 +"uFF
1 +"UNF

1,T

¥∞∞∞
L 2

°
≠,H1

0(BL0
!,0,R)

¢ = O(") . (78)

Théorème 86

Preuve. En évaluant la formulation variationnelle (70) en v = e", nous en déduisons

ke"k
L 2

°
≠,H1

0(BL0
!,0,R)

¢ = O(") .

Il su�t en e↵et de choisir T ª "°2.

Nous pouvons améliorer cette estimation si nous montrons que le problème vérifié par eUNF
2,T est bien posé. En

procédant de même que ce qui précède nous établissons

ke"k
L 2

°
≠,H1

0(BL0
!,0,R)

¢ = o(") . (79)

Le facteur limitant est que contrairement au cas périodique, nous ne pouvons pas sans hypothèse quantitative

supplémentaire quantifier les convergences de UNF
!,1,T(·, yd ) et y2

dE
h
|rUNF

!,1,T

°
·, yd

¢
|2

i
vers 0. Avec de telles hypothèses

[BGV08, GNO21] nous pouvons espérer

ke"k = O
≥
"3/2 log°1/2 1

"

¥
pour d = 2

= O
≥
"3/2

¥
pour d = 3 .

(80)

6.5 Étude du cas des conditions de Neumann sur les particules

Cette section est consacrée à la situation où nous imposons une condition de Neumann sur le bord des particules.
L’analyse se décompose en parties similaires à celles de la section précédente mais s’appuie sur des arguments
di↵érents. Nous commençons par l’étude du caractère bien posé des problèmes de champ proche régularisés puis
nous étudions sous quelle condition cette unique solution admet une limite quand le paramètre de régularisation
tend vers 0. Nous pouvons ainsi proposer un modèle e↵ectif à l’ordre 2.
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6.5.1 Caractère bien posé des problèmes de champ proche

Rappelons les problèmes vérifiés par les termes de champ proche. Pour m 2N, p.s. eUNF
!,m(x“;y) := UNF

!,m(x“;y)°
uFF
!,m

ØØØ
ß"H

(x“)¬BH
!,0

(y) vérifie

p.p. x“ 2Rd°1 ,

8
>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

°¢y
eUNF
!,m(x“; · ) = 2rx“ ·ry“

eUNF
!,m°1(x“; · ) + ¢x“

eUNF
!,m°2(x“; · ) + ¢x“uFF

!,m°2

ØØØ
ß"H

(x“)¬BH
!,0

(y)

+ k2 eUNF
!,m°2(x“; · ) + k2 uFF

!,m°2

ØØØ
ß"H

(x“)¬BH
!,0

(y) dans D! \ßH ,

°@yd
eUNF
!,m(x“; · ) = °i k∞ eUNF

!,m°1(x“; · )° i k∞ uFF
!,m°1

ØØØ
ß"H

(x“) sur ß0 ,

ry
eUNF
!,m(x“; · ) ·~n =°rx“

eUNF
!,m°1(x“; · ) ·~n“ °rx“uFF,

!,m°1

ØØØ
ß"H

(x“) ·~n“ sur @P!

h
eUNF
!,m(x“; · )

i
H
= 0 et

h
°@yd

eUNF
!,m(x“; · )

i
H
= @xd uFF

!,m°1

ØØØ
ß"H

(x“) .

(81)
Nous étudions dans la suite l’existence et l’unicité de la solution du problème (81) pour m ∑ 2.

6.5.1.1 Terme de champ proche UNF
!,0

Pour presque tout x“ 2Rd , p.s. eUNF
!,0(x“; · ) vérifie les équations

p.p. x“ 2Rd°1 ,

8
>>>>>><
>>>>>>:

°¢y
eUNF
!,0(x“; · ) = 0 dans D! \ßH ,

°@yd
eUNF
!,0(x“; · ) = 0 sur ß0 ,

ry
eUNF
!,0(x“; · ) ·~n = 0 sur @P!h

eUNF
!,0(x“; · )

i
H
= 0 et

h
°@yd

eUNF
!,0(x“; · )

i
H
= 0 .

(82)

Nous avons immédiatement que eUNF
!,0(x“; ·) = 0 et donc

p.s. 8x“ 2Rd°1, 8y 2D! , UNF
!,0(x“;y) = uFF

!,0

ØØØ
ß"H

(x“) ¬BH
!,0

(y) . (83)

6.5.1.2 Terme de champ proche de premier ordre UNF
!,1

Nous étudions maintenant le terme de champ proche eUNF
!,1(x“;y).

Pour presque tout x“ 2Rd°1, p.s. eUNF
!,1(x“; · ) vérifie les équations

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

°¢y
eUNF
!,1(x“; · ) = 0 dans D! \ßH ,

°@yd
eUNF
!,1(x“; · ) = °i k∞ uFF

!,0

ØØØ
ß"H

(x“) sur ß0 ,

ry
eUNF
!,1(x“; · ) ·~n =°rx“uFF

!,0

ØØØ
ß"H

(x“) ·~n“ sur @P! ,
h
eUNF
!,1(x“; · )

i
H
= 0 et

h
°@yd

eUNF
!,1(x“; · )

i
H
= @xd uFF

!,0

ØØØ
ß"H

(x“) .

(84)

où nous avons utilisé que eUNF
!,0(x“;y) = 0.
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Nous procédons de la même façon que dans le cas Dirichlet et commençons par borner notre domaine d’étude
dans la direction yd à l’aide de l’opérateur DtN §. Nous considérons pour tout x“ 2Rd°1 le problème suivant

8
>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

°¢eUNF
!,1

°
x“, ·

¢
= 0 dans BL

!,0 \ßH ,

°@yd
eUNF
!,1(x“; · ) = °i k∞ uFF

!,0

ØØØ
ß"H

(x“) sur ß0 ,

ry
eUNF
!,1(x“; · ) ·~n =°rx“uFF

!,0

ØØØ
ß"H

(x“) ·~n“ sur @P! ,
h
eUNF
!,1(x“; · )

i
H
= 0 et

h
°@yd

eUNF
!,1(x“; · )

i
H
= @xd uFF

!,0

ØØØ
ß"H

(x“) ,

@yd
eUNF
!,1

°
x“, ·

¢
+§eUNF

!,1
°
x“, ·

¢
= 0 sur ßL .

(85)

Si (85) admet une solution telle que eUNF
!,1

ØØØ
ßL

2H 1/2
L , eUNF

!,1 pour yd > L est alors donnée par la représentation intégrale

8y“ 2Rd°1 , eUNF
!,1

°
y“, yd

¢
=°2

ˆ
Rd°1

@yd G
°
y“ °z, yd °L

¢ eUNF
!,1

ØØØ
ßL

°
z,L

¢
dz .

Dans le cadre périodique, ce problème est bien posé (à une constante près) dans H1
#

°
BL

0

¢
si et seulement si la

condition de compatibilité suivante est vérifiée

°@xd uFF
0

ØØØ
ß"H

(x“) + i k∞ uFF
0

ØØØ
ß"H

(x“) = 0 .

Nous rappelons que BL
0 :=⇤T £ (0,L) \ P#. L’existence et l’unicité de la solution sont établies par l’alternative de

Fredholm. La preuve repose en particulier sur l’application de l’inégalité de Poincaré-Wirtinger dans BL
0 .

Puisque dans le cadre aléatoire, le problème ne peut pas être restreint à un domaine borné, nous ne pouvons pas
appliquer les mêmes arguments. Nous utilisons plutôt les techniques de régularisation utilisées en homogénéisation
de volume stochastique. Ainsi nous considérons le problème régularisé suivant : pour T > 0

p.s. , p.p. x“ 2Rd°1 ,

8
>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

°¢y
eUNF
!,1,T(x“; · ) + T°1 eUNF

!,1,T(x“; · ) = 0 dans BL
!,0 \ßH ,

°@yd
eUNF
!,1,T(x“; · ) =°i k∞ uFF

!,0

ØØØ
ß"H

(x“) sur ß0 ,

ry
eUNF
!,1,T(x“; · ) ·~n =°rx“uFF

!,0

ØØØ
ß"H

(x“) ·~n“ sur @P! ,
h
eUNF
!,1,T(x“; · )

i
H
= 0 et

h
°@yd

eUNF
!,1,T(x“; · )

i
H
= @xd uFF

!,0

ØØØ
ß"H

(x“) ,

@yd
eUNF
!,1,T

°
x“; ·

¢
+§eUNF

!,1,T

°
x“; ·

¢
= 0 sur ßL .

(86)
Notons que le DtN correspond à l’opérateur Laplacien de demi-espace et non l’opérateur Laplacien régularisé .Nous
introduisons l’espace fonctionnel

H :=
Ω

u 2 L2
≥
≠,H1

loc

°
BL
!,0

¢¥
,

°
!,y“

¢
7! 1D!

°
y“, yd

¢
u!(y“, yd ) est stationnaire pour tout yd 2 (0,L),

E

∑ˆ +1

0
1D!

≥
|u!|2 +|ru!|2

¥
dyd

∏
<+1

æ
,

muni de la norme

kuk2
H := E

"ˆ L

0
1D!

°
|u!|2 +|ru!|2

¢
dyd

#
.
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≥
H , k ·kH

¥
est un espace de Hilbert [Pap79].

Si uFF
0

ØØØ
ß"H

2 L2°≠
¢
et pour j 2 Ç1,dÉ @x j uFF

0

ØØØ
ß"H

2 L2°≠
¢
alors il existe une unique solution eUNF

1,T 2 H au

problème (86).

Proposition 87

Preuve. Nous prouvons le caractère bien posé du problème par le théorème Lax-Milgram.

La formulation variationnelle associée à (86) s’écrit pour tout V 2H

E

"ˆ L

0
1BL

!,0

≥
T°1 eUNF

!,1,T V!+reUNF
!,1,T ·rV!

¥
dyd

#
+h§eUNF

!,1,T, Vi
H 1/2

L ,H °1/2
L

=°E
∑
rx“uFF

!,0

ØØØ
ß"H

·
ˆ
@P!\⇤1£(0,L)

~n“ V!dy

∏

+E
∑
°i k∞ uFF

!,0

ØØØ
ß"H

V!(·,0)+@xd uFF
!,0

ØØØ
ß"H

V!(·,H)
∏

. (87)

Nous intégrons le premier terme du membre de droite par parties. Nous obtenons grâce à la stationnarité de rV

°E
∑
rx“uFF

!,0

ØØØ
ß"H

·
ˆ
@P!\⇤1£(0,L)

~n“ V!dy

∏
= E

"
rx“uFF

!,0

ØØØ
ß"H

·
ˆ ±+hL

±
1BL

!,0
ry“V! dyd

#
. (88)

Par Cauchy-Schwartz, nous montrons alors

E

"
rx“uFF

!,0

ØØØ
ß"H

·
ˆ ±+hL

±
1BL

!,0
ry“V! dyd

#
∑

p
hL

∞∞∞rx“uFF
!,0

ØØØ
ß"H

∞∞∞
L2(≠)

E

"ˆ L

0
1BL

!,0
|ry“V!|2 dyd

#1/2

∑ C kvkH .

Pour montrer la continuité des autres termes de la forme linéaire et du terme DtN de la forme sesquilinéaire, nous
avons besoin du théorème de trace suivant

Pour tout v 2H ,

E

∑ØØØv
°
·, 0

¢ØØØ
2
+

ØØØv
°
·, H

¢ØØØ
2
+

ØØØv
°
·, L

¢ØØØ
2
∏

∑ kvk2
H . (89)

Lemme 88

Preuve. Comme dans le cas Dirichlet, la preuve repose sur l’existence d’un prolongement stationnaire de eUNF
!,1,T à

l’intérieur des particules appartenant à H1
loc

°
Rd°1 £ (0,L)

¢
. L’existence d’un tel relèvement pour un processus d’in-

clusions hardcore de frontière Lipschitz et de rayons bornés uniformément a été prouvé dans [GK15].

Remarque 24. En général, si une des hypothèses

• condition de distance minimale ;
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• frontière Lipschitz ;

• particules de même rayon ;

n’est plus vraie, un tel relèvement n’existe que dans W1,r °
Rd°1 £ (0,L)

¢
pour r < p = 2. [Hei20].

La preuve se déroule alors comme dans le cas Dirichlet.

Nous concluons par Lax-Milgram que le problème (86) est bien posé dans H .

D’après le lemme 67 , l’unique solution eUNF
!,1,T 2H admet bien une trace eUNF

!,1,T

ØØØ
ßL

sur ßL dans H 1/2
L .

Pour yd > L, nous avons alors d’après la proposition 68

8y“ 2Rd°1, 8yd > L, eUNF
!,1,T

°
y“, yd

¢
:=°2

ˆ
Rd°1

@yd G
°
y“ °z, yd °L

¢ eUNF
!,1,T

ØØØ
ßL

°
z,L

¢
dz . (90)

Considérons le problème équivalent à (85) complété par (90). Nous avons montré la proposition suivante :

Il existe une unique solution eUNF
!,1,T 2H \WL de

p.s.

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

T°1 ¬yd<L eUNF
!,1,T °¢eUNF

!,1,T = 0 dans D! \ßH ,

°@yd
eUNF
!,1,T =°i k∞ uFF

!,0

ØØØ
ß"H

°
x“

¢
sur ß0 ,

ry
eUNF
!,1,T ·~n =°rx“uFF

!,0

ØØØ
ß"H

°
x“

¢
·~n“ sur @P! ,

h
°@yd

eUNF
!,1,T

i
H
= @xd uFF

!,0

ØØØ
ß"H

°
x“

¢
,

h
eUNF
!,1,T

i
L
= 0 et

h
°@yd

eUNF
!,1,T

i
L
= 0 .

(91)

De plus, eUNF
!,1,T vérifie

8V 2H \WL, E

"ˆ L

0
1BL

!,0

h
T°1 eUNF

!,1,T V +reUNF
!,1,T ·rV

i
dyd

#
+E

∑ˆ +1

L
reUNF

!,1,T ·rV dyd

∏

= E

"
rx“uFF

!,0

ØØØ
ß"H

·
ˆ hL+±

±
1BL

!,0
ry“V!dyd

#
+E

∑
°i k∞uFF

!,0

ØØØ
ß"H

V(·, 0)+@xd uFF
!,0

ØØØ
ß"H

V(·, H)
∏

. (92)

Proposition 89

Existence d’une sous-suite convergente

Contrairement au cas Dirichlet où nous avons prouvé l’existence d’une sous-suite reUNF
!,1,T convergente dans L0

dans tous les cas, nous allons établir que pour une condition de Neumann nous ne pouvons extraire une sous-suite
convergente seulement si une condition dite de compatibilité est vérifiée. Cette condition va correspondre à notre
condition e↵ective.
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Nous évaluons (92) pour V = 1BL
!,0
. Nous obtenons alors

E

"ˆ L

0
1BL

!,0
T°1 eUNF

!,1,T dyd

#
= E

∑
°i k∞uFF

!,0

ØØØ
ß"H

+@xd uFF
!,0

ØØØ
ß"H

∏
. (93)

S’il existe une sous-suite reUNF
1,T convergente, en passant à la limite dans (93) quand T !+1, nous avons nécessai-

rement

E

∑
°i k∞uFF

!,0

ØØØ
ß"H

+@xd uFF
!,0

ØØØ
ß"H

∏
= 0 .

Nous choisissons d’imposer p.s.

°i k∞ uFF
!,0

ØØØ
ß"H

+ @xd uFF
!,0

ØØØ
ß"H

= 0 . (94)

Notons que ceci implique que uFF
0 est indépendante de !.

Nous cherchons à établir que sous (94) il existe une unique sous-suite reUNF
1,T convergente dans L0.

Comme dans le cas Dirichlet, nous montrons que sous (94)

8V 2H , |l (V)| ∑ C krVkL ; (95)

où

l (V) := E

"
rx“uFF

!,0

ØØØ
ß"H

·
ˆ hL+±

±
1BL

!,0
ry“V!dyd

#
+ E

∑
°i k∞ uFF

!,0

ØØØ
ß"H

V(·, 0)+@xd uFF
!,0

ØØØ
ß"H

V(·, H)
∏

. (96)

Le premier terme se borne facilement par Cauchy-Schwartz. Sous (94), le second terme de se réécrit

E

∑
°i k∞ uFF

!,0

ØØØ
ß"H

V(·,0)+@xd uFF
!,0

ØØØ
ß"H

V(·,H)
∏

= i k∞ uFF
!,0

ØØØ
ß"H

E
h
°V(·,0)+V(·,H)

i
.

Comme les particules ne se touchent pas, pour tout y“ 2 Rd°1, il existe un chemin ∞y“ : (0,1) ! BL
!,0 tel que

∞y“(0) =
°
y“,0

¢
et ∞y“(1) =

°
y“,H

¢
; 8t , k∞0

y“(t )k 6= 0 et longueur de la courbe

ˆ 1

0
|∞0

y“(t )|dt ∑ C(H) est bornée par une

constante indépendante de y“. Nous avons également k∞0
y“kL1 ∑ C(H). Notons que C(H) peut être choisie indépen-

damment de la répartition des particules.

ß0

Par conséquent,

8y“ 2Rd°1 , V!
°
y“,H

¢
°V!

°
y“,0

¢
=

ˆ 1

0
rV!

≥
∞y“(t )

¥
·∞0

y“(t )dt
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et ØØØE
h

V!(·, H)°V!(·, 0)
iØØØ ∑ C E

∑ˆ
⇤1

ˆ 1

0

ØØØrV!
°
∞y“(t )

¢ØØØ
2

dt dy“

∏

∑ C E

"ˆ H

0
1BL

!,0

ØØØrV!
ØØØ
°
·, yd

¢
dyd

#

∑ C krVkL .

Nous avons alors établi (95).

Pour les mêmes raisons que dans le cas Dirichlet, nous en déduisons les estimations suivantes.

Si la condition (94) est vérifiée, l’unique solution eUNF
1,T 2H \WL du problème (91) vérifie les estimations

suivantes
kreUNF

1,TkL0 ∑ C , keUNF
1,TkL ∑

p
T C . (97)

Proposition 90

Nous pouvons extraire une sous-suite reUNF
1,T convergente dans L0. Avec les mêmes arguments que dans la partie

précédente. Nous établissons le théorème :

Si la condition (94) est vérifiée alors il existe un unique eUNF
1 :≠! H1

loc

°
D!

¢
tel que

• p.s. eUNF
!,1 2 H1

l oc

°
D!

¢
est solution dans D

°
D!

¢
de (85) telle que

ˆ
⇤1

ˆ L

0

eU!,1 dy = 0 ;

•
°
!,y“

¢
7! reU!,1

°
y“, yd

¢
est stationnaire pour tout yd > 0. Pour tout yd > 0, E

h
ry“

eUNF
!,1

°
·, yd

¢i
= 0

et

E

∑ˆ +1

0
1D!

ØØØreUNF
!,1

ØØØ
2

dyd

∏
<+1 ;

Théorème 91

De même que dans le cas Dirichlet, nous avons choisi de poursuivre par la suite avec la solution régularisée eUNF
!,1,T.

Dans le cas Dirichlet, il est possible de construire la solution eU stationnaire grâce au contrôle établie dans le
corollaire (77) (trace des L s). Seule la régularité des traces nous fait défaut pour prouver que le problème de
demi-espace est bien posé.

Dans le cas Neumann, la solution eUNF
!,1 construite dans le théorème 91 n’est pas nécessairement stationnaire

contrairement à eUNF
1,T. Pour espérer construire une solution stationnaire, il faudrait ajouter des hypothèses d’ergodi-

cité quantitative au processus point de distribution des centres des particules.

En imposant par exemple que le processus point des centres des particules vérifie une inégalité de Poincaré
telle que celle vérifiée par des processus points hardcore classiques comme Matern ou random parking [Définition
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1.2 de [DG17]], nous pouvons espérer établir en dimension 3 [GNO21] qu’il existe une unique solution stationnaire
eUNF

1

ØØØ
ßL

2H 1/2
L telle que E

h
eUNF
!,1(·, L)

i
= 0.

Nous n’avons pour le moment pas eu le temps de finir d’explorer cette piste. Nous considérons donc pour la
suite eUNF

!,1,T.

Par linéarité, UNF
!,1,T(x“;y) =°uFF

!,1

ØØØ
ß"H

(x“)¬BH
!,0(y)(y)+uFF

0

ØØØ
ß"H

(x“)U (1)
!,0,T(y)+

d°1X

i=1
@xi uFF

0

ØØØ
ß"H

(x“)U (1)
!,i ,T(y) où U (1)

0,T et

U (1)
i ,T , avec i 2 Ç1,d °1É, sont les uniques solutions de H \WL de

8
>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

T°1¬yd<L U (1)
!,0,T °¢yU

(1)
!,0,T = 0 dans D! \ßH ,

°@yd U (1)
!,0,T = °i k∞ sur ß0 ,

ryU
(1)
!,0,T ·~n = 0 sur @P! ,

h
U (1)
!,0,T

i
H
= 0 et

h
°@yd U (1)

!,0,T

i
H
= i k∞ ,

h
U (1)
!,0,T

i
L
= 0 et

h
°@yd U (1)

!,0,T

i
L
= 0 ;

et 8
>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

T°1¬yd<L U (1)
!,i ,T °¢yU

(1)
!,i ,T = 0 dans D! \ßH ,

°@yd U (1)
!,i ,T = 0 sur ß0 ,

ryU
(1)
!,i ,T ·~n =°ni sur @P! ,

h
U (1)
!,i ,T

i
H
= 0 et

h
°@yd U (1)

!,i ,T

i
H
= 0 ,

h
U (1)
!,i ,T

i
L
= 0 et

h
°@yd U (1)

!,i ,T

i
L
= 0 .

6.5.1.3 Terme de champ proche de second ordre UNF
!,2

Nous étudions maintenant le terme de champ proche eUNF
!,2(x“;y).

P.s. pour presque tout x“ 2Rd°1, eUNF
!,2(x“; · ) vérifie les équations

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

°¢y
eUNF
!,2(x“; · ) = 2ry“ ·rx“

eUNF
!,1,T(x“; · ) +

≥
¢x“uFF

!,0

ØØØ
ß"H

(x“) + k2 uFF
!,0(x“)

ØØØ
ß"H

¥
¬BH

!,0
(y) dans D! \ßH ,

°@yd
eUNF
!,2(x“; · ) = °i k∞ eUNF

!,1,T(x“; · )° i k∞ uFF
!,1

ØØØ
ß"H

(x“) sur ß0 ,

ry
eUNF
!,2(x“; · ) ·~n =°rx“

eUNF
!,1,T(x“; · ) ·~n“ °rx“uFF

!,1

ØØØ
ß"H

(x“) ·~n“ sur @P! ,
h
eUNF
!,2(x“; · )

i
H
= 0 et

h
°@yd

eUNF
!,2(x“; · )

i
H
= @xd uFF

!,1

ØØØ
ß"H

(x“) ,

Comme précédemment, nous considérons le problème régularisé suivant : pour T > 0, p.s. eUNF
!,2,T vérifie les
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équations

8
>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

°¢y
eUNF
!,2,T +T°1 ¬yd<L eUNF

!,2,T = 2ry“ ·rx“
eUNF
!,1,T +

≥
¢x“uFF

!,0

ØØØ
ß"H

+ k2 uFF
!,0

ØØØ
ß"H

¥
¬BH

!,0
dans D! \ßH ,

°@yd
eUNF
!,2,T = °i k∞ eUNF

!,1,T ° i k∞ uFF
!,1

ØØØ
ß"H

(x“) sur ß0 ,

ry
eUNF
!,2,T ·~n =°rx“

eUNF
!,1,T ·~n“ °rx“uFF

!,1

ØØØ
ß"H

·~n“ sur @P! ,
h
eUNF
!,2,T

i
H
= 0 et

h
°@yd

eUNF
!,2,T

i
H
= @xd uFF

!,1

ØØØ
ß"H

(x“) ,
h
eUNF
!,2,T

i
L
= 0 et

h
°@yd

eUNF
!,2,T

i
L
= 0 .

Ce problème possède un terme source qui tend vers 0 p.s. et dans L2(≠). Cependant nous avons besoin de savoir
qu’il est dans LL pour pouvoir construire une solution dans le demi-espace et donc se ramener à un problème dans
la bande BL

1. Un tel résultat est impossible à établir sans hypothèse quantitative. Nous pouvons tout de même
dériver formellement la condition e↵ective.

Pour obtenir la condition limite pour uFF
!,1 sur ß"H, nous écrivons ainsi sous quelle condition nous pouvons espérer

que eUNF
!,2,T a une limite quand T !+1.

Soit '= ¬yd<H 1D!
, nous avons

E

"ˆ H

0
1D!

T°1 eUNF
!,2,T dyd

#
=

≥
¢x“uFF

0

ØØØ
ß"H

+k2uFF
0

ØØØ
ß"H

¥
E

"ˆ H

0
1D!

dyd

#
° i k∞ E

∑
uFF
!,1

ØØØ
ß"H

+ eUNF
!,1,T

°
·, 0

¢∏

°E
∑ˆ

@P!\⇤1£[±,hL+±]
rx“

eUNF
!,1,T ·~n“ dy

∏
+E

∑
@xd uFF

!,1

ØØØ
ß"H

∏
.

Quant T !+1, nous obtenons

0 =
≥
¢x“uFF

0

ØØØ
ß"H

+k2uFF
0

ØØØ
ß"H

¥
E

"ˆ H

0
1D!

dyd

#
° i k∞ E

∑
uFF
!,1

ØØØ
ß"H

+ eUNF
!,1,T

°
·, 0

¢∏
°E

∑ˆ
@P!\⇤1£[±,hL+±]

rx“
eUNF
!,1,T ·~n“ dy

∏

+E
∑
@xd uFF

!,1

ØØØ
ß"H

∏
.

Nous choisissons d’imposer p.s.

0 =
≥
¢x“uFF

0

ØØØ
ß"H

+k2uFF
0

ØØØ
ß"H

¥
E

"ˆ H

0
1D!

dyd

#
°i k∞

≥
uFF
!,1

ØØØ
ß"H

+E
£eUNF

!,1,T

°
·, 0

¢§¥
°E

∑ˆ
@P!\⇤1£[±,hL+±]

rx“
eUNF
!,1,T ·~n“ dy

∏

+@xd uFF
!,1

ØØØ
ß"H

. (98)

Notons que uFF
1 est alors indépendante de !.

Cette condition se réécrit en :

°@uFF
1

ØØØ
ß"H

(x“) + i k∞ uFF
1

ØØØ
ß"H

(x“) = a(2)
0 uFF

0

ØØØ
ß"H

(x“)+
X

i=1,2
a(2)

1,i@xi uFF
0

ØØØ
ß"H

(x“) + a(2)
2,i@

2
xi

uFF
0

ØØØ
ß"H

(x“) ; (99)
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où les coe�cients a(2)
0 , a(2)

1 et a(2)
2 sont exprimés comme des moyennes des fonctions profil U (1)

i ,T , avec i 2 Ç0,d °1É,

a(2)
0 = E

"
k2
ˆ
⇤1

ˆ H

0
1D!

dy ° i k∞ U (1)
!,0,T

°
·; 0

¢
#

; (100)

a(2)
1,i = E

∑
°i k∞ U (1)

!,i ,T

°
·, 0

¢
°

ˆ
@P!\⇤1£[±,hL+±]

U (1)
!,i ,T ni dy

∏
; (101)

a(2)
2,i = E

"ˆ
⇤1

ˆ H

0
1D!

dy°
ˆ
@P!\⇤1£[±,hL+±]

U (1)
!,i ,T ni dy

#
. (102)

En particulier dans le cas où d = 2, nous avons :

a(2)
0 = E

"
k2
ˆ
⇤1

ˆ H

0
1D!

dy° i k∞U (1)
!,0,T

°
·, 0

¢
#

; (103)

a(2)
1 = E

∑
°i k∞ U (1)

!,1,T

°
·, 0

¢
°
ˆ
@P!\⇤1£[±,hL+±]

U (1)
!,0,Tn1 dy

∏
; (104)

a(2)
2 = E

"ˆ
⇤1

ˆ H

0
1D!

dy°
ˆ
@P!\⇤1£[±,hL+±]

U (1)
!,1,Tn1 dy

#
. (105)

6.5.2 Construction des premiers termes de champ lointain

Les conditions aux bords pour les termes de champ lointain obtenues précédemment, garantissant l’existence
des termes de champ proche qui tendent vers 0 à l’infini, nous permettent de compléter les équations satisfaites par
les termes de champ lointain. Nous obtenons ainsi les problèmes vérifiés par uFF

!,0 et par uFF
!,1.

Construction de uFF
0

En utilisant (4) et la condition aux limites (94) sur ß"H , nous définissons uFF
0 (x) comme l’unique solution

déterministe dans H1
loc

°
B"H

1
¢
de

(
°¢uFF

0 °k2uFF
0 = f dans B"H

1 ,

@xd uFF
0 ° i k∞ uFF

0 = 0 sur ß"H .
(106)

complété par l’UPRC (9) du chapitre 5.

Définition 92
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Construction de uFF
1

En utilisant (4) et la condition aux limites (99) sur ß"H , nous définissons uFF
1 (x) comme l’unique solution

déterministe dans H1
loc

°
B"H

1
¢
de

8
<
:

°¢uFF
1 °k2uFF

1 = 0 dans B"H
1 ,

°@xd uFF
1 + i k∞ uFF

1 = a(2)
0 uFF

0 +
X

i=1,2
a(2)

1,i@xi uFF
0 + a(2)

2,i@
2
xi

uFF
0 sur ß"H ; (107)

complété par l’UPRC (9) du chapitre 5 et où a(2)
0 est donné par (100), a(2)

1,i sont donnés par (101) et

a(2)
2,i sont donnés par (102).

Définition 93

6.5.3 Modèle e↵ectif

Le premier modèle que nous proposons est construit à partir de uFF
0 satisfaisant les équations (106). La condition

e↵ective est identique à la condition de Robin sur ß0 mais elle est posée sur ß"H. Ce modèle ne permet donc pas
de prendre en compte les particules. Pour obtenir un modèle prenant en compte les particules, il faut au moins aller
à l’ordre supérieur du développement.

Nous proposons alors un deuxième modèle à partir de uFF
0 et uFF

1 . Pour cela, reprenons les conditions de bords
vérifiées par uFF

0 et uFF
1 données par (94) et (99)

°@xd uFF
0 + i k∞uFF

0 = 0 sur ß"H ;

°@xd uFF
1 + i k∞ uFF

1 = a(2)
0 uFF

0 +
X

i=1,2
a(2)

1,i@xi uFF
0 + a(2)

2,i@
2
xi

uFF
0 sur ß"H .

En prenant une combinaison linéaire des deux conditions, nous avons :

°@xd

°
uFF

0 +"uFF
1

¢
+

≥
i k∞°a(2)

0

¥°
uFF

0 +"uFF
1

¢
°"

X

i=1,2
a(2)

1,i@xi

°
uFF

0 +"uFF
1

¢
°"

X

i=1,2
a(2)

2,i@
2
xi

°
uFF

0 +"uFF
1

¢
= 0 sur ß"H .

De plus, comme uFF
0 et uFF

1 vérifient l’équation de Helmholtz, nous avons

°¢
°
uFF

0 +"uFF
1

¢
° k2 °

uFF
0 +"uFF

1
¢
= f dans Rd°1 £ ("H,+1) .
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Soit v"2 satisfaisant

8
><
>:

°¢v"2 °k2v"2 = f dans B"H
1 ,

°@xd v"2 +
≥
i k∞°"a(2)

0

¥
v"2 °"

X

i=1,2
a(2)

1,i@xi v"2 +a(2)
2,i@

2
xi

v"2 = 0 sur ß"H ; (108)

complété par l’UPRC (9) du chapitre 5 et où a(2)
0 est donné par (100), a(2)

1,i sont donnés par (101) et

a(2)
2,i sont donnés par (102).

Définition 94

D’après [HLQZ15], ce problème est bien posé si a(2)
i > 0 (nous rappelons que Re ∞ > 0). Comme U (1)

!,i ,T ne

dépend pas de H, d’après la définition (102) de a(2)
2,i pour H assez grand a(2)

2,i > 0 et le problème est bien posé.
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Chapitre 7

Méthodes numériques et résultats
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Dans ce chapitre, même si dans le chapitre précédent les résultats ont été obtenus pour un terme source à
support compact, nous les supposons vrais pour le problème de di↵raction par une onde plane incidente. Nous nous
plaçons dans le cas 2D. Pour calculer la solution de référence, nous tronquons le milieu assez loin dans la direction
de la couche et imposons des conditions périodiques. Nous utilisons un opérateur de Dirichlet-to-Neumann pour
l’équation de Helmhotz périodique pour retreindre le problème à un domaine borné (comme dans le cas périodique).
Nous détaillons la méthode pour générer le milieu aléatoire. Pour résoudre numériquement les problèmes de type
Laplace dans le demi-espace infini privé des particules, nous tronquons le demi-espace dans la direction de la couche
(avec une troncature indépendante de celle utilisée pour la solution de référence pour ne pas biaiser les calculs), nous
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imposons des conditions périodiques sur les bords latéraux et nous utilisons un opérateur de Dirichlet-to-Neumann
pour le Laplacien périodique pour ramener le problème à un domaine borné. Les coe�cients eux sont obtenus à
l’aide d’approximations de Monte Carlo. Nous pouvons alors, à partir des coe�cients intervenant dans les conditions,
calculer les solutions e↵ectives et calculer les coe�cients de réflexion e↵ectifs associés. Nous validons ensuite les
modèles avec des validations qualitatives, en traçant les champs, et des validations quantitatives, en traçant l’erreur
sur les coe�cients de réflexion. Comme dans le cas périodique, nous étudions l’évolution du coe�cient de réflexion
dans le cas d’une condition de Neumann sur les particules en fonction du taux de remplissage et de la distance entre
les particules.

Dans cette section, nous nous plaçons dans le cas d = 2 et nous considérons une onde plane incidente ui nc (x1, x2) =
ei k1x1+i k2x2 (nous supposons que les résultats obtenus s’étendent au cas d’une onde plane). Afin de valider nos mo-
dèles, nous construisons une solution dite de référence et la comparons aux modèles e↵ectifs ; d’abord qualitativement
en traçant les champs puis quantitativement en traçant les courbes de convergence du coe�cient de réflexion.

7.1 Calcul de la solution de référence

Pour pouvoir valider par la suite nos modèles, il faut calculer une solution dite de référence u"
!. Comme le

domaine est non borné dans la direction de la couche, ceci n’est pas simple. Nous choisissons de limiter le domaine
de calcul dans la direction x1 en supposant que la répartition des particules présente une T périodicité avec T
très grand. Ceci ressemble donc au cas périodique sauf que la répartition dans la période T est aléatoire et le
modèle e↵ectif sera déterminé sans connâıtre le tirage utilisé pour calculer la solution de référence. Pour cela, nous
considérons un domaine borné en x1 de grande taille T et nous imposons des conditions de k1T quasi-périodiques
sur les bords latéraux

°° :=
Ω

x1 =°T
2

, x2 2R+

æ
et °+ :=

Ω
x1 =

T
2

, x2 2R+

æ
.

x1

x2

(ui nc)

°@x2 u"
!+ i k∞ u"

! = 0
ß0

°° °+

T

°¢u"
!°k2u"

! = 0

"hL

u"°ui nc sortant

Nous nous sommes donc ramenés à un milieu aléatoire périodisé de période T. En utilisant le chapitre 2,
nous pouvons borner le domaine à l’aide d’un opérateur de Dirichlet-To-Neumann sur une frontière fictive notée
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ß#
"L :=

©
x1 2

°
°T

2 , T
2

¢
, x2 = "L

™
. Nous résolvons alors le problème en domaine borné B"L

!,0

8
>>>>>><
>>>>>>:

°¢u"
! ° k2 u"

! = 0 dans B"L
!,0,

u"
! est k1T quasi-périodique

°@x2 u"
! + i k∞ u"

! = 0 sur ß"0 :=
Ω

x1 2
µ
°T

2
,

T
2

∂
, x2 = 0

æ

@x2 u"
! + §k1 u"

! = @x2 ui nc + §k1 ui nc sur ß#
"L

(1)

avec soit u"
! = 0 sur @P "

! ; soit ru"
! ·~n = 0 sur @P "

!.

x1

x2

(ui nc)

°@x2 u"
!+ i k∞ u"

! = 0
ß0

°° °+

T

°¢u"
!°k2u"

! = 0

"hL

@x2 u"
!+§k1 u"

! = @x2 ui nc +§k1 ui nc ß#
"L

Nous obtenons la solution de ce problème à l’aide d’une méthode éléments finis.

Dans la suite, nous nous intéresserons au coe�cient de réflexion. Nous introduisons donc la définition du
coe�cient de réflexion pour la solution dite de référence (pour une répartition ! donnée).

Le coe�cient de réflexion de la solution dite de référence est noté r!r e f (k1,k2) et est donné par

r!r e f (k1,k2) = 1
p

T

ˆ
ß#
"L

u"
d ,!(x1,"L)e°i k1x1 dx1 ; (2)

où u"
d ,!(x1,"L) = u"

!(x1,"L)°ui nc (x1,"L).
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7.2 Génération du milieu aléatoire

Pour e↵ectuer des calculs numériques, il faut générer la répartition aléatoire des particules vérifiant les hypothèses
de stationnarité et d’ergodicité. Le processus choisi pour e↵ectuer la répartition des particules est un processus point
de Poisson auquel nous allons imposer l’hypothèse de distance minimale. L’algorithme est le suivant :
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• Étape 1 : Nous nous donnons une boite L hL
T de longueur T et de hauteur hL et un taux de remplissage Ω

compris entre 0 et 1.

Remarque 25. Notons que nous ne pouvons pas atteindre des taux de remplissage Ω trop grand, il pourra rarement
dépasser 0.5. Cela est dû au fait que nous considérons des particules distantes les unes des autres d’au moins une
distance ±> 0.

• Étape 2 : Nous pouvons alors définir le nombre moyen de particules ∫ avec l’expression

∫ = Ω
A i r e

≥
L hL

T

¥

A i r e(particule)
.

• Étape 3 : A partir du nombre moyen de particules, nous déterminons le nombre de particules, noté N!
par t ,

contenu dans la bande L hL
T à l’aide d’une loi de Poisson de paramètre ∫.

La variable aléatoire N!
par t suit une loi de Poisson de paramètre ∫ > 0, si l’on a pour tout m 2 N, la

probabilité suivante :

P(N!
par t = m) = e°∫

∫m

m!
.

La fonction de répartition de la variable aléatoire N!
par t qui suit une loi de Poisson de paramètre ∫ est

donnée par :

pout tout m 2N , F(m) =
°
°
m +1,∫

¢

m!
, (3)

avec °(x,∫) la fonction gamma incomplète telle que :

°(x,∫) =
ˆ +1

∫
t x°1e°t dt = °(x)°∞(x,∫) ,

°(x) =
ˆ +1

0
t x°1e°t dt , la fonction gamma qui vérifie , 8n 2N , °(n +1) = n! ,

∞(x,∫) =
ˆ ∫

0
t x°1e°t dt .

Définition 96

• Étape 4 : Afin de simuler le tirage de la variable aléatoire N!
par t dont nous connaissons la fonction de répartition

F, nous utilisons les résultats suivants : [Ros22]

Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur (0,1). On définit

F°1(U) := inf
n

x 2R , F(x) ∏ U
o

. (4)
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Soit N!
par t une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F et U une variable aléatoire de loi

uniforme sur (0,1). Alors N!
par t et F°1(U) ont la même loi.

Théorème 98

• Étape 5 : Pour finir de générer notre répartition de particules, nous pouvons utiliser l’une des deux méthodes
suivantes.

1èr e méthode : nous tirons les centres aléatoirement dans la bande, suivant deux lois uniformes, en vérifiant
à chaque tirage x = (x1, x2) qu’une distance minimale, notée ±mi n , avec les centres déjà placés y = (y1, y2) est
vérifiée :

d(x, y) = min

(q
(x1 ° y1)2 + (x2 ° y2)2,

rh
min(x1, y1)+T°max(x1, y1)

i2
+ (x2 ° y2)2

)
> ±mi n ; (5)

sinon il faut relancer le tirage du centre (x1, x2).

Remarque 26. Le programme contient un test d’arrêt qui permet de le stopper si un point est refusé Nr e f us

fois, avec Nr e f us défini au départ.

Nous pouvons tracer la partie réelle du champ di↵racté obtenue avec la solution de référence pour di↵érents
taux de remplissage. Pour chaque taux de remplissage, nous avons ici représenté deux réalisations et calculé
leur taux de remplissage e↵ectif noté Ωe f f .

• Nous considérons un taux de remplissage Ω0 = 0.1 pour une couche de taille T = 100 et de hauteur hL = 10
avec une fréquence de 2GHz, "= 10°4m, ±mi n = 10°6 et L = 20.

Figure 7.1 – taux de remplissage e↵ectif Ωe f f = 0.12 pour
la méthode 1

Figure 7.2 – taux de remplissage e↵ectif Ωe f f = 0.08 pour
la méthode 1

• Nous considérons un taux de remplissage Ω0 = 0.4 pour une couche de taille T = 100 et de hauteur hL = 10
avec une fréquence de 2GHz, "= 10°4m, ±mi n = 10°6 et L = 20.
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Figure 7.3 – taux de remplissage e↵ectif Ωe f f = 0.36 pour
la méthode 1

Figure 7.4 – taux de remplissage e↵ectif Ωe f f = 0.41 pour
la méthode 1

• Nous considérons un taux de remplissage Ω0 = 0.8 pour une couche de taille T = 100 et de hauteur hL = 10
avec une fréquence de 2GHz, "= 10°4m, ±mi n = 10°6 et L = 20.

Figure 7.5 – taux de remplissage e↵ectif Ωe f f = 0.48 pour
la méthode 1

Figure 7.6 – taux de remplissage e↵ectif Ωe f f = 0.47 pour
la méthode 1

2eme méthode : Processus de Matérn hardcore [IPSS08, DG20].
Nous tirons tous les centres aléatoirement dans la bande suivant deux lois uniformes. Une fois les centres
tirés :

• Nous associons à chaque centre ci une valeur aléatoire entre 0 et 1 que l’on notre s(ci ) ;

• Nous gardons un centre ci s’il vérifie l’hypothèse de distance minimale avec tous les c j tels que s(c j ) <
s(ci ). Sinon le centre est éliminé.

Nous pouvons tracer la partie réelle du champ di↵racté obtenue avec la solution de référence pour di↵érents
taux de remplissage.

• Nous considérons un taux de remplissage Ω0 = 0.1 pour une couche de taille T = 100 et de hauteur hL = 10
avec une fréquence de 2GHz, "= 10°4m, ±mi n = 10°6 et L = 20.

Figure 7.7 – taux de remplissage e↵ectif Ωe f f = 0.09 pour
la méthode 2

Figure 7.8 – taux de remplissage e↵ectif Ωe f f = 0.09 pour
la méthode 2

• Nous considérons un taux de remplissage Ω0 = 0.4 pour une couche de taille T = 100 et de hauteur hL = 10
avec une fréquence de 2GHz, "= 10°4m, ±mi n = 10°6 et L = 20.
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Figure 7.9 – taux de remplissage e↵ectif Ωe f f = 0.21 pour
la méthode 2

Figure 7.10 – taux de remplissage e↵ectif Ωe f f = 0.20 pour
la méthode 2

• Nous considérons un taux de remplissage Ω0 = 0.8 pour une couche de taille T = 100 et de hauteur hL = 10
avec une fréquence de 2GHz, "= 10°4m, ±mi n = 10°6 et L = 20.

Figure 7.11 – taux de remplissage e↵ectif Ωe f f = 0.26 pour
la méthode 2

Figure 7.12 – taux de remplissage e↵ectif Ωe f f = 0.25 pour
la méthode 2

Notons que la deuxième méthode ne force pas le remplissage de la bande contrairement à la première méthode
et donc pour un taux Ω0 choisi élevé le taux e↵ectif sera plus faible.

7.3 Étude de l’évolution du taux de remplissage Ω

Nous regardons l’évolution du taux de remplissage pour di↵érentes tailles de couche hL = 2,5,10 avec di↵érentes
distances minimales ±mi n = 10°2,10°4,10°6 pour les deux méthodes de répartitions précédentes pour 10 réalisations.

0,2 0,4 0,6 0,8

0,2

0,4

0,6

Ω0

Ω
e

f
f

±mi n = 10°2 ±mi n = 10°4 ±mi n = 10°6

Figure 7.13 – Évolution de Ωe f f pour hL = 2 avec la mé-
thode de remplissage 1
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e

f
f

±mi n = 10°2 ±mi n = 10°4 ±mi n = 10°6

Figure 7.14 – Évolution de Ωe f f pour hL = 2 avec la mé-
thode de remplissage 2

Pour les deux méthodes, notons qu’un Ωe f f maximal est atteint. Nous pouvons voir comme attendu que le taux
de remplissage e↵ectif est plus élevé pour la méthode 1 que la méthode 2.
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Figure 7.15 – Évolution de Ωe f f pour hL = 5 avec la mé-
thode de remplissage 1
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Figure 7.16 – Évolution de Ωe f f pour hL = 5 avec la mé-
thode de remplissage 2
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Figure 7.17 – Évolution de Ωe f f pour hL = 10 avec la
méthode de remplissage 1
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Figure 7.18 – Évolution de Ωe f f pour hL = 10 avec la
méthode de remplissage 2

Le taux de remplissage e↵ectif maximal est plus élevé pour une couche de taille hL = 2 (c’est-à-dire la couche
ne peut contenir qu’une ligne de particules) car comme les particules ne peuvent être que alignées, il y a moins
d’espace libre.

7.4 Calcul numérique du modèle e↵ectif pour une condition de Dirichlet

Dans cette section, nous nous intéressons à la méthode de calcul numérique de notre modèle e↵ectif (68) proposé
dans le chapitre 6 et à la détermination du coe�cient de réflexion associé. Nous utilisons la méthode de remplissage
1. Nous allons supposer que le modèle e↵ectif obtenu pour un terme source est également valide pour une onde
incidente plane.
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7.4.1 Algorithme

Nous commençons par donner les di↵érentes étapes de l’algorithme avant de les détailler une à une.

Étape 1 : Nous calculons une approximation de la fonction profil W (1)
!,0,T donnée par (60) dans le chapitre 6, en

tronquant le domaine de résolution.

Étape 2 : Après avoir obtenu la fonction profil dans le domaine tronqué, nous calculons une approximation de la

constante c(1)
0 donnée par

c(1)
0 := lim

y2!+1
W (1)
!,0,T(y1, y2) = E

h
W (1)
!,0,T

°
·,H

¢i
.

Étape 3 : Nous pouvons alors calculer le coe�cient de réflexion en x2 = "H pour di↵érents ", k2 :

r "2 (k2) =
i k2"c(1)

0 °1

i k2"c(1)
0 +1

ei k2"H . (6)

Étape 4 : Il est alors possible de construire la solution du modèle e↵ectif au dessus de ß"H avec son expression
explicite

v"2(x1, x2) = ei k1x1 ei k2x2 + r "2 ei k1x1 e°i k2(x2°"H) . (7)

7.4.2 Calcul de la fonction profil W (1)
!,0,T

Dans le chapitre précédent, nous avons défini une fonction profil W (1)
!,0,T solution d’un problème de type Laplace

dans un domaine infini : soit L > H

8
>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

°¢yW
(1)
!,0,T + 1

T
¬y2<LW (1)

!,0,T = 0 dans D! \ßH ,

°@y2W
(1)
!,0,T = 0 sur ß0 ,

W (1)
!,0,T = 0 sur @P! ,

h
W (1)
!,0,T

i
H
= 0 et

h
°@y2W

(1)
!,0,T

i
H
= 1 ,

h
W (1)
!,0,T

i
L
= 0 et

h
°@y2W

(1)
!,0,T

i
L
= 0 ;

y1

y2 °@y2W
(1)
!,0,T = 0

ß0
1

ßH

°¢y W (1)
!,0,T + 1

T¬y2<LW (1)
!,0,T = 0 D!

En pratique pour résoudre numériquement ce problème, nous tronquons le domaine dans la direction y1 sur°
°S

2 , S
2

¢
et nous prescrivons des conditions de périodicité sur les bords latéraux °° :=

©
y1 =°S

2 , y2 2 R+} et
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°+ :=
©

y1 = S
2 , y2 2R+

™
. Cette méthode est classique en homogénéisation stochastique. Nous aurions également

pu choisir d’imposer une condition de Dirichlet, Neumann ou mixte aux bords °+ et °°. Cependant, il est plus cou-
rant de se placer dans ce cadre périodique. De nombreux travaux ont été réalisés pour quantifier l’erreur commise
en remplaçant W (1)

0 par W (1),S
0,T [BP04, Glo12, BLBL16]. Il est prouvé que pour S et T grand il y a bien convergence

de W (1),S
0,T vers W (1)

0 . Nous nous sommes donc ramenés à une bande infinie B! :=
°
°S

2 , S
2

¢
£R+\P! où P! correspond

aux particules dans la bande de largeur S.

Nous générons les particules dans ce domaine comme écrit dans la section 7.2.

y1

y2 °S/2 S/2

S

ß#
H°°

Conditions

Périodiques

°+
Conditions

Périodiques
hL

°¢y W (1),S
!,0,T + 1

T¬y2<L W (1),S
!,0,T = 0 B!

Pour finir, nous bornons le domaine dans la direction y2 avec un opérateur de Dirichlet-to-Neumann du problème
de Laplace dans la bande tronquée sur une frontière fictive en {y2 = L}, ,

@y2W
(1),S
!,0,T = °2º

S

X

m2Z
|m|

≥
W (1),S
!,0,T, ¡m

¥
L2(ß#

L)
¡m(y1) =°§LW (1),S

!,0,T , avec ¡m(y1) = 1
p

S
e

2i mº
S y1 . (8)

y1

y2 °S/2 S/2

ß#
H

S

°° °+

hL

ß#
L

DtN : @y2W
(1),S
!,0,T +§LW (1),S

!,0,T = 0

°¢y W (1),S
!,0,T + 1

T W (1),S
!,0,T = 0 BL

!,0

Il est nécessaire de tronquer la série
NX

m=°N
, avec N > 0, et de considérer su�samment de termes pour résoudre

la fonction profil. Pour cela, nous nous fixons un seuil e1 et choisissons N tel que

e
°2Nº(L°H)

S < e1 i.e. N > ln(e1) S

2º
°
L°H

¢ . (9)

Nous obtenons alors la fonction profil à l’aide d’une méthode éléments finis comme dans le cas périodique
(chapitre 4).
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Nous traçons di↵érentes réalisations de la fonction profil W (1),S
!,0,T pour di↵érents taux de remplissages. Pour les

Figures 7.19 et 7.20, nous avons considéré Ω= 0.1, ±mi n = 10°6, hL = 10, S = 100, L°30 et H = 15. Pour les Figures
7.21 et 7.22, nous avons considéré Ω= 0.4, ±mi n = 10°6, hL = 10, S = 100,L°30 et H = 15.

Figure 7.19 – Fonction profil W (1),S
!,0,T avec Ωe f f = 0.11 Figure 7.20 – Fonction profil W (1),S

!,0,T avec Ωe f f = 0.11

Figure 7.21 – Fonction profil W (1),S
!,0,T avec Ωe f f = 0.41 Figure 7.22 – Fonction profil W (1)

!,0 avec Ωe f f = 0.41

Nous observons bien que la fonction tend vers une constante quand y2 devient de plus en plus grand.

7.4.3 Calcul du coe�cient du modèle e↵ectif

Une fois la fonction profil W (1),S
!,0,T calculée, nous pouvons calculer le coe�cient apparaissant dans notre modèle

e↵ectif.

Nous rappelons la définition du coe�cient :

c(1)
0 = lim

y2!+1
W (1),S
!,0,T(y1, y2) = E

h
W (1),S
!,0,T

°
·,L

¢i
.

Par stationnarité et ergodicité, le coe�cient donné par l’espérance de la fonction profil régularisée sur ßL peut

s’écrire comme la limite de la moyenne de cette fonction sur un grand segment ß#
L,S :=

n
y1 2

°
°S

2 , S
2

¢
, y2 = L

o
. Ainsi

en approximant W (1)
!,0,T par W (1),S

!,0,T il vient alors

c(1)
0 º lim

S!+1

 
ß#

L,S

W (1),S
!,0,T dy1 º E

" 
ß#

L,S

W (1)
!,0,T dy1

#
.

Notons que ceci est cohérent avec la représentation modale de W (1),S
!,0,T(·, y2) pour y2 > L. En e↵et, pour y2 > L, nous

avons

W (1),R,S
!,0 (y1, y2) =

X

m2Z

≥
W (1),R,S
!,0 ,¡m

¥
L2(ß#

L)
exp

µ
°2|m|º

T
(y2 °L)

∂
¡m(y1) °!

y2!+1

 
ß#

L,S

W (1),S
!,0,T dy1 .

Il est alors possible d’utiliser l’une des deux méthodes suivantes pour obtenir le coe�cient numériquement :
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• 1èr e méthode : nous considérons une très grande bôıte S, un grand T et une réalisation pour calculer le
coe�cient.

c(1)
0 º

 
ß#

L,S

W (1),S
!,0,T dy1 .

• 2eme méthode : nous utilisons l’approximation de Monte Carlo en considérant S grand, T grand et M réalisa-
tions indépendantes et identiquement distribuées.

c(1)
0 º 1

M

MX

m=1

 
ß#

L,S

W (1),S
!,0,T dy1 .

Nous vérifions la convergence du coe�cient calculé pour les deux méthodes précédentes en utilisant ∞ = 1 et
Ω= 0.4.

• Une réalisation sur une boite de taille S de plus en plus grande

1000 2000 3000
1,8

2

2,2

2,4

S

• Algorithme de Monte Carlo pour plusieurs réalisations.

500 1000 1500 2000
2

2,05

2,1

2,15

2,2

S

M=100 intervalle de confiance
M=500 intervalle de confiance
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7.4.4 Validation qualitative

Nous sommes désormais en mesure de simuler le modèle e↵ectif. Nous allons maintenant le valider numérique-
ment.

Nous pouvons commencer par faire une validation qualitative, en traçant d’une part, la partie réelle du champ
di↵racté pour une solution de référence sur une grande boite de taille T = 2000 avec des conditions k1T quasi-
périodique sur les bords latéraux et un opérateur de Dirichlet-to-Neumann sur une frontière fictive en {x2 = "L} avec
L = 20 (Figure 7.23). Cette solution est obtenue à l’aide d’une méthode éléments finis. D’autre part, nous traçons la
partie réelle du champ di↵racté pour la solution du modèle e↵ectif v"2 au dessus de ß"H avec la formule analytique
(7) pour des coe�cients qui ont convergé, par exemple pour une boite de taille S = 1500 (Figure 7.24).

Pour les Figures 7.23 et 7.24 , nous considérons un taux de remplissage Ω= 0.4, une couche de taille hL = 10,
des particules de taille "= 10°4m, une longueur d’onde de 15cm (fréquence de 2GHz), ∞= 1+ i , µ=º/4, H = 13 et
L = 30. Nous avons e↵ectué un zoom sur une partie de la solution.

Figure 7.23 – Solution de référence u"
d ,! Figure 7.24 – Solution approchée v"2,d

En comparant la solution de référence et le modèle e↵ectif, nous avons l’impression visuellement d’avoir construit
une bonne approximation.

7.4.5 Validation quantitative

Nous pouvons aussi faire une validation quantitative, en comparant le coe�cient de réflexion obtenu avec la
solution dite de référence donné par (2) au coe�cient de réflexion de l’approximation 2 donné par (6), pour un
coe�cient qui a convergé. Nous traçons l’erreur sur les coe�cients de réflexion en fonction de ".
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Figure 7.25 – Erreur pour le modèle 2 par rapport à " pour un coe�cient c(1)
0 convergé.
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L’erreur semble, comme dans le cas périodique, converger à l’ordre 2.

7.5 Calcul numérique du modèle e↵ectif pour une condition de Neumann

Dans cette section, nous nous intéressons à la méthode du calcul numérique de notre modèle e↵ectif (108)
proposé dans le chapitre 6 et à la détermination du coe�cient de réflexion associé dans le cas d’une condition de
Neumann sur les particules.

7.5.1 Algorithme

Étape 1 : Nous commençons par calculer une approximation des fonctions profils U (1)
!,0,T et U (1)

!,1,T en tronquant le

domaine de résolution et en prenant T = "°2.

Étape 2 : Après avoir obtenu les fonctions profils U (1)
!,0,T et U (1)

!,1,T , nous calculons une approximation des constantes

a(2)
0 , a(2)

1 et a(2)
2 données dans le chapitre 6 par (103),(104) et (105).

Étape 3 : Une fois les coe�cients obtenus, nous pouvons calculer le coe�cient de réflexion associé en x2 = "H,
pour di↵érents ", k1, k2, ∞ et k :

r "2 =
i k2 °

°
i k∞°"k2a(2)

0

¢
+ "k1

°
i ka(2)

1 °a(2)k1
2

¢

i k2 +
°
i k∞°"k2a(2)

0

¢
° "k1

°
i ka(2)

1 °a(2)k1
2

¢ ei k2"H . (10)

Étape 4 : Il est possible de construire la solution du modèle e↵ectif au dessus de ß"H à l’aide d’une expression
analytique

v"2 = ei k1x1 ei k2x2 + r "2 ei k1x1 e°i k2(x2°"H) . (11)

7.5.2 Calcul des fonctions profils U (1)
!,0,T et U (1)

!,1,T

Dans le chapitre précédent, nous avons défini deux fonctions profils U (1)
!,0,T et U (1)

!,1,T solutions de problèmes de
type Laplace dans un domaine infini : soit L > H

8
>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

°¢yU
(1)
!,0,T + 1

T
¬y2<L U (1)

!,0,T = 0 dans D! \ßH ,

°@y2U
(1)
!,0,T =°1 sur ß0 ,

ryU
(1)
!,0,T ·~n = 0 sur @P! ,

h
U (1)
!,0,T

i
H
= 0 et

h
°@y2U

(1)
!,0,T

i
H
= 1 ,

h
U (1)
!,0,T

i
L
= 0 et

h
°@y2U

(1)
!,0,T

i
L
= 0 ;

8
>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

°¢yU
(1)
!,1,T + 1

T
¬y2<L U (1)

!,1,T = 0 dans D! \ßH ,

°@y2U
(1)
!,1,T = 0 sur ß0 ,

ryU
(1)
!,1,T ·~n =°n1 sur @P! ,

h
U (1)
!,1,T

i
H
= 0 et

h
°@y2U

(1)
!,1,T

i
H
= 0 ,

h
U (1)
!,1,T

i
L
= 0 et

h
°@y2U

(1)
!,1,T

i
L
= 0 .

Comme pour le cas Dirichlet, en pratique pour résoudre numériquement ces fonctions, nous tronquons le do-
maine dans la direction y1 sur

°
°S

2 , S
2

¢
et nous prescrivons des conditions de périodicité sur les bords latéraux °° et

°+. Nous nous sommes donc ramenés à une bande infini B!.

Nous générons alors les particules dans ce domaine suivant la méthode décrite dans la section 7.2.
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Pour finir, nous bornons le domaine dans la direction y2 avec un opérateur de Dirichlet-to-Neumann sur une
frontière fictive en {y2 = L}, pour i = {0,1}, comme dans le cas Dirichlet

@y2U
(1),S
!,i ,T = °§LU (1),S

!,i ,T .

y1

y2 °S/2 S/2

ß#
H

S

°° °+

hL

ß#
L

DtN : @y2U
(1),S
!,i ,T +§LU (1),S

!,i ,T = 0

°¢y U (1),S
!,i ,T + 1

RU (1),S
!,i ,T = 0 BL

!,0

Nous tronquons la série
NX

m=°N
, avec N > 0, en considérant le même critère que dans le cas Dirichlet.

Nous obtenons alors les fonctions profils à l’aide d’une méthode éléments finis comme dans le cas périodique
(chapitre 4).

Nous traçons di↵érentes réalisations des fonctions profils U (1),S
!,0,T et U (1),S

!,1,T pour di↵érents taux de remplissages.

Pour les figures 7.26, 7.27, 7.28 et 7.29, nous considérons Ω= 0.1, ±mi n = 10°6, hL = 10, S = 100, L = 30 et H = 15.
Pour les figures 7.30, 7.31, 7.32 et 7.33, nous considéronsΩ= 0.4, ±mi n = 10°6, hL = 10, S = 100, L = 30 et H = 15.

Figure 7.26 – U (1),S
!,0,T pour Ω= 0.1 Figure 7.27 – U (1),S

!,1,T pour Ω= 0.1
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Figure 7.28 – U (1),S
!,0,T pour Ω= 0.1 Figure 7.29 – U (1),S

!,1,T pour Ω= 0.1

Figure 7.30 – U (1),S
!,0,T pour Ω= 0.4 Figure 7.31 – U (1),S

!,1,T pour Ω= 0.4

Figure 7.32 – U (1),S
!,0,T pour Ω= 0.4 Figure 7.33 – U (1),S

!,1,T pour Ω= 0.4

7.5.3 Calcul des coe�cients du modèle e↵ectif

Une fois les fonctions profils U (1),S
!,0,T et U (1),S

!,1,T calculées, nous pouvons calculer une approximation des coe�cients
de notre modèle e↵ectif.

De même que dans le cas Dirichlet, nous pouvons approximé les coe�cients de notre modèle e↵ectif de la façon
suivante :

a(2)
0 º lim

S!+1
E

"
k2
ˆ
⇤S

ˆ H

0
1D!

dy° i k∞
 
ß#

0,S

U (1),S
!,0,T

°
y1, 0

¢
dy1

i

º lim
S!+1

 
ß#

L,S

µ
k2
ˆ
⇤S

ˆ H

0
1D!

dy° i k∞
 
ß#

0,S

U (1),S
!,0,T

°
y1, 0

¢
dy1

∂
;
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a(2)
1 º lim

S!+1
E

"
°i k∞

 
ß#

0,S

U (1),S
!,1,T(y1,0)dy1 °

ˆ
@P!\⇤S£[±,hL+±]

U (1),S
!,0,Tn1 dy

¥#

º lim
S!+1

 
ß#

L,S

µ
° i k∞

 
ß#

0,S

U (1),S
!,1,T(y1,0)dy1 °

ˆ
@P!\⇤S£[±,hL+±]

U (1),S
!,0,Tn1 dy

∂
;

a(2)
2 º lim

S!+1
E

"ˆ
⇤S

ˆ H

0
1D!

dy°
ˆ
@P!⇤S£[±,hL+±]

U (1),S
!,1,Tn1 dy

#

º lim
S!+1

 
ß#

L,S

µˆ
⇤S

ˆ H

0
1D!

dy°
ˆ
@P!⇤S£[±,hL+±]

U (1),S
!,1,Tn1 dy

∂
;

où ß#
0,S :=

©
y1 2

°
°S

2 , S
2

¢
, y2 = 0

™
.

Comme dans le cas Dirichlet, il est alors possible d’utiliser l’une des deux méthodes suivantes pour obtenir les
coe�cients :

• 1èr e méthode : nous considérons une très grande bôıte S, un grand T et une réalisation pour calculer les
coe�cients dans ce cas.

a(2)
0 º 1

S

"
k2

ØØØBH
!,0,S

ØØØ° i k∞
ˆ
ß#

0,S

U (1),S
!,0,T dy1

#
;

a(2)
1 º 1

S

"
°i k∞

ˆ
ß#

0,S

U (1),S
!,1,T dy1 °

ˆ
@P!\⇤S£[±,hL+±]

U (1),S
!,0,Tn1 dy

#
;

a(2)
2 º 1

S

∑ØØØBH
!,0,S

ØØØ°
ˆ
@P!\⇤S£[±,hL+±]

U (1),S
!,1,Tn1 dy

∏

où BH
!,0,S =

°
°S

2 , S
2

¢
£ (0,H) \P!.

• 2eme méthode : nous utilisons l’approximation de Monte Carlo en considérant S grand, T grand et M réalisa-
tions indépendantes et identiquement distribuées.

a(2)
0 º 1

M

MX

m=1

1
S

"
k2

ØØØBH
!,0,S

ØØØ° i k∞
ˆ
ß#

0,S

U (1),S
!,0,T dy1

#
;

a(2)
1 º 1

M

MX

m=1

1
S

"
°i k∞

ˆ
ß#

0,S

U (1),S
!,1,T dy1 °

ˆ
@P!\⇤S£[±,hL+±]

U (1),S
!,0,Tn1 dy

#
;

a(2)
2 º 1

M

MX

m=1

1
S

∑ØØØBH
!,0,S

ØØØ°
ˆ
@P!\⇤S£[±,hL+±

U (1),S
!,1,Tn1 dy

∏

Nous vérifions la convergence des trois coe�cients du modèle calculés pour les deux méthodes précédentes en
utilisant ∞= 1 et Ω= 0.4.

• Une réalisation sur une bôıte de taille S de plus en plus grande.
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• Algorithme de Monte Carlo pour plusieurs réalisations.
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Pour une réalisation sur une boite de plus en plus grande les coe�cients convergent pour une taille de boite
d’environ S = 2000. Pour la méthode de Monte Carlo la convergence est détectée pour une bôıte plus petite :
pour une boite d’environ S = 1250. Il sera donc intéressant de jouer sur la taille de la boite S et sur le nombre de
réalisations M pour accélérer les convergences.

7.5.4 Validation qualitative

Nous sommes désormais en mesure de simuler le modèle e↵ectif. Nous allons maintenant le valider numérique-
ment.

Nous pouvons commencer par faire une validation qualitative, en traçant d’une part, la partie réelle du champ
di↵racté pour une solution de référence sur une grande boite de taille T = 2000 avec des conditions k1T quasi-
périodique sur les bords latéraux et un opérateur de Dirichlet-to-Neumann sur une frontière fictive en {x2 = "L} avec
L = 20 (Figure 7.34). Cette solution est obtenue à l’aide d’une méthode éléments finis. D’autre part, nous traçons la
partie réelle du champ di↵racté pour la solution du modèle e↵ectif v"2 au dessus de ß"H avec la formule analytique
(11) pour des coe�cients qui ont convergé, par exemple pour une boite de taille S = 1500 (Figure 7.35).

Pour les Figures 7.34 et 7.35 , nous considérons un taux de remplissage Ω= 0.4, une couche de taille hL = 10,
des particules de taille "= 10°4m, une longueur d’onde de 15cm (fréquence de 2GHz), ∞= 1+ i , µ=º/3, H = 13 et
L = 20. Nous avons e↵ectué un zoom sur une partie de la solution.

Figure 7.34 – Solution de référence u"
d ,! Figure 7.35 – Solution approchée v"2,d

En comparant la solution de référence et le modèle e↵ectif, nous avons l’impression visuellement d’avoir construit
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une bonne approximation.

7.5.5 Validation quantitative

Nous pouvons aussi faire une validation quantitative, en comparant le coe�cient de réflexion obtenu avec la
solution dite de référence donné par (2) au coe�cient de réflexion de l’approximation 2 donné par (10), pour des
coe�cients qui ont convergés. Nous traçons l’erreur sur les coe�cients de réflexion en fonction de ".

10°7 10°6 10°5 10°4
10°9
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10°5

10°3
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"

Ø Ø r
re

f
°

r" 2

Ø Ø

Figure 7.36 – Erreur pour le modèle e↵ectif 2

Là encore la convergence est d’ordre 2.

7.6 Réduction de l’erreur de résonance

Nous reprenons le calcul des coe�cients du modèle e↵ectif dans le cas d’une condition de Neumann sur les
particules.

Pour réduire l’erreur introduite par les conditions périodiques sur les bords latéraux du domaine de calcul, il est
possible de calculer les profils sur des domaines de taille S et calculer les constantes en introduisant une fonction
masque µ pour le calcul des intégrales. Nous calculons alors les intégrales sur un domaine de taille Sm < S [Glo12].
Dans les figures 7.37, 7.38 et 7.39 , nous regardons les coe�cients en utilisant les fonctions masques suivantes :

• Les courbes en bleu correspondent aux résultats sans fonction masque.

• Les courbes en rouge correspondent aux résultats obtenus avec la fonction masque troncature : nous prenons
x = 3,

µ =

8
<
:

x
2.0

si ° S
x
∑ y1 ∑

S
x

,

0 sinon .
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• Les courbes en verte correspondent aux résultats obtenus à l’aide de la fonction masque avec x = 3 :

µ =

8
>><
>>:

x
2.0

e
°

1

(S/x)2 ° y2
1 si ° S

x
∑ y1 ∑

S
x

,

0 sinon .

• Les courbes en orange correspondent aux résultats obtenus à l’aide de la fonction masque avec x = 3 :

µ = 3x
4

8
>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>:

0 si y1 ∑°S
x

,

3
2
+ 3x

2S
y1 si ° S

x
∑ y1 ∑° S

3x
,

1 si ° S
3x

∑ y1 ∑
S

3x
,

3
2
° 3x

2S
y1 si

S
3x

∑ y1 ∑
S
x

,

0 si
S
x
∑ y1 .
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Figure 7.37 – Coe�cient a(2)
0 avec une fonction masque
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Figure 7.38 – Coe�cient a(2)
1 avec une fonction masque

Nous obtenons la même convergence pour toutes les fonctions masques.
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Figure 7.39 – Coe�cient a(2)
2 avec une fonction masque

7.7 Technique de réduction de variance

Nous reprenons le calcul des coe�cients du modèle e↵ectif dans le cas d’une condition de Neumann sur les
particules.

Pour accélérer la convergence, nous pouvons essayer des techniques de réduction de variance comme celle de la
variable antithétique décrite dans [BLBL16].

Dans notre cas, nous essayons la méthode suivante : nous considérons 1000 réalisations au départ. Puis pour
réaliser la réduction de variance, dans les figures 7.40, 7.41 et 7.42, à chaque tirage, nous gardons la répartition
seulement si le nombre de particules Npar t

! calculé est compris entre 0.95∫ et 1.05∫. En bleu , nous avons les résul-
tats (moyenne et intervalle de confiance) pour 1000 réalisations et en rouge , nous avons les résultats (moyenne et
intervalle de confiance) obtenus à l’aide de la méthode de réduction de variance considérée.
Dans les figures 7.43, 7.44 et 7.45, cette fois-ci nous gardons la répartition seulement si le nombre de particules
Npar t
! calculé est compris entre 0.98∫ et 1.02∫. En vert , nous avons les résultats (moyenne et intervalle de confiance)

obtenus à l’aide de la méthode de réduction de variance considérée.

La réduction de variance ne change pas l’intervalle de confiance. Il faudrait trouver une autre façon de procéder.
Nous avons aussi essayé la méthode : pour une réalisation donnée, nous créons une autre répartition en bougeant
d’une certaine distance les particules mais cela n’aboutit pas non plus.

Remarque 27. Il faudrait comparer 1000 réalisations tirées aléatoirement avec 1000 réalisations de bonne qualité
(par exemple les 1000 meilleures parmi un tirage de 105 réalisations ; pour ces 105 réalisations, on ne résout aucune
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Figure 7.40 – Coe�cient a(2)
0 avec réduction variance 1
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Figure 7.41 – Coe�cient a(2)
1 avec réduction variance 1
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Figure 7.42 – Coe�cient a(2)
2 avec réduction variance 1

EDP, on les génère et on calcule juste la fraction volumique).
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Figure 7.43 – Coe�cient a(2)
0 avec réduction variance 2
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Figure 7.44 – Coe�cient a(2)
1 avec réduction variance 2
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Figure 7.45 – Coe�cient a(2)
2 avec réduction variance 2

7.8 Évolution du coe�cient de réflexion dans le cas d’une condition de Neu-
mann

Dans les sections précédentes, nous avons construit et validé notre modèle. Nous allons maintenant, comme
dans le chapitre 4, regarder l’évolution du coe�cient de réflexion quand nous considérons une condition de Neumann
sur les particules. Nous souhaitons mettre en évidence le passage d’une couche transparente (coe�cient de réflexion
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qui est égal à 0) à une structure conductrice (coe�cient de réflexion qui vaut 1) par la présence de beaucoup de
particules.

Dans un premier temps, nous comparons à taux de remplissage équivalent le cas périodique et le cas stationnaire
ergodique. Puis nous regardons l’impact de l’épaisseur de la couche sur le coe�cient de réflexion.

7.8.1 Comparaison avec le périodique

Nous pouvons, comparer une distribution périodique et une distribution aléatoire stationnaire et ergodique à
taux de remplissage équivalent. Nous considérons dans les deux cas des particules de taille "= 10°4m, ∞= 1 et nous
nous plaçons en incidence normale avec µ= 0.

Nous nous plaçons dans le cas où le taux de remplissage Ω = 0.39 et la hauteur de la couche hL = 10. Nous
considérons, d’une part, une répartition en quinconce avec ±= 0.5 et 4 couches. D’autre part, nous considérons une
répartition aléatoire dans une boite de taille T = 3000 et une distance minimale ±mi n = 10°6 entre les particules.

Nous traçons dans les deux cas, l’évolution du coe�cient de réflexion en fonction de la longueur d’onde ∏.
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Figure 7.46 – Évolution du coe�cient de réflexion en
fonction de la longueur d’onde pour une répartition en
quinconce
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Figure 7.47 – Évolution du coe�cient de réflexion en
fonction de la longueur d’onde pour une répartition sta-
tionnaire ergodique

Nous remarquons que, à taux de remplissage équivalent, les deux répartitions sont comparables.

7.8.2 Impact de l’épaisseur de la couche

Nous regardons l’impact de l’épaisseur de la couche hL. Pour cela, nous traçons l’évolution du coe�cient de
réflexion en fonction de la taille de la couche hL pour une longueur d’onde ∏ = 15cm (une fréquence de 2GHz),
des particules de taille " = 10°4m, une boite de taille T = 3000, ∞ = 1 et µ = 0. Nous avons considéré un taux de
remplissage Ω= 0.4 et une distance minimale entre les particules ±mi n = 10°6 m.
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Figure 7.48 – Évolution du coe�cient de réflexion en fonction de hL

Nous observons une augmentation du coe�cient de réflexion mais pour observer la transition d’un coe�cient
de réflexion égal à 0 à un coe�cient de 1, il faudrait considérer une très grosse couche ce qui ne correspond pas
forcément à la physique considérée.

7.8.3 Suppression de la contrainte de distance minimale

Même si la justification n’est plus possible, nous allons ici supprimer la contrainte de distance minimale entre
les particules. L’apparition d’amas est alors autorisé.

Voici deux exemples de ce type de milieu.

Figure 7.49 – Exemple d’amas 1 Figure 7.50 – Exemple d’amas 2

Dans la figure 7.51, nous traçons l’évolution du coe�cient de réflexion pour la solution de référence en fonction
du taux de remplissage. Le taux de remplissage est obtenu à l’aide de la formule

Ωe f f =
Aire des amas

Aire de la bande

Nous considérons une longueur d’onde de 15cm (fréquence de 2GHz), ∞= 1, µ= 0, des particules de taille "= 10°4m,
une boite de taille T = 100" m et la hauteur de la couche "hL = 10" m.

Nous obtenons la transition d’une structure transparente vers une structure conductrice.
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Figure 7.51 – Évolution du coe�cient de réflexion en fonction de Ωe f f pour des amas

Notons que pour que le modèle soit applicable, les amas doivent être beaucoup plus petit que la longueur d’onde
∏.

Dans la figure 7.52, nous traçons alors l’erreur sur le coe�cient de réflexion entre la solution de référence et notre
modèle, pour une répartition, en fonction de la longueur d’onde. Pour réaliser cette courbe, nous considérons une
boite de taille T = 100, une taille de couche hL = 10, un taux de remplissage Ωe f f = 0.80475. Dans cette simulation,
la taille de l’amas le plus grand est de 0.83cm.

0 500 1,000 1,500 2,000 2,500 3,000

10°2

10°1

longueur d’onde ∏ (en cm)

Ø Ø |r
re

f
|°

|r
" 2
e

f
f|

Ø Ø

Figure 7.52 – Erreur sur le coe�cient de réflexion en fonction de la longueur d’onde

Comme dans ce cas le plus gros amas est de taille 0.83cm de long, plus la longueur d’onde va augmenter, plus
le modèle sera précis.
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Troisième partie

Cas tri-dimensionnel d’une répartition
périodique des particules
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Chapitre 8

Présentation du modèle
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Dans cette partie, nous nous intéressons au problème 3D avec une onde plane incidente et où la couche de
particules est périodique.

Dans ce chapitre, nous commençons par présenter la géométrie que l’on considère et nous introduisons le
problème de di↵raction par une couche périodique formée de nanoparticules de taille supposée petite, notée ",
devant la longueur d’onde quand l’onde incidente est une onde plane. Comme pour l’équation de Helmholtz traitée
dans le chapitre 2, il est alors possible de réécrire le problème dans une cellule de périodicité, qui est ici une demi-
bande, avec des conditions de quasi-périodicité sur les bords. Il est également possible de restreindre le problème à
un domaine borné en utilisant une condition transparente qui correspond à la condition de rayonnement à distance
finie. Nous faisons référence à un certain nombre de travaux qui établissent le caractère bien posé de ce problème.
Nous faisons ensuite la conjecture que la constante de stabilité est indépendante de la taille des particules.

8.1 Géométrie

Nous considérons le plan infini, noté ß0 :=
©

x1 2R, x2 2R, x3 = 0
™
, recouvert d’une couche mince de particules.

Commençons par décrire les particules. Nous supposons qu’une particule est un ouvert borné connexe O de

rayon rO normalisé à 1 où rO est défini par rO := 1
2

sup
x,y2O

|x ° y |. Notons que rO correspond à la définition classique

du rayon quand O est une sphère.

Soit (ym)m2Z les centres des particules tels que 8m 6= m0, d
°
O+ym ,O+ym0

¢
> ± où ± est la distance minimale entre

les particules ; cette distance est supposée ±> 0. Nous supposons que l’ensemble des particules P ΩR2£(±,d+±), où
d est la taille de la couche. Par conséquent, l’ensemble des particules est inclus dans une couche infinie d’épaisseur
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d . De plus, P est supposé dans cette partie T1°périodique dans la direction y1 et T2°périodique dans la direction
y2 :

(y1, y2, y3) 2P () (y1 +T1, y2 +T2, y3) 2P .

y1

y2y3 ß0

T1

T2

1
±±

y1

y2y3

ß0T1

T2

1

± ±

d

Nous notons P# :=P \ (0,T1)£ (0,T2)£ (±,d +±) une période de l’ensemble. Nous avons évidemment

P =
[

(m1,m2)2Z2

°
P# +T1m1~e1 +T2m2~e2

¢
.

Soit " la taille réelle des particules. L’ensemble des particules à l’échelle " est noté P " := "P .

On introduit le domaine D :=R2 £R+ \P et D" :=R2 £R+ \P ".

Une période de D, est notée B := (0,T1)£ (0,T2)£R+ \P# avec ß#
0 := {y1 2 (0,T1), y2 2 (0,T2), y3 = 0} et on note

les bords latéraux du domaine :

°1,+ = {y1 = T1, y2 2 (0,T2), y3 2R+} et °1,° = {y1 = 0, y2 2 (0,T2), y3 2R+}

°2,+ = {y1 2 (0,T1), y2 = T2, y3 2R+} et °2,° = {y1 2 (0,T1), y2 = 0, y3 2R+} .

Quant au domaine remis à l’échelle ", une période sera notée B" := (0,"T1)£ (0,"T2)£R+ \ P "
# avec ß"0 := {x1 2

(0,"T1), x2 2 (0,"T2), x3 = 0} et les bords latéraux

°"1,+ = {x1 = "T1, x2 2 (0,"T2), x3 2R+} et °"1,° = {x1 = 0, x2 2 (0,"T2), x3 2R+}

°"2,+ = {x1 2 (0,"T1), y2 = "T2, x3 2R+} et °"2,° = {x1 2 (0,"T1), x2 = 0, x3 2R+} .
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y1

y2y3 ß#
0

T1

T2

°2,+

°1,°

1

°1,+

B

±

x1

x2x3 ß"0

"T1

"T2

°"2,+

°"1,°
"

°1,+

B"

"±

8.2 Le problème de di↵raction

Équations de Maxwell

On note x = (x1, x2, x3) un point du domaine. Le milieu est éclairé par une source harmonique qui génère des
champs électromagnétiques, notés Ei nc (x) et Hi nc (x), appelés champs incidents. Ces champs incidents vérifient les
équations de Maxwell en l’absence de particules

8
>>>>><
>>>>>:

rot Hi nc ° i kEi nc = 0 dans R3

rot Ei nc + i kHi nc = 0 dans R3

div Ei nc = 0 dans R3

div Hi nc = 0 dans R3

(1)

et sont donnés par

Ei nc (x) = ei kinc·x ê et Hi nc (x) = ê£ kinc

k
ei kinc·x (2)

dont le vecteur d’onde s’écrit kinc = k
°

sinµcos', sinµsin',cosµ
¢
= (k1,k2,k3) = k(k̂1, k̂2, k̂3) avec k = 2º

∏
et k2 =

k2
1 +k2

2 +k2
3 . µ 2R correspond à l’angle d’incidence et ' l’angle azimutal repérant le plan d’incidence par rapport à

l’axe x1.

En polarisation TM, ê est défini par ê =
°

cosµcos',cosµsin',°sinµ
¢
et nous avons ê£ kinc

k
=

°
sin',°cos',0

¢
.

En polarisation TE, ê est défini par ê =
°

sin',°cos',0
¢
et nous avons ê£kinc

k
=

°
°cosµcos',°cosµsin', sinµ

¢
.

Dans la suite, nous nous intéressons à la solution des équations de Maxwell harmonique en temps E
"(x)ei!t et
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H
"(x)ei!t où E

"(x) et H
"(x) sont solutions des équations de Maxwell (H

" = ¥0H
" avec ¥0 l’impédance relative)

8
>>>><
>>>>:

rot H
"° i kE

" = f dans D"

rot E
"+ i kH

" = 0 dans D"

div E
" = 0 dans D"

div H
" = 0 dans D"

(3)

avec f 2 L2(D") est une fonction source donnée dont le support est éloigné de la couche de particules et div f = 0.
E
" est dit champ total et se décompose E

" = Ei nc +E
"
d où E

"
d est le champ di↵racté par les particules et le plan ß0

en présence de l’onde incidente Ei nc . De même, H
" est dit champ total et se décompose H

" = Hi nc +H
"
d où H

"
d est

le champ di↵racté par les particules et le plan ß0 en présence de l’onde incidente Hi nc .

Explicitons maintenant les conditions aux bords.

Condition de frontière d’impédance sur ß0

Sur le bord ß0, nous considérons une condition de Leontovitch standard

°
~e3 £E

"(x)
¢
£~e3 = Z ~e3 £H

"(x) sur ß0 , (4)

où Z =
µ
Z(1) 0

0 Z(2)

∂
désigne la matrice d’impédance associée à la surface avec

°
Z(1),Z(2)¢ 2 C, Re

°
Z(1)¢ > 0 et

Re
°
Z(2)¢> 0.

Nous notons dans la suite E
"
T(x) =

°
~e3 £E

"(x)
¢
£~e3.

Condition de conducteur parfait sur les particules P "

A la frontière des particules @P ", nous considérons des conditions de frontières parfaitement conductrices

~n £E
"(x) = 0 sur @P " (5)

où ~n désigne le vecteur normal à la frontière @P " extérieur à D". Nous déduisons [ACL18]

~n ·H
"(x) = 0 sur @P " (6)

Condition de rayonnement ou condition d’onde sortante

Le problème doit être complété d’une condition de rayonnement appropriée pour assurer le caractère bien posé
du problème. Sans celle-ci, il est impossible de faire la di↵érence entre une onde qui vient de l’infini (onde entrante)
et une onde qui va vers l’infini (onde sortante). Ici, l’onde di↵ractée

°
E
"
d ,H

"
d

¢
avec E

"
d := E

"°Ei nc et H
"
d := H

"°Hi nc

par notre structure doit se comporter comme une onde sortante et doit être bornée en x3. C’est cette condition qui
l’assure.

Pour un objet fini dans R3, cette condition de rayonnement s’appelle condition de Silver-Müller. Dans notre
cas, la définition d’une telle condition n’est pas simple pour plusieurs raisons : la première est que la solution ne se
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comporte pas de la même façon dans la direction de la couche et dans la direction orthogonale. La deuxième est
que l’onde incidente n’est évidemment pas L2 dans la direction de la couche, l’onde di↵ractée ne le sera pas non
plus. Ceci rend l’expression de la condition de rayonnement à l’aide d’une transformée de Fourier plus délicate.

Dans le cas où l’onde incidente est plane et la couche périodique, il est souvent admis que l’onde di↵ractée
E
"
d (resp. H

"
d) est (k1"T1, k2"T2) quasi-périodique dans la direction de la couche (c’est-à-dire e°i k1x1 E

"
d (x) est "T1

périodique et e°i k2x2 E
"
d (x) est "T2 périodique, voir Définition 99) comme l’est l’onde incidente. Il su�t ensuite d’im-

poser une condition de rayonnement dans une bande, ce qui est plus simple [Bao97, JLL+22, Dob94, Abb93, Kim17].

Nous admettons dans cette partie que le champ di↵racté est (k1"T1, k2"T2) quasi-périodique. La condition
d’onde sortante est explicitée dans la suite.

Une fonction u est dite (k1"T1, k2"T2) quasi-périodique si u est k1"T1 quasi-périodique par rapport à
x1 : 8(x1, x2, x3) 2D"

"
u(x1 +"T1, x2, x3) = ei k1"T1 u(x1, x2, x3)

@x1 u(x1 +"T1, x2, x3) = ei k1"T1@x1 u(x1, x2, x3)
(7)

et u est k2"T2 quasi-périodique par rapport à x2 : 8(x1, x2, x3) 2D"

"
u(x1, x2 +"T2, x3) = ei k2"T2 u(x1, x2, x3) ;

@x2 u(x1, x2 +"T2, x3) = ei k2"T2@x2 u(x1, x2, x3) .
(8)

Définition 99

L’onde plane incidente Ei nc étant (k1"T1, k2"T2) quasi-périodique, le champ di↵racté E
"
d est

(k1"T1, k2"T2) quasi-périodique.

Conjecture 2

Problème de di↵raction

Le problème de di↵raction s’écrit finalement :

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

rot H
"° i kE

" = f dans D" ,

rot E
"+ i kH

" = 0 dans D" ,

div E
" = 0 dans D" ,

div H
" = 0 dans D" ,

~n £E
" = 0 sur @P " ,

~n ·H
" = 0 sur @P " ,

°
~e3 £E

"¢£~e3 = Z ~e3 £H
" sur ß0 ,

E
"°Ei nc est une onde sortante ,

H
"°Hi nc est une onde sortante .

(PEH
"
t )
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Cette formulation au premier ordre n’est pas toujours adaptée à l’analyse. Nous introduisons la formulation
équivalente au second ordre en champ électrique E

"

8
>>>>>>><
>>>>>>>:

rot rot E
"°k2

E
" = f dans D" ,

div E
" = 0 dans D" ,

~n £E
" = 0 sur @P " ,

°~e3 £ rot E
" = i kZ

°1 (~e3 £E
")£~e3 sur ß0

E
"°Ei nc est sortant

. (PE
"
t )

x1

x2x3 ß0"

"T1

"(1+±)"±

rot H
"° i kE

" = f
rot E

"+ i kH
" = 0

~n £E
" = 0

~n ·H
" = 0 sur @P "

°
~e3 £E

"
¢
£~e3 = Z

°
~e3 £H

"
¢
sur ß0

Ei nc

8.3 Condition d’onde sortante et opérateur de Dirichlet-to-Neumann

Nous allons dans cette section rendre plus explicite la notion d’onde sortante pour notre problème. Commençons
par introduire quelques notations.

Par quasi-périodicité, nous pouvons nous ramener à un problème posé dans la bande

B" = (0,"T1)£ (0,"T2)£R+ \P "
# .

Nous introduisons une frontière fictive située au dessus de la couche de particules notée

ß"L :=
©
(x1, x2, x3) tel que x1 2 (0,"T1), x2 2 (0,"T2) et x3 = "L

™
, L >

°
d +±

¢
.

et nous notons
B"L

0 := (0,"T1)£ (0,"T2)£ (0,"L) \P "
#

le domaine situé en dessous de ß"L avec

°"L,0
1,° := {x1 = 0, x2 2 (0,"T2), x3 ∑ "L} et °"L,0

1,+ := {x1 = "T1, x2 2 (0,"T2), x3 ∑ "L} ,

°"L,0
2,° := {x1 2 (0,"T1), x2 = 0, x3 ∑ "L} et °"L,0

2,+ := {x1 2 (0,"T1), x2 = "T2, x3 ∑ "L} ;

et
B"L

1 := (0,"T1)£ (0,"T2)£ ("L,+1)
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le domaine situé au dessus de ß"L avec

°"L,1
1,° := {x1 = 0, x2 2 (0,"T2), x3 ∏ "L} et °"L,1

1,+ := {x1 = "T1, x2 2 (0,"T2), x3 ∏ "L} ,

°"L,1
2,° := {x1 2 (0,"T1), x2 = 0, x3 ∏ "L} et °"L,1

2,+ := {x1 2 (0,"T1), x2 = "T2, x3 ∏ "L} .

x1

x2x3 ß"0

"T1

"T2

°"L,0
2,+

°"L,1
2,+

°"L,0
1,°

°"L,1
1,°

1

°"L,0
1,+

°"L,1
1,+

B"L
0

B"L
1

Nous notons dans la suite ~k = (k1,k2).

Nous introduisons également, pour J 2 {0,1}

H1
~k

°
B"L

J

¢
:=

Ω
U 2 H1°B"L

J

¢
telle que pour j = 1,2, U|°"L,J

j ,+
= exp

°
i k j "T j

¢
U|°"L,J

j ,°

æ
;

H
°
rot, B"L

J

¢
:=

n
U 2 L2°B"L

J

¢
, rot U 2 L2°B"L

J

¢o
;

H
°
div, B"L

J

¢
:=

n
U 2 L2°B"L

J

¢
, div U 2 L2°B"L

J

¢o
;

H~k

°
rot, B"L

J

¢
:=

Ω
U 2 H

°
rot, B"L

J

¢
telle que pour j = 1,2, U|°"L,J

j ,+
= exp

°
i k j "T j

¢
U|°"L,J

j ,°

æ
;

H~k

°
div, B"L

J

¢
:=

Ω
U 2 H

°
div, B"L

J

¢
telle que pour j = 1,2, U

ØØØ
°"L,J

j ,+
= exp

°
i k j "T j

¢
U|°"L,J

j ,°

æ
;

Il est utile pour la suite d’introduire les composantes transverses d’une fonction vectorielle U notée UT :

U(x) =
°
U(1),U(2),U(3)¢t (x) =

°
U

t
T,U(3)¢t (x) .

et les notations :
UT =

°
U(1),U(2)¢t et U

?
T =

°
U(2),°U(1)¢t ;

rTU(3) =
°
@x1 U(3),@x2 U(3)¢t et r?

T U(3) =
°
@x2 U(3),°@x1 U(3)¢t ;

rT ·UT = @x1 U(1) +@x2 U(2) ;

¢TU(3) = @2
x1

U(3) +@2
x2

U(3)

rotT UT = @x1 U(2) °@x2 U(1) .
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Nous énonçons maintenant des résultats sur les applications traces des éléments de H(rot) qui peuvent être
trouvés dans le livre [ACL18], résultats que nous avons étendus au cadre quasi-périodique.

Nous notons

• ∞T l’opérateur de trace tangentielle

∞T : H1
~k

°
B"L

J

¢
! L2°B"L

J

¢

f 7! f£~e3 =

0
@

f (2)

° f (1)

0

1
A

avec H1/2
?,~k

= ∞T

≥
H1
~k

°
B"L

J

¢¥
;

• ¶T l’opérateur de trace tangentielle tournée

¶T : H1
~k

°
B"L

J

¢
! L2°B"L

J

¢

f 7!~e3 £
°
f£~e3

¢
=

0
@

f (1)

f (2)

0

1
A

avec H1/2
“,~k

=¶T

≥
H1
~k

°
B"L

J

¢¥
.

De plus H°1/2
?,~k

=
≥
H1/2

?,~k

¥0
et H°1/2

“,~k
=

≥
H1/2

“,~k

¥0
.

Comme les champs ne sont pas H1, il est essentiel de définir

H°1/2
“,~k

≥
divT,ß"L

¥
= ∞T

≥
H~k

°
rot,B"L

J

¢¥

et

H°1/2
?,~k

≥
rotT,ß"L

¥
= ¶T

≥
H~k

°
rot,B"L

J

¢¥
.

Le nom étrange donné à ces espaces vient de la caractérisation suivante

H°1/2
“,~k

≥
divT,ß"L

¥
=

n
f 2 H°1/2

“,~k

°
ß"L

¢
, divT fT 2 H°1/2°ß"L

¢o
;

et

H°1/2
?,~k

≥
rotT,ß"L

¥
=

n
f 2 H°1/2

?,~k

°
ß"L

¢
, rotT fT 2 H°1/2°ß"L

¢o
.

Dans ces dernières égalités, comme f 2 H°1/2
“,~k

°
ß"L

¢
ou f 2 H°1/2

?,~k

°
ß"L

¢
alors f (3) = 0 et divT f = divT fT et rotT f = rotT fT.

Nous montrons enfin que

H°1/2
“,~k

°
divT,ß"L

¢
=

h
H°1/2

?,~k

°
rotT,ß"L

¢i0
.

Nous écrivons dans la suite h·, ·i
ß"L

le crochet de dualité.
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8.3.1 Décomposition modale et opérateur DtN

Nous nous plaçons dans le domaine extérieur B"L
1 et nous notons E

"
d ,1 := E

"
d

ØØØ
B"L

1
. Le champ électrique E

"
d ,1(x)

satisfait les équations 8
>><
>>:

rot rot E
"
d ,1°k2

E
"
d ,1 = 0 dans B"L

1 ,

div E
"
d ,1 = 0 dans B"L

1 ,

E
"
d ,1 est (k1"T1,k2"T2) quasi-périodique ;

(9)

et Ed ,1 2 H~k

°
rot,B"L

1
¢
\H~k

°
div,B"L

1
¢
.

En utilisant la quasi-périodicité, nous montrons que E
"
d ,1 2 H1

~k

°
B"L

1
¢
et E

"
d ,1 satisfait

(
°¢E

"
d ,1°k2

E
"
d ,1 = 0 dans B"L

1 ,

E
"
d ,1 est (k1"T1,k2"T2) quasi-périodique .

(10)

Nous étendons les résultats obtenus en 2D basés sur la séparation de variables.

Comme E
"
d ,1 est (k1"T1,k2"T2) quasi-périodique en (x1, x2), pour presque tout x3, nous pouvons décomposer

E
"
d ,1(x) en pseudo-série de Fourier

8(x1, x2, x3) 2B"L
1 ; E

"
d ,1

°
x
¢
=

X
m,n

Um,n(x3) 'm,n(x1, x2) , (11)

avec

8 m,n 2Z , 'm,n = 1
p
"T1 "T2

eiÆm x1+iØn x2 (12)

où

Æm = 2ºm
"T1

+k1 et Øn = 2ºn
"T2

+k2 . (13)

°
'm,n

¢
m,n forment une base orthonormée de L2°ß"L

¢
.

En injectant formellement l’expression de E
"
d ,1(x) pour tout (x1, x2, x3) 2 B"L

1 dans l’équation °¢E
"
d ,1(x) °

k2
E
"
d ,1(x) = 0, nous obtenons

X

m,n2Z

h
U

00
m,n(x3)+

°
k2 °¬2

m,n
¢
Um(x3)

i
'm,n(x1, x2) = 0 ;

où

¬2
m,n = Æ2

m +Ø2
n . (14)

Comme les {'m,n} forment une base orthonormée,

U
00
m,n(x3)+∞2

m,nUm,n(x3) = 0 , ∞2
m,n = k2 °¬2

m,n , pour tout m,n 2Z .

Nous distinguons trois situations :
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• Si ∞2
m,n > 0 alors ∞m,n =

q
k2 °¬2

m,n > 0 et Um(x3) est de la forme

Um,n(x3) = Am,ne°i∞m,n x3 + Bm,nei∞m,n x3 .

Comme E
"
d ,1 est le champ électrique di↵racté, il se propage vers les x3 > 0. On impose Bm,n = 0 car ei∞m,n x3

se propage vers les x3 < 0. Nous avons donc

Um,n(x3) = Am,ne°i∞m,n x3

qui est une fonction oscillante. Dans ce cas, on appelle Um,n(x3)'m,n(x1, x2) un mode propagatif.

• Si ∞2
m,n = k2 °¬2

m,n < 0, nous posons ∞m,n =°i°m,n avec °m,n =
q
¬2

m,n °k2 > 0 et Um,n(x3) est de la forme

Um,n(x3) = Am,ne°i∞m,n x3 +Bm,nei∞m,n x3 = Am,ne°°m,n x3 +Bm,ne°m,n x3 .

Le champ di↵racté est supposé borné à l’infini. Comme e°m,n x3 est exponentiellement croissant quand x3 tend
vers +1, on impose Bm,n = 0. Nous obtenons alors

Um,n(x3) = Am,ne°∞m,n x3 ,

qui est exponentiellement décroissant. Dans ce cas, on appelle Um,n(x3)'m,n(x1, x2) un mode évanescent.

• Les fréquences pour lesquelles k2 = ¬2
m,n sont appelées fréquences de coupures.

A incidence fixée, on exclut les fréquences de coupures. Plus précisément, à (k1,k2) fixés,

k2 ›æc (k1,k2) , æc (k1,k2) =

8
<
:

sµ
2mº

"T1
+k1

∂2

+
µ

2nº
"T2

+k2

∂2

, m,n 2Z

9
=
; .

Hypothèse 3

Nous allons utiliser par la suite la caractérisation des espaces de Sobolev Hs°ß"L
¢
, 8s 2R

Hs
~k

°
ß"L

¢
=

(
V telle que

X

m,n2Z

°
1+¬2

m,n
¢s

ØØØ
°
V,'m,n

¢
L2(ß"L

ØØØ
2
<+1 , V est (k1"T1, k2"T2) quasi-périodique

)

où 'm,n donnée par (12) est une base orthonormée et ¬m,n est donnée par (14).

Soit k1,k2 2R et k 6=æc
°
k1,k2

¢
. Soit © 2 H°1/2

“,~k

°
divT,ß"L

¢
, nous définissons

V
°
©

¢
:=

X

m,n2Z

≥
©,'m,n

¥
L2(ß"L)

e°i∞m,n (x3°"L) 'm,n(x1, x2) (15)

où ∞m,n est telle que ∞2
m,n = k2 °¬2

m,n avec ¬m,n donnée par (14) et 'm,n est donnée par (12). Alors la
série est convergente dans H1

~k

°
B"L

1
¢
et V

°
©

¢
vérifie également

8
<
:
°¢V

°
©

¢
°k2

V
°
©

¢
= 0 dans B"L

1 ,

~e3 £V
°
©

¢ØØØ
ß"L

=© sur ß"L .
(16)

Théorème 100
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CHAPITRE 8. PRÉSENTATION DU MODÈLE

8© 2 H°1/2
“,~k

°
div,ß"L

¢
, on appelle solution sortante dans H1

~k

°
B"L

1 ,¢
¢
de

(
°¢ V ° k2

V = 0 dans B"L
1 ,

~e3 £V =© sur ß"L ;
(17)

la fonction V
°
©

¢
donnée par (15) où nous avons gardé uniquement les modes propagatifs ”sortants” et

les modes évanescents.

On dit donc qu’une onde est sortante si elle admet la décomposition modale (15).

Définition 101

Nous pouvons réinterpréter cette condition maintenant à l’aide d’une condition transparente basée sur un opé-
rateur de Dirichlet-to-Neumann (DtN).

L’opérateur §~k , dit de Dirichlet-to-Neumann, est défini par

§~k :

8
><
>:

H°1/2
“,~k

°
div,ß"L

¢
! H°1/2

?,~k

°
rot,ß"L

¢

© 7!§~k© := ° i
k
~e3 £ rot V

°
©

¢ (18)

où V(©) est la solution sortante de (17).

Définition 102

Pour tout © 2 H°1/2
“,~k

°
div,ß"L

¢
,

§~k © = 1
k

X

m,n2Z

0
@
2
4
Æm

Øn

0

3
5°
¡(3),'m,n

¢
L2(ß"L)'m,n(x1, x2)°∞m,n

°
©T,'m,n

¢
L2(ß"L)'m,n(x1, x2)

1
A .

L’opérateur §~k est un opérateur linéaire continu de H°1/2
“,~k

°
div,ß"L

¢
dans H°1/2

?,~k

°
rot,ß"L

¢
et

8≥ 2 H°1/2
“,~k

°
div0,ß"L

¢
, Imh§~k≥, ≥t i

ß"L
∏ 0 ; (19)

où H°1/2
“,~k

°
div0,ß"L

¢
=

n
≥ 2 H°1/2

“,~k

°
div,ß"L

¢
, divT≥T = 0

o
.

Proposition 103
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8.3.2 Application à notre problème

Comme E
"
d est supposée sortant, nous avons E

"
d ,1 = E

"
d

ØØØ
B"L

1
= V

µ
E
"
d

ØØØ
B"L

1

∂
et ° i

k
~e3 £ rot E

"
d

ØØØ
B"L

1
=§~k E

"
d

ØØØ
B"L

1
.

Soit E
"
d ,0 := E

"
d

ØØØ
B"L

0

. Comme E"d ,0 et E"d ,1 se raccordent en trace tangentielle et en trace tangentielle du rotation-

nel, nous pouvons réécrire le problème de di↵raction dans le domaine borné B"L
0 :

E
"
d ,0 est solution dans H~k

°
rot,B"L

0

¢
\H~k

°
div,B"L

0

¢
de

8
>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

rot rot E
"
d ,0 °k2

E
"
d ,0 = 0 dans B"L

0

div E
"
d ,0 = 0 dans B"L

0

E
"
d ,0 est (k1"T1,k2"T2) quasi-périodique

~n £E
"
d ,0 =°~n £Ei nc sur @P "

#

~e3 £ rot E
"
d ,0 + i kZ

°1°
E
"
d ,0

¢
T =°~e3 £ rot Ei nc ° i kZ

°1 °
Ei nc

¢
T sur ß"0

i
k
~e3 £ rot E

"
d ,0 +§~k

≥
~e3 £E

"
d ,0

¢
= 0 sur ß"L

(20)

x1

x2x3 ß"0

"T1

"T2

°"L,0
2,+

°"L,0
1,°

1

°"L,0
1,+

B"L
0

rot rot E
"
0 °k2

E
"
0 = 0

div E
"
0 = 0

~n £E
"
0 = 0 sur @P "

#

~e3 £ rot E
"
0 + i kZ

°1°
E
"
0

¢
T = 0 sur ß"0

i
k~e3 £ rot E

"
0 +§~k

°
~e3 £E

"
0

¢
= i

k~e3 £ rot Ei nc +§~k
°
~e3 £Ei nc

¢
sur ß"L

Ei nc
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Ce problème peut également être réécrit pour le champ total E
"
0 := E

"
ØØØ
B"L

0

ou encore E
"
0 = E

"
d ,0 +Ei nc

ØØØ
B"L

0

:

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

rot rot E
"
0 °k2

E
"
0 = 0 dans B"L

0

div E
"
0 = 0 dans B"L

0

E
"
0 est (k1"T1,k2"T2) quasi-périodique

~n £E
"
0 = 0 sur @P "

#

~e3 £ rot E
"
0 + i kZ

°1°
E
"
0

¢
T = 0 sur ß"0

i
k
~e3 £ rot E

"
0 +§~k

°
~e3 £E

"
0

¢
= i

k
~e3 £ rot Ei nc +§~k

°
~e3 £Ei nc

¢
sur ß"L

(21)

Soit H~k,0

°
rot,B"L

0

¢
:=

n
E 2 H~k

°
rot,B"L

0

¢
, ~n£E = 0 sur @P "

#

o
l’espace des fonctions tests. La forme variationnelle

associée est donnée par :

Trouver E
"
0 2 H~k,0

°
rot,B"L

0

¢
,a
"(E

"
0,©) = l

"
i nc (©) , 8 © 2 H~k,0

°
rot,B"L

0

¢
; (22)

avec 8U,© 2 H~k,0

°
rot,B"L

0

¢

a
"(U,©) =

ˆ
B"L

0

rot U rot ©dx°k2
ˆ

B"L
0

U ©dx+ i kZ
°1

ˆ
ß"0

UT ©dx1dx2 + i k h§~k
°
~e3 £U

¢
,©Tiß"L

; (23)

et
l
"
i nc (©) = °h~e3 £ rot Ei nc ,©Tiß"L

+ i k h§~k
°
~e3 £Ei nc

¢
,©Tiß"L

. (24)

Nous pouvons montrer que ce problème relève de l’alternative de Fredholm. Nous avons besoin d’un résultat
de compacité, or l’injection de H(rot) dans L2 n’est pas compacte. Il faut avoir un contrôle de la divergence et de
certaines conditions au bord du domaine. L’idée est d’écrire le problème dans un espace plus petit qui s’injecte de
manière compacte dans L2. Cette approche est développée dans [Kim17] et dans le rapport de stage de Aurélien
Parigaux. Nous ne répétons pas la preuve ici qui est très technique.

Nous supposons maintenant que

Soit l
" une forme linéaire continue dans H~k,0

°
rot,B"L

0

¢
. Le problème :

Trouver E
"
0 2 H~k,0

°
rot,B"L

0

¢
telle que a

"°
E
"
0,©

¢
= l

"°©
¢

, 8© 2 H~k,0

°
rot,B"L

0

¢
(25)

relève de l’alternative de Fredholm et il existe une unique solution dans H~k,0

°
rot,B"L

0

¢
.

Enfin, il existe des constantes C > 0 et "0 > 0 indépendantes de " telles que

8"< "0 , kE
"
0kH~k,0(rot) ∑ C|||l"||| . (26)

Théorème 104

Il faudrait comme dans la preuve du théorème 6 appliquer un changement de variables pour écrire explicitement
la dépendance en " et réécrire la preuve technique évoquée ci-dessus pour ce problème ”remis à l’échelle”.

Nous n’avons pas réalisé cette preuve faute de temps. C’est un travail qui reste à faire.
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Chapitre 9

Développement asymptotique
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9.1 Ansatz du développement asymptotique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224

9.2 Équations satisfaites par les termes de champ lointain et les termes de champ proche . . . . . . . . . 226

9.2.1 Cascade d’équations pour les termes de champ lointain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226
9.2.2 Cascade d’équations pour les termes de champ proche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227

9.3 Caractère bien posé des problèmes de champ proche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233

9.3.1 Quelques résultats préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234
9.3.2 Caractérisation du noyau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236
9.3.3 Résultat d’existence et d’unicité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243

9.4 Comportement à l’infini des termes de champ proche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246

9.4.1 Forme générale du comportement à l’infini . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246
9.4.2 Caractérisation des limites pour les termes de champ proche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248
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Tout comme dans la partie 1, dans ce chapitre, nous utilisons une méthode de développement asymptotique
multi-échelle afin de construire des conditions e↵ectives qui vont nous permettre de remplacer la couche de particules.
Le développement fait intervenir des termes de champ proche, qui sont périodiques et supposés tendre vers 0 à
l’infini, et des termes dits de champ lointain. L’étude du caractère bien posé des problèmes vérifiés par les termes de
champ proche est plus délicate que dans le cas scalaire. Elle nécessite la description précise du noyau de l’opérateur
di↵érentiel sous-jacent. Celui-ci contient le gradient d’un certain nombre de fonctions profils, solutions de problèmes
de type Laplace dans la demi-bande périodique. La condition de Leontovich sur ß0 et la présence de particules
rendent la description du noyau non triviale. Le caractère bien posé des problèmes de champ proche est montré
dans l’orthogonal du noyau. C’est quand nous imposons que les champs proches doivent tendre vers 0 à l’infini que
nous obtenons des conditions de compatibilité sur les données qui dépendent des traces des champs lointains. Nous
obtenons ainsi des conditions aux limites pour les champs lointains faisant intervenir des opérateurs di↵érentiels
sur le bord et des constantes qui peuvent être calculées à partir des fonctions du noyau. L’existence des termes de
champ proche et la caractérisation des limites nous donne une condition de compatibilité. Ceci permet de proposer
à partir de ces conditions un modèle e↵ectif.
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9.1 Ansatz du développement asymptotique

Dans ce chapitre, nous considérons que les particules sont des ouverts dont la frontière est connexe et les ouverts
doivent être topologiquement trivial. Disons que physiquement, les particules sont des sphères.

Nous proposons un développement asymptotique multi-échelle de la solution (E
",H

") du problème (PEH
"
t ) qui

dépend d’un paramètre noté H dans la suite. En d’autres termes, ce n’est pas un développement que nous propo-
sons mais une famille de développements paramétrés par H > 2(1+±). Si nécessaire, il est possible de jouer sur ce
paramètre.

Nous introduisons le plan ß"H := {x1 2R, x2 2R, x3 = "H}. Ce plan se situe au dessus des particules.

En dessous du plan ß"H, autrement dit pour x3 < "H, nous supposons que E
"(x) et H

"(x), avec x = (x1, x2, x3),
se développent en fonction de " de la façon suivante :

8
>><
>>:

H
"(x) =

X

m2N
"m

Hm

≥
x1, x2;

x

"

¥
;

E
"(x) =

X

m2N
"m

Em

≥
x1, x2;

x

"

¥
.

(1)

Ce développement dépend des termes Hm et Em , dits termes de champ proche, qui vivent proche des particules,
qui dépendent des variables macroscopiques (x1, x2) mais aussi des variables dilatées

° x1
" , x2

" , x3
"

¢
= x

" .

Au dessus du plan ß"H, autrement dit pour x3 > "H, nous supposons que E
"(x) et H

"(x) se développent en
fonction de " de la façon suivante :

8
>><
>>:

H
"(x) =

X

m2N
"m

hm(x)+
X

m2N
"m

Hm

≥
x1, x2;

x

"

¥
;

E
"(x) =

X

m2N
"m

em(x)+
X

m2N
"m

Em

≥
x1, x2;

x

"

¥
.

(2)

Ce développement dépend des termes de champ proche Em et Hm mais il fait aussi intervenir les termes em et
hm , dits termes de champ lointain, qui ne dépendent que des variables macroscopiques (x1, x2, x3), qui n’ont pas
de variations à l’échelle des particules et qui représentent le comportement des solutions di↵ractées E

"
d et H

"
d loin

des particules. Ces termes de champ lointain ne vivent qu’au dessus de ß"H, c’est-à-dire au dessus des particules,
plus précisément dans R2 £ ("H,+1). Ce sont les termes de champ proche qui transfèrent les caractéristiques des
particules aux termes de champ lointain.

Dans la suite, nous utilisons la convention E°1 = H°1 = 0.
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x1

x2x3 ß0"
"±

~n £E
" = 0

~n ·H
" = 0 sur @P "

°
~e3 £E

"
¢
£~e3 = Z

°
~e3 £H

"
¢
sur ß0

ß"H x3 < "H

x3 > "H
rot H

"° i kE
" = f

rot E
"+ i kH

" = 0

Ei nc

Plus précisément, nous supposons que E
"(x) s’écrit sous la forme :

E
"(x) =

8
>><
>>:

X

m2N
"m

em(x)+
X

m2N
"m

Em

≥
xT;

x

"

¥
si x3 > "H ;

X

m2N
"m

Em

≥
xT;

x

"

¥
si x3 < "H ;

(3)

où xT = (x1, x2) et de même H
"(x) s’écrit sous la forme :

H
"(x) =

8
>><
>>:

X

m2N
"m

hm(x)+
X

m2N
"m

Hm

≥
xT;

x

"

¥
si x3 > "H ;

X

m2N
"m

Hm

≥
xT;

x

"

¥
si x3 < "H .

(4)

Nous faisons les hypothèses suivantes sur les termes de champ proche Em(xT;y) et Hm(xT;y) :

• comme la couche est périodique, les termes de champ proche Em et Hm sont supposés T1°périodiques
par rapport à y1 et T2°périodiques par rapport à y2. Il est donc su�sant de les étudier dans R2 £B où
B = (0,T1)£ (0,T2)£R+ \P#. On notera dans la suite

BH
0 = (0,T1)£ (0,T2)£ (0,H) \@P#

BH
1 = (0,T1)£ (0,T2)£ (H,+1)

ß#
H :=

©
y1 2 (0,T1), y2 2 (0,T2), y3 = H

™

B \ß#
H :=BH

0 [BH
1 .

Pour tout P ∏ 0, nous notons ß#
P := {y1 2 (0,T1), y2 2 (0,T2), y3 = P}.

225
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y1

y2y3 ß#
0

T1

T2

°2,+

°1,°

ß#
H

H

°1,+

1

BH
0

BH
1

• loin de la couche de particules, les termes de champ lointain sont censés représenter le comportement ma-
croscopique des solutions E

" et H
". Nous allons donc supposer que les termes de champ proche Em(xT;y) et

Hm(xT;y) disparaissent quand y3 tend vers +1 c’est-à-dire

lim
y3!+1

Em(xT;y) = 0 et lim
y3!+1

Hm(xT;y) = 0 . (5)

L’idée est de supposer qu’un tel développement existe. Nous insérons alors ce développement dans les équations
vérifiées par H

" et E
" (PEH

"
t ) données dans le chapitre 8 et nous déduisons formellement les équations vérifiées par

les termes de champ proche et les termes de champ lointain.

9.2 Équations satisfaites par les termes de champ lointain et les termes de
champ proche

Nous écrivons les équations du problème données par (PEH
"
t ) en supposant que E

" est de la forme (3) et H
" est

de la forme (4).

9.2.1 Cascade d’équations pour les termes de champ lointain

Loin des particules, les champs sont supposés être bien représentés par les développements en champ lointain.
Les termes de champ proche étant supposés disparâıtre d’après l’hypothèse 5, pour obtenir l’équation satisfaite par
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em , nous remplaçons E
"(x) par

X

n2N
"m

em(x) dans les équations rot rot E
"(x)°k2

E
"(x) = f (x) et div E

"(x) = 0 pour

x 2R2 £ ("H,+1). En identifiant formellement les puissances de ", nous obtenons

8m ∏ 0 ,

(
rot rot em(x)°k2

em(x) = f (x)±0(x)

div em(x) = 0
pour x 2R2 £ ("H,+1) . (6)

De même, pour obtenir l’équation satisfaite par hm , nous remplaçons H
"(x) par

X

n2N
"m

hm(x) dans l’équation

rot rot H
"(x)°k2

H
"(x) = 0 et div H

"(x) = 0 pour x 2R2 £ ("H,+1). En identifiant formellement les puissances de ",
nous trouvons

8m ∏ 0 ,

(
rot rot hm(x)°k2

hm(x) = 0

div hm(x) = 0
pour x 2R2 £ ("H,+1) . (7)

De plus, la condition d’onde sortante donne
(

e0 °Ei nc est sortant ;

em est sortant , pour m ∏ 1 ;
(8)

et (
h0 °Hi nc est sortant ;

hm est sortant , pour m ∏ 1 .
(9)

Les équations (6)+(8) et (7)+(9) ne permettent pas de caractériser em et hm de manière unique. Il manque
des conditions aux limites sur ß"H ; celles-ci seront déterminées à l’aide des termes de champ proche et permettront
de prendre en compte les particules.

Remarque 28. Si l’onde incidente est une onde plane, ce qui est le cas ici, ces équations peuvent être écrites sur
une seule période avec conditions de quasi-périodicité sur les bords latéraux.

9.2.2 Cascade d’équations pour les termes de champ proche

Équations Volumiques

Comme les termes de champ proche sont vectoriels et dépendent de plusieurs variables, nous allons utiliser les
règles de dérivation : pour toute fonction

U

≥
xT;

x

"

¥
= U(1)

≥
xT;

x

"

¥
~e1 +U(2)

≥
xT;

x

"

¥
~e2 +U(3)

≥
xT;

x

"

¥
~e3,

nous avons

rot U

≥
xT;

x

"

¥
= rotxt

U

≥
xT;

x

"

¥
+ 1
"

roty U

≥
xT;

x

"

¥
, (10)

avec rotxt
U =

0
@

@x2 U(3)

°@x1 U(3)

@x1 U(2) °@x2 U(1)

1
A et roty U =

0
@
@y2 U(3) °@y3 U(2)

@y3 U(1) °@y1 U(3)

@y1 U(2) °@y2 U(1)

1
A. De même, nous définissons

div U

≥
xT;

x

"

¥
= divxt

U

≥
xT;

x

"

¥
+ 1
"

divy U

≥
xT;

x

"

¥
,

avec divxt
U = @x1 U(1) +@x2 U(2) et divy U = @y1 U(1) +@y2 U(2) +@y3 U(3).
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Commençons par regarder ce que l’on obtient lorsque x3 < "H. Les solutions E
" et H

" se développent uniquement

à l’aide des termes de champ proche Em et Hm . Nous remplaçons alors E
" (x) par

X

m2N
"m

Em

≥
xT;

x

"

¥
et H

" (x) par

X

m2N
"m

Hm

≥
xT;

x

"

¥
dans les équations de Maxwell données par (3) dans le Chapitre 8, nous obtenons, pour xT 2R2,

x3 < "H

8
>>>><
>>>>:

rot

"
X

m2N
"m

Em

≥
xT;

x

"

¥#
=° i k

X

m2N
"m

Hm

≥
xT;

x

"

¥
,

div

"
X

m2N
"m

Em

≥
xT;

x

"

¥#
= 0 ;

et

8
>>>><
>>>>:

rot

"
X

m2N
"m

Hm

≥
xT;

x

"

¥#
= i k

X

m2N
"m

Em

≥
xT;

x

"

¥
,

div

"
X

m2N
"m

Hm

≥
xT;

x

"

¥#
= 0 .

Si bien qu’en utilisant les règles de dérivations précédentes, nous avons, pour xT 2R2, x3 < "H

8
>>>>>>><
>>>>>>>:

X

m2N
"m°1

roty Em

≥
xT;

x

"

¥
=°

X

m2N
"m

rotxt
Em

≥
xT;

x

"

¥

° i k
X

m2N
Hm

≥
xT;

x

"

¥
,

X

m2N
"m°1

divy Em

≥
xT;

x

"

¥
=°

X

m2N
"m

divxt
Em

≥
xT;

x

"

¥
;

et

8
>>>>>>><
>>>>>>>:

X

m2N
"m°1

divyHm

≥
xT;

x

"

¥
=°

X

m2N
"m

rotxt
Hm

≥
xT;

x

"

¥

+ i k
X

m2N
Em

≥
xT;

x

"

¥
,

X

m2N
"m°1

divy Hm

≥
xT;

x

"

¥
=°

X

m2N
"m

divxt
Hm

≥
xT;

x

"

¥
.

Nous identifions formellement les puissances de " et nous supposons que les équations sont vraies pour presque
tout xT 2 R2, pour tout y 2 R2 £ (0,H) \ P . Nous rappelons que (y1, y2) 7! Em(xT;y) et (y1, y2) 7! Hm(xT;y) sont
(T1,T2)°périodiques par rapport à (y1, y2). Nous obtenons alors la cascade d’équations, pour m ∏ 0,

p.p. xT 2R2,

8
><
>:

roty Em(xT; · ) =° rotxt
Em°1(xT; · )

° i k Hm°1(xT; · ) ,

divy Em(xT; · ) =° divxt
Em°1(xT; · ) ;

et

(11)

8
><
>:

roty Hm(xT; · ) =° rotxt
Hm°1(xT; · )

+ i k Em°1(xT; · ) ,

divy Hm(xT; · ) =° divxt
Hm°1(xT; · ) ;

dans BH
0 ;

(12)
où par convention E°1 = 0 et H°1 = 0.

Regardons maintenant ce que l’on obtient lorsque x3 > "H. Nous remplaçons E
" et H

" par les développements
(2) dans les équations de Maxwell, nous obtenons, pour xT 2R2 et x3 > "H

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

"
rot

"
X

m2N
"m

Em

≥
xT;

x

"

¥#
+ i k

X

m2N
"m

Hm

≥
xT;

x

"

¥#
+

"
rot

"
X

m2N
"m

em(x)

#
+ i k

X

m2N
"m

hm(x)

#

| {z }
=0

= 0 ,

div

"
X

m2N
"m

Em

≥
xT;

x

"

¥#
+div

"
X

m2N
"m

em(x)

#

| {z }
=0

= 0 ;
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8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

"
rot

"
X

m2N
"m

Hm

≥
xT;

x

"

¥#
° i k

X

m2N
"m

Em

≥
xT;

x

"

¥#
+

"
rot

"
X

m2N
"m

hm(x)

#
° i k

X

m2N
"m

em(x)° f (x)

#

| {z }
=0

= 0 ,

div

"
X

m2N
"m

Hm

≥
xT;

x

"

¥#
+div

"
X

m2N
"m

hm(x)

#

| {z }
=0

= 0 .

Les termes faisant intervenir les champs lointains s’annulent car ces derniers vérifient (6) et (7). Nous retrouvons
donc la même cascade d’équations, donnée par (11) et (12), pour presque tout xT 2R2, y 2BH

1.

La cascade d’équations (11) et (12) est donc vérifiée dans B \ß#
H.

Cherchons maintenant les conditions sur le bord ß0, les particules P " et l’interface ß"H. Nous allons utiliser
le fait que les variations des champs proches par rapport à (x1, x2) sont liées aux variations macroscopiques des
champs proches. Dans la suite, nous allons donc considérer qu’elles jouent le rôle de paramètres, les conditions aux
bords ne seront imposées que sur les variables rapides. Ceci a l’air arbitraire mais c’est justifié a posteriori par des
estimations d’erreurs.

Conditions aux limites sur les inclusions

Les conditions de frontières parfaitement conductrices des particules sont données par

~n £E
" = 0 sur @P " , ~n ·H

" = 0 sur @P " .

Nous remplaçons E
"(x) par

X

m2N
"m

Em

≥
xT;

x

"

¥
et H

"(x) par
X

m2N
"m

Hm

≥
xT;

x

"

¥
dans les conditions, nous identifions

les puissances de " et nous supposons que les équations sont vérifiées pour presque tout xT 2 R2, y 2 @P . Nous
obtenons alors

p.p. xT 2R2 , ~n £Em(xT; · ) = 0 sur @P , (13) ~n ·Hm(xT; · ) = 0 sur @P , pour m ∏ 0 . (14)

Comme les termes de champ proche sont supposés périodiques par rapport à (y1, y2), il su�t d’écrire la condition
sur une période de l’ensemble, soit

p.p. xT 2R2 , ~n £Em(xT; · ) = 0 sur @P# , (15) ~n ·Hm(xT; · ) = 0 sur @P# , pour m ∏ 0 . (16)

Conditions aux limites sur ß0

La condition sur ß0 est donnée par

°
~e3 £E

"¢£~e3 = Z
°
~e3 £H

"¢ sur ß0 .

Nous remplaçons E
"(x) par

X

m2N
"m

Em

≥
xT;

x

"

¥
et H

"(x) par
X

m2N
"m

Hm

≥
xT;

x

"

¥
et nous obtenons

√
~e3 £

"
X

m2N
"m

Em

≥
xT;

x

"

¥#!
£~e3 = Z

√
~e3 £

"
X

m2N
"m

Hm

≥
xT;

x

"

¥#!
pour xT 2R2 , x3 = 0 .
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En identifiant formellement les puissances de " et en supposant que les équations sont vraies pour presque tout
xT 2R2, pour presque tout y 2ß#

0, nous avons alors

p.p. xT 2R2 ,
°
~e3 £Em(xT; · )

¢
£~e3 = Z

°
~e3 £Hm(xT; · )

¢
sur ß#

0 , pour m ∏ 0 . (17)

Conditions sur ß"H

Au voisinage de ß"H, les termes de champ proche (Em ,Hm) présentent des sauts puisque, même si la solution
(E

",H
") est bien à trace tangentielle et à trace normale continue au travers de ß"H, elle possède des développements

di↵érents de part et d’autre de ß"H.

Comme (E
",H

") est à trace tangentielle continue au travers de ß"H = {x3 = "H} : ~e3 £E
"
ØØØ
ß°
"H

=~e3 £E
"
ØØØ
ß+
"H

et

~e3 £H
"
ØØØ
ß°
"H

=~e3 £H
"
ØØØ
ß+
"H

, en remplaçant
°
E
",H

"
¢
par ses développements (1)et (2), nous obtenons

8
>>><
>>>:

~e3 £
µ X

m∏0
"m

Em

≥
xT;

x1

"
,

x2

"
,H°

¥∂
= ~e3 £

µ X

m∏0
"m

Em

≥
xT;

x1

"
,

x2

"
,H+

¥
+

X

m∏0
"m

em

ØØØ
ß"H

(xT)
∂

~e3 £
µ X

m∏0
"m

Hm

≥
xT;

x1

"
,

x2

"
,H°

¥∂
= ~e3 £

µ X

m∏0
"m

Hm

≥
xT;

x1

"
,

x2

"
,H+

¥
+

X

m∏0
"m

hm

ØØØ
ß"H

(xT)
∂ p.p. xT 2R2 ;

où nous avons identifié les traces de em et hm sur ß"H à une fonction de deux variables, ici xT. En identifiant les
puissances de " et en supposant que ces équations sont vraies pour presque tout xT 2R2, y 2ß#

H, nous trouvons

p.p. xT 2R2 ,

8
><
>:

h
~e3 £Em (xT; · )

i
H

= ° ~e3 £em

ØØØ
ß"H

(xT)
h
~e3 £Hm (xT; · )

i
H

= ° ~e3 £hm

ØØØ
ß"H

(xT)
, pour m ∏ 0 ; (18)

où nous avons utilisé la notation

Le saut d’une fonction U à l’interface ß#
H est

£
U

§
H := U

ØØØ
ß+

H

° U

ØØØ
ß°

H

. (19)

Notation 3

D’autre part, comme (E
",H

") est à trace normale continue au travers de ß"H : ~e3 ·E"
ØØØ
ß°
"H

=~e3 ·E"
ØØØ
ß+
"H

et ~e3 ·H"
ØØØ
ß°
"H

=

~e3 ·H
"
ØØØ
ß+
"H

, en remplaçant
°
E
",H

"
¢
par ses développements (1) et (2), nous en déduisons

8
>>><
>>>:

~e3 ·
∑ X

m∏0
"m

Em

≥
xT;

x1

"
,

x1

"
,H°

¥∏
= ~e3 ·

∑ X

m∏0
"m

Em

≥
xT;

x1

"
,

x2

"
,H+

¥
+

X

m∏0
"m

em

ØØØ
ß"H

(xT)
∏

~e3 ·
∑ X

m∏0
"m

Hm

≥
xT;

x1

"
,

x2

"
,H°

¥∏
= ~e3 ·

∑ X

m∏0
"m

Hm

≥
xT;

x1

"
,

x2

"
,H+

¥
+

X

m∏0
"m

hm

ØØØ
ß"H

(xT)
∏ p.p. xT 2R2 .

En identifiant les puissances de " et en supposant que ces équations sont vraies pour presque tout xT 2R2 et y 2ß#
H,

nous avons

p.p. xT 2R2 ,

8
><
>:

h
~e3 ·Em (xT; · )

i
H

= ° ~e3 ·em

ØØØ
ß"H

(xT)
h
~e3 ·Hm (xT; · )

i
H

= ° ~e3 ·hm

ØØØ
ß"H

(xT)
, pour m ∏ 0 . (20)
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Conditions de périodicité

Nous rappelons que nous cherchons des champs proches Em(xT;y) et Hm(xT;y) périodiques par rapport à y1 et
y2.

°
Em ,Hm

¢
va donc vérifier les conditions de périodicité suivantes

p.p. xT 2R2 ,

8
><
>:

~e1 £Em

ØØØ
°1,+

(xT; · ) =~e1 £Em

ØØØ
°1,°

(xT; · )

~e2 £Em

ØØØ
°2,+

(xT; · ) =~e2 £Em

ØØØ
°2,°

(xT; · )
, pour m ∏ 0 . (21)

p.p. xT 2R2 ,

8
><
>:

~e1 £Hm

ØØØ
°1,+

(xT; · ) =~e1 £Hm

ØØØ
°1,°

(xT; · )

~e2 £Hm

ØØØ
°2,+

(xT; · ) =~e2 £Hm

ØØØ
°2,°

(xT; · )
, pour m ∏ 0 . (22)

Nous abrégeons ces conditions par la suite en
°
Em ,Hm

¢
est (T1,T2)°périodique.

Problèmes aux limites pour les termes de champ proche

Les termes de champ proche (Em ,Hm) satisfont le système d’équations type : pour tout m ∏ 0, pour presque
tout xT 2R2,

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

roty Em(xT; · ) =° rotxt
Em°1(xT; · ) ; roty Hm(xT; · ) =° rotxt

Hm°1(xT; · )

° i k Hm°1(xT; · ) dans B \ß#
H ; + i k Em°1(xT; · ) dans B \ß#

H ,

divy Em(xT; · ) =° divxt
Em°1(xT; · ) dans B \ß#

H ; divy Hm(xT; · ) =° divxt
Hm°1(xT; · ) dans B \ß#

H ,
°
Em ,Hm

¢
(xT; · ) est (T1,T2)°périodique ,

~n £Em(xT; · ) =0 sur @P# ; ~n ·Hm(xT; · ) = 0 sur @P# ,
°
~e3 £Em(xT; · )

¢
£~e3 = Z

°
~e3 £Hm(xT; · )

¢
sur ß#

0 ,
h
~e3 £Em(xT; · )

i
H
=° ~e3 £em

ØØØ
ß"H

(xT) ;
h
~e3 £Hm(xT; · )

i
H
=° ~e3 £hm

ØØØ
ß"H

(xT) ,
h
~e3 ·Em(xT; · )

i
H
=° ~e3 ·em

ØØØ
ß"H

(xT) ;
h
~e3 ·Hm(xT; · )

i
H
=° ~e3 ·hm

ØØØ
ß"H

(xT) ;

(23)
avec E°1 = H°1 = 0 par convention.

On voit que xT joue le rôle de paramètre et que pour presque tout xT 2R2, les termes de champ proche Em(xT; · )
et Hm(xT; · ) sont solutions d’un système d’équations couplées posé dans une bande, contenant des particules de
taille 1, avec des conditions de saut en ß#

H dépendant des termes de champ lointain em et hm .
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y1

y2y3 ß#
0

T1

T2

°2,+

°1,°

ß#
H

H

°1,+

1

BH
0

BH
1

°
~e3 £Em

¢
£~e3 = Z

°
~e3 £Hm

¢

~n £Em = 0 et ~n ·Hm = 0

h
~e3 £Em

i
H
=° ~e3 £em

ØØØ
ß"H

(xT)
h
~e3 ·Em

i
H
=° ~e3 ·em

ØØØ
ß"H

(xT)
h
~e3 £Hm

i
H
=° ~e3 £hm

ØØØ
ß"H

(xT)
h
~e3 ·Hm

i
H
=° ~e3 ·hm

ØØØ
ß"H

(xT)

roty Em =°rotxt
Em°1 ° i kHm°1

roty Hm =°rotxt
Hm°1 + i kEm°1

divy Em =°divxt
Em°1

divy Hm =°divxt
Hm°1

Figure 9.1 – Schéma du système d’équations vérifié par les termes de champ proche
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9.3 Caractère bien posé des problèmes de champ proche

Les problèmes de champ proche (23) peuvent se réécrire sous la forme : pour m ∏ 0

p.p. xT 2R2 ,

8
>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>:

roty Em(xT; · ) =F
E
m°1(xT; · ) dans B \ß#

H ; roty Hm(xT; · ) = F
H
m°1(xT; · ) dans B \ß#

H ;

divy Em(xT; · ) =GE
m°1(xT; · ) dans B \ß#

H ; divy Hm(xT; · ) = GH
m°1(xT; · ) dans B \ß#

H ;
°
Em ,Hm

¢
(xT; · ) est (T1,T2)°périodique ;

~n £Em(xT; · ) =0 sur @P# ; ~n ·Hm(xT; · ) = 0 sur @P# ;
°
~e3 £Em(xT; · )

¢
£~e3 = Z

°
~e3 £Hm(xT; · )

¢
sur ß#

0 ;
h
~e3 £Em(xT; · )

i
H
=~e3 £ÆE

m(xT) ;
h
~e3 £Hm(xT; · )

i
H
=~e3 £ÆH

m(xT) ;
h
~e3 ·Em(xT; · )

i
H
=~e3 ·ÆE

m(xT) ;
h
~e3 ·Hm(xT; · )

i
H
=~e3 ·ÆH

m(xT) ;

(24)
où F

E
m°1(xT; · ), F

H
m°1(xT; · ) dépendent des termes précédents Em°1(xT; · ) et Hm°1(xT; · ) et sont telles que

divy F
E
m°1(xT; · ) = 0 et divy F

H
m°1(xT; · ) = 0. Si Em°1(xT; · ) et Hm°1(xT; · ) décroissent quand y2 tend vers l’infini

alors F
E
m°1(xT; · ), F

H
m°1(xT; · ) aussi. GE

m°1(xT; · ) dépend de Em°1(xT; · ) et GH
m°1(xT; · ) dépend de Hm°1(xT; · ).

Quant à ÆE
m(xT), elle dépend de em

ØØØ
ß"H

(xT) et ÆH
m(xT) dépend de hm

ØØØ
ß"H

(xT). De plus, ÆE
m(xT) et ÆH

m(xT) sont des

fonctions indépendantes de y1 et y2.

Dans le système d’équations (24), xT joue le rôle de paramètre. Dans ce qui suit, nous omettons dans un premier
temps les variables (x1, x2) pour simplifier les notations et nous nous intéressons au caractère bien posé des problèmes
qui s’écrivent sous la forme :

8
>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>:

roty E =F
E dans B \ß#

H ; roty H = F
H dans B \ß#

H ;

divy E =GE dans B \ß#
H ; divy H = GH dans B \ß#

H ;
°
E,H

¢
est (T1,T2)°périodique ,

~n £E =0 sur @P# ; ~n ·H = 0 sur @P# ;
°
~e3 £E

¢
£~e3 = Z

°
~e3 £H

¢
sur ß#

0 ;
h
~e3 £E

i
H
=~e3 £ÆE ;

h
~e3 £H

i
H
=~e3 £ÆH ;

h
~e3 ·E

i
H
=~e3 ·ÆE ;

h
~e3 ·H

i
H
=~e3 ·ÆH .

(25)

Il est assez facile de voir que E = ¬y3>HÆ
E +EC et H = ¬y3>HÆ

H +HC avec EC et HC qui vérifient (25) avec des
sauts de dérivée normale et de trace tangentielle nuls :

8
>>>>>>><
>>>>>>>:

roty EC =F
E dans B ; roty HC = F

H dans B;

divy EC =GE dans B ; divy HC = GH dans B ;
°
EC,HC

¢
est (T1,T2)°périodique ,

~n £EC =0 sur @P# ; ~n ·HC = 0 sur @P# ;
°
~e3 £EC

¢
£~e3 = Z

°
~e3 £HC

¢
sur ß#

0 .

(25bis)

Nous introduisons donc l’espace

W# :=
(

U 2
≥
L2

loc

°
B

¢¥3
; roty U 2

°
L2(B)

¢3; divy U 2 L2°B
¢
;

U
p

1+ (y3)2
2

≥
L2°B

¢¥3
; U est (T1,T2)°périodique

)
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muni du produit scalaire

8U,V 2 W# ,
°
U,V

¢
W#

=
ˆ

B
roty U · roty Vdy+

ˆ
B

divy U ·divy Vdy+
ˆ

B

U ·V

1+ (y3)2 dy ;

k ·kW# étant la norme associée ; et l’espace

H#
°
B

¢
:=

©°
E,H

¢
2 W# £W# tel que ~n £E = 0 sur P#; ~n ·H = 0 sur @P#;

°
~e3 £E

¢
£~e3 = Z

°
~e3 £H

¢
sur ß#

0
™

muni du produit scalaire

8
°
E,H

¢
,

°
E
0,H

0¢ 2H#
°
B

¢
,

≥°
E,H

¢
,
°
E
0,H

0¢¥
H#

=
≥
E,E

0
¥

W#
+

≥
H,H

0
¥

W#
,

et k ·kH# étant la norme associée
∞∞∞
°
E,H

¢∞∞∞
2

H#
= kEk2

W#
+ kHk2

W#
.

Nous introduisons aussi l’espace

W1
#
°
B

¢
=

n
p 2 H1

loc

°
B

¢
; p est (T1,T2)°périodique; rp 2

≥
L2°B

¢¥3
;

p
p

1+ (y3)2
2 L2°B

¢o
. (26)

Le problème (25bis) n’est pas bien posé dans H#
°
B

¢
. En e↵et, nous allons voir que le noyau N de l’opérateur

associé à (25bis) n’est pas vide, où

N :=

8
><
>:

(E,H) 2H#
°
B

¢
tel que

roty E = 0 dans B ; roty H = 0 dans B

divy E = 0 dans B ; divy H = 0 dans B

9
>=
>;

. (27)

Mais nous allons montrer que le problème (25bis) est bien posé dans l’espace H 0
#

°
B

¢
sous-espace de H#

°
B

¢
ortho-

gonal au noyau N (par rapport au produit scalaire de H#
°
B

¢
), si les termes sources vérifient certaines conditions.

Notons que cette étude a été réalisée dans [Del15] dans le cas d’inclusions pénétrables ou dans [DH20] dans le cas
d’inclusions parfaitement conductrices. Nous avons étendu ces résultats à notre cas, les di�cultés étant la condition
de type Robin

°
~e3 £E

¢
£e3 = Z

°
~e3 £H

¢
sur ß#

0.

9.3.1 Quelques résultats préliminaires

Nous rappelons les définitions suivantes qui peuvent être trouvés dans le livre [ACL18], résultats que nous avons
étendus au cadre périodique.

Nous introduisons

H1
#
°
B

¢
:=

Ω
U 2 H1°B

¢
, telle que pour j = 1,2, U

ØØØ
° j ,+

= U

ØØØ
° j ,°

æ
;

H#
°
rot,y B

¢
:=

Ω
U 2 H

°
roty, B

¢
, telle que pour j = 1,2, U£~e j

ØØØ
° j ,+

= U£~e j

ØØØ
° j ,°

æ
;

H#
°
divy , B

¢
:=

Ω
U 2 H

°
divy, B

¢
, telle que pour j = 1,2, U ·~e j

ØØØ
° j ,+

= U ·~e j

ØØØ
° j ,°

æ
.

Nous notons :
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• ∞T l’opérateur de trace tangentielle

∞T : H1
#
°
B

¢
!

≥
L2°B

¢¥3

f 7!~e3 £ f =

0
@
° f (2)

f (1)

0

1
A

et on note H1/2
?,#

°
ß#

P

¢
:= ∞T

≥
H1

#

°
B

¢¥
;

• ¶T l’opérateur de trace tangentielle tournée

¶T : H1
#
°
B

¢
!

≥
L2°B

¢¥3

f 7!~e3 £
°
f£~e3

¢
=

0
@

f (1)

f (2)

0

1
A

et on note H1/2
“,#

°
ß#

P

¢
:=¶T

≥
H1

#

°
B

¢¥
.

De plus, nous introduisons H°1/2
?,#

°
ß#

P

¢
=

≥
H1/2

?,#

°
ß#

P

¢¥0
et H°1/2

“,#

°
ß#

P

¢
=

≥
H1/2

“,#

°
ß#

P

¢¥0
.

Comme les champs ne sont pas H1, nous introduisons également

H°1/2
“,#

≥
divT,ß#

P

¥
= ∞T

≥
H#

°
rot,B

¢¥

et
H°1/2

?,#

≥
rotT,ß#

P

¥
= ¶T

≥
H#

°
rot,B

¢¥
.

Le nom donné à ces espaces vient de la caractérisation suivante

H°1/2
“,#

≥
divT,ß#

P

¥
=

n
f 2 H°1/2

“,#

°
ß#

P

¢
, divT fT 2 H°1/2°ß#

P

¢o
;

et
H°1/2

?,#

≥
rotT,ß#

P

¥
=

n
f 2 H°1/2

?,#

°
ß#

P

¢
, rotT fT 2 H°1/2°ß#

P

¢o
.

Dans ces dernières égalités, comme f 2 H°1/2
“,#

°
ß#

P

¢
ou f 2 H°1/2

?,#

°
ß#

P

¢
alors f (3) = 0 et divT f = divT fT et rotT f = rotT fT.

Nous montrons enfin que

H°1/2
“,#

°
divT,ß#

P

¢
=

h
H°1/2

?,#

°
rotT,ß#

P

¢i0
.

Nous écrivons dans la suite h·, ·i
ß#

P
le crochet de dualité.

Soit H1
zmv

°
ß#

P

¢
=

n
f 2 L2

t

°
ß#

P

¢
:
´
ß#

P
fdy1 dy2 = 0

o
avec L2

t

°
ß#

P

¢
:=

Ω
v 2

≥
L2°ß#

P

¢¥3
: v ·~e3 = 0 sur ß#

P

æ
et

K
°
ß#

P

¢
:=

©
f 2 H1

zmv
°
ß#

P

¢
, ¢Tf 2 H°1/2

#

°
ß#

P

¢™
, nous avons les décompositions suivantes :

H°1/2
“,#

°
divT,ß#

P

¢
:= rotT

≥
H1/2

zmv
°
ß#

P

¢¥
©rT

≥
K

°
ß#

P

¢¥
(28)

et
H°1/2

?,#

°
rotT, ß#

P

¢
:=rT

≥
H1/2

zmv
°
ß#

P

¢¥
© rotT

≥
K

°
ß#

P

¢¥
. (29)

Définition 105
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Soit E 2 H#
°
roty,B

¢
, H 2 H#

°
roty,B

¢
tels que

¶TE = Z ∞TH sur ß#
0 ,

alors
¶TE 2 L2

t
°
ß#

0
¢

et ∞TH 2 L2
t
°
ß#

0
¢

.

Proposition 106

Preuve. Comme

• ∞T(H) 2 H°1/2
“,#

°
divT,ß#

0

¢
, 9 √H 2 H1/2

zmv
°
ß#

0

¢
, 9 ¡H 2K (ß#

0) Ω H1
zmv

°
ß#

0

¢
tels que ∞T(H) = rotT(√H)+rT(¡H) ;

• ºT(E) 2 H°1/2
?,#

°
rotT,ß#

0

¢
, 9 ¡E 2 H1/2

zmv
°
ß#

0

¢
, 9 √E 2K

°
ß#

0

¢
tels que ºT(E) = rotT(√E)+rT(¡E).

Comme ¶T
°
E
¢
= Z ∞T

°
H

¢
, nous en déduisons

rotT
°
√E °Z√H

¢
+ rT

°
¡E °Z¡H

¢
= 0 . (30)

En appliquant divT à (30), nous obtenons

¢T
°
¡E °Z¡H

¢
= 0 .

Comme ¡H 2 K
°
ß#

0

¢
Ω H1

zmv
°
ß#

0

¢
Ω H1

#

°
ß#

0

¢
, nous en déduisons que ¡E 2 H1

#

°
ß#

0

¢
et

ˆ
ß#

0

ØØrT
°
¡E +Z¡H

¢ØØ2 dy1 dy2 = 0

et ¡E ° Z¡H = const ante. Nous avons donc ¶T
°
E
¢
= rot

°
√E

¢
+r

°
¡E

¢
avec √E 2 K

°
ß#

0

¢
et ¡E 2 H1

#

°
ß#

0

¢
donc

¶T
°
E
¢
2 L2

t

°
ß#

0

¢
et ∞T

°
H

¢
également.

9.3.2 Caractérisation du noyau

Nous commençons par caractériser le noyau N du problème (25bis).

Introduisons tout d’abord les fonctions profils qui interviendront dans la définition du noyau.
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• 8i 2 {1,2,3}, soit pi 2 H1
l oc

°
B

¢
telle que pi = yi +fpi avec fpi 2 W1

#

°
B

¢
qui satisfait les équations

8
>><
>>:

¢ epi = 0 dans B ,

epi =°yi sur @P# ,

epi = 0 sur ß#
0 .

(31)

• 8i 2 {1,2,3}, soit qi 2 H1
loc

°
B

¢
telle que qi = yi + eqi avec eqi 2 W1

#

°
B

¢
qui satisfait les équations

8
>><
>>:

¢eqi = 0 dans B ,

reqi ·~n =°~ei ·~n sur @P# ,

eqi = 0 sur ß#
0 .

(32)

• Si P# est composé de N particules P# =
N[

J=1
BJ alors soit 8 J 2 Ç1,NÉ, rJ 2 W1

#

°
B

¢
qui satisfait les

équations 8
>><
>>:

¢rJ = 0 dans B ,

rJ = 1 sur @BJ ,

rJ = 0 sur ß#
0 [

°
@P# \@BJ

¢
.

(33)

Définition 107

En utilisant la proposition 35 du chapitre 3, nous montrons que les problèmes (31),(32) et (33) sont bien posés.
Nous pouvons montrer aussi, d’après la proposition 9 du chapitre 3, qu’il existe ci 2 R telle que epi ° ci vérifie la
propriété (P1) du chapitre 3. De même pour eqi et les rJ.

Notons que les pi et les qi ont une croissance linéaire à l’infini et lim
y3!+1

rpi =~ei et lim
y3!+1

rqi =~ei alors que

les rJ sont telles que lim
y3!+1

rrJ = 0.

Supposons que P# est composé de N particules alors N est un espace de dimension N+4 donné par

N :=
Ω°

E,H
¢
=

≥
c1

°
rp1,° 1

Z(1)
rq2

¢
+ c2

°
rp2,

1

Z(2)
rq1

¢
+ c3

°
rp3,0

¢
+d3

°
0,rq3

¢
+

NX

J=1
ÆJ

°
rrJ,0

¢¥
,

(c1,c2,c3,d3) 2C4, 8J 2 Ç1,NÉ,ÆJ 2C
æ

. (34)

Proposition 108

Remarque 29. Les fonctions du noyau (rrJ,0) sont un peu particulière car elles tendent vers 0 à l’infini ce qui n’est
pas le cas des 4 premières fonctions du noyau.
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Preuve. La preuve se fait en deux étapes. Nous montrons d’abord que les fonctions de la forme

(E,H) =
≥
c1

°
rp1,° 1

Z(1)
rq2

¢
+ c2

°
rp2,

1

Z(2)
rq1

¢
+ c3

°
rp3,0

¢
+d3

°
0,rq3

¢
+

NX

J=1
ÆJ

°
rrJ,0

¢¥
(35)

appartiennent à N . Puis, nous montrons que si (E,H) solution de (25bis) appartient à N , elle s’écrit sous la forme
(35).

Étape 1 : Nous montrons que les fonctions de la forme (35) appartiennent à N .

Nous avons bien rotyE, rotyH 2
≥
L2°B

¢¥3
, divyE, divyH 2 L2°B

¢
et surtout

E
q

1+ y2
3

,
H

q
1+ y2

3

2
≥
L2°B

¢¥3
car

rpi =rfpi +~ei avec rfpi vérifie la propriété (P1), de même pour rqi et rrJ °!
y3!+1

0.

Nous commençons par regarder les équations volumiques :

• équations sur le rotationnel

roty E = roty

≥
c1rp1 + c2rp2 + c3rp3 +

NX

J=1
ÆJrrJ

¥
= 0

roty H = roty

≥
° c1

1

Z(1)
rq2 + c2

1

Z(2)
rq1 +d3rq3

¥
= 0

où nous avons utilisé que pour toute fonction U, roty(rU) = 0.

• équations sur la divergence

divy E = divy

≥
c1rp1 + c2rp2 + c3rp3 +

NX

J=1
ÆJrrJ

¥
= 0

divy H = divy

≥
° c1

1

Z(1)
rq2 + c2

1

Z(2)
rq1 +d3rq3

¥
= 0

où nous avons utilisé que pour toute fonction U, divy(rU) =¢U et les pi , qi ,rJ vérifient ¢pi = 0, ¢qi = 0 et
¢rJ = 0.

Regardons maintenant les conditions de bord

• conditions sur @P# :

~n £E = c1 ~n £ (rp1)+ c2 ~n £ (rp2)+ c3 ~n £ (rp3)+
NX

J=1
ÆJ ~n £rrJ = 0 ;

car pour i = {1,2,3}, pi = 0 sur @P# et donc rpi £~n = 0 et comme rJ = cst sur @P# alors rrJ £~n = 0.

~n ·H =°c1
1

Z(1)
~n · (rq2)+ c2

1

Z(2)
~n · (rq1)+d3 ~n · (rq3) = 0 ;

où nous avons utilisé que pour i = {1,2,3}, ~n ·rqi =~n ·reqi +~n ·ryi =°~ei ·~n +~n ·~e1 = 0.

• condition sur ß0 :
°
~e3 £E

¢
£~e3 =

"
~e3 £

≥
c1rp1 + c2rp2 + c3rp3 +

NX

J=1
rrJ

¥#
£~e3

238



CHAPITRE 9. DÉVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE

et

~e3 £H = ~e3 £
≥
° c1

1

Z(1)
rq2 + c2

1

Z(2)
rq1 +d3rq3

¥

Nous avons ~e3 £rp1 =~e3 £r ep1 +~e3 £ry1 =~e3 £~e1 =~e2 et pour les mêmes raisons ~e3 £rq1 =~e2. De plus,
~e3 £rp2 =~e3 £r ep2 +~e3 £ry2 =~e3 £~e2 =°~e1 et de la même manière ~e3 £rq2 =°~e1. Enfin, ~e3 £rp3 = 0, 8J
rrJ £~e3 = 0 et ~e3 £rq3 = 0. Ceci nous donne

°
~e3 £E

¢
£~e3 ° Z (~e3 £H) =

h
c1~e2 ° c2~e1

i
£~e3 °Z

∑
c1

1

Z(1)
~e1 + c2

1

Z(2)
~e2

∏

= c1~e1 + c2~e2 ° c1~e1 ° c2~e2 = 0 .

Nous venons de montrer que si (E,H) s’écrit sous la forme (35) alors (E,H) est bien dans N défini par (27).

Étape 2 : Nous montrons maintenant que si (E,H) 2N , (E,H) s’écrit sous la forme

Ω
c1

°
rp1,° 1

Z(1)
rq2

¢
+ c2

°
rp2,

1

Z(2)
rq1

¢
+ c3

°
rp3,0

¢
+d3

°
0,rq3

¢
+

NX

J=1
ÆJ

°
rrJ,0

¢æ
.

• Nous écrivons d’abord le développement modal de (E,H) pour y3 > L. Nous regardons en particulier le déve-
loppement modal de E. Évidemment, nous avons un développement similaire pour H. Comme

8
>><
>>:

roty E = 0 dans BH
1 ,

divy E = 0 dans BH
1 ,

E est (T1,T2)°périodique ,

alors il est possible d’écrire rot rot E+r div E =°¢E = 0. En reprenant les calculs de la section ”Décomposition
modale”du chapitre précédent pour k = 0 et (k1,k2) = 0, nous obtenons que E admet le développement modal

E(y1, y2, y3) =
X

(m,n)2Z2

Em,ne
°2º

r
m2

T2
1
+ n2

T2
2

(y3°L)
e2iº

°
m
T1

y1+ n
T2

y2

¢
, Em,n 2C3 . (36)

De la même manière, H admet le développement modal

H(y1, y2, y3) =
X

(m,n)2Z2

Hm,ne
°2º

r
m2

T2
1
+ n2

T2
2

(y3°L)
e2iº

°
m
T1

y1+ n
T2

y2

¢
, Hm,n 2C3 . (37)

• Puisque roty E = 0, il existe une fonction p 2 H1
l oc

°
B

¢
définie à une constante près telle que E =rp. De même,

comme roty H = 0, il existe une fonction q 2 H1
loc

°
B

¢
définie à une constante près telle que H =rq.

• Nous allons maintenant déterminer une expression explicite de p et q. En utilisant le développement modal
de E donné par (36), nous pouvons déterminer le comportement de p pour y3 > L . Dire que divyE = 0 nous
donne que ¢p = 0 donc p admet une décomposition modale et nous montrons que

p(y1, y2, y3) = C+E (1)
0,0 y1 +E (2)

0,0 y2 +E (3)
0,0 y3 +

X

(m,n)2Z2\(0,0)
Pm,n e

°2º
r

m2

T2
1
+ n2

T2
2

(y3°L)
e2iº

°
m
T1

y1+ n
T2

y2

¢
, (38)

où les Pm,n dépendent de Em,n. Mais la dépendance ne sera pas utilisée dans la suite. De même, en utilisant
le développement modal de H donné par (37), nous montrons que, pour y3 > L :

q(y1, y2, y3) = G+H (1)
0,0 y1 +H (2)

0,0 y2 +H (3)
0,0 y3 +

X

(m,n)2Z2\(0,0)
Qm,n e

°2º
r

m2

T2
1
+ n2

T2
2

(y3°L)
e2iº

°
m
T1

y1+ n
T2

y2

¢
. (39)

Comme E et H sont (T1,T2)°périodiques alors rp et rq sont (T1,T2)°périodiques.
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Soit p une fonction de H1
l oc

°
B

¢
telle que rp est (T1,T2)°périodique alors il existe C1,C2 > 0 telles que

ep(y1, y2, y3) = p(y1, y2, y3)°C1 y1 °C2 y2 et ep est (T1,T2)°périodique.

Lemme 109

Preuve. Pour i = {1,2}, nous notons √i (y) = p(y+Ti~ei )°p(y). Nous avons r√i (y) =rp(y+Ti~ei )°rp(y) = 0
par périodicité de rp ; alors √i (y) = Ci Ti avec Ci > 0. Pour i = 1, nous avons

ep(y+T1~e1) = ep(y1 +T1, y2, y3) = p(y+T1~e1)°C1(y1 +T1)°C2 y2

= p(y)+C1T1 °C1 y1 °C1T1 °C2 y2 car √1(y) = p(y+T1~e1)°p(y) = C1T1

= ep(y)

Nous venons de monter la périodicité en y1. Nous montrons la périodicité en y2 de la même façon.

En utilisant le lemme 109, nous savons qu’il existe C1,C2 > 0 telles que ep(y) := p(y) ° C1 y1 ° C2 y2 est
(T1,T2)°périodique dans H1

l oc

°
B

¢
. D’après la décomposition modale de p donnée par (38), nous trouvons

E (1)
0,0 = C1 et E (2)

0,0 = C2 nécessairement. Par conséquent,

ep(y) = p(y)°E (1)
0,0 y1 °E (2)

0,0 y2 est (T1,T2)°périodique .

De même, il existe D1,D2 > 0 telles que eq(y) := q(y)°D1 y1°D2 y2 est (T1,T2)°périodique dans H1
l oc

°
B

¢
. D’après

la décomposition modale de q donnée par (39), nous trouvons H (1)
0,0 = D1 et H (2)

0,0 = D2 nécessairement. Par
conséquent,

eq(y) = q(y)°H (1)
0,0 y1 °H (2)

0,0 y2 est (T1,T2)°périodique .

• Regardons maintenant les équations vérifiées par (E,H) afin d’obtenir celles vérifiées par ( ep, eq) :

§ divy E = divy(rp) =¢p = 0 alors ¢ ep = 0.

§ ~n £E =~n £rp = 0 alors 8J, 9 cstJ telle que
p = cstJ sur @BJ

et 8J, ep = cstJ °E (1)
0,0 y1 °E (2)

0,0 y2 sur @BJ.

§ divy H =¢q = 0 alors ¢eq = 0.

§ ~n ·H =~n ·rq = 0 alors
req ·~n =°H (1)

0,0 ~e1 ·~n °H (2)
0,0 ~e2 ·~n sur @P#.

§
°
~e3 £E

¢
£~e3 = Z

°
~e3 £H

¢
sur ß#

0 alors
°
~e3 £rp

¢
£~e3 = Z

°
~e3 £rq

¢
sur ß#

0

,! nous avons ep = p °E (1)
0,0 y1 °E (2)

0,0 y2 et donc

rp =r ep +

0
B@
E (1)

0,0
E (2)

0,0
0

1
CA.

,! nous avons eq = q°H (1)
0,0 y1°H (2)

0,0 y2 et donc

rq =req +

0
B@
H (1)

0,0
H (2)

0,0
0

1
CA.

En remplaçant rp et rq dans l’équation sur ß#
0, nous obtenons

2
64~e3 £r ep +~e3 £

0
B@
E (1)

0,0
E (2)

0,0
0

1
CA

3
75£~e3 = Z

2
64~e3 £req +~e3 £

0
B@
H (1)

0,0
H (2)

0,0
0

1
CA

3
75
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ce qui nous donne

°
~e3 £r ep

¢
£~e3 = Z

°
~e3 £req

¢
+

2
64Z

0
B@~e3 £

0
B@
H (1)

0,0
H (2)

0,0
0

1
CA

1
CA°

0
B@~e3 £

0
B@
E (1)

0,0
E (2)

0,0
0

1
CA

1
CA£~e3

3
75 sur ß#

0 . (40)

En prenant la divergence sur ß#
0 de (40), nous obtenons

divT

h°
~e3 £r ep

¢
£~e3

i
= Z divT

h
~e3 £req

i

| {z }

divT

0
BB@

@y2 eq
°@y1 eq

0

1
CCA=0

+ Z divT

2
64~n £

0
B@
H (1)

0,0
H (2)

0,0
0

1
CA

3
75

| {z }
=0

°divT

2
64

0
B@~e3 £

0
B@
E (1)

0,0
E (2)

0,0
0

1
CA

1
CA£~e3

3
75

| {z }
=0

soit
divT

h°
~e3 £r ep

¢
£~e3

i
= 0 ;

avec divT
°
rT ep

¢
=¢T ep. Comme ep est périodique et r epT 2

≥
L2°ß#

0

¢¥3
, nous trouvons

ˆ
ß#

0

¢T ep· ep dy1 =
ˆ
ß#

0

|rT ep|2 dy1.

Donc rT ep = 0 et ep = cst0 sur ß#
0.

En prenant maintenant le rotationnel sur ß#
0 de (40), nous avons

rotT

h°
~e3 £r ep

¢
£~e3

i

| {z }
rT£rT ep=0

= Z rotT

h
~e3 £req

i
+ Z rotT

2
64~e3 £

0
B@
H (1)

0,0
H (2)

0,0
0

1
CA

3
75

| {z }
=0

°rotT

2
64

0
B@~e3 £

0
B@
E (1)

0,0
E (2)

0,0
0

1
CA

1
CA£~e3

3
75

| {z }
=0

soit

rotT
°
~e3 £req

¢
=

0
B@

0
0

@2
y1

eq +@2
y2

eq

1
CA= 0 ,

alors ¢T eq = 0. Nous avons eq est périodique et req 2
≥
L2°ß#

0

¢¥3
. Nous trouvons

ˆ
ß#

0

¢T eq · eq dy1 =
ˆ
ß#

0

|rT eq|2 dy1.

Donc rß#
0
eq = 0 et eq =gcst 0 sur ß#

0 .

,! Nous avons ep = cst0 alors
p = cst0+E (1)

0,0 y1+E (2)
0,0 y2 sur ß#

0 et nous pou-

vons écrire rp = E (1)
0,0~e1 +E (2)

0,0~e2 sur ß#
0.

,! Nous avons eq =gcst 0 alors
q = gcst 0 +H (1)

0,0 y1 +H (2)
0,0 y2 sur ß#

0 et nous

pouvons écrire rq = H (1)
0,0~e1 +H (2)

0,0~e2 sur

ß#
0.

En remplaçant rp et rq dans
°
~e3 £rp

¢
£~e3 = Z

°
~e3 £rq

¢
sur ß#

0, nous obtenons les conditions de couplages
suivantes "

@y1 p =°Z(1)@y2 q soit E (1)
0,0 =°Z(1)H (2)

0,0

@y2 p = Z(2)@y1 q soit E (2)
0,0 = Z(2)H (1)

0,0

sur ß#
0 . (41)
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Finalement, nous avons montré que (p, q) satisfait les équations, 8J

8
>><
>>:

¢p = 0 dans B

p = cstJ sur @BJ

p = cst0 +E (1)
0,0 y1 +E (2)

0,0 y2 sur ß#
0

8
>>><
>>>:

¢q = 0 dans B

rq ·~n = 0 sur @P#

q =gcst 0 +
1

Z(2)
E (2)

0,0 y1 °
1

Z(1)
E (1)

0,0 y2 sur ß#
0

avec (
@y1 p =°Z(1)@y2 q sur ß#

0 ,

@y2 p = Z(2)@y1 q sur ß#
0 ;

et lim
y3!+1

rp = E0,0 ; lim
y3!+1

rq =H0,0 .

p s’écrit sous la forme p = E (1)
0,0 y1 +E (2)

0,0 y2 +E (3)
0,0 y3 +pw avec pw 2 W1

#

°
B

¢
qui vérifie les équations

8
>><
>>:

¢pw = 0 dans B ,

pw = cstJ °E (1)
0,0 y1 °E (2)

0,0 y2 °E (3)
0,0 y3 sur @BJ ,

pw = cst0 sur ß#
0 .

Ce problème est bien posé et par linéarité il s’écrit

pw = cst0 +
NX

J=1

°
cstJ ° cst0

¢
rJ +E (1)

0,0 ep1 +E (2)
0,0 ep2 +E (3)

0,0 ep3 ;

avec epi satisfait les équations (31) et 8J, rJ satisfait les équations (33).

De même, q s’écrit sous la forme q =H (1)
0,0 y1+H (2)

0,0 y2+H (3)
0,0 y3+qw avec qw 2 W1

#

°
B

¢
qui vérifie les équations

8
>>><
>>>:

¢qw = 0 dans B ,

rqw ·~n =° 1

Z(2)
E (2)

0,0~e1 ·~n + 1

Z(1)
E (1)

0,0~e2 ·~n °H (3)
0,0~e3 ·~n sur @P# ,

qw =gcst 0 sur ß#
0 .

Ce problème est bien posé et qw peut s’écrire

qw = 1

Z(2)
E (2)

0,0 eq1 °
1

Z(1)
E (1)

0,0 eq2 +H (3)
0,0 eq3 +gcst 0 ;

avec eqi satisfait les équations (32).

Nous obtenons donc pour E et H :

E =
NX

J=1

°
cstJ ° cst0

¢
rrJ +E (1)

0,0rp1 +E (2)
0,0rp2 +E (3)

0,0rp3 ;

et

H = 1

Z(2)
E (2)

0,0rq1 °
1

Z(1)
E (1)

0,0rq2 +H (3)
0,0rq3 .

D’où le résultat.
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9.3.3 Résultat d’existence et d’unicité

Le problème (25bis) n’a pas une unique solution dans H#
°
B

¢
et le noyau n’est pas réduit à 0 mais il est possible

d’obtenir une unique solution dans H 0
#

°
B

¢
sous-espace de H#

°
B

¢
orthogonal au noyau N (par rapport au produit

scalaire de H#), qui se simplifie ici car rot rp = 0 et div rp =¢p = 0

H 0
#
°
B

¢
:=

Ω
(E,H) 2H#

°
B

¢
telle que

ˆ
B

E

1+ (y3)2 ·rpi dy = 0 et

ˆ
B

H

1+ (y3)2 ·rqi dy = 0 ; i = {1,2,3}
æ

. (42)

Soit F
E, F

H 2
°
L2(B)

¢3 telles que divy F
E = 0 et divy F

H = 0 ; GE, GH 2 L2(B). Alors le problème (25bis)
admet un unique couple solution

°
EC,HC) dans H 0

#

°
B

¢
.

Théorème 110

Preuve. (EC,HC) satisfait le problème variationnel : Trouver
°
EC,HC

¢
2H 0

# (B) tel que

a
≥°

EC,HC
¢
,
°
V

E,V
H¢¥

= l
≥°

V
E,V

H¢¥
, 8

°
V

E,V
H¢

2H 0
#
°
B

¢
(43)

où

a
≥°

EC,HC
¢
,
°
V

E,V
H¢¥

=
µˆ

B
roty EC · roty VE dy+

ˆ
B

divy EC ·divy VH dy ,
ˆ

B
roty HC · roty VH dy+

ˆ
B

divy HC ·divy VH dy

∂

et

l
≥°

V
E,V

H¢¥
=

µˆ
B

F
E · roty VE dy+

ˆ
B

GE ·divy VE dy ,
ˆ

B
F

H · roty VH dy+
ˆ

B
GH ·divy VH dy

∂
.

Étape 1 : Nous regardons les hypothèses pour pouvoir appliquer le théorème de Lax-Milgram.

. l (·) est linéaire et continue dans H#
°
B

¢
:

ØØØl
≥°

V
E,V

H¢¥ØØØ∑
≥
kF

EkL2(B)krotyV
EkL2(B) +kGEkL2(B)kdivyV

EkL2(B) , kF
HkL2(B)krotyV

HkL2(B) +kGHkL2(B)kdivyV
HkL2(B)

¥

∑
µ
max

≥
kF

EkL2(B),kGEkL2(B)

¥
kV

EkW#(B) , max
≥
kF

HkL2(B),kGHk
L2(B

¢
¥
kV

HkW#(B)

∂
.

. a(·, ·) est bilinéaire continue dans H#
°
B

¢
:

ØØØa
≥°

EC,HC
¢
,
°
V

E,V
H¢¥ØØØ

∑
≥
krotyECkL2krotyV

EkL2 +kdivyECkL2kdivyV
EkL2 , krotyHCkL2krotyV

HkL2 +kdivyHCkL2kdivyV
HkL2

¥

∑C
°
kECkW#kV

EkW# , kHCkW#kV
HkW#

¢
.

. Pour obtenir que a(·, ·) est coercive dans H 0
#

°
B

¢
, nous utilisons le résultat suivant :
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Il existe C > 0 telle que pour tout
°
EC,HC

¢
2H 0

#

°
B

¢

∞∞∞∞∞

°
EC,HC

¢
p

1+ (y3)2

∞∞∞∞∞
L2

∑ C
≥
kroty ECkL2 +kdivy ECkL2 , kroty HCkL2 +kdivy HCkL2

¥
. (44)

Proposition 111

Preuve. Ce résultat est très similaire à l’inégalité de Hardy que l’on a utilisé dans le chapitre 3. Comme
souvent pour démontrer ce genre d’inégalité, il faut utiliser une preuve par l’absurde. Ceci a été démontré
dans la preuve de la Proposition 7.5.6 de la thèse de B.Delourme [Del10]. Nous ne reprenons pas toute la
preuve mais nous donnons les idées.

Supposons qu’il existe une suite (Un ,Vn)n2N 2H 0
# (B) telle que

(a) :

∞∞∞∞∞
(Un ,Vn)

p
1+ (y3)2

∞∞∞∞∞
L2(B)

= 1 ;

(b) : lim
n!+1

kdivy (Un ,Vn)kL2(B) = 0 et lim
n!+1

kroty (Un ,Vn)kL2(B) = 0.

Il faut commencer par montrer que

°
Un ,Vn

¢
p

1+ (y3)2
tend faiblement vers 0. En introduisant deux fonctions de

troncature ¬1 et ¬2 qui prennent des valeurs entre [0,1]

¬1(y3) =
(

1 si 3 ∑ y3 ∑ 4 ,

0 si y3 ∑ 2 ou y3 ∏ 5 ;
(45)

¬2(y3) =
(

1 si y3 ∑ 3 ,

0 si y3 ∏ 4 ;
(46)

telles que
°
Wn ,Zn

¢
= (1°¬2)

°
Un ,Vn

¢
et

°
En ,Fn

¢
= ¬2

°
Un ,Vn

¢
, nous montrons que

lim
n!1

∞∞∞∞∞

°
Wn ,Zn

¢
p

1+ (y3)2

∞∞∞∞∞
L2

°
B

¢ = lim
n!1

∞∞∞∞∞

°
En ,Fn

¢
p

1+ (y3)2

∞∞∞∞∞
L2

°
B

¢ = 0

ce qui contredit l’hypothèse initiale puisque

lim
n!1

∞∞∞∞∞

°
Un ,Vn

¢
p

1+ (y3)2

∞∞∞∞∞
L2

°
B

¢ ∑ lim
n!1

∞∞∞∞∞

°
Wn ,Zn

¢
p

1+ (y3)2

∞∞∞∞∞
L2

°
B

¢+ lim
n!1

∞∞∞∞∞

°
En ,Fn

¢
p

1+ (y3)2

∞∞∞∞∞
L2

°
B

¢ .
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Nous avons alors
ØØØa

≥°
EC,HC

¢
,
°
EC,HC

¢¥ØØØ=
≥∞∞roty EC

∞∞2
L2 +

∞∞divy EC
∞∞2

L2 ,
∞∞roty HC

∞∞2
L2 +

∞∞divy HC
∞∞2

L2

¥

∏
µ

1
2

∞∞roty EC
∞∞2

L2 +
1
2

∞∞divy EC
∞∞2

L2 +C

∞∞∞∞∞∞∞

ECq
1+ y2

3

∞∞∞∞∞∞∞

2

L2

,

1
2

∞∞roty HC
∞∞2

L2 +
1
2

∞∞divy HC
∞∞2

L2 +C

∞∞∞∞∞∞∞

HCq
1+ y2

3

∞∞∞∞∞∞∞
2L2

∂
, C > 0

∏ C0 °kECk2
W#

, kHCk2
W#

¢
, C0 > 0 .

(47)

Le théorème de Lax-Milgram s’applique et donne existence et unicité d’une solution
°
EC,HC

¢
2H 0

#

°
B

¢
du problème

variationnel (43).

Étape 2 : Nous montrons maintenant que le problème variationnel (43) est équivalent au problème de départ (25bis).

Soit
°
EC,HC

¢
solution du problème variationnel (43).

. Équations sur les divergences :
Soit

°
hE,hH¢

2 L2°B
¢
£L2°B

¢
. Il existe un couple de fonctions

°
¡E,¡H¢

2 W1°B
¢
£W1°B

¢
tel que :

8
>>>>><
>>>>>:

divy

°
r¡E¢

= hE dans B ; divy

°
r¡H¢

= hH dans B ,

r¡E est (T1,T2)°périodique ; r¡H est (T1,T2)°périodique ,

¡E = 0 sur @P# ; r¡H ·~n = 0 sur @P# ,

¡E = 1 sur ß#
0 ; ¡H = 0 sur ß#

0 .

Posons
°
V

E,V
H¢

=
°
r¡E,r¡H¢

dans (43), nous avons alors

µˆ
B

divy EC ·hE dy ,
ˆ

B
divy HC ·hH dy

∂
=

µˆ
B

GE ·hE dy ,
ˆ

B
GH ·hH dy

∂

()
ˆ

B

≥
divy EC °GE

¥
·hE dy = 0 et

ˆ
B

≥
divy HC °GH

¥
·hH dy = 0 .

Comme c’est vrai 8(hE,hH) 2 L2°B
¢
, nous en déduisons que

divy EC = GE dans B et divy HC = GH dans B .

. Équations sur le rotationnel :
D’après ce qui précède, (43) se réduit donc à

µˆ
B

roty EC · roty VE ,
ˆ

B
roty HC · roty VH

∂
=

µˆ
B

F
E · roty VE ,

ˆ
B

F
H · roty VH

∂

Nous utilisons le résultat suivant de la thèse de B.Delourme [Del10].
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Soit f 2
°
L2(B)

¢3 vérifiant divy f = 0. Alors il existe w 2H 0
#

°
B

¢
telle que

(
divy w = 0 dans B ,

roty w = f dans B .

Lemme 112

Remarque 30. Ce qui est important ici c’est que w 2H 0
#

°
B

¢
c’est-à-dire qu’il est orthogonal au noyau !

Comme divy F
E = 0 et divy F

H = 0, il existe
°
W

E,W
H
¢
2H 0

#

°
B

¢
tel que

(
roty W

E = F
E dans B ; roty W

H = F
H dans B

divy W
E = 0 dans B ; divy W

H = 0 dans B
.

Nous trouvons 8
°
V

E,V
H¢

2H 0
#

°
B

¢

ˆ
B

roty EC · roty VE dy =
ˆ

B
roty W

E · roty VE dy ;
ˆ

B
roty HC · roty VH dy =

ˆ
B

roty W
H · roty VH dy .

Comme
°
EC °W

E,HC °W
H
¢
2 H 0

#

°
B

¢
, en faisant la di↵érence et en prenant

°
V

E,V
H¢

=
°
WE °EC,WH °HC

¢
,

nous avons : 8
>>><
>>>:

ˆ
B

ØØØroty

≥
W

E °EC

¥ØØØ
2

dy = 0 ;
ˆ

B

ØØØroty

≥
W

H °HC

¥ØØØ
2

dy = 0 ;

et donc roty EC = roty W
E = F

E et roty HC = roty W
H = F

H dans B.

9.4 Comportement à l’infini des termes de champ proche

9.4.1 Forme générale du comportement à l’infini

Loin des particules, les termes de champ proche vérifient, pour L ∏ H,
8
>>>>><
>>>>>:

roty Em(xT; · ) =° rotxt
Em°1(xT; · ) ; roty Hm(xT; · ) =° rotxt

Hm°1(xT; · )

° i k Hm°1(xT; · ) dans BL
1 ; + i k Em°1(xT; · ) dans BL

1

divy Em(xT; · ) =° divxt
Em°1(xT; · ) ; divy Hm(xT; · ) =° divxt

Hm°1(xT; · ) dans B"L
1°

Em ,Hm
¢
(xT; · ) est (T1,T2)°périodique

(48)
Commençons par étudier plus généralement les fonctions U 2 W#

°
BL

1
¢
satisfaisant :

8
>><
>>:

roty U = F
U dans BL

1 ,

div U = GU dans BL
1 ,

U est (T1,T2)°périodique ;

(48bis)
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qui se réécrit en utilisant la formule rot rot U°r
£
div U

§
=°¢U

(
¢U = F dans BL

1 ,

U est (T1,T2)°périodique ,
(49)

où F =rGU°rot F
U, F 2

≥
L2°BL

1
¢¥3

. Nous supposons dans la suite que F vérifie la propriété (P1) (c’est l’équivalent

de la propriété (P1) du chapitre 3 mais pour des fonctions vectorielles).

Une fonction F 2
≥
L2

loc

°
B

¢¥3
satisfait la propriété P1 si et seulement si il existe une suite de vecteurs de

polynômes (pm,n)(m,n)2Z2 , 8m,n, pm,n 2R
£
x
§3

F(y1, y2, y3) =
X

(m,n)6=(0,0)
pm,n(y3)e2iº

≥
m
T1

y1+ n
T2

y2

¥

e
°2º

r
m2

T2
1
+ n2

T2
2

(y3°H)
. (P1)

Définition 113

Supposons que U est telle que Up
1+y2

3

2
≥
L2°BL

1
¢¥3

et vérifie (49) avec F vérifie la propriété (P1). Alors

il existe CU 2C3 et bU vérifiant la propriété (P1) telle que

U = CU + bU .

Proposition 114

Preuve. Soit F vérifiant la propriété (P1). Comme U est (T1,T2)°périodique, il se décompose en série de Fourier

U(y1, y2, y3) =
X

m,n2Z2

Um,n(y3) e2iº
≥

m
T1

y1+ n
T2

y2

¥

avec Um,n(y3) le coe�cient de Fourier. Comme ¢U = F dans BL
1, en substituant U par son développement en série

de Fourier et en remplaçant F par la propriété (P1), nous obtenons

@2
y3

Um,n(y3) °
∑µ

2ºm
T1

∂2

+
µ

2ºn
T2

∂2∏
Um,n(y3) = pm,n(y3) e

°2º
r

m2

T2
1
+ n2

T2
2

(y3°L)
. (50)

• Pour (m,n) = (0,0), l’équation (50) devient @2
y3

U0,0(y3) = 0 et les solutions sont des fonctions a�nes définies
par

U0,0(y3) = DU y3 + CU .

Comme U est telle que

ˆ
BL

1

|U|2

1+ y2
3

dy <+1 alors DU = 0.
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• Pour (m,n) 6= (0,0), nous avons une équation du second ordre non homogène. La solution est une combinaison
d’une solution homogène U hom

m,n (y3) et d’une solution particulière U
par t
m,n (y3) de l’équation (50). La solution

homogène s’écrit

U hom
m,n (y3) = Khom e

°2º
r

m2

T2
1
+ n2

T2
2

(y3°L)
.

Une solution particulière de (50) s’écrit

U
par t
m,n (y3) = qm,n(y3) e

°2º
r

m2

T2
1
+ n2

T2
2

(y3°L)

où q
00
m,n(y3)°4º

r
m2

T2
1
+ n2

T2
2

q
0
m,n(y3) = pm,n(y3) et d±

qm,n = d±
pm,n +1. Um,n(y3) est alors donnée par

Um,n(y3) =
°
qm,n(y3)+Khom

¢
e
°2º

r
m2

T2
1
+ n2

T2
2

(y3°L)
.

U s’écrit donc

U = CU +
X

(m,n) 6=(0,0)
eqm,n(y3) e

°2º
r

m2

T2
1
+ n2

T2
2

(y3°L)
e2iº

≥
m
T1

y1+ n
T2

y2

¥

avec bU :=
X

(m,n) 6=(0,0)
eqm,n(y3) e

°2º
r

m2

T2
1
+ n2

T2
2

(y3°L)
e2iº

≥
m
T1

y1+ n
T2

y2

¥

qui vérifie la propriété (P1).

9.4.2 Caractérisation des limites pour les termes de champ proche

Soit (EC,HC) l’unique solution dans H 0
#

°
B

¢
de

8
>>>>>>><
>>>>>>>:

roty EC =F
E dans B ; roty HC = F

H dans B ,

divy EC =GE dans B ; divy HC = GH dans B ,
°
EC,HC

¢
est (T1,T2)°périodique

~n £EC =0 sur @P# ; ~n ·HC = 0 sur @P# ,
°
~e3 £EC

¢
£~e3 = Z

°
~e3 £HC

¢
sur ß#

0 ,

avec F
E, F

H, GE et GH vérifient la propriété (P1) alors il existe CE telle que EC = CE + bE et il existe CH telle que
HC = CH + bH avec bE et bH vérifient (P1).

Les notations suivantes sont considérées pour la suite :

• P =

0
@

p1

p2

p3

1
A et rP =

£
rp1 rp2 rp3

§
; Q =

0
@

q1

q2

q3

1
A

• PT =

0
@

p1

p2

0

1
A et rPT =

£
rp1 rp2 0

§
.

Notation 4

248
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Nous cherchons maintenant à caractériser le comportement à l’infini de (EC,HC) à partir des données.

Supposons que F
E, F

H, GE et GH vérifient la propriété (P1). Les termes EC et HC solutions de (25bis)
sont tels que

√gC(1)
E +Z(1) gC(2)

H
gC(2)

E °Z(2) gC(1)
H

!
=

0
BB@

1
T1T2

ˆ
B

F
E ·rq2 dy ° Z(1)

T1T2

ˆ
B

F
H ·rp1 dy

° 1
T1T2

ˆ
B

F
E ·rq1 dy° Z(2)

T1T2

ˆ
B

F
H ·rp2 dy

1
CCA

= 1
T1T2

ˆ
B

t
h
r

°
Q£~e3

¢i
F

E dy + Z

T1T2

ˆ
B

t
h
rPT

i
F

H dy ;

(51)

où

fCE := lim
y3!+1

EC =

0
BB@

gC(1)
E

gC(2)
E

gC(3)
E

1
CCA et fCH := lim

y3!+1
HC =

0
BB@

gC(1)
H

gC(2)
H

gC(3)
H

1
CCA . (52)

Proposition 115

Preuve. Nous notons dans la suite eCE = lim
y3!+1

EC et eCH = lim
y3!+1

HC. Nous cherchons à caractériser le comporte-

ment à l’infini de
°
EC,HC

¢
afin de déterminer le comportement à l’infini de

°
E,H

¢
.

• Commençons par prendre l’équation roty EC = F
E que nous multiplions par un E

0 2 W#
°
B

¢
à déterminer et

nous intégrons sur BL
0 = (0,T1)£ (0,T2)£ (0,L) \P# :

ˆ
BL

0

roty EC ·E0 dy =
ˆ

BL
0

F
E ·E0 dy

()
ˆ

BL
0

EC · roty E0 dy +
ˆ
ß#

0

(~n £EC) ·E
0
T dy1 +

ˆ
@P#

(~n £EC)| {z }
=0

·E0
T dy +

ˆ
ß#

L

(~n £EC) ·E
0
T dy1 =

ˆ
BL

0

F
E ·E0 dy .

Nous choisissons E
0 de sorte que roty E

0 = 0. Il existe donc ¡ telle que E
0 peut s’écrire sous la forme d’un

gradient E
0 =r¡. Nous obtenons alorsˆ

ß#
L

(~n £EC) ·
°
r¡

¢
T dy1 =

ˆ
BL

0

F
E ·r¡dy °

ˆ
ß#

0

(~n £EC) ·
°
r¡

¢
T dy1 . (53)

• Prenons maintenant l’équation roty HC = F
H que nous multiplions par un H

0 2 W#
°
B

¢
à déterminer et nous

intégrons sur BL
0 :

ˆ
BL

0

roty HC ·H0 dy =
ˆ

BL
0

F
H ·H0 dy

()
ˆ

BL
0

HC · roty H0 dy +
ˆ
@P#

(~n £HC) ·H
0
T dy+

ˆ
ß#

0

(~n £HC)| {z }
°Z°1(~n£EC)£~n

·H0
T dy1 +

ˆ
ß#

L

(~n £HC) ·H
0
T dy1 =

ˆ
BL

0

F
H ·H0 dy
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Nous choisissons H
0 de sorte que roty H

0 = 0. Il existe donc √ telle que H
0 =r√. Nous obtenons

ˆ
@P#

(~n £HC) ·r√dy +
ˆ
ß#

L

(~n £HC) ·
°
r√

¢
T dy1 =

ˆ
BL

0

F
H ·r√dy +

ˆ
ß#

0

Z
°1

h°
~n £EC

¢
£~n

i
·
°
r√

¢
T dy1 . (54)

• Nous prenons √= p1 et ¡=° 1

Z(1)
q2 dans les équations (53) et (54) et cela donne :

° 1

Z(1)

ˆ
ß#

L

°
~n £EC

¢
·
°
rq2

¢
T dy1 = ° 1

Z(1)

ˆ
BL

0

F
E ·rq2 dy +

ˆ
ß#

0

(~n £EC) ·
≥ 1

Z(1)
rq2

¥
T

dy1 , (55)

ˆ
ß#

L

(~n £HC) ·
°
rp1

¢
T dy1 =

ˆ
BL

0

F
H ·rp1 dy +

ˆ
ß#

0

Z
°1

h°
~n £EC

¢
£~n

i
·
°
rp1

¢
T dy1 ; (56)

car
°
rp1

¢
T = 0 sur @P# (p1 = 0 sur @P#).

Comme ˆ
ß#

0

°
~n £EC

¢
·
≥ 1

Z(1)
rq2

¥
T

dy1 +
ˆ
ß#

0

Z
°1

h
(~n £EC)£~n

i
·
°
rp1

¢
T dy1

=
ˆ
ß#

0

h
(~n £EC)£~n

i
·
∑≥

° 1

Z(1)
~n £rq2

¥
T
+

°
Z°1rp1

¢
T

∏
dy1 = 0

en additionnant (55) et (56) et en utilisant ce qui précède, nous trouvons

° 1

Z(1)

ˆ
ß#

L

°
~e3£EC

¢
·
°
rq2

¢
T dy1 +

ˆ
ß#

L

(~e3£HC) ·
°
rp1

¢
T dy1 = ° 1

Z(1)

ˆ
BL

0

F
E ·rq2 dy +

ˆ
BL

0

F
H ·rp1 dy1 . (57)

En prenant L !+1 dans (57), comme rq2 !~e2, rp1 !~e1, F
E, F

H vérifient la propriété (P1) et EC = CE+bE
et HC = CH + bH, nous obtenons

gC(1)
E +Z(1) gC(2)

H = 1
T1T2

ˆ
B

F
E ·rq2 dy ° Z(1)

T1T2

ˆ
B

F
H ·rp1 dy . (58)

• En prenant √= p2 et ¡= 1

Z(2)
q1 dans les équations (53) et (54), nous avons

1

Z(2)

ˆ
ß#

L

°
~e3 £EC

¢
·
°
rq1

¢
T dy1 = 1

Z(2)

ˆ
BL

0

F
E ·rq1 dy °

ˆ
ß#

0

°
~n £EC

¢
·
≥ 1

Z(2)
rq1

¥
T

dy1 , (59)

ˆ
ß#

L

(~e3 £HC) ·
°
rp2

¢
T dy1 =

ˆ
BL

0

F
H ·rp2 dy +

ˆ
ß#

0

Z
°1

h°
~n £EC

¢
£~n

i
·
°
rp2

¢
T dy1 . (60)

car
°
rp2

¢
T = 0 sur @P# (p2 = 0 sur @P#).

Comme

°
ˆ
ß#

0

°
~n £EC

¢
·
≥ 1

Z(2)
rq1

¥
T

dy1 +
ˆ
ß#

0

Z
°1

h°
~n £EC

¢
£~n

i
·
°
rp2

¢
T dy1

=
ˆ
ß#

0

h
(~n £EC)£~n

i
·
h 1

Z(2)

°
~n £rq1

¢
T +

°
Z°1rp2

¢
T

i
dy1 = 0 ,

250
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en additionnant (59) et (60), nous obtenons

1

Z(2)

ˆ
ß#

L

°
~e3 £EC

¢
·
°
rq1

¢
T dy1 +

ˆ
ß#

L

(~e3 £HC) ·
°
rp2

¢
T dy1 = 1

Z(2)

ˆ
BL

0

F
E ·rq1 dy +

ˆ
BL

0

F
H ·rp2 dy . (61)

En prenant L !+1 dans (61), comme rq1 !~e1, rp2 !~e2, F
E, F

H vérifient la propriété (P1) et EC = CE+bE
et HC = CH + bH, nous avons une deuxième condition

°gC(2)
E +Z(2) gC(1)

H = 1
T1T2

ˆ
B

F
E ·rq1 dy + Z(2)

T1T2

ˆ
B

F
H ·rp2 dy . (62)

Nous venons de montrer que si les termes sources vérifient la condition (P1) alors la solution (EC,HC) dans
H 0

#

°
B

¢
solution de (25bis) définie de manière unique est telle que

gC(1)
E +Z(1) gC(2)

H et gC(2)
E °Z(2) gC(1)

H

sont données à partir de la formule (51).

Cette solution ne tend donc pas nécessairement vers 0 même si

gC(1)
E +Z(1) gC(2)

H = 0 = gC(2)
E °Z(2) gC(1)

H .

Pour construire l’unique solution
°
E,H

¢
solution de (25) telle que

°
E°¬y3>HÆ

E, H°¬y3>HÆ
H¢

2 H#
°
B

¢
et qui

tend vers 0 à l’infini, il faut corriger avec des fonctions du noyau.

Supposons que F
E, F

H, GE et GH vérifient la propriété (P1). Il existe une unique solution de (25) telle
que

°
E°¬y3>HÆ

E, H°¬y3>HÆ
H¢

2H#
°
B

¢
et telle que (E,H) tendent vers 0 à l’infini si et seulement si

C(1)
E +Z(1)C(2)

H = 0 = C(2)
E °Z(2)C(1)

H . (63)

Cette solution est donnée par

E = ¬y3>HÆ
E +EC °C(1)

E rp1 °C(2)
E rp2 °C(3)

E rp3 ; (64)

H = ¬y3>HÆ
H +HC °

C(2)
E

Z(2)
rq1 +

C(1)
E

Z(1)
rq2 °C(3)

H rq3 ; (65)

où
°
EC,HC

¢
est l’unique solution dans H 0

#

°
B

¢
de (25bis) avec lim

y3!+1
EC =

0
BB@

gC(1)
E

gC(2)
E

gC(3)
E

1
CCA et lim

y3!+1
HC =

0
BB@

gC(1)
H

gC(2)
H

gC(3)
H

1
CCA

et où 8J = 1,2,3,

C(J)
E = gC(J)

E +ÆE,(J) et C(J)
H = gC(J)

H +ÆH,(J)

Théorème 116
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Preuve. Nous montrons que (E,H) est solution de (25) car
≥
rp1,° 1

Z(1) rq2

¥
,
≥
rp2, 1

Z(2) rq1

¥
,
°
rp3,0

¢
et

°
0,rq3

¢
2N .

Nous avons lim
y3!+1

E = 0 et lim
y3!+1

H =

0
BB@
ÆH,(1) + eC(1)

H ° C(2)
E

Z(2)

ÆH,(2) + eC(2)
H + C(1)

E
Z(1)

0

1
CCA qui est égal à 0 si et seulement si la condition de

compatibilité est satisfaite.

Il existe qu’une seule fonction qui vérifie cela de manière unique !

9.5 Construction des termes de champ proche

9.5.1 Construction des premiers termes de champ proche

Nous allons maintenant utiliser les résultats précédents pour construire les termes de champ proche. En assurant
qu’ils tendent bien vers 0 à l’infini, nous allons déduire des conditions aux bords sur les termes de champ lointain.

Construction de E0 et H0

D’après le Théorème 110, pour presque tout (xT) 2R2, il existe une unique solution
°fE0, fH0

¢°
xT; ·

¢
dans H 0

#

°
B

¢

de
8
>>>>>>><
>>>>>>>:

roty
fE0(xT; · ) =0 dans B ; roty

fH0(xT; · ) = 0 dans B ,

divy
fE0(xT; · ) =0 dans B ; divy

fH0(xT; · ) = 0 dans B ,
°fE0, fH0

¢
(xT; · ) est (T1,T2)°périodique ,

~n £fE0(xT; · ) =0 sur @P# ; ~n · fH0(xT; · ) = 0 sur @P# ,
°
~e3 £fE0(xT; · )

¢
£~e3 = Z

°
~e3 £ fH0(xT; · )

¢
sur ß#

0 .

(66)

Cette solution est
°eE0, eH0

¢
= (0,0) !

D’après le Théorème 116, il existe une unique solution
°
E0,H0

¢
telle que

°
E0 +¬y3>He0|ß"H

,H0 +¬y3>Hh0|ß"H

¢
2

H#
°
B

¢
et qui tend vers 0 quand y3 tend vers +1 seulement si la condition de compatibilité (63) est satisfaite. Ceci

nous donne ici

e0,T

ØØØ
ß"H

(xT) ° Z ~e3 £h0

ØØØ
ß"H

(xT) = 0 .

Ce couple de fonctions est donnée par

E0(xT;y) = °¬y3>H(y) e0|ß"H
(xT)+e

(1)
0

ØØØ
ß"H

(xT)rp1(y)+e
(2)
0

ØØØ
ß"H

(xT)rp2(y)+e
(3)
0

ØØØ
ß"H

(xT)rp3(y) ,

H0(xT;y) = °¬y3∏H(y) h0|ß"H
(xT)+h

(1)
0

ØØØ
ß"H

(xT)rq1(y)+h
(2)
0

ØØØ
ß"H

(xT)rq2(y)+h
(3)
0

ØØØ
ß"H

(xT)rq3(y) .
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Pour presque tout xT 2 R2, il existe un unique couple de fonctions
°
E0,H0

¢°
xT; ·

¢
tel que

°
E0 +

¬y3>H e0|ß"H
,H0 +¬y3>H h0|ß"H

¢
2H#

°
B

¢
qui tend vers 0 à l’infini seulement si

e0,T ° Z
°
~e3 £h0

¢
= 0 sur ß"H . (67)

Dans ce cas, pour presque tout xT 2R2, y 2B,

E0(xT;y) = °¬y3>H(y) e0

ØØØ
ß"H

(xT) + rP(y) e0

ØØØ
ß"H

(xT) , (68)

et
H0(xT;y) = °¬y3>H(y) h0

ØØØ
ß"H

(xT) + rQ(y) h0

ØØØ
ß"H

(xT) . (69)

Proposition 117

Construction de E1 et H1

D’après le Théorème 110, pour presque tout xT 2R2, il existe une unique solution
°fE1, fH1

¢°
xT; ·

¢
dans H 0

#

°
B

¢

de

8
>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

roty
fE1(xT; · ) =° rotxt

fE0(xT; · ) ; roty
fH1(xT; · ) =° rotxt

fH0(xT; · )

° i k fH0(xT; · ) dans B ; + i k fE0(xT; · ) dans B ,

divy
fE1(xT; · ) =° divxt

fE0(xT; · ) dans B ; divy
fH1(xT; · ) =° divxt

fH0(xT; · ) dans B ,
°fE1, fH1

¢
(xT; · ) est (T1,T2)°périodique ,

~n £fE1(xT; · ) =0 sur @P# ; ~n · fH1(xT; · ) = 0 sur @P# ,
°
~e3 £fE1(xT; · )

¢
£~n = Z

°
~e3 £ fH1(xT; · )

¢
sur ß#

0 .

(70)

D’après le Théorème 116, il existe une unique solution
°
E1,H1

¢
telle que

°
E1 +¬y3>He1|ß"H

,H1 +¬y3>Hh1|ß"H

¢
2

H#
°
B

¢
et qui tend vers 0 quand y3 tend vers +1 seulement si la condition de compatibilité (63) est satisfaite. Ceci

nous donne ici

µ
e1

ØØØ
ß"H

(xT)
∂

T
° Z ~e3 £h1

ØØØ
ß"H

(xT) = 1
T1T2

0
BBBB@

ˆ
B

F
E
0 (xT;y) ·rq2(y)dy ° Z(1)

ˆ
B

F
H
0 (xT;y) ·rp1(y)dy

°
ˆ

B
F

E
0 (xT;y) ·rq1(y)dy°Z(2)

ˆ
B

F
H
0 (xT;y) ·rp2(y)dy

0

1
CCCCA

avec F
E
0 (xT;y) = ° rotxt

E0(xT;y)° i k H0(xT;y) et F
H
0 (xT;y) = ° rotxt

H0(xT;y)+ i k E0(xT;y). (E0,H0) données par

(68) et (69) se réécrivent E0(xT;y) =
3X

i=1
r bpi (y)e

(i )
0 |ß"H

(xT) et H0(xT;y) =
3X

i=1
rbqi (y)h

(i )
0 |ß"H

(xT) où r bpi =rpi °¬y3>H~ei

et rbqi =rqi °¬y3>H~ei .

Remarque 31. Nous rappelons que rpi °!
y3!+1

~ei et r bpi vérifie la propriété (P1). De même pour rqi et rbqi

respectivement.
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Nous donnons la définition des coe�cients qui apparaissent dans la condition (81) :

A0 =
°1

T1T2

2
664

ˆ
B
r bp1 ·rp1 dy

ˆ
B
r bp2 ·rp1 dyˆ

B
r bp1 ·rp2 dy

ˆ
B
r bp2 ·rp2 dy

3
775=

"
a(1)

0 a(2)
0

a(3)
0 a(4)

0

#
2R2£2 ; (71)

B0 =
1

T1T2

2
664
°
ˆ

B
rbq1 ·rq2 dy °

ˆ
B
rbq2 ·rq2 dyˆ

B
rbq1 ·rq1 dy

ˆ
B
rbq2 ·rq1 dy

3
775=

"
b(1)

0 b(2)
0

b(3)
0 b(4)

0

#
2R2£2 ; (72)

a2 =
1

T1T2

2
664
°
ˆ

B
rbq3 ·rq2 dyˆ

B
rbq3 ·rq1 dy

3
775=

"
a(1)

2
a(2)

2

#
2R2 ; (73)

b2 =
1

T1T2

2
664

ˆ
B
r bp3 ·rp1 dyˆ

B
r bp3 ·rp2 dy

3
775=

"
b(1)

2
b(2)

2

#
2R2 ; (74)

A3 =
1

T1T2

2
664

t
µˆ

B
rbq3 £rp1 dy

∂

t
µˆ

B
rbq3 £rp2 dy

∂

3
775=

"
a

(1)
3

a
(2)
3

#
2R2£3 ; (75)

B3 =
1

T1T2

2
664

t
µˆ

B
r bp3 £rq2 dy

∂

t
µ
°
ˆ

B
r bp3 £rq1 dy

∂

3
775=

"
b

(1)
3

b
(2)
3

#
2R2£3 ; (76)

A4 =
1

T1T2

∑
°
ˆ

B
r bp1 £rq2 dy ; °

ˆ
B
r bp2 £rq2 dy

∏
=

h
a

(1)
4

; a
(2)
4

i
2R3£2 ; (77)

A5 =
1

T1T2

∑ˆ
B
r bp1 £rq1 dy ;

ˆ
B
r bp2 £rq1 dy

∏
=

h
a

(1)
5

; a
(2)
5

i
2R3£2 ; (78)

B4 =
1

T1T2

∑ˆ
B
rbq1 £rp1 dy ;

ˆ
B
rbq2 £rp1 dy

∏
=

h
b

(1)
4

; b
(2)
4

i
2R3£2 ; (79)

B5 =
1

T1T2

∑ˆ
B
rbq1 £rp2 dy ;

ˆ
B
rbq2 £rp2 dy

∏
=

h
b

(1)
5

; b
(2)
5

i
2R3£2 ; (80)

où pour i = 1,2,3, nous rappelons que r bpi =rpi °¬y3∏H~ei et rbqi =rqi °¬y3∏H~ei .

Définition 118

Remarque 32. Toutes les intégrales ont bien un sens car r bpi et rbqi vérifient la propriété (P1) du chapitre 3.
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Nous introduisons quelques notations :

• rotxt u = @x1 u(2) °@x2 u(1).

• pour deux matrices A,B 2Rm£n , on note A : B = tr
° t

A B
¢
.

• rxt
U =

£
rxt

U(1) rxt
U(2) rxt

U(3)§ avec rxt
U(1) =

0
@
@x1 U(1)

@x2 U(1)

0

1
A.

Notation 5

Pour presque tout xT 2 R2, il existe un unique couple de fonctions
°
E1,H1

¢°
xT; ·

¢
tel que

°
E1 +

¬y3>H e0|ß"H
,H1 +¬y3>H h0|ß"H

¢
2H#

°
B

¢
qui tend vers 0 à l’infini seulement si

e1,T(x)°Z
°
~e3 £h1(x)

¢
=Zi k A0 e0,T(x)+ i k B0 h0,T(x)°a2 rotxt e0(x)°Z b2 rotxt h0(x)

° Z

i k
A3 rxt

≥
rotxt e0(x)

¥
° 1

i k
B3 rxt

≥
rotxt h0(x)

¥

+
∑

A4 : rxt e0,T(x)
A5 : rxt e0,T(x)

∏
+Z

∑
B4 : rxt h0,T(x)
B5 : rxt h0,T(x)

∏
sur ß"H ;

(81)

où les coe�cients sont définis dans la Définition 118.

Dans ce cas, pour presque tout xT 2R2, y 2B,

E1(xT;y) =°¬y3>H(y) e1|ß"H
(xT)+fE1(xT;y)°rP(y) CE , (82)

avec CE =

0
B@

C(1)
E,1

C(2)
E,1

C(3)
E,1

1
CA= lim

y3!+1
E1(y) et C(i )

E,1 = eC(i )
E,1 °e

(i )
1 |ß"H

(xT) pour i = 1,2,3. Nous avons aussi

H1(xT;y) =°¬y3>H(y) h1|ß"H
(xT)+ fH1(xT;y)°rQ(y) CH , (83)

avec CH =

0
B@

C(1)
H,1

C(2)
H,1

C(3)
H,1

1
CA= lim

y3!+1
H1(y) et C(i )

H,1 = eC(i )
H,1 °h

(i )
1 |ß"H

(xT) pour i = 1,2,3.

(eE1, eH1) sont des solutions de problèmes de cellule.

Proposition 119

Preuve. Nous cherchons à exprimer

0
BBBB@

ˆ
B

F
E
0 (xT;y) ·rq2(y)dy ° Z(1)

ˆ
B

F
H
0 (xT;y) ·rp1(y)dy

°
ˆ

B
F

E
0 (xT;y) ·rq1(y)dy°Z(2)

ˆ
B

F
H
0 (x1, x2;y) ·rp2(y)dy

0

1
CCCCA
.
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Nous avons

F
E
0 =° rotxt

h
e

(1)
0

ØØØ
ß"H

r bp1 +e
(2)
0

ØØØ
ß"H

r bp2 +e
(3)
0

ØØØ
ß"H

r bp3

i
° i k

h
h

(1)
0

ØØØ
ß"H

rbq1 +h
(2)
0

ØØØ
ß"H

rbq2 +h
(3)
0

ØØØ
ß"H

rbq3

i

=°rxt
e

(1)
0

ØØØ
ß"H

£r bp1 °rxt
e

(2)
0

ØØØ
ß"H

£r bp2 °rxt
e

(3)
0

ØØØ
ß"H

£r bp3 ° i k h
(1)
0

ØØØ
ß"H

rbq1 ° i k h
(2)
0

ØØØ
ß"H

rbq2 ° i k h
(3)
0

ØØØ
ß"H

rbq3 ;

et

F
H
0 =° rotxt

h
h

(1)
0

ØØØ
ß"H

rbq1 +h
(2)
0

ØØØ
ß"H

rbq2 +h
(3)
0

ØØØ
ß"H

rbq3

i
+ i k

h
e

(1)
0

ØØØ
ß"H

r bp1 +e
(2)
0

ØØØ
ß"H

r bp2 +e
(3)
0

ØØØ
ß"H

r bp3

i

=°rxt
h

(1)
0

ØØØ
ß"H

£rbq1 °rxt
h

(2)
0

ØØØ
ß"H

£rbq2 °rxt
h

(3)
0

ØØØ
ß"H

£rbq3 + i k e
(1)
0

ØØØ
ß"H

r bp1 + i k e
(2)
0

ØØØ
ß"H

r bp2 + i k e
(3)
0

ØØØ
ß"H

rbq3 .

Nous avons d’une part,

ˆ
B

F
E
0 ·rq2 dy ° Z(1)

ˆ
B

F
H
0 ·rp1 dy

=
∑
°rxt

e
(1)
0

ØØØ
ß"H

·
ˆ

B
r bp1 £rq2 dy°rxt

e
(2)
0

ØØØ
ß"H

·
ˆ

B
r bp2 £rq2 dy°rxt

e
(3)
0

ØØØ
ß"H

·
ˆ

B
r bp3 £rq2 dy

° i k h
(1)
0

ØØØ
ß"H

ˆ
B
rbq1 ·rq2 dy° i k h

(2)
0

ØØØ
ß"H

ˆ
B
rbq2 ·rq2 dy° i k h

(3)
0

ØØØ
ß"H

ˆ
B
rbq3 ·rq2 dy

∏

°Z(1)
∑
°rxt

h
(1)
0

ØØØ
ß"H

·
ˆ

B
rbq1 £rp1 dy°rxt

h
(2)
0

ØØØ
ß"H

·
ˆ

B
rbq2 £rp1 dy°rxt

h
(3)
0

ØØØ
ß"H

·
ˆ

B
rbq3 £rp1 dy

+ i k e
(1)
0

ØØØ
ß"H

ˆ
B
r bp1 ·rp1 dy+ i k e

(2)
0

ØØØ
ß"H

ˆ
B
r bp2 ·rp1 dy+ i k e

(3)
0

ØØØ
ß"H

ˆ
B
r bp3 ·rp1 dy

∏
.

En utilisant que :

? comme divy F
E
0 = 0 dans B(¢pi = 0, ¢qi = 0) alors rotxt

e0|ß"H
+ i k h0|ß"H

¥
= 0 ce qui donne

i kh
(3)
0

ØØØ
ß"H

=°
≥
@x1 e

(2)
0

ØØØ
ß"H

°@x2 e
(1)
0

ØØØ
ß"H

¥
=°rotxt e0|ß"H

; (84)

? comme divy F
H
0 = 0 alors rotxt

h0|ß"H
° i k e0|ß"H

= 0 ce qui donne

i ke
(3)
0

ØØØ
ß"H

= @x1 h
(2)
0

ØØØ
ß"H

°@x2 h
(1)
0

ØØØ
ß"H

= rotxt h0|ß"H
; (85)
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nous trouvonsˆ
B

F
E
0 ·rq2 dy ° Z(1)

ˆ
B

F
H
0 ·rp1 dy

= Z(1)
∑
°i k

ˆ
B
r bp1 ·rp1 dy

∏
e

(1)
0

ØØØ
ß"H

+ Z(1)
∑
°i k

ˆ
B
r bp2 ·rp1 dy

∏
e

(2)
0

ØØØ
ß"H

+
∑
°i k

ˆ
B
rbq1 ·rq2 dy

∏
h

(1)
0

ØØØ
ß"H

+
∑
°i k

ˆ
B
rbq2 ·rq2 dy

∏
h

(2)
0

ØØØ
ß"H

+ rxt
e

(1)
0

ØØØ
ß"H

·
∑
°
ˆ

B
r bp1 £rq2 dy

∏
+ rxt

e
(2)
0

ØØØ
ß"H

·
∑
°
ˆ

B
r bp2 £rq2 dy

∏

+ Z(1) rxt
h

(1)
0

ØØØ
ß"H

·
∑ˆ

B
rbq1 £rp1 dy

∏
+ Z(1) rxt

h
(2)
0

ØØØ
ß"H

·
∑ˆ

B
rbq2 £rp1 dy

∏

+
∑ˆ

B
rbq3 ·rq2 dy

∏
rotxt e0

ØØØ
ß"H

° Z(1)
∑ˆ

B
r bp3 ·rp1 dy

∏
rotxt h0

ØØØ
ß"H

° Z(1) rxt

µ
rotxt e0

ØØØ
ß"H

∂
·
∑

1
i k

ˆ
B
rbq3 £rp1 dy

∏
° rxt

µ
rotxt h0

ØØØ
ß"H

∂
·
∑

1
i k

ˆ
B
r bp3 £rq2 dy

∏
.

D’autre part, nous avons

°
ˆ

B
F

E
0 ·rq1 dy°Z(2)

ˆ
B

F
H
0 ·rp2 dy

=
∑
rxt

e
(1)
0

ØØØ
ß"H

·
ˆ

B
r bp1 £rq1 dy + rxt

e
(2)
0

ØØØ
ß"H

·
ˆ

B
r bp2 £rq1 dy + rxt

e
(3)
0

ØØØ
ß"H

·
ˆ

B
r bp3 £rq1 dy

+ i k h
(1)
0

ØØØ
ß"H

ˆ
B
rbq1 ·rq1 dy + i k h

(2)
0

ØØØ
ß"H

ˆ
B
rbq2 ·rq1 dy + i k h

(3)
0

ØØØ
ß"H

ˆ
B
rbq3 ·rq1 dy

∏

+ Z(2)
∑
rxt

h
(1)
0

ØØØ
ß"H

·
ˆ

B
rbq1 £rp2 dy + rxt

h
(2)
0

ØØØ
ß"H

·
ˆ

B
rbq2 £rp2 dy + rxt

h
(3)
0

ØØØ
ß"H

·
ˆ

B
rbq3 £rp2 dy

° i k e
(1)
0

ØØØ
ß"H

ˆ
B
r bp1 ·rp2 dy ° i k e

(2)
0

ØØØ
ß"H

ˆ
B
r bp2 ·rp2 dy ° i k e

(3)
0

ØØØ
ß"H

ˆ
B
r bp3 ·rp2 dy

∏

En utilisant que i k h
(3)
0

ØØØ
ß"H

=°rotxt e0|ß"H
et i k e

(3)
0

ØØØ
ß"H

= rotxt h0|ß"H
, nous trouvons

°
ˆ

B
F

E
0 ·rq1 dy ° Z(2)

ˆ
B

F
H
0 ·rp2 dy

= Z(2)
∑
°i k

ˆ
B
r bp1 ·rp2 dy

∏
e

(1)
0

ØØØ
ß"H

+ Z(2)
∑
°i k

ˆ
B
r bp2 ·rp2 dy

∏
e

(2)
0

ØØØ
ß"H

+
∑

i k
ˆ

B
rbq1 ·rq1 dy

∏
h

(1)
0

ØØØ
ß"H

+
∑

i k
ˆ

B
rbq2 ·rq1 dy

∏
h

(2)
0

ØØØ
ß"H

+ rxt
e

(1)
0

ØØØ
ß"H

·
∑ˆ

B
r bp1 £rq1 dy

∏
+ rxt

e
(2)
0

ØØØ
ß"H

·
∑ˆ

B
r bp2 £rq1 dy

∏

+Z(2) rxt
h

(1)
0

ØØØ
ß"H

·
∑ˆ

B
rbq1 £rp2 dy

∏
+ Z(2) rxt

h
(2)
0

ØØØ
ß"H

·
∑ˆ

B
rbq2 £rp2 dy

∏

°
∑ˆ

B
rbq3 ·rq1 dy

∏
rotxt e0

ØØØ
ß"H

° Z(2)
∑ˆ

B
r bp3 ·rp2 dy

∏
rotxt h0

ØØØ
ß"H

°Z(2) rxt

µ
rotxt e0

ØØØ
ß"H

∂
·
∑

1
i k

ˆ
B
rbq3 £rp2 dy

∏
° rxt

µ
rotxt h0

ØØØ
ß"H

∂
·
∑
° 1

i k

ˆ
B
r bp3 £rq1 dy

∏
.
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En utilisant les deux expressions donnés précédemment, nous obtenons

0
BBBB@

ˆ
B

F
E
0 (xT;y) ·rq2(y)dy ° Z(1)

ˆ
B

F
H
0 (xT;y) ·rp1(y)dy

°
ˆ

B
F

E
0 (xT;y) ·rq1(y)dy°Z(2)

ˆ
B

F
H
0 (x1, x2;y) ·rp2(y)dy

0

1
CCCCA

=° i kZ

2
664

ˆ
B
r bp1 ·rp1 dy

ˆ
B
r bp2 ·rp1 dyˆ

B
r bp1 ·rp2 dy

ˆ
B
r bp2 ·rp2 dy

3
775

2
4

e
(1)
0

ØØØ
ß"H

e
(2)
0

ØØØ
ß"H

3
5+ i k

2
664

ˆ
B
rbq2 ·rq2 dy °

ˆ
B
rbq1 ·rq2 dy

°
ˆ

B
rbq2 ·rq1 dy

ˆ
B
rbq1 ·rq1 dy

3
775

2
4
°h

(2)
0

ØØØ
ß"H

h
(1)
0

ØØØ
ß"H

3
5

+

2
664

ˆ
B
rbq3 ·rq2 dy

°
ˆ

B
rbq3 ·rq1 dy

3
775rotxt e0

ØØØ
ß"H

° Z

2
664

ˆ
B
r bp3 ·rp1 dyˆ

B
r bp3 ·rp2 dy

3
775rotxt h0

ØØØ
ß"H

° Z

i k

2
664

t
µˆ

B
rbq3 £rp1 dy

∂

t
µˆ

B
rbq3 £rp2 dy

∂

3
775rxt

µ
rotxt e0

ØØØ
ß"H

∂
+ 1

i k

2
664

t
µ
°
ˆ

B
r bp3 £rq2 dy

∂

t
µˆ

B
r bp3 £rq1 dy

∂

3
775rxt

≥
rotxt h0

ØØØ
ß"H

¥

+

2
664

∑
°
ˆ

B
r bp1 £rq2 dy ; °

ˆ
B
r bp2 £rq2 dy

∏
: rxt

e0,T

ØØØ
ß"H∑ˆ

B
r bp1 £rq1 dy ;

ˆ
B
r bp2 £rq1 dy

∏
: rxt

e0,T

ØØØ
ß"H

3
775 + Z

2
664

∑ˆ
B
rbq1 £rp1 dy ;

ˆ
B
rbq2 £rp1 dy

∏
: rxt

h0,T

ØØØ
ß"H∑ ˆ

B
rbq1 £rp2 dy ;

ˆ
B
rbq2 £rp2 dy

∏
: rxt

h0,T

ØØØ
ß"H

3
775 .

9.5.2 Caractérisation des termes de champ proche à tout ordre

En généralisant la technique de construction précédente, nous pouvons trouver une condition de bord pour
les termes de champ lointain (em ,hm) jusqu’à un certain ordre m qui garantit l’existence d’un couple de fonctions
(Em ,Hm) qui tendent vers 0 à l’infini jusqu’à l’ordre m. Nous pouvons ensuite obtenir une expression pour les termes
de champ proche.
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Soit m ∏ 1. Pour presque tout xT 2 R2, il existe une famille
©
(Eq ,Hq )(xT; ·), 8q ∑ m

™
telle que

≥
Eq +

¬y3>H eq |ß"H
, Hq +¬y3>H hq |ß"H

¥
2H#

°
B

¢
qui tend vers 0 à l’infini seulement si

8q ∑ m ,
°
eq |ß"H

(xT)
¢

T ° Z ~e3 £hq |ß"H
(xT) =

0
B@

eC(1)
E,q + Z(1)eC(2)

H,q
eC(2)

E,q ° Z(2)eC(1)
H,q

0

1
CA ; (86)

où

0
B@

eC(1)
E,q + Z(1)eC(2)

H,q

C(2)
E,q ° Z(2)eC(1)

H,q
0

1
CA = 1

T1T2

0
BBBB@

ˆ
B

F
E
q°1(xT;y) ·rq2(y)dy ° Z(1)

ˆ
B

F
H
q°1(xT;y) ·rp1(y)dy

°
ˆ

B
F

E
q°1(xT;y) ·rq1(y)dy°Z(2)

ˆ
B

F
H
q°1(xT;y) ·rp2(y)dy

0

1
CCCCA

.

Dans ce cas, pour presque tout xT 2R2, y 2B, 8q ∑ m

Eq (xT;y) =°¬y3>H(y) eq |ß"H
(xT) + fEq (xT;y) ° rP(y) CE,q , (87)

avec CE,q =

0
BB@

C(1)
E,q

C(2)
E,q

C(3)
E,q

1
CCA= lim

y3!+1
Eq (y) et C(i )

E,q = eC(i )
E,q °e

(i )
q |ß"H

(xT) pour i = 1,2,3. Nous avons aussi

Hq (xT;y) =°¬y3>H(y) hq |ß"H
(xT) + fHq (xT;y) ° rQ(y) CH,q , (88)

avec CH,q =

0
BB@

C(1)
H,q

C(2)
H,q

C(3)
H,q

1
CCA= lim

y3!+1
Hq (y) et C(i )

H,q = eC(i )
H,q °h

(i )
q |ß"H

(xT) pour i = 1,2,3. Notons que (eEq , eHq ) sont

des solutions de problèmes de cellule type dépendant des fonctions précédentes et des éléments du
noyaux.

Proposition 120

9.6 Problèmes vérifiés par les termes de champ lointain

Les conditions aux limites pour les termes de champ lointain obtenues précédemment, garantissant l’existence
de couples de termes de champ proche qui tendent vers 0 à l’infini, permettent de compléter les équations satisfaites
par les termes de champ lointain.

Nous rappelons que Ei nc = be ei k1x1+i k2x2+i k3x3 et Hi nc = be£ kinc

k ei k1x1+i k2x2+i k3x3 sont des ondes planes incidentes
(k1"T1,k2"T2) quasi-périodiques.
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CHAPITRE 9. DÉVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE

Constuction de e0 et h0

Les termes de champ lointain e0 et h0 satisfont la condition (67), les équations de Maxwell et les
conditions d’onde sortantes :

8
>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

rot h0 ° i k e0 = f dans R2 £ ("H,+1) ;

rot e0 + i k h0 = 0 dans R2 £ ("H,+1) ;

div e0 = 0 dans R2 £ ("H,+1) ;

div h0 = 0 dans R2 £ ("H,+1) ;

e0,T = Z
°
~e3 £h0

¢
sur ß"H ;

e0 °Ei nc est sortant ;

h0 °Hi nc est sortant .

(89)

En particulier, en utilisant les équations 6) et (8), la condition (67), nous pouvons exprimer le problème
uniquement pour e0 :

8
>><
>>:

rot rot e0 ° k2
e0 = 0 dans R2 £ ("H,+1) ;

~e3 £ rot e0(x) + i kZ
°1

e0,T = 0 sur ß"H ;

e0 °Ei nc est sortant .

(90)

Définition 121

Notons que Ei nc est une plane incidente alors e0 est C 1 et e0 va aussi être une onde plane qui s’écrit sous la
forme

e0(x1, x2, x3) = be ei k1x1+i k2x1 ei k3x3 + R0 ei k1x1+i k2x2 e°i k3(x3°"H) .

Étant donné que ~e3 £ rot e0 + i kZ
°1

e0,T = 0 sur ß"H, en remplaçant avec la formule de e0, nous pouvons exprimer
une relation sur R0 :

h
i k3R0,T + i kTR(3)

0 + i kZ
°1

R0,T

i
ei k1x1+i k2x2 = ei k2"H £

i kT be(3) ° i k3beT ° i kZ
°1beT

§
ei k1x1+i k2x2 .

De plus, comme div e0,d = 0, nous avons une autre relation :

k1R(1)
0 +k2R(2)

0 °k3R(3)
0 = 0 .

Pour exprimer explicitement A0, il faut résoudre le système linéaire à trois équations donné par :

8
<
:

≥
k3 +kZ

°1
¥
R0,T +kTR(3)

0 = ei k2"H
h≥

k3 °kZ
°1

¥
beT °kT be(3)

i
,

k1R(1)
0 +k2R(2)

0 °k3R(3)
0 = 0 .

(91)

260
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Il existe une unique solution de (90) telle que e0 est C 1 qui s’écrit, pour x3 ∏ "H,

e0(x1, x2, x3) = be ei k1x1+i k2x1 ei k3x3 + R0 ei k1x1+i k2x2 e°i k3(x3°"H) , (92)

avec R0 2C3 est calculé à partir de (91). Le vecteur R0 correspond au vecteur de réflexion en x3 = "H.

Proposition 122

Nous avons évidemment un résultat similaire pour h0.

Construction de e1 et h1

Les termes de champ lointain e1 et h0 satisfont la condition (81), les équations de Maxwell et les
conditions d’onde sortantes :

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

rot h1 ° i k e1 = f dans R2 £ ("H,+1) ,

rot e1 + i k h1 = 0 dans R2 £ ("H,+1) ,

div e1 = 0 dans R2 £ ("H,+1) ,

div h1 = 0 dans R2 £ ("H,+1) ,

e1,T °Z
°
~e3 £h1

¢
= Z i k A0 e0,T + i k B0 h0,T °a2 rotxt e0 °Z b2 rotxt h0

° Z

i k
A3 rxt

≥
rotxt e0

¥
° 1

i k
B3 rxt

≥
rotxt h0

¥

+
∑

A4 : rxt e0,T

A5 : rxt e0,T

∏
+Z

∑
B4 : rxt h0,T

B5 : rxt h0,T

∏
sur ß"H ,

e1 est sortant ,

h1 est sortant .

(93)

En particulier, en utilisant les équations (6) et (8), la condition (81), nous pouvons exprimer le problème
uniquement pour e1 :

8
>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

rot rot e1 ° k2
e1 = 0 dans R2 £ ("H,+1) ,

°Zi
k
~e3 £ rot e1 +e1,T = Z i k A0 e0,T + i kB0

°
rot e0

¢
T °a2 rotxt e0 °

Zi
k

b2 rotxt

°
rot e0

¢

° Z

i k
A3 rxt

≥
rotxt e0

¥
° i

k2 B3 rxt

≥
rotxt

°
rot e0

¢¥
+

∑
A4 : rxt e0,T

A5 : rxt e0,T

∏

+ Zi
k

∑
B4 : rxt

°
rot e0

¢
T

B5 : rxt

°
rot e0

¢
T

∏
sur ß"H ,

e1 est sortant .

(94)

Définition 123

e1 correspond uniquement à la partie di↵ractée et dépend de e0 alors e1 est C 1. Puisque e0 est une onde plane,
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e1 va l’être aussi. Nous cherchons e1 sous la forme

e1(x1, x2, x3) = R1 ei k1x1+i k2x2 e°i k3(x3°"H) .

Étant donné que °Zi
k
~e3 £ rot e1 + e1,T = Z i k A0 e0,T + i kB0

°
rot e0

¢
T ° a2 rotxt e0 °

Zi
k

b2 rotxt

°
rot e0

¢
°

Z

i k
A3 rxt

≥
rotxt e0

¥
° i

k2 B3 rxt

≥
rotxt

°
rot e0

¢¥
+

∑
A4 : rxt e0,T

A5 : rxt e0,T

∏
+ Zi

k

∑
B4 : rxt

°
rot e0

¢
T

B5 : rxt

°
rot e0

¢
T

∏
sur ß"H, en remplaçant e1 par

son expression et e0 par l’expression (95), il est possible d’exprimer R1.

Il existe une unique solution de (94) telle que e1 est C 1 qui s’écrit, pour x3 ∏ "H,

e1(x1, x2, x3) = R1 ei k1x1+i k2x2 e°i k3(x3°"H) , (95)

avec R1 2C3. Le vecteur R1 correspond au vecteur de réflexion en x3 = "H.

Proposition 124

Nous avons évidemment un résultat similaire pour h1.

9.7 Modèles e↵ectifs proposés

Nous venons de construire les termes du développement. Nous pourrions, comme dans le chapitre 3, à partir
d’estimations sur les termes de champ proche établir des estimations d’erreur pour le développement asymptotique
de (E

",H
"). C’est un travail qui reste à faire. Comme dans la suite nous nous intéressons en priorité aux termes

de champ lointain, il serait aussi possible de donner une estimation de l’erreur commise pour les termes de champ
lointain.

Soit nous construisons les termes de champ lointain de façon incrémentale, soit nous utilisons le modèle qui va
approcher la série tronquée de champs lointains. Ceci peut être utile pour l’étude de géométries plus générales. Le
fait de considérer un modèle approché permet d’avoir une approximation directe jusqu’à un certain ordre.

Plus précisément, le modèle à l’ordre 1 est construit à partir de e0 et h0 satisfaisant
8
>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

rot h0 ° i ke0 = f dans R2 £ ("H,+1) ,

rot e0 + i kh0 = 0 dans R2 £ ("H,+1) ,

div e0 = 0 dans R2 £ ("H,+1) ,

div h0 = 0 dans R2 £ ("H,+1) ,

e0,T|ß"H = Z
°
~e3 £h0|ß"H

¢
sur ß"H ,

e0 °Ei nc est sortant ,

h0 °Hi nc est sortant .

Les particules et la condition d’impédance posée sur l’objet sont remplacées par une condition e↵ective qui est
identique à la condition d’impédance sur ß0 mais elle est posée sur ß"H. Cette condition d’impédance e↵ective ne
permet donc pas de prendre en compte les particules. Pour obtenir une approximation d’ordre plus élevée et obtenir
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des résultats prenant en compte les particules, il faut au moins aller à l’ordre supérieur du développement.

Nous proposons alors un modèle à l’ordre 2. Ce modèle est construit à partir de e0, e1, h0 et h1. Nous souhaitons
définir une approximation de e0(x)+ " e1(x) et h0(x)+ " h1(x). Pour cela, nous reprenons les conditions de bords
données par (67) et (81)

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

e0,T °Z
°
~e3 £h0

¢
= 0 sur ß"H ,

e1,T °Z
°
~e3 £h1

¢
= Z i k A0 e0,T + i k B0 h0,T °a2 rotxt e0 °Z b2 rotxt h0

° Z

i k
A3 rxt

≥
rotxt e0

¥
° 1

i k
B3 rxt

≥
rotxt h0

¥

+
∑

A4 : rxt e0,T

A5 : rxt e0,T

∏
+Z

∑
B4 : rxt h0,T

B5 : rxt h0,T

∏
sur ß"H .

(96)

En prenant une combinaison linéaire des deux conditions et en introduisant les opérateurs

± Lvec V =~n £V ;

± Lr ot V = rotxt V ;

± Lg r ad V =rxt V ;

Notation 6

nous pouvons définir la condition e↵ective sur ß"H

µ
Id °" i k Z A0 +" a2 Lr ot +"

Z

i k
A3 Lg r ad Lr ot °"

∑
A4 : Lg r ad

A5 : Lg r ad

∏∂ °
e0 + " e1

¢ØØØ
ß"H

=
µ

Z+" i k B0 Lvec +" Z b2 Lr ot Lvec +"
1
k

B3 Lg r ad Lr ot Lvec +" Z

∑
B4 : Lg r ad Lvec

B5 : Lg r ad Lvec

∏∂≥
~e3 £

°
h0 + " h1

¢¥ØØØ
ß"H

. (97)

De plus, comme e0, e1, h0 et h1 satisfont les équations de Maxwell, nous avons

8
>>>>><
>>>>>:

rot
°
h0 +"h1

¢
° i k

°
e0 +"e1

¢
= f dans R2 £ ("H,+1) ,

rot
°
e0 +"e1

¢
+ i k

°
h0 +"h1) = 0 dans R2 £ ("H,+1) ,

div
°
e0 +"e1

¢
= 0 dans R2 £ ("H,+1) ,

div
°
h0 +"h1

¢
= 0 dans R2 £ ("H,+1) .
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Soit (v
"
E,2,v

"
H,2) satisfaisant

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

rot v
"
H,2 ° i k v

"
E,2 = f dans R2 £ ("H,+1) ,

rot v
"
E,2 + i k v

"
H,2 = 0 dans R2 £ ("H,+1) ,

div v
"
E,2 = 0 dans R2 £ ("H,+1) ,

div v
"
H,2 = 0 dans R2 £ ("H,+1) ,

v
"
E,2T

|ß"H °Z
°
~e3 £v

"
H,2|ß"H

¢
= Z "i k A0 v

"
E,2T

|ß"H +"i k B0 v
"
H,2T

|ß"H

°"a2 rotxt v
"
E,2|ß"H °Z " b2 rotxt v

"
H,2|ß"H

° Z

i k
" A3 rxt

≥
rotxt v

"
E,2|ß"H

¥
° 1

i k
" B3 rxt

≥
rotxt

°
v
"
H,2|ß"H

¥

+"
"

A4 : rxt v
"
E,2T

|ß"H

A5 : rxt v
"
E,2T

|ß"H

#
+Z "

"
B4 : rxt v

"
H,2|ß"H

B5 : rxt v
"
H,2|ß"H

#
sur ß"H ,

v
"
E,2 °Ei nc est sortant ,

v
"
H,2 °Hi nc est sortant

. (98)

Définition 125

Nous pouvons aussi écrire la condition uniquement en fonction de v
"
E,2. En utilisant :

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

~e3 £ rot e0 + i kZ
°1

e0,T =0 sur ß"H

~e3 £ rot e1 + i kZ
°1

e1,T =°k2
A0 e0,T °k2

Z
°1

B0

°
rot e0

¢
T ° i kZ

°1
a2rotxt e0 +b2 rotxt

°
rot e0

¢

° A3 rxt

≥
rotxt e0

¥
+ Z

°1

k
B3 rxt

≥
rotxt

°
rot e0

¢¥

+ i kZ
°1

∑
A4 : rxt e0,T

A5 : rxt e0,T

∏
°

∑
B4 : rxt

°
rot e0

¢
T

B5 : rxt

°
rot e0

¢
T

∏
sur ß"H ;

(99)

nous obtenons

~e3 £ rot v
"
E,2 + i kZ

°1°
v
"
E,2

¢
T =°" k2

A0 (v
"
E,2)T °" k2

Z
°1

B0

°
rot v

"
E,2

¢
T °" i kZ

°1
a2 rotxt v

"
E,2 +" b2 rotxt

°
rot v

"
E,2

¢

°" A3 rxt

≥
rotxt v

"
E,2

¥
+" Z

°1

k
B3 rxt

≥
rotxt

°
rot v

"
E,2

¢¥
+" i kZ

°1

"
A4 : rxt (v

"
E,2)T

A5 : rxt (v
"
E,2)T

#

°"
"

B4 : rxt

°
rot v

"
E,2

¢
T

B5 : rxt

°
rot v

"
E,2

¢
T

#
sur ß"H .

(100)

Nous venons de déterminer la condition e↵ective pour v
"
E,2, nous pouvons maintenant expliciter le problème

vérifié v
"
E,2(x1, x2, x3).
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Soit v
"
E,2 satisfaisant

8
>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>:

rot rot v
"
E,2 °k2

v
"
E,2 =0 dans R£ ("H,+1) ,

~e3 £ rot v
"
E,2 + i kZ

°1°
v
"
E,2

¢
T = °"k2

A0 (v
"
E,2)T °" k2

Z
°1

B0

°
rot v

"
E,2

¢
T °" i kZ

°1
a2rotxt v

"
E,2

+" b2 rotxt

°
rot v

"
E,2

¢
°" A3 rxt

≥
rotxt v

"
E,2

¥

+" Z
°1

k
B3 rxt

≥
rotxt

°
rot v

"
E,2

¢¥
+" i kZ

°1

"
A4 : rxt (v

"
E,2)T

A5 : rxt (v
"
E,2)T

#

°"
"

B4 : rxt

°
rot v

"
E,2

¢
T

B5 : rxt

°
rot v

"
E,2

¢
T

#
sur ß"H ,

v
"
E,2 °ei nc est sortant .

(101)

Définition 126

Notons que Ei nc est une onde plane incidente alors v
"
E,2 va aussi être une onde plane qui s’écrit sous la forme

v
"
E,2(x1, x2, x3) = be ei k1x1+i k2x2 ei k3x3 + R

"
2 ei k1x1+i k2x2 e°i k3(x3°"H) .

En utilisant la condition sur ß"H et le fait que div v
"
E,2 = 0, nous pouvons exprimer le système linéaire afin d’obtenir

le vecteur de réflexion R
"
2 avec

i k3R
"
2,T + i kTR",(3)

2 + i kZ
°1

R
"
2,T +"k2

A0R
"
2,T +"k2

Z
°1i B0

≥
k
?
T R",(3)

2 +k3R
",?
2,T

¥
°"kZ

°1
a2

°
kT ·R

",?
2,T

¢

°"b2

≥°
kT ·R

"
2,T

¢
k3 +¢TkT R",(3)

2

¥
°"A3kT

°
kT ·R

",?
2,T

¢
°"Z

°1

k
B3i

≥°
kT ·R

"
2,T

¢
k3 +¢TkTR",(3)

2

¥
kT

+"kZ
°1

√
a

(1)
4 ·kT

a
(1)
5 ·kT

!
R",(1)

2 +"kZ
°1

√
a

(2)
4 ·kT

a
(2)
5 ·kT

!
R",(2)

2 °"
√

b
(1)
4 ·kT

b
(1)
5 ·kT

!
°
k2R",(3)

2 +k3R",(2)
2

¢
+"

√
b

(2)
4 ·kT

b
(2)
5 ·kT

!
°
k3R",(1)

2 +k1R",(3)
2

¢

= ei k3"H
∑

i
≥
beTk3 °kT be(3)

¥
° i kZ

°1beT °"k2
A0beT °"k2

Z
°1

B0i
≥
k
?
T be(3) °be?T k3

¥
+"kZ

°1
a2

≥
kT ·be?T

¥
+"b2

≥
°k3kT ·beT +¢TkT be(3)

¥

+"A3kT

≥
kT ·be?T

¥
+"Z

°1

k
B3i kT

≥
°k3kT · beT +¢TkT be(3)

¥
°"kZ

°1

√
a

(1)
4 ·kT

a
(1)
5 ·kT

!
be(1) °"kZ

°1

√
a

(2)
4 ·kT

a
(2)
5 ·kT

!
be(2)

+"
√

b
(1)
4 ·kT

b
(1)
5 ·kT

!≥
k2be(3) °k3be(2)

¥
+"

√
b

(2)
4 ·kT

b
(2)
5 ·kT

!≥
k3be(1) °k1be(3)

¥∏
;

(102)
et

k1R",(1)
2 + k2R",(2)

2 ° k3R",(3)
2 = 0 ; (103)

où U
?
T :=

°
U(2),°U(1)¢ et kT = (k1,k2)t .
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Il existe une unique solution de (101) qui s’écrit

v
"
E,2(x1, x2, x3) = be ei k1x1+i k2x2 ei k3x3 + R

"
2 ei k1x1+i k2x2 e°i k3(x3°"H) . (104)

avec R
"
2 2C3 obtenu à l’aide du système linéaire donné par (102) et (103).

Le vecteur R
"
2 correspond au vecteur de réflexion en x3 = "H.

Proposition 127

Nous pourrions comme cela est fait dans le chapitre 3 e↵ectuer les estimations d’erreur pour le modèle e↵ectif.
Dès que les estimations d’erreur du développement asymptotique sont établies, il ne serait pas compliqué de définir
celles du modèle e↵ectif. Mais faute de temps cela n’a pas été fait.
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Chapitre 10

Résultats numériques

Sommaire

10.1 Calcul de la solution de référence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 267

10.2 Calcul numérique du modèle effectif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269

10.2.1 Algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269

10.2.2 Calcul des fonctions du noyau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270

10.2.3 Calcul des constantes du modèle effectif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274

10.3 Calcul du coefficient de réflexion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277

10.4 Validations numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278

Dans ce chapitre, afin de valider nos modèles donnés dans le chapitre 8, nous présentons la méthode de calcul
d’une solution dite de référence qui est obtenue à partir du code périodique du CEA-CESTA. Il a donc fallu apprendre
à utiliser ce nouveau code et faire en sorte de comparer les mêmes quantités. Pour obtenir nos modèles e↵ectifs, il
faut calculer les fonctions profils du noyau, pour déterminer les constantes apparaissant dans les conditions e↵ectives.
Ces fonctions sont solutions de problèmes de type Laplace dans une demi-bande périodique. Nous avons ensuite
validé le modèle e↵ectif à l’ordre 1 (qui ne prend pas en compte la présence de particules). Malheureusement, il
reste un bug, probablement dans le calcul des constantes ou celui des coe�cients de réflexion, qui nous a empêché
de valider le modèle à l’ordre 2.

10.1 Calcul de la solution de référence

Afin de valider nos modèles, nous utilisons un code développé au sein du CEA CESTA qui permet d’avoir une
solution dite de référence dans le domaine B"L

0 = (0,"T1)£ (0,"T2)£ (0,"L) \P "
# vérifiant le problème de Maxwell.

Nous voulons comparer les vecteurs de réflexion de nos modèles et celui du code de référence. Nous allons donc
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essayer de le calculer pour la solution de référence. Le champ di↵racté Ed satisfait pour x3 > "H

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

rot rot Ed °k2
Ed = 0 ,

div Ed = 0

~e1 £Ed |°+
1
= ei k1"T1~e1 £Ed |°°

1
et ~e1 £ rot Ed |°+

1
= ei k1"T1~e1 £ rot Ed |°°

1
,

~e2 £Ed |°+
2
= ei k2"T2~e2 £Ed |°°

2
et ~e2 £ rot Ed |°+

2
= ei k2"T2~e2 £ rot Ed |°°

2
,

Ed est une onde sortante .

(1)

Le code de référence utilise une décomposition en modes TE et TM. Exprimons cette décomposition et expri-
mons le vecteur de réflexion à partir des coe�cients donnés par le code de réflexion (voir Annexe).

Pour les modes TE (E
(3) = 0), en utilisant les équations de Maxwell, nous pouvons déduire les contributions dans

les modes TE

H
TE
d (x1, x2, x3) =

X

l ,m
Al ,m

0
B@

∞l ,m

¬2
l ,m

rT

h
ei

°
Æl x1+Øm x2

¢i

ei
°
Æl x1+Øm x2

¢

1
CAe°i∞l ,m (x°"H) , (2)

et

E
TE
d (x1, x2, x3) =

X

l ,m
Al ,m

0
B@

k

¬2
l ,m

r?
T

h
ei

°
Æl x1+Øm x2

¢i

0

1
CAe°i∞l ,m (x3°"H) ; (3)

où rTU =
°
@x1 U,@x2 U

¢
et r?

T U =
°
@x2 U,°@x1 U

¢
.

Pour les modes TM (H
(3) = 0), en utilisant les équations de Maxwell, nous pouvons déduire les contributions

dans les modes TM

E
TM
d (x1, x2, x3) =

X

l ,m
Bl ,m

0
B@

∞l ,m

¬2
l ,m

rT

h
ei

°
Æl x1+Øm x2

¢i

ei
°
Æl x1+Øm x2

¢

1
CAe°i∞l ,m (x3°"H) , (4)

et

H
TM
d (x1, x2, x3) =

X

l ,m
Bl ,m

0
B@
°k

¬2
l ,m

r?
T

h
ei

°
Æl x1+Øm x2

¢i

0

1
CAe°i∞l ,m (x3°"H) . (5)

Finalement, en prenant les contributions des modes TE et TM, nous obtenons la forme générale de Ed et Hd

Ed (x1, x2, x3) =
X

l ,m
Al ,m

0
B@

k

¬2
l ,m

r?
T

h
ei

°
Æl x1+Øm x2

¢i

0

1
CA

| {z }
E

TE
l ,m

e°i∞l ,m (x3°"H) +
X

l ,m
Bl ,m

0
B@

∞l ,m

¬2
l ,m

rT

h
ei

°
Æl x1+Øm x2

¢i

ei
°
Æl x1+Øm x2

¢

1
CA

| {z }
E

TM
l ,m

e°i∞l ,m (x3°"H) ; (6)

et

Hd (x1, x2, x3) =
X

l ,m
Al ,m

0
B@

∞l ,m

¬2
l ,m

rT

h
ei

°
Æl x1+Øm x2

¢i

ei
°
Æl x1+Øm x2

¢

1
CAe°i∞l ,m (x3°"H) +

X

l ,m
Bl ,m

0
B@
°k

¬2
l ,m

r?
T

h
ei

°
Æl x1+Øm x2

¢i

0

1
CAe°i∞l ,m (x3°"H) . (7)
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Pour le mode fondamental (l = m = 0), la quantité ¬2
l ,m = 0 quand l’incidence est normale (k1 = k2 = 0), nous

prendrons

E
TE
0,0;T =

0
@

cos¡
sin¡

0

1
Aei k1x1+i k2x2 (8)

et

E
TM
0,0;T =

0
@

sin¡
°cos¡

0

1
Aei k1x1+i k2x2 . (9)

Le code de référence nous donne les coe�cients A0,0 et B0,0. Exprimons le vecteur de réflexion à partir de ces
deux coe�cients. D’une part, nous avons que E est une onde plane donc Ed s’écrit

Ed (x) = r ei k1x1+i k2x2 e°i k3(x3°"H) .

D’autre part, nous avons la décomposition en mode TE et TM

Ed (x) = A0,0

0
@

cos¡
sin¡

0

1
Aei k1x1+i k2x2 e°i k3x3 + B0,0

0
@

sin¡
°cos¡

1

1
Aei k1x1+i k2x2 e°i k3(x3°"H) .

Nous obtenons donc le vecteur de réflexion avec

rT =
µ
cos¡ sin¡
sin¡ °cos¡

∂µ
A0,0

B0,0

∂
(10)

et

r (3) = B0,0 . (11)

10.2 Calcul numérique du modèle e↵ectif

Dans cette section, nous nous intéressons à la méthode du calcul numérique de notre modèle e↵ectif (98)
proposé dans le chapitre 9 et à la détermination du coe�cient de réflexion associé.

10.2.1 Algorithme

Étape 1 : Nous résolvons les problèmes vérifiés par les fonctions du noyau ep1, ep2, ep3, eq1, eq2 et eq3 (données dans
la définition 107 du chapitre 9) à l’aide d’une méthode éléments finis.

Étape 2 : Après avoir obtenu les fonctions du noyau, nous calculons les coe�cients du modèle donnés dans la
définition 118 du chapitre 9.

Étape 3 : Nous pouvons alors calculer le vecteur de réflexion et le coe�cient de réflexion.
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10.2.2 Calcul des fonctions du noyau

Pour obtenir la solution du modèle e↵ectif, il faut commencer par calculer les fonctions du noyau p̃1, p̃2, p̃3, q̃1,
q̃2 et q̃3. Pour calculer numériquement ces fonctions, il faut borner le domaine afin de calculer des solution dans le
domaine BL

0 := (0,T1)£ (0,T2)£ (0,L) \P# à l’aide d’une condition de Dirichlet-to-Neumann sur une frontière fictive
notée ß#

L = {y1 2 (0,T1), y2 2 (0,T2), y3 = L}. Pour tout j = 1,2,3, ep j admet la décomposition modale, pour y3 ∏ L :

p̃ j (y1, y2, y3) = C j +
X

(m,n)2Z2\(0,0)
Pm,ne

°2º
r

m2

T2
1
+ n2

T2
2
|y3°L|

e2iº
°

m
T1

y1+ n
T2

y2

¢
; (12)

avec Pm,n 2R et Pm,n = 1
T1 T2

ˆ T1/2

°T1/2

ˆ T2/2

°T2/2
p̃ j (y1, y2,L) e°2iº

°
m
T1

y1+ n
T2

y2

¢
dy1 dy2.

Nous pouvons alors définir l’opérateur de Dirichlet-to-Neumann

§#p̃ j =°@x3 p̃ j

ØØØ
ß#

L

= 2º
X

(m,n)2Z2\(0,0)

s
m2

T2
1

+ n2

T2
2

Pm,n e2iº
°

m
T1

y1+ n
T2

y2

¢
; (13)

Nous pouvons ainsi ramener les problèmes de type Laplace dans une demi-bande infinie à un problème en do-
maine borné :

• pour j = 1,2,3, ep j satisfait le problème :

8
>>>>>>><
>>>>>>>:

°¢ ep j = 0 dans BL
0 ,

ep j est (T1,T2)°périodique

ep j =°y j sur @P# ,

ep j = 0 sur ß#
0 ,

@x3 ep j +§# ep j = 0 sur ß#
L .

• pour j = 1,2,3, nous avons que eq j satisfait le problème :

8
>>>>>>><
>>>>>>>:

°¢eq j = 0 dans BL
0 ,

eq j est (T1,T2)°périodique

req j ·~n =°~e j ·~n sur @P# ,

eq j = 0 sur ß#
0 ,

@x3 eq j +§# eq j = 0 sur ß#
L .

Dans les figures qui suivent nous traçons les fonctions profils, pour une particule de rayon 1 de centre (1.005,1.005;1.005)
dans une boite 2.01£2.01£4.01.
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Figure 10.1 – fonction ep1 Figure 10.2 – coupe de ep1

Figure 10.3 – fonction ep2 Figure 10.4 – coupe de ep2
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Figure 10.5 – fonction ep3 Figure 10.6 – coupe de ep3

Figure 10.7 – fonction eq1 Figure 10.8 – coupe de eq1
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Figure 10.9 – fonction eq2 Figure 10.10 – coupe de eq2

Figure 10.11 – fonction eq3 Figure 10.12 – coupe de eq3
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Figure 10.13 – fonction r1 Figure 10.14 – coupe de r1

10.2.3 Calcul des constantes du modèle e↵ectif

Après avoir calculé les di↵érentes fonctions profils, nous pouvons calculer les constantes du modèle e↵ectif.
Nous avons besoin de calculer des intégrales sur B qui est une demi-bande infinie. Pour obtenir ces intégrales, nous
décomposons B de sorte que B :=BL

0 [BL
1 avec BL

1 := (0,T1)£ (0,T2)£ (L,+1).

Le calcul des coe�cients fait intervenir quatre types d’intégrales :

• 1er type d’ intégrale :

ˆ
B
rl̂i ·r√ j dy =

ˆ
B

≥
rli °¬y3∏H ~ei

¥
·r√ j dy où rli =reli +~ei et r√ j =re√ j +~e j alors

nous avons

ˆ
B

≥
rli °¬y3∏H~ei

¥
·r√ j dy

=
ˆ

BL
1

≥
rli °~ei

¥
·r√ j dy+

ˆ
BL

0

rli ·r√ j dy

=
ˆ

BL
1

reli ·
°
re√ j +~e j

¢
dy+

ˆ
BL

0

°
reli +~ei

¢
·
°
re√ j +~e j

¢
dy

=
ˆ

BL
1

reli ·re√ j dy+
�������ˆ

BL
1

reli ·~e j dy+
ˆ

BL
0

°
reli +~ei

¢
·
°
re√ j +~e j

¢
dy .

En e↵et, en utilisant la décomposition modale nous montrons que

ˆ
BL

1

reli ·~e j dy =
X

(m,n) 6=(0,0)
Cm,n ·~e j Pm,n

ˆ
y3>L

e
°2º

r
m2

T2
1
+ n2

T2
2
|y3°L|

dy3

ˆ
[0,T1]£[0,T2]

e2iº
°

m
T1

y1+ n
T2

y2

¢
dyT = 0 .

274
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En réalisant une intégration par partie, nous utilisons la formule suivante pour déterminer les coe�cients

ˆ
B

≥
rli °¬y3∏H~ei

¥
·r√ j dy =

ˆ
ß#

L

§#eli e√ j dy1 +
ˆ

BL
0

°
reli +~ei

¢
·
°
re√ j +~e j

¢
dy . (14)

• 2eme type d’intégrale :

ˆ
B
rli ·

≥
r√ j ° ¬y3∏H~e j

¥
dy où rli = rli +~ei et r¡ j = re¡ j +~e j . Nous obtenons le

même résultat que pour le 1er type d’intégrale :

ˆ
B
rli ·

≥
r√ j °¬y3∏H~e j

¥
dy =

ˆ
ß#

L

§#eli e√ j dy1 +
ˆ

BL
0

°
reli +~ei

¢
·
°
re√ j +~e j

¢
dy . (15)

• 3eme type d’intégrale :

ˆ
B

≥
rli °¬y3∏H~ei

¥
£r√ j dy avec rli =reli +~ei et r√ j =re√ j +~e j .

ˆ
B

≥
rli °¬y3∏H~ei

¥
£r√ j dy =

ˆ
B

°
reli +~ei

¢
£

°
re√ j +~e j

¢
dy°

ˆ
B
¬y3∏H~ei £

°
re√ j +~e j

¢
dy

=
ˆ

B
reli £re√ j dy

| {z }
[1.]

+
ˆ

B
reli £~e j dy

| {z }
[2.]

+
ˆ

BL
0

~ei £re√ j dy

| {z }
[3.]

+
ˆ

BL
0

~ei £~e j dy

| {z }
[4.]

.

avec

[1. ]

ˆ
B
reli £re√ j dy =

0
BBBBBB@

ˆ
B
@y2

eli @y3
e√ j dy°

ˆ
B
@y3

eli @y2
e√ j dyˆ

B
@y3

eli @y1
e√ j dy°

ˆ
B
@y1

eli @y3
e√ j dyˆ

B
@y1

eli @y2
e√ j dy°

ˆ
B
@y2

eli @y1
e√ j dy

1
CCCCCCA

IPP
=

0
BBBBBB@

ˆ
@B

@y2
eli n3 e√ j dy°⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠

ˆ
B
@y3@y2

eli e√ j dy°
ˆ
@B

@y3
eli n2 e√ j dy+⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠

ˆ
B
@y2@y3

eli e√ j dyˆ
@B

@y3
eli n1 e√ j dy°⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠

ˆ
B
@y1@y3

eli e√ j dy°
ˆ
@B

@y1
eli n3 e√ j dy+⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠

ˆ
B
@y3@y1

eli e√ j dyˆ
@B

@y1
eli n2 e√ j dy°⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠

ˆ
B
@y2@y1

eli e√ j dy°
ˆ
@B

@y2
eli n1 e√ j dy+

⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠ˆ
B
@y1@y2

eli e√ j dy

1
CCCCCCA

=

0
BBBBBBB@

ˆ
@P#

@y2
eli n3 e√ j dy°

ˆ
ß#

0

@y2
eli e√ j dy1 °

ˆ
@P#

@y3
eli n2 e√ j dyˆ

@P#

@y3
eli n1 e√ j dy°

ˆ
@P#

@y1
eli n3 e√ j dy+

ˆ
ß#

0

@y1
eli e√ j dy1ˆ

@P#

@y1
eli n2 e√ j dy°

ˆ
@P#

@y2
eli n1 e√ j dy

1
CCCCCCCA

=
ˆ
@P#

°
reli £~n

¢
e√ j dy°

ˆ
ß#

0

°
reli £~e3

¢
e√ j dy1 .
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[2. ]

ˆ
B
reli£~e1 dy =

0
BBBB@

0ˆ
B
@y3

eli

°
ˆ

B
@y2

eli

1
CCCCA

IPP
=

0
BBBB@

0ˆ
@B

eli n3

°
ˆ
@B

eli n2

1
CCCCA
=

0
BBBBB@

0ˆ
@P#

eli n3 dy°
ˆ
ß#

0

eli dy1

°
ˆ
@P#

eli n2 dy

1
CCCCCA
=
ˆ
@P#

eli
°
~n£~e1

¢
dy°

ˆ
ß#

0

eli ~e2 dy1 .

De la même façon, nous avons

ˆ
B
reli £~e2 dy =

ˆ
@P#

eli
°
~n £~e2

¢
dy+

ˆ
ß#

0

l̃i ~e1 dy1 .

ˆ
B
reli £~e3 dy =

ˆ
@P#

eli
°
~n £~e3

¢
dy .

[3. ]

ˆ
BL

0

~e1 £re√ j dy =

0
BBBBB@

0

°
ˆ

BL
0

@y3
e√ jˆ

BL
0

@y2
e√ j

1
CCCCCA
=

0
BBBBB@

0

°
ˆ
@BL

0

e√ j n3ˆ
@BL

0

e√ j n2

1
CCCCCA
=

0
BBBBB@

0

°
ˆ
@P#

e√ j n3 dy+
ˆ
ß#

0

e√ j dy1 °
ˆ
ß#

L

√̃ j dy1ˆ
@P#

e√ j n2 dy

1
CCCCCA

=
ˆ
@P#

e√ j
°
~e1 £~n

¢
dy+

ˆ
ß#

0

e√ j~e2 dy1 °
ˆ
ß#

L

e√ j~e2 dy1 .

De la même façon,

ˆ
BL

0

~e2 £re√ j dy =
ˆ
@P#

e√ j
°
~e2 £~n

¢
dy°

ˆ
ß#

0

e√ j~e1 dy1 +
ˆ
ß#

L

e√ j~e1 dy1 .

ˆ
BL

0

~e3 £re√ j dy =
ˆ
@P#

e√ j
°
~e3 £~n

¢
dy .

Nous obtenons alors

ˆ
B

≥
rli °¬y3∏H~ei

¥
£r√ j dy =

"ˆ
@P#

°
reli £~n

¢
e√ j dy°

ˆ
ß#

0

°
reli £~e3

¢
e√ j dy1

#

| {z }
[1.]

+
"ˆ

@P#

eli
°
~n £~e j )dy+

ˆ
ß#

0

eli
°
~n £~e j

¢
dy1

#

| {z }
[2.]

+
"ˆ

@P#

e√ j
°
~ei £~n)dy+

ˆ
ß#

0

e√ j
°
~ei £~n

¢
dy1 +

ˆ
ß#

L

e√ j
°
~ei £~n

¢
dy1

#

| {z }
[3.]

+
h°
~ei £~e j

¢ØØØBL
0

ØØØ
i

| {z }
[4.]

.

(16)

• 4eme type d’intégrale :

ˆ
B
rli £

≥
r√ j °¬y3∏H~e j

¥
dy avec rli =reli +~ei et r√ j =re√ j +~e j .
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ˆ
B
rli £

≥
r√ j °¬y3∏H~e j

¥
dy =

ˆ
B

°
reli +~ei

¢
£

°
re√ j +~e j

¢
dy°

ˆ
B

°
reli +~ei

¢
£¬y3∏H~e j dy

=
ˆ

B
reli £re√ j dy+

ˆ
B
~ei £re√ j dy+

ˆ
BL

0

reli £~e j dy +
ˆ

BL
0

~ei £~e j dy .

Nous obtenons alors

ˆ
B
rli £

≥
r√ j °¬y3∏H~e j

¥
dy =

"ˆ
@P#

°
re√ j £~n

¢ eli dy+
ˆ
ß#

0

°
re√ j £~n

¢ eli dy1

#
+

"ˆ
@P#

e√ j
°
~ei £~n)dy+

ˆ
ß#

0

e√ j
°
~ei £~n

¢
dy1

#

+
"ˆ

@P#

eli
°
~n £~e j )dy+

ˆ
ß#

0

eli
°
~n £~e j

¢
dy1 +

ˆ
ß#

L

eli
°
~n £~e j

¢
dy1

#
+

£°
~ei £~e j

¢
|BL

0 |
§

.

(17)

En utilisant les intégrales de type 1 et 2, nous calculons numériquement les matrices A0, B0 et les vecteurs a2, b2

donnés dans la définition 118. En utilisant les intégrales de type 3 et 4, nous calculons numériquement les matrices
A3, B3, A4, A5, B4 et B5 donnés dans la définition 118.

10.3 Calcul du coe�cient de réflexion

Nous rappelons que nous considérons une onde plane incidente Ei nc = ei kinc·x ê et Hi nc = ê£ kinc

k
ei kinc·x dont le

vecteur d’onde s’écrit kinc = k
°

sinµcos', sinµsin',cosµ
¢t = (k1,k2,k3) = k(k̂1, k̂2, k̂3)t avec k = 2º

∏
.

En polarisation TM, nous prenons ê =
°

cosµcos',cosµsin',°sinµ
¢
et ê£ kinc

k
=

°
sin',°cos',0

¢
.

En polarisation TE, nous prenons ê =
°

sin',°cos',0
¢
et ê£ kinc

k
=

°
°cosµcos',°cosµsin', sinµ

¢
.

Nous rappelons que pour le modèle e↵ectif à l’ordre 1, le vecteur de réflexion est obtenu à partir de la résolution
du système linéaire donné par (91)

8
<
:

≥
k3 +kZ

°1
¥
A0,T +kTA(3)

0 = ei k2"H
h
°

≥
k3 +kZ

°1
¥
beT +kT be(3)

i
,

k1A(1)
0 +k2A(2)

0 °k3A(3)
0 = 0 .

Pour le modèle e↵ectif à l’ordre 2, le vecteur de réflexion est obtenu à partir de la résolution du système linéaire
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donné par (102) et (103) :

i k3R
"
2,T + i kTR",(3)

2 + i kZ
°1

R
"
2,T +"k2A0R

"
2,T +"k2

Z
°1i B0

≥
k
?
T R",(3)

2 +k3R
",?
2,T

¥

+"i kZ
°1

a2i
°
k1R",(2)

2 °k2R",(1)
2

¢
°"b2

≥°
kT ·R

"
2,T

¢
k3 +¢Tk R",(3)

2

¥
+"A3kT

°
°k1R",(2)

2 +k2R",(1)
2

¢

°"Z
°1

k
B3i

≥°
kT ·R

"
2,T

¢
k3 +¢TkR",(3)

2

¥
kT +"kZ

°1

√
a

(1)
4 ·kT

a
(1)
5 ·kT

!
R",(1)

2 +"kZ
°1

√
a

(2)
4 ·kT

a
(2)
5 ·kT

!
R",(2)

2 °"
√

b
(1)
4 ·kT

b
(1)
5 ·kT

!
°
k2R",(3)

2 +k3R",(2)
2

¢

+"
√

b
(2)
4 ·kT

b
(2)
5 ·kT

!
°
k3R",(1)

2 °k3R",(3)
2

¢
= i

≥
beTk3 °kT be(3)

¥
° i kZ

°1beT °"k2
A0bT °"k2

Z
°1

B0i
≥
kT be(3) °beTk3

¥

°"i kZ
°1

a2i
≥
k1be(2) °k2be(1)

¥
+"b2

≥
°k3kT ·beT +¢T be(3)

¥
°"A3kT

≥
°k1be(2) +k2be(1)

¥
+"Z

°1

k
B3i kT

≥
°k3kT · beT +¢T be(3)

¥

°"kZ
°1

√
a

(1)
4 ·kT

a
(1)
5 ·kT

!
be(1) °"kZ

°1

√
a

(2)
4 ·kT

a
(2)
5 ·kT

!
be(2) +"

√
b

(1)
4 ·kT

b
(1)
5 ·kT

!≥
k2be(3) °k3be(2)

¥
+"

√
b

(2)
4 ·kT

b
(2)
5 ·kT

!≥
k3be(1) °k1be(3)

¥
;

et
k1R",(1)

2 + k2R",(2)
2 ° k3R",(3)

2 = 0 ;

10.4 Validations numériques

Pour valider notre modèle, nous souhaitons comparer le vecteur de réflexion de la solution de référence et le
vecteur de réflexion de nos modèles e↵ectifs. Nous étudions la dépendance de l’erreur entre les vecteurs de réflexion
en fonction de la taille des particules ".

Dans la Figure 10.15, nous considérons une particule, une fréquence de 2GHz (∏ = 15cm), µ = º/4, ' = 0,

T1 = T2 = 2.1, nous nous plaçons en polarisation TE et nous prenons Z =
µ
0.5+0.5i 0

0 0.5+0.5i

∂
. Nous représentons

l’erreur pour le modèle à l’ordre 1. Nous obtenons une erreur d’ordre 1 en ".

Dans la Figure 10.16, nous considérons une particules, une fréquence de 2GHz, µ=º/3, '= 0, T1 = T2 = 2.001,

nous nous plaçons en polarisation TE et nous prenons Z =
µ
1.0 0
0 1.0

∂
. Nous représentons l’erreur pour le modèle à

l’ordre 1 en fonction de ". Nous obtenons encore une erreur d’ordre 1 en ".

Dans la Figure 10.17, nous considérons une particule, une fréquence de 2GHz (∏ = 15cm), µ = º/4, ' = 0,

T1 = T2 = 2.1, nous nous plaçons en polarisation TE et nous prenons Z =
µ
0.5+0.5i 0

0 0.5+0.5i

∂
. Nous représentons

l’erreur pour le modèle à l’ordre 2. Nous obtenons une erreur d’ordre 1 en ". Le modèle n’est pas plus précis que le
modèle 1. Le modèle à l’ordre 2 n’est donc pas validé. Il faut débugger le code. afin de pouvoir valider le modèle.
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Figure 10.15 – Erreur sur le coe�cient de réflexion pour
le modèle 1 (cas 1)
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Figure 10.16 – Erreur sur le coe�cient de réflexion pour
le modèle 1 (cas 2)
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Figure 10.17 – Erreur sur le coe�cient de réflexion pour le modèle 2
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Annexe A

Décomposition à l’aide des modes TE et TM

Il est aussi possible de donner une décomposition à l’aide des modes TE et les modes TM.

En utilisant les équations de Maxwell, nous pouvons décomposer E
"
d ,1 et H

"
d ,1 à l’aide des modes TE

(E",(3)
d ,1 = 0) et des modes TM (H",(3)

d ,1 = 0)

E
"
d ,1 =

X

m,n2Z
cTE

m,n exp
°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
E

TE
m,n(x1, x2) + cTM

m,n exp
°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
E

TM
m,n(x1, x2) (1)

avec :

• cTE
m,n 2C et cTM

m,n 2C ;

• E
TE
m,n(x1, x2) =

√
k

¬2
m,n

r?
T'm,n(x1, x2)

0

!
si m,n 6= 0 et E

TE
0,0(x1, x2) =

0
@

sin'
°cos'

0

1
Aei k1x1+i k2x2 ;

• E
TM
m,n(x1, x2) =

√∞m,n

¬2
m,n

rT'm,n(x1, x2)

'm,n(x1, x2)

!
si m,n 6= 0 et E

TM
0,0 (x1, x2) =

0
@

cosµcos'
cosµsin'
°sinµ

1
Aei k1x1+i k2x2 ;

et

H
"
d ,1 =

X

m,n2Z
cTE

m,n exp
°
° i∞m,n(x3°"L)

¢
H

TE
m,n(x1, x2) + cTM

m,n exp
°
° i∞m,n(x3°"L)

¢
H

TM
m,n(x1, x2) (2)

avec :

• H
TE
m,n(x1, x2) =

√∞m,n

¬2
m,n

rT'm,n(x1, x2)

'm,n(x1, x2)

!
si m,n 6= 0 et H

TE
0,0(x1, x2) =

0
@
°cosµcos'
°cosµsin'

sinµ

1
Aei k1x1+i k2x2 ;

• H
TM
m,n(x1, x2) =

√ °k
¬2

m,n
r?

T'm,n(x1, x2)

0

!
si m,n 6= 0 et H

TM
0,0 (x1, x2) =

0
@

sin'
°cos'

0

1
Aei k1x1+i k2x2 .

Proposition 128
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Preuve. D’après la Proposition 100, chaque composante du champ électrique E
"
d ,1 et chaque composante du

champ magnétique H
"
d ,1 s’écrit, pour i = 1,2,3

E",(i )
d ,1 =

X
m,n

c(i )
m,n exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
'm,n(x1, x2) ;

H",(i )
d ,1 =

X
m,n

d (i )
m,n exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
'm,n(x1, x2) .

Commençons par regarder les modes TE, nous nous plaçons dans le cas E",(3)
d ,1 = 0. En utilisant l’équation de

Maxwell E
"
d ,1 =° i

k
rot H

"
d ,1, nous avons E",(3)

d ,1 =° i
k

≥
@x1 H",(2)

d ,1°@x2 H",(1)
d ,1

¥
= 0 ce qui donne @x1 H",(2)

d ,1°@x2 H",(1)
d ,1 = 0.

En utilisant la formule de H",(i )
d ,1 précédente, nous obtenons Æmd (2)

m,n °Ønd (1)
m,n = 0. En notant

"
d (1)

m,n = d T
m,nÆm ,

d (2)
m,n = d T

m,nØn ;
avec d T

m,n 2C ; (3)

Nous écrivons √
H",(1)

d ,1
H",(2)

d ,1

!
=

X
m,n

d T
m,nrT'm,n(x1, x2)exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
. (4)

Nous décrivons E",(1)
d ,1 et E",(2)

d ,1 à l’aide de la décomposition modale de H
"
d ,1 et des équations de Maxwell :

i kE",(1)
d ,1 =

°
rot H

"
d ,1

¢(1) = @x2 H",(3)
d ,1°@x3 H",(2)

d ,1 =
X
m,n

≥
iØnd (3)

m,n + i∞m,nd (2)
m,n

¥
exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
'm,n(x1, x2) ;

i kE",(2)
d ,1 =

°
rot H

"
d ,1

¢(2) = @x3 H",(1)
d ,1°@x1 H",(3)

d ,1 =
X
m,n

≥
° i∞m,nd (1)

m,n ° iÆmd (3)
m,n

¥
exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
'm,n(x1, x2) .

(5)

A l’aide de la définition de E",(1)
d ,1, E",(2)

d ,1, d (1)
m,n , d (2)

m,n et de la décomposition modale de H",(3)
d ,1, nous avons

i kH",(3)
d ,1 =°

°
rot E

"
d ,1

¢(3) =°@x1 E",(2)
d ,1+@x2 E",(1)

d ,1

=
X
m,n

i
k

h°
Æ2

m +Ø2
n
¢

| {z }
¬2

m,n

∞m,nd T
m,n +

°
Æ2

m +Ø2
n
¢

| {z }
¬2

m,n

d (3)
m,n

i
exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
'm,n(x1, x2)

= i k
X
m,n

d (3)
m,n exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
'm,n(x1, x2) .

Nous exprimons alors d (3)
m,n = ¬2

m,n
∞m,n

d T
m,n et nous posons pour la suite

cTE
m,n =

¬2
m,n

∞m,n
d T

m,n . (6)

Nous avons alors la décomposition de H
"
d ,1 pour les modes TE :

H
",TE
d ,1 =

0
B@

H",(1)
d ,1

H",(2)
d

H",(3)
d ,1

1
CA

TE

=
X
m,n

cTE
m,n

√∞m,n

¬2
m,n

rT'm,n(x1, x2)

'm,n(x1, x2)

!
exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
. (7)
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Exprimons maintenant E
"
d ,1 pour les modes TE. Nous avons

i kE",(1)
d ,1 = i k

X
m,n

c(1)
m,n exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
'm,n(x1, x2)

=
X
m,n

≥
iØnd (3)

m,n + i∞m,nd (2)
m,n

¥
exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
'm,n(x1, x2) ;

en utilisant l’expression de d (2)
m,n et d (3)

m,n , nous obtenons

c(1)
m,n = Øn

k
∞m,n

d T
m,n . (8)

De la même façon, nous obtenons

c(2)
m,n =°Æm

k
∞m,n

d T
m,n . (9)

De plus, comme E",(3)
d ,1 = 0, nous exprimons E

"
d ,1 pour les modes TE :

E
",TE
d ,1 =

0
B@

E",(1)
d ,1

E",(2)
d ,1

E",(3)
d ,1

1
CA

TE

=
X
m,n

cTE
m,n

√
k

¬2
m,n

r?
T'm,n(x1, x2)

0

!
exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
. (10)

Regardons maintenant les modes TM, nous nous plaçons dans le cas H",(3)
d ,1 = 0. En utilisant l’équation de Maxwell

i kH
"
d ,1 =°rot E

"
d ,1, nous avons H",(3)

d ,1 =°@x1 E",(2)
d ,1+@x2 E",(1)

d ,1 = 0. En utilisant la formule de E",(i )
d ,1 précédente, nous

obtenons °Æmc(2)
m,n +Ønc(1)

m,n = 0. En notant

"
c(1)

m,n = cT
m,nÆm ,

c(2)
m,n = cT

m,nØn ;
, avec cT

m,n 2C ; (11)

Nous écrivons √
E",(1)

d ,1
E",(2)

d ,1

!
=

X
m,n

cT
m,nrT'm,n(x1, x2)exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
. (12)

Nous décrivons H",(1)
d ,1 et H",(2)

d ,1 à l’aide de la décomposition modale de E
"
d ,1 et des équations de Maxwell :

i kH",(1)
d ,1 =°

°
rot E

"
d ,1

¢(1) =°@x2 E",(3)
d ,1+@x3 E",(2)

d ,1 =
X
m,n

≥
° iØnc(3)

m,n ° i∞m,nc(2)
m,n

¥
exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
'm,n(x1, x2) ;

i kH",(2)
d ,1 =°

°
rot E

"
d ,1

¢(2) =°@x3 E",(1)
d ,1+@x1 E",(3)

d ;1 =
X
m,n

≥
i∞m,nc(1)

m,n + iÆmc(3)
m,n

¥
exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
'm,n(x1, x2) .

(13)
A l’aide de la définition de H",(1)

d ,1, H",(2)
d ,1, c(1)

m,n , c(2)
m,n et de la décomposition modale de E",(3)

d ,1, nous avons

i kE",(3)
d ,1 =

°
rot H

"
d ,1

¢(3) = @x1 H",(2)
d ,1°@x2 H",(1)

d ,1

=
X
m,n

h
° 1

i k
∞m,n¬

2
m,ncT

m,n ° 1
i k
¬2

m,nc3
m,n

i
exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
'm,n(x1, x2)

= i k
X
m,n

c(3)
m,n exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
'm,n(x1, x2) .
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Nous obtenons alors c(3)
m,n = ¬2

m,n
∞m,n

cT
m,n et nous posons pour la suite

cTM
m,n =

¬2
m,n

∞m,n
cT

m,n . (14)

Nous avons alors la décomposition de E
"
d ,1 pour les modes TM :

E
",TM
d ,1 =

0
B@

E",(1)
d ,1

E",(2)
d ,1

E",(3)
d ,1

1
CA

TM

=
X
m,n

cTM
m,n

√∞m,n

¬2
m,n

rT'm,n(x1, x2)

'm,n(x1, x2)

!
exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
. (15)

Exprimons maintenant H
"
d ,1 dans les modes TM. Nous avons

i kH",(2)
d ,1 = i k

X
m,n

d (2)
m,n exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
'm,n(x1, x2)

=
X
m,n

≥
i∞m,nc(1)

m,n + iÆmc(3)
m,n

¥
exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
'm,n(x1, x2) ;

en utilisant l’expression de c(1)
m,n et c(3)

m,n , nous obtenons

d (2)
m,n = Æm

k
∞m,n

cT
m,n . (16)

De la même façon, nous obtenons

d (1)
m,n =°Øn

k
∞m,n

cT
m,n . (17)

De plus, comme H",(3)
d ,1 = 0, nous exprimons H

"
d ,1 pour les modes TM :

H
",TM
d ,1 =

0
B@

H",(1)
d ,1

H",(2)
d ,1

H",(3)
d ,1

1
CA

TM

=
X
m,n

cTM
m,n

√
° k
¬2

m,n
r?

T'm,n(x1, x2)

0

!
exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
. (18)

Finalement, nous pouvons combiner les contributions des modes TE et des modes TM afin d’obtenir la forme
générale de E

"
d ,1 et de H

"
d ,1 :

E
"
d ,1 = E

",TE
d ,1+E

",TM
d ,1 =

X
m,n

cTE
m,n exp

°
°i∞m,n(x3°"L)

¢
√

k
¬2

m,n
r?

T'm,n(x1, x2)

0

!
+cTM

m,n exp
°
°i∞m,n(x3°"L)

¢
√∞m,n

¬2
m,n

rT'm,n(x1, x2)

'm,n(x1, x2)

!
;

(19)
et

H
"
d ,1 = H

",TE
d ,1+H

",TM
d ,1 =

X
m,n

cTE
m,n exp

°
°i∞m,n(x3°"L)

¢
√∞m,n

¬2
m,n

rT'm,n(x1, x2)

'm,n(x1, x2)

!
+cTM

m,n exp
°
°i∞m,n(x3°"L)

¢
√ °k
¬2

m,n
r?

T'm,n(x1, x2)

0

!
.

(20)
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Vérifions que la divergence est nulle.

div E
"
d ,1 =@x1 E",(1)

d ,1+@x2 E",(2)
d ,1+@x3 E",(3)

d ,1

=
X
m,n

iÆm

"
k

¬2
m,n

cTE
m,nØn +

∞m,n

¬2
m,n

cTM
m,nÆm

#
'm,n(x1, x2)exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢

+
X
m,n

iØn

"
° k

¬2
m,n

cTE
m,nÆm +

∞m,n

¬2
m,n

cTM
m,nØn

#
'm,n(x1, x2)exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢

°
X
m,n

i∞m,ncTM
m,n'm,n(x1, x2)exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢
= 0 , en utilisant que ¬2

m,n = Æ2
m +Ø2

n .

De même, nous avons

div H
"
d ,1 =@x1 H",(1)

d ,1+@x2 H",(2)
d ,1+@x3 H",(3)

d ,1

=
X
m,n

iÆm

"
∞m,n

¬2
m,n

cTE
m,nÆm ° k

¬2
m,n

cTM
m,nØn

#
'm,n(x1, x2)exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢

+
X
m,n

iØn

"
∞m,n

¬2
m,n

cTE
m,nØn + k

¬2
m,n

cTM
m,nÆm

#
'm,n(x1, x2)exp

°
° i∞m,n(x3 °"L)

¢

°
X
m,n

i∞m,ncTE
m,n'm,n(x1, x2)exp

°
° i∞m,n(x3 °L)

¢
= 0 , en utilisant que ¬2

m,n = Æ2
m +Ø2

n .

Pour m,n = 0 et en incidence normale (k1,k2 = 0) alors ¬0,0 = 0. Sachant que

E
"
ØØ
B"L

1
= E

"
d ,1+Ei nc =

°
E
",TE
d ,1 +E

",TM
d ,1

¢
+

°
E

TE
i nc +E

TM
i nc

¢

= cTE
0,0 e°i k3(x3°"L)

E
TE
0,0(x1, x2)+ cTM

0,0 e°i k3(x3°"L)
E

TM
0,0 (x1, x2)+ ei k3(x3°"L)

E
TE
0,0(x1, x2)+ ei k3(x3°"L)

E
TM
0,0 (x1, x2)

donc E
TE
0,0(x1, x2) = ei k1x1+i k2x2

0
@

sin'
°cos'

0

1
A et E

TM
0,0 (x1, x2) = ei k1x1+i k2x2

0
@

cosµsin'
cosµsin'
°sinµ

1
A. De même,

H
"
ØØ
B"L

1
= H

"
d ,1+Hi nc =

°
H
",TE
d ,1 +H

",TM
d ,1

¢
+

°
H

TE
i nc +H

TM
i nc

¢

= cTE
0,0 e°i k3(x3°"L)

H
TE
0,0(x1, x2)+ cTM

0,0 e°i k3(x3°"L)
H

TM
0,0 (x1, x2)+ ei k3(x3°"L)

H
TE
0,0(x1, x2)+ ei k3(x3°"L)

H
TM
0,0 (x1, x2)

donc H
TE
0,0(x1, x2) = ei k1x1+i k2x2

0
@
°cosµcos'
°cosµsin'

°sinµ

1
A et H

TM
0,0 (x1, x2) = ei k1x1+i k2x2

0
@

sin'
°cos'

0

1
A.
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8© 2 H°1/2°
div,ß"L

¢
, on appelle solution sortante dans H1

~k

°
rot;B"L

1
¢
\H1°

rot;B"L
1

¢
de

8
>><
>>:

rot rot E
"
d ,1 ° k2

E
"
d ,1 = 0 dans B"L

1 ,

div E
"
d ,1 = 0 dans B"L

1 ,

~e3 £E
"
d ,1 =¡ sur ß"L ;

(21)

où E
"
d ,1 correspond à la décomposition modale (1) où on a gardé seulement les modes propagatifs

”sortants”et les modes évanescents.

On dit donc qu’une onde est sortante si elle admet la décomposition modale (1).

Définition 129

Nous pouvons réinterpréter cette condition à l’aide d’une condition transparente basée sur un opérateur de
Dirichlet-to-Neumann(DtN).

L’opérateur §k1,k2 , dit de Dirichlet-to-Neumann, est défini par

§k1,k2 :

(
H°1/2

k1,k2

°
div,ß"L

¢
! H°1/2

k1,k2

°
rot,ß"L

¢

¡ 7!§k1,k2¡ := °~e3 £ rot E
"
d ,1

(22)

où E
"
d ,1 est la solution sortante de (21).

Définition 130

8E
"
d ,1

ØØØ
ß"L

2 H°1/2
k1,k2

°
div,ß"L

¢
, §k1,k2 E

"
d ,1

ØØØ
ß"L

= °
X

m,n2Z
i∞m,ncTE

m,n
°
E

TE
m,n

¢
T +

X

m,n2Z

k2

i∞m,n
cTM

m,n
°
E

TM
m,n

¢
T .

L’opérateur §k1,k2 est un opérateur linéaire continu de H°1/2
k1,k2

°
div,ß"L

¢
dans H°1/2

k1,k2

°
rot,ß"L

¢
et où h· , ·i

ß"L

désigne le crochet de dualité entre H°1/2°
rot;ß"L

¢
et H°1/2°

div;ß"L
¢
.

Proposition 131
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Conclusions et perspectives

Dans la première partie, après avoir proposé des modèles e↵ectifs à l’ordre 1 et 2 dans le cas de conditions de
Dirichlet sur les particules et dans le cas de conditions de Neumann pour une répartition périodique (chapitre 3),
nous avons dans le chapitre 4 calculé numériquement la solution de ces modèles e↵ectifs et modélisé une solution
dite de référence afin de faire des validations qualitatives et quantitatives de nos modèles. Nos modèles ont donc
été validés numériquement et sont cohérents avec la théorie. Nous avons aussi e↵ectué une étude sur l’évolution
du coe�cient de réflexion en fonction de di↵érents paramètres dans le cas d’une condition de Neumann sur les
particules afin de mettre en évidence le passage d’un coe�cient de réflexion de 0 à un coe�cient 1. Nous avons
notamment étudié numériquement l’influence de la distance entre les particules sur le coe�cient de réflexion. Il
serait intéressant de faire l’analyse asymptotique du coe�cient de réflexion par rapport à la distance.

Dans la deuxième partie de cette thèse, nous avons proposé des modèles e↵ectifs dans le cas de conditions de
Dirichlet et dans le cas de conditions de Neumann sur les particules pour une répartition aléatoire (chapitre 6).
Pour pouvoir déterminer le comportement à l’infini des champs proches dans le cas Dirichlet et Neumann et pour
pouvoir assurer la stationnarité des champs dans le cas Neumann, nous avons considéré les problèmes de champ
proche régularisés autour des particules. Une des questions que nous nous posons est : est-ce qu’il aurait été possible
de raisonner directement sur les problèmes non régularisés quitte à rajouter des hypothèses sur l’aléa. Nous avons
démontré que le développement asymptotique tronqué à l’ordre 2 est proche de la solution comme o(") alors que
dans le cas périodique il se comportait comme O("2). Pour préciser ces estimations et à l’instar de ce qui est fait dans
les travaux de Gérard-Varet [GVM10, DGV11, BGV08] ou de l’homogénéisation volumique [DG17, DG21a, DG21b],
il faudrait rajouter des hypothèses sur la loi de probabilité. Il serait peut être possible d’obtenir des estimations
en O("3/2) comme dans les travaux cités. Dans le chapitre 7, nous avons mis en place les étapes afin de calculer
numériquement les solutions des modèles e↵ectifs et une solution dite de référence. Nos modèles ont ensuite été
validés numériquement et les vitesses de convergences obtenues des modèles e↵ectifs sont bien meilleurs que ceux
donnés par la théorie. Comment l’expliquer ? Toutes les méthodes que nous avons essayé d’étendre afin d’accélérer
les calculs des constantes n’ont pas été concluantes. Il faudrait peut-être trouver des adaptations et tester d’autres
méthodes comme celle proposée dans [Cot13] dans le cadre de l’homogénéisation stochastique de volume. Pour
finir, comme dans la première partie, nous avons regardé l’évolution du coe�cient de réflexion dans le cas d’une
condition de Neumann sur les particules. Il s’avère que pour obtenir une transition entre une structure transparente et
conductrice, il faut considérer des grosses couches de particules, sauf à autoriser des amas. Est-il possible d’étendre
les résultats théoriques à la présence d’amas ?

Dans la troisième partie, où sont traitées les équations de Maxwell 3D, nous avons proposé un modèle e↵ectif
basé sur un développement asymptotique multi-échelle (chapitre 9). Il s’avère que l’étude dans ce cas est plus
délicate et les calculs sont plus techniques que le cas scalaire. Il faudrait compléter cette étude par des estimations
d’erreur. Dans le chapitre 10, nous avons présenté la méthode afin de calculer numériquement la solution du modèle
e↵ectif proposé mais il reste des bugs dans le code de calcul. Il faut donc débugger le code Maxwell afin d’avoir
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une validation numérique du modèle proposé. Une fois le code débuggé, nous pourrons appliquer le code numérique
Maxwell à une répartition aléatoire des particules. Justifier le développement asymptotique dans le cas des équations
de Maxwell pour le cas d’une répartition aléatoire est une question très intéressante et encore ouverte.

Évidemment la prise en compte de la géométrie de l’objet sans l’approximation du plan tangent fait aussi partie
de la perspective de ce travail.
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Rendus Mathematique, 341(2) :89–92, 2005.

[BDVV08] Delphine Brancherie, Marc Dambrine, Grégory Vial, and Pierre Villon. E↵ect of surface defects on
structure failure : a two-scale approach. European Journal of Computational Mechanics/Revue Euro-
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tisme. PhD thesis, Université Pierre et Marie Curie, 2010.
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across thin periodic interfaces. Journal de mathématiques pures et appliquées, 98(1) :28–71, 2012.

[DHJ13] Bérangère Delourme, Houssem Haddar, and Patrick Joly. On the well-posedness, stability and ac-
curacy of an asymptotic model for thin periodic interfaces in electromagnetic scattering problems.
Mathematical Models and Methods in Applied Sciences, 23(13) :2433–2464, 2013.

291



BIBLIOGRAPHIE

[Dob94] DC Dobson. A variational method for electromagnetic di↵raction in biperiodic structures. ESAIM :
Mathematical Modelling and Numerical Analysis, 28(4) :419–439, 1994.
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Titre : Diffraction électromagnétique par une couche mince de nanoparticules réparties aléatoirement :

développement asymptotique, conditions effectives et simulations.

Mots clés : Équation de Maxwell, Développement asymptotique, Homogénéisation stochastique, Conditions

aux limites

Résumé :
Nous considérons le problème de diffraction d’une

onde plane harmonique électromagnétique par un

objet inhomogène recouvert d’une couche très fine

de particules parfaitement conductrices distribuées

aléatoirement. Nous cherchons à quantifier l’effet de

cette couche sur le coefficient de réflexion. La taille

des particules, leur espacement et l’épaisseur de la

couche sont du même ordre mais petites par rapport

à la longueur d’onde incidente et les dimensions de

l’objet. Deux difficultés apparaissent : (1) résoudre

numériquement les équations de Maxwell dans ce

contexte est extrêmement coûteux en terme de taille

mémoire et de temps calcul; (2) la répartition des

particules n’est pas connue pour un objet donné.

Nous allons supposer que c’est une réalisation d’une

répartition supposée aléatoire.

Pour contourner ces difficultés, nous proposons

un modèle effectif déterministe, à l’aide d’un

développement asymptotique multi-échelle de la so-

lution, où la couche de particules est remplacée par

une condition aux bords effective, prescrite sur une

surface située au-dessus des particules. Les coeffi-

cients qui interviennent dans la condition nécessite la

résolution de problèmes dits de cellule posés dans un

demi-espace recouvert d’une couche de particules,

de taille unitaire, réparties aléatoirement.

Title : Scattering from a thin layer of randomly distributed nanoparticles: asymptotic expansion, effective boun-

dary conditions and simulations.

Keywords : Maxwell’s equation, asymptotic expansion, stochastic homogenization, boundary conditions

Abstract :
We consider the scattering problem of an electroma-

gnetic harmonic plane wave by an inhomogeneous

object covered with a very thin layer of perfectly

conductive particles distributed randomly. We want

to quantify the effect of this layer on the reflection co-

efficient. The size of the particles, their spacing and

the layer thickness are of the same order but small

compared to the incident wavelength and the object

dimensions. Two difficulties appear: (1) solving nume-

rically Maxwell’s equations in this context is extremely

expensive in terms of memory size and computation

time; (2) the particle distribution is not known for a

given object. We will assume that it is a realization of

a supposedly random distribution.

To overcome these difficulties, we propose a determi-

nistic effective model, using a multiscale asymptotic

expansion of the solution, where the particle layer is

replaced by an effective boundary condition, prescri-

bed on a surface above the particles. The coefficients

involved in the condition require the solution of cell

problems posed in a half-space covered by a layer of

randomly distributed unit-sized particles.
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