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Introduction générale de la thèse

Ce manuscrit résulte des travaux e�ectués dans le cadre d’une thèse CIFRE issue de la
collaboration entre l’unité de recherche « Propagation des Ondes : Étude Mathématique et
Simulation » (POEMS) de l’« Unité de Mathématiques Appliquées » (UMA) de l’ENSTA Pa-
risTech et le service « Virtual Product Engineering » de l’industriel Airbus Group.

La problématique du bruit fait par les avions est un des enjeux majeurs de l’industrie
aéronautique, aujourd’hui ainsi que pour les années à venir. L’augmentation du tra�c aérien
et l’urbanisation croissante des pays poussent les compagnies aériennes et les législateurs à
être de plus en plus exigeants à propos de la pollution sonore. C’est dans ce contexte que le
département « Virtual Product Engineering » d’Airbus travaille au développement d’outils
permettant le calcul du rayonnement acoustique émis par les réacteurs ou diverses sources
de nuisances sonores.

Notre travail porte sur l’analyse mathématique et numérique de la résolution du pro-
blème de rayonnement acoustique dans un �uide en écoulement. Le but est le calcul e�cace
et précis du bruit rayonné par un turbo-réacteur en marche alors que l’avion est en phase
de vol ou de décollage. Airbus produit déjà un logiciel, Aseris, permettant d’e�ectuer ces
calculs dans un cas simpli�é d’écoulement. Nous cherchons à étendre ce code de calculs
pour prendre en compte une plus grande catégorie d’écoulements, plus réalistes. Dans Ase-
ris, l’écoulement porteur dans lequel se déplacent les ondes acoustiques est modélisé par un
écoulement irrotationnel. Cette modélisation aboutit à résoudre des équations de type Helm-
holtz convectée portant sur une inconnue scalaire appelée potentiel acoustique. Nous nous
intéressons dans cette thèse à la formulation de Goldstein des équations de l’aéroacoustique,
qui traite du cas plus général de la propagation en écoulement rotationnel.

Bien qu’équivalente aux équations d’Euler linéarisées, souvent utilisées dans le domaine
temporel notamment, cette formulation a l’avantage de pouvoir être plus naturellement
considérée comme une perturbation du modèle potentiel, c’est-à-dire de l’équation d’Helm-
holtz convectée, bien connue d’un point de vue théorique et numérique, à laquelle elle se
ramène lorsque l’écoulement porteur est potentiel. Cette perturbation est caractérisée par
l’ajout d’une inconnue supplémentaire, dite hydrodynamique, véri�ant une équation de type
transport harmonique. Cette inconnue permet de prendre en compte les e�ets linéaires du
couplage entre l’acoustique et les e�ets hydrodynamiques, présents dès que l’écoulement
porteur est rotationnel. Cette inconnue hydrodynamique n’est présente que dans les zones
rotationnelles de l’écoulement. Ces zones sont en général restreintes, limitées autour du ré-
acteur de l’avion et dans le jet que provoque ce dernier. C’est pourquoi le modèle potentiel est
souvent utilisé, en supposant que l’erreur commise est faible. En particulier, Airbus possède
déjà des moyens de calcul pour la résolution de l’équation d’Helmholtz convectée.

Le but de cette thèse est donc l’analyse et la résolution numérique de la formulation de
Goldstein en régime harmonique, intégrée dans le code Actipole (Aseris) d’Airbus Group,
a�n de prendre en compte la partie rotationnelle de l’écoulement jusque là négligée.
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Ce travail s’inscrit naturellement dans une activité de recherche autour de l’aéroacous-
tique. Chez Airbus par exemple, elle fait suite à la thèse de F. Casenave [1] qui étudie en
particulier le couplage entre les équations intégrales utilisées pour la propagation acous-
tique en écoulement uniforme lorsque l’on est su�samment loin de l’avion avec l’équation
d’Helmholtz convectée dans la zone plus proche où l’écoulement est supposé être potentiel.
Du côté du laboratoire POEMS, l’étude du modèle de Goldstein s’inscrit dans l’étude de for-
mulations alternatives aux classiques équations d’Euler linéarisées, comme la formulation
de Galbrun qui a fait l’objet des thèses de G. Legendre [2] et d’É. Peynaud notamment [3]
par exemple.

Ce manuscrit est composé de quatre parties que nous décrivons brièvement.

Introduction à l’aéroacoustique en aéronautique et présentation des équations de
Goldstein. Dans cette première partie nous exposerons le contexte et la problématique
industriels. Puis, nous nous attacherons à décrire les choix de modélisation physique de
l’écoulement autour de l’avion ainsi que le cadre de la propagation acoustique que nous
étudions. Nous aboutissons alors aux équations d’Euler linéarisées (LEE), régissant l’évolu-
tion des perturbations acoustiques d’un écoulement porteur satisfaisant les équations d’Euler
stationnaires.

Nous décrivons ensuite l’approche de modélisation adoptée chez Airbus, qui consiste en
un couplage entre zones de di�érentes complexités de l’écoulement porteur : écoulement
uniforme, potentiel, rotationnel, turbulent etc. Cette thèse se focalise sur la modélisation
d’une de ces zones, où l’écoulement porteur ne peut pas être supposé irrotationnel. Nous
présenterons alors comment aboutir à une formulation équivalente aux équations d’Euler
linéarisées, la formulation de Goldstein, dont nous discuterons quelques propriétés qui la
rendent attractive dans le cadre industriel décrit ci-avant.

Analyse d’une équation de transport en régime harmonique. Les équations de Gold-
stein consistent en un couplage entre l’équation d’Helmholtz convectée du modèle potentiel
et une équation de transport vectorielle harmonique. Dans cette deuxième partie, nous ana-
lysons cette équation de transport vectorielle harmonique. Nous proposons dans un premier
temps de nous placer dans le cadre de l’étude d’un écoulement « domaine-remplissant » per-
mettant de garantir le caractère bien posé de cette équation. Nous verrons qu’en e�et, pour
certaines géométries d’écoulements, l’équation de transport est mal posée.

Étude des équations de Goldstein en écoulement domaine-remplissant. La troi-
sième partie est dédiée à l’étude des équations de Goldstein. Nous appliquerons les résul-
tats obtenus à la partie précédente sur l’équation de transport harmonique au couplage
de Goldstein. Notre approche est perturbative : il s’agit de voir les équations de Goldstein
comme celle du modèle potentiel perturbée par l’équation de transport harmonique étudiée
dans la partie précédente. Nous nous plaçons donc dans le cadre d’un écoulement domaine-
remplissant a�n de pouvoir résoudre l’équation de transport et d’exprimer l’inconnue hydro-
dynamique en fonction du potentiel acoustique. Nous verrons alors qu’à faible rotationnel et
munies de conditions aux limites absorbantes approchées que nous présenterons, les équa-
tions de Goldstein héritent d’une partie des propriétés de l’équation d’Helmholtz convectée,
en particulier son caractère Fredholm.
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Étude des équations de Goldstein en écoulement circulaire. Pour terminer et pousser
plus loin notre étude, nous souhaitons sortir du cadre des écoulements domaine-remplissant
présentés à la partie précédente. L’étude de l’équation de transport harmonique ou des équa-
tions de Goldstein dans cadre général apparaissant trop di�cile, nous nous concentrons sur
l’analyse du cas d’une famille d’écoulements particuliers, recirculant dans une couronne,
représentant un cas typique où l’hypothèse de l’écoulement domaine-remplissant échoue.
Bien que cette géométrie modèle ne soit pas réaliste d’un point de vue industriel, elle nous
permet d’investiguer les propriétés de résonances des équations de Goldstein en présence de
recirculations. Nous analyserons l’équation de transport harmonique ainsi que le couplage
de Goldstein hors résonance dans un premier temps puis nous proposerons une approche
par absorption limite dans les cas résonants.
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1.1 La problématique industrielle
Commençons par décrire le contexte de la modélisation aéroacoustique dans l’industrie

aéronautique.

1.1.1 Un problème d’ingénierie en milieu industriel : « le bruit d’un
aéronef »

Au tournant des années 2000, l’aéronautique civile s’est vu �xer des objectifs concernant
son impact environnemental, lesquels se déclinent en une série de dé�s technologiques dif-
�ciles à relever. En particulier, celui concernant la contrainte sonore consiste à diminuer de
façon très signi�cative le bruit autour des aéroports et, de manière générale, au-dessus des
zones habitées.
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Du point de vue des ingénieurs, cette contrainte doit être traduite en terme de puissance
acoustique reçue par l’oreille humaine et peut rendre imparfaitement compte de la notion
réelle de nuisance, qui relève d’un aspect psycho-acoustique, l’oreille ayant un comporte-
ment complexe vis-à-vis des fréquences. En e�et, la notion de gêne dépend des individus et
des fréquences perçues. Cependant, c’est sur des quantités relatives au « niveau moyen » sur
une bande de fréquences, mesurées ou calculées à une distance donnée des zones aéropor-
tuaires, que doivent être traduits les concepts de réduction de bruit.

La perception « grand public » du bruit est souvent synthétisée par le graphe de la �gure
1.1. En réalité, le niveau de bruit très proche des sources moteur avoisine les 180 dB (A).
Fort heureusement, la pression acoustique décroît en fonction de la distance. Malgré cela,
cette illustration, qui ne précise ni la distance à l’avion, ni la bande de fréquences utilisée,
montre néanmoins que l’aéronef au décollage est un des exemples les plus « bruyants » dans
les nomenclatures de seuils de pénibilité au bruit.

Figure 1.1 – Échelle des bruits exprimés en décibels. Les exemples et les perceptions sont
donnés à titre indicatif.

L’industrie aéronautique a décomposé cette problématique en trois parties, chacune cor-
respondant de facto à un acteur du monde aéronautique :

1. À la charge des fabriquant de moteurs. Les moteurs sont les sources de bruit a priori
les plus importantes, au moins dans les phases de décollage lorsqu’ils fonctionnent à
plein puissance.

2. À la charge du fabriquant de l’aéronef. Les formes géométriques de l’aéronef sont éga-
lement créatrices de sources de bruit, l’optimisation du design est de la responsabilité
du fabricant de l’aéronef.

3. À la charge de l’Aviation Civile. Le temps de survol des zones habitées à basse altitude
dépend des trajectoires suivies par l’aéronef, tant au décollage qu’à l’atterrissage ainsi
que de leur cadence. Ces aspects sont du ressort du domaine du « Air Tra�c Manag-
ment ».
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Le travail exposé dans ce document se situe au niveau des besoins en optimisation du
design de l’aéronef. Deux solutions principale se présentent à l’ingénieur :

1. Atténuer les ondes produites par les sources de bruits au cours de la propagation. Par
exemple, en utilisant des matériaux absorbants et optimiser leur positionnement.

2. Dévier les ondes dans des directions où ne se trouvent pas les riverains. Les possibilités
sont par contre très limitées dans ce cas car les seuls « masquages naturels » sont ceux
liés à la structure de l’aéronef.

Ces optimisations de design doivent de plus prendre en compte qu’il existe d’autres contraintes
d’optimisation. En particulier, les formes géométriques de l’avion sont d’abord optimisée
pour les performances aérodynamiques.

En conséquence, Airbus se retrouve confronté au problème pratique suivant : « étant
donné un ensemble de sources acoustiques localisées sur et au voisinage de la structure de
l’aéronef, existe-t-il un design plus favorable que les autres pour atténuer et dévier les ondes
acoustiques? ». Ce travail présente une approche numérique ayant pour but, une fois mise
en application, non de calculer le niveau de bruit absolu créé par un avion, mais de calculer
celui de la di�érence relative entre deux designs – et ensemble d’hypothèses associées.

Pourquoi est-il di�cile – voire illusoire– de chercher à calculer la valeur absolue du ni-
veau sonore produit par un aéronef ? Pour donner des éléments de réponse, tentons de faire
la liste des « méconnaissances » que les ingénieurs recensent habituellement :

– la principale quantité présentant des incertitudes importantes est la source du bruit : le
bruit de combustion est un challenge scienti�que qui occupe des équipes de recherche
depuis des dizaines d’années ; la prédiction des sources de bruit aérodynamiques est
également un challenge non résolu actuellement et que l’on ne pourra certainement
pas relever dans les années qui viennent ; on devra donc faire des hypothèses à partir
des expériences et calculs disponibles ;

– l’écoulement �uide autour de la structure est également une donnée très di�cile à
obtenir avec une précision importante ; les détails sur l’avion créent des phénomènes
locaux très di�ciles à capter ; quant aux con�gurations de type trains d’atterrissage
sortis et volets sustentateurs déployés, des hypothèses simpli�catrices sont systéma-
tiquement utilisées pour pouvoir faire des prédictions ;

– les géométries sont elles-mêmes connues avec une certaine précision (elles se dé-
forment signi�cativement en fonction des charges aérodynamiques) ;

– les régimes des moteurs (qui génèrent les sources de bruit de combustion et celles des
parties tournantes) varient en fonction des procédures de l’exploitation, de l’usure du
moteur, etc ;

– la propagation du bruit dépend des conditions atmosphériques ;
– l’atténuation potentielle du bruit dépend de la qualité des matériaux mis sur l’avion

analysé, des réparations subies ;
–

Pourtant, l’expérience intuitive que l’on peut faire au voisinage de chaque aéroport est
qu’une certaine « ressemblance » sonore existe entre les avions d’une même famille et, un
amateur d’aviation fera une corrélation facile entre le niveau de bruit qu’il perçoit et la date
de conception de l’aéronef (les avions d’avant les années 80, ceux d’entre les années 80 et
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2000, et les avions récents ayant des moteurs « à grand taux de dilution », c’est-à-dire de
grand diamètre). En revanche, il est impossible de reconnaître un A320 d’Air France ou un
A320 d’Easy Jet, s’ils sont de même conception et il faudra être un expert de GE ou de Rolls
Royce pour percevoir le type de moteur monté sur l’avion en question.

L’explication est assez simple : un observateur est toujours placé à plusieurs centaines
de mètres, voire à des kilomètres de l’avion, et le phénomène de propagation « lisse » les
petites di�érences qui sont produites au niveau du moteur et par des détails de l’aéronef, au
fur et à mesure que l’onde se propage. Le besoin industriel normatif est relatif au bruit « en
champ lointain » créé par l’avion. Cependant, pour bien comprendre et tirer parti du design
de l’avion, il pourra être intéressant de calculer dans une zone proche de celui-ci , dans un
endroit où il est très di�cile de placer des capteurs pour un essai réel.

En reprenant les sources des principales incertitudes, la méthodologie suivie par les in-
génieurs conduit à remarquer :

– Le problème de propagation des sources, mêmes mal connues, reste linéaire par rapport
à celles-ci. Pour comparer deux con�gurations, on pourra donc faire des hypothèses
simpli�catrices sur ces sources de bruits (position, spectre, intensité, corrélation, etc)
à condition de poser exactement les mêmes sur les con�gurations à analyser.

– La méconnaissance relative à la prise en compte de l’écoulement est bien plus di�cile
à gérer industriellement et l’essentiel de ce travail de recherche est consacré à proposer
une méthodologie (avec le logiciel correspondant) ;

– Les autres sources de méconnaissance ne sont pas réductibles (il faut ajouter des don-
nées statistiques si on veut a�ner le résultat), et on fera des simulation sur une con�-
guration donnée (géométrie, matériaux, con�gurations environnementales).

En résumé, c’est le besoin d’optimiser des con�gurations d’avion, dans le but de sélection-
ner les designs d’intégration des parties génératrices de bruit (moteurs, carénage de trains
d’atterrissage, etc) qui est à l’origine de ce travail de recherche. Or ces con�gurations sont
di�érenciées par le niveau de pression acoustique rayonnée en champ lointain (plusieurs
centaines de mètres). En pratique, on cherche à distinguer de manière « �able » deux con�-
gurations dont le niveau sonore di�ère de 1 à 2 dB. On verra que cet objectif est un challenge
scienti�que et numérique très di�cile à relever, au vu de la complexité de la physique et des
connaissances approchées dont nous disposons sur plusieurs paramètres.

1.1.2 Connaissance a priori des sources de bruit et d’écoulement
Du point de vue acoustique, on peut considérer que le problème se pose de la manière

suivante. Des sources acoustiques sont créées, puis se propagent et interagissent avec le
voisinage (milieu ambiant, structure de l’aéronef) et en�n, au loin, se reforment en ondes
localement planes qui sont perçues par l’oreille ou le capteur de mesure. En réalité, il est
nécessaire de regarder plus en détail l’interaction des ondes et du �uide dans lequel elles se
propagent. En e�et, le �uide est localement en déplacement, ainsi que les sources de bruit et
que ce déplacement est susceptible de créer des sources de bruit. La connaissance a priori des
ingénieurs conduit à proposer un découpage de l’espace autour de l’aéronef en cinq zones
traduisant des complexités di�érentes du comportement du �uide (et des sources qui peuvent
y exister).

Sur le schéma de la �gure 1.2, on illustre cette décomposition qui re�ète que la complexité
de l’écoulement varie très fortement selon que l’on soit proche ou pas de l’avion.
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Figure 1.2 – Schéma représentant le découpage en zones de di�érentes complexités phy-
siques de l’écoulement d’air ; 0 : e�ets thermiques et mécaniques ; 1 : e�ets mécaniques non
linéaires ; 2 : e�ets acoustiques linéaires mais en interaction avec la vorticité ; 3 : acoustique
linéaire en écoulement potentiel ; 4 : simple convection des ondes acoustiques, e�et Doppler
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Zone 0 : création de sources mécaniques et de sources de combustion. Cette situa-
tion se retrouve typiquement dans la zone interne des moteurs (moteurs principaux, APU,
conditionnement d’air, etc). Dans ces zones très localisées, les pales génèrent un bruit méca-
nique dans des conditions thermiques qui peuvent être élevées et qui interagissent avec un
�uide très inhomogène. La périodicité géométrique des pales et leur rotation vont conduire
à observer un bruit de type « modal » et des raies spectrales dont l’étalement dépend d’un
grand nombre de paramètres technologiques. À une échelle plus petite encore, dans les
chambres de combustion elles-mêmes, le phénomène physico-chimique dégage chaleur et
bruit, ce bruit étant de type large bande au sens acoustique. Du point de vue purement acous-
tique, on peut remplacer ce qui se passe dans cette zone 0 par un ensemble de sources équi-
valentes – en ne regardant pas l’aspect propagatif séparément et en « homogénéisant » le
phénomène de création et d’interaction avec le �uide dans cette zone ; c’est donc un principe
d’équivalence si l’on choisit des sources disposées sur la surface du volume englobant cette
zone, par exemple.

Zone 1 : création de sources aérodynamiques. Les sources aérodynamiques peuvent
être multiples sur l’avion : autour des trains d’atterrissage, en bout d’aile, dans les zones
de sustentateur, autour des détails géométriques comme les antennes ... Dans ces zones, le
�uide est agité et son comportement est complexe, fortement instationnaire et avec une com-
posante aléatoire probablement importante – il faut penser à ce qui se produit autour d’un
train d’atterrissage. Des oscillations locales de la pression se forment, créant ainsi des sources
acoustiques a priori large bande du point de vue du contenu spectral. Celles-ci sont, assez
di�ciles à caractériser, mais très importantes pour prédire le bruit à l’intérieur de la cabine.
Néanmoins, elles jouent un rôle non-négligeable en champ lointain et sont même les prin-
cipales sources de nuisance sonore perçue à l’atterrissage, quand le moteur est à très faible
régime. Comme précédemment, on peut réduire cette zone en ne considérant que des sources
équivalentes sur son pourtour ou en volume (voir l’approche pionnière de Lighthill décrite
pour introduire à l’aéroacoustique au paragraphe 1.3.1)

Dans ce travail, nous ne nous intéressons pas à la caractérisation de ces sources acous-
tiques : elles sont vues comme des données du problème.

Zone 2 : propagation dans un�uide rotationnel. Regardons, par exemple, la zone avale
au moteur, là où l’air compressé et contenant le résidu de la combustion est expulsé. Le �uide
est grossièrement composé de deux jets quasi circulaires avec des températures extrêmement
di�érentes (très chaud pour les gaz issus de la chambre de combustion, plus froid pour le jet
entourant le premier, issu uniquement de la partie « dilution ». À la frontière de ces deux
jets, une zone de mélange se crée, produisant localement des parties de �uide rotationnelles.
Si des sources de bruit étaient également créées, on les ramènerait dans la zone thématique
1. On ne s’intéresse plus ici qu’à la propagation. En traversant ces zones rotationnelles, une
onde se propageant est probablement fortement déformée (les gradients de température et
de vitesse sont susceptibles de faire de grandes variations de densité et donc de « vitesse du
son ») ; cette déformation très locale a un e�et sur le rayonnement acoustique que l’on va
chercher à évaluer. Le travail contenu dans ce document traite spéci�quement de ce modèle.

Zone 3 : propagation dans un �uide potentiel. Un peu plus loin des moteurs, le �uide
peut probablement être considéré comme proche d’un écoulement potentiel. L’onde acous-
tique « voit » que le �uide n’est pas homogène et les fronts d’onde se déforment (la dé-
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formation n’est pas localisée, elle se propage). Un tel modèle a été largement traité dans la
littérature ; il sert de base aux développements et aux points de comparaison du travail réalisé
dans ce document.

Zone 4 : propagation dans un �uide uniforme. Encore plus loin de tout obstacle, le
�uide présente un comportement probablement très voisin de celui d’un �uide homogène ; la
propagation de l’onde est rectiligne dans le cadre « �uide au repos. » Elle reste rectiligne dans
le cadre �uide homogène en mouvement rectiligne uniforme moyennant une transformation
de Lorentz en espace, qui permet de retrouver le phénomène « Doppler », bien connu d’un
observateur au sol écoutant passer un avion en mouvement.

Remarque 1.1.1. Actuellement, chez Airbus, la modélisation de la zone 3 et 4 est maîtrisée via
l’implémentation dans le code de calcul Aseris

– d’une formulation intégrale dans la zone 4 ;

– et d’une formulation volumique potentielle couplée à la formulation intégrale pour la zone
3 par l’interface entre ces zones.

En réalité et opérationnellement, si les ingénieurs ont un a priori pour classer les phéno-
mènes en plusieurs zones, comme cela vient d’être décrit, leur connaissance pratique, per-
mettant de dé�nir la taille de chacune de ces zones, est en revanche bien plus faible et les
« heuristiques » rencontrées sont bien souvent le résultat des contraintes de puissance de
calcul disponibles plutôt que des connaissances établies.

En résumé, les contraintes industrielles imposées à notre travail de recherche vont nous
pousser à développer une méthodologie et un logiciel capable de simuler la propagation
dans les zones 2, 3 et 4 avec un temps de restitution « raisonnable ». Pour cela, on regardera
à quelles conditions on peut considérer la zone 2 soit comme étant petite, soit comme étant
une perturbation locale d’une méthode potentielle, comme en zone 3, soit les deux.

1.1.3 Quantités d’intérêt et conséquences sur le choix de modèles
Comme nous l’avons décrit précédemment, le challenge scienti�que semble di�cile à

relever : beaucoup de paramètres sont mal connus et un objectif de précision exigeant est
nécessaire a�n d’établir une distinction entre des solutions technologiques, quant à leur per-
formance acoustique.

Néanmoins, tous les experts insistent sur le fait que les observables à calculer sont en
général des post-traitements de la pression acoustique à évaluer « loin des sources et de
l’avion ». Par exemple lorsque l’on considère un diagramme de rayonnement « à l’in�ni » en
fonction de l’angle d’observation, ou la valeur du champs de pression acoustique, en dB, à
des points de certi�cations situés dans une zone où en pratique les ondes peuvent être déjà
considérées comme sphériques. Ce constat ouvre la voie à une méthodologie dans laquelle
on exploite les faits suivants.

– La principale source de méconnaissance et de di�culté pratique réside dans le « �uide ».
– L’observable étant en champ lointain, on sait qu’une approximation locale sur le �uide,

qui conduirait à une petite erreur sur la valeur locale de la pression, aura un impact
faible sur la valeur du champ lointain, parce que le passage de champs proches à
champs lointains « régularise » la pression acoustique que l’on cherche à calculer ;



28 Chapitre 1. Modélisation de l’aéroacoustique et contexte industriel

– la nature du post-traitement (utilisation d’une échelle logarithmique et moyenne sur
des bandes de fréquence) « régularise » la quantité d’intérêt, en gommant les e�ets
locaux en espace en fréquence.

Néanmoins, on sait que négliger le mouvement du �uide conduit à supprimer l’e�et Dop-
pler : ce n’est pas une approximation acceptable. On a pu constater également que, sur le
rayonnement acoustique de certaines con�gurations, on est capable de mettre en évidence
une di�érence de quelques dB (environ 2 dB), entre une modélisation du �uide par écou-
lement moyen, considéré homogène (zone 4 uniquement), et une approximation locale du
�uide par écoulement potentiel (zone 3 entourée par une zone 4). Il s’agit d’une di�érence
su�samment grande (au regard des méconnaissances) pour impacter des décisions de desi-
gns, pour qu’on en tienne compte.

En résumé, le choix des observables (lointains, moyennés et logarithmiques), les mécon-
naissances du problème (sources et �uide), le souhait de faire une modélisation, incluant
les trois zones, justi�ent l’approche de prise en compte d’un écoulement rotationnel par
une méthode de perturbation. Elle permettra d’apprécier le niveau de contribution du à ces
perturbations et, à terme, permettra de dé�nir la modélisation optimale pour ce type de pro-
blème.

1.1.4 Modèles de �uides porteurs et critères de sélection
Lorsque l’on s’intéresse à la propagation de sources acoustiques données, les choix de

simpli�cations possibles dans la modélisation de l’écoulement porteur sont contraints par la
puissance de calcul disponible.

Pour comprendre ces di�cultés numériques, illustrons les grandeurs acoustiques ty-
piques du problème. La taille des domaines considérés, comprenant l’avion, de quelque di-
zaines de mètres, ou les moteurs, dont certains détails géométriques sont de l’ordre de la
dizaine de centimètres, sont à analyser en fonction des longueurs d’onde acoustiques. Par
exemple, autour de 5kHz, la longueur d’onde est décimétrique, impliquant que l’entrée d’air
d’un moteur fait déjà plusieurs dizaines de longueurs d’onde. Les jets derrière les moteurs
ont également des tailles qui se mesurent en mètres.

Les ordres de grandeurs des �uctuations de vitesse du �uide sont bien plus di�ciles à
caractériser, mais elles vont de quelques dixièmes de longueur d’onde (imaginons les tour-
billons créés derrière un obstacle) à plusieurs longueurs d’onde (imaginons cette fois les vo-
lutes loin derrière l’avion). Toutes n’ont pas le même impact sur la propagation acoustique
et il convient de faire des approximations sous la contrainte de nos moyen de calcul pour
investiguer leur contribution.

Par exemple, si l’on approxime l’écoulement autour de l’avion par un écoulement moyen
uniforme (Mach constant correspondant à la vitesse de déplacement de l’avion), on dispose
de méthodes numériques e�caces qui prennent en compte l’ensemble des phénomènes de
ré�exions, di�ractions, ondes de surface, ondes guidées et interactions entre ces phénomènes
sur de grandes distances au loin de l’avion. Il s’agit par exemple de représentations par
équations intégrales, dont la résolution numérique peut être accélérée par des algorithmes
rapides, tels que la FMM, voir par exemple [4], ou l’utilisation de H-matrices, voir [5]. Le
calcul de con�gurations réalistes conduit assez rapidement à des problèmes dont la taille
est de plusieurs dizaines de millions (matrices complexes, symétriques mais pleines) : ce qui
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constitue déjà un dé� de calcul haute performance. Cependant, les coûts de calcul sont com-
patibles avec les moyens de l’ingénierie d’Airbus et les connaissances produites valent l’in-
vestissement fait puisque un calcul prend quelques heures sur quelques dizaines de noeuds
de calculateur, moins d’une nuit en tout cas, ce qui est le rythme de restitution acceptable au
bureau d’étude).

Pour étudier l’in�uence de la prise en compte du caractère non uniforme de l’écoulement,
par exemple en utilisant une modélisation potentiel de celui-ci, une méthode de couplage
peut être mise en oeuvre entre la zone où l’on introduit cette modélisation et la zone où l’on
reste avec la modélisation par un écoulement uniforme. Les formulations intégrales ne sont
alors plus valables dans la zone d’écoulement potentiel, elle est donc traitée par des méthodes
d’éléments �nis classiques. Hors de cette zone, l’écoulement redevenant uniforme, les équa-
tions intégrales peuvent néanmoins utilisées pour borner le domaine de calcul et continuer
à permettre des calculs de rayonnement en champs lointain. Le système matriciel obtenu est
celui d’un couplage FEM/BEM (Finite Elements Method / Boundary Elements Method). Il est
creux pour la partie volumique et plein pour la partie surfacique. La performance algorith-
miques est alors signi�cativement dégradée par rapport à une modélisation en écoulement
uniforme et le coût de calcul est très rapidement multiplié par 10, voire 100, sans compter
les problèmes de volume mémoire utilisés. En conséquence, ce type de couplage nous est
accessible :

– soit quand la fréquence est toute petite (intérêt industriel quasi nul) ;
– soit quand le volume de la partie volumique est petit, ce qui demande de faire une étude

paramétrique, car il est assez di�cile d’a�rmer a priori que l’approximation locale sur
l’écoulement porteur est cohérente avec l’observable à calculer et avec les approxima-
tions sur les sources, la géométrie, les matériaux, sans oublier l’environnement.

En pratique, on constate qu’on utilise ces approches uniquement avec une analyse a priori,
pour évaluer si le surcoût de temps de calcul est compensé par la qualité critique, que l’on
peut attendre du résultat. Par exemple : l’intervalle de con�ance que ce calcul supplémentaire
apportera aux experts permet-il ou non de diminuer le risque sur la décision prise?

Vu le coût de ces méthodes et la taille « acoustique » des problèmes, il est absolument
rédhibitoire de vouloir utiliser à une échelle complète – même d’un composant comme le mo-
teur – des modélisations de �uides allant au delà du modèle potentiel. Mais si l’on poursuit
la recherche avec le but de prendre en considération des perturbations locales, il faut alors
la diriger vers une famille de modèles qui permette de se coupler « facilement » aux zones 3
puis 4, telles que dé�nies précédemment. Les schémas classiques, permettant de calculer une
solution �uide, portent sur des quantités di�érentes des formulations d’acoustique en pro-
pagation. On sélectionnera donc les approches ayant pour caractéristique de permettre un
couplage « naturel »– seule possibilité pour construire un code de calcul ayant une perfor-
mance exploitable, même partiellement. En e�et, un changement de méthode numérique ne
nous permettra plus de considérer que les autres paramètres sont �gés, et le « delta » relatif
entre les deux calculs sera considéré comme peu exploitable, puisqu’on ne sait absolument
pas quelle est la solution de référence ; on ne peut donc pas dire si l’on s’en approche ou s’en
éloigne.

En pratique, les sources ainsi que l’écoulement sont des données calculées. L’écoulement
se présente sous la forme d’un champ de vecteur vitesse et un champ de scalaire de tempé-
rature. L’ingénieur d’étude a donc un acte de modélisation à produire qui va lui permettre
de �xer :
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– un seuil en dessous duquel la zone sera a�ectée à une modélisation de �uide porteur
moyen homogène (zone 4 dans notre nomenclature) ;

– une échelle qui permettra d’a�ecter des valeurs constantes par morceaux à une parti-
tion de la zone 3 de notre nomenclature ;

– un seuil qui permettra de séparer la zone pour laquelle le rotationnel de l’écoulement
porteur n’est plus « négligé » (zone 2 dans notre nomenclature).

En résumé, les contraintes de performance de calcul complètent la justi�cation d’une
approche par perturbation locale, dans laquelle on va considérer que l’écoulement est une
donnée – mal connue – du problème, et l’on procédera à la recherche d’un modèle �uide
porteur pour proposer un ansatz. Le travail de recherche consiste alors à montrer à quelles
conditions ce choix conduit à un problème bien posé et dont le schéma numérique converge.
De plus, l’analyse du couplage avec la zone approchée par un écoulement rotationnel devra
permettre de construire une méthode numérique stable et convergente.

Remarque 1.1.2. On sait d’ores et déjà qu’un telle partition ne véri�e pas les conditions de
continuité et conservation d’un �uide.

Ceci ne nous parait pas incohérent avec les con�gurations que nous avons décrites (obser-
vables en champ lointains, méconnaissance sur l’écoulement vrai) ; c’est pour cette raison que les
ingénieurs d’Airbus vont travailler en valeurs relatives entre deux simulations puis les critiquer
en faisant des analyses paramétriques.

En revanche, il n’est pas certain que cette partition n’induise pas des artefacts, qui polluent
le résultat sur le champ de pression que l’on cherche à « faire converger » avec des modélisations
de plus en plus riches localement.

Le travail de recherche aura donc également pour objectif de démontrer que tous les
artefacts de modélisation, induits par des choix simpli�cateurs, peuvent être estimés dans
un sens à dé�nir. Par exemple, les approximations concernant le �uide porteur homogène
(zone 4) et le �uide porteur potentiel (zone 4) ne créent aucun artefact supplémentaire : ils ne
font que négliger des phénomènes. Le couplage des deux méthodes numériques ne crée pas
non plus d’artefact numérique (l’ordre du schéma global couplé est analysable, voir la thèse
de F. Casenave [1]). En revanche, un couplage avec une condition autre qu’une formulation
intégrale pour la zone 4 conduit à une approximation de la condition de radiation et crée
un artefact qui s’analyse comme une ré�exion sur le bord arti�ciel se propageant dans le
domaine de calcul.

1.2 Modélisation de l’écoulement
Dans cette section, nous nous attachons à décrire les hypothèses physiques faites sur

l’écoulement qui constitue le milieu de propagation des ondes acoustiques. Un tel écoulement
est décrit par diverses quantités telles que sa densité volumique ρ∗, sa pression p∗, sa célérité
v∗ ou encore sa densité d’énergie interne e∗. En aéroacoustique linéaire, ces quantités sont
dites totales, notées avec un astérisque ∗, car elles seront décomposées sous la forme q∗(x, t) =
q0(x) + q(x, t), où q0 est une quantité stationnaire et q la contribution acoustique qui nous
intéresse. Nous reviendrons sur cette décomposition en détail ultérieurement et ne l’utilisons
pas pour le moment.

Nous présentons dans un premier temps les équations de Navier-Stokes régissant la dy-
namique du �uide, puis nous détaillons les hypothèses thermodynamiques faites, fermant
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ainsi le système d’équations. Nous terminons cette section par la présentation de plusieurs
hypothèses simpli�catrices pour aboutir aux équations d’Euler, qui nous servent de base
pour la suite de l’étude.

Cette présentation de la mécanique des �uides compressibles s’inspirent notamment de
celles présentées dans la thèse de C. Legendre [6] et dans le livre, dont l’approche est assez
mathématique, de A. Novotny et I. Straskraba [7].

1.2.1 Les équations de la mécanique des �uides

Nous décrivons le �uide du point de vue macroscopique et faisons l’hypothèse d’un conti-
nuum. Dans ce cadre, les équations de Navier-Stokes régissent la dynamique du �uide en
constituant un bilan de masse, de quantité de mouvement ainsi que d’énergie, appliqué à un
volume de contrôle de �uide V (t) que nous suivons au cours du temps t ≥ 0.

Nous utilisons une description eulérienne, c’est-à-dire que le �uide évolue dans une géo-
métrie �xe, repérée par une variable d’espace x ∈Rd , (d = 2 ou 3), et une grandeur physique
q∗(x, t) est exprimée en fonction de cette variable x et du temps t ∈R+.

Toutes les équations présentées sont obtenues à partir de la relation suivante, qui quan-
ti�e la variation d’une grandeur q∗(x, t) intégrée sur le volume de contrôle V (t) qui suit les
particules de �uide dans le temps :

d
dt

∫
V (t)

q∗(x, t)dx =
∫
V (t)

(
∂tq
∗ +∇ · (q∗v∗)

)
(x, t)dx. (1.1)

Lorsque la quantité q∗ est créée ou absorbée par la densité g au cours du temps, ce qui cor-
respond à prendre en compte le terme source∫

V (t)
g(x, t)dx,

il vient l’équation locale de conservation suivante

∂tq
∗ +∇ · (q∗v∗) = g,

ou encore avec la convention d’Einstein de sommation des indices répétés

∂tq
∗ +∂xi (q

∗v∗i ) = g.

Bilan de la masse. Au cours du temps, en présence d’une source volumique de masse qm,
la variation de la masse

∫
V (t)

ρ∗(x, t)dx contenue dans le volume de contrôle V (t) est donnée
par :

d
dt

∫
V (t)

ρ∗dx =
∫
V (t)

qmdx.

En utilisant la relation de transport (1.1), on trouve l’équation de conservation locale sui-
vante :

∂tρ
∗ +∇ · (ρ∗v∗) = qm. (1.2)
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Cette équation peut être écrite également sous forme non-conservative, en introduisant la
dérivée particulaire D∗t B ∂t + v∗ ·∇,

D∗tρ∗ + ρ∗∇ · v∗ = qm. (1.3)

Bilan de quantité de mouvement. D’après le principe fondamental de la dynamique, la
variation de la quantité de mouvement

∫
V (t)

ρ∗v∗dx du volume de contrôle V (t) est donnée
par la somme de la densité des forces volumiques f et des forces surfaciques caractérisées
par le tenseur des contraintes de Cauchy σ ∗ :

d
dt

∫
V (t)

ρ∗v∗dx =
∫
V (t)

ρ∗f dx+
∫
∂V (t)

σ ∗ ·ndσ

De même que pour la conservation de la masse, en appliquant la relation de transport (1.1),
puis en intégrant par parties, il vient :

∂t(ρ
∗v∗) +∇ · (ρ∗v∗v∗) = ∇ ·σ ∗ + ρ∗f , (1.4)

ou en notation indicielle

∂t(ρ
∗vi) +∂xj (ρ

∗vivj) = ∂xjσij + ρ∗fi .

Un exemple typique de force volumique est la force d’attraction gravitationnelle de la terre
sur le �uide qui se traduit par f = g, l’accélération de pesanteur.

Le tenseur des contraintes σ ∗ se décompose sous la forme

σ ∗ = −p∗ Id + τ∗,

où p∗ est la pression et τ∗ le tenseur des contraintes visqueuses, ce qui donne, en remplaçant
σ ∗ et en utilisant l’équation de conservation de la masse (1.2) :

ρ∗
(
∂tv
∗ + (v∗ ·∇)v∗

)
+∇p∗ −∇ · τ∗ = ρ∗f − qmv∗. (1.5)

Pour un �uide dit newtonnien, comme c’est le cas usuel, τ∗ ne dépend que de la vitesse v∗
et de deux constantes propres au �uide, ses viscosités dynamique µ et volumique µ′ :

τ∗(v∗)B µ
(
∇v∗ + (∇v∗)T

)
+µ′ (∇ · v∗) Id.

Dans le cas des gaz peu denses, l’hypothèse de Stokes consistant à prendre µ′ = −2/3µ,
fournit une excellente approximation. Négliger la viscosité de l’air revient alors à prendre
µ = µ′ = 0. Même si cette hypothèse sera adoptée par la suite, gardons pour l’instant la
viscosité dans les équations pour comprendre où elle intervient. L’équation de la quantité de
mouvement se simpli�e alors en utilisant l’équation de la conservation de la masse (1.2) :

ρ∗
(
∂tv
∗ + (v∗ ·∇)v∗

)
+∇p∗ −µ∆v∗ − µ

3
∇ (∇ · v∗) = ρ∗f − qmv∗. (1.6)
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Conservation de l’énergie. L’énergie du volume de contrôleV (t) est dé�nie par la somme
de son énergie cinétique et de son énergie interne∫

V (t)

1
2
ρ∗|v∗|2 +

∫
V (t)

ρ∗e∗,

où e∗ désigne sa densité d’énergie interne. Le théorème de l’énergie cinétique exprime alors
que la variation d’énergie est donnée par la somme du travail des forces volumiques, du
travail de déformation de V (t), des éventuelles sources volumiques de chaleur qe et de la
perte de chaleur vers l’extérieur, caractérisée par le �ux q :

d
dt

∫
V (t)

1
2
ρ∗|v∗|2 + ρ∗e∗ dx =

∫
V (t)

ρ∗f · v∗ +
∫
∂V (t)

(σ ∗ · v∗) ·ndσ

+
∫
V (t)

ρ∗qedx −
∫
∂V (t)

q ·ndσ,

ce qui conduit à l’équation locale suivante de conservation de l’énergie

∂t

(1
2
ρ∗|v∗|2 + ρ∗e∗

)
+∇ ·

(1
2
ρ∗|v∗|2v∗ + ρ∗e∗v∗

)
−∇ · (σ ∗ · v∗) = ρ∗f · v∗ + ρ∗qe −∇ ·q.

De même que précédemment, cette équation peut être simpli�ée à l’aide des équations de
conservation précédentes et en utilisant l’expression de σ ∗ :

ρ∗
(
∂te
∗ + v∗ ·∇e∗

)
+ p∗∇ · v∗ − τ∗(v∗) : ∇v∗ = −

(
e∗ − 1

2
|v∗|2

)
qm −∇ ·q+ ρ∗qe. (1.7)

1.2.2 Les hypothèses thermodynamiques

Les équations de la dynamique des �uides que nous avons présentées comportent encore
trop d’inconnues pour être résolues. Pour clore ce système, il manque des relations entre
les quantités introduites : ρ∗, p∗, v∗, e∗. Ces relations sont d’origine thermodynamique et
font intervenir d’autres grandeurs telles que l’entropie ou la température du �uide. Elles
dépendent d’hypothèses que nous détaillons dans cette partie.

Commençons par introduire l’entropie, qui peut être avantageusement choisie pour dé-
crire le �uide.

Introduction de l’entropie. On appelle entropie du système toute grandeur s∗ qui satis-
fait la relation suivante

T ds∗ = de∗ + p∗d
(

1
ρ∗

)
. (1.8)
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Son lien avec l’énergie montre que l’entropie satisfait également une équation de conserva-
tion. En e�et, en partant de (1.8) et en utilisant (1.7), il vient :

T ∗ρ∗ (∂ts∗ + v∗ ·∇s∗) = ρ∗ (∂te∗ + v∗ ·∇e∗) + ρ∗p∗
(
∂t

(
1
ρ∗

)
+ v∗ ·∇

(
1
ρ∗

))
,

= ρ∗ (∂te∗ + v∗ ·∇e∗)− p
∗

ρ∗
(∂tρ

∗ + v∗ ·∇ρ∗) ,

= τ∗ : ∇v∗ −∇ ·q+ ρ∗qe −
(
e∗ +

p∗

ρ∗
− 1

2
|v∗|2

)
qm.

Il vient ainsi l’équation de conservation de l’entropie

ρ∗T ∗ (∂ts∗ + v∗ ·∇s∗) + ρ∗∇ · v∗ − τ∗ : ∇v∗ = −∇ ·q+ ρ∗qe −
(
e∗ − 1

2
|v∗|2 +

p∗

ρ∗

)
qm. (1.9)

Équation d’état. La thermodynamique classique stipule que l’énergie interne e∗, la pres-
sion p∗, l’entropie s∗, la température T ∗ et la densité ρ∗ ne sont pas indépendantes et que
chacune s’exprime en fonction de deux autres seulement. Nous choisissons de tout exprimer
en fonction de la densité ρ∗ et de la température T ∗. A ce stade, le système est clos mais non
explicite. Il faut faire des hypothèses supplémentaires pour expliciter les dépendances que
nous venons d’évoquer. Pour cela, nous supposons que l’air est un gaz parfait.

Hypothèse du gaz parfait. L’air en écoulement autour de l’avion est supposé être un gaz
parfait, c’est-à-dire qu’il satisfait les deux relations suivantes :

p∗(ρ∗,T ∗) = rρ∗T ∗,
e∗(ρ∗,T ∗) = cvT

∗,

où r = R/M est la constante universelle des gaz parfait R divisée par la masse molaireM du
gaz considéré et cv est une constante caractéristique du gaz, sa capacité thermique molaire
à volume constant. Ces relations permettent, en combinaison avec l’équation (1.8), d’établir
un lien entre s∗, ρ∗ et p∗ :

s∗ = cv log(p∗)− cp log(ρ∗) = cv log
(
p∗

(ρ∗)γ

)
, (1.10)

où cp B r + cv est la capacité thermique molaire à pression constante et γ B cp/cv est le
coe�cient de Laplace.

Di�usion de la chaleur : loi de Fourier. L’équation de conservation de l’énergie (1.7) et
de l’entropie (1.9) font intervenir le terme −∇·q où q est le �ux de chaleur. Ce �ux dépend des
quantités thermodynamiques caractéristiques du �uide et la loi empirique de Fourier stipule
une relation de proportionnalité entre ce �ux thermique et le gradient de température :

q = −λ∇T ∗,
où λ est appelé coe�cient de di�usion de la chaleur. En e�et, le terme −∇ ·q s’exprime alors
comme un terme de di�usion :

−∇ ·q = ∇ · (λ∇T ∗) .
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Vitesse du son. La vitesse de propagation du son dans le �uide est dé�nie par

c∗B
(
∂p∗

∂ρ∗

) 1
2

s

.

Dans le cas d’un gaz parfait, la vitesse du son relie directement la pression et la densité. En
e�et, depuis la relation (1.10), il vient aisément

(c∗)2 = γ
p∗

ρ∗
= γrT ∗. (1.11)

Évolution adiabatique. Mise à part en présence de combustion, ce qui n’entre pas dans
le cadre de notre étude, les phénomènes acoustiques sont considérés adiabatiques. La source
de chaleur est donc nulle, i.e.

qe = 0.

De plus, les �uctuations acoustiques sont rapides devant les phénomènes de conduction de
chaleur. Les échanges thermiques n’ont donc pas le temps de s’établir, ce qui revient à négli-
ger le �ux de chaleur :

q = 0.

Nous nous plaçons également dans le cadre où il n’y a pas d’injection ou d’absorption de
masse à l’intérieur du domaine :

qm = 0.

L’équation (1.9) de conservation de l’entropie se simpli�e alors en

ρ∗ (∂ts∗ + v∗ ·∇s∗) =
1
T ∗
τ∗ : ∇v∗.

Les variations de l’entropie au cours du temps du volume de contrôle V (t) sont donc uni-
quement dues à la présence de viscosité. En e�et, en appliquant la formule de transport (1.1),
on obtient

d
dt

∫
V (t)

ρ∗s∗dx =
∫
V (t)

∂t(ρ
∗s∗) +∇ · (ρ∗s∗v∗)dx,

=
∫
V (t)

ρ∗
(
∂ts
∗ + v∗ ·∇s∗

)
+ s∗

(
∂tρ+∇ · (ρ∗v∗)

)
dx,

=
∫
V (t)

1
T ∗
τ∗ : ∇v∗dx.

1.2.3 La vorticité de l’écoulement

Il sera souvent question de la vorticité de l’écoulement dans cette thèse car son e�et sur
l’acoustique est important. La vorticité de l’écoulement est par dé�nition son rotationnel,
que nous noterons :

ω∗B ∇× v∗.
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Étant donnée une base orthonormée deR3, (ex,ey ,ez), lorsqu’un écoulement est bi-dimensionnel,
en particulier indépendant de la variable z : v∗(x,y), alors sa vorticité, donnée par :

ω∗ =

∂x∂y
∂z

×
vxvy

0

 =

 0
0

∂xvy −∂yvx

 =ω∗ez,

est assimilable la grandeur scalaire ω∗B ∂xvy −∂yvx.

La dynamique de la vorticité d’un écoulement est un sujet très étudié en mécanique des
�uides. Le but de cette partie est de présenter brièvement les équations qui régissent son
transport dans le cadre qui nous intéresse. Ces équations nous seront utiles non seulement
pour établir la formulation de Goldstein de la propagation aéroacoustique, mais également
pour comprendre où et comment intervient la vorticité dans le �uide, qui joue un rôle central
dans cette thèse.

Commentaires et exemples. Deux exemples académiques typiques d’écoulements sont
intéressants du point de vue de leur vorticité : les écoulements cisaillés, modélisation basique
des jets, et les écoulements orthoradiaux, modélisant des tourbillons. Levons d’emblée une
confusion parfois faite, un écoulement de vorticité non nulle, bien que dit rotationnel, n’est
pas forcément tourbillonnaire, et un écoulement tourbillonnaire peut être irrotationnel, on
dit aussi potentiel, dont un exemple typique est celui de l’écoulement d’une baignoire qui
se vide ! La vorticité n’est donc pas une mesure de la recirculation du �uide, mais plutôt,
pour donner une image, de sa capacité à faire tourner sur place un tout petit objet placé à un
endroit donné de l’écoulement. Détaillons ces deux exemples très simples.

Pour un écoulement cisaillé d’abord, c’est-à-dire dont la vitesse est de la forme, en coor-
données cartésiennes adaptées

v∗(x,y,z) = v∗(x,y)ez,

la vorticité est simplement donnée par

ω∗ =

∂x∂y
0

×
 0

0
v∗(x,y)

 =

 ∂yv
∗(x,y)

−∂xv∗(x,y)
0

 = ∇⊥v∗.

Ainsi, un écoulement cisaillé est nécessairement rotationnel, dès lors qu’il n’est pas constant.
En 2D, un écoulement cisaillé s’écrit

v∗ = v∗(y)ex,

et alors, sa vorticité (scalaire) est donnée par

ω∗ = −dv∗

dy
,

et de nouveau, de même, l’écoulement est rotationnel lorsqu’il n’est pas constant.
Concernant les écoulements orthoradiaux en 2D, la vitesse s’écrit sous la forme, en co-

ordonnées polaires (r,θ) :
v∗(r,θ) = v∗(r)eθ.
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La vorticité d’un tel écoulement est donnée par :

ω∗(r,θ) =
(1
r
∂r

(
rv∗θ

)
− 1
r
∂θv

∗
r

)
ez =

(
v∗(r)
r

+
dv∗

dr
(r)

)
ez,

qui s’exprime aussi en fonction de la vitesse angulaire dé�nie par Ω(r)B v∗(r)/r :

ω∗(r) = 2Ω(r) + r
dΩ
dr

(r).

Un tel écoulement tourbillonnaire de la forme :

v∗(r) =
a
r
, a ∈R,

est irrotationnel :
ω∗(r) =

a/r
r

+
d
dr

(a
r

)
= 0.

Plus généralement, les écoulements tourbillonnaires à vorticité constante s’écrivent comme
la somme d’un écoulement irrotationnel et d’une rotation solide, i.e. à vitesse angulaire
constante :

v∗(r) =
a
r

+ br, a,b ∈R,
et alors

ω∗(r) = 2b.

Équation de la vorticité. Établissons à présent l’équation de la vorticité, en précisant les
diverses simpli�cations qui nous intéressent résultant de nos hypothèses thermodynamiques
ou dans le cas d’un écoulement 2D. Deux identités vectorielles préalables facilitent l’établis-
sement des équations : si a et b sont deux fonctions vectorielles su�samment régulières,
alors

(a ·∇)a = ∇
(1
2
|a|2

)
+ (∇×a)×a,

∇× (a×b) =
(
(a ·∇)b+ (∇ ·b)a

)
−
(
(b ·∇)a+ (∇ ·a)b

)
.

(1.12)

(1.13)

En prenant le rotationnel de l’équation de conservation de la quantité de mouvement (1.5)
divisée par ρ∗, il vient

∂tω
∗ +∇×

(
(v∗ ·∇)v∗

)
+∇×

(
∇p∗

ρ∗

)
= ∇×

(
1
ρ∗
∇ · τ∗

)
,

or, d’après (1.12) appliquée avec aB v∗ et (1.13) avec aB ω∗ et bB v∗,

∇×
(
(v∗ ·∇)v∗

)
= ∇×

(
∇
(1
2
|v∗|2

)
+ω∗ × v∗

)
,

= ∇×
(
∇
(1
2
|v∗|2

))
︸             ︷︷             ︸

=0

+∇× (ω∗ × v∗),

= (v∗ ·∇)ω∗ + (∇ · v∗)ω∗ − (ω∗ ·∇)v∗ − (∇ ·ω∗)v∗︸     ︷︷     ︸
=0

,
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et en développant le terme :

∇×
(
∇p∗

ρ∗

)
= − 1

(ρ∗)2∇ρ
∗ ×∇p∗ + 1

ρ∗
∇× (∇p∗)︸    ︷︷    ︸

=0

,

nous trouvons,

∂tω
∗ + (v∗ ·∇)ω∗ +

∇p∗ ×∇ρ∗
(ρ∗)2 = (ω∗ ·∇)v∗ − (∇ · v∗)ω∗ +∇×

(
1
ρ∗
∇ · τ∗

)
.

Le terme faisant intervenir la divergence de la vitesse peut être éliminé en s’intéressant plu-
tôt au transport de la vorticité spéci�que ω∗/ρ∗. En e�et, il vient, en utilisant l’équation de
conservation de la masse (1.3) :

Dt

(
ω∗

ρ∗

)
= − 1

(ρ∗)2Dtρ
∗ +

1
ρ∗
Dtω

∗,

=
��

��
�
��1

ρ∗
(∇ · v∗)ω∗ +

(
ω∗

ρ∗
·∇

)
v∗ − ∇p

∗ ×∇ρ∗
(ρ∗)3 −

��
��

�
��1

ρ∗
(∇ · v∗)ω∗ + 1

ρ∗
∇×

(
1
ρ∗
∇ · τ∗

)
,

et donc

Dt

(
ω∗

ρ∗

)
=

(
ω∗

ρ∗
·∇

)
v∗ − ∇p

∗ ×∇ρ∗
(ρ∗)3 +

1
ρ∗
∇×

(
1
ρ∗
∇ · τ∗

)
.

Un écoulement dont la pression n’est fonction que de la densité est dit barotropique. C’est
le cas par exemple lorsqu’il s’agit d’un gaz parfait, p∗ = es

∗/cv (ρ∗)γ , que l’on suppose de plus
homentropique (s∗ = cst). Dans le cas d’un écoulement barotropique, le gradient de la
pression et de la densité sont donc colinéaires, ce qui donne

∇p∗ ×∇ρ∗
(ρ∗)3 = 0.

Dans ce cas la variation de vorticité spéci�que contenue dans un volume de contrôle qui
suit l’écoulement n’est due qu’au jacobien de la vitesse et à la viscosité. En e�et, l’équation
devient alors en l’absence de viscosité

gaz parfait
barotropique
non-visqueux

Dt

(
ω∗

ρ∗

)
=

(
ω∗

ρ∗
·∇

)
v∗. (1.14)

Un cas particulier intéressant est celui d’un écoulement 2D, v∗(x,y,z) = (v∗x(x,y),v∗y(x,y),0)
par exemple. Alors, le terme du membre de droite s’annule :(

ω∗

ρ∗
·∇

)
v∗ =

1
ρ∗
ω∗∂zv∗ = 0,
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et ω∗/ρ∗ se conserve le long des lignes de courant

écoulement 2D
gaz parfait barotropique

non visqueux
Dt

(
ω∗

ρ∗

)
= 0.

1.2.4 Résumé des équations

Cette partie vise à récapituler les équations décrivant le �uide compressible ainsi que
les di�érentes hypothèses qui ont été discutées dans les sections précédentes en vue d’une
modélisation de la propagation acoustique. Nous présenterons le système d’équations de
Navier-Stokes compressible pour un gaz parfait visqueux en écoulement adiabatique. Puis
nous négligerons la viscosité de l’écoulement et aboutirons au système d’équations d’Euler
compressible pour un gaz parfait isentropique non visqueux.

Les équations de Navier-Stokes. Pour un gaz parfait en écoulement adiabatique sur le-
quel la seule force volumique s’appliquant est le poids que nous négligeons, alors les incon-
nues densité, pression, vitesse, température et entropie (ρ∗,p∗,v∗,T ∗, s∗) satisfont les équa-
tions suivantes :

∂tρ
∗ +∇ · (ρ∗v∗) = 0,

ρ∗
(
∂tv
∗ + (v∗ ·∇)v∗

)
+∇p∗ = µ∆v∗ +

µ

3
∇(∇ · v∗),

ρ∗T ∗
(
∂ts
∗ + v∗ ·∇s∗

)
= 2µS(∇v∗)− 2

3
µ (∇ · v∗)2 ,

s∗ = cv log
(
p∗

(ρ∗)γ

)
,

p∗ = rρ∗T ∗,

(1.15a)

(1.15b)

(1.15c)

(1.15d)

(1.15e)

où S(A)B 1
2(A+AT ) est la partie symétrique de la matrice A ∈Md(R).

Les équations d’Euler. Partant des équations de Navier-Stokes, nous avons vu que négli-
ger la viscosité µ de l’air en écoulement adiabatique implique une évolution isentropique du
gaz. Les équations obtenues sont les équations d’Euler compressibles, isentropiques pour un
gaz parfait, d’inconnues (ρ∗,p∗,v∗, s∗) :

∂tρ
∗ +∇ · (ρ∗v∗) = 0,

ρ∗
(
∂tv
∗ + (v∗ ·∇)v∗

)
+∇p∗ = 0,

∂ts
∗ + v∗ ·∇s∗ = 0,

p∗ = es
∗/cv (ρ∗)γ .

(1.16a)

(1.16b)

(1.16c)

(1.16d)
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1.3 Le problème de la propagation acoustique en écoule-
ment

Les équations de la mécanique des �uides introduites dans la partie précédente décrivent
dans leur globalité les phénomènes de variation de pression, de densité, de vitesse ou de
température du �uide.

Les sources de bruit de type aéroacoustique sont créées dans des zones de type « forte
turbulence », comme pour le bruit de jet ou lors d’interactions avec un élément structurel,
le train d’atterrissage par exemple, puis se propagent sur de grandes distances, y compris
dans des zones où l’écoulement est plus calme. Des sources de bruit de nature di�érente
peuvent être également générées, par exemple par les vibrations de structures en interaction
avec le �uide environnant comme dans le cas du moteur de l’avion faisant vibrer le fuselage.
C’est la propagation de ces perturbations, sous forme d’in�mes oscillations des grandeurs
caractéristiques du �uide, qui forme les ondes acoustiques que nos oreilles perçoivent lorsque
les fréquences se situent dans le domaine de l’audible, entre 20 Hz et 20 kHz.

Bien qu’elles se propagent sur de longues distances, ces ondes acoustiques ne contiennent
qu’une toute petite fraction de l’énergie mécanique de l’écoulement. C’est pourquoi, du point
de vue du calcul numérique, une résolution complète des équations de Navier-Stokes dans
tout le domaine de propagation et à la précision numérique nécessaire pour capter les phé-
nomènes acoustiques est aujourd’hui complètement hors de portée. La non linéarité des
équations et leur relativement grand nombre d’inconnues ne permettraient en e�et pas la
précision nécessaire, les contributions acoustiques seraient alors perdues dans les erreurs
numériques.

Le but de cette partie est de présenter l’approche classique d’étude de ces phénomènes
de propagation acoustique a�n de les rendre accessibles numériquement à grande échelle.
Approche consistant à partitionner le domaine en zones, où vont être e�ectués di�érents
niveaux d’approximations. En particulier, ce que nous appelons acoustique linéaire est va-
lable dans les zones dites de propagation où l’acoustique est régie par les équations d’Euler
linéarisées que nous détaillerons.

1.3.1 Séparation entre zones turbulentes et zones de propagation acous-
tique

Le travail pionnier de Lighthill. Dans ses articles fondateurs de 1952 et 1954 intitulés
« On sound generated aerodynamically I. General theory » [8] et « II. Turbulence as a source
of sound » , [9], Lighthill étudie le bruit rayonné par un écoulement turbulent dans une ré-
gion restreinte de l’espace puis propagé dans un domaine étendu au repos. Un cas typique est
le son généré par un instrument à vent ou celui émit par un jet d’air. Il procède par décom-
position du domaine en deux régions, comme sur la �gure 1.3, une contenant la turbulence
notée ΩCFD et l’autre au repos. Nous allons montrer comment, en réarrangeant les équa-
tions de la mécanique des �uides, il identi�e un second membre qui sera �gé dans la partie
au repos, jouant le rôle de source et pré-calculé dans la zone turbulente restreinte.

En prenant la divergence de l’équation de conservation la quantité de mouvement (1.4)
et en dérivant celle de la conservation de la masse (1.2) par rapport au temps, il vient :

∇ · (∂t(ρ∗v∗)) +∂2
i,j(ρ

∗v∗i v
∗
j ) = ∂2

i,j

(
−p∗δi,j + τ∗i,j(v

∗)
)

+∂i(ρ
∗ fi),

∂2
t ρ
∗ +∂t∇ · (ρ∗v∗) = 0,
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Zone de turbulence

Zone de fluide au repos
⇢0 p0 constants

⌦CFD

Figure 1.3 – Analogie de Lighthill : décomposition du domaine

ce qui donne, en soustrayant les deux équations :

∂2
t ρ
∗ = ∂2

i,j

(
ρ∗v∗i v

∗
j − p∗δi,j + τ∗i,j(v

∗)
)

+∂i(ρ
∗fi).

En préalable de la linéarisation qui suivra cette introduction à l’analogie de Lighthill, intro-
duisons les grandeurs du �uide dans la zone au repos, sa densité, pression ainsi que la vitesse
du son qui en découle : ρ0, p0 et c0. La di�érence entre ρ0, p0, constantes, et celles totales
correspondantes, ρ∗, p∗ sont par dé�nition les quantités acoustiques :

ρ∗ = ρ0 + ρ,
p∗ = p0 + p.

A�n de former au membre de gauche l’opérateur de propagation des ondes en milieux ho-
mogène à vitesse c0, soustrayons c0∆ρ de chaque côté de l’équation, il vient en négligeant
les forces volumiques (le poids typiquement) :

∂2
t ρ − c2

0∆ρ = ∂2
i,jTi,j , (1.17)

où T est le tenseur de Lighthill, exprimé par

T = ρ∗v∗(v∗)T + (p∗ − c2
0ρ) Id− τ∗(v∗).

Jusqu’ici, l’équation (1.17) est exacte. Comme voulu, au membre de gauche apparaît l’opé-
rateur de d’Alembert de propagation des ondes acoustiques dans la zone du �uide au repos
tandis que le membre de droite contient des termes non linéaires faisant intervenir le tenseur
de viscosité, la pression, la densité et surtout, son terme dominant dans la zone de turbulence
ρ∗v∗(v∗)T . Il convient de remarquer que dans la zone de �uide au repos, le tenseur de Ligh-
thill s’annule T = 0, ainsi, par représentation intégrale à l’aide de la fonction de Green de
propagation dans le milieu au repos, étant donné un point x < ΩCFD , la densité s’exprime
en fonction du tenseurs de Lighthill :

ρ(x, t) =
1

4πc2
0

∂2
i,j

∫
ΩCFD

1
|x − x′ | Ti,j

(
x′, t − |x − x

′ |
c0

)
dx′. (1.18)

Écrit comme cela, il y a encore des inconnues à droite et à gauche de l’égalité. L’approxima-
tion que fait Lighthill est de considérer qu’il n’y a qu’un couplage faible entre la zone où T
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n’est pas négligeable et celle au repos où la propagation acoustique a lieu. Autrement dit, il
néglige la rétro-action de l’onde acoustique sur le �uide de la régionΩCFD . Numériquement,
la résolution procède donc en deux étapes :

1. Résoudre les équations de la mécanique des �uides dans le domaine ΩCFD et en dé-
duire le calcul du tenseur de Lighthill T .

2. Calculer, par la formule (1.18) ou via des méthodes d’équations intégrales sur la fron-
tière �ctive ∂ΩCFD le champ acoustique propagé dans la zone de �uide au repos.

Ainsi, Lighthill a introduit la distinction entre les zones de turbulences, sièges d’insta-
bilités et de fortes �uctuations temporelles, et les zones où se propagent des perturbations
oscillant autour de grandeurs moyennes caractérisant le �uide au repos. Ce sont ces pertur-
bations oscillantes et de faible amplitude qui constituent l’acoustique. Il a de plus identi�é les
termes jouant le rôle de sources situées dans les régions de turbulences. Son travail, connu
aujourd’hui sous le nom d’analogie de Lighthill, a été généralisé à des situations plus com-
plexes qui sont regroupées sous le nom d’analogies acoustiques. Par exemple, en présence
d’obstacles ou en présence d’un écoulement uniforme dans la zone précédemment supposée
au repos, voir les travaux fondateurs de Curle [10], et ceux de Ffowcs-Williams et Hawkings
[11]. Pour un exposé récent des avancées sur la génération du son par des écoulements tur-
bulents, on pourra se référer aux ouvrages de Howe [12] et de Crighton [13].

Cadre de la thèse : des zones de propagation plus complexes. Dans cette thèse, nous
nous focalisons sur les régions de propagation acoustique. Les phénomènes de génération
de sources, qu’elles soient d’origine aérodynamique dans les zones de turbulences ou autres,
ne seront pas abordés dans cette thèse. Nous nous intéressons exclusivement aux phéno-
mènes de propagation acoustique, correspondant à la région de �uide au repos dans le cas
de l’analogie de Lighthill. Évidemment, nous considérerons des zones de propagation plus
complexes, mais où la distinction entre grandeurs moyennes du �uide et perturbations oscil-
lantes acoustiques à un sens : on parle du cadre de l’acoustique linéaire. Ainsi, les sources se-
ront supposées connues et apparaîtront dans ce travail comme fonctions au second membre
des équations.

Les régions de propagation peuvent elles-mêmes être décomposées en sous-domaines en
fonction de la complexité de l’écoulement qui s’y trouve. Des simpli�cations supplémentaires
au sein de cette zone d’acoustique linéaire peuvent ainsi être faites, ramenant le système
d’équations à une équation scalaire par exemple lorsque l’écoulement est supposé potentiel.
Nous y reviendrons.

1.3.2 L’aéroacoustique linéaire : linéarisation des équations d’Euler
autour d’un écoulement porteur

A présent, nous nous concentrons sur les zones propagatives, où l’acoustique linéaire
à un sens. Ainsi nous supposerons que les ondes acoustiques correspondent à la propaga-
tion de petites perturbations d’un écoulement, dit écoulement porteur, qui sera une donnée
de notre problème. Nous présentons dans cette partie l’établissement des équations d’Eu-
ler linéarisées, qui sont les équations les plus utilisées en régime temporel pour modéliser
les phénomènes de propagation. On peut citer notament les travaux de Tam et Webb [14]
proposant des schémas aux di�érences �nies d’ordre élevé, qui on donné suite à une abon-
dante littérature sur la résolution numérique de ces équations, voir par exemple [15] ou [16]
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pour deux vue d’ensembles. Plus récemment, même si nous verrons que des formulations
alternatives à ces équations existent, les équations d’Euler linéarisées restent très utilisées,
notamment grâce au développement des méthodes de Galerkin discontinues [17], qui ont
trouvé application également en aéroacoustique [18, 19, 20, 21].

Équations de l’écoulement porteur. Comme expliqué, nous partons de la donnée d’un
écoulement porteur, que l’on suppose établi et satisfaisant les équations d’Euler stationnaires
(1.19), dont la viscosité a été négligée. Les grandeurs de cet écoulement stationnaire sont
notées à l’aide d’un indice 0, il vient :

∇ · (ρ0v0) = 0,

ρ0 (v0 ·∇)v0 +∇p0 = 0,

(v0 ·∇)s0 = 0,

s0 = cv log(p0)− cp log(ρ0).

(1.19a)

(1.19b)

(1.19c)

(1.19d)

Intéressons nous à présent à l’équation que satisfait la vorticité de l’écoulement porteur
ω0B ∇×v0. Le gaz étant parfait, barotropique et non visqueux, l’équation (1.14) est valable
pour l’écoulement porteur, on écrit

Dt

(
ω0

ρ0

)
=

(
ω0

ρ0

)
v0,

qui donne en développant

Dt

(
ω0

ρ0

)
= − 1

ρ2
0

Dtρ0ω0 +
1
ρ0
Dtω0.

Elle être simpli�ée en utilisant l’équation de conservation de la masse (1.19a),

0 = ∇ · (ρ0v0) = ρ0∇ · v0 + v0 ·∇ρ0,

et donc,
Dtρ0 =��

�∂tρ0 + v0 ·∇ρ0 = −ρ0(∇ · v0),

ce qui donne l’équation de la vorticité de l’écoulement porteur

Dtω0 = (ω0 ·∇)v0 − (∇ · v0)ω0. (1.20)

Linéarisation autour de l’écoulement porteur. Conformément à l’approximation de
l’acoustique linéaire, nous écrivons les grandeurs totales ρ∗,p∗,v∗, s∗ comme somme de ρ0,p0,v0, s0
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respectivement et d’une perturbation acoustique ρ,p,v, s :

ρ∗ = ρ0 + ρ avec ρ� ρ0,

p∗ = p0 + p avec p� p0,

v∗ = v0 + v avec |v| � |v0|,
s∗ = s0 + s avec s� s0.

Nous rappelons que les quantités totales (ρ∗,p∗,v∗, s∗) sont solutions des équations d’Euler
(1.16). Remplaçons alors ces grandeurs par leur décomposition entre parties stationnaire et
acoustique. Il vient, pour l’équation de conservation de la masse (1.16a),

∂t(ρ0 + ρ) +∇ · (ρ0v0 + ρ0v + ρv0 + ρv) = 0,

qui donne en réarrangeant les termes :

∂tρ+∇ · (ρ0v + ρv0) +∇ · (ρ0v0)︸    ︷︷    ︸
=0

+∇ · (ρv)︸  ︷︷  ︸
négligé

= 0.

Ainsi, on obtient l’équation de conservation de la masse linéarisée :

∂tρ+∇ · (ρ0v + ρv0) = 0.

Passons à l’équation de conservation de la quantité de mouvement (1.16b) :

(ρ0 + ρ)
(
∂tv + (v0 ·∇)v + (v ·∇)v0 + (v0 ·∇)v0 + (v ·∇)v︸  ︷︷  ︸

négligé

)
+∇p0 +∇p = 0,

en développant et réorganisant

ρ0

(
∂tv + (v0 ·∇)v + (v ·∇)v0

)
+∇p+ ρ(v0 ·∇)v0 + ρ0(v0 ·∇)v0 +∇p0︸                ︷︷                ︸

=0

+ ρ(∂tv + (v0 ·∇)v + (v ·∇)v0)︸                             ︷︷                             ︸
négligé

= 0,

on obtient alors l’équation de la quantité de mouvement linéarisée :

ρ0

(
∂tv + (v0 ·∇)v + (v ·∇)v0

)
+∇p+ ρ(v0 ·∇)v0 = 0.

Pour l’équation de conservation de l’entropie (1.16c), on obtient de la même manière

∂t(s0 + s) + (v0 + v) ·∇(s0 + s) = 0,

ainsi,
∂ts+ v0 ·∇s+ v ·∇s0 + v0 ·∇s0︸  ︷︷  ︸

=0

+ v ·∇s︸︷︷︸
négligé

= 0,
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qui donne l’équation de conservation de l’entropie linéarisée :

∂ts+ v0 ·∇s+ v ·∇s0 = 0.

Il ne reste que l’équation d’état (1.10) à linéariser :

s0 + s = cv log(p0 + p)− cp log(ρ0 + ρ),

en négligeant les termes non linéaires d’ordre 2 ou plus, en utilisant log(1 +p/p0) ≈ p/p0 et
log(1 + ρ/ρ0) ≈ ρ/ρ0, on a

s0 + s = cv
(

log(p0) +
p

p0

)
− cp

(
log(ρ0) +

ρ

ρ0

)
,

et donc, en réarrangeant

s = cv
p

p0
− cp

ρ

ρ0
−
(
s0 − cv log(p0) + cp log(ρ0)︸                          ︷︷                          ︸

=0

)
,

on trouve ainsi l’équation d’état linéarisée

s = cv
p

p0
− cp

ρ

ρ0
.

Dans cette approche, l’écoulement porteur (ρ0,p0,v0, s0) doit être calculé en préalable
par résolution des équations d’Euler stationnaires (1.19). Puis, étant donné cet écoulement,
la propagation acoustique des petites perturbations (ρ,p,v, s) est donnée par la résolution
des équations d’Euler linéarisées précédemment établies :

∂tρ+∇ · (ρ0v + ρv0) = 0,

ρ0

(
∂tv + (v0 ·∇)v + (v ·∇)v0

)
+∇p+ ρ(v0 ·∇)v0 = 0,

∂ts+ v0 ·∇s+ v ·∇s0 = 0,

s = cv
p

p0
− cp

ρ

ρ0
.

(1.21a)
(1.21b)
(1.21c)

(1.21d)
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Dans ce chapitre, nous nous focalisons sur le phénomène de propagation aéroacoustique
que nous avons décrit précédemment. Le but est de présenter la démarche de modélisation et
de simulation numérique utilisée chez Airbus Group Innovations aujourd’hui mise en oeuvre
dans le code ACTIPOLE de la suite ASERIS SOFTWARE. Nous verrons que jusqu’à présent,
l’écoulement à la sortie du réacteur est supposé potentiel, négligeant les interactions entre la
vorticité et la propagation acoustique. Nous présenterons alors la formulation de Goldstein
que nous nous proposons d’étudier, équivalente aux équations d’Euler linéarisées présentées
au chapitre précédent et permettant la prise en compte de ces interactions. Nous rappellerons
l’établissement de la formulation de Goldstein et présenterons les avantages prospectifs dans
le contexte de modélisation et de résolution d’Airbus Group qui nous ont amené à choisir
ces équations. Nous �nirons par dé�nir les objectifs de la thèse et résumerons nos résultats
et contributions.
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propagation acoustique

2.1 Di�érentes complexités de modélisation de l’écoule-
ment dans la zone de propagation acoustique

Commençons par détailler les diverses simpli�cations des équations d’Euler Linéarisées
qui apparaissent lorsque des hypothèses sont faites sur l’écoulement porteur. Loin du jet et
de l’avion, où l’écoulement peut être supposé uniforme, les équations se réduisent classi-
quement par transformation de Lorentz à l’équation des ondes, ou en régime harmonique à
l’équation de Helmholtz. Plus prêt du jet du réacteur, l’hypothèse d’un écoulement poten-
tiel permet de conserver le caractère scalaire de l’équation de Helmholtz, mais des termes
de convection apparaissent, on parle de l’équation d’Helmholtz convectée. Pour prendre en
compte la vorticité de l’écoulement porteur là où le jet est le plus cisaillé, plusieurs refor-
mulations des équations d’Euler linéarisées sont possibles, les équations de Galbrun ou de
Möhring par exemple et nous discuterons de ces di�érentes possibilités.

2.1.1 En écoulement uniforme : équation de Helmholtz et formula-
tion intégrale – BEM

Du point de vue de l’avion qui émet les ondes acoustiques, l’air est en écoulement au-
tour de celui-ci. Puisque nous nous intéressons au rayonnement acoustique sur de grandes
distances, analysons dans un premier temps ce qui se passe assez loin de l’avion. L’écou-
lement peut y être supposé uniforme et constant, sa vitesse est celle du déplacement de
l’avion. Nous allons voir comment les équations d’Euler linéarisées (1.21) se simpli�ent en
une simple équation scalaire sur la pression acoustique p : l’équation des ondes convectées.
En régime harmonique, qui nous intéresse pour nos applications, nous verrons qu’en utili-
sant la transformée de Prandtl-Glauert, également connue sous le nom de transformée de
Lorentz, l’équation d’Helmholtz convectée se ramène à l’équation de Helmholtz. Celle-ci est
alors classiquement équivalente à une équation intégrale ramenant les inconnues volumique
à des inconnues sur une surface (éventuellement �ctive) et permettant le calcul du champ
rayonné à n’importe quelle distance au coût constant d’un produit matrice-vecteur. Le code
d’Airbus Group Innovations, ACTIPOLE, résout ces équations intégrales par solveur rapide,
utilisant la Méthode Multipôle Rapide (Fast Multiple Method : FMM) ou lesH-matrices.

Équation des ondes convectées. Supposons que l’écoulement est uniforme et s’écrit

v0(x)B v∞ ∈Rd ,
où l’indice «∞ » se justi�e car il s’agit de l’écoulement uniforme loin de l’avion. Alors,
ρ0 = ρ∞, p0 = p∞ et s0 = s∞ pris constants satisfont les équations d’Euler stationnaires (1.19)
de l’écoulement porteur. Les équations d’Euler linéarisées se simpli�ent alors, en notant
Dt B ∂t + v∞ ·∇ la dérivée matérielle :

Dtρ+ ρ∞(∇ · v) = 0,

ρ∞Dtv +∇p = 0,

Dts = 0.
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Alors, en composant la première équation par Dt , la seconde par ∇· et en soustrayant les
deux, il vient

D2
t ρ −∆p = 0.

Remarquons que l’équation qui régit le transport des perturbations entropiques s est dé-
couplée des autres. Ainsi, s peut être déterminée séparément et sera supposée connue. Pour
aboutir à une équation en ρ uniquement, utilisons l’équation d’état (1.21d) qui permet d’ex-
primer ∆p en fonction de ∆ρ de la manière suivante :

∆p =
cp
cv

p∞
ρ∞

∆ρ+
p∞
cv
∆s.

Le terme cpp∞/(cvρ∞) s’exprime en fonction de la vitesse du son en vertu de l’équation (1.11)
et par dé�nition de γ B cp/cv :

cp
cv

p∞
ρ∞

= c2∞.

Finalement, ρ véri�e l’équation des ondes convectées à la vitesse v∞ :(
∂t + v∞ ·∇

)2
ρ − c2∞∆ρ =

p∞
cv
∆s. (2.1)

Transformation de Lorentz et équation de Helmholtz. La transformation de Lorentz,
ou transformation de Prandtl-Glauert, d’abord introduite dans [22] pour étudier l’in�uence
de la compressibilité de l’air sur la portance des ailes d’avions, puis utilisée dans des appli-
cations en aéroacoustique par Amiet et Sears, voir [23], est une transformation de l’espace-
temps permettant de passer de l’équation des ondes convectées (2.1) à une équation d’onde
standard, sans terme de convection. Pour faciliter la lecture, introduisons les notations sui-
vantes :

v∞B |v∞|,

γ∞B
1√

1−
(
v∞
c∞

)2
,

LB Id +
γ∞ − 1
v2∞

v∞vT∞.

La transformation de Lorentz revient à appliquer une transformation linéaire sur la coordon-
née d’espace, de matrice L−1, et à translater la coordonnée de temps lorsque l’on se déplace
dans la direction de v∞. Posons, pour une fonction φ(x, t) :

L(φ)(x, t)B φ
(
L−1x, t − γ∞

c2∞
v∞ · x

)
. (2.2)

On a la propriété suivante, dont les détails calculatoires sont donnés en annexe.

Proposition 2.1.1 (Transformation Lorentz). La transformation de Lorentz commute avec
l’opérateur de propagation des ondes convectées de la façon suivante :

L
((
∂t + v∞ ·∇

)2
φ− c2∞∆φ

)
= γ2∞

∂2
tLφ−

(
c∞
γ∞

)2

∆Lφ
 .
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Un conséquence directe est que si ρ satisfait l’équation des ondes convectées (2.1) homo-
gène, alors sa transformée de Lorentz ρ̂ B Lρ satisfait l’équation des ondes dans le milieu
transformé, dont la vitesse de propagation modi�ée est donnée par ĉ∞B c∞/γ∞ :

∂2
t ρ̂ − ĉ2∞∆ρ̂ = 0,

où le second membre de 2.1 est omis car l’entropie est à présent supposée connue. En ré-
gime fréquentiel, en écrivant que, à la pulsation ω, ρ̂(x, t) = Re(ρ̃(x)e−iωt), alors ρ̃ satisfait
l’équation de Helmholtz

−∆ρ̃ − k̂2∞ ρ̃ = 0, (2.3)

où k̂∞ = γ∞k∞, avec k∞ =ω/c∞ le nombre d’onde avant transformation.

Formulation intégrale et solveurs rapides. Lorsque l’on souhaite résoudre l’équation
de Helmholtz (2.3) sur de grands domaines au regard de la longueur d’onde, une méthode
classique est d’utiliser une formulation équivalente sous forme d’équation intégrale de fron-
tière associée à un solveur rapide utilisant par exemple la Méthode Multipôle Rapide (Fast
Multipole Method) ou lesH-matrices. C’est ce qui est utilisé dans le code ACTIPOLE aujour-
d’hui pour le calcul du rayonnement lointain, dans le domaine où l’écoulement porteur est
supposé uniforme.

2.1.2 En écoulement potentiel : équation de Helmholtz convectée –
FEM

Plus proche du jet du réacteur, l’écoulement ne peut plus raisonnablement être assimilé
à un écoulement uniforme. Il est connu que la non uniformité d’un écoulement à des e�ets
importants sur la propagation des ondes acoustiques. Un écoulement uniforme ne prend en
compte que l’e�et Doppler alors que d’autres phénomènes entrent en jeu dans le cas d’un
écoulement non uniforme, tels que la ré�exion et la réfraction à travers le jet du réacteur par
exemple.

Un niveau de complexité de modélisation supplémentaire peut être alors de considérer la
vitesse de l’écoulement irrotationnelle, on parle d’un écoulement potentiel. Ainsi, des écou-
lements plus compliqués peuvent être pris en compte, tout en gardant une simpli�cation
importante : les équations restent scalaires ! Bien que les équations d’Euler linéarisées soient
vectorielles dans le cas général, nous avons déjà vu que si l’on suppose la vitesse uniforme
par exemple, alors elles se réduisent à une plus simple équation d’ondes convectées sur la
pression ou la densité. Nous allons voir que c’est encore valable avec l’hypothèse d’un écou-
lement potentiel lorsque l’on suppose les sources acoustiques également irrotationnelles.

Nous nous plaçons dans le cadre de l’écoulement d’un gaz parfait, non visqueux et
homentropique. Le but de cette section est de rappeler l’établissement de l’équation des
ondes convectées sous l’hypothèse d’un écoulement potentiel, c’est-à-dire satisfaisant

∇× v0 = 0,

soumis à des sources également potentielles, cette hypothèse apparaîtra plus explicitement
dans la suite. En e�et, en présence de sources non potentielles, les équations d’Euler linéari-
sées n’aboutissent pas à l’équation scalaire des ondes convectées.
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Pour ce faire, commençons par réécrire les équations d’Euler linéarisées (1.21) sous une
forme plus commode. Après division par ρ0 dans l’équation (1.21b), nous transformons le
terme ρ−1

0 ((v0 ·∇)v0) +∇p) en

∇p
ρ0

= ∇
(
p

ρ0

)
+
p

ρ2
0

∇ρ0,

puis, en prenant le gradient de l’équation d’état de l’écoulement porteur (1.19d), on obtient

∇s0 = cv
∇p0

p0
− cp
∇ρ0

ρ0
,

permettant d’exprimer le terme p∇ρ0/ρ
2
0, on a ainsi

∇p
ρ0

= ∇
(
p

ρ0

)
+
cv
cp

p

ρ0

∇p0

p0
− p
cp

∇s0
ρ0
,

puis en utilisant l’équation d’état linéarisée (1.21d),

∇p
ρ0

= ∇
(
p

ρ0

)
+
(
s

cpρ0
+
ρ

ρ2
0

)
∇p0 − pcp

∇s0
ρ0
,

= ∇
(
p

ρ0

)
+
s
cp

∇p0

ρ0
− ρ
ρ0

(v0 ·∇)v0 − pcp
∇s0
ρ0
.

En injectant l’expression trouvée de ∇p/ρ0 dans l’équation du mouvement linéarisée (1.21b)
et en utilisant l’hypothèse d’homentropie de l’écoulement porteur (∇s0 = 0), il vient

Dtv + (v ·∇)v +∇
(
p

ρ0

)
+
�
��

��
��ρ

ρ0
(v0 ·∇)v0 +

s
cp

∇p0

ρ0
−
��

��
�
��ρ

ρ0
(v0 ·∇)v0 = 0.

Pour simpli�er l’écriture, introduisons une vitesse modi�ée par l’entropie

ṽ = v − s
2cp

v0,

de telle manière qu’en utilisant l’équation d’Euler du mouvement de l’écoulement porteur
(1.19b), le terme

s
cp

∇p0

ρ0
=
s
cp

(v0 ·∇)v0,

s’écrit comme une dérivée convective a�n d’être combiné à Dtv. En e�et,

s
cp

(v0 ·∇)v0 =
s

2cp
(v0 ·∇)v0 +

s
cp

(v0 ·∇)v0 =Dt

(
s

2cp
v0

)
− Dts

cp︸︷︷︸
=0

v0 +
(
s

2cp
·∇

)
v0 =Dtṽ.

Finalement, il vient une équation du mouvement linéarisée simpli�ée, faisant intervenir la
vitesse modi�ée ṽ :

Dtṽ + (̃v ·∇)v0 +∇
(
p

ρ0

)
= 0.
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Ré-écrivons également l’équation de conservation de la masse linéarisée (1.21a) :

∂tρ+∇ · (ρv0 + ρ0v) = 0.

En développant, il vient

∂tρ+ v0 ·∇ρ+ (∇ · v0)ρ+∇ · (ρ0v) = 0,

et donc :
Dtρ = −(∇ · v0)ρ −∇ · (ρ0v).

Nous voudrions faire apparaître la quantité p/ρ0 car elle intervient dans l’équation du mou-
vement linéarisée que nous avons établie. Pour cela, composons par Dt l’équation d’état
linéarisée (1.21d) :

0 =Dts =Dt

(
cv
p

p0
− cp

ρ

ρ0

)
=Dt

(
cv
p

p0

)
+ cp

Dtρ0

ρ2
0

ρ − cp
Dtρ

ρ0
.

Pour passer de p0 à ρ0 au dénominateur, introduisons la vitesse du son dans l’écoulement
porteur, donnée par

c2
0 = γ

p0

ρ0
=
cp
cv

p0

ρ0
.

Ainsi, il vient

Dt

(
p

c2
0ρ0

)
=Dt

(
cv
cp

p

p0

)
= − ρ

ρ2
0

Dtρ0 +
1
ρ0
Dtρ.

En�n, utilisant l’équation de conservation de la masse de l’écoulement porteur Dtρ0 = −(∇ ·
v0)ρ0 et l’équation de conservation de la masse linéarisée, on obtient

Dt

(
c−2

0
p

ρ0

)
= −
��

�
��

��ρ

ρ2
0

(∇ · v0)ρ0 +
1
ρ0

(
���

��(∇ · v0)ρ −∇ · (ρ0v)
)

= −ρ−1
0 ∇ · (ρ0v),

qui s’écrit

Dt

(
c−2

0
p

ρ0

)
− ρ−1

0 ∇ · (ρ0v) = 0.

Récapitulons : en introduisant des seconds membres aux équations, g, f et h, modélisant des
sources acoustiques, nous avons obtenu les équations simpli�ées suivantes :

Dtṽ + (̃v ·∇)v0 +∇
(
p

ρ0

)
= g,

Dt

(
c−2

0
p

ρ0

)
− ρ−1

0 ∇ · (ρ0ṽ)− v0 ·∇s
2cp

= −f ,

Dts = h,

ṽ = v − s
2cp

v0.

(2.4a)

(2.4b)

(2.4c)

(2.4d)
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L’hypothèse que les sources acoustiques sont irrotationnelles se traduit par le fait que l’on
suppose que :

∇× g = 0.

Établissons à présent l’existence d’un potentiel acoustique. Nous n’avons pas encore uti-
lisé l’hypothèse du caractère irrotationnel de la vitesse de l’écoulement porteur. Les per-
turbations acoustiques de la vitesse v ne sont pas nécessairement irrotationnelles, c’est la
vitesse modi�ée ṽ qui l’est, comme le stipule le lemme suivant :

Lemme 2.1.2 (Équation de vorticité). Sous l’hypothèse de l’irrotationnalité de la vitesse de
l’écoulement porteur :

ω0B ∇× v0 = 0,

la quantité ω̃ B ∇× ṽ véri�e l’équation de vorticité suivante

Dt

(
ω̃
ρ0

)
=

(
ω̃
ρ0
·∇

)
v0.

Une conséquence de cette équation est que si, à l’instant initial, ω̃(t = 0, ·) = 0 et si la source g
est irrotationnelle ∇× g = 0 à tout instant, alors

∀t ≥ 0,∀x ∈Ω, ω̃(t,x) = 0.

Preuve. Commençons par établir l’équation de vorticité véri�ée par ω̃. De la même manière
que pour établir les équations de vorticité classiques déjà présentées, composons l’équation
du mouvement linéarisée par ∇×. Avant cela, exprimons la quantité (̃v · ∇)v0 à l’aide de
l’identité de Leibniz : pour deux champs de vecteurs a et b su�samment réguliers :

∇(a ·b) = (a ·∇)b+ (b ·∇)a+a× (∇×b) +b× (∇×a). (2.5)

Alors, pour aB ṽ et bB v0, il vient

(̃v ·∇)v0 = ∇(̃v · v0)− (v0 ·∇)̃v +��ω0 × ṽ︸ ︷︷ ︸
=0

+ω̃ × v0.

Ensuite, en utilisant la formule du rotationnel d’un produit vectoriel (1.13) :

∇× (a×b) = (b ·∇)a+ (∇ ·b)a−
(
(a ·∇)b+ (∇ ·a)b

)
,

on obtient,

∇×
(
(̃v ·∇)v0

)
= ∇×

(
∇(̃v · v0)

)
︸           ︷︷           ︸

=0

−∇×
(
(v0 ·∇)̃v

)
+∇× (ω̃ × v0),

= −∇×
(
(v0 ·∇)̃v

)
+ (v0 ·∇)ω̃ + (∇ · v0) ω̃ − (ω̃ ·∇)v0 − (∇ · ω̃)︸ ︷︷ ︸

=0

v0.
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Ainsi, en prenant le rotationnel de l’équation (2.4a),

∇×
(
∂tṽ + (v0 ·∇)̃v + (̃v ·∇)v0 +∇

(
p

ρ0

))
= ∇× g = 0,

ce qui donne en développant

∂tω̃ +
���

���
��

∇×
(
(v0 ·∇)̃v

)
−
���

���
��

∇×
(
(v0 ·∇)̃v

)
+ (v0 ·∇)ω̃

+ (∇ · v0) ω̃ − (ω̃ ·∇)v0 +∇×
(
∇
(
p

ρ0

))
︸         ︷︷         ︸

=0

= 0,

donc,
Dtω̃ + (∇ · v0) ω̃ = (ω̃ ·∇)v0.

Puis, l’équation de conservation de la masse pour l’écoulement porteur (1.19a) donneDtρ0 =
−(∇ · v0)ρ0, ce qui termine l’établissement de l’équation de vorticité :

Dt

(
ω̃
ρ0

)
= −Dtρ0

ρ2
0

ω̃ +
1
ρ0
Dtω̃ =

��
�
��

��(v0 ·∇)v0

ρ0
ω̃ −
���

���
��1

ρ0
(v0 ·∇)v0ω̃ +

(
ω̃
ρ0
·∇

)
v0.

Montrons à présent que ω̃ est nul à tout instant. Ceci revient à montrer que le problème
de Cauchy suivant Dt

(
ω̃
ρ0

)
=

(
ω̃
ρ0
·∇

)
ṽ0,

ω̃(t = 0,x) = 0,

admet pour seule solution la fonction identiquement nulle. Ceci se traite classiquement par
la méthode des caractéristiques. Sous l’hypothèse d’un écoulement porteur su�samment
régulier, par exemple de classe C1 et borné : v0 ∈ C1

b (Ω,Rd), par le théorème de Cauchy-
Lipschitz, on peut introduire le �ot (t,x) ∈ R ×Ω 7→ X(t,x) ∈ Ω, associé à v0 et dé�ni
par ∂tX(t,x) = v0

(
X(t,x)

)
,

X(t = 0,x) = x.

Alors la quantité
w(t,x)B

ω̃
ρ0

(
t,X(t,x)

)
,

satisfait le système d’équations di�érentielles ordinaires suivant, paramétré par x ∈Ω :{
∂tw = (w ·∇)v0 ◦X ,
w(t = 0,x) = 0,

qui n’admet bien comme solution que la fonction identiquement nulle. De plus, à t ∈ R
+

�xé, l’application X t : x ∈ Ω 7→ X(t,x) ∈ Ω est un C1-di�éomorphisme. Ce qui termine la
preuve :

∀t ≥ 0, ∀x ∈Ω, ω̃(t,x) = ρ0

(
X−1
t (x)

)
w

(
t,X−1

t (x)
)

= 0.

�



2.1 Di�érentes complexités de modélisation de l’écoulement dans la zone de propagation
acoustique 55

Une conséquence directe du lemme 2.1.2 est qu’il existe un potentiel, que nous notons ϕ̃,
associé à la vitesse modi�ée ṽ :

∇ϕ̃ = ṽ.

Le potentiel ϕ̃ n’est pas dé�ni de façon unique, par exemple l’ajout d’un constante laisse
inchangé son lien avec ṽ, ou bien lorsque le domaine n’est pas simplement connexe par
exemple, son choix devient arbitraire. Remplaçons à présent ṽ = ∇ϕ̃ dans les équations
d’Euler linéarisées réécrites (2.4), il vient

∂t∇ϕ̃ +∇ (v0 ·∇ϕ̃) +∇
(
p

ρ0

)
= g,

Dt

(
p

c2
0ρ0

)
+ ρ−1

0 ∇ · (ρ0∇ϕ̃)− v0 ·∇s
2cp

= −f ,

Dts = h,

v = ∇ϕ̃ +
s

2cp
v0.

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

En rappelant que nous avons fait l’hypothèse que ∇×g = 0, nous pouvons introduire égale-
ment une fonction potentielle g1 telle que ∇g1 = g. Ainsi, l’équation (2.6) s’écrit

∇
(
∂tϕ̃ + v0 ·∇ϕ̃ +

p

ρ0
− g1

)
= 0.

Il existe alors une fonction φ0(t) qui ne dépend que du temps t telle que

Dtϕ̃ +
p

ρ0
− g1 = −φ0(t),

puis, si ϕ̃0 est une primitive de φ0 alors

Dt
(
ϕ̃ + ϕ̃0

)
+
p

ρ0
= g1,

et donc, en notant �nalement ϕ = ϕ̃ + ϕ̃0, on garde une relation de la forme v = ∇ϕ et les
équations s’écrivent

c−2
0 Dtϕ +

p

c2
0ρ0

=
g1

c2
0

,

Dt

(
p

c2
0ρ0

)
− ρ−1

0 ∇ · (ρ0∇ϕ)− v0 ·∇s
2cp

= −f ,

Dts = h,

v = ∇ϕ +
s

2cp
v0.

Finalement, on procède comme pour obtenir l’équation d’onde classique : composons par
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Dt la première équation et soutrayons lui la seconde. On obtient ainsi l’équation des ondes
convectées, portant sur deux inconnues scalaires, le potentiel de vitesse ϕ et l’entropie s :

Dt
(
c−2

0 Dtϕ
)
− ρ−1

0 ∇ · (ρ0∇ϕ) =
v0 ·∇s

2cp
+ f +Dt

(
g1

c2
0

)
,

Dts = h.

(2.10a)

(2.10b)

Les inconnues physiques se retrouvent alors en calculant

v = ∇ϕ +
s

2cp
v0,

p = −ρ0Dtϕ + ρ0g1,

ρ = −ρ0c
−2
0 Dtϕ + ρ0c

−2
0 g1 −

ρ0

cp
s.

Il est intéressant de remarquer que les hypothèses que nous avons faites, à savoir que l’écou-
lement porteur est homentropique et irrotationnel, découple l’équation de l’entropie de l’équa-
tion d’onde. Ainsi, la perturbation de l’entropie peut être calculée au préalable puis le terme
(v0 ·∇s)/2cp devient un second membre connu de l’équation des ondes convectées(2.10a).
Souvent, dans nos applications, l’entropie sera simplement prise égale à zéro, considérant
que les perturbations de l’écoulement sont homentropiques également.

2.1.3 En écoulement rotationnel : discussion autour desmodèles exis-
tants

Le modèle potentiel présenté précédemment ne prend pas en compte les interactions
entre le rotationnel de l’écoulement porteur et la propagation acoustique. Pour remédier à
cela, les équations les plus couramment utilisées sont sans doute les celles d’Euler linéari-
sées (LEE) ou plus rarement les équations de Navier-Stokes linéarisées (LNS) que nous avons
choisi de ne pas présenter ici, voir par exemple les travaux récents de A. Bissuel, G. Allaire,
L. Daumas, S. Barré et F. Rey [24]. Il existe plusieurs reformulations des équations d’Euler
linéarisées, obtenues par changements de variables et d’inconnues : équations de Galbrun,
de Möhring (que nous avons choisi de ne pas aborder, voir [25, 26]), de Goldstein .... Ces
formulations peuvent s’avérer plus adaptées à certaines applications. C’est donc la formu-
lation de Goldstein qui nous intéressera particulièrement dans cette thèse. Cette section n’a
pas vocation à être exhaustive, cependant, nous donnons un aperçu de ces di�érentes for-
mulations pour expliquer pourquoi celle que nous étudions est plus intéressante dans notre
cas d’application. Pour une plus ample étude bibliographique, nous indiquons les références
suivante [27, 28] de Nayfeh et Sun.

LEE. Les équations d’Euler linéarisées sont les premières équations auxquelles on aboutit
après linéarisation des équations de la mécanique des �uides que nous avons détaillées dans
la section 1.3.2. Il s’agit du modèle le plus utilisé en régime temporel et possède l’avantage
de fournir directement les quantités physiques intéressantes dans les applications, pression,
vitesse, etc ... Cependant, ces équations sont coûteuses en 3D car vectorielles : trois inconnues
scalaires pour la vitesse, une pour la pression et éventuellement une autre pour l’entropie.
Les premières approches numériques ont été les di�érences �nies, comme par exemple dans
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[14, 29] ou plus récemment [30]. Du côté de la discrétisation par éléments �nis, constituées de
plusieurs équations de transport couplées, elles nécessitent une résolution par une méthode
plus sophistiquée, de type Méthodes de Galerkin Discontinues par exemple, [21, 18, 19].
En régime harmonique, la théorie est peu développée, notamment en ce qui concerne le
caractère bien posé des équations par exemple. De plus, bien que possible, voir les travaux
de G. Gabard [31] dans le cadre de la Méthode de Galerkin Discontinue, la mise en oeuvre
de conditions aux limites impédantes ou absorbantes peut être délicate.

De plus, une contrainte venant du contexte industriel de cette thèse vient s’ajouter. Le
code actuel ACTIPOLE d’Airbus Group Innovations implémente la version potentielle des
équations de propagation acoustique et dans ce cadre, une formulation trop éloignée de ce
qui existe ne nous apparaît pas le meilleur choix, notamment en vue d’une implémentation
3D. Nous souhaitons rester proche de la formulation « type onde » du modèle potentiel (2.10)
et conserver autant que possible les méthodes de Galerkin classiques qui sont utilisées au-
jourd’hui.

Formulation de Galbrun. Galbrun, dans son article fondateur [32], propose une for-
mulation alternative des équations d’Euler linéarisées en utilisant une description mixte
eulérienne-lagrangienne de l’écoulement et de ses perturbations acoustiques. L’inconnue,
notée u, est la perturbation du déplacement et satisfait une équation vectorielle qui a l’avan-
tage d’être proche d’une équation d’onde. Ces deux dernières décennies, ces équations ont
été considérées au laboratoire POEMS pour des applications en aéronautique. Par exemple,
dans sa thèse [2], G. Legendre étudie la formulation de Galbrun pour un écoulement uni-
forme dans un guide. Son travail est généralisé aux écoulements cisaillés dans un guide, puis
à des écoulements beaucoup plus généraux en espace libre, respectivement par les thèses
d’E-M. Duclairoir [33] et d’E. Peynaud [3].

Bien qu’un traitement direct de l’équation grâce à des éléments �nis d’ordre élevé donne
des résultats satisfaisant, voir G. Gabard, M. Ben Tahar et al., [34, 35], des problèmes de sta-
bilité apparaissent avec l’approche classique de discrétisation de Galerkin. Ces problèmes
sont résolus, par exemple, en utilisant une version équivalente, dites augmentée [2, 36], qui
introduit la quantité ψ B ∇×u. Alors, les avantages de l’équation de Galbrun pour notre cas
d’application ont dû être nuancés. En e�et, la version augmentée possède une inconnue vec-
torielle supplémentaire, ce qui donne le même nombre d’inconnues que pour les équations
d’Euler linéarisées en 2D, 4, car ψ est alors un rotationnel 2D assimilable à un scalaire, mais
ce nombre d’inconnues passe à 6 en 3D car ψ est alors un vecteur de R

3.

2.2 Une approche perturbative du modèle potentiel par
les équations de Goldstein

En 1978, Goldstein introduit une formulation des équations de l’aéroacoustique [37], dans
le cas d’un écoulement porteur potentiel mais soumis à des sources rotationnelles. Le mo-
dèle potentiel décrit précédemment ne s’applique donc plus. Cependant, ces équations sont
proches de celle du modèle potentiel, une nouvelle inconnue vectorielle, dite hydrodyna-
mique, est introduite. Cette dernière satisfait une équation de type transport, découplée de
l’équation des ondes convectées, pouvant donc être pré-calculée. Il ne reste alors qu’un pro-
blème de propagation dans un �uide potentiel où l’inconnue hydrodynamique joue le rôle de
sources additionnelles permettant la prise en compte de la vorticité introduite par les sources.
Bien que ces équations se soient ensuite avérées utiles en mécanique des �uides pour l’étude
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de la stabilité des écoulements tourbillonnaires (swirling �ows), souvent non-compressibles,
par exemple [38], [39] ou [40], elles n’ont pas à notre connaissance été utilisées pour de la
propagation aéroacoustique.

Le but de cette partie est de généraliser les équations introduites par Goldstein au cadre
d’un écoulement porteur rotationnel en présence de sources quelconques. Dans une ap-
proche similaire à celle de Goldstein, une inconnue hydrodynamique est introduite et véri�e
une équation de transport. Cependant, en écoulement quelconque, cette équation de trans-
port est couplée à l’équation des ondes convectées et l’inconnue hydrodynamique ne peut
pas être déterminée a priori. Les idées sont reprises d’un article de J.-F. Mercier, C. Mietka,
F. Millot et V. Pagneux [41] soumis et initiateur de cette thèse ainsi que de l’étude de cette
nouvelle formulation au laboratoire POEMS pour des applications en aéronautique. En par-
ticulier, un soin important sera pris pour établir le lien entre les nouvelles inconnues et celles
des équations d’Euler linéarisées.

2.2.1 Établissement de la formulation de Goldstein

Nous reprenons le cadre d’un écoulement porteur d’un gaz parfait, non visqueux et ho-
mentropique. Nous ne supposons plus néanmoins que ω0 = 0 ni que ∇× g = 0. E�ectuons
au préalable une décomposition de Helmholtz de la source g. On introduit g1 et g2 telles
que :

g = ∇g1 +∇× g2.

Dans cette sous-section, nous prouvons le théorème principal suivant, établissant les équa-
tions de Goldstein :

Théorème 2.2.1 (Equations de Goldstein). Le vecteur (p,v, s) est solution des équations d’Eu-
ler linéarisées (2.4) si et seulement si

Dt
(
c−2

0 Dtϕ
)
− ρ−1

0 ∇ ·
(
ρ0 (∇ϕ +ξ)

)
− v0 ·∇s

2cp
= f +Dt

(
c−2

0 g1

)
,

Dtξ + (ξ ·∇)v0 +ω0 ×∇ϕ = ∇× g2,

Dts = h,

(2.11a)

(2.11b)

(2.11c)

où (ϕ,ξ) est l’unique solution de 
Dtϕ = g1 − pρ0

,

ξ = v − s
2cp

v0 −∇ϕ,

(2.12a)

(2.12b)

Preuve.

1. Prouvons le sens direct. Soit (p,v, s) solution des équations d’Euler linéarisées écrites
sous forme simpli�ée (2.4). Soit ϕ l’unique solution du problème d’évolution (2.12a) et soit
ξ dé�ni par l’équation (2.12b). Comme dans la preuve du lemme (2.1.2), l’identité de Leibniz
(2.5) permet d’écrire le terme (v0 ·∇)v+(v ·∇)v0 de l’équation (2.4a) en fonction des vorticités
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ω0 = ∇× v0 et ω̃ = ∇× ṽ :

(v0 ·∇)v + (v ·∇)v0 = ∇ (v0 · v) +ω0 × ṽ +ω × v0.

Il vient
∂tṽ +∇ (v0 · v) +ω0 × ṽ + ω̃ × v0 +∇

(
p

ρ0

)
= ∇g1 +∇× g2.

Puis, regroupant les gradients entre eux, en remplaçant ṽ = ∇ϕ+ξ et p/ρ0 = g1−Dtϕ et en
remarquant que ∇×ξ = ω̃, l’équation devient :

∇ ((((((
((∂tϕ + v0 ·∇ϕ + v0 ·ξ +��g1 −���Dtϕ) +∂tξ +ω0 × (∇ϕ +ξ) + (∇×ξ)× v0 =���∇g1 +∇× g2.

L’identité de Leibniz nous sert encore une fois pour transformer le terme ∇(v0 ·ξ)+ω0×ξ+
(∇×ξ)× v0 :

∇(v0 ·ξ) +ω0 ×ξ + (∇×ξ)× v0 = (ξ ·∇)v0 + (v0 ·∇)ξ,

ce qui donne �nalement l’équation de transport attendue sur ξ

Dtξ + (ξ ·∇)v0 +ω0 ×∇ϕ = ∇× g2.

L’équation du type ondes convectées vient, comme dans le cas potentiel, de l’équation (2.4b).
En e�et, en remplaçant simplement p/ρ0 et ṽ, il vient

Dt
(
c−2

0 (g1 −Dtϕ)
)
− ρ−1

0 ∇ ·
(
ρ0(∇ϕ +ξ)

)
− v0 ·∇s

2cp
= −f ,

qui se ré-écrit bien sous la forme voulue (2.11a).

2. La réciproque se fait par un calcul direct que nous ne détaillons pas ici. �

Régime harmonique. Comme nous l’avons présenté en introduction, les caractéristiques
des sources du réacteur nous mènent à faire les calculs en régime harmonique. A la pulsation
ω > 0 et en présence de sources harmoniques f (x)e−iωt et g(x)e−iωt , on cherche ϕ̂(x) et
ξ̂(x) tels que ϕ(t,x) = Re(ϕ̂(x)e−iωt) et ξ(t,x) = Re(ξ̂(x)e−iωt). Par abus de notations,
nous continuerons à noter ϕ et ξ les inconnues harmoniques ϕ̂ et ξ̂, qui satisfont alors les
équations de Goldstein harmoniques :

Dω
(
c−2

0 Dωϕ
)
− ρ−1

0 ∇ ·
(
ρ0 (∇ϕ +ξ)

)
− v0 ·∇s

2cp
= f +Dω

(
c−2

0 g1

)
,

Dωξ + (ξ ·∇)v0 +ω0 ×∇ϕ = ∇× g2,

Dωs = h,

(2.13a)

(2.13b)

(2.13c)

où la dérivée matérielleDt est transformée en l’opérateur de dérivée convective harmonique
Dω suivant :

Dω B −iω+ v0 ·∇, (2.14)

qui est un opérateur ne dérivant qu’en espace.
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2.2.2 Décomposition de l’inconnue hydrodynamique
Dans cette section, nous allons voir une propriété très importante de la formulation de

Goldstein qui explique en grande partie notre attrait pour celle-ci. Il s’agit de démontrer qu’en
l’absence de source de perturbation rotationnelle, l’inconnue hydrodynamique ξ introduite
par (2.12b) s’écrit :

ξ = u×ω0, (2.15)

où la quantité u sera précisée ultérieurement. Cette égalité a pour conséquences importantes
que la quantité ξ est localisée dans le support du rotationnel de l’écoulement porteur en
l’absence de sources rotationnelles et que de plus elle est faible si ce dernier l’est également.
Ce constat est primordial à notre approche par perturbation du modèle potentiel. Que ce
soit du point de vue de la physique de notre application, de celui du code potentiel déjà
existant, ou de celui de l’étude théorique que nous présenterons, il est important de voir ξ
comme une inconnue ajoutée au modèle potentiel, une correction, qui se doit d’être petite
lorsque l’écoulement est proche d’un écoulement potentiel. Il est à noter néanmoins que la
formulation de Goldstein est bien équivalente aux équations d’Euler linéarisées même en
cas d’écoulements porteurs fortement rotationnels, et qu’aucune hypothèse de petitesse de
ξ par rapport à ∇ϕ n’a été introduite au préalable dans le modèle.

Commençons par dé�nir la perturbation du déplacement lagrangienu, apparaissant comme
inconnue de l’équation de Galbrun. Plus précisément, pour une vitesse ṽ donnée, on dé�nit
u comme solution du problème d’évolution suivant :Dtu− (u ·∇)v0 = ṽ,

u(0, ·) = 0.
(2.16)

Montrons alors d’abord que la quantité u×ω0 satisfait une équation semblable à l’équation
de transport (2.11b) satisfaite par ξ. A savoir, nous avons le lemme suivant :

Lemme 2.2.2. La quantité
ζB u×ω0,

est solution du problème Dtζ+ (ζ ·∇)v0 + (ζ− ṽ)×ω0 = 0,
ζ(0, ·) = 0.

(2.17)

Preuve. Commençons par exprimer Dtζ, en utilisant le fait que Dt se comporte comme une
dérivation :

Dtζ =Dt (u×ω0) =Dtu×ω0 +u×Dtω0,

puis, en utilisant la dé�nition (2.16) de u et l’équation de la vorticité de l’écoulement porteur
(1.20), il vient

Dtζ = ((u ·∇)v0 + ṽ)×ω0 +u× ((ω0 ·∇)v0 − (∇ · v0)ω0) .

Calculons à présent

Dtζ+ (ζ ·∇)v0 + (ζ− ṽ)×ω0 =(u ·∇)v0 ×ω0 +u× (ω0 ·∇)v0,

− (∇ · v0)u×ω0 + (u×ω0)×ω0 + [(u×ω0) ·∇]v0.
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Ensuite, utilisons l’identité vectorielle suivante, pour tout champ de vecteurs a, b, su�sam-
ment réguliers,

(a ·∇)b− (∇ ·b)a+a× (∇×b) = (a×∇)×b,
avec aB u×ω0 et bB v0 :

− (∇ · v0)u×ω0 + (u×ω0)×ω0 + [(u×ω0) ·∇]v0 = ((u×ω0)×∇)× v0,

et donc

Dtζ+ (ζ ·∇)v0 + (ζ− ṽ)×ω0 = (u ·∇)v0 ×ω0 +u× (ω0 ·∇)v0 + ((u×ω0)×∇)× v0.

Ensuite, constatons que l’identité vectorielle pour x,y,z ∈R3

(x × y)× z = y (x · z)− x (y · z) ,

permet d’établir, en remplaçant z par l’opérateur ∇ et en composant par le produit vectoriel,
que pour tout champ de vecteurs su�samment réguliers a, b et c,

[(a×b)×∇]× c = b (a ·∇)× c−a (b ·∇)× c,
= b× (a ·∇)c−a× (b ·∇)c.

En substituant aB u, bB ω0 et cB v0, il vient

((u×ω0)×∇)× v0 = ω0 × (u ·∇)v0 −u× (ω0 ·∇)v0,

ce qui donne �nalement le résultat voulu :

Dtζ+ (ζ ·∇)v0 + (ζ − ṽ)×ω0 = 0.

�

Alors, du lemme 2.2.2, il vient la décomposition suivante de l’inconnue hydrodynamique :

Théorème 2.2.3 (Décomposition de ξ). Soit ξg2 l’unique solution du problème de Cauchy
suivant, ne dépendant que de g2 :{

Dtξ
g2 + (ξg2 ·∇)v0 +ξg2 ×ω0 = ∇× g2,

ξg2(0, ·) = 0,

et u la perturbation du déplacement dé�nie par (2.16), alors, ξ s’écrit

ξ = u×ω0 +ξg2 .

Preuve. La preuve est très simple une fois le lemme 2.2.2 établi. En e�et, il su�t de soustraire
les équations (2.11b) satisfaites par ξ à celles (2.17) satisfaites par ζB u×ω0, il vient :

Dt (ξ −ζ) + ((ξ −ζ) ·)v0 + (∇ϕ −ζ+ ṽ)×ω0 = ∇× g2.

Ainsi, ξ − ζ = ξg2 satisfait bien l’équation recherchée en remarquant que par dé�nition
(2.12b), ξ = −∇ϕ + ṽ. �
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2.2.3 Avantages prospectifs de la formulation de Goldstein dans le
contexte industriel d’Airbus et objectifs de la thèse

La formulation de Goldstein présente ainsi en apparence toutes les qualités que l’indus-
triel Airbus avait posées. Le modèle se comprend naturellement comme une perturbation
de l’approximation faite chez Airbus d’une propagation acoustique en écoulement potentiel.
Cette perturbation est créée localement, dans les régions de l’espace pour lesquelles nous
obtiendrons un rotationnel non nul du �uide : cette propriété est importante car elle ne mo-
di�e pas les inconnues du problème initial mais en rajoute simplement. La méthodologie de
calcul consistant en la comparaison des deux modèles est immédiatement déployable.

La notion de « seuil » pour décider que le rotationnel est négligeable ou non est donc très
facile à réaliser et il faut bien se souvenir que le �uide est une donnée de la simulation, qu’il
a été calculé par diverses approximations et que seules ses �uctuations pour le phénomène
de propagation sont à retenir pour la simulation du rayonnement acoustique cherché. En
particulier, il faudra déterminer par des études paramétriques numériques à partir de quelles
valeurs et quelle échelle l’e�et est visible pour la propagation à une fréquence donnée : les
experts s’attendent à des phénomènes d’homogénéisation à de très petites échelles et des
phénomènes de transparence à de très faibles valeurs de rotationnel, en faisant une analogie
entre �uctuation de vitesse du �uide porteur et �uctuation de la vitesse du son dans le mi-
lieu de propagation ; cette analogie n’étant néanmoins pas démontrée. Comme les inconnues
supplémentaires sont localisées et normalement en nombre très inférieur aux inconnues de
la formulation retenue pour le �uide potentiel, on peut espérer que le surcôut soit faible
et qu’en conséquence, les analyses paramétriques qui sont visées soient réalisables en pra-
tique avec les mêmes moyens de calcul et de techniques HPC que pour le code en service
actuellement.

Cependant, on peut lister un certain nombre de points à clari�er qui feront en pratique
l’ossature du contrat CIFRE à l’origine de ce travail de recherche.

– Concernant l’équation : l’équation de transport a été étudiée en détail dans la littéra-
ture scienti�que et les schémas numériques associés sont également bien documentés ;
mais, en revanche, l’équation de transport qui apparaît dans les équations de Goldstein
présente un manque de dissipation qui est peu ou moins documenté dans cette litté-
rature. En particulier, elle ne rentre pas dans la catégorie des systèmes de Friedrichs
sans hypothèses particulières sur l’écoulement. L’étude de cette équation de transport
en régime harmonique fait l’objet de la deuxième partie de cette thèse.

– Concernant le système couplé : la formulation de Goldstein se présente comme une
perturbation et sur les zones où la contribution du rotationnel de l’écoulement est
forte, les inconnues ajoutées se couplent aux inconnues classiques de l’acoustique. Le
caractère bien posé de ce système couplé n’a jamais été démontré à notre connaissance
et, plus di�cile, sachant que la formulation de Goldstein est associée à une modélisa-
tion �uide particulière (via les équations d’Euler stationnaires) on peut s’attendre à des
di�cultés héritées de ce modèle de �uide, en particulier en ce qui concerne le compor-
tement « à l’in�ni », par manque de viscosité. D’un point de vue pratique, il se pour-
rait que l’on ne dispose pas des propriétés optimales simplement parce qu’on suppose
que l’écoulement véri�e une équation qui a peu de chance d’être réaliste. Néanmoins,
en partant de cette équation « modèle » on cherchera les conditions d’existence et
d’unicité de la solution du problème couplé « approchant le problème industriel réel ».
L’étude du couplage de Goldstein fera l’objet de la troisième partie de cette thèse.
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– Concernant le maillage : les inconnues supplémentaires véri�ent une équation qui
s’apparente au transport dont la nature semble très di�érente de celle d’une équation
de propagation d’onde. On peut donc légitimement se poser la question de savoir si
l’ensemble de ces inconnues sont à calculer à la même échelle (c’est-à-dire en pratique
sur le même maillage). En e�et, à terme, les ingénieurs d’Airbus souhaitent dissocier
autant que de possible les deux parties du système couplé et a�ecter à chaque partie le
« meilleur maillage » pour des questions de performance. Même si cette optimisation
algorithmique ne fait pas partie du plan de travail, nous devons nous préoccuper de
l’analyse des conditions de couplages qui pourraient être écrites de manière faible.

– Concernant les conditions à l’in�ni : le problème industriel est posé en domaine non
borné et la solution retenue a été de prendre la représentation intégrale de l’équa-
tion d’onde pour fermer le domaine de calcul. Quand on considère le modèle couplé
perturbé de Goldstein, un « raccord » naturel est hérité sur les inconnues acoustiques
et aucun travail supplémentaire n’est a priori requis. Ceci à condition que l’incon-
nue hydrodynamique ne parvienne pas jusqu’au bord du domaine. Nous verrons que
le manque de dissipation des équations d’Euler stationnaires par rapport auxquelles
on linéarise pour obtenir la formulation de Goldstein ne garantit une décroissance de
cette perturbation su�sante pour l’ignorer au bord du domaine de calcul. Il conviendra
d’analyser la façon de la prendre en compte dans les conditions de rayonnement.

En résumé, le contenu du travail de thèse couvre :
– L’établissement du modèle de Goldstein et l’identi�cation des hypothèses associées

(une di�culté particulière est d’avoir une formulation harmonique avec un écoulement
approché)

– L’analyse théorique et l’étude numérique de l’équation de transport harmonique qui
présente des di�cultés que nous présenterons.

– L’analyse du problème couplé de Goldstein, en adoptant une vision perturbative, en
écoulement faiblement rotationnel.
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3.1 Introduction

Remarque préliminaire. Cette partie peut être abordée indépendamment du reste de la
thèse et a vocation à établir des résultats relatifs à une équation de transport en régime
harmonique. Ces résultats nous seront ensuite utiles dans l’étude du couplage de Goldstein,
dans lequel cette équation de transport harmonique intervient.

On considère un champ de vecteurs v0 : Rd → R
d , de classe C1, dé�ni sur tout l’espace

R
d . La dimension d ∈N∗ de l’espace sera dans nos applications typiquement 2 ou 3, nous

laisserons d lorsque qu’elle pourra être prise quelconque et spéci�erons lorsqu’il sera im-
portant que d = 2 ou d = 3. Nous nous intéressons à l’équation de transport suivante, posée
sur un domaine borné Ω de R

d à frontière lipschitzienne,

−iωξ + (v0 ·∇)ξ + (ξ ·∇)v0 = f , (3.1)

où ξ,f : Ω→ C
d , et ω ∈ R∗+ est le paramètre de pulsation. L’équation (3.1) correspond à

la recherche d’une solution harmonique ξ∗(t,x) B ξ(x)e−iωt de l’équation de transport en
régime temporel suivante,

∂tξ
∗ + (v0 ·∇)ξ∗ + (ξ∗ ·∇)v0 = f ∗, (3.2)

soumise au forçage f ∗(t,x) = f (x)e−iωt . Cette dernière régit le transport de la quantité ξ∗ par
l’écoulement v0. Les composantes de ξ∗ sont couplées, ampli�ées ou atténuées par le terme



68 Chapitre 3. Introduction à une équation de transport harmonique vectorielle

d’ordre zéro (ξ∗ ·∇)v0. En aéroacoustique, v0 représente l’écoulement porteur de la pertur-
bation acoustique et satisfait, entre autre, l’équation d’Euler de conservation de la masse :

∇ · (ρ0v0) = 0,

où ρ0 est la densité volumique du �uide. Pour alléger l’écriture et comme il est coutume en
mécanique des �uides, introduisons l’opérateur de dérivée matérielle relatif à l’écoulement
v0, dé�ni par Dt B ∂t + v0 ·∇ , puis notons

Dωξ B −iωξ + (v0 ·∇)ξ, (3.3)

son pendant en régime harmonique. Nous serons également amené à étudier cette équation
sous la forme plus générale suivante :

Dωξ +Aξ = f , (3.4)

où A : Ω→Md(C) est une application à valeurs matricielles que l’on supposera bornée :
A ∈ L∞ (Ω;Md(C)). L’équation (3.1) en est un cas particulier, lorsqueA est la matrice jaco-
bienne du champ v0,

AB ∇v0 =
(
∂xjv0,i

)
i,j
.

Bien qu’il existe une très vaste littérature autour des équations de transport, celle-ci, qui
est vectorielle, harmonique et à coe�cients complexes n’entre pas naturellement dans un
cadre garantissant l’existence et l’unicité des solutions. Par exemple, elle ne satisfait pas les
conditions pour être un système de Friedrichs à cause d’un manque de dissipation. D’autre
part, contrairement à l’équation correspondante en régime temporel, elle ne possède pas a
priori de direction de transport privilégiée, ce qui empêche d’appliquer directement la mé-
thode des caractéristiques par exemple.

Dans ce chapitre, nous discutons du caractère bien posé de l’équation de transport (3.1)
et plus généralement de l’équation (3.4). Nous rappelons dans un premier temps le cadre
fonctionnel standard dans lequel chercher les solutions de ces équations puis montrons qu’il
n’est pas toujours possible d’en obtenir l’existence ou l’unicité.

Dans [3] , en étudiant la formulation de Galbrun, équivalente à celle de Goldstein que
nous étudions, E. Peynaud analyse la version scalaire de l’équation de transport harmonique,
de la forme suivante :

αψ + v0 ·∇ψ = f , (3.5)

où α ∈ C. Cette équation intervient dans la formulation de Galbrun avec α = −iω. Elle
sou�re alors également du problème de non dissipation. Il est montré qu’elle peut être mal
posée lorsque l’écoulement est recirculant, i.e. lorsqu’il existe des lignes caractéristiques de
v0 fermées. E. Peynaud adapte l’étude d’Azerad [42] et démontre que sous l’hypothèse que
v0 est Ω-remplissant, l’équation (3.5), adjointe de conditions aux bords ad hoc, est bien po-
sée. Nous verrons que ces résultats se généralisent à notre équation de transport vectorielle.
LorsqueA = 0 dans l’équation (3.4), les composantes de ξ se découplent et véri�ent chacune
l’équation (3.5) avec α = −iω.

Nos travaux constituent donc une généralisation de ceux de [3], étendant au cas vectoriel
le caractère bien posé de l’équation (3.4) sous l’hypothèse que l’écoulement v0 est domaine-
remplissant. La principale di�culté provient de l’impossibilité d’obtenir une expression ex-
plicite des solutions le long des trajectoires via la méthode des caractéristiques à cause du
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couplage des composantes induit par A. Nous présentons également une preuve nécessi-
tant moins de régularité sur l’écoulement évitant de passer par les lignes caractéristiques,
mais sous une hypothèse plus restrictive sur v0 : l’existence d’une direction privilégiée de
propagation selon laquelle v0 ne s’annule pas.

3.2 Cadre fonctionnel et opérateur de transport
Commençons par présenter le cadre fonctionnel et la géométrie que nous considérons

pour notre problème de transport.

Géométrie de base. Nous supposerons, comme dans tout le manuscrit, que les grandeurs
caractéristiques de l’écoulement porteur, sa vitesse v0 ou sa densité ρ0 sont des fonctions
su�samment régulières : nous faisons l’hypothèse que v0 : Rd →R

d est de classe C1 et que
ρ0 : Rd →R est une fonction continue, comprise entre deux bornes ρ− et ρ+ :

∀x ∈Rd , 0 < ρ− ≤ ρ0(x) ≤ ρ+. (3.6)

Nous considérons un domaine (ouvert connexe) borné Ω ⊂ R
d , à frontière lipschitzienne,

notée Γ B ∂Ω. Cela permet de dé�nir n(x), la normale extérieure à Γ , pour presque tout
point x ∈ Γ . Classiquement pour les problèmes du premier ordre, nous avons besoin d’une
classi�cation de la frontière pour imposer des conditions aux limites. Ainsi, nous distinguons
la frontière entrante Γ−, sortante Γ+ et glissante Γ0 selon que l’écoulement porteur v0 entre
dans le domaine, en sort ou glisse le long de cette frontière. Plus précisément, nous posons

Γ±B
{
x ∈ ∂Ω, ±n(x) · v0(x) > 0

}
,

Γ0B
{
x ∈ ∂Ω, n(x) · v0(x) = 0

}
.

Opérateur de transport et espaces fonctionnels. Bien qu’il soit possible d’envisager
l’étude de l’équation de transport harmonique dans un cadre non hilbertien, voir par exemple
[43] pour le cas particulier des systèmes de Friedrichs, il s’agit du cadre naturel indiqué
par la physique du problème d’aéroacoustique. En e�et, dans le cas d’un écoulement v0
potentiel et subsonique (|v0/c0| < 1), les équations de Goldstein dégénèrent en une équation
elliptique sur ϕ, qui appartient alors naturellement à H1(Ω) lorsque le terme source est
dans L2(Ω). La solution est alors d’énergie �nie E B

∫
Ω
|v|2 <∞ puisque v est donnée par

la relation v = ∇ϕ. Dans le cas général, il reste naturel de chercher une solution pour laquelle
v ∈ L2(Ω)d . Ainsi, gardant ϕ dans H1(Ω), nous avons ξ = v −∇ϕ à chercher dans L2(Ω)d .

Pour ξ = (ξi)i ∈ L2(Ω)d , dé�nissons (v0 ·∇)ξ au sens des distributions par

∀φ = (φi)i ∈ D(Ω)d ,

〈(v0 ·∇)ξ,φ〉D′(Ω)d ,D(Ω)d B −
(
ξ,∇ ·

(
φ⊗ v0

))
L2(Ω)d

= −
d∑

i,j=1

∫
Ω

ξi∂j
(
φiv0,j

)
. (3.7)

Pour des questions de commodité qui apparaîtront par la suite, nous nous plaçons dans l’es-
pace à poids L2(Ω,ρ0)d . L’hypothèse que ρ0 est compris entre deux valeurs strictement posi-
tives (3.6) entraîne qu’il n’y a pas de di�érence entre les deux espaces : L2(Ω,ρ0)d = L2(Ω)d .
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Introduisons l’opérateur de transport, non borné, dé�ni sur L2(Ω,ρ0)d , intervenant dans
l’équation (3.1),

Tω,A,v0
:D(Tω,A,v0

) ⊂ L2(Ω,ρ0)d → L2(Ω,ρ0)d ,

dé�ni par
∀ξ ∈ L2(Ω,ρ0)d , Tω,A,v0

ξ B (−iωId +A)ξ + (v0 ·∇)ξ,

dont le domaine D(Tω,A,v0
) est un sous-espace fermé de l’espace du graphe de l’opérateur

v0 ·∇ que nous préciserons par la suite :

D(Tω,A,v0
) ⊂H(Ω,v0,ρ0)B

{
ξ ∈ L2(Ω,ρ0)d : (v0 ·∇)ξ ∈ L2(Ω,ρ0)d

}
.

On peut trouver une preuve dans [44] et [45] que H(Ω,v0,ρ0) est un espace de Hilbert
lorsqu’il est muni du produit scalaire

∀ξ,ζ ∈H(Ω,v0,ρ0), (ξ,ζ)H(Ω)B

∫
Ω

ρ0ξ ·ζ+
∫
Ω

ρ0 (v0 ·∇)ξ · (v0 ·∇)ζ,

associé à la norme notée ‖ξ‖H(Ω) B
√

(ξ,ξ)H(Ω). Lorsqu’il n’y a pas ambiguïté sur le do-
maine d’étude considéré, nous noterons plus simplement (·, ·)H le produit scalaire et ‖ · ‖H la
norme associée.

Densité et traces dans H(Ω,v0,ρ0). Pour dé�nir le problème de transport harmonique
avec conditions au bord homogènes et non-homogènes, nous avons besoin préalablement
de quelques résultats de densité et de trace dans l’espace H(Ω,v0,ρ0). Commençons par
énoncer le théorème suivant :

Théorème 3.2.1 (Densité). L’ensemble des applications C∞(Ω)d est dense dansH(Ω,v0,ρ0),
où C∞(Ω)d est l’ensemble des restrictions àΩ des applications de D(Rd)d .

Preuve. Voir la preuve dans un cadre plus général dans [43]. �

A�n de dé�nir les conditions aux limites de notre problème, nous avons besoin de donner
un sens à la trace des fonctions de H(Ω,v0,ρ0). Dans un premier temps, rappelons le cas
bien connu de l’espace H1(Ω), voir [46] :

Théorème 3.2.2 (trace dans H1(Ω)). Comme la frontière Γ de Ω est lipschitzienne, il existe
une unique application linéaire continue γ0 :H1(Ω)→ L2(Γ ) telle que

∀φ ∈ C∞(Ω), γ0(φ) = φ|Γ .

Cette application a pour image l’espace de Sobolev fractionnaire H1/2(Γ ) et admet un inverse à
droite R :H1/2(Γ )→H1(Ω), bijectif et continu :

∀g ∈H1/2(Γ ), γ0 (Rg) = g.

L’espace H(Ω,v0,ρ0) est plus riche que H1(Ω) et ne permet pas une caractérisation
intrinsèque de son espace de trace dans le cas le plus général, voir les discussions dans [43].
On peut néanmoins dé�nir la quantité au bord ρ0(v0 · n)ξ au sens de H−1/2(Γ )d à partir
d’une formule d’intégration par parties comme présentée dans le théorème suivant.
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Théorème 3.2.3 (intégration par parties et trace). Pour deux fonctions lisses ξ,ζ ∈ C∞(Ω)d ,
nous avons la formule d’intégration par parties suivante :∫

Γ

ρ0(v0 ·n)ξ ·ζ =
∫
Ω

ρ0(v0 ·∇)ξ ·ζ+ ρ0ξ · (v0 ·∇)ζ, (3.8)

ce qui dé�nit un opérateur continu σ de trace

σ : ξ ∈H(Ω,v0,ρ0) 7−→ ρ0(v0 ·n)ξ ∈H−1/2(Γ )d , (3.9)

qui a tout ξ ∈H(Ω,v0,ρ0) associe

∀g ∈H1/2(Γ )d , 〈σ (ξ) ,g〉H−1/2(Γ )d ,H1/2(Γ )d =
∫
Ω

ρ0ξ · (v0 ·∇)Rdg + ρ0 ((v0 ·∇)ξ) ·Rdg,

où RdgB (Rg1, . . . ,Rgd) ∈H1(Ω)d .

Preuve. La formule d’intégration par parties s’obtient par application de la formule de Green
et un calcul direct. Puis en dé�nissant la forme bilinéaire B sur C∞(Ω)d ×C∞(Ω)d par

∀ξ,ζ ∈ C∞(Ω)d , B(ξ,ζ)B
∫
Ω

ρ0(v0 ·∇)ξ ·ζ+ ρ0ξ · (v0 ·∇)ζ,

on a l’estimation suivante, pour tout ξ,ζ ∈ C∞(Ω)d

|B(ξ,ζ)| ≤ ‖(v0 ·∇)ξ‖L2(Ω,ρ0)d‖ζ‖L2(Ω,ρ0)d + ‖ξ‖L2(Ω,ρ0)d‖(v0 ·∇)ζ‖L2(Ω,ρ0)d

≤ ‖ξ‖H
(
‖ζ‖L2(Ω,ρ0)d + ‖(v0 ·∇)ζ‖L2(Ω,ρ0)d

)
≤ ρ+

(
1 + ‖v0‖L∞(Ω)d

)
‖ξ‖H ‖ζ‖H1(Ω)d .

Ainsi, par densité de C∞(Ω)d dansH1(Ω)d et dansH(Ω,v0,ρ0), voir 3.2.1, la forme bilinéaire
B s’étend de façon unique à H(Ω,v0,ρ0)×H1(Ω)d . Pour passer à un opérateur qui agit sur
la frontière, posons, pour (ξ,g) ∈H(Ω,v0,ρ0)×H1/2(Γ )d ,

B̃(ξ,g)B B(ξ,Rdg). (3.10)

Par continuité de l’opérateur de relèvement Rd , il existe une constante CRd > 0 telle que

∀g ∈H1/2(Γ ), ‖g‖H1/2(Γ ) ≤ CRd‖Rdg‖H1(Ω)d ,

d’où l’on déduit que pour tout (ξ,g) ∈H(Ω,v0,ρ0)×H1/2(Ω)d ,∣∣∣B̃(ξ,g)
∣∣∣ ≤ ρ+

(
1 + ‖v0‖L∞(Ω)d

)
‖ξ‖H‖Rdg‖H1(Ω)d

≤ ρ+

(
1 + ‖v0‖L∞(Ω)d

)
CRd‖ξ‖H‖g‖H1/2(Ω)d .

Cette inégalité montre que pour tout ξ ∈ H(Ω,v0,ρ0), l’application B̃(ξ, ·) est bien linéaire
continue, donc appartient à H−1/2(Γ )d et de norme véri�ant dans H1/2(Γ )′ =H−1/2(Γ ) :

‖B̃(ξ, ·)‖H−1/2(Γ ) ≤ ρ+

(
1 + ‖v0‖L∞(Ω)d

)
CRd‖ξ‖H ,
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ce qui montre �nalement que l’application σ : ξ ∈ H(Ω,v0,ρ0) 7→ B̃(ξ, ·) ∈ H−1/2(Γ )d est
bien linéaire continue. �

La formule d’intégration par parties (3.8) donne l’espoir de dé�nir la trace d’une fonction
ξ ∈H(Ω,v0,ρ0) dans l’espace L2(Γ+∪Γ−,ρ0|v0 ·n|)d . C’est e�ectivement possible à la condi-
tion nécessaire et su�sante, adoptée désormais dans tout le manuscrit, que les frontières
entrante Γ− et sortante Γ+ soient séparées :

dist (Γ+,Γ−)B inf
(x+,x−)∈Γ+×Γ−

|x+ − x−| > 0, (3.11)

En e�et, dans [44] (ou [45]), on peut trouver d’une part un contre-exemple du cas où dist(Γ+,Γ−) =
0 ; et d’autre part, une preuve du théorème de trace suivant :

Théorème 3.2.4. Sous la condition de séparation des frontières Γ+ et Γ− (3.11) :
(i) Il existe une unique application linéaire continue

γ :H(Ω,v0,ρ0) −→ L2(Γ+ ∪ Γ−,ρ0|v0 ·n|)d ,

telle qu’il existe une constante Cγ > 0, véri�ant pour toute fonction lisse ξ ∈ C∞(Ω)d ,

γ(ξ) = ξ |Γ et ‖γ(ξ)‖L2(Γ+∪Γ−,ρ0|v0·n|)d ≤ Cγ‖ξ‖H .

(ii) Relèvement : γ possède un inverse à droite R : L2(Γ+ ∪ Γ−,ρ0|v0 · n|)d → H(Ω,v0,ρ0)
continu :

∀ξb ∈ L2(Γ+ ∪ Γ−,ρ0|v0 ·n|)d , γ
(
Rξb

)
= ξb.

Remarque 3.2.5. Dans le cas où les frontières Γ+ et Γ− peuvent se toucher, on peut trouver dans
[47] une analyse complète de l’espace de trace de l’espace :

H(Ω,ex,1) =
{
u ∈ L2(Ω) / ∂xu ∈ L2(Ω)

}
, (3.12)

ainsi qu’une généralisation de la formule d’intégration par parties. L’espace de trace est expli-
cité : il s’écrit comme une somme directe d’espaces L2 à poids qui dégénèrent ou s’annulent aux
endroits de Γ où Γ+ et Γ− se rejoignent. Et la dégénérescence ou l’annulation des poids à ces en-
droits dépendent de la vitesse à laquelle Γ+ et Γ− se resserrent dans la direction orthogonale à v0
,ey , ici.

On dé�nit alors à partir de γ deux autres opérateurs de trace γ+ et γ−, respectivement
sur la frontière entrante Γ+ et sortante Γ−, par restriction :

γ± : ξ ∈H(Ω,v0,ρ0) 7−→ γ(ξ)|Γ± ∈ L2(Γ±,ρ0|v0 ·n|)d .
γ+ et γ− sont continues car pour tout ξ ∈H(Ω,v0,ρ0) :

‖γ±(ξ)‖L2(Γ±,ρ0|v0·n|)d ≤ ‖γ(ξ)‖L2(Γ−∪Γ+,ρ0|v0·n|)d ≤ Cγ‖ξ‖H ,

et héritent de la surjectivité de γ . En e�et, pour tout g ∈ L2(Γ±,ρ0|v0 · n|)d , on construit
ĝ ∈ L2(Γ+ ∪ Γ−,ρ0|v0 ·n|)d en prolongeant g par 0 sur Γ∓.
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Dé�nissons alors les sous-espaces fermés de H(Ω,v0,ρ0) permettant d’appliquer les
conditions aux limites homogènes :

H±(Ω,v0,ρ0)B Ker(σ±) =
{
ξ ∈H(Ω,v0,ρ0) : ξ = 0 sur Γ±

}
. (3.13)

Domaine de l’opérateur de transport A présent, nous sommes à même de choisir le do-
maine de l’opérateur Tω,A,v0

. Bien que dé�ni surH(Ω,v0,ρ0) tout entier, on préfère utiliser
le sous-espace prenant en compte les conditions aux limites homogènes sur Γ− :

D(Tω,A,v0
)BH−(Ω,v0,ρ0).

Il est alors facile de montrer que l’opérateur Tω,A,v0
:D(Tω,A,v0

) ⊂ L2(Ω,ρ0)d → L2(Ω,ρ0)d

est continu lorsque D(Tω,A,v0
) est muni de la norme ‖ · ‖H . En e�et,

‖Tω,A,v0
ξ‖L2(Ω,ρ0)d ≤ |ω|‖ξ‖L2(Ω,ρ0)d + ‖A‖∞‖ξ‖L2(Ω,ρ0)d + ‖(v0 ·∇)ξ‖L2(Ω,ρ0)d ,

≤
√

2max
{
|ω|+ ‖A‖∞,1

}
‖ξ‖H , (3.14)

où la norme utilisée sur L∞(Ω;Md(C)) est :

∀F ∈ L∞(Ω;Md(C)), ‖F ‖∞B sup
x∈Ω;ξ∈C2\{0}

|F (x)ξ|
|ξ| = sup

x∈Ω
‖F (x)‖,

où ‖M‖ est la norme d’opérateur de M ∈Md(C).

Formule de Green. Dans l’étude de l’équation de transport harmonique, nous aurons
besoin du corollaire suivant donnant une intégration par parties dans les bons espaces ainsi
qu’un cas particulier :

Corollaire 3.2.6 (Formule de Green). Par densité, la formule d’intégration par parties (3.8)
du théorème 3.2 s’étend à tout (ξ,ζ) ∈H±(Ω,v0,ρ0)×H(Ω,v0,ρ0) par :∫

Ω

(ρ0v0 ·∇)ξ ·ζ = −
∫
Ω

ξ · (ρ0v0 ·∇)ζ+
∫
Γ∓
γ∓(ξ) ·γ∓(ζ) (ρ0v0 ·n)dσ, (3.15)

et particulier, on a l’égalité suivante, pour tout ξ ∈H±(Ω,v0,ρ0),

Re

(∫
Ω

(ρ0v0 ·∇)ξ ·ξ
)

=
1
2

∫
Γ∓

∣∣∣γ∓(ξ)
∣∣∣2 (ρ0v0 ·n)dσ. (3.16)

Dans la suite, lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible, nous omettrons les opérateurs
de trace γ± dans les intégrales telles que (3.15) ou (3.16).

Problèmes de transport harmonique homogène. Le cadre étant posé, le problème de
transport harmonique homogène intervenant dans les équations de Goldstein, associé à
l’équation (3.1), se formule de la façon suivante :∣∣∣∣∣∣∣Pour f ∈ L2(Ω)d , trouver ξ ∈H−(Ω,v0,ρ0) tel que :

Tω,v0
ξ = f ,

(3.17)
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où l’on a noté Tω,v0
B Tω,A,v0

dans le cas particulier où A B ∇v0. Nous serons amenés à
nous intéresser également au problème de transport plus général suivant :∣∣∣∣∣∣∣Pour f ∈ L2(Ω)d , trouver ξ ∈H−(Ω,v0,ρ0) tel que :

Tω,A,v0
ξ = f .

(3.18)

Problème de transport harmonique non-homogène. Formulons également le pro-
blème de transport harmonique avec conditions au bord non-homogènes :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Pour f ∈ L2(Ω) et g ∈ L2(Γ−,ρ0|v0 ·n|)d , trouver ξ ∈H(Ω,v0,ρ0) tel que :
Tω,A,v0

ξ = f ,

γ− (ξ) = g.

(3.19)

On se ramène au problème homogène en utilisant un relèvement de la donnée au bord entrant
g. Par surjectivité de la trace, il existe ξR ∈ H(Ω,v0,ρ0) tel que γ−(ξ

R) = g. Alors ξ est
solution de (3.19) si et seulement si ξ0 = ξ − ξR est solution du problème homogène (3.18)
avec au second membre f̂ B f −Tω,A,v0

ξR. Le caractère bien posé de ce problème est alors
équivalent à celui homogène (3.18), qui sera discuté dans la deuxième partie de ce manuscrit.

3.3 Géométries simples : solutions explicites et mise en
évidence de résonances

Dans cette section, nous souhaitons illustrer dans des cas de géométries 2D très simples
le comportement des solutions de l’équation de transport harmonique introduite à la section
précédente. Nous présenterons d’une part le cas d’un écoulement cisaillé dans une géométrie
rectangulaire, puis nous nous intéresserons au cas où l’écoulement est en rotation solide
dans un anneau. Ces deux situations, bien que très simpli�ées, illustrent des comportements
d’écoulements standards intéressants. Ces deux écoulements typiques nous ont d’ailleurs
déjà servi comme illustration du rotationnel de l’écoulement porteur. En e�et, nous verrons
que dans le cas de l’écoulement cisaillé, l’équation de transport est toujours bien posée, alors
qu’il peut exister des fréquences auxquelles elle est mal posée dans l’écoulement recirculant.
Ces deux exemples motivent l’étude particulière faite sur cette équation dans la suite de cette
partie.

3.3.1 Écoulement cisaillé

Un écoulement cisaillé s’écrit, comme illustré sur la �gure 3.1, dans le domaine 2D rec-
tangulaire compris entre x−,x+ ∈R et y−, y+ ∈R,

D =
{
(x,y) ∈R2, x− < x < x+ et y− < y < y+

}
,

sous la forme
∀(x,y) ∈D, v0(x,y) = v0(y)ex,

où v0 : [y−, y+]→R
∗
+ est une fonction C1 représentant le pro�l de l’écoulement qui ne s’an-

nule pas. Pour un tel écoulement, on montre aisément que les équations d’Euler stationnaires
(1.19) imposent une densité ρ0 constante, nous la prenons égale à 1 ici et l’omettrons dans
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v0(x, y) = v0,xex

ex

ey

��
D

y+

x+x�

y�

Figure 3.1 – Écoulement cisaillé

la suite de ce paragraphe, notamment lorsqu’elle apparaît dans la dé�nition des espaces. La
dérivée matérielle harmonique (2.14) s’écrit dans ce cas Dω = −iω + v0(y)∂x et l’opérateur
de transport Tω,A,v0

se simpli�e alors en :

∀ξ ∈H−(D,v0), Tω,A,v0
ξ = −iωξ + v0(y)∂xξ +Aξ.

L’espace H−(D,v0) est également simple à décrire, en e�et, la frontière entrante est ∂D− =
{(x−, y), y− < y < y+} et donc :

H−(D,v0) =
{
ξ ∈ L2(D)2, ∂xξ ∈ L2(D)2 et ξ(x−, ·) = 0

}
.

Le problème de transport harmonique (3.18) s’écrit alors sous la forme d’une famille d’équa-
tions di�érentielles ordinaires, paramétrées par y ∈]y−, y+[, la condition initiale correspon-
dant à la valeur imposée à ξ sur le bord entrant en (x−, y).∂xξ = − 1

v0(y)

(
− iωId +A(x,y)

)
ξ,

ξ(x−, y) = 0.

(3.20)

(3.21)

Dans le cas généralA(x,y) ∈M2(C), la solution n’admet pas d’expression explicite. Cepen-
dant, dans le cas de l’équation de transport harmonique du couplage de Goldstein (2.13), la
matrice A vaut AB ∇v0, qui s’écrit dans le cas d’un écoulement cisaillé sous la forme

∇v0 =
(
0 v′0(y)
0 0

)
.

Ainsi, dans ce cas particulier A = ∇v0 ne dépend pas de la variable x et donc les équations
di�érentielles du système (3.21) sont autonomes et admettent une solution explicite par la
formule de Duhamel. En appliquant de plus les conditions sur la frontière entrante ξ(x−, y) =
0, ξ s’écrit :

ξ(x,y) =
1

v0(y)

∫ x

x−
e
−(x−s)−iωId+∇v0(y)

v0(y) f (s,y)ds.
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Figure 3.2 – Illustration numérique de la solution du transport harmonique en écoulement
cisaillé.

De plus, l’exponentielle matricielle est facilement explicitable ici, pour tout t ∈R :

exp
(
t
−iωId +∇v0(y)

v0(y)

)
= e−i

ωt
v0(y) exp

0 t
v′0(y)
v0(y)

0 0

 = e−i
ωt
v0(y)

1 t
v′0(y)
v0(y)

0 1

 .
Ce qui donne l’expression suivante pour ξ :

ξx(x,y) =
1

v0(y)

∫ x

x−
e
i ω
v0(y) (x−s)

[
fx(s,y)− (x − s)v

′
0(y)
v0(y)

fy(s,y)
]

ds,

ξy(x,y) =
1

v0(y)

∫ x

x−
e
i ω
v0(y) (x−s)

fy(s,y)ds.

Dans le cas d’un écoulement cisaillé qui ne s’annule pas, le problème de transport dans le rec-
tangleD est ainsi toujours bien posé et admet une expression simple dans le cas du problème
de transport harmonique de Goldstein.

3.3.2 Écoulement en rotation solide

Nous considérons à présent une géométrie en anneau, de rayon intérieur ri > 0 et de
rayon extérieur re > ri , dé�nie en coordonnées polaires (r,θ) :

D B
{
(r,θ) ∈R∗+ × [0,2π[, ri < r < re

}
,

dans lequel circule un écoulement porteur orthoradial, de pro�l v0(r)BΩ0r , où la vitesse
angulaire s’écrit Ω0 > 0 :

∀(r,θ) ∈D, v0(r,θ)B v0(r)eθ =Ω0reθ.

Nous avons vu que dans ce cas particulier d’écoulement, le choix de la vitesse détermine les
autres grandeurs caractéristiques telles que ρ0 ou p0. Il est alors aisé de véri�er que ρ0 satis-
fait bien les conditions d’être borné inférieurement et supérieurement par deux constantes
strictement positives.

La dérivée matérielle s’écrit comme une dérivée suivant θ :

Dω = −iω+ v0 ·∇ = −iω+
v0(r)
r
∂θ = −iω+Ω0∂θ,

et l’espace H(D,v0,ρ0) s’écrit sous la forme adaptée aux coordonnées polaires en ajoutant
une condition de périodicité :

H−(D,v0,ρ0) =H(D,v0,ρ0) =
{
ξ ∈ L2(D,ρ0)2, ∂θξ ∈ L2(D,ρ0)2, et ξ(·,0) = ξ(·,2π)

}
.

Alors, l’opérateur de transport Tω,A,v0
s’écrit dans le cas qui intervient dans les équations
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de Goldstein, AB ∇v0, sous la forme :

∀ξ ∈H(D,v0), Tω,v0
ξ = −iωξ +Ω0∂θξ + 2Ω0

(
0 −1
1 0

)
︸         ︷︷         ︸

=∇v0

ξ.

Notons que comme dans le cas de l’écoulement cisaillé, le problème de transport (3.18) s’écrit
alors comme une famille d’équations di�érentielles ordinaires paramétrées ici par r ∈]ri , re[.
A la di�érence de l’écoulement cisaillé dans un rectangle, il n’y a pas de condition initiale
correspondant à la condition aux limites sur ξ, mais une condition de périodicité correspon-
dant aux coordonnées polaires utilisées.

Un point de vue intéressant est de changer d’inconnue en e�ectuant une rotation d’angle
2θ de ξ. Posons Rθ la matrice de rotation d’angle θ :

Rθ =
(
cos(θ) −sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
,

et rappelons les propriétés élémentaires suivantes :

d
dθ
Rθ = Rθ+π

2
, Rθ+θ′ = RθRθ′ , Rπ

2
=

(
0 −1
1 0

)
.

Posons ξ̂(r,θ)B R2θξ(r,θ), on a alors :

Ω0∂θξ̂ = 2Ω0R2θ+π
2
ξ +R2θΩ0∂θξ,

= 2Ω0R2θ+π
2
ξ +R2θ

(
iωξ − 2Ω0

(
0 −1
1 0

)
︸   ︷︷   ︸

=Rπ
2

ξ + f
)
,

=
���

���
�2Ω0R2θ+π

2
ξ + iωξ̂ −

��
���

�2Ω0R2θ+π
2
ξ + f̂ ,

où f̂ B R2θf . Ainsi, ξ̂ satisfait l’équation découplée et autonome, en utilisant la périodicité
de Rθ : ∂θξ̂ = i

ω
Ω0

ξ̂ +
1
Ω0

f̂ ,

ξ̂(·,0) = ξ̂(·,2π).

Par la formule de Duhamel, il existe donc une constante ξ̂0 ∈C2 telle que

ξ̂(r,θ) =
1
Ω0

∫ θ

0
e
i ω
Ω0

(θ−τ)f̂ (r,τ)dτ + ei
ω
Ω0
θξ̂

0
.

La condition de périodicité est alors équivalente à(
1− e2iπ ω

Ω0

)
ξ̂

0
=Ω−1

0

∫ 2π

0
e
i ω
Ω0

(2π−τ)f̂ (r,τ)dτ. (3.22)

On constate alors que cette condition de périodicité peut ne pas être satisfaite. Le problème



78 Chapitre 3. Introduction à une équation de transport harmonique vectorielle

Figure 3.3 – Illustration numérique de la solution du transport harmonique dans une rotation
solide.

de transport harmonique de Goldstein est bien posé si et seulement si la constante ξ̂0 est
déterminée de façon unique par la relation de périodicité (3.22). Or, si ω ∈Ω0Z, la relation
(3.22) ne détermine pas ξ̂0 et donne lieu à un problème mal posé, soit possédant une in�nité
de solutions, soit aucune. Dans le cas où ω < Ω0Z, alors ξ̂0 se déduit de (3.22) et donne
l’expression de ξ̂ :

ξ̂(r,θ) =Ω−1
0

∫ θ

0
e
i ω
Ω0

(θ−τ)f̂ (r,τ)dτ +Ω−1
0

e
i ω
Ω0
θ

e
−2iπ ω

Ω0 − 1

∫ 2π

0
e
−i ω

Ω0
τ f̂ (r,τ)dτ. (3.23)

Cette expression peut se mettre sous une forme plus simple. E�ectuons le changement de
variable τ← θ − τ dans la première intégrale et τ← 2π+θ − τ dans la seconde, il vient

ξ̂(r,θ) = −Ω−1
0

∫ 0

θ
e
i ω
Ω0
τ f̂ (r,θ − τ)dτ +

−Ω−1
0

1− e2iπ ω
Ω0

∫ θ

2π+θ
e
i ω
Ω0
τ f̂ (r,��2π+θ − τ)dτ,

puis en décomposant la seconde intégrale en trois intégrales, respectivement de θ à 0, puis
de 0 à 2π et de 2π à 2π+θ, il vient :

ξ̂(r,θ) =
(((

((((
(((

((((
(((

((((
((

Ω−1
0

(
1− 1

1− e2iπ ω
Ω0

)∫ θ

0
e
i ω
Ω0
τ f̂ (r,θ − τ)dτ,

+
Ω−1

0

1− e2iπ ω
Ω0


∫ 2π

0
e
i ω
Ω0
τ f̂ (r,θ − τ)dτ +

���
���

���
���

��∫ 2π+θ

2π
e
i ω
Ω0
τ f̂ (r,θ − τ)dτ︸                           ︷︷                           ︸

τ←τ−2π

 ,
=

Ω−1
0

1− e2iπ ω
Ω0

∫ 2π

0
e
i ω
Ω0
τ f̂ (r,θ − τ)dτ.

Ainsi, on obtient l’expression simpli�ée suivante pour ξ :

ξ(r,θ) =
Ω−1

0

1− e2iπ ω
Ω0

∫ 2π

0
e
i ω
Ω0
τ
R−2τf (r,θ − τ)dτ. (3.24)
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Dans ce chapitre, nous présentons deux hypothèses sur l’écoulement et le domaine d’étude
sous lesquelles nous montrerons que le problème du transport harmonique intervenant dans
le couplage de Goldstein (3.17), et plus généralement le problème (3.18), sont bien posés. La
preuve s’organise en deux temps. Le point clef est l’établissement d’une estimation a priori
pour l’opérateur de transport. Cette estimation est établie sous deux hypothèses. La première
ne nécessite pas de régularité additionnelle sur l’écoulement mais suppose qu’il ne s’annule
pas suivant suivant une direction �xe de l’espace. Nous dirons qu’un tel écoulement est di-
rectionnel. La seconde nécessitera un écoulement plus régulier de manière à redresser l’écou-
lement globalement par un changement de variable, suivant la méthode des caractéristiques,
mais permettra de traiter des écoulements plus généraux que ceux directionnels. La solution
de l’équation de transport est alors estimée le long de chaque ligne de courant et l’hypothèse
que l’écoulement est domaine-remplissant permet le passage d’une de ces estimations à une
estimation globale sur tout le domaine.

4.1 Estimation a priori

Nous avons déjà montré que l’opérateur Tω,A,v0
est continu deH−(Ω,v0,ρ0) dansL2(Ω,ρ0)d

(3.14). Nous présentons deux hypothèses sous lesquelles il existe une constanteC(Ω,A,v0) >
0 telle que :

∀ξ ∈H−(Ω,v0,ρ0), ‖ξ‖H ≤ C(Ω,A,v0)‖Tω,A,v0
ξ‖L2(Ω,ρ0)d . (4.1)
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Remarquons dans un premier temps que pour tout ξ ∈H−(Ω,v0,ρ0), on a l’estimation sui-
vante : ‖(v0 ·∇)ξ‖L2(Ω,ρ0)d = ‖Tω,A,v0

ξ − (−iωξ +Aξ)‖L2(Ω,ρ0)d

≤ ‖Tω,A,v0
ξ‖L2(Ω,ρ0)d + (ω+ ‖A‖∞)‖ξ‖L2(Ω,ρ0)d .

Ainsi, l’existence d’une constante C1(Ω,A,v0) > 0 telle que

∀ξ ∈H−(Ω,v0), ‖ξ‖L2(Ω,ρ0)d ≤ C1(Ω,A,v0)‖Tω,A,v0
ξ‖L2(Ω,ρ0)d ,

su�t à obtenir l’estimation souhaitée (4.1) où la constante C(Ω,A,v0) est donnée par

C(Ω,A,v0)B

√
C1(Ω,A,v0)2 +

(
1 + (ω+ ‖A‖∞)C1(Ω,A,v0)

)2
.

Nous présentons deux approches. Premièrement, l’écoulement est supposé directionnel, c’est-
à-dire que la projection de v0 sur une direction �xe de l’espace ne s’annule pas sur le domaine
Ω, voir par exemple l’écoulement de gauche de la �gure 4.1. Deuxièmement, en demandant
un peu plus de régularité sur l’écoulement, nous allons pouvoir dépasser le cadre d’un écou-
lement directionnel en imposant uniquement la propriété d’être domaine-remplissant, dont
l’idée grossière est que les lignes de courant entrent et sortent du domaine Ω en un temps
borné. Une illustration d’un tel écoulement est donnée sur le graphique de droite de la �gure
4.1.

Figure 4.1 – Exemple d’écoulements porteur : cas directionnel (gauche) et domaine rem-
plissant (droite). les lignes de courant sont représentées par des couleurs. Les lignes noires
délimitent le domaine Ω.

Cas des conditions aux limites non-homogènes Nous aurons également besoin d’une
estimation a priori dans le cas de conditions limites non-homogènes, i.e. pourξ ∈H(Ω,v0,ρ0)
ne s’annulant pas forcément au bord entrant. Nous établirons l’existence d’une constante
Cb > 0 telle que

∀ξ ∈H(Ω,v0,ρ0), ‖ξ‖H ≤ Cb‖γ− (ξ)‖L2(Γ−,ρ0|v0·n|)d +C(Ω,A,v0)‖Tω,A,v0
ξ‖L2(Ω,ρ0)d .

4.1.1 Cas d’un écoulement directionnel
Commençons par donner la dé�nition d’un écoulement directionnel :



4.1 Estimation a priori 81

Dé�nition 4.1.1 (Écoulement directionnel). L’écoulement v0 est dit directionnel sur Ω s’il
existe e ∈Rd , unitaire (|e| = 1), et une constante v∗ > 0 tels que :

∀x ∈Ω, v0(x) · e ≥ v∗. (4.2)

Nous allons démontrer dans cette section l’estimation suivante :

Lemme 4.1.2. Pour un écoulement directionnel, i.e. satisfaisant l’inégalité (4.2), alors

∀ξ ∈H−(Ω,v0,ρ0), ‖ξ‖L2(Ω,ρ0)d ≤ C1(Ω,A,v0)‖Tω,A,v0
ξ‖L2(Ω,ρ0)d , (4.3)

où la constante C1(Ω,A,v0) est donnée par

C1(Ω,A,v0)B
1
‖A‖∞

[
exp

(
2
Le(Ω)
v∗
‖A‖∞

)
− 1

]
, (4.4)

où Le(Ω)B sup
{
(x − x′) · e : x,x′ ∈Ω

}
est le diamètre deΩ dans la direction e.

Preuve. Sans perte de généralité, on considère dans cette section un écoulement directionnel
dans la direction eB ex1

, i.e. :

∀(x1, . . . ,xd) ∈Ω, v0,1(x1, . . . ,xd) ≥ v∗ > 0.

Comme Ω est supposé borné, les deux constantes suivantes sont �nies :

x1B inf
{
x1 : (x1, . . . ,xd) ∈Ω

}
, and x1B sup

{
x1 : (x1, . . . ,xd) ∈Ω

}
,

de telle sorte queΩ soit contenu dans la bande �nie dans la direction ex1
, représentée sur la

�gure 4.2 :
Ω ⊂

{
(x1, . . . ,xd) ∈Rd : x1 < x1 < x1

}
.

L’idée est alors d’estimer la norme L2 de ξ sur le sous domaine de Ω situé dans le demi-
espace P −x∗1 B {(x1, . . . ,xd) ∈Ω : x1 < x

∗
1}, où x∗1 ∈]x1,x1[, que nous notons :

Ω(x∗1)BΩ∩ P −x∗1 .

Nous avons, pour tout ξ ∈H−(Ω,v0),

Re

∫
Ω(x∗1)

ρ0

(
− iωξ + v0 ·∇ξ

)
·ξ

 =Re

−∫
Ω(x∗1)

ρ0Aξ ·ξ +
∫
Ω(x∗1)

ρ0Tω,A,v0
ξ ·ξ

 ,
≤ ‖A‖∞‖ξ‖2L2(Ω(x∗1),ρ0)d + ‖Tω,A,v0

ξ‖L2(Ω,ρ0)d‖ξ‖L2(Ω,ρ0)d .

Il vient alors,

Re

∫
Ω(x∗1)

ρ0v0 ·∇ξ ·ξ
 ≤ ‖A‖∞‖ξ‖2L2(Ω(x∗1),ρ0)d + ‖Tω,A,v0

ξ‖L2(Ω,ρ0)d‖ξ‖L2(Ω,ρ0)d .

A présent, minorons le membre de gauche. La formule de Green (3.16) fournit, puisque ξ ∈
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⌦
⌦(x⇤

1)

ex1

x = x1x = x1

P 0
x⇤
1

x = x⇤
1

ex1

Figure 4.2 – Cas v0 directionnelle – Représentation de Ω(x∗1) de P 0
x∗1

.

H−(Ω(x∗1),v0) :

Re

∫
Ω(x∗1)

(
ρ0v0 ·∇

)
ξ ·ξ

 =
1
2

∫
∂Ω(x∗1)+

ρ0|ξ|2v0 ·n.

Remarquons alors que la partie de la frontière Ω∩ P 0
x∗1
⊂ ∂Ω(x∗1), où P 0

x∗1
B {(x1, . . . ,xd) ∈

R
d : x1 = x∗1}, par dé�nition de P −x∗1 et de Ω(x∗1) a pour normale extérieure le vecteur ex1

et
donc :

Ω∩ P 0
x∗1
⊂ ∂Ω(x∗1)+.

Ce qui fournit alors la minoration :

Re

∫
Ω(x∗1)

(
ρ0v0 ·∇

)
ξ ·ξ

 =
1
2

∫
∂Ω(x∗1)+

|ξ|2(ρ0v0 ·n)dσ ≥ 1
2

∫
Ω∩P 0

x∗1

|ξ|2(ρ0v0 ·n)dσ,

≥ v∗
2

∫
Ω∩P 0

x∗1

ρ0|ξ|2 dx2 . . .dxd .

Nous obtenons ainsi,

v∗
2

∫
Ω∩P 0

x∗1

ρ0|ξ|2 dx2 . . .dxd ≤ ‖A‖∞‖ξ‖2L2(Ω(x∗1),ρ0)d + ‖Tω,A,v0
ξ‖L2(Ω,ρ0)d‖ξ‖L2(Ω,ρ0)d .

Avec la notation

∀x1 ∈]x1,x1[, η(x1)B
∫
Ω∩P 0

x1

ρ0(x1, . . . ,xd)|ξ(x1, . . . ,xd)|2 dx2 . . .dxd ,
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et en remarquant que d’après le théorème de Fubini

‖ξ‖2
L2(Ω(x∗1),ρ0)d =

∫ x∗1

x1

∫
Ω(x1)∩P 0

x1

ρ0(x1, . . . ,xd)|ξ(x1, . . . ,xd)|2 dx2 . . .dxd

dx1,

=
∫ x∗1

x1

η(x1)dx1,

on obtient l’inégalité plus claire suivante

∀x∗1 ∈]x1,x1[,
v∗
2
η(x∗1) ≤ ‖A‖∞

∫ x∗1

x1

η(x1)dx1 + ‖Tω,A,v0
ξ‖L2(Ω,ρ0)d‖ξ‖L2(Ω,ρ0)d .

Le lemme de Gronwall permet alors de trouver l’estimation a priori annoncée :

‖ξ‖L2(Ω,ρ0)d ≤ C1(Ω,A,v0)‖Tω,A,v0
ξ‖L2(Ω,ρ0)d ,

où la constante C1(Ω,A,v0) est celle dé�nie par (4.4) où Le(Ω) = x1 − x1. �

4.1.2 Cas d’un écoulement domaine-remplissant
Dans cette section, nous présentons une estimation a priori obtenue lorsque l’écoulement

n’est pas directionnel. Nous supposons pour cela plus de régularité sur l’écoulement de ma-
nière à pouvoir dé�nir les lignes de courant et e�ectuer un changement de variables. L’idée
est celle de la méthode des caractéristiques, introduite historiquement dans [48]. Il s’agit de
résoudre l’équation ligne de courant par ligne de courant, ramenant l’étude de l’équation aux
dérivées partielles à une familles d’équations aux dérivées ordinaires. Cependant, le passage
rigoureux de l’un à l’autre n’est pas garanti dans le cas le plus général, nous nous placerons
dans le cadre d’un écoulement domaine-remplissant, notion introduite par [42] pour l’étude
d’une équation du premier ordre réelle et scalaire, dont l’équation de transport harmonique
de Goldstein constitue une généralisation. Nous obtenons ainsi une estimation de la solution
sur chacune de ces lignes. Ensuite il faut passer de cette estimation ligne par ligne à une esti-
mation sur le domaine entier, c’est ici qu’intervient le changement de variable et l’hypothèse
que l’écoulement est domaine-remplissant, notion que nous présenterons.

Sur le domaine. A�n de simpli�er la présentation géométrique nous nous plaçons en 2D
pour le reste de la section. Cependant, mis à part un résultat spéci�que au 2D, le reste est
adaptable aux dimensions supérieures, notamment en 3D. En particulier, nous supposons
que Ω est un domaine simplement connexe et que ∂Ω est de classe C1 par morceaux. Les
frontières entrante et sortante Γ− et Γ+ ainsi que la frontière glissante Γ0 sont supposées être
des variétés de dimension 1 de classe C1, et donc localement di�éomorphe à un intervalle
ouvert. Nous supposons de plus que Γ± et Γ0 ont un nombre �ni de composantes connexes,
notées Γ+,i , Γ−,j , Γ−,k pour i ∈ {1, . . . , c+}, j ∈ {1, . . . , c−} et k ∈ {1, . . . , c0}. Ainsi nous pouvons
introduire une paramétrisation globale de ces composantes connexes de la frontière, que
nous notons :
• k ∈ {1, . . . , c0}, b0,k : I0,k → R

2 de classe C1, qui induit un isomorphisme entre l’inter-
valle I0,k et Γ0,k véri�ant ∀sk ∈ I0,k , b′0,k(sk) , 0.
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• i ∈ {1, . . . , c±}, b±,i : I±,i → R
2 de classe C1, qui induit un isomorphisme entre l’inter-

valle I±,i et Γ±,i véri�ant ∀si ∈ I±,i , b′±,i(si) , 0.
Nous notons en�n b0 et b± les applications dé�nies respectivement sur I0 B

⋃
i I0,i , en

supposant sans perte de généralité que les I0,i ne se recouvrent pas, et de même I±B
⋃
i I±,i ,

telles que leurs restrictions à chaque I0,k et I±,i soient b0,k et b±,i .

A�n de présenter l’hypothèse « domaine-remplissant », présentons encore quelques no-
tations et dé�nitions concernant la vitesse de l’écoulement. Nous supposerons que la vitesse
de l’écoulement, v0, est un champ de vecteurs de classe C1(R2,R2). Le domaine d’étude Ω
étant borné, v0 est donc lipschitzien sur Ω, puis, quitte à remplacer v0 par un champ lip-
schitzien au voisinage de l’in�ni, sans perte de généralité, v0 peut être supposé globalement
lipschitzien. Rappelons alors la dé�nition du �ot associé au champ de vecteurs v0 :

Dé�nition 4.1.3 (Flot associé à v0). Le champ de vecteurs v0 étant globalement lipschitzien,
d’après le théorème de Cauchy-Lipschitz, pour tout x ∈R2, il existe une unique solution maxi-
male t 7→ ϕ(t,x), dé�nie sur R et solution du système d’équations di�érentielles

∀x ∈R2,


∂ϕ
∂t

(t,x) = v0

(
ϕ(t,x)

)
,

ϕ(0,x) = x.
(4.5)

L’écoulement v0 est dit domaine-remplissant, ou Ω-remplissant, si chaque point du do-
maine est atteint par une ligne de courant partant du bord entrant Γ− en un temps �ni et
borné uniformément. Plus précisément, introduisons la dé�nition :

Dé�nition 4.1.4 (Écoulement domaine-remplissant). le champ de vecteurs v0 est dit Ω-
remplissant s’il existe t∗ > 0 tel que

∀x ∈Ω\N , ∃!(t,xb) ∈ [0, t∗]× Γ− /
∀τ ∈]0, t], ϕ(τ,xb) ∈Ω,
ϕ(t,xb) = x,

oùN est l’ensemble négligeable pour la mesure de Lebesgue dé�ni par :

N B
⋃
s∈I0\I0

{ϕ(t,b0(s)), t ∈R}

Cette dé�nition fait intervenir le �ot ϕ , associé à l’écoulement, qui n’est que rarement
explicite. Son caractère di�cilement véri�able est un défaut de cette hypothèse. Remarquons
d’abord que la propriété d’être directionnel, sous laquelle nous avons établi la première es-
timation a priori, implique d’être Ω-remplissant :

Lemme 4.1.5. Si le champ de vecteurs v0 est directionnel, i.e. qu’il existe e ∈ R
2, unitaire

|e| = 1 tel que
inf
x∈Ω
|v0(x) · e| > 0,

alors, v0 estΩ-remplissant.

Le lemme suivant donne deux situations typiques faisant échouer le caractèreΩ-remplissant :

Lemme 4.1.6. Si v0 satisfait l’une des propriétés suivantes :
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(i) Point d’arrêt : ∃x ∈Ω / v0(x) = 0,
(ii) Recirculation : il existe une orbite périodique du �ot ϕ contenue dansΩ,

alors, v0 n’est pasΩ-remplissant.

Néanmoins, en 2D, l’existence d’une orbite périodique du �otϕ implique l’existence d’un
point d’arrêt dans le domaine. Cette particularité du 2D, et sous l’hypothèse v0 de classe C1,
donne une caractérisation très simple des écoulementsΩ-remplissants. Nous avons le lemme
suivant :

Lemme 4.1.7 (Caractérisation 2D de Ω-remplissant). un champ de vecteurs v0 de classe
C1(R2,R2) estΩ-remplissant si et seulement si

inf
x∈Ω
|v0(x)| > 0.

La preuve reposant sur le théorème de Poincaré-Bendixson [49, 50] est donnée en appen-
dice et est spéci�que au cas de la dimension deux, voir A.2.

Paramétrisation par le �ot et temps de parcours de Ω. Dans la suite, nous introdui-
sons une paramétrisation du domaine Ω induite par le �ot ϕ . La propriété Ω-remplissant
garantit que cette application est bijective et la régularité de v0 et de la frontière entrante Γ−
en font un changement de variable.

Introduisons une notation qui nous sera utile par la suite, le temps de parcours de Ω,
τ∗(xb), correspondant au temps mis par le �ot ϕ(·,xb), partant de xb ∈ Γ− pour sortir du
domaine Ω, plus précisément :

Dé�nition 4.1.8 (temps de parcours de Ω). Soit xb ∈ Γ− et notons

Ixb B
{
t ∈R∗+ : ∀τ ∈]0, t],ϕ(τ,xb) ∈Ω

}
,

alors, le temps de parcours deΩ partant de xb est dé�ni par

τ∗(xb)B sup Ixb .

L’idée de la paramétrisation deΩ par le �ot ϕ est de partir d’un point de la frontière en-
trante xb ∈ Γ−, elle-même paramétrée par b−, puis de suivre la ligne de courant {ϕ(t,xb), t >
0} pour atteindre tout point x du domaine, à l’ensemble négligeable N près. Pour cela, in-
troduisons le domaine paramétrique Θ :

Θ B
{
(t, s) ∈R∗+ × I− : 0 < t < τ∗(b−(s))

}
ainsi que l’application

φ : Θ −→ Ω\N
(t, s) 7−→ ϕ(t,b−(s)).

Le fait que φ soit une bijection est une conséquence directe de l’hypothèse Ω-remplissant
sur v0, puis grâce à la régularité de ϕ et de b−, φ est de classe C1. La �gure 4.3 illustre
ce changement de variable. Rappelons que nous avons alors la formule de changement de
variable suivante
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Figure 4.3 – Paramétrisation du domaineΩ\N parΘ suivant le �ot de v0. La ligne blanche
représenteN , négligeable.

Lemme 4.1.9 (Changement de variable). Pour tout f ∈ L1(Ω,ρ0), alors f ◦φ ∈ L1(Θ,µ) et
la relation suivante est satisfaite∫

Ω

f (x)ρ0(x)dx =
∫
Θ

f ◦φ(t, s)µ(t, s)dtds, (4.6)

où le poids µ est donné par

µ(t, s)B (ρ0 ◦φ)detJac(φ)(t, s). (4.7)

Le lemme d’invariance suivant 4.1.10, dont on peut trouver une version orientée méca-
nique des �uides dans [51], montre que la fonction µ(t, s) = (ρ0◦φ)detJac(φ)(t, s) ne dépend
pas de t ce qui justi�e l’utilisation de la pondération ρ0 de espace L2(Ω,ρ0).

Lemme 4.1.10 (Invariance de (ρ0 ◦φ)detJac(φ)(�t, s)). La fonction

(t, s) 7→ (ρ0 ◦φ)detJac(φ)(t, s)

ne dépend pas de t.

Principe de la méthode des caractéristiques. Classiquement, l’idée clef de la méthode
des caractéristiques est de transformer, pour une fonction lisseψ : R2→C, le terme convecté
v0 ·∇ψ en une simple dérivée ∂tψ̃ par le changement de variable ψ̃ B ψ ◦φ. Plus précisé-
ment, en utilisant la dé�nition du �ot (4.5),

∀ψ ∈ C1(R2,C),
∂
∂t

(ψ ◦φ) =
∂φ
∂t
· (∇ψ ◦φ) = (v0 ·∇ψ) ◦φ. (4.8)
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Application : l’équation de transport harmonique le long des lignes de courant.
Nous travaillons d’abord avec des fonctions lisses, puis nous raisonnons par densité pour
étendre les inégalités trouvées au cadre L2. Dans ce but, introduisons les espaces suivants de
fonctions lisses :

D−(Ω)B
{
ξ ∈ C1(Ω) : ξ = 0 sur Γ−

}
⊂H−(Ω,v0,ρ0),

D−(Θ)B
{
ξ̃ ∈ C1(Θ) : ξ̃(0, s) = 0 ∀s ∈ I−

}
⊂H−(Θ,µ),

oùH−(Θ,µ)B {(t, s) 7→ ζ(t, s) ∈ L2(Θ,µ)2 : ∂tζ ∈ L2(Θ,µ)2}. A présent, e�ectuons le chan-
gement de variable et écrivons l’équation de transport harmonique dans les coordonnées des
lignes de courant. Une fonction lisse ξ ∈ D−(Ω) est solution de l’équation Tω,A,v0

ξ = f , avec
f ∈ L2(Ω,ρ0)2 au second membre si et seulement si ξ̃ B ξ ◦φ ∈ D−(Θ) satisfait la famille
d’équations di�érentielles suivante, indexées par s ∈ I− :

∀s ∈ I−,


∂ξ̃
∂t
− iωξ̃(t, s) + Ã ξ̃(t, s) = f̃ (t, s), ∀t ∈]0, τ∗(b−(s))[,

ξ̃(0, s) = 0,

où nous avons noté f̃ B f ◦ φ et Ã B A ◦ φ. Ce système d’équations peut être encore
simpli�é en posant ξ̂ B e−iωtξ̃. Plus précisément, nous avons le lemme suivant

Lemme 4.1.11 (Changement de variable isométrique des caractéristiques). L’application

Sω : L2(Ω,ρ0)2 −→ L2(Θ,µ)2

ξ 7−→
[
ξ̂ : (t, s) 7→ e−iωt ξ ◦φ(t, s)

] est une isométrie. (4.9)

De plus, l’opérateur QÃ de transport dans l’espace paramétrique est tel que le diagramme sui-
vant commute :

D−(Ω)
Tω,A,v0−−−−−−−−−−−−→ L2(Ω,ρ0)2

Sω
y ySω

D−(Θ)
QÃ−−−−−−−−−−−−→ L2(Θ,µ)2,

c’est-à-dire :
QÃB Sω ◦ Tω,A,v0

◦S−1
ω , (4.10)

est donné par

∀ζ ∈ D−(Θ), QÃζ =
∂ζ
∂t

+ Ãζ. (4.11)

Preuve (du lemme 4.1.11). Le fait que Sω soit une isométrie est une conséquence de la for-
mule de changement de variable (4.6), en e�et, écrivons pour ξ ∈ L2(Ω,ρ0)2,

‖Sωξ‖L2(Θ,µ)2 =
∫
Θ

∣∣∣e−iωtξ ◦φ(t, s)
∣∣∣2µ(s)dsdt,

=
∫
Ω

|ξ(x)|2ρ0(x)dx.
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En�n, un calcul direct en s’aidant de (4.8) donne l’expression annoncée pour QÃ. � Le

point clef est alors d’obtenir une estimation a priori pour l’opérateurQÃ sur l’espaceD−(Θ).
Cette estimation est donnée par le lemme suivant
Théorème 4.1.12 (Estimation L2 a priori). Il existe une constante C1(Ω,A,v0) > 0 telle que

∀ζ ∈ D−(Θ), ‖ζ‖L2(Θ,µ)2 ≤ C1(Ω,A,v0)‖QÃζ‖L2(Θ,µ)2 ,

avec la borne supérieure

C1(Ω,A,v0) ≤ C�lling
1 B

√
e2t∗‖A‖∞ − 1− 2t∗‖A‖∞

2‖A‖∞
,

où le temps t∗ est celui de la dé�nition de «Ω-remplissant » (4.1.4).

Remarque 4.1.13. Pour un écoulement directionnel, le temps t∗ peut être majoré de la façon
suivante :

t∗ ≤ Le(Ω)
v∗

.

Ainsi,

C
�lling
1 (t∗) ≤ C�lling

1

(
Le(Ω)
v∗

)
≤ Csweeping

1 B
1
‖A‖∞

[
exp

(
2‖A‖∞Le(Ω)

v∗

)
− 1

]
,

où Csweeping
1 est la constante obtenue dans le cas d’un écoulement directionnel, voir (4.4). La

constante obtenue dans le cas Ω-remplissant est donc plus précise, la méthode des caractéris-
tiques permettant d’estimer la solution plus �nement. De plus, lorsqueA→ 0,C�lling

1 ∼ t∗/√2 ≤
Le(Ω)/

√
2v∗ et nous retrouvons la dépendance linéaire obtenue dans le cas A = 0 (équations

découplées) dans [3].

De l’estimation L2 a priori sur l’opérateur QÃ, il vient aisément le corollaire suivant :
Corollaire 4.1.14 (EstimationL2 a priori pour Tω,A,v0

). Il existe une constanteC1(Ω,A,v0) >
0 telle que

∀ξ ∈H−(Ω,v0,ρ0), ‖ξ‖L2(Ω,v0,ρ0)2 ≤ C1(Ω,A,v0)‖Tω,A,v0
ξ‖L2(Ω,v0,ρ0)2 .

Prouvons d’abord le corollaire 4.1.14.
Preuve ((du corollaire 4.1.14)). Soit ξ ∈ H−(Ω,v0,ρ0). L’espace D−(Ω) étant dense dans
H−(Ω,v0,ρ0), il existe une suite (ζn) ∈ D−(Ω)N telle que :

ζn
‖·‖H−−−−−−→
n→+∞ ξ.

Pour toutn ∈N,Sωζn ∈ D−(Θ). D’après le théorème 4.1.12, il existe une constanteC1(Ω,A,v0) >
0 telle que

‖Sωζn‖L2(Θ,µ)2 ≤ C1(Ω,A,ρ0)‖QÃSωζn‖L2(Θ,µ)2 .

Par dé�nition de QÃ, voir (4.10), QÃSω = Sω Tω,A,v0
,

‖Sωζn‖L2(Θ,µ)2 ≤ C1(Ω,A,ρ0)‖Sω Tω,A,v0
ζn‖L2(Θ,µ)2 ,
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puis par isométrie de Sω : L2(Ω,ρ0)2→ L2(Θ,µ)2, il vient

‖ζn‖L2(Ω,ρ0)2 ≤ C1(Ω,A,ρ0)‖Tω,A,v0
ζn‖L2(Ω,ρ0)2 ,

Il ne reste qu’à passer à la limite n→ +∞ en utilisant la continuité de l’opérateur Tω,A,v0
:

‖ξ‖L2(Ω,ρ0)2 ≤ C1(Ω,A,ρ0)‖Tω,A,v0
ξ‖L2(Ω,ρ0)2 .

�

Avant de démontrer le théorème 4.1.12, énonçons et démontrons une version du lemme
de Gronwall qui nous sera utile :
Lemme 4.1.15 (Un lemme de Gronwall). Soit α,β : R+→ R+ deux fonctions à valeurs posi-
tives. Si une fonction u : R+→R satisfait

∀t ≥ 0, u(t) ≤
∫ t

0
α(τ)dτ +

∫ t

0
β(τ)u(τ)dτ, et u(0) = 0, (4.12)

alors on a la majoration suivante

∀t ≥ 0, u(t) ≤
∫ t

0
α(τ)exp

(∫ t

τ
β(τ ′)dτ ′

)
dτ.

Prouvons brièvement ce lemme
Preuve (du lemme 4.1.15). Notons b(t)B exp

(
−
∫ t

0
β(τ)dτ

)
et multiplions (4.12) par β(τ)b(τ) :

∀τ ∈R+,
d

dτ

(
b(τ)

∫ τ

0
β(τ ′)u(τ ′)dτ ′

)
= β(τ)b(τ)u(τ)− β(τ)b(τ)

∫ τ

0
β(τ ′)u(τ ′)dτ ′,

≤ β(τ)b(τ)
∫ τ

0
α(τ ′)dτ ′.

Puis intégrons entre 0 et t ∈R+,∫ t

0
β(τ)u(τ)dτ ≤

∫ t

0
β(τ)b(τ)/b(t)

∫ τ

0
α(τ ′)dτ ′dτ.

Pour terminer la preuve, nous remplaçons dans l’inégalité précédente (4.12) et intégrons par
parties :

u(t) ≤
∫ t

0
α(τ)dτ +

∫ t

0
β(τ)exp

(∫ t

τ
β(τ ′)dτ ′

)(∫ τ

0
α(τ ′)dτ ′

)
dτ

≤
∫ t

0 ((((
((((

((((
(((

((((
((((

α(τ)dτ +
[
−exp

(∫ t

τ
β(τ ′)dτ ′

)∫ τ

0
α(τ ′)dτ ′

]t
0︸                                                         ︷︷                                                         ︸

=0

+
∫ t

0
α(τ)exp

(∫ t

τ
β(τ ′)dτ ′

)
dτ.

�

Il nous reste à montrer le théorème 4.1.12.
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Preuve (du théorème 4.1.12). L’idée de la preuve est d’utiliser le lemme de Gronwall 4.1.15
pour établir une estimation point par point de ξ, puis d’intégrer cette estimation pour obtenir
la norme L2 sur tout le domaine paramétrique Θ, avec le poids µ dé�ni en (4.7).

Soit ζ ∈ D−(Θ) et (t, s) ∈Θ, comme ζ(0, s) = 0 nous obtenons :

|ζ(t, s)| =
∣∣∣∣∣∣
∫ t

0

∂ζ
∂t

(τ,s)dτ

∣∣∣∣∣∣ ,
≤

∫ t

0

∣∣∣∣(QÃζ) (τ,s)− (Ãζ)(τ,s)
∣∣∣∣dτ, par (4.11)

≤
∫ t

0

∣∣∣∣(QÃζ) (τ,s)
∣∣∣∣dτ +

∫ t

0

∣∣∣Ã(τ,s)
∣∣∣ |ζ(τ,s)|dτ.

Ensuite, en appliquant le lemme 4.1.15 aux fonctions u(t) B |ζ(t, s)|, α(t) B |QÃ(t, s)| et
β(t)B |Ã(t, s)|, nous obtenons

|ζ(t, s)| ≤
∫ t

0
exp

(∫ t

τ

∣∣∣Ã(τ ′, s)
∣∣∣dτ ′) ∣∣∣∣(QÃζ) (τ,s)

∣∣∣∣dτ.
Puis, L’inégalité de Cauchy-Schwartz donne

|ζ(t, s)|2 ≤ I (t, s)
∫ t

0

∣∣∣∣(QÃζ) (τ,s)
∣∣∣∣2 dτ,

où nous avons noté I (t, s)B
∫ t

0
exp

(
2
∫ t

τ

∣∣∣Ã(τ ′, s)
∣∣∣dτ ′)dτ . Utilisons à présent le fait que

µ est une fonction de s seulement, voir le lemme 4.1.10 :

‖ζ‖2L2(Θ,µ)2 =
∫
Θ

|ζ(t, s)|2µ(s)dtds ≤
∫
Θ

(
I (t, s)

∫ t

0

∣∣∣QÃ(τ,s)
∣∣∣2µ(s)dτ

)
dtds.

Par dé�nition, pour tout (t, s) ∈ Θ, t est majoré par son temps de parcours de Ω partant de
b−(s), voir dé�nition 4.1.8. Ainsi t ≤ τ∗s B τ∗(b−(s)) et

‖ζ‖2L2(Θ,µ)2 ≤
∫
Θ

(
I (t, s)

∫ τ∗s

0

∣∣∣QÃ(τ,s)
∣∣∣2µ(s)dτ

)
dtds,

puis, par le théorème de Fubini,

‖ζ‖2L2(Θ,µ)2 ≤
∫
I−

(∫ τ∗s

0
I (t, s)dt

) (∫ τ∗s

0

∣∣∣∣(QÃζ) (τ,s)
∣∣∣∣2µ(s)dτ

)
ds,

≤
(
sup
s∈ I−

∫ τ∗s

0
I (t, s)dt

)
‖QÃζ‖2L2(Θ,µ)2 .

Ainsi, on obtient l’inégalité du théorème 4.1.12, avec

C1(Ω,A,v0)B

√
sup
s∈ I−

∫ τ∗s

0
I (t, s)dt.
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Pour terminer la preuve, il reste à montrer que cette constante est �nie. C’est le cas par
hypothèse. En e�et dans la dé�nition du caractèreΩ-remplissant 4.1.4, le temps de parcours
deΩ est uniformément borné par une constante t∗. Ainsi, pour tout s ∈ I−, nous avons τ∗s ≤ t∗
et donc

C1(Ω,A,v0) ≤
√

sup
s∈ I−

∫ t∗

0

∫ t

0
exp

(
2
∫ t

τ

∣∣∣Ã(τ ′, s)
∣∣∣dτ ′)dτ dt < +∞.

�

4.2 Fin de la preuve du caractère bien posé

Dans cette section, nous supposons que le domaineΩ, la fonctionA et le champ v0 sont
tels qu’il existe une estimation a priori de la forme (4.1). Nous avons déjà présenté deux cas
pour lesquels une telle estimation est établie, sous l’hypothèse que l’écoulement est direc-
tionnel, puis sous l’hypothèse qu’il estΩ-remplissant. Une telle estimation a priori entraîne
classiquement que l’opérateur de transport Tω,A,v0

est injectif et d’image fermée [52]. Le
but de cette section est de montrer que l’opérateur Tω,A,v0

est inversible, ce qui terminera la
preuve du caractère bien posée de l’équation de transport harmonique Tω,A,v0

ξ = f . Pour ce
faire, nous montrerons que son adjoint T ∗ω,A,v0

est de la même forme de l’opérateur Tω,A,v0
et ainsi satisfait également une estimation a priori. L’opérateur adjoint est donc injectif et
les hypothèses du théorème de Banach-Nečas-Babuška sont ainsi véri�ées [52].

4.2.1 Détermination de l’opérateur adjoint de Tω,A,v0

Le lemme suivant donne l’opérateur adjoint de l’opérateur de transport :

Lemme 4.2.1. L’adjoint de Tω,A,v0
dans L2(Ω,ρ0)d est donné par

T ∗ω,A,v0
= T−ω,A∗,−v0

de domaine H−(Ω,−v0,ρ0) =H+(Ω,v0,ρ0), dé�ni en (3.13).

Donnons en la preuve.
Preuve. L’adjoint de Tω,A,v0

est dé�ni sur le sous-domaine D(T ∗ω,A,v0
) ⊂ L2(Ω,ρ0)d tel que,

étant donné ζ dans ce domaine, il existe T ∗ω,A,v0
ζ ∈ L2(Ω,ρ0)d caractérisé par :

∀ξ ∈H−(Ω,v0,ρ0), (ζ,Tω,A,v0
ξ)L2(Ω,ρ0)d = (T ∗ω,A,v0

ζ,ξ)L2(Ω,ρ0)d . (4.13)

En particulier, testons cette égalité avec la fonction lisse ξ B Φ ∈ D(Ω) ⊂ H−(Ω,v0,ρ0).
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Nous avons :

〈ρ0T ∗ω,A,v0
ζ,Φ〉D′ ,D =

(
ρ0T ∗ω,A,v0

ζ,Φ
)
L2(Ω)d

,

=
(
T ∗ω,A,v0

ζ,Φ
)
L2(Ω,ρ0)d

,

=
(
ζ,Tω,A,v0

Φ
)
L2(Ω,ρ0)d

,

= (ζ,−iωρ0Φ + ρ0AΦ + (ρ0v0 ·∇)Φ)L2(Ω)d ,

= (iωρ0ζ+ ρ0A
∗ζ,Φ)L2(Ω)d +

(
ζ, (ρ0v0 ·∇)Φ

)
L2(Ω)d

.

Ainsi, la dé�nition (3.7), combinée avec le fait que ∇ · (ρ0v0) = 0 montre que

(ζ, (ρ0v0 ·∇)Φ)L2(Ω)d = 〈(ρ0v0 ·∇)ζ,Φ〉D′ ,D,

d’où nous déduisons que

ρ0T ∗ω,A,v0
ζ = iωρ0ζ+ ρ0A

∗ζ− (ρ0v0 ·∇)ζ dans D′(Ω)d ,

puis que
(ρ0v0 ·∇)ζ = iωρ0ζ+ ρ0A

∗ζ− ρ0T ∗ω,A,v0
ζ ∈ L2(Ω)d . (4.14)

Nous obtenons ainsi ζ ∈ H(Ω,v0,ρ0), puis que T ∗ω,A,v0
ζ = iωζ + A∗ζ − (v0 · ∇)ζ. Pour

�nir, il reste à montrer que ζ ∈ H+(Ω,v0,ρ0). Dans ce but, nous dé�nissons une fonction
ξ ∈ H−(Ω,v0,ρ0), de même trace, dé�nie au théorème 3.2, que ζ sur Γ+ : σ+(ξ) = σ+(ζ).
Une telle fonction est donnée, par exemple, en multipliant ζ par η ∈ C∞(Ω) véri�ant :{

η = 1 sur Γ+,
η = 0 sur Γ−.

En prenant le produit scalaire de l’équation (4.14) par la fonction ξ B ηζ et en utilisant la
formule de Green (3.15), puisque ξ et ζ dans H−(Ω,v0,ρ0),∫

Ω

ρ0T ∗ω,A,v0
ζ ·ξ =

∫
Ω

iωρ0ζ ·ξ + ρ0A
∗ζ ·ξ −

(
(ρ0v0 ·∇)ζ

)
·ξ,

=
∫
Ω

ρ0

[
ζ · (−iωξ) +ζ ·Aξ +ζ ·

(
(v0 ·∇)ξ

)]
−
∫
Γ+

|ζ|2 (ρ0v0 ·n),

= (ζ,Tω,A,v0
ξ)L2(Ω,ρ0)d −

∫
Γ+

|ζ|2 (ρ0v0 ·n) .

A l’aide de la caractérisation de T ∗ω,A,v0
, (4.13), ζ = 0 sur Γ+, ce qui montre �nalement que

ζ ∈ H+(Ω,v0,ρ0). Remarquons que l’espace H+(Ω,v0,ρ0) = H−(Ω,−v0,ρ0) était attendu
car T ∗ω,A,v0

est de la même forme que l’opérateur direct Tω,A,v0
mais associé à l’écoulement

opposé −v0.

Réciproquement, si ζ ∈H+(Ω,v0,ρ0), par la formule de Green (3.15),

∀ξ ∈H−(Ω,v0,ρ0), (ζ,Tω,A,v0
ξ)L2(Ω,ρ0)d = (T−ω,A∗,−v0

ζ,ξ)L2(Ω,ρ0)d ,

ce qui implique bien que ζ ∈D(Tω,A,v0
) et termine la preuve. �
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4.2.2 Inversibilité de Tω,A,v0

Nous pouvons à présent démontrer que l’opérateur Tω,A,v0
est un isomorphisme, ou de

manière équivalente, que le problème de transport harmonique∣∣∣∣∣∣∣Soit f ∈ L2(Ω)d , trouver ξ ∈H−(Ω,v0,ρ0) tel que :
Tω,A,v0

ξ = f ,
(4.15)
(4.16)

est bien posé. Montrons le théorème suivant :

Théorème 4.2.2.

Tω,A,v0
:H−(Ω,v0,ρ0) ⊂ L2(Ω,ρ0)d −→ L2(Ω,ρ0)d ,

est un isomorphisme. En particulier, pour AB ∇v0, l’opérateur de transport

Tω,v0
: H−(Ω,v0,ρ0) −→ L2(Ω,ρ0)d

ξ 7−→ −iωξ + (ξ ·∇)v0 + (v0 ·∇)ξ,

est un isomorphisme.

La preuve suit celle du théorème de Banach-Nečas-Babuška [52], mais puisqu’elle est
simple, nous la reprenons rapidement.

Preuve. L’existence d’une estimation a priori pour Tω,A,v0
, que nous avons supposée dans

cette partie, montre que cet opérateur est injectif et d’image fermée. Montrons sa surjectivité.
Comme les hypothèses faites sur l’écoulement v0, être directionnelle ouΩ-remplissant, sont
aussi valables pour l’écoulement opposé −v0, alors les similarités entre Tω,A,v0

et son adjoint
T ∗ω,A,v0

= T−ω,A∗,−v0
montrent que les estimations a priori (4.1) sont aussi valables pour

l’opérateur adjoint sur l’espace H+(Ω,v0,ρ0). Nous en déduisons l’injectivité de l’adjoint.
Puis, Tω,A,v0

étant d’image fermée, l’égalité

Im
(
Tω,A,v0

)
= Im

(
Tω,A,v0

)
= Ker

(
T ∗ω,A,v0

)⊥
= L2(Ω,ρ0)d ,

conclut à la surjectivité de Tω,A,v0
. �
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5.1 Présentation et comparaison des schémasnumériques :
LS et SUPG

5.1.1 Introduction

Dans sa thèse, [3], E. Peynaud a étudié l’équation de transport scalaire suivante :

αψ + v0 ·∇ψ = f , (5.1)

où α ∈C. Le cas classique de l’équation d’advection-réaction correspond à

Re(α) > 0.

Les principales di�cultés auxquelles on doit faire face sont le manque de dissipation et le
caractère fortement oscillatoire de la version harmonique de cette équation de transport,
correspondant au cas où

α = −iω ∈ iR.
L’équation de transport intervenant dans le couplage des équations de Goldstein est une
généralisation vectorielle de l’équation de transport scalaire (5.1), que l’on peut mettre sous
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la forme
Aξ + (v0 ·∇)ξ = g, (5.2)

où
A = −iωI +∇v0.

Par exemple, lorsque l’écoulement est uniforme, on a ∇v0 = 0 et l’équation (5.2) se découple
en plusieurs équations scalaires de la forme (5.1), si ξ = (ξx,ξy ,ξz) et g = (gx, gy , gz) par
exemple, on obtient : 

− iωξx + v0 ·∇ξx = gx,
− iωξy + v0 ·∇ξy = gz,

− iωξz + v0 ·∇ξz = gz.

(5.3a)
(5.3b)
(5.3c)

Le cas de l’équation d’advection-réaction correspond au cas où la matrice A possède une
partie symétrique dé�nie positive :

1
2

(A+A∗) ≥ µ0I, µ0 > 0,

voir par exemple [45]. Or, ce n’est pas le cas de la matrice A qui nous intéresse, nous avons

1
2

(A+A∗) =
1
2

(
∇v0 + (∇v0)T

)
,

ce qui donne par exemple dans le cas d’un écoulement cisaillé

1
2

(
∇v0 + (∇v0)T

)
=

(
0 v′0
v′0 0

)
,

ou encore dans le cas d’un écoulement circulaire

1
2

(
∇v0 + (∇v0)T

)
=

1
2

(
0 rΩ′0(r)

rΩ′0(r) 0

)
.

Dans ces deux cas particuliers, la matriceA+A∗ n’est pas dé�nie positive. Nous nous atten-
dons donc dans le cas général à avoir les mêmes principales di�cultés que dans le cas scalaire,
c’est-à-dire un caractère oscillatoire de la solution ainsi qu’un manque de dissipation.

Nous présentons dans ce chapitre la démarche de discrétisation numérique que nous
avons adoptée pour résoudre l’équation de transport harmonique vectorielle intervenant
dans les équations de Goldstein. Nous nous appuierons sur l’étude menée par E. Peynaud
sans aller jusqu’à la discrétisation par la méthode de Galerkin discontinue. En e�et, à terme,
comme nous souhaitons coupler l’équation de transport à un code d’éléments �nis classiques,
il nous est apparu dans un premier temps souhaitable d’utiliser des éléments �nis standards
pour notre étude. Nous n’avons pas e�ectué l’analyse théorique de ces discrétisations, qui
sont classiques, utilisées pour notre équation qui est moins classique.

Beaucoup d’explications et de résultats sont donnés dans la thèse d’E. Peynaud, nous en
rappelons sans démonstration quelque uns de manière à fournir un exposé didactique.
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5.1.2 Discrétisation et code éléments �nis

Librairie éléments �nis 2D. Tout les résultats numérique 2D présentés sont issus d’un
code éléments �nis programmé en C++ durant cette thèse s’appuyant sur la librairie d’al-
gèbre linéaire Eigen [53]. Ce code a été pensé pour être relativement générique, permettant
de résoudre les problèmes d’équations aux dérivées partielles du premier et second ordre à
coe�cients variables à l’aide de la méthode des éléments �nis sur maillages quadrangulaires
ou triangulaires, d’ordre 1, c’est-à-dire les éléments �nis habituellement appelés Q1 et P1
respectivement.

Tous les résultats numériques 2D ont été obtenus à l’aide de ce code, que ce soit les
résultats de l’équation de transport que nous allons voir dans cette partie ou ceux présentés
plus tard dans la partie sur le couplage de Goldstein.

Espaces de discrétisation. On notera Vh l’espace de dimension �ni de discrétisation du
domaine Ωh polygonal, approchant le domaine Ω. La quantité h > 0 fait référence au plus
petit pas du maillage, que l’on noteMh, du domaine Ωh, et dont les éléments seront notés
K ∈Mh. Pour des éléments �nis Q1, on a

VhB
{
p ∈ C0(Ωh) / ∀K ∈Mh, (ξh)|K ∈Q1(K)

}
,

et pour des éléments �nis P1,

VhB
{
p ∈ C0(Ωh) / ∀K ∈Mh, (ξh)|K ∈ P1(K)

}
,

où Q1(K) est l’espace des polynômes de degré partiel inférieur à 1 et P1(K) l’espace des
polynômes de degré total inférieur à 1, tous dé�nis sur la maille K ∈R2.

La condition aux limites homogènes sur le bord entrant du domaine

ξ = 0 sur ∂Ω−,

est prise en compte en imposant 0 pour les degré de liberté correspondant à des noeuds du
bord. La méthode utilisée pour cela est la mise à 0 des coe�cients des lignes correspondantes
de la matrice éléments �nis assemblée à l’exception du coe�cient sur la diagonale qui est
pris égale à 1.

Ces approximations sont conformes au sens où dans les deux cas, l’espace Vh est un sous
ensemble de l’espace H(Ω,v0,ρ0) dans lequel est dé�nie la solution du problème continu.
De même, la solution obtenue, prenant en compte les conditions aux limites, est bien dans
H−(Ω,v0,ρ0).

5.1.3 L’approche naïve : méthode de Galerkin standard

L’approche de Galerkin classique correspond à prendre comme espace de fonctions tests
l’espaceVh lui-même. On obtient une formulation discrète naïve en multipliant par une fonc-
tion test l’équation au niveau continu et en intégrant, donnant à résoudre le problème sui-
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vant : ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Pour tout g ∈ L2(Ω), trouver ξh ∈ V 2

h tel que :

∀ζh ∈ Vh,
∫
Ωh

(
Tω,v0

ξh
)
·ζh =

∫
Ωh

g ·ζh,

ξh = 0 sur ∂Ω−h .

Il est connu, voir l’exemple donné en dimension 1 dans [52], qu’avec cette méthode, bien
que le problème continu et discrétisé (pour tout h) soit bien posés, il n’y a pas un contrôle
optimal de l’erreur puisque sa constante inf-sup se comporte en O(h), donnant lieu à une
erreur en norme ‖ · ‖H se comportant en O(h−1). C’est la partie ‖(v0 · ∇)ξh‖L2(Ω)2,ρ0

de la
norme ‖ξ‖H qui est mal contrôlée, ce qui autorise en pratique l’apparition d’oscillations
parasites.

Cas d’un écoulement uniforme. Pour illustrer ce non-contrôle de l’erreur dans la pra-
tique, nous nous plaçons dans un domaine rectangulaire dans lequel circule un écoulement
uniforme, comme montré sur le �gure 5.1 :

Ω =Ωh =]−Lx,Lx[×]−Ly ,Ly[,

v0(x,y) = v∞ex, v∞ > 0.

Alors, l’équation de transport harmonique devient, pour un second membre g ∈ L2(Ω),{ − iωξ + v∞∂xξ = g,
ξ(−Lx, ·) = 0,

dont la solution admet pour expression la simple convolution suivante :

ξ(x,y) =
1
v∞

∫ x

−Lx
e−i

ω
v∞ (x−s)g(s,y)ds.

v0(x, y) = v1ex
<latexit sha1_base64="tRvthozbeTsCGS5xDCEO3eW96ZA="></latexit><latexit sha1_base64="tRvthozbeTsCGS5xDCEO3eW96ZA="></latexit><latexit sha1_base64="tRvthozbeTsCGS5xDCEO3eW96ZA="></latexit><latexit sha1_base64="tRvthozbeTsCGS5xDCEO3eW96ZA="></latexit>

Figure 5.1 – Lignes de courant horizontales de l’écoulement uniforme v0(x,y) = v∞ex.

Nous choisissons les paramètres suivants :

Lx = 10, Ly = 3 et v∞ = 1,

et utilisons comme source une gaussienne, présentée sur la �gure 5.2 plongée dans les lignes
de courant représentées en blanc. La solution exacte est représentée sur le maillage en tri-
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(x, y) 7! g(x, y)
<latexit sha1_base64="Uro918fGD0Plwn7P3ruj10g11Y0="></latexit><latexit sha1_base64="Uro918fGD0Plwn7P3ruj10g11Y0="></latexit><latexit sha1_base64="Uro918fGD0Plwn7P3ruj10g11Y0="></latexit><latexit sha1_base64="Uro918fGD0Plwn7P3ruj10g11Y0="></latexit>

Figure 5.2 – Isovaleurs de (x,y) 7→ g(x,y) telle que la source soit g = (g,g) soit la source.

angles utilisé sur la �gure 5.3. Il s’agit du comportement typique du transport harmonique,
où la source est convectée le long des lignes de courant de l’écoulement, produisant une so-
lution dont la longueur d’onde est 2π/(ωv0). A�n de présenter le non contrôle de l’approche

<e(⇠x)
<latexit sha1_base64="I9XRP+Yph/PCUjzX3JDj/ssDA58="></latexit><latexit sha1_base64="I9XRP+Yph/PCUjzX3JDj/ssDA58="></latexit><latexit sha1_base64="I9XRP+Yph/PCUjzX3JDj/ssDA58="></latexit><latexit sha1_base64="MtE1pdd3jPpVM0Ekw/Rzje5Lruk="></latexit><latexit sha1_base64="5W3k+zD8p9AjbAxb2HZHLYbhLtA="></latexit><latexit sha1_base64="5W3k+zD8p9AjbAxb2HZHLYbhLtA="></latexit><latexit sha1_base64="T8VviY+gK8Yg7+ARZatXiGjBdf4="></latexit><latexit sha1_base64="I9XRP+Yph/PCUjzX3JDj/ssDA58="></latexit><latexit sha1_base64="I9XRP+Yph/PCUjzX3JDj/ssDA58="></latexit><latexit sha1_base64="I9XRP+Yph/PCUjzX3JDj/ssDA58="></latexit><latexit sha1_base64="I9XRP+Yph/PCUjzX3JDj/ssDA58="></latexit><latexit sha1_base64="I9XRP+Yph/PCUjzX3JDj/ssDA58="></latexit><latexit sha1_base64="MtE1pdd3jPpVM0Ekw/Rzje5Lruk="></latexit><latexit sha1_base64="5W3k+zD8p9AjbAxb2HZHLYbhLtA="></latexit><latexit sha1_base64="5W3k+zD8p9AjbAxb2HZHLYbhLtA="></latexit><latexit sha1_base64="T8VviY+gK8Yg7+ARZatXiGjBdf4="></latexit><latexit sha1_base64="I9XRP+Yph/PCUjzX3JDj/ssDA58="></latexit><latexit sha1_base64="I9XRP+Yph/PCUjzX3JDj/ssDA58="></latexit><latexit sha1_base64="I9XRP+Yph/PCUjzX3JDj/ssDA58="></latexit><latexit sha1_base64="I9XRP+Yph/PCUjzX3JDj/ssDA58="></latexit><latexit sha1_base64="I9XRP+Yph/PCUjzX3JDj/ssDA58="></latexit><latexit sha1_base64="I9XRP+Yph/PCUjzX3JDj/ssDA58="></latexit>

Figure 5.3 – Isovaleurs de Re(ξ) représentés avec le maillage en triangles utilisé

de Galerkin naïve, nous traçons sur la �gure 5.4, Re(ξx) obtenu d’une part en calculant ex-
plicitement l’intégrale donnée par la formule exacte (à gauche), et obtenu d’autre part par
résolution de la formulation de Galerkin naïve (à droite). On constate alors la présence d’os-
cillations parasites dans la solution, mises en évidence en traçant Re(ξx) le long d’une ligne
y = 5. Néanmoins, sur ce cas précis, les oscillations parasites sont assez faibles.

La présence de pollution de la solution est plus �agrante dans le cas d’un écoulement
cisaillé, que nous serons amené à étudier par la suite car il s’agit d’un bon modèle de jet. La
vitesse de l’écoulement est de la forme :

v0(x,y)B v0(y)ex,

où v0 est un pro�l de vitesse que nous représentons sur le �gure 5.6. Pour donner un idée
du cisaillement de cet écoulement, nous traçons, sur la �gure 5.7 les isovaleurs du temps de
parcours le long des lignes de courant en partant du bord rentrant ∂Ω−. La source est encore
prise sous la forme d’une gaussienne, dont les isovaleurs sont présentées sur le �gure 5.8.
Les résultats comparatifs entre une solution de référence (calculée par la méthode que nous
choisirons �nalement) et celle obtenue par la méthode de Galerkin naïve est montré sur la
�gure 5.9, où l’on traceRe(ξy), la solution exacte en haut et celle naïve en bas. Les oscillations
parasites sont alors bien plus visibles et il est clair qu’une telle pollution de la solution n’est
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<e(⇠x)
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Solution exacte
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Figure 5.4 – Re(ξx) exacte et Re(ξx) obtenu par la méthode naïve : présence d’oscillations
parasites : non-contrôle de ‖∂xξxh −∂xξx‖2L

Figure 5.5 – Zoom sur Re(ξ) et Re(ξh) obtenus par la méthode naïve : présence d’oscilla-
tions parasites légères

pas acceptable. Nous traçons également sur cette �gure les courbes x 7→Re(ξx(x,y = 0.25))
correspondant à ces deux cas. Les oscillations parasites sont alors bien visibles sur la courbe
rouge.
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(x, y) 7! v0(y)
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y 7! v0(y)
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Figure 5.6 – Lignes de courant en noir et isovaleurs du temps de parcours le long de ces
lignes de courant en partant du bord entrant.

Figure 5.7 – Lignes de courant en noir et isovaleurs du temps de parcours le long de ces
lignes de courant en partant du bord entrant.

<e(g)
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Figure 5.8 – Isovaleurs de g telle que la source soit g = (g,g).
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Solution exacte
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Methode näıve
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Solution exacte
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Methode näıve
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<latexit sha1_base64="i1vF5p7AZomRQLVtf+jqq+e0yC0="></latexit><latexit sha1_base64="i1vF5p7AZomRQLVtf+jqq+e0yC0="></latexit><latexit sha1_base64="i1vF5p7AZomRQLVtf+jqq+e0yC0="></latexit><latexit sha1_base64="i1vF5p7AZomRQLVtf+jqq+e0yC0="></latexit>

<e(⇠x)
<latexit sha1_base64="I9XRP+Yph/PCUjzX3JDj/ssDA58="></latexit><latexit sha1_base64="I9XRP+Yph/PCUjzX3JDj/ssDA58="></latexit><latexit sha1_base64="I9XRP+Yph/PCUjzX3JDj/ssDA58="></latexit><latexit sha1_base64="I9XRP+Yph/PCUjzX3JDj/ssDA58="></latexit>

<e(⇠x)
<latexit sha1_base64="I9XRP+Yph/PCUjzX3JDj/ssDA58="></latexit><latexit sha1_base64="I9XRP+Yph/PCUjzX3JDj/ssDA58="></latexit><latexit sha1_base64="I9XRP+Yph/PCUjzX3JDj/ssDA58="></latexit><latexit sha1_base64="I9XRP+Yph/PCUjzX3JDj/ssDA58="></latexit>

Figure 5.9 – Comparaison entre la solution exacte projetée sur le maillage et Re(ξx).
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5.1.4 Présentation des schémas LS et SUPG

Nous avons vu que la méthode de Galerkin naïve consistant à simplement multiplier par
une fonction test deVh et intégrer n’étant pas satisfaisante, il convient d’utiliser une méthode
de stabilisation.

C’est ce que propose les formulations de type Petrov-Galerkin consistent à changer la
façon dont on parcourt l’espace de des fonctions tests. Ces méthodes ont été introduites
dans le cadre de la mécanique des �uides pour discrétiser des équations de Navier-Stokes
lorsque la viscosité est faible et que les termes dominants sont des termes de transport [54],
voir par exemple les estimations optimales obtenues dans [55] et plus largement [56] pour
une vue d’ensemble de ce type de méthodes de stabilisation. On ne change pas directement
cet espace qui reste L2(Ω,ρ0)2. Par contre, on le parcourt par l’intermédiaire d’un opérateur,
dépendant éventuellement du pas de maillage,

Ph :W → L2(Ω)2,

où W est un espace fonctionnel, qui sera H−(Ω,v0,ρ0) pour les deux cas particuliers pré-
sentés dans cette partie. La formulation naïve est alors transformée en∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Pour tout g ∈ L2(Ω)2, trouver ξh ∈ V 2
h tel que :

∀ζh ∈ Vh,
∫
Ωh

(
Tω,v0

ξh
)
· Phζh =

∫
Ωh

g · Phζh,

ξh = 0 sur ∂Ω−h .

Il est nécessaire que l’opérateur Ph soit un isomorphisme entre l’espace fonctionnel W et
L2(Ω,ρ0)2 pour que le problème continu correspondant reste bien posé. Il doit être surjectif
pour garantir l’unicité des solutions, et injectif pour en garantir l’existence.

Schéma LS. L’approche des moindres carrés, [57, 58], ou « Least-Squares » (LS) en anglais
correspond à choisir l’opérateur

Ph : ζh ∈H−(Ω,ρ0)→ (v0 ·∇)ζh ∈ L2(Ω)2,

ce qui donne à résoudre la formulation variationnelle suivante :

∀ζ ∈ L2(Ω)2,

∫
Ω

(
Tω,v0

ξ
)
· (v0 ·∇)ζ =

∫
Ω

g · (v0 ·∇)ζ

Schéma SUPG. La formulation SUPG, introduite pour les équations de Navier-Stokes par
Brooks et Hughes [59], pour « Streamline Upwind Petrov-Galerkin method », utilise un pa-
ramètre de stabilisation δ > 0 et correspond au choix de l’opérateur

Ph : ζn ∈H−(Ω,v0,ρ0)→ ζ+ δ(v0 ·∇)ζ ∈ L2(Ω,ρ0)2,

donnant à résoudre la formulation variationnelle suivante :

∀ζ ∈ L2(Ω)2,

∫
Ω

(
Tω,v0

ξ
)
· (ζ+ δ(v0 ·∇)ζ) =

∫
Ω

g · (ζ+ δ(v0 ·∇)ζ).



104 Chapitre 5. Étude numérique de l’équation de transport harmonique

Cette formulation peut être vu comme une formulation intermédiaire entre la méthode des
moindres carrés que l’on pondère par la quantité δ et la méthode naïve.

Équivalence des formulations Au niveau continu, dans le cadre où l’opérateur de trans-
port est un isomorphisme, ces deux formulations sont équivalentes.

5.1.5 Comparaison entre les schémas LS et SUPG
Nous souhaitons dans cette section analyser le comportement de la méthode LS ainsi que

celle SUPG à di�érentes valeurs du paramètres δ. Nous nous plaçons alors dans le même cas
d’écoulement que présenté précédemment sur les �gures 5.6 et 5.7, alors que la source est
choisie égale à 1 dans tout le domaine.

Sur la �gure 5.10, nous traçons les isovaleurs de Re(ξx) (colonne de gauche) et Re(ξy)
(colonne de droite), obtenu pour la méthode LS (première ligne), puis chaque autre ligne
correspond à la méthode SUPG pour di�érentes valeurs du paramètre de stabilisation. On
remarque un comportement très dissipatif de la méthode LS, comme analysé dans [3] pour
l’équation de transport scalaire. La méthode SUPG semble alors mieux adapter à capter le
caractère oscillant de la solution, notamment lorsque l’équation ne dissipe que très peu la
solution. Le choix du paramètres de stabilisation δ est également très important. En e�et, on
observe pour les plus petites valeurs de δ, le comportement du schéma tend vers celui de la
méthode naïve, correspondant elle-même à prendre δ = 0, en faisant apparaître des oscil-
lations parasites. Pour les plus grandes valeurs de δ, la méthode SUPG tend à se comporter
comme le schéma LS et introduit donc de plus en plus de dissipation. Il convient donc de
choisir ce paramètre le plus petit possible car l’équation de transport harmonique que nous
étudions peut ne pas être dissipative du tout par elle-même, mais su�samment grand pour
ne pas avoir de problème de pollution de la solution.

Il s’agit du point faible de la méthode, en e�et, même si des règles empiriques sont
connues pour choisir le paramètre de stabilisation, voir [3], en le choisissant proportionnel
au pas du maillage et à la fréquence et inversement proportionnel à la vitesse de l’écoule-
ment, le choix optimal reste un problème ouvert.

Nous traçons sur la �gure 5.11 les isovaleurs deRe(ξx), en haut, pour le choix de δ = 10−3

qui nous apparaît dans cas le meilleur et en bas, la courbe x 7→ Re(ξx(x,y = 0.25)) pour
di�érentes valeurs de δ ainsi que pour la méthode LS. Nous con�rmons bien nos observations
faites sur la carte des isovaleurs, pour les deux cas extrêmes, la méthode LS (courbe verte) est
trop dissipative et la méthode SUPG avec δ = 10−4 (courbe rouge), trop petit, fait apparaître
des oscillations parasites dont la taille caractéristique est celle du pas du maillage. Les autres
valeurs de δ donnent des résultats assez comparable, ce qui semble indiquer que le choix du
paramètre de stabilisation ne nécessite pas non plus une recherche et un optimisation très
poussée.
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Figure 5.10 – Isovaleurs de Re(ξx) et Re(ξy) obtenues avec les schémas, de haut en bas : LS
et SUPG : δ = 10−1, δ = 10−2,δ = 10−3,δ = 10−4.
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Figure 5.11 – Re(ξx) le long de la ligne y = 0.25. Comparaison des schémas LS (vert, très
dissipé) et SUPG : pour δ = 10−1 (bleu), δ = 10−2 (orange), δ = 10−3 (rose) et δ = 10−4

(rouge).
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5.2 Illustration en écoulements domaine-remplissant

La méthode numérique étant �xée, nous passons dans cette section à des illustrations du
comportement des solutions de notre équations de transport harmonique vectorielle pour
di�érents écoulements. Nous avons déjà observé la solution dans le cas des jets cisaillés,
nous proposons ici d’étudier des écoulements qui ne soient pas monodimensionnels.

5.2.1 Des cas d’écoulements directionnels

Nous commençons par un écoulement directionnel, de direction privilégiée ex, qui est
l’écoulement potentiel au dessus d’un cylindre en rotation. En coordonnées polaires, l’écou-
lement s’écrit

v0(r,θ)B

U∞
(
1−

(
R
r

)2
cos(2θ)

)
+ Γ

2πr sin(θ)

−U∞
(
R
r

)2
sin(2θ)− Γ

2πr cos(θ)

 ,
où les paramètres sont choisis :

– U∞ = 0.2 : vitesse à l’in�ni de l’écoulement, suivant ex.
– R = 1 : rayon du cylindre.
– Γ = 2, grandeur caractéristique de la rotation du cylindre (Γ = 0, le cylindre ne bouge

pas).
Les lignes de courant de cet écoulement ainsi que les isovaleurs du temps de parcours sont
représentées sur la �gure 5.12. La partie restée en noire sur la �gure n’est pas joint par les
lignes de courant partant du bord entrant de gauche, mais de la partie du bord rentrant du
côté droit de la frontière supérieure. Il faudra prendre garde à bien imposer les conditions
aux limites sur tout le bord entrant ∂Ω−. La source est choisie sous forme d’une gaussienne,

Figure 5.12 – Ligne de courant (en noir) et isovaleurs du temps de parcours le long de ces
lignes de courant, partant du bord entrant.

représentée sur la �gure 5.13.

Nous représentons alors la solution ξ à deux fréquences di�érentes, pour ω = 0.5 et
ω = 0.25. Pourω = 0.5, les isovaleurs deRe(ξx) et deRe(ξy) sont représentées sur la �gure
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Figure 5.13 – Source

5.14 ainsi que quelque lignes de courant en noir. Il apparaît bien que l’inconnue ξ est convec-
tée le long des lignes de courant. Le caractère « harmonique » de l’équation donne l’aspect
d’onde à la solution et possède une longueur d’onde caractéristique, au moins localement, car
celle-ci dépend de la pulsation de la source, mais également de la vitesse de propagation, on
a, localement λξ(x) = 2π/(ω|v0(x)|). Contrairement à l’équation de transport harmonique
scalaire, le terme d’ordre zéro (ξ ·∇)v0 peut être responsable d’un accroissement ou d’une
diminution du module de la solution, comme nous pouvons le voir au dessus de la bosse pour
ξx ou après avoir passé la bosse pour la seconde composante ξy .

Nous représentons sur la �gure 5.15 les mêmes isovaleurs de Re(ξx) et de Re(ξy) à la
fréquence moitié, c’est-à-dire pour ω = 0.25. Nous observons alors les mêmes conclusions,
que ce soit pour la longueur d’onde caractéristique de l’équation de transport harmonique
ou sa propension à augmenter ou diminuer le module de la quantité transportée. Il n’y a
donc pas de conservation simple, en norme L2 par exemple, à attendre d’une telle équation.
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Figure 5.14 – Isovaleurs de Re(ξx) et Re(ξy), à la pulsation ω = 0.5.
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Figure 5.15 – Isovaleurs de Re(ξx) et Re(ξy), à la pulsation ω = 0.25.
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5.2.2 Un cas plus di�cile : v0 non directionnelle
Le cas étudié dans cette section est plus compliqué du point de vue de l’équation de

transport harmonique. En e�et, cet écoulement, bien que toujours domaine-remplissant n’est
cependant plus directionnel. Il est dé�ni à l’aide d’une fonction de courant. Une fonction de
courant est une fonction scalaire ψ0 telle que la vitesse de l’écoulement soit donnée par :

v0 = rot2D(ψ0).

Une telle construction ne fournit donc que des écoulements non compressibles, car en e�et

div(v0) = div(rot2D(ψ0)) = 0.

Dans cette sous-section, dé�nissons la fonction de courant suivante, en coordonnées carté-
siennes :

ψ0(x,y)BU∞y − η e−x2

1 + y2 cos(ay − x).

La vitesse de l’écoulement associée s’écrit donc :

v0(x,y) =U∞ex + η
e−x2

1 + y2

asin(ay − x)− 2y
1+y2 cos(ay − x)

2xcos(ay − x)− sin(ay − x)

 ,
et peut être interprétée comme une perturbation rotationnelle d’un écoulement uniforme
U∞ex. Les paramètres peuvent s’interprèter de la façon suivante :

— U∞ : vitesse à l’in�ni.
— η : caractéristique la « taille » de la perturbation.
— a : donne une inclinaisons aux lignes de courant, faisant de la vitesse un écoulement

non directionnel.
Nous nous plaçons dans un tube de courant de cet écoulement, c’est-à-dire le domaine com-
pris entre les deux droites verticale {x = −Lx} et {x = Lx} et les lignes de courant correspon-
dant aux isovaleurs de la fonction de courant {ψ0 = ψ−0 } et {ψ+

0 } :

ΩB
{
(x,y) ∈R2 : −Lx < x < Lx et ψ−0 < ψ0(x,y) < ψ+

0

}
.

Numériquement, nous choisissons les paramètres suivants :
— U∞ = 0.2

— a = 1.5

— η = 0.4

L’écoulement est représenté sur la �gure 5.16, où quelques lignes de courant sont tracées en
noir. Les couleurs, du bleu au rouge, représentent les isovaleurs du temps de parcours le long
des lignes de courant en partant du bord entrant, bord vertical gauche, puisque l’écoulement
va de gauche à droite.

La géométrie des lignes de courant d’un tel écoulement étant compliquée, le maillage
utilisé doit être très �n. Nous représentons sur la �gure 5.18 le maillage en triangles utilisé
pour les simulations présentées.

Nous traçons sur la �gure 5.19 les isovaleurs de Re(ξx) (en haut) et de Re(ξy) (en bas),
ainsi que quelques lignes de courant, en noir. Nous remarquons que l’écoulement ampli�e
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Figure 5.16 – Ligne de courant en noir et isovaleurs du temps de parcours de ces lignes de
courant en partant du bord entrant (bord vertical à gauche).

Figure 5.17 – Source gaussienne.

Figure 5.18 – Maillage en triangles (P1).



5.2 Illustration en écoulements domaine-remplissant 113

Figure 5.19 – Isovaleurs de Re(ξx) et de Re(ξy) pour ω = 0.5. Lignes de courant en noir.

fortement la source, tout en suivant les lignes de courant. Même des lignes, les plus hautes,
qui ne traversaient pas une partie où la source est très importante, sont ampli�ée de façon
signi�cative. La longueur d’onde observée est bien celle attendu et les résultats numériques
convergent.

Pour étudier l’in�uence du paramètre de stabilisation sur un cas plus compliqué, nous
traçons sur la �gure 5.20 les isovaleurs de Re(ξx) pour di�érentes valeurs de δ, de haut en
bas : 10−3, 10−4 et 10−5. La di�érence observée entre δ = 10−3 et δ = 10−4 est minime,
mais nous voyons néanmoins des petites oscillations parasites apparaître. En continuant de
diminuer δ, on arrive à une situation où la solution est complètement polluée et ne ressemble
plus du tout aux autres. Ce sont ces observations qui nous permettent de régler ce paramètres
de stabilisation, tout en gardant la règle pratique de diminuer δ tant que possible, tout en
gardant une solution non polluée.
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Figure 5.20 – Étude de l’in�uence du paramètre δ sur un cas plus compliqué : isovaleurs de
Re(ξx) pour, de haut en bas, δ = 10−3, δ = 10−4 et δ = 10−5.
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5.2.3 Sortir du cadre théorique d’un écoulement domaine-remplissant

Le cadre théorique des écoulements domaine-remplissants que nous avons présenté exclu
deux cas notables :

– les écoulements avec des points d’arrêt, et
– les écoulements avec des recirculations.

Même si notre approche théorique échoue à décrire ces cas là, nous souhaitons tester la
robustesse de la méthode numérique choisie. Pour cela, nous avons sélectionné deux écou-
lements, l’un ayant respectivement un point d’arrêt et l’autre des lignes de courant fermées.

Exemple d’écoulement avec des points d’arrêt L’existence de point d’arrêt est généra-
lement due à la présence d’obstacles dans le �uide. Nous reprenons l’écoulement que nous
avions utilisé dans la section précédente et considérons tout le domaine autour du cylindre en
rotation. La vitesse de l’écoulement a toujours la même expression, en coordonnées polaires
((r,θ)) hors du disque de rayon 1 et de centre (0,0), on a :

v0(r,θ)B

U∞
(
1−

(
R
r

)2
cos(2θ)

)
+ Γ

2πr sin(θ)

−U∞
(
R
r

)2
sin(2θ)− Γ

2πr cos(θ)

 , (5.4)

et est irrotationnelle. Nous utilisons les mêmes paramètres que précédemment :
– U∞ = 0.2 : vitesse à l’in�ni de l’écoulement, suivant ex.
– R = 1 : rayon du cylindre.
– Γ = 2, grandeur caractéristique de la rotation du cylindre (Γ = 0, le cylindre ne bouge

pas).
Cependant, lorsque l’on considère le domaine faisant tout le tour du cylindre, il apparaît que
l’écoulement n’est plus domaine-remplissant et nous sortons du cadre théorique dans lequel
nous savons démontrer que l’équation de transport est bien posée. En e�et, comme montré
sur la �gure 5.21, où sont représentés les isovaleurs du temps de parcours le long des lignes
de courant (représentées elles en noir), l’écoulement possède deux points d’arrêt à la surface
du disque. Chacun est joint par une ligne de courant, celui de gauche par une ligne qui va
vers ce point tandis que celui de droite par une ligne qui fuit ce point.

Nous utilisons une source gaussienne, représentée également sur le �gure 5.21, passant
par les lignes de courant qui posent problème.

Les résultats numériques obtenus sont présentés sur la �gure 5.22, pour di�érents ni-
veaux de saturation de la couleur. On obtient une explosion de la solution le long de la ligne
fuyant le point d’arrêt de droite du cylindre, mais rien d’apparent n’est constaté du côté du
point d’arrêt qui est joint par une ligne de courant. En saturant le jeu de couleur, on retrouve
hors de la ligne qui pose problème la solution telle qu’on imagine qu’elle devrait être, simi-
laire au cas précédent lorsque nous ne considérions que le domaine au dessus du cylindre. On
en déduit que la solution n’est tellement polluée en dehors de la ligne joignant le point d’ar-
rêt, mais reste cependant inacceptable du point de vue numérique, surtout si l’on doit coupler
l’équation de transport à une équation qui a tendance à faire « rayonner les problèmes ».

Pour étudier l’in�uence de la fréquence dans ce cas, nous présentons également les résul-
tats obtenus à plus basse fréquence, pourω = 0.1, sur la �gure 5.23. On constate alors que le
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Figure 5.21 – Écoulement potentiel autour d’un cylindre en rotation : isovaleurs du temps
de parcours et lignes de courant (en noir) à gauche et source gaussienne à droite.

Figure 5.22 – Re(ξx) et Re(ξy) : explosion le long de la ligne partant du point d’arrêt, pour
ω = 0.5 et di�érent niveaux de saturation du jeu de couleurs.

problème a tendance à empirer. En�n, sur la �gure 5.24, nous traçons Re(ξx), toujours pour
ω = 0.1, mais pour di�érentes valeurs du paramètre de stabilisation, δ = 10−1, δ = 10−3 et
δ = 10−4. On remarque alors que le problème est d’autant plus visible que le paramètre de
stabilisation est grand, ce qui montre que l’introduction de dissipation n’aide pas à éliminer
le problème.

Nous avons deux hypothèses pour expliquer pourquoi le code fait exploser la solution sur
cette ligne, et non sur la ligne joignant l’autre point d’arrêt. La première est que l’écoulement
est instable sur cette ligne, ce qui fait grandir le module de ξ le long de la ligne en suivant
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l’écoulement. Ainsi, puisque l’écoulement est d’autant plus lent qu’on est proche du point
d’arrêt, l’instabilité se fait ressentir d’autant plus. La seconde hypothèse, est que la ligne
fuyant le point d’arrêt, une fois discrétisée, semblerait venir en un temps �ni du bord du
cylindre et donc demanderait une condition aux limites au point d’arrêt, mais nous n’avons
pas testé cette hypothèse.

Figure 5.23 – Re(ξx) et Re(ξy) : explosion le long de la ligne partant du point d’arrêt, pour
ω = 0.1

Figure 5.24 – Re(ξx), pour ω = 0.1 et de gauche à droite : δ = 10−1, δ = 10−3 et δ = 10−4
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Avec recirculations : écoulement irrotationnel perturbé. Passons à un autre cas ty-
pique où l’écoulement n’est pas domaine-remplissant, celui d’un écoulement qui possède
des recirculations. Pour étudier ce type d’écoulement, nous utilisons le cas jouet d’un écou-
lement en recirculation dans une couronne. Nous présentons deux cas simples ici, les aspects
théoriques seront explorés ultérieurement et font l’objet d’une partie complète.

Considérons la couronne Ω :

ΩB
{
(r cos(θ), r sin(θ)) : r ∈ [ri , re], θ ∈ [0,2π]

}
,

dans laquelle la vitesse de l’écoulement s’écrit, en coordonnées polaires, sous la forme

v0(r,θ) = v0(r)eθ où v0(r,θ)B
1
r

+ b,

où b ∈R. Nous allons voir deux cas typiques selon des exemples de valeurs de b, à la pulsation
ω = 1 �xée :

— Pour b = 10 : comportement oscillant de la solution, l’équation est bien posée.
— Pour b = 2.5 : l’équation est mal posée et l’on constate que le long d’une ligne de

courant de la forme {(r∗ cos(θ), r∗ sin(θ)) : θ ∈ [0,2π]}, où r∗ ≈ 2.2, la solution devient
très grande et ne converge pas lorsque l’on ra�ne le maillage.

Nous nous contentons de donner ici un aperçu numérique des problèmes pouvant inter-
venir lorsque l’écoulement possède des lignes de courant fermées, ce que nous avons ex-
clu jusqu’ici à l’aide de l’hypothèse d’être domaine-remplissant. Nous utilisons une source
gaussienne, dont nous traçons les isovaleurs sur la �gure 5.25, ainsi que quelque lignes de
courant, en blanc, formant des cercles concentriques, montrant bien que l’écoulement est en
recirculation.

Figure 5.25 – Source g = (g,g) : isovaleurs de g . Quelques lignes de courant en blanc

Commençons par présenter le cas où l’équation de transport harmonique est bien posé,
pour b = 10, à la pulsation ω = 1.

Sur la �gure 5.26, nous représentons les isovaleurs de Re(ξx) et Re(ξy). Notamment,
puisqu’il s’agit du cas où l’équation est bien posée, nous arrivons à faire converger la solution
en ra�nant le maillage.

Par contre, pour b = 2.5, toujours à la pulsation ω = 1, la théorie prédit que l’équation
de transport doit être mal posée le long de la ligne de courant {r = 2.1}. Nous traçons sur la
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Figure 5.26 – Cas b = 10. Isovaleurs de Re(ξx) à gauche et Re(ξy) à droite, à ω = 1.

�gure 5.27, pour plusieurs niveaux de ra�nement du maillage, à 1.5×104, 4×104 et 3×105

degrés de liberté, à gauche les isovaleurs de Re(ξx) et à droite les courbes r 7→Re(ξx(r,θ =
0), permettant de visualiser l’explosion le long de la ligne de résonance. Nous observons
alors qu’il n’y a pas convergence de la solution, et que la solution semble de plus en plus
singulière le long de cette ligne de résonance au fur et à mesure que l’on ra�ne le maillage.

Figure 5.27 – Cas b = 2.5 : le problème est mal posé, non convergence le long de la ligne
{(r∗ cos(θ), r∗ sin(θ)) : 0 ≤ θ ≤ 2π} où r ≈ 2.1.

Avec recirculations : cas de la rotation solide. Nous verrons lors de l’étude spéci�que
de l’équation de transport harmonique de Goldstein en écoulement circulaire que si l’on
augmente la pulsation, il y a de grande chance pour que l’on se retrouve dans la situation
où la solution explose sur certaines lignes de courant, pour de plus en plus de lignes de
courant au fur et à mesure que la fréquence augmente. L’exception à cette règle est le cas de la
rotation solide, pour laquelle nous présentons alors brièvement quelque résultats numériques
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à pulsation plus élevée.
Nous avions déjà évoqué le cas de l’équation de transport dans un écoulement en rotation

solide. Cela correspond à choisir
v0(r,θ) = areθ,

où a ∈R. Nous posons a = 1 et discutons selon la valeur de la pulsation. En e�et, nous avons
vu que deux cas se présentaient, puisque a = 1,

— Soit ω <Z et l’équation est bien posée.
— Soit ω ∈Z et l’équation est mal posée.
Nous utilisons la même source gaussienne que précédemment pour les calculs. Commen-

çons par présenter deux cas de fréquence où l’équation de transport est bien posée, pour
ω = 3.5 et pour ω = 10.5. Nous représentons les isovaleurs de Re(ξx) et de Re(ξy) sur la
�gure 5.28, la première ligne correspondant à la plus haute pulsation ω = 10.5 et celle du
bas à la plus basse ω = 3.5. Les solutions obtenues sont stables par ra�nement du maillage,
nous indiquant que nous avons atteint la convergence.

Figure 5.28 – Isovaleurs de Re(ξx) et Re(ξy) pour ω = 10.5 < Z (en haut) et ω = 3.5 < Z
(en bas), l’équation est bien posée.

Pour illustrer le caractère mal posé, nous choisissons la pulsation entière ω = 10 et nous
traçons sur la �gure 5.29 Re(ξx) pour deux niveaux de ra�nement du maillage, 1.5 × 104

degrés de liberté à gauche, et 4.4 × 104 à droite, tout en gardant le même jeu de couleurs.
Nous constatons que la solution n’est pas stable par ra�nement de maillage, traduisant le
caractère mal posé de l’équation. Il ne s’agit plus de l’explosion selon une seule ligne de
courant ici, mais toutes les lignes résonnent.
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Figure 5.29 – Isovaleurs de Re(ξx). Caractère mal posé à la fréquence ω = 10 ∈Z. Lorsque
le maillage est ra�né, il n’y a pas de convergence : à gauche 15 × 103 degrés de liberté, à
droite 44× 103 degré de liberté
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Nous nous intéressons dans ce chapitre au couplage de l’équation d’Helmholtz convectée
avec l’équation de transport étudiée dans la partie précédente pour former les équations de
Goldstein, que nous rappelons ici, pour une source acoustique f ∈ L2(Ω,ρ0) : ρ0Dω

(
c−2

0 Dωϕ
)
−∇ ·

(
ρ0∇ϕ + ρ0ξ

)
= ρ0f ,

Dωξ + (ξ ·∇)v0 = ∇ϕ ×ω0,

oùDω B −iω+v0·∇ est l’opérateur de dérivée convective en régime harmonique. Rappelons
également que nous adoptons une vision perturbative des équations de Goldstein, l’inconnue
hydrodynamique ξ étant la correction apportée au gradient du potentiel acoustique∇ϕ pour
le calcul de la vitesse acoustique v = ∇ϕ + ξ. Cette vision perturbative nous a amené à
considérer l’approche d’analyse théorique suivante. D’abord, nous résolvons l’équation de
transport à ϕ �xé et exprimons ξ comme un opérateur dépendant de ∇ϕ,

ξ =Aω,v0
(∇ϕ),
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ensuite, nous traitons le problème suivant, équivalent aux équations de Goldstein mais ne
portant que sur l’inconnue ϕ :

ρ0Dω
(
c−2

0 Dωϕ
)
−∇ ·

(
ρ0(Id +Aω,v0

)(∇ϕ)
)

= ρ0f . (6.1)

L’étude de l’équation de transport e�ectuée dans la partie précédente nous indique qu’une
condition su�sante naturelle pour pouvoir résoudre cette équation est de considérer des cas
où l’écoulement porteur est domaine-remplissant. Nous renvoyons le lecteur à la partie IV
pour une analyse de l’équation de transport et du couplage de Goldstein où des résonances
sont mises en évidence dans des cas particuliers d’écoulements ne véri�ant pas cette hypo-
thèse : les écoulements circulaires dans une couronne.

L’inversion de l’opérateur de transport et l’élimination de ξ résultante nous permet en-
suite de nous appuyer sur l’analyse de l’équation d’Helmholtz convectée, à condition de
considérer que le rotationnel de l’écoulement porteur ω0 est su�samment petit. L’analyse
de l’équation d’Helmholtz convectée est connue sous diverses conditions aux limites. Par
exemple, dans le cas du problème en écoulement uniforme borné à l’aide de Perfectly Mat-
ched Layers (PML), on pourra se référer aux travaux de E. Bécache, A-S. Bonnet-Ben Dhia et
Legendre [60, 61]. Le problème posé en écoulement localement potentiel avec condition aux
limites de Sommerfeld est démontré bien posé dans la thèse de S. Duprey [62]. F. Casenave,
A. Ern et G. Sylvand [1, 63] ont également démontré le caractère bien posé , lorsque l’équa-
tion d’Helmholtz convectée est couplée a des équations intégrales servant de conditions aux
limites. L’analyse que nous présenterons du cas potentiel est une version adaptée aux condi-
tions limites approchées que nous établirons dans le cas non potentiel pour les équations de
Goldstein.

Même si l’analyse des équations de Goldstein en tant que telles n’ait, à notre connais-
sance, pas été faite dans la littérature, des équations équivalentes (sous certaines conditions)
ont été étudiées. C’est notament le cas des équations de Galbrun, établies dans son livre [32]
de 1931. Les travaux de A-S. Bonnet-Ben Dhia, Mercier, Millot, Pernet et Peynaud, comme
cités ci-avant d’abord en écoulement uniforme, ont été étendus au cas d’écoulements locale-
ment non potentiels mais domaine-remplissant. Lorsque le domaine est borné par des PML, le
caractère Fredholm a été démontré, [64, 36], sous des hypothèses de contrôle des constantes
de continuité de l’inverse d’un opérateur de double transport harmonique scalaire.

Nous proposons un résultat similaire pour les équations de Goldstein. C’est pourquoi
la restriction sur la petitesse du rotationnel de l’écoulement porteur était attendue. C’est
essentiellement la mesure de ce rotationnel qui quanti�e l’aspect perturbatif des équations
de Goldstein par rapport au modèle potentiel. En particulier, nous prendrons soin d’analyser
nos conditions à la lumière d’une famille d’écoulements (ρ

η
0 ,v

η
0)η , dont le rotationnel est

contrôlé par le paramètre η : ‖ωη0‖∞ ≤ |η|, pour η se rapprochant de 0. Nous prouvons
que le problème de Goldstein relève de l’alternative de Fredholm lorsque le rotationnel de
l’écoulement porteur n’est pas trop grand, ou autrement dit pour la famille d’écoulements
v
η
0 , pour η plus petit qu’un seuil : |η| ≤ η0.

Nous terminerons ce chapitre par une section moins formelle de discussions des hypo-
thèses faites sur la géométrie et l’écoulement porteur jusqu’ici. Nous verrons que ces hypo-
thèses ne sont pas toutes compatibles à strictement parler et nous évaluerons leur éventuel
relâchement et leur pertinence de modélisation physique.
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6.1 Géométrie et écoulement porteur considérés

Dans cette section, nous précisons dans quelle géométrie nous nous plaçons et rappelons
quel type d’écoulements porteurs nous considérerons.

Ecoulement porteur. Nous considérons dans Rd\OR, d = 2 ou 3, un écoulement porteur
caractérisé par sa densité ρ0, sa pression p0 et son champ de vecteurs vitesse v0. L’ensemble
OR est une union de domaines de R

d représentant des obstacles impénétrables, qui corres-
pondent en pratique à des morceaux de l’avion : l’aile, une partie du réacteur, etc.

Nous supposons par soucis de simplicité que ces grandeurs, qui apparaissent en tant que
coe�cients de l’équation de Goldstein, sont su�samment régulières, en particulier, lors de
l’étude de l’équation de transport nous avons supposé que v0 était de classe C1. Nous avons
également supposé que la densité de l’air ρ0 est bornée par deux constantes strictement
positives, ρ+ et ρ− :

∀x ∈Rd\OR, ρ− ≤ ρ0(x) ≤ ρ+.

Les espaces fonctionnels qui apparaissent dans cette étude incorporent souvent comme poids
la densité ρ0 de l’écoulement. Par exemple, pour un domaineΩ, nous utilisons L2(Ω,ρ0) ou
H1(Ω0,ρ0). De même nous avons construit l’espace du graphe de l’opérateur de transport,
H(Ω,v0,ρ0), à partir de l’espace L2(Ω0,ρ0). Comme nous avions fait la remarque à la partie
précédente, compte tenu de l’hypothèse du caractère borné de ρ0, tous ces espaces sont
les mêmes que leur équivalents sans le poids ρ0. L’intérêt de garder ses poids est pratique,
cela allège les majorations du type Cauchy-Schwarz en intégrant dans la norme la mesure
ρ0(x)dx.

On s’intéresse typiquement à un écoulement issu d’un calcul CFD résolvant les équations
de Navier-Stokes. Un tel écoulement ressemble à celui présenté très schématiquement en
�gure 6.1. En particulier, il est uniforme à l’in�ni. En e�et, lorsque l’on est su�samment loin
de l’avion, on considère que l’écoulement devient uniforme et qu’il n’y a plus d’obstacle,
c’est-à-dire qu’il existe un domaine borné Ω∞ et des constantes ρ∞,p∞ > 0 et v∞ ∈ R

d

telles que OR ⊂Ω∞ et

∀x ∈Rd\Ω∞, ρ0(x) = ρ∞, p0(x) = p∞ et v0(x) = v∞.

En�n, du point de vue de l’écoulement, les obstacles OR sont supposés rigides, c’est-à-
dire que la vitesse v0 est tangentielle à la frontière de ceux-ci :

∀x ∈ ∂OR, v0(x) ·n(x) = 0.

Borner le domaine de calcul. Pour procéder à un calcul numérique de type éléments
�nis, il est nécessaire de borner le domaine de calcul. Nous plaçons la frontière de notre
domaine su�samment loin de la zone de perturbation de l’écoulement, là où l’écoulement
est uniforme, comme montré sur la �gure 6.1 en pointillés. Cette frontière peut aussi inclure
une partie des obstacles rigides. En notant le domaine de calculΩ, la frontière ∂Ω se partage
donc en deux parties, une rigide ΓR et une sur laquelle l’écoulement est uniforme Γ∞ :

∂Ω = Γ∞ ∪ ΓR,
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Figure 6.1 – Géométrie schématique pour l’étude théorique des équations de Goldstein

telles que
∀x ∈ Γ∞, ρ0(x) = ρ∞, p0(x) = p∞ et v0(x) = v∞,
∀x ∈ ΓR, v0(x) ·n(x) = 0.

De plus, nous supposons que la vitesse de l’écoulement satisfait

v0 est Ω-remplissante,

de manière à pouvoir appliquer les résultats établis pour l’équation de transport harmonique.
Nous supposons également que la frontière est de classe C1 par morceaux. Cette hypothèse
de régularité est su�sante pour dé�nir un vecteur normal n(x) pour presque tout x de la
frontière ∂Ω.

6.2 Conditions aux limites pour les perturbations acous-
tiques

Le domaine et sa frontière à présent dé�nis, nous souhaitons établir des conditions aux
limites pour les équations de Goldstein.

6.2.1 Parties rigides : ΓR.

La partie de la frontière la plus simple à traiter est la partie que nous avons considérée
rigide du point de vue de l’écoulement, ΓR. En e�et, nous nous contenterons de la considérer
également rigide du point de vue acoustique, entraînant le fait que la vitesse acoustique v
est également tangentielle :

∀x ∈ ΓR, v(x) ·n(x) = 0.
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Exprimons alors cette condition à l’aide des inconnues ϕ et ξ des équations de Goldstein.
Puisque nous avons

v = ∇ϕ +ξ,

il vient simplement que
∀x ∈ ΓR, (∇ϕ +ξ) ·n(x) = 0.

Il est possible d’utiliser des conditions aux limites plus compliquées sur la frontière des obs-
tacles, par exemple pour prendre en compte de l’absorption acoustique de ceux-ci, particuliè-
rement lorsqu’ils sont traités par de matériaux absorbants par exemple. Nous ne considérons
pas cette problématique dans cette thèse et nous restons à la modélisation plus simple d’obs-
tacles purement rigides.

6.2.2 Une famille de conditions de rayonnement sur Γ∞.
Il reste à dé�nir les conditions aux limites sur la frontière Γ∞ sur laquelle nous rappelons

que l’écoulement est supposé uniforme.

Dans le code ASERIS d’Airbus, le domaine où est résolu l’équation d’Helmholtz convec-
tée, le modèle potentiel, est borné par des équations intégrales qui permettent d’exprimer la
condition de radiation exacte mais ajoute des inconnues surfaciques au problème. Même si
l’onde acoustique rayonnée au loin est la principale quantité d’intérêt du problème indus-
triel, nous nous concentrons dans cette thèse sur la partie volumique du couplage FEM/BEM.
C’est pourquoi, nous simpli�ons notre approche en proposant pour l’analyse des équations
de Goldstein une famille de conditions absorbantes du premier ordre sur le bord Γ∞. Cette
famille dépend d’une fonction paramètre λ ne dépendant que de la géométrie de la frontière
Γ∞ et du type d’ondes planes dont on souhaite privilégier l’absorption.

Un autre possibilité qui a fait ses preuves pour l’équation d’Helmholtz notamment est
d’utiliser les célèbres « Perfectly Matched Layers » introduites par Bérenger [65] en 1994
et d’abord appliquées à l’électromagnétisme [66]. Ces conditions sont également utilisables
pour l’équation d’Helmholtz convectée en écoulement uniforme [60] ou potentiel pour l’équa-
tion de Galbrun [61], ainsi que pour les équations d’Euler linéarisées [67].

Néanmoins, l’analyse que nous avons faite des équations de Goldstein dont le domaine
de calcul est borné par des PML ne nous satisfait pas complètement. En e�et, les conditions
obtenues pour aboutir au caractère Fredholm du problème mêlent des conditions sur les pa-
ramètres PML aux conditions portant sur l’écoulement porteur. Nous renvoyons le lecteur
à l’annexe A.3 pour les détails de notre approche. Néanmoins, pour son e�cacité numé-
rique, c’est l’approche que nous avons choisie pour nos illustrations numériques 2D. Nous y
reviendrons donc dans le chapitre 7.

Résolution du transport et intégration par parties. Commençons par la simple re-
marque que, puisque l’écoulement est uniforme en dehors du domaine Ω et que nous ne
considérons pas de source de rotationnel à l’extérieur, il vient que sur le bord entrant Γ −∞, le
ξ est prescrit à zéro. Ceci donne la condition aux limites suivante :

ξ = 0, sur Γ∞.

Ensuite, puisque nous nous sommes placés dans le cadre d’un écoulement dont la vi-
tesse v0 est domaine remplissante, l’opérateur de transport de Goldstein Tω,v0

est, d’après
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la deuxième partie de ce manuscrit, un isomorphisme de H−(Ω,v0,ρ0) dans L2(Ω,ρ0)d et
permet donc d’isoler ξ, pour un ϕ ∈H1(Ω,ρ0) donné, dans l’équation∣∣∣∣∣∣Dωξ + (ξ ·∇)v0 = ∇ϕ ×ω0 dans Ω

ξ = 0 sur Γ −∞.

À l’aide de l’opérateur de transport Tω,v0
, on dé�nit l’opérateur Aω,v0

qui à ∇ϕ associe
ξ ∈H−(Ω,v0,ρ0) :

ξ =Aω,v0
(∇ϕ)B T −1

ω,v0
(∇ϕ ×ω0) .

Ainsi, les équations de Goldstein∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Pour f ∈ L2(Ω,ρ0), trouver (ϕ,ξ) ∈H1(Ω,ρ0)×H−(Ω,v0,ρ0), tels que
ρ0Dω

(
c−2

0 Dωϕ
)
−∇ ·

(
ρ0

(
∇ϕ +ξ

))
= ρ0f ,

Dωξ +
(
ξ ·∇

)
v0 = ∇ϕ ×ω0,

+ Cond. Lim.

s’écrivent de façon équivalente :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Pour f ∈ L2(Ω,ρ0), trouver ϕ ∈H1(Ω,ρ0), tel que
ρ0Dω

(
c−2

0 Dωϕ
)
−∇ ·

(
ρ0∇ϕ + ρ0Aω,v0

(∇ϕ)
)

= ρ0f

+ Cond. Lim.
(6.2)

Dans un premier temps, présentons les calculs d’intégration par parties liés à l’équation
(6.2), en prenant soin d’expliciter les termes de bord. En se donnant des fonctions régulières
ϕ,ψ ∈ C∞(Ω), et en utilisant l’équation d’Euler stationnaire ∇ · (ρ0v0) = 0, on obtient :∫

Ω

ρ0Dω
(
c−2

0 Dωϕ
)
ψ =

∫
Ω

−ρ0c
−2
0 DωϕDωψ +

∫
∂Ω
ρ0c
−2
0 Dωϕψ(v0 ·n)

puis,

−
∫
Ω

∇ ·
(
ρ0

(
∇ϕ +ξ(ϕ)

))
ψ =

∫
Ω

ρ0

(
∇ϕ ·∇ψ +ξ(ϕ) ·∇ψ

)
−
∫
∂Ω
ρ0∂nϕψ.

En introduisant les grandeurs adimensionnées usuelles, le nombre d’onde et le Mach de
l’écoulement porteur :

k0B
ω
c0

et M0B
v0

c0
,

et en développant les dérivées convectives, on obtient la formule d’intégration par parties



6.2 Conditions aux limites pour les perturbations acoustiques 131

suivante∫
Ω

ρ0

[
Dω

(
c−2

0 Dωϕ
)
−∇ ·

(
ρ0

(
∇ϕ +ξ(ϕ)

))]
ψ

=
∫
Ω

ρ0

[
∇ϕ ·∇ψ −

(
M0 ·∇ϕ

)(
M0 ·∇ψ

)
− k2

0ϕψ − ik0

(
M0 ·∇ϕ

)
ψ + ik0ϕ

(
M0 ·∇ψ

)]
+
∫
Ω

ρ0Aω,v0
(∇ϕ) ·∇ψ

+
∫
∂Ω
ρ0

{
(M0 ·n) (−ik0 +M0 ·∇)ϕ −∇ϕ ·n −Aω,v0

(∇ϕ) ·n
}
ψ.

Déterminer les conditions de radiation revient à exprimer la quantité :

B(ϕ)B c−1
0 (M0 ·n)Dωϕ −

(
(Id +Aω,v0

)∇ϕ
)
·n,

apparaissant sur le bord ∂Ω du domaine. Remarquons tout de suite que sur la partie ΓR de la
frontière, nous avons supposé que la vitesse, et donc aussi le nombre de MachM0 de l’écou-
lement porteur y sont tangentiels et qu’il en est de même des perturbations acoustiques. Cela
nous amène donc à la simple relation

B(ϕ) = c−1
0 (M0 ·n)Dωϕ −

(
(Id +Aω,v0

)∇ϕ
)
·n = 0 sur ΓR.

Concernant la partie Γ∞ de la frontière du domaine, nous avons des simpli�cations car l’écou-
lement y est uniforme, notons ses caractéristiques sur Γ∞ :

M0BM∞BM∞e, c∞B c0, et k∞B
ω
c∞
.

En utilisant que Aω,v0
(∇ϕ) = 0 sur le bord entrant Γ −∞B Γ∞ ∩∂Ω−, il vient :

B(ϕ) = (M∞ ·n) (−ik∞ +M∞ ·∇)ϕ −∇ϕ ·n −Aω,v0
(∇ϕ) ·n sur Γ +∞,

B(ϕ) = (M∞ ·n) (−ik∞ +M∞ ·∇)ϕ −∇ϕ ·n sur Γ −∞,
B(ϕ) = −∇ϕ ·n −Aω,v0

(∇ϕ) ·n sur Γ 0∞.

Famille de conditions aux limites absorbantes. Donnons à présent la famille de condi-
tions aux limites que nous allons considérer. Aux paragraphes suivants nous présenterons
ensuite un cas entrant dans ce cadre. Soit λ : Γ∞ → R

∗
+. Nous considérons la famille de

conditions aux limites données par :

B(ϕ) = −ik∞λϕ − (M∞ ·n)Aω,v0
(∇ϕ) ·n, sur Γ∞. (6.3)

6.2.3 Exemple d’obtention d’une condition aux limites absorbante
approchée

Présentons une approche aboutissant à des conditions absorbantes de la famille de celles
énoncées à la sous-section précédente (6.3).

Comme nous cherchons des conditions locales en x ∈ Γ∞, quitte à redresser les coordon-
nées localement autour de ce point. Après redressement, nous supposons que le domaine est
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situé dans le demi-plan {x ≤ 0} et que la frontière est en {x = 0}. Trois cas se présentent. Il
peut s’agir d’un point x de la frontière sortante Γ +∞, entrante Γ −∞ ou encore glissante Γ 0∞.

Point de la frontière sortante Γ +∞. Commençons par un point de la frontière entrante.
Dans le domaine {x > 0}, on est hors de Ω, l’écoulement y est donc supposé uniforme. Les
équations de Goldstein dans le demi-plan {x > 0} s’écrivent alors :

(−ik∞ +M∞ ·∇)2ϕ −∆ϕ −∇ ·ξ = 0,
(−ik∞ +M∞ ·∇)ξ = 0.

Supposons que ϕ et ξ sont connues sur la frontière :

ϕ(0, y) = ϕ0(y) et ξ(0, y) = ξ0(y).

Nous e�ectuons une transformée de Fourier dans la direction tangentielle à la frontière,
c’est-à-dire selon la variable y, ce qui revient à chercher des solutions ϕ et ξ sous la forme

ϕ(x,y) = ϕ̂(x)eiβy et ξ(x,y) = ξ̂(x)eiβy ,

où β ∈ R. Comme les équations de Goldstein en écoulement uniforme se découplent, nous
pouvons commencer par résoudre l’équation de transport et exprimer ξ̂. En remplaçant ξ
par la forme de la solution recherchée ξ̂(x)eiβy dans l’équation de transport, on trouve que

−ik∞ξ̂(x)eiβy + cos(α)M∞
dξ̂
dx

(x)eiβy + sin(α)M∞iβξ̂(x)eiβy = 0,

où l’on a noté α l’angle que fait le vecteur de direction de l’écoulement extérieur e avec la
frontière, comme illustré sur la �gure 6.2. L’équation se met alors sous la forme

cos(α)M∞
dξ̂
dx

+ i (−k∞ + sin(α)βM∞) ξ̂ = 0

et admet donc pour solution

ξ̂(x) = ξ̂
0
e

ik∞x
cos(α)M∞ −i tan(α)βx

.

L’équation de Goldstein se réduit donc à une équation en ϕ̂, avec pour second membre
∇ · (ξ̂(x)eiβy) et on trouve(

−ik∞ + cos(α)M∞
d
dx

+ iβ sin(α)M∞

)2

ϕ̂ −
(
d2

dx2 − β2
)
ϕ̂ =

dξ̂x
dx

+ iβξ̂y .

Le membre de droite de l’équation est connu et vaut

dξ̂x
dx

+ iβξ̂y =
((

ik∞
cos(α)M∞

− iβ tan(α)
)
ξ̂0
x + iβξ̂0

y

)
e
ik∞x
cos(α)−i tan(α)βx

.

Le calcul pour β quelconque peut être mené jusqu’au bout mais conduit à une expression
complexe qui de plus n’a pas de transformée de Fourier inverse explicite. Nous obtenons
alors une condition approchée en nous intéressons qu’aux ondes qui arrivent localement
perpendiculairement à la frontière, ce qui revient à prendre β = 0.
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Figure 6.2 – Frontière sortante avec écoulement uniforme à l’extérieur : M∞e

Ainsi, ξ̂ se simpli�e en
ξ̂(x) = ξ̂

0
e

ik∞x
cos(α)M∞ .

Passons à la résolution l’équation homogène en ϕ̂, où l’on a choisi β = 0 :(
−ik∞ + cos(α)M∞

d
dx

)2

ϕ̂ − d
2ϕ̂

dx2 = 0.

L’équation caractéristique de cette équation se factorise en

(−ik∞ + cos(α)M∞X +X) (−ik∞ + cos(α)M∞X −X) = 0,

et on obtient donc ainsi pour base de solutions

x 7→ eik
+∞x et x 7→ eik

−∞x,

avec
k+∞B

k∞
1 + cos(α)M∞

et k−∞B
−k∞

1− cos(α)M∞
.

Seul k+∞ correspond à une onde sortante et ceci peut s’obtenir par un raisonnement par
absorption, consistant à transformer le nombre d’onde k en un nombre d’onde complexe
kε∞ = k∞+iε où ε > 0. Cette transformation montre que la solution de la base correspondant
au nombre d’onde k−∞ diverge lorsque (x,y) est dans le demi-espace que nous considérons
{x > 0}, en utilisant que l’écoulement est subsonique 1− cos(α)M∞ > 0, il vient∣∣∣eik−∞x∣∣∣ =

∣∣∣∣∣e −ik∞+ε
1−cos(α)M∞ x

∣∣∣∣∣ −−−−−−→x→+∞ +∞,

alors que la solution correspondant au nombre d’onde k+ tend vers 0 à l’in�ni en présence



134 Chapitre 6. Analyse des équations de Goldstein en écoulement domaine-remplissant

d’absorption, ce qui est attendu du point de vue de la physique :∣∣∣eik+∞x
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣e ik∞−ε
1+cos(α)M∞ x

∣∣∣∣∣ −−−−−−→x→+∞ 0.

On ne retient donc que la solution, dite sortante, même lorsque l’on néglige l’absorption
ε, correspondant au nombre d’onde k+∞. Cherchons à présent une solution particulière à
l’équation avec second membre de la forme

x 7→ Ae
ik∞x

cos(α)M∞ .

On trouve en remplaçant, que

A

(
−ik∞ + cos(α)M∞

ik∞
cos(α)M∞

)2

e
ik∞x

cos(α)M∞ −A
(

ik∞
cos(α)M∞

)2

e
ik∞

cos(α)M∞ = ξ̂0
x
ik∞e

k∞x
cos(α)M∞

cos(α)M∞

d’où l’on déduit
A = i

cos(α)M∞
k∞

ξ̂0
x .

Finalement, on a donc obtenu le couple de solutions suivantes dans le demi-plan {x > 0},
étant données les traces aux bord ϕ̂0 et ξ̂0 :

ξ(x,y) = ξ̂(x) = ξ̂
0
xe

ik∞
cos(α)M∞

ϕ(x,y) = ϕ̂(x) =
(
ϕ̂0 − i cos(α)M∞

k∞
ξ̂0
x

)
e

ik∞x
1+cos(α)M∞ + i

cos(α)M∞
k∞

ξ̂0
x e

ik∞x
cos(α)M∞ .

Rappelons que nous souhaitons exprimer la quantité suivante en x = 0 :

B(ϕ) = c−1
0 (M∞ ·n)Dωϕ −∇ϕ ·n − ξ̂ ·n,

qui s’écrit pour les expressions de ϕ et ξ trouvées, car n = ex par :

B(ϕ) = −
(
1− cos2(α)M2∞

) dϕ̂
dx
− ik∞ cos(α)M∞ϕ̂ − ξ̂x.

En x = 0, comme on a

dϕ̂

dx
=

ik∞
1 + cos(α)M∞

(
ϕ̂0 − i cos(α)M∞

k∞
ξ̂0
x

)
− ξ̂0

x ,

il vient

B(ϕ) = −
(
1− cos2(α)M2∞

)[ ik∞
1 + cos(α)M∞

(
ϕ̂0 − i cos(α)M∞

k∞
ξ̂0
x

)
− ξ̂0

x

]
− ik∞ cos(α)M∞ϕ̂0 − ξ̂0

x

= − ik∞ϕ̂0 − cos(α)M∞ξ̂0
x .

Cette expression s’interprète de façon plus intrinsèque en utilisant que cos(α)M∞ =M∞ ·n,
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ξx = ξ ·n, on trouve �nalement que :

B(ϕ) = −ik∞ϕ − (M∞ ·n)ξ ·n sur Γ +∞.

Point de la frontière entrante. Nous allons plus vite pour un point de la frontière en-
trante. Il s’agit d’appliquer la même technique, avec la simpli�cation importante que ξ est
nul en amont, ainsi, il n’y a que ϕ à déterminer, on éliminera de même les ondes qui ne sont
pas physiques par introduction de l’absorption, en cherchant ϕ sous la forme ϕ = ϕ̂(x)eiβy

et en ne considérant que les ondes horizontale, pour β = 0. En procédant ainsi, on trouve
plus simplement que

B(ϕ) = −ik∞ϕ sur Γ −∞.

Point de la frontière glissante. Pour ce qui est de la frontière glissante, la quantité que
nous devons estimer au bord se simpli�e car M∞ ·n = 0 :

B(ϕ) = (M∞ ·n) (−ik∞ϕ +M∞ ·∇ϕ)−∇ϕ ·n −ξ ·n = −∇ϕ ·n.
Étant convecté par les lignes de courant, ξ ne traverse pas la frontière qui est dans ce cas
une ligne de courant. On trouve ainsi,

∇ϕ ·n = ik∞ϕ sur Γ 0∞.

6.3 Analyse des équations de Goldstein avec conditions
aux limites de rayonnement approchées

Dans cette section, nous analysons les équations de Goldstein dans la géométrie et pour
l’écoulement porteur présentés dans la section 6.1 et pour les conditions aux limites (6.3)
introduites dans 6.2. Résonant par perturbation, notre analyse s’appuie sur les mêmes tech-
niques que l’étude du cas potentiel. Nous commençons donc rappeler cette analyse, pour
ensuite passer aux équations de Goldstein.

6.3.1 Rappel du cas d’un écoulement potentiel

Dans le cas d’un écoulement porteur potentiel, i.e. tel queω0 = 0, la résolution de l’équa-
tion de transport donne Aω,v0

= 0 et les équations de Goldstein (6.1) se simpli�ent en∣∣∣∣∣∣∣Trouver ϕ ∈H1(Ω,ρ0), tel que
ρ0Dω

(
c−2

0 Dωϕ
)
−∇ · (ρ0∇ϕ) = ρ0f .

En adjoignant les conditions aux limites (6.3) proposée sur Γ∞, qui se simpli�ent carAω,v0
=

0 :
B(ϕ) = −ik∞λϕ − (M∞ ·n)Aω,v0

(∇ϕ) ·n = −ik∞λϕ,
et celles sur ΓR, qui se simpli�ent également

∇ϕ ·n +Aω,v0
(∇ϕ) ·n = ∇ϕ ·n = 0,
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la formulation suivante du problème de Goldstein en écoulement potentiel devient :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Pour f ∈ L2(Ω,ρ0), trouver ϕ ∈H1(Ω,ρ0), tel que
ρ0Dω

(
c−2

0 Dωϕ
)
−∇ · (ρ0∇ϕ) = ρ0f dans Ω,

∇ϕ ·n − c−1∞ (M∞ ·n)Dωϕ = ik∞λϕ sur Γ∞,
∇ϕ ·n = 0 sur ΓR,

(6.4a)

(6.4b)
(6.4c)

Remarque 6.3.1. Une autre approche peut être envisagée pour trouver une condition aux li-
mites absorbante dans le cas potentiel. La transformation de Lorentz peut être utilisée pour se
ramener à l’équation d’Helmholtz dans la zone où l’écoulement est uniforme, puis en appliquant
la condition de radiation de Sommerfeld et après un retour à l’espace physique par application
de la transformée de Lorentz inverse, on obtient une condition sur Γ∞ du type

∇ϕ ·n − c−1
0 (M0 ·n)Dωϕ = iλk∞ϕ sur Γ∞,

où λ(x) est une fonction à valeurs réelles strictement positives qui dépend de la forme de la
frontière du domaine considéré et peut être explicitée pour des géométrie simples. Par exemple
pour un domaine en forme de disque centré en 0 et de rayon R :Ω = B(0,R), on obtiendrait

c−1∞ (M∞ ·n)Dωϕ = ik∞
1√

1− sin2(θ)M2∞
ϕ(Rcos(θ),Rsin(θ)).

Cette condition s’améliore lorsque la distance aux sources et à la zone où l’écoulement n’est pas
uniforme s’accroît.

Nous obtenons alors le problème variationnel donné par la proposition suivante.

Proposition 6.3.2 (Formulation variationnelle). Pour un écoulement potentiel, le problème de
Goldstein (6.4) est équivalent au problème variationnel suivant :∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Pour f ∈ L2(Ω,ρ0), trouver ϕ ∈H1(Ω,ρ0) tel que

∀ψ ∈H1(Ω,ρ0), apot(ϕ,ψ) + bpot(ϕ,ψ) =
∫
Ω

ρ0f ψ, (6.5)

où les formes sesquilinéaires apot et bpot sont dé�nies sur H1(Ω,ρ0)2 par :
apot(ϕ,ψ)B

∫
Ω

ρ0

[
∇ϕ ·∇ψ −

(
M0 ·∇ϕ

)(
M0 ·∇ψ

)
+ϕψ

]
− ik∞

∫
Γ∞
ρ0λϕψ,

bpot(ϕ,ψ)B
∫
Ω

ρ0

[
− (1 + k2

0)ϕψ − ik0

(
M0 ·∇ϕ

)
ψ + ik0ϕ

(
M0 ·∇ψ

)]
.

Preuve. La preuve est directe en appliquant les théorèmes de densité et la formule d’inté-
gration par parties, [68]. �

Énonçons présent le résultat principal de cette section qui fournit le caractère bien posé
des équations de Goldstein dans le cas d’un écoulement potentiel borné par des conditions de
radiation approchées. Pour le caractère bien posé de ce modèle potentiel, lorsque l’on borne
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le domaine avec des équations intégrales, on pourra se référer aux travaux de F. Casenave,
A. Ern et G. Sylvand [63].

Théorème 6.3.3 (Caractère bien posé : cas potentiel). Le problème de Goldstein en écoulement
potentiel avec les conditions de rayonnement approchées (6.5) est bien posé sous la condition que
l’écoulement soit subsonique

1− sup
x∈Ω
|M0(x)|2 > 0. (6.6)

En particulier, on a :

— Le problème relève de l’alternative de Fredholm : apot est coercive sous la condition (6.6)
et bpot est une perturbation compacte.

— Il y a unicité de la solution.

Preuve. Procédons par étapes

• Commençons en montrant que sous la condition (6.6) la forme sesquilinéaire apot est
coercive. Pour ϕ ∈H1(Ω,ρ0), on a

apot(ϕ,ϕ) =
∫
Ω

ρ0

[
|∇ϕ|2 − |(M0 ·∇)ϕ|2 + |ϕ|2

]
≥

∫
Ω

ρ0

(
1− sup

x∈Ω

∣∣∣M0(x)
∣∣∣2) |∇ϕ|2 + ρ0|ϕ|2

≥
(
1− sup

x∈Ω

∣∣∣M0(x)
∣∣∣2)‖ϕ‖2H1(Ω,ρ0).

• Le fait que la forme sesquilinéaire bpot est associée à un opérateur compact est classique
et vient de l’injection compacte de H1(Ω) dans L2(Ω) et du fait que bpot(ϕ,ψ) ne fait
intervenir de dérivée que sur une seule des deux fonctions ϕ et ψ.

• Montrons l’unicité de la solution. Soit ϕ ∈ H1(Ω,ρ0) satisfaisant l’équation avec un
second membre nul f = 0 :

∀ψ ∈H1(Ω,ρ0), apot(ϕ,ψ) + bpot(ϕ,ψ) = 0.

Ainsi, en choisissant classiquement ψ = ϕ comme fonction test et en prenant la partie
imaginaire de la formulation variationnelle, on trouve :

0 = Im
(
apot(ϕ,ϕ) + bpot(ϕ,ϕ)

)
= k∞

∫
Γ∞
ρ0λ|ϕ|2.

Ceci montre, car ρ0,λ > 0, queϕ = 0 sur Γ∞. On obtient alors que ∇ϕ ·τ = 0 sur Γ∞ où
τ est le vecteur tangent et en utilisant la condition aux limites, on trouve que ∇ϕ· = 0
sur la frontière Γ∞. On conclut par un argument classique de continuation unique pour
les équations elliptiques que ϕ = 0 concluant la preuve de l’unicité.

�
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6.3.2 Cas des équations de Goldstein en écoulement rotationnel
Généralisons à présent une partie des résultats obtenus précédemment pour le cas d’un

écoulement potentiel au cas d’un écoulement de rotationnel. Nous verrons que nous pour-
rons conclure que si la vorticité su�samment faible. Pour pouvoir continuer à utiliser l’opé-
rateur Aω,v0

, nous continuons à supposer que l’écoulement est Ω-remplissant. L’étude des
équations de Goldstein en écoulement quelconque étant très compliquée, nous nous repor-
tons leur analyse à la partie IV pour une classe d’écoulements non Ω-remplissant particu-
liers : les écoulements circulaires dans une couronne.

La complexité principale par rapport au cas potentiel est que ξ , 0. En particulier, rap-
pelons les conditions aux limites choisies pour borner le domaine de calcul en présence de
l’inconnue hydrodynamique ξ :(

(Id +Aω,v0
)∇ϕ

)
·n − c−1∞ (M∞ ·n)Dωϕ = ik∞λϕ + (M∞ ·n)Aω,v0

(∇ϕ) ·n sur Γ∞,(
(Id +Aω,v0

)∇ϕ
)
·n − c−1∞ (M∞ ·n)Dωϕ = 0 sur ΓR.

On obtient ainsi la formulation suivante du problème de Goldstein :

Pour f ∈ L2(Ω,ρ0), trouver ϕ ∈H1(Ω,ρ0) tel que :
ρ0Dω

(
c−2

0 Dωϕ
)
−∇ ·

(
ρ0∇ϕ + ρ0Aω,v0

(∇ϕ)
)

= ρ0f dans Ω,
munie des conditions aux limites :(
(Id +Aω,v0

)∇ϕ
)
· n − c−1∞ (M∞ · n)Dωϕ = ik∞λϕ + (M∞ · n)Aω,v0

(∇ϕ) · n sur Γ∞,(
(Id +Aω,v0

)∇ϕ
)
· n = 0 sur ΓR,

(6.7a)

(6.7b)

(6.7c)

Proposition 6.3.4 (Formulation variationnelle). Le problème de Goldstein avec conditions de
rayonnement approchées (6.7) est équivalent au problème variationnel suivant :∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Pour f ∈ L2(Ω,ρ0), trouver ϕ ∈H1(Ω,ρ0) tel que

∀ψ ∈H1(Ω,ρ0), agold(ϕ,ψ) + bgold(ϕ,ψ) =
∫
Ω

ρ0f ψ, (6.8)

où les formes sesquilinéaires agold et bgold sont dé�nies sur H1(Ω,ρ0)2 par :

agold(ϕ,ψ)B apot(ϕ,ψ) +
∫
Ω

ρ0Aω,v0
(∇ϕ) ·∇ψ,

apot =
∫
Ω

ρ0

[
∇ϕ ·∇ψ −

(
M0 ·∇ϕ

)(
M0 ·∇ψ

)
+ϕψ

]
− ik∞

∫
Γ∞
ρ0λϕψ,

et
bgold(ϕ,ψ)B bpot(ϕ,ψ)− ρ∞〈(M∞ ·n)Aω,v0

(∇ϕ) ·n,ψ〉H−1/2(Γ +∞),H1/2(Γ +∞),

bpot =
∫
Ω

ρ0

[
− (1 + k2

0)ϕψ − ik0

(
M0 ·∇ϕ

)
ψ + ik0ϕ

(
M0 ·∇ψ

)]
.

Le théorème suivant donne le caractère Fredholm du problème de Goldstein posé en
domaine borné par des conditions aux limites rayonnantes approchées.
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Théorème 6.3.5. Le problème de Goldstein avec condition de radiation approchée (6.7) relève
de l’alternative de Fredholm sous la condition :

1− sup
x∈Ω
|M0(x)|2 > ‖ω0‖L∞(Ω)C(Ω,v0), (6.9)

où l’on rappelle l’estimation donnée dans le théorème 4.1 de la constante C(Ω,v0) :

C(Ω,v0)B

√
e2t∗‖∇v0‖∞ − 1− 2t∗‖∇v0‖∞

‖∇v0‖∞
,

où t∗ est le temps de parcours maximal pour traverser le domaine Ω en suivant une ligne de
courant à la vitesse v0.

Nous avons en particulier,

• agold est coercive sous la condition (6.9)
• bgold est une perturbation compacte

Preuve.

• Coercivité de agold . Soitϕ ∈H1(Ω,ρ0). Le terme apot est coercif sous la condition (6.6)
obtenue dans le cas potentiel. Le terme additionnel∫

Ω

ρ0Aω,v0
(∇ϕ) ·∇ψ,

n’étant ni compact, ni coercif, nous le traitons comme un terme continu dégradant la
condition de coercivité du cas potentiel, de la façon suivante :

Re
(
agold(ϕ,ϕ)

)
=Re

(
apot(ϕ,ϕ)

)
+
∫
Ω

ρ0Aω,v0
(∇ϕ) ·∇ψ

≥
(
1− inf

x∈Ω
|M0(x)|2

)
‖ϕ‖2H1(Ω,ρ0) − ‖Aω,v0

(∇ϕ)‖L2(Ω,ρ0)2‖∇ϕ‖L2(Ω,ρ0)2 .

D’après l’estimation en norme L2 obtenue dans la partie sur l’étude de l’équation de
transport en régime harmonique (II), puisque Tω,v0

◦Aω,v0
(∇ϕ) = ∇ϕ ×ω0, il vient :∥∥∥Aω,v0

(∇ϕ)
∥∥∥
L2(Ω,ρ0)2 ≤ C(Ω,v0, )‖∇ϕ ×ω0‖L2(Ω,ρ0)2

≤ C(Ω,v0)‖ω0‖L∞(Ω)‖∇ϕ‖L2(Ω,ρ0)2

≤ C(Ω,v0)‖ω0‖L∞(Ω)‖ϕ‖H1(Ω,ρ0)

• Compacité de bgold . Montrons à présent que la forme sesquilinéaire est associée à un
opérateur compact. Nous avons déjà évoqué le fait que le premier terme bpot de bgold
est associé à un opérateur compact, il ne reste qu’à le démontrer pour le second terme :

(ϕ,ψ) 7−→ 〈ρ∞(M∞ ·n)Aω,v0
(∇ϕ) ·n,ψ〉H−1/2(Γ +∞),H1/2(Γ +∞).

À ϕ ∈H1(Ω) �xé, on associe la forme linéaire lϕ dé�nie sur H1(Ω,ρ0) par :

∀ψ ∈H1(Ω,ρ0), lϕ(ψ)B 〈ρ∞(M∞ ·n)Aω,v0
(∇ϕ) ·n,ψ〉H−1/2(Γ +∞),H1/2(Γ +∞),
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qui est bien continue car

∀ψ ∈H1(Ω,ρ0), |lϕ(ψ)| ≤ Ctr
∥∥∥ρ∞(M∞ ·n)Aω,v0

(∇ϕ)
∥∥∥
H−1/2(Γ +∞)

‖ψ‖H1(Ω,ρ0),

où Ctr > 0 est la constante de trace dans H1(Ω,ρ0). Par le théorème de Riesz, on peut
donc dé�nir un opérateur continu B :H1(Ω,ρ0)→H1(Ω,ρ0) caractérisé par

∀ϕ,ψ ∈H1(Ω,ρ0), (Bϕ,ψ)H1(Ω,ρ0) = lϕ(ψ).

Nous devons montrer que B est un opérateur compact. En appliquant le théorème de
trace 3.2.4,Aω,v0

(∇ϕ) ∈H(Ω,v0,ρ0) possède en fait une trace dans l’espaceL2(Γ 0∞,ρ0|M∞·
n|) et on a

∀ϕ,ψ ∈H1(Ω,ρ0),
∣∣∣(Bϕ,ψ)

∣∣∣ ≤ ∥∥∥Aω,v0
(∇ϕ)

∥∥∥
L2(Γ +∞,ρ0|M∞·n|) |M∞|

1/2| ‖ψ‖L2(Γ +∞,ρ0).

Il existe de plus une constante Cγ > 0 telle que

‖Aω,v0
(∇ϕ)‖L2(Γ +∞,ρ0|M ·n|) ≤ Cγ‖Aω,v0

(∇ϕ)‖H(Ω,v0,ρ0).

Et en vertu de l’estimation a priori (4.1) de l’opérateur de transport trouvée dans le
chapitre 4, appliquée au cas de l’équation de transport de GoldsteinAB ∇v0, il vient :∥∥∥Aω,v0

(∇ϕ)
∥∥∥
H(Ω,v0,ρ0)

≤ C(Ω,v0)‖ω0 ×∇ϕ‖L2(Ω,ρ0)d .

≤ C(Ω,v0)‖ω0‖L∞(Ω)‖∇ϕ‖L2(Ω,ρ0)d .

Nous avons donc montré l’existence d’une constante

C B |M∞|1/2CγC(Ω,v0)‖ω0‖L∞(Ω) > 0,

telle que

∀ϕ,ψ ∈H1(Ω,ρ0),
∣∣∣(Bϕ,ψ)H1(Ω,ρ0)

∣∣∣ ≤ C‖ϕ‖H1(Ω,ρ0)‖ψ‖L2(Ω,ρ0).

Il est classique qu’une telle inégalité entraîne alors la compacité de l’opérateur B. En
e�et, si l’on considère par exemple une suite (ϕn)n∈N bornée dans H1(Ω,ρ0), alors
(Bϕn)n∈N est également bornée dans H1(Ω,ρ0) et quitte à extraire converge dans
L2(Ω,ρ0). En particulier, (Bϕn)n∈N est dans Cauchy dans L2(Ω,ρ0) et l’inégalité trou-
vée appliquée à ϕ = ϕn −ϕm et ψ = Bϕn −Bϕm, il vient

‖Bϕn −Bϕm‖2H1(Ω,ρ0) = (Bϕn −Bϕm,Bϕn −Bϕm)H1(Ω,ρ0)

≤ C‖ϕn −ϕm‖H1(Ω,ρ0)‖Bϕn −Bϕm‖L2(Ω,ρ0).

Comme le terme ‖ϕn−ϕm‖H1(Ω,ρ0) est borné, on en déduit que (Bϕn)n∈N est de Cauchy
dansH1(Ω,ρ0) et donc converge, ce qui termine la preuve du caractère compact de B.

�

Nous remarquons que la condition obtenue pour garantir le caractère Fredholm (6.9) est
l’analogue de celle (6.6) obtenue dans le cas potentiel qui correspond à imposer que l’écou-
lement soit subsonique. En e�et, lorsque le rotationnel est nul ω = 0, les deux conditions
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coïncident. Nous sommes alors tentés de dire que lorsque le rotationnel d’un écoulement
subsonique est faible, ‖ω‖L∞(Ω), le caractère Fredholm des équations de Goldstein est garanti.
C’est vrai, mais il faut prendre garde au fait que la constante C(Ω,v0) dépend également de
la vitesse de l’écoulement et également de son gradient. L’interprétation de cette condition
comme imposant à un écoulement subsonique d’être à faible rotationnel fait l’objet de la
sous-section suivante.

6.3.3 Famille d’écoulements faiblement rotationnels

Nous souhaitons réinterpréter la condition (6.9) comme imposant à l’écoulement porteur
le fait d’être d’une part subsonique, comme dans le cas potentiel, mais également d’avoir un
faible rotationnel. Nous considérons pour cela une famille d’écoulements paramétrés par un
réel η ∈R, (ρ

η
0 ,p

η
0 ,v

η
0) dont la vitesse s’écrit sous la forme :

v
η
0 = ∇φ0 + η w0,

oùφ0 est un potentiel scalaire de sorte que pour η = 0, la vitesse de l’écoulement vη=0
0 = ∇φ0

soit potentielle. La fonction vectoriellew0 est un pro�l �xé contenant caractère le rotationnel
de cet écoulement car

ω
η
0 B ∇× (∇φ0 + ηw0) = η ∇×w0.

Pour normaliser le rotationnel de vη0 , nous choisissons la fonction w0 telle que

‖∇×w0‖∞ = 1,

de sorte que le paramètre η est une mesure du rotationnel de la vitesse vη0 :

‖ωη0‖∞ = η.

En�n, en nous choisissons cette perturbation à support compact dans Ω :

supp(w0) ⊂Ω.
Nous verrons à la �n de ce chapitre qu’il est en fait impossible que cela représente un écoule-
ment satisfaisant les équations d’Euler stationnaires exactement, mais choisissons le comme
modèle pour les simplicités qu’il apporte. Un tel écoulement conduit à une stabilité des dé-
�nitions de la partition de la frontière de Ω, indépendant de η : en e�et, du fait que pour
x ∈ ∂Ω, vη0(x) = v0(x), il vient :{

x ∈ ∂Ω : ±vη0(x) ·n(x) > 0
}

= ∂Ω±,{
x ∈ ∂Ω : v

η
0(x) ·n(x) = 0

}
= ∂Ω0.

A la lumière de cette famille d’écoulements, nous nous intéressons à la condition (6.9).
Nous allons montrer que pour un rotationnel su�samment petit, i.e. pour un η su�samment
petit, cette condition est satisfaite. Bien sûr, nous devons considérer que l’écoulement poten-
tiel limite vη=0

0 satisfait au minimum les conditions su�santes que nous avons énoncées pour
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que le problème potentiel soit bien posé, c’est-à-dire que nous le supposons subsonique,

1− sup
x∈Ω

∣∣∣∣∣∣∣v
η=0
0

c
η=0
0

∣∣∣∣∣∣∣
2

> 0,

domaine-remplissant. Nous supposerons de plus que la dépendance en η des autres gran-
deurs caractéristiques de l’écoulement, pη0 et ρη0 , est régulière.

Analysons le comportement de la constanteC(Ω,v
η
0) associée à la famille d’écoulements

considérée (v
η
0)η intervenant dans la condition (6.9) sous laquelle le problème de Gold-

stein est de Fredholm. Pour cette famille d’écoulement, le lemme suivant montre que cette
constante est bornée.

Lemme 6.3.6. La constante C
(
Ω,v

η
0

)
dé�nie par

C(Ω,v
η
0) =

√
e2t∗η‖vη0‖∞ − 1− 2t∗η‖∇vη0‖∞

‖∇vη0‖∞
est bornée uniformément pour η ∈]− η0,η0[, où η0 > 0 est �xé.

Preuve. Pour simpli�er la preuve, nous nous contentons de la faire en 2D, ce qui permet de
s’appuyer sur la caractérisation du caractère Ω-remplissant que nous avons établi, voir le
lemme 4.1.7. La convergence de ‖vη0‖∞ et de la norme in�nie du gradient de l’écoulement

∇vη0 = Hess(φ0) + η ∇w0,

est immédiate.

Remarquons dans un premier temps que pour η su�samment petit, la vitesse de l’écou-
lement vη0 est également Ω-remplissante. En e�et, la caractérisation 2D du caractère Ω-
remplissant pour la vitesse v0 est

inf
x∈Ω
|v0(x)| > 0.

Par continuité, pour η su�samment petit, il vient pour la vitesse vη0 :

inf
x∈Ω

∣∣∣vη0(x)
∣∣∣ > 0,

qui est donc bien Ω-remplissante.
Le point clef de la démonstration est alors de borner, uniformément pour η petit, le

temps maximal de parcours t∗η du domaine en suivant les lignes de courant de l’écoule-
ment vη0 .Introduisons pour cela le �ot de l’écoulement vη0 , dé�ni en tant que solution globale
(quitte à prolonger l’écoulement par une fonction uniformément lipschitzienne en dehors du
domaine Ω) du système d’équations di�érentielles suivant : ∂tϕη(t,x) = v

η
0(ϕη(t,x)) pour tout t ∈R,

ϕη(0,x) = x.
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Alors, comme η 7→ v
η
0 est de classe C1 (et même bien plus), les théorèmes généraux de la

théorie des équations di�érentielles, voir par exemple dans [50], donnent que l’application
η 7→ ϕη ∈ C0(R×Rd ,Rd) est une application continue. Ici, la dépendance en η est su�sam-
ment simple pour écrire cette continuité sous forme d’une borne sur l’erreur, notée e, partant
du point x et au temps t, dé�nie par :

∀η1,η2 ∈R, e(η1,η2, t,x)B ϕη1(t,x)−ϕη2(t,x).

En e�et, on part de

∂te(η1,η2, t,x) = v
η1
0 (ϕη1(t,x))− vη2

0 (ϕη2(t,x))

=
(
v
η1
0 (ϕη1(t,x))− vη1

0 (ϕη2(t,x))
)

+
(
v
η1
0 (ϕη2(t,x))− vη2

0 (ϕη2(t,x))
)
,

=
(
v
η1
0 (ϕη1(t,x))− vη1

0 (ϕη2(t,x))
)

+ (η1 − η2)w0(ϕη2(t,x)).

Puis, en utilisant que ϕη1(t = 0,x) = ϕη2(t = 0,x) = x, et en intégrant sur le temps entre 0
et t, il vient la majoration∣∣∣e(η1,η2, t,x)

∣∣∣ ≤ ∫ t

0

∣∣∣vη1
0 (ϕη1(s,x))− vη1

0 (ϕη2(s,x))
∣∣∣ds+ t |η1 − η2| ‖w0‖∞.

Le champ de vecteurs vη0 étant lipschitzien uniformément pour des η petits, il existe une
constante C > 0 telle que ; pour η1, η2 su�samment petits :

∀x,x′ ∈R2,
∣∣∣vη1

0 (x)− vη1
0 (x′)

∣∣∣ ≤ C|x − x′ |,
et donc ∣∣∣e(η1,η2, t,x)

∣∣∣ ≤ C∫ t

0
|e(η1,η2, s,x)|ds+ t |η1 − η2| ‖w0‖∞.

Ainsi, en appliquant le lemme de Gronwall, on trouve∣∣∣e(η1,η2, t,x)
∣∣∣ ≤ t |η1 − η2| ‖w0‖∞ +C |η1 − η2| ‖w0‖∞

∫ t

0
seC(t−s) ds,

ce qui �nalement nous donne l’estimation d’erreur suivante :

|ϕη1(t,x)−ϕη2(t,x)| ≤ |η1 − η2|
(
t +C t2eCt

)
‖w0‖∞,

et permet d’a�rmer que ((t,x) 7→ ϕη(t,x))η converge uniformément sur tout compact.

Pour ε > 0, on note

Ωε B B(0, ε) +Ω =
{
x ∈R2 : dist(x,Ω) ≤ ε

}
.

Par continuité du champ vη=0
0 , ε peut être choisi su�samment petit pour garantir que l’on

a toujours
inf
x∈Ωε

∣∣∣∣vη=0
0 (x)

∣∣∣∣ > 0.

D’après le lemme A.2.3, pour tout point x ∈Ω ⊂Ωε, le temps de sortie du domaine Ωε est
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�ni, c’est-à-dire que

tε(x)B sup
{
t ∈R∗+ : ∀τ ∈ [0, t], ϕη=0(τ,x) ∈Ωε

}
<∞.

De plus, de façon similaire au point 4. de la démonstration du lemme de caractérisation 4.1.7,
on montre que tε(x) est borné uniformément pour x ∈Ωε, notons tε cette borne : tε(x) ≤ tε.

Pour η ∈R su�sament petit et x ∈Ω, on a que∣∣∣ϕη(tε(x),x)−ϕη=0(tε(x),x)
∣∣∣ ≤ |η|C tε(x)2eCt

ε(x)‖w0‖∞ ≤ |η|C (tε)2eCt
ε‖w0‖∞.

A ε �xé, il existe donc η0 > 0 tel que pour tout η ∈]− η0,η0[, on a∣∣∣ϕη(tε(x),x)−ϕη=0(tε(x),x)
∣∣∣ ≤ ε

2
,

ce qui montre, comme illustré sur la �gure 6.3, que ϕη(tε(x),x) est proche de ε/2 du point
ϕη=0(tε(x),x) qui est sur ∂Ωε, et donc ϕη(tε(x),x) n’appartient pas Ω. Le temps de sortie

⌦
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Figure 6.3 – Illustration de la perturbation d’une ligne de courant (en rouge) par l’ajout du
terme ηw0

du domaineΩ par le �ot ϕη en partant du point x est donc inférieur à tε(x), lui même borné
tε(x) ≤ tε. Nous avons ainsi borné uniformément en x et en η ∈]−η0,η0[ le temps de sortie
de Ω par tε, d’où

t∗η ≤ tε,
ce qui termine la preuve du caractère borné de la constante C(Ω,v

η
0), pour les η petits. �

Remarque 6.3.7. Nous aurions pu considérer une suite d’écoulements (v
η
0)η plus généraux avec

comme seules conditions les convergences uniformes de (v
η
0)η et de son gradient (∇vη0)η . Sous

ces hypothèses, nous pouvons également borner le temps maximal de parcours t∗η uniformément
en η petit.

Le caractère Fredholm du problème de Goldstein 6.8 peut ainsi être assuré pour tous les
écoulement de cette famille qui sont faiblement rotationnels. On a le corollaire suivant
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Corollaire 6.3.8. Il existe un seuil η0 > 0 tel que pour tout η tel que η ∈]−η0,η0[, le problème
de Goldstein 6.8 associé à l’écoulement (ρ

η
0 ,p

η
0 ,v

η
0), relève de l’alternative de Fredholm.

Preuve. La preuve est immédiate, car en appliquant le lemme 6.3.6, on sait que C(Ω,v
η
0) est

bornée lorsque η se rapproche de 0, et puisque

‖ωη0‖∞ = |η| ‖w0‖∞ −−−−→
η→0

0,

il vient que

1− sup
x∈Ω

∣∣∣∣∣∣v
η
0(x)

c
η
0(x)

∣∣∣∣∣∣
2

− ‖ωη0‖∞C(Ω,v
η
0) −−−−→

η→0
1− sup

x∈Ω

∣∣∣∣∣∣∣v
η=0
0 (x)

c
η=0
0 (x)

∣∣∣∣∣∣∣
2

> 0,

ce qui montre que la condition 6.9 est bien véri�ée pour l’écoulement (ρ
η
0 ,p

η
0 ,v

η
0) tout pour

η su�samment petit. �

6.4 Discussion des hypothèses concernant la géométrie
et l’écoulement porteur

Dans cette section, nous souhaitons discuter des hypothèses que nous avons faites sur
l’écoulement porteur et sur la géométrie à la section précédente. L’approche de cette section
est plus informelle, le but est de donner les pistes de ré�exions que nous avons eu au cours
de cette thèse.

Une approche naïve concernant les conditions aux limites pour l’inconnue hydrodyna-
mique ξ serait d’imposer ξ = 0 sur Γ∞. En e�et, puisque l’écoulement est uniforme au voi-
sinage de Γ∞, l’écoulement est irrotationnel dans un voisinage de Γ∞ :

∀x ∈ Γ∞, ω0(x) = 0.

Puis, d’après la propriété de décomposition de l’inconnue hydrodynamique (2.15) démontrée
dans la partie I, en l’absence de source rotationnelle, on a

ξ = u×ω0,

ce qui semble montrer que ξ doit s’annuler sur Γ∞ :

∀x ∈ Γ∞, ξ(x) = 0.

Autrement dit, nous aimerions utiliser que puisque le support du rotationnel ω0 de l’écou-
lement porteur est borné, c’est également le cas du support de l’inconnue ξ. Dans ce cas,
les conditions aux limites sur Γ∞ ne feraient pas intervenir ξ, puisque nulle, et nous pour-
rions utiliser les conditions de rayonnement classiquement utilisées pour le modèle poten-
tiel, comme par exemple les équations intégrales, les PML ou la simple condition absorbante
d’ordre 1 que nous avons présentée.

Les choses sont en pratique plus compliquées. La sous-section suivante fait l’objet de
discussions autour de la possibilité d’adopter toutes les hypothèses sur l’écoulement récapi-
tulées dans le prochain paragraphe.
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Par exemple, la première remarque que nous pouvons faire est qu’un écoulement qui ne
satisfait pas les équations d’Euler stationnaires ne garantit plus la relation suivante

ξ = u×ω0.

6.4.1 Compatibilité des hypothèses faites sur l’écoulement
Nous nous intéressons à la compatibilité des principales hypothèses faites sur l’écoule-

ment porteur et leurs conséquences, à savoir :
(i) L’écoulement porteur satisfait les équations d’Euler stationnaires : donc ξ = u×ω0.

(ii) Le rotationnel est à support dansΩ∪ ΓR : donc supp(ω0) ⊂Ω∪ ΓR, puis ξ = 0 sur Γ∞.
(iii) L’écoulement porteur est Ω-remplissant : on peut donc inverser l’équation de trans-

port.

Éléments de réponse en 2D. Nous proposons quelques éléments d’analyse pour mieux
comprendre les relations entre ces hypothèses. Commençons par le cas 2D, qui est plus
simple à traiter car les propriétés topologiques des lignes de courant, i.e. du �ot d’un champ
de vecteurs régulier, sont beaucoup plus simples à décrire, et il en est de même des propriétés
de transport du rotationnel de l’écoulement porteur. Nous avons par exemple la proposition
bien connue suivante.

Proposition 6.4.1. Soit un écoulement 2D (ρ0,p0,v0) qui satisfait les équations d’Euler sta-
tionnaires. Alors ω0/ρ0 est constant le long des lignes de courant de v0.

Preuve. Cette propriété est une conséquence directe de l’équation de conservation du rota-
tionnel :

Dt

(
ω0

ρ0

)
= (v0 ·∇)

(
ω0

ρ0

)
= 0,

exprimée le long des lignes de courant. �

Nous en déduisons la conséquence simple suivante.

Corollaire 6.4.2. Soit un écoulement 2D (ρ0,p0,v0) Ω-remplissant. On a l’alternative :
— Soit l’écoulement est irrotationnel : ω0 = 0.
— Soit ω0 n’est pas nul sur ∂Ω±.

Preuve. En e�et, pour un écoulement Ω-remplissant, les lignes de courant sortent du do-
maine, par les deux bouts ∂Ω+ et ∂Ω−. Ainsi, pour tout point du support de ω0, s’il est non
vide, on peut considérer la ligne de courant qui passe par ce point, et puisqueω0 est constant
le long des lignes de courant, au point d’entrée, sur ∂Ω− et de sortie, sur ∂Ω+, du domaine
de cette ligne, ω0 est non nul. �

La caractérisation du caractère Ω-remplissant en 2D que nous avons présentée simpli�e
le corollaire en :

Corollaire 6.4.3. En 2D. Soit un domaine bornéΩ et un écoulement (ρ0,p0,v0) tel que

inf
x∈Ω
|v0(x)| > 0,

alors on a l’alternative :
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— Soit l’écoulement est irrotationnel : ω0 = 0.

— Soit ω0 n’est pas nul sur ∂Ω±.

Preuve. Utilise qu’en 2D, ne pas avoir de point d’arrêt implique d’être domaine-remplissant
pour tout domaine borné. �

Cette proposition et ses corollaires montrent donc que pour un écoulement 2D, les hy-
pothèses (i) satisfaire les équations d’Euler stationnaires, (ii) être de rotationnel à support
borné et (iii) être domaine-remplissant sont incompatibles.

Éléments de réponses en 3D. L’équation de conservation du rotationnel s’écrit

v0 ·∇
(
ω0

ρ0

)
=

(
ω0

ρ0
·∇

)
v0.

Cette équation permet à ω0/ρ0 de décroître le long des lignes de courant de v0. Si l’on note

w(s,x)B
ω0

ρ0
◦φ(s,x),

où φ est le �ot de v0, alors 
∂w
∂s

(s,x) = J0(s,x)w(s,x),

w(0,x) =
ω0(x)
ρ0(x)

,

où
J0(s,x) = Jac(v0) ◦φ(s,x).

Proposition 6.4.4. En dimension quelconque, soit (ρ0,p0,v0) un écoulement satisfaisant les
équations d’Euler stationnaires. Si ω0/ρ0 s’annule en x, alors

∀s ∈R, ω0

ρ0
◦φ(s,x) = 0.

C’est-à-dire que ω0/ρ0 s’annule sur toute la ligne de courant de v0 passant par x.

Corollaire 6.4.5. Soit (ρ0,p0,v0) un écoulementΩ-remplissant satisfaisant les équations d’Eu-
ler stationnaires, alors on a toujours l’alternative :

— Soit l’écoulement est irrotationnel : ω0 = 0.

— Soit ω0 n’est pas nul sur ∂Ω±.

Remarque 6.4.6. Une première di�érence avec le cas 2D est que nous n’avons pas de caracté-
risation simple des écoulements Ω-remplissant comme le fait que la vitesse de s’annule pas en
2D.

Une conséquence plus importante encore est que la vorticité peut s’accroître ou décroître le
long des lignes de courant, alors qu’en 2D, elle est constante le long de ces lignes. Ainsi, le fait
que ω0 n’est pas nul sur le bord Γ∞ peut être moins faux, dans le sens où ω0 pourrait être petit.
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Conclusion sur la compatibilité des hypothèses. Finalement, quelque soit la dimen-
sion, nous avons obtenu que : les trois hypothèses

i) (ρ0,p0,v0) satisfait les équations d’Euler stationnaires.
ii) supp(ω0) est borné.

iii) v0 est Ω-remplissant.
Sont incompatibles !

Ainsi,
– Un écoulement Ω-remplissant dont le rotationnel est à support borné ne peut pas

satisfaire les équations d’Euler stationnaires.
– Un écoulement Ω-remplissant satisfaisant les équations d’Euler stationnaires ne peut

pas avoir un rotationnel à support borné.
– Un écoulement satisfaisant les équations d’Euler stationnaires dont le rotationnel est

à support borné ne peut pas être Ω-remplissant.
Il faut donc abandonner l’une de ces hypothèses, ou du moins la relâcher. C’est l’objet de
discussion de la section suivante.

6.4.2 A�aiblissement et ajout d’hypothèses?
Nous avons vu qu’imposer un écoulement satisfaisant les équations d’Euler stationnaires,

de manière à avoir ξ = u ×ω0, d’imposer que supp(ω0) est borné, qui permet de placer la
frontière Γ∞ assez loin pour avoir que ξ = 0 sur Γ∞ et a fortiori à l’in�ni et donc d’uti-
liser les conditions de radiation du cas potentiel et en�n d’imposer que l’écoulement soit
Ω-remplissant pour résoudre l’équation de transport d’abord n’est pas possible car ces trois
conditions sont incompatibles. Discutons de la pertinence de ces di�érentes hypothèses et
des conséquences de leur éventuel abandon.

Abandon de l’hypothèse Ω-remplissant. Pour ce qui est de l’hypothèse que la vitesse
soitΩ-remplissante, plusieurs objections peuvent être faites. Pour un écoulementΩ-remplissant,
nous avons vu que :

– il n’existe pas de point d’arrêt, i.e. de point x ∈Ω tel que v0(x) = 0, et donc il ne peut
pas exister d’obstacle plongé dans le domaine (domaine simplement connexe en 2D),

– il n’existe pas non plus de recirculation, i.e. des lignes de courant qui soient fermées,
cette contrainte étant moins gênante pour notre application.

Ainsi, abandonner cette hypothèse autorise en particulier la présence de recirculations, et
nous avons vu que dans ce cas, nous n’avons pas de garanties sur l’inversibilité de l’équa-
tion de transport harmonique. Cependant, cela ne nous dit rien sur le couplage, seule notre
approche d’analyse par résolution de l’équation de transport est mise à mal. C’est pourquoi,
l’étude d’une classe particulière d’écoulements, recirculant dans une couronne, fera l’objet
d’une analyse dans la partie IV.

Ajout de la viscosité? Nous pouvons soupçonner que l’incompatibilité entre les hypo-
thèses serait levée si nous prenions en compte la viscosité de l’écoulement porteur dans
notre modèle. Avec la viscosité, l’équation de conservation du rotationnel de l’écoulement
s’écrit

v0 ·∇
(
ω0

ρ0

)
=

(
ω0

ρ0
·∇

)
v0 +

µ

ρ0
∇×

(
1
ρ0
∆v0 +

1
3ρ0
∇ (∇ · v0)

)
.
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La viscosité joue donc un rôle dans l’atténuation par di�usion de la vorticité. Cependant,
même si la vorticité est atténuée par la présence de viscosité, prendre en compte ce phéno-
mène nous amène à l’introduire également dans le modèle de Goldstein, sinon il semblerait
qu’il n’y ait pas de raison que la variable ξ soit elle aussi atténuée en sortie de domaine. Nous
souhaitons rester avec le modèle de Goldstein sans ajouter de di�culté supplémentaire. Sans
rentrer dans les détails, remarquons que dans les cas industriels, les écoulements porteurs
sont obtenus par calcul CFD qui introduisent e�ectivement de la viscosité, au moins de façon
numérique.

Ecoulement uniforme au loin que façon approché. Nous souhaitons relâcher l’hypo-
thèse d’un écoulement purement uniforme à la frontière Γ∞. L’hypothèse d’un écoulement
purement uniforme sur la frontière Γ∞ ne semble donc pouvoir être véri�ée que de façon
approchée.

Bien que la géométrie des écoulements satisfaisant les équations d’Euler stationnaires
compressibles soit un sujet très di�cile, à la lumière de résultats obtenus en 2D sur les équa-
tions d’Euler incompressibles comme celui démontré dans [69] qui dit qu’un écoulement sa-
tisfaisant les équations d’Euler stationnaires incompressibles dont la vitesse est bornée dans
le plan est nécessairement un écoulement cisaillé, nous pouvons nous demander si, dans le
cas compressible, un écoulement dont la vitesse est uniforme à l’in�ni n’est pas uniforme
partout.

De plus, ajoutons que dans la pratique, il est très di�cile car coûteux de considérer un
domaine de calcul assez grand pour que le jet du réacteur puisse être considéré comme uni-
forme en sortie.

Conclusion des discussions. Dans notre étude, nous avons donc dû prendre en compte
l’inconnue hydrodynamique dans les conditions aux limites. L’hypothèse que l’écoulement
soit uniforme à la frontière ne peut être vrai qu’approximativement, elle ne remet pas en
cause la validité de notre analyse. Par contre, nous nous sommes pour l’instant fortement
appuyés sur le fait que l’écoulement soit domaine-remplissant, pour inverser l’équation de
transport et contrôler la constante de continuité de cette inversion. Le fait que l’écoulement
véri�e les équations d’Euler stationnaires n’intervient que sous l’hypothèse ∇ · (ρ0v0) = 0
que nous avons utilisé lors de l’établissement de la formulation variationnelle. Ainsi, même
si les équations de Goldstein sont dérivées par linéarisation autour d’un écoulement théo-
rique satisfaisant ces équations d’Euler, cette hypothèse peut être relâchée et c’est ce qui sera
fait, notamment dans la pratique industrielle où les écoulements sont issus de calculs CFD
introduisant de la viscosité et sont de plus possiblement entachés d’erreurs numériques.
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7.1 Approximation FEM-SUPG du couplage de Goldstein
avec PML

7.1.1 Géométries

Toutes les simulations numériques présentées entrent dans le cadre d’un écoulement que
l’on peut considérer uniforme ou cisaillé à l’in�ni. Comme nous l’avions expliqué au chapitre
6, dans la section consacrée aux conditions aux limites pour les perturbations acoustiques,
et bien que l’analyse théorique que nous en donnons en annexe n’est pas complètement
satisfaisante, nous choisissons d’utiliser des PML pour borner le domaine de calcul dans nos
applications numériques.

Nous considérons un domaine rectangulaire en 2D noté Ω dont nous consacrons des
bandes de largeurs lx et ly pour appliquer les PML, comme représenté sur la �gure 7.1. Cela
délimite le domaine d’intérêt, noté Ωi , dans lequel la solution a un sens physique, tandis
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queΩ\Ωi est le domaine dit « PML » dans lequel les ondes acoustiques sont arti�ciellement
amorties. On a :

Ωi B]xmin,xmax[×]ymin, ymax[ et ΩB]xmin − lx,xmax + lx[×]ymin − ly , ymax + ly[.

Les PML sont paramétrées par un nombre complexe α ∈C tel que

⌦i

ex

ey

v0(x, y)quelconque

⌦
<latexit sha1_base64="v5G3lMZnfoUDUz/zG+vL3w9liLM="></latexit><latexit sha1_base64="v5G3lMZnfoUDUz/zG+vL3w9liLM="></latexit><latexit sha1_base64="v5G3lMZnfoUDUz/zG+vL3w9liLM="></latexit><latexit sha1_base64="v5G3lMZnfoUDUz/zG+vL3w9liLM="></latexit>

y = ymin
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y = ymax
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x = xmin
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x = xmax
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PML

v0(x, y) = v1(y) ex
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Figure 7.1 – Domaine intérieurΩi entouré de PML de largeur lx et ly pour former le domaine
de calcul Ω. Dans Ω\Ωi , v0 est cisaillé.

Re(α) > 0 et Im(α) < 0,

et on dé�nit la fonction vectorielle α = (αx,αy) par ses composantes :

αx : Ω −→ C

x = (x,y) 7−→
1 si Ox + lx < x < Ox +Lx − lx,
α sinon,

et de la même façon :

αy : Ω −→ C

x = (x,y) 7−→
1 si Oy + ly < y < Oy +Ly − ly ,
α sinon.

Pour ce qui est de l’écoulement porteur (ρ0,p0,v0), nous supposons qu’il peut être considéré
comme uniforme ou au plus cisaillé à l’extérieur du domaine d’intérêt Ωi . C’est-à-dire, que
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la vitesse v0 s’écrit en fonction d’un pro�l v∞(y) à l’extérieur de Ωi de la façon suivante :

∀(x,y) ∈Ω\Ωi , v0(x,y) = v∞(y)ex.

Les équations d’Euler stationnaires imposent alors que la densité et la pression de l’écoule-
ment porteur dans la zone extérieur Ω∞ sont constantes :

∀(x,y) ∈Ω\Ωi , ρ0(x,y) = ρ∞ et p∞(x,y) = p∞.

Les équations de Goldstein avec PML s’écrivent alors sous la forme

ρ0Dω,α
(
c−2

0 Dω,αϕ
)
−∇α ·

(
ρ0∇αϕ + ρ0ξ

)
= ρ0f ,

Tω,v0,αξ = ∇αϕ ×ω0,

où les opérateurs ∇α, Dω,α et Tω,v0,α sont des versions avec PML des opérateurs ∇ , Dω et
Tω,v0

, dé�nis par

∇α B
(
αx∂x
αy∂y

)
,

Dω,α B −iω+∇α,

Tω,v0,α BDω,α +∇v0.

Les PML sont conçues pour absorber et faire tendre ϕ vers zéro, par conséquent, pour des
largeurs de bandes PML, lx et ly , su�samment grandes, on fait l’approximation d’imposer
ϕ = 0 sur ∂Ω. Pour ce qui est de ξ, les PML jouent également le rôle d’absorption, cependant,
seule une condition sur le bord entrant ∂Ω− est nécessaire pour cet inconnue. Même si
l’écoulement est cisaillé en amont du domaine, on fait l’approximation que ξ = 0 sur ce bord
entrant. On obtient ainsi les conditions aux limites suivantes :

ϕ = 0, sur ∂Ω,
ξ = 0, sur ∂Ω−.

Finalement, le problème de Goldstein avec PML s’écrit :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Pour f ∈ L2(Ω,ρ0), trouver ϕ ∈H1

0 (Ω,ρ0), ξ ∈H−(Ω,v0,ρ0), tels que :

ρ0Dω,α
(
c−2

0 Dω,αϕ
)
−∇α ·

(
ρ0∇αϕ + ρ0ξ

)
= ρ0f , dans Ω

Tω,v0,αξ = ∇αϕ ×ω0, dans Ω
(7.1a)
(7.1b)

7.1.2 Formulation variationnelle continue

A�n d’utiliser une méthode de résolution par éléments �nis, nous cherchons une formu-
lation variationnelle au problème de Goldstein avec PML (7.1). La formulation variationnelle
utilisée pour l’analyse théorique ne peut pas convenir car elle fait apparaître l’opérateur
de résolution de l’équation de transport harmonique, que nous ne connaissons pas expli-
citement, il convient de résoudre numériquement le problème couplé. Dans la partie II qui
étudie l’équation de transport harmonique, nous avons choisi une approche variationnelle
de celle-ci en utilisant la méthode SUPG faisant intervenir un paramètre δ de stabilisation.
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Nous nous en inspirons pour proposer une formulation mixte, type SUPG pour la partie
transport et standard pour la partie Helmholtz convectée. On obtient ainsi la formulation
variationnelle suivante :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Pour f ∈ L2(Ω,ρ0), trouver ϕ ∈H1
0 (Ω,ρ0) et ξ ∈H−(Ω,v0,ρ0) tels que :

∀ (ψ,ζ) ∈H1
0 (Ω,ρ0)×H(Ω,v0,ρ0),

 aα(ϕ,ψ) + bα(ξ,ψ) = lα(f ,ψ)

cα(ϕ,ζ) + dα(ξ,ζ) = 0,

où les formes sesquilinéaires du système sont dé�nies par

aα(ϕ,ψ)B
∫
Ω

ρ0

αxαy

{
∇αϕ ·∇αψ − c−2

0 Dα,ωϕDα,ωψ
}
,

bα(ξ,ψ)B
∫
Ω

ρ0

αxαy
ξ ·∇αψ,

cα(ϕ,ζ)B
∫
Ω

1
αxαy

(
ω0 ×∇αϕ

)
·
(
ζ+ δTα,ω,v0

ζ
)
,

dα(ξ,ζ)B
∫
Ω

1
αxαy

(
Tα,ω,v0

ξ
)
·
(
ζ+ δTα,ω,v0

ζ
)
,

(7.2a)

(7.2b)

(7.2c)

(7.2d)

et
lα(f ,ψ)B

∫
Ω

ρ0

αxαy
f ψ.

Le réel δ > 0 est le paramètre de stabilisation de la méthode et devra être choisi, comme pour
l’équation de transport seule, en fonction du pas de maillage et de la vitesse de l’écoulement
porteur.

7.1.3 Approximation de Galerkin

De même que pour la discrétisation de l’équation de transport harmonique seule, les
résultats numériques présentés sont issus d’un code éléments �nis 2D programmé pendant
de cette thèse en C++ et s’appuyant sur la librairie d’algèbre linéaire générique Eigen [53].
Ce code implémente les routines d’assemblage pour les éléments �nis standards P1 et Q1 sur
des maillages triangulaires et quadrangulaires respectivement. Dans le rectangle Ω, nous
utiliserons toujours l’espace d’approximation Q1 sur un maillage régulier, pour l’inconnue
ϕ mais également pour ξx et ξy , c’est-à-dire

VhB
{
p ∈ C0(Ω) / ∀K ∈Mh, p|K ∈Q1(K)

}
,

oùMh est le maillage de Ω en rectangles K , identiques à translation près, de taille propor-
tionnelle à h > 0, et Q1(K) est l’espace des polynômes de degré partiel inférieur à 1. Lorsque
nous étudierons le couplage de Goldstein dans un guide déformé ou dans la couronne, l’es-
pace d’approximation utilisé est

VhB
{
p ∈ C0(Ω) / ∀K ∈Mh, p|K ∈ P1(K)

}
,
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où l’espace P1(K) est l’espace des polynômes de degré total inférieur à 1 dé�nis sur l’élément
K du maillageMh de Ω en triangles. Les conditions aux limites

ϕ = 0 sur ∂Ω,
ξ = 0 sur ∂Ω−,

sont appliquées de manière forte en imposant 0 sur les lignes correspondant aux degrés de
liberté du bord ∂Ω pourϕ et ∂Ω− pour ξx et ξy , à l’exception de la diagonale où le coe�cient
est imposé égale à 1.

Nous aboutissons ainsi au problème discrétisé suivant,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Pour f ∈ L2(Ω,ρ0), trouver ϕh ∈ Vh et ξ ∈ V 2
h tels que :

∀ψh ∈ Vh, ∀ζh ∈ V 2
h ,

 aα,h(ϕh,ψh) + bα,h(ξh,ψh) = lα,h(f ,ψ)

cα,h(ϕh,ζh) + dα,h(ξh,ζh) = 0,

et ϕh = 0 sur ∂Ω ainsi que ξh = 0 sur ∂Ω−,

où aα,h, bα,h, cα,h, dα,h et lα,h correspondent au calcul par quadratures des formes sesquili-
néaires aα, bα, cα, dα et lα, dé�nies en (7.2).

7.2 Cas de validation de la méthode

Nous cherchons dans un premier temps à valider les résultats obtenus, pour cela, nous
avons utilisé deux approches.

Nous avons d’abord procédé par comparaison à une solution analytique arti�ciellement
choisie d’où nous déduisons le second membre qu’il faut utiliser pour la retrouver. Nous ne
présentons pas ces résultats ici car ils ne présentent aucun intérêt physique.

Notre seconde approche de validation est de procéder par comparaison avec des résul-
tats obtenus au CERFACS pendant le stage de �n d’étude de C. Mietka faisant suite à la thèse
d’É. Peynaud [3]. En adaptant le code développé pour résoudre les équations de Galbrun,
dont les résultats sont présentés dans [3], C. Mietka a proposé une méthode de résolution
numérique par éléments �nis mixtes des équations de Goldstein. Des éléments �nis clas-
siques sont utilisés pour résoudre l’équation d’Helmholtz convectée alors que l’équation de
transport est résolue par une méthode de type Galerkin discontinue, les deux équations étant
couplées pour former le système de Goldstein. Nous avons à notre disposition des résultats
concernant la vitesse acoustique v obtenus avec ce code par résolution des équations de
Galbrun d’une part et de celles de Goldstein d’autre part, dans le cas du rayonnement d’un
dipôle ou d’un quadrupôle dans un jet gaussien.

Rappelons que la formulation de Galbrun est équivalente à celle de Goldstein, toutes deux
équivalentes aux équations d’Euler linéarisées, via des changements d’inconnues.

Géométrie et écoulement porteur. Commençons par présenter le cas d’étude. Le do-
maine d’intérêt Ωi est un rectangle auquel on adjoint des PML de largeurs lx et ly pour
former le domaine de calculΩ. L’écoulement porteur est un écoulement cisaillé, c’est-à-dire
que la vitesse v0 est suivant ex et ne dépend que de la variable y :

v0(x,y)B v0(y)ex,
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où le pro�l v0(y), dans le cas d’un jet gaussien, est choisi de la forme

v0(y)B v∞ +µ e−
(y−ym)2

R2 .

où les paramètres s’interprètent ainsi
• ym : centre du jet,
• R : taille typique de la largeur du jet,
• v∞ : vitesse de l’écoulement hors du jet,
• v∞ +µ : vitesse de l’écoulement au centre du jet, là où il est le plus fort.

La vorticité ω0 =ω0ez d’un tel écoulement est donnée par

ω0(y) = v′0(y) = −2
y − ym
R2 µ e

− (y−ym)2

R2 ,

et est donc localisée dans le jet. La densité ρ0 et la vitesse du son c0 sont toutes les deux
choisies égales à 1. Ainsi, le Mach M0 et la vitesse de l’écoulement v0 coïncident.

Équivalence des sources. Pour e�ectuer les comparaisons entre la formulation de Gal-
brun et celle de Goldstein, il convient d’utiliser des sources équivalentes. Nous choisissons
une source acoustique, qui ne génère pas de vorticité de façon directe, c’est-à-dire une source
f telle que les équations de Goldstein s’écrivent, dans le cas particulier d’un écoulement ci-
saillé, sous la forme suivante :

D2
ωϕ −∆ϕ −∇ ·ξ = f ,

Dωξ + (ξ ·∇)v0 = ∇ϕ ×ω0.

L’inconnue ξ est donc créée par interaction avec l’onde ϕ dans les zones où ω0 est non nul.
Pour un tel écoulement, les équations Galbrun se simpli�ent, voir [3], en :

D2
ωu−∇ (∇ ·u) = g.

Choisir une source acoustique revient à choisir le second membre g sous la forme d’un gra-
dient d’une fonction. Pour respecter l’équivalence entre les équations de Goldstein et de
Galbrun, étant donnée une fonction g , nous posons :

f BDωg et gB ∇g.

Deux cas de sources sont considérés : le cas du dipôle g B gd et le cas du quadrupôle g B gq,
dé�nis par :

gd(x,y)B e
− (x−xs)2+(y−ys)2

r2s ou gq(x,y)B
(x − xs)(y − ys)

r2
s

e
− (x−xs)2+(y−ys)2

r2s ,

où (xs, ys) est le centre de la source et rs est la taille caractéristique de celle-ci.

Rayonnement d’un dipôle dans un jet gaussien. Le premier cas présenté correspond
au choix des paramètres suivants :

– Pulsation : ω = 8.
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– Domaine d’intérêt : Ωi =]0,3[×]− 1,1[.
– PML : lx = ly = 1 et αx = αy = 2− 2i.
– Paramètre SUPG : δ = 10−3.
– Source dipolaire g = gd : (xs, ys) = (1,0) et rs = 0.05.
– Jet gaussien : v∞ = 0.1, µ = 0.2 et R = 0.1.

Indiquons également les paramètres de discrétisation utilisés. Le domaine Ω est discrétisé
en utilisant un maillage en grille régulière contenant nx = 800 points suivant la direction
ex de l’écoulement et ny = 1000 points dans la direction ey transverse. On obtient donc un
problème à résoudre de 3 × nx × ny = 2.4 × 106 degrés de liberté. Nous utilisons une ré-
solution itérative du système linéaire non symétrique assemblé par BiCGSTAB (Stabilized
Bi-Conjugate Gradient), voir [70, 71], fourni par la librairie Eigen [53], que l’on précondi-
tionne par une décomposition LU incomplète [72]. Pour donner un ordre de grandeur, le
temps de résolution est alors de moins d’une heure sur un ordinateur portable moyen, la
convergence a lieu en environ 800 itérations pour une tolérance d’erreur relative de 10−7.

Nous représentons le pro�l de vitesse y 7→ v0(y) correspondant à notre cas de calcul sur
la �gure 7.2. L’écoulement à l’extérieur du jet est uniforme et son Mach vaut 0.1 et au plus
fort de l’écoulement, au centre du jet, il atteint 0.3. Sur la �gure 7.3, nous représentons la

y 7! v0(y)
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Figure 7.2 – Pro�l de vitesse y 7→ v0(y) du jet gaussien : courbe et isovaleurs.

partie réelle et imaginaire de la source f , associée à gd , et utilisée comme second membre
des équations de Goldstein : f =Dωgd . La source est donc placée dans ce cas au plus fort du
jet.

Sur la �gure 7.4, on compare la composante suivant ex de la vitesse acoustique v, dont
on rappelle le lien avec les inconnues de Goldstein

vx = ∂xϕ + ξx,

obtenue par notre code (en haut) et obtenue par le code du CERFACS (en bas). L’accord
est bon visuellement, malheureusement, nous manquons de données pour pousser plus loin
cette comparaison. Les « stries » visibles (assez peu) dans le jet sont la manifestation de
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Figure 7.3 – Isovaleurs de la source dipolaire de Goldstein f = Dωgd . Gauche : Re(f ).
Droite : Im(f ).

l’inconnue hydrodynamique ξx, et leur calcul nécessite un maillage très �n. Il s’agit donc des
motifs les plus compliqués à calculer, d’autant qu’ils n’impactent pas de façon signi�cative
la norme L2 de la vitesse, nous y reviendrons lorsque nous comparerons les équations de
Goldstein à des modèles approchées, au cas du modèle potentiel par exemple. Notons que la
solution est représentée dans le domaine d’intérêtΩi seulement, car la comparaison dans le
domaine PML Ω\Ωi n’a pas de sens.

Rayonnement d’un quadrupôle à travers un jet gaussien. Pour le second cas de va-
lidation que nous avons à notre disposition, nous étudions le rayonnement d’une source
quadrupolaire, également dans un jet gaussien. Les paramètres utilisés sont :

– Pulsation : ω = 12.
– Domaine d’intérêt : Ωi =]− 3,3[×]− 3,3[.
– Paramètre SUPG : δ = 10−3.
– PML : lx = ly = 1 et αx = αy = 2− 2i.
– Source quadrupolaire g = gq : (xs, ys) = (−1,1.5) et rs = 0.1.
– Jet gaussien : v∞ = 0, µ = 0.3 et R = 0.1.

Par rapport au cas précédent, relativement à la taille du domaine, le jet considéré est plus �n
et la di�érence entre v∞ et la vitesse dans le jet v∞ +µ est plus importante, ce qui implique
que le rotationnel de l’écoulement est plus fort dans ce cas. L’écoulement en dehors du jet
est au repos et le nombre de Mach atteint au plus fort du jet 0.3. Le pro�l de vitesse de ce
jet est représenté sur la �gure 7.5. La pulsation est également prise plus élevée. La source
quadrupolaire est représentée sur la �gure 7.6.

Le domaine de calculΩ est toujours maillé en grille régulière avec nx = ny = 400 points
et le système linéaire assemblé est alors résolu de façon directe par une décomposition LU
creuse (toujours fournie par la librairie Eigen) et le calcul tourne en moins d’une demi-heure
sans optimisation particulière. Sur la �gure 7.7, nous comparons les di�érents résultats ob-
tenus sur la composante suivant ex de la vitesse acoustique, par résolution des équations
de Goldstein ou de Galbrun avec le code du CERFACS et par la résolution des équations de
Goldstein par notre code. Encore une fois, les résultats sont très similaires visuellement, mais
nous n’avons pas les données pour pousser plus loin la comparaison.
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Figure 7.4 – Comparaison des isovaleurs deRe(vx), obtenus par di�érents codes : Goldstein
(FEM-SUPG), Goldstein (FEM-dG, CERFACS)
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Figure 7.5 – Pro�l de vitesse y 7→ v0(y) du jet gaussien : courbe et isovaleurs
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Figure 7.6 – Isovaleurs de la partie imaginaire de la source quadrupolaire de Goldstein f =
Dωgq. La partie réelle n’est pas représentée car négligeable : Re(f ) ≈ 0.
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Figure 7.7 – Comparaison des isovaleurs de Re(vx) obtenues par résolution : des équations
de Goldstein (code FEM-SUPG) en haut à gauche, des équations de Goldstein (code FEM-dG)
en haut à droite et des équations de Galbrun (code FEM-dG CERFACS) en bas.



7.3 Illustrations numériques sur divers écoulements 161

7.3 Illustrations numériques sur divers écoulements
Après cette validation, nous allons entrer un peu plus en détails dans les commentaires

et présenter des cas d’écoulements qui ne soient pas monodimensionnels.

7.3.1 Retour sur les jets gaussien
Revenons d’abord sur les cas des jets gaussiens. Nous reprenons les notations et l’écou-

lement introduits dans la section 7.2. N’ayant plus besoin d’avoir des sources équivalentes à
celles des équations de Galbrun, nous utilisons plus simplement la source suivante au second
membre des équations de Goldstein, qui peut être vu comme un monopole :

f (x,y) = e
− (x−xs)2+(y−ys)2

r2s .

Nous souhaitons dans un premier temps montrer l’in�uence de la fréquence sur l’inconnue
hydrodynamique. Nous utilisons les paramètres suivant pour les simulations, tous sont �xes,
seule la pulsation varie et prend trois valeurs, une « basse fréquence », une intermédiaire et
une « haute fréquence » :

– Pulsation : basse ω = 1, intermédiaire ω = 5 et haute ω = 10.
– Domaine d’intérêt : Ω =]0,20[×]0,10[.
– PML : lx = ly = 2 et αx = αy = 1− i.
– Paramètre SUPG : δ = 10−3.
– Jet gaussien : v∞ = 0.3, µ = 0.3, et R = 1.
– Source : (xs, ys) = (5,7.5) et rs = 0.2.

Il s’agit d’un jet assez large et rapide, l’écoulement à l’in�ni est à Mach v∞ = 0.3 et au plus
fort du jet atteint v∞ + µ = 0.6. Sur la �gure 7.8, nous représentons en haut le pro�l du jet,
ses isovaleurs dans le domaine d’intérêt et en bas, ainsi que la source utilisée, localisée au
dessus du jet. Le cadre PML est également représenté sur cette �gure, mais ne le sera plus
par la suite, car la solution dans cette zone n’est pas physique.

Nous représentons sur la �gure 7.9 les isovaleurs de Re(ϕ) et sur la �gure 7.10 celles
de Re(ξx), pour les deux pulsations ω = 1 (en haut) et ω = 5 (en bas). En ce qui concerne
l’inconnue ϕ, nous constatons des stries visibles dans le jet pour la fréquence la plus basse
(ω = 1), alors qu’elles ne sont plus visibles pour la fréquence intermédiaire (ω = 5). L’e�et
Doppler est bien visible sur ϕ, la longueur d’onde avale est plus importante que la longueur
d’onde amont, celle de l’onde qui remonte l’écoulement. À la pulsation ω = 5, on voit la
ré�ection de l’onde acoustique ϕ sur le jet. Le cas ω = 1 est trop basse fréquence pour voir
cette ré�exion, le domaine étant trop petit par rapport à la longueur d’onde.

Concernant l’inconnue ξ, on constate un changement de comportement assez net entre
les deux pulsations ω = 1 et ω = 5. En e�et, à la plus basse pulsation, les stries hydrodyna-
miques sont très visibles. Elles sont penchées dans le sens de l’écoulement, et leur inclinaison
s’accentue au fur et à mesure que l’on s’éloigne de la source, car deux points voisins ne sont
pas transportés à la même vitesse. Ce cisaillement crée des grandeurs typiques de variations
spatiales très petites dans la direction transverse à l’écoulement (selon ey), bien inférieures
à la longueur d’onde de ξ, qui est λξ(y) = 2π/(ωv0(y)) alors que celle de ϕ est, en aval,
λϕ(y) = 2π/(ωc0(y)), d’où λξ = M0λϕ . À la pulsation plus élevée ω = 5, ces stries sont
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Figure 7.8 – Pro�l et isovaleurs du jet gaussien utilisé (en haut), et de la source Re(f ) (en
bas).

de très faible amplitude et ne sont plus visibles. La longueur d’onde caractéristique de ξ
est alors la même que celle de ϕ. Au fur et à mesure que la fréquence augmente, les stries
hydrodynamiques sont de plus en plus faible amplitude, tout en oscillant de plus en plus,
ce qui les rend très compliquées à calculer numériquement, c’est pourquoi le paramètres de
stabilisation SUPG δ doit être pris le plus petit possible tant que l’on ne voit pas apparaître
d’oscillations parasites polluant la solution.
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Figure 7.9 – Isovaleurs de Re(ϕx) pour deux pulsations : ω = 1 et ω = 5.
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Figure 7.10 – Isovaleurs de Re(ξx) pour deux pulsations : ω = 1 et ω = 5.
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Figure 7.11 – Isovaleurs de Re(ξy) pour deux pulsations : ω = 1 et ω = 5.
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Pour le cas de plus haute fréquence, à ω = 10, les conclusions précédentes sont toujours
valables, c’est pourquoi l’on souhaite présenter une petite variation dans le cas de calcul.
Nous ajoutons une paroi rigide sur le bord supérieur du domaine, mimant la présence d’un
obstacle comme l’aile de l’avion par exemple. Nous représentons sur la �gure 7.12 les isova-
leurs de Re(ϕ) (en haut) et de Re(ξx) (en bas), et nous matérialisons le jet par deux lignes
bleues horizontales. On constate ainsi une ré�exion sur le bord rigide de l’onde acoustique
ϕ. L’inconnue ξ est bien localisée dans le jet comme attendu, là où le rotationnel de l’écou-
lement n’est pas négligeable, et le cas est trop haute fréquence pour que les stries hydrody-
namiques soient visibles. On remarque également que l’inconnue ξ est un ordre de grandeur
inférieur à ϕ. En e�et, nous verrons également sur d’autres exemples, que ξ a tendance à
décroître lorsque la fréquence augmente.
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Figure 7.12 – Isovaleurs de Re(ϕ) et de Re(ξx) pour ω = 10 en présence d’un bord rigide
(modèle d’aile d’avion).
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7.3.2 Écoulement localement rotationnel dans un guide

Le cas que nous présentons dans cette sous-section est un écoulement qui est perturbé
localement par une déformation du guide d’onde dans lequel il circule. Il est uniforme avant
la déformation, et redevient uniforme après. Nous avions présenté cet écoulement lors de
l’illustration numérique de l’équation de transport harmonique, voir 5.2.2. Rappelons ici que
la vitesse v0 de cet écoulement est obtenue à partir d’une fonction de courant ψ0 par

v0B rot(ψ0ez).

Cela fournit une vitesse à divergence nulle et nous prenons ρ0 constant égal à 1 a�n de
satisfaire au moins l’une des équations d’Euler stationnaire : div(ρ0v0) = 0. L’autre équation
d’Euler, ρ0v0 ·∇v0 = 0, n’est elle cependant pas satisfaite. Ainsi, contrairement au cas des
écoulements cisaillés, celui-ci n’est pas une parfaite solution des équations qui normalement
régissent l’écoulement porteur, mais cela ne nous empêche pas de nous en servir comme
modèle. ψ0 est choisi ici sous la forme

ψ0(x,y)BU∞y − η e−x2

1 + y2 cos(ay − x),

d’où non déduisons la vitesse

v0(x,y) =U∞ex + η
ex

2

1 + y2

asin(ay − x) + 2y
1+y2 cos(ay − x)

−2xcos(ay − x) + sin(ay − x)

 .
Ainsi, cet écoulement s’interprète comme une perturbation de l’écoulement uniformeU∞ex
localement autour de (0,0). Comme pour l’équation de transport harmonique seule, le do-
maine est dé�ni comme la troncature d’un tube de courant contenant la zone de perturba-
tion :

ΩB
{
(x,y) ∈R2 : −Lx < x < Lx et ψ−0 < ψ0(x,y) < ψ+

0

}
,

auquel on adjoint des bandes PML en bout de guide, le largeur lx.

Cas 1. Nous allons dans un premier temps nous placer dans un cas beaucoup moins per-
turbé que celui utilisé pour l’équation de transport harmonique seule. Nous choisissons le
jeu de paramètres suivants :

– U∞ = 0.2,
– η = 0.14,
– a = 1,
– Lx = 3.5 et lx = 1.5 (PML).

L’écoulement et le domaine ainsi obtenus sont représentés sur la �gure 7.13. Sur la �gure
du haut, nous traçons le module de la vitesse. On voit alors que l’écoulement entre dans le
guide en étant uniforme, accélère avant de passer la bosse, la contourne en ralentissant, pour
en�n retrouver sa vitesse uniforme en sortie du guide. Nous avons également représenté les
bandes PML, les bords rigides du guide, ainsi que quelques lignes de courant, en noir. Nous
présenterons ensuite les résultats de calculs dans la zone d’intérêt seulement. Sur la �gure
du bas de 7.13, nous traçons les isovaleurs du temps de parcours depuis le bord entrant
en suivant les lignes de courant, pour donner une idée du cisaillement qui se crée dans le
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domaine. La source acoustique f utilisée est représentée plongée dans les lignes de courant,
en blanc, sur la �gure 7.14.
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Figure 7.13 – Cas 1 – En haut, les isovaleurs de la norme de la vitesse (x,y) 7→ |v0(x,y)| et
lignes de courant en noir. En bas, les isovaleurs du temps de parcours le long des lignes de
courant.

Comme nous savons que l’inconnue hydrodynamique sera crée par interaction entre
l’onde acoustique et le rotationnel de l’écoulement, il est intéressant de voir que le rotationnel
de cet écoulement est bien localisé au voisinage de la bosse. Nous avons représenté sur la
�gure 7.15 les isovaleurs du rotationnel.

Nous traçons, pour trois pulsationsω = 2,ω = 5 etω = 10 les isovaleurs deRe(ϕ) sur la
�gure 7.16, ainsi que quelques lignes de courant en noir. On observe alors bien les ré�exions
sur les parois du guide, en particulier sur la bosse, qui renvoie en amont une partie des
ondes. Les stries hydrodynamiques ne sont pas visibles ici directement surϕ, très légèrement
à la plus basse fréquence ω = 1, et plus du tout pour les fréquences plus élevées. L’e�et
Doppler est bien sûr très visible dans tous les cas, les ondes remontant l’écoulement voient
leur longueur d’onde diminuer.

Sur la �gure 7.17, nous traçons les isovaleurs de Re(ξx) (colonne de droite) et de Re(ξy)
(colonne de gauche), aux trois pulsations ω = 1, ω = 5 et ω = 10. On constate ce que nous
avions déjà commencé à remarquer dans le cas des jets gaussiens, l’inconnue hydrodyna-
mique ξ diminue en amplitude lorsque la fréquence augmente. Des stries hydrodynamiques
sont transportées le long des lignes de courant lorsqu’elles ont été créées en interactions
avec ϕ dans une zone rotationnelle, ici proche de la source. La longueur d’onde de ξ est plus
petite que celle de ϕ, en accord avec ce que prédisent les estimations locales énoncées. Il est
notable qu’à la plus haute fréquence, ces stries ne sont plus visibles, bien que présentes, mais
de très faible amplitude. Le cisaillement de cet écoulement étant modéré, elles ne sont pas
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Figure 7.14 – Cas 1 – Isovaleurs de la source f au second membre du couplage de Goldstein
et lignes de courant (blancs).
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Figure 7.15 – Cas 1 – Isovaleurs du rotationnel de l’écoulement : (x,y) 7→ ω0(x,y) =
∂xv0,x(x,y)−∂yv0,x(x,y).

très penchées dans ce cas, et ainsi, la plus petite taille caractéristique de variation spatiale
est celle de la longueur d’onde de ξ.
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Figure 7.16 – Cas 1 – Isovaleurs de Re(ϕ) pour plusieurs valeurs de pulsations, de haut en
bas :ω = 2,5,10.
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Figure 7.17 – Cas 1 – Isovaleurs de Re(ξx) (gauche) et de Re(ξy) (droite) pour plusieurs
valeurs de pulsations, de haut en bas : ω = 2,5,10.
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Cas 2. Revenons à présent au cas, plus tortueux, que nous avions exposé lors de l’étude
numérique de l’équation de transport harmonique. Ce cas correspond au jeu de paramètres
suivant :

– U∞ = 0.2,
– η = 0.4,
– a = 1.5,
– Lx = 3.5 et lx = 1.5 (PML).

Comme précédemment, nous représentons l’écoulement et le domaine sur la �gure 7.18, avec
en haut, les isovaleurs du module de la vitesse v0 de l’écoulement, les bandes PML en entrée
et sortie du guide ainsi que quelques lignes de courant en noir. En bas, nous représentons les
isovaleurs du temps de parcours le long des lignes de courant, en partant du bord entrant.
Comme précédemment, on constate bien qu’il s’agit d’un écoulement domaine remplissant,
plus cisaillé que le cas précédent. Il est intéressant de noter qu’il n’entre pas dans le cadre
« directionnel », car l’écoulement revient en arrière après la bosse et n’a donc pas de direc-
tion privilégiée. Le maillage doit être choisi très �n pour pouvoir suivre la géométrie de cet
écoulement dont les changements de directions sont assez forts. Sur la �gure 7.19, nous re-
présentons la source utilisée, encore placée au dessus de la bosse, dans une zone rotationnelle
de l’écoulement. Le rotationnel est représenté sur la �gure 7.20, toujours localisé autour de
la perturbation du guide, il est beaucoup plus intense que dans le cas précédent (cas 1).
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Figure 7.18 – Cas 2 – En haut, les isovaleurs de la norme de la vitesse (x,y) 7→ |v0(x,y)| et
les lignes de courant en noir. En bas, les isovaleurs du temps de parcours le long des lignes
de courant.

Sur la �gure 7.21, nous représentons comme pour le cas précédent, les isovaleurs de
Re(ϕ) aux di�érentes pulsations d’étude, ω = 2, ω = 5 et ω = 10. Le rotationnel de ce cas
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étant bien plus prononcé, les stries hydrodynamiques sont plus marquées sur ϕ pour les
deux pulsations ω = 2 et ω = 5, mais disparaissent à la plus haute pulsation ω = 10.

Sur la �gure 7.22, nous représentons les isovaleurs de Re(ξx) et Re(ξy) aux trois pulsa-
tions d’étude. Nous constatons encore une fois que l’amplitude de ξ diminue lorsque la fré-
quence augmente. Les stries qui sont convectées le long de l’écoulement sont plus visibles à
basse fréquence et disparaissent à la plus haute pulsation. Il est à noter que le paramètres de
stabilisation peut être délicat à choisir, trop grand, nous avons vu qu’il peut trop dissiper la
solution, mais trop petit, la solution numérique devient instable, comme montré sur la �gure
7.23, pour le choix de δ = 10−4.
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Figure 7.19 – Cas 2 – Isovaleurs de la source f au second membre du couplage de Goldstein.
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Figure 7.20 – Cas 2 – Isovaleurs du rotationnel de l’écoulement (x,y) 7→ ω0(x,y) =
∂xv0,y(x,y)−∂yv0,x(x,y).
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Figure 7.21 – Cas 2 – Isovaleurs de Re(ϕ) pour plusieurs valeurs de pulsations, de haut en
bas : ω = 2,5,10.
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Figure 7.22 – Cas 2 – Isovaleurs de Re(ξx) (gauche) et de Re(ξy) (droite) pour plusieurs
valeurs de pulsations, de haut en bas : ω = 2,5,10.
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Figure 7.23 – Cas 2 – Isovaleurs de Re(ξx) pour δ = 10−4 trop petit : instabilités.
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7.4 Comparaison avec le modèle potentiel

Pour �nir ce chapitre d’illustrations numériques, nous souhaitons comparer les résultats
obtenus par la résolution des équations de Goldstein à ceux obtenus en utilisant le modèle
potentiel. La formulation de Goldstein se réduit à l’équation d’Helmholtz convectée lorsque
l’écoulement est potentiel et lorsque qu’il n’y a pas de source de vorticité. Nous comparons
dans cette section les équations de Goldstein et d’Helmholtz convectée lorsque l’écoulement
est un jet gaussien, comme présenté en à la sous-section 7.3.1 :

v0(x,y) = v0(y)ex = v∞ex +µ e
−(y−ym)2

R2 ex.

À moins d’être constant, pour µ = 0, cet écoulement ne peut pas être potentiel car rappelons
que sa vorticité vaut

ω0(x,y) = ω0(y)ez = v′0(y)ez = −2
y − ym
R2 µ e

− (y−ym)2

R2 ez.

Ainsi, pour un tel jet, ou tout autre écoulement cisaillé, le modèle potentiel n’est e�ective-
ment qu’un « modèle », une approximation des équations de Goldstein (ou d’Euler linéari-
sées). Nous nous attendons à ce que le modèle potentiel soit proche des équations de Gold-
stein lorsque l’écoulement n’est pas trop cisaillé.

Nous étudierons alors deux cas de jets gaussiens, ne se di�érenciant que par leur largeur
caractéristique, et donc par leur rotationnel. Les paramètres communs des deux cas traités
sont les suivants :

– Pulsation : ω ∈ {2,5,10}.
– Domaine d’intérêt : ΩB]0,20[×]0,10[.

– PML : lx = ly = 2 et αx = αy = 2− 2i.

– Paramètre SUPG : δ = 10−3.

– Source : (xs, ys) = (5,5) et rs = 0.2.

Pour les jets, le cas 1 (plus large) est le jet de plus faible rotationnel et le cas 2 (plus resserré)
celui de plus fort rotationnel, dont les paramètres sont :

– Cas 1 et 2 : v∞ = 0.3, µ = 0.3

– Cas 1 : R = 1.

– Cas 2 : R = 0.5.

Pour chacun de ces deux cas, il est intéressant d’analyser l’in�uence de la fréquence, car nous
avons vu qu’elle joue un rôle important dans l’amplitude de l’inconnue ξ ainsi que dans la
présence de stries hydrodynamiques, sur l’inconnue ξ d’une part, mais également sur ϕ à
plus basse fréquence. Nous étudierons ainsi trois pulsations, ω = 2, ω = 5 et ω = 10.

Dans un second temps, nous comparerons les équations de Goldstein et le modèle po-
tentiel du point de vu des grandeurs physiques, la pression et la vitesse acoustique, qui sont
nos grandeurs d’intérêt.
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Cas du jet 1 : faible rotationnel

Le premier cas correspond au jet le moins « resserré », et donc de plus faible rotationnel.
Commençons par représenter sur la �gure 7.24 le pro�l de vitesse de l’écoulement ainsi que
les isovaleurs de v0. La vitesse à l’in�ni dans la direction ey vaut bien 0.3, qui est aussi son
Mach car ρ0 = 1, et au coeur du jet, la vitesse est de 0.6. Le rotationnel de l’écoulement est
représenté sur la �gure 7.25. Il est négligeable hors du jet, et passe par un maximum de 0.26
en valeur absolue au plus fort du cisaillement.
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Figure 7.24 – Jet Gaussien 1 : pro�l de l’écoulement du jet gaussien 1 (à gauche) et isovaleurs
de (x,y) 7→ v0(y) (à droite).
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Figure 7.25 – Jet Gaussien 1 : isovaleurs du rotationnel, ω0(x,y) = v′0(y).

Commençons par l’analyse de la plus basse pulsation, àω = 2. Nous traçons sur la �gure
7.26 les isovaleurs deRe(ϕ), obtenu en résolvant les équations de Goldstein (en haut), et par
le modèle potentiel (en bas). Avec le couplage de Goldstein, on observe à cette fréquence la
présence des stries hydrodynamiques, localisées dans le jet, déjà commentées dans les illus-
trations numériques précédentes. On constate que ce phénomène n’est pas pris en compte
par le modèle potentiel, et c’est d’ailleurs en partie pour cela que nous identi�ons ces stries
comme étant d’origine « hydrodynamiques », en plus de leur longueur d’onde caractéristique
due à la présence du couplage avec l’équation de transport harmonique. L’e�et Doppler est
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quant à lui bien pris en compte par le modèle potentiel et peu de di�érences sont visibles à
l’extérieur du jet, dans la partie rayonnante de l’onde. Les stries hydrodynamiques ne mo-
di�ent donc pas de façon signi�cative l’onde rayonnée hors du jet dans ce cas là et restent
cantonnées à la zone rotationnelle du jet.
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Figure 7.26 – Jet Gaussien 1 : comparaison entre la formulation de Goldstein et le modèle
potentiel pour Re(ϕ) à la pulsation : ω = 2.

Il est intéressant de représenter l’inconnue hydrodynamique, ce que nous faisons sur la
�gure 7.27, avec en haut Re(ξx) et en bas Re(ξy). Nous constatons que l’amplitude de ξ
augmente légèrement avec la distance à la source dans la direction aval de l’écoulement.
Ce phénomène était déjà observé lors de la résolution de l’équation de transport harmo-
nique seule et est mis en évidence en traçant sur la �gure 7.28 la courbe de la fonction
x 7→ Re(ξx(x,y = 5.3)) représentant ξx le long d’une ligne de courant là où le rotationnel
de l’écoulement est au plus fort.

Passons à la pulsation intermédiaire ω = 5 et traçons sur la �gure 7.29 les isovaleurs de
Re(ϕ) obtenu par les équations de Goldstein et par le modèle potentiel. À cette pulsation, les
stries hydrodynamiques ne sont déjà plus visibles et le modèle potentiel donne une solution
très proche de celle de Goldstein. Pour mieux comprendre la contribution de ξ, nous traçons
de même que précédemment, sur la �gure 7.30, les isovaleurs de Re(ξx) et de Re(ξy). Nous
constatons que l’amplitude de ξ a e�ectivement diminué, toute chose égale par ailleurs. Nous
continuons d’observer le phénomène d’ampli�cation de ξ en aval de la source, en traçant la
même courbe de la fonction x 7→Re(ξx(x,y = 5.3)) sur la �gure 7.31

Terminons par la plus haute pulsation, à ω = 10. Comme précédemment, nous com-
mençons par comparer les isovaleurs de Re(ϕ) pour les équations de Goldstein et le modèle
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Figure 7.27 – Jet Gaussien 1 : isovaleurs de Re(ξx) et Re(ξy) à la pulsation : ω = 2.
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Figure 7.28 – Jet Gaussien 1 : isovaleurs deRe(ξx) en haut et courbe y 7→Re(ξx(x,y = 5.3)),
à la pulsation : ω = 2.
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Figure 7.29 – Jet Gaussien 1 : comparaison entre la formulation de Goldstein et le modèle
potentiel pour Re(ϕ) à la pulsation : ω = 5.
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Figure 7.30 – Jet Gaussien 1 : isovaleurs de Re(ξx) et Re(ξy) à la pulsation : ω = 5.

potentiel sur la �gure 7.32. Tout en gardant le même écoulement, à cette pulsation, les dif-
férences entre le modèle potentiel et les équations de Goldstein sont imperceptibles, aucune
strie hydrodynamique n’est visible, et les amplitudes rayonnées sont très faibles.
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Figure 7.31 – Jet Gaussien 1 : isovaleurs deRe(ξx) en haut et courbe y 7→Re(ξx(x,y = 5.3)),
à la pulsation : ω = 5.
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Figure 7.32 – Jet Gaussien 1 : comparaison entre la formulation de Goldstein et le modèle
potentiel pour Re(ϕ) à la pulsation : ω = 10.
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Il est alors intéressant de tracer l’inconnue ξ, comme fait sur la �gure 7.33. On constate
alors que les stries hydrodynamiques sont de très faibles amplitude, et l’on doit saturer le jeu
de couleurs pour les voir. L’inconnue ξ est également de plus faible amplitude que dans les
cas précédents, con�rmant la tendance déjà observée lorsque la pulsation augmente. Négli-
geant les petites stries hydrodynamiques, la longueur d’onde caractéristique de ξ est alors la
même que celle deϕ, montrant que les phénomènes de transport sont faibles dans ce cas. Sur
la �gure 7.34, comme pour les cas précédents, nous traçons la courbe x 7→Re(ξx(x,y = 5.3))
a�n de mieux visualiser les petites oscillations de ξ. Nous observons alors que les phéno-
mènes de transport donnant lieu aux plus petites oscillations sont bien présents, mais de
faible amplitude. On remarque également que l’augmentation de cette amplitude au fur et à
mesure que l’on s’éloigne en aval de la source est moins marqué que dans les cas précédents.
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Figure 7.33 – Jet Gaussien 1 : isovaleurs de Re(ξx) et Re(ξy) à la pulsation : ω = 10.

Nous traçons sur les �gures 7.35 et 7.36 les résumés des résultats, pour Re(ϕ) et Re(ξx),
obtenus aux trois pulsations d’étude, ω = 2,5,10.
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Figure 7.34 – Jet Gaussien 1 : isovaleurs deRe(ξx) en haut et courbe y 7→Re(ξx(x,y = 5.3)),
à la pulsation : ω = 10.
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Figure 7.35 – Jet Gaussien 1 : résumé des comparaisons entre la formulation de Goldstein et
le modèle potentiel pour Re(ϕ) aux pulsations : ω = 2,5,10.
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Figure 7.36 – Jet Gaussien 1 : résumé des comparaisons de Re(ξx) aux trois pulsations :
ω = 2,5,10.



186 Chapitre 7. Étude numérique du couplage de Goldstein en 2D

Cas du jet 2 : fort rotationnel

Passons à présent au second cas de jet étudié, dont la seule di�érence avec le précédent
est sa largeur caractéristique : il est plus resserré. Son rotationnel est donc plus important,
tout en gardant le même nombre de Mach. Nous nous attendons donc à des di�érences plus
signi�catives avec le modèle potentiel. L’étude porte toujours sur une analyse en montant la
fréquence, aux trois pulsations : ω = 2,5,10.

Commençons par présenter le jet, sur la �gure 7.37 nous traçons le pro�l y 7→ v0(y) ainsi
que les isovaleurs de v0 sur tout le domaine d’intérêt et sur la �gure 7.38 nous représentons
le rotationnel. Ce dernier est compris entre −0.5 et 0.5 et est donc deux fois plus intense que
le cas 1 étudié précédemment, alors que les valeurs de la vitesse, et donc du Mach, restent
comprise entre 0.3 à l’extérieur du jet et 0.6 au coeur de celui-ci.
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Figure 7.37 – Jet Gaussien 2 : pro�l de l’écoulement du jet gaussien 1 (à gauche) et isovaleurs
de (x,y) 7→ v0(y) (à droite).
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Figure 7.38 – Jet Gaussien 2 : isovaleurs du rotationnel, ω0(x,y) = v′0(y).

Commençons par l’observation du cas le plus basse fréquence, à ω = 2. Nous traçons
sur la �gure 7.39 les isovaleurs de Re(ϕ), obtenu par les équations de Goldstein (en haut)
et par le modèle potentiel (en bas). Nous observons alors encore plus nettement l’in�uence
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du rotationnel sur l’inconnue ϕ par la présence des stries hydrodynamiques dans le jet. La
di�érence est donc bien plus marquée dans ce deuxième cas, ce que nous attendions. Le ro-
tationnel étant caractéristique ici de la di�érence de vitesse entre deux points voisins dans le
jet (dans la direction transverse, selon ey), on observe que les stries hydrodynamiques sont
plus penchées que précédemment. Cela diminue encore la taille des variations caractéris-
tiques de ces stries selon ey et demande un maillage adapté en conséquence, c’est-à-dire très
�n dans cette direction.
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Figure 7.39 – Jet Gaussien 2 : comparaison entre la formulation de Goldstein et le modèle
potentiel pour Re(ϕ) à la pulsation : ω = 2.

Nous traçons sur la �gure 7.40 les isovaleurs de Re(ξx) et de Re(ξy). Nous remarquons
que l’inconnue hydrodynamique est à présent de même amplitude que celle de l’onde ϕ. Les
stries sont très resserrées, et ce que nous pourrions interpréter comme étant un problème
numérique n’en est en fait pas un. En e�et, les résultats présentés sont inchangés par varia-
tion de la taille et de la position des PML, ainsi que par ra�nement de maillage. Ce qui peut
apparaître irrégulier ne l’est en fait pas, et pour illustrer cela, nous traçons comme précé-
demment la courbe x 7→Re(ξx(x,y = 5.3)) sur la �gure 7.41. On observe alors que les oscil-
lations dans la direction ex correspondent bien à la longueur d’onde caractéristique de ξ due
à l’équation de transport harmonique. Nous observons une croissance de ξ plus importante,
exponentielle, en aval de l’écoulement. Nous pourrions être en présence d’une instabilité hy-
drodynamique, mais les seules conditions (de type critère de Rayleigh) à notre connaissance
permettant de statuer sur cette question ne traitent que de l’instabilité des �uides incom-
pressibles, ce qui n’est évidemment pas le cas en aéroacoustique, car cela correspondrait
à une vitesse du son in�nie ! Pour l’équation de transport seule, la solution explicite nous
donne une croissance linéaire en espace des solutions en aval de la source dans le jet. Nous
constatons ici une croissance plus que linéaire, ce qui nous fait pencher pour l’hypothèse
que l’écoulement est instable.
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Figure 7.40 – Jet Gaussien 2 : isovaleurs de Re(ξx) et Re(ξy) à la pulsation : ω = 2.
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Figure 7.41 – Jet Gaussien 2 : isovaleurs deRe(ξx) en haut et courbe y 7→Re(ξx(x,y = 5.3)),
à la pulsation : ω = 2.

Passons à présent à la fréquence intermédiaire, àω = 5. Nous traçons sur la �gure 7.42 les
isovaleurs deRe(ϕ) obtenu par les équations de Goldstein (en haut) et par le modèle potentiel
(en bas). Le fait que ce jet ait un rotationnel plus fort implique que les e�ets hydrodynamiques
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sont encore visibles à la fréquence intermédiaire sur l’inconnue ϕ alors qu’ils avaient déjà
disparus pour le jet du cas 1. On observe en e�et des petites stries dans le jet, la di�érence avec
le modèle potentiel étant néanmoins beaucoup moins prononcée qu’à la pulsation ω = 2.
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Figure 7.42 – Jet Gaussien 2 : comparaison entre la formulation de Goldstein et le modèle
potentiel pour Re(ϕ) à la pulsation : ω = 5.

De même que précédemment, nous traçons l’inconnue ξ sur la �gure 7.43. Bien que l’am-
plitude ait diminué par rapport à la pulsation précédente, la croissance relative des stries
semble plus prononcée dans ce cas. En e�et, en traçant sur la �gure 7.44, la croissance ex-
ponentielle peut être con�rmée, et en tout cas, il ne peut pas s’agir d’une simple croissance
linéaire, allant dans le sens de notre hypothèse que l’écoulement soit instable.

Remarque 7.4.1. Il peut être délicat de comparer le modèle potentiel et les équations de Gold-
stein dans le cas d’un écoulement instable. En e�et, d’une part, du fait que le rotationnel de
l’écoulement soit plus intense dans ce cas, il est attendu que le modèle potentiel soit d’autant
plus faux. Néanmoins, d’autre part, les instabilités créent une croissance de l’inconnue hydrody-
namique ξ exponentielle (et de l’inconnue ϕ également) de telle sorte qu’au delà d’une certaine
valeur de ξ etϕ, les équations d’Euler linéarisées, dont l’établissement suppose que ξ etϕ soient
d’un ordre inférieur aux grandeurs de l’écoulement porteur, peuvent être remises en question.
Dans ce cas, l’endroit où couper le domaine est un problème délicat, couper trop loin amènerait à
sur considérer l’inconnue ξ. Finalement, nous pouvons remarquer que les écoulements cisaillés,
les jets, ne sont pas physiquement acceptables lorsque considérés sur de trop grands domaines,
car les e�ets visqueux, jusqu’ici négligés, �nissent par « dé-cisailler » le jet, qui redevient alors
un écoulement stable et ne fait qu’ensuite convecter les perturbations, voire les atténuer.

Terminons par la fréquence la plus haute, à ω = 10. Nous traçons de même les isova-
leurs de Re(ϕ), sur la �gure 7.45. Comme pour le cas précédent, malgré un rotationnel plus
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Figure 7.43 – Jet Gaussien 2 : isovaleurs de Re(ξx) et Re(ξy) à la pulsation : ω = 5.
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Figure 7.44 – Jet Gaussien 2 : isovaleurs deRe(ξx) en haut et courbe y 7→Re(ξx(x,y = 5.3)),
à la pulsation : ω = 5.

fort entraînant vraisemblablement un jet instable, les e�ets hydrodynamiques ne sont plus
visibles sur l’inconnue ϕ à cette fréquence, ou alors vraiment très peu : on peut remarquer
une faible variation dans l’amplitude de l’onde dans le jet.
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Figure 7.45 – Jet Gaussien 2 : comparaison entre la formulation de Goldstein et le modèle
potentiel pour Re(ϕ) à la pulsation : ω = 10.

Pour ce qui est de l’inconnue hydrodynamique, tracée sur la �gure 7.46, les variations
spatiales transverses au jet sont devenues si petites qu’elles sont à la limite du pas du maillage
et ne sont plus discrétisées correctement. Néanmoins, dans le sens de l’écoulement, comme
représenté sur la �gure 7.47, les oscillations sont encore bien captées et la longueur d’onde
est bien celle attendue. Con�rmant la tendance, bien que l’amplitude de ξ soit plus petite, la
croissance exponentielle de son module semble plus marquée encore.

Terminons par un résumé des �gures obtenues concernant ϕ, �gure 7.48 et ξx, �gure
7.49 pour les trois pulsations d’étude ω = 2,5,10, en comparaison avec le modèle potentiel.



192 Chapitre 7. Étude numérique du couplage de Goldstein en 2D

<e(⇠x)
<latexit sha1_base64="lxHUSB5GN+zujhbSHF/JUHMXUMg="></latexit><latexit sha1_base64="lxHUSB5GN+zujhbSHF/JUHMXUMg="></latexit><latexit sha1_base64="lxHUSB5GN+zujhbSHF/JUHMXUMg="></latexit><latexit sha1_base64="lxHUSB5GN+zujhbSHF/JUHMXUMg="></latexit>

<e(⇠y)
<latexit sha1_base64="1MuML0CctYO0ohf4J9BlsjHIgKs="></latexit><latexit sha1_base64="1MuML0CctYO0ohf4J9BlsjHIgKs="></latexit><latexit sha1_base64="1MuML0CctYO0ohf4J9BlsjHIgKs="></latexit><latexit sha1_base64="1MuML0CctYO0ohf4J9BlsjHIgKs="></latexit>

! = 10
<latexit sha1_base64="yS9Ab0czfO1KVlXiRJ5fFgcikpo="></latexit><latexit sha1_base64="yS9Ab0czfO1KVlXiRJ5fFgcikpo="></latexit><latexit sha1_base64="yS9Ab0czfO1KVlXiRJ5fFgcikpo="></latexit><latexit sha1_base64="yS9Ab0czfO1KVlXiRJ5fFgcikpo="></latexit>

! = 10
<latexit sha1_base64="yS9Ab0czfO1KVlXiRJ5fFgcikpo="></latexit><latexit sha1_base64="yS9Ab0czfO1KVlXiRJ5fFgcikpo="></latexit><latexit sha1_base64="yS9Ab0czfO1KVlXiRJ5fFgcikpo="></latexit><latexit sha1_base64="yS9Ab0czfO1KVlXiRJ5fFgcikpo="></latexit>

Figure 7.46 – Jet Gaussien 2 : isovaleurs de Re(ξx) et Re(ξy) à la pulsation : ω = 10.
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Figure 7.47 – Jet Gaussien 2 : isovaleurs deRe(ξx) en haut et courbe y 7→Re(ξx(x,y = 5.3)),
à la pulsation : ω = 10.
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Figure 7.48 – Jet Gaussien 2 : résumé des comparaisons entre la formulation de Goldstein et
le modèle potentiel pour Re(ϕ) aux pulsations : ω = 2,5,10.
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Figure 7.49 – Jet Gaussien 2 : résumé des comparaisons de Re(ξx) aux trois pulsations :
ω = 2,5,10.
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Comparaison de la pression et de la vitesse acoustique. Nous souhaitons à présent
comparer la formulation de Goldstein au modèle potentiel sur les inconnues physiques du
problème, à savoir la pression et la vitesse acoustique, qui est la grandeur d’intérêt principale.
Nous utiliserons pour cela les deux cas extrêmes de pulsation précédents, ω = 2 et ω = 10
pour le jet ayant le plus fort rotationnel qui est donc susceptible de donner les di�érences les
plus importantes entre les équations de Goldstein et le modèle potentiel. Rappelons briève-
ment le lien entre la pression et la vitesse acoustique et les inconnues ϕ et ξ des équations
de Goldstein :

p = −ρ0Dωϕ,

vx = ∇ϕ +ξ.

Et dans le cas potentiel, on a, en fonction du potentiel acoustique ϕpot :

p = −ρ0Dωϕ
pot,

v = ∇ϕpot.

Commençons par analyser l’in�uence de l’acoustique avec l’hydrodynamique sur la pres-
sion acoustique résultante. Nous traçonsRe(p) sur la �gure 7.50 obtenu par les équations de
Goldstein, en haut, et par le modèle potentiel, en bas. Nous observons alors une di�érence
légère des amplitudes, que ce soit dans le jet, là où c’est le plus notable, mais également dans
la partie hors du jet. Il est notable que les stries hydrodynamiques ont disparu, ceci du fait de
l’application de l’opérateur de dérivation convective harmonique Dω pour calculer la pres-
sion. Ainsi, les di�érences entre les équations de Goldstein et le modèle potentiel sont assez
faibles et se caractérisent par une di�érence d’amplitude de l’onde dans le jet et dans une plus
faible mesure rayonnée. Notons également qu’il s’agit de notre cas de jet où la di�érence est
le plus marquée. Nous pourrions descendre encore en fréquence et constater d’avantage de
di�érence, ou alors, en augmentant encore le rotationnel du jet.

Passons à présent à la fréquence la plus haute, àω = 10, pour laquelle peu de di�érences
avec le modèle potentiel avaient été constatées. En e�et, en traçant sur la �gure 7.51, Re(p),
obtenu par les équations de Goldstein (en haut) et par le modèle potentiel (en bas), aucune
di�érence n’est visible sur la pression à cette plus haute fréquence, que ce soit dans le jet ou
hors du jet dans la partie rayonnée.

Comparons à présent une inconnue physique qui nous intéresse moins pour nos appli-
cations mais qu’il est néanmoins intéressant à étudier du point de vu de la modélisation : la
vitesse acoustique. La vitesse acoustique s’exprimant par v = ∇ϕ + ξ, nous attendons une
in�uence plus grande des interactions avec l’hydrodynamique, l’opérateur Dω n’étant pas
appliqué.

Pour la fréquence la plus basse, à ω = 2, nous traçons Re(vx) sur la �gure 7.52, et nous
observons en e�et une grosse di�érence entre la solution fournie par les équations de Gold-
stein et celle obtenue par le modèle potentiel, notamment, les stries hydrodynamiques sont
très présentes et in�uence assez nettement le champ rayonné. À plus haute fréquence, pour
ω = 10, nous attendons néanmoins de plus faibles di�érences entre les deux. E�ectivement,
comme on peut le constater sur la �gure 7.53, le champ rayonné est à présent quasiment
identique. Néanmoins, la présence des stries hydrodynamiques dans le jet est visible, d’au-
tant plus que l’on est en aval de la source. Cela est accentué par le fait l’écoulement est
vraisemblablement instable, entraînant une croissance exponentielle de ξ en aval le long du
jet.
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jet 2

Figure 7.50 – Comparaison de l’inconnue pressionRe(p) à la pulsationω = 2 et pour le cas
du jet 2
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jet 2

Figure 7.51 – Comparaison de l’inconnue pression Re(p) à la pulsation ω = 10 et pour le
cas du jet 2
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Figure 7.52 – Comparaison de l’inconnue vitesse selon ex : Re(vx), à la pulsation ω = 2,
pour le cas du jet 2.
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Figure 7.53 – Comparaison de l’inconnue vitesse acoustique selon ex :Re(vx), à la pulsation
ω = 10 et pour le cas du jet 2.
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7.5 Conclusions de l’étude numérique des équations de
Goldstein

Pour conclure ce chapitre d’étude numérique des équations de Goldstein, commençons
par évoquer les questions relatives à la méthode numérique employée. Nous avons vu qu’il
est nécessaire d’avoir un moyen de stabilisation de l’équation de transport et c’est la méthode
SUPG, introduisant un paramètre de stabilisation δ, et permettant de conserver des éléments
�nis classiques, qui a été retenue pour cette étude. Le reproche que l’on peut faire à cette
méthode est que ce paramètre doit être adapté au cas par cas et dépend notamment du pas de
maillage et de la vitesse de l’écoulement. En pratique, il doit être choisi le plus petit possible,
tant qu’il n’apparaît pas d’oscillations parasites partout dans le domaine. Nous avons borné le
domaine de calcul avec des PML, qui semblent très bien se comporter dans ce cadre, bien que
nous n’avons pas à notre connaissance de cadre théorique complet permettant de le garantir.
Nous avons constaté que même en présence d’instabilités, les PML absorbent encore très bien
les ondes acoustiques et hydrodynamiques.

Concernant les interprétations de modélisation physique du problème, nous avons étudié
le comportement de l’inconnue hydrodynamique en fonction de la fréquence et du cisaille-
ment de l’écoulement. Nous avons observé, notamment par comparaison avec le modèle
potentiel qui néglige les interactions entre l’acoustique et l’hydrodynamique, que cette in-
�uence diminue lorsque la fréquence augmente. Cette interaction est évidemment d’autant
plus importante que le rotationnel est grand. Lorsque le rotationnel augmente trop, dans
le cas des jets par exemple, le cisaillement peu créer un phénomène d’instabilité donnant
lieu à une croissance exponentielle le long des lignes de courant des inconnues acoustiques.
Lorsque l’on s’intéresse aux inconnues physiques du problème, la pression et la vitesse acous-
tique, il apparaît que l’interaction entre l’acoustique et l’hydrodynamique est plus visible sur
la vitesse que sur la pression. En e�et, sur la vitesse, on observe la présence de stries hydrody-
namiques dont la longueur d’onde est caractéristique de l’équation de transport harmonique.
Cette longueur d’onde est reliée localement à la longueur d’onde acoustique par le nombre de
Mach, à savoir, on a grossièrement λξ = M0λϕ . Bien que la longueur d’onde de l’inconnue
hydrodynamique est inférieure à celle de l’onde acoustique, ce n’est pas en fonction de cette
longueur d’onde qu’il faut établir la règle de maillage. En e�et, de bien plus petites longueurs
caractéristiques du phénomène apparaissent dans la direction transverse au cisaillement, et
lorsque celui-ci est fort, cela peut nécessiter un maillage très �n dans cette direction. L’in-
�uence de l’interaction avec la vorticité se fait moins ressentir sur la pression acoustique, en
e�et, la pression est obtenue en appliquant l’opérateur de dérivée convective harmonique
qui a pour e�et de supprimer les stries hydrodynamiques. Néanmoins, leurs in�uences se
fait sentir sur l’amplitude de la pression, quoique l’e�et soit moins important que pour la
vitesse.

Finalement, la présence d’instabilités hydrodynamiques pose quelques questions sur les
limites de validité des équations de Goldstein. En e�et, ces équations étant obtenues par
linéarisation autour d’un écoulement porteur, elles n’ont de sens que si les inconnues calcu-
lées sont bien d’un ordre de grandeur inférieur aux quantités caractéristiques de l’écoulement
porteur. Or, dans le cas d’une instabilité hydrodynamique, il y a croissance exponentielle en
espace des inconnues acoustiques. Cela ne peut donc pas être possible sur de trop grandes
distances sans remettre en cause la validité des équations de Goldstein ou d’Euler linéarisées.
En pratique, les zones d’instabilité sont limitées par la présence de viscosité dans l’écoule-
ment porteur, imposant à un jet par exemple de se dé-cisailler au fur et à mesure que l’on
s’éloigne de ce qui a créé le cisaillement.
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Nous terminons cette thèse par l’investigation d’un cas que nous avions exclu en faisant
l’hypothèse d’un écoulement porteur domaine-remplissant : celui où des lignes de courant
de l’écoulement porteur peuvent être fermées et recirculer. Bien qu’il s’agisse d’une situation
peu répandu du point de vue de notre application industrielle, nos écoulements sont le plus
souvent des jets, il est intéressant de s’interroger sur la validité du modèle mathématique
en présence de tels écoulements porteurs. Par ailleurs, il n’est pas exclu que dans de pe-
tites zones, l’écoulement forme approximativement une recirculation. En montrant que des
singularités peuvent apparaître, cela nous amènera à nous poser la question de la limite du
modèle linéaire et non-visqueu, pour lequel ces phénomènes devraient être contrebalancés.

Nous avions déjà alerté le lecteur sur le fait que l’équation de transport harmonique n’est
pas toujours bien posée et nous avions donné l’exemple de la rotation solide qui possède un
nombre discret de fréquences de résonance. L’étude du cas général reste une question ou-
verte et sûrement di�cile, nous nous contenterons de généraliser, dans un premier chapitre,
le cas de la rotation solide à un écoulement orthoradial dans une couronne dont le pro�le
est a priori quelconque. Nous dé�nirons alors l’ensemble des résonances de l’équation de
transport et des lignes résonantes apparaîtront naturellement, lignes selon lesquelles la « so-
lution » serait singulière.

Dans un second chapitre, nous étudierons le couplage de Goldstein. Pour le couplage, une
analyse de Fourier fera apparaître de nouvelles fréquences de résonances, dites critiques, qui
ont une autre origine physique que la périodicité du phénomène du aux recirculations de
l’écoulement porteur. Hors fréquences de résonance du transport, l’équation de transport
est inversible et nous pourrons donc généraliser le résultat donnant le caractère Fredholm
des équations, toujours sous hypothèse d’un faible rotationnel, que nous avons vu précé-
demment en écoulement domaine-remplissants. Puis hors des fréquences de résonance du
transport et critiques, nous montrerons le caractère bien posé des équations de Goldstein.
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Figure 8.1 – Géométrie de la couronne.

Pour aller plus loin et parce que les conditions énoncées ci-avant peuvent être très res-
trictives voir impossibles à satisfaire pour certaines écoulements porteurs, nous nous intéres-
serons dans un second temps au comportement de solutions dé�nies par absorption limite,
lorsque nous sommes en présence d’une ligne résonante du transport ou critique. Cette ana-
lyse se fera à l’aide de la méthode de Frobenius, que nous devrons mener conjointement du
passage à l’absorption nulle. Cette dernière partie a de fortes similarités avec le comporte-
ment singulier du champ électromagnétique dans les plasmas, voir [73] pour les aspects phy-
siques, notamment étudié par B. Després, L.M. Imbert-Gérard, M. Campos Pinto, O. La�tte
et A. Nicolopoulos, voir [74], [75], [76] et [77]. Les résultats que nous avons obtenus restent
prospectifs et demanderaient une analyse plus poussée a�n par exemple de pouvoir prendre
en compte numériquement ces phénomènes. Nous verrons notamment qu’en présence de
résonances critiques, le cadre fonctionnel classiquement utilisé pour les formulations va-
riationnelles ne convient plus. Nous terminerons par quelques illustrations numériques des
singularités qui se forment par absorption limite sur les modes de Frourier.

8.1 Description des écoulements circulaires

Nous nous plaçons dans cette section dans un domaine D annulaire 2D, représenté sur
la �gure 8.1 et nous utilisons les coordonnées polaires :

D B
{
(r,θ) ∈R+ × [0,2π[ : ri < r < re

}
, (8.1)

où ri et re, tels que 0 < ri < re, sont les rayons intérieur et extérieur de la couronne. L’écou-
lement porteur est choisi orthoradial et indépendant de la variable θ, c’est-à-dire qu’étant
donné un pro�l v0 : r ∈]ri , re[7→ v0(r), la vitesse de l’écoulement est donnée par

v0(r,θ)B v0(r)eθ,
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et un tel écoulement sera dit « circulaire ». Plutôt que la vitesse v0, il apparaît naturellement
dans les calculs la vitesse angulaire Ω0 dé�nie par :

Ω0(r)B
v0(r)
r
. (8.2)

Nous faisons l’hypothèse que la vitesse de l’écoulement ne s’annule pas, et puisqu’elle garde
toujours le même signe par continuité, nous faisons le choix :

∀(r,θ) ∈D, Ω0(r) > 0.

La vorticité d’un écoulement circulaire est donnée par ω0Bω0ez où

ω0(r) =
v0(r)
r

+ v′0(r) =Ω0(r) + v′0(r),

Il est aisé de véri�er que la donnée d’un quelconque pro�l v0, su�samment régulier, su�t à
dé�nir un écoulement (ρ0,p0,v0) satisfaisant les équations d’Euler :{

∇ · (ρ0v0) = 0,
ρ0(v0 ·∇)v0 +∇p0 = 0.

La divergence d’un champ de vecteurs exprimé en coordonnées polaires A = Arer +Aθeθ
étant donnée par ∇ ·A = 1/r ∂r(rAr) + 1/r ∂θAθ , l’équation de conservation de la masse,

∇ · (ρ0v0) =Ω0(r)∂θρ0 = 0,

montre que ρ0 ne dépend que de la variable r . Puis de l’équation d’état, p0 = µργ0 , on déduit
que de même p0 ne dépend pas de la variable θ. Ainsi, à v0 �xée, ρ0 et p0 véri�ent

rρ0Ω0(r)2 =
dp0

dr
,

p0 = µργ0 ,

c2
0 = γ

p0

ρ0
.

Ces équations se réduisent en une simple équation di�érentielle sur ρ0

dρ0

dr
− r
µγ
Ω0(r)2ρ

2−γ
0 = 0,

dont la solution est donnée par

ρ0(r) =
(
ρ0(ri)

γ−1 +
γ − 1
µγ

∫ r

ri

Ω0(r ′)2 r ′ dr ′
) 1
γ−1

.

L’écoulement porteur est ainsi déterminé totalement en fonction de la seule donnée du pro�l
de l’écoulement v0. Nous supposerons ainsi connu l’écoulement porteur et ne discuterons
que des valeurs que peut prendre v0.
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Hypothèse de régularité supplémentaire. Pour des raisons qui apparaîtrons dans la
suite, nous choisissons de nous restreindre à des écoulements dont les quantités ρ0, p0 et v0
s’étendent analyitiquement à un voisinage du segment ]ri , re[ dans le plan complexe.

8.2 Vers la résolution de l’équation de transport : notion
de résonance

Exprimons l’équation de transport harmonique pour l’opérateur de dérivée convective
harmonique se simpli�e en

Dω = −iω+ v0 ·∇ = −iω+Ω0(r)∂θ,

et le jacobien de la vitesse s’écrit, en coordonnées polaires

∇v0(r,θ) =

 0 −2v0(r)
r

v′0(r) + v0(r)
r 0

 =
(

0 −2Ω0(r)
ω0(r) 0

)
.

Ainsi, le problème du transport harmonique (3.17), pour une source f ∈ L2(D)2 régulière, se
ramène à une famille d’équations di�érentielles paramétrée par le rayon r ∈]ri , re[, munie de
conditions de périodicité, chacune étant :

(
− iω+Ω0(r)∂θ

)
ξ +

(
0 −2Ω0(r)

ω0(r) 0

)
ξ = f ,

ξ(·,0) = ξ(·,2π).

(8.3a)

(8.3b)

En notant

Aω(r)B i
ω

Ω0(r)
I −

 0 −2

2 + rΩ
′
0(r)

Ω0(r) 0

 ∈M2(C),

on a l’écriture alternative {
∂θξ = Aω(r)ξ +Ω0(r)−1f ,

ξ(·,θ) = ξ(·,2π),
(8.4a)
(8.4b)

et ainsi l’ensemble des solutions de l’équation (8.3a) est donné par la formule de Duhamel :

ξ(r,θ) =Ω0(r)−1
∫ θ

0
e(θ−τ)Aω(r)f (r,τ)dτ + eθAω(r)ξ0(r), (8.5)

où ξ0(r) ∈C2 est une fonction de r à déterminer a�n de satisfaire les conditions de périodi-
cité (8.3b), ce qui s’écrit :

(
I − e2πAω(r)

)
ξ0(r) =Ω0(r)−1

∫ 2π

0
e(2π−τ)Aω(r)f (r,τ)dτ. (8.6)

Nous pouvons alors généraliser ce qui a été présenté dans le cas de la rotation solide. Le
problème du transport harmonique est bien posé si et seulement il est possible d’inverser la
relation (8.6) permettant de déterminer ξ0, c’est-à-dire si et seulement si pour tout r ∈]ri , re[,
la matrice I − e2πAω(r) est inversible.
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Le caractère « mal posé » du problème de transport harmonique peut donc venir d’une
ou plusieurs ligne(s) de courant, {(r∗,θ) : 0 ≤ θ < 2π} où r∗ ∈ [ri , re], telle(s) que I−e2πA(r∗) <
GL2(C), on dit alors que l’équation de transport est mal posée le long de cette ligne. En e�et,
pour un tel r∗, la constante ξ0(r∗) n’est soit pas déterminée de façon unique, soit n’existe
pas. On pourra se référer aux discussions similaires concernant l’équation de transport har-
monique scalaire traitée dans [3].

Entant donnée une ligne de courant {(r,θ) : 0 ≤ θ < 2π}, les fréquences ω pour les-
quelles le transport est mal posé le long de cette ligne sont appelées fréquences de résonance
du transport pour cette ligne. Ainsi, pour que l’équation de transport soit bien posée sur
l’ensemble de la couronne, il faut et il su�t que la fréquence ω ne soit une fréquence de
résonance d’aucune des lignes de courant qui forment le domaine D .

Ces observations nous amènent à introduire les deux notions suivantes. La première re-
vient à s’intéresser aux fréquences pour lesquelles l’inversion du transport se passe mal, le
tout à géométrie �xée.

Dé�nition 8.2.1 (Fréquence de résonance). On appelle ensemble des fréquences de résonance
complexes de la ligne r ∈ [ri , re] l’ensemble suivant :

KC

res(r)B
{
ω ∈C : I − e2πAω(r) <GL2(C)

}
. (8.7)

Lorsque l’on ne fait pas référence à une ligne en particulier, on parle de l’ensemble des fréquences
de résonance complexes, dé�ni par :

KC

res B
⋃

r∈[ri ,re]
KC

res(r). (8.8)

Finalement, nous dé�nissons l’ensemble des résonances comme étant les fréquences de résonance
complexes qui sont sur l’axe réel :

Kres(r)BKC

res(r)∩R et Kres BKC

res ∩R. (8.9)

La notion de ligne résonante nous servira quant à elle plutôt lorsque nous �xerons la
fréquence et que nous cherchons à discuter des propriétés géométriques, sur l’écoulement
porteur et le domaine, pour lesquelles l’équation de transport n’est pas inversible.

Dé�nition 8.2.2 (Ligne résonante). On appelle ligne résonante à la fréquence ω ∈ C l’en-
semble suivant

Lres(ω)B
{
{(r,θ) : 0 ≤ θ < 2π} : r ∈ [ri , re] et ω ∈ KC

res(r)
}
.

8.3 Description de l’ensemble des résonances Kres
Dans cette section, nous cherchons à aller plus loin dans la description de l’ensemble

des fréquences de résonance, en les reliant à l’écoulement porteur et en donnant quelques
propriétés intéressantes.
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Étant donnée une ligne de courant {(r,θ) : 0 ≤ θ < 2π}, r ∈]ri , re[, les fréquencesω telles
que la matrice I −e2πAω(r) n’est pas inversible sont telles que 1 est valeur propre de e2πAω(r).
Or, le spectre de e2πAω(r) s’exprime en fonction de celui de Aω(r) par

Sp
(
e2πAω(r)

)
= e2πSp(Aω(r)).

Ainsi, on obtient une première description de l’ensemble des résonances complexes

KC

res =
{
ω ∈C : Sp(Aω(r)) ∈ iZ

}
.

Poursuivons par le calcul en détaillant le spectre de Aω :

Sp (Aω(r)) = Sp
i ω
Ω0(r)

I −
 0 −2

2 + rΩ
′
0(r)

Ω0(r) 0

 = i
ω

Ω0(r)
− Sp

 0 −2

2 + rΩ
′
0(r)

Ω0(r) 0

 ,
=

i ω
Ω0(r)

± 2i

√
1 +

rΩ′0(r)
2Ω0(r)

 ,
où√· est une extension de la racine carrée aux valeurs réelles négatives par le choix arbitraire

∀x ∈R−,
√
x = i (−x)

1
2 ,

ce qui nous permettra d’éviter de séparer les cas où 1 + rΩ′0(r)/Ω0(r) est négatif ou positif.
Ce choix correspond à celui de la détermination continue de la racine carrée complexe où la
coupure −iR+ a été choisie. En dé�nissant la quantité Ω∗0(r) par

Ω∗0(r)B
√

2Ω0(r)ω0(r), (8.10)

la racine se simpli�e alors, en utilisant que ω0 = 2Ω0 + rΩ′0,

±2i

√
1 +

rΩ′0(r)
2Ω0(r)

= ±2i

√
2Ω0(r)

(
2Ω0(r) + rΩ′0(r)

)
4Ω0(r)2 = ±iΩ

∗
0(r)

Ω0(r)
.

On a �nalement trouvé que

Sp
(
e2πAω(r)

)
=

{
e

2iπ
ω+Ω∗0(r)
Ω0(r) , e

2iπ
ω−Ω∗0(r)
Ω0(r)

}
.

Toujours à ligne de courant �xée {(r,θ) : 0 ≤ θ < 2π}, l’équation de transport harmonique
est donc bien posée le long de cette ligne de courant si et seulement si

1 < Sp
(
e2πAω(r)

)
⇔ ω ±Ω∗0(r)

Ω0(r)
<Z,

et on obtient donc l’expression de KC

res(r) suivante :

KC

res(r) =
(
−Ω∗0(r) +Ω0(r)Z

)
∪

(
Ω∗0(r) +Ω0(r)Z

)
. (8.11)
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En dé�nissant la quantité
Φ0(r)B 2Ω0(r)ω0(r), (8.12)

la proposition évidente suivante montre que les lignes pouvant être résonantes à une fré-
quence réelle sont à chercher parmi les r ∈ [ri , re] tels que Φ0(r) ≥ 0.
Proposition 8.3.1. Pour tout r ∈ [ri , re], on a

Φ0(r) < 0 ⇒ Kres(r) = ∅.

Introduisons alors une partition de l’ensemble des rayons [ri , re] en deux sous-ensembles
selon le signe de Φ0 :

I+B
{
r ∈ [ri , re] : Φ0(r) ≥ 0

}
et I−B

{
r ∈ [ri , re] : Φ0(r) < 0

}
.

Remarque 8.3.2. Il est intéressant de noter que la quantitéΦ0, appelée « discriminant de Ray-
leigh » dans la littérature, a un rapport avec la stabilité des écoulements recirculants incom-
pressibles. Le critère de Rayleigh Φ0 ≥ 0, voir [78], donne une condition nécessaire de stabilité,
qui est également une condition su�sante de stabilité pour une perturbation axisymétrique.
Néanmoins, ces résultats ne sont valables que pour des perturbations incompressibles, et donc
ne concernent pas la propagation acoustique.

Maintenant que nous avons l’expression de KC

res(r) pour un r donné, nous pouvons dé-
duire une description plus explicite des résonances complexes KC

res en prenant l’union sur
chaque rayon r ∈ [ri , re] des KC

res, il vient :

KC

res =
⋃

ri≤r≤re
KC

res(r) =
⋃

ri≤r≤re

{±Ω∗0(r) +nΩ0(r), n ∈Z}
=

⋃
n∈Z

Im (±Ω∗0 +nΩ0) ,

(8.13)

(8.14)

où Im est la notation pour désigner l’image d’une fonction.

Remarquons que si l’ensemble I+ est d’intérieur non vide, et que l’on exclut le cas dé-
généré de l’écoulement en rotation solide, alors les hautes fréquences sont forcément des
fréquences de résonances. En e�et, nous avons plus précisément la proposition suivante.
Proposition 8.3.3. S’il existe un intervalle ouvert non vide I ⊂ I+ tel que Ω0 ne soit pas
constant sur I (l’écoulement n’est pas localement une rotation solide), alors il existe deux pulsa-
tions ω− et ω+, telles que

]−∞,ω−] ⊂ Kres et [ω+,+∞[⊂ Kres.
Autrement dit, pour ω su�samment grand, le problème de transport harmonique pour un tel
écoulement circulaire est mal posé.

Preuve. Supposons Ω0 non constant sur I , alors, par continuité, il existe deux réels r± ∈ I
tels que [

Ω−0 ,Ω
+
0
] ⊂ Im

(
Ω0

)
,

où Ω±0 =Ω0(r±). Notons, puisque Ω∗0 est à valeurs réelles sur I ,

ω∗−B inf
r∈I
Ω∗0(r) et ω∗+B sup

r∈I
Ω∗0(r).
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Alors pour n ∈N su�samment grand, on a n(Ω+
0 −Ω−0) > ω∗+ −ω∗−, donc l’intervalle

I+
n B [ω∗+ +nΩ−0 ,ω

∗− +nΩ+
0 ],

n’est pas vide et
I+
n ⊂ Im

(
Ω∗0 +nΩ0

)
⊂ Kres.

En e�et,
inf

ri<r<re

(
Ω∗0(r) +nΩ0(r)

)
≤Ω∗0(r−) +nΩ0(r−)︸ ︷︷ ︸

=Ω−0

≤ω∗+ +nΩ−0 ,

et de la même façon,

ω∗− +nΩ+
0 ≤Ω∗0(r+) +nΩ0(r+)︸ ︷︷ ︸

=Ω+
0

≤ sup
ri<r<re

(
Ω∗0(r) +nΩ0(r)

)
.

Il reste à remarquer que les intervalles I+
n et I+

n+1 se recouvrent ainsi que tous les suivants
pour n véri�ant

ω∗+ + (n+ 1)Ω−0 ≤ω∗− +nΩ+
0 ou encore

ω∗+ −ω∗− +Ω−0
Ω+

0 −Ω−0
≤ n,

ce qui montre qu’il existe ω+ tel que

[ω+,+∞[⊂
⋃
n∈Z

I+
n ⊂ Kres.

De même, on prouve l’existence d’un réel ω− tel que ]−∞,ω−] ⊂ Kres. �

Remarque 8.3.4. Nous verrons avec des exemples très simples d’écoulements circulaires que
lorsque Φ0 ≥ 0, il n’existe pas de résultat général qui a�rmerait qu’il existe toujours au moins
une pulsation ω pour laquelle le problème est bien posé.

8.4 Résolution de l’équation de transport hors résonance
et estimation a priori

Après avoir mieux décrit l’ensemble des résonances, �nissons le calcul de l’expression de
la solution de l’équation de transport lorsque ω n’est pas une valeur de résonance. On a la
proposition suivante.

Proposition 8.4.1. Le problème de transport harmonique de Goldstein (8.3a) pour un écoule-
ment circulaire est bien posé si et seulement si la pulsation ω n’est une pulsation de résonance
pour aucune ligne de courant, c’est-à-dire si et seulement si, pour ω ∈R,

ω < Kres =
⋃
n∈Z

Im(±Ω∗0 +nΩ0) .
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Dans ce cas, la solution est donnée par

ξ(r,θ) =Ω−1
0 (r)

(
I − e2πAω(r)

)−1
∫ 2π

0
eτAω(r)f (r,θ − τ)dτ, (8.15)

où l’on peut écrire :

Aω(r) = i
ω

Ω0(r)
I + 2

 0 1

−
(
Ω∗0(r)

2Ω0(r)

)2
0



Preuve. En multipliant par I − e2πAω(r) l’expression (8.5), et en utilisant que cette matrice
commute avec eθAω(r), on trouve(

I − e2πAω(r)
)
ξ(r,θ) =Ω−1

0

(
I − e2πAω(r)

)∫ θ

0
e(θ−τ)Aω(r)f (r,τ)dτ

+ eθAω(r)Ω−1
0

∫ 2π

0
e(2π−τ)Aω(r)f (r,τ)dτ.

Ensuite, procédant comme pour le passage de l’équation (3.23) à l’équation (3.24), on e�ectue
dans la première intégrale le changement de variable τ ← θ − τ et dans la seconde τ ←
2π+θ − τ , il vient :(

I − e2πAω(r)
)
ξ(r,θ) =Ω−1

0

(
I − e2πAω(r)

)∫ θ

0
eτAω(r)f (r,θ − τ)dτ

+ eθAω(r)Ω−1
0

∫ 2π+θ

θ
e(τ−θ)Aω(r)f (r,2π+θ − τ)dτ

=Ω−1
0

(
I − e2πAω(r)

)∫ θ

0
eτAω(r)f (r,θ − τ)dτ

+Ω−1
0

∫ 2π+θ

θ
eτAω(r)f (r,θ − τ)dτ.

Puis, en découpant la seconde intégrale par la relation de Chasles, entre θ et 0, puis entre 0
et 2π et et en�n entre 2π et 2π+θ, on trouve(

I − e2πAω(r)
)
ξ(r,θ) =Ω0(r)−1

(
I − e2πAω(r)

)∫ θ

0
eτAω(r)f (r,θ − τ)dτ

−Ω−1
0 (r)

∫ θ

0
eτAω(r)f (r,θ − τ)dτ

+Ω−1
0 (r)

∫ 2π

0
eτAω(r)f (r,θ − τ)dτ

+Ω−1
0 (r)

∫ 2π+θ

2π
eτAω(r)f (r,θ − τ)dτ
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puis, (
I − e2πAω(r)

)
ξ(r,θ) = −Ω0(r)−1e2πAω(r)

∫ θ

0
eτAω(r)f (r,θ − τ)dτ

+Ω−1
0 (r)

∫ 2π

0
eτAω(r)f (r,θ − τ)dτ

+Ω−1
0 (r)

∫ θ

0
e(τ+2π)Aω(r)f (r,θ − τ)dτ

=Ω−1
0 (r)

∫ 2π

0
eτAω(r)f (r,θ − τ)dτ.

On a �nalement obtenu l’équation

(
I − e2πAω(r)

)
ξ(r,θ) =Ω−1

0 (r)
∫ 2π

0
eτAω(r)f (r,θ − τ)dτ, (8.16)

qu’il est possible d’inverser car on a supposé que ω <Kres. �

Estimation a priori Comme dans le cas d’un écoulement domaine-remplissant, il nous
sera utile d’avoir une estimation a priori, de la forme (4.1), pour étudier le problème couplé
de Goldstein. À fréquence ω �xée, s’il existe des lignes résonantes, i.e. si ω ∈ Kres, alors une
telle estimation est impossible. Nous nous plaçons donc le cas où ω <Kres.

Comme dans le cas d’un écoulement domaine-remplissant, c’est le fait d’avoir ξ natu-
rellement exprimé le long des lignes de courant de l’écoulement porteur qui nous aide à en
donner une estimation. Dans ce cas-ci, l’expression de ξ est plus explicite car les coe�cients
des équations ne dépendent pas de l’abscisse curviligne le long de ces lignes, ici θ. Cepen-
dant, c’est la condition de périodicité induisant de possibles résonances qui complique les
choses. Le petit lemme suivant donne l’expression des exponentielles de matrices qui nous
serviront pour exprimer plus explicitement ξ.

Lemme 8.4.2. Pour tout τ ∈R, r ∈ [ri , re],

exp(τAω(r)) = exp

i τωΩ0(r)
I +

 0 2τ
−τ Φ0(r)

2Ω0(r)2 0

 = ei
τω
Ω0(r)E(r,τ),

où E(r,τ) est dé�nie par :

si r ∈ I+, E(r,τ)B cos

√Φ0(r)
Ω0(r)

τ

 I + sin

√Φ0(r)
Ω0(r)

τ


 0 2 Ω0(r)√

Φ0(r)

−1
2

√
Φ0(r)
Ω0(r) 0

 .
et

si r ∈ I−, E(r,τ)B cosh

√−Φ0(r)
Ω0(r)

τ

 I + sinh

√−Φ0(r)
Ω0(r)

τ


 0 2 Ω0(r)√

−Φ0(r)

1
2

√
−Φ0(r)
Ω0(r) 0

 .
Preuve. La preuve est directe par le calcul des puissances. Soient deux réels a et b, alors pour
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tout n ∈N, (
0 a
b 0

)2n

= (ab)nI et
(
0 a
b 0

)2n+1

= (ab)n
(
0 a
b 0

)
,

et donc,

exp
(
0 a
b 0

)
=

∑
n∈N

(ab)n

(2n)!
I +

∑
n∈N

(ab)n

(2n+ 1)!

(
0 a
b 0

)
.

Dans le cas où ab < 0, il vient donc :

exp
(
0 a
b 0

)
= cos(

√
−ab)I +

sin(
√−ab)√−ab

(
0 a
b 0

)
,

expression qui se prolonge naturellement lorsque a ou b tend vers 0.

Dans le cas où ab > 0, il vient

exp
(
0 a
b 0

)
= cosh(

√
ab)I +

sinh(
√
ab)√

ab

(
0 a
b 0

)
.

Il ne reste qu’à appliquer ces formules avec aB 2τ et b B −τΦ0(r)/2Ω0(r)2 selon les cas.
Par dé�nition, pour r ∈ I+, on aΦ0(r) ≥ 0, et donc ab = −τ2Φ0(r)/Ω0(r)2 ≤ 0, et pour r ∈ I−,
on a la Φ0(r) ≥ 0 et donc ab = −τ2Φ0(r)/Ω0(r)2 ≥ 0. �

De ce calcul, nous déduisons la proposition suivante, donnant l’estimation a priori re-
cherchée.

Proposition 8.4.3. Lorsque ω < Kres, pour tout second membre f ∈ L2(D)2, l’unique solu-
tion ξ du problème de transport harmonique de Goldstein (8.3a) satisfait l’estimation a priori
suivante

‖ξ‖L2(D)2 ≤ C(v0,ω)‖f ‖L2(D)2 . (8.17)

La constante C(v0,ω) est donnée par :

C(v0,ω)B 4π sup
ri<r<re

max
{
4π,

∣∣∣Ω∗0(r)
∣∣∣ /Ω0(r)

}
Ω0(r)

∣∣∣∆ω(r)
∣∣∣

∣∣∣∣∣∣e−2iπ
Ω∗0(r)
Ω0(r)

∣∣∣∣∣∣ , (8.18)

où

∆ω(r)B
(
1− e2iπ

ω+Ω∗0(r)
Ω0(r)

)(
1− e2iπ

ω−Ω∗0(r)
Ω0(r)

)
.

Preuve. Soit r ∈ [ri , re], nous cherchons à expliciter la matrice intervenant dans (8.15) :(
I − e2πAω(r)

)−1
eτAω(r) =

(
e−τAω(r) − e(2π−τ)Aω(r)

)−1
,

= ei
τω
Ω0(r)

(
E(r,−τ)− e 2iπω

Ω0(r)E(r,2π − τ)
)−1

.

Pour cela, nous commençons par distinguer les cas d’un rayon r qui est dans I+, oùΦ0(r) ≥ 0
du cas où r ∈ I−, correspondant à Φ0(r) < 0.
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1. Cas r ∈ I+. En utilisant comme intermédiaires pour condenser les calculs les notations
suivantes

αB

√
Φ0(r)
Ω0(r)

=
Ω∗0(r)
Ω0(r)

et β B
ω

Ω0(r)
,

la matrice E(r,−τ)− e 2iπω
Ω0(r)E(r,2π − τ) s’écrit sous la forme

E(r,−τ)− e 2iπω
Ω0(r)E(r,2π − τ)

=

 cos(ατ)− e2iπβ cos(α(2π − τ)) − 2
α

(
sin(ατ) + e2iπβ sin(α(2π − τ))

)
α
2

(
sin(ατ) + e2iπβ sin(α(2− τ))

)
cos(ατ)− e2iπβ cos(α(2π − τ))

 ,
et a pour déterminant ∆ω = det(E(r,−τ)− e2iπβE(r,2π − τ)), qui s’exprime par

∆ω =
{
cos(ατ)− e2iπβ cos(α(2π − τ))

}2
+
{
sin(ατ) + e2iπβ sin(α(2π − τ))

}2
= 1− 2

{
cos(ατ)cos(α(2π − τ))− sin(ατ)sin(α(2π − τ))

}
e2iπβ +

(
e2iπβ

)2

= 1− 2cos(2πα)e2iπβ +
(
e2iπβ

)2
.

On remarque que ∆ω ne dépend pas de τ et qu’il se factorise en

∆ω(r) =
(
1− e2iπ(α+β)

)(
1− e2iπ(β−α)

)
=

(
1− e2iπ

ω+Ω∗0(r)
Ω0(r)

)(
1− e2iπ

ω−Ω∗0(r)
Ω0(r)

)
.

On constate naturellement que ce déterminant s’annule lorsque ω est dans dans l’en-
semble Kres(r) des résonances de la ligne {(r,θ) : 0 ≤ θ < 2π}. Ainsi, nous obtenons
l’expression suivante de l’inverse(

e−τAω(r) − e(2π−τ)Aω(r)
)−1

=
eiτβ

∆ω(r)

(
E(r,τ)− e2iπβE(r,τ − 2π)

)
.

Un à un, majorons les coe�cients de cette matrice. En majorant les cos et sin par 1 on
trouve

•
∣∣∣∣∣∣ eiτβ∆ω(r)

(
cos(ατ)− cos(α(2π − τ))e2iπβ

)∣∣∣∣∣∣ ≤ 2
|∆ω(r)| ,

•
∣∣∣∣∣∣α2 eiτβ

∆ω(r)

(
sin(ατ) + sin(α(2π − τ))e2iπβ

)∣∣∣∣∣∣ ≤ α
|∆ω(r)|

puis, en majorant plus �nement au voisinage de 0, en utilisant |sin(t)| ≤ |t|, il vient
pour le dernier coe�cient :

•
∣∣∣∣∣∣ 2
α
eiτβ

∆ω(r)

(
sin(ατ) + sin(α(2π − τ))e2iπβ

)∣∣∣∣∣∣ ≤ 2(τ + (2π − τ))
|∆ω(r)| ≤ 4π

|∆ω(r)| .
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Tous les coe�cients de la matrices sont donc majorés par

max
{
4π,α

}
|∆ω(r)| =

max
{

4π,
√
Φ0(r)
Ω0(r)

}
|∆ω(r)| . (8.19)

2. Cas r ∈ I−. Ce cas est moins intéressant du point de vue des résonances, car nous
savons que sur une ligne de rayon r , il ne peut pas y avoir de résonance. Néanmoins,
il est important d’avoir une estimation de ξ également dans ce cas là. On adopte de
même les notations intermédiaires

αB

√−Φ0(r)
Ω0(r)

et β B
ω

Ω0(r)
.

La matrice E(r,−τ)− e 2iπω
Ω0(r)E(r,2π − τ) s’écrit alors sous la forme

E(r,−τ)− e 2iπω
Ω0(r)E(r,2π − τ)

=

 cosh(ατ)− e2iπβ cosh(α(2π − τ)) − 2
α

(
sinh(ατ) + e2iπβ sinh(α(2π − τ))

)
−α2

(
sinh(ατ) + e2iπβ sinh(α(2− τ))

)
cosh(ατ)− e2iπβ cosh(α(2π − τ))

 .
Nous calculons son déterminant ∆ω, qui à présent ne peut pas s’annuler,

∆ω =
{
cosh(ατ)− e2iπβ cosh(α(2π − τ))

}2 − {sinh(ατ) + e2iπβ sinh(α(2π − τ))
}2

= 1− 2
{
cosh(ατ)cosh(α(2π − τ)) + sinh(ατ)sinh(α(2π − τ))

}
e2iπβ +

(
e2iπβ

)2

= 1− 2cos(2πα)e2iπβ +
(
e2iπβ

)2
.

De nouveau, nous en avons une factorisation intéressante,

∆ω(r) =
(
1− e2iπ(iβ+α)

)(
1− e2iπ(iβ−α)

)
=

(
1− e2iπ

ω+i
√
−Φ0(r)

Ω0(r)

)(
1− e2iπ

ω−i
√
−Φ0(r)

Ω0(r)

)
.

La convention que nous avions prise pour la racine carrée :

Ω∗0(r) = i
√
−Φ0(r),

permet d’uni�er les écritures de ∆ω trouvées dans les cas r ∈ I+ et r ∈ I− :

∆ω(r) =
(
1− e2iπ

ω+Ω∗0(r)
Ω0(r)

)(
1− e2iπ

ω−Ω∗0(r)
Ω0(r)

)
,

où Ω∗0(r) peut éventuellement être complexe. Nous en déduisons la même expression
de l’inverse

(
e−τAω(r) − e(2π−τ)Aω(r)

)−1
=
e
i τω
Ω0(r)

∆ω(r)

(
E(r,τ)− e 2iπω

Ω0(r)E(r,τ − 2π)
)
.

Passons à la majoration des coe�cients de la matrice. En utilisant les majorations sui-
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vantes, pour x ≥ 0, cosh(x) ≤ ex, sinh(x) ≤ ex, on a

•
∣∣∣∣∣∣ eiτβ∆ω(r)

(
cosh(ατ)− cosh(α(2π − τ))e2iπβ

)∣∣∣∣∣∣ ≤ 2e2πα

|∆ω(r)| ,

•
∣∣∣∣∣∣α2 eiτβ

∆ω(r)

(
sinh(ατ) + sinh(α(2π − τ))e2iπβ

)∣∣∣∣∣∣ ≤ αe2πα

|∆ω(r)| ,

puis, avec la majoration pour x ≥ 0, sinh(x) ≤ xex :

•
∣∣∣∣∣∣ 2
α
eiτβ

∆ω(r)

(
sinh(ατ) + sinh(α(2π − τ))e2iπβ

)∣∣∣∣∣∣ ≤ 2e2πα

|∆ω(r)| .

Ainsi, tous les coe�cients de la matrice sont majorés par

max {2,α}
|∆ω(r)| e

2πα =
max

{
2,−i
√
−Φ0(r)
Ω0(r)

}
|∆ω(r)| e

2π
√
−Φ0(r)
Ω0(r) (8.20)

On remarque alors que l’on peut uni�er les deux cas r ∈ I+ et r ∈ I−. En e�et, les majorants
trouvés (8.19) et (8.20) s’écrivent, pour r ∈ I+, on a Ω∗0(r) =

√
Φ0(r), donc,

max
{
4π,

√
Φ0(r)/Ω0(r)

}
|∆ω(r)| =

max
{
4π,

∣∣∣Ω∗0(r)
∣∣∣ /Ω0(r)

}
|∆ω(r)|

∣∣∣∣∣∣e−2iπ
Ω∗0(r)
Ω0(r)

∣∣∣∣∣∣
et pour r ∈ I−, Ω∗0(r) = i

√−Φ0(r) et donc

max
{
2,

√−Φ0(r)/Ω0(r)
}

|∆ω(r)| e
2π
√
−Φ0(r)
Ω0(r) =

max
{
2,

∣∣∣Ω∗0(r)
∣∣∣ /Ω0(r)

}
|∆ω(r)|

∣∣∣∣∣∣e−2iπ
Ω∗0(r)
Ω0(r)

∣∣∣∣∣∣ .

Finalement, tous les coe�cients de la matrices (e−τAω(r) − e(2π−τ)Aω(r))−1 sont majorés,
quelque soit r ∈ [ri , re] par :

max
{
4π,

∣∣∣Ω∗0(r)
∣∣∣ /Ω0(r)

}
|∆ω(r)|

∣∣∣∣∣∣e−2iπ
Ω∗0(r)
Ω0(r)

∣∣∣∣∣∣ .

Nous en déduisons que pour tout X ∈C2,∣∣∣∣(e−τAω(r) − e(2π−τ)Aω(r)
)−1

X
∣∣∣∣2 ≤ ∥∥∥∥(e−τAω(r) − e(2π−τ)Aω(r)

)−1∥∥∥∥2

2
|X |2

≤ 4

max
{
4π, |Ω∗0(r)|/Ω0(r)

}∣∣∣∆ω(r)
∣∣∣

∣∣∣∣∣∣e−2iπ
Ω∗0(r)
Ω0(r)

∣∣∣∣∣∣


2

|X |2 .
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Finalement, nous avons la majoration de |ξ(r,θ)| :

|ξ(r,θ)|2 =Ω0(r)−2

∣∣∣∣∣∣
∫ 2π

0

(
e−τAω(r) − e(2π−τ)Aω(r)

)−1
f (r,2π − τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
2

≤ 2π

2max
{
4π, |Ω∗0(r)|/Ω0(r)

}
Ω0(r)

∣∣∣∆ω(r)
∣∣∣

∣∣∣∣∣∣e−2iπ
Ω∗0(r)
Ω0(r)

∣∣∣∣∣∣


2∫ 2π

0
|f (r,θ − τ)|2 dτ,

puis la preuve se termine en intégrant en r et en θ. �

Remarque 8.4.4. La constante C(v0,ω) obtenue peut être améliorée dans certains cas, par
exemple si ω0 , 0, par diagonalisation de (8.3a) il vient :

C(v0,ω) = 2π sup
ri<r<re

Ω∗0(r)
2Ω0(r) + 2Ω0(r)

Ω∗0
Ω0(r)


∣∣∣∣∣∣1− e2iπ

ω−Ω∗0(r)
Ω0(r)

∣∣∣∣∣∣−2

+

∣∣∣∣∣∣1− e2iπ
ω+Ω∗0(r)
Ω0(r)

∣∣∣∣∣∣−2
1
2

.

Cependant, cette constante tend vers l’in�ni lorsque l’écoulement se rapproche d’un écoulement
irrotationnel, car ceci implique que Ω∗0(r) =

√
2Ω0(r)ω0(r) → 0. Notre point de vue étant

celui de la perturbation d’un écoulement irrotationnel, nous lui préférons l’estimation donnée
en (8.18).

Remarque 8.4.5. Les fréquences de résonances ω ∈ Kres du problème sont exactement les
valeurs telles que ∆ω s’annule sur [ri , re], ce qui montre que la constante de continuité obtenue
tend vers l’in�ni lorsque ω s’approche de Kres.

8.5 Étude de quelques cas d’écoulements particuliers
Après avoir discuté de façon générale du caractère bien posé de l’équation de transport

harmonique pour un écoulement circulaire, nous souhaitons illustrer nos propos dans des
cas particuliers simples pour lesquels nous nous attacherons à décrire plus précisément l’en-
semble des résonancesKres ainsi que le comportement de la constante C(v0,ω) intervenant
dans l’estimation (8.17). Nous nous intéresserons d’abord à un écoulement en rotation so-
lide, que nous avons déjà abordé à la section 3.3.2 lors de la présentation de géométries et
d’écoulements simpli�és.Puis, conformément à l’esprit de notre approche perturbative, nous
traiterons le cas d’un écoulement potentiel, que nous perturberons ensuite par un faible écou-
lement rotationnel. Pour �nir, nous considérerons un écoulement un peu plus complexe, dit
tourbillon de Lamb-Oseen, utilisé par exemple dans la modélisation de tornades [79]. Il s’agit
d’aller vers un écoulement plus complexe et complètement rotationnel tout en restant dans
le cadre simple d’une vitesse orthoradiale.

Fluide en rotation solide. Pour un écoulement en rotation solide, c’est-à-dire dont la
vitesse s’écrit v0 = rΩ0eθ où la vitesse angulaire Ω0 > 0 est constante, la quantité Ω∗0 est
constante et s’exprime par

Ω∗0(r) = 2Ω0.

Remarquons que dans ce cas

Φ0 = 2Ω0ω0 = 2Ω0 (2Ω0 + rΩ′0) = 4Ω2
0 ≥ 0,
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et donc que KC

res =Kres qui est ainsi donné par :

Kres =
⋃
n∈Z

Im
{
± 2Ω0 +nΩ0

}
=Ω0Z.

Remarquons que ce résultat est en accord avec les valeurs qui nous avions exclues pour isoler
la constante ξ̂0 dans l’équation (3.22). De plus, il s’agit du cas exceptionnel d’écoulements
circulaires tels que Φ0 ≥ 0 non pris en compte par la proposition 8.3.3 pour lequel les hautes
fréquences ne sont pas forcément des fréquences de résonances, car le spectre est ponctuel
ici.

Pour une rotation solide, la constante C(ω,v0) s’écrit simplement comme suit

C(v0,ω) =
1
Ω0

 4π

sin
(
π ω
Ω0

)
2

.

Sur la �gure 8.2, nous représentons cette constante en fonction de la pulsationω. L’ensemble
discret formé de points rouges représente l’ensemble des résonances Kres, et naturellement,
lorsque ω approche des valeurs pour lesquelles le problème du transport harmonique est
mal posé, la constante d’estimation explose jusqu’à ne plus être dé�nie en ces valeurs.

Figure 8.2 – Constante C(v0,ω) de l’estimation a priori en bleu dans le cas d’un �uide en
rotation solide. En rouge, l’ensemble des résonances Kres.

Il s’agit du spectre le plus simple que nous puissions obtenir et bien que notre problème
vectoriel de transport harmonique ne se découple pas, nous retrouvons le même ensemble
discret de valeurs menant au caractère mal posé du problème de transport scalaire traité dans
[3] (section 1.12).

Fluide en écoulement irrotationnel perturbé. Considérons à présent un écoulement
circulaire potentiel. Un tel écoulement s’écrit sous la forme

v0 =
a
r
eθ,
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où a est un réel non nul, que nous choisissons positif : a > 0.
Intéressons nous dans un premier temps à l’ensemble des résonances. Nous avons la

simpli�cation suivante :
Ω∗0(r) =

√
2Ω0(r)ω0(r) = 0,

qui montre que KC

res =Kres qui s’exprime alors par :

Kres =
⋃
n∈Z

n

[
a

r2
e
,
a

r2
i

]
.

Ainsi, Kres est une union d’intervalles fermés dont deux sont de la forme ] − ∞,ω−] et
[ω+,+∞[. La pulsation ω+ est donnée par

ω+ = n
a

r2
i

,

et où n est le plus petit entier n tel qu’il y ait recouvrement des deux intervalles consécutifs
se suivant n[a/r2

e , a/r
2
i ] et (n+ 1)[a/r2

e , a/r
2
i ], i.e.

(n+ 1)
a

r2
e
≤ n a

r2
i

⇐⇒ 1
(re/ri)2 − 1

≤ n.

Finalement
ω+ =

⌈
1

(re/ri)2 − 1

⌉
a

r2
e
.

On trouve de même l’expression de la pulsation ω− :

ω− =
⌈

1
(re/ri)2 − 1

⌉
a

r2
i

,

où dxe est la partie entière supérieure de x ∈R.

A�n d’illustrer le recouvrement des intervalles n[a/r2
e , a/r

2
i ] formant Kres, nous les re-

présentons sur la �gure 8.3, le n-ième à l’ordonnée |n|+1, ceux correspondant aux n négatifs
étant situés sur la moitié gauche de la �gure et ceux correspondant aux n positifs sur la moi-
tié droite. A l’ordonnée 0, nous représentons le projeté de tous ces intervalles, c’est-à-dire
Kres.

Sur la �gure 8.4, où en abscisse se trouve la pulsation ω, nous avons représenté en rouge
l’ensembleKres à une ordonnée quelconque et en bleu la constante C(v0,ω). Comme précé-
demment, la constante C(v0,ω) explose lorsque ω s’approche de l’ensemble Kres sur lequel
elle n’est plus dé�nie.

À présent, perturbons un peu cet écoulement v0 = a/reθ par un écoulement rotationnel,
à titre d’exemple, prenons simplement une perturbation constante ε :

v0(r) =
a
r

+ ε.

Le rotationnel de cet écoulement est donné par

ω0(r) =
ε
r
,
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Figure 8.3 – Projection des segments n[a/r2
e , a/r

2
i ], n ∈Z pour former l’ensemble des réso-

nances Kres dans le cas d’un écoulement irrotationnel dans la couronne.

Figure 8.4 – Constante C(v0,ω) de l’estimation a priori en bleu dans le cas d’un �uide en
rotation solide. En rouge, l’ensemble des résonances Kres

dont on déduit que
Φ0(r) = 2Ω0(r)ω0(r) = 2

ε

r2

(a
r

+ ε
)
.

Ainsi, pour ε petit devant a, le signe de Φ0 est celui de a. Pour ε < 0, on a que Kres = ∅,
étudions le cas ε > 0. L’ensemble des résonance s’exprime dans ce cas par

Kres =
⋃
n∈Z

±1
r

√
2ε

(a
r

+ ε
)

+
n
r

(a
r

+ ε
)
, r ∈ [ri , re]

 ,
qui n’est plus si simple à décrire qualitativement. Nous le représentons sur la �gure 8.5, où
l’on trace à l’ordonnée |n|+ 2 les segments Im (Ω∗0 +nΩ0) et leur projection formant K+

res à
l’ordonnée 1, à l’ordonnée −|n| −2 les segments Im (−Ω∗0 +nΩ0) et leur projection formant
K−res à l’ordonnée −1 ; �nalement, à l’ordonnée 0 est représenté l’ensemble des résonances
Kres, union de K−res et de K−res. Le cas ε = 0 précédemment présenté donne K−res = K+

res,
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c’est pourquoi il n’y a que la partie supérieure du graphique qui est donnée sur la �gure 8.3
(ε = 0). On remarque alors que la dissymétrie introduite avec la perturbation rotationnelle a
tendance à faire grandir Kres.

K+
res

K�
res

Kres

Im
np

�0 + n⌦0

o
n

Im
n
�
p
�0 + n⌦0

o
n

Figure 8.5 – Projection des segments Im(±Ω∗0 +nΩ0), pour n ∈Z, dans le cas d’un écoule-
ment irrotationnel perturbé, dans une couronne.

Pour un écoulement irrotationnel, nous pouvons énoncer un résultat positif quant à
l’existence de basses fréquences non résonantes. En e�et, l’expression simple de Kres ob-
tenue permet d’a�rmer que proche de 0, il existe toujours des fréquences non résonantes.
Nous résumons cela dans la proposition immédiate suivante.

Proposition 8.5.1. Pour un écoulement circulaire irrotationnel, dont la vitesse s’écrit

v0(r) =
a
r
, a > 0,

on a ]
− a
r2
e
,0

[
⊂R\Kres et

]
0,
a

r2
e

[
⊂R\Kres.

Remarque 8.5.2. Résoudre l’équation de transport harmonique dans le cadre d’un écoulement
irrotationnel n’est pas intéressant pour nous du point de vu du couplage. En e�et, nous avons vu
que pour un tel écoulement, ξ = 0 et les équations de Goldstein se réduisent à celle d’Helmholtz
convectée. Cependant, par un argument de continuité, une perturbation su�samment petite
d’un écoulement irrotationnel continuera à garantir l’existence de fréquences non résonantes au
voisinage de 0.

Cas du tourbillon de Lamb-Oseen. Illustrons à présent un cas de tourbillon complè-
tement rotationnel utilisé parfois en mécanique des �uides. Nous avons vu précédemment
que l’introduction de rotationnel, hors du cas dégénéré de la rotation solide, à tendance à
remplir l’ensemble des fréquences résonantes. Nous avions annoncé dans la remarque 8.3.4
que l’on ne peut garantir l’existence de fréquences pour lesquelles le problème du transport
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harmonique serait inversible. Nous allons voir qu’avec le tourbillon de Lamb-Oseen, ce cas
problématique peut très bien arriver. Considérons l’écoulement dont la vitesse est donnée
par

v0(r) =
Γ

2πr

(
1− e−(r/rc)2)

,

où la recirculation Γ > 0 et rc > 0 est un rayon caractéristique. Ce pro�l est présenté sur
la �gure 8.6 par la courbe verte tandis que la courbe rouge représente le rotationnel qui
s’exprime par

ω0(r) =
Γ

πr2
c
e−(r/rc)2

,

et qui est donc plus concentré au centre du disque de rayon critique rc et tend vers 0 lorsque
l’on s’éloigne du centre. Remarquons que nous avons égalementΦ0 ≥ 0 pour cet écoulement

r = rc

v0(r)

!0(r)

r

Figure 8.6 – Pro�l de vitesse v0(r) du tourbillon de Lamb-Oseen en vert et de son rotationnel
ω0(r) en rouge.

et que donc KC

res = Kres. Puis, comme pour les écoulements présentés précédemment, nous
représentons sur la �gure 8.7 les di�érentes parties de l’ensemble des résonances Kres. On
constate ici une superposition totale de toutes ces parties de sorte que

Kres = R,

et donc il n’y a pas de pulsationω telle que le problème de transport harmonique de Goldstein
soit bien posé.

8.6 Résolution dans le cas résonant : lignes résonantes
L’étude du cas particulier du tourbillon de Lamb-Oseen nous indique qu’il n’est pas com-

pliqué de trouver des écoulements recirculants dans la couronne pour lesquels le problème
du transport harmonique est mal posé à toutes les fréquences :Kres = R. Nous nous plaçons
dans ce cas, �xons ω ∈ Kres, et intéressons nous à ce que l’on peut dire en terme de lignes
résonantes et de la dé�nition d’une solution à l’équation de transport harmonique.
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Figure 8.7 – Projection des segments Im(±Ω∗0 +nΩ0), pour n ∈Z, dans le cas du tourbillon
de Lamb-Oseen.

Dans un premier temps énonçons ce qui se passe dans le cas d’un écoulement en rotation
solide, ce qui apparaîtra comme un cas dégénéré par la suite. La proposition suivante est
immédiate.

Proposition 8.6.1 (Rotation solide). Pour un écoulement en rotation solide (Ω0 constant),
rappelons que KC

res =Kres =Ω0Z, et on a l’alternative suivante :

• Soit ω ∈ Kres, et alors toutes les lignes sont résonantes,

Lres(ω) =
{
{(r,θ) : θ ∈ [0,2π[} : r ∈ [ri , re]

}
.

• Soit ω <Kres, et alors, aucune ligne n’est résonante
Lres(ω) = ∅.

La proposition suivante montre que les lignes résonantes, sauf dans le cas dégénéré de
la rotation solide, sont en nombre limité.

Proposition 8.6.2. Si l’écoulement n’est pas localement une rotation solide, on a

Card(Lres(ω)) <∞.

Preuve. On a, pour r ∈ [ri , re], d’après les dé�nitions 8.2.2 et 8.9 de Lres et Kres, il vient :{
(r,θ) : θ ∈ [0,2π[

}
∈ Lres(ω) ⇔ ω ∈ Kres

⇔ I − e2πAω(r) <GL2(C)

⇔ ∆ω(r)B det
(
I − e2πAω(r)

)
= 0.

Ainsi, {(r,θ) : θ ∈ [0,2π[} ∈ Lres(ω) si et seulement si c’est un zéro du déterminant ∆ω(r).
Compte tenu de l’hypothèse d’analycité faite sur la vitesse de l’écoulement,∆ω est également
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analytique au voisinage du ]ri , re[ et donc possède un nombre �ni de zéros sur le segment
[ri , re]. �

Bien que ce nombre soit �ni, la proposition suivante montre que sous les mêmes hypothèses
que celles de la proposition 8.6.2, le nombre de lignes résonantes augmente avec la fréquence.

Proposition 8.6.3. S’il existe un intervalle ouvert non vide I ⊂ I+ tel queΩ0 n’est pas constant
sur I , alors

Card(Lres(ω)) −−−−−−→
ω→+∞ +∞.

Preuve. Rappelons et employons les notations introduites dans la preuve de la proposi-
tion 8.3.3, pour tout n ∈Z, on a[

nΩ−0 ,nΩ
+
0
] ⊂ Im(Ω∗0 +nΩ0)

ainsi que
ω∗+B sup

r∈I
Ω∗0(r) et ω∗−B inf

r∈I
Ω∗0(r),

et, pour n su�samment grand, disons n ≥ n0 :

I+
n B

[
ω∗+ +nΩ−0 ,ω

∗− +nΩ+
0
]
, ∅.

Il a été montré qu’alors, si l’écoulement n’est pas une rotation solide,

∀n ≥ n0, I+
n ⊂ Im(Ω∗0 +nΩ0) ⊂ Kres.

Or, on a par dé�nition de Lres et de Kres, (8.2.2 et 8.9),

Lres(ω) = {r ∈ [ri , re] : ω ∈ Kres(r)} =
{
r ∈ [ri , re] : ∃n ∈Z, ω = ±Ω∗0(r) +nΩ0(r)

}
.

L’application suivante :

r : n ∈
{
n ≥ n0 : ω ∈ I+

n

}
7−→

{
(rn,θ) : θ ∈ [0,2π[

}
∈ Lres(ω),

où rn ∈ [ri , re] est choisi comme l’une des solutions de ω = Ω∗0(r) + nΩ0(r), dé�nit une
injection. En e�et, si rn1

= rn2
, on obtient que

ω =Ω∗0(rn1
) +n1Ω0(rn2

) =Ω∗0(rn2
) +n2Ω0(rn1

),

ce qui implique que (n1 − n2)Ω0(rn1
) = 0, et comme par hypothèse Ω0 ne s’annule pas, il

vient n1 = n2. Nous en déduisons ainsi la comparaison des cardinaux :

Card
{
n ∈Z : n ≥ n0 et ω ∈ I+

n

}
≤ Card(Lres(ω)) .

Il su�t alors de montrer que Card{n ≥ n0 : ω ∈ I+
n } tend vers +∞ lorsque ω tend lui même
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vers +∞. On a :{
n ≥ n0 : ω ∈ I+

n

}
=

{
n ≥ n0 : ω∗+ +nΩ−0 ≤ω ≤ω∗− +nΩ+

0

}
= Z∩ [n0,+∞[∩

]
−∞, ω −ω

∗
+

Ω−0

]
∩

[
ω −ω∗−
Ω+

0
,+∞

[
= Z∩ [n0,+∞[∩

[
ω −ω∗−
Ω+

0
,
ω −ω∗+
Ω−0

]
.

Or, la longueur de ce dernier intervalle tend vers +∞ lorsque ω tend vers +∞ car

ω −ω∗+
Ω−0

− ω −ω
∗−

Ω+
0

=ω
(

1
Ω−0
− 1
Ω+

0

)
︸        ︷︷        ︸

>0

+
ω∗−
Ω+

0
− ω

∗
+

Ω−0
−−−−−−→
ω→+∞ +∞,

ce qui termine la preuve. �

Illustration pour l’écoulement potentiel perturbé. Illustrons ces résultats en repre-
nant l’exemple de l’écoulement potentiel perturbé que nous déjà analysé à la section 8.5,
pour rappel, nous choisissons v0 de la forme :

v0(r) =
a
r

+ ε où a,ε > 0.

Sur la �gure 8.8, nous avons représenté comme à la section précédente l’ensemble des réso-
nances en noir sur l’axe des abscisses comme résultant de la projection des segments colorés
qui sont les représentations des Im (±Ω∗0 +nΩ0) aux ordonnées ±(|n|+1). Nous avons repré-
senté par une ligne verticale d’équation {r = ω}, en rouge, la valeur de la pulsation choisie,
ici ω = 0.24. Les paramètres de l’écoulement sont choisis comme suit : a = 1 et ε = 0.01.

On constate alors, notamment sur le zoom (graphique de droite), qu’il existe une inter-
section entre la droite {ω = 0.24} avec l’ensemble Im(Ω∗0 + nΩ0) pour n = 1 et avec les
ensembles Im(−Ω∗0 +nΩ0) pour n = 1 et n = 2. Pour chacune de ces intersections, il existe
au moins une ligne résonante correspondante. Pour retrouver en quels rayons r la valeur ω

Figure 8.8 – Intersection de la droite d’équation x = ω, où ω = 0.24, avec les segments
Im(±Ω∗0 +nΩ0). À droite : zoom

est atteinte pour chacune des images, on trace sur le graphique de droite de la �gure 8.9 la
courbe r 7→ |∆(r)| dont les valeurs d’annulation correspondent aux r∗ des lignes résonantes.



224 Chapitre 8. Le cas de l’équation de transport

Nous trouvons ainsi que trois lignes sont résonantes, grossièrement en r∗1 ≈ 1.8, r∗2 ≈ 2.25
et r∗3 ≈ 2.75. Sur le graphique de gauche, on représente chacune de ces lignes résonantes en
rouge {(r∗i ,cos θ) : 0 ≤ θ ≤ 2π)}, i = 1,2,3. Illustrons à présent comment se comportent les

Figure 8.9 – Pulsation �xée àω = 0.24. Gauche : en rouge, les lignes résonantes {(r∗,cos θ) :
0 ≤ θ ≤ 2π)} correspondantes à ∆ω(r∗) = 0. Droite : en bleu, la courbe r 7→ |∆ω(r)|, s’annu-
lant aux r = r∗, rayons correspondant aux lignes résonantes.

lignes résonantes lorsque la pulsation augmente. Sur la �gure 8.10, chaque ligne de trois �-
gures correspond à une pulsation di�érente, respectivement ω1 = 0.06, ω2 = 0.2 et ω3 = 1.
Sur chacune de ces lignes, de gauche à droite, nous représentons les cercles correspondant
aux lignes résonantes {(r∗i ,θ) : 0 ≤ θ ≤ 2π} obtenues pour la pulsation considérée, puis nous
représentons la courbe de la fonction r 7→ |∆ω(r)| et en�n, à droite, l’intersection de la droite
d’équation {ω =ωi} intersectant les images Im(±Ω∗0 +nΩ0) représentées par des segments
de couleurs.

Solutions enprésence de lignes résonantes. Dans le cas générique où l’ensembleLres(ω)
est �ni, notons r1, . . . , rk ∈ [ri , re] ordonnés comme suit ri < ri+1 tels que {(ri ,θ) : θ ∈
[0,2π[} ∈ Lres(ω), on a

·
Dω B

k⋃
i=1

Di(ω),

où
∀i ∈ {1, . . . , k − 1}, Di(ω)B]ri , ri+1[×[0,2π[.

Étant donné un second membre f régulier, puisque sur chaque Dk(ω), la matrice I − e2πAω

est inversible, l’équation (8.15) fournit une solution régulière à l’équation de transport har-
monique. Cependant, des singularités sont présentes aux bord des Dk(ω), là où sont situées
les lignes résonantes, ce qui empêche d’étendre cette solution à l’espace qui nous intéresse :
ξ ∈ L2(D)2, lorsque le second membre est lui-même dans L2(D)2.
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Figure 8.10 – Augmentation du nombre de lignes résonantes lorsque la pulsation augmente.
Chaque ligne correspond à une pulsation : ω = 0.06, 0.2, 1. De gauche à droite : 1) lignes
résonantes en rouge {(r∗i ,θ) : θ ∈ [0,2π]} ; 2) courbe r 7→ |∆ω(r)| tracée en bleu et {y = 0}
en rouge, 3) les Im(±Ω∗0 +nΩ0)
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Après analyse des équations de Goldstein en écoulement domaine-remplissant et uni-
forme à la frontière du domaine, nous nous intéressons dans ce chapitre à un cas typique
d’écoulement qui n’est pas domaine-remplissant : un écoulement recirculant dans une cou-
ronne. Nous avons vu que dans ce cas, l’équation de transport harmonique du couplage des
équations de Goldstein peut ne pas être inversible à certaines fréquences. Dit autrement, à
pulsation ω �xée, il peut exister des lignes de courant fermées de l’écoulement v0 le long
desquelles l’équation de transport, exprimée dans les variables caractéristiques, est mal po-
sée.

Nous verrons que lorsque l’on se place à une pulsation ω hors résonances, nous retrou-
vons le caractère Fredholm des équations de Goldstein en procédant par perturbation comme
nous l’avons fait lors du chapitre précédent pour le cas domaine-remplissant.

Cependant, nous avons vu lors de l’étude de l’équation de transport harmonique qu’il
existe des cas d’écoulements recirculants dans la couronne tels qu’il n’y ait pas de pulsa-
tion non résonante. A une telle fréquence de résonance ω ∈ Kres, l’impossibilité de résoudre
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l’équation de transport fait échouer notre méthode d’analyse par perturbation utilisée jus-
qu’à présent. Bien qu’on ne puisse pas conclure au caractère mal posé du problème couplé
directement, nous verrons que les résonances de l’équation de transport entraînent des sin-
gularités dans les « solutions », qui ne sont plus solutions au sens que nous avons utilisé
jusqu’à présent, ϕ ∈ H1(Ω,ρ0), ξ ∈ H(Ω,v0,ρ0), mais doivent être dé�nies dans des es-
paces de distributions plus grands. Cette analyse est à un stade d’ébauche et sou�re d’un
manque de cadre rigoureux complet. Nous pensons qu’elle est néanmoins intéressante à
présenter car elle répond à plusieurs questions. Les résonances de l’équation de transport se
propagent-elles à tout le système couplé de Goldstein? Quel est le comportement local des
solutions si l’on devait en dé�nir ?

Ce travail reste prospectif en ce sens qu’il ne fournit pas un cadre fonctionnel dans lequel
le problème de Goldstein serait bien posé et permettant une résolution numérique. Cepen-
dant, il s’agit d’un premier pas vers la compréhension des singularités intervenant dans ces
équations, en particulier lorsque l’écoulement possède des recirculations.

9.1 Écriture des équations dans la couronne

Écriture des équations. Pour une géométrie annulaire en présence d’écoulements por-
teurs circulaires, les équations de Goldstein s’écrivent :

ρ0

c2
0

(
− iω+Ω0(r)∂θ

)2
ϕ −∇ ·

{
ρ0(∇ϕ +ξ)

}
= ρ0f ,(

− iω+Ω0(r)∂θ
)
ξ +

(
0 −2Ω0(r)

ω0(r) 0

)
ξ =ω0(r)

(
1
r ∂θϕ−∂rϕ

)
,

(9.1a)

(9.1b)

Conditions aux limites Puisqu’il s’agit d’un problème modèle ne re�étant aucune situa-
tion industrielle en particulier, nous choisissons des conditions aux limites arbitraires. Sur
la frontière intérieure du domaine ∂Di B {r = ri}, nous choisissons une condition de paroi
rigide. C’est-à-dire que la perturbation de la vitesse acoustique v ne traverse pas la paroi :

v ·n = 0 sur ∂Di = {r = ri}.
En faisant le lien avec les inconnues de Goldstein, le tout exprimé sur la frontière intérieure
où n = −er , on trouve :

v ·n = −(∇ϕ +ξ) · er = −∂rϕ − ξr = 0.

Ensuite, sur la frontière extérieure ∂De B {r = re}, nous choisissons une condition de type
rayonnante approchée comme dans le cas de l’écoulement domaine-remplissant. La frontière
sortante étant glissante v0 ·n = 0, il n’y a pas à faire « sortir » ξ du domaine, et nous utilisons
pour faire rayonner ϕ la condition suivante :

(∇ϕ +ξ) ·n = ∂rϕ + ξr = i
ω
c0
λϕ sur ∂De = {r = re},

où λ une fonction strictement positive, que nous prendrons égale à λ = 1. En�n, il ne s’agit
pas d’une condition aux limites proprement dite, mais il nous faut raccorder les inconnues
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par périodicité à cause du choix des coordonnées polaires, et nous imposons :

ϕ(·,0) = ϕ(·,2π),
ξ(·,0) = ξ(·,2π).

Finalement, le problème de Goldstein posé dans la couronne D , en écoulement orthoradial
avec les notations introduites dans cette section s’écrit :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Pour f ∈ L2(D,ρ0), trouver ϕ ∈H1
# (D,ρ0) et ξ ∈H#(D,v0,ρ0) tels que :

ρ0

c2
0

(
− iω+Ω0(r)∂θ

)2
∂θϕ −∇ ·

{
ρ0 (∇ϕ +ξ)

}
= ρ0f ,(

− iω+Ω0(r)∂θ
)
ξ +

(
0 −2Ω0(r)

ω0(r) 0

)
ξ =ω0(r)

(
1
r ∂θϕ−∂rϕ

)
,

Conditions aux limites
∂rϕ(ri , ·) + ξr(ri , ·) = 0 sur ∂Di
∂rϕ(re, ·) + ξr(re, ·) = i

ω
c0
ϕ(re, ·) sur ∂De,

(9.2a)

(9.2b)

(9.2c)

(9.2d)

où les espaces H1
# (D,ρ0) et H#(D,v0,ρ0) sont dé�nis par :

H1
# (D,ρ0)B

{
ϕ ∈H1(D,ρ0) : ϕ(·,0) = ϕ(·,2π)

}
,

H#(D,v0,ρ0)B
{
ξ ∈H(D,v0,ρ0) : ξ(·,0) = ξ(·,2π)

}
.

9.2 Analyse des équations hors résonances du transport :
caractère Fredholm

En suivant la même stratégie d’étude que pour le cas d’un écoulement domaine-remplissant
et uniforme à l’in�ni, nous choisissons de d’abord résoudre l’équation de transport harmo-
nique pour réduire le problème couplé à une équation sur ϕ faisant intervenir l’opérateur
de résolution du transport ξ = Aω,v0

(∇ϕ) puis de voir cet opérateur comme une perturba-
tion d’un écoulement cas potentiel, où l’opérateur serait nul. Cependant, nous avons vu que
l’équation de transport harmonique dans la couronne, présentée au chapitre précédent (8),
n’est inversible que pour un ensemble limité de fréquences. Nous nous plaçons donc dans
cette section à une pulsation ω �xée hors de cet ensemble de résonances dé�ni en 8.9 :

ω <Kres. (9.3)

Grâce à l’estimation a priori pour l’opérateur de transport dans la couronne, voir (8.17), nous
obtiendrons, comme pour le cas d’un écoulement domaine-remplissant, une condition de
coercivité de la partie principale de l’équation de Goldstein, dégradée par rapport au cas
potentiel et faisant intervenir la vorticité de l’écoulement.

Opérateur de résolution de l’équation de transport. Comme nous l’avons vu dans
la section 8.4, la résolution de l’équation de transport harmonique dans la couronne D se
fait de manière explicite. Nous pouvons redé�nir l’opérateur Aω,v0

qui à un terme source
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g = (gr , gθ) ∈ L2(D,ρ0)2 associe ξ =Aω,v0
(g) ∈H#(D,v0,ρ0) solution de

(
− iω+Ω0(r)∂θ

)
ξ +

(
0 −2Ω0(r)

ω0(r) 0

)
ξ =ω0(r)

(
gθ
−gr

)
.

Cet opérateur bien dé�ni car ω < Kres et admet l’expression suivante, tirée de la formule
(8.15) donnée par la proposition 8.4.1 :

Aω,v0
(g)(r,θ) =Ω0(r)−1

(
I − e2πA(r)

)−1
∫ 2π

0
eτA(r)g(r,θ − τ)dτ,

où

A(r) = i
ω

Ω0(r)
+ 2

 0 1
− Φ0(r)

2Ω0(r)2 0

 .
De plus, la proposition 8.4.3 donne l’estimation suivante de cet opérateur :

∀g ∈ L2(D,ρ0)2,
∥∥∥Aω,v0

g
∥∥∥
L2(D,ρ0)2 ≤ C(v0,ω)‖g‖L2(D,ρ0)2 ,

où l’on rappelle que la constante C(v0,ω) est donnée par

C(v0,ω)B 4π sup
ri<r<re

max
{
4π,

∣∣∣Ω∗0(r)
∣∣∣ /Ω0(r)

}
Ω0(r)

∣∣∣∆ω(r)
∣∣∣

∣∣∣∣∣∣e−2iπ
Ω∗0(r)
Ω0(r)

∣∣∣∣∣∣ , (9.4)

et où la grandeur

∆ω(r)B
(
1− e2iπ

ω+Ω∗0(r)
Ω0(r)

)(
1− e2iπ

ω−Ω∗0(r)
Ω0(r)

)
, (9.5)

s’annule pour ω ∈ Kres(r). Le problème de Goldstein dans la couronne (9.2) se ramène donc,
en utilisant l’opérateur Aω,v0

, à∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Pour f ∈ L2(D,ρ0), trouver ϕ ∈H1
# (D,ρ0) tel que :

ρ0

c2
0

(
− iω+Ω0(r)∂θ

)2
∂θϕ −∇ ·

{
ρ0

(
∇ϕ +Aω,v0

(∇ϕ)
)}

= ρ0f ,

Conditions aux limites(
∇ϕ +Aω,v0

(∇ϕ)
)
·n = 0 sur ∂Di ,(

∇ϕ +Aω,v0
(∇ϕ)

)
·n = i

ω
c0
ϕ sur ∂De.

(9.6a)

(9.6b)

(9.6c)

Formulation variationnelle. Ce problème admet la formulation variationnelle suivante :∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Pour f ∈ L2(D,ρ0), trouver ϕ ∈H1

# (D,ρ0) telle que pour tout ψ ∈H1
# (D,ρ0) :

a#
gold(ϕ,ψ) + b#

gold(ϕ,ψ) =
∫
D
ρ0f ψ,

(9.7)

(9.8)
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où :
a#
gold(ϕ,ψ) = a#

pot(ϕ,ψ) +
∫
D
ρ0Aω,v0

(∇ϕ) ·∇ψ,

a#
pot(ϕ,ψ) =

∫
D
ρ0

[
∇ϕ ·∇ψ + (M0 ·∇ϕ)(M0 ·∇ψ) +ϕψ

]
+
∫
∂De

ik0ϕψ,

et
b#
gold =

∫
D
ρ0

[
−(1 + k2

0)ϕψ − ik0(M0 ·∇ϕ)ψ + ik0ϕ(M0 ·∇ψ)
]
,

et l’on rappelle les notations usuelles :

k0 =
ω
c0

et M0 =
v0

c0
.

Caractère Fredholm. Le théorème suivant est le pendant de celui obtenu dans le cas d’un
écoulement domaine-remplissant, voir 6.3.5, pour le cas de la couronne hors résonances. Par
la même méthode de perturbation, on obtient :

Théorème 9.2.1. Sous l’hypothèse ω < Kres, le problème de Goldstein dans la couronne (9.6)
relève de l’alternative de Fredholm sous la condition :

1− inf
ri<r<re

(
v0(r)
c0(r)

)2

> ‖ω0‖∞C(v0,ω). (9.9)

En particulier,

– la forme sesquilinéaire a#
gold est coercive sous la condition (9.9) ;

– la forme sesquilinéaire b#
gold est associée à un opérateur compact.

Preuve. La démonstration de ce théorème est identique à celle du théorème 6.3.5. La coer-
civité de a#

gold découle de même de celle de a#
pot , dont la constante est dégradée par le terme

de perturbation dû au transport.
En�n la compacité de b#

gold est simple à obtenir car, comme il n’y a pas de frontière
entrante dans le cas de la couronne, il n’y a pas de terme de bord correspondant à la condition
de sortie pour ξ. �

Remarque 9.2.2. Remarquons que la condition de coercivité (9.9) obtenue impose que l’équa-
tion de transport soit une petite perturbation de l’équation d’Helmholtz convectée du modèle
potentiel. Ainsi, le rotationnel de l’écoulement, ω0, doit être su�samment petit. De plus, pour
que le transport de l’inconnue hydrodynamique reste une petite perturbation, il est nécessaire
que la constante C(v0,ω) soit également petite et en particulier ω doit être loin de l’ensemble
des fréquences de résonance Kres. En e�et, d’après les expression dénominateur |∆ω(r)|, (9.5),
intervenant dans C(v0,ω), (9.4), on voit que :

C(v0,ω) −−−−−−−−−−−−−→
dist(ω,Kres)→0

+∞.

La constante C(v0,ω) n’a pas d’estimation simple et les conditions données ci-dessus donnent
simplement une idée physique de ce que l’écoulement doit véri�er pour qu’elle soit petite. En
pratique, cette constante peut être grande et la condition (9.9) est di�cilement véri�ée.
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Unicité? Tous nos théorèmes n’ont jusqu’ici donné que le caractère Fredholm de l’équa-
tion de Goldstein. Son caractère bien posé est alors équivalent à l’existence ou à l’unicité de
solutions. Nous verrons que nous ne pouvons pas l’obtenir pour de bonnes raisons, même
hors fréquence de résonance. En e�et, il existe un autre phénomène de résonance, appa-
raissant à d’autres lignes, dites critiques, pouvant rendre le problème mal posé à certaines
fréquences ! Nous analyserons cela dans le prochain paragraphe. Nous étudierons le système
de Goldstein à l’aide d’une décomposition sur les modes de Fourier, où nous pro�terons du
caractère périodique de la géométrie.

9.3 Mise sous forme modale des équations de Goldstein

Exploitons à présent le caractère périodique de la géométrie en la variable θ et dévelop-
pons ϕ et ξ en série de Fourier de la manière suivante :

ϕ(r,θ) =
∑
n∈Z

ϕn(r)einθ et ξ(r,θ) =
∑
n∈Z

ξn(r)einθ, (9.10)

où, pour tout n ∈ Z, on a ϕn ∈ H1(]ri , re[,ρ0) et ξn ∈ L2(]ri , re[,ρ0)2. Puis cherchons les
équations satisfaites par ces modes ϕn et ξn. Le second membre génériquement appelé f ∈
L2(D), est également décomposé sur ses modes de Fourier :

f (r,θ) =
∑
n∈Z

f n(r)einθ. (9.11)

Avant de remplacer ϕ et ξ dans les équations de Goldstein (9.2), introduisons des nota-
tions qui nous seront utiles. L’opérateur de dérivée convective en régime harmonique, Dω,
devient, exprimé sur le mode de Fourier n ∈Z, une simple multiplication par iαn où

αnB −ω+nΩ0. (9.12)

Ainsi, la première équation du couplage de Goldstein s’écrit, sur le mode de Fourier n ∈Z :

−rρ0

c2
0

(αn)2ϕn − d
dr

(
rρ0

dϕn

dr
+ rρ0ξ

n
r

)
+ ρ0

n2

r
ϕn − inρ0ξ

n
θ = rρ0f

n.

L’équation de transport, exprimée sur les modes de Fourier, ne contient donc plus d’opéra-
teur di�érentiel agissant sur ξn, elle s’écrit sous la forme de la simple équation matricielle
suivante : (

iαn −2Ω0
ω0 iαn

)
ξn =ω0


in
r
ϕn

−dϕ
n

dr

 .
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Nous obtenons ainsi le problème de Goldstein écrit sur les modes de Fourier :

− d
dr

(
rρ0

dϕn

dr
+ rρ0ξ

n
r

)
+ rρ0

(nr )2
−
(
αn

c2
0

)2ϕn − inρ0ξ
n
θ = rρ0f

n,(
iαn −2Ω0
ω0 iαn

)(
ξnr
ξnθ

)
=ω0

( in
r ϕ

n

−dϕndr

)
.

Conditions aux limites :
dϕn

dr
(ri , ·) + ξnr (ri , ·) = 0,

dϕn

dr
(re, ·) + ξnr = i

ω
c0
ϕn(re, ·)

(9.13a)

(9.13b)

(9.13c)

(9.13d)

9.4 Retour sur le caractère bien posé hors fréquence de
résonance du transport.

Dans cette section, nous souhaitons revenir sur l’étude du couplage de Goldstein, hors
des résonances de l’équation de transport, grâce à une étude mode de Fourier par mode de
Fourier. Nous nous plaçons donc à ω ∈R tel que :

ω <Kres.

9.4.1 Réduction des équations à une équation di�érentielle scalaire

L’hypothèse ω < Kres nous permet d’inverser l’équation de transport modale pour tous
les modes n ∈ Z et de réduire le couplage de Goldstein à une famille d’équations di�éren-
tielles ne portant que sur l’inconnue ϕn, que nous allons ensuite étudier.

Lemme 9.4.1 (Inversion modale du transport). Nous avons les deux propriétés suivantes :

(i) Dé�nissons, pour tout n ∈Z,

βn(r)B αn(r)2 −Ω∗0(r)2. (9.14)

On a le lien suivant avec l’ensemble KC

res :

ω <KC

res ⇔ ∀n ∈Z, ∀r ∈ [ri , re], β
n(r) , 0.

(ii) Si ω <KC

res, alors quel que soit n ∈Z et pour tout ϕn ∈H1(]ri , re[) �xé, l’équation

(
iαn −2Ω0
ω0 iαn

)
ξn =ω0


in
r
ϕn

−dϕ
n

dr
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est inversible et ξn s’exprime par
ξnr =

ω0

βn

(
αn
n
r

+ 2Ω0
d
dr

)
ϕn

ξnθ = i
ω0

βn

(
ω0
n
r

+αn
d
dr

)
ϕn,

(9.15a)

(9.15b)

Preuve. Ces deux petits résultats sont immédiats, donnons brièvement les calculs.

(i) On a l’équivalence :

∃(n,rn) ∈Z× [ri , re] / β
n(rn) = 0 ⇔

 ∃(n,rn) ∈Z× [ri , re] /

(−ω+nΩ0(rn))2 −Ω∗0(rn)2 = 0

⇔ ω ∈
⋃
n∈Z

Im(Ω∗0 +nΩ0)∪ Im(−Ω∗0 +nΩ0),

et l’on conclut avec à l’expression (8.11) que nous avions trouvée de KC

res.

(ii) Résoudre l’équation (9.13b) nécessite de pouvoir inverser la matrice de déterminant :

det
(
iαn −2Ω0
ω0 iαn

)
= −(αn)2 + 2Ω0ω0 = −βn.

Le point (i) nous garantit donc que, sous l’hypothèse que ω <KC

res, ce déterminant est
non nul, et on a l’expression de l’inverse de la matrice :(

iαn −2Ω0
ω0 iαn

)−1

= − 1
βn

(
iαn 2Ω0
−ω0 iαn

)
,

il vient ainsi l’expression annoncée de ξn

ξn = − 1
βn

(
iαn 2Ω0
−ω0 iαn

)(
ω0

in
r ϕ

n

−ω0
dϕn

dr

)
= − 1

βn

−ω0
n
rϕ

n − 2Ω0ω0
dϕn

dr

−ω2
0
in
r ϕ

n − iαnω0
dϕn

dr

 .
�

Le lemme précédent nous permet de réduire le système d’équations de Goldstein en une
simple équation di�érentielle pour chaque mode. Nous avons la proposition suivante.

Proposition 9.4.2 (Équations modales résolues en ξ). Soit ω ∈ R, supposons que ω < Kres.
Si (ϕn,ξn) est solution de l’équation de Goldstein modale (9.13), alors ϕn satisfait l’équation
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di�érentielle : ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

− d
dr

(
rρ0s

ndϕ
n

dr

)
+ rρ0m

nϕn = rρ0f
n,

Conditions aux limites :

rρ0s
ndϕ

n

dr
= −ρ0nω0

αn

βn
ϕn, en r = ri

rρ0s
ndϕ

n

dr
=

(
−ρ0nω0

αn

βn
+ irρ0

ω
c0

)
ϕn, en r = re

(9.16a)

(9.16b)

(9.16c)

où

snB
(αn)2

βn
,

mn =
(n
r

)2 (αn)2

βn
−
(
αn

c0

)2

− n
r

(ρ0ω0)′

ρ0

αn

βn
+
nω0

r
αn

(βn)′

(βn)2 ,

et ξn est donné par (9.15).

Réciproquement, si ϕn est solution de l’équation di�érentielle (9.16), alors en posant ξn

comme dé�ni par la formule (9.15), (ϕn,ξn) satisfait le système de Goldstein modal (9.16)

Bien que la preuve soit un peu fastidieuse, elle comporte quelques transformations cal-
culatoires que nous souhaitons détailler.

Preuve. On a

−rρ0

c2
0

(αn)2ϕn− d
dr

(
rρ0

dϕn

dr
+ rρ0ξ

n
r

)
︸                       ︷︷                       ︸

=I

−in
(
ρ0
in
r
ϕn + ρ0ξ

n
θ

)
︸                    ︷︷                    ︸

=II

= rρ0f
n.

En remplaçant ξnr par son expression (9.15a) trouvée en fonction de ϕn, on a

I = − d
dr

(
rρ0

dϕn

dr
+ rρ0ξ

n
r

)
= − d

dr

(
rρ0

dϕn

dr
+ rρ0

ω0

βn
αn
n
r
ϕn + rρ0

ω0

βn
2Ω0

dϕn

dr

)
= − d

dr

(
rρ0

βn + 2Ω0ω0

βn
dϕn

dr
+nρ0ω0

αn

βn
ϕn

)
,

et puisque que βn + 2Ω0ω0 = (αn)2, on a

I = − d
dr

(
rρ0

dϕn

dr
+ rρ0ξ

n
r

)
= − d

dr

(
rρ0

(αn)2

βn
dϕn

dr

)
−nρ0ω0

αn

βn
dϕn

dr
−n

(
ρ0ω0

αn

βn

)′
ϕn.

Ensuite, en remplaçant ξnθ par son expression (9.15b) en fonction de ϕn, on trouve

II = −in
(
ρ0
in
r
ϕn + ρ0ξ

n
θ

)
= ρ0

n2

r
ϕn +nρ0

ω0

βn

(
ω0
n
r
ϕn +αn

dϕn

dr

)
= rρ0

[(n
r

)2
+
(nω0

r

)2 1
βn

]
ϕn +nρ0ω0

αn

βn
dϕn

dr
.
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Ainsi, en regroupant et simpli�ant les termes, on a �nalement

− d
dr

(
rρ0

(αn)2

βn
dϕn

dr

)
+ rρ0

(nr )2
−
(
αn

c0

)2

+
(nω0

r

)2 1
βn
− n
rρ0

(
ρ0ω0

αn

βn

)′ϕn = rρ0f
n,

et ainsi

mn =
(n
r

)2
−
(
αn

c0

)2

+
(nω0

r

)2 1
βn
− n
rρ0

(
ρ0ω0

αn

βn

)′
.

Ensuite, développons le dernier terme pour simpli�er mn,

n
rρ0

(
ρ0ω0

αn

βn

)′
=
n
r

(ρ0ω0)′

ρ0

αn

βn
+
nω0

r

(
(αn)′

βn
−αn (βn)′

(βn)2

)
.

Remarquons, en utilisant que

(αn)′ = (−ω+nΩ0)′ = nΩ′0 = n
(
v′0
r
− v0

r2

)
=
n
r

(
v′0 +

v0

r︸  ︷︷  ︸
=ω0

−2
v0

r

)
=
n
r

(ω0 − 2Ω0) ,

la simpli�cation intéressante entre les termes suivants(n
r

)2
+
(nω0

r

)2 1
βn
− nω0

r

(αn)′

βn
=

(n
r

)2
+
(nω0

r

)2 1
βn
− n

2ω0

r2
ω0 − 2Ω0

βn

=
(n
r

)2
(
1 +

2Ω0ω0

βn

)
=

(n
r

)2 (αn)2

βn
.

Ce qui démontre l’expression voulue pour mn :

mn =
(n
r

)2 (αn)2

βn
−
(
αn

c0

)2

− n
r

(ρ0ω0)′

ρ0

αn

βn
+
nω0

r
αn

(βn)′

(βn)2 .

Les conditions aux limites s’expriment alors aisément en remplaçant ξnr et ξnθ par leurs ex-
pressions en fonction de ϕn dans (9.13d) et (9.13c). �

9.4.2 Notion de résonances et de lignes critiques

Nous pouvons à présent nous intéresser au caractère bien posé de l’équation modale hors
fréquence de résonance.

Le problème aux limites obtenu (9.16) entre dans la théorie classique des équations dif-
férentielles ordinaires avec conditions aux limites, que l’on ne peut étudier dans l’espace
H1(]ri , re[), comme nous le faisons ici, que lorsque les coe�cients sn et mn ont le bon com-
portement, en particulier dans les cas où
• sn et mn ne sont pas singuliers sur l’intervalle [ri , re] ;
• sn ne s’annule pas sur l’intervalle [ri , re].
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On remarque que choisir une fréquence qui n’est pas une fréquence de résonance de l’équa-
tion de transport permet de garantir que le coe�cient sn n’est pas singulier dans le do-
maine d’intérêt, car dans ce cas βn ne s’annule pas, et ce pour tout n ∈Z. Cependant, nous
voyons une di�culté supplémentaire apparaître : il se peut que αn s’annule pour certaines
fréquences et certaines valeurs de n ∈ Z. Et une annulation de αn entraîne une annulation
du coe�cient sn. Pour le mode n ∈Z, s’il existe une ligne r = rnc qui annule αn :

αn(r) = −ω+nΩ0(r) = 0,

alors, l’équation (9.16) dégénère en la valeur r = rnc . Cela nous amène à dé�nir un second
ensemble de résonances.

Dé�nition 9.4.3 (Fréquences de résonance critiques). On appelle ensemble de fréquences de
résonance critiques l’ensemble suivant

Kcrit B
⋃
n∈Z
Kncrit ⊂R, (9.17)

où chaque Kncrit correspond aux possibilités d’annulation de αn :

∀n ∈Z, Kncrit B
{
ω ∈R : ∃rnc ∈ [ri , re] / α

n(rnc ) = 0
}
.

On a alors simplement, pour tout n ∈Z,

Kncrit = n Im(Ω0). (9.18)

De même que pour les lignes résonantes du transport, on sera amené à adopter égale-
ment le point de vue à fréquence �xée, à chercher quelles sont les lignes sur lesquelles les
problèmes apparaissent. On a la dé�nition suivante.

Dé�nition 9.4.4 (Lignes de résonance critiques). Soit ω ∈ R �xée, pour rc ∈ [ri , re], la ligne
{(rc,θ) : 0 ≤ θ < 2π} est une ligne critique à la fréquence ω s’il existe n ∈ Z tel que −ω +
nΩ0(rc) = 0 :

Lcrit(ω)B
{
{(rc,θ) : 0 ≤ θ < 2π} : ∃n ∈Z / −ω+nΩ0(rc) = 0

}
. (9.19)

Ces lignes de résonance critiques ne sont pas dues aux recirculations de la classe d’écou-
lements que nous étudions dans cette partie. En e�et, on trouve par exemple dans [80] l’étude
d’un écoulement cisaillé dans un guide cylindrique à section circulaire, l’écoulement étant
dans le sens de l’axe du guide. Ces lignes critiques sont connues pour induire des singula-
rités dans la fonction de Green des équations d’Euler linéarisées, aux endroits de l’espace
où la « fréquence locale » due à l’e�et Doppler s’annule. En d’autres termes, les singularités
apparaissent aux endroits de l’espace où le symbole de la dérivée convective s’annule, ici
ce symbole est bien αn pour le mode n ∈ Z. Nous étudierons dans notre cas d’écoulement
circulaire ces singularités plus tard dans le chapitre.

La très simple proposition suivante montre que les hautes fréquences entraînent toujours
l’existence de lignes critiques, à l’exception de l’écoulement en rotation solide. Ce résultat
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est l’analogue de celui de la proposition 8.4.1 pour l’ensemble des fréquences de résonance
Kres.

Proposition 9.4.5. Si l’écoulement n’est pas une rotation solide, c’est-à-dire si Ω0 n’est pas
une constante, alors il existe deux pulsations, ω−c et ω+

c telles que

]−∞,ω−c ] ⊂ Kcrit et [ω+
c ,+∞[⊂ Kcrit.

Preuve. La preuve est très simple, en notant

Im(Ω0) = [Ω−0 ,Ω
+
0 ],

avec Ω+
0 −Ω−0 > 0. Alors pour n ∈ Z, il y a recouvrement entre Kncrit = [nΩ−0 ,nΩ

+
0 ] et

l’intervalle suivant Kn+1
crit = [(n+ 1)Ω−0 , (n+ 1)Ω+

0 ] si et seulement si

nΩ+
0 > (n+ 1)Ω−0 ⇔ n >

Ω−0
Ω+

0 −Ω−0
.

Et donc, à partir d’un certain rang n0, tous les intervalles se recouvrent du côté de +∞. Il
existe donc ω+

c tel que [ω+
c ,+∞[⊂ Kcrit . On procède de même du côté de −∞. �

Remarque 9.4.6. Ces deux phénomènes de résonance n’apparaissent que lorsque l’on considère
un écoulement non potentiel. En e�et, pour un écoulement potentiel, on sait a priori que ξ = 0
et puisqu’alors βn = (αn)2 il vient :

sn = 1 et mn =
(n
r

)2
−
(
αn

c0

)2

.

Ainsi, aucune équation modale ne comporte de singularité, pour aucune valeur de ω.

9.4.3 Caractère bien posé hors fréquence de résonance du transport
et critique

Analyse mode par mode. En évitant les fréquences de résonance du transport ainsi que
les fréquences critiques nouvellement introduites, on est capable de montrer que l’équation
de Goldstein est bien posée. Commençons par donner la formulation variationnelle du pro-
blème associé.

Proposition 9.4.7. Sous l’hypothèse queω <Kres, le problème de Goldstein (9.16) réduit et as-
socié au mode n ∈Z, muni des conditions aux limites (9.16c) et (9.16b), admet pour formulation
variationnelle le problème suivant∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Pour f n ∈ L2(]ri , re[,ρ0), trouver ϕn ∈H1(]ri , re[,ρ0) telle que :

∀ψ ∈H1(]ri , re[,ρ0), an(ϕn,ψ) =
∫ re

ri

rρ0f
nψdr, (9.20)
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où

an(ϕ,ψ)B
∫ re

ri

rρ0

sn dϕdr dψdr +mnϕψ

dr −
(
ρ0nω0

αn

βn
ϕψ

)
(ri)

+
(
ρ0nω0

αn

βn
ϕψ − ireρ0

ω
c0
ϕψ

)
(re)

Puis, énonçons le caractère bien posé de l’équation modale, pour chaque mode.

Proposition 9.4.8. Sous l’hypothèse que

ω <Kres ∪Kcrit,
alors, pour tout n ∈ Z, le problème (9.20) est bien posé. En particulier, le problème relève de
l’alternative de Fredholm et l’unicité est garantie par les conditions aux limites.

Preuve. Sous l’hypothèse que ω <Kres∪Kcrit , les fonctions αn et βn ne s’annulent pas sur
[ri , re] et donc sn = (αn)2/βn non plus et n’est pas singulier. Ainsi, sn est de signe constant,
et quitte à multiplier l’équation par −1, supposons que sn > 0, ce qui garantit la coercivité
du terme ∫ re

ri

rρ0s
ndϕ

dr

dψ

dr
+ rρ0ϕψdr.

Ainsi, le problème relève de l’alternative de Fredholm.
Montrons l’unicité. Soit ϕn solution de l’équation homogène, alors en prenant comme

fonction test ψ = ϕn, il vient an(ϕn,ϕn) = 0, et en en prenant la partie imaginaire :

0 = Im
(
an(ϕn,ϕn)

)
= −reρ0(re)

ω
c0(re)

|ϕn(re)|2.

D’où l’on déduit que ϕn(re) = 0 puis en utilisant la condition aux limites (9.16c), on trouve
que (ϕn)′(re) = 0, ce qui montre �nalement que ϕn = 0 et termine la preuve. La théorie de
Fredholm est peut être un peu disproportionnée pour analyser ce cas qui relève de la théorie
des équations di�érentielles linéaires à coe�cients réguliers. Cependant, elle nous permet
de garder un style plus constant de présentation. �

Reconstructionmodale. Dans ce paragraphe, nous souhaitons reconstruire la solutionϕ
à partir des composantes modales ϕn puisqu’elles sont bien dé�nies de façon unique d’après
l’étude au paragraphe précédent. Pour ce faire, nous établissons un lemme d’estimation des
coe�cients de la formulation variationnelle qui nous permettra de déduire des estimations
en norme L2 etH1 deϕn, pour ensuite pouvoir sommer ces modes de Fourier. Nous constate-
rons que pour |n| grand, le problème est coercif sous la condition habituelle que l’écoulement
ait un rotationnel qui ne soit pas trop fort, en plus d’être subsonique, condition déjà apparue
dans le modèle potentiel.

Lemme 9.4.9 (Estimations). Nous avons les propriétés suivantes.

(i) Pour tout réel κ < 1, il existe n0 ∈N, tel que

∀|n| ≥ n0, ∀r ∈ [ri , re], sn(r) ≥ κ.
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(ii) Sous la condition

inf
ri<r<re

1−
(
v0(r)
c0(r)

)2

+ 2
(
ω0(r)2 − 2Ω0(r)ω0(r)

) > 0, (9.21)

il existe deux constantes n0 ∈N et C > 0 telles que :

∀|n| ≥ n0, ∀r ∈ [ri , re], mn(r) ≥ Cn2.

Preuve. Nous détaillons d’avantage le premier cas car il fait intervenir moins de notations
et donc est plus simple à présenter.

(i) Soit κ < 1. On peut ré-écrire sn sous la forme :

sn =
(αn)2

βn
=

(αn)2

(αn)2 − (Ω∗0)2 = 1 +
(Ω∗0)2

(αn)2 − (Ω∗0)2 .

Or, on rappelle que par hypothèse

∀r ∈ [ri , re], 0 <Ω−0 ≤Ω0(r)

et puisque αn(r) = −ω+nΩ0(r), il vient

∀n ∈N, ∀r ∈ [ri , re], α
n(r) ≥ −ω+nΩ−0 ,

∀n ∈Z−, ∀r ∈ [ri , re], α
n(r) ≤ −ω+nΩ−0 .

On en déduit que

inf
ri<r<re

αn(r) −−−−−−→
n→+∞ +∞, et sup

ri<r<re
αn(r) −−−−−−→

n→−∞ −∞.

Ainsi, lorsque |n| tend vers +∞, on trouve que infri<r<re α
n(r)2 diverge vers +∞.

Ainsi, pour |n| assez grand, on a (αn)2 − (Ω∗0)2 > 0 sur tout [ri , re] et donc l’inégalité

κ ≤ 1 +
(Ω∗0)2

(αn)2 − (Ω∗0)2

est équivalente à −κ
1−κ (Ω∗0)2 ≤ (αn)2,

qui est véri�ée dès lors que infri<r<re α
n(r)2 est supérieur au maximum de la fonction

−κ(Ω∗0)2/(1−κ).

• Rappelons l’expression du coe�cient mn.

mn =
(n
r

)2 (αn)2

βn
−
(
αn

c0

)2

− n
r

(ρ0ω0)′

ρ0

αn

βn
+
nω0

r
αn

(βn)′

(βn)2 .

Nous allons analyser quels sont les coe�cients dominants lorsque |n| est grand. D’une
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part, on a la ré-organisation suivante pour le premier groupe de termes :(n
r

)2 (αn)2

βn
−
(
αn

c0

)2

=
(n
r

)2
 (αn)2

(αn)2 − (Ω∗0)2 −
(
−rω
c0

+
v0

c0

)2
=

(n
r

)2
1−

(
v0

c0

)2+
(n
r

)2 (Ω∗0)2

(αn)2 − (Ω∗0)2 + 2
ωΩ0

c2
0

n−
(
ω
c0

)2

,

dont le coe�cient dominant fait apparaître la quantité classique 1 − (v0/c0)2 qui im-
pliquera que l’écoulement doit être choisi subsonique.
Puis, analysons le terme suivant,

−n
r

(ρ0ω0)′

ρ0

αn

βn
= −(ρ0ω0)′

ρ0

n2Ω0 −ωn
(nΩ0 −ω)2 − (Ω∗0)2 ,

qui ne contient donc pas de terme en n2. En�n, le dernier terme s’écrit

nω0

r
αn

(βn)′

βn
=
ω0

r
n (−ω+nΩ0)

2(αn)′αn − (2Ω0ω0)′

(nΩ0 −ω)2 − (Ω∗0)2

=
ω0

r

(
n2Ω0 −ω+n

) 2n2Ω′0Ω0 − 2nωΩ′0 − (Ω∗0)2

(nΩ0 −ω)2 − (Ω∗0)2
,

et le coe�cient dominant lorsque n est grand est

ω0

r
n2Ω0

2Ω′0Ω0

Ω2
0

=
n2

r
2Ω′0ω0,

qui se simpli�e grâce à ω0 = 2Ω0 + rΩ′0 en

2
(n
r

)2 (
ω2

0 − (Ω∗0)2
)
.

Il n’a cependant a priori pas de signe particulier, sauf dans le cas notable intéressant
où (Ω∗0)2 = 2Ω0ω0 ≥ 0 sur tout l’intervalle [ri , re] (i.e. pour I+ = [ri , re]).

Résumons, le coe�cient dominant de mn lorsque |n| est grand s’écrit sous donc sous
la forme (n

r

)2
1−

(
v0

c0

)2

+ 2
(
ω2

0 − 2Ω0ω0

) ,
qui permet de conclure sur l’estimation de mn en utilisant l’hypothèse que ce coe�-
cient dominant est minoré par un nombre strictement positif.

�

Nous pouvons alors montrer les estimations suivantes de ϕn uniformément en n et ga-
rantir la reconstruction de ϕ.

Théorème 9.4.10 (Reconstruction modale). Soit ω ∈ R tel que ω < Kres ∪ Kcrit . Soit f ∈
L2(D) et soient (f n)n∈Z les modes de Fourier associés (9.11). Pour tout n ∈Z, soit ϕn l’unique
solution du problème modal (9.20) associée au second membre f n ∈ L2(]ri , re[).
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Sous les conditions
inf

ri<r<re

1−
(
v0(r)
c0(r)

)2

+ 2
(
ω0(r)2 − 2Ω0(r)ω0(r)

) > 0,

∀r ∈ {ri , re}, C2
i

∣∣∣∣∣ρ0(r)
ω0(r)
Ω0(r)

∣∣∣∣∣ < 1
2

(9.22a)

(9.22b)

où Ci > 0 est la constante de continuité de l’injection de SobolevH1(]ri , re[, rρ0) ↪−→ C0([ri , re])
(indépendante de n), alors, il existe une constante c > 0 et un seuil n0 ∈N, tels que les estima-
tions suivantes aient lieu,

(i) en norme H1 :

∀|n| ≥ n0, ‖ϕn‖H1(]ri ,re[,rρ0) ≤ c ‖f n‖L2(]ri ,re[,rρ0),

(ii) et plus précisément pour la norme L2 :

∀|n| ≥ n0, n2 ‖ϕn‖L2(]ri ,re[,rρ0) ≤ c ‖f n‖L2(]ri ,re[,rρ0).

Ainsi,
∑
n ‖ϕn‖2H1 et

∑
nn

2 ‖ϕn‖2
L2 sont convergentes et on en déduit que

ϕ(r,θ) =
∑
n∈Z

ϕn(r)einθ,

et est l’unique solution du problème de Goldstein dans la couronne (9.2).
Preuve. Soit ϕn l’unique solution du problème modal correspondant à n ∈ Z. En utilisant
comme fonction test ϕn dans la formulation variationnelle, on obtient que

Re
(
an(ϕn,ϕn)

)
=Re

(∫ re

ri

rρ0f
nϕn

)
≤ ‖f n‖L2(]ri ,re[,rρ0)‖ϕn‖L2(]ri ,re[,rρ0).

Puis, nous cherchons à minorer le membre de gauche de deux manières pour obtenir les
estimations (i) et (ii).

(i) En utilisant les estimations démontrées au lemme 9.4.9, pour tout κ < 1, il existe un
seuil n0 ∈N et une constante C > 0, tels que pour tout |n| ≥ n0,

sn ≥ κ et mn ≥ Cn2 ≥ κ. (9.23)

On en déduit que pour tout |n| ≥ n0,

Re
(
an(ϕn,ϕn)

)
≥ κ

∥∥∥∥∥dϕndr
∥∥∥∥∥2

H1(]ri ,re[,rρ0)
+κ ‖ϕn‖2L2(]ri ,re[,rρ0)

+ ρ0(re)ω0(re)
nαn(re)
βn(re)

|ϕn(re)|2 − ρ0(ri)ω0(ri)
nαn(ri)
βn(ri)

|ϕn(ri)|2.

En utilisant l’injection de SobolevH1(]ri , re[, rρ0) ↪−→ C0([ri , re]), dont nous avons noté
la constante de continuité Ci :

∀r ∈ {ri , re}, |ϕn(r)|2 ≤ C2
i ‖ϕn‖2H1(]ri ,re[,rρ0),
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il vient,

Re
(
an(ϕn,ϕn)

)
≥ κ ‖ϕn‖2H1(]ri ,re[,rρ0) −C2

i

∣∣∣∣∣ρ0(re)ω0(re)
nαn(re)
βn(re)

∣∣∣∣∣‖ϕn‖2H1(]ri ,re[,rρ0)

−C2
i

∣∣∣∣∣ρ0(ri)ω0(ri)
nαn(ri)
βn(ri)

∣∣∣∣∣‖ϕn‖2H1(]ri ,re[,rρ0).

Comme de plus, en utilisant l’hypothèse (9.22b), on a la convergence suivante

∀r ∈ [ri , re], C2
i

∣∣∣∣∣ρ0(r)ω0(r)
nαn(r)
βn(r)

∣∣∣∣∣ −−−−−−−→|n|→+∞
C2
i

∣∣∣∣∣ρ0(r)
ω0(r)
Ω0(r)

∣∣∣∣∣ < 1
2
,

il existe ε > 0 tel que, quitte à augmenter n0, on a

∀|n| ≥ n0, ∀r ∈ {ri , re}, −C2
i

∣∣∣∣∣ρ0(r)ω0(r)
nαn(r)
βn(r)

∣∣∣∣∣ > −1− ε
2
.

On a ainsi trouvé la minoration suivante

Re
(
an(ϕn,ϕn)

)
≥ (κ+ ε − 1)‖ϕn‖2H1(]ri ,re[,rρ0).

Or, on peut choisir κ tel que 1 > κ > 1−ε quitte à augmenter une nouvelle fois le seuil
n0, et donc on peut supposer que

ν B κ+ ε − 1 > 0.

On a donc trouvé que

ν ‖ϕn‖2H1(]ri ,re[,rρ0) ≤ ‖ϕn‖L2(]ri ,re[,rρ0)‖f n‖L2(]ri ,re[,rρ0)

≤ ‖ϕn‖H1(]ri ,re[,rρ0)‖f n‖L2(]ri ,re[,rρ0),

ce qui démontre l’estimation voulue en norme H1 pour ϕn avec c = 1/ν > 0.

(ii) Pour l’estimation �ne de la norme L2, on refait les mêmes calculs en utilisant l’inégalité
plus précise mn ≥ Cn2 à la place de mn ≥ κ de (9.23) il vient :

∀|n| ≥ n0, Re
(
an(ϕn,ϕn)

)
≥ κ

∥∥∥∥∥dϕndr
∥∥∥∥∥2

L2(]ri ,re[,rρ0)
+Cn2‖ϕn‖2L2(]ri ,re[,rρ0) − (1− ε)‖ϕn‖2H1(]ri ,re[,rρ0)

≥ (κ+ ε − 1)
∥∥∥∥∥dϕndr

∥∥∥∥∥2

L2(]ri ,re[,rρ0)
+n2

(
C +

ε − 1
n2

)
‖ϕn‖2L2(]ri ,re[,rρ0).

Et donc, quitte une nouvelle fois à augmenter le seuil n0, il existe c > 0 telle que C +
(ε − 1)/n2 > 1/c > 0 pour tout |n| ≥ n0 et on a donc :

∀|n| ≥ n0, Re
(
an(ϕn,ϕn)

)
≥ n

2

c
‖ϕn‖2L2(]ri ,re[,rρ0).
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En�n, on conclut de même en combinant les estimations

n2

c
‖ϕn‖2L2(]ri ,re[,rρ0) ≤ ‖ϕn‖L2(]ri ,re[,rρ0)‖f n‖L2(]ri ,re[,rρ0),

ce qui termine la preuve des estimations.

Expliquons brièvement la reconstruction, qui est classique. f étant dans L2(D,ρ0), par
le théorème de Parseval, il vient que

∑
n ‖f n‖2L2(]ri ,re[,rρ0) est convergente et :

‖f ‖2L2(D,ρ0) =
+∞∑
n=−∞

‖f n‖2L2(]ri ,re[,rρ0).

Ainsi, les majorations∑
|n|≥n0

n2 ‖ϕn‖2L2(]ri ,re[,rρ0) ≤
∑
|n|≥n0

n4 ‖ϕn‖2L2(]ri ,re[,rρ0) ≤ c2
∑
|n|≥n0

‖f n‖2L2(]ri ,re[,rρ0) <∞,

montrent que ϕ ∈ L2(D,ρ0) et même que ∂θϕ ∈ L2(]ri , re[, rρ0]). En�n,∑
|n|≥n0

‖ϕn‖2H1(]ri ,re[,rρ0) ≤ c2
∑
|n|≥n0

‖f n‖2L2(]ri ,re[,rρ0) <∞,

�nit la reconstruction en montrant que ∂rϕ ∈ L2(]ri , re[, rρ0). �

Remarque 9.4.11. La condition « d’être une petite perturbation d’un écoulement potentiel sub-
sonique » n’apparaissant pas dans la proposition 9.4.7, il semblerait que nous en ayons perdu
la trace. C’est donc dans ce théorème de reconstruction des modes de Fourier que l’on voit ap-
paraître le fait que l’écoulement doit être non seulement subsonique mais également avoir un
rotationnel su�samment petit.

9.5 Analyse des résonances critiques et du transport par
absorption limite

Les deux résultats suivants montrent qu’il n’est pas raisonnable de faire l’impasse sur les
fréquences de résonance ou critiques :

1. À l’exception des écoulements en rotations solides, toutes les hautes fréquences sont
résonantes et critiques : voir les deux propositions analogues 8.4.1 et 9.4.5.

2. Il existe des écoulements circulaires tels que les fréquences de résonance remplissent
tout l’espace, Kres = R : voir le cas du tourbillon de Lamb-Oseen ou même le cas d’un
écoulement potentiel trop perturbé, étudiés dans la section 8.5 d’exemples d’écoule-
ments circulaires.

Nous souhaitons donc aller plus loin dans cette section et prendre en compte ce qui se
passe à une fréquence de résonance ou critique. Le problème est de donner un sens aux
solutions des équations modales (9.16) munies des conditions aux limites (9.16c) et (9.16b)
posées sur l’intervalle ]ri , re[, alors que les coe�cients possèdent des singularités à l’intérieur
de cet intervalle. Rappelons que :
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• ω ∈ Kres correspond à une valeur d’annulation de βn pour certains n ∈Z, et entraîne
la présence d’une singularité dans les coe�cients sn et mn.
• ω ∈ Kcrit correspond à une valeur d’annulation de αn pour certains n ∈Z, entraînant

l’existence de point d’annulation de sn : dégénérescence de l’ellipticité de l’équation.

Hypothèse simpli�catrice : Pour étudier ces deux phénomènes séparément, nous sup-
poserons que nous ne sommes jamais en présence d’une ligne résonante et critique en même
temps. Génériquement, les deux phénomènes sont simultanés, mais ne se produisent pas sur
les mêmes lignes.

Les équations étant mal posées en présence de ces lignes résonantes ou critiques, il nous
faut un critère physique permettant de sélectionner d’éventuelles solutions. Un problème si-
milaire apparaît lors de l’étude des plasmas aux fréquences appelées « résonance cyclotron »
et « résonance hybride ». Dans [75] par exemple, l’approche retenue pour analyser la façon
dont dégénèrent les solutions à ces fréquences de résonance est d’introduire de l’absorption
correspondant à la friction ν des particules dans le plasma. Cet ajout d’absorption permet
de supprimer les singularités dans les coe�cients des équations, puis en suivant la méthode
d’absorption limite, le comportement des solutions est analysé lorsque ν tend vers 0+. Il est
montré que la notion de solution du problème limite aux fréquences de résonance n’a pas
de sens dans les espaces de Sobolev utilisés hors résonance. En particulier, les méthodes nu-
mériques standards ne sont pas adaptées au calcul des solutions physiques sélectionnées par
absorption limite, voir [76] et [77] pour un traitement numérique de ces solutions singulières
par les « solutions manufacturées ».

Nous procéderons également par absorption limite pour l’étude de nos résonances, l’ab-
sorption n’ayant évidemment pas la même origine physique, mais correspond néanmoins
à un terme de frottement dans l’équation d’onde en régime temporel. Cela revient clas-
siquement à complexi�er la pulsation, en posant ωε B ω + iε, où ε ∈ R

∗
+. Nous verrons

qu’une absorption non nulle su�samment petite supprime les singularités des coe�cients
des équations modales. Il s’agira ensuite d’étudier le comportement des solutions trouvées
en présence d’absorption lorsque ε tend vers 0.

9.5.1 Introduction de l’absorption

Nous nous intéressons donc aux équations de Goldstein où la pulsationω a été remplacée
par celle correspondant à la présence d’absorption :

ωε Bω+ iε, ε ∈R.
Exprimées sur les modes de Fourier, nous obtenons les mêmes équations qu’en (9.13) où
ω a été simplement remplacée par ωε. En notant avec un indice ε les inconnues, ϕnε et
ξnε = (ξnr,ε,ξ

n
θ,ε), ces équations en présence d’absorption s’écrivent :

− d
dr

(
rρ0

dϕnε
dr

+ rρ0ξ
n
r,ε

)
+ rρ0

(nr )2
−
(
αnε
c0

)2ϕnε − inρ0ξ
n
θ,ε = rρ0f

n,(
iαnε −2Ω0
ω0 iαnε

)(
ξnr,ε
ξnθ,ε

)
=ω0

( in
r ϕ

n
ε

−dϕnεdr

)
.

(9.24a)

(9.24b)
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Nous notons également avec un indice ε les grandeurs correspondant à αn et βn en présence
d’absorption :

αnε B −ωε +nΩ0,

βnε B (αnε )2 − 2Ω0ω0,

et donc, à ε = 0, on retrouve αn0 = αn et βn0 = βn.

Comme l’exprime la proposition suivante, l’introduction d’absorption permet de suppri-
mer les singularités des équations modales (9.13a) et (9.13b), pour une absorption su�sam-
ment petite du moins.

Proposition 9.5.1.

i) Pour toute absorption ε > 0, on a

∀r ∈ [ri , re], αnε (r) , 0.

ii) Sous l’hypothèse qu’il n’y a pas de ligne qui soit à la fois résonante et critique, il existe
ε > 0 telle que :

∀ε ∈ [0, ε[, ∀r ∈ [ri , re], βnε (r) , 0.

Preuve.

i) Pour αnε , c’est évident, car
Im

(
αnε

)
= −ε , 0.

ii) Pour βnε , il faut faire un peu plus attention car en toute généralité, il est possible que
même après introduction d’absorption, ωε soit encore une fréquence de résonance
complexe, i.e. dans KC

res. Remarquons que

Re
(
βnε

)
= (αn)2 − 2Ω0ω0 − ε2 et Im

(
βnε

)
= −2εαn,

s’annulent simultanément si et seulement si

αn = 0 et ε2 + 2Ω0ω0 = 0.

Supposons par l’absurde qu’il existe une suite d’absorption (εk)k tendant vers 0 et une
suite de rayons (rk) ∈ [ri , re]N tels que pour tout k ∈N

αn(rk) = 0 et ε2
k + 2Ω0(rk)ω0(rk) = 0,

alors, en passant à la limite et quitte à extraire une sous-suite, on a limk rk = r∗, et on
trouve

αn0(r∗) = 0 et 2Ω0(r∗)ω0(r∗) = 0,

ce qui est équivalent à
αn(r∗) = 0 et βn(r∗) = 0.

Ainsi, {(r∗,θ) : 0 ≤ θ ≤ 2π} est une ligne de résonance mais également une ligne
critique, cas que nous avons pris le soin d’écarter par hypothèse. Il existe donc ε > 0
tel que pour toute absorption ε plus petite et non nulle, βnε , 0 sur [ri , re].

�



9.5 Analyse des résonances critiques et du transport par absorption limite 247

Ainsi, à absorption non nulle et su�samment petite 0 < ε < ε, l’équation de transport
harmonique modale est inversible et l’on peut exprimer ξnε en fonction de ϕnε comme nous
l’avions fait hors fréquence de résonance du transport :

ξnr,ε =
ω0

βnε

(
n
r
αnε + 2Ω0

d
dr

)
ϕnε ,

ξnθ,ε = i
ω0

βnε

(
n
r
ω0 +αnε

d
dr

)
ϕnε .

(9.25a)

(9.25b)

Ces expressions de ξnε mènent aux conditions aux limites suivantes avec absorption expri-
mées qu’en fonction de ϕnε :

rρ0s
n
ε
dϕnε
dr

= −ρ0nω0
αnε
βnε
ϕnε , en r = ri ,

rρ0s
n
ε
dϕnε
dr

=
(
−ρ0nω0

αnε
βnε

+ irρ0
ωε
c0

)
ϕnε , en r = re.

(9.26a)

(9.26b)

Ainsi, le problème de Goldstein avec absorption exprimé sur les modes de Fourier s’écrit :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Pour f n ∈ L2(]ri , re[, rρ0), trouver ϕnε ∈H1(]ri , re[, rρ0) telle que :

− d
dr

(
rρ0s

n
ε
dϕnε
dr

)
+ rρ0m

n
εϕ

n
ε = rρ0f

n,

Conditions aux limites :

rρ0s
n
ε
dϕnε
dr

= −ρ0nω0
αnε
βnε
ϕnε , en r = ri

rρ0s
n
ε
dϕnε
dr

=
(
−ρ0nω0

αnε
βnε

+ irρ0
ωε
c0

)
ϕnε , en r = re

(9.27a)

(9.27b)

(9.27c)

où
snε B

(αnε )2

βnε
,

mnε B
(n
r

)2 (αnε )2

βnε
−
(
αnε
c0

)2

− n
r

(ρ0ω0)′

ρ0

αnε
βnε

+
nω0

r
αnε

(βnε )′

(βnε )2 .

(9.28a)

(9.28b)

snε et mnε sont des fonctions à valeurs complexes régulières dé�nies sur [ri , re]. Par ajout
d’absorption, nous sommes donc revenus à un cadre d’équations di�érentielles à coe�cients
réguliers classiques à résoudre.

9.5.2 Écriture sous forme résolue.

Dans le but d’analyser les éventuelles singularités des solutions en utilisant la théorie
de Fuchs (ou méthode de Frobenius) appliquée à une version étendue au plan complexe de
l’équation (9.27a), nous l’écrivons sous une forme plus adaptée, dite résolue (coe�cient 1 de-
vant la plus haute dérivée). La forme de Sturm-Liouville (9.27a) est en e�et plus adaptée à une
analyse variationnelle. D’après la méthode de variation de la constante, toutes les solutions
du problème avec absorption s’écrivent en fonction des solutions du problème homogène.
Ainsi, nous ne nous intéressons qu’à l’équation homogène, pour f n = 0, dont nous avons
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pour but de décrire des solutions physiquement acceptables, obtenues par absorption limite.

Lemme 9.5.2. L’équation di�érentielle (9.27a) homogène (f n = 0) s’écrit sous la forme résolue
suivante :

d2ϕnε
dr2 + P nε

dϕnε
dr

+Qnεϕ
n
ε = 0, (9.29)

où

P nε (r)B
(rρ0)′

rρ0
+ 2

(αnε )′

αnε
− (βnε )′

βnε

Qnε (r)B −
(n
r

)2
+
βnε
c2

0

+
n
r

(ρ0ω0)′

ρ0

1
αnε
− nω0

r

(βnε )′

αnεβ
n
ε
.

(9.30a)

(9.30b)

Preuve. Il su�t de développer l’expression de mnε donnée par (9.28b). Il vient

− d
dr

(
rρ0

(αnε )2

βnε

dϕnε
dr

)
= −rρ0

(αnε )2

βnε

{
d2ϕnε
dr2 +

(
(rρ0)′

rρ0
+ 2

(αnε )′

αnε
− (βnε )′

βnε

)
dϕnε
dr

}
.

Ainsi, ϕnε est solution de l’équation homogène (9.27a) si et seulement si

dϕnε
dr

+
(

(rρ0)′

rρ0
+ 2

(αnε )′

αnε
− (βnε )′

βnε

)
dϕnε
dr

+Qnεϕ
n
ε = 0,

où l’on a posé

Qnε = − βnε
(αnε )2m

n
ε = − βnε

(αnε )2

(nr )2 (αnε )2

βnε
−
(
αnε
c0

)2

− n
r

(ρ0ω0)′

ρ0

αnε
βnε

+
nω0

r
αnε

(βnε )′

(βnε )2 .


= −

(n
r

)2
+
βnε
c2

0

+
n
r

(ρ0ω0)′

ρ0

1
αnε
− nω0

r

(βnε )′

αnεβ
n
ε
.

�

9.5.3 Étude d’une base de solution locale par extension au plan com-
plexe

Sans prendre en compte les conditions aux limites pour l’instant, nous nous intéressons
à l’espace des solutions des équations modales homogènes sur un sous-intervalle ouvert non
vide I ⊂]ri , re[, en présence d’absorption 0 < ε < ε su�samment petite :

Snε (I) =
{
ϕnε ∈H1(I) :

d2ϕnε
dr2 + P nε

dϕnε
dr

+Qnεϕ
n
ε = 0 sur I

}
. (9.31)

D’après la théorie classique des équations di�érentielles à coe�cients réguliers, cet espace
est de dimension deux :

dim(Snε (I)) = 2.

Nous allons à présent étudier le comportement local d’une base de cet espace au voisinage
du rayon correspondant d’une ligne résonante ou critique. Pour cela, nous nous plaçons
dans le plan complexe a�n de garder une trace des singularités que nous avons perdues en
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introduisant de l’absorption. En quelque sorte, les rayons rn ∈ [ri , re] donnant lieu à des lignes
résonantes ou critiques, {(rn,θ) : 0 ≤ θ ≤ 0} dans Lres(ω) ou Lcrit(ω), sont déplacés dans
le plan complexe lorsque l’on passe de ω ∈ R à ωε. La théorie de Fuchs nous permettra de
déterminer le comportement des solutions autour de ces singularités déplacées dans le plan
complexe. Pour cela, nous passerons par la théorie des équations di�érentielles holomorphes,
où la variable r ∈R sera complexi�ée z = r+ iy ∈C et la dérivation d/dr deviendra d/dz au
sens de la dérivée complexe.

Extension au plan complexe. Nous faisons une hypothèse supplémentaire concernant
la régularité des grandeurs caractéristiques de l’écoulement (p0,ρ0,v0). Nous supposons que
p0, ρ0 et v0 se prolongent analytiquement dans le plan complexe sur un voisinage ouvert du
segment [ri , re]. Ceci signi�e qu’il existe un ouvert V ⊂ C contenant [ri , re] au sens où la
variable complexi�ée

z = r + iy ∈C, r,y ∈R
est dans V pour r ∈ [ri , re] et y = 0, et qu’il existe des fonctions holomorphes dans V (en-
semble notéH(V )) :

z 7→ p0(z), z 7→ ρ0(z), z 7→ v0(z) ∈ H(V ),

et l’on retrouve les caractéristiques du �uide p0(r), ρ0(r) et v0(r) par restriction à au segment
[ri , re] :

∀r ∈ [ri , re], p0(r + i0) = p0(r),
ρ0(r + i0) = ρ0(r),
v0(r + i0) = v0(r).

On déduit de ces propriétés qu’il existe également des extensions analytiques sur V de c0
ainsi que des fonctions αnε et βnε pour tout n ∈Z et quelque soit ε ∈R.

Par contre, les coe�cients de l’équation di�érentielle (9.29), P nε etQnε , peuvent comporter
des singularités dans le voisinage V , et en particulier, à absorption nulle ε = 0, ces singu-
larités correspondent aux rayons des lignes de résonance du transport et ou de résonance
critique. Nous reviendrons sur la régularité de ces coe�cients plus tard, nous verrons qu’ils
sont méromorphes et nous identi�erons leurs pôles.

Étude séparée entre ligne résonante critique et du transport. Pour simpli�er notre
étude, nous allons nous placer autour d’une ligne résonante ou autour d’une ligne critique,
et dans la situation générique où ces singularités sont simples. Nous supposerons que loca-
lement, ce sont les seules et que s’il y a l’une, il n’y a pas l’autre. Cela revient à supposer que
l’on est dans l’une ou l’autre des situations suivantes :

• Ligne critique simple : il existe un unique rn ∈ [ri , re] tel que

αn(rn) = 0 et (αn)′(rn) , 0. (9.32)

• Ligne résonante simple : il existe un unique rn ∈ [ri , re] tel que

βn(rn) = 0 et (βn)′(rn) , 0. (9.33)

Lorsque l’on ajoute de l’absorption, ε > 0, les fonctions αnε et βnε ne s’annulent pas sur [ri , re]
et ces singularités sont déplacées dans le plan complexe, hors de l’axe réel car à ε , 0. Le



250 Chapitre 9. Le cas des équations de Goldstein

lemme suivant donne l’existence et le comportement de ces singularités déplacées, comme
illustré sur la �gure 9.1

Lemme 9.5.3. Au voisinage d’une ligne critique ou résonante rn, il existe un unique znε tel que

• Cas d’une ligne critique :

αnε (znε ) = 0 et (αnε )′(znε ) , 0,

avec l’estimation
znε = rn +

i
(αn)′(rn)

ε+O(ε2),

• Cas d’une ligné résonante :

βnε (znε ) = 0 et (βnε )′(znε ) , 0,

avec l’estimation

znε = rn + 2i
αn(rn)

(βn)′(rn)
ε+O(ε2).

Remarque 9.5.4. Avant de faire la preuve, remarquons que le deuxième point du lemme
concerne une ligne résonante, et donc αn(rn) , 0 par hypothèse car nous avons supposé que
les lignes ne peuvent pas être résonantes et critiques à la fois.

Preuve.
• La première estimation est obtenue en écrivant le développement limité à l’ordre 1 de

la fonction (z,ε) 7→ αnε (z) au point (z,ε) = (rn,0) :

αnε (znε ) = αn(rn) + (αn)′(rn)(znε − rn) +∂εα
n
ε=0(rn)ε+O(ε2, (znε − rn)2).

Comme αn(rn) = 0, αnε (znε ) = 0 et que l’on a :

∂εα
n
ε (z) = ∂ε

(
αn0(z)− iε

)
= −i,

on peut isoler znε et obtenir l’estimation voulue.
• On procède de même pour l’estimation de znε dans le cas d’une ligne résonante, en

développant la fonction (z,ε) 7→ βnε (z) au point (rn,0) :

βnε (znε ) = βn(rn) + (βn)′(rn)(znε − rn) +∂εβ
n
ε=0(rn)εO(ε2).

Exprimons la dérivée suivant ε :

∂εβ
n
ε (z) = ∂ε

(
(αnε )2 − (Ω∗0)2

)
= 2αnε (z)∂εα

n
ε (z) = −2iαnε (z),

qui nous donne
∂εβ

n
ε=0(rn) = −2iαn0(rn).

En utilisant que βnε (znε ) = 0 et βn(rn) = 0, on peut isoler znε en fonction de rn pour
obtenir l’estimation voulue.

�
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Figure 9.1 – Schéma représentant les singularités znε déplacées dans le plan complexe, selon
si elles sont localement de partie imaginaire positive ou négative.

Équations complexi�ée. Les coe�cients de l’équation di�érentielle (9.29), P nε etQnε , sont
singuliers en znε . En e�et, nous verrons qu’ils sont méromorphes sur V avec pour pôle znε ,
d’ordres respectivement 1 et 2. Dé�nissons, lorsque l’on s’intéresse à une ligne critique ou
résonante, les fonctions pnε et qnε comme suit :

pnε (z)B (z − znε ) P nε (z),

qnε (z)B (z − znε )2 Qnε (z).

Ces fonctions seront donc holomorphes sur V . On est alors ramené à une équation dont
nous cherchons des solutions holomorphes sur le voisinage V de ]ri , re[, à une coupure près,
partant de la singularité znε :

d2ψnε
dz2 +

pnε (z)
z − znε

dψnε
dz

+
qnε (z)

(z − znε )2ψ
n
ε = 0. (9.34)

Une base de solutions de cette équation peut être trouvée à l’aide de la méthode de Frobenius,
qui consiste à chercher une solution sous la forme (z− z∗)ν∑k ak(z− z∗)k où z∗ est la singu-
larité. Plus précisément, on dit que l’équation di�érentielle admet une singularité régulière
si elle est de la forme suivante

d2ψ

dz2 +
p(z)
z − z∗

dψ

dz
+

q(z)
(z − z∗)2ψ = 0, (9.35)

où p et q sont des fonctions analytiques sur un voisinage B(z∗,Rc) de la singularité z∗ ∈C, et
dans ce cas, le théorème de Fuchs suivant donne le comportement d’une base de solutions.
Pour ce qui concerne les résultats autour de la théorie de Fuchs et de la méthode de Frobenius,
nous nous reportons à [81]. Rappelons le théorème qui nous intéresse ici.
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Théorème 9.5.5 (de Fuchs). On considère l’équation holomorphe (9.35) posée au voisinage de
la singularité z∗. Soient ν1,ν2 ∈ C, tels que Re(ν1) ≥ Re(ν2), les deux solutions complexes de
l’équation indicielle

ν2 + (p(0)− 1)ν + q(0) = 0. (9.36)
Il existe deux fonctions analytiques u est v analytiques sur B(z∗,Rc) et une constante c ∈ C

telles que u(z∗) = v(z∗) = 1 et telles que l’équation (9.35) admette les deux solutions ψ1 et ψ2
indépendantes suivantes, selon les cas :

1. Si ν1 − ν2 ∈N, {
ψ1(z)B (z − z∗)ν1u(z),
ψ2(z)B (z − z∗)ν2v(z) + cLog(z − z∗)(z − z∗)ν1u(z),

(9.37)
(9.38)

où Log est une détermination du logarithme complexe.

2. Si ν1 − ν2 <N, {
ψ1(z)B (z − z∗)ν1u(z),
ψ2(z)B (z − z∗)ν2v(z).

Remarque 9.5.6. Pour dé�nir les fonctions puissances complexes ainsi que le logarithme dans
le théorème de Fuchs, il est nécessaire d’introduire une coupure dans le plan complexe ayant pour
origine la singularité. L’introduction de l’absorption va nous permettre de dé�nir une coupure
acceptable, c’est-à-dire ne traversant pas le segment [ri , re] qui nous intéresse. Nous y reviendrons
plus tard.

Pour appliquer le théorème de Fuchs, il nous faut donc analyser les pôles des coe�cients
P nε et Qnε pour déterminer si les singularités sont régulières, et donner le comportement
d’une base de solutions. Il est notable que le comportement des solutions au voisinage des
singularités, qui sont e�ectivement régulières, que ce soit une ligne critique ou résonante,
ne dépendent pas des paramètres de l’écoulement, comme le montre le lemme suivant.

Lemme 9.5.7. Dans le cas d’une ligne résonante ou d’une ligne critique, les singularités de
l’équation 9.34 sont régulières et en particulier on a :

• Cas d’une ligne critique

(z − znε )P nε (z) −−−−−→
z→znε

2 et (z − znε )2Qnε (z) −−−−−→
z→znε

0,

et donc pnε (znε ) = 2 et qnε (zε) = 0.

• Cas d’une ligne résonante

(z − znε )P nε (z) −−−−−→
z→znε

−1 et (z − znε )2Qnε (z) −−−−−→
z→znε

0,

et donc pnε (znε ) = −1 et qnε (znε ) = 0.

Dans les deux cas, les fonctions pnε et q
n
ε sont donc holomorphes sur V .

Preuve. On utilise les expressions (9.30) de P nε et deQnε trouvées au lemme 9.5.2 et le fait que
les singularités sont supposées simples, respectivement pour une ligne critique ou résonante :

αnε (z) ∼
z→znε

(αnε )′(znε )(z − znε ) et βnε (z) ∼
z→znε

(βnε )′(znε )(z − znε ).
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• Cas d’une ligne critique.

Pε(z) =
(

(rρ0)′(z)
zρ0(z)

+ 2
(αnε )′(z)
αnε (z)

− (βnε )′(z)
βnε (z)

)
∼

z→znε
2(αnε )′(znε )

(αnε )′(znε )(z − znε )
=

2
z − znε ,

puis comme on a

Qnε (z) =
(
−n
z

)2
+
βnε (z)
c0(z)2 +

n
r

(ρ0ω0)′(z)
ρ0(z)

1
αnε (z)

− nω0(z)
z

(βnε )′(z)
αnε (z)βnε (z)

,

il vient

(z − znε )Qnε (z) −−−−−→
z→znε

n
z

(ρ0ω0)′

(znε )
1

(αnε )′(znε )
− nω0(znε )

z

(βnε )′(znε )
(αnε )′(znε )βnε (znε )

et donc
(z − znε )2Qnε (z) −−−−−→

z→znε
0.

• Cas d’une ligne résonante.

Pε(z) =
(

(rρ0)′(z)
zρ0(z)

+ 2
(αnε )′(z)
αnε (z)

− (βnε )′(z)
βnε (z)

)
∼

z→znε
− (βnε )′(znε )

(βnε )′(znε )(z − znε )
= − 1

z − znε ,

puis en utilisant de même l’expression de Qnε , on a

(z − znε )Qnε (z) −−−−−→
z→znε

−nω0(znε )
z

(βnε )′(znε )
αnε (znε )(βnε )′(znε )

= −nω0(znε )
αnε (znε )

et donc on a de même
(z − znε )2Qnε (z) −−−−−→

z→znε
0.

�

Théorème 9.5.8 (Cas d’une ligne résonante critique). Dans le cas d’une ligne critique, sous
la condition 9.32, il existe deux fonctions holomorphes indépendantes dé�nies au voisinage de
znε , U

n
ε et V n

ε et une constante cnε ∈C telles que Un
ε (znε ) = V n

ε (znε ) = 1 et
Φnε =Un

ε ,

Ψ n
ε B z 7→ 1

z − znε V
n
ε (z) + cnε Log(z − znε )Un

ε (z),

(9.39a)

(9.39b)

Preuve. Il s’agit d’une application directe du théorème 9.5.5 en utilisant les valeurs trouvées
de pnε (znε ) et qnε (znε ) au lemme 9.5.7 dans le cas d’une ligne critique. En e�et, d’après le lemme
9.5.7, pour tout ε > 0 et dans le cas d’une résonance critique, on a

pnε (znε ) = 2 et qnε (znε ) = 0.

L’équation indicielle (9.36) s’écrit alors de façon indépendante de ε :

ν2 + ν = 0.
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On en déduit que ν1 = 0 et ν2 = −1. On est donc dans le cas où ν1−ν2 = 1 ∈N et le théorème
de Fuchs 9.5.5 permet de conclure. �

On a le résultat suivant analogue dans le cas d’une ligne résonante.

Théorème 9.5.9 (Cas d’une ligne résonante du transport). Dans le cas d’une ligne critique,
sous la condition 9.33, il existe deux fonctions holomorphes indépendantes dé�nies au voisinage
de znε , U

n
ε et V n

ε et une constante cnε ∈C telles que Un
ε (znε ) = V n

ε (znε ) = 1 et Φnε : z 7→ (z − znε )2Un
ε (z),

Ψ n
ε B z 7→ V n

ε (z) + cnε (z − znε )2 Log(z − znε )Un
ε (z),

(9.40a)
(9.40b)

Preuve. Il s’agit de même d’une application directe du théorème 9.5.5 en utilisant les valeurs
trouvées de pnε (znε ) et qnε (znε ) au lemme 9.5.7 dans le cas d’une ligne résonante. En e�et, pour
tout ε, le lemme 9.5.7 montre que

pnε (znε ) = −1 et qnε (znε ) = 0.

L’équation indicielle (9.36) s’écrit donc

ν2 − 2ν = 0.

On en déduit que ν1 = 2 et ν2 = 0. Encore une fois, on est dans le cas ν2 − ν1 = 2 ∈N et le
théorème de Fuchs (9.5.5) permet de conclure. �

Coupure dans le plan complexe. Comme nous en avons déjà fait la remarque, les bases
de solutions dé�nies par (9.39) et (9.40) ne peuvent pas être dé�nies sur un voisinage complet
de znε à cause de la présence de la fonction logarithme Log dont il faut choisir une détermina-
tion en introduisant une coupure dans le domaine partant de la singularité znε . Dans l’objectif
de passer à la limite et de dé�nir les solutions Φnε et Ψ n

ε au voisinage de rn dans l’intervalle
]ri , re[, il convient de choisir les coupures, une par valeurs de ε telles qu’elles ne traversent pas
l’intervalle ]ri , re[. Pour pouvoir choisir correctement la direction de telles coupures, il faut
connaître la façon dont les singularités znε s’approchent de rn ∈]ri , re[, ce qui est donné par le
lemme 9.5.3, en particulier, le côté de l’intervalle par lequel arrive znε permet de choisir une
direction �xe pour les coupures telles qu’elles ne coupent jamais ]ri , re[. Le lemme suivant,
dont la preuve est immédiate, indique comment nous choisissons de dé�nir les coupures.

Lemme 9.5.10 (Coupures). Pour ε , 0 su�samment petit, nous pouvons dé�nir les coupures
de la manière suivante :

• Cas d’une ligne critique. On dé�nit :

Dε B znε + isR+, (9.41)

où s est

s = sgn
(

1
(αn)′(rn)

)
∈ {+1,−1}.



9.5 Analyse des résonances critiques et du transport par absorption limite 255

• Cas d’une ligne résonante. On dé�nit :

Dε B znε + isR+, (9.42)

s = sgn
(
αn(rn))

(βn)′(rn)

)
∈ {+1,−1}.

Nous avons ainsi, dans les deux cas, pour tout ε , 0 su�samment petit,

Dε∩ ]ri , re[= ∅.

La �gure 9.2 illustre des coupures correctement choisies ou pas pour plusieurs valeurs
de ε.
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<latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit><latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit><latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit><latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit>

" > 0
<latexit sha1_base64="0F+ioQZySd12RDyql4zbeu3qsRA="></latexit><latexit sha1_base64="0F+ioQZySd12RDyql4zbeu3qsRA="></latexit><latexit sha1_base64="0F+ioQZySd12RDyql4zbeu3qsRA="></latexit><latexit sha1_base64="0F+ioQZySd12RDyql4zbeu3qsRA="></latexit>

D"
<latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit><latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit><latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit><latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit> D"

<latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit><latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit><latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit><latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit>

C
<latexit sha1_base64="tdPX6SNfFc2VzYkCGyd3OAnVykk="></latexit><latexit sha1_base64="tdPX6SNfFc2VzYkCGyd3OAnVykk="></latexit><latexit sha1_base64="tdPX6SNfFc2VzYkCGyd3OAnVykk="></latexit><latexit sha1_base64="tdPX6SNfFc2VzYkCGyd3OAnVykk="></latexit>

rn
<latexit sha1_base64="eVeQDoeslzMUdnGzDbBh0KNLSC4="></latexit><latexit sha1_base64="eVeQDoeslzMUdnGzDbBh0KNLSC4="></latexit><latexit sha1_base64="eVeQDoeslzMUdnGzDbBh0KNLSC4="></latexit><latexit sha1_base64="eVeQDoeslzMUdnGzDbBh0KNLSC4="></latexit>

ri
<latexit sha1_base64="GdLNnfNmkxeMRkbiXwGRMDaNtnc="></latexit><latexit sha1_base64="GdLNnfNmkxeMRkbiXwGRMDaNtnc="></latexit><latexit sha1_base64="GdLNnfNmkxeMRkbiXwGRMDaNtnc="></latexit><latexit sha1_base64="GdLNnfNmkxeMRkbiXwGRMDaNtnc="></latexit>

re
<latexit sha1_base64="lmPFa6mSN2vY2bSejoxP1U9mrIE="></latexit><latexit sha1_base64="lmPFa6mSN2vY2bSejoxP1U9mrIE="></latexit><latexit sha1_base64="lmPFa6mSN2vY2bSejoxP1U9mrIE="></latexit><latexit sha1_base64="lmPFa6mSN2vY2bSejoxP1U9mrIE="></latexit>

R
<latexit sha1_base64="LVxkP4eDzT7CnQgOFMeyWvU8Nwo="></latexit><latexit sha1_base64="LVxkP4eDzT7CnQgOFMeyWvU8Nwo="></latexit><latexit sha1_base64="LVxkP4eDzT7CnQgOFMeyWvU8Nwo="></latexit><latexit sha1_base64="LVxkP4eDzT7CnQgOFMeyWvU8Nwo="></latexit>

iR
<latexit sha1_base64="HgyO54ASph4nvD0kr4B+aw4219w="></latexit><latexit sha1_base64="HgyO54ASph4nvD0kr4B+aw4219w="></latexit><latexit sha1_base64="HgyO54ASph4nvD0kr4B+aw4219w="></latexit><latexit sha1_base64="HgyO54ASph4nvD0kr4B+aw4219w="></latexit>

zn
"

<latexit sha1_base64="iTzso+nJdgJjZEAXJ8DcJHnl7no="></latexit><latexit sha1_base64="iTzso+nJdgJjZEAXJ8DcJHnl7no="></latexit><latexit sha1_base64="iTzso+nJdgJjZEAXJ8DcJHnl7no="></latexit><latexit sha1_base64="iTzso+nJdgJjZEAXJ8DcJHnl7no="></latexit>

D"
<latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit><latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit><latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit><latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit>

" > 0
<latexit sha1_base64="0F+ioQZySd12RDyql4zbeu3qsRA="></latexit><latexit sha1_base64="0F+ioQZySd12RDyql4zbeu3qsRA="></latexit><latexit sha1_base64="0F+ioQZySd12RDyql4zbeu3qsRA="></latexit><latexit sha1_base64="0F+ioQZySd12RDyql4zbeu3qsRA="></latexit>

D"
<latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit><latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit><latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit><latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit>

D"
<latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit><latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit><latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit><latexit sha1_base64="p6XiFNwNZH936cyAB4+cnKsKqtg="></latexit>
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"

<latexit sha1_base64="iTzso+nJdgJjZEAXJ8DcJHnl7no="></latexit><latexit sha1_base64="iTzso+nJdgJjZEAXJ8DcJHnl7no="></latexit><latexit sha1_base64="iTzso+nJdgJjZEAXJ8DcJHnl7no="></latexit><latexit sha1_base64="iTzso+nJdgJjZEAXJ8DcJHnl7no="></latexit>

zn
"

<latexit sha1_base64="iTzso+nJdgJjZEAXJ8DcJHnl7no="></latexit><latexit sha1_base64="iTzso+nJdgJjZEAXJ8DcJHnl7no="></latexit><latexit sha1_base64="iTzso+nJdgJjZEAXJ8DcJHnl7no="></latexit><latexit sha1_base64="iTzso+nJdgJjZEAXJ8DcJHnl7no="></latexit>

zn
"

<latexit sha1_base64="iTzso+nJdgJjZEAXJ8DcJHnl7no="></latexit><latexit sha1_base64="iTzso+nJdgJjZEAXJ8DcJHnl7no="></latexit><latexit sha1_base64="iTzso+nJdgJjZEAXJ8DcJHnl7no="></latexit><latexit sha1_base64="iTzso+nJdgJjZEAXJ8DcJHnl7no="></latexit>
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"

<latexit sha1_base64="iTzso+nJdgJjZEAXJ8DcJHnl7no="></latexit><latexit sha1_base64="iTzso+nJdgJjZEAXJ8DcJHnl7no="></latexit><latexit sha1_base64="iTzso+nJdgJjZEAXJ8DcJHnl7no="></latexit><latexit sha1_base64="iTzso+nJdgJjZEAXJ8DcJHnl7no="></latexit>

Figure 9.2 – Choix des coupures Dε, selon si la singularité déplacée znε se situe dans {z :
Re(z) < 0} (gauche) ou {x : Re(z) > 0} (droite), ne devant pas couper l’intervalle ]ri , re[. La
droite violette intersecte ]ri , re[ et correspondrait à un mauvais choix de coupure.

9.5.4 Étude de l’espace des solutions locales à la limite d’absorption
nulle : ε→ 0+

Le passage à la limite est un peu délicat et nécessite d’entrer plus dans les détails du théo-
rème de Fuchs et de la méthode de Frobenius. En particulier, nous analyserons la convergence
des fonctions analytiques Un

ε et V n
ε du théorème de Fuchs 9.5.5 à partir desquelles sont dé-

�nies les solutions locales indépendantes Φnε et Ψ n
ε .

Commençons par admettre un lemme d’uniformité de l’analycité des coe�cients de l’équa-
tion en fonction du paramètre d’absorption ε lorsqu’il est su�samment petit.

Lemme 9.5.11 (admis). Il existe un rayon de convergence Rnc > 0 tel que pour tout ε su�sam-
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ment petit, les fonctions pnε et q
n
ε sont analytiques sur B(znε ,R

n
c ) et notons

pnε (z) =
+∞∑
k=0

pnε,k (z − znε )k et qnε (z) =
+∞∑
k=0

qnε,k (z − znε )k ,

leur développement.

Le lemme 9.5.7 donnent les premières valeurs de ces développements, à savoir

pnε,0 =

 2 dans le cas d’une résonance critique,

−1 dans le cas d’une résonance du transport,

et dans les deux cas,
qnε,0 = 0.

Dé�nissons à présent une séries entières dépendant d’un paramètre réel ou complexe qui ap-
paraît lorsque l’on applique la méthode de Frobenius en cherchant une solution à l’équation
(9.34) sous la forme (z − znε )ν

∑
k a

n
k (z − znε )k .

À tout nombre complexe z, on dé�nit la quantité I (z) par :

I (z)B z2 + (pnε,0 − 1)z+ qnε,0 =

 z2 + z dans le cas d’une résonance critique,

z2 − 2z dans le cas d’une résonance du transport.

Puis, pour ν ∈ C, dé�nit la suite de nombres complexes (anε,k(ν))k∈N par récurrence de la
façon suivante :

anε,0(ν)B 1,

∀k ∈N∗, anε,k(ν)B
−1

I (ν + k)

k−1∑
j=0

(
(ν + j)pnε,k−j + qnε,k−j

)
anε,j(ν),

(9.43a)

(9.43b)

qui est donc bien dé�nie si et seulement si

∀k ∈N∗, I (ν + k) , 0.

On reconnaît que l’équation indicielle introduite dans le théorème de Fuchs s’exprime à l’aide
de I par

I (z) = 0.

Notons ν1 et ν2 les solutions de cette équation numérotées tels que Re(ν1) ≥ Re(ν2). Nous
avons déjà vu que dans le cas d’une résonance critique, (ν1,ν2) = (0,−1) et dans le cas d’une
résonance du transport, (ν1,ν2) = (2,0). Notons également une quantité qui va intervenir
souvent par la suite, la di�érence de ces deux solutions :

s = ν1 − ν2 =
{

2− 0 = 2 cas d’une résonance critique
0− (−1) = 1 cas d’une résonance du transport ∈N∗.

Le lemme suivant montre que le rayon de convergence de la série entière associée à la suite
(anε,k(ν))k∈N lorsqu’elle est bien dé�nie est au moins celui des coe�cients du développement
en série de pnε et de qnε à partir desquels la suite est dé�nie.
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Lemme 9.5.12. Pour tout ν ∈C tel que

∀k ∈N∗, I (ν + k) , 0,

la suite (anε,k(ν))k∈N est bien dé�nie par (9.43) et la série entière∑
k≤0

anε,k(ν) (z − znε )k ,

converge sur la boule B(znε ,R
n
c ) où l’on rappelle que Rnc est le rayon des fonctions analytiques

pnε et q
n
ε .

Preuve. Le fait que la suite (anε,k(ν))k∈N soit bien dé�nie est évident. Montrons que le rayon
de convergence de la série

∑
k a

n
ε,k(ν)(z − znε )k est d’au moins Rnc . Soit rnc un réel tel que

0 < ρ < Rnc et soit z ∈ B(znε ,ρ). Puisque rnc est strictement inférieur au rayon de convergence
des développements des séries

∑
k p

n
ε,k(z − znε )k et

∑
k q

n
ε,k(z − znε )k , il existe une constante

M > 0 telle que

∀k ∈N,
∣∣∣pnε,k(z − znε )k

∣∣∣ ≤ ∣∣∣pnε,k∣∣∣ρk ≤M et
∣∣∣qnε,k(z − znε )k

∣∣∣ ≤ ∣∣∣qnε,k∣∣∣ρk ≤M.
Ainsi, pour k ∈N∗, il vient la majoration suivante

∣∣∣anε,k(ν)
∣∣∣ ≤ 1
|I (ν + k)|

k−1∑
j=0

(
(|ν|+ j)

∣∣∣∣pnε,k−j ∣∣∣∣+
∣∣∣∣qnε,k−j ∣∣∣∣) ∣∣∣∣anε,j(ν)

∣∣∣∣
≤ M
|I (ν + k)|

k−1∑
j=0

(|ν|+ j + 1)ρj−k
∣∣∣∣anε,j(ν)

∣∣∣∣ .
Et, comme k−2|I (ν+k)| → 1 lorsque k tend vers +∞, il existe une constante cν > 0 telle que

∀k ∈N∗, |I (ν + k)| ≥ cνk2.

Nous avons donc ∣∣∣anε,k(ν)
∣∣∣ ≤ M/cν

k2

k−1∑
j=0

(|ν|+ j + 1)ρj−k
∣∣∣∣anε,j(ν)

∣∣∣∣ .
Nous avons alors tout ce qu’il faut pour dé�nir une suite majorante (Ak)k∈N de la suite
(anε,k(ν))k∈N par récurrence :

A0B |anε,0| = 1,

∀k ∈N∗, Ak B
M/cν
k2

k−1∑
j=0

(|ν|+ j + 1)ρj−kAj .

Un récurrence immédiate montre que

∀k ∈N,
∣∣∣anε,k(ν)

∣∣∣ ≤ Ak ,
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Et puis, remarquons que comme pour k ∈N,

Ak+1 =
M/cν
k2 (|ν|+ k + 1)ρ−1Ak + ρ−1 M/cν

(k + 1)2

k−1∑
j=0

(|ν|+ j + 1)ρj−kAj

=
M/cν
k2 (|ν|+ k + 1)ρ−1Ak + ρ−1 k2

(k + 1)2Ak .

On en déduit donc la limite
Ak+1

Ak
−−−−−−→
k→+∞

ρ−1,

ce qui montre, d’après le critère de d’Alembert, que la série majorante
∑
kAk(z − znε )k est

convergente absolument sur B(znε ,ρ) et donc qu’il en est de même de la série
∑
k a

n
ε,k(ν)(z −

znε )k . En�n, puisque ρ a été choisi quelconque ρ < Rnc , il vient que la série
∑
k a

n
ε,k(ν)(z−znε )k

est absolument convergente sur B(znε ,R
n
c ). �

Le théorème suivant donne une expression plus précise des solutions de Fuchs et per-
mettra une analyse de la convergence. On pourra consulter [82] pour une preuve complète
de ce théorème.

Théorème 9.5.13 (Théorème de Fuchs détaillé). Avec les notations des théorèmes 9.39 et 9.40,
le théorème de Fuchs fournit les deux solutions indépendantes de l’équation (9.34) suivantes :

Φnε : z 7→ (z − znε )ν1 Un
ε (z),

Ψ n
ε : z 7→ (z − znε )ν2 V n

ε (z) + cnε Log(z − znε ) (z − znε )ν1Un
ε (z)

où

Un
ε (z) =

+∞∑
k=0

anε,k(ν1)(z − znε )k et V n
ε (z) =

+∞∑
k=0

∂νa
n
ε,k(ν2) (z − znε )k

qui convergent sur B(znε ,R
n
c ) pour tout ε su�samment petit. Et en�n, la constante cnε a pour

expression :
cnε = lim

ν→ν2
(ν − ν2)anε,s(ν).

Preuve. Donnons les grandes lignes de l’obtention de la première solution. Les manipula-
tions pour obtenir la deuxième sont plus complexes et nous reportons le lecture à la référence
[82] pour une preuve complète. La méthode de Frobenius correspond à chercher une solution
de la forme

Φnε : z 7→ (z − znε )ν
n∑
k=0

αnε,k (z − znε )k ,

où l’on cherche donc les coe�cients (αnε,k)k et le nombre a priori complexe ν. En remplaçant
dans l’équation (9.34) où l’on a développé en série les coe�cients de pnε et qnε puis en procé-
dant par identi�cation des puissances, on trouve la relation de récurrence suivante entre les
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(αnε,k)k , pour tout k ∈N,
(
ν2 + (pnε,0 − 1)ν + qnε,0

)
αnε,0 = 0 pour k = 0,(

(ν + k)2 + (pnε,0 − 1)(ν + k) + qnε,0
)
αnε,k +

k∑
j=1

(
(ν + k − j)pnε,j + qnε,j

)
αnε,k−j = 0.

(9.44a)

(9.44b)

Dans (9.44a), en facteur de αnε,0, que nous souhaitons choisir égal à 1, on retrouve l’équation
indicielle

I (ν) = ν2 + (pnε,0 − 1)ν + qnε,0 = 0.

Soit ν1 la solution de plus grande partie réelle de cette équation, soit ν2 l’autre. Deux choix
sont alors possibles, soit ν = ν1 soit ν = ν2. Pour le premier choix possible, ν = ν1, puisque
Re(ν1) ≥Re(ν2),

∀k ∈N∗, I (ν1 + k) = k(ν1 − ν2 + k) , 0,

et donc d’après le lemme 9.5.12, la solution du système de récurrence (9.44a) et (9.44b) est
la suite (anε,k(ν1) qui dé�nit les coe�cients d’une fonction analytique sur B(znε ,R

n
c ) et nous

avons donc trouvé une solution de l’équation (9.34) sous la forme (z − znε )ν1
∑
k a

n
ε,k(ν1)(z −

znε )k .

Pour trouver la seconde solution, nous pouvons tenter de répéter la même technique
avec ν = ν2. Ce choix fournit e�ectivement une autre solution, de plus indépendante, mais
que lorsque ν1 − ν2 < N. En e�et, lorsque ν1 − ν2 ∈ N, ce qui est précisément notre cas,
I (ν2 +k) = k(k−(ν1−ν2)) s’annule pour k = s et donc la méthode précédente échoue. Il faut
alors travailler un peu plus pour contourner cette di�culté. Nous avons choisi d’admettre
de ne pas présenter ces calculs. �

Le lemme suivant donne des estimations des coe�cients du développement en série en-
tière de pnε et de qnε uniformes en ε. Ces estimations expriment que les fonctions pnε et qnε
convergent uniformément lorsque ε tend vers 0+ vers des fonctions analytiques pn et qn de
rayon de convergence Rnc . La dépendance en ε des coe�cients pn et qn étant relativement
simple, nous admettons ce théorème dont la preuve serait avant tout calculatoire.

Lemme 9.5.14. Il existe un seuil ε > 0 tel que pour tout ρ ∈]0,Rnc [, il existe une constante
C > 1 telle

∀ε1, ε2 ∈]0, ε[, ∀k ∈N,


∣∣∣∣pnε1,k

− pnε2,k

∣∣∣∣ ≤ C |ε1 − ε2|ρ−k .∣∣∣∣qnε1,k
− qnε2,k

∣∣∣∣ ≤ C |ε1 − ε2|ρ−k .

On en déduit alors le lemme suivant, préparant les estimations que nous allons établir
sur les (anε,k(ν1))k∈N pour démontrer la convergence de la fonction Un

ε .

Lemme 9.5.15. Il existe un seuil ε > 0 tel que pour tout ρ ∈]0,Rnc [, il existe une constante
C > 1 telle

∀ε ∈]0, ε[, ∀k ∈N,
∣∣∣pnε,k∣∣∣ ≤ Cρ−k et

∣∣∣pnε,k + ν1q
n
ε,k

∣∣∣ ≤ Cρ−k
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et

∀ε1, ε2 ∈]0, ε[, ∀k ∈N,


∣∣∣∣pnε1,k

− pnε2,k

∣∣∣∣ ≤ C
2
|ε1 − ε2|ρ−k∣∣∣∣ν1(pnε1,k

− pnε2,k
) + qnε1,k

− qnε2,k

∣∣∣∣ ≤ C
2
|ε1 − ε2|ρ−k .

Grâce à la relation de récurrence (9.43) qui lie les fonctions pnε et qnε à la suite (anε,k(ν1))k∈N,
le lemme précédent permet de donner les estimations clefs intervenant dans la preuve de la
convergence de la fonction Un

ε .

Lemme 9.5.16. Il existe un rayon de convergence Rna > 0 et un seuil ε > 0 tels qu’on ait les
propriétés suivantes :

∀k ∈N,
∣∣∣anε,k(ν1)

∣∣∣ ≤ (Rna )−k (9.45)

et
∀ε1, ε2 ∈]0, ε[, ∀k ∈N,

∣∣∣anε1,k
(ν1)− anε2,k

(ν1)
∣∣∣ ≤ |ε1 − ε2| (Rna )−k (9.46)

Preuve. Soit ρ0 ∈]0,Rnc [, C > 1 et ε > 0 tels que les estimations du lemme 9.5.15 soient
satisfaites, puis posons

Rna B
ρ

C
.

La première propriété est évidente, carRna < ρ < Rnc et on sait que le rayon de convergence de
la série

∑
k a

n
ε,k(ν1) est d’au moins Rnc . Démontrons la seconde (9.46) par récurrence. Soient

ε1, ε2 ∈]0, ε[.

• Pour k = 0, puisque pour tout ε, anε,k(ν1) = 1, on a

|anε1,0(ν1)− anε2,0(ν1)| = 0,

qui véri�e bien l’estimation (9.46).

• Soit k ∈N∗, et supposons que (9.46) soit valide pour tout j ∈ [0, k −1], alors calculons
la di�érence en utilisant la dé�nition 9.43 et la simpli�cation d’écriture I (k + ν1) =
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k(k + ν1 − ν2) = k(k + s) :

anε1,k
(ν1)− anε2,k

(ν1) =
−1

k(k + s)

k∑
j=1

{
(ν1 + k − j)pnε1,j

+ qnε1,j

}
anε1,k−j(ν1)

+
1

k(k + s)

k∑
j=1

{
(ν1 + k − j)pnε2,j

+ qnε2,j

}
anε2,k−j(ν1)

=
1

k(k + s)

k∑
j=1

{
(ν1 + k − j)

(
pnε1,j
− pnε2,j

)
+
(
qnε1,j
− qnε2,j

)}
anε1,k−j(ν1)

︸                                                                            ︷︷                                                                            ︸
=I

+
1

k(k + s)

k∑
j=1

{
(ν1 + k − j)pnε2,j

+ qnε2,j

} (
anε2,k−j(ν1)− anε1,k−j(ν1)

)
︸                                                                        ︷︷                                                                        ︸

=II

.

Majorons la valeur absolue de chacun des termes I et II séparément. Pour le terme I ,
il vient, en utilisant le lemme 9.5.15 et la majoration de |anε,k(ν1)| obtenue au i), lorsque
ε1 et ε2 sont plus petit que ε :

|I | ≤ 1
k(k + s)

k∑
j=1

{
(k − j)

∣∣∣pnε1,j
− pnε2,j

∣∣∣+
∣∣∣ν1(pnε1,j

− pnε2,j
) + qnε1,j

− qnε2,j

∣∣∣} ∣∣∣anε1,k−j(ν1)
∣∣∣

≤ 1
k(k + s)

|ε1 − ε2| C2
k∑
j=1

(k − j + 1)ρ−j
(
C
ρ

)k−j
,

que l’on majore en utilisant une nouvelle fois que Ck−j ≤ Ck−1 pour tout j = 1 . . . k car
C ≥ 1. Il vient :

|I | ≤ C
2
|ε1 − ε2| C

k−1

ρk

∑k
j=1(k − j + 1)

k(k + s)
≤ 1

2
|ε1 − ε2| (Rna )−k .

Passons au terme II , de la même manière, le lemme 9.5.15 donne une majoration de pnε,j
et de qnε,j et l’hypothèse de récurrence nous permet de majorer |anε1,k−j(ν1)−anε2,k−j(ν1)| :

|II | ≤ 1
k(k + s)

k∑
j=1

{
(k − j)

∣∣∣pnε2,j

∣∣∣+
∣∣∣ν1p

n
ε2,j

+ qnε2,j

∣∣∣} ∣∣∣anε1,k−j(ν1)− anε2,k−j(ν1)
∣∣∣

≤ 1
k(k + s)

k∑
j=1

{
(k − j)C

2
ρ−j +

C
2
ρ−j

}
|ε1 − ε2| ρj−k

≤ C
2

1
ρk
|ε1 − ε2|

∑k
j=1(k − j + 1)

k(k + s)

≤ 1
2
|ε1 − ε2|(Rna )−k .
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En�n, en sommant les estimations obtenues de |I | et |II |, on trouve l’hypothèse de
récurrence au rang k

∀ε1, ε2 ∈]0, ε[, ∀k ∈N,
∣∣∣anε1,k

(ν1)− anε2,k
(ν1)

∣∣∣ ≤ |I |+ |II | ≤ |ε1 − ε2| (Rna )−k ,

ce qui termine la preuve.
�

Proposition 9.5.17 (Convergence deUn
ε ). Il existe un voisinage de rn du plan complexe de la

forme B(rn,η), où η > 0, et un seuil ε > 0 tels que pour tout ε ∈]0, ε[, Un
ε soit bien dé�nie sur

B(rn,η) et tels qu’on ait la convergence uniforme en ε :

Un
ε : z 7→

+∞∑
k=0

anε,k(ν1) (z − znε )k
L∞(B(rn,η))−−−−−−−−−−→
ε→0+

Un : z 7→
+∞∑
k=0

ank (ν1) (z − rn)k ,

où
∀k ∈N, ank (ν1)B lim

ε→0+
anε,k(ν1).

Preuve. Puisque (znε )ε converge lorsque ε tend vers 0+ vers le rayon de la ligne résonante
rn, il existe une boule B(rn,η) centrée sur rn de rayon η, η ∈]0,Rna [, et un seuil ε choisis tels
que

∀ε ∈]0, ε[, B (rn,η) ⊂ B (znε ,R
n
a ) ,

où la constante Rna > 0 est celle introduite dans le lemme 9.5.16. La situation est illustrée sur
la �gure 9.3

C
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Figure 9.3 – Boule B(rn,η) contenue dans toutes les boules B(znε ,R
n
a ) pour ε assez petit

Soit z ∈ B(rn,η) et ε1, ε2 ∈]0, ε[, on a

Un
ε1

(z)−Un
ε2

(z) =
+∞∑
k=0

anε1,k
(ν1)

(
z − znε1

)k − +∞∑
k=0

anε2,k
(ν1)

(
z − znε2

)k
.



9.5 Analyse des résonances critiques et du transport par absorption limite 263

En tronquant les sommes à K ∈N, on les découpe de la façon suivante :

K∑
k=0

anε1,k
(ν1)

(
z − znε1

)k − K∑
k=0

anε2,k
(ν1)

(
z − znε2

)k
=

K∑
k=0

(
anε1,k

(ν1)− anε2,k
(ν1)

)(
z − znε1

)k
︸                                     ︷︷                                     ︸

=I

+
K∑
k=0

anε2,k
(ν1)

[(
z − znε1

)k − (z − znε2

)k]
︸                                      ︷︷                                      ︸

=II

.

Majorons chacun des termes I et II . Pour le premier terme, on utilise la majoration (9.46) du
lemme 9.5.16, il vient

|I | ≤ |ε1 − ε2|
K∑
k=0

∣∣∣∣∣∣z − znε1

Rna

∣∣∣∣∣∣k ,
et puisque z ∈ B(rn,η) ⊂ B(znε1

,η) et que η < Rna , on a |z − znε1
| ≤ η et

|I | ≤ |ε1 − ε2|
+∞∑
k=0

( η
Rna

)k
=
|ε1 − ε2|
1− η/Rna .

Passons au terme II . On a,

|II | ≤
K∑
k=0

∣∣∣anε2,k
(ν1)

∣∣∣ ∣∣∣∣∣(z − znε1

)k − (z − znε2

)k∣∣∣∣∣
≤

K∑
k=1

∣∣∣anε2,k
(ν1)

∣∣∣ ∣∣∣∣(z − znε1

)
−
(
z − znε2

)∣∣∣∣ k−1∑
j=0

∣∣∣z − znε1

∣∣∣j ∣∣∣z − znε2

∣∣∣k−j−1
,

puis comme z ∈ B(rn,η) ⊂ B(znε ,η)∩B(znε2
,η) avec η < Rna , il vient que

|z − znε1
| ≤ η et |z − znε2

| ≤ η,

puis,

|II | ≤
K∑
k=1

∣∣∣anε2,k
(ν1)

∣∣∣ ∣∣∣znε1
− znε2

∣∣∣ k−1∑
j=0

(Rna )j(Rna )k−j−1 ≤
∣∣∣znε1
− znε2

∣∣∣ K∑
k=1

∣∣∣anε2,k
(ν1)

∣∣∣ k ηk−1.

Et comme d’après le lemme 9.5.16, l’estimation (9.45) donne :

|II | ≤
∣∣∣znε1,k

− znε2

∣∣∣ +∞∑
k=1

k
( η
Rna

)k−1
=

∣∣∣znε1
− znε2

∣∣∣
(1− η/Rna )2 .

On a donc établit la majoration suivante :

∣∣∣Un
ε1

(z)−Un
ε2

(z)
∣∣∣ ≤ |I |+ |II | ≤ |ε1 − ε2|

1− η/Rna +
|znε1
− znε2
|

(1− η/Rna )2 . (9.47)
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Finalement, comme (znε )ε converge lorsque ε tend vers 0+, cette suite est de Cauchy, ce qui
permet de conclure en passant à la borne supérieure dans (9.47) que :

sup
z∈B(rn,η)

∣∣∣Un
ε1

(z)−Un
ε2

(z)
∣∣∣ ≤ |ε1 − ε2|

1− η/Rna +
|znε1
− znε2
|

(1− η/Rna )2 ,

et donc Un
ε véri�e le critère de Cauchy uniforme sur B(rn,η). De plus, l’estimation (9.46)

montre que la suite (anε,k(ν1))ε est également de Cauchy donc converge, notons ank sa limite.
Et en passant à la limite pour ε2→ 0+ dans la majoration de la di�érence tronquée obtenue :∣∣∣∣∣∣∣

K∑
k=0

anε1,k
(ν1)

(
z − znε1

)k − K∑
k=0

anε1,k
(ν1)

(
z − znε1

)k∣∣∣∣∣∣∣ ≤ |I |+ |II | ≤ |ε1 − ε2|
1− η/Rna +

|znε1
− znε2
|

(1− η/Rna )2 ,

puis en passant également à la limite sur K → +∞, on trouve∣∣∣∣∣∣∣
+∞∑
k=0

anε1,k
(ν1)

(
z − znε1

)k − +∞∑
k=0

ank (ν1)
(
z − znε1

)k∣∣∣∣∣∣∣ ≤ |ε1|
1− η/Rc

+
|znε1
− rn|

(1− η/Rc)2 ,

ce qui conclut la preuve. �

Nous avons une proposition analogue à celle 9.5.17 pour la fonction V n
ε à partir de la-

quelle est dé�nie l’autre solution Ψ n
ε de la base. Donnons le résultat sans preuve.

Proposition 9.5.18 (Convergence de V n
ε ). Il existe un voisinage rn du plan complexe de la

forme B(rn,η), où η > 0, et un seuil ε > 0 tels que pour tout ε ∈]0, ε[, V n
ε soit bien dé�nie sur

B(rn,η) et tels qu’on ait la convergence uniforme en ε :

V n
ε : z 7→

+∞∑
k=0

∂νa
n
ε,k(ν2) (z − znε )k

L∞(B(rn,η))−−−−−−−−−−→
ε→0+

V n : z 7→
+∞∑
k=0

∂νa
n
k (ν2) (z − rn)k .

où
∀k ∈N, ∂νa

n
k (ν2) = lim

ε→0+
∂νa

n
ε,k(ν2)

En�n, il nous reste plus qu’à énoncer le lemme donnant la convergence de la constante
cnε .

Proposition 9.5.19 (Convergence de cnε ). La constante cnε admet pour limite

cnε −−−−−→
ε→0+

cnB lim
ν→ν2

(ν − ν2) ans (ν),

où l’on rappelle que s = ν1 − ν2.

Espace des solutions locales. Rappelons que nous sommes intéressés par le compor-
tement des solutions au voisinage du rayon rn. Nous avons pour cela dé�ni l’espace des
solutions locales sur l’intervalle ouvert non vide I ⊂]ri , re[ en 9.31 par :

Snε (I) =
{
ϕnε ∈H1(I) :

d2ϕnε
dr2 + P nε

dϕnε
dr

+Qnεϕ
n
ε = 0, sur I

}
.
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Ayant obtenu que les fonctions auxiliaires Un
ε et V n

ε sont bien dé�nies sur un voisinage
B(rn,η) du rayon résonant à absorption su�samment petite, nous pouvons à présent dé�nir
la trace des fonctions Φnε et Ψ n

ε sur l’intervalle ]ri , re[, au moins au voisinage de rn et en
déduire une base de l’espace des solutions locales, comme décrit la proposition suivante.

Proposition 9.5.20. Pour ε ∈]0, ε[, les solutions

Φnε (z) = (z − znε )ν1 Un
ε (z),

Ψ n
ε (z) = (z − znε )ν2 V n

ε (z) + cnε Log(z − znε ) (z − znε )ν1Un
ε (z),

sont bien dé�nie sur le voisinage B(rn,η) privé de la coupure : B(rn,η)\Dε, et l’espace des
solutions locales 9.31 autour du rayon résonant rn est donnée par

Snε (Iη) = Vect
{
φnε ,ψ

n
ε

}
,

où Iη B]rn − η,r+η[, et

φnε : r ∈ Iη 7−→ Φnε (r + i0) et ψnε : r ∈ Iη 7−→ Ψ n
ε (r + i0).

Preuve. La preuve de cette proposition est directe en utilisant le fait que les restrictions à
un intervalle ouvert non vide de l’axe réel de fonctions holomorphes linéairement indépen-
dantes dé�nissent des fonctions indépendantes, c’est une conséquence simple de l’unicité du
prolongement analytique. De plus, ces restrictions sont analytiques sur Iη et satisfont l’équa-
tion di�érentielle au sens classique. Cela fournit donc bien une paire de solutions indépen-
dante à l’équation (9.29) pour toute absorption su�samment petite. L’espace de solutions
recherché étant de dimension 2, nous l’avons donc déterminé. �

Passage à la limite ε → 0+. Analysons à présent comment se comportent les solutions
formant la base de l’espace Snε (Iη) que nous avons trouvée en introduisant de l’absorption
lorsque cette absorption tend vers zéro.

De même que nous avons dé�ni φnε et ψnε les traces de Φnε et de Ψ n
ε sur Iη , introduisons

les fonctions unε et vnε dé�nie sur Iη par :

unε : r ∈ Iη 7−→Un
ε (r + i0) et vnε : r ∈ Iη 7−→ V n

ε (r + i0).

Le lemme suivant est une conséquence directe des lemmes de convergence uniforme des
fonctions Un

ε et V n
ε sur B(rn,η), 9.5.17 et 9.5.18.

Lemme 9.5.21 (Convergence de unε et vnε ). Sur Iη , les suites de fonctions (unε )ε et (vnε )ε
convergent uniformément sur Iη :

unε
L∞(Iη )−−−−−→
ε→0+

un, et vnε
L∞(Iη )−−−−−→
ε→0+

vn,

où un et vn sont dé�nies également par restrictions à Iη des fonctions limites Un et V n.

Pour passer à la limite, distinguons les cas d’une résonance critique et d’une résonance
du transport. Nous avons les deux théorèmes suivants.
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Théorème 9.5.22 (Cas d’une ligne résonante critique). Pour ε su�samment petit, les solu-
tions φnε et ψ

n
ε s’écrivent sur Iη :

∀r ∈ Iη ,


φnε (r) = unε (r),

ψnε (r) =
1

r − znε v
n
ε (r) + cnε Log(r − znε ) unε (r),

et convergent, au sens des distributions de l’intervalle Iη :

φnε
D′(Iη )−−−−−→
ε→0+

un,

ψnε
D′(Iη )−−−−−→
ε→0+

(
isπδ(r − rn) + v.p.

1
r − rn

)
vn + cn ln(|r − rn|) un,

où δ est la distribution de Dirac et v.p. et la distribution « valeur principale », et où

s = sgn
(

1
(αn)′(rn)

)
.

Théorème 9.5.23 (Cas d’une ligne résonante du transport). Pour ε su�samment petit, les
solutions φnε et ψ

n
ε s’écrivent sur Iη :

∀r ∈ Iη ,

φnε (r) = (r − znε )2unε (r),

ψnε (r) = vnε (r) + cnε (r − znε )2 Log(r − znε ) unε (r),

et convergent, au sens des distributions de l’intervalle Iη :

φnε
D′(Iη )−−−−−→
ε→0+

(r − rn)2un,

ψnε
D′(Iη )−−−−−→
ε→0+

vn + cn (r − rn)2 ln(r − rn)un.

La convergence est en réalité beaucoup plus forte dans ce cas car les fonctions obtenues �nale-
ment sont régulières.

9.5.5 Commentaires et perspectives.
Terminons cette section par des commentaires prospectifs dont l’étude demande des ap-

profondissements qui n’ont pas trouvé leur place dans cette thèse, mais qui sont prévus pour
de futurs développements. Nous avons choisis de les présenter ici, même de manière moins
formelle que ce qui a été fait jusque là.

Régularité des solutions à la limite. Au vu des théorèmes de convergence 9.5.22 et
9.5.23, le cas des résonances critiques semble donc être plus sévère en terme de singularité
du point de vue des inconnues des équations de Goldstein. En e�et, l’espace des solutions
obtenues par passage à absorption nulle, qui sont par dé�nition pour nous les solutions phy-
siquement acceptables présentent des singularités le faisant sortir du cadre d’analyse clas-
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sique pour ϕn qui est H1(]ri , re[). Nous pouvons alors nous demander quelle régularité est
attendue à absorption pour l’inconnue hydrodynamique localement autour d’une singularité
critique. Rappelons pour cela l’expression obtenue de ξnε :

ξnr,ε(r) =
ω0(r)
βnε (r)

(
n
r

+ 2Ω0(r)
d
dr

)
ϕnε (r),

ξnθ(r) = i
ω0(r)
βnε (r)

(
n
r
ω0(r) +αnε (r)

d
dr

)
ϕnε (r).

Ainsi, nous nous attendons à ce que les singularités empirent pour ξnr,ε à cause de la présence
de la dérivation suivant r de ϕnε , tandis dans l’expression de ξnθ,ε la dérivation est contre-
balancée par la multiplication par αnε qui est régularisant à la limite d’absorption nulle. Ainsi,
pour ξn non plus, le cadre L2 ne semble plus correspondre à l’espace naturel d’étude.

Pour ce qui est des résonances du transport, il semblerait que les choses se passent mieux.
En e�et, les bases de solutions locales obtenues à absorption nulle ne possèdent que de très
faible singularités et en particulier restent dans l’espaceH1(]ri , re[) alors que les coe�cients
des équations modales présentent des singularités dans ce cas. Pour ξnε , bien que la division
par la fonction βnε qui s’annule en rn à la limite d’absorption nulle s’ajoute à la dérivation
par rapport à la variable r pour accentuer les singularités, ξnε reste dans le cadre L2 qui est
sont espace naturel utilisé jusqu’ici.

Singularité des quantités physiques. Une question intéressante est celle de la régularité
des quantités physiques. En e�et, rappelons que les inconnues des équations de Goldstein
sont obtenus par un changement de variable faisant intervenir des opérateurs di�érentiels,
et en particulier l’opérateur Dωε , dont le symbole est précisément αnε qui s’annule pour les
fréquence de résonance critique. En e�et, rappelons que l’on a :

pε = −ρ0Dωεϕε,

ρε = c−2
0 pε,

vε = ∇ϕε +ξε,

d’où l’on déduit pour les modes de Fourier :

pnε = −iρ0ϕ
n
ε ,

ρnε = c−2
0 pnε ,

vnε,r =
dϕnε
dr

+ ξnε,r ,

vnε,θ =
in
r
ϕnε + ξε,θ,

Une remarque importante, surtout dans le cadre des résonances critiques est que le chan-
gement de variable qui permet d’établir les équations de Goldstein depuis celles d’Euler li-
néarisées introduit quelque peu arti�ciellement une singularité critique par la division par
αnε . Cette remarque ne plaide pas en faveur des équations de Goldstein en présence de ré-
sonances critiques car elles semblent en e�et ajouter des singularités dans les solutions, ce
qui devrait les rendre plus di�cile d’accès numériquement par exemple, si tant est que nous
ayons une théorie dans laquelle on puisse établir une discrétisation numérique.
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Exprimées qu’en fonction de ϕnε , les inconnues physiques du problèmes s’écrivent :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

pnε = −iρ0α
n
εϕ

n
ε ,

ρnε = −i ρ0

c0
αnεϕ

n
ε ,

vnε,r =
1
rρ0

(αnε )2

βnε

dϕnε
dr

+
nω0

r2ρ0

αnε
βnε
ϕnε ,

vnε,θ =
iω0

rρ0

αnε
βnε

dϕnε
dr

+
in

r2ρ0

(αnε )2 − 2Ω0ω0 +ω2
0

βnε
ϕnε .

En particulier, pour une résonance critique, la pression pnε et la densité ρnε sont plus régulières
que ϕnε en présence de résonance critique et de même régularité en présence de résonance
du transport. Pour ce qui est de la vitesse, en présence de résonance critique,

Illustrations numériques 1D. Pour illustrer brièvement numériquement ce que l’on ob-
tient en présence d’une résonance critique, nous avons programmé une petit programme
C++ d’éléments �nis 1D permettant de résoudre les équations modales de la couronne enϕnε
en présence d’absorption. L’équation doit être résolue très �nement pour des valeurs d’ab-
sorption assez petites. Nous illustrons le résultat obtenu pour un mode sur la �gure 9.4 en
traçant pour plusieurs valeurs d’absorption, en haut, Re(ϕnε ) et Im(ϕnε ) et en bas un zoom
autour de la valeur rn = 2 sur cet exemple. L’équation est résolue pour un second membre
bidon mais pour les bonnes conditions aux limites. On remarque de façon très qualitative le
comportement en 1/(r − rn) de la partie réelle de ϕnε et le comportement qui pourrait être
celui d’un Dirac pour sa partie imaginaire. Ces interprétations sont en accord avec ce que
prévoit le théorème 9.5.22. La même expérience numérique est réalisée pour une résonance
du transport et présentée sur la �gure 9.5. Le résultat attendu est la convergence vers une
solution apparemment régulière, comme prévu par le théorème 9.5.23 lorsque l’absorption
diminue.

Pour �nir ces petites expériences numériques, nous présentons un cas où c’est l’équation
modale régissant la pression qui est résolue. Non présentée dans ce manuscrit, cette équation
présente une singularité en r = rn dans ces coe�cients en présence d’une résonance critique.
Nous observons sur la �gure 9.6 la partie réelle et imaginaire de la pression pnε , pour plusieurs
niveaux d’absorption. Bien que l’équation résolue soit à coe�cients assez singuliers (ils ne
le sont pas vraiment car de l’absorption est introduite dans le domaine), la solution donnée
ne présente pas de singularité en rn = 2. Cela montre bien que l’on retrouve le fait que
la multiplication par αnε pour passer de ϕnε supprime la singularité critique de l’inconnue
physique alors qu’elle était présente, voir �gure 9.4 sur l’inconnue ϕnε .
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Figure 9.4 – Re(ϕnε ) et Im(ϕnε ) (haut, zoom en bas) : illustration d’une résonance du
transport en rn = 2 obtenue numériquement par résolution d’une équation modale par
éléments �nis 1D en présence d’absorption pour di�érents niveaux d’absorption : ε =
5× 10−3,10−3,5× 10−4,10−4,5× 10−5.
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Figure 9.5 – Re(ϕnε ) et Im(ϕnε ) (haut et bas) : illustration d’une résonance du transport en
rn = 2 obtenue numériquement par résolution d’une équation modale par éléments �nis 1D
en présence d’absorption pour di�érents niveaux d’absorption : ε = 10−2,10−3,10−4.
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Figure 9.6 – Re(pnε ) et Im(pnε ) (haut et bas) : illustration d’une résonance critique en
rn = 2 obtenue numériquement par résolution d’une équation modale par éléments �nis
1D en présence d’absorption pour di�érents niveaux d’absorption : ε = 5×10−2,×10−2,5×
10−3,×10−3,5× 10−4.
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Conclusion

Les travaux abordés dans cette thèse traitent de la modélisation de la propagation acous-
tique en régime harmonique dans un écoulement rotationnel par la formulation de Gold-
stein. Cette approche répond aux contraintes industrielles et méthodologiques dans laquelle
cette thèse CIFRE s’inscrit. En e�et, la formulation de Goldstein a été traitée du point de vue
perturbatif par rapport au modèle potentiel (équation d’Helmholtz convectée) dont la réso-
lution numérique était implémentée avant la thèse dans le code de calcul d’Airbus, Aseris.
Nous avons proposé une approche théorique et numérique de ces équations.

Après une introduction à la modélisation physique de l’aéroacoustique, nous nous sommes
attachés à présenter l’établissement rigoureux de la formulation de Goldstein, en équivalence
aux équations d’Euler linéarisées. En particulier, nous avons pris soin d’établir la correspon-
dance des sources avec celles des équations d’Euler linéarisées, qui sont le plus souvent uti-
lisées en domaine temporel. Nous avons également donné la démonstration d’une propriété
clef du modèle amenant à la localisation de l’inconnue hydrodynamique là où le rotationnel
de l’écoulement est non nul. Cette propriété est très intéressante du point de vue industriel
et laisse percevoir un surcoût de résolution numérique en 3D peu important en comparai-
son avec le modèle potentiel, qui revient à négliger cette inconnue hydrodynamique. Nous
avons vu qu’il y a néanmoins quelques bémols à cette anticipation du coût de calcul ; en par-
ticulier, cette propriété de localisation est vraie dans le cadre d’un écoulement satisfaisant
strictement les équations d’Euler.

Approche théorique. Conformément à cette vision perturbative, nous avons analysé les
équations de Goldstein par résolution de l’équation de transport harmonique a�n d’isoler
l’inconnue hydrodynamique qui vient « corriger » le potentiel acoustique, contenant en par-
ticulier le rotationnel de la perturbation acoustique de la vitesse. Cependant, cette équation
de transport en régime harmonique n’est pas classique. Par exemple, elle n’entre pas na-
turellement dans le cadre de la théorie des systèmes de Friedrichs, par manque de dissipa-
tion. Il s’agit d’une version vectorielle de l’équation de transport harmonique scalaire que
l’on voit apparaître lors de l’étude du modèle de Galbrun, voir [3], qui est une autre for-
mulation des mêmes équations de l’aéroacoustique, s’appuyant sur une description mixte
eulérienne-lagrangienne des perturbations de l’écoulement. Plus délicate à analyser, les ré-
sultats concernant cette équation de transport sont néanmoins généralisables. A savoir, en
reprenant l’hypothèse que l’écoulement soit domaine-remplissant, introduite par [42] qui
correspond à un écoulement traversant le domaine en un temps borné, l’analyse de l’équa-
tion par la méthode des caractéristiques est possible et donne lieu à une estimation a priori,
de la même nature que l’inégalité de Poincaré courbe donnée dans [42]. Puis, par analyse de
l’équation adjointe, nous arrivons à montrer que l’équation est alors bien posée. L’analyse
de cette équation hors de ce cadre n’est pas aisée et des résultats généraux nous semblent
hors de portée. En particulier, nous avons montré que pour une classe particulière d’écoule-
ments non domaine-remplissants : des écoulements en recirculation dans une couronne 2D,
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l’équation de transport harmonique possède des fréquences de résonance, associées à des
lignes résonantes. Ainsi, à une fréquence de résonance �xée, le long de certaines lignes de
courant de l’écoulement, dites résonantes, l’équation est mal posée. Nous avons de plus mon-
tré que ces problèmes ne se produisent pas rarement. Par exemple, nous savons qu’à haute
fréquence, il existe toujours des lignes de courant résonantes et que leur nombre augmente
avec la fréquence. Nous avons interprété ces problèmes en terme de manque de dissipation
dans le modèle. Par exemple, par ajout d’absorption, nous faisons disparaître ces résonances
du transport, qui sont dues à la périodicité des lignes de courant de l’écoulement. Nous soup-
çonnons qu’il en serait de même si nous prenions en compte la viscosité ou les termes non
linéaires négligés par l’approche de la formulation de Goldstein, mais nous n’en n’avons pas
de preuve. Une question en suspens à ce niveau de la thèse est alors de savoir si ces fré-
quences de résonances de l’équation de transport se transmettent au problème couplé de
Goldstein ou non.

Pour étudier le problème de Goldstein, nous nous sommes donc naturellement placés
dans un premier temps dans le cadre d’écoulements domaine-remplissants. Nous pro�tons
alors de l’inversibilité de l’équation de transport et de l’estimation a priori que nous en avons
pour montrer que la perturbation que constitue l’introduction de l’inconnue hydrodyna-
mique est contrôlée par le rotationnel de l’écoulement. Ainsi, nous avons pu justi�er la vi-
sion initiale industrielle consistant à dire que l’inconnue hydrodynamique supplémentaire
contient les interactions de l’onde acoustique avec le rotationnel de l’écoulement et qu’elle
est petite pour un écoulement peu rotationnel. Pour ce qui est de borner le domaine de cal-
cul, nous avons compris qu’il fallait prendre en compte l’inconnue hydrodynamique dans les
conditions de rayonnement du bord du domaine. En e�et, lorsque les écoulements considérés
ne satisfont plus les équations d’Euler ou que comme en 2D nous ne sommes pas capables de
placer la frontière du domaine de calcul hors du support du rotationnel, l’inconnue hydrody-
namique sort du domaine. Par exemple, dans un écoulement cisaillé qui se « dé-cisaillerait »,
sous l’e�et de la viscosité, nous avons remarqué que les équations de Goldstein ne sont pas
toujours en mesure de faire décroître la perturbation hydrodynamique comme on pourrait
l’attendre. C’est pourquoi nous avons proposé deux approches. Du point de vue de l’analyse
théorique dans un premier temps, nous avons établi des conditions aux limites absorbantes
permettant de faire « fuir » ξ. Du point de vue numérique, nous avons constaté que l’utili-
sation de PML permet également de faire fuir l’inconnue hydrodynamique du domaine sans
créer d’artefact visible dans le domaine. Néanmoins, la tentative d’analyse théorique des
PML dans le cas des équations de Goldstein s’est avérée compliquée et les résultats obtenus
ne nous satisfont pas dans le mesure où ils introduisent des conditions supplémentaires pour
obtenir le caractère Fredholm du problème.

En�n, pour aller plus loin et comprendre ce qu’il se passe lorsque l’écoulement n’est
pas supposé domaine-remplissant, nous avons analysé les équations de Goldstein dans le
cadre d’écoulements modèles recirculants dans la couronne. Dans un premier temps, hors
des fréquences de résonances de l’équation de transport, nous avons démontré que nous re-
trouvons des résultats similaires au cas domaine-remplissant, à savoir, qu’à faible rotationnel
le couplage de Goldstein relève de l’alternative de Fredholm. Par analyse en série de Fourier,
pro�tant ainsi du caractère invariant par rotation de notre géométrie et donc des équations,
nous avons trouvé de nouvelles résonances, que nous n’avions pas identi�ées jusque là. Il
s’agit de résonances connues sous le nom « couche critique » dans la littérature, voir [80].
Nous avons alors été capables, hors toute résonance du transport et critique, de montrer le
caractère bien posé du problème de Goldstein dans la couronne.

La présence de résonances se traduit sur les équations di�érentielles régissant les modes



275

de Fourier par la présence de singularités dans les coe�cients aux fréquences de résonance
du transport, ou par une dégénérescence aux fréquences de résonance critiques. Pour ana-
lyser ce qu’il se passe en présence de ces résonances, nous avons utilisé la méthode d’ab-
sorption limite. Ainsi, nous avons montré que l’introduction d’absorption dans le domaine
supprime les deux phénomènes de résonance, du transport et critique. Puis par des méthodes
d’analyse complexe, théorie de Fuchs ou méthode de Frobenius, nous avons analyser les sin-
gularités des bases de solutions des équations modales et identi�er leur limite lorsque l’ab-
sorption tend vers zéro. Cette analyse reste prospective et ne permet pas la prise en compte
numérique de ces résonances. Il s’agit dans un premier temps d’identi�er la nature des sin-
gularités qui apparaissent. Ces travaux ont été inspirés par des recherches similaires dans le
domaine des plasmas, voir [75] ou [77], où des singularités apparaissent à la fréquence de
résonance hybride.

Approche numérique. Notre approche d’étude numérique a été de programmer un code
éléments �nis en C++ pour résoudre les équations de transport et du couplage de Goldstein
en 2D. Le faible coût de la résolution de ces équations en 2D nous a permis de tester les pro-
priétés attendues et théoriques de ces équations. L’équation de transport harmonique, en tant
qu’EDP d’ordre 1 nécessite une stabilisation pour être résolue par éléments �nis classiques.
Nous avons retenu pour notre étude 2D la méthode « Streamline Upwind Galerkin Method »
(SUPG) qui nécessite d’ajuster le paramètre de stabilisation en fonction du pas de maillage,
mais également de la vitesse de l’écoulement, voir [52]. Cette approche a été utilisée pour des
questions de simplicité de mise en oeuvre et en comparaison avec la méthode des moindres
carrés qui, bien que n’ayant pas de paramètre à ajuster, s’est montrée trop dissipative.

L’étude du couplage de Goldstein en 2D a permis de véri�er numériquement son ca-
ractère perturbatif par rapport à la résolution de l’équation d’Helmholtz convectée. Nous
avons pu également constater la localisation attendue de l’inconnue hydrodynamique aux
tubes de courant contenant le support du rotationnel de l’écoulement porteur. Néanmoins,
comme expliqué précédemment, lorsque les écoulements porteurs considérés ne satisfont
pas les équations d’Euler, l’inconnue ξ n’a pas de raison de s’atténuer au bord. Nous avons
constaté que les PML se comportent bien avec l’équation de transport, même lorsque l’écou-
lement est cisaillé dans les couches absorbantes, qui doivent alors lutter contre un éventuel
accroissement de ξ dans le cisaillement.

L’étude numérique du couplage en 2D nous a également permis de retrouver une ap-
proximation qui nous semble satisfaisante pour notre application consistant à approximer
l’équation de transport par un opérateur d’ordre 0. Cette approximation est la même que
celle démontrée pour des écoulements cisaillés faible Mach et proposée parmi les modèles
d’interactions de faible vorticité dans [6].

Pour des questions de simplicité, c’est cette approximation de l’équation de transport qui
a été implémentée dans le code Aseris d’Airbus durant la thèse et dont les premiers résultats
sont présentés dans la dernière partie de ce manuscrit. Ces résultats sont les premiers d’une
étude industrielle à venir. Les principales perspectives pour de futures développement de
recherche industrielles vont être de se demander si les corrections apportées par le modèle de
Goldstein, par l’introduction de l’inconnue hydrodynamique en comparaison avec le modèle
potentiel, ne sont pas perdues dans les incertitudes que nous avons sur l’écoulement porteur
dans le cadre de nos applications. En e�et, l’écoulement porteur étant issu d’un calcul de CFD,
une approche de type « propagation d’incertitudes » aiderait à comprendre si nous devons
aller jusqu’au modèle de Goldstein et si oui dans quels cas, ou alors si le modèle potentiel
su�t compte tenu des erreurs sur les données d’entrées du calculs ainsi que sur les sources.
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A.1 Transformation de Lorentz
On prouve ici le résultat de la proposition 2.1.1. Pour cela, on commence par établir les

formules de commutation suivantes :

Lemme A.1.1. On a pour toute fonction φ : (x, t) 7→ φ(x, t) ∈ C et φ : (x, t) 7→ φ(x, t) ∈ Cd
su�samment régulières :

(i) L (∇φ) = L∇Lφ+
(
γ∞
c∞

)2

∂t (Lφ)v∞,

(ii) L (∇ ·φ) = ∇ ·
(
LLφ

)
+
(
γ∞
c∞

)2

v∞ ·∂tLφ.

Preuve.
(i) Dérivons simplement par rapport à la variable xi ,

∂xiLφ(x, t) = ∂xiφ
(
L−1x, t − γ∞

c2∞
v∞ · x

)
,

= L−1
j,i ∂xjφ

(
L−1x, t − γ∞

c2∞

)
− γ∞
c2∞
∂tφ

(
x, t − γ∞

c2∞
v∞ · x

)
v∞,i ,

ainsi, par symétrie de L,

∇φ = L−1∇Lφ− γ∞
c2∞
∂t (Lφ) v∞.
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Il reste à remarquer que

Lv∞ =
(
Id +

γ∞ − 1
v2∞

v∞vT∞

)
v∞ = v∞ + (γ∞ − 1)v∞ = γ∞v∞,

et isoler le terme ∇Lφ.

(ii) Calculons la divergence de la transformée,

∇ · (Lφ) = ∂xiφi

(
L−1x, t − γ∞

c2∞
v∞ · x

)
= L−1

j,i ∂xjφi

(
L−1x, t − γ∞

c2∞
v∞ · x

)
− γ∞
c2∞
v∞,i ∂tφi

(
L−1x, t − γ∞

c2∞
v∞ · x

)
,

ou autrement écrit

∇ · (Lφ) = L
(
∇ ·

(
L−1φ

))
− γ∞
c2∞
v∞ ·∂tLφ,

�nalement, en remplaçant φ par Lφ, en multipliant par L, avec Lv∞ = γ∞v∞, on
trouve

∇ · (LLφ) = L (∇ ·φ)−
(
γ∞
c∞

)2

v∞ ·∂tLφ.

�

A présent, nous pouvons calculer la transformée de l’opérateur qui nous intéresse. Soit
φ une fonction assez régulière,

L
(
∂tφ+ v∞ ·∇φ

)
= ∂tLφ+ v∞ · L∇φ = ∂tLφ+ v∞ ·

L∇Lφ+
(
γ∞
c∞

)2

∂t (Lφ)v∞


=

(
1 +

v2∞
c2∞
γ∞

)
∂tLφ+ vT∞L∂t∇Lφ,

puis, grâce à (v∞/c∞)2 = 1−γ−2∞ et vT∞L = γ∞vT∞,

L
(
∂tφ+ v∞ ·∇φ

)
= γ2∞∂tLφ+γ∞v∞ ·∂t∇Lφ,

ainsi,

L
((
∂t + v∞ ·∇

)2
φ
)

= γ4∞∂2
tφ+ 2γ3∞v∞ ·∂t∇Lφ+γ2∞v∞ ·∇ (v∞ ·∇Lφ) . (A.1)

Puis, reste à calculer la transformée du laplacien, en appliquant successivement les formules
donnant la transformée de la divergence et du gradient,

L
(
c2∞∆φ

)
= L

(
c2∞∇ · (∇φ)

)
= c2∞∇ · (LL (∇φ)) +γ2∞v∞ ·∂t (L (∇φ))

= c2∞∇ ·
L2∇Lφ+

(
γ∞
c∞

)2

∂t (Lφ)Lv∞

+γ2∞v∞ ·∂t
L∇Lφ+

(
γ∞
c∞

)2

∂t (Lφ)v∞

 ,
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toujours en utilisant que Lv∞ = γ∞v∞, on a

L
(
c2∞∆φ

)
= c2∞∇ ·

(
L2∇Lφ

)
+ 2γ3∞v∞ ·∂t∇Lφ+

γ4∞
c2∞
v2∞∂2

tLφ.

Ensuite,

L2 =
(
Id +

γ∞ − 1
v2∞

v∞vT∞

)2

= Id + 2
γ∞ − 1
v2∞

v∞vT∞ +
(
γ∞ − 1
v2∞

)2 (
v∞vT∞

)2
,

= Id +
(

2γ∞ − 2
v2∞

+ v2∞
γ2∞ − 2γ∞ + 1

v4∞

)
v∞vT∞ = Id +

(
γ2∞ − 1
v2∞

)
v∞vT∞,

= Id +
1
v2∞

(
1

1− v2∞/c2∞
− 1

)
v∞vT∞,

= Id +
(
γ∞
c∞

)2

v∞v2∞.

Finalement, la transformée du laplacien s’écrit

L
(
c2∞∆φ

)
= c2∞∆Lφ+γ2∞v∞ ·∇ (v∞ ·∇Lφ) + 2γ3∞v∞ ·∇∂tLφ,

+γ4∞

(
v∞
c∞

)2

∂2
tLφ.

(A.2)

La transformation de l’opérateur des ondes convectées s’obtient alors en soustrayant les deux
égalités établies (A.1) et (A.2) :

L
((
∂t + v∞ ·∇

)2
φ− c2∞∆φ

)
= γ4∞

1−
(
v∞
c∞

)2∂2
tφ− c2∞∆Lφ.

A.2 Caractérisation 2D de la propriétéΩ-remplissant

Nous donnons une preuve du lemme 4.1.7 qui stipule qu’un champ de vecteur v0 ∈
C1(R2,R2) est Ω-remplissant si et seulement si

inf
x∈Ω
|v0(x)| > 0.

Pour montrer le lemme 4.1.7, on établit d’abord quelques résultats. Le premier lemme
montre que la frontière glissante Γ0 contient localement les lignes de courant de v0.

Lemme A.2.1. Pour tout x0
b ∈ Γ0, il existe un intervalle ouvert I ′ , contenant 0 et tel que :

∀t ∈ I ′, ϕ(t,x0
b) ∈ Γ0.

Preuve (du lemme A.2.1). Soit x0
b B b0(s0) ∈ Γ0, et s0 ∈ I0,i où i ∈ {1, . . . , c0}. Comme

v0

(
x0
b(s)

)
·n

(
b0(s)

)
= 0 pour tout s ∈ I0,i et comme b′0(s) est orthogonal à n

(
b0(s)

)
, il existe
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un réel α(s) ∈R tel que b′0(s) = α(s)v0

(
b0(s)

)
, ainsi

α(s) =
b′0(s) · v0

(
b0(s)

)
∣∣∣∣v0

(
b0(s)

)∣∣∣∣2 .

Puisque v0 , 0 sur Ω, α est une fonction continue qui ne s’annule pas sur un intervalle
ouvert J contenant s0. Ainsi, nous pouvons dé�nir le changement de variable suivant :

σ : J → I ′ ⊂ I0,i
t 7→

∫ t

s0

α(τ)dτ,

∀t ∈ I ′, ψ
(
t,x0

b

)
B b0 ◦ σ−1(t).

Alors ψ satisfait alors l’équation di�érentielle suivante :
∂ψ
∂t

(
t,x0

b

)
= (σ−1(t))′b′0

(
σ−1(t)

)
= v0

(
b0(σ−1(t))

)
= v0

(
ψ(t,x0

b)
)
,

ψ
(
0,x0

b

)
= b0(σ−1(0)) = b0(s0) = x0

b ,

ce qui montre, en utilisant l’unicité du théorème de Cauchy-Lipschitz :

∀t ∈ I ′, ϕ(t,x0
b) = ψ

(
t,x0

b

)
= b0(σ (t)) ∈ Γ0.

�

Le lemme suivant montre qu’une ligne de courant de v0 traverse forcément les frontières
Γ− et Γ+ et ce en un unique point. Ainsi, localement, il y a une unique intersection entre la
frontière entrante ou sortante et la ligne de courant.
Lemme A.2.2. Nous avons la propriété suivante :

xb ∈ Γ± ⇒ ∃ε > 0 / ∀t ∈]0, ε[,

 ϕ(∓t,xb) ∈Ω
ϕ(±t,xb) ∈Ω{.

Preuve (du lemme A.2.2). Nous ne donnons la preuve que pour la frontière entrante Γ−, le
cas de la frontière sortante Γ+ se traitant de manière très similaire. Soit xb ∈ Γ−. Utilisons la
dé�nition implicite locale de Ω autour de xb comme montré sur la �gure A.1 : il existe un
voisinage V de xb dans R2 et une fonction h : V →R de classe C1 tels que :

Ω∩V =
{
x ∈ V : h(x) < 0

}
.

Au voisinage de xb, la frontière de Ω est donnée par ∂Ω∩ V = {x ∈ V : h(x) = 0}, ainsi
la normale extérieure n(xb) est positivement colinéaire à ∇h(xb). De plus, pour tout point
x′b ∈ V ∩ Γ− on a v0(x′b) ·n(x′b) < 0. Ainsi la fonction f : t 7→ h(ϕ(t,xb)) dé�nie au voisinage
de 0 véri�e :

f (0) = h(ϕ(0,xb)) = h(xb) = 0 et
f ′(0) = ∇h(ϕ(0,xb)) ·∂tϕ(0,xb) = ∇h(ϕ(0,xb)) · v0(ϕ(0,xb)) = (∇h · v0) (xb) < 0.
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Figure A.1 – Paramétrisation locale de Ω au voisinage de xb ∈ ∂Ω

Finalement, en vertu de la continuité de f , il existe ε > 0 tel que pour tout t ∈]0, ε[, on ait
±f (±t) < 0, i.e. ±h(ϕ(±t,xb)) < 0, ce qui montre que ϕ(t,xb) ∈ Ω et ϕ(−t,xb) ∈ Ω{ et
termine la preuve. �

Lemme A.2.3. Soit un sous ensemble K de R2, compact et simplement connexe et soit x ∈ K ,
on a :

O±x B
{
ϕ(t,x), t ∈R±

}
⊂ K ⇒ ∃x0 ∈ K / v0(x0) = 0.

Comme on a supposé que Ω ne contient aucun point d’annulation de la vitesse v0, une consé-
quence directe de ce résultat est qu’une ligne de courant partant d’un point de Ω sort de Ω en
un temps �ni.

Preuve (du lemme A.2.3). La preuve repose sur deux principaux résultats, le théorème de
Poincaré-Bendixson et le théorème du point �xe de Brouwer. Soit x ∈ K , supposons que
O+
x ⊂ K (le cas de O−x se traite de la même manière). Le théorème de Poincaré-Bendixson

stipule que l’ensemble limite ω+(x) dé�ni de la façon suivante :

ω+(x)B
⋂
t>0

{
ϕ(τ,x), τ ≥ t

}
,

est soit un point �xe y ∈ K du �ot ϕ(·,y) ou une orbite périodique Oy .

• Dans le premier cas, il existe y ∈ K tel que

∀t ≥ 0, ϕ(t,y) = y,

ce qui implique que v0(y) = v0(ϕ(t,y)) = ∂tϕ(t,y) = 0.
• si ω+(x) = Oy est une orbite périodique, notons B l’ensemble compact qu’elle déli-

mite. Cet ensemble B est simplement connexe et, comme les orbites ne se croisent pas,
invariant par le �ot ϕ(t, ·) pour tout temps t ∈R+.
Pour tout n ∈ N, dé�nissons tn B 2−n et l’ensemble Kn B {x ∈ B : ϕ(tn,x) = x}.
D’après la continuité du �ot ϕ , chaque Kn est fermé. Chaque Kn est également borné
et donc compact et de plus non vide en vertu du théorème de point �xe de Brouwer
appliqué à la fonction x 7→ ϕ(tn,x) ∈ B. Remarquons que de plus Kn+1 ⊂ Kn car pour
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tout n ∈N et x ∈ Kn+1 :

ϕ(tn,x) = ϕ(tn+1 + tn+1,x) = ϕ(tn+1,ϕ(tn+1,x)) = ϕ(tn+1,x) = x,

qui montre que x ∈ Kn. Finalement, en appliquant le théorème d’intersection de Can-
tor, qui montre qu’une intersection décroissante de compacts non vide est non vides,
on trouve qu’il existe x∞ ∈

⋂
nKn qui véri�e donc :

v0(x∞) = v0(ϕ(0,x∞)) = ∂tϕ(0,x∞)

= lim
n→∞ t

−1
n

(
ϕ(tn,x∞)−ϕ(0,x∞)

)
= lim
n→∞ t

−1
n

(
x∞ − x∞) = 0.

Comme v0 ne s’annule pas sur Ω, chaque orbite négative ou positive O±x , où x ∈ Ω,
n’est pas contenue dans Ω.

�

A présent, démontrons le résultat principal.

Preuve (du lemme 4.1.7). Cette preuve s’articule en deux étapes. Étant donné x ∈Ω :
1. Nous démontrons l’existence de tx ∈R∗+ et de xb ∈ ∂Ω tel que : ∀τ ∈]0, tx[, ϕ(τ,xb) ∈
Ω and ϕ(tx,xb) = x.

2. Puis, nous montrons que si x n’est pas dans l’ensemble négligeable N , nous avons
xb ∈ Γ−.

3. Nous montrons alors l’unicité d’un tel couple tx,xb.
4. Finalement, il restera à montrer qu’il existe une constante t∗ > 0, indépendante de x

telle que tx ≤ t∗.
1. Avec le lemme A.2.3, l’ensemble T −x B

{
t ∈ R∗− : ∀τ ∈]t,0], ϕ(τ,x) ∈Ω

}
, qui est non

vide, est borné et donc admet un minimum, que l’on note −tx < 0. Dé�nissons alors
xbB ϕ(−tx,x). Pour tout t ∈]0, tx[, ϕ(t,xb) = ϕ(t,ϕ(−tx,x)) = ϕ(t − tx,x) and t − tx
est plus grand que le minimum de T −x , c’est pourquoi il existe t′ ∈ T −x tel que t−tx > t′ .
Puis, par dé�nition de l’ensemble T −x , ϕ(t,xb) = ϕ(t−tx,x) ∈Ω. Il reste à prouver que
xb ∈ ∂Ω. Par l’absurde, on suppose que xb < ∂Ω. Comme (∂Ω){ est l’union disjointe
de deux ouverts : Ω et Ω{, il existe ε > 0 tel que l’alternative suivante ait lieu :

— Soit B(xb, ε) ⊂Ω{. Par continuité de l’application t 7→ ϕ(t,x) and asϕ(−tx,x) =
xb, il existe un voisinage (−tx −η,−tx +η) de −tx, où η > 0, tel que pour tout t ∈
(−tx −η,−tx +η), ϕ(t,xb) ∈Ω{, ce qui contredit le fait que −tx soit le minimum
de T −x .

— Ou alors, B(~bx,ε) ⊂Ω. De la même façon, il est facile de montrer qu’il y a contra-
diction avec le fait que −tx est le minimum de T −x .

2. D’après le lemme A.2.2, si xb appartient à Γ+, il existe ε > 0 tel que pour tout t ∈]0, ε[,
ϕ(t,xb) <Ω, ce qui signi�e que ϕ(t − tx,x) <Ω et contredit que −tx soit le minimum
de T −x . D’après le lemme A.2.1, si xb ∈ Γ0, il existe ε > 0 tel que pour tout t ∈]− ε,ε[,
ϕ(t,xb) ∈ Γ0, donc ϕ(t− tx,xb) <Ω, ce qui contredit de nouveau le fait que −tx soit le
minimum de T −x .
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Ainisi, soit xb ∈ Γ− ou alors xb ∈ Γ0\Γ0. Dans le second cas, il existe s ∈ I0\I0 tel que
b0(s) = xb. Ainsi,

x ∈ N B
⋃

s∈ I0\I0

{
ϕ(t,b0(s)), t ∈R

}
,

oùN est négligeable pour la mesure de Lebesgue car I0\I0 est supposé �ni.
3. Considérons le couple (t′x,x′b) ∈R∗+×∂Ω tel que pour tout τ ′ ∈ (0, t′x) on a ϕ(τ ′,x′b) ∈
Ω et ϕ(tx,xb) = ϕ(t′x,b′x). Si t′x < tx, alors en composant par ϕ(−t′x, ·), on obtient

ϕ(−t′x,ϕ(tx,xb)) = ϕ(−t′x,ϕ(t′x,x′b)) ⇒ ϕ(tx − t′x,xb) = ϕ(0,x′b),
⇒ ϕ(tx − t′x,xb) = x′b.

Mais tx−t′x > 0, doncϕ(tx−t′x,xb) ∈Ω ce qui contredit que xb <Ω. Puis, tx ≤ t′x, et par
symétrie du problème, t′x ≤ tx, donc t′x = tx. Finalement, également par composition
par ϕ(−tx, ·), on obtient ϕ(0,xb) = ϕ(0,x′b), i.e. xb = x′b.

4. En appliquant le lemme A.2.3, on peut dé�nir pour tout x ∈ Ω le premier temps de
sortie de l’ensemble Ω part :

τ(x)B sup
{
t ∈R+ : ∀τ ∈ [0, t],ϕ(τ,x) ∈Ω

}
< +∞.

On souhaite donc montrer que

sup
x∈Ω

τ(x) < +∞.

Par l’absurde, on suppose que supx∈Ω τ(x) = +∞ on on considère la suite (xn) ∈ Ω
telle que limn∞ τ(xn) = +∞. CommeΩ est compact, à extraction près, on suppose que
xn→ x ∈Ω. Il existe alors une suite croissante (tn) telle que :

tn −−−−−−→n→+∞ +∞, et ∀n ∈N, ∀t ∈ [0, tn], ϕ(t,xn) ∈Ω.

On en déduit que pour tout m ≥ n, on a ϕ(tn,xm) ∈ Ω, puis par passage à la limite
m→ +∞ et en utilisant la continuité du �ot ϕ , on conclut que ∀n ∈N,ϕ(tn,x) ∈Ω.
Ceci montre que l’orbite positive partant de x ∈ Ω est contenu dans Ω ce qui est
interdit par le lemme A.2.3.

�

A.3 Borner le domaine calcul avec des « Perfectly Mat-
ched Layers »?

A.3.1 Dans le cas « domaine-remplissant » avec PML

Cette annexe expose notre tentative d’analyse des équations de Goldstein en présence de
PML. Cependant, la condition obtenue n’est pas satisfaisante car elle introduit de nouvelles
conditions sur les paramètres des PML se mêlant aux conditions plus physiques concernant
l’écoulement porteur.
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Géométrie et notations

La géométrie que l’on considère est présentée sur la �gure A.2. Nous nous plaçons en
2D et le domaine de calcul est toujours noté Ω, que l’on considérera rectangulaire. Nous
réservons des bandes de largeurs Lx > 0 et Ly > 0 pour servir de PML autour du domaine
d’intérêtΩi . On note la découpe du domaine de la façon suivante (aux frontières près), entre
domaine d’intérêt Ωi et zone PML, Ω∞ :

Ω =Ωi ∪Ω∞,
où,

Ω =
{
(x,y) ∈R2 : |x| < Rx +Lx et |y| < Ry +Ly

}
,

Ωi =
{
(x,y) ∈R2 : |x| < Rx et |y| < Ry

}
, Ω∞ =Ω\Ωi .

Puis la zone PML est elle-même découpée en :

Ω∞ =Ω0∞ ∪Ω+∞ ∪Ω−∞, où

Ω±∞ =
{
(x,y) ∈R2 : Rx < ±x < Rx +Lx et |y| < Ry

}
Ω0∞ =Ω∞\ (Ω+∞ ∪Ω−∞) .

Ω+∞ est le domaine en aval de la zone « di�ractante », zone où l’écoulement est plus complexe
que seulement cisaillé. Les PML sont associées à un nombre complexe α ∈C tel que

(0, 0)

⌦+
1

⌦0
1

⌦i

⌦ = ⌦i [ ⌦1

��
1

�+
i

x = Rx + Lxx = �(Rx + Lx)

y = �(Ry + Ly)

y = (Ry + Ly)

y = Ry

y = �Ry

x = Rxx = �Rx

v0(x, y) = v1ex

v0(x, y) = v1ex

ex

ey

v0(x, y)quelconque

��
i⌦�

1

⌦0
1

⌦1 = ⌦0
1 [ ⌦+

1 [ ⌦�
1

v0(x, y) = v+
1(y)ex
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Figure A.2 – Description du domaine pour l’étude avec PML

Re(α) > 0 et Im(α) < 0,
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et à la fonction vectorielle α = (αx,αy) dé�nie par

αx,y : Ω −→ C

x = (x,y) 7−→
1 si |x| < Rx

(
resp. |y| < Ry pour αy

)
,

α sinon.

(A.3)

(A.4)

Dé�nissions quelques notations pour les frontières qui nous seront utiles par la suite :

Γ −∞B
{
(−Rx −Lx, y) : |y| < Ry +Ly

}
,

Γ ±i B
{
(±Rx, y) : |y| < Ry

}
.

Le domaine de calcul Ωi est choisi tel que l’écoulement hors de Ωi en renvoie aucune onde
dans lui-même. Ainsi, l’écoulement porteur (ρ0,p0,v0) est cisaillé à l’extérieur de Ωi et de
plus uniforme au dessus et en dessous de ce domaine, pour |y| > Ry . Plus précisément, on
postule que dans Ω0∞, l’écoulement est uniforme :

∀(x,y) ∈Ω0∞, v0(x,y) = v∞ex,

puis cisaillé dans Ω±∞ :
∀(x,y) ∈Ω±∞, v0(x,y) = v±∞(y)ex.

Les équations d’Euler stationnaires imposent alors que la densité et la pression de l’écoule-
ment porteur dans la zone extérieure Ω∞ sont constantes :

∀(x,y) ∈Ω∞, ρ0(x,y) = ρ∞ et p∞(x,y) = p∞.

Nous aurons également besoin des notations suivantes, donnant le minimum et le maximum
de la vitesse dans la partie PML, que nous supposons strictement positifs :

v±∞ = inf
|y|<Ry

v±∞(y) > 0 et v±∞ = sup
|y|<Ry

v±∞(y) > 0. (A.5)

Remarque A.3.1. Supposer que la vitesse de l’écoulement à l’in�ni ne s’annule pas peut pa-
raître surprenant dans la mesure où les équations se simpli�ent grandement dans ce cas. Néan-
moins, les estimations obtenues lors de la résolution de l’équation de transport passent mal à
la limite lorsque la vitesse de l’écoulement tend vers zéro. Le cas de l’écoulement uniforme à
l’in�ni, et en particulier nul, fera l’objet de discussions dans la section suivante.

Les équations de Goldstein s’écrivent avec PML sous la forme

ρ0Dω,α
(
c−2

0 Dω,αϕ
)
−∇α ·

(
ρ0∇αϕ + ρ0ξ

)
= f ,

Dω,αξ + (ξ ·∇)v0 = ∇αϕ ×ω0,

où les opérateurs ∇α et Dω,α sont des versions avec PML des opérateurs ∇ et Dω, dé�nis
par

∇α B
(
αx∂x
αy∂y

)
,

Dω,α B −iω+ v0 ·∇α.
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Les PML sont conçues pour absorber et faire tendre vers zéro ϕ. Par conséquent, pour des
largeurs de bandes PML, Lx et Ly , su�samment grandes, on fait l’approximation d’imposer
ϕ = 0 sur ∂Ω. Pour ce qui est de ξ, les PML jouent également le rôle d’absorption, cependant,
seule une condition sur le bord entrant ∂Ω− = Γ −∞ est nécessaire pour ξ. Même si l’écoule-
ment est cisaillé en amont du domaine, on fait l’approximation que ξ = 0 sur le bord entrant
Γ −∞. On obtient ainsi les conditions aux limites suivantes :

ϕ = 0, sur ∂Ω,
ξ = 0, sur Γ −∞ = Γ∞.

Finalement, le problème de Goldstein avec PML s’écrit :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Pour f ∈ L2(Ωi), trouver ϕ ∈H1

0 (Ω,ρ0), ξ ∈H−(Ω,v0,ρ0), tels que :

ρ0Dω,α
(
c−2

0 Dω,αϕ
)
−∇α ·

(
ρ0∇αϕ + ρ0ξ

)
= f , dans Ω

Dω,αξ + (ξ ·∇)v0 = ∇αϕ ×ω0, dans Ω
(A.6a)
(A.6b)

Estimation

Établissons quelques lemmes donnant des estimations nécessaires pour montrer le ca-
ractère Fredholm des équations de Goldstein avec PML.

Le lemme suivant traduit le fait que ξ est créé dès la zone amontΩ−∞ en interaction avec
l’onde ϕ, puis est convecté et ampli�é/diminué dans Ωi et Ω+∞.
Lemme A.3.2. Soit (ϕ,ξ) ∈H1(Ω,ρ0)×H−(Ω,v0,ρ0) satisfaisant l’équation de transport de
Goldstein (A.6b), alors

ξ = 0 dans Ω0∞ =Ω\ (Ωi ∪Ω+∞ ∪Ω−∞)

Preuve. Considérons une solution (ϕ,ξ) des équations (A.6). Remarquons dans un premier
temps que dans Ω0∞, la vitesse v0 est uniforme v0(x,y) = v∞ex, l’écoulement y est donc
irrotationnel ω0(x,y) = 0 et à gradient nul, donc (ξ ·∇)v0 = 0. De plus, dansΩ0∞, αx(x,y) =
1. Ainsi, l’équation de transport de Goldstein (A.6b) se découple de l’équation d’onde (A.6a)
et s’écrit :

−iωξ + v∞∂xξ = 0 dans Ω0∞. (A.7)

Comme v0 = v∞ex est domaine-remplissant dansΩ0∞ (quitte à le découper en deux domaines
que sont ses parties connexes), l’équation (A.7) est bien posée dansH−(Ω0∞). Or, ξ appartient
bien à H−(Ω0∞) car ξ ∈ H−(Ω) et que ∂(Ω0∞)− ⊂ ∂Ω−. Ceci permet de conclure que ξ = 0
est l’unique solution de (A.7). �

Le lemme d’estimation de trace suivant nous sera également très utile :
Lemme A.3.3. Soit un domaine D ⊂R

2 tel que les frontières ∂D− et ∂D+ sont séparées, on a
pour tout ξ ∈H(D,v0,ρ0), l’estimation suivante(

inf
∂D+
|v0 ·n|

)
‖ξ‖2L2(∂D+,ρ0)2 ≤ 2‖ξ‖2H(Ωi )

+
(
sup
∂D−
|v0 ·n|

)
‖ξ‖2L2(∂D−,ρ0)2 ,
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Preuve. Étant donné ξ ∈H(D,v0,ρ0), on applique la formule de Green (3.16) et on obtient :

2Re
(∫

D
(ρ0v0 ·∇)ξ ·ξ

)
=
∫
∂D+∪∂D−

|ξ|2 (ρ0v0 ·n)dσ

≥
(

inf
∂D+
|v0 ·n|

)
‖ξ‖2L2(∂D+,ρ0)2 −

(
sup
∂D−
|v0 ·n|

)
‖ξ‖2L2(∂D−,ρ0)2

De là, on déduit par l’inégalité de Cauchy-Schwartz :(
inf
∂D+
|v0 ·n|

)
‖ξ‖2L2(∂D+,ρ0)2 ≤ 2Re

(∫
D

(ρ0v0 ·∇)ξ ·ξ
)

+
(
sup
∂D−
|v0 ·n|

)
‖ξ‖2L2(∂D−,ρ0)2

≤ ‖(v0 ·∇)ξ‖L2(D,ρ0)2 ‖ξ‖L2(D,ρ0)2 +
(
sup
∂D−
|v0 ·n|

)
‖ξ‖2L2(∂D−,ρ0)2

≤ ‖ξ‖2H(D) +
(
sup
∂D−
|v0 ·n|

)
‖ξ‖2L2(∂D−,ρ0)2

ce qui montre l’estimation voulue. �

Le lemme A.3.4 nous permettra d’obtenir une estimation de ξ dans les zones PML où il
n’est pas nul.

Lemme A.3.4. Soit ϕ ∈H1(Ω±∞,ρ0). Si ξ ∈H(Ω±∞,v0,ρ0) satisfait l’équation

Dω,αξ + (ξ ·∇)v0 = ∇αϕ ×ω0 dans Ω±∞,

alors on a les estimations suivantes

‖ξ‖L2(Ω±∞,ρ0)2 ≤ C±i ‖ξ‖L2(∂(Ω±∞)−,ρ0)2 +C±∞‖∇ϕ‖L2(Ω±∞,ρ0)2 ,

où, avec les notations v±∞ = inf|y|<Ry v
±∞(y), β B −2Im(α)

|α|2 > 0 et Υ ±∞B sup|y|<Ry
∣∣∣∣ (v±∞)′(y)
v±∞(y)

∣∣∣∣,
C±i B 2

√√√
1− e−β

ω
v±∞
Lx

β ω
v±∞

+
∣∣∣∣∣LxΥ ±∞α

∣∣∣∣∣2,
C±∞B 2

LxΥ
±∞

|α|

√
1 +
|α|2
2

+
(LxΥ

±∞)2

3
.

Remarque A.3.5. • Lorsque l’écoulement est uniforme à l’extérieur du domaine d’intérêt
Ωi , i.e. pour v±∞ = v∞, alors (v±∞)′ = 0, donc Υ ±∞ = 0 et ainsi

C±i = 2

√√√
1− e−β

ω
v±∞
Lx

β ω
v±∞

−−−−−−−→
Lx→+∞

2

√
v±∞
βω

,

C∞ = 0.

• Le fait de considérer un écoulement cisaillé à l’in�ni, (v±∞)′(y) , 0, entraîne des problèmes
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lorsque la longueur Lx des PML tend vers l’in�ni, en e�et :

C±i −−−−−−−→Lx→+∞
+∞,

C±∞ −−−−−−−→
Lx→+∞

+∞.

• En particulier, nous ne sommes pas capable de dé�nir de solutions aux équations, même
en avec l’absorption des PML, en domaine in�ni en présence d’un écoulement cisaillé.
Cependant, un tel écoulement, bien que solution des équations d’Euler stationnaires, n’est
pas physiquement acceptable car la viscosité ne pourrait plus être négligée sur de telles
échelles.

Preuve (du lemme A.3.4). Les cas des domainesΩ+∞ etΩ−∞ étant identiques à une translation
près en changeant v+∞ en v−∞, nous donnons la preuve arbitrairement pour le domaine Ω+∞.

Aϕ ∈H1(Ω+∞,ρ0) �xé, la solution ξ = (ξx,ξy) de l’équation s’exprime de façon explicite
en fonction de sa trace sur le bord ξ(R,y), |y| < Ry :

ξy(x,y) =ξy(Rx, y)e
i ω
αv+∞(y)

(x−Rx)
+

(v+∞)′(y)
v+∞(y)

∫ x

Rx

e
i ω
αv+∞(y)

(x−s)
∂xϕ(s,y)ds,

ξx(x,y) =ξx(Rx, y)e
i ω
αv+∞(y)

(x−Rx) − 1
α

(v+∞)′(y)
v+∞(y)

(x −Rx)ξy(Rx, y)e
i ω
αv+∞(y)

(x−Rx)

+
1
α

(
(v+∞)′(y)
v+∞(y)

)2∫ x

Rx

(x − s)ei
ω

αv+∞(y)
(x−s)

∂xϕ(s,y)ds

− 1
α

(v+∞)′(y)
v+∞(y)

∫ x

Rx

e
i ω
αv+∞(y)

(x−s)
∂yϕ(s,y)ds.

Commençons par majorer ξy . En utilisant que Im(α) < 0, on a la majoration brutale sui-
vante :

∀x ∈R+,
∣∣∣∣ei ω

αv+∞(y)
x
∣∣∣∣ = e

Re

(
i ω
αv+∞(y)x

)
= e

Im(α)
|α|2

ω
v+∞(y)

x ≤ 1,

qui donne, ∣∣∣ξy(x,y)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ξy(Rx, y)

∣∣∣e Im(α)
|α|2

ω
v+∞(y)

(x−Rx)
+
∣∣∣∣∣(v+∞)′(y)
v+∞(y)

∣∣∣∣∣∫ x

Rx

∣∣∣∂xϕ(s,y)
∣∣∣ds.

Puis, élevons au carré et intégrons sur le domaine Ω+∞, en notant v+∞ = inf|y|<Ry v
+∞(y), β B
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−2Im(α)/ |α|2, et Υ ±∞B sup|y|<Ry
∣∣∣∣ (v+∞)′(y)
v+∞(y)

∣∣∣∣,∫ Ry

−Ry

∫ R+Lx

Rx

∣∣∣ξy(x,y)
∣∣∣2 dxdy ≤ 2

∫ Ry

−Ry

∫ Rx+Lx

Rx

e
−β ω

v+∞(y)
(x−Rx)|ξy(Rx, y)|2 dxdy

+ 2
(

(v+∞)′(y)
v+∞(y)

)2∫ Ry

−Ry

∫ R+Lx

Rx

(∫ x

Rx

∣∣∣∂xϕ(s,y)
∣∣∣ds)2

dxdy

≤ 2
(∫ Rx+Lx

Rx

e
−β ω

v+∞
(x−Rx)

dx
)
‖ξy‖2L2(Γ +

i )

+ 2Lx(Υ
±∞)2

∫ Ry

−Ry

(∫ Rx+Lx

Rx

∣∣∣∂xϕ(s,y)
∣∣∣ds)2

dy

On obtient ainsi

‖ξy‖2L2(Ω+∞) ≤ 2
1− e−β

ω
v+∞
Lx

β ω
v+∞

‖ξy‖2L2(Γ +
i ) + 2

(
LxΥ

±∞
)2 ‖∂xϕ‖2L2(Ω+∞). (A.8)

Passons à la majoration de ξx, on a

1
4
|ξx(x,y)|2 ≤

∣∣∣ξx(Rx, y)
∣∣∣2 e−β ω

v+∞
(x−Rx)

+
(Υ ±∞)2

|α|2 (x −Rx)2
∣∣∣ξy(Rx, y)

∣∣∣2 e−β ω
v+∞

(x−Rx)

+
(Υ ±∞)4

|α|2
(∫ x

Rx

(x − s)
∣∣∣∂xϕ(s,y)

∣∣∣ds)2

+
(Υ ±∞)2

|α|2
(∫ x

Rx

∣∣∣∂yϕ(s,y)
∣∣∣ds)2

≤
∣∣∣ξx(Rx, y)

∣∣∣2 e−β ω
v+∞

(x−Rx)
+
∣∣∣∣∣LxΥ ±∞α

∣∣∣∣∣2 ∣∣∣ξy(Rx, y)
∣∣∣2 e−β ω

v+∞
(x−Rx)

+
(Υ ±∞)4

|α|2
L3
x

3

∫ Rx+Lx

Rx

∣∣∣∂xϕ(s,y)
∣∣∣2 ds+

(Υ ±∞)2

|α|2 Lx

∫ Rx+Lx

Rx

∣∣∣∂yϕ(s,y)
∣∣∣2 ds,

ainsi, en intégrant sur Ω+∞, il vient

1
4

∫ Ry

−Ry

∫ Rx+Lx

Rx

∣∣∣ξx(x,y)
∣∣∣2 dxdy ≤

∫ Ry

−Ry

∫ Rx+Lx

Rx

e
−β ω

v+∞
(x−Rx) ∣∣∣ξx(Rx, y)

∣∣∣2 dxdy

+
∣∣∣∣∣LxΥ ±∞α

∣∣∣∣∣2∫ Ry

−Ry

∫ Rx+Lx

Rx

e
−β ω

v+∞
(x−Rx) ∣∣∣ξy(Rx, y)

∣∣∣2 dxdy

+
(LxΥ ±∞)4

3|α|2
∫ Ry

−Ry

∫ Rx+Lx

Rx

∣∣∣∂xϕ(x,y)
∣∣∣2 dxdy

+
∣∣∣∣∣LxΥ ±∞α

∣∣∣∣∣2∫ Ry

−Ry

∫ Rx+Lx

Rx

∣∣∣∂yϕ(x,y)
∣∣∣2 dxdy

≤1− e−β
ω
v+∞
Lx

β ω
v+∞

‖ξx‖2L2(Γ +
i ) +

∣∣∣∣∣LxΥ ±∞α
∣∣∣∣∣2 ‖ξy‖2L2(Γ +

i )

+
1
3

(LxΥ ±∞)4

|α|2 ‖∂xϕ‖2L2(Ω+∞) +
∣∣∣∣∣LxΥ ±∞α

∣∣∣∣∣2 ‖∂yϕ‖2L2(Ω+∞),
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ainsi,

‖ξx‖2L2(Ωi )
≤ 4

1− e−β
ω
v+∞
Lx

β ω
v+∞

‖ξx‖2L2(Γ +
i ) + 4

∣∣∣∣∣LxΥ ±∞α
∣∣∣∣∣2 ‖ξy‖2L2(Γ +

i )

+
4|α|2

3

∣∣∣∣∣LxΥ ±∞α
∣∣∣∣∣4 ‖∂xϕ‖2L2(Ω+∞) + 4

∣∣∣∣∣LxΥ ±∞α
∣∣∣∣∣2 ‖∂yϕ‖2L2(Ω+∞).

(A.9)

Puis en combinant (A.8) est (A.9) obtenues, on a

‖ξ‖2L2(Ω+∞)2 ≤ 4

1− e−β
ω
v+∞
Lx

β ω
v+∞

+
∣∣∣∣∣LxΥ ±∞α

∣∣∣∣∣2
‖ξ‖2L2(Γ +

i )2

+ 4
∣∣∣∣∣LxΥ ±∞α

∣∣∣∣∣2 (1 +
|α|2
2

+
(LxΥ ±∞)2

3

)2

‖∇ϕ‖2L2(Ω+∞)2 ,

où on a bien ∂ (Ω+∞)− = Γ +
i . �

Proposition A.3.6. Le problème du transport harmonique avec PML suivant∣∣∣∣∣∣Pour g ∈ L2(Ω,ρ0)2, trouver ξ ∈H−(Ω,v0,ρ0) tel que :
Dω,αξ + (ξ ·∇)v0 = g dans Ω,

(A.10)
(A.11)

est bien posé.

Preuve. Il su�t de diviser l’équation par αx, et ainsi appliquer les résultats sur l’équation de
transport harmonique au domaine Ω et à la vitesse

ṽ0 =
(
v0,x
αy
αx
v0,y

)
,

qui est bien domaine remplissante car v0 l’est et a des composantes de classe C1(Ω) car ṽ0,y
s’annule sur Ω\Ωi où αy/αy possède des discontinuités. �

On peut alors dé�nir l’opérateur qui résout l’équation de transport du problème de Gold-
stein posé avec PML comme suit :

Dé�nition A.3.7. On dé�nit l’opérateur de résolution de l’équation de transport avec PML
comme un opérateur A de L2(Ω,ρ0) dans L2(Ω,ρ0)2, de domaine D (A)B H1

0 (Ω,ρ0), qui a
ϕ ∈H1

0 (Ω,ρ0) associe ξ :=Aϕ solution de

Dω,αξ + (ξ ·∇)v0 = ∇αϕ ×ω0 dans Ω,
ξ = 0 sur Γ −∞.

Après avoir dé�ni cet opérateur, le lemme suivant donne une estimation de sa constante
de continuité, qui nous servira à l’étude du problème couplé.

Lemme A.3.8. L’opérateurA dé�ni en A.3.7 est un opérateur borné, ce qui est équivalent dans
H1

0 (Ω,ρ0) à l’existence d’une constante CΩ > 0 telle que

∀ϕ ∈H1
0 (Ω,ρ0), ‖Aϕ‖L2(Ω,ρ0)2 ≤ CΩ ‖∇ϕ‖L2(Ω,ρ0)2 ,
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avec

CΩB
(
C2
Ω−∞ +C2

Ωi
+C2

Ω+∞

) 1
2

où

C(Ω−∞)B C−∞ +CbK +
C+
i K

v+∞
(2Cb + v−∞)

C(Ωi)B
(
1 +

C+
i

v+∞

)
Cf il

C(Ω+∞)B C+∞,
et

K B

√
2
v−∞

(√
max(|α|−1, |α|)sup |(v−∞)′ |+C−∞

(
1 +

ω+ sup |(v−∞)′ |
|α|

))
.

Remarque A.3.9. Comme dans la preuve de la proposition A.3.6, en divisant l’équation de
transport harmonique par αx, on peut se ramener à un écoulement domaine remplissant. Le
lemme A.3.8 peut alors être déduit de l’estimation 4.1.14 obtenue lors de l’étude de l’opéra-
teur de transport harmonique. Néanmoins, nous voulons avoir une expression plus précise de
la constante et en particulier de ses dépendances en fonction des paramètres des PML. Cela mo-
tive la preuve suivante.

Preuve. Soit ϕ ∈ H1
0 (Ω,ρ0), notons ξ = Aϕ. Nous allons estimer tous les termes de la

décomposition suivante

‖ξ‖2L2(Ω,ρ0)2 = ‖ξ‖2
L2(Ω0∞,ρ0)2 + ‖ξ‖2L2(Ω+∞,ρ0)2 + ‖ξ‖2L2(Ω−∞,ρ0)2 + ‖ξ‖2L2(Ωi ,ρ0)2 .

En appliquant le lemme A.3.2, le premier terme est en fait nul. Ensuite, nous traitons les
termes restants en s’appuyant à chaque fois sur les estimations obtenues sur les domaines
en amonts de l’écoulement.

• Estimation de ‖ξ‖2
L2(Ω−∞,ρ0)2 . Le lemme A.3.4 donne la première estimation recher-

chée, en prenant en compte la condition aux limites qui impose ξ = 0 sur ∂(Ω−∞)−,
on trouve :

‖ξ‖L2(Ω−∞,ρ0)2 ≤ C−i ‖ξ‖L2(∂(Ω−∞)−,ρ0)2︸             ︷︷             ︸
=0

+C−∞‖∇ϕ‖L2(Ω−∞,ρ0)2 ,

≤ C−∞‖∇ϕ‖L2(Ω−∞,ρ0)2 .

• Estimation de ‖ξ‖2
L2(Ωi ,ρ0)2 . Ensuite, nous majorons la norme de ξ sur le domaine in-

térieurΩi de façon beaucoup moins explicite en utilisant l’estimation a priori pour un
écoulement domaine remplissant :

‖ξ‖L2(Ωi ,ρ0)2 ≤ Cf il‖ω0 ×∇ϕ‖L2(Ωi ,ρ0)2 +Cb‖ξ‖L2(Γ −i ,ρ0)2

≤ Cf il‖ω0‖L∞(Ωi )2‖∇ϕ‖L2(Ωi ,ρ0)2 +Cb‖ξ‖L2(Γ −i ,ρ0)2 .

Il convient alors d’estimer ξ sur le bord Γ −i = ∂(Ω−∞)+ en utilisant le lemme A.3.3
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appliqué au domaine D =Ω−∞ pour lequel

inf
∂(Ω−∞)−

|v0 ·n| = v−∞ et sup
∂(Ω−∞)+

|v0 ·n| = v−∞.

On trouve donc l’estimation suivante, qui se simpli�e en prenant en compte la condi-
tion aux limite ξ = 0 sur ∂(Ω−∞)− ⊂ Γ −∞

‖ξ‖2L2(Γ −i ,ρ0)2 ≤ 2
v−∞
‖ξ‖2H(Ω−∞) +

v−∞
v−∞
‖ξ‖2L2(∂(Ω−∞)−)︸              ︷︷              ︸

=0

.

Ensuite, la norme ‖ξ‖H(Ω−∞) s’estime en fonction de la norme L2 de ξ et de ∇ϕ surΩ−∞
de la façon suivante :

‖ξ‖H(Ω−∞) =
(
‖ξ‖2L2(Ω−∞,ρ0)2 + ‖(v0 ·∇α)ξ‖2L2(Ω−∞,ρ0)2

) 1
2

≤ ‖ξ‖L2(Ω−∞,ρ0)2 + ‖(v0 ·∇α)ξ‖L2(Ω−∞,ρ0)2 ,

où l’on a, en utilisant le fait dans Ω−∞, on ait v0 ·∇α = αv−∞(y)∂x et l’équation véri�ée
par ξ :

‖(v0 ·∇α)ξ‖L2(Ω−∞,ρ0)2 = |α|−1 ‖∇αϕ ×ω0 + iωξ − (ξ ·∇)v0‖L2(Ω,ρ0)2

≤
√

max(|α|−1, |α|)‖ω0‖L∞(Ω−∞)‖∇ϕ‖L2(Ω−∞,ρ0)2

+ |α|−1
(
ω+ ‖∇v0‖L∞(Ω−∞)

)
‖ξ‖L2(Ω−∞,ρ0)2

≤
√

max(|α|−1, |α|)
(
sup |(v−∞)′ |

)
‖∇ϕ‖L2(Ω−∞,ρ0)2

+ |α|−1 (ω+ sup |(v−∞)′ |)‖ξ‖L2(Ω−∞,ρ0)2 ,

et ainsi,
‖ξ‖H(Ω−∞) ≤

√
max(|α|−1, |α|)

(
sup |(v−∞)′ |

)
‖∇ϕ‖L2(Ω−∞,ρ0)2

+
(
1 +

ω+ |(v−∞)′ |
|α|

)
‖ξ‖L2(Ω−∞,ρ0)2 .

On trouve donc :

‖ξ‖L2(Γ −i ,ρ0)2 ≤
√

2
v−∞

max(|α|−1, |α|)
(
sup |(v−∞)′ |

)
‖∇ϕ‖L2(Ω−∞,ρ0)2

+

√
2
v−∞

(
1 +

ω+ |(v−∞)′ |
|α|

)
‖ξ‖L2(Ω−∞,ρ0)2 ,
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puis

‖ξ‖L2(Ωi ,ρ0)2 ≤ Cf il‖ω0‖L∞(Ωi )2‖∇ϕ‖L2(Ωi ,ρ0)2

+Cb

√
2
v−∞

max(|α|−1, |α|)
(
sup |(v−∞)′ |

)
‖∇ϕ‖L2(Ω−∞,ρ0)2

+Cb

√
2
v−∞

(
1 +

ω+ sup |(v−∞)′ |
|α|

)
‖ξ‖L2(Ω−∞,ρ0)2 ,

ce qui nous ramène en�n à l’estimation déjà e�ectuée au point précédent de ξ sur le
domaine Ω−∞. Finalement, on a trouvé :

‖ξ‖L2(Ωi ,ρ0)2 ≤ Cf il‖ω0‖L∞(Ωi )2‖∇ϕ‖L2(Ωi ,ρ0)2 +CbK‖∇ϕ‖L2(Ω−∞,ρ0)2

où

K =

√
2
v−∞

√max(|α|−1, |α|)sup |(v−∞)′ |+C−∞
(
1 +

ω+ sup |(v−∞)|′
|α|

).
• Estimation de ‖ξ‖2

L2(Ω+∞,ρ0)2 . Le lemme A.3.4 fournit l’estimation sur Ω+∞ :

‖ξ‖L2(Ω+∞,ρ0)2 ≤ C+
i ‖ξ‖L2(Γ +

i ,ρ0)2 +C+∞‖∇ϕ‖L2(Ω+∞,ρ0)2

qui en combinaison avec le lemme d’estimation de trace A.3.3 permet de remonter au
domaine Ωi et à la trace à l’entrée de ce domaine :

‖ξ‖L2(Γ +
i ,ρ0)2 ≤

(
2
v+∞
‖ξ‖2L2(Ωi ,ρ0)2 +

v−∞
v+∞
‖ξ‖2L2(Γ −i ,ρ0)2

) 1
2

.

Et nous avons déjà obtenu au point précédent les estimations de la norme de ξ surΩi
et de sa trace sur Γ −i . Il vient

‖ξ‖L2(Ω+∞,ρ0)2 ≤ C−∞‖∇ϕ‖L2(Ω+∞,ρ0)2 +
2
v+∞

C+
i Cf il‖ω0‖L∞(Ωi )‖∇ϕ‖L2(Ωi ,ρ0)2

+
C+
i K

v∞+
(2Cb + v−∞)‖∇ϕ‖L2(Ωi ,ρ0)2 .

En recombinant les estimations obtenues sur chaque partie du domaine Ω, on trouve, avec
les notations introduites dans le lemme :

‖ξ‖L2(Ω,ρ0)2 =
(
‖ξ‖2L2(Ω−∞,ρ0)2 + ‖ξ‖2L2(Ωi ,ρ0)2 + ‖ξ‖2L2(Ω+∞,ρ0)2

) 1
2

≤ ‖ξ‖L2(Ω−∞,ρ0)2 + ‖ξ‖L2(Ωi ,ρ0)2 + ‖ξ‖L2(Ω+∞,ρ0)2

≤ CΩ−∞‖∇ϕ‖L2(Ω−∞,ρ0)2 +CΩi
‖∇ϕ‖L2(Ωi ,ρ0)2 +CΩ+∞‖∇ϕ‖L2(Ω+∞,ρ0)2

≤
(
C2
Ω−∞ +C2

Ωi
+C2

Ω+∞

) 1
2 ‖∇ϕ‖L2(Ω,ρ0)2 .

�
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Formulation variationnelle en présence de PML et condition de coercivité

Lemme A.3.10. A l’aide de l’opérateur de résolution du transportA, le problème de Goldstein
en présence de PML (A.6) s’écrit sous la forme∣∣∣∣∣∣∣Pour f ∈ L

2(Ωi), trouver ϕ ∈H1
0 (Ω,ρ0) tel que :

ρ0Dω,α
(
c2

0Dω,αϕ
)
−∇α ·

[
ρ0 (∇αϕ +Aϕ)

]
= ρ0f dans Ω

qui admet la formulation variationnelle suivante, Pour f ∈ L2(Ωi), trouver ϕ ∈ H1
0 (Ω,ρ0) tel

que
∀ψ ∈H1

0 (Ω,ρ0), a(ϕ,ψ) + b(ϕ,ψ) + c(ϕ,ψ) = l(ψ),

où,

a(ϕ,ψ) =
∫
Ω

ρ0

αxαy

{
∇αϕ ·∇αψ − c−2

0

(
v0 ·∇αϕ

)(
v0 ·∇αψ

)}
,

b(ϕ,ψ) =
∫
Ω

ρ0

αxαy
(Aϕ) ·∇αψ,

c(ϕ,ψ) =
∫
Ω

ρ0

αxαy

[
iω

c2
0

(
ϕ(v0 ·∇αψ)− (v0 ·∇αϕ)ψ

)
− ω

2

c2
0

ϕψ

]
,

l(ψ) =
∫
Ω

ρ0

αxαy
f ψ

Théorème A.3.11 (Caractère Fredholm de Goldstein avec PML). Le problème de Goldstein
(A.6) posé dans Ω avec PML, relève de l’alternative de Fredholm, si la condition suivante est
satisfaite :

min
(
Re(α),Re(α−1)

)
inf
Ω

(
1− |v0|2

c2
0

)
>max(1, |α|−1)CΩ, (A.12)

où la constante CΩ est donnée par le lemme A.3.8.

Preuve. La preuve procède en deux temps :

1. On montre que la forme sesquilinéaire a+b est coercive sous la condition (A.12). Pour
ϕ ∈H1

0 (Ω,ρ0), on a

a(ϕ,ϕ) =
∫
Ω

ρ0

αxαy

{
α2
x

∣∣∣∂xϕ∣∣∣2 +α2
y

∣∣∣∂yϕ∣∣∣2 − c−2
0

(
v0 ·∇αϕ

)(
v0 ·∇αϕ

)}
=
∫
Ω

ρ0
αx
αy

∣∣∣∂xϕ∣∣∣2 + ρ0
αy
αx

∣∣∣∂yϕ∣∣∣2 − ρ0

αxαy
c−2

0

(
v0 ·∇αϕ

)(
v0 ·∇αϕ

)
.

On exprime cette intégrale en somme de deux contributions, sur le domaine intérieur
Ωi d’une part et sur le domaine PML, Ωc

i := Ω\Ωi , d’autre part. Avec des notations
évidentes, on écrit :

a(ϕ,ϕ) = aΩi
(ϕ,ϕ) + aΩc

i
(ϕ,ϕ).

Commençons par traiter le cas du domaine intérieur Ωi , sur lequel αx = αy = 1, on
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obtient

Re
(
aΩi

(ϕ,ϕ)
)

= ‖∇ϕ‖2L2(Ωi ,ρ0)2 −
∥∥∥∥∥v0

c0
·∇ϕ

∥∥∥∥∥2

L2(Ωi ,ρ0)2

≥ inf
Ω

(
1− |v0|2

c2
0

)
‖∇ϕ‖2L2(Ωi ,ρ0)2 . (A.13)

Traitons ensuite la contribution sur Ωc
i , aΩc

i
(ϕ,ϕ), où l’opérateur v0 ·∇ se simpli�e

en v0 ·∇ = v0,x∂x. Ainsi, on a

Re
(
aΩc

i
(ϕ,ϕ)

)
=Re

∫
Ωc
i

ρ0
αx
αy

∣∣∣∂xϕ∣∣∣2 + ρ0
αy
αx

∣∣∣∂yϕ∣∣∣2 − ρ0
αx
αy

v2
0,x

c2
0

∣∣∣∂xϕ∣∣∣2
=Re

∫
Ωc
i

ρ0
αx
αy

1− v
2
0,x

c2
0

 ∣∣∣∂xϕ∣∣∣2 + ρ0
αy
αx

∣∣∣∂yϕ∣∣∣2.
Comme, αx/αy et αy/αx ne prennent que les valeurs 1, α et α−1, et que l’on a choisi
α tel que Re(α) > 0, on trouve

Re
(
aΩc

i
(ϕ,ϕ)

)
≥min

(
1,Re(α),Re(α−1)

)
inf
Ωc
i

1− v
2
0,x

c2
0

‖∇ϕ‖2L2(ΩΩci
,ρ0)2

≥min
(
1,Re(α),Re(α−1)

)
inf
Ω

(
1− |v0|2

c2
0

)
‖∇ϕ‖2L2(Ωc

i ,ρ0)2 .

En remarquant que

Re(α)Re(α−1) =
(
Re(α)
|α|

)2

≤ 1,

on en déduit que Re(α) ≤ 1 ou Re(α−1) ≤ 1, d’où

min
(
1,Re(α),Re(α−1)

)
= min

(
Re(α),Re(α−1)

)
, (A.14)

on obtient donc

Re
(
aΩc

i
(ϕ,ϕ)

)
≥min

(
Re(α),Re(α−1)

)(
1− |v0|2

c2
0

)
‖∇ϕ‖2L2(Ωc

i ,ρ0)2 . (A.15)

En regroupant les contributions (A.13) et (A.15), obtenues sur Ωi et Ωc
i , on obtient en

utilisant une nouvelle fois (A.14) :

Re
(
a(ϕ,ϕ)

)
=Re

(
aΩi

(ϕ,ϕ) + aΩc
i
(ϕ,ϕ)

)
≥min

(
1,min

(
Re(α),Re(α−1)

))
inf
Ω

(
1− |v0|2

c2
0

)(
‖∇ϕ‖2L2(Ωi ,ρ0)2 + ‖∇ϕ‖2L2(Ωc

i ,ρ0)2

)
≥min

(
Re(α),Re(α−1)

)
inf
Ω

(
1− |v0|2

c2
0

)
‖∇ϕ‖2L2(Ω,ρ0)2 .

Le terme b(ϕ,ϕ) n’étant pas coercif, nous le traitons comme un terme continu fai-
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sant baisser la constante de coercivité dans le pire des cas. En utilisant les estimations
obtenues de Aϕ au le lemme A.3.8, on trouve :

∣∣∣b(ϕ,ϕ)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ωi

ρ0Aϕ ·∇ϕ +
∫
Ω−∞∪Ω+∞

ρ0 (Aϕ)x∂xϕ + ρ0α
−1 (Aϕ)y ∂yϕ

∣∣∣∣∣∣
≤ ‖Aϕ‖L2(Ωi ,ρ0)2‖∇ϕ‖L2(Ωi ,ρ0)2 + ‖(Aϕ)x‖L2(Ω−∞,ρ0)2‖∇ϕ‖L2(Ω−∞,ρ0)2

+ |α|−1‖(Aϕ)y‖L2(Ω+∞,ρ0)2‖∇ϕ‖L2(Ω+∞,ρ0)2

≤ max(1, |α|−1)‖Aϕ‖L2(Ω,ρ0)2‖∇ϕ‖L2(Ω,ρ0)2

≤ max(1, |α|−1)CΩ‖∇ϕ‖2L2(Ω,ρ0)2 .

On obtient �nalement la minoration de Re (a(ϕ,ϕ) + b(ϕ,ϕ)) suivante :

Re
(
a(ϕ,ϕ) + b(ϕ,ϕ)

)
≥Re

(
a(ϕ,ϕ)

)
−
∣∣∣b(ϕ,ϕ)

∣∣∣
≥min

(
Re(α),Re(α−1)

)
inf
Ω

1−
( |v0|
c0

)2‖∇ϕ‖2L2(Ω,ρ0)2

−max(1, |α|−1)CΩ‖∇ϕ‖2L2(Ω,ρ0)2 ,

ce qui su�t à montrer la coercivité de a+ b sur H1
0 (Ω,ρ0) d’après l’inégalité de Poin-

caré.

2. Il ne reste qu’à montrer que la forme sesquilinéaire c est associée à un opérateur com-
pact, ce qui est très classique, le point clef étant l’injection compacte de H1(Ω) dans
L2(Ω) d’après le théorème de Rellich.

�
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Résumé : La problématique du bruit fait par les réacteurs d’avions est un des enjeux majeurs de l’industrie aéro-
nautique. C’est dans ce contexte que l’équipe du centre de recherche d’Airbus travaille au développement du code de
calcul Actipole de propagation acoustique en présence d’un écoulement porteur. L’approche consiste en un couplage
FEM-BEM entre la zone de propagation loin de l’avion où l’écoulement est supposé uniforme (BEM) et la zone plus
proche où l’écoulement est supposé potentiel (FEM). Les équations de l’aéroacoustique en régime harmonique se
réduisent alors à la simple équation scalaire d’Helmholtz convectée.
Nous étudions une reformulation des équations d’Euler linéarisées, les équations de Goldstein, prenant en compte
l’interaction entre l’acoustique et l’hydrodynamique, lorsque l’écoulement n’est plus potentiel, par l’ajout d’une in-
connue hydrodynamique localisée aux zones fortement rotationnelles. Les équations de Goldstein peuvent être vues
comme une perturbation de l’équation d’Helmholtz convectée, couplée à une équation de transport harmonique.
Nos approches théorique et numérique restent dans le cadre de cette vision perturbative en étudiant dans une pre-
mier temps la résolution de l’équation de transport. Nous montrons ainsi que sous l’hypothèse d’un écoulement
domaine-remplissant, l’équation de transport harmonique peut être inversée et sous contrainte d’un faible rotation-
nel, le caractère Fredholm de l’équation d’Helmholtz convectée se généralise aux équations de Goldstein.
Le cas général est un problème ouvert et di�cile, nous montrons que l’équation de transport n’est pas toujours
inversible et possède des fréquences de résonance auxquelles les « solutions » tendent à être singulières le long de
lignes de recirculation de l’écoulement. Nous montrons qu’il en est de même des équations couplées qui possèdent
en plus des fréquences de résonance du transport d’autres résonances, dites critiques. Nous terminons cette thèse
par une étude locale des singularités, par la méthode de Frobenius, des solutions modales obtenues par absorption
limite, aux fréquences de résonance du transport et critiques, au voisinage de lignes résonantes, montrant que de
telles solutions sortent alors du cadre variationnelle classiques.

Title : A new approach about mathematic and numerical modeling in aeroacoustics with Goldstein equations –
Application in aeronautics

Keys words : aeroacoustics, Goldstein equations, SUPG, Fredholm property, Frobenius method, résonance

Abstract : The issue of the noise radiating by reactor engines is one of the most important in the aeronautic
industry. It is in this context that the Aribus research department team is working on the code Actipole of acoustic
propagation in �ow. The approach used is a FEM-BEM coupling between areas far away of the aircraft where the
�ow is assumed to be uniform (BEM) and the the nearest area where the �ow is assumed to be potential (FEM).
Then, harmonic aeroacoustic equations simplify in the simpler scalar convected Helmholtz equation.
We study the Goldstein formulation, equivalent to the Linearized Euler equations, taking into account the interaction
between acoustics and hydrodynamics, where the �ow is no more potential, by locally adding a hydrodynamic
unknown in most vortical areas. Goldstein equations can be seen as perturbations of the convected Helmholtz
equation, coupled with a harmonic transport equation.
Our theoritical and numerical approachs take advantage of this perturbative view by studying in a �rst step the
resolution of the transport equation. We then show that under the hypothesis of a domain-�lling �ow, the harmo-
nic transport equation can be solved and under the assumption of a small vorticity, the Fredholm property of the
convected Helmholtz equation can be generalized to Goldstein equations.
The general case is an open problem and is much more di�cult, we show that the transport equation is not always
well-posed and admits some resonance frequencies for which « solutions » tend to be singular along some closed
streamlines of the �ow. We show that the same phenomena occurs with the coupled equations which admit, in
addition to resonance frequencies due to transport, other resonances so called critic resonances. We end this thesis
by studying the local singularities, by Frobenius method, of modal solutions obtained using limitting absoprtion
principle when we are at the resonance frequencies around a resonant streamline. We show that these solutions are
then no more in the classical functionnal framework used for variational formulation.
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