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Introduction générale de la these

Ce manuscrit résulte des travaux effectués dans le cadre d’une thése CIFRE issue de la
collaboration entre 'unité de recherche « Propagation des Ondes : Etude Mathématique et
Simulation » (POEMS) de I’« Unité de Mathématiques Appliquées » (UMA) de 'ENSTA Pa-
risTech et le service « Virtual Product Engineering » de I'industriel Airbus Group.

La problématique du bruit fait par les avions est un des enjeux majeurs de I'industrie
aéronautique, aujourd’hui ainsi que pour les années a venir. L’augmentation du trafic aérien
et I'urbanisation croissante des pays poussent les compagnies aériennes et les législateurs a
étre de plus en plus exigeants a propos de la pollution sonore. C’est dans ce contexte que le
département « Virtual Product Engineering » d’Airbus travaille au développement d’outils
permettant le calcul du rayonnement acoustique émis par les réacteurs ou diverses sources
de nuisances sonores.

Notre travail porte sur ’analyse mathématique et numérique de la résolution du pro-
bléme de rayonnement acoustique dans un fluide en écoulement. Le but est le calcul efficace
et précis du bruit rayonné par un turbo-réacteur en marche alors que ’avion est en phase
de vol ou de décollage. Airbus produit déja un logiciel, Aseris, permettant d’effectuer ces
calculs dans un cas simplifié d’écoulement. Nous cherchons a étendre ce code de calculs
pour prendre en compte une plus grande catégorie d’écoulements, plus réalistes. Dans Ase-
ris, ’écoulement porteur dans lequel se déplacent les ondes acoustiques est modélisé par un
écoulement irrotationnel. Cette modélisation aboutit a résoudre des équations de type Helm-
holtz convectée portant sur une inconnue scalaire appelée potentiel acoustique. Nous nous
intéressons dans cette thése a la formulation de Goldstein des équations de 'aéroacoustique,
qui traite du cas plus général de la propagation en écoulement rotationnel.

Bien qu’équivalente aux équations d’Euler linéarisées, souvent utilisées dans le domaine
temporel notamment, cette formulation a I’avantage de pouvoir étre plus naturellement
considérée comme une perturbation du modele potentiel, c’est-a-dire de 'équation d’'Helm-
holtz convectée, bien connue d’un point de vue théorique et numérique, a laquelle elle se
ramene lorsque I’écoulement porteur est potentiel. Cette perturbation est caractérisée par
I’ajout d’'une inconnue supplémentaire, dite hydrodynamique, vérifiant une équation de type
transport harmonique. Cette inconnue permet de prendre en compte les effets linéaires du
couplage entre I'acoustique et les effets hydrodynamiques, présents dés que 1’écoulement
porteur est rotationnel. Cette inconnue hydrodynamique n’est présente que dans les zones
rotationnelles de I’écoulement. Ces zones sont en général restreintes, limitées autour du ré-
acteur de 'avion et dans le jet que provoque ce dernier. C’est pourquoi le modeéle potentiel est
souvent utilisé, en supposant que I'erreur commise est faible. En particulier, Airbus possede
déja des moyens de calcul pour la résolution de I’équation d’'Helmholtz convectée.

Le but de cette these est donc I'analyse et la résolution numérique de la formulation de
Goldstein en régime harmonique, intégrée dans le code Actipole (Aseris) d’Airbus Group,
afin de prendre en compte la partie rotationnelle de I’écoulement jusque la négligée.
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Ce travail s’inscrit naturellement dans une activité de recherche autour de 1’aéroacous-
tique. Chez Airbus par exemple, elle fait suite a la thése de F. Casenave [1] qui étudie en
particulier le couplage entre les équations intégrales utilisées pour la propagation acous-
tique en écoulement uniforme lorsque I'on est suffisamment loin de I’avion avec I’équation
d’Helmholtz convectée dans la zone plus proche ou I’écoulement est supposé étre potentiel.
Du c6té du laboratoire POEMS, I’étude du modéle de Goldstein s’inscrit dans 1’étude de for-
mulations alternatives aux classiques équations d’Euler linéarisées, comme la formulation
de Galbrun qui a fait I'objet des théses de G. Legendre [2] et d’E. Peynaud notamment [3]
par exemple.

Ce manuscrit est composé de quatre parties que nous décrivons brievement.

Introduction a ’aéroacoustique en aéronautique et présentation des équations de
Goldstein. Dans cette premiére partie nous exposerons le contexte et la problématique
industriels. Puis, nous nous attacherons a décrire les choix de modélisation physique de
I’écoulement autour de I'avion ainsi que le cadre de la propagation acoustique que nous
étudions. Nous aboutissons alors aux équations d’Euler linéarisées (LEE), régissant 1’évolu-
tion des perturbations acoustiques d’un écoulement porteur satisfaisant les équations d’Euler
stationnaires.

Nous décrivons ensuite I’approche de modélisation adoptée chez Airbus, qui consiste en
un couplage entre zones de différentes complexités de 1’écoulement porteur : écoulement
uniforme, potentiel, rotationnel, turbulent etc. Cette thése se focalise sur la modélisation
d’une de ces zones, ou I’écoulement porteur ne peut pas étre supposé irrotationnel. Nous
présenterons alors comment aboutir a une formulation équivalente aux équations d’Euler
linéarisées, la formulation de Goldstein, dont nous discuterons quelques propriétés qui la
rendent attractive dans le cadre industriel décrit ci-avant.

Analyse d’'une équation de transport en régime harmonique. Les équations de Gold-
stein consistent en un couplage entre I’équation d’Helmholtz convectée du modeéle potentiel
et une équation de transport vectorielle harmonique. Dans cette deuxiéme partie, nous ana-
lysons cette équation de transport vectorielle harmonique. Nous proposons dans un premier
temps de nous placer dans le cadre de ’étude d’un écoulement « domaine-remplissant » per-
mettant de garantir le caractére bien posé de cette équation. Nous verrons qu’en effet, pour
certaines géométries d’écoulements, I’équation de transport est mal posée.

Etude des équations de Goldstein en écoulement domaine-remplissant. La troi-
sieme partie est dédiée a 1'étude des équations de Goldstein. Nous appliquerons les résul-
tats obtenus a la partie précédente sur ’équation de transport harmonique au couplage
de Goldstein. Notre approche est perturbative : il s’agit de voir les équations de Goldstein
comme celle du modele potentiel perturbée par I’équation de transport harmonique étudiée
dans la partie précédente. Nous nous placons donc dans le cadre d’un écoulement domaine-
remplissant afin de pouvoir résoudre I’équation de transport et d’exprimer I'inconnue hydro-
dynamique en fonction du potentiel acoustique. Nous verrons alors qu’a faible rotationnel et
munies de conditions aux limites absorbantes approchées que nous présenterons, les équa-
tions de Goldstein héritent d’une partie des propriétés de I’équation d’Helmholtz convectée,
en particulier son caractere Fredholm.
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Etude des équations de Goldstein en écoulement circulaire. Pour terminer et pousser
plus loin notre étude, nous souhaitons sortir du cadre des écoulements domaine-remplissant
présentés a la partie précédente. L’étude de I'équation de transport harmonique ou des équa-
tions de Goldstein dans cadre général apparaissant trop difficile, nous nous concentrons sur
I’analyse du cas d’une famille d’écoulements particuliers, recirculant dans une couronne,
représentant un cas typique ou I’hypotheése de I’écoulement domaine-remplissant échoue.
Bien que cette géométrie modele ne soit pas réaliste d’'un point de vue industriel, elle nous
permet d’investiguer les propriétés de résonances des équations de Goldstein en présence de
recirculations. Nous analyserons I’équation de transport harmonique ainsi que le couplage
de Goldstein hors résonance dans un premier temps puis nous proposerons une approche
par absorption limite dans les cas résonants.
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1.1 La problématique industrielle

Commencons par décrire le contexte de la modélisation aéroacoustique dans I'industrie
aéronautique.

1.1.1 Un probléme d’ingénierie en milieu industriel : « le bruit d’'un
aéronef »

Au tournant des années 2000, I’aéronautique civile s’est vu fixer des objectifs concernant
son impact environnemental, lesquels se déclinent en une série de défis technologiques dif-
ficiles a relever. En particulier, celui concernant la contrainte sonore consiste a diminuer de
facon tres significative le bruit autour des aéroports et, de maniére générale, au-dessus des
zones habitées.
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Du point de vue des ingénieurs, cette contrainte doit étre traduite en terme de puissance
acoustique recue par l'oreille humaine et peut rendre imparfaitement compte de la notion
réelle de nuisance, qui reléve d’un aspect psycho-acoustique, l'oreille ayant un comporte-
ment complexe vis-a-vis des fréquences. En effet, la notion de géne dépend des individus et
des fréquences percgues. Cependant, c’est sur des quantités relatives au « niveau moyen » sur
une bande de fréquences, mesurées ou calculées a une distance donnée des zones aéropor-
tuaires, que doivent étre traduits les concepts de réduction de bruit.

La perception « grand public » du bruit est souvent synthétisée par le graphe de la figure
1.1. En réalité, le niveau de bruit trés proche des sources moteur avoisine les 180 dB (A).
Fort heureusement, la pression acoustique décroit en fonction de la distance. Malgré cela,
cette illustration, qui ne précise ni la distance a I’avion, ni la bande de fréquences utilisée,
montre néanmoins que ’aéronef au décollage est un des exemples les plus « bruyants » dans
les nomenclatures de seuils de pénibilité au bruit.

Avion au décollage "y

Circuit automobile
Difficilement Discotheéque J’ﬁ
supportable Moto de course a 2m
[ Pénible | Trafic intense T =
Automobile :E}
| Bruyant | Salle de classe

[ Bruits courants | - Grands magasins 5,* ‘2

. Restaurant
Assez calme P
I l 40  Appartement H
| Calme | 30 Cnrambrea coucher

20 Jardin
10 Deésert

Seuil d’audibilité o

[ Tres calme |

FIGURE 1.1 — Echelle des bruits exprimés en décibels. Les exemples et les perceptions sont
donnés a titre indicatif.

L’industrie aéronautique a décomposé cette problématique en trois parties, chacune cor-
respondant de facto a un acteur du monde aéronautique :

1. A la charge des fabriquant de moteurs. Les moteurs sont les sources de bruit a priori
les plus importantes, au moins dans les phases de décollage lorsqu’ils fonctionnent a
plein puissance.

2. Ala charge du fabriquant de I’aéronef. Les formes géométriques de ’aéronef sont éga-
lement créatrices de sources de bruit, 'optimisation du design est de la responsabilité
du fabricant de ’aéronef.

3. Ala charge de I’Aviation Civile. Le temps de survol des zones habitées a basse altitude
dépend des trajectoires suivies par I’aéronef, tant au décollage qu’a I'atterrissage ainsi
que de leur cadence. Ces aspects sont du ressort du domaine du « Air Traffic Manag-
ment ».
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Le travail exposé dans ce document se situe au niveau des besoins en optimisation du
design de I’aéronef. Deux solutions principale se présentent a I'ingénieur :

1. Atténuer les ondes produites par les sources de bruits au cours de la propagation. Par
exemple, en utilisant des matériaux absorbants et optimiser leur positionnement.

2. Dévier les ondes dans des directions ol ne se trouvent pas les riverains. Les possibilités
sont par contre tres limitées dans ce cas car les seuls « masquages naturels » sont ceux
liés a la structure de 'aéronef.

Ces optimisations de design doivent de plus prendre en compte qu’il existe d’autres contraintes

d’optimisation. En particulier, les formes géométriques de I’avion sont d’abord optimisée
pour les performances aérodynamiques.

En conséquence, Airbus se retrouve confronté au probleme pratique suivant : « étant
donné un ensemble de sources acoustiques localisées sur et au voisinage de la structure de
I’aéronef, existe-t-il un design plus favorable que les autres pour atténuer et dévier les ondes
acoustiques ? ». Ce travail présente une approche numérique ayant pour but, une fois mise
en application, non de calculer le niveau de bruit absolu créé par un avion, mais de calculer
celui de la différence relative entre deux designs — et ensemble d’hypothéses associées.

Pourquoi est-il difficile — voire illusoire— de chercher a calculer la valeur absolue du ni-
veau sonore produit par un aéronef? Pour donner des éléments de réponse, tentons de faire
la liste des « méconnaissances » que les ingénieurs recensent habituellement :

- la principale quantité présentant des incertitudes importantes est la source du bruit : le
bruit de combustion est un challenge scientifique qui occupe des équipes de recherche
depuis des dizaines d’années; la prédiction des sources de bruit aérodynamiques est
également un challenge non résolu actuellement et que ’on ne pourra certainement
pas relever dans les années qui viennent; on devra donc faire des hypotheses a partir
des expériences et calculs disponibles;

— I’écoulement fluide autour de la structure est également une donnée tres difficile a
obtenir avec une précision importante; les détails sur 'avion créent des phénomeénes
locaux tres difficiles a capter; quant aux configurations de type trains d’atterrissage
sortis et volets sustentateurs déployés, des hypotheses simplificatrices sont systéma-
tiquement utilisées pour pouvoir faire des prédictions;

- les géométries sont elles-mémes connues avec une certaine précision (elles se dé-
forment significativement en fonction des charges aérodynamiques);

- les régimes des moteurs (qui géneérent les sources de bruit de combustion et celles des
parties tournantes) varient en fonction des procédures de I'exploitation, de I'usure du
moteur, etc;

- la propagation du bruit dépend des conditions atmosphériques;

— latténuation potentielle du bruit dépend de la qualité des matériaux mis sur I’avion
analysé, des réparations subies;

Pourtant, I'expérience intuitive que I'on peut faire au voisinage de chaque aéroport est
qu’une certaine « ressemblance » sonore existe entre les avions d'une méme famille et, un
amateur d’aviation fera une corrélation facile entre le niveau de bruit qu’il pergoit et la date
de conception de I'aéronef (les avions d’avant les années 80, ceux d’entre les années 80 et
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2000, et les avions récents ayant des moteurs « a grand taux de dilution », c’est-a-dire de
grand diameétre). En revanche, il est impossible de reconnaitre un A320 d’Air France ou un
A320 d’Easy Jet, s’ils sont de méme conception et il faudra étre un expert de GE ou de Rolls
Royce pour percevoir le type de moteur monté sur I’avion en question.

L’explication est assez simple : un observateur est toujours placé a plusieurs centaines
de meétres, voire a des kilometres de I’avion, et le phénomene de propagation « lisse » les
petites différences qui sont produites au niveau du moteur et par des détails de ’aéronef, au
fur et a mesure que 'onde se propage. Le besoin industriel normatif est relatif au bruit « en
champ lointain » créé par 'avion. Cependant, pour bien comprendre et tirer parti du design
de l'avion, il pourra étre intéressant de calculer dans une zone proche de celui-ci , dans un
endroit ou il est tres difficile de placer des capteurs pour un essai réel.

En reprenant les sources des principales incertitudes, la méthodologie suivie par les in-
génieurs conduit a remarquer :

— Le probleme de propagation des sources, mémes mal connues, reste linéaire par rapport
a celles-ci. Pour comparer deux configurations, on pourra donc faire des hypotheses
simplificatrices sur ces sources de bruits (position, spectre, intensité, corrélation, etc)
a condition de poser exactement les mémes sur les configurations a analyser.

— La méconnaissance relative a la prise en compte de I’écoulement est bien plus difficile
a gérer industriellement et 'essentiel de ce travail de recherche est consacré a proposer
une méthodologie (avec le logiciel correspondant);

— Les autres sources de méconnaissance ne sont pas réductibles (il faut ajouter des don-
nées statistiques si on veut affiner le résultat), et on fera des simulation sur une confi-
guration donnée (géométrie, matériaux, configurations environnementales).

Enrésumé, c’est le besoin d’optimiser des configurations d’avion, dans le but de sélection-
ner les designs d’intégration des parties génératrices de bruit (moteurs, carénage de trains
d’atterrissage, etc) qui est a Uorigine de ce travail de recherche. Or ces configurations sont
différenciées par le niveau de pression acoustique rayonnée en champ lointain (plusieurs
centaines de meétres). En pratique, on cherche a distinguer de maniere « fiable » deux confi-
gurations dont le niveau sonore différe de 1 a 2 dB. On verra que cet objectif est un challenge
scientifique et numérique tres difficile a relever, au vu de la complexité de la physique et des
connaissances approchées dont nous disposons sur plusieurs parameétres.

1.1.2 Connaissance a priori des sources de bruit et d’écoulement

Du point de vue acoustique, on peut considérer que le probleme se pose de la maniére
suivante. Des sources acoustiques sont créées, puis se propagent et interagissent avec le
voisinage (milieu ambiant, structure de 1'aéronef) et enfin, au loin, se reforment en ondes
localement planes qui sont percues par l'oreille ou le capteur de mesure. En réalité, il est
nécessaire de regarder plus en détail 'interaction des ondes et du fluide dans lequel elles se
propagent. En effet, le fluide est localement en déplacement, ainsi que les sources de bruit et
que ce déplacement est susceptible de créer des sources de bruit. La connaissance a priori des
ingénieurs conduit a proposer un découpage de 1’espace autour de ’aéronef en cinq zones
traduisant des complexités différentes du comportement du fluide (et des sources qui peuvent
y exister).

Sur le schéma de la figure 1.2, on illustre cette décomposition qui refléte que la complexité
de ’écoulement varie trés fortement selon que I’on soit proche ou pas de I’avion.
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FIGURE 1.2 — Schéma représentant le découpage en zones de différentes complexités phy-
siques de ’écoulement d’air; O : effets thermiques et mécaniques; 1 : effets mécaniques non
linéaires; 2 : effets acoustiques linéaires mais en interaction avec la vorticité; 3 : acoustique
linéaire en écoulement potentiel; 4 : simple convection des ondes acoustiques, effet Doppler
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Zone 0 : création de sources mécaniques et de sources de combustion. Cette situa-
tion se retrouve typiquement dans la zone interne des moteurs (moteurs principaux, APU,
conditionnement d’air, etc). Dans ces zones trés localisées, les pales géneérent un bruit méca-
nique dans des conditions thermiques qui peuvent étre élevées et qui interagissent avec un
fluide trés inhomogene. La périodicité géométrique des pales et leur rotation vont conduire
a observer un bruit de type « modal » et des raies spectrales dont 1’étalement dépend d’un
grand nombre de paramétres technologiques. A une échelle plus petite encore, dans les
chambres de combustion elles-mémes, le phénoméne physico-chimique dégage chaleur et
bruit, ce bruit étant de type large bande au sens acoustique. Du point de vue purement acous-
tique, on peut remplacer ce qui se passe dans cette zone 0 par un ensemble de sources équi-
valentes — en ne regardant pas ’aspect propagatif séparément et en « homogénéisant » le
phénomene de création et d’interaction avec le fluide dans cette zone ; c’est donc un principe
d’équivalence si 'on choisit des sources disposées sur la surface du volume englobant cette
zone, par exemple.

Zone 1 : création de sources aérodynamiques. Les sources aérodynamiques peuvent
étre multiples sur I’avion : autour des trains d’atterrissage, en bout d’aile, dans les zones
de sustentateur, autour des détails géométriques comme les antennes ... Dans ces zones, le
fluide est agité et son comportement est complexe, fortement instationnaire et avec une com-
posante aléatoire probablement importante - il faut penser a ce qui se produit autour d’'un
train d’atterrissage. Des oscillations locales de la pression se forment, créant ainsi des sources
acoustiques a priori large bande du point de vue du contenu spectral. Celles-ci sont, assez
difficiles a caractériser, mais tres importantes pour prédire le bruit a I'intérieur de la cabine.
Néanmoins, elles jouent un role non-négligeable en champ lointain et sont méme les prin-
cipales sources de nuisance sonore percue a I’atterrissage, quand le moteur est a tres faible
régime. Comme précédemment, on peut réduire cette zone en ne considérant que des sources
équivalentes sur son pourtour ou en volume (voir ’approche pionniére de Lighthill décrite
pour introduire a I’aéroacoustique au paragraphe 1.3.1)

Dans ce travail, nous ne nous intéressons pas a la caractérisation de ces sources acous-
tiques : elles sont vues comme des données du probleme.

Zone 2 : propagation dans un fluide rotationnel. Regardons, par exemple, la zone avale
au moteur, la ou I'air compressé et contenant le résidu de la combustion est expulsé. Le fluide
est grossierement composé de deux jets quasi circulaires avec des températures extrémement
différentes (trés chaud pour les gaz issus de la chambre de combustion, plus froid pour le jet
entourant le premier, issu uniquement de la partie « dilution ». A la frontiére de ces deux
jets, une zone de mélange se crée, produisant localement des parties de fluide rotationnelles.
Si des sources de bruit étaient également créées, on les raménerait dans la zone thématique
1. On ne s’intéresse plus ici qu’a la propagation. En traversant ces zones rotationnelles, une
onde se propageant est probablement fortement déformée (les gradients de température et
de vitesse sont susceptibles de faire de grandes variations de densité et donc de « vitesse du
son »); cette déformation trés locale a un effet sur le rayonnement acoustique que 'on va
chercher a évaluer. Le travail contenu dans ce document traite spécifiquement de ce modeéle.

Zone 3 : propagation dans un fluide potentiel. Un peu plus loin des moteurs, le fluide
peut probablement étre considéré comme proche d’un écoulement potentiel. L’onde acous-
tique « voit » que le fluide n’est pas homogene et les fronts d’onde se déforment (la dé-
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formation n’est pas localisée, elle se propage). Un tel modele a été largement traité dans la
littérature ; il sert de base aux développements et aux points de comparaison du travail réalisé
dans ce document.

Zone 4 : propagation dans un fluide uniforme. Encore plus loin de tout obstacle, le
fluide présente un comportement probablement trés voisin de celui d’un fluide homogéne; la
propagation de 'onde est rectiligne dans le cadre « fluide au repos. » Elle reste rectiligne dans
le cadre fluide homogene en mouvement rectiligne uniforme moyennant une transformation
de Lorentz en espace, qui permet de retrouver le phénoméne « Doppler », bien connu d’un
observateur au sol écoutant passer un avion en mouvement.

Remarque 1.1.1. Actuellement, chez Airbus, la modélisation de la zone 3 et 4 est maitrisée via
Iimplémentation dans le code de calcul Aseris

— d’une formulation intégrale dans la zone 4;

— et d'une formulation volumique potentielle couplée a la formulation intégrale pour la zone
3 par interface entre ces zones.

En réalité et opérationnellement, si les ingénieurs ont un a priori pour classer les phéno-
meénes en plusieurs zones, comme cela vient d’étre décrit, leur connaissance pratique, per-
mettant de définir la taille de chacune de ces zones, est en revanche bien plus faible et les
« heuristiques » rencontrées sont bien souvent le résultat des contraintes de puissance de
calcul disponibles plutot que des connaissances établies.

En résumé, les contraintes industrielles imposées a notre travail de recherche vont nous
pousser a développer une méthodologie et un logiciel capable de simuler la propagation
dans les zones 2, 3 et 4 avec un temps de restitution « raisonnable ». Pour cela, on regardera
a quelles conditions on peut considérer la zone 2 soit comme étant petite, soit comme étant
une perturbation locale d'une méthode potentielle, comme en zone 3, soit les deux.

1.1.3 Quantités d’intérét et conséquences sur le choix de modeles

Comme nous l'avons décrit précédemment, le challenge scientifique semble difficile a
relever : beaucoup de parameétres sont mal connus et un objectif de précision exigeant est
nécessaire afin d’établir une distinction entre des solutions technologiques, quant a leur per-
formance acoustique.

Néanmoins, tous les experts insistent sur le fait que les observables a calculer sont en
général des post-traitements de la pression acoustique a évaluer « loin des sources et de
I’avion ». Par exemple lorsque I'on considére un diagramme de rayonnement « a I'infini » en
fonction de ’angle d’observation, ou la valeur du champs de pression acoustique, en dB, a
des points de certifications situés dans une zone ou en pratique les ondes peuvent étre déja
considérées comme sphériques. Ce constat ouvre la voie a une méthodologie dans laquelle
on exploite les faits suivants.

- Laprincipale source de méconnaissance et de difficulté pratique réside dans le « fluide ».

— L’observable étant en champ lointain, on sait qu’une approximation locale sur le fluide,
qui conduirait a une petite erreur sur la valeur locale de la pression, aura un impact
faible sur la valeur du champ lointain, parce que le passage de champs proches a
champs lointains « régularise » la pression acoustique que I'on cherche a calculer;
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- la nature du post-traitement (utilisation d’une échelle logarithmique et moyenne sur
des bandes de fréquence) « régularise » la quantité d’intérét, en gommant les effets
locaux en espace en fréquence.

Néanmoins, on sait que négliger le mouvement du fluide conduit a supprimer I'effet Dop-
pler : ce n’est pas une approximation acceptable. On a pu constater également que, sur le
rayonnement acoustique de certaines configurations, on est capable de mettre en évidence
une différence de quelques dB (environ 2 dB), entre une modélisation du fluide par écou-
lement moyen, considéré homogéne (zone 4 uniquement), et une approximation locale du
fluide par écoulement potentiel (zone 3 entourée par une zone 4). Il s’agit d'une différence
suffisamment grande (au regard des méconnaissances) pour impacter des décisions de desi-
gns, pour qu’on en tienne compte.

En résumé, le choix des observables (lointains, moyennés et logarithmiques), les mécon-
naissances du probléme (sources et fluide), le souhait de faire une modélisation, incluant
les trois zones, justifient 'approche de prise en compte d’'un écoulement rotationnel par
une méthode de perturbation. Elle permettra d’apprécier le niveau de contribution du a ces
perturbations et, a terme, permettra de définir la modélisation optimale pour ce type de pro-
bléme.

1.1.4 Modéeles de fluides porteurs et critéres de sélection

Lorsque l'on s’intéresse a la propagation de sources acoustiques données, les choix de
simplifications possibles dans la modélisation de I’écoulement porteur sont contraints par la
puissance de calcul disponible.

Pour comprendre ces difficultés numériques, illustrons les grandeurs acoustiques ty-
piques du probléme. La taille des domaines considérés, comprenant I’avion, de quelque di-
zaines de metres, ou les moteurs, dont certains détails géométriques sont de 'ordre de la
dizaine de centimeétres, sont a analyser en fonction des longueurs d’onde acoustiques. Par
exemple, autour de 5kHz, la longueur d’onde est décimétrique, impliquant que 'entrée d’air
d’un moteur fait déja plusieurs dizaines de longueurs d’onde. Les jets derriére les moteurs
ont également des tailles qui se mesurent en meétres.

Les ordres de grandeurs des fluctuations de vitesse du fluide sont bien plus difficiles a
caractériser, mais elles vont de quelques dixiémes de longueur d’onde (imaginons les tour-
billons créés derriére un obstacle) a plusieurs longueurs d’onde (imaginons cette fois les vo-
lutes loin derriére I’avion). Toutes n’ont pas le méme impact sur la propagation acoustique
et il convient de faire des approximations sous la contrainte de nos moyen de calcul pour
investiguer leur contribution.

Par exemple, si ’on approxime I’écoulement autour de I’avion par un écoulement moyen
uniforme (Mach constant correspondant a la vitesse de déplacement de I’avion), on dispose
de méthodes numériques efficaces qui prennent en compte 'ensemble des phénomeénes de
réflexions, diffractions, ondes de surface, ondes guidées et interactions entre ces phénomeénes
sur de grandes distances au loin de 'avion. Il s’agit par exemple de représentations par
équations intégrales, dont la résolution numérique peut étre accélérée par des algorithmes
rapides, tels que la FMM, voir par exemple [4], ou l'utilisation de H-matrices, voir [5]. Le
calcul de configurations réalistes conduit assez rapidement a des problemes dont la taille
est de plusieurs dizaines de millions (matrices complexes, symétriques mais pleines) : ce qui
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constitue déja un défi de calcul haute performance. Cependant, les cotts de calcul sont com-
patibles avec les moyens de I'ingénierie d’Airbus et les connaissances produites valent I'in-
vestissement fait puisque un calcul prend quelques heures sur quelques dizaines de noeuds
de calculateur, moins d’une nuit en tout cas, ce qui est le rythme de restitution acceptable au
bureau d’étude).

Pour étudier I'influence de la prise en compte du caractére non uniforme de I’écoulement,
par exemple en utilisant une modélisation potentiel de celui-ci, une méthode de couplage
peut étre mise en oeuvre entre la zone ou 'on introduit cette modélisation et la zone ou 'on
reste avec la modélisation par un écoulement uniforme. Les formulations intégrales ne sont
alors plus valables dans la zone d’écoulement potentiel, elle est donc traitée par des méthodes
d’éléments finis classiques. Hors de cette zone, ’écoulement redevenant uniforme, les équa-
tions intégrales peuvent néanmoins utilisées pour borner le domaine de calcul et continuer
a permettre des calculs de rayonnement en champs lointain. Le systéme matriciel obtenu est
celui d’un couplage FEM/BEM (Finite Elements Method / Boundary Elements Method). Il est
creux pour la partie volumique et plein pour la partie surfacique. La performance algorith-
miques est alors significativement dégradée par rapport a une modélisation en écoulement
uniforme et le cott de calcul est tres rapidement multiplié par 10, voire 100, sans compter
les problémes de volume mémoire utilisés. En conséquence, ce type de couplage nous est
accessible :

- soit quand la fréquence est toute petite (intérét industriel quasi nul);

- soit quand le volume de la partie volumique est petit, ce qui demande de faire une étude
paramétrique, car il est assez difficile d’affirmer a priori que I’approximation locale sur
I’écoulement porteur est cohérente avec 'observable a calculer et avec les approxima-
tions sur les sources, la géométrie, les matériaux, sans oublier ’environnement.

En pratique, on constate qu’on utilise ces approches uniquement avec une analyse a priori,
pour évaluer si le surcott de temps de calcul est compensé par la qualité critique, que 'on
peut attendre du résultat. Par exemple : 'intervalle de confiance que ce calcul supplémentaire
apportera aux experts permet-il ou non de diminuer le risque sur la décision prise ?

Vu le colit de ces méthodes et la taille « acoustique » des problémes, il est absolument
rédhibitoire de vouloir utiliser a une échelle compléte — méme d’un composant comme le mo-
teur — des modélisations de fluides allant au dela du modele potentiel. Mais si I’on poursuit
la recherche avec le but de prendre en considération des perturbations locales, il faut alors
la diriger vers une famille de modéles qui permette de se coupler « facilement » aux zones 3
puis 4, telles que définies précédemment. Les schémas classiques, permettant de calculer une
solution fluide, portent sur des quantités différentes des formulations d’acoustique en pro-
pagation. On sélectionnera donc les approches ayant pour caractéristique de permettre un
couplage « naturel »— seule possibilité pour construire un code de calcul ayant une perfor-
mance exploitable, méme partiellement. En effet, un changement de méthode numérique ne
nous permettra plus de considérer que les autres parametres sont figés, et le « delta » relatif
entre les deux calculs sera considéré comme peu exploitable, puisqu’on ne sait absolument
pas quelle est la solution de référence; on ne peut donc pas dire sil’on s’en approche ou s’en
éloigne.

En pratique, les sources ainsi que I’écoulement sont des données calculées. L’écoulement
se présente sous la forme d’'un champ de vecteur vitesse et un champ de scalaire de tempé-
rature. L’ingénieur d’étude a donc un acte de modélisation a produire qui va lui permettre
de fixer :
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— un seuil en dessous duquel la zone sera affectée a une modélisation de fluide porteur
moyen homogene (zone 4 dans notre nomenclature);

— une échelle qui permettra d’affecter des valeurs constantes par morceaux a une parti-
tion de la zone 3 de notre nomenclature;

— un seuil qui permettra de séparer la zone pour laquelle le rotationnel de I’écoulement
porteur n’est plus « négligé » (zone 2 dans notre nomenclature).

En résumé, les contraintes de performance de calcul compléetent la justification d’une
approche par perturbation locale, dans laquelle on va considérer que I’écoulement est une
donnée — mal connue — du probléme, et 'on procédera a la recherche d’'un modéle fluide
porteur pour proposer un ansatz. Le travail de recherche consiste alors a montrer a quelles
conditions ce choix conduit a un probléme bien posé et dont le schéma numérique converge.
De plus, I'analyse du couplage avec la zone approchée par un écoulement rotationnel devra
permettre de construire une méthode numérique stable et convergente.

Remarque 1.1.2. On sait d’ores et déja qu’un telle partition ne vérifie pas les conditions de
continuité et conservation d’'un fluide.

Ceci ne nous parait pas incohérent avec les configurations que nous avons décrites (obser-
vables en champ lointains, méconnaissance sur [’écoulement vrai); c’est pour cette raison que les
ingénieurs d’Airbus vont travailler en valeurs relatives entre deux simulations puis les critiquer
en faisant des analyses paramétriques.

En revanche, il n’est pas certain que cette partition n’induise pas des artefacts, qui polluent
le résultat sur le champ de pression que I’on cherche a « faire converger » avec des modélisations
de plus en plus riches localement.

Le travail de recherche aura donc également pour objectif de démontrer que tous les
artefacts de modélisation, induits par des choix simplificateurs, peuvent étre estimés dans
un sens a définir. Par exemple, les approximations concernant le fluide porteur homogene
(zone 4) et le fluide porteur potentiel (zone 4) ne créent aucun artefact supplémentaire : ils ne
font que négliger des phénomenes. Le couplage des deux méthodes numériques ne crée pas
non plus d’artefact numérique (I’ordre du schéma global couplé est analysable, voir la these
de F. Casenave [1]). En revanche, un couplage avec une condition autre qu’une formulation
intégrale pour la zone 4 conduit a une approximation de la condition de radiation et crée
un artefact qui s’analyse comme une réflexion sur le bord artificiel se propageant dans le
domaine de calcul.

1.2 Modélisation de ’écoulement

Dans cette section, nous nous attachons a décrire les hypothéses physiques faites sur
I’écoulement qui constitue le milieu de propagation des ondes acoustiques. Un tel écoulement
est décrit par diverses quantités telles que sa densité volumique p*, sa pression p*, sa célérité
V" ou encore sa densité d’énergie interne e*. En aéroacoustique linéaire, ces quantités sont
dites totales, notées avec un astérisque *, car elles seront décomposées sous la forme g*(x, t) =
go(x) + g(x,t), ou g¢ est une quantité stationnaire et g la contribution acoustique qui nous
intéresse. Nous reviendrons sur cette décomposition en détail ultérieurement et ne I'utilisons
pas pour le moment.

Nous présentons dans un premier temps les équations de Navier-Stokes régissant la dy-
namique du fluide, puis nous détaillons les hypothéses thermodynamiques faites, fermant
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ainsi le systéeme d’équations. Nous terminons cette section par la présentation de plusieurs
hypotheéses simplificatrices pour aboutir aux équations d’Euler, qui nous servent de base
pour la suite de I’étude.

Cette présentation de la mécanique des fluides compressibles s’inspirent notamment de
celles présentées dans la thése de C. Legendre [6] et dans le livre, dont approche est assez
mathématique, de A. Novotny et I. Straskraba [7].

1.2.1 Les équations de la mécanique des fluides

Nous décrivons le fluide du point de vue macroscopique et faisons I’hypothése d'un conti-
nuum. Dans ce cadre, les équations de Navier-Stokes régissent la dynamique du fluide en
constituant un bilan de masse, de quantité de mouvement ainsi que d’énergie, appliqué a un
volume de controle de fluide V (f) que nous suivons au cours du temps t > 0.

Nous utilisons une description eulérienne, c’est-a-dire que le fluide évolue dans une géo-
métrie fixe, repérée par une variable d’espace x € R, (d = 2 ou 3), et une grandeur physique
g*(x, t) est exprimée en fonction de cette variable x et du temps ¢t € R*.

Toutes les équations présentées sont obtenues a partir de la relation suivante, qui quan-
tifie la variation d’une grandeur g*(x, t) intégrée sur le volume de controle V() qui suit les
particules de fluide dans le temps :

d

— g (x,t)dx = j (atq* +V- (q*v*))(x, t)dx. (1.1)
dt Jy V(t)

Lorsque la quantité g* est créée ou absorbée par la densité ¢ au cours du temps, ce qui cor-
respond a prendre en compte le terme source

f g(x,t)dx,
V(t)

il vient I’équation locale de conservation suivante
* %\
g +V- (V) =g,
ou encore avec la convention d’Einstein de sommation des indices répétés

ai’q* + axi(q*v;) =&

Bilan de la masse. Au cours du temps, en présence d’une source volumique de masse ¢,,,
la variation de la masse JV " p*(x,t)dx contenue dans le volume de contrdle V (t) est donnée
par :

d
— dx = f dx.
dt Jy 0 V(t) i

En utilisant la relation de transport (1.1), on trouve 1’équation de conservation locale sui-
vante :

dip" + V- (p™V") = g (1.2)
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Cette équation peut étre écrite également sous forme non-conservative, en introduisant la
dérivée particulaire D} := d; + v* -V,

Dip"+p"V-v" =gy (1.3)

Bilan de quantité de mouvement. D’aprés le principe fondamental de la dynamique, la
variation de la quantité de mouvement fv ) p*v*dx du volume de contréle V(t) est donnée

par la somme de la densité des forces volumiques f et des forces surfaciques caractérisées
par le tenseur des contraintes de Cauchy o” :

ij p*v*dx:f p*fdx+J o' -ndo
dt Jy V(t) v ()

De méme que pour la conservation de la masse, en appliquant la relation de transport (1.1),
puis en intégrant par parties, il vient :

d(p v )+ V- (pv'v)=V-0" +p'f, (1.4)
ou en notation indicielle
Ii(p"vi) + Iy, (p™vivj) = Iy, 04 + 0 fi.

Un exemple typique de force volumique est la force d’attraction gravitationnelle de la terre
sur le fluide qui se traduit par f = g, accélération de pesanteur.

Le tenseur des contraintes ¢* se décompose sous la forme
o' =-p'ld+1’,

ou p* est la pression et 7* le tenseur des contraintes visqueuses, ce qui donne, en remplagant
0" et en utilisant ’équation de conservation de la masse (1.2) :

p*(atv*+(v*.V)v*)+Vp*—V-T* =p'f —quv. (1.5)

Pour un fluide dit newtonnien, comme c’est le cas usuel, T* ne dépend que de la vitesse v*
et de deux constantes propres au fluide, ses viscosités dynamique y et volumique p :

(V) = y(Vv* +(vor)T ) +p/(V-v)1d.

Dans le cas des gaz peu denses, 'hypothése de Stokes consistant a prendre y’ = —2/3 p,
fournit une excellente approximation. Négliger la viscosité de l'air revient alors a prendre
p = p = 0. Méme si cette hypothese sera adoptée par la suite, gardons pour l'instant la
viscosité dans les équations pour comprendre ou elle intervient. L’équation de la quantité de
mouvement se simplifie alors en utilisant I’équation de la conservation de la masse (1.2) :

p*(atv* +(v*- V)v*) +Vp —uAv* - gV(V V) =p" f —qu V. (1.6)
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Conservation de ’énergie. L’énergie du volume de contréle V() est définie par la somme
de son énergie cinétique et de son énergie interne

1 ] %12 * %
EP [v*|” + pe,
V(t) V()

ou e* désigne sa densité d’énergie interne. Le théoreme de I'énergie cinétique exprime alors
que la variation d’énergie est donnée par la somme du travail des forces volumiques, du
travail de déformation de V(t), des éventuelles sources volumiques de chaleur g, et de la
perte de chaleur vers I'extérieur, caractérisée par le flux q :

d

1
— —p" v +pte dxzj p*f-v*+J (6"-v")-ndo
dt Jy 2 V(1) V(1)

+f p*qedx—J- q-ndo,
V(t) aV(t)

ce qui conduit a I’équation locale suivante de conservation de I’énergie
1 w1 %12 P 1 w1 %12 % % % % * * * * *
8t(§p [v|“ +p'e )+V-(§p v |“v* + p*e’v )—V~(0 V) =p'f v +p'q.—-V-q.

De méme que précédemment, cette équation peut étre simplifiée a ’aide des équations de
conservation précédentes et en utilisant I'expression de o™ :

1
p*(&te* +v°- Ve*) +p*V-v =T (V) Vv = —(e* - Elv*|2)qm -V-q+p'q.. (1.7)

1.2.2 Les hypotheses thermodynamiques

Les équations de la dynamique des fluides que nous avons présentées comportent encore
trop d’inconnues pour étre résolues. Pour clore ce systeme, il manque des relations entre
les quantités introduites : p*, p*, v*, €*. Ces relations sont d’origine thermodynamique et
font intervenir d’autres grandeurs telles que I'entropie ou la température du fluide. Elles
dépendent d’hypothéses que nous détaillons dans cette partie.

Commencons par introduire I’entropie, qui peut étre avantageusement choisie pour dé-
crire le fluide.

Introduction de I’entropie. On appelle entropie du systéme toute grandeur s* qui satis-
fait la relation suivante

Tds*:de*+p*d(%). (1.8)
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Son lien avec I’énergie montre que I'entropie satisfait également une équation de conserva-
tion. En effet, en partant de (1.8) et en utilisant (1.7), il vient :

=p*(die"+v"-Ve') - % (dip"+v*-VpT),

* * * * ¥ 1 *
=t :Vv -V-q+p qe—(e +%—§|v |2)qm'

Il vient ainsi I’équation de conservation de I’entropie

*

1
P'T* (98" +v* Vs ) +p'V-v' =7 : V' =-V-q+p"q, - (e* - Elv*l2 + %)qm (1.9)

Equation d’état. La thermodynamique classique stipule que 1’énergie interne e*, la pres-
sion p*, I'’entropie s*, la température T" et la densité p* ne sont pas indépendantes et que
chacune s’exprime en fonction de deux autres seulement. Nous choisissons de tout exprimer
en fonction de la densité p* et de la température T”. A ce stade, le systeme est clos mais non
explicite. Il faut faire des hypotheses supplémentaires pour expliciter les dépendances que
nous venons d’évoquer. Pour cela, nous supposons que l'air est un gaz parfait.

Hypothése du gaz parfait. L’air en écoulement autour de ’avion est supposé étre un gaz
parfait, c’est-a-dire qu’il satisfait les deux relations suivantes :

p*(p*} T*) — TP*T*,
e*(p*; T:(-) — Cy T*,

ou r = R/M est la constante universelle des gaz parfait R divisée par la masse molaire M du
gaz considéré et ¢, est une constante caractéristique du gaz, sa capacité thermique molaire
a volume constant. Ces relations permettent, en combinaison avec I’équation (1.8), d’établir
un lien entre s*, p* et p* :

o =y loglp) - ylog(p") = v log 25| (110

ou ¢, =1+, est la capacité thermique molaire a pression constante et y = c,/c, est le
coefficient de Laplace.

Diffusion de la chaleur : loi de Fourier. L’équation de conservation de I’énergie (1.7) et
de I'entropie (1.9) font intervenir le terme —V-q ou q est le flux de chaleur. Ce flux dépend des
quantités thermodynamiques caractéristiques du fluide et la loi empirique de Fourier stipule
une relation de proportionnalité entre ce flux thermique et le gradient de température :

q=-AVT",

ou A est appelé coefficient de diffusion de la chaleur. En effet, le terme —V - q s’exprime alors
comme un terme de diffusion :

~V.q=V-(AVT").
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Vitesse du son. La vitesse de propagation du son dans le fluide est définie par

1
¢ = (8p )2.
dp* ;

Dans le cas d’'un gaz parfait, la vitesse du son relie directement la pression et la densité. En
effet, depuis la relation (1.10), il vient aisément

(c")? = 7/% =yrT". (1.11)

Evolution adiabatique. Mise a part en présence de combustion, ce qui n’entre pas dans
le cadre de notre étude, les phénomenes acoustiques sont considérés adiabatiques. La source
de chaleur est donc nulle, i.e.

qe:O'

De plus, les fluctuations acoustiques sont rapides devant les phénomenes de conduction de
chaleur. Les échanges thermiques n’ont donc pas le temps de s’établir, ce qui revient a négli-
ger le flux de chaleur :

q=0.

Nous nous placons également dans le cadre ou il n’y a pas d’injection ou d’absorption de
masse a l'intérieur du domaine :

Gm = 0.

L’équation (1.9) de conservation de I’entropie se simplifie alors en

1
p*(ds"+v"-Vs™) = F’c* V'
Les variations de I'entropie au cours du temps du volume de contréle V(t) sont donc uni-
quement dues a la présence de viscosité. En effet, en appliquant la formule de transport (1.1),
on obtient

N
4 J p's"dx = di(p*s)+ V- (p*s'v')dx,
dt Jy J

= p*(8t5*+v*.Vs*)+s*(8tp+V.(p*v*))dx,
JV(t)

1

= — T :Vvidx.

Jvin T

1.2.3 La vorticité de ’écoulement

Il sera souvent question de la vorticité de I’écoulement dans cette thése car son effet sur
I’acoustique est important. La vorticité de I’écoulement est par définition son rotationnel,
que nous noterons :

w' =Vxv"
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Etant donnée une base orthonormée de R3, (e, e,, e, ), lorsqu’un écoulement est bi-dimensionnel,
xr €y, €2

en particulier indépendant de la variable z : v*(x,p), alors sa vorticité, donnée par :

dy Vy 0
0" =[dy|x|vy|= 0 =w'e,,
d, 0 0xvy = 0y

est assimilable la grandeur scalaire w* := d,v, — d,v,.

La dynamique de la vorticité d’'un écoulement est un sujet trés étudié en mécanique des
fluides. Le but de cette partie est de présenter brievement les équations qui régissent son
transport dans le cadre qui nous intéresse. Ces équations nous seront utiles non seulement
pour établir la formulation de Goldstein de la propagation aéroacoustique, mais également
pour comprendre ou et comment intervient la vorticité dans le fluide, qui joue un rdle central
dans cette these.

Commentaires et exemples. Deux exemples académiques typiques d’écoulements sont
intéressants du point de vue de leur vorticité : les écoulements cisaillés, modélisation basique
des jets, et les écoulements orthoradiaux, modélisant des tourbillons. Levons d’emblée une
confusion parfois faite, un écoulement de vorticité non nulle, bien que dit rotationnel, n’est
pas forcément tourbillonnaire, et un écoulement tourbillonnaire peut étre irrotationnel, on
dit aussi potentiel, dont un exemple typique est celui de I’écoulement d’une baignoire qui
se vide! La vorticité n’est donc pas une mesure de la recirculation du fluide, mais plutét,
pour donner une image, de sa capacité a faire tourner sur place un tout petit objet placé a un
endroit donné de I’écoulement. Détaillons ces deux exemples tres simples.

Pour un écoulement cisaillé d’abord, c’est-a-dire dont la vitesse est de la forme, en coor-
données cartésiennes adaptées

v'(x,9,2) =v(x,1)e,,

la vorticité est simplement donnée par

dy 0 v (x,)
w'=|dy|x| 0 |=|-d*(x,p)|=V"V"
0 v*(x,p) 0

Ainsi, un écoulement cisaillé est nécessairement rotationnel, dés lors qu’il n’est pas constant.
En 2D, un écoulement cisaillé s’écrit

* *
v =v (y Jex,
et alors, sa vorticité (scalaire) est donnée par

_dv
dy’

*

w =

et de nouveau, de méme, I’écoulement est rotationnel lorsqu’il n’est pas constant.
Concernant les écoulements orthoradiaux en 2D, la vitesse s’écrit sous la forme, en co-
ordonnées polaires (7, 0) :
vi(r,0) =v(r)eq.
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La vorticité d’un tel écoulement est donnée par :

+_
r dr

w*<r,e>=(§8r(rv;)—§8ev;)ez:(”*(” S >)ez,

qui s’exprime aussi en fonction de la vitesse angulaire définie par Q(r) :== v*(r)/r :

dQ
*(r) = 2Q) — (7).
W' ()= 20(1) + 15 ()
Un tel écoulement tourbillonnaire de la forme :
vi(r)= ;’ acR,

est irrotationnel :

. a/r d (a
Cl)(r):T“r‘a(;):O

Plus généralement, les écoulements tourbillonnaires a vorticité constante s’écrivent comme
la somme d’'un écoulement irrotationnel et d’'une rotation solide, i.e. a vitesse angulaire

constante : a
vi(r)=—+br, abeR,
r

et alors
w’(r) = 2b.

Equation de la vorticité. Etablissons a présent I’équation de la vorticité, en précisant les
diverses simplifications qui nous intéressent résultant de nos hypotheses thermodynamiques
ou dans le cas d’'un écoulement 2D. Deux identités vectorielles préalables facilitent 1’établis-
sement des équations : si a et b sont deux fonctions vectorielles suffisamment régulieres,
alors

(a-V)a:V(%|a|2)+(V><a)><a, (1.12)
Vx(axb)=((a-V)b+(V-ba)-((b-V)a+(V-a)b). (1.13)

En prenant le rotationnel de ’équation de conservation de la quantité de mouvement (1.5)
divisée par p”, il vient

¥ 1
diw”* +V x ((v* . V)v*) +Vx (V_;:) =Vx (7V . T*),
p p
or, d’aprés (1.12) appliquée avec a := v" et (1.13) avec a := w” et b := V",

V x ((v* . V)v*) =Vx (V(%lvﬂz) +w*x v*),

=V x(V(510R))+Vx (@ xv7),

=0
=" V)o'+ (V- v)o" — (0" - V)v' = (V- 0"V,
[ —
=0
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et en développant le terme :

Vp* 1 1
VX( ‘1):— 3 VP X VP —Vx (Vp),
(p*) e
=0
nous trouvons,
Vp*xvp* B

1
Jiw* + (v -V)w" + (a)*~V)v*—(V~v*)w*+Vx(—*V-T*).

(p)? p
Le terme faisant intervenir la divergence de la vitesse peut étre éliminé en s’intéressant plu-
tot au transport de la vorticité spécifique w™/p*. En effet, il vient, en utilisant I’équation de

conservation de la masse (1.3) :

‘ 1 1
Dt(“’ ):——D *+Eth*,

o) e
* * * 1 1
=—(V )w*+(w -V)v*—%——*(v )w*+EVx(—V~T*),

et donc

Dt(w*) = (w* -V)v*—M ; le(iV-r*).
)\ (P> e \p

Un écoulement dont la pression n’est fonction que de la densité est dit barotropique. C’est
le cas par exemple lorsqu’il s’agit d’un gaz parfait, p* = */ “(p*)?, que 'on suppose de plus
homentropique (s* = cst). Dans le cas d'un écoulement barotropique, le gradient de la
pression et de la densité sont donc colinéaires, ce qui donne

Vpa(- X Vp* B
(p*)?
Dans ce cas la variation de vorticité spécifique contenue dans un volume de contrdle qui

suit I’écoulement n’est due qu’au jacobien de la vitesse et a la viscosité. En effet, I’équation
devient alors en I’absence de viscosité

0.

gaz parfait e e
barotropique Dt( - ) = ( - ~V)v*. (1.14)
non-visqueux P P

Un cas particulier intéressant est celui d’un écoulement 2D, v*(x, v, z) = (vy(x, ), v;(x, ), 0)
par exemple. Alors, le terme du membre de droite s’annule :

w* * 1 * *
( *-V)v =—w'd,v" =0,
P p
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et w*/p* se conserve le long des lignes de courant

écoulement 2D o
gaz parfait barotropique Dt( " ) =0.
non visqueux P

1.2.4 Résumé des équations

Cette partie vise a récapituler les équations décrivant le fluide compressible ainsi que
les différentes hypothéses qui ont été discutées dans les sections précédentes en vue d’une
modélisation de la propagation acoustique. Nous présenterons le systéeme d’équations de
Navier-Stokes compressible pour un gaz parfait visqueux en écoulement adiabatique. Puis
nous négligerons la viscosité de I’écoulement et aboutirons au systéeme d’équations d’Euler
compressible pour un gaz parfait isentropique non visqueux.

Les équations de Navier-Stokes. Pour un gaz parfait en écoulement adiabatique sur le-
quel la seule force volumique s’appliquant est le poids que nous négligeons, alors les incon-
nues densité, pression, vitesse, température et entropie (p*, p*,v*, T, s) satisfont les équa-
tions suivantes :

dip" + V- (p'v") =0, (1.15a)

o (Qtv* +(v*- V)v*) +Vp* = uAv* + gV(V -v7), (1.15b)
* * * * * * 2 * 2

p'T (ats +v"-Vs ): 2uS(Vv )—gy(V-v )7, (1.15¢)
. P

s =c,log| ——|, 1.15d

p=rp’T", (1.15€)

ouS(A):= %(A + AT) est la partie symétrique de la matrice A € M (RR).

Les équations d’Euler. Partant des équations de Navier-Stokes, nous avons vu que négli-
ger la viscosité p de l'air en écoulement adiabatique implique une évolution isentropique du
gaz. Les équations obtenues sont les équations d’Euler compressibles, isentropiques pour un
gaz parfait, d’inconnues (p*, p*, v*,s%) :

dip"+V-(p'v)=0, (1.16a)
p*(atv* +(v*- V)v*) +Vp* =0, (1.16b)
dis"+v"-Vs* =0, (1.16¢)
pr=e'v(p). (1.16d)
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1.3 Le probléme de la propagation acoustique en écoule-
ment

Les équations de la mécanique des fluides introduites dans la partie précédente décrivent
dans leur globalité les phénomeénes de variation de pression, de densité, de vitesse ou de
température du fluide.

Les sources de bruit de type aéroacoustique sont créées dans des zones de type « forte
turbulence », comme pour le bruit de jet ou lors d’interactions avec un élément structurel,
le train d’atterrissage par exemple, puis se propagent sur de grandes distances, y compris
dans des zones ou I’écoulement est plus calme. Des sources de bruit de nature différente
peuvent étre également générées, par exemple par les vibrations de structures en interaction
avec le fluide environnant comme dans le cas du moteur de I’avion faisant vibrer le fuselage.
C’est la propagation de ces perturbations, sous forme d’infimes oscillations des grandeurs
caractéristiques du fluide, qui forme les ondes acoustiques que nos oreilles percoivent lorsque
les fréquences se situent dans le domaine de ’audible, entre 20 Hz et 20 kHz.

Bien qu’elles se propagent sur de longues distances, ces ondes acoustiques ne contiennent
qu’une toute petite fraction de I’énergie mécanique de I’écoulement. C’est pourquoi, du point
de vue du calcul numérique, une résolution compléte des équations de Navier-Stokes dans
tout le domaine de propagation et a la précision numérique nécessaire pour capter les phé-
nomeénes acoustiques est aujourd’hui complétement hors de portée. La non linéarité des
équations et leur relativement grand nombre d’inconnues ne permettraient en effet pas la
précision nécessaire, les contributions acoustiques seraient alors perdues dans les erreurs
numériques.

Le but de cette partie est de présenter I’approche classique d’étude de ces phénomeénes
de propagation acoustique afin de les rendre accessibles numériquement a grande échelle.
Approche consistant a partitionner le domaine en zones, ou vont étre effectués différents
niveaux d’approximations. En particulier, ce que nous appelons acoustique linéaire est va-
lable dans les zones dites de propagation ou I'acoustique est régie par les équations d’Euler
linéarisées que nous détaillerons.

1.3.1 Séparation entre zones turbulentes et zones de propagation acous-

tique

Le travail pionnier de Lighthill. Dans ses articles fondateurs de 1952 et 1954 intitulés
« On sound generated aerodynamically I. General theory » [8] et « II. Turbulence as a source
of sound » , [9], Lighthill étudie le bruit rayonné par un écoulement turbulent dans une ré-
gion restreinte de I’espace puis propagé dans un domaine étendu au repos. Un cas typique est
le son généré par un instrument a vent ou celui émit par un jet d’air. Il procéde par décom-
position du domaine en deux régions, comme sur la figure 1.3, une contenant la turbulence
notée ()cpp et 'autre au repos. Nous allons montrer comment, en réarrangeant les équa-
tions de la mécanique des fluides, il identifie un second membre qui sera figé dans la partie
au repos, jouant le role de source et pré-calculé dans la zone turbulente restreinte.

En prenant la divergence de I’équation de conservation la quantité de mouvement (1.4)
et en dérivant celle de la conservation de la masse (1.2) par rapport au temps, il vient :

V- (94(p"v") + 97 (p"v}v)) = 97 (—p" 01 + T (v)) + il f),
d7p*+9,V-(p"v*) =0,
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Zone de fluide au repos
Po Po constants

- Zone de turbulence Qcrp

FIGURE 1.3 — Analogie de Lighthill : décomposition du domaine

ce qui donne, en soustrayant les deux équations :
2 % 2 %% % * * * *
dip* = 8i’j(p Vivi—p o+ T (v ))+ di(p* fi)-

En préalable de la linéarisation qui suivra cette introduction a I’analogie de Lighthill, intro-
duisons les grandeurs du fluide dans la zone au repos, sa densité, pression ainsi que la vitesse
du son qui en découle : p, pg et cy. La différence entre py, py, constantes, et celles totales
correspondantes, p*, p* sont par définition les quantités acoustiques :

P =potp
p* =po+p.

Afin de former au membre de gauche l'opérateur de propagation des ondes en milieux ho-
mogene a vitesse ¢, soustrayons cyAp de chaque coté de I'équation, il vient en négligeant
les forces volumiques (le poids typiquement) :
2 2 2
dip —cphp = 8i,jTi

i (1.17)

ou T est le tenseur de Lighthill, exprimé par
T = p*v*(v*)T +(p"— cép)ld - (v7).

Jusqu’ici, I’équation (1.17) est exacte. Comme voulu, au membre de gauche apparait 'opé-
rateur de d’Alembert de propagation des ondes acoustiques dans la zone du fluide au repos
tandis que le membre de droite contient des termes non linéaires faisant intervenir le tenseur
de viscosité, la pression, la densité et surtout, son terme dominant dans la zone de turbulence
p*v*(v*)T. 1l convient de remarquer que dans la zone de fluide au repos, le tenseur de Ligh-
thill s’annule T = 0, ainsi, par représentation intégrale a I’aide de la fonction de Green de
propagation dans le milieu au repos, étant donné un point x ¢ Qfp, la densité s’exprime
en fonction du tenseurs de Lighthill :

1 1 _x’
p(x,t):_zag.f —,Ti,j(x’,t—b‘ xl)dx’. (1.18)
drcy M Jacy, X %] Co

Ecrit comme cela, il y a encore des inconnues a droite et a gauche de 1’égalité. L’approxima-
tion que fait Lighthill est de considérer qu’il n’y a qu’un couplage faible entre la zone ou T
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n’est pas négligeable et celle au repos ou la propagation acoustique a lieu. Autrement dit, il
néglige la rétro-action de 'onde acoustique sur le fluide de la région () ¢ rp. Numériquement,
la résolution procede donc en deux étapes :

1. Résoudre les équations de la mécanique des fluides dans le domaine Qgp et en dé-
duire le calcul du tenseur de Lighthill T'.

2. Calculer, par la formule (1.18) ou via des méthodes d’équations intégrales sur la fron-
tiere fictive dQ pp le champ acoustique propagé dans la zone de fluide au repos.

Ainsi, Lighthill a introduit la distinction entre les zones de turbulences, sieges d’insta-
bilités et de fortes fluctuations temporelles, et les zones ou se propagent des perturbations
oscillant autour de grandeurs moyennes caractérisant le fluide au repos. Ce sont ces pertur-
bations oscillantes et de faible amplitude qui constituent ’acoustique. Il a de plus identifié les
termes jouant le role de sources situées dans les régions de turbulences. Son travail, connu
aujourd’hui sous le nom d’analogie de Lighthill, a été généralisé a des situations plus com-
plexes qui sont regroupées sous le nom d’analogies acoustiques. Par exemple, en présence
d’obstacles ou en présence d’un écoulement uniforme dans la zone précédemment supposée
au repos, voir les travaux fondateurs de Curle [10], et ceux de Ffowcs-Williams et Hawkings
[11]. Pour un exposé récent des avancées sur la génération du son par des écoulements tur-
bulents, on pourra se référer aux ouvrages de Howe [12] et de Crighton [13].

Cadre de la these : des zones de propagation plus complexes. Dans cette theése, nous
nous focalisons sur les régions de propagation acoustique. Les phénomenes de génération
de sources, qu’elles soient d’origine aérodynamique dans les zones de turbulences ou autres,
ne seront pas abordés dans cette thése. Nous nous intéressons exclusivement aux phéno-
menes de propagation acoustique, correspondant a la région de fluide au repos dans le cas
de I'analogie de Lighthill. Evidemment, nous considérerons des zones de propagation plus
complexes, mais ou la distinction entre grandeurs moyennes du fluide et perturbations oscil-
lantes acoustiques a un sens : on parle du cadre de 'acoustique linéaire. Ainsi, les sources se-
ront supposées connues et apparaitront dans ce travail comme fonctions au second membre
des équations.

Les régions de propagation peuvent elles-mémes étre décomposées en sous-domaines en
fonction de la complexité de I’écoulement qui s’y trouve. Des simplifications supplémentaires
au sein de cette zone d’acoustique linéaire peuvent ainsi étre faites, ramenant le systéme
d’équations a une équation scalaire par exemple lorsque I’écoulement est supposé potentiel.
Nous y reviendrons.

1.3.2 L’aéroacoustique linéaire : linéarisation des équations d’Euler
autour d’un écoulement porteur

A présent, nous nous concentrons sur les zones propagatives, ou I’acoustique linéaire
a un sens. Ainsi nous supposerons que les ondes acoustiques correspondent a la propaga-
tion de petites perturbations d’un écoulement, dit écoulement porteur, qui sera une donnée
de notre probleme. Nous présentons dans cette partie I’établissement des équations d’Eu-
ler linéarisées, qui sont les équations les plus utilisées en régime temporel pour modéliser
les phénomenes de propagation. On peut citer notament les travaux de Tam et Webb [14]
proposant des schémas aux différences finies d’ordre élevé, qui on donné suite a une abon-
dante littérature sur la résolution numérique de ces équations, voir par exemple [15] ou [16]
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pour deux vue d’ensembles. Plus récemment, méme si nous verrons que des formulations
alternatives a ces équations existent, les équations d’Euler linéarisées restent tres utilisées,
notamment grace au développement des méthodes de Galerkin discontinues [17], qui ont
trouvé application également en aéroacoustique [18, 19, 20, 21].

Equations de I’écoulement porteur. Comme expliqué, nous partons de la donnée d’un
écoulement porteur, que 'on suppose établi et satisfaisant les équations d’Euler stationnaires
(1.19), dont la viscosité a été négligée. Les grandeurs de cet écoulement stationnaire sont
notées a I’aide d’un indice 0, il vient :

V- (povo) =0, (1.192)
Po(vo-V)vo+Vpo =0, (1.19b)
(vo-V)sp =0, (1.19¢)
so = ¢y log(po) — ¢, log(po)- (1.19d)

Intéressons nous a présent a ’équation que satisfait la vorticité de ’écoulement porteur
w( = Vxwv,. Le gaz étant parfait, barotropique et non visqueux, ’équation (1.14) est valable
pour I’écoulement porteur, on écrit

qui donne en développant

w 1 1
Dt (_0) = __thpO a)O + _thO'
Po Po Po

Elle étre simplifiée en utilisant I’équation de conservation de la masse (1.19a),
0=V-(povo) =poV-vo+vo-Vpo,

et donc,
D;pg = dipo+ v - Vpo = —po(V - 1),

ce qui donne I’équation de la vorticité de I’écoulement porteur

Dta)o = (a)()'V)'UO—(V"U())a)(). (1.20)

Linéarisation autour de ’écoulement porteur. Conformément a I'approximation de

I'acoustique linéaire, nous écrivons les grandeurs totales p*, p*, v*, s* comme somme de p, p, V¢, So
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respectivement et d’'une perturbation acoustique p,p,v,s :

P =po+p avec p<pq,

p =po+p avec p<py,

v'=vg+v avec |v|<|vg
s'=59+s avec s<s.

Nous rappelons que les quantités totales (p*, p*, v*,s*) sont solutions des équations d’Euler
(1.16). Remplacgons alors ces grandeurs par leur décomposition entre parties stationnaire et
acoustique. Il vient, pour I’équation de conservation de la masse (1.16a),

di(po +p)+ V- (povo + pov + pvg +pv) =0,
qui donne en réarrangeant les termes :
dip+V-(pov+pvg)+V-(povo)+ V- (pv) = 0.
—_—
=0 négligé
Ainsi, on obtient I’équation de conservation de la masse linéarisée :
dip+V-(pov+pvg) =0.

Passons a I’équation de conservation de la quantité de mouvement (1.16b) :

(po + p)(c?tv +(vo-V)v+(v-V)vg+ (vo-V)vg + (V- V)v ) +Vpy+Vp=0,
~———
négligé
en développant et réorganisant

po( 9w+ (v - V) + (v V)wg) + Vp + p(vg - V)vg + po(vo - V)vg + Vpg

-0
+p(div+ (vy-V)v+(v-V)vg) =0,

négligé
on obtient alors ’équation de la quantité de mouvement linéarisée :
po(atv +(vo-V)v+(v- V)vo) +Vp+p(vy-V)vg =0.
Pour I’équation de conservation de I’entropie (1.16c), on obtient de la méme maniére
(s +5)+ (vo+v)-V(sp+5s) =0,
ainsi,
dis+vy-Vs+v-Vsg+vy-Vsg+v-Vs =0,

—_—
=0 négligé
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qui donne I’équation de conservation de ’entropie linéarisée :
dis+vg-Vs+v-Vsy=0.
Il ne reste que I’équation d’état (1.10) a linéariser :

S0 +5 = ¢, log(po +p) —c,log(pg +p),

en négligeant les termes non linéaires d’ordre 2 ou plus, en utilisant log(1 + p/pg) = p/py et

log(1 + p/po) = p/po, on a
_ p ) ( P )
so+s=¢,lo +—]-¢,llo +—)
0 v( g(po) pg) < g(po) o0

et donc, en réarrangeant

p P
s=c¢,——c¢c,— —(sp—c,lo +c,lo X
vpo ppo (0 v g(Po) p g(Po))

=0
on trouve ainsi ’équation d’état linéarisée

p P

§=Cyp=——Cp—.
Po Po

Dans cette approche, I’écoulement porteur (pg, po, Vo, 5o) doit étre calculé en préalable
par résolution des équations d’Euler stationnaires (1.19). Puis, étant donné cet écoulement,
la propagation acoustique des petites perturbations (p, p,v,s) est donnée par la résolution

des équations d’Euler linéarisées précédemment établies :

dip + V- (pov +pvo) =0,
po(atv +(vo-V)v+(v- V)vo) +Vp+p(vy-V)vg =0,
dis+vy-Vs+v-Vsyg=0,

p P

§=Cyp=——Cp—.
Po Po

(1.21a)
(1.21b)
(1.21¢)

(1.21d)



46

Chapitre 1. Modélisation de ’aéroacoustique et contexte industriel




Chapitre 2

Vers une prise en compte des effets de
la vorticité de ’écoulement sur la
propagation acoustique

2.1 Différentes complexités de modélisation de I’écoulement dans la
zone de propagation acoustique . . . . ... ... ..., 48

2.1.1  En écoulement uniforme : équation de Helmholtz et formulation
intégrale—-BEM . . . . . .. ... 48

2.1.2  En écoulement potentiel : équation de Helmholtz convectée - FEM 50
2.1.3  En écoulement rotationnel : discussion autour des modéles existants 56

2.2 Une approche perturbative du modéele potentiel par les équations

deGoldstein . . . . ... ... ... . ... 57
2.2.1  Etablissement de la formulation de Goldstein . . . . ... ..... 58
2.2.2  Décomposition de 'inconnue hydrodynamique . . ... ... ... 60

2.2.3  Avantages prospectifs de la formulation de Goldstein dans le contexte
industriel d’Airbus et objectifs delathese . . . ... ... ... .. 62

Dans ce chapitre, nous nous focalisons sur le phénomene de propagation aéroacoustique
que nous avons décrit précédemment. Le but est de présenter la démarche de modélisation et
de simulation numérique utilisée chez Airbus Group Innovations aujourd’hui mise en oeuvre
dans le code ACTIPOLE de la suite ASERIS SOFTWARE. Nous verrons que jusqu’a présent,
I’écoulement a la sortie du réacteur est supposé potentiel, négligeant les interactions entre la
vorticité et la propagation acoustique. Nous présenterons alors la formulation de Goldstein
que nous nous proposons d’étudier, équivalente aux équations d’Euler linéarisées présentées
au chapitre précédent et permettant la prise en compte de ces interactions. Nous rappellerons
I’établissement de la formulation de Goldstein et présenterons les avantages prospectifs dans
le contexte de modélisation et de résolution d’Airbus Group qui nous ont amené a choisir
ces équations. Nous finirons par définir les objectifs de la these et résumerons nos résultats
et contributions.
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2.1 Différentes complexités de modélisation de I’écoule-
ment dans la zone de propagation acoustique

Commencons par détailler les diverses simplifications des équations d’Euler Linéarisées
qui apparaissent lorsque des hypotheéses sont faites sur I’écoulement porteur. Loin du jet et
de 'avion, ou I’écoulement peut étre supposé uniforme, les équations se réduisent classi-
quement par transformation de Lorentz a I’équation des ondes, ou en régime harmonique a
I'équation de Helmholtz. Plus prét du jet du réacteur, 'hypothése d’un écoulement poten-
tiel permet de conserver le caractére scalaire de I’équation de Helmholtz, mais des termes
de convection apparaissent, on parle de I’équation d’'Helmholtz convectée. Pour prendre en
compte la vorticité de ’écoulement porteur la ou le jet est le plus cisaillé, plusieurs refor-
mulations des équations d’Euler linéarisées sont possibles, les équations de Galbrun ou de
Mohring par exemple et nous discuterons de ces différentes possibilités.

2.1.1 En écoulement uniforme : équation de Helmholtz et formula-
tion intégrale - BEM

Du point de vue de ’avion qui émet les ondes acoustiques, I’air est en écoulement au-
tour de celui-ci. Puisque nous nous intéressons au rayonnement acoustique sur de grandes
distances, analysons dans un premier temps ce qui se passe assez loin de ’avion. L’écou-
lement peut y étre supposé uniforme et constant, sa vitesse est celle du déplacement de
I’avion. Nous allons voir comment les équations d’Euler linéarisées (1.21) se simplifient en
une simple équation scalaire sur la pression acoustique p : I’équation des ondes convectées.
En régime harmonique, qui nous intéresse pour nos applications, nous verrons qu’en utili-
sant la transformée de Prandtl-Glauert, également connue sous le nom de transformée de
Lorentz, I’équation d’Helmholtz convectée se ramene a I’équation de Helmholtz. Celle-ci est
alors classiquement équivalente a une équation intégrale ramenant les inconnues volumique
a des inconnues sur une surface (éventuellement fictive) et permettant le calcul du champ
rayonné a n’importe quelle distance au colit constant d'un produit matrice-vecteur. Le code
d’Airbus Group Innovations, ACTIPOLE, résout ces équations intégrales par solveur rapide,
utilisant la Méthode Multipdle Rapide (Fast Multiple Method : FMM) ou les H-matrices.

Equation des ondes convectées. Supposons que I’écoulement est uniforme et s’écrit
- d
vo(x) = v, € RY,

ou l'indice « co » se justifie car il s’agit de I’écoulement uniforme loin de I'avion. Alors,
00 = Poo> PO = Poo €t So = S pris constants satisfont les équations d’Euler stationnaires (1.19)
de I'écoulement porteur. Les équations d’Euler linéarisées se simplifient alors, en notant
D; = d; + v, - V la dérivée matérielle :

Dip + pOO(V -v)=0,
P Div+Vp =0,
DtS = 0
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Alors, en composant la premiere équation par Dy, la seconde par V- et en soustrayant les
deux, il vient

D}p—Ap =0.

Remarquons que I’équation qui régit le transport des perturbations entropiques s est dé-
couplée des autres. Ainsi, s peut étre déterminée séparément et sera supposée connue. Pour
aboutir a une équation en p uniquement, utilisons I’équation d’état (1.21d) qui permet d’ex-
primer Ap en fonction de Ap de la maniére suivante :

c
Ap = —pp;'oAp + pﬁAs.

Cy Poo Cy

Le terme ¢, poo/(¢yPo0) s'€xprime en fonction de la vitesse du son en vertu de I’équation (1.11)
et par définition de y = c,/c, :

c

PP _ 2

€y Poo

Finalement, p vérifie I’équation des ondes convectées a la vitesse v, :

(94 +ve- V) p—cap = E=ps 2.1)

v

Transformation de Lorentz et équation de Helmholtz. La transformation de Lorentz,
ou transformation de Prandtl-Glauert, d’abord introduite dans [22] pour étudier I'influence
de la compressibilité de I’air sur la portance des ailes d’avions, puis utilisée dans des appli-
cations en aéroacoustique par Amiet et Sears, voir [23], est une transformation de ’espace-
temps permettant de passer de I’équation des ondes convectées (2.1) a une équation d’onde
standard, sans terme de convection. Pour faciliter la lecture, introduisons les notations sui-
vantes :

Voo = Voo,
e 1
o0 T 21
vOO
1-(z=)
-1
L::Id+7/"°2 VooV L.
VOO

La transformation de Lorentz revient a appliquer une transformation linéaire sur la coordon-
née d’espace, de matrice L1, et a translater la coordonnée de temps lorsque I'on se déplace
dans la direction de v,. Posons, pour une fonction ¢(x, t) :

L(P)(x,t) = qb(L_lx, t— y%ovoo -x). (2.2)
COO
On a la propriété suivante, dont les détails calculatoires sont donnés en annexe.

Proposition 2.1.1 (Transformation Lorentz). La transformation de Lorentz commute avec
Popérateur de propagation des ondes convectées de la facon suivante :

2
,c((at + Voo ~V)2<j) - cfoA(j)) =2 (9%/,'4) - (;ﬁ) Aﬁ(j)).

o0
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Un conséquence directe est que si p satisfait 'équation des ondes convectées (2.1) homo-
gene, alors sa transformée de Lorentz P := Lp satisfait 'équation des ondes dans le milieu
transformé, dont la vitesse de propagation modifiée est donnée par €, := Coo/ Vo :

970 —ELAp =0,

ou le second membre de 2.1 est omis car 'entropie est a présent supposée connue. En ré-
gime fréquentiel, en écrivant que, a la pulsation w, p(x,t) = Re(p(x)e™'®?), alors p satisfait
I’équation de Helmholtz

~Ap- k2p=0, (2.3)

0l Koy = Veokoo» avec ko, = w/c,, le nombre d’'onde avant transformation.

Formulation intégrale et solveurs rapides. Lorsque 'on souhaite résoudre 1’équation
de Helmholtz (2.3) sur de grands domaines au regard de la longueur d’onde, une méthode
classique est d’utiliser une formulation équivalente sous forme d’équation intégrale de fron-
tiere associée a un solveur rapide utilisant par exemple la Méthode Multipole Rapide (Fast
Multipole Method) ou les H-matrices. C’est ce qui est utilisé dans le code ACTIPOLE aujour-
d’hui pour le calcul du rayonnement lointain, dans le domaine ou I’écoulement porteur est
supposé uniforme.

2.1.2 En écoulement potentiel : équation de Helmholtz convectée —
FEM

Plus proche du jet du réacteur, I’écoulement ne peut plus raisonnablement étre assimilé
a un écoulement uniforme. Il est connu que la non uniformité d'un écoulement a des effets
importants sur la propagation des ondes acoustiques. Un écoulement uniforme ne prend en
compte que l'effet Doppler alors que d’autres phénomenes entrent en jeu dans le cas d'un
écoulement non uniforme, tels que la réflexion et la réfraction a travers le jet du réacteur par
exemple.

Un niveau de complexité de modélisation supplémentaire peut étre alors de considérer la
vitesse de I’écoulement irrotationnelle, on parle d'un écoulement potentiel. Ainsi, des écou-
lements plus compliqués peuvent étre pris en compte, tout en gardant une simplification
importante : les équations restent scalaires ! Bien que les équations d’Euler linéarisées soient
vectorielles dans le cas général, nous avons déja vu que si 'on suppose la vitesse uniforme
par exemple, alors elles se réduisent a une plus simple équation d’ondes convectées sur la
pression ou la densité. Nous allons voir que c’est encore valable avec ’hypothése d’un écou-
lement potentiel lorsque ’on suppose les sources acoustiques également irrotationnelles.

Nous nous placons dans le cadre de I’écoulement d’'un gaz parfait, non visqueux et
homentropique. Le but de cette section est de rappeler 1’établissement de I’équation des
ondes convectées sous I'hypothése d'un écoulement potentiel, c’est-a-dire satisfaisant

Vxv,=0,

soumis a des sources également potentielles, cette hypothése apparaitra plus explicitement
dans la suite. En effet, en présence de sources non potentielles, les équations d’Euler linéari-
sées n’aboutissent pas a I’équation scalaire des ondes convectées.
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Pour ce faire, commencons par réécrire les équations d’Euler linéarisées (1.21) sous une
forme plus commode. Apres division par py dans I’équation (1.21b), nous transformons le
terme pg ' ((vg - V)vg) + Vp) en

\Y%
AL V(ﬂ) + ﬁVpo,
Po

puis, en prenant le gradient de I’équation d’état de I’écoulement porteur (1.19d), on obtient

Vsozcvm_c m

po e’
permettant d’exprimer le terme pVp,/ pg, on a ainsi

vp V(£)+ P Vpo_ P Vso

Po_ Po/ CpPo Po CPPO’

puis en utilisant I’équation d’état linéarisée (1.21d),

@:V(ﬂ) (;i)vpo_zﬂ

Po 0o cpo P} Cp Po
sV Vs
:V(ﬂ) SVP0_ Py - 2V
Po/ € Po  Po Cp Po

En injectant I'expression trouvée de Vp/p( dans I’équation du mouvement linéarisée (1.21Db)
et en utilisant ’hypothese d’homentropie de I’écoulement porteur (Vsy = 0), il vient

Div+(v- Vv+V +— SV _ P vg=0
pO ¢ Po

Pour simplifier I’écriture, introduisons une vitesse modifiée par I'entropie

. S
V=v—-—7,,
2cp

de telle maniere qu’en utilisant ’équation d’Euler du mouvement de I’écoulement porteur
(1.19b), le terme
S Vpo S
———=—(vg-V)vy,
€ Po Cp

s’écrit comme une dérivée convective afin d’étre combiné a D, v. En effet,

s S s s D;s s —~
— . = — . + — . =D, — - — +|—" = D,v.
., (vo-V)vg 2, (v - V)vg ., (vo-V)vg t(ch Vo) ’, U (2Cp V)vo tv
——
-0

Finalement, il vient une équation du mouvement linéarisée simplifiée, faisant intervenir la
vitesse modifiée v :

Dv+(v-V)vg +V(£) =0.
Po
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Ré-écrivons également 1’équation de conservation de la masse linéarisée (1.21a) :
dip+ V- (pvo +pov) = 0.
En développant, il vient
d1p +vo-Vp+(V-v0)p+V-(pov) =0,

et donc :
Dip ==(V-v9)p=V-(pov).

Nous voudrions faire apparaitre la quantité p/p car elle intervient dans I’équation du mou-
vement linéarisée que nous avons établie. Pour cela, composons par D; 'équation d’état
linéarisée (1.21d) :

D D
0=Dys = Dt(cvﬂ —cpﬁ) = Dt(cvﬂ)—i-cp#p—cp—tp.
Po Po Po 0o Po

Pour passer de py a py au dénominateur, introduisons la vitesse du son dans I"écoulement
porteur, donnée par
2_Po_Po

c = .
0=7 Po v Po
Ainsi, il vient
p Cy P P 1
Dt(Q—) = Dt(_v_) =——Dipo + —D;p.
CoPo p Po 0o Po
Enfin, utilisant I’équation de conservation de la masse de I’écoulement porteur D;py = —(V -

V()po et 'équation de conservation de la masse linéarisée, on obtient

_ 1 _
Dt(Cozi) = —%(V' 0)Po+ %(W—V <(pov)) = =p5' V- (pov),

qui s’écrit

D, (cazé) — 05" V- (pov) = 0.

Récapitulons : en introduisant des seconds membres aux équations, g, f et h, modélisant des
sources acoustiques, nous avons obtenu les équations simplifiées suivantes :

0
2P 1 vo-Vs
Dilco” =) =po V- (po?) - ——=~f, (2.4b)
Po Cp
D;s = h, (2.4¢)
— S
vV=v- —U,. (2.4d)

2cp
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L’hypothese que les sources acoustiques sont irrotationnelles se traduit par le fait que I'on
suppose que :

Vxg=0.

Etablissons a présent I'existence d’un potentiel acoustique. Nous n’avons pas encore uti-
lisé ’hypothese du caractere irrotationnel de la vitesse de 1'écoulement porteur. Les per-
turbations acoustiques de la vitesse v ne sont pas nécessairement irrotationnelles, c’est la
vitesse modifiée v qui 'est, comme le stipule le lemme suivant :

Lemme 2.1.2 (Equation de vorticité). Sous I’hypothése de Uirrotationnalité de la vitesse de
Pécoulement porteur :
wo:=Vxvy=0,

la quantité w = V xv vérifie ’équation de vorticité suivante

w w

Po Po
Une conséquence de cette équation est que si, a linstant initial, w(t = 0,-) = 0 et si la source g
est irrotationnelle V x g = 0 a tout instant, alors

Vt>0,VxeQ, w(t,x)=0.

Preuve. Commencons par établir ’équation de vorticité vérifiée par w. De la méme maniére
que pour établir les équations de vorticité classiques déja présentées, composons I’équation
du mouvement linéarisée par Vx. Avant cela, exprimons la quantité (v - V)v, a laide de
I'identité de Leibniz : pour deux champs de vecteurs a et b suffisamment réguliers :

V(a-b)=(a-V)b+(b-V)a+ax(Vxb)+bx(Vxa). (2.5)
Alors, pour a :=v et b := v, il vient

(V-V)vg=V([V-vy)— (vo:- V)V + @gXxV+w X V.
~——
=0

Ensuite, en utilisant la formule du rotationnel d’un produit vectoriel (1.13) :
Vx(axb)= (b-V)a+(V-b)a—((a-V)b+(V-a)b),
on obtient,

V x ((77- V)vo) =Vx (V(Tf- vo))—V X ((vo . V)?i) +V X (@ x vy),
=0
= -V X ((v0 -V)?i)+ (vo- V)@ + (V-vg)@— (@ V)vg— (V- @),
=0
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Ainsi, en prenant le rotationnel de I’équation (2.4a),
V x (8t7+ (vo-V)v+(V-V)vg +V(p£)) =Vxg=0,
0
ce qui donne en développant
9@+ Vx {(wg=VI?) - Voxlwy=VI0) + (v0 - V)

+(V-vo)a—(a-V)v0+Vx(v(£))

P ——
=0

Il
L

donc,
Dt5+(V~v0)5 = (EV)‘UO

Puis, I’équation de conservation de la masse pour I’écoulement porteur (1.19a) donne D;p =
—(V-vg)po. ce qui termine I’établissement de I’équation de vorticité :

w D
Po 0 Po

Montrons a présent que w est nul a tout instant. Ceci revient a montrer que le probléme

de Cauchy suivant
Po Po

@(t=0,x)=0,

admet pour seule solution la fonction identiquement nulle. Ceci se traite classiquement par
la méthode des caractéristiques. Sous I’hypothése d'un écoulement porteur suffisamment
régulier, par exemple de classe C! et borné : v, € C;(Q,le), par le théoréeme de Cauchy-
Lipschitz, on peut introduire le flot (#,x) € R x Q — X(t,x) € Q, associé a v, et défini
par

9,X(t,x) = vy(X(t,x)),
X(t=0,x)=

Alors la quantité

w(t,x) = 2(t,X(t,x)),

Po

satisfait le systéme d’équations différentielles ordinaires suivant, paramétré par x € () :

diw=(w-V)vgoX,
w(t=0,x)=0,

qui n’admet bien comme solution que la fonction identiquement nulle. De plus, a t € R*
fixé, I'application X, : x € Q — X(t,x) € Q est un C!-difféomorphisme. Ce qui termine la
preuve :

VE20,VxeQ, @(tx)=po(X; (x) w(t,X; (x))=0.
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Une conséquence directe du lemme 2.1.2 est qu’il existe un potentiel, que nous notons ¢,
associé a la vitesse modifiée v :

VP =7.

Le potentiel ¢ n’est pas défini de facon unique, par exemple I’ajout d’un constante laisse
inchangé son lien avec v, ou bien lorsque le domaine n’est pas simplement connexe par
exemple, son choix devient arbitraire. Remplacons a présent v = V@ dans les équations
d’Euler linéarisées réécrites (2.4), il vient

atV(F+V(vO-V@+V(p£):g, (2.6)
0
1% -1 Vg Vs
DL |+ 05 V- (pove) - 5 =, @7
CoPo Cp
DtS = h, (28)
VG (2.9)

En rappelant que nous avons fait I'hypothése que V x g = 0, nous pouvons introduire égale-
ment une fonction potentielle g; telle que Vg = g. Ainsi, ’équation (2.6) s’écrit

\% 8t$+vo-Va+£—g1 =0.
Po
Il existe alors une fonction ¢(f) qui ne dépend que du temps ¢ telle que
~ P _
Dip+——g1 ==o(t),
Po
puis, si g est une primitive de ¢ alors
~ ~ p
D@+ +— =g,
(@+@0) ]

et donc, en notant finalement ¢ = @ + @, on garde une relation de la forme v = V@ et les
équations s’écrivent

cath(p + _2p = g—i,
CoPo  Co
_ vy Vs
D% f )—me-umV¢)— % =-f,
CoPo Cp

DtS = h,

S
v =V +—u,.
Vo Zcpvo

Finalement, on procéde comme pour obtenir I’équation d’onde classique : composons par
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D; la premiére équation et soutrayons lui la seconde. On obtient ainsi I’équation des ondes
convectées, portant sur deux inconnues scalaires, le potentiel de vitesse ¢ et I'entropie s :

- - Vo Vs
Di(c’Dep) =0y V- (poVep) = =5 +f+Dt(f—§), (210a)
p 0

Dys=h. (2.10b)

Les inconnues physiques se retrouvent alors en calculant

S
v=Vp+—v,,
% 2, 0

p=-poD:¢+p0&1,

p = —pocy Dip + pocy 1 ~ s,
P

Il est intéressant de remarquer que les hypothéses que nous avons faites, a savoir que I’écou-
lement porteur est homentropique et irrotationnel, découple I’équation de 'entropie de I’équa-
tion d’onde. Ainsi, la perturbation de ’entropie peut étre calculée au préalable puis le terme
(vo - Vs)/2c, devient un second membre connu de I'équation des ondes convectées(2.10a).
Souvent, dans nos applications, ’entropie sera simplement prise égale a zéro, considérant
que les perturbations de I’écoulement sont homentropiques également.

2.1.3 Enécoulementrotationnel : discussion autour des modéles exis-
tants

Le modéle potentiel présenté précédemment ne prend pas en compte les interactions
entre le rotationnel de I’écoulement porteur et la propagation acoustique. Pour remédier a
cela, les équations les plus couramment utilisées sont sans doute les celles d’Euler linéari-
sées (LEE) ou plus rarement les équations de Navier-Stokes linéarisées (LNS) que nous avons
choisi de ne pas présenter ici, voir par exemple les travaux récents de A. Bissuel, G. Allaire,
L. Daumas, S. Barré et F. Rey [24]. 1l existe plusieurs reformulations des équations d’Euler
linéarisées, obtenues par changements de variables et d’inconnues : équations de Galbrun,
de Mohring (que nous avons choisi de ne pas aborder, voir [25, 26]), de Goldstein .... Ces
formulations peuvent s’avérer plus adaptées a certaines applications. C’est donc la formu-
lation de Goldstein qui nous intéressera particuliérement dans cette thése. Cette section n’a
pas vocation a étre exhaustive, cependant, nous donnons un apercu de ces différentes for-
mulations pour expliquer pourquoi celle que nous étudions est plus intéressante dans notre
cas d’application. Pour une plus ample étude bibliographique, nous indiquons les références
suivante [27, 28] de Nayfeh et Sun.

LEE. Les équations d’Euler linéarisées sont les premieres équations auxquelles on aboutit
apres linéarisation des équations de la mécanique des fluides que nous avons détaillées dans
la section 1.3.2. Il s’agit du modele le plus utilisé en régime temporel et possede 'avantage
de fournir directement les quantités physiques intéressantes dans les applications, pression,
vitesse, etc ... Cependant, ces équations sont cotiteuses en 3D car vectorielles : trois inconnues
scalaires pour la vitesse, une pour la pression et éventuellement une autre pour I'entropie.
Les premieres approches numériques ont été les différences finies, comme par exemple dans
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[14, 29] ou plus récemment [30]. Du c6té de la discrétisation par éléments finis, constituées de
plusieurs équations de transport couplées, elles nécessitent une résolution par une méthode
plus sophistiquée, de type Méthodes de Galerkin Discontinues par exemple, [21, 18, 19].
En régime harmonique, la théorie est peu développée, notamment en ce qui concerne le
caractere bien posé des équations par exemple. De plus, bien que possible, voir les travaux
de G. Gabard [31] dans le cadre de la Méthode de Galerkin Discontinue, la mise en oeuvre
de conditions aux limites impédantes ou absorbantes peut étre délicate.

De plus, une contrainte venant du contexte industriel de cette thése vient s’ajouter. Le
code actuel ACTIPOLE d’Airbus Group Innovations implémente la version potentielle des
équations de propagation acoustique et dans ce cadre, une formulation trop éloignée de ce
qui existe ne nous apparait pas le meilleur choix, notamment en vue d’'une implémentation
3D. Nous souhaitons rester proche de la formulation « type onde » du modéle potentiel (2.10)
et conserver autant que possible les méthodes de Galerkin classiques qui sont utilisées au-
jourd’hui.

Formulation de Galbrun. Galbrun, dans son article fondateur [32], propose une for-
mulation alternative des équations d’Euler linéarisées en utilisant une description mixte
eulérienne-lagrangienne de 1’écoulement et de ses perturbations acoustiques. L’inconnue,
notée u, est la perturbation du déplacement et satisfait une équation vectorielle qui a I’avan-
tage d’étre proche d’une équation d’onde. Ces deux derniéres décennies, ces équations ont
été considérées au laboratoire POEMS pour des applications en aéronautique. Par exemple,
dans sa thése [2], G. Legendre étudie la formulation de Galbrun pour un écoulement uni-
forme dans un guide. Son travail est généralisé aux écoulements cisaillés dans un guide, puis
a des écoulements beaucoup plus généraux en espace libre, respectivement par les theses
d’E-M. Duclairoir [33] et d’E. Peynaud [3].

Bien qu’un traitement direct de I'équation grace a des éléments finis d’ordre élevé donne
des résultats satisfaisant, voir G. Gabard, M. Ben Tahar et al., [34, 35], des problémes de sta-
bilité apparaissent avec I’approche classique de discrétisation de Galerkin. Ces problémes
sont résolus, par exemple, en utilisant une version équivalente, dites augmentée [2, 36], qui
introduit la quantité 1 := V xu. Alors, les avantages de I’équation de Galbrun pour notre cas
d’application ont dii étre nuancés. En effet, la version augmentée posséde une inconnue vec-
torielle supplémentaire, ce qui donne le méme nombre d’inconnues que pour les équations
d’Euler linéarisées en 2D, 4, car 1 est alors un rotationnel 2D assimilable a un scalaire, mais
ce nombre d’inconnues passe 4 6 en 3D car t est alors un vecteur de R,

2.2 Une approche perturbative du modeéle potentiel par
les équations de Goldstein

En 1978, Goldstein introduit une formulation des équations de ’aéroacoustique [37], dans
le cas d’'un écoulement porteur potentiel mais soumis a des sources rotationnelles. Le mo-
dele potentiel décrit précédemment ne s’applique donc plus. Cependant, ces équations sont
proches de celle du modéle potentiel, une nouvelle inconnue vectorielle, dite hydrodyna-
mique, est introduite. Cette derniére satisfait une équation de type transport, découplée de
I’équation des ondes convectées, pouvant donc étre pré-calculée. Il ne reste alors qu'un pro-
bléme de propagation dans un fluide potentiel ou I'inconnue hydrodynamique joue le role de
sources additionnelles permettant la prise en compte de la vorticité introduite par les sources.
Bien que ces équations se soient ensuite avérées utiles en mécanique des fluides pour I’étude
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de la stabilité des écoulements tourbillonnaires (swirling flows), souvent non-compressibles,
par exemple [38], [39] ou [40], elles n’ont pas a notre connaissance été utilisées pour de la
propagation aéroacoustique.

Le but de cette partie est de généraliser les équations introduites par Goldstein au cadre
d’un écoulement porteur rotationnel en présence de sources quelconques. Dans une ap-
proche similaire a celle de Goldstein, une inconnue hydrodynamique est introduite et vérifie
une équation de transport. Cependant, en écoulement quelconque, cette équation de trans-
port est couplée a I’équation des ondes convectées et 'inconnue hydrodynamique ne peut
pas étre déterminée a priori. Les idées sont reprises d’un article de J.-F. Mercier, C. Mietka,
F. Millot et V. Pagneux [41] soumis et initiateur de cette thése ainsi que de 1’étude de cette
nouvelle formulation au laboratoire POEMS pour des applications en aéronautique. En par-
ticulier, un soin important sera pris pour établir le lien entre les nouvelles inconnues et celles
des équations d’Euler linéarisées.

2.2.1 Etablissement de la formulation de Goldstein

Nous reprenons le cadre d’'un écoulement porteur d’un gaz parfait, non visqueux et ho-
mentropique. Nous ne supposons plus néanmoins que w, = 0 ni que V x g = 0. Effectuons
au préalable une décomposition de Helmholtz de la source g. On introduit g; et g, telles
que :

§=V& +Vxg,

Dans cette sous-section, nous prouvons le théoréme principal suivant, établissant les équa-
tions de Goldstein :

Théoréme 2.2.1 (Equations de Goldstein). Le vecteur (p,v,s) est solution des équations d’Eu-
ler linéarisées (2.4) si et seulement si

_ _ vy - Vs B
Dt(coth(P)—POIV'(PO(V<P+<5))— 02c :f+Dt(c02g1), (2.11a)
p
D&+ (E-V)vg+woxVp=Vxg,, (2.11b)
D;s=h, (2.11¢)
ou (¢, &) est 'unique solution de
_ 1%
Dip=g1—-—, (2.12a)
Po
s
=V——-—"Vp— 2.12
E=v chvo Vo, (2.12b)

Preuve.

1. Prouvons le sens direct. Soit (p,v,s) solution des équations d’Euler linéarisées écrites
sous forme simplifiée (2.4). Soit ¢ 'unique solution du probléme d’évolution (2.12a) et soit
& défini par 'équation (2.12b). Comme dans la preuve du lemme (2.1.2), I'identité de Leibniz
(2.5) permet d’écrire le terme (v(-V)v+(v-V)v( de 'équation (2.4a) en fonction des vorticités
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wyg=VXxvgetw=Vxv:
(vo-V)v+(v-V)vg=V (V) V) + wo XV + w Xy

Il vient

v+ V(vg-v)+ wg x?+5xv0+V(p£) =Vg +Vxg,.
0

Puis, regroupant les gradients entre eux, en remplacant v = Vo + & et p/pg = g1 —D;@ eten
remarquant que V x & = w, ’équation devient :

V(dip+v5 Vo +v0-E+ g7~ D) + &+ wo x (Vo + &) + (VX &) xvg = Vg + VX g,

L’identité de Leibniz nous sert encore une fois pour transformer le terme V(vy- &)+ wox &+
(VX&) xvp:

V(o &)+ wox &+ (VX&) xve=(E-V)vg+(v-V)E,
ce qui donne finalement I’équation de transport attendue sur &
D& +(&-V)vg+ wox Ve =Vxg,.

L’équation du type ondes convectées vient, comme dans le cas potentiel, de I’équation (2.4b).
En effet, en remplacant simplement p/py et v, il vient

- _ v+ Vs
Dy (co> (81 = Dip)) = pg" V- (po(Vep + &)) = —— = -,
“p
qui se ré-écrit bien sous la forme voulue (2.11a).
2. Laréciproque se fait par un calcul direct que nous ne détaillons pas ici. [ |

Régime harmonique. Comme nous’avons présenté en introduction, les caractéristiques
des sources du réacteur nous meénent a faire les calculs en régime harmonique. A la pulsation
w > 0 et en présence de sources harmoniques f(x)e™'®! et g(x)e™"**, on cherche ¢(x) et
&(x) tels que @(t,x) = Re(P(x)e™@!) et &(t,x) = Re(&(x)e~"@*). Par abus de notations,
nous continuerons 4 noter @ et & les inconnues harmoniques ¢ et &, qui satisfont alors les
équations de Goldstein harmoniques :

_ _ Vo Vs _
Do (c5”Dup) =95 V- (po (Vo + &) ) - 02c = f +Do(c5°81), (2.13a)
p
D,&E+(E-V)vg+wox Ve =Vxg,, (2.13b)
D,s=h, (2.13¢)

ou la dérivée matérielle D; est transformée en ’opérateur de dérivée convective harmonique
D,, suivant :

D, :=—-iw+vy-V, (2.14)

qui est un opérateur ne dérivant qu’en espace.
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2.2.2 Décomposition de 'inconnue hydrodynamique

Dans cette section, nous allons voir une propriété trés importante de la formulation de
Goldstein qui explique en grande partie notre attrait pour celle-ci. Il s’agit de démontrer qu’en
I’absence de source de perturbation rotationnelle, I'inconnue hydrodynamique & introduite
par (2.12b) s’écrit :

& =uxwy, (2.15)

ou la quantité u sera précisée ultérieurement. Cette égalité a pour conséquences importantes
que la quantité & est localisée dans le support du rotationnel de I’écoulement porteur en
I’absence de sources rotationnelles et que de plus elle est faible si ce dernier I’est également.
Ce constat est primordial a notre approche par perturbation du modéle potentiel. Que ce
soit du point de vue de la physique de notre application, de celui du code potentiel déja
existant, ou de celui de I’étude théorique que nous présenterons, il est important de voir &
comme une inconnue ajoutée au modele potentiel, une correction, qui se doit d’étre petite
lorsque I’écoulement est proche d’un écoulement potentiel. Il est a noter néanmoins que la
formulation de Goldstein est bien équivalente aux équations d’Euler linéarisées méme en
cas d’écoulements porteurs fortement rotationnels, et qu’aucune hypotheése de petitesse de
& par rapport a Vg n’a été introduite au préalable dans le modele.

Commencons par définir la perturbation du déplacement lagrangien u, apparaissant comme
inconnue de I’équation de Galbrun. Plus précisément, pour une vitesse v donnée, on définit
u comme solution du probleme d’évolution suivant :

(2.16)

Diu—(u-V)vg =17,
{u(O,-) =0.

Montrons alors d’abord que la quantité u x w satisfait une équation semblable a I’équation
de transport (2.11b) satisfaite par £. A savoir, nous avons le lemme suivant :

Lemme 2.2.2. La quantité
C=uxw,

est solution du probléme

(2.17)

{Dtc+(C~V)v0+(C—77)xwo =0,
C(O’) =0.

Preuve. Commencons par exprimer D,C, en utilisant le fait que D; se comporte comme une
dérivation :
Dtc = Dt (u X Cl)o) = Dtu Xwy+ux DtC()(),

puis, en utilisant la définition (2.16) de u et ’équation de la vorticité de I’écoulement porteur
(1.20), il vient

DT = ((u-V)vg+0) x wo +ux (o - V)vg— (V- vg)wy).
Calculons a présent

DiT+(CT-V)vyg+(C-V) xwqo =(u-V)vg X wg +ux (wg - V),
—(V-vo)uxw0+(uxwo)xw0+[(u><w0)-V]v0.
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Ensuite, utilisons I'identité vectorielle suivante, pour tout champ de vecteurs a, b, suffisam-
ment réguliers,

(a-V)b—(V-b)a+ax(Vxb)=(axV)xDb,

aveca =uxwgyetb:=vg:
—(V-vp)uxwg+(uxwg) X wo + [(ux wp) - V]vg = ((u X wo) x V) x vy,
et donc
DiC+(T-V)vg+(C-7)xwo=(u-V)vg X wg+ux(wy-V)vy+ (X wy) x V) X 0.
Ensuite, constatons que I'identité vectorielle pour x,,z € R3
(xxy)xz=p(x-2)—x(y-2),

permet d’établir, en remplacant z par 'opérateur V et en composant par le produit vectoriel,
que pour tout champ de vecteurs suffisamment réguliers a, b et c,

[(axb)xV]xc=b(a-V)xc—a(b-V)xc,
=bx(a-V)c—ax(b-V)c.

En substituant a := u, b := w( et ¢ = vy, il vient
(uxwy)xV)xvyg=wox(u-V)vg—ux(wy-V)v,
ce qui donne finalement le résultat voulu :
DT+ (C-V)vg+(C-7) xw( = 0.
|
Alors, dulemme 2.2.2, il vient la décomposition suivante de I'inconnue hydrodynamique :

Théoréme 2.2.3 (Décomposition de &). Soit €32 'unique solution du probléme de Cauchy
suivant, ne dépendant que de g, :

Dt€g2 + (Egz . V)‘UO + 632 Xwgy= \Y ng,
£82(0,-) =0,
et u la perturbation du déplacement définie par (2.16), alors, & s’écrit

E=—uxwy+&3,

Preuve. La preuve est trés simple une fois le lemme 2.2.2 établi. En effet, il suffit de soustraire
les équations (2.11b) satisfaites par & a celles (2.17) satisfaites par C := u X w, il vient :

Di(€-0)+((E-0))vo+ (Vo -C+V) xwo =V X g,.

Ainsi, & — T = &82 satisfait bien ’équation recherchée en remarquant que par définition

(2.12b), £ = -V +7. [ |
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2.2.3 Avantages prospectifs de la formulation de Goldstein dans le
contexte industriel d’Airbus et objectifs de la these

La formulation de Goldstein présente ainsi en apparence toutes les qualités que I'indus-
triel Airbus avait posées. Le modele se comprend naturellement comme une perturbation
de 'approximation faite chez Airbus d’une propagation acoustique en écoulement potentiel.
Cette perturbation est créée localement, dans les régions de 'espace pour lesquelles nous
obtiendrons un rotationnel non nul du fluide : cette propriété est importante car elle ne mo-
difie pas les inconnues du probleme initial mais en rajoute simplement. La méthodologie de
calcul consistant en la comparaison des deux modéles est immédiatement déployable.

La notion de « seuil » pour décider que le rotationnel est négligeable ou non est donc tres
facile a réaliser et il faut bien se souvenir que le fluide est une donnée de la simulation, qu’il
a été calculé par diverses approximations et que seules ses fluctuations pour le phénomeéne
de propagation sont a retenir pour la simulation du rayonnement acoustique cherché. En
particulier, il faudra déterminer par des études paramétriques numériques a partir de quelles
valeurs et quelle échelle I'effet est visible pour la propagation a une fréquence donnée : les
experts s’attendent a des phénoménes d’homogénéisation a de trés petites échelles et des
phénomenes de transparence a de trés faibles valeurs de rotationnel, en faisant une analogie
entre fluctuation de vitesse du fluide porteur et fluctuation de la vitesse du son dans le mi-
lieu de propagation ; cette analogie n’étant néanmoins pas démontrée. Comme les inconnues
supplémentaires sont localisées et normalement en nombre trés inférieur aux inconnues de
la formulation retenue pour le fluide potentiel, on peut espérer que le surcout soit faible
et qu’en conséquence, les analyses paramétriques qui sont visées soient réalisables en pra-
tique avec les mémes moyens de calcul et de techniques HPC que pour le code en service
actuellement.

Cependant, on peut lister un certain nombre de points a clarifier qui feront en pratique
I'ossature du contrat CIFRE a 'origine de ce travail de recherche.

- Concernant I’équation : I’équation de transport a été étudi¢e en détail dans la littéra-
ture scientifique et les schémas numériques associés sont également bien documentés;;
mais, en revanche, ’équation de transport qui apparait dans les équations de Goldstein
présente un manque de dissipation qui est peu ou moins documenté dans cette litté-
rature. En particulier, elle ne rentre pas dans la catégorie des systémes de Friedrichs
sans hypotheses particulieres sur I’écoulement. L’étude de cette équation de transport
en régime harmonique fait 'objet de la deuxieme partie de cette these.

— Concernant le systéme couplé : la formulation de Goldstein se présente comme une
perturbation et sur les zones ou la contribution du rotationnel de I’écoulement est
forte, les inconnues ajoutées se couplent aux inconnues classiques de ’acoustique. Le
caractere bien posé de ce systéme couplé n’a jamais été démontré a notre connaissance
et, plus difficile, sachant que la formulation de Goldstein est associée a une modélisa-
tion fluide particuliére (via les équations d’Euler stationnaires) on peut s’attendre a des
difficultés héritées de ce modele de fluide, en particulier en ce qui concerne le compor-
tement « a I'infini », par manque de viscosité. D’un point de vue pratique, il se pour-
rait que l'on ne dispose pas des propriétés optimales simplement parce qu’'on suppose
que ’écoulement vérifie une équation qui a peu de chance d’étre réaliste. Néanmoins,
en partant de cette équation « modéle » on cherchera les conditions d’existence et
d’unicité de la solution du probléme couplé « approchant le probléme industriel réel ».
L’étude du couplage de Goldstein fera I'objet de la troisieme partie de cette these.
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— Concernant le maillage : les inconnues supplémentaires vérifient une équation qui
s’apparente au transport dont la nature semble trés différente de celle d’'une équation
de propagation d’onde. On peut donc légitimement se poser la question de savoir si
I’ensemble de ces inconnues sont a calculer a la méme échelle (c’est-a-dire en pratique
sur le méme maillage). En effet, a terme, les ingénieurs d’Airbus souhaitent dissocier
autant que de possible les deux parties du systeme couplé et affecter a chaque partie le
« meilleur maillage » pour des questions de performance. Méme si cette optimisation
algorithmique ne fait pas partie du plan de travail, nous devons nous préoccuper de
I’analyse des conditions de couplages qui pourraient étre écrites de maniére faible.

— Concernant les conditions a I'infini : le probléme industriel est posé en domaine non
borné et la solution retenue a été de prendre la représentation intégrale de 1’équa-
tion d’onde pour fermer le domaine de calcul. Quand on considére le modéle couplé
perturbé de Goldstein, un « raccord » naturel est hérité sur les inconnues acoustiques
et aucun travail supplémentaire n’est a priori requis. Ceci a condition que I'incon-
nue hydrodynamique ne parvienne pas jusqu'au bord du domaine. Nous verrons que
le manque de dissipation des équations d’Euler stationnaires par rapport auxquelles
on linéarise pour obtenir la formulation de Goldstein ne garantit une décroissance de
cette perturbation suffisante pour I'ignorer au bord du domaine de calcul. Il conviendra
d’analyser la fagon de la prendre en compte dans les conditions de rayonnement.

En résumé, le contenu du travail de thése couvre :

— L’établissement du modeéle de Goldstein et I'identification des hypotheses associées
(une difficulté particuliere est d’avoir une formulation harmonique avec un écoulement
approché)

— L’analyse théorique et I’étude numérique de 1’équation de transport harmonique qui
présente des difficultés que nous présenterons.

- L’analyse du probleme couplé de Goldstein, en adoptant une vision perturbative, en
écoulement faiblement rotationnel.



64

Chapitre 2. Vers une prise en compte des effets de la vorticité de I’écoulement sur la
propagation acoustique




Deuxieme partie
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3.1 Introduction

Remarque préliminaire. Cette partie peut étre abordée indépendamment du reste de la
thése et a vocation a établir des résultats relatifs a une équation de transport en régime
harmonique. Ces résultats nous seront ensuite utiles dans I’étude du couplage de Goldstein,
dans lequel cette équation de transport harmonique intervient.

On considére un champ de vecteurs v, : RY — IR?, de classe C!, défini sur tout I'espace
R?. La dimension d € IN* de I’espace sera dans nos applications typiquement 2 ou 3, nous
laisserons d lorsque qu’elle pourra étre prise quelconque et spécifierons lorsqu’il sera im-
portant que d = 2 ou d = 3. Nous nous intéressons a I’équation de transport suivante, posée
sur un domaine borné Q de IR? 3 frontiére lipschitzienne,

—iwE + (vy- V)E +(E-V)vg = f, (3.1)

ou &, f:Q — C% et w € R: est le paramétre de pulsation. L’équation (3.1) correspond a
la recherche d’une solution harmonique &*(t,x) := &(x)e™*“! de I’équation de transport en
régime temporel suivante,

&+ (vg-V)E +(E"-V)vy = f, (3.2)

soumise au forcage f*(t,x) = f(x)e~'“!. Cette derniére régit le transport de la quantité £* par
I’écoulement v. Les composantes de &* sont couplées, amplifiées ou atténuées par le terme
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d’ordre zéro (& - V)v. En aéroacoustique, v représente I’écoulement porteur de la pertur-
bation acoustique et satisfait, entre autre, I’équation d’Euler de conservation de la masse :

V- (povo) =0,

ou py est la densité volumique du fluide. Pour alléger I'écriture et comme il est coutume en
mécanique des fluides, introduisons 'opérateur de dérivée matérielle relatif a I'’écoulement
v, défini par D; := d; + vy -V, puis notons

D, & = —iw& + (vy- V)&, (3.3)

son pendant en régime harmonique. Nous serons également amené a étudier cette équation
sous la forme plus générale suivante :

D,E+A&=f, (3.4)

ou A : (3 - My(C) est une application a valeurs matricielles que I'on supposera bornée :
A € L*(Q; M4(C)). L’équation (3.1) en est un cas particulier, lorsque A est la matrice jaco-
bienne du champ vy,

L]

Bien qu’il existe une trés vaste littérature autour des équations de transport, celle-ci, qui
est vectorielle, harmonique et a coefficients complexes n’entre pas naturellement dans un
cadre garantissant 'existence et I'unicité des solutions. Par exemple, elle ne satisfait pas les
conditions pour étre un systéme de Friedrichs a cause d’'un manque de dissipation. D’autre
part, contrairement a I’équation correspondante en régime temporel, elle ne possede pas a
priori de direction de transport privilégiée, ce qui empéche d’appliquer directement la mé-
thode des caractéristiques par exemple.

A =Vy, = (axjvo,i)

Dans ce chapitre, nous discutons du caractére bien posé de 1’équation de transport (3.1)
et plus généralement de I’équation (3.4). Nous rappelons dans un premier temps le cadre
fonctionnel standard dans lequel chercher les solutions de ces équations puis montrons qu’il
n’est pas toujours possible d’en obtenir I'existence ou l'unicité.

Dans [3] , en étudiant la formulation de Galbrun, équivalente a celle de Goldstein que
nous étudions, E. Peynaud analyse la version scalaire de I’équation de transport harmonique,
de la forme suivante :

0(17D+110'V17b:f, (3.5)

ou a € C. Cette équation intervient dans la formulation de Galbrun avec @ = —iw. Elle
souffre alors également du probléme de non dissipation. Il est montré qu’elle peut étre mal
posée lorsque 1’écoulement est recirculant, i.e. lorsqu’il existe des lignes caractéristiques de
v fermées. E. Peynaud adapte 1'étude d’Azerad [42] et démontre que sous ’hypothése que
v est Q-remplissant, I’équation (3.5), adjointe de conditions aux bords ad hoc, est bien po-
sée. Nous verrons que ces résultats se généralisent a notre équation de transport vectorielle.
Lorsque A = 0 dans’équation (3.4), les composantes de & se découplent et vérifient chacune
I’équation (3.5) avec a = —iw.

Nos travaux constituent donc une généralisation de ceux de [3], étendant au cas vectoriel
le caractére bien posé de I’équation (3.4) sous ’hypothese que I’écoulement v, est domaine-
remplissant. La principale difficulté provient de I'impossibilité d’obtenir une expression ex-
plicite des solutions le long des trajectoires via la méthode des caractéristiques a cause du
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couplage des composantes induit par A. Nous présentons également une preuve nécessi-
tant moins de régularité sur I’écoulement évitant de passer par les lignes caractéristiques,
mais sous une hypothése plus restrictive sur v : I'existence d’une direction privilégiée de
propagation selon laquelle v ne s’annule pas.

3.2 Cadre fonctionnel et opérateur de transport

Commencons par présenter le cadre fonctionnel et la géométrie que nous considérons
pour notre probléme de transport.

Géométrie de base. Nous supposerons, comme dans tout le manuscrit, que les grandeurs
caractéristiques de I’écoulement porteur, sa vitesse v( ou sa densité p, sont des fonctions
suffisamment réguliéres : nous faisons ’hypothése que vy : R? — IR? est de classe C! et que
0o : R? — R est une fonction continue, comprise entre deux bornes p_etp, :

VxeR?, 0<p_<po(x)<p,. (3.6)

Nous considérons un domaine (ouvert connexe) borné () C R4, A frontiére lipschitzienne,
notée I' := JQ). Cela permet de définir n(x), la normale extérieure a I, pour presque tout
point x € I'. Classiquement pour les probléemes du premier ordre, nous avons besoin d'une
classification de la frontiére pour imposer des conditions aux limites. Ainsi, nous distinguons
la frontiére entrante I' , sortante I, et glissante I}y selon que I’écoulement porteur v, entre
dans le domaine, en sort ou glisse le long de cette frontiere. Plus précisément, nous posons

T, := {x € d0), +n(x) - vo(x) > 0},
I = {x € dQ, n(x)-vo(x) = 0}.

Opérateur de transport et espaces fonctionnels. Bien qu’il soit possible d’envisager
I’étude de I’équation de transport harmonique dans un cadre non hilbertien, voir par exemple
[43] pour le cas particulier des systémes de Friedrichs, il s’agit du cadre naturel indiqué
par la physique du probléme d’aéroacoustique. En effet, dans le cas d’'un écoulement v
potentiel et subsonique (|vy/co| < 1), les équations de Goldstein dégénérent en une équation
elliptique sur ¢, qui appartient alors naturellement 2 H'(Q) lorsque le terme source est
dans L?(Q)). La solution est alors d’énergie finie E := IQ [v|? < oo puisque v est donnée par
la relation v = V. Dans le cas général, il reste naturel de chercher une solution pour laquelle
v e L?(Q)%. Ainsi, gardant @ dans H!(Q), nous avons & = v — V¢ a chercher dans L?(Q)“.

Pour & = (&;); € L>(Q)%, définissons (v, - V)& au sens des distributions par
Ve = ()i € D(Q),
((v9- V)&, d)pi),p) (5 V(¢ ®V0))L2 .r &9;( ¢1V0]) (3.7)

i,j=1

Pour des questions de commodité qui apparaitront par la suite, nous nous placons dans I’es-
pace a poids L?((), po)d .L’hypothése que pg est compris entre deux valeurs strictement posi-
tives (3.6) entraine qu’il n’y a pas de différence entre les deux espaces : L?(Q, po)d =L2(Q)".
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Introduisons 'opérateur de transport, non borné, défini sur LZ(Q, po)d, intervenant dans
I’équation (3.1),
Toawy : D(Toya0,) € L2(Q,p0)" — L2(Q, po)?,
défini par
VEEL(Q,00)%, Toaw& = (—iwld+A)E +(vg- V)&,
dont le domaine D(7,, 5 ,,) est un sous-espace fermé de I'espace du graphe de 'opérateur
Vo -V que nous préciserons par la suite :

D(Tg, ) € H(Q,v0,p0) = {€ € L*(Q,pp)* : (vg-V)E € LX(Q, po)“}.

On peut trouver une preuve dans [44] et [45] que H((),v(,pg) est un espace de Hilbert
lorsqu’il est muni du produit scalaire

VE,C e H(Q, v, p0) @owm=Lm¢ffmewwawmwc

associé a la norme notée ||&||p(q) = /(& &)H(q)- Lorsqu’il n’y a pas ambiguité sur le do-

maine d’étude considéré, nous noterons plus simplement (-, )y le produit scalaire et || - || la
norme associée.

Densité et traces dans H((),v(,p;). Pour définir le probléme de transport harmonique
avec conditions au bord homogénes et non-homogeénes, nous avons besoin préalablement
de quelques résultats de densité et de trace dans 'espace H(Q,v(, py). Commencons par
énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1 (Densité). L’ensemble des applications C=(Q)? est dense dans H(Q, v, 00)>
0t C®(Q)? est 'ensemble des restrictions a Q) des applications de D(R?).

Preuve. Voir la preuve dans un cadre plus général dans [43]. [

Afin de définir les conditions aux limites de notre probléme, nous avons besoin de donner
un sens a la trace des fonctions de H(Q, v, pg). Dans un premier temps, rappelons le cas
bien connu de ’espace H'(Q), voir [46] :

Théoréme 3.2.2 (trace dans H!(Q)). Comme la frontiére T de Q) est lipschitzienne, il existe
une unique application linéaire continue yo : H'(Q) — L*(T) telle que

YV eC®(Q), yo(P) = ¢

Cette application a pour image Uespace de Sobolev fractionnaire H'?(T') et admet un inverse a
droite R : HY?(T) — HY(Q), bijectif et continu :

Vge HYX(I), yo(Rg)=g.

L’espace H(Q,vg,pg) est plus riche que H!(Q)) et ne permet pas une caractérisation
intrinseque de son espace de trace dans le cas le plus général, voir les discussions dans [43].
On peut néanmoins définir la quantité au bord py(vy - n)E au sens de H™Y2(T)? a partir
d’une formule d’intégration par parties comme présentée dans le théoréme suivant.
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Théoréme 3.2.3 (intégration par parties et trace). Pour deux fonctions lisses &,C € C®(Q)4,

nous avons la formule d’intégration par parties suivante :

J;Po(vo n)&-C= J;) Po(vo-V)E-CT+po€ - (vy- V)L, (3.8)
ce qui définit un opérateur continu o de trace

o : & € H(Q,vg,p0) — po(vo-n)& € HV(T)Y, (3.9)

qui a tout & € H(Q), v, pg) associe
Vge HY2T), (0(&),8)n-12myd mizry = J;) po& - (vo- V)R?g +po((vo - V) &)-Rg,
o Rg := (Rgy,...,Rgs) e H(Q)“.

Preuve. La formule d’intégration par parties s’obtient par application de la formule de Green
et un calcul direct. Puis en définissant la forme bilinéaire B sur C*(Q)% x C*(Q)? par

VE,TeC®(Q), B(&T) = J;) po(vo-V)E-C+po&-(vy-V)C,

on a I’estimation suivante, pour tout £, € C “(ﬁ)d
IB(&, Q)| <|l(vg 'V)‘S”LQ(Q’pO)d||C||L2(Q,p0)d + ||5||L2(Q,p0)d||(7/0 'V)C”L?(Q,po)d
< 11& N (I2ll2(0,p0pt + @0 - VCli2(1p0)
<ps (1 + ||Vo||Loo(Q)d)||<f||H ICllg1 (e -

Ainsi, par densité de C*(Q)4 dans H! (Q)? et dans H(Q, v, o), voir 3.2.1,1a forme bilinéaire
B s’étend de fagon unique a H(Q,vg, pg) x H! (Q)4. Pour passer 4 un opérateur qui agit sur
la frontiere, posons, pour (£, g) € H(Q,vg, pg) X Hl/z(r)d,

B(&,8) = B(&,R%g). (3.10)
Par continuité de lopérateur de relévement R?, il existe une constante C rd > 0 telle que
Vg e HYAD), gl < Crall Rl s
d’ou 'on déduit que pour tout (&, g) € H(Q), vy, pg) x HY2(Q),

|B(&,8)| < (1+ Ivollsicy IENNR Gl o
< p. (1 +Ivollps oy ) CrallEll gl aye-

Cette inégalité montre que pour tout & € H((2,v, py), l'application B(&, ) est bien linéaire
continue, donc appartient 3 H~/2(I')? et de norme vérifiant dans H/?(T)’ = H-V2(T) :

IB(E, My-172qr) < P (1 + 10ollgeo(caye ) CrllEllrr,
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ce qui montre finalement que I'application o : & € H(Q, v, pg) - g(é,-) e HV2(I')? est
bien linéaire continue. [

La formule d’intégration par parties (3.8) donne I’espoir de définir la trace d’'une fonction
& € H(Q, vy, pg) dans I'espace L*(T, UT_, pylvy- n|)?. C’est effectivement possible 4 la condi-
tion nécessaire et suffisante, adoptée désormais dans tout le manuscrit, que les frontieres
entrante I et sortante I, soient séparées :

dist([,,T) := inf |x,-x_|>0, (3.11)

(xp,x_)el xI_

En effet, dans [44] (ou [45]), on peut trouver d une part un contre-exemple du cas ou dist(I, ") =

0; et d’autre part, une preuve du théoréme de trace suivant :

Théoreme 3.2.4. Sous la condition de séparation des frontiéres I, et I_ (3.11) :

(i) Il existe une unique application linéaire continue
2 d
y :H(Q,vy,p9) — LI, UL, polvg - n])?,
telle qu’il existe une constante C,, > 0, vérifiant pour toute fonction lisse & € C®(Q)7,

y(&)=&r et y(Elar.ur pplvgnd < Cyll€lln-

(ii) Relévement : y posséde un inverse a droite R : L*(T, UT_, pg|vg - n))? - H(Q, v, 0o)
continu :

vED € LT, UL, Polvo - "|)d’ V(R‘Sb) =",

Remarque 3.2.5. Dans le cas ou les frontiéres I, et I_ peuvent se toucher, on peut trouver dans
[47] une analyse compléte de ’espace de trace de I’espace :

H(Q, e, 1) ={uel*(Q) / due L2(Q)}, (3.12)

ainsi qu’une généralisation de la formule d’intégration par parties. L’espace de trace est expli-
cité : il s°écrit comme une somme directe d’espaces L? a poids qui dégénérent ou s’annulent aux
endroits de I’ ou I, et I se rejoignent. Et la dégénérescence ou I’annulation des poids a ces en-
droits dépendent de la vitesse a laquelle I, et I_ se resserrent dans la direction orthogonale a v,
,€ys icl.

On définit alors a partir de p deux autres opérateurs de trace y_ et y_, respectivement
sur la frontiere entrante I, et sortante I, par restriction :

V.1 & €H(Q,v0,p0) — Y(&)r, € LA(TL, polvo - n)?.
Y. et y_ sont continues car pour tout & € H(C, v, py) :
||7/i(‘S)||L2(Fi,p0|v0-n|)d < “7(‘5)||L2(F_UF+,p0|v0-n|)d < Cy”‘S”H:

et héritent de la surjectivité de . En effet, pour tout g € L*(L, polv - n|)?, on construit
g€ LT, UL, polvg - n|)? en prolongeant g par 0 sur I
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Définissons alors les sous-espaces fermés de H((),v(,p() permettant d’appliquer les
conditions aux limites homogenes :

H*(Q,vg,pg) :=Ker(oy) = {5 € H(Q,vy,p0) : £=0 sur Ti}. (3.13)

Domaine de 'opérateur de transport A présent, nous sommes a méme de choisir le do-
maine de I'opérateur 7, 4 ,,. Bien que défini sur H(Q), v, pg) tout entier, on préfere utiliser
le sous-espace prenant en compte les conditions aux limites homogenes sur I :

D(Tw,A,vo) = H"™(Q, v, Po)

I est alors facile de montrer que I'opérateur 7, 4 o, : D(7;, a,5,) C L*(Q, po)d — L*(Q), po)d
est continu lorsque D(7,, 4 ,,) est muni de la norme || - [|;;. En effet,

170,8,00€lL2(Q,p0)7 < NOMENlL2(02,p0)¢ + Aol IENIL2(2,p0)7 + 10 - VIEIIL2(2,p0)¢
< V2max{lwl +[[All, 1} 1€l (3.14)

ou la norme utilisée sur L*(Q; M4(C)) est :

o) F(x 6
VF e [, My(©)), [Fllw = sup |(5|) | suplF @),
x€Q);EeC?\{0} x€Q)

ou ||[M|| est la norme d’opérateur de M € M;(C).

Formule de Green. Dans |'étude de 1’'équation de transport harmonique, nous aurons
besoin du corollaire suivant donnant une intégration par parties dans les bons espaces ainsi
qu’un cas particulier :

Corollaire 3.2.6 (Formule de Green). Par densité, la formule d’intégration par parties (3.8)
du théoréme 3.2 s’étend a tout (&,C) € H*(Q, vy, po) x H(Q, vg, pg) par :

f (pOVO'V)E'Z:_J- ‘S'(vaO'V)C"'J V+(&) - v:(0)(povo -n)do, (3.15)
Q 0 I,

et particulier, on a I’égalité suivante, pour tout & € H*(Q, v, po),

RE(J;)(QOI’O V)& E) = %L |y¢(£)|2 (povo-n)do. (3.16)

Dans la suite, lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible, nous omettrons les opérateurs
de trace y, dans les intégrales telles que (3.15) ou (3.16).

Problémes de transport harmonique homogéne. Le cadre étant posé, le probléme de
transport harmonique homogene intervenant dans les équations de Goldstein, associé a
I’équation (3.1), se formule de la facon suivante :

Pour f € L*(Q)*, trouver & € H™(Q, vy, o) tel que :

3.17
Tw,VO(S :f’ ( )
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oul'on anoté 7, ,,, = 7, ay, dans le cas particulier oit A := Vv,. Nous serons amenés a
nous intéresser également au probléme de transport plus général suivant :

Pour f € LZ(Q)d, trouver & € H™(Q, v, pp) tel que :

3.18
Tw,A,vo E=f. ( :

Probléme de transport harmonique non-homogeéne. Formulons également le pro-
bleme de transport harmonique avec conditions au bord non-homogenes :

Pour f € L*(Q) et g € L*(T_, polvg - n|)?, trouver & € H(Q,vq,pp) tel que :
7da),f‘;\,vo &= fl (3.19)
y-(&) =g

On se rameéne au probléme homogéne en utilisant un relevement de la donnée au bord entrant
g. Par surjectivité de la trace, il existe &R e H(Q,vg,pg) tel que y_(ER) = g. Alors & est
solution de (3.19) si et seulement si & 0_g_¢ R est solution du probleme homogeéne (3.18)
avec au second membre f =f=Tya0,8 R Le caractére bien posé de ce probléme est alors
équivalent a celui homogene (3.18), qui sera discuté dans la deuxiéme partie de ce manuscrit.

3.3 Géométries simples : solutions explicites et mise en
évidence de résonances

Dans cette section, nous souhaitons illustrer dans des cas de géométries 2D tres simples
le comportement des solutions de I’équation de transport harmonique introduite a la section
précédente. Nous présenterons d’une part le cas d’'un écoulement cisaillé dans une géométrie
rectangulaire, puis nous nous intéresserons au cas ou I’écoulement est en rotation solide
dans un anneau. Ces deux situations, bien que tres simplifiées, illustrent des comportements
d’écoulements standards intéressants. Ces deux écoulements typiques nous ont d’ailleurs
déja servi comme illustration du rotationnel de I’écoulement porteur. En effet, nous verrons
que dans le cas de ’écoulement cisaillé, ’équation de transport est toujours bien posée, alors
qu’il peut exister des fréquences auxquelles elle est mal posée dans I’écoulement recirculant.
Ces deux exemples motivent I’étude particuliere faite sur cette équation dans la suite de cette
partie.

3.3.1 Ecoulement cisaillé

Un écoulement cisaillé s’écrit, comme illustré sur la figure 3.1, dans le domaine 2D rec-
tangulaire compris entre x_,x, € Rety_,v, € R,

D:{(x,y)eIRz,x_<x<x+ ety_<y<y+},
sous la forme

V(X,}))ED, vO(x'y):vO(y)exl

ou vy : [y_,v,] — R% est une fonction C! représentant le profil de 'écoulement qui ne s’an-
nule pas. Pour un tel écoulement, on montre aisément que les équations d’Euler stationnaires
(1.19) imposent une densité p, constante, nous la prenons égale a 1 ici et 'omettrons dans



3.3 Géométries simples : solutions explicites et mise en évidence de résonances

75

Y+
........ P QA
vo(T,Y) = vo,z€s
I‘_ ........ Prceccrtcananaans B Proecoeanns
........ PrrrcccctcccccccerccscssssccccccPpocacanns
€y y_

X _ .I'+
€y
FIGURE 3.1 — Ecoulement cisaillé

la suite de ce paragraphe, notamment lorsqu’elle apparait dans la définition des espaces. La
dérivée matérielle harmonique (2.14) s’écrit dans ce cas D, = —iw + v((y)d, et I'opérateur
de transport 7, 4 ,, se simplifie alors en :

VEE€H (D,vg), Ty aw& =—iwE +vp(y)dy & + A&

L’espace H™ (D, v() est également simple a décrire, en effet, la frontiére entrante est D~ =
{(x,v), v <y <y,}etdonc:

H(D,v) = {5 e L3(D)?, d,EecL*(D)?et&(x., )= o}.

Le probléeme de transport harmonique (3.18) s’écrit alors sous la forme d’une famille d’équa-
tions différentielles ordinaires, paramétrées par y €|y_, v, [, la condition initiale correspon-
dant a la valeur imposée a & sur le bord entrant en (x_, p).

0,.& = _voty)( —iwld+A(x,9))E, (3.20)
E(x_,p)=0. (3.21)

Dans le cas général A(x,y) € M;(C), la solution n’admet pas d’expression explicite. Cepen-
dant, dans le cas de I’équation de transport harmonique du couplage de Goldstein (2.13), la
matrice A vaut A := Vv, qui s’écrit dans le cas d'un écoulement cisaillé sous la forme

VUO = (8 1/6(()}}))

Ainsi, dans ce cas particulier A = Vv ne dépend pas de la variable x et donc les équations
différentielles du systéme (3.21) sont autonomes et admettent une solution explicite par la
formule de Duhamel. En appliquant de plus les conditions sur la frontiére entrante £(x_,y) =

0, & s’écrit :
X Ciwld+Veg(y)
j e O f(s,p)ds
X_

tny) = vo(p)
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F1GURE 3.2 — Illustration numérique de la solution du transport harmonique en écoulement
cisaillé.

De plus, 'exponentielle matricielle est facilement explicitable ici, pour tout t € R :

—i o %(®) w %)
exp(t zwId+Vvo(3/)):e—sz(;)eXp 0 15 _ (1 )
vo(y) 0 0 0

Ce qui donne l'expression suivante pour & :

_ (7 e v
Sry)= s | € [fx<s,y> (=520 3}y@(s,y)]ols,
Ey(x,y) = Vot?) J;_ ¢ 700) (X_S)fy(s,y)ds.

Dans le cas d’un écoulement cisaillé qui ne s’annule pas, le probléme de transport dans le rec-
tangle D est ainsi toujours bien posé et admet une expression simple dans le cas du probléme
de transport harmonique de Goldstein.

3.3.2 Ecoulement en rotation solide

Nous considérons a présent une géomeétrie en anneau, de rayon intérieur r; > 0 et de
rayon extérieur r, > r;, définie en coordonnées polaires (r,6) :

D := {(r,@) eR x[0,2m], r;<r< re},

dans lequel circule un écoulement porteur orthoradial, de profil vy(r) := Qgr, ou la vitesse
angulaire s’écrit (2 > 0 :

Y(r,0)e D, wvy(r,0):=vq(r)eg =Qpreg.

Nous avons vu que dans ce cas particulier d’écoulement, le choix de la vitesse détermine les
autres grandeurs caractéristiques telles que py ou py. Il est alors aisé de vérifier que p satis-
fait bien les conditions d’étre borné inférieurement et supérieurement par deux constantes
strictement positives.

La dérivée matérielle s’écrit comme une dérivée suivant O :

vo(7)
r

D,=-iw+vy-V=—iw+ dg = —iw+Q(dg,

et 'espace H(D, v, py) s’écrit sous la forme adaptée aux coordonnées polaires en ajoutant
une condition de périodicité :

H™(D,vg,po) = H(D, vy, po) = {£ € L(D,po)?, dp& € L*(D,py)>, et £(-,0) = &(-, 2m)},

Alors, I'opérateur de transport 7, 4 ,, s’écrit dans le cas qui intervient dans les équations
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de Goldstein, A := Vv, sous la forme :

V& < HD, o), Tw!”oéz_iw5+Q039<§+2Q0((1) _01)5.

S —
:V'Uo

Notons que comme dans le cas de I’écoulement cisaillé, le probléme de transport (3.18) s’écrit
alors comme une famille d’équations différentielles ordinaires paramétrées ici par r €]r;, 7,[.
A la différence de I’écoulement cisaillé dans un rectangle, il n’y a pas de condition initiale
correspondant a la condition aux limites sur £, mais une condition de périodicité correspon-
dant aux coordonnées polaires utilisées.

Un point de vue intéressant est de changer d’inconnue en effectuant une rotation d’angle
20 de &. Posons Ry la matrice de rotation d’angle 6 :

R cos(0) —sin(0)
0~ \sin(@) cos(6) )’

et rappelons les propriétés élémentaires suivantes :

d 0 -1
goRe=Ro+z Rewo=RoRe, R =( )

Posons &(r,0) := Ryp&(r,0), on a alors :

Qg€ = 2Q9Rag, 5 & + RygQyé,

. 0 -1
:200R29+7§£+R29(1w§—200(1 0 )(S-i-f),

[ —
=Rn

2
= 2Q4Roy 7€ +iwé — 2QoRop75E + f,

ou f‘ = Rygf . Ainsi, & satisfait I’équation découplée et autonome, en utilisant la périodicité
de RQ :
A W » 1 .
dgé =i—<&+—f,
0t =ity

A

&(-,0)=&(-,2m).
Par la formule de Duhamel, il existe donc une constante éo € C? telle que

A 1 6 ;W _ A ;W A
(r,0) = Q_.f O} g o 85080
0Jo

La condition de périodicité est alors équivalente a

21

(1 - e””!g)o)éo = Q' J e 00 PV £ (r 1) dr. (3.22)
0

On constate alors que cette condition de périodicité peut ne pas étre satisfaite. Le probléme
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F1GURE 3.3 - Illustration numérique de la solution du transport harmonique dans une rotation
solide.

;. . 20
de transport harmonique de Goldstein est bien posé si et seulement si la constante & est
déterminée de fagcon unique par la relation de périodicité (3.22). Or, si w € ()yZ, la relation

, . 20 L . ;. , . .
(3.22) ne détermine pas & et donne lieu a un probléme mal posé, soit possédant une infinité

. . . 40 L1
de solutions, soit aucune. Dans le cas ou w ¢ ()yZ, alors £ se déduit de (3.22) et donne
I'expression de & :

A 0 P (9—’() A eiQ£O6 2 —1-Y A
6(7,9):Q61f e Qo f(r’T)dT-i_Q(_)lz'—w—I‘ e Qo f(I’,T)dT. (3.23)
0 e g —1 Jo

Cette expression peut se mettre sous une forme plus simple. Effectuons le changement de
variable T «— 60 — 7 dans la premiére intégrale et T < 27t + 6 — 7 dans la seconde, il vient

A .1 0 P9 A —Qal 0 P WA
&(r,0)=-Q), e f(r,0-1)dT+ ——F—F e Qo f(r,211+60-1)dr,
0

1— 205 Jonre

puis en décomposant la seconde intégrale en trois intégrales, respectivement de 6 a 0, puis
de 0a2mwetde 27t a2+ 0, il vient :

-1 21 2n+60 |
Q0 iG-T % i,
+—0 ¢ 00 F(r,0 - 7)dT + e 70 -1)dr]|,
0

1—¢e" "o
TT-27

Q;! Mo,

—%J‘ elQOTf(r,Q —1)dr.
1—e""00 Jo
Ainsi, on obtient 'expression simplifiée suivante pour & :
Q—l 21 .
&(r,0) = —OJ ¢'Q0"R_,,f(r,0 —1)dr. (3.24)
2iTt
1—e "% Jo
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Dans ce chapitre, nous présentons deux hypothéses surI’écoulement et le domaine d’étude
sous lesquelles nous montrerons que le probléme du transport harmonique intervenant dans
le couplage de Goldstein (3.17), et plus généralement le probléeme (3.18), sont bien posés. La
preuve s’organise en deux temps. Le point clef est I’établissement d’une estimation a priori
pour 'opérateur de transport. Cette estimation est établie sous deux hypothéses. La premiere
ne nécessite pas de régularité additionnelle sur I’écoulement mais suppose qu’il ne s’annule
pas suivant suivant une direction fixe de I’espace. Nous dirons qu’un tel écoulement est di-
rectionnel. La seconde nécessitera un écoulement plus régulier de maniére a redresser I’écou-
lement globalement par un changement de variable, suivant la méthode des caractéristiques,
mais permettra de traiter des écoulements plus généraux que ceux directionnels. La solution
de I’équation de transport est alors estimée le long de chaque ligne de courant et I'hypothese
que I’écoulement est domaine-remplissant permet le passage d’'une de ces estimations a une
estimation globale sur tout le domaine.

4.1 Estimation a priori

Nous avons déja montré que 'opérateur 7, 4 ,, est continude H™(Q, vy, pg) dans L*(Q, po)d
(3.14). Nous présentons deux hypotheéses sous lesquelles il existe une constante C(Q, A, v) >

0 telle que :

VE e H_(Qr Vo, Po); ”£”H < C(Q, A, vO)”Tw,A\,vO‘S||L2(Q,p0)d' (4-1)
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Remarquons dans un premier temps que pour tout & € H™(Q), vy, py), on a estimation sui-

vante : .
l(vo - V)EllL2(0,p0)0 = 170,40, € = (miw& + A&)l|r2(q pg)e
<70, 4,00€ L2, p9)7 + (@ + [[Allo)lIENL2(0 g

Ainsi, existence d’une constante C1(Q), A, vy) > 0 telle que
VEeH (Qvg),  I€llr2q,pp)t < C1C A, v0)1 70, 4,00 Ell12(00, )5

suffit & obtenir I'estimation souhaitée (4.1) ou la constante C(Q), A, v() est donnée par

C(Q, A, 'Uo) = \/Cl (Q, A, v0)2 + (1 + (C() + ||A||OO)C1(Q, A, '1/0))2.

Nous présentons deux approches. Premierement, I’écoulement est supposé directionnel, c’est-
a-dire que la projection de v, sur une direction fixe de I’espace ne s’annule pas sur le domaine
Q), voir par exemple I’écoulement de gauche de la figure 4.1. Deuxiémement, en demandant
un peu plus de régularité sur I’écoulement, nous allons pouvoir dépasser le cadre d’un écou-
lement directionnel en imposant uniquement la propriété d’étre domaine-remplissant, dont
I'idée grossiere est que les lignes de courant entrent et sortent du domaine () en un temps
borné. Une illustration d’un tel écoulement est donnée sur le graphique de droite de la figure
4.1.

50 100 160 200 250 300 350 400 450 BOO 100 200 300 400 800 @O0 OO BOO  DOD 1000

FIGURE 4.1 — Exemple d’écoulements porteur : cas directionnel (gauche) et domaine rem-
plissant (droite). les lignes de courant sont représentées par des couleurs. Les lignes noires
délimitent le domaine ().

Cas des conditions aux limites non-homogénes Nous aurons également besoin d’une
estimation a priori dans le cas de conditions limites non-homogénes, i.e. pour & € H(Q, v, po)
ne s’annulant pas forcément au bord entrant. Nous établirons I'existence d'une constante
Cyp > 0 telle que

V& e H(Q, v, pO)r ”‘S”H < Cb”y_ (6) ||L2(l",,p0|v0~n|)d + C(Q' A, vO)”Tw,A,vOglle(Q,pO)d'

4.1.1 Cas d’un écoulement directionnel

Commencons par donner la définition d’un écoulement directionnel :
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Définition 4.1.1 (Ecoulement directionnel). L’écoulement v est dit directionnel sur Q) s’il
existe e € RY, unitaire (le] = 1), et une constante v, > 0 tels que :

VxeQ, vo(x)-e>v,. (4.2)

Nous allons démontrer dans cette section ’estimation suivante :

Lemme 4.1.2. Pour un écoulement directionnel, i.e. satisfaisant l'inégalité (4.2), alors

VEe H (Q,vo,p0)  lI€llz2,p0)t < C1(C A, v0)1 70, 4,00 € ll12(00, )5 (4.3)

ot la constante C1(Q), A, v) est donnée par

Q
Ci(Q, A vy) = m lexp(2Le1(} )||A||m) - 1], (4.4)

oulL,(Q):= sup{(x -x')-e:x,x"€ Q} est le diamétre de () dans la direction e.
Preuve. Sans perte de généralité, on considere dans cette section un écoulement directionnel
dans la direction e := e, , i.e.:
V(x1,...,x7) €Q,  vo1(x1,...,x4) >0, >0.
Comme () est supposé borné, les deux constantes suivantes sont finies :
Xy = inf{x1 s (X1,...,x4) € Q}, and X = sup{x1 D (xq,...,xg) € Q},

de telle sorte que (2 soit contenu dans la bande finie dans la direction e, , représentée sur la
figure 4.2 :
Qc {(xl,...,xd) eR? : X1 < X1 <ﬂ}.

L’idée est alors d’estimer la norme L? de & sur le sous domaine de Q) situé dans le demi-
T e— . * A * —_— .
espace Px,i ={(x1,...,x4) €Q : x; <x]}, ou x] €]x1,X][, que nous notons :

Q(x;) = QNP

Nous avons, pour tout & € H™(Q), v),

RE(J Po(—iw5+1}0'V§)-E):RE[—J POA\E'EJFJ PoTw,A,vOE-E],
Q(x)) Q(x7) Q(x7)

< ||A||w||6||i2(Q(X;)’ 0)? + ”Ta),A,voélle(Q,pO)d||£||L2(Q,p0)d'

p

Il vient alors,

RZ[I PoVo - VE g] < ”A”"O”‘S”iz(Q(x’l’) Po)d + ”Tw,A,voéllLZ(Q,po)d”‘Slle(Q,po)d'
Q(x7) ’

A présent, minorons le membre de gauche. La formule de Green (3.16) fournit, puisque & €
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FIGURE 4.2 - Cas v directionnelle — Représentation de ()(x7) de P)g.
1

H™(Q(x7), vo) :

=] 1
RZ(J (POVO'V)5'5)= EJ pol&lvo-m.
Q) IQ(x})*

Remarquons alors que la partie de la frontiere (2 N P)% C dQ(x7), ou PXO,i = {(x1,...,x4) €

R? : x; = x]}, par définition de Px_’; et de ()(x]) a pour normale extérieure le vecteur e, et
donc :

Qn P,g C dQ(x})".
Ce qui fournit alors la minoration :
T 1 2 1 2
Re (Povo V)& €| =5 [P (povo-m)do 2> | &P (povo-n)do,
Q(x)) dQ(x})*

QnpY,
*1

Vs 2
27 polé' de...dxd.
QNPY
1

Nous obtenons ainsi,

Vs
S poleP s dvg < IAGHENR g,

+1|7, d i
2 Jone ot 10,800 llL200,p0) 118 200, 9)
1

P
Avec la notation

Vxyp €lx, X, n(x) = J- po(xl,...,xd)lé(xl,...,xd)lzdxz...dxd,
QNP
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et en remarquant que d’apres le théoréme de Fubini

2 —
N2y ot = f

X1

x]
=f n(x1)dx,,
X1

on obtient 'inégalité plus claire suivante

.
X1

[J po(xl,...,xd)lff(xl,...,xd)lzdxz...dxd dxq,
Q(x1)NPY

£
X1

* —_ v* *
Vi el Fl S < ||A||oof 106 dx1 + 1o 40 Ell 20000004 1E 20 oy

X1

Le lemme de Gronwall permet alors de trouver I’estimation a priori annoncée :

€12 (02,0017 < C1(€2, Ay o)1 T, 8,0 EllL2(2,p0)

ou la constante C;(Q), A, v) est celle définie par (4.4) ou L,(Q) = x7 — x4. [ |

4.1.2 Cas d’un écoulement domaine-remplissant

Dans cette section, nous présentons une estimation a priori obtenue lorsque I’écoulement
n’est pas directionnel. Nous supposons pour cela plus de régularité sur I’écoulement de ma-
niére a pouvoir définir les lignes de courant et effectuer un changement de variables. L’idée
est celle de la méthode des caractéristiques, introduite historiquement dans [48]. Il s’agit de
résoudre I’équation ligne de courant par ligne de courant, ramenant I’étude de I’équation aux
dérivées partielles a une familles d’équations aux dérivées ordinaires. Cependant, le passage
rigoureux de I'un a l'autre n’est pas garanti dans le cas le plus général, nous nous placerons
dans le cadre d’un écoulement domaine-remplissant, notion introduite par [42] pour I’étude
d’une équation du premier ordre réelle et scalaire, dont I’équation de transport harmonique
de Goldstein constitue une généralisation. Nous obtenons ainsi une estimation de la solution
sur chacune de ces lignes. Ensuite il faut passer de cette estimation ligne par ligne a une esti-
mation sur le domaine entier, c’est ici qu’intervient le changement de variable et I'hypothese
que ’écoulement est domaine-remplissant, notion que nous présenterons.

Sur le domaine. Afin de simplifier la présentation géométrique nous nous placons en 2D
pour le reste de la section. Cependant, mis a part un résultat spécifique au 2D, le reste est
adaptable aux dimensions supérieures, notamment en 3D. En particulier, nous supposons
que Q) est un domaine simplement connexe et que d() est de classe C! par morceaux. Les
frontiéres entrante et sortante I'_ et I, ainsi que la frontiere glissante [}, sont supposées étre
des variétés de dimension 1 de classe C!, et donc localement difféomorphe a un intervalle
ouvert. Nous supposons de plus que I, et [}, ont un nombre fini de composantes connexes,
notées I, ;, I_;, Iy pouri € {1,...,c,}, j€{l,...,c_} et k € {1,...,¢o}. Ainsi nous pouvons
introduire une paramétrisation globale de ces composantes connexes de la frontiére, que
nous notons :

e ke{l,...,col, b : Iox — R? de classe C!, qui induit un isomorphisme entre I'inter-
valle I et Iy vérifiant Vsi € Iy, by ((sx) # 0.
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e ic{l,...c.}, by;: I ; - R?declasse C!, qui induit un isomorphisme entre I'inter-
valle I ; et I, ; vérifiant Vs; € I, ;, b, ;(s;) = 0.

Nous notons enfin by et b, les applications définies respectivement sur Iy := (J;Ij;, en
supposant sans perte de généralité que les I ; ne se recouvrent pas, et de méme I, := | J; L. ;,
telles que leurs restrictions a chaque Iy ; et I ; soient by, et b, ;.

Afin de présenter I'hypothese « domaine-remplissant », présentons encore quelques no-
tations et définitions concernant la vitesse de I’écoulement. Nous supposerons que la vitesse
de I’écoulement, v, est un champ de vecteurs de classe C!(IR?,IR?). Le domaine d’étude Q
étant borné, v est donc lipschitzien sur (), puis, quitte a remplacer v( par un champ lip-
schitzien au voisinage de I'infini, sans perte de généralité, v peut étre supposé globalement
lipschitzien. Rappelons alors la définition du flot associé au champ de vecteurs v, :

Définition 4.1.3 (Flot associé a v(). Le champ de vecteurs v étant globalement lipschitzien,
d’apreés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, pour tout x € IR?, il existe une unique solution maxi-
male t — @(t,x), définie sur R et solution du systéme d’équations différentielles

I
vxer?, 1gr ¥ =vo(p(t,x)), (4.5)
@(0,x) =x.
L’écoulement v est dit domaine-remplissant, ou ()-remplissant, si chaque point du do-

maine est atteint par une ligne de courant partant du bord entrant I"_ en un temps fini et
borné uniformément. Plus précisément, introduisons la définition :

Définition 4.1.4 (Ecoulement domaine-remplissant). le champ de vecteurs v, est dit Q-
remplissant s’il existe t* > 0 tel que

V7 €]0,t], @(t,x,)€Q,

Vx € Q\WN, A!(t,x,) € [0,*] xT_ / {
P(t,xp) = x,

ou N est l'ensemble négligeable pour la mesure de Lebesgue défini par :

Ni= [ (b bo() t € R)

selp\I

Cette définition fait intervenir le flot ¢, associé a I’écoulement, qui n’est que rarement
explicite. Son caractere difficilement vérifiable est un défaut de cette hypothese. Remarquons
d’abord que la propriété d’étre directionnel, sous laquelle nous avons établi la premiére es-
timation a priori, implique d’étre ()-remplissant :

Lemme 4.1.5. Si le champ de vecteurs v est directionnel, i.e. qu’il existe e € R2, unitaire
le|] =1 tel que

inf [vy(x)-e| >0,

xeQ)

alors, v est ()-remplissant.

Le lemme suivant donne deux situations typiques faisant échouer le caractere ()-remplissant :

Lemme 4.1.6. Si v satisfait 'une des propriétés suivantes :
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(i) Point d’arrét: Ax € Q / vy(x) = 0,
(ii) Recirculation : il existe une orbite périodique du flot ¢ contenue dans (),

alors, vy n’est pas (Q)-remplissant.

Néanmoins, en 2D, I'existence d’une orbite périodique du flot @ implique I'existence d’un
point d’arrét dans le domaine. Cette particularité du 2D, et sous I’hypothése v de classe C',
donne une caractérisation trés simple des écoulements ()-remplissants. Nous avons le lemme
suivant :

Lemme 4.1.7 (Caractérisation 2D de Q)-remplissant). un champ de vecteurs v de classe
C'(IR?,1R?) est Q)-remplissant si et seulement si

inf > 0.
inf [vo(x)

La preuve reposant sur le théoréme de Poincaré-Bendixson [49, 50] est donnée en appen-
dice et est spécifique au cas de la dimension deux, voir A.2.

Paramétrisation par le flot et temps de parcours de (). Dans la suite, nous introdui-
sons une paramétrisation du domaine () induite par le flot . La propriété ()-remplissant
garantit que cette application est bijective et la régularité de v et de la frontiere entrante I"
en font un changement de variable.

Introduisons une notation qui nous sera utile par la suite, le temps de parcours de (),
T*(xp), correspondant au temps mis par le flot ¢(-, x;), partant de x;, € I pour sortir du
domaine (), plus précisément :

Définition 4.1.8 (temps de parcours de (). Soit x;, € I_ et notons
Iy, = {t eR : VT €]0,t],p(t,x) € Q},
alors, le temps de parcours de () partant de x;, est défini par

T (xp) := supy,.

L’idée de la paramétrisation de () par le flot @ est de partir d'un point de la frontiere en-
trante x;, € I, elle-méme paramétrée par b_, puis de suivre la ligne de courant {@(t,x;),t >
0} pour atteindre tout point x du domaine, a ’'ensemble négligeable N prés. Pour cela, in-
troduisons le domaine paramétrique © :

0= {(t,s) eR,xI_:0<t< T*(b_(s))}

ainsi que I’application
¢: ©6 — Q\N
(ts) — @b (s).

Le fait que ¢ soit une bijection est une conséquence directe de I’hypothése ()-remplissant
sur v, puis grace a la régularité de ¢ et de b_, ¢ est de classe C!. La figure 4.3 illustre
ce changement de variable. Rappelons que nous avons alors la formule de changement de
variable suivante



86

Chapitre 4. Conditions suffisantes au caractére bien posé

FIGURE 4.3 — Paramétrisation du domaine Q\ N par © suivant le flot de v(. La ligne blanche
représente N, négligeable.

Lemme 4.1.9 (Changement de variable). Pour tout f € L'(Q, py), alors f o € L1(O, p) et
la relation suivante est satisfaite

J f(x)po(x)dx = J fo@(t,s)u(t,s)dtds, (4.6)
Q (C)

ou le poids p est donné par

u(t,s) = (po o ¢)detjac(P)(t,s). (4.7)

Le lemme d’invariance suivant 4.1.10, dont on peut trouver une version orientée méca-
nique des fluides dans [51], montre que la fonction y(t,s) = (pgo¢)det]ac(¢)(t,s) ne dépend
pas de t ce qui justifie I'utilisation de la pondération pg de espace L*(Q, pg).

Lemme 4.1.10 (Invariance de (py o ¢)det]ac(¢)(£,s)). La fonction

(t,5) > (pg o p)detac(¢p)(t,s)
ne dépend pas de t.

Principe de la méthode des caractéristiques. Classiquement, I'idée clef de la méthode
des caractéristiques est de transformer, pour une fonction lisse ¢ : R? — C, le terme convecté
vo - Vi en une simple dérivée 9,1 par le changement de variable ¢ := 1) o ¢. Plus précisé-
ment, en utilisant la définition du flot (4.5),

d d
Wel R0, Twpop)=22 (vVpop)=(w-Viop 49
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Application : ’équation de transport harmonique le long des lignes de courant.
Nous travaillons d’abord avec des fonctions lisses, puis nous raisonnons par densité pour
étendre les inégalités trouvées au cadre L. Dans ce but, introduisons les espaces suivants de
fonctions lisses :

3
B
|

= {E eCl(Q): E=0 sur F_} C H (Q,vq,po),
D (@) := {Eecl(@) 1 £(0,5)=0 Ysel}cH(O,p),

ot H (O, p) = {(t,s) = C(t,5) € L*(©, u)? : 9,C € L*(O, p)?}. A présent, effectuons le chan-
gement de variable et écrivons I’équation de transport harmonique dans les coordonnées des
lignes de courant. Une fonction lisse & € D™(Q)) est solution de I"équation 7,  ,,& = f, avec

f € L*(Q, py)? au second membre si et seulement si E=¢&o ¢ € D~ (O) satisfait la famille
d’équations différentielles suivante, indexées par s € I_ :

0 — —_— —
Vsel, a—f— iw&(t,s)+A&(ts)=f(t,s), VYtelo,t'(b_(s)),
E(O;S) =0,

ou nous avons noté f = f o et A := A o ¢. Ce systeme d’équations peut étre encore
simplifié en posant & := e7'“*&. Plus précisément, nous avons le lemme suivant

Lemme 4.1.11 (Changement de variable isométrique des caractéristiques). L’application

So: L*Q,p0)*> — L*O,p)?
& —> [é :(t,s)|—>e_i“’t£oqb(t,s)]

est une isométrie. (4.9)
De plus, I'opérateur Qx de transport dans I’espace paramétrique est tel que le diagramme sui-
vant commute :

Tw,A,vo
D (Q) ———— L*Q,py)?

.| s

D (©) —— L3O,

c’est-a-dire :
Qx5 =840 Teau,0Sa (4.10)
est donné par
_ T ~
YL e D (O), Q&C:§+AC- (4.11)

Preuve (du lemme 4.1.11). Le fait que S, soit une isométrie est une conséquence de la for-
mule de changement de variable (4.6), en effet, écrivons pour & € L2(Q, po)z,

iw 2
||swean<@,,4>z:L|el ' o (t,s)| u(s)dsdt,

=f £ ()2 po(x) d.
Q
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Enfin, un calcul direct en s’aidant de (4.8) donne I’expression annoncée pour Q5. mLe

point clef est alors d’obtenir une estimation a priori pour I'opérateur Q5 sur I'espace D™ (O).
Cette estimation est donnée par le lemme suivant

Théoréme 4.1.12 (Estimation L? a priori). II existe une constante C1(Q, A, vy) > 0 telle que
vCeD (0), |Icllze,u2 < Ci(Q, A, v)lIQ7 Cllr2 o 2

avec la borne supérieure

filling N2 MAle —1 - 214 Al
C(Q), A, <C = ,
0 Av) <G AT

ou le temps t* est celui de la définition de « ()-remplissant » (4.1.4).

Remarque 4.1.13. Pour un écoulement directionnel, le temps t* peut étre majoré de la facon
suivante :

L,(Q)
v,

<

Ainsi,

: - ALAO ; 1 L.(Q
ijllmg(t*)ﬁcjfllmg( 61(} ))Sciweepmg — ”A” lexp(zllA”m#)_ll,

*

ou waeepmg est la constante obtenue dans le cas d’'un écoulement directionnel, voir (4.4). La
constante obtenue dans le cas (Q)-remplissant est donc plus précise, la méthode des caractéris-
tiques permettant d’estimer la solution plus finement. De plus, lorsque A. — 0, C{”lmg ~t/\V2 <
L,(Q)/V2v, et nous retrouvons la dépendance linéaire obtenue dans le cas A = 0 (équations
découplées) dans [3].

De I'estimation L? a priori sur I'opérateur O, il vient aisément le corollaire suivant :

Corollaire 4.1.14 (Estimation L? a priori pour T.,A,v,)- llexiste une constante C(Q, A, vy) >
0 telle que

Ve H (Q,vo,00)  [IEll2(0,00,p0)2 < C1(Q Ay 00)| 70,8, €ll22(02,00,p0)2-

Prouvons d’abord le corollaire 4.1.14.
Preuve ((du corollaire 4.1.14)). Soit & € H™(Q),v,pg). L’espace D~ (Q)) étant dense dans
H~(Q, v, po), il existe une suite (C,,) € D~ (Q)N telle que :

Z, R1F%% £

n—+00

Pourtoutn € N, S, C,, € D™(©).D’aprés le théoréme 4.1.12, il existe une constante C1(Q, A, vy) >
0 telle que

IS0 Caullz2(@,12 < C1(Q, A, po)IQx S, Cullz2(0, 2
Par définition de Qf, voir (4.10), Qx S, = Sy, 7, A, v,

1Sw Cn”Lz((B,y)2 < Ci(QA, pO)”Sw Tw,A,vo Cn”Lz(@,y)zf
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puis par isométrie de S, : L*(Q, po)? — L*(©, p)?, il vient

Il ne reste qu’a passer a la limite 7 — +oco en utilisant la continuité de I'opérateur 7, 4 ,,
1€llz2(2,p0)2 < C1(C A, oI, 4,0, EllL2(, p0)2-

Avant de démontrer le théoréme 4.1.12, énongons et démontrons une version du lemme
de Gronwall qui nous sera utile :

Lemme 4.1.15 (Un lemme de Gronwall). Soit a, : R, — R, deux fonctions a valeurs posi-
tives. Si une fonction u : R, — IR satisfait

t t
V>0, u(t) SJ. OL(T)dT-i-J B(t)u(r)dr, et u(0)=0, (4.12)
0 0

alors on a la majoration suivante

V>0, u(t)< Jta(T)exp(Jtﬁ(T’)dT')dT
0 T

Prouvons briévement ce lemme

t
Preuve (dulemme 4.1.15). Notons b(t) := exp (—f ﬁ(T)dT) et multiplions (4.12) par f(7)b(7):
0

Yt eR,, % (b(T)J:) ﬁ(T’)u(T’)dT’) = B(7)b(T)u( J B(t \dr/,
< ﬂ(r)b(r)J; a(t’)dr’.

Puis intégrons entre O et t € R,

jot B(t)u(r)dt < J;t B(T)b(T)/b(t) LT a(t’)dr’dr.

Pour terminer la preuve, nous remplacons dans I'inégalité précédente (4.12) et intégrons par
parties :

f de/s exp(fﬁ dT a(x )
JWJ v o

Il nous reste a montrer le théoréme 4.1.12.
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Preuve (du théoréme 4.1.12). L’idée de la preuve est d’utiliser le lemme de Gronwall 4.1.15
pour établir une estimation point par point de &, puis d’intégrer cette estimation pour obtenir
la norme L? sur tout le domaine paramétrique ©, avec le poids y défini en (4.7).

Soit L € D™(O) et (t,s) € O, comme {(0,s) = 0 nous obtenons :

C(t,s) = (T,s)

SJ:) ‘(QKC)(T,S)—(XC)(T,S)'dT, par (4.11)

< Lt ’(QA C) (T,S)' dr + J;t |A(T,S)' |C(7,s)|d.

Ensuite, en appliquant le lemme 4.1.15 aux fonctions u(t) = [C(t,s), a(t) := |Qz(t,s)| et
B(t) := |A(t,s)|, nous obtenons

t t
o< [ expl [ R ]ar

Puis, L’inégalité de Cauchy-Schwartz donne

t
e <29 | [(@x )9 ar

t t
ou nous avons noté Z(t,s) := f exp (2_[ 'A(T',S)' dT')dT. Utilisons a présent le fait que
0 T

(QxT)(x5)|dr.

y est une fonction de s seulement, voir le lemme 4.1.10 :

IEIE2 0,2 = J@ IC(t,5)2 u(s)dt ds < J:a (I(t,s)L |Q§(T,S)|zﬂ(s)dr)dtds.

Par définition, pour tout (¢,s) € O, t est majoré par son temps de parcours de () partant de
b_(s), voir définition 4.1.8. Ainsi t < 7] := t*(b_(s)) et

(9 )
1212202 < L(I(m)fo 05(x,) y(s)dr)dtds,
puis, par le théoréme de Fubini,
(N (N
€120, < | (f z(m)dt) (f (Q52)(x.9)
I~ 0 0

(o
g(supf I(t;S)dt)||Q/§C”%2(®,y)2'
-Jo

sel

'2

u(s) dr)ds,

Ainsi, on obtient I'inégalité du théoreme 4.1.12, avec

Ts
Ci1(Q,A,vg) = supf Z(t,s)dt

sel™
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Pour terminer la preuve, il reste a montrer que cette constante est finie. C’est le cas par
hypotheése. En effet dans la définition du caractére ()-remplissant 4.1.4, le temps de parcours
de Q) est uniformément borné par une constante ¢*. Ainsi, pour tout s € I_, nous avons 7; < t*
et donc

ot t
C1(Q,A,vg) < supf f exp(2f ﬁ(f’,s)'dr’)d’cdt < 400.
0 0 T

sel~

4.2 Fin de la preuve du caractere bien posé

Dans cette section, nous supposons que le domaine (), la fonction A et le champ v sont
tels qu’il existe une estimation a priori de la forme (4.1). Nous avons déja présenté deux cas
pour lesquels une telle estimation est établie, sous ’hypothése que I’écoulement est direc-
tionnel, puis sous ’hypothese qu’il est ()-remplissant. Une telle estimation a priori entraine
classiquement que l'opérateur de transport 7, 4 ,, est injectif et d’image fermée [52]. Le
but de cette section est de montrer que I'opérateur 7, 5 ,, est inversible, ce qui terminera la
preuve du caractere bien posée de I'équation de transport harmonique 7, 4 ,, &€ = f. Pour ce
faire, nous montrerons que son adjoint 7} A, €St de la méme forme de I'opérateur 7, 5 ,
et ainsi satisfait également une estimation a priori. L’'opérateur adjoint est donc injectif et
les hypothéses du théoréeme de Banach-Necas-Babuska sont ainsi vérifiées [52].

4.2.1 Détermination de I'opérateur adjointde 7, 4 ,,

Le lemme suivant donne I'opérateur adjoint de I'opérateur de transport :

Lemme 4.2.1. L’adjoint de 7, 4 ,, dans L*(Q, po)d est donné par

*

w,Avy ~ T—wA*,—vo

de domaine H(Q, —vg, pg) = H*(Q, vy, po), défini en (3.13).

Donnons en la preuve.

Preuve. L’adjoint de 7, 4 ,, est défini sur le sous-domaine D(7 ] 4 vO) c L*(Q, po)d tel que,

étant donné C dans ce domaine, il existe Ta’j’ A’VOC € L2(Q, po)d caractérisé par :

VE € H_(Q, Vo, pO): (C: Tw,A,voé)Lz(Q,pO)d = ( J,A,yoc; E)Lz((),po)d' (413)

En particulier, testons cette égalité avec la fonction lisse & := @ € D(Q) C H™(Q, v, po).
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Nous avons :

<p0 wAvOC q)>D’, a)Avo ) 12(Q)t’

CTuans®)ya0 g

(TC;P A vo )LZ(Q po)d’
=(C,—iwp® + pgA D + (pyvg - )q))LZ(Q)d ’
=

iwpeC+ poA" T, D)2y (C:(POVO'V)E)Lz(Q)d-

Ainsi, la définition (3.7), combinée avec le fait que V - (pgv() = 0 montre que

(T, (povo - V)®) 120y = {(Povo - V)T, @)D,

d’ou nous déduisons que

P07, 8.0,C = iwpol+poA'T—(pgvg- V)T dans D'(Q)Y,
puis que
(Povo - V)T = iwpoC + poA'C—poT,) 4, C € LH(Q)?. (4.14)

Nous obtenons ainsi £ € H(Q,vg, pg), puis que 1, 80,C = 10T+ A'CT—(vg- V)C. Pour
finir, il reste a montrer que C € H*(Q),vg, py). Dans ce but, nous définissons une fonction
& € H (Q,vg,pp), de méme trace, définie au théoréme 3.2, que C sur I, : 0, (&) = 0,(Q).
Une telle fonction est donnée, par exemple, en multipliant C par 11 € C ©(Q)) vérifiant :

n=1surl},
n=0surl_.

En prenant le produit scalaire de I’équation (4.14) par la fonction & := #C et en utilisant la
formule de Green (3.15), puisque & et C dans H™(Q, v, py),

J;) P07, A,0,C &= J;) iwpgC- & +poA'C-& - ((Povo ‘V)C) &,

=J;m{c<zw&+c.Aé+c f|a povo -

Z@meamww—LKHm%%%

ATaide de la caractérisation de 7 Vo’ (4.13), T = 0 sur I, ce qui montre finalement que
C € H"(Q,v(,pp). Remarquons que I'espace H*(Q,v(,pg) = H(Q,-vy, pg) était attendu
car 7} A,p, €St de la méme forme que 'opérateur direct 7, 4 ,, mais associé a I'’écoulement
opposé —vy.

Réciproquement, si ¢ € H"(Q), v, py), par la formule de Green (3.15),
VEeH (Lo, po) (G 7w,a,0 8200 = (Tw,a%-v,C E)12(Q,00)0

ce qui implique bien que C € D(7,, 4 4,) et termine la preuve. [
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4.2.2 Inversibilité de 7, 4 ,,
Nous pouvons a présent démontrer que I'opérateur 7, x ,, est un isomorphisme, ou de

maniere équivalente, que le probléme de transport harmonique

Soit f € L% (Q)“, trouver & € H™(Q,v,pp) tel que : (4.15)
Toav, &= F, (4.16)

est bien posé. Montrons le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.2.
7. :H(Q ) C L2(Q, po)? — L*(Q, po)*
w0, Avp , Vo, Po ,P0 ,P0)"
est un isomorphisme. En particulier, pour A := Vv, l'opérateur de transport

Ta),v(): H_(QIVOIPO) B L2(07p0)d

b3 — —iw&+(E-V)vg+(vg-V)E,
est un isomorphisme.

La preuve suit celle du théoréme de Banach-Necas-Babuska [52], mais puisqu’elle est
simple, nous la reprenons rapidement.

Preuve. L'existence d’une estimation a priori pour 7, 5 ,,, que nous avons supposée dans
cette partie, montre que cet opérateur est injectif et d’'image fermée. Montrons sa surjectivité.
Comme les hypotheéses faites sur I’écoulement v, étre directionnelle ou ()-remplissant, sont
aussi valables pour I'écoulement opposé —vy, alors les similarités entre 7, 5 ,, et son adjoint
. _ o o .
1, Ay = 7_, A*-v, montrent que les estimations a priori (4.1) sont aussi valables pour
l'opérateur adjoint sur I'espace H*(Q, v, pg). Nous en déduisons I'injectivité de I’adjoint.
Puis, 7, A v, étant d'image fermée, I'égalité

Im (T, .00 ) = Im (T 4,0 ) = Ker (T 50, ) - = LA, p0)1,

conclut a la surjectivité de 7, 4 ;- [ |
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5.1 Présentation et comparaison des schémas numériques:
LS et SUPG

5.1.1 Introduction

Dans sa these, [3], E. Peynaud a étudié I’équation de transport scalaire suivante :

ap+vy-V =f, (5.1)
ou a € C. Le cas classique de I’équation d’advection-réaction correspond a
Re(a) > 0.

Les principales difficultés auxquelles on doit faire face sont le manque de dissipation et le
caractere fortement oscillatoire de la version harmonique de cette équation de transport,
correspondant au cas ou

a=-iw€ilk

L’équation de transport intervenant dans le couplage des équations de Goldstein est une
généralisation vectorielle de I’équation de transport scalaire (5.1), que I'on peut mettre sous
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la forme

A& +(vy-V)E=g, (5.2)

A = —iwl + Vo,

Par exemple, lorsque I’écoulement est uniforme, on a Vv = 0 et I’équation (5.2) se découple
en plusieurs équations scalaires de la forme (5.1), si & = (&, &y, &) et § = (8x, 8y, &) par
exemple, on obtient :

—iw&y + vy VEy =y (5.3a)
—iwy + vy V& = &, (5.3b)
—iw&,+vy-VE, =g, (5.3¢)

Le cas de I’équation d’advection-réaction correspond au cas ou la matrice A posséde une
partie symétrique définie positive :

(A-FA*)Z]H)I, ]40>0,

N |~

voir par exemple [45]. Or, ce n’est pas le cas de la matrice A qui nous intéresse, nous avons

%(A+ A%) = %(Vvo + (VvO)T),

ce qui donne par exemple dans le cas d’'un écoulement cisaillé

(Vvo + (VvO)T) = (7?6 766),

N =

ou encore dans le cas d’un écoulement circulaire

(Vv0+(Vv0)T): 1( 0 rQ{,(r))_

N =

2\rQy(r) 0

Dans ces deux cas particuliers, la matrice A + A" n’est pas définie positive. Nous nous atten-
dons donc dans le cas général a avoir les mémes principales difficultés que dans le cas scalaire,
c’est-a-dire un caractere oscillatoire de la solution ainsi qu'un manque de dissipation.

Nous présentons dans ce chapitre la démarche de discrétisation numérique que nous
avons adoptée pour résoudre 1’équation de transport harmonique vectorielle intervenant
dans les équations de Goldstein. Nous nous appuierons sur 1’étude menée par E. Peynaud
sans aller jusqu’a la discrétisation par la méthode de Galerkin discontinue. En effet, a terme,
comme nous souhaitons coupler I’équation de transport a un code d’éléments finis classiques,
il nous est apparu dans un premier temps souhaitable d’utiliser des éléments finis standards
pour notre étude. Nous n’avons pas effectué 'analyse théorique de ces discrétisations, qui
sont classiques, utilisées pour notre équation qui est moins classique.

Beaucoup d’explications et de résultats sont donnés dans la thése d’E. Peynaud, nous en
rappelons sans démonstration quelque uns de maniére a fournir un exposé didactique.
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5.1.2 Discrétisation et code éléments finis

Librairie éléments finis 2D. Tout les résultats numérique 2D présentés sont issus d’un
code éléments finis programmé en C++ durant cette thése s’appuyant sur la librairie d’al-
gebre linéaire Eigen [53]. Ce code a été pensé pour étre relativement générique, permettant
de résoudre les problémes d’équations aux dérivées partielles du premier et second ordre a
coefficients variables a ’aide de la méthode des éléments finis sur maillages quadrangulaires
ou triangulaires, d’ordre 1, c’est-a-dire les éléments finis habituellement appelés Q1 et P1
respectivement.

Tous les résultats numériques 2D ont été obtenus a 1'aide de ce code, que ce soit les
résultats de ’équation de transport que nous allons voir dans cette partie ou ceux présentés
plus tard dans la partie sur le couplage de Goldstein.

Espaces de discrétisation. On notera V, 'espace de dimension fini de discrétisation du
domaine ()}, polygonal, approchant le domaine (). La quantité h > 0 fait référence au plus
petit pas du maillage, que 'on note M}, du domaine ()}, et dont les éléments seront notés
K € M;,. Pour des éléments finis Q1, on a

V, = {p eC’Qy) / YKeMy, (Epik € Ql(K)}'
et pour des éléments finis P1,
V= {peC@y) / YK e My, (£ €P(K)),

ou Q(K) est 'espace des polynémes de degré partiel inférieur a 1 et IP;(K) lespace des
polynémes de degré total inférieur a 1, tous définis sur la maille K € IR?.

La condition aux limites homogeénes sur le bord entrant du domaine
E=0 sur JQ7,

est prise en compte en imposant 0 pour les degré de liberté correspondant a des noeuds du
bord. La méthode utilisée pour cela est la mise a 0 des coefficients des lignes correspondantes
de la matrice éléments finis assemblée a I’exception du coefficient sur la diagonale qui est
pris égale a 1.

Ces approximations sont conformes au sens ou dans les deux cas, I’espace V), est un sous
ensemble de I'espace H((),v, pg) dans lequel est définie la solution du probleme continu.
De méme, la solution obtenue, prenant en compte les conditions aux limites, est bien dans

H™(Q, v, po).

5.1.3 L’approche naive : méthode de Galerkin standard

L’approche de Galerkin classique correspond a prendre comme espace de fonctions tests
I'espace V, lui-méme. On obtient une formulation discréte naive en multipliant par une fonc-
tion test I’équation au niveau continu et en intégrant, donnant a résoudre le probleme sui-
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vant :
Pour tout g € L?%(Q), trouver &, € th tel que :

VCh € Vhl J (Tw,vo‘gh) C_h = f 8 'C_h;
Q, Q,
En=0 sur JQ).

Il est connu, voir 'exemple donné en dimension 1 dans [52], qu’avec cette méthode, bien
que le probleme continu et discrétisé (pour tout h) soit bien posés, il n’y a pas un controle
optimal de l'erreur puisque sa constante inf-sup se comporte en O(h), donnant lieu a une
erreur en norme || - || se comportant en O(h~!). C’est la partie ||(v, - V)€nllzz)z,p, de la
norme ||&||; qui est mal contrdlée, ce qui autorise en pratique I'apparition d’oscillations
parasites.

Cas d’un écoulement uniforme. Pour illustrer ce non-controle de 'erreur dans la pra-
tique, nous nous placons dans un domaine rectangulaire dans lequel circule un écoulement
uniforme, comme montré sur le figure 5.1 :

Q=Qp=]-Ly, Ly[x] - Lery[l

Vo(X,7) = Vooly, Voo > 0.
Alors, I'équation de transport harmonique devient, pour un second membre g € L2(Q)),

{ —iw&E +V,,0,& =g,
6(_Lx:') =0,

dont la solution admet pour expression la simple convolution suivante :

1 * —i - (x—s)
E(x,y)z—f e "= g(s,p)ds.

Voo Jor,

vo(I, y) = VoCy

FIGURE 5.1 - Lignes de courant horizontales de I’écoulement uniforme vy(x,y) = vy, €.
Nous choisissons les parameétres suivants :

L,=10, L,=3 et vy,=1,

y =

et utilisons comme source une gaussienne, présentée sur la figure 5.2 plongée dans les lignes
de courant représentées en blanc. La solution exacte est représentée sur le maillage en tri-
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(z,y) = g(x,y)

l1.0e+00

I0.0e+00

FIGURE 5.2 - Isovaleurs de (x,y) — g(x,) telle que la source soit g = (g, g) soit la source.

angles utilisé sur la figure 5.3. Il s’agit du comportement typique du transport harmonique,
ou la source est convectée le long des lignes de courant de I’écoulement, produisant une so-
lution dont la longueur d’onde est 27t/(wv). Afin de présenter le non controle de 'approche

Re(&x)

IS.Oe-Ol

0.25

Io
-0.25

I-5.0e-01

FIGURE 5.3 - Isovaleurs de Re (&) représentés avec le maillage en triangles utilisé

de Galerkin naive, nous tragons sur la figure 5.4, Re(&,) obtenu d’une part en calculant ex-
plicitement I'intégrale donnée par la formule exacte (a gauche), et obtenu d’autre part par
résolution de la formulation de Galerkin naive (a droite). On constate alors la présence d’os-
cillations parasites dans la solution, mises en évidence en tracant Re(&,) le long d’une ligne
v = 5. Néanmoins, sur ce cas précis, les oscillations parasites sont assez faibles.

La présence de pollution de la solution est plus flagrante dans le cas d’'un écoulement
cisaillé, que nous serons amené a étudier par la suite car il s’agit d'un bon modele de jet. La
vitesse de ’écoulement est de la forme :

vo(x,9) = vo(y)ex,

ou vy est un profil de vitesse que nous représentons sur le figure 5.6. Pour donner un idée
du cisaillement de cet écoulement, nous tracons, sur la figure 5.7 les isovaleurs du temps de
parcours le long des lignes de courant en partant du bord rentrant d(Q)~. La source est encore
prise sous la forme d’une gaussienne, dont les isovaleurs sont présentées sur le figure 5.8.
Les résultats comparatifs entre une solution de référence (calculée par la méthode que nous
choisirons finalement) et celle obtenue par la méthode de Galerkin naive est montré sur la
figure 5.9, oul’on trace Rz(Ey ), la solution exacte en haut et celle naive en bas. Les oscillations
parasites sont alors bien plus visibles et il est clair qu’une telle pollution de la solution n’est
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Re(¢r)

Methode naive

Solution exacte

-4.0e-01 -0.2 0 0.2 4.0e-01
[ .

FIGURE 5.4 — Re(&,) exacte et Re(&,) obtenu par la méthode naive : présence d’oscillations
parasites : non-controle de [0, &y — 05 &xll?

FIGURE 5.5 — Zoom sur Re(&) et Re(Ey,) obtenus par la méthode naive : présence d’oscilla-
tions parasites légeéres

pas acceptable. Nous tracons également sur cette figure les courbes x — Re(&,(x, v = 0.25))
correspondant a ces deux cas. Les oscillations parasites sont alors bien visibles sur la courbe
rouge.
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Yy = vo(y) (z,y) = vo(y)
2.5 Is .0e-01
1.5
0.4
0
-1.5
2 0e-01
.2.5

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

FIGURE 5.6 — Lignes de courant en noir et isovaleurs du temps de parcours le long de ces
lignes de courant en partant du bord entrant.

5.0e+01
I40

30

20

Iw
0.0e+00

FIGURE 5.7 — Lignes de courant en noir et isovaleurs du temps de parcours le long de ces
lignes de courant en partant du bord entrant.

Il.0e+00

I0.0e+00

FIGURE 5.8 — Isovaleurs de g telle que la source soit g = (g, ).
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5.0e+00

Solution exacte

Re(E2)

2.5

5.0e+00
Methode nalve

Re(&)

2
2.5
0
-2.5

0
-2.5
-5.0e+00

-5.0e+00

Solution exacte

Methode naive

FIGURE 5.9 — Comparaison entre la solution exacte projetée sur le maillage et Re(&,).
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5.1.4 Présentation des schémas LS et SUPG

Nous avons vu que la méthode de Galerkin naive consistant a simplement multiplier par
une fonction test de V), et intégrer n’étant pas satisfaisante, il convient d’utiliser une méthode
de stabilisation.

C’est ce que propose les formulations de type Petrov-Galerkin consistent a changer la
facon dont on parcourt 'espace de des fonctions tests. Ces méthodes ont été introduites
dans le cadre de la mécanique des fluides pour discrétiser des équations de Navier-Stokes
lorsque la viscosité est faible et que les termes dominants sont des termes de transport [54],
voir par exemple les estimations optimales obtenues dans [55] et plus largement [56] pour
une vue d’ensemble de ce type de méthodes de stabilisation. On ne change pas directement
cet espace qui reste L?(Q, pg)?. Par contre, on le parcourt par I'intermédiaire d’un opérateur,
dépendant éventuellement du pas de maillage,

Ph W — LZ(Q)z,

ou W est un espace fonctionnel, qui sera H™ (€, v, pg) pour les deux cas particuliers pré-
sentés dans cette partie. La formulation naive est alors transformée en

Pour tout g € L?*(Q)?, trouver &), € th tel que :

YTy € Vi, j (Zerwo&n) - Piln = J 8 Pulh
Qp Qy

En=0 sur JQ),;.

Il est nécessaire que I'opérateur P, soit un isomorphisme entre '’espace fonctionnel W et
L%(Q), py)? pour que le probléme continu correspondant reste bien posé. Il doit étre surjectif
pour garantir 'unicité des solutions, et injectif pour en garantir I’existence.

Schéma LS. L’approche des moindres carrés, [57, 58], ou « Least-Squares » (LS) en anglais
correspond a choisir 'opérateur

Pu:Che H (Q,pp) = (vo-V)T; € L*(Q)>,

ce qui donne a résoudre la formulation variationnelle suivante :

PP, | (Ton,8) oV~ | g T VI

Schéma SUPG. La formulation SUPG, introduite pour les équations de Navier-Stokes par
Brooks et Hughes [59], pour « Streamline Upwind Petrov-Galerkin method », utilise un pa-
rametre de stabilisation 6 > 0 et correspond au choix de 'opérateur

P Ty € H(Q,v4,00) = CT+6(vg - V)T € L(Q, po),

donnant a résoudre la formulation variationnelle suivante :

VC e L*(Q)?, JQ (Zowo€) - (T+0(vg - V)T) = JQ g (C+06(vg-V)T).
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Cette formulation peut étre vu comme une formulation intermédiaire entre la méthode des
moindres carrés que 'on pondere par la quantité o et la méthode naive.

Equivalence des formulations Au niveau continu, dans le cadre ou 'opérateur de trans-
port est un isomorphisme, ces deux formulations sont équivalentes.

5.1.5 Comparaison entre les schémas LS et SUPG

Nous souhaitons dans cette section analyser le comportement de la méthode LS ainsi que
celle SUPG a différentes valeurs du parameétres 6. Nous nous plagons alors dans le méme cas
d’écoulement que présenté précédemment sur les figures 5.6 et 5.7, alors que la source est
choisie égale a 1 dans tout le domaine.

Sur la figure 5.10, nous tracons les isovaleurs de Re(Ey) (colonne de gauche) et Re(&y)
(colonne de droite), obtenu pour la méthode LS (premiére ligne), puis chaque autre ligne
correspond a la méthode SUPG pour différentes valeurs du parameétre de stabilisation. On
remarque un comportement tres dissipatif de la méthode LS, comme analysé dans [3] pour
I’équation de transport scalaire. La méthode SUPG semble alors mieux adapter a capter le
caractere oscillant de la solution, notamment lorsque I’équation ne dissipe que tres peu la
solution. Le choix du parameétres de stabilisation 0 est également tres important. En effet, on
observe pour les plus petites valeurs de 0, le comportement du schéma tend vers celui de la
méthode naive, correspondant elle-méme a prendre 0 = 0, en faisant apparaitre des oscil-
lations parasites. Pour les plus grandes valeurs de 6, la méthode SUPG tend a se comporter
comme le schéma LS et introduit donc de plus en plus de dissipation. Il convient donc de
choisir ce parameétre le plus petit possible car I’équation de transport harmonique que nous
étudions peut ne pas étre dissipative du tout par elle-méme, mais suffisamment grand pour
ne pas avoir de probléme de pollution de la solution.

Il s’agit du point faible de la méthode, en effet, méme si des regles empiriques sont
connues pour choisir le paramétre de stabilisation, voir [3], en le choisissant proportionnel
au pas du maillage et a la fréquence et inversement proportionnel a la vitesse de I’écoule-
ment, le choix optimal reste un probléme ouvert.

Nous tracons sur la figure 5.11 les isovaleurs de Re(&,), en haut, pour le choix de 6 = 1073
qui nous apparait dans cas le meilleur et en bas, la courbe x — Re(E(x,y = 0.25)) pour
différentes valeurs de 0 ainsi que pour la méthode LS. Nous confirmons bien nos observations
faites sur la carte des isovaleurs, pour les deux cas extrémes, la méthode LS (courbe verte) est
trop dissipative et la méthode SUPG avec 6 = 10~ (courbe rouge), trop petit, fait apparaitre
des oscillations parasites dont la taille caractéristique est celle du pas du maillage. Les autres
valeurs de 6 donnent des résultats assez comparable, ce qui semble indiquer que le choix du
parametre de stabilisation ne nécessite pas non plus une recherche et un optimisation tres
poussée.
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Re(xi_x) (SUPG delta = 0.001) -29e01 -0 I]?e(xé.y)olﬁ

-50e01 -03-02-0.1 0 0.1 02 03 50e-01 0.2 3.2e-01

" Re(xi_y) (SUPG delta =0.1)
Re(xi_x) (SUPG delta = 0.1) E
-50e-01 -03-02-0.1 0 01 02 03 50e-01 29601 01 0 01 0232601

Re(xi_y) (SUPG delta = 0.01)
29e01 01 0

Re(xi_x) (SUPG delta =0.01) 0.1 0.2 3.2e01

-50e01 -03-02-0.1 0 0.1 02 03 50e-01

Re(xi_x) (SUPG delta = 0.001)
-50e-01 -03-02-0.1 0 01 02 03 50e-01

Re(xi_x) (SUPG delta = 0.0001)
-50e01 -03-02-01 0 0102 03 50e01

Re(xi_y) (SUPG delta = 0.001)
9e-01 0.1

2. 0 0.1 0232e-01

Re(xi_y) (SUPG delta = 0.0001)
29e01 01 0 0.1 0232e01

FIGURE 5.10 - Isovaleurs de Ke(E) et Re(&,) obtenues avec les schémas, de haut en bas : LS
et SUPG:6=10"1,6=10"26=103,6=10""%
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Re(xi_x) (SUPG delta =0.001)
-5.0e-01 -03-02-01 0 0.1 02 03 5.0e-01

|—Re(xi_x) LS
—Re(xi_x) SUPG delta = 0.001
—Re(xi_x) SUPG delta = 0.01
3 —Re(xix) SUPG delta=0.1
28 —Reix) SUPG delta =

0 05 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5 55 &

FIGURE 5.11 — Re(&y) le long de la ligne y = 0.25. Comparaison des schémas LS (vert, trés
dissipé) et SUPG : pour 6 = 107! (bleu), 56 = 1072 (orange), 6 = 1073 (rose) et 6 = 107*

(rouge).
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5.2 Illustration en écoulements domaine-remplissant

La méthode numérique étant fixée, nous passons dans cette section a des illustrations du
comportement des solutions de notre équations de transport harmonique vectorielle pour
différents écoulements. Nous avons déja observé la solution dans le cas des jets cisaillés,
nous proposons ici d’étudier des écoulements qui ne soient pas monodimensionnels.

5.2.1 Des cas d’écoulements directionnels

Nous commencons par un écoulement directionnel, de direction privilégiée e,, qui est
I'écoulement potentiel au dessus d'un cylindre en rotation. En coordonnées polaires, I’écou-
lement s’écrit

27r

(6) Um(l —(%)2cos(26))+Lsin(6)
vo(r,0) =
" —Uoo(§)2sin(29)—Lcos(9)

2nr

ou les paramétres sont choisis :

- Uy = 0.2 : vitesse a 'infini de I’écoulement, suivant e,.

- R =1 :rayon du cylindre.

- I' = 2, grandeur caractéristique de la rotation du cylindre (I' = 0, le cylindre ne bouge

pas).

Les lignes de courant de cet écoulement ainsi que les isovaleurs du temps de parcours sont
représentées sur la figure 5.12. La partie restée en noire sur la figure n’est pas joint par les
lignes de courant partant du bord entrant de gauche, mais de la partie du bord rentrant du

coté droit de la frontiére supérieure. Il faudra prendre garde a bien imposer les conditions
aux limites sur tout le bord entrant Q™. La source est choisie sous forme d’une gaussienne,

00e+00 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 1.6e+02

FIGURE 5.12 — Ligne de courant (en noir) et isovaleurs du temps de parcours le long de ces
lignes de courant, partant du bord entrant.

représentée sur la figure 5.13.

Nous représentons alors la solution £ a deux fréquences différentes, pour w = 0.5 et
w = 0.25. Pour w = 0.5, les isovaleurs de Re (&, ) et de Re(E,) sont représentées sur la figure
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Re(source_x)
0.0e+00 020.30.40.50.60.708 1.0e+00

FiGURE 5.13 — Source

5.14 ainsi que quelque lignes de courant en noir. Il apparait bien que 'inconnue & est convec-
tée le long des lignes de courant. Le caractere « harmonique » de I’équation donne I’aspect
d’onde a la solution et posseéde une longueur d’onde caractéristique, au moins localement, car
celle-ci dépend de la pulsation de la source, mais également de la vitesse de propagation, on
a, localement Ag(x) = 27t/(w|vo(x)|). Contrairement a I'équation de transport harmonique
scalaire, le terme d’ordre zéro (& - V)v( peut étre responsable d’un accroissement ou d’une
diminution du module de la solution, comme nous pouvons le voir au dessus de la bosse pour
&y ou apres avoir passé la bosse pour la seconde composante &,.

Nous représentons sur la figure 5.15 les mémes isovaleurs de Re(&y) et de Re(Ey) ala
fréquence moitié, c’est-a-dire pour w = 0.25. Nous observons alors les mémes conclusions,
que ce soit pour la longueur d’onde caractéristique de I’équation de transport harmonique
ou sa propension a augmenter ou diminuer le module de la quantité transportée. Il n’y a
donc pas de conservation simple, en norme L? par exemple, 4 attendre d’une telle équation.
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Re(xi_x)
-7.0e-01 -05-04-0.3-02-0.1 0 0.1 0203 0405 7.0e-01

Re(xi_y)
-7.0e-01 -05-04-03-02-0.1 0 0.1 02 03 04 0.5 7.0e-01

FIGURE 5.14 - Isovaleurs de Re(Ey) et Re(Ey), a la pulsation w = 0.5.
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Re(xi_x)
-60e+00 4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 6.0e+00

Re(xi_y)
-1 0 1

-60e+00 4 -3 -2 3 4 6.0e+00

2
N _

FIGURE 5.15 — Isovaleurs de Re(Ey) et Re(Ey), a la pulsation w = 0.25.
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5.2.2 Un cas plus difficile : vy non directionnelle

Le cas étudié dans cette section est plus compliqué du point de vue de I'équation de
transport harmonique. En effet, cet écoulement, bien que toujours domaine-remplissant n’est
cependant plus directionnel. Il est défini a I’aide d’une fonction de courant. Une fonction de
courant est une fonction scalaire 1 telle que la vitesse de I’écoulement soit donnée par :

vo = rotyp(thy).

Une telle construction ne fournit donc que des écoulements non compressibles, car en effet
diV(vo) = diV(rOtzD(¢0)) =0.

Dans cette sous-section, définissons la fonction de courant suivante, en coordonnées carté-

siennes :

—x2

e
x,v) = Uy —H——=cos(ay — x).
Po(x,9) y’71+y2 (ay —x)
La vitesse de I’écoulement associée s’écrit donc :
2y

+H— 1+y?
1+7y? 2xcos(ay — x) —sin(ay — x)

e asin(ay —x) —

coslay — x
vo(x,9) = Unes (ay =)

et peut étre interprétée comme une perturbation rotationnelle d’'un écoulement uniforme
Ugey. Les parametres peuvent s’interpreter de la facon suivante :

— Uy : vitesse a I'infini.
— 1 : caractéristique la « taille » de la perturbation.

— a : donne une inclinaisons aux lignes de courant, faisant de la vitesse un écoulement
non directionnel.

Nous nous plagons dans un tube de courant de cet écoulement, c’est-a-dire le domaine com-
pris entre les deux droites verticale {x = —L,} et {x = L, } et les lignes de courant correspon-
dant aux isovaleurs de la fonction de courant {1 = ¢} et {17} :

Q:= {(x,y)eIR2 :—L,<x<L, et 1,b5<1/)0(x,y)<1/)6r}.

Numériquement, nous choisissons les parameétres suivants :

— Uy,=0.2
—a=1.5
—n=04

L’écoulement est représenté sur la figure 5.16, ou quelques lignes de courant sont tracées en
noir. Les couleurs, du bleu au rouge, représentent les isovaleurs du temps de parcours le long
des lignes de courant en partant du bord entrant, bord vertical gauche, puisque I’écoulement
va de gauche a droite.

La géométrie des lignes de courant d’un tel écoulement étant compliquée, le maillage
utilisé doit étre tres fin. Nous représentons sur la figure 5.18 le maillage en triangles utilisé
pour les simulations présentées.

Nous tragons sur la figure 5.19 les isovaleurs de Re(&y) (en haut) et de Re(Ey) (en bas),
ainsi que quelques lignes de courant, en noir. Nous remarquons que I’écoulement amplifie
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0.0e+00 10 15 20 25 30 35 40 5.0e+01
—— L S e —

FIGURE 5.16 — Ligne de courant en noir et isovaleurs du temps de parcours de ces lignes de
courant en partant du bord entrant (bord vertical a gauche).

I71.0e+00

.'0.5

0.0e+00

FIGURE 5.17 - Source gaussienne.

FIGURE 5.18 — Maillage en triangles (P1).



5.2 [llustration en écoulements domaine-remplissant

113

1.0e+01

-5

-1.0e+01

1.0e+01

-5

-1.0e+01

FIGURE 5.19 - Isovaleurs de Re(Ey) et de Re(Ey) pour w = 0.5. Lignes de courant en noir.

fortement la source, tout en suivant les lignes de courant. Méme des lignes, les plus hautes,
qui ne traversaient pas une partie ou la source est trés importante, sont amplifiée de fagon
significative. La longueur d’onde observée est bien celle attendu et les résultats numériques
convergent.

Pour étudier I'influence du parametre de stabilisation sur un cas plus compliqué, nous
tragons sur la figure 5.20 les isovaleurs de Re(&,) pour différentes valeurs de o, de haut en
bas : 1073, 1074 et 107>, La différence observée entre & = 1073 et & = 10™* est minime,
mais nous voyons néanmoins des petites oscillations parasites apparaitre. En continuant de
diminuer 9, on arrive a une situation ou la solution est complétement polluée et ne ressemble
plus du tout aux autres. Ce sont ces observations qui nous permettent de régler ce parametres
de stabilisation, tout en gardant la regle pratique de diminuer 6 tant que possible, tout en
gardant une solution non polluée.
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I1.0e+01

5

I1.0e+01
5
0
-5
-1.0e+01
I1.0e+01
5
0
-5
-1.0e+01

FIGURE 5.20 - Etude de I'influence du paramétre 6 sur un cas plus compliqué : isovaleurs de
Re(&,) pour, de haut enbas, 6 =1073, 6 =10"% et 6 = 1072,
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5.2.3 Sortir du cadre théorique d’un écoulement domaine-remplissant

Le cadre théorique des écoulements domaine-remplissants que nous avons présenté exclu
deux cas notables :

— les écoulements avec des points d’arrét, et
— les écoulements avec des recirculations.

Méme si notre approche théorique échoue a décrire ces cas la, nous souhaitons tester la
robustesse de la méthode numérique choisie. Pour cela, nous avons sélectionné deux écou-
lements, I'un ayant respectivement un point d’arrét et 'autre des lignes de courant fermées.

Exemple d’écoulement avec des points d’arrét L’existence de point d’arrét est généra-
lement due a la présence d’obstacles dans le fluide. Nous reprenons 1’écoulement que nous
avions utilisé dans la section précédente et considérons tout le domaine autour du cylindre en
rotation. La vitesse de ’écoulement a toujours la méme expression, en coordonnées polaires
((r,0)) hors du disque de rayon 1 et de centre (0,0), on a:

(.0) Uoo(l —(%)ZCOS(ZG))+ ZLmsin(G)
vy(r,0) :=
’ —Uoo(g)zsin(ZE))—Lcos(Q)

27mr

) (5.4)

et est irrotationnelle. Nous utilisons les mémes parameétres que précédemment :

- Uy = 0.2 : vitesse a 'infini de I’écoulement, suivant e,.

- R =1 :rayon du cylindre.

- I' = 2, grandeur caractéristique de la rotation du cylindre (I' = 0, le cylindre ne bouge

pas).

Cependant, lorsque 'on considére le domaine faisant tout le tour du cylindre, il apparait que
I’écoulement n’est plus domaine-remplissant et nous sortons du cadre théorique dans lequel
nous savons démontrer que 1’équation de transport est bien posée. En effet, comme montré
sur la figure 5.21, ou sont représentés les isovaleurs du temps de parcours le long des lignes
de courant (représentées elles en noir), I’écoulement posséde deux points d’arrét a la surface
du disque. Chacun est joint par une ligne de courant, celui de gauche par une ligne qui va
vers ce point tandis que celui de droite par une ligne qui fuit ce point.

Nous utilisons une source gaussienne, représentée également sur le figure 5.21, passant
par les lignes de courant qui posent probléme.

Les résultats numériques obtenus sont présentés sur la figure 5.22, pour différents ni-
veaux de saturation de la couleur. On obtient une explosion de la solution le long de la ligne
fuyant le point d’arrét de droite du cylindre, mais rien d’apparent n’est constaté du c6té du
point d’arrét qui est joint par une ligne de courant. En saturant le jeu de couleur, on retrouve
hors de la ligne qui pose probléme la solution telle qu'on imagine qu’elle devrait étre, simi-
laire au cas précédent lorsque nous ne considérions que le domaine au dessus du cylindre. On
en déduit que la solution n’est tellement polluée en dehors de la ligne joignant le point d’ar-
rét, mais reste cependant inacceptable du point de vue numérique, surtout si’on doit coupler
I’équation de transport a une équation qui a tendance a faire « rayonner les problémes ».

Pour étudier 'influence de la fréquence dans ce cas, nous présentons également les résul-
tats obtenus a plus basse fréquence, pour w = 0.1, sur la figure 5.23. On constate alors que le
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o
o
Re(source_x)

0.0e+00

FIGURE 5.21 — Ecoulement potentiel autour d’un cylindre en rotation : isovaleurs du temps
de parcours et lignes de courant (en noir) a gauche et source gaussienne a droite.

2.0e+00
|
1
-05
0
-0.5
-1

I-1.5
-2.0e+00

-2.0e+00
|

1
0.5
0
-0.5
1

I -1.5
'-2.0e+00

Re(xi_x)
Re(xi_y)

-5.0e+01

N

-0
10
-20
-30
B
'-5.0e+01

-5.0e+01
P

Re(xi_y)

850
o o
Re(xi_x)

FIGURE 5.22 — Re(&y) et Re(E,) : explosion le long de la ligne partant du point d’arrét, pour
w = 0.5 et différent niveaux de saturation du jeu de couleurs.

probléme a tendance a empirer. Enfin, sur la figure 5.24, nous tracons Re(&,), toujours pour
w = 0.1, mais pour différentes valeurs du parametre de stabilisation, 0 = 1071, 6 =103 et
6 = 107*. On remarque alors que le probléme est d’autant plus visible que le paramétre de
stabilisation est grand, ce qui montre que I'introduction de dissipation n’aide pas a éliminer
le probleme.

Nous avons deux hypotheses pour expliquer pourquoi le code fait exploser la solution sur
cette ligne, et non sur la ligne joignant ’autre point d’arrét. La premiere est que I’écoulement
est instable sur cette ligne, ce qui fait grandir le module de & le long de la ligne en suivant
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I’écoulement. Ainsi, puisque I’écoulement est d’autant plus lent qu’'on est proche du point
d’arrét, I'instabilité se fait ressentir d’autant plus. La seconde hypothese, est que la ligne
fuyant le point d’arrét, une fois discrétisée, semblerait venir en un temps fini du bord du
cylindre et donc demanderait une condition aux limites au point d’arrét, mais nous n’avons
pas testé cette hypothese.

--5.0e+00

3.0e+02
250
200
150
100

-50

-100
-150
-200
-250
-3.0e+02

FIGURE 5.23 — Re(&,) et Re(&,) : explosion le long de la ligne partant du point d’arrét, pour
w=0.1

Re(xi_x)

4 i . i J o
(=]
o]
+
Q
o
Re(xi_x)

-1.0e+03

Re(xi_x) Re(xi_x) Re(xi_x)
-1.0e+01 -7-6-5-4-32-10123 4567 810e+01 -1.0e+01 -7-6-5-4-32-10123 4567 81.0e+01 -1.0e+01 -7-6-5-4-3-2-10123 45 67 81.0e+01

FIGURE 5.24 - Re(&,), pour w = 0.1 et de gauche a droite : 6 =107, =103 et 6 =104
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Avec recirculations : écoulement irrotationnel perturbé. Passons a un autre cas ty-

pique ou I’écoulement n’est pas domaine-remplissant, celui d’'un écoulement qui possede

des recirculations. Pour étudier ce type d’écoulement, nous utilisons le cas jouet d'un écou-

lement en recirculation dans une couronne. Nous présentons deux cas simples ici, les aspects

théoriques seront explorés ultérieurement et font I’objet d’une partie complete.
Considérons la couronne () :

Q= {(rcos(@),rsin(@)) crelr,r,], 0¢€ [O,27z]},

dans laquelle la vitesse de ’écoulement s’écrit, en coordonnées polaires, sous la forme

1
vo(r,0) =vo(r)eg ou vy(r,0):= P b,
ou b € R. Nous allons voir deux cas typiques selon des exemples de valeurs de b, a la pulsation
w =1 fixée :
— Pour b =10 : comportement oscillant de la solution, I’équation est bien posée.

— Pour b = 2.5 : I’équation est mal posée et I'on constate que le long d’une ligne de
courant de la forme {(7* cos(60), r*sin(0)) : 6 € [0,27]}, ou r* = 2.2, 1a solution devient
tres grande et ne converge pas lorsque I’on raffine le maillage.

Nous nous contentons de donner ici un apercu numérique des problémes pouvant inter-
venir lorsque I’écoulement possede des lignes de courant fermées, ce que nous avons ex-
clu jusqu’ici a 'aide de I’hypothese d’étre domaine-remplissant. Nous utilisons une source
gaussienne, dont nous tragons les isovaleurs sur la figure 5.25, ainsi que quelque lignes de
courant, en blanc, formant des cercles concentriques, montrant bien que I’écoulement est en
recirculation.

0.0e+00 020.3040506070.8 1.0e+00

FIGURE 5.25 — Source g = (g, g) : isovaleurs de g. Quelques lignes de courant en blanc

Commencons par présenter le cas ou I’équation de transport harmonique est bien posé,
pour b =10, a la pulsation w = 1.

Sur la figure 5.26, nous représentons les isovaleurs de Re(Ey) et Re(Ey). Notamment,
puisqu’il s’agit du cas ou I’équation est bien posée, nous arrivons a faire converger la solution
en raffinant le maillage.

Par contre, pour b = 2.5, toujours a la pulsation w = 1, la théorie prédit que I’équation
de transport doit étre mal posée le long de la ligne de courant {r = 2.1}. Nous tragons sur la
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Re(xi_y)

L OO0000000606°

o N— V@GO

FIGURE 5.26 — Cas b = 10. Isovaleurs de Re(&,) a gauche et Re(€,) a droite, a w = 1.

figure 5.27, pour plusieurs niveaux de raffinement du maillage, a 1.5x10%, 4x10% et 3x10°
degrés de liberté, a gauche les isovaleurs de Re (&, ) et a droite les courbes r +— Re(Ey(7,0 =
0), permettant de visualiser I’explosion le long de la ligne de résonance. Nous observons
alors qu’il n’y a pas convergence de la solution, et que la solution semble de plus en plus
singuliere le long de cette ligne de résonance au fur et & mesure que l'on raffine le maillage.
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-7.3e-01 0.58

. 0.56
04 0.54
0.52
0.2 05|
0 0.48
I—O-2 ou
0.4 0.42
0.4
.-7.0e-01 0.38
0.36
0.34
7.36-01 %
. 0.28.
04 0.26
02 0%
0 02
0.18.
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FIGURE 5.27 — Cas b = 2.5 : le probléme est mal posé, non convergence le long de la ligne
{(r*cos(0),r*sin(0)) : 0<O <2m}our=~2.1.

Avec recirculations : cas de la rotation solide. Nous verrons lors de I’étude spécifique
de I’équation de transport harmonique de Goldstein en écoulement circulaire que si 'on
augmente la pulsation, il y a de grande chance pour que I'on se retrouve dans la situation
ou la solution explose sur certaines lignes de courant, pour de plus en plus de lignes de
courant au fur et a mesure que la fréquence augmente. L’exception a cette regle est le cas de la
rotation solide, pour laquelle nous présentons alors briévement quelque résultats numériques
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a pulsation plus élevée.
Nous avions déja évoqué le cas de I’équation de transport dans un écoulement en rotation
solide. Cela correspond a choisir
vo(r,0) = arey,

ou a € R. Nous posons a = 1 et discutons selon la valeur de la pulsation. En effet, nous avons
vu que deux cas se présentaient, puisque a = 1,

— Soit w ¢ Z et I’équation est bien posée.
— Soit w € Z et I'équation est mal posée.

Nous utilisons la méme source gaussienne que précédemment pour les calculs. Commen-
cons par présenter deux cas de fréquence ou I’équation de transport est bien posée, pour
@ = 3.5 et pour w = 10.5. Nous représentons les isovaleurs de Re(&,) et de Re(Ey) sur la
figure 5.28, la premiére ligne correspondant a la plus haute pulsation w = 10.5 et celle du
bas a la plus basse w = 3.5. Les solutions obtenues sont stables par raffinement du maillage,
nous indiquant que nous avons atteint la convergence.

-2.0e-02

.70‘015

0.01
-0.0056

2.0e-02

.0.015

0.01
-0.0056

o
Re(xi_x)
o
Re(xi_y)

--0.005
-0.01
-0.015
'-2.0e-02

-0.005

-0.01
--0.015

-2.0e-02

-2.0e-01

Ions
01
005

2.0e-01

.70‘15

0.1
0.05

Re(xi_x)
Re(xi_y)

-0.05 -0.05
-0.1
-0.15

-2.0e-01

-0.15
--2.0e-01

FIGURE 5.28 — Isovaleurs de Re(&y) et Re(&y) pour w = 10.5 € Z (en haut) et w =3.5¢ Z
(en bas), I’équation est bien posée.

Pour illustrer le caractére mal posé, nous choisissons la pulsation entiére w = 10 et nous
tracons sur la figure 5.29 Re(&,) pour deux niveaux de raffinement du maillage, 1.5 x 104
degrés de liberté a gauche, et 4.4 x 10* a droite, tout en gardant le méme jeu de couleurs.
Nous constatons que la solution n’est pas stable par raffinement de maillage, traduisant le
caractere mal posé de I’équation. Il ne s’agit plus de 'explosion selon une seule ligne de
courant ici, mais toutes les lignes résonnent.
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Re(xi_x)

I 20

-3.0e+01

FIGURE 5.29 — Isovaleurs de Re(&,). Caractére mal posé a la fréquence w = 10 € Z. Lorsque

le maillage est raffiné, il n’y a pas de convergence : a gauche 15 x 10° degrés de liberté, a
droite 44 x 103 degré de liberté
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Nous nous intéressons dans ce chapitre au couplage de I’équation d’Helmholtz convectée
avec I’équation de transport étudiée dans la partie précédente pour former les équations de
Goldstein, que nous rappelons ici, pour une source acoustique f € L%(Q, pg) :

pODw (C(_)zDa)(P) -V (pOV(P + Pof) = Pof:
D& +(&-V)vg = Vo x wy,

ouD,, = —iw+v(-V estlopérateur de dérivée convective en régime harmonique. Rappelons
également que nous adoptons une vision perturbative des équations de Goldstein, I'inconnue
hydrodynamique & étant la correction apportée au gradient du potentiel acoustique Vg pour
le calcul de la vitesse acoustique v = V@ + &. Cette vision perturbative nous a amené a
considérer I'approche d’analyse théorique suivante. D’abord, nous résolvons I’équation de
transport a @ fixé et exprimons & comme un opérateur dépendant de Vg,

&= Aw,vo(V(P)r
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ensuite, nous traitons le probléme suivant, équivalent aux équations de Goldstein mais ne
portant que sur I'inconnue ¢ :

P0D (€5° Do)~ V- (po(ld + Ay u) (V) = pof. (6.1)

L’étude de I’équation de transport effectuée dans la partie précédente nous indique qu’une
condition suffisante naturelle pour pouvoir résoudre cette équation est de considérer des cas
ou I’écoulement porteur est domaine-remplissant. Nous renvoyons le lecteur a la partie IV
pour une analyse de I’équation de transport et du couplage de Goldstein ou des résonances
sont mises en évidence dans des cas particuliers d’écoulements ne vérifiant pas cette hypo-
these : les écoulements circulaires dans une couronne.

L’inversion de 'opérateur de transport et I’élimination de & résultante nous permet en-
suite de nous appuyer sur I'analyse de 1’équation d’Helmholtz convectée, a condition de
considérer que le rotationnel de I’écoulement porteur w est suffisamment petit. L’analyse
de I’équation d’Helmholtz convectée est connue sous diverses conditions aux limites. Par
exemple, dans le cas du probléme en écoulement uniforme borné a I’aide de Perfectly Mat-
ched Layers (PML), on pourra se référer aux travaux de E. Bécache, A-S. Bonnet-Ben Dhia et
Legendre [60, 61]. Le probleme posé en écoulement localement potentiel avec condition aux
limites de Sommerfeld est démontré bien posé dans la these de S. Duprey [62]. F. Casenave,
A.Ern et G. Sylvand [1, 63] ont également démontré le caractere bien posé , lorsque ’équa-
tion d’Helmholtz convectée est couplée a des équations intégrales servant de conditions aux
limites. L’analyse que nous présenterons du cas potentiel est une version adaptée aux condi-
tions limites approchées que nous établirons dans le cas non potentiel pour les équations de
Goldstein.

Méme si 'analyse des équations de Goldstein en tant que telles n’ait, a notre connais-
sance, pas été faite dans la littérature, des équations équivalentes (sous certaines conditions)
ont été étudiées. C’est notament le cas des équations de Galbrun, établies dans son livre [32]
de 1931. Les travaux de A-S. Bonnet-Ben Dhia, Mercier, Millot, Pernet et Peynaud, comme
cités ci-avant d’abord en écoulement uniforme, ont été étendus au cas d’écoulements locale-
ment non potentiels mais domaine-remplissant. Lorsque le domaine est borné par des PML, le
caractere Fredholm a été démontré, [64, 36], sous des hypotheses de controle des constantes
de continuité de I'inverse d’un opérateur de double transport harmonique scalaire.

Nous proposons un résultat similaire pour les équations de Goldstein. C’est pourquoi
la restriction sur la petitesse du rotationnel de ’écoulement porteur était attendue. C’est
essentiellement la mesure de ce rotationnel qui quantifie ’aspect perturbatif des équations
de Goldstein par rapport au modéle potentiel. En particulier, nous prendrons soin d’analyser
nos conditions a la lumiére d’une famille d’écoulements (pg,vg),], dont le rotationnel est

contr6lé par le parameétre 7 : ||a)g||0<, < |y|, pour 7 se rapprochant de 0. Nous prouvons
que le probleme de Goldstein releve de I’alternative de Fredholm lorsque le rotationnel de
I’écoulement porteur n’est pas trop grand, ou autrement dit pour la famille d’écoulements
vg, pour # plus petit qu'un seuil : || < 7.

Nous terminerons ce chapitre par une section moins formelle de discussions des hypo-
theses faites sur la géométrie et I’écoulement porteur jusqu’ici. Nous verrons que ces hypo-
théses ne sont pas toutes compatibles a strictement parler et nous évaluerons leur éventuel
relachement et leur pertinence de modélisation physique.
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6.1 Géométrie et écoulement porteur considérés

Dans cette section, nous précisons dans quelle géométrie nous nous plagons et rappelons
quel type d’écoulements porteurs nous considérerons.

Ecoulement porteur. Nous considérons dans le\OR, d = 2 ou 3, un écoulement porteur
caractérisé par sa densité p, sa pression p et son champ de vecteurs vitesse v. L’ensemble
Og est une union de domaines de IR représentant des obstacles impénétrables, qui corres-
pondent en pratique a des morceaux de ’avion : 'aile, une partie du réacteur, etc.

Nous supposons par soucis de simplicité que ces grandeurs, qui apparaissent en tant que
coefficients de I’équation de Goldstein, sont suffisamment régulieres, en particulier, lors de
I’étude de I’équation de transport nous avons supposé que v était de classe C!. Nous avons
également supposé que la densité de I'air p; est bornée par deux constantes strictement
positives, p, et p_ :

Vx € RY\Og, p- < polx) <p,.

Les espaces fonctionnels qui apparaissent dans cette étude incorporent souvent comme poids
la densité p de I'écoulement. Par exemple, pour un domaine (), nous utilisons L(Q, py) ou
H(Qg, pg). De méme nous avons construit 'espace du graphe de I'opérateur de transport,
H(Q, v, po), & partir de I'espace L>(Q), py). Comme nous avions fait la remarque a la partie
précédente, compte tenu de I'hypothése du caractére borné de py, tous ces espaces sont
les mémes que leur équivalents sans le poids py. L’intérét de garder ses poids est pratique,
cela allége les majorations du type Cauchy-Schwarz en intégrant dans la norme la mesure

Po(x)dx.

On s’intéresse typiquement a un écoulement issu d’un calcul CFD résolvant les équations
de Navier-Stokes. Un tel écoulement ressemble a celui présenté tres schématiquement en
figure 6.1. En particulier, il est uniforme a I'infini. En effet, lorsque 'on est suffisamment loin
de 'avion, on considére que I’écoulement devient uniforme et qu’il n’y a plus d’obstacle,
c’est-a-dire qu’il existe un domaine borné (), et des constantes p.,,po, > 0 et v, € R?
telles que Ogr C Q) et

Vx € IRd\QOO, P0(X) = Poor Po(X) =P et Vo(x)= V.

Enfin, du point de vue de I’écoulement, les obstacles Oy sont supposés rigides, c’est-a-
dire que la vitesse v est tangentielle a la frontiére de ceux-ci :

Vx € d0g, vo(x)-n(x)=0.

Borner le domaine de calcul. Pour procéder a un calcul numérique de type éléments
finis, il est nécessaire de borner le domaine de calcul. Nous placons la frontiére de notre
domaine suffisamment loin de la zone de perturbation de ’écoulement, la ou I'écoulement
est uniforme, comme montré sur la figure 6.1 en pointillés. Cette frontiere peut aussi inclure
une partie des obstacles rigides. En notant le domaine de calcul Q, la frontiére JQ se partage
donc en deux parties, une rigide Iz et une sur laquelle I’écoulement est uniforme I :

QQ = Foo UFR,
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vo(x,y) = vce

re /FOO

ree
—
( Ok \+

Of @D wole.y) 0

\FR Q

FIGURE 6.1 — Géométrie schématique pour I’étude théorique des équations de Goldstein

telles que
Vx € 1—‘ool pO(x) = pool pO(x) =P et 'l/o(X) = Voo
Vx elgr, wvo(x)-n(x)=0.

De plus, nous supposons que la vitesse de I'écoulement satisfait
vy est Q-remplissante,

de maniere a pouvoir appliquer les résultats établis pour ’équation de transport harmonique.
Nous supposons également que la frontiére est de classe C! par morceaux. Cette hypothése
de régularité est suffisante pour définir un vecteur normal n(x) pour presque tout x de la
frontiére JQJ.

6.2 Conditions aux limites pour les perturbations acous-
tiques

Le domaine et sa frontiére a présent définis, nous souhaitons établir des conditions aux
limites pour les équations de Goldstein.

6.2.1 Parties rigides : I;.

La partie de la frontiére la plus simple a traiter est la partie que nous avons considérée
rigide du point de vue de I’écoulement, I';. En effet, nous nous contenterons de la considérer
également rigide du point de vue acoustique, entrainant le fait que la vitesse acoustique v
est également tangentielle :

Vxelg, v(x)-n(x)=0.
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Exprimons alors cette condition a I'aide des inconnues ¢ et £ des équations de Goldstein.
Puisque nous avons

v=Vp+§¢,

il vient simplement que

Vxelg, (Vp+&)-n(x)=0.

Il est possible d’utiliser des conditions aux limites plus compliquées sur la frontiére des obs-
tacles, par exemple pour prendre en compte de ’absorption acoustique de ceux-ci, particulie-
rement lorsqu’ils sont traités par de matériaux absorbants par exemple. Nous ne considérons
pas cette problématique dans cette thése et nous restons a la modélisation plus simple d’obs-
tacles purement rigides.

6.2.2 Une famille de conditions de rayonnement sur [ .

Il reste a définir les conditions aux limites sur la frontiere [, sur laquelle nous rappelons
que ’écoulement est supposé uniforme.

Dans le code ASERIS d’Airbus, le domaine ou est résolu ’équation d’'Helmholtz convec-
tée, le modele potentiel, est borné par des équations intégrales qui permettent d’exprimer la
condition de radiation exacte mais ajoute des inconnues surfaciques au probleme. Méme si
I'onde acoustique rayonnée au loin est la principale quantité d’intérét du probléme indus-
triel, nous nous concentrons dans cette thése sur la partie volumique du couplage FEM/BEM.
C’est pourquoi, nous simplifions notre approche en proposant pour I’analyse des équations
de Goldstein une famille de conditions absorbantes du premier ordre sur le bord I',. Cette
famille dépend d’une fonction parametre A ne dépendant que de la géométrie de la frontiére
I, et du type d’ondes planes dont on souhaite privilégier I’absorption.

Un autre possibilité qui a fait ses preuves pour I’équation d’'Helmholtz notamment est
d’utiliser les célebres « Perfectly Matched Layers » introduites par Bérenger [65] en 1994
et d’abord appliquées a I’électromagnétisme [66]. Ces conditions sont également utilisables
pour I’équation d’Helmholtz convectée en écoulement uniforme [60] ou potentiel pour I’équa-
tion de Galbrun [61], ainsi que pour les équations d’Euler linéarisées [67].

Néanmoins, ’analyse que nous avons faite des équations de Goldstein dont le domaine
de calcul est borné par des PML ne nous satisfait pas complétement. En effet, les conditions
obtenues pour aboutir au caractére Fredholm du probleme mélent des conditions sur les pa-
rametres PML aux conditions portant sur I’écoulement porteur. Nous renvoyons le lecteur
a I'annexe A.3 pour les détails de notre approche. Néanmoins, pour son efficacité numé-
rique, c’est 'approche que nous avons choisie pour nos illustrations numériques 2D. Nous y
reviendrons donc dans le chapitre 7.

Résolution du transport et intégration par parties. Commencons par la simple re-
marque que, puisque 1’écoulement est uniforme en dehors du domaine () et que nous ne
considérons pas de source de rotationnel a 'extérieur, il vient que sur le bord entrant I'_, le
¢ est prescrit a zéro. Ceci donne la condition aux limites suivante :

E=0, sur [.

Ensuite, puisque nous nous sommes placés dans le cadre d’'un écoulement dont la vi-
tesse v est domaine remplissante, 'opérateur de transport de Goldstein 7, ,, est, d’apres
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la deuxiéme partie de ce manuscrit, un isomorphisme de H™(Q, v, pg) dans L*(Q, po)d et
permet donc d’isoler &, pour un ¢ € H(Q, py) donné, dans I’équation

Dwé"'(é'v)vo:V(wao dans Q)
E=0 sur I.

A T'aide de I'opérateur de transport 7,0, o0 définit Popérateur A, , qui & V@ associe
6 (S H_(Q,vo,po) : .
&= Aa),vo (VGU) = Tw_,vo (V§0 x wO)-

Ainsi, les équations de Goldstein

Pour f € LZ(Q,pO), trouver (¢, &) € Hl(Q,pO) x H™(Q,vg,pop), tels que
poDu (¢o°Dup) = V- (PO(V(P +&))=pof,

D& + (6 -V)vo =V x w,

+ Cond. Lim.

s’écrivent de fagon équivalente :

Pour f € L*(Q, Po), trouver @ € HY(Q, o), tel que

P00 (cg” D) = V- (Po Ve + poAwwy (V) = pof (6.2)
+ Cond. Lim.

Dans un premier temps, présentons les calculs d’intégration par parties liés a I’équation
(6.2), en prenant soin d’expliciter les termes de bord. En se donnant des fonctions régulieres
@, € C*(Q)), et en utilisant I’équation d’Euler stationnaire V- (pyvg) = 0, on obtient :

f poDo (¢o” D) = f —p0¢5 Do Dt +J Po¢y D@ (vo - 1)
Q Q 0Q

puis,

_L V- (po(Ve +&(0))) P = L pO(V(p Vi +&(p) -W) - LQ PoduPY.

En introduisant les grandeurs adimensionnées usuelles, le nombre d’onde et le Mach de
I’écoulement porteur :

@ v
ko =— et MO = —O,
Co Co

et en développant les dérivées convectives, on obtient la formule d’intégration par parties



6.2 Conditions aux limites pour les perturbations acoustiques

131

suivante
[ ool (00) =5 (ol vo+ £190)) [

=J; po[qu-VE—(MO-V@)(Mo-va)—kg(pa_iko(Mo.v(p)m ikop(M .V@]
+ [ Poun, (Vo) VT
Q

r

+JaQPO{(M0'")(—iko+Mo'V)QD—V(P'"—A@,,}O(Vgo)m}E.

Déterminer les conditions de radiation revient a exprimer la quantité :
B(@) = ¢y (Mg 1) Dy — ((1d+ Ay Vo) - 1,

apparaissant sur le bord dQ du domaine. Remarquons tout de suite que sur la partie Iy de la
frontiére, nous avons supposé que la vitesse, et donc aussi le nombre de Mach M de I’écou-
lement porteur y sont tangentiels et qu’il en est de méme des perturbations acoustiques. Cela
nous ameéne donc a la simple relation

B(g)=cy' (M- n)Dw(p—((Id+Aw,vO)V(p) n=0 sur [}

Concernant la partie I, de la frontiére du domaine, nous avons des simplifications car I’écou-
lement y est uniforme, notons ses caractéristiques sur I, :

w

Coo

En utilisant que A, ,, (V¢) = 0 sur le bord entrant I'J := I, N dQ7, il vient :

B(g)= My -n)(-ike + My, - V)@ -Vo-n-A,, (Vp)-n sur T,
B(p)=(My-n)(~ikee + M, - V) -Ve@-n sur I,
B(p)=-Vo-n-A,, (Vo)-n sur Io.

Famille de conditions aux limites absorbantes. Donnons a présent la famille de condi-
tions aux limites que nous allons considérer. Aux paragraphes suivants nous présenterons
ensuite un cas entrant dans ce cadre. Soit A : I, — IR}. Nous considérons la famille de
conditions aux limites données par :

B(@) = —ikeAp— (M, 1) Ay o (V@) n, sur I (6.3)

6.2.3 Exemple d’obtention d’'une condition aux limites absorbante
approchée

Présentons une approche aboutissant a des conditions absorbantes de la famille de celles
énoncées a la sous-section précédente (6.3).

Comme nous cherchons des conditions locales en x € I, quitte a redresser les coordon-
nées localement autour de ce point. Aprés redressement, nous supposons que le domaine est
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situé dans le demi-plan {x < 0} et que la frontiére est en {x = 0}. Trois cas se présentent. Il
peut s’agir d’un point x de la frontiére sortante I}, entrante I’ ou encore glissante I'"..

Point de la frontiére sortante [. Commencons par un point de la frontiére entrante.
Dans le domaine {x > 0}, on est hors de (), ’écoulement y est donc supposé uniforme. Les
équations de Goldstein dans le demi-plan {x > 0} s’écrivent alors :

(—ikeo+ My -V)> 0 —A@-V-& =0,
(mikeo + My, -V)E =0.

Supposons que ¢ et & sont connues sur la frontiére :

?(0,9)=¢%y) et &(0,y)=&%y).

Nous effectuons une transformée de Fourier dans la direction tangentielle a la frontiére,
c’est-a-dire selon la variable p, ce qui revient a chercher des solutions ¢ et £ sous la forme

P(x,y) = p(x)e’P? et E(x,y)=E&(x)e'F?,

ou € IR. Comme les équations de Goldstein en écoulement uniforme se découplent, nous
pouvons commencer par résoudre I’équation de transport et exprimer £. En remplacant &
par la forme de la solution recherchée &(x)e'? dans I’équation de transport, on trouve que

—ikoo&(x)e'PY + cos(a)MooZ—i(x)eiﬁy +sin(a)Muipé(x)e'? = 0,

ou 'on a noté a I'angle que fait le vecteur de direction de ’écoulement extérieur e avec la
frontiére, comme illustré sur la figure 6.2. L’équation se met alors sous la forme

dé .
+1

cos(a)MooE

(—keo +sin(a)fM,) & = 0

et admet donc pour solution

N ikooX

& (x) = E ettt NP

L’équation de Goldstein se réduit donc a une équation en ¢, avec pour second membre
V- (&E(x)e'P?) et on trouve

—iko + cos(a)M, 4 +iBsin(a)M P (2 2o dé, +iBE
(o} oodx ﬁ wo| ¢ dx2 ﬁ P = dx ﬁ v
Le membre de droite de ’équation est connu et vaut

déx ik koox itan(a)pBx

T + iﬁéy = ((m - iﬁtan(a))ég + iﬁé}?)ecos(a)—

Le calcul pour  quelconque peut étre mené jusqu’au bout mais conduit a une expression
complexe qui de plus n’a pas de transformée de Fourier inverse explicite. Nous obtenons
alors une condition approchée en nous intéressons qu’aux ondes qui arrivent localement
perpendiculairement a la frontiere, ce qui revient a prendre = 0.
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<0 ] 0 <z

FIGURE 6.2 — Frontiére sortante avec écoulement uniforme a I'extérieur : M e

Ainsi, & se simplifie en

ikooX

é(x) — éoecos(a)Moo .

Passons a la résolution I’équation homogene en ¢, ou I'on a choisi f =0 :

2 R
d d>¢

A

ix) ¢z =0

—iko + cos(a)M,

L’équation caractéristique de cette équation se factorise en
(—ikeo + cos(@)M X + X) (—iks + cos(a)MoX — X) =0,

et on obtient donc ainsi pour base de solutions

x> ekt et x o efhe¥
avec k k
ki=—>2—— et k= ——
1+ cos(a)M,, 1 —cos(a)Mq,

Seul k%, correspond a une onde sortante et ceci peut s’obtenir par un raisonnement par
absorption, consistant a transformer le nombre d’onde k en un nombre d’onde complexe
ki, = ko +ie o € > 0. Cette transformation montre que la solution de la base correspondant
au nombre d’onde k_, diverge lorsque (x,y) est dans le demi-espace que nous considérons
{x > 0}, en utilisant que I’écoulement est subsonique 1 — cos(a)M, > 0, il vient

—ikoot€

Ieik;OX| — el—cos(oz)Moo —— 400,
X—+co

alors que la solution correspondant au nombre d’onde k, tend vers 0 a 'infini en présence
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d’absorption, ce qui est attendu du point de vue de la physique :

et ikoo—€
'el oox' — el+cos(a)Moo SN O
X—+00

On ne retient donc que la solution, dite sortante, méme lorsque I'on néglige ’absorption
€, correspondant au nombre d’onde k},. Cherchons & présent une solution particuliére a
I’équation avec second membre de la forme

ikooXx

X > Aecos@Meo
On trouve en remplacant, que
. 2 . 2 . . o0
ikooX ikoo n cos(a)Meo
A _Zkoo + COS(a)Moolk—oo ecos(@Me _ A Zk—oo ecos(@Meo = é)(c) lkooe—
cos(a)M, cos(a)Mq, cos(a)M,

d’ou 'on déduit

Finalement, on a donc obtenu le couple de solutions suivantes dans le demi-plan {x > 0},

7 ’ A oS O
étant données les traces aux bord ¢ et & :

S A _ koo
(S(X,y) = g(x) = g)(zecos(a()MoQ

R R cos(a)My, ~g\ —theox  cos(a)M, rq —tkeox
(P(x,})) — (P(x) — (pO _ Z%ég e 1+cos(a)Meo 4 1%52 e cos(a@)Meo |
o o0

Rappelons que nous souhaitons exprimer la quantité suivante en x = 0 :
-1 £
B(p)=cy My -n)Dy@o—-Vo-n—-£-n,
qui s’écrit pour les expressions de @ et £ trouvées, car n = e, par :

dg

B(p) = —(1 - cosz(a)Mfo) e ikoy cos(a@) M@ — &,
En x =0, comme on a
dp _ ike o .cos(@)My 20\ 0
dx  1+cos(a)M ((P : koo Ex| =S

il vient

ke (g0 ;cos(@)Me

1 +cos(a)Mq, ¢ ke X
—iky, cos(a) M@0 — &0

= — ik @® — cos(a)M &P,

S
)
I

- (1 —cos*(a)M?> )

[o0]

Cette expression s’interprete de fagon plus intrinseque en utilisant que cos(a)My, = M - n,
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&y = & -n, on trouve finalement que :

B(@) = —ikeop — (Mo, -n)&-n sur T,

Point de la frontiére entrante. Nous allons plus vite pour un point de la frontiére en-
trante. Il s’agit d’appliquer la méme technique, avec la simplification importante que & est
nul en amont, ainsi, il n’y a que ¢ a déterminer, on éliminera de méme les ondes qui ne sont
pas physiques par introduction de ’absorption, en cherchant ¢ sous la forme ¢ = @(x)e'F?
et en ne considérant que les ondes horizontale, pour f = 0. En procédant ainsi, on trouve
plus simplement que

B(p) =—-ikyo@ sur IT.

Point de la frontiére glissante. Pour ce qui est de la frontiere glissante, la quantité que
nous devons estimer au bord se simplifie car M ,-n =0 :

B(p)=(My-n)(-ikeoe@p+My-Vp)-Vp-n—-&-n=-Vo -n.

Etant convecté par les lignes de courant, £ ne traverse pas la frontiere qui est dans ce cas
une ligne de courant. On trouve ainsi,

Vo -n=ikyp sur I

6.3 Analyse des équations de Goldstein avec conditions
aux limites de rayonnement approchées

Dans cette section, nous analysons les équations de Goldstein dans la géométrie et pour

I’écoulement porteur présentés dans la section 6.1 et pour les conditions aux limites (6.3)

introduites dans 6.2. Résonant par perturbation, notre analyse s’appuie sur les mémes tech-

niques que I’étude du cas potentiel. Nous commencons donc rappeler cette analyse, pour
ensuite passer aux équations de Goldstein.

6.3.1 Rappel du cas d’un écoulement potentiel

Dans le cas d’'un écoulement porteur potentiel, i.e. tel que wy = 0, la résolution de I'équa-
tion de transport donne A, ,,, = 0 et les équations de Goldstein (6.1) se simplifient en

Trouver @ € H(Q, o) tel que
pODa) (CaszgO) -V (pOV(P) = pOf

En adjoignant les conditions aux limites (6.3) proposée sur [, qui se simplifient car A, ,,, =
0:
B(@) = —ikeoAp — (M, - 1) A, (V@) - 1 = —ik A,

et celles sur Iz, qui se simplifient également

Vo-n+ A,y (Vp) - n=Vo-n=0,
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la formulation suivante du probléme de Goldstein en écoulement potentiel devient :

Pour f € LZ(Q,po), trouver ¢ € HYQ, o), tel que

poDy, (CEZDw(p) -V (poVo) =pof dans Q, (6.4a)
Vo -n- (M, -n) D,p =ik A@ sur [, (6.4Db)
Vo-n=0 sur Ij, (6.4c)

Remarque 6.3.1. Une autre approche peut étre envisagée pour trouver une condition aux li-
mites absorbante dans le cas potentiel. La transformation de Lorentz peut étre utilisée pour se
ramener a I’équation d’Helmholtz dans la zone ou I’écoulement est uniforme, puis en appliquant
la condition de radiation de Sommerfeld et apreés un retour a lespace physique par application
de la transformée de Lorentz inverse, on obtient une condition sur I, du type

Vo-n —c(_)1 (My-n)D,@ =ik, sur I,

ou A(x) est une fonction a valeurs réelles strictement positives qui dépend de la forme de la
frontiére du domaine considéré et peut étre explicitée pour des géométrie simples. Par exemple
pour un domaine en forme de disque centré en O et de rayon R : () = B(0, R), on obtiendrait
. 1 :
My -n)D, @ = ik, @(Rcos(0),Rsin(0)).
1 —sin%(0) M2

o

Cette condition s’améliore lorsque la distance aux sources et a la zone ou I’écoulement n’est pas
uniforme s’accroit.

Nous obtenons alors le probleme variationnel donné par la proposition suivante.

Proposition 6.3.2 (Formulation variationnelle). Pour un écoulement potentiel, le probléme de
Goldstein (6.4) est équivalent au probléme variationnel suivant :

Pour f € L*(Q, o), trouver @ € Hl(Q,po) tel que

Vl’b € Hl(Q' pO)f apot((P' ¢) + bpot((P’ 4’) = J;) pOfE' (6-5)

ou les formes sesquilinéaires a,y; et by, sont définies sur HY(Q, pg)? par :

Bpor () = L po| Ve - VI — (M- Voo ) (Mo - Vip) + 0] - z‘kmfF PoAPY,
bpot (@, ) = JQ Po[ —(1+k3) @ — iko(Mo - Vop ) + ikop( My V@)]

Preuve. La preuve est directe en appliquant les théorémes de densité et la formule d’inté-
gration par parties, [68]. [

Enoncons présent le résultat principal de cette section qui fournit le caractére bien posé
des équations de Goldstein dans le cas d’un écoulement potentiel borné par des conditions de
radiation approchées. Pour le caractére bien posé de ce modele potentiel, lorsque 'on borne
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le domaine avec des équations intégrales, on pourra se référer aux travaux de F. Casenave,
A. Ern et G. Sylvand [63].

Théoréme 6.3.3 (Caractére bien posé : cas potentiel). Le probléme de Goldstein en écoulement
potentiel avec les conditions de rayonnement approchées (6.5) est bien posé sous la condition que
Pécoulement soit subsonique

1 —sup IM o(x)|* > 0. (6.6)
xeQ)

En particulier, on a :

— Le probléme reléve de alternative de Fredholm : ay,; est coercive sous la condition (6.6)
et bpot est une perturbation compacte.

— Il y a unicité de la solution.

Preuve. Procédons par étapes

e Commengons en montrant que sous la condition (6.6) la forme sesquilin€aire a,,; est
coercive. Pour ¢ € H'(Q, pg), on a

opulp9)= | po[IVP M0 V)P + o]
2
> j Po(1 —sup [M(x)| )|V(P|2 + polol?
Q xeQ)

2
> (1 —sup |M0(x)| )||§0||12{1(Q,po)'
xeQ)

e Le fait que la forme sesquilinéaire b,,,; est associée a un opérateur compact est classique
et vient de I'injection compacte de H'(Q) dans L?(Q) et du fait que bpot(@, P) ne fait

intervenir de dérivée que sur une seule des deux fonctions ¢ et 1.

e Montrons 'unicité de la solution. Soit ¢ € H'(Q, py) satisfaisant I'équation avec un
second membre nul f =0 :

VIzb € Hl(Q' pO)! apot((Pf #’) + bpot((P’ be) =0.

Ainsi, en choisissant classiquement ¢ = ¢ comme fonction test et en prenant la partie
imaginaire de la formulation variationnelle, on trouve :

0= Im(apot(go,(p) + bpot((p,(P)) = kooJ\ poAlel*.

(o]

Ceci montre, car pg, A > 0, que ¢ = 0 sur I',,. On obtient alors que Vg -7 = 0 sur I, ot
T est le vecteur tangent et en utilisant la condition aux limites, on trouve que V- =0
sur la frontiére I,,. On conclut par un argument classique de continuation unique pour
les équations elliptiques que ¢ = 0 concluant la preuve de 'unicité.
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6.3.2 Cas des équations de Goldstein en écoulement rotationnel

Généralisons a présent une partie des résultats obtenus précédemment pour le cas d’'un
écoulement potentiel au cas d’'un écoulement de rotationnel. Nous verrons que nous pour-
rons conclure que si la vorticité suffisamment faible. Pour pouvoir continuer a utiliser 'opé-
rateur A, ,, , nous continuons a supposer que I'écoulement est ()-remplissant. L’étude des
équations de Goldstein en écoulement quelconque étant tres compliquée, nous nous repor-
tons leur analyse a la partie IV pour une classe d’écoulements non ()-remplissant particu-
liers : les écoulements circulaires dans une couronne.

La complexité principale par rapport au cas potentiel est que & # 0. En particulier, rap-
pelons les conditions aux limites choisies pour borner le domaine de calcul en présence de
I'inconnue hydrodynamique & :

((1d+ Ag0,)VQ) 1= (M- m)Dyyp = ik Ap + (Mg 1) Ay (Vo) -1 sur T,
((Id+Aw,vO)V(p)-n —c;ol(Moo-n)Dw(p =0 sur [y

On obtient ainsi la formulation suivante du probléeme de Goldstein :

Pour f € L*(Q, py), trouver @ € H'(Q, py) tel que :

p0Du (cg° D) = V- (poVe + poAw,uy (V@) = pof dans Q, (6.72)
munie des conditions aux limites :

((Id + Aw,,,O)VQD) n— (Mo 1)Dy, ¢ = itkeo Ap + (M, -n) A, , (V@) -n sur T, (6.7b)
((Id + Aw,vO)V(p) n=0 sur Iy, (6.7¢)

Proposition 6.3.4 (Formulation variationnelle). Le probléme de Goldstein avec conditions de
rayonnement approchées (6.7) est équivalent au probléme variationnel suivant :
Pour f € Lz(Q,pO), trouver @ € Hl(Q,pO) tel que

Vg e HYQupo)  agora @)+ byoralpr —fpofab 63)

ou les formes sesquilinéaires ag1q et bgoiq sont définies sur HYQ, pg)? par:

agold((Pf ¢) = apot((P' ¢) + J;) pOAw,vo(V(P) : V%

Gpot = L po[Vep - Vb — (M- Voo ) (Mg - Vi) + 9] - ik er P0APY,

et

bgold(¢l¢) = bpot((Pﬂub) poo(( ) va(V(P) n'¢>H V2(T8),HY2(Th)»

bpot = JQ Po[ —(1+k3)pp — iko(Mo - Vop ) + ikop( M V@)]

Le théoréme suivant donne le caractere Fredholm du probleme de Goldstein posé en
domaine borné par des conditions aux limites rayonnantes approchées.
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Théoréme 6.3.5. Le probleme de Goldstein avec condition de radiation approchée (6.7) reléve
de Ualternative de Fredholm sous la condition :

1—sup|Mo(x)* > llwollr=)C(Q, v), 6.9)
xeQ)

ou l'on rappelle U'estimation donnée dans le théoréme 4.1 de la constante C(Q),v) :

2TVl — 1= 27 Vgl
Vool

C(Q,vg) = v

s

ou t* est le temps de parcours maximal pour traverser le domaine () en suivant une ligne de
courant a la vitesse vy.
Nous avons en particulier,

® dg,1q est coercive sous la condition (6.9)

° bgold est une perturbation compacte

Preuve.

o Coercivité de agy4. Soit ¢ € HY(Q, Po)- Le terme a,,; est coercif sous la condition (6.6)
obtenue dans le cas potentiel. Le terme additionnel

fQ 00 A, (VP) -V,

n’étant ni compact, ni coercif, nous le traitons comme un terme continu dégradant la
condition de coercivité du cas potentiel, de la facon suivante :

Rz(agold((P' (P)) = Rz(apot((P’ QD)) + J;) pOAw,vo (V(P) ’ Va
> (1= inf Mo 1,1 0,0y~ e (VO 1200, 2 IV 21,0

D’apreés 'estimation en norme L? obtenue dans la partie sur ’étude de I’équation de
transport en régime harmonique (II), puisque 7, ,, 0 A, 4, (V@) = Vi X wy, il vient :

IA

140,00 (V)| 2 12 < CQ 001V X 021022

< C(Q, vo)llwollz=)IVPllL2(Q,p0)2

C
C(€Q, vo)llwollr=()llPllE1 (2, p0)

IA

o Compacité de by, 4. Montrons a présent que la forme sesquilinéaire est associée a un
opérateur compact. Nous avons déja évoqué le fait que le premier terme b, de bgo1g
est associé a un opérateur compact, il ne reste qu’a le démontrer pour le second terme :

(0, ) > {Poo(M oo - 1) Ay o (VQ) - 1,00 ) 172108 121

A ¢ € HY(Q) fixé, on associe la forme linéaire I, définie sur HYQ, py) par :

Vip e HY(Q,p0), o) = (poo(Moo 1) Agy oy (V) - 1, 1212 121
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qui est bien continue car
Ve H'(Qpo) o)l < Crr [[peoM oo - 1) Ay (V|| i sy 1911 (0,1

ou C;, > 0 est la constante de trace dans H!((Q, py). Par le théoréme de Riesz, on peut
donc définir un opérateur continu B : H!(Q, pg) — H!(Q, py) caractérisé par

Yo, e H(Q,p0),  (BO,P)1(0,py) = Lp()-

Nous devons montrer que B est un opérateur compact. En appliquant le théoréme de
trace3.2.4, A, ,, (Vo) € H(Q), vy, pg) posséde en fait une trace dans I'espace LA(T2, poIM -
n|) etona

Yo, p e HY(Q,p0)  |(Be, )] < [[Au,uy (V)| o 1 M 2l o)

:pO'Moo'n|

Il existe de plus une constante C,, > 0 telle que

”-Aa),vo(V(P)”Lz(l"g,,pMM‘nD < Cy”Aw,vo (V(P)”H(Q,vo,po)-

Et en vertu de lestimation a priori (4.1) de I'opérateur de transport trouvée dans le
chapitre 4, appliquée au cas de I’équation de transport de Goldstein A := Vv, il vient :

[Aawo (V|5 < C(Q,vo)llwo x Vll2(,pq)1-

Q,v0,p0)
< C(Q, vo)llwolle@)IVllL2 (0, pp)e-

Nous avons donc montré I'existence d’une constante
. 1/2
C = |M|" C, C(Q,vg)llwollze(ay > 0,
telle que

Vo, e H(Q,00),  |(Bo, )i (0,p0)| < Cllll ,p0) [ lli2(0,py)-

Il est classique qu’une telle inégalité entraine alors la compacité de 'opérateur B. En
effet, si 'on considére par exemple une suite (¢, ),en bornée dans H!(Q, py), alors
(B@,,)nen est également bornée dans H!(Q), py) et quitte & extraire converge dans
L?*(Q), py). En particulier, (Bg,,),cn est dans Cauchy dans L?(Q), py) et 'inégalité trou-

vée appliquée a ¢ = ¢, — @,, et Y = Bp,, — Be,,, il vient
IB@s = BullF1() ) = (BOn = BPm BOw = BP0,
< C”(Pn - (Pm”Hl(Q,pO)”B(Pn - B(Pm||L2(Q,p0)'
Comme le terme ||, —@ |1 () €st borné, on en déduit que (B, ) ,ei\ est de Cauchy
dans H!(Q), py) et donc converge, ce qui termine la preuve du caractére compact de B.

Nous remarquons que la condition obtenue pour garantir le caractére Fredholm (6.9) est
I’analogue de celle (6.6) obtenue dans le cas potentiel qui correspond a imposer que I’écou-
lement soit subsonique. En effet, lorsque le rotationnel est nul w = 0, les deux conditions
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coincident. Nous sommes alors tentés de dire que lorsque le rotationnel d’un écoulement
subsonique est faible, ||w|| .~ (), le caractere Fredholm des équations de Goldstein est garanti.
C’est vrai, mais il faut prendre garde au fait que la constante C(€2,v() dépend également de
la vitesse de I’écoulement et également de son gradient. L’interprétation de cette condition
comme imposant a un écoulement subsonique d’étre a faible rotationnel fait ’objet de la
sous-section suivante.

6.3.3 Famille d’écoulements faiblement rotationnels

Nous souhaitons réinterpréter la condition (6.9) comme imposant a I’écoulement porteur
le fait d’étre d’'une part subsonique, comme dans le cas potentiel, mais également d’avoir un
faible rotationnel. Nous considérons pour cela une famille d’écoulements paramétrés par un
réel 1 € IR, (pg,pg, vg) dont la vitesse s’écrit sous la forme :

vy = Vebo + 1] wo,

. . . . s/ =0
ou ¢ est un potentiel scalaire de sorte que pour # = 0, la vitesse de I’écoulement vg =V
soit potentielle. La fonction vectorielle w est un profil fixé contenant caractere le rotationnel
de cet écoulement car

wg = Vx (Vo +nwo) = 1 V x wy.

Pour normaliser le rotationnel de vg, nous choisissons la fonction w telle que

IV xwollos =1,

de sorte que le parameétre 77 est une mesure du rotationnel de la vitesse vg :

1
lwglloo =17
Enfin, en nous choisissons cette perturbation a support compact dans () :
supp(wg) C Q.

Nous verrons a la fin de ce chapitre qu’il est en fait impossible que cela représente un écoule-
ment satisfaisant les équations d’Euler stationnaires exactement, mais choisissons le comme
modele pour les simplicités qu’il apporte. Un tel écoulement conduit a une stabilité des dé-
finitions de la partition de la frontiere de (), indépendant de # : en effet, du fait que pour
x € 0Q), vg(x) = v(x), il vient :

{x € dQ : +v](x) n(x)> O} = 00,
{x € 0Q) : vg(x) ‘n(x) = 0} =",
A la lumiére de cette famille d’écoulements, nous nous intéressons a la condition (6.9).

Nous allons montrer que pour un rotationnel suffisamment petit, i.e. pour un # suffisamment
petit, cette condition est satisfaite. Bien siir, nous devons considérer que I’écoulement poten-

ST =0 .o .. . , ,
tiel limite v, ~ satisfait au minimum les conditions suffisantes que nous avons énoncées pour
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que le probleme potentiel soit bien posé, c’est-a-dire que nous le supposons subsonique,

=02

1 20
—sup >0,

=0
xeQ) c”

domaine-remplissant. Nous supposerons de plus que la dépendance en 7 des autres gran-
deurs caractéristiques de I’écoulement, pg et pg, est réguliere.

Analysons le comportement de la constante C((2, vg) associée a la famille d’écoulements

considérée (vg),] intervenant dans la condition (6.9) sous laquelle le probléme de Gold-
stein est de Fredholm. Pour cette famille d’écoulement, le lemme suivant montre que cette
constante est bornée.

Lemme 6.3.6. La constante C (Q,vg) définie par

2t5|lvg *
\/e illvolles _ 7 — 25 Vvl

IV lleo

C(Q,v]) =

est bornée uniformément pour 1 €] — 119, yo[, out 179 > 0 est fixé.

Preuve. Pour simplifier la preuve, nous nous contentons de la faire en 2D, ce qui permet de

s’appuyer sur la caractérisation du caractére ()-remplissant que nous avons établi, voir le
1 . . . 57

lemme 4.1.7. La convergence de ||vé||oo et de la norme infinie du gradient de I’écoulement

va = Hess(¢g) + 11 Vwy,

est immédiate.

Remarquons dans un premier temps que pour # suffisamment petit, la vitesse de 1’écou-
lement vg est également ()-remplissante. En effet, la caractérisation 2D du caractere (-
remplissant pour la vitesse v est

inf > 0.
inf [vo(x)]

Par continuité, pour # suffisamment petit, il vient pour la vitesse vg :

: Ul
inf v, (x)| >0,
er| 0( )|
qui est donc bien Q)-remplissante.
Le point clef de la démonstration est alors de borner, uniformément pour 7 petit, le
temps maximal de parcours #; du domaine en suivant les lignes de courant de I'écoule-

ment vg Introduisons pour cela le flot de I’écoulement vg, défini en tant que solution globale
(quitte a prolonger I’écoulement par une fonction uniformément lipschitzienne en dehors du
domaine Q) du systéme d’équations différentielles suivant :

{ o0:@'l(t,x) = vg(q)”(t,x)) pour tout € R,
@(0,x) = x.
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Alors, comme 17 > vg est de classe C! (et méme bien plus), les théorémes généraux de la
théorie des équations différentielles, voir par exemple dans [50], donnent que I'application
17— @' eCORx RY,IR?) est une application continue. Ici, la dépendance en 1 est suffisam-
ment simple pour écrire cette continuité sous forme d’une borne sur I'erreur, notée e, partant
du point x et au temps ¢, définie par :

Vru,na €R, el 1pt,x) = @ (t,x) — @(t, x).

En effet, on part de

dre(n1,12,1,x) = vy (@1 (£,%)) = v (9™ (1, %))
= (vg' (@™ (t,%)) - vy (@™ (t,%))) + (vg (@™ (t,x) — v (@"2(£,x))),
= (vg' (@™ (t,%)) = vy (@™ (t,%))) + (11 = 12) wo(@"2(£, %)).

Puis, en utilisant que ¢ (t = 0,x) = ¢"2(t = 0,x) = x, et en intégrant sur le temps entre 0
et t, il vient la majoration

t
le(r1, 12,1, %)| < f [vd (@ (s, %) — vy (@ (s,x))| ds + t Iy — 1] [[wolleo-
0

Le champ de vecteurs vg étant lipschitzien uniformément pour des 7 petits, il existe une
constante C > 0 telle que; pour #1, 77, suffisamment petits :

Vx,x’ € R?, |vgl (x) - vy (x))

<Clx—x/|,
et donc .
e, 172, 3)| < cf (111, 112,5,%)|ds + £ 1111 = 172l [1wollee
0

Ainsi, en appliquant le lemme de Gronwall, on trouve

t

[e(r11,12,t,%)| < tl1 = 1ol Iwolleo + Clipy = 12 ”wO”ooJ se€=) ds,
0

ce qui finalement nous donne I’estimation d’erreur suivante :

I (£, %) = @"2(£,X)] < Iy =112 (£ + C 2" ) woloos

et permet d’affirmer que ((,x) — ¢'l(£,x)), converge uniformément sur tout compact.

Pour € > 0, on note

Qf :=B(0,6)+Q = {x e R? : dist(x,Q) < e}.

N =0 N .. . . )
Par continuité du champ vg , € peut étre choisi suffisamment petit pour garantir que 'on
a toujours
inf
xeQ¢

vy ()| > 0.

D’apres le lemme A.2.3, pour tout point x € (3 C ()¢, le temps de sortie du domaine ()¢ est
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fini, c’est-a-dire que
t(x) = sup{t eR, : VT e[0,t], " %1,x) € QE} < o0.

De plus, de facon similaire au point 4. de la démonstration du lemme de caractérisation 4.1.7,
on montre que t(x) est borné uniformément pour x € QO¢, notons ¢ cette borne : t*(x) < t°.

Pour 7 € R suffisament petit et x € (), on a que
| @ (£ (x),x) — @"=0(t° (%), x)| < Iy C £ (x)e“" Wfwoleo < [17] C ()2 wolco-

A ¢ fixé, il existe donc 71y > 0 tel que pour tout 17 €] — 179, 1o[, on a

| (£ (x), %) — @"=0(#* (x),x)| < %
ce qui montre, comme illustré sur la figure 6.3, que @' (°(x), x) est proche de ¢/2 du point
@"170(t¢(x), x) qui est sur JQF, et donc @1(t¢(x), x) n’appartient pas (). Le temps de sortie

FIGURE 6.3 - Illustration de la perturbation d'une ligne de courant (en rouge) par ’ajout du
terme nw

du domaine Q par le flot @' en partant du point x est donc inférieur a t*(x), lui méme borné
t¢(x) < t*. Nous avons ainsi borné uniformément en x et en 17 €] — 19, /o[ le temps de sortie
de Q) par t¢, d’'ou

ty <t

ce qui termine la preuve du caractére borné de la constante C((2, vg), pour les 77 petits. ®

Remarque 6.3.7. Nous aurions pu considérer une suite d’écoulements (vg ),y plus généraux avec

comme seules conditions les convergences uniformes de (vg),7 et de son gradient (va)ﬁ. Sous
ces hypothéses, nous pouvons également borner le temps maximal de parcours t,, uniformément
en 1] petit.

Le caractere Fredholm du probléme de Goldstein 6.8 peut ainsi étre assuré pour tous les
écoulement de cette famille qui sont faiblement rotationnels. On a le corollaire suivant
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Corollaire 6.3.8. Il existe un seuil 1jg > 0 tel que pour tout 1] tel que 1 €] -1, 1o|, le probléme
de Goldstein 6.8 associé a [’écoulement (pg,pg, vﬂ), reléve de ’alternative de Fredholm.

Preuve. La preuve est immédiate, car en appliquant le lemme 6.3.6, on sait que C(Q, vg) est
bornée lorsque # se rapproche de 0, et puisque

lwglleo = 7] l[wgllee — O,
7—0

il vient que

vl )|’
1 —sup 2 —||a)g||00C(Q,vg)———>1—sup O_T >0,
xeO) co(x) n— xeQ) Cg_ (x)

ce qui montre que la condition 6.9 est bien vérifiée pour I’écoulement (pg , pg , vg) tout pour
1 suffisamment petit. [

6.4 Discussion des hypothéses concernant la géométrie
et ’écoulement porteur

Dans cette section, nous souhaitons discuter des hypothéses que nous avons faites sur
I’écoulement porteur et sur la géométrie a la section précédente. L’approche de cette section
est plus informelle, le but est de donner les pistes de réflexions que nous avons eu au cours
de cette these.

Une approche naive concernant les conditions aux limites pour I'inconnue hydrodyna-
mique & serait d’'imposer & = 0 sur [,. En effet, puisque I’écoulement est uniforme au voi-
sinage de [, I'écoulement est irrotationnel dans un voisinage de I, :

Vx el,, wpy(x)=0.

Puis, d’apres la propriété de décomposition de I'inconnue hydrodynamique (2.15) démontrée
dans la partie I, en I’absence de source rotationnelle, on a

E =uXwy,
ce qui semble montrer que & doit s’annuler sur I :
Vxel, &(x)=0.

Autrement dit, nous aimerions utiliser que puisque le support du rotationnel w de I’écou-
lement porteur est borné, c’est également le cas du support de I'inconnue £. Dans ce cas,
les conditions aux limites sur I, ne feraient pas intervenir &, puisque nulle, et nous pour-
rions utiliser les conditions de rayonnement classiquement utilisées pour le modele poten-
tiel, comme par exemple les équations intégrales, les PML ou la simple condition absorbante
d’ordre 1 que nous avons présentée.

Les choses sont en pratique plus compliquées. La sous-section suivante fait 'objet de
discussions autour de la possibilité d’adopter toutes les hypotheses sur I’écoulement récapi-
tulées dans le prochain paragraphe.
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Par exemple, la premiére remarque que nous pouvons faire est qu'un écoulement qui ne
satisfait pas les équations d’Euler stationnaires ne garantit plus la relation suivante

EZMXQ)().

6.4.1 Compatibilité des hypothéses faites sur I’écoulement

Nous nous intéressons a la compatibilité des principales hypotheses faites sur I’écoule-
ment porteur et leurs conséquences, a savoir :

(i) L’écoulement porteur satisfait les équations d’Euler stationnaires : donc & = u X w,.
(ii) Le rotationnel est a support dans Q UTy : donc supp(wq) C Q UTg, puis & = 0 sur [,.

iii) L’écoulement porteur est Q-remplissant : on peut donc inverser I’équation de trans-
p p p q
port.

Eléments de réponse en 2D. Nous proposons quelques éléments d’analyse pour mieux
comprendre les relations entre ces hypothéses. Commencons par le cas 2D, qui est plus
simple a traiter car les propriétés topologiques des lignes de courant, i.e. du flot d'un champ
de vecteurs régulier, sont beaucoup plus simples a décrire, et il en est de méme des propriétés
de transport du rotationnel de I’écoulement porteur. Nous avons par exemple la proposition
bien connue suivante.

Proposition 6.4.1. Soit un écoulement 2D (p, po, Vo) qui satisfait les équations d’Euler sta-
tionnaires. Alors wo/pq est constant le long des lignes de courant de v,.

Preuve. Cette propriété est une conséquence directe de I’équation de conservation du rota-

tionnel :
Wy Wy
Di(22)= w0 W[ 2] -0,
t( Po ) " Po
exprimée le long des lignes de courant. [

Nous en déduisons la conséquence simple suivante.

Corollaire 6.4.2. Soit un écoulement 2D (pg, po, Vo) (2-remplissant. On a alternative :

— Soit I’écoulement est irrotationnel : wy = 0.

— Soit w( n’est pas nul sur IQ*,
Preuve. En effet, pour un écoulement ()-remplissant, les lignes de courant sortent du do-
maine, par les deux bouts dQ* et d()~. Ainsi, pour tout point du support de wy, s’il est non
vide, on peut considérer la ligne de courant qui passe par ce point, et puisque w est constant

le long des lignes de courant, au point d’entrée, sur JQ~ et de sortie, sur dQ*, du domaine
de cette ligne, w( est non nul. [

La caractérisation du caractére ()-remplissant en 2D que nous avons présentée simplifie
le corollaire en :

Corollaire 6.4.3. En 2D. Soit un domaine borné () et un écoulement (pg, po, V) tel que

inf >0,
inf [vo(x)]

alors on a l'alternative :
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— Soit ’écoulement est irrotationnel : wy = 0.

— Soit wq n’est pas nul sur IQ*.

Preuve. Utilise qu’en 2D, ne pas avoir de point d’arrét implique d’étre domaine-remplissant
pour tout domaine borné. [ |

Cette proposition et ses corollaires montrent donc que pour un écoulement 2D, les hy-
potheéses (i) satisfaire les équations d’Euler stationnaires, (ii) étre de rotationnel a support
borné et (iii) étre domaine-remplissant sont incompatibles.

Eléments de réponses en 3D. L’équation de conservation du rotationnel s’écrit
w w
V) -V(—O) = (—0 -V)vo.
Po Po

Cette équation permet a w(/p de décroitre le long des lignes de courant de v. Si I'on note

w(s,x) = % o ¢P(s,x),

ou ¢ est le flot de v, alors

2 (6 2) = Jols 1) s ),
_ wo(x)
w(0,%) = Po(x) ’

ou

Jo(s,x) =Jac(vg) o ¢(s, x).

Proposition 6.4.4. En dimension quelconque, soit (pg, po, Vo) un écoulement satisfaisant les
équations d’Euler stationnaires. Si w/pq s’annule en x, alors

w
VseR, —lo ¢(s,x) =0.
Po
C’est-a-dire que wo/p s annule sur toute la ligne de courant de v passant par x.

Corollaire 6.4.5. Soit(pg, po, Vo) un écoulement (3-remplissant satisfaisant les équations d Eu-
ler stationnaires, alors on a toujours l’alternative :

— Soit ’écoulement est irrotationnel : wy = 0.

— Soit w( n’est pas nul sur IQ*.

Remarque 6.4.6. Une premiére différence avec le cas 2D est que nous n’avons pas de caracté-
risation simple des écoulements ()-remplissant comme le fait que la vitesse de s’annule pas en
2D.

Une conséquence plus importante encore est que la vorticité peut s’accroitre ou décroitre le
long des lignes de courant, alors qu’en 2D, elle est constante le long de ces lignes. Ainsi, le fait
que w( n’est pas nul sur le bord Iy, peut étre moins faux, dans le sens ou w pourrait étre petit.
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Conclusion sur la compatibilité des hypotheéses. Finalement, quelque soit la dimen-
sion, nous avons obtenu que : les trois hypothéses

i) (po,po, Vo) satisfait les équations d’Euler stationnaires.
ii) supp(wg) est borné.
iii) v est QQ-remplissant.
Sont incompatibles!
Ainsi,
— Un écoulement ()-remplissant dont le rotationnel est a support borné ne peut pas
satisfaire les équations d’Euler stationnaires.

— Un écoulement ()-remplissant satisfaisant les équations d’Euler stationnaires ne peut
pas avoir un rotationnel a support borné.

— Un écoulement satisfaisant les équations d’Euler stationnaires dont le rotationnel est
a support borné ne peut pas étre ()-remplissant.

Il faut donc abandonner 'une de ces hypothéses, ou du moins la relacher. C’est I'objet de
discussion de la section suivante.

6.4.2 Affaiblissement et ajout d’hypotheses?

Nous avons vu qu’imposer un écoulement satisfaisant les équations d’Euler stationnaires,
de maniere a avoir £ = u X w(, d’'imposer que supp(w) est borné, qui permet de placer la
frontiere I, assez loin pour avoir que & = 0 sur [, et a fortiori a 'infini et donc d’uti-
liser les conditions de radiation du cas potentiel et enfin d’imposer que I’écoulement soit
Q)-remplissant pour résoudre I’équation de transport d’abord n’est pas possible car ces trois
conditions sont incompatibles. Discutons de la pertinence de ces différentes hypotheéses et
des conséquences de leur éventuel abandon.

Abandon de ’hypothese ()-remplissant. Pour ce qui est de 'hypothése que la vitesse
soit ()-remplissante, plusieurs objections peuvent étre faites. Pour un écoulement ()-remplissant,
nous avons vu que :

— il n’existe pas de point d’arrét, i.e. de point x € Q tel que vo(x) = 0, et donc il ne peut
pas exister d’obstacle plongé dans le domaine (domaine simplement connexe en 2D),

— il n’existe pas non plus de recirculation, i.e. des lignes de courant qui soient fermées,
cette contrainte étant moins génante pour notre application.

Ainsi, abandonner cette hypothése autorise en particulier la présence de recirculations, et
nous avons vu que dans ce cas, nous n’avons pas de garanties sur I'inversibilité de 1’équa-
tion de transport harmonique. Cependant, cela ne nous dit rien sur le couplage, seule notre
approche d’analyse par résolution de I’équation de transport est mise a mal. C’est pourquoi,
I’étude d’une classe particuliere d’écoulements, recirculant dans une couronne, fera 1’objet
d’une analyse dans la partie IV.

Ajout de la viscosité? Nous pouvons soupconner que I'incompatibilité entre les hypo-
theéses serait levée si nous prenions en compte la viscosité de I’écoulement porteur dans
notre modele. Avec la viscosité, ’équation de conservation du rotationnel de I’écoulement
s’écrit
Vo V(ﬂ) = (— 'V)'UO + ﬁVX (LA'UO + LV(V'l/o) .

Po/ \Po Po \Po S
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La viscosité joue donc un role dans Iatténuation par diffusion de la vorticité. Cependant,
méme si la vorticité est atténuée par la présence de viscosité, prendre en compte ce phéno-
mene nous amene a l'introduire également dans le modeéle de Goldstein, sinon il semblerait
qu’il n’y ait pas de raison que la variable & soit elle aussi atténuée en sortie de domaine. Nous
souhaitons rester avec le modele de Goldstein sans ajouter de difficulté supplémentaire. Sans
rentrer dans les détails, remarquons que dans les cas industriels, les écoulements porteurs
sont obtenus par calcul CFD qui introduisent effectivement de la viscosité, au moins de facon
numérique.

Ecoulement uniforme au loin que facon approché. Nous souhaitons relacher 'hypo-
these d’'un écoulement purement uniforme a la frontiere I,. L’hypothése d’un écoulement
purement uniforme sur la frontiere I, ne semble donc pouvoir étre vérifiée que de facon
approchée.

Bien que la géométrie des écoulements satisfaisant les équations d’Euler stationnaires
compressibles soit un sujet tres difficile, a la lumiére de résultats obtenus en 2D sur les équa-
tions d’Euler incompressibles comme celui démontré dans [69] qui dit qu'un écoulement sa-
tisfaisant les équations d’Euler stationnaires incompressibles dont la vitesse est bornée dans
le plan est nécessairement un écoulement cisaillé, nous pouvons nous demander si, dans le
cas compressible, un écoulement dont la vitesse est uniforme a I'infini n’est pas uniforme
partout.

De plus, ajoutons que dans la pratique, il est tres difficile car coliteux de considérer un
domaine de calcul assez grand pour que le jet du réacteur puisse étre considéré comme uni-
forme en sortie.

Conclusion des discussions. Dans notre étude, nous avons donc dii prendre en compte
I'inconnue hydrodynamique dans les conditions aux limites. L’hypothese que I’écoulement
soit uniforme a la frontiére ne peut étre vrai qu’approximativement, elle ne remet pas en
cause la validité de notre analyse. Par contre, nous nous sommes pour I'instant fortement
appuyés sur le fait que ’écoulement soit domaine-remplissant, pour inverser 1’équation de
transport et contrdler la constante de continuité de cette inversion. Le fait que ’écoulement
vérifie les équations d’Euler stationnaires n’intervient que sous I’hypothese V - (pgvy) = 0
que nous avons utilisé lors de I’établissement de la formulation variationnelle. Ainsi, méme
si les équations de Goldstein sont dérivées par linéarisation autour d’'un écoulement théo-
rique satisfaisant ces équations d’Euler, cette hypothése peut étre relachée et c’est ce qui sera
fait, notamment dans la pratique industrielle ou les écoulements sont issus de calculs CFD
introduisant de la viscosité et sont de plus possiblement entachés d’erreurs numériques.
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7.1 Approximation FEM-SUPG du couplage de Goldstein
avec PML

7.1.1 Géomeétries

Toutes les simulations numériques présentées entrent dans le cadre d'un écoulement que
l’on peut considérer uniforme ou cisaillé a I'infini. Comme nous I’avions expliqué au chapitre
6, dans la section consacrée aux conditions aux limites pour les perturbations acoustiques,
et bien que 'analyse théorique que nous en donnons en annexe n’est pas complétement
satisfaisante, nous choisissons d’utiliser des PML pour borner le domaine de calcul dans nos
applications numériques.

Nous considérons un domaine rectangulaire en 2D noté () dont nous consacrons des
bandes de largeurs I, et [, pour appliquer les PML, comme représenté sur la figure 7.1. Cela
délimite le domaine d’intérét, noté ();, dans lequel la solution a un sens physique, tandis
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que (\(Q); est le domaine dit « PML » dans lequel les ondes acoustiques sont artificiellement
amorties. On a :

Qi =1%min Xmax[XYmins Vmax[ €t Q =]xpin — Lo Xpax + L[ X|Ymin — ly’ Ymax ly[-

Les PML sont paramétrées par un nombre complexe a € C tel que

'/Q

'ly — yma:p[

Ivo (z,y) quelconque ]
4—p
e I P
+ ’y = y .
L l mznl 3 L?ll

FIGURE 7.1 - Domaine intérieur (); entouré de PML de largeur [, et [, pour former le domaine
de calcul Q. Dans Q\Q);, v est cisaillé.

Re(a)>0 et Im(a)<O0,
et on définit la fonction vectorielle & = (a,, a,) par ses composantes :

ay: Q — C

1 si Op+l,<x<O,+L,—1,

a sinon,

x=(x7) |—>{

et de la méme facon :

Ocy:Q — C
1 si Op+1l,<y<Oy+L, -1,

a sinon.

x=(x9) +—>{

Pour ce qui est de I’écoulement porteur (p, pg, Vo), nous supposons qu’il peut étre considéré
comme uniforme ou au plus cisaillé a I'extérieur du domaine d’intérét (2;. C’est-a-dire, que
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la vitesse v s’écrit en fonction d’un profil v, (y) a I'extérieur de (); de la facon suivante :
V(x,}))EQ\Qi, vo(x)?):%o(}/)ex-

Les équations d’Euler stationnaires imposent alors que la densité et la pression de I’écoule-
ment porteur dans la zone extérieur () sont constantes :

V(x9) € Q\Qi, po(x,9) = Poo €t Peo(X,9) = Poo.

Les équations de Goldstein avec PML s’écrivent alors sous la forme
P0Dw.a (o Da,a®) ~ Va - (PoVa + po&) = pof,
Tovoat = Vap x @y,

ou les opérateurs V,, D, o €t 7, ,, o sont des versions avec PML des opérateurs V, D,, et
7,v,> définis par

ad
Va = (axax);
YUy
Dy g i=—iw+V,,

Tw,vo,a = Dw,zx + V.

Les PML sont concues pour absorber et faire tendre ¢ vers zéro, par conséquent, pour des
largeurs de bandes PML, I, et [, suffisamment grandes, on fait 'approximation d’imposer
@ = 0 sur dQ. Pour ce qui est de &, les PML jouent également le role d’absorption, cependant,
seule une condition sur le bord entrant d(Q)~ est nécessaire pour cet inconnue. Méme si
I’écoulement est cisaillé en amont du domaine, on fait ’approximation que & = 0 sur ce bord
entrant. On obtient ainsi les conditions aux limites suivantes :

@=0, sur JQ,
E=0, sur Q.

Finalement, le probléme de Goldstein avec PML s’écrit :

Pour f € LZ(Q,pO), trouver @ € Hol(Q,pO), EeH (Q,vg,pp), telsque:

P0Dw,a (CGZDw,aﬁo) Vg (PoVa<P + poi) =pof, dans Q) (7.1a)
T vpa€ =Vap Xwy, dans Q (7.1b)

7.1.2 Formulation variationnelle continue

Afin d’utiliser une méthode de résolution par éléments finis, nous cherchons une formu-
lation variationnelle au probléme de Goldstein avec PML (7.1). La formulation variationnelle
utilisée pour 'analyse théorique ne peut pas convenir car elle fait apparaitre 'opérateur
de résolution de ’équation de transport harmonique, que nous ne connaissons pas expli-
citement, il convient de résoudre numériquement le probleme couplé. Dans la partie II qui
étudie I’équation de transport harmonique, nous avons choisi une approche variationnelle
de celle-ci en utilisant la méthode SUPG faisant intervenir un parametre 6 de stabilisation.
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Nous nous en inspirons pour proposer une formulation mixte, type SUPG pour la partie
transport et standard pour la partie Helmholtz convectée. On obtient ainsi la formulation
variationnelle suivante :

Pour f € L3(Q, Po), trouver @ € H&(Q, po) et £ € H™(Q, v, py) tels que :

aa((P’I:b) + ba(‘fﬂb) = la(f’l:b)

Y (,C) e HY(Q, H(Q,v,p0),
¥,C) € Hy(Q, po) % o, 00) {Ca((PrC) . A0 = 0

ou les formes sesquilinéaires du systéme sont définies par

calp, )= | o {Va Ve~ DDt (7.22)
ba(&, ) = JQ&E-W, (7.2b)
ol 0= | o (90X Ve) (€ 0T ) (7.20
80 || e (Tant) (€ 0Teion0), (720

et

: Po_—
la(f ) = f.
Q acxay
Le réel 0 > 0 est le parametre de stabilisation de la méthode et devra étre choisi, comme pour
I’équation de transport seule, en fonction du pas de maillage et de la vitesse de I’écoulement

porteur.

7.1.3 Approximation de Galerkin

De méme que pour la discrétisation de I’équation de transport harmonique seule, les
résultats numériques présentés sont issus d’'un code éléments finis 2D programmé pendant
de cette these en C++ et s’appuyant sur la librairie d’algebre linéaire générique Eigen [53].
Ce code implémente les routines d’assemblage pour les éléments finis standards P1 et Q1 sur
des maillages triangulaires et quadrangulaires respectivement. Dans le rectangle (), nous
utiliserons toujours 'espace d’approximation Q1 sur un maillage régulier, pour 'inconnue
¢ mais également pour &, et &y, c’est-a-dire

Vii={peCQ) / YK e My, pix € Qi(K)},

ou Mj, est le maillage de () en rectangles K, identiques a translation pres, de taille propor-
tionnelle a h > 0, et Q;(K) est I'espace des polynomes de degré partiel inférieur a 1. Lorsque
nous étudierons le couplage de Goldstein dans un guide déformé ou dans la couronne, I'es-
pace d’approximation utilisé est

V= {p € Co(ﬁ) / YK e My, pk€ IPl(K)},
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ou l'espace IP; (K) est 'espace des polynomes de degré total inférieur a 1 définis sur I’élément
K du maillage M), de () en triangles. Les conditions aux limites

=0 sur JQ,
E=0 sur JQ)7,

sont appliquées de maniere forte en imposant 0 sur les lignes correspondant aux degrés de
liberté du bord d(2 pour @ et d(2~ pour &, et &y, al'exception de la diagonale ot le coefficient
est imposé égale a 1.

Nous aboutissons ainsi au probléme discrétisé suivant,

Pour f € LZ(Q,pO), trouver ¢, € Vet & € th tels que :

Agn( @) + ban(Enthn) = lyn(f, )

Vi € Vi, YT € V2,
Can(PnCn) + dan(EnCh) 0,

et @, =0 sur JQQ ainsique &, =0 sur JQ7,

oudgp, ban, Cap don et 1y correspondent au calcul par quadratures des formes sesquili-
néaires a,, by, g, d, et l,, définies en (7.2).

7.2 Cas de validation de la méthode

Nous cherchons dans un premier temps a valider les résultats obtenus, pour cela, nous
avons utilisé deux approches.

Nous avons d’abord procédé par comparaison a une solution analytique artificiellement
choisie d’ou nous déduisons le second membre qu’il faut utiliser pour la retrouver. Nous ne
présentons pas ces résultats ici car ils ne présentent aucun intérét physique.

Notre seconde approche de validation est de procéder par comparaison avec des résul-
tats obtenus au CERFACS pendant le stage de fin d’étude de C. Mietka faisant suite a la these
d’E. Peynaud [3]. En adaptant le code développé pour résoudre les équations de Galbrun,
dont les résultats sont présentés dans [3], C. Mietka a proposé une méthode de résolution
numérique par éléments finis mixtes des équations de Goldstein. Des éléments finis clas-
siques sont utilisés pour résoudre ’équation d’Helmholtz convectée alors que 1’équation de
transport est résolue par une méthode de type Galerkin discontinue, les deux équations étant
couplées pour former le systéeme de Goldstein. Nous avons a notre disposition des résultats
concernant la vitesse acoustique v obtenus avec ce code par résolution des équations de
Galbrun d’une part et de celles de Goldstein d’autre part, dans le cas du rayonnement d’un
dipole ou d’un quadrupéle dans un jet gaussien.

Rappelons que la formulation de Galbrun est équivalente a celle de Goldstein, toutes deux
équivalentes aux équations d’Euler linéarisées, via des changements d’inconnues.

Géométrie et écoulement porteur. Commencons par présenter le cas d’étude. Le do-
maine d’intérét (); est un rectangle auquel on adjoint des PML de largeurs I, et [, pour
former le domaine de calcul Q. L’écoulement porteur est un écoulement cisaillé, c’est-a-dire
que la vitesse v, est suivant e, et ne dépend que de la variable y :

vo(x%,9) = vo(p) e
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ou le profil vy(p), dans le cas d’un jet gaussien, est choisi de la forme

_(?’Vm)z
vo(y) =vetpe ®

ou les parametres s’interprétent ainsi
e 7y, : centre du jet,
e R :taille typique de la largeur du jet,
e v, : vitesse de ’écoulement hors du jet,
e v, + pu:vitesse de I'écoulement au centre du jet, la ou il est le plus fort.

La vorticité wy = wge, d’un tel écoulement est donnée par

_ _zy—ym _(l/—ym)2

woly) = vy(y) = 25 F e

et est donc localisée dans le jet. La densité p, et la vitesse du son c( sont toutes les deux
choisies égales a 1. Ainsi, le Mach M et la vitesse de ’écoulement v coincident.

Equivalence des sources. Pour effectuer les comparaisons entre la formulation de Gal-
brun et celle de Goldstein, il convient d’utiliser des sources équivalentes. Nous choisissons
une source acoustique, qui ne génére pas de vorticité de facon directe, c’est-a-dire une source
f telle que les équations de Goldstein s’écrivent, dans le cas particulier d’un écoulement ci-
saillé, sous la forme suivante :

DiZp-Ap-V-&E=f,
D& +(&€-V)vg = Vo x w,.
L’inconnue & est donc créée par interaction avec I'onde ¢ dans les zones ol w est non nul.
Pour un tel écoulement, les équations Galbrun se simplifient, voir [3], en :
DZu-V(V-u)=g.

Choisir une source acoustique revient a choisir le second membre g sous la forme d’un gra-
dient d’une fonction. Pour respecter 1'équivalence entre les équations de Goldstein et de
Galbrun, étant donnée une fonction g, nous posons :

f=D,g et g:=Vg.

Deux cas de sources sont considérés : le cas du dipdle g := g, et le cas du quadrupdle g := g,,
définis par :

2 2 2 2
_bx)?elyp)? (x—x5)(y — ) -~

gilxy)=e 7 ou glxy)=—"F—"e 7,

Ts

ou (x,,vs) est le centre de la source et 7 est la taille caractéristique de celle-ci.

Rayonnement d’un dipéle dans un jet gaussien. Le premier cas présenté correspond
au choix des parameétres suivants :

— Pulsation : w = 8.
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Domaine d’intérét : Q3; =]0,3[x] -1, 1[.

PML: I =], =1eta,=a,=2-2i.

Paramétre SUPG : 6 = 1073,

Source dipolaire g = g; : (x5,95) = (1,0) et ry, = 0.05.

Jet gaussien: v, = 0.1, u=0.2 et R=0.1.

Indiquons également les parameétres de discrétisation utilisés. Le domaine () est discrétisé
en utilisant un maillage en grille réguliére contenant n, = 800 points suivant la direction
e, de I'écoulement et 1, = 1000 points dans la direction e, transverse. On obtient donc un
probléme a résoudre de 3 x 1, x n, = 2.4 x 10° degrés de liberté. Nous utilisons une ré-
solution itérative du systéme linéaire non symétrique assemblé par BiCGSTAB (Stabilized
Bi-Conjugate Gradient), voir [70, 71], fourni par la librairie Eigen [53], que 'on précondi-
tionne par une décomposition LU incompléete [72]. Pour donner un ordre de grandeur, le
temps de résolution est alors de moins d’une heure sur un ordinateur portable moyen, la
convergence a lieu en environ 800 itérations pour une tolérance d’erreur relative de 1077,

Nous représentons le profil de vitesse y — v((y) correspondant a notre cas de calcul sur
la figure 7.2. L’écoulement a I'extérieur du jet est uniforme et son Mach vaut 0.1 et au plus
fort de I’écoulement, au centre du jet, il atteint 0.3. Sur la figure 7.3, nous représentons la

Y+ vo(y) (z,y) = vo(z,y)
2.00
3.0e-01
1.00 - )
0.25
0.00 > 0.2
0.15
-1.00 I
1.0e-01
-2.00

0 0.1 0.2 0.3

FIGURE 7.2 - Profil de vitesse y — v((y) du jet gaussien : courbe et isovaleurs.

partie réelle et imaginaire de la source f, associée a g, et utilisée comme second membre
des équations de Goldstein : f = D,,g;. La source est donc placée dans ce cas au plus fort du
jet.

Sur la figure 7.4, on compare la composante suivant e, de la vitesse acoustique v, dont
on rappelle le lien avec les inconnues de Goldstein

V=0, @+ &y,

obtenue par notre code (en haut) et obtenue par le code du CERFACS (en bas). L’accord
est bon visuellement, malheureusement, nous manquons de données pour pousser plus loin
cette comparaison. Les « stries » visibles (assez peu) dans le jet sont la manifestation de
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Re(f)

I'1‘0e+00

0.5

--1.0e+00

FIGURE 7.3 - Isovaleurs de la source dipolaire de Goldstein f = D,g;. Gauche : Re(f).
Droite : Tm(f).

I'inconnue hydrodynamique &, et leur calcul nécessite un maillage trés fin. Il s’agit donc des
motifs les plus compliqués a calculer, d’autant qu’ils n’impactent pas de facon significative
la norme L? de la vitesse, nous y reviendrons lorsque nous comparerons les équations de
Goldstein a des modeles approchées, au cas du modéle potentiel par exemple. Notons que la
solution est représentée dans le domaine d’intérét (); seulement, car la comparaison dans le
domaine PML Q\(); n’a pas de sens.

Rayonnement d’un quadrupéle a travers un jet gaussien. Pour le second cas de va-
lidation que nous avons a notre disposition, nous étudions le rayonnement d’une source
quadrupolaire, également dans un jet gaussien. Les parametres utilisés sont :

Pulsation : w = 12.

Domaine d’intérét : QO; =] - 3,3[x] - 3, 3[.

Paramétre SUPG : 6 = 1073,

PML: [ =], =1leta,=a,=2-2i.

Source quadrupolaire § = g, : (x5, 95) = (—1,1.5) et r, = 0.1.

Jet gaussien: v, =0, p=0.3 et R=0.1.

Par rapport au cas précédent, relativement a la taille du domaine, le jet considéré est plus fin
et la différence entre v, et la vitesse dans le jet v, + p est plus importante, ce qui implique
que le rotationnel de ’écoulement est plus fort dans ce cas. L’écoulement en dehors du jet
est au repos et le nombre de Mach atteint au plus fort du jet 0.3. Le profil de vitesse de ce
jet est représenté sur la figure 7.5. La pulsation est également prise plus élevée. La source
quadrupolaire est représentée sur la figure 7.6.

Le domaine de calcul (2 est toujours maillé en grille réguliere avec n, = n, = 400 points
et le systéme linéaire assemblé est alors résolu de fagon directe par une décomposition LU
creuse (toujours fournie par la librairie Eigen) et le calcul tourne en moins d’une demi-heure
sans optimisation particuliére. Sur la figure 7.7, nous comparons les différents résultats ob-
tenus sur la composante suivant e, de la vitesse acoustique, par résolution des équations
de Goldstein ou de Galbrun avec le code du CERFACS et par la résolution des équations de
Goldstein par notre code. Encore une fois, les résultats sont trés similaires visuellement, mais
nous n’avons pas les données pour pousser plus loin la comparaison.
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Re(v,)

I2.5e+00

1.25

FIGURE 7.4 — Comparaison des isovaleurs de Re¢(v, ), obtenus par différents codes : Goldstein
(FEM-SUPG), Goldstein (FEM-dG, CERFACS)

y = vo(y) (@, y) = vo(z,y)
4.00
3.00
200 .3.0e-o1
1.00
0.00 ———

-1.00

0.2
-2.00

»

-0.0e+00
-3.00

-4.00

0 01 02 03

FIGURE 7.5 — Profil de vitesse y +— v((y) du jet gaussien : courbe et isovaleurs
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Sm(f)

I2.2e+00
1
-0
-1
-2.2e+00

FIGURE 7.6 — Isovaleurs de la partie imaginaire de la source quadrupolaire de Goldstein f =
D,g,- La partie réelle n’est pas représentée car négligeable : Re(f) ~ 0.

Goldstein (FEM-SUPG) Goldstein (FEM-dG, CERFACS)

Galbrun (FEM-dG, CERFACS)
Re(vy)
I—2.5e+00
1.25
0
-1.25

-2.5e+00

FIGURE 7.7 — Comparaison des isovaleurs de Re(v,) obtenues par résolution : des équations
de Goldstein (code FEM-SUPG) en haut a gauche, des équations de Goldstein (code FEM-dG)
en haut a droite et des équations de Galbrun (code FEM-dG CERFACS) en bas.
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Apres cette validation, nous allons entrer un peu plus en détails dans les commentaires
et présenter des cas d’écoulements qui ne soient pas monodimensionnels.

7.3.1 Retour sur les jets gaussien

Revenons d’abord sur les cas des jets gaussiens. Nous reprenons les notations et I’écou-
lement introduits dans la section 7.2. N’ayant plus besoin d’avoir des sources équivalentes a
celles des équations de Galbrun, nous utilisons plus simplement la source suivante au second
membre des équations de Goldstein, qui peut étre vu comme un monopole :

(x=x5)% +(y—y5)?

fxy)=e %

Nous souhaitons dans un premier temps montrer I'influence de la fréquence sur I'inconnue
hydrodynamique. Nous utilisons les parameétres suivant pour les simulations, tous sont fixes,
seule la pulsation varie et prend trois valeurs, une « basse fréquence », une intermédiaire et
une « haute fréquence » :

— Pulsation : basse w = 1, intermédiaire w = 5 et haute w = 10.
- Domaine d’intérét : () =]0,20[x]0, 10[.

- PML:[, =1, =2etay=a,=1-1,

Parameétre SUPG : 6 = 1073.

Jet gaussien: v, = 0.3, u=0.3, et R=1.

Source : (x5,95) = (5,7.5) et ry = 0.2.

Il s’agit d’un jet assez large et rapide, I’écoulement a l'infini est a Mach v, = 0.3 et au plus
fort du jet atteint v, + y = 0.6. Sur la figure 7.8, nous représentons en haut le profil du jet,
ses isovaleurs dans le domaine d’intérét et en bas, ainsi que la source utilisée, localisée au
dessus du jet. Le cadre PML est également représenté sur cette figure, mais ne le sera plus
par la suite, car la solution dans cette zone n’est pas physique.

Nous représentons sur la figure 7.9 les isovaleurs de Re(¢) et sur la figure 7.10 celles
de Re(&y), pour les deux pulsations w = 1 (en haut) et @ = 5 (en bas). En ce qui concerne
I'inconnue ¢, nous constatons des stries visibles dans le jet pour la fréquence la plus basse
(w = 1), alors qu’elles ne sont plus visibles pour la fréquence intermédiaire (w = 5). L’effet
Doppler est bien visible sur ¢, la longueur d’onde avale est plus importante que la longueur
d’onde amont, celle de 'onde qui remonte 1’écoulement. Ala pulsation w = 5, on voit la
réflection de I'onde acoustique ¢ sur le jet. Le cas w = 1 est trop basse fréquence pour voir
cette réflexion, le domaine étant trop petit par rapport a la longueur d’onde.

Concernant I'inconnue &, on constate un changement de comportement assez net entre
les deux pulsations w =1 et w = 5. En effet, a la plus basse pulsation, les stries hydrodyna-
miques sont tres visibles. Elles sont penchées dans le sens de I’écoulement, et leur inclinaison
s’accentue au fur et a mesure que ’on s’éloigne de la source, car deux points voisins ne sont
pas transportés a la méme vitesse. Ce cisaillement crée des grandeurs typiques de variations
spatiales tres petites dans la direction transverse a I'écoulement (selon e,), bien inférieures
a la longueur d’onde de &, qui est Ag(y) = 271t/(wvy(y)) alors que celle de ¢ est, en aval,
Ap(¥) = 21t/(wep(p)), d'ott Ay = Mo, A la pulsation plus élevée w = 5, ces stries sont
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y — vo(y) (z,y) — vo(x,y)
12.00
10.00
5.00
0.00
-2.00
0.3 0.4 0.5 0.6
3.0e-01 0.4 0.5 6.0e-01
- o
Re(f)
-1.0e+00
]
0.5

I—0.0e+00

FIGURE 7.8 — Profil et isovaleurs du jet gaussien utilisé (en haut), et de la source Re(f) (en
bas).

de tres faible amplitude et ne sont plus visibles. La longueur d’onde caractéristique de &
est alors la méme que celle de ¢. Au fur et a mesure que la fréquence augmente, les stries
hydrodynamiques sont de plus en plus faible amplitude, tout en oscillant de plus en plus,
ce qui les rend trés compliquées a calculer numériquement, c’est pourquoi le parameétres de
stabilisation SUPG ¢ doit étre pris le plus petit possible tant que I'on ne voit pas apparaitre
d’oscillations parasites polluant la solution.
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-0.004

-8.0e-03

FIGURE 7.9 - Isovaleurs de Re(¢,) pour deux pulsations : w =1 et w = 5.
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FIGURE 7.10 - Isovaleurs de Re(&,) pour deux pulsations : w =1 et w = 5.
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FIGURE 7.11 - Isovaleurs de Re(,) pour deux pulsations : w = 1 et w = 5.
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Pour le cas de plus haute fréquence, a w = 10, les conclusions précédentes sont toujours
valables, c’est pourquoi I'on souhaite présenter une petite variation dans le cas de calcul.
Nous ajoutons une paroi rigide sur le bord supérieur du domaine, mimant la présence d'un
obstacle comme l’aile de I’avion par exemple. Nous représentons sur la figure 7.12 les isova-
leurs de Re(¢) (en haut) et de Re(&,) (en bas), et nous matérialisons le jet par deux lignes
bleues horizontales. On constate ainsi une réflexion sur le bord rigide de 'onde acoustique
@. L’inconnue & est bien localisée dans le jet comme attendu, la ou le rotationnel de ’écou-
lement n’est pas négligeable, et le cas est trop haute fréquence pour que les stries hydrody-
namiques soient visibles. On remarque également que 'inconnue & est un ordre de grandeur
inférieur a @. En effet, nous verrons également sur d’autres exemples, que & a tendance a
décroitre lorsque la fréquence augmente.

bord rigide

I4.Oe-03

0.002

-0.002

--4.0e-03

jet

I7-0e-04

-0.00035

-0.00035

-7.0e-04

FIGURE 7.12 — Isovaleurs de Re(g) et de Re(Ey) pour w = 10 en présence d’un bord rigide
(modeéle d’aile d’avion).
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7.3.2 Ecoulement localement rotationnel dans un guide

Le cas que nous présentons dans cette sous-section est un écoulement qui est perturbé
localement par une déformation du guide d’onde dans lequel il circule. Il est uniforme avant
la déformation, et redevient uniforme apres. Nous avions présenté cet écoulement lors de
I'illustration numérique de I’équation de transport harmonique, voir 5.2.2. Rappelons ici que
la vitesse v de cet écoulement est obtenue a partir d'une fonction de courant 1 par

v = rot(yge,).

Cela fournit une vitesse a divergence nulle et nous prenons p, constant égal a 1 afin de
satisfaire au moins I'une des équations d’Euler stationnaire : div(pgv() = 0. L’autre équation
d’Euler, povg - Vvy = 0, n’est elle cependant pas satisfaite. Ainsi, contrairement au cas des
écoulements cisaillés, celui-ci n’est pas une parfaite solution des équations qui normalement
régissent I’écoulement porteur, mais cela ne nous empéche pas de nous en servir comme
modéle. ¢ est choisi ici sous la forme

e
1+yp2

Yo(x,v) = Usy — 1 cos(ay —x),

d’ou non déduisons la vitesse

2y
1+y?
—2xcos(ay —x) +sin(ay — x)

2
ex

vo(X,y) = Uooex + ﬁryz

asin(ay — x) + cos(ay —x)

Ainsi, cet écoulement s’interpréte comme une perturbation de I’écoulement uniforme U e,
localement autour de (0,0). Comme pour I’équation de transport harmonique seule, le do-
maine est défini comme la troncature d’un tube de courant contenant la zone de perturba-
tion :

Q= {(x,y)eIR2 Ly, <x<L, et gb5<1,b0(x,y)<1,ba’},

auquel on adjoint des bandes PML en bout de guide, le largeur I,.

Cas 1. Nous allons dans un premier temps nous placer dans un cas beaucoup moins per-
turbé que celui utilisé pour I’équation de transport harmonique seule. Nous choisissons le
jeu de parametres suivants :

- Uy =0.2,
- n1=0.14,
- a=1,

~ L,=3.5¢et], =1.5(PML).

L’écoulement et le domaine ainsi obtenus sont représentés sur la figure 7.13. Sur la figure
du haut, nous tragons le module de la vitesse. On voit alors que ’écoulement entre dans le
guide en étant uniforme, accélére avant de passer la bosse, la contourne en ralentissant, pour
enfin retrouver sa vitesse uniforme en sortie du guide. Nous avons également représenté les
bandes PML, les bords rigides du guide, ainsi que quelques lignes de courant, en noir. Nous
présenterons ensuite les résultats de calculs dans la zone d’intérét seulement. Sur la figure
du bas de 7.13, nous tracons les isovaleurs du temps de parcours depuis le bord entrant
en suivant les lignes de courant, pour donner une idée du cisaillement qui se crée dans le
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domaine. La source acoustique f utilisée est représentée plongée dans les lignes de courant,
en blanc, sur la figure 7.14.

[vo
I3.58+00

Iz.s
Il.5e+00

bords rigides

FIGURE 7.13 — Cas 1 — En haut, les isovaleurs de la norme de la vitesse (x,y) — |vo(x, )| et
lignes de courant en noir. En bas, les isovaleurs du temps de parcours le long des lignes de
courant.

Comme nous savons que l'inconnue hydrodynamique sera crée par interaction entre
I’onde acoustique et le rotationnel de I’écoulement, il est intéressant de voir que le rotationnel
de cet écoulement est bien localisé au voisinage de la bosse. Nous avons représenté sur la
figure 7.15 les isovaleurs du rotationnel.

Nous tracons, pour trois pulsations w = 2, w = 5 et @ = 10 les isovaleurs de Re(¢) sur la
figure 7.16, ainsi que quelques lignes de courant en noir. On observe alors bien les réflexions
sur les parois du guide, en particulier sur la bosse, qui renvoie en amont une partie des
ondes. Les stries hydrodynamiques ne sont pas visibles ici directement sur ¢, tres légerement
a la plus basse fréquence w = 1, et plus du tout pour les fréquences plus élevées. L’effet
Doppler est bien sir trés visible dans tous les cas, les ondes remontant 1’écoulement voient
leur longueur d’onde diminuer.

Sur la figure 7.17, nous tracons les isovaleurs de Re(&,) (colonne de droite) et de Ke(Ey)
(colonne de gauche), aux trois pulsations w = 1, w = 5 et @ = 10. On constate ce que nous
avions déja commencé a remarquer dans le cas des jets gaussiens, 'inconnue hydrodyna-
mique & diminue en amplitude lorsque la fréquence augmente. Des stries hydrodynamiques
sont transportées le long des lignes de courant lorsqu’elles ont été créées en interactions
avec ¢ dans une zone rotationnelle, ici proche de la source. La longueur d’onde de & est plus
petite que celle de ¢, en accord avec ce que prédisent les estimations locales énoncées. Il est
notable qu’a la plus haute fréquence, ces stries ne sont plus visibles, bien que présentes, mais
de trés faible amplitude. Le cisaillement de cet écoulement étant modéré, elles ne sont pas
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e — l1.0e+00
0.75
0.5

0.25

—_— I0.0e+00

FIGURE 7.14 — Cas 1 - Isovaleurs de la source f au second membre du couplage de Goldstein
et lignes de courant (blancs).

Wwo = I‘Oth (’Uo)

FIGURE 7.15 — Cas 1 - Isovaleurs du rotationnel de I’écoulement : (x,y) = wo(x,y) =

axvo,x(xl 3/) - ayvO,x(xl }’)

trés penchées dans ce cas, et ainsi, la plus petite taille caractéristique de variation spatiale
est celle de la longueur d’onde de €.
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5.0e-03

0.0025

'5.0e-03

0.0025

-3.0e-03

0.0015

0

-0.0015

--3.0e-03

FIGURE 7.16 — Cas 1 — Isovaleurs de Re(¢) pour plusieurs valeurs de pulsations, de haut en
bas :w = 2,5,10.
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w =2

-3.0e-03 -0.0015 0. 0015 3.0e-03 -5.0e-03 -0.0025 0. 0025 5.0e-03
w=2>5

-5.0e- 04 -0.00025 0. 00025 5.0e-04 -5. Oe 04 -0.00025 0. 00025 5.0e-04
w = 10

-8. Oe 04 -0.0004 0. 0004 8.0e-04 -8. Oe 04 -0.0004 0. 0004 8.0e-04

FIGURE 7.17 - Cas 1 - Isovaleurs de Re(Ey) (gauche) et de Re(&y) (droite) pour plusieurs
valeurs de pulsations, de haut en bas: w = 2,5, 10.
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Cas 2. Revenons a présent au cas, plus tortueux, que nous avions exposé lors de ’étude
numérique de ’équation de transport harmonique. Ce cas correspond au jeu de parametres
suivant :

- Uy =0.2,
- n1=0.4,
- a=1.5,

- L,=35etl,=1.5(PML).

Comme précédemment, nous représentons I’écoulement et le domaine sur la figure 7.18, avec
en haut, les isovaleurs du module de la vitesse vy de I’écoulement, les bandes PML en entrée
et sortie du guide ainsi que quelques lignes de courant en noir. En bas, nous représentons les
isovaleurs du temps de parcours le long des lignes de courant, en partant du bord entrant.
Comme précédemment, on constate bien qu’il s’agit d’un écoulement domaine remplissant,
plus cisaillé que le cas précédent. Il est intéressant de noter qu’il n’entre pas dans le cadre
« directionnel », car ’écoulement revient en arriere apres la bosse et n’a donc pas de direc-
tion privilégiée. Le maillage doit étre choisi tres fin pour pouvoir suivre la géométrie de cet
écoulement dont les changements de directions sont assez forts. Sur la figure 7.19, nous re-
présentons la source utilisée, encore placée au dessus de la bosse, dans une zone rotationnelle
de I’écoulement. Le rotationnel est représenté sur la figure 7.20, toujours localisé autour de
la perturbation du guide, il est beaucoup plus intense que dans le cas précédent (cas 1).

[vo
-7.9e-01
0.7

0.5

.—0.3

I0.1
-7.5e-02

45

bords rigides

30

20

FIGURE 7.18 — Cas 2 — En haut, les isovaleurs de la norme de la vitesse (x,y) > |vo(x, )| et
les lignes de courant en noir. En bas, les isovaleurs du temps de parcours le long des lignes
de courant.

Sur la figure 7.21, nous représentons comme pour le cas précédent, les isovaleurs de
Re(p) aux différentes pulsations d’étude, w = 2, w = 5 et w = 10. Le rotationnel de ce cas
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étant bien plus prononcé, les stries hydrodynamiques sont plus marquées sur ¢ pour les
deux pulsations w = 2 et w = 5, mais disparaissent a la plus haute pulsation w = 10.

Sur la figure 7.22, nous représentons les isovaleurs de Re(&y) et Re(E,) aux trois pulsa-
tions d’étude. Nous constatons encore une fois que I'amplitude de £ diminue lorsque la fré-
quence augmente. Les stries qui sont convectées le long de I’écoulement sont plus visibles a
basse fréquence et disparaissent a la plus haute pulsation. Il est a noter que le parametres de
stabilisation peut étre délicat a choisir, trop grand, nous avons vu qu’il peut trop dissiper la
solution, mais trop petit, la solution numérique devient instable, comme montré sur la figure
7.23, pour le choix de 0 = 1074,

Re(f)

0.0e+00 0.5 1.0e+00
- __

FIGURE 7.19 - Cas 2 - Isovaleurs de la source f au second membre du couplage de Goldstein.

wp = rotap (’Uo)

l 1.0e+00
0.5
Io

~-0.5

I-1.0e+00

FIGURE 7.20 — Cas 2 - Isovaleurs du rotationnel de I’écoulement (x,y) — woy(x,v) =

axvo,y (X, }’) - ayvo,x(x’ ;U)
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0.0025
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0.0025
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0.0025

-0.0025
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FIGURE 7.21 - Cas 2 - Isovaleurs de Re(¢) pour plusieurs valeurs de pulsations, de haut en

bas: w=2,5,10.
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w =2
-7. Oe 02 -0.035 0. 035 7.0e-02  -5. Oe 02 -0.025 0. 025 5.0e-02
w =
-1. Oe 02 -0.005 0. 005 1.0e-02 -1. Oe 02 -0.005 0. 005 1.0e-02
=10
-1.0e-03 -0.0005 0.0005 1.0e-03 -3. Oe 03 -0.0015 0. 0015 3.0e-03

FIGURE 7.22 - Cas 2 - Isovaleurs de Re(Ey) (gauche) et de Re(&y) (droite) pour plusieurs
valeurs de pulsations, de haut en bas : w = 2,5, 10.
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-1.0e-03 -0.0005 0 0.0005 1.0e-03

FIGURE 7.23 — Cas 2 - Isovaleurs de Re(&,) pour 6 = 107* trop petit : instabilités.
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7.4 Comparaison avec le modele potentiel

Pour finir ce chapitre d’illustrations numériques, nous souhaitons comparer les résultats
obtenus par la résolution des équations de Goldstein a ceux obtenus en utilisant le modéle
potentiel. La formulation de Goldstein se réduit a I’équation d’Helmholtz convectée lorsque
I’écoulement est potentiel et lorsque qu’il n’y a pas de source de vorticité. Nous comparons
dans cette section les équations de Goldstein et d’Helmholtz convectée lorsque I’écoulement
est un jet gaussien, comme présenté en a la sous-section 7.3.1 :

*(?*Vm)z
Vo(x,9) =vo(v)ex = vy +pe R e,

A moins d’étre constant, pour y = 0, cet écoulement ne peut pas étre potentiel car rappelons
que sa vorticité vaut
)2

— _@-vm
’ Ri}m pe R e,

wo(x,9) = wo(y)e; = vy(y)e, = -2

Ainsi, pour un tel jet, ou tout autre écoulement cisaillé, le modele potentiel n’est effective-
ment qu'un « modéle », une approximation des équations de Goldstein (ou d’Euler linéari-
sées). Nous nous attendons a ce que le modele potentiel soit proche des équations de Gold-
stein lorsque I’écoulement n’est pas trop cisaillé.

Nous étudierons alors deux cas de jets gaussiens, ne se différenciant que par leur largeur
caractéristique, et donc par leur rotationnel. Les paramétres communs des deux cas traités
sont les suivants :

— Pulsation : w € {2,5,10}.
Domaine d’intérét : () :=]0,20[x]0, 10].
PML: I, =], =2eta,=a,=2-2i.

Paramétre SUPG: 6 = 1073,

Source : (x5, ¥5) = (5,5) et v, = 0.2.

Pour les jets, le cas 1 (plus large) est le jet de plus faible rotationnel et le cas 2 (plus resserré)
celui de plus fort rotationnel, dont les parameétres sont :

- Caslet2:v,=0.3,4=0.3
— Cas1:R=1.
- Cas2:R=0.5.

Pour chacun de ces deux cas, il est intéressant d’analyser I'influence de la fréquence, car nous
avons vu qu’elle joue un roéle important dans 'amplitude de I'inconnue & ainsi que dans la
présence de stries hydrodynamiques, sur I'inconnue £ d’une part, mais également sur ¢ a
plus basse fréquence. Nous étudierons ainsi trois pulsations, w = 2, w =5 et w = 10.

Dans un second temps, nous comparerons les équations de Goldstein et le modele po-
tentiel du point de vu des grandeurs physiques, la pression et la vitesse acoustique, qui sont
nos grandeurs d’intérét.
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Cas du jet 1: faible rotationnel

Le premier cas correspond au jet le moins « resserré », et donc de plus faible rotationnel.
Commencons par représenter sur la figure 7.24 le profil de vitesse de I’écoulement ainsi que
les isovaleurs de vy. La vitesse a I'infini dans la direction e, vaut bien 0.3, qui est aussi son
Mach car py = 1, et au coeur du jet, la vitesse est de 0.6. Le rotationnel de I’écoulement est
représenté sur la figure 7.25. 1l est négligeable hors du jet, et passe par un maximum de 0.26
en valeur absolue au plus fort du cisaillement.

10 })'—>V0 X}JHVO 60e01
5 _
) _
3 Oe-01

0
0.3 0.4 0.5 0.6

FIGURE 7.24 - Jet Gaussien 1 : profil de I’écoulement du jet gaussien 1 (a gauche) et isovaleurs
de (x,v) = vo(v) (a droite).

(x,9) > wo(y) =vy(y
26e01

- 26e01

FIGURE 7.25 - Jet Gaussien 1 : isovaleurs du rotationnel, wy(x,v) = v(v).

Commencons par ’analyse de la plus basse pulsation, a w = 2. Nous tragons sur la figure
7.26 les isovaleurs de KRe(¢), obtenu en résolvant les équations de Goldstein (en haut), et par
le modele potentiel (en bas). Avec le couplage de Goldstein, on observe a cette fréquence la
présence des stries hydrodynamiques, localisées dans le jet, déja commentées dans les illus-
trations numériques précédentes. On constate que ce phénoméne n’est pas pris en compte
par le modeéle potentiel, et c’est d’ailleurs en partie pour cela que nous identifions ces stries
comme étant d’origine « hydrodynamiques », en plus de leur longueur d’onde caractéristique
due a la présence du couplage avec I’équation de transport harmonique. L’effet Doppler est
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quant a lui bien pris en compte par le modéle potentiel et peu de différences sont visibles a
Pextérieur du jet, dans la partie rayonnante de 'onde. Les stries hydrodynamiques ne mo-
difient donc pas de fagon significative I'onde rayonnée hors du jet dans ce cas la et restent
cantonnées a la zone rotationnelle du jet.

Goldstein

Modele potentiel 0
~-0.005

-1.0e-02

FIGURE 7.26 — Jet Gaussien 1 : comparaison entre la formulation de Goldstein et le modele
potentiel pour Re(¢g) a la pulsation : w = 2.

Il est intéressant de représenter I'inconnue hydrodynamique, ce que nous faisons sur la
figure 7.27, avec en haut Re(Ey) et en bas Ke(&y). Nous constatons que I'amplitude de &
augmente légérement avec la distance a la source dans la direction aval de ’écoulement.
Ce phénomeéne était déja observé lors de la résolution de I’équation de transport harmo-
nique seule et est mis en évidence en tracant sur la figure 7.28 la courbe de la fonction
x — Re(&y(x, v = 5.3)) représentant &, le long d’une ligne de courant la ol le rotationnel
de I'’écoulement est au plus fort.

Passons a la pulsation intermédiaire w = 5 et tragons sur la figure 7.29 les isovaleurs de
Re(@) obtenu par les équations de Goldstein et par le modeéle potentiel. A cette pulsation, les
stries hydrodynamiques ne sont déja plus visibles et le modele potentiel donne une solution
tres proche de celle de Goldstein. Pour mieux comprendre la contribution de &, nous tragons
de méme que précédemment, sur la figure 7.30, les isovaleurs de Re(&y) et de Re(Ey). Nous
constatons que 'amplitude de & a effectivement diminué, toute chose égale par ailleurs. Nous
continuons d’observer le phénoméne d’amplification de & en aval de la source, en tragant la
méme courbe de la fonction x - Re(E,(x,y = 5.3)) sur la figure 7.31

Terminons par la plus haute pulsation, a w = 10. Comme précédemment, nous com-
mencons par comparer les isovaleurs de Re(¢@) pour les équations de Goldstein et le modéle
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1.0e-02
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0

-0.005

'-1.0e-02
- Iz Oe-oz

0.01

-2.0e-02

FIGURE 7.27 - Jet Gaussien 1 : isovaleurs de Re(&,) et Re(E,) a la pulsation : w = 2.

:I:r—>§Re ﬁx

0.005

-0.005

FIGURE 7.28 - Jet Gaussien 1 : isovaleurs de Re(&y) en haut et courbe y = Re (&, (x, v = 5.3)),
a la pulsation : w = 2.
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Goldstein

Re(p)

w=25

I5.0e-03

0.0025

Modele potentiel 0
~-0.0025
--5.0e-03

FIGURE 7.29 - Jet Gaussien 1 : comparaison entre la formulation de Goldstein et le modéle
potentiel pour Re(¢) a la pulsation : w = 5.
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FIGURE 7.30 - Jet Gaussien 1 : isovaleurs de Ke(&,) et Re(Ey) a la pulsation : w = 5.

potentiel sur la figure 7.32. Tout en gardant le méme écoulement, a cette pulsation, les dif-
férences entre le modele potentiel et les équations de Goldstein sont imperceptibles, aucune
strie hydrodynamique n’est visible, et les amplitudes rayonnées sont tres faibles.
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T §Re «Sm
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0.0015
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-0.0015|
-0.003
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FIGURE 7.31 - Jet Gaussien 1 : isovaleurs de Re(&y) en haut et courbe y = Re (&, (x, v = 5.3)),
a la pulsation : w = 5.

Goldstein

Modele potentiel

w—lO

20e 03

0 001

-0.001
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FIGURE 7.32 — Jet Gaussien 1 : comparaison entre la formulation de Goldstein et le modéle
potentiel pour Re(¢g) a la pulsation : w = 10.
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Il est alors intéressant de tracer I'inconnue &, comme fait sur la figure 7.33. On constate
alors que les stries hydrodynamiques sont de tres faibles amplitude, et I'on doit saturer le jeu
de couleurs pour les voir. L’inconnue & est également de plus faible amplitude que dans les
cas précédents, confirmant la tendance déja observée lorsque la pulsation augmente. Négli-
geant les petites stries hydrodynamiques, la longueur d’onde caractéristique de & est alors la
meéme que celle de ¢, montrant que les phénomenes de transport sont faibles dans ce cas. Sur
la figure 7.34, comme pour les cas précédents, nous tracons la courbe x — Re (&, (x,y = 5.3))
afin de mieux visualiser les petites oscillations de £. Nous observons alors que les phéno-
menes de transport donnant lieu aux plus petites oscillations sont bien présents, mais de
faible amplitude. On remarque également que I’augmentation de cette amplitude au fur et a
mesure que ’on s’éloigne en aval de la source est moins marqué que dans les cas précédents.

I3.0e-04
0.00015
0
-0.00015

-3.0e-04

I5.0e-04
-0.00025
0
-0.00025

-5.0e-04

FIGURE 7.33 - Jet Gaussien 1 : isovaleurs de Re(&,) et Re(&y) a la pulsation : w = 10.

Nous tragons sur les figures 7.35 et 7.36 les résumés des résultats, pour Re(@) et Re(€,),
obtenus aux trois pulsations d’étude, w = 2,5,10.
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z — Re (& (z,y = 5.3))

7.00e-4

3.50e-4

0.00

-3.50e-4

-7.00e-4|
0

FIGURE 7.34 - Jet Gaussien 1 : isovaleurs de Re(&,) en haut et courbe y — Re(E,(x, v = 5.3)),
a la pulsation : w = 10.
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Goldstein Modéle potentiel

~ .
I

3 o
L0

I

3

FIGURE 7.35 - Jet Gaussien 1 : résumé des comparaisons entre la formulation de Goldstein et
le modele potentiel pour Re(¢g) aux pulsations : w = 2,5,10.




7.4 Comparaison avec le modéle potentiel

185

x — Re(&x(z,y = 5.3)

Rel€,)
oo ~Re (i) X

05005 115 275 3 35 4 45 § 55 6 65 7 75 § §5 0 05 1010511 115 12 125 13 135 14 145 15 155 16 165 17 175 18 185 19 195 D25 21572

Re(&,) [
0003 —Re(x) X
o

005 T 5 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 § §5 O 95 10105 11 115 17 125 15 135 14 145 1§ 155 16 165 17 175 18 185 10 195 20 205

Re(E,)
00068 “Re(d) X

G 05 115 225 3 35 4 45 5 55 & G5 7 75 § €5 9 9% 10105 11 115 12 125 13 135 14 145 15 155 16 165 17 175 18 185 19 195 20

FIGURE 7.36 — Jet Gaussien 1 : résumé des comparaisons de Re¢(E,) aux trois pulsations :

w=2,5,10.
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Cas du jet 2 : fort rotationnel

Passons a présent au second cas de jet étudié, dont la seule différence avec le précédent
est sa largeur caractéristique : il est plus resserré. Son rotationnel est donc plus important,
tout en gardant le méme nombre de Mach. Nous nous attendons donc a des différences plus
significatives avec le modéle potentiel. L’étude porte toujours sur une analyse en montant la
fréquence, aux trois pulsations : w = 2,5,10.

Commencons par présenter le jet, sur la figure 7.37 nous tragons le profil y — v((y) ainsi
que les isovaleurs de v sur tout le domaine d’intérét et sur la figure 7.38 nous représentons
le rotationnel. Ce dernier est compris entre —0.5 et 0.5 et est donc deux fois plus intense que
le cas 1 étudié précédemment, alors que les valeurs de la vitesse, et donc du Mach, restent
comprise entre 0.3 a I'extérieur du jet et 0.6 au coeur de celui-ci.

Y = v(y) (x,9) = vo(p)
10 l—6.0e-01
7.5
0.5
5 >
) _
0 3 0e-01

0.3 0.4 0.5 0.6

FIGURE 7.37 - Jet Gaussien 2 : profil de I’écoulement du jet gaussien 1 (a gauche) et isovaleurs

de (x,v) = vo(v) (a droite).
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FIGURE 7.38 — Jet Gaussien 2 : isovaleurs du rotationnel, wy(x,v) = v;(p).

Commencgons par I'observation du cas le plus basse fréquence, a @ = 2. Nous tracons
sur la figure 7.39 les isovaleurs de Re(¢), obtenu par les équations de Goldstein (en haut)
et par le modéle potentiel (en bas). Nous observons alors encore plus nettement 'influence
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du rotationnel sur I'inconnue ¢ par la présence des stries hydrodynamiques dans le jet. La
diftérence est donc bien plus marquée dans ce deuxieme cas, ce que nous attendions. Le ro-
tationnel étant caractéristique ici de la différence de vitesse entre deux points voisins dans le
jet (dans la direction transverse, selon e,), on observe que les stries hydrodynamiques sont
plus penchées que précédemment. Cela diminue encore la taille des variations caractéris-
tiques de ces stries selon e, et demande un maillage adapté en conséquence, c’est-a-dire tres
fin dans cette direction.

Goldstein

Re(p)

w=2

Il.Oe-02

0.005

Modele potentiel 0

-0.005

-1.0e-02

FIGURE 7.39 — Jet Gaussien 2 : comparaison entre la formulation de Goldstein et le modele
potentiel pour Re(¢) a la pulsation : w = 2.

Nous tracons sur la figure 7.40 les isovaleurs de Re(&,) et de Re(Ey). Nous remarquons
que 'inconnue hydrodynamique est a présent de méme amplitude que celle de I'onde ¢. Les
stries sont tres resserrées, et ce que nous pourrions interpréter comme étant un probléme
numérique n’en est en fait pas un. En effet, les résultats présentés sont inchangés par varia-
tion de la taille et de la position des PML, ainsi que par raffinement de maillage. Ce qui peut
apparaitre irrégulier ne 'est en fait pas, et pour illustrer cela, nous tracons comme précé-
demment la courbe x — Re(E,(x, v = 5.3)) sur la figure 7.41. On observe alors que les oscil-
lations dans la direction e, correspondent bien a la longueur d’onde caractéristique de & due
a ’équation de transport harmonique. Nous observons une croissance de & plus importante,
exponentielle, en aval de I’écoulement. Nous pourrions étre en présence d’une instabilité hy-
drodynamique, mais les seules conditions (de type critere de Rayleigh) a notre connaissance
permettant de statuer sur cette question ne traitent que de I'instabilité des fluides incom-
pressibles, ce qui n’est évidemment pas le cas en aéroacoustique, car cela correspondrait
a une vitesse du son infinie! Pour I’équation de transport seule, la solution explicite nous
donne une croissance linéaire en espace des solutions en aval de la source dans le jet. Nous
constatons ici une croissance plus que linéaire, ce qui nous fait pencher pour I’hypothese
que I’écoulement est instable.
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FIGURE 7.40 — Jet Gaussien 2 : isovaleurs de Re(&,) et Re(&y) a la pulsation : w = 2.
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FIGURE 7.41 - Jet Gaussien 2 : isovaleurs de Re(&,) en haut et courbe y - Re(E,(x, p = 5.3)),
a la pulsation : w = 2.

Passons a présent a la fréquence intermédiaire, a w = 5. Nous tracons sur la figure 7.42 les
isovaleurs de Re(¢) obtenu par les équations de Goldstein (en haut) et par le modéle potentiel
(en bas). Le fait que ce jet ait un rotationnel plus fort implique que les effets hydrodynamiques
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sont encore visibles a la fréquence intermédiaire sur I'inconnue ¢ alors qu’ils avaient déja
disparus pour le jet du cas 1. On observe en effet des petites stries dans le jet, la différence avec
le modéle potentiel étant néanmoins beaucoup moins prononcée qu’a la pulsation w = 2.

Goldstein

Modele potentiel 0
-0.0025

-5.0e-03

FIGURE 7.42 — Jet Gaussien 2 : comparaison entre la formulation de Goldstein et le modeéle
potentiel pour Re(¢) a la pulsation : w = 5.

De méme que précédemment, nous tragons 'inconnue & sur la figure 7.43. Bien que I'am-
plitude ait diminué par rapport a la pulsation précédente, la croissance relative des stries
semble plus prononcée dans ce cas. En effet, en tracant sur la figure 7.44, la croissance ex-
ponentielle peut étre confirmée, et en tout cas, il ne peut pas s’agir d’'une simple croissance
linéaire, allant dans le sens de notre hypothése que I’écoulement soit instable.

Remarque 7.4.1. Il peut étre délicat de comparer le modeéle potentiel et les équations de Gold-
stein dans le cas d’un écoulement instable. En effet, d’une part, du fait que le rotationnel de
Pécoulement soit plus intense dans ce cas, il est attendu que le modéle potentiel soit d’autant
plus faux. Néanmoins, d’autre part, les instabilités créent une croissance de I’inconnue hydrody-
namique & exponentielle (et de I'inconnue ¢ également) de telle sorte qu’au dela d’une certaine
valeur de & et @, les équations d’Euler linéarisées, dont I’établissement suppose que & et @ soient
d’un ordre inférieur aux grandeurs de I’écoulement porteur, peuvent étre remises en question.
Dans ce cas, I'endroit ou couper le domaine est un probleme délicat, couper trop loin amenerait a
sur considérer I'inconnue &. Finalement, nous pouvons remarquer que les écoulements cisaillés,
les jets, ne sont pas physiquement acceptables lorsque considérés sur de trop grands domaines,
car les effets visqueux, jusqu’ici négligés, finissent par « dé-cisailler » le jet, qui redevient alors
un écoulement stable et ne fait qu’ensuite convecter les perturbations, voire les atténuer.

Terminons par la fréquence la plus haute, a @ = 10. Nous tracons de méme les isova-
leurs de Re(¢), sur la figure 7.45. Comme pour le cas précédent, malgré un rotationnel plus
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FIGURE 7.43 - Jet Gaussien 2 : isovaleurs de Re(&,) et Re(&y) ala pulsation : w = 5.
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FIGURE 7.44 - Jet Gaussien 2 : isovaleurs de Re(&y) en haut et courbe y — Re(E,(x, p = 5.3)),
a la pulsation : w = 5.

fort entrainant vraisemblablement un jet instable, les effets hydrodynamiques ne sont plus
visibles sur I'inconnue ¢ a cette fréquence, ou alors vraiment trés peu : on peut remarquer
une faible variation dans ’amplitude de 'onde dans le jet.
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Goldstein

Re(p)
w =10

I4.0e-03

0.002

Modele potentiel

FIGURE 7.45 — Jet Gaussien 2 : comparaison entre la formulation de Goldstein et le modeéle
potentiel pour Re(¢) a la pulsation : w = 10.

Pour ce qui est de 'inconnue hydrodynamique, tracée sur la figure 7.46, les variations
spatiales transverses au jet sont devenues si petites qu’elles sont a la limite du pas du maillage
et ne sont plus discrétisées correctement. Néanmoins, dans le sens de I’écoulement, comme
représenté sur la figure 7.47, les oscillations sont encore bien captées et la longueur d’onde
est bien celle attendue. Confirmant la tendance, bien que I'amplitude de & soit plus petite, la
croissance exponentielle de son module semble plus marquée encore.

Terminons par un résumé des figures obtenues concernant ¢, figure 7.48 et &, figure
7.49 pour les trois pulsations d’étude w = 2,5, 10, en comparaison avec le modéle potentiel.
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FIGURE 7.46 — Jet Gaussien 2 : isovaleurs de Re(&,) et Re(&y) a la pulsation : w = 10.
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FIGURE 7.47 - Jet Gaussien 2 : isovaleurs de Re(&y) en haut et courbe y — Re(E,(x, y = 5.3)),
a la pulsation : w = 10.
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Goldstein Modeéle potentiel

0
-0.002
-4.0e-03

FIGURE 7.48 - Jet Gaussien 2 : résumé des comparaisons entre la formulation de Goldstein et
le modele potentiel pour Re(¢@) aux pulsations : w = 2,5,10.
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Re (&) x — Re(&(x,y =5.3)
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FIGURE 7.49 - Jet Gaussien 2 : résumé des comparaisons de Re(E,) aux trois pulsations :
w=2,5,10.
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Comparaison de la pression et de la vitesse acoustique. Nous souhaitons a présent
comparer la formulation de Goldstein au modele potentiel sur les inconnues physiques du
probléme, a savoir la pression et la vitesse acoustique, qui est la grandeur d’intérét principale.
Nous utiliserons pour cela les deux cas extrémes de pulsation précédents, v = 2 et w = 10
pour le jet ayant le plus fort rotationnel qui est donc susceptible de donner les différences les
plus importantes entre les équations de Goldstein et le modeéle potentiel. Rappelons brieve-
ment le lien entre la pression et la vitesse acoustique et les inconnues ¢ et £ des équations
de Goldstein :

P =-poDu®;

v,=Vp+&.

Et dans le cas potentiel, on a, en fonction du potentiel acoustique P :

p =—poDy,®P",
v= V(Pp()t-

Commencons par analyser I'influence de ’acoustique avec ’hydrodynamique sur la pres-
sion acoustique résultante. Nous tracons Re(p) sur la figure 7.50 obtenu par les équations de
Goldstein, en haut, et par le modéle potentiel, en bas. Nous observons alors une différence
légere des amplitudes, que ce soit dans le jet, 1a ol c’est le plus notable, mais également dans
la partie hors du jet. Il est notable que les stries hydrodynamiques ont disparu, ceci du fait de
I’application de 'opérateur de dérivation convective harmonique D,, pour calculer la pres-
sion. Ainsi, les différences entre les équations de Goldstein et le modele potentiel sont assez
faibles et se caractérisent par une différence d’amplitude de ’onde dans le jet et dans une plus
faible mesure rayonnée. Notons également qu’il s’agit de notre cas de jet ou la différence est
le plus marquée. Nous pourrions descendre encore en fréquence et constater d’avantage de
différence, ou alors, en augmentant encore le rotationnel du jet.

Passons a présent a la fréquence la plus haute, a w = 10, pour laquelle peu de différences
avec le modeéle potentiel avaient été constatées. En effet, en tracant sur la figure 7.51, Re(p),
obtenu par les équations de Goldstein (en haut) et par le modele potentiel (en bas), aucune
différence n’est visible sur la pression a cette plus haute fréquence, que ce soit dans le jet ou
hors du jet dans la partie rayonnée.

Comparons a présent une inconnue physique qui nous intéresse moins pour nos appli-
cations mais qu’il est néanmoins intéressant a étudier du point de vu de la modélisation : la
vitesse acoustique. La vitesse acoustique s’exprimant par v = V¢ + &, nous attendons une
influence plus grande des interactions avec ’hydrodynamique, 'opérateur D,, n’étant pas
appliqué.

Pour la fréquence la plus basse, a @ = 2, nous tracons Re(v,) sur la figure 7.52, et nous
observons en effet une grosse différence entre la solution fournie par les équations de Gold-
stein et celle obtenue par le modéle potentiel, notamment, les stries hydrodynamiques sont
trés présentes et influence assez nettement le champ rayonné. A plus haute fréquence, pour
w = 10, nous attendons néanmoins de plus faibles différences entre les deux. Effectivement,
comme on peut le constater sur la figure 7.53, le champ rayonné est a présent quasiment
identique. Néanmoins, la présence des stries hydrodynamiques dans le jet est visible, d’au-
tant plus que l'on est en aval de la source. Cela est accentué par le fait I'écoulement est
vraisemblablement instable, entrainant une croissance exponentielle de & en aval le long du
jet.
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Goldstein

Re(p)

w=2

IZ-OE'OZ

Modele potentiel
-0.01
-2.0e-02

FIGURE 7.50 - Comparaison de I'inconnue pression Re(p) a la pulsation w = 2 et pour le cas
du jet 2

Goldstein

I3.0e-02

0.015

Modele potentiel

-0.015
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FIGURE 7.51 — Comparaison de I'inconnue pression Re(p) a la pulsation w = 10 et pour le
cas du jet 2
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Goldstein

Re(vy)

w=2

I]. .56-02

-0.0075

Modele potentiel

FIGURE 7.52 - Comparaison de 'inconnue vitesse selon e, : Re(v,), a la pulsation w = 2,
pour le cas du jet 2.
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FIGURE 7.53 — Comparaison de I'inconnue vitesse acoustique selon e, : Re(vy), a la pulsation
w =10 et pour le cas du jet 2.



198

Chapitre 7. Etude numérique du couplage de Goldstein en 2D

7.5 Conclusions de I’étude numérique des équations de
Goldstein

Pour conclure ce chapitre d’étude numérique des équations de Goldstein, commencons
par évoquer les questions relatives a la méthode numérique employée. Nous avons vu qu’il
est nécessaire d’avoir un moyen de stabilisation de ’équation de transport et c’est la méthode
SUPG, introduisant un parametre de stabilisation 9, et permettant de conserver des éléments
finis classiques, qui a été retenue pour cette étude. Le reproche que 'on peut faire a cette
méthode est que ce paramétre doit étre adapté au cas par cas et dépend notamment du pas de
maillage et de la vitesse de ’écoulement. En pratique, il doit étre choisi le plus petit possible,
tant qu’il n’apparait pas d’oscillations parasites partout dans le domaine. Nous avons borné le
domaine de calcul avec des PML, qui semblent tres bien se comporter dans ce cadre, bien que
nous n’avons pas a notre connaissance de cadre théorique complet permettant de le garantir.
Nous avons constaté que méme en présence d’instabilités, les PML absorbent encore trés bien
les ondes acoustiques et hydrodynamiques.

Concernant les interprétations de modélisation physique du probléme, nous avons étudié
le comportement de I'inconnue hydrodynamique en fonction de la fréquence et du cisaille-
ment de ’écoulement. Nous avons observé, notamment par comparaison avec le modéle
potentiel qui néglige les interactions entre ’acoustique et I’hydrodynamique, que cette in-
fluence diminue lorsque la fréquence augmente. Cette interaction est évidemment d’autant
plus importante que le rotationnel est grand. Lorsque le rotationnel augmente trop, dans
le cas des jets par exemple, le cisaillement peu créer un phénomene d’instabilité donnant
lieu a une croissance exponentielle le long des lignes de courant des inconnues acoustiques.
Lorsque 'on s’intéresse aux inconnues physiques du probléme, la pression et la vitesse acous-
tique, il apparait que l'interaction entre I’acoustique et ’hydrodynamique est plus visible sur
la vitesse que sur la pression. En effet, sur la vitesse, on observe la présence de stries hydrody-
namiques dont la longueur d’onde est caractéristique de I’équation de transport harmonique.
Cette longueur d’onde est reliée localement a la longueur d’onde acoustique par le nombre de
Mach, a savoir, on a grossierement Ay = MyA,,. Bien que la longueur d’onde de 'inconnue
hydrodynamique est inférieure a celle de I'onde acoustique, ce n’est pas en fonction de cette
longueur d’onde qu’il faut établir la régle de maillage. En effet, de bien plus petites longueurs
caractéristiques du phénomene apparaissent dans la direction transverse au cisaillement, et
lorsque celui-ci est fort, cela peut nécessiter un maillage tres fin dans cette direction. L’in-
fluence de l'interaction avec la vorticité se fait moins ressentir sur la pression acoustique, en
effet, la pression est obtenue en appliquant P'opérateur de dérivée convective harmonique
qui a pour effet de supprimer les stries hydrodynamiques. Néanmoins, leurs influences se
fait sentir sur 'amplitude de la pression, quoique l'effet soit moins important que pour la
vitesse.

Finalement, la présence d’instabilités hydrodynamiques pose quelques questions sur les
limites de validité des équations de Goldstein. En effet, ces équations étant obtenues par
linéarisation autour d’un écoulement porteur, elles n’ont de sens que si les inconnues calcu-
lées sont bien d’un ordre de grandeur inférieur aux quantités caractéristiques de I’écoulement
porteur. Or, dans le cas d’une instabilité hydrodynamique, il y a croissance exponentielle en
espace des inconnues acoustiques. Cela ne peut donc pas étre possible sur de trop grandes
distances sans remettre en cause la validité des équations de Goldstein ou d’Euler linéarisées.
En pratique, les zones d’instabilité sont limitées par la présence de viscosité dans I’écoule-
ment porteur, imposant a un jet par exemple de se dé-cisailler au fur et a mesure que 'on
s’éloigne de ce qui a créé le cisaillement.
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Nous terminons cette thése par I'investigation d’un cas que nous avions exclu en faisant
I’hypothése d’un écoulement porteur domaine-remplissant : celui ou des lignes de courant
de I’écoulement porteur peuvent étre fermées et recirculer. Bien qu’il s’agisse d’une situation
peu répandu du point de vue de notre application industrielle, nos écoulements sont le plus
souvent des jets, il est intéressant de s’interroger sur la validité du modele mathématique
en présence de tels écoulements porteurs. Par ailleurs, il n’est pas exclu que dans de pe-
tites zones, I’écoulement forme approximativement une recirculation. En montrant que des
singularités peuvent apparaitre, cela nous ameénera a nous poser la question de la limite du
modele linéaire et non-visqueu, pour lequel ces phénomeénes devraient étre contrebalancés.

Nous avions déja alerté le lecteur sur le fait que ’équation de transport harmonique n’est
pas toujours bien posée et nous avions donné I’exemple de la rotation solide qui posséde un
nombre discret de fréquences de résonance. L’étude du cas général reste une question ou-
verte et sirement difficile, nous nous contenterons de généraliser, dans un premier chapitre,
le cas de la rotation solide a un écoulement orthoradial dans une couronne dont le profile
est a priori quelconque. Nous définirons alors 'ensemble des résonances de 1’équation de
transport et des lignes résonantes apparaitront naturellement, lignes selon lesquelles la « so-
lution » serait singuliere.

Dans un second chapitre, nous étudierons le couplage de Goldstein. Pour le couplage, une
analyse de Fourier fera apparaitre de nouvelles fréquences de résonances, dites critiques, qui
ont une autre origine physique que la périodicité du phénomene du aux recirculations de
I’écoulement porteur. Hors fréquences de résonance du transport, I’équation de transport
est inversible et nous pourrons donc généraliser le résultat donnant le caractere Fredholm
des équations, toujours sous hypotheése d’un faible rotationnel, que nous avons vu précé-
demment en écoulement domaine-remplissants. Puis hors des fréquences de résonance du
transport et critiques, nous montrerons le caractére bien posé des équations de Goldstein.
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FIGURE 8.1 — Géométrie de la couronne.

Pour aller plus loin et parce que les conditions énoncées ci-avant peuvent étre tres res-
trictives voir impossibles a satisfaire pour certaines écoulements porteurs, nous nous intéres-
serons dans un second temps au comportement de solutions définies par absorption limite,
lorsque nous sommes en présence d’une ligne résonante du transport ou critique. Cette ana-
lyse se fera a I’aide de la méthode de Frobenius, que nous devrons mener conjointement du
passage a I'absorption nulle. Cette derniére partie a de fortes similarités avec le comporte-
ment singulier du champ électromagnétique dans les plasmas, voir [73] pour les aspects phy-
siques, notamment étudié par B. Després, L.M. Imbert-Gérard, M. Campos Pinto, O. Lafitte
et A. Nicolopoulos, voir [74], [75], [76] et [77]. Les résultats que nous avons obtenus restent
prospectifs et demanderaient une analyse plus poussée afin par exemple de pouvoir prendre
en compte numériquement ces phénomeénes. Nous verrons notamment qu’en présence de
résonances critiques, le cadre fonctionnel classiquement utilisé pour les formulations va-
riationnelles ne convient plus. Nous terminerons par quelques illustrations numériques des
singularités qui se forment par absorption limite sur les modes de Frourier.

8.1 Description des écoulements circulaires

Nous nous placons dans cette section dans un domaine D annulaire 2D, représenté sur
la figure 8.1 et nous utilisons les coordonnées polaires :

D ::{(r,@)eIR+><[O,27z[: r; <r<re}, (8.1)

ou r; et 1, tels que 0 < r; < r,, sont les rayons intérieur et extérieur de la couronne. L’écou-
lement porteur est choisi orthoradial et indépendant de la variable 0, c’est-a-dire qu’étant
donné un profil v : r €]r;, 7[> vo(7), la vitesse de I'écoulement est donnée par

vo(r,0) = vo(7) eg,
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et un tel écoulement sera dit « circulaire ». Plutot que la vitesse v, il apparait naturellement
dans les calculs la vitesse angulaire () définie par :

Qo(r) = . (8.2)

Nous faisons I’hypothése que la vitesse de I’écoulement ne s’annule pas, et puisqu’elle garde
toujours le méme signe par continuité, nous faisons le choix :

V(r,0)e D, Qu(r)>0.
La vorticité d'un écoulement circulaire est donnée par w, := wye, ou

wo(r)= 2 40 (r) = Qo)+ v ),

Il est aisé de vérifier que la donnée d’'un quelconque profil v, suffisamment régulier, suffit a
définir un écoulement (p, po, Vo) satisfaisant les équations d’Euler :

{V' (povo) =0,
po(vo - V)vg+Vpy = 0.

La divergence d’un champ de vecteurs exprimé en coordonnées polaires A = A,e, + Ageg
étant donnée par V- A = 1/rd,(rA,) + 1/r dgAg, 'équation de conservation de la masse,

V- (povo) = Qo(r)dgpo = 0,

montre que py ne dépend que de la variable r. Puis de I'équation d’état, py = ypg, on déduit
que de méme p, ne dépend pas de la variable 0. Ainsi, a v, fixée, pg et pg vérifient

dp
2 0
rpoQo(r)” = P
Po = ppy»

2 Po
Co=y—.

0 7/Po

Ces équations se réduisent en une simple équation différentielle sur pg

dpg 1 2 2y _
?—ﬂ—yﬂo(r) o =0,

dont la solution est donnée par

1

_1 ' 7 7 7 ﬁ
po(r) = (Po(h’)y_1 + VW/ J Qo(r')?r dr) -

L’écoulement porteur est ainsi déterminé totalement en fonction de la seule donnée du profil
de I'écoulement v(. Nous supposerons ainsi connu I’écoulement porteur et ne discuterons
que des valeurs que peut prendre v.
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Hypothése de régularité supplémentaire. Pour des raisons qui apparaitrons dans la
suite, nous choisissons de nous restreindre a des écoulements dont les quantités p, pg et v
s’étendent analyitiquement a un voisinage du segment |r;, 7,[ dans le plan complexe.

8.2 Vers la résolution de I’équation de transport : notion
de résonance

Exprimons I’équation de transport harmonique pour 'opérateur de dérivée convective
harmonique se simplifie en

Da) =—iw+ Vo V=—iw+ Qo(r)89,
et le jacobien de la vitesse s’écrit, en coordonnées polaires

0 —p%l)
Vuy(r,0) = . r
0t726) (v(’)(r)+ n

r

0 —2Q(r)
wolr) 0 |

Ainsi, le probléme du transport harmonique (3.17), pour une source f € L?(D)? réguliére, se
rameéne a une famille d’équations différentielles paramétrée par le rayon r €]r;, 7,[, munie de
conditions de périodicité, chacune étant :

(—ia)+Q0(r)99)£ + (a)(?(r) _2%0(7’)) &= f; (8.33)

E(-,0)=&(, 2m). (8.3b)

En notant

W 0 )
Ay(r) =i I- L/ G I € M,(C),
Qo(r)

on a l’écriture alternative

{895 = A(NE+Qo(r)'f, (8.42)

et ainsi ’ensemble des solutions de ’équation (8.3a) est donné par la formule de Duhamel :
0

&E(r,0) = Qq(r)™! J el 0704 f (r, 1) dT + 940 E0(r), (8.5)
0

ot £°(r) € C? est une fonction de r & déterminer afin de satisfaire les conditions de périodi-
cité (8.3b), ce qui s’écrit :

27
(1= ) E%r) = Qo(r)! f DA £ (7, 1) d. (8.6)
0

Nous pouvons alors généraliser ce qui a été présenté dans le cas de la rotation solide. Le
probléme du transport harmonique est bien posé si et seulement il est possible d’inverser la
relation (8.6) permettant de déterminer & O, c’est-a-dire si et seulement si pour tout r €]r;, 7,[,
la matrice I — 2™«(") est inversible.
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Le caractere « mal posé » du probléme de transport harmonique peut donc venir d’une
ou plusieurs ligne(s) de courant, {(r*,0) : 0 < 6 < 27t} ot r* € [r;, 1], telle(s) que [ —e>™A(") ¢
GL,(C), on dit alors que I'’équation de transport est mal posée le long de cette ligne. En effet,
pour un tel 7*, la constante £°(r*) n’est soit pas déterminée de facon unique, soit n’existe
pas. On pourra se référer aux discussions similaires concernant I’équation de transport har-
monique scalaire traitée dans [3].

Entant donnée une ligne de courant {(r,0) : 0 < 0 < 27t}, les fréquences w pour les-
quelles le transport est mal posé le long de cette ligne sont appelées fréquences de résonance
du transport pour cette ligne. Ainsi, pour que I’équation de transport soit bien posée sur
I'ensemble de la couronne, il faut et il suffit que la fréquence w ne soit une fréquence de
résonance d’aucune des lignes de courant qui forment le domaine D.

Ces observations nous amenent a introduire les deux notions suivantes. La premiére re-
vient a s’intéresser aux fréquences pour lesquelles 'inversion du transport se passe mal, le
tout a géométrie fixée.

Définition 8.2.1 (Fréquence de résonance). On appelle ensemble des fréquences de résonance
complexes de la ligne r € [r;,1,] U'ensemble suivant :

KE, (r) = {a) eC : [ ¥l ¢ GLQ((E)}. (8.7)

Lorsque l’on ne fait pas référence a une ligne en particulier, on parle de I’ensemble des fréquences
de résonance complexes, défini par :

K= | ) Kfslr). (8.8)
relri,r,]

Finalement, nous définissons I’ensemble des résonances comme étant les fréquences de résonance
complexes qui sont sur I’axe réel :

Kres(r) = KE(NNR et K,ps:=KENR (8.9)

La notion de ligne résonante nous servira quant a elle plutdt lorsque nous fixerons la
fréquence et que nous cherchons a discuter des propriétés géométriques, sur I’écoulement
porteur et le domaine, pour lesquelles I’équation de transport n’est pas inversible.

Définition 8.2.2 (Ligne résonante). On appelle ligne résonante a la fréquence w € C l’en-
semble suivant

Lyos(@) = {{(r,@) :0<0<2n):relrr] et we IC‘EES(r)}.

8.3 Description de I’ensemble des résonances X,

Dans cette section, nous cherchons a aller plus loin dans la description de ’ensemble
des fréquences de résonance, en les reliant a ’écoulement porteur et en donnant quelques
propriétés intéressantes.
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Etant donnée une ligne de courant {(r,0) : 0 < 6 < 27}, r €]r;, 1., les fréquences w telles

que la matrice I — e2™ A (1) nlest pas inversible sont telles que 1 est valeur propre de 2T A (1)
Or, le spectre de ¢?™Aw(")

s’exprime en fonction de celui de A, (r) par

Sp (eznAa)(r)) o e2nsp(A(u(r)).
Ainsi, on obtient une premieére description de I’ensemble des résonances complexes

KE, = {a) eC : Sp(A,(r) e iZ}.

Poursuivons par le calcul en détaillant le spectre de A, :

Sp(A Spli=——I o o || iges ey, 0 o
A Cronr i PRRCHERY | s NrRt d PR

e rQo(r)
Vo N 20,0 [

ol /- est une extension de la racine carrée aux valeurs réelles négatives par le choix arbitraire

VxeR., +x= i(—x)%,

ce qui nous permettra d’éviter de séparer les cas ot 1 +rQ)((r)/Q(r) est négatif ou positif.
Ce choix correspond a celui de la détermination continue de la racine carrée complexe ou la
coupure —iR, a été choisie. En définissant la quantité (3jj(r) par

Q4 (r) = 2Q0 (F)wo (), (8.10)

la racine se simplifie alors, en utilisant que wy = 2Q + rQ},

+214(1 +

rQ)(r) 2'\/2Q0(r)(2Q0(r)+rQ6(r)) ()
2Q(7) - 4Q(r)? Q,(r)

On a finalement trouvé que

A (1) 2inw+06(r) Zinw—QB(T)
Sp(e ® ): e Qo g7 Qo0 3},

Toujours a ligne de courant fixée {(r,0) : 0 <6 < 2mr}, 'équation de transport harmonique
est donc bien posée le long de cette ligne de courant si et seulement si

w £ CQ(r)

g Z,
Qo(r)

le Sp(eZnA“’(r)) &

et on obtient donc I'expression de KT (r) suivante :

Kfo(r) = (- Qp(r) + Qo(r)Z) U (Qj(r) + Qo(r)Z) (8.11)
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En définissant la quantité
Dy () :==2Qg(r)wo (1), (8.12)

la proposition évidente suivante montre que les lignes pouvant étre résonantes a une fré-
quence réelle sont a chercher parmi les r € [r;,1,] tels que Py(r) > 0.

Proposition 8.3.1. Pour tout r € [r;,1,], on a
Dy(r) <0 = K,u(r)=0.

Introduisons alors une partition de 'ensemble des rayons [r;, 7] en deux sous-ensembles
selon le signe de @ :

I, = {r €[ri,r.] = Dp(r) = 0} et [_:= {r €[r,r.] : Dy(r) < 0}.

Remarque 8.3.2. Il est intéressant de noter que la quantité O, appelée « discriminant de Ray-
leigh » dans la littérature, a un rapport avec la stabilité des écoulements recirculants incom-
pressibles. Le critére de Rayleigh ©y > 0, voir [78], donne une condition nécessaire de stabilité,
qui est également une condition suffisante de stabilité pour une perturbation axisymétrique.
Néanmoins, ces résultats ne sont valables que pour des perturbations incompressibles, et donc
ne concernent pas la propagation acoustique.

Maintenant que nous avons I'expression de K&,

duire une description plus explicite des résonances complexes K
chaque rayon r € [r;, 7,] des K&, il vient :

(r) pour un r donné, nous pouvons dé-

C en prenant I'union sur
res p

K= | Khn= ) (205 +nQq(r), nez) (8.13)
1 <r<t, 1 <r<t,
= UIm (£Q% +nQy), (8.14)
nezZ

ou Im est la notation pour désigner 'image d’une fonction.

Remarquons que si ’ensemble I, est d’intérieur non vide, et que 'on exclut le cas dé-
+

généré de I’écoulement en rotation solide, alors les hautes fréquences sont forcément des

fréquences de résonances. En effet, nous avons plus précisément la proposition suivante.

Proposition 8.3.3. S’il existe un intervalle ouvert non vide I C I, tel que () ne soit pas
constant sur I (I’écoulement n’est pas localement une rotation solide), alors il existe deux pulsa-
tions w™ et w™, telles que

-0, | CK,ps et [wh,+00[C K .

Autrement dit, pour w suffisamment grand, le probléme de transport harmonique pour un tel
écoulement circulaire est mal posé.

Preuve. Supposons () non constant sur I, alors, par continuité, il existe deux réels r* € I
tels que
- O+
[Q5, Q] < Im(Qo),

ou QE)—L = Qo(r*). Notons, puisque () est a valeurs réelles sur I,

w? =infQy(r) et ] =supQy(r).
rel rel
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Alors pour 1 € IN suffisamment grand, on a n(Q§ — Q) > w} — w?, donc I'intervalle
Iy =[wl+nQy, 0 +nQ{],

n’est pas vide et
I; C Im(QB + nQO) C Kres-

En effet,
inf (Q(r)+nQo(r)) < QY(r) +n Qo(r7) < W +nQy,
1i<r<t,
:Qa

et de la méme facon,

W +nQf <QY(rt) +n Qo(r*) < sup (Qj(r)+nQq(r))
~— B r,'<r<re
=Qf

I reste & remarquer que les intervalles I;} et I'. | se recouvrent ainsi que tous les suivants
pour n vérifiant

wi+(n+1)Qy <w” +nQf ouencore — = 0 <y,

ce qui montre qu’il existe w* tel que

[w*, +oo[C U I} C Ky
nez

De méme, on prouve l'existence d’un réel w™ tel que | — oo, w™] C K, . [ |

Remarque 8.3.4. Nous verrons avec des exemples trés simples d’écoulements circulaires que
lorsque ®y > 0, il n’existe pas de résultat général qui affirmerait qu’il existe toujours au moins
une pulsation w pour laquelle le probléme est bien posé.

8.4 Résolution de ’équation de transport hors résonance
et estimation a priori

Apres avoir mieux décrit 'ensemble des résonances, finissons le calcul de 'expression de
la solution de I’équation de transport lorsque w n’est pas une valeur de résonance. On a la
proposition suivante.

Proposition 8.4.1. Le probléme de transport harmonique de Goldstein (8.3a) pour un écoule-
ment circulaire est bien posé si et seulement si la pulsation w n’est une pulsation de résonance
pour aucune ligne de courant, c’est-a-dire si et seulement si, pour w € IR,

W & K,ps = UIm(iQB +nQy).
nez
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Dans ce cas, la solution est donnée par

27

&(r,0) = Qyl(r) (I - em‘w(”)‘1 f e f (1,0 - 1)dr, (8.15)
0

ot 'on peut écrire :

0o 1
w
A, (r)=1i I+2 o 2
=000 [—(—2000(8)) o]

Preuve. En multipliant par [ — 2T Aw(1)

Pexpression (8.5), et en utilisant que cette matrice
commute avec ¢%4« (")

, on trouve

0
(I - eznAw(r))E(r, 0)= Qal (I - eznAw(r))J e(e_T)A“’(r)f(r, t)dt
0

27
+ 94Nt f 2= £ (r, ) d1.
0

Ensuite, procédant comme pour le passage de I’équation (3.23) al’équation (3.24), on effectue

dans la premiere intégrale le changement de variable 7 <— 6 — 7 et dans la seconde 7 «
27+ 6 — 1,1l vient :

0
(I - eznAw(r)) E(r,0)=0Qp! (I - eznAfl’(’))j e f(r,0 —1)dT
0
21+60
+ 94N ! J; e T4 f (1, 270+ 6 — 1) d
0
= Q' (I- ezﬂAw“))J e f (1,0 —1)dr
0
27t+0
+Q! f e e f(r,0 ~7)dr.
0

Puis, en découpant la seconde intégrale par la relation de Chasles, entre 6 et 0, puis entre 0
et 27t et et enfin entre 27t et 27t + O, on trouve

0
(I - eznA“’(r))cf(r,Q) =Qq(r)7! (I - eznAw(r))J Ao f(r,0 —1)dT
0
ro
—Q5l(r) | e™ef(r,0 -1)dr
JO
27
+ QM) | e f(r,0-1)dr
JO
27+6
+Qgl(r) e A f (r,0 —1)dr
J21
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puis,

0
(I - eznAw(r))E(r, 0) = —Q(r) 1 e?™ el f e A f (r,0 —1)dr
0
27
+ le(r)f e f (1,0 - 1)dr
0
0
+Qp! (r)J T4 £(r 9 — T)dr
0

27
= le(r)J e Ao f (1,0 - 7)dT.
0

On a finalement obtenu I’équation

21
(1= &(r,0) = Qg (r) f e f(r,0 —1)dr, (8.16)
0

qu’il est possible d’inverser car on a supposé que w & K. [

Estimation a priori Comme dans le cas d'un écoulement domaine-remplissant, il nous
sera utile d’avoir une estimation a priori, de la forme (4.1), pour étudier le probleme couplé
de Goldstein. A fréquence w fixée, s’il existe des lignes résonantes, i.e. si w € K,,;, alors une
telle estimation est impossible. Nous nous placons donc le cas out w & K, .

Comme dans le cas d’'un écoulement domaine-remplissant, c’est le fait d’avoir £ natu-
rellement exprimé le long des lignes de courant de I’écoulement porteur qui nous aide a en
donner une estimation. Dans ce cas-ci, I'expression de & est plus explicite car les coefficients
des équations ne dépendent pas de I’abscisse curviligne le long de ces lignes, ici 6. Cepen-
dant, c’est la condition de périodicité induisant de possibles résonances qui complique les
choses. Le petit lemme suivant donne I'expression des exponentielles de matrices qui nous
serviront pour exprimer plus explicitement &.

Lemme 8.4.2. Pour toutt € R, r € [1;,1,],

. Tw 0 2T jTw
expleAu(r) =expligr il +|  oun || = E( )

ou E(r, T) est définie par :

0 ) Qy(r)
' _ Dy (r) . [ VPo(r) Dy (r)
si rel,, E(r,t):=cos T | +sin T .
Qo(r) Qo(r) 1 VPo(r) 0
2 Qo(n
et
Dy (1) a0 ) 0 e
— r _ r =
si rel_, E(r,t):=cosh N 0 1 4+ sinh | X2 Po(r) |
Qo(r) Qo(r) 1 V-2 (r) 0
2 Qo(r)

Preuve. La preuve est directe par le calcul des puissances. Soient deux réels a et b, alors pour
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tout n € IN,

2n 2n+1
(2 g) — (ab)"T et (2 g) :(ab)”(g g)

0 a )" (0 a
X p(b 0) Z (b 0)'
ne
Dans le cas ot ab < 0, il vient donc :

exp(g g) = CoS(\/—_ab)I + —sin\(/\_/_f) (2 g),

expression qui se prolonge naturellement lorsque a ou b tend vers 0.

et donc,

Dans le cas ot ab > 0, il vient

exp(g g) = cosh(Vab)I + M(O a).

Vb \b 0
Il ne reste qu’a appliquer ces formules avec a := 27 et b := —tD(r)/2Q(r)? selon les cas.
Par définition, pour r € I, on a @(r) > 0, et donc ab = —t2Dy(r)/Q(r)? < 0, et pour r € I_,
on ala @y(r) > 0 et donc ab = —12Dy(r)/Q(r)? > 0. [ |

De ce calcul, nous déduisons la proposition suivante, donnant 1’estimation a priori re-
cherchée.

Proposition 8.4.3. Lorsque w & K., pour tout second membre f € L?(D)?, 'unique solu-
tion & du probleme de transport harmonique de Goldstein (8.3a) satisfait I’estimation a priori
suivante

1€llz2(py2 < Cvo, @) |IfllL2(p) (8.17)

La constante C(v, w) est donnée par :

max{

Qq(r) ,

C(vgp, w) :== 41 sup (8.18)

r)|/Qo(r)} ‘ i 20
e
ri<r<r, Qo (1) Ay (7)]

ou

Preuve. Soit 7 € [r;,7,], nous cherchons a expliciter la matrice intervenant dans (8.15) :

(I _ eZT(Aw(r))_l e*cAa,(r) _ (e—TAw(T’) _ e(ZR—T)Aw(”))_l ,

- T 2iTw -1
= ¢' Qo) (E(r,—T) —eME(r, 27 - ’l’)) :

Pour cela, nous commencons par distinguer les cas d’'un rayon r qui est dans I, ou @y(r) > 0
du cas ou r € I_, correspondant a () < 0.
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1. Casr € I,. En utilisant comme intermédiaires pour condenser les calculs les notations

suivantes
R0 Q40w
Qo(r)  Qo(r) —Q(r)’

2inw

la matrice E(r,—7) — e E(r, 27t — T) s’écrit sous la forme

2intw

E(r,—t)— e E(r,2mt—1T

)
cos (at) —e?™ cos (a (27 — 7)) —% (sin (at)+e*™Psin (a (27 — T)))
S (sin (at)+e*™Psin (a(2 - T))) cos (at) - e?™P cos (a (21 — 7))

et a pour déterminant A, = det(E(r, —t) — e ™PE(r, 21t — 7)), qui s’exprime par
A, = {cos(ocT) — %" cos(a (27 — ’c))}2 + { sin(at) + e?™P sin(a (27 — T))}Z
=1- 2{cos(a1) cos(a (27 — 7)) — sin(at) sin(a/(27 — T))}ezmﬁ + (ezz'”ﬁ)2
=1—2cos(2ma)e® ™ + (ezmﬂ)z.

On remarque que A, ne dépend pas de 7 et qu’il se factorise en
. , i @HOH0) 51 050
A(r) = (1 =P (1 - 2mlFa)) = (1 — ST )(1 e IO )

On constate naturellement que ce déterminant s’annule lorsque w est dans dans I’en-
semble /C,,s(7) des résonances de la ligne {(r,0) : 0 < 6 < 2mt}. Ainsi, nous obtenons
I'expression suivante de I'inverse

-1 eiTﬁ .
e o) _ o270 A0(n)) T - E(r,t)—e*™PE(r,T - 21)).
< P |
Un a un, majorons les coefficients de cette matrice. En majorant les cos et sin par 1 on
trouve B
et ; 2
o cos (at) —cos (a(2m — 7)) e ™P)| < ,
Ay(r) ( ) A (7)l
a e'™f ~ a
o |— sin(at) +sin (a (21 — 1)) e?™F)| <
2 Ay(r) ( ) 1Ay (7)]

puis, en majorant plus finement au voisinage de 0, en utilisant |sin(¢)| < |¢|, il vient
pour le dernier coefficient :
2 eirﬁ
a A, (r)

(sin(ar)+sin(a(2n_T))ezinﬁ)‘ _ 2Ar+(2m—1)) Ar

< .
T A T AL
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Tous les coefficients de la matrices sont donc majorés par

Dy(r)
max (47, a} max{4”' Qo) }
_ . (8.19)
1A (7)] 1A (7)]

2. Cas r € I_. Ce cas est moins intéressant du point de vue des résonances, car nous
savons que sur une ligne de rayon r, il ne peut pas y avoir de résonance. Néanmoins,
il est important d’avoir une estimation de & également dans ce cas la. On adopte de
méme les notations intermédiaires

= Do(7) W
Qo(r) .

2intw

La matrice E(r,—7) — e®@0) E(r, 27 — T) s’écrit alors sous la forme

2inw
E(r,—t)—e®0E(r, 27t — T)
[ cosh(at)- e?mP cosh (a (27 — 1)) —% (sinh(ar) + 2P sinh (ar (27 — T)))
-5 (sinh (at)+e*™Psinh (a(2 - ’C))) cosh (at) —e*™P cosh (a (27 — 1))

Nous calculons son déterminant A, qui a présent ne peut pas s’annuler,
, 2 , 2
A, = {cosh(a”c) — 7B cosh(a(2m - T))} - {sinh(acT) + 2B sinh(a (21 — T))}
, - a\2
=1- 2{cosh(a'c)cosh(a(27r — 1)) +sinh(at)sinh(a(27 - T))}ezmﬁ + (ezmﬂ)
. . 2

=1-2cos(2ma)e? ™ + (62171/5) .

De nouveau, nous en avons une factorisation intéressante,

. w+iy/-Dg(r) . w—i\-Dq(r)
Aolr) = (1 - 2ima)) (1 - 2imtip-a)) (1 _ e”ﬂﬂ)(l B esz).

La convention que nous avions prise pour la racine carrée :

Qo(r) = iy=Do(r),

permet d’unifier les écritures de A, trouvées dans lescasrel etrel_:
L w+ Q5 (r) . w=Q5(r)
@) @)
Ay(r) = (1 T )(1 Ty )

ou ()y(r) peut éventuellement étre complexe. Nous en déduisons la méme expression
de 'inverse

_ e Qp(r) 2intw
= (E(T’,’l’)—eQO(’)E(T,T—zT()).
.

Passons a la majoration des coefficients de la matrice. En utilisant les majorations sui-
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vantes, pour x > 0, cosh(x) < e*, sinh(x) < e*, on a

el 2in Delna
o cosh (at)—cosh(a(2m—1))e”"™’ )| < ,
A, (1) ( ) Ao (7)]
a eirﬁ ) anTca
o [— sinh (a7) + sinh (a (27 — 7)) e*™F)| < ,
STl ( )= a0
puis, avec la majoration pour x > 0, sinh(x) < xe* :
2 eirﬁ . 2e2na
= sinh (at) + sinh (a(27 — 7)) ™) < ———.
aAy(r) ( ) [Aw(r)]
Ainsi, tous les coeflicients de la matrice sont majorés par
max{2 —i ‘éq)(()()r)}
’ r “Dy(r)
max{2,a} ., _ 0 o2 008) (8.20)
[Aw(r)] |Aw(7)]

On remarque alors que 'on peut unifier les deux cas r € I, et r € I_. En effet, les majorants
trouvés (8.19) et (8.20) s’écrivent, pour r € I, on a ({y(r) = 4/Dy(r), donc,

max {47, /@y (r)/Qq(r)}  max{ar, |Qf(r)]/Qo(N)} | _i2%0
= e Qo(r)
|Au(r)] Ay (7)]
et pour r € I_, Q(r) = i4/=Py(r) et donc
max {2, = Po(r)/Qo(r)} 5, v max{2,]Q5(r)]/Qg(r)} | _yp 20
e Qo = e Qo |,
1Ay (7)] |Au(r)]

Finalement, tous les coefficients de la matrices (¢~ (") — ¢(27-1)44(r))~1

sont majorés,
quelque soit r € [r;,1,] par :

max {47‘(,

Q)| /Q(r)}
A7)

Q3 (n)

_2”-(@0(7) '

Nous en déduisons que pour tout X € C?,

'(e—rAwm om0 (n) ! X‘Z

IA

H(e—mm 2! Hz X2

. Q)
im0’
e 2 Qo(7)

S 4[max{4n, Q5 (r)1/Qo(r)} P

|Au(r)|
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Finalement, nous avons la majoration de |E(r, 0)| :

2

21 _
1E(r,0)1” = Qq(r)2 J (67 el - (rmAun) ' f(r,2n-1)dr
0

2max {47, |Qy(r)/Qo(r)t | _,: Qo) 2n
I it il |l J f(r.0 -0 dr,
Qo(r)|A (1) 0
puis la preuve se termine en intégrant en r et en 0. [ |

Remarque 8.4.4. La constante C(v(, w) obtenue peut étre améliorée dans certains cas, par
exemple si wy # 0, par diagonalisation de (8.3a) il vient :

Qp(r) |, 2Q0(r)

+ *
20 (r) Q5
Cvp,w) =21 sup ———
( 0 ) ri<r§r€ QO(r)

1
-2 -2\2

+

L w-Q%(r)
Q
2iTt Qo0

L w+Q%(r)
0
1— 62171 a0

1-e

Cependant, cette constante tend vers l'infini lorsque I’écoulement se rapproche d’un écoulement
irrotationnel, car ceci implique que ()(r) = \/2Q(r)wo(r) — 0. Notre point de vue étant
celui de la perturbation d’un écoulement irrotationnel, nous lui préférons l’estimation donnée
en (8.18).

Remarque 8.4.5. Les fréquences de résonances w € KC,.; du probléme sont exactement les
valeurs telles que A, s’annule sur r;,7,], ce qui montre que la constante de continuité obtenue
tend vers l'infini lorsque w s’approche de K, ;.

8.5 Etude de quelques cas d’écoulements particuliers

Apres avoir discuté de fagon générale du caractere bien posé de ’équation de transport
harmonique pour un écoulement circulaire, nous souhaitons illustrer nos propos dans des
cas particuliers simples pour lesquels nous nous attacherons a décrire plus précisément I’en-
semble des résonances K, ainsi que le comportement de la constante C(v(, w) intervenant
dans P’estimation (8.17). Nous nous intéresserons d’abord a un écoulement en rotation so-
lide, que nous avons déja abordé a la section 3.3.2 lors de la présentation de géométries et
d’écoulements simplifiés.Puis, conformément a I'esprit de notre approche perturbative, nous
traiterons le cas d’un écoulement potentiel, que nous perturberons ensuite par un faible écou-
lement rotationnel. Pour finir, nous considérerons un écoulement un peu plus complexe, dit
tourbillon de Lamb-Oseen, utilisé par exemple dans la modélisation de tornades [79]. Il s’agit
d’aller vers un écoulement plus complexe et complétement rotationnel tout en restant dans
le cadre simple d’une vitesse orthoradiale.

Fluide en rotation solide. Pour un écoulement en rotation solide, c’est-a-dire dont la
vitesse s’écrit vy = r()pey ou la vitesse angulaire () > 0 est constante, la quantité () est
constante et s’exprime par

QB(T) = 200

Remarquons que dans ce cas

CDO = 2Q0(1)0 = 2@0(2@0 + T’QE)) = 4@8 >0,
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et donc que K&, = K, qui est ainsi donné par :

K os = UIm{i 200+ 100} = Qp Z.
nez

Remarquons que ce résultat est en accord avec les valeurs qui nous avions exclues pour isoler

30 , . as . s
la constante £ dans I’équation (3.22). De plus, il s’agit du cas exceptionnel d’écoulements
circulaires tels que @, > 0 non pris en compte par la proposition 8.3.3 pour lequel les hautes
fréquences ne sont pas forcément des fréquences de résonances, car le spectre est ponctuel
icl.

Pour une rotation solide, la constante C(w, v() s’écrit simplement comme suit

2
1 47

Clvpw)=——|—F——
0| sin (n on

Sur la figure 8.2, nous représentons cette constante en fonction de la pulsation w. L’ensemble

discret formé de points rouges représente 'ensemble des résonances /C,, et naturellement,

lorsque w approche des valeurs pour lesquelles le probleme du transport harmonique est

mal posé, la constante d’estimation explose jusqu’a ne plus étre définie en ces valeurs.

8000

6000

4000

2000

FIGURE 8.2 — Constante C(v(, w) de I'estimation a priori en bleu dans le cas d’un fluide en
rotation solide. En rouge, 'ensemble des résonances K, ;.

Il s’agit du spectre le plus simple que nous puissions obtenir et bien que notre probléme
vectoriel de transport harmonique ne se découple pas, nous retrouvons le méme ensemble
discret de valeurs menant au caractére mal posé du probléeme de transport scalaire traité dans
[3] (section 1.12).

Fluide en écoulement irrotationnel perturbé. Considérons a présent un écoulement
circulaire potentiel. Un tel écoulement s’écrit sous la forme

a
Vg = —é€p,
r



8.5 Etude de quelques cas d’écoulements particuliers

217

ou a est un réel non nul, que nous choisissons positif : a > 0.
Intéressons nous dans un premier temps a 'ensemble des résonances. Nous avons la

simplification suivante :
Qp(r) = V2Qo(r)wo(r) =0,

qui montre que K&, = K, qui s’exprime alors par :

a a
,Cresz Ui’l —2,—2]

nez Te Tj

Ainsi, K, est une union d’intervalles fermés dont deux sont de la forme | — co,w™] et
[T, +o0]. La pulsation w™ est donnée par
_a
(1)+ =n 5
i

et ou 71 est le plus petit entier n tel qu’il y ait recouvrement des deux intervalles consécutifs
se suivant n[a/r2, a/riz] et (n+1)[a/r?, a/rl?'], ie.

a
n+l)—<n— & ———<n.
( ) r? (ro/1;)?>—1

NI

Finalement

+ 1 a
“ ‘Lre/riﬂ—l}rz

On trouve de méme I'expression de la pulsation w™ :

- 1 a
R (CMTAEE N b

1

ou [x] est la partie entiere supérieure de x € R.

Afin d’illustrer le recouvrement des intervalles n[a/r?,a/ rl-2 | formant /C,,,, nous les re-
présentons sur la figure 8.3, le n-iéme a 'ordonnée |n|+ 1, ceux correspondant aux n négatifs
étant situés sur la moitié gauche de la figure et ceux correspondant aux 7 positifs sur la moi-
tié droite. A I'ordonnée 0, nous représentons le projeté de tous ces intervalles, c’est-a-dire
Kres-

Sur la figure 8.4, ou en abscisse se trouve la pulsation w, nous avons représenté en rouge
I’ensemble /X, a une ordonnée quelconque et en bleu la constante C(v, w). Comme précé-
demment, la constante C(v, w) explose lorsque w s’approche de 'ensemble /C, ., sur lequel
elle n’est plus définie.

A présent, perturbons un peu cet écoulement v, = a/reg par un écoulement rotationnel,
a titre d’exemple, prenons simplement une perturbation constante ¢ :

a
vo(r) = _te

Le rotationnel de cet écoulement est donné par

£
wo(r) = e
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2 [ ]

-05 0.0 05

FIGURE 8.3 - Projection des segments n[a/r?,a/ riz], n € Z pour former 'ensemble des réso-
nances /C,,; dans le cas d’'un écoulement irrotationnel dans la couronne.
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FiGURE 8.4 — Constante C(v(, w) de 'estimation a priori en bleu dans le cas d’un fluide en
rotation solide. En rouge, 'ensemble des résonances K, .,

dont on déduit que
€ (a
CD()(T’) = 200(7’)(1}0(7’) =2—=|—-+¢).
r2\r
Ainsi, pour ¢ petit devant a, le signe de @ est celui de a. Pour ¢ < 0, on a que K,,; = @,
étudions le cas € > 0. L’ensemble des résonance s’exprime dans ce cas par

1 / a nfa
ICYES:U{i? 2&(;4‘&)4‘?(;4‘&); TE[ri,rg]};
nez

qui n’est plus si simple a décrire qualitativement. Nous le représentons sur la figure 8.5, ou
I'on trace a l'ordonnée |n| + 2 les segments Im ((), + () ) et leur projection formant K/, a
I'ordonnée 1, a 'ordonnée —|n| - 2 les segments Im (-2 + 1n()) et leur projection formant
K. a l'ordonnée —1; finalement, a 'ordonnée 0 est représenté I'ensemble des résonances

. - —_ _ ’ ’ z ’ —_ _ +
ICres, union de K, et de K, ,,. Le cas ¢ = 0 précédemment présenté donne K, = K,
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c’est pourquoi il n’y a que la partie supérieure du graphique qui est donnée sur la figure 8.3
(¢ = 0). On remarque alors que la dissymeétrie introduite avec la perturbation rotationnelle a
tendance a faire grandir X, .

N — 71m{\/‘1’70+”90}§\

FIGURE 8.5 — Projection des segments Im(+() + 1)), pour n € Z, dans le cas d’un écoule-
ment irrotationnel perturbé, dans une couronne.

Pour un écoulement irrotationnel, nous pouvons énoncer un résultat positif quant a
I'existence de basses fréquences non résonantes. En effet, I'expression simple de ,,s ob-
tenue permet d’affirmer que proche de 0, il existe toujours des fréquences non résonantes.
Nous résumons cela dans la proposition immédiate suivante.

Proposition 8.5.1. Pour un écoulement circulaire irrotationnel, dont la vitesse s’écrit

a
'VO(T'): ;’ Cl>0,

ona
l—%,o[cm\/cm et lo,%[cm\/cm.

Te Te
Remarque 8.5.2. Résoudre ’équation de transport harmonique dans le cadre d’un écoulement
irrotationnel n’est pas intéressant pour nous du point de vu du couplage. En effet, nous avons vu
que pour un tel écoulement, & = 0 et les équations de Goldstein se réduisent a celle d’Helmholtz
convectée. Cependant, par un argument de continuité, une perturbation suffisamment petite
d’un écoulement irrotationnel continuera a garantir l’existence de fréquences non résonantes au
voisinage de 0.

Cas du tourbillon de Lamb-Oseen. Illustrons a présent un cas de tourbillon comple-
tement rotationnel utilisé parfois en mécanique des fluides. Nous avons vu précédemment
que l'introduction de rotationnel, hors du cas dégénéré de la rotation solide, a tendance a
remplir I’ensemble des fréquences résonantes. Nous avions annoncé dans la remarque 8.3.4
que I'on ne peut garantir existence de fréquences pour lesquelles le probléme du transport
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harmonique serait inversible. Nous allons voir qu’avec le tourbillon de Lamb-Oseen, ce cas
problématique peut trés bien arriver. Considérons 1’écoulement dont la vitesse est donnée

par
r 2
vo(r) = — (1 —e 77,
olr) 27zr( )
ou la recirculation I' > 0 et 7. > 0 est un rayon caractéristique. Ce profil est présenté sur
la figure 8.6 par la courbe verte tandis que la courbe rouge représente le rotationnel qui
s’exprime par

r _,,
wo(r) = —¢ (r/re)”
c

et qui est donc plus concentré au centre du disque de rayon critique 7. et tend vers 0 lorsque
'on s’éloigne du centre. Remarquons que nous avons également @y > 0 pour cet écoulement

st wo(r)

. vo(7)

FIGURE 8.6 — Profil de vitesse v((r) du tourbillon de Lamb-Oseen en vert et de son rotationnel
wq(r) en rouge.

et que donc K%, = K,,;. Puis, comme pour les écoulements présentés précédemment, nous
représentons sur la figure 8.7 les différentes parties de 'ensemble des résonances K,,;. On
constate ici une superposition totale de toutes ces parties de sorte que

ICres =R,

et donciln’y a pas de pulsation w telle que le probleme de transport harmonique de Goldstein
soit bien posé.

8.6 Résolution dans le cas résonant : lignes résonantes

L’étude du cas particulier du tourbillon de Lamb-Oseen nous indique qu’il n’est pas com-
pliqué de trouver des écoulements recirculants dans la couronne pour lesquels le probleme
du transport harmonique est mal posé a toutes les fréquences : K,,; = R. Nous nous plagcons
dans ce cas, fixons w € K,, et intéressons nous a ce que l'on peut dire en terme de lignes
résonantes et de la définition d’une solution a I’équation de transport harmonique.
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~0.04 ~0.02 0.00 0.02 0.04

FIGURE 8.7 - Projection des segments Im(+(), + 1()), pour n € Z, dans le cas du tourbillon
de Lamb-Oseen.

Dans un premier temps énongons ce qui se passe dans le cas d’'un écoulement en rotation
solide, ce qui apparaitra comme un cas dégénéré par la suite. La proposition suivante est
immédiate.

Proposition 8.6.1 (Rotation solide). Pour un écoulement en rotation solide ((}( constant),
rappelons que K, = K,.s = Qo Z, et on a 'alternative suivante :

e Soit w € K,,s, et alors toutes les lignes sont résonantes,
Lyos(@) = {{(r,@) c0el0,2n]} : re [ri,re]}.
e Soit w & K,,s, et alors, aucune ligne n’est résonante
L,es(w) = @.

La proposition suivante montre que les lignes résonantes, sauf dans le cas dégénéré de
la rotation solide, sont en nombre limité.

Proposition 8.6.2. Si I’écoulement n’est pas localement une rotation solide, on a

Card (£, ,5(w)) < oo.

Preuve. On a, pour r € [r;,1,], d’aprés les définitions 8.2.2 et 8.9 de L, et ks, il vient :

{(r,0): 0€[0,2n]} € Lyes(@) & @Ky
& -7l g GL,(C)
s A,(r) =det (I - eznAw(r)) =0.

Ainsi, {(r,0) : 0 €[0,21[} € L,,s(w) si et seulement si c’est un zéro du déterminant A (7).
Compte tenu de I'hypothése d’analycité faite sur la vitesse de ’écoulement, A, est également
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analytique au voisinage du ]r;,7,[ et donc posséde un nombre fini de zéros sur le segment
[7’1' ’ re]- u

Bien que ce nombre soit fini, la proposition suivante montre que sous les mémes hypotheses
que celles de la proposition 8.6.2, le nombre de lignes résonantes augmente avec la fréquence.

Proposition 8.6.3. S’il existe un intervalle ouvert non vide I C 1, tel que () n’est pas constant

sur I, alors

Card (L, e5(w)) — o too

Preuve. Rappelons et employons les notations introduites dans la preuve de la proposi-
tion 8.3.3, pour tout n € Z, on a

[1Qg,n Q] cIm(Qf+nQy)

ainsi que

w, =supQy(r) et o :=infQy(r),

rel rel
et, pour n suffisamment grand, disons n > n :
Iy =[w} +nQp 0 +nQ{] = 2.

Il a été montré qu’alors, si ’écoulement n’est pas une rotation solide,

Vn>ng I cIm(Qf+nQg) C K
Or, on a par définition de £, et de K, (8.2.2 et 8.9),

Lies(w)={re[r,r] : w € Kpps(r)y ={re[r,r.] : AIneZ, w==Q4(r)+nQq(r)}.

L’application suivante :

r:ne{nZno : wel,;"}r—>{(rn,9) :0¢€ [0,27([}6[:res(a)),

ou r, € [r;,1,] est choisi comme I'une des solutions de w = Qf(r) + nQ(r), définit une
injection. En effet, sir,, =r,,, on obtient que

w = Qa(ri’ll) + nl QO(rnz) = Qa(rnz) + nZQO(rTll )’

ce qui implique que (1 —115)Q(r,,) = 0, et comme par hypothése () ne s’annule pas, il
vient 17 = n,. Nous en déduisons ainsi la comparaison des cardinaux :

Card{n €Z:n>ny et we 1;} < Card (£, p5(w)).

1l suffit alors de montrer que Card{n > n( : w € I,;} tend vers +oo lorsque w tend lui méme
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vers +00.On a:
{nZnO : weI;}:{nZno : wi+nQ5§w§wi+nQ$}

w—wi]m w—w’ . l
—00, — —,+o0
QO QO

=7ZN [n0,+oo[ﬂ

=7Z N [ng,+oo[N

Or, la longueur de ce dernier intervalle tend vers +oo lorsque w tend vers +oo car

w-w, w-w- 1 1 +a)i W’ N
— =+t —— —— +00,
Q, Q5 Q, Q] Qf Qp w-te
———
>0
ce qui termine la preuve. [ ]

Illustration pour I’écoulement potentiel perturbé. Illustrons ces résultats en repre-
nant 'exemple de 1’écoulement potentiel perturbé que nous déja analysé a la section 8.5,
pour rappel, nous choisissons v de la forme :
a
vo(r) = St ou a,e>0.

Sur la figure 8.8, nous avons représenté comme a la section précédente I’ensemble des réso-
nances en noir sur ’axe des abscisses comme résultant de la projection des segments colorés
qui sont les représentations des Im (+Q){+1 (1) aux ordonnées +(|n|+1). Nous avons repré-
senté par une ligne verticale d’équation {r = w}, en rouge, la valeur de la pulsation choisie,
ici w = 0.24. Les parametres de I’écoulement sont choisis comme suit: a =1 et ¢ = 0.01.

On constate alors, notamment sur le zoom (graphique de droite), qu’il existe une inter-
section entre la droite {w = 0.24} avec I'ensemble Im(Q)j; + n()) pour n = 1 et avec les
ensembles Im(—()j; +1n()y) pour n =1 et n = 2. Pour chacune de ces intersections, il existe
au moins une ligne résonante correspondante. Pour retrouver en quels rayons r la valeur w

—_—

FIGURE 8.8 — Intersection de la droite d’équation x = w, ol w = 0.24, avec les segments
Im(+Q5 +nQy). A droite : zoom

est atteinte pour chacune des images, on trace sur le graphique de droite de la figure 8.9 la
courbe 7 - |A(r)| dont les valeurs d’annulation correspondent aux r* des lignes résonantes.
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Nous trouvons ainsi que trois lignes sont résonantes, grossierement en r; = 1.8, 5 = 2.25
et r3 = 2.75. Sur le graphique de gauche, on représente chacune de ces lignes résonantes en
rouge {(r/,cos 0) : 0 <0 < 2m)}, i = 1,2,3. Illustrons a présent comment se comportent les

3.0

2.5

2.0

15

1.0

0.5

0.0

035 15 2.0 2.5 3.0

FIGURE 8.9 — Pulsation fixée a w = 0.24. Gauche : en rouge, les lignes résonantes {(7", cos 0) :
0 < 0 < 2m)} correspondantes a A, (r*) = 0. Droite : en bleu, la courbe 7 — |A(7)|, s’annu-
lant aux r = r*, rayons correspondant aux lignes résonantes.

lignes résonantes lorsque la pulsation augmente. Sur la figure 8.10, chaque ligne de trois fi-
gures correspond a une pulsation différente, respectivement w; = 0.06, w, = 0.2 et w3 = 1.
Sur chacune de ces lignes, de gauche a droite, nous représentons les cercles correspondant
aux lignes résonantes {(r;,0) : 0 < 6 < 27} obtenues pour la pulsation considérée, puis nous
représentons la courbe de la fonction r + |A,(7)| et enfin, a droite, 'intersection de la droite
d’équation {w = w;} intersectant les images Im(+£(), + n()() représentées par des segments
de couleurs.

Solutions en présence de lignes résonantes. Dans le cas générique oul’ensemble £, ,;(w)
est fini, notons rq,..., 7, € [1;,7,] ordonnés comme suit r; < r;,; tels que {(r;,0) : O €
[0,27[} € L,o5(w), on a

k
D, =|_|Di(w),
i=1
ou
Viell,...,k=1}, D;(w)=]r;,ri1[Xx[0,27].

Etant donné un second membre f régulier, puisque sur chaque Dy (w), la matrice I — e?™Aw

est inversible, ’équation (8.15) fournit une solution réguliére a I’équation de transport har-
monique. Cependant, des singularités sont présentes aux bord des D (w), la ou sont situées
les lignes résonantes, ce qui empéche d’étendre cette solution a I’espace qui nous intéresse :
& € L>(D)?, lorsque le second membre est lui-méme dans L?(D)?.
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-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

FIGURE 8.10 — Augmentation du nombre de lignes résonantes lorsque la pulsation augmente.
Chaque ligne correspond a une pulsation : w = 0.06, 0.2, 1. De gauche a droite : 1) lignes
résonantes en rouge {(r7,0) : 6 € [0,27]}; 2) courbe r — |A,(r)| tracée en bleu et {y = 0}
en rouge, 3) les Im(+Qj + n())
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Apres analyse des équations de Goldstein en écoulement domaine-remplissant et uni-
forme a la frontiere du domaine, nous nous intéressons dans ce chapitre a un cas typique
d’écoulement qui n’est pas domaine-remplissant : un écoulement recirculant dans une cou-
ronne. Nous avons vu que dans ce cas, ’équation de transport harmonique du couplage des
équations de Goldstein peut ne pas étre inversible a certaines fréquences. Dit autrement, a
pulsation w fixée, il peut exister des lignes de courant fermées de 1’écoulement v le long
desquelles I’équation de transport, exprimée dans les variables caractéristiques, est mal po-
sée.

Nous verrons que lorsque 'on se place a une pulsation w hors résonances, nous retrou-
vons le caractere Fredholm des équations de Goldstein en procédant par perturbation comme
nous l'avons fait lors du chapitre précédent pour le cas domaine-remplissant.

Cependant, nous avons vu lors de I'étude de I’équation de transport harmonique qu’il
existe des cas d’écoulements recirculants dans la couronne tels qu’il n’y ait pas de pulsa-
tion non résonante. A une telle fréquence de résonance w € K, ., 'impossibilité de résoudre
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I’équation de transport fait échouer notre méthode d’analyse par perturbation utilisée jus-
qu’a présent. Bien qu’on ne puisse pas conclure au caractere mal posé du probleme couplé
directement, nous verrons que les résonances de I’équation de transport entrainent des sin-
gularités dans les « solutions », qui ne sont plus solutions au sens que nous avons utilisé
jusqu'a présent, ¢ € HY(Q, pg), & € H(Q, vy, py), mais doivent étre définies dans des es-
paces de distributions plus grands. Cette analyse est a un stade d’ébauche et souffre d’'un
manque de cadre rigoureux complet. Nous pensons qu’elle est néanmoins intéressante a
présenter car elle répond a plusieurs questions. Les résonances de ’équation de transport se
propagent-elles a tout le systéeme couplé de Goldstein? Quel est le comportement local des
solutions si 'on devait en définir ?

Ce travail reste prospectif en ce sens qu’il ne fournit pas un cadre fonctionnel dans lequel
le probléeme de Goldstein serait bien posé et permettant une résolution numérique. Cepen-
dant, il s’agit d’'un premier pas vers la compréhension des singularités intervenant dans ces
équations, en particulier lorsque ’écoulement possede des recirculations.

9.1 Ecriture des équations dans la couronne

Ecriture des équations. Pour une géométrie annulaire en présence d’écoulements por-
teurs circulaires, les équations de Goldstein s’écrivent :

2
p—g(—imﬂo(r)ae) qo—V-{po(V<p+<S)}= Pof (9.12)
o
- 1
(~iw+ (130 + (w o Z%O(f)) £ m(r)(r_‘f;jg), ©0.1b)

Conditions aux limites Puisqu’il s’agit d’'un probleme modéle ne reflétant aucune situa-
tion industrielle en particulier, nous choisissons des conditions aux limites arbitraires. Sur
la frontiere intérieure du domaine dD; := {r = r;}, nous choisissons une condition de paroi
rigide. C’est-a-dire que la perturbation de la vitesse acoustique v ne traverse pas la paroi :

v.n=0 sur dD; ={r=r;}.

En faisant le lien avec les inconnues de Goldstein, le tout exprimé sur la frontiere intérieure
oun = —e,, on trouve :

v-n=—(Vp+&)-e,=-0d,p-&, =0.

Ensuite, sur la frontiére extérieure dD, = {r = r,}, nous choisissons une condition de type
rayonnante approchée comme dans le cas de ’écoulement domaine-remplissant. La frontiére
sortante étant glissante vy-n = 0, il n’y a pas a faire « sortir » £ du domaine, et nous utilisons
pour faire rayonner ¢ la condition suivante :

(Vo+&) n=0,¢+&, = icg/\(p sur 0D, ={r=r,)},
0

ou A une fonction strictement positive, que nous prendrons égale a A = 1. Enfin, il ne s’agit
pas d’une condition aux limites proprement dite, mais il nous faut raccorder les inconnues
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par périodicité a cause du choix des coordonnées polaires, et nous imposons :

®(-,0) = @(-,2n),
‘S('! O) = ‘S(r 27—5)'

Finalement, le probléme de Goldstein posé dans la couronne D, en écoulement orthoradial
avec les notations introduites dans cette section s’écrit :

Pour f € L*(D, Po), trouver ¢ € H;(D, po) et £ € Hy(D, v, py) tels que :

, 2
%(—ZGHQO(T)QQ) do® =V -{po (Vo + &)} =pof, (9.2a)

0
) 0 -2Q0(r)\ . _ %aggo
(—zw+Q0(r)89)<§+(wO(r) 0 )5 _wo(r)(_ar(P , (9.2b)
Conditions aux limites
a,p(r;,)+&.(r;,-) =0 sur dD; (9.2¢)
Orp(re,) + E(re,) = icg(P(ref') sur dD,, (9.2d)
0

ou les espaces H# (D, po) et Hy(D,vg, pg) sont définis par :

H(D,po) = {¢ € H'(D, po) : ¢(-,0) = (-, 2m)},
Hy(D,vo, po) = {& € H(D,vo, po) : &(-,0) = &(, 2m)},

9.2 Analyse des équations hors résonances du transport:
caractéere Fredholm

En suivant la méme stratégie d’étude que pour le cas d’'un écoulement domaine-remplissant

et uniforme a 'infini, nous choisissons de d’abord résoudre 1’équation de transport harmo-
nique pour réduire le probléme couplé a une équation sur ¢ faisant intervenir 'opérateur
de résolution du transport & = A, ,, (V) puis de voir cet opérateur comme une perturba-
tion d’un écoulement cas potentiel, ou 'opérateur serait nul. Cependant, nous avons vu que
I’équation de transport harmonique dans la couronne, présentée au chapitre précédent (8),
n’est inversible que pour un ensemble limité de fréquences. Nous nous placons donc dans
cette section a une pulsation w fixée hors de cet ensemble de résonances défini en 8.9 :

W € Kpps. (93)

Grace a I’estimation a priori pour l'opérateur de transport dans la couronne, voir (8.17), nous
obtiendrons, comme pour le cas d’'un écoulement domaine-remplissant, une condition de
coercivité de la partie principale de I’équation de Goldstein, dégradée par rapport au cas
potentiel et faisant intervenir la vorticité de I’écoulement.

Opérateur de résolution de I’équation de transport. Comme nous ’avons vu dans
la section 8.4, la résolution de I’équation de transport harmonique dans la couronne D se
fait de maniére explicite. Nous pouvons redéfinir 'opérateur A, ,, qui a un terme source



230 Chapitre 9. Le cas des équations de Goldstein

g = (g, 80) € L*(D, py)? associe & = Auv,(8) € Hy(D, v, pg) solution de

. 0 20
(—za)+Qo(r)89)§+(w0(r) 00(”)5=w0(r)(§g9r).

Cet opérateur bien défini car w € K,.; et admet 'expression suivante, tirée de la formule
(8.15) donnée par la proposition 8.4.1 :

_ 27
Awan(8)10) = Qoo (1= 40 gy, 0.y,
0

ou

Ar) =i w 5 0 1
r)=1 + Dy(r) .
Qo(r) " ~3a00p O

De plus, la proposition 8.4.3 donne I'estimation suivante de cet opérateur :
2 2
Vg€ L*(D,p0)%  |[Awvo8]l, Doy < C@0, g0,y

ou I'on rappelle que la constante C(v(, w) est donnée par

max {47, |Qy(r)|/Qo(r)t ]| _,: 0
C(vp, w) := 41 sup { | 0 | } e 00 , (9.4)
ri<r<r, Qo (r)|Ae(r)|
et ou la grandeur
2in7w+06(r) 2ip 20" (1)
Aw(r) — (1 —e Qp(r) )(1 — Qp(r) ), (9.5)

s’annule pour w € K,,4(7). Le probléme de Goldstein dans la couronne (9.2) se rameéne donc,
en utilisant 'opérateur A,, ,, , a

Pour f € Lz(D,pO), trouver ¢ € H;(D, o) tel que :

O (=iw+Q0(r13a) 9@ = V(o0 (Vo + Auvuy (V)| = pof, (9.62)
C(c))nditions aux limites

(Vo + Auuy(Ve)) - m=0 sur oD, (9.6b)
(qu +Aw,v0(V(p)) ‘n= i%(p sur dD,. (9.6¢)

Formulation variationnelle. Ce probléeme admet la formulation variationnelle suivante :

Pour f € L*(D, Po), trouver ¢ € H#(D, Po) telle que pour tout ¢ € H;(D, po):  (9.7)
azold((P’ p)+b old((P’ = J pof ¥, (9.8)
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ou:

1l P ) = gl ) + L 00 A, (V9) -V,

Aot (@) = JD po[Vep - Vi + (Mo - Vo) (Mo - V) + | + LD ikopy,
et e
Wi = | pol-01+ K310 ~ k(Mo Vel + ko (V- V),
et 'on rappelle les notations usuelles :

w v
k():— et MOZ—O.
Co Co

Caractére Fredholm. Le théoréme suivant est le pendant de celui obtenu dans le cas d'un
écoulement domaine-remplissant, voir 6.3.5, pour le cas de la couronne hors résonances. Par
la méme méthode de perturbation, on obtient :

Théoreme 9.2.1. Sous ’hypothése w & K, le probleme de Goldstein dans la couronne (9.6)
reléve de Ualternative de Fredholm sous la condition :

2
1—n(1’§((:;) > lwolloC(vor @). 9.9)

En particulier,

e # . .\ .
— la forme sesquilinéaire go1q €SL COEICivVE S0US la condition (9.9);

e s # L .
— la forme sesquilinéaire bgold est associée a un opérateur compact.

Preuve. La démonstration de ce théoreme est identique a celle du théoréme 6.3.5. La coer-
civité de azo 14 découle de méme de celle de a;fot, dont la constante est dégradée par le terme
de perturbation di au transport.

Enfin la compacité de bz o4 €st simple a obtenir car, comme il n’y a pas de frontiére
entrante dans le cas de la couronne, il n’y a pas de terme de bord correspondant a la condition

de sortie pour &. [ |

Remarque 9.2.2. Remarquons que la condition de coercivité (9.9) obtenue impose que I’équa-
tion de transport soit une petite perturbation de I’équation d’Helmholtz convectée du modeéle
potentiel. Ainsi, le rotationnel de I’écoulement, w, doit étre suffisamment petit. De plus, pour
que le transport de I'inconnue hydrodynamique reste une petite perturbation, il est nécessaire
que la constante C(v(, w) soit également petite et en particulier w doit étre loin de I’ensemble
des fréquences de résonance K,.s. En effet, d’aprés les expression dénominateur |A,(r)|, (9.5),
intervenant dans C (v, w), (9.4), on voit que :

C(vg, @) —————> +o0.
dist(w,K,e5)—0

La constante C(vy, w) n’a pas d’estimation simple et les conditions données ci-dessus donnent
simplement une idée physique de ce que I’écoulement doit vérifier pour qu’elle soit petite. En
pratique, cette constante peut étre grande et la condition (9.9) est difficilement vérifiée.
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Unicité? Tous nos théorémes n’ont jusqu’ici donné que le caractere Fredholm de I’équa-
tion de Goldstein. Son caractere bien posé est alors équivalent a I'existence ou a I'unicité de
solutions. Nous verrons que nous ne pouvons pas 'obtenir pour de bonnes raisons, méme
hors fréquence de résonance. En effet, il existe un autre phénoméne de résonance, appa-
raissant a d’autres lignes, dites critiques, pouvant rendre le probléme mal posé a certaines
fréquences! Nous analyserons cela dans le prochain paragraphe. Nous étudierons le systeme
de Goldstein a I’aide d’'une décomposition sur les modes de Fourier, ou nous profiterons du
caractere périodique de la géométrie.

9.3 Mise sous forme modale des équations de Goldstein

Exploitons a présent le caractere périodique de la géométrie en la variable O et dévelop-
pons ¢ et £ en série de Fourier de la maniére suivante :

go(r,@):Zgo”(r)ei”Q et E(r,@):ZE”(r)ei”Q, (9.10)

nez nez

ol, pour tout n € Z, on a ¢" € H'(]r;,7.[,po) et E" € L*(]r;, r.[, po)?. Puis cherchons les
équations satisfaites par ces modes ¢" et £". Le second membre génériquement appelé f €
L?*(D), est également décomposé sur ses modes de Fourier :

f(r0)=) f(r)e". (9.11)

neZ

Avant de remplacer @ et & dans les équations de Goldstein (9.2), introduisons des nota-
tions qui nous seront utiles. L’opérateur de dérivée convective en régime harmonique, D,
devient, exprimé sur le mode de Fourier n € Z, une simple multiplication par ia” ou

a = —w+nQ,. (9.12)

Ainsi, la premiéere équation du couplage de Goldstein s’écrit, sur le mode de Fourier n € Z :

_@ n\2 n_i d(Pn n n_Z n_ n_ n
p (@) ¢ dr(rpo 7, TTPoSs [+ po— " —inpote =rpof".

L’équation de transport, exprimée sur les modes de Fourier, ne contient donc plus d’opéra-
teur différentiel agissant sur &", elle s’écrit sous la forme de la simple équation matricielle
suivante : )
in_,
- ¢
de"
dr

ia” —2Q0 n_
((1)0 ia” )5 = @o
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Nous obtenons ainsi le probléme de Goldstein écrit sur les modes de Fourier :

-0 1 rpger) + (2)2_{1—”2 " —inpo&y = rpof” (9.13a)
ar 1Py FrPosrJreol () S\ | @i o ="P0f" 13a
ia" -2Q0\(&8\_  (He"

(wo ia" )(gg)‘wo(_dfr” : (9.13b)

Conditions aux limites :

d n
fr (ri,) + &7 (ri") = 0, (9.13¢)

d " n . W n

d—gor(re,-)JrfEr = la(p (Ter) (9.13d)

9.4 Retour sur le caractére bien posé hors fréquence de
résonance du transport.

Dans cette section, nous souhaitons revenir sur I’étude du couplage de Goldstein, hors
des résonances de I’équation de transport, grace a une étude mode de Fourier par mode de
Fourier. Nous nous placons donc a w € IR tel que :

W € IC,ps.

9.4.1 Réduction des équations a une équation différentielle scalaire

L’hypothese w ¢ K, nous permet d’inverser ’équation de transport modale pour tous
les modes n € Z et de réduire le couplage de Goldstein a une famille d’équations différen-
tielles ne portant que sur I'inconnue ¢”, que nous allons ensuite étudier.

Lemme 9.4.1 (Inversion modale du transport). Nous avons les deux propriétés suivantes :

(i) Définissons, pour tout n € Z,
B (r) = a"(r)* — Q(r)”. (9.14)
On a le lien suivant avec l'ensemble K&, :
w ¢ IC(TEES e VneZ Vrelrnr,), B"(r)=0.
(i) Siw ¢ K%, alors quel que soit n € Z et pour tout " € H'(]r;, .[) fixé, 'équation
in
77

_de”
dr

ia” —ZQO
(o) ia”

o




234 Chapitre 9. Le cas des équations de Goldstein

est inversible et E" s’exprime par

n_ @of n d

& = /3”( +ZQOd )(p (9.15a)
Ep = nd " (9.15b)
0= ﬁ” +0c el L .

Preuve. Ces deux petits résultats sont immédiats, donnons brievement les calculs.

(i) On al’équivalence :

A(n, ") e Zx[r;,1.]/

Hmryezxlnord FFD=0 < {(—w+nno<r")>2—aa<r">2=o

o we Ulm(Q*o +nQo) UIm(-Q + nQYy),
nez

et I'on conclut avec a I'expression (8.11) que nous avions trouvée de KC..

(ii) Résoudre I’équation (9.13b) nécessite de pouvoir inverser la matrice de déterminant :

ia” —ZQO _ 2 _ _an
det(a)o iq" )_—(a ) +2Q00)0— /3 .

Le point (i) nous garantit donc que, sous I’hypothése que w & KT, ce déterminant est
non nul, et on a Pexpression de 'inverse de la matrice :

(ia” —290)_1__L(i“” 200)

wy ia” pr\- ia"

il vient ainsi I'expression annoncée de &"

n_ 1 [ia" 2Q) w0i7”(p” _ 1 |-wote —ZQOwO—
& = n\—wn ia” do" | — n 2111 sz )
P 0 —Wogy /3 Wy (P —ia"wy - dr

Le lemme précédent nous permet de réduire le systeme d’équations de Goldstein en une
simple équation différentielle pour chaque mode. Nous avons la proposition suivante.

Proposition 9.4.2 (Equations modales résolues en &). Soit w € R, supposons que @ & K,
Si (", &") est solution de I’équation de Goldstein modale (9.13), alors ¢" satisfait I’équation
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différentielle :
d Tld(pn n_.n n
— 2\ mPos" +rpom" " =rpof”, (9.16a)
Conditions aux limites :
d n 1’1
rpos” fr —pona)o ﬁ” , enr=t; (9.16b)
de" a . w)\
rpos” P :(—ponwoﬁ—n+1rpoa)(p , enr=t, (9.16¢)
ou
n . (a")?
s = g

r

o (m\2 (@) (a"\ n(powo) a  nwy (B
( ) B _(3) Y0 B T

et &" est donné par (9.15).

Réciproquement, si " est solution de I’équation différentielle (9.16), alors en posant &"
comme défini par la formule (9.15), (", &") satisfait le systéme de Goldstein modal (9.16)

Bien que la preuve soit un peu fastidieuse, elle comporte quelques transformations cal-
culatoires que nous souhaitons détailler.

Preuve. On a

_@ n\2 n_i d(Pn n|_- ( ﬂ n n)_ n
2 (@) dr(rpo 5 TTPoér |=in|po—@" +pose | = rpof "

1 =11

En remplacant & par son expression (9.15a) trouvée en fonction de ¢", on a

d do” d do” Wy n
I=- dr(rpof +rp0£r”):——(rp0di+rpoﬁa —@ +rp0W2Q0 dr)

_ /5”+2Q0(1)0 d(p a”
= dr( Po B a7 +”Powolg,1 ,

et puisque que " +2Qwo = (@")?, on a
d do" d (a™)? do" a do" a™\
[=— ) E— - — ) o
dr( P07 +r00§r) ( g dr ”Powoﬁn P Powoﬁ,1 @

Ensuite, en remplacant & par son expression (9.15b) en fonction de ¢", on trouve

. in n n 2
= _1”(907§0 + Poég) =

n\? (nwg\? 1 a'de”
N S P

r

nde
(p +np0ﬁn(a)0 90 + o dr)
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Ainsi, en regroupant et simplifiant les termes, on a finalement

d (@™)? do" n)2 am\? nwg\> 1 n ' - ,
—E(rpo g dr +7Po (; - a +( )ﬁ_? Pow oﬁn p"=rpof",

et ainsi
m”—(E)Z_ a® 2+(”“)0)2L_L a"\
- r CO /5;/1 rp pO Oﬁn .

Ensuite, développons le dernier terme pour simplifier m",

n a"\" n(powo) a” nwg((a") (")
T e i et |

Remarquons, en utilisant que

ny _ ’ _ ’ v(,) Vo _ny , g Voy 1
(0( ) —(—Cl)+7’lQ0) —nQO—TZ(T—r—Z —?(UO'FT— 7)—7(0)0—2(20),
—_——
:(1_)0

la simplification intéressante entre les termes suivants

() e o e

r
(-2

Ce qui démontre I’expression voulue pour m"

m”:(ﬁ)z (an)2_(a_n)2 (POC‘)O) an+nwoan(ﬁn)/
7"

r/ p" co

po B" 7 (BM)?*

Les conditions aux limites s’expriment alors aisément en remplacant &' et & par leurs ex-
pressions en fonction de ¢" dans (9.13d) et (9.13c). [ |

9.4.2 Notion de résonances et de lignes critiques

Nous pouvons a présent nous intéresser au caractere bien posé de I’équation modale hors
fréquence de résonance.

Le probléme aux limites obtenu (9.16) entre dans la théorie classique des équations dif-
térentielles ordinaires avec conditions aux limites, que 'on ne peut étudier dans I’espace
H'(]r;, r,[), comme nous le faisons ici, que lorsque les coefficients s” et m™ ont le bon com-
portement, en particulier dans les cas ou

e s et m" ne sont pas singuliers sur 'intervalle [r;,7,];

e 5" ne s’annule pas sur l'intervalle [r;,7,].
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On remarque que choisir une fréquence qui n’est pas une fréquence de résonance de I'équa-
tion de transport permet de garantir que le coefficient s” n’est pas singulier dans le do-
maine d’intérét, car dans ce cas " ne s’annule pas, et ce pour tout n € Z. Cependant, nous
voyons une difficulté supplémentaire apparaitre : il se peut que a” s’annule pour certaines
fréquences et certaines valeurs de n € Z. Et une annulation de a” entraine une annulation
du coefficient s”. Pour le mode n € Z, s’il existe une ligne r = r/' qui annule a" :

a(r)=—w+nQqy(r)=0,

alors, ’équation (9.16) dégénére en la valeur r = r/’. Cela nous amene a définir un second
ensemble de résonances.

Définition 9.4.3 (Fréquences de résonance critiques). On appelle ensemble de fréquences de
résonance critiques l’ensemble suivant

Kerir = | JKhit € R, (9.17)
nez

ot chaque K\ ;, correspond aux possibilités d’annulation de a :

crit *

VYneZ, K. := {a) eR: Arl e[r,r.]/a"(r]) = 0}.
On a alors simplement, pour tout n € Z,

" =nIm(Q). (9.18)

crit =

De méme que pour les lignes résonantes du transport, on sera amené a adopter égale-
ment le point de vue a fréquence fixée, a chercher quelles sont les lignes sur lesquelles les
problémes apparaissent. On a la définition suivante.

Définition 9.4.4 (Lignes de résonance critiques). Soit w € R fixée, pour r¢ € [r;,1,], la ligne
{(r¢,0) : 0 < 0 < 21} est une ligne critique a la fréquence w s’il existe n € Z tel que —w +
nQy(r€)=0:

L) = {{(rC,Q) :0<0<2n) : AneZ / —w+nQy(rf) = 0}. (9.19)

Ces lignes de résonance critiques ne sont pas dues aux recirculations de la classe d’écou-
lements que nous étudions dans cette partie. En effet, on trouve par exemple dans [80] I’étude
d’un écoulement cisaillé dans un guide cylindrique a section circulaire, I’écoulement étant
dans le sens de 'axe du guide. Ces lignes critiques sont connues pour induire des singula-
rités dans la fonction de Green des équations d’Euler linéarisées, aux endroits de 1’espace
ou la « fréquence locale » due a I'effet Doppler s’annule. En d’autres termes, les singularités
apparaissent aux endroits de '’espace ou le symbole de la dérivée convective s’annule, ici
ce symbole est bien «,, pour le mode n € Z. Nous étudierons dans notre cas d’écoulement
circulaire ces singularités plus tard dans le chapitre.

La tres simple proposition suivante montre que les hautes fréquences entrainent toujours
I'existence de lignes critiques, a I'exception de I’écoulement en rotation solide. Ce résultat



238

Chapitre 9. Le cas des équations de Goldstein

est I'analogue de celui de la proposition 8.4.1 pour 'ensemble des fréquences de résonance

ICVES‘

Proposition 9.4.5. Si I’écoulement n’est pas une rotation solide, c’est-a-dire si (), n’est pas
une constante, alors il existe deux pulsations, w; et w} telles que

]—OO,(UC_]C’C”” et [(‘):1+OO[C Kerit-

Preuve. La preuve est tres simple, en notant

Im(Qo) = [Qg,Qg],

avec Qf —Qy > 0. Alors pour n € Z, il y a recouvrement entre K7 .. = [nQ,nQ)]] et
lintervalle suivant K5 = [(n+ 1)Qg, (1 + 1)Q} ] si et seulement si
Qo

Q§ 1)Q, —_—.
nQy,>n+1)Q;, & n>Q$—Qa

Et donc, a partir d’'un certain rang n, tous les intervalles se recouvrent du c6té de +oo. Il
existe donc w{ tel que [w], +oo[C K,;;. On procéde de méme du c6té de —co. ]

Remarque 9.4.6. Ces deux phénomenes de résonance n’apparaissent que lorsque ’on considére
un écoulement non potentiel. En effet, pour un écoulement potentiel, on sait a priori que & = 0
et puisqu’alors B = (a™)? il vient :

2
s"=1 et m”:(ﬁ)z— a_n )
r Co

Ainsi, aucune équation modale ne comporte de singularité, pour aucune valeur de w.

9.4.3 Caracteére bien posé hors fréquence de résonance du transport
et critique

Analyse mode par mode. En évitant les fréquences de résonance du transport ainsi que
les fréquences critiques nouvellement introduites, on est capable de montrer que I’équation
de Goldstein est bien posée. Commengons par donner la formulation variationnelle du pro-
bléme associé.

Proposition 9.4.7. Sous I’hypothése que w & K, ., le probléme de Goldstein (9.16) réduit et as-
socié au mode n € Z, muni des conditions aux limites (9.16c) et (9.16b), admet pour formulation
variationnelle le probléeme suivant

Pour f" € L*(]rj, e[, po), trouver @™ € H (Jr;, 1.[, po) telle que :

Vp e H' (I, r[,p0)  a"(@" ) = J

r

e rpof " dr, (9.20)

1
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ou

Te do dy
f%n¢)=h[ mw{ ;9;p+ﬂ1¢¢}dr—0mmW> ¢¢)()

i

ﬁi’l

(pmwm Qi —ir,po— ¢¢)()

ﬁl’l

Puis, énoncons le caractere bien posé de I’équation modale, pour chaque mode.

Proposition 9.4.8. Sous [’hypothése que
w € ’Cres U ’Ccritl

alors, pour tout n € Z, le probleme (9.20) est bien posé. En particulier, le probléme reléve de
Palternative de Fredholm et I'unicité est garantie par les conditions aux limites.

Preuve. Sous I'hypothese que w & IC,,s U IC,, 4, les fonctions a” et " ne s’annulent pas sur
[r;,7.] et donc s™ = (a™)?/B" non plus et n’est pas singulier. Ainsi, s” est de signe constant,
et quitte a multiplier I’équation par —1, supposons que s” > 0, ce qui garantit la coercivité
du terme

Te d_
J- rPos ilgo d¢+rp0goz,bdr

Ainsi, le probléme reléve de I'alternative de Fredholm.
Montrons 'unicité. Soit @” solution de 'équation homogeéne, alors en prenant comme
fonction test ¢ = ¢", il vient a"(¢", ¢") = 0, et en en prenant la partie imaginaire :

0=Tm(a"(p",¢") = ~repolre) " (P

D’ou I'on déduit que ¢"(r,) = 0 puis en utilisant la condition aux limites (9.16c), on trouve
que (¢")'(r,) = 0, ce qui montre finalement que @” = 0 et termine la preuve. La théorie de
Fredholm est peut étre un peu disproportionnée pour analyser ce cas qui releve de la théorie
des équations différentielles linéaires a coefficients réguliers. Cependant, elle nous permet
de garder un style plus constant de présentation. [ |

Reconstruction modale. Dans ce paragraphe, nous souhaitons reconstruire la solution ¢
a partir des composantes modales " puisqu’elles sont bien définies de fagon unique d’apres
I’étude au paragraphe précédent. Pour ce faire, nous établissons un lemme d’estimation des
coefficients de la formulation variationnelle qui nous permettra de déduire des estimations
ennorme L% et H! de @", pour ensuite pouvoir sommer ces modes de Fourier. Nous constate-
rons que pour |#| grand, le probléme est coercif sous la condition habituelle que I’écoulement
ait un rotationnel qui ne soit pas trop fort, en plus d’étre subsonique, condition déja apparue
dans le modéle potentiel.

Lemme 9.4.9 (Estimations). Nous avons les propriétés suivantes.

(i) Pour tout réel x < 1, il existe ng € IN, tel que

Y|n|>ng, Yrelr,r.], s"(r)=x«.
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(ii) Sous la condition

2
inf [1_(v0(r)) +2(wo(r)2—2Qo(r)wo(r)) >0, (9.21)

1;<r<t,
il existe deux constantes ny € IN et C > 0 telles que :

V|| >ny, Vrelr,r], m"(r)>Cn?

Preuve. Nous détaillons d’avantage le premier cas car il fait intervenir moins de notations
et donc est plus simple a présenter.

(i) Soit k < 1. On peut ré-écrire s” sous la forme :

Or, on rappelle que par hypothese
Vrelr,r], 0<Qy<Qq(r)
et puisque a"(r) = —w + nQq(r), il vient

VYneN, Vrelr,r] a"(r)>-w+nQy,
VneZ”, Vrelrr,] a’(r)<-w+nQy.

On en déduit que
inf a”"(r)—— +oo, et sup a’(r) —— —o0.
1 <r<r, n—+oo 1i<r<r, n——00
.. : n(\2 A;
Ainsi, lorsque |n| tend vers +co, on trouve que inf, ., a"(r)” diverge vers +co.
Ainsi, pour |n| assez grand, on a (a™)? - (Q§)? > 0 sur tout [r;, 7,] et donc I'inégalité

k<1+

est équivalente a
—K

() < (a")?,

qui est vérifiée dés lors que inf, .., a"(r)? est supérieur au maximum de la fonction
1 e

—x(Q5)%/(1 - x).

e Rappelons expression du coefficient m".

— 2(a")? (a® 2 n(powo) " nwy , (B")
= (3] _(3) T B

r
Nous allons analyser quels sont les coefficients dominants lorsque |#| est grand. D une
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part, on a la ré-organisation suivante pour le premier groupe de termes :
2 (41)2 n\2 2 n\2 2
(n) (a")” (a _(n) (a™) (1@ Yo
rl p" co) \r/|(am)?—(Qp)> ¢ Co
2 * 2
T o e (o
r o rl (a™)?*—(Qyp) s o

dont le coefficient dominant fait apparaitre la quantité classique 1 — (vo/c)? qui im-
pliquera que I’écoulement doit étre choisi subsonique.

Puis, analysons le terme suivant,

n

_n(powo)’ a” _ (powo)’ n?Qq—wn

r po B" po  (nQp—w)?—(Qp)?*

qui ne contient donc pas de terme en #n2. Enfin, le dernier terme s’écrit

nwo (ﬁ’;)’ = 90 ot Q) 2(a") a” —2(2Qowo)’
r p r (nQo - w)” = (Q7)?
212 Q)0 - 2nwQ) - (QF)?

(nQ — w)* = (Q})?

w
= (20— + 1)
:

’

et le coefficient dominant lorsque 7 est grand est

20070 2
r QO r

2 (1) (w3~ ©32).

»
Il n’a cependant a priori pas de signe particulier, sauf dans le cas notable intéressant

ol (25)? = 2Qpwq > 0 sur tout Iintervalle [r;,7,] (i.e. pour I, = [r;,7,]).

Résumons, le coefficient dominant de m" lorsque |n| est grand s’écrit sous donc sous

la forme 5
n 2 UO 2
- |1-{— 2 -2Q ,
(r) [ (CO) . (wo Owo)]

qui permet de conclure sur 'estimation de m" en utilisant ’hypothése que ce coeffi-
cient dominant est minoré par un nombre strictement positif.

Nous pouvons alors montrer les estimations suivantes de ¢" uniformément en n et ga-
rantir la reconstruction de ¢.

Théoréme 9.4.10 (Reconstruction modale). Soit w € R tel que w & KC,.s U K,j;. Soit f €
L?(D) et soient (f™),cz les modes de Fourier associés (9.11). Pour tout n € Z, soit ¢" I'unique
solution du probléme modal (9.20) associée au second membre f" € L2(]r;, 1.[).
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Sous les conditions

2
rii<rrl<fre(l - (ZS((:))) +2(wo(r)? - 2Q0(r)a)0(r))) >0, (9.22a)
Vrelr,r), C2 po(r)(a;(())((:)) < % (9.22b)

ot: C; > 0 est la constante de continuité de U'injection de Sobolev H' (]r;, r.[,7p0) = C°([r;,7.])
(indépendante de n), alors, il existe une constante ¢ > 0 et un seuil ny € IN, tels que les estima-
tions suivantes aient lieu,

(i) en norme H' :
Vinl > no, @™l e, ralrpo) < €I L2rr L rpo)
(ii) et plus précisément pour la norme L? :
Vinl = ny, n’ ”qon”Lz(]VMe[JPo) < C”fn”Lz(]ViJe[JPo)'

Ainsi, ), ||(p”||1‘2[l ety n® ||qo”||[242 sont convergentes et on en déduit que
p(r,0)=) ¢"(r)e"”,
neZ

et est I'unique solution du probléme de Goldstein dans la couronne (9.2).

Preuve. Soit @" I"'unique solution du probléme modal correspondant a n € Z. En utilisant
comme fonction test ¢" dans la formulation variationnelle, on obtient que

Rz(a”((p”, (p”)) = Re (J

i

r

Tpofn(Pn) < ”fn”Lz(]ri,re[,rpo)”(Pnlle(]ri,re[,rpo)'
Puis, nous cherchons a minorer le membre de gauche de deux maniéres pour obtenir les
estimations (i) et (ii).

(i) En utilisant les estimations démontrées au lemme 9.4.9, pour tout ¥ < 1, il existe un

seuil 7 € IN et une constante C > 0, tels que pour tout || > n,

s">x et m'>Cn?>x. (9.23)

On en déduit que pour tout |n| > n,

do" 2
dr

Re(a"(@",¢")) 2« +xllo"l17,
(a"(¢". ") i rntrpe D Rl reo)

na'(re) na'(r;)

B (re) B (ri)

En utilisant I'injection de Sobolev H (]r;,7,[, rpg) = C°([r;, 7.]), dont nous avons noté
la constante de continuité C; :

+po(re)wo(re) (" (re)” = po(ri)wo(r;) " (ri) 2.

Vretrrh 19" < CHO 2, oy
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il vient,

na"(r,)
B (re)

na'(r;)
B (ri)

Comme de plus, en utilisant 'hypotheése (9.22b), on a la convergence suivante

Re(@"(9",9") 2 0" 121, 1oy~ CF [P0 re)00(7e) 1" s

— C}?po(r;)wo(r;)

12" Wet1 31, o)

na™(r)
B"(r)

il existe € > 0 tel que, quitte a augmenter 7, on a

Vrelr,r],  C?lpo(r)wol(r)

C} Po(r)QO(r)

[1]—>+c0

na'(r)

Po(r)wo(r) B )

Yin| > ng, VYrelr,r.} —Ci2

On a ainsi trouvé la minoration suivante
_ ny2
Re(a"(9", ") = (+e = D@ 1y, oo

Or, on peut choisir k tel que 1 > x > 1 — ¢ quitte a augmenter une nouvelle fois le seuil
ng, et donc on peut supposer que

vi=xk+e—-1>0.

On a donc trouvé que

VIR 11 1o rpo) S N0 Ne2(05i L rpo) 1 " lE2(05 o)

< ”(PHHHl(]ri,re[,rpo)”fn'|L2(]ri,re[,rp0)’

ce qui démontre I'estimation voulue en norme H'! pour ¢" avec ¢ = 1/v > 0.

(ii) Pour I'estimation fine de la norme L?, on refait les mémes calculs en utilisant I'inégalité
plus précise m" > Cn? ala place de m" > x de (9.23) il vient :

Y|n| > ny, Rz(a”(fp",(P"))

d(Pn 2 2 ny2
L PR P ST
> -1
z{k+e-l) dr LZ(]ri,re[,rPo) (C T2 ) ”(P ”L2 (Irisrelrpo)’

Et donc, quitte une nouvelle fois a augmenter le seuil 7y, il existe ¢ > 0 telle que C +
(e =1)/n*>1/c > 0 pour tout |n| > n, et on a donc :

n2

n n n n(2
Vinl 2 o, Re(a"(@", ") 2 — 10" 2y
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Enfin, on conclut de méme en combinant les estimations

2
n
— 10" 1211, 1m0 < 19" N2 o)1 e, o)

ce qui termine la preuve des estimations.

Expliquons brievement la reconstruction, qui est classique. f étant dans L?(D, py), par

le théoréme de Parseval, il vient que ), ||f | L2(rrerpo) est convergente et :

+00
2 _ 2
[T Y A o

n=—0o0

Ainsi, les majorations

2 ni2
LTINS ST SUPTCD S SR

In|>n [n]>ng In|>ng

montrent que ¢ € L?(D, py) et méme que dg¢ € L*(]r;, 7.[,7po]). Enfin,

D O B g ros <€ D M a1 oy <

[nl>ng n|=ng
finit la reconstruction en montrant que d,¢ € L*(]r;, 7.[, 7po)- [

Remarque 9.4.11. La condition « d’étre une petite perturbation d’un écoulement potentiel sub-
sonique » n’apparaissant pas dans la proposition 9.4.7, il semblerait que nous en ayons perdu
la trace. C’est donc dans ce théoréme de reconstruction des modes de Fourier que I’on voit ap-
paraitre le fait que I’écoulement doit étre non seulement subsonique mais également avoir un
rotationnel suffisamment petit.

9.5 Analyse des résonances critiques et du transport par
absorption limite

Les deux résultats suivants montrent qu’il n’est pas raisonnable de faire 'impasse sur les
fréquences de résonance ou critiques :

1. A I'exception des écoulements en rotations solides, toutes les hautes fréquences sont
résonantes et critiques : voir les deux propositions analogues 8.4.1 et 9.4.5.

2. 1l existe des écoulements circulaires tels que les fréquences de résonance remplissent
tout 'espace, K,,; = R : voir le cas du tourbillon de Lamb-Oseen ou méme le cas d’'un
écoulement potentiel trop perturbé, étudiés dans la section 8.5 d’exemples d’écoule-
ments circulaires.

Nous souhaitons donc aller plus loin dans cette section et prendre en compte ce qui se
passe a une fréquence de résonance ou critique. Le probleme est de donner un sens aux
solutions des équations modales (9.16) munies des conditions aux limites (9.16¢c) et (9.16b)
posées sur I'intervalle |r;, 7,[, alors que les coefficients possédent des singularités a I'intérieur
de cet intervalle. Rappelons que :
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e w € K, correspond a une valeur d’annulation de 8" pour certains n € Z, et entraine
la présence d’une singularité dans les coefficients s” et m".

e w € ,; correspond a une valeur d’annulation de a” pour certains n € Z, entrainant
lexistence de point d’annulation de s” : dégénérescence de I'ellipticité de I’équation.

Hypothése simplificatrice : Pour étudier ces deux phénomeénes séparément, nous sup-
poserons que nous ne sommes jamais en présence d’'une ligne résonante et critique en méme
temps. Génériquement, les deux phénomenes sont simultanés, mais ne se produisent pas sur
les mémes lignes.

Les équations étant mal posées en présence de ces lignes résonantes ou critiques, il nous
faut un critére physique permettant de sélectionner d’éventuelles solutions. Un probléme si-
milaire apparait lors de I’étude des plasmas aux fréquences appelées « résonance cyclotron »
et « résonance hybride ». Dans [75] par exemple, 'approche retenue pour analyser la fagon
dont dégénerent les solutions a ces fréquences de résonance est d’introduire de ’absorption
correspondant a la friction v des particules dans le plasma. Cet ajout d’absorption permet
de supprimer les singularités dans les coefficients des équations, puis en suivant la méthode
d’absorption limite, le comportement des solutions est analysé lorsque v tend vers 07. Il est
montré que la notion de solution du probléme limite aux fréquences de résonance n’a pas
de sens dans les espaces de Sobolev utilisés hors résonance. En particulier, les méthodes nu-
mériques standards ne sont pas adaptées au calcul des solutions physiques sélectionnées par
absorption limite, voir [76] et [77] pour un traitement numérique de ces solutions singulieres
par les « solutions manufacturées ».

Nous procéderons également par absorption limite pour I’étude de nos résonances, I’ab-
sorption n’ayant évidemment pas la méme origine physique, mais correspond néanmoins
a un terme de frottement dans I’équation d’onde en régime temporel. Cela revient clas-
siquement a complexifier la pulsation, en posant w, = w + i€, ou € € IR. Nous verrons
qu’une absorption non nulle suffisamment petite supprime les singularités des coefficients
des équations modales. Il s’agira ensuite d’étudier le comportement des solutions trouvées
en présence d’absorption lorsque ¢ tend vers 0.

9.5.1 Introduction de I’absorption

Nous nous intéressons donc aux équations de Goldstein ot la pulsation w a été remplacée
par celle correspondant a la présence d’absorption :

we =w+ig, €eR

Exprimées sur les modes de Fourier, nous obtenons les mémes équations qu’en (9.13) ou

w a été simplement remplacée par w.. En notant avec un indice ¢ les inconnues, ¢} et
n __ n n 7 . 7 ) . 57 . .

&l = (e Eg ), ces équations en présence d’absorption s’écrivent :

d do" m\2 [a’\? .
_E(rpo dq:g +rp0£:f€)+1’p0 (?) _(C_;) gog—mpoég’é,:rpof”, (9.24a)

iag _200 11'1& %(P?
. 1 = n|. 9.24b
(wo (£ ) = ol 7 (9.21b)
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Nous notons également avec un indice ¢ les grandeurs correspondant a a” et " en présence

d’absorption :
all ==-w, +nQ,

. 2
Bi = (ai)” —2Qw,
et donc, a € = 0, on retrouve a; = a” et B = p".

Comme 'exprime la proposition suivante, I'introduction d’absorption permet de suppri-
mer les singularités des équations modales (9.13a) et (9.13b), pour une absorption suffisam-
ment petite du moins.

Proposition 9.5.1.
i) Pour toute absorption € > 0, on a

Vrelrr) ag(r)=0.

ii) Sous I’hypotheése qu’il n’y a pas de ligne qui soit a la fois résonante et critique, il existe
&> 0 telle que :
Vee [0,¢], Yrelr,r], PBir)=0.
Preuve.
i) Pour a, c’est évident, car

Im(af) =—e=20.

ii) Pour B/, il faut faire un peu plus attention car en toute généralité, il est possible que
méme apres introduction d’absorption, w, soit encore une fréquence de résonance
complexe, i.e. dans KC,. Remarquons que

Rz(ﬁg) = (@")? - 2Qqw— €% et Im(ﬁ;‘) =2ea”,
s’annulent simultanément si et seulement si
a”zO et €2+2Q()C()0:0.

Supposons par 'absurde qu’il existe une suite d’absorption (&), tendant vers 0 et une
suite de rayons (ri) € [r;,7,]N tels que pour tout k € N

a”(rk) =0 et e,f +2Q (15 )wo(rx) = 0,

alors, en passant a la limite et quitte a extraire une sous-suite, on a limy r; = r,, et on

trouve
ag(r)=0 et 2Qo(r.)w(r.) =0,

ce qui est équivalent a
a(r,)=0 et B"(r.)=0.

Ainsi, {(1,,0) : 0 < 0 < 27t} est une ligne de résonance mais également une ligne
critique, cas que nous avons pris le soin d’écarter par hypotheése. Il existe donc € > 0
tel que pour toute absorption ¢ plus petite et non nulle, 8/ # 0 sur [r;,7,].
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Ainsi, a absorption non nulle et suffisamment petite 0 < € < ¢, I’équation de transport
harmonique modale est inversible et 'on peut exprimer &} en fonction de ¢ comme nous
I'avions fait hors fréquence de résonance du transport :

wo (N d n
re = E(;Of? + 2005)%; (9.25a)
.o [N d
o, = 1@(;wo+aga)¢?- (9.25b)

Ces expressions de &' ménent aux conditions aux limites suivantes avec absorption expri-
mées qu’en fonction de @] :

de” al
rPoSe ;;8 = —pohwo—5 L, en r=r; (9.26a)
&
do” a W,
rpose ;’f =(—Po”wo—i+1rpoc—; Q¢, en r=r,. (9.26b)
&

Ainsi, le probléeme de Goldstein avec absorption exprimé sur les modes de Fourier s’écrit :

Pour f" € L*(Jr;, 1.[, po), trouver @ € H'(Jr;, 1.[, 7po) telle que :

d do}
P (rpos? d: )+ rpom; g =rpof”, (9.27a)
Conditions aux limites :
nAP¢ al
TPoSe =—poNWo—;Pe, €N r=r; (9.27b)
dr J&
ndeg _ ay . We) 5 _
TPoSe =|-ponwo—; +irpo— |@p:, en r=r, (9.27¢)
dr ¢ o
ou )
n
s = @ (9.284)
&
2 n\2 n\2 ) N ny’
"o (E) _(agn) —(0‘—5) _ 1 {poo) Ge | 10 4 (ﬁ;)2_ (9.28b)
r Be Co r po P r (Be)

s et m}! sont des fonctions a valeurs complexes réguliéres définies sur [r;,7,]. Par ajout
d’absorption, nous sommes donc revenus a un cadre d’équations différentielles a coefficients
réguliers classiques a résoudre.

9.5.2 Ecriture sous forme résolue.

Dans le but d’analyser les éventuelles singularités des solutions en utilisant la théorie
de Fuchs (ou méthode de Frobenius) appliquée a une version étendue au plan complexe de
I’équation (9.27a), nous ’écrivons sous une forme plus adaptée, dite résolue (coefficient 1 de-
vant la plus haute dérivée). La forme de Sturm-Liouville (9.27a) est en effet plus adaptée a une
analyse variationnelle. D’apres la méthode de variation de la constante, toutes les solutions
du probléme avec absorption s’écrivent en fonction des solutions du probléme homogene.
Ainsi, nous ne nous intéressons qu’a I’équation homogéne, pour f” = 0, dont nous avons
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pour but de décrire des solutions physiquement acceptables, obtenues par absorption limite.

Lemme 9.5.2. L’équation différentielle (9.27a) homogéne (f" = 0) s’écrit sous la forme résolue
suivante :

2
d”¢¢ +Pnd(m

dr2 dr + Qg =0, (9.29)
ou . "
Pn( ) (:;(:)) n 2(6;5”) _ (7;”) (9.308.)
M) ﬁe ( 0wo)’ i _ hwy (:8?),
Q(r) = (r) R d (9.30b)

Preuve. Il suffit de développer I'expression de m} donnée par (9.28b). Il vient

d(r (at >2d<pé):_r (a2 {dch?+(<rpo>+2< ”)’_(ﬁ?)’)d(P?}_

dr e dr Po BE dr? 0o al Bt

Ainsi, @} est solution de I’équation homogene (9.27a) si et seulement si

doy  ((rpo)  (af)  (BE) dfpé
R PR

ou l'on a posé

r

o B B [n\2@)? (al\ nlpowo) al nwy (B
Qf‘_w?)sz“(a?)z{( ) B ‘(Z) rpe BE “€</52>2‘}
_ ( ) ﬁs (OwO) L_nwo (/5.5)
p

n npn*
CS r Po Q¢ roagBe

9.5.3 Etude d’une base de solution locale par extension au plan com-
plexe
Sans prendre en compte les conditions aux limites pour I'instant, nous nous intéressons

a espace des solutions des équations modales homogénes sur un sous-intervalle ouvert non
vide I C]r;,r,[, en présence d’absorption 0 < ¢ < ¢ suffisamment petite :

2
S™MI) = {(pg e HY(I) : ddf; P:df; +Q"" =0 sur 1}. (9.31)

D’apres la théorie classique des équations différentielles a coeflicients réguliers, cet espace
est de dimension deux :

dim (5;/(I)) =

Nous allons a présent étudier le comportement local d’une base de cet espace au voisinage
du rayon correspondant d’une ligne résonante ou critique. Pour cela, nous nous placons
dans le plan complexe afin de garder une trace des singularités que nous avons perdues en
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introduisant de ’absorption. En quelque sorte, les rayons r" € [r;, 7,] donnant lieu a des lignes
résonantes ou critiques, {(",0) : 0 < 0 < 0} dans £, ,(w) ou L.,;;(w), sont déplacés dans
le plan complexe lorsque I'on passe de w € R a w,. La théorie de Fuchs nous permettra de
déterminer le comportement des solutions autour de ces singularités déplacées dans le plan
complexe. Pour cela, nous passerons par la théorie des équations différentielles holomorphes,
ou la variable r € IR sera complexifiée z = r +iy € C et la dérivation d/dr deviendra d/dz au
sens de la dérivée complexe.

Extension au plan complexe. Nous faisons une hypothése supplémentaire concernant
la régularité des grandeurs caractéristiques de I’écoulement (pg, pg, vo). Nous supposons que
Pos Po et vy se prolongent analytiquement dans le plan complexe sur un voisinage ouvert du
segment [r;,7,]. Ceci signifie qu’il existe un ouvert V C C contenant [r;,7,] au sens ou la
variable complexifiée

z=r+iy €C, r,yelR

est dans V pour r € [r;,1,] et y = 0, et qu’il existe des fonctions holomorphes dans V' (en-
semble noté H(V)) :

2 po(2), 2z po(2), z—=v9(2) € H(V),

et 'on retrouve les caractéristiques du fluide py(7), po(7) et vo(r) par restriction a au segment
[ri' re] :
Vre [T’i, T’e], pO(r + ZO) = pO(r)l
Po(r+10) = po(r),
V()(T + 10) = Uo(T).
On déduit de ces propriétés qu’il existe également des extensions analytiques sur V de ¢
ainsi que des fonctions a}' et B pour tout n € Z et quelque soit € € IR.

Par contre, les coefficients de I'équation diftérentielle (9.29), P!* et Q}, peuvent comporter
des singularités dans le voisinage V, et en particulier, a absorption nulle € = 0, ces singu-
larités correspondent aux rayons des lignes de résonance du transport et ou de résonance
critique. Nous reviendrons sur la régularité de ces coefficients plus tard, nous verrons qu’ils
sont méromorphes et nous identifierons leurs pdles.

Etude séparée entre ligne résonante critique et du transport. Pour simplifier notre
étude, nous allons nous placer autour d’une ligne résonante ou autour d’une ligne critique,
et dans la situation générique ou ces singularités sont simples. Nous supposerons que loca-
lement, ce sont les seules et que s’il y al'une, il n’y a pas ’autre. Cela revient a supposer que
I'on est dans I'une ou l'autre des situations suivantes :

e Ligne critique simple : il existe un unique r" € [r;,7,] tel que

a(r")y=0 et (a™)(r")=0. (9.32)
e Ligne résonante simple : il existe un unique " € [r;,1,] tel que

B'(r") =0 et (B")(r")=0. (9.33)

Lorsque I'on ajoute de I'absorption, € > 0, les fonctions a et B ne s’annulent pas sur [r;, 7]
et ces singularités sont déplacées dans le plan complexe, hors de ’axe réel car a € # 0. Le
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lemme suivant donne 'existence et le comportement de ces singularités déplacées, comme
illustré sur la figure 9.1

Lemme 9.5.3. Au voisinage d’une ligne critique ou résonante r", il existe un unique z;! tel que

e Cas d’une ligne critique :

avec lestimation

e Cas d’une ligné résonante :

Bi(zE)=0 et (B)(z) =0,

avec ’estimation
a(r')

—(ﬁn)'(f’”)g + 0(52).

zp =r"+2i

Remarque 9.5.4. Avant de faire la preuve, remarquons que le deuxiéme point du lemme
concerne une ligne résonante, et donc a"(r"") # 0 par hypothése car nous avons supposé que
les lignes ne peuvent pas étre résonantes et critiques a la fois.

Preuve.

e La premiére estimation est obtenue en écrivant le développement limité a 'ordre 1 de
la fonction (z, ¢) — a!(z) au point (z,¢) = (r",0) :

al(zl) = a(r") + (") (") (2 = ") + deal_o(r")e + O(e?, (21 = ")?).
Comme a"(r") =0, al(z}) =0etquel'ona:
d.al(z) = 85(a’5(2) - ie) =i,
on peut isoler z{ et obtenir I'estimation voulue.

e On procéde de méme pour I'estimation de z!' dans le cas d’une ligne résonante, en
développant la fonction (z, ¢) — B/(z) au point (r",0) :

Bi(zd) = B(r") + (B") (r")(zf = ") + 0 Bio(1")eO(&?).

Exprimons la dérivée suivant ¢ :

9eBi(2) = Ie((al)> = (Q)°) = 200 (2)d.al!(2) = ~2ial(z),
qui nous donne
IePig(r") = —2iag(r").

En utilisant que S/ (z}) = 0 et f"*(r"*) = 0, on peut isoler z} en fonction de r" pour
obtenir I'estimation voulue.
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iR iR
A A
» C C
R
e>0 e>0
;nl r ;‘6 R :'ﬂz "" ;"e R
A, o
: 1 — singularité ) LN
e ((@")/(7'”)) - critique seh ((an)/(rn) =-1
am(r) \ _ singularité ) ant(r™)
e ((5")’(”")) =1 du transport sen ((Bn)/(rn) =-1

FIGURE 9.1 — Schéma représentant les singularités z] déplacées dans le plan complexe, selon
si elles sont localement de partie imaginaire positive ou négative.

Equations complexifiée. Les coefficients de 'équation différentielle (9.29), P et Q", sont
singuliers en z'. En effet, nous verrons qu’ils sont méromorphes sur V' avec pour poéle z//,
d’ordres respectivement 1 et 2. Définissons, lorsque 'on s’intéresse a une ligne critique ou
résonante, les fonctions p} et g comme suit :

p?(z) =(z- Z?) Pg(z)'
4(2) = (2= 20) QU(2).
Ces fonctions seront donc holomorphes sur V. On est alors ramené a une équation dont

nous cherchons des solutions holomorphes sur le voisinage V de |r;, 1,[, & une coupure pres,
partant de la singularité z' :

Pyl ) dyl gl
dz? +Z—Z? dz -i_(Z—Zgl)Z”D‘S - (9.34)

Une base de solutions de cette équation peut étre trouvée al’aide de la méthode de Frobenius,
qui consiste a chercher une solution sous la forme (z —z*)" ¥, ai(z — z*)* o1 z* est la singu-
larité. Plus précisément, on dit que I’équation différentielle admet une singularité réguliére
si elle est de la forme suivante

d’ (2) d (2)
d;zb N Zp_zZ* d_ti) N (Zq__z)z $=0, (9.35)

ou p et g sont des fonctions analytiques sur un voisinage B(z", R,) de la singularité z* € C, et
dans ce cas, le théoreme de Fuchs suivant donne le comportement d’une base de solutions.
Pour ce qui concerne les résultats autour de la théorie de Fuchs et de la méthode de Frobenius,
nous nous reportons a [81]. Rappelons le théoréme qui nous intéresse ici.
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Théoreme 9.5.5 (de Fuchs). On considére I’équation holomorphe (9.35) posée au voisinage de
la singularité z*. Soient v, v, € C, tels que Re(vy) > Re(vy), les deux solutions complexes de
Péquation indicielle

v2+(p(0)—1)v +4q(0) = 0. (9.36)
Il existe deux fonctions analytiques u est v analytiques sur B(z*,R.) et une constante c € C

telles que u(z*) = v(z*) = 1 et telles que ’équation (9.35) admette les deux solutions 1 et P,
indépendantes suivantes, selon les cas :

1. SiVl—VzelN,

¥1(2) = (z-2")"u(z), (9.37)
Pa(z) == (z-2")"v(z) + cLog(z—z")(z — 2") " u(z), (9.38)

ou Log est une détermination du logarithme complexe.
2. Sivi—vy¢IN,
{ Pi(2) = (2= 2) u(z),
P2(2) = (z2—2")"?v(2).

Remarque 9.5.6. Pour définir les fonctions puissances complexes ainsi que le logarithme dans
le théoréme de Fuchs, il est nécessaire d’introduire une coupure dans le plan complexe ayant pour
origine la singularité. L’introduction de I’absorption va nous permettre de définir une coupure
acceptable, c’est-a-dire ne traversant pas le segment [1;, 1, | qui nous intéresse. Nous y reviendrons
plus tard.

Pour appliquer le théoréme de Fuchs, il nous faut donc analyser les pdles des coefficients
P! et QI pour déterminer si les singularités sont régulieres, et donner le comportement
d’une base de solutions. Il est notable que le comportement des solutions au voisinage des
singularités, qui sont effectivement réguliéres, que ce soit une ligne critique ou résonante,
ne dépendent pas des parameétres de I’écoulement, comme le montre le lemme suivant.

Lemme 9.5.7. Dans le cas d’une ligne résonante ou d’une ligne critique, les singularités de
Iéquation 9.34 sont réguliéres et en particulier on a :

e Cas d’une ligne critique

(z—z?)PE”(z)zz et (Z—Z?)ZQ?(Z)ﬁO,

et donc pl!(zl!) =2 et q/*(z.) = 0.

e Cas d’une ligne résonante

(z—2)Pl(z) —— -1 et (z-2!)>Ql(z) — 0,

et donc pl(z') =—1 et q(z}) = 0.
Dans les deux cas, les fonctions p!! et q} sont donc holomorphes sur V.

Preuve. On utilise les expressions (9.30) de P/ et de Q} trouvées au lemme 9.5.2 et le fait que
les singularités sont supposées simples, respectivement pour une ligne critique ou résonante :

(B) (zE)(z - z2).

ag(z) ~ (af)(z)(z-z) et Bl(z)

~
z—zl
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e Cas d’une ligne critique.

(rpo)(2)(aY(2) (BI)(2) Aty 2
Pg(z)‘(zpou) N YTee Ry BN Py P Ty e

puis comme on a

L B nipun )1 _ ) (0
z) ezt polz)  ai(z) z  af(z)pt(z)

Q!(z) = (-

il vient

nlpows) 1 nag(zh) (B

=zt z (20 (al)(z}) z  (af)(z)pE(zL)

(z-2;) Qi (2)

et donc
(z-2")?Q"(z) —— 0.

z—zl

e Cas d’une ligne résonante.

po (0PVC) @G (B (e

zpo(2) al(z) iz oz (BEY(2D)(z—2) z-2Z

puis en utilisant de méme I'expression de Q}, on a

() (B() _ nag(zl)

22! z af(z)(B)(z)  al(2)

(z-2)Q;(2)

et donc on a de méme
(z—z!')* Ql(z) — 0.

z—zl

Théoreme 9.5.8 (Cas d’une ligne résonante critique). Dans le cas d’une ligne critique, sous
la condition 9.32, il existe deux fonctions holomorphes indépendantes définies au voisinage de
zp, Ul et V' et une constante c}! € C telles que U (z}) = V'(z!) =1 et

Q! =U/, (9.39a)

1
Y=z ﬁvg”(z) +clLog(z—2z!)Ul(2), (9.39b)
e

Preuve. Il s’agit d'une application directe du théoréeme 9.5.5 en utilisant les valeurs trouvées
de p(z) et q!(z}) au lemme 9.5.7 dans le cas d’une ligne critique. En effet, d’apres le lemme
9.5.7, pour tout € > 0 et dans le cas d’une résonance critique, on a

pi(z;)=2 et q;(z)=0.
L’équation indicielle (9.36) s’écrit alors de facon indépendante de ¢ :

vi+v=0.
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On en déduit que v; = 0 et v, = —1. On est donc dans le cas ou v{—v, = 1 € IN et le théoréme
de Fuchs 9.5.5 permet de conclure. [

On a le résultat suivant analogue dans le cas d’une ligne résonante.

Théoréme 9.5.9 (Cas d’une ligne résonante du transport). Dans le cas d’une ligne critique,
sous la condition 9.33, il existe deux fonctions holomorphes indépendantes définies au voisinage
de z!, Ul' et V' et une constante c]! € C telles que U}'(z}!) = V' (z]!) =1 et

Dz (z2-2")?UMNz), (9.40a)
W=z Vz) + c"(z - 2")? Log(z — 2') U (2), (9.40b)

Preuve. Il s’agit de méme d’une application directe du théoréme 9.5.5 en utilisant les valeurs
trouvées de pl(z) et q(z!) au lemme 9.5.7 dans le cas d’une ligne résonante. En effet, pour
tout ¢, le lemme 9.5.7 montre que

pi(zi)=—-1 et qi(z)=0.
L’équation indicielle (9.36) s’écrit donc

v2-2v=0.

On en déduit que v; = 2 et v, = 0. Encore une fois, on est dans le cas v, —v; =2 € Netle
théoréme de Fuchs (9.5.5) permet de conclure. [ |

Coupure dans le plan complexe. Comme nous en avons déja fait la remarque, les bases
de solutions définies par (9.39) et (9.40) ne peuvent pas étre définies sur un voisinage complet
de z}! a cause de la présence de la fonction logarithme Log dont il faut choisir une détermina-
tion en introduisant une coupure dans le domaine partant de la singularité z!. Dans |'objectif
de passer a la limite et de définir les solutions @} et \P" au voisinage de r" dans I'intervalle
|r;, 7], il convient de choisir les coupures, une par valeurs de ¢ telles qu’elles ne traversent pas
I'intervalle ]r;,7,[. Pour pouvoir choisir correctement la direction de telles coupures, il faut
connaitre la facon dont les singularités z' s’approchent de r" €]r;, r,[, ce qui est donné par le
lemme 9.5.3, en particulier, le c6té de I'intervalle par lequel arrive z!! permet de choisir une
direction fixe pour les coupures telles qu’elles ne coupent jamais |r;, 7.[. Le lemme suivant,
dont la preuve est immédiate, indique comment nous choisissons de définir les coupures.

Lemme 9.5.10 (Coupures). Pour ¢ # 0 suffisamment petit, nous pouvons définir les coupures
de la maniére suivante :

e Cas d’une ligne critique. On définit :

D, :=z"+isR,, (9.41)

ou s est
1

S = Sgn(W) € {+1,—1}.
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e Cas d’une ligne résonante. On définit :
D, =z +isR,, (9.42)

a"(r")

s=sgn|————| € {+1,-1}.
((ﬁ”)’(f”))
Nous avons ainsi, dans les deux cas, pour tout € # 0 suffisamment petit,
D, N]r;, 1.[= @.

La figure 9.2 illustre des coupures correctement choisies ou pas pour plusieurs valeurs
de €.

1R 1R
A A
D
C De ?n C
n & Ze
% s
o
n fee
o £>0 Ze J £>0
} * j.:{ t »R } é - K3 . >R
T B Te T r’ Te
" B
LA 8 P
& n
vy e
D, D.

FIGURE 9.2 — Choix des coupures D, selon si la singularité déplacée z/ se situe dans {z :
Re(z) < 0} (gauche) ou {x : Re(z) > 0} (droite), ne devant pas couper I'intervalle |r;,7,[. La
droite violette intersecte |r;,7,[ et correspondrait a un mauvais choix de coupure.

9.5.4 Etude de I’espace des solutions locales a la limite d’absorption
nulle: ¢ —» 0"

Le passage a la limite est un peu délicat et nécessite d’entrer plus dans les détails du théo-
réme de Fuchs et de la méthode de Frobenius. En particulier, nous analyserons la convergence
des fonctions analytiques U/’ et V' du théoréme de Fuchs 9.5.5 a partir desquelles sont dé-
finies les solutions locales indépendantes @/ et \P/".

Commencons par admettre un lemme d’uniformité de ’analycité des coefficients de I’équa-
tion en fonction du parametre d’absorption ¢ lorsqu’il est suffisamment petit.

Lemme 9.5.11 (admis). Il existe un rayon de convergence R > 0 tel que pour tout ¢ suffisam-
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ment petit, les fonctions p}! et q!' sont analytiques sur B(z]!, R}!) et notons

+00 +oo
N2)=) plilz-z)' et qlz)=) gl (22D}
k=0 k=0

leur développement.

Le lemme 9.5.7 donnent les premiéres valeurs de ces développements, a savoir

2 dans le cas d’'une résonance critique,

pe,O =

—1 dans le cas d'une résonance du transport,

et dans les deux cas,
n o _
qe,O =0.
Définissons a présent une séries entiéres dépendant d’un parametre réel ou complexe qui ap-

parait lorsque I'on applique la méthode de Frobenius en cherchant une solution a I’équation
(9.34) sous la forme (z —z)" ) a;(z - zhk,

A tout nombre complexe z, on définit la quantité Z(z) par :

z2+z  dans le cas d’une résonance critique,

— 2 -
I(z)= 22+ (ply- Dzt alo={ _ e
z°—2z dans le cas d’une résonance du transport.

Puis, pour v € C, définit la suite de nombres complexes (a. , (v))xen par récurrence de la
facon suivante :

ago(v):=1, (9.43a)

k-1
VkeIN', ai (v):= Z Ve Pk e ])a?’j(v), (9.43b)
i=0

v+k

—.

qui est donc bien définie si et seulement si
VkeIN*, Z(v+k)=0

On reconnait que I’équation indicielle introduite dans le théoréeme de Fuchs s’exprime a I’aide
de Z par
Z(z)=0.

Notons v; et v, les solutions de cette équation numérotées tels que Re(vq) > Re(v,). Nous
avons déja vu que dans le cas d’'une résonance critique, (v1,v,) = (0,—1) et dans le cas d’une
résonance du transport, (vq,v;) = (2,0). Notons également une quantité qui va intervenir
souvent par la suite, la différence de ces deux solutions :

eIN".

2 0=2 cas d’une résonance critique
S=V1—Vy= s ,
—(-1)=1 cas d’une résonance du transport

Le lemme suivant montre que le rayon de convergence de la série entiére associée a la suite
(a; . (v))ken lorsqu’elle est bien définie est au moins celui des coefficients du développement
en série de p et de g/ a partir desquels la suite est définie.



9.5 Analyse des résonances critiques et du transport par absorption limite

257

Lemme 9.5.12. Pour tout v € C tel que
VkeIN*, Z(v+k)=0,

la suite (“Z,k(v))kelN est bien définie par (9.43) et la série entiére
Za” (v) (z— z")k
&k el
k<0

converge sur la boule B(z!, R]!) ot I'on rappelle que R est le rayon des fonctions analytiques
pé etq;.

Preuve. Le fait que la suite (aZ’ 1 (V))ke soit bien définie est évident. Montrons que le rayon

de convergence de la série ) ;a (v)(z — z!"k est d’au moins R”. Soit 7/ un réel tel que
0 < p <R et soit z € B(z}, p). Puisque r/ est strictement inférieur au rayon de convergence
des développements des séries ) ; p;;(z - zk et Y, qp i (z - z"k, il existe une constante
M > 0 telle que

VkeN, |pi(z-2))f [ <[pllp" <M et |qlp(z-2)|<]ali|e* <M.

Ainsi, pour k € IN%, il vient la majoration suivante

k-1
n 1 . n n n
ek = 5 (1 o] +lae. | fat o)
k-1
M '
<_ " . 1 ]—k n . .
~|Z(v+k) j:o(|V|+] +1e ag’](v)|

Et, comme k~2|Z(v +k)| — 1 lorsque k tend vers +co, il existe une constante c, > 0 telle que
Vke N, |Z(v+k)|>c k>

Nous avons donc

M/c = ,
|“Z,k(v)| <2 - Z(h/l +j+1)p/ ™ “?,j(V)'-
=0

Nous avons alors tout ce qu’il faut pour définir une suite majorante (Aj)ren de la suite
(ag,k(V))kelN par récurrence :

AO = |Clg’0| = 1,

M/c k-1
VkeIN*, Aj:= ksz(|v|+]+1)p1 kA]
j=0

Un récurrence immédiate montre que

VkeN, |a.(v)| <Ay
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Et puis, remarquons que comme pour k € IN,

k-1
M M
Aot = S+ K 0p A o7 0 Y (vl pi A,
j=0

k2 )2
_M/e, -1 ok
= k2 (|v|+k+1)p Ak-l-p (k+1)2Ak'

On en déduit donc la limite A
k+1 -1
Ak k—+00

’

ce qui montre, d’aprés le critére de d’Alembert, que la série majorante Y, A(z — z")* est
convergente absolument sur B(z¢, p) et donc qu’il en est de méme de la série ) . a; , (v)(z -
2"k Enfin, puisque p a été choisi quelconque p < R7, il vient que la série )} a’  (v)(z— zh)k
est absolument convergente sur B(z}, R}). [

Le théoréme suivant donne une expression plus précise des solutions de Fuchs et per-
mettra une analyse de la convergence. On pourra consulter [82] pour une preuve compléte
de ce théoréeme.

Théoréeme 9.5.13 (Théoreme de Fuchs détaillé). Avec les notations des théorémes 9.39 et 9.40,
le théoréme de Fuchs fournit les deux solutions indépendantes de I’équation (9.34) suivantes :

Dz (z—2zH)" Ul(2),

Wiz (z—-2)"? V(2) + ! Log(z—2!) (z—2!)" Ul (z)

oul
+00 +00
k
Ulz) =) al )=zt et V[(2)=) dyaly(v)(z-2L)

qui convergent sur B(z)!, Rl') pour tout € suffisamment petit. Et enfin, la constante c]! a pour
expression :

11

ce = lim (v —vy)ag (v).

V—V)

Preuve. Donnons les grandes lignes de 'obtention de la premiére solution. Les manipula-
tions pour obtenir la deuxieme sont plus complexes et nous reportons le lecture a la référence
[82] pour une preuve complete. La méthode de Frobenius correspond a chercher une solution

de la forme ;

n\k
D!z (z-2) Zacgk(z z2)",
k=0
ou I'on cherche donc les coefficients (a k) « et le nombre a priori complexe v. En remplacgant
dans I’équation (9.34) ou l'on a developpe en série les coefficients de p} et g/ puis en procé-
dant par identification des puissances, on trouve la relation de récurrence suivante entre les
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(@ )k pour tout k € IN,

(V2 +(peo— v+ qg,o) a;o=0 pour k=0, (9.44a)

[\4»

V+k ]pg]+q8]) "o_.=0. (9.44Db)

(v 457+ (pro=1)(v+k)+ql ) aly+ aly

J=1

Dans (9.44a), en facteur de ago, que nous souhaitons choisir égal a 1, on retrouve I’équation
indicielle
I(v)=vi+(ply—-1)v+qly =0,

Soit v; la solution de plus grande partie réelle de cette équation, soit v, ’autre. Deux choix
sont alors possibles, soit v = v soit v = v,. Pour le premier choix possible, v = v{, puisque
RZ(Vl) > RE(VQ),

Vke N, Z(vi+k)=k(vi—-vo+k)=0,

et donc d’apres le lemme 9.5.12, la solution du systéme de récurrence (9.44a) et (9.44b) est
la suite (a; . (v1) qui définit les coefficients d’une fonction analytique sur B(z}, R}) et nous
avons donc trouvé une solution de I’équation (9.34) sous la forme (z —z)" ) ,a;  (vi)(z -
n)k.

Ze

Pour trouver la seconde solution, nous pouvons tenter de répéter la méme technique
avec v = v,. Ce choix fournit effectivement une autre solution, de plus indépendante, mais
que lorsque v; — v, ¢ IN. En effet, lorsque v; — v, € IN, ce qui est précisément notre cas,
Z(vy+k) =k(k—(vy—v;)) sannule pour k = s et donc la méthode précédente échoue. Il faut
alors travailler un peu plus pour contourner cette difficulté. Nous avons choisi d’admettre
de ne pas présenter ces calculs. [ |

Le lemme suivant donne des estimations des coefficients du développement en série en-
tiere de p! et de g} uniformes en ¢. Ces estimations expriment que les fonctions p}' et g/
convergent uniformément lorsque ¢ tend vers 0" vers des fonctions analytiques p” et q" de
rayon de convergence R!. La dépendance en ¢ des coefficients p" et q" étant relativement
simple, nous admettons ce théoréme dont la preuve serait avant tout calculatoire.

Lemme 9.5.14. Il existe un seuil € > 0 tel que pour tout p €]0, R, il existe une constante
C>1 telle

P’;,k —sz,k < Clg —€2|P_k
V€1,€2 E]O,E[, Yk e N,
Aok~ 9e,| < Cle —&ylp7*

On en déduit alors le lemme suivant, préparant les estimations que nous allons établir
sur les (az’k(vl ))ken pour démontrer la convergence de la fonction U/

Lemme 9.5.15. Il existe un seuil € > 0 tel que pour tout p €]0, R, il existe une constante
C>1 telle

Ve €]0,g[, YkeNN, |pg’k| < Cp_k et |p’;’k + qug,k| < Cp_k
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et

IA

C K
B ey —€2|P

ng_ng
V€1,€2 E]O,E[, Vk e N,

C -k
'vl(Pé’l,k—pZZ,k)+qu,k—q?2,k < Sler—elp™

Grace a larelation de récurrence (9.43) qui lie les fonctions p;' et g;’ ala suite (a;, . (v1))keN>
le lemme précédent permet de donner les estimations clefs intervenant dans la preuve de la
convergence de la fonction U/’

Lemme 9.5.16. Il existe un rayon de convergence R} > 0 et un seuil € > 0 tels qu’on ait les
propriétés suivantes :

VkeN, |a (v)|<®RH™* (9.45)

et
Veq, e, €]0,€[, YkeN, |agl'k(v1) - aZz'k(V1)| <ley — & (RH)F (9.46)

Preuve. Soit py €]0,R}[, C > 1 et € > 0 tels que les estimations du lemme 9.5.15 soient
satisfaites, puis posons
Rn . p

a =G
La premiere propriété est évidente, car R} < p < R et on sait que le rayon de convergence de
la série ) “Z,k(vl) est d’au moins R}. Démontrons la seconde (9.46) par récurrence. Soient
E1,& E]O,E[

e Pour k = 0, puisque pour tout ¢, a?}k(vl) =1,ona

lag, o(vi) —a, o(v1)I = 0,

qui vérifie bien I'estimation (9.46).

e Soit k € IN*, et supposons que (9.46) soit valide pour tout j € [0,k — 1], alors calculons
la différence en utilisant la définition 9.43 et la simplification d’écriture Z(k + v;) =
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k(k+vy—vy) =k(k+s):

k
n n -1 7! n n
a1 (1) =al, (1) = Y {rk=jpl ;+ar fal o)

+5) =
k
V1+k ]p¢2]+q¢2]} sz ](Vl)
:1
k]
- Z{{ vi+k—j) Pel] PEZ]) (q?l,j—q?z,j)}a’;l,k_j(vl)
]:
=1
1 k
Tk(k+s Zf{ vi+k- ])p€2]+q£2]}( By - (V1) ~ g e ](Vl))
i
=II

Majorons la valeur absolue de chacun des termes I et I] séparément. Pour le terme I,
il vient, en utilisant le lemme 9.5.15 et la majoration de |a! , (v} )| obtenue au i), lorsque
€1 et €, sont plus petit que ¢ :

k
1 . n n
1< tiersy 2Kk =let =Pl el = pL, )+ at =t o, e )
=
k k-
1 C e
e b et Sy ki)
< gl e2|2;<k j+1)p (p)

que I'on majore en utilisant une nouvelle fois que C¥~J < C¥~! pour tout j = 1...k car
C > 1.1l vient:

c- LY (k—j+1)

1 ny—k

|I|<—|€1—52|

IA

Passons au terme 11, de la méme maniére, le lemme 9.5.15 donne une majoration de p;’ ;
etdeq; i et ’hypothése de récurrence nous permet de majorer |a” ek ]( v1)- agz'k_].(vl )| :

k
1 . n n n n n
= es) 2 AKk=lek |+ [vipt j+ i il at i) = al i (0n)]

k
1 c . C |
_ J = _ j—k
Sk(k+s)Z{(k e+ 50 }|‘€1 ealp

| O

IA

IA
NN
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Enfin, en sommant les estimations obtenues de |I| et |[[I|, on trouve ’hypothése de
récurrence au rang k

ey, 62 €08, YN, |al (vi)—al (vi)| <IT+|TT]<eg el (RY) ™,

ce qui termine la preuve.

Proposition 9.5.17 (Convergence de Ul). Il existe un voisinage de r"* du plan complexe de la
forme B(r", 1), oun > 0, et un seuil € > 0 tels que pour tout € €]0,€[, U/ soit bien définie sur
B(r",n) et tels qu’on ait la convergence uniforme en ¢ :

+00 +00
n n n\k L=(B(r",n)) n n n
Ul ize E a, (vi)(z—z{) p— Ut:z— E ag(vi)(z—=1")",

ou
VkeN, ai(vy):= lim a] (vy).

e—07*

Preuve. Puisque (z}), converge lorsque ¢ tend vers 0" vers le rayon de la ligne résonante
r", il existe une boule B(r", 1) centrée sur r” de rayon 7, 1 €]0, R}, et un seuil € choisis tels
que

Ve €l0,e[, B(r",n)CB(zl,R}),

ou la constante R/} > 0 est celle introduite dans le lemme 9.5.16. La situation est illustrée sur
la figure 9.3

iR
B(zI,Ry)
B(<2,, By C

z;’l,"" e1,e9 €]0,2]
¢z,
o [ >

7 " Te
B(r”, 17)

FIGURE 9.3 - Boule B(r", 1) contenue dans toutes les boules B(z}!, R}}) pour ¢ assez petit

Soit ze€ B(r",n) et e,&, €]0,€[, on a

+00 +00

Ug (2) - Ul (2) = Za?llk(vl)(z— Zg, )k - Za?zlk(vl)(z— 232)k.
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En tronquant les sommes a K € IN, on les découpe de la facon suivante :

k:O kIO k:O
=1

K

k k

n n n

+ Zafz (V1) [(z—zgl) - (z—zgz) ]

k=0
=11

Majorons chacun des termes I et II. Pour le premier terme, on utilise la majoration (9.46) du
lemme 9.5.16, il vient

J

et puisque z € B(r",17) C B(z{,17) et que § <Rj,onalz—z/ | <net

+00 k X
1 ) e — &5
I < — = —_—
Il < ey - kZZO(RZ 1-1/R}

Passons au terme I1. On a,

K
<y a2 )] |(
k=0
K
< Z|a22’k(1/1)| '(Z_Zg)
k=1

puis comme z € B(r", 1) C B(z{,17) N B(z{,,17) avec n < Ry, il vient que

z—zgl)k—(z—zn )k

&2

k-1

Z |Z Z |k—j—1,

j=0

e-2l<y et |z-zl|<n,

puis,
K k-1
|H|SZ|“22,k(V1)| |z?1—z 2| ZR” (R}) k=j-1 < |z —zéz| Z|a£2 v1) |k17k !
k=1 j=0 k=1

Et comme d’apres le lemme 9.5.16, I’estimation (9.45) donne :

+00 k-1 n _ -n
Ui |Z€1 Z€2|
|II|£|Z’?k—z”| k(—) - 2
evk T k; R (1—n/Rl)?
On a donc établit la majoration suivante :
|€1 — & 28,
—n/Ra  (1-n/R})?

n

124 ! (z)| <+ 101 < (9.47)
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Finalement, comme (z}), converge lorsque ¢ tend vers 0%, cette suite est de Cauchy, ce qui
permet de conclure en passant a la borne supérieure dans (9.47) que :

| leg — &5 |z¢, -z,

sup |U; (z ,
zeB(r”,r])| 1- U/Rg (1- W/Rg)z

et donc U/ vérifie le critére de Cauchy uniforme sur B(r",7). De plus, I'estimation (9.46)
montre que la suite (a; , (v1)), est également de Cauchy donc converge, notons a; sa limite.
Et en passant a la limite pour £, — 0" dans la majoration de la différence tronquée obtenue :
e

1-n/Ry  (1-n/R1H?

Y (224 ) =) al o (z-2) | < <

K K
k=0 k

=0

puis en passant également a la limite sur K — +o0, on trouve

S o o(e-z) - Y ap (- )< ol FL T

a; ((villz—z, ) =) ap(vi)|z—z ) | < + 5

= = VTR (1R

ce qui conclut la preuve. [

Nous avons une proposition analogue a celle 9.5.17 pour la fonction V/* a partir de la-
quelle est définie ’autre solution W/ de la base. Donnons le résultat sans preuve.

Proposition 9.5.18 (Convergence de V/*). Il existe un voisinage r" du plan complexe de la
forme B(r", 1), oun > 0, et un seuil € > 0 tels que pour tout € €]0, e[, V{* soit bien définie sur
B(r",n) et tels qu’on ait la convergence uniforme en ¢ :

4 ZHZQ agkvz)(z Z)kLVn Zl—)Z& ak V) (z— n)k.

e—0*

ou
VkelN, d,a;(vy)= lir{)l dya, . (v2)
e—0* ’

Enfin, il nous reste plus qu’a énoncer le lemme donnant la convergence de la constante

cr.
Proposition 9.5.19 (Convergence de c}). La constante c! admet pour limite

cl —— "= lim (v —v,) al(v),
e—07* V—ov)

ou l'on rappelle que s = v —v,.
Espace des solutions locales. Rappelons que nous sommes intéressés par le compor-

tement des solutions au voisinage du rayon r". Nous avons pour cela défini 'espace des
solutions locales sur 'intervalle ouvert non vide I C|r;, 7,[ en 9.31 par :

2
Sg([):{(pgeHl(I) : ddr(P; Pgndf‘(’ +Qlpl =0, sur I}.
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Ayant obtenu que les fonctions auxiliaires U} et V' sont bien définies sur un voisinage
B(r", 1) du rayon résonant a absorption suffisamment petite, nous pouvons a présent définir
la trace des fonctions @ et W/ sur l'intervalle |r;,7,[, au moins au voisinage de r" et en
déduire une base de I’espace des solutions locales, comme décrit la proposition suivante.

Proposition 9.5.20. Pour ¢ €]0, €], les solutions

Ol (2) = (2~ )" U(2),
W(z) = (z-2!)"2 V]'(2) + ¢! Log (2~ 2!) (z— )" U2 (2)

sont bien définie sur le voisinage B(r", 1) privé de la coupure : B(r",n)\ID,, et I’espace des
solutions locales 9.31 autour du rayon résonant r"* est donnée par

Si(Iy) = Vect{?, !},
ou I,7 =" —n,rty, et
¢rrel, —> O (r+i0) et P:rel, — W (r+i0).

Preuve. La preuve de cette proposition est directe en utilisant le fait que les restrictions a
un intervalle ouvert non vide de I’axe réel de fonctions holomorphes linéairement indépen-
dantes définissent des fonctions indépendantes, c’est une conséquence simple de 'unicité du
prolongement analytique. De plus, ces restrictions sont analytiques sur I, et satisfont I'équa-
tion différentielle au sens classique. Cela fournit donc bien une paire de solutions indépen-
dante a I’équation (9.29) pour toute absorption suffisamment petite. L’espace de solutions
recherché étant de dimension 2, nous ’avons donc déterminé. [ ]

Passage a la limite ¢ — 0*. Analysons a présent comment se comportent les solutions
formant la base de I'espace S/'(I;) que nous avons trouvée en introduisant de I'absorption
lorsque cette absorption tend vers zéro.

De méme que nous avons défini ¢ et P les traces de @, et de " sur I, introduisons
les fonctions u;’ et v; définie sur I, par :

ug irel, r— Ul(r+i0) et v/:rel, +— V. (r+i0).

Le lemme suivant est une conséquence directe des lemmes de convergence uniforme des
fonctions U} et V" sur B(r", 1), 9.5.17 et 9.5.18.

Lemme 9.5.21 (Convergence de u; et v). Sur I, les suites de fonctions (uy). et (v{),
convergent uniformément sur 1,7 :

L) L)
U, ——u-, et v, ——v,
e—07 e—0*

ouu'" etv" sont définies également par restrictions a I, des fonctions limites U" et V".

Pour passer a la limite, distinguons les cas d’une résonance critique et d’'une résonance
du transport. Nous avons les deux théorémes suivants.
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Théoréme 9.5.22 (Cas d’une ligne résonante critique). Pour € suffisamment petit, les solu-
tions ¢ et P s’écrivent sur I, :

(PZ(T’) = u?(r),

Yre I,7,

1
Pi(r) = vl () + ¢! Log (r—2!) ul(r),
— g

et convergent, au sens des distributions de l'intervalle 1,7 :

1#?————)(i57z6(r—r”)+v.p. )v”+c”1n(|r—r”|)u”,

e—0t r—rh

ou O est la distribution de Dirac et v.p. et la distribution « valeur principale », et ou

s=s n(;)
—E Gy )

Théoreme 9.5.23 (Cas d’une ligne résonante du transport). Pour ¢ suffisamment petit, les
solutions ¢y et g s’écrivent sur I, :

Pl(r) = (r—z!) ul(r),

Yre 1,7,
P(r) = v (r)+ ¢! (r—z!')’ Log (r —z!') ul(r),

et convergent, au sens des distributions de Uintervalle I, :

T (r—r")2u",

£ 0"

?Tv”+c”(r—r”) In(r—r")u".
E—

La convergence est en réalité beaucoup plus forte dans ce cas car les fonctions obtenues finale-
ment sont réguliéres.

9.5.5 Commentaires et perspectives.

Terminons cette section par des commentaires prospectifs dont I’étude demande des ap-
profondissements qui n’ont pas trouvé leur place dans cette these, mais qui sont prévus pour
de futurs développements. Nous avons choisis de les présenter ici, méme de maniere moins
formelle que ce qui a été fait jusque la.

Régularité des solutions a la limite. Au vu des théorémes de convergence 9.5.22 et
9.5.23, le cas des résonances critiques semble donc étre plus sévere en terme de singularité
du point de vue des inconnues des équations de Goldstein. En effet, I'espace des solutions
obtenues par passage a absorption nulle, qui sont par définition pour nous les solutions phy-
siquement acceptables présentent des singularités le faisant sortir du cadre d’analyse clas-
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sique pour @" qui est H!(]r;, 7,[). Nous pouvons alors nous demander quelle régularité est
attendue a absorption pour I'inconnue hydrodynamique localement autour d’une singularité
critique. Rappelons pour cela I’expression obtenue de &7 :

n C‘)O(r) n d n
(r)= —+2Q4(r)—=— | @Z(r),
T’;é( ) /3?(’,) r 0( )di’ qoc( )
.wo(r)

Eolr) =i

OB
Ainsi, nous nous attendons a ce que les singularités empirent pour &/, a cause de la présence
de la dérivation suivant r de @, tandis dans I'expression de & . la dérivation est contre-

balancée par la multiplication par a' qui est régularisant a la limite d’absorption nulle. Ainsi,
pour &" non plus, le cadre L? ne semble plus correspondre a I'espace naturel d’étude.

(Fantr)+atn ot

Pour ce qui est des résonances du transport, il semblerait que les choses se passent mieux.
En effet, les bases de solutions locales obtenues a absorption nulle ne possédent que de trés
faible singularités et en particulier restent dans I'espace H'(]r;, 7,[) alors que les coefficients
des équations modales présentent des singularités dans ce cas. Pour &7, bien que la division
par la fonction ' qui s’annule en 7" a la limite d’absorption nulle s’ajoute a la dérivation
par rapport a la variable r pour accentuer les singularités, £ reste dans le cadre L? qui est
sont espace naturel utilisé jusqu’ici.

Singularité des quantités physiques. Une question intéressante est celle de la régularité
des quantités physiques. En effet, rappelons que les inconnues des équations de Goldstein
sont obtenus par un changement de variable faisant intervenir des opérateurs différentiels,
et en particulier 'opérateur D,, , dont le symbole est précisément a; qui s’annule pour les
fréquence de résonance critique. En effet, rappelons que I'on a :

Pe = _pODwS(Pé‘f
Pe = Cazps’
Ve = Vgoé +&e

d’ou 'on déduit pour les modes de Fourier :

n_ n
e = T1P0Pe
n_ —2_n
Pe = CO Pes

n

vl’l — d(pé +£I/l

&, 17 di’ &1

Vo=l +Ecp

Une remarque importante, surtout dans le cadre des résonances critiques est que le chan-
gement de variable qui permet d’établir les équations de Goldstein depuis celles d’Euler li-
néarisées introduit quelque peu artificiellement une singularité critique par la division par
a}. Cette remarque ne plaide pas en faveur des équations de Goldstein en présence de ré-
sonances critiques car elles semblent en effet ajouter des singularités dans les solutions, ce
qui devrait les rendre plus difficile d’accés numériquement par exemple, si tant est que nous
ayons une théorie dans laquelle on puisse établir une discrétisation numérique.
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Exprimées qu’en fonction de ¢/, les inconnues physiques du problémes s’écrivent :

n_ n,n
Pe = 71P00: P »
n_ 0 u n
Pe =1~ A Pe,
€o
n\2 n n
" 1 (aa) d(Pe nwy &e 4

L= + 7 Pe>s

&1 €
roo ¢ dr r?pg B¢
: : n\2 2

a _ lwgay d(p§+ in (af) _ZQO“)O""‘)O(Pn

,0 — an n I

“U rpg BE dr - r?pg Pe

En particulier, pour une résonance critique, la pression p} et la densité p} sont plus régulieres

que @ en présence de résonance critique et de méme régularité en présence de résonance
du transport. Pour ce qui est de la vitesse, en présence de résonance critique,

Illustrations numériques 1D. Pour illustrer brievement numériquement ce que I'on ob-
tient en présence d’une résonance critique, nous avons programmé une petit programme
C++ d’éléments finis 1D permettant de résoudre les équations modales de la couronne en @}
en présence d’absorption. L’équation doit étre résolue tres finement pour des valeurs d’ab-
sorption assez petites. Nous illustrons le résultat obtenu pour un mode sur la figure 9.4 en
tracant pour plusieurs valeurs d’absorption, en haut, Re(¢@)) et Im(¢@}) et en bas un zoom
autour de la valeur r" = 2 sur cet exemple. L’équation est résolue pour un second membre
bidon mais pour les bonnes conditions aux limites. On remarque de fagon trés qualitative le
comportement en 1/(r — ") de la partie réelle de ¢} et le comportement qui pourrait étre
celui d’un Dirac pour sa partie imaginaire. Ces interprétations sont en accord avec ce que
prévoit le théoréme 9.5.22. La méme expérience numérique est réalisée pour une résonance
du transport et présentée sur la figure 9.5. Le résultat attendu est la convergence vers une
solution apparemment réguliére, comme prévu par le théoreme 9.5.23 lorsque I’absorption
diminue.

Pour finir ces petites expériences numériques, nous présentons un cas ou c’est I’équation
modale régissant la pression qui est résolue. Non présentée dans ce manuscrit, cette équation
présente une singularité en r = r" dans ces coefficients en présence d’une résonance critique.
Nous observons sur la figure 9.6 la partie réelle et imaginaire de la pression p/, pour plusieurs
niveaux d’absorption. Bien que 1’équation résolue soit a coefficients assez singuliers (ils ne
le sont pas vraiment car de I’absorption est introduite dans le domaine), la solution donnée
ne présente pas de singularité en r" = 2. Cela montre bien que I'on retrouve le fait que
la multiplication par a pour passer de ¢} supprime la singularité critique de 'inconnue
physique alors qu’elle était présente, voir figure 9.4 sur 'inconnue ¢}
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FIGURE 9.4 — Re(@}) et Im(g!) (haut, zoom en bas)
transport en r" = 2 obtenue numériquement par résolution d’une équation modale par
éléments finis 1D en présence d’absorption pour différents niveaux d’absorption

5x1073,1073,5x107%107%,5x1075.
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FIGURE 9.5 — Re(¢@)) et Im(¢]) (haut et bas) : illustration d’une résonance du transport en
r" = 2 obtenue numériquement par résolution d’une équation modale par éléments finis 1D
en présence d’absorption pour différents niveaux d’absorption : ¢ = 1072,1073,107%,
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FIGURE 9.6 — Re(p)) et Im(p)) (haut et bas) : illustration d’une résonance critique en
r" = 2 obtenue numériquement par résolution d’une équation modale par éléments finis
1D en présence d’absorption pour différents niveaux d’absorption : ¢ = 5x 1072,x1072,5 x
1073,x1073,5x 1074,
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Conclusion

Les travaux abordés dans cette these traitent de la modélisation de la propagation acous-
tique en régime harmonique dans un écoulement rotationnel par la formulation de Gold-
stein. Cette approche répond aux contraintes industrielles et méthodologiques dans laquelle
cette theése CIFRE s’inscrit. En effet, la formulation de Goldstein a été traitée du point de vue
perturbatif par rapport au modele potentiel (équation d’Helmholtz convectée) dont la réso-
lution numérique était implémentée avant la thése dans le code de calcul d’Airbus, Aseris.
Nous avons proposé une approche théorique et numérique de ces équations.

Apres une introduction a la modélisation physique de I’aéroacoustique, nous nous sommes
attachés a présenter 1’établissement rigoureux de la formulation de Goldstein, en équivalence
aux équations d’Euler linéarisées. En particulier, nous avons pris soin d’établir la correspon-
dance des sources avec celles des équations d’Euler linéarisées, qui sont le plus souvent uti-
lisées en domaine temporel. Nous avons également donné la démonstration d’une propriété
clef du modele amenant a la localisation de I'inconnue hydrodynamique la ou le rotationnel
de I’écoulement est non nul. Cette propriété est tres intéressante du point de vue industriel
et laisse percevoir un surcott de résolution numérique en 3D peu important en comparai-
son avec le modele potentiel, qui revient a négliger cette inconnue hydrodynamique. Nous
avons vu qu’il y a néanmoins quelques bémols a cette anticipation du cotit de calcul; en par-
ticulier, cette propriété de localisation est vraie dans le cadre d’un écoulement satisfaisant
strictement les équations d’Euler.

Approche théorique. Conformément a cette vision perturbative, nous avons analysé les
équations de Goldstein par résolution de ’équation de transport harmonique afin d’isoler
I'inconnue hydrodynamique qui vient « corriger » le potentiel acoustique, contenant en par-
ticulier le rotationnel de la perturbation acoustique de la vitesse. Cependant, cette équation
de transport en régime harmonique n’est pas classique. Par exemple, elle n’entre pas na-
turellement dans le cadre de la théorie des systémes de Friedrichs, par manque de dissipa-
tion. Il s’agit d’une version vectorielle de ’équation de transport harmonique scalaire que
l'on voit apparaitre lors de I’étude du modele de Galbrun, voir [3], qui est une autre for-
mulation des mémes équations de I’aéroacoustique, s’appuyant sur une description mixte
eulérienne-lagrangienne des perturbations de I’écoulement. Plus délicate a analyser, les ré-
sultats concernant cette équation de transport sont néanmoins généralisables. A savoir, en
reprenant ’hypothése que 1’écoulement soit domaine-remplissant, introduite par [42] qui
correspond a un écoulement traversant le domaine en un temps borné, ’analyse de 1’équa-
tion par la méthode des caractéristiques est possible et donne lieu a une estimation a priori,
de la méme nature que I'inégalité de Poincaré courbe donnée dans [42]. Puis, par analyse de
I’équation adjointe, nous arrivons a montrer que I’équation est alors bien posée. L’analyse
de cette équation hors de ce cadre n’est pas aisée et des résultats généraux nous semblent
hors de portée. En particulier, nous avons montré que pour une classe particuliere d’écoule-
ments non domaine-remplissants : des écoulements en recirculation dans une couronne 2D,
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I’équation de transport harmonique possede des fréquences de résonance, associées a des
lignes résonantes. Ainsi, a une fréquence de résonance fixée, le long de certaines lignes de
courant de I’écoulement, dites résonantes, I’équation est mal posée. Nous avons de plus mon-
tré que ces probléemes ne se produisent pas rarement. Par exemple, nous savons qu’a haute
fréquence, il existe toujours des lignes de courant résonantes et que leur nombre augmente
avec la fréquence. Nous avons interprété ces problémes en terme de manque de dissipation
dans le modele. Par exemple, par ajout d’absorption, nous faisons disparaitre ces résonances
du transport, qui sont dues a la périodicité des lignes de courant de I’écoulement. Nous soup-
connons qu’il en serait de méme si nous prenions en compte la viscosité ou les termes non
linéaires négligés par I'approche de la formulation de Goldstein, mais nous n’en n’avons pas
de preuve. Une question en suspens a ce niveau de la these est alors de savoir si ces fré-
quences de résonances de I’équation de transport se transmettent au probleme couplé de
Goldstein ou non.

Pour étudier le probléme de Goldstein, nous nous sommes donc naturellement placés
dans un premier temps dans le cadre d’écoulements domaine-remplissants. Nous profitons
alors de I'inversibilité de I'équation de transport et de '’estimation a priori que nous en avons
pour montrer que la perturbation que constitue l'introduction de I'inconnue hydrodyna-
mique est controlée par le rotationnel de I’écoulement. Ainsi, nous avons pu justifier la vi-
sion initiale industrielle consistant a dire que 'inconnue hydrodynamique supplémentaire
contient les interactions de ’'onde acoustique avec le rotationnel de I’écoulement et qu’elle
est petite pour un écoulement peu rotationnel. Pour ce qui est de borner le domaine de cal-
cul, nous avons compris qu’il fallait prendre en compte I'inconnue hydrodynamique dans les
conditions de rayonnement du bord du domaine. En effet, lorsque les écoulements considérés
ne satisfont plus les équations d’Euler ou que comme en 2D nous ne sommes pas capables de
placer la frontiére du domaine de calcul hors du support du rotationnel, I'inconnue hydrody-
namique sort du domaine. Par exemple, dans un écoulement cisaillé qui se « dé-cisaillerait »,
sous l'effet de la viscosité, nous avons remarqué que les équations de Goldstein ne sont pas
toujours en mesure de faire décroitre la perturbation hydrodynamique comme on pourrait
’attendre. C’est pourquoi nous avons proposé deux approches. Du point de vue de ’analyse
théorique dans un premier temps, nous avons établi des conditions aux limites absorbantes
permettant de faire « fuir » £. Du point de vue numérique, nous avons constaté que 1'utili-
sation de PML permet également de faire fuir I'inconnue hydrodynamique du domaine sans
créer d’artefact visible dans le domaine. Néanmoins, la tentative d’analyse théorique des
PML dans le cas des équations de Goldstein s’est avérée compliquée et les résultats obtenus
ne nous satisfont pas dans le mesure ou ils introduisent des conditions supplémentaires pour
obtenir le caractére Fredholm du probléme.

Enfin, pour aller plus loin et comprendre ce qu’il se passe lorsque I’écoulement n’est
pas supposé domaine-remplissant, nous avons analysé les équations de Goldstein dans le
cadre d’écoulements modeles recirculants dans la couronne. Dans un premier temps, hors
des fréquences de résonances de I’équation de transport, nous avons démontré que nous re-
trouvons des résultats similaires au cas domaine-remplissant, a savoir, qu’a faible rotationnel
le couplage de Goldstein releve de I'alternative de Fredholm. Par analyse en série de Fourier,
profitant ainsi du caractére invariant par rotation de notre géométrie et donc des équations,
nous avons trouvé de nouvelles résonances, que nous n’avions pas identifiées jusque la. Il
s’agit de résonances connues sous le nom « couche critique » dans la littérature, voir [80].
Nous avons alors été capables, hors toute résonance du transport et critique, de montrer le
caractere bien posé du probléme de Goldstein dans la couronne.

La présence de résonances se traduit sur les équations différentielles régissant les modes
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de Fourier par la présence de singularités dans les coefficients aux fréquences de résonance
du transport, ou par une dégénérescence aux fréquences de résonance critiques. Pour ana-
lyser ce qu’il se passe en présence de ces résonances, nous avons utilisé la méthode d’ab-
sorption limite. Ainsi, nous avons montré que 'introduction d’absorption dans le domaine
supprime les deux phénomenes de résonance, du transport et critique. Puis par des méthodes
d’analyse complexe, théorie de Fuchs ou méthode de Frobenius, nous avons analyser les sin-
gularités des bases de solutions des équations modales et identifier leur limite lorsque 1’ab-
sorption tend vers zéro. Cette analyse reste prospective et ne permet pas la prise en compte
numérique de ces résonances. Il s’agit dans un premier temps d’identifier la nature des sin-
gularités qui apparaissent. Ces travaux ont été inspirés par des recherches similaires dans le
domaine des plasmas, voir [75] ou [77], ou des singularités apparaissent a la fréquence de
résonance hybride.

Approche numérique. Notre approche d’étude numérique a été de programmer un code
éléments finis en C++ pour résoudre les équations de transport et du couplage de Goldstein
en 2D. Le faible cott de la résolution de ces équations en 2D nous a permis de tester les pro-
priétés attendues et théoriques de ces équations. L’équation de transport harmonique, en tant
qu’EDP d’ordre 1 nécessite une stabilisation pour étre résolue par éléments finis classiques.
Nous avons retenu pour notre étude 2D la méthode « Streamline Upwind Galerkin Method »
(SUPG) qui nécessite d’ajuster le parameétre de stabilisation en fonction du pas de maillage,
mais également de la vitesse de I’écoulement, voir [52]. Cette approche a été utilisée pour des
questions de simplicité de mise en oeuvre et en comparaison avec la méthode des moindres
carrés qui, bien que n’ayant pas de parametre a ajuster, s’est montrée trop dissipative.

L’étude du couplage de Goldstein en 2D a permis de vérifier numériquement son ca-
ractere perturbatif par rapport a la résolution de 1'équation d’Helmholtz convectée. Nous
avons pu également constater la localisation attendue de I'inconnue hydrodynamique aux
tubes de courant contenant le support du rotationnel de I’écoulement porteur. Néanmoins,
comme expliqué précédemment, lorsque les écoulements porteurs considérés ne satisfont
pas les équations d’Euler, 'inconnue & n’a pas de raison de s’atténuer au bord. Nous avons
constaté que les PML se comportent bien avec I’équation de transport, méme lorsque 1’écou-
lement est cisaillé dans les couches absorbantes, qui doivent alors lutter contre un éventuel
accroissement de & dans le cisaillement.

L’étude numérique du couplage en 2D nous a également permis de retrouver une ap-
proximation qui nous semble satisfaisante pour notre application consistant a approximer
I’équation de transport par un opérateur d’ordre 0. Cette approximation est la méme que
celle démontrée pour des écoulements cisaillés faible Mach et proposée parmi les modeles
d’interactions de faible vorticité dans [6].

Pour des questions de simplicité, c’est cette approximation de I’équation de transport qui
a été implémentée dans le code Aseris d’Airbus durant la thése et dont les premiers résultats
sont présentés dans la derniéere partie de ce manuscrit. Ces résultats sont les premiers d'une
étude industrielle & venir. Les principales perspectives pour de futures développement de
recherche industrielles vont étre de se demander si les corrections apportées par le modeéle de
Goldstein, par I'introduction de I'inconnue hydrodynamique en comparaison avec le modéle
potentiel, ne sont pas perdues dans les incertitudes que nous avons sur I’écoulement porteur
dans le cadre de nos applications. En effet, I’écoulement porteur étant issu d’un calcul de CFD,
une approche de type « propagation d’incertitudes » aiderait a comprendre si nous devons
aller jusqu’au modéle de Goldstein et si oui dans quels cas, ou alors si le modele potentiel
suffit compte tenu des erreurs sur les données d’entrées du calculs ainsi que sur les sources.
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A.1 Transformation de Lorentz

On prouve ici le résultat de la proposition 2.1.1. Pour cela, on commence par établir les
formules de commutation suivantes :

Lemme A.1.1. On a pour toute fonction ¢ : (x,t) = Pp(x,t) e Cet  : (x,t) — P(x,t) € c?
suffisamment régulieres :

2
0 £ =19+ (2] v,

2
(ii) L(V-¢)=V-(LL)+ (i—“’) Voo O L.

Preuve.

(i) Dérivons simplement par rapport a la variable x;,

c2

(o)

dx LO(x,1) = 0y (L_lx, t— 7/;'ovcx, ~x),

— — 7/00 7/00 7/00
= L]’}ax]qb(L IX;t— CT)_ CTat¢(x;t_ CTvoo 'x)voo,iJ

(e o o0
ainsi, par symétrie de L,

Vo =L'VLY - L20,(£4) v

o
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Il reste a remarquer que

Voo — 1
Lvoo = (Id + v2 voovzo)voo =V t+ (7/00 - 1)v00 = 7/001}00’

et isoler le terme VL.

(ii) Calculons la divergence de la transformée,

V091 = (10t v <1710, (1w v

2
€ oo
Voo -1 Voo
_Tvoo,i at¢l‘ L x,t—Tvoo-x ,
) €

ou autrement écrit

V-(£g)=L(V-(L7¢))- L2ve-aico,

o0

finalement, en remplacant ¢ par L¢, en multipliant par L, avec Lv,, = VoVs, ON
trouve

2
V-(L,Cqﬁ):ﬁ(V-(j))—()C/ﬁ) Veo - HLE.

[o¢]

A présent, nous pouvons calculer la transformée de 'opérateur qui nous intéresse. Soit
¢ une fonction assez réguliere,

[¢]

2
2
- (1 + %ym)atup +v L3, VL,

puis, grice a (veo/co0)? = 1 —yZ et v L = y vk,
[l(&t(f) + Ve -V(l)) = V20LP + VooVoo - VLD,
ainsi,
[l((&t + Voo -V)2¢) = Y2 2P+ 273 Voo - VLY + Y2V -V (Voo - VL). (A.1)

Puis, reste a calculer la transformée du laplacien, en appliquant successivement les formules
donnant la transformée de la divergence et du gradient,

L(cZAP) = L(cZV- (V) = 2V (LL(VP)) + Y2 Voo 9 (L (VD))

2 2
=clV. (sz.&p + (i—“’) 2} (/ch))Lvoo] +y2ve, - at[LVL'cj) + (z—“’) d; (.Cqb)voo],

(o] [o¢]
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toujours en utilisant que Lv,, = Y5 Vs, ON a
L(c2Ap)=cZV-(L*VLY)+ 272 ve - VLY + v2 292L.

Ensuite,

2 2
-1 _
L2:(Id+%°—voovT) :Id+2y°°2 VooV +(7°° ) (voovT)z,

vg, . % vg, *
2V — 2 2 2y, +1 -
:Id+( I 5 +v§o7/°° Z )voovoTo:Id+(7/ > )voovoTo,
vOO UOO D
1 1 T
=Id+ — (m—l)vmvm,

—Id+(y°°) Voo V2.

Coo

Finalement, la transformée du laplacien s’écrit

L(c3AP) = CAALY + Va0 V (Voo VL) +2y3 00 VIL,

2 (A2)
voo
(=) opco.

La transformation de 'opérateur des ondes convectées s’obtient alors en soustrayant les deux
égalités établies (A.1) et (A.2) :

2
E((8t+vw-V)2qb—cfoA¢):yfo(l—(zﬁ) ]ag¢_c;M¢.

A.2 Caractérisation 2D de la propriété ()-remplissant

Nous donnons une preuve du lemme 4.1.7 qui stipule qu'un champ de vecteur v, €
C!(R?IR?) est Q)-remplissant si et seulement si

inf > 0.
inf [vo(x)]

Pour montrer le lemme 4.1.7, on établit d’abord quelques résultats. Le premier lemme
montre que la frontiere glissante I}y contient localement les lignes de courant de vy,

Lemme A.2.1. Pour tout xg € I, il existe un intervalle ouvert I’, contenant 0 et tel que :

Vtel, o(tx)) €Ty,

Preuve (du lemme A.2.1). Soit xg = by(sg) € Iy, et sg € Iy; ou i € {1,...,co}. Comme
vo(xb( )) (bo( )) = 0 pour tout s € I ; et comme bj(s) est orthogonal & n(bo(s)), il existe
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un réel a(s) € R tel que by(s) = a(s)vo(bo(s)), ainsi

by(s) - vo(bo(s))
s
|Vo(bo(5))‘

a(s) =

Puisque vy # 0 sur (), a est une fonction continue qui ne s’annule pas sur un intervalle
ouvert | contenant s(. Ainsi, nous pouvons définir le changement de variable suivant :

o: ] —» I'cly;
t

t > a(t)dr,
S0

Veel, p(tx])=bgoo (1)
Alors 1 satisfait alors I’équation différentielle suivante :

%—lf (t,xg) = (o—l(t))/bg)(g—l(t)) = vO(bo(G_l(t))) _ vo(v,b(t,xg)),

(0,x)) = bo(0'(0)) = bo(so) = x},

ce qui montre, en utilisant I'unicité du théoreme de Cauchy-Lipschitz :

Vtel, o(t,x)) =P (tx)) =bo(o(t) €.
|

Le lemme suivant montre qu’une ligne de courant de v, traverse forcément les frontiéres
I etI, etce en un unique point. Ainsi, localement, il y a une unique intersection entre la
frontiére entrante ou sortante et la ligne de courant.

Lemme A.2.2. Nous avons la propriété suivante :

Q(Ft,xp) € Q
xpel, = Je>0/Vte€]0,¢], _C
Q(xt,x,) e Q7.

Preuve (du lemme A.2.2). Nous ne donnons la preuve que pour la frontiére entrante I"_, le
cas de la frontiére sortante I, se traitant de maniére trés similaire. Soit x; € I"_. Utilisons la
définition implicite locale de () autour de x; comme montré sur la figure A.1 : il existe un
voisinage V de x;, dans IR? et une fonction & : V — IR de classe C! tels que :

QNV={xeV: hx)<o}

Au voisinage de x;, la frontiére de () est donnée par JQ NV ={x € V : h(x) = 0}, ainsi
la normale extérieure n(x;) est positivement colinéaire a Vh(xy). De plus, pour tout point
x; € VNI_ onawvy(x,) n(x,) <0. Ainsi la fonction f : t — h(¢(t,x},)) définie au voisinage
de 0 vérifie :

f(0) =h(@(0,xp)) = h(x,) =0 et
f7(0) = Vh(@(0,x3)) - 9:9(0,x3) = Vh(@(0,x)) - vo(@(0, xp)) = (VI - vg) (x) < 0.
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FIGURE A.1 — Paramétrisation locale de () au voisinage de x;, € dQ)

Finalement, en vertu de la continuité de f, il existe € > 0 tel que pour tout t €]0, ¢[, on ait

+f(xt) < 0, i.e. h(p(xt,xp)) < 0, ce qui montre que @(t,x;) € Q et @(—t,x;) € ﬁc et
termine la preuve. u

Lemme A.2.3. Soit un sous ensemble K de R?, compact et simplement connexe et soit x € K,
ona:

Of :={p(tx), te R} cK = FxgeK/volxo)=0.

Comme on a supposé que Q) ne contient aucun point d’annulation de la vitesse V, une consé-
quence directe de ce résultat est qu’une ligne de courant partant d’un point de () sort de () en
un temps fini.

Preuve (du lemme A.2.3). La preuve repose sur deux principaux résultats, le théoreme de
Poincaré-Bendixson et le théoréme du point fixe de Brouwer. Soit x € K, supposons que
OF C K (le cas de Oy se traite de la méme maniére). Le théoréme de Poincaré-Bendixson
stipule que ’ensemble limite w™(x) défini de la facon suivante :

W' (x) = ﬂ{(p(f[,x), T> t},

>0

est soit un point fixe y € K du flot ¢(-,y) ou une orbite périodique O,.

e Dans le premier cas, il existe p € K tel que
Vi=0, (t,y) =Y,

ce qui implique que vo(y) = vo(@p(t,y)) = drp(t,y) = 0.

e si w"(x) = O, est une orbite périodique, notons B I'ensemble compact qu’elle déli-
mite. Cet ensemble B est simplement connexe et, comme les orbites ne se croisent pas,
invariant par le flot @(t,-) pour tout temps ¢ € R*.

Pour tout n € IN, définissons t, := 27" et ensemble K, := {x € B : ¢(t,,x) = x}.
D’apres la continuité du flot ¢, chaque K, est fermé. Chaque K,, est également borné
et donc compact et de plus non vide en vertu du théoréeme de point fixe de Brouwer
appliqué a la fonction x — ¢@(t,,x) € B. Remarquons que de plus K,,,; C K,, car pour
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toutneNetxeK,,:

(P(tntx) = (P(tn+1 + tn+1’x) = (P(tn+11 (P(tm—l’x)) = (P(tn+1’x) =X,

qui montre que x € K,,. Finalement, en appliquant le théoréme d’intersection de Can-
tor, qui montre qu’'une intersection décroissante de compacts non vide est non vides,
on trouve qu’il existe x, € (), K,, qui vérifie donc :

Vo(Xeo) = Vo(@(0, X)) = 95 (0, X0
= lim £, (@(tn, %co) = P(0, %co)

n—o00
= lim t;l(xoo —X5)=0.

n—-o00

Comme v ne s’annule pas sur Q, chaque orbite négative ou positive O, ou x € Q,
n’est pas contenue dans ().

A présent, démontrons le résultat principal.

Preuve (du lemme 4.1.7). Cette preuve s’articule en deux étapes. Etant donné x € () :

1. Nous démontrons I'existence de t, € R} et de x, € JQ tel que : VYt €]0, £, [, @(7,x3) €

Q) and @(t,, xp) = x.

. Puis, nous montrons que si x n’est pas dans I'ensemble négligeable A/, nous avons

xpel..

. Nous montrons alors 'unicité d’un tel couple ¢, xp,.

. Finalement, il restera a montrer qu’il existe une constante t* > 0, indépendante de x

telle que t, < t*.

. Avec le lemme A.2.3, I'ensemble T, := {t eR* : Vr€]t,0], p(1,x) € Q} qui est non

vide, est borné et donc admet un minimum, que 'on note —t, < 0. Définissons alors
Xp = @(—ty,x). Pour tout t €]0, t,[, @(t,xp) = @(t, (—ty, X)) = @(t —ty,x) and t — 1,
est plus grand que le minimum de T, c’est pourquoi il existe ¢’ € T, tel que t —t, > t’.
Puis, par définition de 'ensemble T, @(t,x3) = @(t —t,,x) € Q. Il reste a prouver que
xp € dQ). Par 'absurde, on suppose que xj, ¢ dQ). Comme (9Q)C est 'union disjointe

de deux ouverts : Q et Q , il existe € > 0 tel que I'alternative suivante ait lieu :
— Soit B(xy, €) C 5(:. Par continuité de 'application t > @(f,x) and as @(—t,,x) =
Xy, il existe un voisinage (—t, — 17, —t, +17) de —t,, ot 1 > 0, tel que pour tout ¢ €

(—ty—1,—tx +1), @(t,xp) € 0", ce qui contredit le fait que —f, soit le minimum
de T, .

— Qualors, B (Ex, €) C Q). De la méme facon, il est facile de montrer qu’il y a contra-
diction avec le fait que —t, est le minimum de T .

. D’apres le lemme A.2.2, si x;, appartient a I',, il existe € > 0 tel que pour tout t €]0, €[,

@(t,xp) € (2, ce qui signifie que @(t —t,,x) & () et contredit que —t, soit le minimum
de T, . D’apreés le lemme A.2.1, si x}, € [}, il existe € > 0 tel que pour tout t €] — ¢, €[,
@(t,xp) € Iy, donc @(t —ty,xp) € (1, ce qui contredit de nouveau le fait que —¢,, soit le
minimum de T, .
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Ainisi, soit x, € I ou alors xj, € I)\I,. Dans le second cas, il existe 5 € Ip\Ij tel que
by(5) = xp. Ainsi,

xeN = U {@(t,bo(s)), t € R},

selg\ly
ot N est négligeable pour la mesure de Lebesgue car I\, est supposé fini.
3. Considérons le couple (t,x;) € R’ x JQ tel que pour tout 7’ € (0,t;) ona @(7’,x;) €
Q et @(ty, xp) = @(ty, br). Sit, < ty, alors en composant par @(—f,-), on obtient
Pt Pt xb)) = @(ty, @(ty,xp)) = @t —tr,xp) = 9(0,xp),
= @ty —t,xp) = xp.
Mais t,—t, > 0, donc @(t,—t;,xp) € Q ce qui contredit que x;, € Q. Puis, t, < t, et par

symétrie du probléme, t, < t,, donc t; = t,. Finalement, également par composition
par @(—ty,-), on obtient @(0,x3) = @(0,x,), i.e. x5 = x;,.

4. En appliquant le lemme A.2.3, on peut définir pour tout x € () le premier temps de
sortie de 'ensemble () part :

T(x) = sup{t eR, : VT e[0,t], @(T,x) € ﬁ} < +o0.
On souhaite donc montrer que

sup T(x) < +oo.

xeQ
Par I'absurde, on suppose que sup, .. T(x) = +co on on considere la suite (x,) € ()
telle que lim,,, T(x,,) = +00. Comme () est compact, a extraction preés, on suppose que
x, — x € ). 1l existe alors une suite croissante (t,) telle que :

t, —— +0o, et YnelN,Vte[0,t,], p(t,x,)ecQ.
n—+o00

On en déduit que pour tout m > 71, on a @(t,,x,,) € Q, puis par passage a la limite
m — +oo et en utilisant la continuité du flot ¢, on conclut que ¥n € IN, (¢, x) € Q).

Ceci montre que l'orbite positive partant de x € () est contenu dans () ce qui est
interdit par le lemme A.2.3.

A.3 Borner le domaine calcul avec des « Perfectly Mat-
ched Layers » ?

A.3.1 Dans le cas « domaine-remplissant » avec PML

Cette annexe expose notre tentative d’analyse des équations de Goldstein en présence de
PML. Cependant, la condition obtenue n’est pas satisfaisante car elle introduit de nouvelles
conditions sur les parametres des PML se mélant aux conditions plus physiques concernant
I’écoulement porteur.
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Géomeétrie et notations

La géométrie que l'on consideére est présentée sur la figure A.2. Nous nous placons en
2D et le domaine de calcul est toujours noté (), que 'on considérera rectangulaire. Nous
réservons des bandes de largeurs L, > 0 et L, > 0 pour servir de PML autour du domaine
d’intérét ();. On note la découpe du domaine de la facon suivante (aux frontieres pres), entre

domaine d’intérét (); et zone PML, Q) :

ou,

Q=0Q,UQ,,

Q:{(x,y)elR2 s x| <R, +L, et |y|<Ry+Ly},
Q; :{(x,y)eIRZ L x| <R, et |y|<Ry}, Q. =0\Q,.

Puis la zone PML est elle-méme découpée en :

Q) estle domaine en aval de la zone « diffractante », zone ou I’écoulement est plus complexe

QL =Q\(QLUQY).

+ _ 2.
Q. =Q° UL UQ-, ou{ L={(p) €R? : Ry <xtx <Ry +L, et [yl <R,

que seulement cisaillé. Les PML sont associées a un nombre complexe a € C tel que

€y
Yy = (Ry + Ly)

-.y = Ry

2,

Qe = UL v

T
= T +
s’ o],
s : _ an< >I<>l
1 Hoo(z,y) =v(y)es
I'vo(x, y) = v (y)es I’UO(wa Y) quelconque ’ \A: - -
1

L Q

0 i

> ‘vo(m,y) = vooeJ
y=—(Ry+Ly,)

z= R, Q=000

2 =+(Ry+ Ly)

=R,

r=R,+ L,

FIGURE A.2 — Description du domaine pour Iétude avec PML

Re(a) >0 et Im(a)<O,
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et a la fonction vectorielle a = (a,, a,) définie par

0 — C (A.3)

Qyy

1 si|x| <R, (resp. [yl <R, pour ay),

x=(xy) — (A.4)

a  sinon.
Définissions quelques notations pour les frontiéres qui nous seront utiles par la suite :
Io={(-Ri~Loy) : WI<R,+L,},
= {(J_rRx,y) RS Ry}.

o
i+

Le domaine de calcul (); est choisi tel que I’écoulement hors de (); en renvoie aucune onde
dans lui-méme. Ainsi, I’écoulement porteur (pg, pg, Vo) est cisaillé a I'extérieur de (2; et de
plus uniforme au dessus et en dessous de ce domaine, pour [y| > Ry. Plus précisément, on
postule que dans Q% , ’écoulement est uniforme :

V(x, 1) €QL, vo(x,7) = veoey,
puis cisaillé dans QZ :

V(x,9) € Qg vo(x9) =va,(v)e,.

Les équations d’Euler stationnaires imposent alors que la densité et la pression de I’écoule-
ment porteur dans la zone extérieure (), sont constantes :

V(7)€ Qw,  po(%9) =P et Poo(X,7) = Poo-

Nous aurons également besoin des notations suivantes, donnant le minimum et le maximum
de la vitesse dans la partie PML, que nous supposons strictement positifs :

v = inf v (y)>0 et 7. = sup vy(y)>0. (A.5)
[yI<Ry WI<R,

Remarque A.3.1. Supposer que la vitesse de I’écoulement a U'infini ne s’annule pas peut pa-
raitre surprenant dans la mesure ou les équations se simplifient grandement dans ce cas. Néan-
moins, les estimations obtenues lors de la résolution de ’équation de transport passent mal a
la limite lorsque la vitesse de I’écoulement tend vers zéro. Le cas de I’écoulement uniforme a
Uinfini, et en particulier nul, fera I'objet de discussions dans la section suivante.

Les équations de Goldstein s’écrivent avec PML sous la forme

P0Du,a (¢ Daa®) = Va - (PoVa® + poé ) = £,
Dy,a& +(&-V)vg =Vap X wy,
ou les opérateurs V, et D, , sont des versions avec PML des opérateurs V et D,,, définis

par
ax ax

Ve = (“yay)’

Dy o i=—iw+7vy-V,.
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Les PML sont concues pour absorber et faire tendre vers zéro ¢. Par conséquent, pour des
largeurs de bandes PML, L, et Ly, suffisamment grandes, on fait I'approximation d’imposer
@ = 0 sur Q). Pour ce qui est de &, les PML jouent également le role d’absorption, cependant,
seule une condition sur le bord entrant dQQ~ = I’ est nécessaire pour &. Méme si I’écoule-
ment est cisaillé en amont du domaine, on fait I'approximation que & = 0 sur le bord entrant
['_. On obtient ainsi les conditions aux limites suivantes :

=0, sur dQ,
E=0, sur I =TI,.

Finalement, le probléme de Goldstein avec PML s’écrit :

Pour f € L*(Q;), trouver ¢ € H&(Q,po), E e H (Q,vg,pp), telsque:

PoDew,a (CBZDw,an) — Vg (PoVan + poé) =f, dans Q (A.6a)
Dy, a&+(E-V)vg=Vap xwy, dans Q (A.6b)
Estimation

Etablissons quelques lemmes donnant des estimations nécessaires pour montrer le ca-
ractére Fredholm des équations de Goldstein avec PML.

Le lemme suivant traduit le fait que & est créé dés la zone amont () en interaction avec
I'onde ¢, puis est convecté et amplifié/diminué dans (); et Q.

Lemme A.3.2. Soit (¢, &) € HY(Q, po) x H™(Q, vy, pg) satisfaisant 'équation de transport de
Goldstein (A.6b), alors

E=0 dans QL =0Q\(Q;,UQLUQL)

Preuve. Considérons une solution (¢, &) des équations (A.6). Remarquons dans un premier
temps que dans Q0 , la vitesse v, est uniforme v((x,v) = v.e,, I'écoulement y est donc
irrotationnel wg(x,y) = 0 et 4 gradient nul, donc (& - V)vg = 0. De plus, dans Q2 a,.(x,) =
1. Ainsi, ’équation de transport de Goldstein (A.6b) se découple de I’équation d’onde (A.6a)
et s’écrit :

—iwE + 1,0, E =0 dans QY. (A7)
Comme vy = V., e, est domaine-remplissant dans QO (quitte 4 le découper en deux domaines
que sont ses parties connexes), 'équation (A.7) est bien posée dans H~(Q%). Or, & appartient
bien a H=(QY) car £ € H(Q) et que d(Q2)~ € dQ~. Ceci permet de conclure que & = 0
est 'unique solution de (A.7). [ |

Le lemme d’estimation de trace suivant nous sera également tres utile :

Lemme A.3.3. Soit un domaine D C IR? tel que les frontiéres D~ et dD™ sont séparées, on a
pour tout & € H(D, v, py), Uestimation suivante

: 2 2 2
(inflvo nIEI2 ope g2 < 2NEly )+ (Salg}_)lvo AIENT o g2
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Preuve. Etant donné & € H(D, vy, pg), on applique la formule de Green (3.16) et on obtient :

me(f (povo-V)E -E) =J &1 (povo - m)do
D JdD*UdD~

: 2 2
2(515{ v - n|) IENE 20+ oo 2 —(satg}_nlvo . n|)||<f||L2(anlp0)z

De 1a, on déduit par 'inégalité de Cauchy-Schwartz :

. 2 & :
(inf oo - I)IENE: 5p- e < ZRE(L(POVO V- 6) +(suplvo n)IElEop- g,
< w0 - VIl 1Ell2(p o + (su o - #EIE2 -y
s
<&l + (sup lvg - n|)||£||i2(3D—,p0)2
oD~

ce qui montre I'estimation voulue. [ |

Le lemme A.3.4 nous permettra d’obtenir une estimation de £ dans les zones PML ou il
n’est pas nul.

Lemme A.3.4. Soit p € HY(Q%,p). Si & € H(QZ,, vy, pg) satisfait I'équation
D, o&+(E-V)vg=Vap xwy dans Qz,
alors on a les estimations suivantes

1€l20z,p0)2 < CilIENL2 (502 ) p0)2 + CollVOlIL2(02, 00120

: ; + + — _nIm(a) +._ (v)' @)
ou, avec les notations v = 1nf|y|<Ry vo(v), pi=-2 aE 0et Y5 := SUPjyi<r, | 2 ) ’
NN
N 1—e P L vz
Cl_ =2 ) J)
Brs a
2
Ci . LXToi;) 1 |(X|2 (LxTo%)
® |a] 2 3
Remarque A.3.5. e Lorsque I’écoulement est uniforme a l’extérieur du domaine d’intérét

Q; , i.e. pour vy = vy, alors (vi) =0, donc Y5 = 0 et ainsi

e Le fait de considérer un écoulement cisaillé a linfini, (vy)’(y) # 0, entraine des problémes
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lorsque la longueur L, des PML tend vers Uinfini, en effet :

+
CH —— +oo,
Lxﬁ+oo

CE ——— +oo.
Lx—>+oo

e En particulier, nous ne sommes pas capable de définir de solutions aux équations, méme
en avec 'absorption des PML, en domaine infini en présence d’un écoulement cisaillé.
Cependant, un tel écoulement, bien que solution des équations d’Euler stationnaires, n’est

pas physiquement acceptable car la viscosité ne pourrait plus étre négligée sur de telles
échelles.

Preuve (du lemme A.3.4). Les cas des domaines QO et () étant identiques a une translation
prés en changeant v}, en v_, nous donnons la preuve arbitrairement pour le domaine Q7.

A @ € HY(QF,, po) fixé, la solution & = (&,, &y) de 'équation s’exprime de facon explicite
en fonction de sa trace sur le bord £(R,p), [y| <R, :

‘S})(x’ }’) :5}1(Rx;}’)el av(fo(y) S)ax(P(S’y)ds’

© —(x-Ry) +(v;)’(y) f * R anlie
vL(v) Jr,
i—¢ _(x-R,) 1 (vL) i—% _(x-R,)
5x(x’ y) :5x(Rx:}?)€l“”°°(W * — E%(x—Rx)gy(Rx’y)el avd,(v) x

() @)\ f ()
i X

1 (vy) Y9 (x-s)
_Z%L e () ay([)(s’y)ds

Commengons par majorer &y. En utilisant que Im(a) < 0, on a la majoration brutale sui-
vante :

) W Im(e)

elavéo(wx‘ — em(’av;@)x) —ell? HH <1,

Vx € RY,

qui donne,

Im(a) o _
|€y(x;y)| < |€y(Rx,y)|e ol v © R

)| ("1, |
e () 'L' lsy)|ds

e & L of Tta . + + + -
Puis, élevons au carré et intégrons sur le domaine ()7, en notant v, = 1nf|y|<Ry v (), B =
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—2Im(a)/|af?, et Y5 = supy g,

JR}, JR+LX
-Ry IR,

(v;)’(y)'
v&(y) |

R, (Ry+L
2 i Ty
&y(x,)] dxdySZJ‘R J; e P )|5y(Rx;y)|2dxdy
“®, Jr,

+ 2 ~R R+L, x 2
2(<v+><y>) J f U |ax(p(s,y>|ds) dxdy
v () R, IR, R,
R,+L
e _ﬁv(‘Ti(x—Rx) 2
S2(Lx € - dx) ||£y||L2(rl+)
, R, Ry+Ly 2
+2LX(T§,)J U |9x<p(s,y)|d5) dy
-Ry \JR,
On obtient ainsi
_[jy w L
2 1-e +
”EyHLz(Q;)S Zﬂ—lléylle I~+ +2(L Y ) ”axgolle Q+ (AS)
'l/+

Passons a la majoration de &,, on a

1 2 - %( _Rx) Toio— 2
o <leRopl e E U R )

+\4 x 2 i
+%(L (x—s)|8x(p(s,y)|ds) Ys) (J |8y(p (s,v |ds)

Yoo

|2 e_ﬁ%(x_Rx)

2 pR) LS| B4 (x-Ry)
S|€X(Rxfy)| e ) + Xa |£V Y | e -
(L)LY (ot 2, (G2 [ 2
Pl 3 g, [Oxplsy)|"ds + 5L . |9,(5,)|"ds,

ainsi, en intégrant sur Q7 il vient

1 RV Rathe RV Retly  , w (o
_J J (x;y)|2dxdy SJ J e ﬁzgo(x R,)
4 -R, JR, », Jr,

2 r‘Ry rR+L, B9 (x-R
e Voo

E(Rey)| dxdy

x) 2
&(Ryp)| dxdy

J-r, Jr,

(04
(LXT£)4 nRy rR+L,

|0, ¢(x,9)|” dxdy

3|a|? J-R, JR,
XS (0, o dxdy
a J-R, IR,
S%n@nizm S
%‘LT§§)4|| e+ 10,012, 0
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ainsi,
_ﬁuTny +12
1-e "t LY
vE (A.9)
daP LY O o LS5 o
+ = 191y + 422 10,0l
Puis en combinant (A.8) est (A.9) obtenues, on a
-B-%Ly +12
l-e "t LY
€72z <4 i IENE 52
v5
2
LS [, lal | (LS
R N e = N
ot on a bien d(QF,)” =T ]
Proposition A.3.6. Le probléme du transport harmonique avec PML suivant
Pour g € LQ(Q,pO)Z, trouver & € H (Q, v, pg) tel que : (A.10)
D, &+ (E-V)vg=g dans Q, (A.11)

est bien posé.

Preuve. Il suffit de diviser I’équation par «a,, et ainsi appliquer les résultats sur ’équation de
transport harmonique au domaine () et a la vitesse

F B (avo,x )
0—1|% ’
Ay vory

qui est bien domaine remplissante car v, I'est et a des composantes de classe C!(Q) car Vo,
s’annule sur (\(); ou a,/a, possede des discontinuités. [

On peut alors définir 'opérateur qui résout I’équation de transport du probleme de Gold-
stein posé avec PML comme suit :

Définition A.3.7. On définit l'opérateur de résolution de I’équation de transport avec PML
comme un opérateur A de L*(Q), pg) dans L*(Q), py)?, de domaine D (A) = Hé(Q,pO), qui a
(XS HO1 (Q), pg) associe & := Ag solution de

Dy o&+(E-V)vg=Vp xwy dans Q,

E=0 sur .

Apres avoir défini cet opérateur, le lemme suivant donne une estimation de sa constante
de continuité, qui nous servira a I’étude du probléme couplé.

Lemme A.3.8. L'opérateur A défini en A.3.7 est un opérateur borné, ce qui est équivalent dans
H& (Q, pg) a lexistence d’une constante Cqy > 0 telle que

P € Hy(Qupo)s APl < ColVelli, g0
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avec )
Cq = (Cé_ + Céi +C2, )7
ou
*
C(QL)=C,+C,K+ vl+ (2C,+vy,)
cry

C(Ql) = (1 + v_-i)cfil

C(Qf):=CZ,
et

w+sup|<v;,>'|))_

2\/ — B
= ( max(lal ,|a|>sup|<voo>|+coo(1+ P

Remarque A.3.9. Comme dans la preuve de la proposition A.3.6, en divisant I’équation de
transport harmonique par a,, on peut se ramener a un écoulement domaine remplissant. Le
lemme A.3.8 peut alors étre déduit de ’estimation 4.1.14 obtenue lors de I’étude de 'opéra-
teur de transport harmonique. Néanmoins, nous voulons avoir une expression plus précise de
la constante et en particulier de ses dépendances en fonction des parameétres des PML. Cela mo-
tive la preuve suivante.

Preuve. Soit ¢ € H&(Q,po), notons & = Ag. Nous allons estimer tous les termes de la
décomposition suivante

2 _ 15|12 2 2 2
”£”L2(Q,p0)2 B ”EHLZ(ng,po)z * ”(E”LZ(Q&,()O)Z - ”(S”Lz(Q;o,po)z * ”‘SHLZ(Qi,po)z'

En appliquant le lemme A.3.2, le premier terme est en fait nul. Ensuite, nous traitons les
termes restants en s’appuyant a chaque fois sur les estimations obtenues sur les domaines
en amonts de ’écoulement.

e Estimation de ||& ||%2 Oz po)?" Le lemme A.3.4 donne la premiére estimation recher-
chée, en prenant en compte la condition aux limites qui impose & = 0 sur J(Q,))7,

on trouve :

€122 0002 < Ci II€lIL2 (5002 )00)2 HCoolV@lIL2 (2, 00)2

-0
< CollVellz s, p)2

e Estimation de ||£||%2 (Qip0)?" Ensuite, nous majorons la norme de & sur le domaine in-
ir

po)

térieur (); de fagon beaucoup moins explicite en utilisant ’estimation a priori pour un
écoulement domaine remplissant :

1€llL2(;,00)2 < Critllwo X V@llL2; p0)2 + CollEllr2(r )2
< CrilllwollL(0,2IVPllr2(;,p0)2 + Coll€ll2 (s pp)2-

Il convient alors d’estimer & sur le bord I;” = J(Q,)" en utilisant le lemme A.3.3
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appliqué au domaine D = Q) pour lequel

inf |vg-n|=v_ et sup |vg-n|=v
Q) Q)"

On trouve donc l'estimation suivante, qui se simplifie en prenant en compte la condi-
tion aux limite & = 0 sur d(Q,)” Cc T,

2 v,
e (e ey L EIETOR S

=0

Ensuite, la norme [|€]| (- ) s’estime en fonction de la norme L? de & etde Vo sur Q,
de la facon suivante :

2
1l0) = (€120 e + 100 VaEEz0_ )
< ll€llz2(qz,,p0)2 + I(vo - Va)Ellz2(z, po)2-

ou l'on a, en utilisant le fait dans QQ_, on ait vy -V, = avy(y)d, et I'équation vérifiée

par & :

1o Va)ellizio oo =11 Ve x @0 +iwE = (& V)20l
\/max a1 la)llwollLs(az)IV@lli2 o p0)?
+lal” 1(w+||Vv0”L°° )||5||L2 Q5p0)?
\/max(|a| Llal) ( pl(vs )|)||V(P”L2 Qxpo)?
+lal” 1(cu+sup| )|)||§||L2(Q;o,po)2’

et ainsi,

€lli0z) < /max(lal! laD( supl(va) )IVellz s o

w+|(vg)|
+ (1 + T)”E”L? Q%,p0)

On trouve donc :

2 iy
121 < \/v—_ max(lal-1, lal)( sup|(v2) IVl ooy

2 w+|(vy)]
(1 + %)llgan(Qm,po)%
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puis

1€1lL2(02,,00)2 < Critllwolli=(0,2IV@llL2(;,p0)2

2 .
+ cb\/v—_ max(|a| !, la))( sup [(ve) )IVelli2(0x, po)2

N w +supl(vy)

)l
|a| ||£||L2(ng,p0)21

ce qui nous rameéne enfin a 'estimation déja effectuée au point précédent de & sur le
domaine (). Finalement, on a trouvé :

1€1lz2(02;,00)2 < Critllwollze ;2 lIVPllz2(0;,00)2 + CokKIVPlIL2 (2 00)2

ou

||

i_{\/max<|a|—1,|a|>sup|<v;,>'| ponf1+ S“P'<”5°>")}.

e Estimation de ”6”1%2(()* o) Le lemme A.3.4 fournit I'estimation sur Q7 :

0)
€Nzt p0)> < CINIENL2(xr )2 + CallVOllL2 (%, 0012

qui en combinaison avec le lemme d’estimation de trace A.3.3 permet de remonter au
domaine (); et a la trace a I'entrée de ce domaine :
1

1€llL2(r )2 < II«SIILz Q1p0) II«SIILz

Et nous avons déja obtenu au point précédent les estimations de la norme de & sur ();
et de sa trace sur I . Il vient

_ 2
I€1lz2(0%,00)2 < CoallV@llrz (s, p0)2 + v—+Ci+Cfil||wo||L°° apllVellz ;)2

C'K
+

(2Cy +7) IVPllL2 (0012

En recombinant les estimations obtenues sur chaque partie du domaine (), on trouve, avec
les notations introduites dans le lemme :

Nf=

1120007 = (€120 o2 + 1€ 0,02 + 1€t o)
< l€llz2(x,p0)2 + IElI22(Q; 0002 + 1ElIL2 Q1 p0)2
< Caz IVl 02 + CallVellzz; p)2 + CarllVellizaz,p0)2

1
< (Ch. + b+ Cis) 19l
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Formulation variationnelle en présence de PML et condition de coercivité

Lemme A.3.10. A 'aide de I'opérateur de résolution du transport A, le probléme de Goldstein
en présence de PML (A.6) s’écrit sous la forme

Pour f € L*(Q;), trouver ¢ € Hé(Q, po) tel que :
P0Du,a (€3Dw,a?) = Va - [P0 (Va@ + Ap) | = pof  dans O

qui admet la formulation variationnelle suivante, Pour f € L*(Q);), trouver ¢ € H&(Q,po) tel

i VY e H(Qpo), alp, )+ blg, )+l ) = 1Y),

T e [ vt Ve w7,
)= | 2o A9)- Vel
clov)= | et l—? (P(vo-Va) = (00 Vagp) - Cj_éz@]'
W)= | s

Théoréeme A.3.11 (Caractere Fredholm de Goldstein avec PML). Le probléme de Goldstein
(A.6) posé dans () avec PML, reléve de ’alternative de Fredholm, si la condition suivante est
satisfaite :

2
min(]%e(a),]%z(a_l))igf(l - @) > max(1,|a|™)Cq, (A.12)
€o

ot la constante Ccy est donnée par le lemme A.3.8.

Preuve. La preuve procede en deux temps :

1. On montre que la forme sesquilinéaire a+ b est coercive sous la condition (A.12). Pour
OXS Hé(Q, Po), on a

a(g, ) =J o {a§I9x90|2 +a2]9,0[ - 5 (vo- Vae)(vo- V@)}

Q axay

= JQ Poz—;|ax¢|2 + Poa—i|9y¢| - afzy C52(Vo 'Va<P)(Vo : Va@)-

On exprime cette intégrale en somme de deux contributions, sur le domaine intérieur
Q); d’une part et sur le domaine PML, QZC := Q\Q);, d’autre part. Avec des notations
évidentes, on écrit :

a(@, @) = ag, (@, @) + ao: (@, @).

Commencgons par traiter le cas du domaine intérieur €2;, sur lequel a, = a;, = 1, on
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obtient
2 Yo ’
Rz(agi((p,(P)): ||V(P”L2(Qi,po)2_ Z'V(p L2(Q;,p0)?
i'P0
> inf(1 - 2o IVll? (A.13)
- Q C(z) L2(Qj,p0)* .

Traitons ensuite la contribution sur ()7, anq((p, @), ou Popérateur v( -V se simplifie
en vy -V =vq,d,. Ainsi, on a

Rz(agg(qow))ﬂ%zf po%]axcp| +p0—|8y(p| ~po~* i OX|8x¢|
o %y ay

= RBJ Cpo—[l - éx)|8x(p|2 +pOZ—i|8y(p|2.
€o

Comme, a,/a, et a,/a, ne prennent que les valeurs 1, a et a~!, et que I'on a choisi
a tel que Re(a) > 0, on trouve

2
Rz(agg((p,(p)) zmin(l,Rz(a),Rz(a‘l))inf 1 —@ ||V(P||22 2
i Q° C(Z) LAQqe.po)

) -1 lvol
>min (1, Re(a), Re(a™) )in Qf(1—?)llv 17225 02

En remarquant que

Rz(a))z <

|t

Re(a)Re(a™) = (

on en déduit que Re(ar) < 1 ou Re(a™!) <1, d’ot

min (1, Re(a), Re(a ™)) = min(Re(a), Re(a™)), (A.14)
on obtient donc
Re(age(@, @) Zmin(Rz(a),Rz(a_l))(l "’C°| )IIV e ppp (A15)
0

En regroupant les contributions (A.13) et (A.15), obtenues sur (); et (2, on obtient en
utilisant une nouvelle fois (A.14) :

Re(a(g, )
= Rke (aQ,-((P, ¢)+ an((p,(P))

. : ERYY v
> min (1, min (Re(a), Re(a ™)) mf(l - %)(HV@H%Z(Q@OV HIVOIE

> min (RE(&),RZ(a_l))igf (1 - %)HV ”L2 Q,00)%"

Le terme b(¢p, @) n’étant pas coercif, nous le traitons comme un terme continu fai-
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sant baisser la constante de coercivité dans le pire des cas. En utilisant les estimations
obtenues de A au le lemme A.3.8, on trouve :

|b(<PKP)|=UQ poA<P'V¢+L 5 00 (AQ), 0, @ +poa™ (Ap), 9,9
i UQL

< MA@llL2 ;002 IVPlL2(Q; 0002 + (AP, o) 2 IV PIIL2 (02, 00)2
+la T Ay llr2 0 po 2 VP2 Q5 o2
< max(L,la| )l A@ll2(0,p0)2IVPIl12(0p0)2

< maX(l,|a|_1)CQ||V(P||I%2(Q,po)2'

On obtient finalement la minoration de Re (a(¢p, @) + b(¢, ¢)) suivante :
Re(a(g, @) + b(@, 0)) 2Re(alg, ) - [b(e, )|
2
. “1y): |vol 2
me(Rz(a),Rz(a ))%f(l —(E) )”V@”LZ(Q,po)z
_max(li|a|_1)CQ”V(P”i2(Qyp0)21

ce qui suffit a montrer la coercivité de a + b sur Hé (Q), pg) d’apres I'inégalité de Poin-
caré.

2. Il ne reste qu’a montrer que la forme sesquilinéaire c est associée a un opérateur com-
pact, ce qui est trés classique, le point clef étant I'injection compacte de H'(Q) dans
L?(Q)) d’apres le théoréme de Rellich.
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