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Abstract

In the context of the verification of concurrent systems, we study Petri nets and one of
their extensions, NUPNs (for “Nested-Unit Petri nets”), which provide them modularity
and hierarchy through a structure of sequential processes, nested in the form of a tree.

We propose various techniques to address several questions concerning Petri nets and
NUPNSs. First, we present approaches to decide efficiently the isomorphism of Petri nets
and NUPNs. Then, we define algorithms to detect dead places and dead transitions, which
enable the elimination of dead code, as well as algorithms to detect concurrent places,
which provide information about the concurrency of nets. Finally, we tackle the automated
translation of Petri nets into networks of communicating automata, into NUPNs with nested
processes, or into different process algebras. These algorithms have been implemented and
tested on large collections of nets from academia, industry, or stemming from international
competitions.

Résumé

Dans le cadre de la vérification des systemes concurrents, nous étudions les réseaux de Petri
et une de leurs extensions, les NUPN (acronyme anglais de « réseaux de Petri a unités
imbriquées » ), qui leur apportent modularité et hiérarchie par une structure en processus
séquentiels, imbriqués sous la forme d’un arbre.

Nous proposons diverses techniques permettant de résoudre plusieurs questions relatives
aux réseaux de Petri et aux NUPN. D’abord, nous exposons des approches pour décider
efficacement l'isomorphisme des réseaux de Petri et des NUPN. Puis, nous définissons
des algorithmes pour détecter les places mortes et les transitions mortes, ce qui permet
I’élimination du code mort, ainsi que des algorithmes pour détecter les places concurrentes,
qui donnent des informations sur la concurrence des réseaux. Enfin, nous abordons la
traduction automatisée des réseaux de Petri en réseaux d’automates communicants, en
NUPN avec des processus imbriqués, ou en différentes algebres de processus. Ces algorithmes
ont été implantés et testés sur de grandes collections de réseaux d’origine académique,
industrielle, ou provenant de compétitions internationales.
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Chapitre 1

Introduction aux systemes
concurrents hiérarchiques

La concurrence est une notion-clef en informatique, apparaissant naturellement lors de
I’élaboration de nombreux systémes. Mais son appréhension est un défi pour le cerveau
humain, qui a des difficultés a suivre les évolutions simultanées des systémes concurrents.

Les méthodes formelles sont des techniques visant a faciliter la mise au point de systémes
fiables et complexes, en reposant sur des outils mathématiques rigoureux. Cette these
s'inscrit dans la vérification de modeles, qui propose des formalismes et outils visant a
faciliter la modélisation, I’analyse et la vérification de tels systemes.

Parmi ces formalismes figurent les réseaux de Petri, introduits en 1962, qui sont populaires
car ils facilitent la représentation précise et abstraite de concepts aussi essentiels que le
parallélisme, la synchronisation, le non-déterminisme, les conflits, etc.

Cette these vise a explorer les systémes concurrents hiérarchiques, a travers le concept des
NUPN;, une extension des réseaux de Petri introduite en 2015, qui leur apporte les notions
de modularité et de hiérarchie, au moyen d’unités représentant des processus.

Ce chapitre est destiné a présenter le contexte et les notions utiles pour bien comprendre
les systemes concurrents hiérarchiques, puis a aborder les contributions de cette these.

1.1 Systemes séquentiels, paralleles et concurrents

Dans un systéme informatique, un composant séquentiel (aussi appelé, selon le contexte,
programme séquentiel, processus, tache, fil d’exécution, automate, etc.) est fondamentale-
ment constitué d’états et de transitions. Par exemple, en langage d’assemblage, les états
et transitions s’assimilent a des positions du compteur de programme et a 'exécution
d’instructions. Le lancement d’un programme séquentiel correspond a son initialisation
depuis un état dit initial. Partant d’un état, une transition peut étre exécutée (on dit aussi :
tirée ou franchie), menant vers un nouvel état. Un programme séquentiel ne peut étre que
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dans un seul état a la fois. Il peut se terminer en atteignant un état dit final.

Un systeéme concurrent est constitué d’un ensemble de sous-composants séquentiels s’exécu-
tant indépendamment mais coopérant pour accomplir un objectif commun. Un systéme
paralléle est un systeme exécutant simultanément plusieurs opérations. Les deux termes
« concurrent » et « parallele » sont certes voisins, mais ne sont pas synonymes : un sys-
téme peut tres bien a la fois étre concurrent et non parallele (par exemple, un systéme
d’exploitation multitache préemptif tournant sur un unique processeur n’ayant qu’un seul
fil d’exécution), ou étre paralléle et non concurrent (par exemple, un processeur vectoriel
exécutant une instruction en paralléle sur plusieurs nombres scalaires sans recourir, d'un
point de vue externe, a une quelconque forme de concurrence).

Enfin, les termes « concurrent » et « parallele » doivent étre distingués de la notion de systeme
distribué, qui désigne un systéme réparti dans I’espace, ou les différents composants sont
exécutés par des machines situées dans des endroits différents. La proximité de I'utilisation
de ces termes dans le langage courant s’explique par le fait que I'informatique parallele et
I'informatique distribuée reposent sur les fondements théoriques de la concurrence pour
étayer leurs développements.

La concurrence joue un role a la fois ancien et majeur dans I'informatique. Elle est autant
liée a des impératifs de performance et de disponibilité qu’a la nature intrinsequement
concurrente des systemes informatiques. Les attentes en termes de performance, de fiabilité
et de cofits vis-a-vis de systemes toujours plus complexes sont croissantes, ce qui rend le
recours a la concurrence a la fois omniprésent et critique, aussi bien pour la recherche et
I'industrie.

Un réseau d’ordinateurs est I'archétype d’un systeme distribué, parallele et concurrent.
Cela ne concerne non seulement le lancement de calculs a distance (telle que la production
d’images de synthese dans des fermes de rendu), mais également la gestion de taches distri-
buées (telles que les bases de données accédées simultanément par des millions d’utilisateurs).
Cette informatique distribuée a donné naissance a l'informatique en nuage, constituée de
plates-formes reposant sur la virtualisation, proposant des moyens de calcul et d’héber-
gement a la demande. L’évolution de ces systémes répond a des contraintes diverses, qui
imposent le recours a la concurrence. Ils doivent : (i) fournir une abstraction des systémes
utilisés; (ii) étre résilients face aux erreurs et aux pannes de machines ou de réseaux et
(iii) avoir la capacité & monter en charge en fonction du nombre d’utilisateurs, de leur
localisation et de leurs demandes.

Les circuits logiques sont, eux aussi, intrinsequement paralléles et concurrents, fait exploité
par les concepteurs de puces afin d’améliorer leurs performances. Depuis plusieurs décennies,
les concepteurs de processeurs ont notamment recours a un large éventail de techniques
(exécution pipelinée, superscalaire, dans le désordre, spéculative, etc.) pour exécuter en
parallele des instructions, tout en masquant cette complexité a leurs utilisateurs, qui ne
percoivent que des traces d’exécutions séquentielles. De maniere similaire, les concepteurs de
matériels doivent proposer des circuits toujours plus performants et efficaces. La progression
des procédés lithographiques permet certes un « budget transistors » toujours croissant,
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mais les progres des transistors sur le plan des performances séquentielles sont désormais
limités : ces deux points impliquent une utilisation toujours plus grande de la concurrence
et du parallélisme pour améliorer les circuits. De ce fait, les concepteurs integrent tou-
jours davantage de composants, qui sont de plus en plus hétérogenes et possedent des
interconnexions complexes, telles que des réseaux sur puces. En outre, la concurrence et
le parallélisme sont de moins en moins cachés aux utilisateurs, qui doivent maintenant
composer avec des processeurs multicoeurs (éventuellement hétérogenes), des hiérarchies
mémoire complexes et parfois des processeurs exposant explicitement le parallélisme des
instructions.

Enfin, les systémes embarqués et cyber-physiques combinent, d'une part, une multitude
de capteurs et d’actionneurs et, d’autre part, des controleurs et processeurs effectuant des
calculs complexes. Ces composants sont interconnectés et interagissent ensemble, de maniere
parallele et concurrente, afin de remplir des fonctions voulues par les utilisateurs finaux.

1.2 Mémoire partagée et communication par messages

Pour accomplir un objectif commun, les composants séquentiels d’un systeme concurrent
doivent étre en mesure de synchroniser leurs actions et d’échanger des données. Il est
possible de distinguer deux grands paradigmes pour cela :

— Le premier consiste en une mémoire partagée associée a un mécanisme permettant aux
processus d’accéder ou d’écrire de maniere cohérente dans cette mémoire. Ce premier
principe est le plus ancien [Dij65, Dij68], car il s’agit d’une réutilisation des méthodes
de programmation séquentielle pour les programmes concurrents, éventuellement
exécutés sur des machines mono-processeurs. Ce paradigme est utilisé dans les
systemes POSIX ainsi que dans de nombreux langages de programmation. Il existe
une large palette de mécanismes pour controler les opérations sur la mémoire ; certains
sont de bas niveau, tels que les verrous et les sémaphores, tandis que d’autres sont de
plus haut niveau, tels que les moniteurs et les mémoires transactionnelles logicielles.
Malheureusement, ces mécanismes sont d’emploi délicat, car leur mauvaise utilisation
conduit aisément a des situations de corruption de la mémoire ou d’interblocages.

— Le second principe repose sur le passage de messages, qui remonte aux travaux
concernant nucleus [Han70, Han02], le premier micro-noyau de systéme d’exploitation
et concernant 'algebre de processus CSP [Hoa78]. Le passage de messages est décliné
en de nombreuses variantes. Il peut étre binaire (limité & deux processus) ou n-aire
(applicable & un nombre arbitraire de processus). Il peut étre unidirectionnel (lors de
’échange, un seul processus émet une valeur) ou étre multidirectionnel (les processus
s’accordent mutuellement sur une valeur commune). Il peut étre réalisé par un
rendez-vous [Hoa78| (afin de pouvoir effectuer 1’échange, les processus impliqués
atteignent chacun des états spécifiques), ou non. Il peut étre synchrone (un processus
émetteur attend la confirmation de réception du message) ou asynchrone.
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1.3 Vérification formelle pour les systémes concurrents

Conceptuellement, le fonctionnement d’un systéme séquentiel est relativement simple a
comprendre : pour en déterminer son comportement, il suffit de modéliser les actions
réalisées par chacune de ses transitions, puis de déterminer le flot de contréle du systeme,
c’est-a-dire l’enchainement des transitions lors de ’exécution du systeme.

A Vinverse, la concurrence est trés mal appréhendée par les concepteurs de systémes, puisque
nos cerveaux sont inadaptés a suivre les évolutions multiples et simultanées de plusieurs
processus exécutés en concurrence : non seulement 1’'ordonnancement des composants sé-
quentiels d’un systéme concurrent n’est pas unique et peut varier entre différentes exécutions,
mais les transitions d’un processus donné dépendent aussi des transitions déja exécutées et
en cours d’exécution par les autres processus. De ce fait, il devient nécessaire de considérer
qu’a 'exécution, tous les entrelacements entre processus sont possibles, a I’échelle de leurs
transitions individuelles, ce qui augmente considérablement la complexité.

Cette difficulté conduit a des erreurs de conception et d’'implantation difficiles & détecter ou
a corriger, qu’il s’agisse de non-conformité aux spécifications, d’interblocages, de situations
de compétition, de famines et ainsi de suite. Ces erreurs non-corrigées sont redoutables en
raison de leurs conséquences coliteuses, et parfois tragiques, dans le monde réel. Or, on
exige davantage de siireté et de sécurité de la part des systemes informatiques, dont leur
importance est désormais capitale.

Pour réduire le risque d’erreurs liées a la concurrence, il est fréquent que les concepteurs
n’exploitent pas tous les bénéfices possibles du parallélisme. Mais sans pour autant parvenir
a ¢liminer totalement ce risque.

D’ou la naissance de méthodes formelles (pour une synthese, voir des ouvrages récents
[WLBF09] [GG13] [BH14] [GtBvdP20]) qui répondent a ces problématiques, en proposant,
d’une part, des formalismes permettant la modélisation des systémes concurrents et, d’autre
part, des outils permettant de vérifier les modeles créés pour découvrir automatiquement
les erreurs ou obtenir une preuve de leur absence. Les approches de vérification formelle se
classent selon trois grandes familles :

— La vérification de modéles (CHVBI18], dans laquelle une exploration exhaustive de
tous les états possibles que le systeme est susceptible de prendre au cours de son
exécution est réalisée, ce qui produit un systeme de transition d’états, qui est un
graphe orienté fini, aussi appelé espace d’états. Ce graphe est ensuite utilisé pour
valider certaines propriétés, généralement décrites sous la forme de formules en
logique temporelle.

— L’interprétation abstraite, qui effectue une abstraction simplificatrice de la séman-
tique d’un systeme, permettant ainsi de calculer une sur-approximation de son
comportement au moyen d’un calcul de point fixe. Ceci permet de prouver au-
tomatiquement 1’absence de certaines erreurs, ou de garantir certaines propriétés
comportementales sans avoir & lancer le programme. Les outils Astrée [CCFT05],
CPAchecker [BK11] et Verasco [JLBT15] s’inscrivent dans cette famille.



1.4. Modélisation formelle des systemes concurrents 17

— La preuve de théorémes, ot un assistant de preuve (par exemple, Coq [CH88| ou
Isabelle [Pau89, NP92]) tente de produire une preuve mathématique démontrant
le respect d’une spécification par le systeme. Cette preuve est composée d’une
description du systeme, d'un ensemble d’axiomes logiques et d’'un ensemble de regles
d’inférence.

Nous optons dans ce travail pour la vérification de modeles, car il s’agit d'une famille bien
adaptée a la vérification de systemes concurrents. En effet, elle permet de décrire, puis
d’analyser, toutes les traces d’exécution possibles, résultant de I’exécution concurrente de
multiples processus.

1.4 Modélisation formelle des systémes concurrents

Pour les besoins de la vérification de modeles, de nombreux formalismes mathématiques
trés divers permettant de décrire des systémes concurrents ont été introduits.

Les systémes synchrones® sont un modele treés étudié (notamment en France), intermédiaire
entre les systemes séquentiels et concurrents. Ils reposent sur I’hypothese d’une horloge
partagée entre tous les composants séquentiels, lesquels changent d’états internes et se
synchronisent au gré de cette horloge. Une transition élémentaire de 1’ensemble du systeme
est la combinaison des transitions de tous les composants séquentiels lors d’une impulsion de
'horloge. Des exemples de formalismes asynchrones sont Esterel [BG92], Lustre [HCRP91]
et Signal [BLJI1].

La concurrence synchrone est pertinente dans nombre de cas (il s’agit notamment d’une
restriction pratique permettant de réduire le risque d’erreurs liées a la concurrence), mais
le recours systématique a une horloge partagée entre tous les composants concurrents n’est
pas raisonnable. En effet, de nombreux systémes, dont les systémes distribués [Lam78],
reposent sur des composants séquentiels évoluant indépendamment, sans partager d’horloge.
Nous nous orientons de ce fait vers un autre modele, sans horloge partagée, qui correspond
a celui des systemes asynchrones. Notons que, si besoin est, la description d’une horloge
partagée par certains processus reste possible au sein d’'un modele asynchrone.

Les formalismes permettant la modélisation, ’analyse et la vérification des systemes concur-
rents asynchrones se classent selon trois grandes familles, qui remontent des années soixante
aux années quatre-vingts :

— Les automates communicants [Arn82] [Pet90] sont un formalisme simple permettant
de représenter un systéme concurrent sous la forme d’'un ensemble d’automates, qui
peuvent communiquer a ’aide de transitions synchronisées entre plusieurs automates
(autrement dit, il s’agit de transitions non-locales). Ceci permet la réalisation de
certaines constructions essentielles des systémes concurrents, dont figurent entre
autres les barrieres, les synchronisations et les rendez-vous, qui reposent sur une
modification des flots de controle des processus.

1. Cette notion de parallélisme synchrone est différente du passage synchrone de messages, vu ci-dessus.
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Les automates communicants possédent en outre des représentations graphiques,
plus accessibles aux utilisateurs non experts que des descriptions mathématiques
abstraites.

Enfin, notons que certaines variantes integrent des structures de données, par exemple

les automates temporisés ajoutent la notion de temps par le biais des horloges
[BDL*11].

— Les réseaux de Petri [Pet77, Rei85, Mur89], introduits en 1962, reposent sur un petit
nombre de concepts simples qui permettent la description abstraite des principes de
la concurrence, tels que le parallélisme, le non-déterminisme, la synchronisation et
les conflits.

L’expressivité, la sémantique formellement définie et la présence d'une représentation
graphiques des réseaux de Petri en font un modele de choix dans un grand nombre de
domaines, qu’il s’agisse des télécommunications, de I'ingénierie systeme, des circuits,
des logiciels, sans oublier d’autres disciplines comme la biologie et la chimie.

En ce sens, il existe un format normalisé dédié a leur description, le langage de
balisage de réseaux de Petri (PNML, en anglais « Petri Net Markup Language »)
[ISO11] et de nombreux logiciels consacrés aux réseaux de Petri ont été développés.

La pertinence des réseaux de Petri est confirmée par le dynamisme des compétitions
de vérification, en particulier du « Model Checking Contest » [ABCT19, KHHH"21],
qui repose sur eux en guise de formalisme compris par tous les outils participants,
au moyen du format normalisé PNML.

— Les langages algébriques reposant sur la théorie des calculs de processus, introduits
en 1978 par Tony Hoare, dont les principaux représentants sont CSP [Hoa85],
CCS [Mil89], ACP [BKS85] et LOTOS [ISO89].

Ces langages de programmation proposent de modéliser des systemes en décrivant
leurs transitions élémentaires et leurs liens, ce qui est fait en imbriquant (récursi-
vement) des opérateurs décrivant des actions exécutées en séquence, des actions
exécutées en parallele, des choix opérés entre plusieurs branches, et ainsi de suite.

Cette phrase d’Ed Brinksma résume un des points forts de ces langages : « les
algebres de processus ont été inventées pour ne pas avoir a débattre au sujet des
états » 2.

Pour permettre la modélisation, puis I'analyse et la vérification de systémes réels complexes
pouvant étre de grande taille, ces grandes familles représentent, pour les développeurs
d’outils de vérification de modeles, des formalismes qui sont complémentaires et non pas
exclusifs, aussi bien d’un point de vue mathématique que pratique.

Par exemple, pour vérifier une propriété sur une spécification écrite dans le langage
LNT [GLS17], la boite a outils CADP (en anglais « Construction and Analysis of Distribu-
ted Processes ») [GLMS13], développée au centre INRIA de 'Université Grenoble Alpes,

2. En anglais : « Process algebra has been invented not to discuss about states ».
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compile d’abord la spécification donnée en LOTOS, puis en un réseau de Petri interprété
[Gar89, GS90]. L’espace d’états de ce réseau est ensuite exploré (plus précisément ses
marquages accessibles, dans la terminologie des réseaux de Petri), ce qui permet finalement
de générer un graphe spécifique (plus exactement, un systéme de transitions étiquetées),
lequel est exploité pour vérifier des formules en logique temporelle décrivant la ou les
propriétés considérées.

Cette these est consacrée a I’exploration des réseaux de Petri, notamment pour les besoins
des algebres de processus. Nous allons présenter les notions de modularité et de hiérarchie,
qui sont héritées des automates communicants et des algebres de processus.

1.5 Réseaux de Petri et modularité

Les automates communicants représentent des processus concurrents et synchronisés. Les
réseaux de Petri traditionnels sont quant a eux dépourvus de toute notion de processus.

La notion de modularité, qui permet la distinction des différents processus composant un
systeme concurrent, ainsi que les opérations possibles pour chacun d’entre eux est pourtant
primordiale pour modéliser correctement certains de ces systémes.

Ceci est particulierement vrai lorsque les processus sont de nature hétérogene. Cette
distinction peut s’imposer pour des raisons de sécurité, par exemple lors d’un échange de
clefs en cryptographie ou dans le cadre d’'un modele client-serveur.

Elle peut aussi s’avérer nécessaire pour des raisons physiques : au sein d'un objet connecté,
un actionneur mécanique n’est pas piloté par un serveur central, mais par un de ses
ordinateurs embarqués ; de méme, les opérations relatives a une zone mémoire privée ne
peuvent étre réalisées que par le processus possédant cette mémoire.

Dans la mesure ot les transitions peuvent étre synchronisées entre plusieurs processus, elles
ne fournissent pas une base simple pour définir les processus dans un réseau de Petri. 11
semble plus naturel de se reposer sur les places.

Dans un réseau de Petri, un marquage (c’est-a-dire un ensemble de jetons, contenus dans
les places) correspond & un état global du systéme : d'un point de vue pratique, il s’agit
I'union des états de tous les processus. Puisqu’'un processus est un composant séquentiel, il
ne peut pas étre simultanément dans plusieurs états : cela se traduit par le fait qu’il ne
posséde au plus qu'un seul jeton a la fois, ce qui définit un état local du processus considéré.

Dans la suite de ce document, nous considérons alors qu’un processus est constitué par un
ensemble de places, qui représentent tous les états potentiellement accessibles du processus.
De ce fait, pour décrire les processus, il est logique d’utiliser des « boites » englobant les
places (mais pas les transitions) du réseau.
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1.6 Réseaux de Petri et hiérarchie

Cette section vise a mettre en valeur les apports de la notion d’organisation hiérarchique des
processus pour la représentation des systemes concurrents. Notons que le besoin d’organiser
hiérarchiquement des processus est ancien : il apparait notamment dans [Han70].

Nous avons vu dans la section 1.1 que les notions de concurrence et de parallélisme,
bien que liées, sont distinctes. Pour les concepteurs d’un systeme, la concurrence est
un moyen permettant de le décrire de maniére abstraite, comme étant un ensemble de
sous-systemes interagissant entre eux, tandis que le parallélisme les amene a considérer
Iimplantation concrete de ce systéme : sera-il exécuté sur plusieurs machines ? Combien de
processeurs 'exécuteront 7 Concretement, un processus « physique » d'un systeme réel peut
étre 'implantation de plusieurs processus « logiques » dans son modele correspondant, sous
réserve que dans ce processus physique, a tout instant, un seul de ces processus logiques
peut étre en cours d’exécution.

Cette différence entre processus « logique » et « physique » s’illustre lors de la création de
processus enfants dans les systemes d’exploitation POSIX. Conceptuellement, un processus
parent invoque un ensemble de processus enfants, puis attend leur terminaison. Ceci est
implanté en pratique par 'utilisation conjointe des primitives POSIX fork et exec, qui
ne permettent l'invocation que d’un seul processus enfant, sans interrompre le processus
parent. Ce comportement est un détail d’'implantation valable seulement pour POSIX et ne
contribue pas a une modélisation plus précise.

Cette primitive fork tend a effacer 'organisation hiérarchique entre un processus parent et ses
processus enfants, qui deviennent alors concurrents avec leur parent. Cette hiérarchie permet
pourtant aux concepteurs de modéliser plus librement des systemes complexes, en évitant
la production de modeles « spaghettis », difficiles a relire et a comprendre. La hiérarchie
est également utile pour les outils de vérification, qui peuvent obtenir statiquement des
informations plus précises sur les processus pouvant potentiellement s’exécuter de maniere
concurrente, ou non.

Ainsi, un concepteur de systémes devrait pouvoir décrire des modeles raffinés, présentant
autant de processus « logiques » que possible, organisés de maniere hiérarchique, de sorte a
pouvoir exprimer librement I'imbrication d’opérations séquentielles et d’opérations concur-
rentes. Cette organisation hiérarchique des processus correspond a ce que proposent les
algebres de processus, en autorisant la composition d’opérateurs imbriqués. Les automates
communicants et les réseaux de Petri traditionnels ne permettent pas de telles constructions.

Pour décrire la hiérarchie des processus au sein des réseaux de Petri, les « boites » envisagées
dans la section 1.5 doivent donc pouvoir étre imbriquées les unes dans les autres, de sorte a
former un arbre.

Pour exprimer proprement ’organisation modulaire en composants et sous-composants
séquentiels des systemes concurrents, deux processus imbriqués ne doivent pas pouvoir étre
concurrents. Dans un réseau de Petri, ceci correspond au fait que la présence d’un jeton
dans une « boite » implique 1’absence de jeton dans toutes les « boites » (récursivement)
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englobantes ou contenues.

1.7 Le modele NUPN

Le réseau de Petri produit par la boite a outils CADP (voir la section 1.4) est dit
« interprété » car il est enrichi d’informations de plus haut niveau qui seraient perdues avec
un réseau de Petri traditionnel : (i) une partie données avec des variables typées et des
annotations sur les transitions; (ii) une structure en unités représentant des composants
séquentiels, encapsulant et regroupant les places; ces unités sont récursivement imbriquées,
formant ainsi un arbre enraciné.

Si I'on omet la partie données de ce réseau de Petri interprété mais que 1’on préserve sa
structure en unités, on obtient précisément les NUPN [Garl9, Garl5] (en anglais « Nested-
Unit Petri Nets »), une extension récente (2015) des réseaux de Petri ordinaires et saufs.

Cette structure en unités ne change ni les définitions, ni les propriétés des réseaux de Petri,
incluant celles liées a leur sémantique dynamique, mais leur apporte la notion manquante
de processus.

En permettant de représenter ces informations relatives aux processus, les NUPN sont
également utiles pour les phases ultérieures d’analyse et de vérification ; ceci autorise en
particulier une exploration plus efficace de leurs espaces d’états, en réduisant le nombre de
variables utilisées dans les diagrammes de décision binaire.

Concretement, dans le formalisme NUPN, une unité représente un composant séquentiel
et encapsule des places. A toute place est attribuée une unique unité : il n’existe pas de
place « partagée ». Mais les unités peuvent étre (récursivement) imbriquées. A ce propos, il
existe une unité spéciale, I'unité racine, qui englobe toutes les autres unités. La structure
en unités forme ainsi un arbre enraciné. Ainsi, le formalisme NUPN permet d’exprimer les
systemes concurrents et hiérarchiques.

FIGURE 1.1 — Réseau de Petri (a gauche) représenté avec des processus, soit sans hiérarchie
(au milieu), soit avec hiérarchie (a droite)

La figure 1.1 illustre a sa gauche un réseau de Petri, qui ne présente pas la notion de
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processus, ainsi que deux NUPN équivalents. Graphiquement, chaque unité est représentée
par une boite, matérialisée par un rectangle en pointillés.

Le NUPN en partie centrale de la figure ne permet pas de distinguer les processus parents
des processus enfants et les transitions 7" et 7" semblent étre des synchronisations entre fréres
alors qu'il s’agit (respectivement) d’'une « fourchette » et d’'une « jointure » impliquant un
processus parent avec ses enfants. A I'inverse, celui de la partie droite de la figure représente
bien la hiérarchie des processus par I'imbrication des boites : on percoit quatre processus, un
rouge, un vert, un bleu et un jaune; on remarque également que le processus vert est parent
des processus bleu et jaune; enfin, notons que les processus bleu et jaune sont concurrents.

1.8 Contributions

Dans ce travail, nous proposons d’étudier les systemes concurrents hiérarchiques a travers
les réseaux de Petri, et plus particulierement a travers le concept des NUPN, qui pour
rappel, enrichissent les réseaux de Petri d’une structure additionnelle décrivant des processus
concurrents organisés hiérarchiquement.

Ce mémoire de theése est organisé en quatre parties, intitulées comme suit : (I) introduction,
(IT) équivalence, (IIT) analyse et (IV) structuration.

La premiere partie, intitulée introduction, s’articule en trois chapitres :
— Le chapitre 1 est ce présent chapitre.

— Le chapitre 2 présente les notations mathématiques adoptées dans ce document,
rappelle les définitions essentielles pour les graphes et pour les réseaux de Petri.

— Le chapitre 3 présente quant a lui le formalisme NUPN, son environnement logiciel,
ainsi que les jeux de tests utilisés par la suite.

La deuxieme partie, intitulée équivalence, est constituée du chapitre 4, qui caractérise la
notion d’équivalence de réseaux de Petri ou de NUPN, en terme d’isomorphisme. Ce chapitre
propose ensuite une série d’approches diverses pour I'identification de réseaux isomorphes ou
non-isomorphes au sein de quatre collections de jeux de tests, la plus importante regroupant
plus de 241 000 réseaux, dont de nombreux « doublons ». Ceci permet d’évaluer la diversité
d’une collection existante, d’en supprimer les doublons, ou encore d’en extraire le plus
grand sous-ensemble possible de réseaux « uniques ».

La troisieme partie, intitulée analyse, est consacrée a ’analyse de propriétés relatives a la
concurrence au sein des réseaux de Petri, plus exactement, au calcul de trois problemes
d’accessibilité pour les réseaux ordinaires et saufs :

— Le chapitre 5 vise la détermination des places mortes (ensemble des places jamais
marquées) et des transitions mortes (ensemble des transitions jamais activées),



1.8. Contributions 23

correspondant en programmation a du code mort.

— Le chapitre 6 se destine au calcul du probleme des places concurrentes, donnant
I’ensemble des paires de places pouvant étre simultanément marquées, cette relation
binaire apporte des contraintes utilisées par les chapitres suivants pour reconstituer
les unités manquantes des réseaux de Petri.

La quatrieme partie, intitulée structuration, vise a reconstruire automatiquement la
structure hiérarchique manquante des réseaux de Petri, afin de produire les NUPN et les
algebres de processus correspondants :

— Le chapitre 7 décrit des approches diverses pour structurer tout réseau de Petri
ordinaire et sauf en un réseau d’automates communicants, sous la forme d'un NUPN
plat (autrement dit, sans unités imbriquées).

— Le chapitre 8 vise a reconstituer un NUPN hiérarchique (avec des unités imbriquées),
depuis un réseau de Petri ordinaire et sauf, ou bien depuis un NUPN possédant une
structure en unités sous-optimale (par exemple, & plat).

— Le chapitre 9 propose un schéma de traduction allant d’'un NUPN vers les algebres
de processus, ou les unités sont retranscrites en processus imbriqués, ou les places
deviennent des états locaux et ou les transitions peuvent librement étre synchronisées
entre les processus.

En plus de posséder un réel intérét pratique, cette approche originale, consistant a traduire
les réseaux de Petri en algebres de processus, en passant (éventuellement) par les automates
communicants, devrait permettre de rapprocher les communautés de ces trois familles de
formalismes.

Finalement, le chapitre 10 donne les conclusions de cette these et trace des perspectives
pour de futures recherches.
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Chapitre 2

Définitions et notations

Ce chapitre présente quelques notations mathématiques, puis aborde des définitions lices
aux graphes et aux réseaux de Petri, que nous utiliserons dans la suite de cette these.

2.1 Notations mathématiques

Cette section présente les notations utilisées par la suite de ce document, concernant les
opérateurs logiques, les fonctions, les ensembles, les multi-ensembles et les n-uplets.

Définition 2.1 Concernant les opérateurs logiques, nous définissons :

— T la proposition vraie ;

— L la proposition fausse ;

— T la proposition indéfinie (en logique ternaire)® ;

— =P la négation de la proposition P ;

— PV Q la disjonction des propositions P et () ;

— P A @ la conjonction des propositions P et () ;

— P = @ limplication logique, c.-a-d. (—-P)V Q ;

— P & @Q léquivalence logique, c.-da-d. (P = Q) A\ (Q = P).
Définition 2.2 Concernant les fonctions, nous définissons :

— fog la composée de la fonction g par la fonction f;

CdY s 2l fonction identité ;

— =1 la réciproque de la bijection f, autrement dit telle que fo f~! g ;

1. T est a la fois la lettre phénicienne Zayin, la lettre Zeta en grec archaique et la superposition des
graphies de T et L. Mais il faut distinguer cette lettre du Z utilisée en électronique pour caractériser la
notion de haute impédance.
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— x> log, (z) le logarithme binaire ;

— x> [z] la fonction partie entiére par exces.

Définition 2.3 Concernant les ensembles, nous définissons :

— @ [’ensemble vide ;

— N [’ensemble des entiers naturels ;

— {x1,...,2,} le plus petit ensemble contenant chacun des éléments Ty d x,° ;

— {m : M} Uintervalle des entiers naturels de m a M, c.-a-d. {k e N|m <k < M};
— E C E' le prédicat E est sous-ensemble de E', c.-d-d. (Vx € E,x € E');

— E C E' le prédicat E est sous-ensemble strict de E', c.-a-d. (E # E') N(E C E');

— E N E' l'intersection des ensembles E et E' ;

— FE U E' 'union des ensembles E et E' ;

— FEWE' 'union disjointe des ensembles E et E', c.-a-d. EUFE’, définissi ENE = & ;
— E'\ E' la différence des ensembles E et ', c.-a-d. {x € E|x & E'};

— | F| le cardinal de [’ensemble E ;

— Y sepf(2) lasomme des f(z) tels que x € E, ou f est une fonction et E un ensemble” ;
— TLer f(2) le produit des f(z) tels que x € E, ou f est une fonction et E un ensemble” ;
— 1g:x— |En{z}| la fonction indicatrice de [’ensemble E, a valeurs dans {0,1} ;

— E > choix (E) une fonction tirant un élément quelconque de E.

Définition 2.4 Concernant les ensembles ordonnés, nous définissons :

— #: E— (#p: E — N*) est une fonction donnant da tout ensemble E une fonction
#pg, bijective de E vers {1 : |E|}, c.-a-d. une fonction (déterministe) donnant un
ordre quelconque sur ses éléments® ;

— min (E) le plus petit élément de l'ensemble E selon 'ordre #p ;

— max (E) le plus grand élément de l’ensemble E selon lordre #p ;

— r<py (#5 () < #£ (y)) la relation binaire, définie ssi x,y € E et découlant®
de l'ordre #p.

Définition 2.5 Concernant les multi-ensembles, nous définissons :

— A1, ...,z |} le multi-ensemble constitué des éléments xy d x,,, représenté de maniére
formelle par la fonction suivante : x — Ly (x) + ... 4 Ly () ;

SRRl ol

Ainsi, les occurrences multiples d’un élément sont autorisées, mais ignorées, c.-a-d. {z,z} = {z}.
En particulier, nous avons : Vf, > f(x) = 0.

En particulier, nous avons : Vf, [[ . f(z) = 1.

A noter que : VE,YE',(E = E') & (#p = #5).

Le symbole E sera omis lorsque l'ordre est évident (par exemple, Uordre des entiers naturels pour N).
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— domy & {z | M(z) > 0} le domaine du multi-ensemble M ;

— M C M’ le prédicat M est sous-multi-ensemble de M’, c.-da-d. Vo, M (x) < M’ (z) ;

— M C M’ le prédicat M est strictement inférieur a M’, c.-d-d. Vo, M(x) < M'(z) ;

— M+ M' la somme des multi-ensembles M et M', concrétement, il s’agit de la somme
de leurs fonctions correspondantes ;

— M — M’ la différence des multi-ensembles M et M’', c.-a-d. le multi-ensemble M"
tel que M = M’ + M", défini ssi M > M’ ;

Définition 2.6 Concernant les n-uplets (aussi appelés vecteurs, ou listes), nous définis-

SONSs :

— (21,...,x,) luplet de dimension n (aussi appelé n-uplet), constitué des éléments
allant de 1 a x,, ;

— L) U'n-uplet nul, autrement dit L) def (T1,...,x,), tel que Vi € {1 :n}, x; &t E

— Uli] le i®™ élément” de I'n-uplet U ;

— Ulm; M| o (U[m], ..., U[M]) lopérateur tranche, qui retourne un vecteur contenant

tous les éléments du n-uplet U ayant un indice compris dans {m : M} ;

— U &0, Y (U1 ANU[L, ..., Uh[|UL|) A U|UL|]) Dopérateur bit-a-bit et, qui a pour
argument deux n-uplets Uy et Uy de méme dimension et a valeurs dans {1, T}.

Définition 2.7 Concernant les produits, nous définissons :
— ExE ¥ {(z,y) | (x € E) A (y € E")} le produit cartésien des ensembles E et E';

— EQFE ¥ {{z,y} | (x € E)A(y € E"} un produit des ensembles E et E', dérivé
du produit cartésien, ou les couples sont remplacés par des paires et des singletons,
autrement dit, en remplacant des éléments ordonnés par des éléments non-ordonnés.

2.2 Graphes

Nous rappelons ensuite les définitions usuelles de graphe, de graphe coloré, de clique et
d’isomorphisme de graphes. En effet, de nombreux problémes relatifs aux réseaux de Petri
et a la vérification de modeles s’expriment et se résolvent avantageusement par la théorie
des graphes.

2.2.1 Graphes non-orientés et cliques

Définition 2.8 Un graphe non-orienté est un couple (V, E) tel que :

— V est appelé un ensemble de sommets, dont nous supposerons, sans restreindre la
généralité, que VNN =g ;

7. En particulier, nous avons : Vi € {1 : n}, (z1,...,2,)[i] = 5.
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— E C {{v1,v2} | v1,v2 € V'} est appelé un ensemble d’arétes.
Définition 2.9 Soit un graphe (V, E) non-orienté. Alors :
— deux sommets vy,ve € V reliés par une aréte {vy,v2} € E sont dits adjacents ;
— un sommet adjacent a lui-méme est une boucle ;
— le graphe est dit connexe ssi tout couple de sommets est transitivement adjacent ;
— un cycle est un sous-graphe possédant un sommet transitivement adjacent a lui-méme ;

— wune clique est un sous-ensemble de sommets du graphe dont tous les éléments sont
mutuellement adjacents, c.-a-d. C CV et {{v;,1} € (CRC) | vy #vo} C E;

— wun stable est un sous-ensemble de sommets du graphe dont tous les éléments sont
mutuellement non-adjacents, c.-a-d. I CV et {{v1,ve} € (IRI) | vy Zn}NE =o;

— une cliqgue C de (V, E) est maximale s’il n’existe pas de clique C" telle que C' C C";
— une cliqgue C' de (V, E) est maximum si pour toute clique C’, |C'| < |C].

2.2.2 Graphes étiquetés, colorés et isomorphes

Définition 2.10 Un graphe non-orienté et étiqueté sur ses sommets (graphe étiqueté en
abrégé), est un triplet (V, E,1) tel que :

— (V, E) est un graphe non-orienté ;
— | : V — N est une fonction surjective sur un intervalle d’entiers incluant 0.
Définition 2.11 Soit un graphe (V, E) non-orienté. Alors :

— le graphe étiqueté (V, E, c) est dit coloré ssi la fonction ¢ vérifie la propriété suivante
Yoy, ve € V, (v1 # v2) A ({v1, 02} € E) = c(v1) # c(v2) ; on dit alors que c associe d
chaque sommet une couleur ;

— le graphe est dit k-coloriable (avec k € N) s’il existe un graphe coloré (V, E,c') dont
la fonction ¢ a pour co-domaine {0 : k — 1} ;

— le nombre chromatique d’un graphe donné est le plus petit entier naturel k tel que le
graphe soit k-coloriable.

Définition 2.12 Deux graphes étiquetés G = (V, E,l) et G' = (V', E',1") sont isomorphes
ssi il existe une bijection w, : V. — V' telle que :

— Yoy, v9 € V. {vy, 10} € E & {m,(v1), m(v2)} € E'.

— Yo eV I(v)=1I(m, (v)).
La présente définition s’applique aussi aux graphes non-étiquetés, en retirant la derniére
ligne.
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2.2.3 Graphes orientés

Définition 2.13 Un graphe orienté est un couple (V, A) tel que :
— V est appelé un ensemble de sommets, tel que V"N =& ;
— A C{(v1,v2) | v1,v2 € V'} est appelé un ensemble d’arcs.
Définition 2.14 Soit un graphe (V, A) orienté. Alors :
— deuz sommets vi,vo € V' reliés par une arc (vy,vy) € A sont dits adjacents ;
— un sommet adjacent a lui-méme est une boucle ;
— un cycle est un sous-graphe possédant un sommet transitivement adjacent a lui-méme ;
— wune forét est un graphe ne possédant pas de cycle ;

— un arbre (aussi appelé arbre enraciné) est une forét dont un de ses sommets est
transitivement adjacent a tous les autres sommets ;

— un arbre couvrant de (V, A) est un arbre (V, A") tel que A" C A.

Définition 2.15 Un graphe orienté et étiqueté sur ses sommets (graphe orienté étiqueté
en abrégé), est un triplet (V, A1) tel que :

— (V, A) est un graphe orienté ;

— 1: V = N est une fonction surjective sur un intervalle d’entiers dont le plus petit

élément est 0.

Définition 2.16 Deux graphes orientés étiquetés G = (V, A1) et G' = (V' A"|I') sont
isomorphes ssi il existe une bijection mw, : V. — V' telle que :

— Yo, € V) (v1,19) € A< (m,(v1),m(v2)) € A'.

— Yo eV, I(v) =1 (m, (v)).
La présente définition s’applique aussi aux graphes orientés non-étiquetés, en retirant la
derniere ligne.

2.3 Reéseaux de Petri

Nous rappelons les définitions usuelles concernant les réseaux de Petri et aiguillons le lecteur
vers les références classiques [Pet77, Rei85, Mur89] pour une présentation plus détaillée.

2.3.1 Réseaux ordinaires initialement marqués

Un réseau de Petri est défini graphiquement comme un graphe orienté et biparti, dont
les sommets sont soit des places, soit des transitions. Les places sont représentées par des
cercles et les transitions par des segments. Il existe deux types d’arcs : ceux reliant des
places a des transitions et ceux reliant des transitions a des places. La figure 2.1 donne un
exemple de réseau de Petri contenant 13 places (en noir), 11 transitions (en bleu) ainsi que
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26 arcs (en rouge). Remarquons que dans cette figure, deux places possedent un point en
leur centre (en vert) : ces points représentent des jetons et les places les englobant sont
dites initialement marquées, ou plus simplement initiales.

059
0
5

F1GURE 2.1 — Un réseau de Petri ordinaire et initialement marqué

La définition formelle des réseaux de Petri est introduite ci-dessous.
Définition 2.17 Un réseau de Petri (ordinaire, initialement marqué) consiste en un 4-
uplet N L (P, T, F, My), ot :
— P est un ensemble fini, non-nul ; les éléments de P sont appelés places ;
— T est un ensemble fini tel que PNT = & ; les éléments de T sont appelés transitions ;
— F est un sous-ensemble de (P x T) U (T x P); les éléments de F' sont appelés arcs ;
— My est un multi-ensemble a valeurs dans P ; une place p est initiale ssi My (p) > 0.

Il convient de noter que de nombreux auteurs étendent cette définition des réseaux de Petri
en définissant F' comme un multi-ensemble (ce sont les réseaux dits généralisés) au lieu
d’un ensemble (ce sont les réseaux dits ordinaires).

La définition suivante introduit quatre prédicats usuels sur les arcs des réseaux de Petri.
Définition 2.18 Soit N = (P, T, F, My) un réseau de Petri.

— les places d’entrée de la transition t sont *t % {p € P| (p,t) € F}

— les places de sortie de la transition t sont t* < {p € P | (t,p) € F};

— les transitions d’entrée de la place p sont *p %= {teT|(t,p) € F};
— les transitions de sortie de la place p sont p* < {t € T | (p,t) € F}.

Il est a noter que ces quatre prédicats, communément usités dans les publications sur les
réseaux de Petri, sont aussi appelés pré-ensemble de t, post-ensemble de t, pré-ensemble de
p et post-ensemble de p.
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2.3.2 Marquages accessibles et réseaux saufs

Cette section rappelle les définitions usuelles concernant la sémantique opérationnelle des
réseaux de Petri.

Un jeton est localisé dans une place et se représente graphiquement par un point au centre
de la place correspondante. Un marquage consiste en un ensemble de jetons. Il existe un
marquage initial (voir My dans la définition 2.17). Dans un marquage donné, une transition
est dite active si toutes ses places d’entrée possedent un jeton. Si tel est le cas, son tir
consiste a retirer de chaque place d’entrée un jeton, puis a ajouter un jeton dans chaque
place de sortie : cette opération produit un nouveau marquage de maniére atomique (le
retrait et 'ajout des jetons sont indivisibles). Un marquage est dit accessible s'il existe une
séquence finie de tir de transitions permettant de I'obtenir depuis le marquage initial.

La définition suivante décrit formellement les regles liées au comportement dynamique des
réseaux de Petri.

Définition 2.19 Soit N = (P, T, F, My) un réseau de Petri.

— un marquage M est un multi-ensemble a valeurs dans P, donnant le nombre de
jetons localisés dans chaque place p;

— une place p est marquée dans un marquage M ssi p € M, c.-d-d. ssi M(p) > 0;

— wune transition t est active dans un marquage M ssi *t C M, ce que [’on note M SN ;

— tirer une transition t depuis un marquage My est une opération définie ssi t est

active dans My, et revient a produire un nouveau marquage My o M, — ]l(-t) + ]l(to),

c.-a-d. que chaque place d’entrée de t perd un jeton, puis chaque place de sortie de t
gagne un jeton t ; on note alors, selon le contexte, M Ly My ou My — M, ;

— un marquage My est accessible depuis un marquage My, ce que l'on note My —— My,
ssi My est inclus dans le plus petit point fixe correspondant da la fonction suivante :
fIEHEUMlLJ{MQ | (MGE)/\(M—>M2)};

— un marquage M est accessible ssi My — M, ce que l’on abrége en — M.

Concretement, une place peut s’assimiler a un compteur. Le nombre de jetons s’assimile
ainsi a la valeur acquise de ce compteur au cours de I'exécution d'un programme. La notion
de marquage (accessible ou non) correspond quant a elle a un état global (accessible ou
non) du systéme modélisé. Le marquage initial n’est rien d’autre qu’une initialisation des
variables du systeme. Enfin, une transition est un objet modifiant I’affectation de ces jetons,
ce qui permet, partant d’'un état global donné, d’aboutir a un nouvel état global.

Dans la suite de ce document, nous n’allons considérer (sauf mention contraire) que des
réseaux de Petri dits « saufs », dont voici la définition.

Définition 2.20 Soit N = (P, T, F, My) un réseau de Petri.
— un marquage M est sauf si et seulement s’il contient au plus un jeton par place ;

— le réseau N est sauf ssi tout marquage accessible est sauf.
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Concretement, un réseau sauf est un réseau dont ses places sont des variables booléennes
plutot qu’entieres. Cela permet de considérer que les marquages sont des ensembles, plutot
que des multi-ensembles ou des fonctions a valeurs dans N, ce qui permet de simplifier
considérablement les notations. Par exemple, le marquage résultant du tir M; Ly My
s’exprime désormais ainsi : My = (M; \ *t) U t°.

La définition suivante décrit le probleme de couverture d'un marquage, sur lequel nous nous
appuierons ultérieurement.

Définition 2.21 Soit N = (P, T, F, My) un réseau de Petri. Un marquage M est dit couvert
par un marquage accessible ssi le prédicat R (M) o (AM' | (M C M' C P)A(My — M'))
est vrai, c.-d-d., ssi M est un sous-ensemble de M’ et que M’ est un marquage accessible.

Il est intéressant de noter que le probleme de couverture d’'un marquage est un sous-probleme
de celui de I'accessiblité d’'un marquage. D’apres [CEP95, L. 5] et [CEP95, Th. 15], ces
deux problemes sont PSPACE-complets.



Chapitre 3

Réseaux de Petri a unités imbriquées

Les réseaux de Petri a unités imbriquées, en abrégé, les NUPN (en anglais « Nested-Unit
Petri Nets ») étendent les réseaux de Petri avec les notions de modularité (voir la section 1.5)
et de hiérarchie (voir la section 1.6). Les NUPN ont été a l'origine développés afin de faciliter
la traduction d’algebres de processus en réseaux de Petri (voir la section 1.7).

Ce chapitre donne d’abord les définitions et propriétés du formalisme NUPN qui sont
essentielles pour ce travail ; une présentation plus détaillée de ce modele de calcul est
proposée dans [Gar19]. I effectue ensuite un résumé des publications a ce sujet, passant en
revue divers formalismes proposés pour modéliser les systemes concurrents hiérarchiques.
Ce chapitre présente enfin les formats de fichiers et les outils disponibles pour les NUPN; et
décrit la collection de modeles NUPN utilisée dans cette these.

3.1 Définition du modele NUPN

La définition formelle ci-dessous des NUPN repose sur celle des réseaux de Petri ordinaires,
initialement marqués et saufs.

Définition 3.1 Un réseau de Petri a unités imbriquées (acronyme : NUPN) consiste en
un 8-uplet (P, T, F, My, U, ug, C, unité) od :
— (P, T,F,My) est un réseau de Petri ordinaire, initialement marqué et sauf, tel
qu’introduit dans la section 2.5.

— U est un ensemble non-nul et disjoint de P UT ; ses éléments sont appelés unités.

— ug est un élément de U, appelé unité racine.

— L est un ordre partiel sur U tel que (Vuy,us € U) uy 3 us def uy C uy et tel que
(U, ) est un arbre ayant une unique racine ug : ug est la racine de (U, 1), le plus
petit élément de U pour 3 et le plus grand élément de U pour . Ainsi, u; C us
exprime que soit ['unité uy est égale a l'unité us, soit uy est récursivement imbriquée
dans l'unité us, c.-a-d. uy C U ;



34 Chapitre 3. Réseaux de Petri a unités imbriquées

— unité est soit une bijection P — U, soit une bijection P — U \ {ug}. Concrétement,
unité associe, a chaque place de P, l'unité de U la contenant directement.

FIGURE 3.1 — Un NUPN (a gauche) et son réseau de Petri sous-jacent (& droite)

Tout NUPN possede un réseau de Petri sous-jacent, correspondant a la troncature du 8-uplet
de la définition 3.1 a ses quatre premiers éléments. D’un point de vue pratique, un NUPN
est une extension d’un réseau de Petri, avec des unités regroupant ses places, les unités
étant récursivement imbriquées de sorte a former un arbre enraciné. La figure 3.1 montre, a
gauche, un exemple de NUPN, et a droite, le réseau de Petri sous-jacent correspondant.

Toutes les notions, définitions et propriétés existantes des réseaux de Petri demeurent
inchangées, y compris celles de la section 2.3. C’est pourquoi nous qualifions cette extension
de rétrocompatible.

I1 est intéressant de noter que, d’apres le dernier élément de la définition 3.1, seule I'unité
racine ug peut n’étre associée a aucune place du réseau (c’est-a-dire, ne contenir directement
aucune place). Ainsi, on a : 1 < |U| < |P|+1. En conséquence, puisque P est fini, I'ensemble
U est nécessairement fini et il n’existe qu’un nombre fini de NUPN ayant le méme réseau
de Petri sous-jacent.

La définition suivante présente les notions de base concernant la modularité des NUPN;, a
savoir l'attribution des places aux unités.

Définition 3.2 Soit N = (P, T, F, My, U, ug, =, unité) un NUPN.
— L’ensemble des places locales d’une unité u est l’ensemble des places directement (et
non transitivement) contenues dans u : places (u) o {p € P|unité(p) =u};

— L’ensemble des places globales d’une unité u est constitué des places transitivement
contenues dans u : places*(u) < {p € P | (3 € U) (v T u) A (unité (p) = u')} ;

— Une unité vide est une unité n’ayant pas de place locale ; seule uy peut étre vide.

La définition suivante introduit les prédicats de base relatifs a la hiérarchie des NUPN,
autrement dit, au sujet de I'imbrication des unités.

Définition 3.3 Soit N = (P, T, F, My, U, ug, C, unité) un NUPN.
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— Les sous-unités d’une unité u sont l’ensemble des unités directement imbriquées (et
non transitivement) dans u et qui sont distinctes de u :

sous-unités (u) € {u' e U | (W Cu) A (B € U) (W C u’) A (0 T u)};
— les unités récursivement imbriquées dans une unité u sont [’ensemble des unités
transitivement imbriquées dans u, privé de u : sous-unités*(u) o {v'eU|vCu};
— une unité feuille est une unité minimale pour (U,C), c.-a-d. sans sous-unité.

Les notions dérivées de la topologie des unités, qui forment un arbre enraciné, sont introduites
par la définition ci-dessous.

Définition 3.4 Soit N = (P, T, F, My, U, ug, C, unité) un NUPN.
— la largeur d’une unité u est le nombre d’unités feuilles dans {u} U sous-unités*(u) ;
— la largeur de N est la largeur de ugy, autrement dit, son nombre d’unités feuilles ;

— la hauteur d’une unité u est la longueur de la plus longue chaine d’unités imbriquées
u' C...Cu, plus un siu est non-vide; ainsi, une est la hauteur de toute feuille u';

— la hauteur de N est la hauteur mazimale de ses unités, c.-a-d. la hauteur de ug ;

— la profondeur d’une unité u est le nombre d’unités non-vides dans lesquelles u est
récursivement imbriquée ; en particulier, l'unité racine a pour la profondeur zéro.

Observons que Vu € U, hauteur (u) + profondeur (u) = hauteur (N).

La figure 3.2 illustre les valeurs acquises par les prédicats largeur, hauteur et profondeur sur
la structure en unités du NUPN de la figure 3.1, qui a une largeur de 3 et une hauteur de 2.

FIGURE 3.2 — Données topologiques de 1'arbre d’imbrication des unités de la figure 3.1
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3.2 Des réseaux de Petri aux NUPN triviaux

La définition suivante caractérise les NUPN triviauz, qui correspondent a des réseaux de
Petri n’ayant ni modularité (c.-a-d. de processus concurrents), ni hiérarchie.

FIGURE 3.3 — Exemple de réseau de Petri (a gauche) et de son NUPN trivial (a droite)

Définition 3.5 Un NUPN est trivial si sa largeur est égale a son nombre de places.

La proposition suivante montre que tout réseau de Petri ordinaire et sauf peut se traduire
en NUPN trivial et sauf.

Proposition 3.1 Soit (P, T, F, My) un réseau de Petri ordinaire et sauf. Il existe un 4-uplet
(U, ug, C, unité) tel que (P, T, F, My, U, ugp, C, unité) soit un NUPN trivial et sauf.
Preuve. 11 suffit de choisir un 4-uplet (U, ug, C, unité) tel que :

— |U| =si |P| > 1 alors |P| 4 1 sinon 1;

— ug =max (U);

— Yuy,us € U, (u; C ug) & (uz € {ug,ur});

— V(p,u) € P x U, (unité(p) = u) & (#p (p) = #uv (u)).

Il

Concretement, un NUPN trivial est un NUPN ou chaque unité n’a qu’une seule place locale,
sauf 'unité racine qui peut n’en contenir aucune. La figure 3.3 montre un exemple de telle
traduction.

Dans le cas général d'un réseau de Petri ordinaire et sauf, ayant zéro place ou au moins
deux places, il existe un seul NUPN trivial correspondant, au nommage des unités pres.
Cette forme correspond a celle produite par la preuve de la proposition 3.1.

Mais, dans le cas particulier ou le réseau de Petri sous-jacent ne possede qu'une seule place,
il existe une seconde forme de NUPN trivial, obtenue en remplacant la premiere contrainte
« |[U| =si |P| > 1 alors |P| 4+ 1 sinon 1 » de la preuve susmentionnée par « |[U| = |P| + 1 ».
Une fois cette contrainte remplacée, le NUPN généré n’a non pas une seule unité, mais
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deux unités, comme le montre la figure 3.4.

F1GURE 3.4 — Deux formes de NUPN triviaux pour les réseaux a une place

3.3 Des automates communicants aux NUPN plats

La définition suivante caractérise les NUPN plats, qui sont des NUPN possédant des
informations de modularité (des processus concurrents), mais ne disposant pas de hiérarchie.

Définition 3.6 Un NUPN est plat si sa hauteur est égale a un. Ceci revient a dire que
toute unité non-feuille est vide (sachant que, pour rappel, seule l'unité racine ug peut étre
vide), ou encore que ses unités ont toutes une profondeur de zéro.

F1GURE 3.5 — Exemple de NUPN plat

Concretement, un NUPN plat est un NUPN ou toute unité non-vide est feuille et ou
toute unité ayant au moins une sous-unité est une unité vide. Ils correspondent, dans la
terminologie NUPN, a un réseau décomposé en automates communicants. Un exemple de
NUPN plat est représenté par la figure 3.5.

Puisqu’un NUPN trivial est un NUPN plat, il existe pour tout réseau de Petri ordinaire et
sauf, au moins un NUPN plat et sauf correspondant.

La proposition suivante montre qu’il est possible de convertir tout NUPN non-plat et sauf
en un NUPN plat et sauf, ayant le méme nombre d’unités feuilles. Celui-ci est obtenu depuis
le réseau originel en élaguant les unités non-feuilles et non-racines, puis en déplagant toutes
les places vers les unités feuilles.



38 Chapitre 3. Réseaux de Petri a unités imbriquées

Proposition 3.2 Tout NUPN peut étre transformé en un NUPN plat, préservant la pro-
priété sauf et conservant la méme largeur que le réseau d’origine.

Preuve. Soit un NUPN N = (P, T, F, My, U, ugy, C, unité). Nous définissons alors N’ dof
(P, T, F, My, U’ ug, C', unité’), tel que :

— U {ueU]| (u=up)V feuile (u)} :
— ¥ nwxu);
— Vp € P,unité’(p) ¥ choix ({u € U | (u C unité (p)) A feuille (u)}).

Ainsi, N’ est un NUPN plat et possede largeur (N) unités feuilles. Puisque N et N’ ont le
méme réseau de Petri sous-jacent (P, T, F, My), N est sauf ssi N’ est sauf. O

Le NUPN plat de la figure 3.5 peut étre obtenu par application de la proposition 3.2 sur le
NUPN en partie gauche de la figure 3.1.

Notons que l'opération de la proposition 3.2 retire la hiérarchie présente dans les unités du
NUPN originel en transférant les places des unités parentes dans les unités filles. En outre,
ce transfert de places altere les processus du NUPN originel, en confondant les places d'un
processus parent avec celles d’un processus enfant.

Remarquons enfin que le NUPN N’ produit par la preuve de la proposition 3.2 est identique
au NUPN d’entrée N ssi N est plat.

3.4 Des réseaux saufs aux NUPN unit-saufs

La définition suivante introduit la notion de réseau unit-sauf, généralisation de la notion
de réseau sauf pour les NUPN. Elle est particulierement cruciale, car c’est elle qui justifie
I'intérét de la structure en unités apportée par les NUPN.

Définition 3.7 Soit un NUPN N = (P, T, F, My, U, up, C, unité). Alors :

— Le prédicat disjoint (u1, us) dof (uy £ ug) A (ug £ uy) caractérise les paires d’unités
qui ne sont pas en relation dans T, c.-a-d., ne sont pas transitivement imbriquées ;

— Le marquage M C P est dit unit-sauf si les jetons sont localisés dans des unités
disjointes : (Vp1,p2 € M) (p1 # p2) = disjoint (unité (p;), unité (ps2)) ;

— Le NUPN N est dit unit-sauf si tous ses marquages accessibles sont unit-sauf.

Dans un NUPN unit-sauf, une unité possede au plus un jeton, pour tout marquage accessible.
Ceci correspond a la notion de modularité des processus dans les systéemes concurrents
hiérarchiques, ot un processus donné ne peut étre que dans un seul état a la fois (voir la
section 1.5).

De plus, dans un NUPN unit-sauf, deux unités imbriquées, autrement dit en relation
parent-enfant, ne peuvent avoir simultanément un jeton dans un marquage accessible.
Ceci correspond a la notion de hiérarchie des processus dans les systemes concurrents
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hiérarchiques, ou ’exécution d'un processus parent ne peut se dérouler en méme temps que
I'exécution de I'un de ses enfants (voir la section 1.6).

F1GURE 3.6 — Exemple de NUPN sauf, mais pas unit-sauf

Si N est unit-sauf, alors le réseau de Petri sous-jacent (P, T, F, My) est sauf — mais la
réciproque est fausse. La figure 3.6 illustre un tel contre-exemple : 'unité racine contient
deux jetons dans le marquage initial, mais son réseau de Petri sous-jacent est sauf.

L’utilisation de la propriété unit-sauf permet d’accroitre l'efficacité des approches de
vérification formelle en apportant : (i) Une réduction du nombre de variables requis pour
coder chacun des marquages accessibles. Le codage le moins dense consiste a utiliser une
variable booléenne par place (il s’agit du codage traditionnel pour les réseaux de Petri saufs,
sans structure NUPN). Le codage le plus dense consisterait a explorer d’abord tous les
marquages accessibles, puis a les coder en utilisant [log, (|[{M | My — M}|)] variables
ce codage est bien évidemment irréaliste, I’exploration ne pouvant pas étre conduite sans
avoir au préalable un codage. Entre ces deux extrémes, [Garl9, sect. 6] répertorie cing
codages utilisables en pratique et évalue leurs densités respectives. (ii) Une meilleure localité,
en rapprochant les variables associées a& un méme processus [ABD17]. Ces deux points
permettent des gains souvent sensibles lors de l'exploration des marquages accessibles
d’un réseau au moyen de diagrammes de décision binaires, a la fois en terme de rapidité
d’exploration et en terme d’utilisation de la mémoire.

Il existe différentes fagons de s’assurer qu'un NUPN soit unit-sauf (ou sauf). Lorsqu’un
modele NUPN présente une directive « !unit_safe » (voir la section 3.6), le NUPN est
unit-sauf (et ainsi sauf) par construction (autrement dit, garanti unit-sauf par I'outil I'ayant
généré). En I'absence d’une telle directive, il est possible d’utiliser les algorithmes de
CONCNUPN (voir la section 6.14), qui acceptent une classe vaste de réseaux. Si cet outil
ne peut prouver la propriété, nous devons vérifier cette propriété (il s’agit d’un probléme
PSPACE-complet, d’apres la section 6.14) a I’aide d’un outil reposant sur le parcours des
marquages accessibles (voir la section 3.7), par exemple CESAR.BDD (avec 1'option
« —check ») ou CESAR.SDD (avec 'option « —-check »).

La proposition suivante montre, une fois combinée avec la proposition 3.1, que tout réseau
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de Petri ordinaire et sauf peut se traduire en un NUPN trivial et unit-sauf. Ceci rend la
notion de NUPN trivial importante sur le plan théorique, car elle implique que la classe des
NUPN unit-saufs possede la méme expressivité que celle des réseaux de Petri saufs.

Proposition 3.3 Soit N = (P, T, F, My, U, uy, =, unité) un NUPN. Si N est trivial et sauf,
alors il est également unit-sauf.

Preuve. Puisque N est trivial, Vpy, ps € P, (p1 # p2) < disjoint (unité (p;), unité (ps)). Ainsi,
tout marquage accessible sauf est aussi unit-sauf. D’ou le résultat. U

La proposition suivante généralise la proposition 3.2 aux NUPN unit-saufs.

Proposition 3.4 Tout NUPN unit-sauf peut étre transformé en un NUPN plat, unit-sauf
et conservant la méme largeur que le réseau d’origine.

Preuve. Soit un NUPN N = (P, T, F, My, U, ug, C, unité) unit-sauf. Soit le NUPN produit
par la preuve de la proposition 3.2 : N’ = (P, T, F, My, U’ ug, C', unité”). Par définition,
nous avons : Vpy,pa € P, (unité’(p;) T/ unité’(py)) = (unité (p1) C unité (p2)). Ainsi, tout
marquage unit-sauf dans N’ 'est également dans N. Donc le NUPN N’ est plat, unit-sauf
et largeur (N) = largeur (N'). O

En définitive, le formalisme NUPN est une extension stricte des réseaux de Petri ordinaires
et saufs. Nous pouvons distinguer trois catégories utiles de structuration en unités :

— Les NUPN triviaux et (unit-)saufs, qui permettent aux NUPN de conserver I'expres-
sivité des réseaux de Petri ordinaires et saufs (voir les propositions 3.1 et 3.3).

— Les NUPN plats, non-triviaux et unit-saufs, qui permettent de représenter la modu-
larité des automates communicants sous la forme de réseaux de Petri.

— Les NUPN non-plats et unit-saufs, appelés NUPN hiérarchiques, qui permettent de
représenter la modularité et la hiérarchie des unités.

3.5 Panorama des formalismes alternatifs aux NUPN

Nous avons vu que les réseaux de Petri permettent de modéliser fidelement la concurrence
asynchrone (voir la section 1.4), mais qu’ils manquent de structure pour exprimer la
modularité et la hiérarchie (voir la section 1.7).

C’est cette lacune qui a conduit a la naissance du formalisme NUPN. Notons que nous
nous concentrons sur 1’étude des flots de contrdle des systemes modélisés, et non sur leurs
données. Une comparaison détaillée des NUPN avec d’autres extensions proposées pour les
réseaux de Petri se retrouve dans [Garl9, Sect. 8]. Parmi celles-ci, trois se rapprochent du
modele NUPN

— Les extensions apportant aux réseaux de Petri les notions de composition paralléle
[LAVO0] [PBV11] [AD22] ou de boites [BDH92, BDE93, KEB94], [BDK99, BDK02],
[BDKO1la, BDKO1b] [DKKP02, DKKPO03]. Elles définissent des opérateurs prenant
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en entrée plusieurs sous-réseaux et produisant un nouveau réseau dont les transitions
communes sont synchronisées. Ces réseaux peuvent certes étre composés récursive-
ment, mais cela ne conduit pas a I'organisation hiérarchique décrite en section 1.6 :
ces extensions ne permettent pas d’exprimer le fait qu'un réseau soit le parent d’'un
autre.

— Les réseaux de Petri proposés dans [AKWO05, Mic05] sont étendus par des
macro-places, qui autorisent la construction d’un réseau par assemblage (récursif)
de sous-réseaux. Une distinction est réalisée entre les macro-places paralléeles et
les macro-places séquentielles, qui permet de déclarer si les places récursivement
contenues dans une macro-place donnée peuvent ou non posséder simultanément un
jeton dans un méme marquage accessible. L’utilisation conjointe de ces deux types
de macro-places permettrait de décrire a la fois la modularité et la hiérarchie des
systemes concurrents hiérarchiques, en générant deux macro-places par processus
s’il contient des sous-processus, et sinon, dans le cas d’un processus feuille, une
seule macro-place. Néanmoins, cette distinction entre les macro-places paralléles et
séquentielles n’est qu’évoquée informellement.

— Les réseaux de Petri colorés [Jen92] permettent la définition de couleurs, autrement
dit de types de données. A chaque place du réseau est attachée une couleur. Chaque
arc possede un fragment d’expression dont le type correspond a celui de la place
reliée. Tout jeton possede une valeur, dont le type est celui de la place le contenant.
L’attribution d’'une couleur par processus permettrait de séparer les places et les
jetons appartenant a des processus distincts et de ne pas confondre les places des
processus réalisant des transitions synchronisées; ceci exprimerait la notion de
modularité. En définissant un codage des couleurs approprié, il serait méme possible
de décrire une forme de hiérarchie. Cependant, les réseaux colorés ne permettent pas
de déclarer qu’il ne peut exister simultanément deux jetons dans les places d’un méme
processus et, a fortiori, dans les places de deux processus imbriqués hiérarchiquement.
Autrement dit, ils ne possedent pas de propriété équivalente a unit-sauf. En outre,
cette construction décrit la modularité et la hiérarchie dynamiquement, en attachant
des données aux jetons. Les NUPN fournissent une structure statique, qui permet
de distinguer plus simplement les composants séquentiels d’un systéme et leur
imbrication.

La suite de cette section est consacrée a d’autres formalismes qui ne reposent pas sur les
réseaux de Petri. Les deux formalismes suivants permettent de décrire la modularité de
processus concurrents, mais ne permettent pas de décrire leur hiérarchie :

— Les automates communicants permettent l'expression de la composition en parallele
d’automates finis, c.-a-d. de composants séquentiels. Il existe de nombreuses variantes
d’automates communicants, certaines axées sur les états, d’autres sur les actions,
certaines autorisant le lancement ou la terminaison d’automates, tandis que d’autres
imposent la création d’états de « repos », certaines autorisant la création d’états
partagés entre différents automates, tandis que d’autres l'interdisent, etc. Cependant,
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il est difficile d’exprimer avec des automates communicants une succession séquentielle
d’actions, dont certaines sont des étapes paralléles, par exemple a.(b || ¢).d. En effet,
ceci impose, soit de développer le terme paralléle b || ¢ dans 'automate parent, ce
qui conduirait a une explosion combinatoire de la taille des automates produits, soit
de recourir a la génération de plusieurs automates a plat, puis a les synchroniser, ce
qui n’est guere élégant.

Le langage de spécification et de description SDL (en anglais « Specification and
Description Language ») [CCI88], est un langage formel et communément utilisé
pour la modélisation des systemes distribués, asynchrones et éventuellement temps
réel. Ce langage normalisé possede a la fois une description textuelle précise et une
représentation graphique intuitive. Concretement, un systeme modélisé en SDL est
constitué de blocs formant un arbre enraciné. Ces blocs peuvent communiquer par
passage de messages. Mais, parmi les sommets de cet arbre enraciné, seules les feuilles
peuvent contenir des taches séquentielles (sous une forme d’automates finis étendus).
Le formalisme de SDL, bien que hiérarchique, n’est donc pas plus expressif que celui
des automates communicants.

Les quatre autres formalismes normalisés Estelle, UML, BPMN et SysML, permettent de
décrire a la fois la modularité et la hiérarchie des processus. Mais ces formalismes donnent
aux processus imbriqués hiérarchiquement une autre sémantique d’exécution que celle que
nous avons décrite a la section 1.6 :

— Le langage Estelle [ISO88| est un langage pour la description formelle de systeémes

concurrents. Il repose, comme SDL, sur une forme d’automates finis étendus pouvant
communiquer par passage de messages. Un systeme est modélisé en Estelle par un
arbre enraciné dont les sommets sont appelés modules. Mais ici, contrairement a
SDL, tous les modules de I’arbre contiennent un automate fini, y compris les noeuds
non-feuilles. En outre, en Estelle, chaque module posseéde un type définissant la
sémantique d’exécution parallele de ses modules fils, qui peut étre soit synchrone, soit
asynchrone. Bien qu’Estelle puisse combiner de maniere synchrone des sous-modules
asynchrones, ce langage ne permet pas de combiner de maniere asynchrone des
sous-modules synchrones. Le langage Estelle impose une autre contrainte : au sein
d’un module donné, une transition ne peut étre exécutée que si aucune des transitions
contenues dans les modules parents (par transitivité) n’est exécutable.

Le langage de modélisation unifié UML (en anglais « Unified Modeling Language »)
[ISO12] est un langage de modélisation graphique inspiré du paradigme de la pro-
grammation par objet. Un trés haut niveau d’abstraction est apporté par UML,
permettant ainsi de représenter de nombreux systemes sans devoir se préoccuper des
détails d’implantation. Cette norme est ainsi largement utilisée pour documenter
des processus existants, planifier et analyser le comportement d’un systéme avant
sa mise en ceuvre. La sémantique d’UML est cependant imprécise, dépendante des
outils de modélisation, ce qui rend les modeles UML difficilement portables. Parmi
les quatorze diagrammes proposés par la norme UML, deux nous intéressent : il
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s’agit des diagrammes d’états et diagrammes d’activité. Les diagrammes d’états
étendent le concept des automates finis en introduisant la notion d’automates finis
hiérarchiquement imbriqués; c¢’est pourquoi ces diagrammes sont également appelés
« automates finis hiérarchiques ». Un tel automate peut soit s’exécuter lui-méme,
soit exécuter en paralléle ses sous-automates. Cette modélisation de la concurrence
est cependant restrictive, dans la mesure ou les automates paralléles sont initialisés
et arrétés en méme temps. Les diagrammes d’activité permettent, quant a eux, de
modéliser des processus métiers, des processus d’utilisation, des flux de données et
des flux de contrdle. Ces diagrammes présentent les mémes limitations relatives a la
concurrence que les diagrammes d’états.

— Cette analyse d’'UML vaut également pour le modéle de procédé d’affaire et notation
(en anglais, BPMN pour « Business Process Model and Notation ») [ISO13] et pour le
langage de modélisation des systémes (en anglais SysML, pour « Systems Modeling
Language ») [ISO17], tous deux inspirés d’"UML.

— Enfin, le formalisme de U'outil Ptolemy II [EJL. 03] devrait permettre de décrire
a la fois la modularité et la hiérarchie des systemes concurrents hiérarchiques. La
hiérarchie est exploitée par Ptolemy II afin de pouvoir regrouper des sous-composants
exprimés dans des formalismes hétérogenes et donc des sémantiques d’exécution
différentes. Concretement, le modele est un arbre enraciné de sous-modeles imbriqués,
ou chaque nceud possede un domaine, lequel définissant sa sémantique d’exécution.
Les neeuds s’exécutent de maniere concurrente et peuvent recourir a la communication
par messages. Le domaine « machine & états finis » est introduit par [LL98], qui
propose d’associer des noceuds dans ce domaine avec des nceuds ayant pour domaine
« flux de données synchrone » ou « événements discrets ». Mais ces deux domaines
définissent un parallélisme synchrone. Le domaine « rendez-vous », aussi proposé
par Ptolemy II, correspondrait davantage a nos besoins : il propose une sémantique
asynchrone, qui, combinée avec le domaine « machine a états finis », devrait permettre
de décrire la libre composition des comportements séquentiels et paralleles des
systemes concurrents hiérarchiques. Cependant, la faisabilité d'une telle association
ne semble pas étudiée.

3.6 Formats de fichiers NUPN et PNML

Il existe deux formats de fichiers principaux pour décrire les NUPN :

— Le format NUPN [Garl9, annexe A]' est une représentation textuelle, concise et
lisible pour un lecteur humain, possédant une syntaxe aisément implantable dans
des programmes ou des scripts. Ce format possede une directive « 'unit_safe »
certifiant que le NUPN est unit-sauf, une directive « !'multiple_arcs » indiquant
que le réseau a été obtenu depuis un réseau de Petri non-ordinaire et une directive

1. cadp.inria.fr/man/nupn.html
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« 'multiple_initial tokens » indiquant que le réseau a été obtenu depuis un
modele non-sauf, le marquage initial contenant plusieurs jetons. Notons que dans
ce format, les ensembles d’unités, de places et de transitions sont des intervalles
d’entiers et sont donc ordonnés. Il existe un mécanisme d’étiquettes permettant
optionnellement d’attacher des chaines de caractéres aux unités, places et transitions.

— Le format PNML (acronyme anglais de « Petri Net Markup Language ») [ISO11] est
une norme ISO reposant sur XML, permettant de décrire les réseaux de Petri et
diverses extensions de ce formalisme; la majeure partie des outils pour les réseaux
de Petri a adopté ce format ; une section « toolspecific » [Garl9, annexe B|?,
fondée sur le mécanisme d’extension générique fourni par la norme PNML, permet
de décrire les unités et leur imbrication hiérarchique, ainsi qu’une valeur booléenne
certifiant, lorsqu’elle est vraie, que le NUPN décrit est unit-sauf.

Suivant leur format, les fichiers doivent se terminer par une extension « .nupn » ou « .pnml ».

La conversion entre les deux formats est facile : les fichiers NUPN peuvent étre traduits
en fichiers PNML en invoquant 'outil CESAR.BDD? (voir la section 3.7) avec 'option
« —pnml », qui préserve dans la section « toolspecific » les informations relatives aux
unités, ainsi que la valeur de 'attribut « 'unit_safe ».

Les fichiers PNML peuvent quant a eux étre convertis en fichiers NUPN par I'intermédiaire
de l'outil NDRIO, disponible dans la boite a outils TINA, développée au LAAS-CNRS
(Toulouse, France) *, ou bien de l'outil PNML2NUPN, développé au LIP6 (Paris, France) °.
Cette conversion écarte les entités PNML qui ne sont pas pertinentes pour produire des
NUPN, par exemple les attributs colorés, temporisés ou graphiques. Notons que, si le PNML
source n’est pas ordinaire (il dispose d’arcs multivalués) ou s’il est non-sauf de maniére
évidente (par exemple, si certaines places posseédent plusieurs jetons dans le marquage
initial), 'outil PNML2NUPN génere toujours un fichier NUPN, mais annoté avec des
directives spéciales « 'multiple_arcs » ou « !'multiple_initial_ tokens ».

3.7 Outils logiciels existants pour les NUPN

La structure NUPN est facilement exploitable dans les outils logiciels existants, d’ou le
rapide gain de popularité du formalisme NUPN dans la communauté des réseaux de Petri.
A ce jour, au moins dix-neuf outils logiciels produisent des modeles NUPN (voir la table 3.1)
ou exploitent I'information (voir la table 3.2) contenue dans de tels modeles.

mcc.1lip6.fr/nupn.php

cadp.inria.fr/man/caesar.bdd.html
projects.laas.fr/tina/manuals/ndrio.html, invoqué avec 'option « -nupn ».
pnml.1lip6.fr/pnml2nupn

cadp.inria.fr/man/caesar.html

cadp.inria.fr/man/nupn_info.html

cadp.inria.fr/man/exp.open.html

i B
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https://cadp.inria.fr/man/caesar.html
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3.7. Outils logiciels existants pour les NUPN

nom \ localisation \ référence

C/AESAR.BDD Grenoble, France [GLMS13] *
NDRIO Toulouse, France [BRV04] ¢
PNML2NUPN Paris, France 0
C/ESAR Grenoble, France [GLMS13] ©
NupN__INFO Grenoble, France [GLMS13] 7
EXP.OPEN Grenoble, France [GLMS13] ®
RERS BENCHMARK GENERATOR | Dortmund, Allemagne | [SJMvdP17]

et Twente, Pays-Bas

TABLE 3.1 — Liste d’outils de conversion de formats ou produisant de I'information NUPN

’ nom ‘ localisation ‘ référence ‘
C/ESAR.BDD Grenoble, France [GLMS13] 3
CAESAR.SDD Paris, France 9
CoNcNUPN Grenoble, France section 3.7
Kona Toulouse, France [ABG23] 1
ENPAC Shanghai, Chine H
GREATSPN-MEDDLY | Turin, Italie [ABBT16] 2
ITS-TooLs Paris, France [TM15] 13
LoLa Rostock, Allemagne [Wol1g] 14
LTSMIN Twente, Pays-Bas [KLM*15] 1?
PNMC Paris, France [Ham16] 1
SIFT Toulouse, France [BRV04] 7
SMPT Toulouse, France [ABD21] '8
TEDD Toulouse, France [BRV04]

TABLE 3.2 — Liste d’outils logiciels dédiés aux NUPN ou exploitant de 'information NUPN
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Voici les principaux outils logiciels utilisés dans ce travail (en plus de ceux de la section 3.6) :

— CONCNUPN est un outil prototype écrit en langage Python (environ 730 lignes

de code), implantant des algorithmes pour calculer les places mortes (voir la défini-
tion 5.2), les transitions mortes (voir la définition 5.4), les places concurrentes (voir
la définition 6.1), les unités concurrentes (voir la définition 6.3), les propriétés sauf
et unit-sauf (voir la section 6.14), ainsi que d’autres fonctionnalités. Il est voué a
Iexpérimentation de nouvelles idées dans cette these, ainsi qu’a la vérification croisée
des résultats de CESAR.BDD.

KONG est un outil développé par Nicolas Amat (LAAS-CNRS, Toulouse, France),
visant a faciliter la détermination de la relation des places concurrentes, de ’ensemble
des places mortes ou encore de 'accessibilité d’'un marquage pour des réseaux de
Petri de grande taille, par ’emploi de réductions structurelles. Cet outil sera abordé
avec plus de détails a la section 6.13.

NUPN__INFO est un outil écrit en langages Awk et shell (environ 2 400 lignes de
code) et disponible en tant que composant de la boite & outils CADP [GLMS13] 7.
Cet outil implante a ce jour seize opérations de transformation des modeles NUPN,
telles que le remplacement de la structure en unités par une structure triviale, les
permutations des unités, places ou transitions, etc.

CAESAR.BDD est un outil de vérification pour les réseaux de Petri et les NUPN,
écrit en langage C (environ 10 400 lignes de code) également disponible au sein de
la boite a outils CADP. Les marquages accessibles sont représentés sous forme de
diagrammes de décision binaires, en exploitant la bibliotheque CUDD, ce qui est
plus efficace a la fois en temps et en mémoire qu’une représentation explicite de ces
marquages.

Lors de son introduction en 2004, CAESAR.BDD était un outil auxiliaire pour les
réseaux de Petri interprétés générés automatiquement par le compilateur LOTOS
[GS90] de CADP. Pour ces réseaux, qui peuvent étre de grande taille, C ESAR.BDD
permet la suppression des transitions mortes (voir la définition 5.4) ainsi que la
détermination des unités concurrentes (voir la définition 6.3), une notion nécessaire
pour effectuer des analyses de flux de données [GS06].

Depuis 2013, CESAR.BDD a été progressivement étendu avec de nouvelles fonc-

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

. github.com/ahamez/caesar.sdd
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lip6.github.io/ITSTools-web
service-technology.org/tools
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projects.laas.fr/tina/manuals/sift.html
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tionnalités, dont la conversion automatisée des réseaux du format NUPN vers le
format normalisé PNML (mentionnée a la section 3.6), ainsi que la détermination
d’une vingtaine de propriétés structurelles et comportementales des réseaux de Petri,
dont figure la réversibilité, la vivacité, la présence de transitions mortes (voir la
définition 5.4), la présence de places mortes (voir la définition 5.2), etc.

CAESAR.BDD a été ensuite révisé pour enrichir le format de fichier NUPN avec
des directives, des étiquettes de places, des étiquettes de transitions, des étiquettes
d’unités et des contraintes syntaxiques et sémantiques plus strictes. Beaucoup de
nouvelles options ont été ajoutées pour faciliter I'interrogation des modeles NUPN :
nombre de places, nombre de transitions, densité des arcs, hauteur de I'arbre des
unités, etc.

Les travaux de cette thése ont donné une impulsion nouvelle au développement de
CAESAR.BDD. Des structures de données creuses sont maintenant employées pour
enregistrer les arcs des réseaux, en remplacement de matrices denses, permettant ainsi
de traiter plus efficacement des réseaux de grande taille. Le parcours des marquages
accessibles a été amélioré par une meilleure gestion des erreurs et des dépassements
de délais de CUDD, par une révision des criteres activant le réordonnancement
dynamique des variables et par un changement de stratégie de réordonnancement
des variables du diagramme, qui permute maintenant les variables de la méme unité
de maniere groupée et non plus individuellement. La détermination des places et
transitions mortes (voir le chapitre 5), ainsi que le calcul des places concurrentes
(voir le chapitre 6) ont été étendus avec de nouveaux algorithmes. Enfin, ont été
ajoutées cing nouvelles options pour résoudre le probleme de l'isomorphisme de
NUPN (voir le chapitre 4) et deux nouvelles options pour faciliter le probleme de
décomposition (voir les chapitres 7 et 8).

CAESAR.BDD comprend A ce jour plus d'une cinquantaine d’options *.

3.8 Constitution d’un jeu de tests

Le modele NUPN a été adopté a ce jour par deux compétitions :

— Le MCC (acronyme anglais de « Model Checking Contest »)*’ [ABCT19, KHHH 21|
est une compétition internationale consacrée a I’évaluation des outils de vérification
formelle. A cette fin, cette compétition repose sur les réseaux de Petri en guise
de formalisme commun, compris par tous les outils participants. Elle possede une
collection de réseaux de Petri s’enrichissant chaque année, par la collecte de divers
réseaux (au format normalisé PNML, optionnellement avec une structuration NUPN,
voir la section 3.6) exigeants aupres de la communauté de la vérification de modeles.
La collection du MCC contient actuellement 128 modeles paramétrés, totalisant
1 628 instances de réseaux, dont 1 387 ne sont pas colorés.

20. mcc.lip6.fr/models.php.


https://mcc.lip6.fr/models.php

48 Chapitre 3. Réseaux de Petri a unités imbriquées

— Le RERS (acronyme anglais de « Rigorous Examination of Reactive Systems »)*'
[JMM™19, HIM™21] propose a ses participants de résoudre des problemes de difficul-
tés croissantes et synthétisés de sorte a exhiber des comportements complexes. Pour
décrire les modeles correspondants aux problemes paralleles de cette compétition,
des fichiers au format PNML sont mis a disposition des participants. Ces fichiers
PNML contiennent systématiquement une structuration NUPN. La collection du
RERS contient actuellement 33 modeles.

Pour réaliser les expériences du présent document, nous avons utilisé une vaste collection
comptant 16 200 réseaux de Petri ordinaires et saufs (éventuellement avec une structure
NUPN unit-sauf), qui a été patiemment constituée depuis 2013 au centre INRIA de
I’Université Grenoble Alpes.

La majeure partie des modeles de notre collection sont dérivés de spécifications « réalistes »
(c.-a-d., qu’ils résultent de problémes industriels décrits par des utilisateurs, dans des
langages de spécifications de plus haut-niveau, tels que LOTOS, LNT, AADL, etc., plutot
que de réseaux de Petri générés arbitrairement ou aléatoirement) et sont unit-saufs (ce qui
implique saufs) par construction.

Notre collection contient tous les modeéles non-colorés et saufs?> accumulés entre 2011
et 2021 par les éditions successives du MCC, tous les modeles NUPN du RERS, ainsi que
tous les réseaux ordinaires et saufs de I'ancienne collection PetriWeb [GvHPvdWO06], qui
comptait 43 modeles.

A notre connaissance, notre collection est la plus importante jamais rapportée dans les
publications relatives aux réseaux de Petri : a titre d’exemple, les résultats expérimentaux
de [PC98, PCP99] reposaient sur au plus 15 modeles; [MOWO09] mentionne 1 700 réseaux
de flux de travail fournis par IBM Zurich, [EM15] rapporte des expériences sur 1 976 réseaux
de Petri et [WW.J19] évoque 202 réseaux de Petri saufs.

’ propriété H vraie \ fausse ‘ ’ propriété H vraie \ fausse ‘
pure 66,8% | 33,2% | | connexe 95.6% | 4,4%
choix libres 39.0% | 61,0% | | fortement connexe 94% | 90,6%
choix libres étendus || 40,1% | 59,9% | | conservatif 192% | 80,8 %
graphes marqués 19% | 98,1% | | sous-conservatif 293% | 70,7%
machine & états 16,3% | 83,7 % non trivial et unit-sauf || 81,3% | 18,7%

TABLE 3.3 — Propriétés structurelles et comportementales de nos modeéles

Une étude statistique confirme la diversité de notre collection de modeles. La table 3.3 donne
le pourcentage de modeles satisfaisant diverses propriétés (structurelles et comportementales)
des réseaux (voir [Mur89] pour le vocabulaire associé). Le pourcentage de NUPN ayant une

21. www.rers-challenge.org.
22. Eventuellement suite & une transformation des arcs multivalués en arcs ordinaires, de sorte a obtenir
des réseaux ordinaires.
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structure non-triviale et possédant une directive « 'unit_safe » (indiquant que le modele
est unit-sauf par construction) figure dans la table 3.3.

’ caractéristique H valeur min \ valeur max \ moyenne \ médiane \ déviation std ‘

# places 1 131 216 345,8 24 2799
# transitions 0] 16967 720 7 998,1 31 244 569
# arcs 0 | 146 528 584 | 71 2179 88 2 080 604
densité d’arcs 0,0% 100,0 % 10,2 % 59% 0,1
# unités 1 78 644 1234 7 1 536
hauteur 1 2 891 4.3 2 38,5
largeur 1 78 643 117,6 5 1533

TABLE 3.4 — Propriétés numériques de nos modeles

La table 3.4 donne des informations sur la taille des modeéles : nombre de places, de
transitions et d’arcs, ainsi que la densité d’arcs, que nous définissons comme le nombre
d’arcs divisé par le double du produit du nombre de places et du nombre de transitions
(c’est-a~dire la quantité de mémoire requise pour enregistrer ’ensemble des arcs F' sous la
forme de deux matrices P x T' et T x P).
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Chapitre 4

Equivalence de NUPN

Le probleme de I’équivalence de NUPN caractérise les ensembles de réseaux identiques
moyennant une permutation des places, une permutation des transitions et une permutation
des unités. Il s’agit ainsi un d’outil pertinent pour la construction, 1’évaluation et la
maintenance de collections destinées aux évaluations comparatives et aux compétitions de
logiciels pour les réseaux de Petri. Mais ce probléme est difficile, car de complexité théorique
équivalente a celle de I'isomorphisme de graphes.

Le présent chapitre propose diverses approches, intégrées dans une chaine d’outils cohérente,
destinées a résoudre ce probleme de I'équivalence de NUPN. Cette chaine d’outils a été
évaluée sur quatre collections allant de 244 a 241 657 réseaux et contenant soit peu, soit
beaucoup de doublons. Nous avons observé des taux de réussite allant de 99 % a 100 % pour
la détection de doublons.

4.1 Motivations

Nous voyons se constituer de vastes collections de réseaux de Petri formées pour des
tests de non-régression ou des compétitions de logiciels. La constitution, I’évaluation et la
maintenance sur le long terme de telles collections rassemblant plusieurs centaines a plusieurs
milliers de réseaux, exigent pour étre réalisées adéquatement, un travail considérable et
méticuleux a bien des égards.

Parmi les problemes les plus courants figure la présence de modeles « doublons », c.-a-d. de
multiples occurrences de réseaux identiques ou quasi-identiques. Ces modeles peuvent étre
présents pour trois raisons :

— La collection est constituée de modeles proposés par différents contributeurs.

— La collection est gérée par plusieurs personnes, qui pourraient indépendamment
ajouter le méme modele.

— Les doublons peuvent provenir de transformations appliquées a des modeles existants,
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par exemple, la production de réseaux de Petri depuis des spécifications de haut-
niveau, la conversion de réseaux de Petri colorés en réseaux non-colorés, la suppression
de places ou de transitions mortes (voir le chapitre 5), et ainsi de suite.

En pratique, ces « doublons » sont indésirables pour au moins quatre raisons :

— Ils entrainent un gaspillage d’espace disque et de ressources de sauvegarde, en
particulier lorsque les réseaux sont exprimés dans des formats particulierement
verbeux, a 'instar du format normalisé PNML (voir la section 3.6) qui hérite des
atouts et des faiblesses du langage XML sur lequel il est fondé.

— Ils conduisent a des calculs redondants, pouvant s’avérer particulierement cotiteux en
temps processeur et en espace mémoire, notamment lorsque le recours a l’exploration
des marquages accessibles est requis, en raison du probleme de ’explosion de 1'espace
d’états.

— Ils peuvent introduire des biais insidieux dans les expériences d’évaluation compa-
rative et les compétitions de logiciels, en augmentant indiiment I'importance de
certains réseaux.

— Leur présence souléve maintes fois des questions et des débats fastidieux (mais
légitimes) entre les utilisateurs et les administrateurs de collections de réseaux.

Le présent chapitre aborde ce probleme en proposant des approches, implantées dans
des outils, pour détecter les doublons susceptibles d’étre présents dans les collections
existantes, ou introduits lors de 1’élargissement de collections en cours de constitution.
Ces approches et outils permettent également d’extraire, a partir d’'une large collection
possédant éventuellement de nombreux doublons, un sous-ensemble de modeles « uniques ».

La suite de ce chapitre s’articule comme suit. La section 4.2 introduit formellement ce
probleme. La section 4.3 esquisse un inventaire de 1’état de I'art et la section 4.4 analyse sa
complexité théorique.

Les quatre sections suivantes élaborent quatre approches complémentaires pour la détec-
tion des réseaux isomorphes ou non-isomorphes, ordonnées par complexité croissante : la
section 4.5 présente la notion de signatures de réseaux; la section 4.6 aborde le principe
de canonisation de réseaux; la section 4.7 expose une technique permettant de réduire le
probleme en un probleme d’isomorphisme de graphes; la section 4.8 explique comment
le probléme peut s’exprimer sous la forme de formules logiques. La section 4.9 présente
I'intégration de toutes ces approches dans une chaine d’outils.

La section 4.10 définit les métriques utiles pour un utilisateur final et expose comment une
implantation efficace peut les utiliser. La section 4.11 donne les résultats expérimentaux
obtenus sur quatre collections de réseaux. La section 4.12 aborde les démarches entreprises
pour la validation des résultats.

Ce chapitre est clos par la section 4.13, qui formule quelques remarques conclusives et
prospectives.
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4.2 Enoncé du probléme

Cette notion de recherche de modeles « doublons » correspond au probleme de recherche de
NUPN isomorphes, que nous allons décrire formellement dans cette section.

4.2.1 Isomorphisme de réseaux de Petri

Dans un premier temps, nous définissons le concept d’isomorphisme de réseaux de Petri,
autrement dit, les conditions pour que deux réseaux de Petri soient considérés isomorphes.

Intuitivement, nous considérons que deux réseaux de Petri sont des doublons ssi il existe une
bijection entre leurs places et une bijection entre leurs transitions ; cette correspondance doit
préserver les arcs et les marquages initiaux. Une telle définition étend la notion classique
d’isomorphisme de graphes aux réseaux de Petri, en gardant a l’esprit que les réseaux de
Petri sont des graphes bipartis orientés.

Définition 4.1 Soit un réseau de Petri N = (P,T,F, M) et soit 1p : P — P’ une

bijection. On note 7p (N) dof (P',T,F', M) le réseau de Petri obtenu en renommant les

places de N suivant mp, autrement dit, avec F' C (P’ x T)U (T x P') et My C P’ tels que :
— V(p,t) € PxT,(np(p),t) € F' & (p,t) € F;
— V(t,p) e T x P, (t,mp(p)) € F' < (t,p) € F';
— Vp e P,wp(p) € My < p e M.

Notons que, puisque 7p est bijective, |P| = |P|, |F| = |F'| et | M| = |M{].

Définition 4.2 Soit un réseau de Petri N = (P, T, F, My) et soit 7y : T — T" une bijection.

On note 71 (IN) o (P, T", F', My) le réseau de Petri obtenu en renommant les transitions

de N suivant mr, autrement dit, avec F' C (P x T")U (T" x P) tel que :
— V(p,t) € PxT,(p,mr(t)) € F' < (p,t) € F;
— V(t,p) € T x P,(mp(t),p) € F' < (t,p) € F.

Notons que, puisque 77 est bijective, |T'| = |T"| et |F| = |F"|.

Remarquons que pour toutes bijections 7p et 7, les fonctions 7p et 77 sont commutatives,
autrement dit, on a : (7 o Tp) = (Tp o 7).

Définition 4.3 Soient deux réseaux de Petri N et N’ tels que N = (P, T, F, M) et N' =
(P, T", F', M(). Ces réseaux sont dits isomorphes ssi il eziste deuz bijections mp : P — P’
et mp : T — T telles que : N' = (Tr o7p) (N).

Intuitivement, pour la définition 4.3, deux réseaux de Petri sont isomorphes s’ils sont
identiques a la permutation de leurs noms de places et leurs noms de transitions pres.
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4.2.2 Isomorphisme de NUPN

Nous étendons ensuite cette définition aux paires de NUPN, afin d’établir le concept
d’isomorphisme de NUPN.

Intuitivement, nous définissons cette notion de modeles doublons ainsi : deux NUPN sont des
doublons ss7 il existe une bijection entre leurs places, une bijection entre leurs transitions et
une bijection entre leurs unités; cette correspondance doit préserver les arcs, les marquages
initiaux, les unités racines, I'imbrication entre les unités (c.-a-d. la hiérarchie des NUPN) et
la répartition des places dans les unités (c.-a-d. la modularité des NUPN).

Définition 4.4 Soit un NUPN N = (P, T, F, My, U, ug, C, unité) et soit mp : P — P' une

bijection. On note 7p (IN) e (P',T,F', M}, U, ug, C, unité’) le NUPN obtenu en renommant

les places de N suivant wp, autrement dit, avec F' C (P’ x T)U (T x P'), M} C P’ et
unité’ : P’ — U tels que :

— Y(p,t) € Px T, (mp(p),t) € F' < (p,t) € F;
— Y(t,p) € T x P,(t,mp(p)) € F' & (t,p) € F;
— Vpe P,p(p) € Mj < pe My;
— unité’ = unité o (7).
Notons que, puisque 7p est bijective, |P| = |P|, |F| = |F'| et |My| = |M{].
Définition 4.5 Soit un NUPN N = (P, T, F, My, U, uy, C, unité) et soit mp : T — T une

bijection. On note T (N) & (P, T, F', My, U, ug, =, unité) le NUPN obtenu en renommant

les transitions de N suivant mr, autrement dit, avec F' C (P x T") U (T’ x P) tel que :
— V(p,t) e PxT,(p,mr(t)) € ' < (p,t) € F;
— V(t,p) € T x P,(mp(t),p) € F' < (t,p) € F.

Notons que, puisque 7y est bijective, |T'| = |T"| et |F| = |F”|.

Définition 4.6 Soit un NUPN N = (P, T, F, My, U, ug, C, unité) et soit 7y : U — U’ une

bijection. On note 7y (INV) o (P, T, F, My, U’ uy, T/, unité’) le NUPN obtenu en renommant

les unités de N suivant my, c.-d-d., avec u), (E') C U’ x U’ et unité’ : P — U’ tels que :
— ug = my(uo) ;
— Yuy,us € U,y () 2 7y (ug) € up Cug
— unité’ = 7y o unité.

Notons que, puisque 7y est bijective, |C| = |C/].

Remarquons que pour toutes bijections mp, mr et my, les fonctions 7p, T et Ty sont
commutatives.

Définition 4.7 Soient deux NUPN N et N' tels que N = (P, T, F, My, U, ug, C, unité) et
N = (P, T F', M}, U’ uy, ' unité”). Ces réseaux sont dits isomorphes ssi il eziste trois
bijections mp : P — P', mp : T — T et my : U — U’ telles que N' = (g o7 o 7p) (N).
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D’apres la définition 4.7, deux NUPN sont isomorphes si leurs réseaux de Petri sous-jacents
sont identiques a la permutation de leurs noms de places et de transitions pres et qu’ils
disposent de la méme information NUPN.

Notons que si deux NUPN sont isomorphes, alors leurs réseaux de Petri sous-jacents sont
isomorphes, mais que la réciproque est fausse : par exemple, les NUPN des figures 3.1 (a
gauche), 3.3 (a droite) et 3.5 sont deux a deux non-isomorphes, alors que leurs réseaux de
Petri sous-jacents sont deux a deux isomorphes.

La définition 4.7 n’est pas une définition « comportementale », car elle ne repose pas sur
I’exploration des marquages accessibles des réseaux : seuls les marquages initiaux sont
considérés. Cette définition, qui ne tient compte que des structures des réseaux en entrée,
est donc purement « structurelle ». Les trois raisons suivantes conduisent a ce choix :

— En g’affranchissant du parcours des marquages accessibles qui, en général, ne peut
étre exhaustif sur les modeles de grande taille, une définition structurelle « bien
choisie » est a priori moins coiiteuse qu'une définition comportementale.

— Deux réseaux peuvent avoir des ensembles de marquages accessibles identiques ou
isomorphes, mais présenter des topologies distinctes avec, par exemple, des nombres
différents d’unités, de places ou de transitions.

— Avec la définition adoptée ici, deux réseaux isomorphes ont des graphes des marquages
accessibles isomorphes : il n’est pas donc pas nécessaire de déterminer leurs graphes
respectifs pour le prouver.

La proposition suivante caractérise la relation d’isomorphisme, en vue de l'introduction du
probleme traité dans ce chapitre.

Proposition 4.1 L’isomorphisme de NUPN est une relation d’équivalence.

Preuve. Une fonction identité ayant pour co-domaine son domaine est bijective, l'inverse
f~! d’une bijection f est bijective sur son domaine de définition et la composée f o g
de bijections est une bijection si le co-domaine de g est égal au domaine de f. De ce
fait, les démonstrations de la réflexivité, de la symétrie et de la transitivité de la relation
d’isomorphisme de NUPN sont immédiates. [l

En outre, cette proposition implique que la négation de la relation d’isomorphisme de
réseaux est anti-réflexive et symétrique (mais elle n’est ni transitive, ni anti-transitive).

De cette relation d’isomorphisme, le probléeme traité dans ce chapitre, c.-a-d. celui de
Iidentification des réseaux doublons au sein d’une collection de NUPN, est introduit
formellement comme suit.

Définition 4.8 Le probleme des réseaux isomorphes consiste en la détection de toutes les
paires de réseaux isomorphes au sein d’une collection de NUPN. De manicre équivalente,
puisque la relation d’isomorphisme est une relation d’équivalence, ce probleme consiste en
la détermination de toutes les classes d’équivalence de la collection, c.-d-d. une partition
de la collection en ensembles mazimauz (au sens de l'inclusion) de réseaur mutuellement
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isomorphes.

4.3 Travaux voisins

A notre connaissance, il existe peu de travaux antérieurs relatifs au probléme abordé dans
ce chapitre, consistant au partitionnement efficace d’un jeu de tests composé de NUPN (ou
de réseaux de Petri), selon une relation d’isomorphisme. Ceci est vraisemblablement lié au
fait que la constitution de vastes collections de réseaux, comprenant plusieurs milliers de
modeles, est un phénomene relativement récent.

Toutefois, des définitions de I'isomorphisme de réseaux de Petri existent dans certaines
publications, parfois différentes de celle de la définition 4.3. Dans [RE96, Def. 27| se trouve
une définition de I'isomorphisme prenant en considération les places, les transitions, les arcs,
ainsi que le marquage initial. La définition donnée dans [HK98] prend en considération les
places, les étiquettes de places, les transitions, les étiquettes de transitions et les poids des
arcs, mais pas le marquage initial. La définition des réseaux « isomorphes enracinés » de
[Gor17] prend en considération les places, les transitions, les étiquettes de transitions et le
marquage initial. Une définition moins générale de l'isomorphisme de réseaux est donnée
par [DS18, Dev21], dans laquelle seules les places sont renommeées et les transitions sont
inchangées : elle revient a utiliser la définition 4.3, avec les restrictions T'=T" et mp = Id.

Pour I'isomorphisme de réseaux de Petri, outre les définitions « structurelles » citées dans
le paragraphe ci-dessus, il existe des définitions « comportementales ». Les trois notions
d’équivalences de réseaux de Petri élémentaires proposées dans [RE96, Def. 28, 31 et 32],
reposent sur les marquages accessibles. Dans [DR96], [BD96] et [BD15], I'isomorphisme est
une relation binaire entre les graphes des marquages accessibles des réseaux de Petri et
les systémes de transition d’états. Dans [PCRO1], I'isomorphisme est une relation binaire
entre les graphes des marquages accessibles des réseaux de Petri et les algebres de Boole.
Rappelons que ces définitions comportementales sont impliquées par la définition 4.3, qui
est structurelle.

Notons enfin, de maniere plus distante de notre problématique, I'isomorphisme est défini
dans [Capl1] entre les marquages d'un réseau non-coloré (dit de « niveau de base ») et ceux
d’un réseau coloré (dit de « niveau méta »).

4.4 Complexité du probléeme
Cette section vise a établir les complexités théoriques des problémes de 1'isomorphisme de
réseaux de Petri et de I'isomorphisme de NUPN.

Proposition 4.2 Le probleme de l’isomorphisme de graphes se rameéne au probléme d’iso-
morphisme de réseauz de Petri.

Preuve. Soit une fonction N associant a tout graphe (V) E') un réseau de Petri (VT F, @)
tel que : (i) |T| = |E|; (ii) F C V x T (iii) V{v1,ve} € E, 3t € T | *t = {vi, v} et
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(iv) Vti,ty € T, (*ty N *ty # &) = (t1 = t3). On montre facilement que les graphes G et G’
sont isomorphes ssi les réseaux de Petri N(G) et N(G') sont isomorphes. O

Proposition 4.3 Le probléeme de l’isomorphisme de réseaux de Petri se raméne au probléme
d’isomorphisme de NUPN.

Preuve. On montre facilement que deux réseaux de Petri sont isomorphes ssi leurs NUPN
triviaux correspondants selon la preuve de la proposition 3.1 sont isomorphes. O

Proposition 4.4 Le probleme de l"isomorphisme de NUPN se raméne au probleme d’iso-
morphisme de graphes orientés et étiquetés.

Preuve. Soit une fonction G associant a tout NUPN N = (P, T, F, My, U, ug, C, unité) un
graphe orienté et étiqueté (V) E, ¢) tel que :

v puruu

— E¥Fu {(p,unité (p)) € P x U}y U{(uy,us) € U x U | uy € sous-unités (uz)}

siv € M,y alors 0
def | sive P\ My alors 1
Vo eVie(v) = siv €T alors 2
siv e U alors 3

Dans le graphe, les étiquettes permettent de distinguer trois types de sommets (P, T et U)
et de reconnaitre ceux correspondant a des places initiales. Les arcs du graphe permettent
de décrire les arcs du réseau de Petri sous-jacent, association des places vers les unités et
I’arbre des unités.

On montre facilement que les NUPN N et N’ sont isomorphes ssi les graphes orientés et
étiquetés G(N) et G(N’) sont isomorphes. O

Ces trois propositions ci-dessus (combinées au fait que probléme d’isomorphisme de graphes
orientés et étiquetés est de méme complexité théorique que le probléme d’isomorphisme de
graphes non-orientés et non-étiquetés [Mil79] [BC79]) permettent de mettre en évidence que
les problémes suivants sont, d'un point de vue théorique, équivalents : (i) I'isomorphisme de
réseaux de Petri; (ii) I'isomorphisme de NUPN; (iii) et I'isomorphisme de graphes étiquetés
(ou non) et orientés (ou non).

Maintenant que nous avons établi que I'isomorphisme de NUPN et que l'isomorphisme
de réseaux de Petri sont deux problémes équivalents a celui de I'isomorphisme de graphes
(c.-a~d. GI-complets, GI faisant référence a la classe de complexité « Graph Isomorphism »),
remarquons que le meilleur algorithme connu a I’heure actuelle pour I'isomorphisme de
graphes présente un coiit en temps quasi-polynomial [Bab16, Bab19]. Mais, a notre connais-
sance, les outils disponibles ont tous un coiit en temps exponentiel dans le pire des cas
[JKO7] [Gre09] [KSM12] [LCA13] [MP14].

Nous allons maintenant présenter quatre approches pour la détection de I'isomorphisme
ou du non-isomorphisme de NUPN. Ces approches, concues pour les NUPN, englobent les
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réseaux de Petri en tant que cas particulier, a savoir en tant que NUPN triviaux.

4.5 Signatures de réseaux

La premiere approche repose sur l'idée de signature de réseaux, puisant ses fondements
dans les notions de signatures, d’empreintes, et de fonctions de hachage.

Définition 4.9 Une signature de réseau (ou en abrégé, signature) est une fonction sig
définie sur les NUPN, telle que, pour deux réseauz quelconques N et N', si N et N' sont

isomorphes, alors sig (N) o sig(N').

En pratique, la contraposition de cette expression est utilisée : deux réseaux ayant des
signatures différentes ne sont pas isomorphes. La réciproque de cette expression est fausse :
deux réseaux ayant la méme signature ne sont pas nécessairement isomorphes (il peut
subsister un risque de collision de leurs signatures). Conséquemment, il n’est pas souhaitable
de considérer deux réseaux isomorphes par la seule comparaison de leurs signatures.

Proposition 4.5 Sisig est une signature, alors pour tout réseau N et pour toute permuta-
tion 7, de places, de transitions ou d’unités, (sigom,) (IN) = sig(N).

Pour étre effective (c.-a-d. pour permettre la discrimination d’autant de réseaux que possible),
une signature doit étre suffisamment exhaustive pour couvrir une grande partie (voire la
quasi-totalité) des informations invariantes par permutations, mais elle doit également se
montrer suffisamment rapide a calculer. Dans ce qui suit, nous proposons une fonction sig
définie sur les NUPN.

Définition 4.10 Soit N = (P, T, F, My, U, ug, C, unité) un NUPN. Nous définissons sig (IN)
comme étant un 32-uplet, de taille fixe, constitué de nombres naturels ou d’n-uplets de
nombres naturels calculés sur N. Les constituants de cet ensemble se classent en trois
parties : les éléments reposant sur les places, les éléments reposant sur les transitions, et les
éléments reposant sur les unités de N. Ces parties, respectivement notées (hq,...), (ki,...)
et (l,...), sont décrites dans les définitions /.10, 4.17 et /.18, ci-dessous.

4.5.1 Multi-ensembles et fonctions de hachage

Cette sous-section présente des notions essentielles pour la suite de cette section, a savoir
les notions de multi-ensembles, (qui sont notés { ... [} pour les distinguer des ensembles
(normaux), notés {...}), de fonctions de hachage, ainsi que le type D.

Soit N = (P, T, F, My, U, up, C, unité ) un NUPN : deux exemples de multi-ensembles sont
{|°t] | t € T[ et { hauteur(u) | u € U|}. Pour vérifier I’égalité de ces multi-ensembles,
dont les dimensions peuvent étre fixes ou variables, nous adoptons une approche reposant
sur le hachage, qui convertit chaque multi-ensemble en une structure de type D (de taille
fixe), de sorte que I’égalité de deux multi-ensembles implique ’égalité des deux champs D
correspondants. La fonction de hachage choisie n’est donc pas censée étre parfaite (il peut
y avoir des collisions de hachage).
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Cependant, il est souhaitable que cette fonction renvoie un résultat indépendant de 1'ordre
des éléments (les multi-ensembles ne sont pas ordonnés). Une solution simple consisterait a
trier les éléments d'un multi-ensemble et a les concaténer pour former une chaine de bits,
sur laquelle une fonction de hachage standard (cryptographique ou non) serait appliquée.
Cependant, cette approche est lente (au moins en raison du tri) et produit un résultat ne
pouvant pas étre compris par les humains. Nous adoptons donc une approche alternative
basée sur la définition suivante.

Définition 4.11 Concernant les fonctions de hachage, nous définissons :

— le type D LIN5 est un 5-uplet d’entiers naturels ;

— les €léments de tout 5- uplet d € D sont dénommés ainsi : d.card < d[1], d.min o d[2],

d.max & d[3], d.sum = d[4] et d.prod & dfd] ;
— H : (N = N) — D est une fonction de hachage, définie sur les multi-ensembles

d’entiers naturels, telle que’
def

H(M). card = erdomM M(x),

H(M).min & m|n (domyy),

H(M).max % max (domyy),

H(M).sum & 5 Y pedom,, M(z) X z,

H(M). prod % si domy, # @ alors (I,edom,, (2 x z+2 654 435 769)M(*)) /2 sinon 1 ;
— M : (D — N) — D est une fonction de « hachage de hachages », définie sur les

multi-ensembles de D, telle que :

M(M).card o Y edom,, M (z) X x.card,

M(M).min < min ({x.min | x € domy,}),
M(M).max % max ({z.max | # € domyy}),
def

M(M).sum = 3 _qom,, M(z) X z.sum,
M(M).prod ¥ si dom,; # @ alors (Il edom,, (2 x z.prod + 1)M@)) /2 sinon 1.

La fonction H traite les multi-ensembles d’entiers naturels, tandis que la fonction M, traite
les multi-ensembles de D a un niveau supérieur (« hachage de hachages »). Toutes les
opérations impliquées dans FH et M étant commutatives et associatives, nul besoin de
procéder a un tri préliminaire des multi-ensembles d’entrée : les deux fonctions peuvent étre
calculées par induction sur la taille n de leurs entrées En pratique, les champs du type D
sont implantés en utilisant des entiers. machine, de sorte que tous les calculs arithmétiques
sont effectués modulo, par exemple, 232 ou 2%4. Tous les constituants du type D, & I'exception
notable de prod, sont lisibles par les humains et expriment des propriétés signifiantes du
multi-ensemble correspondant. En revanche, prod utilise une forme de hachage multiplicatif >
visant a améliorer la dispersion pour les grands multi-ensembles.

1. En particulier, nous avons : #({ [}) = H(z — 0) = (0, +00, —00,0, 1).
2. stackoverflow.com/questions/1536393/good-hash-function-for-permutations/1537189#1537189
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Chaque facteur de prod étant impair, leurs produits ne peuvent jamais s’annuler, y compris
en arithmétique modulaire ; en conséquence, leur bit de poids faible étant toujours égal a
un, il est systématiquement éliminé par une division par deux. Ceci permet de gagner, avec
une représentation bornée des nombres entiers, un bit de poids fort.

4.5.2 Attributs pour les places et les transitions

La définition de la fonction de signature repose sur divers attributs calculés pour chaque place
et chaque transition du réseau. Ces attributs contiennent des informations qui permettent
de différencier les places entres elles et les transitions entre elles. De prime abord, toutes les
places se ressemblent (sauf celles du marquage initial), mais celles-ci peuvent étre distinguées
a l'aide d’informations locales (par exemple, le nombre d’arcs et de transitions qui leurs
sont connectés) ainsi que d’informations globales (par exemple, leurs distances par rapport
a d’autres places, notoires : places initiales, places puits, et ainsi de suite.)

Définition 4.12 Soit N = (P, T,F, My, U, up,C,unité) un NUPN. Un ensemble
de places pg,...,p, et un ensemble de transitions ti,...,t, sont dits d’étre une
chaine de longueur n depuis py vers p, ssi Vi € {1:n}, (pi_1.t:) € F A (t;,p;) € F. Etant
donné deux places p et p', la distance de p a p’' est définie comme la longueur de la plus
courte chaine possible allant de p a p' ; s’il n’existe pas de telle chaine, cette distance est
égale a |P|+1°.

Définition 4.13 A chaque place p, les trois attributs entiers suivants sont associés :

— distancel (p) est définie comme étant la distance minimale de p a toute place du
marquage initial My ;
— distance2 (p) est définie comme étant la distance minimale de toute place du marquage
imitial My a p;
— distance3 (p) est définie comme étant la distance minimale de p a toute place puits
(c.-a-d., toute place p' telle que p'* = &).
Définition 4.14 A chaque transition t, les trois attributs booléens et les sixz attributs de
type D suivants sont associés :

def |o

— décroissante (t) = [*t| > |t*| ;
— conservatrice () oo |°t| = |t°| ;
— croissante () Lo |*t] < |t°|;

— pour i allant de un d trois : distance_d'entrée i(t) o H({| distancei(p) | p € *t|});

— pour i allant de un a trois - distance_de_sortiei(t) % 7 ({ distancei(p) | p € t*[}).

Nous pouvons constater que les prédicats booléens « décroissante », « conservatrice » et
« croissante » forment en réalité une partition des transitions du réseau : ils sont mu-

3. La valeur |P| + 1 est & considérer comme une valeur infinie.
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tuellement exclusifs et leur somme est égale au nombre de transitions. De plus, pour
tout ¢ allant de un a trois et pour toute transition ¢, distance_d'entréei(t).card = |*¢]
et distance_de_sortiei(t).card = |¢°|.

Définition 4.15 A chaque place p sont associés sept attributs de type entiers naturels et
seize attributs de type D :

nb_de_boucles (p) o I*pNp°|;

nb_de_ transitions_d'entrée_décroissantes (p ) |{t € *p | décroissante(t)}| ;

nb_de_ transitions_d’entrée_conservatrices (p) |{t € *p | conservatrice(t)}| ;
nb_de_ transitions_d’entrée_croissantes (p) o |{t € *p | croissante(t) }| ;
nb_de_transitions_de_sortie_décroissantes (p) < |{t € p*® | décroissante(t)}| ;

nb_de_ transitions_de_sortie_conservatrices (p) of |{t € p* | conservatrice(t)}| ;
nb_de_transitions_de_sortie croissantes( )dEf [{t € p* | croissante(t)}| ;
nb_de_places_d'entrée_pred (p ) HA |t |t e pl});
nb_de_places_de_sortie_pred (p ) e HA{ |t |tepl});
nb_de_places_d'entrée_succ (p) < HAL |t [tepl});

nb_de_places_de_sortie_succ (p) % HA |t [tepl});
pour t allant de un a trois :

def

distance_d'entrée_predi(p)
def A

M({| distance_d'entréei(t) |t € *p[}) et
distance_de_sortie_predi(p) = M ({ distance_de_sortiei(t) | t € *p|}) ;

pour i allant de un a trois :

distance_d’entrée_succi(p) & M({ distance_d'entréei(t) | t € p*[})

distance_de_sortie_succi(p) % M ({ distance_de_sortiei(t) | t € p*[}).

Notons F~(p) = o (T x {p}) N F les arcs entrant vers p et F'*(p) o ({p} x T)N F les arcs
sortant de p. Pour toute place p et pour ¢ allant de un a trois, nous avons :

— |F~(p)| = nb_de_places_d’entrée_predi(p).card

nb_de_ places_de_sortie_pred i(p).card

= nb_de_transitions_d'entrée_décroissantes (p) +
nb_de_ transitions_d'entrée_conservatrices (p) +
nb_de_ transitions_d'entrée_croissantes (p) ;
nb_de_places_d'entrée_succi(p).card

nb_de_ places_de_sortie_succi(p).card

= nb_de_transitions_de_sortie_décroissantes (p) +
nb_de_transitions_de_sortie_conservatrices (p) +
nb_de_transitions_de_sortie_ croissantes (p) ;

[F7(p)]

— distance_d'entrée_pred i(p).card = nb_de_places_d'entrée_pred (p).sum;
— distance_de_sortie_pred i(p).card = nb_de_ places_de_sortie_pred (p).sum;
— distance_d'entrée_succi(p).card = nb_de_places_d'entrée_succ (p).sum;
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— distance_de_sortie_succi(p).card = nb_de_ places_de_ sortie_succ (p).sum.

4.5.3 Part de la signature fondée sur les places

La premiere partie de notre fonction de signature concerne les places et est définie comme
indiqué ci-apres.
Définition 4.16 Soit N = (P, T, F, My, U, uy, C, unité) un NUPN. Dans la définition 4.10,
la partie reposant sur les places de la fonction sig (N) est un 16-uplet (hq, ..., hig) constitué
de nombres naturels ou de valeurs de type D calculées sur N, tel que :

def

hi = |P|, autrement dit, le nombre de places ;
hy < 74({ distancel (p) | p € P|}) ;
— hsy 74 ({ distance2 (p) | p € P|}) ;
— hy & 74({ distance3 (p) | p € P|}) ;
s H({ nb_boucles(p) | p € P});
6 < 7({ nb_de_transitions_d'entrée_décroissantes (p) | p € P[}) ;
é 7-[({] nb_de_transitions_d'entrée_conservatrices (p) | p € P[}) ;
— h8 ! 24 ({ nb_de_transitions_d'entrée_croissantes (p) | p € P[})* ;
— hy % #({ nb_de_transitions_de_sortie_décroissantes (p) | p € P |}) :

— ho ¥ H({| nb_de_transitions_de_ sortie_conservatrices (p) | p € P[}) ;
— h ¥ H({ nb_de_transitions_de_ sortie_croissantes (p) | p € P[})”;
his < 9 H{ c2(I*pl, |p*]) | p € P}), ot ca : N x N — N est une bijection réalisant
une fonction de couplage ;
his & M M ({ nb_de_places_d'entrée_pred (p) | p € P[});
hia & M({ nb_de_places_de_sortie_pred (p) | p € P |}) ;
his < M({ nb_de_places_d'entrée_succ (p) | p € P|}) ;
— hig & M({ nb_de_places_de_sortie_succ (p) | p € P[}).
Les composants suivants sont exclus de la partie de la signature basée sur les places : ho.card,
hs.card, ..., his.card (puisque tous égauzx d hy); hig.card et hyy.card (qui sont égaux a |F~|);

hys.card et hyg.card (qui sont égauz a |FT|); et hia.sum (qui est une combinaison linéaire
de hg.sum, ..., hy;.sum).

4.5.4 Part de la signature fondée sur les transitions

La seconde partie de notre fonction de signature concerne les transitions et est définie
comme indiqué ci-apres.

4. A noter que : hg.sum + hy.sum + hg.sum = |E~).
5. A noter que : hg.sum + hyg.sum + hi1.sum = |FT.
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Définition 4.17 Soit N = (P, T, F, My, U, ug, C, unité) un NUPN. Dans la définition 4.10,
la partie reposant sur les transitions de la fonction sig (N) est un triplet (kq, ko, k3) constitué
de nombres naturels ou de valeurs de type D calculées sur N, tel que :

Y |T|, c.-a-d., le nombre de transitions ;

— ke EH{ |t | teT]);
— AR teT]).

Les éléments suivants sont exclus de la partie liée au transitions de la signature : ky.card
et ks.card (car égauzx d ki) ; ko.sum (égal a |F*|, c.-a-d. d hg.sum + hig.sum + hy.sum); et
ks.sum (égal a |F~|, c.-a-d. d hg.sum + hy.sum + hg.sum ).

4.5.5 Part de la signature fondée sur les unités

La troisieme partie de notre fonction de signature concerne les unités et est définie comme
indiqué ci-apres.
Définition 4.18 Soit N = (P, T, F, My, U, ug, C, unité) un NUPN. Dans la définition 4.10,
la partie reposant sur les unités de la fonction sig (N) est un 13-uplet (11, ..., l13), constitué
de nombres naturels ou de valeurs de type D calculées sur N, tel que :
YA
— LEH
= H({ |sous-unités*(u)| | u € U [}) ;
= H({ Iplaces (u)| |u € U});

(
(
(
= H({ Iplaces™(u)| |u € U });
(
(
(
(

|U|, c.-a-d., le nombre d’unités ;
{ |sous-unités (u)| |u € U }) ;

= H({ |places (u) N M| |u € U});

H({| |places*(u) N M| |u e U});

'H { profondeur (u) |u € U [});

— l9 = H({ hauteur (u) |u € U });

— ho = H({ largeur (w) |u € U [)°.

— I ¥ H({entrée (u) | u € U}), ou entrée (u) % 5, cp|*t N places (u)] ;
9 ({ sortie (u) | uw € U}), ot sortie (u) & S,cp|t* N places (u)| ;

— 2 =
T H({ c11 (|sous-unités (u)|, |sous-unités*(u)|, |places (u)|, |places*(u)|, |places (u) N
Moy, |places*(u) N M|, profondeur (u), hauteur (u), largeur (u), entrée (u), sortie (u) [},
ot c1; : NY' — N est une fonction de couplage généralisée.
Les composants suivants sont exclus de la partie de la signature basée sur les unités car
leur présence serait redondante : ly.card = l1, ls.min = 0, ly.sum = [; — 1, [3.card = [y,
l3.min =0, [3.max = [y — 1, ly.card = [y, ly.sum = |P|, l5.card = [y, lg.card = [y, lg.min < 1

6. A noter que [10.max = largeur (ug)
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et lg.max < 1 si N est unit-sauf, l;.card = Iy, lz.min < 1 si N est unit-sauf, l;.max = | My,
lg.card = [, lg.min = 0, lg.card = [y, lg.min = 1, lg.max = Ilg.max + 1, [yg.card = [y,
lip-min = 1, ly;.card = [y, ljp.card = Iy, l13.card = Iy, ly1.sum = |F'F| et ljp.sum = |F~|.

4.6 Canonisation de réseaux

La seconde approche repose sur l'idée de canonisation de réseaux, puisant ses racines dans
la notion de « forme normale ».

Définition 4.19 Une canonisation de réseaux (o, en abrégé, canonisation) est une fonc-
tion can définie sur les NUPN, telle que si deuz réseaux N et N' vérifient can (N) = can(NN’),
alors N et N’ sont isomorphes.

Nous souhaitons que cette approche pour la canonisation de réseaux soit efficiente : I'objectif
est d’étre a méme d’identifier un maximum de réseaux isomorphes, avec des temps de calcul
raisonnables. C’est pourquoi 'implication réciproque de la définition 4.19 n’est pas requise :
deux réseaux isomorphes n’ont pas nécessairement la méme image par canonisation.

Dans ce qui suit, nous proposons une fonction particuliere, intitulée can, définie sur les
NUPN et produisant des NUPN. Les attributs des définitions 4.13 a 4.15, représentant des
informations concretes sur les réseaux et lisibles par des étres humains, seront réutilisés
pour définir trois permutations successives d’'unités, de places et de transitions. La fonction
can est alors caractérisée par ’application successive de ces trois permutations; les unités
sont permutées en premier, car dans un NUPN non-trivial, il y a moins d’unités que de
places (dans un NUPN trivial, |P| < |U| < |P| + 1); les transitions sont permutées en
dernier, car il y a d’ordinaire davantage de transitions que de places dans un réseau.

Définition 4.20 Soit un NUPN N = (P, T, F, My, U, ug, C, unité).

— Soit myn) : U — U un automorphisme désignant une permutation des unités de N ;
la définition précise de myn) est donnée ci-apres dans la définition 4.22 ;

— soit mpny ¢ P — P un automorphisme désignant une permutation des places de N ;
la définition précise de wpyn| est donnée ci-apres dans la définition 4.25 ;

— soit TNy 2 T — T un automorphisme désignant une permutation des transitions de
N ; la définition précise de mrin) est donnée ci-apres dans la définition /.27,

Finalement, nous définissons la fonction de canonisation, intitulée can, par la composition

suivante : can (N) o (7Trvy © Tpiv] © o) (N). Dit autrement, il s’agit du NUPN obtenu
suite aur permutations successives des unités selon myny, puis des places selon mpn) et
enfin des transitions selon Trn.

4.6.1 Classement et tri des unités

La fonction myy) de permutation des unités, mentionnée au sein de la définition 4.20 est
définie ci-dessous.
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Définition 4.21 Soit un NUPN N =

35-uplet m (u) o (mq(w),...,

valeurs de type D calculées sur N, tel que :

(
(u) <
m(u) < [places ()] ;
ma(u) & |places (u) N M| ;
ms(u) & |sous-unités* (u)| ;
me(u) = |places™(u)| ;
mz(u) & |places™(u) N My ;
mg(u) o hauteur (u) ;
mg(u) o largeur (u) ;
mao(u) % #({| distancel (p) | p € places (uv) [}) ;
ma(u) % H({ distance2 (p) | p € places (uv) [}) ;
mia(u) of H({ distance3 (p) | p € places (u) [}) ;
mas(u) of H({ nb_boucles (p) | p € places (u) [}) ;
mag(u) o H({] nb_de__transitions_d'entrée_décroissantes (p) | p € places (u) [}) ;
mas(u) o 1 ({| nb_de_transitions_d'entrée_conservatrices (p) | p € places (u) [}) ;
mag(u) o H({| nb_de_transitions_d'entrée_croissantes (p) | p € places (u) [}) ;
mar(u) o H({| nb_de_transitions_de_ sortie_décroissantes (p) | p € places (u) [}) ;
mag(u) o H({| nb_de_transitions_de_sortie_conservatrices (p) | p € places (u) [}) ;
mag(u) o H({| nb_de_transitions_de_ sortie_ croissantes (p) | p € places (u) [}) ;
mao(u) % M({ nb_de_places_d'entrée_pred (p) | p € places (u) [}) ;
Moy (u) % M({ nb_de_places_de_sortie_pred (p) | p € places () [}) ;
man(u) % M({ nb_de_places_d'entrée_succ (p) | p € places (u) [}) ;
mas(u) % M({ nb_de_places_de_sortie_succ (p) | p € places (u) [}) ;
moa(u) % M ({] distance_d'entrée_pred 1 (p) | p € places (u) [}) ;
Mo (u) o M ({| distance_de_sortie_pred 1 (p) | p € places (u) |}) ;
Mg (1) of M ({| distance_d’entrée_succl (p) | p € places (u) |}) ;
mar(u) o M ({ distance_de_sortie_succl (p) | p € places (u) |}) ;
mas(u) o M ({ distance_d’entrée_pred 2 (p) | p € places (u) |}) ;
miag(u) & M ({] distance_de_sortie_pred 2 (p) | p € places (u) }) ;
mgo(u) o M ({ distance_d’entrée_succ2 (p) | p € places (u) |}) ;
magy (u) o M ({ distance_de_sortie_succ2 (p) | p € places (u) |}) ;
msa(u) % M ({] distance_d'entrée_pred 3 (p) | p € places (u) |}) ;

|sous- umtes( )|

(P, T, F, My,U, ug, C, unité). Pour toute unité u,
mss(u)) est construit, constitué de nombres naturels ou de

un
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o

— mg3(u) Lot M ({| distance_de_sortie_pred 3 (p) | p € places (u) [}) ;

€

— may(u) = M({ distance_d'entrée_succ 3 (p) | p € places (u) [}) ;

— mas(u) o M ({ distance_de_sortie_succ 3 (p) | p € places (u) [}).

o
=

Les composants suivants sont exclus de m (u) : myo(u).card, my(u).card, mqg(u).card
(puisque tous égaux a ms(u)); mao(u).card et moi(u).card (égaur a m14( ).sum +
mys(u).sum—+myg(u).sum) ; mog(u).card et mog(u).card (égaux d myz(u).sum-+myg(u).sum-+
mig(u).sum); mog(u).card, mag(u).card et mgo(u).card (égauzr a maog(u).sum); mos(u).card,
mag(u).card et mgz(u).card (égaux a mop(u).sum); mog(u).card, mso(u).card et msy(u).card
(égaux d mas(u).sum); et mor(u).card, mgy(u).card et mss(u).card (égaux a moz(u).sum).

Il convient de souligner que les éléments des n-uplets m ne dépendent ni de 'ordre des
unités, ni de 'ordre des places, ni de 'ordre des transitions.

Définition 4.22 Soit un NUPN N = (P, T, F, My, U, uy, C, unité). La fonction myn) de la
définition 4.20 est définie comme étant toute permutation my : U — U, telle que :
— Yu,u' € U, (m(u) 2 m(u)) = (# (rv(w) < # (my(v))), avec = la relation dési-
gnant ’ordre lexicographique des n-uplets ;
— Vu,u' € U, (m(u) =m (u)) A (# (u) < # W) = (# (ro(u)) < # (mu(u))).

Autrement dit, my réalise un tri stable des unités de U par ordre croissant selon u— m (u).

4.6.2 Classement et tri des places

La fonction mp[y) de permutation des places, mentionnée au sein de la définition 4.20 est
définie ci-dessous.

Définition 4.23 Soit un NUPN N = (P, T, F, My, U, ug, Z, unité). Pour toute place p, un

27-uplet n (p) o (n1(p), ..., nor(p)) est construit, constitué de nombres naturels, de valeurs
de type D, ou de vecteurs, calculées sur N, tel que :

— m(p) dfm(unité (p)) ;

— ny(p) & distancel (p) ;

— ns(p) o distance2 (p) ;

— ny(p) 'y distance3 (p) ;

— ns(p) & nb_boucles (p) ;

— ng(p) % nb_de_transitions_d'entrée_décroissantes (p);
— nq(p) 4 nb_de_transitions_d'entrée_conservatrices (p);
— ng(p) % nb_de_transitions_d'entrée_croissantes (p);

— ngo(p) o nb_de_ transitions_de_sortie_décroissantes (p) ;
— O(p)dé nb_de_transitions_de_sortie_conservatrices (p) ;
— ny1(p) % nb_de_transitions_de_sortie_croissantes (p) ;
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— na(p nb_de_places_d'entrée_pred (p) ;
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(p)
(
(
(
(
(
(

— ngg(p) = distance_d'entrée_pred 2 (p) ;

|
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21(p) = dlstance de_sortie_pred 2 (p) ;

p
2s(p) & distance_de_sortie _succ?2(p);

|
3

2 (p) & distance_d'entrée _succ2(p);

|
3

21(p) & distance_d'entrée _pred3(p);

|
3

— nas(p) ¥ distance_de_sortie_pred 3 (p) ;

— nag(p) ¥ distance_d'entrée _succ3(p);

— naz(p) o dlstance_de_sortle_succ3( ).

Les composants suivants sont exclus de n(p) : nya(p).card et nyz(p).card (puisque tous
égauz a ng(p) +n7(p) +ns(p)) ; n1a(p).card et nys(p).card (égaux d ng(p) + nio(p) +n11(p));
nig(p).card, noo(p).card et noy(p).card (égauzr da nyz(p).sum); niz(p).card, noi(p).card
et nos(p).card (égauxr d miz(p).sum); nig(p).card, nos(p).card et nog(p).card (égaux d
ni4(p).sum) ; et enfin nig(p).card, nag(p).card et nyz(p).card (égauz d nqs(p).sum).

Il est important de préciser que les attributs des n-uplets n ne dépendent ni de 'ordre des
unités, ni de l'ordre des places, ni de 'ordre des transitions du réseau.

Dans le format de fichier NUPN (voir la section 3.6), I’ensemble des places locales d'une
unité doit former un intervalle, cette contrainte se traduisant pour toutes bijections des
unités my et des places mp sous la forme de I’équation suivante : Vpy,ps € P, (7p (p1) <
7p (p2)) < (mv (unité (7p (p1))) < 7o (unité (Tp (p2))))-

Puisque dans la définition 4.20, nous appliquons au préalable une permutation des unités,
avant d’appliquer une permutation des places, nous ne pouvons pas utiliser (en 1’état) n
pour définir la fonction mp. Nous construisons alors de nouveaux n-uplets  préservant
I'ordre déja appliqué sur les transitions.

Définition 4.24 Soit un NUPN N = (P, T, F, My, U, ug, C, unité). Pour toute place p, un
2-uplet 7 (p) o (# (unité (p)),n (p)) est construit.

Le seul attribut de m dépendant de I'ordre des unités est 7[1], et nous avons bien : pour
toute paire de places p; et po, (my (unité (p1)) < 7y (unité (p2))) = (T (p1) < 7 (p2)). Notons
par ailleurs que (n (p1) < n(p2)) = (7 (p1) <7 (p2)) et que (W(p1) <7 (p2)) = (n(p1) <

n (p2)).
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Définition 4.25 Soit un NUPN N = (P, T, F, My, U, uo,C, unité). La fonction wpn) de la
définition 4.20 est définie comme étant toute permutation mp : P — P, telle que :
— Vp,p' € P,(n(p) 2n(p)) = (# (wp(p)) < # (7p(p))), avec X la relation désignant
l’ordre lexicographique des n-uplets ;
— Vp,p € P(n(p) =n(p)) A # (p) <# 1)) = (# (mp(p)) < # (7p(1))).

Ainsi définie, wp réalise un tri stable des places de P par ordre croissant selon p — 7 (p).

4.6.3 Classement et tri des transitions

La fonction 77(y) de permutation des transitions, mentionnée au sein de la définition 4.20
est définie ci-dessous.
Définition 4.26 Soit un NUPN N = (P, T, F, My, U, ug, C, unité). Pour toute transition t,

un 2-uplet o (t) o (01(t), 02(t)) est construit, constitué de nombres naturels ou de valeurs

de type D calculées sur N, tel que :

— o1(t) CH({ #p | pet])), en remarquant que o(t).card = [*] ;

— 0y(t) Y H({ #p | p € t*]}), en remarquant que os(t).card = |¢°].

Précisons que le classement et le tri des transitions repose entierement sur ’ordre des places
(et a fortiori des unités), qui ont déja été permutées. D’ou la taille réduite des n-uplets o.
Définition 4.27 Soit un NUPN N = (P, T, F, My, U, ug, C,unité). La fonction mrin) de la
définition 4.20 est définie comme étant toute permutation mp T — T, telle que :

— Vt,t' € T)(o(t) 2 0(t)) = (# (mp(t)) < # (wr(t'))), avec < la relation désignant

["ordre lexicographique des n-uplets ;

— Vt,t" €T, (o(t) =o(t) A (1) < # () = (# (7r(t)) < # (7r(t))).
En d’autres termes, wr réalise un tri stable des transitions de T' par ordre croissant selon
t—o(t).

4.6.4 Unicité de la canonisation

Lorsqu’un réseau possede, indépendamment de toute permutation préalable de ses unités,
places et transitions, une unique forme canonique, alors il est non-isomorphe avec tout
réseau ayant une forme canonique distincte. La proposition suivante caractérise un ensemble
de réseaux ayant une canonisation unique.

Proposition 4.6 Soit N un NUPN tel que N = (P, T, F, My, U, uy, C,unité). Si nous
avons |{m (u) | w € U} = |U| (voir la définition /.21), |{m (p) | p € P} = |P| (voir la
définition 4.24) et |{o(t) |t € T} = |T| (voir la définition 4.20), alors il y a unicité de la
canonisation du réseau N : pour toutes permutations m,, d’unités, de places ou de transitions,
(cano7,) (N) = can(N).

En pratique, nous n’avons pas besoin d’un résultat aussi fort pour montrer que deux réseaux
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canonisés ne sont pas isomorphes : il suffit de comparer les n-uplets associés aux unités et
aux places des deux réseaux canonisés, comme le montre la proposition ci-dessous.

Proposition 4.7 Soient N et N’ deux NUPN, tels que N = (P, T, F, My, U, ug, C, unité),
N = (P,T' F' M}, U uy, = unité’), avec sig(N) = sig(N') et can(N) # can(N'). Si
nous avons {{n(p) |p € P} #{{n®) | p € P'|}, alors les réseaux N et N’ ne sont pas
isomorphes.

Cette proposition réalise en fait une seconde signature, en réutilisant les résultats de la
canonisation a moindre cofit. Notons ’absence des n-uplets m et o, qui sont subsumés par
les informations contenues dans sig et n.

4.7 Réduction en termes d’isomorphisme de graphes

La troisieme approche est vouée aux exemples complexes ne pouvant étre prouvés isomorphes
ou non-isomorphes a l'aide des signatures et des canonisations de NUPN. Elle exprime
I'isomorphisme des NUPN en termes d’isomorphisme de graphes, un probleme pour lequel
des outils logiciels sont disponibles, notamment Briss [JK07], NisHE [Gre09], SAuCY
[KSM12], CoNnauTO [LCA13], NAUTY [MP14] et TRACES [MP14].

Le schéma de traduction proposé par la preuve de la proposition 4.4 permet certes d’exprimer
succinctement le probleme d’isomorphisme de NUPN en termes d’isomorphisme de graphes,
mais n’est pas efficace, en particulier pour les NUPN possédant un arbre des unités (U, J)
profond ou large, ce qui inclut notamment, mais pas exclusivement, les NUPN hiérarchiques
et les NUPN triviaux.

Nous avons congu cing schémas de réduction différents du probleme de I'isomorphisme de
NUPN en isomorphisme de graphes, avec des boucles ou non, des arcs orientés ou non,
des étiquettes ou non. Ces réductions produisent toutes, dans le pire des cas, des graphes
de taille linéaire ou quadratique par rapport aux NUPN en entrée et sont de complexité
équivalente d’un point de vue théorique. Nous présentons ci-apres la traduction produisant
les meilleurs résultats en pratique avec ’outil choisi.

Définition 4.28 Soit N = (P, T, F, My, U, ug, C, unité) un NUPN. La fonction G associe

a N un graphe étiqueté G (N) of (V,E,c), ou :

1. L’ensemble V' des sommets est défini comme suit :

— V' contient un sommet vg ;

— pour toute p € P, V' contient deux sommets notés v, et vl’) ;

— pour toute t € T, V' contient un sommet noté vy ;

— tous les sommets susmentionnés sont distincts, ainsi |V| =2 |P|+ |T| + 1.
2. L’ensemble des arétes E est défini comme suit :

— pour toute p € P, FE posséde une aréte {Up, v}’,} exprimant que v, et v;, sont tous
deuz en lien avec la méme place p ;



72 Chapitre 4. Equivalence de NUPN

— pour toute p € My, E posséde une aréte {uvy, U;,} exprimant que p est une place du
marquage initial ;

— pour tout arc d’entrée (t,p) € F'N (P x1T), E posséde une aréte {v,, v} le
représentant ;

— pour tout arc de sortie (t,p) € F N (T x P), E posséde une aréte {vy,v,} le
représentant ;

— pour toute p € places (ug), E posséde une aréte {vy,v,} exprimant que p est une
place de l'unité racine, si tel est le cas, ug n’est pas vide;

— pour toute paire (p1,ps) € P? telle que unité (p;) € (sous-unités o unité) (ps), F
posséde une aréte {v,,, vy, }, exprimant le fait que py et ps sont les places locales
d’unités directement en relation mére-fille.

3. La fonction d’étiquetage c est définie comme suit :

— C(’UQ):O,'

— pour toute p € P, c(v,) o x4 (n(p)) +1; — woir la def. 4.23 pour p — n(p)

— pour toute p € P, c(v)) def

c (Up) + 1 ;
— pour toute t € T, ¢ (v;) % max ({c (v,) | peP})+1.

La figure 4.1 présente un NUPN (& gauche) et son graphe étiqueté (a droite) correspondant,
produit par application de la fonction G (voir la définition 4.28).

FIGURE 4.1 — Un NUPN N (a gauche) et son graphe G (N) correspondant (a droite)

La proposition suivante énonce quelques propriétés utiles de la fonction G.

Proposition 4.8 Soit un NUPN N et son graphe correspondant G (N). Nous définissons
quatre « types » de sommets Vo, Vp, V} et Vi, qui correspondent respectivement a {vo},
{v,Ip€ P}, {v, |p€ P} et {v, |t € T}. Le graphe possede les propriétés suivantes :



4.7. Réduction en termes d’isomorphisme de graphes 73

(i) G(N) ne posséde pas de boucle et ses arcs ne sont pas orientés ;

(ii) le sommet appartenant a Vi est unique et ne peut étre relié qu’a des sommets de
Vp U VF/> 5

(iii) les sommets Vp peuvent étre reliés auxr sommets de V = Vo U Vp UV, U Vp;
(iv) les sommets Vi, ne peuvent étre reliés qu’a des sommets de Vo U Vp U Vi ;
(v) les sommets Vi ne peuvent étre reliés qu’a des sommets de Vp UV} ;

(vi) lorsque N est un NUPN trivial, aucune paire de sommets de Vp ne peuvent étre reliés
par une aréte, le graphe G (N) est ainsi quadriparti ;

(vit) lorsque N est un NUPN trivial ayant une unité racine vide, G (IN) ne contient aucune
aréte relative aux unités;

(viii) Uétiquetage des sommets de G(N) est invariant des permutations des unités, des
places et des transitions de N ;

(iz) pour toute p € P et toutt € T', nous avons 0 = c(vo) < c(v,) < c(v,) < c(vy);

(x) pour toutes p1,ps € P telles que (profondeur o unité) (p;) < (profondeur o unité) (ps),
nous avons ¢ (vp,) < c (v, ) < c(vp,) < c(v,) (Uattribution initiale des étiquettes des
sommets de Vp et V), se faisant par ordre lexicographique suivant p — n (p) ; elle se
fait également par ordre lezicographique suivant profondeur o unité).

Les graphes produits par la fonction G sont traités par des outils d’isomorphisme de graphes.
Plutot que de décider directement de I'isomorphisme de deux graphes en entrée, certains
outils (notamment Briss [JK07], NisHE [Gre09], NAuTY [MP14] et TRACES [MP14])
peuvent prendre en entrée un graphe, classer les sommets de celui-ci selon un ordre invariant
de toute permutation préalables de ses sommets, afin de produire en sortie un graphe dit
canonique. Conséquemment, déterminer si deux graphes sont isomorphes (ou non) revient
a vérifier si leurs graphes canoniques sont identiques (ou distincts). Traiter les graphes
individuellement plutot que par paires permet d’obtenir un cofit linéaire en fonction du
nombre de graphes, plutot que quadratique : nous optons pour la canonisation de graphes.

Définition 4.29 Un outil de canonisation de graphes est une fonction iso, prenant en
entrée un graphe étiqueté G = (V, E,c) et produisant en sortie un graphe (non-étiqueté)
isog (G) = (V', E') et une fonction bijective iso, (G) : V — V', tels que :

— E' = {{iso, (G) (v1),is0; (G) (ve)} | {v1,v2} € E};
— V’Ul, Vg € ‘/, c (’Ul) <cC ('UQ) = IS0, (G) (Ul) < iSO, (G) (’UQ) ;

— deux graphes étiquetés sont isomorphes ssi ils possédent la méme image par les
fonctions (V, E,c) —iso g et (V. E,c)— co(iso;' (V,E,c)).

Concretement, un outil de canonisation de graphes fonctionne par raffinements successifs
de la fonction d’étiquetage du graphe G donnée en entrée ”. Il produit une fonction iso, (G)

7. Lorsque le graphe en entrée est non-étiqueté, il est converti en graphe étiqueté en attribuant a tous
les sommets la méme étiquette, c.-a-d. en définissant ¢ comme étant une fonction constante.
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bijective sur les sommets de G, préservant 'ordre des sommets de G selon ses étiquettes et
invariante de toute permutation préalable des sommets de G. Cette fonction iso, (G) est
finalement utilisée pour produire le graphe « canonique » isog (G). La fonction d’étiquetage
du graphe en entrée a ainsi deux roles pour la procédure de la définition 4.29 : (i) elle
permet de préserver un ordre existant sur les sommets; (ii) elle permet (potentiellement)
d’accélérer la procédure de canonisation : plus le co-domaine de la fonction d’étiquetage est
grand, moins il reste de sommets a distinguer.

Notons que dans la définition 4.28, nous aurions également pu donner aux transitions
des étiquettes distinctes, par exemple par l'intermédiaire d’une fonction ¢ — (||, [t*]) ©.
Cependant, ces informations sont retrouvées par les outils d’isomorphisme de graphe en
une seule itération, par 'intermédiaire des étiquettes des places : de ce fait, ajouter ces
informations augmenterait la taille des graphes, sans gain de rapidité observable en pratique
pour les outils.

Les deux propositions suivantes montrent que le probleme de l'isomorphisme (resp. du
non-isomorphisme) de NUPN revient a déterminer s’ils ont la méme image (resp. des images
distinctes) par la fonction composée isog o G.

Proposition 4.9 Deuxz NUPN isomorphes ont la méme image par la fonction isog o G.

Preuve. Dans la mesure ot la fonction p +— n (p) est invariante des permutations d’unités, des
permutations de places et des permutations de transitions, la fonction G de la définition 4.28
Iest également, au nommage pres des sommets de V. Ainsi, par construction, a deux NUPN
N et N’ isomorphes sont associés deux graphes G (N) et G (N') isomorphes : N et N’ ont
la méme image par isog o G. U

Maintenant que 'approche est prouvée compléte (elle préserve 'isomorphisme des NUPN
en entrée), il reste a montrer qu’elle soit correcte (deux NUPN ayant la méme image par
isoi o G sont bien isomorphes).

Proposition 4.10 Deux NUPN ayant la méme image par la fonction composée isog o G
(issue des définitions 4.28 et 4.29) sont isomorphes.

Preuve. Montrons qu’a partir de tout graphe (isog o G) (N) = (V, E), il est possible de
reconstruire sans ambiguité le NUPN N, au nommage des places, des transitions et des
unités pres. Sans restreindre la généralité, supposons que VNN = &.

(i) D’apres la définition 4.29, le graphe canonique issu de la composée isog o G est sans
étiquette, mais les sommets de ce graphe restent ordonnés selon l'ordre décrit par les
étiquettes de la fonction G de la définition 4.28.

(ii) Le sommet vy existe et est unique : d’apres (ix) de la proposition 4.8, il s’agit du plus
petit élément de V| c.-a-d. de celui tel que vy = min (V).

(iii) Les sommets de {v; € V' | (va € V\ Vo) A ({v1,v2} € E) = (v <y v2)} appartiennent
a Vp, d’apres (ii ...v) et (ix) de la proposition 4.8. De plus, cet ensemble est celui des

8. Ici, les n-uplets o de la définition 4.26 ne sont pas utilisables, car ils dépendent de 'ordre des places.
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(iv)

(viii)

places de profondeur minimale, d’apreés (x) de la proposition 4.8.

Tout sommet v, € Vp est relié a un unique sommet de V), dont I'étiquette est
strictement plus grande que celle de v, ; plus précisément, il s’agit du sommet v;, €
Vv, =mny({v eV | ({v,v} € E)A (v <y v)}), dapres (i) et (ix) de la
proposition 4.8.

Les sommets Vi ne sont reliés qu’a des sommets strictement plus petits, d’apres (v)
et (ix) de la proposition 4.8.

Les points (iv) et (v) de cette présente preuve permettent de déterminer si un sommet
v € Vp U Vp appartient a Vp ou V.

Pour tout sommet de V, il est possible de reconnaitre sans ambiguité s’il est de type
Vo, Vp, V} ou Vi : ceci s’effectue en partant des sommets du point (iii) de cette preuve,
c.-a-d. des sommets de Vp de profondeur minimale, puis, en itérant sur les sommets de
Vp et V}, de profondeurs croissantes, jusqu’a saturation, c.-a-d. jusqu’a atteindre les
places de profondeur maximale, en exploitant les points (iv) et (vi) de cette preuve.

L’ensemble {p € Vp | {vo,v,} € E} est celui des places directement contenues dans
I'unité racine.

Nous reconstruisons ainsi le NUPN (P, T, F', My, U, ug, C, unité), sans ambiguité, au nom-
mage des places, des transitions et des unités pres :

def

— soit P = Vp;

— soit T Vi

def

— soit My = {p€ P | {vy, v} € E};
— soit F & {(p,t) e (P xT)| {vp, v} € EYU{(t,p) € (T x P) | {v,, v} € E};

T ({uo} @ P)NE # & alors min ({p € P | {vy,p} € E}) sinon 0;

— unité (p1) = min ({p2 € P | V¥ps € P, ({p1,ps} € E) & ({p2, 13} € B)});

def

— U = {up} U {unité(p) | p € P};
C def f_trans ({(unité (p1), unité (p2)) | (p1,p2 € P) A ({p1,p2} € E)} U ({uo} x U))

ou f_trans est la fonction de calcul de la fermeture transitive d’un ensemble.

Ainsi, des NUPN ayant la méme image par isog o G sont identiques au nommage des places,
des transitions et des unités pres, c.-a-d. sont des NUPN isomorphes. Il

Lorsque deux NUPN N et N’ sont déclarés isomorphes par 'approche de cette section
(c.-a~d. ils ont la méme image par isog o G), nous voulons déterminer les bijections des
places mp, des transitions 7 et des unités my permettant de satisfaire la définition 4.7 et
ainsi avoir (77 o Tp o ) (V) = N’. Supposons que nous ayons déja la connaissance des
bijections des places mp et des transitions 77, mais pas de la bijection des unités my. La
proposition suivante montre que nous pouvons retrouver 7y depuis 7p.
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Proposition 4.11 Soient deux NUPN isomorphes N et N' et soient trois bijections cor-
respondantes de places wp : P — P', de transitions wr : T — T" et d’unités my : U — U’.
Alors my = u +— si u = ug alors uy sinon (unité xv o mp o choix o places y ) (u).

Preuve. Par définition, toute place p € P est place locale de I'unité unité y(p) € U. La place
p de N est associée a la place mp(p) € P’ de N'. Ainsi, I'unité unité y(p) de N est associée a
I'unité unité y/(mp(p)) de N'. Or, toutes les unités non-racines de N et de N’ ont au moins
une place, et 'unité racine ug de N est, par définition, associée a l'unité racine uy de N'.
D’ou le résultat. U

Lorsque deux NUPN sont prouvés isomorphes, les outils d’isomorphisme génerent les
bijections des sommets menant au graphe canonique. La proposition suivante montre qu’il
est possible d’extraire de ces bijections sur les sommets les trois bijections des places, des
transitions et des unités permettant de passer d'un NUPN a l'autre.

Proposition 4.12 Soit deuz NUPN N et N' isomorphes. Les fonctions iso (N) et iso (N')
permettent de définir les bijections des places wp, des transitions wr et des unités my de N
vers N'.

Preuve. Soit N et N’ deux NUPN isomorphes. La proposition 4.9 s’applique et les graphes
G(N) et G(N') sont isomorphes. La fonction suivante est définie et bijective des sommets

de G (N) vers ceux de G (N') : my “iso “H(N") oiso,(N). Cette fonction permet de définir
la bijection des places mp % p — choix ({p' € P'| vy = mv(v,)}) ainsi que la bijection des

transitions w7 % ¢ — choix ({t' € T" | vv = my(v:)}). La bijection des unités my découle,
quant & elle, de la proposition 4.11. Il

4.8 Réduction en termes de validité booléenne

A Vinstar de Papproche de la section 4.7, la quatriéme approche est destinée aux exemples
complexes ne pouvant étre prouvés isomorphes ou non-isomorphes par les autres approches.
Elle exprime l'isomorphisme d’une paire de NUPN par une formule logique, qui peut étre
évaluée a l'aide d’un résolveur de formules logiques du premier ordre (dit autrement, une
formule SAT, qui est ensuite donnée a un résolveur SAT).

Nous définissons au préalable trois fonctions auxiliaires donnant, pour chaque unité, place
ou transition de I'un des NUPN, un sur-ensemble d’unités, de places ou de transitions
pouvant lui étre associées dans l'autre réseau.

Définition 4.30 Soient N et N’ deuxr NUPN tels que N = (P, T, F, My, U, ug, C, unité)
et N = (P, T, F', M}, U’ uy, T, unité”). Nous définissons assocy (resp. assocp, assocr)
comme étant une fonction mettant chaque unité (resp. place, transition) de N en corres-
pondance avec un sous-ensemble d’unités (resp. de places, de transitions) de N’ :

— assocy (u) o {u" € U" | profondeur (u) = profondeur (v')} ;

— assocp (p) ' si p € My alors M, sinon P"\ M ;
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— assocr (1) B {t € T | (|t = [*]) A (Jt°] = [t"*])}.

Nous définissons ensuite une formule logique du premier ordre utilisant le fragment de
logique QF _IDL? : ce fragment correspond a la logique quantifier-free integer-difference,
qui apporte les variables entieres et les contraintes arithmétiques portant sur la différence
entre deux variables.

La formule logique ¢(N, N') décrite dans ce fragment est définie ssiles NUPN N et N’ ont
les mémes nombres de places et de transitions, et vraie ssi N et N’ sont isomorphes.

Définition 4.31 Soient N et N' deuz NUPN tels que N = (P, T, F, My, U, uy, CZ, unité),
N = (P, T F MU uy, = unité"), |P| = |P'| et |T| = |T'|. Nous définissons o(N, N')
comme étant une formule logique ayant |P| + |T'| variables :

— pour toute p € P, p(N, N') contient une variable x, ayant pour domaine P’ ; toutes
ensembles, ces variables x, représentent une correspondance P — P’ ;

— pour toute t € T, (N, N') contient une variable x; ayant pour domaine T" ; toutes
ensembles, ces variables x; représentent une correspondance T — T".

Les contraintes logiques exprimées par ¢(N, N') sont les suivantes :
— pour chaque p € P, une contrainte x, € assocp (p) limite les valeurs possibles de x,, ;
— pour chaque t € T, une contrainte x; € assocy (t) limite les valeurs possibles de x; ;

— pour chaque paire pi,ps € P telle que p1 <p pa2, une contrainte x,, # x,, permet
d’imposer que la correspondance susmentionnée « P — P’ » représente une bijection ;

— pour chaque paire t1,to € T telle que t; <p to, une contrainte v, # x;, permet
d’imposer que la correspondance susmentionnée « T — T' » représente une bijection ;

— pour chaque t € T et chaque t' € assocy (t), une contrainte
2 =1 = Mo, (xp € *t' N assocp (p)) A Npers (xp € t'* N assocp (p))

exprime le fait que les arcs de F' correspondent auzx arcs de F' ;

— pour chaque u € U et chaque u' € assocy (u), une contrainte

Vy eplaces (u) (xpl € assocp (p1) N places (u’)) =

/\pzeplaces () (xpz € assocp (pa) N places (u’))
exprime le fait que les places locales de u correspondent aux places locales de ['unité
u’ correspondante ;

— nous imposons d 'arbre des unités (U, J) de coincider avec (U', ') : plus précisément,
pour chaque u; € U, us € {u € U | u; € sous-unités (u) A |assocy (u)| > 1},
uy € assocy (u1) et uy € {u' € assocy (ug) | v} € sous-unités (u')}, une contrainte

(x<ch0i><oplace5> (ur) € Places (u})) = (%hoixoplaces) () € Places (u5))

9. smtlib.cs.uiowa.edu/logics.shtml
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exprime le fait qu’a deux unités imbriquées uy C ug, correspondent (par lintermédiaire
de leurs places locales respectives) deux unités U' imbriquées, c.-a-d. telles que
wy T .
Notons que ¢(N, N’) ne contient aucune variable relative aux unités, autrement dit, de
variable z, avec u € U. En effet, chaque unité u non-vide est représentée dans ¢(N, N')
par des contraintes sur les variables z, de ses places locales p € places (u). Or, dans le
formalisme NUPN, seule I'unité racine peut étre vide, c.-a-d. ne posséder aucune place
locale. Comme cette unité racine est unique, nous savons que ug dans N doit étre associée
a u, dans N'.
Les deux propositions suivantes mettent en évidence que deux réseaux N et N’ ayant les
mémes nombres de places et de transitions sont isomorphes ssi la formule (N, N') est
vraie. De plus, si tel est le cas, I'affectation des variables nous permet de construire les trois
bijections de places, transitions et unités permettant de passer de N a N'.

Proposition 4.13 Si N et N’ sont des NUPN isomorphes, o(N, N') est définie et vraie.

Preuve. Soit N = (P, T, F, My, U, up, CZ,unité) un NUPN. Par construction, la formule
©(N,N) est définie et vraie avec l'affectation des variables {z, = y | Yy € PUT}.
En outre, les définitions des fonctions assoc;;, assocp, assocr et ¢ sont invariantes par
toutes permutations d’unités my, de places mp et de transitions 7. Ainsi, pour tout
NUPN N’ = (Fr o7p o7y) (N), la formule (N, N') est définie (N et N’ ont les mémes
nombres de places et de transitions) et est vraie avec 'affectation des variables suivante
{z, =mp(p) |Vpe PtU{x,=nr(t) |Vt € T}. O

Proposition 4.14 Soient deux NUPN N et N’ ayant les mémes nombres de places et de
transitions, autrement dit, dont la formule (N, N') est définie. S’il existe une affectation
des variables {xp, ..., xt,...} telle que (N, N') soit vraie, alors N et N’ sont isomorphes.

Preuve. Soient N et N’ deux NUPN, tels que la formule p(N, N') soit définie, avec N =
(P, T, F, My, U, ug, C,unité) et N' = (P', T', F', M}, U’ uj, ', unité”). Supposons qu'il existe
une affectation des variables {x,, ..., z¢,...} telle que la formule (N, N’) soit vraie. Cette
affectation permet de définir les fonctions 7p : p — x, et mp : ¢ — x4, qui sont bijectives
d’apres la définition 4.31. Définissons également, par application de la proposition 4.11, la
fonction 7y @ w > st u = ug alors uy sinon (unitéompochoixoplaces) (u). Comme la formule
©(N, N’) est invariante par toute permutation de places de P situées dans la méme unité
de U et que mp est bijective, la fonction 7y est bijective. Soit N” = (7r o Tp o 7yy) (V) =
(P", T, F" M}, U" ug,C" unité”). Montrons que N’ = N”.

Nous avons, d’apres les définitions 4.30 et 4.31, une correspondance entre les arcs F’ et .
D’apres la définition 4.30, nous avons Vp € P,p € My < 7p (p) € M, c-a-d. M| = M[.
Ainsi, les réseaux de Petri sous-jacents de N’ et N” sont identiques.

D’apres la définition 4.30, deux unités associées par la fonction 7 possedent la méme

profondeur. Par définition, ug = 7y (ug) = ug. Le formalisme NUPN impose que toutes les
autres unités de U’ et U” posseédent au moins une place locale. Or, d’apres la définition 4.31,
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si une place p € P d’une unité u € U est associée a une place locale d'une unité v’ € U’,
alors toutes les places locales de u deviennent des places locales de v/, ainsi, les unités sont
préservées par la permutation des places et les fonctions unité’ et unité” sont identiques.
Toujours d’apres la définition 4.31, 'imbrication des unités est préservée, ainsi, les arbres
(U',C") et (U",C") sont identiques. Donc N’ = N” et, conséquemment, la validité d’une
formule (N, N') implique que N et N’ sont isomorphes. O

Quoique les trois prédicats de la définition 4.30 soient suffisants pour la définition 4.31 et
garantissent les propositions 4.13 et 4.14, nous présentons ci-dessous un ensemble de regles
permettant d’affiner ces trois prédicats, pour diminuer (parfois drastiquement) la taille
des formules p(N, N') générées et accélérer le résolveur. Ces regles sont appliquées jusqu’a
saturation, avant la génération de chaque formule.

Définition 4.32 Soient N et N' deux NUPN tels que N = (P, T, F, My, U, uy, C, unité),
N' = (P, T F',M},U" u), ' unité’). Les co-domaines des trois fonctions assocy, assocp
et assocy de la définition 4.50 peuvent étre restreints par ’application jusqu’a saturation
des régles suivantes. Pour toutesuw € U, p e P,t € T, v € U, p' € P, t' € T' et pour
toute fonction f € {x — *x\ z*x — *x Nz, x — x°\ *z} :

— assocy (u) = {u' € assocy (u) | m (u) =m (u)}; — voir la def. /.21 pour u — m (u)
— assocp (p) = {p' € assocp (p) | n(p) =n(p)}; — voirla def. .23 pour p — n(p)

— st assocy (u) = {u'} alors (Yus € U \ {u}) v’ & assocy (usg) ;
— st assocp (p) = {p'} alors (Vpy € P\ {p}) p' & assocp (p2) ;
— si assocy (t) = {t'} alors (Vty € T'\ {t}) t’' & assocr (t2) ;
) = {u'} A (p € places (u)) alors assocp (p) C unité (u') ;
u) = {u'} alors U, csous-unités* (u) 3SSOCU (uz) C sous-unités*(u') ;
— st assocp (p) = {p'} A (t € f(p) AN & f(p')) alors t' & assocr (t) ;
— stassocy (t) ={t'} AN(pe f(t) A & f(t')) alors p' & assocp (p) ;
— siassocp (p) = {p'} A (p € unité (u)) A (p' € unité (v')) alors assocy (u) = {u'} ;
— sip/ € assocp (p) A (f ) ¢ Ute () assocr (t )) alors p' & assocp (p) ;
— sit' € assocy (t) A (f ) € Upeyr) assocp (p)) alors t' & assocr (t) ;
— sip' € assocp (p) A ([f(p)| # |f(p)]) alors p' & assocp (p) ;
— st t' € assocy (t) A ([f(E)| # | f(2)]) alors t' & assocy (1).

(
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4.9 Implantation logicielle et formats de fichiers

Nous avons implanté ces idées dans une chaine d’outils combinant : des outils spécialement
développés, des outils existants au centre INRIA de I’Université Grenoble Alpes que nous
avons étendus et des outils tiers que nous avons réutilisés tels quels.

Notre chaine d’outils prend en entrée une collection de réseaux au format NUPN ou au
format normalisé PNML, puis détermine ceux qui sont isomorphes et ceux qui ne le sont
pas. Elle implante toutes les approches présentées dans les sections 4.5 a 4.8.



80 Chapitre 4. Equivalence de NUPN

Les sous-sections suivantes expliquent comment sont implantées les différentes approches
de notre chaine d’outils, en suivant leur ordre d’exécution, qui correspond a une complexité
croissante.

4.9.1 Déduplication de fichiers

La premiere fagon de rechercher des doublons dans une collection de réseaux (et la plus
simple) est de repérer les fichiers identiques. Parmi les nombreux outils qui existent a cet
effet, nous avons choisi JDUPES !, un outil en ligne de commande fiable et efficace.

De toute évidence, cette approche est tres limitée. Par exemple, I'insertion d’un espace
supplémentaire dans un fichier PNML peut empécher la détection de deux réseaux iso-
morphes par cette méthode. Il y a donc un compromis évident entre la flexibilité d’un
format de réseau et la capacité de détecter les doublons en utilisant une simple comparaison
de fichiers. A cet égard, le format NUPN est préférable au format PNML parce qu'il est
plus contraignant : les places, les transitions et les unités sont identifiées a ’aide de nombres
naturels formant des intervalles au lieu d’identificateurs alphanumériques; les lexémes
doivent étre séparés par un seul espace ; les lignes vides sont interdites, ainsi que les espaces
avant la fin des lignes, etc. Pour cette raison, notre chaine d’outils utilise le format NUPN
plutot que PNML.

En pratique, la traduction de PNML en NUPN;, suivie d’une invocation de JDUPES, est
souvent suffisante pour détecter les doublons n’impliquant aucune permutation.

4.9.2 Pré-canonisation de réseaux

Bien que le format NUPN soit plus contraignant que le format PNML, il offre tout de méme
un certain niveau de flexibilité permettant d’exprimer un méme réseau sous différentes
formes, méme en l'absence de toute permutation de places, de transitions ou d’unités. Pour
résoudre ce probléeme, 'outil NUPN__INFO (voir la section 3.7) a été étendu avec une option
« —precanonical-nupn » prenant en entrée un réseau au format NUPN et produisant en
sortie le méme réseau dans lequel : (i) toutes les places (resp. transitions, unités) sont
renumérotées a partir de zéro; (ii) toutes les listes de places (resp. transitions, unités) sont
triées par ordre croissant ; (iii) toutes les étiquettes de places (resp. transitions, unités) sont
supprimées ; (iv) enfin, toutes les directives sont supprimées.

Apres avoir mis tous les réseaux sous cette forme pré-canonique, JDUPES est (de nouveau)
invoqué pour détecter les fichiers doublons.

4.9.3 Signatures de réseaux

L’outil CESAR.BDD (voir la section 3.7) a été étendu en lui ajoutant deux options
« -signature » et « -signature-multiple » permettant de calculer la signature (telle

10. github.com/jbruchon/jdupes
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que définie dans la section 4.5) d’un réseau donné au format « .nupn ». L’option
« —signature-multiple » exploite également le contenu des directives « !multiple_arcs »
et « 'multiple_initial_tokens » (voir la section 3.6) pour mieux différencier les réseaux
non-ordinaires issus de la traduction du format PNML vers NUPN. Ecrit en C, le calcul est
rapide (0,12 seconde par réseau en moyenne) et réussit toujours.

Un script shell identifie les classes de réseaux ayant les mémes signatures.

4.9.4 Canonisation de réseaux

L'outil CESAR.BDD a été étendu avec trois nouvelles options (« -unit-order »,
« -place-order », et « ~transition-order ») afin de calculer, pour un réseau donné au
format NUPN, tous les n-uplets des fonctions u — m (u), p — 7T (p) et t — o(t) définies
dans la section 4.6. L’outil CESAR.BDD invoque ensuite la commande Unix SORT afin
de trier ces n-uplets selon un ordre lexicographique croissant et effectue, uniquement
pour l'option « —unit-order », des calculs supplémentaires susceptibles de permettre la
distinction d’unités ayant la méme image par la fonction m, en considérant également les
valeurs attribuées aux unités meres, filles et soeurs dans 'arbre des unités.

Un script Awk est ensuite invoqué pour transformer ces résultats en permutations d’unités,
de places ou de transitions. Le réseau en entrée et les trois permutations sont ensuite
donnés a l'outil NUPN__INFO (avec les options « —unit-permute », « -place-permute »,
et « ~transition-permute »), lequel produit en sortie un réseau canonisé. Une nouvelle
option « —canonical-nupn », automatisant toutes ces étapes, y compris les trois invoca-
tions de CZ/ESAR.BDD, a été ajoutée & NUPN__INFO. Ecrite en langages C et Awk, la
canonisation est assez rapide (2,3 secondes par réseau en moyenne).

Enfin, JDUPES est invoqué pour détecter les doublons de fichiers parmi I’ensemble des
réseaux canonisés. La proposition 4.7 est quant a elle implantée par un script Awk, lisant
les sorties de CAESAR.BDD et produisant un nouvel ensemble de signatures.

4.9.5 Isomorphisme de graphes

Parmi les différents outils dédiés a 'isomorphisme de graphes, nous avons sélectionné le
logiciel TRACES ' [MP14] en raison de sa notoriété en termes d’efficacité. Cet outil, qui
fournit a la fois une API (en langage C) et une interface en ligne de commande, est capable
de mettre un graphe sous forme canonique (deux graphes sont isomorphes ssi leurs graphes
canoniques respectifs sont identiques) et aussi de décider si deux graphes sont isomorphes.

Nous avons développé un script Python permettant de convertir un réseau au format NUPN
en un graphe étiqueté (selon 'algorithme donné a la section 4.7), puis d’invoquer TRACES
pour mettre ce graphe sous forme canonique. Pour certains tres grands graphes, 'exécution
de TRACES peut échouer ou s’arréter au bout d’un certain temps. Pour traiter une collection,

11. pallini.di.uniromal.it (version 2.8.6, avec tous les correctifs publiés le 13 janvier 2023).


https://pallini.di.uniroma1.it

82 Chapitre 4. Equivalence de NUPN

notre script est d’abord invoqué sur chaque réseau de la collection. Enfin, I'outil JDUPES
est utilisé pour détecter les doublons parmi les graphes canonisés.

4.9.6 Formules logiques

Pour implanter notre approche pour 'isomorphisme de réseaux fondée sur les formules
logiques, nous avons développé un script Python qui prend en entrée deux réseaux au format
NUPN ayant les mémes nombres de places et de transitions, et qui produit une formule
employant le fragment de logique QF_IDL du format SMT-LIB 2.6 '? (selon I’algorithme
donné a la section 4.8).

Le traducteur invoque en interne C/ESAR.BDD sur les deux réseaux afin d’obtenir les
n-uplets apportés par les fonctions u — m (u) et p — n (p) définies dans la section 4.6, afin
d’optimiser la formule de la définition 4.30, par application des regles de la définition 4.32.

La formule étant au format standard SMT-LIB, tout résolveur de formules logiques du
premier ordre capable de traiter le fragment QF IDL peut étre utilisé. Pour nos expériences,
nous avons choisi le résolveur Z3 [dMBO08] ¥, qui communique avec notre script par deux
tubes Unix. Si le résolveur répond que la formule est fausse, les deux réseaux ne sont pas
isomorphes. Sinon, s’il répond que la formule est vraie, les deux réseaux sont isomorphes. Il
peut également renvoyer un résultat indéfini (abandon ou dépassement de délai), dans la
mesure ou la complexité de la résolution de formules logiques est exponentielle dans le pire
des cas.

4.10 Mesures pour ’évaluation des résultats

4.10.1 Classement en trois catégories

Nous proposons de classer les modeles selon trois catégories mutuellement exclusives,
permettant de définir des statistiques simples et pertinentes pour caractériser des jeux de
tests, et d’évaluer nos approches pour la détection des NUPN isomorphes ou non-isomorphes :

— les modeles uniques, qui forment le plus grand ensemble de modeéles que nous
pourrions extraire du jeu de tests considéré, tout en ayant la garantie qu’ils soient
deux a deux non-isomorphes ;

— les modeles doublons qui peuvent étre effacés du jeu de tests sans craindre de perdre
de modele unique;

— les modeles restants, dits inconnus.

Alinsi, tout modele du jeu de tests considéré doit appartenir a I'une de ces trois catégories. En
outre, des lors quun modele est étiqueté unique ou doublon, il doit le rester, indépendamment

12. smtlib.cs.uiowa.edu
13. github.com/Z3Prover/z3


https://smtlib.cs.uiowa.edu
https://github.com/Z3Prover/z3

4.10. Mesures pour 'évaluation des résultats 83

des approches appliquées ultérieurement : seul un modele inconnu doit pouvoir changer de
catégorie, afin de devenir un modele unique ou doublon.

4.10.2 Représentation de la relation calculée

D’apres la proposition 4.1, I'isomorphisme est une relation d’équivalence. Dans une telle
relation, une classe d’équivalence est un ensemble maximal (au sens de l'inclusion) de
modeles mutuellement isomorphes. Cette relation étant réflexive, symétrique et transitive,
I’ensemble des classes d’équivalence forme une partition des modeles du jeu de tests. Nous
introduisons alors la fonction N +— [N], associant a tout modele N sa classe d’équivalence
associée [N]. Concrétement, lorsque [N7] = [Na], les modeles Ny et Ny sont isomorphes.

Les classes d’équivalences permettent de décrire les paires de NUPN isomorphes, mais elles
ne permettent pas de représenter les paires de NUPN non-isomorphes. Nous englobons alors
les classes d’équivalence au sein d’éléments intitulés ensembles potentiels, qui forment une
partition de I'ensemble des classes d’équivalences de la collection. Deux NUPN localisés
dans des ensembles potentiels distincts sont non-isomorphes.

Toute classe d’équivalence possede un NUPN la représentant. En pratique, nous choisissons
le NUPN ayant le plus petit contenu suivant I'ordre lexicographique, ou en cas de non-unicité,
celui ayant le plus petit nom de fichier, selon 'ordre lexicographique.

Par définition, il existe un NUPN unique par ensemble potentiel. Au sein de chaque ensemble
potentiel, nous choisissons systématiquement le plus petit NUPN, en reprenant les criteres
du paragraphe ci-dessus. Ce NUPN unique est ainsi nécessairement le représentant d'une
classe d’équivalence.

L’ensemble des NUPN doublons est I'ensemble des NUPN qui ne sont pas leur propre
représentant au sein de leur classe d’équivalence : de ce fait, il y en a autant que le nombre
total de NUPN de la collection, moins le nombre de classes d’équivalence.

Les modeles restants, c’est-a-dire les modeles qui sont représentants d’une classe d’équi-
valence, mais qui ne sont pas les plus petits au sein de leur ensemble potentiel, sont les
modeles inconnus : il y en a autant qu’il y a de nombre de classes d’équivalence, moins le
nombre de classes potentielles.

4.10.3 Opérations sur la représentation

Initialement, nous ne savons pas si deux NUPN distincts sont isomorphes, ou non, mais
la relation étant réflexive, nous savons que tout NUPN est isomorphe a lui-méme. De
ce fait, la partition initiale d’une collection F est constituée par un unique ensemble
potentiel, contenant toutes les classes d’équivalence, lesquelles sont toutes une taille une :

{{[Ni] | Ni € E}}.

La figure 4.2 illustre cette partition initiale sur une collection (fictive) de 12 NUPN, ou
les classes d’équivalence sont représentées en pointillées et sont englobées dans le méme
ensemble potentiel. Les NUPN sont représentés en violet, blanc ou vert, selon le fait qu’ils



84 Chapitre 4. Equivalence de NUPN

sont classés respectivement uniques, doublons ou inconnus.

FIGURE 4.2 — Représentation initiale d’une collection de 12 NUPN

Cette partition fait par la suite I'objet d’itérations successives, permettant de découvrir
davantage de NUPN uniques ou doublons.

Lorsque deux NUPN N; et N, appartenant a des classes d’équivalences distinctes sont
détectés isomorphes par I'une des approches, nous savons, par transitivité, que [N;] U [/Ns]
constitue un ensemble de modeles mutuellement isomorphes. Si tel est le cas, les classes
d’équivalence [N;] et [Ns], qui appartiennent au méme ensemble potentiel (dans le cas
contraire, Ni et Ny ne pourraient étre isomorphes), sont alors fusionnées, formant ainsi une
nouvelle classe d’équivalence [N;] U [Ny]. La figure 4.3 illustre, a partir de la figure 4.2, une
telle opération.

FIGURE 4.3 — Fusion de classes d’équivalence

Les approches visant la détection de modeles non-isomorphes partitionnent individuellement
chacun des ensembles potentiels, pour les remplacer ensuite par leurs éléments, lesquels deve-
nant alors les nouveaux ensembles potentiels. Par exemple, si I'une des approches est parve-
nue a déterminer, pour I'ensemble potentiel {[N1], ..., [Ni]}, que toutes les paires de NUPN
de {Ny,...,N;} X {Ni11,..., N} sont mutuellement non-isomorphes, alors la partition de
la collection {.a.} U{{[N1],..., [Nk]}} devient {.a.} U{{[N1],..., [Ni]}, {[NViz1],- -, [Nk]} }-
La figure 4.4 illustre, a partir de la figure 4.3, une telle opération, qui produit deux ensembles
potentiels.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

FIGURE 4.4 — Raffinement de la partition en ensembles potentiels
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Cette classification des modeles en trois catégories possede également des avantages pour
une implantation efficace, en effectuant un minimum de calculs sur les modeles, tout en
restant simple. Elle autorise en effet trois raccourcis, que nous avons implantés dans notre
chaine d’outils :

— Des lors qu'un modele est reconnu doublon, il n’est plus comparé aux autres modeles
du jeu de tests par la chalne d’outils : il est remplacé par son représentant, au sein
de sa classe d’équivalence.

— Lorsqu’un ensemble potentiel ne contient plus de modeles inconnus, autrement
dit, qu’il ne contient plus qu’une seule classe d’équivalence, nous savons que le
représentant de cette classe d’équivalence est non-isomorphe avec tous les réseaux
hors de sa classe d’équivalence. Conséquemment, la chaine d’outils n’a plus besoin
de traiter aucun des modeles de cet ensemble potentiel.

— Lorsqu’il n’existe plus de modele marqué inconnu, la relation d’isomorphisme est
totalement connue, pour l'intégralité du jeu de tests : la chaine d’outils peut s’arréter.

4.11 Résultats expérimentaux

4.11.1 Présentation des collections

Nous avons évalué notre chaine d’outils sur quatre collections de réseaux synthétisées dans
la table 4.1 ci-dessous :

— collection 1 : 244 réseaux de Petri (sous la forme de NUPN triviaux) mis & disposition
par I'Université de Zielona Géra ' ;

— collection 2 : 1 387 réseaux de Petri obtenus en prenant tous les modeles (non colorés)
utilisés pour 1'édition 2022 du MCC '°; 44 % de ces réseaux ont des places initiales
avec plus d’un jeton ou des arcs avec une multiplicité strictement supérieure a un,
tandis que 50 % de ces réseaux sont des NUPN non-triviaux et unit-saufs;

— collection 3 : il s’agit de la collection décrite dans la section 3.8, constituée de 16 200
NUPN unit-saufs d’origines diverses et contenant trés peu de doublons;

— collection 4 : 241 657 NUPN unit-saufs (occupant 135 Go d’espace disque) produits
au centre INRIA de I"Université Grenoble Alpes en étendant la collection 3 avec
des NUPN additionnels, puis en appliquant de nombreuses permutations a tous ces
réseaux, ce qui a permis de constituer un ensemble de 840 838 NUPN ; I'outil JDUPES
a été ensuite utilisé pour retrancher tous les fichiers identiques : en conséquence, la
collection 4 contient de nombreux NUPN isomorphes difficiles a détecter, car ayant
des fichiers distincts.

14. www.hippo.iie.uz.zgora.pl (consulté le 23 janvier 2023)
15. mcc.1lip6.£fr/2022
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collection 1 collection 2
moyenne maximum || moyenne maximum
# places 154 200 2 801,5 537 708
# transitions 11,8 51 10 798 1 070 836
# arcs 34,2 400 || 83 384,7 | 25 615 632
# unités — — 1970 537 709
hauteur — — 154 2 891
largeur — — 1 959,1 537 708
collection 3 collection 4
moyenne maximum || moyenne maximum
# places 345,8 131 216 740,8 131 216
# transitions 7998,1 | 16 967 720 15645 | 16 967 720
# arcs 71 2179 | 146 528 584 || 113 102,9 | 146 528 584
# unités 123,4 78 644 2704 78 644
hauteur 4,3 2 891 6,3 2 891
largeur 117,6 78 643 2599 78 643

TABLE 4.1 — Statistiques numériques sur les quatre collections de réseaux

4.11.2 Choix d’une métrique

Apres chaque étape de la chaine d’outils, nous donnons les trois chiffres définies dans
la section 4.10 : (i) doublons est le pourcentage de réseaux pouvant étre supprimés, car
ils ont été trouvés isomorphes a d’autres réseaux qui seront conservés dans la collection ;
(i) uniques est le pourcentage de réseaux déterminés uniques dans la collection apres avoir
supprimé tous les doublons; (iii) enfin, inconnus est le pourcentage restant de réseaux dont
le statut n’est pas encore déterminé. Le principal résultat est que presque tous les réseaux
dupliqués ou uniques des quatre collections sont découverts par notre chaine d’outils : elle
a été concluante pour 99 % a 100 % de chaque collection.

La relation d’isomorphisme de réseaux étant une relation binaire, nous aurions pu, afin
de pouvoir mesurer les résultats obtenus, opter (naivement) pour trois pourcentages sur
les paires de réseaux : celui de paires que nous savons isomorphes, celui de paires que
nous savons non-isomorphes et celui de paires restant encore inconnues. Mais bien que
conceptuellement trés simple, nous ne pensons pas qu'une telle métrique serait pertinente,
au moins pour les trois raisons suivantes :

— Cette notion de nombre de paires isomorphes et de paires non-isomorphes découvertes
est intrinsequement ambigué : une fois avoir appliqué I'une des approches de la chaine
d’outils, devrions-nous, avant de compter le nombre de paires découvertes par cette
derniere, appliquer une phase de fermeture transitive ? Si tel est le cas, cela voudrait
dire que 'on « récompenserait » différemment la découverte de paires de réseaux
isomorphes, en fonction des paires pré-existantes, lesquelles dépendent des approches
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préalablement appliquées; sinon, cela voudrait dire que nous devrions appliquer
les approches sur toutes les paires inconnues (alors qu’elles sont originellement
en nombre quadratique), sans tenir compte du fait que 'isomorphisme est une
relation d’équivalence (voir la proposition 4.1), ce qui représenterait un gaspillage de
ressources évident.

— Le nombre de paires isomorphes a détecter pour un modele donné est linéaire en
fonction de la taille de sa classe d’équivalence, alors que le nombre total de paires a
déterminer pour tout modele est linéaire en fonction de la taille du jeu de tests : il
serait donc périlleux d’interpréter des statistiques obtenues a partir de ces chiffres.

— Ces pourcentages abstraits de paires ne permettent pas une réponse convaincante aux
problématiques réelles d’un utilisateur, telles que celles exposées dans la section 4.1 :
il peut vouloir constituer, pour les besoin d’'une compétition, un sous-ensemble de
modeles en étant certain de ne pas introduire de doublon, ceci afin de garantir une
bonne diversité; il peut également souhaiter constituer la plus grande collection
possible, en éliminant les doublons connus, mais sans perdre de modele de grande
taille, qui pourrait éventuellement étre traité a I’avenir ; enfin, il peut simplement
vouloir évaluer la diversité d’une collection déja constituée et utilisée.

4.11.3 Résultats obtenus et discussions

Pour traiter ces quatre collections, nous avons utilisé des serveurs de la grille de calcul
Grid’5000, équipés de processeurs Intel Xeon Gold 5220 (2,2 GHz), de 96 Go de RAM et
la distribution Linux Debian 11. La totalité des fichiers était stockée sur un serveur NFS
partagé.

Les résultats de ’application de notre chaine d’outils & ces quatre collections sont présentés
dans la table 4.2 ci-dessous.

De plus amples remarques peuvent étre formulées :

— La simple application de JDUPES permet de détecter 10 fichiers doublons dans la
collection 1.

— La pré-canonisation a détecté 54 018 doublons dans la collection 4; la pré-
canonisation n’a pas été appliquée a la collection 2, afin de préserver les directives
du format de fichier NUPN (voir la section 3.6) donnant des informations
sur les arcs multiples (« !'multiple_arcs ») et les multiples jetons initiaux
(« 'multiple_initial_tokens »).

— Les signatures ont identifié beaucoup de réseaux uniques dans les collections 1 a 3
(représentant 92,21 % & 99,06 % des modeles de ces collections), mais n’ont pas eu
le méme effet sur la collection 4 (6,49 %), dans laquelle chaque réseau comporte au
moins un autre modele isomorphe.

— La procédure de canonisation de NUPN s’est révélée particulierement efficace sur les
quatre collections, que ce soit pour identifier les réseaux uniques ou les doublons :
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collection 1 collection 2
doublons | uniques | inconnus || doublons | uniques | inconnus
fichiers identiques 410 % 041% | 9549% 0 0,07% | 99,93 %
pré-canonisation = = = — — —
signatures = 92,62% | 3,28% = 99,13% | 0.87%
canonisation 574% 193,03% | 123% 0,58% | 9942% 0
isomorph. graphes | 6,97 % = 0 — — —
formules logiques — — — — — —
aprés canonisation | 6,97 % = 0 — — —
collection 3 collection 4
doublons | uniques | inconnus || doublons | uniques | inconnus
fichiers identiques 0 0,01% | 99,99 % 0 0,00% | 100,0%
pré-canonisation 0,17% = 99,83 % 22.35% = 77,65 %
signatures = 96,24% | 3,59% = 649% | 71,16%
canonisation 226% | 97,10% | 0,64% 79.44% | 7.58% | 12,98%
isomorph. graphes | 2,78 % | 9722% | 0,01% 90,06% | 9,09% 0,86 %
formules logiques = = = 90,06 % = 0,85 %
aprés canonisation | 2,76 % | 97.21% | 0,03 % 84,11% | 7.58% 8,31 %

TABLE 4.2 — Résultats obtenus par notre chaine d’outils sur les quatre collections de réseaux

elle permet en particulier de déterminer intégralement la collection 2.

Le recours a l'isomorphisme de graphes a permis d’élucider la majeure partie des
réseaux dont le statut était resté inconnu apres la canonisation : elle a permis de
déterminer entierement la collection 1, ne laissant plus qu'un seul modele inconnu
dans la collection 3 (il s’agit d’'un modele ayant 3 404 places et 189 196 transitions,
trop grand pour étre traité par les outils d’isomorphisme de graphes et les résolveurs
de formules logiques).

L’application de ’approche reposant sur les formules logiques apres I'approche basée
sur I'isomorphisme des graphes a diminué le nombre de modeéles inconnus de 25 de
la collection 4, mais n’a apporté aucun nouveau résultat sur la collection 3 (comme
indiqué par le signe “=” dans la table 4.2); de plus, lorsqu’elle était appliquée
immédiatement apres 1’étape de canonisation, la résolution de formules logiques
était globalement moins efficace que I'isomorphisme de graphes, comme le montre la
derniére ligne de la table 4.2 (en italique). Ceci explique pourquoi nous n’avons pas
essayé de formuler le probleme d’isomorphisme de graphes en termes de formules
logiques : les outils dédiés a l'isomorphisme de graphes semblent mieux adaptés.

Fait intéressant, notre chaine d’outils a détecté 17 doublons dans la collection 1 et huit
doublons au sein de la collection 2 ; pour cette derniere, un doublon est certain et sept
sont tres probables (leurs réseaux correspondants ne sont pas ordinaires et saufs).
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4.12 Validation des résultats

Toutes les étapes de cette chaine d’outils ont été méticuleusement validées en utilisant
diverses techniques, dont les grandes lignes sont expliquées ci-dessous.

4.12.1 Signatures de réseaux

Pour vérifier 'exactitude des signatures, nous avons développé un script Python qui applique
des (dizaines de millions de) permutations aléatoires de places, de transitions et d’unités a
un NUPN donné et qui vérifie que les signatures des réseaux originaux et permutés soient
bien identiques.

4.12.2 Canonisation de réseaux

Afin d’augmenter la confiance dans notre implémentation de la canonisation, nous avons
vérifié : (i) que la canonisation est idempotente, c.-a-d. que deux invocations successives
de NUPN__INFO avec son option « —canonical-nupn » produisent le méme résultat que
celui résultant d’une seule invocation; de plus, pour chaque réseau, nous avons calculé
des dizaines de millions de bijections aléatoires pour nous assurer (ii) que les fonctions
u +— m (u) demeurent invariantes pour toute bijection d’unités, de places et de transitions;
(iii) que les fonctions p — 7 (p) demeurent invariantes pour toute bijection de places et
de transitions; (iv) et enfin que les fonctions ¢ — o (t) demeurent invariantes pour toute
bijection de transitions.

4.12.3 Isomorphisme de graphes

Pour tout graphe sur lequel 'outil d’isomorphisme de graphes a pu calculer une fonction
sur ses sommets, nous avions vérifié quatre conditions nécessaires pour que cette fonction
soit correcte : (i) la fonction est bien une bijection des sommets du graphe; (ii) le sommet
v reste le premier sommet du graphe (c.-a-d. celui ayant la plus petite étiquette) ; (iii) a
chaque sommet de Vp (resp. de V}, de V) est associé un sommet de Vp (resp. de V5, de
Vr); (iv) enfin, pour toute paire de places p; et po, si le sommet v,, € Vp est associé au
sommet v, € Vp, alors v, € Vp est associé au sommet v, € Vp.

Proposition 4.15 Soient deux NUPN isomorphes N et N’ et soient leurs bijections de
places wp : P — P’ et d’unités my : U — U’ correspondantes. Soit fr def ty = {ta €T |
(*t1 = *ta) A (t1° = t2°) A (F#1 (t1) < F#7 (t2))}] la fonction auxiliaire donnant d chaque
transition t € T son rang, selon ['ordre #1, parmi toutes les transitions de T" ayant les
mémes places d’entrée et de sortie. Soit wh % ¢ — choix ({t' € T' | (*¢' = {mp(p) | p €
tH A= A{mp(p) | pet}) A(fr(t) = fr(t'))}) une bijection des transitions de T vers
celles de T'. Alors, la permutation des places, transitions et unités de N suivant wp, 7 et
my donne N'.

Preuve. Par définition de I'isomorphisme de NUPN, toute fonction associant les transitions
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T de N aux transitions 77 de N’ doit respecter les deux contraintes suivantes : (i) elle
doit étre une bijection T — T"; (ii) elle doit associer a toute transition t € T' de N une
transition ¢ € 7" de N’ telle que : *t' = {mp(p) | p € *t} et t'* = {7mp(p) | p € t*}. Ceci est
le cas de la fonction 7} construite. U

Pour garantir I’absence de faux positifs, lorsque deux graphes G(N) et G(N’) ont la
méme forme canonique G = G/, nous vérifions qu’ils ont été issus de deux réseaux
isomorphes N et N’, en générant a partir des permutations de sommets m, : G (N) — G’y et
o : G(N') = G’y la bijection des places de N vers les places de N', puis, a partir de cette
derniere et au moyen des proposition 4.11 et 4.15, les bijections des unités et des transitions
(avec le codage des graphes de la définition 4.28, il aurait été possible d’extraire la bijection
des transitions depuis les permutations des sommets, a I'instar de ce qui a été fait pour les
places, cependant, cette solution n’a pas été retenue car elle n’était pas réalisable avec tous
les schémas de réduction vers les graphes expérimentés). Enfin, nous vérifions a I'aide de
NUPN__INFO que N soit bien identique a N’, apres permutation de ses unités, places et
transitions.

Bien qu’un seul schéma de réduction soit décrit dans la section 4.7 (il s’agit du plus efficace
en pratique), nous avons aussi validé les quatre autres schémas.

4.12.4 Formules logiques

Nous nous sommes d’abord assuré que, pour tout NUPN N la formule ¢(N, N) est déclarée
valide par le résolveur, quand celui-ci n’abandonne pas et ne dépasse pas le délai imparti.

Comme pour I'approche fondée sur I'isomorphisme de graphes, lorsqu'une formule ¢(N, N)
est déclarée valide, pour garantir ’absence de faux positifs, nous vérifions a l'aide de
NuUPN__INFO et au moyen des propositions 4.11 et 4.15 que NN soit bien identique & N apres
permutation de ses unités, places et transitions selon 'affectation des variables de places
fournie par le résolveur (comme pour l'approche reposant sur I'isomorphisme de graphes,
certains codages expérimentés pour les formules logiques ne permettaient pas ’extraction
de la bijection des transitions depuis I'affectation des variables, d’ou l'utilisation de la
proposition 4.15).

4.12.5 Vérifications croisées

Nous avons réalisé des vérifications croisées de nos approches, en nous assurant que :
— les NUPN ayant des signatures différentes ont des formes canoniques distinctes;
— les NUPN ayant des signatures différentes ont des graphes non-isomorphes;
— les NUPN ayant des formes canoniques identiques engendrent des graphes isomorphes ;

— deux NUPN ayant des formes canoniques identiques engendrent une formule ¢ valide,
lorsque le résolveur n’abandonne pas et ne dépasse pas le délai imparti. ;



4.13. Bilan et perspectives 91

— deux NUPN ayant des graphes isomorphes engendrent une formule ¢ valide, lorsque
le résolveur n’abandonne pas et ne dépasse pas le délai imparti;

— deux NUPN ayant des graphes non-isomorphes engendrent une formule ¢ non-valide,
lorsque le résolveur n’abandonne pas et ne dépasse pas le délai imparti.

4.13 Bilan et perspectives

Pour le probleme concret de la recherche de modeles doublons dans de grandes collections
de réseaux de Petri ou de NUPN, nous avons cong¢u quatre approches complémentaires
permettant de détecter des réseaux isomorphes : la signature de réseaux (sur-approximation),
la canonisation de réseaux (sous-approximation), la réduction & un probleme d’isomorphisme
de graphes et la réduction a un probleme de validité de formule logique du premier ordre.

Ces approches, qui découlent de I'examen minutieux de plusieurs dizaines de milliers de
réseaux concrets, ont été entierement mises en ceuvre dans une chaine d’outils efficace,
dont les étapes successives sont classées suivant un ordre croissant de complexité. Pour
traiter de grandes collections de réseaux, les calculs peuvent facilement étre répartis sur
des grilles d’ordinateurs, dans la mesure ou la majeure partie des étapes porte sur des
réseaux individuels ou, dans le cas de 'approche basée sur la logique, sur des paires de
réseaux a comparer. Seule la détection de fichiers identiques ne se préte pas facilement a la
parallélisation, mais n’a pas provoqué de goulots d’étranglement, car I'outil JDUPES que
nous avons retenu est suffisamment rapide.

Cette chaine d’outils a été expérimentée sur quatre collections de réseaux, la plus grande
étant constituée de plus de 241 000 NUPN d’origines diverses, de tailles variées et possédant
de nombreux modeles isomorphes. Sur ces quatre collections, notre chaine d’outils a obtenu
des taux de réussite allant de 99 % a 100 %. En particulier, elle a mis en évidence que la
collection de réseaux du Model Checking Contest n’est pas exempte de doublons.

Ce travail pourrait étre poursuivi dans plusieurs directions, dont voici les principales :

— Nous pourrions essayer de restreindre le nombre de composants figurant dans les
signatures et dans les n-uplets de la canonisation afin de ne conserver que les
composants les plus pertinents en pratique.

— Nous pourrions renforcer les signatures en ajoutant de nouveaux champs : dans la
mesure ou l'isomorphisme de réseaux implique 1’équivalence forte de leurs marquages
accessibles, certaines propriétés sur ces marquages et invariantes par permutation
des places, transitions et unités pourraient étre utilisées, par exemple en adoptant
certaines notions et algorithmes des chapitres 5 et 6.

— Actuellement, les attributs pour les approches de signature et de canonisation sont des
champs de taille fixe, pouvant étre de type N, D, ou des n-uplets; afin d’augmenter
la précision des signatures et des canonisations, il serait possible d’opter pour des
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champs de taille variable (par exemple en utilisant des arbres '°), au détriment certes
de la lisibilité de ces champs.

D’apres les propositions 4.11 et 4.15, il serait possible de générer une bijection des
places, et a partir de celle-ci, de dériver automatiquement les bijections des unités et
des transitions : ceci permettrait d’obtenir des formes canoniques plus précises (le
tri des transitions deviendrait exact) et plus rapidement (il existe actuellement un
recoupement concernant certains attributs portant sur les places et d’autres portant
sur les unités).

Pour les réseaux ayant un statut inconnu malgré I’exécution de toutes les approches
actuelles de la chaine d’outils, une bisimulation des marquages accessibles (a profon-
deur d’exploration bornée) permettrait de raffiner le tri des places, des transitions et
des unités et, ainsi, de détecter de nouveaux réseaux uniques ou doublons.

Nous pourrions étendre les approches proposées pour prendre en charge des classes
plus étendues de réseaux, tels que les réseaux de Petri non-ordinaires ou ayant un
marquage initial non-sauf; pour le moment, ceux-ci sont traités a l’aide de sur-
approximations, mais notre chaine d’outils pourrait aisément étre rendue exacte
pour ces réseaux, par exemple en étiquetant les arcs non-ordinaires et les places
initiales non-ordinaires.

De méme, il pourrait étre utile de considérer I'isomorphisme des réseaux colorés,
mais il s’agit d’un probleme plus difficile.

Les solutions proposées aux sections 4.5, 4.6 et (éventuellement) 4.8 pourraient aider
a résoudre plus efficacement le probleme de I'isomorphisme pour certaines classes de
graphes, possédant des formes similaires a celles des réseaux de Petri ou des NUPN.

D’autres schémas de réduction vers des formules logiques pourraient étre expérimen-
tés, en utilisant éventuellement un fragment de logique différent.

Les graphes et formules générés par les approches d’isomorphisme de graphes et de
formules logiques pourraient étre réutilisés comme jeux de tests dans les compétitions
de logiciels.

16. En notant que ces derniers peuvent étre canonisés de maniere exacte en temps polynomial.
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Chapitre 5

Détermination des places mortes et
des transitions mortes

Ce chapitre se concentre sur deux problemes, qui caractérisent les parties d'un réseau qui ne
sont jamais actives : la recherche de toutes les places qui ne peuvent jamais étre marquées
(probleme des places mortes) et la recherche de toutes les transitions qui ne peuvent jamais
étre tirées (probleme des transitions mortes). Leur détection est un outil pertinent pour la
simplification de réseaux de Petri complexes, en particulier ceux générés automatiquement
a partir de formalismes de plus haut niveau, tels que les algebres de processus. Le présent
chapitre propose divers algorithmes pour déterminer simultanément les places mortes et les
transitions mortes.

5.1 Motivations

En pratique, ces deux problemes, qui correspondent dans les réseaux de Petri au probléme
de la détection de code mort, sont pertinents pour plusieurs raisons.

Premierement, ces problémes représentent de maniere concrete la détection de code mort
pour les réseaux de Petri. Le probleme de la détection de code mort a une importance
majeure dans 'ingénierie logicielle, puisqu’il est conventionnellement admis que le code
mort nuit a la lisibilité, a la maintenance et aux performances des logiciels, ce qui conduit la
plupart des processus de développement logiciel a recommander la détection et la suppression
pro-active du code mort. A ce sujet, deux langages de programmation pour les automates
industriels, se basant sur une représentation graphique et une sémantique inspirée des
réseaux de Petri, le Grafcet [IEC13a] et les diagrammes de fonctions séquentiels [IEC13b],
interdisent les branches « non-accessibles », autrement dit, les réseaux de Petri contenant
des places ou transitions mortes.

Deuxiemement, dans le contexte de la vérification de modeles, les places mortes augmentent
la taille nécessaire a la représentation des marquages accessibles; de plus, les places mortes,
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comme les transitions mortes, augmentent les cotits de stockage et d’acces a la relation de
transition (autrement dit, de la fonction donnant, & partir d’un ensemble de marquages, les
marquages résultant du franchissement des transitions du réseau). De ce fait, les places et
transitions mortes conduisent a une augmentation potentielle des cofits de vérification, a la
fois en mémoire et en temps.

En particulier, ces places et transitions mortes apparaissent naturellement lors de la
traduction automatisée de modeles écrits dans des langages de haut-niveau, tels que les
algebres de processus, en réseaux de Petri. Par exemple, le réseau de Petri généré depuis le
terme « A; A; A || A; A; A » comporte 3 x 3 transitions synchronisées « A » ; I’élimination
des transitions mortes permet de réduire ce nombre a trois. Le gain potentiel est accru
lorsque des données sont échangées : le réseau résultant de « A!l; Al2; A3 || A’x; Aly; AVz»
présente toujours 3 x 3 transitions, mais I’élimination des six transitions mortes permet
également a un compilateur de détecter que les variables z, y et z sont en réalité les
constantes 1, 2 et 3. Ceci permet ainsi d’6ter trois variables du vecteur d’état, ce qui
représente un gain important en mémoire. La boite a outils CADP implante cette technique
d’optimisation lors de la compilation de spécifications LOTOS en réseaux de Petri interprétés
et I'exploite avec succes afin de pouvoir traiter des modeles industriels ou académiques de
(plus) grande taille.

Lorsque de multiples propriétés doivent étre évaluées sur le méme modele, les surcotits
engendrés par les places et les transitions mortes sont cumulés, ce qui rend d’autant plus
importantes la détection et I’élimination efficace de telles places et transitions pour les
modeles de grande taille. Ceci est le cas pour les utilisateurs industriels, qui ont besoin, en
regle générale, d’évaluer (au moins) plusieurs dizaines de formules en logique temporelle,
sur des systémes complexes.

Troisiemement, de nombreuses propriétés globales sur les réseaux de Petri peuvent basculer
de vraies a fausses (ou inversement) en ajoutant ou supprimant une seule place ou transition
morte. Pour un utilisateur, 'interprétation pertinente des résultats de ces propriétés devient
alors délicate. Pour un outil de vérification, certaines étapes d’analyse ou de transformation
de réseaux exploitant des propriétés « souhaitables » des modeles (telles que I"appartenance
a la classe des réseaux a choizx libres) pourraient devenir moins efficaces, fournir des résultats
moins précis, voire méme se retrouver inapplicables.

Pour toutes ces raisons, on doit étre en mesure de détecter efficacement, et d’éliminer les
places et transitions mortes des réseaux de Petri, afin de ne considérer ou de ne préserver
que la partie véritablement « utile » de ces réseaux.

La suite de ce chapitre s’articule ainsi. La section 5.2 introduit formellement les problémes
des places mortes et des transitions mortes. La section 5.3 dresse un inventaire de 1'état de
I’art et explique en quoi les vérificateurs de modeles conventionnels ne sont pas adaptés
pour résoudre ce type de problemes. La section 5.4 analyse la complexité théorique de ces
problemes. La section 5.5 explique pourquoi il est nécessaire d’avoir des solutions dites
« incompletes » car pouvant présenter des valeurs inconnues.
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Les sections 5.6 a 5.10 décrivent ensuite des algorithmes dédiés, qui sont implantés dans
des outils logiciels spécialisés, présentés dans la section 5.11. Les sections 5.12 et 5.13 font
le point sur les performances de la solution proposée, une fois appliquée a des ensembles
complets de modeles. La section 5.14 aborde les démarches entreprises pour la validation
des résultats.

Finalement, la section 5.15 formule des observations conclusives et évoque les perspectives
ouvertes.

5.2 Enoncé des problémes

La définition suivante présente la notion de place morte au sein d’un réseau de Petri, en
utilisant le prédicat & de couverture de marquages de la définition 2.21.

Définition 5.1 Soit (P, T, F, My) un réseau de Petri. Une place p est morte ssi il n’existe
pas de marquage accessible ayant un jeton dans p, autrement dit ssi = ({p}).

Le probleme de la détermination des places mortes est alors introduit comme suit.

Définition 5.2 Soit un réseau de réseau de Petri (P,T,F, M) ordinaire et sauf. Le
probleme des places mortes consiste en la détection de toutes les places mortes du réseau.

La définition suivante présente la notion de transition morte au sein d’un réseau de Petri.

Définition 5.3 Soit (P,T, F, My) un réseau de Petri. Une transition t est morte ssi il
n’existe pas de marquage accessible ot t est active, autrement dit ssi =R (°t).

Nous introduisons le probleme de la détermination des transitions mortes, comme pour
celui des places mortes.

Définition 5.4 Soit un réseau de réseau de Petri (P,T,F, M) ordinaire et sauf. Le
probleme des transitions mortes consiste en la détection de toutes ses transitions mortes.

5.3 Travaux voisins

5.3.1 Définitions alternatives des places mortes

Une généralisation de la définition 5.1 est donnée dans [DE95, def. 4.16], ot une place p est
considérée « morte dans un marquage M » s’il n’existe pas de marquage accessible depuis
M présentant un jeton dans p. Notre définition ne couvre que le cas du marquage initial
My, et ne considere que les réseaux saufs. Cependant, puisque toute place p morte dans M,
Iest également dans tout marquage accessible, notre définition est suffisamment générale
pour répondre aux motivations de la section 5.1.

Nous éviterons d’employer le terme place vivante, qui est usuellement défini comme suit :
une place p est vivante ssi, pour tout marquage M accessible (depuis le marquage initial
My), il existe un marquage M’ accessible depuis M et ayant un jeton dans p. Ainsi, toute
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place vivante n’est pas morte, mais une place non-morte n’est pas nécessairement vivante.

5.3.2 Définitions alternatives des transitions mortes

Une généralisation de la définition 5.3 est donnée dans [DE95, def. 4.16], ot une transition
t est dite morte dans un marquage M si la transition ¢ est inactive (c.-a-d. non-tirable)
dans tout marquage accessible depuis M.

Dans [Mur89, sect. IV.C], il existe quatre niveaux de vivacité pour les transitions, allant
de la plus forte, LI-vivante, a la plus faible, Lj-vivante; autrement dit LI-vivante =
L2-vivante = LS3-vivante = L4-vivante. De plus, [Mur89, sect. IV.C] abrége les termes
L1-vivante et Lj-vivante en respectivement vivante et quasi-vivante. Bien que les termes
L4-vivante et quasi-vivante correspondent a la négation de morte et pourraient ainsi étre
employés, nous n’utilisons que le niveau de vivacité 4, ce qui fait que cette lourde surcharge
du terme vivante, source possible de confusions, n’est ni nécessaire, ni souhaitable. En
définitive, nous n’utiliserons pour les transitions que les termes « mortes » et « non-mortes »,
de maniere analogue aux places, qui sont « mortes » ou « non-mortes ».

Il convient de remarquer que le probleme de la définition 5.3 est différent du probleme
de I'absence d’interblocage, qui a été abondamment traité, contrairement au probleme des
transitions mortes. Formellement, un réseau posséde une transition morte ssi 3t € T' |
VMo — M,*t € M, tandis qu'un réseau présente un interblocage ssi IMy — M | Vt €
T,*t € M : il y a permutation des objets au sein des quantificateurs logiques « 3 » et « V ».
En dépit de la « dualité » de leurs formulations, ces deux problémes restent bien distincts :
il existe des réseaux présentant un interblocage, mais sans transition morte, tout comme il
existe des réseaux présentant une transition morte, mais sans interblocage.

Enfin, nous pouvons noter que le probléeme des transitions mortes généralise celui de la
quasi-vivacité, qui est un prédicat booléen évalué a T ssile vecteur des transitions mortes
est le vecteur nul. Cette généralisation se justifie d’'un point de vue pratique : déterminer
qu’'un réseau de grande taille n’est pas quasi-vivant est insuffisant si I’on ne peut savoir quel
est I’ensemble exact de transitions mortes, par exemple, afin de les éliminer par la suite.

5.3.3 Lien avec la logique temporelle

Une voie possible pour résoudre ces deux problémes est de les transcrire en logique temporelle
(par exemple, en formules CTL ou LTL), puis de soumettre ces formules a un outil de
vérification de modeles (ou en anglais, « model checker ») pour les réseaux de Petri.

Bien qu’attrayante, une telle approche présente néanmoins des inconvénients d’ordre pra-
tique :

— Le nombre de formules en logique temporelle requises pour chaque probleme est
linéaire en fonction de la taille du réseau de Petri — respectivement |P| et |T.
Ce nombre est en général trop grand pour étre réalisé manuellement, il faudrait
donc développer des outils ad hoc produisant ces formules (donnant en sortie, soit
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un fichier unique de taille colossale, soit un treés grand nombre de petits fichiers),
appelant un outil de vérification de modeles sur ces formules, et finalement, collectant
et agrégeant les résultats de ces appels.

— Appeler répétitivement un outil de vérification de modeles pour évaluer des centaines
A plusieurs milliers de formules sur le méme réseau de Petri est inefficace. A chaque
appel, une formule est lue et analysée syntaxiquement, sa correction est ensuite
vérifiée, puis elle est traduite d'une syntaxe concrete vers une représentation interne
abstraite : la plupart de ces étapes sont redondantes, puisque toutes ces formules
sont similaires et correctes par construction et sont évaluées sur le méme réseau.

Pour ces raisons, il nous parait plus opportun d’exprimer ces deux problémes a un niveau
supérieur, en augmentant les outils traitant les réseaux de Petri d’options dédiées (par
exemple, « ~dead-places » et « ~dead-transitions »). La présence de ces options facili-
terait non seulement la tache des utilisateurs finaux, mais elle permettrait aux développeurs
d’outils de concevoir et implanter des approches dédiées, plus efficaces.

Pour un outil reposant sur une logique temporelle, ces options rendraient possible une
augmentation sensible des performances : (i) de toutes les logiques temporelles accep-
tées par l'outil, ces options pourraient sélectionner la plus appropriée pour produire les
formules, éventuellement selon le contexte; (ii) elles pourraient directement générer les
formules dans leur représentation abstraite, ce qui éliminerait a la fois le cotit de ’écri-
ture de fichiers intermédiaires, puis de leur analyse syntaxique, tout en donnant plus de
souplesse aux développeurs d’outils; (iii) le cotit (cumulatif) de la vérification syntaxique
des formules pourrait étre évité, puisqu’elles seraient correctes par construction; (iv) le
réseau de Petri ne serait lu et analysé qu'une unique fois; (v) 'outil connaissant a I'avance
le nombre et le patron des formules a évaluer sur le méme réseau, il pourrait essayer
d’appliquer des simplifications préliminaires (telles que les réductions structurelles) et des
optimisations sophistiquées sur le modele ou les formules (en exploitant, par exemple, la
quasi-réflexivité de la relation de concurrence); (vi) 'outil pourrait plus aisément tirer
parti de la vérification globale de modéles (c.-a-d., construire au préalable I’ensemble des
marquages accessibles, puis utiliser celui-ci pour évaluer toutes les formules) en remplace-
ment ou en complément d'une vérification locale de modéles (c.-a-d., pour chaque formule,
effectuer une évaluation a la volée, n’explorant qu'un fragment pertinent de I’ensemble des
marquages accessibles pour la formule en question), qui souvent est le choix « par défaut »,
voire « a défaut »; (vii) de telles options donneraient un cadre propice a 1’élaboration
d’algorithmes non pas génériques, mais dédiés, plus efficaces sur ces problemes particuliers.

Bien que les logiques temporelles sont une des voies possibles pour calculer les places mortes
et les transitions mortes, elles ne sont pas 'unique solution. Nous proposons des approches
alternatives, avec des algorithmes dédiés et implantés dans des outils logiciels.
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5.4 Complexité des problemes

Proposition 5.1 Le probleme des places mortes est un sous-probléeme de celui des transi-
tions mortes.

Preuve. La connaissance de I’ensemble des transitions mortes est suffisante pour calculer
I’ensemble des places mortes. En effet, une place morte est une place qui n’a pas de jeton
dans le marquage initial et qui ne regoit jamais de jeton (autrement dit, une place qui,
pour toute transition non-morte, n’est jamais une de ses places de sortie). La réciproque
est fausse : une transition peut étre morte alors que toutes ses places d’entrée et de sortie
ne sont pas mortes. U

Proposition 5.2 Le probleme des places mortes et le probleme des transitions mortes sont
des sous-problémes du probleme de couverture de marquage, ce dernier consistant, dans
un réseau, a décider si pour un marquage donné, il existe un marquage accessible l'incluant.

Preuve. En utilisant le prédicat & de la définition 2.21, ainsi que les définitions 5.1 et 5.3,
'ensemble des places mortes s’exprime {p € P | =R ({p})}, tandis que celui des transitions
mortes s’exprime {t € T'| =R (*t)}. O

Proposition 5.3 Pour les réseaux saufs, le probleme des places mortes et le probleme des
transitions mortes sont PSPACE-complets.

Preuve. Nous savons, d’apreés [CEP95, Th. 15], que le probléme de couverture des marquages
est PSPACE-complet pour les réseaux saufs. D’apres la proposition 5.1, il suffit donc de
démontrer que le probleme des places mortes est PSPACE-complet pour montrer que le
probleme des transitions mortes est PSPACE-complet. Avec la proposition 5.2, nous savons
déja que le probleme des places mortes est au plus PSPACE-complet. Il reste a démontrer
que le probléme des places mortes est au moins PSPACE-complet. Soit un réseau ordinaire
et sauf N. Soit N’ le réseau consistant en N auquel nous rajoutons une nouvelle place p et
une nouvelle transition ¢ tels que *t = M et t* = {p}; puisque N est sauf, N’ est également
sauf; enfin, décider dans N’ si R ({p}) revient a décider dans N si R (M). O

5.5 De la nécessité de solutions a valeurs ternaires

Les deux problemes susmentionnés étant PSPACE-complets, il existera toujours un réseau
de Petri suffisamment grand pour empécher le calcul de leurs solutions exhaustives sur
un ordinateur donné. Plutét que de nous contenter d’une approche « tout ou rien », ou
un algorithme peut soit donner toutes les places mortes ou toutes les transitions mortes,
soit, étre déclaré comme mis en échec, nous considérons une approche plus pragmatique :
I’algorithme peut s’arréter de lui-méme, ou bien étre interrompu apres n’avoir calculé quune
partie de la solution, en laissant éventuellement certains résultats inconnus.

Concretement, cela signifie que dans une solution, chaque place ou transition peut avoir une
valeur connue (& savoir « non-morte » L ou « morte » T), ou une valeur inconnue (I). Une
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solution sera dite partielle si elle contient au moins une valeur inconnue, ou sinon compléte.
Un algorithme efficace doit étre en mesure d’éliminer, au cours d’un laps de temps donné,
le plus grand nombre de valeurs inconnues possible.

Définition 5.5 Le vecteur des places mortes peut se représenter par un triplet (P, P, Pr)
tel que :

— P, C{pe P|R({p})} est ’ensemble des places déterminées non-mortes ;
— PrC{pe P|-R({p})} est l’ensemble des places déterminées mortes;

e P\ (P, U Pr) est le prédicat donnant les places dont on ne sait pas si elles
sont mortes ou non.

Notons que P,, Pt et Pr sont deuxr a deux disjoints et que leur union est égale a P.
Initialement, Le triplet est initialisé d (&, D, P), c.-d-d. que la solution ne présente d’origine
que des valeurs inconnues. Une fois la solution complétement déterminée, le triplet vaut

{pe P R{pH}{pre P -R{p}} 2).

De maniere analogue, le vecteur des transitions mortes sera représenté par le triplet défini
comme suit :

Définition 5.6 Le vecteur des transitions mortes peut se représenter par wun triplet
(T, Tv,Tr) tel que :

— T, C{teT|R(*t)} est l'ensemble des transitions déterminées non-mortes;

— Ty C{teT|-R(*t)} est ’ensemble des transitions déterminées mortes ;

Y T\ (T, UTr) est le prédicat donnant les transitions dont on ne sait pas si

elles sont mortes ou non.

Le triplet est initialisé a (&, D, T), c.-d-d. que la solution ne présente d’origine que des
valeurs inconnues. Le triplet vaut ({t € T | R({t})},{t € T | "R ({t})}, D), une fois la
solution compléte. Notons qu’a tout instant, T'|, Tt et Tt sont deux a deux disjoints et que
leur union est égale a T'.

Une solution partielle d'un vecteur des places mortes ou des transitions mortes peut étre
exploitée de manieére conservatrice, en considérant les valeurs « inconnues » de la méme
maniere que les valeurs « fausses », ce qui revient a dire que nous considérons qu’une place
ou transition est morte uniquement si cela a été positivement prouvé.

5.6 Exploration des marquages accessibles

L’approche la plus aisée, du moins conceptuellement, pour calculer les places mortes et les
transitions mortes d’'un réseau de Petri sauf, consiste a déterminer les places ayant recu un
jeton et les transitions devenues actives lors d’une exploration de ’ensemble de marquages
accessibles du réseau. Il s’agit d’une approche de vérification globale de modeles (voir la
sous-section 5.3.3).
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Dans cet algorithme, les marquages accessibles sont représentés sous la forme de diagrammes
de décision binaires : une telle exploration, dite symbolique, obtient en pratique de meilleurs
résultats qu'une exploration reposant sur une représentation explicite des marquages, qu’il
s’agisse en terme de temps ou de mémoire.

De plus, cette étape tire parti des informations concernant I'arbre des unités et de la
répartition des places dans les unités, afin d’élaborer un codage optimisé des marquages,
respectant la propriété unit-sauf (voir la section 3.4). Ceci permet d’accélérer I'exploration.

Pour des réseaux trop grands, qui excedent les capacités de I'exploration symbolique, il est
possible de spécifier une borne supérieure dans la profondeur de I’exploration, ou bien une
limite de temps a ne pas dépasser.

Si au terme de cette exploration, I'espace d’états a pu étre parcouru exhaustivement, nous
pouvons en déduire, par simple négation, les ensembles de places et de transitions mortes. A
I'opposé, si 'espace d’états est trop vaste pour étre parcouru exhaustivement, les vecteurs
ne contiendront que des valeurs 1 ou I, mais jamais de valeurs T.

Enfin, il est possible d’obtenir des vecteurs complets, sans valeurs inconnues, tout en évitant
de parcourir exhaustivement I’ensemble de I'espace d’états. Ceci est possible via 'utilisation
de raccourcis algorithmiques, en interrompant I'exploration dés que toutes les informations
requises ont été déterminées (ce qui reprend l'idée de vérification a la volée) :

— Le premier raccourci s’applique aussi bien au calcul du vecteur des places mortes que
celui des transitions mortes : lorsque le vecteur des transitions mortes ne contient
aucune de valeur inconnue, ’exploration peut étre interrompue. Un exemple de
réseaux bénéficiant tres largement de ce raccourci sont ceux sans transition morte.

— Le second raccourci s’applique seulement pour la détermination du vecteur des places
mortes : lorsque le vecteur des places mortes ne contient plus aucune valeur inconnue,
I’exploration peut étre interrompue. Un exemple de réseaux bénéficiant tres largement
de ce raccourci sont ceux contenant de nombreuses transitions redondantes.

L’algorithme de cette section peut se formaliser ainsi.

1 PJ_ = Mg
3 DELAI_EXPIRE := L — booléen positionné a T en cas de dépassement de délai
4 BORNE = +c0 — borne sur la profondeur d’itération
5 F=9
6 E :={My}
8 repeat
9 fort e T UT, loop
10 E" = marquages_ou_la_transition_est_active (F',t) \ E
11 if F” # @ then
12 TJ_ = TJ_ U {t}

13 PL::PLUt'



5.7. Regles structurelles 103

14 if Tt = @ then

15 return — raccourci pour les places et transitions mortes
16 else if Pt = @ then

17 return — raccourci pour les places mortes (uniquement)
18 else

19 E'’ = E'" U tirer_la_transition (E”,t)

20 end if

21 end if

22 end loop

23 E' =F\FE

24 E=FUF

25 BORNE := BORNE — 1 — avec +o00 — 1 = +00

26 until £ = & or BORNE = 0 end repeat

28 if B/ = @ and —DELAI_EXPIRE then — [exploration est complete
29 TT = TT U TI

30 PT = PT U PI

31 end if

Algorithme A; — Exploration des marquages accessibles pour les places et transitions mortes

5.7 Regles structurelles

L’exploration des marquages accessibles est une approche par force brute, qui peut échouer
sur des réseaux de grande taille, aboutissant a des vecteurs incomplets. Nous examinons,
de cette section jusqu’a la section 5.9, des algorithmes de moindre complexité, prenant
en entrée un vecteur possédant des valeurs inconnues et produisant un nouveau vecteur
préservant les valeurs déja connues en entrée, tout en ayant moins de valeurs inconnues.

Dans cette section, nous présentons un ensemble de quatre regles « structurelles » pouvant
déterminer que certaines places ou transitions sont mortes ou non.

Proposition 5.4 Toute place appartenant au marquage initial My est non-morte.
Proposition 5.5 Toute transition n’ayant pas de place d’entrée est non-morte.

Les deux régles suivantes tirent parti des propriétés sauf (nous faisons I’hypotheése que
le réseau de Petri est sauf) et unit-sauf (une importante proportion de nos modeles sont
unit-saufs par construction, voir la section 5.12) pour détecter certaines classes de transitions
mortes.

Proposition 5.6 Dans un réseau sauf, toute transition dont les places d’entrée sont un
strict sous-ensemble des places de sortie est morte.

Preuve. S’il est possible de tirer une telle transition ¢ une fois, il est possible de la tirer un
nombre infini de fois en accumulant un nombre infini de jetons dans les places de ¢*\ *t. [J
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Notons que, si une transition n’a pas de place d’entrée, mais au moins une place de sortie,
le réseau n’est pas sauf, puisque nous pouvons toujours franchir cette transition et donc
accumuler des jetons dans ses places de sortie.

Proposition 5.7 (d’apres [Garl9, prop. 8]) Sile réseau est unit-sauf, toute transition ayant
au moins deuz places d’entrée (respectivement deuz places de sortie) localisées dans deux
unités NUPN non-disjointes est morte.

Nous pouvons remarquer que les regles des propositions 5.4 et 5.5 apportent des L, tandis
que les regles des propositions 5.6 et 5.7 apportent des T.

Avec les notations des chapitres 2 a 3, les regles structurelles des propositions 5.4 a 5.7
forment I’algorithme suivant :

1 P, =P UM, — d’apres la prop. 5./
2 T =T U{teT |t=t"=0} — d’apreés la prop. 5.5
4 — la suite de cet algorithme suppose que le réseau est sauf
5 Tr=TrUu{teT|(tCt)AN(t#£1%} — d’aprés la prop. 5.6
7 — la suite de cet algorithme suppose que le réseau est unit-sauf
8§ Tr =Tt U — d’apres la prop. 5.7

Ne}

{t € T | I(p1,p2) € (*t x *t) U (t* x t*), ~disjoint (unité (p1), unité (p2))}
Algorithme Ay — Regles structurelles

Ces regles ne dépendent pas des valeurs initiales des vecteurs de places mortes (P, , Pr, Pr)
et des transitions mortes (7', T, TT).

5.8 Autres regles structurelles

Nous présentons un algorithme consistant en I'application jusqu’a saturation de quatre
nouvelles régles élémentaires, permettant de propager, dans certains cas, le fait qu’une place
(respectivement une transition) soit morte ou non vers ses transitions (respectivement ses
places) adjacentes.

Proposition 5.8 Si une transition t est morte, toute place p telle que °t = {p} l'est aussi.

Proposition 5.9 (d’apres [DE95, prop. 4.17(3)]) Si une place p est morte, toute transition
de *p U p® [’est aussi.

A noter que la réciproque de la proposition 5.9 est fausse : une transition peut étre morte
tout en n’étant connectée qu’a des places non-mortes.

Proposition 5.10 (contraposée de la proposition 5.8) Si une place p est non-morte, toute
transition t telle que *t = {p} l'est aussi.

Proposition 5.11 (contraposée de la proposition 5.9) Si une transition t est non-morte,
toute place de *t Ut® l’est aussi.
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L’algorithme Aj ci-dessous applique itérativement ces quatre regles jusqu’a saturation. La
boucle des lignes 1 a 15 applique les propositions 5.8 a 5.9, lesquelles apportent des T :
elle calcule ainsi une sous-approximation des vecteurs des places mortes et des transitions
mortes. La boucle des lignes 17 a 31 applique, quant a elle, les propositions 5.10 a 5.11, qui
apportent au contraire des L : de ce fait, elle représente une sur-approximation pour ces
deux vecteurs.

1 T'=g; P =0

2 repeat
3 for t € Tt \ T’ loop
4 Pr=PrU{peP|t={p}} — d’aprés la prop. 5.8
) end loop
6 T/ = TT
7 assert (T =T7) A (P' C Pr)
9 for p € Pr\ P’ loop
10 Tr=TrU*pUp® — d’apres la prop. 5.9
11 end loop
12 Pl = PT
13 assert (T" CT7) A (P = Pr)

14 until 7" = Tt end repeat
15 assert (1" =T7) AN (P’ = Pr)

17 PP=g;T =@

18 repeat

19 for pe P, \ P’ loop

20 T =T U{teT|*t={p}} — d’aprés la prop. 5.10
21 end loop

22 Pl = PL

23 assert (P =P )N (T'CT))

25 for t € T, \ T’ loop

26 P =P UtUt — d’aprés la prop. 5.11
27 end loop

28 T/ = TL

29 assert (PP C P )AN(T'=T))

30 until P’ = P, end repeat
31 assert (PP=P )AN(T'=T))

Algorithme A3 — Autres regles structurelles

Proposition 5.12 L’algorithme A3 se termine.

Preuve. L’ensemble P’ U T" est strictement croissant pour l'inclusion entre deux itérations
de la premiere boucle (des lignes 1 & 15). Or, a la ligne 14, nous avons : (P"UT") C (PUT).
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Puisque les ensembles de places et de transitions sont finis, la premiere boucle se termine
apres un nombre fini d’itérations. Ce méme raisonnement s’applique pour la seconde boucle
(des lignes 17 & 31), qui se termine apres un nombre fini d’itérations. O

Lors de la terminaison de l'algorithme Aj;, les propositions 5.8 a 5.11 ont été appliquées a
saturation sur toutes les places de P, U Pt et toutes les transitions de T, U T*.

Il est a noter que l'algorithme A3 ne peut déterminer aucune valeur si Pr = P et Tt =T.
Plus les vecteurs des places et des transitions mortes contiennent de valeurs connues (suite
par exemple, & I'application des algorithmes des sections 5.6 et 5.7), plus A3 est susceptible,
par propagation, de déterminer davantage de nouvelles valeurs.

5.9 Sur-approximation linéaire

Définition 5.7 Soient deux marquages My et My, ainsi qu’une transition t. Nous notons
M, == M, ssi t est active dans M, (autrement dit, *t C My) et My = My U t°.

Cette relation se distingue de la relation de tir usuelle M; L M, (voir la définition 2.19),
dans la mesure ou cette derniere utilise (M, \ *t) a la place de M. Ainsi, lorsqu’une transition
t est franchie en employant la définition 5.7, les jetons des places d’entrée sont conservés,
tandis que chaque place de sortie gagne un jeton. Autrement dit, si nous supposons que
chaque place peut contenir soit aucun jeton (lorsqu’elle n’est pas marquée), soit une infinité

de jetons (lorsqu’elle est marquée), =L se comporte comme N

Proposition 5.13 Si un marquage M est accessible depuis le marquage initial My, c.-a-d.,
My — M, il existe un marquage M’ tel que My == M’ ot M C M.

Preuve. Par induction sur les séquences de tir M, ZIN M, ET My ... M, _4 ns M. Base
(chemin de taille 0) : nous avons My == M. Induction : nous supposons que pour tout
chemin de longueur d’au plus n, la proposition 5.13 est vérifiée. Soit une séquence de
franchissements M, N My N My.. . M, N M,,. Ce chemin étant de longueur n, il
existe un marquage M, tel que My == M! et M, C M. Montrons que pour tout chemin
de longueur n + 1, la proposition 5.13 est vraie. Soit une transition ¢, franchissable depuis

M,,. Nous avons : M, iARY M, 11, avec My, 1 = (M, \ *tpe1) Ut, 1% La transition ¢, est

. . t . . t
franchissable depuis M/ au sens de =, car elle est franchissable depuis M,, au sens de — :
tn+1

(*tny1 © My) AN (M, € M) = (*t,41 € M),). Nous pouvons ainsi écrire M), = M, _,, avec
M . = M), Ut,1°. Nous obtenons alors M, 1 = (M, \ *tpi1) Uty1®) C (M, Utyia®) C

(M, Uty41®) = M|, et ainsi, 'hypothese de récurrence a l'ordre n + 1 est validée. O

L’algorithme A, ci-apres repose sur la contraposée de la proposition 5.13. Il effectue une
exploration des marquages accessibles depuis M, en utilisant == & la place de —. Lors
de cette exploration, aucune place ne perd ses jetons une fois marquée. Ce qui permet de
représenter simplement son espace d’états par les ensembles P’ et P”, qui représentent
respectivement ’ensemble des places visitées et ’ensemble des marquages accessibles et qui
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sont liés par l'inéquation suivante : (M, U P') C P” C P.
Nous accélérons le tir des transitions en attachant a chaque transition ¢ (n’ayant pas été
détecté morte) un compteur ¢ — c[t] contenant le nombre de places d’entrée de ¢ n’ayant

pas encore été marquées (selon %) Ainsi t devient active (pour %) lorsque c [t] atteint
z€ro.

1 P=g

2 P":=P UM,

3 forte T\ Tt loop

4 cft] = |°t|

5 end loop

7 while P’ # P"” loop

8 assert (P C P"YAN(P"NPr=2)AN(NVteT\Tr) (c[t] = |t \ P'|)
9 let p = oneof (P"\ P’)
10 P :=P'U{p}
12 for t € p*\ T'r loop
13 clt] =c[t] — 1
14 if c[t] = 0 then
15 P":=P'Ute
16 end if

17 end loop

18 end loop

20 assert (P' = P') A (P'NPr =) A (Ve T\Tr) (clt] = [\ P'|)
21 PT3=PTU(P\P/)
22 TTZZTTU{tET\TT|C[t]>O}

Algorithme A4 — Sur-approximation linéaire

Proposition 5.14 L’algorithme A4 se termine.

Preuve. Le nombre de places est fini, donc P’ et P” sont finis. Puisque, P’ C P”, a chaque
itération, P’ est strictement croissant pour I'inclusion. Conséquemment, la boucle « while »
se termine au bout d’un nombre fini d’itérations. U

Lorsque algorithme A, se termine, P’ = P”, ce qui signifie que I'ensemble de I'espace d’états
a été visité. Apres terminaison de ’exploration, toute place n’ayant pas été marquée est
morte (elle est donc ajoutée & Pr) et toute transition n’ayant jamais été franchie est morte
(elle est donc ajoutée a Tr). La réciproque est cependant fausse : & moins que les transitions
ont toutes au plus une place d’entrée, cet algorithme réalisant une sur-approximation du
nombre de jetons et de I'ensemble des transitions actives, il peut omettre certaines places
ou transitions mortes, d’ou le fait que P, et T restent inchangés.
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A la ligne 21, le nouvel ensemble de places mortes (P \ P’) contient I’ensemble initial des
places mortes Pr.

5.10 Ordre des algorithmes

Les algorithmes présentés au sein des sections 5.6, 5.7, 5.8 et 5.9 sont respectivement
nommeés A, A, Az et Ay 1l est aisé de constater qu’apres avoir exécuté chacun de ces
algorithmes, I'appliquer a nouveau immédiatement n’apportera aucun bénéfice concernant
le nombre de valeurs inconnues. Mais cela ne veut pas dire qu’exécuter deux fois ces mémes
algorithmes serait toujours infructueux dans le cas ou 'on intercalerait, entre les deux
appels, un autre algorithme retirant d’autres valeurs inconnues.

Cela conduit a cette nouvelle interrogation : dans quel ordre, et combien de fois, devrions-
nous appliquer ces quatre algorithmes? Une analyse des apports et cotits potentiels de ces
algorithmes suggere que (Ag; As; Ay; Aj; Ag) serait Pordre d’appel présentant les meilleurs
résultats. Il tient notamment compte du fait que : (i) A3 et A, bénéficient des informations
pré-calculées par A,, I'algorithme le moins coiiteux; (ii) Ay, algorithme le plus cotiteux,
peut bénéficier des informations précalculées par (As; As; Ay), étant donné que A; peut éviter
d’essayer de franchir des transitions qui sont déja prouvées mortes et que ces résultats déja
connus accroissent U'efficacité des raccourcis définis a la section 5.6; (iii) enfin, 'algorithme
As est le seul pouvant, éventuellement, apporter de nouvelles valeurs suite & une premiere
exécution de la séquence (Ay; As; Ay; Aq).

Finalement, entre deux algorithmes, nous devons vérifier que le nombre de valeurs inconnues
soit toujours strictement supérieur a zéro. Si ce n’est plus le cas, nous pouvons nous arréter,
la solution étant déja complete.

5.11 Implantation logicielle et formats de fichiers

Nous avons implantés nos algorithmes dans 'outil CAESAR.BDD, présenté a la section 3.7.

Cet outil accepte des modeles en entrée au format NUPN, qui peuvent étre produit a partir
de modeles au format normalis¢é PNML, a laide d’une traduction automatisée (voir la
section 3.6).

5.11.1 Calcul des places et transitions mortes

Les options permettant le calcul des places mortes et des transitions mortes, respectivement
« ~dead-places » et « —~dead-transitions », produisent, comme expliqué précédemment
dans la section 5.5, des vecteurs dont chaque élément peut avoir une valeur parmi { L, T, T}.

Ceci associé au fait que dans le format NUPN, les ensembles de places et les ensembles de
transitions sont des intervalles, les vecteurs des définitions 5.5 et 5.6 se concrétisent alors
sous la forme de fichiers textes (voir [Gar20, sect. 8 et annexe A]), constitués d’une unique
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ligne contenant des caracteéres « 0 » pour L, « . » pour I et « 1 » pour T, représentant la
valeur affectée a chacune des places ou des transitions du réseau, triées par ordre croissant.

Ces vecteurs pouvant étre de grande taille pour certains réseaux, une compression par
plages est utilisée : plutot que d’écrire n > 3 fois consécutivement un caractere, mettons
« 0 », le vecteur contiendra « 0(n) » pour ces n places ou n transitions. Cette compression
permet une réduction totale de la taille des vecteurs d’un facteur de 9,91, pour la collection
de la section 3.8.

5.11.2 Vérification de fiches pour le Model Checking Contest

Lors du déroulement des épreuves du MCC (voir la section 3.8), une vingtaine de propriétés
structurelles et comportementales des réseaux de Petri sont mises a la disposition des outils
participants, dont la présence d’au moins une place morte et la présence d’au moins une
transition morte. Ces propriétés booléennes sont enregistrées dans les fiches! associées aux
modeles et sont annotées de textes explicatifs, permettant par exemple de donner des noms
de places ou de transitions mortes.

Ces fiches sont préalablement complétées et fournies par leurs auteurs lors de la soumission
de chaque modele. Il est donc important de s’assurer de la correction systématique de ces
fiches. Cette étape permet également aux organisateurs de la compétition de s’assurer que
les modeles soumis n’ont pas un nombre exagéré de places mortes ou de transitions mortes,
ce qui conduirait & en surestimer leur difficulté.

A ces fins, Poutil CESAR.BDD est couramment utilisé par ’équipe d’organisation de
la compétition, a ’aide d’une option dédiée « -mcc », calculant toutes ces propriétés de
maniere automatisée.

5.12 Reésultats expérimentaux

Nous avons appliqué ces algorithmes implantés dans CAESAR.BDD pour calculer les
vecteurs des places mortes et des transitions mortes sur le jeu de tests présenté a la
section 3.8. Les expérimentations de ce chapitre proviennent de [BG21a] et ont été réalisées
en janvier 2021. La collection contenait alors 13 116 modeles. Les 3 084 modeles ajoutés
depuis ne changent guere ses caractéristiques : les chiffres de [BG21a, Table 1] sont tres
proches de ceux des tables 3.3 et 3.4.

Nos expérimentations ont été réalisées (séquentiellement) sur des ordinateurs individuels
équipés d’un processeur Intel Xeon E5-1650 v4 (3,6 GHz), de 128 Go de RAM et exécutant
Openlndiana, la version a code source ouvert du systeme d’exploitation Solaris 11. Ces
expérimentations sont paramétrées par un temps ¢ (en secondes), représentant le délai (maxi-
mal) d’exécution accordé a l'algorithme A; pour I'exploration symbolique des marquages
accessibles, (ou, du moins, du plus grand sous-ensemble des marquages accessibles possible).

1. Voir mcc.1lip6.fr/verdict-properties.php et mcc.1ip6.fr/models.php.
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Dans CESAR.BDD, cette exploration est réalisée, en interne, par la bibliotheque CUDD
pour les diagrammes de décision binaires. Si ¢ est nul, seul le marquage initial est exploré
et aucune transition n’est tirée par A;.

Nos expérimentations révelent qu’au moins 16,2 % (respectivement 15,9 %) des modeles
contiennent des places (respectivement transitions) mortes, et qu’au moins 20,4 % (respecti-
vement 37.7 %) des places (respectivement transitions) mortes sont globalement présentes
parmi les modeles. De tels ratios élevés confirment I'importance pratique de la détection et
de I’élimination de places et de transitions mortes pour réduire la complexité des réseaux
de Petri.

| valeur de ¢ [ o [ 5 [10] 15[ 30 [ 45 |
% vecteurs complets 44.6 | 93.0 | 93.6 | 93.8 | 94.4 | 94.6

% valeurs inconnues 48.9 | 33.5 | 32.0 | 31.3 | 28.9 | 28.3
% remplissage vecteurs || 69.3 | 97.0 | 97.3 | 97.5 | 97.7 | 97.9

| valeur de ¢ [ 45 ] 60 [ 120 [ 180 | 240 | 300 |
% vecteurs complets 94.6 | 95.1 | 95.3 | 954 | 95.5 | 95.6
% valeurs inconnues 28.3 1279 | 271|265 | 259 | 25.8
% remplissage vecteurs || 97.9 | 97.9 | 98.1 | 98.1 | 98.2 | 98.2

TABLE 5.1 — Résultats expérimentaux pour les places mortes

| valeur de ¢ [ o [ 5 [10] 15[ 30 [ 45 |
% vecteurs complets 29.3192.3 1929 93.2 | 93.7| 94.0
% valeurs inconnues 68.7 | 65.0 | 63.5 | 62.0 | 61.0 | 59.3
% remplissage vecteurs || 50.9 | 95.8 | 96.2 | 96.4 | 96.7 | 96.8

] valeur de ¢ | 45 [ 60 [ 120 [ 180 [ 240 [ 300 |

% vecteurs complets 94.0 | 94.1 | 94.4 | 94.7 | 94.9 | 95.0
% valeurs inconnues 59.3 | 57.8 | 54.6 | 45.2 | 39.9 | 29.8
% remplissage vecteurs || 96.8 | 96.9 | 97.1 | 97.2 | 97.3 | 97.3

TABLE 5.2 — Résultats expérimentaux pour les transitions mortes

La table 5.1 (respectivement la table 5.2) apporte, pour diverses valeurs de ¢, trois métriques
relatives au calcul des places (respectivement transitions) mortes. La premiére métrique,
% wvecteurs complets, donne le pourcentage de modeles dont le vecteur peut étre complete-
ment déterminé sous ¢ secondes. La seconde métrique, % valeurs inconnues, s’obtient en
calculant la somme de tous les vecteurs, puis en prenant le pourcentage de valeurs inconnues
dans le vecteur résultant. La troisieme et derniere métrique, % remplissage vecteurs, s’ob-
tient en calculant le pourcentage de valeurs connues pour chaque modele, puis en prenant
la moyenne de ces pourcentages.
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La premieére métrique montre pour ¢t = 0, que les algorithmes A, et A; suffisent, a eux
seuls, pour completement déterminer 44,6 % (respectivement 29.3 %) vecteurs des places
(respectivement transitions) mortes des modeles; mais, des lors que l'algorithme A; est mis
a contribution (lorsque ¢ > 0), la proportion de modeles compleétement résolus s’améliore
drastiquement, passant a 93,0 % (respectivement 92,3 %) de la collection. Partant de la,
I'incrémentation de la valeur de ¢ permet une augmentation de cette proportion, de maniere
certes plus modeste. Appliquer de nouveau l’algorithme A; apres A; permet d’augmenter la
proportion de modeles complétement résolus de 0,1 (respectivement 0,1) points. La premiére
métrique est représentée sur la figure 5.1.

100 % T .
-'w‘___l\_lL-J‘ PN P

80 % A
60 % A
40 % A

1 =@= Places mortes

| Transitions mortes
20 % —

Os 60 s 120 s 180 s 240 s 300 s

FIGURE 5.1 — Pourcentage de vecteurs complets en fonction de ¢

La seconde métrique, qui concerne les valeurs inconnues, donne des résultats assez similaires,
bien que I'influence d’A; ne soit pas aussi importante que pour la premiere métrique. De
plus, le pourcentage des valeurs inconnues ne converge pas aussi rapidement vers zéro, en
raison d’un petit nombre de modeles de grande taille, incomplétement résolus pour des
valeurs de t élevées, avec des milliers de valeurs inconnues. La figure 5.2 représente cette
seconde métrique.

La troisieme métrique corrobore la premiere, mais présente des pourcentages de réussite plus
élevés, du fait que pour chaque modele, la proportion de valeurs connues dans son vecteur
de solution est comptabilisée, plutdt qu’une valeur binaire (soit le vecteur est entierement
complet, soit il ne I'est pas). Ceci est montré par la figure 5.3.

Des mesures supplémentaires pour les places (respectivement transitions) mortes indiquent
que :

— les raccourcis de 'algorithme A; sont efficaces, puisqu’ils sont déclenchés pour plus
de 82,6 % (respectivement 79,6 %) des modeles;

— 94,8% (respectivement 94,0 %) des modeles sont totalement résolus en moins d’une
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Transitions mortes
=@=P|aces mortes

R —— —— |

0s 60 s 120 s 180 s 240 s 300 s

FIGURE 5.2 — Taux global de valeurs inconnues dans les vecteurs en fonction de ¢

100 % ] — — = A
90 % -
80 % 1
70 % -
60 % 1 =@= Places mortes
] Transitions mortes
0% +—r————F—"+——F————F———————————
Os 60 s 120 s 180 s 240 s 300 s

FIGURE 5.3 — Taux de remplissage moyen des vecteurs en fonction de ¢

seconde, les autres étant (incomplétement) traités en moins de 1,56 Xt (respectivement
1,48 x t) secondes ;

— avec t = 60 (respectivement ¢ = 180), tous les réseaux ayant moins de 74 places,
92 transitions et 366 arcs peuvent étre complétement traités.

5.13 Comparaison avec I'TS-TOOLS

Dans cette section, nous souhaitons comparer nos algorithmes avec une autre approche,
reposant sur I’évaluation de formules en logique temporelle (évoquée & la sous-section 5.3.3).



5.13. Comparaison avec I'TS-TOOLS 113

Pour cela, nous avons opté pour I'outil ITS-TooLs [TM15] (développé par Yann Thierry-
Mieg, au LIP6, Paris, France), un vérificateur de modeles pour divers formalismes, dont
les réseaux de Petri. Il permet 1’évaluation de diverses propriétés de streté et de formules
en logique temporelle. Cet outil associe une exploration symbolique de ’espace d’états,
reposant sur des diagrammes de décision hiérarchiques [TMPHKO09], avec une large palette
d’algorithmes reposant sur des formules logiques du premier ordre, des contraintes en algebre
linéaire ou sur de la marche aléatoire. Il possede de bonnes performances : par exemple,
dans la catégorie « accessibilité » du MCC, I'TS-TooLS a recu les médailles d’or en 2020 et
2021 et la médaille d’argent en 2022.

En 2021, Yann Thierry-Mieg a incorporé a I'TS-ToOOLS la possibilité de résoudre les
problemes des places mortes ou des transitions mortes par la génération de formules en
logique temporelle. Ces formules, bien que générées par I'TS-ToOOLS, ne lui sont pas
spécifiques : tout outil en mesure de concourir dans la catégorie « accessibilité » du MCC est
en théorie capable de les traiter. La génération proprement dite d’une formule est réalisée
en invoquant la commande « its-tools » avec 'un des drapeaux « ~gen-dead-place » ou
« —-gen-dead-transition ». Une fois la formule évaluée, un script annexe ? écrit en langage
Perl permet, suivant le type de formule générée, de reconstituer le vecteur des places mortes
ou du vecteur des transitions mortes selon le format décrit dans la section 5.11°.

En décembre 2022, nous avons effectué une comparaison des résultats d’'ITS-TOOLS avec
ceux de C/ESAR.BDD, en utilisant leurs derniéres versions disponibles*. Aucun délai
imparti pour 'exploration des marquages accessibles n’a été spécifié dans CESAR.BDD
ou ITS-Toots. Ceci facilite I'interprétation des résultats : soit un vecteur est produit (il ne
contient aucune valeur inconnue), soit aucun résultat n’est produit (la solution ne possede
que des valeurs inconnues).

Les réseaux utilisés pour notre comparaison sont les 702 instances ordinaires et sauves des
modeles de 1'édition 2022 du MCC (voir la section 3.8), qui ont été obtenus comme suit.
L édition 2022 du MCC® fournit un total de 1 387 réseaux de Petri non-colorés. De ces 1 387
réseaux, nous avons gardé ceux qui étaient ordinaires et dont le marquage initial était sauf;
ceci a été fait en écartant tous les fichiers NUPN contenant une directive « 'multiple_arcs »
ou « 'multiple_initial_tokens » (voir la section 3.6). Il en a résulté 777 réseaux, parmi
lesquels nous avons sélectionné ceux qui étaient unit-saufs, soit parce qu’ils comportaient
une directive « 'unit_safe » (voir la section 3.6), soit en invoquant CAESAR.BDD ou
CONCNUPN (voir la section 6.14) pour vérifier la propriété en question. Nous avons ainsi
obtenu 705 réseaux, dont nous en avons exclu trois qui étaient potentiellement isomorphes,
en raison de signatures identiques a trois autres réseaux, selon I’approche de la section 4.5.
Par la suite, 'approche de la section 4.6 a révélé qu’il n’y avait qu'une seule paire de
réseaux réellement isomorphes, I'approximation reposant sur les signatures nous a fait
perdre seulement deux réseaux sur 705.

2. github.com/yanntm/pnmcc-tests/blob/master/analysis/logs2matrix.pl.

3. Sans tenir compte de la phase de compression, qui a été omise, car optionnelle.

4. github.com/yanntm/ITS-Tools-MCC/tree/f8b3935215bc4726a71db61f5aef9eb3e2ea28e2.
5. https://mcc.1lip6.£fr/2022/models.php
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https://mcc.lip6.fr/2022/models.php
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FIGURE 5.4 — Comparaison entre CESAR.BDD et I'TS-T0OOLS pour les places mortes
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FIGURE 5.5 — Comparaison entre CESAR.BDD et I'TS-TooOLS pour les transitions
mortes

Les figures 5.4 et 5.5 représentent les proportions de vecteurs complets en fonction du temps
d’exécution alloué par réseau. Nous constatons que, pour résoudre ces deux problemes, les
algorithmes dédiés de CAESAR.BDD sont plus efficaces que les algorithmes génériques
d'ITS-ToOLS : par exemple, pour les places mortes (respectivement transitions mortes),
CAESAR.BDD ne demande que 37 secondes (respectivement 23 secondes) pour obtenir
le méme nombre de vecteurs complets qu’'I'TS-TOOLS en une minute. Lorsque 1’on laisse
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davantage de temps aux outils (environ 70 secondes pour les places mortes et 150 secondes
pour les transitions mortes), la situation s’inverse et I'TS-T0OOLS devient alors plus per-
formant que CZ/ESAR.BDD : par exemple, en six minutes, ITS-TooOLS détermine 7,9 %
(respectivement 15,0 %) de vecteurs de places mortes (respectivement de transitions mortes)
supplémentaires par rapport a CESAR.BDD. La procédure d’exploration des marquages
accessible d’I'TS-TOOLS (reposant sur la bibliotheque libDDD [TMPHKO09]) semble un peu
plus efficace que celle CAESAR.BDD (reposant sur la bibliotheque CUDD [Som01]).

5.14 Validation des résultats

A la section 5.13, nous nous sommes assurés que les résultats apportés par C/ESAR.BDD
et I'TS-TooLS étaient identiques lorsque ces deux outils réussissaient tous les deux pour
un modele donné.

Afin de valider plus finement nos résultats, nous avons développé une collection de scripts
Awk et shell, permettant de comparer les valeurs de deux vecteurs de places ou de transitions
mortes. Ces scripts permettent de détecter les incohérences, autrement dit lorsqu'un vecteur
évalue une place ou une transition comme morte, alors que 'autre évalue cette méme
place ou transition comme non-morte. Ces scripts permettent également de déterminer :
(i) que les deux vecteurs sont égaux; (ii) que I'un des deux vecteurs est meilleur que 'autre
(Pensemble des places ou transitions indéterminées d'un vecteur est strictement inclus dans
I’ensemble des places ou transitions indéterminées dans autre vecteur) ; ou (iii) que deux
vecteurs possedent chacun des valeurs « exclusives » (les deux vecteurs sont distincts et
aucun des deux n’est strictement meilleur que l'autre).

Pour cette validation, nous avons utilisé 'outil CONCNUPN (qui utilise d’autres algorithmes,
du chapitre 6). Pour calculer les places mortes et les transitions mortes, CONCNUPN
possede deux options « -dead-places » et « —dead-transitions », suivant les formats
d’entrée et de sortie de CESAR.BDD.

Des vérifications croisées de CAESAR.BDD, de CONCNUPN et de leurs versions successives
ont été réalisées, en comparant deux a deux (& I'aide des scripts évoqués ci-dessus) les
vecteurs de places mortes et de transitions mortes produits par ces outils, pour chaque
modele du jeu de tests de la section 3.8, qui contenait a I’époque 13 116 réseaux.

Afin de découvrir d’éventuels bogues sporadiques, des exécutions additionnelles de CA-
SAR.BDD ont été réalisées en court-circuitant certains algorithmes, ou en limitant le
temps ou la profondeur maximale de I’exploration des marquages accessibles.

Nous conservons, pour chaque modele, une série de vecteurs des places mortes et de
vecteurs des transitions mortes pré-calculés, dont quatre de référence (les meilleurs que
CASAR.BDD ou CONCNUPN aient pu déterminer, pour chacun des deux problemes).

Nous avons eu recours a des machines locales, ainsi qu’a la grille de calculs Grid’5000, afin
de lancer des tests a la fois massifs, systématiques et automatisés, représentant plusieurs
années de temps processeur, ceci afin de calculer des millions de vecteurs et de conserver
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précieusement le contexte dans lequel ils ont été générées (& savoir les binaires utilisés, le
temps maximal alloué et le nombre maximal d’itérations autorisées pour 'exploration des
marquages accessibles, la borne globale sur le temps d’exécution autorisé, I’environnement
logiciel utilisé, la configuration matérielle utilisée, et ainsi de suite). Pour donner plus
d’assurance aux résultats, deux systemes d’exploitations ont été utilisés, pour compiler
CAESAR.BDD et lancer les outils : Debian Linux (versions 8 & 11) et OpenIndiana (versions
2018.10 & 2021.10). A la suite de ces vérifications croisées, aucune erreur n'a été repérée
dans les versions publiées de CESAR.BDD.

Par ailleurs, comme indiqué a la sous-section 5.11.2, lors de la soumission de modeles
au MCC, les résultats délivrés par CESAR.BDD sont scrupuleusement comparés au
contenu des fiches de ces modeles. Ces fiches contiennent (entre autres) des informations
concernant les places mortes et les transitions mortes. Les résultats de CESAR.BDD ont
aussi été comparés aux consensus obtenus pour la propriété « QuasiLiveness » par les outils
participants au MCC. Aucune erreur n’a été repérée dans CAESAR.BDD.

5.15 Bilan et perspectives

Ce chapitre a proposé une solution pragmatique pour deux problémes anciens et utiles,
ayant des formulations simples, tout en étant complexes a résoudre (PSPACE-complets) :
les places mortes et les transitions mortes dans les réseaux de Petri ordinaires et saufs.

Diverses approches complémentaires ont été proposées, visant a détecter dans des temps
raisonnables un maximum de places mortes et de transitions mortes.

Il sera toujours possible d’améliorer la détection des places mortes et des transitions mortes,
afin de traiter des modeles de plus grande taille, en ayant recours a des stratégies toujours
plus créatives et complexes. Le perfectionnement des algorithmes peut se faire, soit en
calculant des solutions comportant moins de valeurs inconnues, soit en fournissant des
résultats équivalents, mais plus rapidement. En ce sens, voici quelques pistes.

— L’exploration symbolique des marquages accessibles de la section 5.6 pourrait étre
améliorée de diverses manieres. Un codage plus compact des marquages pourrait
étre envisagé pour CESAR.BDD, exploitant mieux I'imbrication hiérarchique des
unités des NUPN. Notons qu’actuellement, les diagrammes de décision binaires
représentent des marquages accessibles : une représentation des marquages couverts
pourrait s’avérer plus compacte pour certains réseaux.

— D’apres [Val89, corollaire 1.30], une exploration des marquages accessibles recourant
a des ordres partiels et adressant le « probleme de l'ignorance » tire toutes les
transitions non-mortes. Ainsi, le probleme des transitions mortes, et conséquemment,
le probleme des places mortes peuvent étre traités avec des diagrammes de décision
binaire (voir notamment [ABH"01] qui emploie un parcours en largeur) en réutilisant
les méthodes classiques pour les ordres partiels.

— Nous pourrions également détecter les transitions tirables en série, utiliser des
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techniques de lignes de balayage [MWO04] [Sch06] [JKM12], réordonner 'ordre de
franchissement des transitions en fonction de leurs places d’entrée et de sortie, et
ainsi de suite.

— Une approche alternative consisterait en la traduction des problemes des places
mortes et des transitions mortes pour un réseau de Petri donné en formules logiques.
Nous pourrions également recourir a des outils de vérification dédiés aux réseaux de
Petri, pour cibler spécifiquement les valeurs inconnues demeurant dans un vecteur
de solution calculé par d’autres algorithmes.

Deuxiemement, le probleme des places mortes pourrait étre généralisé. Il peut étre étendu
au cas des réseaux non-saufs, ou il s’agirait de déterminer combien de jetons k, € NU {+oo}
chaque place p pourrait, au plus, contenir. Ceci généraliserait également le probleme
consistant a déterminer si un réseau est k-sauf, avec k = max ({k, | p € P}), autrement dit,
une valeur représentant une borne supérieure du nombre maximal de jetons que toute place
du réseau pourrait contenir. Pour les réseaux non-saufs, mais bornés (autrement dit, k-sauf,
avec 1 < k < +00), utiliser les bornes k, plutdt que la seule borne k permettrait d’améliorer
lefficacité des procédures d’exploration des marquages accessibles, en réduisant la taille
de codage des marquages, tout en permettant de réduire la taille des réseaux produits par
les procédures de réductions de tels réseaux en réseaux saufs. Concretement, une solution
pratique aurait, pour toute place, une borne inférieure Pp; ;. (p) € NU {400} et une borne
supérieure Py, (p) € NU {+oc}, avec Py, (p) < kp < Ppyue (), en remplacement des
valeurs ternaires 1, T et T.

Troisiemement, le probleme des transitions mortes pourrait étre généralisé. Nous pourrions,
dans les vecteurs des transitions mortes, distinguer les valeurs correspondant a L1-vivante,
L2-vivante, L3-vivante et L4-vivante (voir la section 5.2), mais une telle généralisation ne
semble pas avoir d’intérét pratique évident : ces définitions alternatives font apparaitre de
maniere sous-jacente des notions correspondant a des chemins d’exécution. De ce fait, les
formules en logique temporelle sembleraient cette fois-ci étre mieux adaptées pour résoudre
les problemes concrets.

Enfin, les problemes des places mortes et des transitions mortes pourraient devenir partie
intégrante du Model Checking Contest, comme le propose [Gar20], éventuellement apres
avoir été généralisés pour les réseaux non-saufs, ou les réseaux colorés.
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Chapitre 6

Détermination des places
concurrentes

Ce chapitre aborde le probleme des places concurrentes, qui consiste en la recherche de
toutes les paires de places pouvant recevoir chacune un jeton dans au moins un marquage
accessible. Elles caractérisent les parties d'un réseau pouvant étre simultanément actives et
jouent, a ce titre, un role crucial dans la partie IV pour la structuration automatique de
réseaux Petri ordinaires et saufs. Le présent chapitre présente divers algorithmes destinés
au calcul des places concurrentes.

6.1 Motivations

Les places concurrentes sont utiles en pratique pour (au moins) quatre raisons.

Premierement, elles servent a décomposer un réseau de Petri en NUPN (voir les chapitres 7
et 8). En effet, dans un NUPN unit-sauf, toute place d’une unité u est non-concurrente avec
toute place d’une unité imbriquée dans u (voir la définition 3.7). De ce fait, la connaissance
des places concurrentes est une condition a la fois nécessaire et suffisante pour déterminer
I'intégralité des structures NUPN (U, ug, =, unité) permettant de produire, a partir d'un
réseau de Petri (P, T, F, My) ordinaire et sauf donné, un NUPN unit-sauf.

Deuxiemement, les places concurrentes aident a évaluer certaines propriétés de streté, qui
peuvent se traduire par la non-accessibilité de marquages « indésirables ». Par exemple,
elles permettent de définir des conditions suffisantes pour prouver qu’un réseau de Petri
donné soit (non-)sauf ou qu'un NUPN donné soit (non-) unit-sauf : cette application sera
abordée de maniere plus élaborée a la section 6.14.

Troisiemement, les places concurrentes permettent des analyses de flux de données sur les
réseaux de Petri. Par exemple, la boite a outils CADP traduit les spécifications LOTOS
en réseaux de Petri interprétés, avec des unités imbriquées représentant les processus du
code LOTOS source (voir les sections 1.4 a 1.7). Afin de réduire le nombre de marquages
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accessibles des réseaux produits, sur certaines transitions sont ajoutées des opérations de
remise a zéro de variables dont les valeurs ne sont plus réutilisées par la suite. Mais ces
remises a zéro peuvent introduire des conflits de type « lecture/écriture » pour certaines
variables héritées d’un processus pere et partagées par plusieurs processus fils. Ce probleme
est résolu par [GS06, sect. 5] au moyen d’une déduplication des variables en conflit, dont leur
détection repose sur la notion d’unités concurrentes (voir la définition 6.3). Le probleme
des places concurrentes généralise le probleme des unités concurrentes.

Quatriemement, le probleme des places concurrentes généralise le probleme des places
mortes (une place est concurrente a elle-méme ssi elle est non-morte) : les algorithmes de
ce chapitre (plus puissants, mais plus cotliteux) peuvent étre employés pour améliorer les
résultats chapitre 5, lorsque des valeurs inconnues subsistent.

La suite de ce chapitre s’articule ainsi. La section 6.2 définit formellement le probléme des
places concurrentes. La section 6.3 dresse un inventaire de 1’état de ’art. La section 6.4
analyse la complexité théorique de ce probleme. La section 6.5 explique pourquoi il est
nécessaire d’avoir des solutions dites « incompletes », car pouvant présenter des valeurs
inconnues. Les sections 6.6 a 6.10 décrivent ensuite des algorithmes dédiés, qui sont implantés
dans des outils logiciels spécialisés, présentés a la section 6.11. La section 6.12 fait le
point sur les performances de la solution proposée, une fois appliquée a un ensemble
complet de modeles. La section 6.13 analyse les apports des réductions structurelles a la
solution proposée, sur un (autre) ensemble complet de modeéles. La section 6.14 propose
une application des places concurrentes : la détermination de la propriété unit-sauf pour les
NUPN (ou, de la propriété sauf pour les réseaux de Petri, en tant que cas particulier des
NUPN). La section 6.15 aborde les démarches entreprises pour la validation des résultats.
Finalement, la section 6.16 formule des observations conclusives et évoque les perspectives
ouvertes.

6.2 Enoncé du probléme

Dans la suite de ce chapitre, nous considérons, afin de simplifier les explications, que deux
places forment toujours une paire, méme lorsqu’il s’agit de places non-distinctes. Ceci rejoint
la convention {p,p} = {p} adoptée a la définition 2.3.

La définition suivante présente la notion de paires de places concurrentes au sein d’un réseau
de Petri, sous la forme d’une relation binaire ||, en utilisant le prédicat & de couverture de
marquages de la définition 2.21.

Définition 6.1 Soit (P, T, F, My) un réseau de Petri. Deuz places py, pa sont concurrentes,
ce que l’on note py || pa, ssi il existe un marquage accessible M ayant d la fois un jeton
dans py et un jeton dans py, autrement dit, ssi R ({p1,p2})-

La proposition suivante présente des propriétés utiles de cette relation pour ce chapitre.
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Proposition 6.1 La relation || est symétrique et quasi-réflezive’. Elle est réflexive ssi le
réseau ne possede pas de place morte. Elle est antisymétrique ssi le réseau est une machine
d’états.

Preuve. La symétrie et la quasi-réflexivité découlent directement de la définition 6.1.
Concernant la réflexivité, une place est concurrente avec elle-méme ssi elle n’est pas morte
(voir la définition 5.1). Une relation est a la fois antisymétrique et symétrique ssi son graphe
est inclus dans sa diagonale. A noter que, dans le cas général, la relation || est ni transitive,
ni intransitive. Ceci vaut également pour J, sa négation. Ceci implique que ni ||, ni }f, ne
sont des relations d’égalité ou d’inégalité. U

De cette relation ||, le probleme de la détermination des paires de places concurrentes d’un
réseau de Petri est introduit comme suit.

Définition 6.2 Soit un réseau de réseau de Petri (P,T,F,My) ordinaire et sauf. Le
probleme des places concurrentes consiste en la détection de toutes les paires de places
concurrentes.

La définition suivante transpose la notion de places concurrentes aux unités d’'un NUPN.

Définition 6.3 Soit N = (P, T, F, My, U, ug, C, unité) un NUPN. Deuz unités uy,us sont
concurrentes, ce que ['on note uy || ug, st (1) 3p1,pa € places (u1) x places (uz) | (p1 || p2) ;
et (i) disjoint (u1, us).

6.3 Travaux voisins

6.3.1 Définitions alternatives des places concurrentes

Dans certaines publications, cette relation || est mentionnée sous différents noms, tels
que : coexistence définie par marquages [Jan84, sect. 9], relation de concurrence [Kov92,
KE96, Kov00] [SY95] [GS06], graphe de concurrence [WKA™T18], graphe séquentiel [SY95]
[WWJ19], etc. Ces diverses définitions different par des détails, tels que les classes de
réseaux de Petri considérés ou encore comment est définie la diagonale de la relation,
c.-a-d. sous quelles conditions une place est-elle concurrente avec elle-méme. Par exemple,
[Jan84] définit || comme une relation irréflexive, alors que pour [Kov92], p || p est vraie
sst il existe un marquage accessible ayant deux jetons dans la place p (ceci n’est possible
que pour des réseaux non-saufs). Un argument en faveur de notre définition 6.1 est que le
probleme des places concurrentes généralise le probleme des places mortes. Des références
aux notions de graphe de concurrence et de graphe séquentiel sont ultérieurement réalisées,
(voir, respectivement, les définitions 7.1 et 7.4), ces représentations étant bien adaptées aux
besoins du chapitre suivant.

La relation de concurrence || est définie par certains auteurs non pas sur P? mais sur
(PUT)? [Bes79] [Pet79] [KE96] ou sur T2 [PCRO1].

1. Autrement dit, Vp1,p2 € P, (p1 || p2) = (p1 || p1)
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Si nous distinguons les définitions « structurelles », reposant sur une lecture (plus ou moins
directe) du quadruplet (P, T, F, M), des définitions « comportementales », reposant sur
les marquages accessibles, nous pouvons qualifier notre définition de comportementale,
contrairement aux définitions des relations co de [Bes79] et [Pet79] et aux définitions des
matrices place-conflit [JM85, def. 2.2], place-confluence [IM85, def. 2.4] et place-précédence
[JM85, def. 2.6], qui sont « structurelles ».

L’adoption d’'une définition « comportementale » de la relation n’exclut en rien I'utilisation
de reégles ou d’algorithmes dits « structurels » pour obtenir une solution approchée du
probléme. Par exemple, les travaux de [Kov92, KE96, Kov00] reposent sur une abstraction
de la notion de marquages accessibles et du tir de transitions, permettant de calculer un
sur-ensemble de leur relation en un temps polynomial. Ces trois références seront abordées
de maniere plus détaillée dans la section 6.9, qui s’inspire de ces travaux.

Bien que la relation de concurrence puisse aisément se définir sur des réseaux de Petri
ordinaires, mais non-saufs (voir, par exemple, [Kov92]), ceci a un intérét limité. Considérons
par exemple un réseau de Petri de la classe des machines a états, ne présentant aucune place
morte, et dont les jetons du marquage initial sont tous localisés dans la méme place. Dans
ce réseau, si le marquage initial ne contient qu’un seul jeton, la relation || est simplement
I'égalité entre deux places de P (deux places distinctes sont non-concurrentes), mais si le
marquage initial contient au moins deux jetons, la relation || est le produit cartésien P?
(toutes les places sont deux a deux concurrentes). Il serait possible de généraliser la relation
||, en calculant, pour chaque paire de places, le nombre maximal de jetons qu’elle serait
susceptible de contenir, dans tout marquage accessible. Mais il s’agit d’un autre probleme,
qui généraliserait également celui de la détermination, pour un réseau donné, du plus petit
k tel que le réseau soit k-sauf.

Enfin, une approche permettant d’accélérer le calcul des places concurrentes d’un réseau
de Petri est introduite par [AC22]; la section 6.13 abordera de maniére plus détaillée ce
travail.

6.3.2 Lien avec la logique temporelle

Les réflexions concernant 'utilisation de formules en logique temporelle pour calculer les
places et les transitions mortes de la sous-section 5.3.3 s’appliquent également au calcul des
places concurrentes. L’argumentation s’en trouve méme renforcée ici, puisque le nombre de
formules n’est plus linéaire en fonction de la taille du réseau en entrée, mais quadratique :
plus précisément, le nombre de formules & traiter, qui était de |P| pour les places mortes et
de |T| pour les transitions mortes, est de |P|(|P| + 1)/2 pour les places concurrentes, ce
qui fait que des réseaux comportant seulement une centaine de places peuvent en pratique
devenir insolubles avec une telle approche.

A titre d’exemple, la collection de la section 3.8 comprend un réseau ayant 8,61 millions de
paires de places.

Ainsi, la solution la plus opportune nous parait étre ici encore (et dans une plus grande
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mesure) de traiter le probléme des places concurrentes & un niveau supérieur, a I’aide d'une
option dédiée « —concurrent-places », implantée dans les outils dédiés.

6.4 Complexité du probleme

Cette section montre que la complexité théorique du probléme des places concurrentes est
identique a celle des problemes des places mortes et des transitions mortes, autrement dit
PSPACE-complet.

Proposition 6.2 Le probleme des places concurrentes est un sous-probleme du
probleme de couverture de marquages.

Preuve. En utilisant le prédicat R de la définition 2.21 et la définition 6.1, 'ensemble des
places concurrentes s’exprime ainsi {{p1, p2} € P> | R ({p1,p2})}- O

Proposition 6.3 Le probleme des places mortes est un sous-probleme du probleme des
places concurrentes.

Preuve. La négation de la diagonale de la relation || est 'ensemble des places mortes (voir
la définition 5.2). O

Proposition 6.4 Le probléme des places concurrentes est PSPACE-complet.

Preuve. D’apres la proposition 5.3, nous savons que le probleme des places mortes est de
méme complexité que le probléme de couverture de marquages, c.-a-d. PSPACE-complet.
D’apres les propositions 6.2 et 6.3, le probleme des places concurrentes a une complexité
encadrée par les probléemes des places mortes et de couverture de marquages. O

6.5 De la nécessité de solutions a valeurs ternaires

Nous réutilisons 'approche élaborée a la section 5.5, qui permet une réponse pragmatique
a la complexité du probleme des places concurrentes (voir la section 6.4). Lorsqu’il est
impossible d’obtenir une solution compléte (ot les valeurs de toutes les paires de places
sont connues), il est en effet préférable d’avoir une solution partielle (ot 'on ne sait pas
si certaines paires de places sont « non-concurrentes » ou « concurrentes ») que de ne pas
avoir de solution du tout. Un algorithme efficace doit étre en mesure d’éliminer, au cours
d'un laps de temps donné, le plus grand nombre de valeurs inconnues possible.

Définition 6.4 Les places concurrentes peuvent étre représentées par un triplet
(Ri, Rr,Rr), tel que :
— R, C {{p1,p2} € PR P | p1 }f p2} sont les paires de places déterminées non-

concurrentes ;

— Rt C {{p1,p2} € PRQP | p1 || p2} sont les paires de places déterminées concurrentes ;

— R Y (P® P)\ (RLURT) est le prédicat donnant les paires de places dont on ne
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sait pas si elles sont concurrentes ou non.

Les éléments de ce triplet sont deux a deux disjoints et leur union est égale a P ® P.
Le triplet complétement indéterminé vaut (&, &, P ® P) et le triplet correspondant a une
solution compléte vaut ({{p1,p2} € P @ P | p1f p2}, {{p1,p2} € PR P | p1 || p2}, @).

L’interprétation des valeurs inconnues dans une solution partielle des places concurrentes
dépend du contexte :

— Par exemple, les décompositions présentées dans la partie [V de ce document peuvent
fonctionner avec des solutions incompleétes, en considérant les valeurs T comme des
T, ce qui revient a dire que deux places sont supposées concurrentes a moins que le
contraire n’ait été prouvé. En raison de ces hypothéses conservatrices, les algorithmes
produisant des valeurs L sont clairement plus utiles que les algorithmes produisant
des valeurs T.

— Mais les algorithmes produisant des valeurs T pourraient néanmoins s’avérer propices
a d’autres applications (notamment celles évoquées a la section 6.16), pouvant cette
fois-ci aussi reposer sur des hypotheses optimistes.

6.6 Exploration des marquages accessibles

Les places concurrentes peuvent étre déterminées par une exploration des marquages
accessibles, semblable a celle présentée dans la section 5.6, sachant que les places de
chaque marquage accessible sont deux a deux concurrentes. Si I’espace d’états peut étre
exhaustivement parcouru, nous obtenons une solution compléte ; sinon, lorsque l'espace
d’états est trop vaste pour étre completement exploré, la solution obtenue ne contient que des
paires de places concurrentes ou inconnues, mais aucune paire de places non-concurrentes.

A priori, le seul raccourci algorithmique envisageable consisterait a arréter ’exploration
lorsque la solution calculée ne contient plus aucune valeur inconnue. Puisque tant que
I'exploration est incomplete, aucune paire de places non-concurrentes n’est découverte, le
raccourci ne serait effectif que lorsque toutes les paires de places non-concurrentes auraient
au préalable été détectées par un autre algorithme, lancé en amont.

Or, en pratique, cette situation n’est susceptible d’arriver que dans des cas extrémement
favorables : (i) le probléme des places non-concurrentes étant la négation du probleme
des places concurrentes, ils partagent la méme complexité théorique et expérimentale;
(ii) les solutions calculées a la section 6.12 contiennent largement plus de paires de places
non-concurrentes que de paires de places concurrentes. Il est donc illusoire d’espérer que ce
raccourci puisse avoir un intérét pratique, car cela nécessiterait d’avoir un autre algorithme,
détectant 'intégralité des places non-concurrentes d’'un nombre suffisamment significatif de
modeles.

L’algorithme de cette section peut se formaliser ainsi.
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1 RT 2:M0®M0

3 DELAI_EXPIRE := L — booléen positionné a T en cas de dépassement de délai
4 BORNE = +00 — borne sur la profondeur d’itération
5 F=9
6 E = {M()}
8 repeat
9 for t € T\ Tt loop — les transitions de Tt sont mortes (voir la def. 5.6)
10 E” = marquages_ou_la_transition_est_active (F',t) \ E
11 if £ #+ & then
12 E' = E' U tirer_la_transition (E",t)
13 end if
14 end loop
15 E =F\FE
16 E=FEUF
17 BORNE := BORNE — 1 — avec +00 — 1 = +00

18 until £ = @ or BORNE = 0 end repeat

20 RT:RTU{(M®M)|MEE}

22 if B’ = @ and —DELAI_EXPIRE then — [exploration est compleéte
23 RL = Rl U RI
24 end if

Algorithme C; — Exploration des marquages accessibles pour les places concurrentes

6.7 Regles structurelles

Nous étudions maintenant, de cette section a la section 6.9, le cas ou l'exploration de
Iespace d’états (voir la section 6.6) ne peut étre exhaustivement réalisée, et proposons
des algorithmes complémentaires, d’une plus faible complexité algorithmique, qui aident a
réduire le nombre de paires inconnues dans la solution calculée.

Les deux regles suivantes exploitent les informations obtenues a propos des places et
transitions non-mortes obtenues lors de la construction de I’ensemble des marquages
accessibles.

Proposition 6.5 Les places du marquage initial My sont deux a deux concurrentes.

Proposition 6.6 Si une transition n’est pas morte, (i) ses places d’entrée sont deux d deux
concurrentes et (ii) ses places de sortie sont deux d deur concurrentes.

Nous appliquons maintenant 'algorithme A, (les régles structurelles) de la section 5.7,
afin d’identifier (un sous-ensemble de) places et de transitions mortes. Connaissant cette
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information, davantage de valeurs inconnues pourront étre éliminées de la solution calculée.

Proposition 6.7 (i) Une place non-morte est concurrente avec elle-méme et (ii) une place
morte n’est concurrente avec aucune place, y compris elle-méme.

Proposition 6.8 Si une transition morte a deux places d’entrée distinctes, alors ces places
ne sont pas concurrentes (y compris lorsqu’elles sont non-mortes).

La regle suivante tire parti du fait que les réseaux de Petri sont supposés saufs.

Proposition 6.9 Si une transition t (morte ou non) a une unique place d’entrée p, cette
place est non-concurrente avec toute place de sortie de t différente de p.

Preuve. Raisonnons par ’absurde : s’il existait un marquage accessible M contenant p et
une quelconque place de sortie de t, ce réseau serait non-sauf, puisque ¢ serait active dans
M. A noter que si t est morte, alors p est également morte, le résultat suit alors directement
de la proposition 6.7 (ii). O

La proposition suivante généralise la regle précédente, par un algorithme de fermeture
transitive, a toute séquence de transitions ayant chacune une unique place d’entrée.

Proposition 6.10 Pour tout chemin py,t1, ps,to, ..., Pn, tn, Puy1 tel que chaque transition
t; posseéde une unique place d’entrée p; et au moins une place de sortie p;y1, si les places p;
et pna1 sont distinctes, elles sont non-concurrentes.

La derniere regle exploite la propriété unit-sauf, pour les réseaux qui sont unit-saufs par
construction (voir la directive « 'unit_safe », a la section 3.6).

Proposition 6.11 (d’apres [Garl9, prop. 6]) Si le réseau est un NUPN unit-sauf, toute
paire de places distinctes appartenant a des unités non-disjointes ne sont pas concurrentes, ce
qui s’écrit formellement (Vp; € P) (Vp2 € P) (p1 # p2) A —disjoint (unité (p;), unité (p2)) =
p1 f po. En particulier, toute paire de places distinctes appartenant a la méme unité est
non-concurrente.

Les regles structurelles des propositions 6.5 a 6.11 peuvent étre appliquées par I'algorithme
suivant :

1 Rt =Rt U (My® M) — d’apreés la prop. 6.5
2 Rt =Rt UUper ((t@t)U(t*a1t*)) — d’apres la prop. 6.0
3 Rr=RtrUP ; RiL=R, U(Pr®P) — d’apres la prop. 0.7
4 Ry =R, U{t|({teTr)N(t=2)} — d’apreés la prop. 6.8
5 E ={{pp}e(ta@\*)|(teT)n(t={n})}

7 — la suite de cet algorithme suppose que le réseau est sauf
8 R =R, UF — d’aprés la prop. 6.9
9 repeat
10 E'=FE; E:=EU{{p,ps} | (1 #ps) A (Fp2 | {{p1. p2}, {2, p3}} € E)}

11 until £/ = F loop
12 R, =R, UFE — d’apres la prop. 6.10
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14 — la suite de cet algorithme suppose que le réseau est unit-sauf
15 R, =R, U — d’apreés la prop. 6.11
16 {{p1,p2} € (P® P)) | (p1 # p2) A (—disjoint (unité (p1), unité (p2)))}

Algorithme C5 — Regles structurelles

6.8 Sous-approximation quadratique

Dans cette section, nous proposons un algorithme permettant de détecter davantage de
paires de places concurrentes. Plus précisément, cet algorithme étend I’ensemble R+, calculé
lors des phases précédentes, examinant toutes les transitions ayant une ou deux places
d’entrée. Pour cela, il combine les propositions 5.10, 6.6 et 6.8 avec le résultat suivant :

Proposition 6.12 Si deuz places py et py sont distinctes et concurrentes, alors py est
également concurrente avec chaque place de sortie de toute transition t telle que *t = {p;}.

L’algorithme C'5 ci-dessous sauvegarde les paires de places ayant été prouvées concurrentes
dans I’ensemble R’

L’approximation effectuée par cet algorithme est dite quadratique, car tout marquage
visité M est rendu abstrait et représenté par son ensemble de paires concurrentes M & M,
contrairement a l'algorithme A, de la section 5.9, qui effectue une approximation dite
linéaire, car ne sauvegardant que les ensembles de places apparaissant dans au moins un
marquage visité.
Cet algorithme effectue une sous-approximation, car il peut omettre d’explorer certaines
paires de places concurrentes, qui sont pourtant accessibles.

1 R=02

2 while R’ # Rt loop

3 assert R' C Rt

4 let {p1,p2} = oneof (Rt \ R') — éventuellement avec p1 = po

5

R =R U{{p1,p2}}

7 for t € T\ Tt | *t = {p1,p2} loop
8 assert (1 < |*t]| <2)A(t &€ T7) — d’aprés les prop 5.10 et 6.8 (contr.)
9 Rt =Rt U(t*® (t*\ *)) — d’aprés la prop. 0.6 (ii)
10 end loop
12 fort €e T\ Ty | (°t = {p1}) xor (*t = {p2}) loop
13 assert (|*t| =1)A(pr #p2) A (t € T7) — d’apreés la prop. 5.10
14 Rt =Rt U (({p1,p2} \ *t) @ (t*\ *1)) — d’apreés la prop. 6.12
15 end loop
16 end loop

Algorithme C3 — Sous-approximation quadratique
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Proposition 6.13 L’algorithme C5 se termine.

Preuve. Le nombre de paires de places est fini, donc Rt et R’ sont finis. Puisque, R’ C R,
a chaque itération, R’ est strictement croissant pour l'inclusion. Conséquemment, la boucle
« while » se termine au bout d’un nombre fini d’itérations. O

Proposition 6.14 Cet algorithme est correct, c.-a-d. que toutes les paires de places ajoutées
dans Rt sont concurrentes.

Preuve. Au sein de la boucle « while », Rt n’est modifié qu’aux lignes 9 et 14. Puisque
alaligne 9 : (*t = {p1,p2}) AN(3M; C P | (My — M)A (*t C M,)), alors : 3M, C P |
(M; — M) A (t* C My). Puisque a la ligne 14 : (*t = {p1}) A (p1 # p2) A (M, C P |
(My == M)A (tU{ps} C My)), alors : 3My C P | (My = My) A (t° U {p2} C M).
Conclusion : dans les deux cas, V{p1,p2} € Rt,p1 || po- O

L’algorithme C'3 généralise la découverte de places non-mortes, a titre de cas particulier du
probleme des places concurrentes (voir les lignes 17 a 31 de 'algorithme A3, a la section 5.8).

Nous aurions pu appliquer la proposition 6.12 seule, au moyen d’une fermeture transitive ?,
par exemple avec 'algorithme de Tarjan, mais cela aurait conduit a des résultats moins
précis. En effet, la proposition 6.12 ne tient compte que des transitions n’ayant qu’une seule
place d’entrée. L’algorithme C'5 donne, de son c6té, (au moins) toutes les paires de places
concurrentes des réseaux ayant au plus deux jetons dans tout marquage accessible a partir
duquel une transition avec au moins deux places d’entrée est tirable.

6.9 Sur-approximation quadratique

Notre quatrieme et dernier algorithme puise une partie de son inspiration dans les travaux
de Kovalyov et d’Esparza, qui ont proposé divers algorithmes [Kov92, KE96, Kov00] ayant
une complexité polynomiale. Ces différents algorithmes calculent tous un plus petit point
fixe a partir de trois regles dérivées du jeu de jetons des réseaux de Petri. Ils permettent de
produire une sur-approximation (autrement dit, un sur-ensemble) de la relation des places
concurrentes, de laquelle nous pouvons extraire un sous-ensemble de R, .

La sur-approximation de [Kov92, KE96, Kov00], notée |4, est définie au moyen des trois
regles suivantes :

(i) Vpi,p2 € P,({{ p1.p2 [} < Mo) = (p1 | p2);
(ii) Vt € T,Vp1,p2 € 1%, (p1 # p2) = (01 || p2);
(i) Vpe PVt e T, (({p} @ °t) C |*) = (({p} @ t*) C ||Y).

L’abstraction ||* est exacte pour les réseaux réguliers [Kov00], cette classe comprend
notamment les réseaux de Petri a choix libres étendus et vivants.

Pour rappel, la relation des places concurrentes de Kovalyov et Esparza emploie une

2. Cette fermeture transitive n’a aucun lien avec celle décrite par la proposition 6.10.
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définition alternative des valeurs de la diagonale de || (voir la section 6.3); elle est irréflexive
sst le réseau de Petri est sauf. Cette particularité est reprise et généralisée a la section 6.14,
dans la proposition 6.21, pour décider la propriété sauf.

Ces algorithmes calculent tous la méme approximation |4, mais fonctionnent différem-
ment : [Kov92] tire répétitivement toutes les transitions jusqu’a saturation de la relation
calculée, avec un cofit en O(n®), tandis que [KE96] et [Kov00] visitent les paires de places
individuellement, avec un cofit en O(n?).

Notre algorithme C'y, décrit ci-dessous, étend ces travaux dans quatre directions :

(i) 11 ne suppose pas que le réseau ne posséde aucune transition morte® : au lieu de
toutes les « tirer » des les départ, il les « tire » a la volée, seulement lorsque certaines
conditions sur les paires de places d’entrée deviennent valides, a I'instar de 1’algorithme
pour les places et les transitions mortes de la section 5.9; il réutilise en outre T+,
I'ensemble des transitions mortes déja connues (obtenues par un autre algorithme,

lancé au préalable).

(ii) Tl ne suppose pas que le réseau ne présente aucune place morte * : nous enregistrons cette
information dans la diagonale de la relation || (voir par exemple la proposition 6.7).

(iii) Afin d’obtenir des résultats plus précis (et plus rapidement), notre algorithme réutilise
les ensembles de paires R| et Rt précalculés par d’autres algorithmes, alors que les
algorithmes de Kovalyov et Esparza démarrent sans la moindre connaissance préalable
de paires (non-) concurrentes.

(iv) Contrairement aux algorithmes de Kovalyov et Esparza, qui notent dans la diagonale
de la relation || si une place serait susceptible d’avoir plusieurs jetons, C; nécessite que
le réseau d’entrée soit sauf, mais utilise cette hypothese pour produire des résultats
plus précis, en écartant les marquages a partir desquels le tir d’une transition meénerait
vers un marquage non-sauf : autrement dit, les marquages de {(*t U {p} U M) C P |
(teT)N(pe (t*\*t) AN (M C P)} sont écartés.

Nous formalisons maintenant la sur-approximation (que nous appelons quadratique en raison
de son coflit mémoire) sous-jacente.

Définition 6.5 Soient deuz ensembles R et R' contenant des paires de places, une transition
t et un marquage M. Nous notons R =L R’ ssi nous avons *t ®*t C R et R = RU (t*®
tYU{{pt et | (peP\*) A({pt®@°*t C R)}. Nous notons R => M ssi il existe un R’
tel que R= R et M@ M C R'.

Contrairement a la relation —— définie entre deux marquages (voir la définition 2.19), cette
relation == est définie entre deux ensembles de paires de places. Avec L>, I’espace d’états

est 'ensemble des marquages accessibles M, tandis qu’avec :t>, I'espace d’états (une fois
rendu abstrait) est 'union de tous les ensembles de paires M ® M, pour tout marquage

« accessible » M. D’un point de vue plus algorithmique, le calcul de la relation =L est

3. D’apres la section 5.12, au moins 15,9 % (respectivement 16,2 %) des modeles ont des transitions
(respectivement places) mortes : ces deux premiéres améliorations sont ainsi cruciales.
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identique a celui de la relation %, a ceci pres que la structure de données représentant
Iespace d’états devient un filtre de Bloom.

Proposition 6.15 Dans un réseau de Petri sauf, si un marquage M est accessible depuis
le marquage initial My (autrement dit, My — M ), alors My ® My == M.

Preuve. Ceci se montre aisément par induction sur les séquences de tir de transitions depuis
My @ M. O

Pour les réseaux saufs, I'algorithme 'y donne des résultats plus précis qu'une application des
algorithmes de Kovalyov et Esparza et de 1’algorithme pour les places et transitions mortes
de la section 5.9 réunis, y compris en les appliquant de maniere itérée jusqu’a saturation.

Notre algorithme démarre des paires de places contenues dans 'union de I'abstraction du
marquage initial My ® My et de Rt (contenant les paires concurrentes déja connues). Il
explore, en utilisant deux variables R’ et R”, 'espace d’états de toutes les paires pouvant
étre accédées via le tir de toutes les transitions (non-mortes) par la relation ==. A la
terminaison, toutes les paires n’ayant pas été explorées sont non-concurrentes et peuvent
donc étre ajoutées a R .

Afin d’améliorer la qualité de la sur-approximation, les transitions de T, que I'on sait déja
mortes, ne sont jamais tirées et les paires de places de R, sont systématiquement omises
de l'espace d’états, car non-concurrentes.

Pour accélérer 'algorithme, nous réutilisons le compteur ¢ — c¢[t] de la section 5.9, qui
comptabilise désormais combien de paires de (*¢ x °*t) ne sont toujours pas déclarées
concurrentes; une transition est considérée active lorsque son compteur devient nul (le
compteur des lignes 19 et 27 pourrait étre remplacé par un simple test (°t x *t) C R').

1 function tirable (M, t, R) is
2 return (M @t CR)A (M @) N R, = 9)
3 end function

5 R=a ;R = (My® My) UR~

6 Tr=TrU{teT|(t@%)NR,.#2)V(*@t)NR, #2)}
7 forte T\ Tr loop

8 clt] = |°t] x (|*t| +1)/2

9 end loop

11 while R’ # R" loop

12 assert (R C R")AN(R'"NR, = O)

13 assert (Vt € T\ T7) c[t] = |(*t @ °t) \ R'|

14 let {p1,p2} = oneof (R"\ R) — éventuellement avec p; = po
15 R = R'U{{p1,p2}}

17 fort € T\ Tt | {p1,p2} C °t loop

18 cft] =c[t] — 1
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19 if c[t] = 0 then

20 for p € (P \ *t) Ut* | tirable ({p},t, R") loop

21 assert (p & *t\ t*) A (My ® My = {p} U*t)
22 R"=R"U ({p} ® (t*\ *t))

23 end loop

24 end if

25 end loop

27 fort € T\ Tt | (c[t] =0) A ((p1 € *t) xor (p2 € *t)) A

28 tirable (({p1,p2} \ *t),t, R") loop

29 assert (|[{p1,p2} \ *t| = 1) A (My ® My = {p1,p2} U*t)
30 R" = R"U(({p1,p2} \ *t) ® (t°\ *t))

31 end loop

32 assert (Vt € T\ T7) (Vp € (P \ °t) Ut*) (c[t] = 0) A franchir ({p},t, R)
33 = ({p} ®t* C R")

34 end loop

36 assert (R =R")AN(RNR, =@)N(R. C(P®P)\R)
37 R, = (P®P)\ R

Algorithme Cj — Sur-approximation quadratique

Proposition 6.16 L’algorithme C, se termine.

Preuve. Le nombre de paires de places est fini, donc R’ et R” sont finis. Puisque, R’ C R”,
a chaque itération, R’ est strictement croissant pour 'inclusion. Conséquemment, la boucle
« while » se termine au bout d’un nombre fini d’itérations. U

Proposition 6.17 Cet algorithme est correct, autrement dit, toutes les paires de places
ajoutées dans R, sont non-concurrentes.

Preuve. Nous allons démontrer, par induction, que toutes les paires de places concurrentes
sont dans R’ a la ligne 37. Base : apres la ligne 5, (Mo ® My) C R'.

Induction : soit t € T, M, C P et My C P tels que (My — M, LN Mo)AN(My®@M;) C R).

La transition ¢ n’est pas morte, (*t ® *t) C R’ et lorsque la boucle « while » se termine,
la ligne 18 a été exécutée |*t|(|*t| + 1)/2 fois, ainsi, on a c¢[t] = 0; de ce fait, la branche
« then » de la ligne 19 a été empruntée (une seule fois) pour ¢ : la boucle des lignes 20 a 23
nous donne (t*®t*) C R'.

Soit p € My \ *t. Puisque p € My et M, est accessible, ({p} ® t*) € R, . Par conséquent,
lorsque la boucle des lignes 20 a 23 se termine pour ¢, si ({p} ® t*) € R, cela signifie
que juste avant d’emprunter la branche « then » pour ¢, nous avions ({p} ® *t) € R".
Puisqu’a la ligne 36, nous avons ({p} ® *t) C R/, il existe nécessairement une itération de la
boucle « while » telle qu’a la ligne 15, I'inclusion mentionnée ci-dessus soit vraie et que
{p1,p2} € ({p} @ My). A cette itération, lorsque la boucle des lignes 27 & 31 se termine,
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nous avons ({p} @ t*) C R". O

Proposition 6.18 Cet algorithme préserve toutes les paires préexistantes dans R, .

Preuve. Nous devons prouver que toutes les paires préexistantes de R, sont préservées,
autrement dit, & la ligne 36, R, NR” = @. A la ligne 5, cela est vrai. Ensuite, des paires sont
ajoutées & R” aux lignes 22 et 30. A la ligne 22, si ps € t*, on sait déja que (t*®t*)NR, = @,
sinon d’apres la ligne 5, nous aurions t € T, et par conséquent la boucle des lignes 20 a 23
ne serait jamais exécutée pour £. Dans les autres cas, les conditions de garde des lignes 22
et 30 empéchent clairement I'ajout & R” de toute paire déja dans R, . U

Proposition 6.19 Cet algorithme est idempotent, autrement dit, l'appliquer plusieurs fois
de suite ne change pas les résultats produits.

Preuve. Par induction sur les séquences de tir de transitions depuis R”. U

Remarquons que (), itere sur toutes les paires de places contenues au préalable dans
(Mo ® My) U R, qui peut étre grand lorsque Rt ne contient au préalable que peu de paires
de places. Pour éviter d’itérer sur toutes les paires déja dans R+, une implantation efficace
peut essayer de « tirer », selon ==, toutes les transitions (une seule fois), puis de continuer
la visite des paires de places nouvellement découvertes, comme le fait actuellement C).

6.10 Ordre des algorithmes

Les algorithmes présentés au sein des sections 6.6, 6.7, 6.8, et 6.9 sont respectivement
nommés C', Cy, C3 et Cy. Apres avoir exécuté un de ces algorithmes, 'appliquer a nouveau
immédiatement ne décroitra jamais le nombre de valeurs inconnues (voir la proposition 6.19
pour Cy, le constat est immédiat pour les autres algorithmes).

Une analyse des apports et cofits potentiels de ces algorithmes met en évidence les points
suivants : (i) C ne dispose pas de raccourci algorithmique (voir la section 6.6) ; (ii) C5 peut
bénéficier des informations apportées par C'; pour obtenir de meilleurs résultats; (iii) C
et C; bénéficient tous les deux des informations apportées par () et C; pour obtenir de
meilleurs résultats.

Ceci, ainsi que nos expérimentations, suggere que (C'; Cy; Cy; Cy) serait le meilleur ordre
d’application pour ces algorithmes. Enfin, cette séquence d’exécution s’arréte des lors que
le nombre de valeurs inconnues devient nul.

6.11 Implantations logicielles et formats de fichiers

Nous avons implanté nos algorithmes dans deux outils distincts : CAESAR.BDD et
CONCNUPN (voir la section 3.7). L’option permettant le calcul des places concurrentes
est, pour ces deux outils, « ~concurrent-places ». CAESAR.BDD implante tous les
algorithmes évoqués a la section 6.10 et les exécute selon l'ordre établi dans cette section.
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CoNCNUPN dispose d’une implantation des algorithmes C'5 et C}.

Les outils CAESAR.BDD et CONCNUPN acceptent des modeles en entrée au format
NUPN, qui peuvent étre produits a partir de modeles au format normalisé PNML, a 'aide
d’une traduction automatisée (voir la section 3.6).

Les places concurrentes peuvent aussi se représenter sous la forme d’une matrice des places
concurrentes, qui est symétrique (voir la proposition 6.1) donnant, pour chaque paire de
places, sa valeur dans {L, T, T} (voir la section 6.5).

Puisque, dans le format de fichier « .nupn », les places forment un ensemble ordonné, cette
matrice se concrétise sous la forme d’un fichier texte (voir [Gar20, sect. 8 et annexe Al),
constitué d’autant de lignes qu’il y a de places dans le réseau. Plus précisément, le caractere
associé a la paire de places p; et py telle que p; < p, est localisé au sein de la #p;*™°
colonne, de la #p,®™° ligne. Lorsque les places p; et py sont identiques (cas de la diagonale)
ou que les unités les contenant (directement) sont disjointes, la cellule correspondante dans
la matrice peut posséder I'une des valeurs suivantes : (i) « 0 » pour L; (ii) « . » pour L;
ou (iii) « 1 » pour T. Sinon, les places p; et py sont distinctes et appartiennent & des unités
non-disjointes. Cette information est alors retranscrite dans la matrice par 'introduction
de nouveaux caracteres.

— Lorsque unité (p;) C unité (py) (respectivement unité (p1) J unité (po) et unité (p1) =
unité (p2)), la valeur L est retranscrite dans la matrice par « < » (respectivement
«>» et «=»).

— La valeur T est quant a elle retranscrite par « [ » (respectivement « ] » et « ~ »).

— Enfin, la valeur T reste retranscrite par « 1 », car elle correspond au cas ou le NUPN
enfreindrait la propriété unit-sauf : la structure NUPN n’aurait alors plus aucun
intérét.

Cette matrice pouvant étre de grande taille pour certains réseaux, 1’algorithme de compres-
sion par plages de la section 5.11 est réutilisé tel quel : puisque les lignes de la matrice
sont séparées par des retours chariots, la compression par plages de la matrice complete
équivaut a une compression individuelle, de chaque ligne, par plages. Cette compression
permet en pratique une réduction totale de la taille des matrices symétriques d'un facteur
de 45,95, pour la collection de la section 3.8.

6.12 Résultats expérimentaux

Les expérimentations de ce chapitre proviennent de [BG2la], on CESAR.BDD a été
utilisé, en janvier 2021, pour calculer les matrices des places concurrentes de la collection
de la section 3.8, qui contenait alors 13 116 modeles. Les 3 084 modeles ajoutés depuis ne
changent guere ses caractéristiques : les chiffres de [BG21a, Table 1] sont tres proches de
ceux des tables 3.3 et 3.4.

Nos expérimentations ont été réalisées sur des serveurs de la grille de calcul Grid’5000,
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équipés de deux processeurs Intel Xeon E5-2660 v2 (2,2 GHz), de 128 Go de RAM et
fonctionnant avec la distribution Linux Debian 10. Sur chacun de ces ordinateurs nous
avons décidé de n’exécuter que deux expériences en parallele, afin de bénéficier de la
fréquence d’horloge la plus élevée du processeur et d’éviter de diviser la mémoire vive entre
un trop grand nombre de taches.

Le temps alloué a I’exploration symbolique des marquages accessibles de I'algorithme ' est
paramétré par un délai (maximal) d’exécution t. Le calcul des places concurrentes pour les
modeles de grande taille pouvant se révéler bien plus long que le calcul des places mortes
ou des transitions mortes, chaque exécution de CESAR.BDD est bornée par un délai
(maximal) d’exécution de 4 000 secondes qui, pour les diverses valeurs de ¢, a été atteint
pour au plus 0,82 % de nos modéeles.

| valeur de ¢ | o | 5 ] 10] 15 ]30] 45 [ 60 |
% matrices complétes 51.0 | 91.6 | 92.2 | 92.5 | 93.0 | 93.6 | 94.0
% valeurs inconnues 45.0 | 44.7 | 44.7 | 44.4 | 44.4 | 43.7 | 43.7
% remplissage matrices || 81.6 | 96.3 | 96.6 | 96.8 | 97.0 | 97.1 | 97.2

| valeur de ¢ | 60 [ 120 | 180 | 240 | 300 | 360 | 420 |

% matrices compleétes 94.0 | 94.2 | 94.4 | 94.5 | 94.6 | 94.7 | 94.7
% valeurs inconnues 43.7 | 43.7 | 43.6 | 43.6 | 43.6 | 43.6 | 43.6
% remplissage matrices || 97.2 | 97.3 | 97.4 | 97.4 | 97.4 | 97.5 | 97.5

TABLE 6.1 — Résultats expérimentaux pour les places concurrentes

Les trois métriques des tables 5.1 et 5.2, « % matrices completes », « % valeurs inconnues »
et « % remplissage matrices », sont reprises pour la table 6.1, en les adaptant pour passer
des vecteurs vers les matrices symétriques (les vecteurs ont |P| ou |T'| éléments, alors que
les matrices en ont (|P|+ 1)|P|/2).

La premiere métrique, représentée par la figure 6.1, montre que 94,0 % des modeles peuvent
étre intégralement résolus avec t = 60, ce qui est tres légerement inférieur aux pourcentages
obtenus dans les tables 5.1 et 5.2. Mais cette différence s’explique du fait que le probleme
des places concurrentes requiert en général davantage de temps processeur que les problemes
des places et des transitions mortes.

La seconde métrique, représentée par la figure 6.2, décroit plus lentement que dans les
tables 5.1 et 5.2, et parait se stabiliser a un pourcentage bien plus élevé de valeurs inconnues,
ce qui peut s’expliquer par la taille quadratique de quelques matrices de trés grande taille
et incomplétes.

Cependant, pour la majeure partie des modeles, la troisieme métrique, représentée par la
figure 6.3, atteint un haut taux moyen de valeurs connues, similaire a ceux des tables 5.1
et 5.2.

Les résultats pour t = 0 sont meilleurs dans le cas des places concurrentes que dans le cas
des places mortes, ceci pouvant s’expliquer par la présence bénéfique de la structure NUPN,
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FIGURE 6.1 — Pourcentage de matrices complétes en fonction de ¢
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FIGURE 6.2 — Taux global de valeurs inconnues dans les matrices en fonction de ¢

mais aussi par la complexité supérieure des algorithmes structurels employés.
Des mesures complémentaires indiquent que :

— Sur I'ensemble des 2.66 x 10'° paires de places provenant des modéles ot (au moins)
une matrice a été obtenue : 4,0 % sont concurrentes, 67,0 % sont non-concurrentes,
les autres demeurant inconnues.

— Les algorithmes (5, C5 et Cy peuvent a eux seuls (autrement dit, pour ¢ = 0)
compléter intégralement 51,0 % des modeles, mais des que I'algorithme ') est mis
a contribution, ses résultats sont tels que, sur les modeles pouvant étre totalement
explorés avec les diagrammes de décision binaires, les algorithmes C5 a € ne
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100 % -

95 %

90 %

85 %

80 % -

O0s 60 s 120 s 180 s 240 s 300 s 360 s 420 s

FIGURE 6.3 — Taux de remplissage moyen des matrices en fonction de ¢

contribuent qu’a hauteur de 1% au nombre de matrices completes.

En revanche, sur les modeles de grande taille ne pouvant étre entierement explorés
a 'aide de diagrammes de décision binaires, les algorithmes 5, C5 et C) jouent
un réle nettement accru : pour t = 420, lalgorithme C; enléve 33,8 % des valeurs
inconnues, les algorithmes suivants enlevant 22,5 % d’inconnues (21,7 % par C5, 0,4 %
par (5 et enfin 0,4 % par (). Ces 0,4 % ont plus d'importance que celle pergue de
prime abord : ce sont les valeurs les plus difficiles & déterminer, les pourcentages ne
montrant que les apports différentiels des algorithmes. Par exemple, la section 6.14
montre (indirectement) que Cy peut & lui seul déterminer la quasi-totalité des valeurs
apportées par la proposition 6.11 de (5, dans la collection de la section 3.8.

— Avec t = 60, tous les réseaux ayant moins de 66 places, 64 transitions et 256 arcs

peuvent étre completement traités.

— Avec t = 60, il suffit, en moyenne, de 2,6 secondes pour traiter les modeles ayant

une matrice complete, et 301 secondes suffisent pour traiter les modeles ayant une
matrice partielle.

6.13 Incorporation des réductions polyédriques

Une approche complémentaire, visant a faciliter la détermination de la relation des places
concurrentes pour des réseaux de Petri de grande taille est introduite par [AC22|. Elle
repose sur la simplification d’'un NUPN en entrée a l'aide de réductions structurelles
(suppression de places redondantes et fusion de places similaires), mettant en ceuvre une
abstraction polyédrique [ABD21, ABD22], appliquée en vue de produire un NUPN dit réduit,
qui est associé a un ensemble d’équations linéaires liant les places de ce réseau réduit avec les
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places du réseau originel. Ces équations permettent de reconstruire les marquages accessibles
du réseau d’entrée depuis les marquages accessibles du réseau réduit.

Cette approche est implantée dans un outil, intitulé KoNG* (voir la section 3.7). Pour
calculer les réductions de réseaux, cet outil invoque en interne I'outil REDUCE de la boite a
outils TINA °. KONG calcule ensuite les places concurrentes sur le réseau réduit, en invoquant
loutil CESAR.BDD, qui implante les algorithmes de ce chapitre. KONG peut aussi calculer
I’ensemble des places mortes et déterminer si un marquage donné est accessible.

Les expérimentations de cette section proviennent de [ABG23] et ont été réalisées a partir
d’une collection de 850 réseaux extraits de 1’édition 2022 du MCC et exempte de doublons
isomorphes. Notons que 81,41 % de ces réseaux ont une structure NUPN non-triviale.

A partir de cette collection de 850 NUPN, nous avons évalué les performances individuelles
de CESAR.BDD et de KONG, en réalisant douze séries d’expérimentations (totalisant
18 504 calculs de matrices) :

— en exploitant la structure NUPN (résultats suffixés par « NUPN »), ou en la retirant
(résultats suffixés par « PT »);

— en positionnant un temps imparti de dix minutes (correspondant a la patience d’un
étre humain attendant le résultat calculé par un outil) ou d'une heure (correspondant
a la durée accordée par le MCC a chaque examen) ;

— en allouant a l'algorithme €} de CESAR.BDD (autrement dit, a la phase d’ex-
ploration du graphe des marquages accessibles) 25 %, 50 % ou 75% de la valeur
correspondant au délai d’attente.

, , . temps imparti
résultats observés outil 10 min ‘ 1 heure
KONG (NUPN) 64,5 % 67,6 %
matrices complétes CAESAR.BDD (NUPN) 62,7 % 66,6 %
KonG (PT) 59,6 % 63,4 %
CASAR.BDD (PT) 52,5 % 59,9 %
Konag (NUPN) 74,4 % 77,4 %
remplissage matrices CAESAR.BDD (NUPN) 721 % 76,2 %
Kona (PT) 69,8 % 73,7 %
CESAR.BDD (PT) 62,1% 68,1%
Kona (NUPN) 3min 14s 16 min 40s
temps de calcul moyen CAESAR.BDD (NUPN) 3min 365 17min 44s
Kona (PT) 3min 39s 19min 16s
CAESAR.BDD (PT) 4min 30s 23 min 28

TABLE 6.2 — Bilan des performances de CAESAR.BDD et de KoNG

4. github.com/nicolasAmat/Kong
5. projects.laas.fr/tina/manuals/reduce.html


https://github.com/nicolasAmat/Kong
https://projects.laas.fr/tina/manuals/reduce.html
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La table 6.2 synthétise les résultats de ces expériences, en mettant I’accent sur trois types de
résultats : (i) le pourcentage de matrices complétes générées par un outil en respectant un
délai donné (correspond a « % matrices completes » a la section 6.12); (ii) le pourcentage
moyen de valeurs connues (L ou T) dans les 850 matrices générées (correspond a « %
remplissage matrices » a la section 6.12) et (iii) le temps moyen nécessaire a I’outil pour
générer ces matrices.

Dans ce tableau, le temps de calcul alloué a 'algorithme C est fixé a 50 % du délai d’attente
(soit cing et trente minutes) ; nos expériences montrent que lorsque le temps de calcul alloué
a ('] augmente, le nombre de matrices complétes croit légerement (de 3,8 % au plus), mais
que le taux de remplissage des matrices diminue (de -6,3 % au plus), dans la mesure ou
I’algorithme C'; consomme la majeure partie du temps, ce qui entrave I'application des
approches ultérieures (algorithmes Cy, C5 et C)).

Ces chiffres mettent en évidence 'importance pratique de la structure NUPN, dans la
mesure ou ’exploration symbolique des marquages accessibles devient plus exigeante une
fois que les informations relatives aux unités ont été retirées (fait évoqué dans la section 3.4).

Ces chiffres confirment également ’apport des réductions structurelles, y compris lorsqu’une
structure NUPN est déja présente. Ceci est d’ailleurs une amélioration de [ABG23] par
rapport a [AC22] : la structure NUPN est préservée lors de 'application des réductions
structurelles, ce qui donne des résultats impossible a obtenir lorsque ces deux techniques
sont appliquées isolement.

$ 100 % : £ 100 % .
2 | 2 |

|
€ 80% | E 80%- |
(O] | [w] :
£ 60 % : £ 60 % 1 I i et
E :‘........-- JE; ’...."'I'
° '?t.. amnn®® i € PR :
8 40% 4+ ' S 40 % - '
) L Kong (NUPN) ) Kong (NUPN)
g . == C/ESAR.BDD (NUPN) 8 === C/ESAR.BDD (NUPN)
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FIGURE 6.4 — Pourcentages de matrices completes

Les figures 6.4 et 6.5 apportent des informations sur la vitesse d’exécution des outils, en
montrant la croissance, en fonction du temps écoulé, du nombre de solutions completes
générées et du taux de remplissage des matrices. La ligne verticale en pointillés violets
correspond a la valeur de 50 % du délai d’attente attribuée a l'algorithme '} (cing et trente
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FIGURE 6.5 — Taux moyens de remplissage des matrices

minutes, respectivement).

Ces figures montrent de fortes progressions pendant les premieres minutes, qui s’amenuisent
ensuite progressivement, suivies d’un rebond a I'expiration du délai imparti pour I’explora-
tion des marquages accessibles, & mesure que les autres approches (algorithmes Cy a ()
sont exécutées et montrent leur efficacité. Malgré I'impression donnée par ces chiffres, il
n’y a pas d’asymptote horizontale, car un temps processeur infini devrait permettre aux
résultats d’atteindre 100 %.

Ces figures montrent que plus 'exploration de I'espace d’états prend un temps considérable,
plus la structuration NUPN est importante et plus les réductions structurelles de KONG
sont efficaces.

L’association de CAESAR.BDD et KONG a permis de déterminer des solutions completes
pour environ 55 % des réseaux en moins d’une minute et 65 % en moins de dix minutes.

6.14 Décision des propriétés sauf et unit-sauf

A partir d’'une solution pour les places concurrentes, il est possible, comme indiqué a la
section 6.1, de définir des conditions suffisantes pour déterminer si un NUPN (respectivement
un réseau de Petri) donné est unit-sauf, ou non (respectivement sauf, ou non-sauf).

Le probléeme de détermination de la propriété sauf est PSPACE-complet [JLL77, corol-
laire 3.4], tout comme le probléeme de couverture de marquages pour les réseaux saufs
[CEP95, Th. 15] et conséquemment, la détermination de la propriété unit-sauf.

L’approche de cette section n’a pas recours a un parcours des marquages accessibles, que
ce soit pour calculer la matrice des places concurrentes, ou pour établir les conditions
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suffisantes sur cette matrice. Elle emploie des algorithmes de complexité polynomiale (en
temps et en mémoire), mais qui, en contrepartie, peuvent échouer et donner des réponses
indéterminées pour certains modeles.

Cette section repose sur I'outil prototype CONCNUPN (voir les sections 3.7 et 6.11) pour
I'implantation et les expérimentations de cette approche.

La proposition suivante est une condition suffisante pour montrer qu’'un réseau de Petri
soit non-sauf.

Proposition 6.20 Soit (P, T, F, My) un réseau de Petri ordinaire. S’il existe une transition
t non-morte ayant une unique place d’entrée, concurrente avec l'une des places de p € t*\ *t
(une place p gagnant un jeton suite au franchissement de t), alors le réseau est non-sauf.

Preuve. On a : Ip € t*\ *t | R ({p} U *t), d’ou le résultat. O

La proposition suivante est une condition suffisante pour montrer qu’'un réseau de Petri
soit sauf. Elle est inspirée du traitement de la diagonale de la sur-approximation ||4 de
Kovalyov (voir la section 6.9).

Proposition 6.21 Soit (P, T, F, My) un réseau de Petri ordinaire. Si, pour toute transition
t € T non-morte et toute place p € t*\ *t (autrement dit, toute place p gagnant un jeton
suite au franchissement de t), s’il existe une place d’entrée de t non-concurrente avec p,
alors, le réseau de Petri est sauf.

Preuve. Par contraposée : si le réseau de Petri n’est pas sauf, il existe alors un marquage
accessible M; sauf, une transition ¢ active dans M; et un marquage accessible My non-sauf
tels que My — M, —L5 M,. Soit une place p ayant plusieurs jetons dans M. Le réseau
étant ordinaire, p a un (unique) jeton dans M, est une place de sortie de ¢, mais pas
d’entrée de t. Ainsi, dp € t*\ °t | R ({p} U *t); d’ou le résultat. O

L’algorithme ci-dessous, intitulé S, détecte des réseaux non-saufs en appliquant la contra-
posée de la proposition 5.6 et la proposition 6.20 ; S; détecte les réseaux saufs en appliquant
la proposition 6.21 ; dans les cas restants, S; donne une réponse indéterminée.

1 function sauf() is

2 T = TLU{tET| (|'t| §2)/\((°t®'t> SRT>}

3 forteT, | (tCt)V((|t|=1)A(((t*\*t) ®°t) N Rt # @)) loop

4 assert R(*t) A ((|°t] =1) = 3M € ((t*\ *t) ® *t), R (M)))

5 return L — d’aprés la prop. 5.6 (contr.) et la prop. 6.20
6 end loop

8 fort e T, UTT loop

9 forpet\*t| ({p}®°t) £ R, loop
10 return T — lalgorithme ne peut prowver que =% ({p} U *t)
11 end loop

12 end loop
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14 assert Tr C{te T |-R(*t)} — T n'a pas de transition non-morte
15 assert R; C } — R n’a pas de places concurrentes
16 return T — d’aprés la prop. 6.21

17 end function

Algorithme S; — Algorithme de CONCNUPN pour la propriété « sauf »

L’algorithme ci-apres, dénommé S5, permet d’évaluer la propriété « sauf = unit-sauf »
par une lecture (directe) de la matrice des places concurrentes; si elle est incomplete, la
propriété peut rester indéterminée. Lorsque Sy et S, sont tous deux évaluées a T, le NUPN
est prouvé unit-sauf.

1 function unit_sauf_si_sauf() is

2 if 3{p1,p2} € Rt | (p1 # p2) A (—disjoint (unité (p1), unité (p;))) then

3 return L — d’apres la def. 3.7
4 else if I{p1,p2} € R1 | (p1 # p2) A (—disjoint (unité (py), unité (p2))) then

) return T — valeur inconnue entre deux places d’unités non-disjointes
6 else

7 return T — d’aprés la def. 3.7
8 end if

9 end function

Algorithme S5 — Algorithme de CONCNUPN pour la propriété « sauf = unit-sauf »

L’outil CONCNUPN calcule une matrice des places concurrentes avec les algorithmes (5
et Cy des sections 6.8 et 6.9, puis exécute les algorithmes S; et S, de cette section. Pour
calculer la matrice des places concurrentes, d’autres algorithmes que C5 et 'y pourraient
étre utilisés, mais, comme eux, ils ne doivent pas recourir a I’hypothese que le réseau en
entrée soit sauf ou unit-sauf.

Sur les 16 200 NUPN de notre jeu de tests (de la section 3.8), les algorithmes S et S5 de
CONCNUPN prouvent que 99,95 % d’entre eux sont saufs et que 99,86 % sont unit-saufs :

— Les huit modeles pour lesquels CONCNUPN donne un résultat indéterminé pour la
propriété sauf peuvent étre entierement explorés par CAESAR.BDD : le plus grand
possede 540 places, 16 780 transitions, 137 780 arcs, ainsi que 4,07.10° marquages
accessibles. Puisque ces huit modeles sont saufs et triviaux, ils sont unit-saufs (d’apres
la proposition 3.3).

— Les neuf autres modeles ot CONCNUPN ne peut déterminer la propriété unit-
sauf, sont néanmoins prouvés saufs par CONCNUPN. Sur ces neufs modeles, huit
proviennent de décompositions de réseaux en automates communicants [BGdL20],
alors que le neuvieme dérive d’une spécification écrite en LNT : de ce fait, ils ont tous
une directive « 'unit_safe » (voir la section 3.6), garantissant automatiquement la
propriété unit-sauf. En outre, ces neufs modeles peuvent étre entierement explorés
par CAESAR.BDD, qui confirme qu’ils sont bien unit-saufs : le plus grand possede
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480 places, 1 280 transitions, 8 988 arcs, 38 unités, ainsi que 1,37.10'? marquages
accessibles.

L’édition 2022 du MCC comporte 777 réseaux non-colorés, ordinaires et ayant un mar-
quage initial sauf. Sur ces 777 réseaux, 705 sont saufs et 72 ne le sont pas. Le prototype
CONCNUPN a été en mesure de détecter 704 réseaux saufs et 4 réseaux non-saufs, ce qui
représente des taux de succes respectifs de 99,86 % et 5,56 %. Parmi les 705 réseaux saufs,
695 ne sont pas triviaux (ils ont une décomposition NUPN) : CONCNUPN détermine que
688 d’entre-eux sont unit-saufs, ce qui représente un taux de succes de 98,99 % (tous les
modeles non-triviaux de la compétition sont unit-saufs).

6.15 Validation des résultats

L’approche et les outils de validation croisée des vecteurs des places mortes et des transitions
mortes décrite a la section 5.14 a été réutilisée : nous avons comparé et vérifié les matrices
des places concurrentes produites par CAESAR.BDD et CONCNUPN et de leurs versions
successives, sur les réseaux de la section 3.8.

Ces controles mutuels ont dévoilé des erreurs dans CESAR.BDD, qui ont été corrigées;
depuis avril 2020, plus aucun nouveau bogue n’a été détecté dans CAESAR.BDD. Des
erreurs ont également été détectées dans des algorithmes pour des prototypes de CONC-
NUPN, mais ils concernaient des algorithmes expérimentaux qui n’ont, a ce jour, jamais
été présentés ou utilisés dans des publications.

Ensuite, les matrices produites par KONG ont été comparées aux matrices produites par
CAESAR.BDD et CONCNUPN;, toujours sur la collection de la section 3.8 : des problemes
ont été repérés et corrigés sur des versions de développement de KONG ; depuis décembre
2021, plus aucun nouveau bogue n’a été détecté dans KONG. Aucune erreur n’a été détectée
dans CESAR.BDD et CoNcNUPN.

Enfin, les résultats de CONCNUPN pour la décision des propriétés sauf et unit-sauf (voir
la section 6.14) ont été comparés avec ceux de CESAR.BDD, sur les réseaux du MCC :
leurs réponses concordent.

6.16 Bilan et perspectives

Ce chapitre a abordé I’étude du probléeme des places concurrentes qui, bien qu’utile en
pratique, est mal couvert par les outils « classiques » de réseaux de Petri. Nous n’avons
pas d’algorithme unifié permettant de résoudre ce probléme, mais nous avons proposé une
combinaison d’algorithmes (exploration statique ou dynamique de l'espace d’états, solution
exacte ou approchée, cotit polynomial ou exponentiel), implantés dans deux outils logiciels
(écrits en langages C et Python). Notre approche est statistiquement performante sur un
tres grand nombre de modeles mais, ce probleme étant PSPACE-complet, il subsistera
toujours des modeles trop grands pour étre analysés dans des délais raisonnables.
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Les places concurrentes sont un sujet d’étude vaste. Plusieurs voies sont envisageables pour
étendre les travaux de ce chapitre et leur portée.

Ce probleme des places concurrentes possede d’autres applications potentielles, par exemple,
il pourrait devenir partie intégrante du Model Checking Contest, comme le propose [Gar20],
éventuellement apres avoir été généralisé pour les réseaux non-saufs, ou les réseaux colorés.

Les matrices de places concurrentes pourraient également étre employées pour évaluer
certaines formules en logique temporelle : ceci pourrait permettre non seulement d’améliorer
les performances des outils de vérification de modeles, mais également de proposer en amont
des formules plus complexes a résoudre dans les compétitions d’outils (notamment pour
celles du Model Checking Contest), en filtrant celles déductibles de la matrice.

Il serait toujours possible d’améliorer le calcul des places concurrentes, en perfectionnant
les algorithmes afin de leur permettre de traiter des modeles encore plus grands, soit en
calculant des solutions avec moins de valeurs inconnues, soit en fournissant des résultats
équivalents, en moins de temps.

— Des formules en logique temporelle ou de validité booléenne pourraient étre définies
afin de cibler les paires de places restant inconnues lorsqu’il en reste, en faible nombre.

— Les algorithmes C5 et (4, des sections 6.8 et 6.9 réalisent leurs sous- et sur-
approximations respectives au moyen d’une abstraction dite quadratique car chaque
marquage M est enregistré sous la forme de paires de places M ® M. Ces algorithmes
pourraient étre généralisés en dimension n > 3, en mémorisant non pas des paires de
places, mais les éléments de { M’ C M | |[M'| < n}, autrement dit, les sous-ensembles
de M d’une taille au plus n. Par exemple, pour n = 3, I'abstraction devient cubique,
le marquage M devenant M ® M ® M. Augmenter les dimensions de ces deux
algorithmes leur permettraient de réduire davantage le nombre de paires inconnues
dans la matrice. En outre, pour tout réseau N, il existe un certain rang n < |P|
tel que l'algorithme C'5 explore tous les marquages de {M C P | R(M)}, et ainsi
découvre toutes les paires de places concurrentes, et soit donc exact.

Le méme raisonnement s’applique avec la généralisation de C}, qui découvre toutes
les paires de places non-concurrentes a partir d’un certain rang n’ < |P)|.

De ce fait, a partir d’'un certain rang n” < min(n,n’), la combinaison de ces
algorithmes généralisés permettrait de déterminer une solution complete.

— Il existerait une alternative pour renforcer les résultats de C. Cette alternative a
un cofit mémoire de O(|P|?). L’espace d’états de cette généralisation alternative
associerait a chaque paire de places, en remplacement des valeurs de { L, T, T}, le
cardinal du plus grand marquage potentiellement accessible (autrement dit, accessible
selon I'abstraction) contenant simultanément ces deux places.

Dans la mesure ou la structure en unités fournit également des contraintes sur la
taille des marquages accessibles (dans un NUPN unit-sauf, un tel marquage ne peut,
par exemple, comporter plus de places que le nombre d’unités feuilles), 'arbre des
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unités pourrait, en complément, étre utilisé pour raffiner encore davantage cette
nouvelle généralisation.

Les invariants de places (aussi appelés semi-flots) [MS81] [Kor92] [PCP99] [Sch03]
[CMPWO09] pourraient réduire le nombre de valeurs inconnues dans les matrices des
places concurrentes. Cependant, une telle approche reste limitée : il existe des réseaux
fortement connexes, vivants, présentant des paires de places non-concurrentes, mais
pas d’invariant, méme en étendant leur définition afin de leur autoriser de perdre
leur jeton.

Voici, a titre d’exemple, un réseau vérifiant toutes les conditions susmentionnées :
P =Ap1,...,pa}; T = {t1,..., ta}; Mo = {p1,p2}; (*t1,t:*) = ({p1,p2}, {p3});
(*t2,t2%) = ({p1,p2}, {pa}); (°t3,13°) = ({p3}, {p1, p2}) et (*ta,t4°) = ({pa}, {p1, P2}).

Nous analysons des modeles NUPN intrinsequement paralleles, sur des machines
ayant des nombres croissants de coeurs, avec des outils purement séquentiels. En
particulier, I'ordre des algorithmes élaboré dans la section 6.10 pourrait étre amélioré
en ordonnancant en parallele I'exécution des algorithmes, ce qui pourrait accélérer
CAESAR.BDD dans certaines situations. Les algorithmes C5 a C'; bénéficient certes
des résultats de ’algorithme C'; pour produire de meilleurs résultats, mais il s’agit de
dépendances artificielles. Il est toujours possible de les appliquer en parallele de (7,
puis une seconde fois apres terminaison de C', si la matrice est restée incompléte. En
outre, ces trois algorithmes pourraient étre améliorés de sorte a ne pas recommencer
ex nihilo les calculs lorsqu’ils sont appliqués plusieurs fois, mais uniquement sur les
parties du réseau ou de nouvelles paires pourraient étre découvertes, permettant
ainsi des applications successives sans surcotit notable.

Enfin, au dela de I'ordonnancement, les algorithmes de ce chapitre peuvent tous étre
implantés en parallele, y compris (.
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Chapitre 7

Décomposition de réseaux de Petri en
automates communicants

Le présent chapitre traite du probleme de la décomposition automatique de tout réseau de
Petri ordinaire et sauf en un réseau d’automates communicants, ¢’est-a-dire en un ensemble
de composants séquentiels (machines a états finis) s’exécutant de manieére asynchrone,
pouvant se synchroniser entre eux et possédant le méme comportement global que celui du
réseau de Petri originel.

7.1 Motivations

Sur le plan théorique, les réseaux de Petri sont certes expressifs, mais ils sont faiblement
structurés : la décomposition est un moyen de les (re-) structurer automatiquement, les
rendant ainsi plus modulaires et espérons-le, plus faciles & comprendre et a raisonner.

Sur le plan pratique, les réseaux d’automates communicants contiennent des informations
structurelles que les algorithmes de vérification formelle peuvent exploiter pour accroitre
leur efficacité, en utilisant, par exemple :

— Des codages logarithmiques des marquages accessibles (chaque automate contenant
au plus un jeton) permettant une réduction potentiellement exponentielle du nombre
de neeuds dans la représentation mémoire des marquages accessibles des diagrammes
de décision binaires (voir la section 3.4).

— Une détection plus fine et facilitée des transitions indépendantes pour les méthodes
de réduction de 'espace d’états reposant sur des ordres partiels.

— Des stratégies de type « diviser pour régner » pour la vérification compositionnelle (en
évaluant, par exemple, des formules en logique temporelle sur chacun des automates,
puis en reconstituant le résultat final sur le réseau entier), etc. En outre, une fois
le réseau de Petri décomposé, il est possible de vérifier sur ce dernier de multiples
propriétés, ce qui peut conduire a des gains de ressources conséquents. Ces gains
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en terme de ressources peuvent aussi étre utilisés pour traiter des modeles de plus
grande taille.

La suite de ce chapitre est organisée comme suit. La section 7.2 énonce le probleme
de décomposition et discute de la forme des réseaux acceptés en entrée et produits en
sortie. La section 7.3 situe ce chapitre parmi les travaux existants, et relie ce probleme de
décomposition au probleme de coloriage de graphes. La section 7.4 expose le nombre de
solutions au probléme, expose un critere pour une solution « souhaitable », puis fournit des
moyens pour la rechercher efficacement. Les sections 7.5 a 7.8 proposent quatre familles
d’approches de décomposition, reposant sur des outils de graphes ou des formules logiques.
La section 7.9 présente la chaine d’outils implantée dans ce chapitre. La section 7.10 discute
des résultats expérimentaux sur une collection complete de modeles. La section 7.11 aborde
les démarches entreprises pour la validation des résultats. La section 7.12 compare notre
solution de décomposition avec un outil existant, HIPPO. La section 7.12 mentionne la
contribution de notre chaine d’outils pour structurer le jeu de tests de la compétition MCC
(voir la section 3.8). La section 7.14 aborde la suite VLSAT, constituée de formules logiques
produites par nos approches de décompositions, qui sont utilisées dans trois compétitions
internationales. Finalement, la section 7.15 formule des observations conclusives et évoque
les perspectives ouvertes.

7.2 Enoncé du probléme

Dans ce chapitre, nous cherchons a apporter la modularité des réseaux d’automates com-
municants (voir la section 1.4) aux réseaux de Petri (voir la section 1.5).

Nous considérons le probleme de décomposition comme une opération dans le domaine
des réseaux de Petri, acceptant en entrée un réseau et produisant un réseau décomposé en
sortie. Cette décomposition doit avoir un réseau de Petri sous-jacent isomorphe (voir la
définition 4.3) au réseau d’entrée, autrement dit, préserver toutes les places, transitions, arcs
et le marquage initial du réseau d’entrée. Elle doit ainsi permettre d’ajouter une structure
en automates communicants au réseau d’entrée, mais en préservant toutes les propriétés
structurelles et comportementales du réseau existant.

Nous reformulons le probleme de décomposition en termes de NUPN. Puisque un automate
est par essence un composant séquentiel et que la notion de hiérarchie est absente des
réseaux d’automates communicants, le probleme consiste a structurer automatiquement
tout réseau de Petri ordinaire et sauf donné en un NUPN plat (voir la définition 3.6) et
unit-sauf (voir la définition 3.7).

La figure 7.1 illustre a sa gauche un réseau de Petri ordinaire et sauf, en son centre un
NUPN trivial équivalent (voir la section 3.2), et sa a droite, une décomposition possible en
NUPN plat et unit-sauf.
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2.1

5

FIGURE 7.1 — Exemple de réseau de Petri (a gauche), de son NUPN trivial équivalent (au
milieu) et une de ses décompositions possibles (& droite)

7.2.1 Graphe de concurrence

La suite de cette section introduit la notion de graphe de concurrence, afin de relier ce
probleme de décomposition au probléeme de coloriage de graphes. Il s’agit d’un graphe
paramétré selon les places du réseau en entrée, qui sont ses sommets et selon (R, Rt, Rt),
la solution des places concurrentes calculée au chapitre précédent (voir la définition 6.4).

Définition 7.1 Soit un réseau de Petri (P, T, F, My) et son triplet (R, Rt, Rt) des places
concurrentes. Le graphe de concurrence est le graphe (P,(Rt U Rt) \ {{p,p} | p € P}),
autrement dit, le graphe non-orienté, sans boucle, ayant pour sommets les places du réseau
et dont les arétes représentent les paires de places concurrentes ou inconnues de la matrice.

Ce graphe de concurrence réalise (entre autres) une abstraction des paires de places a T,
qui sont traitées comme des paires de places concurrentes : autrement dit, deux places sont
considérées concurrentes, & moins que le contraire ne soit prouvé.

Une approche alternative consisterait a générer une décomposition en supposant que ces
valeurs inconnues soient des paires de places non-concurrentes, puis de vérifier que la
décomposition soit bien unit-sauf. Si tel est le cas, la décomposition est acceptée, sinon,
un contre-exemple permet de compléter Ry, puis de produire une nouvelle décomposition,
et ainsi de suite. Cette stratégie, de type « tentatives et échecs » présuppose néanmoins
que nous puissions décider en temps raisonnable si un réseau est unit-sauf, alors qu’il s’agit
d’un probleme PSPACE-complet (voir la section 3.4).

7.2.2 Lien avec le coloriage de graphes

La proposition suivante montre qu’'un coloriage du graphe de concurrence (voir la défini-
tion 2.11) est une solution au probléeme de décomposition de son réseau de Petri d’origine.
Cette proposition montre également que la décomposition obtenue possede autant d’unités
feuilles que le graphe coloré comporte de couleurs. Elle montre enfin que la décomposition
obtenue est unit-sauve.
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Proposition 7.1 Soit N un réseau de Petri, (P, E) son graphe de concurrence associé et
IIp : P — N un coloriage. L’ensemble C ={{p € P|Ilp(p) =k} | ke {llp(p)|p e P}}
forme une partition des places P en autant de parties qu’il y a de couleurs, ot chacune des
parties est un ensemble de places deuxr a deux non-concurrentes.

Preuve. Soit py, py deux places distinctes. Nous avons (Ic € C' | {p1,p2} € ¢) & (Ilp(p1) =
p(p2)) © ({p1,p2} € E) < ({p1,p2} € R1). Dot le résultat. O

FIGURE 7.2 — Exemple de graphe de concurrence coloré (a gauche) et de sa décomposition
associée (a droite)

Dans la figure 7.2, le coloriage du graphe de concurrence (a gauche) correspond a la
décomposition {{0: 4}, {5:6},{7:12}}, qui est représentée par le NUPN (a droite).

La proposition suivante permet de montrer que, le probleme de décomposition de ce réseau
en un ensemble minimal d’automates communicants, en connaissant au préalable le graphe
de concurrence d’un réseau de Petri, possede la méme complexité théorique que le probléme
de coloriage de graphe, soit NP-complet.

Proposition 7.2 Soit un graphe (V, E). Il est possible de résoudre le probléme du coloriage
de ce graphe en le réduisant vers un probleme de décomposition d’un réseau de Petri en un

, , def def
réseau d’automates communicants, tel que P =V et | = E.

7.3 Travaux voisins

La décomposition d’un réseau de Petri en processus séquentiels remonte au moins au
début des années soixante-dix [Hac72] et a donné lieu & un corpus important de travaux
scientifiques. Sur le plan théorique, nous pouvons mentionner :
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la décomposition de réseaux élémentaires en un ensemble de composants séquentiels
communicants et concurrents [RE96, sect. 4.3—4.4];

la décomposition de réseaux a choix libres bornés et vivants en S-composants ou
T-composants [DE9S5, chap. 5];

la distribution d’un réseau de Petri vers des localisations géographiques [vGGSO08,
vGGSU12, vGGSU13] [BD11] — ce dernier recourant a la théorie des régions [BD96] ;

la synthese de réseaux de Petri par 1’élaboration de régles élémentaires de compo-
sitions et des taxonomies des classes de réseaux créés selon les regles employées
[Esp90] [BAC92];

la synthese de réseaux de Petri depuis des expressions régulieres [LRR03] et une
catégorisation de la classe ainsi générée.

Sur le plan algorithmique, nous pouvons mentionner les approches :

calculant une couverture d’un réseau de Petri par des machines a états fortement
connexes [Hac72];

reposant sur la structure d’un réseau de Petri pour le distribuer vers des localisations
géographiques [Zai04] ;

reposant sur la structure d’un automate pour le décomposer en un réseau d’automates
(équivalent a des appels de fonctions) [DN89] [MO98, MO00, MO04];

reposant sur la structure d’un réseau de Petri pour le décomposer hiérarchiquement
en diagramme d’états de la norme UML [Esh09] ;

reposant sur les invariants ou les semi-flux, calculés depuis les arcs du réseau de
Petri [Sil85, sect. 7.4.3] [Kor92] [PCP99] [Sch03] [BCH10, BCH12] ou bien depuis
ses marquages accessibles [Dyl13];

reposant sur une analyse d’accessibilité des marquages d’un réseau de Petri, puis de
I’expression du probléeme de décomposition de ce réseau sous la forme d'un probléme
de coloriage de graphe [WKAK14, WKAT18§];

reposant sur une analyse d’accessibilité des marquages d’un réseau de Petri, puis
de 'expression du probleme de décomposition de ce réseau sous la forme d’un pro-
bleme de détermination des transversaux d’un hypergraphe [AW06, Wis1l, WWA12,
Wis12, SAW13, TA13, GWWT14, WKAT18, WWJ19] (d’apres ces publications,
la représentation des hypergraphes construits serait plus compacte que celle des
graphes) ;

reposant sur une analyse d’accessibilité des états d’un automate, afin de le décomposer
hiérarchiquement, suivant l'irréversibilité de ses actions [ENNOG].

Concernant les implantations logicielles, nous pouvons mentionner 1'outil DIANE [MOWO09],
qui a ce jour, ne semble plus accessible, ainsi que l'outil HipPO, développé au sein de
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I'université de Zielona Géra (Pologne) et disponible en ligne via un portail Web dédié'. A
la section 7.12, nous comparons les approches de décomposition proposées dans ce chapitre
avec celles fournies par Hippo.

La diversité des travaux existants concernant le probleme de décomposition montre qu’il
existe bien des facons d’aborder ce probleme. La suite de cette section donne davantage
de références concernant ces travaux liés, en discutant de la forme des réseaux acceptés
en entrée et en énoncant précisément les contraintes auxquelles un formalisme de sortie
approprié devrait se conformer.

7.3.1 Formalisme d’entrée

A la différence de, notamment, [PCP99], nous ne considérons pas les réseaux bornés qui
ne sont pas saufs, pour les raisons évoquées dans les sections 7.1 et 7.2. Si nécessaire, un
réseau borné peut étre traité par notre approche, apres avoir été converti en un réseau sauf,
en dupliquant (tripliquant, et ainsi de suite) certaines de ses places.

Contrairement a d’autres approches, nous n’imposons pas de restriction supplémentaire sur
les réseaux de Petri acceptés en entrée (a savoir ordinaires et saufs). Nous n’exigeons pas
qu’ils soient :

— a choiz libres et bien formés (soit vivants et saufs) [Hac72];

— couvrables par des machines d états [Sta90, def. 16.2.2 (180)];

— propres [Jan84] ;

— décomposables en machines a états® [Hac72, chap. 5|;

— allouables en machines a états? [HacT4];

— purs (soit exempts de transition ¢ telle que *t N¢* # &) [WKAT18, Wisl8];
— connexes ou fortement connexes;

— sans place morte et sans transition morte (voir le chapitre 5) [Jan84].

7.3.2 Formalisme de sortie

Chaque automate produit doit étre séquentiel, contrairement a [Zai04], [MOWO09] et [BD11]
[ABCT19, sect 2.2, « modularité de Louvain »|, ou des places concurrentes peuvent étre
affectées au méme endroit ou au méme composant.

Les réseaux d’automates doivent étre plats, contrairement a [KKA06], [Esh09] et [MCvdA13],
ou les réseaux de Petri sont traduits en modeles hiérarchiques dans lesquels les proces-
sus peuvent avoir des sous-processus imbriqués. Le chapitre 8 suivant aborde de telles
décompositions.

1. hippo.iee.uz.zgora.pl.
2. Voir [BdC92, sect. 7.1] pour une discussion relative a cette notion.


http://hippo.iee.uz.zgora.pl
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Les transitions de chaque automate doivent se comporter comme les transitions des ré-
seaux de Petri, ce qui signifie que la synchronisation entre plusieurs automates doit étre
réalisée en respectant les regles de tir des transitions des réseaux de Petri (voir la défini-
tion 2.19) et non recourir a des mécanismes alternatifs, tels que les états de synchronisa-
tion dans les automates synchronisés [Pet90], le passage asynchrone de messages dans les
automates réactifs [BCD02] ou encore les tampons « Premier Entré, Premier Sorti » dans les
automates communicants [GKMO7]. 11 existe divers modeles répondant a de telles exigences,
notamment les réseauzr d’automates définis dans [Paul6] ou étudiés dans [BMS17].

Les ensembles d’états locaux de tous les automates d’un réseau doivent étre deux a deux
disjoints. Cette interdiction des états partagés apporte un fondement solide de la concurrence
(les automates concurrents sont susceptibles d’étre exécutés sur différentes unités de calcul
et, de ce fait, ne devraient pas avoir d’états partagés) et est mathématiquement plus simple
(les états locaux de tous les automates constituent une partition de 'espace d’états). Au
contraire, les réseaux fonctionnels [Zai04] et ouverts [MOWO09], reposent sur des places
partagées pour les communications d’entrée/sortie entre plusieurs automates.

Toutes les propriétés structurelles et comportementales du réseau de Petri doivent étre
préservées par la décomposition ; ceci se traduit par le fait que le réseau de Petri sous-jacent
de la décomposition produite doit étre isomorphe (voir la définition 4.3) au réseau d’entrée.
En particulier, nous préservons toutes les places et transitions du réseau en entrée (y compris
les mortes), contrairement a [Sil85, sect. 7.4.3], [CSV86] et [Kor92], qui peuvent recourir
a la duplication de places ou de transitions, ou a [KW15, WKAT18], qui produit d’abord
une décomposition avec des états partagés, mais s’en délivre ensuite en introduisant des
états auxiliaires « non-opérationnels ».

Un formalisme de sortie approprié doit étre suffisamment général pour traiter, sans
la moindre restriction injustifiée, tous les réseaux de Petri d’entrée (sous réserve
qu’ils soient ordinaires et saufs). Par exemple, parmi les huit modeles susmentionnés
de [BdC92, sect. 6-7], trois modeles (les réseaux décomposables en machines da états,
décomposables en machines allouables et a choix libres stricts) exigent que chaque auto-
mate soit fortement connexe ; une telle restriction entrave évidemment la décomposition,
car un réseau tres simple composé de deux places et d’une transition entre ces places ne
peut étre exprimé a ’aide d’un seul automate fortement connexe.

Une autre restriction fréquente, mais discutable, est 1'exigence selon laquelle les automates
doivent étre conservatifs, autrement dit, les automates comportent toujours un jeton
dans n’importe quel état global. Dans le cadre des réseaux de Petri, cela veut dire que
le marquage initial possede exactement un jeton par automate, et que toute transition
non-morte comporte le méme nombre de places d’entrée et de sortie. Les huit modeles
de [BdC92, sect. 6-7] comportent cette restriction, qui, selon nous, est injustifiée : un
réseau tres simple comportant une seule place et une transition sortant de cette place ne
peut étre décomposé en un ensemble d’automates conservatifs. En pratique, la table 3.3
indique que seulement 19,2 % des modeles de la section 3.8 vérifient une telle condition.
Il faut donc considérer un modele plus flexible, dans lequel les automates peuvent étre
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démarrés et arrétés dynamiquement, ce qui signifie que chaque automate ne comporte pas
impérativement de jeton dans I’état initial, et qu’il est susceptible de perdre son jeton au fil
de son exécution (par exemple, I'unité bleue de la décomposition a droite de la figure 7.1,
qui peut gagner, puis perdre son jeton).

7.4 Solutions au probleme de la décomposition

Cette section étudie I'existence et 'unicité des solutions de la décomposition d’un réseau de
Petri en un NUPN plat et unit-sauf. Elle étudie des criteres de qualité pour une solution
souhaitable et expose un procédé pour la rechercher efficacement.

7.4.1 Existence d’une solution

Notre probleme de décomposition, tel qu’énoncé ci-dessus, consiste a trouver un ensemble
adéquat d’unités (a savoir, une partition de I’ensemble des places) pour convertir un réseau
de Petri ordinaire et sauf en un NUPN « correspondant » plat et unit-sauf.

Contrairement a d’autres approches de décomposition (telles que [Hac72] [CSV86] [Kor92]
[Esh09] [vGGSU13]) qui peuvent n’avoir aucune solution pour certaines classes de réseaux
d’entrée, notre probleme a systématiquement au moins une solution : le NUPN trivial
correspondant au réseau de Petri d’entrée (voir la proposition 3.1) est plat (sa hauteur
étant une, voir la définition 3.6) et unit-sauf (voir la proposition 3.3).

7.4.2 Multiplicité des solutions

Dans le cas général, il existe de multiples solutions pour le probleme de décomposition. Les
deux propositions suivantes montrent deux manieres de produire, a partir d’une solution
valide, une nouvelle solution valide.

Proposition 7.3 Dans un NUPN plat et unit-sauf, la scission de toute unité feuille en
deux unités distinctes produit un nouveau NUPN plat et unit-sauf.

Proposition 7.4 Dans un NUPN unit-sauf, une place p telle que Vp' € P\ {p},p }f p’ peut
étre située au sein de toute unité feuille, sans enfreindre la propriété unit-sauf.

La relation de concurrence étant quasi-réflexive (voir la proposition 6.1), les places mortes
vérifient la pré-condition de la proposition 7.4.

Voici, a titre d’exemple, d’autres places vérifiant la pré-condition de la proposition 7.4 :
(i) une place seule a avoir un jeton dans le marquage initial et n’étant la place de sortie
d’aucune transition non-morte; (ii) toute place dans un réseau qui est une machine a états.

7.4.3 Critere idéal d’optimalité

Dans la mesure ou le probleme de décomposition admet généralement plusieurs solutions,
il se pose le probleme de déterminer une solution « optimale ». La solution triviale est
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par exemple valide, mais dénuée d’intérét « pratique », car elle n’apporte aucune infor-
mation supplémentaire a son réseau de Petri sous-jacent. Divers criteres d’optimalité sont
envisageables :

— Pour exécuter efficacement un réseau de Petri sur une machine parallele a n coeurs
(ou m neeuds de calcul), une solution optimale aurait vraisemblablement n unités
feuilles, de maniere a exploiter pleinement les capacités de la machine.

— A Dinverse, sur une machine séquentielle (ou disposant d’un parallélisme disponible
limité), il serait judicieux d’avoir des unités avec le plus grand nombre de places
possible et de minimiser le nombre d’unités, ce qui permet notamment de limiter le
nombre de changements de contexte.

— D’un point de vue théorique et, surtout, pour les besoins de la vérification formelle,
un critere approprié est de minimiser le nombre de bits nécessaires pour représenter
tout marquage accessible (voir la section 3.4).

Nous optons pour ce dernier critere. Pour nos besoins, nous allons recourir au codage le
plus dense pour les réseaux plats figurant dans [Garl19], noté (b), que nous perfectionnons
par la détection d'unités ne recevant jamais de jeton ou ne perdant jamais leur jeton, selon
la définition suivante.

Définition 7.2 Soit N = (P, T, F, My, U, uy, C, unité) un NUPN :

— la projection d’un marquage M sur une unité u est l'opérateur binaire suivant :

My % M N places (u);

— une unité u est dite inactive si elle n’a pas de jeton dans le marquage initial, et
qu’aucune transition du réseau ne puisse déposer de jeton dans cette unité, en d’autres
termes (Mo>u) =) ANV €T) ((t*>u) # @ = ((t>u)) # 9);

— wune unité u est dite permanente si elle a un jeton dans le marquage initial, et que ce
jeton ne peut étre retiré de cette unité par aucune transition du réseau, en d’autres

termes (Mo>u) # )NVt € T) ((t>u) # @ = ((t*>u)) # 9).

Notons que la détermination des unités inactives et permanentes est réalisable en temps
linéaire, par une simple itération examinant les places d’entrée et les places de sortie de
chaque transition.

Remarquons que, dans un NUPN plat, I'unité racine, si elle n’est pas feuille?, est toujours
inactive, puisqu’elle est vide. En utilisant le codage (b) de [Garl9, sect. 6], ’état de chaque
unité feuille ayant n places locales peut étre codé en utilisant [log, (n + 1)] bits. Ce nombre
de bits peut étre encore réduit si I'unité est inactive ou permanente.

Définition 7.3 Soit N = (P, T, F, My, U, ug, =, unité) un NUPN plat. Le nombre de bits
nécessaire d la représentation de tout marquage accessible de N est : X,cpv(u), avec :
v(u) €0 si lunité u est inactive ; sinon v(u) o [log, (|places (u)])] si u est permanente ;

sinon v(u) ¥ [log, (places (u)]) + 1].

3. Si 'unité racine est feuille, il s’agit de la seule unité du réseau, ainsi, elle contient toutes ses places.
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Finalement, nous optons pour la définition 7.3 comme critére de comparaison : plus le nombre
de bits requis par une décomposition est faible, meilleure cette derniere sera considérée.

7.4.4 Critére pragmatique d’optimalité

Nous venons de sélectionner le nombre de bits pour coder les marquages accessibles (voir la
définition 7.3) comme étant le critére le plus judicieux pour mesurer finement la qualité
d'une décomposition. Mais ce critere est délicat a exprimer pour les approches reposant sur
la théorie des graphes ou sur la résolution de problemes logiques, car il fait intervenir la
fonction transcendante « log, » et la fonction de passage du continu au discret « x — [x] ».
De ce fait, nos approches ne se focalisent pas directement sur la réduction du nombre de
bits spécifié dans la définition 7.3, mais visent un autre objectif plus simple a mettre en
ceuvre : il s’agit de la réduction du nombre d’unités dans le NUPN de sortie.

Le nombre d'unités feuilles de toute solution appartient a un intervalle { Min : Maz}, ou :

— Min est le plus petit entier tel que pour tout marquage accessible M, |M| < Min;
toute solution valide comporte au moins |My| unités feuilles.

Dans le cas des réseaux (sous-) conservatifs, la valeur de Min est toujours égale a | My ;
dans le cas général, il est possible de calculer rapidement (une sous-approximation
de) Min, sans pour autant devoir explorer entierement 1’ensemble des marquages
accessibles, au moyen d’une exploration partielle des marquages accessibles, en
partant de My, puis en tirant chaque transition au plus une fois, en privilégiant les
transitions ayant plus de places de sortie que d’entrée.

Pour admettre une solution valide, certains réseaux doivent comporter plus d’unités
feuilles que Min. Par exemple, le réseau (P, T, F, My) tel que P = {po,p1, D2, 3},

T = {t1,ta,ts}, Mo = {po} et F' = ({po} x T)U{(ti,p;) € TX P | (i # j)A(p; # Po)}
a au plus deux jetons, mais requiert au minimum trois unités feuilles.

— Maz est le nombre de places du réseau (ceci résulte du dernier point de la défini-
tion 3.1). La limite supérieure Max est atteinte par, et seulement par, la solution
triviale. Des approches destinées a réduire la valeur de la limite supérieure Maz sont
exposées ci-apres, a la sous-section 7.4.6.

Généralement, avec un nombre fixé de places dans le réseau d’entrée et un nombre choisi
n € {Min : Maz} d’unités feuilles dans la décomposition de sortie, les places peuvent étre
réparties entre ces n unités de nombreuses manieres différentes.

Notons que la réduction du nombre d’unités n ne coincide pas toujours avec la réduction
du nombre de bits. Considérons, par exemple, un réseau de dix places : une décomposition
en deux unités permanentes de cing places chacune nécessitera six bits, tandis qu'une autre
décomposition en trois unités permanentes avec, respectivement, deux, deux et six places
ne requerra que cing bits. La méme observation vaut pour les unités non-permanentes, par
exemple 4 4+ 5 contre 7+ 1 + 1 places.

Mais une étude statistique pour toutes les distributions de places parmi n unités montre que
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les valeurs moyennes et médianes du nombre de bits requis sont des fonctions croissantes
de n. Ainsi, une recherche orientée vers la réduction du nombre d’unités devrait aussi, en
regle générale, réduire le nombre de bits pour le codage des marquages accessibles.

7.4.5 Recherche dichotomique ou linéaire

Nous venons de voir, a la sous-section précédente, que toutes les solutions au probleme de la
décomposition ont leur nombre d’unités feuilles n comprises dans un intervalle { Min : Maz}.
Il semble donc tentant d’effectuer une recherche dichotomique dans cet intervalle en vue de
trouver la solution avec le plus petit nombre d’unités (et, espérons-le, de bits).

Cependant, la dichotomie n’est optimale que si le cotit de détermination d’une solution
valide est constant sur toute la plage considérée. Nous avons observé que cette hypothese
ne peut étre valable dans notre contexte. Par exemple, la détermination d’une solution avec
beaucoup d’unités (n proche de Mazx) peut se révéler rapide, dans la mesure ou il existe
en général une multitude de solutions valides et qu’un outil n’a besoin que d’en trouver
une seule. Inversement, la vérification d’une solution avec peu d’unités (n proche de Min)
peut étre plus lente si 'outil doit examiner et réfuter de nombreuses possibilités avant d’en
trouver une valide ou de conclure a ’absence de solution — ce dernier cas étant fort coliteux
en pratique, notamment avec les résolveurs de formules logiques.

Apres avoir mis en ceuvre la dichotomie, la recherche linéaire ascendante (partant de Min et
incrémentant n jusqu’a ce qu’une solution soit trouvée) et la recherche linéaire descendante
(partant de Maz et décrémentant n, tant qu'une solution est trouvée), nous avons constaté
que cette derniere est en regle générale plus efficiente. L'un des principaux avantages de
cette derniere stratégie est qu’elle produit toujours une solution valide (mais éventuellement
sous-optimale), méme si la recherche est interrompue en raison d’une limite de temps
spécifiée par 'utilisateur.

Chaque fois que possible, nous accélérons la convergence en demandant a 'outil s’il existerait
une solution ayant au plus n unités feuilles (plutdt qu’une solution ayant exactement n
unités feuilles). Si une une solution ayant m unités feuilles est trouvée, avec m < n — 1,
I'itération suivante utilisera m plutot que n — 1.

7.4.6 Réduction de la borne supérieure

Ayant opté pour une recherche linéaire descendante, nous présentons maintenant trois fagons
de réduire la valeur de la borne supérieure Maz, valant au départ le nombre de places. Cela
permet d’augmenter 'efficacité des approches de décomposition en restreignant I’espace
de recherche, sans pour autant exclure les solutions pertinentes (la borne inférieure Min
définie a la sous-section 7.4.4 demeurant intacte).

Premierement, les places mortes, si elles sont présentes, peuvent étre logées dans n’importe
quelle unité feuille du NUPN de sortie, tout en préservant la propriété unit-sauf (voir la
proposition 7.4).
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Mais créer une unité supplémentaire pour contenir toutes les places mortes, ou pire encore,
une unité supplémentaire par place morte, ne serait pas judicieux pour le cotit en bits (voir
la sous-section 7.4.3). En effet, de telles unités ne seraient pas toujours détectées comme
inactives par la définition 7.2, qui est une simple approximation n’effectuant pas d’analyse
d’accessibilité approfondie.

Au lieu de cela, notre approche consiste a retirer au préalable les places mortes du réseau
d’entrée, avant de procéder a sa décomposition. De ce fait, nous menons une recherche
linéaire descendante depuis |P \ Pr| au lieu depuis |P|. Finalement, nous réintégrons dans
la décomposition finale les places mortes, en les distribuant dans les unités déja existantes,
en tirant profit des emplacements libres, autrement dit des valeurs binaires inutilisées dans
le codage logarithmique de certaines unités : par exemple, une unité non-permanente ayant
n places a m = n + 1 — [logy(n + 1)| emplacements libres, ce qui signifie qu’au plus m
places mortes peuvent étre ajoutées a cette unité sans augmenter son cofiit en bits. Lorsque
plus aucun emplacement libre n’est disponible, 'unité comprenant le plus de places est
choisie.

Deuxiemement, apres avoir écarté les places mortes, nous pouvons toujours amorcer une
telle recherche linéaire descendante & partir d’une valeur inférieure a |P \ Pr]|.

Proposition 7.5 Soient les nombres Sum,, o Hp e P|(p=p")V {p,p} € RrURT)}

et Sum, le maximum de Sum,, pour toutes les places p. Il existe une solution ayant Sum
unités feuilles.

Preuve. Soit A le degré maximal du graphe de concurrence. Sum est égal a A+1. L’incrément
« +1 » provient de la présence du terme « p = p’ » dans la définition de Sum,, et du fait
que P est non-nul (voir la définition 2.17). D’apres le théoréeme de Brooks (étendu aux
graphes éventuellement non-connexes), le nombre de couleurs nécessaires pour le graphe de
concurrence est au plus égal a A + 1, il existe donc au moins une solution ayant au plus
Sum unités feuilles. U

Puisque Min < Sum < |P \ Pr|, nous pouvons commencer la recherche a partir de Sum
(plutdt que | P\ Prl), une solution optimale en terme de nombre d’unités feuilles ne pouvant
pas en avoir plus de Sum. Lorsque Sum < |P|, ceci exclut délibérément des solutions
sous-optimales; telles que le NUPN trivial (voir la définition 3.5).

Troisiemement, si Rt = & et si le NUPN d’entrée N contient la directive « 'unit_safe »
(voir la section 3.6), alors, d’apres la proposition 3.2, il existe au moins une solution
avec largeur (V) unités feuilles. Ceci implique que la recherche linéaire descendante peut
étre lancée a partir de min (largeur (), Sum) plutdt que Sum, en excluant les solutions
potentielles ayant plus d’unités feuilles que le NUPN d’entrée.

Néanmoins, si Rt # & il est impossible de réutiliser largeur (N), car les paires de Rt
sont abstraites comme les paires de R+, induisant des contraintes supplémentaires, que la
décomposition pré-existante est susceptible de ne pas satisfaire, y compris apres application
de la proposition 3.2.
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7.5 Approches par coloriage de graphe

Comme indiqué par la proposition 7.1, le probleme de décomposition de réseaux de Petri en
automates communicants peut se ramener au probléme de coloriage de graphes [WKAK14,
WIKAT18]. Notre premiere famille d’approches repose sur une telle réduction.

7.5.1 Principes

Partant d'une solution calculée au probleme des places concurrentes (voir la section 6.11),
un graphe de concurrence (voir la définition 7.1) est produit. Sur la base de ce graphe
de concurrence, un outil de coloriage de graphe est invoqué (en gardant a l’esprit que
le coloriage de graphe est un probleme NP-complet). Enfin, une partition des sommets
(autrement dit, des places) est déduite de la coloration obtenue (voir la proposition 7.1),
ceci permettant de produire une décomposition valide.

Conséquence logique de la proposition 7.1, si Rt = &, et si le graphe de concurrence est
colorié en utilisant le plus petit nombre de couleurs possible (soit le nombre chromatique du
graphe), la décomposition issue du coloriage minimise le nombre d’unités. Par exemple, le
graphe de concurrence a gauche de la figure 7.2 possede un nombre chromatique de trois et
est coloré avec trois couleurs. Ce coloriage est repris par le NUPN a droite de cette méme
figure, qui possede trois unités feuilles : il s’agit donc d’une solution optimale en termes
d’unités (voir la sous-section 7.4.4).

7.5.2 Implantation et expérimentations

Pour implanter la décomposition de réseaux de Petri reposant sur le coloriage de graphes,
notre choix s’est porté sur le logiciel COLOR6? [ZLHX14], développé a 1'Université de
Picardie Jules Verne (France) et qui est 'un des plus récents outils de coloriage de graphes.

COLORG ne calcule pas nécessairement une solution optimale (autrement dit, avec le nombre
chromatique), mais renvoie en réalité une solution ayant au plus un nombre de couleurs
spécifié par I'utilisateur. En conséquence cet outil doit étre invoqué de maniere répétée, en
utilisant la stratégie de recherche linéaire décroissante décrite dans la sous-section 7.4.5.

Nous avons développé des scripts écrits dans les langages shell et Awk, chargés de convertir
le graphe de concurrence au format DIMACS [JT96], d’invoquer COLOR6 de maniére
itérative en utilisant la recherche linéaire descendante, d’analyser la sortie de COLORG
et enfin d’attribuer des places aux unités une fois les itérations terminées. Les résultats
obtenus sont présentés, comme pour toutes nos autres approches de décomposition, a la
section 7.10.

Nous avons également expérimenté la dichotomie et la recherche linéaire ascendante (voir
la sous-section 7.4.5), lesquelles se sont avérées, en moyenne, 8 % et 18 % plus lentes que
la recherche linéaire descendante. En effet, COLORG6 nécessite, dans la plupart des cas,

4. home.mis.u-picardie.fr/~cli/EnglishPage.html
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davantage de temps pour conclure & 1’absence de solution (dans les cas ou on lui donne un
nombre de couleurs strictement inférieur au nombre chromatique) que pour faire émerger
une solution lorsqu’il en existe au moins une.

7.6 Approches par calcul itéré de clique maximum

Notre deuxieme famille d’approches (qui est originale, & notre connaissance) au probléme
de décomposition repose, comme pour la famille reposant sur le coloriage de graphes sur un
graphe non-orienté et sans boucle.

7.6.1 Principes

La définition ci-dessous introduit la notion de graphe séquentiel [SY95] [WW.J19], qui est un
graphe paramétré selon les places du réseau (qui sont ses sommets) et selon (R, Rt, R1),
la solution des places concurrentes calculée au chapitre précédent (voir la définition 6.4).

Définition 7.4 Soit un réseau de Petri (P, T, F, My) et son triplet (R, Rt, RT) des places
concurrentes. Le graphe séquentiel est le graphe (P, R, \ {{p,p} | p € P}), autrement dit le
graphe non-orienté, sans boucle, ayant pour sommets les places du réseau et dont les arétes
représentent les paires de places non-concurrentes de la matrice.

Remarquons que deux sommets distincts du graphe de concurrence (voir la définition 7.1)
sont adjacents ssi ces sommets ne sont pas adjacents dans le graphe séquentiel.

Dans le graphe séquentiel, une clique (voir la définition 2.9) est un ensemble de places ayant
au plus un jeton dans tout marquage accessible, autrement dit, une clique représente une
unité potentielle.

Remarquons que les places d'une clique du graphe séquentiel sont les places d'un stable (voir
la définition 2.9) du graphe de concurrence. De ce fait, une couverture (minimale) en cliques
du graphe séquentiel, a savoir, un ensemble (minimal) de cliques telle que leur union forme
I'ensemble des sommets du graphe séquentiel, est un coloriage (optimal en nombre de
couleurs) du graphe de concurrence.

Ici, nous allons utiliser un autre probléme de graphe, consistant en la détermination de
la, ou d’une des cliques du graphe ayant le plus de sommets, autrement dit, le probleme
de détermination d'une cliqgue mazimum® (voir la définition 2.9). Bien que ce probléme
soit également NP-complet, il est généralement plus rapide a résoudre en pratique que le
coloriage de graphes.

Déterminer une clique maximum dans le graphe séquentiel permet de construire la plus
grande unité possible dans le réseau. Afin d’obtenir une décomposition valide, il est possible
d’itérer ce calcul : lorsqu’une clique maximum a été déterminée, le graphe séquentiel est
simplifié en lui retirant les places de la clique. Ce processus continue tant que le graphe

5. A ne pas confondre avec une clique mazximale, qui est une clique n’étant le sous-ensemble d’aucune
autre clique. Une clique maximum est une clique maximale, mais la réciproque est fausse.
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séquentiel contient au moins une place. L’ensemble des cliques calculées servent alors a
construire les unités de la décomposition.

FIGURE 7.3 — Exemple de graphe séquentiel (a gauche) et de sa décomposition associée (&
droite)

Par exemple, le graphe séquentiel a gauche de la figure 7.3 comporte deux cliques maximums,
qui sont {7 : 12} (en vert) et {5: 7} U {10 : 12}. Supposons que pour produire la premiere
unité, nous optons pour la clique verte. Une fois avoir retiré dans le graphe les sommets et
arétes associés a cette clique, il existe cette fois une unique clique maximum, correspondant
a {0 : 4} (en rouge), ce qui nous donne une deuxieéme unité. En retirant les sommets et
arétes de cette clique, nous obtenons {5 : 6} (en bleu). Ceci nous donne alors une troisieme
unité. Le graphe n’a plus de sommet restant, la décomposition est alors terminée : elle
correspond au NUPN en partie droite de la figure 7.3.

Notons que ces approches itérant la recherche d’une clique maximum ne sont pas nécessai-
rement optimales concernant le nombre des unités.

7.6.2 Implantation et expérimentations

Les expérimentations ont été réalisées avec quatre outils de calcul de clique maximum :
MAXCLIQUEDYN ¢ [KJ07], BBMC™ [SMRH13], MAXCLIQUEPARA® [DKR'13] — tous
développés au sein de l'institut JoZef Stefan, & Ljubljana (Slovénie), et MOMC ? [LIM17]
développé au sein de I'université de Picardie Jules Verne (France).

Nous avons développé des scripts écrits dans les langages shell et Awk, qui générent
automatiquement les graphes séquentiels au format DIMACS, qui invoquent ensuite les

6. insilab.org/maxclique

7. L’implantation originale n’étant pas disponible, nous avons utilisé la réimplantation suivante :
commsys.ijs.si/~matjaz/maxclique/BBMC

8. commsys.ijs.si/~matjaz/maxclique/MaxCliquePara

9. home.mis.u-picardie.fr/~cli/EnglishPage.html
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outils de graphes, puis extraient les cliques maximums de leurs sorties, et retirent les cliques
maximums obtenues de leurs graphes.

La recherche linéaire ou dichotomique sur le nombre d’unités n’ayant pas lieu d’étre dans
cette famille d’approches, les remarques de la sous-section 7.4.5 ne la concernent pas.

En pratique, lorsque la clique calculée a moins de trois places, les unités restantes sont
déduites directement d’une lecture du graphe, sans recours a 1’outil de calcul de cliques.

L’implantation de cette famille d’approches est « a tout moment » : si la décomposition est
interrompue, une solution partielle est obtenue en générant une nouvelle unité par place
restante dans le graphe séquentiel.

7.7 Approches fondées sur la logique propositionnelle

Nous présentons maintenant, notre troisieme famille d’approches, qui rameénent le probléme
de décomposition au probléme de validité booléenne (probléme de satisfaisabilité, SAT).
En ayant recours a la logique propositionnelle, plutot qu’a des probléemes de graphes (voir
les sections 7.5 et 7.6), nous estimons proposer une approche novatrice de décomposition.

7.7.1 Principes

Les problemes de validité booléenne seront ici exprimés a l'aide de formules sous
forme normale conjonctive (en abrégé formules FNC). 11 s’agit d’une restriction des
formules en logique propositionnelle, ou seules les conjonctions de clauses sont auto-
risées. Cette restriction provient du fait que la plupart des résolveurs modernes de
problemes SAT reposent sur des variantes de l'algorithme CDCL (acronyme anglais de
Conflict-Driven Clause Learning), qui ne résout que des formules FNC. Bien qu’il existe
des procédures polynomiales permettant de réduire tout probleme SAT en probleme
SAT-FNC, il est plus efficace de générer directement les formules sous FNC lorsque le
probleme en entrée s’y préte bien. Nous verrons par la suite que ceci est le cas pour la
décomposition de NUPN, d’otu le choix des formules FNC seulement.

Les formules de ces approches sont paramétrées selon : (i) 'ensemble des places P; (ii) la
solution pour les places concurrentes (R, Rt, Rr) de la définition 6.4 et (iii) un nombre
maximal d’unités n.

Une formule est vraie ssi il existe une partition de P en au plus n € {1 : |P|} unités feuilles
{uy, ..., u,} telle que, pour toute unité u;, pour toutes places p; et py distinctes et localisées
dans w;, {p1,p2} € R, (ceci implique '’ p; }f p2). Si tel est le cas, d’'un modele validant la
formule, nous pouvons extraire une allocation de chaque place au sein d'une unique unité,
avec au plus n unités, qui respectent la propriété unit-sauf; ceci revient a dire que 'on peut
extraire du modele une décomposition valide.

10. La réciproque est vraie lorsque R = &.
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Ce probleme peut également se voir sous la forme d’une instance du probléme de coloriage de
graphes, ou au plus n couleurs peuvent étre utilisées pour colorier le graphe de concurrence
(voir la définition 7.1). Une formule est valide (autrement dit, satisfaisable) ssi la valeur de
n est suffisamment grande (en fait, au moins égale au nombre chromatique du graphe) de
sorte qu’il existe au moins une décomposition avec n unités.

Remarquons que, si une décomposition ayant n unités existe, il est possible de générer
n! — 1 autres décompositions identiques, a la permutation des numéros d’unités pres.
Intuitivement, nous remarquons que nous pouvons pallier ce probleme en imposant a la
premiere place d’étre localisée dans la premiere unité, puis en imposant a la deuxieme place
d’étre localisée dans la premiere ou la deuxieme unité, et ainsi de suite. Formellement, au
lieu d’ajouter des contraintes dans les formules pour exprimer le fait que chaque place p
est une place locale d’une certaine unité de {u € U | 1 < #y (u) < n}, nous brisons la
symétrie entre les unités en contraignant chaque place p a étre une place locale d’une unité
de {fu e U|1<#y(u) <min(#p (p),n)}. Cette rupture de symétrie permet, d’'une part
d’éviter de déclarer des variables et des contraintes superflues (ce qui permet de réduire la
taille des formules) et, d’autre part, de réduire (parfois sensiblement) le temps de traitement
des formules invalides, en empéchant ainsi au résolveur d’effectuer de multiples retours
en arriere lors de la découverte de contradictions, pour vainement tenter de découvrir un
modele.

Plus précisément, chaque formule est générée de la maniere suivante. Pour chaque place p
et chaque unité u telles que 1 < #y (u) < min(n, #p (p)), nous créeons une variable z,,,
qui soit vraie ssi la place p est une place locale de 1'unité u. La condition min(n, #p (p))
est utilisée a la place de n, car elle permet de casser la symétrie évoquée au paragraphe
ci-dessus, et ainsi d’économiser n x (n + 1)/2 (car n < |P|) variables superflues.

Nous ajoutons ensuite les contraintes suivantes sur ces variables (z,,) :

— mnous exprimons le fait que deux places concurrentes ne peuvent pas étre les places
propres de la méme unité : pour toute paire de places {p1,p2} € R, U Rt telle que
p1 <p p2'' et pour toute unité u telle que #¢ (u) < min(n, #p (p2)), “Tpyu V " Tpyu ;

— mnous exprimons le fait que chaque place soit la place propre d’au moins une unité :
pour chaque place p, nous ajoutons la contrainte Vi< () <min(n,#p (p)) Lpu-

Remarquons que la formule ainsi produite ne posséde aucune contrainte requérant que
chaque place ne soit la place propre d’au plus une unité. En effet, une telle contrainte
nécessiterait de soit générer des formules FNC de taille O(|U| x |PJ?) au lieu de O(|P|?),
soit de générer des formules sans la restriction FNC, pour les convertir en formules FNC,
ce qui ne résoudrait en rien la problématique de départ. Ainsi, un modele valide pour la
formule produite n’est pas, a proprement parler, une solution au probléeme de décomposition,
autrement dit un probleme de partitionnement, ou chaque place appartient a une unique
unité, mais une réponse au probleme plus général de couverture, ou une place appartient a

11. La relation || étant symétrique, la condition p; <p ps permet d’éviter d’exprimer des contraintes
redondantes.
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au moins une unité.

C’est pourquoi il est impératif d’effectuer un post-traitement sur le modele satisfaisant
la formule, afin de pouvoir en déduire une décomposition valide : il faut, pour chaque
place, sélectionner une seule unité. Il serait possible de procéder a une telle opération,
naivement, comme suit : pour toute place p, unité (p) = choix ({u € U | x,, = T}). A la
sous-section suivante, plutot que de recourir a une telle affectation avec la fonction choix,
nous exploiterons cette liberté de sélection afin de réduire le nombre de bits requis pour
représenter les marquages accessibles.

7.7.2 Implantation et expérimentations

Nos expérimentations ont été réalisées avec deux résolveurs : CADICAL 1.3.0 [Biel9] et
MINISAT 2.2.0 [ES03]. MINISAT a été choisi pour sa popularité et pour son importance
historique. CADICAL est quant a lui celui qui a résolu le plus de problemes lors de la
compétition SAT Race 2019 '%.

Nous optons, a I'instar des décompositions reposant sur le coloriage de graphes (voir la
section 7.5), pour une recherche linéaire décroissante (voir la sous-section 7.4.5).

Techniquement, nous avons développé des scripts en langage Python, qui itérativement :
(i) génerent une formule DIMACS-CNF ayant au plus n = Maz unités; (ii) invoquent
un résolveur; (iii) analysent sa sortie; (iv) géneérent une allocation des places vers les
unités; (v) abaissent la borne supérieure Maz (selon la décomposition obtenue), avant de
recommencer.

Lorsque le modele produit par le résolveur affecte une méme place dans plusieurs unités
distinctes, nous devons choisir une unique unité qui la contiendra dans la décomposition
finale. Plutot que de définir une affectation quelconque (par exemple, aléatoire avec la
fonction choix), nous définissons une heuristique visant a réduire le nombre de variables
utilisées pour coder les marquages accessibles. Notre stratégie prend son inspiration dans
I’algorithme de remplissage de sacs par sélection systématique du pire sac par ordre
décroissant (en anglais, 1'algorithme worst-fit-decreasing bin-packing), ou les unités sont
vues comme des sacs :

— les places sont d’abord triées selon la fonction p — |{xp, | Tpu = L}| par ordre
décroissant (autrement dit selon p — {2y | Tpu = T }| suivant un ordre croissant, qui
donne, pour chaque place, le nombre d’unités pouvant la contenir dans le modele) ;

— ensuite, chaque place est mise dans I'unité ayant le plus grand nombre de d’em-
placements libres (voir la sous-section 7.4.6), ou en cas d’égalité, le plus de places
locales ;

— enfin, toute unité n’ayant pas (ou plus) de place propre est supprimée.

Notons que le cotit de remplissage de chaque sac est la taille du codage de son unité

12. sat-race-2019.ciirc.cvut.cz
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correspondante, qui est logarithmique par rapport a sa taille, et non linéaire, contrairement
au probleme classique de remplissage de sacs. De plus, la taille des sacs n’est pas bornée.
D’ou le choix de I'heuristique de sélection systématique du pire sac, qui donne en pratique
de meilleurs résultats que, par exemple, I'heuristique de sélection systématique du premier
sac possible.

Il convient de noter que chaque résolveur a une influence sur la forme des modeles calculés,
notamment concernant le nombre de décompositions valides que 1’on peut extraire. Par
exemple, MINISAT essaye, par défaut, d’affecter les variables encore indéterminées de la
formule a L, cela signifie que les modeles calculés vont présenter un nombre minimal de
variables a T, ce qui revient a dire qu’elles ne disposent que d’une seule décomposition
sous-jacente. Ceci n’est pas le cas de CADICAL, qui, en premiere tentative, affecte les
variables encore indéterminées selon une heuristique.

Mais certains résolveurs permettent de modifier leur comportement : par exemple, MINISAT
dispose d’une option -polarity-mode = {true, false, rnd} permettant d’opter pour
une premiere affectation a T, a L, ou bien aléatoire. Pour ne pas complexifier davantage ce
présent travail, abordant un probléeme déja vaste, nous utiliserons systématiquement les
options par défaut des outils.

7.8 Approches fondées sur la logique du premier ordre

Notre quatrieme famille d’approches traduisent le probleme de décomposition en formules
logiques du premier ordre (autrement dit, des logiques SMT, acronyme de « SATisfaisabilité
Modulo des Théories »), plus expressive que la logique propositionnelle de la section 7.7.

7.8.1 Principes

Ces formules sont paramétrées selon : (i) 'ensemble des places P; (ii) la solution pour les
places concurrentes (R, Rt, Rt) de la définition 6.4 ; (iii) un nombre maximal d’unités n et
(iv) le fragment de logique du premier ordre choisi parmi les six possibles, a savoir QF_ BV,
QF _UFBV, QF DT, QF _UFDT, QF IDL ou QF UFIDL.

Quelque soit le fragment de logique utilisé, a toute place du réseau est associée au moins
une unité et deux places distinctes dans la méme unité sont non-concurrentes.

Les formules utilisant QF DT, QF UFDT, QF_IDL ou QF _UFIDL expriment un pro-
bleme de partition des places, comme pour la famille a la section 7.5 : le typage des variables
contraint chaque place d’'un modele a étre affectée a au plus une unité. Les formules utilisant
QF_BV ou QF _UFBYV expriment au contraire un probleme de couverture des places, a
I'instar des formules de la section 7.7 : dans un méme modele, une place peut étre affectée
a plusieurs unités.

Nous prenons aussi en considération la présence de symétrie des numéros d’'unités évoqués
a la section 7.7, pour produire des formules plus courtes et plus faciles a résoudre.
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Plus précisément, chaque formule est générée de la maniére suivante, selon le fragment de
logique choisi :

QF__BYV. Ce fragment correspond a la logique quantifier-free bit-vector, qui apporte les
vecteurs booléens de taille fixe, ainsi que les opérateurs logiques, relationnels et
arithmétiques sur ces vecteurs. Notre codage pour QF__BV crée, pour chaque place p,
un vecteur de bits b, de taille n tel que by|u] est vrai ssila place p peut étre une place
locale de 'unité u (& la section 7.7, nous avions | P| X n variables propositionnelles,
soit un nombre quadratique de variables; nous passons ici a |P| vecteurs de bits, soit
un nombre linéaire de vecteurs, tous de taille n). Ensuite, pour empécher que deux
places concurrentes ne soient situées dans la méme unité, la contrainte suivante est
ajoutée : pour chaque paire de places p; et py telle que ({p1,p2} € R1) A (p1 <p p2),
by, &by, = L (). Finalement, pour chaque place p, nous ajoutons la contrainte suivante,
qui exprime le fait que p soit la place propre d’au moins une unité, tout en cassant
la symétrie des unités : V,_,cmin (p.n) (0p[L : t] # L(w). La formule ainsi obtenue ne
présente aucune contrainte requérant que chaque place soit la place propre d’au plus
une unité : elle décrit un probléme de couverture et non de partition.

QF_UFBV. Ce fragment correspond a la logique quantifier-free uninterpreted-function
bit-vector. La théorie des fonctions non-interprétées rend possible la déclaration de
symboles de fonctions qui ne sont donnés que par leur signatures (autrement dit
par les types de leurs arguments et des résultats). Notre codage pour QF _UFBV
est basé sur celui de QF BV mais, au lieu des variables b,, nous définissons une
fonction non-interprétée u, de 'ensemble de vecteurs de bits de taille [log,(|P])] vers
I'ensemble de vecteurs de bits de taille n ; chaque occurrence de b, est remplacée par
u(A(#p (p))) dans les contraintes, ot A est une fonction injective de {1,...,|P|} vers
I'ensemble des vecteurs de bits de taille [logy(|P|)]. Comme pour QF_ BV, un modeéle
satisfaisant une formule représente une couverture des places, et non une partition
des places.

QF_DT. Ce fragment correspond a la logique quantifier-free data-type, qui permet la
définition de types algébriques, tels que les types énumérés, les enregistrements, les
listes, les arbres, etc. Notre codage pour QF DT définit un type énuméré Unité
contenant une valeur par unité. Il crée également, pour chaque place p, une variable
x, de type Unité. Ensuite, pour empécher que deux places concurrentes ne soient
situées dans la méme unité, la contrainte suivante est ajoutée : pour chaque paire de
places (p1, pa) telle que ({p1,p2} & Ri) A (p1 < p2), Tp, # Tp,. Finalement, la symétrie
est cassée en ajoutant, pour chaque variable x, dont le numéro de places #p (p) est
plus petit que n, la contrainte V;<,<, (7, = u).

QF_UFDT. Ce fragment correspond a la logique quantifier-free uninterpreted-function
data-type. Notre codage pour QF UFDT est basé sur celui de QF DT mais, au lieu
des variables x,, nous définissons a la fois un type énuméré Places, contenant une
valeur par place, et une fonction non-interprétée u : Place — Unité, chaque occurrence
de x, étant remplacée par u(p) dans les contraintes.
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QF__IDL. Ce fragment correspond a la logique quantifier-free integer-difference, qui
apporte les variables entieres et les contraintes arithmétiques de la forme (z — y) op c,
ou z est une variable entiere, y est une variable entiere ou une constante, op est un
opérateur de comparaison, et ¢ est une constante entiere. Notre codage pour QF IDL
est basé sur celui de QF DT, ou les variables z, ne sont plus de type Unité mais des
entiers. Puisque les entiers ne sont pas bornés, chaque variable z,, ayant un numéro
de place #p (p) supérieur ou égal a n n’est sujette a aucune contrainte de casse de
symétrie : elle doit étre contrainte en ajoutant V<, <, (z, = u).

QF__UFIDL. Ce fragment correspond a la logique quantifier-free uninterpreted-function
integer-difference. Notre codage pour QF UFIDL est basé sur celui de QF_IDL, avec
les mémes changements que pour passer de QF BV a QF UFBV.

7.8.2 Implantation et expérimentations

Notre chaine d’outils repose sur le standard SMT-LIB 2.6 %, qui fait référence dans la
communauté SMT, aussi bien aupres des développeurs d’outils que les organisateurs des
compétitions. Ce standard définit a la fois des fragments de logique du premier ordre avec
leurs axiomes associés et un langage permettant d’interagir avec les résolveurs, aussi bien
pour la génération de formules que pour 'interprétation du modele calculé.

L’adoption de ce standard rend la chaine d’outils indépendante des résolveurs sous-jacents
utilisés. Notre chaine d’outils peut générer des formules en utilisant les six fragments
standards de logique du premier ordre, décrits ci-dessus.

Il est possible d’employer au sein de notre chaine d’outils n’importe quel résolveur de
formules logiques du premier ordre acceptant (au moins) I'un des fragments de logique
SMT-LIB que nous utilisons. Nous avons expérimenté quatre résolveurs SMT : Z3 [dMBOg]
et CVC4 [BCD™11], lesquels sont suffisamment généraux pour traiter tous les fragments
logiques susmentionnés, ainsi que BOOLECTOR [NPB14] et YICES [Dutl4], qui étaient
parmi les plus rapides de la compétition SMT-COMP 2019 ', pour les fragments de logiques
qu’ils étaient capables de traiter.

Comme pour les familles d’approches des sections 7.5 et 7.7, nous adoptons une recherche
linéaire décroissante (voir la sous-section 7.4.5).

Techniquement, nous avons développé des scripts en langage Python, qui itérativement :
(i) génerent une formule SMT-LIB 2 ayant au plus n = Maz unités; (ii) invoquent un
résolveur; (iii) analysent sa sortie; (iv) génerent une allocation des places vers les uni-
tés; (v) abaissent la borne supérieure Mazx (selon la décomposition obtenue), avant de
recommencer.

Nous avons testé 14 combinaisons (fragment de logique, solveur), auxquelles nous ajoutons
une quinzieme combinaison en traitant le fragment QF IDL avec les capacités d’optimisation

13. smtlib.cs.uiowa.edu
14. smt-comp.github.io/2019
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linéaire de Z3 : ceci est fait en enrichissant la formule QF IDL avec une directive (spécifique
a Z3) « min » demandant a Z3 de calculer une solution comportant le plus petit nombre
d’unités ; ainsi, aucune itération n’est requise pour cette approche, que nous appelons
« z3opt » . Pour minimiser le nombre d’unités, une nouvelle variable entiére, Bound est
créée, et pour chaque place p, une contrainte x, < Bound est ajoutée. Enfin, une directive
d’optimisation min (Bound) est donnée.

Lorsque les fragments QF BV et QF _UFBYV sont utilisés, si le modele calculé n’est pas
une partition des places, il est transformé en une partition a l'aide de l'algorithme de
remplissage de sacs décrit pour la troisiéme famille d’approches (voir la section 7.7).

Notons que pour QF IDL et QF_UFIDL, nous pourrions remplacer certaines clauses
disjonctives par des contraintes de différence (par exemple, z3 =1V 23 = 2V 23 = 3 serait
remplacée par 0 < x3 < 3); mais cette variante s’est avérée 14 fois plus lente lors de nos
expérimentations préliminaires avec le résolveur Z3, et par conséquent, abandonnée par
la suite. Ce résultat n’est pas surprenant, puisque les résolveurs SMT semblent traiter
efficacement les clauses disjonctives en les transmettant a leurs résolveurs SAT sous-jacents.

7.9 Implantations logicielles et formats de fichiers

Notre chaine d’outils accepte en entrée un fichier « .nupn », contenant un réseau de Petri
représenté dans le format NUPN, ou un fichier « .pnml » dans le format normalisé PNML
(voir la section 3.6); elle produit en sortie un fichier « .nupn » contenant le résultat de la
décomposition.

Pour les besoins de nos expériences, les réseaux d’entrée qui ne sont pas triviaux sont traités
comme s’ils I’étaient, en ignorant délibérément leurs structures NUPN. La seule exception
a cette regle est faite lors de 'application des stratégies de réduction de la borne supérieure
pour la recherche linéaire descendante (voir la sous-section 7.4.6).

Le réseau décomposé est (dans une grande mesure) identique au réseau « .nupn » d’entrée,
mais comporte de nouvelles informations concernant les unités. Puisque le format « .nupn »
exige que les places locales de toute unité forment un intervalle, la décomposition requiert
une permutation des numéros des places, la correspondance entre les numéros de place
d’entrée et de sortie est conservée dans la section « labels » du fichier de sortie. Son réseau
de Petri sous-jacent est isomorphe au réseau d’entrée (voir la définition 4.3) : le marquage
initial, les transitions et les arcs sont identiques dans les fichiers d’entrée et de sortie, apres
renumérotation des places.

Notre chaine d’outils est modulaire et rassemble des composants logiciels d’origines diverses.
Certains sont dédiés aux réseaux de Petri (voir la section 3.7). Par exemple, la décomposition
triviale d'un modele NUPN (voir la sous-section 7.4.1) s’obtient en invoquant NUPN__INFO
avec l'option « -trivial-units ». Les tailles des codages (voir la sous-section 7.4.3)

15. Les formules pour z3opt conservent les contraintes cassant la symétrie : les formules restent paramé-
trisées par la borne supérieure n. Ces contraintes imposent aussi a toute solution de vérifier Bound < n.
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et les bornes Min et Mazx (voir la sous-section 7.4.4) peuvent étre calculées par 'outil
CAESAR.BDD, pour tout modele NUPN, respectivement avec les options « —encodings »,
« -min-concurrency » et « -max—-concurrency ».

Mais beaucoup de composants logiciels de notre chaine d’outils ne sont pas spécifiques aux
réseaux de Petri (voir les sections 7.5 a 7.8).

Enfin, notre chaine d’outils est composée d'une collection de scripts, écrits dans les langages
Awk, shell et Python ; ces scripts permettent 1’exécution des décompositions, en implantant
(notamment) les étapes des sous-sections 7.4.5 a 7.4.6 et en orchestrant I'invocation des
outils susmentionnés.

7.10 Résultats expérimentaux

Les expérimentations présentées ci-apres proviennent de [BGAL20] et ont été réalisées
en janvier 2020. Pour cela, nous avons utilisé les modeles du jeu de tests présenté a la
section 3.8. Il contenait a I’époque 12 728 modeles, mais les 3 472 modeéles ajoutés depuis
ne changent guére ses caractéristiques. Les chiffres de [BGdL20, Table 1] (respectivement
[BGAL20, Table 2]) sont proches de ceux de la table 3.3 (respectivement de la table 3.4).

Nos expérimentations ont été réalisées sur des ordinateurs individuels équipés de processeurs
Intel Xeon W3550 (3,07 GHz), de 12 Go de RAM et exécutant la distribution Linux
Debian 10.

Ces expérimentations sont d’ampleur considérable : le produit des 12 728 NUPN de
notre collection en entrée par les 22 approches de décomposition représentent 280 016
décompositions a procéder, nécessitant au total 32 jours de temps processeur, sans compter
les temps de vérification pour les 265 121 décompositions ayant réussi (I’écart s’expliquant
soit par les exécutions dépassant le délai imparti, celles faisant I’'objet de plantages des
outils de graphes ou des résolveurs de formules logiques, soit par les rares modeles de trop
grande taille, n’ayant pas de matrice des places concurrentes (lorsque ces expérimentations
ont été réalisées, I'outil CAESAR.BDD n’était pas en mesure de produire les matrices de
douze réseaux).

La table 7.1 synthétise les résultats expérimentaux de nos approches de décomposition,
lesquelles sont énumérées dans la colonne 1 de ce tableau. Toutes les approches reposent
sur les matrices de places concurrentes, préalablement calculées pour chaque modele NUPN
d’entrée de notre collection. Les différentes approches ont été appliquées sur tous les modeles,
avec un délai imparti de deux minutes par modele. En cas d’échec d’'une approche (en
raison, par exemple, d'un modele de taille trop importante, de ’absence de sa matrice des
places concurrentes, de contraintes trop complexes a traiter par un résolveur, et ainsi de
suite), la solution triviale est retenue en guise de résultat. Lorsqu'un dépassement de délai
se produit pour une approche recourant a une recherche linéaire descendante, la derniere
solution intermédiaire calculée est retenue.

— La colonne 2 (% de succés) donne le pourcentage de modeles décomposés par
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approche de % de | nombre | hors |temps total| ratio des bits |ratio des unités
décomposition succes |d’échecs |délais| mH:MM:sS) | total ‘ moyen | total ‘ moyen
col-color6 97,8 % 13 338 | 14:20:01 |76,4%|60,0% |71,9% | 28,3 %
clg-bbme 99,1 % 15 170 | 17:48:34 [66,2% |57, 7% |61,7%| 27,8 %
clg-maxcl 99,2 % 15 157 | 17:11:48 |68,1%|57,8% 63,56 % | 28,1 %
clg-mecqd 99,1 % 15 178 | 18:26:56 [69,9%|57,8% |65,5%| 27,9%
clg-momc 98,7 % 16 213 | 19:00:01 |73,7%|58,3%69,0% | 28,5%
sat-cadical 96,2 % 12 697 | 26:57:30 |73,1%(59,9% (69,4 % | 29,5%
sat-minisat 95,5 % 12 795 | 31:59:00 |779%61,1%|74,3% | 30,1 %
smt-bv-boolector || 95,1 % 12 728 | 29:34:34 |774%60,5% |74,0%| 30,4%
smt-bv-cvcd 94,2 % 12 855 | 35:04:50 |78,7%(61,4% |755% | 31,3%
smt-bv-yices 95,4 % 12 685 | 26:05:16 |73,7%(61,3% [70,0% | 30,1 %
smt-bv-z3 94,0 % 12 881 | 37:19:22 |783%|61,7%|751% | 31,4%
smt-dt-cved 92,9 % 12 1104 | 48:50:21 [81,9%(62,7% |79,0%| 324 %
smt-dt-z3 92, 7% 12 1100 | 41:12:21 |83,3% 62,4 % 80,6 % | 32,7%
smt-idl-cvcd 92,5 % 12 1220 | 47:59:45 84,6 % 63,6 % |81, 7% | 33,5%
smt-idl-yices 93,2 % 12 1082 | 40:52:12 |83,7% 63,0 % |80,7% | 32,2%
smt-idl-z3 95,0 % 12 848 | 33:30:06 |80,0%61,3% |76,5% | 30,6 %
smt-idl-z3opt 87,3% 12 1921 | 73:01:03 |87,2%|65,9% |85,1% | 37,2%
smt-ufdt-cved 92,4 % 12 1167 | 44:39:34 [84,2%|63,5% |81.5%| 33,1 %
smt-ufdt-z3 92,9 % 12 1078 | 40:36:39 |82,9% 62,4 % |80,2% | 32,6 %
smt-ufidl-cvcd 90,8 % 12 1468 | 57:03:43 |85, 7% |64,7% |83,1% | 34,6 %
smt-ufidl-yices  |[94,9 % 12 823 | 30:41:15 |77,5%60,9% |74,1% | 30,6 %
smt-ufidl-z3 94,0 % 12 952 | 36:46:32 [80,7%|61.8% |77.5% | 31,4%

TABLE 7.1 — Résultats comparatifs de nos 22 approches de décomposition

I’approche correspondante, qu’'un dépassement de délai se soit produit ou non.

— La colonne 3 (nombre d’échecs) donne le nombre de modeles pour lesquels la décom-

position a échoué, sans survenue d’un dépassement de délai.

La colonne 4 (hors délais) donne le nombre de modeles pour lesquels un dépassement
de délai s’est produit.

La colonne 5 (temps total) donne le temps passé par 'approche sur tous les modeles,
en excluant le temps passé au pré-calcul de la matrice des places concurrentes et a
la validation des résultats.

La colonne 6 (ratio des bits) mesure la qualité de la décomposition en donnant le
quotient du nombre de bits du modele décomposé divisé par le nombre de bits du
modele d’entrée. Si un modele d’entrée est non-trivial, il est remplacé par le NUPN
trivial équivalent ; la sous-colonne « total » donne le quotient entre les sommes de
bits pour tous les modeles, tandis que la sous-colonne « moyen » donne la moyenne
des quotients obtenus pour chaque modele.
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— La colonne 7 (ratio des unités) fait la méme chose que la colonne 6, en considérant
le nombre d’unités (feuilles) plutét que le nombre de bits.

De nombreuses observations peuvent étre dégagées de la table 7.1. Tout d’abord, les
approches reposant sur la recherche itérée de clique maximum sont les plus performantes :
elles figurent parmi les approches les plus rapides, avec le moins de dépassement de délais, et
produisent les décompositions les plus compactes — certainement parce qu’elles parviennent
a traiter de grands modeles pour lesquels les gains potentiels en bits et en unités sont les
plus conséquents. Hormis les approches reposant sur les cliques, les meilleures approches
sont, lorsque I'on considere les rangs cumulés pour les deux colonnes des bits, « sat-cadical »,
« col-color6 », « smt-bv-boolector », « smt-bv-yices » et « smt-ufidl-yices ».

Nous constatons que la variante « smt-idl-z3opt » est I’approche la moins efficace de notre
chaine de décomposition, quelque soit le critere considéré.

Les expériences montrent clairement que les approches les plus rapides (en termes de nombre
de délais dépassés) donnent les meilleurs résultats, a la fois en termes de nombre de bits
et de nombre d’unités. De plus, les expériences montrent que les nombres d’unités sont
fortement corrélés aux nombres de bits, ce qui valide notre approche. Cependant, il ne suffit
pas d’atteindre la meilleure décomposition en termes d’unités, le critere idéal d’optimalité
étant le nombre de bits (voir la sous-section 7.4.3). Cela explique pourquoi, par exemple,
« col-color6 » a presque deux fois moins de dépassements de délais que « sat-cadical », ce
qui donne de meilleurs ratios d'unités, mais a des résultats légerement moins bons en terme
de ratios de bits.

Considérer le temps cumulé d’exécution sans considérer le nombre de succes, ou bien prendre
en compte les ratios moyens d’unités ou de bits sans prendre en compte les ratios totaux
d’unités ou de bits, (et ce faisant, accorder trop d’attention aux petits modeles) est un
piege a éviter. Par exemple, 'approche par coloriage de graphes « col-color6 » a certes le
mérite d’étre (de loin) la plus rapide approche pour les plus petits réseaux, mais elle est
moins performante que les approches utilisant les cliques pour les réseaux de grande taille,
plus difficiles & décomposer.

Nous constatons que les approches reposant sur la recherche itérée de clique maximum
donnent des résultats homogenes, que ce soit en nombre d’échecs et délais échus, temps, ratios
des bits et des unités. Au contraire, les approches recourant aux résolveurs de formules
logiques, présentent de tres fortes disparités dans les résultats obtenus, ces approches
étant particulierement sensibles au résolveur choisi. Les approches employant des formules
propositionnelles ou des formules du premier ordre avec des fragments de logiques de plus
bas niveau, a I'instar de « smt-bv », sont les plus efficaces, alors que les approches mettant
en ceuvre des formules du premier ordre avec des fragments de logiques de plus haut niveau,
telles que « smt-dt » et « smt-ufdt », sont les moins efficaces. Il faut néanmoins nuancer cette
explication : dans les compétitions de résolveurs ', nous pouvons constater une corrélation
inverse entre la popularité d’un fragment de logique et de son niveau d’abstraction (et

16. Voir smt-comp.github.io.
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conséquemment, de sa simplicité). Il est donc vraisemblable que les résolveurs soient
davantage optimisés pour les fragments les plus populaires. En outre, nous constatons que
le meilleur résolveur dans un fragment de logique donné n’est pas nécessairement le meilleur
dans un autre fragment de logique : par exemple, « smt-idl-z3 » est plus performant que
« smt-idl-yices », mais « smt-ufidl-yices » s’avere meilleur que « smt-udidl-z3 ».

Expérimentalement, nous avons mesuré que parmi les décompositions que 'on peut extraire
d’un méme modele calculé par « sat-cadical », le nombre de bits requis pour coder les
marquages accessibles varie d’en moyenne 10 % entre la meilleure et la plus mauvaise
solution. Ceci justifie I'intérét de l’algorithme inspiré du remplissage de sacs décrit dans
la section 7.7 (aussi utilisé par les approches « smt-bv-* », qui ont également de bons
résultats).

Il est intéressant de noter que nos résultats réfutent ’affirmation selon laquelle la taille
des diagrammes de décision serait moindre lorsque les unités ont un nombre de places
équalibré [SY95] [BD98]. Au contraire, nous observons que les codages les plus compacts
sont obtenus en utilisant les approches de recherche itérée de clique maximum, lesquelles
produisent des décompositions fondamentalement déséquilibrées dans la mesure ou elles
calculent de treés grandes cliques lors des premieres itérations et de tres petites cliques lors
des dernieres. Notre codage utilise pour chaque unité un nombre logarithmique de variables
en fonction de son nombre de places. Or, le logarithme étant une fonction concave, plus
une décomposition est « déséquilibrée », plus elle permet de réduire le nombre de variables.
Il semblerait que la réduction de la taille des diagrammes évoquée par les deux travaux
susmentionnés soit plus liée a 'emploi du « degré d’orthogonalité » des unités pour les
trier plutot qu’a une répartition équilibrée des places au sein des unités. Ce tri des unités
s’apparente a un ordonnancement initial des variables et est a mettre en perspective avec

[ABD17).

7.11 Validation des résultats

Nous avons systématiquement controlé chaque fichier NUPN produit par notre chaine
d’outils de décomposition, afin de nous assurer que les propriétés suivantes sont vérifiées :

— Le réseau de sortie est syntaxiquement et sémantiquement correct (en exécutant
CAESAR.BDD avec l'option « -check »).

— 1l existe une bijection des numéros de places du réseau d’origine vers celles du réseau
restructuré de sorte qu’apres permutation des places, le marquage initial et les arcs
des deux réseaux soient identiques.

— Le réseau de sortie est plausiblement unit-sauf, autrement dit, toutes les paires
distinctes de places contenues dans Rt appartiennent a des unités distinctes; si de
plus, toutes les paires de places distinctes contenues dans Rt appartiennent a des
unités distinctes et que le réseau d’origine est unit-sauf, alors le réseau de sortie est
lui aussi garanti unit-sauf.
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— Nous explorons également (au moins une partie des) marquages accessibles du réseau
de sortie, afin de nous assurer qu’ils respectent la propriété unit-sauf (au moyen de
CAESAR.BDD, avec l'option « -check »), en imposant un temps imparti d’une
minute pour cette exploration. Si cette dernieére est complete, le réseau est prouvé
unit-sauf et nous vérifions également qu’il possede le méme nombre de marquages
accessibles que le réseau d’origine.

— Le réseau de sortie a les mémes propriétés numériques, structurelles et comportemen-
tales que le réseau NUPN d’origine, y compris celles figurant dans la table 3.3 (hormis
« non trivial et unit-sauf ») et la table 3.4 (& 'exception des trois dernieres lignes
consacrées aux unités). Ceci est fait en comparant les sorties de CAESAR.BDD,
pour l'option « -mcc », toujours avec un temps imparti d’'une minute.

Pour réaliser cette procédure de validation rigoureuse, en plus des ordinateurs de la
section 7.10, nous avons fait un usage intensif de serveurs équipés de processeurs Intel Xeon
E5-1650 v4 (3,60 GHz), de 128 Go de RAM et exécutant OPENINDIANA, ainsi que des
serveurs de la grille de calcul Grid’5000.

Grace a ces validations, nous avons détecté en 2019 et en 2020 des bogues dans deux outils
de détermination de clique maximum (MoMC et BBMC), dans 'outil de coloriage de
graphes (COLORG) et dans deux résolveurs de formules logiques (CVC4 et Z3), ainsi que
divers problemes de divergence de formats de sortie entre certains outils. Ces problémes ont
été signalés a leurs auteurs et corrigés dans la mesure du possible, ou a défaut, contournés.

7.12 Comparaison avec 1’outil Hippo

En septembre 2019, nous avons comparé nos approches de décomposition avec les trois
approches (« graphes de comparabilité », « invariants heuristiques » et « coloration d’hyper-
graphes ») de l'outil HIPPO, développé au sein de 'université de Zielona Goéra (Pologne).

Nous avons effectué cette comparaison sur la totalité des 223 réseaux de Petri saufs
disponibles sur le portail web d'HiPPO !” (aprés suppression des modeéles isomorphes, voir
le chapitre 4). Notre chaine d’outils a révélé que plusieurs de ces réseaux étaient incorrects
et que les deux dernieres approches de décomposition pouvaient produire des résultats
invalides ; nous avons signalé ces problémes (il y avait trois fichiers XML syntaxiquement
incorrects, neuf paires de modeles isomorphes et un modeéle marqué par erreur comme
non-sauf), résolus postérieurement par les développeurs d’H1ppo.

En poursuivant notre évaluation, nous avons mesuré que les trois approches d’HipPO ont
pris, respectivement, 65 secondes, 25 minutes et 1 heure 53 minutes pour traiter la collection
de modeles de référence. Le portail HIPPO attribue un temps limite d’environ 22 minutes,
dans la mesure ou, pour cinq des modeles, [WW.J19] rapporte que la décomposition & I’aide
d’hypergraphes prend plus d’une heure. Dans les faits, les trois approches ont pu traiter,
respectivement, 70,5 %, 92,5 %, et 91,1 % de la collection.

17. hippo.iee.uz.zgora.pl.
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En comparaison, notre chaine d’outils n’a mis que 16 secondes pour traiter la totalité de
la collection, en utilisant 1’outil COLORG6 sur un ordinateur portable de 2011, équipé d'un
processeur Intel Core i5-3210M (2,50 GHz), de 8 Go de mémoire, d’'un disque dur mécanique
et fonctionnant sous Debian Linux 10. Les modeles décomposés produits par notre chaine
d’outils sont, en outre, plus compacts, avec un rapport de bits moyen de 60,6 %, contre
respectivement 80,6 %, 92,2 % et 76,21 % pour les trois approches de I'outil HIpPO.

7.13 Contribution a la compétition MCC

L’édition 2022 du MCC (voir la section 3.8) comporte 1 628 réseaux de Petri, dont 705
peuvent recevoir une structure NUPN (ils sont non-colorés, ordinaires et saufs). Notre
chaine d’outils a été employée sur les 208 réseaux qui ne contenaient aucune structure
NUPN, ainsi que sur deux réseaux ayant une information NUPN fortement sous-optimale

(« IBM319 » et « IBM703 »).

Chaque réseau a été décomposé une premiere fois, avec une matrice des places concurrentes
éventuellement incomplete. Si tel est le cas, une seconde matrice des places concurrentes a été
calculée, mais cette fois depuis le réseau décomposé, I’algorithme '} étant (potentiellement)
accéléré par la structure NUPN (voir la section 3.4) apportée par la décomposition. Si
I’algorithme '] ne peut toujours pas parcourir exhaustivement les marquages accessibles,
la seconde matrice contient les mémes paires de places non-concurrentes que la premiere
matrice (ces paires venant des algorithmes C5 et ') : il serait vain d’essayer de procéder
a une seconde décomposition. Sinon, 'algorithme | se termine, la seconde matrice est
complete et nous avons entrepris une seconde décomposition.

Souvent, la seconde décomposition a un cotiit en bits et un nombre d’unités identiques a
ceux de la premiere décomposition. Ceci montre que les algorithmes C5 et C, reperent
suffisamment de paires de places non-concurrentes pour produire des décompositions de
bonne qualité, est-ce malgré des matrices des places concurrentes incompletes.

Notre chaine d’outils a été en mesure de décomposer 208 de ces 210 instances (soit 99,0 %).
Ce chiffre comprend les six instances du modele « Eratosthenes », qui n’ont que des
décompositions triviales : pour cette raison, ce modele est resté non-décomposé dans la
collection du MCC ; ce chiffre comprend également deux instances du modele « EGFr » qui
étaient isomorphes : pour éliminer ce doublon du MCC, une des deux instances a été laissée
sans décomposition.

Par rapport aux réseaux non-décomposés, les réseaux décomposés produits par notre chaine
d’outils ont un ratio moyen d’unités de 35,4 % et un ratio moyen de bits de 47,2 %.

7.14 La suite de jeux de tests VLSAT

En décomposant notre collection de réseaux de Petri (voir la section 3.8), des centaines de
milliers de formules en logique propositionnelle ou du premier ordre ont été produites. Nous
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avons minutieusement sélectionné ces formules pour produire une suite de jeux de tests,
intitulée VLSAT, acronyme de « Very Large Boolean SATisfiability ». L’objectif de VLSAT
est de proposer un ensemble de formules de complexité croissante et difficiles a résoudre en
raison de leurs tailles. Cette suite est proposée en trois collections :

— VLSAT-1 [BG20] contient cent formules en logique propositionnelle, au format
DIMACS CNF, toutes valides (c.-a-d. satisfaisables) et présentant un nombre élevé de
modeles, ce qui les rend intéressantes pour les compétitions de comptage de modeles.
Les formules de VLSAT-1 ont été utilisées pour I'édition 2020 de la compétition
internationale sur le comptage de modéles .

— VLSAT-2 [BG2l1c] contient cent formules en logique propositionnelle, au format
DIMACS CNF, dont cinquante valides et cinquante invalides. Ces formules sont
vouées aux compétitions de validité booléenne, telles que la compétition internationale
sur la résolution de formules propositionnelles '?. Cette compétition cherche des
formules difficiles pour le résolveur MINISAT, mais faisables pour les résolveurs dans
I’état de Iart. En 2020 et 2021, nous avons envoyé un sous-ensemble de VLSAT-2 &
ses organisateurs [BG21b], qui les ont classées comme intéressantes. Au total, les
éditions 2020 et 2021 de cette compétition ont utilisé le quart des tests de VLSAT-2.

— VLSAT-3 [Bou21] contient 1200 formules au format SMT-LIB, dans six fragments
de logiques du premier ordre (QF_BV, QF DT, QF_IDL, QF _UFBV, QF_UFDT,
QF _UFIDL), chacun de ces six fragments ayant cent formules valides et cent invalides.
Les tests de VLSAT-3 ont été intégrés dans la collection de tests de la compétition
internationale de satisfaisabilité modulo des théories. Plus de 90 % des tests de
VLSAT-3 ont été utilisés lors de la seizieme édition de cette compétition, qui s’est
déroulée en 2021.

Les trois collections VLSAT sont disponibles sous une licence Creative Commons a ’adresse
suivante : cadp.inria.fr/resources/vlsat.

7.15 Bilan et perspectives

Pour le probleme de la décomposition, qui est assez ancien puisqu’il remonte a pres de
cinquante ans, nous avons présenté diverses approches permettant de traduire de maniere
automatisée tout réseau de Petri ordinaire et sauf en un NUPN plat et unit-sauf. Ces
traductions préservent toutes les propriétés structurelles et comportementales du modele
d’entrée ; en particulier, elles ne créent ni ne suppriment aucune place, transition ou arc;
seule la topologie se voit remaniée, en regroupant les places non-concurrentes dans des
unités. Pour ce probleme, les principes et les résultats issus de la théorie des NUPN se sont
avérés étre remarquablement bien adaptés.

Nos approches ont été implantées dans une chaine d’outils cohérente et complete, acceptant

18. mccompetition.org
19. satcompetition.github.io
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et produisant des modeles au format normalis¢ PNML. La chaine d’outils tire profit des
avancées récentes concernant les algorithmes de graphes et les résolveurs de formules logiques.
Sur une vaste collection de 12 728 modeles d’origine tres diverse, nos approches ont fait
preuve de taux de réussite élevés, allant de 87,3 % a 99,2 %. Notre chaine d’outils a été
mise en ceuvre sur les modeles exigeants de 1'édition 2022 du MCC et a obtenu un taux
de réussite de 99 %, ce qui constitue a la fois une preuve de pertinence en théorie et une
démonstration de son efficacité en pratique.

La chaine d’outils est utile pour restructurer automatiquement des réseaux de Petri « an-
ciens » et les « mettre a niveau » en NUPN, en inférant leur structure concurrente (cachée
ou perdue) ; ces informations structurelles, qui existaient lorsque les modeles ont été congus
mais ont été oubliées depuis, augmentent considérablement 'efficacité des outils de vé-
rification formelle. Il est également probable que notre chaine d’outils puisse étre utile

pour d’autres applications, comme ’extraction de processus au sein des réseaux de flux de
travaux [MCvdA13].

Comme le probleme de décomposition est ardu et que plusieurs étapes de notre chaine
d’outils sont NP-complets ou PSPACE-complets, il subsistera toujours des réseaux de Petri
de taille arbitrairement grande, qui ne pourront pas étre entierement décomposés. Il s’agit
toutefois d'une complexité asymptotique, n’infirmant pas les résultats de nos approches en
pratique.

A ce propos, bien que calcul de la matrice des places concurrentes (voir le chapitre 6) soit un
ingrédient essentiel pour nos décompositions, et que I'exploration des marquages accessibles
(voir I'algorithme (U} ) puisse s’avérer cotiteuse pour certains réseaux (car PSPACE-complete),
cette difficulté n’est pas rédhibitoire : a la section 7.12, les réseaux du MCC ont été
décomposés en deux fois, la premiere a ’aide d’une matrice pouvant étre incompléte, et la
seconde a l’aide d’une matrice complete.

Nous pouvons envisager plusieurs pistes pour des travaux ultérieurs.

La modularité de notre chaine d’outils permet des évolutions futures, dans lesquelles certains
composants pourraient étre substitués par d’autres composants, plus efficaces.

Nos approches de décomposition se prétent bien a des approches de type « portefeuille »,
qui consistent a lancer plusieurs approches de décomposition en parallele, pour ne garder
que le meilleur résultat.

Les approches reposant sur la coloration de graphes ou la résolution de formules logiques
peuvent aussi étre parallélisées : il est possible d’appeler en parallele plusieurs instances de
I’outil de résolution sous-jacent, avec différents nombres maximaux d’unités, plutot que de
I'appeler séquentiellement (en utilisant la stratégie de recherche linéaire décroissante de la
sous-section 7.4.5). En outre, il est possible d’invoquer en paralléle plusieurs algorithmes de
recherche de clique maximum.

Actuellement, nous n’utilisons que des algorithmes donnant des solutions exactes pour
les décompositions reposant sur le coloriage de graphes ou la recherche itérée de clique
maximum. Nous pourrions envisager des algorithmes approchés, en remplacement ou en
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complément des algorithmes exacts existants. Par exemple, il est possible d’accélérer les
décompositions reposant sur le coloriage de graphes en commencant la recherche linéaire
avec un algorithme approché, puis en basculant vers un algorithme exact.

Enfin, lorsqu’une approche reposant sur de la recherche itérée de clique maximum a
consommé tout son temps imparti, les places qui ne sont pas encore traitées sont ajoutées a
la décomposition en créant une unité par place. Plutét que de recourir a un tel comportement,
il est possible d’envisager ici un algorithme de type glouton, calculant des cliques maximales
(en temps polynomial) pour allouer les derniéres unités.

Une optimisation de type « diviser pour régner », permettant a la fois des gains en temps de
traitement et en qualité de décomposition, pourrait étre envisagée pour les réseaux ayant un
graphe de concurrence non connexe (ce qui est le cas de 6,3 % des réseaux de notre collection).
Dans ces réseaux, il est possible de décomposer séparément chaque composante connexe du
graphe de concurrence, autrement dit chaque sous-graphe connexe maximal (ces réseaux
non connexes ont en moyenne 60,2 places et ont en moyenne 3,1 composantes connexes).
Des lors que toutes les composantes connexes ont été décomposées en unités, il est possible
de regrouper les places locales d’unités appartenant a des composantes connexes distinctes
dans la méme unité. Une telle opération permet de construire une décomposition pour
I’ensemble du réseau de Petri. Une heuristique bien choisie pour cette étape de fusion
permet en outre d’améliorer la qualité de décomposition finale en terme de codage des
marquages accessibles.



178 Chapitre 7. Décomposition de réseaux de Petri en automates communicants




Chapitre 8

Décomposition de réseaux de Petri en
NUPN hiérarchiques

Ce chapitre traite de la décomposition d'un réseau de Petri ordinaire et sauf en un NUPN
unit-sauf, mais contrairement au chapitre 7, non nécessairement plat : la décomposition
produite peut avoir une hauteur supérieure a une. Deux approches de décomposition
reposant sur la matrice des places concurrentes (voir le chapitre 6) sont proposées.

8.1 Motivations

Le chapitre 7 a proposé des approches pour la traduction automatisée d'un réseau de Petri
ordinaire et sauf en un réseau équivalent d’automates s’exécutant de maniere concurrente.
Ces approches présentent plusieurs avantages, les principales sont qu’elles sont automatisées
(pour déterminer quelles places peuvent étre situées dans le méme automate, elles s’appuient
sur les places concurrentes du chapitre 6), rapides et offrent des taux élevés de réussite
(99,2 % des réseaux de la section 3.8 peuvent étre décomposés en moins d’une minute).
Mais ces décompositions sont plates, et les trois raisons suivantes motivent 1’étude des
décompositions hiérarchiques.

Premiérement, avec leurs unités imbriquées formant des arbres, les NUPN sont intrinse-
quement hiérarchiques. Ce fait est exploité pour la conception de codages réduisant le
nombre de variables booléennes requises pour représenter les marquages accessibles (voir
la section 3.4). Les NUPN plats ne bénéficient pas de la hiérarchie et n’ont donc pas
nécessairement des codages optimaux.

Deuxiemement, une décomposition hiérarchique est plus lisible pour les humains, car les
unités imbriquées permettent d’exprimer adéquatement la relation entre les unités meres
et filles. Ainsi, la figure 8.1 montre deux NUPN unit-saufs ayant le méme réseau de Petri
sous-jacent. Seul le NUPN de la partie droite représente une décomposition hiérarchique et
permet de distinguer convenablement les unités meres et filles des transitions 7" et 7", qui
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FIGURE 8.1 — NUPN plat (a gauche) versus NUPN hiérarchique (a droite)

sont des transitions « fourchette » et « jointure ».

Troisiemement, les unités du formalisme NUPN permettent de représenter concretement
des processus, en faisant le lien entre réseaux de Petri et algebres de processus. Or, les
algebres de processus usuelles permettent d’entrelacer librement les opérateurs séquentiels
et paralleles : une procédure de décomposition compatible avec les réseaux de Petri devrait
donc étre en mesure de produire des NUPN avec des unités imbriquées a une profondeur
arbitraire.

Pour toutes ces raisons, nous cherchons ici, contrairement aux décompositions en automates
communicants (ou le mélange des automates peres et fils était acceptable) des approches
alternatives distinguant correctement les processus parents de leurs enfants.

La suite de ce chapitre est organisée comme suit. La section 8.2 présente le probleme
de décomposition hiérarchique et discute de la forme des réseaux acceptés en entrée et
produits en sortie. La section 8.3 situe ce chapitre par rapport aux travaux existants.
La section 8.4 expose un critére pour une solution « optimale ». Les sections 8.5 et 8.6
proposent deux approches de décomposition hiérarchiques. La section 8.7 présente nos
résultats expérimentaux sur une collection de 16 200 modeles. La section 8.8 aborde les
démarches entreprises pour la validation des résultats. Finalement, la section 8.9 formule
des observations conclusives et évoque les perspectives ouvertes.

8.2 Enoncé du probléme

Dans ce chapitre, nous cherchons & apporter simultanément la modularité (voir la section 1.5)
et la hiérarchie (voir la section 1.6) aux réseaux de Petri.
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Nous considérons le probleme de décomposition comme une opération dans le domaine des
réseaux de Petri, acceptant en entrée un réseau et produisant un réseau décomposé en sortie.
Ce dernier doit avoir un réseau de Petri sous-jacent isomorphe (voir la définition 4.3) au
réseau d’entrée, autrement dit, préserver toutes les places, transitions, arcs et le marquage
initial du réseau d’entrée. La décomposition doit ainsi permettre d’ajouter au réseau
d’entrée une structure en processus imbriqués hiérarchiquement, mais en préservant toutes
les propriétés structurelles et comportementales du réseau existant.

Ce probleme consiste alors a transformer tout réseau de Petri ordinaire et sauf, ou tout
réseau d’automates communicants (voir le chapitre 7), en un NUPN unit-sauf (voir la
section 1.7).

Evidemment, si le réseau d’entrée correspond simplement a une machine a états ou a un
réseau d’automates, le NUPN résultant sera vraisemblablement plat.

Comme pour les décompositions plates, le probleme de décomposition de ce présent chapitre
possede toujours au moins une solution (certes, de faible utilité pratique) : il s’agit du
NUPN trivial (voir la figure 3.3).

Comme pour les décompositions en automates communicants, il peut exister plusieurs
décompositions hiérarchiques pour un méme réseau de Petri d’entrée ; cette multiplicité est
méme augmentée par la nature combinatoire de I'imbrication des unités. Dans le pire cas, le
nombre de décompositions valides peut étre exponentiel par rapport au nombre de places :
il faut, 1a encore, chercher une décomposition optimisant un critére de qualité approprié.

8.3 Travaux voisins

Au-dela des approches de décomposition plates mentionnées a la section 8.1, plusieurs
travaux abordent le probleme de la décomposition hiérarchique.

L’algorithme proposé par [Esh09] permet de convertir des réseaux de Petri en diagrammes
d’états UML (voir la section 3.5). Comme les NUPN, ces diagrammes permettent de
modéliser des systemes paralléles et sont intrinsequement hiérarchiques. Mais bien que cet
algorithme soit correct et possede une complexité polynomiale, il ne peut traiter que les
réseaux ayant des couvertures emboitables. La classe des réseaux respectant cette propriété
est trop restrictive (elle n’inclut pas, par exemple, les réseaux a choix libres) pour notre
besoin de traiter ’ensemble des réseaux de Petri ordinaires et saufs.

Le vérificateur de modeles ITS-TOOLS peut décomposer de maniére hiérarchique [ABC™19,
sect 2.2, « modularité de Louvain »] le réseau de Petri en entrée, afin de représenter plus
efficacement ses marquages accessibles lors de 'utilisation de diagrammes de décision
d’ensembles hiérarchiques [TMPHKO09]. Mais ces décompositions, issues de la modularité
de Louvain, enfreignent la propriété unit-sauf.

L’extraction de processus (en anglais, « process mining ») consiste en la syntheése d’un
modele (généralement un réseau de Petri) décrivant un ensemble de traces, également
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appelé journal. Le controle de conformité, a savoir la comparaison du réseau généré et du
journal, est une étape cruciale pour vérifier la correction du modele, mais difficile en raison
de cofits de calcul prohibitifs découlant de I’explosion de 1'espace d’états. Afin de palier ce
probléme, [MCvdA13] propose une décomposition hiérarchique, réalisée en identifiant dans
un graphe orienté (dont les sommets sont les places et les transitions du réseau, et les arcs
sont ceux du réseau) les régions a « entrée unique et sortie unique » et leurs imbrications.
Mais une telle approche de décomposition ne garantit pas la propriété unit-sauf, en dehors
de classes de réseaux tres rudimentaires, comme celle des graphes marqués.

Un algorithme de décomposition hiérarchique pour les réseaux ordinaires, vivants et saufs
est proposé par [KA06, Kar(7]. Cet algorithme repose sur la construction itérée de macro-
places, permettant ainsi la construction d’une décomposition hiérarchique de « bas en
haut ». La découverte des macro-places est réalisée par la détection de sous-réseaux intitulés
blocs-P, lesquels possedent des places d’entrée ou de sortie, ce qui les rapproche des réseaux
ouverts (voir notamment [MOWO09]), bien que, dans ces derniers, une place ne peut étre &
la fois d’entrée et de sortie. Mais, si le réseau d’entrée n’est pas vivant, I'algorithme doit
recourir a une exploration des marquages accessibles. De plus, la décomposition produite
par l'algorithme ne respecte pas la propriété unit-sauf.

8.4 Critere d’optimalité

La proposition suivante montre que la minimisation du nombre d’unités (utilisée au cha-
pitre 7 pour les décompositions plates) n’est pas pertinente pour évaluer des approches de
décompositions hiérarchiques.

Proposition 8.1 Pour un réseau de Petri donné, une décomposition minimisant le nombre
d’unités est toujours une décomposition plate.

Preuve. Soit un NUPN N. Soit le NUPN N’ produit par application de la proposition 3.4
a N. Par construction : (i) les réseaux de Petri sous-jacents de N et N’ sont isomorphes
(voir la définition 4.3); (ii) N’ est un NUPN plat et (iii) soit N = N’, soit N’ a strictement
moins d’unités que N. Il

Pour évaluer la « qualité » d’une décomposition hiérarchique, le critere du nombre minimal
de bits pour coder tout marquage accessible (voir la section 3.4) est plus pertinent. Nous
adoptons le codage le plus compact de [Garl9, Sect. 6] pour les NUPN unit-saufs, a savoir
le schéma (b) avec chevauchement, dont le colit est exprimé par la proposition suivante :

Proposition 8.2 Soit un NUPN unit-sauf N = (P, T, F, My, U, ug, C, unité). Le cotit en
bits du codage de N vaut v (ug), ot la fonction v : U — N est définie comme suit :

si u est une unité feuille alors [log,(|places (u)| + 1)]
Vu € U, v (u) def J sinon si u n’a pas de place locale alors Y

()

wesous-unités (u) ¥
sinon 1 4+ max (ﬂog2|p|aces (W], 2 esous-unités @ y(u’))
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Plus précisément, v (u) donne le nombre de bits utilisés pour coder l'intersection de tout
marquage accessible M avec les places globales de 1'unité u, autrement dit, M N places*(u).
Notons m, = |places (u)| le nombre de places locales de u :

— Si u est une unité feuille, dans tout marquage accessible, au plus une place locale de
u peut comporter un jeton (N est unit-sauf), ou bien elle peut ne pas posséder de
jeton du tout; ces m, + 1 possibilités peuvent étre codées en utilisant [log,(m, + 1)]
bits.

— Si w n’est pas une unité feuille et que m, = 0, pour tout marquage accessible

M, Ulintersection M N places*(u) peut étre exprimée comme l'union disjointe
YA w1 Z

W, csous-unités (u)(M N places*(v’)); chaque marquage M N places*(u') étant

lui-méme unit-sauf, le nombre de bits v (u) est la somme de tous les v (v).

— Si u n’est pas une unité feuille et que m, > 0, soit il y a exactement un jeton dans
une place locale de u et aucun jeton dans les sous-unités (de maniére transitive)
de u, soit il n’y a aucun jeton dans les places locales de u et éventuellement des
jetons dans les sous-unités (de maniére transitive) de u; pour représenter ce choix,
le codage utilise une variable supplémentaire.

8.5 Approche structurelle

Cette approche prend en entrée un réseau de Petri ordinaire et sauf, ainsi que les paires de

places que I'on sait avec certitude étre non-concurrentes (a savoir, 'ensemble R, calculé au

chapitre 6).

Nous définissons d’abord deux relations binaires sur les places, <p et ~p. Intuitivement
Y Y

~p exprime que deux places peuvent étre dans la méme unité et <p exprime que deux
places peuvent étre dans des unités imbriquées.

Définition 8.1 Soit (P, T, F, My, U, ug, =, unité) un NUPN et R, un sous-ensemble des
paires de places non-concurrentes. Les relations <p et ~p sont alors définies sur P? par :

— P1 Zp P2 & (p1 = p2) V (({p1,p2} € Ri) A (Vps € P\ {p1,p2}, {p2,p3} € R1) =
({p1.ps} & R1))

— D1 Rpp2 © (1 2p p2) A (p2 2P p1).
La décomposition hiérarchique reposant sur les relations <p et ~p est plus exigeante que
la décomposition plate, présentée au chapitre 7 : dans une décomposition plate, deux places
p1 et pa peuvent étre mises dans la méme unité ssi {p1,p2} € R, ; la relation ~p exige, de
surcroit, que p; et pe soient pareillement concurrentes (ou non-concurrentes) par rapport a
toute autre place ps.

Proposition 8.3 La relation <p (voir la définition 8.1) est réflexive et transitive.

Preuve. Par construction, Vp € P, p <p p. De ce fait, la relation <p est réflexive. Montrons
que =p est transitive. Soient py, po, p3 trois places, deux a deux distinctes, telles que p; <p po
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et po <p p3. Montrons que p; <p p3. Nous avons :

(1) {p1,p2} € Ru;

(i) Vp € P\ {p1,p2}, ({p2,p} & R1) = ({p1.p} & R1);
(iil) {p2,ps} € Ry;

(iv) Vp' € P\{p2,ps}, ({ps,0'} & R1) = ({p2,0'} & R1).

En prenant p’ = p; dans (iv), nous obtenons ({p1,p3} € R1) = ({p1,p2} & R.1). Puisque
(i), nous avons {pi,ps} € R,. En prenant p = p’ dans (ii) et (iv), nous obtenons Vp €
P\{p1,p2,p3}, {ps,p} &€ R1) = ({p1,p} & R.). Comme (i) et (iii), nous pouvons autoriser
p = po dans l'équation précédente, et obtenons Vp € P\ {p1,ps}, {ps,p} &€ R.) =
({p1,p} & R.). Ainsi, <p est transitive. O

La relation <p n’est pas un ordre partiel, car, bien qu’elle soit réflexive et transitive (voir
la proposition 8.3), elle n’est pas antisymétrique. Remarquons en outre que R, n’est pas,
elle-méme, une relation d’équivalence, puisqu’il s’agit d’un sous-ensemble de la relation },
qui n’est pas nécessairement réflexive et transitive.

Proposition 8.4 La relation ~p (voir la définition 8.1) est une relation d’équivalence.

Preuve. Par définition, Vpy,p2 € P, (p1 =p p2) < (p2 =p p1). Conséquemment, la relation
~p est symétrique. La réflexivité et la transitivité de la relation ~p découlent de la réflexivité
et la transitivé de la relation <p (voir la proposition 8.3). U

Nous introduisons désormais la notion de structure hiérarchique, qui formalisme la notion
de décomposition hiérarchique basée sur les relations <p et ~p.

Définition 8.2 Soit (P, T, F, My) un réseau de Petri et R, un sous-ensemble des paires
de places non-concurrentes. Sa structure hiérarchique correspondante est un quadruplet
(U, ug, <, unité) tel que :

—vY (P/ ~p)U{up} est un ensemble (fini) d’unités, défini comme étant [’ensemble

quotient de P par rapport a ~p, duquel ['unité racine ugy est ajoutée si elle est
absente ;

— unité : P — U est une fonction associant a chaque place sa classe d’équivalence
selon la relation ~p ;

— Xy est une relation sur U, définie par :
(1) Yu € U,u <y ug ; autrement dit, 'unité racine est la plus grande unité;
(i1) Yu € U, (ug Sp u) = (u = up) ; autrement dit, la plus grande unité est unique ;
(7ii) ¥Y(p1,p2) € P x P,(p1 2p p2) < (unité(p1) =y unité(ps)); autrement dit, la
relation <p est transposée des places vers les unités (ses classes d’équivalences) pour
donner la relation <y .

Proposition 8.5 Etant donné (P, T, F, My) un réseau de Petri et R, un sous-ensemble
des paires de places non-concurrentes, la structure hiérarchique (U, ug, <y, unité) de la
définition 8.2 existe toujours et est unique.
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Preuve. Puisque ~p est une relation d’équivalence sur P, ’ensemble U et la fonction unité
existent. En raison de I'unicité de la relation ~p, il existe une unique solution pour U et
unité (modulo le choix de ug). En raison de I'unicité de la relation <p et étant donné les
définitions de U et unité, il existe une unique relation <. La définition de cette relation
assure que ug est unique et est la plus grande unité de U. Puisque U, ug, <y et unité
existent et sont uniques, il en est de méme pour (U, ug, <y, unité). O

Proposition 8.6 Soit (P, T, F, My) un réseau de Petri, Ry un sous-ensemble des paires de
places non-concurrentes et (U, ug, <y, unité) la structure hiérarchique de la définition 8.2.
La relation <y est un ordre partiel sur [’ensemble des unités U.

Preuve. Par définition, Vu € U, u <y u, ainsi, la relation < est réflexive. Etant donné que
U est 'ensemble quotient P/ ~p, nous avons : Yuy,us € U, ((u1 Sp ug) A (ug <y u1)) =
u; = ug. Par conséquent, la relation <y est antisymétrique. Montrons que la relation <
est transitive. Soient w1, us, uz trois unités, deux a deux distinctes, telles que u; =<y us et
Uy =Xy U3, NOUS avons :

(i) Vp1,p2 € P, (unité (p1) = uy) A (unité (p2) = ug) = ({p1,p2} € R1);
(i) Yu € U\{uy,us},¥p,p1,p2 € P, (unité (p) = u) A (unité (p1) = u1) A (unité (p2) = ug) A
({p2,p} € R1) = ({p1.p} € R1);
(ili) Vpa2,ps € P, (unité (p2) = uz) A (unité (p3) = uz) = ({p2,ps} € R1);
(iv) Yu' € U\ {ug,uz},vp', p2, p3 € P, (unité (p') = u’) A (unité (pa) = ug) A
(unité (p3) = us) A ({ps, '} & R1) = ({p2,p'} € R1).
En prenant u’ = u; dans (iv), nous obtenons Vpy, pa, p3 € P, (unité (p1) = uy) A (unité (p2) =
ug) A (unité (ps) = uz) A ({p1,p3} € R1) = ({p1,p2} & R.). Puisque (i), nous avons
également Vpi,ps € P, (unité (p1) = uq) A (unité (ps) = us) = ({p1,p3} € R1).

En prenant v = «' dans (ii) et (iv), nous obtenons Yu € U \ {uy,us,us}),Vp, p1,p3 €
P, (unité (p) = u) A (unité (p1) = uy) A (unité (p3) = uz) A ({p3,p} € R1) = ({p1,p} & R1).
Puisque (iii), nous pouvons autoriser u = uy dans I’équation précédente ; en conséquence
Vu € U\ {u1,us},Vp,p1,ps € P, (unité(p) = u) A (unité (p1) = u1) A (unité (p3) = ug) A
({ps,p} € R1) = ({p1,p} & R.1). Ainsi, <y est transitive et est donc un ordre partiel. [

La définition suivante exprime la notion de place isolée, qui généralise les places mortes. Il
s’agit des places qui ne peuvent étre concurrentes qu’avec elles-mémes, si elles ne sont pas
mortes : elles peuvent donc étre situées dans toute unité d’'un NUPN unit-sauf.

Définition 8.3 Soit (P, T, F, My) un réseau de Petri. Une place p est isolée ssi Vp' €
P R({p,p'}) = (p=17), autrement dit ssi p est morte ou le seul marquage accessible ayant
un jeton dans p est le singleton {p}.

Notons qu’au moins 94,1 % de nos réseaux (voir la section 3.8) ont des places isolées, que
nos réseaux comportent en moyenne 34,1 % de places isolées et qu’au total, au moins 27,6 %
des places de notre collection sont isolées.

La définition ci-dessous précise la condition nécessaire et suffisante pour qu'une place soit
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une place locale de uy dans la structure hiérarchique (voir la définition 8.2). Cette définition
permet d’expliquer pourquoi, dans la définition de U, ["union des termes (P/ ~p) et {uo}
n’est pas nécessairement disjointe (dans le cas ot une place isolée est connue dans R ),
mais qu’elle est requise (notamment, en cas d’absence de place isolée).

Définition 8.4 Les places qui peuvent étre déterminées comme isolées par une lecture de
R, sont l’ensemble des places locales de ['unité uy produite par la structure hiérarchique.
Autrement dit, places (ug) ={p € P | (P\{p}) ®{p} CR.}.

Preuve. Une place connue (par une lecture de R, ) pour étre isolée est la plus grande place
selon la relation <p. O

La structure hiérarchique peut contenir plusieurs décompositions possibles, qui sont toutes
exprimées par la méme relation d’ordre partiel <;;. Nous devons choisir une décomposition
particuliere parmi celles-ci.

Proposition 8.7 Soit (P, T, F, My) un réseau de Petri, R, un sous-ensemble des paires
de places non-concurrentes, et (U, ug, <y, unité) la structure hiérarchique sur (N,R)).
Pour toute relation T telle que (U,J) est un arbre couvrant de (U,>y), le NUPN
(P, T, F, My,U,up, =, unité) est unit-sauf.

Preuve. Montrons, dans un premier temps, que le 8-uplet N = (P, T, F, My, U, ug, C, unité)
est un NUPN (voir la définition 3.1) : (i) seule I'unité uy peut étre vide; (ii) I'ensemble des
unités non-vides forment une partition des places; (iii) le couple (U, J) forme un arbre des
unités; (iv) ensemble U posseéde un unique plus grand élément selon T, qui est ug. Ainsi, N
est un NUPN. Pour chaque paire de places {p;, po} appartenant a des unités non-disjointes,
nous avons (p; =<p p2) V (p2 <p p1), et ainsi {p1, po} € R, (d’apres la définition 8.1). Ainsi,
N est un NUPN unit-sauf. U

Lors du choix d’un arbre couvrant particulier, nous recourons a des heuristiques qui
sélectionnent, pour chaque unité, une unique unité parente parmi celles de <. S’il existe
une unité parente n’ayant qu’une seule sous-unité, elle est sélectionnée en priorité. Sinon, une
unité parente ayant le plus grand nombre de places locales est choisie. De plus, pour réduire
le nombre d’arbres couvrants, nous optimisons la structure hiérarchique en appliquant de
fagon répétée les deux regles suivantes, jusqu’a saturation : (i) chaque unité ayant une seule
unité parente est fusionnée avec celle-ci; (ii) toute paire d’unités non-concurrentes ayant les
mémes unités parentes et les mémes sous-unités sont fusionnées.

8.6 Approche gloutonne

Cette approche prend en entrée un NUPN unit-sauf (P, T, F, My, U, ug, C, unité), ainsi que
les paires de places que 'on sait avec certitude étre non-concurrentes (& savoir, ’ensemble
R, calculé au chapitre 6).

Tout d’abord, le NUPN d’entrée est transformé en déplacant vers 'unité racine toutes les
places isolées (voir la définition 8.3). Cette transformation préserve la propriété unit-sauf
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du NUPN ('unité racine étant la seule unité non-disjointe avec toutes les autres unités, elle
est la seule & ne pouvoir contenir que des places isolées). La définition suivante formalise
cette transformation.

Définition 8.5 Soit (P, T, F, My, U, ug, C, unité) un NUPN et R, un sous-ensemble des
paires de places non-concurrentes. La premiére itération de [’approche gloutonne produit un
NUPN (P, T, F, My, U’ up, =/, unité’), tel que :

— U Lunité’(p) | p € PYU {uo} ;

ité def | si Vpy € P, (p1 = p2) V D2} € Ry) alors u
— Vp; € P,unité'(p)) = { sinolr)funité ((511) p2) V ({p1, 2} L) 0

)

- E/déf(U/XU/)ﬂ C.

Proposition 8.8 Si le NUPN d’entrée est unit-sauf, alors le NUPN produit par la défini-
tion 8.5 est également unit-sauf.

Preuve. La premiere itération de 'approche gloutonne (voir la définition 8.5) déplace toutes
les places isolées (voir la définition 8.3) dans I'unité racine. Le reste de la structure NUPN
est inchangée. De ce fait, puisque le NUPN d’entrée est unit-sauf, alors le NUPN de sortie
I'est également. U

L’approche gloutonne procede ensuite par itérations successives, en transformant, lors de
chaque itération, le NUPN unit-sauf courant en vue de construire une meilleure structure
NUPN. Dans la mesure ou plusieurs transformations sont possibles a chaque étape, nous
utilisons une fonction d’objectif 7 pour décider quelle transformation sera optée.

Définition 8.6 Soit (P, T, F, My, U, ug, C, unité) un NUPN et R, un sous-ensemble des
paires de places non-concurrentes. Pour toutes unités uy,us € U, nous définissons :

— 0 (ug,us) def {p1 € places (uy) | Vp2 € places*(u2) \ {p1},{p1,p2} € R.};
— 0 (uy, ug) 'y (w1, ug) U O (ug,uy).

Ici, 1 (ug,us) désigne toutes les places locales de u; non-concurrentes avec toute place
distincte transitivement contenue dans us, et vice-versa en permutant u; et us.

A chaque itération, Papproche gloutonne sélectionne deux unités distinctes u; et us, toutes
deux directement imbriquées dans la méme unité u et telles que 7 (u1, us) # &. Si aucun
couple (up,us) n'existe, I'algorithme s’arréte. Si plusieurs couples (u,us) existent, ’al-
gorithme sélectionne, comme premier critére, le couple ayant la plus petite hauteur (en
notant bien que les deux unités u; et uy ont la méme hauteur), et comme second critere,
la paire maximisant la fonction (uy,us) — |7 (ug, us)|. En conséquence, les paires d'unités
sont sélectionnées de maniere descendante, en commencant par les sous-unités de 1'unité
racine, puis en progressant vers les unités feuilles.

Une fois une paire (uq, uz) sélectionnée, possédant la méme unité parente v, le NUPN est
transformé comme suit. Une nouvelle unité us est créée, qui est directement imbriquée dans
v et contient directement u; et uy. Toutes les places de 1 (u1, ug) sont 6tées des unités u,
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et us et deviennent des places locales de la nouvelle unité us ; la condition 7 (uq, us) # &
garantit que uz comporte au moins une place locale, empéchant ainsi I'ajout d’une unité
vide non-racine dans le NUPN ainsi obtenu. La figure 8.2 illustre une itération de 'approche
gloutonne, qui partant du NUPN a gauche, produit le NUPN a droite.

X L :
. places (v) : . places (v) :
5 A X
: : v (un, o) ¥
L Lo R P
1t places (uy) ¢! 1t places (ug) \ 7 (ug, up) E '
L Do S o

P S H

' places (uy) : tov oplaces (ug) \ 1 (ug,ug) 1!}

FIGURE 8.2 — Représentation graphique d’une itération de I’approche gloutonne

Si uy (respectivement us) ne comporte plus aucune place locale, elle est éliminée et par
conséquent, toutes ses sous-unités, si elles existent, deviennent des sous-unités de ug; si
us (respectivement v) ne comporte qu’une seule sous-unité u' (respectivement us) apres ce
changement, alors u’ (respectivement uz) est éliminée et toutes ses places locales et sous-
unités sont transférées au sein de uz (respectivement v) ; ceci permet d’éviter I'introduction
d’unités dites redondantes, car n’ayant pas d’unité soceur.

Combinées, ces deux propriétés rendent inutile la définition de 1 pour un nombre variable
d’unités, dans la mesure ou l'algorithme peut produire des unités ayant plus de deux
sous-unités, moyennant plusieurs itérations.

La définition suivante formalise les transformations opérées par les itérations de I’approche
gloutonne (en dehors de la premiére itération, qui correspond a la définition 8.5).

Définition 8.7 Soit (P, T, F, My, U, uo, C, unité) un NUPN dont la premiére itération (voir
la définition 8.5) a déja été appliquée. Une nouvelle itération de l'approche gloutonne produit
un nouveaw NUPN (P, T, F, My, U’ ug,C’, unité’), tel que :
— Jv € U | Juy, uy € sous-unités (v) | (ug # ug) A (0 (uy,uz) # ) A
(Vo' € U, Vul, ufy € sous-unités (v'),
((uh # uy) A (| (wy,up)| > |0 (ur, ug)])) = (hauteur (u}) > hauteur (uy))) ;

oy ({unité(p) | p € P\ n(ur,uz)} U{uo}) W{us};

— Vp € n(uy,us), unité’(p) def Us ;
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— Vp € P\ n(uy,us),unité’(p) 2t unité (p) ;
— Y {(unité' (py), unité’(p2)) € (U' x U') | 3p1, p2 € P | (unité (py) C unité (p2)) V
(P =p)U{uel | (T u)V(ulu)} x {us}).

Proposition 8.9 L’approche gloutonne se termine toujours.

Preuve. L’approche gloutonne transforme un NUPN d’entrée en appliquant itérativement la
définition 8.7, jusqu’a saturation. Il est possible d’appliquer cette définition ssi I’ensemble
suivant est non-vide : {{uy, us} C sous-unités (u) | (u € U) A (uy # uz) A (n(ur,uz) # @)}
Or, cet ensemble est strictement décroissant, a chaque itération de ’algorithme. ]

Proposition 8.10 Si le NUPN d’entrée N est unit-sauf, alors le NUPN produit par la
définition 8.7 est également unit-sauf.

Preuve. Soit pr,ps € P | pr || pa. On & (unité (py) ¢ o ua)) A (unité (ps) & {us, ur}), done
{p1,p2} C P\ n(u1,uz). Or, N est unit-sauf et p; || p2. Donc unité (p;) £ unité(ps) et
conséquemment, unité’(p;) Z’ unité’(py). Par symétrie, on a disjoint’(unité’(py), unité’(ps)).

g

8.7 Résultats expérimentaux

Les approches structurelle et gloutonne ont été implantées dans un outil prototype (600
lignes de code en langage Python), qui a été ensuite appliqué sur les 16 200 réseaux de
Petri de la section 3.8, desquels nous avons exclu 80 réseaux de tres grande taille (soit 0,5 %
de la collection) car leurs matrices des places concurrentes ne pouvaient pas étre générées.

Nous avons utilisé des serveurs de la grille de calcul Grid’5000, équipés de processeurs Intel
Xeon Gold 5220 (2,2 GHz), de 96 Go de RAM et de la distribution Linux Debian 11. Nous
avons alloué, pour la décomposition de chaque réseau, un délai maximal d’une minute.

Nous avons décidé d’appliquer systématiquement nos deux approches depuis un NUPN trivial
(en écartant la structure NUPN; si elle était présente dans le réseau d’entrée). L’algorithme
de I'approche gloutonne calcule des solutions incrémentales, permettant d’améliorer la
décomposition courante jusqu’a la survenue d'un dépassement de délai; notre implantation
exploite une telle possibilité. En outre, nous avons choisi d’appliquer, a la fin de 'approche
structurelle, 'algorithme glouton afin d’améliorer encore la décomposition produite par
I’approche structurelle.

Voici les principales informations concernant les résultats expérimentaux :

— L’approche structurelle s’est exécutée avec succes sur 15 864 réseaux (soit 98,4 % de
la collection). L’exécution a été interrompue pour 208 réseaux, suite a l’expiration
du délai d’attente, sans que la moindre décomposition ne puisse étre produite.
L’exécution a été interrompue pour 48 réseaux, suite a l'expiration du délai d’attente,
conduisant a une décomposition de qualité moindre que celle qui aurait été obtenue
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sans délai d’attente. Le temps total passé dans ces décompositions a été de 6 heures,
soit 1,3 seconde par réseau en moyenne.

— L’approche gloutonne s’est exécutée avec succes sur 15 757 réseaux (soit 97,7 % de la
collection). L’exécution a été interrompue pour 62 réseaux, suite a I’expiration du délai
d’attente, sans que la moindre décomposition ne puisse étre produite. L’exécution a
été interrompue pour 301 réseaux, suite a I'expiration du délai d’attente, conduisant
a une décomposition de qualité moindre que celle qui aurait été obtenue sans délai
d’attente. Le temps total passé dans ces décompositions a été de 8 heures 38 minutes,
soit 1,9 seconde par réseau en moyenne.

Plus les modeles sont grands, plus la décomposition hiérarchique des unités est susceptible
d’apporter des gains importants en terme de codage. En pratique, 'approche gloutonne est
tres rapide sur les petits modeles, mais elle est plus lente a converger sur les grands modeles,
qui sont mieux traités et plus rapidement par I’approche structurelle : ¢’est pourquoi, de
maniere globale, I’approche structurelle est supérieure a 'approche gloutonne.

Notons que 76 % des modeles n’ont qu’un seul arbre couvrant possible, mais que, pour
certains modeles, le nombre d’arbres couvrants est trop grand (par exemple, supérieur a
10°%%) pour qu’'une énumération exhaustive soit envisageable : de ce fait, il est nécessaire de
définir des stratégies efficientes pour la sélection de 'arbre couvrant.

En ce qui concerne le codage de la définition 8.2, les NUPN hiérarchiques provenant des
approches structurelle et gloutonne sont statistiquement plus compacts que les NUPN plats
produits. Par exemple, en considérant le nombre total de bits requis pour ’ensemble des
NUPN générés, I'approche gloutonne (respectivement structurelle) permet 3 % (respective-
ment 1%) de bits en moins que 'approche de décomposition plate la plus performante du
chapitre 7 (d’apres la section 7.10), a savoir celle reposant sur la recherche itérée de clique
maximum (voir la section 7.6). Cette réduction peut sembler mesurée, mais une réduction
logarithmique du nombre de bits peut mener a une réduction exponentielle de la taille de
représentation mémoire des marquages accessibles dans les diagrammes de décision binaire
(voir la section 3.4).

8.8 Validation des résultats

La démarche de validation des résultats de ce présent chapitre est identique a celle présentée
a la section 7.11 pour les décompositions plates. Brievement, cette démarche nous permet de
nous assurer que les décompositions produites préservent les réseaux de Petri sous-jacents
et que les structures NUPN calculées sont unit-sauf.

Aussi, nos deux approches de décomposition hiérarchique seront réutilisées au chapitre 9
afin de traduire les réseaux de Petri en algebres de processus. Ceci effectuera, indirectement,
une validation des décompositions, lorsque le réseau d’entrée est comparé au code LNT
généré (voir la section 9.6).
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8.9 Bilan et perspectives

Alors que les décompositions plates du chapitre 7 produisaient une forme restreinte de NUPN
(de hauteur un), ce présent chapitre leve cette restriction et utilise toutes les possibilités du
formalisme.

Nous avons proposé deux approches complémentaires, permettant, soit de créer a partir de
rien une structure NUPN, soit d’améliorer une structure existante. Dans les deux cas, le
réseau de Petri sous-jacent reste inchangé, a 'isomorphisme pres (voir la définition 4.3) :
autrement dit, les places, transitions, arcs et le marquage initial du réseau d’entrée sont
préservés.

Nos deux approches permettent de traiter environ 98 % d’une vaste collection comprenant
16 200 modeles (voir la section 3.8), d’origine diverse, avec un temps moyen d’environ deux
secondes par modele.

Par rapport aux décompositions plates, les décompositions hiérarchiques permettent une
réduction de 1% a 3% du nombre de bits nécessaires pour représenter les marquages
accessibles. Mais ces chiffres sont perfectibles, dans la mesure ou le codage actuel des
marquages accessibles pour les NUPN hiérarchiques est améliorable.

Les décompositions hiérarchiques pourraient étre améliorées de différentes manieres :

— Lorsque une décomposition est déja produite, nous pouvons envisager des heuristiques
permettant d’optimiser la taille du codage des marquages accessibles, exploitant ses
propriétés non-linéaires (voir la section 3.4), et s’appuyant éventuellement sur la
matrice des places concurrentes associée au réseaitl.

— L’approche gloutonne (voir la section 8.6) peut également s’appliquer a une décom-
position pré-existante (par exemple, plate), avec pour objectif d’améliorer un NUPN|,
sans pour autant détruire sa structure existante.

— A ce propos, I'approche gloutonne pourrait étre utilisée pour transformer les décom-
positions plates du MCC (voir la section 7.12) en décompositions hiérarchiques.

— Une autre maniere de réduire la complexité du probleme serait de pré-calculer loca-
lement certaines unités, au moyen de regles structurelles reposant sur les transitions
ou d’invariants de places (en réutilisant, notamment [MCvdA13]). Cette opération
produirait des décompositions intermédiaires, qui seraient ensuite données aux ap-
proches de ce chapitre, lesquelles produiraient (modulo quelques adaptations) une
décomposition finale telle que deux places locales dans la décomposition intermédiaire
soient dans une méme unité au sein de la décomposition finale.

— A Dinverse, nous pourrions employer une stratégie de type « diviser pour régner »,
générant une couverture du réseau en sous-composants, pouvant éventuellement
contenir plusieurs jetons (par exemple au moyen des localisations géographiques
[Zai04]). Ces sous-composants peuvent étre décomposés individuellement avec les
approches de ce chapitre ; la décomposition finale peut alors étre obtenue par I'union
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des unités des sous-composants (modulo une déduplication des places éventuellement
partagées entre les sous-composants).



Chapitre 9

Traduction des NUPN en algebres de
processus

Ce chapitre présente une approche visant a traduire les réseaux de Petri ordinaires et
saufs en programmes concurrents écrits dans des algebres de processus telles que LNT,
CSPm, LOTOS ou mCRL2. L’approche proposée découvre automatiquement la concurrence
présente dans les réseaux de Petri et 'exprime sous forme d’un ensemble de processus
composés en parallele et potentiellement imbriqués les uns dans les autres a une profondeur
arbitraire, tout en préservant I’équivalence forte entre les marquages accessibles du réseau
d’entrée et 'espace d’états du programme de sortie.

9.1 Enoncé du probléme

En laissant de c6té toutes les approches reposant sur la mémoire partagée, il existe trois
principaux modeles de concurrence fondés sur le passage de messages : les réseaux d’auto-
mates communicants, les réseaux de Petri et les algebres de processus. Les deux premiers
sont généralement considérés comme des formalismes de bas niveau, tandis que le dernier
est constitué de langages de plus haut niveau.

La traduction entre les deux premiers formalismes a été traitée au chapitre 7. Aussi, de
nombreuses recherches ont été menées en vue de déterminer les liens entre les algebres
de processus et les réseaux de Petri, par exemple, [vV87] [BDH92, KEB94] [DDMS8S,
DDMOI0] [Gar89, GS90] [01d86, O1d91] [Tau89, Tau90] [LRRO3] pour n’en mentionner que
quelques unes. En ce qui concerne I'implémentation des langages concurrents modernes, cette
thématique est toujours d’actualité; voir par exemple [FH19]. Mais ces travaux considerent
surtout la traduction des algebres de processus en réseaux de Petri, et non la traduction
inverse, qui est sans doute plus difficile. Ce chapitre aborde ce probléme inverse, a savoir la
traduction des réseaux de Petri (ordinaires et saufs) en algebres de processus.
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9.2 Motivations

Il y a au moins cinq motivations qui sous-tendent une telle étude :

— Obtenir une meilleure compréhension de la relation théorique entre les réseaux de
Petri et les algebres de processus, en élaborant de nouvelles passerelles entre ces
deux modeles de concurrence.

— Pouvoir réutiliser des techniques de vérification opérant sur des formalismes de plus
haut niveau que les réseaux de Petri.

— Reéaliser une ingénierie inverse transformant automatiquement des réseaux de Petri
de grande taille, non-structurés et de bas niveau en programmes textuels concis, bien
structurés et de haut niveau, lisibles et compréhensibles par des humains.

— Autoriser la conversion des collections existantes de réseaux de Petri en suites de tests
utilisables pour vérifier les différents outils développés pour les calculs de processus.

— Implanter aisément de multiples extensions de réseaux de Petri (notamment les
réseaux colorés, temporisés, avec des arcs inhibiteurs, avec des arcs de réinitialisation,
etc.). Plutét que de devoir gérer ces extensions diverses, il peut étre opportun de
les traduire systématiquement en utilisant des langages algébriques suffisamment
souples pour toutes les représenter.

Pour un réseau de Petri comprenant m places et n transitions, il existe toujours une
traduction directe de ce réseau en un programme non-déterministe équivalent, en implantant
directement la sémantique opérationnelle des réseaux de Petri : le programme consiste
simplement en, d’une part, m variables booléennes dont la valeur initiale est déterminée par
le marquage initial, et d’autre part, n régles condition-action (une par transition) controlant
si les places d’entrée d’une transition ¢ sont marquées et, si tel est le cas, exécutant le
franchissement de la transition en retirant le jeton de chaque place d’entrée de t et en
déposant un jeton dans chaque place de sortie de t. Cependant, une telle traduction
n’exploite pas les caractéristiques intrinseques des calculs de processus. Le programme
résultant est séquentiel et n’utilise que des choix non-déterministes : il n’est rien de plus
qu'un programme a commandes gardées de Dijkstra ou un systeme de réécriture de termes.

Au lieu de cela, nous cherchons une traduction alternative préservant fidelement la concur-
rence présente dans les réseaux de Petri, en exprimant cette concurrence a l’aide des
opérateurs de composition paralléle disponibles dans les calculs de processus. Naturellement,
si le réseau d’entrée est simplement une machine a états, sa traduction devrait consister en
un simple automate ou une expression réguliere. Dans des cas plus complexes, la traduction
devrait faire intervenir des processus concurrents et, éventuellement, des processus imbriqués
dans d’autres processus a une profondeur d’imbrication arbitraire.

La suite de ce chapitre s’articule comme suit. La section 9.3 esquisse un inventaire de 1’état
de Iart. En s’appuyant sur les résultats des chapitres précédents (en particulier ceux des
chapitres 6 a 8), la section 9.4 propose un schéma élégant pour traduire les NUPN en
programmes LNT fortement équivalents et exploitant la composition parallele. La section 9.5
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présente nos résultats expérimentaux sur une collection de 16 200 modeles. La section 9.6
aborde les démarches entreprises pour la validation des résultats. La section 9.7 discute
des possibilités de transposition du schéma de traduction pour d’autres langages que LNT,
notamment CSPm, LOTOS et mCRL2. Enfin, la section 9.8 formule des observations
conclusives et donne des orientations pour les travaux ultérieurs.

9.3 Travaux voisins

A notre connaissance, il n’existe que peu de travaux antérieurs relatifs a ce sujet. Outre
les articles précités a la section 9.1, qui expriment la sémantique des algebres de processus
en termes de réseaux de Petri, nous pouvons mentionner [BB93, BB01], qui donne une
traduction (préservant la « step bisimulation ») de la notation des réseaux de Petri en
une variante non-entrelacée, d’ordre partiel de 'algebre de processus ACP dans laquelle la
communication est remplacée par un opérateur d’état causal et [GMR ™07, RPUT07], qui
explique comment les multiactions ont été introduites dans mCRL2 pour permettre une
traduction compositionnelle des réseaux de Petri colorés.

Notre approche est différente, dans le sens ou nous prenons des algebres de processus
existantes (LNT, LOTOS, CSPm, etc.) telles qu’elles sont, plutét que de les modifier pour
traiter les réseaux de Petri.

Plus récemment, [ST18] propose une traduction des réseaux de Petri en ACP, qui produit
des fragments de code épars (& savoir, une définition de processus ACP par place dans le
réseau de Petri), alors que notre approche produit un code plus compact (avec une seule
définition de processus par composant séquentiel dans le réseau de Petri).

9.4 Traduction vers ’algebre de processus LNT

Il existe de multiples fagons de traduire un NUPN unit-sauf (qu'il soit trivial, plat, ou
hiérarchique) en un programme écrit dans une algebre de processus. Parmi celles-ci, et &
I’exclusion de la traduction purement séquentielle mentionnée dans la section 9.2, nous
présentons ici une approche simple reposant sur les unités NUPN. En ce qui concerne
'algebre de processus, nous adoptons le langage LNT [CCGT21, GLS17] pour sa lisibilité
et son opérateur de composition parallele n-aire (plutét que binaire) [GS99].

Notre traduction doit préserver une équivalence forte entre, d’'une part, le graphe des
marquages accessibles du NUPN et d’autre part, le systeme de transitions étiquetées du
programme LNT généré. Pour cela, le graphe des marquages accessibles doit étre converti
en un systéme de transition étiqueté en effacant toutes les informations relatives aux noms
de places et en ne gardant que les informations concernant les noms de transitions ; en effet,
les états ne portent aucune information attachée dans les systémes de transitions étiquetées,
hormis 1’état initial qui peut étre distingué de tous les autres états.

Etant donné un NUPN N = (P, T, F, My, U, ug, C, unité), notre traduction comporte deux
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volets, décrits ci-apres.

1h 15

T4

—
»

Ti1 1

FIGURE 9.1 — Exemple de NUPN (gauche) et de son réseau de synchronisation (droite)

9.4.1 Traduction des unités vers les processus

Premieérement, chaque unité u € U ayant au moins une place locale (ceci a pour conséquence
d’exclure I'unité racine ug lorsqu’elle est vide) est traduite en un processus LNT, noté u,
qui est défini comme suit.

Définition 9.1 La fonction v, : P +— N est définie de la maniere suivante :

v (p) { [{p' € places (u) | # (p') < # (p)}| sip € places (u)
" 0 sinon '

Les places locales de u sont traduites par des entiers naturels compris dans l'intervalle
{1 : |places (u)|}, comme illustré par la partie gauche de la figure 9.1. Puisque le NUPN
est unit-sauf, il existe au plus un jeton dans les places locales de u. Conséquemment, le
processus u possede une variable locale entiere P € {0 : |places (u)|}, telle que P = 0 lorsque
I'unité u n’a pas de jeton, et telle que P = v, (p) lorsque I'unité uw a un jeton dans sa place
locale p (dans ce cas, P > 0, voir la définition 9.1).

Si u a une place p initialement marquée (autrement dit, si Ip € places (u) N My), P est
initialisé & v, (p), sinon, P est initialisé a 0.
Le processus se comporte ensuite comme une boucle infinie, vérifiant de maniere répétée la

valeur de P, afin de pouvoir décider de franchir une transition et de mettre a jour la valeur
de P (comme illustré par la partie gauche de la figure 9.2).
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process u4 [T7, ..., T12: none] is
var P: nat in
P:=1;
loofase P in process MAIN [T1, ..., T12: none] is
P par
‘(1):?;?5:3 T2 — ul [T1, ..., T5]
| 2 - T9; P:=3 | T2 —
| 3 — par
select T7, T8 — u4d [T7, ..., T12]
T10; P :=4 | T7, T8 —
b par
st T7, TS — u2 [T2, T7, T8]
| 4 = T12;P:=1 | T7, T8 — u3 [T6, T7, T§]
5 o sor Bt
end case ond aIP
end loop p
end var end process
end process

FIGURE 9.2 — Code LNT généré pour I'unité uy (gauche) et pour I'unité principale (droite)

Nous introduisons, dans la définition ci-dessous, la fonction o,. Elle donne, pour chaque
valeur courante de P, les transitions susceptibles d’étre franchies.

Définition 9.2 La fonction o, : N+ {T'} est définie ainsi :
—AY {teT|JueU](tnplaces(u)| > 1)V (|t*Nplaces (u)| > 1)} ;
— 0, (0) ¥ {t e T\ A | (*tNplaces (u) = @) A (t* N places (u) # @)} ;
— Vp € places (u), (0, 0 1) (p) o {t ep*\ A}.

Les transitions de A, qui possédent deux places d’entrée dans la méme unité, ou deux places
de sortie dans la méme unité, sont mortes dans un NUPN unit-sauf (voir la proposition 5.7).
Pour faciliter la traduction, elles sont omises de o,.

En utilisant la définition 9.2, pour chaque valeur de P € {0 : |places (u)|}, nous générons
une branche correspondant dans l'instruction « case P in ... end case » du processus u :

— Si o, (P) = &, le processus u s’interrompt alors avec une instruction « stop » (voir
le cas P =5 de la figure 9.2).

— Sinon, si |o (P)] = 1, le processus u exécute alors la transition ¢ € o (P) et met a jour
la valeur de P suivant (1, o oneof) (t* N places (u)) (voir le cas P = 0 de la figure 9.2).
L’assignation finale de P est naturellement omise ssi *t N places (u) = ¢* N places (u).
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— Sinon, nous avons |o (P)| > 1, le processus u offre alors un choix non-déterministe
(noté « select ... end select ») parmi toutes les transitions de o (P) (voir le cas
P = 3 de la figure 9.2).

Le cas P = 0 est omis si 'unité considérée possede initialement un jeton (P n’est pas
initialisé a 0) et ne peut le perdre (I'instruction « case P in ... end case » ne contient
aucune affectation « P := 0 »).

9.4.2 Composition parallele et hiérarchique des processus

Le second volet de notre traduction consiste en la génération du processus LNT principal.
Pour générer ce processus principal, nous construisons d’abord un réseau de synchronisation
représentant toutes les unités du NUPN et toutes les transitions reliant les différentes unités,

comme le montre la partie droite de la figure 9.1. Ce réseau de synchronisation permet

ensuite de définir un prédicat o(t, V) € ((*t U t*) N Uuev(u)) # @, qui est vrai ssi la

transition t est reliée a une place contenue dans une unité parmi I’ensemble des unités V.

Les processus u sont ensuite composés en parallele au moyen de l'opérateur n-aire
« par ... end par » du langage LNT, qui permet de synchroniser les processus deux par
deux, trois par trois, et ainsi de suite, comme illustré par la partie droite de la figure 9.2.
Dans le code LNT, a gauche de la fleche « — » et avant chaque processus u, le traducteur
liste toutes les transitions sur lesquelles v doit se synchroniser avec d’autres processus. Il
existe plusieurs fagons d’exprimer la composition parallele : notre traduction est effectuée
récursivement, de maniére ascendante, en composant les unités filles entre elles avant
de les composer avec leurs unités parentes. Lors de la composition des unités filles de
I'unité parente u, chaque unité fille «' doit se synchroniser sur les transitions ¢ telles
que @(t,{v € sous-unités*(u) | v C u'}) et p(t,{v € sous-unités*(u) | v IZ u'}). Ensuite, le
bloc « par ... end par » résultant et I'unité parente u sont synchronisés ensemble sur les
transitions ¢ telles que ¢(t,{u}) et telles que ¢(t, sous-unités*(u)).

Les transitions ¢t € T telles que *t = & ne sont pas mortes (par contraposition de la
proposition 5.5), ne figurent dans aucun des processus u, et peuvent exister dans un réseau
sauf ssi t* = @ (voir la contraposée de la proposition 5.6). Le tir de telles transitions est
possible dans tout marquage accessible, mais n’a pas d’influence sur le marquage courant
(puisque *t = t*). Ces transitions sont d’objet d’un traitement particulier : elles sont ajoutées
dans le processus principal au moyen d’une composition parallele « par ... end par », sans
effectuer de synchronisation.

9.5 Résultats expérimentaux

Nous avons implémenté cette traduction dans un outil prototype (430 lignes de code en
langage Python), que nous avons appliqué aux NUPN générés par les approches structurelle
et gloutonne du chapitre 8. En réutilisant les mémes ordinateurs qu’a la section 8.7, la
traduction est rapide et nécessite généralement moins d’une seconde par NUPN, bien que
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quelques NUPN de grande taille prennent beaucoup plus de temps (ce probléme serait
résolu en réécrivant le traducteur en C plutét qu’en Python). Actuellement, 99,6 % des
NUPN peuvent étre traduits en LNT en moins d’une minute. En outre, le code LNT généré
est, en moyenne, deux fois plus petit que le fichier PNML d’entrée.

9.6 Validation des résultats

Nous avons validé la correction de bout en bout de notre traduction PNML vers LNT de la
maniére suivante : (i) premi¢érement, en générant, a I'aide de I'outil SIFT ' le systéme de
transitions étiquetées correspondant & chaque modele PNML d’entrée ; (ii) secondement,
en générant, a 'aide de la boite a outils CADP, le systeme de transitions étiquetées
correspondant a chaque programme LNT généré; (iii) finalement, en vérifiant, a I'aide
de I'outil Bcc__ CMP 2, que les deux systémes de transitions étiquetées sont fortement
équivalents.

Sur nos 16 200 modeles, nous avons ainsi réussi a prouver 1’équivalence forte pour 13 108
(respectivement 13 151) programmes LNT générés par I'approche gloutonne (respectivement
structurelle), ce qui représente un taux de succes de plus de 80 %. Les marquages accessibles
des modeles restants n’ont pu étre exhaustivement explorés avec SIFT, et donc comparés
avec les espaces d’états de leurs traductions en LNT.

Cette étape de validation nous a permis de remarquer qu’initialement, nous ne prenions pas
en compte les transitions t telles que *t = t* = &, car elles ne sont reliées a aucune unité.
Cette omission a été corrigée en incorporant ces transitions dans le processus principal (voir
la sous-section 9.4.2).

9.7 Extensions a d’autres langages

Nous avons également élaboré des schémas de traduction similaires pour d’autres langages
que LNT, a savoir LOTOS [ISO89], CSPm [Ros10] et mCRL2 [GM14].

Les figures 9.3 a 9.5 illustrent la traduction du NUPN de la figure 9.1 pour ces trois algebres
de processus, sur le modele de la figure 9.2 qui l'illustrait pour le langage LNT.

Notons que la traduction en CCS [Mil80] serait, dans le cas général, impossible, car cette
algebre ne permet que les synchronisations binaires, alors que les réseaux de Petri permettent
les synchronisations atomiques entre plus de deux processus.

1. projects.laas.fr/tina/manuals/sift.html
2. cadp.inria.fr/man/bcg_cmp.html
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channel TO, ..., T12

(
P ==0) & T8 — u4 (2)
P ==1)& T7 — u4 (0)

(P == 2) & T9 — ud (3)
1
(P ==3) &
(T10 — ul (4) []
T11 — ul (5))
1

(P ==4) & T12 — ud (1)

]
(P == 5) & STOP

MAIN =
ul (1)
|([{T2}]|
ud (1)
[{T7, T8}]|

u2 (0)
[{T7, T8}]|
u3 (0)

FIGURE 9.3 — Code CSPm pour 'unité u, (gauche) et pour l'unité principale (droite)

act

TO, ..., T12,
T2sync, T7sync, T8sync;

proc
ud (P:Nat) =
(P ==0) — T8sync . ud (2)
(P==1) — T7sync . u4 (0)
(P==2) = T9.ud (3) +
(P==3) —

(T10 . ud (4) +

T11. w4 (5)) +
(P==4) = T12 . ud (1) +
(P == 5) — delta;

+
+

init

allow ({T0, ..., T12},
comm ({T2sync|T2sync — T2},
ul (1)
1
comm ({T7sync|T7sync|T7sync
— T7,
T8sync|T8sync|T8sync
— T8},
ud (1)
|
u2 (0)
I
u3 (0)
));

FIGURE 9.4 — Code mCRL2 pour 'unité uy (gauche) et pour I'unité principale (droite)



9.8. Bilan et perspectives 201

specification MAIN [T1, ..., T12] :
noexit
library process ud [T7, ..., T12] (P : NAT) :
BOOLEAN, NATURAL noexit :=
endlib P = 0] — T8 ud [T7, ..., T12] (2)
I
behaviour P =1] — T7; w4 [T7, ..., T12] (0)
MAIN [T1, ..., T12] (]
where [P =2] — T9; ud [T7, ..., T12] (3)
[
process MAIN [T1, ..., T12] : P =3 —
noexit := (T10; v4 [T7, ..., T12] (4) []
ul [T1, T1, T2, T3, T5] (1) T11; ud [T7, ..., T12] (5))
[[T2]] ( [
uwd [T7, ..., T12] (1) [P =4] — T12 w4 [T7, ..., T12] (1)
[[T7, T8]| ( [
u2 [T2, T7, T8] (0) [P = 5] — stop
|[T7, T8]| endproc
u3 [T6, T7, T8] (0)
) endspec
endproc

FIGURE 9.5 — Code LOTOS pour l'unité principale (gauche) et pour I'unité u, (droite)

9.8 Bilan et perspectives

Le présent chapitre présente une approche originale et automatisée pour traduire les réseaux
de Petri saufs (ainsi que les NUPN unit-saufs) en algebre de processus. Cette approche
exploite pleinement le parallélisme des algebres de processus et s’appuie sur les NUPN
comme modele sémantique intermédiaire pour la traduction.

Notre traduction a été implantée dans une chaine d’outils complete fonctionnant en quatre
étapes successives : (i) un réseau de Petri ordinaire et sauf au format normalisé PNML est
converti au format NUPN par l'intermédiaire d'une traduction automatisée, mentionnée
a la section 3.6; (ii) a partir de ce réseau d’entrée, une matrice (complete ou partielle)
des places concurrentes est calculée en utilisant 1'outil CESAR.BDD *, qui repose sur les
algorithmes du chapitre 6, éventuellement avec I’aide de I'outil Kong* lorsque le réseau
d’entrée est tres grand ; (iii) sur la base de la matrice des places concurrentes (éventuellement
incompleéte), le réseau d’entrée est décomposé en un NUPN hiérarchique unit-sauf en utilisant
les algorithmes du chapitre 8; (iv) le NUPN hiérarchique est finalement traduit (voir la

3. cadp.inria.fr/man/caesar.bdd.html
4. github.com/nicolasAmat/Kong
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section 9.4) en un programme LNT (ou CSPm, LOTOS, mCRL2, etc.), dont le systéme
de transitions étiquetées est fortement équivalent au graphe des marquages accessibles du
réseau d’entrée. Cette chaine d’outils a été implantée en langage Python et validée avec
succes sur 80 % des 16 200 modeles présentés dans la section 3.8.

Ce travail de recherche pourrait étre poursuivi dans différentes directions.

Il serait possible d’améliorer la traduction en considérant chacune des unités, non pas comme
étant un automate exécutant une instruction d’aiguillage englobée au sein d’une boucle
infinie (c.-a~-d. « P := n; loop; case P in ... end case; end loop » dans le langage LNT),
mais comme des processus ré-entrants comprenant des points d’entrée multiples. Chaque
point d’entrée pourrait étre traduit sous la forme d’une expression réguliere, en reconnaissant
des motifs usuels tels que des séquences, des cycles, des bifurcations (en anglais, fork), des
jonctions (en anglais, join), et ainsi de suite. Dans certains cas, les instructions de boucle
infinie ou d’aiguillage (en anglais, switch) pourraient étre méme éliminées du processus
généré. D’autre part, les programmes générés pourraient étre optimisés en détectant les
(sous-) processus identiques ou tres similaires, puis en les factorisant par des appels & un code
LNT (paramétré) commun. Ces améliorations permettraient de produire des programmes
plus concis et plus faciles a comprendre et a maintenir pour des humains.

Une autre voie d’amélioration serait de généraliser notre approche aux réseaux de Petri
non-saufs. Mais la plupart des compilateurs existants pour nos langages d’algebres de
processus cibles ne gerent pas la récursion de processus par composition parallele, qui est
pourtant le moyen naturel pour instancier un ensemble non limité de processus concurrents.
Notre approche pourrait également étre généralisée aux réseaux de Petri colorés, car tous
nos langages cibles fournissent les fonctionnalités requises pour définir et manipuler des
structures de données.
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Conclusion

Bilan

Les réseaux de Petri possedent une sémantique d’exécution tres riche, leur permettant
de décrire fidelement les principes de la concurrence asynchrone. Ce formalisme repose
sur un petit nombre de définitions mathématiques élégantes et précises. Ces réseaux ont,
de plus, une représentation graphique simple et intuitive. Ces atouts font que les réseaux
de Petri ont acquis, depuis leur introduction en 1962, une place incontournable pour la
modélisation et la vérification de systémes asynchrones, et qu’ils constituent toujours un
champ de recherche actif.

Mais ces réseaux manquent de structure et ne permettent pas de représenter la notion de
processus. Pour palier cette lacune, les NUPN ont été introduits en 2015. Ils completent
les réseaux de Petri, mais sans les remplacer : 'intégralité des propriétés topologiques et
comportementales des réseaux de Petri ordinaires et saufs est préservée par les NUPN.
Les NUPN étendent les réseaux de Petri en leur apportant deux notions essentielles : la
modularité (exprimant la notion de processus) et la hiérarchie (permettant ’organisation
de ces processus sous la forme d’arbres). A Dinstar des réseaux de Petri, les NUPN reposent
sur un nombre restreint de définitions mathématiques et ont une représentation graphique
intuitive. Pour toutes ces raisons, les NUPN sont bien adaptés pour représenter les systemes
concurrents hiérarchiques et leur popularité s’accroit rapidement dans la communauté de la
vérification de modeles, la ou les réseaux de Petri ordinaires et saufs étaient utilisés.

Cette these s’inscrit dans ce mouvement, en apportant des contributions au formalisme des
NUPN. Chacun de ses trois volets a permis de mieux comprendre et traiter les modeles
NUPN (et les réseaux de Petri).

Concernant I’équivalence des NUPN, nous avons défini le principe de NUPN isomorphes,
puis apporté des solutions viables pour identifier de tels modeles ou déterminer les modeles
uniques, dans de vastes collections de jeux de tests (la plus importante comportant plus
de 241000 réseaux, dont de nombreux doublons). Nous avons pu détecter des réseaux
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isomorphes dans les réseaux de Petri et les NUPN du Model Checking Contest', une
compétition internationale dédiée a ’évaluation des outils de vérification formelle.

Concernant ’analyse des réseaux de Petri et des NUPN, nous avons permis le calcul de
trois propriétés d’atteignabilité importantes en pratique, car elles permettent (entre autres)
de détecter et d’éliminer le code mort de ces réseaux, de déterminer leur concurrence a une
échelle locale (celle des places) et de résoudre d’autres problémes connexes, comme la décision
des propriétés sauf et unit-sauf (qui servent notamment pour coder les marquages accessibles
des réseaux de Petri et des NUPN). Cette partie constitue un ingrédient indispensable a la
partie suivante.

Concernant la structuration des réseaux de Petri et des NUPN, nous avons permis
d’inférer la structure modulaire et hiérarchique manquante des réseaux de Petri, et ainsi de
les traduire en réseaux d’automates communicants, en NUPN, ou en algebre de processus.
Cette approche permet également d’établir un pont entre les communautés des réseaux de
Petri, des automates communicants et des algebres de processus. Nous avons utilisé avec
succes cette approche pour structurer les modeles ordinaires et saufs du Model Checking
Contest.

Pour ces problemes qui sont d’une part, difficiles & appréhender par ’esprit humain, et
d’autre part, ont de fortes complexités théoriques (notamment NP-complets, ou PSPACE-
complets), nous avons proposé des approches pragmatiques (une solution partielle est
préférable a I’absence de solution) et complémentaires (en combinant divers algorithmes
tres différents dans leurs principes).

Afin de valider les performances et la correction de nos propositions, nous avons accordé un
soin particulier au volet expérimental, en implantant nos solutions et en les appliquant a
une collection de modeles d’ampleur inégalée dans la communauté des réseaux de Petri.

Ces travaux ont débouché sur des publications dans la conférence de référence pour les
réseaux de Petri [BGAL20] [BG21a], des applications concrétes pour la préparation du
Model Checking Contest, et des jeux de tests utilisés dans des compétitions internationales
(Model Checking Contest, Model Counting®, SAT Competition®, SMT-Comp™).

Perspectives

Il serait possible d’étendre ce travail dans plusieurs directions.

Dans notre travail, la partie controle des systéemes concurrents hiérarchiques est modélisée
de maniere statique et non dynamique. Il serait possible de généraliser la partie controle,
pour autoriser la description de certains systemes pouvant démarrer et arréter des nombres
variables de processus. Mais ceci n’est pas limitant en pratique, car en général, il est possible

mcc.lip6.fr
mccompetition.org
satcompetition.github.io
smt-comp.github.io

W
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de borner le nombre maximal de processus pouvant étre démarrés en parallele.

A présent, nous ne traitons que la partie controle des systémes concurrents hiérarchiques.
L’étape suivante consisterait a étendre le modele NUPN pour considérer les structures de
données, par exemple, en reprenant certaines idées des réseaux de Petri colorés, des réseaux
de Petri interprétés et des réseaux de Petri temporisés.

La partie dédiée a I’équivalence permet, en reposant uniquement sur les informations
structurelles des réseaux en entrée, de déterminer leur isomorphisme, ce qui implique
Iisomorphisme de leurs espaces d’états. Combinée avec les parties suivantes, visant I’analyse
et la structuration des modeles, nous pourrions définir des moyens pour détecter ’équivalence
de programmes écrits en algebres de processus.

Les approches de la partie dédiée a 1’équivalence pourraient également étre appliquées plus
finement, non plus globalement (& 1’échelle des réseaux), mais localement (& 1’échelle des
unités), ce qui aiderait par exemple, & déterminer quels sont les processus équivalents lors
de la comparaison de flux de travaux, ou lors du re-déploiement d’applications distribuées.

Nous pourrions définir des fonctions de codage des marquages accessibles plus compactes
(voir la section 3.4), en exploitant davantage la hiérarchie apportée par la structure NUPN.

La partie visant la structuration des réseaux de Petri et des NUPN a permis de connecter
les réseaux de Petri aux réseaux d’automates communicants, aux NUPN et aux algebres de
processus, en inférant leurs processus. Ceci permettrait d’exécuter les réseaux de Petri de
maniere efficace, et de les utiliser comme outil de prototypage rapide.
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