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Skyrmions, électrons et mémoire
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1.1 Le concept général de skyrmion

FI1GURE 1.1 — Deux types de skyrmion, le skyrmion de Néel a gauche ressemble a un
hérisson, tandis que le skyrmion de Bloch sur la droite a plus une allure de spirale.

Les skyrmions sont des objets fascinants, notamment pour leur évidente esthétique,
pouvant ressembler & une spirale comme a un hérisson, tel que le présente la figure
1.1. Mais avant d’aller plus loin commencgons par faire une description de cet objet



tenant son nom de Tony Skyrmel[l, 2|, I'ayant introduit dans le contexte de la physique
des particules. Ces objets, se comportant de maniere similaire a des particules, appa-
raissent sous différentes formes dans de nombreux domaines tels que I'étude de D'effet
Hall quantique, la physique des particules, la théorie des cordes, les cristaux liquides ou
encore les condensats de Bose-Einstein[3]. Ils interviennent notamment sous la forme
de solitons[4] dans le cadre du magnétisme, comme nous allons le voir plus en détail
dans le présent manuscrit.

Ces objets peuvent étres décrit par un champ vectoriel normé n(zx,y) vivant dans
un espace bidimensionnel. Grace a leur haute symétrie ce champ peut s’exprimer natu-
rellement en coordonnées sphériques comme

sin 6 cos ¢
n=|sinfsing |. (1.1)
cosf

L’angle orbital # a la particularité de ne dépendre que de la distance r = v/x? + y? au
centre du skyrmion, pris ici comme origine du plan. On a notamment, par convention !,

6(0) =0, lim 6(r) =, (1.2)
imposant donc que le champ n pointe vers le haut en son centre, et vers le bas a 'infini,
comme illustré sur la figure 1.1. L’angle azimutal ne dépend quant a lui que de la coor-
donnée angulaire du plan o = arctan £ selon ¢ = Qo + . Le second parametre, 7, est
appelé I'hélicité, il définit la maniere dont le champ se tord en s’éloignant de son centre.
Pour v = 0, le champ s’enroulera autour du vecteur angulaire e, = (— sin «, cos a)?,
comme représenté sur la gauche de la figure 1.1, formant une sorte de hérisson. On a
alors un skyrmion qui est dit de type Néel, par analogie avec les parois de domaines
magnétiques qui présentent le méme type de structure. Dans le cas v = 7, le champ
n s’enroulera cette fois autour du vecteur radial e, = (cosq,sina)’, formant plutot
une spirale comme représenté sur la droite de la figure 1.1. On appelle ces skyrmions
des skyrmions de Bloch, 1a encore par analogie avec les parois de domaines magnétiques.

Pour comprendre le second parametre, (), appelé charge topologique, il faut regarder
un skyrmion comme étant plutot défini sur la sphére S?. La définition dans le plan
présentée plus haut peut en effet étre vue comme la projection stéréographique du
champ n défini sur la sphere, associant le pole nord de la sphere avec 'origine du plan,
et le pole sud avec la limite r — oo. Une représentation de cette cartographie S? < R?
est proposée sur la figure 1.2. On y présente quatre types de skyrmions, représentés
dans le plan R? sur la premiere ligne, et sur la sphére S? sur la seconde ligne. Dans
cette seconde représentation la charge () apparait naturellement comme le nombre de
fois ot le champ n s’enroule autour de la sphére. On comprend ainsi que cette charge est

1. L’autre convention possible consiste & inverser les deux limites.



de nature topologique, et indexe le secteur topologique dans lequel se trouve le champ
vectoriel n allant de S? dans R3. Cette charge se calcule explicitement selon

1, 1 27 dg
S . == 1.
Q ym /d n- (0;n x oyn / dr sm&dr gy do — . (1.3)

ou la seconde égalité peut étre démontrée en exprimant le champ n en coordonnées
sphériques[3]. La premiére intégrale, appelée polarité, vaut nécessairement

o
= ——/ dr sm& = —[COSQ] ==+1 (1.4)

0
selon la convention choisie, elle vaut notamment 1 si on fait le choix (1.2). La deuxieme

intégrale vaut quant a elle )
s
L [aa %~ (15)
m Jo da

suivant la définition adoptée plus haut pour ¢(a). Pour que le champ n(r, &) soit mo-
novalué on doit avoir n(r, a4 27) = n(r, ), ce qui impose que la charge topologique @
est nécessairement un entier, qui peut néanmoins étre négatif. La figure 1.2 donne par
exemple les illustrations de skyrmions de charge Q = —1 et () = 2. Si il y a plusieurs
skyrmions dans le plan, I'intégrale (1.3) donne la somme des charges des skyrmions
présents dans la surface intégrée. Si tous les skyrmions sont de méme nature alors dans
ce cas on pourra parler de nombre de skyrmions, en divisant I'intégrale par la charge
des skyrmions en présence. Cette derniere proposition permet de comprendre pourquoi
I'intégrande peut parfois étre appelée densité de skyrmions, plutot que densité de charge.

Cette définition insinue a tort qu'un skyrmion est nécessairement hautement symé-
trique. En réalité ce qui caractérise vraiment la présence d'un skyrmion de charge @) est
I’équation (1.3) qui ne dépend pas de la structure interne du skyrmion, mais compte
seulement le nombre de fois ou le champ vectoriel n s’enroule autour de la sphere
lorsqu’on parcourt le plan. La charge apparait ainsi comme un invariant topologique,
quantité robuste qui ne dépend pas des propriétés locales du champ.

1.2 Les skyrmions magnétiques

Concentrons nous maintenant sur les skyrmions magnétiques, qui sont ceux qui vont
tout particulierement nous intéresser par la suite. Dans le cas d'un aimant il est naturel
de définir une aimantation locale M(r). On parlera alors de skyrmion lorsque le champ
normalisé

(1.6)

satisfait les conditions évoquées précédemment, avec M, 'aimantation de saturation.
Dans le cas ou le systéme est bidimensionnel, les définitions précédentes s’appliquent
directement. Dans le cas tridimensionnel on pourra visualiser les skyrmions comme des



F1GURE 1.2 — Différents types de skyrmions, représentés dans le plan sur la premiere
ligne et sur la sphere pour la seconde ligne. On a en a) un skyrmion de type Néel
de charge 1, suivi en b) d’un skyrmion de Bloch de charge 1, lui méme suivi par c)
un skyrmion de type Néel ayant une charge ) = —1, on termine a droite par d) un
skyrmion de Néel ayant une charge Q) = 2.

objets définis dans chaque plan de coupe, s’étendant selon la troisieme direction comme
une ligne (ou un tube) de skyrmions[3].

Voila une définition fort commode, mais il est légitime de se demander si des skyr-
mions peuvent se former spontanément au sein d’un aimant, et si oui comment. La
réponse est oui, c¢’est possible. Pour savoir comment, il faut regarder de plus pres la
fonctionnelle énergie des systemes permettant I’émergence de telles structures, afin de
comprendre quelles sont les interactions nécessaire a ’émergence de tels objets. Cette
fonctionnelle peut s’écrire comme 2

H[m] :/d2r [Af)imf)im—i—l((l—mﬁ)—i—HmquDeDM} : (1.7)
ou une somme sur les indices répétés est sous entendue pour le premier terme, comme
ce sera le cas pour la suite du manuscrit. Le premier terme est un terme d’élasticité

représentant la limite continue d’un modele sur réseau avec un couplage entre moments
magnétiques S; de la forme Heisenberg ferromagnétique

1 -
Helas ~ §A Z Sz : Sj (18)

avec la somme se faisant généralement sur les premiers voisins et A ~ a2A. Lorsque

2. Dans le cas d’un systeme tridimensionnel on pourra alors voir H comme une densité linéique
d’énergie.



seul ce terme élastique est présent alors on peut montrer[5] qu’au secteur topologique
indexé par la charge () est associé un minimum d’énergie 4w AQ), qui est atteint pour un
profil de skyrmion dit de Belavin-Polyakov, qui sera discuté plus en détail au chapitre
3.

Le second terme de la fonctionnelle (1.7) est un terme d’anisotropie favorisant ici une
aimantation selon 'axe z, avec un poids énergétique décrit par la constante K ayant la
dimension d’une énergie surfacique. Le troisieme est simplement un terme d’interaction
avec un champ magnétique extérieur H, dirigé ici lui aussi selon 'axe z. Le dernier
terme correspond a une interaction de type Dzyaloshinskii-Moriya, interaction chirale
s’exprimant sur réseau sous la forme

HD = ZDW . (Sz X S]) , (19)

avec D;; un tenseur antisymétrique, dont la structure dépend du matériau considéré.
Cette interaction, due a des effets spin-orbitaux, est I'interaction qui favorise des confi-
gurations non colinéaires telles que les skyrmions. Cette interaction peut se traduire de
différentes manieres dans la limite du continu selon le matériau considéré. On observe
généralement des termes de la forme

epM = Eijk MiOpm; (1.10)
dans le coeur de matériaux, et des termes du genre
eDM:eijei-((?imxm) (111)

aux interfaces[6, 3|, avec € et €; des tenseurs completement antisymétriques. Dans
les deux cas on a le produit d'une composante de 'aimantation avec la dérivée premiere
d’une autre composante, impliquant que la constante D soit une énergie linéique. Il
est pertinent de réécrire 1'énergie (1.7) en renormalisant 1’échelle de longueur selon

I'épaisseur de paroi l,, = \/A/K en prenant 7 = r/l,,. Cela meéne a

A,
Him] = /dQF [ (V : m)2 + K2 (1 —m?) +12Hm, + DlwéDM}
2 (1.12)

2 | (e 2 2 .
:A/dr [(V-m) +(1—mz)+hmz+2ee[)w}

ou D 4
€= ———, h=—H, 1.13
2VAK K ( )
et ou le tilde signifie que les dérivées du terme correspondant ont été adimensionnées.
On voit ainsi que le parametre clé va étre la valeur du parametre e, associée a I'am-

plitude effective h du champ magnétique appliqué. Il a été montré que trois phases

3. Clest a dire lorsque le champ n(r) s’enroule @ fois autour de la sphére en parcourant le plan,
autrement dit il existe un skyrmion de charge ) dans le plan.
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peuvent étre observées selon les valeurs prises par ces deux parametres|6]. La premiere
est une phase uniforme?, on y observe simplement une configuration ferromagnétique
m = te,. C’est la seule phase observée lorsque € < % Les deux autres phases sont
observées pour € > %, I'augmentation/diminution du champ magnétique permettant de
passer de 'une a 'autre des ces trois phases. La seconde phase est dite en spirale, on
y observe une modulation du champ m(r) selon une unique direction, formant des pa-
rois de domaines paralleles et régulierement espacées. Elle est observée pour de petites
valeurs de h. La troisieme phase abrite un réseau de skyrmions, dont le parametre de
maille dépend des deux parametres € et h. Si cette phase abrite un tel réseau c’est que
le skyrmion devient alors la structure la plus favorable énergétiquement. Cette phase
représente la phase intermédiaire entre la phase spirale et la phase uniforme lorsqu’on
augmente l'intensité du champ magnétique appliqué[6, 8]. Il est important de noter
que I'apparition de skyrmions stables ne peut se produire qu’en présence d’un champ
magnétique non nul |h| > 0 dans le cadre du systéeme modele présenté ici. On peut
néanmoins souligner le fait que 'utilisation de diverses astuces et méthodes a aujour-
d’hui permis de créer et observer des skyrmions stables, apparaissant de plus a des
températures raisonnables[9, 10, 11].

Nous venons d’introduire la notion de skyrmion, et nous avons explicité leur descrip-
tion dans le cas de matériaux magnétiques. Nous allons maintenant brievement explorer
une application que pourraient avoir ces objets dans le futur de I’électronique de spin.

1.3 L’utilisation de skyrmions pour des mémoires

L’intérét principal des skyrmions magnétiques d'un point de vue pratique est que ces
objets pourraient servir de porteurs d’information[10, 12, 3]. Le principe serait de placer
(écrire) des skyrmions le long d'un matériau magnétique de géométrie quasi unidimen-
sionnelle que nous appelleront rail. On pourrait alors imaginer déplacer ces skyrmions
le long du rail afin de venir les lire/écrire au niveau d’une pointe située a une extrémité
du rail[13, 14, 15, 16]. On lirait alors un "1" lorsque la pointe détecterait un skyrmion,
et un "0" si elle n’en détecte aucun. Ces futures mémoires pourraient permettre d’obte-
nir un excellent rapport capacité de stockage / volume, ainsi quune vitesse de lecture
et d’écriture potentiellement meilleure que les mémoires actuelles. Afin de mieux com-
prendre le fonctionnement de telles mémoires, on se propose maintenant de s’intéresser
de plus pres au déplacement de skyrmions le long d’un rail.

Les skyrmions peuvent étres déplacés le long d’un matériau quasi unidimensionnel,
que nous appelleront rail, en utilisant un courant électrique polarisé ou courant de spin.
Il y a deux possibilités, injecter un courant de spin directement dans le rail, ou alors

4. On peut mentionner que au sein de cette phase dans la limite ¢ < 1 le ceceur d’un skyrmion
optimal adopte[7] un profil analogue & celui de belavin-Polyakov observé dans le cas D = K = 0.
L’énergie minimale d’un skyrmion est alors de l'ordre de 4w AQ, le rendant hautement instable.

11



injecter un courant électrique dans un second rail, ayant les bonnes propriétés et accolé
au rail contenant les skyrmions. Le courant transverse de spin dans ce second rail, di a
I’effet Hall de spin, influera alors sur les skyrmions présents dans le rail principal. Dans
les deux cas le principe repose sur les interactions de type échange et spin-orbite, entre
le spin des électrons et les moments magnétiques qui composent le skyrmion. Cette in-
teraction va produire un moment de torsion, résultant en une déformation du skyrmion,
produisant un mouvement effectif de ce dernier. L’inconvénient de ce dispositif est qu’il
existe une composante intrinseque a la force s’appliquant au skyrmion, appelé effet Hall
de skyrmion, qui le fait dévier de la direction du courant de spin appliqué®. Cet effet,
intrinseque aux objets ayant une charge topologique non nulle, est particulierement
contraignant si on veut créer une mémoire puisqu’elle va conduire a la collision des
skyrmions sur les parois du rail, menant a des pertes d’information. Diverses solutions
ont étés proposées pour résoudre ce probleme, consistant généralement a fagonner soit
le rail secondaire d’injection, soit le rail abritant les skyrmions, de telle sorte a produire
des forces effectives qui compensent 'effet Hall de skyrmion. Ces solutions sont néan-
moins tres compliquées a mettre en pratique expérimentalement car elles reposent sur
la possibilité de fagonner a la perfection le rail a I’échelle microscopique. Elles permet-
traient de plus de solutionner le probleme pour une unique valeur du courant appliqué,
et manquent donc beaucoup de souplesse.

1.4 Les skyrmions antiferromagnétiques

C’est dans cette optique que des objets similaires, les skyrmions antiferromagné-
tiques, attirent actuellement beaucoup d’attention[12, 3]. Ces objets sont 1’analogue
direct des skyrmions ferromagnétiques présentés plus haut, mais pour des systémes ou
le parametre d’ordre local n’est plus 'aimantation locale M mais le parametre d’ordre
Néel. Considérons un systeme antiferromagnétique présentant un ordre Néel, pour le-
quel les moments magnétiques de deux sites voisins, placés sur un réseau bipartite, sont
toujours opposés, comme représenté sur la figure 1.3. L’aimantation effective locale est

alors définie comme
M+ M,

1.14
m(r) =~ (1.14)
tandis que le parametre d’ordre Néel est quant a lui défini comme
M; — M,
=—. 1.15
n(r) =~ (1.15)

Pour un matériau présentant une forte interaction d’échange antiferromagnétique entre
premiers voisins, on aura une configuration douce ou n(r) varie lentement. Dans ce

5. Cette force peut étre visualisée comme étant ’analogue de la force de Magnus qui s’applique a
un objet en rotation lors de son mouvement dans un fluide, I’objet en rotation pouvant étre associé a
un skyrmion dans le cas présent.
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Fi1GURE 1.3 — Aimant antiferromagnétique présentant un ordre Néel, sur un réseau carré
de parametre de maille ay. Une translation de age, ou agpe, conduit a une inversion du
moment magnétique considéré. On peut définir deux sous réseaux présentant chacun
un ordre ferromagnétique, représentés en rouge et bleu, a partir desquels les définitions

du parametre d’ordre Néel n(r) = MI=M2 et de I'aimantation effective locale m(r) =

Mi+M> gont naturelles.
20,

cas on aura de plus |m|| < 1 =~ ||n||, permettant en général de négliger les fluctua-
tions de 'aimantation effective locale m et de ne travailler qu’avec le parametre d’ordre
Néel n. Maintenant que ces deux champs effectifs sont définis, on voit que si on ap-
plique la définition précédemment établie d’un skyrmion au champ n, on obtient ce que
I'on appelle un skyrmion antiferromagnétique. Ce dernier est en fait composé de deux
skyrmions ferromagnétiques de charges topologiques opposées, chacun situé sur un des
deux sous réseaux. L’intérét de ce nouvel objet est que la direction de déviation d'un
skyrmion due a l'effet Hall de skyrmion dépend du signe de sa charge topologique. Un
skyrmion antiferromagnétique étant justement composé de deux skyrmions jumeaux
ayant des charges topologiques opposées, il ressentira deux forces transverses opposées
et de méme amplitude, qui vont donc toujours se compenser. Il devient alors possible
de déplacer un skyrmion en ligne droite sans subir l'effet Hall de skyrmion. Ces objets
sont d’autant plus prometteurs que le fait qu’ils n’aient aucune aimantation nette les
rend a priori beaucoup plus robuste vis a vis de perturbations magnétiques extérieures.
On peut finalement noter que la vitesse de déplacement théorique des skyrmions anti-
ferromagnétiques est nettement supérieure a celle des skyrmions ferromagnétiques[3].
Les problemes qui se posent néanmoins avec ces objets prometteurs sont les dif-
ficultés, pour l'instant théoriques, liées & leur écriture et leur détection[3, 17, 18, 19,
20, 21, 22]. Il est techniquement possible d’écrire la fonctionnelle énergie (1.7) et de
refaire la discussion associée en remplagant I'aimantation locale m par le parametre
d’ordre Néel[8]. On voit cependant que l'apparition de skyrmions est assujettie a ’ap-
plication d’un champ magnétique externe, qui devrait, dans le cas antiferromagnétique,
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étre modulé a I’échelle du réseau. Cela peut se faire en utilisant un matériau bi-couche,
ou la couche de substrat est elle méme antiferromagnétique et permet ainsi d’appli-
quer un champ magnétique effectif ayant la modulation spatiale souhaitée. On ne peut
néanmoins pas dans ce cas paramétrer I'intensité du champ magnétique imposé, ce qui
complique énormément les choses si on veut pouvoir fagonner les skyrmions produits.
Pour ce qui est de la détection le probleme vient du fait qu'un skyrmion antiferroma-
gnétique ne produisant pas d’aimantation nette, les méthodes de détection magnétiques
utilisées pour leurs homologues ferromagnétiques ne fonctionnent pas.

On peut tout de méme noter que des skyrmions antiferromagnétiques ont pu étre
créés et observés expérimentalement en superposant deux couches ferromagnétiques,
abritant chacune un skyrmion dont les charges topologiques sont opposées. Les deux
couches étant en interaction les deux skyrmions sont ainsi liés, formant de maniere ef-
fective un skyrmion antiferromagnétique[23], dit synthétique.

Afin de pouvoir espérer un jour former et manipuler des skyrmions antiferromagné-
tiques au sein d’un matériau, il faut étudier et comprendre comment ces objets inter-
agissent avec les différents degrés de libertés présents au sein d’un cristal. L’objet de la
premiere partie de ce manuscrit est ainsi de comprendre, du point de vue quantique,
quels vont étres les possibles interactions d’un skyrmion antiferromagnétique avec les
électrons qui I'entourent au sein du cristal. Mais avant de s’attaquer au probleme, nous
nous proposons de commencer par brievement passer en revue les différents travaux qui
ont été faits sur des sujets voisins.

1.5 Travaux antérieurs voisins

1.5.1 Interaction électron-skyrmion ferromagnétique

On commence par passer en revue les études qui ont été faites concernant 'interac-
tion électron-skyrmion ferromagnétique. L’interaction des électrons de conduction avec
un skyrmion ferromagnétique donne lieu du point de vue macroscopique a un phéno-
mene appelé effet Hall topologique[24, 25, 26]. Cet effet se traduit par 'observation d’un
comportement anormal de la résistivité de Hall p,, qui est corrélée a la détection de
skyrmions. Cet effet est d{i, du point de vu microscopique, a la diffusion des électrons
sur les skyrmions présents dans le matériau considéré[27, 25, 26, 28]. Ce phénomene de
diffusion est la conséquence d’un couplage d’échange

V= —JM(r) -3 (1.16)

entre les moments magnétiques composant le skyrmion, décrits par 'aimantation locale
M(r), et le spin de I’électron traduit ici par 'opérateur 8. On constate que cette in-
teraction produit un couplage effectif entre le mouvement de ’électron et son spin[29],
c’est a dire un couplage spin-orbite, qui est dii au fait que le champ d’aimantation M(r)
varie spatialement. On peut visualiser ¢a classiquement comme si I’électron modifiait
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sa trajectoire de telle sorte a ce que son spin demeure toujours aligné avec I’aimanta-
tion locale®. On peut noter que ce couplage spin-orbite effectif n’existe qu’a cause de
I'inhomogénéité de 'aimantation locale, ce qui suggere que la force de ce couplage sera
fonction du gradient de M(r) [30, 31]. Le couplage spin-orbite "usuel" apparait dans
I’équation de Pauli

o¢ _

06 _
ot

1 /7. e \? eh eh .
lzm(p+cA> +e®—%a-H—WU-EXp¢ (1.17)
comme une trace du développement non relativiste, en puissances de 1/¢, de I’équation
de Dirac[32]. Dans le cas de l'interaction (1.16) on observe qu'il n’y a pas cette fois
de petit parametre analogue a 1/c. Ce couplage spin-orbite effectif peut donc étre, du
point de vue théorique, arbitrairement grand pour un matériau présentant une forte
aimantation ainsi qu'une grande intégrale d’échange J.

La compréhension détaillée de la diffusion d’un électron sur un skyrmion ferromagné-
tique semble bien maitrisée, ayant été modélisée analytiquement et numériquement |27,
25, 26, 28]. Ces résultats montrent par ailleurs que dans le cas d’un skyrmion ferro-
magnétique, l'interaction effective qui existe entre un électron et un skyrmion via le
terme de couplage (1.16) ne peut conduire qu’a une diffusion de I’électron, cette der-
niere affectant a la fois la trajectoire mais aussi le spin de ’électron. Nous verrons dans
la suite de ce manuscrit que ce type de comportement n’est pas le seul observé pour un
skyrmions antiferromagnétique.

Nous allons maintenant nous concentrer sur le sujet qui fait 'objet de ce manuscrit,
a savoir I’étude, du point de vue quantique, de l'interaction d’un électron avec un skyr-
mion antiferromagnétique. Nous allons pour cela commencer par établir une description
hamiltonienne générale de l'interaction d’un électron avec une texture magnétique pré-
sentant localement un ordre Néel.

1.5.2 Interaction d’un électron avec une texture antiferroma-
gnétique

Le traitement de 'interaction entre un électron et une texture magnétique ferroma-
gnétique, bien connue théoriquement et expérimentalement, a récemment été complétée[33]
par 1’étude théorique de l'interaction entre un électron et une texture magnétique
au sein d’un matériau antiferromagnétique. Cette étude se place dans le contexte
adiabatique[33] ou l'interaction d’échange entre le spin de 1'électron et I’aimantation
du matériau (1.16) domine la dynamique de I’électron. Dans le cas d'un matériau fer-
romagnétique cela implique que le spin de 1’électron s’aligne en tout temps et en tout

6. Cette représentation imagée, un peu cavaliere, correspond a la limite adiabatique dans laquelle
Pamplitude J du couplage (1.16) est telle que c’est cette interaction qui domine le comportement de
I’électron.
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point avec 'aimantation du matériau. Dans le cas d’'un aimant antiferromagnétique
cela n’est pas possible puisque cela signifierait des retournements successifs du spin a
I’échelle du réseau. Cela signifie que bien qu’un axe de polarisation soit donné par le
parametre d’ordre Néel (1.15), il n’y a pas d’orientation privilégiée pour le spin le long
de cet axe. L’ordre antiferromagnétique produit ainsi deux bandes d’énergie dégénérées,
puisqu’a chaque énergie on peut associer de maniere équivalente deux états de polarisa-
tions opposées. La dynamique d'un électron au sein d’'une bande d’un tel matériau est
donc décrite par une théorie de jauge non abélienne 7, rendant compte de 1'oscillation de
la fonction d’onde de I'électron entre ces deux états de polarisation au cours du temps
et au sein de 'espace.

Le traitement de la dynamique particuliere des électrons au sein d'un matériau
antiferromagnétique réalisé dans cette étude[33] se fait dans la limite quasi classique.
Le hamiltonien est ainsi projeté dans un états quasi classique, constitué d’un paquet
d’onde possédant un centre de masse et une vitesse bien définis. Cela permet alors
la détermination du systeme effectif d’équations régissant la dynamique classique de
I’électron. Le but est de réaliser un analogue antiferromagnétique des équations régissant
le comportement d’un courant électrique au sein d’un matériau présentant une texture
magnétique non uniforme, mais aussi d’ouvrir la voie a 1’étude réciproque de I'impact
d’un courant électrique polarisé en spin sur une texture magnétique[34].

L’approche semi-classique utilisée, faisant intervenir un paquet d’onde localisé afin
d’en dériver les équations du mouvement, est intrinsequement différente de 1'approche
utilisée dans ce manuscrit, purement quantique. Elle ne peut pas en particulier identifier
de potentiels états liés entre les électrons étudiés et la texture magnétique sous-jacente.
On peut de plus noter que les équations du mouvement obtenues grace a une telle
étude sont singulieres au voisinage des minimums de la bande de conduction (et des
maximums de la bande de valence) induites par l'ordre antiferromagnétique, points
centraux de ’étude réalisée dans ce manuscrit.

7. Dans le cas ferromagnétique une bande est associée a une unique polarisation, et la théorie de
jauge correspondante est ainsi de type U(1).
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Un électron dans un aimant de Néel

On veut dans ce chapitre établir le formalisme permettant de décrire le comporte-
ment d'un électron au sein d’un aimant bidimensionnel présentant un ordre Néel. On
se propose pour cela de commencer par expliciter le hamiltonien décrivant le compor-
tement de I’électron dans un aimant présentant un parametre d’ordre uniforme. On
se penchera ensuite sur le cas ou le parametre d’ordre n’est plus uniforme mais quel-
conque. On verra alors que le hamiltonien obtenu possede une forme simplifiée dans la
limite des basses énergies. La transformation de jauge associée au hamiltonien obtenu,
assez inusuelle, sera discutée en détails. La description de ce formalisme a pour but de
pouvoir étudier le cas spécifique de 'interaction électron-skyrmion dans les chapitres

suivant.
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2.1 Construction du hamiltonien effectif

On veut, afin de caractériser le comportement d’un électron au sein d’un matériau
antiferromagnétique, établir le hamiltonien général décrivant le couplage entre une tex-
ture magnétique antiferromagnétique bidimensionnelle et un électron. Ce couplage est
di a linteraction d’échange qui existe entre le spin de I’électron et les moments ma-
gnétiques des atomes composant le matériaux hote. On se place ici dans le cadre d'un
modele continu, ou on considere par conséquent l'interaction d’échange entre le spin
d’un électron, et I'aimantation locale M(r) du matériau. On peut utiliser le formalisme
de la seconde quantification pour ainsi écrire le hamiltonien correspondant

H— alg/d2r Vi) [ (B) + JM - o] U(r), (2.1)

qui peut étre vu comme la limite continue d’un modéle microscopique défini sur un ré-
seau carré de pas ag. ¥(r)" est Popérateur champ spinoriel de création électronique.
Le premier terme de ce hamiltonien décrit la dynamique de 1’électron au sein du
matériau, avec e(p) la relation de dispersion de 1’électron, dont I’expression exacte
peut étre construite & partir d’'un modeéle sur réseau. On aura par exemple £(p) =

2t [COS (%) + cos (%)} dans le cas ou l'on ne considére qu'un couplage entre plus
proches voisins sur un réseau carré de parametre ag, avec une amplitude de saut t. Le
second terme décrit quant a lui le couplage du spin de I’électron, représenté par le triplé
des matrices de Pauli o, avec 'aimantation locale M(r) du matériau sous-jacent.

On traite ici du cas d’'un matériau antiferromagnétique présentant un ordre Néel, il
est donc naturel de définir deux sous réseaux possédant chacun un ordre ferromagné-
tique. Ces deux sous réseaux portent ainsi des champs d’aimantation locaux M (r) et
M, (r) (voir figure 1.3). Il est alors pertinent de définir d’une part le parametre d’ordre
Néel n(r) = %7 et 'aimantation effective locale m(r) = %1:42, avec M, 'aiman-
tation a saturation. Dans le cas d’un matériau possédant un couplage entre moments
magnétiques voisins ! suffisamment fort on a |[n|| ~ 1 > |jm]||. On peut de plus noter
que le temps de relaxation associé au champ m sera bien plus court que celui du pa-
rametre d’ordre Néel n. On peut ainsi traiter le probléeme en négligeant ’aimantation
effective m, en prenant notamment M(r) ~ Mn(r)e@T. Le vecteur Q = (:I:%, :I:%)
décrit I'ordre Néel pour un réseau carré de parametre de maille ag. On notera par la
suite A = JM, afin de réécrire le hamiltonien comme

1 .
H=— [dr W) [ (p) + An- o e (r) (2.2)
@
On va maintenant étudier la structure de bande produite par ce hamiltonien, en com-

mengcant par analyser le cas simple d’un matériau présentant un ordre Néel parfaitement
uniforme.

1. On parle ici du couplage de type Heisenberg antiferromagnétique A" (i.) S; - S; responsable de
I’ordre Néel local.
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2.1.1 Configuration uniforme

On se place dans le cas d'une texture de spin uniforme afin de réaliser une premiere
image physique du probleme. Dans un tel cas on peut prendre n(r) = e, sans perte de
généralité, et passer dans I'espace réciproque? en utilisant

W(r) = le gpje—iwqu, U, = / &r P (1), (2.3)
avec L la taille caractéristique du systéme. On obtient
M= 2L4Z/d2r\lﬁ ep @ PTP)T L Ag (HQFPP)T }‘Ilp/. (2.4)
L’intégration sur ’espace de coordonnées réelles mene a

L2 DD \I] [p0pp + A0 dprqp] Yy, (2.5)

40 p,p’

H=

il devient alors évident que le second terme produit un couplage entre états d’impulsions
p et p + Q, réduisant ainsi la zone de Brillouin. On voit sur la figure 2.1 a) que cette
nouvelle zone de Brillouin?® est deux fois plus petite que la zone de Brillouin de 1'état
paramagnétique parent, et differe d’un angle 7 dans son orientation. Il est alors pertinent
de sommer sur cette nouvelle zone de Brillouin pour obtenir le hamiltonien

1 € Ao 0L
— T T P z P
H L2a2 g (‘I]p \Dp+Q) (Aaz 5p+Q> (‘I/p+Q> ’ (2.6)

qui agit désormais sur un bi-spineur.

Ce hamiltonien est facile a diagonaliser car ¢, et ep1q sont des quantités scalaires.
Il produit deux bandes d’énergie

+
By=c,+ A2 42, ey = w (2.7)

séparées par un gap d’épaisseur 2A. Ces deux bandes sont doublement dégénérées car,
contrairement au cas d’'un matériau ferromagnétique, aucune direction n’est privilégiée
par la texture magnétique. On peut observer que le couplage du spin de I’électron avec
une texture antiferromagnétique transforme donc un métal demi-rempli en isolant. On
a alors une situation analogue a celle d’'un semi-conducteur avec une bande de valence
pleine et une bande de conduction vide, voir figure 2.1 b).

Dans l'optique de traiter plus tard le cas plus complexe d’un parametre d’ordre
Néel n(r) quelconque, on veut maintenant dériver un hamiltonien effectif plus simple,
agissant sur un spineur, qui décrit le comportement d’un unique électron situé dans la
bande de conduction E, que 'on vient d’identifier.

2. On parle ici indifféremment d’impulsion ou de vecteur d’onde, ce qui revient implicitement &
considérer pour cette section le systéme d’unité pour lequel & = 1. On utilisera ainsi les variables p et
q pour noter les vecteurs d’onde dans tout le manuscrit.

3. On lappellera par la suite zone de Brillouin réduite ou zone de Brillouin magnétique.
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a)

FIGURE 2.1 — a) La zone de Brillouin d’'un matériau antiferromagnétique est réduite
(en bleu) par rapport a la zone de Brillouin paramagnétique (en bleu clair) a cause
du couplage entre les impulsions p et p + Q induit par le terme d’échange. Les axes
des impulsions p, et p, sont pris selon les deux directions naturelles du réseau carré
considéré, la constante A est prise égale a 1. b) Structure de bande induite par l'in-
teraction d’échange entre un électron et une texture magnétique antiferromagnétique
uniforme. Les deux bandes sont doublement dégénérées, et séparées par un gap de lar-
geur 2A. On a pris ici le cas d’un systeme modele avec sauts entres premiers voisins
décrit par £(p) = 2t {cos (%) + cos (%)} La coordonnée d’impulsion est prise le
long des pointillés représentés sur la figure a). La bande de valence est hachurée pour
illustrer le cas d’un matériau demi rempli, pour lequel seule la bande de valence est
remplie a température nulle.

Hamiltonien effectif

On veut étudier le comportement d’un unique électron présent dans la bande de
conduction. On cherche a décrire le comportement de basse énergie de cet électron, c’est
a dire que 'on se focalise sur le voisinage d’'un minimum de la bande de conduction.
Pour ce faire on réalise un développement de 1’énergie E, autour de ce minimum local.
Cette construction est analogue a I'approximation des masses effectives qui est utilisée
pour traiter les propriétés électroniques des impuretés hydrogénoides au sein des semi
conducteurs [35, 36].

Les minimums de la bande de conduction sont tous les points py pour lesquels on
assiste a un croisement évité, c’est a dire ceux pour lesquels e_ o e, — epyq = 0. On
a donc par symétrie que ces points vont appartenir au bord de la zone de Brillouin
réduite. Afin de réaliser ce développement, on commence par se placer dans la base qui
diagonalise le hamiltonien (2.6) aux points pg. On utilise pour cela que les vecteurs
propres associés aux valeurs propres (2.7) ont la forme

7t ( N ) & (2.8)

Ei+4e_
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avec 1, la fonction propre de I'opérateur p associé a la valeur propre p. Le changement
de base se fait ainsi via la matrice de passage

I (1 1
RN ”

avec 1 la matrice identité dans ’espace de spin. Cette transformation mene au hamil-
tonien

Al e 1 ) , (2.10)

el <e_]1 “Al

qui est bien diagonal au niveau du minimum de la bande de conduction, pour lequel
pour e_ = 0.

On veut maintenant partir de ce hamiltonien pour dériver le hamiltonien effectif
s’appliquant au voisinage de la bande de conduction, dans I’esprit du développement de
I'équation de Dirac vers celle de Schrodinger [32]. Pour cela on applique ce hamiltonien
a un bispineur (@, x)’, et on décompose ’énergie comme A + ¢ ou |¢| < A. On obtient
I’équation de Schrodinger

(o) e

que 'on peut séparer comme
E_X = (8 - ng) (I)a

2.12
P =02A4+¢ec—¢e4)x. (2.12)

On voit alors que dans la limite ou les énergies en jeu |e| et || sont petites comparées
a I’épaisseur du gap A, on a

£_
~ _—o 2.1
X ox (2.13)

ce qui implique que le spineur x est petit devant ®. Dans 'esprit du développement de
I’équation de Dirac vers celle de Schrodinger [32, 37] il est donc légitime de se restreindre
a I’étude de cet unique spineur, obéissant a 1’équation

2A

Cela correspond a se restreindre a 1’étude du hamiltonien effectif

<a+ + (5‘)2> O = o, (2.14)

u (e (1)
e =¢e+(P)+ TN (2.15)
qui agit sur un spineur et non plus un bispineur. On peut noter que ce hamiltonien
n’est valable que s’il méne a des énergies propres ¢ petites devant 1’épaisseur de gap A,
si ce n’est pas le cas il faudra étudier le hamiltonien complet (2.6).

Maintenant que 'on posséde une bonne compréhension des propriétés du modele

uniforme, on propose de se tourner vers le cas général d'une texture magnétique non-
uniforme.
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2.1.2 Texture magnétique quelconque

On considere le cas général d'une texture magnétique quelconque, décrite par un
parametre d’ordre Néel n(r) dont 'orientation varie continiment dans le plan. On
cherche a obtenir un hamiltonien similaire & celui dérivé dans le cas uniforme (2.6). On
va pour cela réaliser une transformation unitaire dans ’espace de spin, permettant de
recouvrer une configuration uniforme. On définit ainsi 'opérateur unitaire U (r) agissant
dans I'espace de spin, et produisant une rotation envoyant le vecteur n sur la verticale
€,

Ut (r) [n(r) - 0'] Ur) = o= (2.16)
On réalise ensuite la transformation de I'opérateur champ
U =UV (2.17)

qui permet de réécrire le hamiltonien (2.2) comme
1 = SR
H=— / dr Wh(x) [U(x)e (p) U (x) + Ao® Q7] U(x). (2.18)
ap

On ne travaillera plus que dans la base ¥, on omettra donc par la suite le ~ puisque cela
ne préte pas a confusion. Sous cette transformation le terme d’échange devient ainsi
analogue au cas uniforme, tandis que dans le terme cinétique il s’opere une substitution
de Pierls

P = —ihd; — Up;U=p,+ A, o (2.19)

ot A;-o = A% = —ihUT9,U avec i les indices d’espace et o de spin. En se plagant en
représentation position et dans la base (¥p, ¥p1q)" on obtient finalement la formulation
du hamiltonien (2.18)

_(ep(P+A-0O) Ao,
H= ( Ao, epqPt+A-0)) (2.20)

exprimé dans le formalisme de la premiere quantification. On a utilisé la notation
epiq(P+A-0) = Ule,iq(P)U avec ep1q(p) = e(p+ Q). Le champ de jauge in-
troduit au cours de la substitution de Pierls étant non abélien, on notera que les termes
situés sur la diagonale e, (p+ A - o) et ep1q (P + A - o) ne sont plus des scalaires. On
ne peut donc plus diagonaliser directement ce hamiltonien.

2.1.3 Hamiltonien effectif

Tout comme dans le cas cas uniforme, les points py pour lesquels e, = €py+q
vont étre le siege d'une levée de dégénérescence due au couplage induit par le terme
d’échange. Par construction ces points vont donc la encore correspondre aux minimums
locaux de la bande de conduction. On va ainsi, de maniere analogue a ce que l'on a
fait dans le cas uniforme, se placer dans la base qui diagonalise le hamiltonien (2.20)
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aux points {po}. Cela se fait en utilisant la matrice de passage P définie selon (2.9), le
hamiltonien se transforme alors comme

i —PHP - <7+ ;Aﬂ . 1_A]1> (2.21)
avec )
’yi:2<€p (P+A -0)Lo.cp1q (f)—l—A-a)az). (2.22)

Il n’est pas évident a premiére vue que ce hamiltonien est diagonal aux points {po}.
L’objectif étant d’étudier le voisinage d’'un minimum de la bande de conduction, on
développe les relations de dispersions e, and ep4.q autour de I'impulsion pg repérant ce
minimum. Dans cette optique on observe bien que le Hamiltonien ci dessus est diagonal
au point pg puisqu’alors v_ = 0 et v, est un scalaire.

Appliquons maintenant ce hamiltonien a un bispineur, en gardant en téte que 1'on
se place pres d’'un minimum E, = A de la bande de conduction. On note ainsi I’énergie
E = A+ ¢ avec |e| < A, pour obtenir

vi+ AL A o\ i
(ot 2 V() (Y). .

Cela méne aux deux sous équations

Y-x = (e —v4) @,

2.24
v-2=02A+e—v1)x (224)

On considére maintenant que la texture magnétique est suffisamment douce* pour
vérifier la condition |v+| < A. On voit que cela implique a nouveau une hiérarchie
entre les deux spineurs, puisque la relation

v
~ 1% 2.95
TN (2.25)

implique ® > x. On peut donc éliminer le spineur x pour obtenir une équation de
Schrodinger effective

,72
<7+ + m) d=cd (2.26)

correspondant au hamiltonien effectif

y:
H =~ 4+ — 2.27

4. Cette condition correspond a considérer que le champ de jauge A$, proportionnel aux dérivées
premiére de opérateur U, variant par définition (2.16) de maniére analogue a n, est petit en amplitude
si n varie lentement.
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Il agit sur le spineur

_ % + UzprrQ

V2

ol ¢p, (respectivement ,.q) est le spineur propre de 'opérateur p associé a la valeur
propre p (respectivement p + Q).

i (2.28)

2.1.4 Choix du minimum

Nous avons établi I'expression du hamiltonien effectif décrivant le couplage d'un
électron avec une texture de spin sous-jacente. Il nous faut maintenant expliciter les
termes “v4 en choisissant une position spécifique pp du minimum d’énergie local étudié.
Il existe par symétrie deux types de candidats, les centres des bords de la zone de
Brillouin magnétique, notés ¥3;, et les angles de cette derniere. On choisit ici de traiter
le point ¥, représenté sur la figure 2.2, qui est équivalent physiquement aux autres
points ;. On a alors, autour de ce point >, et en se limitant a ’ordre deux,

FIGURE 2.2 — Zone de Brillouin magnétique. Les points J; sont des points de symétrie
équivalentes, tout comme le sont les coins de la zone de Brillouin magnétique. L’étude
présente se porte sur le point »;. A chacun des points ¥; correspondent des états liés,
dont la polarisation dépend du point choisi ainsi que du profil choisi. L’ovale autour
de chaque point représente une équipotentielle de E(p) avec E donnée par (2.7). On
a représenté la polarisation des états liés de conduction correspondant a un skyrmion
de Néel (v = 0) décrit par le profil de Belavin-Polyakov. Cette polarisation est opposée
pour les états de valence, et sa direction e, dépend uniquement de 1'hélicité v selon
e, = (cos~y,sin~y,0)".
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p?

2mi ’

€po (p) = Upy +
(2.29)

p?

2mi ’

€po+Q(P) = —vp, +

avec v la vitesse de Fermi et m; les masses de bande du systéme paramagnétique parent.
Les directions x et y sont prises respectivement le long et perpendiculairement au bord
de la zone de Brillouin magnétique, voir la figure 2.1. On en déduit que autour du point
Y1, en appliquant la substitution de Pierls (2.19), on a

1 2
v =vAl o+ 3 o [(ﬁi + A70% + (A)) ]
=y 1’ (2.30)

(A z, 2 A Il
Y- = v(py + Ajo ) + Tmi{pi’Ai o}

ou Ay o = A¥o” 4+ AYoY est la composante dans le plan z, y du potentiel vecteur A; - o
On peut alors réécrire le hamiltonien (2.27) & Uordre 0 en A™! simplement comme

1

H0:7+:v~A‘;~a+ Z Y

1=,y

2
[+ A7 + (al)] (2.31)
Le terme d’ordre 1 s’écrit quand a lui comme

(v-)* _ 1
oA 2A

. I 2
H, = (v(py + A;0%) + ——1{bi, Al a’}> : (2.32)
2mi
On considere un matériau dont le parametre d’ordre Néel n varie sur une longueur
caractéristique L grande devant le pas du réseau atomique ag. On définit maintenant

le parameétre de maille effectif @ = - = 2¢, avec € = & 1a longueur de cohérence®
mu EF A

du matériau et ep = myv? la largeur caractéristique de bande, ot m,, est de l'ordre
de la masse électronique m. Par construction les deux longueurs a et ag doivent étre
du méme ordre de grandeur®. On en déduit que, sans surprise, il existe une hiérarchie
entre les termes du premier et second ordre dans le développement (2.29),

. § ‘ L A g §a
AZo®)| ~ A= —{p:, A} - ~A—2 ~ A 2.33
0y A ~ AL > oA Aol M A AT (239)
On peut donc approximer le hamiltonien d’ordre 1 comme
2
~ A z - 2\2
H1 ~ ﬁ(]?y + AyO' ) . (234)

5. Le nom est choisi par analogie avec la théorie des supraconducteurs ou la définition de cette
longueur est similaire. Sa représentation physique ne peut étre ici traduite par la taille caractéris-
tique d’une paire de Cooper. Elle décrit plutdt la longueur caractéristique imposée par le matériau
ferromagnétique utilisé.

6. Cela se montre par exemple en regardant une relation de dispersion ayant des termes de la forme

2
tcos(52p;) qui développée a I'ordre deux donne v ~ 92 et m~t ~ t33.
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On voit alors qu’il ne modifie pas la structure du hamiltonien d’ordre 0, il ne fait que
renormaliser la masse effective selon la direction y

2

v
m,! — @np—1:7n;ﬁ+z§. (2.35)

Cette renormalisation est cependant loin d’étre négligeable, en effet on a

2
my  Myv Ep
s \ \ > (2.36)

Y

On a alors (mZ)*1 > m ! puisque m, est de I'ordre de la masse électronique m ou plus

grande (dans le cas ou il ne peut y avoir que des sauts entre atomes premiers voisins,
on a m;' =0). On a donc en réalité un hamiltonien effectif

1?2
1 2 ( z)
H=— (p,+A%0*) +vAl .o+~ 2.37

2m} (py Y ) v 2m; (237)
avec m; = m,. On peut noter ici que ce hamiltonien présente deux termes de potentiels,
dont on peut a nouveau évaluer les ordres de grandeurs respectifs. Pour un parametre
d’ordre Néel n variant sur une longueur caractéristique L on a

uf
Al g~ AS (Z A% 2.
vA} - o] 7> S, 72 (2.38)

Il est donc tout a fait légitime de négliger le second terme de potentiel comparé au
premier, puisqu’on se place ici dans le cadre d’application d’un modeéle continu pour
lequel L > a. On traitera donc par la suite le hamiltonien

XN z __Z 2
H=vAl o+ (p,+ A;0°) (2.39)

2m}

3

Ce hamiltonien possede une structure inhabituelle, et ne semble pas invariant de jauge
puisque les trois composantes de spin du champ de jauge n’interviennent pas de maniere
équivalente. On va cependant devoir regarder de plus pres comment se transforme ce
champ de jauge avant de statuer.
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2.2 Champ de jauge

2.2.1 Construction

Il faut maintenant expliciter le champ de jauge A%
qui décrit la texture de spin du matériau sous-jacent.
Pour cela il faut commencer par choisir un opérateur
U réalisant la rotation décrite dans I’équation (2.16).
L’opérateur

Ur)=m() o (2.40)

avec m le vecteur bissecteur entre le parametre
d’ordre Néel n et la verticale e, [31] s’avere tres com-
mode a manipuler. Il correspond géométriquement a
faire une rotation d’angle m autour du vecteur m
dans ’espace de spin.

On peut noter que le choix de jauge, plus immédiat, consistant plutot a considé-
rer une rotation d’angle 6 autour de e, = (sin ¢, —cos ¢, 0)", décrite par Popérateur

Uy = cos (g) 1 —7sin (g) e, - o conduit évidemment aux mémes résultats.

On peut maintenant utiliser (2.40) pour construire le potentiel vecteur, on a
A,-o=—ihm-c0m-o=hmx om-o, (2.41)
ou on a utilisé la propriété générale des matrices de Pauli
(n-o)(m-o)=n-ml+i(nxm) o (2.42)

associée au fait que J;(m - m) = 2m - 9m = 0. On peut maintenant exprimer le
parametre d’ordre Néel en coordonnée sphériques

sin 6 cos ¢
n = | sinfsing (2.43)

cos

pour obtenir, aprés un calcul simple mais laborieux,

9 —sin ¢ . [—sinfcos ¢
= 8; coso | + % [ _ sin 0 sin ¢ (2.44)
0 1 —cosf

A,

On s’est placé ici dans le systeme d’'unité pour lequel A = 1, il en sera de méme pour
la suite du manuscrit, sauf pour les estimations d’ordre de grandeur pour lesquelles la
dimension des différents termes n’est pas évidente.
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2.2.2 Propriétés

Si on regarde de plus pres la relation (2.16) définissant 'opérateur U, on voit que ce
dernier est défini a une rotation pres autour de I'axe porté par e,. En effet si on définit

U'(r) =U(r)V.(r), V.(r) = ex(®o” (2.45)

avec x(r) un champ angulaire monovalué quelconque, on a alors

o)

n- a} U =viut [n : 0'] UV, =Vie*V = o*. (2.46)
Cette propriété implique que le champ de jauge A se transforme comme
A, = —iVIU"9; (UV.)

= VIAV, —iV]oV, (2.47)

= VZTAL'VZ + AZo® + Oixo”.
On peut ici noter que bien que ce champ de jauge soit non abélien, il obéit a une
transformation de jauge qui est quant a elle abélienne. Cette transformation se traduit
par une rotation d’angle 2 du potentiel vecteur Ay, ce dernier étant la partie du vecteur

A, contenue dans le plan Oxy. Les composantes verticales A7 subissent quant a elles
une transformation de jauge analogue a celle d'un champ électromagnétique

A7 — A7 4 0;x(r). (2.48)

On peut noter qu’en plus de la transformation ci dessus, il existe aussi une rotation au-
tour de n qui laisse invariante la transformation (2.16). On voit en effet qu’en définissant
Iopérateur W (r) = €)™ ayvec ¢ un champ angulaire monovalué, on a

Utwt {n o|WU =Un-oU = o°. (2.49)

Cela implique la transformation de jauge
A=A iUt whow|u. (2.50)

On va montrer que cette transformation correspond, la encore, a une rotation dans
le plan des composantes Ay, associé a une transformation électromagnétique pour les
composantes A7. Pour cela on réécrit I'opérateur W comme

W = €% = cos(¢) +isin(¢)n - o, (2.51)
cela permet d’obtenir

WIOW =W [(—sing+icos¢n-o)di¢p+isingdm - o]
=W [idi¢n- oW +isingdn - o] (2.52)
= idi¢pn-o +isingWion. o
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et donc
sin 2¢

A=A, +0,00" + U Om- o +sin’¢(n x dn) - o| U. (2.53)

Le dernier terme appartient au plan orthogonal” & e, et ne contribue donc qu’a la
transformation de la composante dans le plan Ay. On veut maintenant montrer que cette
composante dans le plan ne subit qu'une rotation. Pour cela on applique 'opérateur 0;
a la relation définissant U, (2.16), pour obtenir

oUm-oU+U'On-oU +Utn-ad;U = 0. (2.54)
En multipliant & droite par U'n - 60U = ¢ on obtient alors
OUNU — iUt (n x ) - oU + o*U'0;U0” = 0. (2.55)
Si on utilise maintenant que 0; (U U ) =0 et donc que UT9;U = —9,UTU, on obtient
Uo,U — o*UT0;Uc* = —iUT(n x 9;n) - aU. (2.56)

Cela signifie, au regard de la définition (2.19) du champ de jauge A%, que la composante
dans le plan du champ peut s’écrire comme

N —;UT (0 x Opm) - o] U, (2.57)

Maintenant qu’on connait cette expression, on peut 'utiliser conjointement avec (2.53)
pour obtenir

sin 2¢
2

AL' =Ut l on-o + (sin2 o — ;) (n x On) - a’] U. (2.58)

Cela signifie que la norme des composantes dans le plan Ay du champ de jauge s’écrit

2
(AN =t (Sin2gz5—1) 10:m] |2 + cos? ¢sin? ¢||9m][2| U
1 2 (2.59)
_ 2 _ (A2
= Lol = (Al)".

On constate ainsi que les normes des composantes dans le plan Ay du champ de jauge
sont conservées, signifiant qu’elles ne subissent qu’une simple rotation dans le plan
Ozxy de l'espace de spin. On obtient donc finalement que les deux transformations de
jauges (2.47) et (2.50) associées au champ de jauge A - o sont finalement physiquement

7. Cela se voit en remarquant que d;n et nxd;n sont tout deux orthogonaux a n. Lorsque 'opérateur
U envoie n sur e, il rend donc ces deux vecteurs orthogonaux a e, puisqu’une rotation conserve les
angles.
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équivalentes. Cette équivalence est explicite lorsqu’on considere les transformations pour
des angles infinitésimaux y et ¢, auquel cas on a

= —i(1 —ixo®)U'0; (U (1 —ixo®)) —A;-o (2.60)
=ix[A; - 0,07 + 0;x0”
et
6A; -0 = —iU'[(1—i¢n-0)0; (1 +i¢gn-o)|U

= ¢ U'0m - o]U + 0;¢0” (2.61)
= ’Kb [Al 1o, UZ] + @(ﬁaz,

ou on a utilisé que

—10; (UTn . O'U) = [0%A; o] — iUtom - oU

aussi
On voit donc bien que sous cette forme infinitésimale ’équivalence des deux transfor-
mations de jauge apparait explicitement.

On peut maintenant remarquer que seules les composantes A7 du champ de jauge
entrent dans le terme cinétique du hamiltonien (2.37), ce dernier est donc bien invariant
sous les transformations de jauge (2.47) et (2.50). Il en va de méme pour les termes
de potentiel qui ne font intervenir que les composantes dans le plan Ay du champ de
jauge.

2.2.3 Invariants de jauge

On peut se demander quels sont les invariants associés avec les deux transformations
de jauge équivalentes présentées ci dessus, et quelles sont leurs expressions. Le premier
invariant se construit en utilisant le fait que sous ces transformations les composantes
dans le plan Ay du champ de jauge ne subissent qu'une rotation. Cela implique que leur
norme ainsi que leur produit vectoriel est conservé. Le calcul de leurs normes conduit a

2 1 ) . 1
(A“) == (aieale + sin? Qaiqbang) = ~9mndn, (2.62)

4 4
on voit que cet invariant correspond a l'intégrande de I'action d’un aimant isotrope, qui
doit naturellement étre conservée sous la transformation de jauge (2.47). Le produit

vectoriel s’écrit quant a lui

Al x Al = isin& (800, — 8;00;0) = ; (Om x O;m) - n = 27D,(r), (2.63)
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avec Dj la densité de skyrmion[31] ou densité de charge topologique. On a vu en intro-
duction qu’elle est telle que son intégrale est égale a la somme des charges topologiques
des skyrmions présents dans le plan

[ D) /d2r— (Om x 0pm) 0 = 3 Q. (2.64)

Cet invariant est donc la encore un invariant naturel du probleme.

Les composantes A7 du champ de jauge obéissant a la transformation de jauge de
I’électromagnétisme, il est naturel de se pencher sur le tenseur completement antisymé-
trique

= 0;A; — 0;A;. (2.65)

Cet invariant s’exprime comme

Fé: (ng COSH) < 6 cos@)
(2.66)

= ; sin 0 (&Gaﬂ - ajeal¢) )

on obtient donc a nouveau la densité de charge topologique. On constate ainsi qu’il n’y
a en réalité que deux invariants de jauges distincts associés a la transformation (2.47).
Il est naturel que ce champ de jauge, construit géométriquement, soit associé au seul
invariant topologique en jeu : la charge topologique totale.

On peut noter que le tenseur antisymétrique qu’on utilise habituellement pour les
transformations de jauge non abéliennes, est ici identiquement nul

C’est dii au fait que les deux composantes de ce tenseur sont toute deux proportion-
nelles a la densité de charge, et se compensent donc parfaitement. Ce résultat n’a rien
de surprenant puisque, on le rappelle, bien que le champ de jauge A{* soit non abélien,
la transformation qui lui est associée est quant & elle bien abélienne.

Nous avons établi le hamiltonien décrivant 'interaction entre un électron de conduc-
tion et une texture magnétique antiferromagnétique, ainsi que la structure de jauge
associée. On peut maintenant se tourner vers 1’étude spécifique de l'interaction d’un
électron avec un skyrmion antiferromagnétique.
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Belavin-Polyakov aux basses énergies

On veut dans ce chapitre étudier I'interaction d’'un électron avec un skyrmion, en
commengant par traiter un profil modele, tractable analytiquement. On commence pour
cela par traiter le cas ou le skyrmion considéré ne produit que des états propres élec-
troniques dont 1’énergie est faible comparé a 1’écart d’énergie A entre les deux bandes
de la structure énergétique électronique d’un aimant antiferromagnétique. On verra
notamment que la présence d’un skyrmion peut conduire a l'apparition d’états liés
électron-skyrmion. On verra aussi que ces états liés disparaissent lorsque la taille effec-
tive du skyrmion passe en dessous d’un certain seuil.
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3.1 Définitions et propriétés

3.1.1 Définitions

On veut maintenant se tourner vers I’étude spécifique de l'interaction d’un électron
avec un skyrmion antiferromagnétique. On ne considere ici que l'effet d’un skyrmion
préalablement formé sur les électrons voisins, en considérant le skyrmion comme une
entrée statique et immuable du probleme. Cette approximation ignore donc l’existence
de modes propres de déformation pour le skyrmions, qui peuvent a priori étres excités
par les électrons. Nous reviendrons plus tard sur les limitations d'une telle approxima-
tion, qui sera discutée spécifiquement pour les deux profils de skyrmions traités dans
ce manuscrit.

Commencons donc ici par se donner un profil de skyrmion comme entrée, afin d’ex-
pliciter le champ de jauge a l'origine du potentiel effectif ressenti par les électrons. On
rappelle qu'un skyrmion est décrit, en coordonnées sphériques

sin 6 cos ¢
n= |sinfsing |, (3.1)
cosf

par la donnée des angles O(r) = 6(r) et ¢ = Qa + 7 en fonction des coordonnées
polaires du plan r = \/x? + y* et a = arctan £. Les deux parametres @ et -y représentent
respectivement la charge et 'hélicité du skyrmion. Les cas particuliers v =0 et v = 7
correspondent respectivement a des skyrmions dits de Néel et de Bloch.

On considere tout d’abord le cas modele d’un aimant antiferromagnétique isotrope
pour lequel la densité d’énergie due aux interactions spin-spin vaut A(Vn)? dans la
limite du continu, avec A 'élasticité. Dans ce cas le profil de skyrmion minimisant
I’énergie dans le secteur topologique indexé par le nombre d’enroulement @) est celui dit
de Belavin-Polyakov [5, 4]. Il est défini dans le cas simple Q = 1 auquel on se restreint
ici par

2z r
1+22’ == R’ (32)
voir figure 3.1 pour une représentation graphique. Il a la particularité de ne faire in-
tervenir qu'un unique parametre R, le rayon du skyrmion. On peut de plus noter que
I’énergie 47 A() associée a un unique skyrmion est indépendante du rayon du skyrmion.

Lorsque l'isotropie est perdue a cause d'un terme d’anisotropie favorisant un axe
particulier, ou un terme d’interaction dit de Dzyaloshinskii-Moriya, le profil adopté est
plus complexe mais demeure proche de ce profil dans la limite ou 'amplitude de I'inter-
action de Dzyaloshinskii-Moriya demeure faible ! devant les autres [7]. Il est donc naturel

sin f =

1. En reprenant les notations de I’équation (1.13) de l'introduction, le bon critére pour observer
le profil de Belavin-Polyakov comme solution minimisant 1’énergie (1.12) pour une charge topologique
non nulle @ # 0 est € < 1. On rappelle que ce minimum est local, et que les skyrmions ne sont dans
ce régime que métastables en ’absence de champ magnétique extérieur.
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10~

FiGUrReE 3.1 — Différents aspects du profil de Belavin-Polyakov. On a tracé en bleu
I’angle orbital § en fonction de la variable réduite z. Cet angle est défini via son sinus
selon la relation (3.2), ce dernier est tracé en orange. On a tracé en vert l'allure carac-
téristique du terme de potentiel dominant, proportionnel a AQ.

de commencer par étudier ce profil modele, qui présente de plus certaines commodités
mathématiques, comme on va le voir dans la section suivante.

On se place pour la suite de ce chapitre et le suivant dans le cadre d’un skyrmion
de charge ) = 1, sauf dans la section dédiée ot on montrera que ce cas simple illustre
bien les propriétés générales du profil de Belavin-Polyakov.

3.1.2 Propriétés du profil de Belavin-Polyakov

En utilisant ce profil on peut aisément établir I'expression des différents termes de
jauges qui vont intervenir dans la résolution du hamiltonien (2.39). On peut cepen-
dant commencer par noter que la définition (3.2) seule ne suffit pas & déterminer les
composantes

P

! 2
pour lesquelles on doit spécifier les conditions aux limites 0(0) et lim,_,, 0. Il semble &
premiere vue surprenant que ce choix puisse importer, puisqu’on traite ici d’un skyr-
mion antiferromagnétique, les limites lim, .., # = 0 ou 7 ne correspondent donc en
principe qu’a un choix arbitraire concernant la définition du parametre d’ordre Néel
n= i%. On voit cependant que si on fait le choix 6(0) = 7 notre paramétrisation
conduit a une singularité au centre du skyrmion. On a en effet que dans ce cas les deux
composantes se comportent comme

(1 —cosf) (3.3)

—sin« COS (v
A — , A —
r—0 r r—0 r

(3.4)
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au centre du skyrmion. L’unique choix pertinent est donc 6(0) = 0 et lim, .. 0 = T,
correspondant a considérer, dans le cas du profil de Belavin-Polyakov
1—22

1+ 2%

cosf = (3.5)

Cette précision permet d’exprimer les deux composantes A7 du champ de jauge comme

z -y z T
C=mie AT mee (36)

On peut noter que la circulation de la composante z du potentiel vecteur

7{ A7 -dl (3.7)

vaut approximativement? 27 lorsque le contour d’intégration est pris grand devant le
rayon du skyrmion, ce qui n’est qu’une manifestation de I’équation (2.66). Cela signifie
qu’un électron passant loin d’un skyrmion ressentira un flux?® de 27 selon 1'orientation
de son spin.

La particularité du profil de Belavin-Polyakov est que, pour ce profil spécifiquement,
les composantes dans le plan Oxy du potentiel vecteur sont indépendantes de la coor-
donnée angulaire o du plan dans le cas d’un skyrmion de charge () = 1. Prenons en
guise d’exemple la composante

0,0 0
Ay = —% sin ¢ — g(bsinﬁcomb (3.8)
et considérons le cas d’un skyrmion de charge 1 et d’hélicité quelconque, dont le profil
angulaire est donc ¢ = a+ 7. On a alors, en notant ¢'(r) = Z—ﬁ,
z 1 R
Ay = —3 cosacos ¢l — Zsmasm(bsmﬁ,
. . (3.9)
1 , , sing 1 9 ., . ..o sinf
= —5cosasinasiny —0 — 5087 | cos af +sin” « .
r r

Or, il se trouve que le profil de Belavin-Polyakov en particulier est tel que

o(r) 1 2  sinf

T Ri+22 1
il est donc le profil pour lequel, dans le cas d’un skyrmion de charge 1, les composantes
du potentiel vecteur sont indépendants de ’angle polaire a. On a alors

(3.10)

sin 0

Ag o= Ajo" + Ayo¥ = — € 0 (3.11)

r

2. Dans le cas général I'équation (3.7) tend vers 27 ), Q; lorsque le contour d’intégration englobe
largement un groupe de skyrmions de charges {Q;}.
3. Dans le cas général d’un skyrmion de charge quelconque @, le flux ressenti sera donc de £27Q).

35



avec e, = (cos~,sin~,0)! le vecteur unitaire donnant la direction de A?‘J‘ dans 'espace
de spin. On peut de plus noter que, quel que soit le profil, les composantes A7 du
champ de jauge ne dépendent pas de I’hélicité. Cela nous permet de voir que dans le
cas spécifique du profil de Belavin-Polyakov, I'hélicité ne fait que définir la direction
dans le plan de la composante AQ du champ de jauge. On se restreindra donc sans perte
de généralité au cas d'un skyrmion de Néel (7 = 0) dans ’étude de l'interaction d’un
électron avec un skyrmion décrit par le profil de Belavin-Polyakov. On aura ainsi

11
Al.o= e (3.12)

3.2 Résolution du hamiltonien de basse énergie

On dispose maintenant de tous les ingrédients nécessaires pour écrire explicitement
I'équation de Schrédinger associée au hamiltonien effectif de basse énergie (2.39) pré-
cédemment construit. On peut commencer par noter que la forte anisotropie m; < m;,
induite par le terme d’ordre A~! rend le degré de liberté y trés rapide par rapport a
I’autre degré de liberté spatial z. On peut donc utiliser ici 'approximation de Born-
Oppenheimer[38], qui est habituellement utilisée pour traiter des molécules. Elle stipule
que la dynamique des électrons étant bien plus rapide que celle des noyaux, on peut
commencer par calculer les orbitales et énergies propres des électrons en considérant
les noyaux atomiques comme immobiles. On obtient alors des fonctions d’onde et des
énergies qui dépendent paramétriquement de la position des noyaux. On réintroduit
alors les opérateurs liés a la dynamique des noyaux pour obtenir une approximation
des énergies réelles, prenant en compte la dynamique des électrons et des noyaux.

Dans le cas présent on va commencer par traiter le degré de liberté rapide y, en le
considérant comme oscillant dans un potentiel dépendant paramétriquement du degré
de liberté lent x. On commence donc par traiter le hamiltonien

H e # ¢ 1
q€_ €& (. _ & 3 1
A 2R ( o7 T (1+22) Rit 27 (3:13)

On a adimentionné les variables d’espace &; = %, tel que 22 = #2 + §2. On a considéré
R Y

(mZ)*1 ~ % et utilisé la longueur de cohérence £ = %”. L’anticommutateur {ﬁy, A'ZG‘Z}
a ét¢é négligé puisqu’il est proportionnel a o* et n’intervient donc qu’a I'ordre deux de la
théorie des perturbations?, le terme de potentiel dominant étant orienté selon % dans
I'espace de spin. Il apparait a la vue de ce hamiltonien qu’a la composante |+), de la
fonction d’onde va correspondre un état lié électron-skyrmion, puisqu’alors le terme de

potentiel dominant sera attractif. Il est possible d’estimer les énergies des états liés de

4. Cet argument pourra étre rendu plus visuel lorsqu’on aura établi la structure des états liés, voir
figure 4.6. On voit alors bien que dans la limite des petites énergies R > £, un couplage entre états
de polarisations différentes ne peut avoir qu’une faible amplitude puisque I’écart d’énergie entre deux
états de polarisation opposées est alors de 'ordre du gap 2A.
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plus basses énergies en réalisant un développement harmonique du potentiel. On a alors

& (0 ~2 § 2 te €t
[ A e (1 —z ) Pt = —1 (3.14)
correspondant a une série d’énergies potentielles effectives
& _ & 1 28 €] .2
== -1+ (n+=)\/=+ |14+ = 1
( (n 2) l 5 1 z (3.15)

agissant chacune comme un potentiel effectif pour le degré de liberté lent . La réintro-
duction de 'opérateur différentiel associé au degré de liberté lent,
NN S
2m 2 R? 012’

(3.16)

avec € = %% < 1, conduit finalement aux niveaux d’énergie
€T

+ (m + ;) V2e <}§>3/2 1+ 2; (3.17)

&m _ €

A R

e )

Le parametre infinitésimal e reflete la forte anisotropie du terme cinétique, et sa pré-
sence indique que la contribution a I’énergie du degré de liberté lent est faible. On peut
ainsi voir la structure énergétique associée au degré de liberté lent x comme la structure
fine du probleme, attachée a la structure énergétique principale due au degré de liberté
rapide y.

On peut noter que les états liés que 'on vient d’identifier ont tous la méme pola-
risation® |+),, et qu’il en sera de méme si on choisit un autre point I'; de la zone de
Brillouin magnétique pour réaliser le développement de e(p) (2.29). Il faudra alors pour
chaque point ¥; redéfinir 'axe = a partir duquel on définit I’hélicité et ainsi le vecteur
e,. Il faut faire attention au fait que cette polarisation est obtenue apres les applications
successives des opérateurs UT et PT & la fonction d’onde physique vivant dans 1’espace
réel. On peut cependant noter que l'application de l'opérateur Pt ne modifie pas la
polarisation de I’état considéré®. On a de plus que les états de fond de puits discutés
ici sont localisés au centre du skyrmion. Or 'opérateur U est proche de 'identité dans
cette région puisqu’au centre du skyrmion les moments magnétiques pointent selon e, .
L’application de U modifie donc peu la polarisation |+), des états discutés ici. On verra

5. La polarisation sera |+)o, dans le cas général d’une hélicité quelconque ~.

6. Cela apparaitra plus clairement dans la suite du manuscrit. On peut tout de méme synthétiser
en disant que si les états liés proches de la bande de valence (d’énergies proches de —A) sont polarisés
|—). (ce qui est le cas comme on le verra par la suite) alors application de l'opérateur P laisse bien
les polarisations des deux spineurs composant la fonction d’onde inchangées.
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plus tard que la discussion générale est un peu plus subtile, elle sera réalisée pour étu-
dier les possibles transitions optiques entre niveaux d’énergie correspondant a des états
liés. La polarisation indiquée sur la figure 2.2 correspond donc a celles des niveaux (de
valence) de plus basse énergie dans le cas d'un skyrmion de Néel pour lequel v = 0.

L’énergie caractéristique des états liés (3.17) que 'on vient de dériver demeure petite
devant A pour des skyrmions dont le rayon R est grand devant la longueur de cohérence
&. Lorsque le rayon approche la longueur de cohérence, cette énergie devient comparable
a A et la dérivation du hamiltonien effectif (2.27) devient caduque. Si on veut prolonger
le tracé de ’énergie de 1’état fondamental en fonction du rayon R on doit donc semble-
t-il traiter le hamiltonien complet (2.21), ce qui semble & premiére vue compliqué, ce
dernier agissant notamment sur des bispineurs. On va donc dans un premier temps
explorer la limite R < &, ou, comme on va le voir, il est possible de continuer a utiliser
le hamiltonien de basse énergie (2.39).

3.3 Disparition des états liés aux petits rayons

3.3.1 Modele jouet isotrope

On cherche ici a profiter du fait que dans le cas du profil de Belavin-Polyakov la
composante dans le plan du champ de jauge AL' est invariante par rotation dans 'espace
réel, pour simplifier le probleme et faire une conjecture générale. Essayons pour cela de
considérer le cas d'un modele jouet analogue a notre probléme pour lequel on aurait
des masses effectives isotropes. On considere dans ce cas le hamiltonien

1
Hi= 3 5o

1=x,y

(B + A70")" + vALo” (3.18)

ne faisant intervenir qu'une unique masse effective m*. Considérons, seulement pour la
démonstration de la propriété suivante, le cas général d'un skyrmion de charge topolo-
gique quelconque” (). On a alors

sin « COS (v

A =—Q 5 (1 —cosb) et A2 =Q 5

z Y

(1 —cosh), (3.19)

et on voit ainsi que
(1 — cos6)?
4r?

(4 =@

)

(3.20)

7. Il est utile de faire cette démonstration dan le cas général dans l'optique de la section 4.7 qui est
dédiée au cas de I’étude d’un skyrmion de charge @ # 1
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est indépendant de la variable angulaire dans l'espace réel o = arctan £. On a de plus

1 — cosf
0, AZ = @ sin « cos « [QCOS — ¢ sin «91 ,
2r 2r
X ) (3.21)
. ) — Cos ,
0y A; = —5, sinacosa [227‘ — ¢ sin 9] ,
ce qui implique que 0;A7 = 0. A cela s’ajoute le fait que A?0; se met sous la forme
1 —cosf 1 —cosf) 0
pep, = U0 g o= cost) (3.22)

2r 2r2 Oa

et correspond donc a un opérateur différentiel portant uniquement sur la variable angu-
laire ae. On en déduit que dans le cas isotrope, le terme dynamique dans le hamiltonien
(3.18) se formule naturellement en coordonnées polaires comme

2
(pi + A%0,)? = = A, — ZiJZQ(l_if)jewaa()é +Q? (1 —cosd(r))

= (3.23)

avec A, la partie du laplacien polaire portant sur la variable radiale. On voit alors que
dans le cas isotrope, et pour le cas spécifique du profil de Belavin-Polyakov, le nombre [
correspondant aux valeurs propres du moment cinétique devient un bon nombre quan-
tique. En se placant dans le secteur [ = 0, et pour un skyrmion de charge ) =1, on a
ainsi le hamiltonien

_ h? 10 0 22 ¢ 1
=0 — -2, — = |l -A>— 24
: 2m* R2 < 20z <282> * (1+ z2)2> R1+27¢ (3:24)

qui ne porte que sur la variable radiale adimentionnée z = %. La question qui vient
maintenant est : Quelle est la masse isotrope m* a considérer pour réaliser un bon
mapping entre le hamilonien réel, anistrope, et le hamiltonien jouet considéré ici? On
peut supposer qu’il faut choisir m* =, /m,m; de telle sorte a ce que la densité d’états

soit la méme que dans le cas réel m, < mj, conservant ainsi la structure fondamentale
du probléme.

Le terme cinétique variant comme % quand 'amplitude du potentiel est elle pro-
portionnelle a %, il y a nécessairement un rayon pour lequel 1’énergie cinétique va
outrepasser ’énergie potentielle et ou la fonction d’onde va commencer a "déborder du
puits'. On peut de plus remarquer que le terme répulsif (Af)2, bien que nul en z = 0,
va venir réduire la largeur effective du puits de potentiel lorsque R diminue, le rendant
notamment de portée finie. Dans cette limite on peut s’attendre a ce que ’énergie de
I’état fondamental devienne petite comparée a la profondeur du puits de potentiel, et

appliquer le cheminement suivant [39]. On commence par noter le potentiel comme

f Rl 22 1
Ulz) = 2% <R 11222 1+ 22> (3:25)
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FIGURE 3.2 — Fonction d’onde non normalisée pour 'état fondamental 1ié au hamil-
tonien (3.24), tracée en bleu pour R = 0.84R;. On a représenté en orange le potentiel
effectif (3.25) donné en unités de A%. On observe en comparant les deux que la fonction
d’onde s’étale bien au dela du puits de potentiel.

avec ) = %f . Ce potentiel a, pour R < R; et grace au premier terme qui est répulsif,
une portée finie (voir la figure 3.2) que 'on note z;. Dans ce contexte commengons par
regarder la région de 'espace z < z; pour laquelle I'énergie de 1’état fondamental e
vérifie la condition |e| < |U(z)| ~ |U(0)|. L’équation de Schrodinger s’y écrit

R 1d [ dy
——— |z | = 2
2m*R? z dz (z dz) UG)(2), (3.26)
en intégrant jusqu’a z; on obtient
dip 2m*R? (=
% dZ'zl -5 /D U(2)(2)2dz. (3.27)

On considére maintenant que la fonction d’onde, tres étalée dans ce régime ot 1’énergie
cinétique domine, varie peu de 0 a z;. Cela permet d’écrire

ay
dz

N i2m*R2
o Z1 h?

W(z1) /0 " U(2)zdz. (3.28)

21

Loin du puits, pour z > z; on a |g| > |U(z)| et donc I'équation de Schrodinger est
celle d'une particule libre,

1d [ dp\ _ [omrR2e]
2d (Zd)‘w“)’ S (8.28)
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qui a pour solution la fonction de Hankel Hél)(mz). Pour kz < 1 cette fonction se
comporte comme In(kz), or on a z; ~ 1 et donc

2
41

R R e
~K= =<1 3.30
Kzl ~ K £ A < ( )
pour R ~ R; < £ et puisque |¢| < A. Cela permet de faire 'approximation
1 d 1
o1 (3.31)
Y(z1) dz |, zIn(kz)
Cela nous conduit a
2m*R2|e h? 21 -1
Kz = h2||z1 ~ exp [Qm*RQ (/0 U(z)zdz) ] (3.32)
et ainsi a
h? h? z1 -1
£~ T exp lm*RQ (/0 U(z)zdz) 1 : (3.33)
L’intégrale du potentiel se comporte ici comme
LR = e[ 2 ) (1t 22)
—— U(z)zdz = —= | — In(1 -
Agdy U 4R< T2 e >
(3.34)
vee )
222\ 2 R e
On en déduit finalement que
_ h2 2 R [\e¢ . |
~ — ex — == -
om k22 P |\ mrreAa e \ 2 R In 2,
(3.35)
ARZ 5 e2/1nz1 1
~ —A—> exp
RR 22 1-— %
avec
et 2257 de l'ordre de I'unité pour z; ~ 2. Cela signifie qu’il existe un rayon limite

R ~ R; pour lequel I'énergie s’annule, signifiant la disparition du dernier état lié.

Ce résultat peut étre confirmé en résolvant numériquement le hamiltonien (3.24).
On obtient 'énergie tracée sur la figure 3.3, ot on observe une disparition de 1’état lié
pour R = R = 0.84R;. La fonction d’onde correspondant & la disparition du dernier
état fondamental est tracée sur la figure 3.2 pour R = R = 0.84R;, on observe bien
qu’elle s’étend loin au dela du puits de potentiel.

Fort de cette intuition nous allons maintenant traiter le Hamiltonien de basse énergie
réel (2.39) et essayer de voir si on observe le méme comportement général.
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FIGURE 3.3 — Energie propre associée au hamiltonien (3.24), obtenue numériquement.

L’énergie est donnée en unités de AR% = 2% et comme une fonction de 1% ou R =

%{ . L’énergie est comptée relativement au minimum de la bande de conduction, et on
observe que pour R < 0.84R; le niveau d’énergie du I'état fondamental se fond dans la
bande. Il n’y a alors plus d’état lié.

3.3.2 Cas réel

On cherche maintenant & estimer le rayon de disparition des états liés R dans le cas
réel fortement anisotrope. On se propose pour cela d’adapter les méthode usuelles de
calcul de I’énergie fondamentale pour un potentiel attractif peu profond [39], comme
on I'a fait dans le cas isotrope.

Calcul de I’énergie d’un état lié peu profond, méthode

On va utiliser une méthode usuelle pour le calcul de I'énergie d'un état lié peu
profond a une dimension|[39], qu’on se propose d’introduire rapidement. Considérons le
cas unidimensionnel d’'une particule soumise a un potentiel attractif peu profond U(y)
de portée R, décrit par le hamiltonien

]32
H=—+U(y). 3.37
5 TUW) (3.37)
Peu profond signifie ici que 'énergie cinétique caractéristique de la particule dans le
puits est grande devant la profondeur du puits |U| < 27Z2RQ. On fait 'hypothese qu'il
existe un état lié dont 1’énergie ¢ est petite devant 'amplitude |U| du potentiel. On en
déduit que dans la région du puits |y| < R on peut négliger I'énergie dans 1'équation
de Schrodinger. On peut de plus supposer que, 'amplitude du potentiel étant faible
devant I'énergie cinétique, 1’étendue de la fonction d’onde est grande devant celle du

potentiel, ce qui entraine que la fonction d’onde varie trés peu dans la région |y| < R.
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Cela mene a I’équation

—— =~ =5 Uth. (3.38)

Intégrons alors ce résultat entre deux points :I:yC tels que R < y. < k! avec k =
\/2m/|e|/h. Puisque l'intégrale de U(y) converge et que U(|y| > R) ~ 0 on peut élargir
I'intégrale a I'ensemble des réels pour le membre de droite, menant a

ay
dy|_

Ye

2m
— 2 /R Udy. (3.39)

Loin du puits, a l'inverse, on peut négliger le terme de potentiel par rapport a
I’énergie de la particule €, cela signifie que loin du puits le probleme s’identifie a celui
d’une particule libre & 1D, décrite par la fonction d’onde 1 (y) = ¥oe ™. En utilisant
cette forme asymptotique pour estimer le membre de gauche on en déduit 1’égalité

2m
~2n= 3 /R Udy (3.40)
menant finalement a 1’énergie

e= —2%2 (/R Udy>2. (3.41)

Ce résultat valide I’hypothese initiale puisqu’on voit que 1’énergie obtenue est de I'ordre
de QmR |UJ? et donc bien petite devant 'amplitude du potentiel |U].

Application au cas d’un skyrmion de petit rayon

On va maintenant appliquer cette méthode a notre cas. Mais avant d’aller plus loin
commencons par travailler un peu le hamiltonien de basse énergie pour qu’il soit plus
facile a traiter. On va en particulier lui appliquer une transformation de jauge afin de se

débarrasser du terme hors diagonal b o ”} 0® dont l'amplitude n’est plus petite devant
y
celle des autres termes pour R < £. On réalise donc la transformation définie par

W = e, X (Z,79) = 0 arctan ——2— (3.42)

V1422 V143

avec Z; = %, sous laquelle le hamiltonien de basse énergie (2.37) devient
- N2
) A z
~ ~ px + A:co-z
H=20 oAl + () (3.43)
Zmy 2my
avec
A2 = A2 + 0,
1 i 1 . 7 (3.44)
=— |- — arctan | ———
R\ 1+&)(1+22) @1+a2)3° 1+ 22
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et
AE o = A} [0" cos2x + 0¥ sin 2x] . (3.45)

Puisque (m;)~' > m ! on va la encore appliquer I'approximation de Born-Oppenheimer
et considérer le mouvement de I’électron dans un potentiel paramétrique unidimension-
nel U, (y). Les échelles d’énergie en jeu sont

h2 52

3
~AS
ZmZR2 R2

Ee = et |~ Az (3.46)

en se concentrant sur la composante attractive du potentiel. On voit donc bien que dans
la limite des petits rayons R < £ on se trouve dans le cadre du puits peu profond décrit
précédemment. On est alors amené a intégrer les différentes composantes du potentiel
U, & commencer par

uy(z)o® = U/dy (AE : a’) = —Afaxw. (3.47)

Le résultat est proportionnel a o” car x (Z, ) est une fonction paire de 7, et que flg X
sin(2y), voir équations (3.42) et (3.45), 'intégrale de cette composante du champ de
()"
2my

jauge se moyenne donc a 0. Pour ce qui est du terme il faut étre prudent car sa

limite lorsque y tend vers 'infini est finie,

< \2
AZ o1 A(3
lim ( ) = T — = (x) (3.48)
y—=oo 2my, 2m,R? 4 (1 + 72)3 2m,
On peut cependant décomposer ce terme comme
N2 < \2
(A:)" = [(Af) - A2] oA (3.49)
et ainsi définir
< \2 1 m, a& 7 1
AZ) — AQ} A= 3.50
[< x) dm, R 2 (14 72)3 ( )
On constate que ce terme est plus petit que u; d’'un facteur ™= >> 1, et décroit aussi

vite lorsque 7 tend vers I'infini, il peut donc étre négligé. Su1vant (3 41) on obtient donc,
pour le degré de liberté lent Z, un potentiel attractif effectif

fa2 Tz
- m, 2 Asu ( 1+:z2)
auquel il faut ajouter le potentiel répulsif
A%2(z) A /RN? 7P
T = = — I - * 2
wi(Z) 2m, 2 < R> (1+22)3 (3:52)
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ou R, = ﬁ\/gé’ < £. On voit que le terme attractif semble en dehors du cadre de
I’approximation réalisée pour obtenir le hamiltonien effectif considéré ici, qui stipule
que les différents termes entrant en jeu dans ce dernier doivent étres petits devant A.
On voit cependant que lorsque le rayon R approche le rayon critique R; les amplitudes
de ces deux termes deviennent comparables. Pour qu’il puisse y avoir compensation il
faut cependant le terme attractif décroisse au moins aussi vite que le terme répulsif, or
on a bien que , ,
1 1

wo () + wi(F) — A% l—4 + <};’) ] = (3.53)
On en déduit que pour le rayon R = R, le potentiel effectif Q(z) = w_(Z) 4w (Z) devient
répulsif, entrainant la disparition des états liés. Ce résultat doit plus s’interpréter comme
une estimation de I'ordre de grandeur du rayon de disparition réel des états liés R ~ /€&
que comme un calcul rigoureux.

QA

o8}

- sin? ”7? _ .2
FIGURE 3.4 — Tracé du potentiel effectif % = —é(x VQ“””Q) + % (%) ﬁ pour

différentes valeurs du rapport y = %. On constate que 'amplitude maximale du poten-
tiel Q(Z) reste de 'ordre de A méme lorsque ce dernier passe d’attractif a répulsif. On
observe de plus que la profondeur du puits est faible comparée a A uniquement pour
un rayon R appartenant a un voisinage tres restreint du rayon critique R;.

Une rapide estimation montre que la profondeur du puits varie avec le rayon comme

= Ri\? ,R— R

signifiant qu’on s’attend a ce que 'énergie de 'é¢tat fondamental varie tres vite en fonc-
tion du rayon pour R 2 R, particuliérement si on considere I’échelle de longueur fixée
par la longueur de cohérence £ puisque R < €.
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Le traitement effectué dans le cas du hamiltonien anisotrope manque a premiere
(A7)
s
dernier étant caché par la transformation de jauge (3.42). Il est néanmoins responsable
de la limite finie du terme (3.48) qui est lui méme a l'origine d’une redéfinition de 'ori-
gine des énergies, traduite par le terme répulsif w, (Z). On peut néanmoins expliciter
(A7)

"
2my

vue le fait que la disparition des états liés est due au terme répulsif dominant ce

qualitativement 'effet du terme répulsif dominant en 'estimant dans ’approxima-

tion harmonique. Si on approche en effet son amplitude par A? 2nf;R4’ et qu’on estime
la valeur moyenne de 22 selon I'approximation harmonique,
€ 1 €
() = Ve — -~ e (3.55)
2v2\ 1+ 2§ R<¢ 212
on a finalement (42)? )
v £
Y v Ay 3.56
2ms \/ERQ ( )

Il apparait alors naturellement que ce terme répulsif va compenser le terme attractif
pour un rayon de l'ordre de R ~ /€€, en bon accord avec le calcul plus rigoureux mené
ci dessus.

On peut remarquer lorsqu’on trace Q(Z) que 'amplitude du potentiel effectif de-
meure de 'ordre de A méme au voisinage de R;, comme représenté sur la figure 3.4.
Il est alors légitime de se demander si le fait que 1’énergie propre associée soit petite
comparée a A suffit a supporter la validité du hamiltonien effectif utilisé ici, qui n’est
valable a priori que lorsque les différents termes en jeu sont faibles devant A. Regardons
si on peut justifier plus proprement la validité de ce hamiltonien.

3.3.3 Validité du hamiltonien de basse énergie pour la descrip-
tion de la disparition des états liés

On veut dans cette derniere partie comprendre pourquoi le hamiltonien de basse
énergie, obtenu en supposant que 'amplitude des termes de potentiel était petite, de-
meure tout de méme valable dans la région R > R de lespace des parameétres, oil
I'amplitude du champ de jauge A ~ A{/R est grande devant 1’énergie du gap A. Pour
cela on se propose d’analyser en détail la procédure suivie a la section 2.1.3, qui a
permis de dériver ce hamiltonien de basse énergie (2.39). Repartons du développement
de I'équation de Schrodinger que 'on a réalisé dans cette section, ce développement
prenait la forme de deux équations,

Y-x=(e—74+) 2,

3.57
Y-P=(2A+e—v)x- (3:57)

On veut montrer que I'approximation x ~ 75x® qui conduit au hamiltonien de basse
énergie (2.27), est valable pour un rayon de skyrmion R appartenant & un proche
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voisinage de R. En regardant la seconde équation de (3.57) on voit que la validité de
cette hypothese peut se tester en vérifiant que la condition

2A[x) > v+1x) (3.58)

est respectée, puisque la condition ¢ < A est quant a elle imposée. Or si cette condition
est respectée, on peut remplacer |x) par 35 |®), pour obtenir la condition

(Y- O[y-D) > <7—<I>| |’Y D). (3.59)

On va maintenant voir que cette condition peut étre vérifiée dans la limite R — R™.
Afin d’évaluer les deux termes composant cette inégalité nous n’allons garder que les
termes dominant dans les opérateurs 4 et ainsi approximer

Vi = vA o, et v- = v(p, + A;07). (3.60)

I nous faut maintenant déterminer la fonction d’onde ®(x,y) afin de calculer les deux
termes que 'on souhaite comparer. On se place dans le cadre des approximations de
la section précédente. On peut ainsi utiliser que pour g > 1 la fonction d’onde décroit

comme e ™Y ou Kk, = 5\/ QE De méme pour = > 7, ~ ﬁé la fonction d’onde décroit

comme e*% ol k, = 25 \/F On a donc k; e 0, ce qui signifie que 'on peut, en
notant
|[®) = |9) ® [+)a (3.61)
faire ’approximation
[7-@) = v (18,8) @ [+)e + A|6) ©-)a) 2 vAI0) ©]-)a (3.62)

pour ¢ > 1. On en déduit que 'on peut minorer
2
<m@hﬂ®>ﬁwwm)w>

2
2 g —25150— Ky¥

A2§2/~ dx/ dy o~

ou on a utilisé que |Z| + |y| < 2z, que Z, > 1 et que k; > kK,. On voit que dans
cette derniere intégrale les deux variables sont équivalentes, on peut ainsi échanger les
notations et ainsi obtenir

=2

fe'e) e’} T 1 00 Io%) ;Z‘2 _I_gQ
d~/ d~ —4Kkyz N d~/ d~ —4Kkyz
/azc . y(1+z2)26 2 Je. ) y(1+z2)26
3

—4Kyz

(3.64)

=7 dz
Te 1+2’2

~ —mIn(8k,x.).

(&
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1/3
On a utilisé que K,z ~ (l% / < 1 pour obtenir la forme asymptotique de I'intégrale.

On obtient donc finalement la minoration

2
(Y- D|y_D) > —A2E7Tln(8/£xxc) (3.65)

impliquant que ce terme diverge lorsque 1'énergie € de 1’état lié fondamental s’annule.

Pour le second terme de 1’équation (3.59) avec lequel on veut faire la comparaison,
on a

3
(-0 TE - @) = (w47 (45)" )

3 52
~ A2 f Lo d z —2KeT—2Ky Y

ou cette fois l'intégrale converge méme dans la limite x; — 0. On voit donc la dé-
croissance lente de la fonction d’onde a longue portée due a la disparition de I’état
lié provoque une divergence logarithmique du terme (y_®|y_®). Ce dernier 'emporte
donc toujours sur le terme (y_®|7%[v-®), méme si ce terme vient avec un coefficient

(3.66)

% qui est tres grand dans cette limite R ~ R.

Cette analyse confirme bien que c’est le caractere longue portée des termes A? qui
produit la disparition de I’état 1lié lorsque le rayon du skyrmion tend vers sa valeur
critique R.

On a réussi & obtenir une description satisfaisante des limites R > £ et R > R < &,

mais il nous reste maintenant a discuter la région intermédiaire R ~ £ dans laquelle on
s’attend a avoir une énergie caractéristique de 'ordre de A pour les états liés.
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Belavin-Polyakov, états liés profonds

Ce chapitre a pour but d’établir la structure énergétique des états liés dans la région
de I'espace des parametres pour laquelle le hamiltonien de basse énergie qui a occupé le
chapitre précédent ne peut plus étre utilisé. On va commencer par expliciter les hypo-
theses nécessaires au traitement du hamiltonien complet, avant d’estimer qualitative-
ment la structure énergétique des états liées. Cela nous permettra d’obtenir une image
complete de la structure énergétique des états liés pour le profil de Belavin-Polyakov.
On terminera par discuter le cas d’un skyrmion de Belavin-Polyakov de charge topolo-
gique quelconque.
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On veut traiter dans ce chapitre la région intermédiaire R < R < € de 'espace des
parametres, pour laquelle on s’attend a observer des états liés profonds, situés proche du
centre du gap. Jusqu’ici on s’est concentré sur le voisinage de la bande de conduction,
et aux états liés qui sont donc issus de cette bande, au sens ou les électrons occupant
ces états occuperaient des états de la bande de conduction dans le cas ou il n’y aurait
pas de skyrmion. Afin d’avoir une image complete de ce qui se passe pour les états liés
profonds auxquels est dédié ce chapitre, on se propose donc de commencer par regarder
comment se comportent les états issus de la bande de valence.

4.1 Symétrie particule trou

Nous allons étres amenés pour traiter les états liés profonds a utiliser le hamiltonien

complet
Y+ + A v-
H = . 4.1
( Y- Y+~ A) (4.1)

On a pu voir lorsqu’on a traité le cas uniforme que la structure était symétrique vis
a vis du centre du gap, comme schématisé sur la figure 2.1. Dans le cas général, la
diagonalisation de ce hamiltonien ne peut étre achevée a cause du caractere matriciel
compliqué des opérateurs 4. On peut cependant le diagonaliser par blocs et obtenir

les deux sous hamiltoniens
he =4 £ /A2 +~2. (4.2)

Dans la limite des petites énergies on a

2 2

he =D+, + %, he = =D+ = 25,
ou h, correspond bien au hamiltonien effectif de basse énergie (2.27) dérivé dans le cha-
pitre 2. Ces deux hamiltoniens sont tres similaires. On note | 1) et | ]) les polarisations
des états propres de l'opérateur v, qui sont selon I'axe porté par le vecteur e, dans
le cas du profil de Belavin Polyakov. On considére maintenant que, dans la limite des
basses énergies, les composantes dominantes de 'opérateur 42 sont proportionnelles &
l'identité dans 1’espace de spin'. On a alors

(T 1) =T =h 1), (4.4)

7 (4.3)

ce qui implique une symétrie

E1(R) = —E*(R) (4.5)

pour les énergies propres de ces deux sous hamiltoniens. Cela signifie que les énergies
propres des états liés sont symétriques deux a deux par rapport au centre du gap.

1. Cette hypothése est raisonnable, elle repose sur les méme raisons pour lesquelles on a négligé les
termes proportionnels & {p;, A70*} dans le hamiltonien (3.13) au chapitre précédent
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Ce résultat se maintient dans le cas général des lors que 'opérateur /A2 + ~2 peut
étre considéré comme proportionnel a 'identité dans I'espace de spin. Cette condition
va étre vérifiée en premiere approximation dans une certaine région de ’espace des
parametres, comme on va le voir dans la suite du chapitre.

On peut de plus argumenter que cette symétrie est naturelle puisque la densité
d’états a deux dimensions est constante pour une dispersion quadratique. On s’attend
donc dans le cas uniforme a ce la densité d’état soit constante dans le voisinage du
minimum de la bande de conduction, et égale par symétrie a celle observée dans le
voisinage du maximum de la bande de valence. On peut alors s’attendre a ce que lors
d’une petite perturbation de 'ordre magnétique, la densité d’états reste symétrique vis
a vis du centre du gap ouvert par la présence d’un ordre Néel.

Cette symétrie particule trou implique que si les énergies de certains états liés s’an-
nulent pour un certain rayon, on assiste a des croisements. On cherche maintenant a
savoir si on peut identifier analytiquement ’abscisse de ce(s) point(s) de croisement.

4.2 Point de croisement

Cherchons si dans le cas qui nous intéresse ici de l'interaction électron-skyrmion

décrite par le hamiltonien
H= <7+ AL ) (4.6)
Y- v+ —A
il peut exister un point de croisement correspondant & une énergie propre nulle (corres-
pondant & un écart d’énergie égal & A par rapport a 'une des deux bandes d’énergie).
Commencons par faire 'approximation

7+27)A?!-0'2—U’A7!‘ € O
- = v By + 4507)

avec e, le vecteur unitaire donnant la direction de AL' dans l'espace de spin. Cette ap-
proximation revient a négliger les termes de masse dans le développement en impulsion,
qui sont de l'ordre de A%, et qui sont donc négligeables pour R ~ & devant les termes

(4.7)

du premier ordre allant comme A%. On voit que dans cette approximation le seul opé-
rateur différentiel porte sur la variable y, et on choisit alors de fixer I'autre degré de
liberté x a sa valeur moyenne qui par symétrie vaut 0. Cela peut se justifier en arguant
que, pour le degré de liberté lent seulement, le hamiltonien de basse énergie peut étre
vu comme valable méme pour R ~ £. On s’attend ainsi a ce que la fonction d’onde
varie selon x de maniere similaire aux états propres de 'oscillateur harmonique unidi-
mensionnel. Dans ce contexte, on peut estimer la valeur moyenne de 22 en intégrant
sur I’état fondamental de 1'oscillateur harmonique. On obtient

e[
<$>_ﬁ 1+2%<<1, (4.8)
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ce qui justifie de fixer x a zéro et de négliger le terme en A7. Cette approximation per-
met de considérer v_ comme proportionnel a I'identité dans ’espace de spin, appuyant
I’hypothese utilisée pour mettre en évidence la symétrie particule trou.

On cherche maintenant a voir si il existe dans cette approximation un rayon critique
R* pour lequel I'énergie s’annule, correspondant ainsi a un point de croisement. On va
pour cela appliquer ce hamiltonien a un bispineur ¥ en se plagant, pour les deux spi-
neurs, dans la base de spin relative a I’axe porté par le vecteur e, qui donne la direction
dans l'espace de spin de l'opérateur «,. On note dans cette base ¥ = (¢1, 11, 1o, P2),
et v+ pour les normes de v, tel que

Yo = —7407, Y- =7 (4.9)

On cherche maintenant quelle est la forme des états propre associés a une valeur propre
nulle. On veut ainsi résoudre

$1

A—40° 7- (0
=0 4.10
( - —A - 7+Uz> (D) (4.10)

2

correspondant au systéme d’équations suivant

(1) (A=7r)¢1+7-v2=0
(2) A+ )i +7-¢2=0
(3) b (1 + A =0 (4.11)
4) = (A=74)p2 =0

ol on voit que les équations (1) et (3) couplent ¢, et 1y tandis que les équations (2) et
(4) couplent 1y et ¢o. Il est alors naturel d’utiliser les équations (2) et (3) pour obtenir

V- V-
- _ = ) 4.12
(e} A +7+¢2, (o A ’Y+¢1 ( )

Ces expressions sont valables puisque v, est par définition une fonction positive. Cela
mene apres injection dans les équations (1) et (4) & une unique équation

(A =71)d + - v-¢ =0. (4.13)

Aty
On doit ici faire attention au fait que 'opérateur _ est proportionnel a &, et ne
commute donc pas avec 7, qui est une fonction de y. Cela implique

1 1, 1

3 = 2 _ 3 ~ 4.14
T et il ey o (v )y (4.14)
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et on obtient ainsi en multipliant par la gauche I’équation (4.13) par (A+~, ) I"équation

1
Aty

2
7 - =)= + A% = (74)7| ¢ = 0. (4.15)
Les deux équations portant sur les ¢; étant identiques on en déduit ¢; = +¢o et par la
méme occasion Y; = Fihy. Ce résultat était prévisible dans le contexte de la symétrie
particule-trou explicitée plus haut.

On peut noter que le calcul effectué et les arguments présentés jusqu’ici ne sont
pas limités au profil de Belavin-Polyakov. Le résultat sera valable pour tous les profils
satisfaisant aux mémes propriétés générales. On se propose maintenant d’appliquer
I’équation obtenue au cas spécifique du profil de Belavin-Polyakov, afin d’obtenir le
rayon de croisement R*.

4.2.1 Application au profil de Belavin-Polyakov

Dans le cas particulier du profil de Belavin-Polyakov on peut expliciter 'opérateur
~4 pour obtenir I’équation

§' @ (&) _mE d £ 1\,
(%) - (7) it () oo e

R 1+32

Cette équation est compliquée a résoudre, notamment a cause du fait qu’elle fait ap-
paraitre une dérivée premiere précédée d’une fonction non triviale. Afin de s’affranchir

de cette difficulté, on se propose de réaliser la transformation suivante pour la fonction
d’onde,

_ 1 y
= ey, A(g) = — 4.17

tel que I’équation (4.16) se réécrive comme

? ., -~ 1+R+B+R)P
-——+R-R = =0 4.18
i I+ 31+ R+ ke (4.18)

avec R = R/¢. Cette équation correspond a 1’équation de Schrodinger décrivant une
particule piégée dans le puits de potentiel effectif

., -~ 1+R+B+R¢
R -R— B+ >~y~22, (4.19)
(1+3)(1 4+ R+ Rj?)

associée & une énergie nulle. Le minimum de ce potentiel effectif devient 0 pour R de
I'ordre de 0.6, signifiant que ’abscisse du point de croisement doit étre de cet ordre de
grandeur.
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On peut résoudre numériquement cette équation différentielle 1D avec conditions
aux bords. Le potentiel étant pair, on cherche la fonction d’onde sous la forme d’une
fonction paire ou impaire. Pour cela on résout (4.16), avec les conditions aux bords
¢'(0) = 0, ¢(0) = 1 pour une fonction paire, et ¢(0) = 0,¢(1) = 1 pour une fonc-
tion impaire. On cherche alors les valeurs de R pour lesquelles la fonction d’onde reste
bornée pour || < 100. On trouve R* ~ 0.37¢ pour une fonction d’onde paire, tandis
qu’on ne trouve pas de solution physique qui soit impaire. Cela signifie que les seuls
états dont les énergies peuvent se croiser sont des états dont la fonction d’onde ne
présente pas de 0 selon y. La présente résolution ne permet cependant pas de statuer
sur le dépendance des fonctions d’onde de ces états relativement a la coordonnée lente .

Voyons maintenant si on peut élargir ce résultat et dire quelque chose concernant
le comportement des énergies propres (indexées grace au degré de liberté rapide y

seulement) dans la région intermédiaire R < R < .

4.3 Au dela du point de croisement

4.3.1 Equation fondamentale

On peut essayer d’étendre notre analyse au voisinage du point de croisement que
I'on vient d’identifier en suivant les mémes approximations (4.7) et la méme méthode
que précédemment. On utilise la méme notation que dans la partie précédente pour le
bispineur ¥ auquel on applique le hamiltonien. Cela méne a une équation de Schrodinger
pour une énergie quelconque F

¢1 1

A -~ 07 v_ | (2
( g —A— 7+0Z> Yo | b Yo |’ (4.20)

®2 2

qui peut la encore se décomposer comme systéme de quatre équations

(1) (A =74 = E)p1 +y-1p2 = 0,
(2) (A 47y — E)r +7-¢2 =0,

(4.21)
(3) ¢ — (1 + A+ E)hy =0,
4) -1 — (A= + E)p =0.
Cela amene a exprimer les composantes ¢; comme
V- V-
- _ 7 e — 4.22
U1 A+7+—E¢2 (C> A+7++E¢l (4.22)
On peut alors injecter la seconde expression dans 1’équation (1) pour obtenir
y_
A=~y —FE)Yp+7-————¢1 =0. 4.23
( T+ o1+ A—|—7++E¢1 ( )
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On doit a nouveau faire attention au fait que y_ o 9,, ce qui implique

2
V- v2 v (v
- - S — (4.24)
A+’Y++E A+’Y++E (A+’7++E)
ou on applique le numérateur en premier. On a alors
_ 2 7-(7+) 2 5]
Ly + A*— +F =0. 4.25
i (7+ )_¢1 (4.25)
Si on fait de méme pour ¢, on obtient
| 2 7= (7+) 2 5]
ey + A= —F =0. 4.26
el (7+ )_sz (4.26)

On voit que les deux équations sont symétriques vis a vis de la double transformation
E — —FE et ¢1 — ¢, on a ainsi I’équation générale

2 7=(7+)

R e s o 2|, _
vz A+7+j:E7_+A (v £ E) =0 (4.27)

On voit cette fois qu’on obtient deux équations différentes pour ¢; et ¢o. On a +F pour
I’équation portant sur ¢, qui correspond aux états d’énergies proches de A aux grands
rayons, et —F pour I’équation portant sur ¢, qui décrit les états liés d’énergies proches
de -A pour R > £. On retrouve bien la symétrie électron-trou évoquée précédemment.

Les énergies propres obtenues par la résolution de (4.27) sont a interpréter en regar-
dant les degrés de liberté spatiaux comme étant découplés. On obtient la composante
de la fonction d’onde portant sur y par résolution de 'équation fondamentale (4.27).
Il faut ensuite lui attacher une composante portant sur le degré de liberté lent x, qui
peut étre vu comme étant toujours harmonique. A chaque énergie propre E’ obtenue
via I’équation (4.27) correspondra donc une collection d’énergies de la forme

. . 1
E, ~ E'+ (2 + n) hw., (4.28)
avec
£\ £
hw, ~ A | = 1+ —=. 4.2
Wy <R> Vel + o (4.29)

Ce résultat est donc bien évidemment une grosse approximation de la structure éner-
gétique réelle des états liés, mais nous permet d’obtenir une image qualitative de cette
structure complexe.

On a obtenu une méthode permettant d’estimer les énergies propre du hamiltonien

complet (4.1). On se propose maintenant de I’appliquer au cas spécifique du profil de
Belavin-Polyakov.

95



4.3.2 Résolution pour le profil de Belavin-Polyakov

Dans le cas spécifique du profil de Belavin-Polyakov, ’équation (4.27) se met sous
la forme

29 2
' (&Y mer d B g 1
_(s) (s — 1l (T =0. (4.30
(R di# \R) 1+E &1 ay " ATRITP ’ (430

R1+32

La résolution de cette équation différentielle peut se faire numériquement, comme pré-
cédemment pour le cas particulier £ = 0. On cherche pour chaque rayon R ’énergie
minimale permettant une fonction d’onde physique, c’est a dire qui correspond a une
probabilité de présence nulle loin du centre du skyrmion pour les états liés. Loin du
centre du skyrmion signifie ici pour |g| > R/£. On cherche de plus une fonction paire
ou impaire, le skyrmion étant symétrique vis a vis de son centre. On obtient ainsi 1’éner-
gie de I’état fondamental en faisant varier ’énergie, en partant de —A\, jusqu’a obtenir
une solution numérique de I’équation (4.30) qui ait les bonnes propriétés. En répétant
ce processus (en ajustant I’énergie de départ) on peut ensuite obtenir les énergies des
états excités pour un rayon donné. Le tracé correspondant pour ’état fondamental et
le premier état excité est présenté sur la figure 4.1.

R
| 1 1 L | 1 1 1 | [—
6 8 10 ¢

E%mH
— Eonum
E'on
- E1num

FIGURE 4.1 — Tracé en bleu nuit de I’énergie de 1’état fondamental, obtenu par résolu-
tion de 'équation (4.30). L’énergie et le rayon sont adimensionnés selon leurs échelles
naturelles qui sont respectivement 1’épaisseur du gap A et la longueur de cohérence &.
On compare ce résultat a celui obtenu dans la limite R > ¢ a I'aide d’un développement
harmonique du hamiltonien de basse énergie, tracé en cyan. On constate que l'accord
est tres bon pour R > 5. On compare de méme le résultat numérique obtenu pour le
premier état excité tracé en vert foncé au résultat harmonique en vert clair. La encore
I’accord est bon aux grands rayons, mais on constate que ’accord est moindre que pour
I’état fondamental lorsque le rayon s’approche de la longueur de cohérence.
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Les résultats numériques semblent indiquer que I’énergie de 1’état fondamental tend
vers —A lorsque le rayon R tend vers 0. Ce résultat est incompatible avec la disparition
de létat 1ié pour R — R. On sait néanmoins que ces résultats numériques ne sont
valables que dans la limite ot les effets du degré de liberté lent & peuvent étre négligés,
et que ce n'est plus le cas pour R > R. Il est donc probable que pour R < R < R*
I’énergie du niveau fondamental remonte vers la bande de conduction, pour y dispa-
raitre pour un rayon R ~ R comme représenté sur le schéma 4.3. Cela correspond
au fait qu’il existe un rayon R. a partir duquel les hypotheses réalisées pour arriver a
I'équation maitresse (4.27) ne sont plus valables. Ce point sera discuté en détail plus bas.

E/A
1.00

— E°

0

oes® = === Ev

— E!

2

0.90 —— E¢

— E3

0.85 — E*

5

— Ec

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J _R

0 2 4 6 8 10 ¢

FIGURE 4.2 — Tracé des niveaux d’énergies correspondant aux états excités, valeurs
propres de ’équation (4.30). Ces énergies sont données en unités naturelles de A, tandis
que le rayon est donné en unité de la longueur de cohérence £. L’indice n des énergies
E” représente le nombre de zéros de la fonction d’onde associée selon la coordonnée y.
On observe que méme pour R ~ 10§ on a une rapide perte de 'harmonicité pour les
niveaux excités, avec £ — E" diminuant rapidement avec n.

On a tracé les résultats obtenus pour les états excités sur la figure 4.2, ou les indices
i des énergies E' tracées correspondent aux zéros de la fonction d’onde selon la coor-
donnée y. On observe que les différentes énergies propres sont tres proches les unes des
autres dans la limite R > &, en bon accord avec le résultat analytique obtenu dans cette
limite (3.17). On peut néanmoins noter que I’harmonicité des niveaux excités, stipulant
que Décart entre les niveaux d’énergie "' — E¢ = hw, est constant, est rapidement
perdue, les fréquences de transition diminuant rapidement avec n.

On rappelle que chacune des énergies propres E° tracées ici est obtenue pour les

états dits de conduction. Il existe donc pour chacune de ces énergies une énergie jumelle
E! = —FE' qui est issue de la bande de valence. On voit de plus que le niveau d’énergie
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fondamentale E? croise le centre du gap en R = R*, ce qui signifie qu’il va y a voir un
croisement entre les niveaux d’énergies E? et E? des états fondamentaux issus des deux
bandes. Puisque ces deux niveaux sont chacun associés a une collection de sous niveaux
dus au degré de liberté lent x, voir I’équation (4.28), il existe un grand nombre de
points de croisements entre des états d’énergies EY et —E? dans la région R < R*. On
rappelle que ces états possedent deux a deux des polarisations opposées, prises le long
de la direction imposée dans I'espace de spin par ~., cela aura bientot son importance.
On veut maintenant essayer de comprendre comment ces croisements vont étre impactés
par les termes du hamiltonien complet que l'on a négligés jusqu’ici.

FIGURE 4.3 — Schéma représentant la structure la plus vraisemblable pour les énergies
des différents états issus de la bande de conduction. On a représenté en noir 1’état
fondamental et les états excités liés au degré de liberté lent = qui lui sont associés. On
a représenté en couleur les différentes "bandes" liées aux états excités relativement au
degré de liberté rapide y. Par symétrie on aura la méme structure, mais avec des signes
opposés, pour les états issus de la bande de valence.

4.4 Argument de non croisement

Avant de s’attaquer au probleme brute de force on se propose de présenter un ar-
gument de symétrie[39] concernant la structure globale des états liés au voisinage des
supposés points de croisement.
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Considérons un hamiltonien quelconque H dépendant continiiment d’un parametre
R. Soient Uy(R) et Uy(R) deux énergies propres de ce hamiltonien, on se pose mainte-
nant la question de savoir si il est possible que pour une valeur de R donnée ces deux
énergies puissent devenir dégénérées. Pour cela prenons une valeur Ry du parametre
R telle que les énergies propres E; = U;(Ry) soient trés proches (mais pas égales), et
cherchons si, pour un parametre proche R = Ry 4+ 0 R, les énergies propres U; peuvent
devenir dégénérées. Pour cela écrivons le hamiltonien comme étant composé du ha-
miltonien Hj au point Ry, ayant les énergies propres FE; associées au vecteurs propres
|1;), plus une perturbation V' = 5Rg—g. Les énergies F; du hamiltonien non perturbé
H, étant tres proches, cherchons les fonctions propres du hamiltonien perturbé sous la
forme

) = cilhr) + caliba). (4.31)

On a alors ’équation de Schrodinger
(Ho +V)[¥) = E[v) (4.32)
menant a

Cl(El —+ ‘/11 — E) + CQ‘/H =0
c1Vor+co(Ey+ Ve — E) =0 .

(4.33)
Pour que ces deux équations soient compatibles il faut que le déterminant associé soit
nul, ce qui conduit a

Cl(El +V - E)‘|¢1> +CQ(E2 +V—E>|1/12> =0 = {

1
E=_(E1+ Ey+ Vi + Vag) £ \/4 (By — By + Vir — Vao)? + [Via|2. (4.34)

DN | —

On voit alors que pour obtenir deux énergies dégénérées il faut annuler séparément
les deux termes dans la racine, puisque ce sont des carrés. Cela n’est généralement pas
possible lorsqu’on dispose comme ici d’un unique parametre R. Pour que ce soit possible
il faut donc que les termes hors diagonaux soient uniformément nuls, V35 = V5 = 0, pour
tout R. Cela correspond généralement au cas ou les énergies propres U;(R) et Us(R)
correspondent a deux états de symétries différentes. On en déduit que le croisement des
énergies de deux états de méme symétrie est interdit dans le cas d’'un hamiltonien régi
par un unique parametre R.

Dans notre cas on a que pour le profil de Belavin-Polyakov le hamiltonien ne dépend
paramétriquement que du rayon. On s’attend donc a obtenir une image physique finale,
apres perturbation, dans laquelle tous les croisements sont évités, et ou on a ainsi
un groupe d’états liés issus de la bande de valence et un autre bien distinct issu de
la bande de conduction. On se propose maintenant de regarder ca de plus pres, en
analysant notamment quels sont les termes perturbatifs pouvant étre a l'origine de ces
croisements évités.
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4.5 Théorie des perturbations pour les croisements

Cherchons maintenant a évaluer proprement si, dans la zone R < R* ou il y a
de nombreux croisements entre les niveaux d’énergie d’états liés issus de la bande de
valence et de la bande de conduction, il y a des croisements évités, et quelle est la
largeur des écarts ouverts. A l'ordre zéro traité précédemment, on a observé que les
états propres de conduction étaient polarisés |+)e,. On en déduit, dans la base de spin
prise relativement a e, que les états d’énergie nulle s’écrivent comme

o8 0

c __ 0 v _wl
vy = e =14 (4.35)

0 b

L’indice ¢ indique ici le nombre de 0 de la fonction d’onde pour le degré de liberté lent
x. On peut considérer en premiere approximation que

di(z,y) =~ d(y)(xli), Vi, y) ~ Y(y) (i), (4.36)

avec |i) les états propres de l'oscillateur harmonique 1D, la fonction ¢ la solution de

0
I'équation (4.15) et ¢ ~ A:’rﬁqb avec 7] les termes dominants des opérateurs 7., définis
+
selon selon (4.7). On a un hamiltonien complet qui s’écrit
Y+ + A -
H = 4.37
< Y- Y+~ A) (4.37)
avec
1

2
vy = vAZHJ o+ Y o, |:(ﬁz + A20%)? 4 (AL') ] ;
=y f (4.38)
N z 2z N
Y- =v(py + Ajo%) + Tﬂ%{pi’ A} - o}

Jusqu’ici on n’a considéré que les termes proportionnels a v, et fixé x a 0 pour obtenir
les expressions simplifiées de ces opérateurs (4.15), qui ont conduit aux états propres
(4.35). Les termes négligés jusque la et qui vont agir comme des perturbations sont donc
le terme linéaire vAj0* ainsi que les termes de masse, dont les composantes dominantes
sont proportionnelles a m,; L

(4.39)

Les termes d’ordre m_ ! étant petits devant les termes du premier ordre ci dessus, on

peut, a cet ordre aussi, fixer le degré de liberté lent a sa valeur moyenne 0 et ainsi
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oublier le terme linéaire vA7o*. Les états propres (4.35) du hamiltonien d’ordre 0 sont
exprimés dans la base de spin associée a la direction portée par Aﬂ, dans cette base on
considere ainsi la perturbation

1) P
V= < oy ) (4.40)
-0 gat
On s’intéresse aux points de croisements entre niveaux, qui se produisent nécessairement
pour des niveaux issus de bandes différentes. Ces points de croisement sont ceux pour
lesquels deux énergies EY et Ef obtenues en appliquant le hamiltonien? (4.37) aux
états respectifs W} et W¢ sont égales. En ces points on peut montrer[39] que le couplage
V, considéré comme une perturbation, engendre I'apparition de deux sous niveaux

d’énergie

Bl =< (V" + Ve £ A7) (4.41)

l\D\r—t

associés au gap

2
A} = \/ (Vier = Vige) "+ 4|veep. (4.42)

Afin d’obtenir 'expression des énergies perturbées on doit donc calculer les élément de
matrice ViV, Vi, et V¥ = (U§[V|UY). On a

LRI VI
v = [ (606 + 0+ Vv + v V)
Vi = [ (87005 + 052800 + 6 Dws + v D)

et V2¢ = V2" = 0 puisque V ne contient que des termes diagonaux par blocs. On peut
noter que dans le cadre de 'approximation présente ou le degré de liberté lent = a été
fixé a 0, les deux intégrales V;i" et V)5 sont égales puisque l'intégrale sur x ne conduit
qu’a de simples produits scalaires entre états normés. On en déduit qu’a cet ordre il n’y
a pas de levée de dégénérescence due aux couplages des deux états dégénérés puisque
V est diagonal par blocs. Cette perturbation ne change donc que peu la physique, le
point de croisement existe toujours mais se fait a une énergie non nulle désormais,

(;f)g ~ AZ <A (4.44)

(4.43)

= Vit~ [y (69060 + win) ~

brisant ainsi légerement la symétrie particule-trou.

Afin d’obtenir une levée de dégénérescence on voit qu’il faut aller & un ordre tel que
la perturbation V ne soit plus diagonale par blocs. Il faut donc un terme de la forme?

Aco® (4.45)

2. On applique ce hamiltonien en prenant 4+ au premier ordre, c’est a dire en prenant les termes
linéaires en impulsion, et le plus petit opérateur portant sur le degré de liberté lent.

3. On a considéré ici que Al,‘ - o était diagonalisé via une rotation qui envoie e, sur e.. On peut
ainsi toujours choisir la rotation qui envoie dans le méme temps e, sur e,.
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dans la base de spin relative a e,. Pour cela il faut donc réintroduire le degré de liberté
lent z et donc regarder le couplage entre états dégénérés induits par les termes en m_ !
Le hamiltonien associé V) va dépendre de

2
N 7AZO-:E + AZ
0 = L[+ a2y + (a1)] + 22 ) ()
2my (4.46)

2 .
'y(_) =vAjo” {px,AL‘:az} :
xr
On considere que le terme diagonal dominant % associé au terme de potentiel domi-

nant UA?‘JJZ produit une structure harmonique pour les premiers états associés au degré
de liberté lent . On peut alors se permettre de ne considérer que la perturbation hors

diagonale dominante
_MM<0 %). (4.47)

On a alors
Wee = Wi =0,

Wi = (W) = v [ dedy 43 (6565 = 0i0;)

n sait que est une fonction paire selon y mais impaire selon z, on aura donc un

O t A7 est fonct 1 1 , d

couplage W non nul uniquement entre états de parités différentes. On fait ici 'ap-
1 z

proximation A7 ~ ; 71 + ——, afin de découpler les variables. On approxime de méme

les fonctions d’onde comme séparables et on peut ainsi traiter séparément les inté-

grales portant sur les degrés de liberté Z et §j. On peut montrer numériquement que les

(4.48)

intégrales sur le degré de liberté rapide se comportent comme *
~WP WP ol —¢'* 1
dj ~[d = 4.4
/ e 1+92 ) (4.49)
en utilisant la normalisation
W) = [ dg (16 + [0F) = [ (1o +16%) = 1. (4.50)
On a ainsi A
W e A~ (n]— ) ~ A=S (nlz]m) (4.51)
K 2RV 1+ 72/ R? 2R?

puisque les premieres fonctions propres de l'oscillateur harmonique sont localisées au
fond du puits de potentiel. On utilise maintenant la propriété des polynémes d’Hermite
qui stipule que, en notant ), les fonctions propres de I'oscillateur harmonique,

o) = [ (@wn_lm

¢etque’y_~A§8 on a ¥ ~ 0z pour R ~ &.

1¢n+1($)) : (4.52)

4. Puisque ¢ =~ % +7°
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FIGURE 4.4 — Schéma représentant la structure énergétique des états liés pour R <
R*. Le le terme hors diagonal Ajo® ouvre un gap, dont I'expression est donnée par
(4.54), entre les niveaux ayant des parités différentes selon x. L’écart entre niveaux
excités est de 'ordre de Aw,, cette fréquence pouvant étre approchée suivant un modele
harmonique par 'expression (4.29). On peut commencer par appliquer la perturbation
aux points de croisements représentés en couleur sur la figure gauche. On observe que
cela conduit a ’apparition de nouvelles intersections pour lesquelles on peut réitérer le
méme raisonnement, conduisant a la figure en haut a droite. Les différentes itérations
de ce raisonnement finiront par conduire petit a petit a supprimer tous les croisements
pré-existants, comme représenté sur la figure en bas a droite. L’écart final attendu entre
les niveaux est de l'ordre de hw, /2 puisque ces niveaux résultent de l'interaction entre
deux bandes ayant des densité d’états (fw, ).

On en déduit que

(n|Z|m) =0 pour |n — m| #1

1/4
(n|Zn+ 1) n + n + L (4.53)
w R ¢ 1/4
s (1+3%)

On constate donc que dans cette approximation, un écart d’énergie n’est ouvert qu’aux
points de croisement entre niveaux successifs, et que cet écart sera de l'ordre de

Afvntl <mya>““ !

Gt = 2WEE o (4.54)

2R

En réalité A7 n’est pas une fonction séparable, et les fonctions d’onde des différents
niveaux excités sont plus complexes que celles de 'oscillateur harmonique 1D. On peut

63



cependant argumenter que leur parité est une propriété robuste, tout comme le caractere
impaire de la fonction Aj. Cela implique qu’il ne peut y avoir des croisements ¢évités
qu’entre niveaux de différentes symétries spatiales (de différentes parités), et que le gap
ouvert en ces points sera de l'ordre de dp; ou plus petit. Il faut maintenant comprendre
ce que signifie ce résultat. On a notamment un ratio

3 £\’

qui est grand devant l'unité pour R < R* puisque ¢ < 1. Cela signifie que si on
ne considere que les croisements proches du centre du gap on va avoir une suppression
effective des croisements entre niveaux de mémes symétries spatiales, comme représenté
sur la gauche de la figure 4.4. Au voisinage de ces croisements évités les nouveaux états
propres sont de la forme

~1/4
Son

1
hw, 2

(4.55)

UH(R) = ar(0R)T{(R) £ B:(6R) V], (R) (4.56)

ot IR = R — Ry ol Ry est abscisse du point de croisement évité. On a o4 + 1 =1,
et ax(0) = B+(0) = 1/v/2 [39]. Lors du croisement d’états effectifs associés aux états
propres W7 et ¥/, on voit que I'on va avoir un couplage entre les sous états U¢ et WY 3
ainsi que W7, , et ¥§ ,. On aura donc la encore des croisements évités, voir le schéma
en haut a droite de la figure 4.4. En réitérant ce raisonnement de maniere itérative on
en déduit que les croisements vont successivement disparaitre pour finalement générer
une structure analogue a celle présentée sur le schéma en bas a droite de la figure 4.4.
On peut noter que l'ordre de grandeur entre I’écart des deux niveaux dont 1’énergie est
la plus petite en norme devrait étre de 'ordre de grandeur de dp;. Ce raisonnement est
aussi illustré a une échelle structurelle globale sur la figure 4.5, qui montre comment se
transforme la structure globale prédite par les termes dominants lorsqu’on applique les
termes correctifs (en particulier A?0*) comme perturbations.

La structure finalement obtenue est en excellent accord avec I'argument qualitatif
de la molécule diatomique présenté dans la section 4.4 qui prédit ici que puisque le
hamiltonien dépend paramétriquement du rayon R seulement, alors il ne peut y avoir
de croisement entre les états liés qui sont états propres de ce hamiltonien.

On peut noter qu’il existe un autre terme hors diagonal proportionnel a AZ, qui est
donc cette fois une fonction impaire de y. La figure 4.1 révele cependant qu’il n’y a
pas en premiere approximation de croisement entre états ayant des symétries différente
selon y, I'étude de ce terme n’est donc pas pertinente.

Fort de cette connaissance de la structure détaillée des états liés pour R < R*, on

veut maintenant compléter I'image physique donnant la structure des états pour tous
les rayons.
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FIGURE 4.5 - Le terme perturbatif A¥c* couple les états ayant des symétries spatiales
différentes ainsi que des polarisations opposées. On a représenté en rouge les états paires
selon x et ayant une polarisation |+), ainsi que les états de polarisation |—) étant im-
paires selon x. De cette maniere seuls les états de méme couleur interagissent entre eux
via le terme perturbatif A%o?, qui ouvre donc un écart a chaque croisement, produisant
a chaque fois deux états de polarisations superposées. Les énergies des nouveaux ni-
veaux ainsi produits sont représentées sur la figure de droite. Il semble alors demeurer
des croisements apparents mais ces croisements vont étre évités pour les méme raisons,
conduisant a la situation représentée schématiquement dans la troisieme vignette, ou il
ne demeure aucun croisement. On pourra noter que pour cette derniere image la pola-
risation des niveaux n’est plus selon |+) ou |—) mais selon une superposition des deux
pour R < R*.

4.6 Image physique

On commence maintenant a avoir une vision claire de la structure des états liés pour
la région R < R*, cherchons pour quel rayon R, < & cette image devient fausse. Cela
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correspond au point ot, soit I'écart d’énergie hw,, soit la taille caractéristique 6 = do;
des écarts, devient comparable a ’épaisseur du gap A, et ol les considérations ci dessus
deviennent donc caduques. Si on suppose R, < & alors on doit résoudre

hwy ~ Ay/e (15)2 =A (4.57)

soit
R, ~ e/4¢. (4.58)

On a de méme que I’écart caractéristique ouvert aux points de croisement
5o A1/ (4.59)
R

devient comparable a I’épaisseur du gap d’énergie A pour R ~ R.. On en déduit ainsi
que dans la limite R — R, tous les calculs et raisonnement utilisés jusque la deviennent
caduques. On voit donc ici que pour que ces discussions aient un sens, il faut une forte
anisotropie couplée a une grande longueur de cohérence, afin de minimiser ¢ = %%, de
telle sorte a ce que le rayon rayon critique R, demeure petit devant R*. Dans ce cas les
considérations de la section précedente amenent finalement a schématiser la structure
qualitative générale des états liés comme sur la figure 4.6 qui synthétise les résultats de

ce chapitre.

Cette image physique est valable pour un skyrmion de Belavin-Polyakov de charge
@ = 1. 1l est légitime de se demander si elle peut se généraliser au cas d'un skyrmion
de charge ) # 1, et a d’autres profils de skyrmion. On se propose de commencer par
adresser la premiere question afin de conclure les chapitres sur le profil de Belavin-
Polyakov.

4.7 Cas d’un skyrmion de charge quelconque

4.7.1 Nouveau champ de jauge

Considérons maintenant le cas général d’un skyrmion de charge topologique quel-
conque () # 1 afin de généraliser les résultats précédemment obtenus pour un skyrmion
de charge 1. On peut généraliser dans ce cas le profil de Belavin-Polyakov comme celui
satisfaisant I’équation
sinf  df
Q = —.

r dr
Cela permet, tout comme dans le cas d’un skyrmion de Belavin-Polyakov de charge 1,
de considérablement simplifier les composantes dans le plan Ay du champ de jauge.
Dans ce cas le terme de potentiel dominant devient

£ 0.,
R1+227°

(4.60)

vAl o =AQ (4.61)
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FIGURE 4.6 — Représentation schématique de la structure énergétique des états liés pour
le profil de Belavin-Polyakov. On observe que pour R > £ les états liés se rapprochent de
leurs bande respectives, obéissant au comportement asymptotique harmonique (3.17).
Si on réduit le rayon on observe un premier croisement pour R = R*, en dessous du
quel on observe la structure complexe de la figure 4.4. Cette description devient caduque
pour R < R,, avant que les derniers états liés ne disparaissent pour R = R.

avec

)o | . (4.62)

On observe d'une part que la norme du potentiel prend un facteur (), impliquant a
priori des états liés plus profonds que dans le cas ¢ = 1. On observe de plus que
la direction de ce potentiel dans ’espace de spin n’est plus fixée, mais dépend de la
coordonnée angulaire du plan « = arctan £. Cela signifie que pour diagonaliser ce
terme on va devoir appliquer au hamiltonien un opérateur P(«) qui dépend lui méme
de «. On va alors assister, de maniére similaire au cas de 'application de I'opérateur
U, a I'apparition d'un nouveau champ de jauge effectif

A, -0 =—iPoP. (4.63)
On se propose de faire le choix suivant pour P

1—ieL-0'

P() = — 2 (4.64)
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siny + (@~ 1)al
e, =|—cos[y+(Q—1)]|. (4.65)
0

Cela correspond a une rotation d’angle 7 autour du vecteur e, qui appartient au plan
Oxy et est orthogonal & e¥. On peut noter que

Oser = (Q —1)e. (4.66)

On en déduit que dans cette jauge le champ A s’exprime comme

A o= —;(1+iel-a) (—z’(Q—l)@iae?-a)

(4.67)
i @ia(ea-ajta).
Le hamiltonien devient sous cette transformation
Ho =P HP = i(ﬁjuA? (—e¢- o) +A1--a)2+AQ£ LI (4.68)
Q omy \U0 T e R1+ 22

Pour R > £, le nouveau champ de jauge peut étre négligé pour les mémes raisons
que celles avancées pour négliger les puissances de A?. L'image physique reste donc la
méme, bien que les états liés soient plus profonds et plus espacés puisque le potentiel
attractif est () fois plus profond. On voit cependant que pour les petits rayons ce champ
de jauge additionnel va jouer un réle important, modifiant potentiellement le rayon de
disparition R du dernier état lié. Afin d’étudier cet effet on va se placer dans le cadre
du modele jouet isotrope, plus élégant et plus sobre d’un point de vue calculatoire.

4.7.2 Cas modele isotrope

On se place dans le cas isotrope, en prenant m; = m* =, /mim;. On utilise que

sin « Y Cos o T

axOé = — . = _ﬁ’ ayO{ - , - ﬁ, (469)
pour obtenir ’expression des différents termes de potentiel. On a tout d’abord un terme
répulsif

o (@-1?2 1 (Q—1)
\|"=——==—. 4.70
zi: 1A 2r2 R?2 222 ( )
On a de méme le terme p; (A%0®), pour lequel on utilise
2xy 1

1=x,y
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pour obtenir

—-1)%1
pi (A0®) = —i(QZ)TZeL ‘0. (4.72)

Ce terme est hors diagonal et doit donc peu jouer au premier ordre. Le dernier terme
de potentiel est

IL—cosf 1 Q-1

s T wpire 4P

A 0. Ao} =244l = L@ 1)
Les deux termes diagonaux (4.70) et (4.73) sont indépendants de «, et les termes res-
tants A, -op; et AZp; sont proportionnels a d,. On en déduit que les variables angulaires
et radiales sont séparables, et que les valeurs propres [ du moment cinétique sont de
bon nombres quantiques. On considere alors le cas [ = 0 pour obtenir un hamiltonien
ne dépendant que de la variable radiale z, dont la partie potentielle s’écrit comme

VA [ @ (-1 Q-1 § Q
Uits = 2 RQ((1+Z2)2+ 222 +1+z2>_AR1+22

(4.74)

lorsqu’on le projette sur la composante | 1), Q de la fonction d’onde. On peut réaliser
une inspection de ce potentiel suivant la méme méthode que dans la section 3.3.1 sur
le modele jouet isotrope pour un skyrmion de charge 1. On regarde ainsi pour quelle
valeur du rayon les termes répulsifs vont commencer a I'’emporter sur l'unique terme
attractif en jeu. On voit ici que le rayon de disparition du dernier état lié sera toujours
de Tordre de /€&, bien que le coefficient (de Pordre de I'unité pour @@ = 2) soit une
fonction croissante de ). On peut notamment observer que le terme (4.70) diverge au
centre du skyrmion et devient donc pour @ # 1 le terme répulsif dominant. On en
déduit qu’augmenter la charge d’un skyrmion produit des termes de potentiel répulsifs,
conduisant a une disparition prématurée des états liés, mais que cette perturbation ne
semble pas modifier 'aspect qualitatif de 'image physique obtenue sur la figure 4.6 pour
un skyrmion Belavin-Polyakov de charge 1. On peut tout de méme noter que puisque
le rayon de disparition R augmente avec la charge topologique @, et que la profondeur
des niveaux d’énergie pour un rayon donné augmente aussi avec @, il est vraisemblable
que d’un point de vue global augmenter la charge () corresponde a translater 'image
physique dans le sens des rayons croissants.

On ne s’attardera pas plus sur une étude détaillée du cas d’un skyrmion de charge
@ # 1, puisque l'existence d'un tel skyrmion dans un matériau réel apparait a ce
jour peu vraisemblable, le coflit énergétique d’un skyrmion isolé variant en premiere
approximation linéairement avec le module de sa charge.

4.7.3 Synthese

On a pu établir la structure énergétique et spatiale les états liés pour les différentes
valeurs du rayon d’un skyrmion, et ainsi obtenir une image qualitative satisfaisante
du probleme. Ce résultat est cependant attaché aux propriétés spécifiques du profil de
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Belavin-Polyakov, qui nous ont permis de beaucoup simplifier le probleme. On peut
noter de plus que le profil de Belavin-Polyakov, bien qu’apparaissant naturellement
dans le cas d’'un matériau parfaitement isotrope, n’est pas un bon candidat pour le cas
d’un skyrmion pré-existant isolé, stabilisé par des interactions intrinseques au matériau.
On a en effet vu en introduction que pour rendre un skyrmion stable [6] il faut mettre
en oeuvre des interactions de type Dzyaloshinskii-Moriya [40, 41] associé & un terme
d’anistropie. Dans un tel contexte les profils favorisés ne sont plus similaire & celui de
Belavin-Polyakov, mais plutét en paroi de domaine [42]. On se propose donc d’étudier
un tel profil dans le chapitre suivant.
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Profil en paroi de domaine

On se penchera dans ce chapitre sur le cas d'un profil de skyrmion plus réaliste,
analogue de symétrie circulaire d’'une paroi de domaine rectiligne. On commencera par
étudier le régime des basses énergies, avant de résoudre le hamiltonien complet de ma-
niére similaire a ce que 'on a fait pour le profil de Belavin-Polyakov aux deux chapitres
précédents. On verra ainsi que la structure des états liés varie qualitativement d’un pro-
fil a 'autre, révélant une tres forte dépendance de la structure spatiale et énergétique
des états liés vis a vis du profil du skyrmion qui les génere. On finira par traiter I'in-
teraction d’électrons avec une paroi de domaine rectiligne, ce cas étant analytiquement
solvable de maniere exacte, et révélant la encore l’existence d’états liés.
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5.1 Définition et propriétés du profil

On s’intéresse dans ce chapitre a l'interaction entre un électron et un skyrmion décrit
par un profil en paroi de domaine. Cette étude est naturelle puisque ce type de profil
est le plus énergétiquement favorable pour un skyrmion isolé dans un matériau magné-
tique. On a en effet vu dans le chapitre introductif que pour un matériau magnétique
présentant des interactions de type anisotropie d’axe simple et Dzyaloshinskii-Moriya,
il existe une transition entre deux états fondamentaux : la configuration uniforme et
la phase spirale. Or au voisinage de cette transition 1’énergie d’'un skyrmion tend vers
0 (cet objet demeurant un état métastable au sein de la phase uniforme), ce dernier
adoptant un profil en forme de paroi de domaine. On peut aussi noter que lors de cette
transition le rayon des skyrmions diverge, ce qui est assez naturel puisque qu’un skyr-
mion de rayon infini est en un sens analogue a une paroi de domaine rectiligne.

5 10 15 w

FIGURE 5.1 — Tracé de l'angle orbital §(r) pour différentes valeurs du ratio R/w, en
fonction de la coordonnée adimentionnée r/w. On voit que ce profil décrit & proprement
parler une paroi de domaine seulement pour R > 5w. On a tracé en pointillés le profil
de Belavin-Polyakov avec un rayon R = w a guise de comparaison pour appuyer le
constat que le profil en paroi de domaine est, dans la limite R — w, analogue au profil
de Belavin-Polyakov.

Considérons le cas d'un skyrmion de charge 1 et d’hélicité quelconque ~, décrit
en coordonnées sphériques par les angles 0(r) et ¢ = a + v, ou r = a2+ y? et
a = arctan £ sont les coordonnées polaires repérant la position dans I'espace réel. On
considere maintenant le profil d'un skyrmion en paroi de domaine défini par

0(r) = m — 2arctan (W) (5.1)
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avec par conséquent 0(0) = 0 et #(co) = w. Ce profil est caractérisé par deux para-
metres, le rayon du skyrmion R, et ’épaisseur de paroi w, qui est a priori de 1'ordre
de la longueur caractéristique de paroi de domaine [, = \/% [42], avec A D'élasticité
et K lanisotropie, voir chapitre introductif 1.2. On a tracé le profil radial 6(r) pour
différentes valeurs du ratio R/w sur la figure 5.1. On y compare aussi le cas limite
R — w au profil de Belavin-Polyakov pour lequel il n’existe qu’'un unique parametre.
On constate alors que localement, au centre du skyrmion, les deux profils sont assez
similaires. L’exploration de la limite R — w dans le cas du profil en paroi de domaine
serait donc redondante, en plus d’étre éloignée des profils effectivement favorisés éner-
gétiquement pour lesquels R > w.

On s’intéresse ici tout particulierement au cas d’un skyrmion préformé dont I’énergie
est tres faible devant 4w A, et qui correspond par conséquent au cas ou le rayon du
skyrmion R est tres grand devant I’épaisseur de paroi w [42]. On peut alors utiliser la
propriété suivante,

1 1 . ) w in @
0'(r) ~ W(Rwi) = sin (2 arctan (e(R )/ )) o~ 812) , (5.2)

valable pour R > w. On voit graphiquement sur la figure 5.2 que cette approximation
est déja excellente pour R 2 bw. Cela signifie que cette approximation est bien valable
pour un profil ayant vraiment une allure de paroi de domaine, voir figure 5.1. On
peut de plus argumenter que ’analyse va se porter principalement sur le voisinage du
minimum du potentiel effectif généré par le skyrmion, correspondant a se concentrer sur
le voisinage du maximum de la fonction €'(r), secteur ou I'approximation est vraiment
excellente.

Au vu des deux chapitres précédents, on se propose de commencer par caractériser la
composante AZ‘J o du potentiel vecteur qui joue un réle prédominant dans la formation
d’un état lié électron-skyrmion. On a, de maniere générale, pour un skyrmion de charge
Q =1 et d’hélicité ~,

1 ind in 6
Ay = -3 [cosv (sin2 af + cos? ) + siny cos asin « (0’ o )] :
T T
. . (5.3)
1 _ , sind _ 9 , sinf
AZ: 3 cosycosasina |0 — — siny | sin” af’ + cos” « .
r r

On peut donc, dans la limite R > w, utiliser la propriété (5.2) pour faire I'approxima-
tion

- sin 6 .9 . .
Ay~ — 5 [cosysm oz—l—smycosozsma},
_“W (5.4)
AV ~ sin 0 . , .
Y o {cosycosozsma — sin 7y sin a} .
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15
FIGURE 5.2 — Tracé de % et 6 en fonction de r pour différentes valeurs de R, dans
le cadre du profil en paroi de domaine défini via I’équation (5.1). L'unité de longueur

utilisée est w. On observe que pour un rayon R valant plus de cinqg fois I’épaisseur de
paroi w les deux fonctions % et 0 sont tres proches.

On a utilisé le fait que sin @ est une fonction prenant des valeurs significatives unique-
ment au voisinage de r = R, et que par conséquent
sinf  sinf sin 6
~Y

~ ~ ¢ 5.5
T R < w (5-5)

sin 0

= par rapport aux termes proportionnels a ¢'. On peut

pour négliger les termes en
ainsi finalement écrire !

UAQ co —A;:w sinfsinae? - o (5.6)
avec e?"' = (sin(a+7), — cos(a+7),0)!. On constate alors que I’hélicité semble jouer un
role similaire a celui joué pour le profil de Belavin-Polyakov : elle détermine la direction
dans l'espace de spin du terme de potentiel dominant. On en déduit qu’elle fixera la
encore la polarisation des états liés. Dans le cas d’un skyrmion de Néel on aura un état
polarisé selon e = (sin(a), — cos(a), 0)! tandis que pour un skyrmion de Bloch ce sera
selon €8 = (— cos(a), —sin(a), 0)". Il est intéressant de noter ici, que contrairement au
cas particulier du profil de Belavin-Polyakov, la direction du potentiel, fixée par e?"V
dépend de la coordonnée angulaire o du plan.

Ce potentiel est non trivial et anisotrope, comme on peut le voir sur la figure 5.3. 1l
existe ainsi deux minimums de potentiels situés aux points (x,y) = (0, £R) qui ont des
polarisations opposées relativement a e?". On peut cependant noter que localement
les polarisations sont identiques, voir schéma 5.4.

1. Cela correspond en fait a négliger les variations de ¢ par rapport a celles de 6 et a ne garder
ainsi que le premier vecteur dans la définition (2.44) du champ de jauge.
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FIGURE 5.3 — Représentation schématique du potentiel dominant projeté selon e?"'

c’est a dire vAg -ePW_ On voit distinctement le minimum de potentiel situé au point
(z,y) = (0, R), et le maximum situé en (0, —R).

On constate que, puisque A; o w~L, lamplitude caractéristique du terme UAE o
va étre cette fois Ag. C’est donc 'épaisseur de paroi de domaine w qui a pris la place
occupée par le rayon dans le cas du profil de Belavin-Polyakov : c’est la longueur
caractéristique sur laquelle varie le parametre d’ordre Néel qui gouverne I'énergie de
I’état 1ié électron-skyrmion. Cette remarque nous montre que tout comme dans le cas
du profil de Belavin-Polyakov, les différents régimes de 'interaction électron-skyrmion
vont étres indexés en fonction du rapport % On se propose de commencer par traiter
le cas des basses énergies, correspondant a w > &.

5.2 Etats liés peu profonds

5.2.1 Mise en forme du probleme

Commencons par nous placer dans le cas ou I’épaisseur de paroi w est grande devant
la longueur de cohérence &, afin de voir si on peut obtenir un résultat analytique tout
comme dans le cas du profil de Belavin-Polyakov. On va pour cela étudier le hamilto-
nien de basse énergie (2.39) valable dans cette limite.

Le terme de potentiel dominant (5.6) se découple bien dans le systéme de coor-
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données polaires. La composante radiale sin 6 est ici une fonction ayant un maximum
bien piqué sur une largeur de l'ordre de w et atteint pour » = R. En étudiant la par-
tie angulaire sin o on voit que ce potentiel possede deux extremums situés aux angles
a = +7, et donc symétriques par rapport au centre du skyrmion. On voit de plus
que ces deux minimums de potentiel vont avoir des polarisations localement similaires

: DW _ T\ _ DW _ s
puisque e; (Oé = 5) = —€; (Oé = —5).

Regardons maintenant le terme cinétique, on a

1 —cosé 1 —cosf
A = — i A? = _— 5.7
z sina—p —, y = oS (5.7)
ou dans le cadre de 'approximation (5.2) on a cos # ~ tanh %. Au voisinage des points
(r,a) = (R, j:g) on a, puisque R > w > &,

2
(45) A€ (T A (A e ¢
)
~ A - A= et NS A (5.8)
om; TSR (a73) a5, om, ~ AR S Co

avec toujours € = ¥ e < 1. On en déduit que ces termes de potentiel répulsifs vont
donc pouvoir étres négligés pour une plage de longueurs w encore plus large a ’échelle
de & que pour le profil de Belavin-Polyakov, on les ignorera donc pour le reste de cette
section. Les anticommutateurs {p;, A7}c* vont eux aussi étre petits comparé au terme
de potentiel dominant UAQ -0, et sont de plus hors diagonaux (et n’interviennent donc
qu’a lordre 2 de la théorie des perturbations) et peuvent donc étre négligés eux aussi.
L’unique terme de potentiel a prendre en compte dans la limite w > & est donc le terme
(5.6), comme c’était déja le cas pour le profil de Belavin-Polyakov.

Afin de pouvoir maintenant étudier la structure des états liés associés a ce potentiel

effectif, if faut tout d’abord le diagonaliser. Ce terme pointe dans la direction e?"V =

(sin(¢), — cos(¢),0)" dans espace de spin, il peut donc étre diagonalisé via une rotation

d’angle 7 autour de e, = (cos ¢, sin ¢, 0)". On définit ainsi

P=—(1—1te, -0) (5.9)

N

tel que

Ple,-0P = —=P'e, -0 (1 —ie, o)

S

_ (5.10)

(1+ie,-0)(e, -0+ 07)

z

Q N =

ou on a utilisé que (u-o)(v-0) = u-v+i(uxv)-o. On doit maintenant faire
attention au fait que P dépend de « et donc de x et de y. Cela signifie que 'application
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de cette rotation va la encore engendrer un substitution de Pierls et I'apparition d'un
autre champ de jauge

1

=3 (1+ie,-o0)i(e, - 0)0i« (5.11)
e, o+0°
= — 0.
5 !
Sachant que .
Oy = _md et Oy = s (5.12)
r r

on voit que au voisinage des minimas de potentiel (x,y) = (0, £R) ces termes vont étre
de 'ordre de grandeur de %. On peut donc négliger les termes dus a ce champ de jauge
exactement pour les mémes raisons que celles qui nous ont conduit a négliger les termes
dépendant des composantes A7 du champ de jauge "original'.

Maintenant que nous avons diagonalisé le potentiel, nous allons pouvoir réaliser un
développement harmonique afin de connaitre la structure des états liés situés au fond
du puits de potentiel.

5.2.2 Développement harmonique

Bien que le potentiel se découple naturellement en coordonnées polaires, la forte
anisotropie m; < m; ne nous permet pas de bénéficier de cette propriété. On se placera
donc en coordonnées cartésiennes pour réaliser le développement harmonique suivant.
Le potentiel peut étre localement développé autour du point (x,y) = (0, R) comme

r—R 72+

— sin(«) sech =—1+
w

+0 (&, 7°) (5.13)

avec T = L ety = ¥

5 %R. On voit que de par la forme du potentiel, les longueurs
caractéristiques selon lesquelles varie les deux degrés de liberté sont tres différentes. On
a ainsi une double anistropie, a la fois pour les masses effectives et le potentiel. Cela
rend le degré de liberté x vraiment tres lent comparé a y, une situation qui est tres
propice a l'application de 'approximation de Born-Oppenheimer. On commence donc

par traiter le degré de liberté rapide g, qui obéit a 1’équation

52 82 é Zi'2 _i_ﬂQ c
—ngwuﬁ “l+ = wT:KW. (5.14)

La notation ' signifie que I’on considére la composante de la fonction d’onde spinorielle

polarisée 1 selon 'axe donné par e?V. Traiter cette équation comme un oscillateur

harmonique unidimensionnel mene aux énergies propres

en ¢ 2 1 2%
A2w<—1+2+<2+n) w), (5.15)
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dépendant paramétriquement du degré de liberté lent Z. On considere alors ces énergies
comme des potentiel effectifs pour Z, et on réintroduit I'opérateur différentiel portant
sur Z. Cela mene apres résolution aux énergies propres

2oomraGe) () Gemld oo

avec toujours € = %% < 1. On observe ici que 'écart
T

£ | &
hw, = AZR e (5.17)
entre les niveaux d’énergie liés au degré de liberté lent est bien plus petit relativement
a hw, que dans le cas du profil de Belavin-Polyakov, a cause du fait que le potentiel
est ici localement anisotrope. La forme de la fonction d’onde pour 1’état fondamental
est représentée sur la figure 5.4. On peut estimer les dimensions caractéristiques de la
fonction d’onde pour I’état fondamental en prenant les racines carrées des écart types
selon les deux directions. On obtient alors

1/4 1/4
Lo (o8 ot v (&) (5.18)
R R2 w w

On voit ainsi que I'étalement de la fonction le long de la paroi du skyrmion dépend
fortement du ratio % qui gouverne l'anisotropie du potentiel, mais aussi du parametre
€ qui gouverne quant a lui 'anisotropie des masses effectives.

FIGURE 5.4 — Représentations schématiques des fonction d’onde des états liés fonda-
mentaux pour deux hélicités caractéristiques, I'une v = 7 correspondant a un skyrmion
de Bloch a gauche, et 'autre v = 0 correspondant a un skyrmion de Néel a droite. On
observe que la polarisation des deux puits est toujours localement identique.
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5.2.3 Interaction possible entre les puits

Le développement réalisé ci dessus peut étre mené a l'identique pour le puits de
potentiel situé en (x,y) = (0, —R), il suffit pour cela de projeter cette fois selon —e2?".
On peut alors légitimement se poser la question d’'une interaction possible entre les
deux puits, pouvant modifier les énergies propres. On peut argumenter que dans la
limite harmonique les fonctions d’onde sont tres localisées autour des minimums de
chacun des deux puits. L’étendue caractéristique de la fonction d’onde le long de I'axe
Oy est notamment petite devant w, voir (5.18). Puisque les deux puits de potentiels
sont distants de 2R > w on en déduit qu’il ne peut y avoir qu'un tres faible recou-
vrement entre les fonctions d’onde de deux puits séparés. Cela signifie qu’il n’y a pas

d’interaction entre les deux puits dans la limite R > w.
On se tourne maintenant vers la recherche d’états liés profonds, afin d’établir, comme

dans le cas du profil de Belavin-Polyakov, une image physique compléte pour les énergies
des états liés.

5.3 Etats liés profonds

0.8
0.6 -
0.4~

0.2

0.0

w | =

0 1 2 3 4 5

FIGURE 5.5 — Tracé en bleu de ’énergie (en unité de A) de I’état fondamental issu de
la bande de conduction, en fonction du parameétre w (en unité de ). Elle est obtenue
par résolution numérique de 1’équation différentielle (5.20). On constate que l'accord
avec le résultat analytique obtenu dans la limite w > &, décrit par l'expression (5.16)
et tracé en pointillés rouges, est excellent pour w > 3£.

Tout comme dans le cas de I’étude du profil de Belavin-Polyakov, on peut maintenant
se tourner vers la région w < £ de l'espace des parametres, pour laquelle le hamiltonien

79



de basse énergie et I'approximation harmonique ne tiennent plus.

On peut dans cette optique utiliser le développement général effectué dans le cha-
pitre précédent et ainsi utiliser I’équation différentielle (4.27) en y injectant 1’expression
spécifique du potentiel v, dans le cas d'un skyrmion du type paroi de domaine. On peut
par ailleurs noter que I'approximation consistant a négliger le terme vA7 est meilleure
dans le cas présent grace a ’anisotropie du potentiel autour du minimum du potentiel
dominant.

On a ici
y—R

w

2 —A2§ d2

~ 5.19

£ _ _
~ A——sech(7), =
1+ = Agsech(7) g
ol on a fixé le degré de liberté lent = a 0. On est donc amené a résoudre numériquement
I’équation unidimensionnelle

Ed?¢p 1/(¢ 3 tanh(§)sech(§) dé ¢ g1’ -
( ) 1+ £+ Lsech(y) dj * (1 B [SeCh(y) t A] ¢ =0 (520)

w? diy? 2

w

2w

ol tout comme dans le cas du profil de Belavin-Polyakov il émerge un rapport naturel
de longueurs % La résolution numérique de cette équation conduit tout comme dans le

cas du profil de Belavin-Polyakov aux énergies propres E‘(w) du hamiltonien complet,
mais ou le degré de liberté lent a été ignoré. L’énergie de 1’état fondamental est tracée
en bleu sur la figure 5.5. On la compare au résultat obtenu dans le cadre de 'approxi-
mation harmonique pour w > &, tracé en pointillés, 'accord est bon pour w > 3£.
On constate que contrairement au cas du profil de Belavin-Polyakov 1’énergie de 1'état
fondamental ne s’annule jamais. Cela signifie que I’on n’aura pas ici de croisement entre
états liés issus des bandes de valence et de conduction, et donc pas besoin de mettre en
ceuvre de théorie des perturbations comme on ’a fait pour le profil de Belavin-Polyakov.

On a tracé sur la figure 5.6 les énergies des états excités en fonction de 1’épaisseur de
paroi w. La structure observée est similaire a celle que ’on avait obtenue pour Belavin-
Polyakov, bien que I’on puisse noter que ces énergies, prises relativement a la bande de
conduction, sont plus petites que dans le cas du profil de Belavin-Polyakov.

Il ne faut pas oublier que, comme c’était le cas pour le profil de Belavin-Polyakov,
la dynamique du degré de liberté lent produit une collection d’énergies attachées a
chacune des énergies propres identifiées ici. La encore on pourra considérer en premiere
approximation que ces énergies seront séparées de

NN S

Sachant ¢a on va maintenant pourvoir compléter 'image physique décrivant les énergies
des états liés dans le cas d’un profil en paroi de domaine.
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FIGURE 5.6 — Tracé des énergies des états excités (en unité de A) obtenues par ré-
solution de 1'équation (5.20) avec conditions aux bords. L’indice n des énergies E°
correspond aux nombres de zéros de la fonction d’onde associée selon y. L’indice 0 ré-
fere quant a lui au fait que pour chacun de ces états le comportement de la fonction
d’onde selon x a été ignoré. On a donc une bonne approximation des énergies des états
dont la fonction d’onde ne possede pas de zéro selon z, d’ott la notation E°.

5.3.1 Image physique

On observe ici que la situation est assez différente du cas du profil de Belavin-
Polyakov. En effet cette fois il n’y a pas de croisement entre les niveaux issus de la
bande de conduction et ceux issus de la bande de valence, puisque I'énergie de 1’état
fondamental E(w) ne s’annule jamais, si ce n’est dans la limite w — 0 dans laquelle
le modele continu devient caduque. Cela simplifie beaucoup la structure des états liés.
On peut aussi noter que 1’écart entre les niveaux d’énergie liés au degré de liberté lent
Z, hw,, demeure petit devant A pour une plage de valeurs de w plus large que dans le
cas de Belavin-Polyakov. On a en effet

hwy §
A —an\ (5.22)

qui devient de l'ordre de I'unité pour
We = ———aq. (5.23)
On en déduit que pour R > ,/%5 on a que hw, demeure petit devant A sur tout le

domaine de validité de 'approximation continue.
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On peut maintenant se poser la question de savoir, si, comme dans le cas du profil
de Belavin-Polyakov, on va assister ici aussi a la disparition des états liés pour w
suffisamment petit.

Disparition de 1’état lié

On cherche ici a estimer pour quelle épaisseur de paroi w le dernier état lié disparait,
afin de compléter I'image physique. On avait, dans le cas de Belavin-Polyakov, que
(43)°
2m}
du potentiel dominant jusqu’alors, a savoir vAj. Faisons la méme estimation ici, on
voit, que dans le cadre de 'approximation harmonique on a pour le degré de liberté
lent & un écart type

I’état lié disparaissait lorsque 'amplitude du terme devenait comparable a celle

wé
Eﬁ‘
On a ainsi, dans I’état fondamental, en considérant que la description harmonique tient
encore pour le degré de liberté lent,

() s -sfl oG om

On voit que dans la limite R > w, ce terme ne peut jamais devenir comparable au
potentiel dominant qui est de 'ordre de A%.

Cela signifie que pour un profil en paroi de domaine il n’y a pas de point (accessible
par un modele continu) pour lequel les états liés disparaissent.

(5.24)

Oz ™~

Image physique compléte

On a donc en main tous les éléments permettant de construire 'image physique
décrivant la structure énergétique des états liés pour un profil en paroi de domaine. Ces
éléments sont synthétisés sur la figure 5.7. Il n’y a pas, dans le cas présent, de disparition
des états liés. La structure harmonique est valable pour w > w,, au dela ’approxima-
tion harmonique devient caduque pour le degré de liberté lent. Cela implique une image
physique plus simple, la polarisation est bien définie pour toute valeur de la paroi de
domaine, et ou les états liés issus des deux bandes demeurent bien distincts en tout
point.

Maintenant que 1’étude du profil en paroi de domaine est terminée, on se propose
d’explorer le cas limite d’une paroi de domaine rectiligne, analogue a priori au cas d’'un
skyrmion de rayon infini. On va voir que ce cas modele permet une résolution directe
mettant en oeuvre tres peu d’approximations. Les résultats obtenus seront de plus tres
pertinents pour le chapitre suivant.
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FIGURE 5.7 — Représentation schématique de la structure énergétique des états liés
dans le cas d’un profil en paroi de domaine. L’abscisse est la longueur caractéristique
sur laquelle varie le parametre d’ordre Néel n, qui est ici I’épaisseur de paroi w. En
réalité I’écart entre niveaux successifs, de 'ordre de Aw,, est bien plus faible que sur
ce schéma, cette représentation grossiere ne faisant donner que l'allure attendue des
différents niveaux. On peut noter de méme que les valeurs caractéristiques de a et w,
ne sont pas représentées a ’échelle, fixée ici par la longueur de cohérence €.

5.4 Paroi de domaine rectiligne

5.4.1 Position du probleme

I est légitime de se poser la question de l'interaction possible entre un électron et
une paroi de domaine rectiligne. Cela correspond d’une part a la limite R — oo pour
un skyrmion en paroi de domaine et permet une résolution analytique exacte. D’autre
part cet objet se forme spontanément[6] dans la phase dite spirale, observée dans les
matériaux pour lesquels 'amplitude de I'interaction de Dzyaloshinskii-Moriya excede
une valeur critique D, fonction de 1'élasticité et de I'anistropie 2.

2. On a vu dans le chapitre introductif 1.2 que cette phase apparaissait pour € > %
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FIGURE 5.8 — Paroi de domaine rectiligne, définition des notations. Le parametre
d’ordre Néel varie selon la direction portée par le vecteur unitaire u. L’angle 0(s) est
fonction de la variable s = w, et va de f(—o0) = 7 a f(oc0) = 0. Ce systeme
est unidimensionnel.

On considere une paramétrisation sphérique pour le parametre d’ordre Néel

sin 6 cos ¢
n=|sinfsing |. (5.26)
cosf

On a alors que pour une texture unidimensionnelle du type paroi de domaine seul I’angle
orbital #(x,y) varie. L’angle azimutal ¢ est quant a lui fixé. Cela signifie qu’on peut
écrire

V9 COS &
——— =u=|si 5.27
woy ~ " e (527)

avec u indépendant de r, et o + § 'angle qui définit I'axe le long duquel se trouve la
paroi de domaine. On a ainsi, au vu de l'expression générale (2.44),

1
Ai O = 5610 €, O (528)

avec e, = (—sing,cos¢,0) et ou ¢ = « + 7. 7 est I'analogue de I'hélicité pour les
skyrmions, on a v = 0 pour une paroi du type Néel et v = 7 pour une paroi de Bloch.
On en déduit que le terme de potentiel attractif va prendre la forme

£00

UAQ-O':A
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La variable pertinente (qui remplace la coordonnée radiale r que 1'on avait dans le cas
d’un skyrmion) va ici étre celle prise le long du vecteur u. On 'adimensionne pour la

simplicité, et on la note
cosazr +sinay

5 (5.30)

w
On peut, afin d’étre cohérent avec le skyrmion en paroi de domaine précédemment
traité, considérer le profil

0(z,y) = 6(s) = 2arctan (e’s) (5.31)
pour une paroi de domaine rectiligne. On en déduit

@ B _sina
Gy_

sech s (5.32)
et ainsi 'expression du potentiel

VA, o = ag sinasechse, - o. (5.33)
2w

On observe immédiatement que pour u = e,, c’est a dire « = 0, on n’a pas de
potentiel attractif, quelle que soit la valeur de 1'hélicité v. Pour o # 0 on aura des états
liés polarisés® | |) selon e,.

Dans la limite ou la longueur caractéristique w sur laquelle varie 6(s) est grande
devant la longueur de cohérence & on peut partiellement appliquer les résultats obtenus
dans la méme limite pour un skyrmion en paroi de domaine. On s’attend dans cette
limite a avoir un état localisé sur une largeur inférieure a w selon la direction u, et
délocalisé selon le long de la paroi de domaine. Ce résultat est naturel puisque le systeme
est invariant par translation selon la direction de la paroi.

5.4.2 Régime harmonique

On se propose d’établir les différents niveaux d’énergie des états liés selon I’approxi-
mation harmonique. On note

q:—sinaa:+cosay (5.34)
w

la variable naturelle (adimensionnée) prise le long de la paroi. On a ainsi

w?0? = cos® a 92 + sin’ a 8q2 — sin 2a 9,0y,

5.35
wzﬁj = sin® a 07 + cos’ a 83 + sin 2a 050, (5.35)

3. Si on considére une paroi de domaine pour laquelle 8 varie de §(—o00) = 0 & 6(+00) = 7 on aura
la polarisation inverse | 1), .
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On peut alors définir les masses effectives

1 cos?a  sina 1 sinfa cos?
M My m m, My m
et
1 1 1
— =sin 2 _— . 5.37
= sin2a (mZ mx) (5.37)

On obtient ainsi, en prenant la fonction d’onde sous la forme W' = 1(s)e??, équation
de Schrodinger
h2 77/}// ﬁ2 k‘2 ¢ h2

" 2m, w2 2mg w?  2Mw?

ik — Aé sin asech s ) = ). (5.38)
w

On utilise que

~9 N 2 27.2
D hk ps 1 . hk my ms h°k
om, | w2M  2m, (p T ) TR WP (5.39)
avec Py = —%88 pour faire la transformation suivante pour la fonction d’onde
km ~
= —i—— ) 4
P expl 22M8‘|¢ (5.40)
On obtient ainsi
~2 27.2 27.2
Ps -~ 5 . ~ mg hek hek= 1 ~
Tmsw — AE sinasech sy = <€k + 2w om, o2 Y, (5.41)

une équation qui se préte a un développement harmonique direct. On obtient alors les
énergies propres

£ . ( 1 ) h [A€sina 1 ms \ h2k?
n_ _AS - - — ) 42
%k wo e * 2 T w\  msw * 2m,  8M?) w? (5.42)

On observe qu’il existe des niveaux discrets dus au potentiel effectif généré par la paroi
de domaine, associés a un continuum d’états dus au caractere invariant par transla-
tion de la paroi de domaine. Voyons maintenant ce que l'on peut dire en dehors de
I’approximation harmonique.

5.4.3 En dehors de approximation harmonique

Pour w < &, on peut obtenir les niveaux d’énergie numériquement pour le degré
de liberté s. On a en effet A7 = 0 et on peut donc utiliser I'équation (4.27) qui est ici
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exacte, avec v, décrit par (5.29). On est alors amené a résoudre 1’équation

2
_& [sin2 ad? + cos” a@? + sin 2&358,1} o)

w2
1 & sin® atanh(s)sech(s)
- == sin ad, + cos a0
2w? 1+ £ sinasech(s) + £ ( 2 (5.43)

£ . B\
+ |1 <2smocsech(s)+A

w

On constate que pour a = 7 on retrouve I’équation obtenue pour un skyrmion en paroi
de domaine. C’est dii au fait que dans le cas d’un skyrmion le minimum de potentiel
se trouve forcément au point ot 9,0 est maximum. On se retrouve donc toujours dans
une situation analogue a celle ou la paroi de domaine est orthogonale a 1'axe Oy.

On assume, puisque le systeme est invariant par translation selon ¢, que la fonction
d’onde est séparable, et que la composante qui dépend de ¢ est la encore une onde
plane. On fait alors la transformation

¢ — efik cotan(a)sefikq(;(s) (544)
pour obtenir
2 bl 1 & sin® o tanh(s)sech(s) 7
— 2—sin“a¢’ — ==
w? 2w3 1+ ﬁ sin asech(s) + %

(5.45)
+ ¢=0.

< By’
1 <2w sin acsech(s) + A

On remarque maintenant que si on renormalise 1’épaisseur de paroi comme w =
wsin « on obtient une équation analogue au cas a = 7, correspondant a un skyrmion
en paroi de domaine. On aura donc les méme solutions numériques que dans le cas d’'un
skyrmion, mais avec une échelle de longueur & sin « et non plus &.

On a des images physiques similaires dans les cas d’une paroi de domaine rectiligne
et d’un skyrmion de paroi de domaine. La différence majeure se trouve dans le fait que
cette fois la densité d’état des bandes attachées aux énergies propres du degré de liberté

lent n’est plus

(5.46)

mais la densité d’état d’un électron libre & une dimension.

Toutes les considérations de ce chapitre nous ont permis de se faire une idée claire
de la structure énergétique des états liés pour un profil réaliste en paroi de domaine.
On se tourne maintenant vers les conséquences que vont avoir ces états liés sur le cofit
énergétique effectif total d'un skyrmion antiferromagnétique.
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Colt énergétique total d'un skyrmion

Ce chapitre se concentre sur l'une des conséquences les plus dramatiques de 'exis-
tence d’états liés électron-skyrmion, a savoir I'implication d’un cotit énergétique effectif
associé au skyrmion, a cause de I'occupation d’états électronique ayant un coiit éner-
gétique supérieur a la situation sans skyrmion. On traitera ainsi le cas d’'un skyrmion
ayant un profil de Belavin-polyakov, avant de se pencher sur le cas d’un skyrmion en
paroi de domaine. On terminera par le cas d'une paroi de domaine rectiligne, dont le
traitement révele que l'existence d’états lié électron-paroi de domaine aura des consé-
quences dramatiques sur la transition de phase uniforme vers phase spirale.
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6.1 Position du probleme

On a pu voir lors des traitements de deux profils de skyrmion différents que la
présence d'un skyrmion produit la formation d’états liés. L’occupation de ces états liés,
issus de la bande de valence et de la bande de conduction, va provoquer une différence
d’énergie entre les cas avec et sans skyrmion. On veut dans ce chapitre estimer le
colit énergétique d’un skyrmion lorsqu’il se forme dans un matériau a demi rempli,
c’est a dire un matériau pour le quel chaque site atomique fournit un unique électron,
ne remplissant ainsi que la bande de valence. Pour estimer ce cofit il va falloir d’'une
part considérer les états liés produits par le skyrmion, mais aussi les états de Bloch
appartenant a la bande de valence, trop faiblement perturbés pour se lier au skyrmion.

On définit le cotit énergétique d’un skyrmion, comme la somme des énergies des
états électroniques occupés, comptées relativement au cas ou il n'y a pas de skyrmion.
Cela se traduit mathématiquement comme

ET — Z (E?)Bloch 4 (Ezp>liés o (E;))Bloch ’ (6].)

1

avec skyrmion sans skyrmion

la somme se faisant uniquement sur les états occupés. Pour calculer cette somme il faut
donc d’'une part calculer la somme des énergies associées aux états liés, et d’autre part
estimer I'impact du skyrmion sur les états internes de la bande de valence.

Commencons par essayer de comprendre comment les énergies des états faiblement
perturbés, qui demeurent dans la bande de valence, vont étres modifiées par la présence
d’un skyrmion. On considére un des quatre bassins de validité ¥; du développement
quadratique en impulsion (2.30). Cette vallée abrite un nombre N d’états électroniques,

parmi lesquels il existe un nombre N;
d’états polarisés |—)e, qui subissent
une perturbation suffisamment intense
pour qu’ils se transforment en états
liés. On a vu dans le chapitre 2 que
les états appartenant a la bande de
valence étaient dégénérés en polarisa-
tion. Les états de Bloch n’ayant donc
pas de polarisation privilégiée, il existe
en contrepartie N; états polarisés |+)e,
qui vont eux sentir une répulsion de
la part du skyrmion, et ainsi voir leur
énergie abaissée, signifiant qu’ils s’en-
foncent dans la bande de valence. Si on
ne considere que le terme de potentiel
dominant, responsable de la formation des états liés, on peut estimer le décalage éner-
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gétique subi par ces états comme valant
de; ~ v/d2rA£|ui]2 ~ U/dQTAMuOP (6.2)

avec ug ~ % la fonction de Bloch associé a I’état dont 1’énergie correspond au maximum
de la bande de valence . L correspond a la taille caractéristique du systéme. On a utilisé
ici le fait que seul un nombre microscopique N; d’états est considéré. On peut donc
supposer que tous ces états, situés tres proches du maximum de la bande de valence,
sont décrits par des fonctions de Bloch similaires. Cette approximation est analogue a
celle faite dans le cadre de la démonstration du théoréme de bande rigide [36]. On a
ainsi en premiere approximation un unique décalage d’énergie

L/R R L
55=AL§R32/0 1+Z2dz:A§LlnR, (6.3)
qui est donc infinitésimal dans la limite thermodynamique L >> £, R. Si on compare le
colit énergétique des N; états liés au cotlit des N; états polarisés |+)e, qui s’enfoncent
dans la bande de valence, on constate donc que ce dernier est négligeable. Le nombre
d’états de part et d’autre est en effet identique, tandis que le cotit énergétique d’un état
de Bloch est négligeable devant celui d'un état lié.

Il faut maintenant considérer les N — 2N, états restants, parmi lesquels les états liés
polarisés |—)e, ne sont pas assez perturbés pour devenir des états liés, mais subissent
simplement un décalage de leur énergie similaire a celui (6.3) des états polarisés |+)e, ,
mais de signe opposé. Ces états, puisque dégénérés selon les deux polarisations dans le
cas non perturbé, vont donc subir des perturbations opposées qui vont par conséquent
se compenser. On pourra ainsi négliger leur contribution énergétique. On voit donc
finalement que dans la limite thermodynamique L > &, R le gain d’énergie associé aux
états intra-bande est négligeable devant le cofit énergétique dii aux états liés. Le cofit
énergétique total d’un skyrmion se résume ainsi a une somme sur les états liés occupés

Er ~ Z Ejes (6.4)

les états occupés étant ceux issus de la bande de valence.

Interactions électron-électron

Cette discussion est 'occasion d’aborder 'effet des interactions électron-électron qui
existent a priori entre les électrons occupant les états liés, ces derniers ayant a priori
un fort recouvrement. On peut donc s’attendre a ce que 'occupation des premiers états
liés entraine un cotit supplémentaire a payer pour chaque état lié additionnel que I'on
souhaiterait peupler. On peut cependant noter que, comme mentionné ci dessus, les

1. L’impulsion de cet état correspond a la coordonnée dans la zone de Brillouin du point ¥; consi-
déré.
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états de Bloch de la bande de valence ayant la polarisation |+)e, sentent quant a eux
un potentiel répulsif d’amplitude UAQ, localisé sur le skyrmion, qui va avoir pour effet
de chasser les électrons concernés du cceur du skyrmion. Autrement dit on s’attend, si
on ne regarde que les états de Bloch appartenant a la bande de valence, a avoir une
densité de charge plus faible au cceur du skyrmion. Il est ainsi naturel de penser qu’en
premiere approximation la surdensité de charge due aux états liés va étre compensée
par la déplétion locale de charges associée aux états de Bloch de polarisation |+)e, .
Dans cette situation il n’y aura pas de modification de la densité de charge due au
skyrmion, et pas de colit énergétique di aux interactions électron-électron associé au
remplissage des états liés.

Cette discussion n’est cependant valable que pour les états liés issus de la bande
de valence, les états de Bloch de polarisation complémentaire étant occupés. Ce n’est
pas le cas si on discute le remplissage des états liés issus de la bande de conduction
en considérant par exemple le cas d’un matériau dopé. Dans ce cas il est probable que
le nombre d’états liés issu de la bande de conduction soit limité par les interactions
électron-électron. En effet pour le nieme état lié, si le gain d’énergie ¢,, dii a I'interac-
tion avec le skyrmion est plus faible que le cotit de 'interaction répulsive avec les n — 1
électrons occupant les états liés de plus basse énergie, alors il est vraissemblable que
cet état lié soit détruit par les interactions coulombiennes, limitant le nombre effectif
d’états liés a n — 1. Une étude précise des interactions électroniques dans le contexte de
Iinteraction avec un skyrmion n’est pas I’objet de ce manuscrit, et est donc laissée de
cOté en vue d’une étude future. On considérera pour la suite du chapitre que la structure
énergétique obtenue pour les états liés dans le contexte des profils de Belavin-Polyakov
et en paroi de domaine est donc valable, au moins pour les états liés issus de la bande
de valence lorsque la bande de valence est completement remplie.

On se propose maintenant de calculer le cofit énergétique dii aux états liés pour les
deux profils étudiés jusque la.

6.2 Colit énergétique d’un skyrmion de Belavin-Polyakov

6.2.1 Limite harmonique

On a obtenu dans le chapitre 3 une expression analytique pour les niveaux de plus
haute énergie issus de la bande de valence. Les états de plus basse énergie n’ont plus de
structure harmonique, mais ont plutot une structure quasi classique. On se propose de
traiter la contribution de ces deux types d’états successivement. En comptant a partir
du maximum de la bande de valence, on peut écrire les niveaux d’énergie harmoniques
comme

1 1
en =¢eg— (m + 2) hw, — (n + 2) Tuwoy, (6.5)
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¢ £\*? £\
= Aﬁ’ hw, ~ AV2e (R) et huw, = V2A (R) . (6.6)

Suivant ces notations le cofit énergétique total d’un skyrmion dii aux états harmoniques
s’écrit comme

n m=0

ET:n;e ZZ( (—l—m)hw) (6.7)

0 N N
avec N, ~ 72, Cela mene a
x

> (en)? (6.8)

La somme sur n se fait sur le nombre de bandes d’états liés qui vaut grossierement
N, = go/hw,. On utilise que

al N N? N?
L T 6.9
Yont= gk (6.9)
pour finalement obtenir que
1 N? N} o, )
Br o o3 [Nygg — 2003 by + "Wy + O ((z0) )1

50

(6.10)
- 6RAww,

On peut alors utiliser les expressions (6.6) pour en déduire que le ratio ci dessus ne
dépend pas du rayon, on a ainsi

R—o0

avec By = %ﬁ I’échelle d’énergie naturelle pour Er (avec toujours € = mTcE) On voit
ici que, contrairement a ce que pourrait laisser penser une premiere intuition, cette
énergie est indépendante du rayon. On peut de plus noter que I’énergie obtenue ici cor-
respond a une borne inférieure pour le cotit énergétique total di aux états liés, puisqu’en
considérant la structure énergétique comme étant harmonique on surestime I’écart entre
les niveaux d’énergie associés aux états liés. Le résultat (6.11) donne donc 'ordre de
grandeur du cofit énergétique d’un skyrmion pour les grands rayons en fournissant une

valeur minimum pour cette énergie.
On se tourne maintenant vers I’étude de la contribution des états quasi-classiques.
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6.2.2 Etats quasi classiques

Tachons de prendre en compte les états quasiclassiques pour R > £, afin de voir si ils
impactent ou non le cotit énergétique total d’un skyrmion. Commencons par raisonner a
une dimension pour plus de simplicité. Les états quasi-classiques sont tels que le nombre
n de zéros de la fonction d’onde, constituant un bon nombre quantique, correspond a
la moitié du nombre de longueurs d’onde de la fonction d’onde contenue dans la région
de 'espace accessible classiquement. Cette région est constituée par le domaine pour
lequel I’énergie de I'état considéré est supérieure a I’énergie potentielle,

E, > U(z). (6.12)
Dans cette situation on peut ainsi obtenir la regle de quantification de Bohr-Sommerfeld[39]
1]{()d—1+ (6.13)
57 P pl@)de =5 +n .

avec p(x) 'impulsion classique définie comme

p(x) = \/2m (U(z) — B,). (6.14)

L’intégrale se fait sur un aller-retour de la particule, qui va d’un point d’arrét z. tel
que U(z.) = E, jusqu’au second point d’arrét, avant de revenir au point de départ.

FIGURE 6.1 — Représentation schématique d’un état quasi-classique pour un potentiel
quelconque unidimensionel U(x). Le nombre n de zéros de la fonction d’onde v, (x)
peut étre relié au nombre de longueurs d’onde contenues dans la largeur du potentiel,
en demandant que la particule interfere constructivement avec elle méme apres s’étre
réfléchie sur les deux parois du puits de potentiel. Cela ameéne a la relation de quanti-
fication de Bohr-Sommerfeld (6.13).

Cette regle de quantification peut étre comprise classiquement de la méme maniere
que 'apparition de fréquences de résonance pour une cavité optique. Les seuls états
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permis sont ceux pour lesquelles 'onde capturée dans la cavité interfere constructive-
ment avec elle méme apres un aller-retour complet au sein de la cavité. Cette situation
est schématisée sur la figure 6.1. On aura ainsi pour une cavité idéale correspondant a
un puits de potentiel carré de taille L,

M—ljf = (6.15)
XN oS PTT ‘

avec p = 2#% I'impulsion de de Broglie associée a la particule considérée. Le terme
additionnel % peut étre interprété comme étant dii a un déphasage produit par la ré-
flexion de I'onde sur les parois de la cavité. La relation exacte (6.13) peut étre obtenue
rigoureusement en déterminant la fonction d’onde de la particule dans le puits, et en
jointant cette derniere a la fonction d’onde d’une onde evanescente au niveau du point
de réflexion (ou point de retour) de la particule [39)].

Dans le cas présent on est a deux dimensions, mais la physique reste la méme. On
va notamment pouvoir se rattacher au cas unidimensionnel en considérant a nouveau
le modele jouet isotrope discuté a la section 3.3.1. Le traitement qui suit a pour but
de déterminer les énergies des états quasi classiques, avant de sommer ces dernieres
pour en déduire 'ordre de grandeur de leur contribution au colit énergétique effectif
d’un skyrmion E7. Ce traitement, bien que ne présentant pas de difficultés techniques
particuliere, est long et fastidieux, c¢’est pourquoi il est présenté dans ’appendice 6.A.
Ce calcul conduit a la structure

gl N—Aé 1—1—

2 ™m
exp | —————1 -
rR\ T 2)"P | VT
pour les états quasi classiques, avec n le nombre de zéros radiaux de la fonction d’onde,
[ le moment cinétique de 'état associé, et L = \2[—2 la valeur maximale du moment

(6.16)

cinétique d'un état lié. La sommation de ces niveaux d’énergie montre que le cotit éner-
gétique des états liés quasi-classiques est lui aussi constant a grands rayons, et de ’ordre
de I'énergie caractéristique Ej.

On va maintenant s’intéresser a la région intermédiaire dans laquelle la structure
énergétique des états lié devient plus complexe.

6.2.3 Avant la zone de croisement

On s’intéresse maintenant a la région intermédiaire R > R*, ou la structure éner-
gétique des états liés demeure similaire a la région asymptotique R > &, bien que
I'expression analytique des niveaux d’énergie ne soit plus connue. On va utiliser les
résultats du chapitre 4 pour estimer le colit énergétique associé a cette région. On
considere ainsi les niveaux d’énergie associés au degré de liberté lent x comme harmo-
niques, avec une unique fréquence de transition w, dépendant seulement du rayon R.

94



On a ainsi, en utilisant le résultat intermédiaire (6.8) que

1 n)2
Br e g S () (6.17)

n

L’expression des énergies €2 (R) liées au degré de liberté rapide y n’est pas connue ana-
lytiquement, mais peut étre obtenue numériquement. On peut noter ici que I'expression
de la fréquence w, du degré de liberté lent amene a tracer numériquement

osall) () Y s

n

avec Fy 'unité naturelle d’énergie introduite par la fréquence w,. Cela permet ainsi
d’obtenir le comportement général de Er(R) dans la région R > R*. On a tracé le
résultat en orange sur la figure 6.2. On observe que pour R > ¢, E(R) semble constant,
environ égal a

lim Er(R) ~ 1.34 Ey, (6.19)

R—o00

en accord avec le résultat obtenu a 'aide de 'approximation harmonique. On rappelle
que cette derniere ne permettait que de fournir une borne inférieure pour Er, qui est
donc en bon accord avec le résultat présent. L'impact des états quasi-classiques dans
cette région n’a quant a lui aucune raison d’étre qualitativement différent. On peut
noter que I’échelle d’énergie naturelle qui émerge, Ey, grande devant A, est induite par
le caractére lent du degré de liberté = dans la limite R > R.

On se tourne maintenant vers la région R < R* pour laquelle le gap d’énergie est
rempli d’états liés.

6.2.4 Région de croisement

On traite maintenant la région intermédiaire R, < R < R*. On rappelle que R*
est I'abscisse du point de croisement entre les états fondamentaux issus de la bande
de valence et de conduction, observé en utilisant seulement les termes dominants du
hamiltonien. R, est quant a lui le rayon pour lequel I’écart entre les niveaux d’énergie
devient comparable & A. Dans cette région les états issus de la bande de valence se mé-
langent avec ceux issus de la bande de conduction, produisant de nombreux croisements
finalement évités, conduisant a I'image physique décrite dans la figure 4.4.

Ici on cherche seulement a calculer le cotit énergétique associé a ces niveaux. On
va donc se contenter pour se faire d’'une schématisation plus simple, ot on ignore la
structure précise des niveaux d’énergies, représentée sur la figure 6.3. On considere
que les niveaux remplis sont ceux dont 1’énergie est inférieure ou égale a 1’énergie de
milieu de gap, correspondant toujours au cas d'un matériau demi-rempli. On fait ici
I’approximation que chaque niveau d’énergie £ indexé par le nombre n de zéros de la
fonction d’onde selon le degré de liberté rapide y est associé a une collection de sous
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FIGURE 6.2 — Tracé numérique du cotit énergétique total Fr(R) d’un skyrmion dii aux
états liés, en unité de Ey = ﬁ. On a tracé en orange le résultat obtenu pour la région
R > R*, correspondant & une estimation numérique de la somme (6.17). On a tracé en
bleu le résultat associé a I'expression (6.21), valable pour R. < R < R*.

niveaux successivement séparés d’une fréquence constante w,. Ces niveaux forment alors
des "bandes" d’énergies associées a une densité d’état

1 3V2E, (R’ e
h%:\zng (g) <1+25R> . (6.20)

On regarde maintenant quelles sont les "bandes" d’énergie 5" remplies. Puisque le rayon
pour lequel la bande €} disparait dans la bande de valence est plus grand que R*, la
seule bande totalement remplie est la bande 7. Les bandes €j et €f ne sont remplies
que jusqu’au seuil e = A (en comptant & partir du maximum de la bande de valence).
on a ainsi

v(R) =

A A
ETEZ(E%))Z-FI// 5d€—|—1// ede
2 0 2

A—sg
2
Vo2 ) ey 1(&d

On a tracé en bleu sur la figure 6.2 le résultat obtenu apres calcul numérique des énergies
eh et €). On observe que I'énergie totale Er semble tendre vers zéro aux petits rayons,
et que le résultat concorde avec le tracé précédent en R = R*.

On rappelle que ce résultat n’a de sens que dans la limite R > R, ou I’approximation
harmonique pour le degré de liberté lent garde un sens.

(6.21)
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FIGURE 6.3 — Représentation schématique des états occupés pour un matériau ou la
moitié des états électroniques sont remplis. On a représenté les bandes remplies en cou-
leur, afin d’illustrer la présence de sous niveaux occupés. La région IT contient des états
séparés par la fréquence caractéristique w,. Dans la région I les deux bandes d’énergie
el et &5 se chevauchent, impliquant une densité d’état valant approximativement 2w, .
Le rayon critique R, n’est pas représenté, car ce dernier est extrémement proche de zéro
relativement & la longueur de cohérence £, il est ainsi confondu avec R.

6.2.5 Aux petits rayons

On peut ajouter aux résultats ci dessus le fait que pour R ~ R, ot hw, ~ § ~ A, il
n’y aura que quelques états liés occupés, impliquant un cotit énergétique FEr de l'ordre
de A. Pour un rayon R tendant vers le rayon de disparition R on doit ensuite avoir
une disparition progressive des états liés, jusqu’a ce que pour R < R il n'y ait plus
aucuns états liés. On aura donc & priori, pour R < R un cofit énergétique nul? associé
au skyrmion. Ces considérations amenent a conclure que le tracé pertinent pour le cotit
énergétique d’'un skyrmion Er(R) est celui représenté schématiquement sur la figure
6.4.

On posseéde donc finalement une image satisfaisante de ’allure du cotit énergétique

2. Il peut exister un coit énergétique non nul di a leffet du skyrmion sur les états de Bloch
notamment mais il sera négligeable devant A, et donc encore plus devant Ej.
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FIGURE 6.4 — Schématisation du cotit énergétique total Er d’un skyrmion. Pour R < a,
le modele continu n’est pas valable et on ne peut rien dire & priori. Pour ¢ < R < R il
semble naturel de stipuler que Er soit nul puisqu'’il n’y a pas d’état lié. Pour R < R < R,
il n’y a que quelques états liés, impliquant Er ~ A. Pour R > R, les calculs réalisés plus
haut donnent une énergie qui croit jusqu’a une valeur limite de 'ordre de Ey = le\/g.
Les zones en pointillés sur les axes traduisent que le schéma n’est pas a 1’échelle, en
réalité By > Aet £ > R.> R> a.

d’un skyrmion de Belavin-Polyakov. Ce cofit énergétique possede une valeur asympto-

tique constante de l'ordre de Ey = %ﬁ aux grands rayons, et un cofit nul au dega du

rayon critique R.
On se tourne maintenant vers I’étude énergétique d’un skyrmion en paroi de do-
maine.

6.3 Colit énergétique d’un skyrmion en paroi de do-
maine

On veut maintenant établir le coiit énergétique total de la formation d’un skyrmion
en paroi de domaine. On se base sur les raisonnements et calculs effectués pour le profil
de Belavin-Polyakov, la dérivation présente sera donc plus concise.

6.3.1 Régime harmonique

Dans le cas d'un skyrmion en paroi de domaine, on a aux grandes épaisseurs de
domaine w > £ une structure harmonique 2D pour les états excités. Réitérons donc le
méme calcul que celui effectué pour le profil de Belavin-Polyakov, en se concentrant sur
un des deux puits de potentiel effectifs générés par un skyrmion en paroi de domaine.
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On a ici

3/2
1

hoy _ 1 (€ ot  Tww & Je& (6.22)

A V2 \w A RYV2w

On en déduit done, selon (6.10) que dans la limite harmonique
83 Eo R

Er o~ o _ v 6.23
’ 6hPwyw, 2 w (6.23)

ou on a noté, comme pour Belavin-Polyakov, Fy = #\/E' On voit alors que contrairement
au cas de Belavin-Polyakov, I'énergie semble diminuer aux grandes épaisseurs de paroi.
On peut néanmoins noter que ce résultat n’est valable que pour w < R, et qu’il y a
donc une valeur limite pour I'énergie qui dépend du rayon,

Puisque cela ne vaut que pour un des deux groupes d’états liés générés par un skyrmion
en paroi de domaine, ce résultat doit étre multiplié par deux, on voit alors que le coft
asymptotique R — oo d’un skyrmion en paroi de domaine est égal a celui d'un skyrmion
de Belavin-Polyakov. On observe par ailleurs que le cofit énergétique total semble pro-
portionnel au rayon du skyrmion R. Regardons maintenant ce que 1’on obtient lorsque
I’épaisseur de paroi devient comparable a la longueur de cohérence.

6.3.2 Pour w = ¢

On peut, dans la région w = &, considérer que la structure harmonique est toujours
valable pour le degré de liberté lent x et utiliser les résultats numériques pour les niveaux
d’énergie associés au degré de liberté rapide y. On utilise alors la relation, toujours pour
un des deux puits de potentiel générés par le skyrmion,

1 2
Ep ~ o, Z (€5) (6.25)

n

pour tracer numériquement 1’énergie. Puisque en premiere approximation les fonctions
e sont indépendantes du parametre R, 1’échelle d’énergie caractéristique est en réalité
ici proportionnelle au rayon. On tracera ainsi

£Br
R Ey

mise sous la forme

(6.27)

en fonction de ’épaisseur de paroi x. Le résultat est donné sur la figure 6.5, on observe
bien une décroissance en i pour w > £ comme attendue avec le modele harmonique.
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6.3.3 Reégion w <¢

On peut noter que puisqu’il n’y a pas de croisement évité entre les états fondamen-
taux issus des deux bandes dans le cas d’un skyrmion en paroi de domaine, la formule
(6.26) tient toujours pour w < &. Le résultat numérique présenté sur la figure 6.5 est
donc valable tant que la description harmonique du degré de liberté lent tient.

FIGURE 6.5 — Tracé de I'énergie totale en fonction de I’épaisseur de paroi w, en unité
naturelle d’énergie, %Eo. Aux grandes épaisseur de paroi on observe bien un compor-
tement en 1/w pour I’énergie totale, comme prédit dans la limite harmonique.

On peut noter que pour w < & le niveau d’énergie ) se comporte linéairement
comme £ ~ 3A%, tandis que de son coté €2 ~ 1. On en déduit que (en comptant

depuis la bande de valence)
E w
Eré v (6.28)
EO R w<t¢ 5
On observe donc que contrairement au cas du profil de Belavin-Polyakov il n’existe
pas de parametre critique w pour lequel le cotit énergétique Er s’annule. Il semble de
plus que I’énergie diminue linéairement avec le rayon de skyrmion, favorisant ainsi les
petits skyrmions.

On rappelle qu’il existe un facteur 2 a prendre en compte pour Er dans les tracés
précédents, qui vient du fait que dans le cas d’un skyrmion en paroi de domaine on
a non pas un mais deux puits de potentiels. On a donc deux "collections" d’états liés,
qui vont toutes deux contribuer de la méme maniere au colit énergétique total d'un
skyrmion. Cela ne change évidemment pas la structure qualitative de Ep(R, w).
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Le fait le plus surprenant ici est que Er semble diverger lorsque le rayon du skyr-
mion diverge. Or on sait que dans le cadre de la transition de I’état uniforme vers 1’état
spiral[6] le rayon d’un skyrmion diverge [42]. Cela signifie que le mécanisme électronique
présenté dans ce manuscrit pourrait prohiber cette transition de phase. Afin de confir-
mer ce résultat on se propose maintenant d’étudier le cotit énergétique d’une paroi de
domaine rectiligne. C’est en effet ’existence de cet objet en tant que structure stable qui
définit la phase spirale. L’interaction avec des électrons modifiant le cofit énergétique
de cet objet, il pourrait ainsi devenir métastable, signifiant que la phase spirale n’est
plus I'état fondamental du systeme. Dans ce cas la transition de phase uniforme vers
spirale n’existerait plus a température nulle.

6.4 Coit énergétique d’une paroi de domaine

On se propose de suivre les mémes étapes que celles suivies pour établir le cotit
énergétique d’un skyrmion, a savoir d’abord 1’étude des états de faible énergie, avant
de se tourner vers les états liés profonds.

6.4.1 Régime harmonique

On utilise les résultats de la section 5.4. On a montré que puisque la structure est
invariante par translation le long de la paroi, les niveau d’énergies sont indexés d’une
part par le nombre de zéros n de la fonction d’onde le long de la direction transverse
au mur, et d’autre par par le vecteur d’onde g de l'onde plane se propageant le long
du mur. On a ainsi

Er=— zn: /083 v(e)ede (6.29)

avec v(e) la densité d’état associée aux états délocalisés le long du mur. On peut la
calculer en utilisant que le nombre d’états occupés s’écrit a une dimension comme

(k) = 2= = (6.30)

avec L la longueur de la paroi. On en déduit, en utilisant

k= w'gogg’“ (6.31)

avec 2 "
1 m 1
A=|— - — | — = 6.32
<2mq 8M2> w2 mysin® a 4+ ms cos? a 2w?’ (6.32)
que
s} L 1
o(e) = 22E) (6.33)

1
de  2mw+/A flen| + ¢
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En notant

C2rw/A  27h

\/2 (mx sin® a 4 mj cos? a)

on déduit que

Er = —B /Eggde
! ; 0 \/legl +¢€

On peut alors faire le changement de variable x = |ej| + &, menant a
E B Z /IaZ}I X — €0
T pu—
w0 VX
4 n(3/2
= gBZ o] .

Dans le cadre de 'approximation harmonique, pour fw, < &) cela méne a
4 XN 3/2
Ep ~ §B > (58 - hwm) /

avec un nombre de bandes occupées valant

€ ) mswé
0 sin aA—

N s 2

On en déduit 'expression du cotit énergétique d’une paroi de domaine

4 N 3/2
Er ~ gB/o (\50] - hwsx> dx

0
= 3hw,
4 0(5/2
= 3hw, 5'5 ’

on utilise alors 'expression de B (6.34) pour obtenir

32v/2

Er~=""ZFysin?a= ~ Eysin®a—.
5%08 w w

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

(6.40)

On voit ainsi que dans la limite thermodynamique le cotit énergétique d’une paroi de
domaine diverge. On peut noter que I’échelle caractéristique d’énergie est la méme que
celle obtenue pour un skyrmion en paroi de domaine, comme attendu puisqu’on est
dans une situation analogue a celle d’un skyrmion en paroi de domaine dont le rayon
diverge. Pour o = 0 on a un cofit énergétique nul comme prévu puisqu’alors le skyrmion

n’impacte alors pas le potentiel vecteur.

102



6.4.2 En dehors du régime harmonique

On voit donc ici qu’on peut réutiliser les résultats obtenus pour un skyrmion en
paroi de domaine, mais avec cette fois une densité d’état macroscopique. Puisqu’on a
vu que dans le cas d’'un skyrmion en paroi de domaine il n’existe pas d’épaisseur de
paroi pour laquelle les états liés disparaissent, cela veut dire que le cotlit énergétique
d’une paroi de domaine est toujours macroscopique. Cela signifie que pour un systéme
macroscopique bidimensionnel de taille L x L 'apparition de parois de domaine est
prohibée par le mécanisme ici présenté.

On peut cependant noter que dans le cas d’'un matériau quasi unidimensionnel de
dimensions L x [, L > [, le mécanisme ici présenté va favoriser I’apparition de parois
de domaine s’étalant le long de la petite dimension [.

FIGURE 6.6 — Représentation des angles relatifs «; formés entre I'axe de la paroi de
domaine considérée, en rouge, et le systeme de coordonnées naturelles de la vallée ¥;
considérée. On voit que I'on a bien ;1 = a; + 7, avec les angles «; définis modulo 7.

On vient de voir que le cotit énergétique d’une paroi semble étre nul pour l'orien-

tation spécifique o = 0. Pourtant, le réseau sous-jacent considéré étant carré, il n'y a

aucune raison physique que le cotit d'une paroi de domaine orientée selon @ = I soit

2
différent de celui d’une paroi orientée a o = 0. Ce petit paradoxe est levé en se sou-

venant que les mémes calculs et raisonnement peuvent étres réalisés pour chacune des
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quatre vallées ¥;. L’orientation des axes x et y devra alors étre redéfinie relativement
a chaque vallée pour que les résultats puissent étres transposés directement. On aura
alors, en réindéxant les points ¥; dans le sens horaire, un angle réel ;.1 pour la vallée
Y1 correspondant a «; + 7, comme représenté sur la figure 6.6. On voit alors qu’en
considérant les quatre vallées ensemble, on aura une dépendance de Er en « de la forme

Er o sin?(a) + sin? (a + ;T) =1, (6.41)

il n’existe donc pas de dépendance réelle de Er en a. Physiquement cela signifie qu’il
n’y a pas de direction de paroi de domaine privilégiée par 'interaction avec les électrons
de valence dans un matériau isotrope.

6.A Calcul du coiit énergétique des états liés quasi-
classiques

Cet appendice est dédié au calcul du cotit énergétique des états liés ayant une
structure quasi-classique. On se place pour effectuer ce calcul dans le cadre du modele
jouet isotrope discuté a la section 3.3.1. On rappelle que dans cette situation les valeurs
propres | du moment cinétique constituent de bons nombres quantiques. On peut ainsi
écrire 'équation de Schrodinger comme®

h? 1d [ dyf [2 £ Yt
- | - ) — Syl ) A E o =gl 42
2m* R? (z dz <Z dz ) zsz> R1+ 22 U (6.42)
avec z = 5 = ;,;12;1,2. On peut alors transformer la fonction d’onde comme
iC) 6.43
V=7 (6.43)
afin de s’affranchir de la dérivée premiere, menant a
o ¢ P £ ¢
— — - ——=|-A= = g;0. 6.44
2m* R? lal,z2 z 22 R1+ 22 &1 (6.44)

Cette équation correspond a une particule 1d oscillant dans un potentiel effectif*

U(z) = A}i l L ﬁ;}z (Z + 1)] : (6.45)

122 z

3. On a omis les termes faisant intervenir A7 qui sont négligeables dans la limite R > £. On a
conservé le terme en 12/2? qui sera lui important pour les grandes valeurs de [.

4. On fixe, tout comme on l'avait fait précédemment dans le cadre de la disparition des états liés, la
masse effective comme m™* = \/Wm; afin de conserver la méme densité d’états que dans le probleme
anisotrope original.
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On peut noter que ce potentiel ne permet 'existence d’états liés que pour [ inférieur a

2R
L= ,/ﬁ > 1. (6.46)

Cela signifie simplement qu’il ne peut y avoir d’états liés ayant un moment cinétique
supérieur a L. Dans cette situation on peut ainsi appliquer la regle de quantification de
Bohr-Sommerfeld sous la forme suivante

2R [#

1
e A4
il p(z)dz +n (6.47)

2

avec I'impulsion p(z) définie a partir du potentiel effectif Uj(z). 2z et z; sont les deux
points de retour, pour lesquels U;(z) = . 2y peut étre approximé comme le point
ou le terme centrifuge compense la composante attractive du potentiel, empéchant la
particule de s’approcher du centre du skyrmion. En réécrivant naturellement le potentiel

comme 5 l2
1 1 1

l 1 )
WL S (6.49)

L /1—l2/L2 l<,:L L

On constate donc que pour [ < L on a 2§ < 1. On peut noter que pour [ = 0, la répulsion
de I'électron sera due au terme en 1/z, conduisant & zJ ~ 1/L?. L’expression de autre
point de retour s’obtient cette fois en regardant pour quelle valeur de z grande devant

l'unité on vérifie )
1S 1 1 (1 1
A |l—— 4+ —=|—=+—]| ~¢. 6.50
R| 2 + L2\ 2? + 2 < (6.50)

Pour | <« L c’est le terme répulsif en % qui domine. On trouve alors

A £ / |51|R 1 1

ce qui implique notamment qu’on a bien 2z; > 1. Pour les premiers niveaux, les plus
profonds, on peut considérer que le terme répulsif, uniquement ressenti a longue portée,
va peu jouer. On peut alors utiliser le fait que le potentiel attractif a une extension finie

pour ¢; non nulle pour obtenir
| A€
o~y — = 6.52
2t ‘€l| R ( )

Pour les niveaux les plus hauts tels que

on a ainsi

e <K — (6.53)



peu importe leur énergie, le point de retour pourra étre approximé comme celui ou le
potentiel cesse d’étre attractif. On aura alors

2~ L2 (6.54)

Pour de plus grandes valeurs du moment cinétique [ < L le terme répulsif dominant
. 2 .
sera celui en i—2 On aura donc cette fois

1——. (6.55)

On va maintenant calculer I'intégrale de I'impulsion (6.47) dans les différentes limites
que l'on vient d’identifier.

Pour | < L et €} satisfaisant la condition (6.53) on a
Zt Zt 5
/ p(2)dz ~ v/ 2m*/ dzyle — A= {
20 20 R
on considere alors que le terme répulsif ne fait, en premiere approximation, que dé-

terminer le domaine d’intégration. On développe ensuite la racine au premier ordre en
considérant I’énergie comme étant petite devant la profondeur du potentiel. On obtient

ainsi
2t lo o n € 2t 1 L= R || 5
/ZO p(z)dz om A—R (/o d27—1 — 3 /0 dz—g A (1 + 22)

1 1
1422 zzl

(6.56)

(6.57)

On utilise maintenant la régle de quantification (6.47) en considérant n grand pour
obtenir ,

2 R\" 1|e]

“L|In(2L%) - (=) ===
s ( ) ( ¢ ) e A

3
%" — ¢ (}i) [m 2L2 — ;Ln] . (6.59)

On voit alors que le terme répulsif en % limite le nombre d’états quasi classiques en
majorant le nombre de zéro (radiaux) de la fonction d’onde n par

=n (6.58)

ou

2
N="LIn2L*>1. (6.60)
T

On regarde maintenant le cas pour lequel on a toujours | < L mais ou cette fois n
est plus petit, tel que la condition (6.53) ne soit plus satisfaite. Puisque dans ce cas les
termes répulsifs sont négligés, on peut écrire I'impulsion comme

2(2) = am?|e| L2 (6.61)
Z)=2m |& .
p 1+ 22



On a alors

z z 2 _ .2
t N t Zt z
/0 p(z)dz ~ /2m |€\/0 dz\/m

Zt 1
~ \/2m*|8|zt/ dzy| ——

A (6.62)
~ \/2m*|e|z; In z

~ UQm*Aglnzt.

On peut alors utiliser la regle de quantification de Bohr-Sommerfeld pour obtenir que

2R [ ¢ 1
signifiant que
o m/l1
2 = exp [\/ m REA 2 ( +n)] (6.64)
ou ¢ .
T

Finalement, dans le cas [ < L on peut écrire 'impulsion comme

p*=2m" [e — Ui(2)]

=~ 2mlel [( ) ] (6.66)

Z

=2m" |5l’

approximation valable pour z > 1. On en déduit, de maniere similaire au cas précédent,

* () ~ \J2mr ez
/1 p(z)dz m*|e;|z In 2z

* ¢ 2 (6.67)
~ 2m AE 1— ﬁ ln Zt.
Pour 2 <1lona

! 1 3 1 21
IRCEECT $ ~A% [—sz * L]
W/ [1 _ (6.68)
< m
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ce qui signifie que puisque z; > 1 on peut donc négliger ce morceau de l'intégrale
comparé au reste de cette derniere (6.67). On obtient ainsi, en utilisant la regle de
quantification de Bohr-Sommerfeld que

. '3 [ ™m
~—=—A=11-— —_——. 6.69
“n R < L2> P [ 2% = 521 (6.69)
On peut noter que pour | < L on retrouve bien (6.65), on pourra donc utiliser la rela-
tion (6.69) pour tout [. On observe que ces énergies n’ont de sens que lorsque le module

. /. \ e 7 N . T2 ]2
de 'argument de I’exponentiel est supérieur a I'unité, c¢’est a dire pour n > ng = 2%.

On peut maintenant estimer la contribution des états liés en sommant les énergies
(6.69) sur [ allant de 0 a L et n allant de ny a N. On peut noter qu’en réalité le nombre
maximum de zéros de la fonction d’onde est une fonction décroissante de [, puisqu’on
le majore ici par N défini selon (6.60) on va donc surestimer ’énergie des états quasi
classiques. On a

L N
chzz Z B4

I=0 n=no
2
~ A;Z (1 — ]l;2> / dn e~/m0
1
/2
¢ & 2\? (6.70)
~A=Y L1——
e\
1
~ Af{LQ/O ds(1 — s2)3/?
€ o
~A=L
R
Puisque L = ,/271; on a donc
A
E¥ ~ ﬁ ~ Ej (6.71)

avec toujours Fy = %ﬁ'

On n’a pas pris en compte ici U'expression (6.59) des états d’énergie correspondant
aux petites valeurs de [ et les grandes valeurs de n. Cela se justifie en faisant 1’estimation

N ¢ 3 N n
B < LY |en] = LA (&) m2r2 Y <1 _ )
n=0 R n=0 N
L e iR (6.72)
< A-yexIn* | —

6ﬁmn<ﬁ9
Cette contribution est négligeable devant 1’énergie totale des états quasi classique et
tend en plus vers 0 lorsque le rayon de skyrmion R diverge.
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On voit donc finalement que, tout comme pour les niveaux harmoniques, la contri-
bution des états quasi-classiques est en premiere approximation indépendante du rayon
de skyrmion R, et du méme ordre de grandeur Ej que celle due aux états harmoniques.
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Discussion

Ce chapitre discute d'une part les limitations du modele développé, et d’autre part
les différentes conséquences de 'existence d’états liés électron-skyrmion. On discutera
tout d’abord la validité de I'approximation suivie qui consiste a considérer le skyrmion
comme une entrée statique du probléeme. On discutera ensuite des possibles transitions
optiques entre les états liés, ce qui sera ’occasion de discuter de la structure des fonctions
d’ondes des états liés dans l'espace réel ainsi que de leur polarisation. La question du
profil optimal favorisé par 'existence des états liés sera ensuite abordée.

Contenu du chapitre
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7.1 Condition nécessaire pour considérer un skyr-
mion comme statique

On a considéré dans les chapitres précédents le profil du skyrmion comme une entrée
statique du probléme. Le traitement séparé des comportements dynamiques de 1'élec-
tron et du skyrmion requiert en réalité qu’il n’y ait pas d’interaction possible entre les
modes propres électroniques et les modes propres du skyrmion. L’énergie de ces derniers
est contrainte[43] de se trouver dans le gap d’énergie associé a la relation de dispersion
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des magnons antiferromagnétiques. L’épaisseur du gap pour des magnons antiferroma-
gnétiques peut étre évaluée en étudiant les modes de précession uniformes des spins,
correspondant aux magnons ayant un vecteur d’onde nulle [44, 45]. Une telle analyse
montre que le spectre magnonique n’est gapé que lorsque 'anisotropie K est non nulle,

et que le gap vaut
Qg = V2KA+ K? ~ V2AK. (7.1)
K<A
Cette notation correspond au cas d’'un modele continu dérivé a partir d'un modele sur
réseau, décrit par la fonctionnelle énergie magnétique

K D
H[n] :/dQT [Aaznaln+a?)(1—n§)+%€DM , (72)

avec ag le pas du réseau initial depuis lequel ce modele continu a été dérivé. Cette
fonctionnelle est ’analogue de la fonctionnelle (1.7) discutée en introduction, sauf qu’ici
I’élasticité A, la constante d’anisotropie K et la constante associée a l'interaction de
Dzyaloshinskii-Moriya D ont dans ce cas toutes les trois la dimension d’une énergie.
Pour un tel systeme le parametre d’ordre Néel va varier sur une longueur minimale
lo = y/A/Kaqy appelée longueur magnétique. Dans les systemes réels on s’attend a
avoir A > K et ainsi [,, > ag, ce qui justifie alors la description continue adoptée ici.
On se placera ainsi dans cette limite pour la suite de cette discussion.

Les modes propres des skyrmions antiferromagnétiques se décomposent en deux
catégories[43]. La premieére contient les modes haute fréquence dont les énergies dé-
pendent peu du rayon et se situent proches de la limite supérieure du gap

QI ~ Q. (7.3)

Les autres modes sont de basse fréquence, dont I’énergie tend a s’annuler pour les grands
rayons. Leurs fréquences se comportent comme

orr

avec des coefficients «; de 'ordre de I'unité et supérieurs a %

Pour que le profil de skyrmion puisse étre considéré comme une entrée statique du
probleme, il faut que la plus petite fréquence caractéristique des états liés, notée w,,
soit grande devant la fréquence d’excitation seuil des magnons antiferromagnétiques,
soit

Wy > Qo. (75)

Cela correspond physiquement a dire que la dynamique des électrons est tres rapide par
rapport a celles du skyrmion, et qu’a I’échelle de temps caractéristique des électrons
le skyrmion est donc pergu comme immobile. On voit directement que cette condition
ne peut jamais étre respectée lorsqu’on traite les états quasi-classiques dans la région
R > & pour un skyrmion de Belavin-Polyakov, et w > £ pour un skyrmion en paroi de
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domaine. On a cependant vu que la structure globale reposait sur les états harmoniques,
et que le colit énergétique d'un skyrmion pouvait raisonnablement étre estimé en ne
considérant que ces derniers. On peut donc, dans le cas du profil de Belavin-Polyakov
pour lequel on a

o~ ave[£)
e~ el : (7.6)

arguer que la condition (7.5) pourra étre satisfaite pour les états harmoniques pour les
rayons tels que

Av/e (2)3/2 > VAK (7.7)

soit

R [en2\?
< (AK> . (7.8)

La structure fine associée a I'image physique obtenue pour le profil de Belavin-Polyakov,
représentée sur la figure 4.6, est donc valable pour R > £ lorsque l'anisotropie est

suffisamment faible, tel que

AQ
Z—K > 1. (7.9)

On s’attend a avoir A ~ A, ces constantes provenant toutes deux d’un terme d’échange.
Cette inégalité ne pourra donc étre satisfaite qu’a tres faible anisotropie. Pour des rayons
ne satisfaisant plus l'inégalité (7.8) la structure fine des états liés devrait commencer
a différer de la prédiction apportée par notre modele. On peut cependant noter que
la structure énergétique grossiere des états liés, associée a une fréquence propre plus
grande w, ~ A({/R)%?, est quant a elle valable & plus grand rayons, la condition

associée étant s
R A?
=< | = ; 7.10
§ (AK ) (710

relation toujours satisfaite a faible anisotropie K << A ~ A.
Pour un skyrmion en paroi de domaine la situation est quelque peu différente car il
y a deux parametres géométriques entrant en jeu, le rayon du skyrmion R mais aussi

I’épaisseur de paroi w. La fréquence caractéristique du degré de liberté lent dépend
des deux parametres, mais ’épaisseur de paroi est a priori fixée par I'anisotropie selon

w ~ l, =/A/Kay. La condition (7.5) se traduit donc par

R A [ ¢ A\
§<<A\/;<K> . (7.11)

La structure des états liés ne dépend pas explicitement du rayon, mais plutot de ’épais-
seur de paroi w. On peut cependant noter que le modele utilisé repose sur ’hypothese
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w < R, indiquant que la condition de validité de la structure fine est finalement

w A€ AN
<3 (K) . (7.12)

La structure grossiere semble quant a elle toujours valable pour ce modele, puisque
demander que la fréquence caractéristique du degré de liberté rapide

£\*? 5\/f 3/2
e (§) a5 -

soit grande devant le gap d’excitation des magnons revient a demander que

A? [K °
& A<§> 51, (7.14)

condition qui semble tout a fait raisonnable pour un matériau réaliste.

On se propose maintenant de discuter brievement les possibles transitions optiques
possibles entre les états liés.

7.2 Transitions optiques

Nous nous proposons dans cette section de discuter les conséquences de I'existence
des états liés en terme de transitions optiques. On peut en effet observer en regardant
les images physiques obtenues pour un skyrmion de Belavin-Polyakov (figure 4.6) et en
paroi de domaine (figure 5.7) que 'apparition d’états liés produit des niveaux d’énergie
se situant dans le gap d’énergie. On en déduit que la formation d’un skyrmion devrait
affecter le spectre d’absorption d’un matériau possédant les propriétés discutées dans le
présent manuscrit, rendant la détection de skyrmions antiferromagnétiques plus simple.

On se propose maintenant d’étudier rapidement si des transitions optiques peuvent
étres excitées par des champs électriques et magnétiques lorsqu’on est a température
nulle et & demi remplissage. Pour étudier ces transitions il faut d’abord comprendre
quelle est la structure réelle des fonctions d’ondes des états liés. Cette section est donc
aussi I'occasion de regarder de plus pres la structure de ces fonctions d’onde, laissées a
I’arriere plan dans 1’étude des états liés réalisée dans ce manuscrit.

7.2.1 Fonctions d’ondes réelles

La structure exacte des fonctions d’onde des états liés s’obtient en réalisant les
transformations inverses liées aux opérateurs P et U, introduits respectivement au tra-
vers des relations (2.16) et (2.9). On a effectué d’une part une rotation de I'espace de
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spin U visant a rendre le parametre d’ordre Néel n artificiellement uniforme, et d’autre
part une transformation du bispineur (¥, ¥,.q)" afin de diagonaliser le hamiltonien
original au niveau des minimums de la bande de conduction!. Il faut donc maintenant
appliquer 'inverse de ces transformations aux fonctions d’ondes obtenues apres avoir ef-
fectué ces transformations, afin de retrouver les fonctions d’onde réelles, qui contiennent
la physique du probléme.

7.2.2 Diagonalisation générale du hamiltonien

On se propose maintenant de faire une petite digression sur la formulation la plus
générale possible de la transformation diagonalisant le hamiltonien au niveau des mini-
mums de la bande de conduction situés aux points {pg}. En ces points on a le hamil-
tonien original (2.20) qui s’écrit comme

0 Aoc*
H= (Aaz ‘ ) (7.15)

Ce hamiltonien admet des vecteurs propres dont la forme la plus générale peut étre
écrite comme
1 1 4 .
- -

we =V 5 () VR = (7.10)
avec x+(r) un champ angulaire monovalué. V. (r) représente donc un opérateur quel-
conque produisant une rotation dans I’espace de spin d’angle y+/2 autour de e,. On en
déduit que lopérateur qui diagonalise le hamiltonien aux points {pg} peut étre écrit
généralement comme

V. (1 U,y V. (1 1 1 0
P_\/§<UZ —Uzaz>_\/§<0'Z —az> <O Uz> (7.17)

avec V, = V" et U, = (V.F)'V,". On voit que lorsqu'on applique cet opérateur au
Hamiltonien (2.20) selon
H — P'HP, (7.18)

le sandwich V] HV, correspond seulement & appliquer la transformation de jauge décrite
dans la section 2.2, les effets d’une telle transformation étant bien connus on peut
Iignorer ici. On obtient ainsi, en posant V, = 1, le hamiltonien

_ A + T+ 7—Uz
= ( Ulve —A+ Ul U, (7.19)

avec comme précédemment
z z
€p T 0%epiQO

2

Y+ = (7.20)

1. On peut ajouter qu’'une rotation dans I'espace de spin a été effectuée pour diagonaliser le terme
de potentiel attractif effectif. Cette rotation ne fait cependant que redéfinir le choix naturel d’axes
dans l'espace de spin, et n’affecte donc pas la discussion de cette section.
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Cela signifie que le hamiltonien général peut s’écrire a partir du hamiltonien "par-
ticulier' ? (2.21) utilisé dans les différents chapitres selon

(1 0 [A4y v- 1 0
(0P )0 o

On en déduit que choisir U, différent de 1 correspond a faire une transformation de
jauge effective, se traduisant par une rotation relative des espaces de spin associés aux
bandes de conduction et de valence. Cette rotation se fait autour de I'axe z de 'espace
de spin. Le choix de jauge U, = 1 utilisé tout au long de ce manuscrit correspond ainsi
a prendre la méme orientation pour les deux sous espaces de spin, c’est le choix le
plus naturel. Quel que soit le choix de jauge effectué, la fonction d’onde réelle s’obtient
en appliquant la transformation inverse correspondante, sachant que la transformation
H — PTHP g’inverse selon

U =PV, (7.22)

On se propose maintenant d’effectuer cette transformation inverse pour les fonctions
d’onde des états liés obtenues apres transformation, afin de connaitre leur structure
réelle.

Transformation inverse

On applique la transformation inverse (7.22) aux états propres du hamiltonien (2.21)
associés a une fonction d’onde de la forme

U= , We= |, 7.23
(;A¢i,j’_>a: %A@H)x ( )
suivant des notations analogues a celles de la section 4.5, ou les indices ¢, désignent

respectivement le nombre de zéros de la fonction d’onde selon ¥, et x, et ou 'opérateur
~v_ est considéré en premiere approximation comme diagonal dans I’espace de spin. On

obtient ainsi
i L (1 1 dl=)e \ _ 1 [(1+35)0l=)e
%*\ﬁ<w-w9<£me‘\@( ; (72

@”_<@J+n> (7.25)

en omettant 'indice 7 relatif au nombre de zéros de la fonction d’onde selon la coor-
donnée lente z. On a de méme

qu’on notera

v, = (ftiz) . (7.26)

2. Ce hamiltonien correspond au choix de jauge, tout a fait valable et 1égitime U, = 1.
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On peut noter que la densité de probabilité de présence pour les états occupés s’écrit

donc
e |12
Po |<3F2A¢

selon la polarisation |£). On a ainsi une densité de probabilité de présence totale qui
s’exprime comme

2
B € it ivos) 1 S
:yile—(—Zgﬁ g¢+l¢8ﬂ¢)+@

> Fim (Gp0)"  (7.27)

52

= (050)”. (7.28)

ot = 0 +

Notons enfin qu’on doit finalement appliquer la rotation de I’espace de spin décrite
par 'opérateur U(r) pour obtenir les fonctions d’onde réelles selon

\I/réue = U(I‘)\Ij (729)

On voit cependant que cette transformation ne va agir que sur la polarisation, rendant 3
cette derniere dépendante de la position. Les états seront ainsi polarisés dans 'espace
réel selon U(r)|+£)., .

Maintenant que ’expression dans I'espace réel des états propres du hamiltonien ori-
ginal (2.2) a été établie, on peut regarder quelles sont les transitions optiques autorisées
entre les états de valence et ceux de conduction.

7.2.3 Transitions induites par un champ électrique

On veut étudier les possibles transitions optiques induites via un champ électrique
orienté selon e,, correspondant a la perturbation

§Hp = eyE,e ™", (7.30)

Une telle perturbation agit de la méme maniere sur les états réels W, que sur les états
transformés ¥ = UT(r)V, puisque 6 Hg est diagonal dans I'espace de spin et que donc

(W[5 H | W2) = (WE|U" (5 g) U W) = (U|5H | 0. (7.31)

On voit qu’une excitation par un tel champ ne semble a priori pas possible puisque les
polarisations des états de conduction et de valence sont opposées. On peut cependant
remarquer que cela n’est valable qu’en premiére approximation, puisqu’on a considéré
que v_ était diagonal dans ’espace de spin en faisant 'approximation

1
Qmi

Y- = vp, +vAZ0" + —{pi, Al - o} ~ vp,. (7.32)

3. En particulier dans le cas du profil de Belavin-Polyakov, puisque dans le cas d’un skyrmion en
paroi de domaine la polarisation obtenue dépendait déja de la coordonnée angulaire du plan. On voit
maintenant que la fonction d’onde réelle dépend finalement de la position dans ’espace quelque soit le
profil.
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Négliger le second terme correspond ici a négliger le couplage spin-orbite, or ¢’est ’exis-
tence d’un tel couplage qui permet 'excitation optique via un champ électrique. On
peut noter qu’on a négligé de méme les effet spin-orbitaux en prenant 4, comme

Yy =vAl o+ — | (i + Ajo )+ (AL')Q} ~vAl .o (7.33)

2m;

Si on réintroduit un couplage spin-orbite en prenant
Y- = vp, +vA;07, (7.34)

on aura cette fois
1 ((1+ &) él-)e) 1 [((1—i05) 8= + 5501 +)e
\IIU - 2A - 2R vQAZ 7.35
NG (El - A; ¢|+>x> g ((1 Vigoy) ot + ig,) )

gL (El + ;;; ¢|+>x) 1 ((1 - Z:2§Rag> Bl +)s + gqﬁl—h) 76

1=35) =) V2 \(1+i50;) 61-)e + 520|+)s

On aura alors les éléments de matrice suivant pour la perturbation par un champ
électrique

et

V:uc - <\Ijv|5HE|\Dc>

* * UA; UAZ * y é
= /dI‘ 6HE [( v zRagQSU) 7¢c + A A Po <¢C - Z2Rag¢c>]
z 7.37
+ [ dv ot K . -25Ra~¢;;> A et ﬂ <¢c+z <o ¢>] 70

—/dr 5t 4% g
B B Tere

&

Ces éléments de matrice ne peuvent étres non nuls que pour des transitions entre des
niveaux ayant des symétries différentes a la fois selon z et y puisque A7 est une fonction
impaire de x et 0 Hg une fonction impaire de y. On peut noter que 'amplitude de ces
termes de couplage sera notamment proportionnelle a I'intégrale du terme responsable
du couple spin-orbite A7, comme on pouvait s’y attendre. Ces estimations amenent
donc a penser que ces tran81t10ns seront plus probables dans la limite des petits rayons
UAy varie comme % On peut noter que 'excitation par un champ électrique
dirigé Selon x dans 'espace réel* couplera cette fois des états de mémes symétries

spatiales.

4. Cela correspond & considérer le champ (7.30) dans une autre vallée ¥;.
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7.2.4 Transition induite par un champ magnétique

On étudie maintenant le cas d’une transition induite par un champ magnétique

orienté selon e,, induite par une perturbation de la forme
e h how. .

dHp = —-B.-0 = —c“ep-0. 7.38

P me 2 b (7.38)

On constate qu'une telle perturbation va engendrer des transitions méme en prenant

les fonctions d’onde a l'ordre 0, puisqu’elle n’est pas diagonale dans I'espace de spin.

La contrepartie est que I'application de la rotation de I'espace de spin U(r) a une telle

perturbation la rend tres compliquée. On a ainsi

he
2

hw,
Uto*U = %n o, (7.39)

§Hp =U'(r)0HpU(r) =

correspondant a considérer la transition entre deux états dont la polarisation est bien
définie, mais ou la structure spatiale du champ magnétique responsable de I'excitation
est analogue a celle d’un skyrmion. Dans cette situation on a notamment

(Wl p ) = " [P [, (507 +6r00) + e (o107 +6,08)]  (T40)

avec ¢ le complexe conjugué de ¢. Cette intégrale est généralement non nulle pour des
états de mémes symétries spatiales, on a donc bien des transitions possibles entre de
tels états.

FIGURE 7.1 — Schéma de principe illustrant la différence entre le spectre énergétique
d’un matériau antiferromagnétique en ’absence de skyrmion versus en présence d’un
skyrmion. A demi remplissage et & température nulle on s’attend ainsi & avoir une
différence qualitative entre les transitions optiques autorisées.
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On peut donc conclure qu’a température nulle et a demi remplissage, la présence
d’un skyrmion réduit qualitativement la fréquence caractéristique des transitions op-
tiques. En absence de skyrmion, la plus petite fréquence excitable est égale a I’épaisseur
du gap 2A, tandis qu’en présence d'un skyrmion, la formation d’états liés conduit a
I’apparition de fréquences de transition inférieures a ce seuil 24, comme illustré sur la
figure 7.1. Ces transitions pourront par ailleurs étre excitées par un champ électrique
comme magnétique. Cela fournit donc un moyen de détecter la présence de skyrmions
antiferromagnétiques, détection qui est habituellement compliquée a cause de ’absence
d’aimantation nette pour de tels objets.

7.3 Profil de skyrmion favorisé

On a vu dans les chapitres précédents que 'existence d’états liés conduit a un fort
colit énergétique pour un skyrmion, la présence de ce dernier impliquant la nécessité
d’occuper des états défavorables énergétiquement. On a aussi vu que ce cotit énergétique
dépend tres fortement de la géométrie.

Ce qui ressort de ces analyses est que les états liés seront localisés autour des points
r; pour lesquels le parametre d’ordre Néel n varie maximalement. Dans le cas d’'un
skyrmion, symétrique par rotation, ces points r; sont tels que la dérivée radiale du
parametre d’ordre en ce point

1 on
1 _|on A1
l H or (741)

r;

est maximale, avec r = \/x? + y? la coordonnée radiale du plan. On a notamment [ = R
et r; = 0 pour un skyrmion de Belavin-Polyakov, et [ = w avec r; = *£Re, pour un
skyrmion en paroi de domaine.

On a vu que pour minimiser 1’énergie d’un skyrmion en paroi de domaine il faut
diminuer son rayon pour le rendre comparable a son épaisseur de paroi. Cela conduit
alors a un profil analogue au profil de Belavin-Polyakov ot le parameétre d’ordre varie
maximalement au centre du skyrmion. On constate de plus que ce type de profil est
plus favorable puisque dans ce cas il existe une région de 'espace des parametres pour
laquelle le cofit énergétique du skyrmion associé aux états liés s’annule, ce qui n’est pas
le cas pour un skyrmion en paroi de domaine.

Dans le général cas d’un profil de type Belavin-Polyakov pour lequel le parametre
d’ordre varie maximalement au centre du skyrmion, on aura une disparition des états
liés pour [ de l'ordre de | = Ve€. Le mécanisme des états liés favorise donc les profils de
type Belavin-Polyakov pour lesquels I < [. Puisque que pour I < [ il n’y a plus d’états
liés, la forme exacte de la queue du skyrmion n’impacte pas I’énergie associée au méca-
nisme électronique. C’est donc ensuite les interactions magnétiques internes du matériau
qui vont déterminer la forme exacte du skyrmion. Puisqu’il existe une région de ’espace
des parametres magnétiques ® pour laquelle c’est le profil de Belavin-Polyakov associé a

5. Avec les notations de la premiére section 7.1 du chapitre, les parametres sont 1’élasticité A, la
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une queue exponentiellement décroissante qui émerge[7], il est donc vraisemblable que
ce soit ce profil qui soit sélectionné lorsque l'interaction skyrmion-électrons domine.
Attention, dans la discussion présente, n’incluant pas de champ magnétique extérieur,
on ne traite que de skyrmions métastables. La notion de profil optimal correspond ici
au profil qui minimise 1’énergie dans le secteur topologique associé a un nombre d’en-
roulement () = 1. Cela n’exclut pas que cette discussion puisse un jour étre élargie au
cas d’'un skyrmion stable, si un nouveau mécanisme permet de stabiliser des skyrmions
antiferromagnétiques.

Le critere pertinent pour savoir si ce sont les interactions magnétiques internes ou
I'interaction skyrmion-électrons qui domine va étre la comparaison entre les échelles
d’énergies caractéristiques du cotlit des états liés Fy ~ A,/mﬂ” & versus le cofit carac-
téristique des interactions magnétiques 4w A. Il existe donc deuX cas de figure selon le
ratio entre ces deux énergies caractéristiques. Voyons si on peut tout d’abord estimer
si ce ratio est grand ou petit devant l'unité. La constante A = JM, provient d'un
terme d’échange liant les électrons libres aux moments magnétiques internes du maté-
riau. L’élasticité A possede la méme origine, a savoir une intégrale d’échange, et il est
donc vraisemblable que A et A soient du méme ordre de grandeur. On peut tout de
méme noter que si on note S ~ M, 'amplitude effective des moments magnétiques du
matériau, on aura J o< S et A o< S2%, puisqu’on est ici dans la limite des grands S, il
est donc vraissemblable que A soit plus grand que A. Cela ne change pas le fait que
puisque Fy > A il est raisonnable de penser que Ey > A. Analysons maintenant les
deux cas de figure. Dans le cas le plus plausible Ey > 4w A le profil imposé sera donc
vraisemblablement celui de Belavin-Polyakov %, avec un rayon suffisamment faible pour
qu’il n’y ait pas d’états liés, et le cotlit énergétique associé au skyrmion sera de 1’ordre
de 47 A. Dans le cas opposé Ey < 4w A on s’attend a avoir cette fois un profil favorisé
qui sera plutét du type paroi de domaine pour D < D, = 4V/AK /7 [42]. L’épaisseur
de paroi w est & priori imposée par la valeur de K selon w ~ [, = \/A/Kag, tandis

que le rayon devrait étre une fonction du ratio D/ VAK . On voit cependant que 1’éner-
gie magnétique du skyrmion (A, K, D) décroit lorsque le rayon augmente, tandis que
le coiit énergétique des états liés Ep(w, R) augmente linéairement avec le rayon. Cela
implique qu’il va nécessairement avoir un compromis entre les deux mécanismes, qui
résultera probablement dans un profil qui n’est pas en paroi de domaine, méme dans
la limite 4w A > FEj. Quelle que soit la configuration observée, I’énergie caractéristique
du skyrmion sera de 'ordre du maximum de {Ey, 47 A}, ce qui indique que la présence
d’électron rend le cotit énergétique d’un skyrmion toujours conséquent, si on se limite
aux interactions discutées ici. Sous cet angle il apparait donc, comme évoqué précé-
demment, que I'existence d’états liés empéche la potentielle stabilisation d’un skyrmion
antiferromagnétique.

constante d’anisotropie K et l'intensité de 'interaction de Dzyaloshinskii-Moriya D.
6. Au moins au centre du skyrmion, puisqu’on a vu que la forme exacte de la queue du skyrmion
importe peu pour les états liés.
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On peut noter que la discussion effectuée dans ce manuscrit se concentre sur le cas
modele d'un skyrmion isolé, ce qui est peu pertinent d’un point de vue pratique, puisque
le seul cas ou des skyrmions stables peuvent étre potentiellement observés est en pré-
sence d'un champ magnétique extérieur, situation dans laquelle ces derniers forment un
réseau de skyrmions. On peut cependant étendre les conclusions qualitatives obtenues
pour un skyrmion isolé au cas d’un skyrmion existant au sein d’un réseau de skyrmions.
On a en effet vu que pour un skyrmion ayant une structure du type Belavin-Polyakov
les états liés électroniques sont localisés au coeur du skyrmion, sensibles seulement a la
structure géométrique du centre du skyrmion. De méme pour un skyrmion en paroi de
domaine les états liés sont seulement fonction de la structure de la paroi de domaine
circulaire, et pas de ce qui se trouve au dela. Cela indique que toutes les conclusions
obtenues a partir de ce modele de skyrmion isolé peuvent étres étendues au cas d'un
réseau de skyrmions. On peut de plus avancer que la présence d’une telle structure aura
tendance a entraver les modes propres d’excitation d’un skyrmion, permettant de rendre
plus robuste I'approximation consistant a traiter les degrés de liberté électroniques en
ignorant ces modes propres internes au skyrmion.

La discussion ci dessus indique que dans le cas d'un skyrmion, la contribution éner-
gétique des états liés électroniques, de I'ordre de Ej, est a priori grande devant ’énergie
caractéristique d’'un skyrmion due aux interaction magnétiques, fixée par 1’élasticité A.
Ce résultat contraste avec le cas analogue des supraconducteurs de type II, ou les élec-
trons peuvent se lier avec les vortex de phase[46]. Dans ce cas en effet il apparait que la
présence d’états liés n’affecte que peu le colit énergétique intrinseque du vortex, associé
au gradient de la phase, et n’impacte donc pas sa structure. On a donc affaire dans
ce manuscrit a une situation tout a fait différente, ou l'existence d’états liés électron-
skyrmion va profondément impacter la structure des défauts topologiques que sont les
skyrmions.

7.4 Densité de charge effective

Supposons maintenant qu’il existe un mécanisme permettant 'apparition de skyr-
mions stables, et que le profil généré soit tel qu’il y ait des électrons liés a ce skyrmion.
Considérons de plus que le matériau considéré est dopé, impliquant que des états liés
issus de la bande de conduction soient occupés. Comme on I'a vu ces états sont lo-
calisés dans le coeur du skyrmion, ce qui implique que leur occupation va produire
une augmentation locale de la densité de charge. Cela implique donc que le skyrmion
va devenir une entité chargée électriquement, potentiellement déplacable via des cou-
rants électriques. On peut de plus noter que 'augmentation locale de la densité de
charge doit pouvoir étre détectée en utilisant de la microscopie STM. Les skyrmions
antiferromagnétiques pourraient ainsi, grace a ce mécanisme et les transitions optiques
précédemment discutées, étres plus facilement détectés grace a leur interaction avec les
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électrons de conduction.

7.5 Synthése et ouverture

On a pu voir dans ce manuscrit que lorsqu’un matériau présentant un ordre anti-
ferromagnétique de Néel possede d’une part des extréma de bande situés aux points
>; de la zone de Brillouin, et d’autre part une inhomogénéité du parametre d’ordre
Néel, alors il va exister des états liés électroniques localisés sur les inhomogénéités du
parametre d’ordre. L’existence d’états liés ne dépend que de ces deux conditions, mais
leur structure, tant spatiale qu’énergétique, dépend quant a elle du défaut magnétique
a l'origine de ces états liés. Le fait que pour un matériau a demi rempli seuls les états
liés issus de la bande de valence soient occupés, implique que la présence de tels états
entralne un colit énergétique pour le systeme. Ce résultat amene a penser que lorsque
les maximums de la bande de valence sont situés aux points >2; de la zone de Brillouin,
les potentielles variations spatiales du parametre d’ordre Néel vont étres lissées a cause
de l'interaction d’échange qui existe entre I’aimantation locale du matériau et le spin
des électrons de valence.

Ce travail pourrait naturellement étre prolongé dans différentes directions, en voici
quelques unes;

B Cette étude préalable, ignorant les degrés de libertés du skyrmion en lui-méme,
devrait étre complétée par une étude complete traitant les degrés de liberté élec-
troniques et skyrmioniques sur un pied d’égalité. Une telle étude permettrait
ainsi de couvrir une plus large région de I'espace des parametres, et de mieux
comprendre I'impact des modes internes d’excitation du skyrmion sur les états
électroniques.

B Afin de dresser une image plus précise de la structure a la fois spatiale et éner-
gétique des états liés, en particulier ceux issus de la bande de conduction, il faut
prendre en compte les interactions électron-électron entre les électrons occupant
des états liés, puisque les fonctions d’onde de ces derniers possedent un fort
recouvrement. Cette étude est en particulier nécessaire parce que le matériau
considéré est isolant, et qu’on s’attend donc a un faible écrantage. Ce probleme
semble cependant difficile a traiter, requérant probablement une étude dédiée
complete pour étre bien compris.

B On s’est concentré dans cette étude sur la formation d’états liés, en réalisant
leur caractérisation et en explorant les conséquences de leur existence. Il serait
tout a fait légitime de compléter cette étude par la caractérisation des canaux de
diffusion, couplant le spin de I’électron diffusé a sa trajectoire. Une telle étude
permettrait de comparer la diffusion d’un électron sur un skyrmion dans les cas
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ferromagnétique et antiferromagnétique, le premier cas ayant déja été exploré
dans la littérature[27, 25, 26, 28].

L’étude de l'interaction électron-skyrmion peut aussi étre menée lorsque les ex-
tremum de bandes ne sont pas situés aux points ¥;, mais au niveau des coins de
la zone de Brillouin. Dans ce cas il n’y a pas de terme linéaire dans le dévelop-
pement en impulsion de la relation de dispersion du matériau parent, puisque
la relation de dispersion doit étre paire au bord de la zone de Brillouin para-
magnétique. Cela implique que les termes de potentiel effectifs sont au moins
quadratiques, et qu’il ne peut donc pas y exister de potentiel attractif, ce qui
signifie a priori pas de possibilité d’existence d’états liés. L’étude du phénomene
de diffusion sera quant a elle différente du cas d’un extremum de bande situé
aux points Y;, le potentiel répulsif effectif ressenti étant différent.

Il serait intéressant de généraliser cette étude au cas plus complexe d'un aimant
antiferromagnétique défini sur un réseau qui ne serait pas carré. Ce cas de figure
semble d’autant plus pertinent que des travaux récents[47] ont montrés que des
réseaux de skyrmions antiferromagnétiques fractionnés pouvaient théoriquement
étre générés avec un réseau et des interactions se voulant réalistes.
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8.1 Présentation générale

On s’intéresse dans ce manuscrit a un état de la matiere tout particulier appelé li-
quide de spin. Ce nom est dii[1, 2, 3, 4] a 'analogie qui peut étre faite entre un gaz et la
configuration paramagnétique d’un matériau magnétique d’une part, qui correspondent
tous deux a des états désordonnées et décorrélés, et entre un solide et la configuration
(anti)ferromagnétique généralement adoptée par un matériau magnétique a basse tem-
pérature d’autre part, correspondant a un état figé fortement corrélé. Le liquide de
spin correspondrait dans ce cadre a un état intermédiaire, désordonné, dans lequel les
spins ne s’ordonnent pas méme a tres basse température. On verra que, contrairement
au cas d'un vrai liquide, la longueur de corrélation associée a un tel état peut étre
finie mais aussi infinie (au sens ou les fonctions de corrélation sont algébriques). Pour
capturer l'aspect corrélé de cette phase on parlera parfois d’aimant paramagnétique
coopérant ou de phase magnétique coopérante. Ces états particuliers font 1'objet de
beaucoup d’attention depuis quelques décennies maintenant, de par le challenge fonda-
mental que représente la compréhension de cet état singulier de la matiere, et a cause
de ses potentielles applications dans la compréhension de la supraconductivité a haute
température(l, 2, 4].

Commencons par regarder le cas d’un matériau magnétique usuel, caractérisé par
des moments magnétiques microscopiques qui interagissent entre voisins selon un terme
d’interaction associé a une amplitude caractéristique J. A haute température 7' > J les
fluctuations thermiques produisent un état paramagnétique complétement désordonné.
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Lorsque la température du systeme devient comparable a 'amplitude des interactions
entre les moments magnétiques 7' ~ J on assiste alors généralement en trois dimen-
sions & I'apparition spontanée d’un ordre (anti)ferromagnétique au sein du matériau,
ou les moments magnétiques s’orientent tous selon un méme axe. On peut noter que
dans ce cas le systéme est invariant par rotation autour de cet axe spontanément choisi,
mais n’est plus invariant sous n’importe quelle rotation comme 1’était 1’état parama-
gnétique de haute température. On parle ainsi de brisure spontanée de symétrie lors
du passage de la phase paramagnétique a la phase ordonnée, et on entre dans le cadre
général de la théorie des transitions de phase de Ginzburg-Landau[2]. Les systémes qui
nous intéressent ici vont déroger a ce comportement, en refusant de s’ordonner méme
a des températures comparables avec 'amplitude des interactions internes entre mo-
ments magnétiques. Ce comportement est dii a I'existence de frustration au sein du
matériau, cette frustration pouvant étre due a une compétition entre différentes inter-
actions, ot aux propriétés intrinseques du réseau[4]. Prenons par exemple le cas de spins
de Heisenberg (de dimension 3) placés sur un réseau carré, et ayant des interactions
antiferromagnétiques entre premiers et second voisins. On a dans ce cas deux types
de configurations ordonnées pouvant apparaitre a température nulle selon le ratio des
amplitudes J; et Jo des couplages entre premiers et second voisins. Dans le cas 2J; > J,
les interactions entre premier voisins dominent, imposant que les spins voisins soient
orientés dans des directions opposées, voir figure 8.1 a). Dans ce cas on voit que les in-
teractions entre second voisins sont frustrées puisque ces derniers sont toujours orientés
dans la méme direction. Dans le cas 2J; < Jy c’est I'inverse, ce sont les spins second
voisins qui sont orientés selon des directions opposées, et la moitié des interactions
entre premiers voisins sont donc frustrées, voir figure 8.1 a). Dans le cas intermédiaire
2J; = Jo ces deux types de configurations vont avoir la méme énergie, et on s’attend
donc ici a ce que le systeme ne puisse pas s’ordonner, alternant localement les différents
types de configurations possibles. On peut noter ici que cette configuration requiert un
paramétrage fin des deux constantes de couplage J; et Jy, ce qui implique que ce type
de systemes sont peu susceptibles d’étres réalisés expérimentalement.

De ce point de vue les réseaux frustrés par essence semblent des candidats plus
pertinents. On peut les illustrer en regardant le cas de deux triangles partageant un
sommet et abritant ainsi 5 spins de Heisenberg interagissant de maniere antiferroma-
gnétique. On voit dans ce cas que la frustration émerge de la structure du réseau en
lui méme, puisque les spins qui composent un triangle ne peuvent s’orienter de maniere
antiferromagnétique, puisque si deux de ces spins adoptent une telle configuration, le
troisieme est nécessairement frustré. Dans une telle situation les trois spins se mettent
dans une configuration coplanaire pour laquelle ils forment deux a deux des angles de
27/3, comme illustré sur la figure 8.1 b). On voit ainsi que lorsqu’on accole deux tri-
angles, si les trois spins de chaque triangle adoptent cette configuration en étoile, alors
une rotation autour de l'axe porté par le spin central ne modifie pas la configuration
locale de chaque triangle, laissant le systeme dans une configuration optimale. On en
déduit qu’en plus de la symétrie par rotation du systéme complet il existe une symétrie
interne qui laisse ’énergie du systeme inchangée. Cela signifie que la dégénérescence de
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FIGURE 8.1 — a) Modele J; — J; avec interactions antiferromagnétiques d’amplitude
J1 > 0 entres premiers voisins, et J, > 0 entre second voisins. Les configurations adop-
tées par les spins dans 1’état fondamental dépendent du ratio J;/J;. b) Configurations
typiques adoptées par des spins de Heisenberg placés sur deux triangles partageant un
coin. Les configurations obtenues en tournant les spins autour de ’axe porté par le spin
central appartiennent elles aussi a 1’état fondamental.

I’état fondamental pour de tels réseaux frustrés peut étre plus grande que ce que laisse
penser le groupe de symétrie associé au hamiltonien.

Ce concept général de frustration amene a caractériser les matériau susceptibles
d’accueillir des liquides de spins de spins de la maniere suivante. L’inverse de la suscep-
tibilité magnétique varie linéairement[1, 2, 4] en fonction de la température

X_l x T — Ocw (8.1)

avec une ordonnée a l'origine Oaw, appelée constante de Curie-Weiss qui caractérise la
force et le signe des interactions magnétiques, étant positive (négative) pour un matériau
(anti)ferromagnétique a trois dimensions. La ou, pour un matériau usuel, la suscepti-
bilité magnétique présente une singularité a une température de l'ordre de O¢qw, elle
peut demeurer réguliere dans le cadre d'un matériau frustré jusqu’a des températures
bien inférieures a ce seuil. Si on note pour de tels matériaux T, la température ou le
systéme finit par geler !, alors un ratio

(8.2)

grand devant 1'unité est un bon indicateur de la frustration, et donc des matériaux
susceptibles de faire émerger des liquides de spin. La phase magnétique coopérante
sera dans ce cas rencontrée pour des températures 1" telles que Tc < T < Ocw pour
lesquelles les effets de la frustration sont maximaux.

1. Cela peut étre dii & des interactions non prises en compte dans des modeles de Heisenberg[4], ou
a un phénomene d’ordre par le désordre, discuté plus loin.
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8.2 Modéeles usuels

On se propose maintenant de se concentrer un peu plus en détail sur des modeles
faciles a manipuler, généralisant ’exemple ci dessus des deux triangles, et présentant
donc les propriétés recherchées pour abriter des liquides de spins. On se concentre ici
sur des modeles comportant des groupes de spins de Heisenberg, interagissant entre
eux selon une unique constante de couplage. Ces groupes de spins sont arrangés de telle
sorte a ce que deux groupes voisins partagent un unique spin. On peut citer a deux
dimensions le réseau de kagomé et le damier, ainsi que le pyrochlore a trois dimensions,
tous trois représentés sur la figure 8.2.

FIGURE 8.2 — a) Réseau du damier, chaque groupe de spin est un carré comportant
4 spins interagissant tous avec la méme force. b) Réseau de kagomé, pouvant étre vu
comme des triangles se touchant par les sommets ou chaque spin appartient a deux
triangles seulement. ¢) Réseau du pyrochlore, composé de tétraedres se touchant par
les sommets.

La particularité de ces systemes est que le hamiltonien

J
H:J<Z)SZ--SJ-:228§,+O (8.3)
i,j p

peut étre réécrit sous la forme d’une somme sur les groupes de spins (indexés par I'indice
p) du spin total de chacun ces groupes de spin défini comme

S

Cette réécriture est possible puisque le carré du spin total d’un groupement de spin se
développe comme
S,= > 28:8;+>_8], (8.5)
1#£JED 7
on voit ainsi que les premiers termes correspondent aux termes d’interactions entre
spins voisins au sein du groupe de spin, et que la deuxieme somme est simplement une
constante.
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Cette structure bien particuliere du hamiltonien im-
pose que dans 'état fondamental chaque groupe de
spin ait un spin total nul. Cela signifie que le hamilto-
nien aura, en plus de la symétrie de rotation globale,
des degrés de libertés internes a chaque groupe de
spin. On a par exemple illustré a droite les deux de-
grés de liberté angulaire qui existent pour un groupe
de quatres spins, on peut changer les angles 6 et ¢
sans impacter la condition & = 0 imposée sur ce
groupe de spins.

L’existence de ces degrés de liberté supplémentaires suppose, dans le cas d'un réseau
étendu comportant un grand nombre de groupes de spins, un nombre de degré de liberté
extensif. On peut clarifier cette idée en essayant de compter le nombre de degrés de
liberté en fonction de la taille du systeme. Considérons que le systeme possede un
nombre N, de groupes de spins, contenant chacun ¢ spins. On considere de plus que
chacun de ces spins appartient simultanément & un nombre b de groupes. Dans ce cas
on a un nombre total de spins dans le systéme qui vaut N = {N,. Si on considere
maintenant le cas le plus général de spins normés a n dimensions, on a n — 1 degrés
de liberté par spin, et donc N(n — 1) degrés de liberté au total. Puisque pour chaque
groupe on a une condition &, = 0 impliquant un vecteur a n composantes, on a un
nombre total de contraintes valant Npyn. On a donc finalement un nombre de degrés de
liberté total demeurant libre qui s’exprime comme

DzNUrJ)—Mmz(?n—D—n)M, (3.6)
qui se trouve étre proportionnel au nombre de groupes de spins dans le systeme, ce
qui signifie donc qu’il est extensif. La quantité pertinente utilisée dans la suite du
manuscrit sera le nombre de degrés de liberté effectifs par groupe de spin qui s’écrit

donc

F:%m—n—n (8.7)
On voit par exemple que dans le cas décrit plus haut de spins de Heisenberg placés sur
le damier, on an =3, g =4 et b = 2 ce qui implique qu’il y a F' = 1 degré de liberté
par carré de spin. Cela peut sembler en contradiction avec I'image donnée plus haut
pour un groupe de 4 spins qui suggere que F' = 2, mais cette image est valable pour
un groupe de spins isolé. Elle ne prend donc pas en compte le fait que pour le damier
chacun des quatre spin appartient aussi a une autre plaquette de spin, augmentant la
contrainte qui pese sur lui, diminuant ainsi le nombre de degrés de liberté par plaquette.

L’existence de degrés de libertés associés a chaque groupe de spins suggere que le
systeme peut se réorganiser localement sans coflit énergétique. Le fait que le systeme
ait un nombre extensif de degrés de libertés continus indique que ’ensemble des états
fondamentaux possede lui aussi une dimension extensive. Il faut faire attention ici aux

133



limites de I'argument présenté ci dessus, qui suppose implicitement que les contraintes
portant sur chaque groupe de spins son indépendantes les unes des autres. Ce n’est
pas toujours le cas, et il existe parfois des configurations échappant a ce décompte,
qui permettent cependant une réorganisation sans cotit énergétique et conduisent elles
aussi a un nombre de degrés de liberté extensif. C’est par exemple le cas du réseau
de kagomé pour lequel le décompte ci dessus donne F' = 0 mais qui abrite tout de
méme un nombre extensif D = N;/9 de modes 0, faisant intervenir plusieurs triangles
simultanément. On peut conclure que le calcul ci dessus donne un minimum du nombre
de degrés de liberté par plaquette, et demeure généralement un tres bon indicateur du
degré de dégénérescence de I'état fondamental.

8.3 Ordre par le désordre

La dégénérescence macroscopique décrite plus haut permet d’offrir une explication
naturelle au désordre qui est caractéristique des liquides de spin. Cette dégénérescence
est cependant quelque peu accidentelle au sens ou elle n’est induite par aucune symé-
trie inhérente au systeme. Puisque cette dégénérescence n’est donc protégée par aucune
symétrie, elle est sujette a étre perturbée ou méme détruite par les fluctuations ther-
miques. Ce phénomene est couramment appelé ordre par le désordre[5, 1, 4, 2].

FiGURE 8.3 — Illustration de 'ensemble des états fondamentaux en noir. La surface
occupée par le systeme dans 'espace des phases a température finie est représentée en
couleur. La coordonnée x est prise le long de I'ensemble des états fondamentaux tandis
que la coordonnée y est prise transverse a cet ensemble.

Cet effet peut étre illustré en utilisant la représentation donnée sur la figure 8.3 ou
I’ensemble des états fondamentaux est représenté par un contour noir, tandis que la
surface de l'espace des phases accessible a température non nulle est donnée en cou-
leur. La région de I’espace hachurée est la région susceptible d’étre sélectionnée par les
fluctuations thermique a basse température. Si on prend une coordonnée x parcourant

134



I'ensemble des états fondamentaux? et une autre coordonnée y orthogonale a cet en-

semble? alors on peut naturellement obtenir une distribution de probabilités le long de
cet ensemble en intégrant les petites fluctuations selon y. On obtient explicitement en
notant #(x,y) que cette distribution de probabilité s’écrit[1, 4]

kT

wi(x)

Z(x) = / Dy e PRy o I (8.8)

Pour obtenir I’expression de droite on a réalisé un développement harmonique de 1’éner-
gie H(x,y) vis a vis des coordonnées y en supposant que ces derniéres consistent en
paires de coordonnées généralisées canoniques conjuguées analogues a la position et a
I'impulsion. Cette expression indique qu’il y a deux situations possibles, si les excita-
tions transverses le long de ’ensemble des états fondamentaux sont toutes harmoniques
et comparables, alors I’ensemble de I'état fondamental va étre parcouru méme a tres
basse température. Si par contre un sous ensemble de I'état fondamental possede des
excitations transverses qui ne sont pas harmoniques mais d’ordre supérieur, alors ce
sous ensemble peut se voir sélectionné par les fluctuations thermiques. Cette situation
est illustrée sur la figure 8.3 via la sous région hachurée de I'espace des phases. A cet
endroit I’espace transverse exploré di aux fluctuations thermiques est plus conséquent
qu’ailleurs, et la sous région correspondante de I’état fondamental est donc sujette a
étre sélectionnée a basse température.

Il existe de nombreux exemples de systemes|1, 4] sujets a ce phénomene d’ordre par
le désordre, on pourra par exemple citer le cas du réseau de kagomé[6] ou les confi-
gurations coplanaires sont sélectionnées car elles présentent des fluctuations quartiques
contrairement aux autres configurations qui présentent des déviations "standardes" qua-
dratiques.

La présence de modes mous et d’ordre par le désordre peut étre notamment identifiée
en utilisant des simulations de Monte Carlo. La chaleur spécifique par spin C,, obtenue a
tres basse température avec de telles simulations permet en effet de détecter la présence
de modes mous. Une généralisation simple du principe d’équipartition[l] montre si
I’énergie ‘H dépend de la coordonnée 6 suivant un mode de la forme H ~ || alors cela
implique une contribution de ce mode a la chaleur spécifique par spin C, valant kg/m.
Suivant cet argument on s’attend pour des modeles classiques de spins a n dimensions,
qui sont sujet a n contraintes par plaquette et ayant ¢/b spins par plaquette a avoir une

2. On aurait par exemple dans le cas discuté plus haut d’un groupe isolé de quatre spins un en-
semble d’état fondamentaux qui peut étre assimilé & un taure, parcouru par les deux angles 6 et ¢ qui
demeurent libres dans 1’état fondamental (on met de coté les 3 angles correspondants aux rotations du
systéme entier). La coordonnée x serait donc dans ce cas x = (0, ¢)*.

3. Toujours avec le méme exemple d’un groupe de quatre spins, y encode les déviations angulaires
des quatre spins par rapport a I'un des états fondamentaux. Puisqu’il y a 3 contraintes imposées par

la condition & = 0, alors y est de dimension 3.
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chaleur spécifique par spin qui s’exprime comme

b 1

en unités de kg a basse température si toutes les fluctuations sont quadratiques. Si la
valeur observée pour la limite a basse température de la chaleur spécifique obtenue via
une simulation de Monte Carlo est inférieure a cette valeur alors cela indique I'existence
de modes mous.

Pour le réseau de kagomé avec des spins de Heisenberg par exemple on peut montrer|6]
que seuls cing sixieme des modes sont quadratiques, quand le sixieme restant sont quar-
tiques. Dans cette situation la chaleur spécifique par spin vaut C, = %% + %14 = % en
unités de kg. Cette diminution de la chaleur spécifique par spin attendue s’accompagne
du fait que le systeme se restreint a basse température aux configurations coplanaires
qui correspondent aux modes quartiques.

Cette introduction générale nous a permis de mieux identifier ce qu’est un liquide de
spin classique et d’avoir un apergu de la phénoménologie associée. On peut mentionner
le fait qu’il existe un domaine entier et tres large dédié a ’étude quantique des liquides
de spins, pouvant faire 'objet a lui seul d’une introduction. L’étude réalisée ici se
cantonne aux liquides de spin classiques, proposant une phénoménologie déja tres riche,
et on n’entrera donc pas dans les détails des liquides de spin quantiques.

On se tourne maintenant vers la présentation des méthodes et théories effectives qui
seront utilisées tout au long de ce manuscrit pour identifier et caractériser les liquides
de spin étudiés.
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Méthodes et théories utilisées

Ce chapitre présente une partie des méthodes analytiques et numériques qui seront
utilisées dans ce manuscrit pour étudier les liquides de spin classiques. Ce chapitre se
concentre sur les méthodes standardes de la littérature, tres générales et fréquemment
utilisées dans I'étude des liquides de spin classiques. On y présente I'approximation
de Luttinger Tisza, la connexion entre loi de Gauss et corrélations dipolaires, et les
simulations de Monte Carlo appliquées aux systémes de spins en interaction.

Contenu du chapitre

9.1 Approximation de Luttinger Tisza . . ... ... ...... 137
9.2 Lois de Gauss et liquides de spin algébriques . . . . . . .. 140
9.3 Simulations de Monte Carlo . . . ... .. ... ....... 144

9.1 Approximation de Luttinger Tisza

On se propose dans cette section de discuter 'approximation dite de Luttinger
Tiszal7], que I'on va utiliser tout au long de ce manuscrit. Cette approximation est tres
utile lorsqu’on veut étudier des systemes comprenant N spins classiques en interaction,
décrits par des hamiltoniens de type Heisenberg

(]
ou la somme se fait sur les différents sites appartenant au réseau considéré. Ce hamil-
tonien est associé a la contrainte que chaque spin classique a une norme fixée

IS;|?=52  Vi=1,...,N. (9.2)

Cette contrainte peut généralement se reformuler en absorbant ces normes dans les
coefficients de la matrice d’interaction J;; selon jl-j = J;;S5:5;, tel qu’on ait toujours un
hamiltonien

H= Z JijSi - S;, (9.3)

ij
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mais cette fois associé & la contrainte
|S:]| = 1, Vi=1,...,N. (9.4)

L’objectif est maintenant de trouver I’état fondamental Sy = {Si,...,Sy} d’'un tel
systeme, qui minimise le hamiltonien (9.3) tout en respectant les N contraintes (9.4).
Cela peut étre fait en théorie en utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange,
correspondant ici a minimiser la fonction

L[Si, \] ZJ,JS S; — S A[S; - S — 1] (9.5)

par rapport a 'ensemble des spin {S;} et 'ensemble des parametres de Lagrange {\;}.
Trouver les parametres {SY} et {A\} qui minimisent £ revient ainsi & trouver I'état
fondamental du systeme. Cela implique cependant de résoudre 4N équations ayant
4N variables, ce qui n’est pas raisonnable dans le cas d'un systéme macroscopique ou
N ~ 10%. L’approximation ou méthode de Luttinger Tisza consiste[7] donc ici a réduire
I'ensemble des contraintes (9.4) a une unique contrainte

YD anllSHIP = N Y ap, (9.6)
T 7

induite par les contraintes initiales (9.4). L’indice p désigne ici le sous réseau auquel
appartient le spin S¥, la somme sur 'indice ¢ se fait sur l'ensemble des mailles du
réseau et N, désigne le nombre de maille contenues dans le réseau . Cette condition,
beaucoup plus souple que I’ensemble des contraintes initiales, correspond physiquement
a autoriser les amplitudes des spins du systéme a varier, tant que la somme pondérée
des normes de tous les spins demeure elle bien constante. Dans ce cas la fonction a
minimiser se réduit a

LISi, N =Y JuwSt AZ 22042”8“”2 , (9.7)

wi,vg

impliquant, lorsqu’on la minimise selon les spins S!', les équations

ZJW] Y = Nha2Sh. (9.8)

On voit qu’en définissant la matrice
Kyivj = O‘?Jm',z’jaj (9.9)

et en notant P! = «, S’ le systéme d’équation se résume simplement a

Z Kpi0iP? = N AP, (9.10)
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soit I’équation aux valeurs propres de la matrice K. Ce systeme peut étre généralement
étre résolu pour les réseaux réguliers en utilisant 'invariance par translation de J, et
donc de K selon les translations du réseau,

K,uiy,jj - KMV(Ri — R]) (911)

Cette propriété permet en effet de passer dans 'espace réciproque en considérant la
décomposition de Fourier des spins,

1 ) .
Sl = S Z e’q'RWSZ, Sg = Z e_lq'Ri“Sf (9.12)
m q 7
et en notant naturellement
Pg = a”S‘(;. (9.13)

La condition faible (9.6) devient ainsi
1
mq mou

tandis que I’équation aux valeurs propres (9.10) devient

> M, (q)Pg = AN, P (9.15)
"
ou A
M, (q) = (auau)_l Z e’q'(Ri“_Rﬂ'”)JW(Ri - R)). (9.16)
R,—R;

On voit donc ici que grace a 'approximation de Luttinger Tisza et les propriétés d’in-
variance du systeme on se retrouve finalement avec une simple équation aux valeurs
propres, ou la matrice M a pour dimension le nombre de sous réseaux du systéme qui
est a priori petit. On voit donc que le probléeme se voit considérablement simplifié.
Puisque le hamiltonien se réécrit quant a lui dans I'espace réciproque comme

1
mopv o q

on a que pour les configurations satisfaisant (9.15) I’énergie associée s’écrit
E=)\) a, (9.18)
“w

ou on utilisé la relation faible (9.14). Pour que la configuration solution de I’équation
(9.15) conduisant & cette énergie soit valable il faut qu’il existe un set de coefficients
{a,} tel que cette configuration satisfasse aussi a la contrainte forte (9.4). Pour les
réseaux de Bravais[7] on a un unique coefficient o = 1, et on peut montrer[7] que dans
ce cas la configuration de plus basse énergie satisfait toujours la contrainte forte (9.4).
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Dans le cas ou il existe différents sous réseaux équivalents il est pertinent de considérer
le méme coefficient pour chacun de ces sous réseaux, et dans le cas ol tous les sous ré-
seaux sont équivalents on pourra notamment prendre o, = 1 pour chaque sous réseau.
Cette situation est celle rencontrée dans les trois exemples traités dans ce manuscrit.
Il est important de noter qu’en dehors des réseaux de Bravais, il n’y a pas de raison a
priori que la méthode fonctionne, c¢’est a dire que les configurations obtenues grace a
la contrainte faible puissent aussi satisfaire a la contrainte forte. Si la méthode échoue
alors dans ce cas on peut tout de méme se consoler en remarquant que I’énergie ainsi
trouvée, puisque obtenue en explorant un espace de parametres plus grand (puisqu’en
considérant une contrainte plus faible), correspond & une borne inférieure pour I’énergie.

Cette approximation peut étre étendue a I’étude de la structure de bande du systéme
de spin. En effet pour les systemes invariants par translation le passage dans ’espace
réciproque permet de diagonaliser facilement le hamiltonien comme on a pu le voir via
sa réécriture (9.17). Le passage dans 'espace réciproque ne peut cependant se faire
qu’en relaxant la contrainte locale sur la norme des spin a une contrainte globale. En ce
sens I'approximation de Luttinger est tout indiquée pour traiter les systémes invariants
par translation. Le fait d’avoir ignoré la contrainte forte implique cependant que la
structure de bande obtenue ne soit qu’approximative du point de vue classique. L’avan-
tage de la méthode est que laisser varier 'amplitude des spins classiques permet en un
sens de prendre en compte leurs fluctuations[8], laissant varier localement ’amplitude
des spins classiques tout en gardant leur amplitude moyenne fixée. On sait de plus que
considérer des spins classiques correspond a supposer les fonctions d’onde de chaque mo-
ments magnétiques localisées sur leur site, sans recouvrement, et I’énergie fondamentale
du hamiltonien classique donne donc une borne supérieure a 1’énergie du hamiltonien
quantique correspondant. Les bandes d’énergie trouvées en utilisant ’approximation de
Luttinger Tisza, correspondant a des bornes inférieures pour le hamiltonien classique,
se révelent donc souvent une bonne estimation préliminaire et permettent d’avoir une
premiere vue de la structure globale. Pour aller plus loin il faudra ensuite mettre en
place des techniques plus sophistiquées pour raffiner la structure de bande préalable-
ment établie dans I'approximation de Luttinger Tisza.

Lorsqu’on se référera dans ce manuscrit a 'approximation de Luttinger Tisza on
réalisera en pratique une diagonalisation du hamiltonien dans l’espace réciproque, en
relaxant de maniere implicite la contrainte sur la norme locale des moments magné-
tiques.

9.2 Lois de Gauss et liquides de spin algébriques
On présente maintenant une construction de théorie des champs permettant, pour

des spins classiques, d’identifier a ’aide d’un champ continu, de potentielles corrélations
a longue portée entre ces spins. Ce type de construction a été initialement introduite
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par Henley[9, 10] pour expliquer I'apparition de corrélations dipolaires dans les glaces
de spin, correspondant a des spins d’Ising placé sur le réseau du pyrochlore. Ce type de
construction a ensuite pu étre généralisé a des systémes de spins de Heisenberg[9, 10].

On considére ici un réseau quelconque, que 'on prend bidimensionnel pour se fo-
caliser sur les cas présentés dans ce manuscrit, mais le raisonnement peut étre fait
a l'identique pour un systeme a trois dimensions. On place sur ce réseau des spins
de Heisenberg classiques, et on cherche maintenant a comprendre comment 1’existence
d’une théorie des champs ayant une symétrie U(1) locale va impliquer I'existence de
corrélations dipolaires pour les spins de ce systeme. Supposons qu’il est possible de
construire a partir de ces spins un champ qui posseéde les propriétés d'un champ ma-
gnétique. Ce champ, appelé tenseur de polarisation, doit en particulier satisfaire une
loi de Gauss[9, 10]

OE =0 (9.19)

pour chaque composante de spin a = z, ¥, 2.

On se penche maintenant sur l'action effective de basse énergie associée a ce champ.
Dans la limite d'une température nulle la physique de basse énergie sera encodée[11]
dans une fonctionnelle énergie de type Maxwell

F= ;/d%% (B2 ()], (9.20)

cette fonctionnelle étant la plus simple qu’on puisse formuler puisqu’elle ne comporte
que des termes quadratiques. On peut maintenant argumenter que la structure de cette
fonctionnelle demeure essentiellement la méme a température non nulle. En effet on
s’'intéresse ici a des systemes hébergeant des liquides de spin, présentant donc un fort
désordre intrinseque, ou autrement dit possédant une dégénérescence extensive de 1’état
fondamental. Dans de telles circonstances il est raisonnable de penser, que lorsque la
température va augmenter les effets entropiques vont rapidement dominer, puisque ’en-
tropie d’un systeme tres désordonné sera intrinsequement grande a priori. Cela implique
une énergie libre de la forme F' ~ —T'S, ou il nous faut maintenant relier I’entropie avec
le champ de polarisation. Pour cela il faut tout d’abord remarquer que si le systeme
possede une ligne de flux fermée, une réorganisation des spins le long de cette ligne
de flux peut se faire sans cotit énergétique, pour peu que cette réorganisation se fasse
tout au long de la ligne, cette derniere devant demeurer fermée. On en déduit que pour
un tenseur de polarisation donné, plus il existe de boucles de flux fermées de petites
tailles, plus il existe de reconfigurations possibles qui ne changent pas la structure du
champ de polarisation. En effet le champ de polarisation peut étre vu comme une limite
gros grain d'un champ sur réseau, et ne ressent donc pas les réorganisation locales des
boucles de flux. On a de plus que l'existence de nombreuses boucles de flux diminue
I’amplitude du champ de polarisation. On en déduit finalement qu’afin de maximiser
I’entropie il faut minimiser I’amplitude du champ de polarisation. Cela implique une
énergie libre qui s’exprime en premiére approximation comme|9, 10, 11]

F= Z/d%% [E2(r)] (9.21)
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a une constante additive pres. On observe que dans les deux cas on se retrouve avec
une énergie qui est analogue a celle obtenue en électromagnétique comme une fonction
du champ électrique ou magnétique, associé a une loi de Gauss avec une charge nulle.
On a donc une théorie effective qui est analogue a celle obtenue en électromagnétisme
pour un champ magnétique ou un champ électrique en absence de charges.

On va maintenant montrer pourquoi une telle structure impose des corrélations
dipolaires a longue portée pour le champ effectif de la théorie, ici appelé tenseur de
polarisation. On expliquera ensuite comment de telles corrélations pour le tenseur de
polarisation impliquent a leur tour des corrélations similaires pour les spins classiques
a partir desquels on a construit le tenseur de polarisation.

On part de I'une des fonctionnelles énergies (9.20) ou (9.21) associée a la loi de
Gauss (9.19). La fonctionnelle énergie F' impose que la densité de probabilité associée
a la composante E* du tenseur soit proportionnelle a

P{E®(r)} o e PFE®] (9.22)

De son coté la loi de Gauss impose que les configurations du tenseur E“ satisfassent
cette équation de Gauss, ce qui se traduit par

P{E*(r)} o [T5(V - E*(x)). (9.23)
On en déduit finalement que la densité de probabilité doit étre proportionnelle &

P{E*(r)} oc e PFEOITT5(V - B (1)) (9.24)

Dans 'espace réciproque les fonctionnelles énergies peuvent étre mises sous la forme

F=SY Y B @ (9.25)

q 1,

impliquant a priori, selon le théoreme de I’équipartition, que les fonctions de corrélations
du tenseur de polarisation s’expriment comme

1

(EX(—)E](q) ~ ~0aply- (9.26)

Cependant la loi de Gauss (9.19) se traduit dans l'espace réciproque sous la forme
q-E*(q) = 0 (9.27)

pour les trois composantes de spin a = z,y et z. Cela impose qu’il n’y ait pas de
fluctuations longitudinales, autrement dit on doit avoir

¢ (EX(—q)E}(q)) = 0. (9.28)
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On en déduit que les fonctions de corrélation du tenseur de polarisation doivent étres
projetées dans l’espace orthogonal au vecteur d’onde, soit,

(B2 (—q) B (q)) o dap (6@ = “qqcﬁz> . (9.29)

Cela correspond dans I'espace réel a des corrélations algébriques[9, 10, 11]
o' 1 =
(E2(0)EX(r)) o bag [5( )+ 5 (6 2rirj)] (9.30)

ou T = r/r. Puisque dans la pratique le tenseur de polarisation est construit a partir de
flux étant eux méme composés de spins, on peut raisonnablement supposer[10, 11] que
les versions gros grains des spins sont exprimables a partir du tenseur de polarisation

r) =Y cn(r)Ei(r) (9.31)

ou l'indice n réfere au sous réseau auquel appartient le spin S,,. Le tenseur c,;, symé-
trique, est déterminé par les symétries du réseau considéré. Les fonctions de corrélation
spin-spin vont étre ainsi des sommes pondérées des différentes fonctions de corrélation
du tenseur de polarisation

(S%(0 Zc,m 1)y (1) (B (0) B (). (9.32)

On en déduit donc finalement que lorsqu’il est possible de construire un tenseur de
polarisation de divergence nulle et suivant une fonctionnelle énergie du genre Maxwell,
alors on aura des corrélations spin-spin algébriques, caractéristiques des liquides de spin
a longue portée.

Cela implique notamment que le facteur de structure

Sy Y (saasi@) (039

a mn

aura nécessairement localement la forme

S(Q+q)~a+8Y i "1‘2 (9.34)
i 19

avec « et 3 deux constantes réelles, et ou la position
Q des points singuliers est définie[10] par les pro-
priétés du tenseur c,;(r). Cette fonction singuliere
possede une structure bien particuliere, ou la limite
en ||q|| — 0 dépend de la direction selon laquelle on
s’approche. Cela produit ainsi des "points de pince-
ment" en forme de papillon dans la zone de Brillouin,
comme illustré a droite.
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L’observation de tels points de pincement se révele ainsi étre une signature des
liquides de spin algébriques. La position de ces points de pincement, dépendant notam-
ment du réseau considéré, permet de classifier les différents types de liquides de spin
algébriques.

9.3 Simulations de Monte Carlo

Les différents exemples présentés dans ce manuscrit seront d’'une part traité dans le
cadre de 'approximation de Luttinger Tisza, et pourront, dans le cas de liquides de spin
algébrique, faire 'objet de la construction d’une théorie de jauge U(1) correspondant
au formalisme donné ci dessus. Cette étude analytique sera de plus associée, comme on
le verra plus tard, a I’étude d’un autre objet, appelé vecteur de contrainte, caractérisé
seulement récemment dans la littérature[12]. Ces méthodes d’analyses sont toutes les
trois analytiques, et il apparait donc pertinent d’avoir une approche complémentaire,
plus proche de I'expérience. Les simulations de Monte Carlo entrent dans ce cadre au
sens ou pour un hamiltonien donné les résultats de ces simulations nous permettent
de voir quelle est la physique émergente d’'un hamiltonien, brute et sans trop d’enjoli-
vement liés aux approximations qui vont de paire avec les méthodes analytiques. Cela
nous permettra en particulier de pouvoir observer le comportement du systéme a tem-
pérature finie.

Les simulations de Monte Carlo présentées ici sont réalisées en utilisant 1’algorithme
de Metropolis combiné a une surrelaxation, et en abaissant la température dans un
schéma de recuit. La température 7' est toujours exprimée en unités du couplage ayant
la valeur absolue la plus élevée pour chaque ensemble particulier de parametres. Le
systéme est thermalisé pendant plus de 10° pas de Monte Carlo, et les mesures sont
prises pendant deux fois plus de pas de Monte Carlo. Les systémes simulés comportent
un nombre N = ny L? de spins, oll ny est le nombre de sites dans la cellule unitaire !,
et L est la taille linéaire du systeme, qui est prise égale a L = 24 ou L = 60 selon le cas
traité.

Afin de rechercher d’éventuelles signatures de liquides de spin, deux quantités sont
mesurées : la chaleur spécifique par spin C,, et le facteur de structure statique défini
comme

2

>. (9.35)

1 4

Ce facteur de structure pourra notamment étre comparé avec le facteur de structure
que 'on peut construire a température nulle a I'aide du vecteur de contrainte, comme
explicité plus loin. On peut de plus noter que les facteurs de structure obtenus se prétent
a priori & une comparaison avec les facteurs de structures obtenus expérimentalement

1. Les deux réseaux traités dans ce manuscrit correspondent a ny = 2 pour le damier et ng = 3
pour le kagomé.
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par diffusion de neutronsl4, 2].

Les résultats présentés dans ce manuscrit sont tirés de simulations réalisée par Flavia
Alejandra Gémez Albarracin, avec qui j’ai eu le plaisir de collaborer pour les recherches
présentées ici. Je m’étendrai donc peu sur ces simulations que je n’ai pas réalisées et
pour lesquelles je n’ai aucune expertise quant a leur production.

Nous avons présenté ici trois méthodes ou théories complémentaires dans I’étude des
liquides de spin et utilisées depuis longtemps par la communauté relative a ce sujet. Nous
nous tournons maintenant vers la présentation du cadre spécifique que nous souhaitons
étudier et des méthodes qui y sont directement associées.
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Hamiltonien sur plaquette et vecteur de
contrainte

Ce chapitre définit la position du probleme étudié dans cette seconde partie du ma-
nuscrit, explicitant le type de hamiltoniens et le type de réseaux étudiés. On se concentre
ensuite sur les outils analytiques qui existent pour traiter ce type de hamiltonien en
particulier. Ces outils étant peu fréquemment discutés dans la littérature, on veillera
a bien détailler leur introduction. On finira par expliciter comment les différents outils
introduits sont interconnectés.

Contenu du chapitre

10.1 Le Hamiltonien sur plaquette . . ... ... ... ...... 146
10.2 Vecteur de contrainte . . . . . . ... ... . . 00000 148
10.2.1 Vecteur de contrainte unique . . . . . . ... ... ... .. 148
10.2.2 Existence de deux vecteurs de contrainte conjugués complexe 152
10.2.3 Casgénéral . . . . . . . .. .. ... .o 154
10.3 Tenseurs de Gauss émergent . . . . . . ... ... ... ... 155

10.1 Le Hamiltonien sur plaquette

On se propose d’étudier dans ce manuscrit des systemes constitués de spin classiques
S;, placés sur un réseau. On se restreint aux cas pour lesquels le hamiltonien peut s’écrire
comme une somme sur des sous parties du réseau, appelées plaquettes, sous la forme

J 2
H= 5 zp:sp. (10.1)

La somme se fait sur les plaquettes p et le spin total de chaque plaquette est défini
comme

S, = _nS;, (10.2)

1EDP

146



avec 1); des coefficients réels, pondérant la maniere dont chaque spin appartenant a la
plaquette entre dans la définition du spin total. On voit immédiatement que puisque
chaque spin total S, entre au carré dans le hamiltonien, les états fondamentaux seront
ceux pour lesquels le spin total de chaque plaquette est nul. Les hamiltoniens de ce type
se sont déja montrés étre de bons candidats pour abriter des liquides de spin longue
portée, notamment dans le cas d’un réseau de type pyrochlore[9] ou hexagonal [13, 12].

Pour un réseau régulier pour lequel le systeme présente une invariance par transla-
tion, on peut travailler dans ’espace réciproque et ainsi définir la transformée de Fourier
du spin total comme

S(aq) = i Ly(a)Sm(a)- (10.3)

La somme se fait sur les n, sous-réseaux inéquivalents, et S,,(q) est la transformée de
Fourier des spin classiques du sous réseau m. Cette expression fait intervenir le vecteur
de contrainte [12]

Ly = > n; e’ (e (10.4)

cem

qui est défini dans 'espace réciproque a partir de I'impulsion q. Les positions dans
Iespace réel des sites r. —r; a 'intérieur d’une plaquette sont données relativement au
centre de cette plaquette r.. Dans le cas particulier ou le hamiltonien du systeme peut
s’écrire sous la forme (10.1) on voit directement l'intérét du vecteur de contrainte qui
permet de réécrire le hamiltonien dans I’espace réciproque sous la forme

J
H= 23 Y SGLgL! Sy (10.5)

m?” q

Cette expression est analogue a celle obtenue pour un tel hamiltonien dans le cadre de
I'approximation de Luttinger-Tisza [7]. Dans le cadre de cette approximation on relaxe
la contrainte sur la longueur des spins S;, on peut alors directement obtenir la structure
de bande associée au hamiltonien en passant dans 1’espace réciproque,

H=JY 3 S Mu.(a)S",, (10.6)

m7n q

en calculant les valeurs propres de la matrice M. Cette approximation s’avere pertinente
lorsque la transcription dans ’espace réel des modes propres associés a la matrice M
correspond a des spins respectant la contrainte de norme constante. C’est notamment
le cas pour tous les réseaux de Bravais [7].
Dans le cas présent d’un hamiltonien présentant la structure (10.1) on constate que
la matrice M peut s’exprimer comme
Mpyn(q) = Lg'L”, (10.7)
ce qui signifie que la structure des bandes d’énergie €;(q) est directement reliée a la
structure du vecteur de contrainte L(q). On peut notamment noter que ce vecteur
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possede un nombre de composantes égal aux nombre de sous-réseaux. On peut de plus
noter que si un sous-réseau m est symétrique par rapport au centre de chaque plaquette
alors la définition (10.4) impose que la composante associée L,,(q) sera réelle. On peut
ainsi facilement deviner le nombre de bandes plates du systéme en regardant le vecteur
de contrainte. Si ce dernier est un vecteur réel ayant n, composantes alors on peut
trouver une base dans laquelle toutes ses composantes sont nulles excepté une, ce qui
correspond a l'existence de n,, —1 bandes plates associées a une unique bande dispersive.
Si L(q) est un vecteur complexe alors le méme raisonnement mene a la conclusion qu’il
y aura cette fois 2 bandes non plates.

10.2 Vecteur de contrainte

La référence [12] indique que 'existence d'un point de pincement dans le facteur de
structure est associée a une singularité du vecteur de contrainte L(q). Ce résultat, mis en
valeur par Benton et ses collaborateurs[12], est tiré directement de I’article de Henley[9]
qui introduit le vecteur de contrainte sans le nommer, et 1'utilise pour calculer le facteur
de structure dans le cas du pyrochlore. On se propose ici de suivre les raisonnements
de ce papier original pour expliquer comment les propriétés du vecteur de contrainte
sont reliées a 'existence de points de pincements. On va voir que la démonstration est
différente selon les propriétés du vecteur de contrainte. On se propose de commencer
par traiter le cas le plus simple ou L(q) est réel.

10.2.1 Vecteur de contrainte unique

Vecteur de contrainte réel

Considérons tout d’abord le cas ot le vecteur de contrainte Ly est unique, et réel.
Comme on aura l’occasion de le voir dans le cas du damier et dans le cas du kagomé vu
comme composé d’hexagones, ce cas correspond aux systemes ot la maille élémentaire
possede une symétrie centrale. C’est notamment le cas lorsqu’on traite un réseau hexa-
gonal [12]. Dans ces systémes il est 1égitime de penser que, la maille étant symétrique,
le réseau est pavé avec cette unique maille et le systeme ne possede donc qu’une unique
contrainte sur plaquette du type

1S
Cette contrainte se traduit dans I'espace réciproque comme

Yo > e Y peT'9NS, (q) =0, (10.9)
q m

1EMED

avec r; les positions des sites de la maille relativement a la position de son centre r).
Cette expression est valable pour toute plaquette p, quelle que soit sa position r,. On
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en déduit que
S%(a) = L(q) - S%(a) = )_ Lu(a)S5(a) =0 (10.10)

pour chaque composante de spin a = x,y, z. Attention le produit scalaire ci-dessus se
fait sur les composantes relatives aux sous réseaux, indexés par m.

On veut maintenant calculer les fonctions de corrélation (S%(—q)S%(q)) qui ré-
sultent de la contrainte (10.10). On considere pour cela que la distribution de probabilité
suivie par les composantes de spin « est

Prob({S2}) oc e PHASTY), (10.11)

Cette probabilité correspond simplement a un terme de Boltzmann faisant intervenir le
hamiltonien sur plaquette (10.1) imposant la contrainte (10.10) sur ’état fondamental,
avec (3 linverse de la température. Dans la limite d’une température nulle § — oo,
la contrainte sur 1’état fondamental est imposée strictement dans la distribution de
probabilité. On a ainsi

Prob({5{'}) x 0(S,) (10.12)

ou le terme 6(S,) impose la contrainte (10.10). Si on regarde maintenant les fonctions
de corrélation (S%(—q)S%(q)) dans l'espace de Fourier, on utilise la distribution de
probabilité correspondante dans I'espace réciproque, a savoir

Prob({5;,(a)}) o 6(S(a))- (10.13)

L’argument de la delta de Dirac ci-dessus peut étre vu comme le produit scalaire de
L(q) avec S¥(q). Suivant cette notation il devient clair[9] que les fonctions de corrélation
(S2(—q)S%(q)) vont étre proportionnelles au projecteur dans I’espace orthogonal au
vecteur de contrainte L(q). Ce projecteur s’écrit comme

1
L, (10.14)
L2

correspondant a des fonctions de corrélation

II=1-L

L,L,

(S (=a)Sy(a)) o< Oy — W (10.15)
Le facteur de structure S(q), observé dans les simulations Monte Carlo ot expérimen-
talement lors d’expériences de diffraction de neutrons, combine les contributions de
tous les sous réseaux. On l'obtient ainsi en sommant les différentes composantes du

projecteur
L, L,
S(q) x Zémn — T =n, —1— Z

m#n

L,,L,
LI
On voit immédiatement que le facteur de structure est singulier lorsque la norme du

vecteur de contrainte |L||?> = ¢(q) s’annule. Dans le cas le plus simple ol cette norme
s’annule de maniere quadratique, c¢’est-a-tdire qu’on a une dispersion

e(q) = A%||q]? (10.17)

(10.16)
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Ficure 10.1 — Représentation graphique, dans ’espace réciproque, de trois types de
point de pincement. Le tracé a), le plus simple et le plus souvent rencontré dans ce
manuscrit tout comme dans la littérature, correspond a ’équation (10.19). Le tracé b)
correspond & un point de contact quartique, associé au facteur de structure (10.21),
tandis que le c¢) correspond a un point de contact présentant une dispersion sextique.

au voisinage du point ou cette norme s’annule, on voit que les composantes du vecteur
de contrainte sont localement linéaires

Ln(q) = ALq;, (10.18)
correspondant & un facteur de structure

Al A g

. (10.19)
s lal?

Cette expression, tracée sur la figure 10.1 a), correspond précisément a ce que l'on
appelle un point de pincement dans I’espace réciproque.
Si le voisinage du point de contact se révele posséder un dispersion quartique

e(q) = a(q; + q3) + 28424, (10.20)

impliquant un facteur de structure analogue a

S(q) cxny —1— 3 AL A (9:)°(q;)" (10.21)
iz Malldllt +28¢2q;

on aura alors des points de pincements de plus haut rang, possédant ici une double
symétrie axiale[11], voir figure 10.1 b). On peut faire le méme raisonnement avec une
dispersion sextique, correspondant a des points de pincement a six bras, voir figure
10.1 ¢) pour avoir une représentation graphiques des trois types de point de pincement
discutés ici.

On comprend ainsi pourquoi, dans le cas d'un réseau centrosymétrique, 1’étude des
annulations de la norme du vecteur de contrainte est pertinente. La proposition d’étu-
dier les propriétés topologiques de ce vecteur[12] est alors pertinente pour repérer,
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de maniere robuste vis a vis de possibles perturbations du hamiltonien, les points ou
|IL(q)|| s’annule. Si ce vecteur possede deux composantes, les défauts topologiques as-
sociés seront des vortex, imposant que la norme du champ s’annule en leur centre. Si
L(q) possede trois composantes, les défauts topologiques seront des skyrmions au sein
desquels L(q) n’a aucune raison de s’annuler, mais qui impose une singularité lorsque la
charge topologique du systeme change. Dans ce cas on pourra donc repérer les annula-
tions de L(q) en regardant pour quels parametres du hamiltonien le charge topologique
totale du systeme dans la zone de Brillouin varie.

Vecteur de contrainte complexe

Supposons maintenant que ’on ait toujours un unique vecteur de contrainte, mais
cette fois complexe. Cela correspond par exemple au cas du réseau hexagonal[12]. On a
dans ce cas nécessairement un réseau tres régulier puisque composé d’une unique maille,
et on peut ainsi se restreindre au cas ou il existe seulement deux sous réseaux, reliés par
une transformation de symétrie centrale, comme c’est le cas pour le réseau hexagonal.
Cela implique notamment que le vecteur de contrainte soit un vecteur complexe a deux
composantes, dont la seconde composante est simplement le conjugué complexe de la
premiere. On a donc un vecteur complexe a deux composantes, qui contient seulement
deux degrés de liberté indépendants, et donc finalement analogue au cas d’un vecteur
réel. Le projecteur est identique a celui obtenu dans le cas réel, au détail pres que c’est
cette fois le transposé conjugué du vecteur de contrainte qui intervient

1

Mm=1-L
(1

L. (10.22)

Les points de pincement sont donc la encore rencontrés lorsque la norme du vecteur de
contrainte s’annule.

Si on regarde maintenant la matrice d’interaction obtenue dans I'approximation de
Luttinger Tisza on a simplement

M:LJ@:QE@?&E) (10.23)

puisque Ly = L. On en déduit que les bandes d’énergie on pour expression
ei(q) =0, e2(q) = 2|L1 > = || Lg% (10.24)

On a donc finalement une situation analogue en tout point au cas réel, présentant une
unique bande dispersive dont ’expression se résume a la norme du vecteur de contrainte.
L’étude des propriétés topologiques du vecteur de contrainte pourra notamment se faire
de maniére similaire au cas réel[12].
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10.2.2 Existence de deux vecteurs de contrainte conjugués com-
plexe

On se tourne maintenant vers le cas légerement plus complexe ou le vecteur de
contrainte L(q) n’est plus réel mais posséde une partie imaginaire. Ce cas correspond
aux réseaux ne possédant pas de symétrie centrale, cela pouvant correspondre en deux
dimensions a un pavage triangulaire du type kagomé, ou au cas du pyrochlore[9] pour
un systeme tridimensionnel, ou les briques élémentaires sont des tétraedres. S’il existe
un unique vecteur de contrainte, c’est a dire une unique plaquette élémentaire ayant une
unique orientation, la démonstration est similaire a celle du cas précédent. Si par contre
on a la nécessité d’utiliser différentes orientations (généralement deux) de la plaquette
élémentaire pour pouvoir paver le plan, la situation est différente. Si on prend par
exemple le cas du réseau de kagomé on voit que le réseau est composé de deux types
de triangles, pointant respectivement vers le haut ou vers le bas. Dans un tel cas on
voit que I'on aura une relation de contrainte analogue a (10.10) pour chaque orientation
possible de la plaquette élémentaire. Cela correspond a la définition d’autant de vecteurs
de contrainte que de relations de contrainte. Il apparailt ainsi immédiatement que la
démonstration effectuée dans le cas réel ne fonctionne plus ici.

On se propose pour cette démonstration de se concentrer dans le cas présent sur la
situations ou il existe seulement deux plaquettes élémentaires, qui sont reliées par une
symétrie centrale!. Dans ce cas on voit directement en regardant la définition (10.4) que
les deux vecteurs de contraintes sont simplement le conjugué complexe I'un de l'autre.
Les deux contraintes imposées par le hamiltonien sont donc simplement L - S® = 0 et
L*-S* = 0. On en déduit, suivant le méme raisonnement que dans le cas réel, que les
fonctions de corrélations (S2 (—q)S%(q)) seront cette fois proportionnelles a I'opérateur
qui projette dans le sous espace orthogonal a la fois a L(q) et L*(q). Pour construire
ce projecteur on définit la matrice M constituées de L et L* en guise de colonnes. Le
projecteur dans le sous espace orthogonal a M est alors

Mm=1-MMM)'M' (10.25)
On a notamment P
L Q*
MM = 10.26
< Q HL!P) (1026)
oll on a noté
IL|| =L"-L=LjL, (10.27)
et ou )
Qa)=Q(-a) =L-L=3"(Lu(q)) (10.28)
est une fonction scalaire, complexe, de I'impulsion q. On a donc
- 1 ILIJ? —Q*)
MM) = —— ( , 10.29
MM =g —gr L~ e (1029)

1. Cette restriction correspond a ne considérer que des cas naturels, tels que le cas du réseau de
kagomé et le pyrochlore.
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Impliquant que cette fois I'observation de singularités du type point de pincement se
fera lorsque

IL[I* —QI* = 0. (10.30)

On se pose maintenant la question de savoir si, comme dans le cas d'un unique
vecteur de contrainte, un contact entre la premieére bande dispersive avec les bandes
plates correspond toujours a 'existence d’une singularité dans le facteur de structure.
On considere pour cela 'approximation de Luttinger-Tisza, dans le cadre de laquelle le
hamiltonien s’exprime dans I’espace réciproque comme

H =Y 8y (LyLr, + (LaL™,)") Si. (10.31)
q

q

Le premier produit LgL™, correspond aux triangles orientés vers le haut, et le second
a ceux orientés vers le bas. On peut utiliser que par définition Ly = L* ; pour réécrire

le hamiltonien comme

H =387 (La(Lg) + (Ly) Ly St (10.32)
q

On peut choisir une base pour le vecteur de contrainte L telle que les deux premiers
générateurs de cette base engendrent le sous espace espace vectoriel généré par la partie
réelle et la partie imaginaire de L. On se place dans cette base et on note le vecteur
de contrainte 1. Par construction ce vecteur n’a plus que deux composantes non nulles,
et on peut donc se restreindre a ’étude d'un vecteur de dimension 2. Cela signifie no-
tamment que les bandes d’énergies générées seront toutes plates exceptées deux bandes
dispersives, comme évoqué précédemment. Dans cette base la matrice de Luttinger-
Tisza s’écrit a partir de 1(q) comme

(AU LB+
m‘(m;u;‘z? 212 ) (10.33)

Cela signifie que les valeurs propres de cette matrice, a savoir les dispersions des bandes
d’énergies dispersives, satisfont

(2112 — &) (2|la)* — &) — (Il5 + I315)* =0 (10.34)

ou

222U — (021502 + (1)2()? — 2 [iaf?) = 0, (10.35)
Le déterminant de ce polynéome du second degré peut notamment s’écrire comme
|l 4l + 2Pl ?] + 4 [(1)215)* + (112 ()* — 2l0 P[] (10.36)
ce qui se simplifie comme

A1-D(1-1)* = 4|QJ%, (10.37)
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ou on a utilisé le fait que la rotation L — 1 préserve les produits scalaires. Cela signifie
que les valeurs propres s’expriment simplement comme

ex = |LI* £ Q. (10.38)

Le déterminant de MTM est donc égal au produit des valeurs propres obtenues dans le
cadre de I'approximation de Luttinger-Tisza. On observe donc la encore, que l'existence
d’un point de contact entre I'une des deux bandes dispersive et les bandes plates va
produire un point de pincement dans le facteur de structure. On peut ici noter qu'une
annulation de la seconde bande dispersive nécessite que ||L||* et |Q| s’annulent simul-
tanément, les points de contacts entre la seconde bande dispersive et les bandes plates
seront donc plus rares.

On observe que dans ce cas 'analyse des propriétés topologiques de L perd son
sens. En effet comme on ’a vu, les singularités n’apparaissent plus lorsque la norme du
vecteur de contrainte s’annule, mais lorsque la quantité ||L||* — |L - L|? s’annule. Cette
quantité peut notamment s’écrire en utilisant les parties réelle et imaginaire du vecteur
de contrainte comme

ILII* — QP = 4 || R{LYIP 1L} - (R{L} - I{L})*], (10.39)

signifiant ainsi qu’on s’attend a observer une singularité dans le facteur de structure
lorsque soit la partie réelle, soit la partie imaginaire du vecteur de contrainte s’annule,
ou lorsque parties réelle et imaginaire deviennent proportionnelles 'une a 'autre. On
voit donc dans ce cas qu’il est pertinent de chercher lorsque le vecteur

L.(q) = Lq x L (10.40)

s’annule, sa norme carrée valant précisément ||L||* — |@Q|*>. La recherche des zéros de
ce nouveau champ vectoriel peut notamment se faire en réalisant une analyse des ses
propriétés topologiques, de maniere similaire a ce qu’on a proposé dans le cas d'un
unique vecteur de contrainte réel.

10.2.3 Cas général

On veut maintenant discuter le cas général ou il existe un nombre n de vecteurs de
contraintes (réels ou complexes), ayant un nombre de composantes n, égal aux nombre
de sous réseaux. Dans ce cas on peut faire le méme raisonnement que dans les deux cas
précédents, et ainsi observer que les fonctions de corrélations seront proportionnelles
aux composantes du projecteur dans le sous espace vectoriel orthogonal a tous les
vecteurs de contrainte. Si on construit la matrice M de taille n, x n étant composée
des n vecteurs de contraintes comme colonnes, alors ce projecteur s’écrit comme

Mm=1-MMM)'M' (10.41)
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La matrice

(MTM) = (L))" L, (10.42)

)
est singuliere lorsque son déterminant s’annule, ce qui correspond dans le cas présent a
une situation ou, soit I'un des vecteurs de contrainte s’annule, soit I'un des vecteurs de
contrainte devient linéairement dépendant des autres[12]. Cela signifie alors que I'une
des n conditions

Li(q) -S%(q) =0 (10.43)

est automatiquement satisfaite, et donc que pour ce point précis dans I’espace réciproque
une contrainte est relachée. On peut noter cela s’applique au cas précédemment traité
de deux vecteurs de contrainte complexes conjugués. On peut donc en général chercher,
via une analyse topologique notamment, quand est ce que s’annule I'un des 2 parmi n
vecteurs définis comme les produits vectoriels d'une paire de vecteurs de contrainte.

10.3 Tenseurs de Gauss émergent

On a vu en introduction [9] que si la physique de basse énergie d’un systeme de
spin est régie par une loi de Gauss, cela conduit a I’apparition de points de pincement
dans le facteur de structure. Il est naturel de se poser la question réciproque, I'existence
d’un point de pincement dans le facteur de structure implique t-elle I'existence d'un
champ sous-jacent dont la divergence est nulle dans la limite 7" — 0. L’approximation
de Luttinger Tisza peut permettre d’éclairer cette question, si on regarde le systeme a
une température suffisamment basse pour que les échelles de longueurs caractéristiques
soient petites devant la longueur de corrélation thermique, et dans I'hypothese d’ab-
sence d’ordre par désordre.

On a vu que 'annulation du vecteur de contrainte en certains points correspondaient
a ’apparition de points de pincement. On a aussi vu que dans le cadre de hamiltoniens
ayant la structure (10.1) cela correspondait a I'annulation de la bande d’énergie £(q)
non plate 2. Cela signifie que cette bande peut s’exprimer autour de ce point de contact 3
comme

e(q) = (¢ + qp), (10.44)

ou q représente la distance dans l'espace réciproque au point de contact, et « est un
coefficient réel. On peut alors montrer qu’une telle relation de dispersion correspond
a 'existence un point de pincement 'standard'. Ces derniers sont en effet associés a
I'existence d’une loi de Gauss pour un tenseur de rang E, qui satisfait donc dans ’espace

2. On se place ici dans le cas ou le vecteur de contrainte est réel. Dans ce il y a une unique bande
non plate qui doit s’annuler lorsque le vecteur de contrainte s’annule. Dans le cas ou le vecteur de
contrainte L(q) est complexe, il y a deux bandes non plates, qui peuvent s’annuler séparément sans
que le vecteur de contrainte ne le fasse.

3. Si la bande excitée s’annule cela signifie qu’elle entre en contact avec les bandes plates.
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réciproque la relation
q-E=0. (10.45)

Un tel tenseur peut toujours étre construit en prenant

E.(q) = —agq,é(q), Ey(q) = ag.é(q), (10.46)

ou ¢(q) correspond a la transformée de Fourier d'une version gros grain, continue, de
I'une des composantes* des spin locaux S;. Cela correspond dans l'espace réel a

E.(r) = —ad,o(r), E,(r) = a0,¢(r), (10.47)

associée a la fonctionnelle énergie décrivant la physique a basse énergie

Fo / ErEE = / dr o ((0,0) + (0,0)%). (10.48)

Cela peut étre simplement ré-exprimé dans 1’espace réciproque comme

Fe [ BB (-q) = [ dq=(@lo@)® (10.49)

fonctionnelle qui peut étre interprétée comme un développement local d’une version
continue du hamiltonien (10.6).

Pour certains parametres spécifique il est possible d’observer des points de contact
dont la dispersion est quartique

e(q) ~ ?(q, + q,) + 26434, (10.50)

avec « et 5 deux coefficients réels. Dans ce cas on peut introduire un tenseur symétrique
de rang deux E satisfaisant a une loi de Gauss généralisée 0,E;; = 0 [14, 15]. Cette
relation peut notamment s’exprimer dans I’espace réciproque comme

Il apparait alors que cette condition peut étre généralement satisfaite en définissant le

tenseur E selon )
4,0 —GuQy®
E = Y . 10.52
(@) <—qzqy¢ 4o ) (10.52)

Cela signifie alors que la fonctionnelle énergie qui décrit la physique des basses énergies
peut étre exprimée comme

P [ dq BB (—a) = [ dqe(@ls)l? (10.53)

4. On devrait de maniere générale définir £/ comme un tenseur a deux indices E* avec o un indice
de spin. Puisque la définition est analogue pour les trois composantes de spin on se permet néanmoins
d’omettre cet indice ici. On peut de plus noter que le champ ¢ est composé des limites continues des
spins des différents sous réseaux du systemes.
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ou les coefficients 7;; dépendent de o et 3. On aura donc en général une association.

Supposons maintenant que le point de contact possede une dispersion sextique du
type
e(q) = a®(d; + qy) + 28(dzqy + 424;)- (10.54)
On peut alors introduire un tenseur symétrique de rang trois E satisfaisant une loi de
Gauss définie cette fois comme
OB, =0, (10.55)
pour tout j et k valant x ou y. Cette condition peut dans le cas présent étre satisfaite
en prenant, par analogie au cas quadratique,

E = (E:cxa: Exacy Exya: Exyy)
B EWCI nyy Eyyx Eyyy

(10.56)
(a9 —qqu¢ —qzquﬁ qmqm
qqucb GCayd G —¢o
Ce tenseur est bien symétrique au sens Ejjp = Ei; = Ejp = Eij. Ce tenseur permet

notamment d’exprimer localement la fonctionnelle énergie qui décrit la physique a basse
température comme

F e [ & BB (~a) = [ i e(a)lo(a)l? (10.57)

ou les coefficients 7;;, dépendent ici aussi de a et 3. On peut noter qu'un tel tenseur
U(1) de rang 3 ne semble pas avoir été étudié précédemment dans le cadre de liquides
de spin[14, 15, 11]. Sa structure se révele néanmoins a premiere vue tres similaire a
celle d'un tenseur de rang 2 comme celui introduit pour un point de contact ayant une
dispersion quadratique et qui a quant a lui été largement discuté dans la littérature.
On a en particulier, qu’au vu de la loi de Gauss (10.55), les fonctions de corrélations
du tenseur de rang 3 doivent satisfaire

(B (Q)E"™" (~q)) = 0. (10.58)

On peut ainsi en déduire que ces fonctions de corrélation ont une structure analogue[11]
a celles obtenues pour un tenseur de rang 2, soit

g 5” .

C] ¢ (53m5kn + 5]?%5’””) Lo s

q*
N N (10.59)
q6
_ léil 7q"¢"q" L gim 74q"q¢" L gin qumqkql]
q* q* q*
S A L
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ou les ... désignent des termes similaires a ceux qui les précedent, pris avec les bons
indices. On a ainsi

@) o« 3 T[] (10.60)
et
(2 (q) B (—q)) o 3(qm)3gqy)3 1)’ t (¢")°¢
BT (10.61)
[
q q
On en déduit que puisque
(5%(r)S*(0)) = Cijptmn(E7* (r) E"™(0)) (10.62)

avec Cijrimn dépendant du réseau, et donc ici de v et 9, le facteur de structure aura des
points de pincement ayant localement une structure du type

3
q°q? q°q’
S ~ o+ — .
(@) 5(q£+t1§> nq§+q3

T

(10.63)

On peut voir que pour S = 0 on a un point de pincement identique a ceux qu’on
obtient dans le cas d'un tenseur de rang 1. Pour = 0 on s’attend a avoir une structure
analogue, puisqu’on a simplement la fonction caractéristique d’un point de pincement
usuel, mais élevée au cube. Lorsque § ~ 7, on va avoir une situation plus compliquée
ol on peut notamment observer 'apparition d’'un point de pincement présentant six
bras. Les différents cas sont représentés sur la figure 10.2.

On a vu qu’a chaque type de dispersion correspondait un tenseur d’ordre différent
et une structure différente pour le point de pincement. Ces informations sont résumées
dans le tableau suivant. Ces résultats montrent qu’il y a une connexion naturelle entre
la physique a température nulle, décrite par les facteurs de structure estimés dans cette
limite, et la physique a basse température gouvernée par la dispersion au voisinage des
points de contact[16].

Ces considérations générales nous permettent d’identifier clairement pourquoi les ha-
miltoniens de plaquette se révelent étre d’excellents candidats pour observer des liquides
de spin. On a en effet vu que ces systemes sont structurellement sujets a 1’émergence de
bandes plates, impliquant une dégénérescence macroscopique pour les états fondamen-
taux. Cet élément est de plus renforcé par le fait que les bandes dispersives ne peuvent
que venir toucher les bandes plates mais pas les traverser, puisque leur relation de dis-
persion, pouvant s’exprimer comme une norme doit étre positive. Cela signifie qu’il ne
peut pas y avoir de situation ou il existe un minimum d’énergie bien défini dans ’espace
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F1GURE 10.2 — Différents types de points de pincement obtenus pour un tenseur de
rang 3 en faisant varier § et 1. On observe que pour 1 > 3 le point de pincement est
identique a ceux qu’on obtient pour un tenseur de rang 1. Pour § > n l'aspect est
similaire mais tout de méme différent, le point de pincement apparaissant plus écrasé.
Dans le régime 5 = n on peut observer la formation de six bras distincts, permettant
dans ce cas d’affirmer avec certitude que ce type de point de pincement correspond a
un tenseur de rang 3.

Dispersion Rang tenseur Loi de Gauss Point de pincement

quadratique 1 OiFE; =0
quartique 2 0;E;; =0
sextique 3 O0iEijr =0

TABLE 10.1 — Tableau regroupant les différentes situations rencontrées dans ce manus-
crit. Un ordre de dispersion peut étre relié a 1'ordre du tenseur correspondant, selon
"ordre relation de dispersion" = 2"ordre du tenseur'. On présente a droite une illus-
tration du point de pincement correspondant a un ordre donné observé au sein d'un
facteur de structure.
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réciproque, ce qui impliquerait que le systéme doive s’ordonner®. On a aussi introduit
le vecteur de contrainte et montré en quoi il constitue un bon outil pour détecter et
catégoriser les différents liquides de spin pouvant émerger.

On se propose maintenant d’appliquer ces concepts et outils au cas de trois exemples
bidimensionnels.

5. Si il existe une unique configuration, ayant une impulsion donnée, minimisant 1’énergie du sys-
téme, cela signifie que le systéme va adopter cette configuration & basse température, et donc s’ordon-
ner.
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Le damier généralisé

Ce chapitre est dédié au traitement du premier des trois exemples abordés dans ce
manuscrit. On se concentre ici sur le cas d’un réseau appelé damier, car il présente des
groupes de spins carrés se touchant par les coins de maniére analogue aux cases noires
observées sur un damier. Les différentes méthodes analytiques et numériques présen-
tées jusqu’ici sont appliquées au probleme, se révélant complémentaires. Le diagramme
de phase obtenu s’avere extrémement riche, ce chapitre a pour objet la construction de
ce diagramme, et la description et compréhension des nombreux cas de figure rencontrés.

Contenu du chapitre
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F1GURE 11.1 — Plaquette étendue du réseau dit en damier. Le réseau original est celui
composé simplement des plaquettes comportant une croix centrale. On I’élargit ici en
prenant en compte les spins voisin de cette plaquette centrale dans la définition du spin
total (11.1) de la plaquette étendue. Les spins immédiatement voisins du carré central
viennent avec un coefficient v tandis que les quatre spins dans les coins sont comptés
avec un coefficient 9. Les deux sous réseaux sont dépeints a ’aide de points de couleur
verte et rouge. On a représenté sur la droite la zone de Brillouin associé a ce réseau,
avec ses trois points spéciaux.

Le premier exemple considéré dans ce manuscrit est le réseau en damier représenté
sur la figure 11.1. Le cas du damier "standard" avec § = v = 0 a déja été traité
précédemment[17] et s’est révélé abriter un liquide de spin a longue portée. Dans le cas
présent chacune des plaquettes p du damier est étendue comme représenté sur la figure
11.1. Le spin total par plaquette est ainsi défini comme

S, =>.Si+7>.Si+d6 >, S, (11.1)
i€(p)

i€p i€((p))

ou la premiere somme porte sur les spin du carré central, la seconde sur les spins
adjacents a ce carré central, tandis que la derniere porte sur les quatre spins qui forment
les coins d’une maille carrée étendue. On se propose de commencer I'étude de ce systeme
par la description des propriétés du vecteur de contrainte.

11.1 Propriétés du vecteur de contrainte

On peut voir sur la figure 11.1 que les spins des deux sous réseaux sont disposés
de maniére symétrique vis a vis du centre de la plaquette étendue. On en déduit que
le vecteur de contrainte défini selon (10.4) aura deux composantes réelles, puisque les
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exponentielles vont s’apparier deux a deux pour former des cosinus. On a explicitement

v =20 5)
cos ((2r; +rg) - q) +cos ((2r; —ry) - q)
+2 <COS ((I'l + 21‘2) . q) 4+ cos ((rl — 21‘2) . q>> (112)

Y <cos(3r1 : q)>

cos(3ry - q)

r = g G) , ry = % (_11> (11.3)

les vecteurs repérant la position de deux sites appartenant a la plaquette réduite prise
relativement au centre de cette plaquette. Les défauts topologiques associés a un vecteur
ayant deux composantes réelles sont des vortex, dont ’existence implique une singularité
en leur centre. Ce systeme permet donc de réaliser une analyse de 'existence de points
de pincement en étudiant les propriétés topologiques du vecteur de contrainte[12].

On a vu dans le chapitre 10 que I'étude des zéros du vecteur de contrainte était,
pour ce systeéme, finalement équivalente avec une étude des zéros de la premiere bande
dispersive dans le cadre de 'approximation de Luttinger-Tisza. Une étude détaillée
de I'un ou l'autre serait donc suffisante, mais on se propose ici de discuter les deux
méthodes afin de les illustrer et de mettre en valeur leurs avantages et limitations. On
commencera par l’étude via I'approximation de Luttinger Tisza, plus rapide et plus
simple a mener.

ou on a noté

11.2 Approximation de Luttinger-Tisza

On se propose maintenant de réaliser une étude détaillée des zéros de I'unique bande
dispersive en jeu ici, le vecteur de contrainte étant réel. L’expression de cette derniere
correspond simplement a la norme du vecteur de contrainte

e(q) = |L(a)]” (11.4)

en unités de J/2. L’étude de la structure de cette bande en fonction des parametres
v et 0 révele qu’il existe toujours des contacts entre cette bande et la bande plate
sous-jacente. Ces contacts peuvent prendre la forme de points de contacts isolés, cor-
respondant comme on I’a vu plus haut a I'existence de points de pincement. On peut
cependant noter que ces contacts peuvent aussi prendre la forme de courbes rectilignes
ou de forme circulaire. Ces lignes ne correspondent pas, comme on le verra par la suite,
a un comportement singulier du facteur de structure. Ces lignes de dégénérescence se-
ront discutées dans la section 11.7 correspondante.
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F1GURE 11.2 — Diagramme de phase pour le damier étendu, avec v en abscisse et § en
ordonnée. Il y quatre phases étendues séparées par trois lignes critiques. Il existe aussi
une ligne spéciale d’équation 9 = v présentant des lignes de contact. L’intersection de
ces lignes donne lieu a I'apparition de quatre phases trés spéciales, dont les positions
dans le diagramme sont repérées par des points rouges. Trois de ces points présentent
des lignes de contact rectilignes comme on peut le voir sur la figure 11.11. Le quatrieme,
situé au point (v,d) = (0, —1) correspond a la phase M +I' + X.

Selon la position et le nombre de points de contact, ainsi que selon la présence ou
non de lignes de dégénérescence on peut classifier les différentes structures de bande
sous la forme de phases distinctes. Le diagramme de phase obtenu est représenté sur la
figure 11.2. La notation utilisée est la suivante, si un point de contact est localisé sur un
point spécial X; de la zone de Brillouin alors on note la phase X;. Les points de contact
peuvent aussi étre situés sur les axes liant deux point spéciaux X; et X; de la zone de
Brillouin, dans ce cas ce point sera noté X;X;. Dans le cas ou il y a plusieurs points
de contact on décrira la phase comme la somme des différentes positions de ces points.
Par exemple la notation M + M X signifie qu’il y a un point de contact a chaque coin
M de la zone de Brillouin, et un point de contact positionné sur chaque segment M X

sur les bords de la zone de Brillouin. Lorsque une phase est notée X; —I—@ cela signifie

qu’il y a une ligne de contact quasi-circulaire entourant le point X, ainsi qu'un point
de contact isolé situé en X;.
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On constate au regard du diagramme de phase représenté sur la figure 11.2 qu’il
existe quatre phases étendues ne présentant que des point de contact isolés. Ces points
se révelent de plus avoir des dispersions quadratiques, signifiant qu’ils correspondent
a des points de pincement usuels. Ces quatre phases sont séparées par trois lignes cri-
tiques qui ne présentent elles aussi que des points de contact, mais qui ne possedent
pas tous des dispersions quadratiques. Cela est plutot naturel, puisque lors du passage
de ces lignes on assiste a l'apparition de points de contact qui vont ensuite se séparer
en deux, quatre ou huit points de contact selon la ligne critique traversée. Il n’est donc
pas surprenant que la dispersion locale soit plus que quadratique le long des axes se-
lon lesquels vont émerger les nouveaux points de contact. La structure de ces points de
contact spéciaux sera discutée plus en détail dans la partie 11.3. Il existe finalement une
ligne spéciale, d’équation 0 = ~, pour laquelle on voit apparaitre des lignes de contact
circulaires, dont ’emplacement dépend de la phase qui est traversée par cette ligne.

Il existe quatre points spéciaux, marqués en rouge sur le diagramme de phase, cor-
respondants a des intersections entre lignes critiques, qui abritent quatre autres phases
tres spécifiques. Le point (7y,0) = (0,—1) est différent des trois autres car il n’abrite
que des points de contact isolés, placés aux points I', M et X de la zone de Brillouin.
Les points de contact situés sur les points M et X de la zone de Brillouin ont des
dispersions non quadratiques, analogues aux dispersions observées pour les deux lignes
critiques qui se croient en ce point. Ce point (v,9) = (0, —1) correspond donc a la seule
phase du diagramme pour laquelle on observe simultanément deux types distincts de
points de pincement associés a des tenseurs de haut rangs. Les trois autres points spé-
ciaux présentent quant a eux des lignes de contact rectilignes, formant un motif propre
a chacun de ces trois points comme on peut le voir sur la figure 11.11. Ces lignes seront
discutées en détail dans la section 11.7.

On peut finalement remarquer que quel que soit le point considéré dans le diagramme
de phase il existe toujours un point de contact situé a chaque coin M de la zone de
Brillouin. On a donc a priori toujours des corrélations algébriques dans le cadre du
damier généralisé. Cela signifie qu’on peu supposer 'existence d’un champ de divergence
nulle, associé a la propagation d’un photon. On se propose maintenant de construire
localement un tel champ, et de montrer que cette construction est bien valable pour
toutes les valeurs des parameétres v et §.

11.3 Points de pincement de haut rang

Il existe dans le diagramme de phase de la figure 11.2 trois lignes critiques séparant
des phases étendues. Lors du passage de ces lignes on assiste a la création ou disparition
de points de pincement en fonction de la direction selon laquelle est franchie la ligne.
L’apparition de ces nouveaux points de pincement se fait généralement via I'apparition
d’un point de pincement de plus haut rang, qui se sépare ensuite en sous points de
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pincement standards. On se propose ici de décrire les cas spécifiques de ces trois lignes
critiques, qui se révelent étre tous les trois différents. On classe les lignes en prenant en
compte le nombre de points de pincement en lesquels se sépare le point de pincement de
rang supérieur appartenant a la ligne. On appellera par la suite multiplicité le nombre
de sous points produits par la séparation d’un point de pincement de haut rang.

11.3.1 Ligne de multiplicité 2

F1GURE 11.3 — Facteurs de structure pris selon la ligne critique d’équation 6 = —142~,
et obtenus par la méthode projective. On observe que le point de pincement situé en
X, sur lequel on a fait un zoom sur la seconde ligne, possede une allure qui dépend
de la phase rencontrée au sein de la ligne critique, cette derniere contenant la phase
M +TM + X pour v € R\[-1,0] et la phase M + X pour v €] — 1,0[. Dans les deux
phases le point de pincement possede un axe de symétrie ainsi qu'un axe d’antisymétrie,
tout deux orthogonaux.

La ligne critique d’équation 6 = —1+ 2+ dans I'espace des parameétres se caractérise
par la présence d'un point de pincement situé au point X. Ce point se sépare en deux
points de pincement selon les axes M X lorsqu’on s’éloigne de la ligne critique dans la
phase M + MX ou M + MX +T'M. Ce point de pincement posséde une structure tres
particuliere comme on peut 'observer dans la figure 11.3 présentant des facteurs struc-
ture pris le long de la ligne critique. On observe si on zoome sur ces points de pincement
qu’ils possedent toujours un axe de symétrie selon I'T” et un axe d’antisymétrie selon
MXM'. Cette antisymétrie doit étre vue comme une symétrie! S(q) — 1/2 — S(q).

1. La méthode projective donne le facteur de structure a une constante pres, la constante implici-
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Dans le contexte de I'approximation de Luttinger-Tisza, ce point de pincement spé-
cial correspond a un point de contact qui possede une dispersion quadratique dans une
direction et quartique dans ’autre, on a notamment

2
el@) =227~ 1% +227 — 1! — gl — (104 =20y +7) ¢t (115)

gz tqy
2

autour du point (g, q,) = (E E) et ou on a pris ¢4 = . Ce point ne rentre donc

272
pas dans le cadre de la théorie présentée dans la section 10.3, correspondant ? & un point
de Lifshitz[18].

11.3.2 Ligne de multiplicité 441

FI1GURE 11.4 — Facteurs de structure pris selon la ligne critique d’équation 6 = —1—2~,
et obtenus par la méthode projective. On observe que le point de pincement central
possede une symétrie de rotation d’angle 7/2, caractéristique des points de pincements
associés a un tenseur de rang 2.

La ligne d’équation 6 = —1 — 2+ qui sépare les phases M et M + I'M possede un
point de pincement situé en I' qui se scinde en lui méme plus quatre points de pincement
situés le long des axes I'M. On parlera ainsi d’'un point de multiplicité 4 + 1. Ce point
se révele posséder quatre bras lorsqu’on regarde les facteurs de structure obtenus pour
cette ligne, qui sont donnés sur la figure 11.4 (on pourra se rapporter a la figure 10.1
du chapitre précédent pour avoir une vue simplifié de la structure de ces points de
pincement & quatre bras).

Cela correspond dans le cadre de I'approximation de Luttinger-Tisza a un point
contact entre la premiere bande excitée et les bandes plates associé a une relation de
dispersion quartique. Dans le cas présent on a explicitement

e(q) ~ 4(1+7)%(q; + q;) + 4(3 + 14y + 199°)2¢2¢;, (11.6)

au voisinage du point ') et ce seulement le long de la ligne critique § = —1 — 2~.
Comme on 'a vu plus haut dans la section 10.3 cela correspond a l’existence d’un

tement choisie ici est telle que S(q) soit compris entre 0 et 1.
2. On utilise ici cette terminologie par analogie aux points de Lifshitz correspondants dans une théo-
rie de Ginzburg-Landau & une fonctionnelle ayant des dérivées d’ordres différents selon la direction[18].
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tenseur symétrique E;; qui satisfait une équation de Gauss de rang 2
OEE =0 (11.7)

pour chaque composante de spin « [14, 15, 19, 11].

11.3.3 Ligne de multiplicité 841

FIGURE 11.5 — Facteurs de structure pris selon la ligne critique d’équation § = (1 —
27)/3, et obtenus par la méthode projective. Le point de pincement situé au point M
se révele posséder une structure inhabituelle, présentant notamment "six bras".

On se concentre maintenant sur la ligne critique § = % correspondant a la phase
M, et séparant soit les phases M et M + I'M + MX, soit les phases M + MX et
M + T'M. Dans le premier cas le point de contact situé au point M se scinde en lui
méme plus 8 sous-points de contact, correspondant a une multiplicité de 8+1. Dans
le second cas quatre points convergent vers le point M le long des axes M X, jusqu’a
coalescer en un unique point au niveau de la ligne de contact, avant de se scinder en
quatre nouveaux sous points de contact selon les axes MT'. Ce type de comportement
est spécifique a cette ligne critique, c’est la seule pour laquelle on observe des points de
contact converger selon un axe pour émerger selon un autre. Puisque le point critique
situé en M est susceptible de se séparer en lui méme plus 8 différents types de points
de contact, on dira 1a aussi qu’il a une multiplicité valant 8 + 1.

On peut observer sur la figure 11.5 que le facteur de structure associé a ce point
possede une structure tout a fait inhabituelle présentant généralement "six bras'. On
peut cependant noter que sur l'intervalle v € [0,1/2] la structure de ce point de pince-
ment semble étre analogue a celle d’'un point de pincement standard, comme présenté
sur la figure 11.5 pour v = 0, et sur la figure 11.7 pour v = 1/2 et § = 0. Ce point de
pincement particulier correspond dans l'approximation de Luttinger-Tisza a un point
de contact ayant une dispersion sextique

c(a) = (@ + q;) |ala; + q;) +26¢2q;] (11.8)
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avec
(1+~)? 7 — 34~ + 3142
o=t 8= .
9 9
Une telle dispersion correspond selon la section 10.3 a un l'existence d'un tenseur sy-
métrique E¢ de rang 3 pour chaque composante de spin «, satisfaisant a 1’équation de

Gauss sans charges

(11.9)

QB =0, (11.10)

pour tout j, k (indices d’espace) et pour tout cr. On a vu que ce type de tenseur donnait
lieu a des points de pincement pouvant avoir six bras, ou pouvant ressembler a des
points de pincements standard de rang 1. C’est bien ce qu’on observe ici sur la figure
11.5.

11.4 Analyse topologique du vecteur de contrainte

On se propose ici de réaliser ’étude des propriétés topologiques de 1'unique vec-
teur de contrainte en jeu. On rappelle que ce champ vectoriel ayant deux composantes
réelles les défauts topologiques associés sont des vortex, nécessairement singuliers en
leur centre. La présence de vortex dans une région peut notamment étre établie en
calculant la charge topologique de cette région. Cette derniere représente le nombre de
fois ot le vecteur L(q) s’enroule sur lui méme lorsqu’on fait le tour d’une région €2 selon
son contour 0f). Elle peut donc s’écrire

1
Q=5 ¢ do (11.11)

ou 'angle ¢ correspond a une paramétrisation angulaire du vecteur de contrainte, pou-
vant par exemple étre définie selon

- Lg  [cos¢
g () i

De cette fagon on voit notamment que la charge topologique d’un vortex est nécessai-
rement un entier. Afin de faire directement intervenir les composantes du vecteur de
contrainte, on peut réécrire cette charge topologique comme ?

Q=45 [B(@Visa) - L(@Vii(a)] -da (11.13)

™ JoQ
Il faut étre attentif lors du calcul de la charge topologique d’une région a bien choisir
cette derniére. Si la région choisie contient par exemple une paire de vortex-antivortex,
alors la charge topologique totale de cette région sera la somme des deux charges et donc
égale a zéro. On propose sur la figure 11.6 une analyse de la vorticité pour différentes
valeurs des deux parametres v et 0. Sur cette figure on a mis en valeur les vortex

3. On a utilisé que pour tout vecteur 1 de norme 1 on a 1- (V1) = 0 pour obtenir 1’égalité (11.13).
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de charge () = 1 en les entourant de rouge, et les antivortex de charge ) = —1 en
les entourant de bleu. On peut observer qu’il existe toujours un vortex de charge 1
situé au point M de coordonnées (7/a,0), ainsi qu'un antivortex de charge -1 situé au
point M’ de coordonnées (0,7/a). Cette situation semble s’inverser lorsque des lignes
de dégénérescence passent par les points M, ce qui est le cas pour (v,d) = (—1,1) ou
(1/2,0). On peut cependant noter que dans ce cas le champ est singulier le long de
ces lignes, signifiant que quelque soit le contour d’intégration choisi pour calculer @) le
champ sera singulier en un point de ce contour, faussant le calcul. On peut voir qu’au
point v =1, § = —1/3 les vortex (antivortex) situés aux points M (M’) on une charge
Q = =3 (Q = 3). On a vu précédemment que ce point appartient a la ligne critique
séparant les phases M +T'M et M + M X. Or on voit que dans la phase M + I'M
illustrée par le point v = —1, § = 0 le point M est entouré de quatre antivortex de
charge () = —1. Il est donc naturel que lorsque, en s’approchant de la ligne critique,
ces quatre antivortex convergent vers le point M, cela conduise a la formation d'un
antivortex de charge () = —3. C’est di au fait que la vorticité est une propriété longue
portée, se calculant sur un contour donné, et ne doit donc pas étre impactée par des
modification locales se produisant a l'intérieur de ce contour. On peut noter que de
I'autre coté de la ligne critique, cet antivortex se sépare a nouveau en un vortex situé
en M, et quatre antivortex placés cette fois le long des axes M X, comme illustré sur le
tracé obtenu pour v = 1, § = —1 représenté sur la figure 11.6.

FIGURE 11.6 — Tracé du champ vectoriel Ly dans I'espace réciproque pour différents
points (v,d) dans 'espace des parametres. On observe qu'il y a toujours un vortex
de charge 1 (représenté en rouge) situé au point M de coordonnées (m/a,0), et un
antivortex de charge -1 (représenté en bleu) situé au point M’ de coordonnées (0,7 /a).
Cette situation semble s’inverser lorsque (7, d) = (—1,1) ou (1/2,0), mais dans ce cas la
charge topologique aux points M est mal définie a cause des lignes de dégénérescence,
qui se traduisent ici par 'annulation de L, le long d’axes traversant les points M.

On serait donc tenté de supposer au vu de cette exemple que les points de pincement
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d’ordre supérieur correspondent a des vortex de charge |@| > 1. Cela n’est en réalité
généralement pas le cas, comme on peut le voir par exemple sur le tracé vectoriel obtenu
v=—1/2et d =0, ouil yaun point de pincement de multiplicité 4 4+ 1 situé en I" qui
semble pourtant avoir une vorticité nulle. Ce résultat n’a rien de surprenant, puisque ce
point appartient a la ligne critique de phase M + I séparant les phases M et M +1"M.
Puisque du c6té de la phase M il n’y a pas de point de pincement en I' et donc pas de
vorticité dans son voisinage, il n’est pas surprenant que lors du passage de cette ligne
critique la vorticité demeure nulle. On voit ainsi qu’une fois la ligne franchie seules des
paires vortex-antivortex ont été produites, dont la vorticité totale est bien nulle, comme
illustré sur la figure obtenue pour v = —1, § = 0.

Ces observations nous aménent a conclure que ’analyse topologique du vecteur de
contrainte ne permet pas de repérer tous les points de pincement de haut rang. Une telle
analyse ne comporte donc aucun avantage substantiel comparé a une analyse suivant
I’approximation de Luttinger Tisza, se révélant plus cotliteuse calculatoirement parlant
et moins précise.

11.5 Facteur de structure et chaleur spécifique

11.5.1 Méthode projective

Le facteur de structure dans la limite d’'une température nulle peut étre obtenu
selon la méthode explicitée dans la section 10.2.1. On peut ainsi écrire explicitement
son expression a température nulle en utilisant le vecteur de contrainte selon I’équation
(10.16) comme
LyLy
1L

Les tracés correspondant a ce facteur de structure sont donnés sur la figure 11.7 ou ils
sont comparés avec les facteurs de structure obtenus par Monte Carlo.

S(q) o<1 -2 (11.14)

11.5.2 Simulations Monte Carlo

On peut utiliser les simulations de Monte Carlo pour tracer le facteur de structure
pour un couple de parametres (y,0) et une température donnés. Les facteurs de struc-
ture ainsi obtenus sont donnés sur la figure 11.7, ot ils sont comparés a la prédiction
analytique obtenue par la méthode projective explicitée plus bas. On présente sur cette
figure un facteur de structure pour chaque phase du diagramme de phase de la figure
11.2. On présente notamment les quatre phases étendues sur la premiere ligne, les points
spéciaux sur la seconde ligne, et des points appartenant aux quatre lignes critiques sur
les deux dernieres lignes de la figure. Chaque facteur de structure obtenu confirme les
prédictions réalisées a ’'aide de 'approximation de Luttinger Tisza, confirmant la loca-
lisation des points de pincement ainsi que des lignes de dégénérescence qui apparaissent
ici comme des lignes claires.
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FIGURE 11.7 — Tracé du facteur de structure dans la zone de Brillouin. La partie
gauche de chacune des figures présente le facteur de structure obtenu par Monte Carlo,
quand la partie droite présente le facteur de structure obtenu via la méthode projective,
donné par I’équation (11.14). Chaque facteur de structure présenté illustre une phase
du diagramme de phase 11.2. On a en particulier les quatre phases étendues qui sont
illustrées sur la premiere ligne, les points spéciaux donnés dans la seconde ligne, tandis
que les deux dernieres lignes présentent des facteurs de structures correspondant aux
quatre lignes critiques du diagramme de phase.
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On peut observer que le point spécial (y,d) = (0, —1), situé a l'intersection de deux
lignes critiques présentant toutes deux des points de pincement de multiplicité stric-
tement supérieure a l'unité, est le seul point du diagramme de phase pour lequel on
observe deux types de points de pincement de multiplicité non unitaire. Cette observa-
tion est en parfait accord avec 1’étude des dispersions locales de ces points de contact
réalisée dans le contexte de I'approximation de Luttinger Tisza.

On observe que 'accord entre les facteurs de structure obtenus grace a la méthode
projective et les simulations de Monte-Carlo est excellent, confirmant que la méthode
projective permet de réaliser une bonne prédiction du facteur de structure dans le do-
maine de température correspondant a l’existence d'une phase magnétique coopérante.
A plus basse température le systeme finit par se figer, correspondant pour le facteur de
structure a l'apparition de pics de Bragg indiquant que le systeme s’ordonne.
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FIGURE 11.8 — Chaleur spécifique (en unité de kg) en fonction de la température,
calculée grace a des simulations Monte Carlo pour différents points remarquables du
diagramme de phase.

On peut calculer la chaleur spécifique C, du systeme pour un couple de parametres
(7,9) et une température donnés. Ce résultat est présenté sur la figure 11.8, ou la
chaleur spécifique est tracée en unité de la constante de Boltzmann. On y observe que
pour v = § = 0 la chaleur spécifique tend vers 3/4 lorsque la température tend a
s’annuler. Ce résultat est en bon accord avec le compte des modes zéros autorisés par le
réseau du damier associé au hamiltonien sur plaquette. On a en effet dans ce cas ¢ =4
spins par plaquette, avec chaque spin appartenant respectivement a b = 2 plaquettes,
voir figure 11.9. On en déduit que le nombre de modes d’énergie nulle par plaquette

vaut

F:%(n—l)—nzl (11.15)
ou on rappelle que n réfere a la dimension des spins considérés et vaut donc n = 3 pour
les spins de Heisenberg considérés ici. La chaleur spécifique associée a ces modes 0 vaut
ainsi b 5

n
Cy=—=-, 11.16
=3 (11.16)

173



en excellent accord avec la chaleur spécifique obtenue par Monte Carlo pour 6 = v = 0,
donnée sur la figure 11.8. Ce résultat est a priori supposé changer lorsque v ne vaut plus
zéro puisqu’alors les valeurs de ¢ et b doivent étre modifiées. On peut cependant voir
sur la figure 11.9 que pour v non nul on a ¢ = 12 et b = 6, ce qui signifie que le ratio ¢/b
entrant dans le calcul de la chaleur spécifique ne varie pas. De méme pour v et § non
nuls on a ¢ = 16 et b = 8 et donc le ratio ¢/b vaut 1a encore 1/2. Cela explique pourquoi
on devrait a priori avoir pour v et § quelconques toujours une chaleur spécifique valant
3/4. C’est bien ce qui est observé sur la figure 11.8 lorsque le systéme ne posséde pas
de lignes de dégénérescence. On constate que lorsqu'une de ces dernieres apparait dans
le systéme la chaleur spécifique semble plus petite, comme illustré par les chaleurs
spécifiques obtenues pour les couples de parametres (v,6) = (1,1),(—1,1),(0.5,0) et
(0.3,0.3). Cela suggere que le sous ensemble des états fondamentaux correspondant aux
lignes de dégénérescence permet 1’existence de modes mous supplémentaires, résultant
en une baisse effective de la chaleur spécifique.

F1GURE 11.9 — On présente ici des schémas illustrant le nombre de spins par plaquette,
ainsi que le nombre de plaquettes selon lesquelles sont partagés chacun des spins. En a)
on illustre le cas 6 = v = 0, on voit ici immédiatement que chaque plaquette contient
q = 4 spins, et que le spin représenté en rouge appartient a b = 2 plaquettes. Le
schéma b) correspond au cas § = 0 mais v non nul. On a cette fois ¢ = 12 spins par
plaquette, les plaquettes étant représentées de la méme couleur que la croix qui en
repere le centre. On voit de plus que le spin représenté en rouge est recouvert par les
b = 6 plaquettes voisines. La figure ¢) correspond au cas ou 7 et ¢ sont non nuls, on a
alors des plaquettes carrées contenant ¢ = 16 spins. Chacun de ces spins est recouvert
par les b = 8 plaquettes voisines, représentées par des contours pleins ou pointillés, et
dont les centres sont la encore marqués par des croix dont la couleur est harmonisée
avec le contour.
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11.6 Loi de Gauss

L’existence d'un point de contact quadratique dans le contexte de I'approximation
de Luttinger-Tisza, corrélée par la présence d’un point de pincement a deux bras dans le
tracé du facteur de structure obtenu via des simulations Monte-Carlo, est généralement
associée a 'existence d'une loi de Gauss[9]. Cette loi porte sur un champ vectoriel E qui
est une version continue d’un champ local P appelé tenseur de polarisation, qui possede
les mémes propriétés et peut étre construit sur le réseau bidual? du réseau original.
On se propose maintenant de faire la construction locale, explicite, de ce tenseur de
polarisation dans le cas du damier généralisé. Afin d’étre le plus pédagogue possible on
commence par le cas du damier simple 6 = v = 0 pour lequel la construction est la plus
simple.

11.6.1 Cas du damier simple

On veut construire un champ qui est de divergence nulle pour chaque plaquette.
Pour cela on va utiliser la propriété qui nous dit que dans ’état fondamental la somme
des quatre spins composant une plaquette p doit étre nulle

S,=>_8,=0. (11.17)

1€Ep

Considérons le réseau bidual du damier, qui est un réseau carré tourné de 45°. Ce
réseau est bipartite® et on peut donc orienter chaque lien j de ce réseau en allant par
exemple toujours du sous réseau A vers le sous réseau B. On se propose maintenant
d’attacher un flux II; a chacun de ces liens. Prenons maintenant un site p de ce réseau
pour lequel les quatre liens sont rentrant, et demandons a ce que la somme des quatre
flux associés a ces liens soit égale a S, et donc nulle. On voit qu’on peut simplement
prendre chaque flux comme étant égal au spin placé sur le lien correspondant, IT; = S
tel que

B

SIL=%S,=8,=0. (11.18)

JE€P 1€Ep

On voit alors que le tenseur de polarisation doit étre sur un lien j comme
P = S5l (11.19)

avec ué la i-eme composante du vecteur u; décrivant le lien orienté j considéré. Le
tenseur de polarisation P® possede un indice de spin « car on traite ici de spins de

4. Le réseau bidual est le réseau pour lequel chaque spin du réseau original est placé sur un des
liens du réseau bidual.

5. Un réseau bipartite est un réseau au sein duquel chaque site peut étre colorié en utilisant deux
couleurs, de telle sorte que chaque site d’'une couleur donnée ne soit entouré que de sites de 'autre
couleur.
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Heisenberg qui ont trois composantes. On voit maintenant que si on définit pour chaque
composante a de spin une version continue du champ de polarisation E*(r) telle que

E°(r;) = P° (11.20)

J

pour chaque lien j dont le centre est repéré par le vecteur r;. On a alors que
V-E*=0 (11.21)

pour les trois composantes de spin «. Cela peut se montrer explicitement en écrivant
la dérivée continue sur EE comme une dérivée sur réseau pour P,

e e [P (R g = (e
V -E%g, ~ :ny e [PY R+ Noh P* (R, 5% (11.22)
ou les e; sont deux vecteurs unitaires pris selon les axes naturels du réseau bidual.
Le produit scalaire avec e; donne un signe opposé pour chacun des deux termes entre
crochet. On a ainsi
V2
V- -E%g, ~ 1725§" =0, (11.23)
Jjep

avec le signe qui dépend de si on regarde un site du réseau bidual pour lequel les flux
sont rentrants ou sortants. On a ainsi pu construire une loi de Gauss, qui couplée avec
les arguments évoqués dans la section introductive 9.2, permet d’expliquer ’observation
de points de pincements pour le damier simple. On se propose maintenant de montrer
qu’une telle construction est possible dans le cas du damier généralisé.

11.6.2 Damier généralisé

Dans le cas ou y et d sont non nuls on va devoir adapter les flux attachés a chaque lien
du réseau bidual, pour que la somme des flux adjacents a une plaquette soit égale au spin
total de la plaquette considérée. On voit que ces flux sont nécessairement composés des
spins appartenant au recouvrement de deux plaquettes voisines, ces flux étant attachés
au lien reliant ces deux plaquettes. Cette condition peut étre visualisée sur la figure
11.10, ou on a représenté deux plaquettes voisines, ainsi que le lien orienté qui les lie.
En suivant les notations de la partie droite de cette figure on peut notamment définir
le flux attaché au lien rouge, associé a 'indice i, comme

IL=aS;+8 ) Sj+n > S;+d ) S, (11.24)

j€jaune j€Evert jErose

On veut maintenant que la somme des quatre flux entrants définis de la sorte soit égale
au spin total &, de la plaquette p dans laquelle entrent ces flux, soit

ZHZ- =38, (11.25)
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FIGURE 11.10 — Schéma de construction permettant d’obtenir le tenseur de polarisation
pour le damier généralisé. Le schéma a) indique la zone de recouvrement entre deux
plaquettes voisines. Les spins intervenant dans la constitution du flux attaché au lien
entre ces deux plaquettes devront appartenir a cette sous région. Les sites du réseau
bidual du damier sont situés au centre de chaque case du damier. Ce réseau étant
bipartite il peut étre scindé en deux sous réseaux tels que le sites d’un sous réseau ne
soient liés qu’a des sites de I'autre sous réseau. Ces deux sous réseaux sont repérés par
des croix de couleur verte ou bleue. Les régions colorées du schémas b) désignent quels
spins sont pris en compte dans le calcul du flux attaché au lien orienté rouge, et avec
quels coeflicients ils sont comptés.

Cela impose alors les conditions suivantes sur les trois parametres a, 5 et n

a+260+6=1,

26
Bt+n=r. (1:26)

La premiere condition s’obtient notamment en considérant les spins de la plaquette
réduite centrale, dont les spins entrent avec un coefficient 1 dans le calcul du spin
total S, de la plaquette étendue. Si on considere I'un de ces spins du point de vue
des flux entrants, on voit qu’'un premier flux apporte ce spin avec un coefficient «, le
flux opposé le fait rentrer avec un coefficient §, tandis que les deux flux latéraux le
portent avec un coefficient 8. La seconde équation s’obtient cette fois en considérant
les spins secondaires, entrant avec un coefficient v dans le calcul du spin total S, de
la plaquette étendue. Ces spins entrent chacun via deux flux adjacents, I'un le portant
avec un coefficient § et 'autre avec un coefficient n. On peut noter qu’il existe en réalité
une troisieme équation portant sur les derniers spins de la plaquette, mais cette derniere
ne fait que fixer le dernier coefficient comme étant égal a §, on ne la mentionne donc
pas explicitement ici. On voit qu’on a simplement deux conditions a satisfaire pour
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trois ® degrés de liberté o, 8 et 1. Cela signifie que ces conditions pourront toujours étre
satisfaites quelles que soient les valeurs des parametres v et §. Le tenseur de polarisation
peut finalement étre construit a partir des flux ainsi constitués, en suivant la méme
procédure que pour le damier simple. On définit ici le tenseur de polarisation sur le lien
j selon
Py =T, (11.27)

avec toujours u; le vecteur donnant la direction du lien j. On prend ensuite la limite
continue de ce tenseur en introduisant le tenseur E¢(r) définit & partir du tenseur de
polarisation discret selon

E%(r;) = Py, (11.28)
pour chaque lien j dont le centre est repéré par le vecteur r;. Ce tenseur satisfait ainsi
par construction a la loi de Gauss

V-E*=0 (11.29)

pour les mémes raisons que celles avancées dans le cas du damier simple. On en déduit
qu’il existe donc au moins une loi de Gauss constructible explicitement pour tout point
de I'espace des parametres, ce qui corrobore le fait qu’on observe au moins un point de
pincement en tout point du diagramme de phase.

On se tourne maintenant vers I’étude des lignes de dégénérescence, qui ont été mises
en évidence sous la forme de ligne de contact dans 1’étude de la structure de bande
obtenue grace a 'approximation de Luttinger-Tisza.

11.7 Lignes de dégénérescence

On appelle lignes de dégénérescence les lignes de contact pouvant se former entre
la bande dispersive et les bandes plates. Des exemples de telles lignes sont données
pour trois points spéciaux sur la figure 11.11. Ces lignes peuvent aussi étres observées
dans les facteurs de structure obtenus via des simulations Monte Carlo, comme repré-
senté sur la figure 11.7. Elles y apparaissent comme des lignes claires, indiquant que
les configurations situées le long de ces lignes de dégénérescence sont plus probables.
On se propose maintenant d’expliquer leur origine en raisonnant dans 1’espace réel des
configurations, en traitant séparément les différentes lignes de dégénérescence observées.

On pourra noter avant d’aller plus loin que ces lignes ne correspondent pas aux
lignes de pincement observées en trois dimensions [20, 21]. Ces lignes sont en effet
telles qu’on observe un point de pincement lorsqu’on regarde un plan transpercé par
la ligne de pincement, le point de pincement étant justement situé au niveau du point
d’intersection entre la ligne et le plan. Ces lignes de pincement n’ont donc un sens qu’en
trois dimension au moins.

6. Cela signifie aussi qu’on pourra, par soucis de simplicité, se retreindre par exemple aux construc-
tions pour lesquelles 7 = 0 ou B = 0, pour lesquelles on aura deux équations et deux degrés de liberté.
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FI1GURE 11.11 — Représentation sous la forme d’une carte en température de la bande
dispersive e(q) dans Iespace réciproque. Les lignes rouges correspondent aux équipo-
tentielles e(q) = 0, et indiquent donc les lignes et points de contact. On a représenté
les trois des quatre points spéciaux marqués par des points rouge sur le diagramme de
phase qui présentent des lignes de contact.

11.7.1 Lignes de dégénérescence rectilignes

On commence par étudier les cas illustrés sur la figure 11.11 qui présentent des lignes
de dégénérescence rectiligne. Ces lignes apparaissent dans les simulations Monte Carlo
comme superposées au facteur de structure qu’on obtient en faisant varier légerement
v et 6 du coté de la phase M. On peut ainsi voir le facteur de structure comme étant
composé du facteur de structure "basique" obtenu pour cette phase, plus une contribu-
tion spéciale n’apparaissant que pour ce point. Cette contribution particuliere peut de
plus étre approximée comme des lignes de divergence dans l’espace réciproque, de la
forme

Sdl(q) = 5(0 + (]i), (1130)

avec ¢ une constante dépendant du cas considéré, et ¢; pris selon la direction de la ligne
considérée. Un tel facteur de structure peut directement s’interpréter dans ’espace réel.

Ligne de dégénérescence X X’

On commence pour cela par traiter le cas v = § = 1 qui se révele étre le plus
simple. Pour de tels parametres le spin total d'une plaquette étendue P peut s’écrire
simplement comme

Sp=38; (11.31)
P

avec donc seulement des 1 comme coefficients. On rappelle que ce spin total doit étre
nul pour les configurations de I’état fondamental. On peut notamment satisfaire cette
contrainte ligne par ligne. On prend pour ce faire les quatre spins composant une des
quatre lignes de la plaquette étendue P, et on impose que la somme de ces quatre spins
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soit nulle,
4

Z Sa, =0, (11.32)

i=1
avec les spins numérotés comme sur la figure 11.12. Dans ce cas on voit qu’il n’y a,
a priori, aucunes corrélations d’une ligne a l'autre, impliquant que la moyenne des
corrélations spin-spin selon 'une des directions du réseau sera toujours nulle. On voit
aussi que puisque les plaquettes étendues se chevauchent entre elles, la plaquette sui-
vante contiendra les trois spins Su,, Sa, et Sa,, ainsi que le cinquieme spin de la ligne,
comme illustré sur la figure 11.12. Puisque pour cette plaquette on aura la condition

SA2—|—SA3—|—SA4—|—SA5:O, (11.33)

on voit que cela impose que le cinquieme spin de la ligne soit égal au premier Sy, =S4, .
Ces lignes ne vont donc faire que répéter ces quatre spins de base, toujours ordonnés
de la méme maniere.

FI1GURE 11.12 — Construction dans I’espace réel des configurations responsables de
Iapparition de lignes de dégénérescence selon les axes X X’ dans le facteur de structure.
On peut observer que l'enchevétrement des plaquettes étendues impose que chaque
ligne ne puisse contenir et répéter que quatre spins seulement. Les lignes successives
sont completement décorrélées, le choix des quatre spins de base pour une ligne ne
dépendant pas des lignes adjacentes.

On voit que I'absence de corrélations selon une direction permet un dégénérescence

massive de ces configurations. On voit de plus que chacune de ces configurations admet
la méme fonction de corrélation spin-spin dans I’espace réel, qui a la forme

S(r)a = 6(y) f1a() (11.34)
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avec fi,(x) une fonction ayant une périodicité de 4a. On aura bien sir la méme construc-
tion possible avec des lignes de spins prises selon 'axe y, donnant lieu a des fonctions
de corrélation de la forme dz f4,(y). La transformée de Fourrier du facteur de structure
(11.34) produit dans l'espace réciproque des lignes verticales s’étalant le long de ¢, et
dont les positions correspondent aux harmoniques de la fonction fy,(x). Cette fonction
ayant une périodicité 4a les lignes seront situées en

niz, nez. (11.35)
On observe cependant sur la figure 11.11 qu’il n'y a pas dans ce cas de lignes de
dégénérescence placées en x; = 7. Cela peut se comprendre en remarquant que les
harmoniques de période a correspondent a une situation ou S4, = —Sy4,. Or dans cette
situation il n’y a rien qui impose que les doublets (S4,, =Sa4,,,) et (S4,,,, —Sa4,,,) soient
corrélés. On peut en effet choisir une direction arbitrairement pour chaque doublet, et
toujours satisfaire la condition (11.32). Cela va donc simplement produire une fonction
de corrélation a tres courte portée (de I'ordre du pas de réseau), résultant dans ’espace
réciproque en un fond diffus indétectable. Il est donc naturel de pas observer de lignes
de dégénérescence aux positions n” dans ce cas.

Le fait que les lignes de dégénérescence apparaissent dans les simulations Monte
Carlo peut maintenant étre expliqué par le fait que ces configurations sont massive-
ment dégénérées a cause de 1'absence de corrélation selon une direction. Il en résulte
que la taille de ’ensemble de ces configurations est comparable a celle de ’ensemble de
toutes les configurations de I'état fondamental. 11 est donc naturel dans ce cas que la
composante du facteur de structure correspondant a ces configurations apparaisse dans
les moyennes d’ensemble effectuées lors d’'une simulation Monte Carlo.

Lignes selon I'M

Si on regarde maintenant le cas 6 = —y = 1 on voit que 'on peut faire le méme
genre de construction. On regarde a nouveau les spins d’une plaquette étendue ligne
par ligne. Prenons par exemple ces lignes selon 1’axe x comme sur la figure 11.13. Dans
la premiere plaquette les quatre premiers spins de la ligne interviennent avec les signes

_SA1 + SA2 + SA3 - SA4 =0 (1136)

dans la condition (11.32). Dans la seconde plaquette les spins de cette méme ligne
entrent cette fois avec les signes

+S4, _SA3 —Sa, +SA5 =0. (11.37)
Ces deux équations imposent lorsqu’on les soustrait que

QSAS =S4 + SA5 (11.38)
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FIGURE 11.13 — a) Construction dans 'espace réel des configurations responsables de
I’apparition de lignes de dégénérescence selon les axes X X’ dans le facteur de structure.
On peut observer que l’enchevétrement des plaquettes étendues impose que chaque
ligne ne puisse contenir et répéter que quatre spins seulement. Les lignes successives
sont completement décorrélées, le choix des quatre spins de base pour une ligne ne
dépendant pas des lignes adjacentes. b) Schéma indiquant un choix pertinent d’axes
de spin permettant de rendre explicite I'explication de la position des lignes de contact
dans 'espace réciproque.

ce qui mene a Sy, = S, = S4, puisque tous les spins ont la méme norme. On a de
méme la condition

2S4, =254, +S4, —Sa, (11.39)

lorsque qu’on somme (11.36) et (11.37). Cela impose alors S4, = Sy4,. On se retrouve
donc avec la répétition de deux uniques spins tout au long de chaque ligne, comme
schématisé sur la figure 11.13 a). On se propose maintenant de choisir les axes de spin
comme représenté sur la figure 11.13 b), on peut ainsi exprimer facilement les fonctions
de corrélation selon les trois axes de spin comme

(S (r)S*(0)) = 8(y)e™, (5%(r)5¥(0)) = o(y) (11.40)

tandis que les composantes de spin selon le troisieme axe sont toujours nulles, donc les
fonctions de corrélation aussi. Il apparait ainsi immédiatement qu’on aura dans I'espace
réciproque des lignes situées aux abscisses ¢, = 0 et ¢, = m/a. C’est bien ce qu’on peut
observer sur la figure 11.11.

Lignes selon MM’

Le dernier cas présentant des lignes de dégénérescence rectilignes est le cas v = 0.5,
0 = 0. On observe cette fois dans le facteur de structure les lignes obliques, a nouveau
décalées par rapport au centre de la zone de Brillouin, comme représenté sur la figure
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FiGURE 11.14 — Construction responsable de 'apparition de lignes de dégénérescence
pour v = 1/2 et 6 = 0. Il se forme des lignes obliques contenant une unique direction
de spin, avec les spin voisins (selon la diagonale) ayant des orientations opposées.

11.11. Cela signifie que les corrélations se font cette fois selon les directions naturelles
du réseau dual, c’est a dire selon les diagonales du damier. La construction est similaire
aux cas précédents, sauf que les lignes de spins sont donc diagonales, comme représenté
sur la figure 11.14. Si on choisit de découper une plaquette étendue selon les lignes
diagonales tracées sur la figure 11.14 on voit que le spin central de chaque ligne vient
avec un facteur 1 dans le calcul du spin total, tandis que les deux spins de part et d’autre
viennent avec un facteur 1/2. Cela signifie que si on prend ces deux spins opposés au
premier on aura une compensation entre ces trois spins

SA — 2’}/SA =0. (11.41)

On aura la encore une répétition alternée du méme spin S 4 a cause du chevauchement
des plaquettes voisines, et les lignes sont décorrélées entre elles. La périodicité des fonc-
tions de corrélation sera de 2v/2a, impliquant que les lignes dans l'espace réciproque
auront une abscisse 7/v/2a, comme observé sur la figure 11.11.

On peut remarquer que ce genre de construction ne semble possible que pour ces trois
valeurs précises des parametres v et §, ces valeurs correspondant a des configurations
ayant chacune une symétrie bien particuliere. Prenons par exemple la configuration
présentant la répétition de quatre spins obtenue dans le cas v = § = 1. Considérons cette
configuration et voyons si elle peut étre obtenue pour d’autres valeurs des parametres
v et 6. Pour une ligne donnée la condition (11.32) doit étre satisfaite dans chaque
plaquette traversée, on doit vérifier

Sa, + 84, +7 (845 +Sa,) =7(Sa, +84,) + 84, +Sa, (11.42)
et
5(SA1 + SA4) +’7(SA2 + SA3> = 5(SA2 + SA3) +’Y(SA1 + SA4) . (11.43)
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la premiere équation impose v = 1 quand la seconde implique 6 = 1. On en déduit
que cette configuration, produisant des lignes de dégénérescence bien particulieres dans
I’espace réciproque, ne peut exister que dans le cas particulier v = §. Cela explique
pourquoi il n’existe que quelques rares points de haute symétrie dans I’espace des pa-
rametres pour lesquels on peut voir des lignes de dégénérescence rectilignes apparaitre.

11.7.2 Lignes de dégénérescence circulaires

On peut voir sur le diagramme de phase 11.2 qu’il existe une sous région de la droite
d’équation 6 = v pour laquelle on observe des lignes de dégénérescence circulaires. Ces
lignes apparaissent la encore comme lumineuses dans le facteur de structure obtenu
grace aux simulations de Monte Carlo. Cela suggere donc de modéliser le facteur de
structure comme

S(q) =0 (qi +q, - ij(7)2> (11.44)

avec f(7y) une fonction de v sans dimension. Cette fonction est de 'ordre de 1/7 ou
plus petite, et définit le rayon des lignes de dégénérescence observées dans l’espace
réciproque. Un tel facteur de structure se traduit dans 1’espace réel sous la forme d’une
fonction de symétrie radiale, pouvant étre approchée par

S) = Jo (F) 2el) (11.45)

avec Jy une fonction de Bessel du premier type. Cela peut étre visualisé comme corres-
pondant a des anneaux concentriques de spins, chaque anneau étant anti-corrélé aux
deux anneaux avec lesquels il est en contact. L’écart caractéristique entre les rayons de
ces anneaux étant de l'ordre de a/f(7y). On a notamment S(r) ~ —0.4 pour tout spin
situé a la position r telle que ||r|| = r; avec r; le rayon du premier anneau. Cela signifie
que les spins situés sur cet anneau sont en moyenne opposés au spin central. Les spins
de 'anneau suivant seront quant a eux en moyenne orientés le long de la direction du
spin central. On peut remarquer que I’écart entre les anneaux sera toujours plus grand
que le triple du pas du réseau a, et que la premiere fonction de Bessel Jy(r) décroit
a grande distance comme 7~/2. Cela signifie que ces structures de spin sont bien plus
grandes que les plaquettes généralisées, et s’étendent sur de grands domaines.

On peut noter que le fait que ces structures symétriques apparaissent lorsque 6 = v
avec 7y assez grand n’est pas surprenant. Cette configuration rend en effet la plaquette
élémentaire plus symétrique par rapport au centre, et favorise donc a longue portée des
structure quasi-invariantes par rotation.
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FIGURE 11.15 — Structures émergeant dans l'espace réel sur la ligne critique 6 = v de
I’espace des parametres. Ces structures s’étendent bien au dela d’une maille élémentaire.
Les anneaux successifs ont des polarisations moyennes opposées.
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Le réseau de Kagomé vu comme composé
de triangles

Ce chapitre est dédié au traitement du réseau de kagomé, vu comme composé de
triangles en contact par les coins. Ce cas révele posséder de nombreux points communs
avec ’exemple du damier traité dans le chapitre précédent, et I’étude présente suivra
donc un déroulé similaire. On peut cependant d’ores et déja noter que cet exemple se
démarque par la présence d’ordre par le désordre, contrairement au cas du damier.
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On se propose maintenant de traiter un second exemple, pour lequel on travaille
toujours avec le hamiltonien sur plaquette (10.1), mais cette fois défini sur le réseau
de kagomé. On modifie néanmoins ce réseau pour que les plaquettes ne soient plus des
triangles composées de 3 sites, mais élargies selon le schéma de la figure 12.1. Cela
correspond a définir le spin total de chaque plaquette p comme

Sp:ZSi—l—’y%:SmLé > S (12.1)
1E(p,

i€p ) ic{(p))

La somme élargie (p) correspond aux sites entourés en jaune sur la figure 12.1 tandis
que les voisins suivants notés ((p)) correspondent aux spins entourés de rose. On peut
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FI1GURE 12.1 — Schéma présentant les deux types de plaquettes étendues présentes dans
le réseau. Les spin centraux, entourés de bleu, sont comptés avec un facteur 1 dans le
calcul du spin total de la plaquette. Les spins voisins, entourés de jaune sont eux pris
avec un facteur v tandis que les voisins les plus éloignés, auréolés de rose, sont quant a
eux comptés avec un coefficient §, comme explicité dans la définition (12.1). Les trois
sous réseaux sont représentés via des points de trois couleurs différentes, rouge, bleu et
vert. Ces deux plaquettes élémentaires ne possedent pas de symétrie centrale, et vont
donc conduire a deux vecteurs de contraintes a valeurs complexes. Ces deux plaquettes
étant reliées via une transformation de symétrie centrale, les vecteurs de contrainte
associés seront le conjugué complexe I'un de 'autre.

noter que le cas v = § = 0 correspond simplement au réseau de kagomé associé a un
hamiltonien de Heisenberg avec couplage ferromagnétique entre premiers voisins.

12.1 Propriétés du vecteur de contrainte

Le réseau de kagomé modifié considéré ici possede trois sous réseaux distincts, re-
présentés via des points de couleur verte, rouge ou bleue sur la figure 12.1. Il existe tout
comme pour le kagomé simple deux types de plaquettes reliées par une transformation
de symétrie centrale. Cela signifie d’'une part qu’il y aura deux vecteurs de contrainte
distincts puisqu’il existe une contrainte S, = 0 par type de plaquette, et que les vec-
teurs de contraintes correspondant seront le conjugué complexe I'un de 'autre. On se
retrouve ainsi dans la situation décrite dans la section 10.2.2. Si on veut faire I'analyse
topologique des vecteurs de contrainte dans le cas présent, on a vu qu’il fallait étudier
le produit vectoriel des deux vecteurs de contrainte. Puisqu’il existe trois sous réseaux
ce vecteur possede trois composantes complexes, ce qui indique que les défauts topolo-
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giques associés sont similaires a des skyrmions ! puisque 75 (C'P?) = Z. L’existence d’un
skyrmion, au contraire d'un vortex a deux dimensions, n’impose pas une annulation
du champ en son centre. Les singularités doivent donc dans ce cas étres recherchées en
observant si la charge topologique varie, puisque la transition d'un secteur topologique
a un autre implique bel et bien que le champ vectoriel devienne singulier. On va néan-
moins voir par la suite qu’il existe dans le présent systeme des points de pincements,
et donc des singularités, pour toutes les valeurs des parametres v et 9. Dans une telle
situation le nombre de skyrmions est toujours mal défini et une analyse topologique
n’est donc pas pertinente. C’est pour cette raison que nous ne nous étendrons pas plus
sur le sujet dans le cadre de cet exemple.

Cela ne signifie par pour autant que le vecteur de contrainte ne porte aucune infor-
mation. On peut en particulier se servir de ses composantes pour calculer d’'une part le
facteur de structure a température nulle, et d’autre part les relations de dispersion des
deux bandes non nulles.

12.1.1 Méthode projective

On a vu dans la section 10.2.2 que dans le cas ot il existe comme ici deux vecteurs de
contraintes conjugués complexe, le facteur de structure est proportionnel au projecteur

IM=1-MMM)'M! (12.2)
ou M est la matrice composée des vecteurs de contraintes comme colonnes. On a donc
explicitement

(MMfM) M) = % WLIP(LiL; + o) = (QLiLj + c)| . (12.3)
i L]t = 1Q

On peut en déduire I'expression du facteur de structure, qui est proportionnel[9] a la
somme de toutes les composantes du projecteur Il. La trace de ce projecteur vaut

2|L||2L:L; — (Q*L; L; L:L; 2||L||* - 2|Q|?
= gy AEPLL - @LL4 QLY ALI-2QF -,
L] =€l L] = 1€
tandis que la somme des éléments hors diagonaux donne
L|*(L;L; + c.c) — (Q*L;L; + c.

i#] i<j

1. On a un vecteur normé a trois composantes complexes, appartenant donc & CP3, et on regarde
comment ce champ peut étre cartographié vers la sphére S®. On a en général mo(C'P") & Z ce qui
signifie que I'ensemble des isomorphismes allant de CP™ dans S® est isomorphe & I’ensemble des entiers
relatifs. Physiquement cela se traduit par le fait qu’a chacun de ces isomorphismes on va pouvoir
associer un nombre d’enroulement, ou nombre de Hopf, comptant combien de fois le champ vectoriel
s’enroule autour de la sphere, de maniere analogue au cas d’un skyrmion.
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FIGURE 12.2 — Tracé du facteur de structure (12.6) obtenu via la méthode projective,
la premiere et la seconde zone de Brillouin sont représentées en pointillés. Ce tracé
obtenu pour § = 0 et v = 0, se révele étre le méme sur toute la sous région § = 0 de
I’espace des parametres. On y observe un unique point de pincement situé aux points
I' des zones de Brillouin secondaires. L’échelle est choisie arbitrairement en prenant un
facteur de proportionnalité égal a 1 dans I’équation (12.6).

On obtient ainsi que dans la limite d’une température nulle le facteur de structure doit
étre proportionnel a

S(@)x1—2>" L (Li Ly + c.c) — (Q"LiLj + c.c).

(12.6)
i<j ”LH4 - |Q|2

Cette expression permet ainsi, tout comme pour le damier, d’obtenir une prédiction
pour les facteurs de structure a comparer avec ceux obtenus par simulations Monte
Carlo. Cette comparaison sera effectuée dans la section 12.3 dédiée aux simulations de
Monte Carlo, et sera notamment réalisée a partir de la figure 12.2.

On se propose maintenant de réaliser une analyse de la structure de bande obtenue
grace a I'approximation de Luttinger-Tisza.

12.2 Approximation de Luttinger-Tisza

12.2.1 Diagramme de phase

Comme énoncé plus haut il existe deux vecteurs de contrainte conjugués complexes.
On a vu dans la section 10.2.2 que dans une telle situation I'approximation de Luttinger
Tisza conduit a 'obtention d’une bande plate associée a deux bandes dispersives dont
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F1GURE 12.3 — Diagramme de phase obtenu pour le réseau de kagomé avec plaquettes
triangulaires étendues. Les notations utilisées sont définies dans le texte. Ce diagramme
comporte 5 phases étendues, ne présentant que des points de contacts. Les lignes cri-
tiques séparant ces phases constituent cing autres phases, ayant un point de pincement
situé en K ou en M. Il existe aussi deux phases observées sur la ligne § = 0 qui pré-
sentent des lignes de dégénérescence circulaires.

les relations de dispersion s’expriment comme

e+ = L(q) - L*(q) + |L(q) - L(q)|. (12.7)

De maniere similaire au cas du damier la premieére bande dispersive touche toujours
la bande plate, mais cette fois au point I" de la zone de Brillouin. Une étude systéma-
tique du nombre et des positions des points de contact, ainsi que des éventuelles lignes
de contact permet de classer les différentes configurations sous la forme de phases. Le
diagramme de phase correspondant est donnée sur la figure 12.3. On peut y observer
cingq phases étendues qui sont indexées suivant la méme notation que pour le damier,
la phase I' + I'M comporte par exemple un point de contact situé sur le point central
I'; ainsi qu'un point de contact par segment I'M de la premiere zone de Brillouin. Ces
phases étendues sont, 1a encore de maniere similaire au cas du damier, séparées par
des lignes critiques qui peuvent présenter des points de contact situé en K ou en M,
ce qui n’est pas le cas pour les phases étendues. Ces points de contacts particuliers
disparaissent d’un c6té de la ligne critique et se séparent en points de contact multiples
de T'autre c6té de la ligne. On peut noter que pour la ligne I' + K séparant les phases
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I'+ KM et '+ T'K la situation est un peu différente. Lors de la traversée de cette ligne
les trois poins de contact secondaires convergent vers le point K selon les axes KM,
avant de se séparer a nouveau en trois points le long des axes KT'.

L’axe 0 = 0 accueille deux phases un peu particuliéres présentant des lignes de dé-
générescence quasi circulaires entourant le point I' pour la phase I' + @ et entourant

le point K pour la phase I' + @ Ces deux phases sont analogues a celles rencontrées
le long de I'axe § = 7 dans le cas du damier généralisé.

Les intersections entres lignes critiques conduisent a ’apparition de phases plus exo-
tiques. Les cinq points présentant de telles phases sont marqués par un point rouge sur
le diagramme de phase de la figure 12.3. Le point (,d) = (1/2,0) présente des lignes
de contact le long des segments M M’, formant un hexagone comme représenté sur la
figure 12.4. Les deux points (—1,1/2) et (0,—1/2) présentent quant & eux des lignes
de contact le long des segments ['M, formant ainsi des étoiles a six bras centrés en I'
comme représenté sur la figure 12.4. Le point (3/4,1/4) apparait comme plus banal
dans le contexte de 'approximation de Luttinger-Tisza puisqu’il ne comporte que des
points de contacts, correspondant simplement a la phase I' + M + K. Le facteur de
structure correspondant a cependant des chances de comporter deux points de pince-
ment d’ordre supérieur, le rendant tout particulier?. Le dernier point particulier est
situé en (1/2,1/2) et présente une phase unique dans laquelle la premiere bande dis-
persive s’aplatit pour venir toucher la premiere bande plate en tout point de I'espace
réciproque. Ce point sera discuté en détail dans la partie 12.6.

Les simulations Monte Carlo et la méthode projective sont plus commodes a appli-
quer pour 0 = 0, pour des raisons de temps de calcul. On se propose donc de réaliser
ici une discussion détaillée de cette région restreinte de ’espace, qui sera associée a une
étude détaillée par la méthode projective et les simulations Monte Carlo. Si on parcourt
I’axe = 0 en partant de 7 plus petit que -1 on commence par observer des lignes de
contact qui entourent les points I', étant eux méme des points de contacts. Ces cercles
de contact rétrécissent lorsqu’on augmente 7y, jusqu’a disparaitre pour v = —1/2. 11
ne reste alors qu’un unique point de contact situé au centre de la zone de Brillouin.
Les cercles observées précédemment réapparaissent pour v = 1/4, grandissant et se
déformant jusqu’a toucher les bords de la zone de Brillouin pour v = 1/2. A ce point
les cercles des différentes zones de Brillouin entrent donc en contact, formant ainsi des
hexagones, comme on peut le voir sur la figure 12.4. Pour v > 1/2 ce quadrillage hexago-
nal se transforme en triangles entourant les points K. Ces triangles rétrécissent ensuite,
devenant plus circulaires, avant de disparaitre en laissant un unique point de contact
situé en K pour 7 = 1. Pour 7 > 1 ces mémes cercles réapparaissent, grandissant lors-
qu’on augmente y. On peut noter que les deux limites ¥ — 400 semblent similaires a

2. On peut noter que ce point est analogue au point situé en (v, d) = (0, —1) dans le diagramme de
phase du damier, qui lui aussi comportait deux types de points de pincement de haut rang.
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FIGURE 12.4 — Tracé en arriere plan de la premiere bande dispersive e_ en fonction de
I'impulsion q. Ce tracé est donné sous la forme d’une carte en intensité, dont 1’échelle
est donnée en unités de J. On a superposé a cette carte un tracé de l’équipotentielle
e_(q) = 0 en rouge. En réalité pour des raisons numériques on trace une équipotentielle
e_(q) = € avec € choisi pour s’approcher au plus pres de 'équipotentielle de hauteur
nulle, tout en satisfaisant aux contraintes de tracé du logiciel utilisé, ici Mathematica.
Les quatre premieres images illustrent 1’évolution des phases selon 'axe § = 0. Les
deux dernieres images représentent les deux phases spéciales présentant des lignes de
dégénérescence en étoiles a six bras. Des observations dans des plans de coupe ont étés
réalisées afin de confirmer que dans ces deux derniers cas on observe bien des lignes de
contact rectilignes.

la phase spéciale hexagonale observée pour v = 1/2. Cela n’est pas surprenant puisque
d’un c6té comme de 'autre une ligne de contact circulaire croit avec ||, et on s’attend
donc a ce que les lignes de contact des différentes zones de Brillouin entrent en contact
dans la limite |y| — oo.

On peut remarquer que les résultats de la section 10.2.2 indiquent qu'un contact
entre la seconde bande dispersive £, ayant une dispersion

e+(a) = [L*(a) - L(q)[* + [L(q) - L(q)| (12.8)

et la bande plate va aussi conduire a I'apparition d'un point de pincement. On peut
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néanmoins remarquer que cette seconde bande est toujours au dessus de la premiere
bande dispersive €_, et ne peut donc venir au contact de la bande plate qu’en un
point ou la premiere bande dispersive serait déja en contact avec la bande plate. Cette
situation se produit le long de la ligne critique d’équation 6 = 1 — ~y, sous région de
I'espace des parametres pour laquelle les deux bandes dispersives touchent la bande
plate aux points K. On peut ainsi s’attendre a observer un point de pincement de plus
haut rang en ce point, puisqu’alors la quantité

JLI — QP = e_es (12.9)

doit étre au moins quartique. C’est bien ce qui est observé dans la pratique, ou les
dispersion locales des deux bandes aux points K sont quadratiques

9 9
e-(a) = 5(1=27)llall”, e(a) = 569" =87 +3) all*. (12.10)
Le point de pincement correspondant comporte alors généralement® quatre bras, de
manieére analogue a ce qu’on a observé pour le damier lorsqu’on avait une dispersion
quartique.

12.2.2 Lignes critiques et points de pincement de haut rang

La discussion ci-dessus amene donc un nouveau type de point de pincement de haut
rang, ou on a deux bandes dispersives possédant un point de contact simultané avec
la bande plate. On a ici le cas de deux relations de dispersion quadratiques, suggérant
I'existence de deux tenseurs indépendants de rang 1. Ce cas sort du contexte analytique
présenté a la section 10.3.

On peut noter que la multiplicité de ces points de pincement vaut ici 3, et que cette
ligne est toute particuliere puisque c’est la seule pour laquelle le nombre de points de
pincement est conservé lors de la traversée de cette ligne. On a en effet simplement
trois points de pincements qui passent des segments KI' aux segments K M. On peut
aussi remarquer que la symétrie relative aux points K implique une forte anisotropie
pour les points de pincement, ce qui est bien observé en pratique comme illustré dans
le tableau récapitulatif 12.1.

La ligne d’équation 6 = —1/2 — v sépare les phases I'(+I'K) et I'(+T'K) + T'M,
et héberge quant a elle la phase I'(+T'K). Cette ligne correspond donc & l’apparition
de 6 sous points de pincements situés le long des segments "M, on peut néanmoins
noter qu’il demeure un point de pincement situé en I'. On notera donc dans ce cas la
multiplicité comme valant 6+1. Cette ligne possede une dispersion tout a fait originale

3. Ce n’est pas le cas pour la situation particuliere § = 0 ou le point de pincement apparait comme
ayant une structure usuelle.
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puisqu’elle s’écrit localement comme

(@ 3(67 4 87+ 3)qd + 2(1 +7)%¢S — 67(3y + 2)qpq; + 3(149* + 167 + 5)qq,
e_(q)== )
2 lall?

(12.11)
Les points de pincements associés, tracés grace a la méthode projective, présentent six
bras comme les points de pincements obtenus a 1’aide d'un tenseur de rang 3. Ce résultat
n’a finalement rien de surprenant, puisque la relation de dispersion (12.11) peut étre
associée a une fonctionnelle énergie de la forme 4

F o~ / &2 0 Ein(q) BT (—q) (12.12)

faisant intervenir un tenseur de rang 3 ayant la structure générale décrite dans la section
10.3 mais renormalisé selon

1 3 2 2 2
lal \=¢:%¢ @we Gud —aGo

et satisfaisant en particulier une loi de Gauss ¢;F;jr = 0. Un tel tenseur associé¢ a la
fonctionnelle (12.12) produit bien des fonctions de corrélation engendrant un facteur de
structure proportionnel a celui obtenu (10.63) dans la section 10.3. Cette observation
est en excellent accord avec les points de pincement a six bras observés sur cette ligne
critiques, illustrés dans le tableau 12.1.

La ligne critique associée a I’équation 6 = —1/2 4+ 2y comporte elle aussi un point
critique de haut rang situé au point central I". Cette ligne, hébergeant la phase I,
sépare en effet les phases I' et I' + I'M + 'K, signifiant que lors du passage de cette
ligne critique le point de pincement central demeure tout en produisant 12 sous points
de pincement, correspondant a une multiplicité valant 12+1. Cela en fait ainsi le point
de pincement ayant la plus haute multiplicité rencontrée dans ce manuscrit. Ce point
est associé a une dispersion locale sextique s’écrivant simplement

2

e = T2 g (12.14)
et correspondant donc bien au formalisme d'un tenseur de rang 3 présenté dans la partie
10.3. On peut noter que dans le facteur de structure la nature des points de pincements
est difficilement identifiable, puisqu’ils correspondent au cas n > 3 présenté dans la
figure 10.2 de la section 10.3, et ont donc un aspect similaire a des points de pincement
standards.

4. Il est important de noter ici que seuls les coeflicients 7;;, dépendent a priori du réseau au travers
des parameétres v et §. La structure générale du tenseur décrivant quant a elle le type de point de
pincement rencontré, elle ne doit pas changer le long de la ligne critique du diagramme de phase.
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Ligne Position Multiplicité Dispersion Point de pincement

§ = —% — r 6+1 e_(q) = aiq?wlﬁiﬁz%mgq;
s=-l42y T 12+1 e (a) = 12 glf°
§=1—+ K 3 e (q) x ey (q) « [|qf?
§=—3+7 M 2 e (q) =201 —27)%¢
§=1 M 1 e (a) = aig! + Bela;

TABLE 12.1 — Synthese des différents types de points de pincement de haut rang ren-
contrés dans le réseau de kagomé triangulaire. Les figures sur la droite visent a illustrer
la structure des points de pincement au sein d’un facteur de structure se trouvant sur
la ligne critique correspondante. Cette structure est amenée a se déformer le long de la
ligne critique, mais conserve toujours la méme symétrie.

La ligne d’équation 6 = —1/2 4+, héberge trois phases différentes mais comportant
toutes un point de pincement situé au point M de la zone de Brillouin. On assiste en la
traversant, a la séparation des points de pincement situés en M en paires de sous points
de pincements situés le long des segments M. La relation de dispersion correspondante

e-(a) =2(1 - 27)q; (12.15)

est donc quadratique le long du segment K MK’ et quartique le long de la direction
perpendiculaire I'MT”. On parlera ainsi de point de Lifshitz, de maniére analogue au
point de multiplicité deux rencontré dans le cas du damier.

Il existe une autre ligne abritant des points de pincement situés aux points M.
Elle est associée dans le diagramme de phase a I’équation § = 1/2, et correspond
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uniquement ® & la phase I'+ M. Lors de la traversée de cette ligne les points de pincement
situés en M se séparent en 4 sous points de pincements, situés le long des segments MT
et M K. La dispersion locale au voisinage du point M vaut pour cette ligne

(L=29)71, 4 3—7" 45,
_ = — 9 6—— 12.16
e-(q) 5 4+ 90, + 054 (12.16)
et est donc quartique. Elle correspond ainsi a ’existence d’un tenseur de rang 2, associé

a des points de pincement apparaissant avec quatre bras dans les facteurs de structure
observés le long de cette ligne.

Les caractéristiques des cinq lignes critiques rencontrées pour le réseau de kagomé
triangulaire sont résumées dans le tableau 12.1. On se propose maintenant de compa-
rer les résultats obtenus grace a cette analyse préliminaire faite dans le contexte de

I’approximation de Luttinger-Tisza, a ceux obtenus a partir de simulations de Monte
Carlo.

12.3 Simulations Monte Carlo

y=0T=0.1216

wY= -1,0 T = 0.3487

4n

y=03T=0.1216 y=05T=0.1216 y=0.6T=0.0052
4n 4m - 4n 4 &

-
an 2
. '
an

L

2n

-t

A
2n o n LI 2n o an ELE 2 o 2 ar

. y =0.3T = 0.0002 \ y=0.5T = 0.0002 \ y=0.6"T = 0.0002

FIGURE 12.5 — Facteurs de structure obtenus par simulations Monte Carlo, 1’échelle
des axes vaut 2a avec a le pas du réseau. Ces facteurs de structures sont pris le long de
la ligne critique d’équation o = 0 du diagramme de phase. On y observe les différentes
phases prédites grace a ’approximation de Luttinger Tisza.

Les prédictions analytiques obtenues grace a I'approximation de Luttinger-Tisza et
la méthode projective peuvent étres confrontées aux facteurs de structure obtenus par

5. Excepté les deux points spéciaux présentant des lignes de contact.
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simulation Monte Carlo. On a choisi, contrairement au cas du damier, de se restreindre
a quelques couples de parametres judicieusement choisis, le diagramme de phase 12.3
étant extrémement riche.

La figure 12.5 présente les facteurs de structure obtenus pour différentes valeurs de
v le long de la ligne critique 0 = 0, cette ligne abritant bon nombre de phases inté-
ressantes. On observe notamment que la phase I' + @ se révele différente selon que ~
appartient au segment |1/4,1/2[ ou a la demi droite v < —1/2. Dans le premier cas on
voit qu’il faut aller a trés basse température pour voir apparaitre les lignes de dégénéres-
cence circulaires, et qu’aucun pic de Bragg n’apparait aux température les plus basses
simulées. Au contraire pour v < 1/2 les lignes de dégénérescence apparaissent a plus
haute température, mais disparaissent néanmoins ensuite pour laisser place a des pics
de Bragg lorsque la température diminue. Il en va de méme pour la phase F+@ obser-
vée pour v > 1/2, ou les lignes de dégénérescence disparaissent tout comme les points
de pincement a trés basse température. La phase obtenue pour v = 1/2, présentant des
lignes de dégénérescence de fréquence spatiale 7, fait la jonction entre les deux phases
discutées précédemment, et semble quant a elle apparaitre a trés basse température,
de maniere analogue donc au cas v €]1/4,1/2[. On constate ainsi qu'un phénomene
d’ordre par le désordre peut intervenir, mais que cela n’est pas nécessairement le cas,
selon le point du diagramme de phase sur lequel on se trouve. On notera que les facteurs
de structure obtenus par Monte Carlo pour 6 = 0 n’ont pas étés comparés avec ceux
obtenus par la méthode projective. Cette comparaison n’est en effet pas pertinente ici
puisque la méthode projective ne permet pas de révéler les lignes de dégénérescence, et
que les phases qui jalonnent la ligne critique décrite ici ne different précisément que par
des lignes de dégénérescence.

On se propose maintenant de discuter quelques facteurs de structures observés pour
des points bien particuliers du diagramme de phase et présentés sur la figure 12.6. Le
premier cas présenté correspond aux parametres v = d = 1/2, et on observe que le
facteur de structure obtenu ne possede pas de points de pincement. Ce cas tout a fait
particulier sera discuté en détail dans la section dédiée 12.6. La figure 12.6 présente les
deux points (v,d) = (0,—1/2),(—1,1/2) pour lesquels 'approximation de Luttinger-
Tisza prévoit des lignes de contact. Ces lignes de contact se manifestent bien sous la
forme de lignes fortement corrélées dans le facteur de structure. On peut néanmoins
remarquer que les facteurs de structure obtenus par Monte-Carlo pour différents points
sur la ligne § = 1/2 avec v # —1 présentent eux aussi des lignes de forte corrélations,
bien qu’il n’y ait pas de lignes de contacte correspondantes dans 'approximation de
Luttinger-Tisza. Ce point sera éclairci dans la section 12.5 dédiée aux lignes de dégé-
nérescence. On peut enfin noter que pour les points (v,9) = (—1/2,1/2) et (0,1/2),
un phénomene d’ordre par le désordre apparait clairement aux températures simulées,
sélectionnant le sous ensemble des lignes de dégénérescence. Le facteur de structure ré-
sultant ne présente donc plus les points de pincement prédits par la méthode projective,
mais seulement des lignes de corrélation.
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FIGURE 12.6 — Facteurs de structure obtenus pour différents points remarquables du
digramme de phase. La partie droite de chaque tracé correspond au facteur de structure
obtenu via la méthode projective, tandis que la partie gauche correspond a la version
obtenue par simulations Monte Carlo.

Les simulations de Monte Carlo permettent aussi d’obtenir la chaleur spécifique du
systéme en fonction de la température pour un couple de parametres (7, d) choisi. Les
résultats obtenus sont donnés sur la figure 12.7. On peut comparer les valeurs asympto-
tiques des chaleurs spécifiques obtenues & la chaleur spécifique attendu en comptant les
modes zéros d’énergie. On a, dans le cas v = § = 0, un simple réseau de kagomé pour
lequel les plaquettes sont des triangles, comportant donc ¢ = 3 spins, qui se partagent
chacun entre b = 2 triangles, voir figure 12.8. Dans le cas ou les deux parameétres v et
d sont non nuls ont peut voir sur la figure 12.8 que le ratio ¢/b = 3/2 = 9/6 = 15/10
demeure inchangé. Cela signifie que le nombre de modes zéro vaut toujours

F= %(n—l)—n:O (12.17)
et la chaleur spécifique associée a ces modes 0 vaut ainsi a priori 1,
b
C, =2 =1, (12.18)
2q
Il faut faire attention ici au fait que dans le cas du kagomé simple v = § = 0 il

existe un phénomene d’ordre par le désordre qui sélectionne les configurations de 1’état
fondamental qui sont coplanaires[22, 23, 24, 1]. On assiste donc dans ce cas a un régime
transitoire correspondant au liquide de spin longue portée discuté extensivement ici,
ou la chaleur spécifique C,, vaut 1, et qui présente des points de pincements aux points
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F1GURE 12.7 — Chaleurs spécifiques données en fonction de la température pour diffé-
rents couples de parametres (y,0). Ces courbes sont obtenues grace a des simulations
Monte Carlo.

prédits par 'approximation de Luttinger Tisza. Lorsque la température baisse cet état
est modifié par le phénomene d’ordre le désordre, impliquant ’apparition de pics dans
le facteur de structure, et une chaleur spécifique qui s’abaisse a 11/12. Ce résultat est
bien celui observé sur la figure 12.7 pour 6 = v = 0, ou la chaleur spécifique passe par un
palier valant 1 lorsque ’état est dans un état magnétique coopératif, avant de s’abaisser
a 11/12 a plus basse température lorsque le phénomene d’ordre par le désordre entre
en jeu.

Lorsqu’on sort du kagomé simple plusieurs cas de figure se présentent. Dans certains
cas comme (7,0) = (0.5,0),(2,0.5) la chaleur spécifique semble tendre vers 1 lorsque
la température descend aux plus basses valeurs simulées, indiquant qu’il n’y a pas de
phénomene d’ordre par le désordre et que le systéme se trouve (classiquement) dans
un état magnétique coopérant a tres basse température. Pour les autres cas présentés
dans la figure 12.7 la chaleur spécifique ne semble pas converger vers 1, indiquant qu’il
existe des modes mous et donc probablement un phénomeéne d’ordre par le désordre
pour chacun de ces cas. Le point (v, ) = (0.5, 0.5) affiche une chaleur spécifique remar-
quablement basse, indiquant ’existence d’une phénoménologie toute particuliere pour
ce point. Ce cas sera discuté en détail dans la section 12.6 qui lui est dédiée.

Il faut faire attention ici au fait que les points présentés sur la figure 12.7, situés
quasiment exclusivement le long de lignes critiques du diagramme de phase, ne sont
pas représentatifs des phases étendues et donc de la majorité des points du diagramme
de phase. Une étude détaillée des modes mous de ce systeme, permettant une com-
préhension du phénomene d’ordre par le désordre, et la production d’un éventuel sous
diagramme de phase associé, sort cependant du cadre du travail présenté ici.
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FIGURE 12.8 — Schémas illustrant le nombre de spins par plaquettes, et le nombre de
plaquettes dans lequel se trouve chaque spin. On montre en a) que pour v = § = 0
on a ¢ = 3 spins par plaquette, ces dernieres étant de simple triangles. Chaque spin
appartient a b = 2 plaquettes. b) Dans le cas 6 = 0 mais v non nul, on a cette fois des
plaquettes étendues qui contiennent ¢ = 9 spins. On peut voir que le spin auréolé de
rouge est recouvert par les b = 6 plaquettes voisines, représentées en couleur. Dans le
cas ou v et ¢ sont non nuls, la plaquette étendue comporte ¢ = 15 spins. Chacun de ces
spins est recouvert par les b = 10 plaquettes voisines, dont les centres constituent deux
hexagones complet au regard du réseau bidual qui est ici hexagonal.

12.4 Loi de Gauss

On a pu voir dans les sections précédentes, que tout comme pour le damier il existe
toujours au moins un point de pincement, quelque soit la valeur des deux parametres
v et 0. Cela suggere qu’il devrait exister un tenseur de polarisation dont la construc-
tion demeure valable dans tout l'espace des parametres. On se propose maintenant
d’expliciter cette construction.

Les étapes sont similaires a celles suivies dans le cas du damier. Le réseau bidual
du réseau de kagomé est le réseau hexagonal, en forme d’alvéoles de ruche. Ce réseau
est bipartite, on a représenté sur la figure 12.9 les deux sous réseau en bleu et rouge.
Ce réseau étant bipartite il peut étre orienté, en choisissant par exemple de prendre les
liens comme allant des sites rouges vers les sites bleus. On peut maintenant attacher
un flux a chacun de ces liens tel que la somme des flux entrants en un site bleu soit
égale au spin total de la plaquette entourant ce sommet bleu. On peut constituer ces
flux avec les spins appartenant a l'intersection entre les deux plaquettes reliées par le
lien considéré. Ces spins sont entourés de halos colorés sur la figure 12.9. On se propose
de prendre en compte ces spins avec des coefficients «, [, n et x pris symétriquement
par rapport au lien considéré, comme dépeint sur la figure 12.9. On définit ainsi le flux
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FIGURE 12.9 — Schéma indiquant les notations nécessaire a la construction d’un tenseur
de polarisation satisfaisant a une loi de Gauss. On a représenté le réseau bidual du
kagome, qui est hexagonal. Ce réseau est bipartite, et on a donc représenté les deux
types de sommets en rouge et en bleu. Les liens sont orientés arbitrairement du rouge
vers le bleu, comme l'indique la fleche rose. Ce lien orienté est ensuite attaché a un
flux constituée d’'une somme pondérée des spins voisins, les coefficients de cette somme
étant indiqués par quatre lettres grecques.

attaché au lien ¢ (surmonté d’une fleche rose sur la figure 12.9) comme
II(r;) =aS; + 5> S;+n >, S;j+x >, S, (12.19)
JE(i) JE((a)) JE@

On veut maintenant que la somme des trois flux entrant en un sommet bleu soit égale
au spin total de la plaquette centrée sur ce sommet. Cela impose alors les conditions

a+28 =1,
B+n=r, (12.20)
n+x =79,

sur les quatre coefficients «, 5, 7 et x. On peut observer que ce systéme n’est pas fermé,
il existe donc des constructions valables quelque soient les valeurs des parameétres v et
0. Maintenant que les flux sont bien définis, le tenseur de polarisation peut étre défini

sur chaque lien j comme
P =15} (12.21)

avec u; le vecteur donnant la direction et l'orientation du lien j. La version continue
de ce tenseur de polarisations sera ainsi de divergence nulle par construction.
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On voit qu’on confirme pour ce systéeme aussi que ’observation de points de pin-
cement dans le facteur de structure semble corrélée avec 'existence d'un tenseur de
polarisation suivant une loi de Gauss.

12.5 Lignes de dégénérescence

A -A/ \A A/ A A/ \A A/ \ _A- A/\A A/\A A

-A

\B B/ \B B/ \B-B/ \B B

SIS

a) C —C C -C

FIGURE 12.10 — Configurations apparaissant pour les valeurs particulieres v = 1/2 et
0 = 0 des deux parametres du hamiltonien. Ces configurations présentent des lignes
répétant un méme motif avec une périodicité 4a tout le long du systéme. Ces lignes
sont par ailleurs completement décorrélées les unes des autres.

On a pu observer dans les sections précédentes qu’il existait des lignes de dégéné-
rescence circulaires sur 'axe § = . Ces dernieres peuvent étres décrites exactement de
la méme maniere que dans le cas du damier, voir section 11.7.2. On pourra néanmoins
remarquer que pour v 2 1/2 les lignes de dégénérescence adoptent une forme trian-
gulaire arrondie, les structures correspondantes existant dans 1’espace réel ne seront
donc vraisemblablement pas aussi symétriques que celles correspondant a des lignes
de dégénérescence circulaires. La structure devrait néanmoins toujours étre constituée
d’éléments concentriques présentant des orientations moyennes de spin alternées.

Il existe aussi dans le présent modele trois configurations présentant des lignes de
contact rectilignes dans l'approximation de Luttinger-Tisza, voir figure 12.4. On se
propose ici de présenter les configurations correspondantes dans ’espace réel.

On commence par traiter le cas observé pour les parametres v = 1/2 et 6 = 0. On y
observe des lignes rectilignes, ayant trois orientations orthogonales aux trois directions
naturelles du réseau, et étant situées aux abscisses 7/2a. Cela doit donc correspondre
dans l'espace réel a la formations de lignes, décorrélées selon une des directions, et
présentant une périodicité de 4a selon la seconde direction. Une telle configuration est
présentée sur la figure 12.10 a), on observe bien que lors d’une translation de longueur
2a le long d’une des lignes les 3 spins du triangle considéré changent de signe. Les

202
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FiGURE 12.11 — Configurations dans ’espace réel responsables de I'apparition de lignes
de dégénérescence dans le facteur de structure pour vy =0et 6 = —1/2ena), et v = —1
et 0 = 1/2 en c). On y observe des lignes étendues le long de l'intégralité du systeme,
mais décorrélées entre elles. Dans le cas a) ces lignes possédent une périodicité de
longueur 2a avec a le pas du réseau, tandis que dans le cas ¢) on a seulement un mode
zéro avec la répétition d’un unique motif. Les figures b) et d) permettent de facilement
constater que les deux configurations présentées respectent bien la contrainte S, = 0
pour chaque plaquette p.

configurations de ce type respectent bien la condition S, = 0 pour chaque plaquette,
sans imposer de contrainte liant deux lignes voisines. On peut en effet voir sur la figure
12.10 b) qu’on a bien, pour la plaquette étendue considérée

1 1
8:2(A+A)—A+<2

peu importe la relation entre les spins choisis A et B.

14 ;) (B-B) =0, (12.22)

Si on regarde maintenant la structure observée sur la figure 12.4 pour (v,6) =
(0,—1/2) et (—1,1/2) on voit qu’'on a des lignes de dégénérescence ayant les mémes
trois orientations que dans le cas précédent, mais cette fois situées® en 0. Cela signifie

6. Les centres des zones de Brillouin secondaires sont situés en nm/a avec n un entier. Le mode 0
de ces zones de Brillouin secondaires correspond donc aux harmoniques de fréquence nw/a.
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FIGURE 12.12 — Construction dans I’espace réel valable pour § = 1/2 et v quelconque.
On observe que les différentes lignes horizontales n’ont pas besoin d’étre corrélées entre
elles pour satisfaire la condition &, = 0 pour toute plaquette p.

qu’on doit cette fois avoir des lignes ne présentant qu'un unique motif, répété d’une
maille élémentaire a la suivante. Il se trouve qu’'une telle construction peut bien étre
réalisée, en particulier dans le cas v = 0 et § = —1/2, comme présenté sur la figure 12.11
a). On y observe des lignes de spin s’étendant selon une des directions préférentielles du
réseau, et étant décorrélées les unes des autres. Les lignes contenant des spins de deux
sous réseaux alternent un unique spin qui change de signe d’un sous réseau a l'autre.
Les lignes contenant les sites du troisieme sous réseau ne comportent quant a elle qu'un
unique spin. On peut vérifier avec le schéma présenté sur la figure 12.11 b) que cette
structure respecte bien la condition &, = 0 pour chaque plaquette p.

Pour v = —1 et 6 = 1/2 la situation est un peu différente puisqu’on a cette fois un
chevauchement entre des lignes répétant un unique motif, comme présenté sur la figure
12.11 c¢). De telles configurations doivent bel et bien conduire & l'apparition de raies
situées en 0 dans l’espace réciproque, mais devraient aussi conduire a l'apparition de
raies situées en 7/2a a cause des lignes comportant deux motifs répétés successivement
et ayant donc une périodicité de 4a. Ces raies ne sont étonnamment pas observées dans
le cadre de I'approximation de Luttinger Tisza, et on va maintenant expliquer pourquoi,
mais avant nous allons présenter une construction alternative.

On présente sur la figure 12.12 a) une construction valable pour 6 = 0.5 et pour
toute valeur de 7. Cette construction fait la encore apparaitre des lignes décorréllées
selon une direction mais corrélées selon l'autre direction. Les lignes de spin comportant
des sites des deux premiers sous réseaux possedent une périodicité de 2a, tandis que les
lignes ne comportant que des sites du troisieme sous réseau possedent une périodicité
de 4a. Regardons le premier type de ligne, les spins appartenant a cette ligne et au
second sous réseau sont opposés aux spins appartenant a la méme ligne mais au pre-
mier sous réseau. Cela correspond dans 'approximation de Luttinger-Tisza a un mode
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(1,—1,0)". Le second type de ligne ne contient que des spins appartenant au troisiéme
sous réseau, et correspond donc a un mode indépendant (0,0, 1)". Si ces deux types de
lignes possédaient la méme périodicité na alors cela signifierait que pour la ligne de
dégénérescence située en ¢, = 2w /na on devrait avoir un espace vectoriel associé a la
valeur propre € = 0 qui s’écrit

1 0
Vo=Vect || =1],[0 (12.23)
0 1

et donc de dimension 2. Cela requiert que le la valeur propre ¢ = 0 soit au moins de
multiplicité deux, et cela impose donc que la premiere bande dispersive touche la bande
plate pour former une ligne de contact d’abscisse ¢, = ETZ Dans la situation présente
néanmoins, les deux types de lignes (dans I'espace réel) n’ont pas la méme périodicité, et
correspondent donc a deux lignes de dégénérescence différentes dans ’espace réciproque.
Ces dernieres correspondent chacune a un mode différent, et ne nécessitent donc pas
I'existence d’une ligne de contact entre la premiere bande dispersive et la bande plate.
Cela explique que dans ce cas on a une configuration de type ligne de dégénérescence
dans ’espace réel qui n’est pas observée dans la structure de la premiere bande dispersive
obtenue grace a ’approximation de Luttinger-Tisza.

Une autre maniere de voir les choses serait de dire que lorsqu’il existe une configu-
ration du type ligne de dégénérescence dans ’espace réel similaire a celle présentée sur
la figure 12.12 a), mais qu’il n’y a pas de ligne de contact entre les bandes, alors ces
configurations de 'espace réel appartiennent a la bande plate. Cela signifie qu’il doit
étre possible de continiment déformer ces lignes corrélées sans cofit énergétique, cor-
respondant a se déplacer dans la bande plate”. Au contraire lorsque les configurations
de I'espace réel sont associées a l’existence d’une ligne de contact entre bandes, alors
cela signifie que ces configurations appartiennent a la bande dispersive, et qu’elles ne
peuvent donc pas étre continiment déformées sans cotlit énergétique.

Si on se penche a nouveau sur le cas v = —1, 0 = 1/2 qui est donc un cas particulier
du cas général discuté ci dessus, on voit que le mode attendu avec une périodicité 4a
appartient a la bande plate, et ne peut donc étre repéré par une ligne de contact dans
I’approximation de Luttinger Tisza. On voit par contre que les configurations de fré-
quence nulles correlent le troisieme sous réseau avec les deux premiers. Utilisons pour
le voir les notations de la figure 12.11 c¢), et prenons l'axe de spin x selon la bissec-
trice entre les spins A et B. On voit que les deux premiers sous réseaux possedent un
mode de fréquence nulle, correspondant a la répétition du motif A pour la premiere
ligne. Le troisieme sous réseau contient aussi un mode de fréquence nulle si on regarde
les composantes des spins A et B selon 'axe de spin x. Puisque les spin A et B sont
décorrélés, ces deux modes de fréquence nulle le sont aussi. On a donc nécessairement

7. Attention une telle déformation peut correspondre dans I'approximation de Luttinger-Tisza &
faire aussi varier la taille des spins du réseau. En effet dans le cadre de cette approximation rien ne
garantit qu’il existe une déformation continue préservant la norme des spins.
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une ligne de contact associée a 'espace vectoriel Vect[(1,1,0)%, (0,0, 1)!] de dimension 2.
Cela impose ainsi I'existence d’une ligne de contact entre la premiere bande dispersive
et la bande plate, qui est bien observée sur la figure 12.4.

On peut terminer en résumant et en généralisant le raisonnement au cas d'un ré-
seau ayant n sous réseaux, ayant une unique bande plate, et présentant des structures
corrélées le long d’une des directions du réseau, et décorrélées selon 'autre. Si les spins
placés sur les sites de ces n sous réseaux oscillent le long du réseau avec la méme pério-
dicité [ alors il existe deux cas de figure. Soit les n sous réseaux sont corrélés entre eux,
et coincident ainsi & un unique mode, signifiant que les lignes de dégénérescence (au
sens de configurations dans 'espace réel) sont contenues dans la bande plate, et donc
indétectables par une analyse de la structure de bande. Si les spins placés sur m sous
réseaux sont indépendants et donc décorrélés, alors cela signifie que les m — 1 premieres
bandes dispersives présenteront des lignes de contact rectilignes dont la position sera
27 /1. Si maintenant les différentes lignes corrélées dans 1’espace réel ont des périodici-
tés différentes alors I'interprétation est plus compliquée. Il faut regarder le nombre p de
lignes ayant la méme périodicité [, et regarder parmi elles le nombre de sous réseaux m
qui portent des spins indépendants, on aura alors une ligne de contact entre les m — 1
bandes dispersives et la bande plate. Cette ligne de contact aura pour abscisse 27 /1.

12.6 Point multicritique

On a mentionné le fait que lorsque § = v = 1/2 la premiere bande dispersive apparait
toucher la bande plate en tout point de I’espace réciproque, formant ainsi une seconde
bande plate. On est en droit de se demander quelles sont les implications physiques
d’un tel phénomene. On peut commencer par remarquer que le facteur de structure ob-
servé dans cette configuration, présenté sur la figure 12.6, est le méme que celui observé
pour le modele ou le réseau de kagomé est vu comme des hexagones se touchant par
les coins. Ce systéme sera discuté en détails dans le chapitre suivant, on y considere
comme plaquettes élémentaires les hexagones du kagomé, le hamiltonien étant défini
comme la somme des spins totaux de ces plaquettes mis au carré. Le point important
est que le facteur de structure observé ne présente pas de point de pincement, alors que
la construction d’un tenseur satisfaisant une loi de Gauss présentée a la section 12.4 est
valable pour toutes les valeurs de ¢ et ~.

On peut résoudre ce paradoxe apparent en regardant tout d’abord si le systeme
se comporte bien comme si les plaquettes constitutives étaient hexagonales. Pour cela
on peut regarder grace aux simulations Monte Carlo quel est le spin total moyen des
hexagones composant le systéme, on observe alors que la norme de ces spins totaux est
bel et bien proche de 0. Si on compare a d’autres configurations (v,d) # (1/2,1/2) on
observe en effet que la norme moyenne des spin totaux des hexagones est environ vingt
fois plus faible que dans les autres cas. Cela signifie qu’il y a pour ces valeurs précises des
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parametres v et 0 un phénomene d’ordre par le désordre qui impose la contrainte de spin
total nul, non pas sur les plaquettes triangulaires étendues, mais sur chacun des trois
hexagones qui composent cette plaquette étendue. On peut voir que ces configurations
constituent bien un sous ensemble de ’ensemble des états fondamentaux, puisque le
spin total d’'une plaquette généralisée peut s’écrire, lorsque (v,9) = (1/2,1/2) comme

S, = ; > S, (12.24)
hep
ou la somme se fait sur les trois hexagones qui composent la plaquette étendue p. On
voit donc bien que si 8, = 0 pour chaque hexagone du systeme alors S, = 0 pour
chaque plaquette étendue. L’étude détaillée du phénomene d’ordre par le désordre sé-
lectionnant ce sous ensemble d’états fondamentaux est trop longue et compliquée a
traiter pour ce manuscrit.

FIGURE 12.13 — a) Expression des coefficients pondérant les flux attachés au liens
lorsque (v,0) = (1/2,1/2). La fleche rose indique que les liens sont orientés des sites
rouges vers les sites bleus. b) Choix de numération possible pour les six spins composant
I’hexagone J. c) Les demi-flux 7/, constitués des spins de I’hexagone J, s’enroulent
autour de cet hexagone une fois attachés aux liens orientés. Il en résulte l'existence
de boucles de champ fermées, coincidant, dans une limite continue & un tenseur de
polarisation uniformément nul.

Maintenant qu’on a clairement établi que pour ces parametres le spin total de chaque
hexagone est nul, on peut regarder comment cela affecte la construction de la loi de
Gauss. Si on reprend les équations (12.20) dans le cas (v,d) = (1/2,1/2) on obtient que

B =x
ai
9= (12.25)
N
?7 X_27
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comme illustré sur la figure 12.13 a). On peut maintenant considérer chaque flux IT;
placé sur un lien i comme étant constitué de deux demi-flux 7, I'un contenant les
spins d'un des deux hexagones jouxtant le lien ¢, et 'autre contenant les spin de I'autre
hexagone. Dans ce cas on voit notamment que chacun de ces deux demi-flux peut
s’exprimer comme

;g «

n) = 28{+6(S§+Sé)+n(sg+sg)+ij

=n(S{+85+87)+x (s +8{+8{),

)

(12.26)

selon les notations de la figure 12.13 b), et ot on a considéré le lien sur lequel est placé
le spin numéro 1. Or puisque le spin total de chaque hexagone est nul on a 3¢, S/ =0
pour tout J, et ainsi

1
wl = (n—x) (81 +8{+8{) = (5 +20) (8 +81 +8). (12.27)

Maintenant qu’on a ce résultat, on peut voir sur la figure 12.13 ¢) que si on considéere par
exemple le site i situés entre les hexagones A et B, et le site j situé entre les hexagones
B et C alors on a

7P = P = (; + 2n> (s?+8§+sF). (12.28)
Or puisque par construction les liens sont orientés des sites bleu vers les sites rouges
du réseau hexagonal, on en déduit que les demi-flux orientés associés a un hexagone
circulent autour de cet hexagone, comme représenté sur la figure 12.13 ¢)®. On en
déduit que le tenseur de polarisation, obtenu en prenant une limite continue de ces
flux orientés, sera uniformément nul puisque constitué de boucles de flux fermées et
microscopiques. Dans cette situation on voit que le tenseur de polarisation obtenu est
bien de divergence nulle mais que cela importe peu puisqu’il est uniformément nul,
correspondant a une fonctionnelle énergie de la forme

H = E§(P) = lim Eog / &2 P* P! (12.29)

Les corrélateurs assimilés a une telle énergie ne présenteront donc pas de point de pin-
cement, comme observé dans le facteur de structure grace aux simulations Monte Carlo.

Ce point de l'espace des phases est donc réellement tres particulier, puisqu’il per-
met d’illustrer comment un phénomene d’ordre par le désordre peut conduire a une
situation finalement plus désordonnée avec uniquement des corrélations a courte por-
tée. Il constitue de plus le seul cas présenté ici ou on observe une transition entre un

8. On a pris sur la figure 12.13 ¢) le demi-flux ﬂ'lB comme un scalaire positif, afin de représenter

les flux orientés comme des vecteurs. En réalité la situation est un peu plus compliquée puisque le
demi-flux 71'{B est un vecteur, mais on peut faire le méme raisonnement pour chaque composante de
spin du demi-flux 7rzB séparément.

208



systeme a deux bandes dispersives vers un systeme possédant une unique bande dis-
persive, comme si le systeme devenait spontanément centrosymétrique, ce qui est bel
et bien le cas puisque les plaquettes effectives sélectionnées par le phénomene d’ordre
par le désordre, hexagonales, sont centrosymétriques.

On peut noter au passage que dans les équations portant sur les coefficients des flux
dans les constructions des lois de Gauss, telles que (12.20), on a toujours un parametre
au moins qui demeure libre. Il apparait maintenant a la lumiere de cette discussion
que le choix de ces parameétres ne fait que conditionner 'amplitude de flux formant des
lignes fermées, et n’impacte donc pas la structure du tenseur de polarisation obtenu
en prenant la version gros grains de ces flux orientés. On peut donc simplement voir le
choix de ces parametres libres comme un choix de jauge.
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Le réseau de kagomé vu comme composé
d’hexagones

Ce chapitre porte sur le troisieme et dernier exemple traité dans ce manuscrit, le
réseau de kagomé mais cette fois vu comme composé d’hexagones se touchant par les
coins. Cet exemple se révele tres différent des deux premiers, puisque la phase dominante
est ici un liquide de spin a courte portée. On commencera par établir le diagramme de
phase du systeme, avant de décrire en détail les phases critiques, isolées, présentant des
corrélations dipolaires.

Contenu du chapitre

13.1 Propriétés du vecteur de contrainte . . ... ... ... .. 211
13.2 Approximation de Luttinger Tisza . .. ... ... ... .. 212
13.3 Simulations Monte Carlo . . . . . ... ... ......... 213
13.4 Construction des loisde Gauss . . . ... ... ....... 217
1341 Casy=1/2. . . . .. 217
1342 Casy=—=1 . . . . . . . e 221

On va étudier dans ce chapitre un troisieme exemple de systeme décrit par un
hamiltonien sur plaquette, et placé sur un réseau composé d’hexagones se touchant par
les coins. Ce systeme se révele produire une phénoménologie qualitativement différente
des deux exemples précédents.

On considere 1a encore le hamiltonien (10.1) défini comme une somme sur des pla-
quettes avec un spin total qui est défini comme

S,=> Si+~ 2(: S, (13.1)
1E(p

1EP )

pour la plaquette p, ou les coefficients 1 et v sont pris suivant la figure 13.1. Les six
spins appartenant au coeur de la plaquette sont comptés avec un coefficient 1 tandis
que les six spins entourant cet hexagone central sont pris avec un facteur ~.
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F1GURE 13.1 — Plaquette étendue pour le réseau de kagomé vu comme composé d’hexa-
gones. Les spins de I’hexagone central, auréolé de bleu, entrent avec un coefficient 1 dans
le spin total &, de la plaquette représentée, tandis que les spins appartenant a la cou-
ronne, représentée en jaune, sont pris avec avec un facteur . Ce réseau possede trois
sous réseaux, dont les sites sont représentés avec des points de trois couleurs différentes,
bleu, vert et rouge.

Il est important de noter que le réseau considéré ici est construit a partir du ré-
seau de kagomé, ou les hexagones se touchent par les coins. Ce réseau ne doit pas
étre confondu avec celui construit a partir d'un réseau hexagonal, ou les hexagones se
touchent par les cotés, qui se trouve étre analogue seulement dans le cas spécifique
~v = 1/2, comme il sera discuté plus bas.

Ce systeme a déja été étudié[25] dans le cas v = 0 et s’est révélé héberger un liquide
de spin a courte portée a température nulle. Ce liquide de spin présente des corrélations
spin-spin décroissant exponentiellement dans ’espace réel, et ne présente donc pas de
points de pincement dans son facteur de structure.

On se propose de commencer, comme pour les exemples précédents, par décrire le
vecteur de contrainte.

13.1 Propriétés du vecteur de contrainte

Tout comme dans le cas du réseau de kagomé vu comme composé de triangles le
réseau possede trois sous réseaux, représentés via des points de couleur rouge, bleu ou
verte sur la figure 13.1. Cette fois cependant la plaquette possede une symétrie centrale,
ce qui implique que le vecteur de contrainte L(q) ait toujours trois composantes, mais
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réelles cette fois. On peut en déduire que les défauts topologiques associés au vecteur
de contrainte sont des skyrmions. On rappelle que la norme du champ L(q) n’a pas
besoin de s’annuler au centre d’un skyrmion. Cela signifie qu’on va pouvoir, non pas
associer une singularité a un nombre de skyrmions non nul, mais a un saut du nombre
de skyrmions. En effet une modification du nombre de skyrmions dans la premiere zone
de Brillouin correspond par définition au passage d’un secteur topologique a une autre,
ce qui ne peut se faire sans que le champ L ne devienne singulier. La charge topologique
contenue dans la zone de Brillouin se calcule comme

1 - OL(q)  OL(q)
= dqL(q) - 13.2
Q= [, datia)- (¥ 7 (13.2)
ou le vecteur de contrainte L(q) a été préalablement normalisé
r L(a)
L(q) = : (13.3)
IL(a)ll

On peut observer sur la figure 13.2 que la charge topologique totale ne varie que pour
trois valeurs de 7 qui valent respectivement -1, 1/2 et 1. On peut de plus voir sur cette
méme figure que la norme du vecteur de contrainte s’annule bel et bien uniquement
pour ces trois valeurs, et que cette annulation se fait a chaque fois en un point carac-
téristique différent de la zone de Brillouin.

Le vecteur de contrainte peut étre utilisé pour obtenir le facteur de structure a
température nulle selon la méthode explicitée dans la section 10.2.1. On a ainsi, selon
I’équation (10.16), que le facteur de structure s’écrit dans le cas présent comme

LiLy+ L1Ls+ LoLs
L2 '

Les tracés correspondant a ce facteur de structure sont donnés sur la figure 13.4. On
observe l'apparition de points de pincement pour v = —1, 1/2 et 1, comme attendu
apres analyse de la charge topologique du vecteur de contrainte. On peut noter que
pour pour v = —1 le point de pincement est situé en I', tandis qu’ils sont sont situés
aux points K pour v = 1/2 et au points M pour vy = 1.

S(q) <2 -2 (13.4)

On se propose maintenant de poursuive avec une analyse complémentaire du systeme
utilisant I'approximation de Luttinger-Tisza.

13.2 Approximation de Luttinger Tisza
Le vecteur de contrainte possédant trois composantes réelles on aura dans le contexte

de I'approximation de Luttinger Tisza trois bandes dont deux bandes plates et une
dispersive. La relation de dispersion de la bande dispersive s’exprime simplement comme

(a) = JL(@)|? (13.5)
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FIGURE 13.2 — On a tracé dans les différentes sous figures la densité de skyrmion, a
savoir l'intégrande de 1’équation (13.2), pour différentes valeurs du parametre . Dans
chaque figure est inséré un tracé de la norme du vecteur de contrainte ||L(q)|| selon la
courbe I' - K — M — I'. On a tracé sur la derniere figure la charge topologique totale
@ de la zone de Brillouin, en fonction de . On peut observer que cette charge totale
varie & trois reprises, pour v = —1, 1/2 et 1.

et on voit que I'approximation de Luttinger Tisza ne va faire ici que corroborer ce qu’on
a observé concernant la norme du vecteur de contrainte sur la figure 13.2. On présente
tout de méme sur la figure 13.3 un tracé donnant 1’évolution de I’écart minimum entre
les bandes plates et la bande dispersive en fonction de 7. On observe bien que cette
derniére vient toucher les deux autres bandes pour v valant -1, 1/2 et 1, sans surprise.

On peut tout de méme noter que la dispersion des points de contact n’est pas la
méme dans les trois cas. Elle est quadratique pour v = 1/2 et v = 1, mais quartique

pour v = —1. On peut en déduire que les points de pincements observés dans le facteur
de structure pour v = —1 devraient présenter quatre bras, et étres associés a un tenseur
de rang 2.

13.3 Simulations Monte Carlo

On se propose maintenant de compléter cette analyse préliminaire en s’intéressant
aux facteurs de structure obtenus grace a des simulations Monte-Carlo. On présente
sur la figure 13.4 les facteurs de structures associées aux valeurs particulieres v =
—1,1/2 et 1, coincidant avec les trois phases présentant des corrélations dipolaires. Ces
facteurs de structure présentent des points de pincement situés aux points de la zone
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FIGURE 13.3 — Tracé (en unités de J) de la hauteur du minimum de la bande dispersive,
en fonction de 7. Ce tracé peut étre vu de maniere équivalente comme le tracé de 1’écart
minimum entre les deux bandes plates et la bande dispersive. On observe un contact
entre les bandes pour « valant -1, 1/2 et 1, en bon accord avec les prédictions faites
lors de I'analyse des propriétés topologiques du vecteur de contrainte.

de Brillouin prédits par les deux analyses précédentes. Ces points de pincement sont
standards pour 7 = 1/2 et v = 1, tandis qu’ils présentent quatre bras pour v = —1,
en bon accord avec les dispersions des points de contact observés dans le contexte de
I’approximation de Luttinger-Tisza. On présente aussi sur cette figure les facteurs de
structure obtenus lorsque ~y differe de ces trois valeurs critiques. On observe alors pour
ces valeurs que le facteur de structure ne présente pas de point de pincement, indiquant
que les corrélations spin-spin sont ici de portée finie, correspondant donc au cas d’'un
liquide de spin dit de courte portée.

La figure 13.4 présente de plus une comparaison de ces facteurs de structure avec
ceux prédits par la méthode projective (13.4). On constate que 'accord est excellent,
quel que soit le type de liquide de spin considéré.

Ces résultats mis bout a bout confirment que le présent systeme se révele héberger
trois liquides de spin a longue portée, présentant des corrélations algébriques, séparant
a chaque fois des liquides de spin a courte portée caractérisés par des fonctions de cor-
rélation décroissant exponentiellement a température nulle.

Les simulations de Monte Carlo permettent aussi de tracer la chaleur spécifique C,

du systeme en fonction de la température pour une valeur du parametre v donnée. Les
résultats sont présentés sur la figure 13.5. Il apparait que la chaleur spécifique dépend
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F1GURE 13.4 — Comparaison entre les facteurs de structure obtenus via des simulations
Monte Carlo et via la méthode projective (voir équation (13.4) ). L’échelle est en 1/2a.
On a divisé chaque figure en 2 parties, pour présenter sur la gauche les résultats obtenus
par Monte Carlo et a droite la prédiction analytique donnée par la méthode projective.
L’accord est excellent quelle que soit la valeur de v considérée. Des points de pincement
sont observés pour v = —1, 1/2 et 1 comme attendu.

peu de la valeur du parameétre 7 et semble toujours converger vers la valeur 1/2. Cette
valeur peut étre prédite en comptant le nombre de spins par plaquette et en regardant
a combien de plaquettes appartient chaque spin du systeme. Dans le cas ot v est nul,
les plaquettes sont de simples hexagones, comportant ¢ = 6 spins, chacun de ces spins
étant partagé entre b = 2 plaquettes. Si on étend la plaquette en prenant v différent de
0, on a cette fois ¢ = 12 spins par plaquettes. On peut voir sur la figure 13.6 que chacun
de ces spins se partagent sur b = 4 plaquettes. Cela signifie que le ratio ¢/b = 3 est le
méme que 7 soit nul ou non. On en déduit que le nombre de modes d’énergie nulle par
plaquette vaut ici

F:%(n—l)—nzzs (13.6)
et la chaleur spécifique associée a ces modes 0 vaut ainsi
bn
C,=—=1/2 13.7
=1/ (13.7)

Ce résultat correspond donc bien a l'observation qui a pu étre faite sur la figure 13.5.

Le fait que les chaleurs spécifiques observées sur la figure 13.5 convergent toutes
vers la méme valeur prédite par le compte des modes 0 présentées ci dessus suggere
qu’il n’y a pas de modes mous pour ce systéme. Cela signifie qu’il n’y aura pas a priori
de phénomene d’ordre par le désordre pour ce systeme.
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F1GURE 13.5 — Chaleurs spécifiques tracées en fonction de la température, obtenues
grace a des simulations de Monte Carlo pour un réseau de kagomé vu comme composé
d’hexagones se touchant par les coins. La chaleur spécifique semble converger vers la
valeur 1/2 quelle que soit la valeur du parametre v. Cela suggere qu’il n’y a pas de
modes mous et donc pas de phénomene d’ordre par le désordre pour ce modeéle.

FIGURE 13.6 — Schéma permettant l'identification du nombre de spin par plaquette,
et du nombre de plaquettes recouvrant un spin donné. a) Dans le cas v = 0 on a une
plaquette simple hexagonale, comportant ¢ = 6 spins. Chacun de ces spins appartient
a b = 2 plaquettes. b) Lorsque ~ est non nul, on peut voir que les plaquettes étendues
comportent maintenant ¢ = 12 spins. On peut observer que le spin central représenté
en rouge est partagé entre les b = 4 plaquettes voisines. On a donc pour cet exemple
aussi un rapport ¢/b qui vaut toujours la méme valeur, ici égale a 3.
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13.4 Construction des lois de Gauss

On vient de voir par différents moyens que le systéme se révele héberger trois liquides
de spin de longue portée, pour trois points critiques de I'espace des parametres. Il est
ainsi légitime de chercher si a chacune de ces trois valeurs correspond une construction
produisant un tenseur de polarisation suivant une loi de Gauss. Puisque ces trois liquides
de spins algébriques sont séparés par des liquides de spin a courte portée, il est 1égitime
de s’attendre a ce que ces trois constructions soient qualitativement différentes. Nous
ne sommes parvenus a établir de telles constructions que dans les deux cas v = —1 et
~v = 1/2, que nous présentons maintenant en détail.

13.4.1 Cas~y=1/2

On se propose d’illustrer ce cas par deux chemins différents en apparence mais
équivalents. Pour v = 1/2 le systéme peut en effet étre vu comme analogue au systéme
plus simple ou le réseau est hexagonal. On se propose donc de traiter en premier ce cas,
avant de traiter explicitement le cas qui nous intéresse.

Réseau hexagonal

Commencgons par montrer que le cas v = 1/2 est analogue a celui d'un systeme
décrit par un hamiltonien sur plaquette défini sur le réseau hexagonal

J

O

(Z SZ») = g%; (So)*. (13.8)

€O

Pour cela on regroupe, pour chacun des six triangles composant la plaquette de la figure
13.1, les trois spins en un unique spin effectif selon

Sa=>_8S. (13.9)
[ISYAN

On se retrouve alors avec une plaquette entourées de six spins effectifs, un par triangle.
On voit de plus que puisque ces six triangles sont centrés sur les sites du réseau bidual,
qui est hexagonal, tout se passe comme si on avait des spins effectifs So situés sur le
réseau hexagonal. Dans une telle situation on voit que si on fait la somme des six spins
effectifs entourant une plaquette hexagonale on obtient

So, =Y Sr=2S,. (13.10)

NEp

C’est di au fait que puisque les six triangles partagent deux a deux un sommet, on se
retrouve en sommant sur les six triangles a compter deux fois les spins appartenant a
I’hexagone central, et une fois seulement ceux de la couronne. On obtient donc que le
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FIGURE 13.7 — Schéma indiquant les flux pertinents a considérer en vue d’obtenir un
tenseur de polarisation suivant une loi de Gauss. Le réseau dual du réseau hexagonal
est le réseau triangulaire, qui est tripartite. Les trois sous réseau correspondant sont
indiqués par des ronds, des carrés et des croix. Les liens de ce réseau peuvent étres
arbitrairement orientés, comme représenté ici via des fleches de couleur. Chaque lien
peut ensuite étre attaché d’un flux composé de deux spins, auréolés ici de la méme
couleur que le lien orienté correspondant.

spin total d’une plaquette hexagonale tel que défini par (13.10) vaut deux fois le spin
total de la plaquette correspondant dans le réseau original.

On voit donc qu’il existe une correspondance directe entre le cas d’un réseau hexa-
gonal et 'exemple discuté dans ce chapitre lorsque v = 1/2, si ce n’est que les spins
placés sur le réseau hexagonal, obtenus par la transformation présentée ici, ne sont plus
normés. Le modele hexagonal a déja été étudié précédemment|[12, 13] et a déja été classé
comme hébergeant un liquide de spin algébrique. Il semble cependant qu’aucun champ
obéissant a une loi de Gauss n’ait pu étre identifié dans la littérature. Nous proposons
maintenant la construction de ce tenseur dans le cas du réseau hexagonal, qui sera donc
valable aussi pour notre systéme.

On considere le réseau dual du réseau hexagonal, qui est un réseau tripartite. Les
trois sous réseau sont représentés par des ronds, des carrés et des croix sur la figure
13.7. Les liens de ce réseau peuvent étres arbitrairement orientés, en choisissant par
exemple que les liens soient dirigés de + vers o, de o vers [ et de [J vers +, comme
représenté sur la figure 13.7. On a notamment indexé les trois types de liens a 'aide
de lettres capitales. Chaque lien orienté I peut maintenant étre attaché par un flux IT/
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composé des deux spins adjacents au lien, soit

m'=a; Y S;. (13.11)
Jell)

Le coefficient a; dépend généralement du lien considéré, et on va voir par la suite que ce
point se révele crucial. On rappelle que le but de cette construction est que le tenseur de
polarisation construit a partir de ces flux orientés soit de divergence nulle. On demande
pour cela que la somme des flux entrant et sortant en un sommet p soit proportionnelle
au spin total So, de la plaquette hexagonale centrée sur ce sommet. En effet ce spin
total étant nul dans I’état fondamental, si la somme des flux lui est proportionnelle alors
elle doit étre nulle aussi. On note n, le coefficient de proportionnalité entre la somme
des flux entrant et sortant au sommet p et la le spin total de la plaquette correspondant.
On écrit maintenant la condition

> ' =n,S0, (13.12)

Ie(p)

pour chaque type de plaquette. On voit que pour toutes les plaquettes chaque spin
intervient dans deux flux distincts, I'un sortant et 'un rentrant. Cela mene a trois
équations similaires, une pour chaque sous réseau,

o A — ap = Mo,
O ap — ac = ng, (13.13)
+ o — Qg = Nyg.

Ce systeme de trois équations porte sur six degrés de liberté, et n’est donc pas fermé.
Sommer les trois équations donne que

Y nr=0. (13.14)

Cette équation est en fait tres générale, et la somme comporte n termes pour un ré-
seau n-partite. Cette équation n’apparait pas explicitement pour les réseaux bipartites
puisqu’alors on prend simplement n; = —ny = 1, avec 1 pour les sites ou les flux sont
rentrants, et —1 pour les sites ou les flux sont sortants. Dans le cas tripartite cette
équation se révele fondamentale car on ne peux plus prendre deux coefficients égaux
a -1 et +1 sans annuler le troisieme, qui doit étre strictement non nul pour que la
construction ait un sens.

Pour chaque choix de coefficients {n;} satisfaisant la contrainte (13.14) on peut
exprimer les trois coefficients restants a; selon

ap = g — No,
B (13.15)
o = Qg + Ny,

ou on a choisi ici de conserver a4 comme un coefficient libre.
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FIGURE 13.8 — Schéma de construction pour le tenseur de polarisation. Le réseau
bidual du kagomé, le réseau triangulaire, est tracé en gris. Les trois types de sommets
de ce réseau tripartite sont représentés par trois symboles différents. Les liens du réseau
triangulaire sont orientés arbitrairement et indexés par des lettres capitales A, B et C.
Chaque lien de type I est attaché d’un flux comprenant le spin traversé par le lien,
compté avec un coefficient «; et les quatre spins voisins comptés avec un facteur [;.
On a représenté seulement les flux attachés aux liens de type A par soucis de clarté.

En guise d’illustration on peut par exemple choisir n, = ng = —1,ny =2etay =1,
ce qui impose ag = 2 et ac = 3. Si on regarde par exemple les plaquettes o et qu'on
fait la somme des six flux entrant et sortant, chaque spin rentre une fois, et sort deux
fois. Cela signifie que la somme des flux vaut —S¢, et doit donc étre nulle puisque S¢
vaut zéro dans 1’état fondamental.

Les flux étant ainsi définis, le protocole a suivre pour en déduire le tenseur de pola-
risation est similaire a celui suivi pour les exemples précédents.

On se propose maintenant de faire la construction explicitement dans le cas v = 1/2,
sans passer par 'intermédiaire du réseau hexagonal.

Construction directe

La construction directe se base sur les notations de la figure 13.8, qui est elle méme
analogue a celle utilisée dans le cas hexagonal décrit plus haut. On considere le réseau
comprenant un site au centre de chaque hexagone, qui se trouve étre simplement le
réseau triangulaire. Ce réseau étant tripartite il existe trois types de liens, qu’on se
propose de repérer avec des lettres capitales A, B et C, et qu’on oriente selon le schéma,
de la figure 13.8. Pour chaque type de lien I on construit un flux IT? constitué du spin
placé sur le lien, pris avec un coefficient oy, et des quatre spins voisins comptés avec
des facteurs ;. On a ainsi

II; =a;Sr+ 681 Y Sy (13.16)

JE)

220



Tout comme pour le réseau hexagonal, les coefficients oy et 5; sont supposés différents
pour chaque type de lien. On demande maintenant que pour chaque site j la somme
des flux entrant et sortant soit égale a un coefficient n; fois le spin total de la plaquette
entourant ce site, soit
Z 7’]]H[ = anj (1317)
Ie(J)
avec 1y = %1 selon si le flux est entrant ou sortant. Cela méne a trois conditions par
plaquette, on a par exemple

aa — 2B = ne
—ap + 204 = no (13.18)
Ba — B = 1o

pour les sites de type o, et trois équations de structure similaire pour les deux autres
types de sites. Si on résout maintenant ce systeme de neuf équations en imposant que
les trois coefficients n; soient non nuls, on trouve que cela n’est possible que pour v = 1

5-
Pour cette valeur particuliere de v on trouve alors
> n;=0 (13.19)
J

comme pour le réseau hexagonal, et

ar =20
No + Qg

Pp=—5— (13.20)
No +Ng + Qg

fo=———""

2

ot on a la encore fait le choix de conserver ary comme seul parameétre libre (excepté
2 coefficients ny). Ce résultat correspond en réalité exactement a celui obtenu pour le
réseau hexagonal, et le tenseur de polarisation associé est donc identique.

L’intérét de cette construction directe réside dans le fait qu’on peut en réalité
prendre plus de liberté sur les coefficients, et prendre 4 coefficients différents pour les
spin entourant un lien I plutét qu’un unique coefficient ;. Si on fait un tel exercice
on trouve que le systéme correspondant possede toujours une solution pour v = 1/2
mais aussi pour v = —1, montrant qu’une construction plus complexe mais analogue
est possible dans ce cas aussi. On présente néanmoins une construction alternative pour
v = —1 dans la section suivante, plus simple et plus sobre que celle présentement dis-
cutée qui fait intervenir 3 flux différents faisant chacun intervenir eux mémes 5 spins
pris chacun en compte avec un coefficient différent.

13.4.2 Cas y=-1

Pour traiter ce cas on se propose de considérer cette fois le réseau dual du réseau
de kagomé, le réseau en dés, représenté sur la figure 13.9. Chaque lien de ce réseau
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F1GURE 13.9 — Construction pertinente des flux permettant d’obtenir un tenseur de
polarisation de divergence nulle dans le cas v = —1. On a représenté le réseau dual
du réseau kagomé, et orienté arbitrairement les liens comme allant toujours vers les
centres des hexagones. Chaque lien orienté est attaché d’'un flux composé des spins
auréolées de la couleur du lien. Ces deux spins sont pris avec un coefficient +1 ou -1, tel
que la projection sur le lien du dipole associé pointe dans la direction du lien, comme
représenté sur la gauche de la figure.

peut étre orienté comme montré sur cette méme figure. On peut alors attacher un flux
composés de deux spins a chaque lien. Ces spins sont entourés de la méme couleur que
le lien correspondant sur la figure 13.9. Ils sont comptés avec un coefficient 4+1 ou -1, le
spin situé du coté vers lequel pointe le lien étant pris! avec un coefficient 4+1. De cette
maniere on a
Y IL =S, (13.21)
€O
lorsqu’on somme les six flux entourant une plaquette hexagonale. Cette somme est donc
nulle dans I'état fondamental puisqu’alors &, = 0. Si on somme cette fois les trois flux
sortant d’un triangle on voit que que chacun des trois spins composant le triangle est
compté une fois avec un signe + et une fois avec le signe -, on a ainsi

>IL=) (Si—S;)=0 (13.22)

[ISYAN LISTAN

1. On peut tres bien prendre la convention inverse, I'important étant d’utiliser la méme convention
pour les six flux pointant vers un méme site hexagonal, représentés d’une seule et méme couleur sur
la figure 13.9.
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On en déduit que la somme des flux est nulle en tout sommet du réseau. On rappelle que
tenseur de polarisation est obtenu en multipliant chacun de ces flux II; par le vecteur
u; donnant la direction du lien 7 associé,

i = 1y, (13.23)

puis en prenant la limite continue de ce tenseur. Le tenseur ainsi obtenu est donc de
divergence nulle par construction.

Cette section clot 1’étude du troisieme et dernier exemple de ce manuscrit. On se
propose maintenant de conclure cette seconde partie de la these.
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Discussion et perspectives

On a pu voir avec le traitement de ces trois exemples que les outils analytiques
introduits dans les chapitres 9 et 10 sont a la fois complémentaires et tres performants
pour identifier et classifier les liquides de spin classiques. L’outil clé pour analyser un
hamiltonien sur plaquette (10.1) est le vecteur de contrainte, transformée de Fourier
du spin total par plaquette. Il s’avere d'une part étre I’élément constitutif de la ma-
trice de couplage dans le contexte de 'approximation de Luttinger Tisza, et définit
ainsi le nombre de bande plate et la structure des bandes dispersives. Il permet aussi
de construire et de calculer le facteur de structure a température nulle en explicitant
la contrainte structurelle qui pese sur les états fondamentaux d’un hamiltonien sur
plaquette. Cet outil est remarquablement performant puisqu’il nécessite peu de cal-
culs analytiques et numériques, et permet ainsi de caractériser rapidement les liquides
de spin classiques émergeant grace a un hamiltonien sur plaquette. On a en effet pu
voir que les études combinées de la structure de bande et du facteur de structure a
température nulle obtenus a partir du vecteur de contrainte permettent d’identifier la
position et la nature des points de pincement. L’analyse du facteur de structure permet
d’identifier rapidement la structure et ainsi la nature des points de pincement, quand
I’étude de la dispersion locale des points de contact correspondants apporte un éclairage
complémentaire, permettant notamment d’identifier rapidement quelle est la structure
tensorielle de la théorie effective décrivant la physique des basses énergies. L’efficacité
de ces deux analyses a pu étre confrontée aux résultats de simulations de Monte Carlo,
ce qui a révélé que 1’'étude des propriétés du vecteur de contrainte permet de caractériser
parfaitement un liquide de spin classique tant qu’il n’y a pas de phénomene d’ordre par
le désordre entrant en jeu.

Les trois exemples traités offrent un panorama tres riche des situations que ’on peut
rencontrer lors de 1’étude des liquides de spin classiques a deux dimensions. Le premier
exemple traité, le damier, se révele héberger des liquides de spin possédant des corré-
lations dipolaires quelque soit le point du diagramme de phase dans lequel on se situe.
On a notamment pu identifier un champ vectoriel effectif suivant une loi de Gauss et
expliquant 'existence de corrélations dipolaires. Cet exemple n’a montré aucun signe

224



de présence de phénomenes d’ordre par le désordre. Le second exemple traité, ou le
réseau est un réseau de kagomé vu comme composé de triangles, s’avere héberger lui
aussi un liquide de spin & longue portée en tout point du diagramme de phase!. Cette
observation est confirmée par la possibilité de construire un champ vectoriel satisfaisant
une loi de Gauss en tout point du diagramme de phase, impliquant des corrélations di-
polaires entre les spins du systeme. Ce second exemple differe cependant du premier
car dans son cas la physique a tres basse température est impactée par un phénomene
d’ordre par le désordre pour une bonne partie des parametres explorés. Une étude plus
approfondie de la structure de I’état fondamental et des modes de déformation associés
permettrait de mieux comprendre la maniere dont ce phénomene entre en jeu. Il est
cependant extrémement peu probable que 1’on puisse caractériser I’ensemble des confi-
gurations de I’état fondamental pour des parameétres v et § quelconques, ni identifier les
modes de déformation de ces configurations, ce qui serait nécessaire pour comprendre
pourquoi pour un point donné de ’espace des parametres on assiste a la sélection d’un
sous ensemble de configurations de 1’état fondamental. Cela n’empéche pas que cette
analyse puisse étre réalisée pour quelques couples particuliers de parametres (v, d) dans
de futures études.

Le dernier exemple traité se révele quant a lui tres différent des autres puisque dans
ce cas la majorité du diagramme de phase est occupée par des liquides de spin de courte
portée. On peut identifier quatre phases de ce type, séparées par trois points critiques
pour lesquels les liquides de spin émergeant présentent des corrélations dipolaires. Ces
trois liquides de spin a longue portée ont pu étre caractérisés d’une part par la présence
de point de pincement dans leur facteur de structure, et par 'existence d’un champ
vectoriel satisfaisant une loi de Gauss pour deux d’entre eux. Le fait que pour tous les
liquides de spin a longue portée observés dans ces trois exemples on ait pu construire
un champ vectoriel satisfaisant une telle loi, excepté pour ce cas particulier, nous améne
a penser qu’il existe aussi une construction pour ce cas, méme si nous n’avons pas été
capables de la trouver.

On a pu explorer dans ce manuscrit deux exemples pour lesquels il existe un unique
type de plaquette et donc un seul vecteur de contrainte, ainsi qu’un cas ou il existe
deux types de plaquettes reliées par une opération de symétrie centrale, correspondant
ainsi a l'existence de deux vecteurs de contrainte conjugués complexes I'un de l'autre.
Il serait légitime de compléter cette étude par le cas plus général ou il existe plusieurs
vecteurs de contrainte, qui ne sont pas conjugués complexe les uns des autres. On pour-
rait par exemple se pencher sur le cas du réseau rubis, présenté sur la figure 14.1 a),
qui est composé de plaquettes carrées se touchant par les coins. Ce réseau comporte
trois types de plaquettes carrées, qui sont identiques a une rotation d’angle 27/3 pres.
On aura donc dans ce cas trois vecteurs de contrainte distincts, présentant ainsi une

1. Excepté en un unique point (v,d) = (1/2,1/2) qui se révele correspondre a un liquide de spin &
courte portée a cause d’un phénomene d’ordre par le désordre.
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FIGURE 14.1 — a) Réseau rubis, pouvant étre vu comme composé de groupes de quatre
spins se touchant par les coins. Les trois types de plaquettes élémentaires, présentées en
bleu, sont toute trois des carrés de méme dimension, mais dont les orientations varient de
I'une & l'autre d’un angle 27 /3. Un tel réseau va donc correspondre a l’existence de trois
contraintes sur plaquette différentes, chacune associée a un vecteur de de contrainte.
Ce réseau comporte 6 sous réseaux élémentaires. b) Extension naturelle des plaquettes
élémentaires, en comptant les spins premiers voisins, représentés en rouge, avec un
coefficient v dans le calcul du spin total de chaque plaquette.

configuration qui n’a pas été traitée dans ce manuscrit. On peut de plus noter que ce
réseau comporte six sous réseaux, impliquant que les vecteurs de contrainte seront des
vecteurs a six composantes complexes, I’analyse sera donc sans doute plus lourde a
mener que dans le cas des trois exemples présentés dans ce manuscrit. Ce réseau pourra
étre généralisé de la méme maniere que ceux traités jusqu’ici, en prenant par exemple
en compte les deux plus proches voisins de chaque plaquette carrée dans le calcul du
spin total 8 de cette plaquette, voir figure 14.1 b).

Les outils analytiques et numériques utilisés dans le traitement des trois exemples
de ce manuscrit ont été appliqués a des systemes bidimensionnels, mais ils sont tout a
fait applicables a des cas tridimensionnels. L’étude de systemes tridimensionnels pour-
rait ainsi permettre d’accéder a des nouvelles phénoménologies de généraliser certains
résultats obtenus a deux dimensions. On pourra notamment se pencher sur la version
tridimensionnelle du damier, le fameux réseau du pyrochlore, représenté sur la figure
14.2 a). Ce réseau constitue l’exemple le plus simple de groupes de spins tridimen-
sionnels se touchant par des sommets, puisque ses constituants élémentaires sont des
tétraedres, ces derniers étant les solides les plus simples d’un point de vue géométrique.
On peut aussi penser au cas d’un réseau qui serait constitué de cubes, comme repré-
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senté sur la figure 14.2 b), ce dernier étant le second réseau tridimensionnel composé de
groupes de spins le plus simple auquel on puisse penser. On peut noter que dans ce cas
simple en apparence, chaque spin interagit avec ses 14 plus proches voisins, impliquant
déja une complexité de traitement conséquente.

FIGURE 14.2 — a) Réseau du pyrochlore, constitué de tétraedres se touchant par les
coins. Chaque groupe de spin est donc constitué de quatre spin interagissant couplés
entre eux, chacun de ces spins étant partagé par deux tétraedres. b) Réseau constitué
de groupes de spins cubiques se touchant par les coins. Chaque spin appartient a deux
cubes, et interagit avec les 7 autres spins qui composent chacun de ces deux cubes.

On peut émettre la critique que les réseaux traités ici correspondent a des réseaux
réels (carré, kagomé) pour lesquels on aurait pu faire un réglage fin des constantes de
couplages, de sorte a ce que le hamiltonien du systeme puisse se réécrire sous la forme
d’une somme sur des plaquettes de spin. Ces situations sont donc tres éloignées de ce
qu’un expérimentateur pourrait produire ou rencontrer avec de vrais matériaux. Le but
de cette étude n’est pas néanmoins de prédire ou introduire de nouveaux prototypes de
systeme réels pouvant abriter des liquides de spin classiques, mais plutot de présenter
une zoologie, la plus complete possible, des liquides de spin pouvant étre émulés avec
un hamiltonien ayant une structure analytiquement simple.
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Résumé

On s’intéresse dans ce manuscrit a deux sujets distincts, ayant tout de méme pour
points communs le fait que ces sujets parlent de magnétisme et de topologie, et qu’on
les traite tout deux quasiment exclusivement de maniere analytique.

Le premier sujet porte sur ’étude du comportement dun électron au sein d’un ma-
tériau bidimensionnel hébergeant un ordre antiferromagnétique de Néel. On s’intéresse
plus particulierement au cas ou ce matériau est habillé par un défaut bien particu-
lier appelé skyrmion, portant intrinsequement une charge topologique. L’étude se porte
ainsi sur l'interaction de l'électron considéré avec le skyrmion, le cas d’un matériau
ferromagnétique ayant déja été étudié et ayant révélé que I’électron est diffusé par le
skyrmion, et que cette diffusion dépend de l'orientation du spin de I’électron et de la
charge topologique du skyrmion. Le cas antiferromagnétique se révele ici plus riche,
puisqu’on assiste certes a une potentielle diffusion de 1’électron par le skyrmion impli-
quant la encore le spin de I’électron, mais aussi la possibilité de 'existence d’états liés
électron-skyrmions. On montre notamment que la structure spatiale, I’énergie et 1’exis-
tence de tels états liés dépend du profil du skyrmion considéré. On commencera par
la construction d'une description quantique de l'interaction électron-skyrmion, avant
de 'appliquer a différents profils pertinents, afin d’illustrer les différentes conséquences
physiques de cette interaction. Il apparait que le nombre d’états liés existants croit avec
I'extension spatiale du skyrmion, et que la structure spatiale et énergétique de ces états
dépend tres fortement du profil du skyrmion étudié. Contrairement a ce que pourrait
suggérer I'intuition, de I'existence de ces états liés résulte un cotit d’énergie global pour
le skyrmion et non un gain. Ce coflit énergétique se révele lui aussi dépendre fortement
de la structure spatiale du skyrmion, et favorisera donc certains profils de skyrmions au
détriment d’autres. Il apparait aussi que I'appariement d’un skyrmion avec des électrons
modifie les propriétés d’absorption optique localement autour du skyrmion, permettant
une potentielle détection des skyrmions antiferromagnétique grace a cette propriété,
reposant sur l'interaction avec les électrons.

Le second sujet porte quant a lui sur les liquides de spin classiques, état de la matiere
ayant des propriétés tres particulieres et ayant attiré beaucoup d’attention pendant ces
derniéres années. On s’intéresse en particulier a une famille de hamiltoniens, ayant la
particularité d’étres définis sur des groupes de spin, et susceptibles d’abriter de tels
états. On se concentre sur différentes méthodes d’analyses analytiques et numériques
permettant d’identifier et de caractériser les différents liquides de spin classiques ob-
tenus avec cette famille. Ces méthodes sont appliquées a trois hamiltoniens différents,
permettant d’illustrer d’une part 'efficacité de ces outils d’analyse, et d’autre part la
richesse des liquides de spin engendrés par cette famille de hamiltoniens. Certaines ca-
ractéristiques spécifiques des liquides de spin observés sont étudiées en détail, faisant
ainsi office de cas d’études pour ces cas inédits.

230



