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Introduction générale

Contexte industriel et académique de la thèse

Les techniques de Contrôle Non Destructif (CND) ont pour objectif la recherche et la
caractérisation de défauts dans des pièces ou infrastructures sans porter atteinte à leur
intégrité. Ces techniques sont très importantes dans de nombreux secteurs industriels, car
elles contribuent à garantir le bon fonctionnement des installations, mais aussi à prévenir les
risques liés à de potentielles dégradations de ces infrastructures. Elles sont utilisées dans la
plupart des secteurs industriels, dont on peut citer à titre d’exemple :

• L’industrie navale : pour le contrôle des coques de bateaux ou des arbres moteurs des
hélices ;

• L’industrie aéronautique : pour le contrôle des fuselages et des ailes d’avions ;

• L’industrie ferroviaire : pour le contrôle des rails ;

• L’industrie de l’énergie : pour le contrôle des barrages, des éoliennes, des gazoducs/o-
léoducs, des câbles haute-tension ou des installations nucléaires ;

• Le génie civil : pour l’inspection des ponts ou des tunnels.

Une grande partie de ces méthodes se veut non intrusive afin de limiter les coûts des arrêts
et démontages des installations, mais aussi les risques d’endommagement des structures
dans le second cas. Par exemple, on peut émettre des ondes élastiques à la surface de la
structure inspectée et chercher à obtenir des informations sur son état à partir des mesures
de la réponse de la structure à ces ondes. Lorsque l’épaisseur de la structure inspectée est
grande vis-à-vis de la longueur d’onde, on parle d’inspection par ondes de volumes. Ce
type d’inspection requiert un scan, se traduisant par un déplacement des capteurs et des
récepteurs sur la surface de la zone inspectée pouvant être fastidieux, mais se fait générale-
ment à haute fréquence permettant ainsi une imagerie avec une grande résolution spatiale
[Mar+22 ; MRL21 ; Rav+ ; Rod+23]. Lorsque ce n’est pas le cas pour au moins une direction,
les réflexions multiples des ondes sur le bord de la structure dans cette direction donnent
naissance à des ondes guidées pouvant se propager sans atténuation sur de longues distances.
De telles structures, appelées guides d’ondes, peuvent être par exemple des câbles, des tuyaux,
des plaques ou même des coques. Il est alors possible de tirer parti de ces ondes guidées
pour inspecter ces structures sur de longues distances sans avoir à déplacer les capteurs et
émetteurs, mais aussi d’inspecter des zones inaccessibles [Dru+19 ; Rec+20 ; DC09 ; Dem+04 ;
Lov12]. Ce type d’inspection est particulièrement intéressant lorsque les guides d’ondes
sont partiellement enfouis ou immergés. Deux difficultés se présentent dans ce contexte : il
n’est possible d’accéder qu’à un seul côté de la zone que l’on cherche à inspecter et les ondes
qui se propagent dans la partie enfouie de la structure fuient partiellement dans le milieu
environnant. Il résulte de ces deux difficultés une perte d’information à notre disposition
pour reconstruire des défauts par rapport au cas des guides d’ondes à l’air libre.

Les contraintes industrielles de coût, de temps et de performances sont souvent très fortes.
La simulation permet de répondre à ces contraintes en aidant au développement et à la
qualification de nouvelles méthodes d’inspection à moindre coût et temps. Le CEA LIST a
depuis plusieurs années contribué à des avancées dans ce domaine avec le développement du
logiciel CIVA de simulation pour le CND. Il permet de simuler de façon efficace et précise la
propagation des ondes dans de nombreuses configurations, puis d’utiliser des mesures de
champs diffractés découlant de ces simulations pour tester différentes méthodes d’imagerie.
Depuis une dizaine d’années, le CEA LIST collabore avec l’équipe POEMS (Propagation des
Ondes Étude Mathématique et Simulation) d’ENSTA Paris pour développer des méthodes
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numériques de simulation toujours plus performantes [Bar09 ; Tja19 ; Met21], et plus ré-
cemment pour travailler sur une méthode d’imagerie [Rec18]. Le présent travail de thèse
s’inscrit dans le cadre de cette collaboration entre le CEA LIST et l’équipe POEMS. Il porte
sur la propagation des ondes élastiques dans les guides d’ondes partiellement enfouis et a
deux objectifs principaux. Le premier est de développer de nouveaux outils de simulation
permettant de décrire de façon précise et efficace la propagation des ondes dans ces milieux
complexes. Le second est de proposer une méthode d’imagerie permettant de reconstruire
des défauts dans la partie enfouie de la structure à partir de mesures de champs diffractés
obtenues au niveau de sa partie accessible à l’air libre.

Figure I0.1: Exemples d’essais de CND réalisés au CEA LIST.

Guides d’ondes fermés et ouverts

Dans toute la suite du manuscrit, nous appellerons guides d’ondes fermés les guides ayant
une section bornée dans la direction transverse. C’est par exemple le cas de structures élancées
à l’air libre. Dans de très nombreuses applications, la différence de propriétés mécaniques
entre les matériaux qui composent la structure et l’air environnant nous permet d’approcher
ce dernier par du vide. Les ondes sont confinées dans la structure et l’énergie ne fuit pas dans
le milieu environnant. La propagation des ondes dans les guides d’ondes fermés présente
un certain nombre de spécificités. Pour commencer, il existe à une fréquence donnée un
ensemble dénombrable de solutions particulières du problème homogène appelées modes
guidés du problème. Ce sont des solutions à variables séparées, qui s’écrivent comme le
produit d’une fonction transverse de la variable transverse et d’un propagateur exponentiel
faisant intervenir le nombre d’onde du mode et dépendant de la variable longitudinale.
Toujours à fréquence fixée, il existe un ensemble fini de modes propagatifs, c’est-à-dire qui se
propagent sans atténuation selon l’axe du guide, et un ensemble infini de modes évanescents,
c’est-à-dire de modes exponentiellement décroissants ou croissants selon l’axe du guide.
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En acoustique, les modes sont solutions d’un problème aux valeurs propres associé à un
opérateur, dit transverse, qui est autoadjoint et à résolvante compacte. Cet opérateur peut être
étudié à l’aide de la théorie spectrale des opérateurs autoadjoints. On montre en particulier
que le spectre est discret et que les fonctions transverses forment une base complète orthonor-
male de l’espace des fonctions de carré intégrable dans la section transverse du guide. Cette
propriété nous permet de décomposer les solutions sur les modes, ce qui s’avère très utile
pour étudier les problèmes direct et inverse. En élasticité, les modes satisfont un problème
spectral qui n’est plus associé à un opérateur autoadjoint. Il est cependant possible de montrer
le caractère dénombrable de l’ensemble des modes. Une conséquence parmi d’autres de cette
perte du caractère autoadjoint est que nous ne savons plus justifier la décomposition des
ondes élastiques sur les modes. L’analyse mathématique des problèmes direct et inverse s’en
trouve plus difficile. La propagation des ondes dans les guides fermés a fait l’objet d’un grand
nombre de travaux, permettant une bonne compréhension mathématique [BS94 ; BBL04 ;
Bar+16] et physique [Mar51 ; Lam17] de ces phénomènes.

Par opposition aux guides fermés, nous appellerons guides d’ondes ouverts les guides
ayant une section non bornée dans la direction transverse. C’est par exemple le cas des
structures enfouies ou immergées en mécanique, mais aussi des guides optiques en nano-
photonique. Dans ce cas, la structure est composée d’un cœur, de section bornée dans la
direction transverse, qui guide les ondes dans la direction longitudinale tout en laissant une
partie s’échapper dans le milieu environnant appelé gaine. Ainsi, une partie de l’énergie des
ondes fuit dans le milieu environnant. La description des ondes dans les guides ouverts est
plus complexe que dans les guides fermés. Il existe en général un ensemble fini de modes
confinés dans le cœur, au sens où ils sont exponentiellement décroissants dans la gaine
selon la direction transverse. Ces modes, appelés modes guidés, peuvent être propagatifs ou
évanescents le long de l’axe du guide. Ils correspondent au spectre discret de l’opérateur
transverse. Outre ces modes, il y a aussi des modes de radiation correspondant à un conti-
nuum de nombres d’onde longitudinaux. Ces modes traduisant la fuite de l’énergie dans
le milieu environnant sont oscillants à l’infini dans la direction transverse et propagatifs
ou évanescents dans la direction axiale. D’un point de vue spectral, ils correspondent au
spectre essentiel de l’opérateur transverse. La présence de spectre essentiel rend plus difficile
l’écriture de décompositions modales, il est en effet nécessaire de recourir à des outils avancés
tels que la transformée de Fourier généralisée [Gou10]. Les guides ouverts ont fait l’objet
de plusieurs travaux mathématiques, dont on peut citer [Gou10 ; DGH11] en acoustique,
[NTH15] en élasticité, [Dah01] en interaction fluide-structure et [JP95] en électromagnétisme.

Pour simuler la propagation des ondes dans les guides ouverts perturbés, nous avons
besoin de nous ramener à un domaine borné dans la direction transverse. Une méthode
classique consiste à tronquer la gaine dans la direction transverse avec des Perfectly Matched
Layers (PML) bornées, comme cela est fait dans [Gou10 ; NTH15 ; NT15 ; Gal18 ; Kau18]. Le
domaine de calcul peut alors être vu comme un guide fermé. D’un point de vue spectral,
l’introduction de PML infinies a pour effet de faire pivoter le spectre essentiel dans le plan
complexe, tout en révélant un ensemble dénombrable d’objets initialement non spectraux,
mais physiques, appelés résonances du problème. Ces objets permettent de rendre compte
de la fuite des ondes se propageant dans le cœur vers le milieu environnant. Les PML sont
ensuite tronquées, ce qui a pour conséquence de discrétiser le spectre essentiel auquel on a
appliqué la rotation. D’une certaine façon, les PML ont un rôle atténuant pour les ondes qui
fuient dans la gaine. Cette atténuation est obtenue en introduisant un coefficient complexe
dans les équations du problème. Dans le cas acoustique, il découle de la présence de ce
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coefficient complexe une perte du caractère autoadjoint de l’opérateur transverse, qui reste
néanmoins à résolvante compacte. Nous retrouvons donc un spectre discret, associé à des
fonctions transverses qui ne forment a priori plus une base complète de l’espace des fonctions
de carré intégrable de la section. Elles satisfont cependant des relations de biorthogonalité
permettant d’écrire des décompositions modales formelles. Bien que l’analyse mathématique
des problèmes de diffraction d’ondes dans les guides tronqués transversalement par des PML
n’ait pas encore été abordée, plusieurs études numériques ont déjà été conduites dans ce cas
[Gou10 ; NTH15 ; Gal18] et ont montré la validité de telles décompositions modales.

Problèmes direct et inverse

Il est possible de tirer parti des modes dans les guides d’ondes fermés pour développer des
outils de simulation performants. En acoustique, on peut tronquer le domaine de calcul dans
la direction longitudinale à l’aide d’opérateurs Dirichlet-to-Neumann (DtN), qu’il est possible
d’exprimer sous forme de séries à l’aide des modes [BS94]. En élasticité, cette troncature a été
effectuée dans [BBL10] en introduisant des opérateurs Y-to-X (YtX) et X-to-Y (XtY) définis
à l’aide des modes dans de nouvelles variables. Ces variables, dites X et Y, panachent les
composantes du champ de déplacement et de la contrainte axiale. Pour les guides ouverts
acoustiques tronqués transversalement par des PML finies, une adaptation de l’opérateur
DtN a été proposée dans [Gou10]. Il n’existe cependant pas encore d’analogue pour les guides
ouverts élastiques.

La résolution du problème inverse, qui consiste à retrouver un défaut à partir de la
mesure des champs diffractés, est particulièrement difficile dans les guides d’ondes. En effet,
nous avons vu ci-dessus qu’il existe plusieurs modes à une fréquence donnée. De plus, les
modes sont généralement dispersifs vis-à-vis de la fréquence. Par conséquent, l’interprétation
des signaux issus de mesures de champs diffractés est délicate. Cependant, travailler à
basse fréquence permet d’avoir peu de modes et donc d’identifier un mode particulier dans
les signaux mesurés. Il est alors possible de localiser les défauts en mesurant le temps de
vol, c’est-à-dire la durée séparant l’émission d’un paquet d’onde par un transducteur et la
réception du paquet d’onde réfléchi par un défaut. Cette méthode très simple nécessite de
connaître la vitesse de groupe de l’onde émise et ne permet pas de caractériser le défaut.
Du point de vue des mathématiques, deux grandes classes de méthodes de contrôle plus
précises existent : les méthodes itératives et les méthodes de type échantillonnage. Les
méthodes itératives consistent à optimiser la forme des défauts recherchés par itérations
successives. Ces méthodes, dont le principe général est détaillé dans [CKK98, Chapitre 5
- section 4], permettent de caractériser de façon quantitative les défauts. Elles requièrent
cependant la résolution du problème direct à chaque itération, ce qui se traduit en pratique
par l’inversion d’un système linéaire de grande taille. De plus, elles supposent a priori
connues les propriétés du défaut, par exemple le type de condition aux limites sur le bord
du défaut si celui-ci est non pénétrable. Les méthodes d’échantillonnage permettent quant
à elles de reconstruire la forme des défauts, on parle alors de méthodes qualitatives. Elles
sont basées sur la résolution d’un système linéaire de petite taille en chacun des points
d’une grille d’échantillonnage qui recouvre la zone inspectée. De plus, elles ne nécessitent
pas de connaissance a priori sur la nature des défauts recherchés, ce qui est un atout en
pratique. Elles ont cependant l’inconvénient de reposer sur un grand nombre de données.
Une des méthodes d’échantillonnage les plus connues est la Linear Sampling Method (LSM)
introduite par l’article fondateur [CK96] et dont la justification a été complétée par [Are03].
Cette méthode d’imagerie a par la suite été améliorée avec la méthode de factorisation [Kir98],
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permettant une identification totalement justifiée des défauts. Divers exemples d’applications
de la méthode de factorisation sont donnés dans [CC05]. Une dernière amélioration de la
LSM a été proposée par [AH14] avec le développement de la Generalized Sampling Method
(GLSM). Récemment, une nouvelle méthode d’échantillonnage appelée Direct Sampling
Method (DSM) a été introduite par [IJZ12] et a fait l’objet d’un nombre important de travaux
[Liu17 ; HK19 ; Men21]. Elle a l’avantage de ne pas nécessiter la résolution d’un système
linéaire en chacun des points de la grille d’échantillonnage, mais a un cadre de validité
restreint par rapport à la LSM et ses variantes.

En ce qui concerne plus particulièrement le contrôle des guides d’ondes enfouis, il a été
abordé à notre connaissance pour la première fois dans [Pav98], au sujet des tendons en acier
rigidifiant certains ponts en béton. La méthode développée reposait sur une mesure de temps
de vol. Des travaux expérimentaux ont par la suite permis l’identification de défauts dans
des tuyaux enfouis ou immergés [NK02 ; Ros+09 ; LLC15]. Plus récemment, une méthode
de type gradient topologique a été proposée dans [Gal18] pour localiser et caractériser des
défauts dans des guides élastiques partiellement enfouis. Dans le contexte de l’industrie
nucléaire, il a été prouvé dans [Kau+19b] qu’il est possible d’inspecter une plaque élastique
immergée séparée de la cuve du réacteur par une couche de liquide de refroidissement, à
partir de l’émission et de la réception d’ondes au niveau de la paroi extérieure de la cuve.

Objectifs et structure du manuscrit

L’objectif de ce travail de thèse est de tenter d’obtenir de nouveaux résultats d’imagerie
pour des guides d’ondes élastiques partiellement enfouis en adaptant la LSM à ce contexte.
Nous chercherons à localiser et à caractériser des défauts dans la partie inaccessible de
la structure à partir de mesures de champs diffractés effectuées au niveau de la partie
accessible de la structure. Pour atteindre cet objectif, nous allons passer par trois étapes, dont
chacune correspondra à une partie du manuscrit. Chacune de ces étapes nous rapprochera
progressivement, du point de vue de la modélisation, d’une configuration réaliste.

Remarque I0.1 (Important) Les trois parties sont rédigées de sorte à pouvoir être lues de façon
indépendante. Cependant, le lecteur désireux de comprendre les détails de ce travail ainsi que les
références croisées entre les parties est encouragé à lire les trois parties successivement.

Nous avons mentionné plus haut la troncature des guides ouverts dans la direction
transverse par des PML finies. Un guide partiellement enfoui peut alors être traité comme
la jonction de deux guides fermés, dont la propagation des ondes est dans l’un des guides
régie par une équation impliquant des coefficients complexes liés à la présence des PML. Ce
constat nous amène à commencer par traiter dans la Partie I, le cas plus simple de la jonction
de deux guides acoustiques fermés. Pour ce cas simple, nous proposerons une démarche
de résolution du problème inverse adaptée aux jonctions de guides d’ondes fermés. Elle
reposera d’une part sur l’introduction des champs de référence, qui sont les réponses de la
structure totale sans défaut à un mode provenant d’un des deux demi-guides, et d’autre
part sur l’utilisation de la relation de réciprocité de la fonction de Green de la structure
sans défaut. Dans ce cas simple, nous tirerons parti de la complétude des modes des deux
demi-guides pour analyser les problèmes direct et inverse. Ce travail a fait l’objet de la
publication [BFR21]. Dans la Partie II, nous traiterons le cas d’un guide d’onde acoustique
partiellement enfoui. Cette modélisation revient à limiter l’étude aux ondes Shear Horizontal
(SH). La perte de complétude des modes dans le demi-guide tronqué transversalement avec
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Introduction générale

des PML nous amènera à étudier le problème direct à l’aide de la théorie de Kondratiev.
Cette étude a fait l’objet de l’article [Bou+23]. Les outils introduits dans la première partie
seront ensuite adaptés pour résoudre le problème inverse. Cette adaptation de la méthode
d’imagerie a été publiée dans [BFR22]. Avec la Partie III de ce manuscrit, nous aborderons
le cas plus réaliste, mais plus complexe, d’un guide élastique partiellement immergé dans
un fluide. La complexité viendra d’une part des difficultés liées au traitement des équations
de l’élasticité mentionnées plus haut, mais aussi de la prise en compte du couplage avec le
fluide. Cette dernière partie, qui est la plus longue de ce manuscrit, comportera donc moins
de justifications mathématiques que les deux premières. Nous développerons des outils de
simulation particulièrement adaptés à ce contexte difficile et étendrons les outils développés
précédemment pour résoudre le problème inverse.

Les trois parties du manuscrit suivront un même découpage en trois chapitres. Un premier
chapitre sera consacré à l’étude modale des demi-guides composant la jonction. Cette étude
permettra de mieux comprendre les phénomènes de propagation d’ondes et sera essentielle
en vue de résoudre les problèmes direct et inverse. Un second chapitre sera dédié à l’étude
du problème direct et au développement d’outils de simulation numérique. Une troncature
du domaine de calcul dans la direction longitudinale sera effectuée à l’aide d’opérateurs de
type Dirichlet-to-Neumann et le problème sera discrétisé par éléments finis. Un troisième
chapitre aura pour objectif de proposer une formulation modale de la LSM. La méthode
d’imagerie sera testée à l’aide de données synthétisées en résolvant le problème direct.

Remarque I0.2 Tous les résultats numériques présentés dans ce manuscrit ont été obtenus avec la
librairie XLiFE++ [Cha+22]. Cette librairie développée au sein de l’équipe POEMS en C++ permet
de réaliser des calculs FEM-BEM (éléments finis, équations intégrales et les deux couplés).
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Première partie

Ondes acoustiques dans une jonction de
guides fermés
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Introduction de la première partie

Dans cette première partie du mémoire, nous allons nous intéresser au cas de la jonction de
guides acoustiques fermés, c’est-à-dire dont la section transverse est bornée. L’étude de ce cas
simple nous permettra de rappeler des notions et outils nécessaires à l’étude mathématique et
à la simulation de la propagation d’ondes acoustiques dans les guides d’ondes, mais aussi de
développer une méthodologie d’imagerie reposant sur une formulation modale de la Linear
Sampling Method. Cette étude constitue la première étape vers le traitement du cas réaliste,
mais beaucoup plus complexe, des guides d’ondes élastiques partiellement immergés. Les
travaux qui sont développés ici reprennent en grande partie ceux présentés dans [BFR21].

Pour introduire cette partie, commençons par rappeler le modèle acoustique que nous
allons utiliser. On considère un fluide parfait, c’est-à-dire non visqueux, compressible et
homogène de densité ρf et de premier coefficient de Lamé λf (le second coefficient de Lamé
µf correspondant aux phénomènes de cisaillement est nul pour un fluide). Le son se propage
dans ce milieu à la vitesse cf :=

√
λf/ρf . On suppose que ce fluide est situé entre deux plaques

rigides parallèles, il occupe alors le domaine W := R×Σ, où Σ := (−h0, h0) est appelé section
du guide et h0 > 0 sa demi-épaisseur. Les coordonnées d’un point x du domaine occupé par
le fluide dans un système de coordonnées cartésiennes sont notées x = (x1, x2), où x1 ∈ R sera
appelée dans la suite du mémoire variable axiale ou longitudinale, et x2 ∈ (−h0, h0) variable
transverse. On note enfin le bord du guide Γ := ∂W .

x1

x2

Σ

Ω

Γ

Γ

ρf , cf

Figure I1.1: Géométrie d’un guide fermé 2D.

Une représentation de la géométrie 2D est proposée Figure I1.1. La propagation des
ondes acoustiques peut être décrite par plusieurs quantités physiques telles que le champ de
pression ou la vitesse du fluide. Nous faisons cependant le choix de faire cette description à
l’aide du potentiel des vitesses ϕ̌, pour une raison qui sera expliquée dans la troisième partie
de ce mémoire. Le potentiel est gouverné en régime temporel par l’équation des ondes :

1

c2
f

∂2ϕ̌

∂t2
−∆ϕ̌ = 0, (x, t) ∈ W × R+, (I1.1)

où ∆ := ∂2
x1

+ ∂2
x2

est l’opérateur Laplacien en coordonnées cartésiennes. On s’intéresse aux
solutions harmoniques de l’équation des ondes, c’est-à-dire aux solutions s’écrivant sous la
forme :

ϕ̌(x, t) = <e
(
ϕ(x)e−iωt

)
, (I1.2)

pour une pulsation angulaire ω réelle donnée. Injecter cette expression dans (I1.1) nous
conduit à considérer l’équation de Helmholtz :

∆ϕ+ k2
f ϕ = 0, x ∈ W, (I1.3)

où kf := ω/cf est le nombre d’onde dans le fluide. Nous choisissons enfin d’imposer au
niveau des deux plaques horizontales une condition de type Neumann homogène ∂x2ϕ = 0
traduisant un bord rigide.
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Remarque I1.1 Précisons à ce stade que le modèle acoustique retenu permet aussi de décrire la
propagation d’ondes élastiques scalaires appelées ondes SH dans des plaques. Nous définirons
rigoureusement ces ondes dans la troisième partie du manuscrit en partant des équations de
l’élasticité.

Maintenant que le modèle retenu pour décrire la propagation des ondes acoustiques est
présenté, donnons le déroulé de cette partie. Le premier chapitre introduira, pour un guide
fermé rectiligne, des solutions particulières de l’équation de Helmholtz homogène appelées
modes. Ces solutions particulières seront d’une grande utilité pour comprendre comment se
propagent les ondes dans des structures de type guides d’ondes, mais aussi pour développer
des outils de simulation et proposer une méthode d’imagerie. Une fois cette analyse faite, un
deuxième chapitre abordera l’étude des problèmes de diffraction dans des jonctions de deux
guides fermés, aussi bien d’un point de vue théorique que numérique. Nous nous attacherons
en particulier à montrer que les problèmes de diffraction considérés sont bien posés au sens
d’Hadamard. Cette étude reposera en grande partie sur les modes des deux demi-guides
introduits précédemment. Nous nous appuierons enfin sur ces deux premiers chapitres pour
proposer dans un dernier chapitre une formulation modale de la Linear Sampling Method
qui sera testée avec des données synthétisées numériquement.
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Chapitre 1

Analyse modale dans les guides
acoustiques fermés
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Comme leur nom l’indique, les guides d’ondes sont des structures qui peuvent guider,
par le moyen de réflexions multiples sur le bord de la structure, des ondes sur de longues
distances. Cette propagation sur de plus ou moins longues distances peut être étudiée et
décrite à l’aide d’objets appelés modes du guide. Ce sont des solutions harmoniques et à
variables séparées de l’équation aux dérivées partielles homogène régissant la propagation
des ondes. La séparation des variables est motivée par l’invariance des constantes du milieu
(λf , ρf) dans la direction axiale du guide. Leur étude mathématique fait appel à des outils
de théorie spectrale. Pour l’équation de Helmholtz à coefficients réels posée dans un guide
fermé, nous pouvons conduire une étude très complète des modes existant à l’aide de la
théorie spectrale des opérateurs autoadjoints. Cette étude mathématique est importante, car
elle permet de justifier un certain nombre d’outils et de techniques nécessaires à l’analyse
et à la simulation du problème direct, mais aussi à la résolution du problème inverse qui
seront abordés dans les deux prochains chapitres. Bien que cette étude modale soit classique,
nous allons en rappeler les principaux éléments afin de pouvoir discuter les difficultés
supplémentaires que nous rencontrerons lorsque nous conduirons l’analyse modale des
guides enfouis ou immergés.

1.1 Définition des modes

Commençons d’emblée cette section en donnant la définition des modes.
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Chapitre 1. Analyse modale dans les guides acoustiques fermés

Définition 1.1

On appelle mode, une solution à variables séparées s’écrivant ϕ(x1, x2) = ψ(x1)ϕ(x2) du
problème de Helmholtz homogène :{

−∆ϕ− k2
f ϕ = 0 dans Ω

∂x2ϕ = 0 sur Γ.
(1.1)

On peut montrer facilement en injectant l’expression à variables séparées dans (1.1), qu’il
existe un nombre complexe λ appelé nombre d’onde longitudinal ou axial tel queψ(x1) = eλx1 ,
et une fonction non nulle ϕ appelée fonction transverse satisfaisant le problème :{

−d2
x2
ϕ− k2

fϕ = λ2ϕ dans Σ
dx2ϕ = 0 sur ∂Σ.

Remarque 1.2 Dans la littérature relative aux ondes guidées, le nombre d’onde longitudinal
d’un mode correspond généralement au nombre complexe λ satisfaisant ψ(x1) = eiλx1 . Dans ce
travail, nous faisons néanmoins le choix de définir le nombre d’onde longitudinal λ à un facteur i
près pour des raisons qui apparaîtront dans la Partie II.

Dans le cas d’un guide à coefficients constants, on peut voir par le calcul qu’il existe un
ensemble dénombrable de modes, dont les nombres d’onde longitudinaux et les fonctions
transverses sont donnés explicitement par :

λ2
n =

( nπ
2h0

)2

− k2
f , ∀n ∈ N, (1.2)

et :
ϕ0(x2) =

1√
2h0

, ϕn(x2) =
1√
h0

cos
( nπ

2h0

(x2 + h0)
)
, n ≥ 1.

Pour étudier rigoureusement ce problème aux valeurs propres, on introduit l’opérateur L de
L2(Σ) défini par :

Lϕ := −d2
x2
ϕ− k2

fϕ,

pour ϕ ∈ D(L) = {ψ ∈ H2(Σ) | dx2ψ = 0 sur ∂Σ}. On a le résultat très classique suivant.

Lemme 1.3

L’opérateur L est autoadjoint à résolvante compacte.

Le théorème spectral pour les opérateurs autoadjoints à résolvante compacte (voir le
Théorème B.4) nous permet alors d’énoncer le résultat suivant.

Théorème 1.4

Le spectre de L est discret, constitué d’une suite de valeurs propres (ξn)n∈N réelles, supé-
rieures à−k2

f et qui tend vers +∞. Les valeurs propres sont simples, et il existe une famille
de fonctions propres notée (ϕn)n∈N formant une base orthonormale complète de L2(Σ).

Puisque les fonctions propres forment une famille orthonormale de L2(Σ), elles satisfont
la relation d’orthogonalité : (ϕn,ϕm)L2(Σ) = δnm pour (n,m) ∈ N2. On déduit de cette analyse
qu’il existe une famille dénombrable de modes, dont les nombres d’ondes longitudinaux λ
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1.2. Sur la racine carrée complexe

sont reliés aux valeurs propres de L par la relation λ2 = ξ. À ce stade, il est nécessaire de
s’arrêter sur la définition de la fonction racine carrée que nous allons utiliser pour donner une
expression de λ en fonction de ξ. En effet, comme ξ0 = −k2

f < 0, il existe donc deux nombres
complexes ±ikf dont le carré est égal à ξ0. La fonction racine carrée usuelle n’est donc pas
adaptée : d’une part, car elle n’est pas définie sur R−, d’autre part, car comme toutes les
fonctions elle associe à chaque élément de son ensemble de départ un unique élément dans
son ensemble d’arrivée. Nous allons voir que le premier point peut être résolu en choisissant
ce qui est appelé en analyse complexe une détermination de la racine carrée adaptée, et que le
second point peut être levé avec la notion de fonction multivaluée.

1.2 Sur la racine carrée complexe

Il est possible de définir une infinité de représentations de la racine carrée, appelées aussi
déterminations de la racine carrée, en introduisant la notion de coupure.

Définition 1.5

Soit α ∈ CF, on définit la fonction αR+√· pour tout z ∈ C\(αR+) par :

αR+√
z :=

√
|z|ei argαR+ (z)/2, θ − 2π < argαR+(z) < θ,

où θ est l’argument du nombre complexe α dans ]0, 2π] et
√
· représentera la racine carrée

réelle.

La fonction αR+√· est définie et holomorphe dans le plan complexe privé de la demi-droite
αR+ appelée coupure, où elle n’est en particulier pas continue. En se donnant deux suites
(z1
n)n≥1 et (z2

n)n≥1 de points symétriques par rapport à la coupure et convergeant vers le même
point z sur la coupure, on remarque que les deux suites images par la fonction αR+√· ont des
limites distinctes. Pour s’en convaincre, on peut prendre par exemple pour coupure −R+.

Considérons z ∈ R−\{0} et les suites définies pour n > 0 par z1
n := z − i

n
et z2

n := z +
i

n
.

On a alors dans ce cas lim
n→∞

−R+
√
z1
n = −i

√
|z| qui est différent de lim

n→∞
−R+
√
z2
n = i

√
|z|. Il est

néanmoins important de souligner que ces difficultés sont purement techniques. Il est en
effet possible de construire une fonction multivaluée, dont le graphe est une variété complexe
de dimension un ne présentant plus de coupure, qu’on appelle surface de Riemann. Même si la
définition théorique de cet ensemble dépasse le cadre de ce travail (voir par exemple [Weg12]
pour cela), nous nous proposons de le construire à la main pour en transmettre l’intuition.

Construction de la surface de Riemann de la racine carrée

Pour fixer les idées, prenons α = −1, c’est-à-dire R−\{0} pour coupure. Notons f1 la
fonction −R+√· définie ci-dessus, et f2 son pendant en choisissant cette fois θ < arg−R+(z) <
θ + 2π. Les domaines de départ et d’arrivée des deux fonctions sont représentés sur la
Figure 1.1. Pour construire la surface de Riemann, on "colle" les demi-droites L+

1 et L−2 ainsi
que les demi-droites L+

2 et L−1 . On a ainsi défini une superposition de deux plans complexes,
appelés feuillets de Riemann, qui ne présente plus de coupure, et sur laquelle on a défini une
fonction racine carrée continue, et même partout holomorphe sauf en 0. Cette surface est
représentée sur la Figure 1.2. En réalité, nous avons réalisé un prolongement holomorphe
des fonctions f1 et f2 au travers de la coupure. Nous reviendrons dans la seconde partie du
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mémoire sur ce type de construction.

<e(z)

=m(z)

L−1

L+
1 •• <e(z1)

=m(z1)

•

•

<e(z)

=m(z)

L−2

L+
2 •• <e(z2)

=m(z2)

•

•

z1 = f1(z)

z = z2
1

z2 = f2(z)

z = z2
2

Figure 1.1: Deux feuillets de la surface de Riemann de la racine carrée.
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Figure 1.2: Représentation d’une surface de Riemann pour la racine carrée.
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1.3 Étude et classification des modes

Puisque la racine carrée est une fonction bivaluée, l’équation λ2 = ξ a deux solutions,
une sur chacun des deux feuillets de la surface de Riemann introduite ci-dessus, et qui
correspondent à deux modes différents. Faisons désormais l’hypothèse suivante sur kf .

Hypothèse 1.6

Le nombre kf est tel que kf 6=
nπ

2h0

, ∀n ∈ N. On dit alors que la fréquence angulaire associée

ω n’est pas une fréquence de coupure.

Sous cette hypothèse, ξn 6= 0, ∀n ∈ N. Notons alors Np ∈ NF le nombre de valeurs ξn
strictement négatives. L’équation λ2 = ξn a deux solutions ±λn où :

λn := − iR+
√
ξn , ∀n ∈ N. (1.3)

Commentons cette expression. Premièrement, le choix de la détermination d’une coupure
sur l’axe iR+ permet de traiter toutes les valeurs propres de L simultanément. Précisons
cependant que nous aurions très bien pu aussi prendre une coupure sur l’axe −iR+ ou toute
autre coupure différente de ±R+. Deuxièmement, chaque valeur propre ξn de L permet de
définir deux modes ϕn,±(x1, x2) := ϕn(x2)e±λnx1 . Avec la détermination choisie pour la racine
carrée, nous avons =m(λn) ≥ 0, ∀n ∈ N. On a donc λn ∈ iR+\{0} pour 0 ≤ n < Np, et alors
le mode ϕn,+, respectivement ϕn,−, se propage sans atténuation vers la droite, respectivement
vers la gauche. On dit que ces modes sont propagatifs. Pour n ≥ Np, on a en revanche λn ∈ R−,
et le mode ϕn,+, respectivement ϕn,−, est alors exponentiellement décroissant vers la droite,
respectivement vers la gauche. Ces modes sont dits évanescents. Un exemple de spectre est
représenté Figure 1.3.

=m(λ)

<e(λ)

••
•

••
•

Figure 1.3: Exemple de représentation des nombres d’onde longitudinaux ±λn dans le plan
complexe. Ronds rouges : modes propagatifs, carrés bleus : modes évanescents.

Remarque 1.7 Le sens de propagation des modes propagatifs est donné pour la convention de
dépendance harmonique en temps choisie en (I1.2). En effet, pour λ ∈ C tel que =m(λ) > 0, une
onde proportionnelle à e−λx1−iωt (respectivement eλx1−iωt) correspond sous cette convention à une
onde progressive se déplaçant vers la gauche (respectivement vers la droite).
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1.4 Sens de propagation des modes propagatifs

Nous venons d’expliquer que le caractère propagatif des modes et leur direction de
propagation, le cas échéant, étaient déterminés par les parties réelles et imaginaires de
leur nombre d’onde longitudinal. Dans ce cas simple, cette discussion est physiquement
suffisante. Dans des cas plus complexes comme celui de l’élasticité que nous traiterons dans
la Partie III de ce mémoire, cette analyse n’est en revanche plus suffisante. Afin de déterminer
rigoureusement le sens de propagation physique d’une onde, et en particulier d’un mode,
nous définissons trois quantités bien connues en physique ondulatoire : la vitesse de phase, la
vitesse de groupe et la vitesse d’énergie.

Vitesse de phase

La vitesse de phase définie par vp := ω/=m(λ) donne la vitesse d’une onde monochroma-
tique de nombre d’onde λ et de pulsation angulaire ω. Pour un mode propagatif, sa vitesse de
phase est donnée par :

vp
n,± =

ω

=m(±λn)
= ± ω

−iR+

√
k2

f −
(
nπ
2h0

)2
.

Vitesse de groupe

La vitesse de groupe définie par vg := ∂ω/∂=m(λ) donne la vitesse d’un paquet d’onde
composé d’ondes monochromatiques ayant un nombre d’onde proche de λ et dans une plage
de fréquences proches de ω. Pour un mode propagatif, on obtient sa vitesse de groupe en
différenciant (1.2) par rapport à ω :

vg
n,± =

∂ω

∂=m(±λn)
=

c2
f

vp
n,±

.

Avec ces deux définitions, on voit pour 0 ≤ n < Np que les vitesses de phase et de groupe
sont positives (respectivement négatives) pour le mode ϕn,+ (respectivement ϕn,−). Ainsi, les
modes propagatifs se propagent vers la gauche quand =m(λ) < 0 et vers la droite quand
=m(λ) > 0. Généralement, on s’intéresse davantage à la vitesse de groupe qu’à la vitesse de
phase pour déterminer le sens de propagation d’une onde. En effet, on génère en pratique un
paquet d’onde d’extension finie dans le domaine temporel, mais d’extension infinie dans le
domaine fréquentiel.

Vitesse d’énergie

La vitesse d’énergie correspond à la vitesse de propagation de l’énergie d’une onde. Elle
peut donner une information complémentaire sur la propagation des ondes, et en particulier
des modes. Pour la définir, on introduit d’abord le flux d’énergie rayonné par un mode à
travers une section Σa = {a} × Σ, a ∈ R, du guide :

Ja :=
ρfω

2
=m
(∫

Σa

ϕ̄∂x1ϕdx2

)
,

puis l’énergie acoustique moyenne dans la section :

Ea :=
ρfc

2
f

2

∫
Σa

|ϕ|2dx2.
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Pour un mode propagatif, on peut montrer facilement que ces quantités ne dépendent pas de
l’abscisse a de la section choisie. La vitesse d’énergie est donnée par ve := J/E . Pour un mode
propagatif, elle admet pour expression :

ve
n,± =

c2
f

vp
n,±

= vg
n,±.

Autrement dit, dans un guide acoustique fermé homogène, l’énergie se propage à la même
vitesse et dans la même direction que le paquet d’onde associé.

1.5 Courbes de dispersion

Du point de vue de l’ingénieur, il est très intéressant de connaître les courbes de dispersion,
c’est-à-dire les courbes ω → vp

n,+(ω) et ω → vg
n,+(ω). Elles permettent d’interpréter les signaux

mesurés, mais aussi de choisir les plages de fréquences utilisées selon l’application visée.
Les courbes de dispersion associées aux deuxième et troisième modes sont représentées sur
la Figure 1.4. Celle du premier mode est une courbe constante satisfaisant vp

0,+ = vg
0,+ = cf .

ω

cf

πcf
2h0

πcf
h0

vp
1,+(ω) vp

2,+(ω)

vg
1,+(ω) vg

2,+(ω)

vp
0,+=vg

0,+

Figure 1.4: Représentation des courbes de dispersion pour les deuxième et troisième modes
propagatifs.

Mentionnons aussi que le premier mode existe à toutes les fréquences avec des conditions
de Neumann sur le bord. En revanche, on s’aperçoit sur la figure qu’un nouveau mode
propagatif apparaît chaque fois que la fréquence dépasse une fréquence de coupure. En effet,
pour un mode indexé par n fixé, dépasser la fréquence de coupure associée va le faire passer
d’un mode évanescent à propagatif. Ce phénomène se comprend analytiquement avec le
changement de signe de la valeur propre ξn associée. Ainsi, augmenter la fréquence va nous
permettre d’augmenter le nombre de modes propagatifs qui peuvent exister dans la structure.
Nous verrons dans le chapitre 3 que cela permettra d’augmenter la quantité d’information à
disposition pour imager en champ lointain. Les courbes de dispersion renseignent aussi sur
le caractère dispersif des modes. On dit qu’un mode est non dispersif s’il existe une relation
de dispersion linéaire reliant le nombre d’onde λ et la fréquence ω. Il est dispersif dans le cas
contraire. Dans notre cas, les modes sont dispersifs à basse fréquence, mais ils tendent vers
un comportement non dispersif lorsque la fréquence augmente. Ce phénomène se traduit par
la convergence haute fréquence des vitesses de groupe et de phase vers la vitesse constante cf .
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Chapitre 2

Problème direct dans les jonctions de
guides acoustiques fermés
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La modélisation et la simulation numérique en acoustique, et en particulier dans les
guides d’ondes fermés, fait encore l’objet d’un certain nombre de développements. La plupart
d’entre eux reposent sur les modes, et visent à proposer des méthodes de calcul performantes
et adaptées à des configurations toujours plus complexes. Par exemple, le cas des guides
d’ondes à section variable a été abordé dans [MMP14; MMF14] ; celui des guides avec des
conditions d’impédance imposées sur un support compact dans [FMM15] ; le cas des guides
d’ondes périodiques avec [FJL21 ; FJ16] ; et le cas des milieux anisotropes dans [Ton15].
On peut enfin citer [DL11] où une méthode originale est proposée pour pallier la perte
du caractère creux des matrices éléments finis induite par un certain nombre de méthodes
modales classiques. Le cas de la jonction de guides fermés a fait l’objet d’un nombre important
de travaux dans la communauté de la modélisation pour l’électronique. En particulier, des
techniques de raccordement modal appelées aussi mode-matching, ont été développées pour
la nanophotonique ou l’électronique. Pour ces travaux, nous pouvons citer par exemple
[Ele+94 ; Sud93 ; DG18 ; Mol+14]. Nous pouvons aussi citer [Til01] qui comporte une analyse
mathématique rigoureuse de cette technique dans un contexte plus complexe de guide fermé
débouchant sur un demi-espace. Dans ce chapitre, nous allons présenter simplement les
éléments principaux de l’analyse des problèmes de diffraction dans les jonctions de deux
guides fermés.

2.1 Jonction de deux guides fermés

On considère une jonction de deux demi-guides droits de même axe, de section Σ− :=
(−h−, h−) pour le demi-guide gauche et Σ+ := (−h+, h+) pour le demi-guide droit. Pour
simplifier la présentation, nous ne considérons que le cas Σ− ⊂ Σ+, ce qui revient à supposer
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que 0 < h− < h+. Le demi-guide gauche, respectivement droit, est noté Ω− := (−∞, 0)× Σ−,
respectivement Ω+ := (0,+∞)× Σ+. Les sections de contact sont notées Σ0± := {0} × Σ± et
la structure totale Ω := Ω− ∪ Σ0− ∪ Ω+. Le bord de la structure est enfin noté Γ := ∂Ω et sa
normale unitaire sortante n. Le potentiel des vitesses dans la jonction Ω est gouverné par
l’équation de Helmholtz :

∆ϕ+ η2k2
f ϕ = 0, x ∈ Ω,

où η est un indice de réfraction constant par morceaux défini par :

η(x1, x2) :=

{
1 si x1 < 0

nr si x1 > 0,

avec nr > 0. Les nombres d’onde à gauche et à droite sont notés κ− := kf et κ+ := nrkf .
La structure considérée présente ainsi un changement abrupt de section en x1 = 0, et de
matériau lorsque nr 6= 1. Le bord de la structure est supposé rigide, on y impose donc une
condition de Neumann homogène. Une illustration d’une telle configuration est proposée
Figure 2.1.

x1

x2

Σ0− Σ0+Σ− Σ+Ω−, κ− Ω+, κ+

Γ

Γ

Figure 2.1: Exemple de jonction de deux guides fermés.

Les modes sont notés ϕ̃n,±(x1, x2) = ϕ̃n(x2)e±λ̃nx1 à gauche et ϕn,±(x1, x2) = ϕn(x2)e±λnx1

à droite, pour n ∈ N. Ils sont donnés par les solutions des problèmes aux valeurs propres :{
−d2

x2
ϕ̃n − κ2

−ϕ̃n = λ̃2
nϕ̃n dans Σ−

dx2ϕ̃n = 0 sur ∂Σ−,

{
−d2

x2
ϕn − κ2

+ϕn = λ2
nϕn dans Σ+

dx2ϕn = 0 sur ∂Σ+.

Le nombre de modes propagatifs à gauche (respectivement droite), est noté Ñp (respecti-
vement Np). Dans les sections suivantes, nous allons aborder dans un premier temps la
diffraction d’un mode incident provenant de la gauche ou de la droite par la jonction sans
défaut, puis dans un second temps par la structure avec un défaut.

2.2 Réponse de la structure sans défaut à un mode

On commence par définir la notion de champ de référence qui sera par la suite un outil
important dans la méthode d’imagerie proposée. Pour cela, on introduit préalablement pour
tout n ∈ N, l’extension à droite (respectivement à gauche) par 0 du mode ϕ̃n,+ (respectivement
ϕn,−). Ces extensions notées ϕ0

n,+ (respectivement ϕ0
n,−) s’écrivent donc :

ϕ0
n,+(x) :=

{
ϕ̃n,+(x) si x ∈ Ω−

0 si x ∈ Ω+,
et ϕ0

n,−(x) :=

{
0 si x ∈ Ω−

ϕn,−(x) si x ∈ Ω+.
(2.1)
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Définition 2.1

On appelle champ de référence gauche (respectivement droit), la réponse en champ total
de la structure sans défaut à un mode provenant du demi-guide gauche (respectivement
droit). Plus précisément, pour n ∈ N, le champ de référence gauche noté ϕr

n,+ est solution
du problème :

Trouver ϕr
n,+ ∈ H1

loc(Ω) tel que
∆ϕr

n,+ + η2k2
f ϕ

r
n,+ = 0 dans Ω

∂nϕ
r
n,+ = 0 sur Γ

ϕr
n,+ − ϕ0

n,+ est sortant,
(2.2)

et le champ de référence droit noté ϕr
n,− est solution du problème :

Trouver ϕr
n,− ∈ H1

loc(Ω) tel que
∆ϕr

n,− + η2k2
f ϕ

r
n,− = 0 dans Ω

∂nϕ
r
n,− = 0 sur Γ

ϕr
n,− − ϕ0

n,− est sortant.
(2.3)

Remarque 2.2 Dans cette définition, le champ ϕ0
n,± joue le rôle de champ incident pour le champ

total ϕr
n,± et ϕr

n,± − ϕ0
n,± est alors un champ diffracté.

La condition d’onde sortante, aussi appelée condition de radiation, sélectionne la solution
dont le champ diffracté se propage de la jonction vers l’infini. Dans l’espace libre, on peut
utiliser la condition de radiation de Sommerfeld en 2D :

√
r
(
∂rϕ− ikfϕ

)
−−−−→
r→+∞

0, r := |x|,

dont une revue est proposée dans [Sch92]. Cette condition n’est cependant pas adaptée aux
guides d’ondes. La solution sortante peut être en revanche sélectionnée à l’aide du processus
d’absorption limite justifié pour les guides d’ondes acoustiques fermés dans [SU19], qui
équivaut à la condition modale suivante : il existe R > 0 et des coefficients (a±n )n∈N complexes
tels que :

ϕ(x1, x2) =


∑
n∈N

a−n ϕ̃n,−(x1, x2), x1 ≤ −R∑
n∈N

a+
nϕn,+(x1, x2), x1 ≥ R.

(2.4)

Autrement dit, une onde est sortante si le champ acoustique peut se décomposer de part et
d’autre de la jonction sur les modes qui se propagent ou décroissent vers l’infini. La question
qui se pose alors est de savoir comment imposer en pratique cette condition de radiation
modale.

2.2.1 Prise en compte de la condition de radiation par un opérateur DtN

Pour prendre en compte la condition de radiation (2.4), nous allons introduire des opéra-
teurs Dirichlet-to-Neumann (DtN) que nous définissons pour un réel R > 0 sur les sections
Σ−R := {−R} × Σ− et ΣR := {R} × Σ+.
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Définition 2.3

Soit R > 0, on appelle opérateur DtN à gauche l’opérateur T− : H
1
2 (Σ−R) → H̃−

1
2 (Σ−R)

défini pour ϕ ∈ H
1
2 (Σ−R) par :

T−ϕ :=
∑
n∈N

λ̃n(ϕ, ϕ̃n)L2(Σ−R)ϕ̃n,

et opérateur DtN à droite l’opérateur T+ : H
1
2 (ΣR)→ H̃−

1
2 (ΣR) défini pour ϕ ∈ H

1
2 (ΣR) par :

T+ϕ :=
∑
n∈N

λn(ϕ,ϕn)L2(ΣR)ϕn.

La condition de radiation (2.4) est alors équivalente à :

∂x1ϕ =

{
−T−ϕ sur Σ−R

T+ϕ sur ΣR.
(2.5)

Le passage de la condition de radiation (2.4) à (2.5) sera soigneusement justifié pour le cas
moins classique développé dans la seconde partie du manuscrit. Mentionnons juste à ce stade
que cette équivalence entre les deux conditions de radiation nécessite la complétude des
modes. On est alors en mesure de montrer le résultat suivant.

Lemme 2.4

Pour tout n ∈ N, les problèmes (2.2) et (2.3) sont bien posés.

Démonstration. Soit n ∈ N, nous n’allons montrer le résultat que pour (2.2), le second se
traitant de façon analogue. On note pour commencer ΩR,− := (−R, 0)× Σ−, ΩR,+ := (0, R)×
Σ+, ΩR := ΩR,− ∪ Σ0− ∪ ΩR,+, mais aussi ΓR := ∂ΩR\(Σ−R ∪ ΣR). À l’aide de la condition
de radiation (2.5), on montre que (2.2) est équivalent au problème suivant posé dans un
domaine borné :

Trouver ϕr
n,+ ∈ H1(ΩR) tel que

∆ϕr
n,+ + η2k2

f ϕ
r
n,+ = 0 dans ΩR

∂nϕ
r
n,+ = 0 sur ΓR

−∂x1ϕ
r
n,+ = T−ϕr

n,+ − 2λ̃nϕ̃n,+ sur Σ−R
∂x1ϕ

r
n,+ = T+ϕr

n,+ sur ΣR.

(2.6)

Les deux dernières équations de (2.6) s’obtiennent en écrivant la décomposition modale (2.4)
pour le champ diffracté ϕr

n,+ − ϕ0
n,+, en exprimant ensuite ses coefficients modaux (a±n )n∈N

à l’aide de sa trace de Dirichlet sur les sections Σ−R et ΣR et en calculant enfin la dérivée
partielle selon l’axe du guide de l’expression obtenue. On montre aisément que (2.6) admet
la formulation variationnelle suivante :

Trouver ϕr
n,+ ∈ H1(ΩR) tel que

aDtN(ϕr
n,+, ψ) = `(ψ), ∀ψ ∈ H1(ΩR), (2.7)

où :

aDtN(ϕ, ψ) :=

∫
ΩR

(∇ϕ·∇ψ̄−η2k2
f ϕψ̄)dx−

〈
T−ϕ, ψ̄

〉
H̃−

1
2 (Σ−R),H

1
2 (Σ−R)

−
〈
T+ϕ, ψ̄

〉
H̃−

1
2 (ΣR),H

1
2 (ΣR)

,

(2.8)
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avec 〈·, ·〉
H̃−

1
2 (Σ±R),H

1
2 (Σ±R)

représentant le crochet de dualité entre les espaces H̃−
1
2 (Σ±R) et

H
1
2 (Σ±R), et :

`(ψ) := −2λ̃n

∫
Σ−R

ϕ̃n,+ψ̄dx2.

On remarque que la forme sesquilinéaire aDtN se décompose en aDtN = b + c où b et c sont
définies par :

b(ϕ, ψ) :=

∫
ΩR

(∇ϕ · ∇ψ̄ + ϕψ̄)dx−
〈
T−ϕ, ψ̄

〉
H̃−

1
2 (Σ−R),H

1
2 (Σ−R)

−
〈
T+ϕ, ψ̄

〉
H̃−

1
2 (ΣR),H

1
2 (ΣR)

,

et :
c(ϕ, ψ) := −

∫
ΩR

(1 + η2k2
f )ϕψ̄dx,

de sorte que (2.7) est un problème de type Fredholm d’indice 0. En effet, on sait d’après
l’expression (1.3) des nombres d’onde longitudinaux des modes que :

λ̃n ∈ iR+, 0 ≤ n < Ñp, λ̃n ∈ R−, n ≥ Ñp

λn ∈ iR+, 0 ≤ n < Np, λn ∈ R−, n ≥ Np,

et alors :

<e(b(ϕ, ϕ)) =

∫
ΩR

(|∇ϕ|2 + |ϕ|2)dx−
∑
n≥Ñp

<e(λ̃n)|(ϕ, ϕ̃n)L2(Σ−R)|2 −
∑
n≥Np

<e(λn)|(ϕ,ϕn)L2(ΣR)|2

≥ ‖ϕ‖2
H1(ΩR),

ce qui donne la coercivité de b. Quant à la forme sesquilinéaire c, elle est associée à un opéra-
teur compact d’après le théorème de Rellich-Kondrachov. L’unicité de la solution implique
alors son existence. Montrons maintenant l’unicité de la solution. Pour cela, donnons-nous
deux solutions de (2.2) et notons w leur différence. Sa restriction à Ω− notée w−, ainsi que
sa restriction à Ω+ notée w+, satisfont un problème de Helmholtz homogène. Il est donc
possible de les projeter sur les modes des demi-guides gauche et droit :

w−(x) =
∑
n∈N

(anϕ̃n,−(x) + bnϕ̃n,+(x)), x ∈ Ω−

w+(x) =
∑
n∈N

(cnϕn,−(x) + dnϕn,+(x)), x ∈ Ω+.

Par linéarité de la condition de radiation, w− et w+ sont aussi sortants et donc bn = cn = 0
pour tout n ∈ N ; ils s’expriment alors sous la forme :

w−(x1, x2) =
∑
n∈N

ane
−λ̃nx1ϕ̃n(x2) et w+(x) =

∑
n∈N

dne
λnx1ϕn(x2). (2.9)

Rappelons à ce stade qu’on a fait l’hypothèse simplificatrice, mais non limitante, Σ− ⊂ Σ+. En
notant f := w+

|Σ0+
∈ H

1
2 (Σ0+), on a dn = (f,ϕn)L2(Σ0+ ), ∀n ∈ N. Ensuite, puisque w ∈ H1

loc(Ω),
sa trace est continue sur Σ0− ⊂ Σ0+ , ce qui s’écrit w−|Σ0−

= f|Σ0−
. Cela se traduit d’un point de

vue modal par an = (f|Σ0−
, ϕ̃n)L2(Σ0− ), ∀n ∈ N. Parallèlement, comme ∂x1w

+ ∈ H−
1
2 (Σ0−) et

s’annule sur Σ0+\Σ0− , on a ∂x1w
+
|Σ0+
∈ H̃−

1
2 (Σ0+). L’extension de ∂x1w

−
|Σ0−

à Σ0+ par 0, quant à
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elle notée E(∂x1w
−
|Σ0−

), est aussi dans H̃−
1
2 (Σ0+). Puisque w satisfait l’équation de Helmholtz

dans Ω, sa trace de Neumann est continue, ce qui s’écrit :

E(∂x1w
−
|Σ0−

) = ∂x1w
+
|Σ0+

sur Σ0+ .

Il en découle que :〈
∂x1w

+
|Σ0+

, f̄
〉

H̃−
1
2 (Σ0+ ),H

1
2 (Σ0+ )

=
〈
E(∂x1w

−
|Σ0−

), f̄
〉

H̃−
1
2 (Σ0+ ),H

1
2 (Σ0+ )

=
〈
∂x1w

−
|Σ0−

, f̄|Σ0−

〉
H̃−

1
2 (Σ0− ),H

1
2 (Σ0− )

.

À l’aide de (2.9), on peut réécrire cette égalité sous la forme modale suivante :∑
n∈N

(−λ̃n)an(ϕ̃n, f|Σ0−
)L2(Σ0− ) =

∑
n∈N

λndn(ϕn, f)L2(Σ0+ ),

puis enfin : ∑
n∈N

λ̃n
∣∣(ϕ̃n, f|Σ0−

)L2(Σ0− )

∣∣2 +
∑
n∈N

λn
∣∣(ϕn, f)L2(Σ0+ )

∣∣2 = 0. (2.10)

Rappelons que λ̃n ∈ iR+ pour 0 ≤ n < Ñp et λn ∈ iR+ pour 0 ≤ n < Np, mais aussi que
λ̃n ∈ R− pour n ≥ Ñp et λn ∈ R− pour n ≥ Np. En prenant successivement les parties
réelles et imaginaires de (2.10) on obtient que an = (f|Σ0−

, ϕ̃n)L2(Σ0− ) = 0, ∀n ∈ N et dn =
(f,ϕn)L2(Σ0+ ) = 0, ∀n ∈ N. Autrement dit w = 0, ce qui conclut la preuve.

En montrant le caractère bien posé des problèmes satisfaits par les champs de référence,
on a introduit à l’aide des opérateurs DtN à gauche et à droite le problème (2.6) posé dans
un domaine borné, problème que l’on peut résoudre de façon approchée par la méthode des
éléments finis. Les questions relatives à cette discrétisation seront discutées plus loin.

2.2.2 Calcul à l’aide de la méthode de raccord modal

La technique de raccord modal, communément appelée mode-matching, est une technique
qui tire parti du fait que l’on peut résoudre "explicitement" à l’aide des modes le problème
de diffraction dans les deux demi-guides. Une fois cette résolution partielle obtenue, on
raccorde les traces de Dirichlet puis de Neumann des deux solutions au niveau de la jonction
pour obtenir un nouveau problème dont l’inconnue est la trace de Dirichlet de la solution
sur la jonction. Une étude mathématique rigoureuse de cette méthode a été conduite dans
[Til01] pour des problèmes de diffraction dans des jonctions de guides d’ondes, l’un des
demi-guides pouvant être non borné et stratifié dans la direction transverse. Détaillons
cette méthode pour notre configuration relativement plus simple. Au lieu de calculer les
champs de référence ϕr

n,+ (respectivement ϕr
n,−) en résolvant une formulation variationnelle

volumique dans H1(ΩR), on peut de façon alternative résoudre une formulation variationnelle
surfacique dans H

1
2 (Σ0+) dont les inconnues sont leur trace fn,+ := ϕr

n,+|Σ0+ (respectivement
fn,− := ϕr

n,−|Σ0+ ).
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Proposition 2.5

La fonction fn,+ est l’unique solution du problème :

Trouver fn,+ ∈ H
1
2 (Σ0+) tel que

aΣ(fn,+, g) = `+
n (g), ∀g ∈ H

1
2 (Σ0+), (2.11)

et fn,− est l’unique solution du problème :

Trouver fn,− ∈ H
1
2 (Σ0+) tel que

aΣ(fn,−, g) = `−n (g), ∀g ∈ H
1
2 (Σ0+), (2.12)

où :

aΣ(f, g) :=
∑
n∈N

λ̃n(f|Σ0−
, ϕ̃n)L2(Σ0− )(g|Σ0−

, ϕ̃n)
L2(Σ0− )

+
∑
n∈N

λn(f,ϕn)L2(Σ0+ )(g,ϕn)L2(Σ0+ ),

`+
n (g) := 2λ̃n(g|Σ0−

, ϕ̃n)
L2(Σ0− )

et `−n (g) := 2λn(g,ϕn)L2(Σ0+ ).

Démonstration. Montrons le résultat pour fn,+. Puisque ϕr
n,+ − ϕ̃n,+ est sortant, il existe deux

suites complexes (am)m∈N et (bm)m∈N telles que :

ϕr
n,+(x) =


ϕ̃n,+(x) +

∑
m∈N

amϕ̃m,−(x) si x ∈ Ω−∑
m∈N

bmϕm,+(x) si x ∈ Ω+.
(2.13)

Nous allons désormais raccorder mode par mode les traces de Dirichlet et Neumann à gauche
et à droite afin d’obtenir la formulation attendue. Par définition, nous avons fn,+ := ϕr

n,+|Σ0+

et alors am = (fn,+|Σ0−
, ϕ̃m)L2(Σ0− ) − δnm et bm = (fn,+,ϕm)L2(Σ0+ ) pour tout m ∈ N. Il vient

par suite : 
∂x1ϕ

r
n,+|Σ0−

= 2λ̃nϕ̃n −
∑
m∈N

λ̃m(fn,+|Σ0−
, ϕ̃m)L2(Σ0− )ϕ̃m

∂x1ϕ
r
n,+|Σ0+ =

∑
m∈N

λm(fn,+,ϕm)L2(Σ0+ )ϕm.

Comme dans la preuve du Lemme 2.4, on raccorde les traces de Neumann en introduisant le
prolongement par zéro au bord du demi-guide droit dans H̃−

1
2 (Σ0+) :

E(∂x1ϕ
r
n,+|Σ0−

) = ∂x1ϕ
r
n,+|Σ0+ ,

ce qui implique qu’on a pour tout g ∈ H
1
2 (Σ0+) :〈

E(∂x1ϕ
r
n,+|Σ0−

), ḡ
〉

H̃−
1
2 (Σ0+ ),H

1
2 (Σ0+ )

=
〈
∂x1ϕ

r
n,+|Σ0+ , ḡ

〉
H̃−

1
2 (Σ0+ ),H

1
2 (Σ0+ )

,

c’est-à-dire exactement la formulation variationnelle attendue. En ce qui concerne le caractère
bien posé du problème, il est donné par le Lemme de Lax-Milgram. La seule difficulté est
de montrer la coercivité de la forme sesquilinéaire aΣ dans H

1
2 (Σ0+). Il suffit pour cela de

remarquer que pour f ∈ H
1
2 (Σ0+), on a :

2|aΣ(f, f)| ≥ |<e(aΣ(f, f))|+ |=m(aΣ(f, f))|.
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Rappelons dans le demi-guide gauche que les modes propagatifs sont caractérisés par λ̃n ∈
iR+, 0 ≤ n < Ñp et les modes évanescents par λ̃n ∈ R−, n ≥ Ñp ; il en est de même dans le
demi-guide droit. Ainsi :

<e(aΣ(f, f)) = −
Ñp−1∑
n=0

|λ̃n|
∣∣(ϕ̃n, f|Σ0−

)L2(Σ0− )

∣∣2 − Np−1∑
n=0

|λn|
∣∣(ϕn, f)L2(Σ0+ )

∣∣2,
=m(aΣ(f, f)) =

∑
n≥Ñp

|λ̃n|
∣∣(ϕ̃n, f|Σ0−

)L2(Σ0− )

∣∣2 +
∑
n≥Np

|λn|
∣∣(ϕn, f)L2(Σ0+ )

∣∣2,
et par suite :

2|aΣ(f, f)| ≥
∑
n≥0

|λn||(f,ϕn)L2(Σ0+ )|2.

Or, il est possible grâce au Lemme A.5 de munir H
1
2 (Σ0+) de la norme :

‖f‖2

H
1
2 (Σ0+ )

:=
∑
n∈N

(
1 +

( nπ
2h+

)2) 1
2 |(f,ϕn)L2(Σ0+ )|2,

ce qui nous permet de déduire avec l’expression des nombres d’ondes longitudinaux donnée
par (1.2), qu’il existe une constante C > 0 telle que :

|aΣ(f, f)| ≥ C‖f‖2

H
1
2 (Σ0+ )

.

La forme sesquilinéaire aΣ est alors coercive.

2.2.3 Discrétisation des deux méthodes

Nous avons proposé ci-dessus deux méthodes variationnelles pour calculer les champs de
référence : l’une consiste à résoudre un problème volumique posé dans un domaine borné
tronqué à l’aide d’opérateurs DtN (problème (2.6) pour les champs de référence gauche),
et l’autre consiste à résoudre un problème posé sur la jonction ((2.11) pour les champs de
référence gauche). La discrétisation de ces deux problèmes comporte deux étapes. Il faut
premièrement tronquer les séries modales, puis rechercher la solution dans un sous-espace
de dimension finie : c’est l’approximation par éléments finis. On se propose maintenant
d’étudier ces deux étapes pour chacune des méthodes.

Troncature des séries modales

• Problème volumique avec DtN

La troncature des sommes intervenant dans les opérateurs DtN a été étudiée dans
[BL21]. Il y est montré qu’en tronquant les séries en prenant en compte au minimum
tous les modes propagatifs, le problème tronqué reste bien posé et la solution de ce
problème se rapproche de la solution du problème de départ en norme H1 exponentiel-
lement vite, à un taux augmentant avec l’ordre de troncature. Cette estimation d’erreur
est valable dans un sous-domaine strict du domaine de départ ΩR. Plus précisément, no-
tons ADtN ∈ L(H1(ΩR)) l’opérateur borné défini à l’aide du théorème de représentation
de Riesz pour tout (ϕ, ψ) ∈

(
H1(ΩR)

)2 par :

(ADtNϕ, ψ)H1(ΩR) := aDtN(ϕ, ψ),
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2.2. Réponse de la structure sans défaut à un mode

où la forme sesquilinéaire aDtN est donnée par (2.8). Introduisons aussi pour (M̃,M) ∈
N2, les opérateurs DtN tronqués T−,M̃ : H

1
2 (Σ−R)→ H̃−

1
2 (Σ−R) défini pour ϕ ∈ H

1
2 (Σ−R)

par :

T−,M̃ϕ :=
M̃−1∑
n=0

λ̃n(ϕ, ϕ̃n)L2(Σ−R)ϕ̃n,

et T+,M : H
1
2 (ΣR)→ H̃−

1
2 (ΣR) défini pour ϕ ∈ H

1
2 (ΣR) par :

T+,Mϕ :=
M−1∑
n=0

λn(ϕ,ϕn)L2(ΣR)ϕn.

Le problème tronqué s’écrit alors :

Trouver ϕr
M̃,M

∈ H1(ΩR) tel que

aM̃,M
DtN (ϕr

M̃,M
, ψ) = `(ψ), ∀ψ ∈ H1(ΩR), (2.14)

où :

aM̃,M
DtN (ϕ, ψ) :=

∫
ΩR

(∇ϕ · ∇ψ̄ − η2k2
f ϕψ̄)dx−

〈
T−,M̃ϕ, ψ̄

〉
H̃−

1
2 (Σ−R),H

1
2 (Σ−R)

−
〈
T+,Mϕ, ψ̄

〉
H̃−

1
2 (ΣR),H

1
2 (ΣR)

,

et ` varie selon qu’on considère un champ de référence gauche ou droit. Comme pour
le problème initial, nous définissons l’opérateur AM̃,M

DtN ∈ L(H1(ΩR)) donné pour tout
(ϕ, ψ) ∈

(
H1(ΩR)

)2 par :

(AM̃,M
DtN ϕ, ψ)H1(ΩR) := aM̃,M

DtN (ϕ, ψ).

On peut alors énoncer les deux résultats suivants qui découlent directement du travail
effectué dans [Hsi+11 ; BL21]. Les estimations d’erreur se font pour 0 < R0 < R dans
un sous-domaine ΩR0 := {(x1, x2) ∈ ΩR | −R0 < x1 < R0} fixé de ΩR.

Lemme 2.6 [BL21, Lemme 5.4]

Il existe une constante C(ΩR0) > 0 telle que :∥∥AM̃,M
DtN −ADtN

∥∥
L(H1(ΩR0

))
≤ C(ΩR0) max

(
e−2|λ̃

M̃
|(R−R0), e−2|λM |(R−R0)

)
.

Ce Lemme nous permet de montrer le théorème garantissant la validité de la troncature
des DtN.

Théorème 2.7 [BL21, Théorème 5.6]

Il existe M̃0 ≥ Ñp, M0 ≥ Np et une constante C(ΩR0) > 0 tels que pour M̃ ≥ M̃0

et M ≥ M0, le problème tronqué (2.14) est bien posé. De plus, on a l’estimation
d’erreur :∥∥ϕr − ϕr

M̃,M

∥∥
H1(ΩR0

)
≤ C(ΩR0)

∥∥A−1
DtN

∥∥
L(H1(ΩR0

))
max

(
e−2|λ̃

M̃
|(R−R0), e−2|λM |(R−R0)

)
.

Nous sommes donc en mesure de garantir la validité de la troncature des séries modales
pour cette méthode.
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Chapitre 2. Problème direct dans les jonctions de guides acoustiques fermés

• Problème surfacique de mode-matching

Tronquer les séries modales dans les formulations variationnelles (2.11) et (2.12)
conduit à résoudre une nouvelle formulation dont la forme sesquilinéaire devient :

aM̃,M
Σ (f, g) :=

M̃−1∑
n=0

λ̃n(f, E(ϕ̃n))L2(Σ0+ )(g, E(ϕ̃n))L2(Σ0+ )+
M−1∑
n=0

λn(f,ϕn)L2(Σ0+ )(g,ϕn)L2(Σ0+ ),

où E(ϕ̃n) est le prolongement par 0 de la fonction ϕ̃n à Σ0+ pour tout n ∈ N. Or celle
ci n’est plus coercive dans H

1
2 (Σ0+). En effet, pour f ∈ L2(Σ0+) non nul et orthogonal

dans L2(Σ0+) aux familles (E(ϕ̃n))0≤n<M̃ et (ϕn)0≤n<M nous avons aM̃,M
Σ (f, f) = 0. Le

problème n’est plus bien posé. De plus, nous ne savons pas dire si l’opérateur linéaire
associé à cette forme sesquilinéaire converge en norme d’opérateur vers l’opérateur
associé au problème de départ comme pour la formulation volumique avec les DtN
tronqués.

Une fois que la première étape d’approximation est réalisée, il faut en conduire une deuxième
qui consiste à rechercher une solution approchée du problème tronqué dans un sous espace Vh

de H1(ΩR) (respectivement H
1
2 (Σ0+)) de dimension finie notéeNh pour le problème volumique

(respectivement surfacique) tronqué. À l’issue de cette deuxième étape de discrétisation,
nous sommes amenés à résoudre un système linéaire de taille Nh ×Nh.

Approximation par éléments finis

• Problème volumique avec DtN

L’approximation par éléments finis de ce problème a été détaillée dans [Hsi+11] pour
un problème de diffraction dans l’espace libre. Il y est en particulier montré que le
problème discrétisé devient bien posé pour une discrétisation suffisamment fine. No-
tons quand même que les blocs issus de la discrétisation des DtN tronqués sont pleins
puisque les DtN sont des opérateurs non locaux.

• Problème surfacique de mode-matching

Puisque le problème tronqué continu a un noyau, il n’est pas garanti que le problème
approché par éléments finis n’en ait pas. On se propose donc de déterminer sous quelle
condition sur Nh le problème discret n’en a pas. Soit Vh ⊂ H

1
2 (Σ0+) un espace élément

finis dont les fonctions de base (wk)1≤k≤Nh
sont réelles (des éléments finis de Lagrange

par exemple). La matrice éléments finis associée à la forme sesquilinéaire tronquée
aM̃,M

Σ est notée AM̃,M ∈ RNh×Nh et a pour coefficients, pour 1 ≤ k, l ≤ Nh :

AM̃,M
kl :=

M̃−1∑
n=0

λ̃n(wk, E(ϕ̃n))L2(Σ0+ )(wl, E(ϕ̃n))L2(Σ0+ )+
M−1∑
n=0

λn(wk,ϕn)L2(Σ0+ )(wl,ϕn)L2(Σ0+ ).

Pour étudier l’inversibilité de la matrice AM̃,M , nous avons besoin d’introduire les
matrices Ẽ ∈ RM̃×Nh et E ∈ RM×Nh données par :

Ẽnk := (wk, E(ϕ̃n−1))L2(Σ0+ ), 1 ≤ k ≤ Nh, 1 ≤ n ≤ M̃,

Enk := (wk,ϕn−1)L2(Σ0+ ), 1 ≤ k ≤ Nh, 1 ≤ n ≤M.
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2.2. Réponse de la structure sans défaut à un mode

Hypothèse 2.8

L’espace d’approximation Vh est choisi de sorte que pour M̃ +M > Nh suffisamment

grand, la matrice par blocs
(

Ẽ E
)t

ait un noyau réduit au singleton nul.

On peut alors énoncer le résultat suivant.

Lemme 2.9

Sous l’Hypothèse 2.8, la matrice AM̃,M est inversible.

Démonstration. Pour simplifier les notations, AM̃,M sera notée A dans la preuve. On
commence par remarquer que la matrice A admet la décomposition :

A = BtΛB,

où les matrices B ∈ R(M̂+M)×Nh et Λ ∈ C(M̂+M)×(M̂+M) sont définies par blocs :

B :=

(
Ẽ
E

)
, Λ :=

(
D̃ 0
0 D

)
,

avec D̃ := diag(λ̃0, . . . , λ̃M̃−1) ∈ CM̃×M̃ et D := diag(λ0, . . . , λM−1) ∈ CM×M . Puisque A
est carrée, il suffit pour montrer qu’elle est inversible que son noyau soit réduit à 0. Soit
X ∈ CNh tel que AX = 0, on a :

0 = (AX,X) = (DEX,EX) + (D̃ẼX, ẼX) (2.15)

Puisqu’on a fait préalablement l’Hypothèse 1.6, nous avons λ̃n, λn ∈ (R−∪iR+)\{0}, ∀n ∈
N, ce qui nous permet d’obtenir EX = 0 et ẼX = 0 en prenant successivement la partie
réelle est la partie imaginaire de (2.15). Sous l’Hypothèse 2.8, cela implique que X = 0
ce qui donne le résultat escompté.

Cette condition d’inversibilité de la matrice discrète est numériquement difficile à
respecter si on veut un calcul suffisamment précis avec beaucoup de points de discréti-
sation, car cela nécessite d’évaluer des intégrales fortement oscillantes. Pour s’assurer
que le problème totalement discrétisé a une unique solution, il est possible de le ré-
gulariser en ajoutant par exemple une matrice de masse pondérée par un paramètre
ε > 0 petit. Soit L ∈ CNh la discrétisation d’un second membre pour le problème de
mode-matching, le problème régularisé discret s’écrit :

AM̃,MX + εMX = L,

où M ∈ RNh×Nh est la matrice de masse usuelle. On se propose maintenant de conduire
une étude paramétrique de l’inversibilité de la matrice du système en regardant le
module de sa plus petite valeur propre. Pour avoir un système de taille fixe, nous fixons
la discrétisation en espace, et nous faisons varier les ordres de troncature. On considère
une jonction définie par h− = 0, 25, h+ = 0, 5, kf = 20, nr = 1. Dans ce cas, il y a
Ñp = 4 modes propagatifs à gauche et Np = 7 à droite. On discrétise la formulation
variationnelle à l’aide d’éléments finis de Lagrange P1 qui sont conformes dans H1(Σ0+),
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Chapitre 2. Problème direct dans les jonctions de guides acoustiques fermés

et donc a fortiori dans H
1
2 (Σ0+). La matrice du problème discrétisé est calculée en

utilisant des quadratures de Gauss-Lobatto d’ordre 21 sur chaque maille afin d’évaluer
correctement les intégrales faisant intervenir des fonctions très oscillantes pour M̃ et
M grands.
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Nh = 150, ε = 0

Nh = 150, ε = 10−6

Figure 2.2: Plus petite valeur propre en module de la matrice discrétisée AM̃,M avec M̃ =

Ñp +Nevan et M = Np +Nevan, pour différents nombres Nevan de modes évanescents pris en
compte. Problème non régularisé : ε = 0, problème régularisé : ε = 10−6.

On peut observer Figure 2.2 que la matrice du système discrétisé devient inversible à
partir d’un certain seuil correspondant à un très grand nombre de modes évanescents.
De plus, ce seuil augmente lorsque la discrétisation de la jonction est plus précise. Cette
observation numérique conforte l’Hypothèse 2.8.
Notons qu’on reconnaît aussi que la régularisation de Tikhonov agit comme un filtre
passe-bas en augmentant sensiblement la plus petite valeur propre en module lorsqu’un
même nombre de modes évanescents est pris en compte.

Comparaison des deux méthodes

Pour comparer les résultats issus des deux méthodes, on considère à nouveau le calcul du
champ de référence ϕr

0,+ dans une jonction définie par h− = 0, 25 , h+ = 0, 5 , kf = 20 et nr =
0, 5. On approxime d’une part cette solution à l’aide d’opérateurs DtN tronqués à gauche et à
droite utilisant 15 modes évanescents en plus des Ñp = Np = 4 modes propagatifs à gauche
et à droite, sur un maillage de pas h = 10−2 avec R = 0, 75, en utilisant des éléments finis
de Lagrange P2 bidimensionnels. Cette solution fait office de solution de référence. D’autre
part, la solution est calculée à l’aide du mode-matching, avec un pas de discrétisation de
h = 10−2 et des éléments finis de Lagrange P1 unidimensionnels. Plusieurs solutions sont
alors calculées : une solution du problème non régularisé avec Nevan = 80, et deux solutions
du problème régularisé avec Nevan = 80 et Nevan = 40. Lorsque le problème est régularisé,
nous choisissons ε = 10−6, mais nous ne savons pas justifier rigoureusement ce choix. Pour
les solutions approchées obtenues par mode-matching, la solution est reconstituée dans
le domaine volumique en propageant de façon semi-analytique les traces sur Σ0− et Σ0+

mode par mode, ce qui revient par exemple à évaluer l’expression (2.13) pour les champs de
référence gauches.
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2.2. Réponse de la structure sans défaut à un mode

(a) <e(ϕr
0,+(DtN)) (b) <e(ϕr

0,+(MM)), Nevan = 80

(c) <e(ϕr
0,+(MM, ε)), Nevan = 80, ε = 10−6 (d) <e(ϕr

0,+(MM, ε)), Nevan = 40, ε = 10−6

(e) Erreur E0 entre les solutions (a) et (b),
E2 = 4, 44 · 10−3

(f) Erreur E0 entre les solutions (a) et (c),
E2 = 4, 77 · 10−3

(g) Erreur E0 entre les solutions (a) et (d),
E2 = 5, 96 · 10−2

Figure 2.3: Partie réelle du champ de référence ϕr
0,+ calculée avec des DtN (a) et la technique

du mode-matching non régularisée (b) et régularisée (c,d).

Erreur ponctuelle E0 := log
(
|ϕr

0,+(DtN)− ϕr
0,+(MM)|/‖ϕr

0,+(DtN)‖L∞

)
entre la solution obte-

nue avec DtN (a) et celle obtenue avec le mode-matching (d,e,f).
Erreur L2 relative : E2 := ‖ϕr

0,+(DtN)− ϕr
0,+(MM)‖L2/‖ϕr

0,+(DtN)‖L2 .
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Les résultats numériques présentés Figure 2.3 montrent que la méthode de mode-matching
permet d’approximer correctement les champs de référence. La régularisation du problème
de mode-matching permet d’obtenir une première approximation de la solution, grossière
certes, mais à moindre coût (i.e. avec de petites valeurs de Nevan).

Pour les questions théoriques encore en suspens soulevées lors de notre brève étude de
la technique de mode-matching, nous choisirons dans la suite de ce travail de calculer les
champs de référence en résolvant un problème volumique avec DtN, qui est lui totalement
justifié pour les guides d’ondes fermés. Il est néanmoins important de souligner que le
mode-matching permet une résolution beaucoup moins coûteuse de ce type de problèmes,
en particulier pour des configurations 3D. Le lecteur souhaitant plus d’informations sur les
techniques de mode-matching pourra consulter [Ele+94 ; PS13a ; PS13b].

2.3 Réponse de la structure perturbée par un défaut à un
mode

On s’intéresse maintenant à une jonction endommagée par un défaut occupant un do-
maine D ouvert, borné, à frontière Lipschitz. Il satisfait D ⊂ Ω, et est tel que

.
Ω := Ω\D

soit un ouvert connexe. Nous ne considérerons dans la suite que des obstacles de Dirichlet,
mais le travail développé s’applique aussi à des obstacles de Neumann. Avant de s’intéresser
à la diffraction d’un mode incident par la structure perturbée, introduisons le problème
générique suivant :

Trouver ϕ ∈ H1
loc(

.
Ω) tel que

∆ϕ+ η2k2
f ϕ = 0 dans

.
Ω

ϕ = f sur ∂D
∂nϕ = 0 sur Γ

ϕ est sortant,

(2.16)

pour un terme source f donné.

Lemme 2.10

Soit f ∈ H
1
2 (∂D), le problème (2.16) est bien posé excepté pour un ensemble dénombrable

de fréquences.

Démonstration. La preuve commence comme celle du Lemme 2.4. Soit R > 0 suffisamment
grand pour que D ⊂ ΩR ; on écrit un problème équivalent posé dans le domaine borné.
ΩR := ΩR\D à l’aide d’opérateurs DtN comme on l’avait fait pour les champs de référence
(2.6). Puisque f ∈ H

1
2 (∂D), il existe ϕf ∈ H1

loc(
.
Ω) à support compact strictement inclus

dans
.
ΩR satisfaisant ϕf |∂D = f . On définit alors ϕ0 := ϕ − ϕf qui s’annule sur ∂D, mais

qui vérifie toujours la condition d’onde sortante. En introduisant l’espace H1
0,∂D(

.
ΩR) :=

{ϕ ∈ H1(
.
ΩR) | ϕ = 0 sur ∂D}, on écrit ensuite la formulation variationnelle de ce nouveau

problème :

Trouver ϕ0 ∈ H1
0,∂D(

.
ΩR) tel que

a(ϕ0, ψ) = `(ψ), ∀ψ ∈ H1(
.
ΩR), (2.17)
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où :

a(ϕ, ψ) :=

∫
.
ΩR

(∇ϕ · ∇ψ̄ − η2k2
f ϕψ̄)dx−

〈
T−ϕ, ψ̄

〉
H̃−

1
2 (Σ−R),H

1
2 (Σ−R)

−
〈
T+ϕ, ψ̄

〉
H̃−

1
2 (ΣR),H

1
2 (ΣR)

,

(2.18)
et :

`(ψ) = −
∫

.
ΩR

(∇ϕf · ∇ψ̄ − η2k2
f ϕf ψ̄)dx.

À nouveau, on montre que ce problème est associé à un opérateur Fredholm d’indice 0.
Mais contrairement aux problèmes satisfaits par les champs de référence, nous n’avons plus
l’unicité de la solution pour toutes les fréquences, car il peut exister des solutions non nulles
au problème homogène appelées modes piégés. Supposons en effet qu’il existe ϕ0 ∈ H1

0,∂D(
.
ΩR)

tel que a(ϕ0, ψ) = 0, ∀ψ ∈ H1(
.
ΩR). Prendre alors la partie imaginaire de a(ϕ0, ϕ0) = 0 donne :

Ñp−1∑
n=0

|λ̃n|
∣∣(ϕ0, ϕ̃n)L2(Σ−R)

∣∣2 +

Np−1∑
n=0

|λn|
∣∣(ϕ0,ϕn)L2(ΣR)

∣∣2 = 0,

et par suite (ϕ0, ϕ̃n)Σ−R = 0, 0 ≤ n < Ñp et (ϕ0,ϕn)|ΣR = 0, 0 ≤ n < Np. L’étude du problème
variationnel : a(ϕ0, ψ) = 0, ∀ψ ∈ H1(

.
ΩR), est ainsi ramenée à celle du problème aux valeurs

propres suivant :

Trouver (µ, ϕ) ∈ C× H1
0,∂D(

.
ΩR)\{0} tel que

a(kf ;ϕ, ψ) = µ

∫
.
ΩR

η2ϕψ̄dx, ∀ψ ∈ H1(
.
ΩR), (2.19)

avec :

a(kf ;ϕ, ψ) :=

∫
.
ΩR

∇ϕ · ∇ψ̄dx−
∑
n≥Ñp

λ̃n(ϕn, ϕ̃n)L2(Σ−R)(ψ, ϕ̃n)L2(Σ−R)

−
∑
n≥Np

λn(ϕn,ϕn)L2(ΣR)(ψ,ϕn)L2(ΣR),

où λ̃n < 0, 0 ≤ n < Ñp et λn < 0, 0 ≤ n < Np. D’après la théorie spectrale des opérateurs
autoadjoints à résolvante compacte, le problème (2.19) admet un nombre dénombrable de
valeurs propres réelles positives notées :

µ0(kf) ≤ µ1(kf) ≤ · · · ≤ µn(kf) ≤ · · · ,

qui tend vers +∞. Les formules min-max nous donnent les expressions suivantes de ces
valeurs propres :

µn(kf) = min
Vn⊂Vn

max
ψ∈Vn\{0}

a(kf ;ψ, ψ)∫
.
ΩR
η2|ψ|2dx

,

où Vn représente l’ensemble des sous-espaces vectoriels Vn de H1
0,∂D(

.
ΩR) de dimension n.

Grâce à ces formules, on peut montrer que les fonctions kf → µn(kf) sont continues et
décroissantes. L’équation µn(kf) = k2

f a donc au plus une solution notée knf . Si kf /∈ {knf , n ∈ N}
alors ϕ0 = 0, et (2.17) admet une unique solution.
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On s’intéresse maintenant à la diffraction d’un mode incident par la structure perturbée.
Plus précisément, on considère les problèmes :

Trouver ϕp
n,+ ∈ H1

loc(
.
Ω) tel que

∆ϕp
n,+ + η2k2

f ϕ
p
n,+ = 0 dans

.
Ω

ϕp
n,+ = 0 sur ∂D

∂nϕ
p
n,+ = 0 sur Γ

ϕp
n,+ − ϕ0

n,+ est sortant,

(2.20)

et :

Trouver ϕp
n,− ∈ H1

loc(
.
Ω) tel que

∆ϕp
n,− + η2k2

f ϕ
p
n,− = 0 dans

.
Ω

ϕp
n,− = 0 sur ∂D

∂nϕ
p
n,− = 0 sur Γ

ϕp
n,− − ϕ0

n,− est sortant.

(2.21)

Les champs diffractés ϕd
n,+ := ϕp

n,+ − ϕr
n,+ et ϕd

n,− := ϕp
n,− − ϕr

n,− sont solutions du problème
(2.16) pour f = −ϕr

n,+|∂D, respectivement f = −ϕr
n,−|∂D. Les problèmes (2.20) et (2.21)

sont donc bien posés excepté pour un ensemble dénombrable de fréquences en vertu du
Lemme 2.10. Les champs perturbés peuvent ainsi être calculés en résolvant la formulation
variationnelle :

Trouver ϕp
n,± ∈ H1

0,∂D(
.
ΩR) tel que

a(ϕp
n,±, ψ) = `(ψ), ∀ψ ∈ H1(

.
Ωr),

où la forme sesquilinéaire a est donnée par (2.18) et

`(ψ) =


−2λ̃n

∫
Σ−R

ϕ̃n,+ψ̄dx2 pour ϕp
n,+

2λn

∫
ΣR

ϕn,−ψ̄dx2 pour ϕp
n,−.

Nous concluons enfin ce chapitre avec des illustrations numériques de champs perturbés.
Pour une jonction dont les paramètres sont h− = 0, 25, h+ = 0, 5, kf = 20, nr = 1 avec
un obstacle de Dirichlet qui est un disque centré en (0, 6 , 0, 25) de rayon 0, 075, on calcule
numériquement les champs perturbés ϕp

1,− et ϕp
1,+. On utilise pour cela des DtN positionnés

de part et d’autre de la jonction en x1 = ±1, avec 15 modes évanescents. Le problème est
discrétisé par éléments finis de Lagrange P1 avec un pas de h = 0, 02. Les résultats obtenus
sont présentés Figure 2.4.
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2.3. Réponse de la structure perturbée par un défaut à un mode

(a) <e(ϕp
1,−) (b) =m(ϕp

1,−)

(c) <e(ϕp
1,+) (d) =m(ϕp

1,+)

Figure 2.4: Parties réelle et imaginaire des champs ϕp
1,− et ϕp

1,+ pour un obstacle de Dirichlet.
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Chapitre 3

Problème inverse dans les jonctions de
guides acoustiques fermés
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Dans le précédent chapitre, nous avons étudié le problème direct, c’est-à-dire que pour
une configuration perturbée ou non donnée dont on connaît les paramètres géométriques et
les constantes des matériaux, nous avons calculé sa réponse acoustique à un mode provenant
de la gauche ou de la droite. Le problème inverse consiste quant à lui, pour une configuration
perturbée par un défaut dont on n’a a priori aucune information, à identifier et caractériser
ce défaut à l’aide des mesures des réponses acoustiques de la structure à plusieurs modes
provenant des deux côtés de la jonction. Diverses techniques ont été proposées au cours
des deux dernières décennies pour résoudre ce problème dans les guides d’ondes fermés.
Un certain nombre d’entre elles sont des méthodes de type échantillonnage. Ces méthodes
ont été introduites par [CK96], dans lequel une telle méthode est proposée et justifiée
mathématiquement pour résoudre un problème de scattering inverse dans l’espace libre. Elles
sont particulièrement intéressantes pour leur efficacité, mais aussi pour leur facilité de mise
en œuvre. De plus, leur application ne dépend pas du type de défaut ou des conditions aux
limites. Plusieurs de ces méthodes ont été adaptées aux guides d’ondes en tirant parti de la
description modale des champs acoustiques dans la structure. On peut citer en particulier la
méthode de factorisation [Cha+06 ; LR13 ; AGL11], la méthode de migration de Kirchhoff
[TMP13 ; TMP16], les deux étant comparées dans [BM19], et enfin la Linear Sampling Method
(LSM) dont une formulation modale a été pour la première fois proposée dans [BL08]. Cette
dernière a fait l’objet d’un certain nombre d’adaptations à des configurations toujours plus
complexes. Dans [BL12], la méthode a été adaptée pour identifier des défauts de type fissures.
Ensuite, la LSM qui n’était initialement développée que pour des données fréquentielles avec
des mesures dans la section du guide a été étendue à des mesures temporelles dans [MS16 ;
BBR16], et des mesures de surface dans [BBR16]. Ces travaux ont permis l’utilisation de la
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méthode avec des données expérimentales, produisant des résultats d’imagerie concluants.
On peut enfin mentionner [BF14] qui a adapté la méthode d’imagerie aux guides périodiques.

La LSM consiste à se donner une grille d’échantillonnage recouvrant la zone à inspecter,
et à résoudre pour chacun des points de cette grille une équation appelée équation de champ
proche. Cette équation fait intervenir les mesures de champs diffractés par la structure
perturbée, son second membre étant la fonction de Green de la structure sans défaut pour
une source au point d’échantillonnage et un point de mesure dans la zone d’observation. À
l’aide de la solution de ce système en chacun des points de la grille, on définit une fonction
indicatrice dont les lignes de niveau nous permettent d’identifier les défauts existants.

Dans ce chapitre, on se propose d’adapter la LSM aux jonctions de guides fermés. Dans
un premier temps, nous montrerons comment calculer la fonction de Green de la structure
sans défaut à l’aide d’objets que nous avons appelés champs de référence. Ces objets, qui
correspondent aux réponses en champ total de la structure sans défaut aux modes incidents
des deux demi-guides, nous permettront alors d’évaluer à un moindre coût la fonction de
Green de la jonction pour un grand nombre de points source. Dans un second temps, nous
introduirons l’équation de champ proche et rappellerons les principaux éléments de la
justification mathématique de la procédure d’échantillonnage. Une formulation modale de la
LSM sera ensuite écrite et des résultats numériques d’imagerie seront enfin présentés.

Remarque 3.1 Toutes les notations introduites dans le chapitre 2 sont conservées.

3.1 Fonction de Green

Commençons par définir la fonction de Green de la jonction appelée aussi solution
fondamentale. Pour y ∈ Ω, c’est la solution du problème :

Trouver G(·,y) ∈ L2
loc(Ω) tel que

−∆G(·,y)− η2k2
f G(·,y) = δy dans Ω
∂nG(·,y) = 0 sur Γ

G(·,y) est sortant,
(3.1)

avec on le rappelle :

η(x1, x2) :=

{
1 si x1 < 0

nr si x1 > 0.

Pour étudier ce problème, nous allons nous servir des fonctions de Green des deux guides
uniformes associés aux deux demi-guides de notre jonction. Nous les appellerons parfois par
abus de langage : fonctions de Green des guides gauche et droit.

Soit W̃ := R× (−h−, h−) le guide uniforme associé au demi-guide gauche, et y ∈ W̃ un
point source. La fonction de Green du guide gauche est la solution du problème :

Trouver G̃(·,y) ∈ L2
loc(W̃ ) tel que

−∆G̃(·,y)− k2
f G̃(·,y) = δy dans W̃

∂nG̃(·,y) = 0 sur ∂W̃

G̃(·,y) est sortant,

dont l’unique solution admet l’expression modale :

G̃(x,y) = −
∑
n∈N

eλ̃n|x1−y1|

2λ̃n
ϕ̃n(x2)ϕ̃n(y2), ∀(x,y) ∈ W̃ 2. (3.2)
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3.1. Fonction de Green

De même, notons W := R × (−h+, h+) le guide uniforme associé au demi-guide droit et
choisissons un point source y ∈ W . La fonction de Green du guide droit est la solution du
problème :

Trouver G(·,y) ∈ L2
loc(W ) tel que

−∆G(·,y)− n2
rk

2
f G(·,y) = δy dans W
∂nG(·,y) = 0 sur ∂W

G(·,y) est sortant,

dont l’unique solution s’exprime sous forme de série :

G(x,y) = −
∑
n∈N

eλn|x1−y1|

2λn
ϕn(x2)ϕn(y2), ∀(x,y) ∈ W 2. (3.3)

Remarque 3.2 Comme mentionné dans [BL08], les expressions (3.2) et (3.3) peuvent être
obtenues en utilisant le principe d’absorption limite (c’est-à-dire en remplaçant kf par kf + ikal avec
kal > 0), puis une transformée de Fourier dans la direction axiale. Une fois le problème transverse
résolu, on applique le théorème des résidus pour calculer la transformée de Fourier inverse et
passer enfin à la limite kal → 0 nous donne les expressions attendues. Une démarche similaire sera
appliquée dans la seconde partie du manuscrit pour une configuration plus complexe. De façon
alternative, il est aussi possible de décomposer la fonction de Green sur les modes, puis de résoudre
à l’aide de la formule des sauts l’équation 1D dans la variable axiale satisfaite par les coefficients
modaux. La solution sortante est sélectionnée à l’aide de (2.4). Cette méthode sera utilisée dans la
Partie III du manuscrit lorsque nous traiterons le cas de l’élasticité.

La fonction de Green de la jonction ne peut quant à elle pas être explicitement calculée
à l’aide des modes. En revanche, on peut en donner une expression faisant intervenir les
champs de référence et les fonctions de Green des guides gauche et droit.

Proposition 3.3

Le problème (3.1) a une unique solution dans L2
loc(Ω) donnée par les expressions :

• pour y ∈ Ω− et x ∈ Ω :

G(x,y) =


G̃(x,y) −

∑
n∈N

1

2λ̃n
ϕ̃n,−(y)(ϕr

n,+(x)− ϕ̃n,+(x)) si x1 < y1

−
∑
n∈N

1

2λ̃n
ϕ̃n,−(y)ϕr

n,+(x) si x1 > y1,

• pour y ∈ Ω+ et x ∈ Ω :

G(x,y) =


−

∑
n∈N

1

2λn
ϕn,+(y)ϕr

n,−(x) si x1 < y1

G(x,y) −
∑
n∈N

1

2λn
ϕn,+(y)(ϕr

n,−(x)− ϕn,−(x)) si x1 > y1,

où les champs de référence gauche ϕr
n,+ (respectivement droit ϕr

n,−) sont solutions des
problèmes (2.2) (respectivement (2.3)).
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Démonstration. Montrons le résultat lorsque y ∈ Ω−. Soit G̃0(·,y) le champ défini par :

G̃0(x,y) :=

{
G̃(x,y) si x ∈ Ω−

0 si x ∈ Ω+,
(3.4)

et Gd(·,y) := G(·,y)− G̃0(·,y) le champ diffracté associé à G̃0(·,y), qui joue le rôle de champ
incident. Le champ diffracté Gd(·,y) satisfait le problème de transmission :

Trouver Gd(·,y) ∈ H1
loc(Ω− ∪ Ω+) tel que

∆Gd(·,y) + η2k2
f Gd(·,y) = 0 dans Ω− ∪ Ω+

∂nGd(·,y) = 0 sur ∂Ω\(Σ0+\Σ0−)

JGd(·,y)K = G̃(·,y) sur Σ0−

J∂x1Gd(·,y)K = ∂x1G̃(·,y) sur Σ0+

Gd(·,y) est sortant.

(3.5)

Les différents domaines intervenant dans ce système sont représentés sur la Figure 3.1.

x1

x2

Σ0− Σ0+Ω− Ω+

∂Ω

∂Ω

Figure 3.1: Jonction des deux guides fermés Ω := Ω− ∪ Σ0− ∪ Ω+.

Précisons que J·K représente dans ce problème le saut de la gauche vers la droite. La condition
de saut sur la trace de Dirichlet est écrite dans H

1
2 (Σ0−). Pour que la seconde condition de

saut ait un sens, il faut étendre ∂x1Gd(·,y)|Σ0−
et ∂x1G̃(·,y)|Σ0−

par 0 à Σ0+\Σ0− ; la condition

de saut a alors un sens dans H̃−
1
2 (Σ0+). En écrivant une formulation variationnelle similaire

à (2.7) dans un domaine borné ΩR, on est en mesure de montrer par le lemme de Lax-
Milgram que (3.5) admet une unique solution dans H1

loc(Ω− ∪ Ω+). Ensuite, on remarque
que le problème (2.2) satisfait par les champs de référence gauche peut aussi s’écrire sous la
forme d’un problème de transmission. Pour tout n ∈ N, notons ϕr,d

n,+ := ϕr
n,+ − ϕ0

n,+ la partie
diffractée du champ de référence gauche, où ϕ0

n,+ est le mode ϕ̃n,+ du guide gauche prolongé
par zéro à droite défini par (2.1). Elle vérifie le problème de transmission :

Trouver ϕr,d
n,+ ∈ H1

loc(Ω− ∪ Ω+) tel que

∆ϕr,d
n,+ + η2k2

f ϕ
r,d
n,+ = 0 dans Ω− ∪ Ω+

∂nϕ
r,d
n,+ = 0 sur ∂Ω\(Σ0+\Σ0−)

Jϕr,d
n,+K = ϕ̃n,+ sur Σ0−

J∂x1ϕ
r,d
n,+K = ∂x1ϕ̃n,+ sur Σ0+

ϕr,d
n,+ est sortant,

dans lequel les conditions de saut sont à comprendre dans le même sens que pour le problème
(3.5). Pour y ∈ Ω− et x ∈ Σ0− nous avons x1 > y1, on peut alors écrire :

G̃0(x,y) = −
∑
n∈N

1

2λ̃n
ϕ̃n,−(y)ϕ̃n,+(x),
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ce qui donne par linéarité du problème de transmission par rapport aux données de saut :

Gd(·,y) = −
∑
n∈N

1

2λ̃n
ϕ̃n,−(y)ϕr,d

n,+(x) = −
∑
n∈N

1

2λ̃n
ϕ̃n,−(y)(ϕr

n,+(x)− ϕ0
n,+(x)).

Il reste à revenir au champ total G(x,y) = G̃0(x,y) + Gd(x,y), ce qui donne directement
l’expression attendue lorsque x ∈ Ω+, et x ∈ Ω− avec x1 < y1. Lorsque x ∈ Ω− avec y1 < x1,
on a la simplification :

G(x,y) = G̃(x,y)−
∑
n∈N

1

2λ̃n
ϕ̃n,−(y)(ϕr

n,+(x)− ϕ̃n,+(x))

= −
∑
n∈N

1

2λ̃n
ϕ̃n,−(y)ϕ̃n,+(x)−

∑
n∈N

1

2λ̃n
ϕ̃n,−(y)(ϕr

n,+(x)− ϕ̃n,+(x))

= −
∑
n∈N

1

2λ̃n
ϕ̃n,−(y)ϕr

n,+(x),

ce qui est l’expression recherchée. Il reste enfin à montrer que la solution a bien la régularité

L2
loc(Ω). Introduisons dans ce but les fonctions G∞± (x,y) =

i

4
H

(1)
0 (κ±‖x− y‖) dans lesquelles

H
(1)
0 représente la fonction de Hankel de première espèce d’ordre 0, κ− := kf et κ+ := kfnr.

La fonction G∞− (·,y) (respectivement G∞+ (·,y)) correspond à la fonction de Green de l’espace
libre associée à κ− (respectivement κ+). Supposons que y ∈ Ω−, la fonction G(·,y)−G∞− (·,y)
est dans son voisinage solution d’une équation de Helmholtz homogène. Par des résultats
classiques de régularité des solutions des problèmes elliptiques, on en déduit que G(·,y)−
G∞− (·,y) est localement C∞. Et comme G∞− (x,y) ∼ 1

2π
ln(κ−‖x− y‖) lorsque x → y, on en

conclut que G(·,y) ∈ L2
loc(Ω). Lorsque y ∈ Ω+, comparer G(·,y) et G∞+ (·,y) nous permet

d’aboutir à la même conclusion.

Nous finissons enfin l’étude de la fonction de Green de la jonction en mentionnant une
propriété de réciprocité qui est particulièrement importante dans la résolution du problème
inverse traitée dans la prochaine section.

Lemme 3.4

La fonction de Green de la jonction satisfait la relation de réciprocité :

G(x,y) = G(y,x), ∀(x,y) ∈ Ω2, x 6= y.

Démonstration. La preuve de ce résultat classique de réciprocité est donnée dans un cas
acoustique plus complexe pour la Proposition 6.15.

3.2 La Linear Sampling Method

On cherche à identifier un défaut D dans la structure Ω. Nous allons pour cela faire les
mêmes hypothèses sur celui-ci que dans le précédent chapitre. À savoir, on suppose que D
est un ouvert borné à frontière Lipschitz tel que D ⊂ Ω et

.
Ω := Ω\D est connexe. Dans cette

section, nous allons dans un premier temps présenter la méthode d’imagerie, puis dans un
second temps la justifier mathématiquement.
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3.2.1 Présentation de la méthode d’imagerie

Pour y ∈
.
Ω, on considère le problème :

Trouver ϕ(·,y) ∈ L2
loc(

.
Ω) tel que

−∆ϕ(·,y)− η2k2
f ϕ(·,y) = δy dans

.
Ω

ϕ(·,y) = 0 sur ∂D
∂nϕ(·,y) = 0 sur Γ

ϕ(·,y) est sortant.

(3.6)

Soit ϕd(·,y) := ϕ(·,y) − G(·,y) où G(·,y) est la solution de (3.1) jouant le rôle de champ
incident. Le champ diffracté ϕd(·,y) est solution du problème (2.16) avec f = −G(·,y)|∂D ;
ainsi (3.6) est bien posé excepté pour un ensemble dénombrable de fréquences d’après le
Lemme 2.10. Nous pouvons désormais définir le problème inverse. Soit Σ̂ le support des
mesures à partir desquelles nous essaierons de reconstituer le défaut. Deux configurations
différentes seront considérées :

• Σ̂ = Σ−R : configuration dite de back-scattering ;

• Σ̂ = Σ−R ∪ ΣR : configuration dite de full-scattering ;

avec R > 0 choisi suffisamment grand pour que D soit compris entre les sections Σ−R et ΣR

de la jonction.

Remarque 3.5 Dans le cadre du contrôle non destructif, on ne connaît pas l’emplacement des
potentiels défauts, on considère pour cela R > 0 grand. Nous proposerons par la suite une méthode
d’imagerie qui sera discrétisée en extrayant le champ lointain des champs diffractés mesurés. Nous
verrons alors que la qualité de la reconstruction sera indépendante de la valeur de R en l’absence
d’atténuation.

Les données considérées pour la reconstruction sont {ϕd(x,y), (x,y) ∈ (Σ̂)2}. On dit
qu’elles sont multistatiques car le support des sollicitations coïncide avec le support des
mesures.

Remarque 3.6 Remarquons que pour y ∈ Σ−R, le champ diffracté ϕd(·,y) = ϕ(·,y) − G(·,y)
peut se réécrire :

ϕd(·,y) =
(
ϕ(·,y)− G̃0(·,y)

)
−
(
G(·,y)− G̃0(·,y)

)
,

où G̃0(·,y) défini par (3.4) est la fonction de Green du guide gauche prolongée par zéro à droite.
Dans cette décomposition, ϕ(·,y)− G̃0(·,y) représente le champ diffracté du point source G̃0(·,y)

simultanément par la jonction et l’obstacle D. Le champ G(·,y)− G̃0(·,y) représente quant à lui
le champ diffracté G̃0(·,y) par la jonction seule. Il en est de même lorsque y ∈ ΣR. La donnée
ϕd(x,y), ∀(x,y) ∈ (Σ̂)2 peut donc être interprétée comme une mesure différentielle selon la
terminologie introduite dans [AGH15].

Lorsque l’on développe une méthode d’imagerie, il est très important de s’assurer que les
données utilisées sont suffisantes pour identifier les défauts de façon unique. Le théorème
suivant nous le garantit pour les données multistatiques considérées.
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Théorème 3.7 [Pot01, Corollaire 3.1.11]

Soient D1 et D2 deux défauts dont les champs diffractés pour un point source y ∈ Σ̂ sont
notés respectivement ϕd

1(·,y) et ϕd
2(·,y). Si pour tout (x,y) ∈ (Σ̂)2 on a ϕd

1(x,y) = ϕd
2(x,y),

alors D1 = D2.

Démonstration. Le résultat est démontré pour le cas de l’espace libre dans [Pot01]. Il s’adapte
aux guides d’ondes en écrivant la relation de réciprocité ϕd(x,y) = ϕd(y,x) satisfaite pour
x 6= y dans Ω (voir [BL08, Lemme 3]).

La Linear Sampling Method est une méthode permettant d’identifier l’obstacle D dans le
domaine imagé à partir des mesures de ϕd(x,y), ∀(x,y) ∈ (Σ̂)2. Elle repose sur l’opérateur de
champ proche N : L2(Σ̂)→ L2(Σ̂) défini pour ĥ ∈ L2(Σ̂) par :

(Nĥ)(x) =

∫
Σ̂

ϕd(x,y)ĥ(y)ds(y), x ∈ Σ̂,

où ϕd(·,y) est la solution de (2.16) pour f = −G(·,y)|∂D. Une fois l’opérateur de champ
proche défini, on peut introduire pour z ∈ Ω, l’équation de champ proche :

Trouver ĥ(·; z) ∈ L2(Σ̂) tel que

Nĥ(·; z) = G(·; z)|Σ̂. (3.7)

La procédure d’imagerie consiste à se donner une grille d’échantillonnage G e ⊂ ΩR recou-
vrant la zone à imager, et pour chacun des points d’échantillonnage z ∈ G e à essayer de
résoudre l’équation de champ proche (3.7). Une telle configuration d’échantillonnage est
représentée Figure 3.2. On visualise enfin les lignes de niveau de la fonction indicatrice
z 7→ Log(1/‖ĥ(·; z)‖L2(Σ̂)), ce qui nous permet de mettre en évidence le défaut. Nous verrons
en réalité par la suite que résoudre l’équation de champ proche revient à tester si la trace de
la fonction de Green sur Σ̂ est dans l’image de l’opérateur de champ proche. Si tel est le cas,
la solution est bornée et le point d’échantillonnage se trouve dans l’obstacle, sinon la solution
diverge et le point d’échantillonnage est en dehors de l’obstacle.

Σ̂ Σ̂
DG e

z

Figure 3.2: Échantillonnage en configuration full-scattering.

3.2.2 Justification de la méthode

La justification de la LSM repose sur une factorisation de l’opérateur de champ proche N à
l’aide d’opérateurs intégraux que nous allons introduire. Cette justification a été entièrement
détaillée dans [BL08] pour un guide fermé droit. Soit B : H

1
2 (∂D)→ H

1
2 (Σ̂) l’opérateur défini

pour g ∈ H
1
2 (∂D) par Bg := ϕ(g)|Σ̂, où ϕ(g) est la solution du problème (2.16) pour f = g.

On définit aussi l’opérateur H : L2(Σ̂)→ H
1
2 (∂D) vérifiant pour ĥ ∈ L2(Σ̂) :

(Hĥ)(x) :=

∫
Σ̂

G(x,y)ĥ(y)ds(y), x ∈ ∂D,
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puis l’opérateur F : H−
1
2 (∂D)→ L2(Σ̂) s’écrivant pour ϕ ∈ H−

1
2 (∂D) :

(Fϕ)(x) :=

∫
∂D

G(x,y)ϕ(y)ds(y), x ∈ Σ̂,

et enfin la restriction de l’opérateur de simple couche au bord de l’obstacle S : H−
1
2 (∂D)→

H
1
2 (∂D) définie pour ϕ ∈ H−

1
2 (∂D) par :

(Sϕ)(x) :=

∫
∂D

G(x,y)ϕ(y)ds(y), x ∈ ∂D.

Hypothèse 3.8

Le problème intérieur :

Trouver ϕ ∈ H1(D) tel que{
∆ϕ+ k2

f η
2ϕ = 0 dans D
ϕ = 0 sur ∂D,

a pour unique solution la solution triviale.

Sous cette hypothèse, on a le résultat de factorisation suivant.

Lemme 3.9 [BL08]

Supposons que l’Hypothèse 3.8 soit satisfaite, on a alors les factorisations suivantes :

N = −BH, F = BS.

On a aussi le résultat suivant sur la restriction de l’opérateur de simple couche.

Proposition 3.10 [BL08, Proposition 1]

Sous l’Hypothèse 3.8, l’opérateur S est un isomorphisme.

Les factorisations du Lemme 3.9 ainsi que l’inversibilité de l’opérateur S donnée par la
Proposition 3.10 nous permettent d’écrire la factorisation de l’opérateur de champ proche :

N = −FS−1H. (3.8)

Les opérateurs intervenant dans cette factorisation ont des propriétés particulières utiles à la
justification de la méthode d’imagerie.

Proposition 3.11 [BL08, Proposition 2]

Les opérateurs B,H,F et N sont compacts. Si de plus l’Hypothèse 3.8 est satisfaite, ils
sont aussi injectifs et d’image dense. En outre, nous avons F = HF.

Démonstration. La preuve donnée dans [BL08] pour montrer l’injectivité de H dans le cas
d’un guide uniforme ne s’adapte pas à notre jonction. Pour montrer ce résultat dans notre
cas, on peut adapter la preuve donnée par [BF14, Lemme 3.4].
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Avec cette étude, il est possible de caractériser l’obstacle à l’aide de l’opérateur de champ
proche et de la fonction de Green de la jonction.

Proposition 3.12 [Rec18, Proposition 1.6]

Nous avons l’équivalence : z ∈ D ⇐⇒ G(·, z)|Σ̂ ∈ Im(F), où Im(F) représente l’image de
l’opérateur F .

Nous pourrions échantillonner directement en suivant la Proposition 3.12 en utilisant par
exemple le test d’image de Picard (voir [CKK98, p 92]). Cette approche n’est pas utilisable
en pratique, puisqu’elle requiert le calcul de l’opérateur F qui dépend explicitement de
l’obstacle qu’on cherche à reconstruire. Motivés par la factorisation (3.8), nous choisissons
plutôt de résoudre l’équation de champ proche (3.7) qui ne fait pas intervenir explicitement
l’obstacle. Il faut à ce stade noter deux choses. Premièrement, l’opérateur N est compact selon
la Proposition 3.11, il n’est donc pas inversible. Pour réaliser un test proche de celui décrit
par la Proposition 3.12, nous allons donc résoudre une version régularisée de l’équation de
champ proche (3.7). Deuxièmement, nous avons Im(N) 6= Im(F) puisque l’opérateur H n’est
pas surjectif. Il ne semble donc pas, de prime abord, que le test avec l’opérateur de champ
proche soit justifié. Nous avons néanmoins le Théorème 3.13 qui montre partiellement que
les lignes de niveau de la solution de l’équation de champ proche régularisée nous permettent
d’identifier le défaut.

Théorème 3.13 [CC03, Théorème 2.2]

(i) Si z ∈ D, alors pour tout ε > 0, il existe ĥε(·; z) ∈ L2(Σ̂) tel que :

‖Nĥε(·; z)− G(·; z)‖L2(Σ̂) ≤ ε,

et ‖Hĥε(·; z)‖
H

1
2 (∂D)

→ 0 lorsque ε→ 0. De plus, pour ε > 0 fixé, nous avons aussi :

lim
z→∂D

‖ĥε(·; z)‖L2(Σ̂) = +∞, lim
z→∂D

‖Hĥε(·; z)‖
H

1
2 (∂D)

= +∞.

(ii) Si z ∈ Ω\D, alors pour toute famille de fonctions (ĥε(·; z))ε de L2(Σ̂) vérifiant pour
tout ε > 0 l’inégalité :

‖Nĥε(·; z)− G(·; z)‖L2(Σ̂) ≤ ε,

on a :
lim
ε→0
‖ĥε(·; z)‖L2(Σ̂) = +∞, lim

ε→0
‖Hĥε(·; z)‖

H
1
2 (∂D)

= +∞.

Démonstration. La preuve donnée dans [CC03] s’écrit de la même façon dans un contexte de
guides d’ondes à l’aide des résultats énoncés précédemment.

3.3 Formulation modale de la LSM

La LSM décrite ci-dessus peut s’appliquer à un très grand nombre de configurations.
Mais dans [BL08], une formulation de la LSM tirant parti des spécificités modales des
guides d’ondes, a été introduite pour la première fois. Cette formulation consistant à projeter
l’équation de champ proche sur les modes des guides droit et gauche est intéressante, car elle
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en permet une "régularisation physique". Les séries modales associées aux champs incidents
et diffractés sont en effet tronquées en ne conservant que les termes associés aux modes
propagatifs. Cela revient à sélectionner les données de champ lointain mentionnées dans
la Remarque 3.5. Pour réaliser cela, nous avons besoin de la proposition suivante qui fait
intervenir les composantes diffractées des champs perturbés ϕp

n,+ (respectivement ϕp
n,−)

solutions du problème (2.20) (respectivement (2.21)).

Proposition 3.14

Le champ diffracté ϕd(·,y) := ϕ(·,y) − G(·,y) associé au champ total ϕ(·,y) solution de
(3.6) s’écrit, excepté pour un ensemble dénombrable de fréquences :

ϕd(x,y) =


−
∑
n∈N

1

2λ̃n
ϕd
n,+(x)ϕ̃n,−(y) pour y1 = −R, x1 > −R

−
∑
n∈N

1

2λn
ϕd
n,−(x)ϕn,+(y) pour y1 = R, x1 < R,

où ϕd
n,+ et ϕd

n,− sont les solutions du problème (2.16) pour respectivement f = −ϕr
n,+|∂D et

f = −ϕr
n,−|∂D.

Démonstration. Considérons le cas y1 = −R et x1 > −R, l’autre étant similaire. Pour cela on
introduit :

H(x,y) = −
∑
n∈N

1

2λ̃n
ϕd
n,+(x)ϕ̃n,−(y),

dont la trace sur ∂D s’écrit :

H(·,y)|∂D = −
∑
n∈N

1

2λ̃n
ϕd
n,+|∂Dϕ̃n,−(y) =

∑
n∈N

1

2λ̃n
ϕr
n,+|∂Dϕ̃n,−(y) = −G(·,y)|∂D,

où la dernière égalité est obtenue à l’aide de la Proposition 3.3. Par unicité de la solution du
problème (2.16) en dehors d’un ensemble au plus dénombrable de fréquences, on en déduit
que H(x,y) = ϕd(x,y) pour x1 > y1 = −R.

À l’aide de la décomposition de ϕd(·,y) sur les champs diffractés associés aux champs de
référence donnée par la Proposition 3.14, nous sommes en mesure de décomposer l’opérateur
de champ proche sur les modes.

Lemme 3.15

Pour ĥ = (ĥ−, ĥ+) ∈ L2(Σ−R) × L2(ΣR), l’opérateur de champ proche en configuration
full-scattering s’écrit :

(Nĥ)(x) =


−
∑
m∈N

∑
n∈N

(eλ̃nR
2λ̃n

(S+
n )−mh

−
n +

eλnR

2λn
(S−n )−mh

+
n

)
ϕ̃m(x2) si x ∈ Σ−R

−
∑
m∈N

∑
n∈N

(eλ̃nR
2λ̃n

(S+
n )+

mh
−
n +

eλnR

2λn
(S−n )+

mh
+
n

)
ϕm(x2) si x ∈ ΣR,

où les coefficients de la décomposition sont donnés par :

ĥ− =
∑
n∈N

h−n ϕ̃n, ĥ+ =
∑
n∈N

h+
nϕn,
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et :

ϕd
n,±(x) =


∑
m∈N

(S±n )−mϕ̃m(x2) si x ∈ Σ−R∑
m∈N

(S±n )+
mϕm(x2) si x ∈ ΣR.

Remarque 3.16 Il est important de souligner qu’il est strictement équivalent :

• en full-scattering : de mesurer ϕd(x,y), ∀(x,y) ∈ (Σ−R ∪ ΣR)2 et les projections modales
des champs ϕd

n,+ et ϕd
n,− sur Σ−R et ΣR ;

• en back-scattering : de mesurer ϕd(x,y), ∀(x,y) ∈ (Σ−R)2 et les projections modales des
champs ϕd

n,+ sur Σ−R.

À l’aide de la Proposition 3.3 et du Lemme 3.4, on peut donner deux expressions de la
fonction test G(·, z)|Σ̂.

Lemme 3.17

(i) Formules obtenues sans utiliser la réciprocité de la fonction de Green :
• pour x ∈ Σ−R et z ∈ ΩR :

G(x, z) =



−
∑
m∈N

∑
n∈N

e−λ̃nz1

2λ̃n
(ϕr

n,+, ϕ̃m)L2(Σ−R)ϕ̃n(z2)ϕ̃m(x2)

−
∑
m∈N

1

2λ̃m
(eλ̃m(R+z1) − e−λ̃m(R+z1))ϕ̃m(z2)ϕ̃m(x2) si z1 ∈ (−R, 0)

−
∑
m∈N

∑
n∈N

eλnz1

2λn
(ϕr

n,−, ϕ̃m)L2(Σ−R)ϕn(z2)ϕ̃m(x2) si z1 ∈ (0, R),

• pour x ∈ ΣR et z ∈ ΩR :

G(x, z) =



−
∑
m∈N

∑
n∈N

e−λ̃nz1

2λ̃n
(ϕr

n,+,ϕm)L2(ΣR)ϕ̃n(z2)ϕm(x2) si z1 ∈ (−R, 0)

−
∑
m∈N

∑
n∈N

eλnz1

2λn
(ϕr

n,−,ϕm)L2(ΣR)ϕn(z2)ϕm(x2)

−
∑
m∈N

1

2λm
(eλm(R−z1) − e−λ̃m(R−z1))ϕm(z2)ϕm(x2) si z1 ∈ (0, R).

(ii) Formules obtenues en utilisant la réciprocité de la fonction de Green :
• pour x ∈ Σ−R et z ∈ ΩR :

G(x, z) = −
∑
n∈N

eλ̃nR

2λ̃n
ϕr
n,+(z)ϕ̃n(x2),

• pour x ∈ ΣR et z ∈ ΩR :

G(x, z) = −
∑
n∈N

eλnR

2λn
ϕr
n,−(z)ϕn(x2).

Dans ces expressions, ϕr
n,+ et ϕr

n,− sont les champs de référence solutions de respectivement
(2.2) et (2.3).
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Démonstration. Les formules (i) sans réciprocité s’obtiennent simplement des expressions
de la fonction de Green données dans la Proposition 3.3, en y injectant les décompositions
modales des traces des champs de référence sur Σ±R. Les expressions (ii) s’obtiennent en
écrivant la relation de réciprocité G(x, z) = G(z,x) donnée par le Lemme 3.4, puis en
utilisant à nouveau les formules données dans la Proposition 3.3. On obtient dans ce cas une
expression simplifiée.

Avec les Lemmes 3.15 et 3.17, nous pouvons projeter facilement l’équation de champ
proche (3.7) sur les modes des guides droit et gauche. Nous choisissons de projeter G(·, z)|Σ̂
sur les modes en utilisant les expressions (ii) données par le Lemme 3.17. Ce choix a en effet
l’avantage de conduire à une projection sur les modes ne faisant pas intervenir de série, ce
qui permet d’éviter les questions de troncature. Notons cependant que l’expression de la
trace de la fonction de Green donnée par les expressions (i) ne fait intervenir que la trace des
champs de référence sur la section des mesures. En configuration full-scattering, l’équation
de champ proche s’écrit alors sous la forme du système infini :

Trouver (h−n )n∈N ∈ `2(C) et (h+
n )n∈N ∈ `2(C) tel que

∀m ∈ N,


∑

n∈N

(
eλ̃nR

2λ̃n
(S+

n )−mh
−
n + eλnR

2λn
(S−n )−mh

+
n

)
= D−m(z)∑

n∈N

(
eλ̃nR

2λ̃n
(S+

n )+
mh
−
n + eλnR

2λn
(S−n )+

mh
+
n

)
= D+

m(z),
(3.9)

où pour tout m ∈ N :

D−m(z) =
eλ̃mR

2λ̃m
ϕr
m,+(z), D+

m(z) =
eλmR

2λm
ϕr
m,−(z). (3.10)

À ce stade, rappelons que l’opérateur de champ proche est compact. L’équation de champ
proche et a fortiori sa formulation modale équivalente (3.9) doit donc être régularisée.
Une "régularisation physique" basée sur les modes a été proposée dans [BL08]. Puisqu’on
fait l’hypothèse qu’on travaille avec des mesures en champ lointain (voir Remarque 3.5), on
n’envoie pour champ incident que les modes propagatifs, et on ne mesure que les composantes
propagatives des champs diffractés associés. Cela revient à ne conserver que les équations
associées aux champs de référence induits par un mode propagatif, et à tronquer les séries
en ne conservant que les Ñp premiers termes pour les mesures sur Σ−R, et les Np premiers
termes pour les mesures effectuées sur ΣR. Le système infini est alors ramené au système
matriciel carré :

Trouver (H−, H+) ∈ CÑp × CNp tel que(
A+− A−−

A++ A−+

)(
H−

H+

)
=

(
D−(z)
D+(z)

)
. (3.11)

La matrice de ce système est appelée matrice de scattering et ses quatre blocs A+− ∈ CÑp×Ñp ,

A−− ∈ CNp×Ñp , A++ ∈ CÑp×Np et A−+ ∈ CNp×Np sont définis par :

A+−
mn =

eλ̃nR

2λ̃n
(S+

n )−m, A
−−
mn =

eλnR

2λn
(S−n )−m, A

++ =
eλ̃nR

2λ̃n
(S+

n )+
m et A−+ =

eλnR

2λn
(S−n )+

m, (3.12)

les vecteurs solutions H− ∈ CÑp et H+ ∈ CNp par :

H−n = h−n et H+
n = h+

n ,
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et enfin les vecteurs du second membre D− ∈ CÑp et D+ ∈ CNp sont définis par (3.10).
L’équation de champ proche tronquée (3.11) est désormais une équation de champ lointain, car
elle ne prend plus en compte les modes évanescents. En back-scattering, l’équation matricielle
(3.11) se simplifie en :

Trouver H− ∈ CÑp tel que

A+−H− = D−(z). (3.13)

Remarque 3.18 Comme pour les autres méthodes de discrétisation de la LSM, nous ne savons pas
démontrer d’analogue du Théorème 3.13 pour justifier la procédure d’imagerie utilisant l’équation
(3.11). La pratique a cependant montré que celle-ci est fonctionnelle pour imager une grande
variété de défauts avec des mesures de champ lointain.

3.4 Étude numérique

Nous concluons cette partie en présentant quelques résultats numériques d’imagerie
obtenus à l’aide de la formulation modale de la LSM proposée dans la section précédente.

3.4.1 Remarques préliminaires

Afin de tester la méthode d’imagerie proposée, il est nécessaire d’avoir des données de
champs diffractés. Pour cela, nous synthétisons numériquement les données nécessaires en
résolvant le problème direct à l’aide des outils présentés dans le chapitre 2. Plus précisément,
les quatre blocs de la matrice de scattering A+−, A−−, A++ et A−+ définis par (3.12) sont
calculés par éléments finis dans un domaine borné à l’aide d’opérateurs DtN. La méthode
d’imagerie sera testée avec des données bruitées pour se rapprocher de l’imagerie en condi-
tions réelles. Ces données bruitées sont générées à partir des données simulées (exactes
à l’erreur de discrétisation près), en suivant la procédure détaillée dans [BL08] que l’on
rappelle. Soit ϕd

h la trace d’un champ diffracté sur la section des mesures Σ̂ calculée par
éléments finis :

1. on simule un bruit Gaussien ponctuel noté bh s’appuyant sur un maillage de Σ̂ ;
2. la donnée bruitée est alors définie par ϕd,δ

h := ϕd
h + αbh où α > 0 est choisi de sorte que

‖ϕd,δ
h − ϕd

h‖L2(Σ̂) = σ‖ϕd
h‖L2(Σ̂) et 0 ≤ σ < 1 est le bruit relatif imposé.

Lorsqu’on utilise des données bruitées et un nombre de modes propagatifs important, la
régularisation physique proposée de l’équation de champ proche n’est pas suffisante dans
certains cas. Pour z ∈ G e, l’équation de champ lointain (3.11) est notée de façon condensée :

AH = D(z), (3.14)

avec A la matrice des données exactes. La matrice Aδ des données bruitées calculée selon
la procédure décrite ci-dessus vérifie |||Aδ − A||| ≤ δ où |||·||| représente la norme matricielle
usuelle. En pratique, la quantité δ est obtenue en évaluant numériquement la norme matri-
cielle. La seconde régularisation consiste alors à résoudre l’équation de Tikhonov associée à
(3.14) :

(AF

δAδ)Hε + εHε = AF

δD(z), (3.15)

dans laquelle AF

δ est la conjuguée hermitienne de Aδ et ε > 0 est choisi selon le principe de
Morozov détaillé dans [CPP97]. Cela consiste à dire que le paramètre de régularisation ε
optimal pour le niveau de bruit considéré est l’unique racine de la fonction réelle :

ε 7→ µ(ε) := ‖AδHε −D(z)‖2 − δ2‖Hε‖2.
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Si (σn, xn, yn)0≤n≤M−1 est une décomposition en valeurs singulières de Aδ, alors cette fonction
s’écrit sous la forme :

µ(ε) =
M−1∑
n=0

ε2 − δ2σ2
n

(σ2
n + ε)2

|(D(z), yn)|2,

où M est égal à Ñp en back-scattering et Ñp +Np en full-scattering. Le paramètre de régulari-
sation ε peut donc être en pratique estimé à l’aide d’une simple dichotomie puisque µ est
monotone. Il ne reste plus qu’à calculer le second membre donné par les formules (3.10) fai-
sant intervenir les champs de référence gauche et droit. Ils sont calculés numériquement dans
un domaine borné tronqué avec des opérateurs DtN lors d’une phase préalable à l’imagerie.
Lors de l’échantillonnage, il ne reste plus qu’à évaluer ces champs au point d’échantillonnage
courant. Il est important de souligner que cette méthode de calcul de la fonction de Green est
très intéressante, car elle permet un échantillonnage très peu coûteux en temps et en espace,
en particulier si le domaine occupé par la jonction considéré est grand. En pratique, nous
normalisons les seconds membres D(z) par leur norme infinie, ce qui ne change pas leur
appartenance ou non à l’image de l’opérateur de champ proche, mais améliore un peu les
résultats d’imagerie obtenus. Pour toutes les images montrées dans la suite, nous visualisons
les lignes de niveau de la fonction indicatrice :

I : z 7→ Log(1/‖Hε(z)‖2), (3.16)

où Hε(z) est la solution de (3.15) dont nous avons précisé la dépendance implicite au point
d’échantillonnage z et où ‖ · ‖2 est la norme L2 discrète. Au vu du Théorème 3.13, nous
observerons que I(z) prend des valeurs négatives grandes en module lorsque z /∈ D, ce qui
signifie que les lignes de niveau de I permettent d’identifier le défaut.

Précisons les paramètres utilisés pour résoudre les problèmes directs et inverses qui
suivent. Les champs de référence et champs diffractés associés sont approximés par des
éléments finis de la Lagrange P2 avec au moins 15 points de discrétisation par longueur
d’onde. La troncature des DtN se fait en conservant tous les modes propagatifs et en rajoutant
15 modes évanescents.

3.4.2 Résultats

Impact de la fréquence et du bruit en full-scattering

On commence cette étude numérique en considérant un cas d’imagerie en configuration
full-scattering. Pour cela on se donne une jonction de guides de demi-épaisseur h− = 0, 3
et h+ = 0, 5 dans laquelle on essaye d’imager deux obstacles de Dirichlet. Les mesures sont
effectuées à une distance R = 1, 2 de la jonction. On commence par étudier l’impact de la
fréquence sur la qualité de la reconstruction en présence d’un bruit ayant une amplitude de
1% (i.e. σ = 0, 01). Nous constatons Figure 3.3 qu’augmenter la fréquence, ce qui revient à
augmenter le nombre de modes propagatifs, améliore la qualité de reconstruction : davantage
de données sont à notre disposition. Cela met en évidence que la LSM est d’autant plus
performante que la fréquence est élevée. De plus, on observe sur l’image de droite que seule
la frontière de l’obstacle à droite est reconstruite. Cette reconstruction pourrait paraître au
premier abord moins bonne que sur l’image de gauche, mais elle est en réalité meilleure dans
le sens où elle est conforme à la théorie (voir le point (ii) du Théorème 3.13).
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Figure 3.3: Full-scattering, σ = 0, 01. Gauche : κ− = κ+ = 20, Ñp = 4, Np = 7. Droite :
κ− = κ+ = 40, Ñp = 8, Np = 13.

Ensuite, il est important en vue des applications d’étudier la robustesse de la méthode
par rapport au niveau de bruit. Pour cela, on choisit κ− = κ+ = 30, ce qui conduit à Ñp = 6
et Np = 10. La détérioration de la qualité de reconstruction avec le bruit est légèrement
visible sur les résultats de la Figure 3.4, en particulier en regardant les valeurs prises par la
fonction indicatrice, qui deviennent de moins en moins grandes en valeur absolue en dehors
des défauts lorsque le bruit augmente. Cela réduit le contraste de l’image et pourrait rendre
plus difficile l’identification des défauts pour des obstacles plus complexes. On peut toutefois
dire que la méthode est relativement robuste au bruit. Ces conclusions restent valables en
back-scattering.

Figure 3.4: Full-scattering. Haut : gauche σ = 0, 01, droite σ = 0, 05. Bas : gauche σ = 0, 1,
droite σ = 0, 2.

Impact du nombre de modes en back-scattering

Nous poursuivons cette étude numérique par l’imagerie en configuration back-scattering.
Pour cela, on ne considère plus qu’un obstacle de Dirichlet dans le demi-guide droit. Les
mesures sont effectuées à gauche, toujours à une distance R = 1, 2 de la jonction. On travaille
cette fois en présence de 5% de bruit. La demi-épaisseur du demi-guide droit est fixée à
h+ = 0, 5 et le nombre d’onde à droite à κ+ = 40 ; il y a dans ce cas Np = 11 modes propagatifs.
Les résultats de la Figure 3.5 mettent en évidence la possibilité d’imager un obstacle à
droite avec des mesures à gauche, mais d’une façon cependant dégradée par rapport à une
configuration full-scattering. Cela s’explique par l’utilisation d’une quantité de données
quatre fois inférieure lorsqu’on passe de (3.11) en full-scattering à (3.13) en back-scattering.
Augmenter le nombre de modes propagatifs à gauche en augmentant soit la demi-épaisseur
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du demi-guide, soit le nombre d’onde, permet d’améliorer la qualité de la reconstruction,
mais d’une façon bien plus prononcée pour la première possibilité.

Figure 3.5: Back-scattering. Haut : gauche h− = 0, 3 , κ− = 40, Ñp = 8. Bas : gauche
h− = 0, 4 , κ− = 40, Ñp = 11, droite h− = 0, 3 , κ− = 55, Ñp = 11.

Remarque 3.19 Des expériences numériques supplémentaires sont présentées dans [BFR21], en
particulier pour la jonction de trois demi-guides.
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Ondes acoustiques dans un guide
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Dans la première partie de la thèse, nous nous sommes intéressés à la jonction de deux
guides acoustiques fermés. Ce travail a permis de décrire par exemple la propagation des
ultrasons dans la jonction de deux plaques à l’air libre (modélisé au premier ordre par du
vide) de propriétés différentes. Rappelons qu’on parle de guides fermés, car les ondes acous-
tiques restent confinées dans la structure sans rayonner d’énergie dans le milieu environnant.
Dans le chapitre 1, nous avons introduit et étudié des objets particuliers appelés modes des
demi-guides. L’étude de ces objets est particulièrement intéressante pour avoir une bonne
compréhension de la propagation des ondes dans ces structures. Nous nous sommes appuyés
sur cette étude au cours du chapitre 2 pour résoudre le problème direct afin d’être en mesure
de synthétiser numériquement des mesures de champs perturbés par un défaut. Enfin, nous
avons proposé dans le chapitre 3 une résolution du problème inverse à l’aide d’une formula-
tion modale de la Linear Sampling Method (LSM). Cette méthode a permis de reconstruire
des défauts à l’aide de données simulées.

Nous proposons dans cette deuxième partie de nous intéresser à la propagation des ondes
dans des structures plus complexes qu’on rencontre par exemple en génie civil. Il s’agit de
structures élancées dont une partie est à l’air libre et une autre est enfouie dans un milieu
environnant supposé infini ayant des propriétés différentes. Par exemple, il pourrait s’agir
d’un câble ou d’une plaque d’acier partiellement enfoui dans du béton. La partie de la
structure à l’air libre peut être vue comme un demi-guide fermé et celle enfouie comme
un demi-guide ouvert. Nous disons demi-guide ouvert puisqu’une partie des ondes qui
se propage dans la structure peut fuir dans le milieu environnant. La structure globale
peut ainsi être interprétée comme la jonction d’un demi-guide fermé et d’un demi-guide
ouvert, ce dernier étant constitué du prolongement du demi-guide fermé appelé cœur et du
milieu environnant parfois appelé gaine. Formalisons le modèle choisi pour décrire de telles
structures dans une configuration 2D. On considère un demi-guide fermé gauche occupant
le domaine Ω− := (−∞, 0)× Σ− où la section est donnée par Σ− = (−h0, h0) avec h0 > 0 et
un demi-guide ouvert Ω∞+ := (0,∞)× R de section infinie. On note Ω∞ := Ω− ∪ Σ0− ∪ Ω∞+ le
domaine entier avec Σ0− := {0} × Σ−. Le bord extérieur de la structure est noté Γ∞ := ∂Ω∞.
Les coordonnées cartésiennes d’un point x du domaine Ω∞ sont notées x = (x1, x2).

Afin de simplifier notre étude, nous allons comme dans la première partie considérer
un modèle scalaire pouvant décrire par exemple la propagation des ondes dites SH (Shear
Horizontal) en élasticité antiplane. L’obtention de ce modèle scalaire à partir des équations
de l’élasticité sera détaillée dans la Partie III du mémoire. On suppose que le coefficient de
cisaillement µ ainsi que la densité ρ des matériaux sont constants par morceaux :

µ(x1, x2) =

{
µ0 si |x2| < h0

µ∞ si |x2| > h0,
ρ(x1, x2) =

{
ρ0 si |x2| < h0

ρ∞ si |x2| > h0,

avec des constantes µ0, µ∞, ρ0 et ρ∞ strictement positives.

Remarque I2.1 Nous aurions très bien pu considérer un milieu environnant ayant des propriétés
mécaniques différentes de part et d’autre du cœur, mais nous ne traitons pas ce cas pour simplifier
la présentation. Le cas des coefficients variables dans la direction transverse peut aussi être traité
en faisant les hypothèses qu’ils sont bornés inférieurement et supérieurement par des constantes
strictement positives et de plus constants à l’infini dans la direction transverse.

La vitesse c des ondes SH donnée par c =
√
µ/ρ est par conséquent constante par

morceaux : on note c0 sa valeur dans le cœur de la structure et c∞ celle dans le milieu
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environnant. Le champ de déplacement associé aux ondes SH a une seule composante non
nulle notée ǔ qui est gouvernée en régime temporel par l’équation :

ρ
∂2ǔ

∂t2
− div(µ∇ǔ) = 0, (x, t) ∈ Ω∞ × R+, (I2.1)

où ∇ et div sont les opérateurs gradient et divergence. On s’intéresse à des solutions harmo-
niques de (I2.1) ayant la dépendance temporelle :

ǔ(x, t) = <e
(
u(x)e−iωt

)
, (I2.2)

où ω ∈ R est la fréquence angulaire. Le nombre d’onde donné par k := ω/c est tout comme
les autres constantes physiques constant par morceaux : sa valeur dans le cœur est notée k0 et
celle dans le milieu environnant k∞. En injectant l’Ansatz (I2.2) dans (I2.1) puis en utilisant
le fait que les coefficients du problème ne dépendent pas de la variable axiale, on trouve
l’équation de Helmholtz :

∂x2(µ∂x2u) + µ∂2
x1
u+ µk2u = 0, x ∈ Ω∞. (I2.3)

Une telle configuration est représentée Figure I2.1. L’étude des problèmes de diffraction

x1

x2

Σ−

Γ∞

Γ∞

Ω∞
ρ0, c0

ρ∞, c∞

ρ∞, c∞

Figure I2.1: Géométrie 2D d’un guide partiellement enfoui.

gouvernés par (I2.3) dans la partie fermée de la structure a été conduite dans le chapitre 2 et
celle dans la partie ouverte dans [Gou10]. Dans un premier temps, une analyse modale du
guide ouvert a mis en évidence l’existence de plusieurs types de modes traduisant plusieurs
aspects de la propagation des ondes dans les guides ouverts. Lorsque c0 < c∞, il existe des
modes appelés modes guidés, qui tout comme les modes propagatifs d’un guide fermé se
propagent sans perte dans la direction axiale du guide, mais ont ici la particularité d’être
confinés dans le cœur de la structure. Dans tous les cas, il existe aussi des modes appelés
modes de radiation, qui sont oscillants à l’infini dans la direction transverse du guide et qui
traduisent que les ondes peuvent se propager dans le milieu environnant. D’un point de vue
numérique, il est nécessaire de se ramener à un domaine borné dans la direction transverse.
La stratégie adoptée pour cela dans [Gou10] se décline en deux temps. Dans un premier
temps, des couches parfaitement adaptées, en anglais Perfectly Matched Layers (PML), infinies
sont introduites dans la direction transverse du guide ouvert. Cela revient à effectuer une
dilatation analytique qui va transformer l’équation (I2.3) en l’équation :

α∂x2(αµ∂x2u) + µ∂2
x1
u+ µk2u = 0, x ∈ Ω∞, (I2.4)
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où α(x1, x2) est un coefficient complexe égal à 1 lorsque |x2| < h1 pour un réel h1 > h0 et com-
plexe lorsque |x2| ≥ h1. L’effet de cette dilatation analytique est d’atténuer les ondes dans la
direction transverse, au sens où elle transforme certaines fonctions exponentielles oscillantes
en exponentielles décroissantes. Pour cette configuration, il existe toujours des modes guidés
lorsque la condition sur les vitesses des ondes mentionnée précédemment est respectée. Les
PML révèlent de nouveaux modes, appelés modes à fuite, qui sont simultanément décroissants
dans les directions axiale et transverse du guide ; ils traduisent la fuite d’une partie des
ondes dans le milieu environnant. Enfin, il y est aussi mis en évidence l’existence de modes
oscillants à l’infini dans la direction transverse des PML. Ces modes-là ne sont quant à
eux pas intrinsèques au problème physique de départ puisqu’ils dépendent des paramètres
non physiques h1 et α des PML. Dans un second temps, les PML sont tronquées dans la
direction transverse en |x2| = h2 où h2 > h1 est choisi suffisamment grand pour que les ondes
soient suffisamment atténuées en bout de PML pour ne pas produire de réflexions parasites.
On choisit d’imposer en bout de PML la condition de Neumann homogène : ∂x2u = 0. À
l’issue de cette démarche en deux temps, le demi-guide ouvert droit est remplacé par un
demi-guide fermé noté Ω+ := (0,+∞)× Σ+ avec Σ+ = (−h2, h2) et la structure totale notée
Ω := Ω− ∪ Σ0− ∪ Ω+ peut donc être interprétée comme la jonction de deux guides fermés.
Une telle configuration est décrite sur la Figure I2.2. Mais contrairement au cas traité dans la

x1

x2

Σ− Σ+h0

h1

h2

Γ

Γ

Ω

ρ0, c0

ρ∞, c∞

ρ∞, c∞

Figure I2.2: Géométrie 2D d’un guide partiellement enfoui tronqué dans la direction trans-
verse par des PML bornées.

première partie du manuscrit, les coefficients du milieu à droite sont constants par morceaux
dans la direction transverse et l’introduction de la PML fait apparaître un coefficient com-
plexe. Le second point rend beaucoup plus difficile l’analyse des modes à droite, mais aussi
l’étude des problèmes de diffraction.

Nous débuterons cette partie par une étude modale du demi-guide droit au chapitre 4,
en rappelant les principaux résultats obtenus dans [Gou10] pour le guide non borné dans
la direction transverse, puis non borné, mais avec des PML infinies et enfin borné avec des
PML finies. Quelques éléments d’analyse supplémentaires seront développés pour le guide
tronqué avec des PML finies en vue de l’étude des problèmes direct et inverse. L’analyse
modale du demi-guide gauche a quant à elle été abordée au chapitre 1. Ensuite, nous nous
intéresserons dans le chapitre 5 aux problèmes de diffraction dans une jonction tronquée
à droite dans la direction transverse par des PML. Nous étudierons le caractère bien posé
de ces problèmes en utilisant la théorie de Kondratiev et introduirons un opérateur DtN
avec recouvrement qui sera étudié théoriquement et numériquement. Nous aborderons enfin
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le problème inverse au chapitre 6 en expliquant comment adapter la méthode d’imagerie
développée dans le chapitre 3.

Mentionnons enfin que le travail développé dans le chapitre 5 a fait l’objet de l’article
[Bou+23] et celui du chapitre 6 de l’article [BFR22].
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Chapitre 4

Analyse modale dans les guides
acoustiques ouverts
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Nous avons vu dans la première partie du manuscrit que les modes sont nécessaires pour
développer des outils de simulation dans les guides d’ondes, mais aussi pour proposer une
formulation efficace de la Linear Sampling Method qui est la méthode d’imagerie retenue dans
ce travail. Dans le cas d’un guide fermé à coefficients réels constants, nous avons pu conduire
au chapitre 1 une analyse modale complète à l’aide de la théorie spectrale des opérateurs
autoadjoints. On a pu voir en particulier qu’il existe un ensemble dénombrable de modes
qu’on peut classer en deux groupes : les modes propagatifs et les modes évanescents. Les
premiers se propagent sur de longues distances tandis que les seconds sont exponentiellement
décroissants dans la direction axiale du guide. Le cas considéré dans cette partie est beaucoup
moins standard et conduit à une analyse modale plus compliquée, mais plus riche. On
s’intéressera premièrement dans ce chapitre aux modes du guide ouvert de la configuration
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réelle, c’est-à-dire non bornée dans la direction transverse. Dans une seconde section, nous
définirons des objets appelés modes à fuite, qui ne sont pas des modes du problème initial,
mais qui sont définis à partir de résonances complexes du système. Nous expliquerons
comment ces modes, qui rendent compte de la fuite de l’énergie dans le milieu environnant,
peuvent être révélés par l’introduction de PML infinies dans la direction transverse. Ensuite,
nous tronquerons les PML introduites pour être en mesure de calculer les modes. Une analyse
numérique du calcul de ces modes sera enfin conduite. Les résultats cités sans être démontrés
sont directement issus de [Gou10].

4.1 Le guide ouvert de la configuration réelle

On considère un guide ouvert, c’est-à-dire non borné dans les directions transverse
et longitudinale, occupant le plan R2 et qui est de plus rectiligne. Il est constitué d’un
cœur occupant le domaine R × (−h0, h0) avec h0 > 0 et d’une gaine qui occupe le domaine
R ×

(
(−∞,−h0) ∪ (h0,+∞)

)
. Les coefficients du problème sont constants par morceaux et

donnés pour x = (x1, x2) ∈ R2 par :

µ(x) =

{
µ0 si |x2| < h0

µ∞ si |x2| > h0,
c(x) =

{
c0 si |x2| < h0

c∞ si |x2| > h0,
k(x) =

{
k0 si |x2| < h0

k∞ si |x2| > h0,

où µ0, µ∞, c0, c∞, k0 et k∞ sont des constantes strictement positives. Cette structure est
représentée Figure 4.1. Comme dans le chapitre 1, on définit les modes comme des solutions

x1

x2

ρ0, c0

ρ∞, c∞

ρ∞, c∞

h0

Figure 4.1: Géométrie 2D d’un guide ouvert.

à variables séparées u(x1, x2) = v(x1)u(x2) du problème homogène :

∂x2(µ∂x2u) + µ∂2
x1
u+ µk2u = 0, (x1, x2) ∈ R2.

Pour une telle solution, il existe λ ∈ C tel que v(x1) = eλx1 et u non nulle solution du
problème :

dx2(µdx2u) + µ(k2 + λ2)u = 0, x2 ∈ R.

De manière formelle, calculer un mode revient donc à résoudre le problème aux valeurs
propres :

Trouver ξ ∈ C et u non nulle tels que

− 1

µ
dx2(µdx2u)− k2u = ξu, x2 ∈ R, (4.1)

puis à revenir au nombre d’onde longitudinal avec la relation λ2 = ξ.
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4.1.1 Détermination des modes à l’aide de la théorie spectrale

Pour étudier mathématiquement le problème (4.1), on introduit l’opérateur à domaine L0

de L2(R) défini par :

L0u := − 1

µ
dx2(µdx2u)− k2u, (4.2)

pour u ∈ D(L0) = {v ∈ H1(R) | dx2(µdx2u) ∈ L2(R)}. L’étude des modes du guide ouvert
est donc ramenée à celle du spectre de l’opérateur L0 qu’on appellera par la suite opérateur
transverse du guide ouvert. Cette étude a été conduite de façon exhaustive dans [Gou10]
pour un guide enfoui 3D, mais reste valable pour le cas 2D plus simple que nous traitons.
Rappelons maintenant les principaux résultats qui y sont démontrés.

Proposition 4.1 [Gou10, Proposition 1.2]

L0 est un opérateur fermé à domaine dense dans L2(R). Il est de plus autoadjoint pour le
produit scalaire (µ·, ·)L2(R).

Notons Λ(L0) le spectre de l’opérateur L0 et posons kmax := max(k0, k∞).

Proposition 4.2 [Gou10, Proposition 1.3]

Le spectre de L0 satisfait : Λ(L0) ⊂ [−k2
max,+∞].

Puisque L0 est autoadjoint, son spectre peut être décomposé en deux ensembles disjoints :
le spectre discret noté Λd(L0) et le spectre essentiel noté Λe(L0). On a alors :

Λ(L0) = Λd(L0) ∪ Λe(L0).

Proposition 4.3 [Gou10, Proposition 1.4]

Le spectre essentiel est donné par Λe(L0) = [−k2
∞,+∞[.

La borne inférieure du spectre essentiel dépend donc du nombre d’onde dans la gaine,
mais pas de celui dans le cœur. Ceci met en évidence que le spectre essentiel rend compte du
comportement à l’infini des ondes, ce sur quoi nous reviendrons plus tard.

Proposition 4.4 [Gou10, Proposition 1.5]

Il n’existe pas de fonction propre u ∈ D(L0) satisfaisant L0u = ξu pour tout ξ > −k2
∞.

En d’autres termes, ce résultat nous garantit qu’il ne peut pas y avoir de valeurs propres
plongées dans le spectre essentiel.

Proposition 4.5 [Gou10, Proposition 1.6]

Le spectre discret est un ensemble fini de valeurs propres. Il satisfait de plus : Λd(L0) ⊂
]− k2

max,−k2
∞[.

Ce résultat permet de donner une condition nécessaire et suffisante sur les vitesses dans
le cœur et la gaine pour que le spectre discret soit non vide.
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Proposition 4.6 [Gou10, Proposition 1.8]

Λd(L0) est non vide si et seulement si c0 < c∞.

Le spectre qui vient d’être décrit précédemment est représenté sur la Figure 4.2.

=m(ξ)

<e(ξ)
−k2

max −k2
∞

••••
Λd(L0) Λe(L0)

Figure 4.2: Représentation dans le plan complexe d’un exemple de spectre de l’opérateur
L0 pour des matériaux satisfaisant c0 < c∞. Ronds verts : spectre discret, demi-droite bleue :
spectre essentiel.

Maintenant que le spectre de l’opérateur L0 est caractérisé, on revient aux modes et en
particulier aux nombres d’ondes longitudinaux λ qui sont reliés aux éléments du spectre ξ
par la relation λ2 = ξ. Pour ξ ∈ Λ(L0), cette équation a deux solutions notées ±λ.
Regardons ensuite le comportement des modes dans les directions longitudinale et transverse
en distinguant les cas ξ ∈ Λd(L0) et ξ ∈ Λe(L0). On rappelle préalablement que les modes
s’écrivent sous la forme u(x1, x2) = u(x2)e±λx1 pour (x1, x2) ∈ R2.

Si ξ ∈ Λd(L0), la Proposition 4.5 nous donne ξ ∈ ] − k2
max,−k2

∞[, ce qui donne par suite
±λ ∈ iR\{0}. Soit u ∈ D(L0) un vecteur propre non nul associé à ξ. Puisque (ξ, u) est solution
de (4.1), il existe des coefficients C±, D± complexes tels que :

u(x2) =

{
C−e−γ∞(ξ)x2 +D−eγ∞(ξ)x2 si x2 < −h0

C+e−γ∞(ξ) +D+eγ∞(ξ)x2 si x2 > h0,

où on a défini :
γ∞(ξ) :=

√
−k2
∞ − ξ.

Et comme u ∈ L2(R), on a nécessairement C− = D+ = 0. Ceci met en évidence le fait que le
spectre discret est associé à des modes qui se propagent sans perte dans la direction axiale et
qui sont localisés dans le cœur du guide, au sens où ils sont exponentiellement décroissants en
dehors du cœur. Nous dirons dans la suite que ce sont des modes guidés. Dans les applications
en génie civil, les matériaux qui constituent le cœur sont souvent plus rigides que ceux de
la gaine. On peut penser par exemple à un cœur d’acier dans du béton. Ces configurations
satisfont donc c0 > c∞. Dans ce cas, la Proposition 4.6 nous donne Λd(L0) = ∅ et alors il n’y a
pas de modes guidés dans la structure. Cela signifie que toutes les ondes qui se propagent
dans la structure fuient dans la gaine : l’imagerie sur de longues distances en sera d’autant
plus complexe.

Si ξ ∈ Λe(L0), nous savons par la Proposition 4.1.1 que ξ ∈ [−k2
∞,+∞[. Deux sous-cas

doivent être traités. Lorsque ξ < 0, on a ±λ ∈ iR\{0} et alors le mode associé est propagatif.
Quand on a en revanche ξ ≥ 0, le nombre d’onde longitudinal satisfait ±λ ∈ R et alors le
mode associé est dans la direction axiale du guide exponentiellement croissant ou décroissant
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selon le sens dans lequel on regarde. Puisque ξ est dans le spectre essentiel, on ne peut pas
construire de solution u de (4.1) qui soit dans D(L0). En revanche, on peut construire une
solution algébrique s’écrivant dans la gaine :

u(x2) =

{
C−e−iβ∞(ξ)x2 +D−eiβ∞(ξ)x2 si x2 < −h0

C+e−iβ∞(ξ) +D+eiβ∞(ξ)x2 si x2 > h0,

en ayant défini cette fois :
β∞(ξ) :=

√
k2
∞ + ξ,

puisque k2
∞ + ξ ≥ 0. La solution construite est ainsi oscillante à l’infini dans la direction

transverse. Elle n’est cependant plus dans L2(R), mais dans L∞(R) : c’est ce qu’on appelle
une fonction propre généralisée (voir [Gou10] pour plus de détails). Cette oscillation traduit
la radiation d’une partie des ondes dans la gaine du guide ouvert. Pour résumer, les modes
correspondants au spectre essentiel sont oscillants à l’infini dans la direction transverse du
guide et peuvent être propagatifs ou évanescents dans la direction longitudinale. Ils sont
appelés modes de radiation.

4.1.2 Caractérisation du spectre à l’aide de la relation de dispersion

Nous venons de définir de façon abstraite les modes guidés du guide ouvert à l’aide
d’outils de théorie spectrale des opérateurs autoadjoints. Dans ce cas simple où la section
transverse est 1D et les coefficients du milieu sont constants par morceaux, il est alors possible
de montrer que les valeurs propres de L0 (c’est-à-dire les éléments du spectre discret) qui
correspondent aux modes guidés sont les racines réelles d’une équation appelée relation de
dispersion. On rappelle que l’objectif est de déterminer les solutions du problème :

Trouver (ξ, u) ∈ C×D(L0)\{0} tel que

− 1

µ
dx2(µdx2u)− k2u = ξu, x2 ∈ R.

Pour cela on introduit comme dans [Gou10] les fonctions :

c0(ξ;x2) := cos
(

αR+
√
k2

0 + ξx2

)
et s0(ξ;x2) :=

1
αR+
√
k2

0 + ξ
sin
(

αR+
√
k2

0 + ξx2

)
(4.3)

où α ∈ C\{0}. Étant donné que les fonctions z 7→ cos(z) et z 7→ sin(z)/z peuvent s’écrire sous
la forme de séries entières qui ne font intervenir que les puissances paires de z, les racines
carrées disparaissent et on en déduit que ces fonctions ne dépendent pas du choix de la
coupure.

Lemme 4.7

Soit ξ ∈ Λd(L0), alors ξ est une solution dans l’intervalle ]− k2
max,−k2

∞[ de la relation de
dispersion :

f0,s(ξ) · f0,a(ξ) = 0, (4.4)

avec :

f0,s(ξ) := µ∞γ∞(ξ)c0(ξ;h0)− µ0β
2
0(ξ)s0(ξ;h0),

f0,a(ξ) := µ∞γ∞(ξ)s0(ξ;h0) + µ0c0(ξ;h0).
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Dans ces expressions, nous avons :

β0(ξ) :=
√
k2

0 + ξ et γ∞(ξ) :=
√
−k2
∞ − ξ.

La multiplicité géométrique de ξ est de plus égale à 1. Et enfin, si ξ est un zéro de
f0,s (respectivement f0,a), alors le vecteur propre associé est symétrique (respectivement
antisymétrique) vis-à-vis de x2 = 0.

Démonstration. Soit ξ ∈ Λd(L0), il existe alors u ∈ D(L0) non nul tel que :

1

µ
dx2(µdx2u) + (k2 + ξ)u = 0, x2 ∈ R.

Puisque les coefficients de cette équation différentielle d’ordre deux sont constants par
morceaux, on peut donner une expression simple de la solution dans chacun des sous-
domaines. Il existe en effet des coefficients complexes A,B,A±, B± tels que :

u(x2) =


A−eγ∞(ξ)x2 + B−e−γ∞(ξ)x2 si x2 < −h0

Ac0(ξ;x2) + Bs0(ξ;x2) si − h0 ≤ x2 ≤ h0

A+e−γ∞(ξ)x2 + B+eγ∞(ξ)x2 si x2 > h0,

(4.5)

où γ∞(ξ) :=
√
−k2
∞ − ξ est bien défini puisque nous savons d’après la Proposition 4.5 que

ξ ∈ ] − k2
0,−k2

∞[. Le choix de coupure retenu nous permet donc de bien définir γ∞(ξ) sur
cet intervalle et de garantir que <e(γ∞(ξ)) > 0. Puisque u ∈ L2(R), on a nécessairement
B− = B+ = 0. En écrivant les conditions de raccord de u et µdx2u en x2 = ±h0, on obtient le
système matriciel :

c0(ξ;h0)A + s0(ξ;h0)B = e−γ∞(ξ)h0A+

c0(ξ;h0)A − s0(ξ;h0)B = e−γ∞(ξ)h0A−

−µ0β
2
0(ξ)s0(ξ;h0)A + µ0c0(ξ;h0)B = −µ∞γ∞(ξ)e−γ∞(ξ)h0A+

µ0β
2
0(ξ)s0(ξ;h0)A + µ0c0(ξ;h0)B = µ∞γ∞(ξ)e−γ∞(ξ)h0A−.

(4.6)

Ce système a une solution non nulle si et seulement si son déterminant s’annule, ce qui donne
après calculs :(

µ∞γ∞(ξ)c0(ξ;h0)− µ0β
2
0(ξ)s0(ξ;h0)

)︸ ︷︷ ︸
:=f0,s(ξ)

·
(
µ∞γ∞(ξ)s0(ξ;h0) + µ0c0(ξ;h0)

)︸ ︷︷ ︸
:=f0,a(ξ)

= 0,

ce qui est la relation de dispersion attendue. En faisant quelques manipulations supplémen-
taires sur les lignes de ce système linéaire, on peut se ramener à un système de taille 2 ne
faisant intervenir plus que les inconnues A et B. L’espace des solutions est donc de dimension
1, c’est-à-dire que la multiplicité géométrique de ξ est égale à 1. Soulignons que la structure
considérée est symétrique par rapport à l’axe longitudinal, ce qui se traduit par la parité
des coefficients physiques dans la variable transverse. On s’attend donc à ce que les modes
aient aussi une certaine symétrie. Supposons qu’on recherche un mode symétrique. On a
nécessairement B = 0 dans (4.5), mais aussi A+ = A−. Le système matriciel (4.6) à résoudre
se simplifie en : {

c0(ξ;h0)A − e−γ∞(ξ)h0A+ = 0
µ0β

2
0(ξ)s0(ξ;h0)A − µ∞γ∞(ξ)e−γ∞h0A+ = 0,

(4.7)

dont l’annulation du déterminant s’écrit :

0 = µ∞γ∞(ξ)c0(ξ;h0)− µ0β
2
0(ξ)s0(ξ;h0) = f0,s(ξ).
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Un raisonnement analogue peut être conduit pour les modes antisymétriques. Cela montre
que les valeurs propres associées aux modes symétriques (respectivement antisymétriques)
sont des racines de f0,s(ξ) (respectivement de f0,a(ξ)). Et puisque que le raisonnement décrit
est une succession d’équivalences, nous avons la réciproque ce qui permet de conclure la
preuve.

Remarque 4.8 Les fonctions f0,s et f0,a sont analytiques en dehors du spectre essentiel sur lequel
on a placé la coupure de γ∞. Dans la suite, nous utiliserons parfois une réécriture méromorphe
pour deux raisons. D’une part, car cette réécriture est plus simple à manipuler pour conduire des
calculs. D’autre part, car les fonctions trigonométriques qui interviennent dans cette nouvelle
formulation n’ont pas un comportement exponentiellement croissant à l’infini, ce qui facilite leur
traitement numérique. La relation de dispersion deviendra alors :

f̂0,s(ξ) · f̂0,a(ξ) = 0,

avec :

f̂0,s(ξ) := µ∞γ∞(ξ)− µ0β0(ξ)tan
(
β0(ξ)h0

)
,

f̂0,a(ξ) := µ∞γ∞(ξ) + µ0β0(ξ)cotan
(
β0(ξ)h0

)
.

Remarque 4.9 Lorsque c0 > c∞, le spectre discret est vide et alors (4.4) n’a pas de racines réelles.

Résumé de la section 4.1

Pour résumer cette section, il peut exister dans le guide ouvert réel deux types de modes :

• Des modes guidés, lorsque c0 < c∞, qui correspondent au spectre discret de l’opérateur
transverse. Ils sont exponentiellement décroissants dans la direction transverse du
guide et sont propagatifs dans la direction axiale.

• Des modes de radiation qui correspondent au spectre essentiel de l’opérateur transverse.
Ils oscillent en restant bornés dans la direction transverse, mais peuvent être propagatifs
ou évanescents dans la direction axiale du guide.

Au cours de la première partie du manuscrit, nous avons vu pour un guide fermé, qu’il
est possible de décomposer toute fonction de carré intégrable de la section sur les modes.
Pour un guide ouvert, il a été montré dans [Haz09] qu’il est aussi possible d’écrire une
telle décomposition faisant intervenir une somme finie sur les modes guidés du spectre
discret, ainsi qu’une intégrale sur les modes radiatifs du spectre essentiel. Cependant, cette
décomposition est compliquée à utiliser en pratique pour conduire des calculs. Pour pallier
ce problème, nous allons expliquer comment nous ramener à un domaine borné sur lequel
nous pourrons effectuer des calculs plus facilement.

4.2 Le guide ouvert avec des PML infinies

Nous avons vu précédemment que si c0 < c∞, il peut exister dans les guides ouverts des
modes guidés localisés dans le cœur de la structure qui ne rayonnent pas d’énergie dans la
gaine. Il existe aussi inconditionnellement des modes dits de rayonnement qui oscillent sans
décroître à l’infini dans la direction transverse, traduisant la propagation de l’énergie dans le
milieu environnant. La non-décroissance des modes de radiation nous empêche de tronquer
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le domaine de calcul sans précautions supplémentaires, cela induirait en effet des réflexions
qui perturberaient la solution à l’intérieur du domaine. Plusieurs techniques peuvent être
utilisées pour se ramener à un domaine borné dans la direction transverse. Il serait possible
d’introduire un opérateur DtN, mais l’opérateur ainsi défini serait non local, ce qui rendrait
la troncature dans la direction longitudinale plus compliquée pour le problème direct traité
dans le prochain chapitre. Nous pourrions aussi penser à utiliser des conditions d’impédance,
mais elles sont peu précises. C’est pourquoi les couches parfaitement adaptées (PML) ont été
retenues dans [Gou10] pour tronquer le domaine dans la direction transverse.

Les PML ont été introduites initialement par Bérenger [Ber94] en 1994 pour résoudre
des problèmes de diffraction en domaines non bornés. En un certain sens, elles permettent
d’atténuer les ondes sortantes au domaine sans introduire de réflexions parasites à l’interface
avec le milieu physique, d’où l’appellation "Perfectly Matched". Par la suite, les PML ont été
aussi utilisées pour calculer des résonances dans des domaines non bornés (voir par exemple
[KP09]). Rigoureusement, les résonances sont définies comme étant des pôles complexes du
prolongement méromorphe de la résolvante au travers du spectre essentiel de l’opérateur
étudié. Ces objets, qui ne sont pas dans le spectre de l’opérateur, sont particulièrement
intéressants, car ils permettent de décrire le comportement des solutions des problèmes de
diffraction en milieux non bornés. Pour une introduction aux résonances, le lecteur désireux
d’en savoir plus pourra se tourner vers [Zwo99 ; Zwo17].

On rappelle que la résolvante de l’opérateur L0 est pour ξ ∈ ρ(L0) := C\Λ(L0), l’opérateur
de L2(R) défini par :

RL0(ξ) := (L0 − ξI)−1.

D’après [Kat13, Chapitre 3 - §6.5], la résolvante peut s’écrire sous la forme :

RL0(ξ) = −
∑

ξn∈Λd(L0)

Pξn
ξ − ξn

+H0(ξ), ξ ∈ ρ(L0),

où Pξn est le projecteur spectral sur Ker(L0 − ξnI) et H0 est une fonction holomorphe. On
voit bien avec cette expression que la résolvante est analytique dans son ensemble résolvant.
Dans [Gou10, Proposition 1.1], une expression de la résolvante est donnée pour le cas plus
simple d’un demi-guide dans la direction transverse, avec une condition de Dirichlet en
x2 = 0 lorsque µ0 = µ∞, mais k0 6= k∞. Cela revient à ne prendre en compte que les modes
anti-symétriques. On voit dans ce travail que la résolvante est proportionnelle à l’inverse de
f0,a définie au Lemme 4.7, mais dans laquelle nous avons prolongé la racine carrée réelle à
tout le plan complexe privé d’une coupure sur le demi-axe R−. Autrement dit, nous avons
désormais :

γ∞(ξ) := R−
√
−k2
∞ − ξ.

Même si nous n’avons pas conduit les mêmes calculs pour le guide total, nous nous attendons
à ce que la résolvante RL0 du guide complet puisse s’exprimer de façon analogue à l’aide
des fonctions f0,s et f0,a. Ceci nous permet de comprendre que tout comme γ∞, la résolvante
est discontinue au travers du spectre essentiel donné par Λe(L0) = [−k2

∞,+∞[. Cela montre
aussi qu’il est possible de réaliser le prolongement méromorphe de la résolvante au travers
du spectre essentiel mentionné ci-dessus, et dont les pôles complexes sont les résonances du
problème, via celui de la racine carrée γ∞.

Dans cette section, nous allons donc commencer par étudier le prolongement analytique
de la résolvante pour le problème plus simple posé dans l’espace libre 1D par l’intermédiaire
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de celui de la racine carrée. Même s’il n’existe pas de résonances dans ce cas, cette étude
nous permettra de comprendre la démarche généralement adoptée pour effectuer de tels
prolongements. Dans le cas plus compliqué du guide ouvert, nous réaliserons le prolongement
méromorphe, cette fois de la résolvante de l’opérateur L0, au moyen de PML. Nous nous
intéresserons enfin aux pôles complexes du prolongement de la résolvante qu’on appellera
modes à fuite (ou leaky modes en anglais). Les résonances situées sur le demi-plan complexe
=m(ξ) < 0, appelées modes à fuite sortants, joueront un rôle crucial dans l’étude des problèmes
direct et inverse. On montrera en particulier qu’ils sont des racines complexes d’une relation
de dispersion qu’on donnera.

4.2.1 Prolongement analytique de la résolvante dans l’espace libre au
moyen de celui de la racine carrée

La résolvante est analytique en dehors du spectre, c’est-à-dire en dehors du spectre discret
et du spectre essentiel pour un opérateur autoadjoint. Rappelons que le spectre essentiel
décrit précédemment rend compte du comportement des ondes à l’infini dans la direction
transverse. Pour comprendre comment se comporte la résolvante au voisinage du spectre
essentiel, nous allons regarder le cas plus simple du problème posé dans l’espace libre pour
lequel µ(x2) = µ∞, ρ(x2) = ρ∞ et c(x2) = c∞ pour tout x2 ∈ R. Introduisons pour cela
l’opérateur L∞ de L2(R) défini pour u ∈ D(L∞) = H2(R) par :

L∞u := −d2
x2

u− k2
∞u.

Il est bien connu que le spectre de cet opérateur n’est constitué que de spectre essentiel égal à
Λe(L∞) = [−k2

∞,+∞[ correspondant exactement au spectre essentiel de l’opérateur L0. Soit
f ∈ L2(R) et ξ ∈ ρ(L∞) := C\Λe(L∞), nous partons de l’équation de la résolvante u = RL∞(ξ)f,
qui s’écrit de façon développée :

Trouver u ∈ L2(R) tel que

− d2
x2

u− (k2
∞ + ξ)u = f, x2 ∈ R.

Pour résoudre cette équation, nous introduisons la fonction de Green, appelée aussi par-
fois solution fondamentale, de l’équation de Helmholtz. Pour y2 ∈ R, c’est la solution du
problème :

Trouver gξ(·, y2) ∈ L2(R) tel que

− d2
x2
gξ(·, y2)− (k2

∞ + ξ)gξ(·, y2) = δy2 , x2 ∈ R.

Dans ce cas simple, la fonction de Green peut être obtenue explicitement, soit :

gξ(x2, y2) =
i

2γ∞(ξ)
e−γ∞(ξ)|x2−y2|, (4.8)

avec γ∞(ξ) := R−
√
−k2
∞ − ξ satisfaisant <e(γ∞(·)) > 0 sur l’ensemble du plan complexe en

dehors de la coupure. La solution de l’équation de la résolvante peut s’exprimer en fonction
de gξ par le moyen d’une convolution :

RL∞(ξ)f(x2) =

∫
R
gξ(x2, y2)f(y2)dy2, x2 ∈ R.

On voit alors qu’étudier la fonction de Green nous donnera directement des informations sur
le comportement de la résolvante.
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Pour y2 ∈ R fixé et ξ ∈ ρ(L∞), la fonction de Green a un comportement exponentiellement
décroissant lorsque |x2| → +∞. Elle présente de plus une discontinuité au niveau du spectre
essentiel. En effet, nous avions mis en évidence dans la section 1.2 du chapitre 1, que pour
z0 ∈ R−\{0} nous avons :

lim
z→z0, =m(z)>0

R−
√
z = i

√
−z0 et lim

z→z0, =m(z)<0

R−
√
z = −i

√
−z0.

Il en découle que pour ξ0 ∈]− k2
∞,+∞[ on a :

lim
ξ→ξ0, =m(ξ)>0

gξ(x2, y2) = − 1

2
√
k2
∞ + ξ0

ei
√
k2
∞+ξ0|x2−y2| (4.9)

lim
ξ→ξ0, =m(ξ)<0

gξ(x2, y2) =
1

2
√
k2
∞ + ξ0

e−i
√
k2
∞+ξ0|x2−y2|. (4.10)

L’étude du passage à la limite réalisé est appelé absorption limite. La fonction de Green
n’est plus exponentiellement décroissante, mais oscillante à l’infini. Avec la convention de
dépendance harmonique en temps (I2.2), on voit que le passage à la limite par le demi-plan
complexe supérieur =m(ξ) > 0 conduit à une solution sortante tandis qu’il conduit à une
solution entrante quand on part du demi-plan complexe inférieur =m(ξ) < 0. Comme nous
avons vu au chapitre 1 que la racine carrée complexe peut être prolongée au travers de
la coupure en une fonction analytique sur une surface de Riemann à deux feuillets, nous
pouvons aussi prolonger analytiquement la fonction de Green au travers du spectre essentiel
sur une telle surface. Posons pour cela :

ǧξ(x2, y2) = − i

2γ∞(ξ)
eγ∞(ξ)|x2−y2|. (4.11)

L’expression (4.9) peut être prolongée analytiquement dans le demi-plan complexe=m(ξ) < 0
par l’expression (4.11). De même, on peut prolonger analytiquement l’expression (4.10) dans
le demi-plan complexe =m(ξ) > 0 par (4.11). En faisant ce prolongement analytique, nous
sommes passés sur le deuxième feuillet d’une surface de Riemann qui en compte deux. Sur ce
deuxième feuillet, la fonction de Green est cette fois exponentiellement croissante à l’infini
dans la variable x2. Nous appellerons domaine physique (respectivement domaine non physique)
le feuillet sur lequel la fonction de Green est exponentiellement décroissante (respectivement
croissante). On appellera aussi feuillet sortant, la réunion des demi-plans =m(ξ) ≥ 0 du
domaine physique et =m(ξ) < 0 du domaine non physique. Le feuillet entrant est quant à
lui défini par la réunion des demi-plans =m(ξ) ≤ 0 du domaine physique et =m(ξ) > 0 du
domaine non physique. Les domaines et feuillets introduits sont représentés sur la Figure
4.3.

Revenons désormais à la résolvante. Pour ξ dans le domaine physique et f ∈ L2(R) elle
s’écrit :

RL∞(ξ)f(x2) =

∫
R
gξ(x2, y2)f(y2)dy2, x2 ∈ R.

Nous voyons que l’analyticité de la résolvante en dehors de la coupure de la racine carrée, qui
correspond au spectre essentiel de l’opérateur autoadjoint L∞, peut se retrouver avec celle
de gξ (voir pour cela l’expression (4.8)). Grâce au prolongement analytique de la fonction
de Green réalisé ci-dessus, il est aussi possible de prolonger analytiquement la résolvante
au travers du spectre essentiel. En revanche, elle ne peut plus être considérée comme un
opérateur de L2(R) sur le domaine non physique du fait de la croissance exponentielle de la
fonction de Green. On prolonge alors cette résolvante en un opérateur de L2

comp(R) dans L2
loc(R)

(qui est l’espace dual de L2
comp(R)). Ce prolongement méromorphe est justifié rigoureusement

dans [Zwo17] pour le Laplacien dans R3.
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<e(ξ)

=m(ξ)

−k2
∞

Domaine physique

Feuillet sortant

Feuillet entrant

<e(ξ)

=m(ξ)

−k2
∞

Domaine non physique

Feuillet entrant

Feuillet sortant

Figure 4.3: Représentation des feuillets entrant et sortant sur les domaines physique et non
physique. La flèche remplie de traits horizontaux (respectivement de points) symbolise le
prolongement analytique sur le feuillet sortant (respectivement entrant).

4.2.2 Prolongement méromorphe de la résolvante du guide ouvert réel
par l’introduction de PML

Nous venons de voir, dans le cas plus simple de l’espace libre, que la résolvante peut se
prolonger de façon analytique au travers du spectre essentiel par un calcul explicite. Pour le
guide ouvert que nous considérons, la fonction de Green est plus difficile à calculer. Nous
allons voir qu’il est néanmoins possible de réaliser un prolongement méromorphe de la
résolvante par l’intermédiaire d’un prolongement analytique dans la variable spatiale x2, qui
est appelé dans la littérature dilatation analytique ou bien complex-stretching. On expliquera
que cette opération revient à introduire des PML infinies dans la direction transverse. Le point
de départ de cette construction est pour ξ ∈ ρ(L0) et f ∈ L2(R) l’équation de la résolvante
u := RL0(ξ)f qui s’écrit aussi :

− 1

µ
dx2(µu)− (k2

∞ + ξ)u = f, x2 ∈ R. (4.12)

On a mis en évidence dans le cas de l’espace libre que le prolongement de la résolvante est
une application de L2

comp(R) dans L2
loc(R). On suppose alors que supp(f) ⊂ (−h1, h1) pour un

réel h1 > h0 > 0. L’équation de la résolvante s’écrit alors pour |x2| > h1 :

−d2
x2

u− (k2
∞ + ξ)u = 0.

Puisque u ∈ D(L0), il existe des constantes complexes C± telles que u(x2) = C+e−γ∞(ξ)x2

pour x2 ≥ h0 et u(x2) = C−eγ∞(ξ)x2 pour x2 ≤ −h0, où on rappelle que γ∞(ξ) := R−
√
−k2
∞ − ξ.

On voit alors que la fonction u est analytique dans la variable x2 pour |x2| > h1. On réalise
alors un prolongement analytique, noté w, dans la variable désormais complexe z. Comme
w(z) = C+e−γ∞(ξ)z pour <e(z) ≥ h1 et w(z) = C−eγ∞(ξ)z pour <e(z) ≤ −h1, le prolongement
est solution de l’équation :

− d2w

dz2
− (k2

∞ + ξ)w = 0, (4.13)
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dans le demi-plan |<e(z)| > h1, où la dérivation est cette fois à comprendre au sens de la
variable complexe. La prochaine étape est de considérer la restriction de w à une courbe
du plan complexe paramétrée par un réel, afin de se ramener à une équation posée sur un
domaine réel. Choisissons pour cela une courbe paramétrée du plan complexe y2 7→ C(y2), où
y2 est un paramètre réel. Posons z = C(y2) et imposons à la courbe de vérifier C(y2) = y2 pour
|y2| ≤ h1. Posons v(y2) := w(C(y2)). La condition imposée sur C nous assure que v(y2) = u(y2)
pour |y2| < h1. Pour écrire l’équation satisfaite par v dans la variable y2, remarquons que :

d

dz
=
dy2

dz

d

dy2

=
1

C ′(y2)

d

dy2

,

et rappelons-nous que w(z) = v(y2). L’équation (4.13) se réécrit alors :

−αdy2(αdy2v)− (k2
∞ + ξ)v = 0, |y2| > h1,

avec :
α(y2) :=

1

C ′(y2)
.

Sachant que C(y2) = y2 pour |y2| < h1 nous avons α(y2) = 1 pour |y2| < h1. La fonction v est
alors solution de l’équation :

− αdy2(αµdy2v)− µ(k2 + ξ)v = f, y2 ∈ R. (4.14)

On reviendra à la variable x2 dans la suite par souci de cohérence des notations. La nouvelle
configuration est représentée sur la Figure 4.4. Détaillons maintenant les différents choix de

x1

x2

ρ0, c0

ρ∞, c∞

ρ∞, c∞

α ∈ C

α ∈ C

α = 1

α = 1

α = 1

h0

h1

Figure 4.4: Géométrie 2D d’un guide ouvert avec des PML infinies

fonction C, et donc de α, que nous considérerons dans le cadre de ce travail. Puisque le guide
ouvert a une symétrie axiale, nous allons considérer une courbe C impaire, ce qui implique
que α = 1/C ′ est paire. Dans le cas où les matériaux dans la gaine seraient différents de part
et d’autre du cœur, nous pourrions être amenés à choisir des fonctions différentes. Mais ce
cas ne sera pas traité dans ce travail. Deux classes de courbes C différentes seront considérées,
qui correspondront à deux types de profils de PML.

Définition 4.10

Soit α∞ ∈ C satisfaisant =m(α∞) < 0 et <e(α∞) > 0. On considère aussi une fonction C∞
de classe C 2(R) satisfaisant C∞(±h1) = ±h1, C ′∞(±h1) = 1 et C ′∞(x2) = 1/α∞ pour |x2| > H
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avec H > h1. On suppose aussi que C ′∞ est paire, et bornée en module inférieurement et
supérieurement par des constantes strictement positives, puis enfin que ses parties réelle
et imaginaire sont strictement croissantes. On définit deux types de profil de PML :

• un profil abrupt par :

C(x2) :=


−h1 +

x2 + h1

α∞
si x2 < −h1

x2 si |x2| ≤ h1

h1 +
x2 − h1

α∞
si x2 > h1,

et donc α(x2) :=

{
1 si |x2| ≤ h1

α∞ si |x2| > h1.

Ce profil α est discontinu en x2 = ±h1.

• un profil doux par :

C(x2) :=

{
x2 si |x2| ≤ h1

C∞(x2) si |x2| > h1,
et donc α(x2) :=

{
1 si |x2| ≤ h1

1/C ′∞(x2) si |x2| > h1.

Ce profil α est continu en x2 = ±h1.

Remarque 4.11 Les hypothèses faites sur α∞ et C∞ nous permettent de garantir que −π/2 <
argR−(α(x2)) < 0 pour tout x2 ∈ R tel que |x2| > h1. Nous allons voir qu’avec ce choix, nous
pourrons atteindre les résonances sortantes situées sur le demi-plan complexe =m(ξ) < 0. Les
résonances situées sur le demi-plan complexe =m(ξ) > 0, appelées résonances entrantes, peuvent
quant à elle être atteintes en remplaçant α par ᾱ.

Regardons maintenant comment les solutions de l’équation de la résolvante (4.12) sont
affectées par la dilatation analytique. Pour ξ ∈ ρ(L0), on avait :

u(x2) =

{
C−eγ∞(ξ)x2 si x2 < −h1

C+e−γ∞(ξ)x2 si x2 > h1,

ce qui est une solution exponentiellement décroissante. Lorsque ξ ∈ Λe(L0) = [−k2
∞,+∞[,

l’équation (4.12) n’admet plus de solution dans D(L0), mais il est toutefois possible de
construire une solution oscillante à l’infini s’écrivant :

u(x2) =

{
C−e−iβ∞(ξ)x2 +D−eiβ∞(ξ)x2 si x2 < −h1

C+e−iβ∞(ξ)x2 +D+eiβ∞(ξ)x2 si x2 > h1,

avec β∞(ξ) :=
√
k2
∞ + ξ ∈ R+. La solution du problème dilaté (4.14) s’écrit quant à elle

suffisamment loin du cœur :

v(x2) =

{
C−e

γ∞(ξ)
α∞

x2 si x2 < −h1

C+e−
γ∞(ξ)
α∞

x2 si x2 > h1.

Soit Dα∞ := {ξ ∈ C | 2 argR−(α∞) − π < argR−(k2
∞ + ξ) < 2 argR−(α∞) + π}, nous remar-

quons ensuite que si ξ ∈ Dα∞ , alors −π/2 < argR−(γ∞(ξ)/α∞) < π/2 et par conséquent
<e(γ∞(ξ)/α∞) > 0. La solution de l’équation de la résolvante dilatée est alors exponentielle-
ment décroissante dans la direction transverse. C’est en particulier le cas pour ξ ∈ Λe(L0) :
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les PML ont alors pour effet de transformer un comportement oscillant à l’infini en un
comportement exponentiellement décroissant traduisant ainsi une atténuation des ondes
dans les PML. Il est alors possible d’interpréter l’introduction des PML comme le choix d’un
matériau atténuant dont les paramètres sont complexes. De façon intéressante, on retrouve
un comportement oscillant lorsque argR−(k2

∞ + ξ) = 2 argR−(α∞) + π. En effet, la solution de
l’équation de la résolvante dilatée s’écrit dans ce cas :

v(x2) =

{
C−e−i

β∞(ξ)
α∞

x2 +D−ei
β∞(ξ)
α∞

x2 si x2 < −h1

C+e−i
β∞(ξ)
α∞

x2 +D+ei
β∞(ξ)
α∞

x2 si x2 > h1,

où la racine carrée :
β∞(ξ) := iR+

√
k2
∞ + ξ,

a été prolongée dans le plan complexe privé d’une coupure sur le demi-axe iR+.

Pour poursuivre l’analyse du problème dilaté (4.14), il est naturel d’introduire l’opérateur
L1 de L2(R) défini par :

L1u := −α
µ
dx2(αµdx2u)− k2u,

pour u ∈ D(L1) où le domaine est donné par :

D(L1) = {v ∈ H1(R) | dx2(αµdx2u) ∈ L2(R)}.

Avant d’expliquer en quoi la résolvante de l’opérateur L1 est en un certain sens un prolonge-
ment méromorphe de celle de l’opérateur L0, nous allons citer des résultats démontrés dans
[Gou10] qui décrivent le spectre de l’opérateur L1. À ce stade, il est important de souligner
un point crucial qui aura des répercussions sur toute la suite du manuscrit. Le paramètre
α(x2) est complexe pour |x2| > h1 ; il en découle que contrairement à L0, l’opérateur L1 n’est
plus autoadjoint. Il n’est donc plus possible d’utiliser les résultats de la théorie spectrale
des opérateurs autoadjoints. Parmi les conséquences de la perte du caractère autoadjoint de
l’opérateur, on peut mentionner que le spectre de L1, noté Λ(L1), peut contenir des valeurs
complexes. En outre, la définition du spectre essentiel n’est plus aussi standard. Il en existe
en effet plusieurs définitions dans la littérature (voir par exemple [Kat13, Chapitre 4 - §5.6]
ou [GW69]), mais elles coïncident pour notre problème de guide ouvert.

Théorème 4.12 [Gou10, Théorème 2.1]

1. Les 8 définitions du spectre essentiel considérées dans [Gou10, p 230] coïncident
pour l’opérateur L1, le spectre essentiel est alors noté de façon unique Λe(L1). On a
en particulier Λe(L1) = Λ(L1)\Λd(L1).

2. Le spectre essentiel est donné par Λe(L1) = −k2
∞ + α2

∞R+.

Ce résultat est vrai pour les profils abrupt et doux de PML.

De la même façon que nous avions défini des modes de radiation à partir du spectre
essentiel du guide réel, il est aussi possible de définir des modes de radiation pour le spectre
essentiel en présence de PML, qui sont oscillants dans la direction transverse des PML et
propagatifs ou évanescents dans la direction axiale. Ces modes ne sont en revanche pas
intrinsèques au problème physique de départ puisqu’ils dépendent du profil de PML retenu.
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Théorème 4.13 [Gou10, Théorème 2.2]

Le spectre discret de l’opérateur admet la décomposition : Λd(L1) = Λd(L0) ∪ Λf(L1) où :

• Λd(L0) est le spectre discret de l’opérateur L0 inclus dans l’intervalle ]− k2
max,−k2

∞[ ;

• Λf(L1) est un ensemble dénombrable de valeurs propres de multiplicité géométrique
finie, isolées et incluses dans le secteur Sα := {ξ ∈ C | 2 argiR+(α∞) < argiR+(k2

∞+ξ) <
0}. Pour ξ ∈ Λf(L1) et u ∈ Ker(L1 − ξI), on a :

u(x2) ∝

{
eiβ∞(ξ)

x2
α∞ , x2 → +∞

e−iβ∞(ξ)
x2
α∞ , x2 → −∞,

où nous rappelons que β∞(ξ) = iR+
√
k2
∞ + ξ et ∝ est le symbole de proportionnalité.

Démonstration. Ce résultat est démontré dans [Gou10] avec l’inégalité large argiR+(k2
∞+ ξ) ≤

0 pour ξ ∈ Λf . Nous précisons ici que l’inégalité est en réalité stricte. En effet, supposons
qu’on ait argiR+(k2

∞ + ξ) = 0. Pour u ∈ Ker(L1 − ξI), on peut écrire :

−dx2(αµdx2u) =
µ

α
(k2 + ξ)u,

puis multiplier par ū et intégrer par parties donne :∫
R
αµ|dx2u|2dx2 =

∫
R

µ

α
(k2 + ξ)|u|2dx2. (4.15)

Étant donné que=m(α) < 0 et donc=m(1/α) > 0 pour |x2| > h1, prendre la partie imaginaire
de (4.15) donne u(x2) = 0 pour tout |x2| > h1 puisque les deux intégrandes sont de signes
opposés. Par un argument de prolongement unique on a u = 0, et donc ξ /∈ Λ(L1).

Remarque 4.14 L’ensemble des résonances dévoilées par la PML est noté par anticipation Λf(L1),
car il permettra de définir des modes à fuite.

La Figure 4.5 illustre le Théorème 4.12 affirmant que l’introduction de PML a eu pour
conséquence de faire tourner le spectre essentiel de l’opérateur L0 autour du point (−k2

∞, 0)
et d’un angle de −2 argiR+(α∞). De plus, le Théorème 4.13 indique que le spectre discret de
ce dernier n’a pas été modifié par les PML. Un élément très important est l’apparition d’un
ensemble dénombrable de valeurs propres complexes dans le secteur Sα, balayé par le spectre
essentiel lors de cette rotation, qu’on appelle résonances du problème. Nous reviendrons plus
en détails sur ce point après. Pour comprendre cela, revenons à la notion de prolongement
méromorphe de la résolvante. Nous sommes partis de l’équation de la résolvante u := RL0(ξ)f
pour ξ ∈ ρ(L0) et une fonction f ∈ L2(R) à support dans le cœur du guide, c’est-à-dire
satisfaisant : supp(f) ⊂ (−h1, h1). On a ensuite prolongé analytiquement la fonction u vis-à-
vis de la variable transverse x2 dans la gaine pour |x2| ≥ h1, de telle sorte que la fonction
prolongée analytiquement coïncide avec la fonction de départ dans le domaine |x2| < h1. À
l’issue de cette opération, on a introduit un nouvel opérateur L1 associé au problème dilaté
dans la variable complexe, dont la résolvante vérifie d’après ce qu’on vient de dire, pour
ξ ∈ ρ(L0) ∩ ρ(L1) satisfaisant =m(ξ) > 0 :

RL1(ξ)f|(−h1,h1) = RL0(ξ)f|(−h1,h1). (4.16)

En dehors du spectre essentiel, la résolvante de l’opérateur L1 est donc méromorphe. Nous
pouvons alors dire que RL1(ξ) est un prolongement méromorphe de RL0(ξ) au travers du

75



Chapitre 4. Analyse modale dans les guides acoustiques ouverts

spectre essentiel de L0. Ce n’est plus un opérateur de L2(R), mais un opérateur de L2
comp(R)

dans L2
loc(R) qui est son espace dual.

=m(ξ)

<e(ξ)
−k2

max −k2
∞

••••
FFF FFFFFF F F

Λd(L0)

Λf(L1)

Λe(L1)

2 arg(α∞)

Figure 4.5: Représentation dans le plan complexe d’un exemple de spectre de l’opérateur
L1 pour des matériaux satisfaisant c0 < c∞. Ronds verts : Λd(L0), étoiles rouges : Λf(L1) et
demi-droite bleue : Λe(L1).

Penchons-nous maintenant sur la partie complexe du spectre discret de l’opérateur L1

dévoilée par les PML.

4.2.3 Les modes à fuite : des résonances complexes du prolongement mé-
romorphe de la résolvante dévoilées par les PML

Nous venons de construire un prolongement méromorphe de la résolvante de l’opérateur
L0 au travers de son spectre essentiel. Plus précisément, en reprenant les concepts introduits
dans le cas de l’espace libre, on peut dire que nous sommes partis de la résolvante dans
le domaine physique et l’avons prolongée de façon méromorphe à une partie du demi-
espace inférieur du domaine non physique (tout le demi-espace inférieur est obtenu lorsque
argiR+(α∞) = −π/2). En dévoilant une partie du feuillet sortant sur le domaine non physique,
nous avons fait apparaître des valeurs propres complexes de multiplicité géométrique finie
de l’opérateur dilaté. Ce sont donc des pôles complexes du prolongement de la résolvante :
ces objets sont appelés dans la littérature résonances du problème. Il serait naturel de penser
que ces objets dépendent des paramètres de la PML choisie, mais il n’en est rien, car ce sont
des objets physiques qui existent indépendamment des PML. Le résultat suivant nous en
donne une caractérisation.

Lemme 4.15 [Gou10, Corollaire 2.1]

Soit Sα := {ξ ∈ C | 2 argiR+(α∞) < argiR+(k2
∞ + ξ) < 0} le secteur dévoilé par les PML.

Nous avons les trois équivalences caractérisant les résonances dévoilées :

1. ξ ∈ Λf(L1) ;

2. ξ ∈ Sα et il existe une fonction u non nulle telle que :
dx2(µdx2u) + µ(k2 + λ2)u = 0 , x2 ∈ R.

u(x2) ∝ eiβ∞(ξ)x2 , x2 → +∞
u(x2) ∝ e−iβ∞(ξ)x2 , x2 → −∞;
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3. ξ ∈ Sα et ξ est une racine de la relation de dispersion :

f1,s(ξ) · f1,a(ξ) = 0, (4.17)

avec :

f1,s(ξ) := iµ∞β∞(ξ)c0(ξ;h0) + µ0β
2
0(ξ)s0(ξ;h0),

f1,a(ξ) := iµ∞β∞(ξ)s0(ξ;h0)− µ0c0(ξ;h0).

De plus, ξ ∈ Λf(L1) est une valeur propre simple qui est associée à un mode symétrique
(respectivement antisymétrique) si et seulement si ξ est un zéro de f1,s (respectivement
f1,a).

Démonstration. L’équivalence entre les deux premiers points est prouvée dans [Gou10].
Montrons l’équivalence entre les deuxième et troisième points. Soient ξ et u satisfaisant le
second point. Il existe des coefficients complexes A,B,A± tels que :

u(x2) =


A−e−iβ∞(ξ)x2 , x2 < −h0

Ac0(ξ;x2) +Bs0(ξ;x2) , −h0 ≤ x2 ≤ h0

A+eiβ∞(ξ)x2 , x2 > h0,

(4.18)

où β∞(ξ) := iR+
√
k2
∞ + ξ et les quantités c0(ξ;x2) et s0(ξ;x2) sont définies par (4.3). En écrivant

les conditions de raccord de u et µdx2u en x2 = ±h0 on obtient le système matriciel :
c0(ξ;h0)A + s0(ξ;h0)B = eiβ∞(ξ)h0A+

c0(ξ;h0)A − s0(ξ;h0)B = eiβ∞(ξ)h0A−

−µ0β
2
0(ξ)s0(ξ;h0)A + µ0c0(ξ;h0)B = iµ∞β∞(ξ)eiβ∞(ξ)h0A+

µ0β
2
0(ξ)s0(ξ;h0)A + µ0c0(ξ;h0)B = −iµ∞β∞(ξ)eiβ∞(ξ)h0A−.

(4.19)

Puisque ce système a une solution non nulle, son déterminant est nul, ce qui donne :(
iµ∞β∞(ξ)c0(ξ;h0) + µ0β

2
0(ξ)s0(ξ;h0)

)︸ ︷︷ ︸
:=f1,s(ξ)

·
(
iµ∞β∞(ξ)s0(ξ;h0)− µ0(ξ)c0(ξ;h0)

)︸ ︷︷ ︸
:=f1,a(ξ)

= 0.

Puisque chaque étape du raisonnement précédent est une équivalence, on a bien l’équivalence
entre les points 2 et 3. La dernière assertion se démontre comme pour le Lemme 4.7.

Remarque 4.16 La relation de dispersion (4.17) peut s’obtenir plus directement en prolongeant
de façon méromorphe la relation de dispersion (4.4) donnant les modes guidés. En effet, comme nous
l’avons vu en sous-section 4.2.1, la fonction ξ 7→ −γ∞(ξ) définie dans le demi-plan =m(ξ) > 0
peut se prolonger de façon analytique au travers de sa coupure dans le demi-plan =m(ξ) < 0 en la
fonction ξ 7→ γ∞(ξ) qui y est égale à la fonction ξ 7→ iβ∞(ξ).

Remarque 4.17 Les fonctions f1,s et f1,a sont analytiques en dehors du spectre essentiel sur
lequel on a placé la coupure de β∞. Dans la suite, nous utiliserons une réécriture de l’équation de
dispersion faisant intervenir des fonctions méromorphes pour la clarté des calculs. On écrira alors :

f̂1,s(ξ) · f̂1,a(ξ) = 0,
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avec :

f̂1,s(ξ) := iµ∞β∞(ξ) + µ0β0(ξ)tan
(
β0(ξ)h0

)
,

f̂1,a(ξ) := iµ∞β∞(ξ)− µ0β0(ξ)cotan
(
β0(ξ)h0

)
.

Le Lemme 4.15 nous dit plusieurs choses. Premièrement, les résonances sont des objets
qui ne dépendent pas du profil de PML α choisi : elles sont donc intrinsèques au problème
physique de départ. Deuxièmement, les fonctions propres associées aux résonances sont expo-
nentiellement croissantes à l’infini dans la direction transverse. Ce comportement traduit la
fuite de l’énergie du cœur dans la gaine et son accumulation à l’infini en régime harmonique.
L’introduction de PML a pour effet de transformer ce comportement exponentiellement
croissant en un comportement exponentiellement décroissant. En effet, pour ξ ∈ Λf(L1) et
u ∈ Ker(L1 − ξI), on peut voir facilement que :

u(x2) ∝

{
ei
β∞(ξ)
α∞

x2 , x2 → +∞
e−i

β∞(ξ)
α∞

x2 , x2 → −∞,

ce qui correspond à une décroissance exponentielle puisque =m
(
β∞(ξ)/α∞) > 0 dans le

secteur Sα dévoilé par les PML. Pour le voir, il suffit de remarquer qu’on a dans ce secteur
2 argiR+(α∞) < argiR+(k2

∞ + ξ) < 0, ce qui se réécrit 0 < argiR+(β∞(ξ)/α∞) < π/2 en utilisant
le fait que −π/2 < argiR+(α∞) < 0. On peut désormais définir les modes associés à ces
résonances qui sont appelés dans la littérature modes à fuite (ou leaky modes en anglais).
Selon [Oli84], le concept de leaky est historiquement apparu dans les années 1930 dans
un contexte d’électromagnétisme, mais a été formalisé de façon rigoureuse plus tard avec
[Mar56]. Il a ensuite été repris pour décrire la propagation des ondes dans des guides
ouverts dans de nombreuses autres applications telles que l’optique (se référer par exemple à
[HM09]).

Définition 4.18

Soit ξ ∈ Λf(L1) et u ∈ Ker(L1 − ξI). On appelle modes à fuite sortants, les fonctions à
variables séparées u(x1, x2) = u(C−1(x2))e±λx1 où λ = − R−

√
ξ, de telle sorte que <e(λ) < 0

et =m(λ) > 0.

Remarque 4.19 Il serait possible de définir de la même façon les modes à fuite entrants en
remplaçant α par ᾱ. Cela reviendrait à révéler la partie du feuillet entrant du domaine non
physique.

Les modes à fuite sont donc des objets exponentiellement croissants dans la direction
transverse en l’absence de PML et décroissants en présence de PML. Par ailleurs, ils oscillent
en décroissant exponentiellement dans la direction longitudinale du guide dans leur sens
de propagation. Ce comportement traduit une atténuation qui est d’autant plus importante
que |<e(λ)| est grand. On dit qu’ils sont sortants puisqu’ils correspondent à des résonances
localisées sur le feuillet sortant : ce sont des objets qui rayonnent de l’énergie du cœur
vers la gaine. Pour le voir, il suffit d’écrire que les fonctions transverses de ces modes sont
proportionnelles à e±iβ∞(ξ)x2 pour ±x2 > h0. Or, ils satisfont <e(β∞(ξ)) > 0 puisque =m(ξ) <
0. Par conséquent, ils correspondent bien à des ondes qui se propagent du cœur vers la gaine
pour la convention de dépendance temporelle (I2.2).
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Résumé de la section 4.2

Pour résumer l’analyse modale du guide ouvert avec des PML infinies on rappelle qu’il
existe :

• Des modes guidés du problème sans PML, si c0 < c∞. Ils sont toujours propagatifs dans
la direction axiale et exponentiellement décroissants dans la direction transverse.

• Des modes associés au spectre essentiel : ils oscillent sans décroître dans la direction
transverse du guide et peuvent être propagatifs ou évanescents dans la direction axiale ;
ils ne correspondent pas à des objets intrinsèques du problème de départ puisqu’ils
dépendent du profil de PML choisi.

Les modes intrinsèques au problème de départ (modes à fuite et modes guidés) sont ex-
ponentiellement décroissants dans la direction transverse du guide, on peut donc espérer
tronquer le domaine suffisamment loin du cœur sans que des réflexions significatives soient
introduites en bout de PML.

4.3 Le guide ouvert tronqué avec des PML finies

La troncature des PML est effectuée en |x2| = h2 pour h2 > h1 suffisamment grand. Par la
suite, on appellera épaisseur des PML la quantité (h2 − h1). Nous choisissons d’imposer en
bout de PML une condition de Neumann homogène (une condition de Dirichlet ou de Fourier
pourrait aussi tout à fait convenir). Le guide ouvert est maintenant transformé en un guide
fermé notéW := R×Σ de section donnée par Σ := (−h2, h2) et de bord extérieur noté Γ := ∂W .
Cette approximation de la structure réelle sur laquelle nous allons désormais nous concentrer
est représentée Figure 4.6. Les modes sont maintenant des fonctions u(x1, x2) = u(x2)eλx1

x1

x2

Σ

Γ

Γ

ρ0, c0

ρ∞, c∞

ρ∞, c∞

ρ0, c0

ρ∞, c∞

ρ∞, c∞

α ∈ C

α ∈ C

α = 1

α = 1

α = 1

h0

h1

h2

Figure 4.6: Géométrie 2D d’un guide ouvert tronqué avec des PML finies noté W .

solutions du problème spectral :

Trouver ξ ∈ C et u non nulle tels que{
−α
µ
dx2(αµdx2u)− k2u = ξu dans Σ

dx2u = 0 sur Γ,
(4.20)
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avec λ2 = ξ. Comme précédemment, l’étude de ce problème nécessite l’introduction d’un
opérateur transverse L2 de L2(Σ) défini par :

L2u := −α
µ
dx2(αµdx2u)− k2u, (4.21)

pour u ∈ D(L2) = {v ∈ H1(Σ) | dx2(αµdx2v) ∈ L2(Σ), dx2v(−h2) = dx2v(h2) = 0}. En utilisant
la compacité de l’injection de H1(Σ) dans L2(Σ), il est possible de montrer le résultat suivant.

Proposition 4.20 [Gou10, Théorème 3.1]

L’opérateur L2 est à résolvante compacte.

Cette propriété garantit que le spectre de L2 noté Λ(L2) est purement discret et qu’il
est constitué d’un ensemble dénombrable de valeurs propres notées (ξn)n∈N qui tendent en
module vers l’infini.

4.3.1 Convergence du spectre du problème avec PML tronquées vers le
spectre du problème avec PML infinies

Les éléments de Λ(L2) correspondent aux zéros d’une relation de dispersion. Pour obtenir
cette relation, on introduit les fonctions entières c∞(ξ;x2) et s∞(ξ;x2) définies de la même
façon que c0(ξ;x2) et s0(ξ;x2) données par (4.3), mais en remplaçant k0 par k∞.

Lemme 4.21

On a l’équivalence entre :

1. ξ ∈ Λ(L2) ;

2. ξ ∈ C est une racine de la relation de dispersion :

f2,s(ξ) · f2,a(ξ) = 0, (4.22)

avec :

f2,s(ξ) := µ∞β
2
∞(ξ)s∞(ξ; η(h2))c0(ξ;h0) + µ0β

2
0(ξ)s0(ξ;h0)c∞(ξ; η(h2))

f2,a(ξ) := µ∞β
2
∞(ξ)s∞(ξ; η(h2))s0(ξ;h0)− µ0c0(ξ;h0)c∞(ξ; η(h2)),

où :

η(x2) :=

∫ x2

h0

α−1(t)dt, x2 > h0. (4.23)

En outre, ξ ∈ Λ(L2) est une valeur propre simple qui est associée à un mode symétrique
(respectivement antisymétrique) si et seulement si ξ est un zéro de f1,s (respectivement
f1,a).

Démonstration. Ce résultat se démontre de la même façon que les Lemmes 4.7 et 4.15. Nous
détaillons néanmoins l’équivalence du fait de la présence d’un coefficient non constant par
morceaux dans le cas général. Soit ξ ∈ Λ(L2) et u ∈ Ker(L2 − ξI) non nul. Le couple (ξ, u)
satisfait (4.20), il existe donc des coefficients Ai, Bi, i ∈ J1, 5K tels que :
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u(x2) =



A1e
iβ∞(ξ)

∫ x2
h1

α−1(t)dt + B1e
−iβ∞(ξ)

∫ x2
h1

α−1(t)dt si h1 < x2 < h2

A2e
iβ∞(ξ)x2 + B2e

−iβ∞(ξ)x2 si h0 < x2 < h1

A3e
iβ0(ξ)x2 + B3e

−iβ0(ξ)x2 si − h0 < x2 < h0

A4e
iβ∞(ξ)x2 + B4e

−iβ∞(ξ)x2 si − h1 < x2 < −h0

A5e
iβ∞(ξ)

∫ x2
−h1

α−1(t)dt + B5e
−iβ∞(ξ)

∫ x2
−h1

α−1(t)dt si − h2 < x2 < −h1.

Écrire les conditions aux limites dx2u = 0 en x2 = ±h2 ainsi que la continuité de u et de
αµdx2u en x2 = ±h0 et x2 = ±h1, donne après quelques opérations élémentaires le système
linéaire :

eiβ0(ξ)h0A3 + e−iβ0(ξ)h0B3 − 2eiβ∞(ξ)η(h2)c∞(ξ; η(h2))A1 = 0

eiβ0(ξ)h0A3 − e−iβ0(ξ)h0B3 + 2T (ξ)β∞(ξ)eiβ∞(ξ)η(h2)s∞(ξ; η(h2))A1 = 0

e−iβ0(ξ)h0A3 + eiβ0(ξ)h0B3 − 2e−iβ∞(ξ)η(h2)c∞(ξ; η(h2))A5 = 0

e−iβ0(ξ)h0A3 − eiβ0(ξ)h0B3 − 2T (ξ)β∞(ξ)e−iβ∞(ξ)η(h2)s∞(ξ; η(h2))A5 = 0,

(4.24)

où T (ξ) := i
µ∞β∞(ξ)

µ0β0(ξ)
. Ce système a une solution non nulle, l’annulation de son détermi-

nant donne alors la relation de dispersion attendue. La dernière assertion se démontre
comme au Lemme 4.7 en remarquant que la recherche séparée des modes symétriques et
antisymétriques nous conduit à calculer le noyau d’un système linéaire de taille 2.

Remarque 4.22 Comme avec la relation de dispersion donnant les modes à fuite exacts, on en
donne une version méromorphe plus simple à manipuler :

f̂2,s(ξ) · f̂2,a(ξ) = 0,

avec :

f̂2,s(ξ) := µ∞β∞(ξ)tan(β∞(ξ)η(h2)) + µ0β0(ξ)tan
(
β0(ξ)h0

)
,

f̂2,a(ξ) := µ∞β∞(ξ)tan(β∞(ξ)η(h2))− µ0β0(ξ)cotan
(
β0(ξ)h0

)
.

Une question importante qu’il est naturel de se poser est la suivante : le problème avec
PML tronquées est-il une approximation du problème de départ ? La réponse comporte deux
éléments : montrer que le spectre de l’opérateur L2 converge vers celui de l’opérateur L1, mais
aussi montrer que la solution de problèmes de scattering dans le domaine tronqué converge
vers la solution du problème non borné de départ. Ces deux points ont été traités dans [KP10 ;
KP09] pour un problème de scattering à l’aide d’outils d’analyse fonctionnelle avancés. Nous
proposons dans ce cas simple 1D de tirer parti des relations de dispersion pour montrer la
convergence de Λ(L2) vers Λ(L1) lorsque l’épaisseur de la PML tend vers l’infini.

Proposition 4.23

Pour ξ0 ∈ C et ε > 0, on définit B(ξ0, ε) := {ξ ∈ C | |ξ − ξ0| < ε}. On a les deux résultats
suivants.

1. Soit ξ0 ∈ Λd(L1), pour tout ε > 0 suffisamment petit, il existe H > 0 tel que pour tout
h2 > H, B(ξ0, ε) contient un unique élément de Λ(L2).

2. Soit ξ0 ∈ ρ(L1), pour tout ε > 0 suffisamment petit, il existe H > 0 tel que pour tout
h2 > H, B(ξ0, ε) ∩ Λ(L2) = ∅.
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Démonstration. Nous allons appliquer le théorème de Rouché pour montrer que les relations
de dispersion donnant les modes exactes et les modes approchés (c’est-à-dire avec PML
tronquées) ont le même nombre de racines au voisinage d’une valeur propre exacte.

1. ξ0 ∈ Λd(L1)

Rappelons que le spectre discret de L1 admet la décomposition Λd(L1) = Λd(L0)∪Λf(L1).

Si ξ0 ∈ Λf(L1), alors c’est d’après le Lemme 4.15 une solution de la relation de dispersion
f̂1,s(ξ) · f̂1,a(ξ) = 0, où :

f̂1,s(ξ) = iµ∞β∞(ξ) + µ0β0(ξ)tan
(
β0(ξ)h0

)
,

f̂1,a(ξ) = iµ∞β∞(ξ)− µ0β0(ξ)cotan
(
β0(ξ)h0

)
.

Traitons le cas où f̂1,s(ξ0) = 0, le cas f̂1,a(ξ0) = 0 s’abordant de façon analogue. Comme
cette fonction est méromorphe en dehors de la coupure de β∞, on peut se donner ε > 0
suffisamment petit tel que B(ξ0, ε) ne contienne pas de pôles et ne contienne pour racine
que ξ0. La fonction ξ 7→ |f̂1,s(ξ)|, qui est continue sur ∂B(ξ0, ε), est alors minorée par une
constante cf̂1,s

> 0. Pour appliquer le théorème de Rouché, il faut chercher à contrôler :

g1,s(ξ;h2) := |f̂1,s(ξ)− f̂2,s(ξ)| = µ∞|β∞(ξ)||i− tan(β∞(ξ)η(h2))|,

par |f̂1,s(ξ)| sur ∂B(ξ0, ε). Puisque tan(z) = −i1− e
−2iz

1 + e−2iz
, il existe C1(ξ0, ε) > 0 telle qu’on a

pour tout ξ ∈ B(ξ0, ε) :

g1,s(ξ;h2) ≤ C1(ξ0, ε)
∣∣∣ 2

1 + e−2iβ∞(ξ)η(h2)

∣∣∣. (4.25)

Avec les hypothèses faites sur α (voir Définition 4.10), on a α(x2) = α∞ pour |x2| suffisamment
grand et alors il existe une constante η0 ∈ C, indépendante de h2, telle que η(h2) = h2/α∞+η0

pour h2 suffisamment grand. Par conséquent :

|e−2iβ∞(ξ)η(h2)| = e2=m
(
β∞(ξ)
α∞

h2+β∞(ξ)η0

)
≤ C0(ξ0, ε)e

2=m
(
β∞(ξ)
α∞

)
h2 ,

où :
C0(ξ0, ε) := sup

ξ∈∂B(ξ0,ε)

e2=m(β∞(ξ)η0) > 0.

Ensuite, comme 0 < arg(β∞(ξ0)/α∞) < π/2 d’après le Lemme 4.15, nous avons pour ε
suffisamment petit l’existence d’une constante c(ξ0, ε) > 0 telle que =m(β∞(ξ)/α∞) >
c(ξ0, ε), ∀ξ ∈ B(ξ0, ε). Il en découle que :

|e−2iβ∞(ξ)η(h2)| −−−−−→
h2→+∞

+∞.

Par suite, on peut écrire pour h2 suffisamment grand et pour tout ξ ∈ ∂B(ξ0, ε) :

g1,s(ξ;h2) ≤ 3C1(ξ0, ε)|e2iβ∞(ξ)η(h2)| ≤ C2(ξ0, ε)e
−2=m

(
β∞(ξ)
α∞

)
h2 ≤ C2(ξ0, ε)e

−2=m
(
β∞(ξ

F
(ε))

α∞

)
h2 ,

(4.26)
avec C2(ξ0, ε) := 3C1(ξ0, ε)C0(ξ0, ε) et :

ξF(ε) := argmin
ξ∈∂B(ξ0,ε)

=m
(β∞(ξ)

α∞

)
.
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Cette inégalité est une majoration de g1,s(ξ;h2), uniforme par rapport à ξ sur ∂B(ξ0, ε). Pour
h2 suffisamment grand, le majorant est strictement inférieur à cf̂1,s

et donc :

g1,s(ξ;h2) < |f̂1,s(ξ)|, ∀ξ ∈ ∂B(ξ0, ε).

D’après le théorème de Rouché, le nombre de zéros (comptés avec leur multiplicité dans la re-
lation de dispersion) de f̂1,s et de f̂2,s dans B(ξ0, ε) sont égaux. Et puisque f̂2,s est méromorphe,
B(ξ0, ε) ne contient pour ε suffisamment petit qu’une racine de f̂2,s dont la multiplicité est
égale à celle de ξ0. Le résultat s’en déduit directement, car les racines de f̂2,s correspondent
aux éléments de Λ(L2) d’après le Lemme 4.21.

Si ξ0 ∈ Λd(L0), alors c’est aussi d’après le Lemme 4.7 une racine de la relation de dispersion
f̂0,s(ξ) · f̂0,a(ξ) = 0. Traitons à nouveau le cas f̂0,s(ξ0) = 0. Étant donné que la relation de
dispersion (4.22) peut s’écrire à l’aide de séries ne faisant intervenir que les puissances paires
de β∞(ξ), il est possible de changer de détermination pour la racine carrée de k2

∞ + ξ. On
peut ainsi remplacer β∞(ξ) par iγ∞(ξ) dans l’expression de f̂2,s. On cherche alors à contrôler :

g0,s(ξ;h2) := |f̂0,s(ξ)− f̂2,s(ξ)| = µ∞|γ∞(ξ)||1 + itan(iγ∞(ξ)η(h2))|,

sur le bord de la boule B(ξ0, ε) dont le rayon ε > 0 est choisi suffisamment petit pour qu’elle
ne contienne pas de pôles de f̂0,s ni d’autres racines que ξ0. Comme précédemment, on montre
qu’il existe une constante C1(ξ0, ε) > 0 telle que :

g0,s(ξ;h2) ≤ C1(ξ0, ε)
∣∣∣ 2

1 + e2γ∞(ξ)η(h2)

∣∣∣.
De plus, il existe aussi une constante η0 ∈ C telle que η(h2) = h2/α∞+η0 pour h2 suffisamment
grand. Ainsi :

|e2γ∞(ξ)η(h2)| = e2<e
(
γ∞(ξ)
α∞

h2+γ∞(ξ)η0

)
≤ C0(ξ0, ε)e

2<e
(
γ∞(ξ)
α∞

)
h2 ,

où :
C0(ξ0, ε) := sup

ξ∈∂B(ξ0,ε)

e2<e(γ∞(ξ)η0).

Puisque ξ0 ∈ Λd(L0), nous savons d’après le Lemme 4.7 que ξ0 ∈]− k2
0,−k2

∞[ et par suite que
γ∞(ξ0) ∈ R+\{0}. On en déduit que pour ε > 0 suffisamment petit, il existe une constante
c(ξ0, ε) > 0 telle que <e(γ∞(ξ)/α∞) > c(ξ0, ε), ∀ξ ∈ B(ξ0, ε). On obtient alors le pendant de
(4.26) :

g0,s(ξ;h2) ≤ C2(ξ0, ε)e
−2<e

(
γ∞(ξ

F
(ε))

α∞

)
h2 ,

où C2(ξ0, ε) > 0 et :

ξF(ε) := argmin
ξ∈∂B(ξ0,ε)

<e
(γ∞(ξ)

α∞

)
.

On peut alors conclure comme dans le premier cas.

2. ξ0 ∈ ρ(L1)

Le résultat se démontre en suivant la même démarche que précédemment, mais en
appliquant cette fois le théorème de Rouché dans un ouvert qui ne contient pas de zéros des
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relations de dispersion donnant les modes guidés et à fuite exacts. Nous définissons de façon
préalable les domaines Di

α, i = 1, 2 donnés par :

D1
α := {ξ ∈ C | 2 argR−(α∞) < argR−(k2

∞ + ξ) < π}\(−k2
∞ + iR+),

D2
α := {ξ ∈ C | 0 < argR+(k2

∞ + ξ) < 2π + 2 argR−(α∞)},

et représentés sur la Figure 4.7.

<e(ξ)

=m(ξ)

−k2
∞

D1
α

2 arg(α∞)
<e(ξ)

=m(ξ)

−k2
∞

D2
α

2 arg(α∞)

Figure 4.7: Représentation des domaines Di
α i = 1, 2.

Commençons par traiter le cas ξ0 ∈ D1
α. On a dans ce cas, 0 < argR−(β∞(ξ)/α∞) < π, ce

qui donne =m(β∞(ξ)/α∞) > 0. De plus, puisque ξ0 ∈ ρ(L1), on a en particulier f̂1,s(ξ0) 6= 0 et
f̂1,a(ξ0) 6= 0. Il existe alors pour ces deux fonctions un réel ε > 0 tel que B(ξ0, ε) soit inclus
dans D1

α, ne contienne pas de racines et contienne au plus un pôle. On peut alors montrer en
reprenant les calculs du cas ξ0 ∈ Λf(L1) développés pour prouver le premier point que les
fonctions f̂2,s et f̂2,a n’ont dans B(ξ0, ε) aucune racine et au plus un pôle pour h2 suffisamment
grand.

Pour le cas ξ0 ∈ D2
α, il faut remarquer que :

D2
α := {ξ ∈ C | 0 < argR+(k2

∞ + ξ) < 2π + 2 argR−(α∞)}
= {ξ ∈ C | − π < argR−(−k2

∞ − ξ) < π + 2 argR−(α∞)}.

Nous avons cette fois −π/2 < argR−(γ∞(ξ0)/α∞) < π/2, ce qui implique <e(γ∞(ξ0)/α∞) > 0.
Puisque ξ0 ∈ ρ(L0), on utilise cette fois le fait que f̂0,s(ξ0) 6= 0 et f̂0,a(ξ0) 6= 0. Il existe à
nouveau un réel ε > 0 tel que B(ξ0, ε) soit inclus dans D2

α ne contienne pas de racine et
contienne au plus un seul pôle. Des calculs analogues au cas ξ0 ∈ Λd(L0) du premier point
permettent de prouver que les fonctions f̂2,s et f̂2,a n’ont dans B(ξ0, ε) pas de racines et au
plus un pôle pour h2 suffisamment grand.

Nous venons de montrer le résultat pour ξ0 ∈ ρ(L1)∩
(
D1
α ∪D2

α). Or D1
α ∪D2

α = C\(−k2
∞+

α2
∞R+) = C\Λe(L1). Par conséquent, ρ(L1)∩

(
D1
α ∪D2

α) = ρ(L1), ce qui conclut la preuve.

Ce résultat montre que l’ensemble du spectre discret de l’opérateur L1 est approché par le
spectre de L2. En d’autres termes, les modes à fuite et modes guidés, quand ils existent, sont
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correctement approchés avec des PML suffisamment épaisses. De plus, la convergence de
l’ensemble résolvant de l’opérateur L2 vers celui de l’opérateur L1 garantit que l’opération
de troncature n’introduit pas de valeurs propres parasites. En revanche, ce résultat ne nous
donne pas d’information sur l’approximation du spectre essentiel de L1. En fait, la troncature
agit sur lui en le discrétisant. En utilisant encore les relations de dispersion, on peut mettre en
évidence qu’une partie des valeurs propres de l’opérateur L2 est asymptotiquement distribuée
le long du spectre essentiel de L1. Nous appellerons les modes associés à ces valeurs propres
modes de PML. Tout comme les modes correspondant au spectre essentiel de l’opérateur L1,
ces objets sont localisés dans la PML et y oscillent. Un exemple de spectre est représenté
Figure 4.8.

=m(ξ)

<e(ξ)
−k2

max −k2
∞

••••
FFF FFFFFF F F

Figure 4.8: Représentation dans le plan complexe d’un exemple de spectre de l’opérateur
L2 pour des matériaux satisfaisant c0 < c∞. Ronds verts : approximation de Λd(L0), étoiles
rouges : approximation de Λf(L1) et carrés bleu : approximation de Λe(L1).

Proposition 4.24 [Gou10, Proposition 3.2]

Les éléments de Λ(L2) sont asymptotiquement distribués sur deux branches :

• une première branche correspondant aux modes à fuite :
<e(ξn) ∼ n2π2

h2
0

, =m(ξn) ∼ − nπ
2h2

0

ln
(∣∣∣µ∞ + µ0

µ∞ − µ0

∣∣∣) si µ0 6= µ∞

<e(ξn) ∼ n2π2

h2
0

, =m(ξn) ∼ −nπ
h2

0

ln(nπ) si µ0 = µ∞, k0 6= k∞;

• une seconde branche correspondant aux modes à PML : −k2
∞ + η(h2)R+, où η(·) est

défini par (4.23).

4.3.2 Propriétés supplémentaires du spectre en passant par un symbole

Nous venons de conduire une première étude du spectre de l’opérateur L2. Pour la
poursuivre, nous introduisons le symbole L (λ) : H1(Σ)→ H1(Σ)F défini par :

〈L (λ)u, v〉H1(Σ)F,H1(Σ) :=

∫
Σ

(
αµdx2u dx2v − µ

α
(k2 + λ2)uv

)
dx2, ∀(u, v) ∈

(
H1(Σ)

)2
. (4.27)

Nous reconnaissons que l’introduction de ce symbole non linéaire en λ peut sembler ar-
tificielle à ce stade. Mais ce choix est en fait motivé par la théorie de Kondratiev faisant
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intervenir des pencils d’opérateurs que nous utiliserons dans le prochain chapitre pour
étudier le problème direct. Il est toutefois intéressant de remarquer que le symbole L (λ) est
un opérateur symétrique, ce qui n’est pas le cas de l’opérateur L2. L’utilisation du symbole
va ainsi permettre de simplifier légèrement l’obtention des résultats supplémentaires sur le
spectre. Pour effectuer ce changement d’approche, nous définissons tout d’abord le spectre
du symbole par :

Λ(L ) := {λ ∈ C | ∃u ∈ H1(Σ)\{0}, L (λ)u = 0}.

On remarque alors qu’étudier le spectre de L2 revient à étudier celui de L . En effet, il est
très facile de voir qu’on a l’équivalence entre les deux points suivants :

1. (ξ, u) ∈ C×D(L2)\{0} satisfait L2u = ξu ;

2. (ξ, u) ∈ C× H1(Σ)\{0} satisfait L (λ)u = 0 avec λ2 = ξ.

D’après cette équivalence, Λ(L ) est tout comme Λ(L2) un ensemble dénombrable de valeurs
qui tendent vers l’infini.

Remarque 4.25 Les éléments de Λ(L ) correspondent aux nombres d’ondes longitudinaux des
modes du guide tronqué.

Lemme 4.26

1. Si c0 < c∞, on a :
Λ(L ) ∩ {λ ∈ C, =m(λ) = 0} = ∅.

2. Si c0 > c∞, on a :
Λ(L ) ∩ {λ ∈ C, <e(λ)=m(λ) = 0} = ∅.

Démonstration. Soit λ ∈ Λ(L ). Il existe u ∈ H1(Σ)\{0} tel que :

〈L (λ)u, v〉H1(Σ)F,H1(Σ) = 0, ∀v ∈ H1(Σ).

En prenant v = ū cette égalité devient :∫
Σ

(
αµ|dx2u|2 − µ

α
(k2 + λ2)|u|2

)
dx2 = 0. (4.28)

Raisonnons par l’absurde.

Supposons que λ ∈ R. Cela implique que k2 + λ2 > 0 dans Σ. En prenant la partie
imaginaire de (4.28) on obtient :∫

Σ

(
=m(α)µ|dx2u|2 + µ=m

(
− 1

α

)
(k2 + λ2)|u|2

)
dx2 = 0.

Pour h1 < |x2| < h2, on a =m(α) < 0 et =m(−1/α) < 0. L’intégrande est donc nulle dans le
domaine h1 < |x2| < h2, ce qui donne par suite u = 0 dans ce domaine. On conclut que u = 0
dans tout Σ par un argument de prolongement unique, ce qui est absurde. Ce raisonnement
est valable quel que soit le signe de (c0 − c∞).

Supposons maintenant que λ ∈ iR. On peut alors écrire λ2 = −|λ|2. Si c0 > c∞, le nombre
d’onde satisfait k0 < k∞.

• Si |λ| < k0 : on a k2 + λ2 > 0 dans Σ et on peut conclure comme pour le cas λ ∈ R.
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• Si k0 ≤ |λ| < k∞ : l’équation (4.28) se réécrit :∫ h1

−h1

(
µ|dx2u|2 − µ(k2 − |λ|2)|u|2

)
dx2

+

∫
Σ∩{|x2|>h1}

(
αµ∞|dx2u|2 − µ∞

α
(k2 − |λ|2)|u|2

)
dx2 = 0.

La première intégrale étant purement réelle, pendre la partie imaginaire de l’identité ci-
dessus en utilisant le fait que |λ| < k∞ nous permet de conclure comme précédemment.

• Si k∞ ≤ |λ| : en repartant à nouveau de (4.28) et en prenant cette fois sa partie réelle,
on décompose l’intégrale en :∫ h0

−h0

(
µ0|dx2u|2 − µ0(k2

0 − |λ|2)|u|2
)
dx2

+

∫
Σ∩{|x2|>h0}

(
<e(α)µ∞|dx2u|2 − µ∞<e

( 1

α

)
(k2
∞ − |λ|2)|u|2

)
dx2 = 0.

Les deux intégrales étant positives puisque k∞ ≥ |λ|, <e(α) > 0 et <e(1/α) > 0. On
en déduit que u = 0 dans (−h0, h0) et par suite dans tout Σ par un argument de
prolongement unique. Ceci est une contradiction.

Remarque 4.27 Dans le cas c0 < c∞, le fait que L (λ) ∩ iR 6= ∅ traduit l’existence de modes
guidés (cf. Proposition 4.6).

Introduisons les notions de multiplicités géométrique et algébrique d’un élément du spectre
d’un symbole données dans [Koz+97]. Soit λ ∈ Λ(L ), on appelle multiplicité géométrique
de λ, la quantité dim(Ker(L (λ))). La multiplicité algébrique de λ fait appel à la notion de
chaîne de Jordan. Soit λ une valeur propre simple (i.e. de multiplicité géométrique égale à 1)
et u un vecteur propre associé. S’il existe une famille ordonnée (w1, . . . ,wk) telle que :

j−1∑
i=0

1

i!

diL

dλi
(λ)wj−i +

1

j!

djL

dλj
(λ)u = 0, 1 ≤ j ≤ k,

alors les éléments de cette famille sont appelés vecteurs propres généralisés pour la valeur
propre λ, et la famille (u,w1, . . . ,wk) chaîne de Jordan de longueur k+1 pour la valeur propre
λ. La multiplicité algébrique de la valeur propre λ est la longueur maximale d’une chaîne de
Jordan. Ces quantités peuvent aussi être plus généralement définies pour une valeur propre
de multiplicité géométrique supérieure à 1 (voir pour cela [Koz+97, Chapitre 5 - §5.1.1]).

Lemme 4.28

Soit λ ∈ Λ(L ), sa multiplicité géométrique est égale à 1. De plus, si on a pour u ∈
Ker(L (λ))\{0} :

J(λ) :=

∫
Σ

µ

α
u2dx2 6= 0,

alors la multiplicité algébrique de λ est aussi égale à 1.

Démonstration. Soit λ ∈ Λ(L ). Puisque Ker(L (λ)) = Ker(L2 − λ2I), on déduit du Lemme
4.21 que dim(Ker(L (λ))) = 1. En ce qui concerne la multiplicité algébrique, elle est égale à 1
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si et seulement si toute chaîne de Jordan de λ est de longueur 1. Supposons dans un premier
temps que J(λ) 6= 0. S’il existait une chaîne de Jordan de longueur supérieure à un, on aurait
pour u ∈ Ker(L (λ)) l’existence de w1 ∈ H1(Σ)\{0} tel que :

L (λ)w1 +
dL

dλ
(λ)u = 0,

ce qui s’écrit variationnellement :

〈L (λ)w1, v〉H1(Σ)F,H1(Σ) − 2λ

∫
Σ

µ

α
uvdx2 = 0, ∀v ∈ H1(Σ).

Prendre v = u dans cette expression annule le crochet de dualité puisque :

〈L (λ)w1, u〉H1(Σ)F,H1(Σ) = 〈L (λ)u,w1〉H1(Σ)F,H1(Σ) = 0.

Et comme λ 6= 0 d’après le Lemme 4.26, il vient J(λ) = 0, ce qui est une contradiction.

La présence de chaînes de Jordan à certaines fréquences correspond à des phénomènes
rares de coalescence de plusieurs valeurs propres ; les points de rencontre sont appelés excep-
tional points (voir par exemple [DG11]). Leur présence complique l’analyse mathématique
des problèmes de scattering, nous allons donc faire l’hypothèse dans la suite de notre travail
que la fréquence est telle qu’il n’y ait pas de chaîne de Jordan.

Remarquons ensuite que si λ ∈ Λ(L ) alors −λ ∈ Λ(L ), on écrit donc :

Λ(L ) =
⋃
n∈N

{−λn, λn}, · · · ≤ <e(λn+1) ≤ <e(λn) ≤ · · · ≤ <e(λ0) ≤ 0, (4.29)

avec <e(λ0) < 0 si c0 > c∞, en vertu du Lemme 4.26. Puisque le symbole L (λ) ne fait
intervenir que des puissances paires de λ, on voit facilement que Ker(L (−λ)) = Ker(L (λ)).

Hypothèse 4.29

Pour tout n ∈ N, les vecteurs propres un ∈ Ker(L (λn)) satisfont :

Jn :=

∫
Σ

µ

α
u2
ndx2 6= 0.

Pour le guide fermé traité dans la Partie I, on a vu à l’aide de la théorie spectrale des
opérateurs autoadjoints que les fonctions propres de l’opérateur transverse sont orthogonales
entre elles. Le guide ouvert tronqué avec des PML finies est associé à un opérateur transverse
qui n’est quant à lui pas autoadjoint, ce qui ne nous permet plus d’écrire l’orthogonalité entre
ses fonctions propres. Il est néanmoins possible de montrer une relation de biorthogonalité.

Proposition 4.30

Sous l’Hypothèse 4.29, pour tout (n,m) ∈ N2, les vecteurs propres un ∈ Ker(L (λn)) et
um ∈ Ker(L (λm)) peuvent être normalisés de sorte à satisfaire la relation :∫

Σ

µ

α
unumdx2 = δnm.
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Démonstration. Sous l’hypothèse 4.29, on peut normaliser les vecteurs propres un de telle
sorte que Jn = 1 pour tout n ∈ N. Prenons maintenant n 6= m et deux vecteurs propres
un ∈ Ker(L (λn)), um ∈ Ker(L (λm)). Nous avons 〈L (λn)un, um〉H1(Σ)F,H1(Σ) = 0 qui s’écrit :∫

Σ

(
αµdx2undx2um −

µ

α
(k2 + λ2

n)unum
)
dx2 = 0,

et 〈L (λm)um, un〉H1(Σ)F,H1(Σ) = 0 qui s’écrit :∫
Σ

(
αµdx2umdx2un −

µ

α
(k2 + λ2

m)umun
)
dx2 = 0.

Soustraire les deux identités donne :

(λ2
n − λ2

m)

∫
Σ

µ

α
unumdx2 = 0.

Comme les valeurs propres sont simples, λ2
n 6= λ2

m et donc :∫
Σ

µ

α
unumdx2 = 0,

ce qui est la relation attendue.

Ce type de relation de biorthogonalité est très général. Nous montrerons pour un cas
plus compliqué dans la Partie III qu’il s’agit en fait d’une orthogonalité entre les vecteurs
propres de l’opérateur L2 et ceux de son opérateur adjoint LF

2. Il a en effet été montré dans
[Gou10, Théorème 3.2] que si on considère ξn ∈ Λ(L2) et un ∈ Ker(L2 − ξnI), alors ξ̄n ∈ Λ(LF

2)
et uF

n := (µ/ᾱ)ūn ∈ Ker(LF

2 − ξ̄nI). On peut alors voir facilement que :

(un, u
F

m)L2(Σ) =

∫
Σ

µ

α
unumdx2 = δnm, ∀(n,m) ∈ N2.

4.4 Étude numérique

Nous venons de conduire une courte étude théorique des modes du guide ouvert sans et
avec PML qui nous servira plus tard à résoudre les problèmes de diffraction direct et inverse.
En vue de la résolution numérique de ces deux problèmes, il est important de nous intéresser
à l’approximation numérique des modes. Pour simplifier cette étude, nous nous placerons
dans le cas qui nous intéresse en pratique où c0 > c∞, ce qui aura pour conséquence l’absence
de modes guidés.

4.4.1 Calcul des modes

Contrairement au guide fermé, les modes du guide ouvert ne sont pas connus de manière
explicite. Les modes guidés et les modes à fuite exacts du guide ouvert de départ peuvent être
obtenus en cherchant les racines de la relation de dispersion (4.17). Pour le guide tronqué
transversalement avec des PML, l’approximation des modes mentionnés ci-dessus, mais
aussi les modes à PML, peuvent être calculées en cherchant les racines de la relation de
dispersion (4.22). Plusieurs méthodes permettent de trouver les zéros complexes d’une
fonction analytique z 7→ f(z) dans un ouvert. Si on connaît une valeur z0 approchant un zéro,
on peut espérer en obtenir une meilleure approximation de ce dernier à l’aide d’une méthode
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de type Newton relaxée. On estime alors pour ε ∈ (0, 1] successivement les termes de la suite
(zn)n∈N définie pour tout n ∈ N par :

zn =

z0 , n = 0

(1− ε)zn−1 + ε
(
zn−1 −

f(zn−1)

f ′(zn−1)

)
, n ≥ 1,

jusqu’à atteindre un critère d’arrêt. La relaxation est importante lorsque f varie fortement
au voisinage du zéro. Cette méthode est facile à mettre en œuvre, mais nécessite une valeur
initiale assez proche de la valeur exacte. Pour trouver tous les zéros de la fonction analytique
f dans un ouvert connexe O du plan complexe, nous pouvons aussi utiliser la méthode
présentée dans [DL67], qui repose sur le principe de l’argument stipulant pour une fonction
analytique f que : ∫

∂O

f ′(z)

f(z)
dz = Zf ,

où Zf est le nombre de zéros de f dans O comptés avec leur multiplicité. Tant que O contient
un zéro, on le partitionne en sous-ouverts et on applique récursivement la procédure dans
chacun des ouverts jusqu’à atteindre un critère d’arrêt. Ces deux méthodes permettent
d’approcher facilement les nombres d’onde des modes qui sont racines d’une relation de
dispersion. Elles ont en revanche l’inconvénient de reposer sur la relation de dispersion dont
il n’est pas toujours possible d’avoir une expression (e.g. configurations 3D avec une section à
géométrie complexe, matériaux à coefficients variables). Pour le guide ouvert tronqué avec
des PML finies, il est également possible d’écrire une formulation variationnelle associée au
problème spectral (4.20) qui s’écrit :

Trouver (λ, u) ∈ C× H1(Σ)\{0} tel que

〈L (λ)u, v〉H1(Σ)F,H1(Σ) = 0, ∀v ∈ H1(Σ),

où L (λ) est donné par (4.27). En la discrétisant par éléments finis, nous sommes amenés à
résoudre le problème aux valeurs propres généralisé matriciel :

Trouver (λh, Uh) ∈ C× CNh\{0} tel que

AhUh = λ2
hBhUh, (4.30)

où nous avons approché l’espace H1(Σ) par le sous-espace de dimension Nh engendré par
des fonctions de Lagrange (wn)1≤n≤Nh

, et les matrices Ah,Bh ∈ CNh×Nh ont leurs coefficients
donnés pour 1 ≤ i, j ≤ Nh par :

(
Ah

)
ij

:=

∫
Σ

(
αµdx2wjdx2wi −

µ

α
k2wjwi)dx2,(

Bh

)
ij

:=

∫
Σ

µ

α
wjwidx2.

Ces matrices sont symétriques, mais non hermitiennes du fait du coefficient complexe α.
En revanche, la partie réelle de Bh est définie positive et sa partie imaginaire positive. Elle
est donc inversible et on peut se ramener à un problème aux valeurs propres standard
qu’on peut résoudre facilement avec par exemple le solveur ARPACK. Cette méthode très
générale permet de traiter relativement facilement des géométries complexes en 3D. Elle a
aussi l’avantage de nous donner directement une approximation des fonctions transverses
associées aux modes. C’est donc cette dernière méthode que nous retiendrons par la suite
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pour calculer les modes. Les deux premières qui reposent sur la relation de dispersion nous
serviront d’outils de validation de ce calcul. Nous finissons cette discussion en mentionnant
le développement récent de la méthode FEAST (voir pour cela [Pol09 ; KPP16]) permettant de
résoudre efficacement des problèmes aux valeurs propres généralisés de grande taille (par
exemple lorsque Nh est très grand). Cette méthode a été utilisée récemment dans [GPV22]
pour calculer des modes à fuite dans des fibres optiques à géométrie complexe.

Évaluons maintenant la méthode d’approximation des modes (4.30) sur un cas simple.
On considère pour cela une plaque d’acier dans du béton homogène. On choisit h0 = 5 cm,
h1 = 7, 5 cm et h2 = 12, 5 cm. Les paramètres de l’acier sont donnés par ρ0 = 7, 93.103 kg.m−3

et µ0 = 84, 3 GPa et ceux du béton par ρ∞ = 2, 30.103 kg.m−3 et µ∞ = 15, 9 GPa. Dans ce
cas, c0 > c∞ et il n’y a pas de mode propagatif. La fréquence considérée est quant à elle
ω = 2π.105 rad.Hz. Pour la PML, on choisit un profil abrupt avec α∞ = e−i

π
3 . Le problème aux

valeurs propres généralisé est discrétisé avec des éléments finis de Lagrange P1 et un pas de
maillage de h = 10−3 cm. Sur le résultat du calcul représenté Figure 4.9, nous avons aussi
calculé des modes parasites qui ne correspondent pas à des valeurs propres de L2, et donc
de façon équivalente qui ne sont pas des racines de la relation de dispersion donnée par le
Lemme 4.21. Pour les mettre en évidence, nous avons utilisé la méthode de type Newton
mentionnée ci-dessus en partant de chacune des valeurs λ0 approximées. Si l’algorithme
converge vers une valeur éloignée de la valeur de départ λ0 ou s’il diverge, on en déduit que
λ0 ne correspond pas à un mode : en d’autres termes, c’est une valeur propre parasite.

Figure 4.9: Nombres d’ondes longitudinaux λ dans le plan complexe pour un profil abrupt
de PML avec α∞ = e−iπ/3. Cercles rouges : approximation de modes exacts, triangles verts :
modes parasites.

Nous visualisons enfin Figure 4.10 deux modes dans le guide d’ondes en propageant de
façon semi-analytique la fonction transverse le long de l’axe du guide (les modes ont pour
forme u(x1, x2) = u(x2)eλx1).
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(a) λ ' −0, 05− 1, 46i (b) λ ' −0, 01− 2, 38i

Figure 4.10: Représentation 2D de la partie réelle de l’approximation d’un mode à fuite (a)
et d’un mode de PML (b).

4.4.2 Pollution du spectre

La pollution du spectre mise en évidence sur la Figure 4.9 est purement liée à la discréti-
sation du problème aux valeurs propres généralisé. Réduire le pas de discrétisation permet
d’éloigner les valeurs propres parasites de l’origine du plan complexe, mais nous avons
remarqué qu’il faut en pratique réduire de façon très importante le pas de maillage pour
éloigner le point d’apparition des modes parasites de l’origine, ce qui est numériquement
coûteux. Ce phénomène peut s’expliquer en partie par la croissance exponentielle de la
norme de la résolvante du problème transverse vis-à-vis du produit de la distance des PML
au cœur (h1 − h0) et de la partie imaginaire de ξ = λ2 (voir pour cela [Gou10, Théorème 3.3]
ou [Zwo02] dans un cadre plus général). Nous cherchons en effet à estimer des résonances
dans le domaine non physique sur le feuillet de Riemann sortant de la fonction de Green
qui, comme nous l’avons vu sous-section 4.2.1 pour le cas de l’espace libre, est une portion
du plan complexe dans laquelle elle est exponentiellement croissante à l’infini en l’absence
de PML. Rapprocher la PML du cœur permet donc de réduire la zone dans laquelle elle
est exponentiellement croissante, ce qui facilite le traitement numérique. Coller la PML au
cœur permet ainsi de repousser le phénomène de pollution en dehors de la fenêtre de calcul
considérée, ce que nous pouvons voir sur le spectre de gauche de la Figure 4.11 obtenu avec
les mêmes paramètres physiques que sur la Figure 4.9. En ayant en tête l’application de ce
travail au contrôle non destructif, nous voyons que cette solution n’est pas toujours possible,
en particulier si on veut prendre en compte des défauts d’interface, voire des défauts dans la
gaine. Changer de profil de PML peut aussi permettre d’éloigner les modes parasites de l’ori-
gine du plan complexe. Ce phénomène est illustré sur le spectre de droite de la Figure 4.11,
qui est obtenu avec le profil parabolique utilisé dans [NTH15] et donné par :

α(x2) =

1 si |x2| ≤ h1(
1 + 3(η̂ − 1)

( |x2| − h1

h2 − h1

)2)−1

si |x2| > h1,
(4.31)

où on peut voir après un calcul simple que :

η̂ :=
1

h2 − h1

∫ h2

h1

α−1(x2)dx2 =
η(h2)− (h1 − h0)

h2 − h1

.

On y retrouve la quantité η introduite en (4.23) qui, nous le verrons plus tard, donne une
information sur l’atténuation moyenne des ondes dans la PML. Une dernière façon de ne pas
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prendre en compte les modes parasites dans notre cas 2D consiste à ne conserver que les
modes dont les nombres d’onde λ ont des petites parties imaginaires et réelles en module.

Figure 4.11: Nombres d’ondes longitudinaux λ dans le plan complexe. À gauche : profil
abrupt de PML avec α∞ = e−iπ/3 et la PML collée au cœur (h1 = h0 = 5 et h2 = 10), à droite :
profil parabolique de PML avec η̂ = 2 + 2i et la PML non collée au cœur (h0 = 5, h1 = 7, 5 et
h2 = 12, 5). Cercles rouges : approximation de modes exacts, triangles verts : modes parasites.

Une étude plus fine du comportement des valeurs propres parasites vis-à-vis des différents
paramètres du problème est compliquée. Le lecteur désireux d’en savoir plus sur cette
question pourra se diriger vers [NW18]. Dans des configurations plus complexes pour
lesquelles la relation de dispersion n’est pas connue, les résonances peuvent aussi être
filtrées grâce à une méthode proposée par [AE17] faisant appel à une équation de Lippman-
Schwinger et à la notion de pseudo-spectre, qui permet d’étudier les lignes de niveau de la
norme de la résolvante.

4.4.3 Filtrage des modes à fuite

Nous venons de voir comment distinguer les modes parasites des approximations obtenues
par éléments finis des modes du problème tronqué avec PML. Mais il est aussi important
d’être en mesure de distinguer les modes à fuite qui traduisent un phénomène physique des
modes à PML pour lequel ce n’est pas le cas. Partant du constat que l’énergie des modes à
fuite est principalement localisée dans la partie physique du domaine (voir Figure 4.10.a)
tandis que celle des modes à PML l’est surtout dans la PML (voir Figure 4.10.b), on utilise un
critère se basant sur l’énergie cinétique moyenne dilatée des modes dans la section. Suivant
[NTH15; Gal18], pour un mode donné, les énergies cinétiques dans toute la section, soit
Σ = (−h2, h2), et dans la partie occupée par les PML, soit ΣPML := (−h2,−h1) ∪ (h1, h2),
s’écrivent :

Etot
n :=

ω2

4

∫
Σ

ρ

α
|un|2dx2 et EPML

n :=
ω2

4

∫
ΣPML

ρ

α
|un|2dx2.

Si le rapport rE := |EPML
n |/|Etot

n | ≤ τE, pour τE ∈ (0, 1) qui est à choisir en fonction de la
PML utilisée, alors le mode considéré correspond à un mode à fuite. Dans le cas contraire,
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c’est un mode de PML. En reprenant les mêmes paramètres physiques et de discrétisation
qu’auparavant, on voit bien sur la Figure 4.12 la pertinence de ce filtrage et le fait qu’il est
plus efficace dans le cas du profil parabolique de PML que dans le cas du profil abrupt.

Figure 4.12: Valeurs du ratio rE des modes (indexés par λn croissant). Disques rouges :
modes à fuite, carrés bleus : modes de PML et triangles verts : modes parasites. Hauteurs :
h0 = 5, h1 = 6, 5 et h2 = 11, 5. Gauche : profil abrupt de PML avec α∞ = e−iπ/3, droite : profil
parabolique de PML avec η̂ = 2 + 2i.

Nous sommes maintenant en mesure d’interpréter totalement le spectre calculé et pré-
senté sur la Figure 4.13.

Figure 4.13: Nombres d’ondes longitudinaux dans le plan complexe pour. Cercles rouges :
modes à fuite, carrés bleus : modes de PML et triangles verts : modes parasites. Hauteurs :
h0 = 5, h1 = 6, 5 et h2 = 11, 5. Gauche : profil abrupt de PML avec α∞ = e−iπ/3, droite : profil
parabolique de PML avec η̂ = 2 + 2i.

Dans cette configuration simple en 2D, nous avons vu que les valeurs propres de l’opé-
rateur L2 sont simples. On observe néanmoins numériquement que les valeurs propres
correspondant aux modes de PML sont calculées par paires de deux valeurs très proches,
l’une associée à un mode symétrique et l’autre à un mode antisymétrique. Ce constat donne
une méthode alternative de séparation des modes à fuites des modes de PML dans ce cas
particulier 2D.
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4.4.4 Sens de propagation des modes à fuite

Les modes du guide ouvert tronqué transversalement avec des PML finies sont les fonc-
tions :

un,±(x1, x2) := e±λnx1un(x2),

où ±λn ∈ Λ(L ), pour lequel nous avions choisi arbitrairement <e(λn) < 0, et un ∈
Ker(L (λn)). Nous voudrions répondre à la question suivante : quels modes doivent être pris
en compte pour décrire une onde se propageant vers la droite ou la gauche?

Soit ξ0 ∈ Λf(L1) une résonance associée à un mode à fuite sortant. On sait d’après le
Théorème 4.13 qu’elle vérifie alors =m(ξ0) < 0. D’après la Proposition 4.23, il existe H > 0
et 0 < ε < =m(ξ0) tels que pour tout h2 ≥ H, B(ξ0, ε) ∩ Λ(L2) est réduit à un singleton.
Pour h2 > H fixé, on note alors B(ξ0, ε) ∩ Λ(L2) = {ξn}. Posons alors λn = − iR+

√
ξn. Puisque

=m(ξn) < 0, on en déduit que <e(λn) < 0 et =m(λn) > 0. On retrouve ainsi la convention
(4.29) sur le signe de la partie réelle de λn. Rappelons maintenant que la vitesse de phase des
modes un,± est donnée par vpn,± = ω/=m(±λn). Le mode un,+ correspond donc à une onde
progressive se déplaçant vers la droite (vpn,+ > 0) et évanescente vers la droite (<e(λn) < 0). À
contrario, le mode un,− correspond donc à une onde progressive se déplaçant vers la gauche
(vpn,− < 0) et évanescente vers la gauche (<e(λn) > 0).
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Chapitre 5

Problème direct dans les guides
acoustiques partiellement enfouis
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Le caractère bien posé des problèmes de diffraction dans les guides ouverts a fait l’objet
d’un certain nombre de travaux utilisant des approches différentes. Le cas d’une jonction de
deux guides ouverts a été traité dans [Til01] à l’aide d’une généralisation de la technique de
mode-matching, initialement développée pour les guides d’ondes fermés (et que nous avons
présentée succinctement au chapitre 2). Cette approche repose sur un outil appelé transformée
de Fourier généralisée qui a été réutilisé entre autres dans [DGH11; Gou10] pour l’étude des
problèmes de diffraction dans les guides ouverts acoustiques. La question de l’absence de
modes piégés dans un guide ouvert avec une perturbation compacte a été abordée dans
[Haz15], à nouveau à l’aide de la transformée de Fourier généralisée. Celle de l’existence
d’une solution à ce problème a quant à elle été étudiée dans [CM08] au moyen d’une approche
analytique reposant sur la connaissance de la fonction de Green du guide ouvert droit non
perturbé. Enfin, pour ses nombreuses applications en photonique, le cas des guides ouverts
périodiques a été étudié dans [Kir22 ; Fur20a].

Dans le chapitre 4, nous avons vu qu’il est possible d’approcher le guide enfoui réel par
un guide ouvert tronqué transversalement par des PML finies. Cette approximation permet
de réduire le domaine à un domaine borné dans la direction transverse, ce qui est pertinent
lorsqu’on s’intéresse à la diffraction des ondes par des défauts au voisinage du cœur. Ce
choix de tronquer le domaine transversalement est aussi motivé par le souhait d’écrire une
formulation modale simple de la LSM, ce que nous savons faire quand la fonction de Green
se décompose sur un ensemble discret de modes (voir pour cela le chapitre 3). Nous avons
pu montrer au chapitre 2 que les problèmes de diffraction dans les guides fermés sont bien
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posés grâce à la complétude des modes découlant du caractère autoadjoint du problème. Ici,
l’introduction des PML nous fait perdre ce caractère, les techniques classiques ne sont donc
plus adaptées. Plus précisément, nous ne savons pas si les fonctions transverses forment une
base de Riesz de L2(Σ), ce qui nous empêche a priori de décomposer les différents champs
sur les modes.

Pour y remédier, nous proposons de recourir à l’approche de Kondratiev. Cette approche a
été introduite en 1967 par le mathématicien russe V.A. Kondratiev dans [Kon67] pour étudier
la régularité des solutions de problèmes elliptiques au voisinage de singularités géométriques
de type cônes au moyen d’espaces à poids. Un développement asymptotique de la solution
au voisinage du cône faisant intervenir les pôles d’une fonction méromorphe y est donné.
Cette approche a été généralisée dans les ouvrages de référence [Koz+97 ; Koz+01]. Parmi
les récentes applications de cette approche, on peut citer les travaux [Che12 ; Rih22] portant
sur l’étude de problèmes non elliptiques dans des métamatériaux avec des singularités
géométriques de type coin, cône ou cusp, mais aussi [KN18] pour un travail en élasticité. Il
s’avère que l’approche de Kondratiev permet aussi d’étudier des problèmes elliptiques posés
dans des bandes et donc d’étudier en particulier des guides d’ondes. Par exemple, elle a été
utilisée pour décrire la propagation des ondes dans des plaques élastiques (voir pour cela
[Naz13 ; Naz14]). Cette application est particulièrement intéressante, car elle a permis de
contourner une difficulté théorique résolue très récemment qui était l’absence de résultat
de complétude des modes de Lamb (voir [Aki22a]). On peut enfin mentionner [BCF19]
qui a traité le cas de la propagation des ondes dans une plaque mince avec un modèle de
bilaplacien. Ces deux cas d’application de la théorie de Kondratiev sont d’une certaine façon
liés. En effet, il est possible sous certaines hypothèses sur les coefficients du problème, de voir
les guides d’ondes comme un cône et inversement à l’aide de la transformation géométrique
(r, θ) 7→ (ln(r), θ) dont l’image d’un cône est un guide d’ondes. On peut alors voir que certains
pôles mentionnés ci-dessus, correspondants à des objets localisés au voisinage d’un coin et
appelés singularités propagatives ou bien ondes de trou noir, sont alors l’équivalent dans le
domaine du guide d’ondes des modes propagatifs.

Une fois le caractère bien posé du problème direct de diffraction montré à l’aide de l’ap-
proche de Kondratiev, il est nécessaire de proposer une méthode numérique pour synthétiser
des données dans le but de tester la méthode d’imagerie que nous proposerons au prochain
chapitre. Il est d’autant plus important de pouvoir tester la méthode d’imagerie avec des
données simulées que la configuration d’imagerie que nous considérons est complexe. Plu-
sieurs méthodes numériques ont été récemment proposées pour résoudre des problèmes
de scattering dans des milieux non bornés. Parmi elles, nous pouvons citer la Windowed
Green Function method introduite avec [BGP17] pour résoudre spécifiquement des problèmes
de diffraction dans des guides ouverts. Cette méthode est une méthode de type fenêtrage
utilisant la fonction de Green de l’espace libre et des équations intégrales associées. Elle a la
particularité de converger vers la solution exacte d’une façon super-algébrique vis-à-vis de
l’épaisseur de la fenêtre (c’est-à-dire plus vite que n’importe quelle puissance négative de
cette épaisseur). Une autre méthode qui s’appelle la Half Space Matching Method a été déve-
loppée dans un premier temps dans [BFT18] pour résoudre des problèmes de diffraction en
acoustique et en élasticité dans l’espace libre, mais pourrait aussi être adaptée aux jonctions
de guides ouverts. Cette méthode couple un calcul par éléments finis volumiques dans un
polyèdre qui contient les hétérogénéités et des équations intégrales aux bords de ce dernier.
Puisque nous avons choisi dans ce travail de tronquer transversalement la partie enfouie
de la structure avec des PML, nous souhaitons proposer une méthode numérique tirant
parti de la structure de guide d’ondes qui en résulte. Nous allons donc essayer de tronquer
le domaine dans la direction longitudinale en écrivant une condition de radiation modale.
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Nous étudierons comment faire cela en introduisant un opérateur Dirichlet-to-Neumann
pour le problème tronqué dans la direction transverse avec des PML. Ce type de méthode a
l’avantage d’être facile à implémenter une fois les modes connus. De plus, elle peut aussi être
étendue au cas de l’élasticité (contrairement aux PML longitudinales par exemple, qui ne
fonctionnent plus correctement à certaines fréquences).

Le chapitre sera donc structuré comme suit. Nous commencerons par étudier le caractère
bien posé du problème de Helmholtz dans un guide ouvert droit tronqué transversalement
avec des PML à l’aide de la théorie de Kondratiev. Nous utiliserons ce résultat dans un second
temps pour montrer que les problèmes de diffraction posés dans la jonction avec un obstacle
sont bien posés. Ensuite, nous justifierons la convergence de la solution obtenue avec un DtN
à droite décomposé sur un nombre fini de modes vers la solution exacte. Des illustrations
numériques seront enfin données.

Dans un grand nombre d’applications en contrôle non destructif, les ondes acoustiques se
propagent plus vite dans le cœur que dans la gaine (par exemple un cœur en acier dans du
béton). Cela nous amène à faire l’hypothèse suivante pour toute la suite du chapitre.

Hypothèse 5.1

Les vitesses des ondes acoustiques dans le cœur et la gaine satisfont c0 > c∞.

Remarque 5.2 Cette hypothèse n’est pas nécessaire pour l’analyse du problème direct que nous
allons faire, mais elle permettra néanmoins de la simplifier significativement. En effet, on rappelle
que sous cette hypothèse, il ne peut pas y avoir de modes guidés d’après la Proposition 4.6.

5.1 Utilisation de la théorie de Kondratiev pour l’étude du
guide ouvert rectiligne tronqué transversalement par des
PML

Nous commençons donc ce chapitre en nous intéressant au cas du guide ouvert rectiligne
sans obstacle. En reprenant les notations du chapitre 4, on le noteW := R×Σ où Σ := (−h2, h2)
est la section du guide. Son bord extérieur est noté Γ := ∂W . Pour un terme source volumique
f donné, on considère le problème suivant posé dans W :

Trouver u tel que
−∂x2(αµ∂x2u)− µ

α
∂2
x1
u− µ

α
k2u = f dans W
∂nu = 0 sur Γ

u est sortant.
(5.1)

Nous rappelons que les coefficients physiques µ et k sont constants par morceaux :

µ(x1, x2) =

{
µ0 si |x2| < h0

µ∞ si |x2| > h0,
k(x1, x2) =

{
k0 si |x2| < h0

k∞ si |x2| > h0,

et que le coefficient des PML satisfait α(x1, x2) = 1 pour |x2| < 1 et est complexe lorsque
|x2| ≥ 1.
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Hypothèse 5.3

Dans toute la suite, nous supposerons que α(x1, x2) = α(x2) pour tout (x1, x2) ∈ W .
Autrement dit, le profil de PML est invariant le long de l’axe du guide. Nous noterons
donc de façon indifférenciée la fonction dépendant des variables (x1, x2) et celle qui ne
dépend que de la variable transverse x2.

Sous l’Hypothèse 5.1, la condition de radiation filtrant les ondes sortantes se réduit à une
simple condition de décroissance à l’infini, ce qui sera imposé en cherchant la solution u dans
l’espace H1(W ). En ayant en vue l’étude du caractère bien posé de (5.1) à l’aide de la théorie
de Kondratiev, nous introduisons des espaces de Sobolev à poids.

5.1.1 Espaces de Sobolev à poids

Pour β ∈ R, introduisons l’espace

K1
β(W ) := {v ∈ D′(W ) | eβx1v, eβx1∂x1v, e

βx1∂x2v ∈ L2(W )},
où D′(W ) est l’espace des distributions usuel. On munit cet espace de la norme :

‖v‖K1
β(W ) :=

(
‖eβx1v‖2

L2(W ) + ‖eβx1∂x1v‖2
L2(W ) + ‖eβx1∂x2v‖2

L2(W )

) 1
2
.

Remarquons que pour β = 0, nous avons l’égalité K1
0(W ) = H1(W ). Un exemple de telles

−2 −1 1 2

5

10

15

x1

u(x1)

β < 0

−2 −1 1 2

5

10

15

x1

u(x1)

β > 0

Figure 5.1: Représentation d’une fonction u ∈ K1
β(R).

fonctions est représenté Figure 5.1. L’espace dual topologique de K1
β(W ) est noté K1

β(W )F et
muni de la norme :

‖f‖K1
β(W )F := sup

v∈K1
β(W )\{0}

| 〈f, v̄〉K1
β(W )F,K1

β(W ) |
‖v‖K1

β(W )

.

Dans cette définition, 〈·, ·〉K1
β(W )F,K1

β(W ) représente le crochet de dualité entre les espaces

K1
β(W )F et K1

β(W ). Soit β ∈ R, nous introduisons maintenant l’opérateur Aβ : K1
β(W ) →

K1
−β(W )F défini par :

〈Aβu, v〉K1
−β(W )F,K1

−β(W ) :=

∫
W

(
αµ∂x2u∂x2v +

µ

α
∂x1u∂x1v −

µ

α
k2uv

)
dx. (5.2)
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Lemme 5.4

L’opérateur Aβ est un opérateur linéaire borné de K1
β(W ) dans K1

−β(W )F.

Démonstration. Soient u ∈ K1
β(W ) et v ∈ K1

−β(W ), on a :

| 〈Aβu, v〉K1
−β(W )F,K1

−β(W ) |

=
∣∣∣ ∫

W

(
αµeβx1∂x2u e

−βx1∂x2v +
µ

α
eβx1∂x1u e

−βx1∂x1v −
µ

α
k2eβx1u e−βx1v

)
dx
∣∣∣

≤ ‖αµ‖L∞(W )‖eβx1∂x2u‖L2(W )‖e−βx1∂x2v‖L2(W ) +
∥∥∥µ
α

∥∥∥
L∞(W )

‖eβx1∂x1u‖L2(W )‖e−βx1∂x1v‖L2(W )

+
∥∥∥µ
α
k2
∥∥∥

L∞(W )
‖eβx1u‖L2(W )‖e−βx1v‖L2(W )

≤ max
(
‖αµ‖L∞(W ),

∥∥∥µ
α

∥∥∥
L∞(W )

,
∥∥∥µ
α
k2
∥∥∥

L∞(W )

)
‖u‖K1

β(W )‖v‖K1
−β(W ).

Puisque les coefficients µ et k sont des constantes par morceaux strictement positives et que
parmi les hypothèses faites sur la fonction α avec la Définition 4.10, on a supposé qu’elle
était bornée inférieurement et supérieurement en module par des constantes strictement
positives, il existe une constante C > 0 telle que :

‖Aβu‖K1
−β(W )F ≤ C‖u‖K1

β(W ),

ce qui est le résultat attendu.

Dans la suite, nous utiliserons la transformée de Fourier-Laplace F qui est donnée, pour
λ ∈ C bien choisi, par :

(Fv)(λ) = v̂(λ) :=

∫
R
e−λx1v(x1)dx1.

Rappelons quelques propriétés de base de la transformée de Fourier-Laplace découlant
de celles des transformées de Fourier et de Laplace. En notant S′(R) l’espace usuel des
distributions tempérées, on définit pour β ∈ R l’espace S′β(R) := {v ∈ D′(R) | eβx1v ∈ S′(R)}.
Pour v ∈ S′β(R), v̂(λ) est bien défini pour n’importe quel λ ∈ `−β := {λ = −β + is, s ∈ R}. De
plus, nous avons aussi pour v ∈ S′β(R) et λ ∈ `−β la formule :

v̂′(λ) = λv̂(λ). (5.3)

Nous définissons aussi les espaces L2
β(R) := {v ∈ D′(R) | eβx1v ∈ L2(R)} et L2(`−β) que nous

munissons des normes :

‖v‖L2
β(R) := ‖eβx1v‖L2(R) et ‖v̂‖L2(`−β) :=

√
1

i

∫
`−β

|v̂(λ)|2dλ.

Lemme 5.5

La transformée de Fourier-Laplace satisfait les deux points suivants.

1. L’opérateur F est un isomorphisme de L2
β(R) dans L2(`−β) d’inverse :

(
F−1v̂

)
(x1) =

1

2iπ

∫
`−β

eλx1 v̂(λ)dλ.
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2. On a l’identité de Plancherel :

‖v‖L2
β(R) =

1√
2π
‖v̂‖L2(`−β).

Démonstration. La preuve de ces deux points repose sur les propriétés très classiques de
la transformée de Fourier notée F et définie sur l’espace S(R) des fonctions à décroissance
rapide. Elle est formellement reliée à F par la relation (Fv)(s) = (Fv)(is) pour s ∈ R. Soit
v ∈ Sβ(R) := {v | eβx1v ∈ S(R)}, nous avons pour tout λ ∈ `−β :

v̂(λ) = (Fv)(λ) =

∫
R
e−isx1eβx1v(x1)dx1 = (F(eβ·v(·)))(s). (5.4)

Sachant que x1 7→ eβx1v(x1) est dans S(R) et que F est un isomorphisme de S(R) pour la
variable x1 dans S(R) pour la variable λ, on a v̂ ∈ S(`−β) et on peut aussi écrire pour tout
x1 ∈ R :

eβx1v(x1) = F−1(v̂(−β + i·))(x1) =
1

2π

∫
R
eisx1 v̂(−β + is)ds,

qui donne :

v(x1) =
1

2iπ

∫
`−β

eλx1 v̂(λ)dλ := (F−1v̂)(x1).

Nous venons de montrer que la transformée de Fourier-Laplace est un isomorphisme de
Sβ(R) dans S(`−β). On montre ensuite que c’est une isométrie en appliquant l’identité de
Plancherel pour F (i.e. ‖Fv‖L2(R) = ‖v‖L2(R)) dans (5.4) en se rappelant que dλ = ids pour
λ = −β + is ∈ `−β. Le résultat attendu s’obtient finalement en prolongeant par densité la
transformée de Fourier-Laplace en une isométrie de L2

β(R) dans L2(`−β).

Enfin, pour β1 < β2 réels et pour v ∈ S′β1
(R)∩ S′β2

(R), la fonction λ 7→ v̂(λ) est holomorphe
dans la bande {λ ∈ C | −β2 < <e(λ) < −β1} ; ce résultat découle des propriétés d’holomorphie
de la transformée de Laplace. Pour les fonctions des deux variables x1 et x2, on peut définir
la transformée de Fourier-Laplace partielle par rapport à la variable longitudinale x1. On la
note Fx1 et elle est définie pour λ ∈ C et x2 ∈ Σ par :

(Fx1v)(λ, x2) = v̂(λ, x2) :=

∫
R
e−λx1v(x1, x2)dx1.

Puis pour β ∈ R, on introduit aussi l’espace :

K̂1
β :=

{
v̂ ∈ L2(`−β,H

1(Σ)) | 1

i

∫
`−β

‖v̂(λ, ·)‖2
H1(Σ,|λ|)dλ < +∞

}
,

où pour tout v ∈ H1(Σ) :

‖v‖H1(Σ,|λ|) :=
(

(1 + |λ|2)‖v‖2
L2(Σ) + ‖dx2v‖2

L2(Σ)

) 1
2
. (5.5)

Les normes ‖ · ‖H1(Σ,|λ|) et ‖ · ‖H1(Σ) sont équivalentes à λ fixé.
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Lemme 5.6

La transformée de Fourier-Laplace partielle vis-à-vis de la variable x1 satisfait les deux
points suivants.

1. L’opérateur Fx1 est un isomorphisme de K1
β(W ) dans K̂1

β d’inverse :

(
F−1
x1
v̂
)
(x1, x2) =

1

2iπ

∫
`−β

eλx1 v̂(λ, x2)dλ. (5.6)

2. On a l’identité de Plancherel :

‖v‖2
K1
β(W ) =

1

2iπ

∫
`−β

‖v̂(λ, ·)‖2
H1(Σ,|λ|)dλ =: ‖v̂‖2

K̂1
β

. (5.7)

Démonstration. Le résultat se montre à l’aide du Lemme 5.5. Nous n’en détaillons que le
second point. Soit v ∈ K1

β(W ), on écrit dans un premier temps :

‖v̂‖2
L2(`−β×Σ) =

1

i

∫
`−β

‖v̂(λ, ·)‖2
L2(Σ)dλ

‖∂̂x1v‖2
L2(`−β×Σ) =

1

i

∫
`−β

|λ|2‖v̂(λ, ·)‖2
L2(Σ)dλ

‖∂̂x2v‖2
L2(`−β×Σ) =

1

i

∫
`−β

‖∂x2 v̂(λ, ·)‖2
L2(Σ)dλ,

où la deuxième ligne est obtenue en utilisant (5.3). En sommant ces égalités, nous obtenons :

‖v̂‖2
L2(`−β×Σ) + ‖∂̂x1v‖2

L2(`−β×Σ) + ‖∂̂x2v‖2
L2(`−β×Σ) =

1

i

∫
`−β

‖v̂(λ, ·)‖2
H1(Σ,|λ|)dλ. (5.8)

Ensuite, nous écrivons en utilisant l’identité de Plancherel démontrée pour F au Lemme
5.5 :

‖v̂‖2
L2(`−β×Σ) =

∫
Σ

‖(Fv)(·, x2)‖2
L2(`−β)dx2 = 2π

∫
Σ

‖v(·, x2)‖2
L2
β(R)dx2 = 2π‖eβx1v‖2

L2(W ),

et de même ‖∂̂xjv‖2
L2(`−β×Σ) = 2π‖eβx1∂xjv‖2

L2(W ) pour j = 1, 2, d’où :

‖v̂‖2
L2(`−β×Σ) + ‖∂̂x1v‖2

L2(`−β×Σ) + ‖∂̂x2v‖2
L2(`−β×Σ) = 2π‖v‖2

K1
β(W ). (5.9)

Combiner (5.8) et (5.9) donne l’identité attendue.

On finit par introduire K̂1
β

F, le dual topologique de K̂1
β qui peut être caractérisé par :

K̂1
β

F =
{
ĝ ∈ L2(`β,H

1(Σ)F) | 1

i

∫
`β

‖ĝ(λ, ·)‖2
H1(Σ,|λ|)Fdλ < +∞

}
,

avec :

‖g‖H1(Σ,|λ|)F := sup
h∈H1(Σ)\{0}

|
〈
g, h̄
〉

H1(Σ)F,H1(Σ)
|

‖h‖H1(Σ,|λ|)
, ∀g ∈ H1(Σ)F. (5.10)

La transformée de Fourier-Laplace partielle peut être définie par dualité pour des distribu-
tions de K1

β(W )F. Il est en effet possible d’écrire pour f ∈ K1
β(W )F :

〈Fx1f, v̂〉K̂1
β

F,K̂1
β

:=
〈
f,F−1

x1
v̂
〉

K1
β(W )F,K1

β(W )
, ∀v̂ ∈ K̂1

β. (5.11)

On peut alors montrer le résultat suivant.
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Lemme 5.7

La transformée de Fourier-Laplace partielle définie par dualité par (5.11) satisfait les deux
points suivants.

1. C’est un isomorphisme de K1
β(W )F dans K̂1

β
F d’inverse :

(
F−1
x1
v̂
)
(x1, x2) =

1

2iπ

∫
`−β

eλx1 v̂(λ, x2)dλ.

2. On a l’égalité de Plancherel :

‖f‖2
K1
β(W )F =

1

2iπ

∫
`β

‖f̂(λ, ·)‖H1(Σ,|λ|)Fdλ := ‖f̂‖2
K̂1
β

F
. (5.12)

Démonstration. La preuve de ce résultat repose intégralement sur la définition (5.11) et le
Lemme 5.6.

La transformée de Fourier-Laplace a été introduite. Nous allons maintenant l’utiliser pour
ramener le problème (5.1), dont les coefficients ne dépendent pas de la variable longitudinale
x1, à une famille de problèmes 1D posés dans la section transverse Σ et paramétrée par un
complexe λ. Nous résoudrons ensuite ces problèmes 1D, ce qui nous permettra de conclure
quant au caractère bien posé du problème de départ 2D à l’aide de la transformée de Fourier-
Laplace inverse.

5.1.2 Réduction à des problèmes de dimension un

Soit β ∈ R, appliquer Fx1 à l’équationAβu = f pour f dans K1
β(W )F nous permet d’obtenir,

à l’aide de la propriété de base (5.3), la famille d’équations monodimensionnelles posées
dans la section Σ :

L (λ)û(λ, ·) = f̂(λ, ·), ∀λ ∈ `−β. (5.13)

Nous sommes donc naturellement amenés à étudier le symbole L (λ) que nous avons intro-
duit au chapitre 4 en (4.27). Dans le lemme suivant, nous étudions l’inversibilité du symbole
pour λ ∈ iR et obtenons un contrôle de la solution de (5.13) dans les normes à paramètre
H1(Σ, |λ|) et H1(Σ, |λ|)F.

Lemme 5.8

Il existe τ0 > 0 tel que pour λ = iτ, τ ∈ R satisfaisant |τ | ≥ τ0, L (λ) : H1(Σ) → H1(Σ)F

est un isomorphisme. De plus, si u ∈ H1(Σ) satisfait L (λ)u = f ∈ H1(Σ)F, alors on a
l’estimation :

‖L (λ)−1f‖H1(Σ,|λ|) = ‖u‖H1(Σ,|λ|) ≤ C‖f‖H1(Σ,|λ|)F , (5.14)

où C est une constante strictement positive indépendante de f et λ.

Démonstration. Pour λ = iτ , on a pour tout (u, v) ∈
(
H1(Σ)

)2 :

〈L (λ)u, v̄〉H1(Σ)F,H1(Σ) :=

∫
Σ

(
αµdx2udx2 v̄ +

µ

α
(τ 2 − k2)uv̄

)
dx2.

La preuve repose sur le lemme de Lax-Milgram. Nous savons que dans le guide d’ondes
W , on a fait les hypothèses que α vérifie −π

2
< arg(α) < 0 et est borné inférieurement et
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supérieurement par des constantes strictement positives. Il existe donc une constante C > 0
telle que :

<e(α) ≥ C et <e(1/α) ≥ C.

Si τ ≥ k∞, le fait que k0 < k∞ implique pour tout u ∈ H1(Σ) :

<e
(
〈L (λ)u, ū〉H1(Σ)F,H1(Σ)

)
≥ C min(µ0,µ∞)

∫
Σ

(|dx2u|2 + (τ 2 − k2
∞)|u|2)dx2.

Pour un γ ∈ (0, 1) donné, nous avons pour τ suffisamment grand : τ 2 − k2
∞ ≥ γ(1 + τ 2). Plus

précisément, cette inégalité est satisfaite pour τ ≥ τ0 :=
√

(k2
∞ + γ)/(1− γ). On obtient ainsi

pour tout u ∈ H1(Σ) :

<e
(
〈L (λ)u, ū〉H1(Σ)F,H1(Σ)

)
≥ Cγmin(µ0,µ∞)

∫
Σ

(|dx2u|2 + (1 + τ 2)|u|2)dx2. (5.15)

On peut donc appliquer le lemme de Lax-Milgram qui nous garantit que L (λ) est un
isomorphisme de H1(Σ) dans son dual. L’estimation (5.14) s’obtient quant à elle à partir de
(5.15) en utilisant le fait que τ = |λ| et les définitions des normes des espaces H1(Σ, |λ|) et
H1(Σ, |λ|)F données par (5.5) et (5.10).

Rappelons maintenant que nous avons défini au chapitre 4 le spectre Λ(L ) := {λ ∈
C | ∃u ∈ H1(Σ)\{0}, L (λ)u = 0} du symbole L (λ). On peut montrer le résultat suivant
découlant directement du Lemme 5.8 par l’alternative de Fredholm.

Corollaire 5.9

Pour tout λ ∈ C, L (λ) : H1(Σ)→ H1(Σ)F est un isomorphisme si et seulement si λ /∈ Λ(L ).

Remarque 5.10 On peut aussi obtenir en utilisant le théorème de Fredholm analytique donné
dans [KM99, Proposition A.8.4] que l’ensemble Λ(L ) est discret et ne présente pas de point
d’accumulation dans C, ce qui a déjà été démontré au chapitre 4 en remarquant que Λ(L2) =
{λ2, λ ∈ Λ(L )}.

Afin de pouvoir utiliser la transformée de Fourier-Laplace inverse et la formule de
Plancherel pour résoudre (5.13), il est nécessaire d’estimer L (λ)−1 sur les droites `β, avec
β ∈ R dans les normes à paramètre (5.5) et (5.10).

Lemme 5.11

Il existe des constantes réelles strictement positives ρ et δ telles que pour tout λ ∈ C
satisfaisant

|λ| > ρ et |<e(λ)| < δ|=m(λ)|,

L (λ) : H1(Σ) → H1(Σ)F est un isomorphisme. De plus, si u ∈ H1(Σ) vérifie L (λ)u = f,
alors on a encore l’inégalité (5.14), mais avec une constante C > 0 différente.

Démonstration. Si λ ∈ iR, le Lemme 5.8 nous garantit pour |λ| ≥ τ0, avec τ0 défini dans la
preuve du Lemme 5.8, que L (λ) est un isomorphisme et que nous avons l’inégalité (5.14).
Considérons maintenant le cas λ /∈ iR. Nous écrivons λ = ±i|λ|eiθ avec θ ∈ (−π/2, π/2).
Posons λ̃ := ±i|λ|. Étant donné que |λ̃| = |λ|, on a par définition de la norme à paramètre
(5.5) l’égalité ‖u‖H1(Σ,|λ̃|) = ‖u‖H1(Σ,|λ|) pour tout u ∈ H1(Σ). Définissons f̃ := L (λ̃)u pour
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u ∈ H1(Σ) et supposons que |λ| ≥ τ0. Dans ce cas, on peut se ramener à la première étape de
la preuve qui nous donne :

‖u‖H1(Σ,|λ|) = ‖u‖H1(Σ,|λ̃|) ≤ C‖̃f‖H1(Σ,|λ̃|)F . (5.16)

Dans ce qui suit, C > 0 sera une constante qui changera d’une ligne à l’autre, mais qui sera
indépendante de λ et u. Maintenant, nous écrivons :

‖̃f‖H1(Σ,|λ̃|)F = ‖̃f‖H1(Σ,|λ|)F ≤ ‖f‖H1(Σ,|λ|)F + ‖̃f − f‖H1(Σ,|λ|)F . (5.17)

Par ailleurs, on écrit pour v ∈ H1(Σ) :〈̃
f − f, v̄

〉
H1(Σ)F,H1(Σ)

=
〈
L (λ̃)u−L (λ)u, v̄

〉
H1(Σ)F,H1(Σ)

= (λ2 − λ̃2)

∫
Σ

µ

α
uv̄dx2.

En partant de (5.10) et en utilisant le fait que |λ|‖v‖L2(Σ) ≤ ‖v‖H1(Σ,|λ|) on obtient :

‖̃f − f‖H1(Σ,|λ|)F ≤ C
|λ̃2 − λ2|
|λ|

‖u‖L2(Σ) ≤ C|1− e2iθ|‖u‖H1(Σ,|λ|).

Ainsi, pour tout ν > 0, il existe δ suffisamment petit tel qu’on ait pour tout λ = ±i|λ|eiθ
satisfaisant |θ| < δ :

‖̃f − f‖H1(Σ,|λ|)F ≤ ν|‖u‖H1(Σ,|λ|). (5.18)

Regrouper les inégalités (5.16) et (5.17), puis utiliser (5.18) donne :

‖u‖H1(Σ,|λ|) ≤ C‖f‖H1(Σ,|λ|)F + Cν‖u‖H1(Σ,|λ|).

En prenant ν suffisamment petit (par exemple ν = 1/(2C)), nous obtenons (5.14), ce qui est
l’estimation recherchée.

Remarque 5.12 Le Lemme 5.11 donne une information particulière sur la localisation des
éléments de Λ(L ). Ce résultat est complémentaire à celui de la Proposition 4.24 donnant la
répartition asymptotique des éléments de Λ(L2) et donc a fortiori de ceux de Λ(L ).

Comme nous pouvons le voir sur la Figure 5.2, le spectre est localisé dans un domaine
géométrique en forme dite de nœud papillon.
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ρ

Figure 5.2: Localisation de Λ(L ) donnée par le Lemme 5.11.

Maintenant que nous avons mis en évidence un domaine du plan complexe dans lequel le
symbole L (λ) est inversible avec une estimation de la norme de l’inverse dans les espaces
dépendant du paramètre λ, nous pouvons revenir au problème 2D.
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5.1.3 Caractère bien posé du problème (5.1)

En se servant des lemmes démontrés précédemment, nous pouvons obtenir le résultat
suivant.

Théorème 5.13

Soit β ∈ R tel que Λ(L ) n’intersecte pas la droite `−β = −β + iR. Alors l’opérateur
Aβ : K1

β(W )→ K1
−β(W )F défini par (5.2) est un isomorphisme.

Démonstration. Supposons que L n’ait pas de valeurs propres sur `−β. Commençons par
considérer u ∈ K1

β(W ) tel que Aβu = 0. En appliquant la transformée de Fourier-Laplace
partielle, nous obtenons :

L (λ)û(λ, ·) = 0, p.p. λ ∈ C.

D’après le Corollaire 5.9, il vient û(λ, ·) = 0 pour presque tout λ ∈ C. Comme la transfor-
mée de Fourier-Laplace partielle est un isomorphisme d’après le Lemme 5.6, on a u = 0.
L’opérateur Aβ est donc injectif. Donnons-nous maintenant f ∈ K1

−β(W )F et cherchons à
trouver une solution de l’équation Aβu = f . Pour commencer, on applique la transformée
de Fourier-Laplace et on obtient la famille d’équations L (λ)û(λ, ·) = f̂(λ, ·) paramétrée
par λ ∈ C. L’opérateur L (λ) est inversible pour tout λ ∈ `−β d’après le Corollaire 5.9, on
peut donc écrire û(λ, ·) = L (λ)−1f̂(λ, ·). De plus, le Lemme 5.11 garantit qu’il existe des
constantes Mβ > 0 et C > 0 telles que pour tout λ ∈ C avec <e(λ) = −β et |=m(λ)| ≥Mβ on
a l’estimation :

‖L (λ)−1f̂(λ, ·)‖H1(Σ,|λ|) ≤ C‖f̂(λ, ·)‖H1(Σ,|λ|)F . (5.19)

Lorsque λ ∈ −β + i[−Mβ,Mβ], la continuité de λ 7→ L (λ)−1 assurée par le théorème de
Fredholm analytique garantit que l’inégalité (5.19) est aussi valable dans l’ensemble compact
−β + i[−Mβ,Mβ]. Par conséquent, l’estimation (5.19) peut être écrite pour tout λ ∈ `−β avec
une constante C > 0 indépendante de λ. Puisque f ∈ K1

−β(W )F, le Lemme 5.7 nous donne :

1

2iπ

∫
`−β

‖f̂(λ, ·)‖H1(Σ,|λ|)Fdλ < +∞.

On en déduit à l’aide de (5.19) que û(λ, ·) = L (λ)−1f̂(λ, ·) ∈ K̂1
β(W ) pour presque tout

λ ∈ `−β. On peut donc définir par le Lemme 5.6 :

u(x1, x2) =
1

2iπ

∫
`−β

eλx1L (λ)−1f̂(λ, x2)dλ ∈ K1
β(W ), (5.20)

qui est solution de l’équation Aβu = f . Pour conclure, nous intégrons (5.19) sur `−β et
utilisons les formules de Plancherel (5.7) et (5.12) pour obtenir l’inégalité :

‖u‖K1
β(W ) ≤ C‖f‖K1

−β(W )F ,

ce qui permet de conclure la preuve.

Il a été prouvé dans le Lemme 4.26 que Λ(L ) ∩ iR = ∅. On peut donc prendre β = 0 dans
le Théorème 5.13 pour obtenir le corollaire suivant.
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Corollaire 5.14

L’opérateur A0 est un isomorphisme de H1(W ) dans H1(W )F. Autrement dit, pour f ∈
H1(W )F, le problème (5.1) a une unique solution dans H1(W ).

5.1.4 Comportement asymptotique des solutions du problème (5.1)

Nous venons de montrer que le problème (5.1) avec un terme source H1(W )F est bien posé
dans H1(W ), ce qui implique une décroissance de la solution à l’infini. Il serait intéressant
de décrire précisément ce comportement traduisant une fuite de l’énergie dans le milieu
environnant. Nous aimerions en effet savoir à quelle vitesse se fait cette décroissance, mais
aussi s’il est possible de la traduire à l’aide des modes. Nous allons montrer qu’il est possible
de décrire la solution à l’infini à l’aide des modes sans passer par un résultat de complé-
tude. Dans la proposition suivante, nous comparons deux solutions u1 et u2 associées aux
opérateurs Aβ1 et Aβ2 avec β1 < β2. On mentionne préalablement que d’après le Lemme 5.11,
l’intersection de Λ(L ) avec la bande {λ ∈ C | − β2 < <e(λ) < −β1} est un ensemble fini.

Proposition 5.15

Supposons l’Hypothèse 4.29 vérifiée. Soient β1 < β2 deux réels tels que Λ(L ) ∩ (`−β1 ∪
`−β2) = ∅. L’intersection de Λ(L ) avec la bande {λ ∈ C | − β2 < <e(λ) < −β1} est
supposée non vide et notée {µ1, µ2, . . . , µN}. Soit f ∈ K1

−β1
(W )F ∩ K1

−β2
(W )F, on pose

uβ1 := Aβ1f ∈ K1
β1

(W ) et uβ2 := Aβ2f ∈ K1
β2

(W ). Il existe alors des complexes (cj)1≤j≤N
tels que :

uβ2 =
N∑
j=1

cjuj + uβ1 ,

où uj(x1, x2) := eµjx1uj(x2), avec uj ∈ Ker(L (µj))\{0}, est un mode du guide.

Démonstration. Puisque f ∈ K1
−β1

(W )F ∩ K1
−β2

(W )F, λ 7→ f̂(λ, ·) est holomorphe dans la
bande B12 := {λ ∈ C | − β2 < <e(λ) < −β1}. Les seules singularités de la fonction λ 7→
eλx1L (λ)−1f̂(λ, ·) dans B12 sont les pôles de λ 7→ L (λ)−1, c’est-à-dire les éléments de Λ(L ).
On se donne H suffisamment grand pour que :

(Λ(L ) ∩B12) ⊂ {λ ∈ B12 | |=m(λ)| < H}.

En partant de (5.20) et en utilisant le théorème des résidus, nous obtenons :

uβ2(x1, x2) =
1

2iπ
lim

H→+∞

∫ −β2+iH

−β2−iH
eλx1L (λ)−1f̂(λ, x2)dλ

=
1

2iπ
lim

H→+∞

[ ∫ −β1+iH

−β1−iH
. . . dλ+

∫ −β1−iH

−β2−iH
. . . dλ−

∫ −β1+iH

−β2+iH

. . . dλ
]

+
N∑
j=1

Res(eλx1L (λ)−1f̂(λ, x2), µj),

pour tout (x1, x2) ∈ W . La première intégrale tend vers u1 par (5.20). Pour les deuxième et
troisième intégrales, il suffit d’invoquer [Koz+97, Lemme 5.4.1] pour voir que pour tout
M > 0 : ∥∥∥∫ −β1±iH

−β2±iH
eλx1L (λ)−1f̂(λ, x2)dλ

∥∥∥
L2(WM )

−−−−→
H→+∞

0,
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où WM := {(x1, x2) ∈ W | −M ≤ x1 ≤M}. Pour calculer les résidus, on utilise aussi [Koz+97,
Théorème 5.1.1]. Puisque les multiplicités algébrique et géométrique des valeurs propres µj
sont égales à 1 d’après les Lemmes 4.21 et 4.28, on peut écrire au voisinage de µj d’après
[Koz+97, Théorème 5.2.1] :

L (λ)−1 =
Pj

λ− µj
+H(λ).

Dans cette expression, les opérateurs Pj : H1(Σ)F → H1(Σ) sont les projecteurs sur Ker(L (µj)) =
Vect(uj) définis pour u ∈ H1(Σ) par :

Pjf :=
1

Jj

〈
f, uF

j

〉
H1(Σ)F,H1(Σ)

,

où uF

j := (µ/α)uj et avec Jj = (uj, u
F

j)L2(Σ) qui est non nul d’après l’Hypothèse 4.29. De plus,
H : λ 7→ H(λ) est une famille d’opérateurs de H1(Σ)F dans H1(Σ), holomorphe au voisinage
de µj . Le calcul du résidu se fait simplement et on obtient la décomposition attendue.

Remarque 5.16 Si l’Hypothèse 4.29 n’est pas satisfaite, c’est-à-dire s’il y a une chaîne de Jordan,
il est toujours possible d’obtenir une telle décomposition asymptotique (voir [Koz+97, Théorème
5.4.1]). Celle-ci ne fera plus intervenir que des fonctions propres de L (λ), mais aussi des fonctions
propres généralisées (définies à la sous-section 4.3.2).

Afin de quantifier la décroissance exponentielle de la solution lorsque x1 → ±∞, on
introduit pour β ∈ R les espaces :

K1
β(W ) := {v ∈ D′(W ) | e−β|x1|v, e−β|x1|∂x1v, e

−β|x1|∂x2v ∈ L2(W )}, (5.21)

qu’on munit de la norme :

‖v‖K1
β(W ) :=

(
‖e−β|x1|v‖2

L2(W ) + ‖e−β|x1|∂x1v‖2
L2(W ) + ‖e−β|x1|∂x2v‖2

L2(W )

) 1
2
.

On peut remarquer qu’on a en particulier K1
0(W ) = H1(W ). Contrairement aux espaces

K1
β(W ) pour lesquels il n’y avait pas de valeur absolue dans le poids, nous avons grâce à cette

dernière l’inclusion :
β1 ≤ β2 =⇒ K1

β1
(W ) ⊂ K1

β2
(W ). (5.22)

Introduisons l’espace dual topologique de K1
β(W ) qu’on note K1

β(W )F et que nous munissons
de la norme :

‖f‖K1
β(W )F = sup

v∈K1
β(W )\{0}

| 〈f, v〉K1
β(W )F,K1

β(W ) |
‖v‖K1

β(W )

,

où 〈·, ·〉K1
β(W )F,K1

β(W ) représente le produit de dualité entre les espaces K1
β(W )F et K1

β(W ).
L’inclusion fonctionnelle (5.22) nous permet d’écrire l’inclusion fonctionnelle duale :

β1 ≤ β2 =⇒ K1
β2

(W )F ⊂ K1
β1

(W )F.

Dans ce qui suit, nous introduisons des fonctions de troncature χ± ∈ C∞(R2) égales à 1 pour
±x1 ≥ 2L et égales à 0 pour ±x1 ≤ L pour un L > 0 donné. Nous avons le théorème suivant.
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Théorème 5.17

Soit β > 0 tel que Λ(L ) ∩ `−β = ∅. Supposons que l’ensemble Λ(L ) ∩ {λ ∈ C | − β <
<e(λ) < 0} soit non vide et noté {λ0, λ1, . . . , λNβ−1}, où les λn sont définis par (4.29). Pour
f ∈ K1

β(W )F ⊂ H1(W )F, notons u ∈ H1(W ) l’unique solution du problème A0u = f donnée
par le Corollaire 5.14. Il existe des nombres complexes (a±n )0≤n≤Nβ−1 et une fonction
ǔ ∈ K1

−β(W ) tels que :

u = χ+

Nβ−1∑
n=0

a+
nun,+ + χ−

Nβ−1∑
n=0

a−nun,− + ǔ,

où u±,n(x1, x2) = e±λnx1un(x2) avec un ∈ Ker(L (±λn)).

Démonstration. Puisque f ∈ K1
β(W )F ⊂ K1

−β(W )F, il existe d’après le Théorème 5.13 un
unique uβ ∈ K1

β(W ) tel que Aβuβ = f . D’après la Proposition 5.15, il existe des nombres
complexes (a+

n )0≤n≤Nβ−1 tels que :

u =

Nβ−1∑
n=0

a+
nun,+ + uβ.

De façon similaire, comme f ∈ K1
β(W )F ⊂ K1

β(W )F, il existe un unique u−β ∈ K1
−β(W ) tel que

A−βu−β = f . Sachant que l’ensemble Λ(L ) est symétrique par rapport à l’axe <e(λ) = 0, on a
Λ(L ) ∩ {λ ∈ C | 0 < <e(λ) < β} = {−λ0,−λ1, . . . ,−λNβ−1}, et il existe alors des coefficients
(a−n )0≤n≤Nβ−1 tels que :

u =

Nβ−1∑
n=0

a−nun,− + u−β.

Il reste à écrire :

u = χ+u+ χ−u+ (1− χ+ − χ−)u

= χ+

Nβ−1∑
n=0

a+
nun,+ + χ−

Nβ−1∑
n=0

a−nun,− + ǔ,

où il est facile de vérifier que ǔ = χ+uβ + χ−u−β + (1 − χ+ − χ−)u appartient à l’espace
K1
−β(W ).

Remarque 5.18 Ce résultat nous permet de voir en particulier que puisque λ0 a strictement la
plus grande partie réelle parmi {λ0, λ1, . . . , λNβ−1} (qui ont toutes une partie réelle négative), u se
comporte asymptotiquement comme a±0 e

±λ0x1u0(x2) lorsque x1 → ±∞.

Maintenant que le problème avec terme source dans le guide ouvert droit tronqué avec des
PML a été étudié en détail, nous allons pouvoir nous pencher sur les problèmes de diffraction
posés dans une jonction avec un guide fermé.

5.2 Étude du problème direct dans la jonction

Nous nous intéressons maintenant à la configuration plus réaliste, mais plus compliquée,
de la jonction d’un guide fermé et d’un guide ouvert tronqué transversalement par des
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PML finies. Le demi-guide fermé gauche occupe un domaine noté Ω− := (−∞, 0) × Σ−,
où sa section est donnée par Σ− := (−h0, h0). Le demi-guide ouvert droit occupe quant à
lui le domaine Ω+ := (0,+∞) × Σ+, où sa section Σ+ := (−h2, h2) est bornée du fait de sa
troncature avec des PML. On introduit aussi Σ0 := {0} × (−h0, h0) et le domaine complet
Ω := Ω− ∪ Σ0 ∪ Ω+ dont on note le bord Γ := ∂Ω. Nous considérons dans ce domaine un
obstacle D occupant un ouvert borné à frontière Lipschitz. On suppose plus précisément
que D est inclus soit dans R× (−h0, h0), soit dans (0,+∞)× ((−h1, h0)∪ (h0, h1)), c’est-à-dire
que le défaut est localisé dans le cœur ou dans la partie physique de la gaine. Nous excluons
donc sa présence à l’interface entre le cœur et la gaine ou même dans les PML. On fait enfin
l’hypothèse qu’il est compris entre les sections Σ−R0 := {−R0} × Σ− et ΣR = {R} × Σ+ de
Ω où R0 et R sont des réels strictement positifs. Nous notons

.
Ω := Ω\D le domaine privé

de l’obstacle. Dans ce qui suit, nous allons étudier la réponse de
.
Ω à une onde incidente

provenant du demi-guide gauche. Cette étude fera intervenir les modes des demi-guides
gauche (étudiés au chapitre 1) et droit (étudiés au chapitre 4). Ceux du demi-guide gauche
sont notés ũn,±(x1, x2) = e±λ̃nx1 ũn(x2) et ceux du demi-guide droit un,±(x1, x2) = e±λnx1un(x2).
Ils sont solutions des problèmes aux valeurs propres :{
−d2

x2
ũn − k2

0ũn = λ̃2
nũn dans Σ−

dx2 ũn = 0 sur ∂Σ−,

{
−α
µ
dx2(αµdx2un)− k2un = λ2

nun dans Σ+

dx2un = 0 sur ∂Σ+.

Pour les modes du demi-guide gauche, nous rappelons (voir au chapitre 1) qu’il existe Ñp ∈ N
non nul tel que λ̃n ∈ iR+ pour 0 ≤ n < Ñp et λ̃n ∈ R− pour n ≥ Ñp. Le premier groupe de
modes correspond à des modes propagatifs et le second à des modes évanescents. On choisira
en particulier les ondes incidentes ui = ũ0

n,+ où :

ũ0
n,+(x) :=

{
ũn,+(x) si x ∈ Ω−

0 si x ∈ Ω+.
(5.23)

Nous avons vu au chapitre 2 que l’étude du problème direct dans les guides fermés se fait
dans H1

loc du fait de la présence de modes propagatifs. Sous l’hypothèse c0 > c∞, il est possible
de travailler dans les guides ouverts tronqués avec des PML finies dans H1 (cf. Corollaire
5.14) du fait de l’absence de modes propagatifs. Pour conduire l’étude dans la jonction, nous
introduisons donc naturellement l’espace :

H̃1
loc(

.
Ω) := {v ∈ D′(

.
Ω) | χv ∈ H1(

.
Ω), ∀χ ∈ T−}, (5.24)

où T− est l’ensemble des fonctions de troncature χ ∈ C∞(R2) telles que χ(x1, x2) = 0, x1 < −L
pour un réel L > 0 et χ(x1, x2) = 1, x1 > 0. Le problème de diffraction que nous considérons
est le suivant :

Trouver u ∈ H̃1
loc(

.
Ω) tel que

−∂x2(αµ∂x2u)− µ
α
∂2
x1
u− µ

α
k2u = 0 dans

.
Ω

u = 0 sur ∂D
∂nu = 0 sur Γ

u− ui est sortant.

(5.25)

Remarque 5.19 De la même façon que nous avions étendu la définition des coefficients µ, k et α
d’une section 1D à un guide droit 2D sans en changer la notation, nous définissons maintenant ces
trois coefficients pour la jonction d’un guide fermé et d’un guide ouvert sans changer de notation.
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Nous aurons ainsi pour (x1, x2) ∈ Ω− :

µ(x1, x2) = µ0, k(x1, x2) = k0 et α(x1, x2) = 1.

Lorsque (x1, x2) ∈ Ω+, ces coefficients sont définis de la même façon que dans le guide rectiligne
W .

La condition de radiation dans le demi-guide droit est contenue dans l’espace fonctionnel :
la solution est cherchée dans H1. La condition de radiation dans le demi-guide gauche
consiste quant à elle à sélectionner les ondes diffractées qui se propagent ou décroissent
exponentiellement de la droite vers la gauche. Afin d’étudier le caractère bien posé du
problème (5.25), nous nous ramenons dans un premier temps à un domaine borné. Pour
ce faire, nous introduisons des opérateurs Dirichlet-to-Neumann sur les sections Σ−R0 et
ΣR. Commençons par définir l’opérateur T− sur Σ−R0 , où R0 ≥ 0 est fixé dans toute la suite.
Soit Ω−∞,−R0 := (−∞,−R0)× Σ−, sa définition se fait à l’aide de la solution du problème de
demi-guide définie pour g ∈ H

1
2 (Σ−R0) par :

Trouver u−(g) ∈ H1
loc(Ω−∞,−R0) tel que

−∆u− − k2
0u
− = 0 dans Ω−∞,−R0

u− = g sur Σ−R0

∂nu
− = 0 sur ∂Ω−∞,−R0\Σ−R0

u− est sortant.

(5.26)

En suivant [LT88], le caractère bien posé de (5.26) peut être facilement obtenu en projetant
g = u−(g)|Σ−R0

sur les fonctions transverses (ũn)n∈N formant une base complète de L2(Σ−R0)
(voir aussi [BL08]). Il est alors possible de définir l’opérateur :

T− : H
1
2 (Σ−R0)→ H̃−

1
2 (Σ−R0) (5.27)

g 7→ −µ0∂x1u
−(g)|Σ−R0

,

où u−(g) est solution de (5.26). En décomposant u−(g) sur les modes qui se propagent ou
décroissent vers la gauche, on peut écrire de façon équivalente :

T−g = µ0

∑
n∈N

λ̃n(g, ũn)L2(Σ−R0
)ũn. (5.28)

Ensuite, nous cherchons aussi à définir l’opérateur TR sur ΣR. Pour cela, il faut tout comme
pour l’opérateur T− introduire un problème de demi-guide. En revanche, puisque nous ne
savons pas si les fonctions transverses (un)n∈N forment une base complète de L2(ΣR), il n’est
pas possible de montrer aussi simplement le caractère bien posé de ce problème. Pour pallier
cela, nous allons utiliser le caractère bien posé du problème (5.1) posé dans le guide rectiligne
complet que nous avons montré avec le Corollaire 5.14.

Lemme 5.20

Soit g ∈ H
1
2 (ΣR) et ΩR,+∞ := (R,+∞)× Σ+. Le problème de demi-guide :

Trouver u+(g) ∈ H1(ΩR,+∞) tel que
−∂x2(αµ∂x2u

+)− µ
α
∂2
x1
u+ − µ

α
k2u+ = 0 dans ΩR,+∞
u+ = g sur ΣR

∂nu
+ = 0 sur ∂ΩR,+∞\ΣR,

(5.29)
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a une unique solution, et il existe une constante C > 0 indépendante de g telle que :

‖u+(g)‖H1(ΩR,+∞) ≤ C‖g‖
H

1
2 (ΣR)

, ∀g ∈ H
1
2 (ΣR). (5.30)

Démonstration. L’idée de la preuve est de déduire le résultat du Corollaire 5.14 en utilisant
un argument de symétrie. Pour commencer, remarquons que pour n’importe quel g ∈ H

1
2 (ΣR),

il existe une fonction U+
g ∈ H1(ΩR,+∞) telle que U+

g |ΣR = g et ∂nU+
g |(∂ΩR,+∞\ΣR) = 0. Ainsi, au

lieu de chercher à résoudre (5.29), nous pouvons de façon équivalente chercher une fonction
u+

0 := u+ − U+
g ∈ H1(ΩR,+∞) satisfaisant :

Pu+
0 = −PU+

g dans ΩR,+∞
u+

0 = 0 sur ΣR

∂nu
+
0 = 0 sur ∂ΩR,+∞\ΣR,

(5.31)

où :
P · := −∂x2(αµ∂x2·)−

µ

α
∂2
x1
· −µ

α
k2 · .

Ci-dessous, nous allons montrer grâce à la condition de Dirichlet homogène sur ΣR que
résoudre (5.31) revient à chercher des solutions de (5.1) antisymétriques par rapport à la
section ΣR. Il est pour cela nécessaire d’introduire quelques notations. Pour commencer, on
note Ω

‖
R,+∞ le symétrique du domaine ΩR,+∞ par rapport à ΣR. On a ainsi W = Ω

‖
R,+∞ ∪ΣR ∪

ΩR,+∞. Pour v ∈ H1(W ), ses parties symétrique et antisymétrique sont notées S v et A v, à
savoir :

S v :=
1

2
(v + v‖) et A v :=

1

2
(v − v‖) avec v‖(x1, x2) := v(2R− x1, x2).

Les opérateurs S et A sont tous les deux des endomorphismes de H1(W ) et peuvent être
étendus par dualité à des éléments w ∈ H1(W )F, par exemple :

〈Sw, v〉H1(W )F,H1(W ) := 〈w,S v〉H1(W )F,H1(W ) , ∀v ∈ H1(W ).

Finalement, H1
0,R(ΩR,+∞) représentera l’ensemble des fonctions de H1(ΩR,+∞) s’annulant

sur ΣR. Considérons f+
g := −PU+

g le second membre de la première équation de (5.31).
Comme ∂nU+

g |(∂ΩR,+∞\ΣR) = 0, on remarque que f+
g appartient à l’espace dual H1

0,R(ΩR,+∞)F

de H1
0,R(ΩR,+∞). Il est alors possible de définir fg ∈ H1(W )F avec :

〈fg, v〉H1(W )F,H1(W ) := 2
〈
f+

g ,
(
A v
)
|ΩR,+∞

〉
H1

0,R(ΩR,+∞)F,H1
0,R(ΩR,+∞)

, ∀v ∈ H1(W ).

Notons que cette définition a un sens étant donné que (A v
)
|ΩR,+∞

∈ H1
0,R(ΩR,+∞). La distri-

bution fg n’est rien d’autre que le prolongement antisymétrique de f+
g à Ω

‖
R,+∞. En effet, il est

d’une part clair que fg est antisymétrique, car pour tout v ∈ H1(W ) :

〈S fg, v〉H1(W )F,H1(W ) = 〈fg,S v〉H1(W )F,H1(W )

= 2
〈
f+

g ,
(
A S v

)
|ΩR,+∞

〉
H1

0,R(ΩR,+∞)F,H1
0,R(ΩR,+∞)

= 0.
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D’autre part, en notant v ∈ H1(W ) le prolongement par zéro à Ω
‖
R,+∞ d’une fonction v+ ∈

H1
0,R(ΩR,+∞), on peut écrire :〈

fg|ΩR,+∞ , v
+
〉

H1(ΩR,+∞)F,H1(ΩR,+∞)
= 〈fg, v〉H1(W )F,H1(W )

= 2
〈
f+

g ,
(
A v
)
|ΩR,+∞

〉
H1

0,R(ΩR,+∞)F,H1
0,R(ΩR,+∞)

=
〈
f+

g , v
+
〉

H1(ΩR,+∞)F,H1(ΩR,+∞)
,

où on a utilisé pour la dernière égalité :
(
A v
)
|ΩR,+∞

= v+/2. On vient donc de montrer

que fg|ΩR,+∞ = f+
g . D’après le Corollaire 5.14, le problème (5.1) pour f = fg a une unique

solution u0 := A−1
0 fg ∈ H1(W ). Vérifions que u+

0 = u0|ΩR,+∞ est une solution de (5.31). Comme
fg|ΩR,+∞ = f+

g , la première et la troisième équations de (5.31) correspondent simplement à la
première et à la troisième équation de (5.1) posées respectivement dans les sous-domaines
ΩR,+∞ et ∂ΩR,+∞\ΣR de W et Γ. Pour la deuxième équation, on utilise le fait que fg est
antisymétrique et que A A0 = A0A (ceci se montre en partant de la définition (5.2) de A0).
Cela nous permet d’écrire :

fg = A fg = A A0u0 = A0A u0.

Par injectivité de A0, on a A u0 = u0, ce qui traduit que u0 est antisymétrique. Par suite, u0 = 0
sur ΣR. Pour l’unicité de la solution au problème (5.31), il faut à nouveau utiliser les mêmes
arguments de symétrie et l’injectivité de A0. Le problème (5.31) est donc bien posé.

Grâce au Lemme 5.20, on peut définir l’opérateur :

TR : H
1
2 (ΣR)→ H̃−

1
2 (ΣR) (5.32)

g 7→ µ

α
∂x1u

+(g)|ΣR ,

où u+(g) est l’unique solution du problème (5.29). Il n’est plus possible d’obtenir une ex-
pression analogue à (5.28) du fait de l’absence de résultat de complétude des fonctions
transverses.

Revenons maintenant au problème (5.25) posé dans la jonction. Dire que u − ũ0
n,+ est

sortant du côté gauche revient à écrire −µ0∂x1(u− ũn,+)|Σ−R0
= T−(u|Σ−R0

− ũn,+|Σ−R0
), ce qui

se réécrit :
−µ0∂x1u|Σ−R0

= T−(u|Σ−R0
)− 2µ0λ̃nũn,+|Σ−R0

,

d’après l’expression de ũn,+. De plus, comme la solution est cherchée à droite dans H1, on a

aussi
µ

α
∂x1u|ΣR = TR(u|ΣR). Il en résulte que le problème (5.25) posé dans

.
Ω peut s’écrire de

façon équivalente dans le domaine borné
.
ΩR de

.
Ω délimité par les sections Σ−R0 et ΣR. Ce

nouveau problème s’écrit :

Trouver u ∈ H1(
.
ΩR) tel que

−∂x2(αµ∂x2u)− µ
α
∂2
x1
u− µ

α
k2u = 0 dans

.
ΩR

u = 0 sur ∂D

∂nu = 0 sur ∂
.
ΩR\(Σ−R0 ∪ ΣR ∪ ∂D)

−µ0∂x1u = T−u− 2µ0λ̃nũn,+ sur Σ−R0
µ
α
∂x1u = TRu sur ΣR.

(5.33)
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Notons H1
0,∂D(

.
ΩR) l’ensemble des fonctions de H1(

.
ΩR) qui s’annulent sur ∂D. Une formulation

variationnelle équivalente s’écrit :

Trouver u ∈ H1
0,∂D(

.
ΩR) tel que

aR(u, v) = `(v), ∀v ∈ H1
0,∂D(

.
ΩR), (5.34)

où la forme sesquilinéaire aR est donnée par :

aR(u, v) :=

∫
.
ΩR

(
αµ∂x2u∂x2 v̄ +

µ

α
∂x1u∂x1 v̄ −

µ

α
k2uv̄

)
dx−

〈
T−u, v̄

〉
H̃−

1
2 (Σ−R0

),H
1
2 (Σ−R0

)

− 〈TRu, v̄〉H̃− 1
2 (ΣR),H

1
2 (ΣR)

, (5.35)

et la forme antilinéaire ` est donnée par :

`(v) := −2µ0λ̃n

∫
Σ−R0

ũn,+v̄dx2. (5.36)

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le caractère bien posé du problème (5.25)
au sens de Fredholm, c’est-à-dire que l’unicité implique l’existence.

Théorème 5.21

Si pour ui = 0 le problème (5.25) n’admet que la solution triviale u = 0, alors le problème
(5.25) est bien posé pour tout ui = ũ0

n,+.

Démonstration. Comme nous avons par hypothèse l’unicité du problème (5.25), on a aussi
celle du problème (5.33). Pour montrer le caractère bien posé des deux problèmes, il suffit de
montrer que le problème équivalent (5.34) est Fredholm d’indice zéro. Soit χ une fonction de
troncature positive dans C∞(ΩR,+∞) qui ne dépend que de x1, égale à 1 pour R ≤ x1 ≤ 3R/2

et qui s’annule pour x1 ≥ 2R. Remarquons que pour (g, h) ∈
(
H

1
2 (ΣR)

)2, nous avons :〈
TRg, h̄

〉
H̃−

1
2 (ΣR),H

1
2 (ΣR)

=
〈µ
α
∂x1u

+(g), u+(h)
〉

H̃−
1
2 (ΣR),H

1
2 (ΣR)

,

où u+(g) (respectivement u+(h)) est la solution dans ΩR,+∞ du problème (5.29) pour une
donnée g (respectivement h). Multiplier l’équation satisfaite par u+(g) par χu+(h) et intégrer
en utilisant la formule de Green donne :

−
〈µ
α
∂x1u

+(g), u+(h)
〉

H̃−
1
2 (ΣR),H

1
2 (ΣR)

=

∫
ΩR,+∞

(
αµχ∂x2u

+(g)∂x2u
+(h) +

µ

α
χ∂x1u

+(g)∂x1u
+(h)

)
dx

+

∫
ΩR,+∞

(µ
α
∂x1χ∂x1u

+(g)u+(h)− µ
α
k2χu+(g)u+(h)

)
dx.

Poser g = u|ΣR et h = v|ΣR nous permet de décomposer la forme sesquilinéaire aR en
aR = cR + bR, avec pour (u, v) ∈ H1

0,∂D(
.
ΩR) :

cR(u, v) :=

∫
.
ΩR

(
α∂x2u∂x2 v̄ +

µ

α
∂x1u∂x1 v̄

)
dx−

〈
T−u, v̄

〉
H̃−

1
2 (Σ−R0

),H
1
2 (Σ−R0

)

+

∫
ΩR,+∞

(
αµχ∂x2u

+(u|ΣR)∂x2u
+(v|ΣR) +

µ

α
χ∂x1u

+(u|ΣR)∂x1u
+(v|ΣR)

)
dx,

115



Chapitre 5. Problème direct dans les guides acoustiques partiellement enfouis

et :

bR(u, v) := −
∫

.
ΩR

µ

α
k2uv̄dx

+

∫
ΩR,+∞

(µ
α
∂x1χ∂x1u

+(u|ΣR)u+(v|ΣR)− µ
α
k2χu+(u|ΣR)u+(v|ΣR)

)
dx.

Par le théorème de représentation de Riesz, il existe deux opérateurs linéaires CR et BR de
H1

0,∂D(
.
ΩR) dans lui-même associés aux formes sesquilinéaires cR et bR. Il reste à montrer que

CR est un isomorphisme et BR est compact. Commençons par la preuve du premier point.
Nous avons pour u ∈ H1

0,∂D(
.
ΩR) :

cR(u, u) =

∫
.
ΩR

(
α|∂x2u|2 +

µ

α
|∂x1u|2

)
dx−

〈
T−u, ū

〉
H1(Σ−R0

)F,H1(Σ−R0
)

+

∫
ΩR,+∞

(
αµχ|∂x2u

+(u|ΣR)|2 +
µ

α
χ|∂x1u

+(u|ΣR)|2
)
dx.

En utilisant (5.28), nous pouvons écrire en séparant les modes propagatifs et évanescents :

−
〈
T−u, ū

〉
H̃−

1
2 (Σ−R0

),H
1
2 (Σ−R0

)

= −µ0

∑
n∈N

λ̃n|(uΣ−R0
, ũn)L2(Σ−R0

)|2

= −iµ0

Ñp−1∑
n=0

|λ̃n||(uΣ−R0
, ũn)L2(Σ−R0

)|2 + µ0

Ñp−1∑
n=0

|λ̃n||(uΣ−R0
, ũn)L2(Σ−R0

)|2,

ce qui permet de voir que <e
(
−
〈
T−u, ū

〉
H̃−

1
2 (Σ−R0

),H
1
2 (Σ−R0

)

)
≥ 0. Et comme de plus χ ≥ 0

et <e(α) et <e(1/α) sont bornés inférieurement par une constante strictement positive, on
obtient à l’aide de l’inégalité de Poincaré l’existence d’une constante C > 0 telle que :

|<e(cR(u, u))| ≥ C‖u‖2

H1(
.
ΩR)

.

Nous venons de prouver que la forme sesquilinéaire cR est coercive et donc que CR est un
isomorphisme. Montrons maintenant que l’opérateur BR est compact. Soit (um)m∈N une
suite bornée de H1

0,∂D(
.
ΩR), on peut en extraire une sous-suite notée de la même façon qui

converge faiblement vers un élément u dans H1
0,∂D(

.
ΩR) ; nous avons par suite vm := BRum ⇀

BRu =: v dans H1
0,∂D(

.
ΩR). On rappelle que BR a été défini pour tout (u, v) ∈ H1

0,∂D(
.
ΩR) par

(BRu, v)
H1(

.
ΩR)

:= bR(u, v), d’où :

‖BR(um − u)‖2

H1(
.
ΩR)

= bR(um − u, vm − v). (5.37)

Les suites (um)m∈N et (vm)m∈N sont bornées dans H1(
.
ΩR) et le domaine

.
ΩR est borné, le

théorème de Rellich nous assure qu’on peut en extraire deux sous-suites toujours notées
identiquement telles que um → u et vm → v dans L2(

.
ΩR). Ainsi :∫

.
ΩR

µ

α
k2umv̄mdx→

∫
.
ΩR

µ

α
k2uv̄dx.

En utilisant la continuité de la trace, une autre conséquence de um ⇀ u dans H1
0,∂D(

.
ΩR) est

que um|ΣR ⇀ u|ΣR dans L2(ΣR). Puisque l’application g 7→ u+(g) définie par le Lemme 5.20
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est continue de H
1
2 (ΣR) dans ΩR,+∞ d’après (5.30), nous avons en outre u+(um|ΣR) ⇀ u+(u|ΣR)

et u+(vm|ΣR) ⇀ u+(v|ΣR) dans H1(ΩR,+∞). Puis en utilisant encore le théorème de Rellich,
nous obtenons u+(um|ΣR) → u+(u|ΣR) et u+(vm|ΣR) → u+(v|ΣR) dans L2(ΩR,2R) où ΩR,2R :=
(R, 2R)× (−h2, h2). L’annulation de la fonction de troncature χ pour x1 ≥ 2R nous permet
alors de conclure que :∫

ΩR,+∞

µ

α
∂x1χ∂x1u

+(um|ΣR)u+(vm|ΣR)dx→
∫

ΩR,+∞

µ

α
∂x1χ∂x1u

+(u|ΣR)u+(v|ΣR)dx,

et : ∫
ΩR,+∞

µ

α
k2χu+(um|ΣR)u+(vm|ΣR))dx→

∫
ΩR,+∞

µ

α
k2χu+(u|ΣR)u+(v|ΣR))dx.

Nous venons de montrer que bR(um, vm)→ bR(u, v) et par suite à l’aide de (5.37) que BRum →
BRu dans H1

0,∂D(
.
ΩR), ce qui traduit que BR est compact. Le problème est alors Fredholm

d’indice zéro, ce qui termine la preuve.

Remarque 5.22 Il est important d’insister sur le fait que nous venons de démontrer le caractère
bien posé du problème posé dans la jonction, principalement à l’aide de celui des problèmes de
demi-guides. La complétude des fonctions transverses à gauche a permis d’obtenir le caractère bien
posé du problème de demi-guide gauche, puis de décomposer l’opérateur T− sur cette famille de
fonctions. Les nombres d’onde longitudinaux étant purement réels ou imaginaires, nous avons pu
contrôler (de la même façon que pour le Lemme 2.4) le signe du crochet de dualité faisant intervenir
T− pour montrer la coercivité. À droite de la jonction, l’absence de résultat de complétude des
fonctions transverses a été contourné à l’aide de la théorie de Kondratiev, ce qui nous a permis
de montrer que le problème de demi-guide droit est bien posé. Le contrôle du signe du crochet de
dualité faisant intervenir TR n’est plus possible de la même manière, car il n’est plus décomposable
sur les fonctions transverses à droite. Même si c’était le cas, nous ne pourrions pas contrôler le
signe des parties réelles ou imaginaires du crochet de dualité, les nombres d’onde longitudinaux
étant complexes. Pour contourner cette difficulté, nous avons dû décomposer la forme sesquilinéaire
aR faisant intervenir TR en la somme de deux formes sesquilinéaires, l’une étant associée à un
isomorphisme et l’autre à un opérateur compact.

Dans le but de préciser le comportement des solutions du problème (5.25) lorsque x1 →
+∞, on introduit le domaine

.
Ω+ := Ω+\D puis pour β ∈ R l’espace :

◦
K1
β(

.
Ω+) := {v ∈ K1

β(
.
Ω+) | v|∂D = 0},

où K1
β(

.
Ω+) est défini par (5.21) en remplaçant W par

.
Ω+. Lorsque β = 0, l’espace

◦
K1

0(
.
Ω+)

coïncide avec le sous-espace des fonctions de H1(
.
Ω+) s’annulant sur ∂D. On introduit encore

une fonction de troncature χ+ de classe C∞(R2) vérifiant χ+ = 1 pour x1 ≥ 2R et χ+ = 0
pour x1 ≤ R.

Théorème 5.23

Supposons que pour ui = 0 le problème (5.25) n’ait que la solution triviale u = 0. Alors,
la solution u du problème (5.25) pour ui = ũ0

n,+ est telle que pour tout β > 0 satisfaisant
Λ(L ) ∩ `−β = ∅ et :

Λ(L ) ∩ {λ ∈ C | − β < <e(λ) < 0} = {λ0, λ1, . . . , λNβ−1},
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il existe des coefficients complexes (a+
n )0≤n≤Nβ−1 et une fonction ǔβ ∈

◦
K1
−β(

.
Ω+) tels que :

u = χ+

Nβ−1∑
n=0

a+
nun,+ + ǔβ.

Démonstration. Tout d’abord, on observe que χ+u ∈ H1(W ) (la distribution est prolongée par
0 à gauche pour |x2| > h0) et donc f := A0(χ+u) ∈ H1(W )F. Puisque la distribution f est à
support compact, on a f ∈ K1

−β(W )F. Il est donc possible de définir uβ := A−1
β f ∈ K1

β(W ).
D’après la Proposition 5.15, il existe des coefficients complexes (a+

n )0≤n≤Nβ−1 tels que :

χ+u =

Nβ−1∑
n=0

a+
nun,+ + uβ.

Il est alors possible d’écrire :

u = (χ+)2u+ (1− (χ+)2)u = χ+
(Nβ−1∑

n=0

a+
nun,+ + uβ

)
+ (1− (χ+)2)u.

Pour conclure la preuve, il suffit de remarquer que la fonction :

ǔβ := χ+uβ + (1− (χ+)2)u,

appartient à l’espace
◦
K1
−β(

.
Ω+).

Nous avons précédemment montré le caractère bien posé du problème (5.25) en passant
par la formulation équivalente (5.33) posée dans un domaine borné à l’aide d’opérateurs DtN.
En vue de l’approximation numérique de la solution, nous proposons une autre formulation
équivalente faisant intervenir un opérateur DtN avec recouvrement. Cette proposition est
motivée par des travaux dans les guides fermés qui ont montré les meilleures performances
d’approximation numérique de la formulation avec recouvrement (voir par exemple [BL21]).
Soit R′ ≥ R, on définit l’opérateur :

TR,R′ : H
1
2 (ΣR)→ H̃−

1
2 (ΣR′) (5.38)

g 7→ µ

α
∂x1u

+(g)|ΣR′ ,

où u+(g) est solution de (5.29). Lorsque R′ = R on a TR,R′ = TR, c’est-à-dire qu’on retrouve
l’opérateur sans recouvrement. Ensuite, on introduit dans

.
ΩR′ le problème :

Trouver u ∈ H1
0,∂D(

.
ΩR′) tel que

−∂x2(αµ∂x2u)− µ
α
∂2
x1
u− µ

α
k2u = 0 dans

.
ΩR′

u = 0 sur ∂D

∂nu = 0 sur ∂
.
ΩR′\(Σ−R0 ∪ ΣR′ ∪ ∂D)

−µ0∂x1u = T−(u|Σ−R0
)− 2µ0λ̃nũn,+ sur Σ−R0

µ
α
∂x1u = TR,R′(u|ΣR) sur ΣR′ .

(5.39)
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Résoudre (5.39) est équivalent à résoudre la formulation variationnelle :

Trouver u ∈ H1
0,∂D(

.
ΩR′) tel que

aR,R′(u, v) = `(v), ∀v ∈ H1
0,∂D(

.
ΩR′), (5.40)

où la forme sesquilinéaire aR,R′ est donnée par :

aR,R′(u, v) :=

∫
.
ΩR′

(
αµ∂x2u∂x2 v̄ +

µ

α
∂x1u∂x1 v̄ −

µ

α
k2uv̄

)
dx

−
〈
T−u, v̄

〉
H̃−

1
2 (Σ−R0

),H
1
2 (Σ−R0

)
− 〈TR,R′u, v̄〉H̃− 1

2 (ΣR′ ),H
1
2 (ΣR′ )

,

et la forme antilinéaire ` par (5.36). Prouvons maintenant que les problèmes (5.25) et (5.39)
sont équivalents dans le sens suivant.

Proposition 5.24

Si u satisfait le problème (5.25) dans
.
Ω, alors u| .ΩR′ satisfait le problème (5.39) dans

.
ΩR′ .

Réciproquement, supposons que uR′ satisfasse le problème (5.39). Si u− (respectivement
u+) représente la solution du problème (5.26) pour g = uR′ |Σ−R0

(respectivement du
problème (5.29) pour g = uR′ |ΣR), alors les fonctions uR′ et u+ coïncident dans la boîte
BR,R′ := (R,R′)× Σ+ et la fonction u définie par :

u =


u− dans Ω−∞,−R0

uR′ dans
.
ΩR′

u+ dans ΩR′,+∞,

est solution de (5.25).

Démonstration. La première partie de la preuve est évidente. Pour la seconde partie, il suffit
de vérifier que les deux fonctions uR′ et u+ coïncident dans BR,R′ . Posons w := uR′ − u+. Par
définition de u+, on a w = 0 sur ΣR. De plus, nous avons aussi sur ΣR′ :

µ

α
∂x1uR′ = TR,R′(uR′ |ΣR) = TR,R′(u

+
|ΣR) =

µ

α
∂x1u

+.

Il s’ensuit que (µ/α)∂x1w = 0 sur ΣR′ . Par conséquent, w satisfait le problème de boîte :

Trouver w ∈ H1(BR,R′) tel que
−∂x2(αµ∂x2w)− µ

α
∂2
x1
w − µ

α
k2w = 0 dans BR,R′

∂nw = 0 sur ∂BR,R′\(ΣR ∪ ΣR′)
w = 0 sur ΣR

µ
α
∂x1w = 0 sur ΣR′ .

(5.41)

Il reste à montrer que toute solution w ∈ H1(BR,R′) de (5.41) est nulle. Remarquons que
l’ensemble H1

0,ΣR
(BR,R′) des fonctions de H1(BR,R′) qui s’annulent sur ΣR coïncide avec l’en-

semble des fonctions :

w(x1, x2) =
∑
n∈N

wn(x2)sin(µn(x1 −R)), µn := (2n+ 1)
π

2(R′ −R)
, (5.42)
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dont les coefficients satisfont :∑
n∈N

(
(1 + n2)‖wn‖2

L2(Σ+) + ‖dx2wn‖2
L2(Σ+)

)
< +∞.

Ainsi, toute fonction u ∈ H1(BR,R′) solution de (5.41) admet la décomposition de Fourier pré-
cédente. En injectant cette décomposition dans la première équation de (5.41) et en utilisant
le fait que la famille de fonctions (x1 7→ sin(µn(x1 − R)))n∈N forme une base orthonormale
de L2((R,R′)), on trouve que les coefficients de Fourier sont solutions pour tout n ∈ N des
problèmes :

Trouver wn ∈ H1(Σ+) tel que

L (iµn)(wn) = 0,

où L (λ) est le symbole défini par (4.27) et utilisé pour l’analyse de Kondratiev conduite
section 5.1. Nous savons d’après le Lemme 4.26 et le Corollaire 5.9 que L (iµn) est inversible
pour tout n ∈ N. Par suite, wn = 0 pour tout n ∈ N et donc w = 0. La preuve est complète.

Remarque 5.25 Dans les guides fermés sans dissipation, cette équivalence ne peut être montrée
qu’à un ensemble dénombrable de fréquences près appelées fréquences de boîte (voir par exemple
[Ton15]). Dans notre cas, c’est à nouveau l’absence de modes propagatifs et le caractère bien posé
du problème dans H1 qui en découle qui nous permet d’obtenir un meilleur résultat. Quant au
problème avec un DtN sans recouvrement, son équivalence avec le problème initial se montre de
façon plus directe en utilisant le caractère bien posé du problème de demi-guide puisqu’il ne peut
pas exister de modes de boîte (la boîte est restreinte à l’ensemble vide).

Nous allons désormais nous intéresser à l’approximation numérique des problèmes (5.33)
et (5.39).

5.3 Approximation de la solution à l’aide d’un opérateur DtN
avec recouvrement

Comme pour le problème (2.16) dans le cas de la jonction de deux guides fermés, nous
allons approcher les opérateurs abstraits TR et TR,R′ définis par (5.32) et (5.38) par un
opérateur de rang fini qu’on exprimera à l’aide d’un nombre fini de modes. Pour tout n ∈ N,
nous définissons préalablement :

uF

n :=
µ

ᾱ
ūn.

En nous inspirant de l’expression (5.28) dans le demi-guide fermé gauche, nous introduisons
pour β > 0 et R′ ≥ R l’opérateur :

T βR,R′ : H
1
2 (ΣR)→ H̃−

1
2 (ΣR′)

g 7→
Nβ−1∑
n=0

λne
λn(R′−R)(g, uF

n)L2(ΣR)u
F

n, (5.43)

où Nβ := #{λ ∈ Λ(L ) | − β < <e(λ) < 0}. Notons que pour R′ = R, on s’attend à
ce que l’opérateur T βR,R approche l’opérateur DtN sans recouvrement TR. En utilisant ce
nouvel opérateur, on écrit un nouveau problème posé dans le domaine borné

.
ΩR′ , qui est
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l’analogue du problème (5.39) dans lequel l’opérateur TR,R′ a été remplacé par T βR,R′ . Ce
nouveau problème admet la formulation variationnelle équivalente :

Trouver u ∈ H1
0,∂D(

.
ΩR′) tel que

aβR,R′(u, v) = `(v), ∀v ∈ H1
0,∂D(

.
ΩR′), (5.44)

où la forme sesquilinéaire aβR,R′ est donnée par :

aβR,R′(u, v) := bR′(u, v)−
∫

.
ΩR′

µ

α
k2uv̄dx−

〈
T βR,R′u, v̄

〉
H̃−

1
2 (ΣR′ ),H

1
2 (ΣR′ )

,

avec bR′ qui est définie par :

bR′(u, v) =

∫
.
ΩR′

(
αµ∂x2u∂x2 v̄ +

µ

α
∂x1u∂x1 v̄

)
dx−

〈
T−u, v̄

〉
H̃−

1
2 (Σ−R0

),H
1
2 (Σ−R0

)
,

et enfin la forme antilinéaire ` qui a été donnée avec (5.36). On a la proposition suivante.

Proposition 5.26

Soit R′ ≥ R, si le problème (5.44) a au plus une solution, alors il est bien posé.

Démonstration. En utilisant les mêmes arguments que dans la preuve du Théorème 5.21, il
est possible de montrer que la forme sesquilinéaire bR′ est associée par le théorème de Riesz
à un opérateur inversible, tandis que la forme sesquilinéaire aβR,R′ − bR′ est associée à un
opérateur compact. En particulier, au vu de (5.43), la forme sesquilinéaire

H1
0,∂D(

.
ΩR′)× H1

0,∂D(
.
ΩR′)→ C

(u, v) 7→
〈
T βR,R′u, v̄

〉
H̃−

1
2 (ΣR′ ),H

1
2 (ΣR′ )

est associée à un opérateur de rang fini. Nous avons donc montré que le problème (5.44)
relève de l’alternative de Fredholm.

Nous souhaitons maintenant prouver que la solution uβR,R′ du problème (5.44) est une
bonne approximation de la solution uR du problème (5.34) quand ces deux problèmes sont
bien posés. Dans le cas plus simple d’un guide fermé homogène, cela peut être prouvée en
utilisant la complétude des vecteurs propres de l’opérateur transverse. Plus précisément,
la vitesse de convergence de la solution approchée vers la solution exacte est exponentielle
vis-à-vis de la distance entre la frontière artificielle et la perturbation, mais aussi vis-à-
vis du nombre de modes pris en compte dans la série. La preuve est très proche de celle
développée dans [BBL04] pour justifier l’approximation de la solution exacte à l’aide de
PML longitudinales. Dans notre cas, il a déjà été rappelé que nous ne savons pas si les
fonctions transverses à droite de la jonction forment une base complète de L2(Σ+). Pour un
DtN tronqué sans recouvrement, la question de la convergence de la solution approchée
vers la solution exacte vis-à-vis du nombre de modes pris en compte demeure donc ouverte.
En revanche, nous allons voir qu’il est possible d’exploiter la description de la solution à
l’aide d’un nombre fini de modes et d’un reste exponentiellement décroissant pour obtenir
une estimation d’erreur pour le DtN avec recouvrement. Le taux de convergence que nous
obtiendrons sera exponentiel vis-à-vis de la longueur du recouvrement (R′ −R) ; le taux de
convergence vis-à-vis de β, c’est-à-dire vis-à-vis du nombre de modes pris en compte dans la
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série ne sera pas précisé. On peut mentionner qu’une estimation d’erreur du même type a été
obtenue dans [Naz18] pour un guide périodique avec une condition artificielle analogue au
DtN avec recouvrement qu’on considère ici.

Commençons le travail avec le lemme suivant spécifiant certaines propriétés des solutions
du problème de demi-guide (5.29). Pour cela, on introduit pour β ∈ R l’espace K1

β(ΩR,+∞)
défini par (5.21) en remplaçant W par ΩR,+∞ et on le munit de la norme :

‖v‖K1
β(ΩR,+∞) :=

(
‖eβ(R−x1)v‖2

L2(ΩR,+∞) + ‖eβ(R−x1)∂x1v‖2
L2(ΩR,+∞) + ‖eβ(R−x1)∂x2v‖2

L2(ΩR,+∞)

) 1
2
.

Lemme 5.27

Soit g ∈ H
1
2 (ΣR), notons u+(g) la solution dans H1(ΩR,+∞) du problème de demi-guide

(5.29) donnée par le Lemme 5.20. Pour tout β > 0 tel que Λ(L ) ∩ `−β = ∅ avec :

Λ(L ) ∩ {λ ∈ C | − β < <e(λ) < 0} = {λ0, λ1, . . . , λNβ−1},

il existe une unique famille de nombres complexes (a+
n (g))0≤n≤Nβ−1 et une unique fonction

ǔβ(g) ∈ K1
−β(ΩR,+∞) telles que :

u+(g) =

Nβ−1∑
n=0

a+
n (g)un,+ + ǔβ(g). (5.45)

De plus, les coefficients (a+
n (g))0≤n≤Nβ−1 sont donnés par :

a+
n (g) = e−λnR(g, uF

n)L2(ΣR), (5.46)

et il existe une constante Cβ > 0 telle qu’on ait pour tout g ∈ H
1
2 (ΣR) :√√√√Nβ−1∑

n=0

|a+
n (g)|2 + ‖ǔβ(g)‖2

K1
−β (ΩR,+∞)

≤ Cβ‖g‖H
1
2 (ΣR)

. (5.47)

Démonstration. L’existence des coefficients (an(g))0≤n≤Nβ−1 et de la fonction ǔβ(g) ∈ K1
−β(ΩR,+∞)

de la décomposition (5.45) est obtenue en suivant les mêmes étapes que celles de la preuve
du Théorème 5.23. Afin d’alléger les notations, nous n’expliciterons pas dans la preuve la
dépendance de ǔβ vis-à-vis de la donnée g. Pour R′ ≥ R, nous définissons la forme bilinéaire :

qR′(u, v) :=
〈µ
α
∂x1u, v

〉
H̃−

1
2 (ΣR′ ),H

1
2 (ΣR′ )

−
〈µ
α
∂x1v, u

〉
H̃−

1
2 (ΣR′ ),H

1
2 (ΣR′ )

,

lorsque les deux crochets de dualité sont bien définis. On remarque que si u et v dans
H1(ΩR,+∞) satisfont les équations :{

−∂x2(αµ∂x2w)− µ
α
∂2
x1
w − µ

α
k2w = 0 dans ΩR,+∞

∂x1w = 0 sur ∂ΩR,+∞\ΣR,
(5.48)

alors on peut montrer en utilisant la formule de Green dans le domaine (R,R′)× Σ que la
quantité qR′(u, v) est bien définie pour R′ ≥ R et qu’elle ne dépend pas de la valeur de R′.
Prouvons maintenant qu’on a :

a+
n (g) =

qR(u+(g), un,−)

2λn
et qR(u+(g), un,+) = 0. (5.49)
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Grâce à la décomposition (5.45), on a pour tout n ∈ N :

qR(u+(g), un,±) =

Nβ−1∑
m=0

a+
m(g)qR(um,+, un,±) + qR(ǔβ, un,±). (5.50)

Utiliser la définition des modes et la relation de biorthogonalité (um, u
F

n)L2(ΣR) = δnm donnée
par la Proposition 4.30, donne pour tout n ∈ N :

qR(um,+, un,+) = 0 et qR(um,+, un,−) = (λm + λn)δnm. (5.51)

Ensuite, prouvons que qR′(ǔβ, un,±) = 0 pour 0 ≤ n ≤ Nβ−1. Les fonctions ǔβ et un,± satisfont
toutes deux (5.48). Puisque ǔβ et un,± sont des solutions de (5.48), on peut montrer comme
mentionné ci-dessus que qR′(ǔβ, un,±) est indépendant de R′ ≥ R. Quand R′ > R, on a alors :

qR(ǔβ, un,−)

= qR′(ǔβ, un,−)

= e−λmR
′
〈µ
α
∂x1ǔβ, un

〉
H̃−

1
2 (ΣR′ ),H

1
2 (ΣR′ )

+ λne
−λnR′

〈µ
α

un, ∂x1ǔβ

〉
H̃−

1
2 (ΣR′ ),H

1
2 (ΣR′ )

= e−λnR
′
e−β(R′−R)

(〈
eβ(R′−R)µ

α
∂x1ǔβ, un

〉
H̃−

1
2 (ΣR′ ),H

1
2 (ΣR′ )

+ λn

〈µ
α

un, e
β(R′−R)ǔβ

〉
H̃−

1
2 (ΣR′ ),H

1
2 (ΣR′ )

)
.

La solution dans H1(ΩR′,+∞) du problème (5.29) pour g = un est simplement vR′,n(x1, x2) :=
un,+(x1 −R′, x2), utiliser à nouveau la formule de Green dans ΩR′,+∞ donne ainsi :

−
〈
eβ(R′−R)µ

α
∂x1ǔβ, un

〉
H̃−

1
2 (ΣR′ ),H

1
2 (ΣR′ )

= −
〈
eβ(R′−R)µ

α
∂x1ǔβ, vR′,n

〉
H̃−

1
2 (ΣR′ ),H

1
2 (ΣR′ )

=

∫
ΩR′,+∞

(
αµ∂x2ǔβ∂x2vR′,ne

β(x1−R) +
µ

α
∂x1ǔβ∂x1(eβ(x1−R)vR′,n)− µ

α
k2ǔβvR′,ne

β(x1−R)
)
dx.

Par Cauchy-Schwarz, cela donne l’estimation :∣∣∣ 〈eβ(R′−R)µ

α
∂x1ǔβ, un

〉
H̃−

1
2 (ΣR′ ),H

1
2 (ΣR′ )

∣∣∣ ≤ C max(1, β)‖ǔβ‖K1
−β (ΩR,+∞)‖vR′,n‖H1(ΩR′,+∞),

où C > 0 est une constante indépendante de β. De façon similaire, on obtient :

− λn
〈µ
α

un, e
β(R′−R)ǔβ

〉
H̃−

1
2 (ΣR′ ),H

1
2 (ΣR′ )

= −
〈µ
α
∂x1vR′,n, e

β(R′−R)ǔβ

〉
H̃−

1
2 (ΣR′ ),H

1
2 (ΣR′ )

=

∫
ΩR′,+∞

(
αµ∂x2vR′,n∂x2ǔβe

β(x1−R) +
µ

α
∂x1vR′,n∂x1(eβ(x1−R)ǔβ)− µ

α
k2vR′,nǔβe

β(x1−R)
)
dx,

qui donne l’estimation :∣∣∣λn 〈µ
α

un, e
β(R′−R)ǔβ

〉
H̃−

1
2 (ΣR′ ),H

1
2 (ΣR′ )

∣∣∣ ≤ C max(1, β)‖ǔβ‖K1
−β (ΩR,+∞)‖vR′,n‖H1(ΩR′,+∞).

Rassembler les deux estimations que nous venons de montrer et utiliser le fait que
‖vR′,n‖H1(ΩR′,+∞) = ‖ũn,+‖H1(Ω+) est indépendant de R′ nous fournit une dernière estimation :

|qR(ǔβ, un,−)| ≤ CeβRe−(<e(λn)+β)R′ max(1, β)‖ǔβ‖K1
−β (ΩR,+∞). (5.52)
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Puisque <e(λn) > −β pour 0 ≤ n ≤ Nβ − 1, passer à la limite R→ +∞ dans (5.52) donne :

qR(ǔβ, un,−) = 0, pour 0 ≤ n ≤ Nβ − 1. (5.53)

Nous pourrions prouver de façon identique que qR(ǔβ, un,+) = 0 pour 0 ≤ n ≤ Nβ−1. Utiliser
les identités (5.51) et (5.53) dans (5.50) nous permet alors de montrer l’expression (5.49) des
coefficients a+

n (g), 0 ≤ n ≤ Nβ − 1. En repartant de (5.49), on observe par linéarité que :

a+
n (g) =

qR(u+(g), un,− − zun,+)

2λn
, ∀z ∈ C.

En choisissant z = e−2λnR de sorte que un,− − zun,+ = 0 sur ΣR, il vient :

a+
n (g) = − 1

2λn

〈µ
α
∂x1(un,− − e−2λnRun,+), u+(g)

〉
H̃−

1
2 (ΣR),H

1
2 (ΣR)

= e−λnR(g, uF

n)L2(ΣR),

ce qui est l’expression attendue pour les coefficients. En particulier, cela nous donne l’unicité
des coefficients (a+

n (g))0≤n≤Nβ−1 et a fortiori aussi celle de la fonction ǔβ. Afin de prouver
l’estimation de continuité (5.47), considérons pour β > 0 l’espace de Hilbert Vaug := CNβ × Vβ
avec :

Vβ := {v ∈ K1
−β(ΩR,+∞) | Pv = 0 dans ΩR,+∞ et ∂nv = 0 sur ∂ΩR,+∞\ΣR},

où :
Pv := −∂x2(αµ∂x2v)− µ

α
∂2
x1
v − µ

α
k2v,

que nous munissons de la norme :

‖(b0, b1, . . . , bNβ−1, v̌β)‖2
Vaug

:=

Nβ−1∑
n=0

|bn|2 + ‖v̌β‖2
K1
−β (ΩR,+∞).

On peut ainsi définir l’opérateur Taug : Vaug → H
1
2 (ΣR) défini pour (b0, b1, . . . , bNβ−1, v̌β) ∈ Vaug

par :

Taug(b0, b1, . . . , bNβ−1, v̌β) =
(Nβ−1∑

n=0

bnun,+ + v̌β

)
|ΣR
.

La première partie de la preuve garantit que Taug est un isomorphisme. Son inverse est
continu d’après le théorème de Banach. Ce dernier point se traduit exactement par (5.47).

Nous souhaitons comparer la solution uβR,R′ du problème approché (5.44) posé dans le
domaine

.
ΩR′ et la solution exacte u du problème de départ dont la restriction à

.
ΩR satisfait le

problème (5.34). Pour comparer ces deux objets dans le domaine
.
ΩR, nous allons écrire un

nouveau problème posé dans ce domaine satisfait par la restriction de uβR,R′ . L’écriture de ce
problème fera intervenir l’opérateur ∆β

R,R′ := TR,R′ − T βR,R′ ainsi qu’un opérateur Neumann-

to-Neumann avec recouvrement NR,R′ : H̃−
1
2 (ΣR′)→ H̃−

1
2 (ΣR) défini à partir d’un problème

de boîte posé dans le domaine BR,R′ := (R,R′)×Σ+ correspondant à la zone de recouvrement.
Une estimation de la norme de ces deux opérateurs nous permettra alors de comparer u et la
restriction de uβR,R′ à

.
ΩR, ce qui nous donnera le résultat de convergence évoqué plus tôt.

Commençons par définir l’opérateur NR,R′ et à en donner une estimation de sa norme.

124



5.3. Approximation de la solution à l’aide d’un opérateur DtN avec recouvrement

Lemme 5.28

Soit j ∈ H̃−
1
2 (ΣR′), le problème :

Trouver v ∈ H1(BR,R′) tel que
−∂x2(αµ∂x2v)− µ

α
∂2
x1
v − µ

α
k2v = 0 dans BR,R′

∂nv = 0 sur ∂BR,R′\(ΣR ∪ ΣR′)
v = 0 sur ΣR

µ
α
∂x1v = j sur ΣR′ ,

(5.54)

est bien posé. Soit NR,R′ : H̃−
1
2 (ΣR′)→ H̃−

1
2 (ΣR) l’opérateur Neumann-to-Neumann défini

pour j ∈ H̃−
1
2 (ΣR′) par :

NR,R′j :=
(µ
α
∂x1vR,R′(j)

)
|ΣR
,

où vR,R′(j) est la solution du problème (5.54) pour la donnée j. Pour tout δ > 0, il existe
une constante Cδ > 0 telle que :

‖NR,R′‖L
(

H̃−
1
2 (ΣR′ ),H̃

− 1
2 (ΣR)

) ≤ Cδ, ∀R′ ≥ R + δ.

Démonstration. Soit H1
0,ΣR

(BR,R′) l’espace des distributions de H1(BR,R′) s’annulant sur ΣR.
Le problème (5.54) admet la formulation variationnelle :

Trouver v ∈ H1
0,ΣR

(BR,R′) tel que

aB(v, w) = 〈j, w̄〉
H̃−

1
2 (ΣR′ ),H

1
2 (ΣR′ )

, ∀w ∈ H1
0,ΣR

(BR,R′), (5.55)

avec :
aB(v, w) :=

∫
BR,R′

(
αµ∂x2v∂x2w̄ +

µ

α
∂x1v∂x1w̄ −

µ

α
k2vw̄

)
dx.

Par le théorème de représentation de Riesz, il existe un opérateur AB : H1
0,ΣR

(BR,R′) →
H1

0,ΣR
(BR,R′)

F et un terme source J ∈ H1
0,ΣR

(BR,R′)
F définis pour tout (v, w) ∈

(
H1

0,ΣR
(BR,R′)

)2

par :

〈ABv, w̄〉H1
0,ΣR

(BR,R′ )
F,H1

0,ΣR
(BR,R′ )

:= aB(v, w)

〈J, w̄〉H1
0,ΣR

(BR,R′ )
F,H1

0,ΣR
(BR,R′ )

:= 〈j, w̄〉
H̃−

1
2 (ΣR′ ),H

1
2 (ΣR′ )

.

Le problème variationnel (5.54) est alors équivalent à l’équation ABv = J . La preuve de la
Proposition 5.24 établit déjà que le problème (5.54) a une unique solution. Le caractère bien
posé du problème découle du fait que l’opérateur AB est Fredholm d’indice 0. L’opérateur
NR,R′ est ainsi bien défini. Estimons désormais sa norme.

Pour cela, on utilise la décomposition de Fourier de v donnée par (5.42) ainsi qu’une
décomposition analogue pour J s’écrivant :

J(x1, x2) =
∑
n∈N

jn(x2)sin(µn(x1 −R)), µn := (2n+ 1)
π

2(R′ −R)
.

Par un calcul direct, les normes usuelles de H1
0,ΣR

(BR,R′) et de son dual peuvent s’exprimer
sous la forme de séries faisant intervenir la norme à poids définie par (5.5) :

‖vR,R′‖2
H1

0,ΣR
(BR,R′ )

=
1

2
(R′ −R)

∑
n∈N

‖vn‖2
H1(Σ+,µn), (5.56)
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et :
‖J‖2

H1
0,ΣR

(BR,R′ )
F =

1

2
(R′ −R)

∑
n∈N

‖jn‖2
H1(Σ+,µn)F . (5.57)

De plus, l’équation ABvR,R′ = J est équivalente à L (iµn)vn = jn, ∀n ∈ N. Or, nous savons
d’après la preuve du Théorème 5.13 que l’opérateur L (iµn) : H1(Σ+, µn)→ H1(Σ+, µn)F est
inversible et que son inverse est uniformément borné vis-à-vis de n (voir pour cela l’inégalité
(5.19)). Autrement dit, il existe une constante c > 0 indépendante de n telle que :

‖vn‖H1(Σ+,µn) ≤ c‖jn‖H1(Σ+,µn)F , ∀n ∈ N.

Au regard de (5.56) et (5.57), cette inégalité conduit à :

‖vR,R′‖H1
0,ΣR

(BR,R′ )
≤ c‖J‖H1

0,ΣR
(BR,R′ )

F , (5.58)

où il est important de noter que la constante c est indépendante de R′. Pour terminer la
preuve, remarquons que pour tout δ > 0, il existe une constante Cδ indépendante de R′ telle
qu’on ait l’inégalité de trace :

‖w‖
H

1
2 (ΣR′ )

≤ Cδ‖w‖H1(BR′−δ,R′ )
, ∀w ∈ H1

0,ΣR
(BR,R′).

Cette inégalité implique qu’on a pour tout R′ ≥ R + δ :

‖w‖
H

1
2 (ΣR′ )

≤ Cδ‖w‖H1
0,ΣR

(BR,R′ )
, ∀w ∈ H1

0,ΣR
(BR,R′).

Ainsi :

‖J‖H1
0,ΣR

(BR,R′ )
F

= sup
w∈H1

0,ΣR
(BR,R′ )\{0}

| 〈J, w̄〉H1
0,ΣR

(BR,R′ )
F,H1

0,ΣR
(BR,R′ )

|

‖w‖H1
0,ΣR

(BR,R′ )

= sup
w∈H1

0,ΣR
(BR,R′ )\{0}

| 〈j, w̄〉
H̃−

1
2 (ΣR′ ),H

1
2 (ΣR′ )

|

‖w‖H1
0,ΣR

(BR,R′ )

≤ ‖j‖
H̃−

1
2 (ΣR′ )

sup
w∈H1

0,ΣR
(BR,R′ )\{0}

‖w‖
H

1
2 (ΣR)

‖w‖H1
0,ΣR

(BR,R′ )

≤ Cδ‖j‖H̃−
1
2 (ΣR′ )

. (5.59)

Par ailleurs, il existe par continuité de la trace normale une constante C ′δ > 0 (à nouveau
indépendante de R′) telle que pour R′ ≥ R + δ :∥∥∥µ

α
∂x1vR,R′

∥∥∥
H̃−

1
2 (ΣR)

≤ C ′δ‖vR,R′‖H1
0,ΣR

(BR,R′ )
. (5.60)

En effet, nous avons par définition :

∥∥∥µ
α
∂x1vR,R′

∥∥∥
H̃−

1
2 (ΣR)

= sup
g∈H

1
2 (ΣR)\{0}

∣∣∣〈µα∂x1vR,R′ , g
〉

H̃−
1
2 (ΣR),H

1
2 (ΣR)

∣∣∣
‖g‖

H
1
2 (ΣR)

.

De plus, il existe un relèvement continu g ∈ H
1
2 (ΣR) 7→ w ∈ H1(BR,R+δ) tel que w|ΣR = g et

w|ΣR+δ
= 0. En particulier, il existe une constante cδ > 0 (indépendante de R′) telle que :

‖w‖H1(BR,R+δ) ≤ cδ‖g‖H
1
2 (ΣR)

, ∀g ∈ H
1
2 (ΣR).
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En outre, puisque vR,R′ satisfait le problème (5.54), on a par intégrations par parties pour
tout g ∈ H

1
2 (ΣR) :

−
〈µ
α
∂x1vR,R′ , g

〉
H̃−

1
2 (ΣR),H

1
2 (ΣR)

=

∫
BR,R+δ

(
αµ∂x2vR,R′∂x2w +

µ

α
∂x1vR,R′∂x1w −

µ

α
k2vR,R′w

)
dx.

Par conséquent, il existe une constante C > 0 qui ne dépend ni de R′ ni de δ, telle que :∣∣∣∣〈µα∂x1vR,R′ , g
〉

H̃−
1
2 (ΣR),H

1
2 (ΣR)

∣∣∣∣ ≤ C‖vR,R′‖H1(BR,R+δ)‖w‖H1(BR,R+δ)

≤ Ccδ‖vR,R′‖H1
0,ΣR

(BR,R′ )
‖g‖

H
1
2 (ΣR)

,

ce qui donne par suite (5.60) en prenant C ′δ = Ccδ. Regrouper (5.58), (5.59) et (5.60) permet
de montrer qu’il existe une constante C ′′δ > 0 indépendante de R′ telle que pour tout
j ∈ H̃−

1
2 (ΣR), on a : ∥∥∥µ

α
∂x1vR,R′

∥∥∥
H̃−

1
2 (ΣR)

≤ C ′′δ ‖j‖H̃−
1
2 (ΣR′ )

,

où vR,R′ est la solution du problème (5.54). Cette expression se réécrit :

‖NR,R′j‖H̃−
1
2 (ΣR)

≤ C ′′δ ‖j‖H̃−
1
2 (ΣR′ )

,

ce qui donne enfin l’estimation recherchée.

Définissons rigoureusement l’opérateur ∆β
R,R′ , puis estimons sa norme.

Lemme 5.29

Soit ∆β
R,R′ : H−

1
2 (ΣR) → H̃−

1
2 (ΣR′) l’opérateur donné par ∆β

R,R′ := TR,R′ − T βR,R′ , où les
opérateurs TR,R′ et T βR,R′ sont donnés respectivement par (5.38) et (5.43). Il existe une
constante C > 0 indépendante de β et R′ telle que :

‖∆β
R,R′‖L

(
H̃−

1
2 (ΣR),H̃−

1
2 (ΣR′ )

) ≤ CCβ max(1, β)e−β(R′−R),

où Cβ est la constante de continuité dans (5.47).

Démonstration. Soit g ∈ H
1
2 (ΣR) et u+(g) ∈ H1(ΩR,+∞) l’unique solution du problème de

demi-guide (5.29) associée à g. D’après le Lemme 5.27, on a :

µ

α
∂x1u

+(g)|ΣR′ =

Nβ−1∑
n=0

a+
n (g)λne

λnR′uF

n +
µ

α
∂x1ǔβ(g)|ΣR′ ,

avec ǔβ(g) ∈ K1
−β(ΩR,+∞). Utiliser l’expression (5.46) des coefficients de cette décomposition

donne alors :
∆β
R,R′g := TR,R′g − T βR,R′g =

µ

α
∂x1ǔβ(g)|ΣR′ .

Soit h ∈ H
1
2 (ΣR′) et v+(h) ∈ H1(ΩR′,+∞) l’unique solution du problème (5.29), dans lequel g a

été remplacé par h et R par R′. Étant donné que ǔβ(g) satisfait les équations du problème, on
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obtient par intégration par parties :

−
〈
eβ(R′−R)∆β

R,R′g, h
〉

H̃−
1
2 (ΣR′ ),H

1
2 (ΣR′ )

=

∫
ΩR′,+∞

(
αµ∂x2ǔβ(g)∂x2v

+(h)eβ(x1−R) +
µ

α
∂x1ǔβ(g)∂x1(eβ(x1−R)v+(h))

− µ
α
k2ǔβ(g)v+(h)eβ(x1−R)

)
dx.

De plus, il existe d’après le Lemme 5.20 une constante C ′ > 0 indépendante de R′ telle
que ‖v+(h)‖H1(ΩR′,+∞) ≤ C‖h‖

H
1
2 (ΣR′ )

. Et puisque ǔβ(g) ∈ K1
−β(ΩR,+∞), il existe une constante

C > 0 indépendante de β et R′ telle que :∣∣∣∣〈eβ(R′−R)∆β
R,R′g, h

〉
H̃−

1
2 (ΣR′ ),H

1
2 (ΣR′ )

∣∣∣∣ ≤ C max(1, β)‖ǔβ(g)‖K1
−β (ΩR,+∞)‖h‖H

1
2 (ΣR′ )

.

On peut alors conclure en utilisant (5.47) que nous avons :

‖∆β
R,R′‖L

(
H

1
2 (ΣR),H̃−

1
2 (ΣR′ )

) ≤ CCβ max(1, β)e−β(R′−R), (5.61)

où Cβ est la constante donnée par (5.47).

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat principal de cette section.

Théorème 5.30

Si le problème (5.25) est bien posé, alors le problème (5.44) avec R > 0 fixé est bien posé
pour R′ > R suffisamment grand. De plus, si la solution de (5.25) est notée u et celle de
(5.44) est notée uβR,R′ , il existe une constante C > 0 indépendante de β et de R′ telle que :

‖u− uβR,R′‖H1(
.
ΩR)
≤ CCβ max(1, β)e−β(R′−R)‖u‖

H1(
.
Ω−R0,+∞)

, (5.62)

où Cβ est la constante indépendante de R′ donnée dans (5.47).

Démonstration. L’idée de base consiste à trouver un problème posé dans le domaine fixe.
ΩR satisfait par la solution uβR,R′ du problème (5.44) posé dans le domaine

.
ΩR′ lorsque ce

dernier est bien posé. Pour cela, nous considérons la restriction de la fonction eβR,R′ :=

u+
((
uβR,R′

)
|ΣR

)
− uβR,R′ au domaine BR,R′ , où u+

((
uβR,R′

)
|ΣR

)
est la solution du problème

de demi-guide (5.29) dans lequel on a remplacé la donnée g par
(
uβR,R′

)
|ΣR

. Il est possible
d’observer par définition de l’opérateur TR,R′ que :(µ

α
∂x1u

+
((
uβR,R′

)
|ΣR

))
|ΣR′

= TR,R′
((
uβR,R′

)
|ΣR

)
,

et par définition de uβR,R′ que :(µ
α
∂x1u

β
R,R′

)
|ΣR′

= T βR,R′
((
uβR,R′

)
|ΣR

)
.

Soustraire ces deux égalités nous donne :(µ
α
∂x1e

β
R,R′

)
|ΣR′

= ∆β
R,R′

((
uβR,R′

)
|ΣR

)
,
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ce qui nous permet de voir que eβR,R′ est solution du problème de boîte (5.54) pour j =

∆β
R,R′

((
uβR,R′

)
|ΣR

)
. Par conséquent, nous pouvons écrire par définition de l’opérateur NR,R′

l’identité : (µ
α
∂x1e

β
R,R′

)
|ΣR

= NR,R′

(
∆β
R,R′

((
uβR,R′

)
|ΣR

))
. (5.63)

Écrivons ensuite uβR,R′ = u+
((
uβR,R′

)
|ΣR

)
−eβR,R′ ; nous avons grâce à la définition de l’opérateur

TR et l’identité (5.63) :(µ
α
∂x1u

β
R,R′

)
|ΣR

= TR

((
uβR,R′

)
|ΣR

)
−NR,R′

(
∆β
R,R′

((
uβR,R′

)
|ΣR

))
.

Ainsi, la fonction uβR,R′ est solution du problème suivant posé dans le domaine
.
ΩR :

Trouver v ∈ H1(
.
ΩR) tel que

−∂x2(αµ∂x2v)− µ
α
∂2
x1
v − µ

α
k2v = 0 dans

.
ΩR

∂nv = 0 sur ∂
.
ΩR\(Σ−R0 ∪ ΣR ∪ ∂D)

v = 0 sur ∂D
−µ0∂x1v = T−v + f sur Σ−R0

µ
α
∂x1v =

(
TR −NR,R′∆

β
R,R′

)(
v|ΣR

)
sur ΣR,

(5.64)

avec f := −2µ0λ̃nũn,+ pour un n ∈ N donné. Nous définissons ensuite F ∈ H1
0,∂D(

.
ΩR)F par :

〈F, v̄〉
H1

0,∂D(
.
ΩR)F,H1

0,∂D(
.
ΩR)

:=

∫
Σ−R0

fv̄dx2. (5.65)

Nous introduisons aussi les opérateurs AR et AβR,R′ de H1
0,∂D(

.
ΩR) dans son espace dual

H1
0,∂D(

.
ΩR)F, définis pour (v, w) ∈

(
H1

0,∂D(
.
ΩR)

)2 par :

〈ARv, w̄〉H1
0,∂D(

.
ΩR)F,H1

0,∂D(
.
ΩR)

:= aR(v, w)〈
AβR,R′v, w̄

〉
H1

0,∂D(
.
ΩR)F,H1

0,∂D(
.
ΩR)

:= aR(v, w) +
〈
NR,R′∆

β
R,R′v, w̄

〉
H̃−

1
2 (ΣR),H

1
2 (ΣR)

, (5.66)

où la forme sesquilinéaire aR est définie par (5.35). Au regard du problème (5.33) satisfait
par la solution exacte u dans le domaine

.
ΩR, du problème (5.64) satisfait par la solution

approchée uβR,R′ dans le même domaine et de la définition des opérateurs associés (5.65) et
(5.66), nous avons :

ARu = F et AβR,R′u
β
R,R′ = F. (5.67)

En outre, nous pouvons écrire étant donné que l’opérateur AR est inversible :

AβR,R′ = AR
(
I + A−1

R

(
AβR,R′ − AR

))
. (5.68)

Précisons à ce stade de la preuve que toutes les normes d’opérateurs qui interviendront par
la suite seront notées ‖ · ‖ par souci de lisibilité, mais leur sens dépendra des espaces en jeu.
Il découle de (5.66) qu’on a pour (v, w) ∈

(
H1

0,∂D(
.
ΩR)

)2 :〈
AβR,R′v, w̄

〉
H1

0,∂D(
.
ΩR)F,H1

0,∂D(
.
ΩR)

= 〈ARv, w̄〉H1
0,∂D(

.
ΩR)F,H1

0,∂D(
.
ΩR)

+
〈
NR,R′∆

β
R,R′v, w̄

〉
H̃−

1
2 (ΣR),H

1
2 (ΣR)

,
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ce qui implique qu’il existe une constante C > 0 indépendante de β et de R′ telle que :∥∥∥AβR,R′ − AR∥∥∥ ≤ C ‖NR,R′‖
∥∥∥∆β

R,R′

∥∥∥ .
D’après les Lemmes 5.28 et 5.29, il existe une constante C > 0 indépendante de R′ et β telle
que : ∥∥∥AβR,R′ − AR∥∥∥ ≤ CCβ max(1, β)e−β(R′−R), (5.69)

où Cβ > 0 est la constante de continuité dans (5.47). Nous déduisons de (5.68) et (5.69) que
l’opérateur AβR,R′ est inversible pour R′ suffisamment grand et que la norme de son inverse
satisfait : ∥∥∥∥(AβR,R′)−1

∥∥∥∥ ≤ 2

∥∥∥∥(AR)−1
∥∥∥∥ . (5.70)

Il reste à remarquer que nous obtenons avec (5.67) l’identité :

AβR,R′
(
u− uβR,R′

)
=
(
AβR,R′ − AR

)
u,

ce qui avec (5.69) et (5.70) nous donne pour R′ suffisamment grand :

‖u− uβR,R′‖H1(
.
ΩR)
≤ CCβ max(1, β)e−β(R′−R)‖u‖

H1(
.
ΩR)

,

et conclut la preuve.

Remarque 5.31 L’estimation d’erreur (5.62) montre que pour un β fixé, la quantité ‖u −
uβR,R′‖H1(

.
ΩR)

tend exponentiellement vers 0 lorsque l’épaisseur du recouvrement R′ −R tend vers
+∞, avec un taux exponentiel égal à β. Cependant, il serait souhaitable de préciser la dépendance
de la constante Cβ de (5.62) (qui est égale à celle dans (5.47)) vis-à-vis de β. Par exemple, si nous
pouvions montrer que Cβ a un comportement polynomial par rapport à β, nous serions en mesure
de montrer pour un R′ > R fixé, que la quantité ‖u− uβR,R′‖H1(

.
ΩR)

tend exponentiellement vers 0
lorsque β tend vers +∞.

5.4 Mise en œuvre numérique des méthodes de résolution
proposées

Nous concluons ce chapitre en présentant quelques expériences numériques qui illus-
treront entre autres le Théorème 5.30. Nous choisissons les mêmes paramètres physiques
et géométriques que pour l’étude numérique des modes du chapitre 4. On considère donc
une plaque d’acier dans du béton homogène. Les différentes dimensions du guide sont don-
nées par h0 = 5 cm, h1 = 7, 5 cm et h2 = 12, 5 cm. Les paramètres de l’acier sont donnés
par ρ0 = 7, 93.103 kg.m−3 et µ0 = 84, 3 GPa, ceux du béton par ρ∞ = 2, 30.103 kg.m−3 et
µ∞ = 15, 9 GPa. Dans ce cas c0 > c∞ et il n’y a donc pas de modes propagatifs. La fréquence
considérée est quant à elle ω = 2π.105 rad.Hz. Il y a donc Ñp = 7 modes propagatifs existant
dans le demi-guide fermé gauche.

5.4.1 Le rôle du profil de PML

Pour commencer, nous voulons souligner l’importance du choix du profil de PML et des
paramètres dans l’approximation de la solution du problème direct. Pour cela, on considère
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l’approximation de la solution u du problème (5.25) sans défaut D dans tout le domaine Ω,
pour ui = ũ0

0,+ défini par (5.23). En d’autres termes, on cherche à approcher la réponse en
champ total de la jonction sans défaut au premier mode du demi-guide gauche, qui est en fait
une onde plane, provenant de l’infini. Dans la Figure 5.3 sur laquelle nous avons représenté la
partie réelle du champ total la solution uβR,R′ du problème (5.44), nous comparons le profil de
PML abrupt avec α∞ = e−iπ/3 et le profil parabolique défini par (4.31) avec η̂ = 1, 16 + 0, 21i.
Le calcul est effectué à l’aide d’éléments finis de Lagrange P2, avec un pas de maillage
h = 0, 15 cm. L’opérateur DtN à gauche T− est discrétisé en prenant les 22 premiers termes
de la série, ce qui correspond aux 7 modes propagatifs et aux 15 premiers modes évanescents.
Il est placé en x1 = −R0 avec R0 = 15 cm. À droite, l’opérateur DtN avec recouvrement T βR,R′
est utilisé avec β = 1, 07, R = 15 cm et R′ = 25 cm.

Figure 5.3: <e(uβR,R′) pour un profil abrupt de PML à gauche et un profil parabolique à droite.

Pour les profils et paramètres particuliers de PML que nous avons choisis, nous remar-
quons pour le profil abrupt que la solution s’annule presque totalement dans la PML tandis
que pour le profil parabolique considéré l’atténuation est plus progressive dans la direction
transverse des PML. Choisir pour le profil parabolique une atténuation η̂ avec un module
plus grand que celui considéré ici aurait permis d’avoir une atténuation plus rapide dans
la PML. Il aurait aussi été possible de choisir un profil abrupt de PML induisant un taux de
décroissance plus lent. L’avantage du profil de PML parabolique, mais plus généralement des
profils de PML continus à l’interface avec la partie physique du domaine (en x2 = ±h1), est
qu’ils réduisent les réflexions numériques d’une maille sur l’autre au niveau discret (voir par
exemple [Jol12]).

5.4.2 Le rôle du recouvrement

Nous voulons maintenant souligner l’importance du recouvrement dans l’opérateur DtN
à droite T βR,R′ dans l’approximation de la solution uβR,R′ du problème (5.44) en présence d’un
obstacle de Dirichlet formé par un disque centré au point (6 cm , 1, 75 cm) de rayon 1, 25 cm.
On considère le même champ incident ui que ci-dessus, c’est-à-dire qu’on envoie le premier
mode propagatif du guide fermé gauche. Nous représentons sur la Figure 5.4 la partie réelle
du champ total de la solution uβR,R′ pour un DtN fin (R = R′ = 10 cm) et pour un DtN épais
(R = 10 cm etR′ = 20 cm). Nous avons choisi ici le profil parabolique de PML utilisé ci-dessus
et β = 0, 04. À nouveau, le calcul est effectué à l’aide d’éléments finis de Lagrange P2, avec un
pas de maillage h = 0, 15 cm et la même discrétisation de l’opérateur T− que précédemment.
Sur la Figure 5.4, il est possible de voir qualitativement quelques petites différences entre les
deux solutions dans la partie physique du domaine.
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Figure 5.4: <e(uβR,R′) avec un DtN fin à gauche et un DtN avec recouvrement à droite.

Pour raffiner notre étude, nous comparons la solution uβR,R′ obtenue pour différentes
valeurs de recouvrement (précisément R = 4 et R′ ∈ {4, 5, 6, 7, 8}) et β = 0, 21 avec une
solution de référence uref := uβref

R,R′ref
obtenue avec de grandes valeurs βref = 1, 62 et R′ref = 14.

Cette solution de référence est aussi approchée par des éléments finis de Lagrange P2, mais
cette fois avec un maillage plus fin de pas h = 0, 05 cm, tandis que 37 modes sont pris
en compte dans l’approximation de l’opérateur DtN à gauche T− (les 7 modes propagatifs
et 30 modes évanescents). Sur la Figure 5.5, nous avons représenté la quantité E(R′) :=
|uβR,R′ − u

βref

R,R′ref
|/‖uβref

R,R′ref
‖L∞ pour les différentes valeurs de R′ mentionnées ci-dessus.

Figure 5.5: Erreur relative E(R′) pour de gauche à droite R′ = 4, R′ = 5, R′ = 6, R′ = 7 et
R′ = 8.

On y observe que l’erreur relative décroît ponctuellement lorsque l’épaisseur (R′ −R) du
recouvrement augmente, ce qui est une première illustration du Théorème 5.30.

Afin de réaliser une étude plus quantitative, nous testons numériquement l’estimation
d’erreur (5.62), c’est-à-dire que nous traçons pour différentes valeurs de β les courbes :

Eβ : R′ 7→ Log

(
‖uβR,R′ − uref‖H1(

.
ΩR)

‖uref‖H1(
.
ΩR)

)
.

Dans le cas où la constante Cβ définie par (5.47) ne dépendait pas de β, ces courbes devraient
être contrôlées par des droites affines ayant dans le pire des cas une pente égale à −β.
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Figure 5.6: Estimation d’erreur Eβ en fonction de l’épaisseur du recouvrement (R′−R). Bleu :
β = 0, 038, rouge : β = 0, 073, vert : β = 0, 21, jaune : β = 1, 07 et noir β = 1, 62. En haut à
gauche : profil de PML abrupt, en haut à droite : profil de PML parabolique et en bas : profil
abrupt de PML collée au cœur.

Sur le graphique en haut à gauche de la Figure 5.6, nous avons tracé cette fonction dans
le cas des PML abruptes pour différentes valeurs croissantes de β. Comme on peut le voir
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dans la Table 5.1, augmenter la valeur de β revient à augmenter le nombre de modes Nβ

pris en compte dans la série (5.43). Sur cette table, nous y avons en particulier distingué le
nombre de modes à fuite Nfuite du nombre de modes de PML NPML, ce qui est intéressant
pour interpréter plus finement les résultats de convergence.

PML abrupte PML parabolique PML abrupte collée
β Nfuite NPML Nfuite NPML Nfuite NPML

0, 038 3 2 3 4 3 2
0, 073 6 2 6 6 5 2
0, 21 7 4 7 8 7 4
1, 07 8 10 8 12 8 8
1, 62 9 12 9 14 9 12

Table 5.1: Nombre de modes à fuite Nfuite et de modes de PML NPML pris en compte dans la
Figure 5.6 pour différentes valeurs de β.

Nous observons sur la Figure 5.6 que lorsque β n’est pas trop grand, la courbe d’erreur
ressemble au premier ordre à une droite ayant une pente qui augmente en module avec β. Si
la constante Cβ ne dépendait pas de β, on retrouverait alors bien le comportement prédit par
l’estimation (5.62). Cependant, le module de ces pentes est en fait bien plus grand que β, qui
est donc une estimation pessimiste. Il apparaît de plus, excepté pour β = 1, 07 et β = 1, 62
que l’erreur diminue avec β.

L’inversion des courbes correspondant à β = 1, 07 et β = 1, 62 pour les petites valeurs
de recouvrement (R′ − R) est due à la mauvaise approximation des modes de PML dont
les nombres d’onde ont des parties réelles <e(λn) trop grandes en module : dans cette
zone, le spectre commence à devenir pollué par des modes parasites qui n’existent pas pour
le problème continu. Une conséquence de cela est que la prise en compte de ces modes
détériore l’approximation de l’opérateur DtN à droite et par voie de conséquence aussi celle
de la solution. Il a été observé dans la sous-section 4.4.2 qu’il est possible d’y remédier
en choisissant d’autres profils de PML. Par exemple, nous avons utilisé un profil de PML
parabolique (avec les mêmes paramètres que précédemment) pour le graphique en haut à
droite. Sur la Figure 4.11, on peut en effet voir que les modes parasites apparaissent pour
de plus grandes valeurs de |<e(λ)| que pour le profil de PML abrupt dont le spectre est
représenté Figure 4.9. Il est aussi possible de coller la PML abrupte au cœur de la structure,
c’est-à-dire prendre h1 = h0 tout en conservant la même épaisseur de PML, ce qui éloigne les
modes parasites de l’origine du plan complexe d’après la Figure 4.11. Cette solution n’est
cependant pas satisfaisante si on veut évaluer la solution dans le milieu environnant et non
pas seulement dans le cœur. Nous pouvons observer sur les graphiques en haut à droite et en
bas de la Figure 5.6 que l’inversion des courbes pour β = 1, 07 et β = 1, 62 mentionnée plus
haut n’apparaît plus pour les deux profils que nous venons de mentionner.

Pour finir, notons que les courbes correspondant à β = 1, 07 et β = 1, 62 se superposent
presque pour des grandes valeurs de (R′−R), et ce quels que soient les profils de PML. Nous
interprétons ce comportement comme un phénomène de saturation de l’erreur liée au fait
que nous avons atteint l’erreur d’approximation par éléments finis.

Nous concluons cette étude numérique par la remarque suivante qui nous semble impor-
tante.
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Remarque 5.32 Il ne faut pas conclure de nos résultats numériques que le profil de PML
parabolique donne en général de meilleurs résultats que le profil abrupt. Notre expérience montre
que ces résultats dépendent d’une façon complexe des propriétés de la fonction α de la PML mais
aussi des pas de maillages (1D et 2D). Une comparaison approfondie des différents types de PML
n’est pas l’objet de ce travail. Nous affirmons seulement que prendre en compte les modes parasites
détériore la qualité de l’approximation numérique avec DtN de la solution.
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Chapitre 6

Problème inverse dans les guides
acoustiques partiellement enfouis

Sommaire
6.1 Fonction de Green . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

6.1.1 Fonction de Green associée au demi-guide droit . . . . . . . . . . . . 140
6.1.2 Champs de référence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
6.1.3 Fonction de Green de la jonction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

6.2 Adaptation de la LSM modale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
6.3 Expériences numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

6.3.1 Choix de la fonction de Green . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
6.3.2 Impact de la fréquence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
6.3.3 Impact du bruit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
6.3.4 Impact de la distance de l’obstacle à la jonction . . . . . . . . . . . . 158
6.3.5 Défauts dans la gaine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

Ce nouveau chapitre s’inscrit dans le cadre du contrôle non destructif de structures
élancées partiellement enfouies dans un solide supposé infini. De telles configurations
d’imagerie peuvent concerner le génie civil, où on peut rencontrer par exemple des plaques
ou des câbles métalliques enfouis partiellement dans du béton. Nous faisons comme au
chapitre précédent l’hypothèse simplificatrice, mais non restrictive pour les applications
considérées, que la vitesse des ondes dans le cœur de la structure est supérieure à la vitesse
des ondes dans le milieu environnant, appelé gaine. L’objectif est d’inspecter la partie enfouie
de la structure afin de détecter et caractériser des défauts comme des fissures ou de la
corrosion, uniquement à partir de mesures effectuées sur la partie accessible de la structure,
c’est-à-dire qui est à l’air libre. Plus précisément, nous voulons émettre des ondes incidentes
ui dans la partie accessible de la structure, mesurer les ondes diffractées ud associées qui
reviennent vers cette partie accessible et enfin essayer d’identifier les défauts D à l’aide de
ces données multistatiques (voir Figure 6.1). La résolution de ce problème inverse est délicate
pour deux raisons. La première est que cela correspond à une configuration d’imagerie
en back-scattering : les émetteurs et les récepteurs sont situés d’un seul côté de la zone à
inspecter. La seconde est que les ondes qui se propagent dans la partie enfouie du cœur
fuient partiellement dans le milieu environnant. Ceci se traduit pour le problème inverse par
une perte d’information. En effet, puisque la vitesse dans le cœur est supérieure à celle dans
la gaine, il ne peut pas y exister de modes guidés qui se propagent sans perte (cf. Proposition
4.6).
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D

transducteur

ui

ud
ud

ui

ui

ud

ud

cœur

gaine

gaine

Figure 6.1: Configuration réelle d’inspection dans un guide partiellement enfoui.

Pour ces deux raisons, le problème que nous cherchons à résoudre est plus difficile que
celui traité au chapitre 3 pour la jonction de deux guides fermés.

Un tel problème a été abordé il y a vingt ans dans [PLC99] avec pour objectif d’identifier
des défauts de corrosion dans des tubes d’acier, appelés tendons, disposés dans le béton
constituant certains ponts pour les renforcer. Cette étude consistait en une étude de sensibilité
du coefficient de réflexion des ondes par rapport au défaut considéré. Récemment, dans
[Gal18], une méthode de gradient topologique utilisant un état adjoint a été mise en œuvre
pour identifier des défauts dans un guide d’ondes élastique enfoui. Dans un cas purement
acoustique, une méthode de type MUSIC a été développée dans [AIK05] pour identifier des
inclusions de petites tailles dans un guide d’ondes ouvert 2D. Le problème de l’identification
d’un défaut dans un guide ouvert périodique à partir de données de champ proche a été
traité récemment par [Fur20b] à l’aide des méthodes de factorisation et de monotonicité.
Malgré les travaux que nous venons de citer, le problème complexe de l’identification de
défauts dans les guides d’ondes ouverts mérite des investigations supplémentaires du fait de
l’importance de ses applications.

Du point de vue de la modélisation, nous considérons comme dans les chapitre 4 et
chapitre 5 un modèle 2D simplifié correspondant à de l’élasticité antiplane isotrope ; ainsi,
seules les ondes SH sont prises en compte. Ensuite, nous nous limiterons à des défauts
volumiques qui sont localisés soit dans le cœur, soit dans la gaine, c’est-à-dire qui ne seront
pas à cheval sur les deux ou à leur interface. Nous rappelons que dans les deux précédents
chapitres, nous avons borné transversalement la partie enfouie de la structure par des
PML d’épaisseur finie. La structure considérée peut être donc vue comme la jonction de
deux guides fermés, celui de droite étant caractérisé par des coefficients complexes (voir
Figure 6.2). La résolution du problème direct (i.e. déterminer ud à partir de la connaissance
de ui et D) dans cette jonction a été traitée au précédent chapitre en utilisant la théorie
de Kondratiev. Cette analyse nous a aussi permis de proposer et de justifier une méthode
numérique de résolution du problème direct reposant sur l’introduction d’un opérateur
DtN avec recouvrement. Pour le problème inverse, nous avons présenté au chapitre 3 une
formulation modale de LSM pour la jonction de deux guides fermés à coefficients réels. Nous
consacrons ce chapitre au cas de la structure partiellement enfouie tronquée transversalement
par des PML. Pour ce faire, nous allons à nouveau introduire les champs de référence qui nous
permettent d’exprimer simplement la fonction de Green de la structure sans défaut. Ensuite,
nous verrons qu’il est encore possible d’écrire et de justifier la LSM, puis d’en écrire une
formulation modale. Enfin, nous réaliserons des expérimentations numériques d’imagerie
qui démontreront la possibilité d’imager par cette nouvelle méthode.
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Figure 6.2: Configuration numérique d’inspection dans un guide partiellement enfoui.

Remarque 6.1 La plupart des notations introduites au chapitre précédent seront conservées dans
ce chapitre. Rappelons entre autres que Ω− désigne le demi-guide gauche, Ω+ le demi-guide droit,
Σ0 la section de raccord entre les deux et Ω la réunion de ces trois ouverts, c’est-à-dire toute la
jonction. De plus, la section transverse du demi-guide gauche est notée Σ− et celle du droit Σ+. Le
guide rectiligne associé au demi-guide gauche (respectivement droit) est noté W̃ (respectivement
W ). Enfin, les modes du demi-guide gauche sont notés ũn,±(x) = e±λ̃nx1 ũn(x2) et ceux du droit
un,±(x) = e±λnx1un(x2).

Remarque 6.2 Nous signalons au préalable au lecteur que certains calculs seront conduits de
façon formelle. En effet, l’absence de résultat de complétude pour les modes du guide enfoui nous
empêchera de justifier rigoureusement la convergence de certaines séries, en particulier celles
associées aux différentes fonctions de Green.

6.1 Fonction de Green

Avant d’introduire la fonction de Green de la jonction, dont il est primordial d’avoir une
expression modale pour la LSM modale, nous donnons les expressions des fonctions de Green
des guides rectilignes associés aux deux demi-guides. Pour y ∈ W̃ = R× Σ−, la fonction de
Green associée au demi-guide gauche que nous considérons est la solution du problème :

Trouver G̃(·,y) ∈ L2
loc(W̃ ) tel que

−µ0

(
∆G̃(·,y) + k2G̃(·,y)) = δy dans W̃

∂nG̃(·,y) = 0 sur ∂W̃

G̃(·,y) est sortant.

(6.1)

Comme nous l’avons vu au chapitre 3, la solution de ce problème est donnée par :

G̃(x,y) = −
∑
n∈N

1

2λ̃nµ0

eλ̃n|x1−y1|ũn(x2)ũn(y2), ∀(x,y) ∈ W̃ 2.

L’étude de la fonction de Green associée au demi-guide droit est quant à elle plus complexe
du fait de l’absence de résultat de complétude sur les fonctions transverses en présence de
PML.
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6.1.1 Fonction de Green associée au demi-guide droit

La fonction de Green du demi-guide droit est pour y ∈ W = R×Σ+ solution du problème :

Trouver G(·,y) tel que{
−∂x2(αµ∂x2G(·,y))− µ

α
∂2
x1
G(·,y)− µ

α
k2G(·,y) = δy dans W
∂nG(·,y) = 0 sur ∂W.

(6.2)

Pour montrer que ce problème est bien posé dans un espace fonctionnel que nous préciserons,
on introduit un problème auxiliaire. Soit f un terme source dans W , ce problème s’écrit :

Trouver u tel que{
−∂x2(αµ∂x2u)− µ

α
∂2
x1
u− µ

α
k2u = f dans W
∂nu = 0 sur ∂W.

(6.3)

Nous avons montré au chapitre précédent (Corollaire 5.14) que l’opérateur A0 : H1(W ) →
H1(W )F défini pour (u, v) ∈

(
H1(W )

)2 par :

〈A0u, v〉H1(W )F,H1(W ) :=

∫
W

(
αµ∂x2u∂x2v +

µ

α
∂x1u∂x1v −

µ

α
k2uv

)
dx,

est un isomorphisme. C’est-à-dire que pour f ∈ H1(W )F, le problème (6.3) admet une unique
solution dans H1(W ). Nous commençons par compléter cette assertion avec un résultat de
régularité. Pour cela, nous allons à nouveau recourir à la transformée de Fourier-Laplace
partielle Fx1 définie pour des fonctions v dans W satisfaisant v(·, x2) ∈ S′(R) pour presque
tout x2 ∈ R. Elle s’écrit alors pour λ ∈ iR et x2 ∈ Σ :

(Fx1v)(λ, x2) = v̂(λ, x2) :=

∫
R
e−λx1v(x1, x2)dx1.

Soient m ∈ N puis (a, b) ∈ R2 vérifiant a < b et λ ∈ iR, nous pouvons montrer l’identité de
Plancherel :

‖v‖Hm(R×(a,b)) =
( 1

2iπ

∫
iR
‖v̂(λ, ·)‖2

Hm((a,b),|λ|)dλ
) 1

2
, (6.4)

où ‖ · ‖Hm(R×(a,b)) est la norme de Sobolev standard et :

‖v‖2
Hm((a,b),|λ|) :=

∑
0≤i+j≤m

|λ|2i‖djx2
v‖2

L2(a,b), ∀v ∈ Hm(a, b). (6.5)

Ce résultat a déjà été montré lorsque m = 1 au chapitre 5 (cas β = 0 du Lemme 5.6) et le cas
m = 0 est plus simple à montrer. Lorsque m ≥ 2, l’identité s’obtient de façon identique en
utilisant la propriété de dérivation ∂λv̂(λ, ·) = λv̂(λ, ·) et l’identité de Plancherel classique
pour les fonctions de L2(R).

Remarque 6.3 Dans [BFR22], nous n’avons pas utilisé la norme complète de Hm((a, b), |λ|)
donnée par (6.5) et obtenue directement par transformée de Fourier-Laplace, mais une norme plus
simple à manipuler donnée par :

‖v‖2
Hm((a,b),|λ|) = ‖v‖2

Hm(a,b) + |λ|2m‖v‖2
L2(a,b).

Pour celle-ci, nous n’avons plus l’identité de Plancherel (6.4), mais il est toujours possible de
montrer (voir pour cela [Koz+97, Lemme 5.2.4]) que les deux normes sont équivalentes. Par souci
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de pédagogie, nous préférons considérer la norme (6.5) dans ce manuscrit.

Introduisons aussi l’espace H2
#(W ) des fonctions v ∈ H1(W ) telles que pour j ∈ {0,±1,±2},

on ait u|Wj
∈ H2(Wj) oùW−2 := R×(−h2,−h1), W−1 := R×(−h1,−h0), W0 := R×(−h0, h0) =

W̃ , W1 := R×(h0, h1) etW2 := R×(h1, h2), et telle que αµ∂x2u soit continu au travers des inter-
faces horizontales séparant les différentes bandes Wj, j ∈ {0,±1,±2}. Le cadre fonctionnel
que nous venons de poser nous permet de montrer le résultat suivant.

Proposition 6.4

Pour f ∈ L2(W ), le problème (6.3) admet une unique solution dans H2
#(W ).

Démonstration. Puisque f ∈ H1(W )F, on sait d’après le Corollaire 5.14 que le problème (6.3)
admet une unique solution u ∈ H1(W ). Pour montrer cela, nous étions partis de l’équation
A0u = f à laquelle nous avions appliqué la transformée de Fourier-Laplace, ce qui nous avait
conduit à étudier l’équation L (λ)û(λ, ·) = f̂(λ, ·), ∀λ ∈ iR où le symbole L (λ) est défini
au chapitre 4 par (4.27). Nous avions pu montrer avec le Lemme 5.8, qu’il existe τ0 > 0 tel
que pour λ = iτ, τ ∈ R satisfaisant |τ | ≥ τ0, l’opérateur L (λ) : H1(Σ+) → H1(Σ+)F est un
isomorphisme et qu’il existe une constante C1 > 0 indépendante de λ et f telle que :

‖û(λ, ·)‖H1(Σ+,|λ|) ≤ C1‖f̂(λ, ·)‖H1(Σ+,|λ|)F , (6.6)

où :

‖g‖H1(Σ+,|λ|)F = sup
h∈H1(Σ+)\{0}

| 〈g, h〉H1(Σ+)F,H1(Σ+) |
‖h‖H1(Σ+,|λ|)

, ∀g ∈ H1(Σ+)F. (6.7)

Puisque Λ(L ) ∩ (iR) = ∅, l’opérateur L (λ) est injectif pour tout λ ∈ iR et le théorème de
Fredholm analytique nous avait permis de voir que l’estimation est valable pour tout λ ∈ iR.
Nous cherchons à montrer une régularité supplémentaire sur u. Montrons dans un premier
temps que u|W0 ∈ H2(W0). Pour simplifier les notations, notons dans la suite de la preuve
û := û(λ, ·) et f̂ := f̂(λ, ·). Nous allons chercher à contrôler ‖û‖H2(Σ−,|λ|) par ‖̂f‖L2(Σ−) (avec on
le rappelle Σ− := (−h0, h0) ⊂ Σ+ := (−h2, h2)) ce qui nous permettra de conclure en utilisant
l’identité de Plancherel (6.4). On commence par remarquer que :

‖û‖2
H2(Σ−,|λ|) = ‖û‖2

H1(Σ−) + |λ|2‖û‖2
H1(Σ−,|λ|) + ‖d2

x2
û‖2

L2(Σ+). (6.8)

En partant de la définition (6.7) et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons :

|λ|2‖̂f‖2
H1(Σ+,|λ|)F ≤ ‖̂f‖2

L2(Σ+). (6.9)

L’équation (6.6) permet quant à elle d’écrire :

‖û‖2
H1(Σ−,|λ|) ≤ ‖û‖

2
H1(Σ+,|λ|) ≤ C2

1 ‖̂f‖2
H1(Σ+,|λ|)F . (6.10)

Combiner (6.9) et (6.10) donne alors :

|λ|2‖û‖2
H1(Σ−,|λ|) ≤ C2

1 ‖̂f‖2
L2(Σ+), (6.11)

ce qui est une majoration du deuxième terme de (6.8). Pour contrôler le premier terme de
(6.8), nous repartons de (6.7) et écrivons encore à l’aide de Cauchy-Schwarz : ‖̂f‖2

H1(Σ+,|λ|)F ≤
‖̂f‖2

L2(Σ+). En utilisant (6.10), il en découle que :

‖û‖2
H1(Σ−) ≤ ‖û‖2

H1(Σ−,|λ|) ≤ C2
1 ‖̂f‖2

L2(Σ+). (6.12)
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Pour majorer le dernier terme, nous utilisons le fait que û est solution de l’équation :

−d2
x2

û− (λ2 + k2
0)û =

f̂

µ0

sur Σ−.

Par suite, nous pouvons écrire qu’il existe des constantes C2, C3 > 0 telles que :

‖d2
x2

û‖2
L2(Σ−) ≤ C2(1 + |λ|2)2‖û‖2

L2(Σ−) + C3‖̂f‖2
L2(Σ+).

Sommer (6.10) et (6.11) permet d’obtenir l’estimation :

(1 + |λ|2)2‖û‖2
L2(Σ−) ≤ (1 + |λ|2)‖û‖2

H1(Σ−,|λ|) ≤ 2C2
1 ‖̂f‖2

L2(Σ+),

et par suite :
‖d2

x2
û‖2

L2(Σ−) ≤ max(2C2
1C2, C3)‖̂f‖L2(Σ+). (6.13)

Regrouper (6.8), (6.11), (6.12) et (6.13) assure l’existence d’une constante C4 > 0 indépen-
dante de λ et f telle que :

‖û‖2
H2(Σ−,|λ|) ≤ C4‖̂f‖2

L2(Σ+),

soit en revenant aux notations de départ :

‖û(λ, ·)‖2
H2(Σ−,|λ|) ≤ C4‖f̂(λ, ·)‖2

L2(Σ+).

Puisque f ∈ L2(W ), intégrer sur iR puis utiliser l’identité de Plancherel (6.4) donne u ∈
H2(W0). Le résultat sur les autres bandes Wj, j ∈ {±1,±2} se montre de façon analogue.

La remarque suivante nous sera utile pour conclure quant au caractère bien posé du
problème (6.2).

Remarque 6.5 La démonstration du Lemme 5.8 sur lequel nous nous sommes appuyés pour
démontrer la Proposition 6.4, reposait sur le choix dans la Définition 4.10 du profil de PML α.
En effet, nous l’avons choisi de sorte que −π/2 < argiR+(α∞) ≤ 0, ce qui garantit qu’il existe une
constante C > 0 telle que <e(α) ≥ C et <e(1/α) ≥ C. Puisque ces deux propriétés sont aussi
satisfaites par ᾱ, la Proposition 6.4 reste vraie si on remplace α par ᾱ dans (6.3).

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le caractère bien posé du problème
(6.2).

Théorème 6.6

Soit y ∈ W , le problème (6.2) a une unique solution dans L2(W ).

Démonstration. De la Proposition 6.4, on observe que la solution u du problème (6.3) est dans

H1+ε(W ) pour 0 ≤ ε <
1

2
. En effet, puisque u ∈ H2

#(W ), on a en particulier u|Wj
∈ H1+ε(Wj)

pour j ∈ {0,±1,±2} et ainsi ∂x1u, ∂x2u ∈ Hε(Wj) pour j ∈ {0,±1,±2}. Par le Théorème A.6,
nous savons que pour 0 ≤ ε < 1/2, le prolongement par 0 de Wj à W de n’importe quelle
fonction de Hε(Wj) est dans Hε(W ). Il en découle que ∂x1u, ∂x2u ∈ Hε(W ) pour 0 ≤ ε < 1/2.
Par un théorème classique d’injection dans les espaces de Sobolev en dimension deux, les
fonctions de H1+ε(W ), 0 < ε < 1/2 sont continues dans W . Nous venons donc de montrer
que H2

#(W ) ⊂ C 0(W ), ce qui nous permet d’affirmer que pour tout y ∈ W , δy ∈ H2
#(W )F.

De plus, la Proposition 6.4 revient à dire que l’opérateur A0 : H2
#(W ) → L2(W ) est un
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isomorphisme. Prendre en compte la Remarque 6.5 nous permet de voir que l’adjoint formel
(obtenu par simple conjugaison complexe) Ā0 : H2

#(W )→ L2(W ) est aussi un isomorphisme.
Il en résulte que son adjoint ĀF

0 : L2(W ) → H2
#(W )F est aussi un isomorphisme ; puisque

A0 est un opérateur symétrique (c’est-à-dire vérifiant ĀF

0 = A0), nous en concluons que A0

est aussi un isomorphisme de L2(W ) dans H2
#(W )F. Le fait que δy ∈ H2

#(W )F conclut la
preuve.

Remarque 6.7 Il doit être souligné que le Théorème 6.6 est en particulier valide lorsque le point
source y est situé à l’interface entre deux strates Wj, j ∈ {0,±1,±2}.

Nous rappelons que nous voulons développer une formulation modale de la LSM, il est
donc important pour cela d’avoir une expression modale de la fonction de Green. Une telle
expression a été donnée dans [Gou10, Section 3.3] pour une fonction de Green légèrement
différente de celle que nous considérons. Elle a été obtenue de deux façons : d’une part en
supposant la complétude des fonctions transverses, d’autre part en utilisant le théorème des
résidus. Nous proposons ici d’obtenir l’expression modale de notre fonction de Green en
utilisant le théorème des résidus. Nous allons proposer une preuve qui n’est pas complètement
rigoureuse pour des raisons données avec la Remarque 6.9.

Lemme 6.8

La fonction de Green solution de (6.2) est donnée par :

G(x,y) = −
∑
n∈N

eλn|x1−y1|

2λnJn
un(x2)un(y2), ∀(x,y) ∈ W 2, (6.14)

où pour tout n ∈ N : λn ∈ {λ ∈ Λ(L ) | <e(λ) < 0}, un ∈ Ker(L (λn)) et Jn :=

∫
Σ

µ

α
u2
ndx2

est non nul selon l’Hypothèse 4.29.

Démonstration. Nous rappelons que rechercher les couples (ξ, u) ∈ C× H1(Σ+)\{0} satisfai-
sant L2u = ξu, revient à rechercher les couples (ξ, u) ∈ C×H1(Σ+)\{0} solutions de L (λ)u =
0 avec ξ = λ2. En revenant aux définitions (4.21) de l’opérateur transverse L2 et (4.27) du
symbole L (λ), on voit qu’ils sont en effet reliés par la relation L (λ) = (µ/α)(L2 − λ2).
L’inverse de L (λ) et la résolvante de L2 définie par RL2(ξ) := (L2 − ξI)−1 sont ainsi reliés
par la relation :

L (λ)−1(·) = RL2

(
λ2
)(α
µ
·
)
. (6.15)

En utilisant [Kat13], et le fait que les multiplicités géométrique et algébrique des valeurs
propres ξn = λ2

n de L2 sont égales à un (cf. Lemmes 4.21 et 4.28), nous avons au voisinage de
ξn = λ2

n :

RL2(ξ) = − Pn
ξ − ξn

+Hn(ξ), (6.16)

où Pn est le projecteur sur la fonction propre un et Hn est une fonction holomorphe au
voisinage de ξn. Regrouper alors (6.15) et (6.16) nous permet d’écrire au voisinage de λn :

L (λ)−1(·) = −
Pn
(
α
µ
·
)

λ2 − λ2
n

+Hn(λ)(·), (6.17)

où Hn est une fonction holomorphe au voisinage de λn. Nous avons prouvé dans le Lemme
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5.8 que le symbole L (λ) est inversible pour tout λ ∈ iR. Pour un terme source f donné
dans W suffisamment régulier, nous avons montré avec (5.20) (prendre β = 0) que l’unique
solution du problème (6.3) est donnée par :

u(x1, x2) =
1

2iπ

∫
iR
eλx1L (λ)−1f̂(λ, x2)dλ. (6.18)

Appliquons formellement cette formule pour f = δy et donc f̂(λ, x2) = δy2(x2). L’idée est
maintenant d’évaluer la solution u en utilisant le théorème des résidus pour un contour
bien choisi dans le plan complexe. Sans perte de généralité, nous faisons l’hypothèse que
y1 = 0 sachant que le cas général se retrouve en effectuant une translation le long de
l’axe longitudinal. Supposons que x1 > 0 et considérons pour H > 0 le contour orienté
CH := i[−H,H] ∪ BH avec BH := {Heiθ, θ ∈ [π/2, 3π/2]} (voir Figure 6.3).
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Figure 6.3: Contour d’intégration CH pour le théorème des résidus.

Étant donné que λ appartient à un domaine borné noté DH délimité par CH et dans lequel
on a <e(λ) < 0, nous obtenons :

u(x1, x2) = lim
H→+∞

1

2iπ

∫
CH
eλx1L (λ)−1f̂(λ, x2)dλ.

Remarquons que pour x1 > 0 et x2 ∈ Σ+, la fonction Fx1,x2 : λ 7→ eλx1L (λ)−1f̂(λ, x2) est
méromorphe dans le demi-plan complexe <e(λ) < 0 et ses pôles correspondent aux valeurs
propres (λn)n∈N de L ayant une partie réelle négative. Par le théorème des résidus, on a
donc :

1

2iπ

∫
CH
eλx1L (λ)−1f̂(λ, x2)dλ =

∑
λn∈DH

Res(Fx1,x2 , λn).

Pour calculer le résidu, il nous reste à utiliser l’expression suivante des projecteurs Pn qu’on
peut obtenir avec la relation de biorthogonalité donnée par la Proposition 4.30 :

Pnu =
1

Jn

(∫
Σ+

µ

α
unudx2

)
un, ∀u ∈ L2(Σ+).

Utiliser (6.17) nous permet de calculer :

Res(Fx1,x2 , λn) = − 1

2λn
eλnx1Pn

(α
µ
δy

)
= − 1

2λnJn
eλnx1un(y2)un(x2),
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de sorte que pour tout y ∈ W satisfaisant y1 = 0, on a :

G(x,y) = −
∑
n∈N

1

2λnJn
eλnx1un(x2)un(y2).

Si y1 > x1, il suffit de remplacer x1 dans l’expression ci-dessus par x1 − y1. Pour y1 < x1, la
même méthode s’applique, mais fera intervenir les valeurs propres (−λn)n∈N de L dans le
demi-plan <e(λ) > 0. On peut enfin conclure que la fonction de Green est donnée par :

G(x,y) = −
∑
n∈N

eλn|x1−y1|

2λnJn
un(x2)un(y2), ∀(x,y) ∈ W 2.

Remarque 6.9 Pour rendre la preuve totalement rigoureuse, il faudrait :

1. justifier l’obtention de la formule de représentation (6.18) lorsque le terme source est un
dirac, ce qui n’a pas été fait au chapitre 5 ;

2. justifier que :

lim
H→+∞

∫
BH
eλx1L (λ)−1f̂(λ, x2)dλ = 0,

ce qui est intimement lié à la question de la convergence de la série.

Remarque 6.10 D’après l’expression modale (6.14), la fonction de Green satisfait tout comme la
fonction de Green du demi-guide gauche, la relation de réciprocité : G(x,y) = G(y,x), ∀(x,y) ∈
W 2.

Nous allons désormais pouvoir étudier la fonction de Green de la jonction. Pour cela,
nous introduisons l’espace H̃1

loc(Ω) défini par (5.24) en remplaçant
.
Ω par Ω. Pour f un terme

source à support dans Ω que nous préciserons, nous introduisons aussi le problème générique
suivant qui nous sera utile dans notre étude :

Trouver u ∈ H̃1
loc(Ω) tel que

−∂x2(αµ∂x2u)− µ
α
∂2
x1
u− µ

α
k2u = f dans Ω
∂nu = 0 sur Γ

u est sortant.
(6.19)

6.1.2 Champs de référence

Comme nous l’avons vu dans la Partie I, l’obtention de la fonction de Green de la jonction
à partir des fonctions de Green des guides rectilignes associés aux deux demi-guides de la
jonction n’est pas immédiate. Nous l’avions obtenue en utilisant les champs de référence
gauches et droits, qui sont les réponses en champ total de la structure sans défaut à un
mode incident provenant du demi-guide gauche ou droit. Définissons ces objets pour la
configuration de guide partiellement enfoui. Nous avons en plus besoin d’introduire pour
tout n ∈ N l’extension à droite (respectivement gauche) par 0 du mode ũn,+ (respectivement
un,−). Ces extensions notées ũ0

n,+ et u0
n,− s’écrivent :

ũ0
n,+(x) :=

{
ũn,+(x) si x ∈ Ω−

0 si x ∈ Ω+,
et u0

n,−(x) :=

{
0 si x ∈ Ω−

un,−(x) si x ∈ Ω+.
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Définition 6.11

On appelle champ de référence gauche (respectivement droit), la réponse en champ total
de la structure sans défaut à un mode provenant du demi-guide gauche (respectivement
droit). Plus précisément, pour n ∈ N, le champ de référence gauche noté ur

n,+ est solution
du problème :

Trouver ur
n,+ ∈ H̃1

loc(Ω) tel que
−∂x2(αµ∂x2u

r
n,+)− µ

α
∂2
x1
ur
n,+ −

µ
α
k2ur

n,+ = 0 dans Ω
∂nu

r
n,+ = 0 sur Γ

ur
n,+ − ũ0

n,+ est sortant,
(6.20)

et le champ de référence droit noté ur
n,− est solution du problème :

Trouver ur
n,− ∈ H̃1

loc(Ω) tel que
−∂x2(αµ∂x2u

r
n,−)− µ

α
∂2
x1
ur
n,− −

µ
α
k2ur

n,− = 0 dans Ω
∂nu

r
n,− = 0 sur Γ

ur
n,− − u0

n,− est sortant.
(6.21)

Nous avons le résultat suivant qui garantit que les champs de référence ur
n,+ et ur

n,− sont
bien définis, sous réserve d’unicité.

Théorème 6.12

Supposons que pour f = 0, le problème (6.19) n’admette que la solution triviale. Dans ce
cas, les problèmes (6.20) et (6.21) sont bien posés.

Démonstration. Pour démontrer ce résultat, on procède presque de la même façon que pour
le Théorème 5.21 : nous montrons que le problème est Fredholm d’indice zéro. L’unicité de
la solution à ce problème implique donc l’existence d’une telle solution.

Remarque 6.13 Il est intéressant de confronter ce résultat avec le Lemme 2.4, dans lequel nous
avions réussi à montrer l’unicité des champs de référence pour la jonction de deux guides fermés,
dans laquelle les ondes sont gouvernées par une équation de Helmholtz à coefficients réels. Ce
résultat plus fort avait pu être montré en utilisant la complétude des fonctions transverses des
deux demi-guides dans L2 de chacune des sections, ainsi que le fait que les valeurs propres des
opérateurs transverses sont purement réelles ou imaginaires.

6.1.3 Fonction de Green de la jonction

Maintenant que nous connaissons les fonctions de Green des guides rectilignes associés
aux deux demi-guides, nous sommes en mesure d’introduire la fonction de Green de la
jonction. Pour y ∈ Ω, c’est la solution du problème :

Trouver G(·,y) tel que
−∂x2(αµ∂x2G(·,y))− µ

α
∂2
x1
G(·,y)− µ

α
k2G(·,y) = δy dans Ω
∂nG(·,y) = 0 sur Γ

G(·,y) est sortant,
(6.22)
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que nous allons chercher dans l’espace :

L̃2
loc(Ω) := {v ∈ D′(Ω) | χv ∈ L2(Ω), ∀χ ∈ T−}, (6.23)

où T− est l’ensemble des fonctions de troncature χ ∈ C∞(R2) telles que χ(x1, x2) = 0, x1 < −L
pour un réel L > 0 et χ(x1, x2) = 1, x1 > 0. En utilisant les champs de référence, on peut
montrer le résultat suivant.

Proposition 6.14

Si le problème (6.19) pour f = 0 n’admet que la solution triviale, alors le problème (6.22)
a une unique solution dans L̃2

loc(Ω). Elle admet les expressions modales suivantes faisant
intervenir les champs de référence solutions de (6.20) et (6.21) :

• pour y ∈ Ω− et x ∈ Ω :

G(x,y) =


G̃(x,y) − 1

µ0

∑
n∈N

1

2λ̃n
ũn,−(y)(ur

n,+(x)− ũn,+(x)) si x1 < y1

− 1

µ0

∑
n∈N

1

2λ̃n
ũn,−(y)ur

n,+(x) si x1 > y1,

• pour y ∈ Ω+ et x ∈ Ω :

G(x,y) =


−

∑
n∈N

1

2λnJn
un,+(y)ur

n,−(x) si x1 < y1

G(x,y) −
∑
n∈N

1

2λnJn
un,+(y)(ur

n,−(x)− un,−(x)) si x1 > y1.

Démonstration. La preuve suit exactement celle de la Proposition 3.3, nous n’en rappelons
donc que les grandes lignes.

Si par exemple y ∈ Ω−, on commence par introduire le champ incident G̃0(·,y) égal à
gauche de la jonction à la fonction de Green du guide gauche et à droite de la jonction à 0.
On définit ensuite le champ diffracté Gd(·,y) := G(·,y)− G̃0(·,y) qui satisfait un problème
de transmission avec pour termes sources les traces de Dirichlet et de Neumann de G̃(·,y)
sur l’interface entre les deux demi-guides. Ce problème de transmission est bien posé dans
H̃1

loc(Ω) sous réserve que le problème (6.19) pour f = 0 n’admette que la solution triviale. Le
champ total G(·,y) est par suite dans L̃2

loc(Ω).
Pour la décomposition sur les champs de référence ur

n,+, on commence par introduire les
champs incidents ũ0

n,+ égaux à gauche de la jonction aux modes ũn,+ et à droite à 0. La partie
diffractée des champs de référence donnée par ur,d

n,+ := ur
n,+− ũ0

n,+ satisfait le même problème
de transmission que Gd(·,y), mais les termes sources sont cette fois les traces de Dirichlet
et de Neumann des modes ũn,+ sur l’interface entre les deux demi-guides. Remarquer enfin
que les termes sources associés à Gd(·,y) sont des séries faisant intervenir les termes sources
associés aux champs ur,d

n,+ permet de conclure par linéarité du problème de transmission
vis-à-vis des données.

Nous donnons enfin une dernière propriété satisfaite par la fonction de Green qui nous
sera utile pour résoudre le problème inverse.
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Proposition 6.15

Soient x = (x1, x2) ∈ Ω et y = (y1, y2) ∈ Ω tels que x2, y2 /∈ {±h0,±h1} et x 6= y. La
fonction de Green de la jonction satisfait la relation de réciprocité :

G(x,y) = G(y,x).

Démonstration. Soit (x,y) ∈ Ω2 avec x 6= y. Il existe R0 > 0 et R > 0 suffisamment grands
tels que les points x et y soient situés dans la partie de Ω notée ΩR comprise entre les sections
Σ−R0 et ΣR. Pour z ∈ {x,y}, le problème (6.22) est équivalent au problème suivant posé dans
le domaine borné ΩR :

Trouver G(·, z) ∈ H1(ΩR) tel que
−∂x2(αµ∂x2G(·, z))− µ

α
∂2
x1
G(·, z)− µ

α
k2G(·, z) = δz dans ΩR

∂nG(·, z) = 0 sur ∂ΩR\(Σ−R0 ∪ ΣR)
−µ0∂x1G(·, z) = T−G(·, z) sur Σ−R0

µ
α
∂x1G(·, z) = TRG(·, z) sur ΣR.

(6.24)

Soit ε > 0 tel que B(z, ε) ⊂ ΩR pour z ∈ {x,y}. Pour alléger les notations dans la preuve, on
note Gz := G(·, z). En introduisant le tenseur symétrique d’ordre 2 :

A :=

(µ
α

0

0 αµ

)
,

on remarque que l’équation satisfaite par Gz dans ΩR se réécrit :

− div(A∇Gz)−
µ

α
k2Gz = δz. (6.25)

La preuve repose principalement sur le fait que l’opérateur différentiel :

P · := −div(A∇·)− µ
α
k2·,

est symétrique. Soit ε > 0 suffisamment petit pour que les boules B(x, ε) et B(y, ε) soient
dans ΩR, ne s’intersectent pas entre elles et n’intersectent pas les lignes horizontales de
discontinuité des paramètres (α,µ, k). On considère la fonction g̃y définie par :

g̃y(x) :=

{
0 si x ∈ B(y, ε)

−Gy(x) si x /∈ B(y, ε),

ainsi que la fonction gy := g̃y + Gy. Pour v ∈ D(B(y, 2ε)), on a au sens des distributions :

< Pg̃y, v >=< g̃y, Pv >= −
∫
B(y,2ε)\B(y,ε)

Gy(Pv)dx,

grâce à la symétrie de l’opérateur P . À l’aide de la formule de Green, on montre alors que :

< Pg̃y, v >=

∫
∂B(y,ε)

(
A∇Gy · n

)
vds(x)−

∫
∂B(y,ε)

(
A∇v · n

)
Gyds(x), (6.26)
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où n représente la normale unitaire sortante à B(y, ε). Or, nous avons :

< Pg̃y, v >=< Pgy, v > − < PGy, v >=< Pgy, v > −v(y). (6.27)

Nous prenons maintenant spécifiquement v = θGx, avec θ ∈ D(B(y, 2ε)) satisfaisant θ = 1
dans B(y, ε). Pour ce choix particulier de v, nous avons étant donné que gy est à support dans
B(y, ε) qui ne contient pas x :

< Pgy, v >=< gy, Pv >=< gy, PGx >= 0. (6.28)

Regrouper (6.26), (6.27) et (6.28) donne :

Gx(y) =

∫
∂B(y,ε)

(
A∇Gx · n

)
Gyds(z)−

∫
∂B(y,ε)

(
A∇Gy · n

)
Gxds(z). (6.29)

En échangeant les rôles de x et y, on obtient aussi :

Gy(x) =

∫
∂B(x,ε)

(
A∇Gy · n

)
Gxds(z)−

∫
∂B(x,ε)

(
A∇Gx · n

)
Gyds(z). (6.30)

Notons Ωε
R := ΩR\

(
B(x, ε) ∪B(y, ε)

)
. Comme précédemment, nous multiplions l’équation

(6.25) satisfaite par Gy par la fonction Gx, puis nous utilisons deux fois la formule de Green,
mais cette fois dans le domaine Ωε

R. Cela donne :

0 =

∫
ΩεR

(
A∇Gy · ∇Gx −

µ

α
k2GyGx

)
dz −

∫
∂B(y,ε)∪∂B(x,ε)

(
A∇Gx · n′

)
Gyds(z)

− 〈A∇Gx · n′,Gy〉H̃− 1
2 (Σ−R0

),H
1
2 (Σ−R0

)
− 〈A∇Gx · n′,Gy〉H̃− 1

2 (ΣR),H
1
2 (ΣR)

,

puis :

0 =

∫
∂B(y,ε)∪∂B(x,ε)

(
−
(
A∇Gx · n′

)
Gyds(z) +

(
A∇Gy · n′

)
Gx
)

ds(z)

− 〈A∇Gx · n′,Gy〉H̃− 1
2 (Σ−R0

),H
1
2 (Σ−R0

)
− 〈A∇Gx · n′,Gy〉H̃− 1

2 (ΣR),H
1
2 (ΣR)

+ 〈A∇Gy · n′,Gx〉H̃− 1
2 (Σ−R0

),H
1
2 (Σ−R0

)
+ 〈A∇Gy · n′,Gx〉H̃− 1

2 (ΣR),H
1
2 (ΣR)

, (6.31)

oùn′ est la normale sortante à Ωε
R. Combiner les équations (6.31), (6.29) et (6.30) nous permet

d’obtenir la relation :

Gy(x)− Gx(y) =− 〈A∇Gx · n′,Gy〉H̃− 1
2 (Σ−R0

),H
1
2 (Σ−R0

)
− 〈A∇Gx · n′,Gy〉H̃− 1

2 (ΣR),H
1
2 (ΣR)

+ 〈A∇Gy · n′,Gx〉H̃− 1
2 (Σ−R0

),H
1
2 (Σ−R0

)
+ 〈A∇Gy · n′,Gx〉H̃− 1

2 (ΣR),H
1
2 (ΣR)

.

En utilisant les définitions (5.27) de l’opérateur DtN à gauche T− et (5.32) de l’opérateur DtN
à droite TR, nous avons :

Gy(x)− Gx(y) =−
〈
T−Gx,Gy

〉
H̃−

1
2 (Σ−R0

),H
1
2 (Σ−R0

)
− 〈TRGx,Gy〉H̃− 1

2 (ΣR),H
1
2 (ΣR)

+
〈
T−Gy,Gx

〉
H̃−

1
2 (Σ−R0

),H
1
2 (Σ−R0

)
+ 〈TRGy,Gx〉H̃− 1

2 (ΣR),H
1
2 (ΣR)

. (6.32)

Il est facile de voir avec (5.28) que l’opérateur T− est symétrique, c’est-à-dire que pour tout g

et h dans H
1
2 (Σ−R0) il satisfait

〈
T−g, h

〉
H̃−

1
2 (Σ−R0

),H
1
2 (Σ−R0

)
=
〈
T−h, g

〉
H̃−

1
2 (Σ−R0

),H
1
2 (Σ−R0

)
. Pour
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voir que c’est aussi le cas pour l’opérateur TR, nous devons revenir à sa définition à partir de
la solution d’un problème de demi-guide. Pour g et h dans H

1
2 (ΣR), les solutions du problème

de demi-guide (5.29) sont notées u+(g) et u+(h). Multiplier l’équation satisfaite par u+(g)
dans le demi-guide ΩR,+∞ := (R,+∞)× Σ+ par u+(h) puis intégrer par parties conduit à :

〈TRg, h〉
H̃−

1
2 (ΣR),H

1
2 (ΣR)

=
〈µ
α
∂x1u

+(g), u+(h)
〉

H̃−
1
2 (ΣR),H

1
2 (ΣR)

=

∫
ΩR,+∞

((
A∇u+(g)

)
· ∇u+(h)− µ

α
k2u+(g)u+(h)

)
dx

=

∫
ΩR,+∞

((
A∇u+(h)

)
· ∇u+(g)− µ

α
k2u+(h)u+(g)

)
dx

= 〈TRh, g〉
H̃−

1
2 (ΣR),H

1
2 (ΣR)

,

grâce à la symétrie du tenseur A. Utiliser ces propriétés de symétrie des opérateurs DtN à
gauche et à droite dans (6.32) nous donne Gy(x) = Gx(y), ce qui est le résultat attendu.

Remarque 6.16 Nous insistons sur le fait que cette relation de réciprocité vient du choix
particulier de notre fonction de Green, qui est associée à un problème symétrique. Par exemple, la
fonction de Green définie par :

−α
µ
∂x2(αµ∂x2G(·,y))− ∂2

x1
G(·,y)− k2G(·,y) = δy,

ne satisfait pas la relation de réciprocité que nous avons énoncé.

Nous venons d’obtenir toutes les propriétés sur la fonction de Green nécessaires à la
formulation modale de la LSM que nous souhaitons obtenir.

6.2 Adaptation de la LSM modale

Revenons à la situation présentée au début de ce chapitre et illustrée avec la Figure 6.2. On
considère un obstacle de Dirichlet occupant un domaine ouvert borné à frontière Lipschitz,
noté D et satisfaisant D ⊂ Ω. Nous supposons en outre que l’obstacle est localisé soit
dans le cœur, c’est-à-dire D ⊂ R × (−h0, h0), soit dans la gaine du guide, c’est-à-dire D ⊂
R ×

(
(−h1,−h0) ∪ (h0, h1)). Le domaine privé du défaut est noté

.
Ω := Ω\D et est supposé

connexe. Pour commencer, nous introduisons le problème générique suivant qui nous sera
utile tout au long de cette section :

Trouver u ∈ H̃1
loc(

.
Ω) tel que

−∂x2(αµ∂x2u)− µ
α
∂2
x1
u− µ

α
k2u = 0 dans

.
Ω

u = f sur ∂D
∂nu = 0 sur Γ

u est sortant,

(6.33)

où f est un terme source qui sera précisé le moment venu.
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Soit y ∈
.
Ω, nous considérons ensuite le problème :

Trouver u(·,y) ∈ L̃2
loc(

.
Ω) tel que

−∂x2(αµ∂x2u(·,y))− µ
α
∂2
x1
u(·,y)− µ

α
k2u(·,y) = δy dans

.
Ω

u(·,y) = 0 sur ∂D
∂nu(·,y) = 0 sur Γ

u(·,y) est sortant,

(6.34)

où l’espace L̃2
loc(

.
Ω) est défini par (6.23) en remplaçant Ω par

.
Ω. Le champ u(·,y) peut être

interprété comme un champ total ayant la décomposition u(·,y) = G(·,y)|
.
Ω

+ ud(·,y). Dans
cette décomposition, G(·,y) est la solution fondamentale de la jonction sans défaut, c’est-à-
dire la solution du problème (6.22), et joue le rôle de champ incident. Le champ ud(·,y) est
quant à lui le champ diffracté par le défaut associé à ce champ incident. Le champ ud(·,y)
est solution du problème (6.33) pour f = −G(·,y)|∂D. Pour tout n ∈ N, nous aurons aussi
besoin de considérer les solutions ud

n,+ du même problème (6.33) pour f = −ur
n,+|∂D, où nous

rappelons que ur
n,+ est un champ de référence gauche, c’est-à-dire la réponse de la structure

saine sans défaut à un mode incident provenant du demi-guide gauche. Il est facile de voir
que ud

n,+ est solution de ce problème si et seulement si le champ total (ud
n,+ +ur

n,+) est solution
de (5.25) pour ui = ũ0

n,+ dans
.
Ω. Si le problème (5.25) avec ui = 0 n’admet pour solution que

la solution triviale, alors le Théorème 5.21 nous assure que ce problème est bien posé. Cela
implique que le problème (6.33) pour f = −ur

n,+|∂D est aussi bien posé. Procéder de façon
similaire nous permet de montrer que le problème (6.33) avec f = −G(·,y)|∂D et par suite le
problème (6.34) sont bien posés.

Nous sommes désormais en mesure de définir proprement le problème inverse. Le support
des mesures est la section transverse Σ̂− := {−R} × Σ−, qui est une section du demi-
guide gauche, avec R > 0 choisi suffisamment grand pour que D soit localisé à droite de
Σ̂−. Nous supposons que pour tout y ∈ Σ̂−, nous mesurons ud(x,y) pour tout x ∈ Σ̂−.
L’objectif du problème inverse est d’identifier l’obstacle D à partir de ces données qualifiées
de multistatiques. Puisque le support des sources et des mesures est situé d’un seul côté du
défaut, nos données peuvent être vues comme des données de back-scattering. Comme au
chapitre 3, nous allons essayer d’identifier le défautD à partir des données {ud(x,y), (x,y) ∈(
Σ̂−)2} à l’aide de la Linear Sampling Method, qui repose sur l’opérateur de champ-proche
N : L2(Σ̂−)→ L2(Σ̂−), défini pour ĥ ∈ L2(Σ̂−) par :

(Nĥ)(x) =

∫
Σ̂−

ud(x,y)ĥ(y)ds(y), x ∈ Σ̂−,

où ud(·,y) est la solution de (6.33) pour f = −G(·,y)|∂D. On définit aussi l’opérateur H :

L2(Σ̂−)→ H
1
2 (∂D) s’écrivant pour tout ĥ ∈ L2(Σ̂−) :

(Hĥ)(x) =

∫
Σ̂−

G(x,y)ĥ(y)ds(y), x ∈ ∂D.

La LSM est justifiée par le théorème suivant, dont les éléments de preuve sont semblables à
ceux donnés dans la sous-section 3.2.2. Il permet de comprendre pourquoi la LSM consiste,
pour chaque point z d’une grille d’échantillonnage recouvrant la zone à inspecter, à résoudre
l’équation de champ proche :

Trouver ĥ(·; z) ∈ L2(Σ̂−) tel que

Nĥ(·; z) = G(·, z)|Σ̂− . (6.35)
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Théorème 6.17

L’opérateur de champ proche N est compact. Supposons ensuite que les problèmes
extérieurs (6.33) soient bien posés, mais aussi que le problème intérieur :

Trouver v ∈ H1(D) tel que{
∆v + k2v = 0 dans D

v = 0 sur ∂D,

n’admette que la solution triviale. On a dans ce cas l’alternative suivante.

(i) Si z ∈ D, alors pour tout ε > 0, il existe ĥε(·; z) ∈ L2(Σ̂−) tel que :

‖Nĥε(·; z)− G(·; z)‖L2(Σ̂−) ≤ ε,

et ‖Hĥε(·; z)‖
H

1
2 (∂D)

→ 0 lorsque ε→ 0. De plus, pour ε > 0 fixé, nous avons aussi :

lim
z→∂D

‖ĥε(·; z)‖L2(Σ̂−) = +∞, lim
z→∂D

‖Hĥε(·; z)‖
H

1
2 (∂D)

= +∞.

(ii) Si z ∈ Ω\D, alors pour toute famille de fonctions (ĥε(·; z))ε de L2(Σ̂−) vérifiant pour
tout ε > 0 l’inégalité :

‖Nĥε(·; z)− G(·; z)‖L2(Σ̂−) ≤ ε,

on a :
lim
ε→0
‖ĥε(·; z)‖L2(Σ̂−) = +∞, lim

ε→0
‖Hĥε(·; z)‖

H
1
2 (∂D)

= +∞.

Puisque l’opérateur de champ proche est compact, la LSM consiste en pratique à résoudre
une version régularisée de l’équation de champ proche (6.35) en tout point z d’une grille
d’échantillonnage. Nous allons maintenant pouvoir en proposer une formulation modale de
la même façon que nous l’avions fait pour la jonction de deux guides fermés. Le caractère
enfoui du demi-guide droit n’apparaîtra pas explicitement, mais il est encodé d’une part dans
la fonction de Green de la structure et d’autre part dans les mesures de champs diffractés
sur la section des mesures Σ̂−. Pour obtenir cette formulation, nous projetons l’équation de
champ proche sur les fonctions transverses (ũn)n∈N formant une base complète de L2(Σ̂−).
Cela nous permet de proposer une "régularisation physique" qui consiste à remplacer les
séries résultant de ces projections par la somme de leurs Ñp premiers termes. Cela revient
à ne garder, parmi toute l’information contenue dans les ondes incidentes et diffractées,
que leur partie propagative, ou autrement dit de négliger les composantes évanescentes.
Cette approximation est physiquement justifiée par le fait que la section des mesures est
supposée éloignée de la jonction et du défaut. Détaillons succinctement ce que nous venons
de présenter. Pour cela, nous aurons besoin pour tout n ∈ N de la solution ud

n,+ ∈ H̃1
loc(

.
Ω) du

problème (6.19) pour f = −ur
n,+|∂D. On peut alors énoncer le lemme suivant.
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Lemme 6.18

Soit x = (x1, x2) et y = (y1, y2) deux points de
.
Ω. On a, pour y ∈ Σ̂− = Σ−R et x1 > −R, la

décomposition :

ud(x,y) = − 1

µ0

∑
n∈N

1

2λ̃n
ud
n,+(x)ũn,−(y).

Démonstration. Par la Proposition 6.14, nous avons pour y ∈ Ω− et x1 > y1 la décomposition :

G(x,y) = − 1

µ0

∑
n∈N

1

2λ̃n
ur
n,+(x)ũn,−(y).

Comme ud(·,y) est la solution de (6.19) pour f = −G(·,y)|∂D et les champs diffractés ud
n,+

sont les solutions du même problème (6.19), mais pour f = −ur
n,+|∂D, on en déduit la

décomposition attendue par linéarité.

Il est désormais possible de projeter l’équation de champ proche (6.35) sur la base com-
plète (ũn)n∈N de L2(Σ̂−).

Proposition 6.19

Pour ĥ ∈ L2(Σ̂−) et z = (z1, z2) ∈ Ω avec z1 > −R, l’opérateur de champ proche s’écrit :

Nĥ = − 1

µ0

∑
m∈N

∑
n∈N

eλ̃nR

2λ̃n
(S+

n )−mhnũn,

avec :
ĥ =

∑
n∈N

hnũn et ud
n,+|Σ̂− =

∑
m∈N

(S+
n )−mũn.

De plus, la trace de la fonction de Green sur Σ̂− peut s’écrire :

G(·, z)|Σ̂− =



− 1

µ0

∑
m∈N

∑
n∈N

e−λ̃nz1

2λ̃n
(ur

n,+, ũm)L2(Σ̂−)ũn(z2)ũm

−
∑
m∈N

1

2λ̃m
(eλ̃m(R+z1) − e−λ̃m(R+z1))ũm(z2)ũm si z1 ∈ (−R, 0)

−
∑
m∈N

∑
n∈N

eλnz1

2λnJn
(ur

n,−, ũm)L2(Σ̂−)un(z2)ũm si z1 > 0,

ou alternativement :

G(·, z)|Σ̂− = − 1

µ0

∑
m∈N

eλ̃mR

2λ̃m
ur
m,+(z)ũm, z1 > −R.

Démonstration. L’expression modale de l’opérateur de champ proche découle directement du
Lemme 6.18. Pour ce qui est de la fonction de Green, les décompositions modales s’obtiennent
de la même façon que pour le Lemme 3.17 dans le cas du guide fermé en utilisant cette fois
les Propositions 6.14 et 6.15.

Grâce à la Proposition 6.19, on peut réécrire l’équation de champ proche (6.35) sous la
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forme du système infini :

Trouver (hn)n∈N ∈ `2(C) tel que

1

µ0

∑
n∈N

eλ̃nR

2λ̃n
(S+

n )−mhn = D−m(z), ∀m ∈ N, (6.36)

avec :

D−m(z) =:



− 1

µ0

∑
p∈N

e−λ̃pz1

2λ̃p
(ur

p,+, ũm)L2(Σ̂−)ũp(z2)

− 1

2λ̃m
(eλ̃m(R+z1) − e−λ̃m(R+z1))ũm(z2) si z1 ∈ (−R, 0)

−
∑
p∈N

eλpz1

2λpJp
(ur

p,−, ũm)L2(Σ̂−)up(z2) si z1 > 0,

ou :

Trouver (hn)n∈N ∈ `2(C) tel que∑
n∈N

eλ̃nR

2λ̃n
(S+

n )−mhn =
eλ̃mR

2λ̃m
ur
m,+(z), ∀m ∈ N. (6.37)

Remarque 6.20 Il est important de remarquer que les deux formulations modales (6.36) et (6.37)
de l’équation de champ proche font intervenir les champs de référence. En revanche, la formulation
(6.37) ne fait intervenir que les champs de référence gauches, c’est-à-dire la réponse de la structure
sans défaut à un mode incident provenant du demi-guide fermé gauche qui est accessible. La
formulation (6.36) a l’inconvénient de faire intervenir aussi les champs de référence droits dont
le sens physique est plus compliqué à trouver : en effet quel sens donner à l’envoi d’une onde
provenant du demi-guide droit qui est enfoui ? De plus, cette formulation nécessite la troncature
d’une série soulevant des questions supplémentaires.

6.3 Expériences numériques

Dans cette dernière section, nous voulons évaluer numériquement la méthode d’imagerie
développée sur des mesures synthétiques. Pour cela, nous choisissons un obstacle D et
résolvons par éléments finis le problème direct (5.40) pour ui = ũ0

n,+. Afin de réduire le
domaine de calcul à un domaine borné dans la direction longitudinale, nous utilisons les
conditions transparentes étudiées au chapitre 5 de part et d’autre de l’obstacle D. Plus
précisément nous utilisons dans le demi-guide gauche l’opérateur DtN fin T− défini par
(5.27) et dans le demi-guide droit l’opérateur DtN épais T βR0,R′0

défini par (5.43). Les champs
de référence qui sont les solutions de (6.20) et (6.21), sont approchés numériquement en
utilisant la même méthode éléments finis et les mêmes conditions transparentes artificielles.
Détaillons les paramètres de ces calculs. En ce qui concerne l’approximation par éléments
finis, nous utilisons des éléments finis de Lagrange P2 et un maillage suffisamment fin pour
avoir 10 points de discrétisation par longueur d’onde dans le cœur et dans la gaine. Dans
la partie enfouie, les couples (λn, um)n∈N solutions de (4.20) sont calculés en résolvant le
problème aux valeurs propres généralisé (4.30) discrétisé avec des éléments finis de Lagrange
P1 sur un maillage très fin de pas h = 10−5 cm. Soit R0 = 17 cm, l’opérateur T− à gauche
est imposé en x1 = −R0 et approximé en conservant les Ñp modes propagatifs et 20 modes
évanescents, ce qui est suffisant pour la plage de fréquences dans laquelle nous travaillerons
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compte tenu de la vitesse de décroissance dans le domaine de calcul des modes qui ne sont
pas pris en compte. L’opérateur T βR0,R′0

à droite est quant à lui imposé en x1 = R0 avec un
recouvrement d’une épaisseur de 5 cm (i.e. R′0 = 22 cm). La valeur de β que nous choisirons
dépendra quant à elle de la fréquence. En effet, il est nécessaire d’augmenter la valeur
de β avec la fréquence pour capturer les plus petites longueurs d’ondes. Il faut toutefois
être attentif à ne pas prendre β trop grand sous peine d’utiliser des modes parasites qui
détérioreront l’approximation des solutions.

Pour les paramètres physiques de la jonction, on conserve ceux utilisés pour étudier le
problème direct dans la section 5.4. Pour rappel, nous y avions considéré une plaque d’acier
de demi-épaisseur h0 = 5 cm partiellement enfouie dans du béton tronqué transversalement
par une PML commençant à une demi-hauteur h1 = 7, 5 cm et prenant fin à une demi-hauteur
h2 = 12, 5 cm.

Faisons à ce stade une remarque importante. La résolution du problème direct (i.e. le
calcul des champs diffractés par le défaut ud

n,+) et celle du problème inverse (i.e. le calcul de la
fonction de Green estimée à l’aide des champs de référence ur

n,+ et ur
n,−) font intervenir toutes

les deux des PML. Pour ne pas effectuer ce qui pourrait s’apparenter à un crime inverse, nous
choisissons d’utiliser deux profils de PML différents. Pour le problème direct (respectivement
inverse), nous utilisons le profil parabolique (respectivement abrupt) de la section 5.4. Pour
se rapprocher le plus possible d’une configuration de contrôle non destructif réelle, nous
bruitons les données simulées suivant la procédure décrite dans la sous-section 3.4.1.

Expliquons maintenant comment discrétiser les systèmes (6.36) et (6.37) en vue de leur
implémentation. On rappelle que ces deux systèmes ne peuvent pas être inversés directement
puisque l’opérateur de champ proche sous-jacent N est compact. En pratique, il est naturel
d’approcher les systèmes infinis (6.36) et (6.37) en restreignant n et m à J0, Ñp − 1K, ce
qui signifie qu’on ne prend en compte que les Ñp modes propagatifs du guide gauche. La
troncature de la série indexée par p est quant à elle moins évidente puisque nous rappelons
que nous sommes dans une configuration pour laquelle il n’y a pas de modes propagatifs.
Nous faisons le choix physique de ne conserver dans la série indexée par p pour z1 ∈ (−R, 0)

que les Ñp premiers termes correspondant aux modes propagatifs, et dans celle pour z1 > 0

que les Ñp modes à fuite ayant les plus petites valeurs de |<e(λp)|. Ce dernier choix est motivé
par le fait que les premiers modes à fuite dans Ω+ peuvent être interprétés comme les modes
propagatifs dans Ω− perturbés par l’introduction du milieu environnant (se référer pour
cela à [Gou10, Section 2.1.3]). Nous ajoutons à cette régularisation modale physique une
régularisation de type Tikhonov qui est importante à haute fréquence, et pour laquelle le
paramètre de régularisation est choisi en fonction du niveau de bruit.

Nous concluons ces remarques préliminaires en mentionnant que nous visualiserons la
même fonction indicatrice définie par (3.16) que pour la jonction de deux guides fermés.

6.3.1 Choix de la fonction de Green

On commence par ne considérer qu’un défaut localisé dans le cœur de la structure. La
fréquence est ici ω = 12, 562.105 rad.Hz, ce qui correspond à Ñp = 13 modes propagatifs
dans le demi-guide gauche. L’amplitude relative de bruit est de σ = 0, 1 (se référer à la sous-
section 3.4.1 pour plus de détails). Sur la Figure 6.4, nous visualisons la reconstruction de
l’obstacle pour les deux équations de champ proche (6.36) et (6.37) résolues numériquement
en suivant la procédure détaillée ci-dessus. On peut aussi y voir, à titre comparatif, un
résultat d’imagerie obtenu en utilisant la fonction de Green du guide fermé gauche ; il faut
pour cela remplacer G(·, z)|Σ̂− par G̃(·, z)|Σ̂− dans (6.35). Cela revient à négliger le milieu
environnant dans la partie enfouie de la structure. Nous remarquons que les équations de
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champ proche (6.36) et (6.37) donnent des images de qualités comparables, qui sont sans
surprise de meilleure qualité que celle obtenue avec la mauvaise fonction de Green. On
s’attend à ne plus du tout être en mesure de détecter de défaut avec cette dernière lorsque
l’obstacle est enfoui loin de l’interface.

Figure 6.4: Choix de la fonction de Green. En haut à gauche : résolution de (6.36), en haut à
droite (6.37) et en bas : résolution de l’équation de champ proche avec la fonction de Green
G̃ du guide fermé gauche.

Une autre question qui se pose pour l’équation de champ proche (6.36) est le choix du rang
de troncature de la fonction de Green lorsque z1 > 0. Nous avons précédemment expliqué
qu’il était intuitif de ne conserver dans la série que les Ñp termes associés aux premiers
modes à fuite. Cette intuition est appuyée par la Figure 6.5 sur laquelle on voit que prendre
un mode à fuite en moins (i.e. un mode à fuite associé à un mode propagatif du guide gauche
n’est pas pris en compte) ou en plus (i.e. un mode à fuite associé à un mode évanescent du
guide gauche est pris en compte) détériore la qualité de la reconstruction.

Figure 6.5: Troncature de la fonction de Green utilisée dans (6.36) pour z1 > 0. Rang de
troncature en haut à gauche : Ñp − 1, en haut à droite : Ñp + 1 et en bas : Ñp.
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6.3.2 Impact de la fréquence

Nous analysons ensuite l’impact de la fréquence ω sur la qualité de la reconstruction. On
fixe le niveau de bruit relatif à σ = 0, 1 et on compare sur la Figure 6.6 les résultats obtenus
pour les fréquences ω = 6, 28.105 rad.Hz, ω = 12, 56.105 rad.Hz et enfin ω = 25, 13.105 rad.Hz

correspondant à Ñp = 7, Ñp = 13 et Ñp = 26. Nous faisons le même constat qu’au chapitre 3, à
savoir que la qualité de reconstruction s’améliore lorsque la fréquence augmente, à condition
que le maillage utilisé pour résoudre le problème direct et pour calculer les champs de
référence soit suffisamment fin. De plus, on voit bien que la partie droite de l’obstacle
est moins bien reconstruite que celle de gauche, ce qui est un effet d’imagerie connu en
configuration de back-scattering (les mesures ne sont en effet effectuées qu’au niveau du
demi-guide gauche).

Figure 6.6: Impact de la fréquence. En haut à gauche : Ñp = 7, en haut à droite : Ñp = 13 et
en bas : Ñp = 26.

6.3.3 Impact du bruit

Illustrons l’impact du niveau de bruit dans les mesures sur la qualité de l’imagerie. Pour
ω = 21, 99.105 rad.Hz correspondant à Ñp = 22, on teste différentes amplitudes de bruit :
plus précisément 1%, 10% et enfin 20% de bruit. Les résultats d’imagerie sont montrés sur
la Figure 6.7. Ils nous permettent de voir que la reconstruction donnée par la LSM est très
robuste au bruit Gaussien ponctuel introduit, qui il faut le préciser, est relativement simple
par rapport à ce qu’on peut rencontrer dans des applications réelles.
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Figure 6.7: Impact du bruit. En haut à gauche : σ = 0, 01, en haut à droite : σ = 0, 1 et en bas :
σ = 0, 2.

6.3.4 Impact de la distance de l’obstacle à la jonction

Du point de vue du contrôle non destructif des structures enfouies, il est d’une grande
importance d’évaluer numériquement l’impact de la distance d’un défaut à la jonction sur
sa qualité de reconstruction. Cette étude conditionnera en effet l’utilisation de la méthode
proposée dans certaines applications. Rappelons que les champs diffractés ud

n,+ satisfont le
problème (5.25) pour ui = ũ0

n,+. Selon le Théorème 5.23 et la propriété (4.29) sur les nombres
d’ondes longitudinaux (λ)n∈N, les champs diffractés ud

n,+ sont exponentiellement décroissants
lorsque x1 → +∞. Ce phénomène dû à la fuite de l’énergie dans la gaine nous conduit à nous
attendre à ce que la qualité de la reconstruction diminue lorsque la distance entre le défaut
et la jonction augmente. Pour illustrer cette propriété, nous montrons avec la Figure 6.8 que
cette distance a bien le rôle attendu sur la qualité de reconstruction pour un ou deux obstacles
(avec un fixe dans le second cas). On prend ω = 21, 99.105 rad.Hz, c’est-à-dire Ñp = 22 et un
niveau de bruit relatif égal à σ = 0, 1. Sur la colonne de droite, on peut voir lorsqu’il y a
deux obstacles que celui qui est le plus éloigné de l’interface entre les deux demi-guides est
moins bien reconstruit que le premier. Le contraste de l’image au niveau de l’obstacle le plus
éloigné de la jonction est en effet amoindri en présence d’un autre obstacle plus proche de la
jonction. Il est donc plus difficile de le distinguer du milieu non endommagé environnant.
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Figure 6.8: Influence de la distance entre les défauts et la jonction sur la qualité de recons-
truction. Gauche : un défaut, droite : deux défauts, dont un est fixe.

6.3.5 Défauts dans la gaine

Nous concluons cette série d’expériences numériques en essayant de tester s’il est aussi
possible de détecter et localiser des défauts dans la gaine de la partie enfouie de la structure.
Pour ω = 21, 99.105 rad.Hz, c’est-à-dire Ñp = 22 et σ = 0, 1, nous montrons sur la Figure
6.9 des résultats d’identification obtenus avec un ou deux obstacles, dont l’un au moins est
localisé dans la gaine. Les obstacles situés dans la gaine ne sont pas aussi bien reconstruits
que ceux dans le cœur. La raison pour cela est que lorsqu’un obstacle est situé dans le cœur,
la reconstruction bénéficie des réflexions multiples des ondes avec l’interface entre la gaine
et le cœur. Ces réflexions sont beaucoup moins nombreuses pour un obstacle dans la gaine,
car une partie des ondes fuit directement à l’infini dans la direction transverse sans réflexion.
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Figure 6.9: Haut : identification d’un défaut dans la gaine, milieu et bas : identification de
deux défauts dont l’un au moins est dans la gaine.
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Troisième partie

Ondes élastiques dans un guide
partiellement immergé
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Introduction de la troisième partie

Dans la seconde partie de ce manuscrit, nous nous sommes intéressés à la propagation des
ondes acoustiques, pouvant représenter par exemple en élasticité les ondes scalaires SH, dans
une structure élancée partiellement enfouie. Pour étudier ce problème, nous avons conduit
dans un premier temps au chapitre 4 une analyse modale de la partie enfouie de la structure
(l’analyse modale de la partie à l’air libre ayant quant à elle été conduite au chapitre 1). Nous
avons vu qu’il peut exister dans ces structures des modes guidés, qui se propagent dans la
direction longitudinale sans pertes dans le milieu environnant. Il existe aussi d’autres modes,
dits de radiation, qui se propagent ou décroissent exponentiellement dans la direction axiale
tout en rayonnant de l’énergie. Du point de vue spectral, nous avons vu que les modes guidés
correspondent au spectre discret, tandis que les modes de radiation au spectre essentiel. Dans
un second temps, nous avons mis en évidence des objets appelés résonances du problème,
qui nous ont permis de définir les modes à fuite, qui sont exponentiellement décroissants
dans la direction longitudinale de la structure et exponentiellement croissants dans sa di-
rection transverse. Cette croissance exponentielle dans la direction transverse, traduisant
une accumulation de l’énergie à l’infini en régime harmonique, a pour conséquence que les
résonances ne sont pas des objets spectraux sont donc difficiles à calculer. L’introduction
de couches parfaitement adaptées (Perfectly Matched Layers) dans la direction transverse
nous a permis ensuite de manipuler les résonances comme des objets spectraux, puisqu’elles
ont pour effet de rendre les modes à fuite exponentiellement décroissants dans la direction
transverse. Mentionnons que les PML ont de plus pour effet de faire tourner le spectre
essentiel. Pour approcher tous les modes mentionnés ci-dessus, nous avons tronqué les PML
initialement infinies et avons recherché les modes approchés en résolvant un problème aux
valeurs propres généralisés. En acoustique, nous avions défini rigoureusement les modes
à fuite à partir du problème avec PML infinies. Nous ne ferons pas ce travail particulière-
ment difficile dans ce nouveau cas encore plus complexe. Dans un second temps, nous nous
sommes intéressés au chapitre 5 à la résolution de problèmes de diffraction direct dans les
structures partiellement enfouies tronquées avec des PML dans la direction transverse. Ce
travail a consisté principalement en deux points. Le premier étant de montrer le caractère
bien posé des problèmes de diffraction directs à l’aide de la théorie de Kondratiev. Le second
étant d’approcher la solution en bornant le domaine dans la direction longitudinale à droite
à l’aide d’un opérateur Dirichlet-to-Neumann avec recouvrement. Le problème de diffraction
inverse a quant à lui été résolu au chapitre 6 à l’aide d’une nouvelle formulation modale de la
Linear Sampling Method, obtenue en décomposant la fonction de Green de la structure totale
sur des objets que nous avons appelés champs de référence et en utilisant une propriété de
symétrie satisfaite par la fonction de Green. Des résultats d’identification numériques ont
enfin été présentés.

Dans cette dernière partie du manuscrit, nous souhaitons nous intéresser au cas plus com-
plexe, mais plus réaliste, de la propagation des ondes élastiques dans un guide partiellement
immergé. Par exemple, nous considérons une plaque, un tuyau ou un câble partiellement
immergé dans un fluide. Comme dans la Partie II, nous allons donc voir la structure totale
comme la jonction de deux guides d’ondes. Plus précisément, nous considérons à gauche un
demi-guide fermé élastique occupant le domaine Ωs

− := (−∞, 0) × Σs où Σs est un ouvert
borné connexe de Rd avec d = 1 en 2D ou d = 2 en 3D. Le bord de ce demi-guide est noté
Γs
− := (−∞, 0)×∂Σs. À droite, nous avons un demi-guide ouvert Ω∞+ = (0,+∞)×Rd constitué

d’un cœur élastique occupant le domaine Ωs
+ := (0,+∞)× Σs, qui est le prolongement du

demi-guide Ωs
−, et d’un milieu environnant fluide que nous appelons gaine occupant le

domaine Ωf,∞
+ := (0,+∞)× Σf,∞, où la section transverse Σf,∞ := Rd\Σs est non bornée. L’in-

terface entre le cœur élastique et la gaine fluide est noté Γsf
+ := ∂Ωs

+ ∩ ∂Ωf,∞
+ = (0,+∞)× ∂Σs.
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L’interface du fluide avec l’air libre à gauche est noté Σf,∞
0 := {0} × Σf,∞. Pour résumer, on a

donc à droite Ω∞+ = Ωs
+ ∪ Γsf

+ ∪ Ωf,∞
+ . Le domaine solide total sera noté W s := Ωs

− ∪ Σs
0 ∪ Ωs

+,
avec Σs

0 := {0} × Σs. Un point x de l’espace a enfin ses coordonnées notées x = (x1,xΣ)
avec xΣ = x2 ∈ R en coordonnées cartésiennes 2D et xΣ = (x2, x3) ∈ R2 en coordonnées
cartésiennes 3D, et où x1 ∈ R représente l’abscisse du point dans la direction longitudinale
de la structure. La configuration que nous venons de décrire est représentée dans un cas 2D
sur la Figure I3.1.

x1

x2

Σs

Σf,∞

Σf,∞

Γs
−

Γs
−

Γsf
+

Γsf
+

Ωs
− Ωs

+

Ωf,∞
+

Ωf,∞
+Σf,∞

0

Σf,∞
0

Figure I3.1: Géométrie 2D d’un guide partiellement immergé.

Le solide est supposé homogène, isotrope, de densité ρs et de coefficients de Lamé λs

et µs. Ceci nous permet de définir la vitesse des ondes de pression cp :=
√

(λs + 2µs)/ρs et
celle des ondes de cisaillement cs :=

√
µs/ρs. Le milieu fluide est quant à lui supposé parfait,

compressible et homogène de densité ρf . Les ondes acoustiques se propagent à la vitesse
cf :=

√
λf/ρf , où λf est le premier coefficient de Lamé du fluide. Toutes ces constantes sont

supposées strictement positives. On choisit de décrire une onde à l’aide de son champ de
déplacement û dans la partie solide et à l’aide de son potentiel des vitesses ϕ̂ dans la partie
fluide. Nous verrons plus tard que ce choix permet l’étude d’un problème symétrique qui
simplifiera l’analyse du problème (se référer à [Dah01] pour une discussion plus précise de
ce choix). Le champ de déplacement dans le solide est gouverné par l’équation :

ρs
∂2û

∂t2
− div(σ(û)) = 0, (x, t) ∈ W s × R+,

où dans le cas d’un solide isotrope le tenseur des contraintes σ(û) est donné par la loi de
Hooke :

σ(û) = λsdiv(û)Id + 2µsε(û), (I3.1)

dans laquelle Id est le tenseur identité et le tenseur des déformations linéarisé ε(û) s’écrit :

ε(û) =
1

2

(
∇û+∇ût

)
,

Le potentiel des vitesses est quant à lui gouverné dans le fluide par l’équation des ondes :

∂2ϕ̂

∂t2
− c2

f ∆ϕ̂ = 0, (x, t) ∈ Ωf,∞
+ × R+.
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Les champs û et ϕ̂ sont couplés sur l’interface entre le solide et le fluide par une condition
dynamique de continuité de la contrainte normale :

σ(û)ns = ρf
∂ϕ̂

∂t
ns, (x, t) ∈ Γsf

+ × R+,

ainsi qu’une condition cinématique de glissement :

∂û

∂t
· ns = ∇ϕ̂ · ns, (x, t) ∈ Γsf

+ × R+,

où ns est la normale unitaire sortante à W s. La normale unitaire sortante à Ωf,∞
+ est quant à

elle notée nf . Ces normales vérifient sur Γsf
+ l’égalité ns = −nf . On se place maintenant en

régime harmonique, ce qui signifie que les ondes sont recherchées sous la forme :

û(x, t) = <e
(
u(x)e−iωt

)
, ϕ̂(x, t) = <e

(
ϕ(x)e−iωt

)
,

pour une pulsation angulaire réelle ω donnée. Le champ de déplacement u est alors gouverné
par l’équation :

div(σ(u)) + ω2ρsu = 0, x ∈ W s, (I3.2)

et le potentiel des vitesses par :

∆ϕ+ k2
f ϕ = 0, x ∈ Ωf,∞

+ , (I3.3)

où kf := ω/cf est le nombre d’onde dans le fluide. Les conditions de couplage entre le solide
et le fluide deviennent alors sur Γsf

+ :

σ(u)ns = −iωρfϕns

−iω(u · ns) = ∇ϕ · ns.

Remarque I3.1 Pour des raisons techniques que nous expliquerons le moment venu, nous
seront parfois amenés à faire le changement de variable iϕ→ ϕ pour faire disparaître le nombre
imaginaire i des conditions de couplage. L’équation de Helmholtz homogène (I3.3) est inchangée,
mais les équations de couplage se réécriront :

σ(u)ns = −ωρfϕns

ω(u · ns) = ∇ϕ · ns.

Le bord extérieur du demi-guide élastique gauche est libre, ce qui s’écrit :

σ(u)ns = 0, x ∈ Γs
−.

On impose enfin que le bord extérieur du domaine fluide soit rigide, ce qui se traduit sur le
potentiel des vitesses par la condition :

∂nf
ϕ = 0, x ∈ Σf,∞

0 .

Remarque I3.2 Le cas plus réaliste d’une surface libre peut aussi être traité en imposant la
condition de Dirichlet homogène ϕ = 0 sur Σf,∞

0 . Il faut alors prendre en compte cette condition
essentielle dans les espaces fonctionnels que nous utiliserons pour étudier mathématiquement les
problèmes de diffraction dans la structure considérée, ce que nous souhaitons éviter pour ne pas
alourdir notre étude.
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Remarque I3.3 Lorsque nous parlerons de configuration 2D, nous regarderons le cas de la
propagation des ondes dans une plaque. En d’autres termes, nous supposons que les ondes ne se
propagent pas dans la direction orthogonale au plan x3 = 0, ce qui se traduit dans les équations
par l’indépendance des champs vis-à-vis de x3. Dans ce cas, on peut voir que les ondes polarisées
selon x3, dites ondes SH, sont découplées des autres. Par soucis d’exhaustivité et pour ne pas avoir
à distinguer les cas 2D et 3D, nous prendrons quand même en compte ces ondes qui sont scalaires.
Ainsi, le champ de déplacement sera en 2D et 3D un champ u : W s → C3.

L’étude de la propagation des ondes dans un guide élastique fermé a fait l’objet d’une
littérature très riche. Nous allons donc nous concentrer principalement dans cette partie sur
l’étude de la propagation des ondes dans la partie immergée de la structure. En effet, une
fraction de l’énergie transportée par les ondes élastiques qui se propagent dans le cœur de la
structure fuit dans le milieu fluide environnant. Pour nous ramener à un domaine borné dans
la direction transverse tout en prenant en compte cette fuite d’énergie, nous introduisons des
PML dans la gaine, c’est-à-dire ici dans le fluide, de la même manière que dans la Partie II. Le
fluide occupe alors désormais le domaine Ωf

+ := (0,+∞) × Σf borné transversalement par
la PML. On note alors Σf

0 := {0} × Σf la restriction de Σf,∞
0 à sa partie bornée par la PML

et Γpml
+ := (0,+∞)× (∂Σf\∂Σs) le bord extérieur de la PML. La configuration approchée est

représentée dans un cas 2D sur la Figure I3.2. L’équation de Helmholtz dilatée s’écrit de façon
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Γs
−

Γs
−

Γsf
+

Γsf
+

Ωs
− Ωs

+

Ωf
+

Ωf
+

Σf
0

Σf
0

Γpml
+

Γpml
+

Figure I3.2: Géométrie 2D d’un guide partiellement immergé tronqué dans la direction
transverse par des PML bornées.

différente selon la dimension et le type de profil de PML retenu. Nous verrons cependant
dans la section 7.3 qu’il est possible de l’écrire sous la forme générique :

div(AαΣ∇ϕ) + bαΣk2
f ϕ = 0, x ∈ Ωf

+,

où le tenseur AαΣ et la fonction scalaire bαΣ dépendront de la dimension et du profil de PML.
Dans tous les cas, nous imposerons en bout de PML la condition de Neumann homogène :

∂nf
ϕ = 0, x ∈ Γpml

+ ,

où nf représente cette fois la normale unitaire sortante au domaine Ωf
+.

165



Introduction de la troisième partie

Remarque I3.4 Il aurait été plus naturel d’imposer l’annulation de la dérivée conormale(
AαΣ∇ϕ

)
·nf au bout de la PML. Cependant, les propriétés satisfaites par le tenseurAαΣ (diagonal

à coefficients qui ne s’annulent pas) ainsi que les types de PML retenus (cartésien ou radial) nous
permettront de voir que l’annulation de celle-ci est équivalente à l’annulation de la dérivée nor-
male. Nous préférons donc imposer l’annulation de cette dernière en bout de PML pour simplifier
l’écriture du problème.

Pour résumer, le couple (u, ϕ) est gouverné dans la structure partiellement immergée
tronquée transversalement par des PML par le système d’équations générique :

div(σ(u)) + ω2ρsu = 0 dans W s

σ(u)ns = 0 sur Γs
−

div(AαΣ∇ϕ) + bαΣk2
f ϕ = 0 dans Ωf

+

∂nf
ϕ = 0 sur Σf

0 ∪ Γpml
+

σ(u)ns = −iωρfϕns sur Γsf
+

−iω(u · ns) = ∇ϕ · ns sur Γsf
+.

Cette partie aura la même structure que les deux premières de ce mémoire. Nous la
débuterons en effet par une analyse modale de la partie immergée de la structure, conduite
au chapitre 7. Dans un premier temps, nous décrirons les modes du guide ouvert réel, c’est-à-
dire sans PML. Comme au chapitre 4 pour un guide ouvert acoustique, nous verrons qu’il
existe des modes guidés, des modes de radiation et des modes à fuite qui sont des résonances
du problème. Une analyse modale plus détaillée du guide ouvert tronquée avec des PML
sera ensuite conduite. Celle-ci comprendra en particulier une extension du formalisme
XY introduit par [PM04] pour un guide purement élastique ou acoustique, ce qui nous
permettra de décomposer le champ (u, ϕ) sur des modes fluide-solide. Nous nous pencherons
enfin sur la question de l’approximation numérique des modes. Dans un second temps, nous
utiliserons au chapitre 8 différents outils pour résoudre de façon approchée les problèmes
de diffraction directs dans la structure partiellement immergée tronquée transversalement
par des PML. Nous montrerons en particulier comment tronquer le domaine à droite dans la
direction longitudinale de la structure à l’aide d’un opérateur défini à l’aide des modes issus
du formalisme XY. Dans un dernier temps, nous proposerons au chapitre 9 une formulation
modale efficace de la Linear Sampling Method qui nous permettra d’identifier des défauts
dans la partie immergée de la structure à partir de mesures obtenues sur la partie de la
structure à l’air libre.
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Chapitre 7

Analyse modale dans les guides élastiques
immergés
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Dans ce chapitre, nous allons donner quelques éléments d’analyse modale dans les guides
élastiques immergés. Pour commencer, nous rappelons que les modes sont des solutions
à variables séparées du système d’équations aux dérivées partielles homogène régissant la
propagation des ondes. Dans les cas purement acoustiques traités dans les deux premières
parties du mémoire, c’est un système de Helmholtz qui a pu être analysé à l’aide d’outils
d’analyse fonctionnelle. Dans le cas que nous considérons dans ce chapitre, les modes satisfont
un système plus complexe couplant les équations de l’élasticité et de l’acoustique. L’analyse
mathématique de ce système est alors bien plus difficile : d’une part du fait des équations
de l’élasticité qui nous amènent à résoudre un problème aux valeurs propres polynomial
quadratique et d’autre part du fait du couplage entre les inconnues solides et fluides.

Pour aborder ce problème de façon progressive, nous commencerons par faire quelques
rappels sur les modes dans un guide élastique à l’air libre. Ensuite, nous considérerons le cas
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du guide immergé dans un fluide non borné dans la direction transverse. Dans ce cas, l’étude
mathématique des modes guidés qui sont des modes localisés dans le cœur élastique et qui se
propagent sans perte d’énergie, et des modes de radiation qui sont oscillants à l’infini dans la
direction transverse, a été conduite dans [Dah01]. Après avoir rappelé brièvement le contenu
de cette étude, nous adapterons le formalisme XY justifié mathématiquement dans [Bar09]
pour un guide élastique fermé, ce qui nous permettra d’étudier les modes dans un guide
élastique immergé dans un fluide infini. Nous définirons notamment les modes à fuite en
nous appuyant sur une de leur caractérisation donnée au chapitre 4, à savoir leur croissance
exponentielle dans le milieu environnant dans la direction transverse. Pour les cas d’un guide
élastique fermé et d’un guide élastique immergé dans un fluide infini, nous regarderons le
cas particulier d’une plaque élastique, qui est intéressant pour ses applications, mais aussi
pour les calculs analytiques qu’il permet. Une fois cette analyse faite, nous introduirons
des PML finies dans le fluide. Elles permettront d’une part de borner le domaine de calcul
dans la direction transverse, ce qui est important pour la résolution des problèmes direct
et inverse, mais aussi de calculer de façon approchée les modes, en particulier les modes
à fuite. Pour cette configuration approchée, nous étendrons le formalisme XY à partir de
l’adaptation de celui-ci, conduite pour un guide élastique immergé dans un fluide infini. Ce
formalisme nous permettra de décomposer les couples de champ déplacement/potentiel des
vitesses dans la partie immergée de la structure sur les modes. Nous conclurons enfin ce
chapitre en montrant comment calculer les modes du guide immergé avec et sans PML, en
nous penchant particulièrement sur les difficultés liées à l’approximation de certains modes
guidés d’interface appelés modes de quasi-Scholte.

7.1 Analyse modale dans les guides élastiques fermés

Les modes des guides élastiques ont fait l’objet d’un très grand nombre de travaux depuis
plus d’un siècle, avec notamment ceux pionniers de Rayleigh [Ray88] et Lamb [Lam17]. Le
volume de cette littérature s’explique entre autres par la complexité de la propagation des
ondes élastiques par rapport au cas acoustique. En effet, le caractère vectoriel du champ
de déplacement entraine que les ondes élastiques ont différentes polarisations possibles.
Chacune de ces polarisations traduit un régime de propagation différent. Dans la suite, nous
allons étudier ces modes de propagation dans des guides isotropes 2D ou 3D.

7.1.1 Le cas général

Considérons un guide élastique rectiligne occupant le domaine W s := R × Σs, où sa
section transverse Σs est un intervalle ouvert borné de R en 2D et un ouvert borné connexe à
frontière Lipschitz de R2 en 3D. On suppose de plus que le matériau est homogène et isotrope
et que la surface du guide est libre. Un mode est une solution à variables séparées :

u(x1,xΣ) = v(x1)u(xΣ), x1 ∈ R, xΣ ∈ Σs,

du problème homogène : {
div(σ(u)) + ω2ρsu = 0 dans W s

σ(u)ns = 0 sur ∂W s.
(7.1)

Il s’ensuit qu’il existe alors λ ∈ C tel que v(x1) = eλx1 et que u est une solution non nulle du
problème : {

divλ(σλ(u)) + ω2ρsu = 0 dans W s

σλ(u)ns = 0 sur ∂W s,
(7.2)
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où les opérateurs différentiels u 7→ divλ(u) et u 7→ σλ(u) sont obtenus à partir des opérateurs
u 7→ div(u) et u 7→ σ(u) en remplaçant ∂x1 par λI . L’étude directe du problème spectral (7.2)
est difficile. Pour rechercher les modes du guide élastique, on adopte plutôt la démarche
détaillée dans [Bar09] qui consiste à introduire de nouvelles variables appelées variables XY.
Ces nouvelles variables, qui panachent les composantes du champ de déplacement et du
champ de contrainte suivant l’axe du guide, nous permettent de réécrire de façon équivalente
le problème (7.1) sous la forme d’un problème d’évolution vis-à-vis de la variable axiale x1.
On va voir que rechercher les modes correspond à résoudre un problème aux valeurs propres
linéaires.

Réécriture sous la forme d’un problème d’évolution

Pour cela, il faut introduire préalablement quelques notations. Soit e1 =
(
1 0 0

)t le
vecteur unitaire selon l’axe du guide, on écrit :

u =

(
u1

uΣ

)
, σ(u)e1 =

(
−t1
tΣ

)
et σ(u) =

(
−t1 ttΣ
tΣ σΣ

)
,

où l’on a en coordonnées cartésiennes :

uΣ :=

(
u2

u3

)
, tΣ :=

(
σ12

σ13

)
, σΣ :=

(
σ22 σ23

σ32 σ33

)
, εΣ :=

(
ε22 ε23

ε32 ε33

)
et t1 := −σ11.

Les quantités uΣ, tΣ, σΣ et εΣ que nous venons d’introduire désignent respectivement les
composantes transverses du champ de déplacement u, de la contrainte longitudinale σ(u)e1,
du tenseur des contraintes σ(u) et du tenseur des déformations linéarisé ε(u).

Remarque 7.1 En 2D, nous considérons que toutes les dérivées partielles selon la direction x3

sont nulles. Lorsqu’on est en 3D dans un système de coordonnées cylindriques (x1, r, θ), on définit
les quantités introduites ci-dessus de la même façon, mais en remplaçant les indices (2, 3) associés
aux coordonnées (x2, x3) par les indices (r, θ) correspondant aux coordonnées cylindriques de la
section et en réécrivant tous les opérateurs différentiels dans ce nouveau système de coordonnées,
ce que nous ne détaillerons pas ici.

Les variables mixtes se définissent alors comme :

X s :=

(
tΣ

u1

)
et Y s :=

(
uΣ

t1

)
. (7.3)

Réécrivons les équations de l’élasticité (7.1) à l’aide de ces nouvelles variables. Tout d’abord,
l’équation de la dynamique se réécrit dans W s :{

∂x1t1 = ρsω
2u1 + divΣ(tΣ)

∂x1tΣ = −ρsω
2uΣ − divΣ(σΣ(u)),

(7.4)

où l’on a dans un système de coordonnées cartésien : divΣ(σΣ(u)) =

(
∂x2σ22 + ∂x3σ23

∂x2σ32 + ∂x3σ33

)
divΣ(tΣ) = ∂x2σ12 + ∂x3σ13.

(7.5)
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Précisons à nouveau dans (7.5) que les dérivées partielles ∂x3 sont nulles en 2D. Pour un
milieu homogène et isotrope, la loi de comportement (I3.1) nous donne :

t1 = −σ11(u) = −λs(∂x1u1 + divΣ(uΣ))− 2µs∂x1u1

= −λsdivΣ(uΣ)− (λs + 2µs)∂x1u1,

et donc :
∂x1u1 = − 1

λs + 2µs

t1 −
λs

λs + 2µs

divΣ(uΣ). (7.6)

Par ailleurs :

tΣ = µs

(
∂x1u2 + ∂x2u1

∂x1u3 + ∂x3u1

)
= µs∂x1uΣ + µs∇Σu1, (7.7)

où ∇Σ représentant le gradient dans le système de coordonnées de la section. De plus :

σΣ(u) = λsdiv(u)IdΣ + 2µsεΣ(u)

= λs(∂x1u1 + divΣ(uΣ))IdΣ + 2µsεΣ(uΣ)

= λs

(
divΣ(uΣ)− 1

λs + 2µs

t1 −
λs

λs + 2µs

divΣ(uΣ)
)
IdΣ + 2µsεΣ(uΣ),

où IdΣ désigne le tenseur identité des composantes transverses. Cela permet d’exprimer le
tenseur σΣ en fonction de la variable Y s :

σΣ(Y s) = (δsdivΣ(uΣ)− αst1)IdΣ + 2µsεΣ(uΣ), (7.8)

avec δs :=
2λsµs

λs + 2µs

et αs :=
λs

λs + 2µs

. Sur le bord du guide, la condition de surface libre

s’écrit enfin :

0 = σ(u)ns =

(
tΣ · es

σΣ(Y s)es

)
, (7.9)

où le vecteur es est défini comme étant la composante transverse de ns, c’est-à-dire ns =(
0 es

)t. En réunissant les équations (7.4), (7.6), (7.7) et (7.9), on peut écrire de façon équiva-
lente les équations de l’élasticité (7.1) sous la forme du problème d’évolution :

Trouver (X s,Y s) tel que
∂x1

(
X s

Y s

)
=

(
0 FYs

FX s 0

)(
X s

Y s

)
dans W s

tΣ · es = 0 sur ∂W s

σΣ(Y s)es = 0 sur ∂W s,

(7.10)

où on a défini les opérateurs :

FYs(Y s) :=

(
−divΣ(σΣ(Y s))− ρsω

2uΣ

−αsdivΣ(uΣ)− αs

λs

t1

)
et FX s(X s) :=

 tΣ

µs

−∇Σu1

divΣ(tΣ) + ρsω
2u1

 . (7.11)

Recherche des modes du problème d’évolution

Les modes en variables mixtes sont les solutions du problème (7.10) s’écrivant :(
X s(x1,xΣ)
Y s(x1,xΣ)

)
= eλx1

(
Xs(xΣ)
Ys(xΣ)

)
,
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ce qui nous amène naturellement à nous intéresser au problème aux valeurs propres linéaire :

Trouver (λ,Xs,Ys) tel que

λ

(
Xs

Ys

)
=

(
0 FYs

FXs 0

)(
Xs

Ys

)
, (7.12)

où les opérateurs FXs et FYs sont formellement définis de la même façon que FX s et FYs , à
la différence près qu’ils n’agissent que sur des fonctions de la variable transverse xΣ. Pour
étudier (7.12), il est nécessaire de préciser le cadre fonctionnel. Définissons pour cela les
espaces de Hilbert :

VXs := (L2(Σs))2 × H1(Σs) et VYs := (H1(Σs))2 × L2(Σs).

Les domaines des opérateurs FXs et FYs sont alors donnés par :

D(FXs) =
{

Xs := (tΣ, u1) ∈ VXs | divΣ(tΣ) ∈ L2(Σs), tΣ · es = 0 sur ∂Σs
}

D(FYs) =
{

Ys := (uΣ, t1) ∈ VYs | divΣ(σΣ(Ys)) ∈ (L2(Σs))2, σΣ(Ys)es = 0 sur ∂Σs
}
.

On définit aussi la forme bilinéaire (non hermitienne) :

(Xs,Ys)Hs :=

∫
Σs

(tΣ · uΣ + u1t1)dxΣ, (7.13)

et l’espace L2(Σs) :=
(
L2(Σs)

)3. Il est alors possible d’énoncer le résultat suivant.

Théorème 7.2 [Bar09, Chapitre 2 - section 1]

Les opérateurs FXs et FYs vérifient les propriétés suivantes.

1. Les domaines D(FXs) et D(FYs) sont denses dans L2(Σs).

2. Les opérateurs FXs et FYs sont symétriques vis-à-vis de la forme bilinéaire (·, ·)Hs .

3. Excepté pour un ensemble dénombrable de fréquences ω, les opérateurs FXs et FYs

sont autoadjoints.

4. Excepté pour un ensemble dénombrable de fréquences ω, les opérateurs FXsFYs et
FYsFXs sont à résolvante compacte.

Posons :

As :=

(
0 FYs

FXs 0

)
,

l’opérateur linéaire associé au problème aux valeurs propres (7.12). Le Théorème 7.2 ne nous
permet pas de conclure que As est à résolvante compacte. Cependant, ce résultat nous donne
que l’opérateur : (

As
)2

=

(
FYsFXs 0

0 FXsFYs

)
,

est à résolvante compacte. Il est donc naturel d’appliquer As au problème (7.12), ce qui nous
conduit à considérer le problème aux valeurs propres :

Trouver (λ,Xs,Ys) tel que

λ2

(
Xs

Ys

)
=

(
FYsFXs 0

0 FXsFYs

)(
Xs

Ys

)
. (7.14)
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Corollaire 7.3 [Bar09, Corollaire 2.1]

Excepté pour un ensemble dénombrable de fréquences ω, l’opérateur
(
As
)2 est à résolvante

compacte. Le spectre de l’opérateurAs est constitué d’un ensemble dénombrable de valeurs
propres de multiplicité finie.

Le Corollaire 7.3 garantit ainsi que le guide élastique considéré admet un ensemble
dénombrable de modes. Il est crucial de voir que l’opérateur As n’est pas autoadjoint, ce qui
aura plusieurs conséquences sur les modes. Il en résulte premièrement que le spectre est
complexe et donc que plusieurs types de modes peuvent a priori exister :

• les modes propagatifs : lorsque λ est purement imaginaire ;

• les modes évanescents : lorsque λ est purement réel ;

• les modes inhomogènes : dans tous les autres cas (i.e. <e(λ) 6= 0 et =m(λ) 6= 0).

Il est aussi facile de voir que le spectre de l’opérateur As est stable par conjugaison et par
symétrie par rapport à l’origine du plan. Plus précisément, si (λ,Xs,Ys) est une solution de
(7.12), alors (−λ,−Xs,Ys), (λ̄,Xs,Ys) et (−λ̄,−Xs,Ys) sont aussi des solutions de (7.12).

Sens de propagation des modes

Nous avons vu dans la section 1.4 en acoustique comment déterminer le sens de propa-
gation des modes propagatifs à l’aide de trois quantités : les vitesses de phase, de groupe et
d’énergie. Donnons une définition générale de ces trois quantités pour des modes ayant un
nombre longitudinal λ complexe.

La vitesse de phase d’un mode est donnée comme en acoustique par :

vp :=
ω

=m(λ)
.

La vitesse de groupe est quant à elle donnée par :

vg :=
∂ω

∂=m(λ)
= =m

(∂λ
∂ω

)−1

, (7.15)

Précisons que la dernière égalité de (7.15) s’obtient en différenciant simplement les parties
réelles et imaginaires de λ par rapport à la pulsation réelle ω. Nous soulignons que cette
définition de la vitesse de groupe pour des modes atténués, c’est-à-dire des modes satisfaisant
<e(λ) 6= 0, soulève encore des questions (voir par exemple [GS10]). Dans [Bar09], il a été
montré que si (λ,Xs,Ys) est solution de (7.12), la vitesse de groupe du mode associé peut se
calculer en variables XY avec la formule :

vg = =m

(
ρsω

∫
Σs

(
u2

1 − uΣ · uΣ

)
dxΣ

(Xs,Ys)Hs

)−1

.

Pour un mode propagatif, il est possible de choisir Xs (respectivement Ys) prenant des
valeurs purement imaginaires (respectivement réelles). Dans ce cas nous avons :

vg =
=m
(
(Xs,Ys)Hs

)
ρsω

∫
Σs

(
|u1|2 + |uΣ|2

)
dxΣ

, (7.16)

ce qui nous permet de voir que la vitesse de groupe est finie pour les modes propagatifs.

172



7.1. Analyse modale dans les guides élastiques fermés

Pour définir la vitesse d’énergie, il faut dans un premier temps introduire le vecteur de
Poynting associé au champ de déplacement dans le solide :

π(x, t) := −σ(û)
∂û

∂t
,

puis le flux d’énergie rayonné au travers de la section Σs
x1

:= {x1} × Σs :

Πs(x1, t) :=

∫
Σs
x1

π((x1,xΣ), t) · n1dxΣ,

avec n1 :=
(
1 0 0

)t. Introduisons ensuite le flux d’énergie moyen rayonné au travers de
cette section sur une durée T > 0 :

〈Πs(x1)〉 :=
1

T

∫ T

0

Πs(x1, t)dt.

En rappelant que nous recherchons des solutions physiques ayant un déplacement réel
s’écrivant û(x, t) = <e(u(x)e−iωt), on obtient après des calculs détaillés dans [Bar09, Annexe
A] :

〈Πs(x1)〉 = =m
(ω

2

∫
Σs
x1

(σ(u)n1) · ūdxΣ

)
. (7.17)

Dans un second temps, nous écrivons l’énergie pour un solide isotrope :

Es(x, t) = Ec(x, t) + Ep(x, t),

où les énergies cinétique Ec et potentielle Ep sont données par :

Ec(x, t) =
ρs

2

∂û

∂t
· ∂û
∂t

et Ep(x, t) =
λs

2
div(û)2 + µsε(û) : ε(û).

L’énergie moyenne dans la section Σs
x1

sur une période temporelle donnée s’écrit après
calculs :

〈Es(x1)〉 =
ρsω

2

4

∫
Σs
x1

|u|2dxΣ +
λs

4

∫
Σs

|div(u)|2dxΣ +
µs

2

∫
Σs

ε(u) : ε(u)dxΣ. (7.18)

Étant donné que les modes s’écrivent sous la forme u(x1,xΣ) = eλx1u(xΣ) avec λ ∈ iR
lorsque le mode est propagatif, on montre aisément que les quantités 〈Πs(x1)〉 et 〈Es(x1)〉 ne
dépendent pas de x1. Cela nous permet de définir la vitesse d’énergie d’un mode propagatif
par :

ve :=
〈Πs〉
〈Es〉

, (7.19)

où les quantités 〈Πs〉 (respectivement 〈Es〉) sont définies comme 〈Πs(x1)〉 (respectivement
〈Es(x1)〉) en remplaçant u par u et Σs

x1
par Σs.

Remarque 7.4 En utilisant enfin le fait que les énergies cinétique et potentielle moyennes
sont égales (principe de Rayleigh), on retrouve que les vitesses de groupe et d’énergie des modes
propagatifs sont égales dans un guide élastique homogène isotrope, c’est-à-dire :

vg = ve.
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Dans le cas simple d’un guide acoustique homogène, le signe de ces trois quantités est le
même et nous donne le sens de propagation physique de l’onde sans ambiguïté. En élasticité,
cette question n’est en revanche pas aussi simple. Dans certaines configurations, il existe en
effet des modes ayant des vitesses de phase et de groupe de signes opposés : on parle alors de
modes rétrogrades ou de backward modes en anglais (voir pour cela [DCL14]). Nous utiliserons
en élasticité les vitesses de groupe et d’énergie pour déterminer le sens de propagation
physique d’un mode propagatif.

Il est maintenant possible de trier les modes en deux catégories :

• les modes notés (λn,X
s
n,Y

s
n)n≥1 qui sont sortants à droite : ils correspondent aux modes

propagatifs vérifiant vg > 0 et aux modes évanescents et inhomogènes satisfaisant
<e(λ) < 0,

• les modes notés (λ−n,X
s
−n,Y

s
−n)n≥1=(−λn,−Xs

n,Y
s
n)n≥1 qui sont sortants à gauche : ils

correspondent aux modes propagatifs vérifiant vg < 0 et aux modes évanescents et
inhomogènes satisfaisant <e(λ) > 0.

Décomposition modale

Nous souhaiterions décomposer les ondes qui sortent à gauche (respectivement sortent à
droite) sur les modes qui sont sortants à gauche (respectivement sortants à droite). Comme
l’opérateur As n’est pas autoadjoint, les modes en notation XY ne satisfont a priori pas de
relation d’orthogonalité classique. En revanche, ils satisfont une relation appelée relation de
Fraser traduisant une biorthogonalité entre les modes qui se propagent dans le même sens.

Lemme 7.5 [Bar09, Lemme 2.4]

Soient (λn,X
s
n,Y

s
n) et (λm,X

s
m,Y

s
m) deux solutions de (7.12), avec (n,m) ∈ Z2 non nuls.

Ils satisfont la relation de biorthogonalité :

(λ2
n − λ2

m)(Xs
n,Y

s
m)Hs = 0. (7.20)

Si λ2
n 6= λ2

m, les vecteurs propres satisfont alors la relation :

(Xs
n,Y

s
m)Hs = δnmJ

s
n, (7.21)

où :

J s
n := (Xs

n,Y
s
n)Hs

=

∫
Σs

(
unΣ · tnΣ + un1 tn1 )dxΣ, (7.22)

est appelée constante de Fraser.

Remarque 7.6 Le résultat se démontre aisément à l’aide des propriétés des opérateurs FXs et
FYs lorsque la dimension des sous-espaces propres est égale à 1. Quand ils sont en revanche de
dimension supérieure à 1, il faut de plus utiliser le processus de Gram-Schmidt pour conserver la
relation de biorthogonalité entre les vecteurs propres du sous-espace propre.
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Remarque 7.7 Il est très important de comprendre que la relation de biorthogonalité (7.21) n’est
satisfaite que pour des modes qui sont sortants dans le même sens. En effet, si on prend m = −n
cela implique que λm = −λn, et alors il n’est plus possible de déduire (7.21) de (7.20).

Nous faisons l’hypothèse suivante qui nous permettra de décomposer les ondes dans le
guide sur les modes.

Hypothèse 7.8

On suppose que les constantes de Fraser sont non nulles, c’est-à-dire :

J s
n 6= 0, ∀n ≥ 1.

On choisira alors les vecteurs propres tels que J s
n = 1 pour tout n ≥ 1.

Une autre conséquence du caractère non autoadjoint de l’opérateur As est l’absence de
résultat de complétude des modes. Pour être en mesure d’écrire des décompositions modales,
il est ainsi nécessaire de faire l’hypothèse de complétude suivante. La deuxième partie de
cette hypothèse, traduisant le fait que les modes forment une base de Riesz, sera utilisée plus
tard lors de l’étude du problème direct.

Hypothèse 7.9

Soient Xs = (tΣ, u1) ∈
(
H̃−

1
2 (Σs)

)2 × H
1
2 (Σs) et Ys = (uΣ, t1) ∈

(
H

1
2 (Σs)

)2 × H̃−
1
2 (Σs), on

peut écrire :
Xs =

∑
n≥1

(Xs,Ys
n)HsXs

n et Ys =
∑
n≥1

(Ys,Xs
n)HsYs

n.

Les coefficients de cette décomposition sont exprimés à l’aide de la relation de biorthogo-
nalité (7.21). En outre, il existe des constantes Cs

± > 0 telles que :

Cs
−

(
‖tΣ‖2(

H̃−
1
2 (Σs)

)2 + ‖u1‖2

H
1
2 (Σs)

)
≤
∑
n≥1

|(Xs,Ys
n)Hs|2 ≤ Cs

+

(
‖tΣ‖2(

H̃−
1
2 (Σs)

)2 + ‖u1‖2

H
1
2 (Σs)

)
,

Cs
−

(
‖uΣ‖2(

H
1
2 (Σs)

)2 + ‖t1‖2

H̃−
1
2 (Σs)

)
≤
∑
n≥1

|(Ys,Xs
n)Hs|2 ≤ Cs

+

(
‖uΣ‖2(

H
1
2 (Σs)

)2 + ‖t1‖2

H̃−
1
2 (Σs)

)
.

Sous cette hypothèse, on peut enfin décomposer les solutions de (7.10) sur les modes.

Lemme 7.10 [BLL11, Lemme 2.8]

Soit (X s,Y s) une solution du problème (7.10), il existe des coefficients complexes (a±n )n≥1

tels que : (
X s

Y s

)
=
∑
n≥1

(
a−n

(
X s

n,−
Y s
n,−

)
+ a+

n

(
X s

n,+

Y s
n,+

))
,

où les modes sont donnés pour tout n ≥ 1 par :(
X s

n,±
Y s
n,±

)
(x1,xΣ) := e±λnx1

(
±Xs

n(xΣ)
Ys
n(xΣ)

)
.

175



Chapitre 7. Analyse modale dans les guides élastiques immergés

Nous verrons au moment de traiter les problèmes direct et inverse que ce résultat est
crucial pour proposer des méthodes modales.

L’analyse modale que nous venons de présenter pour des guides homogènes, isotropes,
2D et 3D est très générale. Elle peut en effet par exemple s’étendre aux guides composés de
différentes strates isotropes, voire à des matériaux orthotropes. Intéressons-nous désormais
plus en détails à un cas simple dans lequel nous pouvons décrire plus précisément les modes.

7.1.2 Le cas particulier d’une plaque

On s’intéresse ici au cas particulier de la propagation des ondes dans une plaque ho-
mogène isotrope 3D, c’est-à-dire que la plaque occupe un domaine non borné dans les
directions x1 et x3, mais borné dans la direction x2. Nous faisons l’hypothèse que les ondes
ne se propagent pas dans la direction x3, ce qui revient à écrire ∂x3 = 0 dans les opérateurs
différentiels intervenant dans les équations de l’élasticité (7.1). Sous cette hypothèse, on
ramène l’étude de la propagation des ondes dans la plaque à celle dans un domaine 2D
inclus dans le plan (x1, x2). Soit h0 > 0 la demi-épaisseur de la plaque. Le guide occupe alors
le domaine W s = R × Σs, avec Σs = (−h0, h0). Les modes dans la plaque sont les solutions
u(x1, x2) = eλx1

(
u1 u2 u3

)t
(x2) du problème (7.1). Quelques calculs nous permettent de

voir qu’ils sont alors solutions du système d’équations :

λ[λs(λu1 + dx2u2) + 2µsλu1] + dx2 [µs(λu2 + dx2u1)] + ρsω
2u1 = 0 dans Σs

λ[µs(λu2 + dx2u1)] + dx2 [λs(λu1 + dx2u2) + 2µsdx2u2] + ρsω
2u2 = 0 dans Σs

λ[µs(λu3)] + dx2 [µsdx2u3] + ρsω
2u3 = 0 dans Σs

µs(λu2 + dx2u1) = 0 sur ∂Σs

λs(λu1 + dx2u2) + 2µsdx2u2 = 0 sur ∂Σs

µsdx2u3 = 0 sur ∂Σs.

(7.23)

On remarque que la composante u3 est découplée des composantes u1 et u2 dans le système
(7.23). Cela nous permet de définir deux catégories de modes :

• les modes SH pour lesquels u1 = u2 = 0 ;

• les modes de Lamb pour lesquels u3 = 0.

Les modes SH (Shear Horizontal) correspondent à des ondes antiplanes, c’est-à-dire des
ondes polarisées dans une direction orthogonale au plan de propagation. Physiquement, ils
correspondent à des ondes de cisaillement. Les modes SH satisfont le système de Helmholtz :

1

µs

dx2(µsdx2u3) + (λ2 + k2
s )u3 = 0 dans Σs

dx2u3 = 0 sur ∂Σs,
(7.24)

où ks := ω/cs correspond au nombre d’onde des ondes de cisaillement. Le lecteur pourra
reconnaître ici le système étudié dans la Partie II dans un contexte de guide enfoui, pour
lequel le coefficient de cisaillement µs était constant par morceaux. Ici, ce coefficient est
supposé constant, ce qui permet une simplification de (7.24). De plus, le problème (7.24)
peut être résolu à la main. On trouve alors que les nombres d’onde longitudinaux λ associés
aux modes SH correspondent à l’ensemble :

ΛSH :=

{
±λSHn = ∓ iR+

√( nπ
2h0

)2

− k2
s , ∀n ∈ N

}
. (7.25)

On voit alors qu’il y a un nombre fini de modes propagatifs et un ensemble infini de modes
évanescents.
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Les modes de Lamb peuvent quant à eux être subdivisés en deux groupes : les modes SV
(Shear Vertical) correspondant à des ondes de cisaillement et les modes PV (Pressure Vertical)
correspondant à des ondes de pression. Contrairement aux modes SH, ces modes ont une
polarisation orientée dans le plan de propagation. De plus, les modes de Lamb ne sont pas
connus de façon explicite, mais on peut les trouver à l’aide d’une équation de dispersion
appelée relation de Rayleigh (voir par exemple [Bar09, Annexe B] pour son obtention) qui
s’écrit :

fR
a (λ) · fR

s (λ) = 0, (7.26)

où :
fR

a (λ) := s(λ)tan
(
βs(λ)h0

)
+ p(λ)tan

(
βp(λ)h0

)
fR

s (λ) := s(λ)cotan
(
βs(λ)h0

)
+ p(λ)cotan

(
βp(λ)h0

)
,

(7.27)

s’expriment à l’aide des nombres d’onde transverses :

βs(λ) := ξR+
√
k2

s + λ2 et βp(λ) := ξR+
√
k2

p + λ2,

ainsi que des quantités :

s(λ) := −4µsλ
2βs(λ)

k2
s

et p(λ) := µs
(k2

s + 2λ2)2

k2
sβp(λ)

.

Remarque 7.11 Le choix de la coupure ξR+ dans la définition des βs et βp n’est pas précisé, car il
est possible d’écrire (7.26) de façon équivalente à l’aide de fonctions dont le développement en série
entière ne fait intervenir que des puissances paires, ce qui fait disparaître les racines carrées (cf.
sous-section 4.1.2).

Les racines de fR
a , respectivement fR

s , correspondent à des modes antisymétriques, respec-
tivement symétriques, vis-à-vis de l’axe du guide. À une fréquence donnée, on peut observer
qu’il y a un nombre fini de modes de Lamb propagatifs associés à des nombres d’onde longitu-
dinaux purement imaginaires et un ensemble infini de modes de Lamb inhomogènes, associés
par définition à des nombres d’onde longitudinaux complexes. Un exemple de distribution
des nombres d’ondes longitudinaux correspondant aux différents modes est donné sur la
Figure 7.1.

=m(λ)

<e(λ)
•
•

•
•

•
•

•
•

•
•

•
•

•
•

•
•

•
•

•
•

Figure 7.1: Représentation dans le plan complexe d’un exemple de spectre de l’opérateur As.
Ronds verts : valeurs propres associées aux modes de Lamb, carrés bleus : valeurs propres
associées aux modes SH.
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On peut montrer que les nombres d’onde des modes de Lamb inhomogènes forment
asymptotiquement quatre branches : une dans chacun des quadrants du plan complexe.

Lemme 7.12 [ZCS11]

Les nombres d’onde longitudinaux des modes de Lamb inhomogènes ont un comportement
asymptotique lorsque n→ +∞ donné :

• pour les modes dans le quadrant <e(λ) < 0, =m(λ) < 0 par :

<e(λn) ∼ −πn
h0

, =m(λn) ∼ − 1

2h0

Log(n);

• pour les modes dans le quadrant <e(λ) < 0, =m(λ) > 0 par :

<e(λn) ∼ −πn
h0

, =m(λn) ∼ 1

2h0

Log(n);

• pour les modes dans le quadrant <e(λ) > 0, =m(λ) < 0 par :

<e(λn) ∼ πn

h0

, =m(λn) ∼ − 1

2h0

Log(n);

• pour les modes dans le quadrant <e(λ) > 0, =m(λ) > 0 par :

<e(λn) ∼ πn

h0

, =m(λn) ∼ 1

2h0

Log(n).

La simplification des équations de l’élasticité dans le cas d’une plaque homogène isotrope
a motivé plusieurs tentatives de preuves de résultat de complétude des modes de Lamb.
Parmi elles, nous pouvons citer [Kir94] qui a constitué pendant longtemps la tentative la
plus sérieuse. Mais selon certains, cette preuve présentait des failles. Récemment, Akian a
proposé dans [Aki22a] une nouvelle preuve d’un résultat de complétude des modes de Lamb
dans une plaque élastique isotrope.

Nous allons nous appuyer sur les éléments présentés dans la section 7.1 pour étudier les
modes lorsque le guide élastique est plongé dans un fluide infini.

7.2 Analyse modale d’un guide élastique immergé dans un
fluide infini

7.2.1 Analyse du cas général à l’aide du formalise XY

On s’intéresse désormais aux modes d’un guide élastique immergé dans un fluide parfait
infini occupant le domaine W f,∞ := R × Σf,∞ où Σf,∞ := Rd\Σs, avec d = 1 en 2D et d = 3
en 3D, est la section transverse non bornée du domaine fluide. Nous notons Γsf := R × γsf

l’interface entre le solide et le fluide avec γsf = ∂Σs. Un exemple 2D d’une telle configuration
est représenté Figure 7.2. Les modes sont les solutions à variables séparées :{

u(x) = eλx1u(xΣ), x ∈ W s

ϕ(x) = eλx1ϕ(xΣ), x ∈ W f,∞,
(7.28)
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du problème homogène :

Trouver (u, ϕ) tel que
div(σ(u)) + ρsω

2u = 0 dans W s

∆ϕ+ k2
f ϕ = 0 dans W f,∞

σ(u)ns = −iρfωϕns sur Γsf

−iω(u · ns) = ∇ϕ · ns sur Γsf .

(7.29)

x1

x2

Σs

Σf,∞

Σf,∞

Γsf

Γsf

W s

W f,∞

W f,∞

Figure 7.2: Géométrie 2D d’un guide élastique immergé.

En injectant (7.28) dans (7.29), on obtient le problème aux valeurs propres :

Trouver (λ,u,ϕ) tel que
divλ(σλ(u)) + ρsω

2u = 0 dans Σs

∆Σϕ+ (k2
f + λ2)ϕ = 0 dans Σf,∞

σλ(u)ns = −iρfωϕns sur γsf

−iω(u · ns) = ∇Σϕ · es sur γsf ,

(7.30)

où on rappelle que les dérivées partielles ∂x1 ont été remplacées par la multiplication par λ
dans les opérateurs différentiels indexés par λ. Tout comme dans le cas du guide élastique
fermé traité ci-dessus, calculer les modes revient donc à résoudre un problème aux valeurs
propres polynomial quadratique en λ dont l’étude n’est pas facile.

Le problème (7.30) a été étudié dans [Dah01] sous l’angle suivant : le nombre longitudinal
λ est fixé et supposé imaginaire pur, tandis que la fréquence ω est variable. Cela revient à
chercher les fréquences ω auxquelles il existe des modes propagatifs de nombre longitudi-
nal λ. Grâce à cette approche, il est possible de ramener l’étude du problème aux valeurs
propres (7.30) à celle du spectre d’un opérateur autoadjoint. En effet, le problème (7.29) y est
reformulé sous la forme :

A(ω, λ)

(
u
ϕ

)
= ω2

(
u
ϕ

)
, (7.31)

où A(ω, λ) est un opérateur autoadjoint dépendant de façon polynomiale de ω et =m(λ). Le
spectre essentiel est déterminé (voir [Dah01, Théorème 3.1]) et il est prouvé à l’aide des
formules min-max que le spectre discret est constitué d’un ensemble fini de valeurs propres
(voir [Dah01, Corollaire 3.8]). Dans le cas où cs ≤ cf , il est précisé que le spectre discret est
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constitué d’au moins deux valeurs propres (voir [Dah01, Corollaire 3.11]).

L’approche que nous allons adopter est différente. Étant donné que notre travail s’inscrit
dans un contexte industriel de contrôle non destructif, nous souhaitons fixer la fréquence ω
et rechercher les modes pouvant exister à cette fréquence. Pour cela, nous allons suivre la
démarche suivante. Dans un premier temps, nous allons tenter de réécrire le problème (7.29)
comme un problème d’évolution en étendant le formalisme XY présenté en section 7.1 pour
un guide élastique fermé. Ceci nous permettra de ramener l’étude des modes à celle d’un
problème aux valeurs propres linéaire que nous étudierons dans un second temps.

Réécriture du problème (7.29) sous la forme d’un problème d’évolution

Le formalisme XY a été introduit par [PM04] pour les équations de l’élasticité et de
l’acoustique séparément. Nous souhaitons proposer ici une extension de ce formalisme
couplant les variables mixtes solide et fluide. Pour commencer, on rappelle que les inconnues
mixtes solides sont définies par :

X s :=

(
tΣ

u1

)
et Y s :=

(
uΣ

t1

)
,

avec σ(u)n1 =
(
−t1 tΣ

)t. Grâce à ces nouvelles variables, nous avons pu écrire les équations
de l’élasticité sous la forme du problème d’évolution :

∂x1

(
X s

Y s

)
=

(
0 FYs

FX s 0

)(
X s

Y s

)
, x ∈ W s,

avec :

FYs(Y s) :=

(
−divΣ(σΣ(Y s))− ρsω

2uΣ

−αsdivΣ(uΣ)− αs

λs

t1

)
et FX s(X s) :=

 tΣ

µs

−∇Σu1

divΣ(tΣ) + ρsω
2u1

 .

Les variables mixtes fluides sont définies de façon analogue par :

X f := ∂x1ϕ =: ζ et Y f := ϕ.

Il est alors facile de voir, tout comme pour les équations de l’élasticité, que l’équation de
Helmholtz se réécrit à l’aide ce ces variables mixtes sous la forme du problème d’évolution :

∂x1

(
X f

Y f

)
=

(
0 F∞Yf

F∞X f 0

)(
X f

Y f

)
, x ∈ W f,∞, (7.32)

où nous avons défini les opérateurs :

F∞Yf (Y f) := −∆ΣY f − k2
f Y f et F∞X f (X f) := X f , (7.33)

avec ∆Σ désignant l’opérateur Laplacien dans la section transverse. Il nous reste aussi à
réécrire les équations de couplage. En utilisant la symétrie du tenseur des contraintes, on
voit que :

σ(u)ns =

(
tΣ · es

σΣ(Y s)es

)
,

180



7.2. Analyse modale d’un guide élastique immergé dans un fluide infini

ce qui nous permet d’écrire les conditions de couplage sur Γsf comme suit :
σΣ(Y s)es = −iρfωϕes

tΣ · es = 0
−iω(uΣ · es) = ∇Σϕ · es.

(7.34)

Nous introduisons maintenant les variables mixtes fluide-solide :

X sf :=

(
X s

X f

)
et Y sf :=

(
Y s

Y f

)
,

ainsi que les opérateurs associés :

F∞X sf :=

(
FX s 0

0 F∞X f

)
et F∞Ysf :=

(
FYs 0
0 F∞Yf

)
.

Il est alors possible de réécrire le problème homogène (7.29) sous la forme du problème
d’évolution :

Trouver (X sf ,Y sf) tel que
∂x1

(
X sf

Y sf

)
=

(
0 F∞Ysf

F∞X sf 0

)(
X sf

Y sf

)
dans W s ×W f,∞

tΣ · es = 0 sur Γsf

σΣ(Y s)es = −iρfωϕes sur Γsf

−iω(uΣ · es) = ∇Σϕ · es sur Γsf .

(7.35)

Recherche des modes du problème (7.35)

Les modes du problème (7.35) s’écrivent :(
X sf(x1,xΣ)
Y sf(x1,xΣ)

)
= eλx1

(
Xsf(xΣ)
Ysf(xΣ)

)
.

On voit immédiatement qu’ils sont solution du problème aux valeurs propres linéaire :

Trouver (λ,Xsf ,Ysf) tel que

λ

(
Xsf

Ysf

)
=

(
0 F∞

Ysf

F∞
Xsf 0

)(
Xsf

Ysf

)
, (7.36)

où les opérateurs F∞Xsf et F∞Ysf sont définis de la même façon que les opérateurs F∞X sf et F∞Ysf ,
mais n’agissent que sur des fonctions de la variable transverse xΣ. Introduisons l’opérateur
par bloc Asf,∞ associé à ce problème :

Asf,∞ :=

(
0 F∞Ysf

F∞Xsf 0

)
. (7.37)

Pour préciser le domaine de cet opérateur, nous introduisons l’espace de Hilbert :

Hsf,∞ := (L2(Σs))3 × L2(Σf,∞),

ainsi que les sous-espaces :

V∞Xsf := (L2(Σs))2 × H1(Σs)× L2(Σf,∞),
V∞Ysf := (H1(Σs))2 × L2(Σs)× H1(Σf,∞).
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Nous munissons Hsf,∞ de la norme ‖ · ‖Hsf,∞ associée au produit scalaire :

(Xsf ,Ysf)Hsf,∞ :=

∫
Σs

(
tΣ · ūΣ + u1t̄1

)
dxΣ + ρf

∫
Σf,∞

ζϕ̄dxΣ,

et les espaces V∞Xsf et V∞Ysf des normes :

‖Xsf‖2
V∞

Xsf
:= ‖tΣ‖2

(L2(Σs))2 + ‖u1‖2
H1(Σs) + ρf‖ζ‖2

L2(Σf,∞)

‖Ysf‖2
V∞

Ysf
:= ‖uΣ‖2

(H1(Σs))2 + ‖t1‖2
L2(Σs) + ρf‖ϕ‖2

H1(Σf,∞).

Les domaines des opérateurs F∞Xsf et F∞Xsf sont ensuite donnés par :

D(F∞Xsf ) =
{

Xsf := (tΣ, u1, ζ) ∈ V∞Xsf | divΣ(tΣ) ∈ L2(Σs), tΣ · es = 0 sur γsf
}

D(F∞Ysf ) =
{

Ysf := (uΣ, t1,ϕ) ∈ V∞Ysf | divΣ(σΣ(Ys)) ∈ (L2(Σs))2, ∆Σϕ ∈ L2(Σf,∞),

σΣ(Ys)es = −iρfωϕes et − iω(uΣ · es) = ∇Σϕ · es sur γsf
}
.

On a alors :
D(Asf,∞) = D(F∞Xsf )×D(F∞Ysf ).

Pour étudier le spectre de Asf,∞, nous avons besoin de montrer au préalable que c’est un
opérateur fermé de domaine dense dans Hsf,∞ ×Hsf,∞.

Nous allons nous reposer pour cela sur quelques propriétés satisfaites par les opérateurs
F∞Xsf et F∞Ysf .

Lemme 7.13

Les opérateurs F∞Xsf et F∞Ysf sont symétriques pour le produit scalaire (·, ·)Hsf,∞ . Cela s’écrit
pour

(
Xsf , X̃sf) ∈

(
D(F∞Xsf )

)2 et
(
Ysf , Ỹsf) ∈

(
D(F∞Ysf )

)2 :(
F∞Xsf X

sf , X̃sf
)
Hsf,∞ =

(
Xsf , F∞Xsf X̃

sf
)
Hsf,∞ et

(
F∞Ysf Y

sf , Ỹsf
)
Hsf,∞ =

(
Ysf , F∞Ysf Ỹ

sf
)
Hsf,∞ .

Démonstration. Nous savons, d’après [Bar09, Lemme 2.1], que les opérateurs FXs et FYs sont
symétriques pour le produit scalaire (·, ·)Hs lorsqu’il n’y a pas de fluide environnant. Le
résultat énoncé dans le cas d’un guide immergé se montre avec des calculs analogues en
utilisant la symétrie de l’opérateur de Helmholtz mais aussi celle des termes de couplage. Ces
calculs se déduisent aisément de ceux conduits plus tard pour démontrer le Lemme 7.47.

Remarque 7.14 Le choix d’une formulation en déplacement dans le solide et potentiel des vitesses
dans le fluide est important pour l’obtention de ce résultat. En effet, faire le choix d’une formulation
en déplacement dans le solide et pression dans le fluide conduit à un terme de couplage qui n’est
pas symétrique.

Pour poursuivre l’étude de l’opérateur Asf,∞, nous avons besoin du lemme technique
suivant.

Lemme 7.15

Soient C f
γ : H1(Σf,∞) →

(
(H1(Σs))2

)F

et Cs
γ : (H1(Σs))2 → H1(Σf,∞)F les opérateurs définis
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pour (uΣ,ϕ) ∈ (H1(Σs))2 × H1(Σf,∞) par :

〈
C f
γϕ, v̄Σ

〉
((H1(Σs))2)F,(H1(Σs))2 := iρfω

∫
γsf

ϕ(v̄Σ · es)ds(xΣ), ∀vΣ ∈ (H1(Σs))2

〈
Cs
γuΣ, ψ̄

〉
H1(Σf,∞)F,H1(Σf,∞)

:= −iρfω

∫
γsf

ψ̄(uΣ · es)ds(xΣ), ∀ψ ∈ H1(Σf,∞).

Les opérateurs C f
γ et Cs

γ sont compacts et donc par conséquents continus. Si (unΣ)n∈N est
une suite de (H1(Σs))2 qui converge faiblement vers uΣ dans (H1(Σs))2 et (ϕn)n∈N est une
suite de H1(Σf) qui converge faiblement vers ϕ dans H1(Σf,∞), on a alors :〈

C f
γϕ

n,unΣ
〉

((H1(Σs))2)F,(H1(Σs))2 →
〈
C f
γϕ,uΣ

〉
((H1(Σs))2)F,(H1(Σs))2〈

Cs
γu

n
Σ,ϕ

n
〉

H1(Σf,∞)F,H1(Σf,∞)
→
〈
Cs
γuΣ,ϕ

〉
H1(Σf,∞)F,H1(Σf,∞)

.

Démonstration. Montrons de façon simultanée la compacité des deux opérateurs. Soit (unΣ)n∈N

une suite bornée dans (H1(Σs))2 et (ϕn)n∈N une suite bornée dans H1(Σf,∞). On peut en
extraire deux sous-suites qui convergent faiblement vers uΣ dans (H1(Σs))2 etϕ dans H1(Σf,∞),
c’est-à-dire :

unΣ ⇀ uΣ dans (H1(Σs))2

ϕn ⇀ ϕ dans H1(Σf,∞).

Par continuité de l’application trace il vient :

unΣ|γsf ⇀ uΣ|γsf dans (H
1
2 (γsf))2

ϕn|γsf ⇀ ϕ|γsf dans H
1
2 (γsf).

Comme le domaine γsf est borné, l’injection continue de H
1
2 (γsf) dans L2(γsf) est compacte,

d’où :
unΣ|γsf → uΣ|γsf dans (L2(γsf))2

ϕn|γsf → ϕ|γsf dans L2(γsf).

En revenant à la définition des opérateurs, on voit alors que :〈
C f
γϕ

n, v̄Σ

〉
((H1(Σs))2)F,(H1(Σs))2 →

〈
C f
γϕ, v̄Σ

〉
((H1(Σs))2)F,(H1(Σs))2〈

Cs
γu

n
Σ, ψ̄

〉
H1(Σf,∞)F,H1(Σf,∞)

→
〈
Cs
γuΣ, ψ̄

〉
H1(Σf,∞)F,H1(Σf,∞)

,

ce qui donne la compacité des opérateurs. Le dernier point découle directement du fait que le
produit de dualité d’une suite fortement convergente et d’une suite faiblement convergente
est convergent.

Proposition 7.16

Les opérateurs F∞Xsf et F∞Ysf sont à domaine dense dans Hsf,∞ et autoadjoints excepté pour
un ensemble dénombrable de fréquences.

Démonstration. Nous allons montrer ce résultat à l’aide de la Proposition A.4. Commençons
par l’opérateur F∞Ysf .
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• Caractère autoadjoint de F∞Ysf

Soit SYsf : Hsf,∞ → Hsf,∞ l’opérateur diagonal défini par blocs comme suit :

SYsf :=

ηsI
s
2 0 0

0 0s 0
0 0 ηfI

f

 ,

où ηs := ρsω
2+1, ηf := k2

f +1, Is
2 désigne l’application identité de (L2(Σs))2, 0s désigne l’applica-

tion nulle de L2(Σs) et I f désigne l’application identité de L2(Σf). Pour Csf = (Cs,Cf) ∈ Hsf,∞

avec Cs = (CΣ,C1), nous voulons montrer que le problème :

Trouver Ysf ∈ D(F∞Ysf ) tel que

F∞Ysf Y
sf + SYsf Ysf = Csf , (7.38)

est bien posé. Les équations de ce problème s’écrivent :
−divΣ(σΣ(Ys)) + (ηs − ρsω

2)uΣ = CΣ sur Σs

−αsdivΣ(uΣ)− αs

λs

t1 = C1 sur Σs

−∆Σϕ+ (ηf − k2
f )ϕ = Cf sur Σf,∞,

et se simplifient compte tenu du choix particulier de ηs et ηf en :
−divΣ(σΣ(Ys)) + uΣ = CΣ sur Σs

−αsdivΣ(uΣ)− αs

λs

t1 = C1 sur Σs

−∆Σϕ+ϕ = Cf sur Σf,∞,

(7.39)

Nous allons premièrement multiplier la première équation de (7.39) par v̄Σ ∈ (H1(Σs))2 et
intégrer à l’aide de la formule de Green, remplacer deuxièmement σΣ(Ys) par son expression
(7.8), utiliser troisièmement l’égalité δs = λs(1− αs) et utiliser enfin la deuxième équation de
(7.39). Ces opérations successives s’écrivent :∫

Σs

CΣ · v̄ΣdxΣ

=

∫
Σs

(
− divΣ(σΣ(Ys))v̄Σ + uΣ · v̄Σ

)
dxΣ

=

∫
Σs

(
σΣ(Ys) : ∇Σv̄Σ + uΣ · v̄Σ

)
dxΣ −

∫
γsf

(
σΣ(Ys)es

)
· v̄Σds(xΣ)

=

∫
Σs

(
(δsdivΣ(uΣ)− αst1)divΣ(v̄Σ) + 2µsεΣ(uΣ) : ∇Σv̄Σ + uΣ · v̄Σ

)
dxΣ

−
∫
γsf

(
σΣ(Ys)es

)
· v̄Σds(xΣ)

=

∫
Σs

(
λsdivΣ(uΣ)divΣ(v̄Σ) + 2µsεΣ(uΣ) : ∇Σv̄Σ + λsC1divΣ(v̄Σ) + uΣ · v̄Σ

)
dxΣ

−
∫
γsf

(
σΣ(Ys)es

)
· v̄Σds(xΣ).

Puisque εΣ(·) représente la partie symétrique de ∇Σ·, le tenseur ∇Σ · −εΣ(·) est antisymé-
trique. Utiliser le fait que le produit doublement contracté d’un tenseur symétrique et d’un
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tenseur antisymétrique est nul, donne alors εΣ(uΣ) : ∇Σv̄Σ = εΣ(uΣ) : εΣ(v̄Σ). De plus, multi-
plier la troisième équation de (7.39) par ρfψ̄ ∈ H1(Σf,∞) et intégrer par parties donne plus
simplement :

ρf

∫
Σf,∞

Cfψ̄dxΣ = ρf

∫
Σf,∞

(∇Σϕ · ∇Σψ̄+ϕψ̄)dxΣ + ρf

∫
γsf

(∇Σϕ · es)ψ̄ds(xΣ).

En sommant les deux égalités que nous venons d’établir et en utilisant les conditions de
couplage (7.34) sur γsf , nous obtenons que (7.38) est équivalent au problème :

Trouver Ysf ∈ V∞Ysf tel que{
a∞
Ysf ((uΣ,ϕ), (vΣ,ψ)) = `∞

Ysf (vΣ,ψ), ∀(vΣ,ψ) ∈ (H1(Σs))2 × H1(Σf,∞)
−αsdivΣ(uΣ)− αs

λs
t1 = C1 sur Σs,

(7.40)

où :
a∞Ysf := b∞Ysf + c∞Ysf ,

avec :

b∞Ysf ((uΣ,ϕ), (vΣ,ψ)) :=

∫
Σs

(
λsdivΣ(uΣ)divΣ(v̄Σ) + 2µsεΣ(uΣ) : εΣ(v̄Σ) + uΣ · v̄Σ

)
dxΣ

+ρf

∫
Σf

(
∇Σϕ · ∇Σψ̄+ϕψ̄

)
dxΣ,

c∞Ysf ((uΣ,ϕ), (vΣ,ψ)) := iρfω

∫
γsf

(
ϕ(v̄Σ · es)− ψ̄(uΣ · es)

)
ds(xΣ),

et :
`∞Ysf (vΣ,ψ) :=

∫
Σs

(CΣ · v̄Σ − λsC1divΣ(v̄Σ))dxΣ + ρf

∫
Σf,∞

Cfψ̄dxΣ.

Posons V := (H1(Σs))2 × H1(Σf,∞). On peut montrer que b∞Ysf est une forme sesquilinéaire
continue coercive sur V. Pour montrer la coercivité, nous utilisons l’inégalité de Korn donnée
par le Théorème A.8 pour contrôler l’intégrale sur Σs. On a alors l’existence d’une constante
cs > 0 telle que :

b∞Ysf ((uΣ,ϕ), (uΣ,ϕ)) ≥ cs‖uΣ‖2
(H1(Σs))2 + ρf‖ϕ‖2

H1(Σf,∞).

D’après le lemme de Lax-Milgram, la forme sesquilinéaire b∞Ysf est donc associée à un iso-
morphisme de V dans son dual. Quant à la forme sesquilinéaire c∞Ysf , elle est continue et
associée à un opérateur compact de V dans son dual d’après le Lemme 7.15. On remarque
enfin que b∞Ysf ne dépend pas de la pulsation ω tandis que c∞Ysf en dépend de façon analytique.
Et comme a∞Ysf correspond pour ω = 0 à un isomorphisme d’après le lemme de Lax-Milgram,
il vient d’après le théorème de Fredholm analytique (voir le Théorème A.3) que le problème
(7.40) est bien posé excepté pour un ensemble dénombrable de fréquences. Partant de (7.40),
réaliser des intégrations par parties jusqu’au problème initial (7.38) pour des fonctions tests
infiniment dérivables à support compact, puis raisonner par densité permet de montrer
que la solution de (7.40) est bien dans le domaine de l’opérateur F∞Ysf . Nous venons ainsi de
prouver que :

Im(F∞Ysf + SYsf ) = Hsf,∞.

Comme l’opérateur F∞Ysf est en plus symétrique d’après le Lemme 7.13, on peut finalement
appliquer la Proposition A.4 qui nous donne la densité de D(F∞Ysf ) dans Hsf,∞ et que F∞Ysf est
autoadjoint excepté pour un ensemble dénombrable de fréquences. Montrons maintenant le
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résultat pour l’opérateur −F∞Xsf .

• Caractère autoadjoint de F∞Xsf

Nous introduisons cette fois l’opérateur borné SXsf : Hsf,∞ → Hsf,∞ donné par blocs par :

SXsf :=

0s
2 0 0

0 ηsI
s 0

0 0 0f

 ,

avec ηs := ρsω
2 + 1, 0s

2 qui désigne l’application nulle de (L2(Σs))2, Is qui désigne l’application
identité de L2(Σs) et enfin 0f qui désigne l’application nulle de L2(Σf). Soit Bsf = (Bs,Bf) ∈
Hsf,∞ avec Bs = (BΣ,B1), nous souhaitons montrer que le problème :

Trouver Xsf ∈ D(F∞Xsf ) tel que

− F∞Xsf X
sf + SXsf Xsf = Bsf , (7.41)

est bien posé. Les équations de ce problème s’écrivent :
− 1
µs

tΣ +∇Σu1 = BΣ sur Σs

−divΣ(tΣ) + (ηs − ρsω
2)u1 = B1 sur Σs

−ζ = Bf sur Σf,∞,

et se simplifient compte tenu du choix particulier de ηs en :
− 1
µs

tΣ +∇Σu1 = BΣ sur Σs

−divΣ(tΣ) + u1 = B1 sur Σs

−ζ = Bf sur Σf,∞.

(7.42)

Multiplions la deuxième équation de (7.42) par v̄1 ∈ H1(Σs), puis intégrons-la par parties. En
utilisant la condition satisfaite par tΣ sur γsf on a :∫

Σs

(
tΣ · ∇Σv̄1 + u1v̄1)dxΣ =

∫
Σs

B1v̄1dxΣ,

puis on obtient à l’aide de la première équation de (7.42) :∫
Σs

(
µs∇Σu1 · ∇Σv̄1 + u1v̄1

)
dxΣ =

∫
Σs

(
B1v̄1 + µsBΣ · ∇Σv̄1

)
dxΣ.

Le problème (7.38) est ainsi équivalent au problème :

Trouver Xsf ∈ V∞Xsf tel que
a∞Xs(u1, v1) = `∞Xs(v1), ∀v1 ∈ H1(Σs)

− 1
µs

tΣ +∇Σu1 = BΣ sur Σs

−ζ = Bf sur Σf,∞,

(7.43)

où :
a∞Xs(u1, v1) :=

∫
Σs

(
µs∇Σu1 · ∇Σv̄1 + u1v̄1

)
dxΣ,

et :
`∞Xs(v1) :=

∫
Σs

(
B1v̄1 + µsBΣ · ∇Σv̄1

)
dxΣ.
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Grâce au choix de ηs, la forme sesquilinéaire a∞Xs est coercive dans H1(Σs). Il en découle que
le problème (7.43) est bien posé. Partant de (7.43), conduire des intégrations par parties
jusqu’au problème initial (7.41) pour des fonctions tests infiniment dérivables à support
compact, puis raisonner par densité, permet de montrer que la solution de (7.43) est dans le
domaine de F∞Xsf . Ceci nous permet de conclure que le problème (7.41) est bien posé. Nous
avons ainsi :

Im(−F∞Xsf + SXsf ) = Hsf,∞.

Sachant que l’opérateur −F∞Xsf est symétrique d’après le Lemme 7.13, il vient d’après la
Proposition A.4 que −F∞Xsf est autoadjoint de domaine dense dans Hsf,∞. Ceci nous permet
de conclure la preuve de la Proposition 7.16.

Remarque 7.17 Dans la démonstration de la Proposition 7.16, le choix particulier des opérateurs
SXsf et SXsf a permis d’absorber dans les formulations variationnelles des termes ni coercifs ni
compacts et par suite d’utiliser les théorèmes de Lax-Milgram et de Fredholm analytique.

Corollaire 7.18

Les opérateurs F∞Xsf et F∞Ysf sont fermés excepté pour un ensemble dénombrable de fré-
quences.

Démonstration. C’est une conséquence directe de leur caractère autoadjoint démontré avec la
Proposition 7.16.

Nous sommes alors en mesure d’énoncer le théorème suivant.

Théorème 7.19

L’opérateurAsf,∞ est fermé de domaine dense dans Hsf,∞×Hsf,∞ excepté pour un ensemble
dénombrable de fréquences.

Démonstration. Le résultat découle directement de la définition (7.37) de l’opérateur Asf,∞ et
de la Proposition 7.16.

Puisque nous savons désormais que l’opérateur Asf,∞ est fermé de domaine dense, on
peut décomposer son spectre en la somme disjointe :

Λ(Asf,∞) = Λp(Asf,∞) ∪ Λc(A
sf,∞) ∪ Λr(A

sf,∞),

où Λp désigne le spectre ponctuel, Λc le spectre continu et enfin Λr le spectre résiduel.

Dans [Dah01], l’étude des valeurs propres imaginaires (correspondant aux modes propa-
gatifs) du problème (7.36) repose sur les formules min-max qui ne sont pas valables pour des
opérateurs non autoadjoints. Nous ne sommes donc pas en mesure de prouver facilement
que le spectre ponctuel est non vide bien que nous verrons plus loin que ce sera le cas pour
les configurations que nous étudierons. Nous observerons dans un cas particulier plus tard
qu’il peut y avoir des valeurs propres purement réelles, purement imaginaires ou possédant
simultanément des parties réelle et imaginaire non nulles. Dans ce cas, le spectre ponctuel
présente la symétrie suivante.
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Proposition 7.20

Soit λ ∈ Λp(Asf,∞) et (Xsf ,Ysf) ∈ Ker
(
Asf,∞ − λI

)
, alors :

1. −λ ∈ Λp(Asf,∞) et (−Xsf ,Ysf) ∈ Ker
(
Asf,∞ + λI

)
;

2. λ̄ ∈ Λp(Asf,∞) et (X̂sf , Ŷsf) ∈ Ker
(
Asf,∞ − λ̄I

)
;

3. −λ̄ ∈ Λp(Asf,∞) et (−X̂sf , Ŷsf) ∈ Ker
(
Asf,∞ + λ̄I

)
;

avec :

Xsf :=

tΣ

u1

ζ

 , Ysf :=

uΣ

t1

ϕ

 , X̂sf :=

 t̄Σ

ū1

−ζ̄

 et Ŷsf :=

 ūΣ

t̄1

−ϕ̄

 .

Démonstration. Pour montrer le premier point, il faut remarquer que :(
0 F∞Ysf

F∞Xsf 0

)(
−Xsf

Ysf

)
=

(
F∞Ysf Y

sf

−F∞Xsf X
sf

)
= λ

(
Xsf

−Ysf

)
= −λ

(
−Xsf

Ysf

)
.

Les conditions de couplage sur γsf sont encore satisfaites par le couple (−Xsf ,Ysf).
Pour le second point, nous commençons par conjuguer les équations de couplages :

σΣ(uΣ)es = −iρfωϕes et − iω(uΣ · es) = ∇Σϕ · es sur γsf ,

ce qui nous donne :

σΣ(ūΣ)es = −iρfω(−ϕ̄)es et − iω(ūΣ · es) = ∇Σ(−ϕ̄) · es sur γsf .

De plus, conjuguer l’équation :

Asf,∞(Xsf ,Ysf)t = λ(Xsf ,Ysf)t,

puis multiplier les équations dans le fluide par -1 donne compte tenu du fait que les coeffi-
cients de Asf,∞ sont réels :

Asf,∞(X̂sf , Ŷsf)t = λ̄(X̂sf , Ŷsf)t,

ce qui montre le résultat.
Le troisième point s’obtient enfin en combinant les deux premiers.

Nous souhaitons ensuite décrire le spectre essentiel Λe,W défini en annexe par (B.1). Ce
spectre essentiel correspond d’après la Proposition B.6 à l’ensemble des points du plan
complexe pour lesquels il existe une suite de Weyl (voir la Définition B.5). Caractérisons-
le. De façon préalable, nous considérons l’espace produit Hsf,∞ × Hsf,∞. C’est un espace
de Hilbert pour le produit scalaire défini pour Zsf = (Xsf ,Ysf) et Z̃sf = (X̃sf , Ỹsf) dans
Hsf,∞ ×Hsf,∞ par :

(Zsf , Z̃sf)Hsf,∞×Hsf,∞ := (Xsf , X̃sf)Hsf,∞ + (Ysf , Ỹsf)Hsf,∞ .

On note ‖ · ‖Hsf,∞×Hsf,∞ la norme associée à ce produit scalaire. Il est possible de montrer
l’inclusion suivante.
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Proposition 7.21

On a l’inclusion : R ∪ i[−kf , kf ] ⊂ Λe,W (Asf,∞).

Démonstration. Montrons la preuve en 3D, celle 2D s’en déduira alors facilement. D’après la
Proposition B.6 : λ ∈ Λe,W (Asf,∞) si et seulement il existe une suite de Weyl de Asf,∞ associée
à la valeur λ. Soit λ ∈ R ∪ i[−kf , kf ], nous définissons :

ϕn(x2, x3) :=
1

n
√
ρf(1 + |λ|2)

eiβf(λ)x2φ
(x2

n
,
x3

n

)
et ζn := λϕn(x2, x3),

avec βf(λ) = R−
√
k2

f + λ2 ∈ R+ et où φ est une fonction de D(R2) ayant un support dans le

complémentaire de B(0, R), avec R > 0 choisi de telle sorte que Σs ⊂ B(0, R), et vérifiant
‖φ‖L2(R2) = 1. On pose ensuite pour n ≥ 1 :

Xsf
n :=

 0
0
ζn

 , Ysf
n :=

 0
0
ϕn

 et Zsf
n :=

(
Xsf
n

Ysf
n

)
.

Il est clair que Zsf
n ∈ D(Asf,∞), ∀n ≥ 1. De plus, il est possible de vérifier à l’aide d’un

changement de variable que :

‖Zsf
n ‖2

Hsf,∞×Hsf,∞ =

∫
Σf,∞

1

n2

∣∣φ(x2

n
,
x3

n
)
∣∣2dx2dx3

=

∫
Rd

1

n2

∣∣φ(x2

n
,
x3

n
)
∣∣2dx2dx3 =

∫
Rd

∣∣φ(x2, x3)
∣∣2dx2dx3 = 1.

Soit Z̃sf = (X̃sf , Ỹsf) dans
(
D(Σs)3 ×D(Σf,∞)

)2, on a :

(Zsf
n , Z̃

sf)Hsf,∞×Hsf,∞ = ρf

∫
Σf,∞

(ζn
¯̃
ζ+ϕn ¯̃ϕ)dx2dx3

= ρf

∫
Σf,∞

ϕn(λ
¯̃
ζ+ ¯̃ϕ)dx2dx3 −−−−→

n→+∞
0,

car il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , l’intersection des supports de Zsf
n et de Z̃sf est nul.

On en déduit par densité de D(Σf,∞) (respectivement D(Σs)) dans L2(Σf,∞) (respectivement
L2(Σs)) que Zsf

n ⇀ 0 dans Hsf,∞. Il reste enfin à vérifier que (Asf,∞ − λI)Zsf
n −−−−→

n→+∞
0. Puisque

les composantes élastiques de Zsf
n , n ≥ 1 sont nulles, cela se résume à vérifier que :{

−∆Σϕn − k2
fϕn − λζn −−−−→

n→+∞
0 dans L2(Σf,∞)

ζn − λϕn −−−−→
n→+∞

0 dans L2(Σf,∞).
(7.44)

La seconde ligne se vérifie de façon immédiate, car ζn = λϕn. En ce qui concerne la première
ligne, nous écrivons ∆Σ = ∂2

x2
+ ∂2

x3
en coordonnées cartésiennes et calculons :

∂2
x2
ϕn =

1

n
√
ρf(1 + |λ|2)

eiβf(λ)x2

(
− βf(λ)2φn

(x2

n
,
x3

n

)
+

2iβf(λ)

n
∂x2φn

(x2

n
,
x3

n

)
+

1

n2
∂2
x2
φn
(x2

n
,
x3

n

))
,

∂2
x3
ϕn =

1

n3
√
ρf(1 + |λ|2)

eiβf(λ)x2∂2
x3
φn
(x2

n
,
x3

n

)
.
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Par conséquent :

−∆Σϕn − k2
fϕn − λζn

= − 1

n
√
ρf(1 + |λ|2)

eiβf(λ)x2

(2iβf(λ)

n
∂x2φn

(x2

n
,
x3

n

)
+

1

n2
∂2
x2
φn
(x2

n
,
x3

n

)
+

1

n2
∂2
x3
φn
(x2

n
,
x3

n

))
.

Comme λ ∈ R ∪ i[−kf , kf ], on a βf(λ) ≥ 0 et l’exponentielle dans ces expressions est de norme
1. On en déduit alors la première ligne de (7.44).

Nous avons aussi l’inclusion réciproque.

Proposition 7.22

On a l’inclusion : Λe,W (Asf,∞) ⊂ R ∪ i[−kf , kf ].

Démonstration. Soit λ ∈ Λe,W (Asf,∞), il existe d’après la Proposition B.6 une suite de Weyl de
Asf,∞ associée à λ notée (Zsf

n )n≥1. Cette suite à valeurs dans D(Asf,∞) vérifie les trois points
suivants :

1. ‖Zsf
n ‖Hsf,∞×Hsf,∞ = 1, n ≥ 1 ;

2. Asf,∞Zsf
n − λZsf

n → 0 dans Hsf,∞ ×Hsf,∞ ;
3. Zsf

n ⇀ 0 dans Hsf,∞ ×Hsf,∞.
Le deuxième point nous donne en particulier :

−divΣ(σΣ(Ys
n))− ρsω

2unΣ − λtnΣ → 0 dans (L2(Σs))2

−∆Σϕn − k2
fϕn − λζn → 0 dans L2(Σf,∞)
ζn − λϕn → 0 dans L2(Σf,∞).

(7.45)

Nous cherchons à montrer que (ϕn)n≥1 est bornée dans H1(Σf,∞) et que (unΣ)n≥1 est bornée
dans (H1(Σs))2. Pour cela, nous remarquons que :

|(F∞Yf Y
f
n − λXf

n,Y
f
n)L2(Σf,∞)| ≤ ‖F∞Yf Y

f
n − λXf

n‖L2(Σf,∞)‖Yf
n‖L2(Σf,∞)

≤ ‖F∞Yf Y
f
n − λXf

n‖L2(Σf,∞) → 0,

grâce à la deuxième ligne de (7.45). Il s’ensuit qu’il existe une constante Cf > 0 telle que :

|(F∞Yf Y
f
n − λXf

n,Y
f
n)L2(Σf,∞)| ≤ Cf , n ≥ 1.

De même, en notant F∞uΣ
la première ligne de l’opérateur F∞Ys , nous avons :

|(F∞uΣ
unΣ − λtnΣ,u

n
Σ)(L2(Σs))2| ≤ ‖F∞uΣ

unΣ − λtnΣ‖(L2(Σs))2‖unΣ‖(L2(Σs))2

≤ ‖F∞uΣ
unΣ − λtnΣ‖(L2(Σs))2 → 0,

en utilisant cette fois la première ligne de (7.45). Il existe donc aussi une constante Cs > 0
telle que :

|(F∞uΣ
unΣ − λtnΣ,u

n
Σ)(L2(Σs))2| ≤ Cs, n ≥ 1.

Nous avons par intégrations par parties et en utilisant les conditions de couplage satisfaites
par Zsf

n ∈ D(Asf,∞), n ≥ 1 :

ρf(F
∞
Yf Y

f
n − λXf

n,Y
f
n)L2(Σf,∞) + (F∞uΣ

unΣ − λtnΣ,u
n
Σ)(L2(Σs))2

=

∫
Σs

(
λs|divΣ(unΣ)|2 + 2µsεΣ(unΣ) : εΣ(ūnΣ)− ρsω

2|unΣ|2 − λtnΣ · ūnΣ)dxΣ

+ ρf

∫
Σf,∞

(
|∇Σϕn|2 − k2

f |ϕn|2 − λζnϕ̄n
)
dxΣ + 2iρfω

∫
γsf

<e
(
(unΣ · es)ϕ̄n

)
ds(xΣ). (7.46)
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Prendre la partie réelle de (7.46) fait disparaître le terme de couplage et nous donne l’inéga-
lité :∫

Σs

(
λs|divΣ(unΣ)|2 + 2µsεΣ(unΣ) : εΣ(ūnΣ)

)
dxΣ + ρf

∫
Σf,∞
|∇Σϕn|2dxΣ

≤ Cs +

∫
Σs

(
ρsω

2|unΣ|2 + |<e(λtnΣ · ūnΣ)|
)
dxΣ + ρfCf +

∫
Σf,∞

(
k2

f |ϕn|2 + |<e(λζnϕ̄n)|
)
dxΣ.

En utilisant le fait que ‖Zsf
n ‖Hsf,∞×Hsf,∞ = 1, n ≥ 1 et l’inégalité de Korn du Théorème A.8, on

voit qu’il existe une constante C > 0 indépendante de n ≥ 1 telle que :

‖unΣ‖2
(H1(Σs))2 + ρf

∫
Σf,∞
|∇Σϕn|2dxΣ ≤ C.

Nous venons ainsi de montrer que (ϕn)n≥1 est bornée dans H1(Σf,∞), mais aussi que (unΣ)n≥1

est bornée dans (H1(Σs))2. Ensuite, nous écrivons :

(F∞Yf Y
f
n,Y

f
n)L2(Σf,∞) = (F∞Yf Y

f
n − λXf

n,Y
f
n)L2(Σf,∞) + λ(Xf

n,Y
f
n)L2(Σf,∞)

= (F∞Yf Y
f
n − λXf

n,Y
f
n)L2(Σf,∞) + λ(Xf

n − λYf
n,Y

f
n)L2(Σf,∞) + λ2‖Yf

n‖L2(Σf,∞).
(7.47)

Par des calculs analogues à ceux conduits plus haut, nous obtenons :

ρf(F
∞
Yf Y

f
n,Y

f
n)L2(Σf,∞) = ρf

∫
Σf,∞

(
|∇Σϕn|2 − k2

f |ϕn|2
)
dxΣ + iω

∫
γsf

(unΣ · es)ϕ̄nds(xΣ).

Par conséquent :

ρf(F
∞
Yf Y

f
n,Y

f
n)L2(Σf,∞) − iω

∫
γsf

(unΣ · es)ϕ̄nds(xΣ) ≥ −ρfk
2
f ‖ϕn‖2

L2(Σf,∞). (7.48)

Nous avons montré précédemment que (unΣ,ϕn)n≥1 est bornée dans (H1(Σs))2 × H1(Σf,∞).
Ainsi, nous pouvons extraire une sous-suite qui converge faiblement dans (H1(Σs))2 ×
H1(Σf,∞). Or, cette suite converge faiblement vers (0, 0) dans (L2(Σs))2 × L2(Σf) par hy-
pothèse. Par conséquence, la sous-suite (unΣ,ϕn)n≥1 converge faiblement vers (0, 0) dans
(H1(Σs))2 × H1(Σf,∞). D’après le Lemme 7.15, on obtient donc :

iω

∫
γsf

(unΣ · es)ϕ̄nds(xΣ)→ 0.

Passer à la limite dans (7.47) nous donne à l’aide des deuxième et troisième lignes de (7.45) :

lim
n→+∞

(F∞Yf Y
f
n,Y

f
n)L2(Σf,∞) = λ2 lim

n→+∞
‖Yf

n‖L2(Σf,∞) ≤ λ2.

En passant aussi à la limite dans (7.48), nous obtenons :

lim
n→+∞

(F∞Yf Y
f
n,Y

f
n)L2(Σf,∞) ≥ −k2

f lim
n→+∞

‖Yf
n‖L2(Σf,∞) ≥ −k2

f ,

ce qui nous donne enfin :
λ2 ≥ −k2

f ,

concluant ainsi la preuve.

Les Propositions 7.21 et 7.22 nous permettent d’énoncer le théorème suivant.
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Théorème 7.23

On a l’égalité : Λe,W (Asf,∞) = R ∪ i[−kf , kf ].

Remarque 7.24 Ce résultat est à mettre en regard avec la Proposition 4.1.1. En effet, le spectre
essentiel dans le paramètre spectral λ2 du problème purement acoustique traité au chapitre 4 est
donné par

(
Λe,W (Asf,∞)

)2
= [−k2

f ,+∞[. Nous reconnaissons alors la structure du spectre essentiel
du cas purement acoustique : une demi-droite de l’axe réel dont la borne inférieure est donnée par
la vitesse des ondes dans le milieu environnant.

Remarque 7.25 Nous soulignons que contrairement au cas purement acoustique, il peut y avoir
des valeurs propres plongées dans le spectre essentiel. Par la suite, nous verrons par exemple
en 2D que c’est le cas pour des valeurs propres associées à des modes de cisaillement ayant une
polarisation antiplane (modes SH). Lorsque Σs est circulaire en 3D, cela peut aussi être le cas pour
des valeurs propres associées à des modes de torsion (cf. [Dah01, §2.2.2]). Dans ces deux cas, les
modes mentionnés n’interagissent pas avec le fluide parfait environnant.

Si nous arrivions à montrer que les deux composantes connexes de C\Λe,W (Asf,∞) contiennent
au moins un élément de l’ensemble résolvant de Asf,∞, nous pourrions alors appliquer la
Proposition A.9 de [Gou10]. Utiliser ce résultat nous permettrait en effet d’obtenir que
Λe,W (Asf,∞) est égal au spectre de Asf,∞ privé de son spectre discret, ce dernier correspondant
aux éléments du spectre ponctuel de multiplicité finie et isolés dans le spectre. Dans ce cas,
Λc(A

sf,∞) serait égal à Λe,W (Asf,∞) privé des éléments de Λp(Asf,∞) qui y sont plongés.
Nous concluons l’étude du spectre de Asf,∞ en montrant que le spectre résiduel est vide.

Proposition 7.26

On a : Λr(A
sf,∞) = ∅.

Démonstration. Soit
(
Asf,∞)F

l’adjoint de l’opérateurAsf,∞. Le spectre résiduel est donné selon
le Lemme B.2 par :

Λr(A
sf,∞) = Λp(

(
Asf,∞

)F

)\Λp(Asf,∞).

Nous avons montré dans la Proposition 7.16 que les opérateurs F∞Xsf et F∞Ysf sont autoadjoints.
Par conséquent : (

Asf,∞)F

=

(
0

(
F∞Ysf

)F(
F∞Xsf

)F

0

)t

=

(
0 F∞Xsf

F∞Ysf 0

)
,

avec D(
(
Asf,∞)F

) = D(F∞Ysf ) × D(F∞Xsf ). Montrons que Λp(
(
Asf,∞)F

) = Λp(Asf,∞). Soit λ ∈
Λp(Asf,∞) et (Xsf ,Ysf) ∈ D(Asf,∞) tel que :

Asf,∞(Xsf ,Ysf)t = λ(Xsf ,Ysf)t,

ce qui donne :
F∞Ysf Y

sf = λXsf et F∞Xsf X
sf = λYsf .

On remarque alors aisément que :(
Asf,∞)F

(Ysf ,Xsf)t = λ(Ysf ,Xsf)t,

avec (Ysf ,Xsf) ∈ D(
(
Asf,∞)F

) et ainsi λ ∈ Λp(
(
Asf,∞)F

). Chaque étape de ce raisonnement est
une équivalence, il y a donc l’égalité des deux spectres ponctuels. Ensuite, nous utilisons
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la Proposition 7.20 qui nous donne l’égalité : Λp(Asf,∞
)

= Λp(Asf,∞). Cela nous permet de
conclure que Λr(A

sf,∞) = ∅.

La description du spectre de l’opérateur Asf,∞ apportée précédemment est résumée sur la
Figure 7.3.

=m(λ)

<e(λ)

kf

−kf

•
•

•
•

•
• • •

•
•••

•
• • •

•
•••
•

• •••
•

=m(λ2)

<e(λ2)

−k2
f

• • ••• •
•
• •

•
•
• •

Figure 7.3: Représentation dans le plan complexe d’un exemple de spectre de l’opérateur
Asf,∞ dans les paramètres λ à gauche et λ2 à droite. Ronds verts : éléments de Λp(Asf,∞) qui
ne sont pas dans Λe,W (Asf,∞), traits bleus : Λe,W (Asf,∞) (ronds bleus : éléments de Λp(Asf,∞)
plongés dans le spectre essentiel).

Recherche des résonances

Nous avons vu au chapitre 4 qu’il existe des objets non spectraux, appelés résonances du
problème, permettant de décrire la fuite de l’énergie dans la gaine des ondes qui se propagent
dans le cœur. Dans la section 4.2, nous avons expliqué que ces objets correspondent aux pôles
complexes du prolongement méromorphe de la résolvante au travers du spectre essentiel. Plus
précisément, nous avons considéré la résolvante du problème dans le demi-plan supérieur
=m(ξ) > 0, avec ξ := λ2 qui correspondait au paramètre spectral, et l’avons prolongé au
travers du spectre essentiel dans le demi-plan =m(ξ) < 0. Du fait de la linéarisation du
problème aux valeurs propres (7.30) à l’aide du formalisme XY, le paramètre spectral n’est
plus ξ = λ2, mais λ. Pour nous ramener au plan ξ = λ2 sur lequel le spectre de Asf,∞ est
représenté à droite sur la Figure 7.3, nous introduisons une résolvante légèrement différente
de celle introduite habituellement. Pour ξ ∈ {z ∈ C | =m(ξ) > 0} ∩ ρ(Asf,∞), nous choisissons
de la définir par :

R+
Asf,∞(ξ) :=

(
Asf,∞ − −iR+

√
k2

f + ξI
)−1

,

qui est un opérateur de Hsf×Hsf dans lui-même. Montrer rigoureusement que cette résolvante
admet un prolongement méromorphe dans le demi-plan inférieur =m(ξ) < 0 est difficile.
Nous ne traiterons pas cette question dans ce travail. Dans le cas acoustique, ce prolongement
méromorphe avait été réalisé via une dilatation analytique de la solution de l’équation
de la résolvante dans la variable transverse. En pratique, cette dilatation a été effectuée
en introduisant des PML infinies. On suppose qu’il est encore possible ici de réaliser un
prolongement méromorphe de la résolvante en introduisant des PML infinies dans le fluide.
Dans ce cas, on appelle résonances sortantes les valeurs complexes ξr := ξ+k2

f , où ξ est un pôle
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complexe du prolongement méromorphe de la résolvante R+
Asf,∞(ξ) du demi-plan complexe

=m(ξ) > 0 au demi-plan =m(ξ) < 0. L’ensemble des valeurs complexes λ telles que λ2 = ξr

est noté Λf(A
sf,∞).

Remarque 7.27 Les résonances entrantes peuvent être définies de façon analogue en définissant

la résolvante R−
Asf,∞(ξ) :=

(
Asf,∞ − iR+

√
k2

f + ξI
)−1 dans le demi-plan inférieur =m(ξ) < 0 et en

la prolongeant de façon méromorphe au demi-plan supérieur =m(ξ) > 0.

Classification des modes

La description du spectre que nous venons d’exposer nous permet une classification des
modes qui sont les solutions du problème (7.36), équivalent au problème (7.30). On appelle :

• modes guidés : les solutions de (7.36) avec λ ∈ Λp(Asf,∞) et (Xsf ,Ysf) ∈ D(Asf,∞) ;

• modes de radiation : les solutions de (7.36) avec λ ∈ Λe,W (Asf,∞) et (Xsf ,Ysf) /∈ D(Asf,∞) ;

• modes à fuite sortants : les solutions de (7.36) avec λ ∈ Λf(A
sf,∞) (autrement dit les

solutions de (7.36) avec =m(λ2) < 0 et (Xsf ,Ysf) /∈ D(Asf,∞)).

Les modes de radiation et modes à fuite que nous venons de définir ont un comportement
dans les directions axiale et transverse de la structure analogue à celui du cas acoustique
(se référer à la sous-section 4.1.1 pour les modes de radiation et à la sous-section 4.2.3
pour les modes à fuite). Les modes guidés sont toujours décroissants dans le fluide dans
la direction transverse, mais ils peuvent être cette fois propagatifs ou évanescents dans la
direction longitudinale tandis qu’ils ne pouvaient être que propagatifs dans le cas purement
acoustique (voir pour cela la sous-section 4.1.1). Ces comportements vont être rappelés
succinctement ci-dessous dans une configuration 2D.

7.2.2 Le cas d’une plaque immergée

Nous venons de donner une description générale des modes dans un guide élastique
immergé. Penchons-nous plus en détails sur le cas 2D qui correspond à une plaque élastique
immergée dans un fluide. Nous rappelons que dans ce cas, les dérivées partielles dans la direc-
tion antiplane sont nulles, c’est-à-dire : ∂x3 = 0. De façon équivalente, cela revient à dire que
les solutions du problème d’interaction fluide-structure (7.29) ne dépendent pas de la variable
x3, leurs composantes solides et fluides s’écrivent donc u(x1, x2) = eλx1

(
u1 u2 u3

)t
(x2) et

ϕ(x1, x2) = eλx1ϕ(x2). En développant les opérateurs différentiels dans (7.30), on trouve que
le problème aux valeurs propres se réécrit :

λ[λs(λu1 + dx2u2) + 2µsλu1] + dx2 [µs(λu2 + dx2u1)] + ρsω
2u1 = 0 dans Σs

λ[µs(λu2 + dx2u1)] + dx2 [λs(λu1 + dx2u2) + 2µsdx2u2] + ρsω
2u2 = 0 dans Σs

λ[µsλu3] + dx2 [µsdx2u3] + ρsω
2u3 = 0 dans Σs

d2
x2
ϕ+ (k2

f + λ2)ϕ = 0 dans Σf,∞

µs(λu2 + dx2u1) = 0 sur γsf

λs(λu1 + dx2u2) + 2µsdx2u2 = −iρfωϕ sur γsf

µsdx2u3 = 0 sur γsf

−iωu2 = dx2ϕ sur γsf .

(7.49)

Précisons à l’aide de ce système le comportement des différents types de modes introduits
dans le cas général.
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Description des modes

•Modes de radiation

Les modes de radiation correspondent à des nombres longitudinaux λ dans le spectre es-
sentiel de l’opérateur Asf,∞ qui d’après le Théorème 7.23 est égal à Λe,W (Asf,∞) = R∪ i[−kf , kf ].
On peut voir dans (7.49) que la composante fluide satisfait une équation différentielle ordi-

naire d’ordre 2 dans Σf,∞. En posant cette fois βf(λ) := iR+
√
k2

f + λ2, on peut donc écrire :

ϕ(x2) =

{
C−e−iβf(λ)x2 +D−eiβf(λ)x2 si x2 < −h0

C+e−iβf(λ)x2 +D+eiβf(λ)x2 si x2 > h0,
(7.50)

où C± et D± sont des coefficients complexes à déterminer à l’aide des conditions de couplage
et les conditions d’ondes sortantes ou entrantes à l’infini. Or λ ∈ R∪i[−kf , kf ], alors βf(λ) ∈ R+

et donc ϕ ∈ L∞(Σf,∞), mais ϕ /∈ L2(Σf,∞). Ainsi, tout comme dans le cas purement acous-
tique, les modes de radiation sont propagatifs ou évanescents dans la direction longitudinale
du guide et oscillants à l’infini dans la direction transverse.

•Modes guidés

Penchons-nous ensuite sur les modes guidés. Tout d’abord, on remarque que la compo-
sante u3 est découplée des autres composantes solides, et surtout de la composante fluide.
Prendre alors u1 = u2 = ϕ = 0 dans (7.49) nous permet de retrouver le système (7.24) obtenu
pour une plaque élastique à l’air libre et dont les solutions définissent les modes SH. Dans
ce cas, les nombres d’ondes longitudinaux correspondent alors à l’ensemble ΛSH défini par
(7.25). Les modes SH sont ici complètement découplés du fluide environnant. Ceci est une
conséquence du choix de modèle de fluide parfait retenu dans ce travail pour décrire le fluide
environnant. Les modes SH évanescents dans la direction longitudinale sont associés à des
valeurs propres λ réelles, donc plongées dans le spectre essentiel de l’opérateur Asf,∞. Quant
aux modes SH propagatifs, ils peuvent aussi être associés à des valeurs propres λ imaginaires
plongées dans le spectre essentiel.

Quand on impose en revanche u3 = 0, on obtient des modes guidés ayant des composantes
solides et fluides couplées. On observe alors deux sous- catégories de modes : les modes ayant
un nombre d’onde longitudinal purement imaginaire, c’est-à-dire <e(λ) = 0, appelés modes
de quasi-Scholte (modes QS) et les modes ayant un nombre d’onde satisfaisant <e(λ) 6= 0
appelés modes de Lamb inhomogènes.

D’une manière générale, les ondes de Scholte sont des ondes se propageant le long d’une
interface entre un solide et un fluide sans perte d’énergie. Dans [Vin13], il est montré qu’il
existe une unique onde de Scholte à l’interface entre deux demi-espaces : l’un occupé par
un solide homogène isotrope et l’autre par un fluide parfait homogène. Nous savons aussi
par [BDÜ00] qu’il existe un unique mode de Scholte pour une plaque de Kirchhoff-Love en
contact avec un demi-espace occupé par un fluide, mais aussi pour une coque cylindrique
immergée dans un fluide. Dans notre cas, la plaque élastique présente deux interfaces avec le
fluide environnant. Il existe alors deux ondes d’interface appelées ondes de quasi-Scholte.
Ces ondes ont fait l’objet d’un certain nombre de travaux numériques et expérimentaux
(voir [YT15 ; Öne17 ; Ans72]). Ces ondes sont dispersives à basse fréquence, mais ont un
comportement non dispersif à haute fréquence ; plus précisément leur vitesse dans le fluide se
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rapproche de cf lorsque la fréquence augmente. Ces modes ont un nombre d’onde longitudinal
λ purement imaginaire qui est de module strictement supérieur à kf . Ils sont ainsi purement

propagatifs dans la direction longitudinale. Posons γf(λ) := R−
√
−k2

f − λ2 satisfaisant en
dehors de la coupure <e(γf(λ)) > 0. La composante fluide du mode peut s’écrire sous la
forme :

ϕ(x2) =

{
C−e−γf(λ)x2 +D−eγf(λ)x2 si x2 < −h0

C+e−γf(λ)x2 +D+eγf(λ)x2 si x2 > h0.

Comme ϕ est dans le formalisme XY une composante d’une fonction propre de Asf,∞,
ϕ ∈ L2(Σf,∞) et alors C− = D+ = 0. Autrement dit, les modes de quasi-Scholte sont évanes-
cents dans la direction transverse. Dans un contexte différent du nôtre, ces ondes ont été
utilisées pour identifier des défauts dans une plaque [HF16] ou les propriétés du fluide envi-
ronnant la plaque [Tak+13]. Dans un contexte applicatif encore différent, elles ont également
été utilisées pour imager le plancher océanique [Kot06 ; Kug+07].

Les modes de Lamb inhomogènes ont, tout comme les modes de quasi-Scholte, une
composante fluide qui s’écrit :

ϕ(x2) =

{
D−eγf(λ)x2 si x2 < −h0

C+e−γf(λ)x2 si x2 > h0.

Ils sont donc évanescents dans la direction transverse. Pour préciser leur comportement, dis-
tinguons deux sous cas selon le signe pris par =m(λ2) = 2<e(λ)=m(λ). Lorsque =m(λ2) < 0,
les parties réelle et imaginaire de λ sont de signes opposés, donc les modes décroissent
longitudinalement dans le sens de propagation. Ils vérifient de plus =m(γf(λ)) > 0, ce qui
correspond à des modes entrants dans la direction transverse. Ces modes sont alors appelés
modes de Lamb inhomogènes entrants. Quand =m(λ2) > 0, les parties réelle et imaginaire de λ
sont de même signe, donc les modes associés sont dans la direction longitudinale, exponen-
tiellement croissants dans le sens de propagation. Ces modes satisfont =m(γf(λ)) < 0, ce qui
correspond à des modes sortants. Ces modes sont alors appelés modes de Lamb inhomogènes
sortants.

•Modes à fuite

On s’intéresse enfin aux modes dont les nombres d’onde longitudinaux sont associés à
des résonances du problème. Pour une plaque immergée, ils sont appelés dans la littérature
modes de Lamb à fuite. Les résonances, et par voie de conséquence les modes à fuite associés,
n’ont pas pu être définis de façon totalement rigoureuse dans le cas général traité ci-dessus. Il
est néanmoins possible d’en donner une définition plus rigoureuse dans ce cas particulier 2D.
En effet, nous avions vu en acoustique dans une configuration 2D que les modes à fuite ont
la spécificité d’être exponentiellement croissants dans le fluide dans la direction transverse
(voir le Lemme 4.15). Puisque la gaine du guide ouvert étudié dans ce chapitre est occupé
par un fluide gouverné par l’équation d’Helmholtz, nous nous attendons à ce que les modes
de Lamb à fuite présentent le même comportement.

Définition 7.28

On appelle résonances sortantes, les nombres complexes λ situés dans le demi-plan
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=m(λ2) < 0 tels que le problème :

Trouver (λ,u,ϕ) tel que

divλ(σλ(u)) + ω2ρsu = 0 dans Σs

∆Σϕ+ (k2
f + λ2)ϕ = 0 dans Σf,∞

σλ(u)ns = −iρfωϕns sur γsf

−iω(u · ns) = ∇Σϕ · ns sur γsf

ϕ(x2) ∝ eiβf(λ)x2 , x2 → +∞
ϕ(x2) ∝ e−iβf(λ)x2 , x2 → −∞,

ait une solution non nulle, où βf(λ) := iR+
√
k2

f + λ2 et ∝ est le symbole de proportionnalité.
Les modes de Lamb à fuite sortants sont les modes associés aux résonances sortantes.

Cette définition revient à chercher des nombres d’onde longitudinaux dans le demi-plan
=m(λ2) < 0 correspondant à des modes qui ne sont pas bornés dans le fluide et qui sont
sortants dans la direction transverse. En effet, de tels modes ont leur composante fluide
qui s’écrit comme (7.50). Sachant que =m(λ2) < 0, on a =m(βf(λ)) < 0 et <e(βf(λ)) > 0.
Puisque ces modes ne correspondent pas à des modes guidés, ils vérifient C− 6= 0 et D+ 6= 0.
De plus, puisque ces modes sont sortants dans la direction transverse, on a nécessairement
D− = C+ = 0. Avec ce petit raisonnement, on retrouve bien la définition que nous venons
de donner des modes de Lamb à fuite sortants. Dans la direction longitudinale, ils ont une
amplitude exponentiellement décroissante dans le sens de propagation puisque =m(λ2) =
2<e(λ)=m(λ) < 0. Le lecteur désireux d’en savoir plus sur les modes de Lamb à fuite peut se
diriger vers [Mer64 ; Kie22 ; DK89].

Relations de dispersion et comportement asymptotique des modes

On souhaite obtenir maintenant une relation de dispersion pour les modes de Lamb
à fuite et les modes guidés. De façon préalable, nous rappelons l’expression des nombres
d’ondes transverses dans le solide associés aux ondes de cisaillement et de pression :

βs(λ) := iR+
√
k2

s + λ2 et βp(λ) := iR+
√
k2

p + λ2,

avec ks := ω/cs et kp := ω/cp, puis la définition des quantités s(λ) et p(λ) qui interviennent
dans l’équation de Rayleigh :

s(λ) := −4µsλ
2βs(λ)

k2
s

et p(λ) := µs
(k2

s + 2λ2)2

k2
sβp(λ)

. (7.51)

Commençons par la relation de dispersion des modes de Lamb à fuite sortants.

Lemme 7.29

Soit λ ∈ Λf(A
sf,∞) (i.e. λ est le nombre longitudinal d’un mode de Lamb à fuite sortant),

alors λ est une racine dans le demi-plan complexe =m(λ2) < 0 de la relation de dispersion :

fFS
0,s (λ) · fFS

0,a(λ) = 0, (7.52)
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avec :

fFS
0,a(λ) := −i ω

2ρf

βf(λ)
−
(
s(λ)tan

(
βs(λ)h0

)
+ p(λ)tan

(
βp(λ)h0

))
fFS

0,s (λ) := −i ω
2ρf

βf(λ)
+
(
s(λ)cotan

(
βs(λ)h0

)
+ p(λ)cotan

(
βp(λ)h0

))
.

Les racines de fFS
0,a , respectivement fFS

0,s , correspondent à des modes antisymétriques,
respectivement symétriques. Ces racines sont simples.

Démonstration. La démonstration est donnée en annexe de ce chapitre (voir sous-section 7.5.1).

Nous pouvons également obtenir une relation de dispersion pour les modes guidés.

Lemme 7.30

Soit λ ∈ Λp(Asf,∞)\ΛSH (i.e. λ est le nombre d’onde longitudinal d’un mode de quasi-
Scholte ou d’un mode de Lamb inhomogène), alors λ est racine de la relation de dispersion :

fG
0,s(λ) · fG

0,a(λ) = 0, (7.53)

avec :

fG
0,a(λ) := − ω

2ρf

γf(λ)
−
(
s(λ)tan

(
βs(λ)h0

)
+ p(λ)tan

(
βp(λ)h0

))
fG

0,s(λ) := − ω
2ρf

γf(λ)
+
(
s(λ)cotan

(
βs(λ)h0

)
+ p(λ)cotan

(
βp(λ)h0

))
.

Les racines de fG
0,a, respectivement fG

0,s, correspondent à des modes antisymétriques, respec-
tivement symétriques. Le spectre ponctuel de Asf,∞ est ainsi constitué de valeurs propres
simples.

Démonstration. Le calcul découle directement de celui développé dans la preuve du Lemme
7.29 en conservant cette fois les exponentielles décroissantes dans le fluide au lieu des
exponentielles croissantes. Cela revient à changer iβf(λ) par −γf(λ) dans (7.53).

Remarque 7.31 Lorsqu’on choisit ρf = 0 dans les relations de dispersion des Lemmes 7.29 et
7.30, nous retrouvons l’équation de Rayleigh (7.26) pour une plaque sans fluide environnant.
Lorsque le fluide environnant est léger (ρf petit par rapport à ρs), on s’attend à ce que les solutions
de (7.53) soient des perturbations des solutions de (7.26).

Grâce à la relation de dispersion (7.52), nous allons pouvoir décrire davantage la réparti-
tion des modes de Lamb à fuite sortants dans le plan complexe avec le résultat suivant.

Proposition 7.32

Le comportement asymptotique des modes de Lamb à fuite sortants dans la direction
transverse lorsque n→ +∞ est donné :

• pour les modes sortants à gauche dans la direction longitudinale par :

<e(λn) ∼ πn

h0

, =m(λn) ∼ − 1

2h0

Log(n);
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• pour les modes sortants à droite dans la direction longitudinale par :

<e(λn) ∼ −πn
h0

, =m(λn) ∼ 1

2h0

Log(n).

Démonstration. La démonstration est donnée en annexe de ce chapitre (voir sous-section 7.5.2).

Il est de la même façon possible de décrire la distribution asymptotique des modes guidés,
c’est-à-dire en l’occurrence celles des modes de Lamb inhomogènes.

Proposition 7.33

Le comportement asymptotique des modes de Lamb inhomogènes lorsque n→ +∞ est
donné :

• pour les modes entrants dans la direction transverse et sortants à gauche dans la
direction longitudinale par :

<e(λn) ∼ πn

h0

, =m(λn) ∼ − 1

2h0

Log(n);

• pour les modes entrants dans la direction transverse et sortants à droite dans la
direction longitudinale par :

<e(λn) ∼ −πn
h0

, =m(λn) ∼ 1

2h0

Log(n);

• pour les modes sortants dans la direction transverse et sortants à gauche dans la
direction longitudinale par :

<e(λn) ∼ −πn
h0

, =m(λn) ∼ − 1

2h0

Log(n);

• pour les modes sortants dans la direction transverse et sortants à droite dans la
direction longitudinale par :

<e(λn) ∼ πn

h0

, =m(λn) ∼ 1

2h0

Log(n).

Remarque 7.34 Il est intéressant de remarquer qu’au premier ordre, les nombres d’onde longitudi-
naux des modes de Lamb inhomogènes et de modes de Lamb à fuite ne dépendent asymptotiquement
pas des paramètres élastiques du cœur et des propriétés du fluide environnant.

Remarque 7.35 On constate grâce aux Propositions 7.32 et 7.33 que les modes de Lamb à fuite
sortants, qui sont sur la partie du feuillet sortant du domaine non physique, et les modes de Lamb
inhomogènes entrants, qui sont sur la partie du feuillet entrant du domaine physique, ont le même
comportement asymptotique au premier ordre.
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7.3 Analyse modale d’un guide élastique immergé dans un
fluide avec des PML

On souhaite maintenant introduire des PML transverses dans le fluide pour deux raisons.
Premièrement, nous souhaitons être en mesure de calculer de façon approchée les modes

de la structure immergée et en particulier les modes à fuite. Ces modes sont des résonances
complexes du problème, correspondant à des pôles complexes du prolongement méromorphe
de la résolvante de l’opérateur transverse Asf,∞ au travers du spectre essentiel. Or, nous avons
vu à la sous-section 4.2.2 qu’un tel prolongement peut être obtenu en effectuant une dilatation
analytique dans la variable transverse xΣ, ce qui revient à introduire des PML infinies. En
choisissant correctement les paramètres de la PML, les modes à fuite deviennent des objets
spectraux, dans le sens où leur comportement initialement exponentiellement croissant
dans la direction transverse à l’infini est transformé grâce aux PML en un comportement
exponentiellement décroissant. Ces modes correspondent alors à des valeurs propres de
l’opérateur dilaté. Une autre conséquence de l’introduction des PML est une rotation dans le
plan complexe du spectre essentiel. Les modes peuvent ensuite être approximés en tronquant
les PML, ce qui va avoir pour conséquence une discrétisation du spectre essentiel.

Deuxièmement, nous gardons en vue que nous voulons par la suite résoudre les problèmes
direct et inverse, nous avons donc besoin de nous ramener à un domaine de calcul borné dans
la direction transverse. Ceci peut s’opérer en introduisant des PML finies qui vont atténuer la
partie des ondes fuyant dans le fluide environnant sans pour autant introduire de réflexions
parasites significatives dans le domaine de calcul.

Cette section, consacrée à l’analyse modale du guide élastique immergé tronqué avec des
PML finies, sera organisée en deux sous-parties. La première sera dédiée à l’extension du for-
malisme XY, introduit dans la sous-section 7.2.1, à cette nouvelle configuration. En suivant
[Bar09], nous déduirons du caractère borné de la structure dans la direction transverse des
résultats supplémentaires par rapport au cas avec un fluide infini et établirons une relation
de biorthogonalité entre les modes. La seconde partie de cette section sera dédiée à l’étude du
cas particulier de la plaque immergée. Dans ce cas simple, nous décrirons plus précisément
le spectre à l’aide de relations de dispersion.

Débutons l’analyse en écrivant le problème satisfait par les modes dans la structure
fermée. Soit Σf ⊂ Σf,∞ la section transverse bornée du domaine fluide tronqué par les PML.
On suppose que c’est un ouvert à frontière Lipschitz vérifiant ∂Σs ∩ ∂Σf = ∂Σs, ce qui signifie
que le fluide est collé à la gaine. En outre, nous imposons que Σf soit un domaine couronne. Le
domaine fluide est noté W f := R×Σf , l’interface avec le solide est toujours notée Γsf := R×γsf

et enfin le bord extérieur de W f est noté Γpml := ∂W f\Γsf . On peut aussi écrire ce dernier
Γpml = R× γpml avec γpml := ∂Σf\γsf . Un exemple 2D de cette configuration est représenté
sur la Figure 7.4.

Nous souhaitons ici traiter sans distinction les cas 2D et 3D, ce qui ne pose pas de
problèmes pour les équations de l’élasticité. Dans le fluide, la dilatation analytique effectuée
par l’introduction des PML modifie différemment l’équation de Helmholtz selon qu’on soit
en 2D ou 3D, mais aussi selon le type de PML qu’on adopte dans le second cas (cartésien ou
radial). Suivant [Gou10], écrivons les différents types de PML et proposons en une écriture
générique.
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x1

x2

Σs

Σf

Σf

Γsf

Γsf

Γpml

Γpml

W s

W f

W f

Figure 7.4: Géométrie 2D d’un guide élastique immergé tronqué avec des PML.

7.3.1 Écriture générique de l’équation de Helmholtz pour les différents
types de PML

PML en 2D

On supposera pour simplifier la présentation que Σs = (−h0, h0) pour h0 > 0. Nous
introduisons les PML en x2 = ±h1 pour un réel h1 > h0 et nous les tronquons en x2 = ±h2

pour h2 > h1. Dans ce cas, on a Σf = (−h2,−h0) ∪ (h0, h2). D’après la sous-section 4.2.2,
l’équation de Helmholtz devient alors :

α2
∂

∂x2

(
α2

∂ϕ

∂x2

)
+
∂2ϕ

∂x2
1

+ k2
f ϕ = 0, x ∈ W f , (7.54)

où α2 est la fonction donnée par la Définition 4.10.

PML en 3D

Nous allons considérer deux types de PML utilisées dans [Gou10] : les PML cartésiennes
et les PML radiales.

Pour les PML cartésiennes, nous supposons que Σs ⊂ (−R0,2, R0,2) × (−R0,3, R0,3) pour
R0,i > 0, i = 2, 3 suffisamment grands. Les PML cartésiennes se construisent alors en
effectuant séparément une dilatation analytique dans les directions transverses x2 et x3. Pour
i = 2, 3, les PML sont introduites dans la direction xi en xi = ±R1,i pour R1,i > R0,i et sont
tronquées en xi = ±R2,i pour R2,i > R1,i. Dans ce cas, Σf =

(
(−R2,2, R2,2)× (−R2,3, R2,3)

)
\Σs.

L’équation de Helmholtz s’écrit alors :

α3
∂

∂x3

(
α3

∂ϕ

∂x3

)
+ α2

∂

∂x2

(
α2

∂ϕ

∂x2

)
+
∂2ϕ

∂x2
1

+ k2
f ϕ = 0, x ∈ W f , (7.55)

où pour i = 2, 3, la fonction αi est donnée comme en 2D par la Définition 4.10.
Pour les PML radiales, nous supposons que Σs ⊂ (−R0, R0)2 pour R0 > 0 suffisamment

grand. Ce type de PML se construit cette fois en effectuant une dilatation analytique dans

la variable radiale r :=
√
x2

2 + x2
3. Cette construction est détaillée dans [Gou10, Chapitre 2
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- §2.3]. La PML radiale est introduite en r = R1 pour R1 > R0 et tronquée en r = R2 pour
R2 > R1. Cette fois, Σf = B(0, R2)\Σs. L’équation de Helmholtz s’écrit alors :

γrαr
r

∂

∂r

(αrr
γr

∂ϕ

∂r

)
+
γ2
r

r2

∂2ϕ

∂θ2
+
∂2ϕ

∂x2
1

+ k2
f ϕ = 0, x ∈ W f , (7.56)

où γr(r) :=
r

C(r)
et αr(r) :=

1

C ′(r)
, r ≥ R1 avec pour un profil de PML abrupt :

C(r) :=

 r si r ≤ R1

R1 +
r −R1

α∞
si r > R1,

et pour un profil doux :

C(r) :=

{
r si r ≤ R1

C∞(r) si r > R1,

où α∞ et C∞ satisfont les mêmes hypothèses que dans la Définition 4.10. Sans effectuer
d’étude comparative précise de ces deux types de PML, nous pouvons simplement dire
que les PML cartésiennes ont l’avantage d’être faciles à implémenter par rapport aux PML
radiales, mais que ces dernières sont plus naturelles à utiliser en ce sens qu’elles imposent
une décroissance radiale des ondes dans la direction transverse.

Écriture générique de l’équation de Helmholtz

Nous pouvons remarquer que contrairement à l’équation de l’élasticité (I3.2), la forme des
équations de Helmholtz (7.54), (7.55) et (7.56) change selon la dimension et le type de PML
considéré. Pour éviter de devoir traiter séparément ces trois cas, nous choisirons d’écrire,
lorsque nous ne considérerons pas explicitement le cas 2D, l’équation de Helmholtz sous la
forme générique :

div(AαΣ∇ϕ) + bαΣk2
f ϕ = 0, x ∈ W f , (7.57)

où AαΣ est un tenseur d’ordre 2 s’écrivant :

• en 2D :

AαΣ :=

(
α−1

2 0
0 α2

)
,

• en 3D :

AαΣ :=


(γrαr)

−1 0 0

0
αr
γr

0

0 0
γr
αr

 (radial), AαΣ :=


(α2α3)−1 0 0

0
α2

α3

0

0 0
α3

α2

 (cartésien),

et où bαΣ est une fonction scalaire donnée :

• en 2D par :
bαΣ := α−1

2 ,

• en 3D par :

bαΣ := (γrαr)
−1 (radial), bαΣ := (α2α3)−1 (cartésien).
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Remarque 7.36 Il est important de préciser pour les PML radiales en 3D que les opérateurs
différentiels intervenant dans (7.57) doivent être écrits dans le système de coordonnées cylindriques
(x1, r, θ).

Remarque 7.37 Les hypothèses faites sur les coefficients des PML dans les trois cas décrits nous
garantissent que les coefficients diagonaux de AαΣ ont une partie réelle bornée inférieurement par
des constantes strictement positives. Il en est de même pour la fonction scalaire bαΣ .

7.3.2 Changement de variable et définition des modes

Pour une raison qui apparaîtra lors de l’analyse modale avec le formalise XY, nous
voulons faire disparaître le nombre imaginaire i des équations de couplage :

σ(u)ns = −iωρfϕns

−iω(u · ns) = ∇ϕ · ns.

À cette fin, nous faisons simplement le changement de variable ϕ → iϕ dans le problème
d’interaction fluide-structure homogène. Il laisse inchangé l’équation de Helmholtz (7.57).
Le problème d’interaction fluide-structure homogène devient alors :

Trouver (u, ϕ) tel que
div(σ(u)) + ω2ρsu = 0 dans W s

div(AαΣ∇ϕ) + bαΣk2
f ϕ = 0 dans W f

σ(u)ns = −ρfωϕns sur Γsf

ω(u · ns) = ∇ϕ · ns sur Γsf

∂nf
ϕ = 0 sur Γpml,

(7.58)

dans lequel on rappelle que ns (respectivement nf) est la normale unitaire sortante à W s

(respectivement W f). Ces normales satisfont ainsi ns = −nf sur Γsf .
On peut alors définir les modes comme les solutions à variables séparées du problème

(7.58) s’écrivant : {
u(x) = eλx1u(xΣ), x ∈ W s

ϕ(x) = eλx1ϕ(xΣ), x ∈ W f .

7.3.3 Extension du formalisme XY

Comme précédemment, on utilise les variables mixtes définies par :

X s :=

(
tΣ

u1

)
, Y s :=

(
uΣ

t1

)
, X f := ∂x1ϕ := ζ et Y f := ϕ,

et on pose :

X sf :=

(
X s

X f

)
et X sf :=

(
Y s

Y f

)
.

Ensuite, introduisons comme précédemment les opérateurs associés au cœur élastique :

FYs(Y s) :=

(
−divΣ(σΣ(Y s))− ρsω

2uΣ

−αsdivΣ(uΣ)− αs

λs

t1

)
et FX s(X s) :=

 tΣ

µs

−∇Σu1

divΣ(tΣ) + ρsω
2u1

 ,
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puis ceux associés à la gaine fluide en présence de PML :

FYf (Y f) := −(bαΣ)−1divΣ(AαΣ∇ΣY f)− k2
f Y f et FX f (X f) := X f ,

où AαΣ s’obtient à partir de AαΣ en supprimant la première ligne et la première colonne. Le
système homogène (7.58) peut alors se réécrire sous la forme du problème d’évolution :

Trouver (X sf ,Y sf) tel que

∂x1

(
X sf

Y sf

)
=

(
0 FYsf

FX sf 0

)(
X sf

Y sf

)
dans W s ×W f

tΣ · es = 0 sur Γsf

σΣ(Y s)es = −ρfωϕes sur Γsf

ω(uΣ · es) = ∇Σϕ · es sur Γsf

∂nf
ϕ = 0 sur Γpml,

(7.59)

où :

FX sf :=

(
FX s 0

0 FX f

)
et FYsf :=

(
FYs 0
0 FYf

)
.

Les modes en variables mixtes s’écrivent :(
X sf(x1,xΣ)
Y sf(x1,xΣ)

)
=

(
Xsf(xΣ)
Ysf(xΣ)

)
eλx1 . (7.60)

En injectant l’expression (7.60) dans (7.59), on se ramène au problème aux valeurs propres :

Trouver (λ,Xsf ,Ysf) tel que

λ

(
Xsf

Ysf

)
=

(
0 FYsf

FXsf 0

)(
Xsf

Ysf

)
, (7.61)

où les opérateurs FXsf et FYsf sont formellement définis de la même façon que FX sf et FYsf ,
à la différence près qu’ils n’agissent que sur des fonctions des variables transverses. Pour
étudier ce problème aux valeurs propres, nous introduisons l’opérateur :

Asf :=

(
0 FYsf

FXsf 0

)
.

Précisons maintenant les domaines des opérateurs que nous venons d’introduire. On com-
mence par introduire l’espace de Hilbert Hsf := (L2(Σs))3 × L2(Σf) que nous munissons du
produit scalaire :

(Xsf ,Ysf)Hsf :=

∫
Σs

(
tΣ · ūΣ + u1t̄1

)
dxΣ + ρf

∫
Σf

ζϕ̄dxΣ. (7.62)

La norme associée à ce produit scalaire est notée ‖ · ‖Hsf . On introduit ensuite les espaces :

VXsf := (L2(Σs))2 × H1(Σs)× L2(Σf),
VYsf := (H1(Σs))2 × L2(Σs)× H1(Σf).

que nous munissons des normes :

‖Xsf‖2
V

Xsf
:= ‖tΣ‖2

(L2(Σs))2 + ‖u1‖2
H1(Σs) + ρf‖ζ‖2

L2(Σf)

‖Ysf‖2
V

Ysf
:= ‖uΣ‖2

(H1(Σs))2 + ‖t1‖2
L2(Σs) + ρf‖ϕ‖2

H1(Σf).
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Les domaines des opérateurs FXsf et FYsf sont donnés par :

D(FXsf ) =
{

Xsf := (tΣ, u1, ζ) ∈ VXsf | divΣ(tΣ) ∈ L2(Σs), tΣ · es = 0 sur γsf
}

D(FYsf ) =
{

Ysf := (uΣ, t1,ϕ) ∈ VYsf | divΣ(σΣ(Ys)) ∈ (L2(Σs))2,

(bαΣ)−1divΣ(AαΣ∇Σϕ) ∈ L2(Σf), ∂ef
ϕ = 0 sur γpml,

σΣ(Ys)es = −ρfωϕes et ω(uΣ · es) = ∇Σϕ · es sur γsf
}
, (7.63)

où ef est la composante transverse de nf , c’est-à-dire nf =
(
0 ef

)t, et ∂ef
ϕ := ∇Σϕ · ef . Le

domaine de l’opérateur linéaire Asf : Hsf → Hsf est ainsi :

D(Asf) = D(FXsf )×D(FYsf ).

On débute l’étude des propriétés de l’opérateur Asf avec le résultat suivant.

Lemme 7.38

Asf est un opérateur à domaine dense dans Hsf ×Hsf .

Démonstration. Pour montrer cela, il suffit de prouver que les espaces :

KX :=
{

(tΣ, u1, ζ) ∈ (C∞(Σs))3 × C∞(Σf) | tΣ · es = 0 sur γsf
}
⊂ D(FXsf )

KY :=
{

(uΣ, t1,ϕ) ∈ (C∞(Σs))3 × C∞(Σf) | σΣ(Ys)es = −ρfωϕes et
ω(uΣ · es) = ∇Σϕ · es sur γsf , ∂ef

ϕ = 0 sur γpml
}
⊂ D(FYsf ),

sont chacun denses dans Hsf . Soit (uΣ, t1,ϕ) ∈ Hsf , il existe par densité de C∞(Σs) (respective-
ment C∞(Σf)) dans L2(Σs) (respectivement L2(Σf)), une suite (unΣ, t

n
1 ,ϕ

n)n∈N ∈ (C∞(Σs))3 ×
C∞(Σf) qui converge vers (uΣ, t1,ϕ) dans Hsf . On se donne ensuite une suite de fonctions
de troncature χs

m : Σs → [0, 1], m ≥ 1 et χf
m : Σf → [0, 1], m ≥ 1, infiniment dérivables

satisfaisant :

χs
m(xΣ) =

{
0 si d(xΣ, γ

sf) ≤ m−1

1 si d(xΣ, γ
sf) ≥ 2m−1 et χf

m(xΣ) =

{
0 si d(xΣ, γ

sf ∪ γpml) ≤ m−1

1 si d(xΣ, γ
sf ∪ γpml) ≥ 2m−1,

de sorte que pour tout m ≥ 1, la suite (χs
munΣ, χ

s
mtn1 , χ

f
mϕ

n)n≥1 appartient bien à l’espace KY.
Grâce à l’inégalité triangulaire, nous avons :

‖(χs
munΣ, χ

s
mtn1 , χ

f
mϕ

n)− (uΣ, t1,ϕ)‖Hsf

≤ ‖(χs
munΣ, χ

s
mtn1 , χ

f
mϕ

n)− (unΣ, t
n
1 ,ϕ

n)‖Hsf + ‖(unΣ, tn1 ,ϕn)− (uΣ, t1,ϕ)‖Hsf .

Soit ε > 0, on sait qu’il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N on a :

‖(unΣ, tn1 ,ϕn)− (uΣ, t1,ϕ)‖2
Hsf ≤

ε2

2
.

Le deuxième terme tend donc vers 0 lorsque n→ +∞. Quant au premier terme, il s’écrit :

‖(χs
munΣ, χ

s
mtn1 , χ

f
mϕ

n)− (unΣ, t
n
1 ,ϕ

n)‖2
Hsf

=

∫
Σs

|χs
munΣ − unΣ|2dxΣ +

∫
Σs

|χs
mtn1 − tn1 |2dxΣ + ρf

∫
Σf

|χf
mϕ

n −ϕn|2dxΣ,
(7.64)
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On vérifie que chacun de ces termes tend vers 0 par application du théorème de conver-
gence dominée vis-à-vis de m→ +∞ et à n ≥ N fixé. Considérons par exemple l’intégrale
sur Σf . L’intégrande tend vers 0 presque partout et on a la majoration :

|χf
mϕ

n −ϕn|2 ≤ |ϕn|2.

Le majorant est indépendant de m et intégrable. Le théorème de convergence dominée nous
donne alors l’existence de M ∈ N tel que pour tout m ≥M :∫

Σf

|χf
mϕ

n −ϕn|2dxΣ ≤
ε2

6
.

Les deux autres intégrales de (7.64) se traitent de façon similaire. Il vient alors qu’on a
pour tout n ≥ N et m ≥M :

‖(χs
munΣ, χ

s
mtn1 , χ

f
mϕ

n)− (unΣ, t
n
1 ,ϕ

n)‖2
Hsf ≤

ε2

2
,

ce qui nous permet d’obtenir :

‖(χs
munΣ, χ

s
mtn1 , χ

f
mϕ

n)− (uΣ, t1,ϕ)‖Hsf ≤ ε.

L’espace KY est alors bien dense dans Hsf . La densité de KX dans Hsf se démontre de façon
identique.

Au lieu d’étudier directement les propriétés satisfaites par l’opérateur Asf , nous allons
nous attacher à étudier celles des opérateurs FXsf et FYsf .

Proposition 7.39

Les opérateurs FYsf et FXsf sont inversibles excepté pour ensemble dénombrable de fré-
quences. Leur inverse est borné.

Démonstration. Commençons par montrer le résultat pour l’opérateur FXsf .

• Inversibilité de FXsf

Soit Bsf = (BΣ,B1,B
f) ∈ Hsf , on cherche à résoudre le problème :

Trouver Xsf ∈ D(FXsf ) tel que

FXsf Xsf = Bsf . (7.65)

Une solution à ce problème satisfait alors le système d’équations :
tΣ − µs∇Σu1 = µsBΣ sur Σs

divΣ(tΣ) + ρsω
2u1 = B1 sur Σs

ζ = Bf sur Σf .
(7.66)

En multipliant la deuxième équation de (7.66) par v̄1 ∈ H1(Σs) et en intégrant par parties, on
obtient en utilisant la condition vérifiée au bord par tΣ :∫

Σs

(
− tΣ · ∇Σv̄1 + ρsω

2u1v̄1)dxΣ =

∫
Σs

B1v̄1dxΣ,
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ce qui devient en utilisant la première équation de (7.66) :∫
Σs

(
µs∇Σu1 · ∇Σv̄1 − ρsω

2u1v̄1

)
dxΣ = −

∫
Σs

(
B1v̄1 + µsBΣ · ∇Σv̄1

)
dxΣ. (7.67)

Le problème associé à (7.67) est de type coercif plus compact et on sait montrer qu’on a
l’unicité excepté pour un ensemble dénombrable de fréquences ω. Notons que l’unicité de tΣ

découle de celle de u1 par la deuxième équation de (7.67). On a de plus à l’aide du théorème
de Banach l’inégalité :

‖Xsf‖V
Xsf
≤ CF

Xsf
‖Bsf‖Hsf , (7.68)

pour une constante CF
Xsf

> 0. Réciproquement, il est facile de vérifier que la solution de la
formulation faible (7.67) satisfait le système fort (7.65). Le problème (7.65) est donc bien
posé excepté pour un ensemble dénombrable de fréquences, ce qui donne le résultat attendu.

• Inversibilité de FYsf

Montrons désormais le résultat pour l’opérateur FYsf . Montrer que l’opérateur FYsf est
inversible revient à montrer que le problème :

Trouver Ysf ∈ D(FYsf ) tel que

FYsf Ysf = Csf , (7.69)

est bien posé pour Csf = (CΣ,C1,C
f) ∈ Hsf . Une solution de ce problème satisfait les

équations : 
−divΣ(σΣ(Ys))− ρsω

2uΣ = CΣ sur Σs

−αsdivΣ(uΣ)− αs

λs

t1 = C1 sur Σs

−divΣ(AαΣ∇Σϕ)− bαΣk2
fϕ = bαΣCf sur Σf .

(7.70)

Multiplier la première équation de (7.70) par v̄Σ ∈ (H1(Σs))2 et intégrer par parties donne
après calculs (détaillés au-dessus de (7.40) dans le cas d’un guide élastique immergé dans un
fluide infini) :∫

Σs

(
λsdivΣ(uΣ) · divΣ(v̄Σ) + 2µsεΣ(uΣ) : εΣ(v̄Σ)− ρsω

2uΣ · v̄Σ

)
dxΣ + ρfω

∫
γsf

ϕ(v̄Σ · es)ds(xΣ)

=

∫
Σs

(CΣ · v̄Σ − λsC1divΣ(v̄Σ))dxΣ. (7.71)

Multiplier ensuite la troisième équation de (7.70) par ρfψ̄ ∈ H1(Σf) et intégrer par parties
donne ensuite :

ρf

∫
Σf

(
AαΣ∇Σϕ · ∇Σψ̄− bαΣk2

fϕψ̄
)
dxΣ + ρfω

∫
γsf

(uΣ · es)ψ̄ds(xΣ)

= ρf

∫
Σf

bαΣCfψ̄dxΣ. (7.72)

Sommer les équations (7.71) et (7.72) nous permet alors de voir que Ysf est solution du
problème :

Trouver Ysf ∈ VYsf tel que{
aYsf ((uΣ,ϕ), (vΣ,ψ)) = `Ysf (vΣ,ψ), ∀(vΣ,ψ) ∈ (H1(Σs))2 × H1(Σf)
−αsdivΣ(uΣ)− αs

λs
t1 = C1 sur Σs,

(7.73)
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où la forme sesquilinéaire aYsf est donnée par :

aYsf ((uΣ,ϕ), (vΣ,ψ)) :=

∫
Σs

(
λsdivΣ(uΣ)divΣ(v̄Σ) + 2µsεΣ(uΣ) : εΣ(v̄Σ)− ρsω

2uΣ · v̄Σ

)
dxΣ

+ ρf

∫
Σf

(
AαΣ∇Σϕ · ∇Σψ̄− bαΣk2

fϕψ̄
)
dxΣ

+ ρfω

∫
γsf

(
ϕ(v̄Σ · es) + ψ̄(uΣ · es)

)
ds(xΣ), (7.74)

et la forme antilinéaire `Ysf est définie par :

`Ysf (vΣ,ψ) =

∫
Σs

(
CΣ · v̄Σ − λsC1divΣ(v̄Σ)

)
dxΣ + ρf

∫
Σf

bαΣCfψ̄dxΣ.

La forme sesquilinéaire aYsf admet la décomposition :

aYsf = bYsf + cYsf ,

où les deux nouvelles formes sesquilinéaires sont définies par :

bYsf

(
(uΣ,ϕ), (vΣ,ψ)

)
:=

∫
Σs

(
λsdivΣ(uΣ)divΣ(v̄Σ) + 2µsεΣ(uΣ) : εΣ(v̄Σ) + ρsuΣ · v̄Σ

)
dxΣ

+ρf

∫
Σf

(
AαΣ∇Σϕ · ∇Σψ̄+ bαΣϕψ̄

)
dxΣ,

et :

cYsf

(
(uΣ,ϕ), (vΣ,ψ)

)
:= −ρs(1 + ω2)

∫
Σs

uΣ · v̄ΣdxΣ − ρf(1 +
ω2

c2
f

)

∫
Σf

bαΣϕψ̄dxΣ

+ρfω

∫
γsf

(
ϕ(v̄Σ · es) + ψ̄(uΣ · es)

)
ds(xΣ),

où nous avons utilisé la relation kf = ω/cf pour faire apparaître la pulsation ω de façon
explicite. Grâce à cette décomposition, nous allons montrer que la forme sesquilinéaire aYsf

est associée à un opérateur Fredholm d’indice 0. Montrons pour commencer que bYsf est
coercive. À l’aide de l’inégalité de Korn, nous obtenons l’existence d’une constante Cs > 0
telle que : ∫

Σs

(
λs|divΣ(uΣ)|2 + 2µsεΣ(uΣ) : εΣ(ūΣ) + ρs|uΣ|2

)
dxΣ ≥ Cs‖uΣ‖2

(H1(Σs))2 ,

ce qui nous donne la coercivité des termes associés à la partie solide de la structure. Le
contrôle des termes associés à la partie fluide de la structure est plus subtil du fait de la
présence des coefficients complexes de la PML impliqués dans le tenseur diagonal AαΣ et la
fonction scalaire bαΣ . Il a été mentionné au début de cette section avec la Remarque 7.37 que
les coefficients diagonaux de AαΣ , et donc a fortiori ceux de AαΣ qui est obtenu en ôtant la
première ligne et la première colonne de AαΣ , ont une partie réelle bornée inférieurement
par des constantes strictement positives. Notons ai, i = 1, . . . , d les coefficients diagonaux de
AαΣ , avec d = 1 en 2D et d = 2 en 3D. On a :

<e
(∫

Σf

AαΣ∇Σϕ · ∇Σϕ̄dxΣ

)
= <e

(∫
Σf

d∑
i=1

ai|∂xiϕ|2dxΣ

)
≥ min

1≤i≤d
(<e(ai))|ϕ|2H1(Σf),
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où | · |H1(Σf) désigne ici la semi-norme H1(Σf). Puisque bαΣ a aussi une partie réelle bornée
inférieurement par une constante strictement positive, on en déduit qu’il existe une constante
Cf > 0 telle que :

<e
(
ρf

∫
Σf

(
AαΣ∇Σϕ · ∇Σψ̄+ bαΣϕψ̄

)
dxΣ

)
≥ Cf‖ϕ‖2

H1(Σf).

Par suite, nous avons :

<e
(
aYsf ((uΣ,ϕ), (uΣ,ϕ))

)
≥ min(Cs, Cf)

(
‖uΣ‖2

(H1(Σs))2 + ‖ϕ‖2
H1(Σf)

)
,

ce qui traduit la coercivité de la forme sesquilinéaire bYsf dans (H1(Σs))2 × H1(Σf). D’après le
lemme de Lax-Milgram, bYsf est donc associée à un isomorphisme. Pour montrer la compacité
de l’opérateur associé à la forme sesquilinéaire cYsf , il faut utiliser d’une part la compacité
des injections canoniques de H1(Σs) dans L2(Σs) et de H1(Σf) dans L2(Σf) (les domaines Σs et
Σf sont bornés), et d’autre part le Lemme 7.15 (toujours valable lorsque la section infinie Σf,∞

est remplacée par la section bornée Σf) qui nous donne la compacité de l’opérateur associé au
terme de couplage. La forme sesquilinéaire aYsf est bien associée à un opérateur Fredholm
d’indice 0. Pour montrer que c’est un isomorphisme, il suffit donc de montrer son injectivité.
Nous proposons pour cela deux preuves : une première indépendante de la dimension et une
seconde spécifique au cas 2D d’une plaque immergée.

Injectivité dans le cas général (2D et 3D)

L’opérateur B associé à la forme sesquilinéaire bF
Ysf

est un isomorphisme de
(
H1(Σ)

)2 ×
H1(Σf) dans son dual. De plus, l’opérateur C(ω) associé à cYsf est un opérateur compact de(
H1(Σ)

)2 × H1(Σf) dans son dual pour chaque fréquence ω. L’étude de l’injectivité se ramène
à l’étude du noyau du pencil :

A(ω) := B + C(ω),

qui se ramène elle-même à l’étude du noyau de l’opérateur :

A′(ω) := I + B−1C(ω).

L’application ω 7→ B−1C(ω) est analytique dans C et compacte pour tout ω. Pour ω0 = iτ, τ > 0,
la forme sesquilinéaire aYsf s’écrit :

aYsf ((uΣ,ϕ), (vΣ,ψ)) =

∫
Σs

(
λsdivΣ(uΣ)divΣ(v̄Σ) + 2µsεΣ(uΣ) : εΣ(v̄Σ) + ρsτ

2uΣ · v̄Σ

)
dxΣ

+ ρf

∫
Σf

(
AαΣ∇Σϕ · ∇Σψ̄+ bαΣ

τ 2

c2
f

ϕψ̄
)
dxΣ

+ iρfτ

∫
γsf

(
ϕ(v̄Σ · es) + ψ̄(uΣ · es)

)
ds(xΣ).

En prenant (vΣ,ψ) = (uΣ,ϕ), on remarque que le terme de couplage est imaginaire pur, ce
qui donne :

<e
(
aYsf ((uΣ,ϕ), (vΣ,ψ))

)
=

∫
Σs

(
λsdivΣ(uΣ)divΣ(v̄Σ) + 2µsεΣ(uΣ) : εΣ(v̄Σ) + ρsτ

2uΣ · v̄Σ

)
dxΣ

+ <e
(
ρf

∫
Σf

(
AαΣ∇Σϕ · ∇Σψ̄+ bαΣ

τ 2

c2
f

k2
fϕψ̄

)
dxΣ

)
.
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On conclut que aYsf est coercive avec les mêmes arguments que ceux donnés pour montrer la
coercivité de bYsf . Par conséquent, l’opérateur A(ω0) est un isomorphisme d’après le lemme
de Lax-Milgram. Le théorème de Fredholm analytique nous permet de conclure que le pencil
A′(ω) est un isomorphisme excepté pour un ensemble dénombrable de fréquences, ce qui
nous donne en particulier son injectivité.

Injectivité dans le cas 2D

Pour montrer que l’opérateur linéaire associé à la forme sesquilinéaire aYsf est injectif,
nous allons tirer parti de l’expression plus simple que prend le terme associé à la PML dans
la forme sesquilinéaire aYsf . Celle-ci s’écrit en effet :

aF
Ysf

(
(uΣ,ϕ), (vΣ,ψ)

)
=

∫
Σs

(
λsdivΣ(uΣ)divΣ(v̄Σ) + 2µsεΣ(uΣ) : εΣ(v̄Σ)− ρsω

2uΣ · v̄Σ

)
dx2

+ρf

∫
Σf

(
α2dx2ϕdx2ψ̄− α−1

2 k2
fϕψ̄

)
dx2

+ρfω

∫
γsf

(
ϕ(v̄Σ · es) + ψ̄(uΣ · es)

)
ds(x2).

Soit Σpml ⊂ Σf le domaine occupé par les PML. Prendre la partie imaginaire de l’équation
aF

Ysf
((uΣ,ϕ), (uΣ,ϕ)) = 0 donne :∫

Σpml

(
=m(α2)|dx2ϕ|2 + =m(−α−1

2 )k2
f |ϕ|2

)
dx2 = 0.

Par hypothèse sur le coefficient α2 de la PML, on a =m(α2) < 0 et =m(−α−1
2 ) < 0 dans Σpml. Il

en découle que ϕ = 0 dans Σpml. Un argument de type prolongement unique pour l’équation
de Helmholtz permet de déduire que ϕ = 0 dans Σf . La résolution de (7.69) pour un second
membre nul est ainsi ramenée à celle du problème :

Trouver uΣ ∈ (H1(Σs))2 tel que
divΣ(σΣ(uΣ)) + ρsω

2uΣ = 0 dans Σs

σΣ(uΣ)es = 0 sur ∂Σs

uΣ · es = 0 sur ∂Σs.
(7.75)

D’une façon générale, le problème (7.75) peut avoir des solutions non triviales pour un
ensemble dénombrable de fréquences qui correspond, au facteur multiplicatif ρs près, aux
valeurs propres de l’opérateur autoadjoint u 7→ −divΣ(σΣ(uΣ)) dont le domaine prend en
compte les deux conditions au bord de (7.75). De telles solutions (i.e. nulles dans le fluide,
mais pas dans le solide) sont appelées modes de Jones. En dehors de ces fréquences particu-
lières, nous avons l’injectivité de l’opérateur linéaire associé à aYsf . Puisque c’est un opérateur
Fredholm d’indice 0, c’est donc un isomorphisme.

Dans les deux cas abordés, le problème (7.73) est bien posé excepté pour un ensemble
dénombrable de fréquences, ce qui donne par suite l’inversibilité de l’opérateur FYsf en
dehors d’un ensemble dénombrable de fréquences. On a de plus grâce au théorème de
Banach l’inégalité :

‖Ysf‖V
Ysf
≤ CF

Ysf
‖Bsf‖Hsf , (7.76)

pour une constante CF
Ysf

> 0.

210



7.3. Analyse modale d’un guide élastique immergé dans un fluide avec des PML

Remarque 7.40 Il est aussi possible d’écrire le problème (7.75) en 3D. Il a été montré dans
[Har90] que ce problème n’admet pas de solutions pour presque tout corps élastique à frontière
indéfiniment dérivable. Des travaux plus récents présentés dans [DNS19] ont montré de façon
complémentaire que ces modes peuvent exister pour des solides immergés à frontière Lipschitz.
Lorsque (7.75) a une solution non triviale uΣ, il est possible de construire une solution non triviale
du problème homogène (7.73) en prenant ϕ = 0. Dans ce cas, le défaut d’injectivité est aussi lié à
la présence de modes de Jones.

Il découle de ce résultat le caractère fermé de l’opérateur Asf .

Corollaire 7.41

L’opérateur Asf est fermé excepté pour un ensemble dénombrable de fréquences.

Démonstration. L’opérateur Asfest inversible d’après la Proposition 7.39. Il est alors fermé.

Proposition 7.42

Les opérateurs FYsfFXsf et FXsfFYsf sont d’inverse compact. Autrement dit, la résolvante
de ces opérateurs est compacte en 0.

Démonstration. Soit ω une fréquence pour laquelle les opérateurs FYsf et FXsf sont inversibles.

• Compacité de
(
FXsfFYsf

)−1

Soit
(
Bsf
n

)
n∈N

une suite bornée de Hsf , puis Xsf
n ∈ D(FYsf ) et Ysf

n ∈ D(FXsf ) les solutions
des équations : {

FXsf Xsf
n = Bsf

n

FYsf Ysf
n = Xsf

n .

Montrer que l’opérateur
(
FXsfFYsf

)−1 est compact revient à montrer qu’on peut extraire de
(Bsf

n )n∈N une sous-suite, notée de façon identique, telle que la suite Ysf
n =

(
FXsfFYsf

)−1
Bsf
n , n ∈

N, converge dans VYsf . Commençons par prouver qu’on peut extraire de (Bsf
n )n∈N une sous-

suite telle que (Ysf
n )n∈N soit bornée dans Hsf . D’après la Proposition 7.39, la suite Xsf

n =(
FXsf

)−1
Bsf
n , n ∈ N, est bornée dans VXsf , ce qui garantit que :

(tnΣ)n∈N est bornée dans
(
L2(Σs)

)2

(un1 )n∈N est bornée dans H1(Σs)
(ζn)n∈N est bornée dans L2(Σf).

Le théorème de Rellich nous permet d’extraire de (un1 )n∈N une sous-suite convergente dans
L2(Σs). La limite de cette sous-suite est notée u1. Ensuite, la Proposition 7.39 nous assure à
nouveau que la suite Ysf

n =
(
FYsf

)−1
Xsf
n , n ∈ N est bornée dans VYsf , d’où :

(unΣ)n∈N est bornée dans
(
H1(Σs)

)2

(tn1 )n∈N est bornée dans L2(Σs)
(ϕn)n∈N est bornée dans H1(Σf).

Le théorème de Rellich nous garantit à nouveau que les suites (unΣ)n∈N et (ϕn)n∈N admettent
des sous-suites convergentes dans

(
L2(Σs)

)2 et L2(Σf). Les limites de ces suites sont notées
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uΣ et ϕ. De plus, puisque les suites (tnΣ)n∈N et (ζn)n∈N sont bornées dans (L2(Σs))2 et L2(Σf),
on peut en extraire des sous-suites qui convergent faiblement dans les mêmes espaces. Ces
limites faibles sont notées tΣ et ζ. Le problème :

Trouver Ysf
n ∈ D(FYsf ) tel que

FYsf Ysf
n = Xsf

n ,

peut s’écrire sous la forme variationnelle :

Trouver Ysf
n ∈ VYsf tel que{

aYsf ((unΣ,ϕ
n), (vΣ,ψ)) = `Ysf ,n(vΣ,ψ), ∀(vΣ,ψ) ∈ (H1(Σs))2 × H1(Σf)

−αsdivΣ(unΣ)− αs

λs
tn1 = un1 sur Σs,

(7.77)

avec aYsf qui a déjà été définie par (7.74) et `Ysf ,n qui est donnée par :

`Ysf ,n(vΣ,ψ) :=

∫
Σs

(
tnΣ · v̄Σ − λsu

n
1 divΣ(v̄Σ)

)
dxΣ + ρf

∫
Σf

bαΣζnψ̄dxΣ.

Puisque tnΣ ⇀ tΣ dans (L2(Σs))2, un1 → u1 dans L2(Σs) et ζn ⇀ ζ dans L2(Σf), nous avons :

`Ysf ,n(vΣ,ψ)→ `Ysf ,∞(vΣ,ψ), ∀(vΣ, ψ) ∈
(
H1(Σ)

)2 × H1(Σf),

où la forme antilinéaire `Ysf ,∞ s’obtient en remplaçant dans `Ysf ,n les suites par leurs limites.
Soit (uΣ,ϕ) la solution de la formulation variationnelle :

Trouver (uΣ,ϕ) ∈ (H1(Σs))2 × Σf tel que

aYsf ((uΣ,ϕ), (vΣ,ψ)) = `Ysf ,∞(vΣ,ψ), ∀(vΣ,ψ) ∈ (H1(Σs))2 × H1(Σf).

Sachant que l’inverse de l’opérateur linéaire associé à la forme sesquilinéaire aYsf est continu,
nous avons la convergence de unΣ vers uΣ dans (H1(Σs))2 ainsi que la convergence de ϕn vers
ϕ dans H1(Σf). La deuxième équation de (7.77) nous permet enfin de déduire que (tn1 )n∈N

converge aussi vers t1 dans L2(Σs).

• Compacité de
(
FYsfFXsf

)−1

Soit
(
Csf
n

)
n∈N

une suite bornée de Hsf , puis Xsf
n ∈ D(FYsf ) et Ysf

n ∈ D(FXsf ) les solutions
des équations : {

FXsf Xsf
n = Ysf

n

FYsf Ysf
n = Csf

n .

Montrer que l’opérateur
(
FYsfFXsf

)−1 est compact revient à montrer qu’on peut extraire de
(Csf

n )n∈N une sous-suite, notée de façon identique, telle que la suite Xsf
n =

(
FYsfFXsf

)−1
Csf
n , n ∈

N, converge dans VXsf . Commençons par prouver qu’on peut extraire de (Csf
n )n∈N une sous-

suite telle que (Xsf
n )n∈N soit bornée dans Hsf . D’après la Proposition 7.39, nous savons que la

suite Ysf
n =

(
FYsf

)−1
Csf
n , n ∈ N, est bornée dans VYsf , ce qui s’écrit :

(unΣ)n∈N est bornée dans
(
H1(Σ)

)2

(tn1 )n∈N est bornée dans L2(Σs)
(ϕn)n∈N est bornée dans H1(Σf).

Grâce au théorème de Rellich, nous extrayons à nouveau des suites (unΣ)n∈N et de (ϕn)n∈N des
sous-suites qui convergent dans

(
L2(Σs)

)2 et L2(Σf). Les limites sont notées uΣ et ϕ. Comme
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précédemment, nous en déduisons que la suite Xsf
n =

(
FXsf

)−1
Ysf
n , n ∈ N, est bornée dans

VXsf :
(tnΣ)n∈N est bornée dans

(
L2(Σs)

)2

(un1 )n∈N est bornée dans H1(Σs)
(ζn)n∈N est bornée dans L2(Σf).

En recourant à nouveau au théorème de Rellich, on extrait une sous-suite (un1 )n∈N convergente
dans L2(Σs). Cette limite est notée u1. Comme la suite (tn1 )n∈N est bornée dans L2(Σs), on
peut en extraire une sous-suite faiblement convergente dans le même espace. Cette limite est
notée t1. Le problème :

Trouver Xsf
n ∈ D(FXsf ) tel que

FXsf Xsf
n = Ysf

n ,

peut s’écrire de façon variationnelle sous la forme :

Trouver Xsf
n ∈ VXsf tel que

aXsf (u1, v1) = `Xsf ,n(v1), ∀v1 ∈ H1(Σs)
tnΣ = µs(u

n
Σ +∇Σun1 ) sur Σs

ζn = ϕn sur Σf ,
(7.78)

avec :
aXsf (u1, v1) :=

∫
Σs

(
µs∇Σu1 · ∇Σv̄1 − ρsω

2u1v̄1

)
dxΣ,

et :
`Xsf ,n(v1) := −

∫
Σs

(
tn1 v̄1 + µsu

n
Σ∇Σv̄1

)
dxΣ.

Puisque tn1 ⇀ t1 dans L2(Σs) et unΣ → uΣ dans (L2(Σs))2, nous avons :

`Xsf ,n(v1)→ `Xsf ,∞(v1), ∀v1 ∈ H1(Σs),

où la forme antilinéaire `Xsf ,∞ s’obtient en remplaçant dans `Xsf ,n les suites par leur limite.
Soit u1 la solution de la formulation variationnelle :

Trouver u1 ∈ H1(Σs) tel que

aXsf (u1, v1) = `Xsf ,∞(v1), ∀v1 ∈ H1(Σf).

Sachant que l’inverse de l’opérateur linéaire associé à aXsf est continu, nous avons la conver-
gence de un1 vers u1 dans H1(Σs). Les deuxième et troisième équations de (7.78) nous per-
mettent enfin de déduire que (tnΣ)n∈N converge vers tΣ dans (L2(Σs))2 et ζn converge vers ζ
dans L2(Σf).

Nous allons nous servir de la Proposition 7.42 pour montrer que le spectre de l’opérateur
Asf est purement ponctuel. Pour cela, nous avons besoin de la propriété de symétrie suivante
satisfaite par le spectre discret de Asf que l’on note Λd(Asf).

Lemme 7.43

On a l’équivalence entre :

1. λ ∈ Λd(Asf) pour le vecteur propre (Xsf ,Ysf) ∈ Ker(Asf − λI) ;

2. −λ ∈ Λd(Asf) pour le vecteur propre (−Xsf ,Ysf) ∈ Ker(Asf + λI).
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Démonstration. Il suffit de remarquer qu’on a :(
0 FYsf

FXsf 0

)(
−Xsf

Ysf

)
=

(
FYsf Ysf

−FXsf Xsf

)
= λ

(
Xsf

−Ysf

)
= −λ

(
−Xsf

Ysf

)
.

Nous sommes enfin en mesure de donner le résultat suivant.

Théorème 7.44

Le spectre de l’opérateur Asf , noté Λ(Asf), est constitué d’un ensemble discret de valeurs
propres de multiplicité finie.

Démonstration. La preuve repose sur l’introduction de l’opérateur
(
Asf
)2 de domaine :

D
((
Asf
)2)

= {(Xsf ,Ysf) ∈ D(Asf), Asf(Xsf ,Ysf)t ∈ D(Asf)}.

Ceci est motivé par le fait que l’opérateur
(
Asf
)2 s’écrit :

(
Asf
)2

=

(
FXsfFYsf 0

0 FXsfFYsf

)
.

En effet, nous savons d’après la Proposition 7.42, que la résolvante de cet opérateur est
compacte en 0, ce qui n’est a priori pas le cas de l’opérateur Asf . Montrons maintenant que
cet opérateur est de plus fermé. Soit (Xsf

n ,Y
sf
n )n∈N une suite dans D

((
Asf
)2) qui converge vers

(Xsf ,Ysf) dans Hsf ×Hsf telle que :

(Bsf
n ,C

sf
n )t :=

(
Asf
)2

(Xsf
n ,Y

sf
n )t

converge aussi dans Hsf×Hsf vers un élément noté (Bsf ,Csf)t. D’après la Proposition 7.39, les
opérateurs FXsf et FYsf sont inversibles. L’opérateur Asf est par conséquent aussi inversible.
Posons :

(Dsf
n ,E

sf
n )t :=

(
Asf
)−1

(Bsf
n ,C

sf
n )t.

Puisque (Bsf
n ,C

sf
n )n∈N converge vers (Bsf ,Csf)n∈N dans Hsf et que

(
Asf
)−1 est borné d’après le

théorème de Banach, la suite (Dsf
n ,E

sf
n )n∈N converge vers :

(Dsf ,Esf)t :=
(
Asf
)−1

(Bsf ,Csf)t,

qui appartient à D(Asf). Puisqu’on a aussi :

(Dsf
n ,E

sf
n )t = Asf(Xsf

n ,Y
sf
n )t,

et que l’opérateur Asf est fermé, on en déduit que (Xsf ,Ysf)t appartient à D(Asf) et que

(Dsf ,Esf)t = Asf(Xsf ,Ysf)t.

On a par suite :
(Bsf ,Csf)t =

(
Asf
)2

(Xsf ,Ysf)t,

ce qui montre que l’opérateur
(
Asf
)2 est fermé dans Hsf ×Hsf . D’après le Théorème B.3, le

spectre de
(
Asf
)2 n’est constitué que de valeurs propres de multiplicité finie et sa résolvante est
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compacte partout dans l’ensemble résolvant. Donnons-nous maintenant une valeur propre
λ de l’opérateur Asf . Le nombre complexe λ2 est alors une valeur propre de multiplicité
finie de l’opérateur

(
Asf
)2 et on en conclut donc que Asf a un ensemble discret de valeurs

propres de multiplicité finie noté Λp(Asf). Autrement dit, nous venons de montrer que
λ ∈ Λp(Asf) =⇒ λ2 ∈ Λ

((
Asf)2). Soit λ /∈ Λp(Asf), on a d’après le Lemme 7.43 que

−λ /∈ Λp(Asf). Par conséquent, les opérateurs Asf ± λI sont injectifs, ce qui implique par
suite que

(
Asf
)2 − λ2I =

(
Asf + λI

)(
Asf − λI

)
est injectif. Étant donné que le spectre de(

Asf
)2 est purement ponctuel, on en déduit que λ2 n’est pas dans ce dernier. Il en résulte que(

Asf
)2 − λ2I est surjectif. On en déduit que les opérateurs Asf ± λI sont surjectifs et par suite

que les complexes ±λ ne sont pas dans le spectre de Asf . Ceci nous permet finalement de
conclure que le spectre de Asf n’est composé que de valeurs propres de multiplicité finie.

Remarque 7.45 Il découle du Théorème 7.44 que la propriété de symétrie donnée par le Lemme
7.43 est vérifiée par l’entièreté du spectre de Asf . Mais contrairement aux cas du guide élastique
fermé et du guide élastique immergé dans un fluide infini, le spectre de l’opérateur Asf n’est pas
stable par conjugaisons du fait des coefficients complexes des PML intervenant dans l’opérateur
FYsf .

Nous venons de montrer que le spectre de Asf est ponctuel. Donnons en maintenant une
description plus fine.

Description du spectre de Asf

L’opérateur Asf peut être vu comme une approximation de l’opérateur Asf,∞ associé au
problème avec un fluide environnant infini. On s’attend donc à ce que le spectre de Asf

approche celui de Asf,∞ en un certain sens. Pour rappel, ce dernier admet la décomposition :

Λ(Asf,∞) = Λe,W(Asf,∞) ∪ Λd(Asf,∞).

Voyons comment les différents éléments de Λ(Asf,∞), mais aussi de Λf(A
sf,∞), sont approchés

par des éléments de Λ(Asf).

• Approximation de Λd(Asf,∞)

Le spectre ponctuel de Asf,∞ correspond à des modes guidés localisés dans le cœur du
guide. On s’attendrait donc de prime abord à ce que pour chaque élément du spectre ponctuel
de Asf,∞ il existe un élément du spectre de Asf qui en soit proche. Par souci de clarté, nous
conduisons la discussion dans le cas particulier 2D d’une plaque immergée. Dans ce cas, les
modes associés à des valeurs propres sur la fermeture du feuillet sortant du domaine physique
(i.e. sur le domaine =m(λ2) ≥ 0) sont bien approchés avec les PML. En effet, l’introduction de
PML ne change la nature des modes dans la direction transverse que dans la zone balayée par
le spectre esentiel lors de sa rotation, qui est située dans le demi-plan inférieur du domaine
physique. Introduisons ensuite le secteur :

Sα := {λ ∈ C | 2 argiR+(α∞) < argiR+(k2
f + λ2) < 0}.

Il correspond à la région du feuillet entrant du domaine physique balayée par le spectre
essentiel lors de sa rotation suite à l’introduction des PML. Les modes associés à des valeurs
propres de Asf,∞ dans le secteur Sα ne sont plus approchés par des modes associés à des
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valeurs propres de l’opérateur Asf puisqu’ils deviennent exponentiellement croissants dans
la direction transverse. En effet, nous remarquons que pour λ ∈ Sα on a la relation −iβf(λ) =

−γf(λ), avec pour rappel βf(λ) := iR+
√
k2

f + λ2 et γf(λ) := R−
√
−k2

f − λ2. Les modes associés à
des valeurs propres λ ∈ Sα s’écrivent alors en présence de PML (supposées abruptes pour
fixer les idées) :

ϕ(x2) ∝

{
e−i

βf (λ)

α∞
x2 si x2 > h1

ei
βf (λ)

α∞
x2 si x2 < −h1.

Or, on a =m(βf(λ)/α∞) > 0 pour tout λ ∈ Sα, ce qui implique le comportement exponentiel-
lement croissant annoncé.

Pour résumer, les PML introduites permettent d’approcher les modes de quasi-Scholte
(vérifiant λ ∈ iR), les modes SH (vérifiant λ ∈ (iR) ∪ R) et les modes de Lamb inhomogènes
sortants (vérifiant =m(λ2) > 0). L’approximation de ces modes guidés devrait avoir au pre-
mier ordre le même comportement que les modes originaux : dans la direction transverse
exponentiellement décroissants en amplitude, et dans la direction longitudinale propagatifs
ou exponentiellement décroissants en amplitude. Pour les modes propagatifs, il est cepen-
dant fort probable que les nombres d’onde associés à ces modes se déplacent légèrement en
dehors de l’axe imaginaire lorsque les PML sont tronquées. Amoindrir cette perturbation
pourra éventuellement conduire à des difficultés numériques que nous étudierons à la sous-
section 7.4.5. Enfin, les modes de Lamb inhomogènes entrants (vérifiant =m(λ2) < 0) situés
dans le secteur Sα ne sont plus approchés.

• Approximation de Λe,W(Asf,∞)

Le spectre essentiel de Asf,∞ est donné dans le paramètre spectral λ2 par [−k2
f ,+∞]. Il

correspond à des modes de radiation oscillants à l’infini dans la direction transverse. Bien
que nous n’avons pas étudié le spectre de l’opérateur avec des PML infinies, il est légitime
par analogie avec le cas purement acoustique traité à la Partie II, de penser que le spectre
essentiel subisse suite à l’introduction de PML infinies une rotation autour du point (−k2

f , 0)
dans le plan λ2. Le spectre de Asf correspond au cas où ces PML sont tronquées. Le spectre
essentiel tourné est alors discrétisé, formant un ensemble discret de valeurs propres que nous
appelons modes de PML. Ces modes sont principalement localisés dans la PML où ils y sont
oscillants. Ils sont décroissants en amplitude le long de l’axe du guide.

• Approximation de Λf(A
sf,∞)

Tout l’intérêt de l’introduction des PML est de pouvoir approcher l’ensemble Λf(A
sf,∞)

qui n’est pas dans le spectre de l’opérateur Asf,∞. Cet ensemble correspond à des résonances
sortantes du problème situées dans le demi-plan complexe =m(λ2) < 0 du domaine non
physique. Les modes à fuite associés à ces résonances sont en l’absence de PML exponentielle-
ment croissants dans la direction transverse (voir Définition 7.28). Or grâce aux PML infinies,
ils s’écrivent (toujours dans le cas de PML abruptes pour fixer les idées) :

ϕ(x2) ∝

{
ei
βf (λ)

α∞
x2 si x2 > h1

e−i
βf (λ)

α∞
x2 si x2 < −h1,

ce qui correspond à un comportement exponentiellement décroissant lorsque λ ∈ Sα puisque
cela implique =m(βf(λ)/α∞) > 0. Par conséquent, les PML font passer les éléments de
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Λf(A
sf,∞) ∩ Sα dans le spectre ponctuel du nouvel opérateur transverse obtenu suite à l’in-

troduction de PML infinies. Lorsque la troncature des PML est réalisée suffisamment loin
du cœur, les modes à fuite associés aux éléments de Λf(A

sf,∞) ∩ Sα ont en bout de PML une
amplitude proche de zéro. Ils sont alors correctement approximés. En d’autres termes, les
éléments de Λf(A

sf,∞) ∩ Sα sont bien approximés par des éléments de Λ(Asf). Tout comme
les modes à fuite exacts, les modes à fuite approchés oscillent le long du guide avec une
amplitude qui décroît exponentiellement dans la direction de propagation.

La discussion que nous venons de conduire est synthétisées sur la Figure 7.5 qui représente
un exemple de spectre de l’opérateur Asf .

=m(λ)

<e(λ)

kf

−kf

•
•

•
•

•
• • •

•
••• F

F
F

F
F

F

F
F

F
F

F
F

•

• •••

•

=m(λ2)

<e(λ2)

−k2
f

• • ••• •
•
• •

F F F
F

F
F

Figure 7.5: Représentation dans le plan complexe d’un exemple de spectre de l’opérateur Asf

dans les paramètres λ à gauche et λ2 à droite. Ronds verts : approximation des éléments de
Λd(Asf,∞), carrés bleus : approximation de Λe,W (Asf,∞) et étoiles rouges : approximation de
Λf(A

sf,∞).

Sens de propagation des modes

Nous voulons désormais distinguer les modes qui sont sortants à gauche de ceux qui sont
sortants à droite. Nous avons vu dans la sous-section 7.1.1 que pour une plaque fermée, il
peut y avoir des modes propagatifs (i.e. tels que λ ∈ iR) ayant des vitesses de phase et de
groupe (ou d’énergie) de signes opposés, appelées modes rétrogrades. Selon [NMK17], les
modes de Lamb à fuite dans une plaque immergée peuvent avoir des vitesses de phase et
d’énergie de signes opposés lorsque ces quantités sont intégrées sur la section solide. Les au-
teurs expliquent que le flux d’énergie au travers de la section fluide infinie est égal à l’opposé
du flux d’énergie dans la section solide. Autrement dit, le flux d’énergie total est nul. En outre,
ces modes violent le principe d’équipartition d’énergie de Rayleigh dans les guides d’ondes,
principe stipulant que l’énergie cinétique moyenne totale est égale à l’énergie potentielle
moyenne totale. Mais ces deux quantités sont par définition positives. L’énergie moyenne
totale n’est alors pas nulle contrairement au flux d’énergie. Enfin, les modes particuliers que
nous venons de mentionner ont des vitesses de groupe et d’énergie opposées. Il est important
de noter que [NMK17] n’exhibe toutefois pas numériquement ou expérimentalement de tels
modes. Il n’est donc pas aisé de conclure quant à la fréquence d’apparition de ces objets. Il a
aussi été mis en évidence dans [BLD01], toujours pour une plaque immergée, que la vitesse
de groupe peut prendre des valeurs non physiques. Les auteurs des deux articles cités dans
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ce paragraphe concluent, pour des raisons un peu différentes, que la bonne quantité pour
déterminer le sens de propagation physique d’un mode dans une plaque immergée est le flux
d’énergie intégré sur la section solide seule. Comme cela est expliqué dans [Gal18] pour un
guide élastique enfoui dans un solide, cette quantité n’est pas pertinente pour déterminer
le sens de propagation des modes de PML qui sont principalement localisés dans le milieu
environnant. Le sens de propagation de ces derniers sera déterminé par le signe de <e(λ). La
vitesse d’énergie dans la section solide donnée par (7.19) sera désormais notée ve

|Σs .

Puisque nous avons tronqué transversalement le guide par des PML, il est plus naturel
d’un point vue mathématique de considérer dans notre cas la vitesse d’énergie obtenue
à partir du flux d’énergie intégré sur toute la section. Cependant, il n’est pas possible de
construire ce flux d’énergie directement pour le problème avec PML tronquées, car les modes
propagatifs approchés avec des PML tronquées ne sont plus parfaitement propagatifs. Pour
pallier cette difficulté, nous proposons de construire dans un premier temps le flux d’énergie
en l’absence de PML pour un guide infini dans la direction transverse. Dans un second temps,
nous dilaterons de façon analytique la variable transverse dans l’expression du flux d’énergie
obtenu pour prendre en compte la présence de PML, et tronquerons enfin l’intégrale dans le
fluide pour se ramener au cas de PML bornées. Nous considérons pour commencer un mode
propagatif du guide ouvert infini dans la direction transverse et sans PML :

u(x1,xΣ) = u(xΣ)eλx1 , ϕ(x1,xΣ) = ϕ(xΣ)eλx1 ,

caractérisé par λ ∈ iR et ϕ ∈ L2(Σf,∞). En 2D, un tel mode correspond à un mode de quasi-
Scholte. Soit Bs := (a, b)×Σs et Bf,∞ := (a, b)×Σf,∞ deux sous-domaines de W s et W f,∞ pour
des réels a < b. On note Γsf

B := (a, b)×γsf l’interface entre les deux domaines. Des intégrations
par parties nous donnent :

0 =

∫
Bs

(
div(σ(u))ū+ ρsω

2|u|2
)
dx+ ρf

∫
Bf,∞

(
∆ϕϕ̄+ k2

f |ϕ|2)dx

= −
∫
Bs

(
σ(u) : ε(ū)− ρsω

2|u|2
)
dx− ρf

∫
Bf,∞

(
|∇ϕ|2 − k2

f |ϕ|2)dx

+

∫
Γsf
B∪Σs

a∪Σs
b

σ(u)ns · ūds(x) + ρf

∫
Γsf
B∪Σf,∞

a ∪Σf,∞
b

∂nf
ϕϕ̄ds(x)

= −
∫
Bs

(
σ(u) : ε(ū)− ρsω

2|u|2
)
dx− ρf

∫
Bf,∞

(
|∇ϕ|2 − k2

f |ϕ|2)dx

− ρfω

∫
Γsf
B

(
ϕ(ū · ns) + (u · ns)ϕ̄

)
ds(x)

+

∫
Σs
a∪Σs

b

σ(u)ns · ūds(x) + ρf

∫
Σf,∞
a ∪Σf,∞

b

∂nf
ϕϕ̄ds(x). (7.79)

Prendre la partie imaginaire de (7.79) donne :

0 = =m
(∫

Σs
a∪Σs

b

σ(u)ns · ūds(x)
)

+ ρf=m
(∫

Σf,∞
a ∪Σf,∞

b

∂nf
ϕϕ̄ds(x)

)
. (7.80)

Cette égalité nous conduit à introduire le flux d’énergie moyen rayonné au travers de la
section Σs

x1
∪ Σf,∞

x1
:

〈Πsf,∞(x1)〉 :=
ω

2
=m
(∫

Σs
x1

σ(u)n1 · ūds(x)
)

+
ωρf

2
=m
(∫

Σf,∞
x1

∂x1ϕϕ̄ds(x)
)
, (7.81)
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avec on le rappelle n1 :=
(
1 0 0

)t. Puisque λ ∈ iR, l’exponentielle décrivant la dépendance
axiale du mode disparait dans (7.81), ce qui indique que le flux d’énergie moyen 〈Πsf,∞(x1)〉
ne dépend pas de l’abscisse x1. On le note alors désormais 〈Πsf,∞〉. L’équation (7.80) traduit
la conservation du flux d’énergie moyen entre les sections gauche et droite délimitant le
domaine volumique. Effectuer une dilatation analytique vis-à-vis de la variable transverse xΣ

et tronquer le domaine de calcul fluide nous amène à considérer le flux :

〈Πsf〉 :=
ω

2
=m
(∫

Σs

σ(u)n1 · ūdxΣ

)
+
ωρf

2
=m
(∫

Σf

bαΣ∂x1ϕϕ̄dxΣ

)
.

Pour définir la vitesse d’énergie, nous avons aussi besoin d’exprimer l’énergie du mode dans
toute la section. Pour l’obtenir, il suffit de prendre :

〈Esf〉 = 〈Es〉+ 〈Ef〉,

où 〈Es〉 est l’énergie élastique moyenne dans la section Σs donnée par (7.18) et 〈Ef〉 est
l’énergie acoustique moyenne dans la section Σf définie par :

〈Ef〉 =
ρf

2
<e
(∫

Σf

bαΣ|∇ϕ|2dxΣ

)
+
ρfω

2

2c2
f

<e
(∫

Σf

bαΣ|ϕ|2dxΣ

)
.

On peut alors définir la vitesse d’énergie d’un mode propagatif dans toute la section comme :

ve
|Σsf :=

〈Πsf〉
〈Esf〉

.

Nous allons enfin utiliser cette vitesse d’énergie pour déterminer le sens de propagation des
modes du guide avec PML tronquées approchant des modes propagatifs du guide ouvert
infini dans la direction transverse et sans PML. Nous négligerons ainsi dans l’expression de
ve
|Σsf la partie réelle de la valeur propre approchant λ, en notation Kondratiev, associée au

mode correspondant pour un fluide de section infinie.

Nous proposons de classifier comme suit les modes d’un guide élastique immergé tronqué
avec des PML selon leur sens de propagation ou de décroissance. Nous avons :

• les modes notés (λn,X
s
n,Y

s
n)n≥1 qui sont sortants à droite : ils correspondent aux ap-

proximations des modes guidés propagatifs satisfaisant ve
|Σsf > 0 (concerne en 2D les

modes de quasi-Scholte) et des approximations des modes non propagatifs satisfaisant
<e(λ) < 0 (concerne en 2D les modes de Lamb à fuite, modes de Lamb inhomogènes et
modes de PML) ;

• les modes notés (λ−n,X
s
−n,Y

s
−n)n≥1=(−λn,−Xs

n,Y
s
n)n≥1 qui sont sortants à gauche : ils

correspondent aux approximations des modes guidés propagatifs satisfaisant ve
|Σsf < 0

(concerne en 2D les modes de quasi-Scholte) et des approximations des modes non
propagatifs satisfaisant <e(λ) > 0 (concerne en 2D les modes de Lamb à fuite, modes
de Lamb inhomogènes et modes de PML).

Remarque 7.46 Si nous souhaitions comparer les vitesses d’énergie et de groupe des modes, nous
pourrions utiliser l’expression simple de la vitesse de groupe donnée en annexe de ce chapitre (voir
la sous-section 7.5.3).
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Décomposition modale

Nous voulons désormais établir une relation de biorthogonalité entre les modes afin d’être
en mesure d’écrire des décompositions modales. Pour cela, nous allons devoir considérer les
adjoints des opérateurs FXsf et FYsf que nous commençons par calculer.

Lemme 7.47

L’opérateur FXsf est autoadjoint. L’adjoint de FYsf est l’opérateur donné pour Ysf ∈
D
((
FYsf

)F)
par :

(
FYsf

)F

Ysf =

 −divΣ(σΣ(Ys))− ρsω
2uΣ

−αsdivΣ(uΣ)− αs

λs

t1

−divΣ(AαΣ∇Σ((bαΣ)−1ϕ))− k2
fϕ

 ,

avec :

D
((
FYsf

)F)
=
{

Ysf := (uΣ, t1,ϕ) ∈ VYsf | divΣ(σΣ(Ys)) ∈ (L2(Σs))2,

divΣ(AαΣ∇Σ((bαΣ)−1ϕ)) ∈ L2(Σf),

σΣ(Ys)es = −ρfωϕes et ω(uΣ · es) = ∇Σϕ · es sur γsf ,

(AαΣ∇Σ((bαΣ)−1ϕ)) · ef = 0 sur γpml
}
.

Démonstration. • Adjoint de FXsf

Soit Xsf ∈ D(FXsf ) et X̃sf ∈ VXsf , on a :

(FXsf Xsf , X̃sf)Hsf =

∫
Σs

(tΣ

µs

−∇Σu1

)
· t̃ΣdxΣ +

∫
Σs

(divΣ(tΣ) + ρsω
2u1)ũ1dxΣ

+ρf

∫
Σf

ζζ̃dxΣ,

et la formule de Stokes :∫
Σs

divΣ(tΣ)ũ1dxΣ = −
∫

Σs

tΣ · ∇Σũ1dxΣ +

∫
γsf

(tΣ · es)ũ1ds(xΣ),

utilisée deux fois, donne compte tenu de la condition aux limites vérifiée par tΣ sur γsf :

(FXsf Xsf , X̃sf)Hsf =

∫
Σs

tΣ ·
( t̃Σ

µs

−∇Σũ1

)
dxΣ +

∫
Σs

u1(divΣ(t̃Σ) + ρsω2ũ1)dxΣ

+ρf

∫
Σf

ζζ̃dxΣ −
∫
γsf

u1(t̃Σ · es)ds(xΣ).

Si on prend X̃sf ∈ D(FXsf ), l’intégrale sur γsf s’annule et on trouve :

(FXsf Xsf , X̃sf)Hsf = (Xsf , FXsf X̃sf)Hsf ,

l’opérateur est donc autoadjoint.

• Adjoint de FYsf
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Soit Ysf ∈ D(FYsf ) et Ỹsf ∈ VYsf , on a(
FYsf Ysf , Ỹsf

)
Hsf = −

∫
Σs

(divΣ

(
σΣ(Ys)

)
+ ρsω

2uΣ) · ũΣdxΣ −
∫

Σs

(
αsdivΣ(uΣ) +

αs

λs

t1

)
t̃1dxΣ

−ρf

∫
Σf

(
(bαΣ)−1divΣ(AαΣ∇Σϕ) + k2

fϕ
)

¯̃ϕdxΣ.

La formule de Stokes nous donne l’égalité :∫
Σs

(
divΣ

(
σΣ(Ys)

)
· ũΣ + αsdivΣ(uΣ)t̃1

)
dxΣ

= −
∫

Σs

(
σΣ(Ys) : εΣ(ũΣ)− αsdivΣ(uΣ)t̃1

)
dxΣ +

∫
γsf

(
σΣ(Ys)es

)
· ũΣds(xΣ),

et on peut remarquer de plus à l’aide de (7.8) puis la symétrie du tenseur des déformations
que :

σΣ(Ys) : εΣ(ũΣ) + αsdivΣ(ũΣ)t1 = 2µsεΣ(uΣ) : εΣ(ũΣ) + δsdivΣ(uΣ)divΣ(ũΣ)
= 2µsεΣ(ũΣ) : εΣ(uΣ) + δsdivΣ(ũΣ)divΣ(uΣ)

= σΣ(Ỹs) : εΣ(uΣ) + αsdivΣ(uΣ)t̃1.

Cette égalité nous permet d’obtenir après une nouvelle utilisation de la formule de Stokes :∫
Σs

(
divΣ

(
σΣ(Ys)

)
· ũΣ + αsdivΣ(uΣ)t̃1

)
dxΣ −

∫
Σs

(
uΣ · divΣ(σΣ(Ỹs)) + t1αsdivΣ(ũΣ)

)
dxΣ

=

∫
γsf

((
σΣ(Ys)es

)
· ũΣ −

(
σΣ(Ỹs)es

)
· uΣ

)
ds(xΣ).

Ensuite, nous avons simplement par deux applications successives de la formule de Green :∫
Σf

(bαΣ)−1divΣ(AαΣ∇Σϕ) ¯̃ϕdxΣ =

∫
Σf

ϕdivΣ(AαΣ∇Σ((bαΣ)−1 ¯̃ϕ))dxΣ

+

∫
γsf∪γpml

(bαΣ)−1((AαΣ∇Σϕ) · ef) ¯̃ϕds(xΣ)

−
∫
γsf∪γpml

((AαΣ∇Σ((bαΣ)−1 ¯̃ϕ)) · ef)ϕds(xΣ).

(7.82)

Les conditions de couplage sur γsf et de bord sur γpml vérifiées par les éléments de D(FYsf ),
donné par (7.63), donnent :(

FYsf Ysf , Ỹsf
)
Hsf

= −
∫

Σs

uΣ ·
(
divΣ(σΣ(Ỹs)) + ρsω

2ũΣ

)
dxΣ −

∫
Σs

t1

(
αsdivΣ(ũΣ) +

αs

λs

t̃1

)
dxΣ

−ρf

∫
Σf

ϕ
(
divΣ(AαΣ∇Σ((bαΣ)−1 ¯̃ϕ)) + k2

f
¯̃ϕ
)
dxΣ + ρfω

∫
γsf

(
(ũΣ · es)ϕ+ (uΣ · es) ¯̃ϕ

)
ds(xΣ)

+

∫
γsf

(
σΣ(Ỹs)es

)
· uΣds(xΣ) + ρf

∫
γsf∪γpml

((AαΣ∇Σ((bαΣ)−1 ¯̃ϕ)) · ef)ϕds(xΣ).

Si Ỹsf ∈ D
((
FYsf

)F)
, l’intégrale sur γpml s’annule et celles sur γsf se compensent, et alors :(

FYsf Ysf , Ỹsf
)
Hsf = −

∫
Σs

uΣ ·
(
divΣ(σΣ(Ỹs)) + ρsω2ũΣ

)
dxΣ −

∫
Σs

t1

(
αsdivΣ(ũΣ) +

αs

λs

t̃1

)
dxΣ

−ρf

∫
Σf

ϕ
(
divΣ(AαΣ∇Σ((bαΣ)−1ϕ̃)) + k2

f ϕ̃
)
dxΣ

=:
(
Ysf ,

(
FYsf

)F

Ỹsf
)
Hsf ,

et nous obtenons l’expression de l’opérateur
(
FYsf

)F

.
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Proposition 7.48

Soient (λn,X
sf
n ,Y

sf
n ) et (λm,X

sf
m,Y

sf
m) deux modes propres de Asf pour (n,m) ∈ Z2 non nuls.

Ils vérifient la relation de biorthogonalité :

(λ2
n − λ2

m)(Xsf
n ,
(
Ysf
m

)F

)Hsf = 0, (7.83)

dans laquelle : (
Ysf
m

)F

=

 ūmΣ
t̄m1

bαΣϕ̄m

 avec Ysf
m :=

umΣ
tm1
ϕm

 .

Si λ2
n 6= λ2

m, les vecteurs propres satisfont alors la relation :

(Xsf
n ,
(
Ysf
m

)F

)Hsf = δnmJ
sf
n ,

où :

J sf
n := (Xsf

n , (Y
sf
n )F)Hsf

=

∫
Σs

(
unΣ · tnΣ + un1 tn1 )dxΣ + ρf

∫
Σf

bαΣζnϕndxΣ,

est appelée constante de Fraser.

Démonstration. Commençons par remarquer qu’on peut vérifier à l’aide des expressions des
opérateurs adjoints de FXsf et de FYsf que si (λl,X

sf
l ,Y

sf
l ) est un mode propre de l’opérateur

Asf avec :

Xsf
l :=

tlΣ
ul1
ζl

 , Ysf
l :=

ulΣ
tl1
ϕl

 ,

alors (λ̄l,
(
Ysf
l

)F

,
(
Xsf
l

)F

) est un mode propre de l’opérateur
(
Asf
)F

où :

(
Xsf
l

)F

:=

 t̄lΣ
ūl1
bαΣ ζ̄l

 ,
(
Ysf
l

)F

:=

 ūlΣ
t̄l1

bαΣϕ̄l

 . (7.84)

Cela signifie que les égalités :

λlY
sf
l = FXsf Xsf

l et λlX
sf
l = FYsf Ysf

l ,

impliquent :

λ̄l
(
Ysf
l

)F

=
(
FXsf

)F(
Xsf
l

)F

et λ̄l
(
Xsf
l

)F

=
(
FYsf

)F(
Ysf
l

)F

.

Montrons la dernière égalité faisant intervenir l’opérateur
(
FYsf

)F

, celle faisant intervenir
l’opérateur

(
FXsf

)F

se montrant de façon analogue. L’équation :

λlX
sf
l = FYsf Ysf

l ,

s’écrit : 
−divΣ(σΣ(Ys

l ))− ρsω
2ulΣ = λlt

l
Σ sur Σs

−αsdivΣ(ulΣ)− αs

λs

tl1 = λlu
l
1 sur Σs

−(bαΣ)−1divΣ(AαΣ∇Σϕ
l)− k2

fϕ
l = λlζ

l sur Σf ,
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ce qui se réécrit en conjuguant les trois équations et en multipliant la dernière par bαΣ :
−divΣ(σΣ(Y

s

l ))− ρsω
2ūlΣ = λ̄lt̄

l
Σ sur Σs

−αsdivΣ(ūlΣ)− αs

λs

t̄l1 = λ̄lu1
l sur Σs

−divΣ(AαΣ∇Σ((bαΣ)−1bαΣϕ̄l))− k2
f b
αΣϕ̄l = λ̄lbαΣ ζ̄l sur Σf ,

c’est-à-dire exactement l’équation :(
FYsf

)F(
Ysf
l

)F

= λ̄l
(
Xsf
l

)F

.

Ces relations nous permettent finalement d’établir la relation de biorthogonalité :

λ2
n(Xsf

n ,
(
Ysf
m

)F

)Hsf = λn(FYsf Ysf
n ,
(
Ysf
m

)F

)Hsf

= (FYsfFXsf Xsf
n ,
(
Ysf
m

)F

)Hsf

= (Xsf
n ,
(
FXsf

)F(
FYsf

)F(
Ysf
m

)F

)Hsf

= λm(Xsf
n ,
(
FXsf

)F(
Xsf
m

)F

)Hsf

= λ2
m(Xsf

n ,
(
Ysf
m

)F

)Hsf ,

ce qui est le résultat attendu.

Hypothèse 7.49

On suppose que les constantes de Fraser sont non nulles, c’est-à-dire :

J sf
n 6= 0, ∀n ≥ 1.

On choisira alors les vecteurs propres tels que J sf
n = 1 pour tout n ≥ 1.

Proposition 7.50

Sous l’Hypothèse 7.49, les valeurs propres de Asf ont une multiplicité algébrique égale à 1.
En d’autres termes, il n’y a pas de chaînes de Jordan.

Démonstration. Nous introduisons le symbole LXY(λ). Pour tout λ ∈ C, c’est un opérateur
linéaire de VXsf ×VYsf dans

(
VXsf ×VYsf

)F

défini par :

LXY(λ) := Asf − λI.

Soit λn ∈ Λ(Asf) et Zsf
n := (Xsf

n ,Y
sf
n ) un vecteur propre associé, on a : LXY(λ)Zsf

n = 0.
Supposons maintenant qu’il existe une chaîne de Jordan, nous avons alors l’existence de
Ẑsf
n := (X̂sf

n , Ŷ
sf
n ) tel que :

LXY(λn)Ẑsf
n +

LXY

dλ
(λn)Zsf

n = 0,

ce qui s’écrit sous forme développée :{
FYsf Ŷsf

n − λnX̂sf
n −Xsf

n = 0

FXsf X̂sf
n − λnŶsf

n −Ysf
n = 0.

(7.85)

Introduisons ensuite le vecteur propre (Zsf
n )F := ((Xsf

n )F, (Ysf
n )F) de l’opérateur

(
Asf
)F

pour la
valeur propre λ̄n. Il vérifie les équations :

λ̄n
(
Ysf
n

)F

=
(
FXsf

)F(
Xsf
n

)F

et λ̄n
(
Xsf
n

)F

=
(
FYsf

)F(
Ysf
n

)F

.
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En faisant le produit scalaire de la première équation de (7.85) par (Ysf
n )F dans Hsf , et celui

de la seconde équation de (7.85) par (Xsf
n )F dans Hsf , on obtient :{

(FYsf Ŷsf
n , (Y

sf
n )F)Hsf − (λnX̂

sf
n , (Y

sf
n )F)Hsf = (Xsf

n , (Y
sf
n )F)Hsf

(FXsf X̂sf
n , (X

sf
n )F)Hsf − (λnŶ

sf
n , (X

sf
n )F)Hsf = (Ysf

n , (X
sf
n )F)Hsf ,

ce qui est équivalent à :{
(Ŷsf

n , (FYsf )F(Ysf
n )F)Hsf − (X̂sf

n , λ̄n(Ysf
n )F)Hsf = (Xsf

n , (Y
sf
n )F)Hsf

(X̂sf
n , (FXsf )F(Xsf

n )F)Hsf − (Ŷsf
n , λ̄n(Xsf

n )F)Hsf = (Ysf
n , (X

sf
n )F)Hsf .

En sommant finalement ces deux équations, on a :

(Xsf
n , (Y

sf
n )F)Hsf + (Ysf

n , (X
sf
n )F)Hsf = 0,

ce qui donne J sf
n = 0, puisqu’on voit à l’aide de l’expression de (Xsf

n )F et de (Ysf
n )F que :

(Ysf
n , (X

sf
n )F)Hsf = (Xsf

n , (Y
sf
n )F)Hsf .

Ceci est impossible par hypothèse, il n’y a donc pas de chaîne de Jordan.

Pour écrire des décompositions modales, il nous reste à faire l’hypothèse de complétude
suivante.

Hypothèse 7.51

Pour chaque Xsf = (tΣ, u1, ζ) ∈
(
H̃−

1
2 (Σs)

)2 × H
1
2 (Σs) × H̃−

1
2 (Σf) et Ysf = (uΣ, t1,ϕ) ∈(

H
1
2 (Σs)

)2 × H̃−
1
2 (Σs)× H

1
2 (Σf), on a les décompositions :

Xsf =
∑
n≥1

(Xsf ,
(
Ysf
n

)F

)Hsf Xsf
n , Ysf =

∑
n≥1

(Ysf ,
(
Xsf
n

)F

)Hsf Ysf
n , (7.86)

et il existe des constantes Csf
± > 0 telles que :

Csf
−

(
‖tΣ‖2(

H̃−
1
2 (Σs)

)2 + ‖u1‖2

H
1
2 (Σs)

+ ‖ζ‖2

H̃−
1
2 (Σf)

)
≤
∑
n≥1

|(Xsf ,
(
Ysf
n

)F

)Hsf |2,

∑
n≥1

|(Xsf ,
(
Ysf
n

)F

)Hsf |2 ≤ Csf
+

(
‖tΣ‖2(

H̃−
1
2 (Σs)

)2 + ‖u1‖2

H
1
2 (Σs)

+ ‖ζ‖2

H̃−
1
2 (Σf)

)
,

Csf
−

(
‖uΣ‖2(

H
1
2 (Σs)

)2 + ‖t1‖2

H̃−
1
2 (Σs)

+ ‖ϕ‖2

H
1
2 (Σf)

)
≤
∑
n≥1

|(Ysf ,
(
Xsf
n

)F

)Hsf |2,

∑
n≥1

|(Ysf ,
(
Xsf
n

)F

)Hsf |2 ≤ Csf
+

(
‖uΣ‖2(

H
1
2 (Σs)

)2 + ‖t1‖2

H̃−
1
2 (Σs)

+ ‖ϕ‖2

H
1
2 (Σf)

)
.

Remarque 7.52 Nous avons choisi d’écrire l’hypothèse de décomposition modale ci-dessus avec
les modes qui sont sortants à droite, mais on peut l’écrire de façon équivalente avec les modes qui
sont sortants à gauche.
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Remarque 7.53 Il est important de préciser que lorsque les composantes des variables XY asso-
ciées aux contraintes ne sont pas L2 mais ont une régularité H̃−

1
2 , les intégrales intervenant dans

le produit scalaire de Hsf sont à lire comme des crochets de dualité :

(Xsf ,Ysf)Hsf = 〈tΣ, ūΣ

〉
(H̃−

1
2 (Σs))2,(H

1
2 (Σs))2

+ 〈t̄1, u1〉H̃− 1
2 (Σs),H

1
2 (Σs)

+ρf〈ζ, ϕ̄〉H̃− 1
2 (Σf),H

1
2 (Σf)

,

(Ysf ,Xsf)Hsf = 〈t̄Σ,uΣ

〉
(H̃−

1
2 (Σs))2,(H

1
2 (Σs))2

+ 〈t1, ū1〉H̃− 1
2 (Σs),H

1
2 (Σs)

+ρf〈ζ̄,ϕ〉H̃− 1
2 (Σf),H

1
2 (Σf)

.

Le problème ne se pose pas pour les modes puisque toutes les composantes, y compris celles associées
aux contraintes, sont dans les domaines des opérateurs FXsf et FYsf qui sont inclus dans L2. En
revanche, cette remarque sera importante dans l’analyse du problème direct abordé au prochain
chapitre lorsque au moins un des deux vecteurs aura une régularité plus faible.

Sous l’Hypothèse 7.51, nous pouvons écrire le résultat de décomposition modale suivant.

Proposition 7.54

Soit (X sf ,Y sf) une solution du problème (7.59), il existe des coefficients complexes (a±n )n≥1

tels que : (
X sf

Y sf

)
=
∑
n≥1

(
a+
n

(
X sf

n,+

Y sf
n,+

)
+ a−n

(
X sf

n,−
Y sf
n,−

))
, (7.87)

avec pour tout n ≥ 1 : (
X sf

n,±
Y sf
n,±

)
(x1,xΣ) :=

(
±Xsf

n (xΣ)
Ysf
n (xΣ)

)
e±λnx1 .

Démonstration. D’après l’hypothèse 7.51, les solutions admettent la décomposition suivante :

X sf =
∑
n≥1

bn(x1)Xsf
n (xΣ), Y sf =

∑
n≥1

cn(x1)Ysf
n (xΣ).

L’équation (7.59) s’écrit alors :
∑
n≥1

b′n(x1)Xsf
n (xΣ) =

∑
n≥1

cn(x1)FYsf Ysf
n (xΣ)∑

n≥1

c′n(x1)Ysf
n (xΣ) =

∑
n≥1

bn(x1)FXsf Xsf
n (xΣ),

et les équations satisfaites par les modes ainsi que les relations de biorthogonalité donnent :{
b′n(x1) = λncn(x1)
c′n(x1) = λnbn(x1)

, ∀n ≥ 1,

ce qui équivaut à : {
c′′n(x1) = λ2

ncn(x1)
c′n(x1) = λnbn(x1)

, ∀n ≥ 1.

Il existe alors des coefficients complexes (a±n )n≥1 tels que :{
bn(x1) = a+

n e
λnx1 − a−n e−λnx1

cn(x1) = a+
n e

λnx1 + a−n e
−λnx1

, ∀n ≥ 1,

ce qui conclut la preuve.
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7.3.4 Le cas de la plaque immergée

Dans cette sous-section, nous revenons au cas 2D d’une plaque immergé qu’il est possible
d’obtenir à partir du cas 3D en considérant ∂x3 = 0 dans les équations du problème. Tout
d’abord, on remarque que les modes SH de la plaque fermée sont exactement des modes
de la plaque fermée en présence de PML, ainsi ΛSH ⊂ Λ(Asf). Une fois cette observation
faite, intéressons-nous aux autres modes qui ne sont pas connus analytiquement. Dans un
premier temps, nous allons donner une relation de dispersion dont les solutions sont les
éléments de Λ(Asf)\ΛSH . Grâce à celle-ci, nous pourrons apporter des éléments de description
supplémentaires sur la répartition des valeurs propres de Asf dans le plan complexe.

Lemme 7.55

On a l’équivalence entre les deux points suivants :

1. λ ∈ Λ(Asf)\ΛSH ;

2. λ ∈ C est solution de la relation de dispersion :

f2,a(λ) · f2,s(λ) = 0, (7.88)

où :

f2,a(λ) :=
ω2ρf

βf(λ)
cotan

(
βf(λ)η(h2)

)
−
(
s(λ)tan

(
βs(λ)h0

)
+ p(λ)tan

(
βp(λ)h0

))
f2,s(λ) :=

ω2ρf

βf(λ)
cotan

(
βf(λ)η(h2)

)
+
(
s(λ)cotan

(
βs(λ)h0

)
+ p(λ)cotan

(
βp(λ)h0

))
,

avec les coefficients s(λ) et p(λ) donnés par (7.51) et :

η(x2) :=

∫ x2

h0

α2(t)−1dt, x2 > h0.

Les racines de f2,a, respectivement f2,s, correspondent à des modes antisymétriques, res-
pectivement symétriques. De plus, les valeurs propres de Λ(Asf) sont simples.

Démonstration. La preuve suit les mêmes lignes que celle du Lemme 7.29 modulo quelques
ajustements. Il faut premièrement tronquer les domaines occupés par la partie physique
du fluide, ce qui revient à redéfinir S1 = (−h1,−h0) et S3 = (h0, h1). Ensuite, nous devons
aussi introduire les domaines S0 = (−h2,−h1) et S4 = (h1, h2) occupés par les PML. De façon
analogue à (7.110), on peut écrire de façon générale les potentiels φ2, ψ2 extraits du champ
de déplacement et le potentiel des vitesses ϕ sous la forme :

ϕ0,4(x2) = A0,4e
iβf(η(|x2|)−η(h1)) +B0,4e

−iβf(η(|x2|)−η(h1))

ϕ1,3(x2) = A1,3e
iβfx2 +B1,3e

−iβfx2

φ2(x2) = A2(φ)eiβpx2 +B2(φ)e−iβpx2

ψ2(x2) = A2(ψ)eiβsx2 +B2(ψ)e−iβsx2 ,

où l’indice j ∈ J0, 4K indique que la décomposition est effectuée dans le domaine Sj . Contrai-
rement au cas de la plaque immergée dans un fluide infini, il ne faut pas annuler certains
des coefficients Aj et Bj pour prendre en compte le caractère sortant des ondes. Pour obtenir
la relation de dispersion, il faut à nouveau écrire toutes les conditions de transmission et
de couplage entre les domaines Sj , mais aussi utiliser la condition aux limites en bout de
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PML. On obtient alors un système linéaire de taille 12 qu’il est possible de réduire, à l’aide
de plusieurs manipulations sur les lignes du système, à un système de taille 2 admettant une
solution non nulle si et seulement si son déterminant s’annule, ce qui nous donne la relation
de dispersion. La symétrie des modes associés aux racines de f2,a et f2,s s’obtient comme pour
le Lemme 7.29.

Remarque 7.56 La relation de dispersion (7.88) peut s’écrire à l’aide de fonctions analytiques.
Par exemple, la fonction f2,a peut être remplacée par la fonction :

f̃2,a(λ) := η(h2)ω2ρfk
2
s cos(βf(λ)h0)cos(βs(λ)h0)cos(βp(λ)h0)

−
(
− 4µsλ

2

h0

βs(λ)h0sin(βs(λ)h0) + µs(k
2
s + 2λ2)2h0

sin(βp(λ)h0)

βp(λ)h0

)
βf(λ)η(h2)sin(βf(λ)η(h2)),

dans laquelle il faut remarquer que les fonctions :

z 7→ sin(z)

z
, z 7→ zsin(z) et z 7→ cos(z),

sont entières pour la variable z2. Le choix de la coupure est ainsi arbitraire.

Nous allons maintenant montrer qu’en dehors des modes SH, il ne peut pas y avoir de
modes purement évanescents, ni de modes purement propagatifs ayant un nombre d’onde
longitudinal inférieur à kf en module.

Lemme 7.57

La relation de dispersion (7.88) n’admet pas de racines dans l’ensemble R ∪ i[−kf , kf ].
Autrement dit : (

Λ(Asf)\ΛSH
)
∩
(
R ∪ i[−kf , kf ]) = ∅.

Démonstration. Le résultat est montré pour la fonction f2,a et le raisonnement est identique
pour la fonction f2,s. Supposons qu’il existe λ ∈ R ∪ (iR) racine de f2,a, ce qui donne alors
βl(λ) ∈ R+ ∪ (iR−) pour l ∈ {s, p, f}. On commence par s’intéresser aux termes solides de la
relation de dispersion donnés par :

ea(λ) := s(λ)tan
(
βs(λ)h0

)
+ p(λ)tan

(
βp(λ)h0

)
.

On voit clairement que ea(λ) ∈ R lorsque βs(λ) et βp(λ) sont réels. Lorsque l’une de ces deux
racines carrées est imaginaire, la relation tan(ix) = itanh(x) et les expressions de s(λ) et p(λ)
données par (7.51) permettent de vérifier qu’on a toujours ea(λ) ∈ R. Notons pour la suite de
la preuve γ := ea(λ)/(ω2ρf). Penchons-nous désormais sur la partie fluide de f2,a. On peut
d’abord vérifier que βf(λ) ∈ R lorsque λ ∈ R∪ i[−kf , kf ]. Ensuite, l’équation f2,a(λ) = 0 s’écrit :

cotan(βf(λ)η(h2))

βf(λ)
= γ,

ce qui est équivalent à :

e2iβf(λ)η(h2) =
−i− βf(λ)γ

i− βf(λ)γ
.

Prendre le logarithme complexe de cette équation donne :

2iβf(λ)η(h2) = Log
(∣∣∣−i− βf(λ)γ

i− βf(λ)γ

∣∣∣)+ iArg
(−i− βf(λ)γ

i− βf(λ)γ

)
= iArg

(−i− βf(λ)γ

i− βf(λ)γ

)
,
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ce qui est absurde, puisqu’on impose au profil de PML de satisfaire =m(α(x2)) < 0 pour
h1 < |x2| ≤ h2 (cf. Définition 4.10) et donc =m(η(h2)) > 0. Une telle racine λ de f2,a ne peut
donc pas exister.

Il est ensuite aussi possible de tirer parti de la relation de dispersion pour décrire le
comportement asymptotique des valeurs propres de Asf dans le plan complexe.

Proposition 7.58

Les éléments de Λ(Asf)\ΛSH sont asymptotiquement répartis de plusieurs façons dans le
plan complexe. À savoir :

• les modes de PML sont asymptotiquement distribués sur l’union des deux courbes :{
± iR+

√
−k2

f + η(h2)−2t, t ∈ R+

}
;

• les modes approchant les modes de Lamb à fuite sortants ont un comportement
asymptotique donné par la Proposition 7.32 ;

• les modes approchant les modes de Lamb inhomogènes sortants ont un comporte-
ment asymptotique donné par la Proposition 7.33.

Démonstration. Nous recherchons des suites de valeurs propres (λn)n≥1 de Λ(Asf)\ΛSH dont
le carré à un angle convergent, c’est-à-dire des suites de valeurs propres s’écrivant :

λ2
n = |λ2

n|eiθn ,

avec |λn| → +∞ et θn → θ0. Nous allons utiliser dans cette preuve le constat suivant. En
écrivant :

tan(z) = −ie
2iz − 1

e2iz + 1
et cotan(z) = i

e2iz + 1

e2iz − 1
,

on voit que tan(z) → ±i et cotan(z) → ∓i lorsque =m(z) → ±∞. Deux cas doivent être
désormais distingués selon le demi-plan complexe (pour la variable λ2) sur lequel se trouve
asymptotiquement la suite.

• Cas =m(λ2
n) < 0

Puisque βf , βs, et βp sont définis avec une coupure sur iR+, on a =m(βf,s,p(λn)) < 0. Or
nous ne pouvons pas avoir simultanément |=m(βf(λn)η(h2))| → +∞ et |=m(βs,p(λn)h0)| →
+∞, puisque nous obtiendrions dans le cas contraire en passant à la limite dans la relation
de dispersion (7.88) :

±ρfω
2

λn
∼ 8µsλ

3
n

k2
s

,

ce qui n’est pas possible.

Si |=m(βf(λn)η(h2))| → +∞, l’équation de dispersion :

f2,a(λn) · f2,s(λn) = 0,

devient au premier ordre :
fR

a (λn) · fR
s (λn) = 0,
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qui est l’équation de Rayleigh (7.26) vérifiée par les modes de Lamb d’une plaque sans fluide
environnant. Le comportement asymptotique de ces modes est donné par le Lemme 7.12. Et
d’après la Proposition 7.32, cela correspond aussi au comportement asymptotique au premier
ordre des modes de Lamb à fuite sortants que nous approchons grâce aux PML.

Si on a en revanche |=m(βsp(λn)h0)| → +∞, la suite vérifie nécessairement arg(βf(λn)η(h2))
→ 0 étant donné que celle-ci a un angle convergent. Par conséquent, il existe une suite réelle
(An)n≥1 tendant vers +∞ telle que :

βf(λn)η(h2) ∼ An,

ce qui donne :
λ2
n ∼ −k2

f + η(h2)−2A2
n.

Cela correspond à des valeurs propres, pour le paramètre λ2, distribuées sur le demi-plan
=m(λ2) < 0 le long de la demi-droite−k2

f +η(h2)−2R+. Pour le paramètre λ, cette demi-droite
correspond à l’union de deux courbes. On comprend bien que ces valeurs propres corres-
pondent aux modes de PML puisque les deux courbes mises en évidence ne dépendent pas
des paramètres du cœur élastique.

• Cas =m(λ2
n) > 0

Dans ce cas, il faut remplacer la coupure sur le demi-axe iR+ par une nouvelle sur le
demi-axe iR− dans la définition des racines carrées βf,s,p. Cela ne pose aucun problème sa-
chant que la relation de dispersion peut s’écrire à l’aide de fonctions analytiques sur tout le
plan complexe (voir Remarque 7.56).

Lorsque |=m(βf(λn)η(h2))| → +∞, on conduit le même raisonnement que dans le premier
cas. Mais cette fois, on met en évidence le comportement des modes de Lamb inhomogènes
sortants donné par la Proposition 7.33.

Le cas |=m(βsp(λn)h0)| → +∞ est en revanche un peu différent. En effet, si une telle suite
existait, on obtiendrait comme précédemment l’existence d’une suite réelle (An)n≥1 tendant
vers +∞ telle que :

βf(λn)η(h2) ∼ An.

On aurait alors :
λ2
n ∼ −k2

f + η(h2)−2A2
n.

Mais en prenant la partie imaginaire de cette dernière équation on obtient :

=m(λ2
n) ∼ η(h2)−2A2

n.

Or la suite vérifie ici =m(λ2
n) > 0. De plus, les PML retenues (cf. Définition 4.10) satisfont

0 < argR−(η(h2)) < π/2 et alors −π < argR−(η(h2)−2) < 0 ce qui implique =m
(
η(h2)−2

)
< 0

et constitue une contradiction. Il n’y a donc pas de suites de valeurs propres ayant un angle
convergent dans ce denier cas.

7.4 Approximation numérique des modes

Le calcul numérique des modes dans un guide élastique immergé ou enfoui représente un
enjeu important dans le domaine du contrôle non destructif. Leur étude permet en effet de
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mieux comprendre les caractéristiques des ondes qui se propagent dans ces structures afin
d’être en mesure de développer des méthodes d’imagerie performantes (voir par exemple
[Gal18]). La structure particulière de fonctions à variables séparées des modes permet de
ramener le problème du calcul des modes, à celui de la résolution d’un problème aux valeurs
propres polynomial posé dans la section qu’on résout par éléments finis. Cette étape est
appelée dans la littérature méthode SAFE (Semi Analytical Finite Elements method). Mais
dans notre cas, la section du milieu environnant est infinie, il n’est donc pas possible de
résoudre directement le problème aux valeurs propres.

Un grand nombre de travaux propose de tronquer transversalement cette section par des
PML. Cette approche a l’avantage de pouvoir être mise en œuvre quelle que soit la géométrie
de la section transverse du cœur (voir [ZF17]) et d’être facile à implémenter dans des codes
éléments finis existants. La discrétisation du problème aux valeurs propres obtenu par des
éléments finis de Lagrange soulève plusieurs problèmes. Premièrement, la convergence des
valeurs propres est polynomiale, ce qui nécessite la résolution d’un système de grande taille
à hautes fréquences pour approcher correctement les valeurs propres. Plusieurs travaux ont
ainsi proposé une discrétisation à l’aide d’éléments spectraux permettant une convergence
exponentielle, ce qui garantit une précision bien plus importante et un coût de calcul moindre,
ce dernier pouvant devenir rapidement rédhibitoire lorsque la section est 2D. Dans [SNN21],
les auteurs proposent de discrétiser le problème avec des éléments finis d’ordre élevés définis
à l’aide d’une base de B-spline non uniforme (NURBS) pour calculer les modes d’une plaque
immergée. Les modes calculés avec cette méthode ont l’avantage de satisfaire de façon exacte
la continuité du déplacement et de la contrainte à l’interface entre le cœur élastique et le
fluide environnant, ce qui n’est en général pas satisfait pour des modes approchés à l’aide
d’éléments finis de Lagrange. Le cas d’un guide axisymétrique élastique immergé ou enfoui a
été traité dans [KMR18]. Les modes y sont approchés sur une base de polynômes de Lagrange
associés à des nœuds de Gauss-Lobatto-Legendre. De plus, un profil de PML exponentiel
dépendant des paramètres des matériaux et de la fréquence est proposé pour pallier deux
limitations des PML : la bonne approximation des grandes longueurs d’ondes nécessite des
PML épaisses, tandis que celle des petites longueurs d’ondes requiert une discrétisation
très fine. Pour les travaux portant sur l’approximation des modes à l’aide de PML, nous
pouvons mentionner enfin [AG17] qui propose une discrétisation originale et performante
du problème aux valeurs propres à résoudre. Celle du domaine solide y est réalisée par la
Complex-length Finite Element method (CFEM) et celle du fluide à l’aide de Perfectly Matched
Discrete Layers (PMDL). Pour un guide enfoui, les PML peuvent être remplacées par des
couches absorbantes (voir [CL08]) revenant à introduire des effets visqueux qui vont atténuer
les ondes dans le milieu environnant et permettre de calculer les modes de façon approchée.

Une approche différente consiste à ne mailler que le cœur solide de la structure en tirant
parti de la forme explicite, sous forme de mode sortant dans la direction transverse, du
potentiel des vitesses dans le fluide permettant ainsi son élimination dans le problème trans-
verse. Par exemple, la méthode dite des ondes partielles ou partial waves (PW) décrite dans
[HI14] propose d’éliminer la composante fluide du problème aux valeurs propres satisfait
par le mode à l’aide des conditions de couplage entre le fluide et le solide. Ceci permet
d’écrire un problème aux valeurs propres d’ordre 3 vis-à-vis du paramètre spectral qui
est le nombre d’onde transverse du mode au lieu de son nombre d’onde longitudinal. Le
problème obtenu est enfin linéarisé et discrétisé à l’aide d’éléments de Lagrange. De façon
légèrement différente, les auteurs de [Kie+19] n’éliminent pas totalement la composante
fluide du mode, mais n’en conservent que son amplitude au niveau de l’interface avec la
plaque élastique. Le problème aux valeurs propres obtenu fait intervenir à la fois les nombres
d’ondes longitudinal et transverse. Un changement de variable spectrale bien choisi permet
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alors d’écrire un problème polynomial d’ordre 4 qui est linéarisé puis discrétisé à l’aide d’une
méthode de collocation spectrale de type Chebyshev. Il est aussi possible d’adapter ce type
de techniques à des configurations 3D, comme cela a par exemple été fait dans [GBS14],
en prenant en compte le fluide environnant grâce à une condition d’impédance dépendant
de façon non linéaire du paramètre spectral. Le problème spectral qui en résulte est non
linéaire et est résolu par une méthode itérative. Contrairement aux méthodes discrétisant le
fluide environnant, ces méthodes permettent de traiter de façon indifférenciée les modes de
Lamb à fuite exponentiellement croissants dans la direction transverse et les modes de Lamb
inhomogènes et modes de quasi-Scholte qui sont eux exponentiellement décroissants dans la
direction transverse. Elles permettent également un calcul plus précis et moins coûteux des
modes de la plaque immergée qu’avec des PML. Elles ne permettent toutefois pas d’exploiter
directement les modes calculés pour la résolution du problème direct lorsqu’on souhaite par
exemple écrire des conditions transparentes faisant intervenir les modes dans la direction
longitudinale.

En vue de la résolution des problèmes direct et inverse, nous choisissons de mailler
une partie du fluide environnant, ce qui nous conduit à calculer les modes avec des PML.
Cette approche a déjà été retenue dans [Gal18] pour résoudre les problèmes de diffraction
direct et inverse dans la situation d’un guide élastique enfoui dans un autre milieu élastique.
Nous allons donc dans un premier temps expliquer plus précisément comment procéder
en pratique au calcul des modes dans le cas d’une plaque immergée. Cette méthode sera
appelée méthode SAFE-PML. Dans un second temps, nous détaillerons la méthode des ondes
partielles évoquée ci-dessus, ce qui nous permettra de valider les modes calculés en présence
de PML. Cette méthode sera quant à elle appelée méthode SAFE-PW. Enfin, nous expliquerons
enfin comment coupler la méthode SAFE-PML avec la méthode SAFE-PW pour calculer
plus précisément les modes de quasi-Scholte, dont l’approximation avec des PML seules est
compliquée.

Remarque 7.59 (Important) Dans cette section, nous faisons le choix d’abandonner temporai-
rement la convention de Kondratiev adoptée jusqu’à présent pour la convention usuelle dans la
littérature mentionnée ci-dessus. Cela revient à décrire la propagation d’ondes dans la direction
longitudinale à l’aide du propagateur eiλx1 au lieu du propagateur eλx1 .

7.4.1 La méthode SAFE-PML

Les modes sont les solutions à variables séparées de la forme :{
u(x) = eiλx1ǔ(xΣ), x ∈ W s

ϕ(x) = eiλx1ϕ̌(xΣ), x ∈ W f ,

du problème homogène :

Trouver (u, ϕ) tel que
div(σ(u)) + ω2ρsu = 0 dans W s

α2∂x2(α2∂x2ϕ) + ∂2
x1
ϕ+ k2

f ϕ = 0 dans W f

σ(u)ns = −iρfωϕns sur Γsf

−iω(u · ns) = ∇ϕ · ns sur Γsf

∂nf
ϕ = 0 sur Γpml,

(7.89)
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où ns est la normale unitaire sortante à W s et nf celle pour W f . Posons ǔ :=
(
ǔ1 ǔ2 ǔ3

)t, on
a alors :

σ(u) = λsdiv(u)Id + 2µsε(u),

avec :
div(u) = (iλǔ1 + dx2 ǔ2)eiλx1 ,

puis :

ε(u) =


iλǔ1

1

2
(iλǔ2 + dx2 ǔ1)

iλ

2
ǔ3

1

2
(iλǔ2 + dx2 ǔ1) dx2 ǔ2

1

2
dx2 ǔ3

iλ

2
ǔ3

1

2
dx2 ǔ3 0

 eiλx1 .

En notant le tenseur des contraintes :

σ(u) :=

σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

 ,

on peut écrire :

div(σ(u)) =

iλσ11(u) + dx2σ12(u)
iλσ21(u) + dx2σ22(u)
iλσ31(u) + dx2σ32(u)

 .

Après calculs, on montre que le système d’équations (7.89) devient pour les modes :

iλ[λs(iλǔ1 + dx2 ǔ2) + 2µsiλǔ1] + dx2 [µs(iλǔ2 + dx2 ǔ1)] + ρsω
2ǔ1 = 0 dans Σs

iλ[µs(iλǔ2 + dx2 ǔ1)] + dx2 [λs(iλǔ1 + dx2 ǔ2) + 2µsdx2 ǔ2] + ρsω
2ǔ2 = 0 dans Σs

iλ[µs(iλǔ3)] + dx2 [µsdx2 ǔ3] + ρsω
2ǔ3 = 0 dans Σs

α2dx2(α2dx2ϕ̌) + (k2
f − λ2)ϕ̌ = 0 dans Σf

µs(iλǔ2 + dx2 ǔ1) = 0 sur γsf

λs(iλǔ1 + dx2 ǔ2) + 2µsdx2 ǔ2 = −iρfωϕ̌ sur γsf

µsdx2 ǔ3 = 0 sur γsf

−iωǔ2 = dx2ϕ̌ sur γsf

dx2ϕ̌ = 0 sur γpml.

Comme dans [Dah01], nous effectuons les changements de variables u =
(
u1 u2 u3

)t
:=(

iǔ1 ǔ2 ǔ3

)t et ϕ := iϕ̌ pour faire disparaître les coefficients complexes autres que λ dans
la partie physique du guide. Le système devient alors :

−λ[λs(λu1 + dx2u2) + 2µsλu1] + dx2 [µs(−λu2 + dx2u1)] + ρsω
2u1 = 0 dans Σs

λ[µs(−λu2 + dx2u1)] + dx2 [λs(λu1 + dx2u2) + 2µsdx2u2] + ρsω
2u2 = 0 dans Σs

λ[−µsλu3] + dx2 [µsdx2u3] + ρsω
2u3 = 0 dans Σs

α2dx2(α2dx2ϕ) + (k2
f − λ2)ϕ = 0 dans Σf

µs(−λu2 + dx2u1) = 0 sur γsf

λs(λu1 + dx2u2) + 2µsdx2u2 = −ρfωϕ sur γsf

µsdx2u3 = 0 sur γsf

ωu2 = dx2ϕ sur γsf

dx2ϕ = 0 sur γpml.

(7.90)

En définissant le tenseur des contraintes dépendant du paramètre spectral λ :

σλ(u) := λsdivλ(u)Id + 2µsε
λ(u),
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avec :
divλ(u) := λu1 + dx2u2,

et :

ελ(u) :=
1

2

 2λu1 −λu2 + dx2u1 −λu3

−λu2 + dx2u1 2dx2u2 dx2u3

−λu3 dx2u3 0

 ,

puis :

divλ(σλ(u)) :=

−λσλ11(u) + dx2σ
λ
12(u)

λσλ21(u) + dx2σ
λ
22(u)

λσλ31(u) + dx2σ
λ
32(u)

 ,

le problème (7.90) se réécrit sous la forme compacte :

Trouver (λ,u,ϕ) tel que
divλ(σλ(u)) + ρsω

2u = 0 dans Σs

α2dx2(α2dx2ϕ) + (k2
f − λ2)ϕ = 0 dans Σf

σλ(u)ns = −ρfωϕns sur γsf

ω(u · ns) = ∇2ϕ · ns sur γsf

dx2ϕ = 0 sur γpml,

(7.91)

où ∇2· :=
(
0 dx2· 0

)t.

Remarque 7.60 Nous avons redéfini ici les opérateurs différentiels divλ et ελ par rapport au
début de ce chapitre pour prendre en compte les changements de variables effectués.

Formulation variationnelle du problème

Nous cherchons les solutions faibles non nulles du problème (7.91) dans Vsf :=
(
H1(Σs)

)3×
H1(Σf). Pour cela, nous multiplions la première équation de (7.91) par v ∈

(
H1(Σs)

)3 et inté-
grons par parties :

0 =

∫
Σs

(divλ(σλ(u)) + ρsω
2u) · vdx2

=

∫
Σs

(−λσλ11(u) + dx2σ
λ
12(u))v1dx2 +

∫
Σs

(λσλ21(u) + dx2σ
λ
22(u))v2dx2

+

∫
Σs

(λσλ31(u) + dx2σ
λ
32(u))v3dx2 +

∫
Σs

ρsω
2u · vdx2

= λs

∫
Σs

divλ(u)(−λv1)dx2 + 2µs

∫
Σs

ελ11(u)(−λv1)dx2 − 2µs

∫
Σs

ελ12(u)dx2v1dx2

+
[
σλ12(u)v1

]x2=h0

x2=−h0
+ 2µs

∫
Σs

ελ21(u)(λv2)dx2 − λs

∫
Σs

divλ(u)dx2v2dx2

−2µs

∫
Σs

ελ22(u)dx2v2dx2 +
[
σλ22(u)v2

]x2=h0

x2=−h0
+ 2µs

∫
Σs

ελ31(u)(λv3)dx2

−2µs

∫
Σs

ελ32(u)dx2v3dx2 +
[
σλ32(u)v3

]x2=h0

x2=−h0
+ ρsω

2

∫
Σs

u · vdx2

= −λs

∫
Σs

divλ(u)divλ(v)dx2 − 2µs

∫
Σs

ελ(u) : ελ(v)dx2 + ρsω
2

∫
Σs

u · vdx2

+

∫
γsf

(σλ(u)ns) · vds(x2),
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où on a utilisé la symétrie du tenseur ελ(u) pour obtenir la dernière ligne. On précise, compte
tenu du fait que γsf est la réunion de deux parties, que nous avons la convention :∫

γsf

fds(x2) := f(−h0) + f(h0) et [f ]x2=h0
x2=−h0

= f(h0)− f(−h0).

De même, multiplier la deuxième équation de (7.91) par ρf
ψ

α2

pour ψ ∈ H1(Σf) et utiliser

l’égalité nf = −ns sur γsf donne :

0 = ρf

∫
Σf

(dx2(α2dx2ϕ) + α−1
2 (k2

f − λ2)ϕ)ψdx2

= ρf

∫
Σf

(−α2dx2ϕdx2ψ+ α−1
2 (k2

f − λ2)ϕψ)dx2 −
∫
γsf

ρf(∇2ϕ · ns)ψds(x2).

En utilisant finalement les conditions de couplage entre le champ de déplacement et le
potentiel des vitesses sur γsf , on aboutit à la formulation variationnelle suivante :

Trouver (λ,u,ϕ) ∈ C× (Vsf\{0}) tel que

aλ((u,ϕ), (v,ψ)) = 0, ∀(v,ψ) ∈ Vsf . (7.92)

La forme sesquilinéaire du problème peut être décomposée en trois termes :

aλ((u,ϕ), (v,ψ)) := as
λ(u,v) + af

λ(ϕ,ψ) + ac((u,ϕ), (v,ψ)),

avec un terme associé au milieu solide défini par :

as
λ(u,v) := λs

∫
Σs

divλ(u)divλ(v)dx2 + 2µs

∫
Σs

ελ(u) : ελ(v)dx2 − ρsω
2

∫
Σs

u · vdx2,

un terme associé au milieu fluide donné par :

af
λ(ϕ,ψ) := ρf

∫
Σf

(α2dx2ϕdx2ψ− α−1
2 (k2

f − λ2)ϕψ)dx2,

et un terme de couplage s’écrivant :

ac((u,ϕ), (v,ψ)) := ρfω

∫
γsf

(
ϕ(v · ns) +ψ(u · ns)

)
ds(x2).

Développer chacun des termes de aλ permet de mettre en évidence que (7.92) est un problème
aux valeurs propres polynomial d’ordre 2 en λ, on a en effet :

aλ((u,ϕ), (v,ψ)) = λ2a2((u,ϕ), (v,ψ)) + λa1((u,ϕ), (v,ψ)) + a0((u,ϕ), (v,ψ)), (7.93)

avec :

a2((u,ϕ), (v,ψ)) :=(λs + 2µs)

∫
Σs

u1v1dx2 + µs

∫
Σs

(u2v2 + u3v3)dx2 + ρf

∫
Σf

α−1
2 ϕψdx2,

a1((u,ϕ), (v,ψ)) :=− µs

∫
Σs

(u2dx2v1 + dx2u1v2)dx2 + λs

∫
Σs

(u1dx2v2 + dx2u2v1)dx2,

a0((u,ϕ), (v,ψ)) :=(λs + 2µs)

∫
Σs

dx2u2dx2v2dx2 + µs

∫
Σs

(dx2u1dx2v1 + dx2u3dx2v3)dx2

− ρsω
2

∫
Σs

u · vdx2 + ρf

∫
Σf

(α2dx2ϕdx2ψ− α−1
2 k2

fϕψ)dx2

+ ρfω

∫
γsf

(
ϕ(v · ns) +ψ(u · ns)

)
ds(x2).
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Discrétisation du problème

Comme nous l’avons expliqué en introduction de cette section, discrétiser de façon efficace
et précise le problème aux valeurs propres peut nécessiter d’utiliser des éléments finis
d’ordre élevé. Or, l’objectif de cette troisième partie du mémoire est avant tout de proposer
une méthode d’imagerie de type échantillonnage dans les guides élastiques partiellement
immergés. Nous faisons donc le choix de simplicité de discrétiser le problème à l’aide
d’éléments finis de Lagrange. Soit Vsf

h := Vect(wi)1≤i≤Nh
⊂ Vsf un tel espace d’approximation.

Nous cherchons ainsi λ ∈ C et Ch := (uh,ϕh) ∈ Vsf
h non nul satisfaisant :

aλ(Ch,Dh) = 0, ∀Dh ∈ Vsf
h .

Pour l ∈ {1, 2, 3}, nous notons Al la matrice éléments finis associée à la forme bilinéaire al. Le
problème spectral discrétisé peut alors s’écrire sous la forme d’un système matriciel :(

λ2A2 + λA1 + A0

)
Ch = 0. (7.94)

Introduisons ensuite la variable auxiliaire Eh := λCh qui permet de transformer le problème
quadratique (7.94) en un problème linéaire augmenté :(

A0 A1

0 M

)(
Ch

Eh

)
= λ

(
0 −A2

M 0

)(
Ch

Eh

)
,

où M est la matrice de masse. Pour une plaque élastique libre, les deux lignes du système
peuvent avantageusement être inversées, car cela permet en changeant ensuite le signe de
la seconde ligne après inversion de se ramener à un second membre faisant intervenir une
matrice hermitienne définie positive, facilitant ainsi la résolution du système à l’aide de
solveurs classiques (cf. [Bar09]). Dans notre cas, la présence des PML ne permet pas d’obtenir
une telle matrice hermitienne, mais elle est cependant symétrique. En pratique, on observera
qu’elle est inversible, ce qui nous permet de nous ramener à un problème aux valeurs propres
standard. Après ces manipulations, le problème s’écrit de façon équivalente :(

0 M
−A0 −A1

)(
Ch

Eh

)
= λ

(
M 0
0 A2

)(
Ch

Eh

)
. (7.95)

7.4.2 Résultats numériques avec la méthode SAFE-PML

Avant de présenter des résultats numériques, il est important d’expliquer comment filtrer
les modes, c’est-à dire distinguer les différents modes dans une plaque immergée (se référer à
la section 7.3.3 pour une description détaillée des modes). Nous suivons pour cela les étapes
suivantes.

1. On commence par distinguer les modes SH des autres, ce qui est immédiat étant donné
que ce sont les seuls modes ayant une composante u3 non nulle.

2. On observe que les modes de PML et les modes de quasi-Scholte ont un champ de
déplacement dans le solide ayant une petite amplitude par rapport à celle du potentiel
des vitesses dans le fluide. Les modes de Lamb ont quant à eux un champ de déplace-
ment d’amplitude bien plus importante. Une comparaison des énergies dans le fluide et
dans le solide semble alors pertinente pour séparer les deux catégories de modes. Nous
définissons pour cela les énergies cinétiques dans les sections solides et fluides par :

Es
c :=

ρsω
2

4

∫
Σs

|u|2dx2 et Ef
c :=

ρfω
2

4c2
f

∫
Σf

1

α2

|ϕ|2dx2.
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Si le rapport rE := |Ef
c|/Es

c satisfait rE ≤ τE pour une tolérance τE > 0 à déterminer en
fonction des paramètres du problème, alors le mode considéré est un mode de Lamb à
fuite ou inhomogène sortant. Dans le cas contraire on considère que c’est un mode de
PML ou un mode de quasi-Scholte.

3. Pour identifier enfin les modes de quasi-Scholte, nous nous basons sur deux propriétés
que satisfont les modes exacts : ils sont purement propagatifs dans la direction longitu-
dinale du guide et ont un nombre d’onde longitudinal qui est légèrement supérieur à
kf en module. De plus, les modes de quasi-Scholte se regroupent par 4 : un couple de
modes symétrique et antisymétrique pour chaque sens de propagation longitudinale.
Ainsi, parmi les modes satisfaisant |=m(iλ)| > kf , les modes de quasi-Scholte corres-
pondent à ceux pour lesquels la quantité |<e(iλ)| est la plus petite. Les modes restants
correspondent à des modes de PML.

4. Les modes parasites peuvent enfin être sélectionnés parmi les modes de PML en faisant
deux calculs avec des discrétisations différentes ([Qui16]). Contrairement aux autres
modes, ils sont en effet très sensibles aux paramètres de discrétisation. Cette procédure
est néanmoins coûteuse numériquement.

Précisons maintenant les paramètres choisis pour les calculs de modes que nous allons
présenter. On considère une plaque élastique de demi-épaisseur h0 = 1 cm immergée dans un
fluide tronqué par une PML occupant le domaine h1 < |x2| < h2 avec h1 = 2 cm et h2 = 5 cm.
Plusieurs fluides et solides seront considérés, leurs paramètres mécaniques sont consignés
dans la Table 7.1.

solide λs ( GPa) µs ( GPa) ρs ( kg.m−3)
acier 121, 15 80, 77 7, 9.103

aluminium 59, 80 26, 81 2, 8.103

plexiglas 4, 22 2, 34 1, 19.103

fluide cf ( m.s−1) ρf ( kg.m−3)
eau 1, 48.103 1, 0.103

sodium 2, 52.103 0, 93.103

Table 7.1: Paramètres matériaux utilisés dans le système d’unités international.

Nous allons travailler à une fréquence de ω = 2π.105 rad.Hz. Le profil de PML considéré
dans le fluide est de type abrupt avec α∞ = e−iπ/3. Quant aux paramètres de discrétisation
du problème (7.95), on considère un pas de maillage de h = 10−3 cm et nous utilisons des
éléments finis de Lagrange P1.

Un premier résultat de calcul est représenté sur la Figure 7.6. En suivant la procédure de
filtrage détaillée ci-dessus, on arrive bien à retrouver toutes les catégories de modes attendues.
Tout comme pour le cas purement acoustique, on observe un point de branchement au niveau
des courbes représentant les modes de PML (voir la Proposition 7.3.4), ce qui indique
l’apparition de modes parasites indésirés.
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(a) solide : acier, fluide : eau

(b) solide : plexiglas, fluide : eau

Figure 7.6: Nombres d’ondes longitudinaux iλ dans le plan complexe. Ronds rouges : modes
de Lamb à fuite et inhomogènes sortants, triangles verts : modes SH, carrés jaunes : modes de
quasi-Scholte, losanges bleus : modes de PML et modes parasites.

Nous nous penchons ensuite sur le profil des fonctions transverses associées aux modes.
Le comportement des différents types de modes dans la section transverse (solide et fluide)
est représenté sur la Figure 7.7, qui mérite quelques commentaires.
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(a) Mode à fuite sortant
iλ ' −1, 13 + 1.17i

(b) Mode inhomogène sortant
iλ ' 1, 32 + 1.10i

(c) Mode de quasi-Scholte
iλ ' 0, 00224 + 4.25i

(d) Mode de PML
iλ ' −1, 31 + 4.56i

(e) Mode SH iλ ' 1.19i

Figure 7.7: Représentation des différents types de modes dans la section. En noir : |ϕ|, en
bleu : |u1|, en rouge : |u2| et en vert |u3|.

Nous observons le comportement exponentiellement croissant des modes de Lamb à fuite
(sous-figure (a)) dans la partie physique du fluide (c’est-à-dire le domaine 1 < |x2| < 2) et
exponentiellement décroissant dans les PML (occupant le domaine 2 < |x2| < 5). A contrario,
les modes de Lamb inhomogènes sortants (sous-figure (b)) ont un comportement exponen-
tiellement décroissant dans la partie physique du fluide. Dans la PML, ce comportement
naturellement exponentiellement décroissant est accéléré. On observe sur la sous-figure (c)
un mode de quasi-Scholte. Il est de prime abord difficile de reconnaître un mode d’inter-
face. On peut remarquer de façon surprenante que sa décroissance naturelle dans la partie
physique du fluide semble ralentie dans les PML. L’amplitude du mode en bout de PML est
ainsi importante, ce qui induit des réflexions en bout de PML et par voie de conséquence une
mauvaise approximation du mode. Par exemple, on voit que le nombre d’onde longitudinal
calculé a une partie réelle positive tandis que sa partie imaginaire est également positive. Il
en résulte que le mode approché est exponentiellement croissant dans la direction de propa-
gation. Ce problème sera traité dans la sous-section 7.4.5. La sous-figure (d) montre un mode
de PML qui est essentiellement localisé dans le fluide et qui ne présente pas une décroissance
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monotone en amplitude dans la PML. Pour finir, un mode SH totalement découplé du fluide
est représenté sur la sous-figure (e).

Du point de vue des applications, il est intéressant d’évaluer l’impact de la présence du
fluide sur la propagation des ondes élastiques dans la plaque. Pour cela, nous avons comparé
les modes d’une plaque isolée avec ceux de la même plaque immergée dans un fluide.

(a) solide : acier, fluide : eau (b) solide : acier, fluide : sodium

(c) solide : aluminium, fluide : eau (d) solide : aluminium, fluide : sodium

(e) solide : plexiglas, fluide : eau

Figure 7.8: Comparaison des nombres d’ondes longitudinaux iλ des modes d’une plaque
isolée (symboles + en noir) et de la même plaque immergée (autres symboles).

Comme nous pouvons le voir avec la Figure 7.8, l’importance du couplage entre le solide
et le fluide varie en fonction des matériaux choisis. Par exemple, on peut observer que
les nombres d’ondes longitudinaux des modes de Lamb à fuite et inhomogènes sortants
d’une plaque en acier immergée dans de l’eau (sous-figure (a)) coïncident presque avec ceux
des modes de Lamb inhomogènes de la plaque isolée. En particulier, les modes de Lamb
propagatifs de cette dernière sont faiblement perturbés par la présence du fluide. Il existe
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ainsi des modes de Lamb à fuite faiblement atténués qui vont nous permettre de propager
des ondes dans la plaque sur de longues distances. A contrario, les modes de Lamb d’une
plaque de plexiglas sont fortement perturbés par la présence d’eau (sous-figure (e)). Les
modes de Lamb à fuite sont dans ce cas bien plus atténués dans la direction longitudinale.

7.4.3 La méthode SAFE-PW

La méthode des ondes partielles (Partial Waves) proposée dans [HI14] permet de calculer
de façon très précise les valeurs propres associées aux modes de Lamb à fuite et aux modes
de quasi-Scholte en ne discrétisant que la plaque élastique. Lorsque le fluide est infini, les
modes guidés (i.e. les solutions exponentiellement décroissantes dans la direction transverse)
ainsi que les modes à fuite (i.e. les solutions exponentiellement croissantes dans la direction
transverse) sont purement sortants ou entrants dans la direction transverse dans le fluide. La
composante fluide du mode s’écrit ainsi soit comme une onde plane provenant de l’infini
dans le fluide vers la plaque, soit comme une onde plane se propageant de la plaque vers le
fluide : l’onde est alors dite partielle. Comme pour la méthode SAFE-PML, les modes sont les
solutions s’écrivant (après changement de variable) sous la forme :{

u(x) = eiλx1u(xΣ), x ∈ W s

ϕ(x) = eiλx1ϕ(xΣ), x ∈ W f,∞,

du problème :

Trouver (λ,u,ϕ) tel que
divλ(σλ(u)) + ρsω

2u = 0 dans Σs

d2
x2
ϕ+ (k2

f − λ2)ϕ = 0 dans Σf,∞

σλ(u)ns = −ρfωϕns sur γsf

ω(u · ns) = ∇2ϕ · ns sur γsf .

Dans le fluide, les modes peuvent s’écrire :

ϕ(x2) =

{
A+eiβ(λ)x2 si x2 > h0

A−e−iβ(λ)x2 si x2 < −h0,

où β(λ) a pour seule contrainte de satisfaire β(λ)2 = k2
f − λ2, ce qui est une différence

majeure par rapport à tout ce que nous avons vu jusqu’à présent où nous choisissions
une détermination particulière de la racine carrée. On ne présuppose donc rien sur le
comportement du mode dans la direction transverse. Nous souhaitons maintenant éliminer
le potentiel des vitesses. À cette fin, on remarque que la condition de couplage cinématique
s’écrit sur γsf = {−h0, h0} :

ω(u · ns) = iβ(λ)ϕ.

Lorsqu’on injecte cette expression dans l’équation de couplage dynamique on obtient :

σλ(u)ns = i
ω2ρf

β(λ)
(u · ns)ns.

On est donc ramené au problème suivant ne faisant plus intervenir de composante fluide :

Trouver (λ,u) tel que{
divλ(σλ(u)) + ρsω

2u = 0 dans Σs

σλ(u)ns = iω
2ρf

β(λ)
(u · ns)ns sur γsf ,

(7.96)

avec β(λ)2 = k2
f − λ2.
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Remarque 7.61 Il est intéressant de remarquer que l’ensemble des couples (λ, β(λ)) de (7.96)
présente une symétrie. En effet, si (λ, β(λ)) est solution de (7.96), on montre par conjugaison des
équations du problème que (λ̄,−β(λ)) est aussi solution.

Formulation variationnelle du problème

Par des calculs similaires à ceux détaillés à la sous-section 7.4.1, nous montrons que le
problème (7.96) admet la formulation variationnelle :

Trouver (λ,u) ∈ C×
(
(H1(Σs))3\{0}

)
tel que

aλPW (u,v) = 0, ∀v ∈ (H1(Σs))3,

où :
aλPW (u,v) := λ2a2

PW (u,v) + λa1
PW (u,v) + a0

PW (u,v) +
1

β(λ)
a−1
PW (u,v),

avec β(λ)2 = k2
f − λ2 et :

a2
PW (u,v) :=(λs + 2µs)

∫
Σs

u1v1dx2 + µs

∫
Σs

(u2v2 + u3v3)dx2,

a1
PW (u,v) :=− µs

∫
Σs

(u2dx2v1 + dx2u1v2)dx2 + λs

∫
Σs

(u1dx2v2 + dx2u2v1)dx2,

a0
PW (u,v) :=(λs + 2µs)

∫
Σs

dx2u2dx2v2dx2 + µs

∫
Σs

(dx2u1dx2v1 + dx2u3dx2v3)dx2

− ρsω
2

∫
Σs

u · vdx2,

a−1
PW (u,v) :=− iω2ρf

∫
γsf

(u · ns)(v · ns)ds(x2).

L’objectif est maintenant d’éliminer λ de cette formulation pour le remplacer par β(λ).
Remarquons pour cela que si (λ,u) est un mode avec u = (u1, u2, u3), alors (−λ,u−) l’est
aussi pour u− := (−u1, u2, u3) (voir pour cela la Proposition 7.20), ce qui s’écrit a−λPW (u−,v) =
0, ∀v ∈ (H1(Σs))3. Nous avons alors d’une part :

0 =
1

2

(
aλPW (u,v) + a−λPW (u−,v)

)
= λ2

[
µs

∫
Σs

(u2v2 + u3v3)dx2

]
+λ
[
− µs

∫
Σs

dx2u1v2dx2 + λs

∫
Σs

u1dx2v2dx2

]
+(λs + 2µs)

∫
Σs

dx2u2dx2v2dx2 + µs

∫
Σs

dx2u3dx2v3dx2 − ρsω
2

∫
Σs

(u2v2 + u3v3)dx2

−i ω
2ρf

β(λ)

∫
γsf

(u · ns)(v · ns)ds(x2),

(7.97)
puis d’autre part :

0 =
λ

2

(
aλPW (u,v)− a−λPW (u−,v)

)
= λ3

[
(λs + 2µs)

∫
Σs

u1v1dx2

]
+λ2

[
− µs

∫
Σs

u2dx2v1dx2 + λs

∫
Σs

dx2u2v1dx2

]
+λ
[
µs

∫
Σs

dx2u1dx2v1 − ρsω
2

∫
Σs

u1v1dx2

]
.

(7.98)

241



Chapitre 7. Analyse modale dans les guides élastiques immergés

Sommer (7.97) et (7.98) conduit à :

λ2ã2
PW (ũ,v) + ã0

PW (ũ,v) +
1

β(λ)
ã−1
PW (ũ,v) = 0,

où nous avons introduit ũ := (ũ1, u2, u3) avec ũ1 := λu1 et :

ã2
PW (ũ,v) :=(λs + 2µs)

∫
Σs

ũ1v1dx2 + µs

∫
Σs

(u2v2 + u3v3)dx2 − µs

∫
Σs

u2dx2v1dx2

+ λs

∫
Σs

dx2u2v1dx2,

ã0
PW (ũ,v) :=µs

∫
Σs

dx2 ũ1dx2v1dx2 − ρsω
2

∫
Σs

ũ1v1dx2 − µs

∫
Σs

dx2 ũ1v2dx2

+ λs

∫
Σs

ũ1dx2v2dx2 + (λs + 2µs)

∫
Σs

dx2u2dx2v2dx2 + µs

∫
Σs

dx2u3dx2v3dx2

− ρsω
2

∫
Σs

(u2v2 + u3v3)dx2,

ã−1
PW (ũ,v) :=− iω2ρf

∫
γsf

(u · ns)(v · ns)ds(x2).

En utilisant la relation λ2 = k2
f − β(λ)2 on élimine le paramètre spectral λ, et on se ramène

à un nouveau problème aux valeurs propres polynomial d’ordre 3 dans le paramètre β(λ)
(noté désormais β) :

Trouver (β, ũ) ∈ C×
(
(H1(Σs))3\{0}

)
tel que

− β3ã2
PW (ũ,v) + β(ã0

PW (ũ,v) + k2
f ã

2
PW (ũ,v)) + ã−1

PW (ũ,v) = 0, ∀v ∈ (H1(Σs))3. (7.99)

Discrétisation et linéarisation du problème

Le problème spectral (7.99) est un problème polynomial d’ordre 3 qu’on souhaite linéari-
ser. Nous choisissons de le faire au niveau discret pour faire ressortir la structure matricielle
du problème aux valeurs propres généralisés qui en résulte. Soit Vs

h ⊂ (H1(Σs))3 un espace
de dimension finie engendré par des éléments finis de type Lagrange. Nous introduisons
aussi pour l ∈ {−1, 0, 2} les matrices éléments finis AlPW associées aux formes bilinéaires ãlPW .
Résoudre le problème aux valeurs propres (7.99) discrétisé revient donc à chercher β ∈ C et
Ũh ∈ Vs

h\{0} tels que : (
β3A2

PW − β(A0
PW + k2

f A2
PW )− A−1

PW

)
Ũh = 0.

En introduisant les inconnues auxiliaires Ṽh := βŨh et W̃h := βṼh on écrit un problème aux
valeurs propres généralisé augmenté :0 A0

PW + k2
f A2

PW A−1
PW

M 0 0
0 M 0


W̃h

Ṽh

Ũh

 = β

A2
PW 0 0
0 M 0
0 0 M


W̃h

Ṽh

Ũh

 , (7.100)

dans lequel M représente la matrice de masse éléments finis. Remarquons que seules les
colonnes de A−1

PW associées aux composantes u2,h(±h0) de l’inconnue Ũh sont non nulles.

En réordonnant les inconnues et en introduisant X̃t
h :=

(
W̃t

h Ṽt
h u2,h(−h0) u2,h(h0)

)t
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ainsi que le vecteur Ỹh des inconnues de Ũh autres que u2,h(±h0), nous pouvons réécrire le
problème (7.100) sous une nouvelle forme par blocs :(

C1
PW 0

C2
PW 0

)(
X̃h

Ỹh

)
= β

(
D1
PW 0
0 D2

PW

)(
X̃h

Ỹh

)
. (7.101)

Il est facile de voir que 0 est une valeur propre pour des vecteurs propres du type
(

0 Ỹt
h

)t

dont la multiplicité géométrique est égale à la taille de l’inconnue Ỹh. Cette valeur propre
n’étant pas physique, on résout donc d’abord le problème :

C1
PW X̃h = βD1

PW X̃h,

pour obtenir des valeurs propres approchées β du problème initial, puis on résout le système
suivant si on veut avoir accès aux différentes composantes du champ de déplacement associées
aux modes :

D2
PW Ỹh = β−1C2

PW X̃h.

Contrairement au calcul des modes utilisant des PML, nous n’imposons pas ici que l’onde
soit sortante dans la direction transverse : nous calculons donc des modes sortants et entrants
dans la direction transverse. Pour notre application, il faut alors isoler les modes satisfaisant
<e(β(λ)) > 0 correspondant aux modes sortants dans la direction transverse.

7.4.4 Résultats numériques avec la méthode SAFE-PW

On présente ici des résultats numériques obtenus à l’aide de la méthode des ondes
partielles. Les paramètres physiques ainsi que les paramètres de discrétisation sont les
mêmes qu’à la sous-section 7.4.2. Nous commençons par représenter sur la Figure 7.9 les
valeurs des nombres d’ondes longitudinaux β calculés dans le plan complexe. Décrivons les
différents résultats obtenus en détaillant chacune des parties du spectre. De façon préalable,
nous rappelons que le comportement des modes dans la direction transverse est donné par :

ϕ(x2) =

{
A+eiβ(λ)x2 si x2 > h0

A−e−iβ(λ)x2 si x2 < −h0.

• Cas 1 : <e(β)=m(β) = 0. Les nombres d’ondes transverses et longitudinaux sont reliés
par la relation λ2 = k2

f − β(λ)2 ∈ R. Les modes associés ont donc des nombres d’onde
longitudinaux λ purement réels ou imaginaires, ce qui correspond respectivement à des
modes purement propagatifs (modes de quasi-Scholte ou SH) ou évanescents (modes
SH).

• Cas 2 : <e(β) < 0 et =m(β) < 0. Les modes associés sont exponentiellement croissants
dans la direction transverse et entrants. Ce sont donc les modes de Lamb à fuite entrants
qui sont approchés.

• Cas 3 : <e(β) > 0 et =m(β) < 0. Les modes associés sont exponentiellement croissants
dans la direction transverse et sortants. Ce sont donc les modes de Lamb à fuite sortants
qui sont approchés.

• Cas 4 :<e(β) < 0 et=m(β) > 0. Les modes associés sont exponentiellement décroissants
dans la direction transverse et entrants. Ce sont donc les modes de Lamb inhomogènes
entrants qui sont approchés.
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• Cas 5 :<e(β) > 0 et=m(β) > 0. Les modes associés sont exponentiellement décroissants
dans la direction transverse et sortants. Ce sont donc les modes de Lamb inhomogènes
sortants qui sont approchés.

(a) solide : acier, fluide : eau

(b) solide : plexiglas, fluide : eau

Figure 7.9: Représentation des nombres d’onde transverses β calculés par la méthode SAFE-
PW pour différents matériaux. Paramètres : h0 = 1 cm, ω = 2π.105 rad.Hz et h = 10−2 cm.

Remarque 7.62 Si le spectre dans le plan β semble présenter une double symétrie pour une plaque
d’acier immergée dans de l’eau (Figure 7.9 (a)), nous observons que ce n’est pas rigoureusement le
cas pour le spectre d’une plaque de plexiglas immergée dans de l’eau (Figure 7.9 (b)). Toutefois,
nous retrouvons bien la symétrie β 7→ −β̄ théoriquement attendue (cf. Remarque 7.4.3). Il y a en
ce sens une certaine forme de dualité entre les modes de Lamb à fuite entrants et sortants, mais
aussi entre les modes inhomogènes entrants et sortants.

Contrairement à la méthode SAFE-PML, la méthode SAFE-PW ne nécessite pas de mailler
le fluide environnant. Cela permet d’une part de calculer tous les modes du problème indé-

244



7.4. Approximation numérique des modes

pendamment de leur caractère entrant ou sortant, exponentiellement croissant ou décroissant,
mais aussi d’éviter des erreurs d’approximation supplémentaires liées à la troncature du
domaine fluide. Nous voulons enfin comparer les résultats obtenus par la méthode SAFE-PML
à ceux donnés par la méthode SAFE-PW.

(a) solide : acier, fluide : eau

(b) solide : plexiglas, fluide : eau

Figure 7.10: Comparaison des nombres d’ondes longitudinaux iλ associés à des modes
sortants donnés par les méthodes SAFE-PW (croix noires) et SAFE-PML (autres symboles
colorés).

Comme la Figure 7.10 nous le montre, ces deux méthodes nous donnent des résultats
proches pour une plaque d’acier dans de l’eau. La méthode SAFE-PW n’approxime naturelle-
ment pas les modes de PML dont la présence est intrinsèquement liée à celle des PML. Pour
une plaque de plexiglas, les deux méthodes donnent des résultats sensiblement différents. Par
exemple, il est possible de voir un écart d’approximation des modes à fuite sortants localisés
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sur les quarts de plan <e(iλ)=m(iλ) < 0.

7.4.5 Traitement des modes de quasi-Scholte

Les expérimentations numériques conduites précédemment révèlent que les modes de
quasi-Scholte sont mal calculés avec la méthode SAFE-PML. Nous souhaitons cependant
tronquer transversalement le fluide par des PML en vue de la résolution du problème direct.
En effet, nous voudrions proposer une méthode de résolution permettant de prendre en
compte des hétérogénéités localisées à la surface de la plaque élastique. De plus, nous
souhaitons développer une méthode modale pour tronquer le domaine dans la direction
axiale du guide afin de résoudre le problème direct. Il est donc nécessaire d’utiliser des
modes qui d’une part sont définis sur la totalité de la section (fluide et solide) et qui d’autre
part satisfont une relation de biorthogonalité, ce que ne permet pas la méthode SAFE-PW.

Cette sous-section sera divisée en deux parties. Nous commencerons par expliquer la
mauvaise approximation des modes de quasi-Scholte par la méthode SAFE-PML en nous
appuyant sur leurs propriétés physiques. Dans un second temps, nous tenterons de montrer
comment il est possible en 2D d’améliorer le calcul de ces modes avec une PML en la couplant
avec la méthode SAFE-PW.

Mauvaise approximation des modes de quasi-Scholte par la méthode SAFE-PML

Commençons par considérer une interface entre deux demi-plans, l’un occupé par un
solide et l’autre par un fluide. Il a été montré dans [Vin13] qu’il existe, quels que soient la
fréquence et les matériaux considérés, un unique mode appelé mode de Scholte, se propageant
sans atténuation le long de cette interface. De plus, ce mode se propage le long de l’interface à
une vitesse légèrement inférieure à celle des ondes longitudinales acoustiques dans le fluide.
Son nombre d’onde longitudinal vérifie alors iλQS ∈ iR, avec |λQS| > kf . Puisqu’une plaque
immergée possède deux interfaces avec le fluide, il y a dans ce cas deux modes d’interfaces
appelés modes de quasi-Scholte. Les modes de quasi-Scholte ont un comportement dispersif à
basse fréquence devenant non dispersif à haute fréquence. Ce sont aussi des modes purement
évanescents (c’est-à-dire exponentiellement décroissants) dans la direction transverse qui
sont donc localisés dans le fluide sur quelques longueurs d’ondes de part et d’autre de la
plaque. De plus, la décroissance exponentielle des modes de quasi-Scholte est d’autant plus
rapide que la fréquence est élevée. Une description plus précise de la localisation de ces
modes nécessite de distinguer plusieurs cas selon les vitesses des ondes dans le solide et dans
le fluide (voir [NDL90]).

1. Lorsque cf < cs < cp (ex : plaque d’acier dans de l’eau) : l’énergie de l’onde est essentiel-
lement localisée dans le fluide et la décroissance du mode dans la direction transverse
est relativement lente.

2. Lorsque cs < cf < cp ou cs < cp < cf (ex : plaque de plexiglas dans de l’eau) : l’énergie
est principalement localisée dans le solide et décroît rapidement dans le fluide.

À haute fréquence, les comportements des modes de quasi-Scholte au voisinage des deux
interfaces deviennent presque découplés. En effet, les deux modes de quasi-Scholte sont cha-
cun, localement au voisinage des deux interfaces, quasiment identiques à un mode de Scholte
en présence d’une seule interface entre un solide infini et un fluide infini. En particulier,
lorsque les deux côtés de la plaque sont en contact avec des fluides de même nature, le couple
de modes de quasi-Scholte tend vers un couple de modes se propageant presque à la vitesse
du mode de Scholte associé au matériau élastique du cœur et au fluide environnant. D’après
l’étude paramétrique conduite dans [Öne17], les modes de quasi-Scholte sont moins sensibles
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aux variations du ratio ρs/ρf qu’à celles du ratio cp/cf . Ces modes peuvent être générés par
la réflexion d’ondes de volume sur la surface du solide, ou par conversion d’un mode de
Rayleigh dans une structure partiellement immergée (voir pour cela [NDL90]). Le lecteur
désireux d’en savoir plus sur ces modes, en particulier sur les aspects expérimentaux liés à la
façon de les exciter et de les mesurer, pourra se référer par exemple à [NDL90 ; Fav96 ; FR97 ;
DQ83 ; YT15].

Plusieurs travaux ont récemment soulevé les difficultés d’approximation numérique des
modes de quasi-Scholte par la méthode SAFE-PML, en particulier avec les mêmes paramètres
de PML et de discrétisation que pour les modes de Lamb à fuite (voir [Neč18 ; AG17]). Deux
solutions pour mieux approcher les modes de quasi-Scholte avec des PML (dont le profil
est parabolique) sont proposées dans [Qui16, Chapitre 7]. La première est d’augmenter la
fréquence, ce qui permet d’augmenter la localisation des modes de quasi-Scholte au voisinage
des deux interfaces (voir Figure 7.11). Ceci n’est pas satisfaisant puisque nous souhaitons
être en mesure de les approximer quelle que soit la fréquence.

(a) Paramètre : ω = 3π.
Résultat : iλ ' 1, 03.10−3 + 6, 37i.

(b) Paramètre : ω = 6π.
Résultat : iλ ' 7, 77.10−4 + 12, 73i.

Figure 7.11: Représentation des modes de quasi-Scholte pour deux fréquences différentes.
En noir : |ϕ|, en bleu : |u1|, en rouge : |u2| et en vert |u3|. Paramètres : h0 = 1, h1 = 4 h2 = 7,
PML abrupte avec α∞ = e−iπ/3.

Il est aussi proposé d’éloigner la PML de la plaque élastique pour tirer parti de la dé-
croissance exponentielle naturelle des modes de quasi-Scholte qui semble ralentie dans la
PML (voir Figure 7.12). Cette solution n’est pas non plus satisfaisante, car elle implique
d’augmenter considérablement le domaine de calcul à basse fréquence. En outre, éloigner
la PML de la plaque va favoriser l’apparition de modes parasites proches de l’origine du
plan complexe (voir la Figure 4.11 pour une illustration de ce phénomène en acoustique) et
détériorer l’approximation des modes de Lamb à fuite qui sont exponentiellement croissants
dans la partie physique du domaine fluide (voir Figure 7.7 (a)).
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(a) Paramètres : h0 = 1, h1 = 4, h2 = 7.
Résultat : iλ ' 2, 24.10−3 + 4, 25i.

(b) Paramètres : h0 = 1, h1 = 11, h2 = 14.
Résultat : iλ ' 1, 78.10−4 + 4, 24i.

Figure 7.12: Représentation des modes de quasi-Scholte pour différentes distances plaque-
PML. En noir : |ϕ|, en bleu : |u1|, en rouge : |u2| et en vert |u3|. Paramètres : ω = 2π, PML
abrupte avec α∞ = e−iπ/3.

Expliquons maintenant par le calcul les observations que nous venons de faire. Consi-
dérons un mode de quasi-Scholte de nombre d’onde longitudinal iλQS. Puisque les modes
de quasi-Scholte sont des modes guidés du problème de départ, ils peuvent s’écrire dans le
fluide sous la forme :

ϕQS(x2) =

{
A−eγf(iλ

QS)x2 si x2 < −h0

A+e−γf(iλ
QS)x2 si x2 > h0,

où λQS ∈ R satisfait 0 < kf < |λQS| < kf + ε pour un réel ε > 0 petit, d’après les proprié-
tés physiques intrinsèques des modes de quasi-Scholte, et dépendant a priori de tous les

paramètres du problème. Ainsi, γf(iλ
QS) =

R−
√(

λQS
)2 − k2

f est purement réel et satisfait

0 < γf(iλ
QS) <

√
ε(ε+ 2kf). Nous retrouvons ainsi la décroissance exponentielle lente des

modes de quasi-Scholte dans la direction transverse à basse fréquence. Lorsqu’une PML
infinie est introduite, la fonction transverse de ce mode de quasi-Scholte s’écrit :

ϕQS(x2) =

{
A−e−γf(iλ

QS)η(−x2) si x2 < −h0

A+e−γf(iλ
QS)η(x2) si x2 > h0,

(7.102)

où on rappelle que :

η(x2) :=

∫ x2

h0

α−1
2 (t)dt, x2 > h0.

Cela nous permet de voir que la décroissance du mode en présence de PML dépend directe-
ment de <e(γf(iλ

QS)η(|x2|)). Puisque γf(iλ
QS) est un réel strictement positif fixé, une solution

possible pour mieux approcher les modes de quasi-Scholte serait d’augmenter <e(η(|x2|)).
Supposons pour fixer les idées que nous sommes en présence de PML présentant un profil
abrupt, on a alors pour |x2| > h1 :

η(|x2|) = (h1 − h0) +
|x2| − h1

α∞
,

et par suite :
<e(η(|x2|)) = (h1 − h0) + (|x2| − h1)<e(α−1

∞ ).

Cette expression nous montre que les modes de quasi-Scholte peuvent être mieux approchés :
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1. en augmentant h1 − h0, c’est-à-dire la distance entre la PML et la plaque ;

2. en augmentant |x2| − h1, ce qui revient à augmenter l’épaisseur de la PML;

3. ou enfin en augmentant <e(α−1
∞ ) > 0.

Les deux premières options sont rédhibitoires du point de vue du coût de calcul. La troisième
option revient à diminuer la partie réelle de α∞ à partie imaginaire fixe, ce qui semble être
une meilleure solution. Pourtant, il faut garder à l’esprit que nous cherchons à approcher
également les modes de Lamb à fuite sortants. Ces derniers s’écrivent en présence de PML :

ϕFS(x2) =

{
A−eiβf(iλ

FS)η(−x2) si x2 < −h0

A+eiβf(iλ
FS)η(x2) si x2 > h0,

avec βf(iλ
FS) =

iR+
√
k2

f +
(
iλFS

)2. En développant l’expression du mode pour x2 > h1, on
obtient :

ϕFS(x2) = A+e−
(
<e(βf)=m(η(x2))+=m(βf)<e(η(x2))

)
ei
(
<e(βf)<e(η(x2))−=m(βf)=m(η(x2))

)
.

Or les modes de Lamb à fuite sortants satisfont =m
((
iλFS

)2)
< 0, ainsi <e(βf(iλ

FS)) > 0 et
=m(βf(iλ

FS)) < 0. Augmenter <e(η) à =m(η) fixé a donc deux effets sur eux :

1. réduire la vitesse de décroissance transverse des modes à fuite, voire l’annuler ;

2. augmenter les oscillations de ces derniers, ce qui nécessite un maillage très fin pour
continuer à les approcher correctement.

Il est donc particulièrement difficile d’imposer une décroissance exponentielle rapide de
façon simultanée aux modes de Lamb à fuite et aux modes de quasi-Scholte en ne jouant que
sur les paramètres de la PML et sans altérer leur approximation. Nous allons donc proposer
une approche différente.

Une proposition de stratégie pour traiter les modes de quasi-Scholte

Nous rappelons que l’objectif est d’approcher numériquement de façon précise et simulta-
née les modes de quasi-Scholte et les modes de Lamb. Nous voulons que la méthode proposée
satisfasse les points suivants :

1. Les modes de Lamb à fuite et les modes de quasi-Scholte doivent être bien approchés,
ce qui implique pour ces derniers :

• une bonne détermination de leur nombre d’onde longitudinal iλQS, en particulier
avec le bon signe de la partie réelle due à la troncature de la PML pour ne pas
avoir une croissance exponentielle du mode dans la direction axiale du guide ;

• l’absence de réflexion de ces modes en bout de PML.

2. Les modes calculés satisfont toujours une relation de biorthogonalité du type (7.83).

Pour satisfaire ces exigences, nous allons adopter une approche différente inspirée de
[ZW18], initialement développée pour traiter des modes de Rayleigh se propageant à la
surface d’une structure quasi-périodique ouverte. L’idée est la suivante : au lieu de jouer sur
les paramètres de la PML pour forcer une décroissance rapide de ces modes dans la direction
transverse, nous allons imposer en bout de PML une condition de Robin afin d’amoindrir
les réflexions parasites des modes de quasi-Scholte. Puisque les modes de Lamb à fuite et
inhomogènes sortants sont quant à eux fortement décroissants dans la PML, leur amplitude
en bout de PML est négligeable et ils ne seront pas affectés par cette nouvelle condition aux
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limites. Pour obtenir cette condition, nous calculons une première approximation iλQS
0 du

nombre d’onde longitudinal d’un mode de quasi-Scholte à l’aide d’une autre méthode plus
précise et peu coûteuse comme la méthode SAFE-PW. Pour une plaque 2D, il existe deux
modes de quasi-Scholte se propageant longitudinalement dans chaque sens du guide : un
symétrique et un antisymétrique. Pour ne pas favoriser l’un des deux modes, nous choisissons
par la suite iλQS

0 comme la moyenne d’une approximation des nombres d’onde du mode
symétrique et antisymétrique. On observe que les nombres d’onde longitudinaux de ces deux
modes sont très proches, et ce d’autant plus que la fréquence est élevée. Ce constat nous
conduit à traiter tous les modes de quasi-Scholte de la plaque de la même façon. On impose
alors aux nouveaux modes approchés de satisfaire en bout de PML la condition :

dx2ϕ = ∓ γQS
0

α2(±h2)
ϕ, x2 = ±h2, (7.103)

avec γQS
0 :=

R−
√
<e
(
λQS

0

)2 − k2
f , qui d’après (7.102) est satisfaite par le mode de quasi-Scholte

exact si λQS
0 = λQS. Remplacer la condition de Neumann homogène précédemment utilisée

par cette condition de Robin ajoute un nouveau terme dans le problème spectral (7.92) de la
méthode SAFE-PML. Le nouveau problème s’écrit :

Trouver (λ,u,ϕ) ∈ C× (Vsf\{0}) tel que

aQS
λ ((u,ϕ), (v,ψ)) = 0, ∀(v,ψ) ∈ Vsf , (7.104)

avec :
aQS
λ ((u,ϕ), (v,ψ)) := aλ((u,ϕ), (v,ψ)) + ρfγ

QS
0

∫
γpml

ϕψds(x2),

la forme bilinéaire aλ étant définie par (7.93).

Présentons quelques résultats numériques obtenus grâce à cette méthode. Premièrement
on considère les paramètres géométriques h0 = 1 cm, h1 = 2 cm et h2 = 5 cm. Pour ce
qui est des matériaux, on considère que la plaque est en acier et que le fluide est de l’eau.
L’approximation du nombre longitudinal iλQS

0 des modes de quasi-Scholte est calculée à
l’aide de la méthode SAFE-PW, discrétisée avec des éléments finis de Lagrange P1 pour
un pas de discrétisation de h = 10−2 cm. Le problème (7.104) est aussi discrétisé à l’aide
d’éléments finis de Lagrange P1 sur un maillage de pas h = 5, 0.10−3. La Figure 7.13 montre
dans le cas de PML abruptes qu’utiliser la condition de Robin permet de mieux approcher le
nombre longitudinal des modes de quasi-Scholte. En particulier, cela réduit significativement
le module de <e(iλ) tout en lui donnant le bon signe pour avoir une faible décroissance
exponentielle dans le sens de propagation.
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(a) Robin
iλs ' −1, 79.10−5 + 4, 24361i

(b) Robin
iλa ' −1, 78.10−5 + 4, 24367i

(c) Neumann
iλs ' 2, 24.10−3 + 4, 24510i

(d) Neumann
iλa ' 2, 27.10−3 + 4, 24515i

Figure 7.13: Représentation des modes de quasi-Scholte symétrique (λs) et antisymétrique
(λa) calculés avec une condition de Neumann homogène ou la condition de Robin (7.103). En
noir : |ϕ|, en bleu : |u1|, en rouge : |u2| et en vert |u3|. Paramètres : ω = 2π.105 rad.Hz, profil
abrupt de PML avec α∞ = e−iπ/3. Valeurs calculées par la méthode SAFE-PW :
iλs ' 4, 11.10−18 + 4, 24362i et iλa ' 2, 31.10−17 + 4, 24366i.

Sur la Figure 7.14, on voit pour un profil parabolique de PML que la partie réelle du
nombre d’onde longitudinal iλ est encore plus petite en module, bien qu’elle soit du mauvais
signe pour le mode antisymétrique. On conserve en revanche la décroissance du mode dans
la PML, ce qui n’était pas le cas avec une condition de Neumann.
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(a) Robin
iλs ' −9, 05.10−6 + 4, 24362i

(b) Robin
iλa ' 8, 95.10−6 + 4, 24366i

(c) Neumann
iλs ' 1, 24.10−3 + 4, 24380i

(d) Neumann
iλa ' 1, 26.10−3 + 4, 24383i

Figure 7.14: Représentation des modes de quasi-Scholte symétrique (λs) et antisymétrique
(λa) calculés avec une condition de Neumann homogène ou la condition de Robin (7.103). En
noir : |ϕ|, en bleu : |u1|, en rouge : |u2| et en vert |u3|. Paramètres : ω = 2π.105 rad.Hz, profil
parabolique de PML (4.31) avec η̂ = 1 + 2i. Valeurs calculées par la méthode SAFE-PW :
iλs ' 4, 11.10−18 + 4, 24362i et iλa ' 2, 31.10−17 + 4, 24366i.

Nous poursuivons cette étude numérique en mettant en évidence les meilleures perfor-
mances de la méthode à fréquence plus élevée. En effet, la Figure 7.15 nous montre à des
fréquences plus élevées que le module de la partie réelle du nombre d’onde longitudinal
est réduit de 6 ordres de grandeur avec la condition de Robin par rapport à la condition
de Neumann homogène. Le mauvais signe obtenu dans le cas (b) ne semble ainsi plus un
problème en pratique. Ce dernier constat nous conforte dans l’utilisation de cette solution
pour mieux approcher les modes de quasi-Scholte étant donné que nous souhaitons adapter
la Linear Sampling Method, qui est une méthode d’imagerie haute fréquence, aux guides
partiellement immergés.
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(a) Robin, ω = 4π.105 rad.Hz
iλs ' −3, 49.10−9 + 8, 48728i

(b) Robin, ω = 6π.105 rad.Hz
iλs ' 8, 43.10−10 + 12, 73092i

(c) Neumann, ω = 4π.105 rad.Hz
iλs ' 1, 01.10−3 + 8, 48680i

(d) Neumann, ω = 6π.105 rad.Hz
iλs ' 4, 63.10−4 + 12, 72979i

Figure 7.15: Représentation des modes de quasi-Scholte symétriques calculés avec une
condition de Neumann homogène ou la condition de Robin (7.103) à différentes fréquences.
En noir : |ϕ|, en bleu : |u1|, en rouge : |u2| et en vert |u3|. Paramètres : profil parabolique de PML
(4.31) avec η̂ = 1 + 2i. Valeurs calculées par la méthode SAFE-PW pour ω = 4π.105 rad.Hz :
iλs ' −2, 60.10−17 + 8, 48728i, et pour ω = 6π.105 rad.Hz : iλs ' 6, 03.10−18 + 12, 73092i.

Remarque 7.63 Il apparaît sur la Figure 7.15 que le mode de quasi-Scholte symétrique ne le soit
plus tout à fait pour ω = 6π.105 rad.Hz. Ce constat peut s’expliquer par le découplage à haute
fréquence des deux parois de la plaque et par le fait que les modes symétriques et antisymétriques
correspondent à des valeurs presque identiques (on observe au voisinage de chaque interface
un mode de Scholte). Le solveur utilisé pour résoudre le problème aux valeurs propres (7.104)
n’est alors plus en mesure de distinguer correctement les modes de quasi-Scholte symétrique et
antisymétrique.

Pour conclure cette étude numérique, nous constatons sur la Figure 7.16 que les modes de
Lamb ne sont pas affectés par le changement de condition aux limites en bout de PML tandis
que les modes de PML le sont très légèrement. Cela n’aura par la suite pas d’influence étant
donné que les modes de PML ne participent pas à la description des ondes dans la partie
physique du domaine.
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Figure 7.16: Premières valeurs propres calculées dans le quart de plan <e(iλ) < 0, =m(iλ) >
0 avec une condition de Neumann et une condition de Robin. Symboles "+" noirs : modes
calculés avec la condition de Robin. Autres symboles : modes calculés avec une condition de
Neumann homogène (cercles rouges : modes de Lamb à fuite, losanges bleus : modes de PML
et carrés jaunes : modes de quasi-Scholte). Paramètres : ω = 2π.105 rad.Hz, PML abrupte avec
α∞ = e−iπ/3.

Il reste enfin à vérifier que les nouveaux modes calculés satisfont toujours une relation de
biorthogonalité. Pour cela, il faut réécrire le formalisme XY développé à la sous-section 7.3.3
en prenant en compte la condition de Robin. Détaillons succinctement les changements qui
apparaissent, en revenant à la convention de Kondratiev dans laquelle nous avions écrit au
début de ce chapitre le formalise XY. Les nouveaux modes satisfont le problème spectral :

Trouver (λ,u,ϕ) tel que
divλ(σλ(u)) + ρsω

2u = 0 dans Σs

α2dx2(α2dx2ϕ) + (k2
f + λ2)ϕ = 0 dans Σf

σλ(u)ns = −ρfωϕns sur γsf

ω(u · ns) = ∇2ϕ · ns sur γsf

α2∂ef
ϕ = −γQS

0 ϕ sur γpml,

(7.105)

où les opérateurs différentiels indexés par λ sont obtenus en remplaçant ∂x1 par λI, ∇2· :=(
0 dx2· 0

)t et enfin γQS
0 :=

R−
√
=m
(
λQS

0

)2 − k2
f > 0, où λQS

0 désigne ici une approximation du
nombre longitudinal des modes de quasi-Scholte donnée par la méthode des ondes partielles,
en notation Kondratiev. Le problème (7.105) peut se réécrire sous la forme du problème
d’évolution :

Trouver (λ,Xsf ,Ysf) tel que

λ

(
Xsf

Ysf

)
=

(
0 FQS

Ysf

FXsf 0

)(
Xsf

Ysf

)
.

Dans ce nouveau problème d’évolution, l’opérateur FXsf est inchangé par rapport à la sous-
section 7.3.3, tandis que l’opérateur FQS

Ysf est défini comme FYsf , mais avec un domaine
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modifié pour tenir compte de la condition de Robin en bout de PML :

D(FQS
Ysf ) =

{
Ysf := (uΣ, t1,ϕ) ∈ VYsf | divΣ(σΣ(Ys)) ∈ (L2(Σs))2,

α2dx2(α2dx2ϕ) ∈ L2(Σf), α2∂ef
ϕ = −γQS

0 ϕ sur γpml,

σΣ(Ys)es = −ρfωϕes et ω(uΣ · es) = ∇Σϕ · es sur γsf
}
.

Soit :

Asf
QS :=

(
0 FQS

Ysf

FXsf 0

)
,

l’opérateur de domaine D(Asf
QS) = D(FXsf )×D(FQS

Ysf ). On a le résultat suivant en 2D.

Théorème 7.64

Les résultats suivants sont vrais excepté pour un ensemble dénombrable de fréquences.

1. Asf
QS est un opérateur fermé à domaine dense dans Hsf ×Hsf .

2. Les opérateur FXsf et FQS
Ysf sont inversibles.

3. Les opérateur FXsfFQS
Ysf et FQS

YsfFXsf sont d’inverse compact.

4. Le spectre de Asf
QS est constitué d’un ensemble discret de valeurs propres de multi-

plicité finie.

5. Soient (λn,X
sf
n ,Y

sf
n ) et (λm,X

sf
m,Y

sf
m) deux modes propres de Asf

QS pour (n,m) ∈ Z2

non nuls. Ils vérifient la relation de biorthogonalité :

(λ2
n − λ2

m)(Xsf
n ,
(
Ysf
m

)F

)Hsf = 0,

dans laquelle : (
Ysf
m

)F

=

 ūmΣ
t̄m1

bαΣϕ̄m

 avec Ysf
m :=

umΣ
tm1
ϕm

 .

Démonstration. • point 1 : adaptation de la preuve du Lemme 7.38

La preuve est identique pour ce qui est de la densité du domaine. Le caractère fermé
découle du point 2.

• points 2 et 3 : adaptation des preuves des Propositions 7.39 et 7.42

Reprendre les intégrations par parties dans les preuves des Propositions 7.39 et 7.42,
nous amène à voir qu’un nouveau terme de bord apparaît. Il faut alors remplacer la forme
sesquilinéaire aYsf , définie par (7.74) pour une condition de Neumann homogène en bout de
PML, par :

aFQS

Ysf

(
(uΣ,ϕ), (vΣ,ψ)

)
:=

∫
Σs

(
λsdivΣ(uΣ)divΣ(v̄Σ) + 2µsεΣ(uΣ) : εΣ(v̄Σ)− ρsω

2uΣ · v̄Σ

)
dx2

+ρf

∫
Σf

(
α2dx2ϕdx2ψ̄− α−1

2 k2
fϕψ̄

)
dx2 + ρfγ

QS
0

∫
γpml

ϕψ̄ds(x2)

+ρfω

∫
γsf

(
ϕ(v̄Σ · es) + ψ̄(uΣ · es)

)
ds(x2).
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Nous pouvons montrer que l’opérateur linéaire associé à la forme sesquilinéaire aFQS

Ysf
est

Fredholm d’indice 0 en utilisant la compacité de l’injection de H1(Σf) dans L2(γpml). L’injecti-
vité de cet opérateur se montre de la même façon que dans le cas 2D pour une condition de
Neumann homogène en bout de PML en remarquant simplement que γQS

0 est réel.

• point 4 : adaptation de la preuve du Théorème 7.44

La preuve est identique.

• point 5 : adaptation des preuves de du Lemme 7.47 et de la Proposition 7.48

Tout d’abord, il faut commencer par calculer l’adjoint de l’opérateur FQS
Ysf . En reprenant

les calculs du Lemme 7.47, nous pouvons voir que
(
FQS
Ysf

)F

est défini formellement comme(
FYsf

)F

, à la différence près que son domaine est donné par :

D
((
FQS
Ysf

)F)
=
{

Ysf := (uΣ, t1,ϕ) ∈ VYsf | divΣ(σΣ(Ys)) ∈ (L2(Σs))2,

dx2(α2dx2(α2ϕ)) ∈ L2(Σf), ∂ef
(α2ϕ) = −γQS

0 ϕ sur γpml,

σΣ(Ys)es = −ρfωϕes et ω(uΣ · es) = ∇Σϕ · es sur γsf
}
.

Prouvons-le en ne détaillant que les calculs qui changent dans la preuve du Lemme 7.47. Soit
Ysf ∈ D(FQS

Ysf ) et Ỹsf ∈ VYsf . Les calculs dans Σs sont inchangés. Pour ce qui est des calculs
dans Σf , repartons de l’équation (7.82) qui s’écrit en 2D :∫

Σf

α2dx2(α2dx2ϕ) ¯̃ϕdx2 =

∫
Σf

ϕdx2(α2dx2(α2
¯̃ϕ))dx2 +

∫
γsf∪γpml

α2
2∂ef

ϕ ¯̃ϕds(x2)

−
∫
γsf∪γpml

α2∂ef
(α2

¯̃ϕ)ϕds(x2).

Utiliser les conditions de couplages sur γsf et de Robin sur γpml satisfaites par ϕ donne :∫
Σf

α2dx2(α2dx2ϕ) ¯̃ϕdx2 =

∫
Σf

ϕdx2(α2dx2(α2
¯̃ϕ))dx2 − γQS

0

∫
γpml

α2ϕ ¯̃ϕds(x2)

−ω
∫
γsf

(uΣ · es) ¯̃ϕdx2 −
∫
γsf∪γpml

α2∂ef
(α2

¯̃ϕ)ϕds(x2).

Par conséquent, il vient :(
FQS
Ysf Y

sf , Ỹsf
)
Hsf

= −
∫

Σs

uΣ ·
(
divΣ(σΣ(Ỹs)) + ρsω

2ũΣ

)
dx2 −

∫
Σs

t1

(
αsdivΣ(ũΣ) +

αs

λs

t̃1

)
dx2

−ρf

∫
Σf

ϕ
(
dx2(α2dx2(α2

¯̃ϕ)) + k2
f

¯̃ϕ
)
dx2 + ρfω

∫
γsf

(
(ũΣ · es)ϕ+ (uΣ · es) ¯̃ϕ

)
ds(x2)

+ρfγ
QS
0

∫
γpml

α2ϕ ¯̃ϕds(x2) + ρf

∫
γsf∪γpml

α2∂ef
(α2

¯̃ϕ)ϕds(x2) +

∫
γsf

(
σΣ(Ỹs)es

)
· uΣds(x2).

Si on choisit enfin Ỹsf ∈ D
((
FQS
Ysf

)F)
, les intégrales sur γsf et γpml se compensent, et nous

obtenons :(
FQS
Ysf Y

sf , Ỹsf
)
Hsf = −

∫
Σs

uΣ ·
(
divΣ(σΣ(Ỹs)) + ρsω2ũΣ

)
dx2 −

∫
Σs

t1

(
αsdivΣ(ũΣ) +

αs

λs

t̃1

)
dx2

−ρf

∫
Σf

ϕ
(
dx2(α2dx2(α2ϕ̃)) + k2

f ϕ̃
)
dx2

=:
(
Ysf ,

(
FQS
Ysf

)F

Ỹsf
)
Hsf .
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Une fois l’adjoint de l’opérateur FQS
Ysf calculé, la relation de biorthogonalité s’obtient en

suivant rigoureusement toutes les étapes de la démonstration de la Proposition 7.48 en
remplaçant simplement FYsf par FQS

Ysf .

Nous venons donc de vérifier que la méthode proposée pour mieux approcher les modes
de quasi-Scholte par la méthode SAFE-PML satisfait bien tous les critères énoncés précédem-
ment.

Il est possible d’apporter des éléments de justification supplémentaires à la méthode
proposée en utilisant la relation de dispersion satisfaite par les nouveaux modes.

Lemme 7.65

On a l’équivalence entre les deux points suivants :

1. λ est une solution de (7.105) ne correspondant pas à un mode SH;

2. λ est racine de la relation de dispersion :

fQS
2,a (λ) · fQS

2,s (λ) = 0, (7.106)

où :

fQS
2,a (λ) :=

ω2ρf

βf(λ)

cos
(
βf(λ)η(h2)

)
− irQS

0 (λ)sin
(
βf(λ)η(h2)

)
sin
(
βf(λ)η(h2)

)
+ irQS

0 (λ)cos
(
βf(λ)η(h2)

)
−
(
s(λ)tan

(
βs(λ)h0

)
+ p(λ)tan

(
βp(λ)h0

))
fQS

2,s (λ) :=
ω2ρf

βf(λ)

cos
(
βf(λ)η(h2)

)
− irQS

0 (λ)sin
(
βf(λ)η(h2)

)
sin
(
βf(λ)η(h2)

)
+ irQS

0 (λ)cos
(
βf(λ)η(h2)

)
+
(
s(λ)cotan

(
βs(λ)h0

)
+ p(λ)cotan

(
βp(iλ)h0

))
,

où rQS
0 est donné par :

rQS
0 (λ) :=

iγQS
0

βf(λ)
.

Les racines de fQS
2,a (respectivement fQS

2,s ) correspondent à des modes antisymétriques
(respectivement symétriques).

Démonstration. Cette relation de dispersion s’obtient en adaptant les calculs développés pour
prouver le Lemme 7.55.

Remarque 7.66 Pour valider l’expression (7.106), nous pouvons prendre γQS
0 = 0, ce qui revient

à imposer une condition de Neumann homogène au lieu d’une condition de Robin en bout de
PML. Cette expression se simplifie alors directement en la relation de dispersion (7.88) obtenue
précédemment pour une condition de Neumann homogène.

Nous nous plaçons à haute fréquence, de sorte que les nombres d’ondes longitudinaux
des modes de quasi-Scholte symétrique et antisymétrique peuvent être considérés comme
égaux. Supposons maintenant que nous avons pu calculer parfaitement le nombre d’onde
longitudinal d’un mode de quasi-Scholte avec la méthode des ondes partielles. La quantité
calculée, notée λQS

0 , satisfait alors <e(λQS
0 ) = 0 (les modes de quasi-Scholte exacts sont
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purement propagatifs le long de l’axe du guide) et par suite rQS
0 (λQS

0 ) = −1 par définition de
rQS

0 . On obtient alors fQS
2,a (λQS

0 ) = fG
0,a(λQS

0 ) = 0, où la fonction fG
0,a est donnée au Lemme 7.30.

En effet, cette dernière admet pour racines les nombres d’ondes longitudinaux associés aux
modes guidés antisymétriques du guide ouvert avec un fluide infini. On obtient de la même
façon fQS

2,s (λQS
0 ) = 0. Ainsi, λQS

0 satisfait la relation de dispersion obtenue avec notre condition
de Robin en bout de PML. Ce raisonnement nous permet de voir à haute fréquence, qu’avoir
une première approximation idéalement parfaite du nombre d’onde longitudinal des modes
de quasi-Scholte, permet de d’approximer de façon parfaite ces modes avec des PML ayant
en leur bout notre condition de Robin.

Remarque 7.67 Pour étendre la méthode développée à des configurations 3D, il faut soit qu’il
n’y ait qu’un seul mode de quasi-Scholte (ce qui est par exemple le cas d’une coque cylindrique
immergée [BDÜ00]) ou bien que les différents modes de quasi-Scholte aient des nombres d’onde
radiaux suffisamment proches, en particulier à haute fréquence.

7.5 Annexes

7.5.1 Démonstration du Lemme 7.29

Pour commencer, nous introduisons les domaines S1 := (−∞,−h0), S2 := (−h0, h0) et
S3 := (h0,+∞). Dans S1 et S3, le potentiel des vitesses satisfait l’équation :

∆ϕ+ k2
f ϕ = 0.

Dans S2, le champ de déplacement est gouverné par l’équation :

div(σ(u)) + ρsω
2u = 0. (7.107)

Or on a :
div(σ(u)) = (λs + µs)∇(div(u)) + µs∆u,

ce qui combiné avec l’identité vectorielle :

rot(rot(u)) = ∇(div(u))−∆u,

permet de réécrire l’équation (7.107) sous la forme :

(λs + 2µs)∇(div(u))− µsrot(rot(u)) + ρsω
2u = 0. (7.108)

Le champ de déplacement admet la décomposition de Helmholtz (voir [Lan+86]) :

u = ∇φ+ rot(ψ),

avec div(ψ) = 0. Utiliser cette décomposition dans (7.108), nous donne :

∇
(
(λs + 2µs)∆φ+ ρsω

2φ
)
− rot

(
µsrot(rot(ψ))− ρsω

2ψ
)

= 0,

puis l’identité :
rot(rot(ψ)) = ∇(div(ψ))−∆ψ,

nous permet d’obtenir : {
(λs + 2µs)∆φ+ ρsω

2φ = 0
µs∆ψ + ρsω

2ψ = 0,
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qui s’écrivent aussi : {
∆φ+ k2

pφ = 0
∆ψ + k2

sψ = 0.

Ensuite, nous avons :
rot(u) = rot(rot(ψ)) = −∆ψ = k2

sψ. (7.109)

Étant ici dans l’hypothèse d’une plaque, nous avons ∂x3 = 0. De plus, on ne s’intéresse pas
ici aux modes SH, on prend alors u3 = 0. Cela nous montre grâce à (7.109) que rot(u), et par
conséquentψ, ont des composantes selon x1 et x2 nulles. Les modes vont alors être recherchés
en potentiel sous la forme : 

ϕ(x1, x2) = ϕ(x2)eλx1

φ(x1, x2) = φ(x2)eλx1

ψ(x1, x2) =
(
0 0 ψ(x2)

)t
eλx1 .

Les fonctions transverses des potentiels satisfont alors les équations de Helmholtz :
d2
x2
ϕ+ (k2

f + λ2)ϕ = 0
d2
x2
φ+ (k2

p + λ2)φ = 0
d2
x2
ψ + (k2

s + λ2)ψ = 0.

Pour écrire les conditions de couplage satisfaites par ces potentiels à l’interface entre le solide
et le fluide, c’est-à-dire entre les domaines S1 et S2 d’une part, et S2 et S3 d’autre part, nous
avons besoin de revenir au champ de déplacement. Il s’écrit :

u(x1, x2) =

dx2ψ + λφ
dx2φ− λψ

0

 eλx1 .

Les conditions de couplage sur Γsf s’écrivent :{
σ(u)ns = −iρfωϕns

−iω(u · ns) = ∇ϕ · ns.

Après quelques calculs, on a sur Γsf :

σ(u)ns = ±

 µs(dx2u1 + λu2)
λs(dx2u2 + λu1) + 2µsdx2u2

0

 eλx1 , x2 = ±h0,

ce qui permet de réécrire les conditions de couplage en x2 = ±h0 :
d2
x2
ψ − λ2ψ + 2λdx2φ = 0

(λs + 2µs)d
2
x2
φ+ λsλ

2φ− 2µsλdx2ψ = −iρfωϕ
−iω(dx2φ− λψ) = dx2ϕ.

Les modes recherchés s’écrivent sous la forme générale :
ϕ1,3(x2) = A1,3e

iβf(λ)x2 +B1,3e
−iβf(λ)x2

φ2(x2) = A2(φ)eiβp(λ)x2 +B2(φ)e−iβp(λ)x2

ψ2(x2) = A2(ψ)eiβs(λ)x2 +B2(ψ)e−iβs(λ)x2 ,

(7.110)
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l’indice j ∈ {1, 2, 3} exprimant que le potentiel est considéré dans le domaine Sj et où

βl(λ) := iR+
√
k2

l + λ2 pour l ∈ {s, p, f}. Nous devons maintenant distinguer deux cas selon que
nous considérons un mode de Lamb à fuite sortant ou un mode de quasi-Scholte. Pour un
mode de Lamb à fuite sortant, on a =m(λ2) < 0, ce qui implique =m(βf(λ)) < 0 et par suite
A1 = B3 = 0 car les modes à fuite sont exponentiellement croissants à l’infini. En prenant en
compte le fait que d2

x2
φ = −(λ2 + k2

p)φ et que d2
x2
ψ = −(λ2 + k2

s )ψ, on écrit les conditions de
couplage en x2 = −h0 :

−(2λ2 + k2
s )
(
A2(ψ)e−iβsh0 +B2(ψ)eiβsh0

)
+ 2iλβp

(
A2(φ)e−iβph0 −B2(φ)eiβph0

)
= 0 (7.111)

−(2µsβ
2
p + λsk

2
p)
(
A2(φ)e−iβph0 +B2(φ)eiβph0

)
− 2iµsλβs

(
A2(ψ)e−iβsh0 −B2(ψ)eiβsh0

)
= −iρfωB1e

iβfh0
(7.112)

iβp

(
A2(φ)e−iβph0 −B2(φ)eiβph0

)
− λ
(
A2(ψ)e−iβsh0 +B2(ψ)eiβsh0

)
= ω−1βfB1e

iβfh0 , (7.113)

et celles en x2 = h0 :

−(2λ2 + k2
s )
(
A2(ψ)eiβsh0 +B2(ψ)e−iβsh0

)
+ 2iλβp

(
A2(φ)eiβph0 −B2(φ)e−iβph0

)
= 0 (7.114)

−(2µsβ
2
p + λsk

2
p)
(
A2(φ)eiβph0 +B2(φ)e−iβph0

)
− 2iµsλβs

(
A2(ψ)eiβsh0 −B2(ψ)e−iβsh0

)
= −iρfωA3e

iβfh0
(7.115)

iβp

(
A2(φ)eiβph0 −B2(φ)e−iβph0

)
− λ
(
A2(ψ)eiβsh0 +B2(ψ)e−iβsh0

)
= −ω−1βfA3e

iβfh0 . (7.116)

Introduisons les quantités :

asp(λ) := −(2µsβ
2
p(λ) + λsk

2
p)

as(λ) := −2iµsλβs(λ)

bs(λ) := −2λ2 − k2
s

ap(λ) := −2iλβp(λ)

af(λ) := −iρfω

bf(λ) := ω−1βf(λ).

Les équations (7.111)e−iβsh0−(7.114)eiβsh0 et (7.111)eiβsh0−(7.114)e−iβsh0 donnent :
A2(ψ) =

ap(λ)

bs(λ)sin(2βsh0)

[
sin((βp + βs)h0)A2(φ) + sin((βp − βs)h0)B2(φ)

]
B2(ψ) = − ap(λ)

bs(λ)sin(2βsh0)

[
sin((βp − βs)h0)A2(φ) + sin((βp + βs)h0)B2(φ)

]
,

ce qui permet de simplifier les équations (7.112), (7.113), (7.115) et (7.116) en :
A2(φ)r1(λ)e−iβph0 + B2(φ)r2(λ)eiβph0 = af(λ)eiβfh0B1

A2(φ)r2(λ)eiβph0 + B2(φ)r1(λ)e−iβph0 = af(λ)eiβfh0A3

A2(φ)η(λ)e−iβph0 − B2(φ)η(λ)eiβph0 = bf(λ)eiβfh0B1

A2(φ)η(λ)eiβph0 − B2(φ)η(λ)e−iβph0 = −bf(λ)eiβfh0A3,

(7.117)

où :

η(λ) := i(βp(λ) + iλ
ap(λ)

bs(λ)
)

r1(λ) := asp(λ)− i as(λ)ap(λ)

bs(λ)sin(2βsh0)
(e2iβph0 − cos(2βsh0))

r2(λ) := asp(λ) + i
as(λ)ap(λ)

bs(λ)sin(2βsh0)
(e−2iβph0 − cos(2βsh0)).
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L’annulation du déterminant du système (7.117) pour les modes propres s’écrit après calculs :[
i
ω2ρf

βf(λ)
+
(
s(λ)tan

(
βs(λ)h0

)
+ p(λ)tan

(
βp(λ)h0

))]
×

[
i
ω2ρf

βf(λ)
−
(
s(λ)cotan

(
βs(λ)h0

)
+ p(λ)cotan

(
βp(λ)h0

))]
= 0,

(7.118)

ce qui est la relation attendue. Nous allons maintenant voir qu’un des deux termes correspond
aux modes symétriques tandis que l’autre est associé aux modes antisymétriques. Le champ
de déplacement s’écrit :

u(x1, x2) =

 iβs(A2(ψ)eiβsx2 −B2(ψ)e−iβsx2) + λ(A2(φ)eiβpx2 +B2(φ)e−iβsx2)
iβp(A2(φ)eiβpx2 −B2(φ)e−iβpx2)− λ(A2(ψ)eiβsx2 +B2(ψ)e−iβsx2)

0

 eλx1 ,

et le potentiel des vitesses dans les domaines S1 et S3 :

ϕ1(x1, x2) = B1e
−iβfx2eλx1 , ϕ3(x1, x2) = A3e

iβfx2eλx1 .

Un mode est symétrique si et seulement si la composante longitudinale u1 du champ de
déplacement est symétrique et sa composante transverse u2 est antisymétrique. Il est anti-
symétrique si et seulement si c’est le contraire. En d’autres termes, le mode est symétrique
si et seulement si B2(ψ) = −A2(ψ), B2(φ) = A2(φ) et B1 = A3. A contrario, un mode est
antisymétrique si et seulement si B2(ψ) = A2(ψ), B2(φ) = −A2(φ) et B1 = −A3. Pour un
mode symétrique, le système (7.117) se réduit en :{

(r1(λ)e−iβph0 + r2(λ)eiβph0)A2(φ) = af(λ)eiβfh0B1

η(λ)(e−iβph0 − eiβph0)A2(φ) = bf(λ)eiβfh0B1,

qui est aussi équivalent à :
(

2asp(λ)cos(βph0) + 2
as(λ)ap(λ)

bs(λ)sin(2βsh0)
sin(βph0)(1 + cos(2βsh0))

)
A2(φ) = af(λ)eiβfh0B1

−2isin(βph0)η(λ)A2(φ) = bf(λ)eiβfh0B1.

L’annulation du déterminant de ce système s’écrit :

i
af(λ)

bf(λ)
+

1

η(λ)

(
asp(λ)cotan(βph0) +

as(λ)ap(λ)

bs(λ)sin(2βsh0)
(1 + cos(2βsh0))

)
= 0,

ou sous forme plus compacte :

0 = i
ω2ρf

βf(λ)
−
(
s(λ)cotan

(
βs(λ)h0

)
+ p(λ)cotan

(
βp(λ)h0

))
=: fFS

0,s (λ).

Un raisonnement analogue montre que si un mode est antisymétrique, alors il vérifie :

0 = i
ω2ρf

βf(λ)
−
(
s(λ)tan

(
βs(λ)h0

)
+ p(λ)tan

(
βp(λ)h0

))
=: fFS

0,a(λ).
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7.5.2 Démonstration de la Proposition 7.32

Nous adaptons la preuve proposée dans [ZCS11] pour le cas d’une plaque viscoélastique
dans le vide, en justifiant en plus la fin de la preuve sur le plan mathématique. Pour faciliter
l’écriture de cette preuve, nous abandonnons la convention de Kondratiev utilisée jusqu’à
présent dans ce manuscrit pour la convention standard utilisée dans [ZCS11]. Nous écrivons
alors que les modes ont une dépendance vis-à-vis de la variable axiale x1 en eiλx1 , au lieu
d’une dépendance en eλx1 . La preuve repose sur la relation de dispersion (7.52) qui a été
écrite pour des modes en notation Kondratiev. Pour obtenir cette relation de dispersion dans
la convention standard, il suffit de remplacer λ par iλ. Nous commençons par montrer le
résultat pour les modes antisymétriques. Dans la convention standard, ils sont racines de
l’équation :

−i ω2ρfk
2
sβp

4µsβfλ4(1− k2
s

2λ2 )2
cos(βsh0)cos(βph0)

=
βsβpλ

2

λ4(1− k2
s

2λ2 )2
sin(βsh0)cos(βph0) + sin(βph0)cos(βsh0).

Nous introduisons les quantités :

rp,s,f :=
iR+

√
1−

(kp,s,f
λ

)2

et R :=
rsrp

(1− k2
s

2λ2 )2
,

qui permettent de réécrire l’équation (7.119) :

− ω2ρfk
2
s rp

4µsrfλ4(1− k2
s

2λ2 )2(1−R)
cosh(λrsh0)cosh(λrph0)

= sinh(λ(rp + rs)h0) +
1 +R

1−R
sinh(λ(rp − rs)h0).

Posons aussi r0 := λ(rp + rs − 2) ainsi que :

E(λ) :=
1 +R

1−R
e−r0h0

sinh(λ(rp − rs)h0)

λ
et F (λ) := e−2r0h0 ,

qui nous permettent de réécrire (7.119) sous la forme compacte :

− ω2ρfk
2
s rp

2µsrfλ4(1− k2
s

2λ2 )2(1−R)
cosh(λrsh0)cosh(λrph0)e−r0h0 = e2λh0 + 2λE(λ)− F (λ)e−2λh0 .

Ensuite, nous calculons :

cosh(λrsh0)cosh(λrph0)e−r0h0 =
1

2
(cosh(λ(rp + rs)h0) + cosh(λ(rp − rs)h0))e−r0h0

=
1

2
(e2λh0 + e−2λh0F (λ) + cosh(λ(rp − rs)h0)e−r0h0).

En introduisant les quantités :

G(λ) :=
ω2ρfk

2
s rp

2µsrfλ4(1− k2
s

2λ2 )2(1−R)
et H(λ) :=

cosh(λ(rp − rs)h0)

λ
e−r0h0 ,

nous pouvons enfin écrire l’équation de dispersion sous la forme :

e2λh0(1 +G(λ)) + λ(2E(λ) +H(λ))− F (λ)e−2λh0(1−G(λ)) = 0. (7.119)
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Les coefficients qui interviennent dans cette expression admettent les développements limités

suivants en fonction du paramètre
1

λ
→ 0 :

rp,s,f = 1−
k2

p,s,f

2λ2
+ o
( 1

λ2

)
F (λ) = 1− h0ρsω

2 λs + 3µs

µs(λs + 2µs)

1

λ2
+ o
( 1

λ2

)
R = 1 +

1

2λ2
(k2

s − k2
p) + o

( 1

λ2

)
1 +R

1−R
= − 4λ2

k2
s − k2

p

− 1 + o(1)

sinh(λ(rp − rs)h0)

λ
=

h0ρsω
2

2λ2

λs + µs

µs(λs + 2µs)
+ o
( 1

λ2

)
E(λ) = −2h0 −

h2
0ω

2ρs

λ

λs + 3µs

µs(λs + 2µs)
+ o
(1

λ

)
H(λ) =

1

λ
+
h0ρsω

2

2λ2

λs + 3µs

µs(λs + 2µs)
+ o
( 1

λ2

)
G(λ) =

ω2ρfk
2
s

µs(k2
p − k2

s )

1

λ2
+ o
( 1

λ2

)
.

Prendre les termes dominants dans chacun des développements limités écrits dans (7.119)
nous donne l’équation :

e2λh0 = 4λh0 + e−2λh0 .

Un calcul similaire nous donne pour les modes symétriques :

e2λh0 = −4λh0 + e−2λh0 ,

ce qui nous permet d’écrire l’équation générale :

e2λh0 = 4τλh0 + e−2λh0 , (7.120)

avec τ = 1 pour les modes antisymétriques et τ = −1 pour les modes symétriques. Prendre
le logarithme complexe de cette équation donne une infinité d’équations correspondant à ses
différentes branches :

λn =
1

2h0

Log(4τλnh0 + e−2λnh0) +
iπn

h0

, n ∈ Z, (7.121)

où Log(·) est la détermination principale du logarithme. Les équations (7.121) peuvent se
réécrire comme des problèmes de points fixes :

Trouver λn ∈ C tel que

λn = gn(λn),

où :
gn(z) :=

1

2h0

Log(4τzh0 + e−2zh0) +
iπn

h0

=
1

2h0

Log(|4τzh0 + e−2zh0|) + i
(πn
h0

+
1

2h0

Arg(4τzh0 + e−2zh0)
)
,

avec −π < Arg(z) < π, ∀z ∈ C\R−. Les fonctions gn sont analytiques dans tout le plan
complexe à l’exception des points z satisfaisant 4τzh+ e−2zh0 = 0. En posant z̃ = 2zh0, cela
revient à chercher les complexes z̃ solutions de l’équation :

z̃ez̃ = − 1

2τ
.
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Cette équation a un ensemble dénombrable de solutions z̃k = LambertW(− 1

2τ
, k), dans

lesquelles LambertW(·, k) est la k-ème détermination de la fonction de Lambert (k ∈ Z) qui
est la fonction réciproque de l’application z̃ 7→ z̃ez̃. Un certain nombre de propriétés de cette
fonction sont présentées dans [CJK97]. En particulier, elle est équivalente pour |z| ou bien |k|
petits ou grands à :

LambertW(z, k) ∼ Log(z) + 2ikπ − Log(Log(z) + 2ikπ).

Nous avons alors :

z̃k ∼
|k|→+∞

Log
(∣∣− 1

2τ

∣∣)+ i
(

Arg
(
− 1

2τ

)
+ 2kπ

)
−Log

(
Log

(∣∣− 1

2τ

∣∣)+ i
(
Arg

(
− 1

2τ

)
+ 2kπ

))
= Log

(1

2

)
− 1

2
Log

(
Log

(1

2

)2
+
(
Arg

(
− 1

2τ

)
+ 2kπ

)2
)

+i
(

Arg
(
− 1

2τ

)
+ 2kπ

)
− iArg

(
Log

(1

2

)
+ i
(
Arg

(
− 1

2τ

)
+ 2kπ

))
,

et donc :
<e(z̃k) ∼

|k|→+∞
−1

2
Log

(
Log

(1

2

)2
+
(
Arg

(
− 1

2τ

)
+ 2kπ

)2
)
< 0.

On introduit l’ensemble Z :=

{
z̃k

2h0

, k ∈ Z

}
des singularités de la fonction gn et la demi-

bande :

Bn :=

{
z ∈ C | <e(z) ≥ 0,

πn

h0

− π

2h0

≤ =m(z) ≤ πn

h0

+
π

2h0

}
.

Pour |n| suffisamment grand, nous avons Bn ∩ Z = ∅ et alors la fonction gn est analytique
dans Bn de dérivée :

g′n(z) =
4τh− 2he−2zh0

4τzh+ e−2zh0
.

Pour z ∈ Bn, nous avons<e(z) ≥ 0, mais aussi |z| ≥ min
(∣∣∣πn
h0

− π

2h0

∣∣∣, ∣∣∣πn
h0

+
π

2h0

∣∣∣). Si on prend

|n| suffisamment grand, on a donc |g′n(z)| ≤ 1

2
, ∀z ∈ Bn. Il vient alors que gn est contractante

sur Bn. Pour s’en convaincre, introduisons pour (z1, z2) ∈ (Bn)2 le chemin γ12 : [0, 1] 7→ Bn

joignant les points z1 et z2 défini par :

γ12(t) := tz1 + (1− t)z2, ∀t ∈ [0, 1].

On a alors :

|gn(z1)− gn(z2)| =
∣∣∣ ∫ γ12(1)

γ12(0)

g′n(t)dt
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫ 1

0

g′n(γ12(t))γ′12(t)dt
∣∣∣ ≤ max

t∈[0,1]
|g′n(γ12(t))||z1 − z2|

≤ 1

2
|z1 − z2|.

De plus, la demi-bande Bn est stable par gn. En effet, on a pour z ∈ Bn :

=m(gn(z)) =
πn

h0

+
1

2h0

Arg(4τzh+ e−2zh0) ∈
]πn
h0

− π

2h0

,
πn

h0

+
π

2h0

[
,

et :
<e(gn(z)) =

1

2h0

Log(|4τzh+ e−2zh0|) > 0,
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et ce à nouveau pour |n| suffisamment grand. La demi-bande Bn est donc bien stable par gn.
Nous rentrons ainsi dans le cadre du théorème de point fixe, donné avec le Théorème A.2 qui
nous garantit que gn a un unique point fixe λn dans Bn. Autrement dit, les équations (7.121)
admettent une unique solution pour |n| suffisamment grand. Cette équation de point fixe
ne peut être résolue de façon exacte, mais on peut néanmoins construire une suite définie
par récurrence qui va approcher de mieux en mieux le point fixe λn. Cette suite indexée par
m ≥ 1 est donnée par :  λ1

n =
iπn

h0

λm+1
n = gn(λmn ), ∀m ≥ 1.

Nous avons en particulier le deuxième terme de la suite qui nous donne un développement
au premier ordre des parties réelles et imaginaires des valeurs propres :

λ2
n =

iπn

h0

+
1

2h0

Log(|n|) +
1

2h0

(
Log

(∣∣4τiπ +
1

n

∣∣)+ iArg(4τiπn+ 1)
)
,

qui implique :

λn ∼
|n|→+∞

iπn

h0

+
1

2h0

Log(|n|), (7.122)

ce qui correspond au comportement asymptotique des valeurs propres dans le demi-plan
complexe droit. Le comportement asymptotique des valeurs propres dans le demi-plan
complexe gauche correspondant aux parties réelles négatives peut s’obtenir directement par
symétrie puisque la relation de dispersion de départ est paire en λ. Il est aussi possible de
réécrire (7.120) comme :

e−2λh0 = −4τλh+ e2λh0 ,

et de mener le même raisonnement. On trouve alors :

λn ∼
|n|→+∞

−iπn
h0

− 1

2h0

Log(|n|). (7.123)

Les équations (7.122) et (7.123) mettent en évidence 4 comportements asymptotiques. Parmi
ces distributions asymptotiques des modes de Lamb à fuite, il nous reste à déterminer
lesquelles correspondent aux modes à fuite sortants. Posons ξn = (iλn)2, où nous rappelons
que iλn correspond au nombre d’onde en notation Kondratiev. Nous avons vu à la sous-
section 7.2.2 que les modes à fuite sortants correspondent aux racines satisfaisant =m(ξn) < 0.
Lorsque λn est donné par (7.122), on a :

=m(ξn) ∼
|n|→+∞

−πn
h2

0

Log(|n|),

qui est négatif pour n ≥ 0 suffisamment grand. Quand λn est donné par (7.123), nous avons :

=m(ξn) ∼
|n|→+∞

πn

h2
0

Log(|n|),

qui est aussi négatif lorsque n ≤ 0. Par conséquent, les modes de Lamb à fuite sortants ont un
comportement asymptotique donné soit par (7.122) pour n ≥ 0, soit par (7.123) pour n ≤ 0.
La preuve se conclut en réécrivant les nombres d’onde en notation Kondratiev.

7.5.3 Vitesse de groupe du guide immergé avec PML en variables XY

Il est possible de calculer la vitesse de groupe des modes dans un guide élastique immergé
tronqué transversalement par des PML bornées à l’aide des variables mixtes.
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Proposition 7.68

Soit (λn,X
sf
n ,Y

sf
n ), |n| ≥ 1 un mode. Sa vitesse de groupe définie par (7.15) est donnée par

la relation :

ṽng = =m

(
ρsω

∫
Σs

(
(un1 )2 − (unΣ)2

)
dxΣ − ρfk

2
f

∫
Σf b

αΣ(ϕn)2dxΣ(
Xsf
n , (Y

sf
n )F)Hsf

)−1

, (7.124)

où :

Xsf
n :=

tnΣ
un1
ζn

 et
(
Ysf
n

)F

:=

 ūnΣ
t̄n1

bαΣϕ̄n

 .

Démonstration. Soit (λn,X
sf
n ,Y

sf
n ) un mode, il vérifie alors :{
FYsf (ω)Ysf

n (ω) = λn(ω)Xsf
n (ω)

FXsf (ω)Xsf
n (ω) = λn(ω)Ysf

n (ω),
(7.125)

où nous avons précisé la dépendance en ω à la fois du mode et des opérateurs. Ensuite,
puisque les opérateurs FXsf (ω) et FYsf (ω) sont linéaires nous avons les identités :

∂

∂ω

(
FYsf (ω)Ysf

n (ω)
)

=
∂FYsf

∂ω
Ysf
n + FYsf

∂Ysf
n

∂ω
∂

∂ω

(
FXsf (ω)Xsf

n (ω)
)

=
∂FXsf

∂ω
Xsf
n + FXsf

∂Xsf
n

∂ω
.

Par ailleurs, il découle de (7.125) les égalités :
∂

∂ω

(
FYsf (ω)Ysf

n (ω)
)

=
∂λn
∂ω

Xsf
n + λn

∂Xsf
n

∂ω
∂

∂ω

(
FXsf (ω)Xsf

n (ω)
)

=
∂λn
∂ω

Ysf
n + λn

∂Ysf
n

∂ω
.

Par conséquent : 
∂FYsf

∂ω
Ysf
n + FYsf

∂Ysf
n

∂ω
=

∂λn
∂ω

Xsf
n + λn

∂Xsf
n

∂ω
∂FXsf

∂ω
Xsf
n + FXsf

∂Xsf
n

∂ω
=

∂λn
∂ω

Ysf
n + λn

∂Ysf
n

∂ω
.

(7.126)

Prendre le produit scalaire dans Hsf de la première équation de (7.126) contre (Ysf
n )F, le

produit scalaire de la deuxième équation de (7.126) contre (Xsf
n )F, ainsi que les relations :

(FYsf )F(Ysf
n )F = λ̄n(Xsf

n )F et (FXsf )F(Xsf
n )F = λ̄n(Ysf

n )F,

prouvées dans la preuve de la Proposition 7.48, permet d’obtenir les égalités :
(∂FYsf

∂ω
Ysf
n , (Y

sf
n )F

)
Hsf

+ λn

(∂Ysf
n

∂ω
, (Xsf

n )F

)
Hsf

=
∂λn
∂ω

(
Xsf
n , (Y

sf
n )F)Hsf + λn

(∂Xsf
n

∂ω
, (Ysf

n )F

)
Hsf(∂FXsf

∂ω
Xsf
n , (X

sf
n )F

)
Hsf

+ λn

(∂Xsf
n

∂ω
, (Ysf

n )F

)
Hsf

=
∂λn
∂ω

(
Ysf
n , (X

sf
n )F)Hsf + λn

(∂Ysf
n

∂ω
, (Xsf

n )F

)
Hsf
.

(7.127)
Dans ces expressions, nous avons :

∂FYsf

∂ω
Ysf
n =

−2ρsωunΣ
0

−2
ω

c2
f

ϕn

 et
∂FXsf

∂ω
Xsf
n =

 0
2ρsωun1

0

 ,
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et les modes des opérateurs adjoints sont donnés par (7.84). Sommer les deux équations de
(7.127) nous donne après simplifications :

∂λn
∂ω

((
Xsf
n , (Y

sf
n )F)Hsf +

(
Ysf
n , (X

sf
n )F)Hsf

)
= 2ρsω

∫
Σs

(
(un1 )2−(unΣ)2

)
dxΣ−2ρf

ω

c2
f

∫
Σf

bαΣ(ϕn)2dxΣ.

(7.128)
Étant donné que

(
Xsf
n , (Y

sf
n )F)Hsf =

(
Ysf
n , (X

sf
n )F)Hsf , l’égalité (7.128) se simplifie en :

∂λn
∂ω

(
Xsf
n , (Y

sf
n )F)Hsf = ρsω

∫
Σs

(
(un1 )2 − (unΣ)2

)
dxΣ − ρfk

2
f

∫
Σf

bαΣ(ϕn)2dxΣ,

pour donner par suite le résultat escompté.
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Chapitre 8

Problème direct dans les guides
élastiques partiellement immergés
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Après avoir conduit au chapitre 7 une analyse modale des guides élastiques immergés de
section transverse tronquée par des PML, nous allons aborder dans ce chapitre la résolution
numérique du problème direct dans des guides élastiques partiellement immergés. Cette
étape est importante dans le processus de développement d’une méthode d’imagerie, car
elle permet en effet de synthétiser des mesures de champs diffractés. Dans notre cas, elle est
aussi importante pour résoudre le problème inverse via l’évaluation efficace de la solution
fondamentale.

Les problèmes de diffraction en interaction fluide-structure ont fait l’objet de plusieurs
travaux. En particulier, le cas de la diffraction d’une onde incidente acoustique par un corps
élastique borné immergé dans un fluide infini a été a traité dans [BDE14 ; EHR08 ; HKR00 ;
MS09]. Le caractère bien posé du problème est montré soit en supposant que le corps élas-
tique est constitué d’un matériau atténuant [HKR00 ; MS09], soit en l’absence d’atténuation
en ayant recours à un opérateur DtN permettant d’écrire un problème équivalent posé dans
un domaine fluide borné contenant le corps élastique [BDE14 ; EHR08]. La seconde approche
est intéressante parce qu’elle permet aussi d’obtenir une méthode de résolution numérique
de ces problèmes de diffraction. Une discrétisation par éléments finis discontinus de ce
problème a été proposée dans [Est13].

La résolution de problèmes de diffraction dans des guides élastiques immergés a quant
à elle été moins abordée. Elle présente une difficulté supplémentaire qui est le caractère
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non borné du domaine élastique. Cette question a été abordée dans [Kau18 ; Kau+19a]
en vue du contrôle non destructif de structures de réacteurs nucléaires immergées dans
du sodium liquide. Le domaine fluide y est tronqué dans la direction transverse par des
PML, et il en est de même pour le cœur élastique dans la direction longitudinale. Les PML
axiales ont l’avantage d’être faciles à implémenter, mais elles sont défaillantes en élasticité
en présence des modes rétrogrades (voir [DCL14]). Pour pallier ce problème, des conditions
transparentes reposant sur le formalisme XY ont été développées pour des guides élastiques
fermés dans [Bar09] avec l’introduction des opérateurs YtX (Y-to-X) et XtY (X-to-Y), puis
dans [Ton15] avec l’introduction des opérateurs avec recouvrement YtR (Y-to-Robin) et TtR
(Transparent-to-Robin).

Ensuite, l’étude du caractère bien posé des problèmes de diffraction dans les guides
élastiques fermés a fait l’objet de contributions récentes. Parmi elles, nous pouvons citer
[Nic22] qui a proposé une démonstration du caractère bien posé des équations de l’élasticité
avec un terme source dans un guide élastique 2D. Cette preuve repose sur le récent résul-
tat de complétude des modes de Lamb donné dans [Aki22a]. Dans [Naz13 ; Aki22b], c’est
l’approche de Kondratiev introduite au chapitre 5 qui est utilisée pour montrer le caractère
bien posé du problème avec terme source dans un guide élastique uniforme, mais aussi dans
un demi-guide. Cette seconde approche pourrait peut-être être mise en œuvre pour étudier
notre configuration.

Le présent chapitre sera structuré comme suit. Nous commencerons par écrire le problème
de diffraction que l’on cherche à résoudre numériquement. Dans un second temps, nous
expliquerons comment tronquer le domaine de calcul avec des PML longitudinales pour
avoir une solution de référence. Nous supposerons le caractère bien posé du problème initial,
mais montrerons en annexe que le problème approché en présence de PML est bien posé sous
certaines conditions sur les profils de PML longitudinales. Nous montrerons enfin comment
utiliser le formalisme XY présenté dans la sous-section 7.3.3 pour écrire une condition
transparente faisant intervenir un opérateur YtX.

Remarque 8.1 Sauf mention contraire, nous reprendrons les notations introduites au chapitre 7.

8.1 Écriture du problème

On considère un guide élastique occupant le domaine W s := R× Σs de section transverse
Σs ⊂ Rd−1, d = 2, 3. Il est supposé être à l’air libre (modélisé au premier ordre par le vide)
pour x1 < 0, et immergé dans un fluide pour x1 > 0. Ce dernier est tronqué dans la direction
transverse par des PML et occupe le domaine Ωf

+ := (0,+∞)× Σf . Nous faisons les mêmes
hypothèses qu’au chapitre 7 sur les sections Σs et Σf . On considère dans le cœur élastique un
obstacle occupant un ouvert bornéD simplement connexe, à frontière Lipschitz et satisfaisant
D ⊂ W s. Le cœur privé du défaut est noté

.
Ωs := W s\D. Il serait tout aussi bien possible de

considérer un obstacle dans le fluide, c’est-à-dire vérifiant D ⊂ Ωf
+, mais nous ne le ferons

pas pour ne pas alourdir le propos. De plus, nous choisissons de considérer un obstacle de
type Dirichlet. On note ensuite Γs

− := (−∞, 0)× γs le bord de la partie à l’air libre du cœur
avec γs := ∂Σs. L’interface entre le fluide et le cœur solide est notée Γsf

+ := (0,+∞)× γsf où
on a γsf := ∂Σs. La surface du fluide en contact avec l’aire est notée Σf

0 := {0} × Σf et le bord
extérieur de la PML est noté Γpml

+ := (0,+∞) × (∂Σf\γsf). Nous choisissons d’imposer une
condition de Neumann homogène sur Σf

0 et Γpml
+ . La normale unitaire sortante à

.
Ωs est notée

ns et celle à Ωf
+ est notée nf .
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Pour un ouvert générique Ω de Rd, d = 2, 3, nous noterons L2(Ω) := (L2(Ω))3 et :

H1(Ω) := {u ∈ L2(Ω) | ∂xjui ∈ L2(Ω), 1 ≤ i, j ≤ 3}.

Nous munissons ces espaces fonctionnels des normes :

‖u‖L2(Ω) :=

(
3∑
i=1

‖ui‖2
L2(Ω)

) 1
2

et ‖u‖H1(Ω) :=

(
‖u‖2

L2(Ω) +
3∑
i=1

3∑
j=1

‖∂xjui‖2
L2(Ω)

) 1
2

. (8.1)

Remarque 8.2 Tout comme au chapitre 7, le cas 2D correspondra au cas d’une plaque. On aura
alors ∂x3 = 0.

Le problème de diffraction considéré s’écrit alors :

Trouver (u, ϕ) ∈ H1
loc(

.
Ωs)× H1

loc(Ω
f
+) tel que

div(σ(u)) + ρsω
2u = 0 dans

.
Ωs

div(AαΣ∇ϕ) + bαΣk2
f ϕ = 0 dans Ωf

+

u = 0 sur ∂D
σ(u)ns = 0 sur Γs

−
σ(u)ns = −ωρfϕns sur Γsf

+

ω(u · ns) = ∇ϕ · ns sur Γsf
+

∂nf
ϕ = 0 sur Γpml

+ ∪ Σf
0

u− ui est sortant
ϕ est sortant,

(8.2)

où ui est une onde incidente à support dans le demi-guide gauche. En pratique, nous
prendrons les ondes incidentes particulières ui = ũ0

n,+ avec :

ũ0
n,+(x1,xΣ) :=

{
ũn,+(x1,xΣ) si x1 < 0

0 si x1 > 0,

et où ũn,+ est un mode du guide gauche sortant à droite. Nous rappelons de plus que le
tenseur AαΣ et la fonction scalaire bαΣ décrivant les PML transverses sont définis dans la
sous-section 7.3.1. Le problème décrit est représenté sur la Figure 8.1 dans une configuration
2D.

Remarque 8.3 Notons que nous avons encore fait dans ce chapitre le changement de variable
iϕ→ ϕ pour faciliter certains éléments d’analyse par la suite.

Nous concluons cette section introductive par l’hypothèse suivante.

Hypothèse 8.4

Le problème (8.2) est bien posé excepté pour un ensemble dénombrable de fréquences.
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ui
.
Ωs

Ωf
+

Ωf
+

D∂D

Σf
0

Σf
0

Γs
−

Γs
−

Γpml
+

Γpml
+

Γsf
+

Γsf
+

x1

x2

Figure 8.1: Schéma illustrant le problème (8.2) en 2D.

8.2 Troncature longitudinale du domaine à l’aide de PML

Cette section est dédiée à la troncature du domaine de calcul à l’aide de PML longitu-
dinales. On fait l’hypothèse que l’obstacle D est localisé dans la partie du cœur élastique
comprise entre les sections Σs

−R := {−R} × Σs et Σs
R := {R} × Σs pour un réel R > 0 choisi

suffisamment grand.

Il a été expliqué dans la sous-section 4.2.2, que l’introduction de PML peut se faire par le
moyen d’une dilatation analytique. Nous avions alors vu en 2D qu’une dilatation analytique
dans la direction transverse de la structure se traduit dans les équations du problème par la
multiplication des dérivées partielles ∂x2 par la fonction α2, égale à 1 dans la partie physique
du domaine et complexe dans la zone occupée par la PML. La fonction α2 est donnée par
la Définition 4.10. Nous choisissons maintenant d’introduire des PML longitudinales en
x1 = ±R. De la même façon que pour les PML transverses en 2D, cela se traduit dans
les équations du problème (8.2) par le remplacement de l’opérateur différentiel ∂x1 par
l’opérateur α1∂x1 , où α1 est une fonction complexe dépendant du profil de PML. Précisons
un premier choix de cette fonction en rappelant auparavant qu’un point de la structure est
noté x = (x1,xΣ) ∈ R× Rd−1, d = 2, 3.

Définition 8.5

Soit α̃∞ ∈ C satisfaisant =m(α̃∞) < 0 et <e(α̃∞) > 0. On considère aussi une fonction
C̃∞ : Rd → C suffisamment régulière vérifiant :

C̃∞(±R,xΣ) = ±R, ∂x1 C̃∞(±R,xΣ) = 1 et ∂x1 C̃∞(x) = 1/α∞ pour |x1| > R̃,

avec R̃ > R. On suppose aussi que ∂x1 C̃∞ est bornée en module inférieurement et supé-
rieurement par des constantes strictement positives, et par soucis de simplification qu’elle
est paire vis-à-vis de x1. Enfin, les parties réelle et imaginaire de ∂x1 C̃∞ sont choisies
strictement croissantes vis-à-vis de la variable x1. On définit deux types de profil de PML :
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• un profil abrupt par :

C̃(x) :=


−R +

x1 +R

α̃∞
si x1 < −R

x1 si |x1| ≤ R

R +
x1 −R
α̃∞

si x1 > R,

et α1(x) :=

{
1 si |x1| ≤ R

α̃∞ si |x1| > R.

Ce profil α1 est discontinu en x1 = ±R.

• un profil doux par :

C̃(x) :=

{
x1 si |x1| ≤ R

C̃∞(x) si |x1| > R
et α1(x) :=

{
1 si |x1| ≤ R

1/∂x1 C̃∞(x) si |x1| > R.

Ce profil α1 est continu en x1 = ±R.

Pour nous ramener à un domaine borné dans la direction longitudinale, nous tronquons
les PML des deux côtés de la jonction en x1 = ±R′ avec R′ > R̃ > R. Nous faisons le
choix d’imposer en bout de PML une condition de Neumann homogène. Introduisons alors.
Ωs
−R,R′ :=

(
(−R,R′)×Σs

)
\D, puis Ωf

0,R′ := (0, R′)×Σf ainsi que la boîteBs
− := (−R′,−R)×Σs.

Les différentes sections qui vont intervenir sont notées Σs
−R := {−R}×Σs et Σf

R′ := {R′}×Σf .
Nous introduisons enfin les domaines Γs

−R,0 := (−R, 0)× γs, Γsf
0,R′ := (0, R′)× γsf et Γpml

0,R′ :=

(0, R′)× γpml.

Nous noterons désormaisu+ le champ total dans
.
Ωs
−R,R′ etu− celui dansBs

−. Les équations
de l’élasticité dilatées dans le domaine Bs

− occupé à gauche par la PML longitudinale ne
s’appliquent pas au champ total u−, mais à son champ diffracté ud

− := u−−ui. Puisque l’onde
incidente est à support dans le demi-guide gauche, le champ total u+ est sortant à droite,
et alors les équations de l’élasticité dilatées à droite s’appliquent à celui-ci. Par conséquent,
nous sommes amenés à écrire le problème de transmission suivant satisfait par le champ
diffracté ud

− dans Bs
− et le champ total u+ dans le domaine

.
Ωs
−R,R′ :

Trouver (ud
−,u+, ϕ) ∈ H1(Bs

−)×H1(
.
Ωs
−R,R′)× H1(Ωf

0,R′) tel que

divα1(σα1(ud
−)) + ρsω

2ud
− = 0 dans Bs

−
divα1(σα1(u+)) + ρsω

2u+ = 0 dans
.
Ωs
−R,R′

divα1(AαΣ∇α1ϕ) + bαΣk2
f ϕ = 0 dans Ωf

0,R′

ud
− + ui = u+ sur Σs

−R
σα1(ud

− + ui)n1 = σα1(u+)n1 sur Σs
−R

σα1(u+)ns = −ωρfϕns sur Γsf
0,R′

ω(u+ · ns) = ∇α1ϕ · ns sur Γsf
0,R′

u+ = 0 sur ∂D
σα1(u+)ns = 0 sur Γs

−R,0 ∪ Σs
R′

σα1(ud
−)ns = 0 sur ∂Bs

−\Σs
−R

∂nf
ϕ = 0 sur Σf

0 ∪ Γpml
0,R′ ∪ Σf

R′ ,

(8.3)

où n1 =
(
n1 0 0

)t avec n1 = ±1 en x1 = ±R et x1 = ±R′. Dans (8.3), les indices et expo-
sants α1 indiquent qu’on a remplacé ∂x1 par α1∂x1 dans les opérateurs différentiels.
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Toutes les notations introduites sont regroupées sur la Figure 8.2.

.
Ωs
−R,R′Bs

−

Ωf
0,R′

Ωf
0,R′

D∂D

Σf
0

Σf
0

Σf
R′

Σf
R′

Σs
R′Σs

−R

Γs
−R,0

Γs
−R,0

Γpml
0,R′

Γpml
0,R′

Γsf
0,R′

Γsf
0,R′

x1

x2

−R′ −R 0 R′R

Figure 8.2: Schéma illustrant le problème (8.3) en 2D.

8.2.1 Formulation variationnelle

Nous allons maintenant chercher à écrire une formulation variationnelle de (8.3) en
détaillant les calculs en coordonnées cartésiennes. En 2D, il faudra prendre dans ces calculs
∂x3 = 0. Précisons pour commencer l’expression des opérateurs différentiels dilatés dans la
direction x1. Ils s’écrivent :

divα1(σα1(v)) =

α1∂x1σ
α1
11 + ∂x2σ

α1
12 + ∂x3σ

α1
13

α1∂x1σ
α1
21 + ∂x2σ

α1
22 + ∂x3σ

α1
23

α1∂x1σ
α1
31 + ∂x2σ

α1
32 + ∂x3σ

α1
33

 ,

avec :
σα1(v) = λsdivα1(v)Id + 2µsε

α1(v).

La divergence dilatée est donnée par divα1(v) := α1∂x1v1 + divΣ(vΣ), où vΣ 7→ divΣ(vΣ)) est
l’opérateur divergence dans la section transverse. Le tenseur des déformations linéarisé dilaté
se décompose en εα1(v) := α1ε

1(v) + εΣ(v), avec :

ε1(v) =
1

2

2∂x1v1 ∂x1v2 ∂x1v3

∂x1v2 0 0
∂x1v3 0 0

 et εΣ(v) := ε(v)− ε1(v). (8.4)

Pour obtenir une formulation variationnelle de (8.3), il faut conduire des intégrations par
parties des équations dans les domaines

.
Ωs
−R,R′ , B

s
− et Ωf

0,R′ , puis utiliser les conditions de
couplage et de transmission entre les inconnues de ces différents domaines.

• Dans
.
Ωs
−R,R′

Soit H1
0,∂D(

.
Ωs
−R,R′) l’ensemble des distributions de H1(

.
Ωs
−R,R′) qui s’annulent sur ∂D.
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Multiplier la deuxième équation de (8.3) par v̄/α1, avec v ∈ H1
0,∂D(

.
Ωs
−R,R′), donne après

intégration par parties :

0 =

∫
.
Ωs
−R,R′

α−1
1

(
divα1(σα1(u+)) + ρsω

2u+

)
· v̄dx

=

∫
.
Ωs
−R,R′

3∑
i=1

(
∂x1σ

α1
i1 (u+) + α−1

1

3∑
j=2

∂xjσ
α1
ij (u+) + ρsω

2α−1
1 u+,i

)
v̄idx

= −
∫

.
Ωs
−R,R′

3∑
i=1

(
σα1
i1 (u+)∂x1 v̄i + α−1

1

3∑
j=2

σα1
ij (u+)∂xj v̄i − ρsω

2α−1
1 u+,iv̄i

)
dx

+

∫
Σs
−R∪Σs

R′

3∑
i=1

σα1
i1 (u+)n1v̄ids(x) +

∫
Γs
−R,0∪Γsf

0,R′

α−1
1

3∑
i=1

3∑
j=2

σα1
ij (u+)nj v̄ids(x)

= −
∫

.
Ωs
−R,R′

α−1
1

3∑
i=1

(
σα1
i1 (u+)(α1∂x1 v̄i) +

3∑
j=2

σα1
ij (u+)∂xj v̄i − ρsω

2u+,iv̄i

)
dx

+

∫
Σs
−R

(σα1(u+)n1) · v̄ds(x) +

∫
Γsf

0,R′

α−1
1 (σα1(u+)ns) · v̄dx

= −
∫

.
Ωs
−R,R′

α−1
1

(
σα1(u+) : ∇α1(v̄)− ρsω

2u+ · v̄
)
dx

+

∫
Σs
−R

(σα1(u+)n1) · v̄ds(x) +

∫
Γsf

0,R′

α−1
1 (σα1(u+)ns) · v̄ds(x),

où nous avons introduit le tenseur :

∇α1(v) :=

α1∂x1v1 ∂x2v1 ∂x3v1

α1∂x1v2 ∂x2v2 ∂x3v2

α1∂x1v3 ∂x2v3 ∂x3v3

 ,

et n2 et n3 sont définis à l’aide de la normale unitaire sortante ns :=
(
n1 n2 n3

)t au domaine
solide

.
Ωs
−R,R′ . Au regard de la symétrie du tenseur σα1(u+), décomposer le tenseur ∇α1 en la

somme de sa partie symétrique (qui est le tenseur εα1) et de sa partie antisymétrique, nous
pouvons réécrire l’équation comme suit :∫

.
Ωs
−R,R′

α−1
1

(
σα1(u+) : εα1(v̄)− ρsω

2u+ · v̄
)
dx

−
∫

Σs
−R

(σα1(u+)n1) · v̄dxΣ + ωρf

∫
Γsf

0,R′

α−1
1 ϕ(v̄ · ns)dx = 0.

(8.5)

• Dans Bs
−

Nous effectuons le même calcul que dans
.
Ωs
−R,R′ , mais avec la première équation de (8.3)

et v ∈ H1(Bs
−). On trouve :∫

Bs
−

α−1
1

(
σα1(ud

−) : εα1(v̄)− ρsω
2ud
− · v̄

)
dx+

∫
Σs
−R

(σα1(ud
−)n1) · v̄ds(x) = 0. (8.6)
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• Dans Ωf
0,R′

Nous commençons par rappeler que ∇α1 :=
(
α1∂x1 ∇Σ

)t, où ∇Σ est l’opérateur gradient
dans la section transverse. Ensuite, nous multiplions la troisième équation de (8.3) par ψ̄/α1

pour ψ ∈ H1(Ωf
0,R′), puis intégrons par parties en utilisant les différentes conditions aux

bords. Cela donne :

0 =

∫
Ωf

0,R′

α−1
1

(
α1∂x1(AαΣ∇α1ϕ)1 + divΣ

(
(AαΣ∇α1ϕ)Σ

)
+ bαΣk2

f ϕ
)
ψ̄dx

= −
∫

Ωf
0,R′

(
(AαΣ∇α1ϕ)1∂x1ψ̄ + α−1

1 (AαΣ∇α1ϕ)Σ · ∇Σψ̄ − α−1
1 bαΣk2

f ϕψ̄
)
dx

+

∫
Γsf

0,R′∪Γpml

0,R′

α−1
1 (AαΣ∇α1ϕ)Σ · efds(x) +

∫
Σf

0∪Σf
R′

(AαΣ∇α1ϕ)1n1ψ̄ds(x)

= −
∫

Ωf
0,R′

(
(AαΣ∇α1ϕ) · (α−1

1 ∇α1ψ̄)− α−1
1 bαΣk2

f ϕψ̄
)
dx

+

∫
Γsf

0,R′∪Γpml

0,R′

α−1
1 (AαΣ∇α1ϕ)Σ · efds(x) +

∫
Σf

0∪Σf
R′

(AαΣ∇α1ϕ)1n1ψ̄ds(x),

où n1 et ef sont définis à partir de la normale unitaire sortante nf :=
(
n1 ef

)t au domaine
fluide Ωf

0,R′ . Utiliser les différentes conditions aux bords, les conditions de couplage et le fait
que AαΣ est égal à la matrice identité de Cd×d sur Γsf

0,R′ conduit à :

ρf

∫
Ωf

0,R′

(
(AαΣ∇α1ϕ) · (α−1

1 ∇α1ψ̄)−α−1
1 bαΣk2

f ϕψ̄
)
dx+ωρf

∫
Γsf

0,R′

α−1
1 (u+ ·ns)ψ̄ds(x) = 0. (8.7)

• Formulation globale

Soit
.
Ωs
−R′,R′ := Bs

− ∪ Σs
−R ∪

.
Ωs
−R,R′ et H1

0,∂D(
.
Ωs
−R′,R′) l’ensemble des distributions de

H1(
.
Ωs
−R′,R′) qui s’annulent sur ∂D. Pour obtenir la formulation globale, nous sommons

les équations (8.5), (8.6) et (8.7) et nous obtenons finalement le problème variationnel :

Trouver (u+,u
d
−, ϕ) ∈ H1

0,∂D(
.
Ωs
−R,R′)×H1(Bs

−)× H1(Ωf
0,R′) tel que

∫
.
Ωs
−R,R′

α−1
1

(
σα1(u+) : εα1(v̄)− ρsω

2u+ · v̄
)
dx+

∫
Bs
−

α−1
1

(
σα1(ud

−) : εα1(v̄)− ρsω
2ud
− · v̄

)
dx

+ ρf

∫
Ωf

0,R′

(
(AαΣ∇α1ϕ) · (α−1

1 ∇α1ψ̄)− α−1
1 bαΣk2

f ϕψ̄
)
dx

+ ωρf

∫
Γsf

0,R′

α−1
1

(
ϕ(v̄ · ns) + (u+ · ns)ψ̄

)
dxΣ =

∫
Σs
−R

(σα1(ui)n1) · v̄ds(x),

∀(v, ψ) ∈ H1
0,∂D(

.
Ωs
−R′,R′)× H1(Ωf

0,R′)

et

u+ − ud
− = ui sur Σs

−R,

(8.8)

pour un champ incident ui dont nous préciserons plus tard la régularité.
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Remarque 8.6 En 2D, le tenseur AαΣ et la fonction scalaire bαΣ sont donnés par :

AαΣ =

(
α−1

2 0
0 α2

)
et bαΣ = α−1

2 .

Dans le problème (8.8), l’intégrale sur domaine Ωf
0,R′ s’écrit alors de façon plus simple :

ρf

∫
Ωf

0,R′

(α1

α2

∂x1ϕ∂x1ψ̄ +
α2

α1

∂x2ϕ∂x2ψ̄ − (α1α2)−1k2
f ϕψ̄

)
dx.

Remarque 8.7 Comme mentionné dans [DCL14] dans le contexte de l’étude de PML dans un
guide élastique fermé, prouver le caractère bien posé de ce type de problème n’est pas chose aisée. Il
est néanmoins possible de montrer que le problème (8.8) est bien posé pour des profils réguliers de
PML longitudinales tels que |=m(α1)| est petit. La démonstration de ce résultat est présentée en
annexe de ce chapitre à la section 8.4.

8.2.2 Résultats numériques

Présentons maintenant quelques résultats numériques issus de la discrétisation du pro-
blème (8.8) pour une configuration 2D. Plus précisément, nous considérons une plaque
élastique de demi-épaisseur h0 = 1 cm à l’air libre pour les abscisses négatives (i.e. x1 < 0)
et immergée pour les abscisses positives (i.e. x1 > 0). Le domaine fluide est tronqué trans-
versalement par des PML occupant le domaine h1 < |x2| < h2 avec h1 = 2 cm et h2 = 5 cm.
Nous choisissons pour ces PML transverses le profil parabolique (4.31) avec η̂ = 1 + 2i. La
structure est aussi tronquée dans la direction longitudinale par des PML. Puisque nous
nous intéressons principalement au comportement des ondes dans la partie immergée de la
structure, cette troncature se fera de façon asymétrique, contrairement à ce qui a été écrit
précédemment pour alléger l’écriture du problème. Les PML occuperont donc à gauche le
domaine−7, 5 cm < x1 < −5 cm et à droite le domaine 7, 5 cm < x1 < 10 cm. Plusieurs profils
seront testés pour ces PML longitudinales. Le problème est discrétisé à l’aide d’éléments finis
de Lagrange P2 avec un pas de maillage de h = 0, 08 cm. Ce choix de pas de maillage nous
garantira d’avoir au moins 15 points de discrétisation par longueur d’onde dans le fluide
et dans le solide, avec cette condition satisfaite par les ondes de cisaillement et de pression
dans le second cas. Nous choisissons pour onde incidente le mode de Lamb propagatif A0 du
demi-guide gauche, qui est le premier mode antisymétrique du demi-guide gauche. Il est
calculé à l’aide de la méthode SAFE, la section Σs étant discrétisée avec des éléments finis de
Lagrange P1 pour un pas de maillage h = 0, 005 cm.

La représentation des solutions du problème d’interaction fluide-structure est plus difficile
qu’en acoustique du fait du caractère vectoriel de la solution dans le solide. Pour faciliter
la lecture et l’interprétation des résultats, nous choisissons de représenter la composante
transverse u2 du champ de déplacement dans le solide et la quantité v2/ω dans le fluide, où
v2 := ∂x2ϕ est la composante transverse de la vitesse. Le champ v2 sera évalué lors d’une
phase de post-traitement par dérivation discrète du potentiel des vitesses ϕ. Ce choix de
représentation aura l’avantage de permettre la visualisation de la condition de couplage
dynamique u2 = v2/ω satisfaite à l’interface entre le solide et le fluide. Il est important de
noter pour comprendre les résultats numériques à venir, que la solution est représentée en
champ total pour x1 > −5 cm, mais en champ diffracté dans la PML de gauche, c’est-à-dire
pour x1 < −5 cm.
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Dans ce qui suit, nous présenterons tout d’abord des résultats en l’absence d’obstacle, puis
des résultats en présence d’obstacle.

Choix du profil de PML longitudinal

Il est difficile de déterminer en pratique l’ensemble des profils de PML longitudinaux
admissibles pour garantir le caractère bien posé du problème (8.8). Nous observons cependant
numériquement que la matrice issue de la discrétisation par éléments finis du problème (8.8)
est inversible pour les profils de PML abrupt et parabolique choisis. Considérons une plaque
d’acier partiellement immergée dans de l’eau (se référer à la Table 7.1 pour les paramètres
physiques associés) et travaillons à la fréquence ω = 3, 14.105 rad.Hz. Sur la Figure 8.3, nous
avons considéré deux profils de PML longitudinale : un abrupt et un parabolique légèrement
moins atténuant. Dans les deux cas, les PML semblent qualitativement atténuer la solution
dans le solide et le fluide sans introduire de réflexions parasites.

(a) profil abrupt
module de la solution

(b) profil abrupt
partie réelle de la solution

(c) profil parabolique
module de la solution

(d) profil parabolique
partie réelle de la solution

Figure 8.3: Solution approchée du problème (8.8) obtenue en haut : avec un profil de PML lon-
gitudinal abrupt, en bas : avec le profil de PML longitudinal parabolique (4.31). Paramètres :
α∞ = e−iπ/3 pour le profil abrupt et η̂ = 1 + 2i pour le profil parabolique.
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Impact des matériaux solide et fluide sur la propagation des ondes

Maintenant que nous sommes en mesure de résoudre de façon approchée le problème (8.8)
pour certains types de profil de PML longitudinales, nous nous intéressons à l’impact du choix
des matériaux sur la propagation des ondes dans la structure partiellement immergée que
nous considérons. Nous fixons la fréquence angulaire à ω = 6, 28.105 rad.Hz et choisissons de
retenir le profil de PML parabolique (4.31) avec η̂ = 1 + 2i pour tronquer longitudinalement
le domaine de calcul. Sur la Figure 8.4, nous observons que les ondes se propagent de façon
similaire dans une plaque d’acier ou d’aluminium partiellement immergée dans de l’eau. Les
ondes sont cependant atténuées plus rapidement dans une plaque d’aluminium que dans
une plaque d’acier. Les impédances acoustiques (voir [Bha02]) des ondes de cisaillement
(respectivement de pression) données par Zs := ρscs (respectivement Zp := ρscp) sont en effet
près de trois fois plus grandes pour l’aluminium que pour l’acier. Par conséquent, le couplage
avec l’eau sera plus important pour l’aluminium que pour l’acier. Il en résultera une plus
grande perte d’énergie dans le fluide dans le premier cas.

(a) solide : acier, fluide : eau
module de la solution

(b) solide : acier, fluide : eau
partie réelle de la solution

(c) solide : aluminium, fluide : eau
module de la solution

(d) solide : aluminium, fluide : eau
partie réelle de la solution

Figure 8.4: Solution approchée du problème (8.8) obtenue avec deux matériaux solides
différents partiellement immergés dans de l’eau.

Il est ensuite possible de voir, avec la Figure 8.5, que remplacer l’eau par du sodium
liquide modifie la forme des ondes qui se propagent dans la partie immergée de la structure.
Une comparaison avec les résultats de la Figure 8.4 montre de plus que l’onde générée par
le mode de Lamb incident A0 provenant du demi-guide gauche est plus atténuée quand
la plaque est immergée dans du sodium liquide que lorsqu’elle l’est dans de l’eau. Cette
observation s’explique par le fait que l’impédance acoustique Zf := ρfcf du sodium est plus
grande que celle de d’eau.
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(a) solide : acier, fluide : sodium
module de la solution

(b) solide : acier, fluide : sodium
partie réelle de la solution

(c) solide : aluminium, fluide : sodium
module de la solution

(d) solide : aluminium, fluide : sodium
partie réelle de la solution

Figure 8.5: Solution approchée du problème (8.8) obtenue avec deux matériaux solides
différents partiellement immergés dans du sodium liquide.

Diffraction par des obstacles

Nous concluons cette partie numérique en prenant maintenant en compte deux types
de défauts dans la partie immergée dans la structure. Dans un premier temps, nous allons
considérer des défauts volumiques de type Dirichlet dans le solide et dans le fluide. Dans
un second temps, nous prendrons en compte des défauts consistant en une perturbation
localisée de la partie immergée du cœur élastique. Cette deuxième catégorie de défauts peut
se rapprocher d’un défaut de corrosion ou d’un dépôt métallique (de la même nature, ce qui
s’apparente alors à une surépaisseur).

Pour les paramètres des simulations, nous considérons une plaque d’aluminium dans
de l’eau et nous travaillons toujours à la fréquence de ω = 6, 28.105 rad.Hz. Nous retenons à
nouveau le profil parabolique de PML longitudinales, mais cette fois avec η̂ = 4 + 3i pour
garantir une atténuation suffisamment importante dans le solide. Les autres paramètres géo-
métriques et de discrétisation sont inchangés. Pour des obstacles de Dirichlet impénétrables,
nous pouvons voir sur la Figure 8.6 que la propagation des ondes est davantage affectée
lorsque l’obstacle est situé dans le cœur solide que dans le fluide environnant.
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(a) défaut dans le solide
module de la solution

(b) défaut dans le solide
partie réelle de la solution

(c) défaut dans le fluide
module de la solution

(d) défaut dans le fluide
partie réelle de la solution

Figure 8.6: Solution approchée du problème (8.8) obtenue en haut : pour un obstacle de
Dirichlet en forme de triangle dans le solide, en bas : pour un obstacle de Dirichlet en forme
de disque dans le fluide.

Sur la Figure 8.7, nous pouvons voir que les défauts considérés de type corrosion ou dépôt
situés sur la surface de la partie immergée du cœur élastique perturbent la propagation de
l’onde produite par le champ incident A0. Cette perturbation est cependant moindre par
rapport à celle induite par un obstacle de Dirichlet dans le solide. On remarque dans ce
cas ce qui s’apparente à des artefacts dans le fluide au voisinage des angles formés par le
défaut. Pour comprendre ce phénomène, il faut se rappeler que nous représentons dans le
fluide la quantité v2/ω obtenue par dérivation discrète à partir du potentiel ϕ. L’instabilité de
l’opération de dérivation discrète rend difficile l’approximation correcte de v2 au voisinage
des coins, car la solution ϕ y est moins bien approchée par éléments finis.
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(a) défaut de type corrosion
module de la solution

(b) défaut de type corrosion
partie réelle de la solution

(c) défaut de type dépôt
module de la solution

(d) défaut de type dépôt
partie réelle de la solution

Figure 8.7: Solution approchée du problème (8.8) obtenue en haut : pour un défaut de type
corrosion du cœur élastique, en bas : pour un défaut de type dépôt sur le cœur élastique.

8.3 Troncature longitudinale du domaine à l’aide d’opéra-
teurs YtX

Nous venons de décrire une méthode permettant de résoudre le problème direct en
tronquant longitudinalement le domaine de calcul à l’aide de PML. Cette méthode a l’avantage
d’être relativement facile à implémenter, mais a l’inconvénient de ne pas être robuste. En effet,
elle ne permet pas d’approcher correctement la solution du problème initial (8.2) en présence
de modes rétrogrades dans l’un des deux demi-guides. Nous souhaitons donc recourir à une
méthode modale pour tronquer le domaine de calcul. Elle sera plus difficile à implémenter,
puisqu’elle va requérir le calcul et le tri des modes des deux demi-guides, mais elle sera
applicable en présence de modes rétrogrades.

Nous faisons le choix de reprendre l’opérateur YtX introduit dans [Bar09] pour résoudre
des problèmes de diffraction dans des guides d’ondes élastiques fermés. Cet opérateur avait
été construit de façon similaire à l’opérateur DtN dans un guide d’onde acoustique, à la
différence qu’il tirait parti du formalisme XY présenté pour les guides élastiques fermés à la
sous-section 7.1.1. Dans notre cas, il prendra aussi en compte le couplage entre le solide et le
fluide ainsi que la présence des PML. Sa construction reposera sur l’extension du formalisme
XY à ce nouveau contexte conduite à la sous-section 7.3.3.

Détaillons premièrement l’obtention de l’opérateur YtX dans le cas connu d’un guide
élastique fermé, puis dans le nouveau cas d’un guide élastique immergé.
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8.3.1 Opérateur YtX pour le demi-guide élastique fermé gauche

Soit R > 0 choisi tel que le défaut D soit situé dans la portion du cœur élastique délimitée
par les sections Σs

−R et Σs
R. On introduit le demi-guide gauche Ωs

−∞,−R := (−∞,−R) × Σs

ainsi que le domaine situé à sa droite
.
Ωs
−R,+∞ :=

.
Ωs\Ωs

−∞,−R. Le problème initial (8.2) est
équivalent au problème de transmission :

Trouver (u−,u, ϕ) ∈ H1
loc(Ω

s
−∞,−R)×H1

loc(
.
Ωs
−R,+∞)× H1

loc(Ω
f
+) tel que

div(σ(u−)) + ρsω
2u− = 0 dans Ωs

−∞,−R
σ(u−)ns = 0 sur (−∞,−R)× γs

u− − ui est sortant

div(σ(u)) + ρsω
2u = 0 dans

.
Ωs
−R,+∞

div(AαΣ∇ϕ) + bαΣk2
f ϕ = 0 dans Ωf

+

u = 0 sur ∂D
σ(u)ns = −ωρfϕns sur Γsf

+

ω(u · ns) = ∇ϕ · ns sur Γsf
+

∂nf
ϕ = 0 sur Γpml

+ ∪ Σf
0

u est sortant
ϕ est sortant

X s
− = X s sur Σs

−R
Y s
− = Y s sur Σs

−R,

(8.9)

où X s
− et Y s

− représentent les variables mixtes associées à u−, et X s et Y s celles associées
à u. L’équivalence entre les problèmes (8.2) et (8.9) s’obtient en utilisant la continuité des
variables X s et Y s sur Σs

−R. Ces conditions nous donnent en effet la continuité du champ
de déplacement, ce qui garantit que le champ de déplacement est dans H1

loc(
.
Ωs), mais aussi

la continuité de la contrainte longitudinale, ce qui garantit que les équations de l’élasticité
sont satisfaites dans

.
Ωs. Considérons la trace de Dirichlet de Y s comme une donnée pour le

problème de demi-guide :

Trouver u− ∈ H1
loc(Ω

s
−∞,−R) tel que

div(σ(u−)) + ρsω
2u− = 0 dans Ωs

−∞,−R
σ(u)ns = 0 sur (−∞,−R)× γs

Y s
− = Y s sur Σs

−R
u− − ui est sortant.

(8.10)

Pour résoudre ce problème, nous allons exprimer d’un point de vue modal le caractère sortant
du champ diffracté ud

− := u− − ui. Introduisons pour cela les variables mixtes X s,i et Y s,i

associées au champ incidentui, puis les variables mixtes X s,d
− := X s

−−X s,i et Y s,d
− := Y s

−−Y s,i

associées au champ diffracté ud
−. Les modes du guide gauche sortants à droite sont notés

ici (λ̃n, X̃
s, Ỹs)n≥1, et ceux sortants à gauche (−λ̃n,−X̃s, Ỹs)n≥1 (voir section 7.1.1). Sous

l’Hypothèse 7.9 de complétude des modes en variables mixtes, il existe d’après le Lemme
7.10 des coefficients complexes (a±n )n≥1 tels que :(

X s,d
− (x)

Y s,d
− (x)

)
=
∑
n≥1

(
a−n

(
−X̃s

n(xΣ)

Ỹs
n(xΣ)

)
e−λ̃nx1 + a+

n

(
X̃s
n(xΣ)

Ỹs
n(xΣ)

)
eλ̃nx1

)
.

Puisque ud
− est sortant à gauche, on a a+

n = 0 pour tout n ≥ 1. La relation de biorthogonalité
donnée par le Lemme 7.5 permet ensuite d’exprimer les coefficients (a−n )n≥1 en fonction de la
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trace de Y s,d
− sur Σs

−R, ce qui donne :(
X s,d
− (x)

Y s,d
− (x)

)
=
∑
n≥1

(Y s,d
− |Σs

−R
, X̃s

n)Hs

(
−X̃s

n(xΣ)

Ỹs
n(xΣ)

)
e−λ̃n(x1+R).

Puisque Y s
− = Y s sur Σs

−R, le champ total est alors donné pour x1 ≤ −R par :(
X s
−(x)

Y s
−(x)

)
=
∑
n≥1

(Y s
|Σs
−R
, X̃s

n)Hs

(
−X̃s

n(xΣ)

Ỹs
n(xΣ)

)
e−λ̃n(x1+R)

−
∑
n≥1

(Y s,i
|Σs
−R
, X̃s

n)Hs

(
−X̃s

n(xΣ)

Ỹs
n(xΣ)

)
e−λ̃n(x1+R) +

(
X s,i(x)
Y s,i(x)

)
. (8.11)

La formule (8.11) montre que le problème de demi-guide (8.10) possède une unique solution
qui s’exprime à l’aide de la donnée Y s

|Σs
−R

. Utiliser ensuite l’égalité X s
− = X s sur Σs

−R nous
permet d’éliminer l’inconnue u− et d’obtenir sur Σs

−R :

X s = −
∑
n≥1

(Y s
|Σs
−R
, X̃s

n)HsX̃s
n +

∑
n≥1

(Y s,i
|Σs
−R
, X̃s

n)HsX̃s
n + X s,i.

Il est désormais possible de définir l’opérateur YtX à gauche.

Définition 8.8

Soient Hs
X := (H̃−

1
2 (Σs

−R))2 × H
1
2 (Σs

−R) et Hs
Y := (H

1
2 (Σs

−R))2 × H̃−
1
2 (Σs

−R). L’opérateur YtX
à gauche est l’opérateur T−Y→X : Hs

Y → Hs
X défini pour Y s ∈ Hs

Y par :

T−Y→XY
s := −

∑
n≥1

(Y s, X̃s
n)HsX̃s

n.

C’est un opérateur continu sous l’Hypothèse 7.9 que les modes forment une base de Riesz.

La résolution du problème (8.9) est ainsi ramenée à celle d’un problème posé dans un
domaine borné à gauche :

Trouver (u, ϕ) ∈ H1
loc(

.
Ωs
−R,+∞)× H1

loc(Ω
f
+) tel que

div(σ(u)) + ρsω
2u = 0 dans

.
Ωs
−R,+∞

div(AαΣ∇ϕ) + bαΣk2
f ϕ = 0 dans Ωf

+

u = 0 sur ∂D
σ(u)ns = −ωρfϕns sur Γsf

+

ω(u · ns) = ∇ϕ · ns sur Γsf
+

∂nf
ϕ = 0 sur Γpml

+ ∪ Σf
0

X s = T−Y→XY
s + (X s,i − T−Y→XY

s,i) sur Σs
−R

u est sortant
ϕ est sortant.

(8.12)

8.3.2 Opérateur YtX pour le demi-guide élastique immergé à droite

Nous venons de tronquer le domaine de calcul à gauche à l’aide d’une condition trans-
parente faisant intervenir l’opérateur T−Y→X. Il est possible de procéder de façon analogue à
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droite grâce à l’analyse modale conduite à la section 7.3. Sous l’Hypothèse 7.51 de complétude
des modes à droite, la Proposition 7.54 nous permet de décomposer les champs sortants à
droite sur les modes du guide droit sortants à droite. Ces modes sont notés (λn,X

sf
n ,Y

sf
n )n≥1.

La relation de biorthogonalité donnée Proposition 7.48 permet quant à elle d’exprimer les
coefficients des décompositions modales en variables mixtes à l’aide des traces des variables
mixtes sur Σsf

R := Σs
R ∪ Σf

R. On peut alors définir l’opérateur YtX à droite.

Définition 8.9

Soient Hsf
X := (H̃−

1
2 (Σs

R))2×H
1
2 (Σs

R)× H̃−
1
2 (Σf

R) et Hsf
Y := (H

1
2 (Σs

R))2× H̃−
1
2 (Σs

R)×H
1
2 (Σf

R).
L’opérateur YtX à droite est l’opérateur T+

Y→X : Hsf
Y → Hsf

X défini pour Y sf ∈ Hsf
Y par :

T+
Y→XY

sf :=
∑
n≥1

(Y sf , (Xsf
n )F)Hsf Xsf

n .

C’est un opérateur continu sous l’Hypothèse 7.51 que les modes forment une base de
Riesz.

Introduisons le domaine solide
.
Ωs
−R,R :=

(
(−R,R) × Σs

)
\D, le domaine fluide Ωf

0,R :=

(0, R)× Σf , l’interface de couplage Γsf
0,R := (0, R)× γsf et enfin l’extrémité de la PML Γpml

0,R :=

(0, R)× γpml. La résolution du problème (8.12) est finalement ramenée à celle d’un problème
posé dans un domaine borné :

Trouver (u, ϕ) ∈ H1(
.
Ωs
−R,R)× H1(Ωf

0,R) tel que

div(σ(u)) + ρsω
2u = 0 dans

.
Ωs
−R,R

div(AαΣ∇ϕ) + bαΣk2
f ϕ = 0 dans Ωf

0,R

u = 0 sur ∂D
σ(u)ns = −ωρfϕns sur Γsf

0,R

ω(u · ns) = ∇ϕ · ns sur Γsf
0,R

∂nf
ϕ = 0 sur Γpml

0,R ∪ Σf
0

X s = T−Y→XY
s + (X s,i − T−Y→XY

s,i) sur Σs
−R

X sf = T+
Y→XY

sf sur Σsf
R.

(8.13)

8.3.3 Formulation variationnelle

Le problème (8.13) est posé dans un domaine borné, nous allons maintenant en proposer
une formulation variationnelle en vue d’une résolution par éléments finis. Pour cela, nous
avons d’abord besoin de décrire plus précisément les opérateurs T−Y→X et T+

Y→X.

Écriture par blocs des opérateurs T±Y→X

Commençons par remarquer que pour Ys ∈ Hs
Y, on a pour tout n ≥ 1 :

(Ys, X̃s
n)Hs =

〈
uΣ, t̃

n
Σ

〉
(L2(Σs

−R))2 + 〈t1, ũ
n
1 〉H̃− 1

2 (Σs
−R),H

1
2 (Σs

−R)
,

où pour simplifier les notations 〈uΣ, tΣ〉(L2(Σs
−R))2 := (uΣ, tΣ)(L2(Σs

−R))2 . L’opérateur YtX à
gauche admet alors la décomposition :

T−Y→X =

(
T−uΣ→tΣ

T−t1→tΣ

T−uΣ→u1
T−t1→u1

)
,
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avec :

T−uΣ→tΣ
uΣ := −

∑
n≥1

〈
uΣ, t̃

n
Σ

〉
(L2(Σs

−R))2 t̃nΣ, T−t1→tΣ
t1 := −

∑
n≥1

〈t1, ũ
n
1 〉H̃− 1

2 (Σs
−R),H

1
2 (Σs

−R)
t̃nΣ,

T−uΣ→u1
uΣ := −

∑
n≥1

〈
uΣ, t̃

n
Σ

〉
(L2(Σs

−R))2 ũn1 , T−t1→u1
t1 := −

∑
n≥1

〈t1, ũ
n
1 〉H̃− 1

2 (Σs
−R),H

1
2 (Σs

−R)
ũn1 .

De la même façon, on développe pour Ysf ∈ Hsf
Y et n ≥ 1 :

(Ysf , (Xsf
n )F)Hsf = 〈uΣ, t

n
Σ〉(L2(Σs

R))2 + 〈t1, u
n
1 〉H̃− 1

2 (Σs
R),H

1
2 (Σs

R)
+ ρf 〈ϕ, bαΣζn〉L2(Σf

R) ,

où pour simplifier les notations 〈ϕ, ζ〉L2(Σf
R) := (ϕ, ζ)L2(Σf

R). L’opérateur YtX à droite admet
alors la décomposition :

T+
Y→X =

T+
uΣ→tΣ

T+
t1→tΣ

T+
ϕ→tΣ

T+
uΣ→u1

T+
t1→u1

T+
ϕ→u1

T+
uΣ→ζ T+

t1→ζ T+
ϕ→ζ

 ,

avec :

T+
uΣ→tΣ

uΣ :=
∑
n≥1

〈uΣ, t
n
Σ〉(L2(Σs

R))2 tnΣ, T+
t1→tΣ

t1 :=
∑
n≥1

〈t1, u
n
1 〉H̃− 1

2 (Σs
R),H

1
2 (Σs

R)
tnΣ,

T+
ϕ→tΣ

ϕ := ρf

∑
n≥1

〈ϕ, bαΣζn〉L2(Σf
R) tnΣ,

T+
uΣ→u1

uΣ :=
∑
n≥1

〈uΣ, t
n
Σ〉(L2(Σs

R))2 un1 , T+
t1→u1

t1 :=
∑
n≥1

〈t1, u
n
1 〉H̃− 1

2 (Σs
R),H

1
2 (Σs

R)
un1 ,

T+
ϕ→u1

ϕ := ρf

∑
n≥1

〈ϕ, bαΣζn〉L2(Σf
R) un1 ,

T+
uΣ→ζuΣ :=

∑
n≥1

〈uΣ, t
n
Σ〉(L2(Σs

R))2 ζn, T+
t1→ζt1 :=

∑
n≥1

〈t1, u
n
1 〉H̃− 1

2 (Σs
R),H

1
2 (Σs

R)
ζn,

T+
ϕ→ζϕ := ρf

∑
n≥1

〈ϕ, bαΣζn〉L2(Σf
R) ζn.

Obtention d’une formulation variationnelle du problème (8.13)

La principale difficulté dans l’écriture d’une formulation variationnelle de (8.13) réside
dans la prise en compte des conditions de radiation faisant intervenir les variables mixtes
par l’intermédiaire des opérateurs T−Y→X et T+

Y→X. Nous allons voir qu’une partie de ces
conditions de radiation peut être traitée de façon naturelle, dans le sens où nous pourrons les
prendre en compte simplement à l’aide d’intégrations par parties. Une autre partie de ces
conditions de radiation devra être traitée de façon essentielle, dans le sens où leur prise en
compte se fera de façon variationnelle à la main. Nous verrons que les équations associées à
ces conditions de radiation imposées de façon essentielles feront intervenir une composante
de la contrainte longitudinale qui n’aura pas été éliminée lors des intégrations par parties
mentionnées précédemment. Cette composante de la contrainte longitudinale sera alors
traitée comme un multiplicateur de Lagrange. La formulation variationnelle que nous obtien-
drons aura pour inconnues toutes les composantes du champ de déplacement, le potentiel
des vitesses ainsi que le multiplicateur de Lagrange associé à la composante de la contrainte
non éliminée. Commençons donc par multiplier les deux premières équations de (8.13) puis
les intégrer par parties.
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• Intégration dans
.
Ωs
−R,R

Soit v ∈ H1
0,∂D(

.
Ωs
−R,R), on a :

0 =

∫
.
Ωs
−R,R

(
div(σ(u)) · v̄ + ρsω

2u · v̄
)
dx

= −
∫

.
Ωs
−R,R

(
σ(u) : ε(v̄)− ρsω

2u · v̄
)
dx+

∫
Σs
−R∪Σs

R

(
σ(u)n1

)
· v̄ds(x)

+

∫
Γsf

0,R

(
σ(u)ns

)
· v̄ds(x).

La condition de couplage dynamique sur Γsf
0,R donne :∫

Γsf
0,R

(
σ(u)ns

)
· v̄ds(x) = −ωρf

∫
Γsf

0,R

ϕ(v̄ · ns)ds(x).

Pour traiter les intégrales sur les sections Σs
±R, on écrit σ(u)n1 = n1

(
−t1 tΣ

)t, où n1 = ±1
en x1 = ±R. On peut écrire par suite :∫

Σs
−R∪Σs

R

(
σ(u)n1

)
· v̄ds(x)

= 〈t1, v̄1〉H̃− 1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)
− 〈tΣ, v̄Σ〉(H̃− 1

2 (Σs
−R))2,(H

1
2 (Σs

−R))2
− 〈t1, v̄1〉H̃− 1

2 (Σs
R),H

1
2 (Σs

R)

+ 〈tΣ, v̄Σ〉(H̃− 1
2 (Σs

R))2,(H
1
2 (Σs

R))2
.

La condition transparente X s = T−Y→XY
s + (X s,i − T−Y→XY

s,i) imposée à gauche sur Σs
−R

donne :
tΣ = T−uΣ→tΣ

uΣ + T−t1→tΣ
t1 + (tiΣ − T−uΣ→tΣ

ui
Σ − T−t1→tΣ

ti1).

La condition transparente X sf = T+
Y→XY

sf imposée à droite sur Σsf
R donne quant à elle :

tΣ = T+
uΣ→tΣ

uΣ + T+
t1→tΣ

t1 + T+
ϕ→tΣ

ϕ.

Pour résumer, on a obtenu l’égalité :∫
.
Ωs
−R,R

(
σ(u) : ε(v̄)− ρsω

2u · v̄
)
dx+ ωρf

∫
Γsf

0,R

ϕ(v̄ · ns)ds(x)

−
(
〈t1, v̄1〉H̃− 1

2 (Σs
−R),H

1
2 (Σs

−R)
−
〈
T−uΣ→tΣ

uΣ, v̄Σ

〉
(H̃−

1
2 (Σs

−R))2,(H
1
2 (Σs

−R))2

−
〈
T−t1→tΣ

t1, v̄Σ

〉
(H̃−

1
2 (Σs

−R))2,(H
1
2 (Σs

−R))2

)
+
(
〈t1, v̄1〉H̃− 1

2 (Σs
R),H

1
2 (Σs

R)
−
〈
T+
uΣ→tΣ

uΣ, v̄Σ

〉
(H̃−

1
2 (Σs

R))2,(H
1
2 (Σs

R))2

−
〈
T+

t1→tΣ
t1, v̄Σ

〉
(H̃−

1
2 (Σs

R))2,(H
1
2 (Σs

R))2
−
〈
T+
ϕ→tΣ

ϕ, v̄Σ

〉
(H̃−

1
2 (Σf

R))2,(H
1
2 (Σf

R))2

)
= −

( 〈
tiΣ, v̄Σ

〉
(H̃−

1
2 (Σs

−R))2,(H
1
2 (Σs

−R))2
−
〈
T−uΣ→tΣ

ui
Σ, v̄Σ

〉
(H̃−

1
2 (Σs

−R))2,(H
1
2 (Σs

−R))2

−
〈
T−t1→tΣ

ti1, v̄Σ

〉
(H̃−

1
2 (Σs

−R))2,(H
1
2 (Σs

−R))2

)
. (8.14)
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• Intégration dans Ωf
0,R

Soit ψ ∈ H1(Ωf
0,R), nous avons :

0 =

∫
Ωf

0,R

(
div(AαΣ∇ϕ)ψ̄ + bαΣk2

f ϕψ̄
)
dx

= −
∫

Ωf
0,R

(
(AαΣ∇ϕ) · ∇ψ̄ − bαΣk2

f ϕψ̄
)
dx+

∫
Σf
R

(AαΣ∇ϕ · n1)ψ̄ds(x)

+

∫
Γsf

0,R

(AαΣ∇ϕ · nf)ψ̄ds(x).

La condition de couplage cinématique sur Γsf
0,R donne :∫

Γsf
0,R

(AαΣ∇ϕ · nf)ψ̄ds(x) = −ω
∫

Γsf
0,R

(u · ns)ψ̄ds(x).

Le traitement de l’intégrale sur la section Σf
R est plus simple que dans le domaine élastique,

on a en effet en utilisant les définitions de AαΣ et bαΣ données à la sous-section 7.3.1 :∫
Σf
R

(AαΣ∇ϕ · n1)ψ̄ds(x) =

∫
Σf
R

bαΣ∂x1ϕψ̄ds(x) =
〈
ζ, bαΣψ̄

〉
H̃−

1
2 (Σf

R),H
1
2 (Σf

R)
.

Or, la condition transparente X sf = T+
Y→XY

sf imposée à droite sur Σsf
R donne :

ζ = T+
uΣ→ζuΣ + T+

t1→ζt1 + T+
ϕ→ζϕ.

On obtient ainsi l’égalité :

ρf

∫
Ωf

0,R

(
(AαΣ∇ϕ) · ∇ψ̄ − bαΣk2

f ϕψ̄
)
dx+ ωρf

∫
Γsf

0,R

(u · ns)ψ̄ds(x)

− ρf

( 〈
T+
uΣ→ζuΣ, b

αΣψ̄
〉

H̃−
1
2 (Σf

R),H
1
2 (Σf

R)
+
〈
T+

t1→ζt1, b
αΣψ̄

〉
H̃−

1
2 (Σf

R),H
1
2 (Σf

R)

+
〈
T+
ϕ→ζϕ, b

αΣψ̄
〉

H̃−
1
2 (Σf

R),H
1
2 (Σf

R)

)
= 0. (8.15)

• Traitement des conditions de radiation restantes

Il nous reste à prendre en compte de façon variationnelle les équations :{
u1 = T−uΣ→u1

uΣ + T−t1→u1
t−1 + (ui

1 − T−uΣ→u1
ui

Σ − T−t1→u1
ti1) sur Σs

−R
u1 = T+

uΣ→u1
uΣ + T+

t1→u1
t+1 + T+

ϕ→u1
ϕ sur Σs

R,
(8.16)

où t−1 := t1|Σs
−R

, respectivement t+1 := t1|Σs
R

, est la trace à gauche, respectivement droite, de la
composante t1 de la contrainte axiale. Comme expliqué plus haut, les traces t−1 et t+1 joueront
dans notre problème le rôle de multiplicateurs de Lagrange. Les fonctions tests associées à ces
multiplicateurs sont notées q−1 ∈ H̃−

1
2 (Σs

−R) et q+
1 ∈ H̃−

1
2 (Σs

R). Les équations (8.16) peuvent
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alors s’écrire de façon variationnelle comme suit :

〈
q−1 , u1

〉
H̃−

1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)

=
〈
q−1 , T

−
uΣ→u1

uΣ

〉
H̃−

1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)
+
〈
q−1 , T

−
t1→u1

t−1
〉

H̃−
1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)

+
( 〈
q−1 , u

i
1

〉
H̃−

1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)
−
〈
q−1 , T

−
uΣ→u1

ui
Σ

〉
H̃−

1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)

−
〈
q−1 , T

−
t1→u1

ti1
〉

H̃−
1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)

)
,

〈
q+

1 , u1

〉
H̃−

1
2 (Σs

R),H
1
2 (Σs

R)

=
〈
q+

1 , T
+
uΣ→u1

uΣ

〉
H̃−

1
2 (Σs

R),H
1
2 (Σs

R)
+
〈
q+

1 , T
+
t1→u1

t+1
〉

H̃−
1
2 (Σs

R),H
1
2 (Σs

R)

+
〈
q+

1 , T
+
ϕ→u1

ϕ
〉

H̃−
1
2 (Σs

R),H
1
2 (Σs

R)
.

(8.17)

• Formulation variationnelle globale

Posons WYX := H1
0,∂D(

.
Ωs
−R,R) × H1(Ωf

0,R) × H̃−
1
2 (Σs

−R) × H̃−
1
2 (Σs

R) l’espace dans lequel
nous cherchons notre solution. En combinant les équations (8.14), (8.15) et (8.17), on obtient
le théorème suivant.

Théorème 8.10

Le problème (8.13) admet la formulation variationnelle :

Trouver (u, ϕ, t−1 , t
+
1 ) ∈WYX tel que

aYX

(
(u, ϕ, t−1 , t

+
1 ), (v, ψ, q−1 , q

+
1 )
)

= `YX(v, ψ, q−1 , q
+
1 ), ∀(v, ψ, q−1 , q+

1 ) ∈WYX, (8.18)

où la forme sesquilinéaire aYX se décompose suivant :

aYX := bYX + c−YX + c+
YX,

avec :

bYX

(
(u, ϕ), (v, ψ)

)
:=

∫
.
Ωs
−R,R

(
σ(u) : ε(v̄)− ρsω

2u · v̄
)
dx+ ρf

∫
Ωf

0,R

(
(AαΣ∇ϕ) · ∇ψ̄ − bαΣk2

f ϕψ̄
)
dx

+ ωρf

∫
Γsf

0,R

(
ϕ(v̄ · ns) + (u · ns)ψ̄

)
ds(x),

c−YX

(
(u, t−1 ), (v, q−1 )

)
:= −

( 〈
t−1 , v̄1

〉
H̃−

1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)
−
〈
T−uΣ→tΣ

uΣ, v̄Σ

〉
(H̃−

1
2 (Σs

−R))2,(H
1
2 (Σs

−R))2

−
〈
T−t1→tΣ

t−1 , v̄Σ

〉
(H̃−

1
2 (Σs

−R))2,(H
1
2 (Σs

−R))2

)
+
( 〈
q−1 , u1

〉
H̃−

1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)

−
〈
q−1 , T

−
uΣ→u1

uΣ

〉
H̃−

1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)
−
〈
q−1 , T

−
t1→u1

t−1
〉

H̃−
1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)

)
,
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c+
YX

(
(u, ϕ, t+1 ), (v, ψ, q+

1 )
)

:=
( 〈
t+1 , v̄1

〉
H̃−

1
2 (Σs

R),H
1
2 (Σs

R)
−
〈
T+
uΣ→tΣ

uΣ, v̄Σ

〉
(H̃−

1
2 (Σs

R))2,(H
1
2 (Σs

R))2

−
〈
T+

t1→tΣ
t+1 , v̄Σ

〉
(H̃−

1
2 (Σs

R))2,(H
1
2 (Σs

R))2
−
〈
T+
ϕ→tΣ

ϕ, v̄Σ

〉
(H̃−

1
2 (Σf

R))2,(H
1
2 (Σf

R))2

)
− ρf

( 〈
T+
uΣ→ζuΣ, b

αΣψ̄
〉

H̃−
1
2 (Σf

R),H
1
2 (Σf

R)
+
〈
T+

t1→ζt
+
1 , b

αΣψ̄
〉

H̃−
1
2 (Σf

R),H
1
2 (Σf

R)

+
〈
T+
ϕ→ζϕ, b

αΣψ̄
〉

H̃−
1
2 (Σf

R),H
1
2 (Σf

R)

)
+
( 〈
q+

1 , u1

〉
H̃−

1
2 (Σs

R),H
1
2 (Σs

R)

−
〈
q+

1 , T
+
uΣ→u1

uΣ

〉
H̃−

1
2 (Σs

R),H
1
2 (Σs

R)
−
〈
q+

1 , T
+
t1→u1

t+1
〉

H̃−
1
2 (Σs

R),H
1
2 (Σs

R)

−
〈
q+

1 , T
+
ϕ→u1

ϕ
〉

H̃−
1
2 (Σs

R),H
1
2 (Σs

R)

)
,

et enfin :

`YX(v, ψ, q−1 , q
+
1 )

:= −
〈
tiΣ, v̄Σ

〉
(H̃−

1
2 (Σs

−R))2,(H
1
2 (Σs

−R))2
+
〈
T−uΣ→tΣ

ui
Σ, v̄Σ

〉
(H̃−

1
2 (Σs

−R))2,(H
1
2 (Σs

−R))2

+
〈
T−t1→tΣ

ti1, v̄Σ

〉
(H̃−

1
2 (Σs

−R))2,(H
1
2 (Σs

−R))2
+
( 〈
q−1 , u

i
1

〉
H̃−

1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)

−
〈
q−1 , T

−
uΣ→u1

ui
Σ

〉
H̃−

1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)
−
〈
q−1 , T

−
t1→u1

ti1
〉

H̃−
1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)

)
.

Remarque 8.11 Les formes sesquilinéaires c±YX s’expriment à l’aide de séries :

c−YX

(
(u, t−1 ), (v, q−1 )

)
= −

〈
t−1 , v̄1

〉
H̃−

1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)
−
∑
n≥1

〈
uΣ, t̃

n
Σ

〉
(L2(Σs

−R))2

〈
v̄Σ, t̃

n
Σ

〉
(L2(Σs

−R))2

−
∑
n≥1

〈
t−1 , ũ

n
1

〉
H̃−

1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)

〈
v̄Σ, t̃

n
Σ

〉
(L2(Σs

−R))2 +
〈
q−1 , u1

〉
H̃−

1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)

+
∑
n≥1

〈
uΣ, t̃

n
Σ

〉
(L2(Σs

−R))2

〈
q−1 , ũ

n
1

〉
H̃−

1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)

+
∑
n≥1

〈
t−1 , ũ

n
1

〉
H̃−

1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)

〈
q−1 , ũ

n
1

〉
H̃−

1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)
,

et :

c+
YX

(
(u, ϕ, t+1 ), (v, ψ, q+

1 )
)

=
〈
t+1 , v̄1

〉
H̃−

1
2 (Σs

R),H
1
2 (Σs

R)
−
∑
n≥1

〈uΣ, t
n
Σ〉(L2(Σs

R))2 〈v̄Σ, t
n
Σ〉(L2(Σs

R))2

−
∑
n≥1

〈
t+1 , u

n
1

〉
H̃−

1
2 (Σs

R),H
1
2 (Σs

R)
〈v̄Σ, t

n
Σ〉(L2(Σs

R))2 − ρf

∑
n≥1

〈ϕ, bαΣζn〉L2(Σf
R) 〈v̄Σ, t

n
Σ〉(L2(Σs

R))2

− ρf

∑
n≥1

〈uΣ, t
n
Σ〉(L2(Σs

R))2

〈
ψ̄, bαΣζn

〉
L2(Σf

R)
− ρf

∑
n≥1

〈
t+1 , u

n
1

〉
H̃−

1
2 (Σs

R),H
1
2 (Σs

R)

〈
ψ̄, bαΣζn

〉
L2(Σf

R)

− ρ2
f

∑
n≥1

〈ϕ, bαΣζn〉L2(Σf
R)

〈
ψ̄, bαΣζn

〉
L2(Σf

R)
+
〈
q+

1 , u1

〉
H̃−

1
2 (Σs

R),H
1
2 (Σs

R)

−
∑
n≥1

〈uΣ, t
n
Σ〉(L2(Σs

R))2

〈
q+

1 , u
n
1

〉
H̃−

1
2 (Σs

R),H
1
2 (Σs

R)
−
∑
n≥1

〈t1, un1 〉H̃− 1
2 (Σs

R),H
1
2 (Σs

R)

〈
q+

1 , u
n
1

〉
H̃−

1
2 (Σs

R),H
1
2 (Σs

R)

− ρf

∑
n≥1

〈ϕ, bαΣζn〉L2(Σf
R)

〈
q+

1 , u
n
1

〉
H̃−

1
2 (Σs

R),H
1
2 (Σs

R)
.
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Lorsque le champ incident ui = ũn,+ correspond à un mode du guide gauche sortant à droite, la
forme antilinéaire `YX se simplifie en utilisant les relations de biorthogonalité :

`YX(v, ψ, q−1 , q
+
1 )

= −
〈
t̃nΣ, v̄Σ

〉
(H̃−

1
2 (Σs

−R))2,(H
1
2 (Σs

−R))2
−
〈
ũnΣ, t̃

n
Σ

〉
(L2(Σs

−R))2

〈
v̄Σ, t̃

n
Σ

〉
(L2(Σs

−R))2

−
〈
t̃n1 , ũ

n
1

〉
H̃−

1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)

〈
v̄Σ, t̃

n
Σ

〉
(L2(Σs

−R))2 +
〈
q−1 , ũ

n
1

〉
H̃−

1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)

+
〈
ũnΣ, t̃

n
Σ

〉
(L2(Σs

−R))2

〈
q−1 , ũ

n
1

〉
H̃−

1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)

+
〈
t̃n1 , ũ

n
1

〉
H̃−

1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)

〈
q−1 , ũ

n
1

〉
H̃−

1
2 (Σs

−R),H
1
2 (Σs

−R)
.

Remarque 8.12 Nous ne savons pas montrer que le problème (8.18) est bien posé. En effet, du fait
des séries infinies associées aux opérateurs YtX, il semble difficile de montrer le caractère Fredholm
du problème. Nous pourrions cependant vouloir regarder le caractère bien posé du problème
avec des opérateurs YtX tronqués. Même dans ce cas, la présence des crochets de dualité faisant
intervenir t±1 ∈ H̃−

1
2 (Σs

±R) associés à des opérateurs non compacts de L2(Σs
±R) nous empêche de

montrer ce caractère Fredholm.

8.3.4 Résultats numériques

Dans cette sous-section, nous allons présenter des résultats numériques issus d’une ap-
proximation par éléments finis de la formulation variationnelle (8.18) pour le cas particulier
d’une plaque immergée. Nous ne prendrons plus en compte les modes SH qui sont totalement
découplés des autres modes et dont la propagation dans les plaques élastiques est très bien
connue.

Troncature des opérateurs YtX

Pour résoudre de façon approchée la formulation variationnelle (8.18), il faut tout d’abord
tronquer les séries associées aux opérateurs YtX à gauche et à droite. La troncature de
l’opérateur T−Y→X à gauche ne pose pas de problème particulier. Elle se fait en prenant
en compte les Ñp modes de Lamb propagatifs et en rajoutant un nombre de modes de
Lamb inhomogènes d’autant plus important que le demi-guide gauche comporte des défauts
proches de la section de troncature Σs

−R. La troncature de l’opérateur T+
Y→X à droite est

plus compliquée et soulève des questions proches de celle de la troncature du DtN avec
recouvrement étudié dans la section 5.4 du chapitre 4 en acoustique.

Nous avons observé numériquement au chapitre 7 que les seuls modes propagatifs existant
dans une plaque élastique immergée, excepté les modes SH, sont les modes de quasi-Scholte.
Cependant, nous avons aussi observé dans la sous-section 7.4.5 que ces modes ne sont en
général plus parfaitement propagatifs lorsqu’ils sont approchés à l’aide de PML transverses
bornées. L’approximation de leur nombre d’onde longitudinal a en effet une petite partie réelle
traduisant une légère croissance ou décroissance du mode dans la direction longitudinale. Il
peut arriver que cette partie réelle ait un mauvais signe : par exemple qu’elle soit positive
pour un mode de quasi-Scholte sortant à droite. En conclusion, nous allons restreindre la
série en conservant les modes de quasi-Scholte se propageant vers la droite (leur sens de
propagation est déterminé à partir du signe de leur vitesse d’énergie même si la partie réelle
est du mauvais signe), ainsi que les modes de Lamb à fuite et modes de PML satisfaisant
−β < <e(λ) < 0 pour un réel β > 0. Nous notons Iβ l’ensemble de ces modes et Nβ := #Iβ le
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cardinal de Iβ. On écrit alors :

Nβ = NQS +NL +NPML,

où NQS est le nombre de modes de quasi-Scholte, NL le nombre de modes de Lamb à fuite
et inhomogènes, et NPML le nombre de modes de PML (incluant potentiellement des modes
parasites pour des grandes valeurs de β).

Remarque 8.13 Une question qui peut se poser à la lecture du paragraphe ci-dessus est la
suivante : pourquoi n’avoir pas utilisé la condition de Robin proposée dans la sous-section 7.4.5
pour traiter correctement les modes de quasi-Scholte avec des PML dans la direction transverse ?
Ce choix de ne pas la prendre en compte dans ce chapitre est motivé d’une part par la volonté de ne
pas alourdir la présentation, d’autre part par le fait que nous n’avons pas rencontré de situation
où la solution ne décroît pas dans la direction transverse. Ceci semble indiquer que les modes de
quasi-Scholte n’ont pas, ou très peu été excités dans les configurations que nous avons considérées.

Nous nous attendons naturellement à ce que le résultat soit de plus en plus précis
lorsque β augmente. Cependant, la présence de modes parasites, issus de la discrétisation
du problème aux valeurs propres satisfait par les modes de la plaque immergée avec PML,
détériorera l’approximation dans la partie du domaine fluide occupée par les PML.

Il est important d’étudier la convergence de la solution approchée du problème (8.18)
avec des opérateurs YtX tronqués vis-à-vis du paramètre de troncature β vers la solution
du problème initial (8.2). Pour conduire qualitativement cette étude, nous comparerons les
solutions obtenues à une solution de référence calculée à l’aide de PML longitudinales dans
une configuration où il n’y a pas de modes rétrogrades.

Paramètres des simulations

Les simulations présentées seront conduites dans une plaque d’acier partiellement immer-
gée dans de l’eau (voir la Table 7.1 pour les paramètres physiques). La fréquence considérée
est donnée par ω = 6, 28.105 rad.Hz. Le cœur a une demi-épaisseur de h0 = 1 cm et le fluide
environnant est tronqué par des PML occupant le domaine h1 < |x2| < h2 avec h1 = 2 cm et
h2 = 5 cm. Le profil des PML transverses retenu est parabolique avec η̂ = 1 + 2i. Le domaine
est tronqué avec des opérateurs YtX à gauche en x1 = −5 cm et à droite en x1 = 7, 5 cm.
Quant à la solution de référence, elle est obtenue en tronquant longitudinalement le domaine
de calcul avec des PML paraboliques de paramètre η̂ = 4 + 3i. Ces PML occupent le domaine
−7, 5 cm < x1 < −5 cm à gauche et le domaine 7, 5 cm < x1 < 10 cm à droite.

De plus, les modes des guides gauche et droit sont calculés avec des éléments finis de
Lagrange P1 sur un maillage ayant un pas de h = 0.005 cm. Les plus petites valeurs propres
λ, en notation Kondratiev, calculées sont représentées sur la Figure 8.8. Le problème (8.18)
est quant à lui discrétisé à l’aide d’éléments finis de Lagrange P2 sur un maillage de pas
h = 0.08 cm.

Dans les résultats ci-dessous, on représente dans le solide la composante transverse u2 du
champ de déplacement et dans le fluide la quantité v2/ω.
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Figure 8.8: Nombres d’onde longitudinaux λ en notation Kondratiev des modes dans une
plaque d’acier immergée dans de l’eau. Cercles rouges : modes de Lamb à fuite et inho-
mogènes, losanges bleus : modes de PML et modes parasites, carrés jaunes : modes de
quasi-Scholte. Paramètres : h0 = 1 cm, h1 = 2 cm, h2 = 5 cm, ω = 6, 28.105 rad.Hz, profil de
PML parabolique avec η̂ = 4 + 3i.

Diffraction du mode de Lamb A0 sans obstacle

Nous commençons cette étude en calculant la réponse de la structure partiellement
immergée au mode de Lamb A0 (le premier mode de Lamb antisymétrique) provenant du
demi-guide gauche. Il est visible sur la Figure 8.9 représentant le module de la solution,
que rajouter quelques modes pour des petites valeurs de β améliore la qualité de la solution
(passage de (a) à (b)). Cependant, prendre des valeurs de β plus importantes détériore la
qualité de la solution dans la partie du fluide occupée par les PML. Nous interprétons cela
par la prise en compte de modes de PML moins bien approchés, voire de modes parasites.
On peut obsever sur la Figure 8.10 représentant la partie réelle de la solution, que de légères
réflexions sont produites dans les PML au voisinage de la section de troncature. La prise en
compte de ces modes moins bien approchés ne semble néanmoins pas détériorer la qualité
de la solution dans la plaque élastique et dans le domaine fluide non occupé par les PML.

Diffraction du mode de Lamb S0 avec obstacle

Nous serons amenés par la suite à chercher à réduire au maximum la taille du domaine
de calcul pour réduire le coût des simulations. Il est alors important d’être en mesure de
tronquer le domaine de calcul au plus proche des défauts et hétérogénéités.

Pour étudier la robustesse de l’approximation de la solution avec des opérateurs YtX,
nous calculons la réponse de la structure perturbée par un défaut proche de la section droite
de troncature au mode de Lamb S0 (le premier mode de Lamb symétrique) provenant du
demi-guide gauche. Les résultats présentés sur les Figures 8.11 et 8.12 permettent de tirer les
mêmes conclusions que dans le cas sans obstacle traité ci-dessus. Ici, il est de plus possible
d’observer une légère amélioration de la qualité de la solution lorsqu’un mode de Lamb
supplémentaire est pris en compte dans les séries intervenant dans l’opérateur T+

Y→X (voir
pour cela le passage de (b) à (c) sur la Figure 8.11).
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(a) YtX avec β = 0, 1
NQS = 2, NL = 3, NPML = 4

(b) YtX avec β = 0, 8
NQS = 2, NL = 3, NPML = 12

(c) YtX avec β = 1, 5
NQS = 2, NL = 4, NPML = 18

(d) YtX avec β = 2, 0
NQS = 2, NL = 4, NPML = 22

(e) PML paraboliques avec η̂ = 4 + 3i

Figure 8.9: (a-d) Module de la solution approchée du problème (8.18) sans obstacle avec des
opérateurs YtX pour différents ordres de troncature β à droite. (e) Module de la solution
approchée du problème (8.8) avec PML longitudinales. Onde incidente : mode A0.
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(a) YtX avec β = 0, 1
NQS = 2, NL = 3, NPML = 4

(b) YtX avec β = 0, 8
NQS = 2, NL = 3, NPML = 12

(c) YtX avec β = 1, 5
NQS = 2, NL = 4, NPML = 18

(d) YtX avec β = 2, 0
NQS = 2, NL = 4, NPML = 22

(e) PML paraboliques avec η̂ = 4 + 3i

Figure 8.10: (a-d) Partie réelle de la solution approchée du problème (8.18) sans obstacle
avec des opérateurs YtX pour différents ordres de troncature β à droite. (e) Partie réelle de la
solution approchée du problème (8.8) avec PML longitudinales. Onde incidente : mode A0.

295



Chapitre 8. Problème direct dans les guides élastiques partiellement immergés

(a) YtX avec β = 0, 1
NQS = 2, NL = 3, NPML = 4

(b) YtX avec β = 0, 8
NQS = 2, NL = 3, NPML = 12

(c) YtX avec β = 1, 5
NQS = 2, NL = 4, NPML = 18

(d) YtX avec β = 2, 0
NQS = 2, NL = 4, NPML = 22

(e) PML paraboliques avec η̂ = 4 + 3i

Figure 8.11: (a-d) Module de la solution approchée du problème (8.18) en présence d’un
obstacle de Dirichlet avec des opérateurs YtX pour différents ordres de troncature β à droite.
(e) Module de la solution approchée du problème (8.8) avec PML longitudinales. Onde
incidente : mode S0.
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(a) YtX avec β = 0, 1
NQS = 2, NL = 3, NPML = 4

(b) YtX avec β = 0, 8
NQS = 2, NL = 3, NPML = 12

(c) YtX avec β = 1, 5
NQS = 2, NL = 4, NPML = 18

(d) YtX avec β = 2, 0
NQS = 2, NL = 4, NPML = 22

(e) PML paraboliques avec η̂ = 4 + 3i

Figure 8.12: (a-d) Partie réelle de la solution approchée du problème (8.18) en présence d’un
obstacle de Dirichlet avec des opérateurs YtX pour différents ordres de troncature β à droite.
(e) Partie réelle de la solution approchée du problème (8.8) avec PML longitudinales. Onde
incidente : mode S0.
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Remarque 8.14 Les observations que nous venons de faire sont purement qualitatives. De plus,
les faibles modifications de la solution lorsqu’on rajoute des modes dans les séries intervenant dans
la définition de l’opérateur T+

Y→X peuvent indiquer que ces modes sont peu excités à droite pour les
problèmes de diffractions considérés. Il serait donc intéressant de considérer des champs incidents
correspondant à des modes de Lamb d’ordre plus élevé et de quantifier les erreurs obtenues avec la
solution obtenue à l’aide de PML.

8.4 Annexe

Cette annexe est dédiée à la démonstration du caractère bien posé du problème (8.8). Nous
allons montrer que ce problème, qui est posé dans un domaine tronqué longitudinalement
par des PML, est bien posé pour des PML longitudinales dont les profils ont une petite partie
imaginaire en valeur absolue. Pour cela, nous aurons besoin de l’inégalité de Korn à poids
suivante que nous montrons dans le cas 3D. Le résultat en 2D pourra facilement s’en déduire.

Lemme 8.15

Soit Ω un ouvert borné Lipschitz de R3 et f ∈W2,∞(Ω) une fonction bornée inférieurement
et supérieurement par des constantes strictement positives. On note L2(Ω) l’espace des
tenseurs d’ordre 2 réels, symétriques, dont les composantes sont dans L2(Ω), et nous le
munissons de la norme :

‖ε‖L2(Ω) :=

(
3∑
i=1

3∑
j=1

‖εij‖2
L2(Ω)

) 1
2

.

Il existe une constante C = C(Ω, f) > 0 telle que pour tout v ∈ H1(Ω), on a l’inégalité de
type Korn :

‖v‖H1(Ω) ≤ C
(
‖v‖L2(Ω) + ‖εf (v)‖L2(Ω)

)
, (8.19)

où les normes ‖ · ‖L2(Ω) et ‖ · ‖H1(Ω) sont données par (8.1) et :

εf (v) := fε1(v) + εΣ(v),

où ε1(v) est défini par (8.4) et εΣ(v) := ε(v)− ε1(v).

Démonstration. Nous adaptons la preuve proposée dans [Cia10] en l’absence de poids. Intro-
duisons premièrement l’espace :

Ef (Ω) := {v ∈ L2(Ω) | εf (v) ∈ L2(Ω)}.

On peut montrer que cet espace, muni de la norme ‖v‖Ef (Ω) :=
(
‖v‖2

L2(Ω) + ‖εf (v)‖2
L2(Ω)

) 1
2 ,

est un espace de Hilbert. Ensuite, il est clair que H1(Ω) ⊂ Ef (Ω). Pour montrer l’inclusion
réciproque, on se donne v ∈ Ef (Ω) et on remarque, pour 1 ≤ i, k ≤ 3, que nous avons
∂xkvi ∈ H−1(Ω) puisque vi ∈ L2(Ω). De plus, il est facile de vérifier que nous avons les
égalités :

∂xj(∂xkvi) = ∂xjεik + ∂xkεij − ∂xiεjk, 1 ≤ i, j, k ≤ 3. (8.20)

Posons ∂i,f := fi∂xi avec :
f1 := f, f2 := 1 et f3 := 1.

298



8.4. Annexe

Nous avons alors :
εfij =

1

2
(∂i,fvj + ∂j,fvi), 1 ≤ i, j ≤ 3.

Dans le cas f constant, nous déduisons directement de (8.20) les relations :

∂j,f (∂k,fvi) = ∂j,fε
f
ik + ∂k,fε

f
ij − ∂i,fε

f
jk, 1 ≤ i, j, k ≤ 3. (8.21)

Lorsque f est variable, nous avons pour 1 ≤ i, j, k ≤ 3 :

∂j,f (∂k,fvi) = fjfk∂
2
xjxk

vi + fj(∂xjfk)∂xkvi, (8.22)

et : 
∂j,fε

f
ik =

1

2

(
fjfi∂

2
xjxi

vk + fjfk∂
2
xjxk

vi + fj(∂xjfi)∂xivk + fj(∂xjfk)∂xkvi
)

∂k,fε
f
ij =

1

2

(
fkfi∂

2
xkxi

vj + fkfj∂
2
xkxj

vi + fk(∂xkfi)∂xivj + fk(∂xkfj)∂xjvi
)

−∂i,fεfjk = −1

2

(
fifj∂

2
xixj

vk + fifk∂
2
xixk

vj + fi(∂xifj)∂xjvk + fi(∂xifk)∂xkvj
)
.

(8.23)

En utilisant (8.23) puis (8.22), nous avons ainsi pour 1 ≤ i, j, k ≤ 3 :

∂j,fε
f
ik + ∂k,fε

f
ij − ∂i,fε

f
jk

=
1

2

(
fj(∂xjfi)∂xivk + fk(∂xkfi)∂xivj + fk(∂xkfj)∂xjvi

− fi(∂xifj)∂xjvk − fi(∂xifk)∂xkvj
)

+ fjfk∂
2
xjxk

vi +
1

2
fj(∂xjfk)∂xkvi

=
1

2

(
fj(∂xjfi)∂xivk + fk(∂xkfi)∂xivj + fk(∂xkfj)∂xjvi

− fi(∂xifj)∂xjvk − fi(∂xifk)∂xkvj − fj(∂xjfk)∂xkvi
)

+ ∂j,f (∂k,fvi).

Réarranger cette expression donne pour 1 ≤ i, j, k ≤ 3 :

∂j,f (∂k,fvi) =
(
∂j,fε

f
ik + ∂k,fε

f
ij − ∂i,fε

f
jk

)
−1

2

(
fj(∂xjfi)∂xivk + fk(∂xkfi)∂xivj + fk(∂xkfj)∂xjvi

−fi(∂xifj)∂xjvk − fi(∂xifk)∂xkvj − fj(∂xjfk)∂xkvi
)
.

(8.24)

Montrons que ∂j,f (∂k,fvi) ∈ H−1(Ω) pour 1 ≤ i, j, k ≤ 3. On a d’une part εf ∈ L2(Ω) et
donc ∂xkε

f
ij ∈ H−1(Ω) pour 1 ≤ i, j, k ≤ 3. On a d’autre part vi ∈ L2(Ω), ce qui implique

que ∂xjvi ∈ H−1(Ω) pour 1 ≤ i, j ≤ 3. Par ailleurs, nous avons f ∈ W2,∞(Ω) et alors
fi(∂xjfk) ∈ W1,∞(Ω) pour 1 ≤ i, j, k ≤ 3. Or, le produit d’une distribution de H−1(Ω) et
d’une distribution de W1,∞(Ω) reste une distribution de H−1(Ω) (voir pour cela le Lemme
A.9). Il vient alors ∂j,fε

f
ik ∈ H−1(Ω) et fj(∂xjfi)∂xivk ∈ H−1(Ω) pour 1 ≤ i, j, k ≤ 3. Nous pou-

vons alors déduire de l’identité (8.24) que ∂j,f (∂k,fvi) ∈ H−1(Ω) pour 1 ≤ i, j, k ≤ 3. Comme
pour 1 ≤ i ≤ 3 les coefficients fi ne s’annulent pas et sont dans W2,∞(Ω), l’identité (8.22)
nous permet de voir que ∂2

xjxk
vi ∈ H−1(Ω) pour 1 ≤ i, j, k ≤ 3. Par application du Lemme de

Lions A.7, on en déduit que ∂xjvi ∈ L2(Ω) pour 1 ≤ i, j ≤ 3. Nous avons donc montré que
v ∈ H1(Ω) et donc par suite l’inclusion Ef (Ω) ⊂ H1(Ω).

Notons maintenant I l’injection de H1(Ω), muni de la norme ‖ · ‖H1(Ω), dans Ef (Ω) ⊂
H1(Ω), muni de la norme ‖·‖Ef (Ω). C’est une application linéaire bijective carEf (Ω) = H1(Ω).
Le théorème de Banach nous assure que I−1 est continue, ce qui nous donne l’inégalité de
type Korn recherchée.
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Remarque 8.16 Il est facile de montrer l’analogue du Lemme 8.15 en 2D pour une plaque. Pour
cela, on prend εf (v) := fε1(v) + ε2(v) avec ε2(v) défini par (8.4). La preuve s’adapte alors en
considérant cette fois ∂x3 = 0 avec f3 = 0. Au moment d’utiliser le Lemme de Lions A.7, il faut
enfin prendre dans son énoncé d = 2.

Il est désormais possible de montrer en 2D que le problème (8.8) est bien posé pour des
profils de PML longitudinales α1 ayant une petite partie imaginaire en valeur absolue.

Proposition 8.17

Soit Ωs
− := (−∞, 0) × Σs et ui ∈ H1

loc(Ω
s
−) un champ incident. On considère un profil de

PML longitudinal α1 := a1 + ib1 avec a1 : R2 → R et b1 : R2 → R. On suppose que la partie
réelle a1 du profil de PML vérifie les points suivants :

1. a1 ∈W2,∞(R2), (hypothèse Korn)

2. ∃c±1 > 0 tels que c−1 ≤ a1(x1, x2) ≤ c+
1 , ∀(x1, x2) ∈ R2, (hypothèse Korn et PML)

3. a1(x1, x2) = a1(x1), ∀(x1, x2) ∈ R2, (hypothèse géométrique)

4. a1(−x1, x2) = a1(x1, x2), ∀(x1, x2) ∈ R2, (hypothèse géométrique)

5. a1(x1, x2) = 1, |x1| ≤ R. (hypothèse PML).

Quant à la partie imaginaire b1 du profil de PML, on suppose qu’elle satisfait :

6. b1 ∈ C 0(R2), (hypothèse PML)

7. b1(x1, x2) < 0, |x1| > R, (hypothèse PML)

8. b1(x1, x2) = b1(x1), ∀(x1, x2) ∈ R2, (hypothèse géométrique)

9. b1(−x1, x2) = b1(x1, x2), ∀(x1, x2) ∈ R2, (hypothèse géométrique)

10. b1(x1, x2) = 0, |x1| ≤ R, (hypothèse PML).

Excepté pour un ensemble dénombrable de fréquences, il existe ε(a1, ω) > 0 tel que si
sup |b1| ≤ ε(a1, ω), alors le problème (8.8) est bien posé.

Démonstration. Nous allons conduire cette preuve en deux temps. Dans un premier temps,
nous montrerons pour α1 = a1, c’est-à-dire pour des profils de PML réels, que le problème
(8.8) est bien posé excepté pour un ensemble dénombrable de fréquences noté P(a1). Pour
ω ∈ C\P(a1), nous en déduirons dans un second temps par un argument de perturbation
que le problème (8.8) est bien posé lorsque α1 = a1 + ib1 a une partie imaginaire b1 petite en
valeur absolue.

Introduisons pour commencer les espaces suivants qui nous permettrons de prendre en
compte les conditions de transmission sur Σs

−R :

V :=
{

(v+,v−, ψ) ∈ H1
0,∂D(

.
Ωs
−R,R′)×H1(Bs

−)× H1(Ωf
0,R′) | v+|Σs

−R
− ui

|Σs
−R

= v−|Σs
−R

}
,

V 0 :=
{

(v+,v−, ψ) ∈ H1
0,∂D(

.
Ωs
−R,R′)×H1(Bs

−)× H1(Ωf
0,R′) | v+|Σs

−R
= v−|Σs

−R

}
.

Soit a1 : R2 → R une fonction partie réelle satisfaisant les hypothèses 1. à 5. et b1 : R2 → R
une fonction partie imaginaire satisfaisant les hypothèses 6. à 10. Pour un profil de PML
α1 = a1 + ib1 général, le problème (8.8) s’écrit :

Trouver (u+,u
d
−, ϕ) ∈ V tel que

a
(
(u+,u

d
−, ϕ), (v+,v−, ψ)

)
= `pml(v+,v−, ψ), ∀(v+,v−, ψ) ∈ V 0, (8.25)
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où :

a
(
(u+,u

d
−, ϕ), (v+,v−, ψ)

)
:=

∫
.
Ωs
−R,R′

α−1
1

(
σα1(u+) : εα1(v+)− ρsω

2u+ · v+

)
dx

+

∫
Bs
−

α−1
1

(
σα1(ud

−) : εα1(v−)− ρsω
2ud
− · v−

)
dx

+ρf

∫
Ωf

0,R′

(α1

α2

∂x1ϕ∂x1ψ̄ +
α2

α1

∂x2ϕ∂x2ψ̄ − (α1α2)−1k2
f ϕψ̄

)
dx

+ωρf

∫
Γsf

0,R′

α−1
1

(
ϕ(v+ · ns) + (u+ · ns)ψ̄

)
ds(x),

(8.26)

et :
`pml(v+,v−, ψ) :=

∫
Σs
−R

(σα1(ui)n1) · v+ds(x).

Nous cherchons à appliquer le théorème de Fredholm analytique. Dans cette perspective,
nous devons modifier la formulation (8.25), la solution étant cherchée dans un espace affine
tandis que les fonctions tests vivent dans l’espace vectoriel associé. Plus précisément, nous
allons écrire dans Bs

− une formulation en champ total u− := ud
− + ui. La formulation

variationnelle (8.25) est équivalente au problème :

Trouver (u+,u−, ϕ) ∈ V 0 tel que

a
(
(u+,u−, ϕ), (v+,v−, ψ)

)
= ˆ̀

pml(v+,v−, ψ), ∀(v+,v−, ψ) ∈ V 0, (8.27)

avec le second membre qui est modifié en :

ˆ̀
pml(v+,v−, ψ) := `pml(v+,v−, ψ) +

∫
Bs
−

α−1
1

(
σα1(ui) : εα1(v−)− ρsω

2ui · v−
)
dx.

Puisque ui ∈ H1
loc(Ω

s
−), il est facile de voir que ˆ̀

pml est une forme antilinéaire continue sur
V 0. Ensuite, a est une forme sesquilinéaire continue sur V 0 × V 0 pouvant se décomposer en
a = b+ c, où :

b
(
(u+,u−, ϕ), (v+,v−, ψ)

)
:=

∫
.
Ωs
−R,R′

α−1
1

(
σα1(u+) : εα1(v+) + ρsu+ · v+

)
dx

+

∫
Bs
−

α−1
1

(
σα1(u−) : εα1(v−) + ρsu− · v−

)
dx

+ρf

∫
Ωf

0,R′

(α1

α2

∂x1ϕ∂x1ψ̄ +
α2

α1

∂x2ϕ∂x2ψ̄ + (α1α2)−1ϕψ̄
)
dx,

et :

c
(
(u+,u−, ϕ), (v+,v−, ψ)

)
:= −ρs(ω

2 + 1)

∫
.
Ωs
−R,R′

α−1
1 u+ · v+dx− ρs(ω

2 + 1)

∫
Bs
−

α−1
1 u− · v−dx

−ρf

(ω2

c2
f

+ 1
)∫

Ωf
0,R′

(α1α2)−1ϕψ̄dx+ ωρf

∫
Γsf

0,R′

α−1
1

(
ϕ(v+ · ns) + (u+ · ns)ψ̄

)
ds(x).

Par le théorème de représentation de Riesz, on peut définir les opérateurs linéaires A(α1, ω),
B(α1) et C(α1, ω) de V 0 dans (V 0)F associés aux formes sesquilinéaires a, b et c.
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• Cas α1 réel

On suppose dans un premier temps que α1 est réel, on écrit alors α1 = a1. Montrons
alors que l’opérateur B(a1) est un isomorphisme. Pour cela, il suffit de montrer que la forme
sesquilinéaire b est coercive, ce qui permettra de conclure avec le lemme de Lax-Milgram.
Tout d’abord, puisque a1 et <e(α2) sont bornées inférieurement et supérieurement par des
constantes strictement positives, il existe une constante C(Ωf

0,R′) > 0 telle que :

<e
(
ρf

∫
Ωf

0,R′

( a1

α2

|∂x1ϕ|2 +
α2

a1

|∂x2ϕ|2 + (a1α2)−1|ϕ|2
)
dx
)
≥ C(Ωf

0,R′)‖ϕ‖2
H1(Ωf

0,R′ )
.

Pour contrôler les termes élastiques, nous développons d’abord :

a−1
1 σa1(u+) : εa1(u+) = λsa

−1
1 |diva1(u+)|2 + 2µsa

−1
1 εa1(u+) : εa1(u+).

Il en résulte par application de l’inégalité de Korn à poids (8.19) (prendre f = α1 qui satisfait
en particulier les hypothèses 1. et 2., qu’il existe C(

.
Ωs
−R,R′) > 0 telle que :∫

.
Ωs
−R,R′

a−1
1

(
σa1(u+) : εa1(u+) + ρsu+ · u+

)
dx

≥ inf a−1
1

(
λs‖diva1(u+)‖2

L2(
.
Ωs
−R,R′ )

+ 2µs‖εa1(u+)‖2

L2(
.
Ωs
−R,R′ )

+ ρs‖u+‖2

L2(
.
Ωs
−R,R′ )

)
≥ C(

.
Ωs
−R,R′)‖u+‖2

H1(
.
Ωs
−R,R′ )

.

L’intégrale sur Bs
− se traite de la même façon. Nous pouvons alors en conclure la coercivité

de <e(b). Par conséquent, l’opérateur linéaire B(a1) associé à la forme sesquilinéaire b est
un isomorphisme d’après le lemme de Lax-Milgram. L’opérateur C(a1, ω) associé à la forme
sesquilinéaire c est quant à lui compact pour chaque fréquence ω. L’opérateur A(a1, ω) :=
B(a1)+C(a1, ω) est donc Fredholm d’indice zéro. Il reste à montrer que l’opérateurA(a1, ω) est
inversible pour au moins une fréquence ω0 afin de pouvoir recourir au théorème de Fredholm
analytique. Pour ω0 = iτ avec τ > 0, le terme de couplage de la forme sesquilinéaire a satisfait
pour tout (u+, ϕ) ∈ H1(

.
Ωs
−R,R′)× H1(Ωf

0,R′) :

<e

(
ω0ρf

∫
Γsf

0,R′

a−1
1

(
ϕ(u+ · ns) + (u+ · ns)ϕ̄

)
ds(x)

)
= 0.

On a en outre ω2
0 = −τ 2, ce qui donne en particulier k2

f = −τ 2/c2
f et ρsω

2 = −ρsτ
2. Avec

l’expression (8.26), on voit que <e(a) est coercif en reprenant les arguments donnés pour
prouver la coercivité de <e(b). Il s’ensuit par application du lemme de Lax-Milgram que
A(a1, ω0) est un isomorphisme. D’après le Théorème A.3, on en déduit que A(a1, ω) est un
isomorphisme excepté pour un ensemble dénombrable de fréquences noté P(a1).

• Cas α1 complexe

Soit ω /∈ P(a1). La dernière étape de la preuve consiste à montrer que l’opérateur A(α1, ω)
est inversible lorsque α1 = a1 + ib1 a une partie imaginaire b1 petite en module. Pour ce faire,
on remarque d’abord qu’on a l’identité :

A(α1, ω) = A(a1, ω)
(
I +A(a1, ω)−1

(
A(α1, ω)−A(a1, ω)

))
. (8.28)
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Nous voulons estimer la norme deA(α1, ω)−A(a1, ω) pour déterminer sous quelles conditions
l’opérateur A(α1, ω) est inversible. On calcule pour cela dans Bs

− et
.
Ωs
−R,R′ :

a−1
1

(
σa1(u) : εa1(v̄)− ρsω

2u · v̄
)
− α−1

1

(
σα1(u) : εα1(v̄)− ρsω

2u · v̄
)

= λs

(
a−1

1 diva1(u)diva1(v̄)− α−1
1 divα1(u)divα1(v̄)

)
+ 2µs

(
a−1

1 εa1(u) : εa1(v̄)− α−1
1 εα1(u) : εα1(v̄)

)
− ρsω

2
(
a−1

1 − α−1
1

)
u · v̄

= λs

(
(a1 − α1)∂x1u1∂x1v1 + (a−1

1 − α−1
1 )∂x2u2∂x2v2

)
+ 2µs

(
(a1 − α1)ε1(u) : ε1(v̄) + (a−1

1 − α−1
1 )ε2(u) : ε2(v̄)

)
− ρsω

2
(
a−1

1 − α−1
1

)
u · v̄,

puis dans Ωf
0,R′ :( a1

α2

∂x1ϕ∂x1ψ̄ +
α2

a1

∂x2ϕ∂x2ψ̄ − (a1α2)−1k2
f ϕψ̄

)
−
(α1

α2

∂x1ϕ∂x1ψ̄ +
α2

α1

∂x2ϕ∂x2ψ̄ − (α1α2)−1k2
f ϕψ̄

)
= (a1 − α1)α−1

2 ∂x1ϕ∂x1ψ̄ + α2(a−1
1 − α−1

1 )∂x2ϕ∂x2ψ̄ − α−1
2 (a−1

1 − α−1
1 )k2

f ϕψ̄,

et enfin sur Γsf
0,R′ :

a−1
1

(
ϕ(v̄ · ns) + (u · ns)ψ̄

)
− α−1

1

(
ϕ(v̄ · ns) + (u · ns)ψ̄

)
= (a−1

1 − α−1
1 )
(
ϕ(v · ns) + (u · ns)ψ̄

)
.

On peut alors montrer par des calculs, que nous ne détaillons pas, qu’il existe une constante
C > 0 telle que pour E := (u+,u−, ϕ) et F =: (v+,v−, ψ) dans V 0 :∣∣∣〈(A(α1, ω)−A(a1, ω)

)
E,F

〉
V F

0,V 0

∣∣∣
= |a(E,F ;α1)− a(E,F ; a1)|
≤ C max

(
sup |a1 − α1|, sup |a−1

1 − α−1
1 |
)
‖E‖V 0‖F ‖V 0 ,

où nous avons précisé la dépendance de la forme sesquilinéaire a vis-à-vis du paramètre de
PML. Nous en déduisons alors que :

‖A(α1, ω)−A(a1, ω)‖L(V 0,V
F

0) ≤ C max
(

sup |a1 − α1|, sup |a−1
1 − α−1

1 |
)
.

Il existe alors ε(a1, ω) tel que, si α1 vérifie sup |α1 − a1| = sup |b1| ≤ ε(a1, ω) dans la partie
occupée par les PML, on a :

‖A(α1, ω)−A(a1, ω)‖L(V 0,V
F

0) < ‖A(a1, ω)‖L(V 0,V
F

0).

On en déduit finalement à partir de (8.28) que A(α1, ω) est inversible.

Remarque 8.18 Il est fort probable que ce résultat ne soit pas optimal du point de vue du profil
de PML longitudinal. Bien d’autres questions sont ouvertes. Par exemple, le problème avec PML
longitudinales approche-t-il le problème de départ (8.2) sous réserve que ce dernier soit bien posé ?
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Chapitre 9

Problème inverse dans les guides
élastiques partiellement immergés
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La résolution de problèmes inverses en interaction fluide-structure présente des diffi-
cultés supplémentaires par rapport à celle de problèmes inverses en acoustique, dont deux
exemples ont été traité aux chapitre 3 et chapitre 6. Ces difficultés proviennent entre autre
de la nature vectorielle du problème et de la prise en compte du couplage avec le fluide. De
plus, lorsqu’il s’agit de guides d’ondes comme dans notre cas, la richesse des modes est plus
grande en élasticité qu’en acoustique.

Le problème de la détermination de la forme d’un obstacle solide borné et immergé dans
un fluide infini à partir de mesures du champ lointain du champ de pression acoustique a
motivé plusieurs travaux. Parmi les méthodes développées pour résoudre ce problème, nous
pouvons retrouver des méthodes itératives [Est13 ; EHR08], mais aussi la Linear Sampling
Method (LSM) [MS09].

Dans de nombreux secteurs industriels, ce n’est pas un obstacle solide borné qu’on cherche
à caractériser, mais des défauts dans une structure élastique élancée immergée dans un fluide.

305



Chapitre 9. Problème inverse dans les guides élastiques partiellement immergés

De tels cas de figure peuvent être rencontrés par exemple dans le secteur de l’énergie. Nous
pouvons penser en effet au contrôle non destructif de la partie immergée des éoliennes
offshore [Bre+18], mais aussi au contrôle non destructif d’éléments de structures immergées
dans une cuve de réacteurs nucléaires [Baq+12]. Dans le second cas, les besoins de CND se
sont récemment accrus avec le développement de nouveaux types de réacteurs complexes tels
que les réacteurs à eau pressurisée ou à plus long terme les réacteurs nucléaires de quatrième
génération. Parmi ces projets à plus long terme, on peut mentionner les réacteurs de type
Sodium-cooled Fast Reactor System (SFR) qui pourraient utiliser du sodium liquide comme
liquide de refroidissement. Le contrôle d’éléments de la structure du réacteur immergés dans
la cuve à l’aide de capteurs immergés dans le sodium liquide pose un certain nombre de
questions du fait des conditions de température pouvant dépasser les 200°C [Baq+12]. Une
autre piste est d’effectuer des mesures en positionnant des capteurs sur la paroi extérieure de
la cuve. Puisque le diamètre de certains de ces projets de réacteur est important (16 m pour
le projet ASTRID), la paroi de la cuve peut être localement approximée par une plaque. Dans
[Kau+19b], ce sont des modes de Lamb à fuite ayant une forte atténuation qui ont été générés
depuis une plaque, dont une face est à l’air libre et une autre en contact avec le fluide, pour
inspecter une ou deux plaques parallèles à la première et de même épaisseur immergées
dans le fluide. L’émission de ces modes au niveau de la plaque accessible permet en effet
de générer des modes de Lamb à fuite dans les plaques immergées. Ces travaux ont permis
de montrer expérimentalement en condition de laboratoire que la mesure des temps de vol
des modes de Lamb à fuite générés successivement dans les différentes plaques pourrait
permettre de détecter la présence de défauts dans les plaques immergées. Plus récemment,
une méthode de retournement temporel utilisant le mode de Lamb A1 a été proposée dans
[Val+21] pour identifier des entailles dans une plaque immergée. Dans [Tak+17], ce sont
enfin les modes de Lamb à fuite A1 et S1 peu atténués et générés par des capteurs multi-
éléments qui ont été utilisés expérimentalement pour localiser des trous dans une plaque
d’aluminium immergée dans de l’eau. La prise en compte du fluide environnant la plaque
élastique dans toutes ces méthodes est importante, car elle permettrait une inspection des
réacteurs en fonctionnement, ce qui aiderait à limiter leurs arrêts. Dans un contexte applicatif
différent, le contrôle des structures immergées est aussi d’un grand intérêt dans l’industrie
pétrolière [Nic18 ; Moh+17]. Les méthodes d’imagerie que nous venons de mentionner ont
l’inconvénient d’utiliser peu de modes à basse fréquence. La résolution de l’imagerie s’en
trouve alors limitée.

Nous souhaitons ici proposer une méthode permettant de localiser et de caractériser de
façon précise des défauts dans des guides élastiques partiellement immergés. Pour cela, il
semble nécessaire d’utiliser une méthode haute fréquence. Comme aux chapitre 3 et cha-
pitre 6 pour des guides acoustiques, nous allons recourir à la LSM, qui est une méthode
d’imagerie haute fréquence. Une formulation modale de la LSM a été proposée pour la pre-
mière fois par [BLL11] dans un contexte de guide élastique fermé en régime harmonique avec
des mesures effectuées sur la section transverse du guide. Ce travail a grandement tiré parti
du formalisme XY et des relations de biorthogonalité qui en découlent. La méthode a été
étendue dans [Bar+18] aux mesures de surface dans le domaine temporel. Une démonstration
de cette procédure d’imagerie sur des données simulées puis expérimentales a été présentée
dans le cas d’une plaque isotrope à l’air libre. Dans ce chapitre, nous allons adapter cette
méthode d’imagerie à notre configuration de guide élastique partiellement immergé dans un
fluide tronqué transversalement par des PML. Nous tirerons aussi parti de la méthodologie
développée dans les deux premières parties du manuscrit pour traiter les jonctions de guides
d’ondes, ainsi que l’extension du formalisme XY aux guides élastiques immergés conduite
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au chapitre 7.

Le chapitre aura la structure suivante. Pour commencer, nous utiliserons le formalisme
XY pour donner une expression modale du tenseur de Green du guide uniforme associé
au demi-guide élastique immergé droit. Nous introduirons ensuite les champs de référence
gauche et droit pour donner une expression modale du tenseur de Green de la jonction du
demi-guide élastique gauche et du demi-guide élastique immergé droit. Dans un second
temps, nous tirerons parti de cette décomposition modale du tenseur de Green pour proposer
une formulation modale de la LSM dans une configuration de back-scattering. Autrement dit,
nous écrirons une formulation de la LSM utilisant des mesures effectuées dans la section du
demi-guide gauche en vue d’identifier des défauts dans la partie immergée de la structure,
ce qui se rapproche des situations industrielles évoquées ci-avant.

9.1 Tenseur de Green

La Linear Sampling Method requiert la connaissance de la solution fondamentale du
système d’équations aux dérivées partielles gouvernant la propagation des ondes dans le
domaine considéré. Contrairement au cas acoustique, la solution fondamentale en élasticité
n’est plus une fonction scalaire. En effet, plusieurs polarisations peuvent être considérées
pour le terme source et la réponse à ces sollicitations est un champ vectoriel. La solution
fondamentale est alors un champ tensoriel d’ordre 2 appelé tenseur de Green. En interaction
fluide-structure, le tenseur est encore plus compliqué. En effet, il faut aussi considérer toutes
les combinaisons de sollicitations dans le solide ou dans le fluide et de réponses dans le
solide ou dans le fluide. Puisque nous souhaitons proposer une formulation modale de la
LSM, nous avons besoin d’une expression modale de ce tenseur de Green. Suivant [BLL11],
nous allons définir un tenseur de Green en variables XY que nous pourrons décomposer sur
les modes en variables mixtes. Nous donnerons premièrement une expression modale des
tenseurs de Green des deux guides uniformes associés aux deux demi-guides de la jonction.
Dans un second temps, nous construirons une décomposition modale du tenseur de Green
de la structure globale, c’est-à-dire de la jonction du demi-guide élastique fermé à gauche et
du guide élastique immergé dans un fluide avec PML à droite.

9.1.1 Tenseur de Green associé au guide élastique gauche

Le tenseur de Green du guide élastique gauche est pour y ∈ W s la solution du problème :

Trouver G̃[u,σ](·,y) : W s → C3×3 tel que
−div

(
σ
(
G̃[u,σ](·,y)

))
− ρsω

2G̃[u,σ](·,y) = δyId3 dans W s

σ
(
G̃[u,σ](·,y)

)
ns = 0 sur ∂W s

G̃[u,σ](·,y) est sortant,

(9.1)

où Id3 est la matrice identité d’ordre 3.

Remarque 9.1 Dans le problème (9.1), mais aussi dans tout le reste du chapitre, les opérateurs
différentiels agissent colonne par colonne sur les tenseurs d’ordre 2.

Remarque 9.2 La notation G̃[u,σ](·,y) retenue pour représenter le tenseur des contraintes traduit
que les colonnes du tenseur correspondent aux différentes polarisations de la contrainte σ imposée
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au point source y, et que ses lignes correspondent aux différentes composantes du champ de
déplacement u dans le guide découlant de cette contrainte ponctuelle.

Pour obtenir une décomposition modale de G̃[u,σ](·,y), nous allons passer par un tenseur
de Green étendu en variables mixtes dont nous aurons besoin au moment d’écrire la LSM.
Pour faciliter la lecture de ce qui suit, nous posons :

Zs :=

(
X s

Y s

)
.

Le tenseur de Green en variables mixtes est la solution du problème :

Trouver G̃[Zs,Zs](·,y) : W s → C6×6 tel que
−∂x1G̃[Zs,Zs](·,y) +

(
0 FYs

FX s 0

)
G̃[Zs,Zs](·,y) = δyId6 dans W s

σΣ

(
G̃[Ys,Zs](·,y)

)
es = 0 sur ∂W s

G̃[tΣ,Zs](·,y) · es = 0 sur ∂W s

G̃[Zs,Zs](·,y) est sortant,

(9.2)

où Id6 est la matrice identité d’ordre 6, et les opérateurs FX s et FYs ont été définis par (7.11).

Remarque 9.3 Le tenseur G̃[Zs,Zs] a 6 colonnes puisqu’on considère des sollicitations dans les 3
composantes de X s et Y s, mais aussi 6 lignes puisqu’on considère les réponses à ces sollicitations
dans les trois variables de X s et Y s. En suivant les calculs conduits à la sous-section 7.1.1, on peut
montrer que (9.1) peut se réécrire sous la forme du problème d’évolution (9.2). Le tenseur G̃[u,σ]

s’obtient donc à partir de G̃[Zs,Zs] en sélectionnant les colonnes associées à des sollicitations en
contrainte (i.e. σ = (−t1, tΣ)) et les lignes associées à des réponses en champ de déplacement (i.e.
u = (u1,uΣ)).

Les modes du guide fermé élastique gauche qui sont sortants à droite sont notés
(λ̃n, X̃

s
n, Ỹ

s
n)n≥1 et ceux qui sont sortants à gauche (−λ̃n,−X̃s

n, Ỹ
s
n)n≥1. Pour rappel, ils sont

les solutions du problème aux valeurs propres (7.12).

Remarque 9.4 La condition de radiation de (9.2) doit se comprendre comme suit : les colonnes
de G̃[Zs,Zs](·,y) se décomposent à gauche (respectivement droite) de y sur les modes en variables
XY sortants à gauche (respectivement droite).

Sous l’Hypothèse 7.9 de complétude des modes en variables mixtes, la relation de bior-
thogonalité donnée par le Lemme 7.5 nous permet de décomposer le tenseur de Green en
variables mixtes sur les modes.

Proposition 9.5 [BLL11, Proposition 2.11]

Le tenseur de Green en variables XY solution du problème (9.2) est donné par blocs :

G̃[Zs,Zs] =

(
G̃[X s,X s] G̃[X s,Ys]

G̃[Ys,X s] G̃[Ys,Ys]

)
,
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avec : 

G̃[X s,X s](x,y) = −1

2
sgn(x1 − y1)

∑
n≥1

X̃s
n(xΣ)⊗ Ỹs

n(yΣ)eλ̃n|x1−y1|

G̃[Ys,X s](x,y) = −1

2

∑
n≥1

Ỹs
n(xΣ)⊗ Ỹs

n(yΣ)eλ̃n|x1−y1|

G̃[X s,Ys](x,y) = −1

2

∑
n≥1

X̃s
n(xΣ)⊗ X̃s

n(yΣ)eλ̃n|x1−y1|

G̃[Ys,Ys](x,y) = −1

2
sgn(x1 − y1)

∑
n≥1

Ỹs
n(xΣ)⊗ X̃s

n(yΣ)eλ̃n|x1−y1|,

où sgn(·) est la fonction signe définie par :

sgn(z) :=

{
1 si z ≥ 0

−1 si z < 0.

Les expressions développées des différents blocs s’écrivent :

G̃[X s,X s](x,y) =
∑
n≥1

 t̃n2 (xΣ)ũn2 (yΣ) t̃n2 (xΣ)ũn3 (yΣ) t̃n2 (xΣ)t̃n1 (yΣ)
t̃n3 (xΣ)ũn2 (yΣ) t̃n3 (xΣ)ũn3 (yΣ) t̃n3 (xΣ)t̃n1 (yΣ)
ũn1 (xΣ)ũn2 (yΣ) ũn1 (xΣ)ũn3 (yΣ) ũn1 (xΣ)t̃n1 (yΣ)

 p̃n(x1, y1)

G̃[Ys,X s](x,y) =
∑
n≥1

ũn2 (xΣ)ũn2 (yΣ) ũn2 (xΣ)ũn3 (yΣ) ũn2 (xΣ)t̃n1 (yΣ)
ũn3 (xΣ)ũn2 (yΣ) ũn3 (xΣ)ũn3 (yΣ) ũn3 (xΣ)t̃n1 (yΣ)
t̃n1 (xΣ)ũn2 (yΣ) t̃n1 (xΣ)ũn3 (yΣ) t̃n1 (xΣ)t̃n1 (yΣ)

 q̃n(x1, y1)

G̃[X s,Ys](x,y) =
∑
n≥1

 t̃n2 (xΣ)t̃n2 (yΣ) t̃n2 (xΣ)t̃n3 (yΣ) t̃n2 (xΣ)ũn1 (yΣ)
t̃n3 (xΣ)t̃n2 (yΣ) t̃n3 (xΣ)t̃n3 (yΣ) t̃n3 (xΣ)ũn1 (yΣ)
ũn1 (xΣ)t̃n2 (yΣ) ũn1 (xΣ)t̃n3 (yΣ) ũn1 (xΣ)ũn1 (yΣ)

 q̃n(x1, y1)

G̃[Ys,Ys](x,y) =
∑
n≥1

ũn2 (xΣ)t̃n2 (yΣ) ũn2 (xΣ)t̃n3 (yΣ) ũn2 (xΣ)ũn1 (yΣ)
ũn3 (xΣ)t̃n2 (yΣ) ũn3 (xΣ)t̃n3 (yΣ) ũn3 (xΣ)ũn1 (yΣ)
t̃n1 (xΣ)t̃n2 (yΣ) t̃n1 (xΣ)t̃n3 (yΣ) t̃n1 (xΣ)ũn1 (yΣ)

 p̃n(x1, y1)

avec :
q̃n(x1, y1) := −1

2
eλ̃n|x1−y1| et p̃n(x1, y1) := sgn(x1 − y1)q̃n(x1, y1).

Corollaire 9.6

Les blocs du tenseur de Green G̃[Zs,Zs] en variables mixtes satisfont pour tout couple de
points (x,y) ∈ (W s)2 les relations de réciprocité :

1. G̃[Ys,X s](x,y) =
(
G̃[Ys,X s]

)t

(y,x) ;

2. G̃[X s,Ys](x,y) =
(
G̃[X s,Ys]

)t

(y,x) ;

3. G̃[X s,X s](x,y) =
(
G̃[Ys,Ys]

)t

(y,x) ;

4. G̃[u,Ys](x,y) = −
(
G̃[X s,σ]

)t

(y,x).

Démonstration. Ces relations découlent directement de la Proposition 9.5.
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Le tenseur de Green G̃[u,σ](·,y) se déduit alors facilement du tenseur de Green en variables
mixtes G̃[Zs,Zs](·,y) en sélectionnant les colonnes associées aux sollicitations en contrainte et
les lignes associées aux mesures en champ de déplacement.

Proposition 9.7 [BLL11, Proposition 2.11]

Le tenseur de Green solution de (9.1) est donné par :

G̃[u,σ](x,y) =∑
n≥1

−q̃n(x1, y1)ũn1 (xΣ)ũn1 (yΣ) p̃n(x1, y1)ũn1 (xΣ)ũn2 (yΣ) p̃n(x1, y1)ũn1 (xΣ)ũn3 (yΣ)
−p̃n(x1, y1)ũn2 (xΣ)ũn1 (yΣ) q̃n(x1, y1)ũn2 (xΣ)ũn2 (yΣ) q̃n(x1, y1)ũn2 (xΣ)ũn3 (yΣ)
−p̃n(x1, y1)ũn3 (xΣ)ũn1 (yΣ) q̃n(x1, y1)ũn3 (xΣ)ũn2 (yΣ) q̃n(x1, y1)ũn3 (xΣ)ũn3 (yΣ)


avec :

q̃n(x1, y1) := −1

2
eλ̃n|x1−y1| et p̃n(x1, y1) := sgn(x1 − y1)q̃n(x1, y1).

Il satisfait pour tout (x,y) ∈ (W s)2, x 6= y, la relation de réciprocité :

G̃[u,σ](x,y) =
(
G̃[u,σ]

)t

(y,x).

9.1.2 Tenseur de Green associé au guide élastique immergé droit

Nous considérons désormais un guide élastique, occupant un domaine W s, immergé dans
un fluide tronqué transversalement par des PML, occupant un domaine W f . Pour simplifier
les notations, nous posons :

U sf :=

(
u
ϕ

)
et V sf :=

(
σ
ζ

)
,

où σ := (−t1, tΣ) représente la contrainte longitudinale dans le solide et ζ := ∂x1ϕ la
dérivée axiale du potentiel des vitesses. Le tenseur de Green de cette configuration est
pour y ∈ W s ∪W f le tenseur :

G[U sf ,V sf ](·,y) :=

(
G[u,V sf ](·,y)

G[ϕ,V sf ](·,y)

)
: W s ×W f → C4×4,

solution du problème :

Trouver G[u,V sf ](·,y) : W s → C3×4 et G[ϕ,V sf ](·,y) : W f → C1×4 tel que

−div
(
σ
(
G[u,V sf ](·,y)

))
− ρsω

2G[u,V sf ](·,y) = δyId[u,V sf ] dans W s

−ρf

(
div
(
AαΣ∇G[ϕ,V sf ](·,y)

)
+ bαΣk2

f G[ϕ,V sf ](·,y)
)

= δyId[ϕ,V sf ] dans W f

σ
(
G[u,V sf ](·,y)

)
ns = −ωρfG[ϕ,V sf ](·,y)ns sur Γsf

ω
(
G[u,V sf ](·,y) · ns

)
= ∂nsG[ϕ,V sf ](·,y) sur Γsf

∂nf
G[ϕ,V sf ](·,y) = 0 sur Γpml

G[u,V sf ](·,y) est sortant

G[ϕ,V sf ](·,y) est sortant,

(9.3)

où :

Id[u,V sf ] :=

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 et Id[ϕ,V sf ] :=
(
0 0 0 1

)
. (9.4)
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Les 3 premières colonnes du tenseur de Green G[U sf ,V sf ](·,y) correspondent aux trois polarisa-
tions possibles pour un point source vectoriel situé dans W s, tandis que la quatrième colonne
correspond à un point source scalaire situé dans W f . Les trois premières lignes correspondent
aux réponses à ces sollicitations en termes de champ de déplacement dans W s et la dernière
ligne à la réponse à ces sollicitations en termes de potentiel de vitesse dans W f .

De la même façon qu’avec un guide élastique fermé, nous allons introduire un tenseur de
Green étendu en variables mixtes. Posons :

Zsf :=

(
X sf

Y sf

)
avec X sf :=

(
X s

X f

)
et Y sf :=

(
Y s

Y f

)
.

Les composantes solides et fluides des modes définis par (7.60) dépendent de la même façon
de la variable axiale x1. Étant donné que nous souhaitons tirer parti du formalisme XY pour
décomposer le tenseur de Green sur les modes, nous allons définir la fonction de Green sur
le domaine W s×f := R× Σs × Σf . Les points de W s×f sont notés xsf := (x1,x

sf
Σ ), avec x1 ∈ R

et xsf
Σ := (xs

Σ,x
f
Σ) ∈ Σs × Σf . Pour ysf ∈ W s×f , le tenseur de Green en variables mixtes est la

solution du problème :

Trouver G[Zsf ,Zsf ](·,ysf) : W s×f → C8×8 tel que

−∂x1G[Zsf ,Zsf ](·,ysf) +

(
0 FYsf

FX sf 0

)
G[Zsf ,Zsf ](·,ysf) = ∆(ysf) dans W s×f

σΣ

(
G[Ys,Zsf ](·,ysf)

)
es = −ωρfG[ϕ,Zsf ](·,ysf)es sur Γsf

G[tΣ,Zsf ](·,ysf) · es = 0 sur Γsf

ω
(
G[u,Zsf ](·,ysf) · ns

)
= ∂nsG[ϕ,Zsf ](·,ysf) sur Γsf

∂nf
G[ϕ,Zsf ](·,ysf) = 0 sur Γpml

G[Zsf ,Zsf ](·,ysf) est sortant,

(9.5)

où :

∆(ysf) := δy1

(
IdαΣ

4 (ysf
Σ ) 0

0 IdαΣ
4 (ysf

Σ )

)
avec IdαΣ

4 (ysf
Σ ) :=


δys

Σ
0 0 0

0 δys
Σ

0 0
0 0 δys

Σ
0

0 0 0 (ρfb
αΣ)−1δyf

Σ

 ,

(9.6)
où la fonction scalaire bαΣ prenant en compte les coefficients des PML a été définie sous-
section 7.3.1. Avec cette définition du tenseur de Green en variables mixtes, en particulier
avec le choix de considérer des sollicitations dans le fluide pondérées par le facteur (ρfb

αΣ)−1,
on peut montrer en reprenant les calculs détaillés à la sous-section 7.3.3 que (9.3) se réécrit
sous la forme du problème d’évolution (9.5).

Les modes du guide droit qui sont sortants à droite sont notés (λn,X
sf
n ,Y

sf
n )n≥1 et ceux qui

sont sortants à gauche sont notés (−λn,−Xsf
n ,Y

sf
n )n≥1. Pour rappel, ce sont les solutions du

problème aux valeurs propres (7.61). Nous souhaitons décomposer le tenseur de Green en
variables mixtes sur ces modes. Avec les coordonnées de W s×f , on peut écrire pour tout n ≥ 1
et xsf

Σ := (xs
Σ,x

f
Σ) :

Xsf
n (xsf

Σ ) :=

(
Xs
n(xs

Σ)
Xf
n(xf

Σ)

)
et Ysf

n (xsf
Σ ) :=

(
Ys
n(xs

Σ)
Yf
n(xf

Σ)

)
.

Sous l’Hypothèse 7.51 de complétude des modes, on peut énoncer le résultat suivant.
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Proposition 9.8

Le tenseur de Green en variables XY solution du problème (9.5) est donné par blocs :

G[Zsf ,Zsf ] =

(
G[X sf ,X sf ] G[X sf ,Ysf ]

G[Ysf ,X sf ] G[Ysf ,Ysf ]

)
,

avec : 

G[X sf ,X sf ](x
sf ,ysf) = −1

2
sgn(x1 − y1)

∑
n≥1

Xsf
n (xsf

Σ )⊗Ysf
n (ysf

Σ )eλn|x1−y1|

G[Ysf ,X sf ](x
sf ,ysf) = −1

2

∑
n≥1

Ysf
n (xsf

Σ )⊗Ysf
n (ysf

Σ )eλn|x1−y1|

G[X sf ,Ysf ](x
sf ,ysf) = −1

2

∑
n≥1

Xsf
n (xsf

Σ )⊗Xsf
n (ysf

Σ )eλn|x1−y1|

G[Ysf ,Ysf ](x
sf ,ysf) = −1

2
sgn(x1 − y1)

∑
n≥1

Ysf
n (xsf

Σ )⊗Xsf
n (ysf

Σ )eλn|x1−y1|,

où sgn(·) est la fonction signe définie par :

sgn(z) :=

{
1 si z ≥ 0

−1 si z < 0.

Les expressions développées s’écrivent :

G[X sf ,X sf ](x
sf ,ysf) =

∑
n≥1


tn2 (xs

Σ)un2 (ys
Σ) tn2 (xs

Σ)un3 (ys
Σ) tn2 (xs

Σ)tn1 (ys
Σ) tn2 (xs

Σ)ϕn(yf
Σ)

tn3 (xs
Σ)un2 (ys

Σ) tn3 (xs
Σ)un3 (ys

Σ) tn3 (xs
Σ)tn1 (ys

Σ) tn3 (xs
Σ)ϕn(yf

Σ)
un1 (xs

Σ)un2 (ys
Σ) un1 (xs

Σ)un3 (ys
Σ) un1 (xs

Σ)tn1 (ys
Σ) un1 (xs

Σ)ϕn(yf
Σ)

ζn(xf
Σ)un2 (ys

Σ) ζn(xf
Σ)un3 (ys

Σ) ζn(xf
Σ)tn1 (ys

Σ) ζn(xf
Σ)ϕn(yf

Σ)

 pn(x1, y1)

G[Ysf ,X sf ](x
sf ,ysf) =

∑
n≥1


un2 (xs

Σ)un2 (ys
Σ) un2 (xs

Σ)un3 (ys
Σ) un2 (xs

Σ)tn1 (ys
Σ) un2 (xs

Σ)ϕn(yf
Σ)

un3 (xs
Σ)un2 (ys

Σ) un3 (xs
Σ)un3 (ys

Σ) un3 (xs
Σ)tn1 (ys

Σ) un3 (xs
Σ)ϕn(yf

Σ)
tn1 (xs

Σ)un2 (ys
Σ) tn1 (xs

Σ)un3 (ys
Σ) tn1 (xs

Σ)tn1 (ys
Σ) tn1 (xs

Σ)ϕn(yf
Σ)

ϕn(xf
Σ)un2 (ys

Σ) ϕn(xf
Σ)un3 (ys

Σ) ϕn(xf
Σ)tn1 (ys

Σ) ϕn(xf
Σ)ϕn(yf

Σ)

 qn(x1, y1)

G[X sf ,Ysf ](x
sf ,ysf) =

∑
n≥1


tn2 (xs

Σ)tn2 (ys
Σ) tn2 (xs

Σ)tn3 (ys
Σ) tn2 (xs

Σ)un1 (ys
Σ) tn2 (xs

Σ)ζn(yf
Σ)

tn3 (xs
Σ)tn2 (ys

Σ) tn3 (xs
Σ)tn3 (ys

Σ) tn3 (xs
Σ)un1 (ys

Σ) tn3 (xs
Σ)ζn(yf

Σ)
un1 (xs

Σ)tn2 (ys
Σ) un1 (xs

Σ)tn3 (ys
Σ) un1 (xs

Σ)un1 (ys
Σ) un1 (xs

Σ)ζn(yf
Σ)

ζn(xf
Σ)tn2 (ys

Σ) ζn(xf
Σ)tn3 (ys

Σ) ζn(xf
Σ)un1 (ys

Σ) ζn(xf
Σ)ζn(yf

Σ)

 qn(x1, y1)

G[Ysf ,Ysf ](x
sf ,ysf) =

∑
n≥1


un2 (xs

Σ)tn2 (ys
Σ) un2 (xs

Σ)tn3 (ys
Σ) un2 (xs

Σ)un1 (ys
Σ) un2 (xs

Σ)ζn(yf
Σ)

un3 (xs
Σ)tn2 (ys

Σ) un3 (xs
Σ)tn3 (ys

Σ) un3 (xs
Σ)un1 (ys

Σ) un3 (xs
Σ)ζn(yf

Σ)
tn1 (xs

Σ)tn2 (ys
Σ) tn1 (xs

Σ)tn3 (ys
Σ) tn1 (xs

Σ)un1 (ys
Σ) tn1 (xs

Σ)ζn(yf
Σ)

ϕn(xf
Σ)tn2 (ys

Σ) ϕn(xf
Σ)tn3 (ys

Σ) ϕn(xf
Σ)un1 (ys

Σ) ϕn(xf
Σ)ζn(yf

Σ)

 pn(x1, y1)

avec :
qn(x1, y1) := −1

2
eλn|x1−y1| et pn(x1, y1) := sgn(x1 − y1)qn(x1, y1).

Démonstration. Nous allons calculer le tenseur de Green colonne par colonne, en ne détaillant
que les calculs pour obtenir la quatrième colonne associée à une sollicitation de type ζ.
Introduisons le vecteur e4 :=

(
0 0 0 1

)t. L’Hypothèse 7.51 nous permet d’écrire pour
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(xsf ,ysf) ∈ W s×f ×W s×f satisfaisant x1 6= y1 :
G[X sf ,X sf ](x

sf ,ysf)e4 =
∑
n≥1

a1
n(x1)Xsf

n (xsf
Σ )

G[Ysf ,X sf ](x
sf ,ysf)e4 =

∑
n≥1

b1
n(x1)Ysf

n (xsf
Σ ).

Injecter ces expressions dans (9.5) donne :
∑
n≥1

(
da1

n

dx1

(x1)− λnb1
n(x1)

)
Xsf
n (xsf

Σ ) = −
(
ρfb

αΣ(ysf
Σ )
)−1

δy1(x1)δysf
Σ

(xsf
Σ )e4∑

n≥1

(
db1
n

dx1

(x1)− λna1
n(x1)

)
Ysf
n (xsf

Σ ) = 0.
(9.7)

Pour tout n ≥ 1, prendre le produit scalaire dans Hsf de la première équation de (9.7) par
les (Ysf

n )F, et de la seconde équation de (9.7) par les (Xsf
n )F, conduit à l’aide de la relation de

biorthogonalité donnée par la Proposition 7.48 à :
da1

n

dx1

(x1)− λnb1
n(x1) = −ϕn(yf

Σ)δy1(x1)

db1
n

dx1

(x1)− λna1
n(x1) = 0.

Nous obtenons ainsi pour tout n ≥ 1 l’équation :

d2b1
n

dx1

(x1)− λ2
nb

1
n(x1) = −λnϕn(yf

Σ)δy1(x1). (9.8)

Les coefficients (b1
n)n≥1 s’écrivent alors pour tout n ≥ 1 :

b1
n(x1) =

{
C−n e

−λnx1 +D−n e
λnx1 si x1 < y1

C+
n e
−λnx1 +D+

n e
λnx1 si x1 > y1.

En utilisant les conditions de radiation, nous obtenons D−n = C+
n = 0 pour tout n ∈ N. Les

constantes restantes sont quant à elles déterminées à l’aide de (9.8) et de la formule des sauts :{
a1
n(x1) = −sgn(x1 − y1)ϕn(yf

Σ)eλn|x1−z1|

b1
n(x1) = −ϕn(yf

Σ)eλn|x1−z1|.

Les autres colonnes sont calculées de façon analogue.

Corollaire 9.9

Les blocs du tenseur de Green G[Zsf ,Zsf ] en variables mixtes satisfont pour tout couple de
points (xsf ,ysf) ∈ (W s×f)2, xsf 6= ysf les relations de réciprocité :

1. G[Ysf ,X sf ](x
sf ,ysf) =

(
G[Ysf ,X sf ]

)t

(ysf ,xsf) ;

2. G[X sf ,Ysf ](x
sf ,ysf) =

(
G[X sf ,Ysf ]

)t

(ysf ,xsf) ;

3. G[X sf ,X sf ](x
sf ,ysf) =

(
G[Ysf ,Ysf ]

)t

(ysf ,xsf) ;
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4. G[U sf ,Ysf ](x
sf ,ysf) = −

(
G[X sf ,V sf ]

)t
(ysf ,xsf).

Démonstration. Ces relations découlent directement de la Proposition 9.8.

On peut en déduire une expression modale du tenseur G[U sf ,V sf ](·,y).

Corollaire 9.10

Les deux blocs du tenseur de Green solution de (9.3) sont donnés par :

G[u,V sf ](x
sf ,ysf) =∑

n≥1

−qn(x1, y1)un1 (xs
Σ)un1 (ys

Σ) pn(x1, y1)un1 (xs
Σ)un2 (ys

Σ) pn(x1, y1)un1 (xs
Σ)un3 (ys

Σ) pn(x1, y1)un1 (xs
Σ)ϕn(yf

Σ)
−pn(x1, y1)un2 (xs

Σ)un1 (ys
Σ) qn(x1, y1)un2 (xs

Σ)un2 (ys
Σ) qn(x1, y1)un2 (xs

Σ)un3 (ys
Σ) qn(x1, y1)un2 (xs

Σ)ϕn(yf
Σ)

−pn(x1, y1)un3 (xs
Σ)un1 (ys

Σ) qn(x1, y1)un3 (xs
Σ)un2 (ys

Σ) qn(x1, y1)un3 (xs
Σ)un3 (ys

Σ) qn(x1, y1)un3 (xs
Σ)ϕn(yf

Σ)


et :

G[ϕ,V sf ](x
sf ,ysf) =∑

n≥1

(
−pn(x1, y1)ϕn(xf

Σ)un1 (ys
Σ) qn(x1, y1)ϕn(xf

Σ)un2 (ys
Σ) qn(x1, y1)ϕn(xf

Σ)un3 (ys
Σ) qn(x1, y1)ϕn(xf

Σ)ϕn(yf
Σ)
)

avec :
qn(x1, y1) := −1

2
eλn|x1−y1| et pn(x1, y1) := sgn(x1 − y1)qn(x1, y1).

Pour (xsf ,ysf) ∈ (W s×f)2, xsf 6= ysf , le tenseur G[U sf ,V sf ] satisfait la relation de réciprocité :

G[U sf ,V sf ](x
sf ,ysf) =

(
G[U sf ,V sf ]

)t

(ysf ,xsf).

Démonstration. Ces expressions découlent directement de la Proposition 9.8. Il suffit de
remarquer que les colonnes de G[U sf ,V sf ](·,ysf) correspondent aux réponses en déplacement
et potentiel des vitesses à des contraintes de type −t1, t2, t3 dans le solide et ζ dans le fluide.
Sélectionner dans G[Zsf ,Zsf ](·,ysf) les lignes correspondant à u dans le solide et à ϕ dans le
fluide et les colonnes correspondant aux contraintes mentionnées ci-dessus permet d’obtenir
le tenseur de Green attendu. Les signes − dans la première colonne proviennent du fait que
le terme source est polarisé selon t1 pour le tenseur de Green en variables mixtes et selon −t1
pour le tenseur de Green de départ.

Nous venons de donner une expression modale du tenseur de Green en variables mixtes
des guides gauche et droit de la jonction. Nous allons nous appuyer sur ces expressions pour
obtenir une décomposition modale du tenseur de Green de la jonction sur les champs de
référence en variables mixtes que nous allons définir.

9.1.3 Champs de référence en variables mixtes

Les champs de référence sont les réponses en champ total de la jonction aux champs
incidents formés par les modes provenant du guide gauche ou droit. Ils ont été utilisés dans
le contexte de l’acoustique aux chapitre 3 et chapitre 6. Ici, la configuration étudiée peut être
interprétée comme la jonction d’un guide élastique fermé et d’un guide élastique immergé
tronqué transversalement par des PML, ce qui nous permet de le considérer aussi comme un
guide fermé. Le demi-guide gauche occupe le domaine Ωs

− := (−∞, 0)× Σs et le demi-guide
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9.1. Tenseur de Green

droit le domaine Ωs×f
+ := (0,+∞)× Σs × Σf . Les modes dans le guide gauche sont notés pour

x = (x1,xΣ) ∈ W s :

X̃
s

n,±(x) := ±X̃s
n(xΣ)e±λ̃nx1 , Ỹ

s

n,±(x) := Ỹs
n(xΣ)e±λ̃nx1 et Z̃

s

n,± :=
(
X̃

s

n,± Ỹ
s

n,±

)t

.

Les modes dans le guide droit sont notés pour xsf = (x1,x
sf
Σ ) ∈ W s×f :

X sf
n,±(xsf) := ±Xsf

n (xsf
Σ )e±λnx1 , X sf

n,±(xsf) := Ysf
n (xsf

Σ )e±λnx1 et Zsf
n,± :=

(
X sf

n,± Y sf
n,±
)t
.

Définition 9.11

Pour n ≥ 1, le champ de référence gauche en variables mixtes est le couple noté :

R+
n :=

(
R[−,+]

[Zs,n] , R
[+,+]

[Zsf ,n]

)
,

solution du problème de transmission :

Trouver R[−,+]
[Zs,n] : Ωs

− → C6 et R[+,+]

[Zsf ,n]
: Ωs×f

+ → C8 tel que

−∂x1R
[−,+]
[Zs,n] +

(
0 FYs

FX s 0

)
R[−,+]

[Zs,n] = 0 dans Ωs
−

σΣ

(
R[−,+]

[Ys,n]

)
es = 0 sur Γs

−

R[−,+]
[tΣ,n] · es = 0 sur Γs

−

R[−,+]
[Zs,n] − Z̃

s

n,+ est sortant

−∂x1R
[+,+]

[Zsf ,n]
+

(
0 FYsf

FX sf 0

)
R[+,+]

[Zsf ,n]
= 0 dans Ωs×f

+

σΣ

(
R[+,+]

[Ys,n]

)
es = −ωρfR[+,+]

[ϕ,n] es sur Γsf
+

R[+,+]
[tΣ,n] · es = 0 sur Γsf

+

ω
(
R[+,+]

[u,n] · ns

)
= ∂nsR

[+,+]
[ϕ,n] sur Γsf

+

∂nf
R[+,+]

[ϕ,n] = 0 sur Σf
0 ∪ Γpml

+

R[+,+]

[Zsf ,n]
est sortant

R[−,+]
[Zs,n] = R[+,+]

[Zs,n] sur Σs
0,

(9.9)

où par soucis de ne pas alourdir les notations le champ incident Z̃
s

n,+ correspond ici au
mode du guide gauche prolongé à droite par 0.

Pour n ≥ 1, le champ de référence droit en variables mixtes est le couple noté :

R−n :=
(
R[−,−]

[Zs,n] , R
[+,−]

[Zsf ,n]

)
,
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solution du problème de transmission :

Trouver R[−,−]
[Zs,n] : Ωs

− → C6 et R[+,−]

[Zsf ,n]
: Ωs×f

+ → C8 tel que

−∂x1R
[−,−]
[Zs,n] +

(
0 FYs

FX s 0

)
R[−,−]

[Zs,n] = 0 dans Ωs
−

σΣ

(
R[−,−]

[Ys,n]

)
es = 0 sur Γs

−

R[−,−]
[tΣ,n] · es = 0 sur Γs

−

R[−,−]
[Zs,n] est sortant

−∂x1R
[+,−]

[Zsf ,n]
+

(
0 FYsf

FX sf 0

)
R[+,−]

[Zsf ,n]
= 0 dans Ωs×f

+

σΣ

(
R[+,−]

[Ys,n]

)
es = −ωρfR[+,−]

[ϕ,n] es sur Γsf
+

R[+,−]
[tΣ,n] · es = 0 sur Γsf

+

ω
(
R[+,−]

[u,n] · ns

)
= ∂nsR

[+,−]
[ϕ,n] sur Γsf

+

∂nf
R[+,−]

[ϕ,n] = 0 sur Σf
0 ∪ Γpml

+

R[+,−]

[Zsf ,n]
−Zsf

n,− est sortant

R[−,−]
[Zs,n] = R[+,−]

[Zs,n] sur Σs
0,

(9.10)

où par soucis de ne pas alourdir les notations le champ incident Zsf
n,− correspond au mode

du guide droit prolongé à gauche par 0.

Remarque 9.12 La continuité en Σs
0 de la quantité Zs dans (9.9) et (9.10) traduit la continuité

du champ de déplacement et de la contrainte longitudinale associés aux champs de référence.

Remarque 9.13 La notation R[a,b]
[A,n] utilisée pour représenter les champs de référence doit se

comprendre comme suit. On considère la grandeur A du côté gauche (respectivement droit) de
la jonction si a = − (respectivement a = +), associée au champ total produit par le champ
incident formé par le mode d’indice n du guide gauche (respectivement droit) lorsque b = +
(respectivement b = −). On parle de champ de référence gauche (respectivement droit) lorsque
b = + (respectivement b = −).

Hypothèse 9.14

Les problèmes (9.9) et (9.10) sont bien posés.

9.1.4 Tenseur de Green de la jonction

Introduisons désormais le tenseur de Green de la jonction. Il y a 6 types de sollicitations
possibles dans le demi-guide gauche et 8 dans le demi-guide droit. Cela nous amène à définir
séparément les tenseurs de Green associés à des sources à gauche et à droite pour ne pas
avoir à définir des tenseurs de taille qui varie selon la position du point source.
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Cas d’un point source à gauche

Soit y ∈ Ωs
−, le tenseur de Green de la jonction en variables mixtes noté :

G−Zs(·,y) :=
(
G [−,−]

[Zs,Zs](·,y) , G [+,−]

[Zsf ,Zs]
(·,y)

)
,

est la solution du problème :

Trouver G [−,−]
[Zs,Zs](·,y) : Ωs

− → C6×6 et G [+,−]

[Zsf ,Zs]
(·,y) : Ωs×f

+ → C8×6 tel que

−∂x1G
[−,−]
[Zs,Zs](·,y) +

(
0 FYs

FX s 0

)
G [−,−]

[Zs,Zs](·,y) = δyId6 dans Ωs
−

σΣ

(
G [−,−]

[Ys,Zs](·,y)
)
es = 0 sur Γs

−

G [−,−]
[tΣ,Zs](·,y) · es = 0 sur Γs

−

G [−,−]
[Zs,Zs](·,y) est sortant

−∂x1G
[+,−]

[Zsf ,Zs]
(·,y) +

(
0 FYsf

FX sf 0

)
G [+,−]

[Zsf ,Zs]
(·,y) = 0 dans Ωs×f

+

σΣ

(
G [+,−]

[Ys,Zs](·,y)
)
es = −ωρfG [+,−]

[ϕ,Zs](·,y)es sur Γsf
+

G [+,−]
[tΣ,Zs](·,y) · es = 0 sur Γsf

+

ω
(
G [+,−]

[u,Zs](·,y) · ns

)
= ∂nsG

[+,−]
[ϕ,Zs](·,y) sur Γsf

+

∂nf
G [+,−]

[ϕ,Zs](·,y) = 0 sur Σf
0 ∪ Γpml

+

G [+,−]

[Zsf ,Zs]
(·,y) est sortant

G [−,−]
[Zs,Zs](·,y) = G [+,−]

[Zs,Zs](·,y) sur Σs
0.

(9.11)

Remarque 9.15 La notation G [s,−]
[A,B] traduit le fait qu’on considère des points source à gauche

(signe −) de polarisation B, et qu’on regarde la réponse à ces points sources au travers de la
grandeur A à gauche (respectivement droite) de la jonction si s = − (respectivement s = +).

Comme en acoustique pour un terme source à gauche (voir les Propositions 3.3 et 6.14),
le tenseur de Green de la jonction se décompose sur les champs de référence gauches.
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Proposition 9.16

Soit y ∈ Ωs
−, le tenseur de Green solution de (9.11) admet la décomposition :

• pour x ∈ Ωs
− :

G [−,−]
[Zs,Zs] =

(
G̃[X s,X s] G̃[X s,Ys]

G̃[Ys,X s] G̃[Ys,Ys]

)
+

(
G [d,−]

[X s,X s] G
[d,−]
[X s,Ys]

G [d,−]
[Ys,X s] G

[d,−]
[Ys,Ys]

)
,

avec : 

G [d,−]
[X s,X s](x,y) = −1

2

∑
n≥1

(
R[−,+]

[X s,n] − X̃
s

n,+

)
(x)⊗ Ỹ

s

n,−(y)

G [d,−]
[Ys,X s](x,y) = −1

2

∑
n≥1

(
R[−,+]

[Ys,n] − Ỹ
s

n,+

)
(x)⊗ Ỹ

s

n,−(y)

G [d,−]
[X s,Ys](x,y) =

1

2

∑
n≥1

(
R[−,+]

[X s,n] − X̃
s

n,+

)
(x)⊗ X̃

s

n,−(y)

G [d,−]
[Ys,Ys](x,y) =

1

2

∑
n≥1

(
R[−,+]

[Ys,n] − Ỹ
s

n,+

)
(x)⊗ X̃

s

n,−(y),

où G̃[Zs,Zs] est le tenseur de Green du guide uniforme gauche solution de (9.2),

• pour xsf ∈ Ωs×f
+ :

G [+,−]

[Zsf ,Zs]
=

(
G [+,−]

[X sf ,X s]
G [+,−]

[X sf ,Ys]

G [+,−]

[Ysf ,X s]
G [+,−]

[Ysf ,Ys]

)
,

avec : 

G [+,−]

[X sf ,X s]
(xsf ,y) = −1

2

∑
n≥1

R[+,+]

[X sf ,n]
(xsf)⊗ Ỹ

s

n,−(y)

G [+,−]

[Ysf ,X s]
(xsf ,y) = −1

2

∑
n≥1

R[+,+]

[Ysf ,n]
(xsf)⊗ Ỹ

s

n,−(y)

G [+,−]

[X sf ,Ys]
(xsf ,y) =

1

2

∑
n≥1

R[+,+]

[X sf ,n]
(xsf)⊗ X̃

s

n,−(y)

G [+,−]

[Ysf ,Ys]
(xsf ,y) =

1

2

∑
n≥1

R[+,+]

[Ysf ,n]
(xsf)⊗ X̃

s

n,−(y).

Démonstration. On commence par interpréter le tenseur :

G [d,−]
[Zs,Zs](·,y) := G [−,−]

[Zs,Zs](·,y)− G̃[Zs,Zs](·,y),

comme étant la partie diffractée du champ total G [−,−]
[Zs,Zs](·,y) associé au champ incident

G̃[Zs,Zs](·,y). Compte tenu du fait que G̃[Zs,Zs](·,y) est solution de (9.2), on peut réécrire le
problème (9.11) sous la forme :
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Trouver G [d,−]
[Zs,Zs](·,y) : Ωs

− → C6×6 et G [+,−]

[Zsf ,Zs]
(·,y) : Ωs×f

+ → C8×6 tel que

−∂x1G
[d,−]
[Zs,Zs](·,y) +

(
0 FYs

FX s 0

)
G [d,−]

[Zs,Zs](·,y) = 0 dans Ωs
−

σΣ

(
G [d,−]

[Ys,Zs](·,y)
)
es = 0 sur Γs

−

G [d,−]
[tΣ,Zs](·,y) · es = 0 sur Γs

−

G [d,−]
[Zs,Zs](·,y) est sortant

−∂x1G
[+,−]

[Zsf ,Zs]
(·,y) +

(
0 FYsf

FX sf 0

)
G [+,−]

[Zsf ,Zs]
(·,y) = 0 dans Ωs×f

+

σΣ

(
G [+,−]

[Ys,Zs](·,y)
)
es = −ωρfG [+,−]

[ϕ,Zs](·,y)es sur Γsf
+

G [+,−]
[tΣ,Zs](·,y) · es = 0 sur Γsf

+

ω
(
G [+,−]

[u,Zs](·,y) · ns

)
= ∂nsG

[+,−]
[ϕ,Zs](·,y) sur Γsf

+

∂nf
G [+,−]

[ϕ,Zs](·,y) = 0 sur Σf
0 ∪ Γpml

+

G [+,−]

[Zsf ,Zs]
(·,y) est sortant

G [+,−]
[Zs,Zs](·,y)− G [d,−]

[Zs,Zs](·,y) = G̃[Zs,Zs](·,y) sur Σs
0.

(9.12)

Précisons que la dernière équation de ce système traduit la continuité du champ total au
travers de la section de jonction Σs

0. Nous introduisons de façon analogue le champ :

R[d,+]
[Zs,n] := R[−,+]

[Zs,n] − Z̃
s

n,+,

correspondant à la partie diffractée de la restriction à gaucheR[−,+]
[Zs,n] du champ de référence

gauche pour le champ incident Z̃
s

n,+. Le problème (9.9) se réécrit alors :

Trouver R[d,+]
[Zs,n] : Ωs

− → C6 et R[+,+]

[Zsf ,n]
: Ωs×f

+ → C8 tel que

−∂x1R
[d,+]
[Zs,n] +

(
0 FYs

FX s 0

)
R[d,+]

[Zs,n] = 0 dans Ωs
−

σΣ

(
R[d,+]

[Ys,n]

)
es = 0 sur Γs

−

R[d,+]
[tΣ,n] · es = 0 sur Γs

−

R[d,+]
[Zs,n] est sortant

−∂x1R
[+,+]

[Zsf ,n]
+

(
0 FYsf

FX sf 0

)
R[+,+]

[Zsf ,n]
= 0 dans Ωs×f

+

σΣ

(
R[+,+]

[Ys,n]

)
es = −ωρfR[+,+]

[ϕ,n] es sur Γsf
+

R[+,+]
[tΣ,n] · es = 0 sur Γsf

+

ω
(
R[+,+]

[u,n] · ns

)
= ∂nsR

[+,+]
[ϕ,n] sur Γsf

+

∂nf
R[+,+]

[ϕ,n] = 0 sur Σf
0 ∪ Γpml

+

R[+,+]

[Zsf ,n]
est sortant

R[+,+]
[Zs,n] −R

[d,+]
[Zs,n] = Z̃

s

n,+ sur Σs
0.

(9.13)

Nous remarquons à l’aide de la Proposition 9.5, que les traces sur Σs
0 des colonnes de

G̃[Zs,Zs](·,y) sont des combinaisons linéaires des modes Z̃
s

n,+ :=
(
X̃

s

n,+ Ỹ
s

n,+

)t

. En effet,

319



Chapitre 9. Problème inverse dans les guides élastiques partiellement immergés

nous avons y1 < x1 = 0 pour x ∈ Σs
0 et y ∈ Ωs

−. Par conséquent :

G̃[X s,X s](x,y) = −1

2

∑
n≥1

X̃s
n(xΣ)⊗ Ỹs

n(yΣ)e−λ̃ny1 = −1

2

∑
n≥1

X̃
s

n,+(x)⊗ Ỹ
s

n,−(y)

G̃[Ys,X s](x,y) = −1

2

∑
n≥1

Ỹs
n(xΣ)⊗ Ỹs

n(yΣ)e−λ̃ny1 = −1

2

∑
n≥1

Ỹ
s

n,+(x)⊗ Ỹ
s

n,−(y)

G̃[X s,Ys](x,y) = −1

2

∑
n≥1

X̃s
n(xΣ)⊗ X̃s

n(yΣ)e−λ̃ny1 =
1

2

∑
n≥1

X̃
s

n,+(x)⊗ X̃
s

n,−(y)

G̃[Ys,Ys](x,y) = −1

2

∑
n≥1

Ỹs
n(xΣ)⊗ X̃s

n(yΣ)e−λ̃ny1 =
1

2

∑
n≥1

Ỹ
s

n,+(x)⊗ X̃
s

n,−(y).

Il en résulte que chaque colonne des données du problème de transmission (9.12), satisfait
par la partie diffractée du tenseur de Green, est une combinaison linéaire des données du
problème de transmission (9.13), satisfait par la partie diffractée du champ de référence
gauche. On en déduit l’expression attendue par linéarité du problème de transmission vis-à-
vis de ses données.

Cas d’un point source à droite

Soit ysf ∈ Ωs×f
+ , le tenseur de Green de la jonction en variables mixtes noté :

G+
Zsf (·,ysf) :=

(
G [−,+]

[Zs,Zsf ]
(·,ysf) , G [+,+]

[Zsf ,Zsf ]
(·,ysf)

)
,

est la solution du problème :

Trouver G [−,+]

[Zs,Zsf ]
(·,ysf) : Ωs

− → C6×8 et G [+,+]

[Zsf ,Zsf ]
(·,ysf) : Ωs×f

+ → C8×8 tel que

−∂x1G
[−,+]

[Zs,Zsf ]
(·,ysf) +

(
0 FYs

FX s 0

)
G [−,+]

[Zs,Zsf ]
(·,ysf) = 0 dans Ωs

−

σΣ

(
G [−,+]

[Ys,Zsf ]
(·,ysf)

)
es = 0 sur Γs

−

G [−,+]

[tΣ,Zsf ]
(·,ysf) · es = 0 sur Γs

−

G [−,+]

[Zs,Zsf ]
(·,ysf) est sortant

−∂x1G
[+,+]

[Zsf ,Zsf ]
(·,ysf) +

(
0 FYsf

FX sf 0

)
G [+,+]

[Zsf ,Zsf ]
(·,ysf) = ∆(ysf) dans Ωs×f

+

σΣ

(
G [+,+]

[Ys,Zsf ]
(·,ysf)

)
es = −ωρfG [+,+]

[ϕ,Zsf ]
(·,ysf)es sur Γsf

+

G [+,+]

[tΣ,Zsf ]
(·,ysf) · es = 0 sur Γsf

+

ω
(
G [+,+]

[u,Zsf ]
(·,ysf) · ns

)
= ∂nsG

[+,+]

[ϕ,Zsf ]
(·,ysf) sur Γsf

+

∂nf
G [+,+]

[ϕ,Zsf ]
(·,ysf) = 0 sur Σf

0 ∪ Γpml
+

G [+,+]

[Zsf ,Zsf ]
(·,ysf) est sortant

G [−,+]

[Zs,Zsf ]
(·,ysf) = G [+,+]

[Zs,Zsf ]
(·,ysf) sur Σs

0,

(9.14)

où ∆(ysf) est défini par (9.6).

Remarque 9.17 La notation G [a,+]
[A,B] traduit le fait qu’on considère des points source à droite (signe

+) de polarisation B, et qu’on regarde la réponse à ces points sources au travers de la grandeur A à
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gauche (respectivement droite) de la jonction si a = − (respectivement a = +).

Comme en acoustique pour un terme source à droite (voir Propositions 3.3 et 6.14), le
tenseur de Green de la jonction se décompose sur les champs de référence droits.

Proposition 9.18

Soit ysf ∈ Ωs×f
+ , le tenseur de Green solution de (9.12) admet la décomposition :

• pour x ∈ Ωs
− :

G [−,+]

[Zs,Zsf ]
=

(
G [−,+]

[X s,X sf ]
G [−,+]

[X s,Ysf ]

G [−,+]

[Ys,X sf ]
G [−,+]

[Ys,Ysf ]

)
,

avec : 

G [−,+]

[X s,X sf ]
(x,ysf) = −1

2

∑
n≥1

R[−,−]
[X s,n](x)⊗Y sf

n,+(ysf)

G [−,+]

[Ys,X sf ]
(x,ysf) = −1

2

∑
n≥1

R[−,−]
[Ys,n](x)⊗Y sf

n,+(ysf)

G [−,+]

[X s,Ysf ]
(x,ysf) =

1

2

∑
n≥1

R[−,−]
[X s,n](x)⊗X sf

n,+(ysf)

G [−,+]

[Ys,Ysf ]
(x,ysf) =

1

2

∑
n≥1

R[−,−]
[Ys,n](x)⊗X sf

n,+(ysf),

• pour xsf ∈ Ωs×f
+ :

G [+,+]

[Zs,Zsf ]
=

(
G[X sf ,X sf ] G[X sf ,Ysf ]

G[Ysf ,X sf ] G[Ysf ,Ysf ]

)
+

(
G [d,+]

[X sf ,X sf ]
G [d,+]

[X sf ,Ysf ]

G [d,+]

[Ysf ,X sf ]
G [d,+]

[Ysf ,Ysf ]

)
avec : 

G [d,+]

[X sf ,X sf ]
(xsf ,ysf) = −1

2

∑
n≥1

(
R[+,−]

[X sf ,n]
−X sf

n,−

)
(xsf)⊗Y sf

n,+(ysf)

G [d,+]

[Ysf ,X sf ]
(xsf ,ysf) = −1

2

∑
n≥1

(
R[+,−]

[Ysf ,n]
−Y sf

n,−

)
(xsf)⊗Y sf

n,+(ysf)

G [d,+]

[X sf ,Ysf ]
(xsf ,ysf) =

1

2

∑
n≥1

(
R[+,−]

[X sf ,n]
−X sf

n,−

)
(xsf)⊗X sf

n,+(ysf)

G [d,+]

[Ysf ,Ysf ]
(xsf ,ysf) =

1

2

∑
n≥1

(
R[+,−]

[Ysf ,n]
−Y sf

n,−

)
(xsf)⊗X sf

n,+(ysf),

où G[Zsf ,Zsf ] est le tenseur de Green du guide uniforme droit solution de (9.5),

Démonstration. La preuve se conduit de façon similaire à celle de la Proposition 9.16. Dans
un premier temps, il faut introduire à droite de la jonction la partie diffractée du tenseur
de Green associé au champ incident G[Zsf ,Zsf ](·,ysf) donné par la Proposition 9.8 et la partie
diffractée du champ de référence droit associée au champ incident Zsf

n,−. Écrire les problèmes
de transmission satisfaits par ces deux champs diffractés nous permet de conclure par
linéarité du problème vis-à-vis des données.

Les décompositions du tenseur de Green de la jonction sur les champs de référence don-
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nées par les Propositions 9.16 et 9.18 ne nous permettent pas de vérifier facilement l’analogue
des relations de réciprocité données par les Corollaires 9.6 et 9.9 pour les guides uniformes
gauche et droit. Nous conjecturons cependant qu’elles sont toujours satisfaites. Pour écrire,
cette conjecture précisément, nous avons besoin d’introduire de nouvelles notations. Pour
a ∈ {−,+}, nous notons :

Z(a) :=

{
Zs si a = −
Zsf si a = +.

De plus x(a) et y(a) désigneront un point de Ωs
− (respectivement de Ωs×f

+ ) si a = − (respecti-
vement a = +). Nous énonçons la conjecture suivante.

Conjecture 9.19

Le tenseur de Green de la jonction satisfait, pour (a, b) ∈ {−,+}2 avec x(a) 6= y(b), les
relations de réciprocité :

1. G [a,b]
[Y(a),X (b)](x(a),y(b)) =

(
G [b,a]

[Y(b),X (a)]

)t

(y(b),x(a)),

2. G [a,b]
[X (a),Y(b)](x(a),y(b)) =

(
G [b,a]

[X (b),Y(a)]

)t

(y(b),x(a)),

3. G [a,b]
[X (a),X (b)](x(a),y(b)) =

(
G [b,a]

[Y(b),Y(a)]

)t

(y(b),x(a)),

4. G [a,b]
[U(a),Y(b)](x(a),y(b)) = −

(
G [b,a]

[X (b),V (a)]

)t

(y(b),x(a)),

5. G [a,b]
[U(a),V (b)](x(a),y(b)) =

(
G [b,a]

[U(b),V (a)]

)t

(y(b),x(a)).

Nous noterons par la suite G
[·,·](·, ·) le tenseur de Green de la jonction. Il est défini pour

un point source y ∈ Ωs
− par G

[·,Zs]
(·, ·) := G−Zs(·,y) et pour un point source ysf ∈ Ωs×f

+ par
G

[·,Zsf ]
(·,ysf) := G+

Zsf (·,y). Ce n’est pas rigoureusement un champ tensoriel dans le sens où sa
taille dépend de la position du terme source et du point d’observation.

9.2 Linear Sampling Method modale

Maintenant que nous avons obtenu une décomposition modale du tenseur de Green de la
jonction, nous sommes en mesure de proposer une formulation modale de la LSM adaptée à
ce nouveau contexte de guide élastique partiellement immergé. Nous allons pour cela nous
appuyer sur [BLL11]. Il est important de noter que nous n’apporterons pas une justification
complète de la méthode d’imagerie pour le guide élastique partiellement immergé. Une telle
justification reposerait en effet fortement sur les relations de réciprocité exhibées dans la
Conjecture 9.19, mais qui ne sont pas démontrées. Nous obtiendrons ainsi formellement une
formulation modale de la LSM tout en donnant au fur et à mesure les ingrédients qui seraient
nécessaires à sa justification rigoureuse.

Nous cherchons à identifier un défaut dans la structure à partir de mesures de champs
diffractés obtenues sur la partie non immergée de la structure, c’est-à-dire dans le demi-guide
gauche. Ce défaut occupe un ouvert borné à frontière Lipschitz noté D. Pour simplifier la
présentation, on suppose de plus que l’obstacle est situé dans le cœur élastique de la structure,
soit D ⊂ W s := R × Σs. Il pourrait cependant tout aussi bien être situé dans la partie du
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fluide qui n’est pas occupée par les PML. On note
.
Ωs := Ωs\D le domaine solide privé du

défaut. Pour commencer, on introduit pour un terme source f à support sur ∂D le problème :

Trouver
(
u, ϕ

)
∈ H1

loc(
.
Ωs)× H1

loc(Ω
f
+) tel que

div(σ(u)) + ρsω
2u = 0 dans

.
Ωs

div(AαΣ∇ϕ) + bαΣk2
f ϕ = 0 dans Ωf

+

u = f sur ∂D
σ(u)ns = 0 sur Γs

−
σ(u)ns = −ωρfϕns sur Γsf

+

ω(u · ns) = ∇ϕ · ns sur Γsf
+

∂nf
ϕ = 0 sur Γpml

+ ∪ Σf
0

u est sortant
ϕ est sortant.

(9.15)

Hypothèse 9.20

Le problème (9.15) est bien posé pour tout terme source f ∈ H
1
2 (∂D).

Nous pouvons définir les données que nous utiliserons dans la LSM. Deux choix sont
possibles en élasticité du fait de la dualité des variables XY.

9.2.1 LSM avec des mesures de type X s

Soit y ∈
.
Ωs, on note

(
ud

Ys(·,y) , ϕd

Ys(·,y)
)

la solution de (9.15) pour le terme source

f = −G
[u,Ys]

(·,y)|∂D. Puisque le terme source est tensoriel, on a ud
Ys(·,y) ∈ (H1

loc(
.
Ωs))3×3 et

ϕd

Ys(·,y) ∈ (H1
loc(Ω

f
+))1×3. Les colonnes de ces deux tenseurs correspondent alors aux réponses

en champ diffracté aux trois sollicitations ponctuelles de type Y s dans le solide. Introduisons
l’opérateur linéaire Pu→X s : H1(W s)→ (L2(W s))2 × H1(W s) défini par :

Pu→X s(u) :=

(
tΣ

u1

)
avec

(
−t1
tΣ

)
:= σ(u)e1.

On note alors :
X s,d

Ys(·,y) := Pu→X s

(
ud

Ys(·,y)
)
.

Nous nous plaçons dans une configuration d’imagerie en back-scattering où nous n’avons
accès qu’à des mesures de champs diffractés effectuées sur une section Σs

−R := {−R} × Σs

pour un réel R > 0, choisi de sorte que D soit à sa droite. Tout comme dans [BLL11] en
configuration back-scattering, on choisit de chercher à résoudre le problème inverse à l’aide
des données multistatiques :

DX s :=
{
X s,d

Ys(x,y), (x,y) ∈
(
Σs
−R
)2
}
. (9.16)

Remarque 9.21 Le choix de ces données est motivé par le fait que, pour un guide élastique fermé,
nous avons le résultat d’unicité [BLL11, Théorème 3.1]. Il garantit que des obstacles distincts
produisent des données DX s distinctes. Pour adapter la preuve du résultat à notre configuration de
guide partiellement immergé, nous avons besoin :

1. d’une représentation intégrale de ud
Ys(·,y) que nous avons réussi à établir (voir le Lemme

9.32 en annexe de ce chapitre) ;

323



Chapitre 9. Problème inverse dans les guides élastiques partiellement immergés

2. de démontrer les relations de réciprocité 4. et 5. du tenseur de Green de la jonction données
dans la Conjecture 9.19 (elles permettraient alors de prouver l’analogue de [BLL11, Lemme
2.15] qui serait utilisé dans la preuve de l’analogue de [BLL11, Théorème 3.1]).

L’opérateur de champ proche sur lequel repose la LSM est alors défini à l’aide de ces
données. Plus précisément, c’est l’opérateur NX s : L2(Σs

−R) → L2(Σs
−R) défini pour h ∈

L2(Σs
−R) par : (

NX sh
)
(x) :=

∫
Σs
−R

X s,d
Ys(x,y)h(y)ds(y), ∀x ∈ Σs

−R. (9.17)

Comme nous l’avons expliqué au chapitre 3, la procédure d’imagerie avec la LSM consiste à
tester, en chacun des points z d’une grille d’échantillonnage recouvrant la zone à inspecter,
si la trace sur Σs

−R de la solution fondamentale associée au point source z est dans l’image de
l’opérateur de champ proche. Mais contrairement à l’acoustique où la solution fondamentale
est une distribution scalaire, la solution fondamentale en élasticité est tensorielle. Il est donc
nécessaire de choisir une polarisation particulière dans l’équation de champ proche. Soit
p ∈ R3 un tel vecteur de polarisation satisfaisant |p| = 1. L’équation de champ proche s’écrit
pour tout z ∈ W s ∪ Ωf

+ :

Trouver h ∈ L2(Σs
−R) tel que

NX sh =


(
G

[X s,Ys]
(·, z)p

)
|Σs
−R

si z ∈ W s(
G

[X s,ϕ]
(·, z)

)
|Σs
−R

si z ∈ Ωf
+.

(9.18)

Remarque 9.22 Nous ne savons plus justifier rigoureusement, comme dans [BLL11] pour un
guide élastique rectiligne, que la résolution de l’équation de champ-proche (9.18) nous permet
d’identifier des défauts. Cette justification reposait en effet sur une factorisation de l’opérateur de
champ proche et sur l’étude des propriétés des opérateurs intégraux qui interviennent dans cette
factorisation ([BLL11, Lemme 3.3] et [BLL11, Proposition 3.5]). Il nous semble possible d’adapter
la majeure partie des preuves données dans cette référence. Cependant, une partie de ces preuves
utilise la relation de réciprocité 4. de la Conjecture 9.19 du tenseur de Green que nous n’avons pas
prouvée.

Nous souhaitons ensuite proposer une formulation modale de (9.18). La première étape
est d’obtenir une décomposition modale du noyau X s,d

Ys(·, ·) de l’opérateur de champ proche.
Pour cela, nous notons pour tout n ≥ 1 les champs de référence gauches en composantes de
déplacement dans le solide et potentiel des vitesses dans le fluide :

ur
n,+ :=

{
R[−,+]

[u,n] si x1 < 0

R[+,+]
[u,n] si x1 > 0

et ϕr
n,+ := R[+,+]

[ϕ,n] .

Nous considérons ensuite pour tout n ≥ 1, les couples
(
ud
n,+ , ϕd

n,+

)
solutions de (9.15) pour

f = −
(
ur
n,+

)
|∂D. Ils correspondent à la réponse en champ diffracté de la structure perturbée

par un défaut à un champ de référence considéré comme un champ incident. Ces définitions
nous permettent d’écrire la décomposition modale suivante.
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Proposition 9.23

Pour x = (x1,xΣ) ∈
.
Ωs tel que x1 > −R et y ∈ Σs

−R, nous avons :

ud
Ys(x,y) =

1

2

∑
n≥1

ud
n,+(x)⊗X s

n,−(y).

Démonstration. Soit y ∈ Σs
−R et x = (x1,xΣ) ∈ W s avec x1 > −R. La Proposition 9.5 nous

permet de voir que :

G̃[X s,Ys](x,y) =
1

2

∑
n≥1

X̃
s

n,+(x)⊗ X̃
s

n,−(y)

G̃[Ys,Ys](x,y) =
1

2

∑
n≥1

Ỹ
s

n,+(x)⊗ X̃
s

n,−(y).

Ces deux expressions nous permettent de simplifier la décomposition modale du tenseur de
Green donnée par la Proposition 9.16 pour x1 < 0. Lorsque x1 > 0, la décomposition modale
donnée par la Proposition 9.16 n’a pas à être simplifiée. On obtient alors, après extraction des
lignes du tenseur de Green associées au champ de déplacement et au potentiel des vitesses,
les expressions modales :

G
[u,Ys]

(x,y) =
1

2

∑
n≥1

ur
n,+(x)⊗ X̃

s

n,−(y), x ∈ W s, x1 > −R

G
[ϕ,Ys]

(x,y) =
1

2

∑
n≥1

ϕr
n,+(x)⊗ X̃

s

n,−(y), x ∈ Ωf
+, x1 > −R.

Posons ensuite :

H [u,Ys](x,y) :=
1

2

∑
n≥1

ud
n,+(x)⊗ X̃

s

n,−(y), x ∈ W s, x1 > −R

H [ϕ,Ys](x,y) :=
1

2

∑
n≥1

ϕd
n,+(x)⊗ X̃

s

n,−(y), x ∈ Ωf
+, x1 > −R.

Pour tout n ≥ 1, les couples (ud
n,+ , ϕd

n,+) sont solutions de (9.15) pour f = −
(
ur
n,+

)
|∂D.

Il résulte alors directement de la linéarité du problème (9.15) que les colonnes du couple(
H [u,Ys](·,y) , H [ϕ,Ys](·,y)

)
satisfont toutes les lignes de (9.15), hormis celle donnant la

condition au bord de D qu’il reste à préciser. Pour x ∈ ∂D, nous avons :

H [u,Ys](x,y) =
1

2

∑
n≥1

ud
n,+(x)⊗ X̃

s

n,−(y) = −1

2

∑
n≥1

ur
n,+(x)⊗ X̃

s

n,−(y) = −G
[u,Ys]

(x,y).

Sous l’Hypothèse 9.20, le problème (9.20) a une unique solution. Nous avons par conséquent :

H [u,Ys](x,y) = ud
Ys(x,y), ∀x ∈

.
Ωs, x1 > −R,

ce qui est la décomposition attendue.

Nous introduisons enfin pour tout n ≥ 1 les quantités :

X s,d
n,+ := Pu→X s

(
ud
n,+

)
.
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Afin d’exploiter les données (9.16) du problème inverse, nous utilisons la Proposition 9.23 et
la linéarité de l’opérateur Pu→X s pour obtenir pour y ∈ Σs

−R la décomposition :

X s,d
Ys(x,y) =

1

2

∑
n≥1

X s,d
n,+(x)⊗ X̃

s

n,−(y), x ∈
.
Ωs, x1 > −R. (9.19)

Autrement dit, il est équivalent de mesurer directement les données DX s ou de mesurer
tous les champs diffractés

(
X s,d

n,+

)
n≥1

associés aux champs incidents formés par les modes
provenant du demi-guide gauche. Forts de ce constat, nous sommes en mesure de projeter
l’équation de champ proche (9.18) sur les modes du guide élastique gauche. Deux expressions
différentes seront proposées pour le second membre : une première compliquée obtenue en
utilisant directement l’expression du tenseur de Green donnée par la Proposition 9.16 et une
seconde plus simple obtenue en utilisant en plus la relation de réciprocité 2. de la Conjecture
9.19. Préalablement, nous notons pour X s = X s(x1,xΣ) et Ys = Ys(xΣ) :

(X s,Ys)Hs(Σs
−R) := (X s

|Σs
−R
,Ys)Hs ,

où (·, ·)Hs a été défini par (7.13). Pour tout n ≥ 1, nous posons aussi :

X s,r
n,± :=

{
R[−,±]

[X s,n] si x1 < 0

R[+,±]
[X s,n] si x1 > 0,

X f,r
n,± := R[+,±]

[X f ,n]
et X sf,r

n,± := R[+,±]

[X sf ,n]
,

les champs de référence en variables X s, X f et X sf .

Proposition 9.24

Pour h ∈ L2(Σs
−R) et z = (z1, zΣ) ∈ W s ∪Ωf

+ tel que z1 > −R, l’opérateur de champ proche
défini par (9.17) s’écrit :

NX sh =
∑
m≥1

∑
n≥1

eλ̃nR

2

(
S+
n

)−
m
hnX̃

s
m,

avec :
h =

∑
n≥1

hnỸ
s
n et

(
X s,d

n,+

)
|Σs
−R

= −
∑
m≥1

(
S+
n

)−
m

X̃s
m. (9.20)

La trace du tenseur de Green sur Σs
−R s’écrit :

• si z ∈ W s :

(
G

[X s,Ys]
(·, z)p

)
|Σs
−R

=



−
∑
n≥1

∑
m≥1

e−λ̃nz1

2
(X s,r

n,+, Ỹ
s
m)Hs(Σs

−R)

(
X̃s
n(zΣ) · p

)
X̃s
m

+
1

2

∑
m≥1

(
e−λ̃m(z1+R) − eλ̃m(z1+R)

)(
X̃s
m(zΣ) · p

)
X̃s
m

si z1 ∈ (−R, 0)∑
n≥1

∑
m≥1

eλnz1

2
(X s,r

n,−, Ỹ
s
m)Hs(Σs

−R)

(
Xs
n(zΣ) · p

)
X̃s
m

si z1 > 0,

• si z ∈ Ωf
+ : (
G

[X s,ϕ]
(·, z)

)
|Σs
−R

=
∑
n≥1

∑
m≥1

eλnz1

2
(X s,r

n,−, Ỹ
s
m)Hs(Σs

−R)X
f
n(zΣ)X̃s

m,
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ou alternativement :

• si z ∈ W s : (
G

[X s,Ys]
(·, z)p

)
|Σs
−R

= −
∑
n≥1

eλ̃nR

2

(
X s,r

n,+(z) · p
)
X̃s
n,

• si z ∈ Ωf
+ : (

G
[X s,ϕ]

(·, z)
)
|Σs
−R

= −
∑
n≥1

eλ̃nR

2
X f,r
n,+(z)X̃s

n.

Démonstration. • Expression modale de l’opérateur de champ proche

Pour commencer, on injecte l’expression modale (9.19) des données dans l’opérateur de
champ proche défini par (9.17). Cela nous donne pour x ∈ Σs

−R :

(
NX sh

)
(x) =

1

2

∑
n≥1

∫
Σs
−R

(
X s,d

n,+(x)⊗ X̃
s

n,−
)
hds(y) = −

∑
n≥1

eλ̃nR

2
X s,d

n,+(x)

∫
Σs
−R

X̃s
n · hds(y).

Sous l’Hypothèse 7.9, on peut écrire les décompositions modales (9.20). Utiliser la relation
de biorthogonalité (7.20) conduit alors à :

(
NX sh

)
(x) = −

∑
n≥1

eλ̃nR

2
X s,d

n,+(x)hn =
∑
m≥1

∑
n≥1

eλ̃nR

2

(
S+
n

)−
m
hnX̃

s
m(xΣ).

• Expression modale du tenseur de Green obtenue sans utiliser la réciprocité

Soit z = (z1, zΣ) ∈ Ωs
− tel que z1 > −R. Pour x ∈ Σs

−R, on a d’après la Proposition 9.16 :

G
[X s,Ys]

(x, z) =
1

2

∑
n≥1

X̃
s

n,−(x)⊗ X̃
s

n,+(z) +
1

2

∑
n≥1

(
X s,r

n,+ − X̃
s

n,+

)
(x)⊗ X̃

s

n,−(z).

Par conséquent :

G
[X s,Ys]

(x, z)p =
1

2

∑
n≥1

(
e−λ̃n(z1+R) − eλ̃n(z1+R)

)(
X̃s
n(zΣ) · p

)
X̃s
n(xΣ)

− 1

2

∑
n≥1

e−λ̃nz1X s,r
n,+(x)

(
X̃s
n(zΣ) · p

)
.

Décomposer X s,r
n,+ sur les modes donne enfin :(

G
[X s,Ys]

(·, z)p
)
|Σs
−R

=
1

2

∑
n≥1

(
e−λ̃n(z1+R) − eλ̃n(z1+R)

)(
X̃s
n(zΣ) · p

)
X̃s
n

−
∑
n≥1

∑
m≥1

e−λ̃nz1

2
(X s,r

n,+, Ỹ
s
m)Hs(Σs

−R)

(
X̃s
n(zΣ) · p

)
X̃s
m.

Soit zsf = (z1, z
sf
Σ ) ∈ Ωs×f

+ , la Proposition 9.18 donne pour x ∈ Σs
−R :

G
[X s,Ysf ]

(x, zsf) =
1

2

∑
n≥1

X s,r
n,−(x)⊗X sf

n,+(zsf).
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Décomposer X s,r
n,− sur les modes donne :

G
[X s,Ysf ]

(x, zsf) =
∑
n≥1

∑
m≥1

eλnz1

2
(X s,r

n,−, Ỹ
s
m)Hs(Σs

−R)X̃
s
m(xΣ)⊗Xsf

n (zsf
Σ ).

Séparer les composantes solides et fluide de Y sf :=
(
Y s Y f

)t donne ainsi :

(
G

[X s,Ys]
(·, z)p

)
|Σs
−R

=
∑
n≥1

∑
m≥1

eλnz1

2
(X s,r

n,−, Ỹ
s
m)Hs(Σs

−R)

(
Xs
n(zΣ) · p

)
X̃s
m,

et : (
G

[X s,ϕ]
(·, z)

)
|Σs
−R

=
∑
n≥1

∑
m≥1

eλnz1

2
(X s,r

n,−, Ỹ
s
m)Hs(Σs

−R)X
f
n(zΣ)X̃s

m.

• Expression modale du tenseur de Green en utilisant la réciprocité

Soit à nouveau z = (z1, zΣ) ∈ Ωs
− tel que z1 > −R et x ∈ Σs

−R. La relation de réciprocité 2.
de la Conjecture 9.19 donne :

G
[X s,Ys]

(x, z) =
(
G

[X s,Ys]

)t
(z,x).

Or, la Proposition 9.16 donne :

G
[X s,Ys]

(z,x) =
1

2

∑
n≥1

X̃
s

n,+(z)⊗ X̃
s

n,−(x) +
1

2

∑
n≥1

(
X s,r

n,+ − X̃
s

n,+

)
(z)⊗ X̃

s

n,−(x)

=
1

2

∑
n≥1

X s,r
n,+(z)⊗ X̃

s

n,−(x).

Il découle alors par transposition du produit tensoriel de deux tenseurs d’ordre 1 que :

G
[X s,Ys]

(x, z) =
1

2

∑
n≥1

X̃
s

n,−(x)⊗X s,r
n,+(z).

Il vient enfin : (
G

[X s,Ys]
(·, z)p

)
|Σs
−R

= −
∑
n≥1

eλ̃nR

2

(
X s,r

n,+(z) · p
)
X̃s
n.

Soit maintenant zsf ∈ Ωs×f
+ , la Proposition 9.16 donne :

G
[X sf ,Ys]

(zsf ,x) =
1

2

∑
n≥1

X sf,r
n,+(zsf)⊗ X̃

s

n,−(x) = −
∑
n≥1

eλ̃nR

2
X sf,r

n,+(zsf)⊗ X̃s
n(xΣ).

La relation de réciprocité 2. de la Conjecture 9.19 donne ainsi :

G
[X s,Ysf ]

(x, zsf) =
(
G

[X sf ,Ys]

)t
(zsf ,x) = −

∑
n≥1

eλ̃nR

2
X̃s
n(xΣ)⊗X sf,r

n,+(zsf).

Séparer les composantes solides et fluide de Y sf :=
(
Y s Y f

)t donne alors :

(
G

[X s,Ys]
(·, z)p

)
|Σs
−R

= −
∑
n≥1

eλ̃nR

2

(
X s,r

n,+(z) · p
)
X̃s
n,

328



9.2. Linear Sampling Method modale

et : (
G

[X s,ϕ]
(·, z)

)
|Σs
−R

= −
∑
n≥1

eλ̃nR

2
X f,r
n,+(z)X̃s

n.

Les décompositions modales de l’opérateur de champ proche et du tenseur de Green
obtenues avec la Proposition 9.24 nous permettent d’écrire une formulation modale de
l’équation de champ proche (9.18). En effet, prendre le produit scalaire de l’équation de
champ proche avec les modes (Ỹs

m)m≥1 du guide gauche nous conduit, grâce aux relations de
biorthogonalité, au système infini :

Trouver (hn)n≥1 ∈ `2(C) tel que∑
n≥1

eλ̃nR

2

(
S+
n

)−
m
hn = D−m,X s(z), ∀m ≥ 1, (9.21)

avec :

D−m,X s(z) :=



−
∑
n≥1

e−λ̃nz1

2
(X s,r

n,+, Ỹ
s
m)Hs(Σs

−R)

(
X̃s
n(zΣ) · p

)
+

1

2

(
e−λ̃m(z1+R) − eλ̃m(z1+R)

)(
X̃s
m(zΣ) · p

)
si z ∈ Ωs

− et z1 ∈ (−R, 0)

∑
n≥1

eλnz1

2
(X s,r

n,−, Ỹ
s
m)Hs(Σs

−R)

(
Xs
n(zΣ) · p

)
si z ∈ Ωs

+

∑
n≥1

eλnz1

2
(X s,r

n,−, Ỹ
s
m)Hs(Σs

−R)X
f
n(zΣ) si z ∈ Ωf

+,

(9.22)
qui s’écrit de façon équivalente en utilisant la réciprocité du tenseur de Green :

D−m,X s(z) =


−e

λ̃mR

2

(
X s,r

m,+(z) · p
)

si z ∈ W s et z1 > −R

−e
λ̃mR

2
X f,r
m,+(z) si z ∈ Ωf

+.

(9.23)

Symétriquement, on peut écrire une seconde équation de champ proche utilisant des mesures
de champs diffractés en variables Y s. Elle s’obtient de la même façon que celle utilisant des
mesures de champs diffractés en variables X s.

9.2.2 LSM avec des mesures de type Y s

Soit y ∈
.
Ωs, notons

(
ud

X s(·,y) , ϕd

X s(·,y)
)

la solution de (9.15) pour le terme source
f = −G

[u,X s]
(·,y)|∂D. Il faut introduire ensuite l’opérateur linéaire Pu→Ys : H1(W s) →

(H1(W s))2 × L2(W s) défini par :

Pu→Ys(u) :=

(
uΣ

t1

)
.
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On note alors :
Y s,d

X s(·,y) := Pu→Ys

(
ud

X s(·,y)
)
,

ce qui nous permet de définir les données utilisées pour cette deuxième équation de champ
proche :

DYs :=
{
Y s,d

X s(x,y), (x,y) ∈
(
Σs
−R
)2
}
.

La connaissance parfaite de ces données permet de reconstruire l’obstacle de façon unique de
la même façon qu’avec les données DX s . L’opérateur de champ proche avec des mesures en
variables Y s est alors l’opérateur NYs : L2(Σs

−R)→ L2(Σs
−R) défini pour h ∈ L2(Σs

−R) par :

(
NYsh

)
(x) :=

∫
Σs
−R

Y s,d
X s(x,y)h(y)ds(y), ∀x ∈ Σs

−R. (9.24)

Cela nous conduit à considérer, pour z ∈ W s ∪ Ωf
+, la seconde équation de champ proche :

Trouver h ∈ L2(Σs
−R) tel que

NYsh =


(
G

[Ys,X s]
(·, z)p

)
|Σs
−R

si z ∈ W s(
G

[Ys,ζ]
(·, z)

)
|Σs
−R

si z ∈ Ωf
+.

Pour obtenir une formulation modale du nouvel opérateur de champ proche, nous avons
besoin d’un résultat de décomposition modale de ud

X s(·,y) analogue à celui de la Proposition
9.23.

Proposition 9.25

Pour x = (x1, x2) ∈
.
Ωs tel que x1 > −R et y ∈ Σs

−R, nous avons :

ud
X s(x,y) = −1

2

∑
n≥1

ud
n,+(x)⊗Y s

n,−(y).

Démonstration. La preuve est donnée en annexe de ce chapitre (voir sous-section 9.4.2).

Cela nous permet de décomposer nos données sur des objets modaux. Introduisons en
effet pour tout n ≥ 1, comme pour la première formulation de l’équation de champ proche,
les quantités :

Y s,d
n,+

:= Pu→Ys

(
ud
n,+

)
.

La Proposition 9.25 ainsi que la linéarité de l’opérateur Pu→Ys nous permettent d’écrire pour
y ∈ Σs

−R et x ∈
.
Ωs satisfaisant x1 > −R la décomposition :

Y s,d
X s(x,y) = −1

2

∑
n≥1

Y s,d
n,+

(x)⊗ Ỹ
s

n,−(y). (9.25)

On peut alors obtenir l’analogue de la Proposition 9.24 en se contentant cette fois de donner
l’expression plus simple du second membre.

Proposition 9.26

Pour h ∈ L2(Σs
−R) et z = (z1, zΣ) ∈ W s ∪Ωf

+ tel que z1 > −R, l’opérateur de champ proche
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défini par (9.24) s’écrit :

NYsh =
∑
m≥1

∑
n≥1

eλ̃nR

2

(
S+
n

)−
m
hnỸ

s
m,

avec :
h = −

∑
n≥1

hnX̃
s
n et

(
Y s,d
n,+

)
|Σs
−R

=
∑
m≥1

(
S+
n

)−
m

Ỹs
m. (9.26)

La trace du tenseur de Green sur Σs
−R s’écrit :

• si z ∈ W s : (
G

[Ys,X s]
(·, z)p

)
|Σs
−R

= −
∑
n≥1

eλ̃nR

2

(
Y s,r
n,+(z) · p

)
Ỹs
n,

• si z ∈ Ωf
+ : (

G
[Ys,ζ]

(·, z)
)
|Σs
−R

= −
∑
n≥1

eλ̃nR

2
Y f,r
n,+(z)Ỹs

n.

Démonstration. La preuve est donnée en annexe de ce chapitre (voir sous-section 9.4.3).

Projeter l’équation de champ proche (9.24) sur les modes permet de nous ramener au
système infini :

Trouver (hn)n≥1 ∈ `2(C) tel que∑
n≥1

eλ̃nR

2

(
S+
n

)−
m
hn = D−m,Ys(z), ∀m ≥ 1, (9.27)

D−m,Ys(z) :=


−e

λ̃mR

2

(
Y s,r
m,+(z) · p

)
si z ∈ W s et z1 > −R

−e
λ̃mR

2
Y f,r
m,+(z) si z ∈ Ωf

+.

(9.28)

Remarque 9.27 Les décompositions modales (9.20) pour l’opérateur NX s et (9.26) pour l’opéra-
teur NYs conduisent au même membre de gauche dans les formulations modales (9.21) et (9.27)
des deux équations de champ proche. Pour le voir, il suffit de remarquer que pour tout n ≥ 1, les
couples

(
X s,d

n,+ , Y s,d
n,+

)
sont sortants à gauche dans le demi-guide gauche, ils peuvent ainsi s’écrire

pour x1 ≤ −R : (
X s,d

n,+

Y s,d
n,+

)
(x) =

∑
m≥1

(
s+
n

)−
m

(
−X̃s

m(xΣ)

Ỹs
m(xΣ)

)
e−λ̃nx1 .

Il est alors facile de voir que
(
S+
n

)−
m

=
(
s+
n

)−
m
e−λ̃mR.

9.3 Expériences numériques

Dans cette dernière section, nous voulons vérifier numériquement qu’il est possible
d’identifier des défauts dans une plaque élastique partiellement immergée à l’aide des deux
formulations modales de la LSM proposées précédemment. Étant donné que les modes
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SH sont découplés des autres modes et correspondent à un cas acoustique déjà traité au
chapitre 3, nous ne les prendrons ici pas en compte. Précisons dans un premier temps les
différents paramètres de simulation.

Nous considérons dans nos expériences numériques une plaque élastique de demi-
épaisseur h0 = 1 cm à l’air libre pour x1 < 0 et immergée dans un fluide pour x1 > 0.
À droite, le fluide est tronqué transversalement par des PML qui occupent le domaine
h1 < |x2| < h2, avec h1 = 2 cm et h1 = 5 cm. Par simplicité, nous faisons le choix de tronquer
longitudinalement la partie immergée de la structure avec des PML. Ce choix s’explique
par le fait que la résolution du problème direct à l’aide de l’opérateur YtX à droite a été
accomplie en dernier parmi tous les travaux présentés dans ce manuscrit. Les simulations
se feront donc à des fréquences où il n’y a pas de modes rétrogrades. Ces PML occupent
le domaine 5 cm < x1 < 7, 5 cm. La partie gauche de la structure est quant à elle tronquée
longitudinalement à l’aide d’un opérateur YtX sur la section d’abscisse x1 = −4 cm. Tous
les défauts considérés seront situés dans la bande −4 cm < x1 < 5 cm. Rappelons qu’il est
nécessaire de conduire des simulations pour synthétiser les mesures, ou autrement dit pour
résoudre le problème direct en présence d’un obstacle, mais aussi pour calculer les champs
de référence utilisés pour évaluer le tenseur de Green intervenant dans la résolution du
problème inverse. Pour amoindrir le risque de crime inverse, nous choisissons des profils de
PML distincts pour résoudre les problèmes direct et inverse. Pour le problème direct, nous
choisirons les mêmes paramètres de PML que dans la sous-section 8.2.2. Plus précisément,
nous retenons pour la résolution du problème direct des PML transverses et longitudinales
ayant un profil parabolique avec η̂ = 1 + 2i pour les premières et η̂ = 4 + 3i pour les secondes.
Pour résoudre le problème inverse, nous choisissons d’utiliser pour les PML longitudinale
et transverse un profil abrupt avec α∞ = e−iπ/3. Différents couples de solide / fluide seront
étudiés. Les paramètres physiques les caractérisants sont indiqués dans la Table 7.1.

Précisons ensuite les paramètres de discrétisation. Les champs diffractés pour le problème
direct et les champs de référence pour le problème inverse sont approchés à l’aide d’éléments
finis de Lagrange P2. Les pas de maillage hf dans le fluide et hs dans le solide sont donnés
par :

hf = min(0, 08 ; 2π/(8kf)) et hs = min(0, 08 ; 2π/(8ks)),

garantissant au moins 8 points de discrétisation par longueurs d’ondes dans le fluide et
dans le solide, et ce à la fois pour les ondes de cisaillement et pour les ondes de pression
dans le second cas puisque kp < ks. Les modes utilisés pour calculer l’opérateur YtX à
gauche sont approchés à l’aide d’éléments finis de Lagrange P1 avec un pas de maillage de
h = min(0, 005 ; hs). Nous tronquons la série définissant l’opérateur YtX à gauche en ne
conservant que 40 modes. Cela permettra dans les simulations à venir de considérer tous les
modes de Lamb propagatifs ainsi qu’une vingtaine de modes de Lamb inhomogènes.

L’étude conduite à la sous-section 6.3.1 a montré, dans le cas acoustique, qu’il est plus
simple d’utiliser les expressions du second membre de la LSM obtenues en utilisant la récipro-
cité de la solution fondamentale. Nous allons donc utiliser l’expression (9.23) (respectivement
(9.28)) des seconds membres de la LSM modale pour des mesures de type X s (respectivement
de type Y s). De plus, les systèmes infinis (9.21) et (9.27), avec les seconds membres (9.23) et
(9.28), sont tronqués en restreignant les indices n et m au nombre de modes propagatifs du
guide élastique gauche noté Ñp.

Enfin, les données obtenues numériquement seront bruitées avec un taux de bruit relatif
égal à σ = 0, 05 correspondant donc à 5% de bruit. L’équation de champ proche est régularisée

332



9.3. Expériences numériques

en utilisant Tikhonov-Morozov selon la procédure détaillée à la sous-section 3.4.1.

9.3.1 Choix de la polarisation

Nous avons vu que le caractère tensoriel de la solution fondamentale en élasticité nécessite
le choix d’une polarisation p pour la résolution de l’équation de champ proche. Puisque nous
ne prenons ici pas en compte les modes SH, nous avons p ∈ R2. Pour simplifier l’interpréta-
tion des résultats, nous choisirons p = (1 0)t ou p = (0 1)t. En outre, deux équations de champ
proche ayant des seconds membres différents ont été proposées selon la nature des mesures
(X s ou Y s). Un choix important pour le second membre s’offre ainsi à nous. Ces choix ne sont
pas tous équivalents, d’une part par ce qu’ils représentent physiquement, d’autre part par
ce qu’ils impliquent des traitements numériques différents. Par exemple, nous n’avons pas
directement accès aux polarisations qui correspondent à des contraintes dans le solide ou
dans le fluide. En effet, les champs de référence sont calculés dans le volume en champ de
déplacement dans le solide et en potentiel des vitesses dans le fluide. Pour obtenir les champs
de référence en contraintes, il faut alors dériver numériquement les champs de référence
évalués en champ de déplacement / potentiel des vitesses, ce qui en pratique se fait de façon
variationnelle par éléments finis.

Dans les exemples qui suivent, on se place dans le cas d’une plaque d’acier partiellement
immergée dans de l’eau à une fréquence angulaire donnée par ω = 62, 83.105 rad.Hz, à
laquelle il y a Ñp = 20 modes propagatifs à gauche. On cherche à identifier un obstacle de
Dirichlet en forme de triangle dans le solide ou un obstacle de Dirichlet en forme de disque
dans le fluide.

(a) Polarisation dans le solide : t2, dans le fluide :
ζ. Obstacle de Dirichlet dans le solide.

(b) Polarisation dans le solide : u1, dans le fluide :
ζ. Obstacle de Dirichlet dans le solide.

(c) Polarisation dans le solide : u1, dans le fluide :
ζ. Obstacle de Dirichlet dans le fluide.

Figure 9.1: Choix de différentes polarisations du tenseur de Green en variables X sf =
(t2, u1, ζ).
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(a) Polarisation dans le solide : u2, dans le fluide :
ϕ. Obstacle de Dirichlet dans le solide.

(b) Polarisation dans le solide : t1, dans le fluide :
ϕ. Obstacle de Dirichlet dans le solide.

(c) Polarisation dans le solide : t1, dans le fluide :
ϕ. Obstacle de Dirichlet dans le fluide.

Figure 9.2: Choix de différentes polarisations du tenseur de Green en variables Y sf =
(u2, t1, ϕ).

Les résultats présentés sur les Figures 9.1 et 9.2 montrent que toutes les polarisations
considérées permettent de détecter les défauts. Elles ne permettent cependant pas toutes
d’obtenir des reconstructions de qualités équivalentes. Par exemple, la reconstruction d’un
obstacle de Dirichlet dans le solide obtenue en utilisant la polarisation t2 est un peu moins
bonne que celles obtenues avec les autres polarisations. Pour ce qui est de l’identification d’un
obstacle de Dirichlet dans le fluide, elle est comme on pouvait s’y attendre moins bonne que
pour un obstacle dans le solide. Bien qu’il soit moins bien caractérisé, on arrive néanmoins
à le localiser sur une demi-bande partant de la plaque élastique. De plus, la polarisation ζ
donne des résultats qui sont légèrement moins bons qu’avec la polarisation ϕ.

Il est difficile de tirer des conclusions précises quant aux performances relatives des
différentes polarisations à partir de ce seul exemple. Pour un guide fermé présentant une
fissure, une procédure permettant de déterminer la polarisation optimale a été présentée
dans [BL13]. Nous choisirons cependant pour la suite de ce travail la polarisation u2 dans le
solide et ϕ dans le fluide associée à l’équation de champ proche (9.27). Ce choix est suggéré
par les bons résultats qu’il a permis sur les figures ci-dessus, mais aussi par le fait qu’il ne
nécessite pas la résolution d’un système linéaire supplémentaire pour calculer le champ de
référence en contraintes.

9.3.2 Impact des matériaux sur la qualité de la reconstruction d’un obs-
tacle volumique dans le solide

Il est intéressant d’un point de vue applicatif d’étudier l’impact des matériaux solide et
fluide sur la qualité de reconstruction des défauts. Pour un obstacle de Dirichlet seul dans le
solide, nous avons représenté sur la Figure 9.3 les résultats obtenus pour plusieurs couples de
solides et fluides. Nous pouvons observer que les résultats d’imagerie sont légèrement moins
bons dans une plaque d’aluminium que dans une plaque d’acier qui a une densité volumique
plus importante. De plus, le cas de la plaque d’aluminium semble indiquer qu’il est un peu
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plus difficile d’imager un défaut lorsque la plaque est immergée dans du sodium liquide par
rapport à de l’eau. Pour interpréter ce résultat, on peut se référer à la Figure 7.8 présentant
les nombres d’onde longitudinaux associés dans une plaque de même dimension, mais à une
fréquence différente. Nous pouvons en effet y voir que le sodium induit une atténuation plus
importante des modes de Lamb à fuite que l’eau. Ce phénomène est plus marqué pour une
plaque d’aluminium que pour une plaque d’acier.

(a) solide : aluminium, fluide : sodium liquide (b) solide : aluminium, fluide : eau

(c) solide : acier, fluide : sodium liquide (d) solide : acier, fluide : eau

Figure 9.3: Identification d’un obstacle de Dirichlet en forme de disque pour différents
choix de matériaux. Polarisation du tenseur de Green : u2 dans le solide et ϕ dans le fluide.
Fréquence : ω = 62.3.105 rad.Hz. Nombre de modes propagatifs à gauche : Ñp = 20.

9.3.3 Impact des matériaux sur la qualité de la reconstruction d’un obs-
tacle de surface dans le solide

Jusqu’à présent, nous avons considéré des obstacles volumiques de type Dirichlet qui
n’existent pas en pratique. Il est beaucoup plus intéressant de rechercher des défauts de type
corrosion ou de type dépôt sur la surface de la partie immergée de la structure. Dans les deux
cas, nous ne faisons que déformer localement l’interface Γsf entre le solide et le fluide. Pour
s’approcher encore davantage d’un défaut réel dans le cas du dépôt, il faudrait aussi modifier
les propriétés du volume solide supplémentaire. Sur les Figures 9.4 et 9.5, nous pouvons
observer des résultats d’imagerie proches de ceux obtenus ci-dessus pour un obstacle de
Dirichlet dans le fluide. Autrement dit, la position du défaut est correctement retrouvée
par l’intermédiaire d’une demi-bande qui apparaît dans le fluide. Dans ce cas, l’origine de
cette demi-bande sur la plaque coïncide avec l’emplacement du défaut. Pour le défaut de
type corrosion, l’échantillonnage seul dans le volume occupé par la plaque non perturbée
n’est pas suffisant pour localiser de façon précise le défaut. Une autre observation peut être
effectuée pour les deux types de défauts : il est plus facile d’imager en présence d’eau qu’en
présence de sodium liquide qui atténue davantage les ondes élastiques qui se propagent dans
la plaque.
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(a) solide : aluminium, fluide : sodium liquide (b) solide : aluminium, fluide : eau

(c) solide : acier, fluide : sodium liquide (d) solide : acier, fluide : eau

Figure 9.4: Identification d’un défaut de type dépôt de forme rectangulaire. Polarisation
du tenseur de Green : u2 dans le solide et ϕ dans le fluide. Fréquence : ω = 62.3.105 rad.Hz.
Nombre de modes propagatifs à gauche : Ñp = 20.

(a) solide : aluminium, fluide : sodium liquide (b) solide : aluminium, fluide : eau

(c) solide : acier, fluide : sodium liquide (d) solide : acier, fluide : eau

Figure 9.5: Identification d’un défaut de type corrosion de forme rectangulaire. Polarisation
du tenseur de Green : u2 dans le solide et ϕ dans le fluide. Fréquence : ω = 62.3.105 rad.Hz.
Nombre de modes propagatifs à gauche : Ñp = 20.

Remarque 9.28 La LSM n’a pas été justifiée dans ce manuscrit pour notre configuration de guide
d’ondes élastique partiellement immergé. Cependant, nous avons des raisons de penser qu’il est
possible de le faire dans le cas d’obstacles volumiques comme cela a été expliqué avec les Remarques
9.21 et 9.22. Mais ici, la justification de la LSM pour des déformations de l’interface entre le solide
et le fluide semble encore moins évidente. Les résultats d’imagerie présentés ci-dessus doivent ainsi
être regardés comme des résultats exploratoires.
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9.3.4 Impact de la fréquence et identification simultanée de défauts dans
le cœur et la gaine

Pour conclure notre étude numérique, nous étudions simultanément deux choses : l’im-
pact de la fréquence sur la qualité de la reconstruction des défauts et en même temps la
possibilité d’imager simultanément un obstacle dans le solide et dans le fluide.

(a) Ñp = 12 (b) Ñp = 16

(c) Ñp = 20

Figure 9.6: Identification simultanée d’un obstacle de Dirichlet en forme de triangle dans le
solide et d’un obstacle de Dirichlet en forme de disque dans le fluide à différentes fréquences.
Solide : acier, fluide : eau. Polarisation du tenseur de Green : u2 dans le solide et ϕ dans le
fluide.

Tout d’abord, la Figure 9.6 montre qu’il n’est pas possible d’identifier un obstacle dans
le fluide lorsqu’il y en a déjà un présent dans le solide. Il s’agit probablement d’un effet de
contraste qui pourrait être traité en en proposant une méthode d’échantillonnage itérative
(i.e. conduire un deuxième échantillonnage utilisant des champs de référence prenant en
compte le premier obstacle détecté). Ensuite, on retrouve bien le comportement bien connu
de la LSM vis-à-vis de la fréquence, à savoir : la qualité de reconstruction augmente avec la
fréquence (ou de façon équivalente le nombre de modes propagatifs Ñp), sous réserve que le
pas de discrétisation est suffisant.

9.4 Annexes

9.4.1 Représentation intégrale

Nous donnons ici une formule de représentation intégrale pour un guide élastique par-
tiellement immergé qui aiderait à montrer l’unicité du problème inverse (voir la Remarque
9.21).
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Lemme 9.29

Soit Ω un domaine borné de Rd, 1 ≤ d ≤ 3, borné à frontière Lipschitz. Soit A : Ω→ Cd×d

un tenseur ayant des composantes dans L∞(Ω). Alors pour ϕ et ψ dans H1(Ω) tels que
div(A∇ϕ) et div(A∇ψ) sont dans L2(Ω), on a :∫

Ω

(
div(A∇ϕ)ψ − div(A∇ψ)ϕ

)
dx =

∫
∂Ω

(
(A∇ϕ)nfψ − (A∇ψ)nfϕ

)
ds(x),

où nf est la normale unitaire sortante à Ω.

Lemme 9.30

Soit Ω un domaine borné de Rd, 1 ≤ d ≤ 3, borné à frontière Lipschitz. Pour u et v
appartenant à H1(Ω) tels que div(σ(u)) et div(σ(v)) sont dans L2(Ω), on a :∫

Ω

(
div(σ(u)) · v − div(σ(v)) · u

)
dx =

∫
∂Ω

(
σ(u)ns · v − σ(v)ns · u

)
ds(x),

où ns est la normale unitaire sortante à Ω.

Remarque 9.31 Les intégrales surfaciques dans les Lemmes 9.29 et 9.30 sont à interpréter
comme des crochets de dualité entre les espaces H−

1
2 (∂Ω) et H

1
2 (∂Ω).

Lemme 9.32

Soit (u, ϕ) la solution de (9.15) associée à un terme source f ∈ H
1
2 (∂D). On a les formules

de représentation intégrale :

• pour x ∈
.
Ωs :

u(x) = −
∫
∂D

(
T s
y

(
G

[u,σ]
(y,x)

)
· u(y)− G

[u,σ]
(y,x) · T s

yu(y)
)

ds(y),

• pour x ∈ Ωf
+ :

ϕ(x) = −
∫
∂D

(
T s
y

(
G

[u,ζ]
(y,x)

)
· u(y)− G

[u,ζ]
(y,x) · T s

yu(y)
)

ds(y).

Pour un ouvert borné O connexe à frontière régulière de normale entrante nO,
T s
z· := σ(·)nO désigne l’opérateur différentiel de traction (vis-à-vis de la variable z)

agissant sur les colonnes des tenseurs d’ordre 1 et 2.

Démonstration. Commençons par remarquer que la régularité du terme source garantit que
u ∈ H1

loc(
.
Ωs) et ϕ ∈ H1

loc(Ω
f
+). Soit y ∈

.
Ωs et ε > 0 tel que B(y, 2ε) ⊂

.
Ωs. Pour 1 ≤ j ≤ 3, nous

introduisons les champs gjy et g̃jy définis par :

g̃jy(x) :=

{
0 si x ∈ B(y, ε)
−G

[u,σj ]
(x,y) si x /∈ B(y, ε),

et gjy(x) := G
[u,σj ]

(x,y) + g̃jy(x). On note P s· := div(σ(·)) + ρsω
2· l’opérateur de Navier. Pour

v ∈
(
D(

.
Ωs)
)3, on a par doubles intégrations par parties et en utilisant le fait que le tenseur
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de Green satisfait les équations de l’élasticité homogène dans
.
Ωs\B(y, ε) :

< P sg̃jy,v > = < g̃jy,P
sv >

= −
∫

.
Ωs\B(y,ε)

G
[u,σj ]

(x,y) ·
(
div(σ(v)) + ρsω

2v
)
(x)dx

=

∫
∂B(y,ε)

(
T s
xG [u,σj ]

(x,y) · v(x)− G
[u,σj ]

(x,y) · T s
xv(x)

)
ds(x),

où T s
x est défini à l’aide d’une normale dirigée vers l’intérieur de B(y, ε). On a ensuite :

< P sgjy,v >=< P sG
[u,σj ]

(·,y),v > + < P sg̃jy,v >,

et puisque < P sG
[u,σj ]

(·,y),v >= − < δyej,v >= −vj(y), on obtient l’expression :

< P sgjy,v >= −vj(y) +

∫
∂B(y,ε)

(
T s
xG [u,σj ]

(x,y) · v(x)− G
[u,σj ]

(x,y) · T s
xv(x)

)
ds(x).

Choisissons maintenant v := θu, pour θ ∈ D(B(y, 2ε)) satisfaisant θ = 1 sur B(y, ε). On peut
voir par des arguments de régularité classiques pour les solutions de problèmes elliptiques,
que u et par suite v a une régularité C∞ à l’intérieur de

.
Ωs. Comme supp(gjy) ⊂ B(y, ε) et

P su = 0 dans B(y, ε), on a l’égalité suivante :

< P sgjy,v >=< P sgjy, θu >=< gjy,P
s(θu) >= 0.

Ainsi :
uj(y) =

∫
∂B(y,ε)

(
T s
xG [u,σj ]

(x,y) · u(x)− G
[u,σj ]

(x,y) · T s
xu(x)

)
ds(x). (9.29)

Soir R > 0, on note
.
Ωs
−R,R le sous-domaine de

.
Ωs compris entre les sections Σs

−R et Σs
R,

ainsi que Ωf
0,R := (0, R) × Σf . Définissons maintenant l’opérateur de Helmholtz P f · :=

div(AαΣ∇·) + bαΣk2
f ·, et l’analogue acoustique T f · :=

(
AαΣ∇·)nf de l’opérateur T s. On obtient

en utilisant les Lemmes 9.29 et 9.30 :

0 =

∫
.
Ωs
−R,R\B(y,ε)

(
u(x) · P s

xG [u,σj ]
(x,y)− G

[u,σj ]
(x,y) · P s

xu(x)
)

dx

+ ρf

∫
Ωf

0,R

(
ϕ(x)P f

xG [ϕ,σj ]
(x,y)− G

[ϕ,σj ]
(x,y)P f

xϕ(x)
)

dx

=

∫
∂D∪∂B(y,ε)∪Σs

±R∪Γs
−R,0∪Γsf

0,R

(
T s
xG [u,σj ]

(x,y) · u(x)− G
[u,σj ]

(x,y) · T s
xu(x)

)
ds(x)

+ ρf

∫
Σf

0∪Γpml
0,R∪Γsf

0,R∪Σf
R

(
T f
xG [ϕ,σj ]

(x,y)ϕ(x)− G
[ϕ,σj ]

(x,y)T f
xϕ(x)

)
ds(x), (9.30)

la normale dans l’opérateur T s
x, respectivement T f

x, étant sortante à
.
Ωs
−R,R\B(y, ε), respecti-

vement Ωf
0,R. Les intégrales sur Γs

−R,0, Σf
0 et Γpml

0,R sont nulles du fait des différentes conditions
aux bords. On s’aperçoit ensuite que les intégrales sur Γsf

0,R se simplifient en utilisant les
conditions de couplage.
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En effet :∫
Γsf

0,R

(
T s
xG [u,σj ]

(x,y) · u(x)− G
[u,σj ]

(x,y) · T s
xu(x)

)
ds(x)

+ ρf

∫
Γsf

0,R

(
T f
xG [ϕ,σj ]

(x,y)ϕ(x)− G
[ϕ,σj ]

(x,y)T f
xϕ(x)

)
ds(x)

= −ρfω

∫
Γsf

0,R

(
G

[ϕ,σj ]
(x,y)(u(x) · ns)−

(
G

[u,σj ]
(x,y) · ns

)
ϕ(x)

)
ds(x)

+ ρfω

∫
Γsf

0,R

((
G

[u,σj ]
(x,y) · nf

)
ϕ(x)− (u(x) · nf)G [ϕ,σj ]

(x,y)
)

ds(x)

= 0,

puisque ns = −nf sur Γsf
0,R. Montrons désormais que la somme des intégrales sur Σs

R et Σf
R

s’annule. L’annulation de l’intégrale sur Σs
−R ne sera pas montrée, car elle se montre de façon

analogue et plus simple. Notons :

X s :=
(
tΣ u1

)t
, Y s :=

(
uΣ t1

)t
, X f := ζ et Y f := ϕ

les variables XY associées à (u, ϕ), et pour 1 ≤ j ≤ 3 :

X s
j :=

(
tjΣ uj1

)t
, Y s

j :=
(
ujΣ tj1

)t
, X f

j := ζj et Y f
j := ϕj

celles associées à
(
G

[u,σj ]
(·,y) , G

[ϕ,σj ]
(·,y)

)
. On peut alors écrire :∫

Σs
R

(
T s
xG [u,σj ]

(x,y) · u(x)− G
[u,σj ]

(x,y) · T s
xu(x)

)
ds(x)

+ ρf

∫
Σf
R

(
T f
xG [ϕ,σj ]

(x,y)ϕ(x)− G
[ϕ,σj ]

(x,y)T f
xϕ(x)

)
ds(x)

=

∫
Σs
R

(
(−tj1u1 + tjs · uΣ)− (−uj1t1 + ujΣ · tΣ)

)
ds(x) + ρf

∫
Σf
R

bαΣ

(
ζjϕ− ϕjζ

)
ds(x)

=

∫
Σs
R

(
(t1u

j
1 + uΣ · tjΣ)− (tj1u1 + ujΣ · tΣ)

)
ds(x) + ρf

∫
Σf
R

bαΣ

(
ζjϕ− ϕjζ

)
ds(x)

=
(
X sf

j , b
αΣY sf

)
Hsf(Σsf

R)
−
(
X sf , bαΣY sf

j

)
Hsf(Σsf

R)
,

où : (
X sf ,Y sf

)
Hsf(Σsf

R)
:=
(
X sf
|Σsf
R
,Y sf
|Σsf
R

)
Hsf
.

Puisque les champs considérés sont sortants, ils satisfont les conditions de radiations :

T+
Y→X

(
Y sf
)

= X sf et T+
Y→X

(
Y sf
j

)
= X sf

j ,

où l’opérateur T+
Y→X a été défini au chapitre 8 par (8.9). À l’aide de la définition de T+

Y→X, on
obtient l’égalité suivante qui traduit sa symétrie :(

X sf
j , b

αΣY sf
)
Hsf(Σsf

R)
=
(
T+
Y→X

(
Y sf
j

)
, bαΣY sf

)
Hsf(Σsf

R)

=
∑
n≥1

(
Y sf
j , (X

sf
n )F

)
Hsf(Σsf

R)

(
Xsf
n , b

αΣY sf
)
Hsf(Σsf

R)

=
∑
n≥1

(
Y sf , (Xsf

n )F

)
Hsf(Σsf

R)

(
Y sf
j , (X

sf
n )F

)
Hsf(Σsf

R)

=
(
T+
Y→X

(
Y sf
)
, bαΣY sf

j

)
Hsf(Σsf

R)
=
(
X sf , bαΣY sf

j

)
Hsf(Σsf

R)
.
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Cette égalité montre l’annulation de la somme des intégrales sur Σs
R et Σf

R pour 1 ≤ j ≤ 3. Il
ne reste alors dans (9.30) plus que les termes sur ∂B(y, ε) et ∂D. Cela donne avec la formule
de représentation (9.29) :

uj(y) = −
∫
∂D

(
T s
xG [u,σj ]

(x,y) · u(x)− G
[u,σj ]

(x,y) · T s
xu(x)

)
ds(x).

En échangeant les rôles de x et y on obtient :

uj(x) = −
∫
∂D

(
T s
yG [u,σj ]

(y,x) · u(y)− G
[u,σj ]

(y,x) · T s
yu(y)

)
ds(y),

ce qui est l’expression attendue.

La formule de représentation de ϕ s’obtient de façon analogue. Pour y ∈ Ωf
+ et ε > 0 tel

que B(y, 2ε) ⊂ Ωf
+, il faut définir :

g̃y(x) :=

{
0 si x ∈ B(y, ε)
−G

[ϕ,ζ]
(x,y) si x /∈ B(y, ε),

et gy(x) := G
[ϕ,ζ]

(x,y) + g̃y(x). Pour ψ ∈ D(Ωf
+), on montre alors que :

< P fgy, ψ >= −ρ−1
f ψ(y) +

∫
∂B(y,ε)

(
T f
xG [ϕ,ζ]

(x,y)ψ(x)− G
[ϕ,ζ]

(x,y)T f
xψ(x)

)
ds(x).

Choisir ensuite ψ := θϕ donne < P fgy, ψ >= 0, et par suite la formule :

ϕ(y) = ρf

∫
∂B(y,ε)

(
T f
xG [ϕ,ζ]

(x,y)ϕ(x)− G
[ϕ,ζ]

(x,y)T f
xϕ(x)

)
ds(x).

La suite des calculs se déduit aisément de ceux détaillés pour obtenir la représentation
intégrale de u. On obtient à leur terme :

ϕ(x) = −
∫
∂D

(
T s
yG [u,ζ]

(y,x) · u(y)− G
[u,ζ]

(y,x) · T s
yu(y)

)
ds(y),

ce qui est l’expression attendue.

9.4.2 Démonstration de la Proposition 9.25

Soit y ∈ Σs
−R et x = (x1,xΣ) ∈ W s avec x1 > −R. La Proposition 9.5 nous permet de voir

que :

G̃[X s,X s](x,y) = −1

2

∑
n≥1

X̃
s

n,+(x)⊗ Ỹ
s

n,−(y)

G̃[Ys,X s](x,y) = −1

2

∑
n≥1

Ỹ
s

n,+(x)⊗ Ỹ
s

n,−(y).

Ces deux expressions nous permettent de simplifier la décomposition modale du tenseur de
Green donnée par la Proposition 9.16 pour x1 < 0. Lorsque x1 > 0, la décomposition modale
donnée par la Proposition 9.16 n’a pas à être simplifiée. On obtient alors, après extraction des
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lignes du tenseur de Green associées au champ de déplacement et au potentiel des vitesses,
les expressions modales :

G
[u,X s]

(x,y) = −1

2

∑
n≥1

ur
n,+(x)⊗ Ỹ

s

n,−(y), x ∈ W s

G
[ϕ,X s]

(x,y) = −1

2

∑
n≥1

ϕr
n,+(x)⊗ Ỹ

s

n,−(y), x ∈ Ωf
+.

Posons ensuite :

H [u,X s](x,y) := −1

2

∑
n≥1

ud
n,+(x)⊗ Ỹ

s

n,−(y), x ∈ W s

H [ϕ,X s](x,y) := −1

2

∑
n≥1

ϕd
n,+(x)⊗ Ỹ

s

n,−(y), x ∈ Ωf
+.

Pour tout n ≥ 1, les couples (ud
n,+ , ϕd

n,+) sont solutions de (9.15) pour f = −
(
ur
n,+

)
|∂D.

Il résulte alors directement de la linéarité du problème (9.15) que les colonnes du couple(
H [u,X s](·,y) , H [ϕ,X s](·,y)

)
satisfont toutes les lignes de (9.15) hormis celle donnant la

condition au bord de D qu’il reste à préciser. Pour x ∈ ∂D, nous avons :

H [u,X s](x,y) = −1

2

∑
n≥1

ud
n,+(x)⊗ Ỹ

s

n,−(y) =
1

2

∑
n≥1

ur
n,+(x)⊗ Ỹ

s

n,−(y) = −G
[u,X s]

(x,y).

Avec l’Hypothèse 9.20, le problème (9.20) a une unique solution. Nous avons par conséquent :

H [u,X s](x,y) = ud
X s(x,y), ∀x ∈

.
Ωs, x1 > −R,

ce qui est la décomposition attendue.

9.4.3 Démonstration de la Proposition 9.26

• Expression modale de l’opérateur de champ proche

Pour commencer, on injecte l’expression modale (9.25) des données dans l’opérateur de
champ proche défini par (9.24). Cela nous donne pour x ∈ Σs

−R :

(
NYsh

)
(x) = −1

2

∑
n≥1

∫
Σs
−R

(
Y s,d
n,+

(x)⊗ Ỹ
s

n,−
)
hds(y) = −

∑
n≥1

eλ̃nR

2
Y s,d
n,+

(x)

∫
Σs
−R

Ỹs
n · hds(y).

Sous l’Hypothèse 7.9, on peut écrire les décompositions modales (9.26). Utiliser la relation
de biorthogonalité (7.20) conduit alors à :

(
NYsh

)
(x) =

∑
n≥1

eλ̃nR

2
Y s,d
n,+

(x)hn =
∑
m≥1

∑
n≥1

eλ̃nR

2

(
S+
n

)−
m
hnỸ

s
m(xΣ).

• Expression modale du tenseur de Green obtenue en utilisant la réciprocité

Soit z = (z1, zΣ) ∈ Ωs
− tel que z1 > −R et x ∈ Σs

−R. La relation de réciprocité 1. écrite
dans la Conjecture 9.19 donne :

G
[Ys,X s]

(x, z) =
(
G

[Ys,X s]

)t
(z,x).
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Or, on a d’après la Proposition 9.16 :

G
[Ys,X s]

(z,x) = −1

2

∑
n≥1

Ỹ
s

n,+(z)⊗ Ỹ
s

n,−(x)− 1

2

∑
n≥1

(
Y s,r
n,+ − Ỹ

s

n,+

)
(z)⊗ Ỹ

s

n,−(x)

= −1

2

∑
n≥1

Y s,r
n,+(z)⊗ Ỹ

s

n,−(x).

Il découle alors par transposition du produit tensoriel de deux tenseurs d’ordre 1 que :

G
[Ys,X s]

(x, z) = −1

2

∑
n≥1

Ỹ
s

n,−(x)⊗Y s,r
n,+(z).

Il vient enfin : (
G

[Ys,X s]
(·, z)p

)
|Σs
−R

= −
∑
n≥1

eλ̃nR

2

(
Y s,r
n,+(z) · p

)
Ỹs
n.

Soit zsf ∈ Ωs×f
+ , la Proposition 9.16 donne :

G
[Ysf ,X s]

(zsf ,x) = −1

2

∑
n≥1

Y sf,r
n,+(zsf)⊗ Ỹ

s

n,−(x) = −
∑
n≥1

eλ̃nR

2
Y sf,r
n,+(zsf)⊗ Ỹs

n(xΣ).

La relation de réciprocité 1. écrite dans la Conjecture 9.19 donne ainsi :

G
[Ys,X sf ]

(x, zsf) =
(
G

[Ysf ,X s]

)t
(zsf ,x) = −

∑
n≥1

eλ̃nR

2
Ỹs
n(xΣ)⊗Y sf,r

n,+(zsf).

Séparer les composantes solides et fluide de X sf =
(
X s X f

)t donne alors :

(
G

[Ys,X s]
(·, z)p

)
|Σs
−R

= −
∑
n≥1

eλ̃nR

2

(
Y s,r
n,+(z) · p

)
Ỹs
n,

et : (
G

[Ys,ζ]
(·, z)

)
|Σs
−R

= −
∑
n≥1

eλ̃nR

2
Y f,r
n,+(z)Ỹs

n.
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Dans ce mémoire, nous avons proposé de nouveaux outils pour étudier mathématique-
ment la propagation des ondes dans les guides d’ondes partiellement enfouis, simuler ces
phénomènes de propagation d’ondes et enfin identifier des défauts dans la partie inaccessible
de ces structures à l’aide de mesures d’ondes diffractées. Cependant, un certain nombre de
questions soulevées par ces travaux restent ouvertes. Nous en évoquons quelques-unes.

Questions ouvertes

Pour nous ramener à un domaine borné dans la direction transverse, nous avons tronqué
la partie enfouie de la structure par des PML finies. Il a résulté de cette opération la perte
du caractère autoadjoint de l’opérateur transverse dont les valeurs et fonctions propres
correspondent aux modes. Nous ignorons si les fonctions transverses forment une base de
Riesz. Par conséquent, les décompositions modales écrites dans les Partie II et Partie III ne
sont pas justifiées. À défaut de prouver cette propriété de complétude, il serait intéressant
d’essayer de justifier les décompositions modales de la fonction de Green donnée par le
Lemme 6.8 en acoustique et du tenseur de Green donné par la Proposition 9.8 en interaction
fluide-structure. Cela nous permettrait par convolution de décomposer les solutions des
équations du problème sur les modes.

Au chapitre 5, nous avons proposé de tronquer longitudinalement la partie enfouie du
domaine à l’aide d’un opérateur DtN avec recouvrement. Cet opérateur a été approché avec un
nombre fini de modes associés à des valeurs propres λ situées dans la bande −β < <e(λ) < 0
pour β > 0 fixé. Avec le Théorème 5.30, nous avons pu montrer que la solution approchée
avec cette méthode est exponentiellement proche de la solution exacte en norme H1 vis-à-vis
de l’épaisseur du recouvrement. L’estimation d’erreur fait cependant intervenir une constante
Cβ > 0 dont nous n’avons pas réussi à expliciter la dépendance en β, ce qui est important
pour conclure précisément quant à la vitesse de convergence vis-à-vis de l’ordre de troncature
β.

En ce qui concerne le problème direct pour un guide élastique partiellement immergé
dans un fluide tronqué transversalement par des PML traité au chapitre 8, le caractère
Fredholm du problème n’a pas été démontré. Adapter la théorie de Kondratiev présentée en
acoustique au chapitre 5 à ce contexte pourrait nous permettre de répondre à cette question.

Enfin, nous avons vu au chapitre 9 que la justification de la Linear Sampling Method dans
les guides élastiques partiellement immergés nécessite l’utilisation de certaines relations de
réciprocité satisfaites par le tenseur de Green en variables XY. Il est facile de voir à l’aide des
décompositions modales explicites du tenseur de Green que ces relations de réciprocité sont
satisfaites pour un guide rectiligne. Pour la jonction de deux guides, de telles décompositions
modales explicites ne sont plus disponibles, et nous n’avons pas pu prouver que ces relations
de réciprocité sont toujours valables. Démontrer ces relations données dans la Conjecture
9.19 permettrait alors de justifier mathématiquement la méthode d’imagerie retenue, qui par
ailleurs donne de bons résultats numériques.

Outre les questions ouvertes que nous venons de mentionner, les travaux conduits dans
ce mémoire laissent entrevoir plusieurs perspectives d’extensions.

Extensions

Pour le problème direct en élasticité traité au chapitre 8, nous avons vu que la troncature
longitudinale de la partie immergée de la structure à l’aide d’un opérateur YtX introduit
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des réflexions dans la PML liées à la prise en compte de modes parasites. Développer une
méthode approchée faisant intervenir un opérateur avec recouvrement permettrait de réduire
ces réflexions et d’obtenir des résultats plus précis. Pour cela, on pourrait par exemple étendre
l’opérateur YtR (Y-to-Robin) avec recouvrement introduit dans [Ton15] pour effectuer des
calculs dans un guide élastique fermé.

En ce qui concerne le problème inverse, il est nécessaire d’effectuer des mesures à la
surface du guide et non dans sa section pour se rapprocher davantage des configurations
réelles de contrôle non destructif. Lorsque le capteur est situé au niveau de la partie accessible
de la structure, il est possible de passer directement des mesures dans la section du guide à
des mesures sur sa surface grâce à la procédure développée dans [Rec18]. Nous pourrions
alors tester la méthode d’imagerie avec des données expérimentales. Il pourrait aussi être
intéressant de considérer des capteurs à l’interface entre le cœur et la gaine de la partie
inaccessible de la structure. Ces capteurs intégrés permettraient de prendre aussi en compte
le cas de figure où on émet et mesure des champs diffractés dans la partie inaccessible de
la structure. Le passage des mesures dans la section à des mesures ponctuelles serait alors
plus complexe, mais toujours essentiel en vue de l’écriture d’une formulation modale de la
LSM. Toujours dans cet objectif de se rapprocher davantage d’une configuration d’imagerie
réaliste, nous pourrions étendre nos travaux à d’autres types d’obstacles comme des trous
(obstacles de Neumann), des fissures ou même des obstacles pénétrables.

D’une façon générale, la plupart des outils que nous avons développés dans la Partie III
pourraient être adaptés au cas d’un guide élastique partiellement enfoui dans un solide
élastique isotrope constitué de matériaux différents (par exemple une plaque d’acier partiel-
lement enfouie dans du béton) ayant déjà été abordé dans [Gal18], mais avec des techniques
différentes. En particulier, il nous semble possible d’adapter le formalisme XY à ce contexte
pour résoudre le problème direct à l’aide d’un opérateur de type YtX, mais aussi le problème
inverse à l’aide d’une formulation modale de la LSM reposant sur ce formalisme. Toutefois,
une analyse mathématique rigoureuse de ce problème serait bien plus difficile que dans notre
cas d’interaction fluide-structure. Cette difficulté résiderait entre autres dans la nécessité
de tronquer transversalement le domaine solide par des PML, ce qui est plus difficile en
élasticité. L’étude du spectre, et en particulier l’approximation du spectre essentiel traduisant
le comportement des ondes à l’infini, serait plus délicate du fait de la plus grande richesse des
modes en élasticité. Enfin, la présence d’anisotropie dans le milieu environnant nécessiterait
peut-être de tronquer transversalement le solide environnant autrement qu’avec des PML,
par exemple à l’aide de la Half Space Matching Method [Béc+22].
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Annexe A

Analyse fonctionnelle

Nous débutons cette annexe en rappelant le célèbre théorème de Rouché en analyse
complexe ainsi qu’un théorème de point fixe.

Théorème A.1 (Théorème de Rouché)

Soient f et g deux fonctions méromorphes dans un ouvert O ⊂ C, connexe et à frontière
régulière, qui ne présentent ni pôle ni racine sur ∂O. Si ces fonctions vérifient :

|f(z)− g(z)| < |f(z)|+ |g(z)|, ∀z ∈ ∂O,

alors Zf − Pf = Zg − Pg, où pour h ∈ {f, g}, la quantité Zh désigne le nombre de zéros de
h comptés avec leur multiplicité algébrique et la quantité Ph désigne le nombre de pôles
de h comptés avec leur multiplicité algébrique.

Théorème A.2 [Bre10]

Soit (X, d) un espace métrique complet et T : X → X une application contractante,
c’est-à-dire pour laquelle il existe 0 ≤ k < 1 tel que :

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y), ∀(x, y) ∈ X2.

Alors T admet un unique point fixe dans X .

Nous donnons ensuite le théorème de Steinberg, aussi appelé théorème de Fredholm
analytique, relatif aux familles analytiques d’opérateurs compacts.

Théorème A.3 (Théorème de Fredholm analytique) [Ste68]

Soit O un ouvert connexe de C, E un espace de Banach et T : O → L(E) une famille
analytique d’opérateurs T (λ) compacts pour tout λ ∈ O. Alors on a l’alternative suivante :

1. I − T (λ) n’est pas inversible pour tout λ ∈ O ;

2. (I − T (λ))−1 est méromorphe dans O, ce qui signifie que I − T (λ) est inversible
excepté pour un ensemble dénombrable de λ.

Le résultat suivant est dans certains cas très pratique pour montrer qu’un opérateur est
autoadjoint.
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Proposition A.4

Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (·, ·)H et A : D(A) ⊂ H → H un
opérateur à domaine symétrique satisfaisant Im(A+S) = H pour un opérateur autoadjoint
S : H → H. Alors D(A) est dense dans H et A est autoadjoint.

Démonstration. • Densité du domaine

Montrer que D(A) est dense dans H revient à prouver que D(A)⊥ = {0}. Soit w ∈ D(A)⊥.
Puisque Im(A + S) = H, il existe u ∈ D(A) tel que w = Au + Su. On a donc en utilisant la
symétrie de A et S :

0 = (w, v)H = (Au+ Su, v)H = (u,Av + Sv)H , ∀v ∈ D(A).

Par conséquent, u ∈ Im(A+ S)⊥ = {0}. On a donc u = 0 et par suite w = 0.

• Caractère autoadjoint

Puisque A est symétrique, il suffit de montrer que D(AF) ⊂ D(A). Soit w ∈ D(AF), comme
Im(A + S) = H, il existe u ∈ D(A) tel que AFw + Sw = Au + Su. On a donc en utilisant le
caractère autoadjoint de S et la symétrie de A :

(w,Av + Sv)H = (AFw + Sw, v)H = (Au+ Su, v)H = (u,Av + Sv)H , ∀v ∈ D(A).

En utilisant l’égalité Im(A + S) = H, on obtient (w − u) ∈ H⊥ = {0}. Par conséquent :
w = u ∈ D(A), ce qui permet de conclure.

Dans le reste de cette annexe, nous rappelons différents résultats d’analyse fonctionnelle
pour les espaces de Sobolev.

Lemme A.5

Soit Ω un ouvert borné de Rd, 1 ≤ d ≤ 3, de frontière Lipschitz ∂Ω et de normale unitaire
sortante n. Soit (γn, un)n≥0 les solutions, comptées avec leur ordre de multiplicité, du
problème aux valeurs propres :

Trouver (γ, u) ∈ C× H1(Ω)\{0} tel que{
−∆u = γu dans Ω
∂nu = 0 sur ∂Ω.

Alors, on a pour tout s ∈ R :

Hs(Ω) =

{
u ∈ D′(Ω)

∣∣ ∑
n≥0

(1 + γn)s|(u, un)L2(Ω)|2 < +∞

}
.

Théorème A.6 [Gri92]

Soit Ω un ouvert Lipschitz borné de Rd, 1 ≤ d ≤ 3. On note Hs
0(Ω) la fermeture de D(Ω)

dans Hs(Ω), puis Hs
e(Ω) l’ensemble des fonctions u de Ω telles que E(u) ∈ Hs(Rd), où E(u)

désigne le prolongement de u par 0 en dehors de Ω. Si s ≥ 0 n’est pas un entier, on a
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l’égalité :
Hs

e(Ω) = Hs
0(Ω).

Si de plus 0 ≤ s <
1

2
, on a aussi :

Hs
e(Ω) = Hs(Ω) = Hs

0(Ω).

Théorème A.7 (Lemme de Lions)

Soit Ω un ouvert borné connexe de Rd, 1 ≤ d ≤ 3, à frontière Γ Lipschitz continue et tel que
Ω soit localement d’un seul côté de Γ. Si v ∈ D′(Ω) vérifie ∂xiv ∈ H−1(Ω) pour 1 ≤ i ≤ d,
alors v ∈ L2(Ω).

Théorème A.8 (Inégalité de Korn) [Cia10]

Soit Ω un domaine de Rd, 1 ≤ d ≤ 3. Il existe une constante C(Ω) > 0 telle que pour tout
v ∈ H1(Ω) :

‖v‖H1(Ω) ≤ C(Ω)
(
‖v‖L2(Ω) + ‖ε(v)‖L2(Ω)

)
,

où L2(Ω) = (L2(Ω))d, H1(Ω) = (H1(Ω))d et L2(Ω) désigne l’ensemble des tenseurs symé-
triques d’ordre 2. Ces espaces sont munis en en coordonnées cartésiennes des normes :

‖v‖L2(Ω) :=

(
d∑
i=1

‖vi‖2
L2(Ω)

) 1
2

,

‖v‖H1(Ω) :=

(
d∑
i=1

‖vi‖2
H1(Ω)

) 1
2

,

‖ε‖L2(Ω) :=

(
d∑
i=1

d∑
j=1

‖εij‖2
L2(Ω)

) 1
2

.

Lemme A.9

Soit Ω un ouvert de Rd, 1 ≤ d ≤ 3. S’il est borné dans une direction, on suppose que sa
frontière est Lipschitz. Alors, pour u ∈ H−1(Ω) et f ∈W1,∞(Ω) on a fu ∈ H−1(Ω).

Démonstration. Donnons la preuve dans le cas où Ω est borné dans au moins une direction.
On écrit pour tout v ∈ H1

0(Ω) :

< fu, v >:=< u, fv >H−1(Ω),H1
0(Ω) . (A.1)

Cette expression a un sens puisque fv ∈ L2(Ω) et ∂xi(fv) ∈ L2(Ω) pour 1 ≤ i ≤ d. Ainsi,
fv ∈ H1(Ω). Il existe de plus une suite (fn)n≥1 de D(Ω̄) qui tend vers f dans W1,∞(Ω). Or,
pour tout n ∈ N, fnv ∈ H1

0(Ω). Puisque H1
0(Ω) est fermé, cela implique que fv ∈ H1

0(Ω). On en
conclut d’après (A.1) que fu ∈ H−1(Ω).
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Théorie spectrale

Nous rappelons ici quelques éléments de théorie spectrale. On considère un espace de
Hilbert H, muni d’un produit scalaire noté (·, ·)H et dont la norme associée sera notée ‖ · ‖H .
Nous allons considérer sur cet espace un opérateur A : D(A) ⊂ H → H fermé ayant un
domaine D(A) dense dans H.

Définition B.1

On appelle ensemble résolvant de A, l’ensemble :

ρ(A) := {λ ∈ C | A− λI est bijectif de D(A) dans H}.

On définit alors la résolvante de A comme étant l’application RA : ρ(A) → L(H) définie
pour tout λ ∈ ρ(A) par RA(λ) := (A− λI)−1.

On appelle enfin spectre de A l’ensemble :

Λ(A) := C\ρ(A).

En toute généralité, le spectre se décompose comme l’union disjointe :

Λ(A) = Λp(A) ∪ Λc(A) ∪ Λr(A),

où :

• Λp(A) := {λ ∈ C | Ker(A− λI) 6= {0}} est appelé spectre ponctuel ;

• Λc(A) := {λ ∈ C | Ker(A− λI) = {0}, Im(A− λI) 6= H et Im(A− λI) = H} est appelé
spectre continu ;

• Λr(A) := {λ ∈ C | Ker(A− λI) = {0} et Im(A− λI) 6= H} est appelé spectre résiduel.

Les éléments de Λp(A) sont appelés valeurs propres de A. Pour λ ∈ Λp(A), on appelle
fonction propre ou vecteur propre associé à λ tout élément u ∈ Ker(A− λI)\{0}. On appelle
multiplicité géométrique de λ la quantité dim(Ker(A− λI)), qui peut être finie ou non.

Le spectre résiduel peut être caractérisé à l’aide du spectre ponctuel de A et du spectre
ponctuel de l’opérateur adjoint noté AF.
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Lemme B.2

On a l’équivalence :
λ ∈ Λr(A) ⇐⇒ λ ∈ Λp(AF)\Λp(A).

Démonstration. On a la succession d’équivalences :

λ ∈ Λr(A)

⇐⇒

{
Ker(A− λI) = {0}
Im(A− λI) 6= H

⇐⇒

{
λ /∈ Λp(A)

Ker(AF − λ̄I)⊥ 6= H

⇐⇒

{
λ /∈ Λp(A)

Ker(AF − λ̄I) 6= {0}

⇐⇒

{
λ /∈ Λp(A)

λ̄ ∈ Λp(AF),

ce qui conclut la preuve.

Lorsqu’un opérateur est à résolvante compacte, il est possible de montrer que son spectre
est purement ponctuel.

Théorème B.3 [Kat13, Théorème 6.29]

Soit H un espace de Hilbert et A : D(A) ⊂ H → H un opérateur linéaire fermé tel que sa
résolvante RA(λ0) est compacte pour un λ0 ∈ ρ(A). Alors, le spectre de A est entièrement
constitué de valeurs propres isolées de multiplicité finie et la résolvante est compacte dans
l’ensemble résolvant.

On considère maintenant un opérateur autoadjoint, c’est-à-dire vérifiant AF = A. Dans ce
cas, le spectre peut se décomposer comme l’union disjointe :

Λ(A) = Λd(A) ∪ Λe(A),

où :

• Λd(A) appelé spectre discret est l’ensemble des éléments de Λp(A) de multiplicité géo-
métrique finie et isolés dans le spectre ;

• Λe(A) := Λ(A)\Λd(A) est appelé spectre essentiel.

On peut montrer que Λ(A) ⊂ R, ce qui n’est en général pas le cas pour des opérateurs non
autoadjoints. De plus, comme le spectre résiduel est vide pour un opérateur autoadjoint, on
voit facilement qu’on a l’inclusion Λc(A) ⊂ Λe(A).

Si la résolvante de l’opérateur est en plus compacte dans l’ensemble résolvant, on a le
résultat suivant.
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Théorème B.4 (Théorème spectral)

Soit A : D(A) ⊂ H → H un opérateur autoadjoint à résolvante compacte (i.e. RA(λ) est
compacte pour tout λ ∈ ρ(A)) pour lequel il existe une constante c ∈ R telle que (Au, u)H ≥
c‖u‖2

H , ∀u ∈ D(A). Alors, il existe une suite réelle (λn)n≥0 et une base orthonormale
complète {un ∈ D(A) | n ≥ 0} de H telles que :

λ0 ≤ λ1 ≤ . . . ≤ λn ≤ . . .
lim

n→+∞
λn = +∞

Aun = λnun, ∀n ∈ N.

Nous avons défini le spectre essentiel d’un opérateur autoadjoint comme étant le complé-
mentaire du spectre discret, mais il est possible d’en donner d’autres définitions. Par exemple,
on peut le définir comme étant la partie du spectre stable par perturbation compacte ou
comme l’ensemble des éléments du plan complexe caractérisés par une suite appelée suite de
Weyl. Lorsque l’opérateur n’est plus autoadjoint, ces définitions ne coïncident généralement
plus. Parmi toutes les définitions données dans la littérature, nous donnons la suivante.

Λe,W (A) := C\{λ ∈ C | Im(A− λI) est fermée et dim(ker(A− λI)) < +∞}. (B.1)

Pour caractériser cet ensemble, nous avons besoin d’introduire les objets suivants.

Définition B.5

Soit H un Hilbert et A : D(A) ⊂ H → H un opérateur fermé. On appelle suite de Weyl de
A associée à λ ∈ C, toute suite (un)n∈N à valeurs dans D(A) vérifiant les points suivants :

1. ‖un‖H = 1, ∀n ∈ N ;

2. un ⇀ 0 dans H ;

3. (A− λI)un → 0 dans H.

On a alors la caractérisation suivante.

Proposition B.6 [EE18, Théorème IX.1.3]

Soit A un opérateur fermé de domaine dense. Nous avons l’équivalence entre les deux
points suivants :

1. λ ∈ Λe,W (A) ;

2. il existe une suite de Weyl associée à A.
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M̃ = Ñp+Nevan etM = Np+Nevan, pour différents nombresNevan de modes éva-
nescents pris en compte. Problème non régularisé : ε = 0, problème régularisé :
ε = 10−6. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.3 Partie réelle du champ de référence ϕr
0,+ calculée avec des DtN (a) et la tech-

nique du mode-matching non régularisée (b) et régularisée (c,d). Er-

reur ponctuelle E0 := log
(
|ϕr

0,+(DtN) − ϕr
0,+(MM)|/‖ϕr

0,+(DtN)‖L∞

)
entre la

solution obtenue avec DtN (a) et celle obtenue avec le mode-matching (d,e,f).
Erreur L2 relative : E2 := ‖ϕr

0,+(DtN)− ϕr
0,+(MM)‖L2/‖ϕr

0,+(DtN)‖L2 . . . . . . 33
2.4 Parties réelle et imaginaire des champs ϕp

1,− et ϕp
1,+ pour un obstacle de Dirichlet. 37

3.1 Jonction des deux guides fermés Ω := Ω− ∪ Σ0− ∪ Ω+. . . . . . . . . . . . . . . 42
3.2 Échantillonnage en configuration full-scattering. . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.3 Full-scattering, σ = 0, 01. Gauche : κ− = κ+ = 20, Ñp = 4, Np = 7. Droite :
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Titre : Propagation des ondes dans les guides partiellement enfouis: résolution du problème direct et imagerie
par méthode de type échantillonnage

Mots clés : guide d’ondes ouvert, jonction de guides, interaction fluide-structure, Perfectly Matched Layers
(PML), méthode de Kondratiev, Linear Sampling Method (LSM)

Résumé : Ce travail de thèse porte sur le contrôle
non destructif de structures élancées partiellement
enfouies ou immergées, par exemple un câble d’acier
partiellement enfoui dans du béton ou une plaque
d’acier partiellement immergée dans du sodium li-
quide. Ces structures peuvent être vues comme la
jonction d’un guide fermé et d’un guide ouvert. Pour
effectuer des calculs, nous avons tronqué transver-
salement la partie ouverte de la structure avec des
PML finies. Un guide partiellement enfoui peut alors
être traité comme la jonction de deux guides fermés,
dont la propagation des ondes dans l’un des guides
est régie par une équation impliquant des coefficients
complexes liés à la présence des PML. Ce constat
nous a amené à commencer par traiter dans un
premier temps le cas plus simple de la jonction de
deux guides acoustiques fermés. Pour ce cas simple,
nous avons proposé une démarche de résolution du
problème inverse adaptée aux jonctions de guides
d’ondes fermés. Elle repose d’une part sur l’introduc-
tion des champs de référence, qui sont les réponses
de la structure totale sans défaut à un mode prove-

nant d’un des deux demi-guides, et d’autre part sur
l’utilisation de la relation de réciprocité de la fonction
de Green de la structure sans défaut. Suivant cette
démarche, nous avons obtenu une formulation mo-
dale efficace de la LSM qui nous a permis d’identi-
fier des défauts. Dans ce cas simple, nous avons tiré
parti de la complétude des modes pour analyser les
problèmes direct et inverse. Dans un second temps,
nous avons traité le cas d’un guide acoustique par-
tiellement enfoui. La perte de complétude des modes
dans le demi-guide tronqué transversalement avec
des PML nous a amenée à étudier le problème di-
rect à l’aide de la théorie de Kondratiev. Les outils in-
troduits pour la jonction de deux guides fermés ont
été ensuite adaptés à la résolution du problème in-
verse. Dans un troisième temps, nous avons abordé
le cas plus réaliste, mais plus complexe, d’un guide
élastique partiellement immergé dans un fluide. Pour
ce cas difficile, nous avons développé des outils de
simulation adaptés et étendus les outils introduits
précédemment pour résoudre le problème inverse.

Title : Propagation of waves in partially buried guides: resolution of the forward problem and imaging with a
sampling type method

Keywords : open waveguides, junction of waveguides, fluid-structure interaction, Perfectly Matched Layers
(PML), Kondratiev approach, Linear Sampling Method (LSM)

Abstract : This work is about the non destructive tes-
ting of partially buried or immersed slendered struc-
tures such as a steel cable partially buried in concrete
or a steel plate partially immersed in liquid sodium.
Such structures can be seen as the junction of two
closed waveguides. In order to perform computing,
the open part of the structure is truncated in the trans-
verse direction with PMLs. As a result, a partially bu-
ried waveguide can be treated as the junction of two
closed waveguides, in one of which the propagation of
waves is governed by an equation involving complex
coefficients due to the presence of the PMLs. This ob-
servation has lead us to tackle first the simpler case
of the junction of two closed acoustic waveguides. For
this simple case, we have proposed a strategy to solve
the inverse problems based on the one hand on the in-
troduction of the so-called reference fields, which are
the total field response of the structure without defects
to an incident field coming frome both half-guides, and

on the other hand on the use of the reciprocity of the
Green function of the structure without defect. Follo-
wing this strategy, we have obtained an efficient mo-
dal formulation of the LSM which has enabled us to
retrieve defects. In this simple case, we have taken
advantage of the completeness of the modes to ana-
lyze the forward and inverse problems. The loss of the
completeness of the modes in the half-guide trunca-
ted in the transverse direction with PMLs has led us
to study the forward problem with Kondratiev theory.
The tools introduced for the junction of two closed wa-
veguides have been adapted to solve the inverse pro-
blem. Finally, we have tackled the more complex, but
more realsitic case of an elastic waveguide partially
immersed in a fluid. For this difficult case, we have
developped adapted computing tools adapted and ex-
tended the tools introduced before solving the inverse
problem.
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