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Résumé
Ce travail est consacré à la modélisation du comportement poroélastique linéaire des mi-

lieux poreux isotropes saturés par un fluide adsorbable. Il comporte le couplage d’un modèle
poromécanique avec la théorie fonctionnelle de la densité moléculaire (DFT), ainsi qu’une com-
paraison avec des mesures expérimentales d’isothermes d’adsorption d’excès de méthane et de
dioxyde de carbone et des déformations induites dans un charbon actif.

Dans une première partie, une version récente de DFT non locale couplée à l’équation d’état
SAFT-VR-Mie est utilisée pour estimer l’adsorption de méthane (CH4) et de dioxyde de car-
bone (CO2) dans un charbon actif. Pour ce faire, le matériau est tout d’abord caractérisé par
porosimétrie à l’argon à 87K afin de déterminer sa distribution en tailles de pore (PSD). Le
couplage DFT-SAFT est alors validé dans ces conditions par restitution de l’isotherme d’argon
et l’influence de la discrétisation de la PSD est analysée. Par la suite, les quantités adsorbées à
l’échelle des pores sont estimées pour le CH4 et le CO2 respectivement à 303K et 318K. La
mise à l’échelle est réalisée au travers de la PSD et les isothermes d’adsorption déduites sont
comparées à des données expérimentales existantes. L’influence de la discrétisation de la PSD
est là encore discutée et dans cette partie l’influence des déformations mécaniques n’est pas
prise en compte.

Dans une deuxième partie, la théorie de la poroélasticité classique est étendue à la prise en
compte d’un nombre quelconque de porosités pour des milieux poreux homogènes et isotropes,
saturés par un fluide sans tenir compte des effets d’adsorption. Une méthode d’homogénéisa-
tion successive est utilisée pour déterminer le module de rigidité apparent et les coefficients de
Biot. En ce qui concerne les modules de Biot, on compare les estimations qui découlent de cette
même méthode et celles obtenues par une approche inspirée de la poroélasticité des milieux non
saturés.

Dans une dernière partie, un couplage des deux théories précédentes est réalisé afin de dé-
terminer les déformations macroscopiques induites par l’adsorption dans les nanopores. Le cou-
plage est réalisé en estimant par DFT-SAFT les quantités adsorbées qui sont ensuite introduites
dans le modèle poromécanique via un coefficient de confinement. Ce dernier est tout d’abord
défini localement dans chacune des porosités et il est montré que ce couplage local ne permet
pas de rendre compte correctement des déformations macroscopiques induites par adsorption.
Dès lors, il est proposé de faire la mise à l’échelle des effets d’adsorption au travers de l’iso-
therme globale déduite par DFT et de rendre compte des déformations induites par un coefficient
de confinement global. Dans ce cadre, les déformations prédites sans aucun paramètre d’ajus-
tement sont cohérentes avec celles mesurées et l’influence de la déformation sur l’isotherme
d’adsorption calculée est alors discutée.

Mots-clés : DFT, poroélasticité, milieux poreux, adsorption, déformation.



Abstract
This thesis aims at modelling the linear poroelastic behavior of isotropic porous media satu-

rated with an adsorbable fluid. A poromechanical model is coupled with the molecular density
functional theory (DFT) and experimental comparisons are performed in term of excess ad-
sorption isotherms and induced strain in an activated carbon saturated with methane and carbon
dioxide.

In a first part, a recent version of non-local DFT coupled with SAFT-VR-Mie state equation
is used for the estimation of the adsorption of methane (CH4) and carbon dioxide (CO2) on
an activated carbon. For this purpose, the material is firstly characterized by argon porosimetry
at 87K in order to determine its pore size distribution (PSD). In these conditions, the coupling
between DFT and SAFT is validated on the argon isotherm and the influence of the PSD dis-
cretization is analyzed. Thereafter, the adsorbed quantities at the pore scale are estimated for
CH4 andCO2 respectively at 303K and 318K. The upscaling is performed through the PSD, so
the adsorption isotherms are obtained and compared to experimental measurements reported in
literature. The impact of the PSD discretization is again discussed and the effects of mechanical
strain is not taken into account in this part.

In a second part, the classical poroelasticity theory is extended to include any number of
porosities for isotropic homogeneous porous materials fully saturated without considering ad-
sorption effects. A method of successive homogenizations is adopted to determine the apparent
bulk modulus and the Biot coefficients. As regards Biot moduli, the estimation arising from the
latter method is compared to the one obtained by an approach inspired from the poroelasticity
of non-saturated media.

In the final part, a coupling of the two previous theories is realized so as to quantify the
macroscopic deformation induced by fluid adsorption on nanopores. The coupling is made in a
way that DFT-SAFT estimates the adsorbed amounts that are then used into the poromechanical
model through a confinement coefficient. This coupling is firstly defined locally at the scale of
each porosity and it is showed that the macroscopic deformations induced by adsorption are
note reproduced correctly. Thereupon, it is proposed to upscale the adsorption effects through
the global isotherm deduced by DFT and estimate the induced deformation using a global confi-
nement coefficient. In this context, the estimated deformation is in agreement with experimental
measurements without any fitting parameter and the influence of the deformation on the calcu-
lated adsorption isotherm is discussed.

Key words : DFT, poroelasticity, porous media, adsorption, deformation.
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Introduction générale

Le présent travail a pour but de construire un modèle prédictif pour l’estimation du gonfle-
ment des milieux nanoporeux induit par adsorption de gaz. Les phénomènes mis en jeu dans
notre problématique, adsorption des fluides et gonflement des milieux poreux, sont de nature
différente et se produisent à des échelles séparées. D’une part, l’adsorption, et plus précisément
la physisorption des fluides sur un solide, est un processus microscopique dans lequel les mo-
lécules d’un fluide se "disposent" sur une surface solide en formant une phase inhomogène à
cause des interactions intermoléculaires faibles. Lorsque l’adsorption a lieu dans un pore, les
propriétés de cette phase inhomogène dépendent également de la taille/géométrie de celui-ci.
D’autre part, les phases adsorbées dans un milieu poreux exercent des contraintes de pression
sur le squelette et induisent un gonflement du matériau à l’échelle macroscopique. L’objectif de
ce travail est d’établir un couplage de la Théorie de la Fonctionnelle de la Densité moléculaire
(DFT) avec la poromécanique afin de pouvoir quantifier les effets d’adsorption des fluides sur
les déformations induites des milieux poreux. La DFT moléculaire permettra de caractériser
les propriétés des phases inhomogènes adsorbées dans un pore de taille/géométrie donnée, à
partir des interactions moléculaires fluide-fluide et fluide-solide. Concernant la poromécanique,
elle nous permettra de prédire la déformation du milieu poreux en connaissant les contraintes
de pression exercées sur le squelette. Dans le but de réaliser ce couplage DFT/poromécanique,
nous adoptons la stratégie suivante : en premier lieu, nous allons caractériser la distribution en
tailles de pore (PSD) du matériau en utilisant la porosimétrie gaz. Cela nous permettra de dé-
terminer les tailles et les volumes de pores à considérer pour modéliser le milieu poreux. Puis,
la DFT sera utilisée pour estimer les densités des phases adsorbées dans chaque porosité et
par conséquent les isothermes d’adsorption d’excès peuvent-être obtenues. Ensuite, un modèle
poromécanique à n porosités, que nous avons eu l’opportunité de développer dans cette thèse,
aura pour but d’estimer l’effet mécanique induit par les phases confinées dans les pores en ex-
ploitant les isothermes d’adsorption d’excès calculées par DFT et ainsi prédire la déformation
macroscopique induite. Notre couplage de la DFT avec le modèle poromécanique à n porosités
sera validé par comparaison avec des mesures expérimentales d’adsorption de CH4 et de CO2

sur un charbon actif (Perrier et al., 2017).

Le premier chapitre est consacré à l’état de l’art et à l’introduction du formalisme de la
poromécanique et de la théorie de la fonctionnelle de la densité que nous allons coupler afin
de pouvoir prédire la déformation induite par adsorption dans les milieux poreux. Dans un pre-
mier temps, nous allons introduire les équations constitutives de la poromécanique classique
(Coussy, 2004) qui régissent le comportement poroélastique linéaire et isotrope des milieux
poreux saturés. Ensuite, dans le but de situer notre contribution par rapport à la littérature,
nous allons présenter quelques modèles poromécaniques (Brochard et al., 2012; Vermorel and
Pijaudier-Cabot, 2014; Perrier et al., 2018) qui peuvent tenir compte des effets d’adsorption
dans l’estimation de la déformation des milieux poreux. Dans un deuxième temps, nous allons
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exposer les grandes lignes de la DFT moléculaire à travers la version de (Bernet et al., *) 1 qui
est basée sur un couplage avec l’équation SAFT-VR-Mie pour un fluide de monomères. Nous
allons expliciter l’expression de l’énergie libre d’Helmholtz d’une phase adsorbée qui s’écrit
sous la forme d’une fonctionnelle de densité. Puis, nous allons terminer par la discussion du
passage de l’échelle du pore à l’échelle du matériau poreux que nous comptons effectuer via la
distribution en tailles de pore (PSD).

Le deuxième chapitre a pour objectif d’estimer les isothermes d’adsorption d’excès du
CH4 et du CO2 dans un charbon actif en se servant de la DFT. Premièrement, nous allons ca-
ractériser la distribution en tailles de pore de ce charbon actif en utilisant la porosimétrie gaz
à l’argon à 87, 3 K. Cette technique de caractérisation est indirecte ; elle consiste à interpréter
avec un modèle thermodynamique une isotherme d’adsorption d’un gaz sonde (ici l’argon) afin
de déterminer la PSD d’un matériau nanoporeux. Ensuite, nous allons discuter l’influence de
la discrétisation de la PSD ainsi que la cohérence du modèle de DFT utilisé dans cette thèse
avec les informations issues de la porosimétrie gaz. Enfin, la DFT sera utilisée pour calculer les
profils de densité du CO2 et du CH4 au niveau des pores dans les conditions expérimentales et
nous en déduisons les isothermes d’adsorption d’excès.

Dans le troisième chapitre, nous allons développer un modèle poromécanique étendu à n
porosités en se basant essentiellement sur les travaux de Perrier et al. (2018). Dans le cadre
des transformations infinitésimales, nous écrirons les équations constitutives permettant de dé-
crire le comportement poroélastique linéaire et isotrope d’un milieu poreux saturé. Ensuite,
nous allons procéder à la détermination des propriétés poromécaniques, coefficients et modules
de Biot {bi, Nij}, en utilisant une méthode d’homogénéisations successives qui réduit la com-
plexité liée à la multiple porosité à l’aide d’un ensemble d’expériences de pensée. Ensuite, nous
allons discuter les conditions de ces expériences de pensées et leur impact sur le sens physique
des propriétés poromécaniques obtenues, notamment les modules de Biot qui doivent représen-
ter les interactions entre les porosités dans le milieu poreux. Cette discussion va nous conduire
à développer une nouvelle approche inspirée des milieux poreux non saturés afin de proposer
une formulation des modules de Biot plus cohérente. Enfin, nous allons réaliser une comparai-
son entre les deux formulations des modules de Biot à travers une application du modèle sur la
contraction d’un milieu poreux sous l’effet d’un fluide non-adsorbable.

Le quatrième chapitre s’intéressera à l’application de notre couplage DFT/poromécanique
sur le cas de l’adsorption duCH4 et duCO2 dans un charbon actif. Dans un premier temps, nous
allons réaliser un couplage local à l’échelle des porosités dans lequel la DFT contribue par les
quantités adsorbées d’excès et la poromécanique actualise les isothermes d’adsorption à travers
les variations des porosités. Dans ce contexte, nous allons étudier les effets de la discrétisation
de la PSD sur les déformations. De plus, nous allons montrer l’influence de la déformation sur
les isothermes d’adsorption. Deuxièmement, un couplage global à l’échelle du milieu poreux
est effectué dans le but de montrer les effets du changement d’échelle sur les estimations de
notre modèle. Aussi, nous allons discuter les formulations des modules de Biot que nous pro-

1. En cours de préparation
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posons et montrer leur impact sur le comportement du milieu poreux lorsque celui-ci est saturé
par un fluide adsorbable.

Enfin, nous présenterons la conclusion générale et les perspectives à la fin du manuscrit.
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Chapitre 1. Généralités et état de l’art

1.1 Milieu poreux, adsorption et déformation

1.1.1 Matériau poreux
Un matériau poreux est un solide de forme complexe qui renferme des cavités connectées

ou non-connectées appelées pores. D’après l’IUPAC (Sing et al., 1985; Thommes et al., 2015),
les pores sont classés en trois catégories selon leur taille : les macropores ont une taille supé-
rieure à 50nm, les mésopores regroupent les pores de taille comprise entre 50nm et 2nm et les
micropores se caractérisent par une taille inférieure à 2nm. Dans ce travail, nous allons utiliser
également le terme nanopore afin de référer généralement à l’échelle nanométrique qui com-
prend les pores de taille inférieure à 100nm. Le volume de l’espace poral Vp normalisé par le
volume apparent de l’échantillon Vech désigne la porosité du milieu poreux :

φ =
Vp
Vech

(1.1)

1.1.2 Isotherme d’adsorption
L’adsorption d’un fluide sur un solide est un phénomène dans lequel les molécules d’un

fluide se "déposent" sur la surface d’un solide à cause des interactions moléculaires qui se ma-
nifestent à l’échelle microscopique. Il existe deux types d’adsorption qui se distinguent par la
nature des interactions moléculaires entre l’adsorbant et l’adsorbat. Dans le cas où ces inter-
actions conduisent à la formation de liaisons chimiques covalentes qui modifient la structure
électronique des molécules, nous parlons de chimisorption. La physisorption résulte quant à
elle des forces d’interaction physiques qui entre les molécules adsorbées et celles du solide.
Dans le présent travail, nous nous intéressons uniquement à la physisorption.

L’isotherme d’adsorption décrit l’évolution de la quantité de matière d’un fluide adsorbé
dans un matériau, en fonction de sa pression d’équilibre à température constante. D’après les
recommandations de l’IUPAC (Thommes et al., 2015), ces isothermes d’adsorption peuvent-
être classées en six catégories (figure 1.1). Les isothermes réversibles de type I sont caractéris-
tiques des milieux microporeux, leurs allures sont concaves et se stabilisent à une valeur limite
de quantité de matière. La pression à partir de laquelle cette valeur limite est atteinte dépend
du volume des micropores accessibles. Leur pente aux faibles pressions dépend des interactions
fluide-solide ainsi que de la largeur de la distribution en tailles de pore. Par exemple, dans le
cas de l’adsorption de l’argon à 87, 3 K sur un milieu microporeux qui contient principalement
des pores de tailles inférieures à 1 nm, l’isotherme d’adsorption est de type I(a). En revanche,
si le milieu poreux contient des pores plus larges de taille inférieure à 2, 5 nm, l’isotherme
d’adsorption est plutôt de type I(b). Les isothermes de type II caractérisent l’adsorption de gaz
dans des matériaux macroporeux ou non-poreux. L’allure de ce type d’isotherme est due au très
grand nombre de couches qui peuvent-être adsorbées dans les macropores. Le point B corres-
pond à la formation de la première couche moléculaire. L’isotherme de type IV est obtenue
pour des milieux poreux contenant essentiellement des mésopores et elle se caractérise par une
condensation capillaire qui peut-être accompagnée d’un cycle d’hystérésis. Les isothermes de
type III et V correspondent aux cas où les interactions fluide-solide sont très faibles, citons
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à titre d’exemple l’adsorption de l’eau dans des matériaux microporeux hydrophobes. Le type
III est observé dans le cas de milieux macroporeux ou non-poreux alors que le type V carac-
térise plutôt des matériaux microporeux ou mésoporeux. Enfin, l’isotherme de type V I est sous
forme de marches qui correspondent à la succession des couches moléculaires adsorbées sur
une surface non-poreuse.

FIGURE 1.1 – Classification des isothermes d’adsorption selon les recommandations de l’IU-
PAC (Thommes et al., 2015).

1.1.3 Déformation induite par adsorption
Les effets d’adsorption sur les milieux microporeux sont très importants à cause de leur

grande surface spécifique qui est de l’ordre de plusieurs centaines de m2/g et de l’effet de
confinement dans les micropores. Lorsqu’un échantillon microporeux est plongé dans un fluide
adsorbable sous pression, une grande quantité de molécules de fluide est piégée dans les na-
nopores. Cette quantité de matière agit sur la matrice solide du milieu poreux en causant une
déformation qui peut s’étendre à l’échelle macroscopique et modifier ses propriétés par la suite.
Dans les travaux d’Ottiger et al. (2008), il a été observé expérimentalement un gonflement des
milieux poreux induit par adsorption. La figure 1.2 représente la déformation d’un charbon
naturel sous pression des fluides He, CH4 et CO2. L’hélium représente le cas d’un fluide non-
adsorbable, les mesures expérimentales montre que le charbon naturel se contracte. Cependant,
en présence d’adsorption comme dans le cas du CH4 et du CO2, un gonflement est obtenu.
Concernant la modélisation de ce comportement, la poromécanique classique de Biot (Biot,
1935, 1941) ne permet de quantifier que la contraction des milieux poreux sous l’effet d’un
fluide non-adsorbable, mais, par la suite d’autres modèles ont été développés afin de prendre
en compte les effets d’adsorption sur les milieux poreux (Brochard et al., 2012b; Vermorel
and Pijaudier-Cabot, 2014; Perrier et al., 2018) et ainsi l’évaluation du gonflement induit par
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adsorption.

FIGURE 1.2 – Mesures expérimentales de la déformation d’un charbon naturel s =
V coal−V coal0

V coal0

sous l’effet de CO2, CH4 et He à 318, 15 K (Ottiger et al., 2008). Les symboles pleins corres-
pondent à la déformation au cours de l’adsorption et ceux vides représentent la déformation au
cours de la désorption.

1.2 Poromécanique

1.2.1 Description d’un milieu poreux

Comme indiqué dans la section précédente, un milieu poreux est un solide qui se compose
d’une matrice solide (squelette) et d’un espace poreux connecté à travers lequel peut circuler un
fluide. Dans ce travail, nous traitons uniquement le cas où l’espace poral est saturé par un fluide.
A ce propos, Biot (Biot, 1935, 1941) et Coussy (Coussy, 1991) ont développé une description
macroscopique dans laquelle un milieu poreux saturé est considéré comme un milieu continu
qui résulte de la superposition dans l’espace et dans le temps de deux milieux continus repré-
sentant le squelette et la phase fluide (voir figure 1.3). Dans un élément de volume du milieu
poreux saturé dΩ repéré par son vecteur position x, les points matériels ou particules du sque-
lette et du fluide coïncident au même instant avec le point géométrique repéré par le vecteur x.

+ =

milieu poreuxParticule du fluideParticule du squelette

Porosité 
connectée 

matrice 
solide
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FIGURE 1.3 – Milieu poreux modélisé macroscopiquement par la superposition de deux milieux
poreux en tout point géométrique au même instant selon la description de Coussy (schéma
recueilli dans Coussy (1991)).

1.2.1.1 Porosités de Lagrange et d’Euler

Considérons un élément de volume du milieu poreux saturé noté dΩt à la configuration ac-
tuelle et dΩ0 dans la configuration de référence. La porosité lagrangienne φ capture la variation
de l’espace poreux par rapport à la configuration initiale, donc le volume de l’espace poreux
dans la configuration actuelle est égal au produit φdΩ0. Cependant la porosité d’Euler n est
indépendante de la configuration initiale et elle donne accès directement au volume d’espace
saturé par le fluide ndΩt. La correspondance entre les deux approches se fait à travers l’égalité
suivante :

φdΩ0 = ndΩt (1.2)

1.2.1.2 Tenseur de déformation et sa partition

Le milieu poreux se déforme sous l’action des forces extérieures et des gradients de pression.
La déformation observée à l’échelle macroscopique est celle correspondant au milieu poreux et
c’est la plus adaptée pour décrire la déformation d’un milieu poreux saturé. Le tenseur de dé-
formation de Green-Lagrange quantifie la déformation d’un milieu continu en mesurant l’écart
produit entre les positions des points matériels par rapport à une configuration initiale de réfé-
rence. Quel que soit le vecteur position d’un point matériel notéX dans la configuration initiale,
devenant x après déformation, le tenseur des déformations de Green-Lagrange ∆ s’exprime en
fonction du vecteur déplacement ξ = x−X :

2∆ = Gradξ +t Gradξ +t Gradξ.Gradξ (1.3)

Dans le cadre des transformations infinitésimales, définies par : ∀X , ξ << 1 et ||Gradξ|| <<
1. Le tenseur de déformation de Green-Lagrange se réduit au tenseur des déformations linéarisé
ε :

2ε = Gradξ +t Gradξ (1.4)

La trace du tenseur de déformation linéarisé représente alors la dilatation volumique ε du
milieu poreux :

ε =
dΩt − dΩ0

dΩ0

= trε (1.5)

Par analogie avec l’équation (1.5), la dilatation volumique moyenne du squelette εs peut
s’exprimer :

εs =
dΩs

t − dΩs
0

dΩs
0

(1.6)

où dΩs
t et dΩs

0 représentent respectivement les volumes élémentaires avant et après déformation
du squelette.

Ces derniers sont liés à ceux du milieu poreux par les relations suivantes :

dΩs
t = (1− n) dΩt = dΩt − φdΩ0 (1.7)
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dΩs
0 = (1− φ0) dΩ0 (1.8)

En introduisant les relations (1.7) et (1.8) dans la définition (1.6) de la dilatation volumique
du squelette εs, celle-ci peut-être reliée à la dilatation volumique totale ε du milieu poreux et à
la porosité φ :

ε = (1− φ0) εs + φ− φ0 (1.9)

La relation (1.9) représente la partition de la déformation d’un milieu poreux entre ses
constituants : la matrice solide et la porosité. Elle est indépendante du comportement poro-
mécanique du milieu poreux et elle s’écrit de façon incrémentale :

dε = (1− φ) dεs + dφ (1.10)

NB : dans le cadre d’une résolution incrémentale, nous considérons une succession d’état de
référence (φ0 ≡ φ).

1.2.1.3 Tenseur des contraintes et sa partition

En mécanique des milieux continus, tout sous-domaine matériel Ωt d’un milieu continu est
exposé à deux types de forces extérieures : les forces de volume et les forces de surface (figure
1.4).

𝒖𝒖

FIGURE 1.4 – Définition des forces de surface et de volume agissant sur un sous-domaine Ωt

d’un milieu continu (schéma recueilli dans Coussy (2004)).

Les forces de volume sont définies à partir de leur densité massique F (x, t) supposée in-
dépendante du sous-domaine considéré. La force de volume infinitésimale δf agissant sur un
volume élémentaire dΩt ayant une masse ρdΩt s’exprime :

δf = ρF (x, t)dΩt (1.11)

avec ρ la densité volumique actuelle du volume matériel dΩt. Comme ce dernier est constitué
du squelette et du fluide, sa densité volumique peut se développer :

ρ = (1− n) ρs + ρfn (1.12)
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où ρs est la masse volumique de la partie matérielle du squelette et ρf désigne la masse volu-
mique du fluide.

Les forces de surface sont les forces de cohésion qui s’exercent sur les frontières du sous-
domaine Ωt. La force de surface infinitésimale δT appliquée sur un élément de surface da centré
au point x et appartenant à la surface qui délimite le sous-domaine Ωt, est définie par :

δT = σ.uda (1.13)

σ représente le tenseur des contraintes de Cauchy et u désigne le vecteur unitaire normal exté-
rieur à l’élément de surface da.

En tenant compte du bilan des forces de volume et de surface agissant sur le sous-domaine
Ωt d’un milieu poreux saturé, l’équilibre mécanique s’écrit :∫

Ωt

ρF (x, t)dΩt +

∫
∂Ωt

σ.uda = 0 (1.14)

En remplaçant dans l’équation (1.14) l’expression (1.12) de la masse volumique ρ et en
utilisant le théorème du flux, nous obtenons :∫

Ωt

[∇xσ + ρs(1− n)F + ρfnF ] dΩt = 0 (1.15)

La forme locale de l’équation (1.15) s’écrit :

∇xσ + ρs(1− n)F + ρfnF = 0 (1.16)

En suivant le même raisonnement développé au-dessus, nous pouvons écrire l’équilibre mé-
canique entre les éléments constitutifs du milieu poreux (le solide et le fluide) :

∇x[(1− n)σs] + ρs(1− n)F + f→sint = 0 (1.17)

∇x[nσf ] + ρfnF + f→fint = 0 (1.18)

σs et σf représentent respectivement les tenseurs des contraintes moyens du solide et du fluide.
f→sint et f→fint sont les forces de réaction entre le fluide et le solide et P représente la pression du
fluide.

En sommant les équations (1.17) et (1.18) et en prenant en compte le principe de l’action-
réaction appliqué sur le solide et le fluide, c’est-à-dire f→sint + f→fint = 0, nous pouvons aboutir à
la partition de la contrainte totale par identification avec l’équation d’équilibre global (1.16) :

σ = (1− n)σs + nσf (1.19)

Si de plus, nous supposons que dans le fluide le tenseur des contraintes moyen σf se réduit à
un tenseur sphérique hydrostatique σf = −P1 où P est la pression du fluide, l’équation (1.19)
devient :

σ = (1− n)σs − nP1 (1.20)
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Dans la suite du manuscrit où l’on considère un milieux poreux homogène poroélastique
linéaires et isotrope dans le cadre de l’hypothèse des petites perturbations où les porosités la-
grangienne et eulérienne peuvent être considérées comme superposées, l’équation (1.20) pourra
s’écrire sous forme :

σ = (1− φ0)σs − φ0P (1.21)

où σ = (σ)kk/3 et σs = (σs)kk/3 peuvent être réduites respectivement aux tractions moyennes
prévalant dans le milieu poreux et dans le squelette.

Dans le cadre d’une résolution incrémentale, la partition de la contrainte totale (équation
(1.21)) s’écrira :

dσ = (1− φ)dσs − φdP (1.22)

NB : dans le cadre d’une résolution incrémentale, nous considérons une succession d’état de
référence (φ0 ≡ φ).

1.2.2 Modèle poromécanique classique
La poromécanique classique a été dérivée par Coussy (1991) dans le cadre de la thermo-

dynamique des processus irréversibles. Le système thermodynamique considéré est un milieu
constitué par un squelette déformable et un espace interstitiel saturé par un fluide. Contraire-
ment à la description présentée précédemment, dans laquelle un milieu poreux saturé est traité
comme un milieu continu classique que l’on peut qualifier fermé dans le sens où ses sous vo-
lumes matériels n’échangent aucune matière avec l’extérieur, cette approche thermodynamique
représente un milieu poreux saturé par un milieu continu ouvert parce qu’il peut échanger de
la matière fluide avec le milieu extérieur au cours de la déformation. L’extension de la ther-
modynamique des milieux continus fermés à celle des milieux continus ouverts a été faite par
Coussy à l’aide du postulat de l’état local. Ce postulat stipule que l’état actuel d’un système ho-
mogène en évolution quelconque peut-être caractérisé par les mêmes variables qu’à l’équilibre
et qu’il est indépendant des vitesses d’évolution. Dans ce chapitre, nous allons établir les lois
de comportement poroélastique linéaire d’un milieu poreux isotrope saturé par un fluide.

1.2.2.1 Equations constitutives

Dans les conditions de transformations infinitésimales, réversibles et isothermes, l’énergie
libre d’Helmholtz du squelette est exprimée dans la description Lagrangienne sous forme :

dψs = σ : dε+ Pdφ (1.23)

σ est le tenseur des contraintes de Cauchy et ε représente le tenseur des déformations de Green-
Lagrange linéarisé et P réfère à la pression du fluide saturant la porosité φ.

L’énergie de Gibbs du squelette est définie par la relation suivante :

G̃s = ψs + Pφ (1.24)

En différenciant l’équation (1.24) et en y remplaçant la variation de l’énergie libre de Helm-
holtz donnée par l’équation (1.23), la variation de l’énergie de Gibbs peut-être exprimée en
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fonction des variables d’état {εij, P} :

dG̃s = σijdεij − φdP (1.25)

εij sont les éléments du tenseur des déformations.

A partir de l’équation (1.25), nous pouvons déduire les équations d’état sous la forme :
σij =

∂
∼
Gs

∂εij

φ = −∂
∼
Gs

∂P

(1.26a)

(1.26b)

Les égalités de Maxwell s’expriment :
∂σij
∂εkl

=
∂σkl
∂εij

∂σij
∂P

= − ∂φ

∂εij

(1.27a)

(1.27b)

D’autre part, dans la limite poroélastique linéaire, l’énergie de Gibbs du squelette s’écrit
sous une forme quadratique :

G̃s =
1

2
εijCijklεkl − bijεijP −

1

2

P 2

N
(1.28)

où les coefficients Cijkl, bij et N sont des constantes.

Le terme 1
2
εijCijklεkl correspond à la contribution due à l’élasticité effective du milieu po-

reux. Les modules Cijkl sont des composantes du tenseur d’élasticité C, du quatrième ordre, qui
relie linéairement le tenseur des contraintes totales σ au tenseur de la déformation ε à P et T
constantes. Ces modules sont définis par :

Cijkl =
∂σij
∂εkl

(1.29)

Les symétries du tenseur C peuvent-être obtenues à partir de la définition de ses composantes
donnée par l’équation (1.29), des symétries du tenseur des contraintes totales σij = σji et celles
du tenseur des déformations εkl = εlk :

Cijkl = Cklij ; Cijkl = Cijlk ;Cijkl = Clkij (1.30)

Le terme bijεijP résulte du couplage entre le milieu poreux et le fluide saturant. Les coef-
ficients de Biot bij sont les composantes du tenseur de Biot. Ils sont définis avec les relations
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suivantes bij = − ∂2G̃s
∂εij∂P

= −∂σij
∂P

= ∂φ
∂εij

. Ce tenseur de Biot est symétrique puisqu’il définit
une forme linéaire sur le tenseur symétrique de la déformation :

bij = bji (1.31)

Le terme 1
2
P 2

N
représente la contribution du fluide saturant le milieu poreux. Le module de

Biot N relie la variation de la porosité à la variation de la pression P à εij et T constantes et il
peut-être défini par 1

N
= −∂2G̃s

∂P 2 = ∂φ
∂P

.

En tenant compte de l’expression quadratique de l’énergie de Gibbs du squelette (1.28) et
des symétries (1.30), les équations d’état (1.26) peuvent-être exprimées dans la limite poroélas-
tique linéaire : 

σij = Cijklεkl − bijP

φ = bijεij +
P

N

(1.32a)

(1.32b)

En différenciant les équations (1.32), nous obtenons les équations constitutives dans la limite
du comportement poroélastique linéaire :


dσij = Cijkldεij − bijdP

dφ = bijdεij +
dP

N

(1.33a)

(1.33b)

Le comportement poroélastique linéaire et isotrope s’écrit dans les conditions des transfor-
mations infinitésimales et isothermes :

dσij =
E

1 + ν
dεij +

νE

(1 + ν)(1− 2ν)
dεkkδij − bδijdP

= 2µdεij + λdεkkδij − bδijdP

dφ = bδijdεij +
dP

N

(1.34a)

(1.34b)

(1.34c)

où E et ν représentent respectivement le module d’Young et le coefficient de Poisson. µ et
λ sont les coefficients de Lamé et δij est le symbole de Kronecker. Dans les conditions d’un
milieu isotrope, les coefficients de Biot se simplifient à la forme bij = bδij .

Par la suite, nous notons la traction moyenne macroscopique totale et la déformation volu-
mique respectivement par σ et ε. Dans le cadre des transformations infinitésimales elles s’ex-
priment : {

σ = σkk/3

ε = εkk

(1.35a)
(1.35b)
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En tenant compte des relations (1.35), les équations constitutives (1.33) deviennent :
dσ = Kdε− bdP

dφ = bdε+
dP

N

(1.36a)

(1.36b)

où K est le module d’incompressibilité apparent du matériau poreux. Les modules apparents
d’incompressibilité K et de cisaillement G s’expriment en fonction du module d’Young et du
coefficient de Poisson à travers les relations (1.37) :

K =
E

3(1− 2ν)

G =
E

2(1 + ν)

(1.37a)

(1.37b)

A partir de l’équation (1.36a), nous pouvons déduire la loi de comportement du squelette
qui se constitue par une phase solide non-poreuse, de rigidité Ks et de contrainte σs :

dσs = Ksdεs (1.38)

1.2.2.2 Propriétés poromécaniques

Modules apparents d’incompressibilité K(φ) et de cisaillement G(φ)

𝑑

𝑙

𝐿
Echelle microscopique

(matrice solide + porosité)
Echelle macroscopique

(Echantillon)

𝑉𝐸𝑅

FIGURE 1.5 – Volume élémentaire représentatif (V ER) de taille l observé aux échelles micro-
scopique et macroscopique. d et L sont respectivement la taille caractéristique des pores et de
l’échantillon.

La présence des pores dans les milieux poreux engendre une hétérogénéité du comportement
à l’échelle microscopique. Il existe des méthodes d’homogénéisation dites micromécaniques qui
permettent de prédire le comportement macroscopique des milieux hétérogènes à partir de leurs
caractéristiques structurales. Le principe de ces méthodes a été introduit par Hill (1963) et Ha-
shin (1965). Il s’agit de faire une correspondance micro-macro à travers un volume élémentaire
représentatif (V ER) (figure 1.5). Celui-ci devra vérifier deux conditions essentielles. D’une
part, il doit être de taille plus grande que la taille des hétérogénéités afin qu’il soit représentatif
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du caractère statistique des particules présentes à l’échelle microscopique. D’autre part, sa taille
doit être plus petite que les dimensions de l’échantillon de façon à garantir le caractère continu
du milieu équivalant homogène défini à l’échelle macroscopique.

Dans ce travail, nous allons estimer les propriétés élastiques apparentes du milieu poreux
en utilisant une approche itérative d’homogénéisation développée par Perrier et al. (2018) en se
basant sur les travaux de Barboura (2007). Ce processus consiste à homogénéiser successive-
ment des milieux intermédiaires contenant une faible portion incrémentale de porosité jusqu’à
atteindre la porosité souhaitée. Cette approche a été conçue sans aucune restriction ni sur le
taux de porosité du milieu ni sur le modèle d’homogénéisation utilisé à chaque étape. Considé-
rons un milieu poreux contenant un taux de porosité φ et ayant une matrice solide de propriétés
élastiques (Ks, Gs). Le schéma d’homogénéisation itérative (Perrier et al., 2018) donnant les
propriétés homogénéisées globales (K,G) est le suivant :

(K,G) = Ψ (Ks, Gs, φ) (1.39)

avec 
K(0) = Ks, G

(0) = Gs, ∆φ =
φ

n
, φ(i) =

∆φ

1− φ+ i∆φ

K(i) = ΨK

(
φ(i), K(i−1), G(i−1)

)
G(i) = ΨG

(
φ(i), K(i−1), G(i−1)

)
Km = K(n), Gm = G(n)

(1.40a)

(1.40b)

(1.40c)

(1.40d)

où n est un nombre d’incréments donné, ∆φ est un faible taux de porosité introduit successi-
vement dans le squelette et φ(i) représente la porosité du milieu intermédiaire à une itération i.

ΨK et ΨG sont des fonctions d’homogénéisation définies par :
ΨK (φ,Ks, Gs) = Ks −

φKs

1− (1− φ)AK

ΨG (φ,Ks, Gs) = Gs −
φGs

1− (1− φ)AG

(1.41a)

(1.41b)

AK et AG sont des constantes dépendantes du modèle d’homogénéisation choisi. Comme dans
(Perrier et al., 2018), nous choisissons dans ce travail l’approximation de Mori-Tanaka appli-
quée à une porosité cylindrique : 

AK =
Ks

Ks +Gs

AG =
Ks + 2Gs

2Ks + 2Gs

(1.42a)

(1.42b)

Les modules élastiques Ks et Gs sont reliés au module d’Young Es et au coefficient de
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Poisson νs par les relations (1.43) : 
Ks =

Es
3(1− 2ν)

Gs =
Es

2(1 + ν)

(1.43a)

(1.43b)

Coefficient de Biot b
Les propriétés poromécaniques b et N permettent de déterminer le comportement poromé-

canique d’un milieu poreux. L’influence de la pression interstitielle sur la déformation quasi-
statique d’un milieu poreux a été envisagée pour la première fois dans la théorie de consolidation
des sols à travers un modèle à une dimension élaboré par von Terzaghi (1923). Dans ce modèle,
la matrice solide, formée par des grains, a été supposée incompressible à cause de sa faible
dilatation volumique. Dans ce cadre, Terzaghi définit la variation de la contrainte effective σ′

par la relation suivante :
dσ
′
= Kdεincomp. = dσ + dP (1.44)

εincomp est la dilatation volumique totale d’un milieu poreux ayant une matrice solide incom-
pressible, σ désigne la contrainte totale et P représente la pression du fluide interstitiel.

Dans le contexte de la poroélasticité linéaire isotrope, le coefficient de Biot b permet d’étendre
la contrainte effective de Terzaghi au cas d’un milieu poreux qui se caractérise par un squelette
solide compressible. La variation de la contrainte effective de Biot σ′′ s’écrit :

dσ
′′

= Kdεcomp. = dσ + bdP (1.45)

εcomp. représente la dilatation volumique totale en tenant compte de la dilatation du squelette.

Le coefficient de Biot b peut être identifié en considérant que la dilatation volumique totale
d’un milieu poreux ayant un squelette compressible εcomp. est égale à sa dilatation volumique
totale lorsque son squelette est incompressible εincomp. à laquelle on ajoute la dilatation volu-
mique du squelette εs :

dεcomp. = dεincomp. + dεs (1.46)

La variation de dilatation volumique du squelette dεs est donnée par l’équation (1.38). Dans
le cas d’un milieu où le squelette est immergé dans un fluide, la variation de la contrainte du
squelette dσs est égale à l’opposé de la variation de la pression du fluide dP , dσs = −dP et :

dεs = −dP
Ks

(1.47)

En utilisant les équations (1.44) et (1.47), l’équation (1.46) devient :

dεcomp. =
dσ

K
+

(
1

K
− 1

Ks

)
dP (1.48)
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Finalement, le coefficient de Biot peut-être obtenu par identification entre les équations
(1.45) et (1.48) :

b = 1− K

Ks

(1.49)

Module de Biot N
Lorsque le squelette est compressible, la porosité peut varier sous l’action de la pression du

fluide interstitiel même si la dilatation totale du milieu poreux est nulle. C’est pour cette raison
que le module de Biot N a été introduit afin de caractériser la variation de la porosité due à la
variation de la pression du fluide lorsque la déformation et la température sont constantes. Celui-
ci peut-être relié aux caractéristiques du milieu poreux en combinant les équations constitutives
(1.36) avec les partitions de la déformation totale et de la contrainte totale (équations (1.10) et
(1.22)).

En tenant compte de la partition de la déformation totale (équation (1.10)), la variation de
la porosité s’écrit :

dφ = dε− (1− φ)dεs (1.50)

En utilisant la partition de la contrainte totale (équation (1.22)) et la variation de la contrainte
du squelette (équation (1.38)), la déformation du squelette peut-être exprimée sous la forme :

(1− φ)dεs =
dσ

Ks

+ φ
dP

Ks

(1.51)

En remplaçant l’équation (1.51) dans l’équation (1.50), nous obtenons :

dφ = dε− dσ

Ks

− φdP
Ks

(1.52)

Nous pouvons alors exprimer la variation de la porosité en fonction des variations de la
déformation et de la pression en remplaçant la contrainte totale par son expression (1.36a) dans
l’équation (1.52) :

dφ =

(
1− K

Ks

)
dε+

(
b− φ
Ks

)
dP (1.53)

Par identification entre les équations (1.36b) et (1.53), nous pouvons retrouver le coefficient
de Biot (expression (1.49)) et exprimer le module de Biot sous la forme :

1

N
=
b− φ
Ks

(1.54)

Bilan des propriétés poromécaniques
b = 1− K

Ks

1

N
=
b− φ
Ks

(1.55a)

(1.55b)

Dans ce travail, nous allons utiliser au chapitre 3 les partitions de la déformation et de la
contrainte (Coussy, 2004) pour déterminer le coefficient de Biot sans faire référence au concept
de Terzaghi qui illustre son sens physique.
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1.2.3 Effet de l’adsorption sur les milieux poreux

Dans les milieux microporeux, les effets d’adsorption modifient considérablement l’état des
fluides, en particulier dans les micropores, et créent par la suite une déformation importante
observable à l’échelle macroscopique. Le fluide adsorbé occupe un état inhomogène à cause
des interactions fluide-fluide et fluide-solide. En plus de ces interactions, la taille du pore est
un facteur déterminant dans l’estimation des propriétés du fluide confiné. La dépendance de la
pression d’un fluide adsorbé à la taille du pore a fait l’objet de plusieurs travaux de simulation
moléculaire et de modélisation. Dans le travail de Grégoire et al. (2018) par exemple, la théorie
de la fonctionnelle de la densité a été utilisée pour estimer la pression Πf d’un fluide adsorbé
dans des nanopores parfaitement plans (équation (1.56)).

Πf =

∫ L

0

ρ(z)
∂V ext(z, L)

∂L
dz (1.56)

L représente la taille du pore, ρ(z) est le profil de densité et V ext(z, L) désigne le potentiel
extérieur qui modélise l’interaction moléculaire du fluide avec les parois solides.

Comme montré sur la figure 1.6, ces pressions sont importantes par rapport à la pression
bulk et elles peuvent-être négatives suivant la taille du pore. A cette occasion, nous précisons
que dans notre travail, l’usage de la théorie de la fonctionnelle de la densité se limite à la dé-
termination de la distribution de la matière du fluide adsorbé dans le milieu poreux. Concernant
les pressions prédites par la DFT, elles ne sont pas cohérentes avec le modèle poromécanique
que nous allons développer dans cette thèse et ne permettent pas de quantifier le gonflement du
milieu poreux. D’une part, elles sont très grandes à cause de la représentation idéale des pores
du milieu poreux. D’autre part, la pression étant une grandeur intensive, sa mise à l’échelle
s’avère difficile.

FIGURE 1.6 – Evolution de la pression Πf du méthane confiné dans des pores plans graphi-
tiques en fonction de la taille du pore L. Résultat de modélisation estimés par la théorie de la
fonctionnelle de la densité (Grégoire et al., 2018).
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1.2.3.1 Coefficient de confinement

Dans les travaux de Vermorel and Pijaudier-Cabot (2014), les effets d’adsorption d’un fluide
confiné avec un réservoir à une pression bulk Pb ont été quantifiés par un coefficient de confi-
nement noté χ. A travers ce coefficient de confinement, la pression effective P d’une phase
confinée dans une porosité φ est estimée par :

dP =
dPb

1− χ
(1.57)

avec

χ =
nex

ntot
(1.58)

où nex et ntot représentent respectivement les quantités de matière d’excès et totale du fluide
confiné dans la porosité φ. Dans le formalisme de Gibbs, ntot peut s’exprimer par :

ntot ≈ nex +
ρbV

0
φ

M
= nex +

(
φ0

1− φ0

)
ms

M

ρb
ρs

(1.59)

V 0
φ est le volume initial de l’espace poreux connecté, φ0 désigne la porosité initiale du milieu

poreux, ms représente la masse de l’échantillon et ρs indique la densité du squelette. M et ρb
sont respectivement la masse molaire du fluide et sa densité bulk.

Le coefficient de confinement χ est nul en l’absence d’adsorption et dans ce cas dP = dPb.
En présence d’adsorption, il est compris entre 0 et 1, ce qui implique une pression effective plus
grande que celle de la phase bulk. Ce résultat est intuitivement cohérent avec les observations
expérimentales du gonflement des milieux microporeux induit par adsorption.

Dans les conditions isothermes, les effets de l’adsorption sur le comportement poroélastique
linéaire et isotrope d’un milieu poreux saturé sont alors quantifiés par l’équation constitutive
(1.60) :

σ = Kε− b
∫ Pb

0

1

1− χ
dPb (1.60)

Lorsque le milieu poreux est totalement plongé dans un fluide bulk, la contrainte totale σ exercée
sur celui-ci est égale à −Pb. La variation de la déformation s’écrit alors sous la forme :

dε =

(
b

1− χ
− 1

)
dPb
K

(1.61)

Le modèle de Vermorel and Pijaudier-Cabot (2014) s’avère cohérent avec les résultats ex-
périmentaux si les caractéristiques du milieu poreux duquel le modèle poromécanique dépend
(la porosité φ, le module d’incompressibilité apparent K du milieu poreux et celui du squelette
Ks) sont ajustées sur les mesures expérimentales de la déformation. Cependant, Perrier et al.
(2018) ont montré que ce modèle peut-être amélioré et devenir prédictif sans aucun paramètre
d’ajustement.
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1.2.3.2 Autre approche

Brochard et al. (2012b) propose une autre approche pour prendre en compte des effets d’ad-
sorption sur les milieux poreux. Il s’agit d’écrire la contrainte totale exercée sur le milieu poreux
saturé comme suit :

σ = Kε− ∂

∂ε

[∫ Pb

0

n(ε, Pb)V bdPb

]
Pb

(1.62)

où K est le module d’incompressibilité apparente et V b représente le volume molaire du fluide
en phase bulk. Ici, n est la concentration lagrangienne du fluide dans le milieu poreux, c’est-
à-dire la quantité de matière du fluide adsorbé dans le milieu poreux divisée par le volume de
l’échantillon. Elle s’exprime dans l’hypothèse des déformations infinitésimales (ε << 1) :

n(ε, Pb) ≈ n0(Pb) (1 + C(Pb)ε) (1.63)

où n0 est la concentration du fluide dans le milieu lorsque celui-ci est non-déformé et C (Pb)
représente un coefficient de couplage. Dans le cas où le milieu poreux est immergé dans un
fluide à la pression bulk (σ = −Pb), C (Pb) est défini par Brochard et al. (2012b) :

C(Pb) =
1 +Kdεu/dPb

nuV b − εu(1 +Kdεu/dPb)
(1.64)

nu et εu représentent respectivement l’isotherme d’adsorption et la déformation du milieu po-
reux induite par adsorption dans les conditions du gonflement libre. Dans cette approche, ces
deux grandeurs doivent être déterminées préalablement afin de pouvoir exploiter le modèle pro-
posé.

1.2.4 Modèle à double porosité
La partie poromécanique développée dans le présent travail sera basée essentiellement sur

les travaux de Perrier et al. (2018) dans lesquels un modèle poromécanique à double porosité
est capable de prédire le comportement poroélastique linéaire et isotrope d’un milieu poreux
immergé dans un fluide adsorbable. Ce modèle a été validé expérimentalement sur le cas de
l’adsorption de méthane CH4 et de dioxyde de carbone CO2 sur un charbon naturel (Perrier
et al., 2017b) et sur un charbon actif (Perrier et al., 2018).

Echantillon plongé dans un 
fluide bulk à une pression 𝑃!

Porosité de transport 
𝜙" saturée en fluide 
à la pression 𝑃"

Porosité d’adsorption 
𝜙# saturée en fluide à 
la pression 𝑃#

FIGURE 1.7 – Modélisation d’un milieu poreux à double porosité (schéma recueilli dans Perrier
et al. (2018)).
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Ce modèle suppose qu’un fluide adsorbable saturant les pores occupe deux états : un état
bulk lorsque le fluide se trouve dans la porosité de transport φM formée par les pores de taille
supérieur à 50nm et un état confiné dans la porosité d’adsorption φµ qui regroupe les pores de
taille inférieure à 50nm. Les pressions du fluide saturant les porosités φM et φµ sont respecti-
vement notées PM et Pµ (figure 1.7).

1.2.4.1 Équations constitutives

Les équations constitutives décrivant le comportement poromécanique linéaire et isotrope
d’un milieu poreux à double porosité ont été dérivées dans le cadre de la poroélasticité de
Coussy. Dans les conditions isothermes et des transformations infinitésimales, elles s’expriment :

dσ = Kdε− bµdPµ − bMdPM

dφµ = bµdε+
dPµ
Nµµ

+
dPM
NµM

dφM = bMdε+
dPµ
NMµ

+
dPM
NMM

(1.65a)

(1.65b)

(1.65c)

où :
- bµ est le coefficient de Biot qui relie linéairement les variations de la porosité d’adsorption à
celle de la déformation, à PM et T constantes.
- bM est le coefficient de Biot qui relie linéairement les variations de la porosité de transport à
celle de la déformation, à Pµ et T constantes.
- Nµµ est le module de Biot liant les variations de la porosité d’adsorption à celle de la pression
Pµ, à ε, PM et T constantes.
- NµM est le module de Biot liant les variations de la porosité d’adsorption à celle de la pression
PM , à ε, Pµ et T constantes.
- NMM est le module de Biot liant les variations de la porosité de transport à celle de la pression
PM , à ε, Pµ et T constantes.
- NµM est le module de Biot liant les variations de la porosité de transport à celle de la pression
Pµ, à ε, PM et T constantes.

1.2.4.2 Propriétés poromécaniques

Dans le modèle de Perrier et al. (2018), les propriétés poromécaniques ont été déterminées
en étendant les travaux de Coussy (2004) et Nikoosokhan et al. (2012).

Tout d’abord, les partitions de la déformation et de la contrainte (équation (1.10) et (1.22))
ont été étendues à la double porosité :

dε = (1− φ)dεs + dφµ + dφM

dσ = (1− φ)dσs − φµdPµ − φMdPM
dσs = Ksdεs

(1.66a)
(1.66b)
(1.66c)
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où dεs et dσs sont respectivement les variations moyennes de la déformation et de la contrainte
de la matrice solide supposée homogène et linéairement élastique de module d’incompressibi-
lité Ks. φ est la porosité totale φ = φµ + φM .

En combinant les équations constitutives (1.65) et les partitions de la déformation et de la
contrainte (1.66), nous obtenons :(

1− bµ − bM
K

− 1

Ks

)
dσ =

(
φµ
Ks

+
1

Nµµ

+
1

NMµ

− (1− bµ + bM)
bµ
K

)
dPµ

+

(
φM
Ks

+
1

NµM

+
1

NMM

− (1− bµ + bM)
bM
K

)
dPM

(1.67)

Dans l’équation (1.67), les variations dσ, dPµ et dPM sont indépendantes. Par conséquent,
leurs pré-facteurs doivent être nuls. Ceci conduit aux relations suivantes :

bµ + bM = 1− K

Ks

1

Nµµ

+
1

NMµ

=
bµ − φµ
Ks

1

NµM

+
1

NMM

=
bM − φM

Ks

(1.68a)

(1.68b)

(1.68c)

A cette étape, la méthode de Nikoosokhan et al. (2012) est adoptée et étendue à la double
porosité. Il s’agit de se mettre dans une expérience de pensée dans laquelle la microporosité est
supposée inaccessible au fluide. Cette condition mène à deux conséquences fondamentales :
1) La pression dans les micropores est nulle Pµ = 0.
2) La matrice microporeuse, constituée par la matrice solide de propriétés (Ks, Gs) et la micro-
porosité φµ inaccessible au fluide, joue le rôle d’un squelette apparent qui peut être considéré
linéairement élastique, homogène et isotrope. Les propriétés élastiques de ce dernier sont esti-
mées avec la fonction d’homogénéisation (équation (1.39)) telles que (Kµ, Gµ) = Ψ(Ks, Gs, φµ).

Dans le cadre de cette expérience, le comportement poromécanique du milieu poreux saturé
à double porosité devient équivalent au comportement d’un milieu poreux à une porosité φM
saturée par le fluide à la pression PM et ayant un squelette de rigidité Kµ. Par analogie avec les
équations (1.49) et (1.54), les propriétés poromécaniques s’écrivent :

bM = 1− K

Kµ

;
1

NMM

=
bM − φM
Kµ

(1.69)

En combinant les relations (1.68a), (1.68c) et (1.69), nous pouvons identifier bµ et NµM :

bµ = K

(
1

Kµ

− 1

Ks

)
;

1

NµM

= (bM − φM)

(
1

Ks

− 1

Kµ

)
(1.70)

Après avoir identifié NµM , les égalités de Maxwell permettent de déduire NMµ :

1

NMµ

=
1

NµM

= (bM − φM)

(
1

Ks

− 1

Kµ

)
(1.71)
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A partir des relations (1.68b) et (1.71), nous obtenons l’expression de Nµµ :

1

Nµµ

=
bµ − φµ
Ks

− 1

NµM

=
bµ − φµ
Ks

− bM − φM
Kµ

(1.72)

Bilan des propriétés poromécaniques

• Coefficients de Biot : 
bM = 1− K

Kµ

bµ = K

(
1

Kµ

− 1

Ks

) (1.73a)

(1.73b)

•Modules de Biot : 

1

NMM

=
bM − φM
Kµ

1

NµM

= (bM − φM)

(
1

Ks

− 1

Kµ

)
1

NMµ

=
1

NµM

1

Nµµ

=
bµ − φµ
Ks

− 1

NMµ

(1.74a)

(1.74b)

(1.74c)

(1.74d)

où les rigidités apparentes du milieu poreux K et de la matrice microporeuse Kµ peuvent-
être déterminées par la fonction d’homogénéisation introduite dans la section 1.2.2.2 : K =
Ψ (Ks, Gs, φ) et Kµ = Ψ (Ks, Gs, φµ).

1.2.4.3 Effet de confinement

Dans les travaux de Perrier et al. (2018), les pressions effectives du fluide saturant les po-
rosités de transport φM et d’adsorption φµ ont été estimées en étendant l’approche de Vermorel
and Pijaudier-Cabot (2014) : 

dPµ =
dPb

1− χµ

dPM =
dPb

1− χM

(1.75a)

(1.75b)

dPµ et dPµ sont les variations de la pression effective respectivement dans la porosité de trans-
port et la porosité d’adsorption. Les coefficients de confinement associés χµ et χM s’expriment :

χµ =
nexµ
ntotµ

χM =
nexM
ntotM

(1.76a)

(1.76b)
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La détermination des coefficients de confinement nécessite la connaissance des quantités de
matière d’excès dans les porosités de transport et d’adsorption. Dans Perrier et al. (2018), les
effets de confinement sur l’état de fluide dans la macroporosité ont été négligés et la quantité
adsorbée d’excès est considérée nulle nexM ≈ 0. Par conséquent, la quantité adsorbée d’excès
du fluide confiné dans la porosité d’adsorption peut-être supposée égale à la quantité d’excès
totale adsorbée dans le milieu poreux nexµ ≈ nextot. Celle-ci peut par exemple être déterminée
expérimentalement avec une technique de manométrie (Perrier et al., 2017b). Dans le cadre de
cette approximation, les coefficients de confinement deviennent : χµ ≈

nextot
ntotµ

χM ≈ 0

(1.77a)

(1.77b)

En tenant compte des définitions des pressions effectives (1.75), les équations constitutives
(1.65) deviennent : 

dσ = Kdε−
[

bµ
1− χµ

+ bM

]
dPb

dφµ = bµdε−
[

1

Nµµ(1− χµ)
+

1

NµM

]
dPb

dφM = bMdε−
[

1

NMµ(1− χµ)
+

1

NMM

]
dPb

(1.78a)

(1.78b)

(1.78c)

1.2.4.4 Validation expérimentale du modèle

Dans les travaux de Perrier et al. (2018), le modèle à double porosité a été appliqué et
validé expérimentalement sur le cas du gonflement d’un charbon actif induit par adsorption du
méthane CH4 et du dioxyde de carbone CO2.

Les entrées du modèle à double porosité comportent les propriétés de l’adsorbant et de
l’adsorbat. L’adsorbant est un solide qui se caractérise par une masse ms, une densité de la
matrice solide ρs ainsi que ses modules d’incompressibilité Ks et de cisaillement Gs, et les
porosités de transport φM et d’adsorption φµ. Concernant le fluide adsorbé, il se caractérise par
son isotherme d’adsorption d’excès nex.

Les mesures expérimentales des isothermes d’adsorption d’excès (figure 1.8) et de la dé-
formation induite par adsorption (courbes (1) sur la figure 1.9) ont été obtenues simultanément
grâce à une technique de manométrie couplée à une technique d’imagerie numérique (Perrier
et al., 2017a). En effet, à chaque point mesuré sur l’isotherme d’adsorption, une camera capture
une image de l’échantillon pour en déduire le champ de déplacements et puis la déformation, en
la comparant avec une image de référence par une technique de corrélation d’images. La figure
1.9 montre une comparaison entre les mesures expérimentales (courbes (1)) et les prédictions
du modèle à double porosité ainsi que sa dispersion correspondant aux incertitudes sur les pro-
priétés élastiques du squelette Ks = 7.0 ± 0.8 et Gs = 4.1 ± 0.4 (courbes (2)). Le modèle à
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double porosité fournit une très bonne estimation de la déformation du charbon actif induite par
adsorption du CH4 et du CO2.
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1.2.4.5 Critiques et valeur ajoutée

Le modèle poromécanique à double porosité de Perrier et al. (2018), permet de prédire la
déformation induite par adsorption avec une très bonne précision par rapport à l’expérience. Il
est en outre plus prédictif que le modèle de Vermorel and Pijaudier-Cabot (2014) parce qu’il
ne nécessite aucun ajustement sur les mesures de la déformation. Toutefois, l’entrée principale
du modèle est l’isotherme d’adsorption d’excès mesurée expérimentalement. Par conséquent,
ce modèle ne peut pas être considéré comme purement prédictif. Dans notre travail, nous allons
tenter à améliorer deux points essentiels dans le modèle de Perrier et al. (2018). D’abord, nous
allons l’étendre à n porosités qui comprennent une macroporosité et plusieurs porosités d’ad-
sorption qui constituent l’origine du gonflement du milieu poreux. De plus, nous allons prédire
les isothermes d’adsorption à l’échelle des porosités en utilisant la théorie de la fonctionnelle
de la densité (DFT). Ce couplage avec la DFT rend notre modèle poromécanique à multiple
porosité plus prédictif dans le sens où il ne nécessite pas de mesures expérimentales liées au
couplage fluide-solide.

1.2.5 Milieux poreux non saturés ou multiphasique
Un milieu poreux non saturé désigne ici un milieu poreux dont l’espace interstitiel est saturé

par plusieurs phases fluides i = 1, 2, .... Il est dit non saturé par rapport à une phase fluide de
référence. Nous notons une fraction de la porosité occupée par une phase donnée φ̃i et la porosité
totale est φ =

∑
i φ̃i. Le degré de saturation relatif à une phase i est alors défini par :

Si =
φ̃i
φ

;
∑
i

Si = 1 (1.79)

26



1.2. Poromécanique

Il est important de noter qu’ici la porosité φ̃i occupée par une phase i n’est pas liée à une taille
de pore donnée, ce qui explique le changement de notation des porosités par rapport à celles
utilisées dans le cas d’un fluide adsorbable dans milieu à double porosité, notées φi dans la
section (1.2.4).

Concernant les équations constitutives décrivant le comportement poroélastique d’un milieu
poreux non-saturé, elles peuvent être établies en étendant celles de la poromécanique classique à
plusieurs porosités. Par exemple, dans le cas d’un milieu poreux saturé par un mélange de deux
fluides, les équations constitutives 1.65 peuvent-être utilisées en adoptant la notation suivante :

dσ = Kdε− b̃1dP1 − b̃2dP2

dφ̃1 = b̃1dε+
dP1

Ñ11

+
dP2

Ñ12

dφ̃2 = b̃2dε+
dP1

Ñ21

+
dP2

Ñ22

(1.80a)

(1.80b)

(1.80c)

{b̃i}i=1,2 et {Ñij}i=1,2etj=1,2 sont respectivement les coefficients et les modules de Biot.

Dans ce contexte des milieux poreux non saturés, une pression équivalente a été introduite
pour désigner la pression d’un mélange de fluides. Dans le cas où les contraintes des tensions
superficielles agissant sur les interfaces sont négligées, cette pression équivalente s’exprime
sous forme (Coussy, 2004) :

dP∗ =
∑
i

SidPi ; i = 1, 2, ... (1.81)

En tenant compte de cette notation de pression équivalente, les équations constitutives d’un
milieu poreux non saturé peuvent s’exprimer en fonction de P∗ en suivant la même démarche
développée dans la section 1.2.2 : 

dσ = Kdε− bdP∗

dφ = bdε+
dP∗
N

(1.82a)

(1.82b)

où b etN sont le coefficient et le module de Biot totaux définis respectivement par les équations
(1.55).

En considérant l’équation (1.81) et par identification entre les équations constitutives (1.80a)
et (1.82a), nous obtenons les coefficients de Biot :

b̃i = Sib (1.83)

De plus, en sommant les équations constitutives (1.80b) et (1.80c), puis en égalisant la
somme avec l’équation constitutive (1.82b), nous obtenons :

0 =

(
1

Ñ11

+
1

Ñ21

− S1

N

)
dP1 +

(
1

Ñ12

+
1

Ñ12

− S2

N

)
dP2 (1.84)
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Comme les variations des pressions P1 et P2 sont indépendantes, nous aboutissons aux relations
suivantes entre les modules de Biot : 

1

Ñ11

+
1

Ñ21

=
S1

N

1

Ñ12

+
1

Ñ22

=
S2

N

(1.85a)

(1.85b)

Au troisième chapitre, nous allons nous inspirer de la poromécanique des milieux poreux
non saturés et plus particulièrement du concept de la pression équivalente pour introduire une
nouvelle formulation des modules de Biot dans le cas d’un milieu poreux à n porosités.

1.3 Modélisation de l’adsorption
Dans cette section, nous allons présenter les grandes lignes de la Théorie de la Fonction-

nelle de la Densité (DFT) que nous utiliserons pour la détermination des densités des phases
adsorbées dans les nanopores. Ensuite, nous allons introduire le passage de l’échelle des pores
à l’échelle du matériau afin d’estimer les quantités de fluide adsorbées à l’échelle du matériau
(isothermes d’adsorption).

1.3.1 Théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT)

1.3.1.1 Formalisme général

La Théorie de la Fonctionnelle de la Densité a été développée et appliquée, initialement, à
un gaz inhomogène d’électrons (Hohenberg and Kohn, 1964). La DFT a été réservée aux sys-
tèmes quantiques jusqu’à ce que Ebner et al. (1976), Ebner and Saam (1977) et Evans (1979)
ont étendu son champ d’application aux fluides classiques moléculaires.

Dans ce travail, nous allons utiliser la DFT classique pour modéliser un fluide adsorbé dans
un pore de volume fixé, à température constante et en équilibre chimique avec une phase bulk
(ensemble grand canonique). La fonctionnelle du Grand Potentiel thermodynamique, fonction
d’état adaptée à cet ensemble, s’écrit dans le formalisme de la DFT :

Ω[ρ(~r)] = F [ρ(~r)] +

∫
ρ(~r)(V ext(~r)− µb)d~r (1.86)

où F est la fonctionnelle de l’énergie libre d’Helmholtz, ρ(~r) correspond à la densité du fluide
à la position ~r, µb est le potentiel chimique bulk et V ext(~r) représente le potentiel extérieur.

A l’équilibre thermodynamique, la minimisation du Grand Potentiel conduit à l’équation
permettant d’obtenir le profil de densité du fluide adsorbé :

ρ(~r) = ρb exp

(
βµexb −

δβF ex

δρ(~r)
− βV ext(~r)

)
(1.87)
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où ρb et µexb sont respectivement la densité et le potentiel chimique d’excès de la phase bulk,
c’est-à-dire du fluide homogène. β est la fameuse "température inverse" définie par 1/(kBT )
avec kB la constante de Boltzmann.

1.3.1.2 Fonctionnelle de la densité

Limite homogène : l’équation SAFT-VR-Mie

Une phase homogène bulk peut-être décrite par n’importe quelle équation d’état. La seule
contrainte étant que cette équation doit représenter la limite homogène ρ(~r) → ρb de la fonc-
tionnelle choisie F et donc la limite homogène de la fonctionnelle elle-même.

L’équation SAFT-VR-Mie (Statistical Associating Fluid Theory - Variable Range), propo-
sée par Lafitte et al. (2013) en se basant principalement sur la théorie des perturbations de
Wertheim (1987), est une équation d’état moléculaire qui permet de prédire les propriétés ther-
modynamiques de fluides complexes homogènes constitués par des chaînes moléculaires asso-
ciatives. Dans cette version de SAFT, l’interaction monomère-monomère, la plus petite unité
composant le fluide ou les chaînes moléculaires, est décrite par le potentiel de Mie qui est une
version généralisée du potentiel de Lennard-Jones :

uMie(r) = Cε

((σ
r

)λr
−
(σ
r

)λa)
; C =

λr
λr − λa

(
λr
λa

) λa
λr−λa

(1.88)

r est la distance entre les centres des monomères supposés sphériques, σ est le diamètre des
monomères, ε représente la profondeur du puits de potentiel de Mie et {λr, λa} sont respective-
ment les exposants de répulsion et d’attraction.

Dans le cadre de cette théorie, l’énergie libre d’Helmholtz a été explicitée sous la forme
suivante :

F = F ideal + Fmono + F chaine + F assoc (1.89)

F ideal est la contribution idéale, Fmono représente le terme de monomères, F chaine correspond
à l’énergie de formation des chaînes de monomères et F assoc représente l’association de type
liaison hydrogène entre les monomères appartenant aux différentes chaînes (figure 1.10).

Interaction	monomère-monomère

(𝜎, 𝜀)

monomère chaîne

Formation	chaîne	

Site	associatif
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FIGURE 1.10 – Interactions fluide-fluide dans le modèle de SAFT.

Dans le cas d’un fluide de monomères non-associatifs, l’énergie libre d’Helmholtz d’excès
se réduit au terme de monomères. Celui-ci peut-être défini dans le cadre de la théorie des per-
turbations en décomposant le potentiel de Mie en un terme de référence u0(r) et un terme de
perturbations u1(r) :

uMie(r) = u0(r) + u1(r) (1.90)

avec

u0(r) =

{
uMie(r) ; r ≤ σ

0 ; r > σ
(1.91)

et

u1(r) =

{
0 ; r ≤ σ

uMie(r) ; r > σ
(1.92)

Comme la fonction de distribution radiale du terme de référence est généralement inconnue,
Barker and Henderson (1967a) ont tout d’abord décomposé l’énergie libre d’Helmholtz d’excès
sous la forme :

f res = fHS + βfatt1 + β2fatt2 + β3fatt3 + ... (1.93)

où f res = F res/kBT .

Le terme de référence fHS correspond alors à un système de sphères dures "effectifs" de
diamètre d dépendant de la température T :

2Rd(T ) =

∫ σ

0

(
1− exp(−βuMie(r))

)
dr (1.94)

Les termes fatt correspondent à l’attraction des monomères à différentes ordres de pertur-
bation. Les détails sur ces termes jusqu’à l’ordre 3, les hypothèses faites et les justifications,
peuvent-être trouvées dans la référence (Lafitte et al., 2013).

Couplage DFT-SAFT-VR-Mie (Bernet et al., *)

Dans le présent travail, nous allons caractériser l’état des phases adsorbées inhomogènes
en utilisant un couplage de la DFT classique avec SAFT-VR-Mie, réalisé par Bernet et al. (*).
Ce couplage consiste à reformuler le terme de monomères de l’énergie libre, équation (1.93),
jusqu’à l’ordre 3. La fonctionnelle de l’énergie libre de Helmholtz d’excès d’un fluide de mo-
nomères inhomogène comporte alors deux contributions :

F ex[ρ(~r)] = FHS[ρ(~r)] + Fatt[ρ(~r)] (1.95)

FHS et Fatt correspondent respectivement aux contributions inhomogènes répulsive et attrac-
tive des monomères.

30



1.3. Modélisation de l’adsorption

Contribution répulsive
Dans le cas des fluides inhomogènes, il est plus pratique d’exprimer l’énergie libre de Helm-

holtz en fonction de sa densité volumique Φ(~r), du fait de la variation spatiale de cette dernière.
Dans le cas de la contribution répulsive, on a :

βFHS[ρ(~r)] =

∫
ΦHS(~r)d3r (1.96)

A ce niveau, nous allons rappeler les deux catégories de DFT, locale et non-locale, qui pro-
posent une expression du terme de sphères dures selon deux approches différentes. Dans le cas
d’un système qui se caractérise par une faible variation de densité dans l’espace, l’approxi-
mation locale consiste à modéliser ce système inhomogène par un ensemble de sous-systèmes
locaux indépendants et supposés quasi-homogènes. Autrement dit, l’énergie en un point de l’es-
pace ne dépend que de la densité en ce point. La DFT locale est valide uniquement lorsque le
champ extérieur qui cause l’inhomogénéité est très faible, comme à titre d’exemple les forces
de gravitation et donc le cas des interfaces fluides. Dans notre cas, fluide adsorbé sur un solide,
la DFT non-locale est indispensable parce que les densités subissent de très fortes variations.
La DFT non-locale permet d’estimer la densité d’un fluide inhomogène en tout point en tenant
compte de ses variations autour du point considéré à travers des poids de pondération. Elle com-
porte deux versions principales qui utilisent des poids de pondération différents : une version
basée sur l’approche du gros-grain développée par Tarazona (1985) et celle basée sur la Théorie
de la Mesure Fondamentale (Fundamental Measure Theory : FMT) introduite par Rosenfeld
(1989) et qui a montré une meilleure efficacité dans le cas de fort confinement. Dans ce travail,
nous allons utiliser la FMT de Rosenfeld (1989) et plus particulièrement la version White-Bear
II (WBII) développée par (Hansen-Goos and Roth, 2006a). Dans ce cadre, la densité volumique
de l’énergie libre d’Helmholtz s’écrit (Rosenfeld, 1989; Roth, 2010) :

ΦHS
Rosenfeld = ϕ1(n3)n0 + ϕ2(n3)(n1n2 − ~v1.~v2) + ϕ3(n3)

n2
2 − 3n2~v2.~v2

24π
(1.97)

{nα}α=0,1,2,3 et {~vα}α=1,2 sont respectivement les densités pondérées scalaires et vectorielles.
Elles représentent la densité moyenne dans une région non-locale définie par un poids noté pα
et s’expriment :

nα(~r) =

∫
ρ(~r ′)pα(~r − ~r ′)d3r ′ ; va,α(~r) =

∫
ρ(~r ′)pa,α(~r − ~r ′)d3r ′ (1.98)

Les poids scalaires pα et vectoriels pa,α sont détaillés dans la référence (Bernet et al., *). Pre-
nons par exemple, le poids scalaire p3(~r) = Θ(Rd − |~r|) avec Θ la fonction de Heaviside. Ce
poids représente un volume sphérique de rayon Rd autour du centre d’une molécule considérée,
et permet ainsi de considérer une densité moyenne dans un volume de rayon Rd centré autour
d’un point.

Les fonctions {ϕi}i=1,2,3 dans l’équation (1.97) dépendent du choix de l’équation d’état
pour représenter la limite bulk d’un fluide de sphères dures homogènes. Dans la version WBII
(Hansen-Goos and Roth, 2006a) de la FMT, l’équation d’état de Hansen-Goos and Roth (2006b)
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a été utilisée pour dériver ces fonctions :

ϕ1(n3) = − ln(1− n3)

ϕ2(n3) =
5
3
− n3

3
+ 2(1−n3)

3n3
ln(1− n3)

1− n3

ϕ3(n3) =
− 2

3n3
+ 2− 2n3

3
− 2(1−n3)2

3n3
2 ln(1− n3)

1− n3

(1.99a)

(1.99b)

(1.99c)

Dans le cas des systèmes très fortement inhomogènes, il a été démonté qu’il était néces-
saire de rajouter une contribution tensorielle (Tarazona, 2000; Schmidt et al., 2000) à la densité
d’énergie libre des sphères dures :

ΦHS
tensors =

3ϕ3(n3)

16π

(
~v2.T .~v2 − Tr

[
T 3
])

(1.100)

où T est la densité pondérée tensorielle. Ses composantes sont définies par :

Tab(~r) =

∫
ρ(~r ′)pab(~r − ~r ′)d3r′ (1.101)

pab sont des poids tensoriels détaillés dans la référence (Bernet et al., *).

Dans ce formalisme classique de la FMT, la pondération de la densité se fait dans une ré-
gion sphérique de rayon égal à celui des monomères. De plus, les poids de pondération sont
déterminés par la FMT en exploitant la symétrie sphérique de la région de pondération. Par
conséquent, ils dépendent uniquement du rayon des monomères. Dans le travail de Bernet et al.
(*), le rayon de pondération considéré n’est pas celui classiquement utilisé des sphères dures,
c’est-à-dire σ/2, mais plutôt celui de Barker and Henderson (1967a) qui permet de tenir compte
de la répulsion de Mie entre les sphères dures (équation (1.94)).

Contribution attractive (Bernet et al., *)
Dans le formalisme DFT, la contribution attractive de la fonctionnelle de l’énergie libre

d’Helmholtz d’excès est définie par :

βFatt =
1

2

∫ ∫
ρ(~r1)ρ(~r2)g(~r1, ~r2)βuatt(~r1, ~r2)d~r1d~r2 (1.102)

Dans notre cas, uatt(~r1, ~r2) = uMie(r12)Θ(r12−σ) correspond à la partie attractive du potentiel
intermoléculaire où r12 = |~r1 − ~r2| et Θ représente la fonction de Heaviside. g(~r1, ~r2) est
la fonction de distribution de paires. Plusieurs approximations peuvent-être choisies pour la
calculer. Bernet et al. (2018) ont étendu les approximations de SAFT-VR-Mie au cas d’un fluide
inhomogène de monomères. Ainsi, ils ont décomposé le terme attractif comme dans l’équation
(1.93) :

Fatt[ρ(~r)] = Fatt1 [ρ(~r)] + Fatt2 [ρ(~r)] + Fatt3 [ρ(~r)] (1.103)
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et ont complété cette approche en proposant l’expression suivante pour la fonction de la distri-
bution de paires :

g(~r1, ~r2) =
g(~r1) + g(~r2)

2
(1.104)

Au 1er ordre elle se réduit à celle de la sphère dure dans le cadre homogène SAFT-VR-Mie. Le
1er ordre de la fonctionnelle d’énergie libre est donné par :

βFatt1 =
1

2

∫ ∫
ρ(~r1)ρ(~r2)gHS(~r1, ~r2)βuMie(r12)Θ(r12 − σ)d~r1d~r2 (1.105)

où gHS(~r1, ~r2) est la fonction de distribution entre une paire de sphères dures occupant les po-
sitions ~r1 et ~r2.

Le terme attractif du second ordre correspond aux fluctuations de la perturbation totale,
en faisant intervenir les corrélations triple et quadruple entre les monomères. Barker and Hen-
derson (1967b) avaient proposé dans un premier temps l’approximation de la compressibilité
macroscopique (MCA) qui permet de réduire le degré de corrélation à une paire de monomères,
puis sa version modifiée connue comme l’approximation de la compressibilité locale (LCA).
La version modifiée LCA fournit un bon résultat par rapport à l’approximation MCA mais les
deux divergent à haute densité. Par la suite, Zhang (1999) a amélioré ces approximations en
introduisant un coefficient correcteur χ. (Bernet et al., *) ont utilisé ce dernier pour définir le
2ème ordre de Fatt :

βFatt2 =
1

2

∫ ∫
ρ(~r1)ρ(~r2)

[
−1

2
(1 + χ)KHSgHS(~r1, ~r2)βuatt(~r1, ~r2)

]
βuatt(~r1, ~r2)d~r1d~r2

(1.106)
où KHS représente la compressibilité isotherme du fluide de référence des sphères dures. Ber-
net et al. (*) proposent des versions inhomogènes de KHS et χ.

Le terme attractif du troisième ordre fait intervenir la corrélation à six corps entre mono-
mères qui est très difficile à décrire analytiquement. Des solutions pratiques consistent à in-
troduire des fonctions d’ajustement. Une expression empirique a été proposée par Lafitte et al.
(2013) pour SAFT-VR-Mie et reprise ensuite par Bernet et al. (*) en version inhomogène :

βFatt3 = −(βε)3

∫
ρ(~r1)f4(α)ησ(~r1) exp(f5(α)ησ(~r1) + f6(α)(ησ(~r1))2)d~r1 (1.107)

où ησ(r1) =
∫
ρ(~r1)Θ(2R−r12)

2
d~r2 est une densité pondérée, fi est une fonction d’ajustement

avec α = C
(

1
1−λa −

1
1−λr

)
.

La DFT couplée à SAFT-VR-Mie de Bernet et al. (*) a été validée par confrontation avec
des simulations moléculaires dans le cas de l’adsorption sur un mur de sphères dures. Dans ce
travail, nous aurons l’occasion de l’appliquer à l’adsorption du méthane CH4 et du dioxyde de
carbone CO2 dans un charbon actif et comparer ses prédictions avec l’expérience.
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1.3.1.3 Potentiel extérieur de Steele-Mie

Le potentiel extérieur dans le formalisme DFT représente par exemple l’interaction fluide-
solide qui constitue l’origine de l’inhomogénéité des phases adsorbées dans un pore à l’échelle
microscopique. Dans notre travail, nous allons utiliser le potentiel extérieur de Steele-Mie dé-
veloppé par Jiménez-Serratos et al. (2019) qui permet de décrire l’interaction entre un mur plan
3D semi-infini et un monomère de Mie situé à une distance perpendiculaire au mur D. Dans
cette version du potentiel extérieur, le solide est également composé par des monomères sphé-
riques de Mie et sa structure plane 3D semi-infinie est définie dans l’approximation de Steele
(1973), c’est-à-dire celle d’un solide composé par des feuillets plans distants de ∆. Cette dis-
tance inter-feuillets n’étant considérée qu’au niveau du premier feuillet en contact avec le fluide
et le reste du solide étant "intégré". Ce premier feuillet se place à une distance α∆ (α = 0.63
est un paramètre ajusté par Steele) par rapport aux autres feuillets qui constituent par hypothèse
un volume continu (figure 1.11).

solide cristallin Approximation de Steele

𝑥

𝑧

𝐷

∆ 𝛼∆
𝑥

𝑧

𝐷

FIGURE 1.11 – Interaction d’un mur plan semi-infini avec un monomère de Mie dans l’approxi-
mation de Steele (Schéma tiré de Jiménez-Serratos et al. (2019)).

Le potentiel extérieur de Steele-Mie s’exprime par (Jiménez-Serratos et al., 2019) :

V ext(D) = 2πρsCfsεfsσ
2
fs∆

[
1

(λrfs − 2)

(σfs
D

)λrfs−2

− 1

(λafs − 2)

(σfs
D

)λafs−2

−
σ
λrfs−2

f s

(λafs − 2)(λafs − 3)∆(D + α∆)λ
a
fs−3

 (1.108)

avec

Cfs =
λrfs

λrfs − λafs

(
λrfs
λafs

) λafs
λr
fs
−λa

fs

(1.109)

où les indices f et s réfèrent respectivement aux monomères sphériques de Mie du fluide et du
solide et ρs représente la masse volumique du solide.

Les règles de mélange pour les différents paramètres sont :

σfs =
σff + σss

2
(1.110)
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λ
(r,a)
fs − 3 =

[
(λ

(r,a)
ff − 3)(λ(r,a)

ss − 3)
]1/2

(1.111)

et

εfs = (1− kfs)

√
σ3
ffσ

3
ss

σ3
fs

√
εffεss (1.112)

où kfs est un paramètre d’ajustement qui transcrit l’écart à l’idéalité.

1.3.2 Représentation du milieu poreux et passage à l’échelle du matériau
Un charbon actif est un milieu poreux désordonné contenant des pores connectés entre eux.

Il existe des modèles moléculaires qui peuvent représenter, à petite échelle, la structure com-
plexe du charbon actif par un réseau d’atomes. Citons par exemple le modèle CS1000 (Jain
et al., 2006) qui permet de prédire une distribution spatiale stable, minimisant l’énergie des
atomes constituants le matériau carboné, en se basant sur un algorithme de Monte-Carlo in-
verse. La figure 1.12 montre un exemple de la structure microscopique du modèle CS1000
constitué par des atomes de carbone reliés avec des liaisons covalentes et contenant des impu-
retés d’hydrogène (Brochard et al., 2012a).

FIGURE 1.12 – Représentation moléculaire d’un charbon actif avec le modèle CS1000 (Schéma
tiré de Brochard et al. (2012a)).

Une vision plus simple consiste à négliger l’effet des connexions et considérer le charbon
actif comme une somme de pores de géométrie donnée. Cette modélisation du milieu poreux
est adoptée en porosimétrie gaz. Or, c’est la technique expérimentale qui sera utilisée dans cette
thèse pour caractériser le charbon actif. Celle-ci est une méthode indirecte qui consiste à mesu-
rer l’isotherme d’adsorption d’un gaz sonde sur l’échantillon poreux, puis à l’interpréter avec un
modèle thermodynamique (de DFT par exemple) afin de déterminer une distribution en tailles
de pore dont la géométrie est choisie préalablement. Dès lors, dans ce travail, le milieu poreux
sera représenté par un ensemble de pores de géométrie donnée dont on néglige la connectivité
mais restant accessibles aux fluides, les tailles et volumes de ces pores étant déterminés par
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porosimétrie gaz.

Après avoir caractérisé le milieu poreux, nous pouvons calculer avec la DFT les profils de
densité du fluide adsorbé à l’échelle des pores pour les tailles identifiées par porosimétrie, puis
en déduire la quantité adsorbée dans chaque famille de pores de taille donnée via l’équation
(1.113) :

ntoti =

∫
Vi

ρi(~r)d~r (1.113)

avec ρi(~r) le profil de densité du fluide adsorbé dans le pore de taille Hi et de volume Vi. L’iso-
therme d’adsorption totale à l’échelle du milieu poreux peut être obtenue par une sommation
directe des contributions de chacun des pores :

ntot =

Np∑
i

ntoti (1.114)

où Np est le nombre de tailles de pores sélectionné pour représenter le milieu poreux.

1.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons introduit notre problématique qui s’intéresse au couplage de la

Théorie de la Fonctionnelle de la Densité avec le formalisme poromécanique pour l’estimation
du gonflement des milieux poreux induit par adsorption et présenté l’état de l’art correspondant.
Dans un premier temps, nous avons présenté le formalisme poromécanique et plus particulière-
ment la poroélasticité linéaire des milieux homogènes et isotropes. Ensuite, nous avons exposé
trois modèles poromécaniques permettant de quantifier le gonflement d’un milieu poreux sous
l’effet de l’adsorption, contrairement à la poromécanique classique établie par Biot (1941) qui
prédit une contraction du milieu poreux. Les modèle de Brochard et al. (2012b) et Vermorel
and Pijaudier-Cabot (2014) nécessitent un ajustement sur des courbes mesurées de déformation,
alors que celui à double porosité de Perrier et al. (2018) peut-être considéré comme plus pré-
dictif pour le gonflement. Dans le modèle de Perrier et al. (2018), les effets de confinement sont
estimés à partir d’une isotherme d’adsorption mesurée expérimentalement. Dans un deuxième
temps, nous avons rappelé brièvement la Théorie de la Fonctionnelle de la Densité classique,
à travers la version de Bernet et al. (*), qui permet de prédire les isothermes d’adsorption des
fluides à l’échelle des nanopores en modélisant les interactions moléculaires fluide-fluide et
fluide-solide. Dans un troisième temps, nous avons présenté la description des milieux poreux
en porosimétrie. Il s’agit d’une représentation simplifiée qui permet de mettre à l’échelle du
matériau les isothermes d’adsorption par pore, calculées avec la DFT.
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Chapitre 2. Adsorption du CH4 et du CO2 dans un charbon actif sans prise en compte des
déformations

Dans ce chapitre nous allons utiliser la version de DFT de Bernet et al. (*) pour l’estimation
de l’adsorption du CH4 et du CO2 dans un charbon actif sans tenir compte de la déformation
des pores. Pour cela, le matériau est tout d’abord caractérisé par porosimétrie à l’argon à 87, 3K
afin de déterminer sa distribution en tailles de pore (PSD). Une validation de la cohérence de
cette PSD par rapport à la version de DFT présentée dans le chapitre précédent est proposée
en restituant par le couplage DFT-SAFT-VR-Mie l’isotherme d’adsorption de l’argon dans les
conditions de la caractérisation. Dans le même contexte les effets de la discrétisation de la
PSD sont analysés. Dans un deuxième temps, dans des conditions de plus hautes pressions et
températures, une estimation des profils de densités du CH4 et du CO2 adsorbés dans les pores
est effectuée et les isothermes d’adsorption d’excès sont obtenues en utilisant la PSD.

Comme expliqué dans le chapitre précédent, la DFT modélise les interactions intermolécu-
laires fluide-fluide et fluide-solide afin de prédire l’adsorption. Dans la version NLDFT-SAFT-
VR-Mie que nous adoptons ici, les interactions fluide-fluide sont celles entre les monomères de
Mie. Les paramètres du modèle pour les fluides considérés sont résumés au tableau 2.1. Comme
indiqué à la section 1.3.1.3, les interactions fluide-solide sont représentées dans ce travail par le
potentiel extérieur de Steele-Mie (Jiménez-Serratos et al., 2019). Le squelette solide du charbon
actif sera ici assimilé à du graphite dont les paramètres sont indiqués dans le tableau 2.2.

TABLE 2.1 – Paramètres du potentiel de Mie pour les gaz Ar, CH4 et CO2 (Lafitte et al., 2013;
Avendano et al., 2011).

Molecule σff (Å) εff/kb(K) λaff λrff
Ar 3,404 117,84 6,00 12,085
CH4 3,741 153,36 6,00 12,65
CO2 3,741 353,55 6,66 23,00

TABLE 2.2 – Paramètres du potentiel Steele-Mie pour le graphite (Jiménez-Serratos et al.,
2019).

substrat σss (Å) εss/kb(K) λass λrss ρs (atoms/nm3) ∆ (nm)
graphite 0,3400 28,00 6 12 114,0 0,335
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2.1. Caractérisation du charbon actif par porosimétrie gaz

2.1 Caractérisation du charbon actif par porosimétrie gaz

Dans le présent travail, nous allons caractériser uniquement les pores d’adsorption, c’est-à-
dire les micro- et mésopores de taille inférieure à 50 nm, avec la porosimétrie gaz. Concernant
la porosité de transport, nous reprenons les mesures d’intrusion de mercure réalisées par Perrier
et al. (2018) sur le même charbon actif, et elle ne sera pas exploitée dans le présent chapitre
puisque nous négligeons l’adsorption dans les macropores.

A l’échelle microscopique, les pores peuvent-être caractérisés par trois tailles liées en partie
à la forme sphérique des monomères du fluide et du solide. Prenons l’exemple des pores plans
illustrés sur la figure 2.1. Hcc est la distance qui sépare les centres de deux molécules situées
sur les surfaces externes opposées du pore et elle est généralement utilisée en DFT et en simu-
lation moléculaire car on repère les particules par leurs centres de masse. Hacc représente la
taille accessible aux centres des molécules du gaz sonde. Elle est considérée comme la taille la
plus adaptée pour une comparaison avec l’expérience puisqu’elle permet d’accéder au véritable
volume occupé par le fluide. En revanche, l’information utilisée classiquement en porosimétrie
gaz est la taille effective Heff définie par la distance entre les plans tangents aux murs. Par
conséquent, nous devrons prendre en compte cette grandeur afin de pouvoir utiliser le volume
cumulé déterminé par la porosimétrie gaz.

𝑯𝒆𝒇𝒇

𝑯𝑪𝑪

𝑯𝒂𝒄𝒄

𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑𝑒𝑠𝑜𝑙𝑖𝑑𝑒 𝑠𝑜𝑙𝑖𝑑𝑒

FIGURE 2.1 – Tailles caractéristiques d’un pore plan de sphères dures. La taille Hcc sépare les
centres de masse de deux molécules situées sur les surfaces externes opposées du pore. Heff

représente la taille effective du pore et Hacc désigne la taille accessible au fluide.

Dans le cas d’un pore plan, nous exprimons la densité moyenne d’une phase adsorbée en
fonction de la taille effective Heff

i , à combiner au volume de pores déterminés par porosimétrie
gaz comme :

ρi(Pb) = 〈ρi(z;Pb)〉z =
1

Heff
i

∫ Heff
i

0

ρi(z)dz (2.1)

où ρi représente le profil de densité du fluide adsorbé.
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Chapitre 2. Adsorption du CH4 et du CO2 dans un charbon actif sans prise en compte des
déformations

2.1.1 Détermination de la distribution en tailles de pore
Nous allons nous servir de la porosimétrie gaz afin de déterminer les tailles et les volumes

des micro- et mésopores du charbon actif considéré ici. La porosimétrie est une méthode qui
consiste à mesurer l’isotherme d’adsorption d’un gaz sonde, puis l’interpréter avec un modèle
thermodynamique afin d’obtenir le volume cumulé en fonction des tailles de pore, pour ensuite
en dériver la distribution en tailles de pore définie par la variation du volume cumulé par rapport
à la taille de pore. La figure 2.2 montre le principe d’interprétation d’une isotherme expérimen-
tale Nexp d’un gaz sonde (figure 2.2.a)) par analyse avec une DFT. L’azote à 77.4 K est le gaz
le plus conventionnel dans la caractérisation par adsorption, mais le CO2 à 273 K et l’argon
à 87.3 K sont plus adaptés dans le cas des milieux microporeux (Landers et al., 2013). L’in-
terprétation de l’isotherme d’adsorption de caractérisation se fait à travers des kernels de DFT
qui sont les isothermes d’adsorption théoriques dans des pores de géométrie donnée NDFT

(figure 2.2.b)), et l’équation intégrale d’adsorption (figure 2.2.c)) qui exprime l’isotherme ex-
périmentale en fonction des kernels de DFT et de la distribution en tailles de pore. A l’aide d’un
algorithme de minimisation, cette équation permet d’obtenir la PSD (figure 2.2.d)).
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FIGURE 2.2 – Principe de détermination de la distribution en tailles de pore par interprétation
d’une isotherme d’adsorption du gaz sonde avec des kernels de DFT (tiré de Landers et al.
(2013)).

Dans notre cas, nous avons utilisé le porosimètre iQ de Quantachrome (Anton-Paar) et me-
suré l’isotherme d’adsorption de l’argon à 87, 3 K. Dans la littérature, les modèles de DFT
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2.1. Caractérisation du charbon actif par porosimétrie gaz

recommandés pour la caractérisation des milieux poreux carbonés tels que les charbons ac-
tifs sont les modèles les plus récents qui tiennent compte la rugosité de surface comme la
”Quenched Solid Density Functional Theory (QSDFT) (Neimark et al., 2009) ou la 2D-
NLDFT (Jagiello and Olivier, 2013). Par exemple, la QSDFT prend en compte la rugosité de
la surface du solide en la modélisant par une zone d’épaisseur bien définie, ajustée sur des me-
sures expérimentales, où la densité du solide varie linéairement. Dans ce cas, la PSD issue de
l’isotherme d’adsorption avec la QSDFT ne présente pas les artefacts observés classiquement
par les NLDFT.

Cependant, dans le présent travail, nous avons choisi d’interpréter l’isotherme d’adsorption
expérimentale de l’argon sur le charbon actif qui fait l’objet de notre étude avec les kernels de
Ravikovitch et al. (2000). Ces kernels sont estimés par une DFT non-locale basée sur la version
de Tarazona (Tarazona, 1985; Tarazona et al., 1987) et pour laquelle les pores sont plan-plan
et lisses. Ce choix a été réalisé dans le but d’assurer une certaine cohérence avec la version de
DFT (NLDFT-SAFT-VR-Mie (Bernet et al., *)) que nous adoptons pour étudier l’adsorption
du CH4 et du CO2 sur le charbon actif. Les kernels de DFT cités au-dessus ont été produits
en modélisant les interactions fluide-fluide par un potentiel de Lennard-Jones (Andersen et al.,
1971) et les interactions fluide-solide ont été représentées par un potentiel 10-4-3 de Steele
(1978).
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La figure 2.3 représente l’isotherme d’adsorption de l’argon sur le charbon actif à 87, 3K.
C’est une isotherme expérimentale de type I caractéristique des adsorbants microporeux qui
se distingue par une montée brutale à basse pression suivie d’un plateau horizontal. La courbe
(isotherme-iQ) est recalculée par la version de NLDFT du logiciel choisie pour interpréter l’iso-
therme expérimentale. On peut noter sur cette courbe une succession de petites "marches" cor-
respondant à la saturation successive des pores plan-plan idéaux.

La figure 2.4 montre l’évolution du volume cumulé V de l’argon adsorbé dans le charbon
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Chapitre 2. Adsorption du CH4 et du CO2 dans un charbon actif sans prise en compte des
déformations

actif, ainsi que la distribution en tailles de pore dV/dH correspondante. Nous observons que
pour une taille supérieure 4 nm le volume cumulé reste quasi-constante, ce qui signifie que les
pores de cette région ne contribuent pas à l’isotherme d’adsorption, donc ils n’existent pas dans
le charbon actif du point de vue de cette méthode de caractérisation par porosimétrie. Dans la
région [0, 42 nm; 4 nm], la PSD-iQ interprétée montre la présence d’une distribution continue
de micropores et de petits mésopores. Le point dV/dH = 0 constitue un artéfact qui apparaît
lorsqu’une DFT non-locale est utilisée dans l’interprétation de la PSD avec des pores plan-plan.

2.1.2 Post-traitement de la distribution en tailles de pore
Dans cette section, nous allons réaliser des discrétisations plus ou moins fines de la PSD

afin d’étudier par la suite leur influence sur les prédictions de l’adsorption. L’intérêt de cette
étude concernera principalement le coût numérique de simulation qui augmente en fonction du
nombre de pores pris en compte dans la PSD. Nous allons présenter le principe de sélection des
pores représentatifs de la PSD caractérisée et la détermination de leurs volumes associés.
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Les courbes bleu et orange représentent respectivement l’évolution du volume poreux cumulé
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La figure 2.5 illustre le principe de discrétisation de la PSD que nous avons choisi. Dans un
premier temps, nous choisissons cinq pores représentatifs de telle sorte que chaque pore repré-
sente tous les pores appartenant à un pic de la PSD. Pour les pics symétriques ou fins de la PSD
(pics 1, 2 et 3 sur la figure 2.5), la taille correspondant au maximum est le choix le plus naturel
pour caractériser le pore représentatif du pic. Concernant les pics larges et asymétriques (pics
4 et 5 sur la figure 2.5), la taille du pore representatif choisie, correspond à peu près à la taille
moyenne du pic. Le volume associé à chaque pore représentatif est déduit directement de la
courbe du volume cumulé comme montré sur la figure 2.5. Finalement, nous obtenons la PSD
discrétisée à 5 pores représentatifs que nous notons PSD5 (figure 2.6). Le tableau 2.3 donne les
valeurs des tailles représentatives et le volume poreux associé à chaque taille.
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FIGURE 2.6 – PSD discrétisée à 5 pores (PSD5) à partir de la PSD-iQ initiale.

Par la suite, nous optons pour des discrétisations plus fines, en prenant en compte des pores
supplémentaires en plus de ceux qui ont été déjà sélectionnés. La méthodologie est détaillée
ci-après.
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FIGURE 2.7 – Illustration de la discrétisation d’une PSD à 15 pores à partir de celle à 5 pores. a)
Principe d’ajout des tailles supplémentaires au niveau d’un pic i. b) Détermination des volumes
associés aux tailles discrétisées.

• PSD15 : nous conservons les pores de la PSD5 de tailles {HPSD5
i } et nous considérons

deux pores supplémentaires dans chaque pic i de la PSD. Sur la figure 2.7.a) nous donnons
un exemple illustratif d’un pore i qui peut-être généralement asymétrique. La conservation des
tailles de la PSD5 se traduit par l’équivalence suivante HPSD15

j ≡ HPSD5
i . Ensuite, en prenant

la position de la taille HPSD15
j comme référence, nous faisons correspondre aux centres des

segments gauche et droite respectivement les tailles ajoutées HPSD15
j−1 et HPSD15

j+1 . Comme nous
avons cinq pics et nous considérons trois tailles par pic {HPSD15

j−1 ;HPSD15
j ;HPSD15

j+1 }, nous ob-
tenons un bilan total de 3 ∗ 5 = 15 pores représentatifs dans la PSD discrétisée (PSD15). Puis,
nous affectons les volumes poreux associés d’après la courbe du volume cumulé (voir schéma
illustratif 2.7.b)).
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• PSD35 : de la même façon que dans le cas précédent, nous conservons les pores de la PSD15
et nous rajoutons 4 pores supplémentaires par pic. Le bilan par pic devient trois pores de réfé-
rence provenant de la PSD15 auxquels s’ajoutent quatre pores supplémentaires. Nous obtenons
donc sept pores par pic, soient 7 ∗ 5 = 35 pores représentatifs au total.
• PSD75 : de même, nous conservons les pores déterminés au niveau de la PSD35 et nous ra-
joutons 8 pores supplémentaires par pic. Nous obtenons 7 + 8 = 15 pores par pics, soit un bilan
total de 15 ∗ 5 = 75 pores représentatifs.
NB : les volumes associés aux pores doivent être mis à jour pour chaque discrétisation comme
montré sur la courbe illustrative du volume par taille de pore (figure 2.7.b)). Finalement, nous
pouvons regroupons sur la figure 2.8 les différentes distributions en tailles de pore discrétisées.
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FIGURE 2.8 – Distributions en tailles de pore discrétisées à 5, 15, 35 et 75 pores.

Le tableau 2.3 donne les différentes tailles de pore et les volumes associés selon les quatre
discrétisations de la PSD : PSD5, PSD15, PSD35 et PSD75.

TABLE 2.3 – PSD discrétisées, tailles et volumes effectifs de pores dans un charbon actif.

PSD5 PSD15 PSD35 PSD75
Taille Volume Taille Volume Taille Volume Taille Volume
[m] [cc/g] [m] [cc/g] [m] [cc/g] [m] [cc/g]

4,29E-10 2,87E-02
4,40E-10 3,54E-02 4,40E-10 4,31E-03

4,50E-10 4,83E-03
4,60E-10 5,16E-02 4,60E-10 1,05E-02 4,60E-10 5,25E-03

4,70E-10 5,60E-03
4,80E-10 1,14E-02 4,80E-10 5,71E-03

4,91E-10 5,81E-03
5,01E-10 1,20E-01 5,01E-10 3,07E-02 5,01E-10 1,61E-02 5,01E-10 8,20E-03

5,21E-10 1,00E-02
5,40E-10 1,77E-02 5,40E-10 8,86E-03

5,59E-10 7,69E-03
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5,79E-10 3,78E-02 5,79E-10 1,32E-02 5,79E-10 6,58E-03
5,99E-10 5,64E-03

6,18E-10 1,57E-02 6,18E-10 5,22E-03
6,38E-10 7,70E-03
6,69E-10 5,87E-03

6,80E-10 1,23E-02 6,80E-10 4,14E-03
6,92E-10 4,64E-03

7,04E-10 2,77E-02 7,04E-10 9,84E-03 7,04E-10 4,92E-03
7,16E-10 5,20E-03

7,28E-10 1,10E-02 7,28E-10 5,55E-03
7,39E-10 5,61E-03

7,51E-10 7,07E-02 7,51E-10 2,53E-02 7,51E-10 1,34E-02 7,51E-10 6,71E-03
7,70E-10 7,68E-03

7,88E-10 1,29E-02 7,88E-10 6,48E-03
8,06E-10 5,18E-03

8,25E-10 1,78E-02 8,25E-10 7,58E-03 8,25E-10 3,76E-03
8,44E-10 2,46E-03

8,62E-10 3,77E-03 8,62E-10 1,52E-03
8,81E-10 1,02E-03
9,27E-10 1,42E-03

9,56E-10 4,10E-03 9,56E-10 9,59E-04
9,84E-10 3,44E-03

1,01E-09 2,79E-02 1,01E-09 1,31E-02 1,01E-09 6,82E-03
1,04E-09 9,03E-03

1,07E-09 2,14E-02 1,07E-09 1,10E-02
1,10E-09 1,19E-02

1,13E-09 9,02E-02 1,13E-09 3,31E-02 1,13E-09 1,72E-02 1,13E-09 8,66E-03
1,14E-09 5,22E-03

1,15E-09 1,04E-02 1,15E-09 5,22E-03
1,17E-09 5,20E-03

1,18E-09 2,92E-02 1,18E-09 9,89E-03 1,18E-09 4,94E-03
1,19E-09 4,70E-03

1,21E-09 1,41E-02 1,21E-09 4,70E-03
1,22E-09 7,05E-03
1,29E-09 3,17E-02

1,35E-09 6,53E-02 1,35E-09 2,28E-02
1,40E-09 2,18E-02

1,46E-09 1,19E-01 1,46E-09 3,86E-02 1,46E-09 1,93E-02
1,52E-09 1,69E-02

1,57E-09 3,11E-02 1,57E-09 1,54E-02
1,63E-09 1,44E-02

1,69E-09 1,99E-01 1,69E-09 4,59E-02 1,69E-09 2,27E-02 1,69E-09 1,13E-02
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1,73E-09 8,50E-03
1,77E-09 1,52E-02 1,77E-09 7,61E-03

1,81E-09 6,70E-03
1,85E-09 3,36E-02 1,85E-09 1,20E-02 1,85E-09 5,97E-03

1,90E-09 5,30E-03
1,94E-09 1,41E-02 1,94E-09 4,82E-03

1,98E-09 6,59E-03
2,11E-09 2,93E-02

2,21E-09 3,52E-02 2,21E-09 4,16E-03
2,30E-09 3,45E-03

2,40E-09 4,35E-02 2,40E-09 6,13E-03 2,40E-09 3,10E-03
2,49E-09 2,62E-03

2,58E-09 4,43E-03 2,58E-09 2,18E-03
2,68E-09 1,88E-03

2,77E-09 6,44E-02 2,77E-09 1,40E-02 2,77E-09 7,94E-03 2,77E-09 3,97E-03
3,07E-09 6,07E-03

3,38E-09 7,74E-03 3,38E-09 4,02E-03
3,68E-09 1,38E-03

3,99E-09 6,88E-03 3,99E-09 1,34E-03 3,99E-09 4,66E-04
4,29E-09 3,68E-04

4,59E-09 1,67E-03 4,59E-09 8,65E-04
4,90E-09 6,20E-04

2.1.3 Impact de la discrétisation de la PSD
Dans cette section, nous allons analyser la cohérence des PSD présentées dans le paragraphe

précédent, avec l’utilisation du modèle NLDFT-SAFT-VR-Mie. De plus, nous allons quantifier
la perte d’informations due à la discrétisation. La stratégie que nous allons suivre consiste à
reproduire l’isotherme d’adsorption du gaz sonde, l’argon à 87, 3K, sur le charbon actif en uti-
lisant la version de DFT que nous adoptons dans cette thèse et les différentes PSD discrétisées :
PSD5, PSD15, PSD35 et PSD75. Dans un premier temps, nous allons calculer les profils de
densité de l’argon dans les pores considérés pour ensuite en déduire l’isotherme d’adsorption
totale définie par :

nadstot (Pb) =

Np∑
i=1

ρiV
eff
i (2.2)

Np est le nombre de tailles de pore dans la PSD discrétisée et V eff
i représente le volume effectif

associé à un pore de taille Heff
i . La figure 2.9 montre l’isotherme d’adsorption de l’argon sur le

charbon actif à 87, 3K. La comparaison de l’isotherme expérimentale et celle recalculée par la
DFT du logiciel de porosimétrie (isotherme-iQ) a été discutée dans le paragraphe 2.1.1 (figure
2.3). Concernant l’isotherme d’adsorption prédite par le modèle NLDFT-SAFT-VR-Mie via la
distribution en tailles de pore la plus fine PSD75, nous observons qu’elle présente un léger
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écart par rapport à l’isotherme expérimentale. La légère surestimation de la quantité adsorbée
aux faibles pressions relatives (figure 2.9a)) vient du fait que les versions de DFT dans les
deux modèles, ainsi que les potentiels d’interaction fluide-fluide et fluide-solide sont différents.
Concernant les effets de la discrétisation de la PSD sur l’isotherme d’adsorption, plus la PSD
est grossièrement discrétisée, plus les "sauts" de condensation capillaire dans les une taille de
pore donné deviennent remarquables, mais la tendance générale de l’isotherme est reproduite
de façon tout à fait satisfaisante si la discrétisation est suffisamment fine.
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FIGURE 2.9 – Isothermes d’adsorption de l’argon sur un charbon actif à 87, 3K. Les isothermes
correspondant aux PSD discrétisées à 5, 15, 35 et 75 pores sont calculées avec la NLDFT-SAFT-
VR-Mie. L’isotherme iQ est estimée par le logiciel du porosimétre. La courbe Exp. représente
l’isotherme mesurée.

2.2 Adsorption du CH4 et du CO2 sur le charbon actif
Après avoir caractérisé la distribution en tailles de pore du charbon actif, nous pouvons

estimer avec la NLDFT-SAFT-VR-Mie, dans les conditions de plus hautes pressions et tempé-
ratures, les profils de densité des gaz CH4 et CO2 adsorbés dans des pores plans graphitiques
identifiés dans la PSD. Ces profils de densité peuvent être exploités pour calculer les isothermes
d’adsorption au niveau des pores ainsi qu’à l’échelle du milieu poreux. Les températures dans
ce chapitre sont choisies afin de pouvoir comparer nos prédictions avec les mesures expérimen-
tale réalisées par Perrier et al. (2017) où les isothermes d’adsorption d’excès ont été mesurées
pour les gaz CH4 et CO2 respectivement aux températures 303, 15 K et 318, 15 K.

2.2.1 Profils de densité à l’échelle des micropores
A l’échelle des micropores, lla répartition des fluides est fortement inhomogène. La figure

2.10 montre un exemple de profils de densité du CH4 et du CO2 dans des pores identifiés dans
la PSD du charbon actif. Ils se caractérisent par un nombre de pics qui correspond au nombre de
couches moléculaires formées dans le pore, une amplitude qui indique principalement l’inten-
sité de l’impact des effets d’attraction du solide sur le fluide et une zone d’exclusion au voisinage
des murs où les centres de gravité des molécules de fluide ne peuvent pas accéder à cause de
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la répulsion. Dans le pore de taille 0, 43 nm, la plus petite taille que nous avons pu caractériser
dans le charbon actif avec la porosimétrie gaz, une seule couche moléculaire de CH4 et de CO2

est formée. Dans le pore de taille 0, 50 nm nous obtenons deux couches qui se chevauchent,
alors que dans le pore de taille 1, 98 nm deux couches distinctes bien localisées sont observées.
Il s’agit d’un comportement classique d’adsorption sur des surfaces idéalisées homogènes déjà
observé dans la littérature. Nous remarquons également que le CO2 s’adsorbe plus que le CH4

sur ces surfaces graphitiques, parce que l’amplitude des pics de densité atteint des valeurs plus
élevées et que la zone accessible au centre de ses molécules est légèrement plus petite que celle
du CH4 bien qu’ils soient représentés par des monomères de même diamètre. Cela s’explique
par un exposant de répulsion plus élevé pour le CO2 dans le modèle SAFT-VR-Mie.
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FIGURE 2.10 – Profils de densité normalisés par la densité bulk du CH4 et du CO2 adsorbés
dans des pores plans graphiques de tailles effectives a) 0, 43 nm, b) 0.50 nm et b) 1.98 nm. Les
conditions de température sont 303, 15 K pour le CH4 et 318, 15 K pour le CO2.

La figure 2.11 illustre l’influence de la pression sur les profils de densité pour les deux gaz
considérés pour la plus petite taille de pore présente dans les différentes PSD. L’intervalle de
pression illustré est celui correspondant aux données expérimentale des isothermes d’adsorption
de Perrier et al. (2017), auxquelles les isothermes calculées seront confrontées. Les densités
normalisées par rapport à la densité bulk à la même pression sont représentées de façon à prendre
en compte l’effet de la pression sur l’augmentation de ρb. On constate que, logiquement, l’effet
des interactions fluie-solide est prépondérant à basse pression. Par exemple, à 5 bar, la densité
moyenne en chaque point du pore est au moins 100 fois supérieure à la densité bulk pour les
deux gaz. Au fur et à mesure que la pression augmente cet écart entre les densités dans le pore
et la densité bulk diminue, traduisant la saturation du pore par le fluide. Cet effet sera visible
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sur l’évolution des densités moyennes par pore ainsi que sur les isothermes du charbon actif qui
tendront vers un plateau de saturation.
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FIGURE 2.11 – Evolution des profils de densité, normalisée par la densité bulk, des gaz a) CH4

et b) CO2 adsorbés dans un pore plan graphitique de taille effective 0.50 nm en fonction de
la pression bulk Pb. Les conditions de température pour le CH4 et le CO2 sont respectivement
303, 15 K et 318, 15 K.

Il est important de noter que dans cette thèse la molécule de CO2 est décrite par un mo-
nomère sphérique de Mie (Avendano et al., 2011) même si cette molécule est linéaire avec
un moment quadripolaire. Cette représentation simplifiée a été adoptée car la version de DFT
que nous utilisons n’est utilisable actuellement que pour les fluides de monomères sphériques.
Cependant, les propriétés bulk du CO2 telles que la pression de saturation, les densités à satu-
ration, la densité du CO2 supercritique, l’enthalpie de vaporisation, etc. sont bien reproduites
avec cette modélisation du CO2 par SAFT-VR-Mie. Nous allons montrer par la suite que cette
description fournit aussi des résultats en bon accord avec l’expérience dans le cas du couplage
NLDFT-SAFT-VR-Mie pour le CO2 adsorbé dans un charbon actif.

2.2.2 Densités et isothermes d’adsorption à l’échelle des micropores
Densités moyennes par pore

Les densités moyennes par pore peuvent être déduites à partir des profils de densités en
utilisant l’équation (2.1). Les figures 2.12 et 2.13 représentent respectivement l’évolution de la
densité moyenne par pore du CH4 et du CO2 adsorbés dans les cinq pores majeurs identifiés
dans la PSD du charbon actif. Dans le cas des deux gaz, l’augmentation de la densité moyenne
en fonction de la pression bulk est quasi-linéaire dans le mésopore et elle devient de plus en plus
précoce aux basses pressions au fur et à mesure que la taille de pore diminue. De plus, on note
qu’on arrive quasiment à la saturation du pore de taille 0.50 nm pour les deux gaz sur l’intervalle
de pression considéré. En outre, nous remarquons que les effets de confinement ont une grande
influence sur la densité des fluides et par conséquent sur la quantité de gaz captées par adsorption
dans les micropores. Prenons l’exemple des densités moyennes des deux gaz à une pression de
40 bar. Lorsqu’ils sont adsorbés dans le pore de taille 0.50 nm, leur densité moyenne est environ
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neuf fois plus importante que les densités à l’état bulk. De plus, nous observons que la densité
moyenne des phases adsorbées varie considérablement d’un micropore à un autre en fonction
de la taille, ce qui supporte l’intérêt d’étudier les effets d’adsorption sur les milieux poreux en
tenant compte de la contribution individuelle de chacune de ces porosités. Enfin, la comparaison
des figures 2.12 et 2.13 confirme l’adsorption supérieure du CO2 par rapport à celle du CH4

quelle que soit la pression.
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Isothermes d’adsorption par pore

La quantité adsorbée d’excès par pore peut-être calculée après avoir déterminé les densités
moyennes des phases adsorbées. A travers la PSD, La DFT permet de calculer les quantités
adsorbées totales par pore, mais cette information n’est pas accessible expérimentalement car ce
sont des quantités adsorbées d’excès qui peuvent-être mesurées. Toute la difficulté ici, consiste
alors à convertir la quantité de matière absolue en une quantité d’excès cohérente avec celle
déterminée par la procédure expérimentale. Dans notre cas, les mesures sont réalisées à l’aide
d’une technique manométrique avec calibration des volumes accessibles faites avec de l’hélium.
Dès lors, la définition qui s’impose pour la quantité d’excès totale nextot est :

nextot =

Np∑
i=1

nexi =
∑
i

(
ρiV

eff
i − ρbV acc,He

i

)
(2.3)

Ce point de vue a été déjà adopté dans la littérature (Talu and Myers, 2001) et discuté par Bran-
dani et al. (2016). Cela revient à définir la quantité d’excès au niveau du pore par la différence
entre la quantité de matière totale ρiV

eff
i du fluide adsorbé et la quantité de matière qui occupe-

rait la phase bulk dans le volume accessible ρbV
acc,He
i . Ainsi, nous utilisons le volume effectif

V eff
i caractérisé par la porosimétrie à l’argon, dans le terme de la quantité de matière totale de la

phase adsorbée afin d’assurer la cohérence du produit ρiV
eff
i avec la surface du pore considéré

V effi

Heff
i

. Concernant le terme de la phase bulk, le choix du volume accessible à l’hélium V acc,He
i

provient du fait que le volume poreux du charbon actif a été calibré à l’hélium.

nexi =
(
ρiV

eff
i − ρbV acc,He

i

)
(2.4)
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2.2. Adsorption du CH4 et du CO2 sur le charbon actif

Nous pouvons estimer la taille accessible aux centres des molécules de l’hélium par la rela-
tion suivante Hacc,He

i = Heff
i + σC−C − 0, 71(σC−C + σHe−He) ou la déterminer à partir d’une

modélisation de l’hélium dans un pore de taille donnée par NLDFT-SAFT-VR-Mie. Le volume
accessible à l’hélium V acc,He

i dans un pore peut alors s’exprimer en fonction du volume effectif
V eff
i et de la taille effective Heff

i en s’appuyant sur la surface du pore. Celle-ci peut s’écrire

sous forme de l’égalité suivante Si =
V effi

Heff
i

=
V acc,Hei

Hacc,He
i

. Nous pouvons en déduire l’expression du

volume accessible de l’hélium V acc,He
i =

Hacc,He
i

Heff
i

V eff
i .
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FIGURE 2.14 – Isothermes d’adsorption
d’excès du CH4 sur les pores plans de la
PSD5 du charbon actif à 303, 15K.
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FIGURE 2.15 – Isothermes d’adsorption
d’excès du CO2 sur les pores plans de la
PSD5 du charbon actif à 318, 15K.

Les figures 2.14 et 2.15 représentent les isothermes d’adsorption d’excès du CH4 et du
CO2 sur les cinq pores plans de la PSD du charbon actif. Il faut noter que, contrairement à la
densité moyenne par pore qui ne tient compte que des effets d’adsorption selon la taille du pore
et les conditions thermodynamiques, l’isotherme d’adsorption dépend également du volume
affecté à chacun des pores dans le matériau. Dans la région de basses pressions, [0; 10bar] et
[0; 5bar] respectivement pour le CH4 et le CO2, nous remarquons que les allures de la quantité
adsorbée d’excès par pore sont similaires à celles des densités moyennes car la contribution
du terme ρbV

acc,He
i est faible voire négligeable. A plus haute pression, pour le CH4, ce terme

devient plus important et son poids peut aller jusqu’à induire une décroissance de la quantité
adsorbée d’excès en fonction de la pression, comme c’est le cas dans le pore de taille 0, 50 nm
qui est presque saturé en CH4 à partir de 50 bar. Concernant le CO2, le terme absolu ρiV

eff
i

l’emporte sur la contribution bulk parce que les densités moyennes des phases adsorbées sont
bien supérieures à celle de la phase bulk (figure 2.13) et que les pressions investiguées sont plus
faibles que pour le CH4.

2.2.3 Isothermes d’adsorption à l’échelle du milieu poreux

La quantité adsorbée d’excès totale à l’échelle du milieu poreux peut s’obtenir en sommant
la contribution de chacun des pores avec l’équation (1.114).
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Chapitre 2. Adsorption du CH4 et du CO2 dans un charbon actif sans prise en compte des
déformations
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FIGURE 2.16 – Isothermes d’adsorption
d’excès du CH4 sur le charbon actif à
303, 15K, cas des PSD à 5, 15, 35 et 75 pores.
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FIGURE 2.17 – Isothermes d’adsorption
d’excès du CO2 sur le charbon actif à
318, 15K, cas des PSD à 5, 15, 35 et 75 pores.

Les figures 2.16 et 2.17 représentent les isothermes d’adsorption d’excès expérimentales du
CH4 et du CO2 sur le charbon actif, et celles prédites avec la DFT en utilisant les différentes
PSD discrétisées. A cette étape, nous avons déterminé le paramètre d’interaction fluide-solide
εfs pour chaque fluide (CH4 et CO2) interagissant avec le charbon actif. Un ajustement des
prédictions du couplage NLDFT-SAFT-VR-Mie sur les mesures expérimentales des isothermes
d’adsorption d’excès des gaz CH4 et CO2 a été fait avec la PSD à 5 pores a montré que le
paramètre mesurant l’écart par rapport à l’idéalité dans l’expression (1.112) de εfs peut prendre
la valeur ksf = 0, 15 pour les deux gaz. Par conséquent nous obtenons εCH4−CA = 55, 51 K
et εCO2−CA = 84, 28K. Ce paramètre permet de prendre en compte le fait que le charbon actif
n’est pas composé du pur graphite.

En comparant l’isotherme d’adsorption d’excès totale du CH4 avec l’expérience, une légère
surestimation est observée aux basses pressions, alors qu’aux hautes pressions, nous obtenons
une sous-estimation à cause de la saturation des micropores qui a lieu à plus basse pression que
dans l’expérience. Dans le cas du CO2, notre prédiction de l’isotherme d’adsorption d’excès
est en très bon accord avec l’experience. Concernant les différentes discrétisations de la PSD,
nous remarquons que les isothermes d’adsorption d’excès convergent vers celles correspondant
à la PSD la plus finement discrétisée à 75 pores. Cependant, l’écart entre les estimations faites
avec la PSD la plus grossière à 5 pores et celle à 75 est relativement faible. Cette conclusion
est intéressante pour des méthodes plus coûteuses en temps de calcul comme les simulations
moléculaires, car elle montre que ces dernières peuvent se baser sur un nombre de pores plus
restreint.

2.3 Conclusion

Dans cette section nous avons caractérisé la distribution en tailles de pore du charbon actif
considéré dans cette thèse avec la porosimétrie à l’argon à 87, 3 K. Puis nous avons repré-
senté cette PSD plus ou moins finement afin d’analyser l’impact de sa discrétisation sur les
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isothermes d’adsorption modélisées. Une validation de la cohérence de cette PSD avec le mo-
dèle NLDFT-SAFT-VR-Mie a été faite en restituant l’isotherme d’adsorption de l’argon dans
les conditions de la caractérisation. En outre, dans le cas de l’adsorption du CH4 et du CO2 sur
le charbon actif, nous avons montré que le formalisme DFT introduit dans le chapitre précédent
permet d’estimer correctement l’isotherme d’adsorption d’excès du CH4 et de façon satisfai-
sante celle de CO2. Toutefois, nous avons pour l’instant négligé les effets de la déformation du
milieu poreux et considéré les volumes poreux constants quelle que la pression et égaux à ceux
déterminés par porosimétrie à l’argon. Au 4ème chapitre, nous allons actualiser les isothermes
d’adsorption d’excès en tenant compte de la variation des volumes de pores grâce au couplage
DFT/poromécanique.
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Chapitre 3. Modèle poromécanique étendu à n porosités

Dans ce chapitre, nous allons construire un modèle poromécanique permettant l’étude du
comportement poroélastique linéaire et isotrope d’un milieu poreux à n porosités saturé par un
fluide. Dans un premier temps, nous allons proposer une extension à n porosités en se basant sur
le modèle poromécanique à double porosité de Perrier et al. (2018). Après avoir introduit la re-
présentation du milieu poreux que nous adoptons, nous allons établir les équations constitutives.
Ensuite, nous procédons à la détermination des propriétés poromécaniques, coefficients et mo-
dules de Biot {bi, Nij}, en utilisant une méthode d’homogénéisations successives qui consiste à
appliquer un ensemble d’expériences de pensée sur le milieu poreux. Dans un deuxième temps,
nous allons discuter ces expériences de pensée, notamment leur cohérence avec le sens physique
des modules de Biot {Nij} qui devraient représenter les interactions entre les porosités dans le
milieu poreux. Par le suite, une nouvelle méthode inspirée de la poroélasticité des milieux po-
reux non saturés sera développée afin de poroposer une nouvelle formulation des modules de
Biot {Ñij}. Enfin, nous allons effectuer une comparaison entre les deux approches donnant les
modules de Biot à travers une application sur le cas d’un milieu poreux saturé par un fluide
non-adsorbable.
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3.1. Représentation du milieu poreux

3.1 Représentation du milieu poreux

…
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FIGURE 3.1 – Milieu poreux à multiple porosité.

Nous considérons un milieu poreux contenant n porosités {φi}i=1,2,...,n immergé dans un
fluide bulk à une pression Pb pour lequel règne une pression Pi dans chacune de des porosi-
tés (figure 3.1). Nous supposons que ces porosités sont imbriquées et séparées dans l’échelle
de façon à ce que le volume élémentaire représentatif VER défini à chaque niveau de poro-
sité remplisse les conditions d’homogénéisation développées dans la section 1.2.2.2. Prenons
l’exemple d’un VER adapté à l’échelle de la porosité φn, la taille de celui-ci doit être plus pe-
tite que la taille de la porosité φn et en même temps plus grande que les tailles des porosités
{φn−1, φn−2, ..., φ1}. Ces conditions du VER sont supposées satisfaites à tout niveau de poro-
sité impliquant une hiérarchisation des porosités de la plus petite en taille φ1 à la plus grande en
taille φn.

3.2 Equations constitutives

Dans ce paragraphe, nous allons dériver les équations constitutives d’un milieu poreux à n
porosités en étendant le modèle de Perrier et al. (2018).

Dans les conditions isothermes et de transformations infinitésimales (ξ << 1 et ||Gradξ|| <<
1 avec ξ le vecteur de déplacement), l’énergie libre d’Helmholtz du squelette est donnée par
l’expression suivante (Coussy, 2004) :

dψs = σkldεkl +
n∑
i=1

Pidφi (3.1)

où σkl et εkl sont respectivement les composantes du tenseur des contraintes de Cauchy et celles
du tenseur des déformations linéarisé. Pi est la pression du fluide saturant la porosité φi.

Par définition, l’énergie libre de Gibbs
∼
Gs est la somme de l’énergie libre d’Helmholtz et le

travail mécanique du squelette Ws :

∼
Gs = Ψs +Ws (3.2)
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De plus, le travail mécanique du squelette peut s’exprimer :

Ws =
n∑
i=1

(−Piφi) (3.3)

En différenciant les équations (3.2) et (3.3) et en considérant l’équation (3.1), l’énergie libre
de Gibbs de la phase solide peut être obtenue dans les conditions isothermes :

d
∼
Gs = σkldεkl −

n∑
i=1

φidPi (3.4)

Par conséquent, nous obtenons les équations d’état sous la forme :
σkl =

∂
∼
Gs

∂εkl

φi = −∂
∼
Gs

∂Pi
, i = 1, 2, ..., n

(3.5)

Dans les conditions de transformations infinitésimales, le comportement poroélastique li-
néaire et réversible d’un milieu poreux (Coussy, 2004) peut s’écrire :

dσkl = Cklmsdεms −
n∑
i=1

b
(i)
kl dPi

dφi = b
(i)
kl dεkl +

n∑
j=1

1

Nij

dPj , i = 1, 2, ..., n

(3.6a)

(3.6b)

où Cklms sont les composantes du tenseur des modules d’élasticité. b(i)
kl sont les composantes

du tenseur de Biot et Nij sont les modules de Biot.

Les équations constitutives (3.6) se simplifient dans le cas des milieux poreux isotropes :
dσkl = 2µdεkl + λdεmsδkl − δkl

n∑
i=1

bidPi

dφi = bidεkl +
n∑
j=1

1

Nij

dPj , i = 1, 2, ..., n

(3.7a)

(3.7b)

En tenant compte des relations (1.35), les équations constitutives (3.7) d’un milieu poreux à
n porosités deviennent : 

dσ = Kdε−
n∑
i=1

bidPi

dφi = bidε+
n∑
j=1

dPj
Nij

, i = 1, 2, ..., n

(3.8a)

(3.8b)
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Ces équations constitutives dépendent des propriétés poromécaniques suivantes :
• module d’élasticité apparente du milieu poreux : K
• n coefficients de Biot {bi} : 

b1

b2

...
bn


• n2 modules de Biot {Nij} :

N11 N12 · · · N1n

N21 N22 · · · N2n

...
... . . . ...

Nn1 Nn(n−1) · · · Nnn


3.3 Propriétés poromecaniques

Dans ce paragraphe, nous allons déterminer les propriétés poromécaniques d’un milieu po-
reux à n porosités par extension de la méthode d’homogénéisations successives de Perrier et al.
(2018). Une discussion de cette méthode sera effectuée au niveau de la détermination des mo-
dules de Biot.

3.3.1 Méthode d’homogénéisations successives

𝜙! 𝜙" 𝜙# 𝜙#$!

Squelette:

Squelette apparent: 𝐾(#), 𝐺(#) Porosités saturées par le fluide.

Porosités
inaccessibles au fluide: 

Milieu poreux à 𝑛 porosités dans les conditions d’une expérience de pensée.

…

𝐾', 𝐺'

… …
𝜙(

𝜙#$!, 𝜙#$", … , 𝜙(

Porosité 𝜙(
saturée par un 
fluide à la 
pression 𝑃(

Porosité 𝜙#$!
saturée par un 
fluide à la 
pression 𝑃#$!

La pression dans les 
porosités inaccessibles 
au fluide est nulle:

∀ 𝑖 ∈ 1,𝑚 , 𝑃) = 0

Phase solide pure 
et homogène.

porosités

Milieu à multiple 
porosité soumis à une 
pression bulk 𝑃*

0

Porosités accessibles au fluide: 

…

…

…

…

…
𝜙!, 𝜙", … , 𝜙#

FIGURE 3.2 – Représentation d’un milieu poreux à n porosités, immergé dans un fluide, dans
les conditions d’une expérience de pensée d’homogénéisation qui consiste à supposer que les
porosités {φ1, φ2, ..., φm} sont inaccessibles au fluide.
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La méthode que nous allons utiliser consiste à appliquer un ensemble d’expériences de pen-
sée sur un milieu poreux à n porosités saturées par un fluide. Il s’agit de se mettre dans des
conditions où les porosités {φ1, φ2, ..., φm} sont inaccessibles au fluide et seulement les poro-
sités {φm+1, φm+2, ..., φn} peuvent-être saturées (figure 3.2). Dans ces conditions, les pressions
dans les porosités inaccessibles au fluide sont supposées nulles. De plus, nous assumons que
ces porosités forment une sous-matrice poreuse qui se comporte comme un squelette apparent
homogène, linéairement élastique et isotrope. En effet, grâce à notre représentation du milieu
poreux, en supposant que l’on respecte les critères du VER (voir section 3.1), les tailles des
porosités supposées inaccessibles au fluide sont plus petites que celles des porosités saturées.
Par conséquent, nous pouvons homogénéiser les propriétés élastiques de cette sous-matrice in-
accessible au fluide en utilisant la fonction d’homogénéisation donnée par l’équation (1.39) :

(K(m), G(m)) = Ψ(Ks, Gs,

m∑
i=1

φi) (3.9)

Dans les conditions de cette expérience de pensée, les équations constitutives s’écrivent :
dσ = Kdε−

n∑
i=m+1

bidPi

dφi = bidε+
n∑

j=m+1

dPj
Nij

, i = m+ 1,m+ 2, ..., n

(3.10a)

(3.10b)

où m représente le nombre de porosités inaccessibles au fluide.

De plus, les partitions de la déformation et de la contrainte totale s’expriment :

dε =

(
1−

n∑
k=m+1

φk

)
dεm +

n∑
k=m+1

dφk

dσ =

(
1−

n∑
k=m+1

φk

)
dσm −

n∑
k=m+1

φkdPk

dσm = K(m)dεm

(3.11a)

(3.11b)

(3.11c)

où dεm et dσm sont respectivement les variations moyennes de la déformation et de la contrainte
du squelette apparent et K(m) représente son module de rigidité.

Les équations (3.11) peuvent être réarrangées en remplaçant (3.11c) dans (3.11b) puis (3.11b)
dans (3.11a). Nous obtenons :

dε =
dσ

K(m)
+

n∑
k=m+1

φk
dPk
K(m)

+
n∑

k=m+1

dφk (3.12)

En tenant compte de l’équation constitutive (3.10b) liée aux variations des porosités, l’équa-
tion (3.12) devient :
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(
1−

n∑
k=m+1

bk

)
dε =

dσ

K(m)
+

n∑
k=m+1

[
n∑

j=m+1

1

Njk

+
φk
K(m)

]
dPk (3.13)

En multipliant l’équation (3.10a) par
(
1−

∑n
k=m+1 bk

)
1
K

, puis en la combinant avec l’équa-
tion (3.13), nous aboutissons à l’équation (3.17) :

(
1−

n∑
k=m+1

bk

)
1

K
dσ =

(
1−

n∑
k=m+1

bk

)
dε−

(
1−

n∑
k=m+1

bk

)
1

K

n∑
i=m+1

bidPi (3.14)

(
1−

n∑
k=m+1

bk

)
dσ

K
=

dσ

K(m)
+

n∑
k=m+1

[
n∑

j=m+1

1

Njk

+
φk
K(m)

]
dPk −

(
1−

n∑
k=m+1

bk

)
n∑

i=m+1

bi
K
dPi

(3.15)

(
1−

n∑
k=m+1

bk

)
dσ

K
=

dσ

K(m)
+

n∑
i=m+1

[
n∑

j=m+1

1

Nji

+
φi
K(m)

−

(
1−

n∑
k=m+1

bk

)
bi
K

]
dPi

(3.16)

0 =

[
1

K(m)
−

(
1−

n∑
k=m+1

bk

)
1

K

]
dσ +

n∑
i=m+1

[
n∑

j=m+1

1

Nji

+
φi
K(m)

−

(
1−

n∑
k=m+1

bk

)
bi
K

]
dPi

(3.17)

Comme les variations de la contrainte totale dσ et des pressions dPi au sein des porosités
sont indépendantes, leurs pré-facteurs dans l’équation (3.17) doivent être nuls. Par conséquent,
nous déduisons les relations suivantes :



n∑
k=m+1

bk = 1− K

K(m)

n∑
j=m+1

1

Nji

=
bi − φi
K(m)

; i = m+ 1,m+ 2, ..., n

(3.18a)

(3.18b)
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Porosité 𝜙! saturée 
par un fluide à la 
pression 𝑃!

Milieu poreux à multiple 
porosité soumis à une 
pression bulk 𝑃"

Porosité 𝜙!#$ saturée 
par un fluide à la 
pression 𝑃!#$

Porosité 𝜙!#% saturée 
par un fluide à la 
pression 𝑃!#%

Porosité 𝜙! saturée 
par un fluide à la 
pression 𝑃!

Porosité 𝜙!#$ saturée 
par un fluide à la 
pression 𝑃!#$

squelette apparent:
𝑘(!#$) , 𝐺(!#$)

Porosité 𝜙! saturée 
par un fluide à la 
pression 𝑃!

Experience de pensée 1: 
𝒎 = 𝒏− 𝟏

Experience de pensée 2: 
𝒎 = 𝒏− 𝟐

Experience de pensée 3: 
𝒎 = 𝒏− 𝟑

squelette apparent:
𝑘(!#%) , 𝐺(!#%)

squelette apparent:
𝑘(!#() , 𝐺(!#()

FIGURE 3.3 – Illustration des expériences de pensée d’homogénéisations successives appli-
quées sur un milieu poreux à n porosités.

3.3.2 Détermination des coefficients de Biot bi
Les relations (3.18) sont obtenues dans les conditions d’une expérience de pensée où nous

supposons qu’un nombre m de porosités sont supposées inaccessibles au fluide. Afin de pou-
voir déterminer toutes les propriétés poromécaniques {bi, Nij}, nous pouvons appliquer cette
expérience de pensée successivement pour m allant de n − 1 à 0 (voir illustration sur la figure
3.3).

Expérience de pensée 1 : cas où les porosités {φ1, φ2, ..., φn−1} sont inaccessibles au fluide
(m = n− 1).
Dans ces conditions, le comportement poromécanique du milieu poreux à n porosités se réduit
à celui d’un milieu poreux à une seule porosité φn saturée par un fluide à une pression Pn
et ayant un squelette apparent de propriétés élastiques

(
K(n−1), G(n−1)

)
. Ce cas a été traité

précédemment dans la section 1.2.2.2. En utilisant la correspondance suivante b ≡ bn et Ks ≡
K(n−1) dans la relation (1.55a), nous obtenons l’expression du coefficient de Biot bn. Également,
nous pouvons retrouver le même résultat avec les relations généralisées (3.18a) pourm = n−1 :

bn = 1− K

Kn−1
= K

(
1

K
− 1

K(n−1)

)
(3.19)

Expérience de pensée 2 : cas où les porosités {φ1, φ2, ..., φn−2} sont inaccessibles au fluide
(m = n− 2).
Dans ce cas, le comportement poromécanique du milieu poreux à n porosités se réduit à celui
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d’un milieu poreux à deux porosités φn−1 et φn saturées respectivement par des phases aux
pressions Pn−1 et Pn et ayant un squelette apparent de propriétés élastiques

(
K(n−2), G(n−2)

)
.

Ce cas a été traité précédemment dans la section 1.2.4. La relation (1.73b) donne l’expression du
coefficient de Biot bn−1 en faisant la correspondance bµ ≡ bn−1, Kµ ≡ K(n−1), Ks ≡ K(n−2).
Aussi, nous pouvons retrouver le même résultat avec les relations généralisées (3.18a) pour
m = n− 2 :

bn−1 + bn = 1− K

Kn−2
(3.20)

En tenant compte de la relation (3.19), nous obtenons :

bn−1 = K

(
1

K(n−1)
− 1

K(n−2)

)
(3.21)

Expérience de pensée 3 : cas où les porosités {φ1, φ2, ..., φn−3} sont inaccessibles au fluide
(m = n− 3).
Dans ce cas, le comportement poromécanique du milieu poreux à n porosités se réduit à ce-
lui d’un milieu poreux à trois porosités φn−2, φn−1 et φn saturées respectivement par des
phases aux pressions Pn−2, Pn−1 et Pn et ayant un squelette apparent de propriétés élastiques(
K(n−3), G(n−3)

)
. La relation (3.18a) devient pour m = n− 3 :

bn−2 + bn−1 + bn = 1− K

Kn−3
(3.22)

Ensuite, en utilisant les relations (3.19), (3.21) et (3.22), nous obtenons :

bn−2 = K

(
1

K(n−2)
− K

K(n−3)

)
(3.23)

A ce niveau, une relation de récurrence peut-être identifiée. En allant jusqu’à l’expérience
de pensée n pour laquelle m = 0, nous obtenons les coefficients de Biot sous la forme :

bi = K

(
1

K(i)
− 1

K(i−1)

)
; i = 1, 2, ..., n (3.24)

où les modules de rigidité apparente K(i) sont estimés avec la fonction d’homogénéisation
(K(i), G(i)) = Ψ

(
Ks, Gs,

∑i
j=1 φj

)
.

3.3.3 Problématique des modules de Biot Nij

Les modules de Biot {Nij} représentent les interactions entre les porosités dues aux varia-
tions des pressions de pores Pi. Une porosité φi dans un milieu poreux subit, en même temps,
l’action de sa pression Pi à travers le module de BiotNii et les actions des pressions de pores qui
lui sont externes Pj 6=i via les modules de Biot croisésNij . Dans la méthode d’homogénéisations
successives, les conditions des expériences de pensée considérées masquent successivement les
effets de pression dans certaines porosités afin de simplifier la détermination des propriétés po-
romécaniques. Par conséquent, cette méthode brise la symétrie des interactions de porosité dans
le milieu poreux. Dans la prochaine section, nous allons détailler ce point et proposer une nou-
velle approche qui permet de déterminer les modules de Biot dans les conditions où toutes les
porosités sont saturées par le fluide.
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3.4 Estimations pratiques des modules de Biot Nij

Dans cette partie, nous allons estimer les modules de Biot en utilisant deux approches :
la première découle naturellement de la méthode d’homogénéisations successives développée
dans la section précédente et la deuxième est inspirée de la poroélasticité des milieux poreux
non saturés.

3.4.1 Calcul direct issu de l’homogénéisation
Dans cette section, nous allons dériver les modules de Biot Nij dans le contexte de la mé-

thode d’homogénéisations successives basée sur les expériences de pensée détaillées dans la
section précédente (figure 3.3).

Expérience de pensée 1 : cas où les porosités {φ1, φ2, ..., φn−1} sont inaccessibles au fluide
(m = n− 1).
Dans ces conditions, le comportement poromécanique du milieu poreux à n porosités se réduit
à celui d’un milieu poreux à une porosité φn saturée par un fluide à une pression Pn et ayant un
squelette apparent de propriétés élastiques

(
K(n−1), G(n−1)

)
. Ce cas a été déjà traité à la section

1.2.2.2. La relation (1.55b) peut-être réutilisée avec la correspondance suivante NMM ≡ Nnn,
b ≡ bn, φ ≡ φn et Ks ≡ K(n−1). D’autre part, le même résultat peut-être redécouvert avec les
relations généralisées (3.18b) pou m = n− 1 :

1

Nnn

=
bn − φn
K(n−1)

(3.25)

Expérience de pensée 2 : cas où les porosités {φ1, φ2, ..., φn−2} sont inaccessibles au fluide
(m = n− 2).
Dans ce cas, le comportement poromécanique du milieu poreux à n porosités se réduit à celui
d’un milieu poreux à deux porosités φn−1 et φn saturées respectivement par des phases aux
pressions Pn−1 et Pn et ayant un squelette apparent de propriétés élastiques

(
K(n−2), G(n−2)

)
.

Ce cas de double porosité a été traité dans la section 1.2.4, nous pouvons réutiliser les relations
(1.74a), (1.74b), (1.74c) et (1.74d) avec la correspondance suivante NµM ≡ N(n−1)n, Nµµ ≡
N(n−1)(n−1), bµ ≡ bn−1, bM ≡ bn, Kµ ≡ K(n−1),Ks ≡ K(n−2), φµ ≡ φn−1 et φM ≡ φn.
Nous pouvons retrouver les mêmes résultats à partir des relations généralisées (3.18b) pour
m = n− 2 : 

1

N(n−1)(n−1)

+
1

Nn(n−1)

=
bn−1 − φn−1

K(n−2)

1

N(n−1)n

+
1

Nnn

=
bn − φn
K(n−2)

(3.26a)

(3.26b)

En utilisant l’expression (3.25) dans l’équation (3.26b) nous retrouvons le module N(n−1)n :

1

N(n−1)n

= (bn − φn)

(
1

K(n−2)
− 1

K(n−1)

)
(3.27)
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Ensuite, les égalités de Maxwell permettent de déduire le module Nn(n−1) :

1

Nn(n−1)

=
1

N(n−1)n

(3.28)

Enfin, à l’aide de l’équation (3.26a) et en connaissant les expressions (3.27) et (3.28), le
module N(n−1)(n−1) peut-être défini :

1

N(n−1)(n−1)

=
bn−1 − φn−1

K(n−2)
− 1

Nn(n−1)

(3.29)

Le bilan des modules de Biot déterminés dans le cadre de la deuxième expérience de pensée
s’écrit : 

1

N(n−1)n

= (bn − φn)

(
1

K(n−2)
− 1

K(n−1)

)
1

Nn(n−1)

=
1

N(n−1)n

1

N(n−1)(n−1)

=
bn−1 − φn−1

K(n−2)
− 1

Nn(n−1)

(3.30a)

(3.30b)

(3.30c)

Expérience de pensée 3 : cas où les porosités {φ1, φ2, ..., φn−3} sont inaccessibles au fluide
(m = n− 3).
Dans ce cas, le comportement poromécanique du milieu poreux à n porosités se réduit à ce-
lui d’un milieu poreux à trois porosités φn−2, φn−1 et φn saturées respectivement par des
phases aux pressions Pn−2, Pn−1 et Pn et ayant un squelette apparent de propriétés élastiques(
K(n−3), G(n−3)

)
. Les relations (3.18b) se développent dans le cas de cette expérience de pensée

pour laquelle m = n− 3 :

1

N(n−2)(n−2)

+
1

N(n−1)(n−2)

+
1

Nn(n−2)

=
bn−2 − φn−2

K(n−3)

1

N(n−2)(n−1)

+
1

N(n−1)(n−1)

+
1

Nn(n−1)

=
bn−1 − φn−1

K(n−3)

1

N(n−2)n

+
1

N(n−1)n

+
1

Nnn

=
bn − φn
K(n−3)

(3.31a)

(3.31b)

(3.31c)

En remplaçant les relations (3.25) et (3.30a) dans (3.31c), nous obtenons le moduleN(n−2)n :

1

N(n−2)n

= (bn − φn)

(
1

K(n−3)
− 1

K(n−2)

)
(3.32)

Puis, à partir de l’équation (3.31b) et en tenant compte de la relation (3.30c), nous pouvons
déduire le module N(n−2)(n−1) :

1

N(n−2)(n−1)

= (bn−1 − φn−1)

(
1

K(n−3)
− 1

K(n−2)

)
(3.33)
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Les modules de Biot 1
Nn(n−2)

et 1
N(n−1)(n−2)

sont obtenus à travers les égalités de Maxwell :

1

Nn(n−2)

=
1

N(n−2)n

;
1

N(n−1)(n−2)

=
1

N(n−2)(n−1)

(3.34)

Ensuite, le module N(n−2)(n−2) peut-être défini à partir de l’équation (3.31a) en prenant en
considération les relations (3.34), (3.32) et (3.33) :

1

N(n−2)(n−2)

=
bn−2 − φn−2

K(n−3)
− 1

N(n−1)(n−2)

− 1

Nn(n−2)

(3.35)

Le bilan des modules de Biot déterminés dans le cadre de la troisième expérience de pensée
s’écrit : 

1

N(n−2)n

= (bn − φn)

(
1

K(n−3)
− 1

K(n−2)

)
1

N(n−2)(n−1)

= (bn−1 − φn−1)

(
1

K(n−3)
− 1

K(n−2)

)
1

Nn(n−2)

=
1

N(n−2)n

;
1

N(n−1)(n−2)

=
1

N(n−2)(n−1)

1

N(n−2)(n−2)

=
bn−2 − φn−2

K(n−3)
− 1

N(n−1)(n−2)

− 1

Nn(n−2)

(3.36a)

(3.36b)

(3.36c)

(3.36d)

A cette étape, des relations de récurrence peuvent-être établies. A partir des expressions
(3.30a), (3.36a) et (3.36b), nous pouvons déduire la forme généralisée des modules de Biot Nij

pour lesquels i < j :

1

Nij

= (bj − φj)
(

1

K(i−1)
− 1

K(i)

)
; i < j (3.37)

Les modules de Biot Nij pour lesquels i > j sont obtenus à travers les égalités de Maxwell
et les relations (3.37) :

1

Nij

=
1

Nji

(3.38)

Concernant les modules diagonaux de Biot Nii pour i < n, nous pouvons généraliser les
relations (3.30c) et (3.36d) comme suit :

1

Nii

=
bi − φi
K(i−1)

−
n∑

j=i+1

1

Nji

; i < n (3.39)

Le module de Biot Nnn est donné par l’équation (3.25).

∗ Bilan des modules de Biot obtenus par la méthode d’homogénéisations successives :
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•Modules de Biot, pour i = 1, 2, ..., n et j = 1, 2, ..., n :



1

Nnn

=
bn − φn
K(n−1)

1

Nij

= (bj − φj)
(

1

K(i−1)
− 1

K(i)

)
; pour i < j

1

Nji

=
1

Nij

1

Nii

=
bi − φi
K(i−1)

−
n∑

j=i+1

1

Nji

; pour i < n

(3.40a)

(3.40b)

(3.40c)

(3.40d)

où les modules de rigidité apparente K(i) sont estimés avec la fonction d’homogénéisation
(K(i), G(i)) = Ψ

(
Ks, Gs,

∑i
j=1 φj

)
.

Analyse et critiques

La méthode d’homogénéisations successives consiste à étudier le comportement d’un milieu
poreux à n porosités dans les conditions d’un ensemble d’expériences de pensée : dans la pre-
mière, nous supposons qu’une seule porosité φn est accessible au fluide, puis nous homogénéi-
sons les propriétés élastiques de la sous-matrice poreuse contenant les porosités {φ1, φ2, ..., φn−1},
ce qui permet ensuite de réduire la problématique de la multiple porosité au cas d’un milieu
poreux à une simple porosité saturée. A cette étape, nous obtenons le module de Biot Nnn.
Ensuite, dans la deuxième expérience de pensée, nous nous mettons dans le cas de deux po-
rosités saturées. A ce niveau, nous assumons que le module de Biot Nnn déterminé dans les
conditions d’une seule porosité ne dépend pas de la nouvelle expérience de pensée, ce qui per-
met de l’utiliser pour exprimer les modules d’interactions de Biot {N(n−1)n;Nn(n−1)} ainsi que
le module de Biot N(n−1)(n−1) associé à la porosité φ(n−1),...etc. Cette approximation assumée
lors du passage entre ces deux expériences de pensée implique que l’effet de la pression Pn
sur la porosité φn ne dépend pas de la présence du fluide dans les autres porosités, alors que
l’effet de la pression Pn−1 sur la porosité φn dépend de la présence du fluide dans la porosité
φn...etc. Par conséquent, la symétrie des interactions entre les porosités est brisée. Cela peut
être observé en analysant les expressions (3.40) des modules de Biot. Prenons l’exemple de
l’égalité 1

Nn(n−1)
= 1

N(n−1)n
= (bn − φn)

(
1

K(n−2) − 1
K(n−1)

)
. Nous remarquons que le module

de Biot Nn(n−1) représentant l’effet de la pression Pn−1 sur la porosité φn dépend explicite-
ment de la porosité φn ; cependant, le module de Biot N(n−1)n représentant l’effet de la pression
Pn sur la porosité φn−1 ne dépend pas explicitement de la porosité φn−1. Ceci montre que la
méthode d’homogénéisation ne décrit pas correctement les interactions des porosités dans un
milieu poreux. En fait, seul le module 1

Nn(n−1)
est effectivement calculé dans cette approche

mais le module 1
N(n−1)n

n’est pas accessible. Il est obtenu aux travers les égalités de Maxwell
qui ne sont pas intrinsèquement vérifiées mais supposées vraies.
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3.4.2 Calcul inspiré de la problématique des milieux poreux non saturés
ou multiphasique

3.4.2.1 Représentation du milieu poreux

Milieu à mul)ple 
porosité soumis à une 
pression bulk 𝑃!

Porosités { #𝜙"}"#$,…,'
saturées par un mélange 
de phases fluides aux 
pressions {𝑃"}"#$,…,'

{𝑃"}"#$,…,'

FIGURE 3.4 – Représentation d’un milieu poreux saturé par un mélange de fluides aux pressions
{P1, P2, ..., Pn}.

Dans cette section, nous considérons un milieu poreux dont l’espace interstitiel connecté est
saturé par plusieurs fluides aux pressions {Pi}i=1,2,...,n. Ce milieu est dit non saturé dans le sens
où il ne l’est pas par rapport à une phase fluide de référence. Dans ces conditions, les porosités
du milieu poreux sont fictives parce qu’elles réfèrent plutôt aux espaces occupés par les phases
fluides et ne coïncident pas forcément avec les porosités solides qui se caractérisent par une
taille et une géométrie précises. C’est pour cette raison que nous allons noter les porosités du
milieu poreux saturé par un mélange de phases fluides {φ̃i}i=1,2,...,n. Nous rappelons que la
somme de ces porosités est égale à la porosité totale φ et chaque phase fluide se caractérise dans
le milieu poreux par un degré de saturation Si (équation (1.79)).

3.4.2.2 Equations constitutives

Dans les conditions isothermes et de transformations infinitésimales (ξ << 1 et ||Gradξ|| <<
1 avec ξ le vecteur de déplacement), l’énergie libre d’Helmholtz du squelette est donnée par
l’expression suivante (Coussy, 2004) :

dψs = σkldεkl +
n∑
i=1

Pidφ̃i (3.41)

où σkl et εkl sont respectivement les composantes du tenseur des contraintes de Cauchy et celles
du tenseur des déformations linéarisé. Pi est la pression de la phase fluide occupant la porosité
φ̃i.

En différentiant l’énergie de Gibbs (équations (3.2) et (3.3)) en respectant la notation des
porosités fictives et en utilisant l’équation (3.41), nous obtenons :

d
∼
Gs = σkldεkl −

n∑
i=1

φ̃idPi (3.42)
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En suivant la même procédure utilisée dans la section 3.2 pour la dérivation des équations
constitutives d’un milieu poreux saturé, les équations constitutives d’un milieu poreux non sa-
turé s’écrivent : 

dσ = Kdε−
n∑
i=1

b̃idPi

dφ̃i = b̃idε+
n∑
j=1

dPj

Ñij

, i = 1, 2, ..., n

(3.43a)

(3.43b)

où nous notons les coefficients de Biot {b̃i} et les modules de Biot {Ñij} afin de les distinguer
de ceux obtenus par la méthode d’homogénéisations successives.

3.4.2.3 Concept de la pression équivalente

≡

Porosité 𝜙 = ∑!"#$ $𝜙!
saturée par un fluide
à une pression fic3ve 𝑃∗.

Système fictif 
équivalent

Milieu à mul3ple 
porosités soumis à une 
pression bulk 𝑃&

Porosités { $𝜙!}!"#,…,$
saturées par un mélange 
de phases fluides aux 
pressions {𝑃!}!"#,…,$

{𝑃!}!"#,…,$ 𝑃∗

FIGURE 3.5 – Concept de la pression équivalente.

Le concept de la pression équivalente a été introduit initialement par Coussy (Coussy, 1995;
Coussy et al., 1998) dans le contexte des milieux poreux non saturés. Il s’agit de quantifier
la pression résultante des pressions des phases fluides saturant le milieu poreux. Lorsque les
contraintes de la tension superficielle entre les interfaces séparant les différents fluides satu-
rant le milieu poreux sont négligeables, cette pression équivalente joue le rôle d’une pression
moyenne agissante sur le squelette à travers sa porosité totale (figure 3.5). Dans ces conditions,
le milieu poreux saturé par un mélange de phases fluides aux pressions {Pi}i=1,2,...,n peut être
représenté par un milieu poreux saturé par une seule phase fictive (référant aux mélange de
fluides) à une pression équivalente P ∗. L’énergie libre d’Helmholtz du squelette s’écrit alors
(Coussy, 2004) :

dψs = σkldεkl + P ∗dφ (3.44)

En différenciant l’énergie de Gibbs
∼
Gs = ψs − φP ∗, et en tenant compte de l’équation

(3.44), nous obtenons :
d
∼
Gs = σkldεkl − φdP ∗ (3.45)

La même démarche suivie dans la section 3.2 conduit aux équations constitutives du système
équivalent au milieu poreux non saturé :

dσ = Kdε− bdP ∗

dφ = bdε+
dP ∗

N

(3.46a)

(3.46b)
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Chapitre 3. Modèle poromécanique étendu à n porosités

b et N sont respectivement le coefficient et le module de Biot globaux, leurs expressions et leur
sens physique classique (section propriétés poromécaniques) restent également valable dans
cette section. La pression équivalente P ∗ peut-être identifiée en combinant les équations (3.42)
et (3.45) :

dP ∗ =
n∑
i=1

φ̃i
φ
dPi (3.47)

De plus, en tenant compte de la définition (3.52) et en combinant les équations constitutives
(3.43a) et (3.46a), les coefficients de Biot sont identifiés :

b̃i =
φ̃i
φ
b (3.48)

Concernant les modules de Biot, nous pouvons écrire d’abord la variation de la porosité
totale en utilisant les équations constitutives (3.43b) :

dφ = bdε+
n∑
j=1

n∑
i=1

1

Ñji

dPi (3.49)

Ensuite, en égalisant les équations (3.49) et (3.46b), nous obtenons :

0 =
n∑
i=1

[
n∑
j=1

1

Ñji

− b̃i
Nb

]
dPi (3.50)

Comme les variations des pressions Pi au sein des porosités sont indépendantes, leurs pré-
facteurs doivent être nuls. Par conséquent, nous pouvons déduire les relations suivantes :

n∑
j=1

1

Ñji

=
b̃i
Nb

(3.51)

3.4.2.4 Détermination des modules de Biot

Dans cette partie, nous allons faire une identification possible des modules de Biot en dé-
veloppant l’équation constitutive (3.46b) de la variation de la porosité totale dφ dans le but
de l’exprimer explicitement en fonction des équations (3.43b) des variations des porosités
{dφ̃i}i=1,...,n. En plus de ces équations, nous allons utiliser l’équation constitutive (3.46b) et
la définition de la pression équivalente que nous écrivons ici sous la forme suivante en tenant
compte de l’équation (3.48) :

dP ∗ =
n∑
i=1

b̃i
b
dPi ;

n∑
i=1

b̃i
b

= 1 (3.52)
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3.4. Estimations pratiques des modules de Biot Nij

En suivant la démarche proposée ci-dessous, nous obtenons l’équation (3.53) :

dφ = bdε+
dP ∗

N

= b

(
dσ

K
+

n∑
i=1

b̃i
dPi
K

)
+

n∑
i=1

b̃i
b

dPi
N

= b

(
n∑
i=1

b̃i
b

dσ

K
+

n∑
i=1

b̃i
dPi
K

)
+

n∑
i=1

b̃i
b

dPi
N

=
n∑
i=1

[
b̃i
K
dσ +

(
b̃i
Nb

+
bb̃i
K

)
dPi

]

=
n∑
i=1

[
b̃i
K

(
Kdε−

n∑
j=1

b̃jdPj

)
+

(
bi
Nb

+
bb̃i
K

)
dPi

]

=
n∑
i=1

[
b̃idε−

n∑
j=1

b̃ib̃j
K

dPj +

(
b̃i
Nb

+
bb̃i
K

)
dPi

]

dφ =
n∑
i=1

[
b̃idε+

n∑
j=1

((
1

Nb
+

b

K

)
δij b̃i −

b̃ib̃j
K

)
dPj

]
(3.53)

A ce niveau là, d’après la structure de l’équation (3.43b) décrivant les variations des porosi-
tés dφ̃i, nous pouvons poser les relations (3.54) :

∀ i, j ∈ [1, n] :
1

Ñij

=

(
1

Nb
+

b

K

)
δij b̃i −

b̃ib̃j
K

(3.54)

où δij est le symbole de Kronecker (si i = j, δij = 1 et si i 6= j, δij = 0).

Analyse et critiques

Nous pouvons classer les modules de Biot donnés par l’équation (3.54) en deux catégories :
• Pour i 6= j, nous obtenons les modules de Biot croisés définis par 1

Ñij
= − b̃ib̃j

K
. Ces modules

caractérisent l’effet d’une phase à une pression Pj occupant la porosité φ̃j sur une autre porosité
φ̃i dans le milieu poreux. D’abord nous remarquons que ces modules sont de signe négatif quel
que soit le nombre de porosités en interaction. Cela signifie qu’une augmentation de pression
dPj de la phase associée à la porosité φ̃j contribue à la diminution des autres porosités φ̃j et
vice-versa.
• Pour i = j, nous obtenons les modules de Biot Ñii qui s’expriment par

(
1
Nb

+ b
K

)
b̃i − b̃ib̃i

K
.

Ces modules permettent de représenter la contribution de la pression d’une phase à la pression
Pi sur la porosité φ̃i qui lui est associée. Comme ces modules de Biot sont strictement positifs,
une augmentation de pression dPi augmentera la porosité φ̃i et vice-versa.

75



Chapitre 3. Modèle poromécanique étendu à n porosités

Les modules de Biot obtenus avec cette nouvelle formulation vérifient naturellement les
relations de Maxwell par une simple permutation des indices i et j. En plus, leurs signes sont
correspondent à leur sens physique.

En revanche, Cette représentation du milieu poreux saturé par un mélange de fluides ne res-
pecte pas l’imbrication des échelles qui est indispensable pour homogénéiser les rigidités et les
coefficients de Biot. C’est pour cette raison que nous allons opter pour une formulation hybride
des propriétés poromécaniques qui prend en compte l’imbrication des échelles dans le milieu
microporeux à travers les coefficients de Biot calculés avec la méthode d’homogénéisations
successives et qui fournit en même temps une description consistante des interactions entre les
porosités via les modules de Biot inspirés des milieux saturés par un mélange de fluides. Cela
revient à utiliser les coefficients de Biot {bi}i=1,2,...,n à la place des coefficients de Biot fictifs
{b̃i}i=1,2,...,n dans l’expression (3.54) des modules de Biot. Dans le contexte de cette approxi-
mation, nous écrivons :

∀ i, j ∈ [1, n] :
1

Ñij

≈
(

1

Nb
+

b

K

)
δijbi −

bibj
K

(3.55)

où bi sont les coefficients de Biot obtenus par la méthode d’homogénéisations successives (équa-
tion (3.24)).

3.5 Bilan des propriétés poromécaniques
Dans le but de résumer les résultats établis dans les sections précédentes, nous pouvons

écrire deux formulations possibles des propriétés poromécaniques :

∗ Formulation A (imbrication des échelles) :
• Coefficients de Biot, ∀ i ∈ [1, n] :

bi = K

(
1

K(i)
− 1

K(i−1)

)
(3.56)

•Modules de Biot, ∀ i, j ∈ [1, n] :

1

Nnn

=
bn − φn
K(n−1)

1

Nij

= (bj − φj)
(

1

K(i−1)
− 1

K(i)

)
; pour i < j

1

Nji

=
1

Nij

1

Nii

=
bi − φi
K(i−1)

−
n∑

j=i+1

1

Nji

; pour i < n

(3.57a)

(3.57b)

(3.57c)

(3.57d)

∗ Formulation B (hybride) :
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3.6. Application des formulations de modules de Biot sur le charbon actif saturé par un fluide
non-adsorbable

• Coefficients de Biot, ∀ i ∈ [1, n] :

bi = K

(
1

K(i)
− 1

K(i−1)

)
(3.58)

•Modules de Biot, ∀ i, j ∈ [1, n] :

1

Nij

≈
(

1

Nb
+

b

K

)
δijbi −

bibj
K

(3.59)

Dans les deux formulations, les modules de rigidité K(i) sont estimés avec la fonction d’ho-
mogénéisation (K(i), G(i)) = Ψ

(
Ks, Gs,

∑i
j=1 φj

)
.

3.6 Application des formulations de modules de Biot sur le
charbon actif saturé par un fluide non-adsorbable

Dans cette section, nous allons comparer les propriétés poromécaniques des deux formula-
tions A et B à travers leur application sur le charbon actif. La distribution en tailles de pore à
6 porosités sera considérée. Celle-ci contient 5 microporosités (PSD5) déterminés au chapitre
2 et une macroporosité donnée dans le tableau 4.1. Les porosités sont ici saturées par un fluide
non-adsorbable.

En tenant compte des propriétés poromécaniques des formulations A (équations (3.56) et
(3.57)) et B (équations (3.58) et (3.59)), nous écrivons les équations constitutives (3.8) pour
un milieu poreux immergé dans un fluide bulk (σ = −Pb) et ayant 6 porosités saturées par un
fluide non-adsorbable Pi = Pb.

∗ Équations constitutives A :
dε = −dPb

Ks

dφi = bidε+
n∑
i=1

1

Nij

dPb = −φi
dPb
Ks

, i = 1, 2, ..., n

(3.60a)

(3.60b)

∗ Équations constitutives B :
dε = −dPb

Ks

dφi = bidε+
n∑
i=1

1

Ñij

dPb = −φbi
b

dPb
Ks

, i = 1, 2, ..., n

(3.61a)

(3.61b)

En comparant les équations constitutives (3.60) et (3.61), nous remarquons que les deux
formulationsA etB prédisent exactement les mêmes déformations volumiques (équations 3.60a
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Chapitre 3. Modèle poromécanique étendu à n porosités

et (3.61a)) et la même variation de porosité totale qui est égale à dφ = −φdPb
Ks

d’après les
équations (3.60b) et (3.61b). Ceci est attendu puisque, dans le cas d’un fluide non-adsorbale, le
milieu poreux a un comportement global décrit par les propriétés poromécaniques global b et N
qui ne diffèrent pas suivant les formulations A et B (figure 3.6). Cependant, les évolutions des
variations de porosités changent selon la formulation.
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FIGURE 3.6 – Comparaison des formulations A et B des modules de Biot. a) Déformation
totale ε et b) variations relatives de la porosité totale δrφtot =

φtot−φ0tot
φ0tot

du charbon actif immergé
dans un fluide non-adsorbable.
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FIGURE 3.7 – Comparaison des formulations A et B des modules de Biot concernant les va-
riations relatives des porosités δrφi =

φi−φ0i
φ0i

du charbon actif immergé dans un fluide non-
adsorbable.

La figure 3.7, représente l’évolution des variations relatives des porosités selon les formu-
lations A et B des modules de Biot dans le cas du charbon actif (PSD6) saturé par un fluide
non-adsorbable. La formulation A (figure 3.7.a.) prévoit des variations relatives de porosités
égales à celle de la porosité totale, alors que la formulation B (figure 3.7.b.) conduit à des varia-
tions relatives de porosités hiérarchisées. Ces résultats montrent les effets des modules de Biot
qui représentent les interactions entre les porosités. D’après l’équation constitutive (3.60b), les
modules de BiotNij de la formulationA compensent les effets des coefficients de Biot bi sur les
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3.7. Conclusion

variations de porosités. Cependant, les modules de Biot Ñij de la formulation B transmettent
les effets de l’imbrication des échelles aux variations de porosité à travers les coefficients de
Biot bi selon l’équation constitutive (3.61b).

D’autre part, une comparaison des valeurs numériques des modules de Biot correspondants
aux formulations A et B peut être réalisée. les tableaux 3.1 et 3.2 montrent les modules de Biot
initiaux Nij et Ñij dans le cas du charbon actif considéré. Nous remarquons que les signes des
modules de Biot Ñij de la formulationB sont positifs pour les termes diagonaux et négatifs pour
les termes croisés ce qui assure une certaine cohérence avec leurs sens physique. Concernant la
formulation A, la cohérence des signes des modules de Biot Nij n’est respectée.

TABLE 3.1 – Modules de Biot initiaux (Nij)1≤i≤6
1≤j≤6

en MPa, associés aux porosités du charbon

actif à 6 porosités (PSD6), estimés par la formulation A.

Nij 1 2 3 4 5 6
1 2100415 614436 488952 231185 1107224 -50274
2 614436 543173 643639 304324 1457510 -66179
3 488952 643639 150729 189165 905978 -41136
4 231185 304324 189165 18914 256313 -11638
5 1107224 1457510 905978 256313 54111 -35126
6 -50274 -66179 -41136 -11638 -35126 4024

TABLE 3.2 – Modules de Biot initiaux
(
Ñij

)
1≤i≤6
1≤j≤6

en MPa, associés aux porosités du charbon

actif à 6 porosités (PSD6), estimés par la formulation B.

Nij 1 2 3 4 5 6
1 26279 -11386099 -7077520 -2002322 -6043407 -26979
2 -11386099 34568 -9316596 -2635786 -7955326 -35514
3 -7077520 -9316596 21517 -1638386 -4944976 -22075
4 -2002322 -2635786 -1638386 6145 -1398998 -6245
5 -6043407 -7955326 -4944976 -1398998 18385 -18850
6 -26979 -35514 -22075 -6245 -18850 282

3.7 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons établi les équations constitutives permettant de décrire le com-

portement poroélastique linéaire et isotrope d’un milieu poreux à n porosités saturé. Nous avons
déterminé les propriétés poromécaniques, coefficients de Biot bi et modules de Biot Nij du
milieu poreux. Dans un premier temps, ces propriétés poromécaniques ont été dérivées en uti-
lisant une méthode d’homogénéisations successives. Cette méthode consiste à homogénéiser
successivement les propriétés poroélastiques au niveau de l’échelle de chacune des porosités
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considérées. A cause des restrictions liées au volume élémentaire représentatif VER, cette ho-
mogénéisation n’est permise que dans un sens unique, c’est-à-dire, de la porosité de petite taille
aux porosités de taille supérieure. L’avantage de cette méthode consiste à tenir compte des effets
liés à l’imbrication des échelles dans les propriétés poromécaniques qui joue un rôle fondamen-
tal dans l’étude des milieux microporeux. En revanche, son principe n’est pas cohérent avec le
sens physique des modules de Biot qui doivent décrire les interactions entre les porosités. En
effet, lors du processus d’homogénéisation successive, la symétrie des interactions mutuelles
entre les porosités est brisée. Cela nous a conduit à développer une nouvelle approche de dé-
termination des modules de Biot inspirée des milieux poreux saturés par un mélange de phases
fluides. Dans le contexte de ces milieux non saturés, nous avons utilisé le concept de la pres-
sion équivalente afin de pouvoir modéliser les interactions des porosités en présence de toutes
les phases fluides qui les saturent. De plus, nous avons introduit une astuce qui s’appuie sur
l’équivalence entre la variation totale collective des porosités et leurs variations individuelles.
Grâce à cette correspondance, nous avons pu proposer une nouvelle formulation des modules
de Biot qui s’avère compatible avec la fonction qui doivent assurer. Cependant, cette approche
n’est pas compatible avec l’imbrication intrinsèque et naturelle des porosités. C’est pour cette
raison q’une approche hybride a été proposée : nous avons combiné les coefficients de Biot
issus de la méthode d’homogénéisations successives avec les modules de Biot calculés dans
le cadre des milieux poreux saturés par un mélange de fluides. Nous avons comparé les pro-
priétés poromécaniques hybrides avec les propriétés poromécaniques classiques à travers une
application sur le charbon actif à six porosités saturé par un fluide non-adsorbable. Les deux
formulations ont prédit le même comportement global c’est-à-dire celui de la déformation et de
la variation de la porosité totale, mais des variations de porosité différentes qui reflètent l’effet
des modules de Biot. Dans la prochaine section, une application sur le charbon actif saturé par
un fluide adsorbable sera envisagée et une discussion de ces formulations de modules de Biot
sera effectuée.
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Chapitre 4. Application du couplage DFT/poromécanique sur l’adsorption du CH4 et du CO2

dans un charbon actif

Dans ce chapitre, nous allons appliquer le couplage de la Théorie de la Fonctionnelle de la
Densité (DFT) avec notre modèle poromécanique sur l’adsorption du CH4 et du CO2 dans le
charbon actif présenté dans les chapitres précédents. La contribution de la DFT et plus précisé-
ment de la version NLDFT-SAFT-VR-Mie consiste à estimer les isothermes d’adsorption d’ex-
cès comme montré au chapitre 2. Grâce à cette information, le couplage DFT/poromécanique
peut être réalisé et par conséquent nous pouvons prédire les déformations induites. Dans un
premier temps, nous allons envisager un couplage local dans lequel les isothermes d’adsorption
d’excès sont estimées à l’échelle des nanopores et sont échangées entre la DFT et le modèle po-
romécanique étendu à n porosités. Dans le contexte de ce couplage, nous allons étudier l’impact
de la discrétisation de la PSD et de l’évolution des propriétés poromécaniques sur les prédic-
tions du modèle et montrer les effets de la déformation sur l’isotherme d’adsorption d’excès.
Dans un deuxième temps, nous allons passer à un couplage global DFT/poromécanique qui
consiste à utiliser l’isotherme d’adsorption d’excès globale estimée par DFT dans notre modèle
poromécanique à n porosités qui se réduit dans ce cas à un modèle à double porosités : une
macroporosité de transport de taille supérieure à 50 nm et une microporosité d’adsorption com-
prenant tous les pores de taille inférieure à 50 nm. Après avoir validé ce couplage en comparant
ses prédictions avec les mesures expérimentales, nous allons discuter des conséquences des for-
mulations A et B des modules de Biot sur la déformation totale, la déformation du squelette et
la variation de porosité.
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4.1. Matériau poreux

4.1 Matériau poreux
Dans cette section, nous allons présenter les caractéristiques du matériau poreux qui vont

constituer les entrées de notre modèle. Dans les travaux de Perrier et al. (2018), une porosité de
transport de 44% et une porosité d’adsorption de 32% ont été caractérisées respectivement avec
intrusion de mercure et porosimètrie gaz. Le volume de la porosité d’adsorption a été obtenu
en utilisant le porosimétre Micromeritics ASAP 2020 dans lequel le modèle thermodynamique
de Horvath-Kawazoe (HK) a été choisi pour interpréter une isotherme d’adsorption de l’azote
à 77 K. Cependant, dans le présent travail, comme présenté dans le chapitre 2, nous avons
caractérisé à nouveau le volume de la porosité d’adsorption en utilisant l’isotherme d’adsorption
de l’argon à 87, 13 K que nous avons interprétée avec une version de DFT non-locale (section
2.1). Les porosités d’adsorption peuvent être déduites des PSD discrétisées (tableau 2.3) en
divisant le volume de pores sélectionné par celui de l’échantillon. Une porosité d’adsorption
totale de 34% a été obtenue et nous a permis, connaissant la masse de l’échantillon, de déduire
une valeur actualisée de la masse volumique du squelette ρs = 2862 g/L. Ces caractéristiques
sont regroupées dans le tableau 4.1.

TABLE 4.1 – Caractéristiques principales du charbon actif

Grandeur Unité Symbole Valeurs
Volume de l’échantillon (ml) Vech 6,57
Masse de l’échantillon (g) ms 4,137
Porosité d’adsorption (%) φ0

µ 34
Porosité de transport (%) φ0

M 44
Densité du squelette (g/L) ρs 2862

Concernant les propriétés élastiques du squelette (Ks, Gs), nous reprenons les valeurs ca-
ractérisées par Perrier et al. (2018) et présentées dans le tableau 4.2.

TABLE 4.2 – Propriétés élastiques du squelette du charbon actif

Grandeur Unité Symbole Valeurs
Module de rigidité (GPa) Ks 7,0±0,8
Module de cisaillement (GPa) Gs 4,1±0,4

4.2 Couplage avec prise en compte d’un confinement local
Dans cette section, le milieu poreux comporte une macroporosité de transport φn formée

par les pores de taille supérieure à 50 nm et des microporosités et mésoporosités d’adsorption
{φn−1; ...;φ2;φ1} de taille inférieure à 50 nm, estimées selon les distributions en tailles de pore
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dans un charbon actif

caractérisées dans le chapitre 2. Ce couplage est appliqué sur le cas du charbon actif totalement
immergé dans un fluide adsorbable (CH4 et CO2).

Nous allons estimer le coefficient de confinement d’une phase confinée dans chaque porosité
d’adsorption en étendant l’approche de Perrier et al. (2018) basée sur les travaux de Vermorel
and Pijaudier-Cabot (2014) au cas d’un milieu poreux saturé par n phases fluides en équilibre
thermodynamique. Les équations (1.75) donnant le confinement deviennent :

dPi =
dPb

1− χi
; i = 1, ..., n (4.1)

avec : 

χi =
nexi
ntoti

nexi =
(
ρiV

eff
i − ρbV acc,He

i

)
/M

ntoti = nexi +
ρbVi
M

= nexi +

(
φi

1− φi

)
ms

M

ρb
ρs

(4.2a)

(4.2b)

(4.2c)

χi est le coefficient de confinement local défini par le rapport de la quantité de matière d’ex-
cès nexi et la quantité de matière totale ntoti du fluide confiné dans une porosité φi. Concernant
la formule de la quantité adsorbée totale (équation (4.2c)), elle a été utilisée dans le travail de
Perrier et al. (2018) où la quantité adsorbée d’excès est issue de l’expérience. Dans ce travail,
nous gardons la même expression mais avec une quantités adsorbée d’excès estimée avec DFT.

En tenant compte de l’expression (4.1), les équations constitutives (3.8) peuvent être ré-
écrites pour un milieu poreux immergé dans un fluide à une pression bulk (dσ = −dPb) :

dε =

[
−1 +

n∑
i=1

bi
1− χi

]
dPb
K

dφi = bidε+
n∑
j=1

dPb
(1− χi)Nij

, i = 1, 2, ..., n

(4.3a)

(4.3b)

Nous allons actualiser les propriétés poromécaniques à chaque incrément infinitésimal de
pression bulk en utilisant un algorithme incrémental non-linéaire (Perrier et al., 2018). Dans cet
algorithme, les propriétés poromécaniques correspondant à un état initial pré-contraint k sont
utilisées pour estimer la variation de la déformation et des porosités induite par un incrément
infinitésimal de pression bulk dPb = P (k+1) − P (k). Ensuite, à l’aide de la fonction d’homo-
généisation et des équations constitutives, une boucle de convergence consiste à retrouver les
propriétés poromécaniques qui correspondent au nouvel état déformé k + 1 du milieu poreux
afin de les utiliser dans l’itération suivante. Concernant les isothermes d’adsorption figurant
dans la définition du coefficient de confinement (équation (4.2)), elles sont réactualisées après
chaque incrément de pression bulk en leur intégrant la variation des volumes de chaque porosité.
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4.2. Couplage avec prise en compte d’un confinement local

4.2.1 Effet de la discrétisation de la PSD
Dans ce couplage local, la discrétisation de la distribution en tailles de pore a des consé-

quences directes à la fois sur les estimations faites par la DFT et par la poromécanique étendue
à n porosités. En effet, la DFT estime les profils de densité du fluide adsorbé pour une taille de
pores donnée. Concernant les volumes de pores ou les porosités, ils permettent non seulement
de déduire les quantités adsorbées, donc le confinement {χi}, en utilisant les densités prédites
par la DFT, mais aussi de calculer les propriétés poromécaniques, coefficients et modules de
Biot {bi, Nij}.
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FIGURE 4.1 – Effet de la discrétisation de la PSD sur les prédictions du couplage local de DFT
avec la poromécanique.

La figure 4.1.a représente les isothermes d’adsorption d’excès totales du CH4 et du CO2,
dans le charbon actif, estimées par notre couplage local DFT/ poromécanique. Grâce à ce cou-
plage, nous avons pu prendre en compte la déformation du milieu poreux dans l’estimation des
isothermes d’adsorption d’excès. En comparant ces isothermes d’adsorption avec celles esti-
mées sans tenir compte des variations de porosités (figures 2.16 et 2.17), nous remarquons que
la convergence des isothermes d’adsorption d’excès vers celles correspondant à la distribution
en tailles de pore la plus précise PSD76 est conservée. Également, la même convergence est
retrouvée au niveau des déformations induites montrées sur la figure 4.1.b. Cela veut dire que
ce couplage local prévoit correctement les effets de la discrétisation de la PSD et par conséquent
nous pouvons déduire que le confinement estimé par DFT et les propriétés poromécaniques qui
traduisent ses effets sur la déformation sont compatibles.

4.2.2 Effet de la déformation sur l’isotherme d’adsorption
La figure 4.2 représente les isothermes d’adsorption d’excès du CH4 et du CO2 dans le

charbon actif, prédites avec notre couplage local avec et sans prise en compte de l’effet de
la déformation. Notre couplage local permet de relier la déformation induite par adsorption
aux variations des volumes de pores puis aux quantités adsorbées d’excès. Les courbes "avec
déformation" et "sans déformation" montrent que l’influence du gonflement du milieu poreux
sur les isothermes d’adsorption d’excès est négligeable aux basses pressions. En revanche, il
cause une augmentation de la quantité adsorbée d’excès qui devient de plus en plus importante
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FIGURE 4.2 – Effet de la déformation sur les isothermes d’adsorption d’excès. Résultat corres-
pondant au couplage local réalisé à travers la distribution en tailles de pore PSD16.

au fur et à mesure que la pression bulk croît. Cet augmentation peut atteindre 6% pour les deux
gaz, ce qui reste faible. Nous signalons que dans notre modèle, nous ne permettons pas de
variation de la taille de pore et par conséquent cet effet est ignoré dans nos prédictions. Seuls
les volumes poreux sont mis à jour ici.

4.2.3 Comparaison avec l’expérience
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FIGURE 4.3 – Adsorption du CO2 sur le charbon actif. Comparaison des prédictions du
couplage local DFT/poromécanique avec des mesures expérimentales d’isothermes d’adsorp-
tion d’excès et de déformations induites (Perrier et al., 2017). La dispersion du modèle cor-
respond aux incertitudes des propriétés élastiques du squelette Ks = 7.0 ± 0.8 MPa et
Gs = 4, 1± 0.4 MPa.

Dans cette section, nous allons confronter les prédictions du couplage local DFT/poro-
mécanique avec l’expérience. Les comparaisons avec le CH4 ne sont pas effectuées ici, car
les isothermes prédites ne sont pas suffisamment en bon accord avec l’expérience (figure 2.16).
La figure 4.3.a montre que l’isotherme d’adsorption d’excès du CO2 dans le charbon actif,
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4.3. Passage d’un confinement local à un confinement global

prédite par notre modèle en tenant compte de la déformation est en très bon accord avec l’ex-
périence. Aux hautes pressions, une légère surestimation de la quantité adsorbée d’excès est
obtenue à cause du gonflement des porosités d’adsorption. Il est possible que cette surestima-
tion provienne du fait que nous ne considérons pas l’évolution des tailles de pores, mais uni-
quement celle des volumes des pores d’une taille donnée fixée. En effet, si les tailles de pores
augmentent, les effets d’adsorption sur le fluide confiné vont s’affaiblir ce qui peut conduire à
une compensation de cette surestimation due uniquement à l’augmentation des volumes de mi-
cropores. Concernant la déformation induite (figure 4.3.b), la prédiction de notre couplage local
la sous-estime considérablement bien que l’isotherme d’adsorption d’excès est en bon accord
avec l’expérience. Cette sous-estimation peut-être causée par une sous-estimation du confine-
ment des phases adsorbées au niveau des micropores puisque l’approche que nous avons adop-
tée pour l’estimation des coefficients de confinement découle d’une approximation basée sur le
formalisme de Gibbs qui est valable uniquement pour les phases homogènes.

4.3 Passage d’un confinement local à un confinement global
Dans la section précédente nous avons montré que la prise en compte d’un confinement

local via notre couplage local DFT/poromécanique a conduit à une sous-estimation importante
de la déformation induite par adsorption. Par conséquent, nous avons remis en cause notre ap-
proche adoptée pour l’estimation du confinement local. Dans cette partie, nous allons introduire
les prédictions des déformations induites via un confinement global qui permet de retrouver
l’expérience avec un bon accord selon les travaux de Perrier et al. (2018) (voir section 1.2.4).
L’idée est ici de faire la mise à l’échelle des effets de confinement présents à l’échelle des
pores non pas au travers du modèle poromécanique mais au travers du calcul de l’isotherme
d’adsorption globale grâce à la Théorie de la Fonctionnelle de la Densité et à la distribution en
tailles de pores. Pour illustrer cette stratégie, nous allons estimer le confinement global du CH4

et du CO2 dans le charbon actif en utilisant directement les isothermes d’adsorption mesurées
expérimentalement par Perrier et al. (2017). Cela revient à utiliser la même stratégie que Per-
rier et al. (2018) développée dans la section 1.2.4 mais avec la formulation B pour l’estimation
des modules de Biot. Sur la figure 4.4, nous représentons les isothermes d’adsorption d’excès
expérimentales que nous avons utilisées (figure 4.4.a.) et les prédictions et les mesures expéri-
mentales des déformations induites (figure 4.4.b.). La comparaison des déformations calculées
avec l’expérience nous montre que la prise en compte d’un confinement global permet d’estimer
des déformations en bon accord avec l’expérience.

4.4 Couplage avec prise en compte d’un confinement global
Dans cette section, nous allons réaliser un couplage global de DFT avec notre modèle po-

romécanique à double porosité. Dans la porosité de transport φM , les effets d’adsorption sur
l’état du fluide sont supposés négligeables. Concernant la porosité d’adsorption φµ, l’état du
fluide dépend de la taille des pores. Grâce à la distribution en tailles de pore et à l’aide de la
DFT, nous pouvons prédire les isothermes d’adsorption par pore et faire la mise à l’échelle en
sommant les contributions de chaque micropore pour déduire l’isotherme d’adsorption globale.
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FIGURE 4.4 – a) Données expérimentales des isothermes d’adsorption du CH4 et CO2 dans un
charbon actif, respectivement à 303, 15K et 318, 15K. b) Prédiction des déformations induites
avec le modèle à double porosité à l’aide d’un confinement global estimé en utilisant les iso-
thermes d’adsorption mesurées. Les courbes mesurées des isothermes d’adsorption d’excès et
des déformations ont été obtenues dans les travaux de Perrier et al. (2017).

Dans ce sens, le confinement dans la porosité d’adsorption est global et il sera estimé par le
rapport entre les quantités adsorbées d’excès et totale. Ce couplage global DFT/poromécanique
ne permet pas de tenir compte de la déformation dans l’isotherme d’adsorption d’excès car le
confinement est considéré global dans la porosité d’adsorption, ce qui fait perdre l’information
sur l’évolution des volumes des micropores et des mésopores qui la composent.

Concernant l’estimation du confinement dans la porosité d’adsorption, nous adaptons tou-
jours l’approche de Perrier et al. (2018) basée sur les travaux de Vermorel and Pijaudier-Cabot
(2014). Elle s’obtient dans le contexte de notre couplage global DFT/poromécanique par :

dPµ =
dPb

1− χµ
(4.4)

avec : 

χµ =
nexµ
ntotµ

nexµ =
n−1∑
i=1

(
ρiV

eff
i − ρbV acc,He

i

)
/M

ntotµ = nexµ +

(
φµ

1− φµ

)
ms

M

ρb
ρs

(4.5a)

(4.5b)

(4.5c)

χµ est le coefficient de confinement global défini par le rapport de la quantité de matière d’ex-
cès nexµ et la quantité de matière totale ntotµ du fluide confiné dans la porosité d’adsorption
φµ =

∑n−1
i=1 φi. n − 1 est le nombre de pores d’adsorption considérés dans la PSD discrétisée.

Dans la porosité de transport φM ≡ φn, nous avons un confinement nul χM = 0 et une pression
égale à la pression bulk dPM = dPb puisque les effets d’adsorption y sont négligeables.
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4.4. Couplage avec prise en compte d’un confinement global

Dans le cas d’un modèle à double porosité appliqué sur un milieu poreux immergé dans un
fluide à une pression bulk (dσ = −dPb), les équations constitutives (3.8) deviennent :



dε =

[
−1 +

bµ
1− χµ

+ bM

]
dPb
K

dφµ =

[
−bµ
K

+

(
bµbµ
K

+
1

Nµµ

)
1

(1− χµ)
+

(
bµbM
K

+
1

NµM

)]
dPb

dφM =

[
−bM
K

+

(
bMbµ
K

+
1

NMµ

)
1

(1− χµ)
+

(
bMbM
K

+
1

NMM

)]
dPb

(4.6a)

(4.6b)

(4.6c)

4.4.1 Effet du pas de discrétisation en pression bulk
Dans cette section, nous allons étudier la convergence des déformations estimées en fonction

du pas de discrétisation de la pression bulk dPb. La figure 4.5 montre les déformations obtenues
pour les pas de pression bulk dPb = 2.10−3MPa, dPb = 2.10−2MPa, dPb = 2.10−1MPa et
dPb = 2MPa. Nous remarquons que la convergence en déformation est atteinte pour le pas de
pression bulk dPb = 2.10−2MPa.

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

 0  1  2  3  4  5

D
ila

ta
ti
o
n
 v

o
lu

m
iq

u
e
 ε

 [
%

]

Pression bulk Pb [MPa]

2.10
−3

 MPa

2.10
−2

 MPa

2.10
−1

 MPa

2 MPa

FIGURE 4.5 – Convergence de la déformation en fonction du pas de pression bulk. Adsorption
du CO2 dans le charbon actif à 318, 15 K.

En outre, le fait que l’estimation de la déformation est grossière lorsque le pas de discré-
tisation de la pression bulk est grand (figure 4.5) montre que le phénomène de gonflement est
non-linéaire et il y a un fort couplage déformation-porosité qui s’effectue à travers les propriétés
poromécaniques. C’est pour cette raison un schéma de résolution incrémental et non-linéaire est
nécessaire pour l’estimation du gonflement.

4.4.2 Effet de la discrétisation de la PSD
La figure 4.6.a) représente les isothermes d’adsorption d’excès du CO2 dans le charbon

actif estimées par DFT suivant les quatre discrétisations de la PSD (voir section 2.2.3) sans
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FIGURE 4.6 – Effet de la discrétisation de la PSD sur les prédictions du couplage global de la
DFT avec la poromécanique. Adsorption du CO2 dans le charbon actif à 318, 15 K.

mise à jour des volumes poreux. Ces quantités adsorbées sont introduites dans notre modèle
poromécanique afin d’estimer les déformations induites représentées sur la figure 4.6.b). Nous
obtenons une convergence en déformation compatible avec celle des isothermes d’adsorption
d’excès, ce qui montre la cohérence des PSD discrétisées avec notre couplage global DFT/
poromécanique.

4.4.3 Effet de l’évolution des porosités
L’évolution des porosités cause la variation des propriétés poromécaniques de la rigidité ap-

parente et des coefficients et modules de Biot {K; bi;Nij}. Elle influence également le coeffi-
cient de confinement au travers du terme bulk figurant dans l’expression de la quantité adsorbée
totale (4.5c). Sur la figure 4.7, nous montrons que la déformation prédite sans prise en compte
de l’évolution des porosités est légèrement supérieure à celle pour laquelle les déformations
sont considérées. Cela signifie que dans le couplage global, l’évolution des propriétés poromé-
caniques et du coefficient de confinement due aux variations des porosités a tendance à faire
diminuer la déformation.

4.4.4 Comparaison avec l’expérience
La figure 4.8.a rappelle l’isotherme d’adsorption du CO2 dans le charbon actif estimée

par DFT en utilisant la distribution en tailles de pore PSD16 (voir chapitre 2). Concernant la
déformation induite (figure 4.8.a), le couplage global est en bon accord avec les mesures expé-
rimentales. Les comparaisons ne sont pas faites ici pour le CH4, car les isothermes d’adsorption
d’excès prédites par la DFT ne sont pas suffisamment en accord avec celles mesurées expéri-
mentalement, comme montré au chapitre 2 (figure 2.16), pour établir une confrontation éclairée
des déformations. Le modèle final, couplant la DFT et la poromécanique au travers d’un confi-
nement global et de la formulation B, donne un bon accord avec l’expérience à la fois en ce qui
concerne les quantités adsorbées d’excès et les déformations induites. Nous allons l’utiliser par
la suite pour discuter plus finement l’évolution des variables et paramètres poromécaniques mis
en jeu.
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de confinement indépendant de la variation de la porosité χ(φ0
i ).

4.4.5 Discussion des formulations A et B des modules de Biot
Dans le chapitre 3, nous avons établi deux formulations A et B des modules de Biot que

nous avons discutées théoriquement dans les sections 3.3.3 et 3.4 et dans le cas d’un charbon
actif saturé par un fluide non-adsorbable (section 3.6). Ici, nous allons appliquer ces formula-
tions dans le cas de l’adsorption du CO2 sur le charbon actif à travers notre couplage global
DFT/poromécanique.

4.4.5.1 Partition de la déformation

Dans cette section, nous allons étudier l’impact des modules de Biot et du confinement sur
la partition de la déformation du milieu poreux entre le squelette et la porosité totale :

dε = (1− φ)dεs + dφ (4.7)

avec φ = φµ + φM . Les équations constitutives (4.6) estiment l’évolution de la déformation to-
tale ε et de la porosité totale φ au cours du chargement, ce qui permet de déduire la déformation
du squelette à partir de l’équation de la partition de la déformation présentée au-dessus.

Variation de la porosité totale :
En sommant les équations constitutives (4.6b) et (4.6c), nous obtenons la variation de la porosité
totale :

dφ =

[
− b

K
+

(
bbµ
K

+
1

Nµµ

+
1

NMµ

)
1

(1− χµ)
+

(
bbM
K

+
1

NµM

+
1

NMM

)]
dPb (4.8)

• Formulation A :
D’après les expressions (3.57) des modules de Biot de la formulation A (concernant la notation
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FIGURE 4.8 – a) Isothermes d’adsorption d’excès du CO2 dans un charbon actif (318.15K)
calculée avec DFT via la distribution en taille de pores PSD16. b) Prédictions des déformations
induites avec le couplage global DFT/ poromécanique. La dispersion du modèle correspond
aux incertitudes des propriétés élastiques du squelette Ks = 7.0 ± 0.8 et Gs = 4, 1 ± 0.4. Les
courbes mesurées des isothermes d’adsorption d’excès et des déformations ont été obtenues
dans les travaux de Perrier et al. (2017).

indicielle, il est important de noter la correspondance µ ≡ 1 et M ≡ 2), les relations suivantes
peuvent être écrites : 

1

Nµµ

+
1

NMµ

=
bµ − φµ
Ks

1

NµM

+
1

NMM

=
bM − φM

Ks

(4.9a)

(4.9b)

En utilisant les relations (4.9) entre les modules de Biot dans l’équation (4.8) de la variation
de la porosité totale, celle-ci peut se réarranger :

dφ =

[
− b

K
+

(
bbµ
K

+
bµ − φµ
Ks

)
1

1− χµ
+

(
bbM
K

+
bM − φM

Ks

)]
dPb (4.10)

• Formulation B :
Les expressions (3.59) des modules de Biot de la formulation B permettent d’écrire :

1

Nµµ

+
1

NMµ

=
bµ
Nb

1

NµM

+
1

NMM

=
bM
Nb

(4.11a)

(4.11b)

En tenant compte des relations (4.11) entre les modules de Biot, l’équation (4.8) de la va-
riation de la porosité totale devient :

dφ =

[
− b

K
+

(
b

K
+

1

Nb

)(
bµ

(1− χµ)
+ bM

)]
dPb (4.12)
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Déformation du squelette :
La variation de la déformation du squelette peut s’exprimer en fonction des variations de la
déformation et de la porosité totales, d’après la partition de la déformation (4.7) :

dεs =
dε− dφ
1− φ

(4.13)

En remplaçant l’équation constitutive (4.6a) de la variation de la déformation totale et l’équation
(4.8) de la variation de la porosité totale dans l’équation (4.13), celle-ci peut se développer :

dεs =

[
−1− b

K
+

(
(1− b)bµ

K
− 1

Nµµ

− 1

NMµ

)
1

(1− χµ)
+

(
(1− b)bM

K
− 1

NµM

− 1

NMM

)]
dPb

1− φ
(4.14)

De plus, comme 1− b = K
Ks

d’après l’expression du coefficient de Biot total (1.55a), l’équation
(4.14) se simplifie :

dεs =

[
− 1

Ks

+

(
bµ
Ks

− 1

Nµµ

− 1

NMµ

)
1

(1− χµ)
+

(
bM
Ks

− 1

NµM

− 1

NMM

)]
dPb

1− φ
(4.15)

• Formulation A :
En tenant compte des relations (4.9), la variation de la déformation du squelette (équation
(4.15)) devient :

dεs =

[
−1 + φ

(
φµ
φ

1

(1− χµ)
+
φM
φ

)]
dPb

(1− φ)Ks

(4.16)

• Formulation B :
De même, en tenant compte des relations (4.11), la variation de la déformation du squelette
(équation (4.15)) devient :

dεs =

[
−1 + φ

(
bµ
b

1

(1− χµ)
+
bM
b

)]
dPb

(1− φ)Ks

(4.17)
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FIGURE 4.9 – Partition de la déformation totale suivant les formulations A et B des modules
de Biot. a) Évolution de la déformation totale ε, b) évolution de la déformation du squelette εs
et c) évolution de la porosité totale φ.

La figure 4.9 représente l’évolution de la partition de la déformation du milieu poreux entre
le squelette et la porosité suivant les deux formulations A et B des modules de Biot. La fi-
gure 4.9.a montre que ces formulations des modules de Biot conduisent à la même variation
de la déformation totale ε. En revanche, d’après la figure 4.9.b), la formulation A prévoit un
gonflement relativement important du squelette contrairement aux prédictions issues de la for-
mulation B où le squelette est faiblement sollicité par un léger gonflement aux basses pressions
suivi d’une légère diminution du gonflement aux hautes pressions. D’après les équations (4.16)
et (4.17) de la variation de la déformation du squelette selon les deux formulations A et B, le
terme de confinement 1

(1−χµ)
représentant la cause principale du gonflement est pondéré par le

poids φµ/φ dans la formulation A, alors que dans la formulation B le poids de pondération
obtenu est bµ/b. Le gonflement important du squelette dans la formulation A vient du fait que
φµ/φ� bµ/b. Concernant l’évolution de la porosité totale, elle gonfle plus avec la formulation
B comme montré sur la figure 4.9.c. Il est tout à fait normal que le gonflement du milieu poreux
soit accompagné d’une augmentation de la porosité totale puisqu’elle constitue l’origine du
gonflement du milieu poreux dû au confinement le confinement du fluide. Cependant, le sque-
lette ne devrait pas subir un gonflement important à cause de l’action du fluide qui l’englobe.
Nous pouvons conclure que les prédictions correspondant à la formulation B des modules de
Biot semblent plus proches de l’intuition.
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4.4.5.2 Évolution des porosités

Les équations constitutives (4.6b) et (4.6c) de la variation des porosités d’adsorption et
de transport peuvent être développées en remplaçant les modules de Biot (équations (3.57) et
(3.59)) par leurs expressions suivant les deux formulations :
• Formulation A :
dφµ =

[
−bµ
K

+

(
bµbµ
K

+
bµ − φµ
Ks

+ (bM − φM)
bµ
K

)
1

(1− χµ)
+

(
φMbµ
K

)]
dPb

dφM =

[
−bM
K

+

(
φMbµ
K

)
1

(1− χµ)
+

(
bMbM
K

+
bM − φM
Kµ

)]
dPb

(4.18a)

(4.18b)

NB : dans les équations (4.18), avant d’utiliser l’expression du module de Biot croisé NµM

ou NMµ (équations (1.74b) et (1.74c)) nous l’avons développée sous la forme 1
NµM

= (bM −

φM)
(

1
Ks
− 1

Kµ

)
= −(bM − φM) bµ

K
car bµ = K

(
1
Kµ
− 1

Ks

)
selon l’équation (1.73b).

• Formulation B :
dφµ = bµ

[
− 1

K
+

(
b

K
+

1

Nb

)
1

(1− χµ)

]
dPb

dφM = bM

[
− 1

K
+

(
b

K
+

1

Nb

)]
dPb

(4.19a)

(4.19b)
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FIGURE 4.10 – Évolution relative (δrφi =
φi−φ0i
φ0i

) des porosités de transport φM , d’adsorption
φµ et totale φ. a) Formulation A des modules de Biot (Nij −A). b) Formulation B des modules
de Biot (Nij −B).

La figure 4.10 montre la variation relative des porosités de transport et d’adsorption dans
le charbon actif induite par l’adsorption du CO2 à 318, 15 K. La formulation A des modules
de Biot (figure 4.10.a)) prédit un gonflement des deux porosités d’adsorption et de transport.
Cependant, la formulation B (figure 4.10.b)) prévoit une contraction de la porosité de transport
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et un gonflement de la porosité d’adsorption qui est trois fois supérieur à celui estimé par la for-
mulation A. Cela veut dire que dans la formulation A la perméabilité du milieu poreux saturé
augmente au cours du chargement, alors que dans la formulation B la perméabilité devrait di-
minuer. Malheureusement, il n’existe pas de données expérimentales en gonflement libre pour
confirmer ce point. En combinant ces variations de porosités avec ceux de la partition de la
déformation, nous pouvons conclure que la formulation B montre que le gonflement du milieu
poreux est purement dû au gonflement de la porosité d’adsorption, où les effets d’adsorption
sont considérés. En revanche, dans la formulation A la porosité d’adsorption, la porosité de
transport et le squelette gonflent. Là encore, la formulation B est plus fidèle à l’intuition, mais
il manque des données expérimentales pour la discuter plus finement.

De plus, dans la formulationB, nous remarquons que l’équation 4.19b décrivant la variation
de la porosité de transport, dans laquelle le confinement a été négligé χM = 0, peut se simplifier
comme dφM = −φ bM

b
dPb
Ks

. Ainsi, nous retrouvons le même comportement que dans le cas sans
adsorption pour la porosité de transport (équation (3.61b)) mais avec une pente qui varie du fait
du gonflement de la porosité d’adsorption.

4.4.5.3 Évolution des propriétés poromécaniques

Cette section est dédiée à la présentation de l’évolution des propriétés poromécaniques sui-
vant les formulationsA etB des modules de Biot. Elle nous permettra d’expliquer plus finement
certains résultats montrés dans les sections précédentes 4.4.5.2 et 4.4.5.1.

•Modules d’incompressibilité apparents
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FIGURE 4.11 – Évolution relative des modules d’incompressibilité apparents (δrKi =
Ki−K0

i

K0
i

)
suivant les deux formulations des modules de Biot A et B. a) Module d’incompressibilité ap-
parent homogénéisé dans la sous-matrice microporeuse Kµ. b) Module d’incompressibilité ap-
parent homogénéisé dans le milieu poreux K.

La figure 4.11 montre l’évolution relative des modules d’incompressibilité apprents Kµ et
K respectivement homogénéisés dans la sous-matrice microporeuse et le milieu poreux. Ces
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rigidités dépendent respectivement de la porosité d’adsorption et de la porosité totale. Premiè-
rement, nous observons que l’évolution relative des rigidités est négative ce qui conforme le
fait que la rigidité diminue lorsque la porosité augmente. Dans les deux cas, la rigidité obtenue
dans la formulationB est plus petite que celle estimée dans la formulationA puisque la porosité
totale φ et la porosité d’adsorption φµ augmentent plus dans la formulation B (figure 4.10). De
la même façon, l’écart entre les rigidités relatives δrKµ (figure 4.11.a.) est plus important que
celui observé entre les rigidités relatives δrK à cause de la répercussion du plus grand écart
entre les évolutions des porosités d’adsorption suivant les deux formulations et du plus petit
écart entre les porosités totales.

• coefficients de Biot
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FIGURE 4.12 – Évolution relative des coefficients de Biot (δrbi =
bi−b0i
b0i

) selon les deux formu-
lations A et B des modules de Biot. a) Coefficient de Biot associé à la porosité d’adsorption bµ.
b) Coefficient de Biot associé à la porosité de transport bM .

La figure 4.12 représente l’évolution relative des coefficients de Biot bµ et bM associés res-
pectivement aux porosité d’adsorption et porosité de transport. Le coefficient de Biot bM associé
à la porosité de transport (figure 4.12.b) augmente dans le cas de la formulation A, alors que
dans la formulation B il diminue. Il suit la même évolution que la porosité de transport φM
(figure 4.10) dans le cas des deux formulations. Concernant le coefficient de Biot bµ associé à
la porosité d’adsorption (figure 4.12.a.) est décroissant dans la formulation A et croissant dans
la formulation B. Pour la formulation B, celui-ci augmente lorsque la porosité d’adsorption
augmente également. En revanche, dans la formulation A, même si la porosité d’adsorption
augmente, son coefficient de Biot associé diminue. Ceci montre que la formulation B est plus
cohérente, ou en tout cas plus fidèle à l’intuition. Il faut bien noter ici que les coefficients de Biot
(bµ et bM ) ont exactement la même définition dans les deux formulations A et B. Ce sont les
variations différentes des porosités et plus précisément des rigidités (figure 4.11) qui induisent
des évolutions contraires des coefficients de Biot pour les deux formulations. On voit donc l’in-
térêt d’avoir une formulation non-linéaire et incrémentale qui tient compte de la variation des
porosités pour pouvoir discuter théoriquement de ces évolutions, même si finalement les varia-
tions relatives de ces paramètres sont faibles.
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•Modules de Biot
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) suivant les formula-
tions A et B : a) Nµµ, b) NµM ≡ NMµ et c) NMM .

La figure 4.13 illustre l’évolution des modules de Biot en fonction de la pression bulk. Dans
les deux formulations, nous remarquons que tous les modules de Biot diminuent au cours du
chargement. De plus, ceux de la formulation B subissent une diminution plus importante que
ceux de la formulation A. Comme ces modules de Biot font intervenir plusieurs paramètres po-
romécaniques (K, bµ, bM , φµ,...), leur interprétation s’avère compliquée.

NB : les propriétés poromécaniques de la formulation A que nous avons estimées dans cette
section correspondent bien à celles obtenues dans les travaux de Perrier et al. (2018).

4.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons appliqué notre couplage de DFT avec le modèle poroméca-

nique à n porosités sur le cas de l’adsorption duCO2 et duCH4 dans un charbon actif. A travers
cette application, nous avons pu discuter les différents éléments qui composent notre modèle et
comparer ses prédictions avec les mesures expérimentales.
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4.6. Bibliographie du chapitre

Dans un premier temps, nous avons réalisé un couplage local DFT/poromécanique qui
consiste à échanger les isothermes d’adsorption d’excès des phases adsorbées au niveau des
nanopores. Nous avons étudié l’effet de la discrétisation de la PSD sur les prédictions de notre
couplage local. Nous avons obtenu une convergence de l’isotherme d’adsorption d’excès et de
la déformation induite vers celle correspondant à la distribution en tailles de pore la plus précise
PSD76. Les prédictions de notre couplage local a montré que les effets de la déformation dans
l’estimation de l’isotherme d’adsorption d’excès à travers la variation des volumes des micro-
pores sont faibles et conduisent à une légère surestimation des quantités adsorbées. Une com-
paraison avec les mesures expérimentales d’adsorption-déformation a montré que ce couplage
sous-estime fortement les déformations induites, bien qu’il reproduit correctement l’isotherme
d’adsorption d’excès.

Ainsi, dans un deuxième temps, nous avons envisagé un couplage global DFT/poromécanique.
Celui-ci donne des prédictions adsorption-déformation en très bon accord avec l’expérience et
son avantage consiste à prédire les isothermes d’adsorption et la déformation sans aucun para-
mètre d’ajustement. Cependant, l’influence des déformations sur les quantités adsorbées ne peut
alors plus être discutée. Après avoir validé notre modèle, nous avons discuté les deux formula-
tions A et B des modules de Biot au travers de la partition de la déformation du milieu poreux.
Ces deux formulations conduisent à la même déformation macroscopique, mais une partition
différente. Nous obtenons avec la formulation A, issue de la méthode d’homogénéisations suc-
cessives, un gonflement du squelette relativement important, ainsi qu’une augmentation des
porosités de transport et d’adsorption. Cependant, la formulation B, dérivée d’une méthode
inspirée des milieux poreux saturés par un mélange de phases fluides, prévoit une très faible
déformation du squelette, un gonflement important de la porosité d’adsorption et une contrac-
tion de la porosité de transport. Ainsi, dans la formulation A, la perméabilité du charbon actif
en gonflement libre augmentait, alors que dans la formulation B, elle diminuait. Globalement,
nous avons montré que les prédictions de la formulation B fournissent une description plus
proche de l’intuition.
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Conclusion Générale

Le présent travail avait pour but de construire un modèle prédictif pour l’estimation du gon-
flement des milieux poreux induit par adsorption. Le modèle que nous avons proposé se base sur
un couplage entre la Théorie de la Fonctionnelle de la Densité (DFT) et la poroélasticité linéaire
des milieux poreux isotropes et saturés par un fluide adsorbable. Ses entrées principales sont les
paramètres intrinsèques aux molécules qui composent le fluide et le solide, les propriétés poroé-
lastiques initiales du squelette et la distribution en tailles de pore (PSD) à travers laquelle nous
pouvons connaître les volumes et les tailles de pores existant dans le milieu poreux. Dans le
sens où ces entrées ne sont pas issues de mesures expérimentales liées au couplage adsorption-
déformation, notre modèle peut être considéré comme prédictif. Celui-ci a été appliqué pour
l’estimation de la déformation d’un charbon actif induite par l’adsorption de CH4 et de CO2.

La distribution en tailles de pore constitue un point important dans notre modèle car c’est
à travers d’elle que le couplage s’effectue. Dans le deuxième chapitre, nous avons caractérisé
la PSD du charbon actif par porosimétrie à l’argon à 87K. Comme cette méthode de carac-
térisation est indirecte et qu’elle propose une PSD selon le modèle thermodynamique choisi
pour interpréter l’isotherme de l’argon, nous avons effectué une analyse de cette PSD et de sa
cohérence avec le modèle NLDFT-SAFT-VR-Mie que nous avons adopté dans ce travail. Cette
analyse consiste d’abord à discrétiser la PSD caractérisée à 5, 15, 35 et 75 pores et puis à repro-
duire l’isotherme de l’argon en utilisant notre version de DFT. Nous avons retrouvé l’isotherme
mesurée de l’argon avec une bonne précision et validé la cohérence de la démarche suivie. Dans
un deuxième temps, nous avons effectué le même exercice mais avec les gaz auxquels nous
nous intéressons, le CH4 et le CO2 à plus hautes pression et température. Les prédictions des
isothermes d’adsorption ont été en très bon accord avec l’expérience dans le cas de CO2 et pour
le CH4 nous avons obtenu une surestimation aux basses pressions et une sous-estimation aux
hautes pressions. Ces résultats valident le modèle NLDFT-SAFT-VR-Mie dans le contexte de
son usage dans cette thèse pour le CO2. D’autre part, ces tests de validation du modèle DFT
ont été accompagnés de discussions qui concernent l’effet de la discrétisation de la PSD sur
les prédictions de la DFT. Nous avons trouvé que les isothermes d’adsorption convergent vers
celles correspondant à la PSD la plus fine à 75 pores et son écart par rapport à la PSD la plus
grossière à 5 pores est relativement négligeable. Cela peut être intéressant par rapport au coût
numériques de simulations.

Quant à la partie poromécanique, nous pouvons résumer notre contribution théorique en
deux points : premièrement, nous avons étendu un modèle poromécanique à double porosités
déjà existant, à un modèle poromécanique à n porosités. L’idée de cette extension vient du fait
qu’au travers de la PSD, un nombre important de porosités (chacune étant associée à une taille
de pore) peut être pris en considération. Cela exige que le modèle poromécanique doive s’adap-
ter au nombre de porosités considérées afin qu’il puisse assurer une communication plus riche
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avec la DFT. Nous avons critiqué la méthode d’homogénéisations successives (approche A)
utilisée pour la détermination des modules de Biot, car elle fait interagir les porosités à travers
un ensemble d’expériences de pensée selon une hiérarchisation qui brise la symétrie de leurs
interactions mutuelles. Dès lors, nous avons proposé une nouvelle approche (B) inspirée des
milieux poreux non saturés. Celle-ci permet de déterminer les modules de Biot associés aux
porosités en présence de toutes les phases adsorbées dans le milieu poreux, ce qui garantit une
meilleure description des interactions entre les porosités.

Le principe de fonctionnement et la validation de notre couplage de DFT avec notre mo-
dèle poromécanique à n porosités a été illustré au quatrième chapitre via une application sur
l’adsorption du CH4 et du CO2 dans un charbon actif. Dans un premier temps nous avons ef-
fectué ce couplage à l’échelle des porosités. Dans celui-ci, la DFT contribue par les isothermes
d’adsorption d’excès, au niveau des nanopores, à partir desquelles le modèle poromécanique à
n porosités estime le confinement local de chacune des phases adsorbées et effectue la mise à
l’échelle de leurs effets sur la déformation macroscopique du milieu poreux. De plus, à chaque
itération du calcul, le modèle actualise les isothermes d’adsorption de DFT en leur intégrant
l’évolution des volumes de pores au cours du chargement. Dans le contexte de ce couplage,
nous avons estimé les effets de la discrétisation de la PSD sur les déformations et il s’est avéré
qu’ils sont négligeables. De plus, nous avons montré que l’effet de la déformation sur l’adsorp-
tion est important aux hautes pressions. Enfin, une comparaison avec les mesures expérimen-
tales a montré que ce couplage local sous-estime la déformation induite. Dans un deuxième
temps, nous avons réalisé un couplage global dans lequel les phases adsorbées dans les porosi-
tés d’adsorption ont été estimées par DFT mais leur effet sur la déformation du milieu poreux
a été quantifié via un coefficient de confinement global. Nous avons trouvé un bon accord entre
les déformations prédites par ce couplage et les mesures expérimentales. En outre, une discus-
sion des formulations A et B a été réalisée via leur prédiction de la déformation totale, de la
déformation du squelette et de la variation de la porosité. Nous avons observé que les deux for-
mulations conduisent à la même déformation totale. Cependant, la porosité totale gonfle plus
dans le cas de la formulation B et le squelette est faiblement sollicité. En revanche, dans le cas
de la formulation A, le squelette se caractérise par un gonflement relativement important. De
plus, la porosité de transport augmente dans la formulation A et diminue dans la formulation
B, ce qui veut dire que la formulation A prévoit une augmentation de la perméabilité du milieu
poreux en gonflement libre et la formulation B prédit plutôt une diminution de perméabilité.
Nous avons montré que les prédictions de la formulation B sont ainsi plus proche de l’intuition
en discutant la cohérence des propriétés poromécaniques et leur contribution au comportement
du milieu poreux.
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Perspectives

Le travail réalisé dans cette thèse porte sur la modélisation des effets d’adsorption sur les
milieux poreux avec un couplage de la DFT et de la poromécanique. Les perspectives ouvertes
par ce travail concernent quatre points fondamentaux :

• Validation sur d’autres matériaux poreux :
Dans ce travail, nous avons validé notre modèle sur le cas de l’adsorption du CO2 dans un

charbon actif qui se caractérise par une distribution en tailles de pore très large. Dans le but
de valoriser notre couplage DFT/ poromécanique, une validation sur d’autres matériaux mieux
contrôlés en terme de PSD serait intéressante. Par exemple, un matériau à double porosité ayant
une macroporosité et une seule microporosité caractérisée par une taille donnée, nous permet-
trait de réaliser un couplage à l’échelle de la microporosité et de questionner plus en profondeur
la mise à l’échelle des déformations macroscopiques. En particulier, la synthèse de ce type de
matériau à porosité hiérarchique et controlée est en cours de réalisation dans le groupe (Mekon-
nen, 2024).

• Évolution des tailles de pore :
Dans notre couplage DFT/poromécanique, nous avons étudié les effets de la variation des

porosités sur les isothermes d’adsorption d’excès. Cependant, les tailles de pores ont été sup-
posées constantes et indépendantes de la déformation. Une étude de l’effet de la variation de la
taille sur les prédictions du couplage DFT poro/mécanique constitue une perspective pertinente.

• Confinement local des phases adsorbées :
D’après nos résultats, nous avons trouvé que le confinement local sous-estime considérable-

ment les déformations macroscopiques induites, ce qui remet en cause la validité de l’approche
sur laquelle il se base à l’échelle des nanopores. Il apparaît ainsi nécessaire d’améliorer cette
approche ou bien de proposer une nouvelle formulation pour estimer le confinement local.

• Couplage thermodynamique DFT/poromécanique :
Une autre perspective qui s’avère intéressante consiste à introduire un autre potentiel ther-

modynamique (ensemble osmotique par exemple) permettant d’unifier les formalismes de la
DFT et de la poromécanique. Cela permettrait de développer un nouveau cadre de la prise en
compte des effets d’adsorption sur les milieux poreux saturés dans lequel nous pourrions ré-
soudre la problématique du confinement local. On pourrait par exemple s’inspirer des travaux
de Brochard and Honório (2020) ou Brochard and Honorio (2021). Enfin des travaux sont éga-
lement menés dans le groupe afin de développer un formalisme DFT adapté à la phase solide et
tendre ainsi, par un autre chemin, vers un formalisme unifié (fluide + solide) (Kahlal, 2024).
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