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Introdu
tion générale

Les travaux présentés ont été réalisés dans le 
adre d'une thèse 
o�nan
ée par la région

Normandie et la Dire
tion Générale de l'Armement, représentée par l'Agen
e Innovation

Défense, et préparés au sein du Laboratoire de Mathématiques Ni
olas Oresme (LMNO) de

l'Université de Caen Normandie. En 
omplément, la thèse a donné lieu à une 
ollaboration

ave
 l'entreprise KNDS Fran
e, située à Bourges, qui est un a
teur fortement engagé dans

les travaux antérieurs sur 
e sujet.

La �abilité de la prédi
tion de l'impa
t et de la traje
toire des tirs d'artillerie 
onstitue

un obje
tif majeur dans le domaine de la balistique extérieure, s
ien
e étudiant le 
ompor-

tement des proje
tiles lors d'un tir. La pré
ision du tir doit être garantie quelle que soit

la nature des munitions utilisées. Pour obtenir une bonne 
onnaissan
e du point d'impa
t,

nous devons être en mesure de 
al
uler la traje
toire au plus pro
he de la réalité. Les

méthodes de génération de traje
toire font appel à des modèles mathématiques, appelés

modèles balistiques, qui permettent de modéliser les a
tions mé
aniques subies par le pro-

je
tile pendant son vol. Cette modélisation permet de simuler le 
omportement en vol de

l'objet a�n de 
al
uler sa traje
toire. Lors de la modélisation, 
ertaines hypothèses peuvent

être faites sur les di�érents e�orts pris en 
ompte a�n d'adapter les pas de temps et le 
oût

de 
al
ul en fon
tion de la pré
ision souhaitée pour les données de sortie. L'utilisation de


es modèles balistiques requiert la 
onnaissan
e des 
ara
téristiques aérodynamiques de

l'objet a�n de représenter l'é
oulement du �uide lors du dépla
ement de l'objet. Ainsi, il

existe un lien étroit entre l'aérodynamique et le vol (traje
toires et mouvements).

L'aérodynamique d'un objet est dé�nie par l'ensemble des 
oe�
ients adimensionnels

liés à 
haque e�ort agissant sur l'objet. La détermination de 
es 
oe�
ients est don
 in-

dispensable pour évaluer l'intensité des for
es et moments à 
haque instant du vol et ainsi

prédire son vol. Ces 
oe�
ients, appelés �aérodynamiques�, étant liés, en partie, au pro�l

du proje
tile sont propres à 
haque proje
tile. Ils permettent de 
ara
tériser les proje
tiles

et par la suite de pouvoir les 
omparer entre eux. Dans le 
adre de l'utilisation de pro-

je
tile gyrostabilisé, proje
tile ayant des temps de vol de plusieurs dizaines de se
ondes,

les 
oe�
ients aérodynamiques évoluent au 
ours du temps en fon
tion de la vitesse du

proje
tile, ou plut�t du nombre de Ma
h asso
ié et de l'orientation de l'axe longitudinal

du proje
tile par rapport à la traje
toire du 
entre de gravité.
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La balistique est divisée en plusieurs domaines, 
orrespondants aux di�érentes phases

d'un tir. La première phase est la balistique intérieure, qui étudie les phénomènes se pro-

duisant dans le 
anon entre la mise à feu dans la 
hambre et la sortie de la bou
he. La

deuxième phase est la balistique intermédiaire, qui se fo
alise sur le 
omportement à la

sortie de bou
he dans les premiers instants de vol. Le troisième domaine est la balistique

extérieure, qui 
orrespond à la phase de tir la plus longue et qui étudie le 
omportement au


ours du vol, notamment in�uen
é par les 
ara
téristiques aérodynamiques du proje
tile.

En�n, la dernière phase est la balistique terminale, analysant les e�ets du proje
tile sur sa


ible.

L'identi�
ation des 
oe�
ients aérodynamiques étant essentielle pour estimer les tra-

je
toires des proje
tiles, leur détermination est indispensable pour la mise sur le mar
hé de

nouveaux proje
tiles. Dans un 
ontexte industriel, nous 
her
hons à minimiser les 
oûts, no-

tamment 
eux d'une telle étude in
luant indubitablement une partie expérimentale. Nous


her
hons à déterminer les 
oe�
ients aérodynamiques en limitant le nombre de tirs et

les instrumentations né
essaires pour le suivi du proje
tile et la mesure de ses di�érents

paramètres (positions, angles, a

élérations,...) évoluant au 
ours du vol. L'obje
tif de 
es

travaux est la mise en pla
e d'une pro
édure générale d'identi�
ation séquentielle des 
o-

e�
ients à partir des mesures issues d'instrumentations au sol. Les données a

essibles se

limitent à 
elles fournies par un radar de suivi traje
tographique de type radar Doppler.

Cette méthode doit être en mesure d'identi�er les 
oe�
ients aérodynamiques intervenant

dans un modèle balistique, largement utilisé par l'OTAN, 
onsidéré 
omme notre réfé-

ren
e. Bien que la qualité des mesures ait un impa
t sur les identi�
ations, la pro
édure

doit être �able et robuste pour garantir une pré
ision su�sante sur les 
oe�
ients identi-

�és, 
e qui permettra ensuite de générer des traje
toires à l'aide de 
al
ulateurs balistiques.

Le premier 
hapitre permet d'introduire les notions né
essaires à nos travaux situés

dans le domaine de la balistique extérieure. Nous 
ommençons par fournir des informa-

tions générales sur les proje
tiles et les outils mathématiques permettant de modéliser leur


omportement en vol. Nous dé
rivons deux types de proje
tiles largement utilisés dans

l'armement. Nous présentons ensuite trois modèles balistiques prin
ipaux et les 
omparons

en termes d'e�
a
ité. Dans la deuxième partie, nous exposons di�érentes méthodes a
tuel-

lement utilisées, à la fois numériques et expérimentales, pour 
ara
tériser l'aérodynamique

des proje
tiles. La troisième se
tion de 
e premier 
hapitre dé
rit les dispositifs de mesure

a
tuellement disponibles et 
ouramment utilisés lors des essais de tir pour suivre le 
om-

portement en vol du proje
tile et les 
onditions atmosphériques. En�n, la �n de 
e 
hapitre

introdu
tif s'a�aire à e�e
tuer un état de l'art non exhaustif des travaux de re
her
he menés

sur l'identi�
ation des 
oe�
ients aérodynamiques des deux types de proje
tiles présentés,

en se fo
alisant plus parti
ulièrement sur les travaux qui n'utilisent pas d'instrumentation

embarquée, mais uniquement des données de tir re
ueillies par un radar de traje
tographie.
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Le deuxième 
hapitre dé
rit le développement asymptotique du modèle balistique du

point matériel modi�é, retenu 
omme modèle de référen
e pour nos travaux en raison

de son utilisation par les pays membres de l'OTAN dans leurs 
al
ulateurs balistiques.

Dans un premier temps, nous réalisons une adimensionnalisation de 
e modèle, puis nous

étudions l'évolution d'un paramètre adimensionnel utilisé pour le développement asymp-

totique. Ensuite, nous détaillons la méthodologie permettant d'obtenir les équations du

développement aux di�érents ordres. Ces équations mettent en éviden
e le fait que les


oe�
ients aérodynamiques n'interviennent pas au même ordre et ont des in�uen
es di�é-

rentes dans 
haque dire
tion. Ce développement permet d'obtenir des équations di�éren-

tielles ou des expressions analytiques permettant d'estimer les 
ontributions des di�érents


oe�
ients aux di�érents ordres.

Le troisième 
hapitre présente les résultats d'identi�
ation obtenus en utilisant des

données générées numériquement pour di�érentes 
on�gurations de tir, 
e qui permet de

valider la méthode séquentielle d'identi�
ation. Dans un premier temps et après avoir dé
rit

le pro
essus d'identi�
ation, une étude de l'in�uen
e des paramètres numériques utilisés

lors de l'identi�
ation est faite dans le 
as de l'identi�
ation du premier 
oe�
ient aérody-

namique Cx en utilisant le modèle balistique obtenu à l'ordre zéro. Dans un se
ond temps,

nous utilisons les relations obtenues à l'ordre un, 
e qui permet une première approxi-

mation des 
oe�
ients Czm et Cypm, ainsi qu'une 
orre
tion du 
oe�
ient Cx identi�é à

l'étape pré
édente. En�n, dans un dernier temps, nous utilisons les relations obtenues à

l'ordre deux pour déterminer les 
orre
tions à appliquer à 
ha
un des 
oe�
ients identi�és.

La qualité des identi�
ations est étudiée d'une part en 
omparant les identi�
ations des


oe�
ients aérodynamiques à leurs valeurs de référen
e, et d'autre part en 
omparant les

traje
toires de référen
e simulées ave
 un modèle 
omplet aux traje
toires re
onstruites à

l'aide des modèles intermédiaires utilisant les 
oe�
ients identi�és.

Le dernier 
hapitre est l'appli
ation de 
ette pro
édure séquentielle à des données issues

de mesures radar provenant d'essais sur 
hamps de tir. En amont de la présentation des

résultats, nous montrons que la méthode peut être appliquée à l'identi�
ation du 
oe�
ient

d'amortissement en roulis Clp à la 
ondition d'avoir une instrumentation supplémentaire

permettant la mesure de la vitesse de rotation du proje
tile autour de son axe longitudinal.

Ensuite, nous détaillons le prétraitement des données radar pour obtenir une estimation

des vitesses, né
essaire à la pro
édure d'identi�
ation. Puis, la première étape de la pro
é-

dure est appliquée permettant l'identi�
ation du Cx0. Nous poursuivons la pro
édure ave


l'identi�
ation du 
oe�
ient ξCzm0. À la �n du 
hapitre, nous appliquons la méthode pour

di�érentes 
on�gurations de tirs et di�érents proje
tiles a�n de démontrer la robustesse de

la méthode et les perspe
tives d'obtenir une pro
édure uni�ée d'identi�
ation des 
oe�-


ients aérodynamiques à partir d'instrumentations au sol.
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Introdu
tion

L'obje
tif de 
e travail est de déterminer les 
ara
téristiques aérodynamiques d'un

proje
tile en se basant sur les mesures de sa traje
toire obtenues ave
 un radar au sol.

Avant de présenter, les résultats et la méthode pour y parvenir, nous devons dans un

premier temps dé�nir les proje
tiles et les outils mathématiques né
essaires à son suivi

spatial. Cela permet ainsi d'expliquer 
omment le 
al
ul de la traje
toire est e�e
tué à

l'aide des équations de la mé
anique du vol. Dans un se
ond temps, nous listons plusieurs

méthodes a
tuellement utilisées pour la détermination du 
omportement aérodynamique

en vol du proje
tile. Ensuite, nous présentons les moyens de mesure dont nous disposons

pour e�e
tuer le suivi de l'objet. Et en�n, pour �nir 
e 
hapitre, nous dé
rivons plusieurs

méthodes permettant la détermination des 
ara
téristiques aérodynamiques d'un proje
tile

se basant sur les résultats d'essais de tir.

La première se
tion dé
rit les di�érents types de proje
tile pour nous permettre de nous

situer parmi le vaste 
hoix de types de munitions que peuvent proposer les équipementiers.

Nous dé
rivons prin
ipalement deux types de proje
tiles. De plus, étant donnée notre

volonté d'étudier le 
omportement des proje
tiles au 
ours du vol, nous devons dé�nir les

di�érents repères dans lesquels leurs 
oordonnées peuvent être dé�nies. Dans 
ette se
tion,

nous présentons également les modèles balistiques 
ouramment utilisés pour modéliser le

vol (traje
toire et mouvements) des proje
tiles à partir des équations de la mé
anique du

vol représentant les phénomènes physiques intervenant au 
ours du vol. A la �n de 
ette

se
tion, nous générons des traje
toires en utilisant les di�érents modèles présentés a�n de


omparer leurs performan
es et d'évaluer leurs limites de validité.

La suite présente les prin
ipaux avantages et in
onvénients des moyens a
tuels utilisés

pour la détermination des 
ara
téristiques aérodynamiques d'un proje
tile en vol. Cette

identi�
ation né
essite, pour la majorité des 
as, un 
ouplage de plusieurs méthodes 
om-

binant ainsi les avantages de 
ha
une, qu'elles soient numériques ou expérimentales.

La se
tion suivante fait un état de l'art non exhaustif des moyens expérimentaux exis-

tants permettant de mesurer à la fois la lo
alisation de l'objet et son 
omportement, ainsi

que les propriétés du milieu ambiant dans lequel 
et objet évolue. Ces mesures aérologiques

sont indispensables pour une modélisation au plus pro
he de la réalité.

En�n, nous terminons 
e 
hapitre en présentant di�érentes méthodes d'identi�
ation

des paramètres aérodynamiques à partir des données de traje
tographie. Cela permet de

montrer le faible nombre de travaux n'utilisant pas d'instrumentations embarquées pour

la détermination des 
ara
téristiques aérodynamiques du proje
tile.

1 Généralités sur la mé
anique du vol d'un proje
tile

1.1 Les proje
tiles

Il existe en balistique de multiples types de proje
tiles, qu'ils soient autopropulsés

(missiles, torpilles,...) ou non (balles, obus,...). Nous limitons notre étude aux proje
tiles
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non autopropulsés du type obus. Pour les proje
tiles obus �è
hes ou les munitions de

moyen 
alibre, les proje
tiles sont en
artou
hés, 
'est à dire que le proje
tile est en partie

noyé dans le lit de poudre et à un proje
tile 
orrespond une vitesse initiale de tir unique.

Dans le 
as de proje
tile d'artillerie, ayant un 
alibre plus important, l'énergie né
essaire

au tir s'obtient uniquement à partir de la poudre propulsive pla
ée dans des modules à

l'arrière de l'obus dans le 
anon. Du fait de 
ette te
hnique de tir, les vitesses initiales

de tir ne sont pas 
ontinues. Elles dépendent du nombre de modules pla
és à l'arrière du

proje
tile. Dans les deux 
as, il n'y a pas de propulsion supplémentaire apportée lors de

son vol. Pour notre proje
tile d'étude, six gammes de vitesse initiale moyenne sont dé�nies


orrespondant au nombre de 
harges utilisées à une température donnée. En e�et, notre

proje
tile de référen
e a été dé�ni pour un 
anon et un système de 
harge de nouvelle

génération, ave
 des 
harges modulaires. Ces vitesses initiales (V0) vont de 330 m/s en


harge 1 à 939 m/s en 
harge 6 pour un obus de 155 mm. En modi�ant la température

des 
harges par 
hau�age ou refroidissement, nous pouvons ainsi faire varier légèrement

la vitesse initiale autour de la vitesse moyenne de 
haque gamme. Cependant, nous ne

pouvons pas obtenir toutes les vitesses situées entre les gammes de vitesse, 
e qui limite

notre 
apa
ité à ajuster 
ette 
ondition initiale de tir pour atteindre l'obje
tif visé. Le

paramètre fondamental permettant de 
ompenser 
ette faiblesse, liée à la dis
ontinuité

des vitesses autorisées, est la modi�
ation de la hausse du 
anon. Le 
anon permettant

d'e�e
tuer 
e type de tir est le 
anon automoteur CAESAR (CAmion Equipé d'un Système

d'ARtillerie) [47℄ (�gure I.1) de l'armée française a
tuellement déployé sur de nombreux

théâtres d'opérations.

Figure I.1 � CAmion Equipé d'un Système d'ARtillerie : CAESAR (d'après [47℄)

En balistique, un point primordial est la stabilité du proje
tile au 
ours de son vol.

Pour obtenir 
ette stabilité, plusieurs solutions te
hnologiques existent et dé�nissent ainsi

di�érentes 
atégories de proje
tiles. La première solution 
onsiste à disposer des ailettes

à l'arrière de l'obus (�gure I.2). Ces obus, de type �è
he, partent sans vitesse de rotation

initiale. Un biseautage dissymétrique ou un braquage des ailettes permet de générer un


ouple d'entraînement en rotation du proje
tile 
e qui entraîne une rotation du proje
tile

autour de son axe (roulis). Le proje
tile �è
he est stable statiquement, la rotation sert à

lisser les éventuels défauts géométriques, dans le but d'a

roître la pré
ision.

7



Figure I.2 � S
héma simpli�é d'un proje
tile �è
he (d'après [17℄)

La se
onde solution pour obtenir la stabilité gyros
opique des proje
tiles est d'utiliser

un 
anon rayé pour 
réer une rotation initiale de la munition en sortie de bou
he du 
anon

autour de son axe prin
ipal. L'a
quisition de la rotation se fait alors pendant son par
ours

à l'intérieur du 
anon et 
ela dès les tout premiers instants du tir. Ce sont les rayures à

l'intérieur du 
anon, te
hnique développée dès la �n du XV

e

siè
le et démo
ratisée dans le

domaine de l'artillerie à partir du XIX

e

siè
le, qui génèrent 
ette rotation dans le but de

stabiliser son 
omportement en vol. La vitesse de rotation initiale en sortie de bou
he, varie

de 110 à 310 tr.s−1
(pour du 155 mm), dépend de la 
harge du tir, de la longueur du 
anon

et du type de rayage (angle des rayures). Dans 
e 
as, le proje
tile est dit gyrostabilisé. Il est


omposé de trois parties (�gure I.3) : son nez 
orrespondant à la partie avant possédant un

rayon de 
ourbure plus ou moins important, son 
orps pouvant être assimilé à un 
ylindre

et en�n son 
ulot désignant la partie arrière dont la forme peut être variable (droit, à

retreint, 
reux...). Nous dé�nissons pour 
haque proje
tile, le diamètre de son 
orps (noté

D) aussi appelé 
alibre, sa masse (m), sa longueur (L) et ses moments d'inertie. Pour un

proje
tile de diamètre 155 mm, sa masse est aux alentours de 43 kg et sa longueur de

l'ordre de 850 mm.

Figure I.3 � S
héma simpli�é d'un proje
tile gyrostabilisé (d'après [17℄)

Dans le domaine de la mé
anique des �uides, la vitesse du proje
tile exprimée en m/s

n'est pas la seule mesure utilisée pour 
ara
tériser le dépla
ement du proje
tile. Un nombre

sans dimension appelé nombre de Ma
h M est dé�ni. Ce nombre 
orrespond au rapport

de la vitesse relative du proje
tile v sur la 
élérité du son c du milieu dans lequel évolue le

proje
tile.
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Soit

M =
v

c
(I.1)

Pour un gaz parfait, la 
élérité du son est dé�nit par c =
√

γP
ρ où γ est le 
oe�
ient

adiabatique, P est la pression et ρ est la masse volumique du gaz.

Dans le 
as de l'air et pour une pression pro
he de 1atm (1013.25 hPa ), nous pouvons

approximer la 
élérité du son par :

c =
√

γRsT =

√

γRT

Mgaz
≈ 20.06

√
T (I.2)

où Rs est la 
onstante spé
i�que de l'air, T est la température, R est la 
onstante des

gaz parfaits et Mgaz la masse molaire du gaz.

La 
élérité du son est dépendante des paramètres du milieu dans lequel elle est 
al
ulée,


e qui implique qu'elle n'est pas 
onstante tout au long du vol. Le 
al
ul du nombre de

Ma
h dépend de la vitesse du proje
tile v et des 
onditions atmosphériques à la position

du proje
tile permettant le 
al
ul de c. Plusieurs régimes d'é
oulement, 
orrespondant à

des intervalles en nombre de Ma
h, sont ainsi dé�nis. Les valeurs limites de 
es régimes

peuvent légèrement varier suivant les ouvrages que nous utilisons. Ils sont représentés sur

la �gure I.4, laquelle est additionnée de quelques exemples.

•
Obus �è
hes

Obus gyrostabilisés

• • •

M0.9 1.2 5

Subsonique Transsonique Supersonique Hypersonique

Régime Régime Régime Régime

Station Spatiale Internationale

Missile antibalistique

Missile hypersonique

Missile de 
roisière

Figure I.4 � Représentation des di�érents régimes d'é
oulement

1.2 Repères balistiques

Le suivi du proje
tile s'e�e
tue par la 
onnaissan
e de la position de son 
entre de

gravité et de son 
omportement (orientation, angles,...) au 
ours de son vol. Ces informa-

tions peuvent être déterminées grâ
e aux équations de la mé
anique du vol et dépendent

des repères que nous utilisons. Il est don
 indispensable de dé�nir les repères utilisés lors

des études faites dans le domaine de la balistique extérieure avant de dé
rire les di�érents

modèles balistiques.

Les repères présentés permettent de dé�nir des angles 
ouramment utilisés en balistique.

Cependant, il n'existe pas de dé�nition unique des angles puisque au
une norme n'existe.

I
i, nous utilisons les dé�nitions utilisées dans les travaux de thèse d'Hélène Demailly [22℄

et de Vin
ent Condaminet [17℄.
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Figure I.5 � Passage du repère Galiléen au repère 
anon (d'après [22℄)

En balistique extérieure, trois prin
ipaux repères sont utilisés : le repère Galiléen, le re-

père piè
e asso
ié au 
anon et le repère asso
ié au proje
tile. Le passage entre 
es di�érents

repères né
essite de dé�nir des angles 
ara
téristiques de la mé
anique du vol. Nous rap-

pelons les s
hémas permettant de dé�nir les angles de passage entre les di�érents repères.

Ces s
hémas sont repris des travaux de H. Demailly [22℄. En pratique, un autre repère

peut intervenir dans la modélisation, il s'agit du repère lié aux données aérologiques. En

général, 
e repère est pro
he de 
elui du 
anon. Le transport des données aérologiques vers

le repère 
anon est relativement aisé mais ne doit pas être négligé pour autant a�n de bien

prendre en 
onsidération l'orientation du vent relevée aux di�érentes altitudes.

� Le repère Galiléen (CT , I, J,K) est �xé au 
entre de la Terre CT et pointe vers

des étoiles �xes permettant de prendre en 
onsidération la rotation de le Terre sur

elle-même.

� Le repère piè
e asso
ié au 
anon (C, i, j, k) est �xé en C position du 
anon situé sur

la surfa
e de la Terre. Le plan (i, k) est dé�ni 
omme tangent à 
ette surfa
e et le

ve
teur j 
omplète 
e trièdre orthonormé dire
t. Ce dernier ve
teur j est 
olinéaire à

l'axe passant par le 
entre de la Terre (origine du repère Galiléen) et la position du


anon C (origine du repère 
anon). L'angle entre 
et axe et le plan (I, J) passant par

l'équateur permet de dé�nir l'angle de latitude (noté Lat) (�gure I.5). Pour que 
e

repère 
anon soit 
omplètement dé�ni, il faut dé�nir un angle supplémentaire appelé

l'azimut (noté Az) 
orrespondant à l'angle entre le ve
teur i et un ve
teur N de

même origine tangent à la surfa
e de la Terre orienté vers le Nord (�gures I.5 et

I.6a).
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� Le repère traje
toire (G, t, s, h) lié à la position du 
entre de gravité G du proje
tile

où t est le ve
teur vitesse unitaire v
v . Le passage du repère 
anon au repère traje
toire

né
essite de dé�nir deux nouveaux angles, l'angle de gisement η et l'angle de hausse

θ tous deux représentés sur la �gure I.6. A la position du 
anon, l'angle de gisement

représente l'angle entre l'axe 
anon et la ligne de tir (axe passant par C et par

l'obje
tif 
iblé) qui peut di�érer de i du fait de la déviation du proje
tile au 
ours du

vol. L'angle de hausse lui représente, à 
ette même position, l'élévation du 
anon.

(a)

(b)

Figure I.6 � Passage du repère 
anon (C, i, j, k) au repère traje
toire (G, t, s, h) : dé-

�nitions des angles, d'azimut Az et de gisement η (a) et de hausse θ (b) (d'après [22℄)

1.3 Modèles balistiques utilisés pour représenter la traje
toire d'un pro-

je
tile

Un modèle balistique est un ensemble d'équations de la mé
anique permettant de re-

présenter le vol d'un proje
tile. Ces équations sont obtenues à partir de l'appli
ation de

prin
ipe fondamental de la dynamique (PFD) au proje
tile. A�n de simpli�er la mise en

équations, des hypothèses supplémentaires simpli�
atri
es peuvent être faites en 
onsidé-

rant que le proje
tile auquel nous avons a�aire se 
omporte 
omme un solide indéformable

et qu'il admet une symétrie de révolution. Ces 
onje
tures sont en a

ord ave
 les 
ara
té-

ristiques de l'obus gyrostabilisé.

Il existe di�érents modèles balistiques, plus ou moins 
omplexes, permettant la modéli-

sation de la traje
toire. Les di�éren
es entre 
es modèles résident dans le 
hoix des e�orts

retenus lors de l'appli
ation du PFD et des hypothèses simpli�
atri
es e�e
tuées. Les trois

modèles balistiques présentés sont é
rits dans le repère 
anon (C, i, j, k).

1.3.1 Le modèle Point Matériel Classique (P.M.C.)

Ce modèle est le plus simple, il permet d'obtenir pour un 
oût de 
al
ul faible une

première approximation de la traje
toire. Il est obtenu par appli
ation du prin
ipe fonda-

mental de la dynamique au proje
tile en l'assimilant à une masse pon
tuelle dans le repère

traje
toire.
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Le proje
tile est soumis aux e�orts extérieurs suivants :

- la for
e de pesanteur, dépendante de la position dans l'atmosphère.

- la for
e de Coriolis, induite par le fait que notre repère de 
al
ul n'est pas galiléen.

- une for
e aérodynamique représentant la résistan
e à l'avan
ement du proje
tile appelé

for
e de traînée.

Certains travaux dans le domaine de la balistique extérieure moderne notamment 
eux

de R. M
Coy [45℄ détaillent 
ette mise en équations. Avant d'appliquer le PFD à notre

système, nous rappelons les expressions des trois for
es.

� La for
e de pesanteur : P = mg

Le proje
tile étant un solide se déplaçant dans l'atmosphère terrestre, la for
e de

pesanteur qui s'applique sur 
e solide n'est pas 
onstante et varie au 
ours du vol en

fon
tion de la position du proje
tile dans l'atmosphère. En e�et, les tirs atteignent de

fortes altitudes et de longues portées, la variation de pesanteur ne peut être négligée.

Nous 
onsidérons don
 l'expression de la pesanteur lo
ale [59℄ (au 
entre de gravité

de notre proje
tile) qui tient 
ompte de la position du proje
tile et de la variation g0

en fon
tion de la latitude. Cette pesanteur lo
ale g0 est 
al
ulée à partir de la valeur

de la pesanteur de référen
e g0ref valable pour une latitude de 45° et une altitude

nulle (g0ref = 9.80665 m.s−2
).

Soit :

P = mg = −m g0






x
RT

1− 2y
Rt

z
RT






(i,j,k)

(I.3)

où

g0 = 9.80665 (1− 0.0026 cos(2Lat)) (I.4)

et (x, y, z) sont les 
oordonnées du 
entre de gravité du proje
tile, RT le rayon de la

Terre et Lat la latitude du tir.

Cette expression reste en a

ord ave
 l'approximation 
ouramment utilisée qui 
onsi-

dère que la for
e de pesanteur est 
olinéaire au ve
teur j normal à la surfa
e de la

Terre. Le rayon de la Terre étant de grande dimension devant les 
oordonnées du

proje
tile dans l'atmosphère, les trois rapports

x
RT

,

2y
RT

et

z
RT

sont petits devant 1 et

don
 négligeables. Ce
i implique bien une prépondéran
e de la 
omposante suivant

j de g devant les autres 
omposantes.
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� La for
e ��
tive� de Coriolis : Fc = mΛ = 2m v ∧ ΩT

Le repère dans lequel nous dé�nissons la traje
toire du proje
tile est non galiléen,

l'e�et Coriolis doit être pris en 
ompte pour 
ompenser la rotation de la Terre autour

de son axe. La for
e permettant de prendre en 
ompte 
e phénomène dépend de la

masse du proje
tile m et de l'a

élération de Coriolis Λ faisant elle-même intervenir

le ve
teur rotation de la terre ΩT et le ve
teur vitesse du proje
tile v. Elle est dé�nie

par la relation suivante :

Fc = mΛ = 2m v ∧ ΩT (I.5)

où ΩT = ΩT






cos(lat) sin(Az)

sin(lat)

− cos(lat) sin(Az)






ave
 ΩT = 7.292115 10−5 rad/s est la vitesse de rotation de la Terre autour de son

axe Nord-Sud, Lat est la latitude et Az l'azimut.

L'in�uen
e de 
ette for
e, abusivement appelée for
e de Coriolis, sur la traje
toire est

fortement dépendante de la dire
tion du tir (l'Azimut) par rapport au Nord. Dans

le 
as d'un tir du Nord vers le Sud ou du Sud vers le Nord, la déviation induite

par 
et e�et peut atteindre plusieurs dizaines de mètres alors que la portée ne sera

modi�ée que de quelques mètres. L'e�et pour un tir orienté suivant un parallèle,

Est-Ouest ou inversement (Azimut de 1600 ou 4800 millièmes d'artillerie utilisant la


onversion suivante 360o = 6400 mil) sera essentiellement visible suivant la portée

(plusieurs dizaines de mètres) lorsque le 
anon se situera à la latitude 0o 
orrespon-

dant à l'équateur. Pour une latitude de 45o, l'é
art en déviation sera supérieur à

l'é
art en portée.

� La for
e de Traînée : D = −qSCxt

La for
e de Traînée D (Drag For
e en anglais) représente la résistan
e à l'avan
ement

du solide lors de son dépla
ement dans le �uide 
onséquen
e des frottements dû à

l'é
oulement à sa surfa
e. Elle est don
 
olinéaire à la vitesse v (suivant t) et de sens

opposée, elle est appliquée au 
entre de poussée (point F sur la �gure I.7). Cette

for
e dépend de la 
apa
ité de pénétration dans l'air du proje
tile 
e qui la rend for-

tement dépendante des 
ara
téristiques géométriques du solide. Nous pouvons é
rire


ette for
e dite de �traînée� en fon
tion des propriétés du milieu représentées dans

l'expression de la pression dynamique q et des propriétés géométriques du proje
tile

ave
 son maître 
ouple S et son diamètre D.

D = −qSCxt (I.6)

où v = ||v||, q = ρv2

2 , S = πD2

4 , t = 1
vv et ρ la masse volumique du �uide.
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Figure I.7 � Représentation de la for
e de Traînée D

Le 
oe�
ient aérodynamique Cx qui apparaît dans l'expression de la for
e de Traînée

est propre à 
haque proje
tile. C'est un paramètre adimensionnel qui permet de quanti�er

la qualité de pénétration du proje
tile dans l'air. La 
onnaissan
e de 
e 
oe�
ient est don


indispensable pour le 
al
ul de la for
e aérodynamique de Traînée. Ce 
oe�
ient peut être


al
ulé pour tout type d'objet se déplaçant dans un �uide (balle de baseball [36℄, le dis


golf [34℄ et d'autres (tennis, golf...)[54℄). Dans 
ertains domaines, tels que l'automobile,

l'aéronautique ou la 
onstru
tion navale, la diminution de 
e 
oe�
ient est 
ru
iale pour

l'amélioration des performan
es tout en limitant les 
oûts �nan
iers et environnementaux.

L'appli
ation du PFD au proje
tile en 
onsidérant uniquement 
es trois for
es permet

d'obtenir le modèle dit �Point Matériel Classique� (PMC).

En faisant le bilan des e�orts extérieurs F
extérieur

agissant sur notre solide de masse m :

� La for
e de Pesanteur P ,

� La for
e de Coriolis Fc,

� La for
e de Traînée D,

l'appli
ation du PFD à notre solide de masse m ayant une a

élération u̇ dans le repère

Canon (i, j, k) permet d'obtenir :

mu̇ = ΣFext (I.7)

Soit,

mu̇ =D + P + Fc (I.8)

En remplaçant les e�orts par leurs expressions, nous obtenons :

mu̇ =− qSCxt+mg + 2m v ∧ ΩT (I.9)

A partir de l'appli
ation du PFD (I.9) au proje
tile, nous déduisons l'expression de

l'a

élération u̇, équation du modèle PMC :

u̇ = −πρD
2

8m
Cxv

2t+ g + 2v(t ∧ ΩT ) (I.10)
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où ρ est la masse volumique de l'air, u̇ l'a

élération du 
entre d'inertie du proje
tile,

t son ve
teur vitesse relative adimensionnée et Cx son 
oe�
ient de traînée. Ce 
oe�
ient

aérodynamique de traînée est non 
onstant au 
ours du vol.

Le modèle PMC est don
 un modèle à trois degrés de liberté (D.D.L.) 
onsidérant une

unique for
e aérodynamique, la for
e de traînée. Le proje
tile étant assimilé à un point

matériel, sa géométrie est prise en 
ompte au travers du 
oe�
ient de traînée mais ses

mouvements angulaires ne sont pas pris en 
ompte. Ces hypothèses simpli�
atri
es sur la

forme du proje
tile étant fortes, un modèle plus 
omplet est dé
rit dans la suite a�n de

mieux représenter l'évolution du 
omportement du proje
tile au 
ours du vol.

1.3.2 Le modèle à 6 degrés de liberté (6 D.D.L.)

Le modèle 6 D.D.L. permet une modélisation plus réaliste de la traje
toire ave
 une

meilleure estimation des phénomènes physiques qui interviennent lors du vol d'un proje
-

tile. Cette nouvelle représentation prend en 
onsidération des for
es et moments aérody-

namiques additionnels permettant de modéliser 
es phénomènes. Nous passons ainsi d'un

modèle balistique ayant 3 degrés de liberté (PMC), à un modèle plus 
omplexe possédant

6 degrés de liberté (6 D.D.L).

En artillerie, les proje
tiles utilisés ont une longueur non négligeable de plusieurs di-

zaines de 
entimètres. A�n d'e�e
tuer une représentation au plus pro
he de 
es derniers, il

est important de regarder 
omment l'axe prin
ipal du proje
tile évolue par rapport à son

ve
teur vitesse. En e�et, une partie du vol du proje
tile est e�e
tuée ave
 l'axe longitudi-

nal non tangent à la traje
toire, 
e qui est appelé en balistique �vol en dérapage� lorsque


et angle est dans le plan horizontal. Le proje
tile évoluant dans les trois dimensions, il

existe une in
linaison de son axe longitudinal par rapport au ve
teur vitesse 
onséquen
e

de l'e�et gyros
opique, induit par la 
ombinaison de la rotation de la traje
toire ave
 le

roulis du proje
tile. Le proje
tile n'étant plus assimilé à un point matériel, un nouveau

repère asso
ié à 
e dernier est introduit.

1.3.2.1 Repère proje
tile (G, c, a, b)

(a)

(b)

(
)

Figure I.8 � Passage du repère traje
toire au repère proje
tile : angle de pré
ession ψ (a),

angle d'obliquité α (b) et angle de roulis ϕ (
) (d'après [22℄)
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Dans 
e repère, le mouvement du proje
tile autour du repère traje
toire est entièrement

modélisé ave
 l'introdu
tion de trois nouveaux angles : l'angle de pré
ession ψ, l'angle

d'obliquité α et l'angle de roulis ϕ (�gure I.8). Ce nouveau repère lié au solide (G, c, a, b)

est appelé repère proje
tile où c est le ve
teur unitaire 
olinéaire à l'axe longitudinal du

proje
tile.

Ce repère dé�nit don
 les trois angles permettant de mesurer les rotations du proje
tile

dans les trois dire
tions du repère traje
toire. Le premier angle est l'angle de pré
ession

ψ (�gure I.8a). Lors du par
ours de la génératri
e autour du 
�ne dé�nissant le 
er
le de

pré
ession (base du 
�ne), aussi appelé 
�ne de pré
ession dont l'angle est l'obliquité α, la

pointe du proje
tile e�e
tue des os
illations périodiques autour de la traje
toire 
ir
ulaire à

la base du 
�ne, le repère mobile asso
ié permet de dé�nir l'angle mesurant 
ette os
illation

périodique, appelé nutation. Ce phénomène se produit en début de traje
toire et va vite

tendre à s'amortir ave
 le �ux d'air permettant ainsi d'assurer la stabilité dynamique

du proje
tile. A la �n de la traje
toire lorsque la vitesse du proje
tile va dé
roître 
e

phénomène va revenir, perturbant ainsi les derniers instants du vol. De plus, 
ela permet

aussi d'introduire la notion d'angle d'obliquité α, 
orrespondant à l'angle entre le ve
teur

vitesse adimensionnée (t) du proje
tile et son axe longitudinal (c). Le dernier angle asso
ié

au repère proje
tile est l'angle de roulis ϕ (�gure I.8
) qui permet d'évaluer la rotation du

proje
tile autour de son axe longitudinal c. La �gure I.9 permet de visualiser 
es angles

dé�nissant l'orientation du proje
tile.

Figure I.9 � Représentation des angles de pré
ession ψ, d'obliquité α et de roulis ϕ

Ave
 l'in
linaison de l'axe du proje
tile et la rotation autour de 
e dernier, le par
ours

du nez de proje
tile est 
omplexe. Ce mouvement, 
ombinaison de la pré
ession et de la

nutation, est notamment représenté par des diagrammes traçant la traje
toire du nez dans

le plan (s, h) (en gris sur la �gure I.9) à di�érentes étapes du vol lors de l'analyse de 
e

modèle par V. Fle
k [32℄ et P. Wernert [62℄. Le 
omportement du proje
tile, déterminé en

partie par 
es diagrammes, permet de visualiser sa stabilité.
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1.3.2.2 E�orts aérodynamiques additionnels

En plus de l'e�ort de traînée présenté pour le modèle PMC, deux e�orts aérodyna-

miques supplémentaires de portan
e et de Magnus sont pris en 
ompte. Ces derniers sont

représentés sur la �gure I.10.

Figure I.10 � For
es aérodynamiques agissant sur le proje
tile (modèle à 6 D.D.L.)

� La for
e de portan
e : L

Les angles de pré
ession et d'obliquité du proje
tile 
réent une asymétrie de l'é
oule-

ment de l'air qui induisent une for
e aérodynamique 
omplémentaire, vers la droite

dans le plan de pendulation (c,t), appelée portan
e. Cette for
e L est perpendi
ulaire

à la for
e de traînée, dans le plan (c,t), et don
 à la vitesse v. Elle est appliquée au

niveau du 
entre de poussée (point F sur la �gure I.10) di�érent du 
entre de gravité

G. Quand l'obliquité est nulle, la for
e de portan
e est nulle. Cette for
e de por-

tan
e peut pour 
ertains proje
tiles augmenter la 
apa
ité de planage du proje
tile,

augmentant ainsi la durée du vol. Cependant, l'e�et prin
ipal de 
ette for
e sur le

proje
tile de référen
e de notre étude est d'induire une déviation gyros
opique. Son

expression est donnée par :

L = qSCz t ∧ (
c

sin(α)
∧ t) (I.11)

où Cz est le 
oe�
ient aérodynamique de portan
e.

� La for
e de Magnus : K

La for
e de Magnus, 
onséquen
e de la 
ombinaison de la rotation du proje
tile et

de l'obliquité, est 
réée à partir d'une asymétrie des é
oulements de l'air autour du

proje
tile. Cette asymétrie induit une di�éren
e de répartition de la pression entou-

rant l'objet, d'un 
�té nous avons une surpression et de l'autre une dépression, 
e

qui implique un e�ort latéral et verti
al. La for
e de Magnus est dirigée orthogona-

lement au plan 
omprenant les deux for
es pré
édemment introduites, for
e qui est
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don
 prin
ipalement as
ensionnelle dans notre 
as. Les expérien
es de Magnus [44℄

ont permis de montrer que la dire
tion de déviation du proje
tile dépend du sens

de rotation du proje
tile. Lors d'un tir, le sens de rotation est fourni par le sens de

rayure du 
anon, à droite pour un tube rayé à droite et à gau
he pour un tube rayé

à gau
he. Cette déviation peut atteindre plusieurs dizaines de mètres. La for
e de

Magnus est dépendante de la présen
e d'obliquité. Cette for
e nommée K est donnée

par :

K = qSCyp
ωcD

v

c

sin(α)
∧ t (I.12)

où Cyp est le 
oe�
ient aérodynamique de la for
e de Magnus et ωc la vitesse de

rotation du proje
tile autour de son axe longitudinal.

1.3.2.3 Moments aérodynamiques

En plus de 
es for
es, plusieurs moments agissent sur le proje
tile 
onséquen
e du

dé
alage entre les points d'appli
ation des for
es aérodynamiques (
entre de poussée F

et K) et de la for
e de pesanteur (
entre de gravité G). Pour des raisons pratiques, 
es

moments (�gure I.11) sont dé�nis dans le repère proje
tile (G, c, a, b) et sont exprimés au


entre de gravité G.

Figure I.11 � Représentation des moments aérodynamiques agissant sur le proje
tile

� Le moment de Magnus : MM

Le moment de Magnus est dire
tement issu de la for
e de Magnus et induit un

mouvement perpendi
ulaire au plan de résistan
e du proje
tile. De manière analogue

à la for
e de Magnus, l'intensité de 
e moment est proportionnelle à la vitesse de

rotation axiale du proje
tile ωc et est donnée par :

MM = −qSD2Cnp
ωc

v
c ∧ (

c

sin(α)
∧ t) (I.13)
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où Cnp est le 
oe�
ient aérodynamique du moment de Magnus.

� Le moment d'amortissement en roulis : MR

La répartition des frottements visqueux à la surfa
e 
rée un moment qui tend à dimi-

nuer le roulis. La vitesse de rotation du proje
tile va don
 diminuer au 
ours du temps


e qui entraînera, lors d'une forte diminution, une baisse de la stabilité gyros
opique.

La diminution du taux de rotation va avoir 
omme 
onséquen
e d'augmenter les os-


illations du proje
tile autour de son 
entre de gravité. L'expression de 
e moment

est donnée par :

MR = −qSDClp
ωcD

v
c (I.14)

où Clp est le 
oe�
ient aérodynamique d'amortissement en roulis.

� Le moment de tangage : MA

L'e�et de tangage se produit lorsque le 
entre de poussée et le 
entre de gravité ne

sont pas 
onfondus. Le tangage a�e
te le mouvement du proje
tile par le biais de

faibles os
illations autour du 
entre de gravité perturbant ainsi la stabilité statique

en éloignant l'axe du proje
tile du ve
teur vitesse, tangent à la traje
toire, par un

e�et de pendulation. Dans le 
as d'un proje
tile �è
he le 
entre de poussée est situé

à l'arrière du 
entre de gravité permettant d'augmenter sa stabilité. Au 
ontraire,

l'e�et de 
e moment est déstabilisateur dans le 
as d'un proje
tile gyrostabilisé, le


entre de poussée étant lo
alisé devant le 
entre de gravité. Pour éviter une trop forte

instabilité, l'e�et de 
e moment doit être 
ompensé par l'e�et gyros
opique. Il existe

don
 une limite de vitesse de rotation à partir de laquelle il y a 
ompensation, appelé


ritère de stabilité gyros
opique. L'expression du moment de tangage est :

MA = qSDCmt ∧
c

sin(α)
(I.15)

où Cm est le 
oe�
ient aérodynamique de tangage.

� Le moment d'amortissement en tangage : MD

Ce moment permet de 
ompenser en partie le tangage induit par le moment pré
édent

en atténuant la pendulation. Ce moment d'amortissement tend don
 à ramener le

proje
tile vers la stabilité que l'on re
her
he lors de l'utilisation de 
es proje
tiles.

Son expression est la suivante :

MD = −qSDCmq(c ∧ ċ)
D

v
(I.16)

où Cmq est le 
oe�
ient aérodynamique d'amortissement en tangage.

Les dé�nitions de 
es nouveaux e�orts et moments introduisent six 
oe�
ients aéro-

dynamiques supplémentaires, s'ajoutant au 
oe�
ient de la for
e de traînée, 
ara
térisant
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l'é
oulement de l'air autour de notre proje
tile. Ces 
oe�
ients sont propres à 
haque pro-

je
tile et sont variables en fon
tion de sa vitesse et de son in
linaison, modi�ant la surfa
e

projetée dans le plan normal (s, h).

1.3.2.4 Prin
ipe fondamental de la dynamique

A partir des di�érents e�orts et moments dé�nis et par appli
ation du PFD, nous

pouvons établir un système de 6 équations représentant l'évolution temporelle des 6 DDL.

� Appli
ation du prin
ipe fondamental de la dynamique en terme de for
es :

Au total, 5 e�orts extérieurs agissent sur le solide : les trois for
es aérodynamiques

(de traînée D, de portan
e L et de Magnus K), la for
e de pesanteur P et la for
e

de Coriolis Fc. Nous pouvons é
rire le prin
ipe fondamental de la dynamique en

translation :

m u̇ = ΣFext (I.17)

Soit en détaillant les di�érentes for
es :

m u̇ = D + L+K + P + Fc (I.18)

Nous obtenons ainsi à partir de l'équation (I.18), un système de trois équations après

proje
tion dans les trois dire
tions du repère 
anon (i, j, k).

� Appli
ation du théorème du moment 
inétique :

Le théorème du moment 
inétique dans le repère Galiléen (I, J,K) au point CT

s'exprime :

ΣM =
d H(I,J,K)

dt
(I.19)

où H(I,J,K) est le moment 
inétique du proje
tile dans le repère Galiléen. Ce moment


inétique peut être é
rit dans le 
as d'un 
orps rigide en rotation autour de son axe

longitudinal 
omme le produit de sa matri
e d'inertie I par la vitesse de rotation

Ω(c,a,b)/(I,J,K) autour de son axe, dans le repère Galiléen.

Soit

H(I,J,K) = I Ω(c,a,b)/(I,J,K) (I.20)

Pour des raisons pratiques, nous re
her
hons à é
rire 
e théorème dans le repère

proje
tile (c, a, b). Il faut don
 transporter 
e moment en passant par le repère in-

termédiaire lié au 
anon, nous utilisons ainsi la relation de 
omposition des ve
teurs

vitesse de rotation (équation I.21).

Ω(c,a,b)/(I,J,K) = Ω(c,a,b)/(i,j,k) +Ω(i,j,k)/(I,J,K) (I.21)
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Du fait de l'intensité du ve
teur rotation de la Terre (ΩT ), nous pouvons négliger


ette vitesse de rotation ΩT = Ω(i,j,k)/(I,J,K) devant 
elle du proje
tile Ω(c,a,b)/(i,j,k)

de l'ordre de plusieurs 
entaines de radians par se
onde en début de vol.

Ave
 l'utilisation de 
ette 
onje
ture, la formule de 
hangement de repère nous permet

d'é
rire :

d H(I,J,K)

dt
≈
d H(i,j,k)

dt
=

d H(c,a,b)

dt
+Ω(c,a,b) ∧H(c,a,b)

(I.22)

Nous obtenons l'équation (I.23) à l'issue de l'appli
ation du théorème du moment


inétique à notre solide dans le repère (c, a, b) :

MM +MR +MA +MD =
d H(c,a,b)

dt
+Ω(c,a,b) ∧H(c,a,b)

(I.23)

L'appli
ation de 
e théorème fournit trois équations supplémentaires 
ara
térisant les

évolutions temporelles des vitesses de rotation du proje
tile.

Ce système de six équations, obtenu par l'appli
ation du PFD, est 
omplété ave
 l'ajout

des trois équations di�érentielles donnant les 
oordonnées du 
entre de gravité et trois

autres introduisant les angles d'Euler. Dans la pratique, a�n de fa
iliter la mise en équations

et s'abstenir des angles d'Euler, un artefa
t mathématique appelé quaternions d'Hamilton

est 
ouramment utilisé, la mise en équations ave
 
ette pro
édure est détaillée dans la

STANREC 4618 de l'OTAN [59℄ standardisant le modèle balistique 6 DDL. Dans 
e même

do
ument, un 
as additionnel est ajouté, le 
as d'un solide 
omposé de deux 
orps rigides,

impliquant un degré de liberté supplémentaire.

Un 
ode de 
al
ul nommé BALCO présenté dans [63℄, permet de générer les traje
toires.

Il né
essite en entrée de dé�nir les 
onditions initiales (paramètres du 
anon, dire
tion du

tir, position du tir, angle de hausse, vitesse initiale, vitesse de rotation initiale), les 
ara
té-

ristiques mé
aniques du proje
tile (masse, diamètre, moments d'inertie) et les 
oe�
ients

aérodynamiques, mais aussi les données aérologiques, dépendantes de l'altitude, telles que

la température, la pression de l'air, la vitesse et l'orientation du vent. De manière géné-

rale, 
es dernières sont re
ueillies lo
alement au niveau du 
anon à l'aide de dispositifs

spé
i�ques. Les sondages s'e�e
tuent régulièrement à l'aide d'un ballon sonde qui suit une

traje
toire imposée par le vent.

Ce modèle permet une meilleure modélisation du 
omportement en vol en e�e
tuant

une re
onstru
tion de la traje
toire et une estimation très pré
ise du point d'impa
t. Ce-

pendant, sa qualité provenant de la prise en 
ompte de l'ensemble des e�orts, 
ela peut

devenir un in
onvénient qui limite son utilisation dans la pratique. En e�et, l'utilisation

de 
e dernier né
essite la 
onnaissan
e de l'ensemble des 
oe�
ients aérodynamiques du

proje
tile y 
ompris 
eux qui in�uent très faiblement sur la traje
toire. Un modèle inter-

médiaire entre le PMC et le 6DDL a été 
réé en partie pour éviter 
et in
onvénient et être

plus adapté à un usage en environnement opérationnel.
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1.3.3 Le modèle Point Matériel Modi�é (PMM)

1.3.3.1 Motivations et hypothèses simpli�
atri
es

Lors du passage du modèle PMC au modèle 6 DDL, nous passons d'une représentation

simple du vol (PMC) à une représentation très 
omplète (6 DDL). Il a don
 été 
her
hé un

modèle intermédiaire permettant d'avoir une meilleure modélisation du 
omportement du

solide sans pour autant le 
onsidérer 
omme un point matériel et en limitant le temps de


al
ul. Cet autre modèle a permis à l'époque, dans les années 70, de réduire de 100 à 1000

fois les temps de 
al
ul (é
art bien moins �agrant de nos jours). La première dé�nition de 
e

modèle, appelé modèle du Point Matériel Modi�é, a été faite par Lieske en 1966 [38℄ puis a

été standardisé par l'OTAN dans le STANAG 4355 [58℄. Ces équations de modélisation sont

obtenues à partir du modèle à 6DDL pour un proje
tile gyrostabilisé et dynamiquement

stable en e�e
tuant 
ertaines hypothèses.

Nous rappelons les trois hypothèses faites par Lieske [38℄ :

� le proje
tile peut être représenté 
omme un 
orps ayant une symétrie de révolution,

� le proje
tile est dynamiquement stable,

� l'angle d'obliquité α est petit et évolue lentement au 
ours du vol.

1.3.3.2 Mise en équations du modèle PMM

Dans 
e modèle, nous introduisons un ve
teur spé
i�que au modèle dé�ni par Lieske et

Reiter [38℄, appelée �ve
teur obliquité�. Il permet de prendre en 
onsidération le mouvement

du proje
tile autour de son 
entre de gravité. Ce ve
teur obliquité αe est perpendi
ulaire

à la vitesse v dans le plan (t, c) et est orienté dans le sens de t vers c (�gure I.12).

Soit,

αe = t ∧ (c ∧ t) (I.24)

Figure I.12 � Représentation du ve
teur obliquité dans le plan(t, c)

Remarque : La norme ||αe|| est égale au sinus de l'angle d'obliquité sin(α) et dans le


as de petits angles nous pouvons faire l'approximation ||αe|| ≈ α.
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L'appli
ation du prin
ipe fondamental de la dynamique à notre solide se limite don


aux trois for
es aérodynamiques de traînée D, de portan
e L et de Magnus K. Le PFD

permet d'obtenir de manière analogue au modèle 6 DDL (équation I.18) une expression

de l'a

élération du proje
tile u̇ (équation I.26) après avoir rempla
é les for
es par leurs

expressions, dans lesquelles le ve
teur obliquité αe est introduit :

m u̇ = D + L+K + P + Fc (I.25)

Ou en
ore :

u̇ = −πρD
2

8m
Cxv

2t+
πρD2

8m
Czαv

2αe −
πρD3ωc

8m
Cypαv (αe ∧ t) + g +

Fc

m
(I.26)

Nous retrouvons dans 
ette expression de l'a

élération, en plus de la pesanteur et de

l'e�et de Coriolis, les trois for
es aérodynamiques perpendi
ulaires entre-elles ainsi que

leurs 
oe�
ients aérodynamiques respe
tifs.

La deuxième équation di�érentielle de 
e modèle (I.27) est asso
iée à la vitesse de roulis,

vitesse de rotation autour de l'axe longitudinal du proje
tile ωc. Elle est obtenue après

proje
tion du prin
ipe fondamental de la dynamique en rotation (équation I.23) suivant

l'axe longitudinal c. La proje
tion permet d'extraire uniquement l'in�uen
e du moment

d'amortissement en roulisMR. Les autres moments (MM ,MA,MD) étant perpendi
ulaires

à c, ils sont don
 inexistants dans 
e modèle.

ω̇c =
πρD4vωcClp

8I1
(I.27)

La dernière équation du modèle, qui en fait sa parti
ularité, est l'estimation du ve
teur

obliquité αe. L'expression de 
e ve
teur est obtenue à partir de la dé�nition de l'angle

d'obliquité et des hypothèses simpli�
atri
es. L'équation dé�nissant 
e ve
teur est la sui-

vante :

αe = − 8I1ωc

πρD3v3Cmα
(t ∧ u̇)

(I.28)

1.3.3.3 Analyse du modèle

Dans 
es équations, 
inq 
oe�
ients aérodynamiques non 
onstants au 
ours du vol in-

terviennent. Le STANAG 4355 [58℄ pré
onise de 
onsidérer les 
oe�
ients aérodynamiques


omme des fon
tions dépendantes du nombre de Ma
h et de l'obliquité, de manière ana-

logue aux 
oe�
ients utilisés dans le modèle 6 DDL. Le ve
teur obliquité αe est pris en


ompte dans 
e modèle et sa norme est utilisée pour introduire des termes 
orre
tifs à

l'ordre 2 en αe = ||αe|| pour les 
oe�
ients de traînée, de portan
e et de tangage.

Les 
oe�
ients aérodynamiques sont don
 dé�nis par :

� Coe�
ient de traînée : Cx(M,αe) = Cαe

x0 (M) + Cαe

x2 (M) α2
e

� Coe�
ient de portan
e : Cz(M,αe) = Cαe

z1 (M) αe + Cαe

z3 (M) α3
e

23



� Coe�
ient de tangage : Cm(M,αe) = Cαe

m1(M) αe + Cαe

m3(M) α3
e

� Coe�
ient de Magnus : Cyp(M,αe) = Cαe

yp1(M) αe

� Coe�
ient d'amortissement en roulis : Clp(M) indépendant de αe

Ces dé�nitions mettent en éviden
e l'in�uen
e de l'obliquité sur le 
omportement en

vol puisqu'elle agit dire
tement sur les 
oe�
ients aérodynamiques. Dans la pratique, pour

l'ensemble des proje
tiles quali�és, des listes de référen
e des 
oe�
ients de l'ordre 0 à

l'ordre 3 en αe sont dé�nies par intervalle de Ma
h.

La dé�nition des 
oe�
ients aérodynamiques dépend du modèle utilisé. En 
onsé-

quen
e, il y a des fa
teurs 
orre
tifs dans les termes des e�orts pris en 
ompte dans le modèle

PMM, 
es fa
teurs ne sont pas dé�nis dans l'équation I.26. Ils permettent de prendre en


ompte les e�orts approximés et négligés lors de l'appli
ation du prin
ipe fondamental de

la dynamique.

Ce modèle permet de dé
rire pré
isément le mouvement du 
entre de gravité à partir des

for
es qui s'appliquent sur lui, de sa rotation autour de son axe prin
ipal et de l'estimation

de son obliquité au 
ours du vol. Une 
omparaison de la forme impli
ite et de la forme

expli
ite de 
e modèle a été faite par L. Baranowski [5, 7℄. L'atout prin
ipal de 
e modèle

est l'équation permettant une approximation du ve
teur obliquité αe. L'estimation de 
e

dernier permet de fournir un modèle relativement simple ave
 des résultats pro
hes du


omportement réel des proje
tiles et du modèle 6DDL [3, 4℄, le tout pour un 
oût de 
al
ul

réduit.

1.4 Comparaison numérique des modèles balistiques

L'utilisation des trois modèles pré
édents permet de générer di�érentes traje
toires

pour un même proje
tile dans le 
as de di�érentes 
on�gurations de tir (vitesses initiales,

dire
tions du 
anon, élévations du 
anon). Le modèle, 
onsidéré 
omme le plus pro
he de

la réalité est le modèle 6DDL. Il sert don
 de référen
e.

Les modèles nous permettent d'obtenir les traje
toires à partir de l'intégration numé-

rique des équations. Il est toutefois né
essaire de faire attention au s
héma d'intégration

temporelle utilisé. Les données générées via le 
ode BALCO (6DDL) utilisent un s
héma

d'intégration de Runge-Kutta Fehlberg d'ordre 7 [63, 30℄. L'utilisation d'un s
héma d'ordre

7 est né
essaire du fait de la variation temporelle très rapide des angles de nutation et de

pré
ession du proje
tile. Une telle dis
rétisation induit un 
oût de 
al
ul a

ru pour les

simulations 6DDL, 
'est don
 une raison supplémentaire de l'utilisation du modèle PMM.

Les 
odes de 
al
ul que nous avons développés pour les deux autres modèles (PMM et

PMC) ont été implémentés ave
 un s
héma d'intégration de Runge-Kutta d'ordre 4. A�n

de véri�er, quelques tests ave
 un s
héma d'ordre 7 ont été réalisés sans modi�
ation si-

gni�
ative des résultats.
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Figure I.13 � Traje
toires obtenues par les trois modèles : portée (a), altitude (b) et

déviation (
,d) pour les quatre 
on�gurations de tir

Nous 
omparons les traje
toires et 
al
ulons les erreurs entre les modèles pour quatre


on�gurations de tirs (tableau I.1). Ces 
on�gurations ont été 
hoisies pour représenter un

panel de tirs allant des faibles aux fortes vitesses initiales et des faibles aux fortes hausses du


anon. En artillerie, les angles d'azimut et de hausse du 
anon sont généralement exprimés

en millième d'artillerie aussi appelé mil angulaire (noté mil ou✚✚m). Un angle de 360 degrés


orrespond à 6400 millièmes d'artillerie.

Con�guration de tir V0 en m/s Hausse en mil

n°1 330 500

n°2 527 1130

n°3 653 400

n°4 799 800

Tableau I.1 � Liste des 
on�gurations étudiées

Les é
arts suivant la portée (�gure I.13a) et l'altitude (�gure I.13b) entre les di�érents

modèles pour l'ensemble des 
oups ne sont pas fa
ilement observables 
e qui 
on�rme que


es modèles restent pro
hes sur une grande partie de la traje
toire dans les dire
tions du

plan (i, j). Nous observons tout de même que les 
ourbes bleues, 
orrespondant aux résul-
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tats de traje
toires obtenues ave
 l'utilisation du modèle PMC, se déta
hent légèrement

des deux autres pour l'ensemble des 
on�gurations. Les �gures I.13
 et I.13d 
omparent la

déviation des traje
toires et mettent en éviden
e les la
unes du modèle PMC pour représen-

ter le mouvement hors plan du tir (i, j). En e�et, la dérive visible sur les données générées

ave
 le modèle balistique PMC provient uniquement de l'e�et Coriolis. Cela permet aussi

de 
onstater la proximité des traje
toires générées par le modèle PMM en 
omparaison de


elles obtenues à partir du modèle 6DDL.
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Figure I.14 � Comparaison des erreurs sur la portée entre les trois modèles : 
on�gurations

n°1 (a), n°2 (b), n°3 (
) et n°4 (d)

Les tra
és, en é
helle semi-logarithmique, de la norme des erreurs 
ommises sur la

portée (�gure I.14) et l'altitude (�gure I.15) pour les quatre tirs permettent de 
on�rmer

nos observations pré
édentes sur la qualité des traje
toires obtenues par les modèles PMC

et PMM en 
omparaison des traje
toires obtenues ave
 le modèle 
omplet 6DDL. Les pi
s


orrespondent à un 
hangement de signes des erreurs entre les traje
toires simulées par les

di�érents modèles (�gures I.13a et I.13b). Le modèle PMM génère une traje
toire pro
he

du modèle de référen
e à 6DDL.
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Figure I.15 � Comparaison des erreurs sur l'altitude entre les trois modèles : 
on�gurations

n°1 (a), n°2 (b), n°3 (
) et n°4 (d)

Con�guration de tir Di�éren
e en portée (m) Di�éren
e en déviation (m)

n° V0 (m/s) Hausse (mil) PMC/6 DDL PMM/6 DDL PMC/6 DDL PMM/6 DDL

n°1 330 500 44.7 15.1 78 0.2

n°2 527 1130 364 26 661 12

n°3 653 400 102 2.9 153 2.9

n°4 799 800 259 1.6 672 24

Tableau I.2 � Tableau des erreurs du point d'impa
t entre les modèles PMC / PMM et le

6DDL

Nous 
onsidérons que la �n du tir 
orrespond à l'impa
t au sol 
'est à dire à une altitude

nulle. Le tableau I.2 donne les erreurs, à l'impa
t, en portée et en déviation en 
onsidérant

que le modèle 6DDL est la référen
e. Nous 
onstatons des erreurs beau
oup plus faibles

lorsque le modèle PMM est utilisé. Cette diminution est d'autant plus signi�
ative lorsque

nous regardons l'erreur en déviation. Nous observons un 
as parti
ulier où les erreurs pour

le 
oup n°2 restent élevées ave
 l'utilisation du modèle PMM 
e qui montre les limites

de 
e modèle lors de la génération de tir ave
 de très fortes hausses. Dans le 
ode PMM

que nous avons développé et utilisé, nous utilisons les mêmes 
oe�
ients aérodynamiques
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que 
eux utilisés ave
 le modèle 6DDL et les fa
teurs 
orre
tifs permettant de 
ompenser

l'absen
e des e�orts présents dans le modèle 6 DDL sont bloqués à 1 pour l'ensemble des


on�gurations.
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Figure I.16 � Comparaison des obliquités α obtenues pour les modèles 6DDL et PMM

pour les 
on�gurations n°1 (a), n°2 (b), n°3 (
) et n°4 (d)

En plus des traje
toires générées par les di�érents modèles, nous pouvons regarder


omment les modèles 6 DDL et PMM estiment la norme du ve
teur obliquité en 
omparant

son évolution au 
ours du vol pour les di�érentes 
on�gurations. Les angles étant faibles,


ette valeur peut être assimilée à l'obliquité du proje
tile. Cela n'est pas possible ave
 le

modèle PMC, puisqu'il 
onsidère le solide 
omme un point, l'obliquité ne peut don
 être

dé�nie ave
 
e modèle.

L'obliquité générée ave
 le modèle 6 DDL est très os
illante en 
omparaison de 
elle

générée par le modèle PMM 
e qui est 
ohérent puisque négliger 
e battement est une

hypothèse simpli�
atri
e modèle PMM. Ce phénomène d'os
illations du proje
tile autour

de la traje
toire, est le plus intense en début et en �n de traje
toire 
omme nous le montre

la �gure I.16d dans la 
as d'un tir longue portée. Nous observons que dans le 
as du tir

à très forte hausse (�gure I.16b), les obliquités générées par les deux modèles s'é
artent

l'une de l'autre au moment de l'apogée. Cela nous montre les limites du modèle PMM

dans le 
as de tirs ave
 de très fortes hausses qui induisent une forte obliquité. Cependant

28



au début et à la �n de traje
toire les valeurs des obliquités restent pro
hes. En théorie le

modèle PMM est 
onsidéré 
omme �dèle au modèle 6 DDL lorsque l'obliquité ne dépasse

pas les 12.5o, 
e qui 
orrespond à une forte in
linaison du proje
tile par rapport à la

traje
toire par
ourue par son 
entre d'inertie. D'autant que l'angle d'obliquité augmente

ave
 l'élévation du 
anon.

Depuis la présentation du modèle PMM par Lieske et al. en 1966 [38℄, les moyens

de 
al
ul ont fortement évolué permettant d'a

roître 
onsidérablement les possibilités

de 
al
ul. L'utilisation du modèle 6 DDL pour la génération de traje
toire d'un obus

gyrostabilisé est don
 de nos jours relativement aisée et très abordable. Néanmoins, le

modèle PMM reste toujours fortement utilisé dans le domaine de la balistique pour la

génération des tables de tir ainsi que dans les 
al
ulateurs balistiques pour de nombreux

pays de l'OTAN. La qualité des traje
toires générées pour un 
oût de 
al
ul relativement

faible en fait son prin
ipal atout. Ce sont les raisons qui nous guident à 
hoisir 
e modèle

pour nos travaux.

Maintenant que le proje
tile est dé�ni et que son 
omportement est dé
rit par des mo-

dèles mathématiques, nous allons présenter les méthodes a
tuelles permettant de détermi-

ner les paramètres aérodynamiques des proje
tiles introduits dans les modèles balistiques.

2 Moyens pour la 
ara
térisation de l'aérodynamique des

proje
tiles

De nos jours, il existe di�érentes te
hniques pour estimer les 
oe�
ients aérodyna-

miques d'un proje
tile. Nous présentons i
i de manière non exhaustive une liste de mé-

thodes régulièrement utilisées, 
ertaines sont purement numériques et d'autres sont mixtes


ouplant l'expérimentation et les méthodes numériques indispensables aux traitements des

données expérimentales.

2.1 Mé
anique des �uides numérique (CFD)

La mé
anique des �uides numérique (Computational Fluid Dynami
s CFD) est une

te
hnique permettant l'étude de l'é
oulement d'un �uide par des méthodes purement nu-

mériques [61, 31℄. Les 
al
uls CFD se déroulent en plusieurs étapes : la première est le

pré-pro
essing qui 
onsiste à 
réer la géométrie ainsi que le maillage dans la zone où le

�uide s'é
oule, la se
onde est la simulation à l'aide des 
odes CFD et en�n la dernière étape

est le post pro
essing permettant la visualisation des résultats.

Une première problématique de la CFD arrive lors de la génération du maillage [33, 52℄.

La qualité et la �nesse du maillage, qu'il soit stru
turé ou non stru
turé, doivent permettre

de prendre en 
ompte les 
ara
téristiques géométriques de l'objet autour duquel nous

souhaitons étudier l'é
oulement du �uide. Le 
hoix de 
e maillage est don
 essentiel pour

avoir des résultats 
onformes et réalistes. Par exemple plus le maillage sera �n, plus seront

visibles des petites �u
tuations dans l'é
oulement.
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La CFD se base prin
ipalement sur la résolution numérique des équations de Navier-

Stokes. Bien que plus gourmande en ressour
es de 
al
ul, la méthode numérique la plus

largement utilisée est la méthode des volumes �nis devant 
elles des éléments �nis ou des

di�éren
es �nies. Les résolutions numériques sont permises grâ
e au développement des

super 
al
ulateurs désormais très répandus et le développement du 
al
ul parallèle.

Une se
onde problématique porte sur le 
omportement de l'é
oulement, dans la réalité

l'é
oulement est le plus souvent turbulent. Il y a alors une forte instabilité de l'é
oulement

ave
 la 
réation de tourbillons à di�érentes é
helles, ainsi qu'une forte dissipation d'énergie.

Cet é
oulement est alors très dépendant des 
onditions initiales et se 
ara
térise par un

nombre de Reynolds élevé. Les simulations peuvent être regroupées en trois grandes familles

de la plus pré
ise à la moins pré
ise :

� Dire
t Numeri
al Simulation (DNS).

� Large Eddy Simulation (LES).

� Reynolds Averaged Navier-Stokes Simulation (RANS / Unsteady-RANS).

La �nesse de la représentation de l'é
oulement turbulent est dire
tement reliée au 
oût de


al
ul de la méthode, le 
hoix des 
es méthodes se base en partie sur le temps de 
al
ul

et les ressour
es numériques disponibles. A 
es trois familles est ajouté un quatrième type

de méthode hybride issu du 
ouplage de la méthode RANS dans la 
ou
he limite et de la

méthode LES loin des parois permettant d'améliorer la simulation de la turbulen
e tout

en limitant pour autant le 
oût de 
al
ul par une faible dis
rétisation le long de la paroi.

Plusieurs modèles de turbulen
e peuvent être utilisés dans les simulations URANS/RANS

[27℄, nous pouvons 
iter parmi eux le modèle k− ǫ [55℄ ou en
ore le modèle k−ω dont une

variante est le modèle SST k − ω (Shear Stress Transport k − ω) [46℄.

La CFD est très utile pour visualiser des situations spé
i�ques telle que l'e�et d'une

post-
ombustion au niveau du 
ulot sur la traînée [51℄ ou en
ore lorsque l'angle d'obliquité

est très fort 
e qui est di�
ilement réalisable lors d'essais de tir [26, 64℄. Cela permet de

visualiser notamment des 
hamps de pression, des iso-Ma
h, des 
ho
s, des phénomènes

tourbillonnaires... Un des prin
ipaux avantages de 
e type de 
al
ul est qu'il ne né
essite pas

de résultat expérimental en résolvant dire
tement les équations de la dynamique des �uides

mais suppose de 
onnaître les 
onditions initiales et l'état initial. Un autre avantage est la

détermination de la distribution linéique des 
oe�
ients le long du pro�l du proje
tile. A


ontrario, 
ette méthode est lente dans le 
as de son appli
ation à des géométries 
omplexes

du fait des grandes 
apa
ités de 
al
ul né
essaire pour le maillage et la résolution du

problème. De plus, les résultats prenant en 
ompte le mouvement de l'objet (mouvement

de rotation, tangage...) né
essitent un temps de 
al
ul a

ru. La multipli
ation des 
al
uls

pour des angles d'obliquité et des nombres de Ma
h di�érents adoptés par le proje
tile tout

au long du vol est né
essaire pour la 
ara
térisation 
omplète du proje
tile.
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2.2 Codes semi-empiriques

Les méthodes de 
al
ul semi-empiriques sont issues du 
ouplage entre les équations de

base de la mé
anique et des bases de données 
ontenant des résultats expérimentaux issus

du vol ou d'essais en sou�erie. Cependant, ils ne possèdent pas une très bonne pré
ision

sur l'identi�
ation des 
oe�
ients aérodynamiques ave
 des erreurs supérieures à 10% sur

la traînée et la portan
e, et aux alentours de 25% pour les 
oe�
ients d'amortissement en

roulis et en tangage. Leur utilisation se restreint don
 à des pré-études lors de la 
réation

de nouveaux proje
tiles. Nous pouvons 
iter les deux prin
ipaux 
odes, le 
ode améri
ain

PRODAS [56℄ et le 
ode MISSILE [25℄ développé par l'ONERA.

2.3 Essais en sou�erie

Une partie des essais peut être menée en sou�erie ave
 des maquettes à l'é
helle réelle

ou plus petite, généralement l'é
helle est inférieure à 1 pour les proje
tiles. A partir de

l'é
oulement autour de sa stru
ture et en modi�ant son angle d'attaque 
ela permet la

détermination des prin
ipaux 
oe�
ients aérodynamiques. La prin
ipale problématique de


es essais est le maintien du proje
tile en suspension a�n de visualiser l'é
oulement autour

de 
e dernier. Généralement, le 
orps de l'obus est maintenu à l'arrière pour étudier les

phénomènes qui se produisent lorsque 
e dernier pénètre dans l'air. Or la mise en pla
e

d'un tel dispositif va perturber l'é
oulement à l'arrière et ne permet don
 pas de détermi-

ner la traînée exa
te du proje
tile. Ce phénomène de perturbation 
onnu lors des études

en sou�erie porte le nom d'interféren
e de support [50℄, l'étude de son impa
t né
essite

le 
ouplage ave
 des méthodes numériques [48, 18℄. L'amélioration des te
hniques de me-

sures en sou�erie se poursuit ave
 l'existen
e de méthode permettant la détermination

de plusieurs 
oe�
ients simultanément en utilisant des ban
s d'essais spé
i�ques notam-

ment à l'Institut Saint Louis (ISL) possédant des sou�eries d'études [49℄ ou en
ore sur

la limitation des interféren
es du support à l'aide d'une suspension magnétique 
ouplée à

un système d'équilibrage dé
rit dans les travaux de Seo et al. [53℄. En Fran
e, les projets

d'études industrielles de plus grande dimension utilisent les sou�eries de l'ONERA.

L'ensemble des essais en sou�erie sur un proje
tile n'est pas su�sant et n'est pas

assez pré
is pour élaborer les tables de tirs né
essitant la 
onnaissan
e de l'ensemble des


oe�
ients aérodynamiques. Il est alors né
essaire de 
oupler les essais en sou�erie ave


d'autres te
hniques pour �naliser la 
ara
térisation telle que la CFD.

2.4 Tirs réels instrumentés

La dernière méthode de 
ara
térisation est basée sur des tirs instrumentés. En e�et, la

méthode la plus dire
te pour étudier l'aérodynamique du proje
tile en vol est d'e�e
tuer

des tirs. Cela permet de visualiser le 
omportement en situation réelle en e�e
tuant une


artographie de sa position dans l'espa
e au 
ours du vol. En plus des mesures externes

faites au sol, par exemple ave
 un radar, il est possible d'intégrer au proje
tile des ins-

trumentations embarquées permettant notamment la mesure de l'a

élération, du roulis et
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de l'obliquité. Ces dispositifs embarqués fournissent des données très pré
ises permettant

d'avoir un a

ès fa
ile au 
omportement en vol mais leur mise en pla
e reste 
omplexe et


oûteuse.

Le prin
ipal avantage des tirs instrumentés est d'étudier le proje
tile dans des 
ondi-

tions réelles, au plus pro
he des 
onditions opérationnelles dans lesquelles ils sont utilisés.

Cependant, 
ette méthode possède de nombreux in
onvénients : le 
oût d'une telle 
am-

pagne, du fait du nombre élevé de tirs né
essaires, l'instrumentation embarquée peut être

di�
ile à intégrer et modi�e la géométrie du proje
tile et a fortiori son 
omportement en

vol. L'intégration de 
es systèmes engendre un post-traitement spé
i�que des essais ave


une mise en pla
e de pro
édures adaptées pour le dépouillement des données supplémen-

taires.

3 Instrumentations disponibles

De nombreux dispositifs de mesures existent en balistique et nous pouvons en distinguer

deux 
atégories : les dispositifs utilisés depuis le sol et les instrumentations embarquées.

Leurs obje
tifs sont de mesurer l'évolution, au 
ours du vol, des paramètres d'état du

proje
tile. Nous pouvons 
iter parmi eux la vitesse radiale, le taux de rotation axiale ou

en
ore l'obliquité. Les di�érentes instrumentations qui sont détaillées i
i sont ou ont été

largement utilisées dans le domaine de la balistique extérieure. D'autres paramètres que


eux dire
tement liés au proje
tile doivent être mesurés si nous souhaitons pouvoir simuler

au mieux le vol. Une dernière partie de 
ette se
tion est ainsi 
onsa
rée à la des
ription

des appareils permettant les mesures aérologiques.

3.1 Radar de traje
tographie

Un radar de traje
tographie permet de suivre le proje
tile tout au long de sa traje
toire.

Le prin
ipe général est basé sur l'e�et Doppler-Fizeau, d'où aussi le nom de radar Doppler.

Cet e�et se traduit de la manière suivante : la fréquen
e des ondes éle
tromagnétiques varie

lorsque l'émetteur et le ré
epteur du signal sont en mouvement l'un par rapport à l'autre.

Cela permet ainsi de relier 
e dé
alage de fréquen
e mesuré à la vitesse d'éloignement

de l'objet. Le radar de traje
tographie utilisé, en balistique, permet la mesure dire
te de

quatre quantités : la distan
e radiale r, la vitesse radiale Vr, l'angle de site θ et l'angle

de gisement η. A partir de la distan
e radiale r et des deux angles de site et de gisement,

il est relativement aisé de 
al
uler la position 
artésienne du proje
tile dans l'espa
e. Un

exemple de 
e type de radar Doppler est le radar SARAH utilisé par la DGA Te
hniques

terrestres (�gure I.17). Ce radar est 
ouplé à un 
ode de 
al
ul permettant de traiter les

données brutes et de fournir d'autres quantités. Toutefois, 
e 
ode de 
al
ul est une boîte

noire où il est impossible d'avoir a

ès à la manière dont est fait le post-traitement. Il ne

sera don
 pas utilisé par la suite et nous nous limiterons aux données brutes (r, Vr, θ et

η).
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Figure I.17 � Radar SARAH exposé le 14 juillet 2022 sur l'esplanade des Invalides [28℄

Ce type de radar de traje
tographie suit le proje
tile dès la première se
onde du vol

et jusqu'à sa limite de portée visuelle (altitude avant le point d'impa
t dépendante des


on�gurations du tir). Pendant les premiers instants du vol, un se
ond radar est parfois

utilisé. Il est plus pré
is mais a une zone de mesure plus restreinte. Pour obtenir des

données �ables sur la vitesse radiale, les radars doivent être pla
és pro
hes de l'arme pour

limiter l'erreur de parallaxe, 
onséquen
e de l'angle entre les axes radar-proje
tile et 
anon-

proje
tile. L'éloignement du proje
tile tend à diminuer 
ette erreur.

Les prin
ipaux avantages de 
e type de radar sont sa fa
ilité de mise en pla
e et la

plage de suivi qu'il permet. En e�et, il peut suivre le proje
tile sur plusieurs dizaines

de kilomètres. Malgré tous 
es avantages, il ne permet pas une mesure dire
te de la vi-

tesse 
artésienne du proje
tile, de la vitesse de rotation axiale ni de l'angle d'obliquité du

proje
tile. De plus, les mesures 
on
ernant les faibles variations de position, telle que la

déviation, restent di�
iles malgré les e�orts faits pour améliorer la pré
ision des radars de

traje
tographie.

3.2 Mesure de la rotation axiale ωc

La mesure de la rotation axiale ωc du proje
tile né
essite de modi�er le 
ulot de l'obus

en le rainurant. Deux solutions te
hniques existent, soit en usinant dire
tement le 
ulot, soit

en ajoutant un ré�e
teur qui est vissé sur le 
ulot. Le rainurage du 
ulot permet le suivi de

la rotation du proje
tile autour de son axe prin
ipal. La méthode de mesure s'appuie sur la

polarisation de l'onde du radar et le déphasage 
réé par la pénétration de l'onde à l'intérieur

des rainures. Le déphasage maximal est atteint à 
haque demi-tour du proje
tile autour

de son axe. Le 
al
ul de l'angle de roulis est alors obtenu en analysant les modulations du

signal radar reçu. Nous admettons que lors de l'utilisation de 
e type d'instrumentation

le 
omportement en vol du proje
tile n'est pas a�e
té par 
ette modi�
ation géométrique.

Cette te
hnique de mesures de la rotation est di�
ilement appli
able à l'ensemble des

tirs et pour toutes les 
ampagnes de quali�
ations. Par 
onséquent les informations sur la

rotation sont 
onsidérées 
omme di�
iles à a
quérir et ne seront disponibles que pour un
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nombre limité de tirs.

3.3 Sonde d'obliquité

Ce type de sonde est implanté dans le nez du proje
tile. Elle est 
omposée de deux


apteurs photodiodes répartis à une distan
e angulaire égale autour de l'axe longitudinal,

d'une antenne, d'un émetteur et d'un ampli�
ateur. Ce dispositif émet des pulsations à


haque exposition des 
apteurs au soleil. La position de l'axe longitudinal en fon
tion de

la dire
tion du soleil peut ainsi être déterminée. Le traitement des données de mesures de

sonde permet d'extraire les données d'angle d'obliquité et de vitesse de roulis.

3.4 Magnétomètres et a

éléromètres

Un magnétomètre trois axes développé à l'Institut Fran
o-Allemand de re
her
hes de

Saint-Louis (ISL) permet la mesure pré
ise de l'intensité et la dire
tion du 
hamp ma-

gnétique terrestre. La mesure pré
ise du 
hamp magnétique né
essite l'utilisation de trois


apteurs spé
i�quement orientés ayant une grande sensibilité spatiale. A partir de 
es me-

sures du 
hamp magnétique, nous pouvons déterminer l'orientation du proje
tile 
omme le

montre notamment S. Changey et al. [11, 12℄. De plus, la 
ombinaison de 
e type d'instru-

mentation ave
 des a

éléromètres permet la détermination ave
 pré
ision de la traje
toire

du proje
tile [14℄. La qualité des mesures de 
e type de dispositif est étudiée dans les tra-

vaux de M. Albisser [2℄. Il est aussi possible de mesurer 
es angles uniquement à partir

de la mesure de l'a

élération dans les trois dire
tions à l'aide d'a

éléromètres embarqués

[19℄.

3.5 Ballon-sonde

La 
onnaissan
e des variations des paramètres météorologiques (température, pression,

vent, humidité) est indispensable pour e�e
tuer une bonne modélisation de la traje
toire

qui 
omprend une large plage d'altitudes (allant jusqu'à 20km). Les 
onditions météo-

rologiques ren
ontrées varient en fon
tion de l'altitude et sont ainsi di�érentes de 
elles

re
ueillies au niveau du radar au moment du tir. De nombreux dispositifs existent pour la

mesure de 
es informations mais 
elui le plus 
ouramment utilisé est le ballon-sonde.

Un ballon-sonde est 
onstitué d'un ballon gon�é à l'hélium, d'une radiosonde et d'un

para
hute sé
urisant sa 
hute après l'explosion du ballon. Plusieurs instrumentations sont

intégrées à la radiosonde dont un émetteur transférant en temps réel la mesure des di�érents


apteurs de pression, de température (de l'air et du point de rosée) et d'humidité. En plus

de 
es dispositifs, le suivi du dépla
ement de la sonde par GPS permet le 
al
ul de la vitesse

et de la dire
tion du vent aux di�érentes altitudes par
ourues par le ballon.

Les sondages météorologiques fournissent des mesures 
ontinues des di�érents para-

mètres en fon
tion de l'altitude. Cependant, en raison du formalisme du STANAG, l'in-

tégralité des variations de 
es mesures n'est pas utilisée. En e�et, le STANAG 4082 [57℄

dis
rétise les mesures par 
ou
hes espa
ées de plusieurs 
entaines de mètres, 
e qui né
essite
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une interpolation entre 
es paliers a�n de retrouver une évolution 
ontinue des di�érents

paramètres relevés. Cette méthode introduit don
 une première approximation dans la

prise en 
ompte de la météo sous 
e formalisme. Une se
onde problématique que nous pou-

vons soulever est l'absen
e de prise en 
ompte des variations temporelles et spatiales de


es mesures. E�e
tivement, les tirs peuvent s'étendre sur plusieurs dizaines de kilomètres,

impliquant une durée de vol de plusieurs dizaines de se
ondes. Bien que de telles mesures

existent, elles sont très peu utilisées. Nous 
onsidérons dans la suite 
es erreurs 
omme

négligeables devant l'in�uen
e des 
oe�
ients aérodynamiques.

4 Méthode d'identi�
ation des 
oe�
ients aérodynamiques à

partir des données de tir

L'identi�
ation des 
oe�
ients aérodynamiques est une partie né
essaire de la balistique

extérieure. Des travaux ont été menés à partir de mesures issues de tirs mais peu d'entre

eux peuvent s'a�ran
hir des données transmises par des instrumentations embarquées. I
i,

nous présentons des travaux sur deux types de proje
tile, le premier ave
 un empennage

et le se
ond gyrostabilisé. Cha
une des parties sur les proje
tiles est divisée en deux, en

premier lieu une étude de di�érents travaux utilisant des instrumentations embarquées puis

dans un se
ond temps le 
as parti
ulier où seules les mesures re
ueillies par le radar de

traje
tographie sont utilisées.

4.1 Cas d'un proje
tile empenné : obus �è
he

(a)

(b)

(
)

Figure I.18 � Représentation d'une �è
he dans sa 
artou
he (a), maintenue dans son

sabot (b) et lors de la séparation sabot-proje
tile (
) (d'après [22℄)
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Un proje
tile empenné, type obus �è
he (�gure I.18), est enfermé dans un sabot per-

mettant son guidage à l'intérieur d'un 
anon lisse, 
e qui n'entraîne pas de rotation du

proje
tile dans le 
anon. Dès la sortie du 
anon, il y a séparation du sabot 
e qui met à

jour le pro�l du proje
tile. Les ailettes, généralement braquées ou biseautées, du proje
-

tile permettent ainsi d'entamer la rotation né
essaire à l'augmentation de la pré
ision du

proje
tile. La rotation mise en ÷uvre permet de donner de la pré
ision au tir en réduisant

l'e�et des asymétries éventuelles (géométriques, aérodynamiques,...). Ce phénomène de sé-

paration n'est pas pris en 
ompte dans le 
adre de notre étude puisqu'il fait partie de la

phase balistique intermédiaire.

Dans les années 60, Lieske [39℄ a 
her
hé à identi�er les 
oe�
ients dans le 
adre

de l'élaboration des tables de tirs pour 
e type de proje
tile. Une autre pro
édure que

nous pouvons 
iter est l'identi�
ation des 
oe�
ients aérodynamiques pour un proje
tile

empenné à partir de mesures radar et de mesures provenant d'un magnétomètre trois

axes, développé par l'Institut de Saint Louis, qui est présentée par M. Albisser [2, 1℄. Les

identi�
ations des 
oe�
ients aérodynamiques (Cx , Czα , Clp, Clδ ,Cmα et Cmq), 
onsidérés


omme des polyn�mes fon
tion du nombre de Ma
h et de l'angle d'obliquité, sont faites

dans le 
as de plusieurs 
on�gurations en faisant varier les paramètres suivants : la vitesse

initiale de tir, l'angle d'attaque initial, l'angle de braquage des ailettes et la position du


entre de gravité.

La dernière méthode que nous 
itons est dé
rite dans les travaux de H. Demailly [22℄ et

de V. Condaminet [17℄. Ces travaux ont permis la mise en pla
e d'une méthode d'identi�-


ation des 
oe�
ients aérodynamiques de proje
tile type �è
he à partir des seules mesures

radar sans instrumentation embarquée. Lors de l'utilisation de 
e type de proje
tile plu-

sieurs simpli�
ations ont été faites. La première approximation, du fait de la faible variation

de la vitesse, permet de 
onsidérer les 
oe�
ients 
omme 
onstants au 
ours du vol. De

plus, le tir étant tendu, la variation d'altitude n'est pas prise en 
ompte 
e qui implique des

propriétés du �uide (densité, température) 
onstantes. Une analyse 
omparative de sensi-

bilité des di�érents 
oe�
ients aérodynamiques sur les paramètres du vol (les vitesses, les

vitesses de rotation et les positions) intervenant dans les équations régissant le vol d'un

proje
tile empenné a été faite par H. Demailly [22℄. Ce travail a permis de valider une

méthode d'identi�
ation, utilisant une méthode d'optimisation par pénalisation, des trois


oe�
ients Cx, Clp et Cl0 à partir des mesures de deux paramètres ui et ωc. Cette méthode

a été appliquée sur des données simulées puis sur des données radar [23℄. V. Condaminet a

proposé une amélioration de la méthode d'identi�
ation notamment en se passant du 
hoix

du paramètre de pénalisation par l'utilisation de multipli
ateurs de Lagrange [16, 15℄ et

l'utilisation d'une te
hnique de régularisation évanes
ente introduite dans un autre 
ontexte

par A. Cimetière et al. [13℄ et F. Delvare [21℄. Ces méthodes ont démontré leurs fortes 
a-

pa
ités pour l'identi�
ation des trois prin
ipaux 
oe�
ients que 
ela soit ave
 des données

générées ou ave
 des mesures réelles à 
ondition d'avoir une qualité de mesure raisonnable.

Une des spé
i�
ités de la méthode étant de re
al
uler la traje
toire, elle permet en plus

des identi�
ations des 
oe�
ients de retrouver la vitesse v. Ces essais à partir de mesure
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radar ayant abouti à des résultats satisfaisants, l'identi�
ation a pu être validée pour le

proje
tile de type �è
he.

4.2 Cas d'un proje
tile gyrostabilisé

Dans le 
adre de l'identi�
ation des 
oe�
ients aérodynamiques d'un proje
tile gyros-

tabilisé, les approximations faites pré
édemment ne sont plus valables. En e�et, les proje
-

tiles gyrostabilisés ont des traje
toires à peu près paraboliques durant plusieurs dizaines

de se
ondes. Il par
ourt une grande plage d'altitude sur une portée de plusieurs dizaines

de kilomètres induisant une forte variation du 
omportement du proje
tile (orientation et

rotation) autour de son 
entre de gravité. La vitesse du proje
tile et les 
oe�
ients ne sont

don
 pas 
onstants au 
ours du vol.

Dès le développement du modèle PMM au début des années 1970, R. F. Lieske et

al [40℄ ont re
her
hé le 
oe�
ient de traînée à partir de mesures de position issues de

radar. Ces travaux se sont poursuivis ave
 l'étude de nouveaux proje
tiles a�n de réduire

signi�
ativement le 
oe�
ient de traînée [41℄ dont l'évolution est toujours analysée de

nos jours [20℄. S. Dobre [29℄ propose une pro
édure d'identi�
ation des 
oe�
ients d'un

proje
tile gyrostabilisé de 155 mm, 
omme des fon
tions du nombre de Ma
h, à partir de

mesures de radar de traje
tographie 
omplétées par des mesures de magnétomètres trois

axes embarqués dans le proje
tile permettant l'utilisation du modèle 6 DDL. Une autre

méthode 
onsiste à une optimisation globale de l'identi�
ation en 
ombinant plusieurs

séries de mesure radar [10℄. Dans le 
as de proje
tile de plus petit 
alibre de 35 mm, L.

Baranowski [6℄ a dé�ni un algorithme d'identi�
ation à partir des tables de tirs qui peut

être adaptable à des mesures d'essais de tirs.

Les travaux de V. Condaminet [17℄ ont aussi permis de généraliser la méthode d'identi�-


ation utilisée pour le proje
tile empenné, en l'adaptant au 
as d'un proje
tile gyrostabilisé.

Une méthode d'optimisation sous 
ontraintes égalités utilisant les multipli
ateurs de La-

grange permet de re
her
her les 
oe�
ients aérodynamiques intervenant dans le modèle

PMM de telle sorte que les vitesses re
al
ulées s'appro
hent au mieux des données de vi-

tesse mesurées. Cela a permis, à partir des équations du modèle PMM, des mesures de

vitesse et de la mesure du taux de roulis, l'identi�
ation des 
oe�
ients aérodynamiques,


onsidérés 
omme des fon
tions temporelles, Cx et Clp ainsi que des deux rapports de 
o-

e�
ients

Czα

Cmα
et

Cypα

Cmα
. Les résultats obtenus à partir des données générées et des mesures

radar sont en globalité de bonne qualité, bien que moins pré
is pour le rapport

Cypα

Cmα
. No-

tamment lors de la 
omparaison à un modèle 6DDL prenant en 
ompte les phénomènes

os
illatoires négligés par le modèle PMM. L'étude présentée i
i est la suite immédiate de


es travaux [17℄ dont les résultats sont limités en terme de 
on�gurations et de 
alibres de

proje
tiles gyrostabilisés. Notre obje
tif sera une identi�
ation 
omplète des 
oe�
ients du

modèle PMM à partir uniquement de données re
ueillies ave
 un radar de traje
tographie

en repensant la pro
édure d'identi�
ation. Les seules mesures a

essibles seront don
 la

distan
e radiale, la vitesse radiale, l'angle de site et l'angle de gisement.
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D'autres travaux n'utilisant pas des données radar existent, nous ne les détaillerons

pas mais il est tout de même intéressant d'en 
iter quelques-uns pour 
onnaître l'appli-


ation d'autres stratégies à 
ette problématique. D'autres pro
édures pour l'identi�
ation

des 
oe�
ients aérodynamiques utilisent par exemple les �ltres de Kalman [24℄, la méta-

optimisation [35℄, le modèle à paramètre quasi-linéaire variant (quasi-LPV) [42, 43℄ ou

en
ore à l'aide des réseaux de neurones et l'intelligen
e arti�
ielle [37, 60℄.

Bilan

Ce 
hapitre introdu
tif a permis de présenter deux types de proje
tiles dont le proje
tile

gyrostabilisé ave
 lequel nous allons travailler. La des
ription du proje
tile a permis l'in-

trodu
tion des di�érents repères et angles 
ouramment utilisés en balistique pour son suivi

au 
ours du vol. Ensuite, la mise en équations à partir des for
es et moments agissant sur le

proje
tile a pu être faite. Nous avons pu expli
iter les trois prin
ipaux modèles balistiques

qui di�èrent par le 
hoix des hypothèses simpli�
atri
es retenues lors de l'appli
ation du

prin
ipe fondamental de la dynamique. Les e�ets de 
es hypothèses sont visibles lors de

la 
omparaison entre les modèles sur les vitesses et traje
toires générées en 
onsidérant

le modèle 6 DDL 
omme référen
e. Nous avons donné ensuite une liste non exhaustive

des moyens a
tuels utilisés pour la détermination des 
oe�
ients aérodynamiques et les

instrumentations, embarquées ou non, qui sont disponibles pour la mesure des di�érents

paramètres d'état lors d'un tir. En�n, un état de l'art de plusieurs méthodes d'identi�
a-

tion à partir des mesures radar dans le 
as des deux proje
tiles a été réalisé. Cela permet

de situer notre étude parmi le vaste 
hoix de méthodes utilisées dans le domaine de la

balistique extérieure pour la détermination des 
oe�
ients aérodynamiques.

Le 
hapitre 2 permettra en se basant sur les travaux déjà réalisés par H. Demailly [22℄

et V. Condaminet [17℄ de dé
rire une nouvelle méthode d'identi�
ation plus robuste ave


une pro
édure séquentielle des 
oe�
ients aérodynamiques. Deux prin
ipaux impératifs

dirigent nos axes de ré�exion et de travail. Le premier 
on
erne l'instrumentation, nous

ne devons pas utiliser d'instrumentation embarquée. Cela amène plusieurs avantages, no-

tamment l'utilisation de proje
tile de série et la limitation des 
oûts de développement

d'instrumentation spé
i�que. Les données auxquelles nous avons a

ès sont limitées aux

mesures que peut fournir un radar de traje
tographie au sol (distan
e radiale, vitesse ra-

diale, angle de site, angle de gisement et éventuellement la vitesse angulaire longitudinale).

Le se
ond impératif est l'utilisation du modèle balistique PMM qui est imposé par les par-

tenaires industriels de 
ette étude. La justi�
ation de 
ette se
onde 
ontrainte est la large

utilisation de 
e modèle dans les 
al
ulateurs balistiques pour la génération des tables de

tirs par l'OTAN, l'obje
tif est don
 d'obtenir des 
oe�
ients dire
tement utilisables pour


ette appli
ation. A partir de 
e modèle, l'identi�
ation des 
oe�
ients aérodynamiques se

fera de manière séquentielle, en allant du 
oe�
ient le plus in�uent au moins in�uent sur

le vol. Ces 
oe�
ients n'étant pas 
onstants au 
ours du vol, ils seront 
onsidérés au 
ours

de la traje
toire 
omme des fon
tions dépendantes du nombre de Ma
h uniquement.
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Analyse asymptotique du modèle
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Introdu
tion

Le but de 
e 
hapitre est d'obtenir des modèles balistiques intermédiaires permettant

l'identi�
ation séquentielle des di�érents 
oe�
ients aérodynamiques du modèle balistique

PMM.

Dans un premier temps, nous étudions les di�érentes 
ontributions des for
es aéro-

dynamiques du modèle balistique PMM réduit dans les di�érentes dire
tions, ainsi que

les 
omposantes de la vitesse. Ce travail vise à mettre en éviden
e les di�érents niveaux

d'in�uen
e de 
es for
es dans 
ha
une des dire
tions. En 
omplément de 
ette étude, nous

adimensionnalisons le modèle balistique et examinons à nouveau le 
omportement des

di�érentes 
ontributions. Pour les rendre plus expli
ites, nous introduisons un paramètre

adimensionnel dont l'évolution est étudiée.

Dans un se
ond temps, après 
ette analyse quantitative, nous e�e
tuons un dévelop-

pement asymptotique du modèle PMM réduit adimensionné par rapport à 
e paramètre

adimensionnel. Après des 
al
uls et des identi�
ations terme à terme, nous obtenons une

expression des di�érents termes de l'a

élération aux di�érents ordres.

En�n, nous utilisons 
es équations pour obtenir les 
ontributions des 
oe�
ients aux

di�érents ordres. La détermination de 
es modèles intermédiaires se réalise par proje
tion et


ombinaison linéaire des termes d'a

élération aux di�érents ordres dans les trois dire
tions

du repère (i,j,k). L'identi�
ation s'e�e
tue par ré
urren
e, en allant des 
ontributions les

plus importantes et en progressant vers les moins in�uentes.

1 Etude du modèle Point Matériel Modi�é Réduit

Le 
hoix du modèle utilisé pour représenter la traje
toire est 
elui du modèle PMM.

Dans un premier temps, après rappel des équations du modèle, une étude de l'évolution

des termes du modèle balistique PMM est faite pour di�érentes 
on�gurations. Puis dans

un se
ond temps, les 
omposantes des vitesses du proje
tile dans les di�érentes dire
tions

sont analysées dans le but de les 
omparer.

1.1 Etude des a

élérations

Nous rappelons tout d'abord le modèle PMM.







u̇ = −πρD
2

8m
Cxv

2t+
πρD2

8m
Czαv

2αe −
πρD3ωc

8m
Cypαv (αe ∧ t) + g +

Fc

m

ω̇c =
πρD4vωcClp

8I1

αe = − 8I1ωc

πρD3v3Cmα
(t ∧ u̇)

(II.1a)

(II.1b)

(II.1
)

Étant donné que nous nous plaçons dans le 
as d'une instrumentation non embarquée,
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nous n'avons pas a

ès à la mesure de l'obliquité αe, nous utilisons don
 le modèle PMM

réduit (II.2). Ce modèle est obtenu en remplaçant le ve
teur obliquité αe intervenant dans

l'équation donnant l'a

élération (II.1a) par son expression (II.1
) fon
tion de la vitesse et

de l'a

élération.

Modèle PMM réduit :







u̇ =− πρD2

8m
Cxv

2t− I1ωc

mDv

Czα

Cmα
(t ∧ u̇) + I1ω

2
c

mv2
Cypα

Cmα
[(t ∧ u̇) ∧ t] + g +

Fc

m

ω̇c =
πρD4vωcClp

8I1

(II.2a)

(II.2b)

L'a

élération u̇ est 
omposée de 
inq termes :

- Contribution liée à la for
e de traînée : TCx = −πρD2

8m Cx v
2t

- Contribution liée à la for
e de portan
e : TCzm = − I1ωc

mDv
Czα

Cmα
(t ∧ u̇)

- Contribution liée à la for
e de Magnus : TCypm = I1ω2
c

mv2
Cypα

Cmα
[(t ∧ u̇) ∧ t]

- Contribution liée à l'e�et Coriolis : TCoriolis =
Fc

m

- A

élération gravitationnelle : g

Chaque 
ontribution étant asso
iée à une for
e, nous traçons l'évolution, au 
ours du

vol, de 
es di�érentes 
ontributions dans les trois dire
tions (�gures II.1a, II.1b et II.1
).

A�n d'améliorer la visualisation des termes les plus faibles, les quantités sont aussi tra
ées

en valeur absolue ave
 une é
helle logarithmique (�gures II.1d, II.1e et II.1f). Ces tra
és

sont réalisés pour un proje
tile gyrostabilisé standard et pour des 
onditions initiales inter-

médiaires (élévation du 
anon et vitesse initiale moyennes). La 
ontribution de la gravité

étant relativement importante dans la dire
tion j, elle est regroupée ave
 la 
ontribution

liée à la for
e de traînée.

Sur les di�érents graphiques de la �gure II.1, nous visualisons 
lairement les di�érentes


ontributions majeures dans 
haque dire
tion. L'é
helle étant logarithmique sur les gra-

phiques II.1d à II.1f les é
arts de 
ontributions sont d'autant plus �agrants et permettent

de 
omparer les termes entre eux. Les 
ontributions d'a

élération les plus fortes sont dans

le plan (i, j). Dans 
es deux dire
tions, le tra
é rouge asso
ié aux for
es de traînée et de

gravité, domine nettement les autres. La for
e de gravité agissant uniquement dans la di-

re
tion j, 
'est la for
e de traînée qui domine dans la dire
tion i 
orrespondant à l'axe du

tir. A un se
ond niveau, 
e sont ensuite les 
ontributions liées à la for
e de Magnus et l'e�et

Coriolis qui sont les plus fortes dans les deux dire
tions du plan (i, j) et par 
onséquent la


ontribution liée à la for
e de portan
e est la plus faible. Sur les �gures II.1
 et II.1f, 
'est

à dire dans la dire
tion k, orthogonale au plan de tir, la 
ontribution la plus importante,
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tout au long du vol, est 
elle asso
iée à la for
e de portan
e (en bleue). A la �n de la

traje
toire, l'in�uen
e du terme dû à la for
e de traînée ne doit pas être négligée.
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Figure II.1 � Exemples d'évolutions temporelles, suivant les trois dire
tions de l'espa
e,

des 
ontributions en terme d'a

élération

Sur 
es tra
és, nous 
onstatons que la 
ontribution de la for
e de Coriolis est négligeable

(20 à 30 fois plus faible) devant 
elle de la for
e de traînée dans les deux dire
tions du plan
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de tir, 
e 
onstat est aussi véri�é pour un large panel de tirs ave
 des azimuts allant de 0

à 6400 millièmes d'artillerie. L'e�et de 
ette for
e n'est 
ependant pas négligeable suivant

la dire
tion de déviation k. Nous devons alors la prendre en 
ompte puisque son in�uen
e,

bien que plus faible que la portan
e, est quasiment du même ordre que le terme asso
ié à

l'e�ort de traînée.

1.2 Étude des 
omposantes de la vitesse

En 
omplément de l'étude sur les 
omposantes de l'a

élération, une étude supplémen-

taire sur 
elle de la vitesse est réalisée. L'obje
tif est d'observer 
omment ses 
omposantes

évoluent a�n de pouvoir les 
omparer. La traje
toire du proje
tile étant prin
ipalement

dans le plan de tir (i, j), nous 
her
hons à observer l'évolution de la vitesse latérale vz

(hors plan) du proje
tile par rapport aux deux autres 
omposantes.
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Figure II.2 � Évolution temporelle des 
omposantes de la vitesse (vx, vy, vz) respe
tive-
ment dans les trois dire
tions (i, j, k)

En analysant les évolutions temporelles des trois 
omposantes de la vitesse, nous ob-

servons la prépondéran
e des 
omposantes dans le plan (i, j) devant la 
omposante de

la vitesse suivant z. Dans une première approximation, 
ette dernière pourra don
 être

négligée devant les deux autres. Ave
 la �gure II.2b, nous pouvons faire une remarque sup-

plémentaire au niveau de l'apogée, qui se situe dans 
ette 
on�guration de tir aux alentours

de 25 se
ondes, où nous avons une prépondéran
e de la 
omposante de la vitesse suivant i

devant les deux autres 
omposantes.

1.3 Bilan

A partir de 
es études, nous observons bien une di�éren
e notable de l'in�uen
e des

di�érentes for
es dans les di�érentes dire
tions. Nous avons pu faire deux 
onstats lors de

l'analyse des données issues du modèle PMM. Le premier sur les for
es aérodynamiques :
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les di�érentes for
es n'ont pas le même niveau d'in�uen
e entre elles mais aussi dans les

di�érentes dire
tions. Le se
ond à partir de l'étude des vitesses : la 
omposante vz de la

vitesse hors plan de tir (suivant k) est petite devant les 
omposantes de la vitesse (vx, vy)

dans le plan de tir (i, j).

2 É
riture adimensionnelle du PMM réduit

2.1 Adimensionnalisation du PMM

Nous rappelons tout d'abord le modèle PMM dans lequel l'expression de la for
e induite

par l'e�et Coriolis est exprimée.







u̇ = −πρD
2

8m
Cxv

2t+
πρD2

8m
Czαv

2αe −
πρD3ωc

8m
Cypαv (αe ∧ t) + g + 2v(t ∧ ΩT )

ω̇c =
πρD4vωcClp

8I1

αe = − 8I1ωc

πρD3v3Cmα
(t ∧ u̇)

(II.3a)

(II.3b)

(II.3
)

Nous introduisons le rapport k = πρD2v2

8m qui est homogène à une a

élération et nous

introduisons les quantités adimensionnelles suivantes :

u̇∗ =
1

k
u̇ , g∗ =

1

k
g et ΩT

∗ =
v

k
ΩT

Une é
riture adimensionnée du modèle PMM est ainsi obtenue :







u̇∗ = −Cxt+ Czααe −
Dωc

v
Cypα(αe ∧ t) + g∗ + 2(t ∧ ΩT

∗)

ω̇c =
πρD4vωcClp

8I1

αe = − I1ωc

mvD

(t ∧ u̇∗)
Cmα

(II.4a)

(II.4b)

(II.4
)

L'obje
tif de nos travaux étant de se passer d'instrumentations embarquées nous sub-

stituons dans l'équation (II.4a) l'expression de αe (II.4
).

Nous obtenons ainsi une é
riture adimensionnelle du PMM réduit :







u̇∗ = −Cxt−
I1ωc

mvD

Czα

Cmα
(t ∧ u̇∗) + I1ω

2
c

mv2
Cypα

Cmα
[(t ∧ u̇∗) ∧ t] + g∗ + 2(t ∧ ΩT

∗)

ω̇c =
πρD4vωcClp

8I1

(II.5a)

(II.5b)
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Figure II.3 � Exemples d'évolutions temporelles, suivant les trois dire
tions de l'espa
e,

des di�érentes 
ontributions au niveau de l'a

élération adimensionnée u̇∗

Nous pouvons ainsi dé�nir les 
ontributions au niveau de l'a

élération adimensionnée

de 
ha
une des for
es :

- Contribution liée à la for
e de traînée : T ∗
Cx = −Cx t

45



- Contribution liée à la for
e de portan
e : T ∗
Czm = − I1ωc

mvD
Czα

Cmα
(t ∧ u̇∗)

- Contribution liée à la for
e de Magnus : T ∗
Cypm = I1ω2

c

mv2
Cypα

Cmα
[(t ∧ u̇∗) ∧ t]

- Contribution liée à l'e�et Coriolis : T ∗
Coriolis = 2(t ∧ ΩT

∗)

- A

élération gravitationnelle : g∗

Comme nous l'avons fait dans la partie (1.1) de 
e 
hapitre, nous pouvons tra
er l'évo-

lution temporelle de 
ha
une de 
es nouvelles 
ontributions (�gure II.3).

De manière analogue, nous traçons dans les trois dire
tions ave
 les deux é
helles.

L'é
helle 
lassique met en éviden
e la prédominan
e du terme T ∗
Cx dans les dire
tions du

plan de tir (i,j) et 
elle moins �agrante du terme T ∗
Czm dans la dire
tion 
omplémentaire

k. L'é
helle logarithmique nous 
on�rme les observations de l'analyse pré
édente en faisant

apparaître plus 
lairement les ordres de grandeurs auxquels les autres termes interviennent

et dans quelles dire
tions.

La �gure II.4, donnant les 
omposantes du ve
teur unitaire t, montre bien une prédo-

minan
e des 
omposantes dans le plan (i,j), similairement aux observations pré
édentes.

La 
omposante du ve
teur vitesse unitaire t dans la dire
tion i est très pro
he de 1 au

niveau de l'apogée (t ≈ 25s).

A partir de l'étude des 
ontributions des termes de l'a

élération adimensionnée u̇∗ et

du ve
teur unitaire t, nous retrouvons les mêmes niveaux d'in�uen
e des for
es dans les

di�érentes dire
tions que 
eux observés lors de l'étude du modèle PMM non adimensionné.
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Figure II.4 � Évolution temporelle des 
omposantes du ve
teur unitaire t = v
v dans les

trois dire
tions pour deux é
helles
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2.2 Introdu
tion du paramètre adimensionnel ξ

Les intensités des for
es di�èrent entre elles. En e�et, les 
ontributions des for
es de

portan
e, de Magnus et de l'e�et Coriolis sont négligeables devant 
elles de la for
e de

traînée et de la pesanteur. Cette observation nous amène à introduire un petit paramètre

adimensionnel ξ et à supposer que les 
ontributions des for
es autres que 
elles de traînée

et de pesanteur n'interviennent qu'à partir du premier ordre en ξ.

Dans l'expression du ve
teur obliquité αe (II.4
), si nous faisons abstra
tion du 
oef-

�
ient aérodynamique Cm nous voyons apparaître un paramètre adimensionnel, que nous

appelons ξ, en fa
teur du produit ve
toriel. Ce paramètre est don
 dé�ni par l'expression :

ξ =
I1ωc

mvD
(II.6)

Ce paramètre adimensionnel fait intervenir des 
onstantes physiques relatives au pro-

je
tile tels que le moment d'inertie longitudinal I1, sa masse m et son diamètre D, mais

aussi des quantités variables au 
ours du vol, telles que la vitesse relative du proje
tile v

et la vitesse angulaire du proje
tile autour de son axe prin
ipal ωc.

Le 
hoix de 
e paramètre adimensionnel est relativement trivial au vu du fa
teur in-

tervenant dans la 
ontribution de l'a

élération liée à la for
e de portan
e. Ce paramètre

peut aussi être fa
ilement mis en fa
teur dans la 
ontribution liée au 
oe�
ient de Magnus

du modèle PMM.

Nous obtenons don
 une é
riture adimensionnelle du PMM :







u̇∗ = −Cxt− ξ
Czα

Cmα
(t ∧ u̇∗) + ξ

Dωc

v

Cypα

Cmα

(
(t ∧ u̇∗) ∧ t

)
+ g∗ + 2(t ∧ ΩT

∗)

ω̇c =
πρD4vωcClp

8I1

αe = − ξ

Cmα
(t ∧ u̇∗)

(II.7a)

(II.7b)

(II.7
)

Ainsi qu'une nouvelle expression du PMM dit �réduit� est obtenue en utilisant l'expres-

sion (II.7). La première é
riture adimensionnelle du PMM réduit :







u̇∗ = −Cxt− ξCzm(t ∧ u̇∗)− ξR1Cypm

(
t ∧ (t ∧ u̇∗)

)
+ g∗ + 2(t ∧ΩT

∗)

ω̇c =
πρD4vωcClp

8I1

(II.8a)

(II.8b)

Où R1 =
Dωc

v et (Czm, Cypm) sont les rapports de 
oe�
ients aérodynamiques :

Czm =
Czα

Cmα
et Cypm =

Cypα

Cmα
(II.9)

Ave
 
ette nouvelle é
riture, nous mettons en éviden
e les remarques faites lors de

l'analyse des termes du modèle balistique PMM 
on
ernant les di�érentes in�uen
es des

di�érents 
oe�
ients aérodynamiques.
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Remarque :

En analysant les graphiques, un autre 
hoix du fa
teur devant le terme lié à la for
e de

Magnus est aussi possible pour faire apparaître une 
ontribution de la for
e de Magnus à

partir de l'ordre 2 au lieu de l'ordre 1 et amène une se
onde é
riture adimensionnelle du

PMM :

Se
onde é
riture adimensionnelle du PMM réduit :







u̇∗ = −Cxt− ξCzm(t ∧ u̇∗)− ξ2R2Cypm(t ∧ (t ∧ u̇∗)) + g∗ + 2(t ∧ ΩT
∗)

ω̇c =
πρD4vωcClp

8I1

αe = − ξ

Cmα
(t ∧ u̇∗)

(II.10a)

(II.10b)

(II.10
)

Où R2 =
mD2

I1
.

Pour des raison de 
larté, le détail des 
al
uls réalisés à partir de 
ette é
riture adi-

mensionnelle du PMM sont donnés en annexe A. Seuls les résultats seront donnés dans le


orps de 
e 
hapitre.

2.3 Étude du paramètre adimensionnel ξ

Nous étudions désormais l'évolution du paramètre ξ au 
ours du vol pour di�érentes


on�gurations 
orrespondant à di�érentes 
onditions initiales de tir. Son évolution est don


tra
ée tout au long de la traje
toire. Les 
onditions initiales variables sont la hausse du


anon et la vitesse initiale du proje
tile. La valeur maximale du paramètre est atteint à

proximité de l'apogée. Sur la �gure II.5, est tra
ée l'évolution du paramètre ξ pour huit


on�gurations ayant une vitesse initiale 
omprise entre 300m/s et 1000m/s. La hausse du


anon, quant à elle, est �xée à un angle de 700 millièmes d'artillerie pour l'ensemble des


on�gurations.

La �gure II.5 montre bien l'in�uen
e de la vitesse initiale sur la valeur maximale du

paramètre. Plus la vitesse est grande, plus l'intervalle temporel où la valeur de 
e paramètre

est au dessus de 0.1 sera grand. Cependant, la quasi totalité de la traje
toire avant l'apogée

est en dessous de 
ette limite. La limite de 0.1 est 
hoisie arbitrairement 
omme 
ondition

de petitesse a�n de mieux visualiser l'évolution du paramètre lors du 
hangement des


onditions initiales.

Ce travail sur l'évolution a été 
omplété par une étude regroupant 114 
on�gurations

ave
 des hausses 
omprises entre 300mil et 1200mil et des vitesses initiales 
orrespondant

aux 6 zones de tirs 
ompatibles ave
 les équipements de tirs, à notre disposition, 
omprises

entre 335m/s et 939m/s.
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on�gurations de tirs ave
 une hausse

�xe de 700mil (300m/s < vinit < 1000m/s)

A partir de 
ette étude, plusieurs tableaux de synthèse sont générés. Un résumé de

quelques 
on�gurations est fait dans le tableau II.1. Ce tableau donne la valeur maximale

du paramètre au 
ours du vol et le tableau II.2 donne la fenêtre temporelle autour de

l'apogée lorsque la valeur du paramètre ξ est supérieure à la valeur seuil �xée à 0.1.

Vitesse (m/s)

Hausse (mil)

300 500 700 900 1100 1200

335 0.050 0.055 0.063 0.076 0.103 0.130

493 0.064 0.069 0.077 0.092 0.124 0.155

538 0.068 0.073 0.080 0.096 0.129 0.162

665 0.079 0.083 0.091 0.107 0.142 0.181

803 0.089 0.094 0.102 0.117 0.154 0.199

939 0.098 0.103 0.111 0.124 0.158 0.220

Tableau II.1 � Valeur maximale de ξ au 
ours du vol

Lorsque la hausse de tir et la vitesse initiale augmentent, l'intervalle temporel au 
ours

duquel le paramètre ξ est supérieur à 0.1 est de plus en plus grand (tableau II.2) . Cepen-

dant, nous observons que lors des premiers instants le paramètre est inférieur à 
e seuil.

L'hypothèse que le paramètre ξ soit petit est don
 possible sur le début de traje
toire


omme la �gure II.5 le montre.
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Vitesse (m/s)

Hausse (mil)

500 700 900 1100

335 - - - [24.09 ; 31.16℄

493 - - - [22.34 ; 45.92℄

538 - - - [22.12 ; 49.61℄

665 - - [26.26 ; 45.08℄ [21.85 ; 59.74℄

803 - [29.21 ; 40.86℄ [25.37 ; 56.74℄ [23.31 ; 71.12℄

939 [32.99 ; 45.49℄ [30.64 ; 61.41℄ [28.26 ; 72.39℄ [26.48 ; 84.71℄

Tableau II.2 � Fenêtre temporelle (en s) où ξ>0.1

De manière 
omplémentaire, l'évolution du paramètre ξ est tra
ée lors de tirs ave
 une

très forte hausse de 1200mil. Ce type de 
on�guration est un 
as extrême au delà de la

limite usuelle d'élévation du 
anon. De plus, le 
ouplage de 
et angle d'élévation ave
 de très

fortes vitesses nous amène dans des 
on�gurations 
ritiques ave
 une forte augmentation de

l'angle d'obliquité (nous atteignons alors la limite de validité du modèle PMM lui-même).

Nous 
onstatons sur la �gure II.6 que l'ensemble des 
on�gurations présente une large

fenêtre temporelle durant laquelle le paramètre adimensionnel ξ dépasse la valeur de 0.1

dont la taille augmente lorsque la vitesse initiale de tir 
roit. Les parties de la traje
toire

pour lesquelles la valeur limite n'est pas dépassée sont au début et en �n de tir.
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Figure II.6 � Évolution temporelle de ξ pour huit 
on�gurations de tirs ave
 une hausse

�xe de 1200mil (300m/s < vinit < 900m/s)

L'introdu
tion d'un développement asymptotique en ξ induit une 
ondition sine qua

non sur la valeur maximale de 
e paramètre adimensionnel. La plage où 
e paramètre est

petit 
'est à dire où la 
ondition ξ << 1 est respe
tée est relativement large. Lorsque 
ette

dernière n'est pas respe
tée sur la totalité de la traje
toire, seule la plage autour de l'apogée

est à ex
lure. Les développements futurs dans 
ette zone limite devront être surveillés pour

éviter tout risque d'erreur. En ex
luant 
es 
as limites, 
ela nous autorise bien à e�e
tuer

un développement asymptotique en ξ des équations du PMM.
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3 Développement asymptotique en ξ de l'a

élération du PMM

réduit

Les observations pré
édentes nous renseignent sur les in�uen
es des di�érents 
oe�-


ients aérodynamiques dans 
haque dire
tion mais ne fournissent pas d'équations balis-

tiques intermédiaires permettant l'identi�
ation des 
oe�
ients. Une méthode utilisant un

développement asymptotique en ξ est mise en pla
e a�n de déterminer 
es équations.

Dans la littérature, des paramètres adimensionnels asso
iés à l'équation du PMM

existent. Nous pouvons par exemple 
iter les travaux de Baranowski [5, 7℄ qui dé�nit deux

paramètres adimensionnels. Cependant, nous ne pouvons les utiliser dans le 
as de notre

méthode, 
es deux paramètres né
essiteraient un double développement asymptotique, 
e

qui est possible mais le résultat obtenu serait di�
ilement exploitable. En e�et, les valeurs

des paramètres évoluant rapidement, les 
omparer entre eux s'avère di�
ile. Le 
hoix de

prioriser l'un par rapport à l'autre n'est pas fa
ilement justi�able. Il a don
 été 
hoisi de

dé�nir le paramètre adimensionnel ξ permettant un unique développement asymptotique

du PMM.

Les deux équations (II.8) du système adimensionné dans lequel le paramètre ξ est

introduit peuvent être traitées de manière indépendante. D'un 
�té, l'équation (II.8b),

permettant l'identi�
ation du 
oe�
ient aérodynamique Clp, est dire
tement utilisable sous


ette forme. Et de l'autre 
�té, l'équation de l'a

élération adimensionnée ne permet pas une

identi�
ation dire
te des trois 
oe�
ients aérodynamiques. Par la suite, nous avons don


pour obje
tif de faire apparaître des équations dé
oulant de 
ette dernière pour identi�er

de manière séquentielle les 
oe�
ients aérodynamiques intervenant dans l'a

élération u̇

du modèle PMM.

Nous réalisons un développement asymptotique de l'équation (II.8a) du modèle PMM

réduit adimensionné. Nous dé�nissons pour 
ela les développements asymptotiques, jusqu'à

l'ordre deux, de l'a

élération u̇∗ de la vitesse relative v et du ve
teur vitesse unitaire t :

u̇∗ = u̇∗0 + ξu̇∗1 + ξ2u̇∗2 (II.11)

v = v0 + ξv1 + ξ2v2 (II.12)

t =
v

v
= t0 + ξt1 + ξ2t2 (II.13)

(II.14)

De même, nous dé�nissons les développements asymptotiques des 
oe�
ients aérody-

namiques (Cx,Czm et Cypm).
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Cx = Cx0 + ξCx1 + ξ2Cx2 (II.15)

Czm = Czm0 + ξCzm1 + ξ2Czm2 (II.16)

Cypm = Cypm0 + ξCypm1 + ξ2Cypm2 (II.17)

A 
es dé�nitions, nous ajoutons une hypothèse supplémentaire, provenant de l'analyse

des termes de l'a

élération du PMM, nous 
onsidérons que l'e�et Coriolis, du fait de son

intensité, intervient uniquement à partir de l'ordre un en ξ.

ΩT
∗ = ξ ΩT0

∗
(II.18)

Nous pouvons ainsi é
rire l'équation (II.8a) sous la forme :

u̇∗ = −Cxt
︸ ︷︷ ︸

T ∗

Cx

−ξCzm(t ∧ u̇∗)
︸ ︷︷ ︸

T ∗

Czm

−ξ R1 Cypm(t ∧ (t ∧ u̇∗))
︸ ︷︷ ︸

T ∗

Cypm

+g∗ + 2(t ∧ ΩT
∗)

︸ ︷︷ ︸

TCoriolis
∗

(II.19)

Les dé�nitions (II.12) à (II.18) permettent d'é
rire les développements asymptotiques

jusqu'à l'ordre deux des di�érents termes.

La 
ontribution de la for
e de traînée intervient dès l'ordre zéro et a pour développe-

ment :

T ∗
Cx = −Cxt =− Cx0t0 − ξ (Cx0t1 + Cx1t0)− ξ2 (Cx0t2 + Cx1t1 + Cx2t0) (II.20)

Les 
ontributions de la portan
e, de l'e�et de Magnus et de l'e�et Coriolis interviennent

uniquement dès l'ordre un et ont pour développements respe
tifs :

T ∗
Czm =− ξCzm (t ∧ u̇∗)

=− ξ Czm0 (t0 ∧ u̇∗0)− ξ2
(

Czm0 (t0 ∧ u̇∗1 + t1 ∧ u̇∗0) + Czm1 (t0 ∧ u̇∗0)
)

(II.21)

T ∗
Cypm =− ξR1 Cypm

(
t ∧ (t ∧ u̇∗)

)

=− ξ R1 Cypm0

(
t0 ∧ (t0 ∧ u̇∗0)

)
− ξ2 R1

[

Cypm0

(

t1 ∧ (t0 ∧ u̇∗0) + t0 ∧ (t0 ∧ u̇∗1)

+ t0 ∧ (t1 ∧ u̇∗0)
)

+ Cypm1

(
t0 ∧ (t0 ∧ u̇∗0)

)

]

(II.22)

TCoriolis
∗ =2(t ∧ ΩT

∗) = 2 ξ (t0 ∧ ΩT0
∗) + 2 ξ2(t1 ∧ ΩT0

∗) (II.23)

A partir de 
es développements jusqu'à l'ordre deux en ξ et après identi�
ation, terme

à terme, à 
haque ordre nous obtenons di�érentes relations :
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à l'ordre zéro :

u̇∗0 = −Cx0 t0 + g∗ (II.24)

à l'ordre un :

u̇∗1 = −(Cx0t1 + Cx1t0)− Czm0(t0 ∧ u̇∗0)−R1 Cypm0

(
t0 ∧ (t0 ∧ u̇∗0)

)
+ 2 (t0 ∧ ΩT0

∗)

(II.25)

à l'ordre deux :

u̇∗2 = −(Cx0t2 + Cx1t1 + Cx2t0)− Czm0(t0 ∧ u̇∗1 + t1 ∧ u̇∗0)− Czm1(t0 ∧ u̇∗0)

−R1 Cypm0

(

t1 ∧ (t0 ∧ u̇∗0) + t0 ∧ (t0 ∧ u̇∗1) + t0 ∧ (t1 ∧ u̇∗0)
)

−R1 Cypm1

(
t0 ∧ (t0 ∧ u̇∗0)

)

+2 (t1 ∧ΩT0
∗)

(II.26)

En é
rivant les équations de la sorte, nous remarquons que la relation à l'ordre zéro

(II.24) ne fait intervenir que le paramètre Cx0. De plus, nous 
onstatons que les équations

(II.25) et (II.26) font intervenir les a

élérations u̇∗0 et u̇∗1 intervenant aux ordres inférieurs.

Après avoir 
onstaté que :

t0 ∧ u̇∗0 = t0 ∧ g∗ (II.27)

t0 ∧ (t0 ∧ u̇∗0) = t0 ∧ (t0 ∧ g∗) (II.28)

Nous remplaçons de manière ré
urrente 
es termes et nous obtenons une réé
riture de

l'équation (II.25) à l'ordre un qui ne fait plus intervenir u̇∗0.

u̇∗1 =− (Cx0 t1 + Cx1 t0)− Czm0 (t0 ∧ g∗)−R1 Cypm0

(
t0 ∧ (t0 ∧ g∗)

)
+ 2 (t0 ∧ΩT0

∗)

(II.29)

De plus, en observant que :

t1 ∧ u̇∗0 =−Cx0 (t1 ∧ t0) + t1 ∧ g∗ (II.30)

t0 ∧ (t1 ∧ u̇∗0) =−Cx0 t0 ∧ (t1 ∧ t0) + t0 ∧ (t1 ∧ g∗) (II.31)

t1 ∧ (t0 ∧ u̇∗0) =t1 ∧ (t0 ∧ g∗) (II.32)

t0 ∧ u̇∗1 =−Cx0 t0 ∧ t1 − Czm0

(
t0 ∧ (t0 ∧ g∗)

)
+R1 Cypm0 (t0 ∧ g∗) + 2

(
t0 ∧ (t0 ∧ ΩT0

∗)
)

(II.33)

t0 ∧ (t0 ∧ u̇∗1) =−Cx0

(
t0 ∧ (t0 ∧ t1)

)
+ Czm0 (t0 ∧ g∗) +R1 Cypm0

(
t0 ∧ (t0 ∧ g∗)

)
− 2 (t0 ∧ ΩT0

∗)

(II.34)

53



Nous obtenons une première réé
riture de la relation (II.26) à l'ordre deux :

u̇∗2 = −(Cx0t2 + Cx1t1 + Cx2t0)− Czm0

(

t0 ∧ u̇∗1 − Cx0 (t1 ∧ t0) + t1 ∧ g∗
)

−R1 Cypm0

(

t1 ∧ (t0 ∧ g∗)− Cx0

(
t0 ∧ (t1 ∧ t0)

)
+ t0 ∧ (t1 ∧ g∗) + t0 ∧ (t0 ∧ u̇∗1)

)

−Czm1 (t0 ∧ g∗)−R1 Cypm1

(
t0 ∧ (t0 ∧ g∗)

)
+ 2 t1 ∧ΩT0

∗

(II.35)

En remplaçant ensuite les termes, dépendants de u̇∗1, dans l'équation (II.35), nous obtenons

une autre é
riture de l'équation à l'ordre deux.

u̇∗2 = −(Cx0t2 + Cx1t1 + Cx2t0)

−Czm0

(

t1 ∧ g∗ + 2 t0 ∧ (t0 ∧ ΩT0
∗)

)

−R1 Cypm0

(

t0 ∧ (t1 ∧ g∗) + t1 ∧ (t0 ∧ g∗)− 2 (t0 ∧ΩT0
∗)

)

−2 R1 Czm0Cypm0 (t0 ∧ g∗)

+(C2
zm0 −R2

1 C
2
ypm0)

(

t0 ∧ (t0 ∧ g∗)
)

−Czm1 (t0 ∧ g∗)−R1 Cypm1

(

t0 ∧ (t0 ∧ g∗)
)

+ 2 t1 ∧ ΩT0
∗

(II.36)

Cha
une des équations (II.24), (II.29) et (II.36) peut se mettre sous la forme u̇i
∗ =

f(t, Ci) où Ci est un ve
teur 
omposé des 
oe�
ients aérodynamiques re
her
hés jusqu'à

l'ordre i.

Le développement asymptotique en ξ du modèle balistique PMM jusqu'à l'ordre deux

peut don
 aussi être é
rit sous la forme suivante u̇∗ = f(t, Ci) où Ci est le ve
teur 
om-

prenant les 
oe�
ients aérodynamiques aux di�érents ordres intervenant dans le modèle

PMM :

u̇∗ = −Cx0 t0 + g∗

+ ξ

[

− (Cx0 t1 + Cx1 t0)− Czm0 (t0 ∧ g∗)−R1 Cypm0

(

t0 ∧ (t0 ∧ g∗)
)

+ 2 (t0 ∧ΩT0
∗)

]

+ ξ2

[

− (Cx0t2 + Cx1t1 + Cx2t0)− Czm0

(

t1 ∧ g∗ + 2 t0 ∧ (t0 ∧ ΩT0
∗)

)

−R1 Cypm0

(

t0 ∧ (t1 ∧ g∗) + t1 ∧ (t0 ∧ g∗)− 2 (t0 ∧ ΩT0
∗)

)

− 2 R1 Czm0Cypm0 (t0 ∧ g∗) + (C2
zm0 −R2

1C
2
ypm0)

(

t0 ∧ (t0 ∧ g∗)
)

− Czm1(t0 ∧ g∗)−R1 Cypm1

(

t0 ∧ (t0 ∧ g∗)
)

+ 2 t1 ∧ ΩT0
∗

]

(II.37)
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L'utilisation du paramètre adimensionnel ξ permet d'é
rire le développement asymp-

totique de l'a

élération uniquement en fon
tion de la vitesse unitaire t, des 
oe�
ients

aérodynamiques, de l'a

élération gravitationnelle adimensionnée g∗ et de l'a

élération

provenant de l'e�et Coriolis. Nous observons bien dans 
e développement que les 
oe�-


ients aérodynamiques n'interviennent pas tous au même ordre 
omme l'étude quantitative

a pu le laisser suggérer. Les observations de la partie pré
édente sont bien validées par

l'équation (II.36) obtenue après le développement asymptotique de l'équation du PMM

jusqu'à l'ordre deux en ξ.

Remarque :

Si nous utilisons l'é
riture (II.10) où la for
e de Magnus est supposée être à l'ordre deux en

ξ, nous obtenons après 
al
uls (
f annexe A) un se
ond développement asymptotique :

u̇∗ = −Cx0 t0 + g∗

+ ξ

[

− (Cx0t1 + Cx1t0)− Czm0(t0 ∧ g∗) + 2t0 ∧ ΩT
∗
0

]

+ ξ2

[

− (Cx0t2 + Cx1t1 + Cx2t0)− Czm0[2t0 ∧ (t0 ∧ ΩT
∗
0
) + (t1 ∧ g∗)]− Czm1(t0 ∧ g∗)

+ (C2
zm0 −R2Cypm0)t0 ∧ (t0 ∧ g∗) + 2t1 ∧ ΩT

∗
0

]

(II.38)

4 Hypothèses sur la forme des développements de la vitesse

et de l'a

élération

En 
omplément des hypothèses sur l'ordre des di�érentes for
es, nous introduisons des

approximations sur la forme de la vitesse et de l'a

élération. Les ordres de grandeur 
onsta-

tés dans la partie 1 de 
e 
hapitre, nous amènent à faire l'hypothèse que les 
omposantes

hors plan de tir (suivant k) de la vitesse et de l'a

élération interviennent uniquement à

partir du premier ordre en ξ alors que les 
omposantes dans le plan de tir (i, j) sont d'ordre

zéro.

Nous faisons don
 par la suite les approximations suivantes :

� pour la vitesse :

v =






vx

vy

vz




 ≈






v0x

v0y

ξ v1z




 (II.39)
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� pour l'a

élération :

u̇∗ =






u̇∗x

u̇∗y

u̇∗z




 ≈






u̇∗0x
u̇∗0y
ξ u̇∗1z




 (II.40)

� et pour le ve
teur t, ve
teur unitaire dire
teur de la vitesse :

t ≈






t0x

t0y

ξ t1z




 ave
 t20x + t20y ≈ 1 (II.41)

5 Pro
édure d'identi�
ation séquentielle des 
oe�
ients aé-

rodynamiques du modèle PMM

Après avoir établi des équations à 
haque ordre du développement asymptotique de

l'équation (II.4a), nous les traitons de manière séquentielle a�n de faire apparaître les

di�érentes étapes de notre pro
édure d'identi�
ation. En 
omplément, et de manière préa-

lable, nous présentons l'identi�
ation du Clp à partir de la se
onde équation (II.4b) du

modèle PMM réduit.

5.1 Identi�
ation du 
oe�
ient Clp

Cette première identi�
ation ne né
essite pas la 
onnaissan
e des autres 
oe�
ients

aérodynamiques, elle peut être e�e
tuée, de manière indépendante, à n'importe quel instant

du pro
essus d'identi�
ation à 
ondition d'être en possession des informations né
essaires

intervenant dans l'équation (II.42).

ω̇c =
πρD4vωcClp

8I1
(II.42)

Cette équation est de la forme U̇ = f(C,U, t). Même si 
ette identi�
ation est indé-

pendante des autres, elle né
essite en plus des données de mesures radar habituelles de


onnaître l'évolution temporelle de la vitesse de rotation ωc(t) autour de son axe prin
ipal.

La mesure de ωc né
essitant une instrumentation spé
i�que, elle n'est pas disponible pour

l'ensemble des tirs. La détermination du 
oe�
ient Clp, bien que faisant partie du pro
es-

sus d'identi�
ation n'est toutefois pas né
essaire pour l'identi�
ation des autres 
oe�
ients

aérodynamiques intervenant dans l'équation (II.1) du PMM. L'identi�
ation du 
oe�
ient

Clp sera validée par la suite à partir de données générées numériquement puis à partir des

données issues d'un radar de traje
tographie 
omplétées par des mesures de rotation du

proje
tile autour de son axe longitudinal.
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5.2 Identi�
ation de la 
ontribution prin
ipale Cx0 du 
oe�
ient de traî-

née

La première étape du pro
essus séquentiel d'identi�
ation des 
oe�
ients est basée sur

l'expression de l'a

élération à l'ordre zéro suivante :

u̇0
∗ =−Cx0 t0 + g∗ (II.43)

Les for
es qui interviennent dans 
ette équation sont uniquement 
elle de traînée et de

gravité, 
e qui est en a

ord ave
 les observations graphiques. Il est don
 possible à partir

de 
ette équation de déterminer une première 
ontribution Cx0 du 
oe�
ient de traînée à

partir de la 
onnaissan
e de la vitesse du proje
tile t0 et des variations météorologiques

(vent, pression, température de l'air). De plus, nous observons que l'équation (II.24) adi-

mensionnée à l'ordre zéro en ξ 
orrespond au modèle balistique PMC adimensionné dans

lequel l'e�et Coriolis est négligé. Cette équation peut don
 être utilisée pour obtenir une

première approximation du 
oe�
ient de traînée.

En utilisant 
e modèle d'ordre zéro (II.43) et les hypothèses émises sur les formes de

l'a

élération (II.40) et de la vitesse unitaire (II.41), nous obtenons après proje
tion dans

les dire
tions du plan de tir (i, j) un système de deux équations ve
torielles 
ouplées où

seul intervient le 
oe�
ient Cx0 :

u̇∗0x =− Cx0 t0x

u̇∗0y =− Cx0 t0y − g∗
(II.44)

Ce système peut être mis sous la forme U̇ = f(C,U, t). A partir de la 
onnaissan
e de la

vitesse à 
haque instant, nous sommes en mesure d'évaluer 
ette première approximation

du 
oe�
ient de traînée. Lors du 
al
ul, en utilisant une méthode d'optimisation sous


ontraintes égalités, nous obtenons en sortie du 
ode, en plus du Cx0, l'a

élération à

l'ordre zéro u̇0
∗
et un (re)-
al
ul de la vitesse unitaire t0 à l'ordre zéro.

5.3 Identi�
ation des 
ontributions ξCzm0 puis de ξCx1 et ξCypm0

Nous utilisons ensuite le développement asymptotique de l'a

élération jusqu'à l'ordre

un en ξ qui peut s'é
rire sous la forme suivante :

u̇∗ = u̇0
∗ + ξu̇1

∗
(II.45)

Le terme u̇0
∗
étant déterminé ave
 le modèle d'ordre zéro pré
édent, nous le supposons


onnu. La seule in
onnue est don
 la 
ontribution ξu̇1
∗
d'ordre un dont l'expression est

donnée par la relation :
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ξu̇∗1 =− (Cx0 ξ t1 + ξ Cx1 t0)− ξCzm0 (t0 ∧ g∗)− ξR1Cypm0

[

t0 ∧ (t0 ∧ g∗)
]

+ 2 (t0 ∧ ξ ΩT0
∗)

(II.46)

Dans 
ette équation, l'e�et Coriolis n'est plus négligé. Une remarque que nous pouvons

faire est que les termes dans les di�érentes dire
tions ne sont pas a�e
tés par 
et e�et de

manière identique suivant l'orientation du tir par rapport au Nord. En e�et, l'azimut de

tir in�uen
e les 
omposantes du ve
teur rotation de la Terre intervenant dans l'expression

de la for
e de Coriolis.

La 
ontribution (ξu̇1
∗
) de l'a

élération à l'ordre un fait intervenir la 
ontribution,

identi�ée à l'étape pré
édente, Cx0 du 
oe�
ient de traînée, une 
orre
tion du 
oe�
ient

de traînée ave
 une 
ontribution à l'ordre un (ξCx1) et en�n les 
ontributions des 
oe�
ients

liés à la for
e de portan
e (ξCzm0) et à la for
e de Magnus (ξCypm0). L'obje
tif, à l'ordre

un, est don
 de déterminer 
es trois paramètres (ξCx1, ξCzm0 et ξCypm0). La vitesse t0

est 
onnue puisqu'elle 
orrespond à la vitesse obtenue en sortie de l'étape pré
édente. Le

ve
teur t1 est obtenu à partir du ve
teur unitaire t, qui est obtenu à partir de la donnée de

vitesse, et de t0 obtenu à l'étape pré
édente, à partir de la vitesse re
al
ulée à l'ordre zéro,

soit ξ t1 = t− t0, qui peut s'é
rire d'après notre hypothèse (II.41), ξ t1 ≈ ξ t1zk = tzk.

Considérant les hypothèses ((II.39) et (II.41)) sur la forme de la vitesse et en projetant

la relation (II.46) dans les trois dire
tions, nous obtenons :

ξu̇∗1x =− ξCx1 t0x + ξR1 Cypm0 t0x t0y g
∗ + 2 t0y ξΩ

∗
T0z (II.47)

ξu̇∗1y =− ξCx1 t0y − ξR1 Cypm0 t
2
0x g

∗ − 2 t0x ξΩ
∗
T0z (II.48)

ξu̇∗1z =− Cx0 ξt1z + ξCzm0 t0x g
∗ + 2 (t0x ξΩ

∗
T0y − t0y ξΩ

∗
T0x) (II.49)

La proje
tion suivant k aboutit à une équation di�érentielle (II.49) où intervient un

seul 
oe�
ient aérodynamique in
onnu Czm0. Nous pouvons déterminer la 
ontribution

ξCzm0 en utilisant 
ette équation di�érentielle qui peut aussi se mettre sous la forme

U̇ = f(C,U, t).

Les deux autres équations (II.47) et (II.48), issues des proje
tions dans le plan de tir,

sont 
ouplées. En utilisant l'hypothèse (II.40) sur la forme de l'a

élération, impliquant

u̇∗1x = 0 et u̇∗1y = 0, et l'approximation t20x + t20y ≈ 1, nous pouvons par 
ombinaison

obtenir deux relations indépendantes permettant le 
al
ul des 
ontributions ξCypm0 et

ξCx1.

Nous obtenons ainsi à partir du développement asymptotique jusqu'à l'ordre un et des

hypothèses (II.39) à (II.41) les trois équations suivantes :
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ξu̇∗1z = −Cx0 ξt1z + ξCzm0 g
∗ t0x + 2 (t0x ξΩ

∗
T0y − t0y ξΩ

∗
T0x) (II.50)

Cx1 = 0 (II.51)

ξCypm0 = −2ξ
Ω∗
T0z

R1 g∗ t0x
= −2ξ

v

Dωc

Ω∗
T0z

g∗ t0x
(II.52)

Les équations du développement à l'ordre un permettent d'obtenir une première esti-

mation de la 
ontribution à l'ordre zéro de ξCzm et ξCypm (ξCzm0, ξCypm0), ainsi qu'une


orre
tion du 
oe�
ient de traînée Cx. Cette méthode permet la détermination, en 
om-

plément de 
elle du 
oe�
ient de traînée, des 
oe�
ients globaux ξCzm et ξCypm plut�t

que des 
oe�
ients 
ouramment utilisés en balistique, à savoir Czm et Cypm. Toutefois,

la 
onnaissan
e de 
es quantités permet la re
onstru
tion de la traje
toire en utilisant les

modèles balistiques intermédiaires obtenus grâ
e au développement asymptotique jusqu'à

l'ordre un.

Nous remarquons aussi, d'après les hypothèses ((II.39) à (II.41)) que dans la dire
tion

k, ξu̇1z = u̇z et ξt1z = tz.

5.4 Identi�
ation des 
ontributions ξ2Cx2, ξ
2Czm1 et ξ2Cypm1

De manière analogue, en utilisant le développement asymptotique de l'a

élération

jusqu'à l'ordre deux (II.36) et en tenant 
ompte des hypothèses ((II.39), (II.40) et (II.41))

sur la forme de l'a

élération et de la vitesse nous obtenons à partir de l'équation (II.36)

projetée, les 
ontributions ξ2Cx2, ξ
2Czm1 et ξ2Cypm1.

ξ2Cx2 = −ξt1z
[

ξCzm0 t0x g
∗ + 2(t0x ξΩ

∗
T0y − t0y ξΩ

∗
T0x)

]

(II.53)

ξ2Czm1 = 2
ξΩ∗

T0z

t0x g∗

[

ξCzm0 −
1

t0x g∗

(

t0y ξt1z g
∗ + 2(t0x ξΩ

∗
T0y − t0y ξΩ

∗
T0x)

)]

(II.54)

ξ2Cypm1 =
1

R1 t0x g∗

[

ξCzm0

(

t0y ξt1z g
∗ + 2 (t0x ξΩ

∗
T0y − t0y ξΩ

∗
T0x)

)

+ ξ2(C2
zm0 −R2

1C
2
ypm0)t0x g

∗ − ξR1Cypm0ξΩ
∗
T0z

+ 2 ξt1z(t0x ξΩ
∗
T0x + t0y ξΩ

∗
T0y)

]

(II.55)
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5.5 Expression des 
oe�
ients à partir du se
ond développement asymp-

totique

Dans le 
as du se
ond développement asymptotique (II.38) où le terme lié à la for
e de

Magnus est supposé d'ordre deux et en tenant 
ompte des mêmes hypothèses sur l'a

élé-

ration et la vitesse, nous obtenons des expressions in
hangées pour estimer respe
tivement

Cx0, ξCzm0, ξCx1 et ξ2Cx2 (ave
 respe
tivement les relations (II.44), (II.50), (II.51) et

(II.53)). Seules 
hangent les expressions suivantes :

ξ2Czm1 = −2
ξCzm0ξΩ

∗
T0z

t0x g∗
(II.56)

ξ2Cypm0 =
1

R2 t0x g∗

[

ξCzm0

(

t0y ξt1z g
∗ + 2 (t0x ξΩ

∗
T0y − t0y ξΩ

∗
T0x)

)

+ 2 ξt1z(t0x ξΩ
∗
T0x + t0y ξΩ

∗
T0y) + ξ2C2

zm0t0x g
∗

]
(II.57)

Bilan

Ce 
hapitre a permis de déterminer, aussi bien graphiquement que par 
al
ul, les di�é-

rents niveaux d'in�uen
e de 
haque for
e dans les di�érentes dire
tions du modèle balistique

PMM. Les di�érents niveaux d'in�uen
e sont don
 reliés aux 
oe�
ients de 
ha
une des

for
es nous amenant ainsi à la mise en pla
e d'une identi�
ation séquentielle. Dans la di-

re
tion du plan de tir (i,j), la for
e de traînée domine les autres à l'ordre zéro. Dans la

dire
tion de déviation k, 
'est la for
e portan
e qui domine, mais à un ordre inférieur. Les

e�ets des for
es aux ordres inférieurs sont plus di�
ilement observables.

Ce 
onstat nous a amené à e�e
tuer une adimensionnalisation du modèle PMM et

a permis l'introdu
tion d'un paramètre adimensionnel permettant la mise en pla
e d'un

développement asymptotique du modèle PMM réduit adimensionné. Le développement

asymptotique obtenu donne l'expression des 
ontributions de l'a

élération aux di�érents

ordres et valide les 
onstatations de l'étude quantitative. Nous voyons apparaître à l'ordre

zéro uniquement la 
ontribution Cx0 du 
oe�
ient de traînée, à l'ordre un une 
orre
tion

de 
e 
oe�
ient de traînée et les 
ontributions des 
oe�
ients ξCzm et ξCypm à l'ordre

zéro. En�n, le terme d'a

élération à l'ordre deux fait intervenir des 
orre
tions de 
es

trois 
oe�
ients.

En 
onje
turant sur la forme de la vitesse et de l'a

élération, nous avons déterminé par

proje
tion des termes de l'a

élération aux di�érents ordres, des modèles balistiques inter-

médiaires ainsi que des expressions analytiques permettant l'identi�
ation séquentielle des


oe�
ients aérodynamiques. De plus, nous avons vu que le développement proposé n'était

pas unique, un se
ond développement a été e�e
tué, 
e qui permet d'obtenir plusieurs

expressions pour la détermination des 
ontributions des 
oe�
ients ξ2Czm1 et ξCypm0.
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Introdu
tion

Nous allons, dans 
e 
hapitre, appliquer la pro
édure séquentielle d'identi�
ation pro-

posée au 
hapitre II à partir des données générées par les modèles balistiques.

Avant l'appli
ation de la pro
édure, nous expliquons brièvement 
omment l'identi�
a-

tion est réalisée de manière générale. Dans un se
ond temps, nous montrons que l'identi�-


ation du 
oe�
ient d'amortissement en roulis peut être mise en ÷uvre fa
ilement. Ensuite,

les di�érentes étapes sont détaillées et les résultats sont 
ommentés à partir d'une part des


omparaisons des 
oe�
ients aux référen
es et d'autre part, des 
omparaisons des traje
-

toires regénérées a posteriori ave
 les 
oe�
ients identi�és. Nous appliquons la première

étape, asso
iée à l'identi�
ation de la 
ontribution du 
oe�
ient de traînée à l'ordre zéro

Cx0, sur des données générées par les deux modèles balistiques PMC et PMM. L'utilisa-

tion des données générées ave
 le modèle balistique PMC, pro
he de notre première étape,

permet à l'aide d'une étude sur les in�uen
es des paramètres numériques de 
al
ul de dé-

terminer 
eux qui sont optimaux pour l'identi�
ation du Cx0. Nous utilisons ensuite des

données générées ave
 le modèle PMM, modèle utilisé 
omme référen
e, pour des 
on�gu-

rations ayant des 
onditions initiales di�érentes, à l'intérieur et à l'extérieur du domaine

de validité du développement asymptotique. La suite de la pro
édure 
onsiste en l'identi�-


ation des 
ontributions issues du développement à l'ordre un, ξCzm0 et R1ξCypm0. En�n,

la dernière étape de la pro
édure, ave
 l'utilisation des relations issues du développement

à l'ordre deux, est présentée pour les 
al
uls d'une 
orre
tion du 
oe�
ient de traînée Cx à

l'ordre deux et des 
orre
tions des deux autres 
ontributions (ξCzm et R1ξCypm) à l'ordre

un.

Les représentations temporelles de l'évolution des 
oe�
ients permettent une meilleure

visualisation des 
orre
tions et ainsi une évaluation de la validité des di�érentes étapes de

la pro
édure en fon
tion de la valeur du paramètre adimensionnel. Cela permet aussi de

montrer les di�éren
es de pré
isions sur l'identi�
ation des 
oe�
ients.

1 Pro
édure d'identi�
ation de paramètres à partir d'un pro-

blème d'optimisation non linéaire sous 
ontraintes égalités

Avant de déterminer les 
oe�
ients aérodynamiques, nous détaillerons la méthode de


al
ul utilisant les équations des modèles balistiques intermédiaires développés dans le


hapitre pré
édent. Nous montrerons ensuite 
omment les variations des 
oe�
ients au


ours de la traje
toire sont prises en 
ompte.

1.1 Problème d'optimisation non linéaire sous 
ontraintes égalités

L'identi�
ation des 
oe�
ients aérodynamiques se ramène à un problème d'optimisa-

tion sous 
ontraintes égalités. La mise en équations de 
e problème est fortement inspirée

des travaux de V. Condaminet [17℄. Avant d'exposer la pro
édure, il est important d'ob-
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server que l'ensemble des modèles balistiques (PMC, PMM et 6DDL) exposés au 
hapitre

I et les équations intermédiaires obtenues par développement asymptotique au 
hapitre II,

peuvent s'é
rire sous la forme générique suivante :

U̇(t) = f(U(t), C(t)) ∀t ∈ Ω (III.1)

où U(t) est le ve
teur 
omposé des paramètres d'état du proje
tile (essentiellement la

vitesse du proje
tile dans notre 
as) et C(t) le ve
teur 
omposé des 
oe�
ients aérodyna-

miques intervenants dans le modèle.

Le pro
essus d'identi�
ation 
onsiste à re
her
her les 
oe�
ients aérodynamiques en

re
her
hant la traje
toire la plus pro
he des données (mesures) tout en satisfaisant le

modèle balistique (III.1) à 
haque instant :







Trouver (U,C) minimisant

J(U,C) = ||u− ũ||2

sous la 
ontrainte égalité U̇(t) = f(U(t), C(t)) ∀t ∈ Ω

(III.2)

A�n d'e�e
tuer 
e travail, nous avons le 
hoix de minimiser plusieurs paramètres d'état,

soit les positions, soit les vitesses ou bien en
ore les deux 
ombinées. Dans la suite de l'étude,

la minimisation est e�e
tuée uniquement sur les données des 
omposantes de la vitesse dans

les di�érentes dire
tions. En e�et, à la suite de tests, la minimisation sur les vitesses est

apparue la plus judi
ieuse du fait de la qualité des résultats obtenus. De plus, 
e 
hoix

permet de réduire le nombre de 
ontraintes. La prise en 
ompte additionnelle des positions

impliquerait de rajouter les équations de passage entre les positions et les vitesses dans les

trois dire
tions. Le nombre de 
ontraintes dans 
e 
as serait alors multiplié par deux. Pour

respe
ter le modèle de vol, le 
ouple des éléments optimaux (U ,C) doit satisfaire, à 
haque

instant t, l'équation du modèle balistique. Cela est équivalent à satisfaire à l'équation des


ontraintes représentant notre modèle :

A(t) = −U̇(t) + f(U(t), C(t)) = 0 ∀t ∈ Ω (III.3)

Ayant les mesures tout au long du vol nous pouvons é
rire l'équation (III.3) sous sa

forme dis
rète à 
haque pas de temps en utilisant un s
héma d'intégration d'ordre p.

A(tm) = U(tm+1)− U(tm)−∆t

p−1
∑

r=0

βrf (U(tm−r), C(tm−r)) , ∀m ∈ {p − 1, p, . . . , N − 1}

(III.4)

Les in
onnues du problème d'optimisation sous sa forme dis
rète sont don
 le ve
-

teur 
omposé des valeurs de U en 
haque instant, soit U = (U(t0), U (t1), . . . , U (tN )), et

l'ensemble des 
oe�
ients à identi�er 
ontenus dans le ve
teur C(t).

Deux types de s
hémas d'intégration temporelle ont été testés, le premier a été le s
héma

d'intégration multi-pas expli
ite d'Adams-Bashforth et le se
ond le s
héma d'intégration
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impli
ite Ba
kward Di�erentiation Formula pour des ordres allant de p = 1 à 4. L'ordre

du s
héma fait l'objet d'une attention parti
ulière à la se
tion (3.1) lors de l'analyse des

paramètres numériques de 
al
ul intervenant dans le problème.

Le problème de minimisation sous sa forme dis
rète peut alors s'é
rire :







Trouver (U , C) minimisant

J(U , C) = ||u(t)− ũ(t)||2Ω0

sous les 
ontraintes égalités : A(tm) = 0 , ∀m ∈ {1, . . . , N − 1}
(III.5)

A�n de prendre en 
onsidération les 
ontraintes égalités dans la fon
tionnelle de notre

problème d'optimisation J , nous introduisons le Lagrangien L tel que :

L(U , C, µ) = J(U , C) +
3∑

i=1

N−1∑

m=1

µ(i−1)×N+mAi(tm) (III.6)

L'équation étant dis
rétisée, les 
ontraintes dans les 3 dire
tions sont prises en 
ompte

via la somme sur l'indi
e i. Le 
ouple (U , C) est ainsi la solution du problème d'optimisation

(III.5) seulement s'il existe µ, ve
teur 
ontenant les multipli
ateurs de Lagrange, tel que

(U , C, µ) soit la solution du système d'équations suivant :







∇L(U , C, µ) = ∇J(U , C) +

3∑

i=1

N−1∑

m=0

µ(i−1)×N+m∇Ai(tm) = 0

A(tm) = 0 ∀m ∈ {0, . . . , N − 1}
(III.7)

Résoudre le problème d'optimisation (III.5) revient à résoudre le système d'équations

non-linéaires (III.7), 
ette résolution est e�e
tuée en utilisant la te
hnique de Newton

Raphson [8℄. Cette te
hnique est bien adaptée et souvent utilisée dans le 
adre de pro-

blème dis
rétisé tel que le notre.

Méthode de Newton-Raphson :

Nous posons R = (U , C, µ) a�n de simpli�er les notations. Nous re
her
hons la suite

de ve
teurs R0, R1, ... 
onvergeant vers une solution appro
hée R∗
du système (III.7).

La première étape est le 
al
ul de la 
orre
tion à appliquer (∆R) pour la mise à jour

de la solution appro
hée R0
grâ
e à l'équation (III.9) obtenue à partir de l'approximation

de Taylor :

∇L(R+∆R) ≈ ∇L(R0) +H(R0)∆R (III.8)

où H est la matri
e hessienne dé�nie par : H(R) = ∇2L(R)

∆R = (H(R))−1(−∇L(R)) (III.9)

nous faisons ensuite la mise à jour de la solution appro
hée : R1 = R0 +∆R.
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Nous re
her
hons don
, par itérations et mise à jour su

essives, la solution R∗
vers

laquelle la suite des solutions appro
hées R 
onverge. Un des avantages de la méthode est

sa 
onvergen
e quadratique.

Il est à noter que notre pro
édure d'identi�
ation ne se limite pas à l'identi�
ation des


oe�
ients aérodynamiques C mais qu'elle permet un re-
al
ul d'une traje
toire u(t) qui

véri�e au mieux les données ũ.

1.2 Prise en 
ompte de l'évolution des 
oe�
ients aérodynamiques au


ours du vol

Un point important dans l'identi�
ation est de 
onnaître l'ensemble sur lequel les 
oe�-


ients aérodynamiques sont dé�nis a�n de le représenter au mieux. Les travaux pré
édents

de V. Condaminet [17℄, évoqués dans le premier 
hapitre, dé�nissent les 
oe�
ients 
omme

des fon
tions temporelles 
onstantes par mor
eaux. Or dans la littérature, notamment les

STANREC 4618 [59℄ et STANAG 4355 [58℄, ils sont dé�nis 
omme des fon
tions dépen-

dantes du nombre de Ma
h et de l'obliquité du proje
tile. Bien que le nombre de Ma
h

et l'obliquité soient des fon
tions elles-mêmes dépendantes du temps, il est plus aisé de

visualiser le 
oe�
ient 
omme étant une fon
tion du nombre de Ma
h.

Les mesures à partir d'un radar au sol d'un proje
tile gyrostabilisé sans instrumen-

tation embarquée ne nous permettant pas d'obtenir une mesure de l'obliquité, seule la

dépendan
e au nombre de Ma
h est retenue. Cette dé�nition est 
ohérente ave
 la dé�ni-

tion des 
oe�
ients aérodynamiques utilisée dans le modèle balistique PMM standardisé

par l'OTAN. De plus, dans le domaine de la balistique, la norme est de tra
er les 
oe�
ients

aérodynamiques en fon
tion du nombre de Ma
h, 
e qui sera fa
ilité par 
ette dé�nition.

Dans la suite, les 
oe�
ients aérodynamiques sont approximés 
omme des 
ourbes B-

splines dépendantes du nombre de Ma
h. Ces 
ourbes B-splines permettent une meilleure

prise en 
ompte de l'évolution des 
oe�
ients aérodynamiques. Cependant, dé�nir 
es


oe�
ients de 
ette manière implique 
ertaines restri
tions liées à la dépendan
e au nombre

de Ma
h et aux propriétés intrinsèques des 
ourbes B-splines. Lors d'un tir, le nombre

de Ma
h dé
roît sur la première partie de la traje
toire puis augmente légèrement après

le passage de l'apogée. Un 
al
ul des 
oe�
ients aérodynamiques sur l'ensemble de la

traje
toire peut don
 être problématique 
ar l'uni
ité du 
oe�
ient sur 
ette zone post-

apogée peut ne pas être assurée, 
e qui pose une di�
ulté pour la résolution de notre

problème d'optimisation sous 
ontraintes égalités.

Pour pallier à 
ela, nous proposons une identi�
ation en plusieurs sous-parties indé-

pendantes. Cette méthode permet d'augmenter le nombre de points 
omposant la 
ourbe

d'identi�
ation tout en diminuant la taille du système à résoudre. Le temps de 
al
ul est

ainsi réduit et permet d'utiliser un ordinateur portable standard et des 
apa
ités de 
al
ul

limitées.

Les fon
tions B-splines de degré K sont dé�nies par ré
urren
e de la manière suivante.

Soit M0 ≤M1 ≤M2 ≤ · · · ≤Mm une suite 
roissante de réels représentant des valeurs du
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nombre de Ma
h où 
ha
un de 
es points est appelé un n÷ud :

� pour 0 ≤ i ≤ m− 1

Bi,0(M) =

∣
∣
∣
∣
∣

1 si M ∈ [Mi,Mi+1[

0 sinon

� pour K ≥ 1 et 0 ≤ i ≤ m−K − 1

Bi,K(M) =
M −Mi

Mi+K −Mi
Bi,K−1(M) +

Mi+K+1 −M

Mi+K+1 −Mi+1
Bi+1,K−1(M)

ave
 la 
onvention

x
0 = 0

Nous rappelons les propriétés suivantes que possèdent les B-Splines [9℄ :

� Bi,K(M) est un polyn�me de degré k sur [Mi,Mi+K+1[,

� Bi,K(M) = 0 si M /∈ [Mi,Mi+K+1[,

� 0 < Bi,K(M) ≤ 1 si M ∈]Mi,Mi+K+1[,

� ∀M , Bi,k(M) est dérivable à droite et

B′
i,K(M) = k

[
Bi,K−1(M)

Mi+K −Mi
− Bi+1,K−1(M)

Mi+K+1 −Mi+1

]

� partition de l'unité :

i=n−1∑

i=0

Bi,K(M) = 1 pour n ≤ m−K et MK ≤M < Mn

Parmi 
es propriétés, la plus importante est la dernière. Le respe
t de 
ette partition de

l'unité, nous apporte une 
ontrainte supplémentaire lors la 
réation des intervalles de 
al
ul.

Elle implique d'avoir (K + 1) n÷uds avant et après en dehors de la zone du maillage sur

laquelle nous re
her
hons les 
oe�
ients.

La �gure III.1 permet de visualiser la répartition des (nBs−1) n÷uds Ni pour le 
al
ul

sur une plage Ma
h [Mmin;Mmax] divisée en nBs B-splines d'ordre K = 0.

• •
N3 NnBs−3

•
Mmin

N2

•
Mmax

NnBs−2

• •
N1 NnBs−1

Figure III.1 � Exemple de répartition des n÷uds pour K = 0

Soit [Mmin,Mmax] la zone de Ma
h sur laquelle nous souhaitons identi�er les 
oe�
ients

aérodynamiques. Nous avons alors :MK =Mmin etMm−K =Mmax. Soient C1, C2, ..., Cn

n points du plan ou de l'espa
e. Nous appelons, la 
ourbe B-Splines asso
iée au polyg�ne
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des Cj , la 
ourbe paramétrée :

S(M) =

n∑

j=1

CjBj,K (M) pour MK ≤M < Mn

Nous dé�nissons ainsi les 
oe�
ients aérodynamiques 
omme une somme de 
ourbes B-

Splines, fon
tions du nombre de Ma
h M . L'appli
ation au 
oe�
ient de traînée permet

d'é
rire :

Cx(M) =
n∑

j=1

CxjBj,K (M) pour MK ≤M < Mn

L'é
riture des 
oe�
ients aérodynamiques sous 
ette forme permet de respe
ter l'hy-

pothèse de dépendan
e au nombre de Ma
h telle qu'elle est dé�nie dans le modèle PMM.

2 Détermination du 
oe�
ient d'amortissement en roulis Clp

Dans 
ette se
tion, nous re
her
hons le 
oe�
ient Clp a�n qu'il respe
te le modèle balis-

tique PMM via l'équation (II.42). La minimisation s'e�e
tue don
 sur la vitesse de rotation

du proje
tile autour de son axe longitudinal ωc en dé�nissant le problème d'optimisation :







Min

∫ tfinal

tinitial

(ωc − ω̃c)
2dt

sous la 
ontrainte égalité : ω̇c(t) =
πρD4vωc(t)Clp(t)

8I1
∀t

(III.10)

Les résultats obtenus après appli
ation de la méthode pour deux 
on�gurations de

tir ayant une vitesse initiale intermédiaire sont présentés (�gure III.2). Les mesures ω̃c

utilisées sont des données générées de vitesses de rotation à l'aide de l'intégration du

modèle balistique PMM (II.1) via un s
héma de Runge-Kutta d'ordre quatre.
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Figure III.2 � Identi�
ation du 
oe�
ient d'amortissement en roulis à partir de données

générées numériquement
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L'identi�
ation de 
e 
oe�
ient ne pose au
une di�
ulté. Nous observons bien dans

les deux 
as une superposition des points identi�és ave
 le 
oe�
ient de référen
e et 
ela

pour les deux tests qui sont présentés dans les �gures III.2a et III.2b. La re
onstru
tion

de 
e 
oe�
ient permet de reproduire exa
tement son évolution en fon
tion du nombre de

Ma
h au 
ours du vol du proje
tile. L'utilisation de notre méthode est don
 validée sur des

données générées dans le 
adre de l'identi�
ation du 
oe�
ient d'amortissement en roulis

Clp intervenant dans le modèle balistique PMM. La 
ondition, fa
ilement respe
tée lors de

données générées numériquement, est d'avoir a

ès aux mesures de la rotation du proje
tile

au 
ours du temps ωc. La qualité des re
onstru
tions du 
oe�
ient étant très bonne, les

re
onstru
tions des traje
toires, qui ne sont pas présentées i
i, sont ex
ellentes.

3 Détermination de la 
ontribution Cx0 du 
oe�
ient de traî-

née

Le modèle asymptotique obtenu à l'ordre zéro (II.43) ne fait intervenir que la 
ontri-

bution Cx0 du 
oe�
ient de traînée. Les hypothèses permettent de se réduire aux deux

dire
tions prin
ipales dans le plan et de négliger la déviation du proje
tile en première

approximation. L'appli
ation de la méthode d'optimisation, dé
rite dans la partie 1, fait

intervenir 
omme nous l'avons vu de multiples paramètres numériques lors de la dis
rétisa-

tion du problème d'optimisation sous 
ontraintes égalités. Ces paramètres sont au nombre

de quatre : la taille de l'intervalle sur lequel nous re
her
hons le 
oe�
ient aérodynamique

δt, le pas de temps utilisé lors du 
al
ul ∆t, l'ordre du s
héma d'intégration temporelle p

et en�n, ayant 
hoisi de dé�nir les 
oe�
ients 
omme des 
ourbes B-splines, nous devons

dé�nir la forme de 
es dernières en 
hoisissant leur ordre K. Le s
héma temporel utilisé

dans 
ette étude est un s
héma multipas expli
ite d'Adams-Bashforth. D'autres s
hémas

tel que le s
héma Ba
kward Di�erentiation Formula (BDF) ont été testés. Cependant, 
es

s
hémas fournissent des résultats similaires, qui ne seront pas présentés. Le 
hoix des para-

mètres numériques agit dire
tement aussi bien sur le temps de 
al
ul que sur la qualité des

identi�
ations. Les temps de 
al
uls étant faibles, de l'ordre de quelques se
ondes, l'aspe
t

temporel n'a pas été priorisé. Nous faisons don
 uniquement une étude d'in�uen
e des

paramètres sur la qualité de l'identi�
ation de la 
ontribution Cx0. Nous utilisons, a�n de

déterminer 
es in�uen
es, des données générées ave
 le modèle balistique PMC. Le modèle

à l'ordre zéro 
oïn
ide ave
 le modèle PMC pour lequel nous négligeons l'e�et Coriolis. Ce

modèle est bien de la forme U̇ = f(U(t), C(t)) et le problème d'optimisation non linéaire

à résoudre est :







Min

∫ tfinal

tinitial

(u0x − ũ0x)
2 + (u0y − ũ0y)

2dt

sous les 
ontraintes égalités :







u̇∗0x = −Cx0 t0x

u̇∗0y = −Cx0 t0y − g∗
∀t

(III.11)
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Cette étude permet ainsi de déterminer les paramètres numériques optimaux pour

l'identi�
ation de 
e 
oe�
ient à partir de données de vitesses générées numériquement ave


le modèle balistique PMC. Nous appliquons ensuite, 
ette première étape d'identi�
ation,

à des données générées par le modèle balistique PMM pour quatre 
on�gurations de tir

ayant des 
onditions initiales di�érentes.

3.1 Résultats d'identi�
ation à partir des données générées par le mo-

dèle balistique PMC

L'in�uen
e des paramètres numériques est faite sur des données simulées numérique-

ment à partir du modèle balistique PMC. Ce modèle balistique est équivalent à notre

modèle balistique intermédiaire de l'étape zéro, 
ependant le n�tre néglige l'e�et Coriolis

devant la for
e de traînée, 
e qui 
omme nous le montrons n'a pas de forte in
iden
e sur

l'identi�
ation de 
e premier 
oe�
ient.

3.1.1 In�uen
e de la taille de l'intervalle d'identi�
ation

Du fait de notre pro
édure, l'identi�
ation sur l'ensemble de la traje
toire en une fois

n'est pas possible en raison de la non uni
ité du Ma
h lors du vol 
omme nous l'avons pré-


édemment évoqué. Pour résoudre 
e problème, il a été 
hoisi de dé
ouper dans un premier

temps la traje
toire en deux parties autour du nombre de Ma
h minimum, situé pro
he de

l'apogée. Les essais menés ont permis de bien identi�er le 
oe�
ient sur l'ensemble de la

traje
toire. Toutefois, nous avons pu remarquer que 
ette méthode n'était pas optimale.

L'utilisation d'un intervalle de Ma
h important lors de l'identi�
ation a plusieurs 
onsé-

quen
es. La première est de limiter le nombre de points re
onstruits a�n de limiter la taille

du système matri
iel inversible et don
 limiter le temps de 
al
ul. La se
onde est la perte

de qualité de la re
onstru
tion du 
oe�
ient dans la zone transsonique (aux alentours du

Ma
h 1.1). Dans 
ette zone, il y a une forte variation du 
oe�
ient de traînée qui induit

des di�
ultés de re
onstru
tion. Au vu de 
es observations, le 
hoix d'un dé
oupage de la

traje
toire en tronçons temporels plus petits a été fait. Un avantage majeur de 
e 
hoix est

d'assurer l'indépendan
e entre 
haque identi�
ation. Le nombre de points identi�és peut

ainsi être augmenté en utilisant des intervalles qui se 
hevau
hent et su�samment grands

pour ne pas perdre d'informations, le tout en limitant le 
oût de 
al
ul. Un dé
oupage

régulier de taille δt est 
hoisi. L'in�uen
e de la taille de 
es intervalles est présentée dans

les graphiques de la �gure III.3 toujours dans le 
as de données simulées numériquement à

partir du modèle balistique PMC.

Les trois tailles d'intervalles utilisées permettent une bonne identi�
ation du 
oe�
ient

aérodynamique de traînée 
omme nous pouvons le voir sur la �gure III.3a. La 
omparaison

des 
oe�
ients identi�és sur une même �gure III.3a ne permet pas de dé�nir la meilleure

valeur de 
e paramètre. Une analyse 
omplémentaire a été faite en 
al
ulant les erreurs

(�gure III.3b) entre les valeurs identi�ées pour les trois paramètres et la valeur de référen
e.

Cela permet de 
onstater que plus la taille de l'intervalle de 
al
ul est petite, plus l'erreur est
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faible. Le faible nombre de points dans le 
as d'un grand intervalle peut être 
ompensé en

augmentant le nombre d'intervalles superposés. La taille d'intervalle des mesures retenues

est don
 δt = 1s. Dans l'optique de l'appli
ation à des données issues de mesures sur le

terrain, nous devrons faire attention à 
e que 
ette fenêtre temporelle ne soit pas trop

petite a�n de garder la robustesse de la méthode dans le 
as de bruit.
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Figure III.3 � In�uen
e de la taille de l'intervalle d'identi�
ation

3.1.2 In�uen
e du pas de temps de 
al
ul : ∆t

La résolution de notre problème d'optimisation né
essitant l'introdu
tion de 
ontraintes

égalités, l'utilisation d'un s
héma d'intégration temporelle permettant la prise en 
ompte

des équations du modèle balistique est indispensable. La qualité du respe
t du modèle est

dépendante de 
e s
héma, une étude sur 
e paramètre∆t est don
 proposée. La 
omparaison

de plusieurs identi�
ations obtenues ave
 des pas de temps di�érents est tra
ée sur la �gure

III.4.
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Figure III.4 � In�uen
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Quatre pas de temps ont ainsi pu être testés dans le but d'analyser l'impa
t de 
es
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derniers sur les identi�
ations. L'in�uen
e du pas de temps de 
al
ul n'est pas dire
tement

visible sur le graphique d'évolution des 
oe�
ients de traînée de la �gure III.4a. Les iden-

ti�
ations sont en e�et très pro
hes de la référen
e, y 
ompris pour le pas de temps le plus

grand de 0.2s. Cependant, en traçant les erreurs d'identi�
ation, nous remarquons bien,


omme nous pouvions nous y attendre, que le pas de temps le plus performant est le pas

de temps le plus petit. Cet é
art est le plus visible autour du nombre de Ma
h 1.1 même

si 
ette erreur reste très faible. L'é
helle étant petite, la plus grande des erreurs pour le

pas de temps de 
al
ul le plus grand reste raisonnable. Le pas de temps le plus petit est

fa
ilement utilisable dans le 
as de données générées mais risque de poser problème lors

du passage à des données de mesure radar. Dans la suite, nous 
hoisissons, à la vue de 
es

résultats, de garder un pas de temps intermédiaire de ∆t = 0.1s permettant un 
ompromis

satisfaisant entre le temps de 
al
ul et la qualité de l'identi�
ation.

3.1.3 In�uen
e de l'ordre du s
héma d'intégration temporelle

Un autre paramètre in�uent est l'ordre du s
héma d'intégration. Deux s
hémas dont un

impli
ite, le Ba
kward Di�erentiation Formula, et un s
héma multi-pas expli
ite, Adams-

Bashforth, ont pu être testés pour des résultats équivalents. Comme nous l'avons évoqué,

nous présentons dans 
e travail uniquement les résultats d'identi�
ation ave
 l'utilisation

d'un s
héma d'intégration temporelle expli
ite d'Adams-Bashforth pour di�érents ordres

allant de l'ordre un, 
orrespondant au s
héma d'Euler expli
ite, à l'ordre 4.
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Figure III.5 � In�uen
e de l'ordre du s
héma d'intégration

La �gure III.5a ne permet toujours pas de di�éren
ier la qualité entre les di�érentes

identi�
ations 
ompte tenu de la très bonne re
onstru
tion des 
oe�
ients aérodynamiques

de traînée. En 
omparant les erreurs sur un même graphique, �gure III.5b, nous remarquons

que seul le s
héma d'Adams-Bashforth d'ordre un, équivalent au s
héma d'Euler expli
ite,

a une erreur di�érente et plus importante que les trois autres identi�
ations. Augmenter

l'ordre du s
héma d'intégration temporelle au delà de deux n'améliore pas l'identi�
ation,

l'erreur reste stable. A�n de réduire au plus les 
oûts de 
al
ul lors de la résolution, nous
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utilisons dans la suite un s
héma multipas expli
ite d'Adams-Bashforth d'ordre deux.

3.1.4 In�uen
e de l'ordre des B-splines

Les 
oe�
ients aérodynamiques sont dé�nis à l'aide de 
ourbes B-splines fon
tion du

nombre de Ma
h, 
ela nous a amené à une analyse de l'ordre de 
es B-splines. L'intervalle

sur lequel les 
oe�
ients sont 
al
ulés étant petit δt = 1s, il a été dé
idé après de nombreux

essais d'utiliser une unique B-spline sur l'intervalle. De plus, seule la valeur du 
oe�
ient

de traînée Cx au milieu de 
ette 
ourbe est tra
ée. Des B-splines d'ordre zéro, un, et deux

ont ainsi été testés. L'ordre de 
es B-splines modi�e la forme de la 
ourbe permettant de

représenter le 
oe�
ient en fon
tion du nombre de Ma
h.
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Figure III.6 � Utilisation de B-splines d'ordre un à deux

Les identi�
ations pour les di�érents ordres des B-splines (�gure III.6) sur les inter-

valles fournissent une très bonne approximation du 
oe�
ient dans les trois 
as. Les erreurs

absolues montrent que la partie la plus di�
ile, dans la zone transsonique, est mieux re-


onstruite ave
 l'ordre deux, 
ette amélioration est toutefois relative à la vue des quantités

d'erreurs pour les trois identi�
ations. L'ordre retenu pour la suite est l'ordre zéro 
or-

respondant à une fon
tion 
onstante par mor
eaux. I
i, ayant une seule B-spline, nous

re
her
hons une seule 
onstante, 
e qui 
orrespond à un 
oe�
ient 
onstant par intervalle.

La dé�nition en tant que 
ourbe B-splines est 
ependant gardée dans le but d'a

roître

les possibilités de 
al
ul. Dans le 
as où nous souhaitons déterminer les 
oe�
ients sur un

intervalle plus grand, nous ne pourrons plus le 
onsidérer 
omme 
onstant. Le 
hoix de

l'ordre sera un outil supplémentaire pour améliorer l'identi�
ation.

L'étude des in�uen
es des di�érents paramètres nous fournit les valeurs optimales sui-

vantes : re
her
her le 
oe�
ient sur un intervalle δt = 1s ave
 un s
héma d'intégration

temporelle d'Adams-Bashforth d'ordre deux, un pas de temps de 
al
ul de ∆t = 0.1s et

une seule B-spline d'ordre zéro. Ces valeurs optimales sont fournies dans le 
adre de l'uti-

lisation de données simulées numériquement ave
 un pas de temps de génération de 0.01s.

Dans le 
as où les données radar ne nous permettent pas d'utiliser un intervalle de 
al
ul
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aussi petit nous devrons augmenter le nombre de B-splines sur 
ette intervalle pour se

rappro
her au mieux de l'évolution du 
oe�
ient.

3.2 Résultats d'identi�
ation à partir des données générées ave
 le mo-

dèle balistique PMM

Dans 
ette partie, et dans toute la suite de notre étude, pour des raisons de 
on�den-

tialité, les informations pré
ises sur les 
onditions initiales du tir (vitesse initiale et hausse

du 
anon ) ne sont plus données. De même, les 
oe�
ients aérodynamiques sont tra
és

sous forme adimensionnée.

3.2.1 Identi�
ation de la 
ontribution Cx0
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Figure III.7 � Identi�
ation du 
oe�
ient de traînée à partir de données générées pour

deux 
on�gurations respe
tant la 
ondition ξ petit.

Dans la suite, les quantités utilisées 
omme données d'entrée sont générées à partir de

l'utilisation du modèle balistique PMM, imposé dans le 
adre de notre étude. Les résultats

de l'identi�
ation du 
oe�
ient de traînée pour quatre 
on�gurations de tir di�érentes

sont représentés sur les �gures III.7 et III.8. Sur 
ha
un des graphiques, le 
oe�
ient de

référen
e à partir duquel sont générées les données est représenté a�n d'évaluer rapidement

la qualité de l'identi�
ation. Parmi les 4 
on�gurations de tir seulement deux 
orrespondent

à des tirs où la valeur du paramètre adimensionnel ξ reste petit sur l'intégralité du vol.

Les 
on�gurations n°3 et n°4 ont des hausses et des vitesses initiales du proje
tile qui

induisent une forte obliquité, 
e qui agit dire
tement sur la valeur de ξ. L'analyse de

l'évolution du paramètre adimensionnel lors de 
es deux dernières 
onditions de tir montre

que la 
ondition ξ << 1, permettant notre développement asymptotique utilisé dans notre

méthode séquentielle, n'est plus respe
tée (ou du moins sur toute la durée du vol). La

�gure III.9 donnant l'évolution temporelle du paramètre adimensionnel montre bien, pour

les 
on�gurations n°3 et n°4, les fenêtres temporelles autour de l'apogée durant lesquelles

73



le paramètre adimensionnel ξ est supérieur à 0.1.
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Figure III.8 � Identi�
ation du 
oe�
ient de traînée à partir de données générées pour

deux 
on�gurations ne respe
tant pas la 
ondition ξ petit sur tout le vol
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Figure III.9 � Évolution temporelle du paramètre adimensionnel ξ pour les 
on�gurations
n°1 (a), n°2 (b), n°3 (
) et n°4 (d)

L'identi�
ation du 
oe�
ient de traînée permet d'obtenir une très bonne approxima-

tion de 
e dernier pour les 
on�gurations n°1 et n°2 (�gure III.7) respe
tant le domaine de
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validité. La 
ombinaison d'une hausse relativement forte et d'une vitesse initiale su�sam-

ment élevée implique un tir en dehors du domaine de validité (�gure III.9
 et III.9d). En

réalité, seule une partie du tir 
omprise entre δt1 avant l'apogée et δt2 après l'apogée est en

dehors de 
e domaine. L'apogée se situe aux alentours du Ma
h minimum. Notre méthode

d'identi�
ation étant appliquée sur des subdivisions de la traje
toire, indépendantes entre

elles, les résultats sur les parties satisfaisant à la 
ondition de validité sont 
orre
ts. Nous

le remarquons bien sur les quatre graphiques des �gures III.8 et III.10, le 
oe�
ient de

traînée Cx est bien re
onstruit en début de traje
toire lorsque le paramètre adimensionnel

est faible.
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Figure III.10 � Évolution temporelle de l'identi�
ation du 
oe�
ient de traînée à partir

de données générées pour deux 
on�gurations ne respe
tant pas la 
ondition ξ petit sur

tout le vol

3.2.2 Rejeux des tirs après identi�
ation du Cx0
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Figure III.11 � Comparaison entre les traje
toires de référen
e et les traje
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al
u-

lées dans les deux dire
tions prin
ipales du tir (i, j) pour 4 
on�gurations
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A�n de déterminer la qualité des identi�
ations, nous 
omparons les traje
toires (�gure

III.11), d'une part 
elles 
al
ulées ave
 le modèle PMM et d'autre part 
elles 
al
ulées ave


le modèle balistique (II.44) obtenu à l'ordre zéro en utilisant le 
oe�
ient de traînée Cx0

identi�é. Les se
ondes traje
toires 
orrespondent à 
elles obtenues après intégration pas à

pas des équations du modèle d'ordre zéro dans les deux dire
tions du plan de tir (i, j).

Les positions sont ainsi re
al
ulées pour les 4 
on�gurations où les 
oe�
ients de traînée

ont été identi�és. Les distan
es par
ourues par le proje
tile étant grandes, des tableaux

ré
apitulatifs des erreurs dans les dire
tions du tir à l'apogée (tableau III.1) et en �n de

traje
toire sont fournis (tableau III.2).

Ces rejeux (�gure III.11) permettent une bonne approximation de la traje
toire dans

les 4 
on�gurations y 
ompris pour les 
on�gurations limites ou hors de notre domaine

de validité. La troisième 
on�guration est 
elle où nous avons le plus grand é
art entre les

positions, puisqu'elle 
orrespond à la 
on�guration où la valeur du paramètre adimensionnel

ξ est supérieur à 0.1 sur une fenêtre temporelle [24s−70s] relativement grande (�gure III.9).

Au 
ours de la traje
toire, il y a deux instants 
lés, l'un où le proje
tile obtient son

altitude maximale (apogée), et l'autre où il impa
te le sol. Nous déterminons ainsi l'erreur

absolue et l'erreur relative entre la traje
toire de référen
e et la traje
toire re
al
ulée pour


es instants qui sont ré
apitulées dans les tableaux III.1 et III.2.

Nom Tir

Erreur absolue Erreur relative

Altitude Altitude

m %

Tir n°1 5.39 2.53 10−1

Tir n°2 10.78 2.81 10−1

Tir n°3 46.18 3.93 10−1

Tir n°4 40.80 4.10 10−1

Tableau III.1 � Données PMM : é
arts d'altitude à l'apogée

Nom Tir

Erreur absolue Erreur relative

Portée Portée

m %

Tir n°1 64.61 3.41 10−1

Tir n°2 81.10 4.65 10−1

Tir n°3 214.99 7.48 10−1

Tir n°4 102.74 7.70 10−1

Tableau III.2 � Données PMM : é
arts de portée au point d'impa
t

Les erreurs relatives, à 
es deux instants, sont très faibles et inférieures à 1%. La qualité

de nos identi�
ations est don
 très satisfaisante. Nous 
onstatons aussi que l'estimation Cx0

du 
oe�
ient de traînée fournit une bonne approximation du 
oe�
ient de traînée Cx.

L'appli
ation de la première étape de la pro
édure utilisant le modèle à l'ordre zéro

pour la détermination de la 
ontribution Cx0 permet d'obtenir une estimation très �able du
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oe�
ient de traînée. Nous avons pu voir, en étudiant les é
arts après rejeu des traje
toires,

que même dans le 
as des 
onditions de tir induisant une valeur du paramètre adimensionnel

ξ au dessus de 0.1, que les estimations restaient très bonnes. Les erreurs d'identi�
ation

les plus fortes, pour les 
on�gurations n°3 et n°4, sont lo
alisées dans la zone autour de

l'apogée. Dans 
ette zone, où le nombre de Ma
h est faible, le paramètre adimensionnel

atteint sa valeur maximale. La qualité de l'identi�
ation du 
oe�
ient de traînée à l'ordre

zéro est dire
tement reliée à l'évolution du paramètre adimensionnel ave
 la 
ondition que


e dernier soit petit.

4 Détermination de la 
ontribution ξCzm0 liée à la portan
e

Nous utilisons dans un premier temps l'équation :

ξu̇∗1z =−Cx0 ξt1z + ξCzm0 t0x g
∗ + 2 (t0x ξΩ

∗
T0y − t0y ξΩ

∗
T0x) (III.12)

Elle est issue de la proje
tion, suivant la dire
tion k, du modèle obtenu lors du déve-

loppement asymptotique jusqu'à l'ordre un. Nous appliquons la méthode d'optimisation

en prenant 
omme 
ontrainte 
ette équation qui est bien de la forme U̇ = f(U(t), C(t)).

La fon
tion obje
tive à minimiser fait intervenir uniquement les données de vitesse sui-

vant k. Nous évaluons ensuite la qualité des identi�
ations de 
e 
oe�
ient en rejouant les

traje
toires. Le problème d'optimisation sous 
ontraintes est don
 :







Min

∫ tfinal

tinitial

(u1z − ũ1z)
2dt

sous les 
ontrainte égalités : (III.12)∀t
(III.13)

4.1 Identi�
ation à partir des données de tir générées numériquement

par le modèle PMM
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Figure III.12 � Identi�
ation du 
oe�
ient ξCzm0 pour les 
on�gurations n°1 (a) et n°2

(b)
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Les résultats d'identi�
ation, du 
oe�
ient ξCzm0 pour les 4 
on�gurations, sont donnés

en �gures III.12 et III.13. Nous observons dans l'ensemble un dé
alage entre la valeur du


oe�
ient de référen
e et la valeur du 
oe�
ient identi�é. Comprendre 
e dé
alage est don


essentiel pour la suite de notre étude. Ce modèle étant une approximation qui ne prend

pas en 
ompte les e�ets du dernier rapport de 
oe�
ient Cypm lié à l'e�et Magnus, nous


her
hons à savoir si 
ette erreur provient de 
et e�et. Pour visualiser son in�uen
e, nous

utilisons des données générées ave
 le modèle PMM en 
onsidérant l'e�et de Magnus nul

(soit Cypα = 0).
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Figure III.13 � Identi�
ation du 
oe�
ient ξCzm0 pour les 
on�gurations n°3 (
) et n°4

(d)
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Figure III.14 � Identi�
ation du 
oe�
ient ξCzm0 pour les 
on�gurations n°1 (a) et n°2

(b) ave
 un Cypα = 0

Dans le 
as, où nous ne prenons pas en 
ompte l'e�et Magnus dans le modèle PMM

lors de la génération des données, puis identi�ons le 
oe�
ient ξCzm0, nous observons de

meilleurs résultats (�gure III.14) ave
 de très faibles erreurs. Ces observations permettent

de 
on
lure que l'e�et Magnus in�uen
e l'identi�
ation du 
oe�
ient ξCzm0. Nous iden-

ti�ons don
 un 
oe�
ient globalisé qui prend en 
ompte l'ensemble des e�orts modélisés

dans le modèle balistique PMM. Une étude 
omplémentaire, non présentée i
i, permet de

mettre en éviden
e l'in�uen
e de l'azimut qui augmente ou diminue l'e�et Magnus et agit

don
 sur la qualité des identi�
ations obtenues.

Étant donné que nous déterminons un 
oe�
ient globalisé, il est normal que 
e der-

nier soit di�érent du 
oe�
ient de référen
e ξCzm. La 
omparaison ne permet don
 pas
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de quanti�er véritablement la qualité du 
oe�
ient identi�é. Pour étudier si le 
oe�
ient

déterminé est bien un 
oe�
ient globalisé, nous faisons des rejeux des traje
toires en utili-

sant le 
oe�
ient identi�é et en intégrant l'équation (III.12). Nous pouvons ainsi 
omparer

les traje
toires rejouées aux traje
toires de référen
e obtenues ave
 le modèle balistique

PMM où l'ensemble des 
oe�
ients sont a
tivés.

4.2 Re
onstru
tion de la traje
toire ave
 les 
oe�
ients identi�és

Nous utilisons pour le rejeu des traje
toires, les deux équations (II.44) issues du modèle

à l'ordre zéro, dans les dire
tions du plan de tir (i,j), ainsi que l'équation (III.12) pour le


al
ul suivant la dire
tion de déviation (k). Dans 
es équations, les 
oe�
ients identi�és

à l'ordre zéro Cx0 et à l'ordre un ξCzm0 sont utilisés. Ces traje
toires sont 
omparées aux

traje
toires de référen
e issues du PMM. Les é
arts ainsi obtenus entre les deux types de

traje
toire permettent de 
on
lure quant à la qualité de re
onstru
tion de nos 
oe�
ients.

Dans les dire
tions du plan de tir, les résultats sont identiques à 
eux de la se
tion pré-


édente, nous traçons (�gure III.15) uniquement l'évolution de la déviation dire
tement

asso
iée au 
oe�
ient ξCzm0.
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Figure III.15 � Comparaison des rejeux de la déviation pour les 4 
on�gurations

Nom Tir Erreur absolue (m) Erreur relative en %

Tir n°1 2.84 1%

Tir n°2 3.71 1%

Tir n°3 26.46 3%

Tir n°4 98.25 10%

Tableau III.3 � É
arts de déviation au point d'impa
t pour les 4 
on�gurations

Nous observons que les niveaux d'erreurs sur la position en déviation sont relativement

faibles pour les 
on�gurations n°1 à n°3. L'erreur est bien plus importante, atteignant les
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10%, pour la quatrième 
on�guration. Ces erreurs en déviation sont plus importantes que


elles sur la portée et sur l'altitude. Nous observons aussi que les erreurs d'identi�
ation

faites sur le 
oe�
ient, dé
alage des 
ourbes, induisent de faibles é
arts lors des rejeux

des traje
toires. Cela démontre le fait que le 
oe�
ient identi�é est bien un 
oe�
ient

globalisé, prenant en 
ompte la 
ontribution de l'e�et Magnus dans la dire
tion k.

Les déviations 
al
ulées ave
 les 
oe�
ients identi�és (�gure III.15) sont pro
hes des

déviations obtenues ave
 le modèle PMM. Les é
arts sur la déviation sont les plus impor-

tants pour les deux 
on�gurations n°3 et n°4 où les 
oe�
ients ξCzm0 ont été les moins

biens identi�és, 
onséquen
e des fortes obliquités. Les é
arts en �n de traje
toire, qui sont

ré
apitulés dans le tableau III.3, 
on�rment les observations faites sur le 
oe�
ient identi�é.

5 Détermination de la 
ontribution R1 ξCypm0 liée à l'e�et

Magnus
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Figure III.16 � Identi�
ation de la 
ontribution R1 ξCypm liée à la for
e de Magnus pour

les 
on�gurations n°1 (a), n°2 (b), n°3 (
) et n°4 (d)

La 
ombinaison linéaire des équations obtenues à l'ordre un dans les dire
tions du plan

de tir (i, j) permet d'obtenir une expression (III.14) de la 
ontribution ξCypm0.
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R1 ξCypm0 = −2ξ
Ω∗
T0z

g∗ t0x
(III.14)

Ce 
oe�
ient lié à la for
e de Magnus n'est pas très bien identi�é et 
eux pour l'ensemble

des 4 
on�gurations (�gure III.16). Les é
arts des valeurs identi�és, 
omparés aux données

générées, sont très élevés. Cependant, nous observons que la quantité est petite y 
ompris

devant le 
oe�
ient identi�é pré
édemment ξCzm0. Cette observation est en 
orrélation

ave
 le se
ond développement asymptotique proposé 
onsidérant le terme en R2ξ
2Cypm0 à

un ordre supérieur au terme ξCzm0.

Dans le 
as de l'utilisation des données générées, nous avons a

ès à la variation des

di�érents paramètres d'état intervenant dans le terme globalisé R1Cypm0 
e qui permet le


al
ul a posteriori du rapport de 
oe�
ient aérodynamique Cypm =
Cypα

Cmα
qui intervient dans

le modèle PMM. Nous pouvons aussi, toujours en utilisant les données générées remonter

au 
oe�
ient de Magnus Cypα du modèle PMM (�gure III.17). Les observations faites sur

la qualité d'identi�
ation des termes identi�és R1Cypm0 se retrouvent sur 
es tra
és du


oe�
ient Cypα.
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Figure III.17 � Identi�
ation du 
oe�
ient adimensionné Cypα∗
asso
ié à la for
e de

Magnus pour les 
on�gurations n°1 (a) et n°2 (b)

6 Cal
ul des termes 
orre
tifs provenant du modèle d'ordre

deux

Nous appliquons la suite de la pro
édure en utilisant les relations établies ((II.53),

(II.54) et (II.55)) à partir du développement asymptotique jusqu'à l'ordre deux et en

tenant 
ompte des hypothèses sur la forme des vitesses et des a

élérations. Ces relations

permettent ainsi de déterminer, en utilisant les résultats obtenus aux étapes pré
édentes,

une 
orre
tion du 
oe�
ient de traînée à l'ordre deux et des 
orre
tions des deux autres


oe�
ients à l'ordre un.
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6.1 Corre
tion ξ2Cx2 du 
oe�
ient de traînée

La relation (III.15) obtenue au 
hapitre II donne l'expression du terme 
orre
tif Cx2

du 
oe�
ient de traînée intervenant à l'ordre deux en ξ.

ξ2Cx2 =− ξt1z

[

ξCzm0 t0x g
∗ + 2(t0x ξΩ

∗
T0y − t0y ξΩ

∗
T0x)

]

(III.15)

En additionnant ξ2Cx2 à la 
ontribution Cx0 provenant de l'ordre zéro, nous obtenons

une nouvelle estimation du 
oe�
ient de traînée Cx. Les évolutions de 
e 
oe�
ient sont

données (�gures III.18a à III.18d) pour les 4 
on�gurations de tir.

La 
ontribution Cx2 à l'ordre deux du 
oe�
ient de traînée permet de 
orriger le 
oe�-


ient identi�é dans la zone des nombres de Ma
h faibles, zone où l'erreur entre la référen
e

et le Cx0 est la plus grande. Cependant, la 
orre
tion est très faible en début de traje
toire

lorsque le paramètre adimensionnel est faible. Nous traçons l'évolution temporelle (�gure

III.18e à III.18h) a�n de mieux visualiser les fenêtres temporelles où les identi�
ations

sont améliorées. Les 
orre
tions de 
e 
oe�
ient sont les plus importantes dans les fenêtres

autour de l'apogée, en parti
ulier pour les 
on�gurations de tir 3 et 4 qui induisent une obli-

quité plus importante et de fait une valeur du paramètre adimensionnel ξ plus importante

dépassant la valeur seuil 0.1.

Un autre 
onstat que nous faisons est l'amélioration du 
oe�
ient aérodynamique dans

la se
onde partie du vol lorsque 
e dernier a passé l'apogée et lorsque le nombre de Ma
h

atteint son minimum avant de ré-augmenter lors de la retombée du proje
tile. Cette étape

permet don
 bien une 
orre
tion du 
oe�
ient de traînée. Néanmoins, au vu des faibles

taux d'erreurs faits lors de l'identi�
ation en premier lieu Cx0, 
e type de 
orre
tion est

peu utile dans le 
as des 
on�gurations induisant un paramètre adimensionnel relativement

faible (�gures III.18e) et (III.18f). A l'inverse, la 
orre
tion Cx2 est très utile pour des tirs

présentant une forte obliquité et pour lesquels le développement asymptotique que nous

faisons atteint ses limites.

A partir de 
e 
oe�
ient de traînée identi�é Cx0 + ξ2Cx2 qui améliore l'estimation du

Cx, nous e�e
tuons un re
al
ul de la traje
toire dans les dire
tions du plan de tir (i,j) ave


les équations (II.43). Les tra
és étant très pro
hes entre eux, nous 
omplétons les tableaux

des erreurs en altitude (tableau III.4 au niveau de l'apogée) et en portée (tableau III.5 au

point d'impa
t). Les 
orre
tions du 
oe�
ient de traînée impa
tent peu les traje
toires des


on�gurations n°1 et n°2 ave
 des erreurs similaires à 
elles pré
édemment obtenues aux

deux instants 
lés. Pour la 
on�guration n°3, la traje
toire re
al
ulée se rappro
he de la

référen
e ave
 une légère diminution de l'erreur. En revan
he, la 
orre
tion du 
oe�
ient

sur la dernière 
on�guration augmente l'erreur sur la portée au point d'impa
t.
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Figure III.18 � Évolutions en fon
tion du nombre de Ma
h et temporelles des 
oe�
ients

identi�és pour les 4 
on�gurations de tir
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Nom Tir

Re
al
ul ave
 Cx0 Re
al
ul ave
 Cx0 + ξ2Cx2

Erreur absolue Erreur relative Erreur absolue Erreur relative

m % m %

Tir n°1 5.39 2.53 10−1 5.61 2.64 10−1

Tir n°2 10.78 2.81 10−1 10.96 2.85 10−1

Tir n°3 46.18 3.93 10−1 44.29 3.77 10−1

Tir n°4 40.80 4.10 10−1 35.90 3.60 10−1

Tableau III.4 � Données PMM : é
arts d'altitude à l'apogée après 
orre
tion du 
oe�
ient

Cx

Nom Tir

Ave
 Cx0 Ave
 Cx0 + ξ2Cx2

Erreur absolue Erreur relative Erreur absolue Erreur relative

m % m %

Tir n°1 64.61 3.41 10−1 66.05 3.49 10−1

Tir n°2 81.10 4.65 10−1 77.44 4.44 10−1

Tir n°3 214.99 7.48 10−1 162.85 5.66 10−1

Tir n°4 102.74 7.70 10−1 220.13 16.5 10−1

Tableau III.5 � Données PMM : é
arts de portée au point d'impa
t après 
orre
tion du


oe�
ient Cx

6.2 Corre
tion ξ2Czm1

Nous poursuivons les étapes du pro
essus ave
 le 
al
ul de la 
orre
tion du terme ξ2Czm1

en utilisant la relation II.54 établie au 
hapitre II (noté (I) sur les graphiques). Une autre

estimation de 
ette 
orre
tion (noté (II) sur les graphiques) est aussi réalisée en utilisant

l'expression (II.56) obtenue en supposant que la 
ontribution de l'e�et de Magnus est à

l'ordre deux en ξ. Ces deux estimations sont basées sur des hypothèses fortes 
on
ernant la

forme des développements asymptotiques de la vitesse (II.39) et de l'a

élération (II.40).

Les 
orre
tions de 
e 
oe�
ient ne permettent pas d'améliorer les identi�
ations ob-

tenues à l'étape pré
édente (�gure III.19). Nous observons au 
ontraire un dé
alage par

rapport à la 
ourbe de référen
e qui augmente pour le premier développement (I). La


ontribution à l'ordre un, issue du se
ond développement (II), a un e�et 
orre
tif sur le

terme ξCzm en diminuant, très faiblement, l'é
art à la 
ourbe de référen
e. Ces 
onsta-

tations sont d'autant plus visibles sur les tra
és de l'évolution temporelle (�gures III.19e,

III.19f, III.19g et III.19h).

Nous regardons l'e�et de 
ette erreur d'identi�
ation en traçant le 
oe�
ient de por-

tan
e adimensionné C∗
z (�gure III.20) à partir des 
oe�
ients identi�és ξCzm jusqu'à l'ordre

un.
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Figure III.19 � Évolutions en fon
tion du nombre de Ma
h et temporelles du 
oe�
ient

ξCzm ave
 les expressions issues des deux développements (I) et (II) pour les 4 
on�gu-

rations de tir
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Les 
ontributions à l'ordre un, obtenues par l'un ou l'autre développement, ne par-

viennent pas à 
orriger la première estimation du 
oe�
ient. La partie post-apogée pour

les 
on�gurations n°3 et n°4, zones les plus mal identi�ées à l'ordre zéro, ne sont pas 
orri-

gées. Le dé
alage régulier à la référen
e, est probablement dû en partie à une 
ontribution

de l'e�et Magnus qui est globalisée dans la 
ontribution ξCzm0.
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Figure III.20 � Re
onstru
tions du 
oe�
ient adimensionné Czα pour les 
on�gurations

n°1 (a), n°2 (b), n°3 (
) et n°4 (d)

6.3 Contribution ξ2Cypm1

Nous poursuivons l'identi�
ation des 
oe�
ients en 
orrigeant le 
oe�
ients identi-

�é R1ξCypm0 à l'aide de la 
ontribution à l'ordre deux donnée par l'équation (II.55). Le

terme obtenu R1(ξCypm0+ ξ
2Cypm1) est aussi 
omparé à R2ξ

2Cypm0 obtenu ave
 le se
ond

développement (équation II.57).

Nous observons que la 
orre
tion n'améliore pas l'identi�
ation (�gure III.21). Elle 
rée

un dé
alage supplémentaire sur la première partie du vol et une forte perturbation autour

de l'apogée. L'identi�
ation obtenue ave
 le se
ond développement est aussi de mauvaise

qualité. Cependant, 
ette se
onde identi�
ation semble mieux re
onstruire le 
oe�
ient

lors de la première partie du vol ave
 un é
art à la référen
e plus faible que le 
oe�
ient


orrigé ave
 le premier développement.
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Figure III.21 � Identi�
ation de la 
ontribution liée à la for
e de Magnus pour les 
on�-

gurations n°1 (a), n°2 (b), n°3 (
) et n°4 (d)

-2

-1

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 0.8  1  1.2  1.4  1.6  1.8  2  2.2  2.4  2.6  2.8

PSfrag repla
ements

Ma
h

C
∗ y
p
α

Référen
e

C∗

ypα0
(I)

C∗

ypα0
+ ξC∗

ypα1
(I)

C∗

ypα0
(II)

(a)

-2

-1

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 0.8  1  1.2  1.4  1.6  1.8  2

PSfrag repla
ements

Ma
h

C
∗ y
p
α

Référen
e

C∗

ypα0
(I)

C∗

ypα0
+ ξC∗

ypα1
(I)

C∗

ypα0
(II)

(b)

-2

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 0.8  1  1.2  1.4  1.6  1.8  2  2.2  2.4  2.6  2.8

PSfrag repla
ements

Ma
h

C
∗ y
p
α

Référen
e

C∗

ypα0
(I)

C∗

ypα0
+ ξC∗

ypα1
(I)

C∗

ypα0
(II)

(
)

-2

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 12

 0.2  0.4  0.6  0.8  1  1.2  1.4  1.6  1.8  2

PSfrag repla
ements

Ma
h

C
y
p
α

Référen
e

C∗

ypα0
(I)

C∗

ypα0
+ ξC∗

ypα1
(I)

C∗

ypα0
(II)

(d)

Figure III.22 � Identi�
ation du 
oe�
ient C∗
ypα0 asso
ié à la for
e de Magnus pour les


on�gurations n°1 (a), n°2 (b), n°3 (
) et n°4 (d)
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L'identi�
ation du 
oe�
ient Cypα0 (�gure III.22) est di�
ile du fait de sa faible inten-

sité en 
omparaison des autres. La pro
édure étant séquentielle, de faibles erreurs sur les


oe�
ients identi�és lors des étapes pré
édentes vont a

entuer la di�
ulté à re
onstruire


e 
oe�
ient. Les résultats d'identi�
ation de 
e 
oe�
ient à partir de données générées

non bruitées ne sont pas en
ourageants pour une appli
ation de 
ette identi�
ation sur des

données radar.

6.4 Synthèse de la pro
édure d'identi�
ation séquentielle des 
oe�
ients

Dans le domaine de la balistique, les 
oe�
ients aérodynamiques sont dé�nis en fon
-

tion du nombre de Ma
h. Toutefois, des tra
és des évolutions temporelles des 
oe�
ients

nous permettent de relier l'évolution du paramètre adimensionnel aux qualités des identi-

�
ations. A�n d'e�e
tuer une synthèse de 
es identi�
ations, nous traçons 
es évolutions

temporelles, pour les 4 
on�gurations, les 
oe�
ients aérodynamiques ainsi que le para-

mètre adimensionnel ξ.

Pour les 
on�gurations n°1 (�gure III.23) et n°2 (�gure III.24), où le paramètre adi-

mensionnel reste inférieur à 0.1, l'identi�
ation de Cx dès l'étape zéro est très pré
ise et

nous avons une bonne re
onstru
tion du 
oe�
ient Czα0 dès l'étape une. Nous pouvons

faire le même 
onstat, ave
 les 
on�gurations n°3 (�gure III.25) et n°4 (�gure III.26) en

début et en �n de vol lorsque le paramètre ξ reste inférieur à 0.1.
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Figure III.23 � Synthèse pour la 
on�guration n°1
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Figure III.24 � Synthèse pour la 
on�guration n°2
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Figure III.25 � Synthèse pour la 
on�guration n°3
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Figure III.26 � Synthèse pour la 
on�guration n°4

A l'inverse, pour 
es deux dernières 
on�gurations, durant la fenêtre temporelle autour

de l'apogée, où le paramètre est supérieur à 0.1, l'identi�
ation à l'ordre zéro n'est pas

très pré
ise. Etant donné que la pro
édure est séquentielle, 
ette impré
ision sur le Cx se

reporte sur l'identi�
ation du Czα0 
réant ainsi une erreur. La mauvaise identi�
ation du

Cx à l'ordre zéro est en grande partie 
orrigée ave
 la 
orre
tion Cx2 à l'ordre deux. L'iden-

ti�
ation du 
oe�
ient Cypα0 est fortement impa
tée par les a

umulations des erreurs du

fait de sa très faible intensité.

Bilan

Ce 
hapitre a permis d'appliquer le pro
essus d'identi�
ation séquentielle des 
oe�-


ients aérodynamiques à partir de données synthétiques. Cette étape a permis d'évaluer

la qualité du pro
essus lors de l'utilisation de données non bruitées. La validation s'est

faite par étapes. Après identi�
ation des 
oe�
ients, nous avons e�e
tué des rejeux de

traje
toire à l'aide des modèles balistiques intermédiaires et en utilisant les 
oe�
ients

identi�és.

Dans un premier temps, nous avons montré que l'identi�
ation du 
oe�
ient d'amor-

tissement en roulis Clp ne pose au
une di�
ulté à partir de l'équation di�érentielle du

modèle PMM qui régit l'évolution de ωc.

Dans un se
ond temps, nous avons identi�é le 
oe�
ient de traînée qui est le plus

in�uent en utilisant le modèle obtenu à l'ordre zéro. Lors de 
ette identi�
ation, nous
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avons e�e
tué une étude des in�uen
es des di�érents paramètres qui sont utilisés dans le


ode de 
al
uls à partir de données générées par le modèle PMC. Ce travail a permis de

déterminer les paramètres numériques donnant les meilleurs résultats d'identi�
ation en

analysant les erreurs aussi bien sur le 
oe�
ient aérodynamique de traînée Cx que sur les

vitesses re
al
ulées.

La validation de l'identi�
ation du 
oe�
ient de traînée à l'ordre zéro s'est poursuivie

ave
 des données générées par le modèle PMM pour di�érentes 
on�gurations de tirs où

le paramètre adimensionnel respe
tait ou non le seuil �xé. Les résultats d'identi�
ation de


ette 
ontribution Cx0 montrent une très bonne estimation du 
oe�
ient de traînée lorsque

le paramètre adimensionnel reste en dessous du seuil de 0.1.

Nous avons poursuivi, l'identi�
ation des 
oe�
ients ave
 les équations obtenues à

l'ordre un du développement asymptotique. Nous avons 
onstaté que le 
oe�
ient ξCzm0

identi�é est un 
oe�
ient globalisé qui prend en 
ompte une partie de l'e�et Magnus


réant un léger dé
alage de l'identi�
ation par rapport à la valeur de référen
e. Nous avons

aussi pu observer une relativement bonne approximation de 
e 
oe�
ient dans les zones

où ξ < 0.1 qui permet une bonne re
onstru
tion de la traje
toire dans la dire
tion de

déviation k. L'identi�
ation du dernier 
oe�
ient aérodynamique, Cypα, intervenant dans

le modèle PMM n'est pas 
on
luante.

En�n, la troisième étape de la pro
édure utilisant le développement jusqu'à l'ordre deux

a permis une 
orre
tion signi�
ative du 
oe�
ient de traînée.

Les deux développements asymptotiques permettent d'obtenir deux 
orre
tions du 
o-

e�
ient asso
ié à la portan
e (ξCzm0) et deux identi�
ations du 
oe�
ient asso
ié à l'e�et

Magnus (R1ξCypm0 et R2ξ
2Cypm0). Parmi 
es deux développements, il apparaît di�
ile

de déterminer lequel est le meilleur. En e�et, les deux 
orre
tions à l'ordre un sont très

pro
hes, sans pour autant e�e
tuer une réelle 
orre
tion, et les identi�
ations du dernier


oe�
ient, du fait de sa faible intensité, ne sont pas 
on
luantes.
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Introdu
tion

Nous exploitons, dans 
e 
hapitre, des données expérimentales fournies par la Dire
tion

Générale de l'Armement Te
hniques Terrestres et provenant de tirs réalisés pour des pro-

je
tiles de di�érents 
alibres déjà quali�és. L'ensemble des tirs in
lut di�érentes 
onditions

initiales et di�érents proje
tiles.

Ce 
hapitre détaille l'appli
ation de la pro
édure séquentielle en utilisant des données

radar. Nous nous limitons aux deux premières étapes du pro
essus validées lors de l'utili-

sation de données générées. Les données radar brutes ne sont pas dire
tement exploitables,

nous devrons don
 adapter la pro
édure. Le prétraitement des données est détaillé dans le


as d'un proje
tile gyrostabilisé, ayant un 
alibre largement utilisé, et dont la 
on�gura-

tion de tir permet le respe
t du domaine de validité du développement asymptotique sur

l'intégralité de son vol. Les 
onditions initiales sont don
 une faible hausse et une vitesse

initiale moyenne permettant d'avoir une évolution temporelle du paramètre adimensionnel


onstamment en dessous de 0.1.

En amont, nous montrons qu'il est possible d'identi�er le 
oe�
ient d'amortissement

en roulis à 
ondition d'être en possession de mesures 
omplémentaires provenant d'une

instrumentation non standard.

Dans un se
ond temps, nous détaillons l'intégralité de la pro
édure sur un vol de réfé-

ren
e, nous présentons les données météorologiques ainsi que les di�érentes données brutes

provenant du radar de traje
tographie utilisé par la DGA Te
hniques Terrestres. Une ana-

lyse qualitative de 
es dernières est menée à partir de leurs évolutions temporelles. Notre

pro
édure d'identi�
ation né
essite 
omme données d'entrée les vitesses 
artésiennes, non

fournies par le radar, que nous obtenons par un prétraitement des données de positions

radar. Ce
i nous amène à faire une étude d'in�uen
e des di�érents paramètres numériques

utilisés au 
ours de 
e prétraitement. Nous appliquons ensuite les di�érentes étapes de la

pro
édure d'identi�
ation séquentielle. La première étape permet une première estimation

du 
oe�
ient de traînée où nous étudions l'in�uen
e des paramètres de prétraitement.

Nous 
omparons ainsi les re
onstru
tions obtenues aux vitesses d'entrée estimées et aux

positions données par le radar. Ensuite, nous poursuivons la pro
édure ave
 l'identi�
ation

du se
ond paramètre tout en analysant l'impa
t des paramètres de prétraitement sur les

résultats de 
ette étape.

Finalement, nous présentons, a�n de montrer que la te
hnique est utilisable pour

d'autres proje
tiles, des identi�
ations du 
oe�
ient de traînée ave
 la première étape

de la pro
édure pour di�érents 
alibres et des 
onditions initiales variables.

1 Identi�
ation du 
oe�
ient d'amortissement en roulis Clp

Cette se
tion déroge légèrement à la volonté initiale d'utiliser uniquement les données

de mesures radar 
lassique. En e�et, re
ueillir la variation de la vitesse de rotation ωc

du proje
tile autour de son axe longitudinal né
essite des modi�
ations du 
ulot et une
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instrumentation spé
i�que, présentée au 
hapitre I (se
tion 3.2), qui ne peut pas être mise

en pla
e de manière standard sur 
haque tir.

Par 
onséquent, le nombre de tirs instrumentés permettant l'identi�
ation du 
oe�
ient

d'amortissement en roulis est limité. Ce 
oe�
ient aérodynamique n'intervient que dans

l'équation (IV.1).

ω̇c =
πρD4vωcClp

8I1
(IV.1)

L'équation (IV.1) est don
 la 
ontrainte égalité à respe
ter dans le problème d'optimi-

sation où la fon
tion obje
tif J est :

J =

∫

t
(ωc − ω̃c)

2dt (IV.2)

où ω̃c représente les mesures de la vitesse de rotation ωc.

Les données brutes sont données pour deux tirs de la 
ampagne (�gure IV.1). Nous

pouvons 
onstater que le bruit de mesure le plus important est en �n de traje
toire et

nous ex
luons don
 
ette partie de traje
toire pour l'identi�
ation du 
oe�
ient Clp. Lors

de l'identi�
ation, plusieurs paramètres de 
al
ul (fenêtre temporelle, ordre du s
héma

d'intégration,...) ont été testés a�n d'étudier leur in�uen
e. Cette étude d'in�uen
e n'est

pas présentée mais la 
on
lusion prin
ipale que nous en tirons est que la taille de fenêtre

temporelle doit être su�samment grande (4s minimum) dans le 
as de données réelles pour

limiter les e�ets du bruit de mesure sur les résultats d'identi�
ation, alors que 
ette taille

n'a�e
te pas ou très peu l'identi�
ation lors de données générées.

 1550

 1600

 1650

 1700

 1750

 1800

 2  4  6  8  10  12  14  16  18  20

 1550

 1560

 1570

 1580

 17  18  19  20

 

 

PSfrag repla
ements

Temps (s)

ω
c

(

r
a
d
/
s)

Mesure Tir n°1

(a)

 1700

 1750

 1800

 1850

 1900

 1950

 2000

 2  4  6  8  10  12  14  16  18  20

 1700

 1720

 1740

 15  16  17  18  19  20

 

 

PSfrag repla
ements

Temps (s)

ω
c

(

r
a
d
/
s)

Mesure Tir n°8

(b)

Figure IV.1 � Mesure radar de la vitesse de rotation du proje
tile ωc pour deux tirs (tir

n°1 (a) et tir n°8 (b))

Les mesures de ωc nous ont été fournies pour une dizaine de tirs. Au
une valeur de

référen
e du 
oe�
ient n'est a
tuellement disponible pour 
es tirs mais une 
omparaison

des identi�
ations entre-elles est 
ependant possible. Toutefois, l'évolution en fon
tion du

nombre de Ma
h est 
onforme ave
 les référen
es d'autres proje
tiles ayant le même 
alibre.
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Figure IV.2 � Identi�
ation du 
oe�
ient d'amortissement en roulis C∗
lp pour 8 essais

sur 
hamp de tir

Les identi�
ations, tra
ées en fon
tion du temps, pour l'ensemble des 
oups sont syn-

thétisées sur la �gure IV.2a. Les évolutions en fon
tion du nombre de Ma
h (�gure IV.2b)

semblent bien reproduites (par rapport aux référen
es d'autres proje
tiles de 
alibre simi-

laires) sur l'ensemble de la traje
toire. Ces travaux montrent qu'il est possible de déter-

miner le 
oe�
ient d'amortissement en roulis Clp à partir des mesures fournies par nos

partenaires.

2 Pro
édure de prétraitement des données radar pour esti-

mer les vitesses 
artésiennes

2.1 Mesures météorologiques disponibles

Le proje
tile gyrostabilisé atteint des altitudes importantes, 
e qui rend né
essaire

la prise en 
ompte des variations des paramètres météorologiques au 
ours du vol. Nous

traçons (�gure IV.3) les pro�ls utilisés pour 
haque paramètre aérologique : la température

T , la pression atmosphérique P et les 
omposantes du vent (wx et wz) en fon
tion de

l'altitude. Ces graphiques 
orrespondent aux données relatives à un tir ave
 une élévation

moyenne du 
anon et une vitesse initiale moyenne de tir. Les données ont été re
ueillies

par un ballon sonde lâ
hé à la verti
ale du 
anon, qui dérive librement en fon
tion du vent.

Les évolutions de la température et de la pression atmosphérique sont linéaires par

mor
eaux et sont obtenues à partir de quelques mesures et d'une loi d'évolution supposée.

Le vent a des 
omposantes qui varient fortement, notamment la 
omposante transverse wz

suivant k (�gure IV.3d).

2.2 Mesures radar disponibles

Le radar utilisé est un radar de type Doppler. Il permet la mesure de quatre para-

mètres : la vitesse d'éloignement radiale du proje
tile Vr, la position radiale r, l'angle de
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Figure IV.3 � Évolution en altitude des données météorologiques

gisement η et l'angle de site θ du proje
tile. Un exemple de mesures fournies par le radar

de traje
tographie est donné sur la �gure IV.4. Nous devons aussi prendre en 
onsidération

la position (xradar, yradar, zradar) et l'orientation du radar par rapport à la position du


anon (γr = ̂iradar , icanon).

La forme de la vitesse radiale en début de traje
toire (�gure IV.4a) est due à la di�éren
e

de position entre le radar et le 
anon. En e�et, si elles étaient 
onfondues, nous aurions

eu une 
ourbe purement dé
roissante 
omme le montre V. Condaminet [17℄. Les bruits

sur les mesures de vitesse radiale et de distan
e radiale sont peu visibles sur les �gures

IV.4a et IV.4b. Cependant, lorsque nous examinons les mesures angulaires (�gures IV.4
 et

IV.4d), exprimées en millièmes d'artillerie, nous observons que 
ertaines plages temporelles

présentent des bruits plus importants ave
 de fortes os
illations. Ces zones, lo
alisées dans

la première partie du vol (avant 20s), font l'objet d'un zoom sur les �gures IV.4
 et IV.4d.

A partir des paramètres (r, η, θ), relevés par le radar, il est possible, par simple 
han-

gement de repère, de déterminer les positions 
artésiennes du proje
tile en utilisant les

relations suivantes qui sont données dans le 
as où l'orientation du radar est la même que


elle du 
anon (γr = 0) :
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Figure IV.4 � Évolutions temporelles des mesures radar (Vr, r, η et θ)







x(t) =r(t) cos(θ) cos(η) + xradar

y(t) =r(t) sin(θ) + yradar

z(t) =r(t) cos(θ) sin(η) + zradar

(IV.3)

Les positions asso
iées aux données radar (�gure IV.4) sont tra
ées sur la �gure IV.5.

Les positions en x (portée) et en y (altitude) ont des allures globales relativement lisses.

Cependant, des zooms sur des fenêtres temporelles avant l'apogée (�gure IV.5b) montrent

toutefois des signaux relativement bruités. Nous 
onstatons dans la dire
tion de déviation

(�gure IV.5b) de fortes os
illations des mesures de position qui sont en fait plus visibles

à 
ause de l'é
helle (de l'ordre du mètre alors qu'elle est de l'ordre du kilomètre dans

les autres dire
tions), induisant une erreur relative plus importante. Le 
hoix des plages

temporelles sur lesquelles nous re
her
hons le 
oe�
ient est don
 primordial. Les fenêtres

temporelles [3s, 7s] et [10.5s, 15s], qui apparaissent 
omme les moins bruitées, sont tra
ées

sur la �gure IV.6 montrant une faible os
illation de 
es mesures.

2.3 Détermination des 
onditions initiales du tir

Les 
onditions initiales du tir (vitesse initiale vi, angle de hausse θc et de l'angle de

gisement du 
anon ηc) rapportées par les données expérimentales peuvent présenter des
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é
arts aux 
onditions initiales réelles. Pour remédier à 
e problème et répondre à la de-

mande de nos partenaires industriels, nous avons développé un outil relativement simple

permettant de re
al
uler 
es 
onditions initiales à partir des mesures de positions fournies

par le radar. Les détails de la méthode utilisée et les résultats obtenus pour plusieurs tirs

sont présentés en annexe B.
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2.4 Estimation des vitesses 
artésiennes à partir de mesures de position

La pro
édure d'identi�
ation des 
oe�
ients aérodynamiques est basée sur la minimi-

sation de fon
tionnelles, où seules interviennent les 
omposantes 
artésiennes de la vitesse.

Il est don
 né
essaire au préalable d'obtenir un estimation de 
es quantités. L'estimation à


haque instant t s'e�e
tue à l'aide de régressions polynomiales d'ordre rv des positions 
ar-

tésiennes sur une fenêtre temporelle, [t− δtr
2 ; t+ δtr

2 ]. L'équation polynomiale des positions

ainsi obtenue permet, par dérivation, la détermination la vitesse asso
iée sur 
et intervalle,

en parti
ulier à l'instant t. Ce pro
édé est répété en faisant glisser la fenêtre temporelle

de régression pour par
ourir l'ensemble de la traje
toire. Cette méthode détermine uni-

quement la valeur de la vitesse au milieu de la fenêtre. Nous aurons don
 une légère perte

d'informations en début et en �n de traje
toire d'une durée δtr/2.

Les 
hoix de l'ordre de régression rv pour 
haque dire
tion et de la taille de la fenêtre

δtr sont 
hoisis en fon
tion de la qualité des mesures fournies par le radar de traje
togra-

phie. Ces paramètres doivent permettre de prendre en 
ompte les mesures radar tout en

atténuant les bruits de mesure sur les positions par un e�et de lissage. Nous étudions, sur

un même jeu de données, l'impa
t des paramètres de régression (ordre du polyn�me rv et

taille de la fenêtre δtr).

2.4.1 In�uen
e des paramètres de régression

Dans le but d'étudier l'in�uen
e des paramètres de régression sur l'estimation des vi-

tesses, nous 
al
ulons les vitesses pour di�érentes tailles de fenêtre allant de 1s à 8s. Ce

travail est e�e
tué pour deux ordres de régression polynomiale (linéaire rv = 1 et qua-

dratique rv = 2). Les vitesses obtenues sont tra
ées sur la �gure IV.7. Les résultats issus

des régressions linéaires 
orrespondent aux �gures IV.7a, IV.7b, IV.7
 et quadratiques aux

�gures IV.7d, IV.7d et IV.7f. Nous observons, de prime abord, une faible sensibilité des


omposantes ux et uy lors du 
hangement de la taille de la fenêtre et de l'ordre de régres-

sion. Les évolutions apparaissent lisses et presque superposées, ex
eptées 
elles obtenues

ave
 un δtr = 1s. Les é
helles de 
es graphiques, dans les dire
tions du plan (i, j) (�-

gures IV.7a, IV.7b, IV.7d et IV.7e) ne permettent pas de 
on
lure réellement quant à la

pré
ision des vitesses obtenues. Pour la dire
tion de déviation k, les �gures IV.7
 et IV.7f

montrent de fortes os
illations, notamment après l'apogée qui se situe légèrement avant

20s, en parti
ulier pour des fenêtres de régression δtr inférieures à 3s.

Pour mieux analyser les di�érents in�uen
es, nous e�e
tuons un zoom sur un intervalle

de quelques se
ondes autour de l'apogée [15s, 20s]. Cet intervalle 
orrespond d'une part à

un 
hangement de 
ourbure des vitesses ux et uy et d'autre part, pour la vitesse uz, à la

zone la moins bruitée suivant k pré
édemment identi�ée sur les mesures de position (�gure

IV.5
).

Sur l'ensemble des graphiques 
omposant la �gure IV.8, nous 
onstatons un très faible

impa
t de l'ordre de régression, qu'il soit linéaire ou quadratique, 
ha
un fournissant des

résultats très semblables. Pour les 
omposantes dans le plan (i, j), nous observons sur la
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�gure IV.8, outre des os
illations pour δtr = 1s, un dé
alage 
roissant des re
onstru
tions

lorsque nous augmentons δtr. La 
ourbure est de plus en plus atténuée lors du lissage des

positions ave
 des δtr 
roissants. Dans la dire
tion de déviation (�gures IV.8
 et IV.8f),

nous observons des os
illations sur l'ensemble de l'intervalle temporel [15s, 20s] quels que

soient les paramètres de régression 
hoisis. Contrairement aux autres dire
tions, les tra
és

semblent os
iller autour d'une même référen
e et ne pas se dé
aler. De 
e fait, l'augmen-

tation de la taille de la fenêtre de régression δtr permet de limiter l'amplitude de 
es

os
illations, δtr = 8s donnant probablement la meilleure approximation.
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Figure IV.7 � Estimation des vitesses 
artésiennes pour une fenêtre temporelle δtr de 1s
à 8s et pour un ordre de régression rv = 1 (a, b, 
) et de rv = 2 (d, e, f)
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Figure IV.8 � Zoom temporel sur l'intervalle [15s, 20s] pour un ordre de régression rv = 1
(a, b, 
) et rv = 2 (d, e, f)

2.5 Analyse de la pré
ision des vitesses estimées

Le pro
essus d'estimation des vitesses 
artésiennes introduit inévitablement des erreurs.

Après estimation des vitesses pour di�érents 
ouples de paramètres (taille de la fenêtre δtr

et ordre de la régression rv), nous tentons d'estimer les erreurs et la pré
ision des quantités

estimées. Nous pouvons pour 
ela 
omparer di�érentes valeurs représentant la position.

D'une part, nous avons les mesures brutes de position fournies par le radar et d'autre
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part, nous pouvons réintégrer les estimations des vitesses pour revenir aux positions. Les

di�érentes positions, dans le plan de tir (i, j), que nous avons obtenues sont très pro
hes

les unes des autres. Par 
onséquent, nous traçons les é
arts entre les positions mesurées

par le radar et 
elles obtenues par l'intégration des vitesses estimées. Les �gures IV.9 et

IV.10 donnent respe
tivement les é
arts en portée (∆x) et en altitude (∆y). Suivant la

dire
tion de déviation, en plus des tra
és des é
arts ∆z (�gure IV.11), nous traçons les

déviations obtenues après intégration des vitesses (δtr = 3s et δtr = 8s) et les 
omparons

aux données radar fortement bruitées (�gure IV.12).
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Figure IV.9 � Évolution temporelle des é
arts de portée (∆x) après intégration des

vitesses estimées à partir de fenêtres temporelles δtr allant de 1s à 8s et une régression

d'ordre rv = 1 (a) et (b) et d'ordre rv = 2 (
), (d)

Nous remarquons une forte erreur en début de traje
toire qui provient de la qualité des

mesures radar sur 
ette partie du vol. Les premiers instants ne sont pas les plus pré
is lors de

l'utilisation du radar de traje
tographie SARAH. Il serait 
ependant possible d'améliorer

les mesures en utilisant un autre radar dit de proximité plus adapté pour le suivi du

proje
tile sur 
ette partie de la traje
toire.

En 
omparant les é
arts de position entre les mesures radar et les traje
toires obtenues

après intégration des vitesses estimées, nous observons (�gures IV.9a et IV.9b) que plus

la fenêtre temporelle est grande et plus les é
arts sont grands lorsque nous utilisons une

régression linéaire. L'utilisation d'un ordre de régression quadratique (�gure IV.9
 et IV.9d)
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Figure IV.10 � Évolution temporelle des é
arts d'altitude (∆y) après intégration des

vitesses estimées à partir de fenêtres temporelles δtr allant de 1s à 8s et une régression

d'ordre rv = 1 (a) et (b) et d'ordre rv = 2 (
), (d)

a un e�et stabilisateur. Nous observons ainsi une faible variation des é
arts des positions

lorsque la taille de la fenêtre δtr est modi�ée (�gures IV.9
 et IV.9d). Ces observations sont

moins visibles mais toujours valables pour les données d'é
art en altitude (�gure IV.10).

Pour les é
arts en déviation ∆z, nous 
onstatons le faible impa
t de l'ordre rv de la

régression devant 
elui du 
hoix de la taille de la fenêtre δtr. En e�et, 
ette dernière réduit

les erreurs relatives lorsque sa taille augmente. Les plages temporelles où le bruit de mesure

est le plus faible se retrouvent sur les graphiques 
omposant la �gure IV.11. Dans 
ette

dire
tion, les erreurs absolues sont du même ordre de grandeur que 
elles obtenues dans

le plan de tir, 
ela dit au vu des faibles valeurs de déviation, les erreurs relatives sont

très importantes. En traçant, les dérivations (�gure IV.12) obtenues après intégration des

vitesses estimées pour δtr = 3s et δtr = 8s, nous visualisons l'e�et lissant de l'intégration

de la vitesse en 
omparant les traje
toires obtenues à la mesure brute.

Les paramètres numériques (δtr et rv) ont un e�et dire
t sur la qualité des vitesses

estimées, 
e qui se réper
ute sur la qualité de l'identi�
ation des 
oe�
ients aérodyna-

miques. A l'issue de 
e pré-traitement, des valeurs estimées de vitesses sont disponibles et

utilisables par la pro
édure d'identi�
ation.
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Figure IV.11 � Évolution temporelle des é
arts de déviation (∆z) après intégration des

vitesses estimées à partir de fenêtres temporelles δtr allant de 1s à 8s et une régression

d'ordre rv = 1 (a) et (b) et d'ordre rv = 2 (
), (d)
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Figure IV.12 � Évolution temporelle de la déviation mesurée par le radar et des positions

z obtenues après intégration des vitesses issues d'une régression quadratique sur une fenêtre

temporelle de δtr = 3s (a) et δtr = 8s (b)
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3 Appli
ation de la pro
édure séquentielle d'identi�
ation

des 
oe�
ients pour un vol de référen
e

Dans 
ette partie, nous présentons en détail les résultats d'identi�
ation obtenus pour

un tir de référen
e. Ce tir 
orrespond à 
elui d'un proje
tile, déjà quali�é par la DGA, pour

lequel nous 
onnaissons un 
oe�
ient de traînée de référen
e. De plus, 
e tir se situe dans

la plage de validité de notre appro
he. Nous détaillons la mise en ÷uvre des deux premières

étapes de la pro
édure d'identi�
ation. Cela in
lut don
 l'identi�
ation de la 
ontribution

Cx0 puis 
elle de ξCzm0. Nous examinons, en parti
ulier, l'impa
t de la taille de la fenêtre

δtr, utilisée lors du prétraitement des données, sur les identi�
ations.

3.1 Identi�
ation du Cx0

La première étape de la pro
édure 
onsiste à 
al
uler la 
ontribution à l'ordre zéro du


oe�
ient de traînée Cx0. Nous analysons l'in�uen
e de deux paramètres numériques que

sont la taille de la fenêtre de régression δtr utilisée en prétraitement pour le 
al
ul des

vitesses et la taille de la fenêtre de vol analysée δt.

3.1.1 In�uen
e de la taille de la fenêtre de régression δtr sur l'identi�
ation

du Cx0

Pour étudier, l'in�uen
e de la taille de la fenêtre de régression sur l'identi�
ation de

Cx0, nous avons 
hoisi, de �xer la taille de la fenêtre de vol analysée δt à 2 se
ondes. Les

�gures IV.13a et IV.13b montrent qu'il est né
essaire d'adapter la taille δtr de la fenêtre de

régression. En e�et, lors de l'utilisation d'une taille trop grande, nous observons une erreur

de re
onstru
tion dans la partie transsonique, zone où le 
oe�
ient de traînée évolue très

rapidement (�gure IV.13b), puisque la pro
édure de prétraitement utilisée pour le 
al
ul

des vitesses a tendan
e à lisser les positions (
f �gure IV.8). La rupture de pente dans la

zone transsonique (i
i entre 15s et 20s) est moins bien appro
hée lorsque δtr augmente. A

l'inverse, l'utilisation d'une fenêtre temporelle petite (δtr = 1 ou 2s) 
rée des os
illations

du 
oe�
ient identi�é en �n de vol, parti
ulièrement visible sur le tra
é temporel de la

�gure IV.13a lorsque t est supérieur à 20 se
ondes.

3.1.2 In�uen
e de la fenêtre de vol analysée δt sur l'identi�
ation du Cx0

En plus des paramètres introduits par la régression, plusieurs paramètres numériques,

taille de la fenêtre temporelle δt, pas de temps ∆t, ordre du s
héma d'intégration p et ordre

des B-splines K interviennent lors de la résolution des problèmes d'optimisation. Dans la

suite, nous nous intéressons uniquement au paramètre le plus in�uent, à savoir la taille de

la fenêtre temporelle analysée δt.

Nous 
omparons deux fenêtres temporelles, δt = 1s et δt = 2s. D'après les 
on
lusions

de la se
tion (2.5) sur les erreurs de positions, nous utilisons ex
lusivement les données de

vitesse obtenues pour des fenêtres de régression δtr 
omprise entre 1s et 4s.
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Figure IV.13 � Étude de sensibilité par rapport à la taille de la fenêtre de régression δtr
du 
oe�
ient Cx0 identi�é : évolution temporelle
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Figure IV.14 � Étude de sensibilité par rapport à la taille de la fenêtre de régression δtr
du 
oe�
ient Cx0 identi�é : évolution en fon
tion du Ma
h

La �gure IV.16 montre que le taille de la fenêtre ne doit pas être trop réduite. En e�et,

nous voyons que dans le 
as où δt = 1s, 
ette taille engendre de fortes os
illations dans

l'identi�
ation du 
oe�
ient aérodynamique.

3.1.3 Comparaison des vitesses et positions obtenues après identi�
ation du

Cx0

La pro
édure d'identi�
ation, en plus de l'estimation du 
oe�
ient, donne en sortie des

vitesses re
al
ulées. Nous pouvons ainsi, 
omparer 
es vitesses issues de l'identi�
ation aux

données en entrée.

La �gure IV.17 représente les 
omposantes ux et uy en entrée (δtr = 2s) et en sortie de la

pro
édure d'identi�
ation. Les vitesses de sortie sont, i
i, relativement pro
hes des données

d'entrée. Nous obtenons, par intégration des vitesses, les positions après identi�
ation qui
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peuvent être 
omparées aux positions 
artésiennes obtenues à partir des mesures brutes du

radar.
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Figure IV.15 � Étude de sensibilité par rapport à la taille de la fenêtre temporelle δt du

oe�
ient Cx0 identi�é : évolution temporelle
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Figure IV.16 � Étude de sensibilité par rapport à la taille de la fenêtre temporelle δt du

oe�
ient Cx0 identi�é : évolution en fon
tion du Ma
h

Nous 
onstatons des résultats semblables lors de la 
omparaison des positions, �gure

IV.18a pour la portée et �gure IV.19a pour l'altitude. La superposition des 
ourbes montre

de faibles erreurs relatives. Les erreurs sont données par les �gures IV.18b et IV.18
 pour

la portée et les �gures IV.19b et IV.19
 pour l'altitude. Pour la portée, nous observons

une dérive linéaire sur l'intervalle [10s − 20s] qui est de plus en plus important lorsque la

fenêtre de régression δtr augmente. Cela 
oïn
ide ave
 le 
onstat fait sur la sous estimation

de la vitesse ux lors du passage dans la zone transsonique. Ce phénomène est très visible

δtr > 4s (�gure IV.18
). A l'inverse, l'erreur en portée, reste stable au delà de 20s. Des

observations semblables peuvent être faites sur l'altitude (�gure IV.19).
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Figure IV.17 � Comparaison des 
omposantes de vitesses ux (a) et uy (b) en entrée ou

en sortie de la pro
édure d'identi�
ation du Cx0
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Figure IV.18 � Évolution temporelle des portées re
al
ulées après l'identi�
ation du Cx0

(a). Tra
és des é
arts par rapport aux mesures radar (b) et (
)

L'identi�
ation du 
oe�
ient Cx0 produit des résultats pro
hes de la référen
e DGA

lorsque les paramètres de prétraitement et de 
al
ul sont soigneusement séle
tionnés,


omme le montre la �gure IV.13a. En parti
ulier, dans la zone transsonique, il faut li-

miter la taille de la fenêtre de régression δtr pour éviter un lissage et une sous estimation
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de la vitesse. A l'inverse, en �n de vol, les données étant plus bruitées, un δtr grand apporte

une 
ertaine stabilité à l'identi�
ation.
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Figure IV.19 � Évolution temporelle des altitudes re
al
ulées après l'identi�
ation du

Cx0 (a). Tra
és des é
arts par rapport aux mesures radar (b) et (
)

3.2 Identi�
ation de la 
ontribution ξCzm0

Nous poursuivons la pro
édure d'identi�
ation ave
 l'étape suivante qui utilise les don-

nées de vitesse en déviation. Cette étape né
essite, en addition de 
es données d'entrée,

les 
omposantes re
al
ulées de la vitesse (u0x et u0y) ainsi que le 
oe�
ient de traînée Cx0

estimé à l'étape pré
édente.

3.2.1 Analyse des vitesses et des positions obtenues après identi�
ation du

ξCzm0

Simultanément à l'identi�
ation du ξCzm0, nous obtenons en sortie de la pro
édure

une re
onstru
tion de la vitesse suivant la 
omposante de déviation. Ces vitesses sont


omparées aux vitesses d'entrée du 
ode (�gure IV.20) qui proviennent du prétraitement

des mesures de position radar en déviation. Les graphiques de la �gure IV.20 
orrespondent

respe
tivement aux situations où la fenêtre temporelle de régression quadratique est de 2

se
ondes (a), 3 se
ondes (b) et 8 se
ondes (
). Ces vitesses re
onstruites par la pro
édure
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d'identi�
ation font apparaître un lissage par rapport aux données d'entrée qui présentent

des os
illations.
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Figure IV.20 � Comparaison de la 
omposante de la vitesse uz obtenue après identi�
ation
du ξCzm0 aux estimations de vitesses obtenues par régression pour des fenêtres de régression

δtr = 2s (a), δtr = 3s (b) et δtr = 8s (
)

Nous re
al
ulons ensuite les positions re
onstruites en déviation et les 
omparons aux

données radar (�gure IV.21a). Ces positions re
onstruites permettent un débruitage des

données radar. Les erreurs relatives (�gures IV.21b et IV.21
) sont signi�
atives en raison

du bruit important que présentent les données brutes radar. Cependant, deux fenêtres

temporelles ([3s; 7s] et [10s; 15s]) présentent des erreurs relatives moindres. En revan
he

les erreurs relatives importantes, autour de l'instant t = 10s, proviennent de la moindre

qualité des mesures radar à 
et instant, 
omme 
ela a pu être observé sur les mesures radar

de l'angle de site (�gure IV.4
) et de gisement (�gure IV.4d).

Cette analyse nous fournit des indi
ations sur les fenêtres temporelles pour lesquelles

l'identi�
ation du 
oe�
ient ξCzm0 pourrait être 
onsidérée la plus �able. En e�et, 
e 
oef-

�
ient, intervenant à l'ordre un, a une faible in�uen
e sur la traje
toire et son identi�
ation

est relativement sensible aux bruits enta
hant les données radar.
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Figure IV.21 � Évolution temporelle des déviations re
al
ulées après l'identi�
ation du

Czm0 (a). Tra
és des é
arts par rapport aux mesures radar (b) et (
)

3.2.2 Identi�
ation du ξCzm0

En se basant sur les observations pré
édentes, nous limitons l'identi�
ation aux instants

de vol 
ompris entre 3s et 18s. La �gure IV.22 présente les identi�
ations obtenues à partir

des vitesses estimées pour des fenêtres de régression δtr. L'augmentation de δtr 
onduit à

une identi�
ation moins os
illante du 
oe�
ient ξCzm0. Nous 
onservons, pour la suite, les

résultats obtenus pour δtr variant entre 5s et 8s (�gure IV.22b).

Le proje
tile étant 
onnu et quali�é par les partenaires industriels, il est possible de


ompléter les données issues du radar par des données de vitesse de rotation suivant son

axe longitudinal ωc générées numériquement, ainsi que par la 
onnaissan
e de l'évolution

du 
oe�
ient Cmα pour 
e tir. Nous pouvons ainsi estimer une valeur adimensionnée du 
o-

e�
ient de portan
e C∗
zα0 (�gure IV.23) sur les fenêtres temporelles présentant des données

brutes les plus �ables ([3s, 7s] et [13s, 18s]).
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Figure IV.22 � Évolution temporelle du 
oe�
ient ξCzm0 identi�é à partir des vitesses

estimées par régression (rv = 2 et δtr = 1s à 8s)
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Figure IV.23 � Coe�
ient de portan
e identi�é à partir de données radar

4 Identi�
ation de la 
ontribution Cx0 pour d'autres 
on�gu-

rations et d'autres proje
tiles

Un début de quali�
ation de la pro
édure d'identi�
ation est réalisé en analysant des

données radar enregistrées lors de di�érentes 
ampagnes de tir. La quali�
ation ne 
on
erne

pour l'instant que la détermination des 
oe�
ients de traînée. Les identi�
ations sont

réalisées pour di�érentes 
onditions initiales. Les résultats sont 
omparés à des référen
es

internes de la DGA obtenues par une te
hnique dont nous n'avons pas les détails.

4.1 Appli
ations à trois tirs de la même 
ampagne de tirs

Dans un premier temps, nous utilisons la pro
édure pour trois autres tirs du même

proje
tile faisant partie de la même 
ampagne de tir. Seules les 
onditions initiales de

vitesse et de hausse du 
anon 
hangent entre les tirs. Du point de vue numérique, nous

113



�xons les paramètres de prétraitement et de 
al
ul (régression quadratique, taille de la

fenêtre de régression δtr = 2s et taille de la fenêtre d'identi�
ation δt = 2s)
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Figure IV.24 � Comparaison des 
oe�
ients de traînée identi�és à une référen
e interne

DGA pour trois 
on�gurations initiales di�érentes

En 
omparant les identi�
ations des 
oe�
ients de traînée par rapport à la référen
e

interne de la DGA, nous pouvons remarquer qu'elles sont très pro
hes. Malgré 
ela, deux

phases du vol distin
tes peuvent poser des problèmes. La première 
orrespond à la zone

transsonique où le 
oe�
ient évolue très rapidement. Sur les �gures IV.24b et IV.24
,

nous observons un léger dé
alage entre le 
oe�
ient identi�é et la référen
e DGA dans


ette zone. La se
onde se situe autour de l'apogée (pro
he du Ma
h minimum). Dans


ette zone, le proje
tile a une vitesse non monotone (dé
roissante puis 
roissante), 
e qui

implique une variation non monotone du nombre de Ma
h. Cela pose des problèmes lors

de l'identi�
ation, en parti
ulier à 
ause de la non uni
ité du Cx en fon
tion du nombre

de Ma
h. Il est don
 essentiel de veiller à 
e que les paramètres de 
al
ul prennent en


onsidération 
es phénomènes.
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4.2 Appli
ations à trois tirs d'un proje
tile ayant une forte vitesse ini-

tiale

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 1.1

 0.8  1  1.2  1.4  1.6  1.8  2  2.2  2.4  2.6  2.8

PSfrag repla
ements

Mach

C
∗ x

Référen
e DGA

Coe�
ient identi�é

(a) faible hausse

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 1.1

 0.8  1  1.2  1.4  1.6  1.8  2  2.2  2.4  2.6  2.8

PSfrag repla
ements

Mach

C
∗ x

Référen
e DGA

Coe�
ient identi�é

(b) hausse intermédiaire

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 1.1

 0.8  1  1.2  1.4  1.6  1.8  2  2.2  2.4  2.6

PSfrag repla
ements

Mach

C
∗ x

Référen
e DGA

Coe�
ient identi�é

(
) hausse élevée

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 1.1

 0  5  10  15  20  25  30  35  40

PSfrag repla
ements

Temps (s)

C
∗ x

Référen
e DGA

Coe�
ient identi�é

(d) faible hausse

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 1.1

 0  5  10  15  20  25  30  35  40  45

PSfrag repla
ements

Temps (s)

C
∗ x

Référen
e DGA

Coe�
ient identi�é

(e) hausse intermédiaire

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 1.1

 0  5  10  15  20  25  30  35  40  45  50

PSfrag repla
ements

Temps (s)

C
∗ x

Référen
e DGA

Coe�
ient identi�é

(f) hausse élevée

Figure IV.25 � Comparaison des 
oe�
ients de traînée identi�és à une référen
e DGA

pour trois tirs présentant une vitesse initiale identique et trois hausses di�érentes

A�n de poursuivre la quali�
ation de la première étape de la pro
édure d'identi�
ation,

nous examinons les résultats issus d'une autre 
ampagne de tirs. Cette 
ampagne de tir

est réalisée pour un proje
tile similaire à 
elui étudié aux paragraphes 3 et 4.1. La vitesse

pour 
es trois tirs est maintenue 
onstante à une valeur élevée. Les variations de 
onditions

initiales 
on
ernent uniquement la hausse du 
anon ave
 une valeur faible (�gure IV.25a),
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intermédiaire (�gure IV.25b) et forte (�gure IV.25
).

À première vue, les trois 
on�gurations semblent fournir de bons résultats en matière

d'identi�
ation, en parti
ulier dans le 
as des tirs à faible hausse et hausse intermédiaire

(�gures IV.25a et IV.25b). La moins bonne proximité par rapport à la référen
e 
on
erne

la 
on�guration où la hausse du 
anon est la plus élevée (�gure IV.25
). La di�
ulté de

l'identi�
ation dans 
ette 
on�guration provient probablement du fait que la valeur du

paramètre adimensionnel sort temporairement du domaine de validité du développement

asymptotique. En e�et, en dehors de la zone transsonique, la résolution est satisfaisante.

Ce 
as limite est di�
ile à traiter en raison de la forte obliquité du proje
tile autour de

l'apogée.

4.3 Appli
ations à deux tirs d'un proje
tile base-bleed

Le proje
tile étudié, i
i, présente une parti
ularité qui permet de réduire la traînée lors

de la première phase du vol. Ce proje
tile, appelé �base-bleed�, est équipé d'une 
harge

propulsive spé
i�que située au niveau du 
ulot. La 
harge brûle durant les premiers ins-

tants, 
ela modi�e l'é
oulement turbulent du �uide autour du proje
tile et diminue ainsi

la traînée. Bien que 
ette te
hnologie soit an
ienne, elle permet d'augmenter la portée.

Le 
oe�
ient de traînée (�gure IV.26) dans 
e 
as présente une forme très 
ara
téris-

tique, ave
 une augmentation signi�
ative, après quelques se
ondes de vol, dès la �n de la


ombustion. Cette parti
ularité a né
essité une adaptation de la pro
édure pour prendre en


ompte la perte de masse, approximée 
omme étant linéaire, 
orrespondant à la variation

de masse de la 
harge propulsive lors de sa 
ombustion.
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Figure IV.26 � Comparaison des 
oe�
ients de traînée identi�és à une référen
e DGA

pour deux tirs d'un proje
tile base-bleed
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4.4 Appli
ations à huit tirs d'un proje
tile de petit 
alibre

La validité de l'étape d'identi�
ation du Cx0 est aussi testée pour un proje
tile ayant

un 
alibre di�érent. Dans 
e 
as, l'évolution du paramètre adimensionnel (�gure IV.27)

montre qu'il reste petit au 
ours du vol.
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Figure IV.27 � Exemple d'évolution temporelle du paramètre adimensionnel ξ dans le 
as
d'un proje
tile de petit 
alibre

Les résultats d'identi�
ations pour huit tirs ave
 des 
onditions initiales di�érentes

sont données (�gure IV.28). Nous 
omparons 
es résultats à une référen
e fournie par les

partenaires industriels.
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Figure IV.28 � Coe�
ient de traînée identi�é à partir de données radar pour le proje
tile

de petit 
alibre

Nous observons que pour l'ensemble des tests, les identi�
ations sont pro
hes de la

référen
e. Nous retrouvons des erreurs plus signi�
atives dans les deux zones que nous

avons déjà évoquées : la pente de la 
ourbe dans la zone transsonique et l'apparition de

légères os
illations dans la zone des faibles Ma
h.
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Bilan

Ce 
hapitre a présenté en détails l'appli
ation des deux premières étapes de l'identi�-


ation séquentielle (l'identi�
ation du 
oe�
ient de traînée Cx0 et du 
oe�
ient adimen-

sionnel ξCzm0) à partir de mesures provenant d'un radar de traje
tographie. L'utilisation

de 
es mesures radar a né
essité une adaptation de la pro
édure d'identi�
ation a�n de

disposer des vitesses 
artésiennes non mesurées par le radar, mais né
essaires lors de la

pro
édure de minimisation. Ce pro
essus est détaillé pour un tir de référen
e, présentant

une élévation du 
anon et une vitesse moyenne, qui entre dans le domaine de validité du

développement asymptotique proposé au 
hapitre II. L'estimation de 
es vitesses est réa-

lisée grâ
e à une régression polynomiale des données de position. L'impa
t des paramètres

de régression est évalué en analysant les qualités des 
oe�
ients identi�és Cx et ξCzm0.

Après avoir appliqué la pro
édure sur un tir de référen
e, nous avons présenté les

résultats d'identi�
ation du 
oe�
ient de traînée pour un proje
tile de même 
alibre mais

ave
 des 
onditions initiales de tir di�érentes. Nous avons montré que 
ette première étape

de la pro
édure donne de bons résultats, y 
ompris dans le 
as de 
on�gurations pour

lesquelles une partie de la traje
toire est en dehors de notre domaine de validité (ξ > 0.1).

En�n, nous avons testé l'étape d'identi�
ation du Cx0 pour di�érents proje
tiles. Les

résultats obtenus pour les 
oe�
ients de traînée sont en a

ord ave
 les référen
es 
onnues

de nos partenaires industriels.
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Con
lusion et perspe
tives

Parmi les di�érents domaines de la balistique, notre étude se fo
alise sur la balistique

extérieure, qui examine la phase de vol libre du proje
tile. Pendant 
ette phase, le 
om-

portement en vol du proje
tile dépend à la fois des paramètres du milieu ambiant et des

paramètres aérodynamiques. Ce travail présente une méthode pour déterminer les 
oef-

�
ients aérodynamiques, 
e qui permet de prédire ses mouvements dans le �uide et, par


onséquent, sa traje
toire.

Il existe de nombreuses méthodes ave
 des avantages et des in
onvénients plus ou moins

importants, dont une liste non exhaustive a été présentée dans le premier 
hapitre de 
e

manus
rit. Nous avons 
onstaté l'importan
e du 
ouplage de plusieurs méthodes pour ob-

tenir un résultat su�samment �able. Les méthodes a
tuelles, bien que satisfaisantes et

largement utilisées, ne répondent pas à toutes les exigen
es de l'industrie en termes de

simpli
ité et de 
oûts. Dans 
ette thèse, nous proposons une nouvelle méthode basée sur

les travaux antérieurs de H. Demailly [22℄ et V. Condaminet [17℄ pour le proje
tile type

�è
he, et poursuivie pour les proje
tiles gyrostabilisés par V. Condaminet [17℄ dans une


on�guration spé
i�que. La pro
édure, qui est proposée i
i, repose sur un développement

asymptotique du modèle balistique PMM, permettant ainsi une identi�
ation séquentielle

des 
oe�
ients aérodynamiques ave
 l'idée que 
elle-
i soit généralisable à di�érents types

de proje
tiles.

L'un des prin
ipaux avantages de 
ette méthode réside dans son utilisation ex
lusive

de données radar, sans né
essiter d'instrumentation embarquée. Cette appro
he, basée sur

des données radar, doit être robuste fa
e aux bruits de mesure, qui peuvent varier 
onsi-

dérablement en fon
tion des dire
tions de vol et de la distan
e du proje
tile. La nouvelle

méthode pour déterminer les 
oe�
ients aérodynamiques est fondée sur un modèle balis-

tique PMM réduit, en raison de l'absen
e de mesure de l'obliquité, 
ar il a été 
hoisi de ne

pas re
ourir à une instrumentation embarquée. Une étude quantitative a permis de mettre

en éviden
e les di�érents niveaux d'in�uen
e des for
es, et par 
onséquent, des 
oe�
ients

aérodynamiques sur la traje
toire. L'introdu
tion d'un paramètre adimensionnel ξ = I1ωc

mvD

a permis un développement asymptotique du modèle PMM réduit, 
onduisant ainsi à la

détermination de relations à di�érents ordres, permettant une identi�
ation séquentielle

des 
oe�
ients aérodynamiques. Pour explorer le domaine de validité de 
e travail, une
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analyse 
omplémentaire de l'évolution temporelle du paramètre adimensionnel a permis de

mettre en éviden
e les limites du développement autour de l'apogée pour des 
on�gura-

tions de tirs à fortes hausses et de fortes vitesses initiales, 
on�gurations se rappro
hant

elles-mêmes des limites du modèle PMM.

Le 
hapitre III présente l'appli
ation de 
e pro
essus d'identi�
ation à partir de don-

nées générées. Nous avons étudié l'in�uen
e des di�érents paramètres de 
al
ul utilisés

dans la méthode d'optimisation sous 
ontraintes lors de l'identi�
ation du 
oe�
ient Cx0,

qui 
orrespond à la première étape de la pro
édure séquentielle. Les résultats des autres

étapes ont montré la possibilité d'identi�er les 
oe�
ients ξCzm et ξCypm. Bien que les


oe�
ients identi�és soient en fait des 
oe�
ients globalisés, nous 
onstatons la possibilité

de prédire des traje
toires similaires à 
elles obtenues ave
 le modèle PMM de référen
e.

Dans l'ensemble, nous obtenons de bons résultats d'identi�
ation pour les 
on�gurations

situées dans le domaine de validité du développement asymptotique en ξ. Lorsque les


on�gurations induisent un angle d'obliquité plus important, augmentant ainsi la valeur

du paramètre adimensionnel, la 
orre
tion des 
oe�
ients, notamment du 
oe�
ient de

traînée ave
 sa 
ontribution à l'ordre deux, est indispensable pour de faibles valeurs du

nombre de Ma
h. Cette zone di�
ile à re
onstruire 
orrespond à la zone autour de l'apo-

gée, où le paramètre adimensionnel atteint sa valeur maximale.

Les résultats obtenus à partir des données générées ont été validés à l'aide de données

expérimentales 
olle
tées ave
 un radar de traje
tographie. La qualité des données limitant

les identi�
ations, nous nous sommes restreints à l'appli
ation des deux premières étapes

du pro
essus séquentiel. Nous avons ainsi pu démontrer l'e�
a
ité de la méthode pour

estimer le 
oe�
ient de traînée Cx pour di�érentes 
on�gurations et di�érents proje
tiles.

Les résultats obtenus pour le 
oe�
ient ξCzm0 sont à prendre ave
 pré
aution puisque les

mesures à notre disposition présentent un niveau de bruit important.

La qualité des données radar est primordiale, en parti
ulier dans la dire
tion de la

déviation, pour obtenir des identi�
ations su�samment �ables. Les obje
tifs de 
e tra-

vail sont partiellement atteints grâ
e à une méthode �able et robuste pour déterminer le


oe�
ient de traînée, mais des améliorations doivent être apportées pour identi�er les 
o-

e�
ients ayant moins d'in�uen
e, tels que ξCzm0 et ξCypm0. En parti
ulier, l'identi�
ation

du 
oe�
ient ξCzm0 est essentielle 
ar il 
ara
térise la déviation du proje
tile. Le terme en

ξCypm0, quant à lui, in�ue sur la portée en augmentant l'altitude.

Une première appro
he pour améliorer les identi�
ations serait de bou
ler le pro
essus.

Les 
oe�
ients identi�és à la �n du pro
essus seraient ainsi réintroduits dans les di�érentes

étapes pour obtenir de nouvelles identi�
ations.

120



Une autre perspe
tive 
onsiste à établir automatiquement un lien entre la qualité des

données radar et la pré
ision des identi�
ations. En étudiant le bruit des mesures, en par-

ti
ulier le bruit os
illant, nous pourrions déterminer les intervalles de temps où le taux de

pré
ision des identi�
ations est le plus élevé. Cette démar
he permettrait d'améliorer le


oe�
ient ξCzm0, qui utilise des données de déviation sujettes à un taux de bruit élevé.

Il sera également né
essaire de porter une attention parti
ulière à la zone transsonique,


ara
térisée par de fortes variations du 
oe�
ient de traînée.

De plus, à partir des modèles intermédiaires, nous pourrions 
al
uler les a

élérations

à l'ordre zéro dans les dire
tions du plan (i, j) et d'ordre un dans la dire
tion de déviation

(k). En déduisant l'a

élération du proje
tile à partir des données de vitesse, nous serions

en mesure d'estimer les erreurs d'a

élération telles que ξu̇1x, ξu̇1y et ξ2u̇2z. Cette appro
he

nous dispenserait de faire des hypothèses sur la forme de l'a

élération pour obtenir les


orre
tions d'ordre un dans les dire
tions du plan de tir (i, j). Ainsi, nous établirions une

relation permettant d'introduire une 
orre
tion non nulle ξCx1 du 
oe�
ient de traînée à

l'ordre un, ainsi qu'une autre expression pour le 
al
ul du 
oe�
ient ξCypm0.
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Annexe A

Se
ond développement asymptotique

du modèle PMM réduit

Dans 
ette annexe sont détaillés les 
al
uls e�e
tués à partir de la se
onde expression

du PMM réduit où la 
ontribution de l'e�et Magnus est supposé être à l'ordre deux en ξ.

u̇∗ = −Cxt− ξCzm(t ∧ u̇∗)− ξ2R2Cypm(t ∧ (t ∧ u̇∗)) + g∗ + 2(t ∧ ΩT
∗) (A.1)

Où R2 =
mD2

I1
.

Nous pouvons dé�nir le développement asymptotique jusqu'à l'ordre deux en ξ de

l'a

élération adimensionnée et des 
oe�
ients aérodynamiques intervenants dans (A.1)

(
f équations A.2).

u̇∗ = u̇0
∗ + ξu̇1

∗ + ξ2u̇2
∗

Cx = Cx0 + ξCx1 + ξ2Cx2

Czm = Czm0 + ξCzm1 + ξ2Czm2

Cypm = Cypm0 + ξCypm1 + ξ2Cypm2

t = t0 + ξt1 + ξ2t2

ΩT
∗ = ξΩT

∗
0

(A.2)

En remplaçant le développement de u̇∗ et des 
oe�
ients dans (A.1), nous obtenons

l'équation :
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u̇0
∗ + ξu̇1

∗ + ξ2u̇2
∗ =− Cx0t0 + g∗

− ξ

[

Cx0t1 + Cx1t0 + Czm0(t0 ∧ u̇∗0)− 2t0 ∧ ΩT
∗
0

]

− ξ2

[

Cx0t2 + Cx1t1 + Cx2t0 + Czm0(t1 ∧ u̇∗0 + t0 ∧ u̇∗1) + Czm1(t0 ∧ u̇∗0)

+R2Cypm0 t0 ∧ (t0 ∧ u̇∗0)− 2t1 ∧ΩT
∗
0

]

(A.3)

Par identi�
ation terme à terme nous avons obtenu à 
haque ordre :







u̇0
∗ =− Cx0t0 + g∗

u̇1
∗ =− (Cx0t1 + Cx1t0)− Czm0(t0 ∧ u̇∗0) + 2t0 ∧ ΩT

∗
0

u̇2
∗ =− (Cx0t2 + Cx1t1 +Cx2t0)− Czm0(t1 ∧ u̇∗0 + t0 ∧ u̇∗1)− Czm1(t0 ∧ u̇∗0)

−R2Cypm0 t0 ∧ (t0 ∧ u̇∗0) + 2t1 ∧ ΩT
∗
0

(A.4)

Nous observons que dans u̇1
∗
(respe
tivement u̇2

∗
) intervient les 
ontributions d'ordre

inférieure u̇0
∗
(respe
tivement u̇0

∗
et u̇1

∗
). Cependant par ré
urren
e, il est possible de les

rempla
er en tenant 
ompte des relations suivantes :

t0 ∧ u̇∗0 =t0 ∧ g∗

t0 ∧ (t0 ∧ u̇∗0) =t0 ∧ (t0 ∧ g∗)
t1 ∧ u̇∗0 =− Cx0 t1 ∧ t0 + t1 ∧ g∗

t0 ∧ u̇∗1 =− Cx0 t0 ∧ t1 − Czm0t0 ∧ (t0 ∧ g∗) + 2t0 ∧ (t0 ∧ΩT
∗
0
)

(A.5)

Nous obtenons ainsi à 
haque ordre les relations suivantes :







u̇∗0 =− Cx0t0 + g∗

u̇∗1 =− (Cx0t1 + Cx1t0)− Czm0(t0 ∧ g∗) + 2t0 ∧ ΩT
∗
0

u̇∗2 =− (Cx0t2 + Cx1t1 + Cx2t0)− Czm0[2t0 ∧ (t0 ∧ ΩT
∗
0
) + (t1 ∧ g∗)]− Czm1(t0 ∧ g∗)

+ (C2
zm0 −R2Cypm0)t0 ∧ (t0 ∧ g∗) + 2t1 ∧ ΩT

∗
0

(A.6)

Compte tenu de la forme de la vitesse, et en parti
ulier que la 
omposante en déviation

(suivant k) est petite devant les deux autres, nous faisons les approximations suivantes :
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v0 =






v0x

v0y

ξv1z




 
e qui 
onduit à t0 =






t0x

t0y

0




 , t1 =






0

0

t1z




 et t2 =






0

0

0




 (A.7)

Nous faisons aussi les approximations que v ≈ v0 et t0 ≈ 1 
e qui permet, après

proje
tion dans les trois dire
tions d'obtenir les relations suivantes :

À l'ordre zéro en ξ :

{
u̇∗0x =− Cx0 t0x

u̇∗0y =− Cx0 t0y − g∗

(A.8a)

(A.8b)

À l'ordre un en ξ :







u̇∗1x =− Cx1 t0x + 2t0y Ω∗
T0z

u̇∗1y =− Cx1 t0y − 2t0x Ω∗
T0z

u̇∗1z =− Cx0 t1z + Czm0 t0x g
∗ + 2(t0x Ω∗

T0y − t0y Ω∗
T0x)

(A.9a)

(A.9b)

(A.9
)

À l'ordre deux en ξ :







u̇∗2x =− Cx2t0x − Czm0

[

2t0y(t0xΩ
∗
T0y − t0yΩ

∗
T0x) + t1zg

∗

]

−
(
C2
zm0 −R2Cypm0

)
t0xt0yg

∗ − 2 t1zΩ
∗
T0y

u̇∗2y =− Cx2t0y − Czm0

[

2t0x(t0yΩ
∗
T0x − t0xΩ

∗
T0y)

]

+
(
C2
zm0 −R2Cypm0

)
t20xg

∗ + 2 t1zΩ
∗
T0x

u̇∗2z =− Cx1t1z + 2 Czm0 Ω∗
T1z + Czm1t0xg

∗

(A.10a)

(A.10b)

(A.10
)

Les équations (A.8) et (A.9
) permettent l'identi�
ation de Cx0 et Czm0, elles sont

identiques à 
elles obtenues au 
hapitre 2.

Les autres relations permettant le 
al
ul des autres 
ontributions 
hangent.

En e�et, en supposant u̇∗1x = u̇∗1y = u̇∗2x = u̇∗2y = u̇∗2z ≈ 0, nous pouvons é
rire des


ombinaisons linéaires des équations obtenues ((A.9a), (A.9b), (A.10a) et (A.10b)) aux

ordres un et deux :
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{

v0xu̇
∗
1x + v0yu̇

∗
1y = 0 =− Cx1t

2
0

v0xu̇
∗
2x + v0yu̇

∗
2y = 0 =− Cx2t

2
0 − Czm0t1zt0xg

∗ + 2t1z(t0yΩ
∗
T0x − t0xΩ

∗
T0y)

(A.11)

et obtenons les termes 
orre
tifs du 
oe�
ient de traînée :

Cx1 = 0 (A.12)

Cx2 = −Czm0t1zt0xg
∗ + 2t1z(t0yΩ

∗
T0x − t0xΩ

∗
T0y) (A.13)

A partir de l'équation (A.10
), et en tenant 
ompte de (A.12), le terme 
orre
tif du


oe�
ient Czm peut être estimé :

Czm1 =− Czm0
2Ω∗

T0z

t0xg∗
(A.14)

En�n, par 
ombinaison linéaire des équations (A.10a) et (A.10b), nous obtenons une

estimation du Cypm0(A.15) :

Cypm0 =
1

R2

[

2
t1z
t0xg∗

(t0yΩ
∗
T0y + t0xΩ

∗
T0x) + Czm0

[ 2

t0xg∗
(t0xΩ

∗
T0y − t0yΩ

∗
T0x) +

t0yt1z
t0x

]
+ C2

zm0

]

(A.15)

Du fait des hypothèses faites sur la forme du développement de l'a

élération

u̇∗ =






u̇∗0x
u̇∗0y
ξu̇∗1z




, les expressions donnant les termes 
orre
tifs ξCx1, ξ

2Cx2 et ξCzm1 ainsi que

l'estimation du 
oe�
ient Cypm ≈ Cypm0 sont à 
onsidérer ave
 pré
aution.
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Annexe B

Identi�
ation des 
onditions initiales

d'un tir

Une demande des partenaires industriels est de fournir un outil permettant de déter-

miner a posteriori les 
onditions du tir lors des essais.

En pratique, lors des essais de tir, les opérateurs adaptent la position du 
anon à

partir de la position du tir pré
édent au lieu de revenir à une position de référen
e. Cette

pratique a tendan
e à 
umuler des erreurs de positionnement sur les hausses et azimuts de

tir initialement prévues dans la plani�
ation des tirs. Pour éviter 
e problème, il faudrait

faire un zéro entre 
haque mesure, 
e qui est di�
ile à mettre en ÷uvre en pratique sans

rallonger la durée des essais. Une autre erreur, moins importante, porte sur la vitesse

initiale du tir, mesurée ave
 un radar spé
i�que à la sortie du 
anon. Un radar plus pré
is

ayant un pas de temps de mesure plus petit que le radar de traje
tographie SARAH est

utilisé et permet d'améliorer le 
al
ul de 
es 
onditions initiales. L'azimut étant 
al
ulé

prin
ipalement à partir de la déviation, les données dans 
ette dire
tion doivent être de

bonne qualité ave
 une faible dispersion.

Un 
ode de 
al
ul par simple di
hotomie basé sur les équations du modèle balistique

PMM permet de déterminer les 
onditions initiales du tir (Hausse du 
anon, Azimut et

vitesse initiale) en 
omparant des traje
toires 
al
ulées aux traje
toires mesurées. L'initia-

lisation est faite à l'aide des données de mesures de hausse, d'azimut et de vitesse fournies

par les opérateurs d'essais. A�n d'améliorer les résultats, le pro
essus 
onsiste à modi�er un

seul paramètre à la fois (hausse, azimut ou vitesse) et a répéter alternativement pour s'ap-

pro
her au mieux de la traje
toire mesurée. Les pas (hausse, azimut ou vitesse) à 
haque

itération peuvent aussi être modi�és pour améliorer la pré
ision du résultat. Bien que 
ette

méthode ne soit pas la plus optimale, elle donne de très bons résultats 
omme le montre

les tableaux B.2 et B.3. Les valeurs 
al
ulées sont 
omparées à une �référen
e� fournie par

la DGA Te
hniques Terrestres dont la pro
édure d'obtention ne nous a pas été fournie.

La mesure donnée pour l'azimut est la dérive du proje
tile dé�nie 
omme la di�éren
e

d'azimut entre la ligne de tir et l'orientation du 
anon exprimée en millièmes d'artillerie.

Cette dérive pré
ise aussi le sens de dé
alage par rapport à la ligne de tir signi�é par une
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lettre D pour droite ou G pour gau
he.

Nom Tir

Vitesse Initiale Hausse Dérive

m/s mil mil

Tir n°1 939.2 501.50 36.3 G

Tir n°2 938.2 699.99 52.7 G

Tir n°3 803.2 600.02 38.0 G

Tir n°4 938.5 400.85 29.2 G

Tir n°5 933.1 599.35 47.5 G

Tir n°6 933 801.00 21.9 G

Tableau B.1 � Conditions initiales des tirs fournies par les données expérimentales

Nom Tir

Corre
tion 
al
ulée Corre
tion donnée

par notre pro
édure par la DGA

Vitesse Hausse Dérive Hausse Dérive

m/s mil mil mil mil

Tir n°1 −1.65 −1.5 −4.3 −1.2 −4.1

Tir n°2 −1.00 0.0 −2.7 0.1 −2.5

Tir n°3 −1.49 0.0 −3.0 0.0 −3.0

Tir n°4 −0.30 −0.8 −1.2 −1.2 −1.3

Tir n°5 5.70 0.7 −1.5 −0.3 −1.6

Tir n°6 0.70 −1.0 1.1 −1.7 −1.2

Tableau B.2 � Comparaison des 
orre
tions obtenues par notre 
ode et 
elles données par

la DGA

Nom Tir

E
art entre les 
orre
tions

Hausse Dérive

mil mil

Tir n°1 0.3 0.1

Tir n°2 0.1 0.2

Tir n°3 0.1 0.0

Tir n°4 0.4 0.1

Tir n°5 1.0 0.1

Tir n°6 0.7 −0.1

Tableau B.3 � E
art entre les 
orre
tions obtenues par notre 
ode et 
elles données par la

DGA
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Pro
édure uni�ée d'identi�
ation par méthode inverse de 
oe�
ients aérodynamiques d'un proje
tile.

Résumé : Dans le domaine de la balistique extérieure, l'identi�
ation des 
oe�
ients aérodynamiques d'un proje
tile

est 
ru
iale pour la prédi
tion de sa traje
toire et de son point d'impa
t. Parmi les nombreuses méthodes d'identi�
ation

existantes, l'appro
he proposée à partir de données issues de vol instrumenté se distingue par deux aspe
ts majeurs : pre-

mièrement, elle repose ex
lusivement sur des mesures radar, éliminant ainsi tout équipement embarqué, et deuxièmement,

elle permet d'identi�er les 
oe�
ients aérodynamiques de manière séquentielle. L'introdu
tion d'un petit paramètre adi-

mensionnel et le développement asymptotique du modèle balistique du Point Matériel Modi�é permettent d'une part de

mettre en éviden
e les di�érents niveaux d'in�uen
e des for
es aérodynamiques dans les di�érentes dire
tions et d'autre

part, d'obtenir des modèles intermédiaires ou des expressions analytiques pour l'identi�
ation des 
oe�
ients aux di�é-

rents ordres. Notre te
hnique d'optimisation re
her
he, à 
haque étape, le 
ouple vitesses/
oe�
ients aérodynamiques qui

satisfait les modèles balistiques intermédiaires tout en se rappro
hant au mieux de la traje
toire mesurée. La validation

de la pro
édure d'identi�
ation séquentielle est e�e
tuée en plusieurs étapes, dans un premier temps à partir de données

synthétiques puis dans un se
ond temps en utilisant des données expérimentales obtenues à l'aide d'un radar de traje
to-

graphie. Dans le 
adre, de la quali�
ation de la méthode, di�érentes 
on�gurations de tirs pour di�érents proje
tiles sont

analysées ave
 l'obtention de résultats aussi pré
is, pour le 
oe�
ient de traînée, que 
eux obtenus par les outils existants.

Mots 
lés : identi�
ation, 
oe�
ients aérodynamiques, développement asymptotique, méthode inverse, proje
tile gy-

rostabilisé, radar de traje
tographie.

Uni�ed pro
edure for the identi�
ation of proje
tile's aerodynami
 
oe�
ients by inverse method.

Abstra
t : In the �eld of external ballisti
s, identifying the aerodynami
 
oe�
ients of a proje
tile is 
ru
ial to predi
t

its traje
tory and point of impa
t. Among the various existing identi�
ation methods, the proposed approa
h, whi
h

utilizes data from instrumented �ights, stands out for two major aspe
ts : �rst, it relies ex
lusively on radar measure-

ments, eliminating the need for onboard equipment, and se
ond, it allows for sequential identi�
ation of the aerodynami



oe�
ients. The introdu
tion of a dimensionless small parameter and the subsequent asymptoti
 development of the

Modi�ed Point-Mass ballisti
 model serve a dual purpose. On the one hand, they reveal the varying levels of in�uen
e

exerted by aerodynami
 for
es in di�erent dire
tions, and on the other hand, furnish intermediate models or analyti
al

expressions for 
oe�
ient identi�
ation a
ross various orders. Our optimization te
hnique sear
hes, at ea
h step, for the

velo
ity/aerodynami
 
oe�
ient pair that satis�es the intermediate ballisti
 models while 
losely mat
hing the measured

traje
tory. The validation of the sequential identi�
ation pro
edure is 
arried out in several steps, initially using syntheti


data and then using experimental data obtained with a traje
tory radar. In the 
ontext of method validation, diverse

�ring 
on�gurations for a range of proje
tiles undergo rigorous analysis, resulting in drag 
oe�
ient results as pre
ise as

those attained by established tools.

Keywords : identi�
ation, aerodynami
 
oe�
ients, asymptoti
 development, inverse method, spin stabilized proje
tile,

tra
king radar.
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