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Le but d’une encyclopédie est de rassembler les connaissances éparses

sur la surface de la terre

D’en exposer le système général aux hommes avec qui nous vivons, et

de les transmettre aux hommes qui viendront après nous

Afin que les travaux des siècles passés n’aient pas été des travaux

inutiles pour les siècles qui succèderont

Que nos neveux, devenant plus instruits, deviennent en même temps

plus vertueux et plus heureux, et que nous ne mourions pas sans

avoir bien mérité du genre humain.

Denis Diderot
Encyclopédie, 1751

À toute ma famille
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Résumé

Cette thèse s’intéresse à la simulation du comportement thermo-mécanique de composites
matrice-inclusion dilués. Ce sujet est motivé par l’industrie nucléaire où les pastilles de combus-
tibles recyclées ont des caractéristiques physico-chimiques hétérogènes. L’objectif étant de
connaître précisément les grandeurs homogénéisées, mais également à l’échelle microscopique,
des stratégies d’homogénéisation numérique par EF2 (Éléments Finis au carré) sont choisies. Les
deux échelles sont alors résolues de façon concomitante au cours du calcul. La solution homogénéi-
sée est obtenue à convergence de ce processus itératif s’appuyant sur des calculs microscopiques
réalisés à la volée sur un Volume Élémentaire Représentatif (VER). Ces calculs sur VER doivent être
précis et représentatifs de la réponse microstructurale. Ainsi, différents axes composent ce travail :
l’influence de la proximité des inclusions, les effets des conditions limites sur le VER et la prise en
compte d’une source volumique hétérogène.

La première partie de ce travail porte sur les effets induits par la proximité d’inclusions dans des
composites élastiques. Le cas des hétérogénéités se chevauchant ou suffisamment loin pour ne pas
interagir entre elles a été amplement étudié dans la littérature. Peu d’études concernent des situa-
tions intermédiaires. Nous proposons ainsi d’effectuer des calculs numériques par Éléments Finis
pour différentes proximités d’inclusions. Les propriétés élastiques homogénéisées obtenues, ainsi
que les moments par phase de la contrainte (premier et second), sont comparés aux estimations
de Mori–Tanaka, qui sont couramment utilisées pour ce type de composite. Le comportement des
champs locaux (contraintes) dans la microstructure est également analysé.

Pour des microstructures de type matrice-inclusion, il est bien connu que les conditions aux
limites périodiques appliquées sur des VER périodisés sont beaucoup plus précises que les condi-
tions en déformations homogènes aux contours (de type Dirichlet), au détriment du temps de cal-
cul et de maillage. Ainsi, différentes stratégies sont explorées pour améliorer la précision des solu-
tions microscopiques en appliquant des conditions aux limites de type Dirichlet tout en préservant
la compétitivité de la vitesse de calcul associée. Ces stratégies, dont certaines sont novatrices, sont
évaluées au travers de différents indicateurs globaux, moyens et locaux, semblables à ceux de la
partie précédente.

L’objectif du troisième axe de travail est d’obtenir un calcul précis de la température microsco-
pique pour un problème thermique avec terme source de chaleur hétérogène. Les différentes ap-
proches EF2 autour de ce sujet se différencient majoritairement par le terme source du problème
microscopique résolu sur le VER. Ces approches sont analysées et comparées à l’homogénéisation
mathématique basée sur un développement asymptotique à double échelle. Les résultats numé-
riques obtenus pour le cas d’une source de chaleur homogène (non nulle) ou hétérogène sont com-
parés à une simulation directe de la structure afin de discriminer les différentes approches et de
proposer une solution robuste et précise.

Mots clés : homogénéisation numérique, matériaux et sources hétérogènes, solutions microsco-
piques, proximité des inclusions, conditions aux limites de Dirichlet, méthode des éléments finis
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Abstract

This thesis focuses on thermo-mechanical simulation of behavior of dilute matrix-inclusion
composites. This topic is motivated by the nuclear industry, where recycled fuel has heterogeneous
physico-chemical properties. In order to find out accurate homogenized but also microscopic
quantities, computational homogenization strategies based on the FE2 (Finite Elements square)
method are chosen. The two scales are then solved in a concurrent manner during the compu-
tation. The homogenized solution is obtained at convergence of this iterative process, based on
on-the-fly microscopic calculations on a Representative Volume Element (RVE). These RVE compu-
tations must be accurate and representative of the microstructural response. This work therefore
focuses on various aspects: the influence of the proximity of inclusions, the effects of RVE boundary
conditions and the consideration of a heterogeneous volume source term.

The first part of this work deals with the effects of the proximity of inclusions in elastic compos-
ites. The case of overlapping heterogeneities or heterogeneities without interaction (far enough)
has been extensively studied in the literature. Few studies concern intermediate situations. We
therefore propose to perform Finite Element computations for different inclusion proximities. The
homogenized elastic properties, as well as the first and second moment of stress per phase, are com-
pared with the Mori–Tanaka estimates commonly used for this type of composite. The
behavior of local stress fields in the microstructure is also analyzed.

For matrix-inclusion microstructures, it is well known that periodic boundary conditions applied
to periodised RVEs are much more accurate than uniform strain boundary conditions (Dirichlet
type), at the expense of computation and meshing time. Various strategies are therefore being
explored to improve the accuracy of Dirichlet-like boundary value microscopic solutions while
preserving the competitiveness of the associated computational speed. These strategies, some of
which are innovative, are evaluated using various global, average and local indicators, similar to
those used in the previous section.

The aim of the third line of work is to accurately compute the microscopic temperature for a
heterogeneous heat generation stationary thermal problem. The various FE2 approaches around
this topic differ mainly in the source term of the microscopic problem solved on the RVE. These
approaches are analyzed and compared with the two-scale asymptotic expansion method. The
numerical results obtained for the case of a homogeneous (non-null) or heterogeneous heat gen-
eration are compared with a fine scale direct simulation of the structure in order to discriminate
between the different approaches and to propose a robust and accurate solution.

Keywords: computational homogenization, heterogeneous materials and sources, microscopic
solutions, proximity of inclusions, Dirichlet boundary conditions, finite element method
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Introduction

La simulation numérique est devenue un outil essentiel dans de nombreux domaines d’activité,
allant des différentes industries à l’économie en passant par la médecine. La croissance des
capacités de calcul et le développement des outils numériques ont permis, ces dernières décennies,
le développement de modélisations sophistiquées donnant des solutions précises à des problèmes
de plus en plus complexes. Pour les industriels, ces modélisations et simulations favorisent, par
la reproductibilité de phénomènes réels, l’optimisation du cycle de vie d’un produit.
Ces dernières années, les scientifiques ont développé des algorithmes contribuant à la prise en
compte de phénomènes couplés via des simulations dites multiéchelles et multiphysiques. De
manière conjointe, le développement de méthodes de calcul sur des supercalculateurs a permis
d’envisager des résolutions atteignant plusieurs milliards d’inconnues.

Dans le domaine du nucléaire, la compréhension des différents phénomènes mis en jeu lors
de l’irradiation en réacteur est cruciale vis-à-vis des démarches de sûreté. Ainsi, le recours à
la modélisation et à la simulation permet de réduire et de mieux cibler les expérimentations
coûteuses, voire même de représenter des situations impossibles à expérimenter (situations
accidentelles par exemple). Prédire le comportement du combustible nucléaire, en condition
nominale, mais aussi accidentelle, est un enjeu important. Les pastilles de combustibles recyclées,
cylindre de l’ordre du centimètre cube, contiennent des hétérogénéités de composition de l’ordre
du micromètre. Cette séparation d’échelle rend l’utilisation d’une simulation directe très coûteuse,
voire même inaccessible actuellement.

Les simulations existantes s’appuient sur des méthodes dites d’homogénéisation permettant de
représenter le comportement des matériaux hétérogènes par des modèles homogènes. Plusieurs
approches ont été développées dans la littérature.
Les méthodes analytiques de la communauté de la mécanique considèrent une microstructure
simplifiée et fournissent des approximations analytiques des propriétés effectives, voire au mieux
de certaines quantités moyennes par phase pour les méthodes dites par "champs moyens", sans
avoir à mailler la microstructure.
Pour considérer également les variations locales, des méthodes d’homogénéisation numérique,
dites à "champs complets", sont utilisées. Ces approches reposent sur des calculs de microstruc-
tures qui s’effectuent en pratique sur des petits éléments de volumes, appelés VER pour Volume
Élémentaire Représentatif, qui se veulent caractéristiques de la microstructure. Pour réduire le
temps de calcul de ces méthodes, tout en représentant les champs locaux, la tendance actuelle
est au développement d’approches basées sur des techniques de réduction de l’ordre du modèle
ou d’intelligence artificielle.
La communauté mathématique élabore également des techniques d’homogénéisation, majori-
tairement basées sur des développements asymptotiques à double échelle permettant d’obtenir
une solution homogénéisée et des correcteurs rendant compte des fluctuations microscopiques, à
partir de calculs de VER sur des microstructures périodiques.

Lors de l’irradiation en réacteur, les chargements, géométries et propriétés du combustible
nucléaire varient fortement au cours du temps ce qui rend compliqué l’élaboration de lois analy-
tiques. Ainsi, les méthodes de type Éléments Finis multiniveaux apparaissent particulièrement
adaptées. Elles consistent à calculer le comportement effectif à la volée via des calculs couplés
multiéchelles d’homogénéisation numérique où le calcul à l’échelle macroscopique appelle des
calculs microscopiques hétérogènes sur VER. Ainsi, aucune loi constitutive n’est nécessaire à
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l’échelle macroscopique. Ces approches sont donc considérées comme des approches de référence.
De plus, ces méthodes peuvent bénéficier des avancées technologiques sur les supercalculateurs
puisque les calculs sur VER sont parallélisables.

Cette thèse s’inscrit dans le cadre de la modélisation thermo-mécanique avancée des combus-
tibles nucléaires par des techniques Éléments Finis multiniveaux de type EF2 (Éléments Finis
au carré).
Le premier objectif est d’identifier certains nouveaux paramètres importants de la microstructure
pour la génération des VER, à savoir notamment la proximité des inclusions. Ensuite, afin de
réduire les temps de simulation des calculs microscopiques, tout en conservant l’approche de
référence, nous travaillons sur l’amélioration de la précision des solutions sur VER obtenues avec
des conditions aux limites de Dirichlet. En effet, des conditions aux limites dites périodiques sont
généralement utilisées pour obtenir des solutions précises mais au prix d’un coût de calcul plus
important. Enfin, nous analysons et implémentons le jeu d’équations à résoudre aux différentes
échelles afin de prendre correctement en compte les variations locales de solution dues à un
terme source dépendant des hétérogénéités.
Les modèles et méthodes numériques développés dans ce manuscrit se veulent génériques et
donc applicables à tout composite de type matrice-inclusions sphériques, dépassant ainsi le cadre
des combustibles nucléaires.

Ces travaux de recherche utilisent et participent au développement de la plateforme PLEIADES 1,
plateforme de simulation multiphysique et multiéchelle du comportement des combustibles
nucléaires sous irradiation en situation normale, incidentelle ou accidentelle, co-développée dans
le cadre de l’institut tripartite composé du CEA, d’EDF et de Framatome. En particulier, cette
thèse a été financée par le projet CRAYON de l’institut tripartite.
Par ailleurs, ces travaux s’inscrivent dans le cadre d’une collaboration entre le CEA de Cadarache
et le Laboratoire de Mécanique et d’Acoustique, à travers le laboratoire commun MISTRAL
(Modelling Inspection and characterization of materials and STRuctures for Advanced Low
carbon energies) entre le CEA, le CNRS, Aix-Marseille Université et l’École Centrale Marseille.

1. Plateforme Logicielle pour les Éléments Irradiés dans les Assemblages en Démonstration, en Expérimenta-
tion ou en Service
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Chapitre 1

Contexte et objectifs

Ce chapitre positionne les travaux de thèse dans un contexte industriel lié à la simulation
du comportement du combustible nucléaire recyclé. Il s’agit alors de dégager une méthode
numérique permettant d’obtenir une simulation multiéchelle thermo-mécanique de référence de
ce matériau. Les différentes enjeux de cette thèse sont ensuite élaborés.
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1.1. Contexte industriel

1.1. Contexte industriel

La part du nucléaire en France est élevée avec 63 % d’électricité produite en 2022 selon le
Réseau de Transport d’Électricité 1. Le pays est donc fortement axé sur cette industrie et le
projet de construction de nouveaux réacteurs confirme cette stratégie pour les années à venir.
L’énergie nucléaire est très attractive grâce à sa faible émission de CO2, mais aussi à sa capacité
à être pilotable. Associée à des énergies renouvelables, qui sont généralement intermittentes et
difficilement stockables, elle permet un mix électrique décarboné.

La sécurité des centrales nucléaires est au cœur de nombreux débats. Les risques d’accidents
majeurs comme ceux de Fukushima (Japon) en 2011 ou de Tchernobyl (Ukraine) en 1986
suscitent des inquiétudes quant aux conséquences pour la population et l’environnement. Il
est donc primordial de maîtriser les risques associés à cette énergie lors de la conception et
l’exploitation des centrales et durant tout le cycle du combustible nucléaire.

Par conséquent, la compréhension de tous les phénomènes physiques mis en jeu est fondamen-
tale. Le coût financier, voire la difficulté d’expérimenter dans leur globalité certains événements
notamment les situations accidentelles, rend la modélisation et la simulation numérique essen-
tielles.

1.1.1. Réacteur à Eau Pressurisée

Le Réacteur à Eau Pressurisée (REP) est le type de réacteur nucléaire le plus couramment
utilisé dans le monde. Il constitue l’essentiel du parc électro-nucléaire français. Le principe de
fonctionnement de ce réacteur est illustré en Figure 1.1. Il repose sur les principaux éléments
suivants :

— Combustible nucléaire - Le combustible utilisé dans un REP est généralement de
l’uranium enrichi en U235, siège de la fission. Le combustible est disposé en assemblages
(cf. Section 1.1.2 pour la description de cette structure) insérés dans la cuve du réacteur et
constituant le cœur du réacteur.

— Modération des neutrons - Les neutrons libérés lors de la fission nucléaire sont
extrêmement rapides et ne sont pas efficaces pour entretenir la réaction en chaîne des
combustibles de REP. Le réacteur a besoin d’un modérateur pour ralentir ces neutrons.
Dans un REP, l’eau agit comme modérateur en ralentissant les neutrons, ce qui permet de
provoquer de nouvelles fissions.

— Fluide caloporteur - L’eau du circuit primaire sert également de fluide caloporteur (en
plus d’être modérateur). Elle transporte la chaleur produite par la fission des noyaux
d’uranium. L’eau est maintenue à une pression suffisamment élevée (155 bars) pour
empêcher son ébullition.

— Générateur de vapeur - L’eau du circuit primaire transfère sa chaleur à un circuit
d’eau secondaire sans qu’il y ait de mélange entre les deux. L’eau du circuit secondaire se
transforme en vapeur en absorbant la chaleur.

— Turbine - La vapeur produite dans le circuit secondaire est dirigée vers une turbine
générant de l’électricité.

— Circuit de refroidissement - La vapeur du circuit secondaire est ensuite refroidie par de
l’eau de mer ou de rivière via un circuit tertiaire sans que les deux circuits ne se mélangent :
l’eau du circuit secondaire est dès lors condensée en eau liquide avant de retourner dans

1. www.rte-france.com/actualites/bilan-electrique-2022
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les générateurs de vapeur.

Figure 1.1. – Fonctionnement d’une centrale nucléaire avec aéroréfrigérant. Source : IRSN

Les circuits primaire et secondaire d’un réacteur nucléaire sont des circuits fermés. La sûreté
du réacteur est par ailleurs assurée par trois barrières de confinement des produits de fission.
Leur rôle est de prévenir la dispersion de produits de fission potentiellement radioactifs dans
l’environnement, en cas d’accident au sein du réacteur. La première barrière de confinement est
la gaine cylindrique contenant les pastilles de combustible nucléaire empilées (cf. Section 1.1.2).
Cette gaine est bouchonnée à chaque extrémité et parfaitement étanche. Le circuit primaire
dans lequel circule le fluide caloporteur forme la deuxième barrière. Enfin, l’enceinte en béton
du bâtiment réacteur (contenant la cuve du réacteur avec le combustible, le circuit primaire et
les générateurs de vapeur) constitue la troisième barrière de confinement.

En cas d’incidents ou d’accidents, le système de sûreté du réacteur est conçu pour arrêter la
réaction en chaîne et assurer le refroidissement du cœur du réacteur afin d’éviter tout risque
d’accident grave. Un des dispositifs est composé des barres de commande absorbant les neutrons,
plus ou moins introduites dans le cœur du réacteur. Elles permettent de contrôler la réaction en
chaîne jusqu’à l’arrêt quasi-instantané.

1.1.2. Crayon et pastille combustible

Le cœur d’un REP d’une puissance de 900 Méga Watt électrique (MWe) est constitué de 157
assemblages (cf. Figure 1.2a) de 264 crayons de combustibles contenant chacun 300 pastilles
de combustibles (cf. Figure 1.2b). Un crayon combustible, schématisé par la Figure 1.2c, est
constitué d’un tube de gainage cylindrique creux en alliage de zirconium d’environ 4 m de
hauteur, 9.5 mm de diamètre externe et 0.6 mm d’épaisseur, dans lequel sont insérées des
pastilles cylindriques de combustible d’environ 8 mm de diamètre et 1 cm de hauteur.

Les pastilles de combustible sont généralement des céramiques de dioxyde d’uranium (UO2)
fabriquées à partir d’uranium naturel enrichi. En effet, uniquement 0.7 % de l’uranium naturel est
fissible (isotope 235). Classiquement, l’uranium des combustibles UO2 contient une proportion
d’uranium 235 fissile se situant entre 3 % et 5 %, le reste étant essentiellement de l’uranium 238.
Pour économiser la ressource d’uranium naturel et diminuer les déchets de matière nucléaire, la
France a choisi de valoriser le plutonium 239 formé lors de l’irradiation du combustible UO2.
Ainsi, le combustible MOX (Mixed OXide), un dioxyde mixte d’uranium et plutonium (U,Pu)O

2
,

est obtenu par un mélange de deux poudres, l’une étant du dioxyde d’uranium appauvri et l’autre
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1.1. Contexte industriel

(a) Croquis d’un assemblage combustible REP

(b) Photo d’une pastille de combustible

17,45mm 3660mm 17,45mm

3852mm

Bouchon

supérieur Ressort de maintien Pastilles 

Bouchon

inférieur

(c) Schéma d’un crayon combustible en REP de 900 MWe

Figure 1.2. – Représentation d’un assemblage, d’un crayon et d’une pastille de combustible
en REP. Source : Framatome.

du dioxyde de plutonium, toutes les deux obtenues à partir du retraitement du combustible
nucléaire usé. Selon les besoins des réacteurs, la teneur en plutonium du combustible MOX se
situe entre 5 % et 12,5 %. Le procédé de fabrication de ce combustible est le procédé MIMAS
(acronyme anglais de MIcronisation MASter blend) décrit par la Figure 1.3. Ce procédé induit
un combustible qui présente à l’étape finale une hétérogénéité en teneur de plutonium.

Figure 1.3. – Processus de fabrication du MOX MIMAS. Figure issue de [Orano 2017].
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1.1.3. Comportement du combustible MOX sous irradiation

Au sein des combustibles MOX MIMAS actuels nous distinguons classiquement trois phases,
visibles sur la Figure 1.4, correspondant à des teneurs massiques en plutonium différentes. Le
MOX MIMAS peut ainsi être représenté par une microstructure aléatoire de type matrice-
inclusion [Largenton 2012] avec une phase d’enrobage à teneur modérée en plutonium (autour
de 10 %) dans laquelle sont distribués des amas plutonifères (25 % à 30 % de teneur en plutonium,
fraction volumique : environ 10 %) et des amas uranifères à faible teneur en plutonium (inférieure
à 1 %, fraction volumique : environ 30 %). Ces données sont valables pour des pastilles à haute
teneur en plutonium. Des travaux récents ont par ailleurs permis d’améliorer encore cette
description [El Abdi 2021].

Figure 1.4. – Teneur en plutonium dans la microstructure du MOX, image microsonde issue
de [Oudinet et al. 2008]

La teneur en matière fissile étant différente au sein des phases du combustible MOX, celles-ci
évoluent localement différemment sous irradiation en fonctionnement normal, en conditions
incidentelles et accidentelles, et ce tant des points de vue neutronique, thermo-mécanique et
physico-chimique. Dans les codes industriels de simulation du comportement thermo-mécanique
de ces combustibles, l’utilisation d’une approche homogène considérant une seule phase de
teneur moyenne en plutonium est validée pour prédire les grandeurs macroscopiques d’intérêt
pour les études de sûreté (comparées aux mesures expérimentales sur crayons combustibles
MOX) [Georgenthum et al. 2014 ; Bouloré et al. 2017]. Néanmoins, en cas de volonté de
connaître ce qui se passe localement au sein de chacune des phases des combustibles MOX,
d’évaluer l’interaction entre ces phases au cours de l’irradiation et de prédire plus précisément
les grandeurs locales mesurées au sein de celles-ci, il est intéressant de développer des approches
numériques permettant de capter ces phénomènes locaux et plus précisément en conditions
accidentelles. Un exemple d’intérêt est celui d’un accident d’Éjection D’une Grappe de commande
(EDG) dans un REP, accident plus connu sous l’acronyme anglais Reactivity Initiated Accident
(RIA).

En effet, lors d’un pulse RIA, le combustible UO2 suit un comportement élasto-viscoplastique
non-linéaire et subit sur sa zone périphérique une décohésion des joints de grains par endom-
magement ductile. Cette zone de décohésion des joints de grains est d’autant plus importante
radialement dans le combustible que la largeur du pulse est réduite et que l’énergie déposée y
est conséquente [Papin et al. 2006 ; Papin et al. 2007]. L’ensemble de ces affirmations restent
valables pour le MOX. Cependant, l’hétérogénéité en teneur plutonium au sein du combustible
MOX fait que la densité de fission locale va être différente au sein de chacune des phases
de ce combustible. Ainsi, la température et les comportements thermo-mécaniques associés
(dilatation thermique, déformation élasto-viscoplastique, endommagement,...) vont également
varier différemment selon les phases du MOX. Du point de vue de la R&D, il est donc intéressant
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de disposer d’une méthode numérique permettant d’étudier et de quantifier l’importance de ces
phénomènes locaux au sein de la microstructure du combustible MOX.

1.2. Principe des méthodes d’homogénéisation

Nous avons vu dans la section précédente que le combustible nucléaire recyclé pouvait être
représenté comme un composite de type matrice-inclusion. Dans cette section, nous examinons
les approches permettant de déterminer le comportement macroscopique, mais également les fluc-
tuations locales de ce type de matériau hétérogène. La simulation du comportement mécanique
ou thermique des matériaux hétérogènes est basée sur des méthodes dites d’homogénéisation,
cf. Figure 1.5. En effet, des simulations directes à l’échelle de la microstructure sont souvent
impossibles pour des matériaux réels. Les méthodes d’homogénéisation considèrent alors deux
échelles : l’échelle macroscopique correspondant à celle du matériau dans sa globalité et l’échelle
microscopique correspondant à celle des hétérogénéités. Une hypothèse fondamentale de l’homo-
généisation est que la taille caractéristique des hétérogénéités soit très petite devant la taille de
la structure. Afin de pouvoir considérer la structure comme un matériau homogène équivalent,
de nombreuses approches représentent l’échelle microscopique par un Volume Élémentaire
Représentatif (VER), cf. Figure 1.5. Cette notion sera détaillée en Section 1.2.3.

Matériau hétérogène Matériau homogénéisé

VER Homogénéisation

Figure 1.5. – Principe de l’homogénéisation. Figure issue de [Ramière 2021].

Plusieurs grands types de méthodes d’homogénéisation peuvent être distingués et sont parti-
culièrement bien expliqués dans ces articles de revue récents [Saeb et al. 2016 ; Gierden et al.
2022]. Nous détaillons dans la suite les principales approches utiles pour la suite du manuscrit.

Par ailleurs, nous présentons ces approches dans un cadre mécanique. L’application à la ther-
mique est très similaire en considérant les équivalences comportement effectif versus conductivité
effective, déformation versus gradient, contrainte versus flux. La particularité de la thermique
repose sur le fait que la variable primale (température) sur la microstructure est souvent d’intérêt.
Ce point sera détaillé en Section 1.3.3 et surtout au Chapitre 4.
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1.2.1. Relation de changement d’échelle

Dans ce manuscrit, nous adoptons la notation qui consiste à souligner un tenseur autant de
fois que son ordre.

Nous avons vu précédemment que deux échelles étaient impliquées dans le processus d’homo-
généisation. Nous notons Σ et E les tenseurs de contraintes et de déformations macroscopiques
(homogènes) et σ et ε les tenseurs de contraintes et déformations microscopiques (locaux).
L’étape d’homogénéisation ou passage de l’échelle microscopique à l’échelle macroscopique, cf.
Figure 1.6, se fait en considérant des moyennes volumiques sur un VER :

Σ = ⟨σ⟩, E = ⟨ε⟩ (1.1)

avec l’opérateur de moyenne volumique d’une quantité • sur le VER ω défini par :

⟨•⟩ =
1

|ω|

∫

ω

• dV (1.2)

où |ω| est la mesure de ω.
L’étape de localisation permet de passer de l’échelle macroscopique à l’échelle microscopique, cf.
Figure 1.6. Elle passe par la définition des tenseurs de localisation des déformations A et des

contraintes B :

ε(x) = A(x) : E, σ(x) = B(x) : Σ (1.3)

avec A et B des tenseurs d’ordre 4 vérifiant :

⟨A⟩ = ⟨B⟩ = Id (1.4)

où Id est le tenseur identité d’ordre 4.

Figure 1.6. – Principe de changement d’échelle en homogénéisation linéaire
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Lorsque le comportement local des hétérogénéités est supposé élastique linéaire :

σ = C : ε (1.5)

avec C le tenseur des modules élastiques (hétérogène par phase), le tenseur Ceff des rigidités

effectives s’obtient par la relation :

Σ = ⟨C : ε⟩ = ⟨C : A : E⟩ = ⟨C : A⟩ : E ⇒ Ceff = ⟨C : A⟩ (1.6)

Par une démarche similaire, il est possible d’obtenir le tenseur des souplesses effectif Seff à

partir du tenseur des souplesses élastiques S (ε = S : σ) et du tenseur de localisation B. Notons

que Ceff =

(

Seff

)−1

En considérant les symétries des tenseurs Ceff , Σ et E, on peut en réduire l’ordre en adoptant

les notations suivantes :

Ceff =

















C11 C12 C13 C14 C15 C16

C21 C22 C23 C24 C25 C26

C31 C32 C33 C34 C35 C36

C41 C42 C43 C44 C45 C46

C51 C52 C53 C54 C55 C56

C61 C62 C63 C64 C65 C66

















, (1.7)

Σ = ⟨σ⟩ =
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, (1.8) E = ⟨ε⟩ =
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. (1.9)

Lorsque le matériau a un comportement macroscopique isotrope, le tenseur, symétrique, des
modules élastiques Ceff

isotrope
s’écrit :

Ceff

isotrope
=
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µ k −
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3
µ 0 0 0

k +
4

3
µ 0 0 0

2µ 0 0
2µ 0

2µ

























(1.10)

avec k le module de compressibilité et µ le module de cisaillement.
En mécanique, le comportement élastique est souvent donné par le couple module de Young et
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coefficient de poisson (E, ν) où les relations suivantes le relie au couple (k, µ) :

k =
E

3(1− 2ν)
, µ =

E

2(1 + ν)
. (1.11)

Par la suite, nous détaillons des approches analytiques ou numériques permettant notamment
d’estimer les modules effectifs du matériau homogène. Nous distinguons la notion de proprié-
tés effectives et apparentes. Les propriétés effectives sont des propriétés qui représentent le
comportement théorique du matériau homogène équivalent. Les propriétés apparentes sont des
propriétés homogènes obtenues à partir d’une modélisation du matériau hétérogène.

1.2.2. Les approches d’homogénéisation analytique

Les communautés de la mécanique et des mathématiques appliquées nomment "approches
analytiques" des méthodes bien distinctes.
Pour la communauté de la micromécanique, les approches analytiques d’homogénéisation [Hershey
1954 ; Hashin et al. 1963 ; Mori et al. 1973 ; Christensen et al. 1979] visent à construire
des approximations analytiques du comportement mécanique du milieu homogène équivalent.
L’avantage majeur de ces approches réside dans leur capacité à modéliser l’influence de certains
paramètres microstructuraux à l’échelle macroscopique, sans représenter explicitement la micro-
structure (discrétisation et maillage), ce qui se traduit par une considérable réduction du temps
de calcul.
Les premiers développements sont les bornes de Voigt et Reuss encadrant les propriétés effec-
tives, mais souvent très éloignées des valeurs réelles. Les travaux d’Eshelby [Eshelby 1957]
sur un matériau infini et homogène dans lequel une inclusion ellipsoïdale est soumise à une
déformation libre de contrainte a amené de nombreuses améliorations, notamment les bornes de
Hashin–Shtrikman [Hashin et al. 1963] qui encadrent plus précisément les propriétés effectives.
Ces travaux sont les bases des approches par "champs moyens", supposant les champs de
contrainte et de déformation uniformes par phases. On peut notamment citer les estimations
de Mori–Tanaka [Mori et al. 1973] et le schéma auto-cohérent [Hill 1965]. Ces différentes
méthodes sont formulées par la suite.
Cependant, ces approximations analytiques ne sont disponibles que pour des microstructures
spécifiques. Elles permettent d’obtenir des propriétés apparentes, et au mieux des estima-
tions moyennes par phase (moments d’ordre 1 et 2) pour les approches dites à champs
moyens [Berryman et al. 1996]. La prédiction de la localisation des déformations ou des
contraintes n’est pas possible. De plus, elles demandent des développements substantiels, difficile
à atteindre, pour modéliser certains comportements complexes et non linéaires tels que le fluage
ou la fissuration [Ponte Castañeda 2016].
A titre d’exemple, les différentes formulations sont explicitées dans les sections suivantes pour
un matériau biphasé de type matrice-inclusion (i.e. une matrice contenant des inclusions ayant
le même comportement mécanique entre elles).

1.2.2.1. Les bornes de Voigt et Reuss

Les approximations de Voigt et Reuss permettent d’encadrer les propriétés effectives de la
structure. L’approximation de Voigt se base sur une hypothèse de déformations uniformes
(homogènes) dans la microstructure. Ainsi, le tenseur de localisation A (cf. équation (1.3)) est
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égal à l’identité. On réalise alors une estimation par excès des propriétés effectives, qui correspond
à la moyenne arithmétique des modules de compressibilité et de cisaillement. L’approximation
de Reuss suppose cette fois des contraintes homogènes dans la microstructure et donc un tenseur
de localisation B (cf. équation (1.3)) égal à l’identité. On réalise ainsi une estimation par défaut,

qui correspond à faire une moyenne harmonique. Nous avons alors par exemple les relations
(1.12) et (1.13) comme encadrement pour les modules effectifs de compressibilité keff et de
cisaillement µeff dans le cas d’un matériau biphasé de type matrice-inclusion :

kReuss =
1

fv
k1

+ 1−fv
k2

≤ keff ≤ kV oigt = fvk1 + (1− fv)k2 (1.12)

µReuss =
1

fv
µ1

+ 1−fv
µ2

≤ µeff ≤ µV oigt = fvµ1 + (1− fv)µ2 (1.13)

avec les indices i = 1, 2 correspondants respectivement aux phases inclusionnaire et matricielle,
et fv la fraction volumique d’inclusions.

1.2.2.2. Les bornes de Hashin–Shtrikman

Les bornes de Hashin–Shtrikman [Hashin et al. 1963] s’appliquent spécifiquement aux
composites biphasés et supposent un ordre sur les propriétés ((k1 − k2)(µ1 − µ2) ≥ 0). Elles
permettent un meilleur encadrement que les bornes de Voigt et Reuss. Elles utilisent un milieu
isotrope de référence défini par (k0, µ0) :

kReuss ≤ kHS(min(µ1, µ2)) ≤k
eff ≤ kHS(max(µ1, µ2)) ≤ kV oigt (1.14)

µReuss ≤ µHS(min(k1, k2),min(µ1, µ2)) ≤µ
eff ≤ µHS(max(k1, k2),max(µ1, µ2)) ≤ µV oigt (1.15)

avec


























kHS(µ0) = k2 + fv
k1 − k2

1 + (1− fv)
k1 − k2

k̃ + k2

µHS(k0, µ0) = µ2 + fv
µ1 − µ2

1 + (1− fv)
µ1 − µ2

µ̃+ µ2

(1.16)

avec k̃ =
4

3
µ0 et µ̃ =

µ0

6

9k0 + 8µ0

k0 + 2µ0

.

Dans le cas où les propriétés ne sont pas ordonnées, un développement est proposé par [Walpole
1966].

1.2.2.3. Les estimations de Mori–Tanaka

La méthode d’homogénéisation de Mori–Tanaka (MT) [Mori et al. 1973], supposant les
inclusions sphériques noyées dans la matrice, est utilisée pour estimer les propriétés effectives des
composites de type matrice-inclusion dont les fractions volumiques d’inclusions sont modérées
(cf. milieu dilué). Elles sont déduites des estimations de Hashin–Shtrikman (cf. équations (1.16))
en prenant la matrice comme milieu de référence. Les propriétés obtenues avec le schéma de MT
correspondent donc naturellement à une des bornes de Hashin–Shtrikman (cf. équations (1.14)
et (1.15)) selon la rigidité de la matrice par rapport à celle des inclusions. Ces estimations
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peuvent être établies pour un nombre de phases quelconque [Masson et al. 2020]. Les relations
suivantes peuvent être obtenues pour un cas biphasé matrice-inclusion :



























kMT = k2 + fv
k1 − k2

1 + (1− fv)
k1 − k2
4
3
µ2 + k2

µMT = µ2 + fv
µ1 − µ2

1 + (1− fv)
µ1 − µ2

µ̃+ µ2

avec µ̃ =
µ2

6

9k2 + 8µ2

k2 + 2µ2

. (1.17)

Comme toute estimation analytique, cette loi a une gamme d’utilisation. En particulier, la
fraction volumique des inclusions ne doit pas être trop élevée [Christensen 1990], typiquement
fv < 40%. Comme toute approche par champ moyen, l’approche MT permet également d’obtenir
des estimations du champ de contrainte moyen par phase, aussi appelé premier moment de la
contrainte. Elles seront détaillées en Section 2.3.2.

1.2.2.4. Le schéma auto-cohérent

Le schéma auto-cohérent (AC) [Hershey 1954 ; Hill 1965] suppose que les inclusions sont
noyées dans le composite homogénéisé. On peut les déduire des estimations de Hashin–Shtrikman
(cf. équations (1.16)) en prenant le milieu homogénéisé comme milieu de référence. Ainsi, un
problème non linéaire doit être résolu. Ce schéma sera davantage utilisé pour des hautes fractions
volumiques d’inclusions, ainsi que pour des polycristaux. Les estimations suivantes peuvent être
obtenues pour des inclusions sphériques [Hill 1965] :































kAC = k2 + fv
k1 − k2

1 +
αAC
SE

kAC
(k1 − kAC)

µAC = µ2 + fv
µ1 − µ2

1 +
βAC
SE

µAC
(µ1 − µAC)

(1.18)

où αAC
SE et βAC

SE , définis par l’équation (1.19), sont les parties sphérique et déviatorique du tenseur
d’Eshelby évalué avec les propriétés homogénéisées.

αAC
SE =

3kAC

3kAC + 4µAC
, βAC

SE =
6(kAC + 2µAC)

5(3kAC + 4µAC)
(1.19)

Cette méthode permet également de formuler des estimations moyennes par phase.

1.2.2.5. Comparaison des approches analytiques

En bilan, la Figure 1.7 compare les bornes de Voigt et Reuss, les estimations de Mori–Tanaka,
le schéma auto-cohérent et la méthode "diluée". Cette dernière est issue directement des travaux
d’Eshelby et est valide pour une fraction volumique d’inclusions très faible dans le composite. Ces
approches analytiques sont comparées à une méthode numérique de référence (cf. Section 1.2.3).
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Figure 1.7. – Comparaison des différents estimateurs en fonction de la fraction volumique pour
k1 = µ1 = 10 et k2 = µ2 = 1. Les points “Outil de Validation” représentent la
solution obtenue par une méthode numérique. Figure issue de [Cours de Martin
Lévesque]

1.2.2.6. Développement asymptotique à double échelle

Pour la communauté des mathématiques appliquées, les approches analytiques d’homogénéi-
sation [Bensoussan et al. 1978 ; Sanchez-Palencia 1980 ; Artola et al. 1982 ; Francfort
et al. 1986 ; Bakhvalov et al. 1989 ; Tartar 1990 ; Allaire 1992 ; Allaire 2010] conduisent
à obtenir le comportement du milieu homogénéisé enrichi de correcteurs permettant d’estimer
les fluctuations microscopiques. Ces approches sont construites à partir de développements
asymptotiques de la solution du type :

uε(x, y) = u0(x, y) + εu1(x, y) + ε2u2(x, y) +O(ε3) (1.20)

avec x la composante à grande échelle, y la composante à petite échelle relative à la cellule
périodique, ε = x

y
la taille caractéristique de la microstructure, uε la solution directe multiéchelle

et ui des fonctions périodiques par rapport à y sur le VER.
Les dérivées spatiales séparent alors les composantes x et y :

∇ = ∇x +
1

ε
∇y (1.21)

En insérant les relations obtenues dans le problème microscopique, il est possible d’identifier
les différents ordres de la solution. Pour des comportements linéaires et des microstructures
périodiques, une convergence à double échelle peut être démontrée rigoureusement avec des
taux de convergence associés [Bensoussan et al. 1978 ; Allaire 1992 ; Allaire 2010]. Il est à
noter, que contrairement à l’homogénéisation analytique en micromécanique, le comportement
homogénéisé et les correcteurs sont évalués à partir de calculs numériques sur des VERs. En ce
sens, ces méthodes se rapprochent des techniques d’homogénéisation numériques décrites en
section suivante.
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1.2.3. Les approches d’homogénéisation numérique

Les approches d’homogénéisation numérique, dites à "champs complets", reposent sur des
calculs de microstructure sur des VER. Le comportement apparent est alors déterminé à partir
de moyennes volumiques sur le VER. Le comportement local et tout type de moyenne par phase
sont également accessibles. Ainsi, dans cette section nous expliquons comment générer un VER,
puis les différentes stratégies pour obtenir les propriétés apparentes et les champs locaux.

1.2.3.1. Génération d’un VER

Le VER est choisi à l’échelle de la microstructure pour pouvoir représenter les hétérogénéités.
Il est de taille caractéristique l petite par rapport à celle de la macrostructure L, afin de pouvoir
considérer la structure comme un milieu homogène. Dans le cas des milieux périodiques, le choix
du VER est le motif périodique. La construction du VER est plus complexe pour des milieux
aléatoires : en notant d la taille caractéristique des hétérogénéités, la taille du VER doit être
suffisamment grande devant d afin de permettre une représentation statistique correcte de la
microstructure. Ainsi nous devons avoir la relation (1.22), illustrée par la Figure 1.8.

d≪ l ≪ L (1.22)

En homogénéisation numérique, il est fréquent de chercher une convergence en l des propriétés
apparentes, calculées sur le VER (cf. Section 1.2.3.3), vers les propriétés effectives, voir par
exemple [Kanit et al. 2003]. Il existe de multiples définitions de la notion de VER, certaines
sont basées sur cette taille de VER à convergence [El Moumen et al. 2021]. En général, les
VER sont de forme cubique (en 3D) ou carré (en 2D), mais d’autres formes peuvent exister,
notamment dans le cas des polycristaux [Kim et al. 2003 ; Grasset-Bourdel et al. 2011].

Figure 1.8. – Échelles de représentation pour un milieu aléatoire. Figure issue de [Blanc
2009]

Une première stratégie de génération de VER de milieu aléatoire, consiste à exploiter des
images microsondes et permet la description la plus fidèle de la microstructure. Une autre
stratégie se base sur des lois de tirage d’inclusions permettant de retrouver des propriétés
morphologiques et physiques similaires aux microstructures réelles. Il existe de nombreuses
procédures pour générer des inclusions sphériques avec une répartition aléatoire [Torquato
2002]. La procédure de génération la plus courante est la procédure d’addition séquentielle
aléatoire (RSA, acronyme anglais de Random Sequential Addition) [Cooper 1988]. Ce processus
tire successivement et uniformément dans le VER les coordonnées des centres des inclusions en

31



1.2. Principe des méthodes d’homogénéisation

rejetant les centres conduisant à des sphères s’interpénétrant. Dans le cadre d’un processus de
Poisson, le chevauchement des sphères est autorisé. Une distance tampon minimale smin peut
par ailleurs être imposée entre les sphères, notamment pour des raisons de maillage. Cependant,
la fraction volumique maximale qui peut être obtenue par la procédure RSA est assez limitée.
Pour des sphères monodispersées, la densité maximale est d’environ 38, 5 % [Cooper 1988]
en 3D, ce qui n’est pas suffisant pour certaines applications. C’est pourquoi d’autres méthodes
de tirage ont été introduites : beaucoup sont basées sur des stratégies de réarrangement
collectif [Lubachevsky et al. 1990 ; Williams et al. 2003]. D’autres méthodes existent comme
les tesselation de Voronoï ou de Laguerre, mais sont généralement dédiées aux polycristaux.

Lors de la génération de VER cubiques munis d’inclusions sphériques, nous utilisons comme
donnée d’entrée un fuseau diamétral de la phase inclusionnaire ainsi que la fraction volumique
pour chaque population d’amas. Il nous faut alors convertir la fraction volumique fvk de la
population k en un nombre de sphères Nk :

Nk = E

(

3fvkl
3

4πr3k

)

(1.23)

avec rk le rayon des inclusions et E() la partie entière inférieure.

Enfin dans la volonté d’obtenir un VER dit périodisé, si l’inclusion retenue intersecte le bord,
alors les parties qui en sortent sont reproduites dans le VER par périodicité. Cette propriété est
notamment profitable pour les conditions aux limites périodiques (cf. Section 1.2.3.2). Pour des
VER s’appuyant sur des images microsondes, il peut être possible de modifier l’emplacement de
certaines inclusions pour obtenir un VER périodisé.

Un exemple de VER étudié dans cette thèse est présenté à la Section 1.3. Les procédures de
tirage et de maillage des VER utilisées dans ce manuscrit sont décrites à la Section 2.2.

1.2.3.2. Conditions aux limites du VER

Pour déterminer le comportement local sur le VER, il faut imposer des conditions aux limites
(BC, acronyme anglais de Boundary Conditions) au bord du VER. Trois grands type de BC
existent [Bornert et al. 2001 ; Miehe et al. 2002 ; Kanit et al. 2003]. Les deux premières
sont des conditions dites homogènes au contour alors que la dernière est dite périodique, car
initialement introduite pour les milieux périodiques.

— Les conditions aux limites de déformation uniforme (USBC, acronyme anglais de Uniform
Strain Boundary Conditions) de type Dirichlet, sont parfois également appelées conditions
aux limites cinématiquement uniformes (KUBC, acronyme anglais de Kinematic Uniform
Boundary Conditions) ou encore conditions aux limites de déformation homogène au
contour par la communauté française. Le déplacement microscopique u est imposé aux
points x du bord ∂ω du VER tel que :

u(x) = E · x sur ∂ω (1.24)

avec E le tenseur des déformations macroscopiques.
— Les conditions aux limites statiquement uniformes (SUBC, acronyme anglais de Static

Uniform Boundary Conditions) de type Neumann, sont parfois également appelées condi-
tions aux limites de contrainte homogène au contour par la communauté française. Elles
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permettent d’imposer une condition sur le tenseur des contraintes microscopiques σ :

σ · n = Σ · n sur ∂ω (1.25)

avec Σ le tenseur des contraintes macroscopique. Pour éviter les mouvements de corps
rigide, un point du VER est généralement bloqué par une condition de Dirichlet.

— Les conditions aux limites périodiques (PBC, acronyme anglais de Periodic Boundary
Conditions) consistent à appliquer le déplacement suivant au bord du VER :

u(x) = E · x+ v(x) sur ∂ω (1.26)

avec v un déplacement l-périodique, c’est-à-dire des valeurs identiques pour deux points
associés sur des faces opposées sur VER. Le vecteur de traction σ · n est quant à lui
l-antipériodique, avec n le vecteur normal à ∂ω. Il convient de noter que les USBC peuvent
être considérées comme un cas particulier des PBC avec v = 0. En pratique, le déplacement
périodique v est implicitement pris en compte via une relation reliant les déplacements
des bords opposés du VER. En posant (x+, x−) une paire de points opposés sur le bord
du VER, nous avons en effet :

u(x+)− u(x−) = E · (x+ − x−) (1.27)

étant donné la périodicité de v. Ces conditions imposent une solution à une translation
près. Pour contourner ce problème, un point du VER est généralement bloqué par une
condition de Dirichlet.

Ces BC permettent de vérifier des conditions de moyennes sur le VER :

⟨ε⟩ = E pour les USBC et PBC, (1.28)

⟨σ⟩ = Σ pour les SUBC, (1.29)

et également la condition de macrohomogénéité (également appelée condition de Hill-Mandel ou
lemme de Hill) [Hill 1967] :

⟨σ : ε⟩ = Σ : E. (1.30)

Nous nous intéressons particulièrement aux USBC et PBC, car elles sont plus adaptées à la
détermination du tenseur des modules apparents Capp puisqu’elles s’appuient directement sur le

tenseur macroscopique des déformations E. Une formulation pilotée en déformation est possible
pour les conditions de type SUBC en imposant la contrainte de moyenne sur les déformations
sur le bord du VER par le biais de multiplicateurs de Lagrange (représentant alors la traction
uniforme) [Miehe et al. 2002].

Pour de nombreux matériaux, la condition de séparation d’échelle (cf. équation (1.22)) n’est
pas vérifiée et la variation de la sollicitation macroscopique peut être importante à l’échelle des
hétérogénéités. Par exemple, pour des composites matrice-inclusion, de grosses hétérogénéités
peuvent être présentes. Ainsi, pour déterminer un milieu effectif, il est nécessaire de considérer des
méthodes d’homogénéisation d’ordre supérieur avec des conditions aux limites non-homogènes
(ou non-uniformes) [Kaczmarczyk et al. 2008 ; Yvonnet et al. 2020]. Un développement
polynomial de Taylor est appliqué sur le déplacement macroscopique U pour appliquer ce type
de BC. A notre connaissance, uniquement des BC de Dirichlet sont possibles. L’équation (1.31)
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est un exemple d’une formulation de BC quadratiques :

u(x) = E · x+
1

2
G : (x⊗ x) sur ∂ω (1.31)

avec Gijk =
∂2Ui

∂xj∂xk
le second gradient du déplacement macroscopique.

1.2.3.3. Obtention du tenseur apparent et des propriétés apparentes

Il est possible de déterminer le tenseur des rigidités apparentes Capp à partir de l’équation (1.6)

via deux approches :
— soit à partir du tenseur de localisation des déformations A (cf. équation (1.3)) ;

— soit à partir de la relation homogénéisée Σ = Capp : E.

Dans les deux cas, 6 chargements unitaires en déformations E sur le VER sont nécessaires. Ces
chargements sont donnés par l’équation (1.32) en utilisant les notations réduites introduites
en (1.9)). En pratique, la deuxième stratégie est généralement utilisée, car elle est plus immé-
diate. Ainsi, pour déterminer Capp, on utilise des BC s’appuyant directement sur le tenseur

macroscopique des déformations E (USBC, PBC).
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(1.32)

Après résolution de l’équation d’équilibre dans le VER nous obtenons, pour chacun des 6
chargements, la contrainte σ en tout point du VER, et en la moyennant sur le VER nous
obtenons la contrainte homogène Σ (cf. équation (1.1)). Cette contrainte homogénéisée nous
fournit alors directement la ième colonne de la matrice Capp, i allant de 1 à 6 et correspondant
au numéro du chargement dans l’équation (1.32).
Pour déterminer les modules apparents kapp et µapp d’un milieu isotrope, il suffit d’utiliser
les coefficients de la matrice Capp obtenus numériquement. Ainsi, en suivant par exemple la
méthodologie décrite par [Kanit et al. 2003] en notant i l’indice de ligne, et j celui de colonne :























kapp =
1

3

3
∑

j=1

(

1

3

3
∑

i=1

Capp
ij

)

µapp =
1

3

6
∑

i=4

1

2
Capp

ii

. (1.33)

Pour ce cas isotrope, [Kanit et al. 2003] proposent ainsi une méthode utilisant uniquement
deux chargements, cf. équation (1.34) en utilisant les notations réduites. Ainsi, les propriétés
apparentes peuvent être calculés par les formules (1.35).
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E1 =
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(1.34) ⇒











kapp =
1

3

3
∑

i=1

⟨σii⟩ avec E1

µapp = ⟨σ12⟩ avec E2

(1.35)

De manière similaire, des formules peuvent être déduites pour des chargements en contraintes
Σ en utilisant des BC s’appuyant directement sur le tenseur macroscopique des contraintes
(SUBC). Ainsi, on peut déduire le tenseur des souplesses apparentes Sapp et les modules apparents

à partir de ce tenseur [Kanit et al. 2003].

Pour des tailles de VER assez grandes, les propriétés apparentes obtenues via les différentes
approches convergent vers les propriétés effectives et ainsi le tenseur des rigidités apparentes est
égal à l’inverse du tenseur des souplesses apparentes [Sab 1992] :

Capp =

(

Sapp

)−1

= Ceff =

(

Seff

)−1

. (1.36)

Pour des tailles de VER intermédiaires, les propriétés apparentes obtenues à partir des charge-
ments en déformations ou en contraintes constituent des bornes du comportement effectif [Huet
1990] :

(

Sapp

)−1

≤ Ceff ≤ Capp. (1.37)

De plus, il a été observé par de nombreux auteurs, notamment [Sab 1992 ; Bornert et al. 2001 ;
Miehe et al. 2002 ; Kanit et al. 2003], que les conditions aux limites périodiques permettent
d’atteindre la convergence des propriétés apparentes vers les propriétés effectives pour des
VER de plus petite taille que pour des BC en chargements uniformes (USBC, SUBC). La
Figure 1.9 illustre la convergence des propriétés apparentes pour les trois types de BC rappelées
en Section 1.2.3.2.
Il est important de noter que pour bénéficier de la convergence avantageuse des PBC, il est
nécessaire d’avoir un VER périodisé avec un maillage également périodique [Egloffe et al.
2014 ; Gloria et al. 2015]. Ces contraintes associées à la génération du VER peuvent être
difficile à obtenir pour certains milieux aléatoires ou réels.

Figure 1.9. – Illustration de la convergence des propriétés effectives vers les propriétés appa-
rentes pour les USBC (KUBC), PBC (PERIODIC) et SUBC. Figure issue de
[Kanit et al. 2003]

.
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1.2.4. Les approches Éléments Finis multiniveaux

Dans de nombreux matériaux réels, les chargements, géométries et propriétés sont évolutifs
au cours du temps, avec des comportements non linéaires et des géométries microstructurales
souvent complexes. Ainsi, la détermination de lois analytiques incrémentales est difficile, voire
impossible. Dans ce cas on utilise généralement plutôt des approches Éléments Finis multini-
veaux [Feyel 1999 ; E et al. 2003 ; Abdulle et al. 2012], qui sont basées sur l’obtention de
la réponse macroscopique à la volée, à partir de calculs à "champs complets" sur des VER
de la microstructure hétérogène. Ces approches fournissent donc des informations moyennes
ou complètes sur l’état mécanique local de la microstructure. Ainsi, il n’est pas nécessaire de
disposer de loi constitutive à l’échelle macroscopique, ce qui s’avère particulièrement bénéfique
lorsqu’il faut simuler des situations avec des géométries ou des comportements pour lesquelles
aucune loi analytique homogénéisée n’existe. Ces approches sont reconnues comme des approches
de référence. Néanmoins, il est nécessaire de procéder à de nombreux calculs sur VER à chaque
point d’intégration du maillage macroscopique, ce qui entraîne des coûts de calcul élevés, même
avec les puissances de calcul actuelles.

L’article de [Eidel et al. 2018] montre que les deux principales approches de type Éléments
Finis multiniveaux, à savoir la méthode EF2 (Éléments finis au carré) [Feyel 1999] et la méthode
des éléments finis hétérogènes et multiéchelles (FE-HMM, acronyme anglais de Finite Element -
Heterogeneous Multiscale Method) [E et al. 2003], élaborées au sein de communautés scientifiques
différentes (mécanique et mathématique), donnent sensiblement les mêmes résultats. Dans cette
thèse, nous choisissons d’utiliser la méthode Éléments Finis au carré (EF2) [Feyel 1999], dont
le principe est détaillé ci-dessous, car elle est bien adaptée à des études thermo-mécaniques et
peu intrusive dans un code de calcul existant.

1.2.4.1. Principe de la méthode EF2

Le principe de la méthode EF2 est de coupler un calcul homogénéisé à l’échelle macroscopique
avec des calculs locaux de microstructure, cf. Figure 1.10. A l’échelle macroscopique, un maillage
de la structure (indépendant des hétérogénéités) est utilisé tandis qu’un VER est choisi pour
représenter la microstructure. Les calculs locaux sont alors réalisés autour de chaque point de
Gauss du maillage macroscopique. L’algorithme EF2 consiste en un enchaînement des quatre
étapes principales de l’homogénéisation (cf. Figure 1.6) de manière itérative jusqu’à convergence
du champ des contraintes homogénéisées à l’échelle macroscopique :

— un calcul d’équilibre sur le maillage macroscopique qui permet d’obtenir, à partir du
tenseur des contraintes homogénéisé de l’itération précédente, une estimation du tenseur
des déformations macroscopiques ;

— une étape de localisation permettant de déterminer les BC (généralement de type USBC
ou PBC, définies en Section 1.2.3.2) des calculs microscopiques à partir du tenseur des
déformations macroscopiques ;

— des calculs sur VER utilisant une modélisation du comportement (souvent non linéaire)
de la microstructure ;

— une étape d’homogénéisation permettant d’obtenir le tenseur des contraintes macrosco-
piques à partir des champs locaux obtenus sur la microstructure. Elle consiste généralement
en une moyenne volumique des contraintes sur le VER, cf équation (1.1).

Il a été montré par [Feyel 2003] que l’algorithme EF2 converge numériquement quelles que
soient les hypothèses choisies pour le couple localisation/homogénéisation. A la première itération
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du couplage multiéchelle, le choix du tenseur du comportement homogène est arbitraire et
conditionne uniquement la vitesse de convergence l’algorithme. Des propriétés homogènes
obtenues par des estimateurs analytiques peuvent être utilisées pour tenter de réduire le nombre
d’itération du processus EF2. Aux itérations suivantes, ce tenseur peut être actualisé via
la matrice tangente du comportement (ou Jacobienne) déduite des calculs microscopiques.
Néanmoins, ceci nécessite des calculs VER supplémentaires [Miehe et al. 1999 ; Feyel 1999 ;
Saeb et al. 2016]. Lorsque cette matrice n’est pas réactualisée, cela revient à résoudre le problème
à l’échelle macroscopique par un algorithme de type quasi-Newton, qui peut alors être accéléré
par une méthode d’accélération de convergence de point-fixe [Ramière et al. 2015].

Figure 1.10. – Principe de la méthode EF2. Figure issue de [Ramière et al. 2017b]

Le calcul Éléments Finis (EF) sur le VER remplace l’intégration d’une loi de comportement
au point de Gauss de la macrostructure. Cette stratégie peut donc s’implémenter dans n’importe
quel solveur EF existant. Les calculs microscopiques étant tous indépendants entre eux, la
méthode offre une grande scalabilité. Ainsi, en utilisant un serveur adapté, on peut utiliser un
processus différent pour chaque point de Gauss.

En comparant la méthode EF2 aux méthodes basées sur le développement asymptotique (cf.
Section 1.2.2.6), on montre [Blanc 2009 ; Chatzigeorgiou et al. 2016] que la solution obtenue
est à l’ordre 1 (cf. équation 1.20).

1.2.4.2. Résolution des problèmes locaux : solveur EF ou FFT ?

Classiquement, les problèmes locaux sont résolus par un solveur EF [Feyel 2003], mais
récemment l’utilisation de la méthode basée sur la transformée de Fourrier rapide (FFT, acronyme
anglais de Fast Fourrier transform) est proposée [Spahn et al. 2014 ; Kochmann et al. 2018 ;
Gierden et al. 2021]. La méthode FFT fut initiée par [Moulinec et al. 1998], une revue
des dernières améliorations est faite par [M. Schneider 2021]. Cette méthode est notamment
reconnue pour son efficacité numérique sur des calculs de VERs périodisés [El Shawish et al.
2020]. La procédure de maillage est immédiate, car une grille cartésienne régulière est utilisée.
La FFT permet un maillage de plus de 109 voxels [Gélébart et al. 2013 ; M. Schneider
et al. 2022a]. Néanmoins, jusqu’à présent, les maillages tétraédriques classiques non-structurés
d’ordre élevé rendent mieux compte des caractéristiques fines de la géométrie, même si du côté
de la FFT, des stratégies multigrilles et d’ordre supérieur telles que les voxels composites se
développent [M. Schneider 2021].

La méthode FFT est souvent limitée pour traiter des problèmes faisant intervenir des surfaces
dans le VER (exemple : fissuration locale, contact). Concernant la fissuration, des méthodes
de champs de phase commencent à être développées [Rabette et al. 2019 ; Chen et al. 2021],
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mais une approche locale de la fissuration reste délicate à gérer [Chen et al. 2020]. De plus, les
performances de la méthode sont pénalisées avec des lois constitutives comportant de nombreuses
variables internes.

Pour des raisons principalement liées à l’approximation de la géométrie mais également en vue
de pouvoir traiter de la fissuration par des approches locales classiques à l’échelle du VER dans
un futur proche, un solveur EF avec des maillages tétraédriques quadratiques sera privilégié
dans cette thèse.

1.2.4.3. Sur la réduction du temps de calcul des approches Éléments Finis
multiniveaux

Hormis le changement du solveur EF par un solveur FFT comme déjà évoqué en section
précédente, il existe d’autres stratégies étudiées pour réduire le temps de calcul des simulations
EF2.

Comme cela a été récemment souligné par [Walters et al. 2021], l’application de BC de
Dirichlet au bord du VER est vraiment compétitif en terme de temps de calcul, mais les
solutions associées souffrent généralement d’un manque de précision. En améliorant la justesse
des solutions obtenues, l’utilisation de ce type de conditions aux limites peut permettre un
gain en temps sur le calcul microscopique vis-à-vis d’une solution obtenue avec des conditions
périodiques. Par ailleurs, les contraintes de périodisation du VER pourraient être levées, ce qui
permet un gain en temps de calcul sur la partie génération et maillage du VER.

Pour réduire le temps de calcul et l’espace mémoire des méthodes EF2, on peut utiliser une
méthode hybride [Ramière et al. 2017b ; Praster et al. 2018 ; Koliesnikova et al. 2020]
où les calculs sur les VER seront uniquement effectués sur des zones spatiales d’intérêt de la
structure. Ces zones sont généralement déterminées à partir d’une estimation de la validité des
lois de comportements homogénéisées disponibles. Ces lois sont ainsi utilisées en dehors des zones
d’intérêt EF2. Cette approche hybride rend alors possible l’utilisation de stratégies EF2 dans des
codes industriels et sur des ordinateurs personnels. L’approche développée par [Benaimeche
et al. 2022] vise aussi à diminuer le nombre de calcul sur VER en utilisant une méthode de
clustering pour regrouper les calculs microscopiques présentant un chargement en déformation
similaire.

Des stratégies basées sur de l’apprentissage automatique ont été développées dans le but de
réduire le temps de calcul des méthodes EF2, tout en représentant les champs locaux.
Nous pouvons d’abord citer les approches basées sur des techniques de réduction de l’ordre
de modèle [J.-C. Michel et al. 2003 ; Fritzen et al. 2013 ; Fritzen et al. 2018]. A chaque
point d’intégration du calcul macroscopique, des problèmes micromécaniques locaux d’ordre
réduit (de quelques degrés de liberté) sont alors résolus. Une phase préliminaire d’apprentissage
numérique en champs complets sur VER est nécessaire pour déterminer les fonctions de base de
ces problèmes locaux.
La tendance actuelle est au développement de techniques basées sur l’intelligence artificielle et
les réseaux de neurones dont une revue est faite par [Bishara et al. 2023]. Cependant, ces
méthodes [L. Liu et al. 2016 ; Z. Liu et al. 2016 ; Z. Liu et al. 2019 ; Masi et al. 2021 ; Béji
et al. 2023] doivent être entraînées sur des séries de données de simulations VER, ce qui peut
entraîner une phase hors ligne très coûteuse.
Toutefois pour toutes ces approches basées sur de l’apprentissage automatique, un nouvel
apprentissage hors ligne est nécessaire pour prendre en compte de nouvelles microstructures ou
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de nouveaux comportements.

1.2.5. Modélisation hétérogène du combustible nucléaire recyclé

Afin de simuler le comportement thermo-mécanique des combustibles nucléaires (de tout type
de filière de réacteur), le CEA, en partenariat avec EDF et Framatome, développe la plateforme
numérique PLEIADES 2 [Plancq et al. 2004 ; Marelle et al. 2013]. L’application R&D ALCYONE

[Thouvenin et al. 2006 ; Marelle et al. 2016] et le code industriel CYRANO3 [Baron et al.
1997 ; Largenton et al. 2016] de la plateforme PLEIADES sont dédiés au comportement des
combustibles de REP. En particulier des schémas de calcul sont destinés au combustible MOX.
Concernant la simulation multiéchelle de ce combustible, des approches avancées ont été mises
en place pour le comportement mécanique, cf. Tableau 1.1.
L’approche analytique de type Mori-Tanaka Incrémental (MTI) [Ricaud et al. 2009 ; Blanc
et al. 2011] permet de représenter le comportement non-linéaire vieillissant du combustible MOX.
Cette approche constitue l’extension au cas viscoélastique linéaire vieillissant des estimations de
Mori–Tanaka [Mori et al. 1973] employé en élasticité linéaire. Le combustible MOX est alors
représenté par un composite de type matrice-inclusion bi- ou triphasé (cf. Section 1.3).
Une méthode d’ordre réduit basée sur l’analyse par champs de transformation non uniformes
(NTFA, acronyme anglais de Nonuniform Transformation Field Analysis) a été étendue aux
composites à comportement viscoélastique linéaire vieillissant en présence de gonflement pour
pouvoir représenter le combustible MOX [Largenton 2012 ; Largenton et al. 2014].
Plus récemment, une approche de référence de type EF2 (hybride) a été mise en place [Ramière
et al. 2017b ; Ramière et al. 2017a]. L’approche MTI a ainsi pu être vérifiée avec succès à partir
de cette approche EF2.
Aucune de ces approches n’a été développée en thermique.

Analytique : MTI Ordre réduit : NTFA Numérique : EF2

Rapide en temps de
calcul

OUI NON

Prise en compte de la
géométrie de la micro-
structure

NON : unique-
ment la fraction
volumique est consi-
dérée

OUI, mais une
étude doit être
reconduite pour
chaque configura-
tion ou comporte-
ment différent

OUI

Comportement effectif
et champs moyens

OUI

Champs locaux NON OUI

Tableau 1.1. – Les différentes approches d’homogénéisation en mécanique disponible dans
PLEIADES

Du fait de la problématique industrielle et de la nécessité d’avoir une approche de référence,
nous nous orientons dans cette thèse vers la construction d’une approche de référence de type
EF2 pour une modélisation thermo-mécanique du combustible nucléaire recyclé. Bien que dans
cette thèse la mécanique et la thermique multiéchelles sont résolues séparément, en cohérence

2. Plateforme Logicielle pour les Éléments Irradiés dans les Assemblages en Démonstration, en Expérimenta-
tion ou en Service
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avec le schéma de couplage multiphysique partitionné des applications PLEIADES [B. Michel
et al. 2021], des formulations EF2 thermo-mécaniques sont envisageables [Özdemir et al. 2008 ;
Regener et al. 2011 ; Fleischhauer et al. 2016].

1.3. Contribution de la thèse

Dans ce travail, nous adoptons une description 2-phases de la microstructure du MOX,
description dans laquelle les inclusions représentatives des amas plutonifères sont conservées
tandis que la matrice est constituée des amas uranifères et de l’enrobage (cf. description de
ces phases en Section 1.1.3). Les comportements des phases matricielle et inclusionnaire sont
supposés homogènes. Par ailleurs, les hétérogénéités (inclusions) seront modélisées via des
sphères monodispersées (une seule taille d’inclusion est considérée) avec une fraction volumique
de l’ordre de 10 % à 15 %, cohérente avec la fraction volumique des inclusions plutonifères dans
le MOX. Ainsi, nous travaillons d’une façon générique sur des composites biphasés de type
matrice-inclusion sphérique, avec inclusions monodispersées. Dans ce cas, nous nous attendons
à ce que le comportement effectif du matériau soit isotrope. En effet, les sphères sont réparties
aléatoirement dans le VER et celui-ci est périodisé.

Les VER sont générées par Mérope [Josien 2023 ; Mérope], un logiciel voué aux simula-
tions sur VER de la plateforme PLEIADES. Ensuite, la microstructure est maillée via l’outil
COMBS [Bourcier et al. 2013] basé sur la plateforme Salomé [SALOME platform] ou le logiciel
gmsh [Geuzaine et al. 2009]. Les calculs EF sont effectués avec Cast3M [Cast3M ]. La Figure 1.11
est un exemple de VER considéré.

(a) Vue en 3D : une partie de la matrice en
coupée pour une meilleure visualisation

(b) Vue en 2D : Coupe dans un plan vertical

Figure 1.11. – Représentation du MOX par des VER biphasés : en rouge les inclusions et en
vert la matrice

Le but de cette thèse est de développer une méthode d’homogénéisation basée sur un algorithme
de type EF2, pour obtenir une solution de référence aux échelles macroscopique et microscopique
en mécanique et en thermique avec terme source. L’approche EF2, dont une revue est faite
par [Raju et al. 2021], a été amplement étudiée en mécanique. D’un point de vue thermique,
certains aspects sont encore à éclaircir dû à la présence d’un possible terme source, qui de plus
peut être hétérogène.

Étant donné que les calculs à l’échelle microscopique sont au centre de la méthode EF2, les
premières étapes de la thèse consistent à générer et modéliser précisément la microstructure
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étudiée. Il s’agira d’identifier certains nouveaux paramètres importants de la microstructure, à
savoir notamment la proximité des inclusions. Afin de réduire les temps de simulation des calculs
microscopiques, tout en conservant l’approche de référence, nous travaillons sur l’amélioration
de la précision des solutions sur VER obtenues avec des conditions aux limites de Dirichlet.

La thèse sera développée en trois chapitres introduits par les sections suivantes.

1.3.1. Identification de nouveaux paramètres importants de la
microstructure

Le premier axe concerne une étude sur de nouveaux paramètres importants de la microstructure
matrice-inclusion pour la génération de VER en vue de prédire finement les champs locaux.
En effet, dans le cadre de la méthode EF2, il est primordial d’être bien représentatif de la
microstructure étudiée, car un seul calcul VER est effectué à chaque point de Gauss (donc des
statistiques ne sont pas réalisables). Pour ce faire, nous avons effectué de nombreux tirages
de VER en faisant varier la taille des VER, le rayon des sphères, la fraction volumique et la
distance minimale smin entre inclusions avec un maillage robuste doté d’un raffinement entre les
inclusions les plus proches. Après s’être assuré d’une bonne convergence en maillage et en taille
de VER, l’effet de la proximité des inclusions, variant du rayon des sphères r à un dixième de
ce rayon, est étudié sur les propriétés effectives, les moments par phase et les champs locaux.
Pour différents contrastes de rigidité entre les phases, les propriétés élastiques effectives et les
moments par phase des contraintes hydrostatique et équivalente obtenues sont comparés aux
estimations de Mori–Tanaka, couramment utilisées pour ce type de matériaux. Les aspects
locaux (contraintes), importants dans une démarche multiéchelle, sont également analysés.
Nous constatons qu’en plus de la fraction volumique, la distance minimale effective entre les
inclusions semble avoir de l’importance sur la localisation des quantités microscopiques d’intérêt
(contraintes) et les moyennes par phase.

Ces travaux, détaillés au Chapitre 2, ont donné lieu à l’article [Belgrand et al. 2022c] et à
une présentation à la conférence CSMA [Belgrand et al. 2022a].

1.3.2. L’Étape de localisation

Le deuxième axe se concentre sur l’étape de localisation de la méthode EF2. En effet, il a
été vu que les conditions aux limites appliquées au bord du VER avait une importance non
négligeable sur la précision des solutions et le temps de calcul. Notre étude concerne l’efficacité
(rapport précision/coût) des BC de type Dirichlet, notamment pour le calcul des champs locaux
dans un VER. Comme vu précédemment, à une taille de VER raisonnable, les BC de Dirichlet
conduisent à des solutions moins précises que les BC périodiques, mais pour un temps de calcul
largement plus faible. Les BC périodiques présentent des temps de calculs incompatibles avec
une utilisation de R&D appliquée du couplage multiéchelle de type EF2. Après avoir analysé la
source d’erreur liée aux BC de Dirichlet, différentes méthodes sont prospectées, pour différents
contrastes de rigidité, dans le but d’améliorer la précision des solutions associées sans augmenter
significativement leur temps de calcul. On distingue les méthodes par post-traitement consistant
à filtrer ou tronquer la contrainte à la sortie du solveur, aux méthodes par prétraitement
modifiant la géométrie ou le maillage avant le calcul. Des conditions aux limites innovantes de
type Dirichlet basées sur un mouvement de corps rigide des inclusions aux limites du VER sont
introduites. La pertinence des différentes approches sera jugée sur les propriétés effectives, les
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moments par phase et les champs locaux.

Ces travaux, détaillés au Chapitre 3, font l’objet d’un article en cours de rédaction [Belgrand
et al. 2023a] et d’une présentation à la conférence ECCOMAS [Belgrand et al. 2022b].

1.3.3. Méthode EF2 appliquée à la thermique avec terme source

Pour ce dernier axe, nous souhaitons appliquer la méthode EF2 pour obtenir les grandeurs
homogénéisées, mais aussi des solutions microscopiques fiables pour des problèmes stationnaires
de conduction thermique avec une conductivité et une source de chaleur hétérogènes. L’objectif
est de discuter de différentes stratégies numériques pour considérer précisément la source de
chaleur dans une approche multiéchelle. En mécanique quasi-statique, la présence de terme
source sur la microstructure est peu courante et correspond à un terme de force volumique,
par exemple le poids propre. Peu d’approches EF2 établies en mécanique le prennent alors en
compte. Nous établissons tout d’abord un état de l’art des quelques approches EF2 considérant
un terme source (hétérogène ou non), puis nous les comparons aux approches basées sur un
développement asymptotique à deux échelles montrant qu’il est essentiel de prendre en compte
des correcteurs d’ordre 2 pour observer les effets de la source dans les inclusions. Le but est
de dégager un jeu d’équations macroscopique et microscopique à résoudre pour obtenir une
température précise à chacune de ces échelles du modèle EF2.

Ces travaux, détaillés au Chapitre 4, ont donné lieu à une présentation à la conférence
COMPOSITES [Belgrand et al. 2023b].
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Chapitre 2

Effets de proximité dans les composites
matrice-inclusion : propriétés élastiques
effectives, moments par phase et analyse
par champs complets

Ce chapitre se concentre sur les effets de la proximité des inclusions sur le comportement
élastique des composites matrice-inclusion dilués. Des inclusions sphériques monodispersées
rigides ou souples sont considérées avec des fractions volumiques modérées. Pour mener à bien
cette étude, des VER avec une distance minimale locale effective entre les inclusions variant
entre le rayon de la sphère et un dixième du rayon sont construits. Des calculs numériques par
EF sont effectués sur les VER. Les propriétés élastiques homogénéisées obtenues, ainsi que les
moments par phase de la contrainte (premier et second), sont comparés aux estimations de
Mori–Tanaka, qui sont couramment utilisées pour ce type de composite. Le comportement des
champs locaux (contraintes) dans la microstructure en fonction de la proximité des inclusions
est également analysé.

La majorité de ce travail est publiée dans [Belgrand et al. 2022c] et a été présentée à la
conférence CSMA [Belgrand et al. 2022a].
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2.1. Introduction

2.1. Introduction

Nous nous plaçons dans le cadre de l’homogénéisation de composites biphasés avec des
inclusions sphériques monodispersées aléatoirement de fractions volumiques modérées (fv ∼
10–30 %). Ce travail se concentre sur l’étude de l’influence de la distance minimale entre les
inclusions qui ne s’intersectent pas sur le comportement du matériau hétérogène. Bien que
les études sur le chevauchement des inclusions [Torquato 1998 ; El Moumen et al. 2013]
aient montré un impact sur les comportements homogénéisés, à notre connaissance, seules
quelques études récentes [Majewski et al. 2017 ; Majewski et al. 2020] ont étudié l’effet
de proximité (sans chevauchement) sur les propriétés effectives. Ces auteurs ont analysé le
comportement effectif (obtenu à partir de la moyenne volumique de calculs VER) en fonction
des différentes distances minimales moyennes entre les inclusions les plus proches. Une tendance
à la rigidification (resp. à l’assouplissement) du matériau en fonction de la distance moyenne
entre les inclusions rigides (resp. souples) a été observée. Toutefois, les écarts obtenus restent
de l’ordre de quelques pourcents sur les propriétés effectives pour une gamme de fractions
volumique d’inclusions comprise entre 10 % et 50 %. Les auteurs ont également comparé leurs
simulations par éléments finis avec l’approche par motifs morphologiquement représentatifs
(MRP, acronyme anglais de Morphologically Representative Pattern) [Bornert et al. 1996], une
méthode d’homogénéisation analytique qui vise à prendre en compte un assemblage de différents
motifs à l’intérieur de la microstructure. La distance minimale moyenne entre les sphères est
utilisée pour évaluer le poids de deux motifs différents. Cette approche prédit qualitativement la
déviation observée des comportements effectifs. Cependant, des estimateurs plus standard (tels
que les estimations auto-cohérentes généralisées ou les estimations de Mori–Tanaka) qui restent
indépendants de l’effet de proximité donnent de meilleurs résultats quantitatifs. Dans [Majewski
et al. 2020], les auteurs ont commencé à examiner les champs locaux dans le but de visualiser la
contrainte équivalente sur le VER. Ils ont observé une contrainte locale plus importante lorsque
les inclusions sont plus proches. Les contraintes dans les inclusions tendent à être homogènes
pour de grandes distances entre les inclusions, ce qui est en bon accord avec la solution à une
seule inclusion dans une matrice infinie [Torquato 2002]. Cependant, aucune analyse avancée
n’a été réalisée sur l’effet de la proximité des inclusions sur les champs locaux. Dans un cadre
multiéchelle, il semble important d’étudier l’effet de proximité sur le comportement local de
ces microstructures. En effet, certaines quantités d’intérêt peuvent être fortement impactées
localement.

Dans cette étude, nous proposons d’aller plus loin que les travaux de [Majewski et al. 2017 ;
Majewski et al. 2020] en étudiant en profondeur les effets de proximité des inclusions sur les
moyennes par phase et les contraintes locales. En outre, comme le paramètre de distance moyenne
ne donne pas d’informations précises sur la distance minimale entre les inclusions, dans nos
travaux, la distance minimale est considérée comme le paramètre de proximité pertinent. À cette
fin, des VER avec une distance minimale effective donnée entre les inclusions monodispersées
sont générés. Ici, le terme "distance minimale effective" signifie qu’au moins deux sphères
sont effectivement séparées dans le tirage par cette distance minimale donnée. Nous générons
diverses réalisations avec des distances minimales effectives variant entre le rayon des sphères et
un dixième de ce rayon. Afin de couvrir un large éventail d’applications, différentes fractions
volumiques d’inclusions (13 % et 25 %) et différents rayons de sphère (5 µm et 10 µm) ont
également été pris en compte. Plusieurs rapports d’échelle (2, 5 ; 5 ou 10) sont considérés
pour assurer la fiabilité des résultats obtenus. Des calculs élastostatiques par éléments finis
sont effectués sur les différents VER. L’influence du contraste de rigidité entre les phases
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(inclusions rigides ou souples) est également étudiée. Des contrastes variant entre 1/100 et 100
sont étudiés. Il faut noter que les cas d’inclusions infiniment rigides ou poreuses reviendront à
exacerber les phénomènes montrés dans ce chapitre (voir [Majewski et al. 2017]). De même,
les comportements non-linéaires intensifieront également les écarts, comme indiqué dans [Idiart
et al. 2006].

Les estimations des propriétés effectives et les premier et second moments par phase de la
contraintes peuvent être obtenus en utilisant des approches de type Mori–Tanaka (MT) (cf.
Section 1.2.2.3). Pour la microstructure composite biphasée étudiée, les approches de Mori–
Tanaka sont largement utilisées car elles fournissent généralement des estimations précises
des propriétés effectives. Les premier et second moments par phase peuvent également être
estimés, ce qui permet d’accéder à des informations légèrement plus locales. Les estimations MT
dépendent des fractions volumiques d’inclusions et des propriétés mécaniques des phases, mais
pas de la distribution des inclusions et en particulier, de leur proximité. En effet, ces estimations
sont construites en considérant les hétérogénéités comme des inclusions isolées dans une matrice
infinie. Cette étude nous permet de déterminer la distance minimale entre les inclusions à partir
de laquelle les estimations MT sont valides.

Le reste du chapitre est structuré comme suit. Dans la Section 2.2, la génération de VER
avec des distances minimales effectives entre les sphères est introduite. Dans la Section 2.3, les
estimations de Mori–Tanaka sont étendues au second moment et nous formulons la méthode
d’homogénéisation numérique utilisée. Dans la Section 2.4, les résultats numériques sont présentés
et analysés : les propriétés effectives à la Section 2.4.1, les moyennes par phase à la Section 2.4.2 et
les contraintes locales à la Section 2.4.3. Enfin, la Section 2.5 présente les principales conclusions
de cette étude, ainsi que quelques perspectives pour les travaux futurs.

2.2. Génération d’un Volume Élémentaire Représentatif
d’un composite matrice-inclusion avec une distance
minimale effective entre les inclusions

Cette section donne quelques détails pratiques sur la génération de VER cubiques avec des
inclusions sphériques monodispersées séparées par une distance minimale effective (dans le sens
donné dans l’introduction), notée smin. On étudie des VER cubiques de côté l comprenant des
inclusions sphériques monodispersées de rayon r. Les VER sont générées par Mérope [Josien
2023 ; Mérope], un logiciel voué aux simulations sur VER de la plateforme PLEIADES. Le
logiciel construit un assemblage aléatoire de sphères à l’intérieur d’un cube périodique, afin
d’éviter tous biais dans le calcul des propriétés effectives [M. Schneider et al. 2022b], en
utilisant l’algorithme de contraction mécanique conçu par [Williams et al. 2003]. Ensuite,
la microstructure est maillée en construisant naïvement un cube périodique avec des surfaces
plates, grâce à l’outil COMBS [Bourcier et al. 2013] basé sur la plateforme Salomé [SALOME
platform]. Nous expliquons plus en détail la génération de la microstructure et la procédure de
maillage dans les Sections 2.2.1 et 2.2.2.

Le rapport d’échelle SR est défini par le rapport entre la taille l du VER et le diamètre des
inclusions (SR = l

2r
). Trois rapports d’échelle SR ∈ {2, 5; 5; 10} sont considérés. Le nombre

d’inclusions est choisi pour avoir exactement la même fraction volumique d’inclusions fv entre
les rapports d’échelle. Pour chacun de ces rapports, 50, 10 et 5 VER sont générés respectivement,
pour chaque valeur de smin. La valeur maximale du paramètre de tassement smin

r
est obtenue,
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une distance minimale effective entre les inclusions

en considérant que chaque sphère est séparée par smin :

max(
smin

r
) = 2(C1/3f−1/3

v − 1) , avec C le facteur de compacité. (2.1)

Une borne supérieure sans tenir compte de la compacité est donné par [Majewski et al. 2020].
Pour la géométrie considérée du VER, nous utilisons la compacité du système cubique centré C =
π
√
3

8
. À fv = 13, 4 %, la valeur maximale du paramètre de tassement est alors de 1, 4 et des VER

avec une distance minimale effective entre les inclusions de smin

r
∈ {0, 1; 0, 2; 0, 4; 0, 6; 0, 8; 1; 1, 2}

ont été générés. La Figure 2.1 montre des exemples de deux VER avec des valeurs extrêmes de
smin à SR = 10.

(a) smin = 0.1r (b) smin = 1.2r

Figure 2.1. – Vues en coupe du maillage des VER pour les valeurs extrêmes de smin, avec des
gros plans sur des inclusions séparés de la distance smin. SR = 10, r = 10 µm,
fv = 13, 4 %.

2.2.1. Méthodes de tirages des inclusions

Les principes de générations de VER sont rappelés à la Section 1.2.3.1. Nous décrivons ici
celles que nous avons utilisées. L’une des spécificités est que la forme de l’enveloppe est un
cube périodique. Une distance minimale entre deux sphères est fixée et le tirage est rejeté si la
distance minimale effective est supérieure à la distance minimale imposée.

La procédure de génération la plus courante est la procédure d’addition séquentielle aléatoire
(RSA, acronyme anglais de Random Sequential Addition) [Cooper 1988], qui part d’un cube
vide 1 et tente de placer une nouvelle sphère à l’intérieur du cube comme suit : (i) choisir un
point aléatoire à l’intérieur du cube. (ii) Vérifier si la sphère centrée sur ce point intersecte une
sphère déjà placée. Si ce n’est pas le cas, la nouvelle sphère est acceptée, sinon elle est rejetée.
L’algorithme itère jusqu’à ce qu’un critère d’arrêt (basé sur une fraction volumique de sphère
souhaitée) soit atteint, ou jusqu’à ce qu’aucune sphère ne puisse plus être placée. Il convient de
noter qu’une mise en œuvre efficace de la procédure RSA n’est pas simple, en particulier pour
atteindre le nombre maximal de sphères pouvant être placées à l’intérieur d’un cube donné. La
stratégie efficace basée sur des octrees proposée dans [Ebeida et al. 2012] a été implémentée
dans Mérope.

1. Le cube peut être périodique ou non. Dans le premier cas, les distances entre les sphères sont calculées en
tenant compte de la périodicité.
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Pour pouvoir atteindre des fractions volumiques plus élevées qu’avec la procédure RSA (cf.
Section 1.2.3.1, nous avons mis en œuvre et utilisé la stratégie proposée dans [Williams et al.
2003], appelée contraction mécanique de Williams et Philippse (WP). Elle consiste à placer
des sphères au hasard dans un cube périodique gonflé, puis à dégonfler progressivement le
cube, ce qui justifie le nom "contraction". Après une étape de dégonflement, les sphères qui se
chevauchent se repoussent, jusqu’à ce qu’il n’y ait plus d’intersection. Cette deuxième étape
s’apparente à une dynamique newtonienne. La procédure s’arrête lorsque le cube a atteint
sa taille finale et échoue s’il n’est pas possible de supprimer toutes les intersections entre les
sphères. Contrairement à la procédure RSA, la procédure WP permet une fraction volumique de
sphères monodispersées d’une densité supérieure à 62%. Cependant, les structures réalisées par
WP sont en quelque sorte "moins aléatoires" que celles obtenues par RSA, avec une fonction
d’autocorrélation qui augmente avec la fraction volumique [M. Schneider et al. 2022a, Fig. 14].

2.2.2. Procédure de maillage

Nous nous concentrons sur les éléments finis tétraédriques quadratiques non-structurés pour
leurs bonnes propriétés de convergence en maillage [Ramière et al. 2017b]. De plus, grâce à la
transformation isoparamétrique des éléments finis, les éléments quadratiques conduisent à une
meilleure discrétisation des sphères et à une approximation précise par le maillage de la fraction
volumique théorique (géométrique) des inclusions fv avec beaucoup moins d’éléments [Ramière
2021]. Cette fraction volumique approchée est d’une importance de premier ordre dans la
détermination du comportement effectif (voir la Section 2.3). Les maillages utilisés dans le
processus suivant sont alors composés d’éléments tétraédriques à dix nœuds.

Le maillage des microstructures est délicat, en raison des singularités géométriques qui peuvent
apparaître. Pour un cube périodique, le problème est aggravé par la contrainte de périodicité.
Pour le premier problème, nous évitons les fortes singularités géométriques causées par des
sphères qui se touchent (ou presque) en imposant une distance minimale entre les inclusions. Le
second problème est plus complexe, et nous le discutons en détail ici et dans la Section 3.3.3.2.

La stratégie courante pour construire un maillage d’un cube périodique consiste à projeter la
géométrie périodique sur un cube classique à faces planes et à découper les inclusions à la surface
du cube [K. Schneider et al. 2016]. Cependant, la géométrie résultante peut être compliquée à
mailler, en particulier dans le cas où les inclusions sont presque tangentes au bord du cube. De
telles situations nécessitent un maillage particulièrement fin dans les zones problématiques. Dans
la plupart des cas, le problème est contourné en conditionnant le générateur de microstructure
pour éviter de tels cas (cf. [K. Schneider et al. 2016, Algorithme 1]). Dans nos travaux, pour
éviter ce biais, aucune condition n’est imposée au générateur de microstructure et un raffinement
de maillage est utilisé pour ces inclusions tangentes avec l’outil COMBS. A la Section 3.3.3.2,
nous mentionnons une autre stratégie qui contourne ces difficultés en définissant des surfaces
périodiques adaptées.

Procédure de maillage avec COMBS

Pour garantir que le maillage soit non-dégénéré et non-enchevêtré, le nombre minimal d’élé-
ments nmin entre deux frontières (frontières d’inclusions ou frontière d’une inclusion et la limite
du VER) est fixé à 2. Cela garantit qu’il y a toujours un nœud dans la matrice entre deux
frontières. Cela conduit à un maillage non-uniforme, avec un raffinement de maillage plus
important entre les inclusions proches et dans les inclusions coupées par les limites du VER (cf.
Figure 2.1). Pour nmin = 1, un problème EF sur certains maillages est impossible à résoudre. En
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pratique, la taille minimale du maillage est dictée par ces inclusions coupées. Ainsi, le nombre
total de nœuds dans le maillage ne dépend que légèrement de la distance minimale smin. La
taille minimale des mailles est fixée à r/200, tandis que la taille maximale des mailles est choisie
pour être égale à r. Un facteur de gradation g de 2 est utilisé entre les éléments. Ces différentes
valeurs, choisies pour conserver un maillage robuste tout en limitant le nombre d’éléments, ont
été obtenues via une étude préliminaire de convergence en maillage, dont les principaux résultats
sont présentés dans le Tableau 2.1. Ce tableau indique la variation du module de compressibilité
apparent kapp et son écart-type en fonction des paramètres du maillage et du nombre de nœuds.
Nous pouvons facilement voir que les valeurs de kapp sont convergentes avec les paramètres
mentionnés ci-dessus. D’autres valeurs plus locales montrent la même convergence avec les
paramètres du maillage. Ce processus fiable de génération de maillage conduit cependant à
un grand nombre d’éléments. La valeur moyenne du nombre de nœuds obtenus par SR est
présentée dans le Tableau 2.2. On peut noter que l’évolution du nombre de nœuds est cohérente
avec le rapport d’échelle.

nmin = 2 g = 2
g = 1, 15 g = 1, 5 g = 2 nmin = 3 nmin = 4

kapp (MPa) 20,916 20,918 20,920 20,914 20,919
Écart-type de kapp (MPa) 0,461 0,462 0,463 0,468 0,460

Nombre de nœuds 279 000 65 300 32 500 88 900 158 700

Tableau 2.1. – Convergence en maillage de kapp, SR = 2, 5, fv = 13, 4 %, contraste = 100

SR = 2, 5 SR = 5 SR = 10
Nombre de nœuds 30 000 300 000 2 500 000
Nombre de tirages 350 70 35

Tableau 2.2. – Nombre moyen de nœuds dans le maillage et nombre de tirage avec une fraction
volumique d’inclusions fv = 13, 4 % pour différents rapports d’échelle SR avec
r = 10 µm

2.3. Propriétés élastiques et homogénéisation

2.3.1. Contraste de rigidité entre les phases

Le problème aux limites considéré est un problème élastostatique, où le composite est soumis
à une déformation macroscopique E. La résolution de ce problème à l’échelle microscopique
consiste à déterminer les champs satisfaisant le système d’équations suivant dans le VER noté
ω :



























∇ · σ = 0 dans ω

σ = C : ε dans ω

ε(u) =
1

2

(

∇u+ (∇u)T
)

dans ω

BC sur ∂ω

(2.2)
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où C est le tenseur d’élasticité d’ordre 4 et les conditions aux limites (BC) sont déterminées

afin d’obtenir ⟨ε⟩ = E (cf. Section 1.2.3).

Chaque phase i est supposée avoir un comportement élastique linéaire, où l’indice 1 (resp. 2)
représente la phase inclusionnaire (resp. matricielle). Un comportement isotrope est supposé :

σ =
Ei

1 + νi

(

ε+
νi

1− 2νi
trace(ε)Id

)

dans chaque phase i (2.3)

avec Ei le module d’Young, νi le coefficient de Poisson de la phase i et Id le tenseur d’identité
du second ordre.

Le contraste entre les phases est ajusté en modifiant les paramètres mécaniques de la phase
inclusionnaire du matériau numérique suivant :











E2 = 20 MPa

E1 = E2 × contraste

ν1 = ν2 = 0.3

(2.4)

Par définition, le module de compressibilité k et le module de cisaillement µ (cf. équation (1.11))
ont le même contraste. Dans cette étude, les inclusions souples et rigides sont considérées en
faisant varier la valeur du paramètre contraste ∈ {0, 01; 0, 1; 10; 100}.

2.3.2. Homogénéisation analytique : Estimations de Mori–Tanaka

La méthode d’homogénéisation de Mori–Tanaka (MT) a été rappelée en Section 1.2.2.3. Nous
rappelons ici la formule des propriétés apparentes (cf. équation (2.5)).



























kMT = k2 + fv
k1 − k2

1 + (1− fv)
k1 − k2
4
3
µ2 + k2

µMT = µ2 + fv
µ1 − µ2

1 + (1− fv)
µ1 − µ2

µ̃+ µ2

avec µ̃ =
µ2

6

9k2 + 8µ2

k2 + 2µ2

. (2.5)

Le nème moment par phase d’un champ, désigné de manière générique par •, est rappelé dans
l’équation (2.6) :

⟨•n⟩i =
1

|ωi|

∫

ωi

•ndx (2.6)

avec ωi le domaine occupé par la phase i et |ωi| sa mesure.
Dans les sections suivantes, les estimations des premiers moments de la contrainte sont rappelées
et nous formulons des estimations des seconds moments.

2.3.2.1. Premier moment

En considérant le temps de relaxation infini dans [Masson et al. 2020], l’estimation de
Mori–Tanaka de la contrainte moyenne (ou du premier moment de la contrainte) dans la phase
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inclusionnaire s’écrit comme suit :

⟨σ⟩1 = 3kMT b̃mEmId+ 2µMT b̃dEd
(2.7)

où •m et •
d

désignent respectivement les parties sphérique et déviatorique d’un tenseur. Nous
rappelons que, •m = trace(•)/3, •

d
= • − •mId.

Les coefficients b̃d et b̃m du tenseur de localisation des contraintes B (cf. équation (1.3)) dans

la phase inclusionnaire, requis dans l’équation (2.7), sont donnés par :

b̃d =
µ1

µ2

10
3
µ2 +

5
2
k2

3
2
(1− fv)k2 + (3

2
fv + 1)µ1

µ2
k2 +

4
3
(1− fv)µ2 + (4

3
fv + 2)µ1

(2.8)

b̃m = k1

4
3
µ2 + k2

4
3
µ2k̃e + k2k1

avec k̃e = fv k1 + (1− fv)k2. (2.9)

La contrainte moyenne dans la phase matricielle est directement déduite de l’équation (2.7) en
considérant la relation suivante :

fv⟨σ⟩1 + (1− fv)⟨σ⟩2 = Σ, (2.10)

où Σ est la contrainte macroscopique sur le VER obtenue avec la formule classique

Σ = 3kMTEmId+ 2µMTE
d
. (2.11)

A partir de la moyenne par phase du tenseur des contraintes, la moyenne par phase de la
contrainte hydrostatique (partie sphérique du tenseur des contraintes) peut être directement
estimée grâce au modèle MT en raison de la linéarité de sa définition :

⟨σm⟩i =
1

3
trace(⟨σ⟩i) ∀i = 1, 2. (2.12)

Toutefois, la contrainte équivalente (Von Mises) moyenne par phase ne peut pas être évaluée à
partir des estimations MT en raison des termes non-linéaires.

2.3.2.2. Second moment

La méthode MT permet par ailleurs d’obtenir des estimations analytiques du second moment
de la contrainte hydrostatique (partie sphérique) ⟨σ2

m⟩i et de la contrainte équivalente (Von
Mises) ⟨σ2

eq⟩i (voir les formules de moyennes rappelées en équation (2.6), à appliquer ici à σm et
σeq avec n=2). La contrainte (ou la déformation) équivalente est obtenue à partir de la partie
déviatorique du tenseur des contraintes (ou des déformations) :

σeq =

√

3

2
σ
d
: σ

d
et εeq =

√

2

3
ε
d
: ε

d

(

Eeq =

√

2

3
E

d
: E

d

)

. (2.13)

A partir des relations entre les contraintes et les déformations :

σm = 3kεm, σ
d
= 2µε

d
(2.14)
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on en déduit une formulation des seconds moments de la contrainte hydrostatique et de la
contrainte équivalente via ceux des déformations correspondantes :

⟨σ2
m⟩i = 9k2i ⟨ε

2
m⟩i , ⟨σ2

eq⟩i = 9µ2
i ⟨ε

2
eq⟩i. (2.15)

Pour déterminer les seconds moments de la déformation, on utilise l’énergie de déformation
effective W eff définie par :

W eff (E) =
1

2
E : Ceff : E. (2.16)

Or, W eff peut être déduit pour un composite matrice-inclusion bi-phasé [Kreher 1990] via les
seconds moments de la déformation :

W eff (E) = fv

〈

3

2
µ1ε

2
eq +

9

2
k1ε

2
m

〉

1

+ (1− fv)

〈

3

2
µ2ε

2
eq +

9

2
k2ε

2
m

〉

2

. (2.17)

Par dérivation, on obtient les relations suivantes sur les seconds moments de la déformation :

⟨ε2eq⟩i =
2

3fv

∂W eff (E)

∂µi

, ⟨ε2m⟩i =
2

9(1− fv)

∂W eff (E)

∂ki
(2.18)

Ces moments sont généralement obtenus à partir de dérivées numériques.

Nous avons choisi ici de dériver de façon analytique en utilisant une autre formulation
analytique de W eff valable pour un comportement isotrope :

W eff (E) =
3

2
µeffE2

eq +
9

2
keffE2

m. (2.19)

En injectant l’équation (2.19) dans l’équation (2.18) et en utilisant les propriétés apparentes de
MT (cf. équation (2.5)), on obtient alors les estimations suivantes des seconds moments de la
déformation :

⟨ε2eq⟩1 =
E2

eq

fv

∂µMT

∂µ1

, ⟨ε2eq⟩2 =
1

(1− fv)

(

E2
eq

∂µMT

∂µ2

+ 3E2
m

∂kMT

∂µ2

)

, (2.20)

⟨ε2m⟩1 =
E2

m

fv

∂kMT

∂k1
, ⟨ε2m⟩2 =

1

(1− fv)

(

1

3
E2

eq

∂µMT

∂k2
+ E2

m

∂kMT

∂k2

)

(2.21)

avec les formules de dérivation données aux équations (2.22) - (2.27) via des constantes définies
aux équations (2.28) et (2.29).

∂kMT

∂µ2

=
4 (k1 − k2)

3
(

4
3
µ2 + k2

)K12 (2.22)

∂kMT

∂k1
= Ak −K12 (2.23)

∂kMT

∂k2
= 1− Ak +K12

(

k1 − k2
4
3
µ2 + k2

+ 1

)

(2.24)

∂µMT

∂µ1

= Aµ −M12 (2.25)
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∂µMT

∂µ2

= 1− Aµ +M12

(

1−
(µ1 − µ2)

(

6µ̃− 4µ2 − 1− 9k2+8µ2

2

)

3 (k2 + 2µ2) (µ̃+ µ2)

)

(2.26)

∂µMT

∂k2
= −M12

(µ1 − µ2)
(

µ̃− 3
2
µ2

)

(k2 + 2µ2) (µ̃+ µ2)
(2.27)

K12 =
fv(1− fv) (k1 − k2)

(

4
3
µ2 + k2

)

(

1 + (1− fv)
k1−k2
4

3
µ2+k2

)2 , Ak =
fv

1 + (1− fv)
k1−k2
4

3
µ2+k2

(2.28)

M12 =
fv(1− fv) (µ1 − µ2)

(µ̃+ µ2)
(

1 + (1− fv)
µ1−µ2

µ̃+µ2

)2 , Aµ =
fv

1 + (1− fv)
µ1−µ2

µ̃+µ2

(2.29)

2.3.3. Homogénéisation numérique

Le problème élastostatique (2.2) est résolu avec Cast3M [Cast3M ] sur les VER en utilisant les
conditions aux limites périodiques (cf. équation (1.26)). Pour les géométries périodiques, ce type
de conditions présente une meilleure précision et une meilleure convergence en rapport d’échelle
(cf. Section 1.2.3.3).

Comme expliqué à la Section 1.2.3.3, il est possible d’obtenir les propriétés apparentes via le
module de compressibilité kapp et le module de cisaillement µapp avec 2 chargements unitaires.
Nous montrons ici qu’un seul chargement mixte est suffisant (cf. l’équation (2.30)).

E =





1. 1. 0.
1. 0. 0.
0. 0. 0.





⇒











kapp =
1

3
trace(Σapp)

µapp =
1

4
(
3

2
Σapp

11 −
1

2
trace(Σapp) + Σapp

12 ),
(2.30)

avec
Σapp = ⟨σ⟩. (2.31)

On peut noter que davantage de termes que ceux utilisés dans [Kanit et al. 2003] sont également
utilisés pour le calcul de µapp, ce qui assure une meilleure stabilité de cette valeur.

Les moyennes par phase (correspondant aux premier et second moments) sont obtenus
directement à partir des contraintes locales (cf. l’équation (2.6)).

2.4. Résultats numériques

Les VER décrits dans la Section 2.2 sont utilisées pour étudier les effets de la proximité
des inclusions sur le comportement du composite. Sauf indication contraire, les inclusions sont
supposées avoir un rayon r = 10 µm et une fraction volumique fv = 13, 4 %. La valeur moyenne
et l’écart-type de la valeur moyenne sur les tirages sont déterminés pour toutes les quantités
d’intérêt. Afin d’apprécier et de comparer les tendances globales, ces post-traitements numériques
sont normalisés par les valeurs moyennes issues des calculs sur les VER avec le plus grand
SR (généralement SR = 10 est considéré comme la référence en raison de la faible dispersion
des résultats) et la plus grande smin (configurations dans lesquelles les inclusions sont le plus
également réparties dans la matrice). Ces valeurs de normalisation sont marquées par un symbole
de surlignage • .
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L’analyse se concentre sur les contrastes de rigidité entre les phases de 0,01 et 100 (cf.
Equation (2.4)), car des tendances similaires sont observées pour des contrastes de 0,1 et 10
respectivement. Par souci d’exhaustivité, les résultats pour ces derniers contrastes sont présentés
en Annexe A (propriétés effectives), en Annexe B (moyennes par phase) et en Annexe C
(contraintes locales).

2.4.1. Résultats pour les propriétés effectives

Dans cette section, les modules apparents (module de compressibilité kapp et module de
cisaillement µapp) obtenus par des simulations par champs complets (cf. l’équation (2.30)) sont
comparés aux estimations de Mori–Tanaka (cf. l’équation (1.17)). L’influence de la distance
minimale effective smin sur les propriétés effectives est indiquée par la Figure 2.2.

La première conclusion que l’on peut dégager est que les valeurs moyennes varient peu entre
les différents SR. Comme prévu, lorsque le rapport d’échelle augmente, l’écart-type diminue
pour devenir très faible à SR = 10. Nous notons également que, quel que soit le SR, l’écart-type
diminue à mesure que smin augmente, pour devenir presque négligeable à smin = 1, 2r. Cette
tendance est due à un biais de tirages à smin élevé. En effet, la possibilité de distribuer les
inclusions diminue à mesure que smin augmente. Compte tenu de la périodicité, des VER très
similaires sont obtenus et, par conséquent, les résultats numériques sont proches entre les tirages.
Ceci peut être confirmé par la Figure 2.3, qui montre la distance moyenne entre les sphères
smean en fonction de la distance minimale effective smin pour les différents rapports d’échelle.
Comme prévu, l’écart-type de smean diminue à mesure que smin augmente et devient presque
nul à smin = 1, 2r pour les rapports d’échelle supérieurs à 5. De plus, il apparaît que les courbes
convergent asymptotiquement vers la première bissectrice : smean → smin lorsque smin croît.
Plus le rapport d’échelle est élevé, plus la vitesse de convergence est rapide. Les fluctuations de
la moyenne à SR = 5 signifie un manque de tirages pour ce rapport.
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Figure 2.2. – Valeurs moyennes et écarts-types de la valeur moyenne des modules apparents
en fonction du paramètre de tassement smin/r (r = 10 µm) pour une fraction
volumique d’inclusions fv = 13, 4 %. Par souci de clarté, les barres d’erreur et
les points sont légèrement décalés pour chaque distance minimale étudiée.
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Figure 2.3. – Distance moyenne entre deux sphères smean en fonction de la distance minimale
effective smin pour différents rapports d’échelle. Par souci de clarté, les barres
d’erreur et les points sont légèrement décalés pour chaque distance minimale
étudiée.

En ce qui concerne l’effet de proximité sur les propriétés effectives, nous notons à la Figure 2.2,
un raidissement (resp. un assouplissement) du matériau lorsque les inclusions se rapprochent
pour des hétérogénéités rigides (resp. souples). L’effet de la distance entre les inclusions semble
disparaître lorsque cette distance devient supérieure au rayon de la sphère. Ce résultat est en
accord avec la distance d’influence des inclusions sur la matrice mentionnée par [Odegard et al.
2005]. Les propriétés effectives tendent vers une asymptote dont la valeur est bien prédite par
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l’estimation de Mori–Tanaka. Ceci est cohérent avec l’hypothèse théorique des inclusions isolées
dans la matrice, sur laquelle ces estimations sont construites. D’un point de vue quantitatif,
pour cette fraction volumique modérée (fv = 13.4 %), l’écart n’atteint que quelques pourcents
pour les distances minimales faibles entre les inclusions.

Par souci d’exhaustivité, l’influence du rayon de la sphère et de la fraction volumique
d’inclusions a été étudiée. Dans les deux cas, les simulations à SR = 10 n’ont pas été effectuées,
car les résultats obtenus à SR = 5 étaient suffisamment précis pour vérifier une tendance (cf.
Figure 2.2). On constate que le rayon de la sphère (pour une fraction volumique donnée) n’a
pas d’effet qualitatif ou quantitatif sur les comportements observés en fonction du paramètre
de tassement smin/r (cf. Figure A.2 en Annexe A pour r = 5 µm). Au contraire, la fraction
volumique d’inclusions exacerbe la divergence des propriétés effectives avec une décroissance
de smin/r (cf. Figure 2.4 pour fv = 25, 1 % avec r = 10 µm, comme à la Figure 2.2 mais avec
max(smin/r) = 0.8 (cf. Equation (2.1)). Dans ce cas, l’écart peut atteindre environ 10 % sur le
module de cisaillement effectif pour des inclusions rigides. Les écarts des propriétés effectives
avec le paramètre de tassement semblent donc être proportionnels à la fraction volumiques
d’inclusions. Ces résultats sont en bon accord avec les observations de [Majewski et al. 2017].
En augmentant la fraction volumique, la convergence de smean vers smin est plus rapide et
davantage de sphères proches contribuent à rigidifier/assouplir le matériau.

Une tendance à l’assouplissement des propriétés effectives pour les inclusions souples
(contraste < 1) a également été observée récemment par [Zerhouni et al. 2021] dans le
cas de microstructures avec des canaux cylindriques entre des pores sphérique. Les auteurs ont
montré que les propriétés effectives sont plus faibles (même pour une faible fraction volumique
de canaux) que celles obtenues avec une microstructure sans canaux avec la même fraction
volumique totale. Dans la Section 2.4.3, nous montrons que la zone de perturbation entre les
inclusions proches peut effectivement être assimilée à des canaux, ou, plus généralement, à un
réseau, entre les inclusions.

Concernant le comportement en fonction de smin/r, dans le cas d’inclusions rigides
(contraste > 1), des conclusions similaires ont été tirées par [Majewski et al. 2017] en
ce qui concerne la rigidification du matériau lorsque smean/r (précisément smean/2r dans leur
article) diminue.

Compte tenu de l’écart éventuellement marqué entre les estimations analytiques et les valeurs
homogénéisées simulées, une approche analytique prenant en compte l’effet de tassement au
sein du VER serait intéressante. En ce qui concerne l’application de l’approche MRP menée
par [Majewski et al. 2017] prenant en compte la distance moyenne entre les sphères smean/2r
mais ne conduisant qu’à une prédiction qualitative (et non quantitative) du comportement
effectif, la Figure 2.3 peut indiquer qu’il est préférable de se concentrer sur la distance minimale
relative smin/r entre les inclusions.
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Figure 2.4. – Valeurs moyennes et écarts-types de la valeur moyenne des modules apparents
en fonction du paramètre de tassement smin/r (r = 10 µm) pour une fraction
volumique d’inclusions fv = 25, 1 %.

2.4.2. Résultats pour les moyennes par phase

L’une des nouveautés de cette contribution est l’étude de l’effet de la proximité des inclusions
sur les moyennes par phase. Comme l’approche de Mori–Tanaka nous permet d’obtenir des
estimations pour ces quantités d’intérêt (cf. Section 2.3.2), une comparaison des contraintes
moyennes analytiques et simulées par EF peut être effectuée. Les premiers et seconds moments
des contraintes hydrostatiques et équivalentes par phase sont analysés ci-dessous.
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2.4.2.1. Premier moment

Contrainte hydrostatique

Sur la Figure 2.5, l’évolution du premier moment par phase de la contrainte hydrostatique (à
savoir ⟨σm⟩i, i = 1, 2) est tracée en fonction de smin/r pour différents contrastes et rapports
d’échelle.
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Figure 2.5. – Valeurs moyennes et écarts-types de la valeur moyenne du premier moment de
la contrainte hydrostatique par phase en fonction du paramètre de tassement
smin/r (r = 10 µm) pour une fraction volumique d’inclusions fv = 13.4 %. Par
souci de clarté, les barres d’erreur et les points sont légèrement décalés pour
chaque distance minimale étudiée.
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Tout d’abord, des conclusions identiques à celles de la Section 2.4.1 peuvent être faites sur la
faible influence de SR sur la tendance des résultats en moyenne. En revanche, on observe ici que la
forme des courbes ne dépend pas du contraste. Lorsque les inclusions se rapprochent, la contrainte
hydrostatique moyenne tend à augmenter (resp. à diminuer) dans la phase inclusionnaire (resp.
matricielle), quel que soit le contraste entre les phases. Nous constatons que la phase rigide
dicte les propriétés effectives, avec des courbes très similaires à celles des propriétés effectives
tracées à la Figure 2.2.

Pour les inclusions rigides, la contrainte hydrostatique moyenne est davantage influencée par
la proximité des inclusions dans la phase inclusionnaires que dans la phase matricielle qui a
globalement un comportement moyen plus stable (écarts < 1 %). Dans ce cas, l’écart dans les
inclusions peut dépasser 10 % (cf. Figure B.2 pour fv = 25 %). Des similitudes peuvent être
trouvées avec [Rasool et al. 2012], où l’influence de la forme des inclusions rigides (polyèdres
et sphères) sur les moyennes par phase a été étudiée. Les auteurs ont observé que la contrainte
moyenne dans la phase inclusionnaire (resp. matricielle) dans le cas des polyèdres était plus
élevée (resp. plus faible) que dans le cas des sphères. Le comportement des inclusions sphériques
proches (smin < 0.5r) étudiées ici est similaire à celui des inclusions polyédriques, ce qui semble
géométriquement cohérent.

Concernant les inclusions souples, les résultats sont moins impactées et présentent un écart
modéré. La matrice est plus impactée que celle des inclusions rigides. Un écart du même ordre
de grandeur est observé pour la matrice et les inclusions.

Contrainte équivalente

La Figure 2.6 montre l’évolution du premier moment par phase de la contrainte équivalente
(à savoir ⟨σeq⟩i, i = 1, 2) en fonction de smin/r pour différents contrastes et rapports d’échelle.
Comme souligné précédemment dans la Section 2.3.2, aucune estimation de MT ne peut être
déduite pour cette quantité.

Globalement, les résultats sont proches de ceux obtenus pour la contrainte hydrostatique.
Cependant, les valeurs de l’écart au minimum de smin/r, notamment pour la phase inclusionnaire,
sont doublées et peuvent atteindre plus de 15 %. On constate que pour des inclusions (très)
rigides, la tendance est différente pour la phase matricielle. Par exemple, pour le contraste de
100, la contrainte équivalente diminue au fur et à mesure que les inclusions s’éloignent. On peut
supposer que lorsque le contraste augmente, l’influence de la contrainte de cisaillement devient
localement importante. Il faut noter que ces conclusions sont en bon accord avec les résultats
de [Rasool et al. 2012], en considérant la même analogie que précédemment (c’est-à-dire,
faible smin/r → inclusions polyédriques, grand smin/r → inclusions sphériques) : la contrainte
hydrostatique dans la matrice est plus importante avec les inclusions sphériques qu’avec les
polyédriques, alors que la contrainte équivalente est plus faible pour la même comparaison.
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Figure 2.6. – Valeurs moyennes et écarts-types de la valeur moyenne du premier moment de la
contrainte équivalente par phase en fonction du paramètre de tassement smin/r
(r = 10 µm) pour une fraction volumique d’inclusions fv = 13, 4 %. Par souci
de clarté, les barres d’erreur et les points sont légèrement décalés pour chaque
distance minimale étudiée.

2.4.2.2. Second moment

L’évolution du second moment des contraintes hydrostatiques et équivalentes par phase (⟨σ2
m⟩i

et ⟨σ2
eq⟩i, respectivement) en fonction du paramètre de tassement smin/r est représentée aux

figures 2.7 et 2.8, respectivement.
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Figure 2.7. – Valeurs moyennes et écarts-types de la valeur moyenne du second moment de
la contrainte hydrostatique par phase en fonction du paramètre de tassement
smin/r (r = 10 µm) pour une fraction volumique d’inclusions fv = 13, 4 %. Par
souci de clarté, les barres d’erreur et les points sont légèrement décalés pour
chaque distance minimale étudiée.

Les tendances observées sont similaires pour les deux types de contraintes. Pour les comprendre,
il est utile de considérer la définition suivante du second moment :

⟨•2⟩i = Vi(•) + ⟨•⟩2i , (2.32)

avec Vi la variance (le carré de l’écart-type) dans la phase i = 1, 2.

Dans les inclusions, l’écart-type varie avec le paramètre de tassement de la même manière que
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les premiers moments. En effet, le tenseur des contraintes tend à être homogène (faible écart-type)
lorsque les inclusions sont éloignées les unes des autres, mais très perturbé (écart-type élevé)
lorsque les inclusions sont proches. Ces observations sont confirmées par l’analyse des champs
locaux dans la Section 2.4.3. En conséquence, les seconds moments ont tendance à augmenter
lorsque smin/r diminue. Les différences sont exacerbées par rapport aux premiers moments, car
l’écart peut atteindre 30 % (contrainte hydrostatique) ou 50 % (contrainte équivalente) pour les
inclusions rigides les plus affectées. L’écart atteint environ 10 % pour les inclusions souples.
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Figure 2.8. – Valeurs moyennes et écarts-types de la valeur moyenne du second moment de la
contrainte équivalente par phase en fonction du paramètre de tassement smin/r
(r = 10 µm) pour une fraction volumique d’inclusions fv = 13, 4 %. Par souci
de clarté, les barres d’erreur et les points sont légèrement décalés pour chaque
distance minimale étudiée.
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Pour la phase matricielle, la tendance est clairement différente selon que les inclusions soient
souples ou rigides. Pour les inclusions rigides, le second moment augmente lorsque les inclusions
se rapprochent, alors que le comportement inverse est observé pour les inclusions souples. Comme
les premiers moments sont presque constants pour les inclusions rigides, le comportement observé
revient à celui de l’écart-type dans la matrice. Pour les inclusions souples, l’écart-type varie
moins en fonction du paramètre de tassement ; le comportement reste donc à peu près cohérent
avec celui des premiers moments. Dans tous les cas, l’écart reste raisonnable dans la matrice,
avec une valeur maximale de 3 %. Cependant, il devient plus important avec des fractions
volumiques d’inclusions plus élevées. Par exemple, pour fv = 25, 1 %, l’écart pour le second
moment de la contrainte hydrostatique dans la matrice peut atteindre 10 % (cf. Figure B.5).

En ce qui concerne la comparaison avec les estimations MT, nous observons toujours une
convergence asymptotique bien marquée des simulations vers les estimations MT lorsque smin/r
augmente. Dans les inclusions, les écarts sont beaucoup trop importants pour que MT soit
considéré comme un bon estimateur lorsque smin/r < 0, 5. Ainsi, en utilisant l’équation (2.1),
des estimations correctes grâce à l’approche MT ne peuvent être obtenues pour des fractions
volumiques supérieures à 35 %. Cette fraction volumique maximale est en bon accord avec ce
qui est indiqué dans la littérature (par exemple par [Christensen 1990]).

2.4.3. Résultats pour les champs locaux

Les histogrammes de fréquence de la contrainte équivalente au sein de chaque phase sont
tracés sur la Figure 2.9 pour les distances minimales extrêmes (smin = 0, 1r et smin = 1, 2r). La
première conclusion que l’on peut tirer est que plus les inclusions sont éloignées les unes des
autres, plus leur comportement est homogène. Ceci est en bon accord avec la solution uniforme
d’une seule inclusion dans une matrice infinie [Torquato 2002]. La phase inclusionnaire est
clairement la plus affectée par la variation du paramètre de tassement smin/r. L’écart-type peut
être jusqu’à 5 fois plus important. Globalement, la matrice est peu affectée par la proximité des
inclusions. Cependant, on peut observer à smin/r = 1, 2 (cf. Figure 2.9d) un second petit pic
qui n’apparaît pas à smin/r = 0, 1. Ce pic est également mentionné par [Rasool et al. 2012] et
expliqué par les auteurs par une région matricielle concentrique de forte contrainte équivalente
entourant chaque inclusion sphérique. Nous avons déjà remarqué cette perturbation de la matrice
par les inclusions dans la Section 2.4.1, ce qui est cohérent avec les travaux de [Odegard
et al. 2005]. Il est observé par [Rasool et al. 2012] que ce pic est moins prononcé avec les
inclusions polyédriques qu’avec les inclusions sphériques, ce qui est cohérent avec nos résultats,
en considérant la même analogie que dans la Section 2.4.2 : le comportement des inclusions
sphériques proches est similaire à celui des inclusions polyédriques. En effet, nous pouvons
observer que les valeurs de contrainte à smin = 0, 1r sont plus élevées et se déplacent donc plus
à droite de l’histogramme : l’histogramme est plus large (cf. Figure 2.9c).
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Figure 2.9. – Histogrammes de fréquence de la contrainte équivalente par phase à SR = 10,
fv = 13, 4 %, aux valeurs extrêmes de smin (smin = 0.1r et smin = 1.2r) pour les
contrastes de 0.01 et 100.
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Ces effets localisés ne sont pas suffisamment visibles sur les histogrammes car ils ne concernent
qu’une très petite région de la microstructure. Ainsi, des vues en coupe du VER à SR = 10
sont présentées à la Figure 2.10 pour les valeurs extrêmes de smin. A des fins de comparaison, la
même échelle a été utilisée pour chaque contraste. La Figure 2.10a confirme que les valeurs de
contrainte les plus élevées sont situées dans la zone de perturbation de la matrice entre deux
inclusions proches. Nous pouvons clairement voir que les zones de perturbation de la matrice
près d’une interface inclusion/matrice sont de l’ordre du rayon des sphères (cf. [Odegard et al.
2005]), comme déjà mentionné dans la Section 2.4.1. En accord avec les observations faites
par [Rasool et al. 2012], cette zone de perturbation suit clairement la direction du chargement
(cf. l’équation (2.30)). Ces valeurs de contrainte peuvent être deux fois plus importantes que
celles entre des inclusions éloignées. Ces perturbations entre inclusions proches sont moins
marqués lorsque les inclusions sont souples, ce qui est en bon accord avec toutes nos conclusions
précédentes.

De plus, lorsque les inclusions sont proches, un réseau apparaît clairement entre les sphères,
ce qui corrobore notre parallèle avec le réseau de canaux (cf. [Zerhouni et al. 2021]). Enfin, en
regardant les sphères les plus proches, le parallèle avec une forme polyédrique des inclusions
(cf. [Rasool et al. 2012]) est plus facilement compréhensible.

(a) contrast = 100, à gauche : smin = 0, 1r, à droite : smin = 1, 2r

(b) contrast = 0, 01, à gauche : smin = 0, 1r, à droite : smin = 1, 2r

Figure 2.10. – Contrainte équivalente locale à SR = 10, fv = 13, 4 % aux valeurs extrêmes de
smin et aux contrastes de 100 et 0,01 – Vues en coupe transversale du VER.
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2.5. Conclusion

L’effet de proximité d’inclusions sphériques monodispersées modérément diluées dans un
composite matrice-inclusion a été étudié dans ce chapitre. Au-delà des propriétés effectives, nous
analysons le comportement des moments (premier et second) de contraintes par phase et les
champs locaux, ce qui n’a jamais été fait auparavant dans la littérature. Des comparaisons d’un
grand intérêt avec les estimations largement utilisées de Mori–Tanaka sont également proposées
en particulier pour les premiers et seconds moments par phase.

Un raidissement (resp. un assouplissement) du composite pour les hétérogénéités rigides (resp.
souples) est observé lorsque les inclusions deviennent plus proches, en particulier, à une distance
inférieure au rayon des sphères. Cependant, l’écart des propriétés effectives reste acceptable
(moins de 5 %) et les estimations de Mori–Tanaka se révèlent fiables.

L’effet du paramètre de tassement, qui s’avère être smin/r avec smin la distance effective
minimale entre les sphères et r le rayon de la sphère, semble plus important sur les moments par
phase, en particulier dans la phase inclusionnaire (phase minoritaire). Pour le second moment,
l’écart peut atteindre 50 %. Il est montré que les estimations de Mori–Tanaka sont valables pour
un paramètre de tassement smin/r > 0, 5, ce qui est en bon accord avec l’hypothèse d’inclusions
isolées à la base de cette approche analytique. Ces conclusions peuvent être extrapolées au
cas des inclusions polydisperses, en considérant le rayon de la plus grande sphère par zone de
tassement. Dans des travaux ultérieurs, il pourrait également être intéressant de confirmer les
effets de proximité sur d’autres formes d’inclusions.

Il a été montré que l’augmentation de la fraction volumique d’inclusions exacerbe l’écart
par rapport au paramètre de tassement. Dans des travaux ultérieurs, il serait intéressant de
mener une étude numérique approfondie pour un composite concentré en comparaison avec les
estimations analytiques appropriées. La plage de variation du paramètre de tassement peut,
dans ce cas, concerner des valeurs très faibles.

Compte tenu de l’écart éventuellement marqué entre les estimations analytiques et les
simulations EF, il serait utile d’adopter une approche analytique qui tienne compte de l’effet de
tassement à l’intérieur du VER. Quelques tentatives ont été faites dans la littérature, mais sans
résultats quantitatifs satisfaisants et surtout sans estimateurs des moments par phase.

Enfin, c’est sur les champs locaux que l’effet de la proximité des inclusions est le plus important
et comme prévu, entre et dans les sphères les plus proches. En particulier, la contrainte maximale
peut être localement doublée. Les composites avec des inclusions rigides sont les plus touchés par
cette zone de perturbation locale dans la matrice. Comme ces champs locaux sont de première
importance en ce qui concerne l’initiation de phénomènes locaux dans la microstructure, il
semble important dans un couplage numérique multiéchelle de rechercher non seulement les
propriétés effectives précises, mais aussi les champs locaux précis.
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Chapitre 3

Amélioration de la précision des
solutions microscopiques obtenues via
des conditions de type Dirichlet aux
bords de VER

Ce chapitre se concentre sur l’amélioration des solutions Éléments Finis obtenues lors de
l’application de conditions aux limites (BC) de type Dirichlet au bord du VER. La microstructure
étudiée est un composite matrice-inclusion aléatoire. Pour ce type de microstructure, il est bien
connu que des conditions aux limites périodiques appliquées sur des VER périodisés conduisent
à des solutions beaucoup plus précises que celles obtenues à partir de conditions aux limites
de déformation uniforme (de type Dirichlet), au détriment du temps de calcul et de maillage.
L’objectif de cette partie est d’explorer différentes stratégies pour améliorer les solutions associées
aux BC de type Dirichlet sans affecter leur vitesse de calcul compétitive, en vue de les utiliser
au sein d’une méthode d’homogénéisation numérique de type Éléments Finis multiniveaux. Une
attention particulière est portée sur le cas des inclusions rigides, pour lesquelles la précision
des solutions de type Dirichlet est très dégradée. L’efficacité des différentes stratégies étudiées
est évaluée via une comparaison aux solutions de référence obtenues à partir de conditions
périodiques. Les propriétés apparentes et moments par phase sont regardés, mais également la
localisation des champs microscopiques.

La majorité de ce travail fait l’objet d’un article en cours de rédaction [Belgrand et al.
2023a] et a été présentée à la conférence ECCOMAS [Belgrand et al. 2022b].
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3.1. Introduction

3.1. Introduction

Dans le cadre des approches d’homogénéisation numérique [Saeb et al. 2016], nous nous
intéressons à l’application de conditions aux limites (BC) de Dirichlet au bord d’un Volume
Élémentaire Représentatif (VER) de la microstructure hétérogène, dans un cadre de résolution
par Éléments Finis (EF). En effet, comme cela a été récemment souligné dans [Walters et al.
2021], ce type de BC est vraiment compétitif en terme de temps de calcul, mais les solutions
associées souffrent généralement d’un manque de précision, en particulier pour les inclusions
rigides [Pecullan et al. 1999].
Afin d’imposer une déformation macroscopique au VER, les BC de Dirichlet les plus classiquement
utilisées dans la littérature sont les conditions aux limites de déformation uniforme (USBC,
acronyme anglais de Uniform Strain Boundary Conditions), formulées à la Section 1.2.3.2. Des
comparaisons entre les solutions obtenues avec des USBC et des conditions aux limites périodiques
(PBC, acronyme anglais de Periodic Boundary Conditions) ont été largement effectuées dans
la littérature, principalement autour du comportement macroscopique apparent [Miehe et al.
2002 ; Kanit et al. 2003 ; Saeb et al. 2016]. Les PBC produisent des résultats plus précis et
une meilleure convergence en rapport d’échelle, défini comme le rapport entre la taille du VER
et la taille maximale des inclusions. Cependant, ces conditions s’accompagnent de difficultés
techniques liées à la génération de maillages périodiques et de coûts supplémentaires en terme de
temps de calcul des solutions microscopiques [Walters et al. 2021]. Il convient de souligner que
l’efficacité des PBC est liée à la possibilité de générer une microstructure périodisée à l’échelle du
VER. C’est typiquement le cas pour les matériaux périodiques ou modèles, mais pas forcément
pour les composites aléatoires quelconques. Lorsque la VER n’est pas périodisé, le taux de
convergence des PBC devient similaire à celui des USBC [Egloffe et al. 2014 ; Gloria et al.
2015]. Plusieurs méthodes [Nguyen et al. 2012 ; Akpoyomare et al. 2016 ; Svenning et al.
2017 ; K. Schneider et al. 2017 ; Giesen Loo et al. 2020] ont été développées pour imposer
les PBC sur des microstructures et maillages associés arbitraires, mais leur précision et leur
utilisation (avec des interpolations supplémentaires au bord du VER) restent limitées.

Dans le cas de simulations multiéchelles à la volée, le temps CPU du calcul avec PBC peut
conduire à une impossibilité de résolution en pratique [Walters et al. 2021]. Aucun résultat
concluant n’a été obtenu pour réduire le coût de calcul des PBC, sans s’appuyer sur des méthodes
basées sur l’apprentissage automatique (ML, acronyme anglais de Machine Learning), ce qui
est clairement la tendance actuelle dans la littérature [Z. Liu et al. 2016 ; Z. Liu et al. 2019 ;
Masi et al. 2021 ; Béji et al. 2023 ; Bishara et al. 2023]. Cependant, ces méthodes doivent
être entraînées sur des séries de données de simulations VER, ce qui peut entraîner une phase
hors ligne très coûteuse. Une amélioration de la qualité des solutions obtenues par des BC de
type Dirichlet sur le bord du VER, plus efficaces en termes de temps de calcul que les solutions
PBC conventionnelles, peuvent être d’un grand intérêt.

Dans la littérature, des contributions visant à améliorer la précision des solutions avec USBC
ont été introduites. Parmi elles, les approches les plus classiques pourraient être qualifiées de
méthodes de "post-traitement". Il s’agit notamment du filtrage [Yue et al. 2007 ; Gloria et al.
2016] ou de la troncature [Yue et al. 2007]. Comme ces méthodes travaillent sur une partie du
VER initial, elles nécessitent souvent un VER plus grand ou davantage de tirages pour être
suffisamment précises, ce qui réduit leur efficacité en terme de temps de calcul. Un autre type
d’approches pourrait être qualifié de méthodes de "prétraitement", car elles modifient le modèle
de VER (géométrie, voire équations) en amont de la résolution. Les stratégies consistant à
prendre un espace de tirage plus grand, puis considérer la solution restreinte au VER initial
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(proches des méthodes de troncature) obtenue avec l’ajout d’un terme d’ordre zéro [Gloria
2011 ; Gloria et al. 2016], sont à l’interface des méthodes de pré- et post-traitement. Là encore,
le fait de considérer des VER plus grands réduit l’efficacité du calcul de ces problèmes. Dans
[Salmi et al. 2012], les auteurs proposent une autre stratégie de prétraitement consistant à
modifier la forme du VER afin de diminuer les effets de bord des USBC. Le développement
d’un mailleur dédié est alors nécessaire, mais cette approche conduit à des solutions avec USBC
significativement améliorées.

Plus récemment, des tentatives ont été faites pour améliorer la formulation des USBC. Elles
sont principalement basées sur une combinaison de BC de Dirichlet et de Neumann. En effet, il
est bien connu [Huet 1990 ; Bornert et al. 2001 ; Miehe et al. 2002 ; Kanit et al. 2003] (cf.
équation (1.37)) que le comportement effectif est borné en valeur supérieure par le comportement
apparent obtenu par les USBC et en valeur inférieure par celui obtenu par des BC statiquement
uniforme (de type Neumann). Dans la méthode "Mixed Boundary Conditions" [Dirrenberger
et al. 2014 ; Low et al. 2020], des BC de Dirichlet sont imposées uniquement sur la composante
de déplacement et sur les faces du VER associées au chargement, tandis que des BC de
Neumann homogène sont imposées par ailleurs. L’utilisation de ces BC "mixtes" est réservée
à des chargements axiaux ou de cisaillement (mais pas combinés). La méthode "Generalized
Boundary Conditions" [Wojciechowski 2022] a été introduite pour traiter avec précision les
composites aléatoires non périodisés (où les PBC peuvent conduire à des solutions imprécises).
La valeur moyenne de la déformation macroscopique est imposée de manière analogue à la
formulation faible de traction constante de [Miehe et al. 2002] et des contraintes de ressort (BC
de Robin, combinaison pondérée de BC de Dirichlet et de Neumann) sont appliquées afin de
prendre en compte les perturbations microscopiques. Ces conditions sont imposées par le biais
de multiplicateurs de Lagrange dans une formulation EF assez intrusive. La convergence vers
les propriétés effectives peut être très rapide avec un bon réglage du paramètre de pondération.
Néanmoins, il semble difficile de paramétrer la méthode a priori.

La plupart des stratégies numériques énumérées ci-dessus, dédiées à réduire certains problèmes
des solutions obtenues avec des USBC, se concentrent sur les propriétés apparentes. Très peu
d’études se penchent sur les effets des BC sur les champs microscopiques locaux. Une analyse
des aspects locaux semble nécessaire pour améliorer les solutions VER de type Dirichlet et, par
conséquent, toutes les valeurs moyennes associées : modules apparents mais aussi moments par
phase. Par exemple, dans l’étude récemment menée sur des composites à fibres [Yin et al. 2022],
les auteurs ont observé sur les solutions de type USBC des contraintes anormalement élevées
au voisinage des hétérogénéités proches du bord. Cela suggère que l’imprécision des solutions
obtenues avec des USBC est due à des effets de bord localisés. En outre, dans le cadre d’une
utilisation des méthodes d’homogénéisation numérique à la volée [Feyel 1999 ; E et al. 2003],
des champs locaux fiables sont d’une grande importance pour détecter les phénomènes survenant
à l’échelle locale (cf. Chapitre 2).

L’objectif de ce chapitre est tout d’abord d’évaluer précisément les effets de bord des USBC
sur les simulations VER afin d’identifier des moyens adaptés pour corriger les solutions as-
sociées. Ensuite, diverses méthodes de pré- et de post-traitement adaptées sont testées avec
une comparaison approfondie des propriétés apparentes, des premiers et seconds moments par
phase, des histogrammes de fréquence et des champs microscopiques. En vue d’utiliser ces
approches pour des simulations Élément Finis multiniveaux [Feyel 1999 ; E et al. 2003], nous
nous intéressons également à l’obtention d’une dispersion statistique la plus faible possible des
quantités d’intérêt. La microstructure étudiée est un composite matrice-inclusion aléatoire avec
des inclusions sphériques monodisperses de fraction volumique modérée (fv ∼ 13 %) dans un
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VER périodisé. L’utilisation d’un VER périodisé permet une comparaison avec des résultats
optimaux pour les PBC (cf. le premier paragraphe de cette section). Il convient donc de noter
que le potentiel de solutions améliorées avec BC de Dirichlet est encore plus grand pour des
VER non-périodisés. Comme cela a été montré précédemment au Chapitre 2, le paramètre de
tassement, défini comme le rapport entre la distance minimale effective entre les inclusions et le
rayon des inclusions, peut avoir une grande importance sur les champs locaux. Les différentes
stratégies seront donc testées pour deux valeurs de distance minimale effective entre les inclusions
(pour un rayon d’inclusion fixé à r = 10 µm) : l’une en dessous et l’autre autour de la distance
maximale d’influence des inclusions sur la matrice (de l’ordre de grandeur d’un rayon). Des
problèmes mécaniques élastostatiques hétérogènes sont considérés. Les inclusions sont supposées
rigides (avec un contraste de 100 par rapport au comportement de la matrice), mais des focus
sur un contraste modéré (de 10) et des inclusions souples (contraste de 1/100) sont également
présentés.

La structure de ce chapitre est la suivante. La construction numérique des VER et le problème
mécanique étudié sont très brièvement rappelés en Section 3.2, car similaires à ceux du Chapitre 2.
Dans la section 3.3, la question de la faiblesse de précision des USBC sera abordée par une
analyse de l’effet des BC sur les champs locaux. Ensuite, des stratégies visant à améliorer la
précision des solutions obtenues avec les USBC sans affecter leur vitesse de calcul sont introduites
théoriquement. Certaines méthodes de post-traitement sont exposées et adaptées : troncature
ou filtrage. Des méthodes de prétraitement basées sur la génération de VER sans inclusions
coupées au bord sont présentées. En outre, une modification de la formulation des USBC basée
sur un mouvement de corps rigide des inclusions coupées est développée dans le cas d’inclusions
rigides. La section 3.4 est consacrée aux comparaisons numériques des différentes méthodes
introduites dans la section 3.3 et à leur analyse approfondie. Enfin, la section 3.5 contient des
remarques finales et des perspectives.

3.2. Définition du modèle de VER

Les VER cubiques de taille l avec inclusions sphériques de rayon r utilisés dans ce chapitre sont
générés avec la méthode décrite en Section 2.2. Soulignons ici, comme nous l’avons déjà mentionné
dans l’introduction, que la génération de maillages périodiques peut être une procédure délicate
(et coûteuse) pour les microstructures aléatoires. Cette procédure est nécessaire pour obtenir des
solutions optimales avec les PBC mais n’est pas obligatoire pour les solutions avec USBC. Le
fait de ne résoudre que des problèmes avec des BC de Dirichlet pourrait permettre d’économiser
du temps de maillage et de la complexité.

Le problème aux limites considéré sur le VER est un problème élastostatique hétérogène,
Eq. (2.2). Un chargement de type déformation macroscopique E est considéré, conformément
aux méthodes d’homogénéisation numérique multiniveaux (cf. Section 1.2.4). Le comportement
élastique linéaire de chaque phase de notre matériau modèle et le contraste entre les phases,
rappelés à l’équation (3.1), sont ceux décrits dans la Section 2.3.1. On rappelle que Ei est le
module d’Young, νi le coefficient de Poisson de la phase i (1 : inclusions, 2 : matrice).











E2 = 20 MPa

E1 = E2 × contraste

ν1 = ν2 = 0.3

(3.1)
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Les BC pouvant être utilisées sont celles formulées en Section 1.2.3.2. Les BC de type
Neumann pilotées par la déformation [Miehe et al. 2002] étant au moins aussi coûteuses que
les PBC (en raison de l’introduction de multiplicateurs de Lagrange) pour des solutions moins
précises [Walters et al. 2021], elles ne seront pas considérées ici. Ainsi, les deux types de
conditions étudiées sont les USBC et PBC, rappelées par les équations suivantes :

USBC : u(x) = E · x sur ∂ω (3.2)

PBC : u(x) = E · x+ v(x) sur ∂ω (3.3)

avec v un déplacement l-périodique et u le déplacement microscopique.

3.3. Quelques stratégies pour améliorer les résultats
obtenues avec des Conditions aux Limites de type
Dirichlet

3.3.1. Sur l’efficacité des BC classiques imposant une déformation

La Figure 3.1 représente schématiquement la convergence des propriétés apparentes vers
les propriétés effectives pour les BC permettant d’imposer une déformation macroscopique, cf.
équations (3.2) et (3.3). Bien que les PBC produisent des résultats déjà convergés pour des
tailles relativement petites de VER (faible rapport d’échelle l

d
), leur coût CPU peut devenir

prohibitif. Les résultats obtenus avec les USBC convergent vers la même valeur que ceux avec
PBC pour des VER de grande taille. Cependant, la simulation sur ces grands VER nécessiterait
des ressources informatiques trop importantes. Enfin, pour une taille de VER donnée, le temps
de calcul nécessaire pour obtenir une solution avec les USBC est bien inférieur à celui nécessaire
pour obtenir une solution avec les PBC.

Taille du VER

P
ro

p
ri

é
té

 a
p
p
a
re

n
te USBC

PBC

Propriété effective

Figure 3.1. – Convergence d’une propriété apparente avec l’augmentation de la taille du VER
pour les BC classiques imposant une déformation macroscopique : USBC et
PBC. Inspiré par [Walters et al. 2021].

La Figure 3.2 nous permet de comparer localement les solutions obtenues avec USBC et PBC
sur un VER avec des inclusions rigides (contraste = 100). Plus de détails sur ces simulations
seront donnés dans la section 3.4. Les solutions avec USBC présentent des valeurs de contraintes
élevées situées sur les inclusions coupées par le bord du VER alors que les solutions avec
PBC sont plus homogènes dans la phase inclusionnaire. Cela confirme les observations faites
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dans [Salmi et al. 2012 ; Yin et al. 2022]. A cause de ces effets de bord, une erreur significative
est observée sur les champs moyens directement calculés à partir des solutions USBC. Cependant,
un peu plus loin du bord du VER, les solutions USBC apparaissent similaires aux solutions avec
PBC. Les USBC semblent donc agir donc comme un effet de Saint-Venant. Cette observation est
en cohérence avec le Lemme de Hill (ou de macrohomogénéité) qui suggère une indépendance
des fluctuations des champs locaux vis-à-vis du détails des conditions aux limites.

Dans les sections suivantes, différentes méthodes sont testées afin d’améliorer les résultats
obtenus avec les USBC sans affecter leur temps de calcul compétitif. Tout d’abord, des méthodes
de post-traitement sont utilisées : après les calculs classiques avec les USBC, certains post-
traitements tels que la troncature ou le filtrage sont appliqués afin d’éliminer les zones où l’effet
de bord se produit. Dans la littérature, ces techniques ont été principalement utilisées pour
améliorer les propriétés effectives [Yue et al. 2007 ; Gloria 2011]. Nous envisageons également
des stratégies de prétraitement axées sur la construction de VER sans inclusions artificiellement
découpées. La première approche consiste à modifier la loi de tirage pour les VER cubiques
traditionnels. La seconde approche modifie la procédure de maillage du VER avec des surfaces
périodiques adaptées. Enfin, une alternative aux USBC est proposée pour les inclusions rigides.
Ces différentes stratégies sont présentées théoriquement ou rappelées dans les sections 3.3.2 à
3.3.4 puis testées et comparées dans la section 3.4.

(a) USBC (b) PBC

Figure 3.2. – Vues en coupe transversale de la contrainte équivalente de Von Mises pour le
problème aux limites avec USBC ou PBC - contraste = 100 - Distance minimale
entre les inclusions smin = 0, 8r (rayon r = 10 µm, taille du VER l = 100 µm).

3.3.2. Méthodes de post-traitement

3.3.2.1. Troncature

Compte tenu des effets de bord localisés (cf. Figure 3.2), la stratégie la plus naturelle pour
améliorer les solutions avec USBC semble être la méthode de troncature [Yue et al. 2007]. Cette
méthode consiste à ne pas tenir compte de certains éléments de maillage situés près du bord du
VER lors du post-traitement des résultats. Le volume tronqué considéré ωδ peut être défini par
l’équation 3.4.

ωδ =]0 + δ; l − δ[3, δ > 0 (3.4)

Par définition du VER cubique ω =]0; l[3, nous avons ωδ ⊂ ω.

Soit Th une triangulation de ω adaptée à la forme des inclusions. Dans la pratique, le volume
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discret tronqué utilisé pour le post-traitement est défini comme suit :

ωδ
h =

{

K ∈ Th | K ⊂ ωδ
}

(3.5)

Un exemple de coupe transversale 2D de ωδ
h est présenté dans la Figure 3.3a.

De manière analogue, les volumes discrets des phases tronquées ωδ
i,h sont déterminés en

considérant la restriction de ωδ
h à la phase i.

La fraction volumique apparente d’inclusions f δ
v peut être calculée avec l’équation (3.6). On

s’attend à ce que cette fraction volumique tende avec le nombre de tirages vers celle du VER
entier puisque la procédure de tirage (décrite en Section 2.2.1) est un processus stationnaire. En
considérant des statistiques sur les solutions tronquées, les résultats sont toujours représentatifs
de la microstructure du point de vue de la fraction volumique.

f δ
v =

|ωδ
1,h|

|ωδ
h|

(3.6)

Avec cette méthode de troncature, les valeurs moyennes et nème moment par phase s’écrivent :

⟨•⟩T =
1

|ωδ
h|

∫

ωδ
h

•dx, (3.7)

⟨•n⟩Ti =
1

|ωδ
i,h|

∫

ωδ
i,h

•ndx. (3.8)

La détermination de δ est cruciale. Plus δ est grand, plus les effets de bord seront éliminés,
mais plus la dispersion sera grande, puisque le volume tronqué ωδ sera petit. De plus, afin
de conserver l’efficacité de calcul de la stratégie par rapport aux PBC, nous ne voulons pas
considérer des VER plus grands. Par conséquent, compte tenu des valeurs de contrainte élevées
dans les inclusions coupées, un bon compromis semble être :

δ = r. (3.9)

La valeur de δ = 2r (un diamètre) pour être sûr d’éliminer toutes les inclusions coupées conduit
à une dispersion beaucoup plus importante entre les propriétés des VER tronqués.

Cette méthode de troncature permet évidemment d’obtenir des champs microscopiques
tronqués en considérant la restriction des champs VER au domaine tronqué ωδ

h.

3.3.2.2. Filtrage

La technique de filtrage introduite dans [Yue et al. 2007] est étudiée. L’idée principale est de
négliger les éléments les plus proches du bord et de donner plus d’importance à ceux situés dans
la partie centrale du VER. Le filtrage doit obéir à plusieurs conditions mathématiques définies
dans [Gloria 2011]. Les formulations permettant d’obtenir les valeurs moyennes filtrées et le

73



3.3. Quelques stratégies pour améliorer les résultats obtenues avec des Conditions aux Limites
de type Dirichlet

nème moment par phase d’un champ sont données par les équations (3.10)-(3.12).

⟨•⟩F =

∫

ω

•dµ
∫

ω

dµ
(3.10)

⟨•n⟩Fi =

∫

ωi

•ndµ

∫

ωi

dµ
(3.11)

avec dµ =

(

N
∏

i=1

w (xi, l)

)

dx (3.12)

où w(., .) est la fonction de filtrage et N la dimension. Dans notre étude, l’origine du repère est
un coin du VER.

Il est alors possible d’obtenir des histogrammes de fréquence filtrés dans chaque phase i en
filtrant la fréquence de chaque échantillon de l’histogramme [α, α + ∂α[ :

∫

Vi

✶α<•<α+∂αdµ

∫

Vi

dµ
(3.13)

avec ✶ la fonction indicatrice.

Évidemment, la précision de cette méthode dépend du choix de la fonction de filtrage w.
Un filtre simple du second ordre wa(xi, l) = 1− cos (2πxi/l) est utilisé par [Yue et al. 2007].
Cependant, cette fonction de filtrage wa ne s’annule pas sur les éléments proches du bord. Nous
proposons un autre filtre du second ordre (cf. Eq. (3.14)) dont les valeurs s’annulent sur les
éléments situés à une distance inférieure à r du bord afin de mieux réduire les effets de bord :

wb(xi, l) = K ×



































0 si xi < r
(

xi−r
r

)2
si r ≤ xi < 2r

−1
300
x2i +

1
3
xi −

13
3

si 2r ≤ xi < l − 2r
(

xi−(l−r)
r

)2

si l − 2r ≤ xi < l − r

0 si l − r ≤ xi

(3.14)

avec la constante K donnée par l’équation (3.15) et déterminée de sorte que
∫

ω

dµ = l3 (propriété

mathématique de la fonction de filtrage) :

K =
900l

600r + (4r − l) (l2 − 2lr − 150l + 4r2 + 3900)
. (3.15)

Une coupe transversale en 2D de wb est présentée dans la Figure 3.3b. On peut remarquer que
les isovaleurs de wb(., .) décrivent des volumes arrondis dans le VER cubique.
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(a) Volume ωδ
h avec δ = r (b) Valeurs du filtre wb

Figure 3.3. – Vues en coupe du volume tronqué (en rouge) et du filtre wb

Les méthodes de filtrage ne donnent pas directement accès à des champs microscopiques
filtrés, mais seulement à des moyennes volumiques filtrées (utilisables des propriétés apparentes
à l’histogramme de fréquence). Cette stratégie rend possible l’utilisation de l’homogénéisation
numérique traditionnelle avec les USBC, mais une analyse locale des solutions dans la micro-
structure est limitée. Une façon possible de surmonter ce problème est d’utiliser une technique
de troncature (cf. Section 3.3.2.1) basée sur la valeur de la fonction de filtrage :

ωδ,F
h =

{

K ∈ Th | ∀x ∈ K,

N
∏

i=1

w (xi, l) > w (δ, l)
N−1
∏

i=1

w

(

l

2
, l

)

}

. (3.16)

Par construction, la valeur du filtre wb en xi = r est nulle. Par conséquent, en choisissant δ = r,
on revient à la méthode de troncature classique (cf. Figure 3.3a). Ainsi, pour bénéficier de la
forme ovalisée du filtre, il faut choisir δ = r+ ε, avec ε≪ r. Ce dernier volume tronqué présente
donc moins de singularités géométriques, cf. Figure 3.3b.

3.3.3. Méthodes de prétraitement

3.3.3.1. Modification de la loi de tirage

Cette stratégie consiste à modifier la loi de tirage des inclusions afin d’éviter d’avoir des
inclusions coupées au bord du VER, comme le montre la Figure 3.4. À cette fin, le tirage des
sphères décrit à la Section 2.2.1 n’est effectué que dans un simple VER cubique et non plus
dans un VER cubique périodisé. Pour la procédure RSA, cela correspond à refuser les sphères
qui coupent le bord du cube. Pour la procédure WP, les sphères sont repoussées du bord du
cube. Cette modification limite la fraction volumique maximale d’inclusions (ou alors la distance
maximale entre les inclusions). En effet, à partir de l’expression donnée en équation (2.1), une
expression de la valeur maximale de la fraction volumique (fv) peut être obtenue en considérant
que les sphères sont séparées les unes des autres par la distance smin :

max(fv) = C

(

2r

2r + smin

)3

, avec C le facteur de compacité. (3.17)

Pour les VER cubiques périodiques standard, le facteur de compacité des inclusions est celui d’un
système cubique centré : C = π

√
3

8
. Avec la modification de la loi de tirage, la compacité d’un

système cubique simple doit être considérée : C = π
6
. Ainsi, la valeur maximale de la fraction
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de type Dirichlet

volumique peut diminuer jusqu’à environ un tiers. A titre d’exemple, avec une petite distance
minimum entre inclusions smin = 0, 1r, la valeur maximale de fv obtenue avec la modification
de la loi de tirage est d’environ 49 % contre 53 % avec le tirage standard. Pour des inclusions
plus espacées (smin = 0, 8r), une fv maximale de 19 % peut être obtenue avec la loi de tirage
modifiée contre 23 % pour un tirage standard.

(a) VER avec loi de tirage modifiée (b) VER cubique périodique standard

Figure 3.4. – Exemple de VER avec différentes lois de tirage. Pour des raisons de représentation,
la matrice a été coupées et toutes les inclusions sont affichées.

3.3.3.2. Procédure alternative de maillage avec des surfaces périodiques adaptées

Une autre stratégie peut être utilisée pour éviter les inclusions coupées sur les surfaces du
maillage périodique. Elle repose sur le fait que les "surfaces de périodicité" sont totalement
libres et n’ont pas besoin d’être planes. Il est donc possible de choisir judicieusement les surfaces
de périodicité pour éviter les inclusions coupées. En outre, le cas où les inclusions sont presque
tangentes à la limite du cube est également évité, ce qui facilite le maillage de la structure.

La réponse la plus robuste et la plus générale à cette question est probablement de mailler
directement dans le cube (abstrait) périodique. Cette idée a été développée dans la communauté
de la géométrie numérique, et a donné naissance à la bibliothèque Periodic_3D de CGALL [Caroli
et al. 2009] par exemple, qui génère nativement des maillages sur des volumes périodiques.

Inspirés par [Danielsson et al. 2007 ; Salmi et al. 2012], nous proposons ici de spécifier
a priori les surfaces de périodicité pour les éloigner le plus possible des inclusions. Ceci peut
être obtenu en utilisant la tessellation de Voronoï associée aux inclusions sphériques, qui est
définie comme suit : les centres des tesselles sont les centres des sphères. Par construction, les
limites d’une telle tessellation sont les plus éloignées possible des sphères. Ensuite, la surface
extérieure de la tessellation est retenue comme nouvelle surface périodique, à partir de laquelle
le maillage est construit. On peut facilement prouver que ces surfaces n’intersectent pas les
inclusions. Une telle propriété ne peut pas être obtenue directement avec des outils tels que
la bibliothèque Periodic_3D de CGAL mentionnée ci-dessus, mais peut être obtenue par une
procédure de post-traitement vraisemblablement lourde sur les maillages produits par cet outil.

Cette procédure de maillage alternative permet d’obtenir des limites périodiques angulaires, cf.
Figure 3.5, ce qui évite les interactions indésirables avec les inclusions. Notez que cette stratégie
peut également être utilisée pour des configurations de sphères polydispersées (en utilisant la
tessellation de Laguerre au lieu des tesselations de Voronoï, les poids de Laguerre étant alors
égaux au carré des rayons des sphères), et même pour des inclusions bien séparées de formes
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diverses, en partant d’un recouvrement par des sphères, puis de l’utilisation de la stratégie
mentionnée précédemment sur ces sphères. Cette approche ne limite pas les configurations de
tirage, sauf pour les inclusions extrêmement proches.

(a) Surfaces de périodicité adaptées (b) Surfaces de périodicité planes d’origine

Figure 3.5. – Vues en coupe du VER cubique avec différentes surfaces périodiques. Pour des
raisons de représentation, la matrice a été coupée alors que toutes les inclusions
sont affichées.

D’un point de vue technique, la paramétrisation du maillage est effectuée par Mérope à
l’aide de la bibliothèque Voro++ [Rycroft 2009] pour produire la tessellation de Voronoï. La
procédure de maillage est laissée au logiciel gmsh [Geuzaine et al. 2009].

3.3.4. Modification de la formulation des USBC dans le cas d’inclusions
rigides

Dans cette section, une alternative aux USBC est introduite pour le cas où les inclusions
sont rigides. L’idée principale est de conserver la formulation des USBC sur la matrice, qui est
peu sujette aux effets de bord, et de modifier la formulation sur les inclusions coupées par le
bord cubique du VER. Considérons un composite hypothétique matrice-inclusion infini avec le
comportement élastique suivant :











σ = C : ε(u) dans la matrice

σ =
1

η
C : ε(u) dans les inclusions rigides

(3.18)

avec C le tenseur d’élasticité d’ordre 4 et η → 0 un paramètre modélisant la rigidité. Par

identification avec l’équation (3.1), nous avons η = 1
contraste

.
En considérant un développement asymptotique en η pour les champs de solutions dans les
inclusions du problème, il vient :

uη = u0 + ηu1 + o(η2) (3.19)

ση = σ0 + ησ1 + o(η2) (3.20)

σ0 + o(η) =
1

η
C :

(

ε(u0) + ηε(u1) + o(η2)
)

. (3.21)
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Par identification, il apparaît que les inclusions suivent à l’ordre 0 un mouvement de corps
rigide :

ε(u0) = 0 . (3.22)

Ceci est en cohérence avec la déformation uniforme calculée dans une inclusion noyée dans une
matrice infinie [Eshelby 1957 ; Torquato 2002].

Il semble donc naturel d’imposer des conditions aux limites de déformation homogène 1 (HSBC,
acronyme anglais de Homogeneous Strain Boundary Conditions) aux inclusions rigides. Afin
d’obtenir une BC de type Dirichlet (avec une valeur de déplacement donnée), nous proposons
d’imposer le déplacement du centre de l’inclusion déduit d’une formulation de type USBC, à la
section de l’inclusion située à la frontière du VER. Ainsi, la méthode proposée, appelée HSBC,
s’écrit :











Matrice : u(x) = E · x sur ∂ω2

Inclusions : u(x) = E · x0(x) sur ∂ω1

avec x0(x) la fonction renvoyant le centre de l’inclusion correspondante

(3.23)

avec ∂ω = ∂ω1 ∪ ∂ω2 telle que ∂ω1 ∩ ∂ω2 = ∅, la partition de la frontière du VER en fonction
des phases.

Comme le centre de chaque inclusion est connu à partir du fichier de sortie de l’étape de
génération de la microstructure, la détermination de x0(x) est facile en pratique. L’approche
HSBC est toujours un cas particulier des PBC (cf. équation (3.3)) avec :

v(x) =

{

0 sur ∂ω2

E · x0(x)− E · x sur ∂ω1

(3.24)

qui est bien l-périodique. Il s’ensuit que la condition de macrohomogénéité (aussi appelée
condition de Hill-Mandel) est vérifiée et que ⟨ε⟩ = E.

Remarque. Notons qu’il n’est pas possible de prouver que le déplacement proposé dans les
inclusions est optimal. En effet, tous les déplacements uniformes satisfont la condition de
mouvement de corps rigide (3.22). Cependant, ce déplacement est cohérent avec la méthode
PBC et garantit les propriétés d’homogénéisation traditionnelles.

3.4. Résultats et discussion

Pour évaluer l’efficacité des différentes méthodes introduites dans la Section 3.3, un problème
élastostatique hétérogène est résolu sur un VER, cf. Section 3.2. Dix tirages de VER de
microstructures matrice-inclusion aléatoires sont générés en considérant une fraction volumique
modérée d’inclusion :

fv = 13, 4 % (3.25)

et des sphères monodispersées de rayon r = 10 µm. Le rapport d’échelle est donné par SR =
l
2r

= 5 (donc l = 100 µm).

L’analyse principale est menée pour une distance de proximité entre les inclusions de smin =
0, 8r, ce qui garantit des effets de concentration de contrainte non exacerbés entre les inclusions,

1. pris au sens de condition au bord nulle
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comme le montre le Chapitre 2. La Section 3.4.3 met l’accent sur le comportement des stratégies
proposées dans le cas d’inclusions proches (smin = 0, 1r). En outre, nous considérons tout
d’abord des inclusions rigides avec un paramètre de contraste de 100 (cf. Eq. (2.4)). D’autres
résultats pour des inclusions modérément rigides (constraste = 10) et des inclusions souples
(contraste = 0, 01) sont donnés dans les Sections 3.4.4 et 3.4.5.

Selon la méthode introduite en Section 2.3.3, une déformation macroscopique mixte E est
appliquée sur le VER afin de déduire les propriétés apparentes par les formules suivantes :

E =





1. 1. 0.
1. 0. 0.
0. 0. 0.





⇒











kapp =
1

3
trace(Σapp)

µapp =
1

4
(
3

2
Σapp

11 −
1

2
trace(Σapp) + Σapp

12 ),
(3.26)

avec
Σapp = ⟨σ⟩. (3.27)

Les premier et second moments par phase de la contrainte sont directement obtenus à partir
du champ de contrainte microscopique σ, cf équation (2.6). Par la suite, la comparaison sera
effectuée depuis les propriétés apparentes jusqu’aux champs de contraintes microscopiques.

Nous désignerons par σm = 1
3
trace(σ) la contrainte hydrostatique, et par σeq =

√

3
2
σ
d
: σ

d
la

contrainte équivalente de Von Mises avec σ
d

la partie déviatorique du tenseur des contraintes.
Le tableau 3.1 donne les résultats de référence obtenus avec 5 VER munis des PBC avec un
rapport d’échelle SR = 10, pour lesquels la dispersion est négligeable (cf. Chapitre 2). Ces
valeurs seront utilisées pour l’évaluation des erreurs dans les sections suivantes. Ce tableau
permet également de constater de l’effet des inclusions proches sur les différentes propriétés,
particulièrement exacerbé pour les seconds moments (en cohérence avec ce qui a été montré au
Chapitre 2).

PBC, SR = 10 smin = 0, 1r smin = 0, 8r
contraste 100 100 10 0,01

kref (MPa) 21,04 20,79 20,13 11,93
µref (MPa) 10,45 10,21 9,703 5,944

⟨σm⟩
ref
1 (MPa) 32,99 31,05 28,76 0,3571

⟨σeq⟩
ref
1 (MPa) 87,48 76,57 67,08 0,5312

⟨σ2
m⟩

ref
1 (MPa) 1 240, 971,4 830,6 0,1288

⟨σ2
eq⟩

ref
1 (MPa) 8 263, 5 914, 4 525, 0,2841

Tableau 3.1. – Valeurs de référence des propriétés apparentes, des moments des contraintes
hydrostatique et équivalente dans les inclusions

3.4.1. Comparaison des différentes stratégies sur les champs d’intérêt

Les différentes méthodes expliquées dans la section 3.3 (y compris les méthodes traditionnelles
USBC et PBC) sont comparées à l’aide de divers indicateurs : propriétés apparentes, premiers
et seconds moments dans les inclusions de σm et σeq, ainsi que les histogrammes de fréquence
de σeq. Les moments et les histogrammes sont analysés dans les inclusions, car elles sont plus
sujettes aux effets de bord, cf. Figure 3.2. Ces résultats sont présentés pour smin = 0, 8r et
contraste = 100 sur les Figures 3.6 et 3.7. Pour les stratégies de prétraitement, des vues en
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coupes transversales de VER représentant σeq sont également reportées dans la Section 3.4.2 en
Figure 3.10.

En ce qui concerne les indicateurs obtenus par une formulation intégrale (cf. Figure 3.6), les
résultats sont adimensionnés par les valeurs de référence (PBC à SR = 10). Comme il existe un
net écart entre les résultats obtenus avec les USBC et les autres méthodes, deux échelles sont
choisies : une en rouge pour les USBC et une en bleu pour les autres méthodes. Les échelles sont
ajustées pour coïncider sur la valeur de référence de 1. Pour les histogrammes représentés en
Figure 3.7, une échelle différente est choisie pour la contrainte obtenue par les USBC. Le nombre
d’échantillons pour tracer l’histogramme de fréquence obtenu via les USBC est augmenté afin de
s’assurer d’avoir une taille d’échantillon similaire (intervalle de contrainte) pour les différentes
méthodes.

Concernant la méthode s’appuyant sur les PBC, on constate que les propriétés apparentes
et les moments de contrainte semblent déjà convergés à ce rapport d’échelle (SR = 5). Par
ailleurs, l’histogramme de fréquence forme une courbe en cloche centrée sur la valeur moyenne.
Dans nos configurations de simulation, le temps CPU est environ 3 fois plus important pour la
méthode PBC que pour les autres méthodes basées sur des BC de Dirichlet. A titre indicatif
sur un serveur muni d’un bi-processeur Intel Xeon Broadwell E52699A v4 (55 Mo de cache,
@2.40Ghz) avec 44 cœurs et une mémoire de 352 Go, un calcul VER d’environ 300 000 nœuds
(cf. Tableau 2.2) prend 11,5 min avec les USBC et 33,3 min avec les PBC.

Pour la méthode USBC, les écarts sur les propriétés apparentes sont en bonne cohérence avec
la littérature [Kanit et al. 2003], avec des erreurs supérieures à 50 % sur kapp et environ 100 %
sur µapp. Ces erreurs sont encore plus importantes pour les moments dans les inclusions, en
particulier le second moment de la contrainte équivalente, pour lequel l’erreur dépasse 10 000 % !
Cette étude confirme que cette méthode ne peut pas être utilisée pour estimer numériquement
les moments dans les inclusions.
Il est intéressant de remarquer que l’histogramme des fréquences (cf. Figure 3.7g) atteint son
maximum autour de la valeur moyenne de référence, mais pas sur la valeur moyenne simulée avec
les USBC. Cela est dû aux fortes concentrations de contraintes localisées autour des inclusions
coupées par le bord du VER (cf. Figure 3.2), que l’on retrouve ici à droite de l’histogramme. Il
en résulte que l’histogramme est beaucoup plus étalé que pour les PBC.
En outre, l’erreur sur le premier moment donne directement l’écart de la valeur moyenne de la
contrainte, tandis que celle sur le deuxième moment est un bon indicateur sur les différences
des histogrammes de fréquence par rapport à PBC, car il inclut dans sa définition l’écart
type par rapport à la valeur moyenne par phase. Ce second moment est souvent utilisé pour
l’homogénéisation du comportement non linéaire [Ponte Castañeda 2016] et doit ainsi être
bien approximé.

Toutes les méthodes expliquées dans la Section 3.3 améliorent considérablement les résultats
des USBC. En effet, le pire résultat concerne le second moment de la contrainte équivalente : une
erreur d’environ 40 % pour la méthode la moins précise contre plus de 10 000 % pour les USBC.
La forme générale des histogrammes est également nettement améliorée, même si certaines
contraintes élevées subsistent : la fréquence maximale de la courbe coïncide généralement avec
l’abscisse du premier moment et les histogrammes sont moins étalés.

Nous effectuons maintenant une comparaison plus approfondie des différentes stratégies en se
basant sur les indicateurs de la Figure 3.6 :

— Pour les propriétés apparentes (kapp, µapp), toutes les méthodes présentent un faible écart
à la valeur de référence (inférieur à 4 %). La modification du tirage et la méthode HSBC
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Figure 3.6. – Comparaison des différentes méthodes sur les indicateurs obtenus par une for-
mulation intégrale : smin = 0, 8r, contraste = 100
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Figure 3.7. – Histogrammes de fréquence de la contrainte équivalente dans les inclusions pour
les différentes méthodes : smin = 0, 8r, contraste = 100
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donnent des résultats très précis. Notons que les méthodes de post-traitement et de maillage
alternatif conduisent à un écart un peu plus significatif sur le module de cisaillement que
sur le module de compressibilité. Les méthodes de prétraitement et HSBC présentent
une faible dispersion alors que les méthodes de post-traitement souffrent d’une dispersion
importante, en particulier l’approche basée sur le filtrage.

— Concernant les premiers moments dans les inclusions, l’approximation de la contrainte
hydrostatique est fortement liée à celle du module de compressibilité, cf. l’équation (3.26).
Une approximation précise de la contrainte équivalente semble plus difficile à obtenir, car
elle inclut le cisaillement (plus délicat à bien approcher) et des termes non-linéaires. Les
méthodes de filtrage, de modification du tirage et HSBC offrent le plus faible écart. Les
méthodes de troncature et de modification du maillage présentent ici un écart supérieur à
10 % pour la contrainte équivalente. Les méthodes de prétraitement montrent encore une
très faible dispersion alors que la méthode HSBC conduit dans ce cas à une dispersion
plus importante que pour les propriétés apparentes. La dispersion est comparable à celle
des méthodes de post-traitement.

— Pour les seconds moments dans les inclusions, là encore, la contrainte équivalente est
plus difficile à approcher. Toutes les méthodes donnent lieu à des résultats précis et
peu dispersés pour la contrainte hydrostatique, à l’exception de la méthode HSBC qui
présente une dispersion assez élevée. Cette méthode ainsi que la méthode de troncature
conduisent également aux plus mauvais résultats (hormis USBC) avec des écarts à la
référence d’environ 40 % associés à une grande dispersion (d’environ ± 10 %) pour la
contrainte équivalente. Les autres méthodes présentent une dispersion très faible, les
méthodes de filtrage et de modification du tirage ayant toujours l’écart à la référence le
plus faible (environ 10 %), mais avec une dispersion plus importante pour le filtrage.

— Pour les histogrammes de fréquence, les méthodes de troncature et HSBC présentent
les histogrammes les plus éloignés de PBC. Les méthodes de modification du tirage et
de filtrage offrent toujours la meilleure précision. Cependant, la dispersion dans chaque
échantillon (barre d’erreur verticale) est assez importante avec la méthode de filtrage.
L’approche s’appuyant sur le maillage alternatif produit des histogrammes satisfaisants
avec un écart-type contrôlé et une faible dispersion dans chaque échantillon. Pour toutes
les méthodes, l’erreur sur le second moment semble être un bon indicateur de la précision
des histogrammes de fréquence.

Parmi les méthodes de prétraitement, la modification du tirage est l’approche conduisant
aux résultats les plus précis. Cependant, il faut garder en tête qu’elle est limitée en fraction
volumique d’inclusions élevées, cf. Section 3.3.3.1. La méthode HSBC est très prometteuse sur
les propriétés apparentes, mais nécessite encore des améliorations en ce qui concerne l’estimation
des moments par phase. Parmi les méthodes de post-traitement, le filtrage semble en moyenne
plus précis que la troncature, mais au prix d’une plus grande dispersion. D’une façon générale,
on privilégiera les méthodes de prétraitement.
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3.4.2. Analyse approfondie et résultats complémentaires des
différentes méthodes

3.4.2.1. Troncature

Pour notre étude, choisir δ = r dans l’équation conduit à conserver environ la moitié du
volume du VER ( (l−2r)3

l3
= 0, 512). Une étude balayant une large gamme de δ [Couture et al.

2022] observe un écart pouvant atteindre 30 % entre f δ
v et fv avec 100 tirages. Dans ce cas, le

volume tronqué est moins représentatif de la microstructure. Dans notre cas, l’écart en fraction
volumique est très faible, nous avons f δ=r

v = 13, 7± 1, 11 % pour une fv = 13, 4 % initialement,
ce qui représente un écart de 2.2 %. La variation de la fraction volumique entre les tirages est un
facteur de la grande dispersion observée sur les résultats. Cette dispersion marquée impose de
déterminer les différentes quantités par une étude statistique ou d’agrandir le VER. Il devient
alors difficile de concurrencer les PBC en terme de temps de calcul. En outre, on observe des
imprécisions marquées sur la contrainte équivalente. De plus, les histogrammes sont beaucoup
plus étalés que l’approche de référence (PBC), avec un écart-type environ 4 fois plus grand
(26,32 contre 7,25) que la référence. La partie des fortes contraintes due à l’effet de bord n’est
pas totalement éliminée, mais une plus forte troncature amènerait plus de dispersion.

Les résultats obtenus avec la troncature basée sur le filtre wb sont présentés aux Figures 3.8
et 3.9. Dans cette étude, nous choisissons ε = 0, 1r et le volume tronqué basé sur le filtre ωδ,F

h

correspond aux parties cyan, verte, jaune et rouge sur la Figure 3.3b. Par rapport au volume
tronqué standard ωδ

h, le volume tronqué basé sur le filtre ωδ,F
h est légèrement arrondi aux coins

et 41 % du VER est préservé. Ainsi, on s’attend à avoir annihilé plus d’effets de bord, mais le
volume conservé étant plus petit, des dispersions plus grandes devraient être observées. Ici, la
dispersion n’est pas sensiblement dégradée, même à l’inverse sur les premier et second moments
des contraintes équivalentes. L’exclusion des zones de singularité (coins) semble bénéfique pour
améliorer la méthode de troncature.

De manière générale, cette méthode n’est pas envisageable dans le cadre d’une approche EF2.

3.4.2.2. Filtrage

Les résultats obtenus avec le filtre wa introduit en Section 3.3.2.2 sont présentés aux Figures
3.8 et 3.9. Pour les propriétés apparentes, on constate que la précision des résultats dépend peu
du filtre choisi. C’est très différent pour les champs moyens : avec le filtre wa, l’histogramme
possède un très grand écart-type (71,47 contre 7,25), ce qui est cohérent avec l’écart sur le
second moment nettement plus grand qu’avec les autres approches. On peut en conclure que les
éléments à la frontière ne doivent absolument pas être pris en compte dans le filtre.

Le filtrage avec le filtre wb (cf. équation (3.14)) semble efficace pour déterminer les propriétés
apparentes, les moments par phase et les histogrammes de fréquence de la contrainte. Malgré
une dispersion importante par rapport aux autres stratégies (cf. Figure 3.6), les résultats dans
la gamme de dispersion demeurent tout de même acceptables. Le filtrage peut alors être utilisé
dans le contexte des méthodes EF2. Par ailleurs, cette méthode ne permet pas directement
d’évaluer les champs locaux. Une localisation peut toutefois être faite par une troncature basée
sur le filtrage (cf. Section 3.4.2.1). Néanmoins, les résultats de la Figure 3.8 montrent que ces
champs conduisent à des résultats moins précis en moyenne que le filtrage lui-même.
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Figure 3.8. – Comparaison des estimations des champs d’intérêt avec les différentes méthodes
par post-traitement : smin = 0, 8r, contraste = 100

0 25 50 75 100 125 150 175 200
Equivalent stress (MPa)

0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030

0.035

0.040

0.045

Fr
eq

ue
nc

y

Standard deviation 
 = 71.47

Inclusions
Mean inclusions

(a) Filtrage wa

0 25 50 75 100 125 150 175 200
Equivalent stress (MPa)

0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030

0.035

0.040

0.045

Fr
eq

ue
nc

y

Standard deviation 
 = 15.26

Inclusions
Mean inclusions

(b) Troncature basée sur le filtre wb

Figure 3.9. – Histogrammes de fréquence de la contrainte équivalente dans les inclusions pour
différentes méthodes par post-traitement : smin = 0, 8r, contraste = 100

3.4.2.3. Modification du tirage

Afin de s’assurer de la validité de l’approche s’appuyant sur la modification du tirage, des
calculs avec les PBC ont été réalisés pour ces mêmes tirages sans inclusions coupées au bord.
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Dans le Tableau 3.2 sont reportés les écarts de résultats obtenus vis-à-vis des solutions PBC de
référence. Ces écarts étant très proches de 1 avec une très faible dispersion, nous en déduisons
que la modification du tirage ne modifie pas la représentativité du VER et de sa solution. Pour
un champ générique •, e(•) correspond à son écart et à sa dispersion normalisée par la référence,
de façon similaire aux ordonnées de la Figure 3.6.

e (kapp) 0.999 ± 0.001
e (µapp) 1.001 ± 0.003

e (⟨σm⟩
app
1 ) 0.994 ± 0.006

e (⟨σeq⟩
app
1 ) 0.986 ± 0.009

e (⟨σ2
m⟩

app
1 ) 0.986 ± 0.011

e
(

⟨σ2
eq⟩

app
1

)

0.972 ± 0.018

Tableau 3.2. – Écarts et dispersions entre les résultats obtenus en PBC avec le tirage modifié
et les solutions PBC de référence : smin = 0, 8r, contraste = 100

Par ailleurs, l’approche par modification du tirage permet d’obtenir la meilleure précision sur
les champs d’intérêt parmi toutes les stratégies d’amélioration des USBC, avec une dispersion
semblable à celle des résultats avec les PBC pour un rapport d’échelle donné. On peut constater
à la Figure 3.10a que les effets de bords sont nettement diminués et plus faibles que la méthode
utilisant le maillage alternatif ou les HSBC. Ainsi une solution faible à partir d’un unique calcul
sur VER peut être envisagée avec cette approche. Elle est ainsi parfaitement compatible avec
une stratégie EF2. Cette méthode peut être utilisée si la fraction volumique d’inclusions n’est
pas trop importante pour modifier le tirage.

3.4.2.4. Maillage alternatif

L’approche basée sur le maillage alternatif conduisant à des surfaces de périodicité non planes
est l’approche nécessitant le plus de développements, car elle n’est quasiment disponible dans
aucun outil de génération de VER. Le maillage alternatif peut être une bonne alternative pour
des VER qui ne peuvent pas être générés avec la modification du tirage, bien que cette méthode
semble plus sujette aux effets de bord que la méthode de modification du tirage. En effet, on
constate que les inclusions proches du bord ont des contraintes élevées (cf. Figure 3.10b). Pour
rappel, le domaine a moins d’un rayon d’une inclusion influence celle-ci (cf. Chapitre 2). De
part cette nouvelle forme de VER avec de nombreuses facettes au bord, les inclusions proches
du bord sont davantage influencées par celui-ci.

L’influence des BC sur les propriétés apparentes a également été étudié pour des cellules
unitaires périodiques, où ces VER n’ont pas d’inclusion coupée (par exemple, [Bornert et al.
2001]). Ils constatent alors un écart d’environ 10 % entre les USBC et les PBC pour le module
de cisaillement. Or, dans ces cellules unitaires, l’inclusion est à moins d’un rayon du bord. C’est
pourquoi, ces VER sont également sensibles aux effets de bord, malgré l’absence d’inclusion
coupée.

3.4.2.5. Méthode HSBC

Un déplacement de corps rigide imposé aux inclusions coupées par la frontière du VER, semble
améliorer nettement la précision des BC de type Dirichlet, mais des imperfections subsistent,
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notamment sur le second moment. Ainsi, les histogrammes sont un peu plus étalés qu’avec les
autres méthodes en raison d’un effet de bord subsistant. La coupe transversale du VER affichant
les contraintes équivalentes sur la Figure 3.10c montre des contraintes élevées à l’interface entre
la matrice et les inclusions coupées par le bord du VER. La non-continuité du déplacement (cf.
équation (3.23)) peut être la cause de ces contraintes élevées. Un lissage de cette discontinuité
pourrait améliorer les résultats. Cependant cette méthode présente l’avantage d’être facilement
mise en place dans un environnement de calcul existant.

(a) Modification du tirage (b) Maillage alternatif

(c) HSBC

Figure 3.10. – Vues en coupe de la contrainte équivalente : smin = 0, 8r, contraste = 100

3.4.3. Focus sur le cas des inclusions proches

Dans cette section, l’influence de la proximité des inclusions sur les méthodes d’améliorations
des solutions de type Dirichlet est analysée. On peut s’attendre à ce que la précision des
méthodes de prétraitement se dégrade, car les inclusions seront davantage soumises aux effets
de frontière, car davantage proches du bord. En effet, pour les méthodes de prétraitement, la
distance minimale entre les inclusions et le bord du VER est de smin

2
. Les différentes stratégies

sont comparées dans la Figure 3.11 en éliminant de l’analyse la contrainte hydrostatique, puisque
la contrainte équivalente apparaît comme un indicateur saillant.

La dispersion entre les tirages est plus importante dans le cas smin = 0, 1r que dans le cas
smin = 0, 8r (cf. Chapitre 2, Figure 2.3), du fait d’une variété de tirages plus importante. En
effet, la possibilité de répartir les inclusions augmente lorsque smin diminue. En d’autres termes,
la distance minimale s’éloigne de la distance moyenne quand smin diminue à fv fixée.

Pour les propriétés apparentes, la méthode de modification du tirage n’est plus la plus précise.
En effet, la précision de la méthode HSBC est dans ce cas meilleure pour une dispersion similaire.
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3.4. Résultats et discussion

Néanmoins, les deux méthodes ont un écart inférieur à 4 %. Toutes les méthodes ont un écart
moyen inférieur à 2 % sur kapp et 6 % sur µapp ce qui est très satisfaisant vis-à-vis de la méthode
USBC originelle (avec 50 % et 100 % d’écart respectivement). À l’exception de la méthode
de maillage alternatif, toutes les stratégies d’amélioration ont vu leur écart augmenter avec la
diminution de la distance entre inclusions. Pour les moments par phase, la méthode de filtrage
présente la meilleure précision, mais la dispersion la plus élevée. Les méthodes de prétraitement
semblent rester la meilleure alternative à la méthode PBC malgré la distance réduite au bord.
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Figure 3.11. – Comparaison des différentes méthodes sur les indicateurs obtenus par une
formulation intégrale : smin = 0, 1r, contraste = 100

La Figure 3.12 reporte des vues en coupe de différents calculs sur VER. Les contraintes dans les
inclusions coupées ou près du bord sont plus élevées qu’avec smin = 0, 8r (cf. Figure 3.2 et 3.10).
L’erreur restante est toujours due aux effets de bord sur les inclusions. Pour les méthodes de
prétraitement, plus les inclusions sont proches du bord, moins la méthode est efficace. Une
zone tampon de matrice peut être ajoutée pour avoir une distance minimale à la frontière
comme celle avec smin = 0, 8r, mais les propriétés élastiques de ce nouveau VER pourraient être
modifiées. Dans notre cas, un test effectué avec une zone tampon de 0, 35r pour l’approche de
modification du tirage, montre une réduction de l’écart sur le premier moment de la contrainte
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équivalente d’environ 1 point de pourcentage (valeur de 9,7 % au lieu de 10,9 %) mais une
dispersion augmentée d’autant (valeur de ±4.8 % au lieu de ±3.5 %). Ainsi, une zone tampon
doit être utilisée avec précaution, car elle peut modifier les résultats.

(a) USBC (b) PBC

(c) Modification du tirage (d) Maillage alternatif

(e) HSBC

Figure 3.12. – Vues en coupe de la contrainte équivalente : smin = 0, 1r, contraste = 100

3.4.4. Focus sur le cas d’un contraste modéré

Comme expliqué dans la Section 3.3.4, la méthode HSBC a été proposée pour le cas des
inclusions infiniment rigide (contraste → ∞). Nous avons vu que cette méthode offre des
résultats intéressants (surtout vis-à-vis des propriétés apparentes) pour un constraste = 100,
avec une mise en œuvre informatique immédiate. Il est intéressant de savoir si cette méthode
améliore significativement les USBC pour un contraste modéré. Pour cela, les résultats obtenus
avec les différentes méthodes pour un contraste de 10 sont reportés dans la Figure 3.13.
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Figure 3.13. – Comparaison des différentes méthodes sur les indicateurs obtenus par une
formulation intégrale : smin = 0, 8r, contraste = 10

Pour des inclusions modérément rigides, les solutions obtenues avec les USBC sont moins
dégradées, ce qui est cohérent avec la littérature [Pecullan et al. 1999]. L’erreur sur le second
moment de la contrainte équivalente atteignait plus de 10 000 %, contre environ 350 % ici.

On observe une tendance similaire des différentes approches par rapport aux sections précé-
dentes. Toutes les stratégies testées dans ce travail sont très intéressantes pour ce contraste avec
de faibles dispersions. Même si les USBC présentent des meilleurs résultats qu’à contraste élevé,
les différentes stratégies de pré- et post-traitement permettent de nouveau de s’approcher de la
précision des PBC. On souligne que le potentiel des HSBC reste marqué pour ce contraste de
10, avec des excellentes prédictions pour les propriétés apparentes et le premier moment. C’est
l’une des meilleures stratégie à ce contraste vis-à-vis des indicateurs étudiés. Néanmoins, des
améliorations pour le second moment sont encore recherchées.
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3.4.5. Focus sur le cas des inclusions souples

Tous les résultats précédents concernaient des inclusions rigides. Dans cette section, le cas
des composites matrice-inclusion avec inclusions souples (contraste = 0, 01) est étudié. Il est
connu que les USBC ne souffrent pas d’une imprécision significative par rapport aux PBC dans
ce cas [Pecullan et al. 1999]. Nous constatons également ce comportement. Ainsi dans la
Figure 3.14, l’échelle des USBC sera identique à celle des autres approches. L’écart sur les
propriétes apparentes entre USBC et PBC est dans ce cas inférieur à 3 % avec une faible
dispersion de valeurs. Les différentes méthodes, sans HSBC, sont testées dans la Figure 3.14.
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Figure 3.14. – Comparaison des différentes méthodes sur les indicateurs obtenus par une
formulation intégrale : smin = 0, 8r, contraste = 0, 01

L’approche basée sur la modification du tirage reste incontestablement la méthode présentant
le moins de dispersion. Par ailleurs, elle s’avère être la plus précise en écart moyen sur les
propriétés apparentes. Les méthodes de post-traitement présentent à nouveau la dispersion la
plus élevée, mais les meilleurs écarts moyens pour les premier et second moments. Pour ces
grandeurs, les résultats du maillage alternatif n’améliorent pas les USBC.

Même si les solutions obtenues avec les USBC ne nécessitaient pas forcément d’être améliorées
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dans ce cas des inclusions souples, l’approche par modification du tirage semble tout de même
intéressante dans un cadre EF2. En effet, pour corriger efficacement la solution macroscopique
dans le processus itératif EF2, il est important d’avoir des propriétés apparentes les plus
précises possibles. C’est pourquoi, on préférera l’utilisation de la méthode de modification du
tirage, malgré une meilleure estimation des premiers et seconds moments avec les méthodes de
post-traitement.

3.5. Conclusion

Les effets des conditions aux limites pilotées en déformation sur les calculs de solutions
microscopiques sur des VER de microstructures matrice-inclusion aléatoires ont été étudiés dans
ce chapitre. Alors que le coût CPU des PBC, permettant d’obtenir une solution de référence, est
environ 3 fois supérieur à celui des USBC, l’écart des résultats avec des USBC sur les champs
moyens dans les inclusions peut aller jusqu’à plus de 10 000 % (ici, le second moment de la
contrainte équivalente) dans le cadre de notre étude avec des inclusions rigides. Cette erreur est
due aux effets de bord situés sur les inclusions coupées et celles situées à moins d’un rayon du
bord. En outre, les résultats obtenus avec les USBC au centre du VER sont similaires à ceux
des PBC. Diverses méthodes sont proposées pour atténuer ces effets de bord.

Tout d’abord, une idée naturelle semble de négliger la contribution des éléments proches du
bord. Pour cela, des méthodes de filtrage et de troncature sont testées. Le filtrage améliore
de manière significative les propriétés apparentes et les moments par phase de la contrainte,
mais une moyenne statistique sur plusieurs VER semble nécessaire au vu de la dispersion des
résultats. Nous obtenons également des histogrammes de fréquence des contraintes très précis,
malgré le fait qu’il n’est pas possible de localiser les contraintes au sein du VER. La troncature
basée sur le filtre peut le permettre, mais avec des résultats un peu moins précis.

Une deuxième idée consiste à éviter les inclusions coupées par un prétraitement, c’est-à-dire
au moment de la construction du VER. Une première approche consiste à modifier la loi de
tirage pour éviter les inclusions coupées au bord du VER. Cette stratégie donne de très bons
résultats, même si elle est un peu plus limitée que l’approche standard en fraction volumique. Le
maillage alternatif, où les surfaces de périodicité du bord du VER sont choisies judicieusement
pour éviter les inclusion coupées, n’a pas de contrainte sur la fraction volumique d’inclusions,
mais cette fonctionnalité n’est pas souvent disponible sur les logiciels de maillage. Il convient de
noter que cette méthode est légèrement plus sujette aux effets de bord puisque les inclusions
proches du bord sont plus influencées par celui-ci, mais reste une bonne alternative dans le cas
des inclusions rigides.

Enfin, des BC innovantes de type Dirichlet sont proposées dans le cas des inclusions rigides
(où les USBC présentent les résultats les moins précis) : la formulation HSBC, qui considère
un déplacement de corps rigide pour chaque inclusion coupées par le bord du VER. Cette
méthode donne des résultats prometteurs, même pour des inclusions modérément rigides, et
est facile à mettre en œuvre sur un code existant. Cette méthode conduit néanmoins à une
erreur supérieure aux autres méthodes sur le moment d’ordre 2, qui est un bon indicateur de la
qualité de l’histogramme de fréquence des contraintes. En effet, l’histogramme est plus étalé dû
à des effets de bord résiduels. Ces contraintes semblent cette fois dues au saut de déplacement
à l’interface entre la matrice et les inclusions. Une piste d’amélioration serait de lisser cette
discontinuité.
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Étant donné les comportements différents des stratégies visant à améliorer les USBC sur chacun
des champs d’intérêt, il est difficile de dégager une méthode. Elles sont toutes intéressantes,
puisque généralement elles améliorent nettement les solutions obtenues avec les USBC sans coût
significatif supplémentaire.

Dans le cadre d’une approche EF2, il est nécessaire pour corriger efficacement la solution
microscopique d’avoir des propriétés apparentes précises, voire le premier moment (par exemple,
pour un couplage avec le gonflement gazeux), avec un calcul sur un unique VER. Les méthodes
de post-traitement ne semblent pas être les plus appropriées du fait de leur dispersion importante.
Quant à la formulation HSBC, elle souffre d’imprécision sur les champs locaux. Ainsi, la stratégie
de modification de la loi de tirage permet d’avoir des propriétés très précises, tout en permettant
une analyse fiable des champs locaux.
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Chapitre 4

Autour des solutions multiéchelles
obtenues pour un problème de thermique
stationnaire avec une source de chaleur
hétérogène

L’objectif de ce chapitre est de s’intéresser à la résolution multiéchelle d’un problème de
thermique stationnaire avec un terme source. Ce cas se différencie de la mécanique par le
fait qu’on cherche une solution primale (la température) précise sur le VER et qu’un terme
source, possiblement hétérogène, est considéré. Nous abordons différentes approches EF2 se
différenciant majoritairement par le traitement de la source sur la microstructure. Ces approches
sont analysées et comparées théoriquement, notamment au travers d’un parallèle possible avec
une approche basée sur un développement asymptotique à double échelle. La précision des
résultats numériques obtenus par ces différentes approches est évaluée à l’aide d’une simulation
directe de la structure discrétisant les hétérogénéités. Enfin un calcul EF2 stationnaire avec un
chargement temporel et un comportement non-linéaire est réalisé au sein d’une mini-application
de PLEIADES. Ce calcul est représentatif d’une irradiation en réacteur, car un couplage avec les
autres physiques est réalisé à l’échelle macroscopique.

Une partie de ce travail a été présentée à la conférence COMPOSITES [Belgrand et al.
2023b].
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4.1. Introduction

4.1. Introduction

L’homogénéisation numérique est principalement utilisée pour déterminer les propriétés
effectives à l’échelle macroscopique d’un matériau hétérogène. Cependant, dans un contexte
multiéchelle, la connaissance du comportement local suscite un intérêt croissant (cf. Chapitre 2
notamment). Dans cette perspective, nous souhaitons obtenir les propriétés effectives, mais aussi
des solutions microscopiques précises pour des problèmes stationnaires de conduction thermique
avec une conductivité et une source de chaleur hétérogène.

L’objectif de ce chapitre est de discuter de différentes stratégies numériques pour considérer
précisément la source de chaleur par une approche multiéchelle. En mécanique, l’analogie est de
considérer des forces volumiques, par exemple le poids propre. Pour établir un état de l’art sur
ces méthodes, nous nous intéressons, de manière générale, à l’homogénéisation de problèmes
elliptiques de second ordre avec des propriétés et termes source hétérogènes.

Des approches sur un milieu périodique [Bensoussan et al. 1978 ; Bourgat 1979 ; Sanchez-
Palencia 1980 ; Blanc 2009 ; Allaire 1992 ; Hales et al. 2015] proposent de s’appuyer sur
un développement asymptotique à deux échelles. Il est alors possible d’obtenir les propriétés
homogénéisées et des correcteurs à différents ordres, permettant de décrire les variations locales
sur la microstructure, par une succession de problèmes à résoudre. Ces approches aident à la
compréhension des approches EF2, mais ne sont pas développées pour un milieu aléatoire et un
comportement non-linéaire. De plus, elles sont peu compatibles avec une approche de type EF2

vu le nombre de problèmes sur VER à résoudre. La plupart de ces travaux [Sanchez-Palencia
1980 ; Hales et al. 2015 ; Chatzigeorgiou et al. 2016] considèrent uniquement le correcteur
du premier ordre, n’incluant pas le terme source localement. Les travaux de [Bourgat 1979 ;
Blanc 2009 ; Allaire et al. 2013] montrent qu’il est essentiel de considérer le correcteur à
l’ordre 2, dans le cas où la conductivité ou la rigidité de la matrice sont supérieures à celles des
inclusions, pour décrire précisément les effets de la source.

Les approches EF2 ont été largement étudiées ces dernières années (cf. la revue faite par [Raju
et al. 2021]), mais il est peu commun de prendre en compte un terme source volumique.
L’approche classique par EF2 [Chatzigeorgiou et al. 2016 ; Tikarrouchine et al. 2021]
respecte la condition de macrohomogénéité (aussi appelé condition de Hill-Mandel). La source
homogénéisée (moyenne volumique) est imposée au niveau macroscopique, mais aucun terme
source n’est considéré au niveau microscopique, ce qui est cohérent avec le correcteur du premier
ordre des développements asymptotiques. Notons que les auteurs s’intéressent principalement
aux résultats au niveau macroscopique.
Une approche EF2 développée par [Souza Neto et al. 2015] propose une condition de Hill-
Mandel généralisée qui exige que la puissance virtuelle totale à l’échelle macroscopique coïncide
avec la moyenne volumique de sa contrepartie à l’échelle microscopique. Il en résulte des modifi-
cations sur les équations macroscopique et microscopique, avec notamment la prise en compte de
la source sur la microstructure. En imposant la moyenne des fluctuations microscopiques de la
température nulle sur le VER, seule la fluctuation de la source est considérée. Malheureusement,
aucun résultat numérique n’est présenté dans ces travaux.
L’approche développée par [Ramos et al. 2017], proche de celle de [Souza Neto et al. 2015],
considère également la condition de Hill-Mandel généralisée. Les auteurs ne font pas de suppo-
sition sur la moyenne des fluctuations microscopiques de la température, ce qui leur permet
de considérer la source totale sur la microstructure. Des BC de Dirichlet sont imposées sur
la formulation faible du problème sur le VER. Dans leur articles, les solutions obtenues sont
comparées à une simulation directe de la structure discrétisant les hétérogénéités et semblent
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très satisfaisantes.
Il est montré que l’approche classique des EF2 est similaire à un développement asymptotique
au premier ordre [Blanc 2009 ; Chatzigeorgiou et al. 2016]. L’objectif de ce chapitre est de
faire un bilan des méthodes basées sur la condition de Hill-Mandel généralisée, et d’essayer de
faire un parallèle avec le développement asymptotique à l’ordre 2.

Pour la suite de ce chapitre, nous détaillons et comparons les différentes approches mentionnées
ci-dessus (développement asymptotique et EF2) en Section 4.2. Ces dernières sont ensuite étudiées
numériquement à la Section 4.3 à l’aide d’une géométrie où une simulation directe du domaine
à l’échelle de la microstructure est possible. Les cas d’une source homogène, puis hétérogène
sont analysés. Enfin, le cas d’un problème thermique avec un chargement évolutif en temps et
un comportement non-linéaire.

4.2. Méthodes de résolution

Soit Ω un milieu hétérogène de motif ω de taille caractéristique ε. On s’intéresse à un problème
de thermique stationnaire avec s une source de chaleur locale et λ la conductivité définie par un
tenseur d’ordre 2 symétrique défini positif. Dans le cas d’un milieu isotrope, λ est un scalaire.
Le sens du flux q est pris positif lorsqu’il est dirigé selon la normale extérieure à ∂Ω. Le milieu
est soumis à un flux imposé ΦN sur ΩN et à une température imposée TD sur ΩD. On recherche
le champ de température T respectant le problème suivant :



















∇ · q = s dans Ω

q(T ) = −λ(T ) · ∇T dans Ω

q · n = ΦN sur ∂ΩN

T = TD sur ∂ΩD

(4.1)

4.2.1. Développement asymptotique à deux échelles

Nous reprenons les développements asymptotiques à deux échelles qui ont pu être faits
dans [Bensoussan et al. 1978 ; Bourgat 1979 ; Sanchez-Palencia 1980 ; Allaire 1992].
Ces travaux supposent un milieu périodique (λ, s sont ω-périodiques) et une conductivité
indépendante de la température avec un comportement linéaire avec le gradient de la température.
Les travaux de [Blanc 2009] s’intéressent à un problème de thermique stationnaire avec une
source hétérogène, nous détaillons donc en particulier cette approche. Dans le cas d’un milieu
pour lequel les échelles sont suffisamment séparés (l ≪ L, avec L la taille caractéristique de Ω),
nous pouvons chercher les solutions sous la forme suivante (cf. Section 1.2.2.6) :

Tε(x, y) = T0(x, y) + εT1(x, y) + ε2T2(x, y) +O(ε3) (4.2)

avec y = x
ε

et Ti des fonctions ω-périodiques par rapport à y. Les dérivées spatiales séparent
alors la composante à l’échelle lente x de l’échelle rapide y :

∇ = ∇x +
1

ε
∇y (4.3)
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On obtient alors le gradient de Tε :

∇Tε =
1

ε
∇yT0 +∇xT0 +∇yT1 + ε (∇xT1 +∇yT2) +O(ε2) (4.4)

En appliquant l’équation d’équilibre, on détermine des équations aux différents ordres de ε :

Ordre -2 : ∇y ·
(

λ · ∇yT0
)

= 0 dans Ω (4.5)

Ordre -1 : ∇x ·
(

λ · ∇yT0
)

+∇y ·
(

λ · (∇yT1 +∇xT0)
)

= 0 dans Ω (4.6)

Ordre 0 : ∇y ·
(

λ · (∇xT1 +∇yT2)
)

+∇x ·
(

λ · (∇xT0 +∇yT1)
)

+ s = 0 dans Ω (4.7)

Il s’agit ensuite de résoudre un problème sur la structure pour calculer T0 et plusieurs
problèmes sur VER pour calculer T1 et T2. Ces derniers peuvent s’écrire sous la forme suivante :

{

−∇y ·
(

λ · ∇yTi
)

= fi dans ω

fi, λ, Ti ω-périodique
(4.8)

et doivent respecter l’alternative de Fredholm [Bensoussan et al. 1978]. C’est une condition
nécessaire et suffisante d’existence de solutions périodiques qui impose que le bilan des sources
de chaleur fi soit nul sur ω. Ainsi, pour que Ti soit solution de (4.8) à une constante additive
près, il faut que :

⟨fi⟩ = 0 (4.9)

avec ⟨•⟩ l’opérateur de moyenne volumique sur le VER ω défini à l’équation (1.2).

Une fois les différents ordres de Tε calculés, une étape de relocalisation permet d’obtenir à
l’ordre souhaité sur toute la structure. Pour ce faire, il suffit de calculer directement les variations
Ti dans le VER ω et de les additionner à la solution homogène.

4.2.1.1. Fonction T0

Le système à l’ordre -2 en ε est le suivant :
{

∇y ·
(

λ · ∇yT0
)

= 0 dans ω

λ, T0 ω-périodiques en y
(4.10)

La fonction uniforme par rapport à y est solution évidente du système (4.10) :

T0(x, y) = T0(x) (4.11)

4.2.1.2. Fonction T1

Le système à l’ordre -1 en ε devient alors en considérant T0(x, y) = T0(x) :

{

∇y ·
(

λ · (∇yT1 +∇xT0)
)

= 0 dans ω

λ, T1 ω-périodiques en y
(4.12)
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Ici le terme ∇y ·
(

λ · ∇xT0
)

est bien à moyenne nulle par périodicité de λ et de T0 et par
antipériodicité de la normale au bord du VER :

∫

ω

∇y ·
(

λ · ∇xT0
)

dy =

∫

∂ω

(

λ · ∇xT0
)

· ndy = 0 (4.13)

Par linéarité, on peut chercher des solutions sous la forme :

T1(x, y) = ∇xT0(x) · θ(y) + T̂1(x) (4.14)

avec θ(y) = θk(y)ek et θk(y) des fonctions correcteurs ω-périodiques solutions des problèmes
suivants :

{

∇y ·
(

λ · (∇y (θk + yk))
)

= 0 dans ω

λ, θk ω-périodiques
(4.15)

et T̂1(x) une constante sur chaque VER. Il est démontré notamment dans [Bourgat 1979] que
T̂1 = 0.

4.2.1.3. Équation homogène

Le système obtenu à l’ordre 0 en ε est le suivant, où T2 est recherché :
{

∇y ·
(

λ · (∇xT1 +∇yT2)
)

+∇x ·
(

λ · (∇xT0 +∇yT1)
)

+ s = 0 dans ω

λ, T1, T2 ω-périodiques en y
(4.16)

Pour que le système admette une solution, il faut respecter l’alternative de Fredholm (4.8), soit
ici :

〈

∇y ·
(

λ · ∇xT1
)

+∇x ·
(

λ · (∇xT0 +∇yT1)
)

+ s
〉

= 0 (4.17)

Par périodicité, le terme en ∇xT1 s’annule (cf. équation (4.13)). On utilise l’expression de T1 en
fonction de T0 (cf. Eq.(4.14)) pour écrire (4.17) sous la forme :

〈

∇x ·
((

λ · ∇y(y + θ)
)

· ∇xT0
)

+ s
〉

= 0 (4.18)

On obtient alors l’équation d’équilibre homogène :

∇x ·
(

λ̄ · ∇xT0
)

+ ⟨s⟩ = 0 dans Ω (4.19)

avec
λ̄ =

〈

λ · ∇y(y + θ)
〉

(4.20)

Les conditions aux limites sont alors imposées à T0 et on a :

−λ̄ · ∇xT0 · n = ΦN sur ∂ΩN (4.21)

T0 = TD sur ∂ΩD (4.22)
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En bilan, le problème homogène à résoudre est :










∇x ·
(

λ̄ · ∇xT0
)

+ ⟨s⟩ = 0 dans Ω

−λ̄ · ∇xT0 · n = ΦN sur ∂ΩN

T0 = TD sur ∂ΩD

(4.23)

4.2.1.4. Fonction T2

A partir de l’équation (4.7), on écrit les termes ne dépendant pas de T2 en fonction de T0 et
des correcteurs θ :

∇y ·
(

λ · ∇yT2
)

+∇y ·
(

λ · ∇x∇xT0 · θ
)

+∇x ·
(

λ · ∇xT0
)

+∇x ·
(

(λ · ∇yθ) · ∇xT0
)

+ s = 0
(4.24)

La conductivité λ ne dépendant que de la microstructure, est une constante dans les dérivées
par rapport à x. On factorise en fonction du second gradient de T0 :

∇y ·
(

λ · ∇yT2
)

+∇x∇xT0 :
(

∇y

(

λ · θ
)

+ λ+ λ · ∇yθ
)

+ s = 0 (4.25)

Il est ainsi possible de résoudre T2 en cherchant des solutions de la forme :

T2(x, y) = ∇x∇xT0(x) : τ
□(y) + T̂2(x) (4.26)

On utilise la condition d’existence des solutions (l’équation homogène (4.27)), qui peut également
s’écrire sous la forme de l’équation (4.28).

∇x∇xT0 : λ̄+ ⟨s⟩ = 0 (4.27)

−
1

⟨s⟩
∇x∇xT0 : λ̄ = 1 (4.28)

En multipliant l’équation (4.28) par s pour remplacer le terme s dans l’équation (4.25), on
obtient :

∇y ·
(

λ · ∇yT2
)

+∇x∇xT0 :

(

∇y

(

λ · θ
)

+ λ+ λ · ∇yθ −
s

⟨s⟩
λ̄

)

= 0 (4.29)

On peut ainsi déterminer le problème à résoudre sur τ□ :







∇y ·
(

∇yτ
□ · λ

)

+∇y

(

λ · θ
)

+ λ+ λ · ∇yθ −
s

⟨s⟩
λ̄ = 0 dans ω

λ, τ□ ω-périodiques
(4.30)

On souhaite séparer les termes venant de la source, des termes venant du second gradient de
T0, tout en respectant l’alternative de Fredholm. Pour ce faire, on note s∼ les fluctuations de la
source s, tel que :

s∼ = s− ⟨s⟩. (4.31)

Puis, on soustrait la condition d’existence des solutions (4.27) à (4.25), pour obtenir l’équa-
tion (4.32).

∇y ·
(

λ · ∇yT2
)

+∇x∇xT0 :
(

∇y

(

λ · θ
)

+ λ+ λ · ∇yθ − λ̄
)

+ s∼ = 0 (4.32)
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On applique alors le principe de superposition pour séparer les termes venant des fluctuations
de la source s∼ des termes venant du second gradient de T0. On cherche alors T2 sous la forme :

T2(x, y) = ∇x∇xT0(x) : τ(y) + τ s
∼

(y) + T̂2(x) (4.33)

Il faut alors résoudre deux problèmes, un premier sur τ considérant les effets du second gradient
de T0 :

{

∇y ·
(

∇yτ · λ
)

+∇y

(

λ · θ
)

+ λ+ λ · ∇yθ − λ̄ = 0 dans ω

λ, τ ω-périodique
(4.34)

et un second sur τ s
∼

prenant en compte la fluctuation de la source :
{

∇y ·
(

λ · ∇yτ
s∼
)

+ s∼ = 0 dans ω

λ, τ s
∼

ω-périodiques
(4.35)

La constante sur chaque VER T̂2(x) peut être donnée par l’équation de compatibilité de
T4 [Allaire et al. 2015] qui est en pratique difficile à résoudre.

4.2.2. Approches EF2

Il est bien connu dans la littérature que la méthode EF2 classique ne considère pas de terme
source sur la microstructure et donne une solution à l’ordre 1 [Blanc 2009 ; Chatzigeorgiou
et al. 2016]. Or, les travaux de [Bourgat 1979] montrent qu’il est important de considérer
l’ordre 2 pour obtenir une solution précise dans les hétérogénéités, lorsque celles-ci sont isolantes
par rapport à la matrice. Nous rappelons que l’ordre 2 permet de considérer les effets du second
gradient de T0 et de la source (cf. équation (4.25)). Une approche de type EF2 ne peut pas nous
fournir via un seul calcul de VER, la solution à l’ordre 2 puisque celle-ci dépend de la solution à
l’ordre 1 (cf. l’équation (4.25)). De plus, on serait limité à l’étude d’un comportement linéaire.

Les approches EF2 développées par [Souza Neto et al. 2015 ; Ramos et al. 2017] sont
dédiés à la prise en compte d’un terme source. Elles proposent une condition de Hill-Mandel
généralisée que nous démontrons à l’équation (4.43). Dans cette section, nous les formulons et
les comparons.

Elles sont basées sur une approche variationnelles du problème (4.1). On cherche T ∈ V(TD)
tel que :

∫

Ω

(q · ∇v + sv)dx−

∫

∂ΩN

ΦNvdx = 0 ∀v ∈ V(0) (4.36)

avec V(u0) = {u ∈ H1(Ω)|u = u0 sur ∂ΩD}.

Le problème (4.1) est remplacé par un problème sur un milieu homogénéisé Ω̄ associé à
des problèmes sur un VER noté ω. Ainsi, on modélise la température T par une approche
multiéchelle. Les auteurs proposent de décomposer la température autour des coordonnées
macroscopiques x :

T (x, y) = T̄ (x) +∇xT̄ (x) · (y − x) + T∼(x, y) x ∈ Ω̄, y ∈ ω (4.37)

avec T̄ la température au niveau macroscopique, T∼ la fluctuation due à la microstructure et ω
un VER centré sur chaque point x tel que ⟨y − x⟩ = 0.
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On peut ainsi écrire le flux microscopique :

q(x, y) = −λ ·
(

∇yT
∼(x, y) +∇xT̄ (x)

)

(4.38)

On suppose que la température varie de façon régulière au bord du domaine macroscopique
∂Ω̄, tel que T∼ = 0 sur chaque Surface Elémentaire Représentative (SER) γ, qui est l’analogie
du VER pour une surface (ici le bord du domaine Ω). Ainsi, T̄ (x) = T̄D = ⟨TD⟩γ sur ∂Ω̄D, avec
⟨•⟩γ = 1

|γ|
∫

γ
•dy et |γ| la mesure de γ.

Une formulation variationnelle est faite sur l’espace homogénéisé Ω̄ avec une prise de moyenne
sur le VER ω. On cherche T ∈ V(TD) tel que :

∫

Ω̄

⟨q · ∇yv + sv⟩dx−

∫

∂Ω̄N

⟨ΦNv⟩γdx = 0 ∀v ∈ V(0) (4.39)

On cherche la solution homogénéisé T̄ ∈ V̄(TD) telle que :
∫

Ω̄

(q̄⋆ · ∇xv̄ + s̄⋆v̄)dx−

∫

∂Ω̄N

Φ̄N v̄dx = 0 ∀v̄ ∈ V̄(0) (4.40)

avec V̄(u0) = {u ∈ H1(Ω̄)|u = ⟨u0⟩γ sur ∂Ω̄D}.
Il s’agit alors de définir le flux q̄⋆, le terme source s̄⋆ et le flux imposée Φ̄N par identification avec
l’équation (4.39). Pour cela on soustrait l’équation (4.40) à (4.39) pour identifier les relations
suivantes :

∫

Ω̄

(q̄⋆ · ∇xv̄ + s̄⋆v̄)dx =

∫

Ω̄

⟨q · ∇yv + sv⟩dx ∀v ∈ V(0), ∀v̄ ∈ V̄(0) (4.41)
∫

∂Ω̄N

Φ̄N v̄dx =

∫

∂Ω̄N

⟨ΦNv⟩γdx ∀v ∈ V(0), ∀v̄ ∈ V̄(0) (4.42)

On obtient alors le principe de Hill-Mandel généralisé, qui exige que la puissance virtuelle totale
à l’échelle macroscopique coïncide avec la moyenne volumique de sa contrepartie à l’échelle
microscopique :

q̄⋆ · ∇xv̄ + s̄⋆v̄ = ⟨q · ∇yv + sv⟩ ∀v ∈ V(0), ∀v̄ ∈ V̄(0) (4.43)

Remarque. Lorsque s = 0, on retrouve le principe de Hill-Mandel standard (cf. équation (1.30)
en mécanique).

Afin de déterminer les problèmes macroscopique et microscopique à résoudre respectivement
sur Ω̄ et sur ω, v est décomposé sur le même principe que T en (4.37) :

v(x, y) = v̄(x) +∇xv̄(x) · (y − x) + v∼(x, y). (4.44)

Détermination du problème macroscopique

Pour déterminer le flux q̄⋆ et le terme source s̄⋆ macroscopique, nous choisissons arbitrairement
v∼ = 0 lorsque v est injecté dans l’équation (4.43) :

q̄⋆ · ∇xv̄ + s̄⋆v̄ = ⟨q · ∇xv̄ + sv̄ + s∇xv̄ · (y − x)⟩ ∀v̄ ∈ V̄(0) (4.45)

= ⟨q⟩ · ∇xv̄ + ⟨s⟩v̄ +∇xv̄ · ⟨s(y − x)⟩ ∀v̄ ∈ V̄(0). (4.46)
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On obtient alors par identification :

q̄⋆ = ⟨q⟩+ r̄ (4.47)

s̄⋆ = ⟨s⟩ (4.48)

avec

r̄ = ⟨s(y − x)⟩. (4.49)

Pour déterminer Φ̄N , on suppose que v∼ = 0 sur les SER à partir de (4.42) :

Φ̄N v̄ = ⟨ΦN⟩γ v̄ + ⟨ΦN(y − x)⟩γ · ∇xv̄ ∀v̄ ∈ V̄(0). (4.50)

Par identification, on obtient la valeur de Φ̄N et une condition sur ΦN :

Φ̄N = ⟨ΦN⟩γ sur ∂Ω̄N (4.51)

⟨ΦN(y − x)⟩γ = 0 sur ∂Ω̄N . (4.52)

En bilan, le problème au niveau macroscopique à résoudre est le suivant :

(PM)







Trouver T̄ ∈ V̄(TD) tel que
∫

Ω̄

(

(⟨q⟩+ r̄) · ∇xv̄ + ⟨s⟩v̄
)

dx−

∫

∂Ω̄N

Φ̄N v̄dx = 0 ∀v̄ ∈ V̄(0)
(4.53)

avec le problème fort associé suivant :










∇x · (⟨q⟩+ r̄) = ⟨s⟩ dans Ω̄

q̄⋆ · n = Φ̄N sur ∂Ω̄N

T̄ = T̄D sur ∂Ω̄D

(4.54)

Notons que pour une source homogène ou pour une source hétérogène ne variant pas d’un VER
à l’autre, ∇x · r̄ = 0. Ce terme sera non nul pour une source dépendant de la température, par
exemple. Dans le cas ∇x · r̄ = 0, le problème macroscopique est similaire à celui obtenu par
développement asymptotique (4.19).

Détermination du problème microscopique

Nous choisissons arbitrairement v̄ = 0 dans l’équation (4.43) appliquée à v donnée par
l’équation (4.44) pour obtenir l’équation à résoudre sur la microstructure :

⟨q · ∇yv
∼ + sv∼⟩ = 0 ∀v∼ ∈ V∼ (4.55)

avec V∼ un espace défini par la suite.
Par intégration par parties, on obtient :

∫

ω

(−∇y · q + s)v∼dy +

∫

∂ω

v∼q · ndy = 0 ∀v∼ ∈ V∼ (4.56)

Par identification avec le problème (4.1), on obtient une équation qui doit être respectée par les
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conditions aux limites du VER :
∫

∂ω

v∼q · ndy = 0 ∀v∼ ∈ V∼ (4.57)

Deux stratégies différentes pour résoudre l’équation (4.55) sont choisies par [Souza Neto et al.
2015] et [Ramos et al. 2017]. Elles différent par le choix de l’espace des solutions microscopiques
V∼ et les conditions aux limites appliquées aux bords du VER. Nous les détaillons dans les
sections 4.2.2.1 et 4.2.2.2 et nous en proposons une troisième à la section 4.2.2.3.

4.2.2.1. Approche proposée par Souza Neto et al.

Les auteurs de [Souza Neto et al. 2015] proposent de respecter l’équation (4.57) via des
solutions périodiques sur le VER. Ainsi, v∼(x, y+) = v∼(x, y−) pour une paire de points (y+,y−)
opposés sur le bord du VER et q · n est anti-périodique. De plus, ils choisissent d’imposer la
constante additive liée à une résolution par conditions périodiques, en exigeant la moyenne des
fluctuations de la température sur le VER nulle :

⟨T∼⟩ = 0 (4.58)

de sorte à avoir ⟨T (x, y)⟩ = T̄ (x).
Ainsi, ils choisissent l’espace des solutions suivant sur le VER :

V∼
P s∼

P
= {u ∈ H1(ω)|⟨u⟩ = 0, u ω-périodique en y}. (4.59)

Ces choix impliquent que seules les fluctuations de la source interviennent dans le problème
microscopique (4.55). En effet, en posant s = ⟨s⟩+ s∼ (cf. équation (4.31)), on a :

⟨sv∼⟩ = ⟨s⟩⟨v∼⟩+ ⟨s∼v∼⟩ = ⟨s∼v∼⟩ ∀v∼ ∈ V∼
P s∼

P
(4.60)

L’équation (4.55) devient alors :

⟨q · ∇yv
∼ + s∼v∼⟩ = 0 ∀v∼ ∈ V∼

P s∼

P
(4.61)

En conclusion, le problème microscopique à résoudre via l’approche introduite par [Souza Neto
et al. 2015] se formule :

(P s∼

P )







Trouver T∼ ∈ V∼
P s∼

P

tel que
∫

ω

(q · ∇yv
∼ + s∼v∼)dy = 0 ∀v∼ ∈ V∼

P s∼

P

(4.62)

Dont le problème fort est le suivant :
{

∇y ·
(

λ ·
(

∇yT
∼ +∇xT̄

))

+ s∼ = 0 dans ω

T∼ ω-périodique en y
(4.63)

Ce problème respecte bien l’alternative de Fredholm [Bensoussan et al. 1978], car ⟨s∼⟩ = 0.
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De façon analogue, le flux macroscopique ne tient compte que des fluctuations de s :

r̄ = ⟨s∼(y − x)⟩ (4.64)

Comparaison à l’approche par développement asymptotique à deux échelles

Par le développement asymptotique proposé en Section 4.2.1, on peut enrichir T1 (cf. (4.12))
par la solution du problème considérant les fluctuations de la source τ s

∼

(cf. (4.35)) :

T1s∼ = T1 + τ s
∼

. (4.65)

En additionnant les systèmes (4.12) et (4.35), on obtient une équation sur T1s∼ :
{

∇y ·
(

λ · (∇yT1s∼ +∇xT0)
)

+ s∼ = 0 dans ω

T1s∼ ω-périodique en y
(4.66)

On constate que le problème à l’échelle microscopique proposé par [Souza Neto et al. 2015]
(cf. équation (4.63)) est identique à la formulation par développement asymptotique T1s∼ pour
un chargement donné (∇xT0 ou ∇xT̄ ) qui peut différer si ∇x · r̄ n’est pas nul. De plus, pour une
source homogène (s = ⟨s⟩ et s∼ = 0), la formulation de T1s∼ est identique à celle de T1 pour
un chargement donné. Dans ce cas, l’approche de [Souza Neto et al. 2015] ne permet pas de
considérer un effet induit par la source sur la microstructure.

4.2.2.2. Approche proposée par Ramos et al.

Afin de vérifier l’équation (4.57), les auteurs de [Ramos et al. 2017] proposent de considérer
des BC de Dirichlet. Ainsi, la fluctuation de température au bord du VER est choisie nulle :

T∼ = 0 sur ∂ω. (4.67)

Par conséquent, l’espace des solutions choisi est le suivant :

V∼
P s
D
= {u ∈ H1(ω)|u = 0 sur ∂ω}. (4.68)

Aucune hypothèse supplémentaire (de moyenne ou autre) n’est effectuée. Le problème au niveau
microscopique à résoudre s’écrit alors :

(P s
D)







Trouver T∼ ∈ V∼
P s
D

tel que
∫

ω

(q · ∇yv
∼ + sv∼)dy = 0 ∀v∼ ∈ V∼

P s
D

(4.69)

Dont le problème fort est :
{

∇y ·
(

λ ·
(

∇yT
∼ +∇xT̄

))

+ s = 0 dans ω

T∼ = 0 sur ∂ω
(4.70)

Comparaison à l’approche par développement asymptotique à deux échelles

Par un raisonnement similaire à ce qui a été fait en Section 4.2.1.4, il serait possible de faire
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une autre décomposition de T2 (cf. équation (4.33)) :

T2(x, y) = T ⋆
2 (x, y) + τ s(y) + T̂2(x) (4.71)

où T ⋆
2 , directement déduit de (4.25), décrit les effets du second gradient de T0 et τ s prend en

compte les effets de la source :
{

∇y ·
(

λ · ∇yτ
s
)

+ s = 0 dans ω

τ s = 0 sur ∂ω
(4.72)

Ainsi, il est possible d’enrichir T1 (cf. (4.12)) par la fonction τ s (cf. (4.72)) en considérant :

T1s = T1 + τ s. (4.73)

En additionnant les systèmes (4.12) et (4.72), on obtient une équation sur T1s :
{

∇y ·
(

λ · (∇yT1s +∇xT0)
)

+ s = 0 dans ω

T1s = 0 sur ∂ω
(4.74)

On constate alors que le problème à l’échelle microscopique proposé par [Ramos et al. 2017]
(cf. équation (4.69)) est identique à la formulation (4.74) pour un chargement donné. Cette
formulation permet alors de considérer la source dans sa globalité et d’obtenir des effets sur la
microstructure lorsque la source est homogène. Néanmoins, les effets de bord liés aux BC de
Dirichlet (cf. Chapitre 3) peuvent être présents. Dans la section suivante, nous proposons une
formulation considérer la source dans sa globalité et des conditions périodiques.

4.2.2.3. Nouvelle approche considérant la source complète et des conditions
périodiques

De la même manière que [Souza Neto et al. 2015], nous proposons de respecter l’équa-
tion (4.57) via des conditions périodiques sur le VER. Pour imposer la constante additive, nous
n’effectuons pas une hypothèse de moyenne, mais nous fixons T∼ = 0 en un point A de ∂ω
(généralement un coin du VER). Ainsi, nous choisissons l’espace des solutions suivant sur le
VER :

V∼
P s
P
= {u ∈ H1(ω)|u ω-périodique en y, u = 0 en un point A de ∂ω}. (4.75)

Le problème microscopique à résoudre via l’approche proposée se formule :

(P s
P )







Trouver T∼ ∈ V∼
P s
P

tel que
∫

ω

(q · ∇yv
∼ + sv∼)dy = 0 ∀v∼ ∈ V∼ (4.76)

Dont le problème fort est le suivant :










∇y ·
(

λ ·
(

∇yT
∼ +∇xT̄

))

+ s = 0 dans ω

T∼ ω-périodique en y

T∼ = 0 en un point A de ∂ω

(4.77)

Toutes ces relations (point bloqué et périodicité) sont imposées par des multiplicateurs de
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Lagrange. On peut définir ∂ω par l’union des paires de surfaces de périodicité (S−
i , S

+
i ) du VER.

On a alors :

∂ω =
N
⋃

i=1

(S−
i ∪ S+

i ) (4.78)

avec N la dimension de l’espace.
On définit alors ∂ω = ∂ω− ∪ ∂ω+ (avec ∂ω− ∩ ∂ω+ = ∅) et :

∂ω− =
N
⋃

i=1

S−
i ∂ω+ =

N
⋃

i=1

S+
i (4.79)

On note ψ l’opérateur défini sur ∂ω− associant à tout point sa copie par périodicité sur ∂ω+.
On a ainsi un problème de minimisation sous contraintes considérant le lagrangien suivant :

L(T∼, α, µ) =

∫

ω

(

1

2
∇yT

∼ · λ · ∇yT
∼ − sT∼ +∇yT

∼ · λ · ∇xT̄

)

dy + µ

∫

ω

T∼δAdy

+

∫

∂ω−

α(y)
(

T∼(x, y)− T∼(x, ψ(y))
)

dy

(4.80)

avec α, µ les multiplicateurs de Lagrange, δA le Dirac au point A. La minimisation par rapport
à T∼ s’écrit :

∂T∼L(T∼, α, µ)(u) =

∫

ω

(

∇yu · λ · ∇yT
∼ − su+∇yu · λ · ∇xT̄ + µδAu

)

dy

+

∫

∂ω−

α(y)
(

u(x, y)− u(x, ψ(y))
)

dy = 0 ∀u ∈ H1(ω).

(4.81)

L’équation (4.81) étant valable ∀u ∈ H1(ω), en particulier pour u = 1, on obtient que le
multiplicateur de Lagrange associé au point bloqué est égal à :

µ =

∫

ω
sdy

∫

ω
δAdy

=

∫

ω

sdy. (4.82)

Pour déterminer l’équation que T∼ respecte sur le VER, on effectue une intégration par parties
sur l’équation (4.81) :
∫

ω

(

−∇y · (λ · (∇yT
∼ +∇xT̄ ))− s+ µδA

)

udy +

∫

∂ω−

α(y)
(

u(x, y)− u(x, ψ(y))
)

dy

+

∫

∂ω

λ ·
(

∇yT
∼ +∇xT̄

)

· nudy = 0 ∀u ∈ H1(ω).

(4.83)

On obtient alors l’équation sur ω suivante :

−∇y · (λ · (∇yT
∼ +∇xT̄ )) = s− µδA (4.84)

On peut ainsi définir le terme source de (4.84) par :

f = s− µδA (4.85)
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Or, l’intégrale de f sur le VER est nulle par la définition de µ en (4.82) :
∫

ω

fdy =

∫

ω

sdy − µ = 0 (4.86)

Par conséquent, le problème (4.77) respecte bien l’alternative de Fredholm.

De plus, en appliquant un changement de variable y → ψ−1(y) sur le terme en α(y)u(x, ψ(y)),
on reformule l’intégrale sur le bord de l’équation (4.83) par :
∫

∂ω−

α(y)u(x, y)dy −

∫

∂ω+

α(ψ−1(y))u(x, y)dy =

∫

∂ω

q(x, y) · nu(x, y)dy ∀u ∈ H1(ω). (4.87)

Cette égalité est vrai ∀u ∈ H1(ω), donc on obtient :

α(y) = q(x, y) · n|∂ω− α(ψ−1(y)) = −q(x, y) · n|∂ω+ (4.88)

Or pour toute paire (y−, y+) de points appairés de ∂ω− et ∂ω+ tels que y+ = ψ(y−), alors
α(y−) = α(ψ−1(y+)) par définition de y+. Ainsi, on démontre l’anti-périodicité du flux :

q(x, y−) · n(y−) = −q(x, y+) · n(y+) (4.89)

Comparaison à l’approche par développement asymptotique à deux échelles

En considérant la décomposition de T2 en équation (4.71), on peut écrire le problème sur τs
suivant :











∇y ·
(

λ · ∇yτ
s
)

+ s = 0 dans ω

τ s ω-périodique en y

τ s = 0 en un point A de ∂ω

(4.90)

On obtient alors l’équation sur T1s suivante :










∇y ·
(

λ · (∇yT1s +∇xT0)
)

+ s = 0 dans ω

T1s ω-périodique en y

T1s = 0 en un point A de ∂ω

(4.91)

On constate que le problème à l’échelle microscopique proposée dans cette section est identique à
la formulation par développement asymptotique T1s pour un chargement donné (∇xT0 ou ∇xT̄ ).
On pourra ainsi considérer la source dans sa globalité tout en ayant des conditions périodiques.

4.2.2.4. A propos de la constante additive

A la Section 4.2.1.4, nous avons vu qu’il reste une constante sur chaque VER T̂2(x) à
déterminer. Peu de travaux se sont intéressés au correcteur d’ordre 2 (T2) et encore moins à
cette constante. Dans [Allaire et al. 2013] les auteurs imposent ⟨T2⟩ = 0, ce qui revient aux
hypothèses de l’approche proposée par [Souza Neto et al. 2015]. Or, T2 est un correcteur qui
agit essentiellement dans les inclusions. Nous proposons alors d’imposer une moyenne nulle dans
la matrice :

1

|ω2|

∫

ω2

T2(x, y)dy = 0 (4.92)
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où ω2 est le domaine matriciel de ω.
Par analogie avec le développement asymptotique, et sachant que T̂1(x) = 0, nous imposerons
en post-traitement des problèmes EF2 avec conditions périodiques :

〈

T∼(x, y)
〉

ω2

= 0 (4.93)

avec ⟨•⟩ω2
= 1

|ω2|
∫

ω2
•dy pour un champ générique •.

4.2.2.5. Schéma de résolution

Maintenant que le problème macroscopique (4.53) et les problèmes microscopiques (4.62),
(4.69) ou (4.76) sont établis, on propose un schéma de résolution EF2, de manière à résoudre
itérativement les problèmes microscopique et macroscopique.

Tout d’abord, nous rappelons le schéma de résolution standard d’un problème stationnaire de
thermique non-linéaire, du type (4.94).



















∇ ·Q = f dans D

Q(u) = −κ(u) · ∇u dans D

Q · n = φN sur ∂DN

u = uD sur ∂DD

(4.94)

On cherche u ∈ W(uD) tel que :
∫

D

(−κ(u) · ∇u · ∇w + fw)dx−

∫

∂DN

φNwdx = 0 ∀w ∈ W(0) (4.95)

avec W(u0) = {u ∈ H1(D)|u = u0 sur ∂DD}.
L’équation (4.95) étant non-linéaire en u, différentes stratégies de linéarisation peuvent être
proposées. La plus simple consiste à réaliser des itérations de point fixe. Ainsi, on pose pour
k > 0 :

uk = uk−1 + δuk (4.96)

On applique alors un développement limité à l’ordre 1 au flux thermique :

Q(uk) ≈ Q(uk−1)−
∂κ

∂u

∣

∣

∣

∣

uk−1

· ∇uk−1δuk − κ(uk−1) ·
∂∇u

∂u

∣

∣

∣

∣

uk−1

δuk (4.97)

≈ Q(uk−1)−
∂κ

∂u

∣

∣

∣

∣

uk−1

· ∇uk−1δuk − κ(uk−1) · ∇δuk (4.98)

En négligeant le terme
∂κ

∂u

∣

∣

∣

uk−1
, hypothèse valable si κ̄ est considérée constant autour de uk−1,

on a alors :
Q(uk) = Q(uk−1)− κ(uk−1) · ∇δuk (4.99)

On peut également considérer le flux thermique dépendant de deux variables Q(u,∇u) [Ramos

et al. 2017] et réaliser un développement limité autour de uk−1 et ∇uk−1 :

Q(uk,∇uk) ≈ Q(uk−1,∇uk−1) +
∂Q

∂u

∣

∣

∣

∣

uk−1

δuk +
∂Q

∂∇u

∣

∣

∣

∣

∇uk−1

∇δuk (4.100)
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≈ Q(uk−1,∇uk−1)−
∂κ

∂u

∣

∣

∣

∣

uk−1

· ∇uk−1δuk − κ(uk−1) · ∇δuk (4.101)

aboutissant, sous les mêmes hypothèses sur le coefficient de conductivité thermique, à la même
expression que l’équation (4.99).
On obtient donc :
∫

D

κ(uk−1) ·∇δuk ·∇wdx =

∫

D

Q(uk−1) ·∇wdx+

∫

D

fwdx−

∫

∂DN

φNwdx ∀w ∈ W(0) (4.102)

Pour les différents problèmes sur la microstructure, ce schéma écrit ci-dessus est implémenté
dans le solveur EF non-linéaire et peut être utilisé directement. Nous rappelons alors les différents
problèmes sur la microstructure :

— Le problème issu de l’approche proposée par [Souza Neto et al. 2015] :











∇y · q = s∼ sur ω

T (x, y) = T̄ (x) +∇xT̄ (x) · (y − x) + T∼(x, y) sur ∂ω

avec T∼ ω-périodique en y

(4.103)

avec des BC analogues aux PBC introduites en Section 1.2.3.2, équation (1.26) donc
traitées de manières similaire à l’équation (1.27).

— Le problème issu de l’approche proposée par [Ramos et al. 2017] :
{

∇y · q = s sur ω

T (x, y) = T̄ (x) +∇xT̄ (x) · (y − x)sur ∂ω
(4.104)

avec des BC analogues aux USBC introduites en Section 1.2.3.2, équation (1.24).
— Notre proposition considérant la source complète et des conditions périodiques :



















∇y · q = s sur ω

T (x, y) = T̄ (x) +∇xT̄ (x) · (y − x) + T∼(x, y)sur ∂ω

avec T∼ ω-périodique en y

T (x, y(A)) = T̄ (x) +∇xT̄ (x) · (y(A)− x)

(4.105)

avec des BC analogues aux PBC introduites en Section 1.2.3.2, équation (1.26) avec un
point A bloqué.

Concernant le problème macroscopique, le schéma s’écrit :
∫

Ω

λ0(T̄ k−1) · ∇xδT̄
k · ∇xv̄dx =

∫

Ω

⟨qk−1⟩ · ∇xv̄dx

+

∫

Ω

(r̄ · ∇xv̄ + ⟨s⟩v̄)dx−

∫

∂ΩN

Φ̄N v̄dx ∀v̄ ∈ V̄(0)
(4.106)

avec ⟨qk−1⟩ issu de la résolution du problème microscopique associé et λ0 une conductivité
homogène arbitraire. Ce processus itératif s’arrête lorsque le critère suivant sur δT k = T k −T k−1
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est atteint :
∥

∥δT k
∥

∥

∞
∥T k∥∞

< εR (4.107)

avec εR un seuil d’erreur relative. Ce type de critère conduit généralement à une itération
supplémentaire non nécessaire mais qui permet de garantir la convergence.

A la première itération du couplage multiéchelle (k = 1), la conductivité homogène λ0 est
choisie arbitrairement. En pratique, on prend souvent alors la conductivité d’une des phases
ou bien des estimations analytiques de la conductivité homogène (par exemple, l’estimation de
Maxwell [Pietrak et al. 2014]) pour accélérer le processus itératif. Aux itérations suivantes, ce
tenseur peut être actualisé via une estimation numérique de la conductivité homogène apparente
déduite des calculs microscopiques. Pour des problèmes de thermique stationnaire, le tenseur
diagonal de conductivité apparente se déduit directement de la moyenne du flux et du gradient
de température :

λ0(T k−1)ii = λ̄(T k−1)ii = −
(⟨qk−1⟩+ r̄)i
(∇xT̄ k−1)i

, i = 1, ..., N (N la dimension) (4.108)

4.2.2.6. Bilan sur les approches EF2

En définitive, on remarque que l’approche EF2 proposée par [Souza Neto et al. 2015] revient
à considérer uniquement les fluctuations de la source dans le VER, ce qui amène un terme nul
dans le cas où la source serait homogène. Cette approche est donc uniquement d’ordre 1 pour
une source homogène. L’approche de [Ramos et al. 2017] via des BC de Dirichlet considère une
source complète, même si celle-ci est de moyenne non nulle (cf. développement asymptotique
sans l’alternative de Fredholm, mais avec des BC de Dirichlet). Les solutions obtenues via
cette approche, même si elle peuvent avoir un comportement plus proche de la solution directe,
subiront les imprécisions de ce type de BC (cf. Chapitre 3). Nous avons proposé une approche via
des BC périodiques nous permettant de considérer la source complète grâce à un multiplicateur
de Lagrange bloquant un coin du VER. Cette approche respecte ainsi l’alternative de Fredholm.

On étudie numériquement ces trois méthodes dans la Section 4.3 pour différents contrastes de
conductivité et une source homogène (non nulle), puis hétérogène. Nous regardons par ailleurs
l’impact des termes en second gradient de T0 sur le correcteur d’ordre 2 (cf. équation (4.25)).

4.3. Résultats numériques

Dans cette section, nous nous intéressons à la comparaison des résultats obtenus avec les
différentes méthodes EF2 exposées dans la Section 4.2 sur une structure périodique modèle.
Ces méthodes sont implémentées dans la mini-application Mirabel dédiée au test de nouvelles
fonctionnalités numériques ou de nouveaux modèles dans l’environnement PLEIADES. Ainsi, un
framework codé en C++ de l’architecture PLEIADES permet de gérer la boucle EF2, les échanges
entre les solveurs des échelles microscopique et macroscopique (qui peuvent être deux instances
du même solveur), et de réaliser les calculs VER en parallèle. Le logiciel Cast3M [Cast3M ] est
utilisé pour les résolutions macroscopiques et microscopiques. On analyse les résultats pour le
cas d’une source homogène à la Section 4.3.2, puis hétérogène à la Section 4.3.3 sur le cas test
présenté à la Section 4.3.1. La Section 4.3.4 est dédiée au cas d’un problème thermique avec un
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chargement évolutif en temps et un comportement non-linéaire.

4.3.1. Milieu périodique et VER

On considère un milieu périodique constituée de N = 30 VER alignés selon l’axe e1 (cf.
Figure 4.2). Le VER (cf. Figure 4.1), de taille l = 100 µm, est constitué d’une inclusion
sphérique de rayon r = 0, 3l (r = 30 µm) centré dans le VER. La fraction volumique est alors
de fv ∼ 11, 3 %. Ce VER est maillé avec des tétraèdres quadratiques et comporte environ 13 000
nœuds. Pour avoir une solution de référence, on maille également entièrement la structure, cf.
Figure 4.2. Le domaine homogénéisé est une droite 1D maillée avec N/3 segments quadratiques
(cf. Figure 4.2). On a donc 3 VER qui sont localisés aux points de Gauss de chaque segment,
avec le VER localisé autour du deuxième point de Gauss de chaque segment coïncidant avec la
structure de référence, cf. Figure 4.2. On impose une température de 500◦C pour xD = 3 mm
(droite de la structure) et une condition de Neumann homogène à gauche de la structure (xN = 0).
On comparera les différentes approches EF2 sur le 17e VER en analysant la température le long
de la droite bleue représentée sur la Figure 4.1b. Cette droite relie les points (0; l

2
; l
2
) et (l; l

2
; l
2
).

(a) Vue 3D du VER (b) Vue en coupe du VER

Figure 4.1. – VER avec l’inclusion en rouge et la matrice en vert

Figure 4.2. – Vue en coupe de la structure de la simulation de référence et maillage homogénéisé
associé (points de Gauss en bleu)

4.3.2. Source homogène

On s’intéresse à un matériau modèle à comportement thermique linéaire avec une source
homogène et un contraste sur la conductivité. La source est choisie telle que la source moyenne
sur le VER soit identique avec le cas de la source hétérogène (qui sera présenté en Section 4.3.3).
Les valeurs de ces propriétés sont données en équation (4.109) :











λ1 = 0, 1 W.m−1.◦C−1

λ2 = λ1 × contraste

s1 = s2 = s = fvsI avec sI = 3× 1010 W.m−3

(4.109)

avec les indices 1 et 2 correspondant respectivement à l’inclusion et à la matrice.
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Pour l’approche basée sur un développement asymptotique, on définit les températures
relocalisées obtenues avec la solution homogène et les différents correcteurs (cf. équations (4.14),
(4.65) et (4.73)) calculés sur le VER par :

Tε,1(x, y) = T0(x) + T1(x, y), (4.110)

Tε,1s∼(x, y) = T0(x) + T1s∼(x, y), (4.111)

Tε,1s(x, y) = T0(x) + T1s(x, y). (4.112)

On réalise des simulations EF2 avec localement les résolutions des problèmes (P s∼

P ) (cf. (4.62)),
(P s

D) (cf. (4.69)) ou (P s
P ) (cf. (4.76)). On compare ces résultats entre eux et aux différents ordres

de Tε obtenus par le développement asymptotique. Le problème macroscopique associé est
identique, car dans ce cas r̄ = ⟨s(y − x)⟩ = 0. Il s’écrit :











∇x · ⟨q⟩ = ⟨s⟩ pour x ∈ [0; 3] mm

⟨q⟩ · n = 0 en xN = 0mm

T̄ = 500◦C en xD = 3 mm

(4.113)

où ⟨q⟩ est obtenu via des résolutions sur VER avec des problèmes différents. Les solutions
macroscopiques peuvent donc être différentes.

Pour ce type de résolution, et quel que soit le problème microscopique considéré ((P s∼

P ),
(P s

D) ou (P s
P )), le processus EF2 fait 3 itérations entre le solveur macroscopique et le solveur

microscopique pour une erreur relative en température de εR = 10−4. A noter que la dernière
itération est inutile et pourrait être évitée avec un autre critère d’arrêt EF2 basé sur le résidu du
problème macroscopique ou sur l’incrément en flux. Pour une parallélisation sur 31 processeurs
(nombre de VER + 1 processus maître), la résolution EF2 se fait ici en moyenne en 45 secondes
(pour environ 13 000 nœuds dans le VER) sur le même serveur 1 qu’en Section 3.4.1. En choisissant
λ0 égale à la conductivité dans la phase matricielle (donc une approche de quasi-Newton sur le
problème homogène (4.106)), le processus EF2 fait alors 6 itérations en un temps moyen de 65
secondes. A titre de comparaison, la simulation directe prend 70 secondes (avec 31 processeurs).

4.3.2.1. Analyse sur les inclusions isolantes

On prendra dans un premier temps le paramètre contraste = 500, donc des inclusions très
isolantes par rapport à la matrice. Sur la Figure 4.3 on compare les solutions aux différentes
échelles et avec les différentes approches.

Sur la Figure 4.3a, on compare les solutions macroscopiques obtenues avec les différentes
approches EF2. On remarque que les différentes méthodes EF2 ne sont pas distinguables
à cette échelle. On ne peut donc pas discriminer les méthodes à ce niveau. En effet, les
moyennes du gradient des différentes températures locales sont similaires et conduisent à des
solutions macroscopiques semblables. Sur la Figure 4.3b, on relocalise la température à l’échelle
macroscopique pour les différents problèmes microscopiques et pour la solution de référence
obtenue par un calcul EF complet sur la structure. La température est relocalisée uniquement
aux VER coïncidant avec la structure de référence. On observe de multiples petites bosses

1. un bi-processeur Intel Xeon Broadwell E52699A v4 (55 Mo de cache, @2.40Ghz) avec 44 cœurs et une
mémoire de 352 Go
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correspondant aux variations dues à la microstructure. En effet, les inclusions ayant une mauvaise
conductivité par rapport à la matrice, elles conservent davantage la chaleur de la source et
produisent ces fluctuations. Il est toujours difficile de différencier les méthodes EF2, mais on
constate que la température multiéchelle déterminée via les méthodes EF2 est globalement en
bon accord avec la simulation directe.
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(d) Différents termes du développement asympto-
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Figure 4.3. – Comparaison des différentes méthodes EF2 et développement asymptotique aux
échelles macroscopique et microscopique pour une source homogène, contraste =
500

Il est nécessaire d’analyser la température microscopique sur un VER pour discriminer les
différentes méthodes EF2 et leur capacité à représenter les fluctuations de température. Sur
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la Figure 4.3c, on compare les solutions microscopiques à la solution de référence sur le 17e

VER localisée en x = 1, 65 mm. Sur la Figure 4.3d, les différents termes du développement
asymptotique sont tracés. Ici, nous sommes dans le cas où Tε,1s∼ = Tε,1.
Comme attendu par notre analyse menée en Section 4.2.2.1, le problème (P s∼

P ) donne une
solution similaire à Tε,1 avec une température précise dans la matrice, mais pas d’effet local de la
source dans l’inclusion. Théoriquement [Allaire 2010, Remark 1.3.40], le gradient de la solution
Tε,1 converge en ε vers le gradient de Tε. Nous vérifions numériquement cette convergence. On
réalise trois autres VER de même type que celui présenté sur la Figure 4.1 en divisant la taille
du VER par 2 successivement, tout en conservant la même fraction volumique d’inclusion. En
post-traitement des calculs sur la microstructure, on calcule une erreur absolue correspondant à

la norme infinie de la différence des gradients :
∥

∥

∥
∇yTε −∇yTε,1

∥

∥

∥

∞
. Les erreurs sont tracées sur

la Figure 4.4 pour chaque VER de taille ε. On observe bien une convergence en ε du gradient,
même si l’erreur est importante (avec une erreur relative au minimum de 25 %). Ainsi, la solution
Tε,1s∼ (ou le problème (P s∼

P )) ne permet pas de capter correctement les variations locales de la
température dans les inclusions, comme déjà constaté par [Bourgat 1979].
Le problème (P s

D) améliore le comportement de la solution au sein de l’inclusion, mais avec
un décalage des valeurs de température. Néanmoins, on constate une bonne précision sur la
température macroscopique et sur la moyenne du gradient microscopique, ce qui est cohérent
avec le Chapitre 3 pour un VER sans inclusions coupées. La précision sur la variable primale
locale (déplacement ou température) n’a pas été étudiée au Chapitre 3. Ici, il semble y avoir un
décalage constant avec la solution de référence qui revient peut-être à un problème de constante
(cf. Section 4.2.2.4).
Le problème (P s

P ) donne une solution similaire à Tε,1s, très proche de Tε,2. On a vu que T2 prend
en compte l’effet du second gradient de T0 et de la source (cf. 4.25). Or la méthode EF2 permet
uniquement de prendre en compte les effets de la source. On compare alors Tε,2 par rapport à
Tε,1s et on remarque que la contribution du second gradient de T0 est négligeable.
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∥
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∥

∥
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Figure 4.4. – Convergence du gradient de Tε,1 en l vers le gradient de Tε

Pour quantifier l’impact de la séparation d’échelle, on réalise une étude similaire avec un VER
deux fois plus grand et deux fois moins de VER sur la structure. Les résultats sont tracés sur la
Figure 4.5. On remarque que l’erreur est plus importante avec une sous-estimation d’environ
20 ◦C (soit 3 %) de la température maximale, contre environ 4 ◦C (soit 0,5 %) précédemment,
par le problème (P s∼

P ). Une plus petite séparation d’échelle impose des inclusions plus grandes
proportionnellement à la structure et ainsi une erreur absolue plus importante.
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Figure 4.5. – Comparaison des différentes méthodes EF2 pour une source homogène,
contraste = 500, l = 200µm

4.3.2.2. Comparaison des constantes additives

Comme exposé à la Section 4.2.2.4, nous avons fait le choix dans les résultats précédents
d’imposer la moyenne des fluctuations de températures nulle dans la matrice. Dans la littérature,
il est plus commun d’imposer cette moyenne nulle sur tout le VER [Allaire et al. 2013]. Sur
la Figure 4.6, nous présentons les résultats sur les problèmes munis de BC périodiques ((P s∼

P )
et (P s

P )) où une moyenne nulle de la fluctuation sur le VER (l = 100 µm) est imposée. En
comparaison avec la Figure 4.3c, on observe uniquement une faible différence sur le problème
(P s

P ). En effet, pour le problème (P s∼

P ), similaire à la résolution de Tε,1, la moyenne sur le VER

116



Chapitre 4. Solutions multiéchelles en thermique stationnaire avec une source hétérogène

des fluctuations est nulle (cf. T̂1 = 0). Pour une source homogène, le choix de la constante
additive T̂2 a une influence très limitée, mais il semble quand même que le choix ⟨T∼⟩ω2

= 0
soit meilleur que ⟨T∼⟩ = 0.
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Figure 4.6. – Température microscopique en imposant une moyenne nulle sur les fluctuations
dans le VER (cas d’une source homogène)

4.3.2.3. Analyse pour des inclusions non ou peu isolantes

Un autre impact à regarder est celui du contraste. Nous réalisons ainsi une comparaison des
différentes méthodes pour un contraste de 3, les résultats sont reportés sur la Figure 4.7. Pour
cette valeur de contraste, les inclusions sont seulement trois fois plus isolantes que la matrice : on
n’a alors plus la présence de bosse de température très marquée dans la phase inclusionnaire. Par
conséquent, les trois méthodes donnent des résultats similaires et très proches de la référence.
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Figure 4.7. – Comparaison des différentes méthodes EF2 pour une source homogène,
contraste = 3

Nous avons également effectué une comparaison des méthodes pour un contraste de 0,01
(cf. Figure 4.8). Pour ce type de contraste, la matrice est isolante par rapport aux inclusions.
On obtient les mêmes conclusions que pour un contraste faible avec une imprécision sur la
température plus marquée de la solution du problème (P s

D). L’écart entre cette solution et la
référence semble encore être une constante. En imposant par post-traitement une moyenne nulle
de la fluctuation de température dans la matrice (cf. Section 4.2.2.4), cet écart pourrait être
réduit. C’est une piste à explorer.
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Figure 4.8. – Comparaison des différentes méthodes EF2 pour une source homogène,
contraste = 0.01

4.3.2.4. Conclusion sur le cas d’une source homogène

Pour conclure sur cette partie, si on s’intéresse uniquement aux propriétés homogénéisées,
considérer une résolution microscopique à l’ordre 1 en température est suffisant, même avec des
conditions de Dirichlet (sauf avec une répartition aléatoire des inclusions, cf Chapitre 3). Par
contre, si les variations locales de la température au sein de la microstructure sont d’intérêt, il
est nécessaire de calculer la solution microscopique en considérant la source complète pour le cas
où les inclusions sont isolantes (contraste≫ 1). En cas de faible contraste (contraste ≳ 1) ou de
faible source, considérer uniquement la température à l’ordre 1 peut être suffisant. Néanmoins, il
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est difficile à priori de savoir si le contraste ou la source sont suffisamment faibles. On préférera
considérer le problème (P s

P ) pour tous les cas où le contraste est supérieur à 1, puisque sa
résolution n’ajoute que peu de complexité.

4.3.3. Source hétérogène

On s’intéresse ici à un matériau modèle à comportement thermique linéaire avec une source
hétérogène et un contraste de 500 sur la conductivité. Les valeurs de ces propriétés sont données
par l’équation suivante :



















λ1 = 0, 1 W.m−1.◦C−1

λ2 = λ1 × contraste

s1 = 3× 1010 W.m−3

s2 = 0 W.m−3

(4.114)

avec les indices 1 et 2 correspondant respectivement à l’inclusion et à la matrice.

Le nombre d’itération et le temps de calcul du processus EF2 sont similaires au cas d’une
source homogène (pour le même critère d’arrêt εR = 10−4).

4.3.3.1. Analyse sur les inclusions isolantes

On réalise des simulations EF2 via les trois méthodes décrites dans ce chapitre. Des com-
paraisons sont effectuées avec différents termes du développement asymptotique. Le problème
macroscopique de ces différentes méthodes est toujours identique, car ∇x · r̄ = 0. Cette fois
les fluctuations de la source ne sont plus nulles et ainsi Tε,1s∼ ≠ Tε,1 dans le développement
asymptotique. Cela indique que les solutions du problème (P s∼

P ) seront différentes de celles issues
de l’approche classique des EF2 sans terme source sur le VER. Sur la Figure 4.9 on compare les
solutions aux différentes échelles et avec les différentes approches.

Sur les Figures 4.9a, 4.9b et 4.9c, on compare les différentes méthodes EF2 aux échelles
macroscopique et microscopique. Des conclusions similaires sont faites par rapport au cas d’une
source homogène, pour l’échelle macroscopique et pour les solutions microscopiques de (P s

D) et
(P s

P ). L’influence des fluctuation de la source est cette fois visible sur la solution microscopique
de (P s∼

P ). La solution est mieux qualitativement que dans le cas d’une source homogène, mais
la température maximale dans les inclusions est toujours sous-estimée d’environ 5 ◦C (soit
0,7 % ici) . Sur la Figure 4.9d, les différents ordres du développement asymptotique sont tracés.
On obtient bien que pour une source hétérogène Tε,1s∼ ≠ Tε,1. De plus, l’influence du second
gradient macroscopique, quantifié par la différence entre Tε,2 et Tε,1s, est toujours négligeable.

En conclusion, on remarque que le nouveau problème (P s
P ) proposé permet toujours d’obtenir

la solution la plus précise vis-à-vis de la solution de référence, pour n’importe quel type de
source (homogène ou hétérogène). Par ailleurs, ce problème est compatible avec une approche
EF2 et n’ajoute pas de complexité supplémentaire (notamment vis-à-vis du problème (P s∼

P )). La
solution obtenue avec le problème (P s∼

P ) a une précision satisfaisante quand le rapport d’échelle
est suffisant. Néanmoins, elle a tendance à sous-estimer la température maximale dans les
inclusions.
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Figure 4.9. – Comparaison des différentes méthodes EF2 et développement asymptotique aux
échelles macroscopique et microscopique pour une source hétérogène, contraste =
500

4.3.3.2. Impact de la constante additive

Sur la Figure 4.10, nous présentons les résultats sur les problèmes munis de BC périodiques
((P s∼

P ) et (P s
P )) où une moyenne nulle de la fluctuation sur le VER est cette fois imposée

(⟨T∼⟩ = 0) au lieu d’une moyenne nulle uniquement sur la matrice (cf. équation (4.93)). En
comparaison avec la Figure 4.9c, on observe une différence plus importante que celle obtenue dans
le cas d’une source homogène (cf. Section 4.3.2.2), et ce pour les deux problèmes microscopiques
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étudiés. On constate ici que le choix ⟨T∼⟩ = 0 amène à des températures plus décalées de la
solutions de référence, alors que le choix ⟨T∼⟩ω2

= 0 permet d’obtenir des solutions plus précises.

740

750

760

770

780

790

800

1.6 1.61 1.62 1.63 1.64 1.65 1.66 1.67 1.68 1.69 1.7

T
(◦
C
)

x (mm)

(P s
∼

P
)

(P s

P
)

Simulation directe

Figure 4.10. – Température microscopique en imposant une moyenne nulle sur les fluctuations
dans le VER (cas d’une source hétérogène)

Nous pouvons par ailleurs remarquer qu’imposer ⟨T∼⟩ω2
= 0 dans le problème microscopique

revient, par une approche similaire à celle développée par [Souza Neto et al. 2015], à imposer
une source s dans les inclusions et s− ⟨s∼⟩ω2

dans la matrice. A noter que ce dernier terme est
nul dans le cas d’une source homogène par phase. Nous avons réalisé des expériences numériques
qui confirment que dans ce cas une solution similaire à (P s

P ) est obtenue, ce qui confirme la
validité de cette constante.

4.3.4. Évolution temporelle et comportement non-linéaire

Dans cette section, nous appliquons les approches EF2 au cas d’un problème thermique avec
un chargement évolutif en temps. Notamment, la puissance volumique s varie au cours du
temps. Les durées mises en jeu lors de l’irradiation d’un crayon en réacteur (plusieurs années)
nécessitent une approche de type quasi-stationnaire : un calcul thermique stationnaire est réalisé
à chaque pas de temps. Par ailleurs, le matériau suit un comportement non-linéaire. De plus, la
simulation du comportement des combustibles nucléaires implique la prise en compte de plusieurs
physiques : neutronique, thermique, thermo-hydraulique, physico-chimie, mécanique, etc. Dans
les applications de la plateforme PLEIADES [B. Michel et al. 2021], un couplage multiphysique
de point fixe est réalisé entre les différents composants physiques. Ce type d’approche permet
d’utiliser des solveurs dédiés et efficaces pour chacune des physiques. Ainsi, l’approche EF2 peut
s’implémenter directement dans le composant thermique. Le schéma de couplage présente alors
une double boucle de type point fixe imbriquée (cf. Figure 4.11).
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Figure 4.11. – Couplage multiphysique et
multiéchelle

Figure 4.12. – Représentation multi-
tranche et multiéchelle
du crayon combustible

Dans le cas du schéma de couplage 1D multitranche, le couplage multiéchelle EF2 proposé ici
est aussi un couplage multidimensionnel puisque le maillage macroscopique de la structure est
1D (cf. Figure 4.12), alors que le maillage du VER est 3D. Ainsi, trois échelles sont considérées :
l’échelle du crayon combustible avec les multiples tranches, l’échelle de la pastille combustible
par le maillage macroscopique 1D et l’échelle des amas dans le VER (cf. Figure 4.12). Ce
schéma bénéficie d’un double niveau de parallélisation proposé par l’architecture PLEIADES : la
parallélisation multitranche et la parallélisation des calculs VER.
Dans cet section, nous réalisons une simulation sur une seule tranche du combustible avec un
maillage de la pastille de 13 éléments finis linéaires et le VER avec une seule inclusion centrée
de la Figure 4.1 est utilisé à chaque point de Gauss. On a donc 26 calculs VER. Nous utilisons
la conductivité thermique du dioxyde d’uranium dans la matrice et nous la multiplions par 0, 01
dans l’inclusion (ce qui correspond à contraste = 100 dans la section précédente). Un rapport
de l’IAEA 2 [IAEA 2008] donne la conductivité thermique du dioxyde d’uranium en fonction
de la température par l’équation non-linéaire (4.115). On pose τ = T

1000
où T est exprimée en

K et la conductivité est donnée en W.m−1.K−1. La Figure 4.13 présente les valeurs de cette
conductivité en fonction de la température.

λUO2
(τ) =

100

7, 5408 + 17, 692τ + 3, 6142τ 2
+

6400

τ 5/2
exp

(

−16, 35

τ

)

(4.115)

La puissance volumique (correspondant à la source s dans l’équation (4.1)) varie au cours de
l’irradiation et son évolution est représentée sur la Figure 4.14 pour une irradiation en réacteur
de 3 cycles (∼ 2, 5 ans). Toute cette puissance est imposée à l’inclusion du VER. Ainsi, un terme
source hétérogène similaire à la Section 4.3.3 est considéré.

2. International Atomic Energy Agency
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dioxyde d’uranium en fonction
de la température

0

5e+09

1e+10

1.5e+10

2e+10

2.5e+10

3e+10

3.5e+10

4e+10

0 1e+07 2e+07 3e+07 4e+07 5e+07 6e+07 7e+07 8e+07

s
(W

.m
−
3
)

Temps (s)

Figure 4.14. – Puissance volumique
au cours de l’irradia-
tion dans les inclusions

Les approches EF2 utilisant les problèmes microscopiques (P s∼

P ) et (P s
P ) sont confrontées. On se

compare également à l’approche classique EF2 [Chatzigeorgiou et al. 2016 ; Tikarrouchine
et al. 2021], n’appliquant pas de source sur la microstructure, que l’on note (P s=0

P ). Pour ce type
de résolution, le solveur EF2 fait 6 ou 7 itérations entre le solveur macroscopique et le solveur
microscopique pour une erreur relative en température de εR = 10−4 (pour une convergence
du calcul microscopique non-linéaire en maximum 6 itérations). Pour une parallélisation sur
27 processeurs (nombre de VER + 1 processus maître), la résolution du problème multiéchelle
quasi-stationnaire se fait ici en moyenne en 6 heures (pour environ 13 000 nœuds dans le VER)
sur le même serveur qu’en Section 4.3.2. Il faut noter que ce temps inclut la résolution du
couplage multiphysique de point fixe sur le niveau macroscopique (présenté en Figure 4.11) et
donc plusieurs appels du solveur EF2 thermique par pas de temps (en moyenne 4 itérations
multiphysiques). Ici le calcul s’effectue sur 47 pas de temps (avec un découpage automatique du
pas de temps géré par Mirabel), soit en moyenne 8 minutes par pas de temps.

Les résultats sur le premier VER du maillage macroscopique (au centre de la pastille) sont
analysées. Les évolutions de la température maximale dans l’inclusion et dans la matrice, ainsi
que la température homogénéisée au cours de l’irradiation sont présentées sur la Figure 4.15.
L’évolution de la température est en accord avec celle de la puissance volumique. En cohérence
avec les simulations précédentes, les différentes méthodes donnent les mêmes températures
homogénéisées (cf. Figure 4.15a), mais également localement dans la phase matricielle (cf.
Figure 4.15b). On remarque également que la température homogénéisée est très proche de celle
dans la matrice. Les approches EF2 se distinguent uniquement par les températures dans la
phase inclusionnaire (cf. Figure 4.15c). On peut noter une différence modérée entre les méthodes
(P s∼

P ) et (P s
P ) (maximum 40 K, soit 2,5 %). Une différence plus importante apparaît entre

les méthodes (P s=0
P ) et (P s

P ) (maximum 240 K, soit 14 %). De plus, les différences relatives
observées sont quasiment constantes au cours de la simulation, ce qui est en parfaite cohérence
avec une résolution stationnaire à chaque pas de temps. Au pas de temps correspondant à
3, 1× 107s (environ 1 an), on réalise des vues en coupe du VER pour les différentes approches
EF2 où la température, dont l’échelle est bornée par les températures minimales et maximales
obtenues par l’approche (P s

P ), est affichée sur la Figure 4.16. On observe alors une température
relativement homogène pour le problème (P s=0

P ) et une différence sur la température maximale
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au centre de l’inclusion pour les méthodes (P s∼

P ) et (P s
P ).

Cette section a permis de montrer qu’il est possible de considérer un comportement non-linéaire
et une évolution temporelle dans les approches EF2 étudiées. Les résultats sur les différentes
approches EF2 sont en cohérence avec les sections précédentes. En particulier, il est nécessaire
de considérer les stratégies basées sur le principe de Hill-Mandel généralisé ((P s∼

P ) et (P s
P ))

pour obtenir une température locale précise. Par ailleurs, en cas de séparation d’échelle moins
importante (plus grosses inclusions), l’approche (P s

P ) proposée dans cette thèse sera nécessaire
pour ne pas trop sous-estimer la température maximale dans les inclusions. De même, dans
le cas de problème transitoire (situation accidentelle), cette approche semble également plus
pertinente pour éviter l’accumulation d’erreur.
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Figure 4.15. – Comparaison des températures maximales par phase et de la température
homogénéisée au cours de l’irradiation pour les différentes méthodes EF2
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(a) Température locale obtenue avec le
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(c) Température locale obtenue avec le
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Figure 4.16. – Comparaison des températures locales obtenues sur le VER central pour les
différentes méthodes EF2, au temps 3, 1× 107s soit environ 1 an

4.4. Conclusion

Différentes méthodes EF2 dédiées à la prise en compte d’une source de chaleur dans un
problème de thermique stationnaire ont été étudiées dans ce chapitre. Après une description
théorique de ces méthodes, les différentes solutions numériques sont comparées aux différentes
échelles. Un parallèle avec les approches basées sur un développement asymptotique est effectué
tout au long de cette démarche.

La méthode EF2 classique respecte le principe de Hill-Mandel et n’impose pas de source sur
la microstructure. Ainsi, la méthode est à l’ordre 1 et ne prend pas en compte les variations de
température locales dues à la source sur la microstructure. Dans le cas où les inclusions sont
peu ou pas isolantes par rapport à la matrice, ces approches s’avèrent suffisantes. Par contre,
dans le cas d’inclusions isolantes, il est essentiel de considérer l’influence locale de la source sur
la microstructure.

Récemment introduit, le principe de Hill-Mandel généralisé permet de considérer la source
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sur la microstructure. Nous avons montré que cela conduit à des méthodes d’ordre supérieur
à 1, mais sans pouvoir démontrer théoriquement l’ordre 2. En effet, le correcteur d’ordre 2
permet de prendre en compte l’effet de la source, mais également celui du second gradient
de la température macroscopique. Trois stratégies, ne pouvant être différenciées à l’échelle
macroscopique, se présentent alors :

— Rechercher des solutions périodiques et imposer la moyenne des fluctuations de tempéra-
ture nulle, ce qui revient à considérer uniquement les fluctuations de la source à l’échelle
microscopique. Cette formulation est la plus proche de l’esprit du développement asymp-
totique. Elle respecte entre autres directement l’alternative de Fredholm. Elle aboutit à
une sous-estimation de la température maximale dans les inclusions, mais à des résultats
précis si une bonne séparation d’échelle est considérée.

— Prendre en compte la source complète et donc imposer des conditions aux limites de
Dirichlet. Cette formulation conduit à une amélioration du comportement de la solution,
mais avec les inconvénients associés à ce type de BC et de nouveaux découverts lors de
cette étude, notamment un décalage constant de la température. Ce décalage n’est donc
pas visible sur les flux et les calculs usuellement faits en mécanique qui s’intéressent à la
contrainte.

— Nous proposons alors de considérer la source complète avec des BC périodiques en bloquant
un coin du VER. Cette approche conduit alors à des résultats très précis, proches de la
solution obtenue avec le correcteur de second ordre et de celle obtenue par simulation
directe. Ainsi, nous montrons numériquement que l’effet du second gradient de la tempé-
rature macroscopique est négligeable devant l’effet de la source.

Cette étude nous permet de conclure qu’il est essentiel de considérer la source de chaleur
complète sur la microstructure avec des conditions périodiques pour avoir une estimation fiable
des variations de température à cette échelle. Pour certains cas (source ou contraste faible, très
grande séparation d’échelle), ces variations peuvent être faibles, mais il est difficile de distinguer
ces cas a priori. Étant donné que le choix de considérer la source complète sur la microstructure
ne complexifie pas la simulation EF2, il est alors conseillé de le faire systématiquement.

L’approche EF2 a été mise en place avec succès sur le cas d’un milieu périodique avec un
comportement non-linéaire et permet alors d’envisager des cas d’application plus complexes et
réalistes, notamment le cas des milieux aléatoires avec un comportement non-linéaire. L’approche
proposée sera d’autant plus discriminante pour des problèmes transitoires, où il est nécessaire
d’être précis à chaque pas de temps, afin d’éviter un risque d’accumulation d’erreur.
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Conclusion et perspectives

Cette thèse dédiée à la précision des solutions microscopiques dans le cadre d’une modélisation
thermo-mécanique multiéchelle de matériaux de type matrice-inclusion avec des inclusions sphé-
riques monodispersées diluées, nous a amené à considérer plusieurs aspects autour d’approches
Éléments Finis multiniveaux de type EF2 (Éléments Finis au carré).

Le premier axe concerne l’effet induit par la proximité des inclusions sur le comportement
de la microstructure. Nous avons analysé les propriétés effectives, les moments par phase et
les champs locaux. Il en résulte que les propriétés effectives et les moments par phase de la
contrainte convergent asymptotiquement vers les estimations de Mori–Tanaka lorsque la distance
minimale entre les inclusions augmente. L’asymptote semble être atteinte autour d’une distance
égale au rayon de la sphère. Les comportements effectifs et par phase montrent un écart qui
peut atteindre (pour les seconds moments) 50 % lorsque les inclusions sont proches et rigides.
L’impact de la proximité des inclusions est encore plus important sur les champs de contrainte
locaux. Les valeurs maximales de contrainte (hydrostatique ou équivalente) peuvent être plus
de deux fois plus élevées localement. Ce travail montre l’importance de considérer la proximité
des inclusions pour modéliser l’initiation de phénomènes locaux dans la microstructure. Une
approche par champs moyens est alors incomplète.

Le deuxième axe de travail concerne l’amélioration des solutions Éléments Finis avec des
Conditions aux Limites (BC, acronyme anglais de Boundary Conditions) de type Dirichlet sur le
bord du Volume Élémentaire Représentatif (VER). Les expériences numériques menées révèlent
clairement que l’imprécision des conditions limites de déformation uniforme (USBC, acronyme
anglais de Uniform Strain Boundary Conditions) est principalement due aux effets de bord
situés autour des inclusions artificiellement coupées en raison de la forme cubique classique du
VER. Cependant ce type de condition est intéressant, car il offre un temps de calcul largement
plus faible par rapport aux conditions limites périodiques (PBC, acronyme anglais de Periodic
Boundary Conditions) conduisant à la solution numérique de référence (car très précises à
taille de VER raisonnable). Différentes méthodes ont alors été prospectées pour améliorer la
précision des solutions associées aux BC de Dirichlet sans augmenter significativement leur
temps de calcul. On distingue les méthodes par post-traitement consistant à filtrer ou tronquer
la contrainte à la sortie du solveur, aux méthodes par prétraitement modifiant le modèle du VER
avant le calcul. On considère ainsi des VER sans inclusions coupées aux limites en modifiant la
loi de tirage des inclusions (limitant la fraction volumique maximale atteignable) ou des VER
avec un maillage modifié pour avoir des surfaces périodiques adaptées (qui ne coupent pas les
inclusions). Des BC innovantes de type Dirichlet, appelées conditions aux limites de déformation
homogène (HSBC, acronyme anglais de Homogeneous Strain Boundary Conditions), basées
sur un mouvement de corps rigide des inclusions rigides aux bords du VER sont également
introduites. Pour des inclusions suffisamment rigides, ces dernières montrent une efficacité
prometteuse, en particulier pour les propriétés apparentes et la détermination des premiers
moments par phase. Les stratégies consistant à éliminer les inclusions coupées donnent les
meilleurs résultats, même sur les champs locaux, en particulier la méthode de modification de la
loi de tirage. La précision de ces stratégies peut rester légèrement entravée par des inclusions
proches des frontières du VER.

Le troisième axe de travail porte sur la résolution multiéchelle d’un problème de thermique
stationnaire avec un terme source. Le but est de déterminer une méthode de référence permettant
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d’obtenir une bonne précision sur la température homogénéisée et sur les variations locales dues
à la source. Dans le cas où les inclusions sont peu ou pas isolantes par rapport à la matrice,
l’approche classique des EF2 qui respecte le principe de Hill-Mandel et ne considère pas de
source sur la microstructure, s’avère suffisante. Par contre, dans le cas d’inclusions isolantes,
il est essentiel de considérer l’influence locale de la source sur la microstructure pour obtenir
une bonne précision de la température locale. Pour ce faire, il est nécessaire de considérer les
approches basées sur le principe de Hill-Mandel généralisé. Nous proposons alors de considérer
la source dans sa globalité sur la microstructure avec des conditions limites périodiques en
bloquant un coin du VER. Cette approche conduit alors à des résultats très précis, proche de la
solution obtenue par simulation directe.

Plusieurs travaux pourraient être menés en continuité directe de cette thèse. Nous avons déve-
loppé l’approche EF2 thermique avec terme source hétérogène uniquement pour des problèmes
stationnaires. Les phénomènes rapides comme les situations accidentelles sur le combustible
nucléaire, nécessitent alors une approche transitoire. Dans la littérature, des formulations basées
sur le principe de Hill-Mandel généralisé pour des problèmes transitoires existent et pourraient
être combinées avec notre approche considérant la source complète sur la microstructure afin
d’éviter une accumulation d’erreur sur la température locale.
Toujours dans le cadre de la simulation EF2 faite en thermique, nous n’avons pas fait de calcul
sur un milieu aléatoire. Il serait intéressant d’étudier ce type de composite, plus proche du
matériau réel, en caractérisant la distance minimale entre inclusion à considérer dans le VER via
des images microsondes. On pourrait alors faire un calcul avec des conditions limites périodiques
sur un VER périodisé et se comparer à un second calcul avec des conditions limites de Dirichlet
utilisant les méthodes développées dans ce manuscrit sur un VER non périodisé. Il faudrait
alors analyser si les conditions limites de Dirichlet sur le champ primal (température) peuvent
être aussi améliorées. En effet, nous avons remarqué une translation de la température obtenue
vis-à-vis de la température de référence. Le travail sur la constante additive du correcteur d’ordre
2 pourrait être également appliqué aux BC de Dirichlet.
Concernant les méthodes améliorant la précision des solutions de type Dirichlet sur le VER,
la méthode HSBC est prometteuse, mais souffre d’un manque de précision à l’échelle locale.
Cette lacune semble être due à une discontinuité de la condition aux limites à l’interface entre la
matrice et les inclusions. Une étude portant sur le lissage ou la diminution de cette discontinuité
pourrait améliorer cette approche.

Concernant les perspectives à moyen terme de cette thèse, il serait intéressant de développer
un couplage multiniveau thermo-mécanique. Actuellement, l’approche EF2 est implémentée
séparément en thermique et en mécanique et le couplage se fait uniquement sur les champs
homogénéisés (macroscopiques). Un couplage multiphysique à l’échelle microscopique donnerait
alors des solutions multiéchelles plus représentatives.
Dans un cadre de rupture du matériau, même sans développer un modèle de fissuration à
l’échelle du VER, on pourrait avoir une indication empirique des sites d’initiation et des tailles
de fragments à l’aide d’un critère d’endommagement appliqué sur cette approche multiéchelle
de référence. L’étape suivante serait de mettre en place un modèle de fissuration à l’échelle
microscopique. L’enjeu serait alors de simuler numériquement le phénomène de propagation de
la fissure, depuis son initialisation à l’échelle microscopique, jusqu’à l’obtention de fragments
macroscopiques.

La tendance actuelle sur les méthodes d’homogénéisation numériques porte sur le développe-
ment de modèles de substitution de la modélisation microscopique. L’intelligence artificielle est de
plus en plus utilisée pour remplacer la résolution Éléments Finis à cette échelle. Cette démarche
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Conclusion et perspectives

rend possible une utilisation industrielle de l’approche EF2 avec des ressources informatiques
contenues. Une analyse approfondie de ces méthodes portant sur leur capacité à modéliser les
champs locaux et non uniquement les propriétés effectives, serait pertinente. Par ailleurs, il
nous semble impératif de pourvoir facilement changer la microstructure ou son comportement
pour des études statistiques ou de conception. Le temps d’apprentissage de ces méthodes de
substitution devra alors lui-même être acceptable.
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Annexes du Chapitre 2

A. Résultats complémentaires pour les propriétés
effectives
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Figure A.1. – Valeurs moyennes et écarts-types de la valeur moyenne des modules apparents
en fonction du paramètre de tassement smin/r (r = 10 µm) pour une fraction
volumique d’inclusions fv = 13, 4 %. Par souci de clarté, les barres d’erreur et
les points sont légèrement décalés pour chaque distance minimale étudiée.
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A. Résultats complémentaires pour les propriétés effectives
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Figure A.2. – Valeurs moyennes et écarts-types de la valeur moyenne des modules apparents
en fonction du paramètre de tassement smin/r (r = 5 µm) pour une fraction
volumique d’inclusions fv = 13, 4 %. Par souci de clarté, les barres d’erreur et
les points sont légèrement décalés pour chaque distance minimale étudiée.
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B. Résultats complémentaires pour les champs moyens

B.1. Premier moment
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Figure B.1. – Valeurs moyennes et écarts-types de la valeur moyenne du premier moment de
la contrainte hydrostatique par phase en fonction du paramètre de tassement
smin/r (r = 10 µm) pour une fraction volumique d’inclusions fv = 13, 4 %. Par
souci de clarté, les barres d’erreur et les points sont légèrement décalés pour
chaque distance minimale étudiée.
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Figure B.2. – Valeurs moyennes et écarts-types de la valeur moyenne du premier moment de
la contrainte hydrostatique par phase en fonction du paramètre de tassement
smin/r (r = 10 µm) pour une fraction volumique d’inclusions fv = 25, 1 %.
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Figure B.3. – Valeurs moyennes et écarts-types de la valeur moyenne du premier moment
de la contrainte équivalente par phase en fonction du paramètre de tassement
smin/r (r = 10 µm) pour une fraction volumique d’inclusions fv = 13, 4 %. Par
souci de clarté, les barres d’erreur et les points sont légèrement décalés pour
chaque distance minimale étudiée.
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B.2. Second moment
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Figure B.4. – Valeurs moyennes et écarts-types de la valeur moyenne du second moment de
la contrainte hydrostatique par phase en fonction du paramètre de tassement
smin/r (r = 10 µm) pour une fraction volumique d’inclusions fv = 13, 4 %. Par
souci de clarté, les barres d’erreur et les points sont légèrement décalés pour
chaque distance minimale étudiée.
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Figure B.5. – Valeurs moyennes et écarts-types de la valeur moyenne du second moment de
la contrainte hydrostatique par phase en fonction du paramètre de tassement
smin/r (r = 10 µm) pour une fraction volumique d’inclusions fv = 25, 1 %.
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Figure B.6. – Valeurs moyennes et écarts-types de la valeur moyenne du second moment de la
contrainte équivalente par phase en fonction du paramètre de tassement smin/r
(r = 10 µm) pour une fraction volumique d’inclusions fv = 13, 4 %. Par souci
de clarté, les barres d’erreur et les points sont légèrement décalés pour chaque
distance minimale étudiée.
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C. Résultats complémentaires pour les champs locaux
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(c) Phase matricielle, smin = 0, 1r, contraste = 10
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(d) Phase matricielle, smin = 1, 2r, contraste = 10
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Figure C.1. – Frequency histograms of equivalent stress by phase at SR = 10, fv = 13, 4 %,
and the extreme smin values (smin = 0, 1r and smin = 1, 2r) for contrasts of 10
and 0,1.
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C. Résultats complémentaires pour les champs locaux

(a) contraste = 10, à gauche : smin = 0, 1r, à droite : smin = 1, 2r

(b) contraste = 0, 1, à gauche : smin = 0, 1r, à droite : smin = 1, 2r

Figure C.2. – Contrainte équivalente locale à SR = 10, fv = 13, 4 % aux valeurs extrêmes de
smin et aux contrastes de 10 et 0,1 – Vues en coupe transversale du VER.
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