N
N

N

HAL

open science

Optimisation de formes de structures viscoélastiques
sous sollicitations dynamiques
Antoni Joubert

» To cite this version:

Antoni Joubert. Optimisation de formes de structures viscoélastiques sous sollicitations dynamiques.
Matériaux et structures en mécanique [physics.class-ph].

Frangais. NNT: 2022IPPAX111 . tel-04449622

HAL Id: tel-04449622
https://theses.hal.science/tel-04449622
Submitted on 9 Feb 2024

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Institut Polytechnique de Paris, 2022.


https://theses.hal.science/tel-04449622
https://hal.archives-ouvertes.fr

% ¢
‘" bg P

INSTITUT
POLYTECHNIQUE
DE PARIS

ECOLE
POLYTECHNIQUE

N2 1P PARIS

Optimisation de formes de structures
viscoélastiques sous sollicitations
dynamiques

Theése de doctorat de I'Institut Polytechnique de Paris
préparée a I'Ecole polytechnique

2022IPPAX111

Ecole doctorale n°626 Ecole doctorale de I'Institut Polytechnique de Paris (EDIPP)
Spécialité de doctorat : Mécanique des fluides et des solides, acoustique

NNT

These présentée et soutenue a Palaiseau, le 15 décembre 2022, par
ANTONI JOUBERT

Composition du Jury :

Rafael Estevez

Professeur, Université Grenoble Alpes (SIMaP) Président du jury
Olivier Pantz

Professeur, Université de Nice Sophia-Antipolis (LJAD) Rapporteur
Julien Yvonnet

Professeur, Université Gustave Eiffel (MSME) Rapporteur
Boris Desmorat

Maitre de Conférences, Sorbonne Université (9’Alembert) Examinateur
Nicole Spillane

Chargée de recherche, Ecole Polytechnique (CMAP) Examinatrice
Julie Diani

Directrice de recherche, Ecole Polytechnique (LMS) Directrice de thése

Grégoire Allaire
Professeur, Ecole Polytechnique (CMAP) Co-directeur de thése

Samuel Amstutz
Professeur, Ecole Polytechnique (CMAP) Co-directeur de thése

fo
-
ke,
O
O
e
©
e
©
)
O
- -
I—







A mon frére David et ma sceur Vanessa






Remerciements

Plus qu’un long et passionnant travail, cette these représente pour moi une véritable
aventure. J’ai eu 'opportunité de rencontrer des personnes exceptionnelles, aussi bien sur le
plan scientifique qu’humain, avec qui les échanges furent d’une grande richesse. Je souhaite
donc dédier ces quelques lignes a ceux qui ont fait de ces trois années une expérience inou-

bliable.

Je voudrais commencer par remercier mes encadrants du fond du ceeur. Julie, Grégoire
et Samuel, les mots me manquent pour exprimer ma gratitude. Je suis comblé d’avoir été
guidé par des personnes aussi bienveillantes. Votre diversité de point de vue et d’expertise
m’a énormément apportée et m’a permis de donner a ce travail une réelle dimension pluri-
disciplinaire. Julie, merci de m’avoir donné 'opportunité d’entreprendre cette these. Merci
pour le temps incroyable que tu m’as accordé et que tu as investi dans ce sujet. Outre les
connaissances scientifiques, ce sont des principes et un état d’esprit que tu m’as enseigné.
Grégoire, merci d’avoir été aussi disponible et enthousiaste tout au long de ces années. Merci
d’avoir partagé ton expérience et tes vastes connaissances, en particulier avec FreeFem++,
qui ne m’a pas toujours rendu la vie facile! Samuel, merci d’avoir été aussi disponible et
patient avec moi. Les heures passées a discuter dans ton bureau m’ont énormément appris.
Merci d’avoir répondu a toutes mes questions, méme les plus naives, et de m’avoir initié a
I’analyse fonctionnelle.

Je voudrais remercier Olivier Pantz et Julien Yvonnet, les rapporteurs de cette these,
pour avoir pris le temps de lire et d’établir des rapports détaillés de ce manuscrit. Merci a
Rafael Estevez d’avoir présidé ma soutenance aux cotés des examinateurs Boris Desmorat et
Nicole Spillane. Vos remarques bienveillantes ont permis d’améliorer la qualité du manuscrit
tout en offrant de nouvelles perspectives de travail.

Certains algorithmes de cette these n’aurais pu voir le jour sans ’assistance inestimable
de Pierre Jolivet. Merci d’avoir répondu a mes nombreuses questions et de m’avoir per-
mis d’utiliser efficacement PETSc sous FreeFem++. Tes conseils mais aussi tes tutoriels des
journées FreeFem++ ont été d'une grande aide. Grace a toi, j’ai pu m’initier et apprécier la
puissance du calcul parallele.

Je tiens a remercier certains membres et ex-membres du CMAP pour m’avoir aidé avec
différents aspects de FreeFem++. Merci a Beniamin Bogosel pour ses conseils pratiques, Flo-
rian Feppon pour son aide avec la librairie PyFreeFem, Charles Dapogny pour son aide avec
Advect et Frédéric Hecht pour sa disponibilité et sa réaction sur les forums FreeFem++.
Je remercie également Dominique Chapelle (M3DISIM-Inria) pour m’avoir apporté son
expérience dans l'interprétation de certaines structures mécaniques.

3



Cette étude est supportée par la chaire “Modelling advanced polymers for innovative
material solutions” et sponsorisé par Arkema. Je remercie donc Nessim Ghamri, Quentin
Schmid, Thomas Boucheres, Audrey Durin et toute I’équipe du CRRA pour nos échanges
enrichissants et pour m’avoir accueilli chaque année dans vos locaux a Pierre-Bénite. J’ai pu
me familiariser avec ’état d’esprit de la recherche en entreprise et le point de vue industriel
apporté m’a permis une meilleure mise en contexte de mon travail.

Merci a Esteve Ernault et aux techniciens du LMS, Vincent de Greef, Hakim Gharbi et
Pascal Marie, pour m’avoir permis de réaliser des essais expérimentaux a une vitesse impres-
sionnante. Je remercie également 1’équipe administrative, Alexandra Joly, Anna Johnsson,
Christiane Periam et Valérie Jamet pour leur gentillesse et leur patience, ainsi que Adbel-
fattah Halim pour ses conseils sur Linux.

Cette aventure n’aurait pas été aussi incroyable sans les échanges chaleureux avec les
doctorants et postdoc du LMS et du CMAP : mes collegues et anciens collegues de bureau
Foucault, Geoffrey, Quentin et Haoming, ainsi que Filippo, Martin, Kiibra, Arnaud, Théo,
Matheus, Nicolas, Lucas, Nikhil, Pierre, Jeet, Alex et bien d’autres...

Enfin, je conclurai cette courte préface en remerciant ma famille, en particulier mes
parents, pour leur soutien indéfectible tout au long de ces années.



Table des matieres

Introduction

Résumé détaillé

I
1

2
3

Dynamique des structures
Dynamique des structures élastiques linéaires . . . . . . . . . . . . ... ...

1.1
1.2
1.3

Introduction a la mécanique des milieux continus . . . . .. ... ..
Théorie des plaques . . . . . . . . . . ...
Théorie des poutres . . . . . . . . . . ...

Outils d’analyse fonctionnelle . . . . . .. .. ... ... o0
Méthode des éléments finis . . . . . . . .. ... oo

II Comportement viscoélastique linéaire des polymeres
Structure et phénoménologie des polymeres . . . . . . . .. .. .. ... ...

1

1.1
1.2

Classification des polymeres . . . . . . . . . . . ... ... ......
Mobilité moléculaire source de la viscoélasticité . . . . . . . . . . ..

Loi de comportement viscoélastique linéaire . . . . . . . . ... ... ..

2.1
2.2
2.3

Modeles rhéologiques . . . . . . . . .. .. L
Caractérisation expérimentale de la viscoélasticité . . . . . . .. . ..
Comportement 3D . . . . . . ...

III Optimisation de formes
Introduction a 'optimisation de formes . . . . . . . . .. ... ... .. ...
Analyse de sensibilité . . . . . .. ... L

1
2

2.1
2.2

Méthode Adjointe . . . . . . . . . ..
Méthode de variation de frontiere d’'Hadamard . . . . . . . . . . . ..

Techniques numériques d’optimisation . . . . . . . . ... ... ... ....

3.1
3.2
3.3

Algorithme de descente de gradient . . . . . .. .. ... ... ... ..
Méthode de déformation de maillage . . . . . . . . . ... ... ...
Méthode level-set . . . . . . . .. ..

Techniques d’optimisation sous contraintes . . . . . . . . . ... ... ....

4.1
4.2
4.3
4.4

Méthode de gradient projeté . . . . . . . . ... ... L.
Algorithme d’Uzawa . . . . . . . . .. .. ...
Méthode de pénalisation . . . . . . . . . . ... ... ... ... ...
Méthode du Lagrangien augmenté . . . . . . . . . . . ... ... ...

5

15

21
21
21
25
32
36
40

47
48
48
20
52
52
95
o8



TABLE DES MATIERES

IV Optimisation de poutres viscoélastiques en vibration

=W N =

S Ot

1

6
7

VI Optimisation d’une semelle de chaussure :

Introduction . . . . . . ...
Vibration de poutres d’Euler-Bernoulli en viscoélasticité . . . . . . . .. ..
Choix de la fonction objectif . . . . . . .. ..o oo
Optimisation paramétrique de poutres viscoélastiques . . . . . . . . ... ..
4.1 Enoncé du probleme d’optimisation . . . . . . ... .. ... ... ..
4.2 Analyse des sensibilités . . . . . . .. ...
Méthodes numériques . . . . . . . . ..o
Matériaux d’étude . . . . . . ..
Résultats numériques . . . . . . . . . ..

7.1 Optimisation d’une poutre constituée d’'un polymere réaliste . . . . .
7.2 Etude des parametres matériaux . . . . . . . ... ...
7.3 Etude des parametres géométriques . . . . . . ... ...
7.4 Etude de différentes fonctions cotits . . . . . . oo oo
Conclusion . . . . . . . . . .

Optimisation de plaques viscoélastiques en vibration

Introduction . . . . . ...
Vibration de plaques de Kirchhoff en viscoélasticité . . . . . .. ... .. ..
Optimisation couplée de plaques minces viscoélastiques . . . . . . . . . . ..
3.1 Enoncé du probleme d’optimisation . . . . . . . ...
3.2 Analyse des sensibilités . . . . . .. ..o
Méthodes numériques . . . . . . . . . ..
Résultats numériques . . . . . . . . ...
5.1 Optimisation d’une plaque mince constituée d’un polymere réaliste

5.2 Etude des parametres matériaux . . . . . ... ..
Résolution du probleme opposé : limiter I'effet amortissant . . . . . . . . ..
Conclusion . . . . . . . . . L

des plaques

1
2

Introduction . . . . . . ...
Optimisation topologique sous contraintes de plaques de Kirchhoff

viscoélastiques . . . ... Lo
Méthodes numériques . . . . . . . . . ..

Résultats numériques . . . . . . . . . ..
4.1 Optimisation topologique de structures minces viscoélastiques
4.2 Optimisation topologique de plaques minces élastiques . . . . . . ..

Problemes de vibration de plaques de Mindlin . . . . . .. .. ... .....
Optimisation de formes de plaques épaisses . . . . . . . . . .. ... .. ...
Résultats numériques . . . . . . . ..o
7.1 Optimisation topologique de plaques épaisses en élasticité linéaire

7.2 Optimisation couplée de plaques épaisses en viscoélasticité linéaire . .
Conclusion . . . . . . . . . e

85
85
86
89
90
90
91
92
94
96
96
99
101
102
106

Application avec hypotheses

133



TABLE DES MATIERES

VI1I Optimisation de structures viscoélastiques 3D

1 Introduction . . . . . ...
2 Généralisation des problemes de vibration aux structures 3D . . . . . . . ..
3 Optimisation topologique de structures viscoélastiques 3D . . . . . . . . ..
4 Méthodes numériques . . . . . . . . L

4.1 Implémentation de la méthode level-set . . . . . . . . ... ... ...

4.2 Calcul haute performance . . . . . ... .. ... ... ... ... ..
5 Résultats numériques . . . . . . . . ..

5.1 Optimisation topologique d’une plaque élastique 3D . . . . . . . . ..
5.2 Optimisation topologique d’une plaque viscoélastique 3D . . . . . . .
5.3 Optimisation topologique d’'une semelle de chaussure de course . . . .

6 Conclusion . . . . . . . . . e
Conclusion générale et perspectives

Annexe
A Expression des formes bilinéaires . . . . . . ... ... L.

Bibliographie

161
161
162
167
170
170
173
180
180
184
187
192

194

198
198

201



TABLE DES MATIERES




Introduction

Les matériaux viscoélastiques amortissants, tels que que les élastomeres ou les polymeres
dans leur transition vitreuse, sont largement utilisés pour absorber les vibrations des struc-
tures. Un exemple classique est 'utilisation d’amortisseurs viscoélastiques dans les structures
parasismiques permettant d’atténuer les vibrations, et donc les dégats causés par la grande
quantité d’énergie relachée [120]. Ces matériaux ont la particularité de posséder un compor-
tement a la fois élastique et visqueux, c’est a dire qu’une partie de I’énergie stockée dans
une structure soumise a un effort sera passivement dissipée sous forme de chaleur.

Ils montrent une réponse mécanique ne dépendant pas seulement de 1’état de déformation
mais également de 'histoire de chargement pour atteindre cet état de déformation. On
les représente communément par des modeles rhéologiques, tels que le modele de Maxwell
généralisé, permettant de prendre en compte les multiples temps de relaxation exhibés par
les polymeres. Ces temps de relaxation caractérisent le temps nécessaire a la relaxation
des contraintes visqueuses. Dans les polymeres, ils peuvent étre controlés par la chimie et
la physique du matériau. De plus, ils dépendent de la température, conférant ainsi a ces
matériaux une grande variété d’applications [104].

En tant que piece de contact entre le pied et le sol, les semelles de chaussures sont des
produits depuis longtemps utiles a notre vie quotidienne. Leurs capacités d’amortissement,
de résistance aux chocs et de dynamisme sont devenues des facteurs de conception important,
en particulier dans le domaine du sport ou de hautes performances sont attendues. Les ap-
plications d’amortissement usuelles mettent en jeu I’ajout d’amortisseurs ou de revétements
viscoélastiques. Pour exemple, une semelle de chaussure de course est constituée d’un as-
semblage de différents polymeres aux propriétés variées. L’amortissement de la foulée est
attribuée au corps de la semelle, la rigidité au renfort intérieure et la résistance a 1'usure
a la semelle de contact. En se centrant sur la fonction d’amortissement, une premiere voie
peut étre de 'améliorer par 'ajout d’amortisseurs ou de revétements viscoélastiques aux
propriétés idéalement choisies en fonction de I'application, marche, course, terrain plat ou
accidenté... L’objectif de cette these suit une seconde voie, il est de significativement aug-
menter les capacités d’amortissement d’une semelle de chaussure constituée d’'un matériau
viscoélastique homogene isotrope donné par la recherche du design optimal. On s’attardera
également sur le probleme opposé, consistant a réduire ’amortissement pour augmenter le
dynamisme d’une telle structure, en pensant notamment a la course a pied.

La distribution optimale de matiere est atteinte par des méthodes d’optimisation de
formes. Ces méthodes, visant a déterminer le design optimal d’une structure, reposent sur
une représentation mathématique de sa forme. L’optimisation topologique, en particulier, est
I'optimisation la plus générale. Elle vise a chercher la meilleure répartition de matiere sans
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restriction sur la topologie. Il existe de nombreuses techniques dans la littérature, celles-ci
sont appliquées a des problemes variés, mécaniques ou multiphysiques, comme par exemple
les problemes fluide-structure [100, 114], thermoélectriques [101, 102], de résistance a la rup-
ture [95, 96], ou encore de résistance a la fatigue [51]... Parmi elles, deux types de méthode
sont communément utilisés : les méthodes de densité, ou la forme est représentée par une
fonction densité, et les méthodes de variation de frontiere, remontant a J. Hadamard en
1907 [72], ou la forme est représentée par la ligne de niveau zéro d’une fonction appelée
level-set. Différents logiciels commerciaux, tels que Altair OptiStruct® [14] ou COMSOL
Multiphysics® [107], sont d’ores et déja capables de réaliser 1'optimisation topologique de
structures élastiques, et plus récemment, de structures viscoélastiques. Ces logiciels em-
ploient généralement une méthode de densité appelée la méthode SIMP (Solid Isotropic ma-
terial with Penalization). Dans ce travail, 'optimisation topologique de pieces en polymere
est réalisée par la méthode level-set. Contrairement a la méthode SIMP, cette technique a
pour avantage de ne pas, ou peu, présenter de zones de densité intermédiaire. Ces dernieres ne
permettent pas de définir une forme, ce qui pose probleme pour la fabrication de la piece. La
complexité des structures optimisées rend difficile la fabrication par des techniques tradition-
nelles, on a donc naturellement recourt a I'impression 3D. Avec le récent développement des
procédés de fabrication additive, les techniques d’optimisation topologiques sont devenues
particulierement attractives puisqu’il devient possible de fabriquer des pieces aux géométries
fines et complexes. De nombreuses études exploitent le potentiel de la fabrication additive
en réalisant, par exemple, 'optimisation topologiques de structures lattices aux propriétés
mécaniques intéressantes [45, 68]. La méthode de fabrication choisie est particulierement
importante puisqu’elle induit de fortes contraintes d’optimisation qui, dans le cas de la fa-
brication additive, font récemment I'objet de nombreux travaux [2, 3, 4, 5]. Dans ce travail,
on omettra ces contraintes de fabrication pour se concentrer sur les problématiques liées aux
propriétés viscoélastiques linéaires du matériau supposé homogene en comportement.

L’efficacité de ces méthodes d’optimisation n’est plus a démontrer dans le cadre élastique,
pour la minimisation de nombreuses fonctions objectif telles que la compliance, le déplacement
maximal, les contraintes de von Mises et bien d’autres [1, 7, 26]. La recherche du design opti-
mal d’une structure élastique par rapport a sa fréquence de vibration est également un sujet
classique [9, 103]. L’extension de ces méthodes aux matériaux viscoélastiques est un domaine
plutot récent. Dans le cadre de ’analyse des sensibilités de la réponse vibratoire de systemes
amortis, Yun et Youn [138] ont utilisé la méthode adjointe et, plus récemment, Ding et al.
[54] ont utilisé des techniques de réduction de modele. Plusieurs techniques numériques sont
employées dans la recherche du design optimal de structures viscoélastiques, on trouve prin-
cipalement les méthodes de densité, parmi lesquelles la méthode SIMP est la plus utilisée,
les méthodes évolutionnaires BESO et ESO, et les méthodes de variation de frontiere telles
que la méthode level-set.

Les méthodes de densité sont les plus communes, réalisant I’optimisation topologique de
microstructures, matériaux multicouches ou encore de revétements amortissants. Andreassen
et Jensen [18] ont étudié I'optimisation topologique de microstructures périodiques afin de
maximiser l'atténuation de la propagation des ondes. Elsabbagh et Baz [56] ont conduit ’op-
timisation topologique de structures en couches minces, optimisant la distribution de matiere
du revétement. Les deux types de structures multicouches communément étudiées sont les
structures avec traitement UCLD (Unconstrained Layer Damping), consistant a ajouter un
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revétement amortissant a une base métallique, ou avec traitement CLD (Constrained Layer
Damping), ou la couche amortissante est recouverte d’une couche supplémentaire (couche
de contrainte) formant une structure “sandwich”. Zhang et Khandelwal [140] ont proposé
I'optimisation topologique de systemes dissipatifs multimatériaux. Plus particulierement, la
méthode SIMP est une méthode de densité fréquemment choisie dans de nombreux travaux.
Kang et al. [87] et Yun et Youn [139] ont conduit optimisation topologique de couches
amortissantes dans le cas des coques en optimisant la distribution du matériau amortis-
sant. Chen et Liu [40] ont réalisé 'optimisation topologique microstructurelle dans un cadre
viscoélastique afin de maximiser le module de perte modal (Figure 1). James et Waisman
[83, 84] ont proposé I'optimisation topologique de structures viscoélastiques sujettes a des
sollicitations dynamiques pour la minimisation de la masse a 1’aide d’une méthode adjointe
dépendante du temps. Plus récemment, Fang et al. [60] ont proposé I'optimisation topolo-
gique de plaques avec traitement CLD en minimisant le module de perte modal.

couche de contrainte /

couche viscoélastique / /// / /

base de la structure

SNONSNONN

Macrostructure

Microstructure optimisée

FIGURE 1 — Schéma de 'optimisation de la microstructure d'un traitement CLD, inspiré de
[40].

Les méthodes évolutionnaires BESO (Bidirectional Evolutionary Structural Optimiza-
tion) et ESO (Evolutionary Structural Optimization) ont été appliquées a l'optimisation
structurelle de matériaux viscoélastiques. Liu et al. [98] ont choisi la méthode BESO pour
maximiser le module de perte modal de matériaux composites, et Fang et Zheng [61] la
méthode ESO pour minimiser la réponse en résonance de plaques sous traitement CLD.

Les méthodes de variation de frontiere, telles que la méthode level-set, ont également
été appliquées aux traitements d’amortissement. Ansari et al. [19] ont utilisé I’approche
level-set pour trouver la forme et la position optimale d’un traitement CLD appliqué sur la
surface d’une plaque. Enfin, dans un article récent, Delgado et Hamdaoui [50] ont employé
la méthode level-set pour réaliser I'optimisation structurelle de matériaux viscoélastiques
homogenes ou multicouches.
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Cette these a pour but d’étendre ces travaux en se concentrant sur l'optimisation de
structures viscoélastiques homogenes par la méthode de variation de frontiere d’Hadamard,
afin d’appliquer ces techniques a 'optimisation de semelles de chaussures, notamment de
course. Cette méthode, tres peu appliquée aux structures viscoélastiques homogenes dans
la littérature, a pour principal avantage de produire des designs dépourvus de gradients de
densité, facilitant la fabrication de la piece. Un exemple de design optimisé d’une structure
viscoélastique homogene présenté dans ce manuscrit est donné en Figure 2. Il s’agit de

il e
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-
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b o ﬂ'"ym"“-. *\. .

FIGURE 2 — Vue de dessus et en demi-coupe du design optimal d'une plaque viscoélastique
rectangulaire homogene pour la maximisation de ’amortissement des vibrations de la struc-
ture, avec contrainte de rigidité et de quantité de matiere.

I'optimisation de ’amortissement des vibrations libres d’une plaque entierement constituée

de polymere. Dans cette these, la stratégie d’étude adoptée est progressive et organisée
comme suit.
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On commence par considérer des structures simples, telles que les poutres, pour 1'op-
timisation la plus restrictive, 'optimisation paramétrique du profil d’épaisseur, de facon a
obtenir un apercu des difficultés liées a la viscoélasticité du matériau. On passe ensuite a
I'optimisation de plaques couplant optimisation paramétrique de 1’épaisseur et optimisation
géométrique de la forme par une méthode de directions alternées. L’optimisation couplée de
plusieurs variables de design, telles que 1’épaisseur et la géométrie, est une problématique
classique. Mentionnons par exemple I'optimisation géométrique et topologique (couplant par
exemple la méthode level-set et le gradient topologique [10]), 'optimisation de la topolo-
gie et de l'anisotropie (par exemple, pour les composites [35, 117]), etc... L’apport original
de ces premieres étapes est 'optimisation couplée de plaques viscoélastiques en vibration
libre pour la minimisation du décrément logarithmique, ainsi que la dérivation rigoureuse
des sensibilités par la méthode adjointe dans le cas d’'un modele de Maxwell généralisé pre-
nant en compte la dépendance en fréquence du coefficient de Poisson. De plus, une analyse
complete de 'influence des parametres matériaux sur le design optimisé pour un matériau
de Zener montre des tendances impactant significativement les résultats d’optimisation. La
connaissance de ces tendances est ensuite transposable a des modeles et structures plus
complexes.

Puis, une premiere application au cas de la semelle de chaussure plane par une optimi-
sation topologique 2D, enrichie par I'ajout de différentes contraintes, permet de mettre en
évidence un phénomene particulier lors de I'application de la contrainte de rigidité. Apres
avoir mis en évidence les limitations liées a la prise en compte de modeles 2D, 'optimi-
sation topologique 3D complete cette étude afin d’atteindre 'application réelle visée. Les
performances d’une chaussure de course sont améliorées par 'optimisation topologique de
sa semelle, de géométrie complexe. L’emploi de méthodes de calcul parallele permet de
représenter la structure a I'aide de maillages particulierement fins, capturant avec précision
les détails topologiques du design optimisé. L’apport des dernieres parties de ce manuscrit
est I’approfondissement des problemes d’optimisation de structures viscoélastiques en vibra-
tion, dans le cas 2D et 3D, par l'application de la méthode level-set a un cas pratique :
une semelle de chaussure en polymere soumise a différentes contraintes de conception. Par
I’ajout d’une contrainte de rigidité en flexion, on met en évidence et détermine I'origine d’un
phénomene d’amincissement critique de la section. Par ailleurs, on propose également une
comparaison de 'impact des différents modeles de plaques sur les résultats d’optimisation
dans un cadre viscoélastique.

La premiere moitié de ce manuscrit fait 'objet d’un article publié¢ dans le journal Compu-
ters & Structures. La seconde moitié donnera également lieu a une publication scientifique,
actuellement en cours de rédaction.
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Résumé détaillé

Ce manuscrit de these s’articule en deux parties. La premiere, constituée des trois pre-
miers chapitres, est consacrée a 'état de I'art des trois domaines scientifiques abordés, la
dynamique des structures, le comportement viscoélastique des polymeres et I'optimisation
de formes. La seconde partie présente les contributions de cette these a travers quatre cha-
pitres distincts. Chacun d’eux correspond a une étape importante de la stratégie d’étude
choisie nous menant a répondre a la problématique générale.

Le chapitre I se concentre sur le rappel des principes de la dynamique des solides en
élasticité linéaire, des principaux concepts d’analyse fonctionnelle et de la méthode des
éléments finis. Ceux-ci constituent les fondations des études réalisées dans ce manuscrit et
sont nécessaires a sa bonne compréhension.

Le chapitre II est dédié a la description du comportement viscoélastique linéaire des
polymeres, matériaux au coeur des problématiques de cette these. On présente rapidement
les spécificités physiques des polymeres, avant d’introduire les principales lois mécaniques
viscoélastiques décrivant leur comportement linéaire. Enfin, la caractérisation expérimentale
des parametres de ces lois est brievement décrite.

Les techniques d’optimisation de formes, abondamment utilisées dans ce manuscrit, sont
introduites au chapitre III. On commence par décrire, de fagon non exhaustive, les différentes
méthodes d’optimisation présentes dans la littérature. Une attention particuliere est prétée
aux algorithmes numériques utilisant une approche adjointe. Enfin, les principales techniques
d’optimisation sous contrainte, nécessaires pour de nombreuses applications industrielles,
sont présentées.

Le chapitre IV aborde un premier probleme d’optimisation dans le cas 1D. Celui-ci traite
de I'optimisation paramétrique des vibrations libres d’une poutre viscoélastique et fournit
un premier apercu des difficultés et particularités liées a 1'optimisation d’une structure en
polymere. La poutre étudiée est modélisée par le modele d’Euler-Bernoulli. Une comparaison
des différentes définitions de 'amortissement permet tout d’abord de choisir la fonction
objectif la plus pertinente, le décrément logarithmique. Puis, on développe un algorithme
permettant de minimiser cette quantité en optimisant le profil d’épaisseur de la poutre. Deux
modeles rhéologiques sont employés, le modele de Maxwell généralisé, visant a modéliser un
matériau réaliste, et le modele de Zener, plus simple, visant a simplifier les études relatives
aux parametres matériaux. Les profils optimisés pour une poutre constituée d’'un matériau
réaliste montrent une nette amélioration des capacités d’amortissement (Figure 3). Cette
étude 1D permet une analyse simple de I'impact des différents parametres du probleme

15
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FIGURE 3 — (a) Profil d’épaisseur de la poutre initiale et optimisée et (b) amplitude des
vibrations libres pour la maximisation de ’'amortissement d’une poutre constituée dun
matériau réaliste modélisé par le modele de Maxwell généralisé.

sur le design final. On en déduit que les parametres matériaux sont les plus influents. En
particulier, les temps de relaxation du polymere semblent avoir un impact majeur sur les
résultats d’optimisation avec une possible inversion du profil d’épaisseur pour les temps
longs.

Le deuxieme probleme, étudié au chapitre V, est centré sur I'optimisation de la vibration
de plaques minces viscoélastiques modélisées par le modele de Kirchhoff-Love. Un algorithme
d’optimisation couplée est développé pour optimiser de facon alternée le profil d’épaisseur
et la forme de la plaque en combinant une optimisation paramétrique et une optimisa-
tion géométrique par la méthode de variation de frontiere d’Hadamard. Pour des raisons
de précision, appuyées par des études expérimentales [29, 130], on décide de prendre en
compte la dépendance en fréquence du coefficient de Poisson dans les modeles rhéologiques.
Ce choix induit des non-linéarités dans le probleme aux valeurs propres et rend 1’étude des
sensibilités plus délicate. Une analyse rigoureuse des sensibilités de la fonction objectif par
rapport a I’épaisseur et par rapport a la forme est ensuite proposée en utilisant la méthode
adjointe. Ce résultat s’est avéré adaptable a différentes modélisations telles que le modele
de plaque épaisse ou le modele 3D. Les designs optimisés obtenus présentent des capacités
d’amortissement bien supérieures aux plaques rectangulaires initiales (Figure 4). De plus,
une analyse de I'impact des parametres matériaux illustre 'importance du choix de I’hy-
pothese d’un coefficient de Poisson ou d’un module de compressibilité constant. En effet,
alors que pour certains matériaux la différence reste marginale, certains cas montrent que
le design optimisé ainsi que le comportement en vibration varient de fagon non négligeables
lorsque la dépendance en fréquence du coefficient de Poisson est prise en compte. Dans le
cas d’'un matériau possédant une large plage de temps de relaxation, cette hypothese semble
pertinente. En revanche, dans le cas contraire, celle-ci ne parait pas nécessaire. Une fonction
objectif visant a traiter le probleme opposé est également proposée, elle représente le taux de
décroissance exponentielle de la vibration pénalisé par la fréquence. Ainsi, pour maximiser le
“dynamisme” (ou “retour élastique”) d’une structure en vibration libre, il suffit d’adapter le
coefficient de pénalisation de la fonction pour que ’algorithme minimise le critere souhaité.
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FIGURE 4 — (a) Forme et profil d’épaisseur optimisés pour une plaque initiale rectangulaire
d’épaisseur hg = 3 mm et (b) comparaison de 'amplitude des vibrations libres du design
optimisé et du design initial pour la maximisation de I'amortissement de la structure.

Au chapitre VI, on réalise 'optimisation topologique 2D de structures viscoélastiques
par la méthode level-set dans 1'optique d’une premiere application au cas de la semelle de
chaussure plane. Les principaux criteres de conception sont pris en compte, avec notamment
une contrainte de rigidité appliquée par la méthode du Lagrangien augmenté. Les designs
finaux obtenus sont étonnamment contre-intuitifs avec la formation de sections fines critiques
(Figure 5). Plusieurs études sont ensuite proposées pour tenter de comprendre origine

FIGURE 5 — Evolution du design pendant l'optimisation topologique d’une plaque
viscoélastique en vibration libre pour la maximisation de I’amortissement, avec contrainte
de compliance pour un test de flexion trois points, itérations 1, 5, 20, 30, 50, 65.
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de tels résultats. Une étude simple, réalisée en élasticité, permet tout d’abord d’isoler le
phénomene. Le modele de Reissner-Mindlin est ensuite exploré et permet d’étudier I'impact
du cisaillement transverse sur le design optimisé. Cette étude met en évidence la pertinence
du modele de Mindlin pour 'optimisation de plaques d’épaisseur plus importante, sans pour
autant résoudre le phénomene d’amincissement de section observé.

Enfin, le chapitre VII est dédié a la généralisation des résultats théoriques et des tech-
niques numériques au cas 3D. L’optimisation topologique 3D d’une structure mince en flexion
nécessite une représentation par un maillage particulierement fin. Les calculs, maintenant
tres volumineux, sont effectués sur un cluster de calcul grace a ’application de techniques
de calcul parallele. L’optimisation d'une plaque 3D en élasticité linéaire est tout d’abord
réalisée en minimisant la compliance de la structure. Ce probleme mene & un design a la to-
pologie remarquable, constitué d’'une multitude de cantilevers dans le sens de I’épaisseur. On
comprend maintenant, grace a une meilleure représentation du comportement de la plaque,
que les zones critiques sont suffisamment rigides pour ne pas impacter la rigidité globale de
la structure. Afin de préparer I’application au cas de la semelle de chaussure de course, on
optimise ensuite une plaque viscoélastique selon deux problemes de vibration libre corres-
pondant a deux encastrements différents. Cela permet d’obtenir des designs plus équilibrés,
davantage en accord avec les exigences de conception. De plus, on applique deux contraintes :
une contrainte sur la compliance pour un test quasi-statique de flexion trois points, afin de
s’assurer de la rigidité globale de la structure, et une contrainte sur le volume pour controler
la quantité de matiere utilisée, toutes deux appliquées par la méthode du Lagrangien aug-
menté. Pour le polymere choisi, la design optimisé obtenu présente non seulement les motifs
observables sur les designs de plaques viscoélastiques 2D, mais prend également la forme
d’une structure creuse renforcée par de multiples cantilevers, caractéristique du probleme
de minimisation de la compliance d’une plaque élastique en flexion. La résolution d’un
probleme d’optimisation similaire, dans le cas d’une semelle de chaussure de course, mene
a un design a la topologie complexe (Figure 6 et 7) pour lequel les performances d’amortis-

FIGURE 6 — Design optimal d’une semelle en polymere pour la maximisation de ’amortis-
sement des vibrations de la structure, avec contrainte de rigidité et de quantité de matiere.
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F1GURE 7 — Coupes du design optimal d'une semelle viscoélastique homogene pour la maxi-
misation de I'amortissement des vibrations libres de la structure, avec contrainte de rigidité
et de quantité de matiere.



20 TABLE DES MATIERES

sement sont accrues (Figure 8), la rigidité est augmentée et la quantité de matiere initiale
est conservée. Malgré une implémentation plus lourde et un temps de calcul plus élevé, ces
résultats confirment la nécessité d’employer des modeles et techniques d’optimisation 3D, en
particulier dans le cas d'une structure mince en flexion soumise a une contrainte de rigidité.
En outre, I'utilisation des méthodes 3D est nécessaire a 'optimisation de structures aux

géométries complexes et, dans cette these, nous a permis de déterminer le design optimal
une semelle de chaussure de course.
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F1GURE 8 — Comparaison des vibrations libres de la semelle initiale et de la semelle optimisée,
pour un encastrement (a) a 'extrémité gauche et (b) a 'extrémité droite.
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Dynamique des structures
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Ce chapitre constitue un rappel des principes de la dynamique des solides en élasticité
linéaire, ainsi que des concepts d’analyse fonctionnelle utiles a I'analyse des équations de
la mécanique. On portera également une attention particuliere a la méthode des éléments
finis. Cette introduction a pour but de fournir au lecteur les outils permettant d’aborder les
problématiques de dynamique des structures viscoélastiques traitées dans ce manuscrit. Il ne
s’agit pas d'un cours exhaustif mais d’une introduction aux principes de base nécessaires a la
bonne compréhension de ce travail, on ne s’attardera donc pas sur les preuves et justifications.
Le lecteur intéressé pourra cependant consulter les écrits classiques en mécanique des solides
[71], analyse fonctionnelle [31, 58] et méthode des éléments finis [144, 145].

On introduit tout d’abord les principes fondamentaux de la dynamique des solides
déformables ainsi que différentes théories des structures. On rappelle ensuite des éléments
importants d’analyse fonctionnelle et la méthode des éléments finis utilisés par la suite.

1 Dynamique des structures élastiques linéaires

1.1 Introduction a la mécanique des milieux continus
Cadre de I’étude

La mécanique des milieux continus est principalement 1’étude de la déformation des
solides. On utilise ici la description lagrangienne du mouvement. Le solide est déformé par
une application ¥ déplacant chaque point matériel de position initiale notée X € R?® dans

21



22 CHAPITRE I. DYNAMIQUE DES STRUCTURES

un espace en un nouveau point de position actuelle notée x € R3, exprimée par
z(t) = U(X,t).

On suppose que ¥ est bijective afin de s’assurer que le solide ne se pénetre pas lui-méme.
Par la suite, et pour des raisons de clarté, on omet la dépendance en temps. Celle-ci sera
réintroduite lorsque nécessaire. Dans ce manuscrit on se place dans le cadre des petites
perturbations, on parle aussi des petites déformations ou de déformations infinitésimales.
On s’intéresse donc uniquement aux mouvements restant faibles et aux solides s’écartant
suffisamment peu de leur configuration initiale, pour pouvoir confondre les configurations
de référence et déformée, et linéariser les champs tensoriels mis en jeu.

Le vecteur déplacement noté u est défini par la différence entre la position actuelle et la
position initiale,

u=r—X=VX)—-X.
: . du U “u e

La vitesse est alors donnée par —- et 'accélération par ——. On définit également le tenseur

ot

des déformations linéarisées noté €, mesure des déformations du solide. Il s’agit d’un tenseur
symétrique d’ordre 2 qui s’exprime

€ =

1
5 (Vu+ (Vu)"). (L.1.1)
Enfin, on introduit le tenseur des contraintes de Cauchy noté o. Il s’agit également d’un
tenseur symétrique d’ordre 2.

Formulation forte du probléme

On étudie un solide déformable de volume noté Q3P et de frontiere notée 9Q3P. Dans
cette section, on rappelle I'expression locale des équations de I'élasticité linéaire mettant
en relation les champs de déplacements, de déformations et de contraintes. Cet ensemble
d’équations, également appelé formulation forte, est vérifié en tout point z € Q3P du solide.

La théorie de I’élasticité est basé sur plusieurs équations constitutives. La loi de compor-
tement, reliant le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations,

o = Ce, (I.1.2)

la relation déformation-déplacement (I.1.1), et I’équation de conservation de la quantité de
mouvement
) d’*u

div(o(z)) + f(z) = p(x)w(:c), (I.1.3)
ou f représente la densité volumique des efforts extérieurs et p(x) la masse volumique du
matériau. On retrouve également 1’équation d’équilibre div(o(x)) + f(z) = 0, équivalent
statique de I’équation (I.1.3). L’application C' représente le tenseur de raideur symétrique
d’ordre 4. Ce tenseur possede des petites symétries, Cijp = Cijii et Cijr = Cjing, ainsi qu’une
grande symétrie Cyji = Chij-
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La représentation du probleme doit étre complétée par la description des conditions aux
limites. Elles s’expriment sous la forme d'un déplacement uy imposé sur 9Q3P ou d’une
densité surfacique de force g imposée sur GQSD , soit

u(z) = ug(x) Vo € 003P
o(z)n(z) = g(z) Vxe 8921)

ou n(x) représente la normale au point x. Des conditions aux limites doivent étre imposées
sur toute la frontiere, méme si celles-ci sont nulles. De plus, on ne peut appliquer une
condition de déplacement et de contrainte normales selon les mémes directions sur la méme
partie de frontiere. En dimension 3, on peut, par exemple, appliquer des contraintes selon 2
directions et un déplacement selon la 3¢ direction sur un méme bord. Dans notre cas, on se
contente des conditions suivantes

IP U NP = 9P
OO N o3P = 0,

En mécanique, on appelle probleme de Dirichlet un probleme imposant des conditions de
déplacement alors qu'un probleme de Neumann impose des conditions de contrainte normale.
Enfin, il est important de définir les conditions initiales du probleme afin de garantir
I'unicité de la solution. On précise ainsi les champs de déplacement ug et de vitesse vy
initiaux.
La formulation forte du probleme s’écrit alors

;

e(z) = 5 (Vu(z) + (Vu)'(z)) Vo e Q3P
o(z) = Ce(x) Vo € Q3P

div(o(x)) + f(z) = p(x)%(x) Vz € Q3P

u‘tzo(x) = ug(x) vz € Q3P (I.1.4)
du 3D

E’t:o(x) = vp(x) Vo € )

u(x) = ug(x) Vo € 93P

o(x)n(z) = g(z) Vo e 93P,

\

On note également une propriété de la théorie de 1'élasticité, pour un déplacement rigide
infinitésimal, c’est un a dire un déplacement infinitésimal n’impliquant aucune variation de
forme, les déformations et contraintes sont nulles.

Formulation faible du probleme

Le calcul variationnel est une branche de I’analyse fonctionnelle permettant de représenter
une équation aux dérivées partielles (EDP) par la définition de formes intégrales. En mé-
canique des milieux continus, cela permet de caractériser ’équilibre de la structure a partir
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de I'étude des énergies et travaux mis en jeu. Contrairement a la méthode précédente, le
principe des travaux virtuels (PTV), établissant la formulation variationnelle du probleme,
est une approche globale portant sur le travail qui serait réalisé par les efforts intérieurs et
extérieurs dans un champ de déplacement virtuel u. Le PTV est une réécriture du Prin-
cipe des Puissances Virtuelles en déplacement, il traduit 1’égalité entre le travail virtuel des
accélérations et les travaux virtuels des efforts intérieurs et extérieurs. Cette formulation,
valable pour tout champ virtuel cinématiquement admissible, s’applique a toutes géométries,
sollicitations et tous types de modele de comportement ou de matériau. Pour 'étude de la
dynamique des solides, on distingue 3 travaux :

1. Le travail des accélérations, il est donné par

d*u

Wi(it) = /Q o) Sy ) i) d (1.1.5)

2. Le travail des forces intérieurs, il représente les interactions entre les points matériels a
I'intérieur du solide. Dans le cadre de la mécanique du solide déformable, il s’exprime
en fonction des tenseurs symétriques o et € sous la forme

Wiit) = — /mD o e(it) da. (1.1.6)

On remarque que le travail des efforts intérieurs di & un mouvement rigide, corres-
pondant a un mouvement sans déformation, est nul.

3. Enfin, le travail des forces extérieures s’exercant sur le systeme se distingue en
deux catégories. Les efforts exercés a distance sur le volume Q3P par des systémes
extérieurs, caractérisés par une densité volumique de force f, et les efforts de contact

appliqués sur une surface anD , caractérisés par une densité surfacique d’efforts g.

On définit donc le travail virtuel des efforts extérieurs par

We(t) = (x) - u(x) do —i—/ g(x) - u(x) ds. (L.1.7)
Q3D 803D
Pour tout champ de déplacement virtuel cinématiquement admissible, c’est a dire continu
sur le volume et nul sur les surfaces d’application de déplacements réels, on formule I’équation
bilan :
Wi(a) + We(a) =W, (a) V. (I.1.8)
Cette équation est valable pour tout domaine, pour toute frontiere continue par morceaux et
ceci pour tout déplacement virtuel «. On peut ainsi choisir @ astucieusement afin d’éliminer
certaines intégrales. Par exemple, en prenant ¢ nul sur la frontiere ou @ nul en tout point
du solide sauf sur la frontiere.

Définition I.1.1. Soit un domaine Q3P et pour tout champ virtuel @, le principe des travauz
virtuels permet d’écrire la formulation faible du probléme suivante :

2
/ Pd—g'ﬂd$+/ U-E(Q)dxzf f-ada:+/ g-ids Vi (1.1.9)
QSD dt QSD Q3D BQSD

ou [ représente la densité de force extérieure volumique et g la densité de force extérieure
surfacique appliquée sur la frontiere OQED .
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Décomposition spatio-temporelle

Dans I’étude dynamique des structures il peut étre utile de réduire I’'espace des solutions.
Une méthode consiste a séparer les variables temporelles et spatiales, on obtient alors un
probleme spatial ainsi qu'un probleme temporel découplés, quitte a ne pas prendre en compte
les conditions initiales. On suppose qu'un champ de déplacement peut s’écrire

u(w,t) = Y(2)T (). (1.1.10)

Dans ce manuscrit, on s’intéresse en particulier a la recherche des modes propres de structures
en vibration, on ne cherche pas a étudier 1’évolution temporelle du mouvement. Pour ces
problemes, la fonction scalaire T’ s’exprime en fonction de w par T'(t) = ¢! et la fonction
vectorielle Y est a déterminer. Le probleme spatial peut alors étre résolu numériquement
par discrétisation du domaine, par exemple par la méthode des éléments finis.

1.2 Théorie des plaques

Dans cette section, on présente quelques notions de la théorie des plaques pour la
modélisation des structures. Le but est de permettre le calcul des déformations et des
contraintes au sein d’une plaque soumise a diverses charges. La théorie des plaques est un
domaine tres large, pour aller plus loin le lecteur pourra se référer a ’'ouvrage de Timoshenko
et Krieger [128] ou de Reddy [118].

Les modeles de plaques sont essentiellement regroupés en deux catégories. La théorie des
plaques minces, faisant usuellement référence a la théorie de Kirchhoff-Love, s’appuyant sur
les hypotheses de Kirchhoff. Elle s’applique aux plaques dont le rapport entre 1’épaisseur
et la plus petite dimension transversale est suffisamment faible. La théorie des plaques
épaisses, regroupant différents modeles, permet de traiter les plaques pour lesquelles ce
rapport est plus important. On retrouve principalement la théorie de Reissner-Mindlin et
plus rarement des théories a ordre élevé telles que le modele de Reddy. De nombreuses
théories sont présentes dans la littérature mais nous nous limiterons a celles de Kirchhoff-
Love et Reissner-Mindlin, étant les plus largement utilisées en ingénierie.

Les plaques sont généralement représentées a ’aide des éléments géométriques suivants :

e Plan médian : plan situé a équidistance entre les faces.
e Feuillet moyen : élément de matiere d’épaisseur infinitésimale situé autour du plan
médian.
e Section normale : ensemble des points situés sur une normale au plan médian.
L’épaisseur h est souvent considérée constante mais peut étre variable et est mesurée perpen-
diculairement au plan médian. En 3 dimensions, la structure est représentée par le domaine

—h h
Q3D = {(1‘1,1'2,1‘3) € R?) | (1‘1,1'2) c Q,ZL‘g € (7, 5) }

de frontiere 93P . Le plan médian de la plaque est noté €2, de frontiere I.

Le déplacement u = (uy, ug, u3) est initialement a 3 dimensions, tout comme en élasticité
3D, mais les hypotheses des plaques permettent de se ramener a un probleme bidimensionnel,
posé sur le plan moyen. On obtient ce probleme en intégrant le probleme 3D dans I’épaisseur,
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I’expression résultante dépend explicitement de la variable dans le sens de ’épaisseur x3. Ces
simplifications permettent ainsi de travailler avec un probleme bien plus simple a résoudre.
Les hypotheses de la théorie des plaques sont les suivantes :
e On se place dans le cadre des petites déformations.
e Le plan médian est initialement plan.
o Le feuillet moyen ne subit pas de déformation dans son plan. On ne considere que les
déplacements transversaux us des points du feuillet moyen.
o L’épaisseur est suffisamment faible, les déformations dans le sens de [’épaisseur €33
son nulles et les contraintes o33 peuvent étre négligées.
On peut alors écrire les déplacements sous la forme

U1($1, x27$3) = Ul(xl, 1’2) - $391($1,$2)
UQ(.Z’l, Ta, $3) = Ug(l’l, CL’Q) — $392(l’1, Q?Q) (1111)
U3($1, $2,$3) = U3(I1, xz)

ou 01 et Oy sont les angles de rotation des vecteurs normaux, ils représentent la rotation
des fibres verticales de la plaque. Les déplacements dans le plan, u; et ug, sont appelés les
déplacements de membrane, et le déplacement hors plan (transverse) usz est appelé la fleche.

On écrit maintenant le tenseur des déformations, en notation de Voigt, en décomposant
le tenseur € en 2 parties distinctes

o, 00
€11 8x1 381’1
€= | €2 | = % — 91;3% = em (U1, u2) + 23601, 62)
2612 8$2 81’2
Ou | Oup (00 00y 11.12
81’2 81’1 5 8372 8x1 ( o )
Ous
¢, = (2613) — 81’1 — 7(u3791’92)
2€93 % 9
8.232 2

ou €, représente les déformations de membrane, x les déformations de flexion, ou courbure,
et v les déformations de cisaillement transverse.

Pour un matériau élastique isotrope caractérisé par un module de Young F et un coeffi-
cient de Poisson v. La loi de Hooke s’écrit

E n vE
= €
1+v  (1+4+v)(1—-2v)

o tr(e)l. (I.1.13)

On obtient le modele général de la théorie des plaques mettant en évidence un comportement
membrane-flexion

o D, 0 €m + T3K
o= ")=|" o (L1.14)

O 0 Dy ol
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ou Op = (017 02, 012)T7 Os = (7_13,7—23)T et

1 v 0
E
DP:12V10
“7 o o 3¢
10
p=a[t 1.

Le module de cisaillement GG, rapport des contraintes et déformations de cisaillement, s’ex-
prime, dans le cas des matériaux isotropes, en fonction de F et v par

E
2(1+v)

On cherche maintenant a exprimer la formulation variationnelle du probleme d’élasticité
pour une plaque mince de domaine Q37 encastrée sur le bord 93P, simplement supportée
sur le bord 9Q2P et libre sur le bord 9Q3P. On suppose qu’aucune condition cinématique sur
le déplacement n’est imposée sur la face supérieure et inférieure, inclusent dans 9Q3°. On
note g les forces surfaciques appliquées sur la frontiere 8Q§D et f les forces volumique ap-
pliquées dans Q3P. En utilisant la définition (1.1.9) on exprime la formulation variationnelle
du probleme 3D en quasi-statique

/ o-€e(u) dr = f-ﬁda:+/ g-uds Y, (I.1.15)
Q3D Q3D 3Q2D

ce qui donne en dynamique
d*u . . . N .
p— - udr + o-€(t) de = f-ade+ g-uds Ya. (I.1.16)
Q3D dt? Q3D Q3D 803D

Théorie des plaques minces

On introduit en premier lieu la théorie des plaques de Kirchhoff, ou théorie classique des
plaques. Cette théorie traite de structures tridimensionnelles planes dont le rapport entre
I’épaisseur et la plus petite dimension transversale est faible, tel que présenté Figure 1.1.1.

L’hypothese de Kirchhoff s’écrit :

e Les sections mormales restent planes et perpendiculaires au plan médian lors de la
déformation, on néglige ainsi le cisaillement.
Cette hypothese induit v = 0 et permet donc d’écrire

ou
01(z1,12) = 8—3(5E1,$2)
0 (L.1.17)
0 ((L’l [Eg) = ﬂ(ml ZEQ)
2 ) 61’2 ) )
simplifiant ainsi I’expression du déplacement (I1.1.11) en
ou
uy (21, 22, 03) = ua (21, 02) — xsa—;(fcl,xz)
1
ou
U’Q('xlaanxS) :U;Q(.Il,l'?) —:ljga—xg($1,x2) (1118)
2

Us(I1,$2, 5103) = U3($17 952)-



28 CHAPITRE I. DYNAMIQUE DES STRUCTURES

Plan médian

/'/

X3

F1GURE 1.1.1 — Schéma d’une plaque mince.

En appliquant ces simplifications, on obtient une nouvelle expression du tenseur des défor-
mations (1.1.12),

ouy 0%us
— — I3——
€11 afl'l 3 82{23'%
81@ 0 Us
€ = | €22 | = o1y xB(’?_a:% , €=0. (I.1.19)
Ou | 0w, Ous
Ory 01 0x10xs

Les cisaillements transverses sont également négligés et les contraintes s’expriment alors
uniquement a partir des déplacements. On obtient la loi de comportement

0 =0, = Dy(en + 3K). (I.1.20)

On peut a présent déterminer la formulation variationnelle du probleme des plaques de
Kirchhoff. On applique les conditions aux limites sur le bord I'" du plan médian 2, défini par

I'pulgUl'y =T

tel que (I'p, I's, I'y) soient mutuellement disjoints et

Pour des raisons de clarté et dans cette section seulement, on décompose la partie dans le
plan et hors plan médian des vecteurs mis en jeu. Pour cela on note u = (uy,usy), ainsi
u = (u,uz). On applique cette notations aux vecteurs lorsque nécessaire. On définit les
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efforts f = ( f , fg) et moments c issus de l'intégration sur I’épaisseur de la force volumique
f,ona

[Ny

h
Vi € {1,2,3}, fAZ = ’ fz d.fL'g, VJ € {1,2}, Cj = / l'gfj dl'g.

_h h
2 2

On définit également les forces N = (IN, N3) et moments M,

h h
2 2

g; dI3, \V/] S {172}, Mj = / T3g; de‘g.

h
2

Vi€ {1,2,3}, N; :/

h
2

La formulation variationnelle en quasi-statique devient, apres intégration explicite selon x3 :
Trouver u € U tel que

3

/Q <them('u,) cem(T) + % br(us3) - ﬁ(dg)) dx = /Q (f -+ fyus —c- Vdg) dx

+/ (Nn-ﬁn—Mn%) ds+/ (N - — M -Viy + Nyiig) ds  Va € Uy
T's an Ty
(1.1.21)

ou Uy est I'équivalent homogene de I'ensemble des déplacements admissibles U, il est donnée
par

Uy = {U3 € C*(Q) tel que Ug|p,, = 0, % FD’U3‘FS = O} )

On considere pour l'instant que les fonctions sont seulement contintiment différentiables, on
verra par la suite des espaces plus adéquats, les espaces de Sobolev. Le déplacement u satisfait
les conditions aux limites naturelles exprimées implicitement dans les termes de bords de
la formulation variationnelle (I.1.21). Le déplacement satisfait également les conditions aux
limites essentielles introduites par I’ensemble U. En introduisant les hypotheses du probleme
de plaque de Kirchhoff et les expressions (I1.1.12) et (I.1.2), on décompose le probléme en un
probleme de membrane et un probleme de flexion indépendants.

1. Un probleme de membrane :
Trouver u € U, tel que

/them(u)-em(a)dx:/f-adx+ N, -d,ds+ | N-ads Yiely,
Q Q I's I'n
(1.1.22)

ou U, et U, sont, de facon analogue, les ensembles des déplacements admissibles
pour le probleme de membrane.
2. Un probleme de flexion :
Trouver u € Uy tel que
h3
WD k(us) - (i) d = /

ol2 Q

(fsts — ¢~ Vi) do — / Mn% ds
rs 9 (1.1.23)

+ / (Ngfbg - M - V’Zl;g) ds Vﬁg € Z/{fo
'y
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ou Uy et Uy, sont les ensembles des déplacements admissibles du probleme de flexion
et k les déformations de flexion données par

0%us
o}
0%ug
03

(1, 72)

k(1 2) = (21, x9)

On remarque que le probleme de membrane est un probleme d’ordre 2, ¢, mettant en jeu des
dérivées premieres. En revanche, le probleme de flexion est un probleme d’ordre 4 puisque
k est composée de dérivée secondes, ce qui peut poser des difficultés pour sa résolution
numeérique.

Le probleme de flexion dynamique est obtenu a partir de (1.1.23) auquel est ajouté le
travail des accélérations :
Trouver u € Uy tel que

u . h? . . . O3
/Qphwu dx + ; EDp’f("%) -k (uz) do = /Q(fws —c-Viz)dr — /F Mna_n ds
S
+/ (N3t — M -Vus)ds Ya € Uy,
INY
(1.1.24)

La théorie classique des plaques est largement utilisée pour les problemes de flexion, de
vibration ou de stabilité des plaques minces. Elle repose sur des hypotheses négligeant les
cisaillements transverses ce qui rend son utilisation peu pertinente dans 1’étude des plaques
épaisses ou ces contraintes ne peuvent étre négligées. Plusieurs méthodes permettent de
prendre en compte ces cisaillements transverses, la plus commune est d’utiliser la théorie
de déformation en cisaillement du premier ordre, aussi appelée théorie de Reissner-Mindlin
pour les plaques épaisses.

Théorie des plaques épaisses

Le modele de Reissner-Mindlin propose une premiere amélioration de la théorie clas-
sique des plaques en s’appuyant sur I'hypothese que les normales au plan médian ne restent
pas nécessairement normales a celui-ci apres déformation de la plaque. Cette théorie est
dite du premier ordre puisque I’évolution du déplacement dans I’épaisseur est linéaire. Les
contraintes de cisaillements transverses sont supposées constantes dans 1’épaisseur, violant
la condition de cisaillement nul au niveau des surfaces inférieures et supérieures. Ceci ne
permet pas de représenter le comportement local de facon exacte, mais 'ajout d’un coef-
ficient de correction de cisaillement assure la validité du comportement global. En analyse
vibratoire, la théorie de Reissner-Mindlin est généralement suffisante. Elle reprend la théorie
classique des plaques a laquelle est ajoutée I’hypothese suivante :

e Les sections normales restent planes lors de la déformation, mais ne sont pas perpen-
diculaire au plan médian.
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L’hypothese de Mindlin est illustrée Figure 1.1.2. Il est également important de préciser
que ce modele est applicable aux plaques d’épaisseur suffisamment importante pour que la
prise en compte des cisaillements transverses soit pertinente. En effet, ce modele est peu
performant pour les plaques de faible épaisseur. L’influence des cisaillements transverses
provoque dans ce cas un phénomene numérique de blocage, aussi appelé “shear locking“
[82], rigidifiant la structure de fagon excessive.

61

o

dug
(9331

/

_ Plan médian

Déformation réelle
de la normale

Approximation
de la normale

X3

FI1GURE 1.1.2 — Déformation d’une section de plaque épaisse.

On reprend maintenant 'expression des déplacements (I.1.11) et des déformations (1.1.12)
du modele de Kirchhoff abordé dans la section précédente. D’apres les hypotheses du modele,
les angles de rotation des vecteurs normaux s’écrivent maintenant

01 = D + ¢
gn (1.1.25)
02 = D + ¥2
y)

oll 1 et o sont les angles de rotation illustrés (Figure 1.1.2). Contrairement au modele de
Kirchhoff, on ne peut pas exprimer les angles de rotation en fonction de z3. Pour le probleme
de flexion, on traite donc de 3 variables spatiales indépendantes (ug, 01, 65), le déplacement
vertical de la plaque ainsi que ses deux angles de rotation. La loi de comportement (I.1.14)
est transformée en

o D 0 €m + T3k
PN A I o, (1.1.26)
O 0 kD vy

ou le parametre k représente le coefficient de correction de cisaillement. Ce parametre peut
étre déterminé par différentes méthodes, par étude théorique ou par comparaison avec les
résultats expérimentaux de tests de référence. De nombreuses valeurs sont utilisées dans la

littérature mais la plus courante est k = —. Le lecteur intéressé par le choix de ce coefficient

pourra consulter l'article de synthese [37].
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La formulation variationnelle du probleme de flexion quasi-statique, pour une plaque
épaisse soumise aux forces f et g, s’écrit maintenant :
Trouver u = (ug, 01, 62) € Uy tel que

3
h—Dp/i(u) - k(0) do + / hkDgy(u) - v(@) de = / (fstiz —c-0)dx— [ M,0, ds
o 12 0 e s
+/ (Nstis — M -0)ds  Y(iis, 01,605) € Uy,
INY
(L.1.27)

Dans le cas dynamique, on prend en compte les inerties de rotation. Le travail des accélérations
s’exprime alors

82U3 “ h3 6291 ~ 6202 ~
Wa(U3,t91,02) = /QphWUfg, dxr + /Q,OE (Wﬁl + W92> dz.

On en déduit la formulation variationnelle :
Trouver u = (ug, b1, 62) € Uy tel que

82UA h3 0291 ~ 8292 ~ h3 N

+/ hkDgy(u) - ~v(@) doe = / (fsug—c-0)de— | M,0, ds (I.1.28)
Q Q

I's

+/ (Nsits — M -0)ds (i, 01,6,) € Uy,
'y

On se place maintenant dans le cas d’une plaque rectangulaire, de longueur L, de largeur

W et d’épaisseur h. Le plan médian de la plaque s’écrit alors
-Ww W
0= {(Il,]}Q) €R?* |z, €(0,L),25 € (—2 ,7> }

Si 'on considere que la longueur est grande par rapport aux deux autres dimensions, on peut
effectuer des approximations supplémentaires. Celles-ci sont a la base des modeles de poutre,
fréquemment utilisés dans 1’étude du design et 'analyse d’une large gamme de structures,
on retrouve par exemple les ponts ou les ossatures de batiments.

1.3 Théorie des poutres

Les deux modeles de poutre principalement utilisés sont le modele d’Euler-Bernoulli
négligeant les cisaillements transverses, analogue unidimensionnel du modele de Kirchhoff-
Love, et le modele de Timoshenko prenant en compte ces cisaillements, analogue unidimen-
sionnel du modele de Reissner-Mindlin.

Le terme poutre fait ici référence a une structure destinée a supporter des charges trans-
versales. Une poutre supporte ces efforts par flexion seulement, les autres sollicitations telle
que la torsion ne sont pas représentées par ces modeles. Pour cela, on suppose que la poutre,
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sa section, ainsi que les efforts soumis, possedent un plan de symétrie longitudinal. On définit
également les éléments caractéristiques de la structure, illustrés Figure 1.1.3.

Courbe

moyenne Section

droite Fibre

neutre

FI1GURE [.1.3 — Schéma d’une poutre élancée.

e Courbe moyenne : ligne passant par le centre de gravité des sections droites (équivalent
du plan médian pour la plaque).
e Fibre neutre : élément de matiere d’épaisseur infinitésimale situé autour de la courbe
moyenne (équivalent du feuillet moyen pour la plaque).
e Section droite : plan perpendiculaire a la courbe moyenne (équivalent de la fibre
normale pour la plaque).
Comme précedemment, on se place dans le cas d’une poutre constituée d’'un matériau
élastique homogene et isotrope.

Tout comme pour les modeles de plaque, le déplacement est initialement a 3 dimensions.
les hypotheses des modeles de poutre permettent de se ramener a un probleme unidimen-
sionnel, posé sur la courbe moyenne de la poutre. On obtient ce probleme en intégrant le
probléeme 3D dans 'épaisseur notée L, et dans la largeur notée W. La loi de comportement
dépend alors d’une seule variable, le déplacement hors plan wus, dépendant seulement de
x1 et explicitement de x3. Ces hypotheses permettent ainsi de travailler avec un probleme
unidimensionnel, beaucoup plus simple a étudier. Les hypotheses de la théorie des poutres
sont les suivantes :

e On se place dans le cadre des petites déformations.
e La courbe moyenne est continue, différentiable, et son rayon de courbure est grand
devant sa longueur.
e La surface des sections droites est petite devant la longueur de la courbe moyenne.
Dans la suite, on suppose que la courbe moyenne de la poutre au repos est la droite (Ozxy).
Les déplacements s’écrivent alors

uy (71, v3) = —x301 (1)
Ug(l’l, ZC3) =0 (1129>
U3($1, Ig) = Ug(l‘l).

ou #; est 'angle de rotation des sections droites. On en déduit les déformations axiales et



34 CHAPITRE 1. DYNAMIQUE DES STRUCTURES

les déformations de cisaillement

00,
o €11 (71, 73) = —3738—%(901)
€ = €9 = 622(1‘17{['3) =0 (1130)
€12 Ous
= — —0
€12(71, 73) 07, (1) 1(z1),
ainsi que 'expression des contraintes
00,
—r3FE—(x
o1 3 5x1< 1)
o= o9 | = 0 . (I.1.31)
012 Ous
G|=— —6
(5 - ulo)

Théorie d’Euler-Bernoulli

On traite en premier lieu de la théorie d’Euler-Bernoulli, adaptée aux poutres élancées.
L’hypothese de Bernoulli vient alors s’ajouter aux hypotheses générales des poutres :
o Au cours de la déformation, les sections droites restent planes et perpendiculaires a
la courbe moyenne.
Les déplacements peuvent maintenant s’écrire sous la forme

ou
uy (1, 23) = ~Tag — (1)
1
ug(z1,23) =0 (1.1.32)
U3(3317373) = U3(SL’1)-
les déformations linéaire axiales
82
611(1’1,1‘3) = —.1'3%1%3(1'1), (1133)
et les contraintes axiales, données par la loi de Hooke,
82
0'1(ZL'1,$3) = EEH(Il,[Eg) = —l‘gE a 3 ( ) (1134)

On obtient directement la formulation faible du probleme de flexion quasi-statique en
intégrant (1.1.9) selon x5 et x3. Pour une force linéique f; issue de I'intégration de la force
volumique f, on a :

Trouver uz € U tel que

L 2
/ EI%;‘Q?’% dz, = / friig doy Vi € Uy (1.1.35)
0 1
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ou I représente le moment quadratique de la section droite. En dynamique, le probleme
devient :
Trouver uz € U tel que

b dug L 9y 0 L
Agp s d El—o 557 don= iy dvy  Viig € U 1.1.36
/0 P ot2 Uz axy +/0 81’% aiL‘% X1 /0 fﬂLg X1 us € Uy ( )

ou A représente 'aire de la section.

Théorie de Timoshenko

La théorie de Timoshenko permet d’étudier la déflexion d'une poutre en prenant en
compte les cisaillements et les inerties de rotation en dynamique. Ce modele est parti-
culierement pertinent pour 1’étude de poutres épaisses. Prendre en compte les cisaillements
entraine une diminution de la rigidité de la structure, réduisant ainsi les déplacements en
statique, ainsi que les fréquences de vibration en dynamique.

Tout comme son homologue bidimensionnel, on prend en compte les rotations des sections
droites par rapport a la courbe moyenne. L’hypothese d’Euler-Bernoulli devient :

o Au cours de la déformation, les sections droites restent planes, mais ne sont pas
perpendiculaire a la courbe moyenne.
L’expression des contraintes (1.1.31) devient

00,
— . F——
o1 3 81‘1 <$1)
o 0
12 k(3 ((9_7;?@1) — 91(561))

ol le facteur correcteur de cisaillement k dépend ici de la section de la poutre. On integre
(I.1.9) selon x5 et x3 pour obtenir la formulation faible du probleme de flexion quasi-statique.
Pour une force linéique f;, on a :

Trouver (ug,61) € U tel que

L ) L ~ L
/ pr2% o 4y / kGA (% _ 91) (% _ él) dov= [ fgde, V(@ 6) € Us.
0 dxq1 0xq 0 Oxq 0
(1.1.38)

L’équation résultante est du 4¢ ordre, tout comme dans le modele d’Euler-Bernoulli, mais
possede un terme supplémentaire du 2¢ ordre. En dynamique, le probleme devient :
Trouver (ug,61) € U tel que

L 2 L 2 L )
8 Uus . 8 01 ~ 891 801
h d 1 0, d El——d
/0 AT +/0 PEge 1 +/0 dzy 03 o

L ~ L
+/ kG A <% - (91> (% - 91) dwy = / friig oy (i, 0,) € Up.
0 0

(1.1.39)

8x1 81‘1
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On note que 'on peut retrouver le modele d’Euler-Bernoulli en négligeant les inerties de

rotation et en faisant tendre le module de cisaillement G vers 'infini. C’est a dire quand la
. .. . Oug
plaque devient rigide en cisaillement et 0, ~ P
Remarque 1.1.1 Dans ce manuscrit, seule la flexion des structures est étudiée. Pour les
problemes de poutres et de plaques, constituant une large partie de ce manuscrit, uz est
la seule inconnue de déplacement. Dans ce cas, elle sera simplement notée u = uz afin de
faciliter la lecture. On reprendra la notation u = (uy, ug, u3) en derniere partie pour 1'étude
de structures 3D. °

2 Outils d’analyse fonctionnelle

L’analyse fonctionnelle est une branche des mathématiques se concentrant sur 1’étude
des espaces fonctionnels. L’analyse de tels espaces est nécessaire dans 1’étude de nombreux
problemes physiques représentés par des équations aux dérivées partielles. Les espaces de
Sobolev en particulier constituent un cadre naturel de I’étude de certains de ces problemes et
sont importants pour établir leur formulation variationnelle. Les espaces de Sobolev d’ordre
1 sont des espaces de Banach dont les fonctions sont L? et dont les dérivées sont elles-mémes
LP?. Plus simplement, il s’agit d’espaces vectoriels de fonctions faiblement dérivables suffisam-
ment de fois pour donner un sens a une EDP et muni d’une norme permettant de mesurer la
fonction ainsi que sa régularité. De plus, ils offrent une structure d’espace Hilbertien lorsque
p = 2, ce qui permet 'utilisation de diverses méthodes d’analyse fonctionnelle. On rappelle
que ce chapitre est une introduction a la théorie des espaces de Sobolev, il n’est en aucun
cas exhaustif et la plupart des définitions et propriétés seront données sans preuve.

Espaces de Sobolev

Soit © un ouvert de RY, on rappelle la définition des espaces de Lebesgue. L’espace LP(£2)
est un espace de Banach, c’est a dire un espace vectoriel normé complet. Pour p € [1, +00],
il est défini comme ’espace des fonctions mesurables dont la puissance d’exposant p est
intégrable sur €. Il est muni de la norme

I Fllorey= ( / \f(x)|pdfc> v (12.1)

Dans le cas p = 2, L?(Q) est 'espace des fonctions mesurables de carré intégrable muni du
produit scalaire (f, g) = / f(z)g(z)dx. L’espace L>(£2) est I'espace des fonctions essentiel-

Q
lement bornées sur €2. Il est muni de la norme
| f1| oo ()= inf {C’ € R* tel que |f(z)|< C presque partout dans Q} : (I.2.2)

Pour établir la définition générale de ces espaces, on utilise une notation avec multi-indice.
Un tel indice, noté o = (aq,...,an), représente un vecteur d’entiers naturels tel que sa
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N

longueur soit définie par |a|= > ;. On peut maintenant introduire 'opérateur différentiel,
i=1
pour tout vecteur wu,

olaly
OxM . 0xN v
1 e N

Définition 1.2.1. Soit m € N et p € [1,+00]. L’espace de Sobolev W™P(Q2) est défini par

0%u(x)

WmP(Q) = {u € LP(Q)|Va tel que |a|< m,0% € LP(Q)} (1.2.3)

ot 0%u désigne la dérivée partielle de u au sens faible. Cet espace vectoriel est muni de la
norme

)
( 5 ||aau||fzp> 5i 1< p < +oo,
leallwms(y=

laj<m

(1.2.4)

‘rr|1§X|]8au|]Loo 51 p = +o00.
Le cas particulier p = 2 est remarquable puisqu’il s’agit d’espaces de Hilbert que 1’on note
alors H™.

Définition 1.2.2. Soit m € N, 'espace de Sobolev H™(2) est défini par
H™(Q) = {u € L*()|Va tel que |o|<m, 0% € L*(Q)} (I.2.5)

ot 0%u désigne la dérivée partielle de u au sens faible. L’espace H™(S2) est muni du produit
scalaire

(u, v) gm :/Q Z 0%u(x)0%(z)dx. (I.2.6)

laj<m

On peut garder a l'esprit que plus m est grand, plus les fonctions de l’espace sont
régulicres. Le produit scalaire de H'()

(u,v) g1 = /Q (u(z)v(z) + Vu(x) - Vo(z)) dz, (1.2.7)

est particulierement utile en pratique.

Les fonctions d'un espace de Sobolev ne sont généralement pas continues et sont seule-
ment définies presque partout sur €2. Leur restriction sur 'hypersurface 0€2, qui est donc de
mesure nulle, n’a a priori aucun sens. Pour définir la valeur au bord on utilise le théoreme
de trace. Ce théoreme approche la fonction u par une suite (u,) de fonctions Cy définies sur
'adhérence de €2 et utilise la limite de la suite des restrictions (u,)sn) comme définition de
la restriction ujpq. Par la suite, on se contente d’énoncer les résultats appliquées a l'espace
H?', le plus courant dans 1’étude des équations aux dérivées partielles.

Théoreme 1.2.1 (de trace). Soit Q un ouvert borné régulier. On définit l'application linéaire
continue “trace” de H'(Q) par :

v HY(Q) N CYQ) — L2(09)

U = UjoQ
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que [’on prolonge par continuité en
v HY Q) — L*(09).

L’image de vy est notée H: (092) et est munie d’une structure hilbertienne. On peut également
montrer que [’application linéaire surjective

v HY Q) = H2(09Q) (1.2.8)

est continue.
En outre, il existe une application linéaire continue dite de relévement

R:H2(09Q) — HY(), (1.2.9)

telle que yo R = ]dH1 . En particulier, il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout

5 o0)
fonction uw € H*(Q),
lwoellz20)< Clullm@). (1.2.10)

L’image de ’application v est notée H %(89). Il s’agit en réalité d’espaces de Sobolev
d’ordre fractionnaire, notion sur laquelle on ne s’attardera pas ici. La définition de la trace
d’une fonction de H'() permet d’établir d’importants théoréme d’analyse fonctionnelle.
On se contente ici de mentionner les plus pertinents pour les études suivantes.

On peut maintenant introduire un espace particulierement utile dans I’étude des équations
aux dérivées partielles, 'espace H{.

Définition 1.2.3. Soit Q2 un ouvert borné dont le bord OS2 est régulier. On définit ’espace
de Sobolev
Hy(Q) = {ue H' (Q):y(u) =0}, (1.2.11)

sous-espace de HY(Q)) constitué des fonctions “nulles au bord”.

Le théoreme de trace nous permet également de retrouver les formules d’intégration par
parties (ou formule de Green) pour des fonctions de H'((2).

Théoréme 1.2.2 (formule de Green). Soit Q0 un ouvert borné dont le bord OS) est régulier.
Pour u et v des fonctions de H', on a

/ u(z) ov () dx = — Ou (x)v(x) dx —I—/ u(z)v(x)n;(x) ds, (1.2.12)
Q

axi Q 01‘1 80
oun = (n;)ici,ny est la normale extérieure au bord Of2.

Le théoreme de trace et la formule de Green sont des outils particulierement utiles
pour manipuler les formulations variationnelles de nombreux problémes et permettent, par
exemple, de passer de la formulation forte a la formulation faible et inversement.

L’ordre d’'une EDP est une caractéristique importante, il s’agit de 'ordre de la dérivée
de plus haut degré. Les problemes de flexion de plaque en particulier, constituant une large
partie de ce manuscrit, sont des problemes du 4¢ ordre. On utilisera alors grandement 1’espace
H? pour définir les déplacements verticaux de la formulation faible, faisant apparaitre des
dérivées secondes. De manitre analogue a 'espace H', on définit la trace de I'espace H? [91].
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Définition 1.2.4. Soit Q) un ouvert borné réqulier. Il existe un opérateur linéaire continu
v, appelé trace totale, défini par :

v HXQ) — H2(9Q) x H2(09)
u = (yo(u), 11 (u))

. u .
ot Yo(u) = ujpq et y1(u) = 5, veen la normale extérieure au bord.

On remarque que dans ce cas, deux conditions aux limites doivent étre fixées sur le méme
bord. Une condition sur le déplacement et une condition sur sa dérivée normale. On définit
maintenant 1'espace Hp.

Définition 1.2.5. Soit Q0 un ouvert borné dont le bord 0 est régulier. On définit [’espace
de Sobolev 5
H}(Q) = {u € H*(Q):u = 8_u =0 sur 8(2} : (I.2.13)
n

”

sous-espace de H?(Q) constitué des fonctions “nulles au bord” et de dérivée normale nulle.

Théoreme de Lax-Milgram

On introduit maintenant un théoreme fondamental pour la résolution des équations aux
dérivées partielles elliptiques linéaires écrites sous forme variationnelle, le théoreme de Lax-
Milgram. On commence tout d’abord par définir la formulation variationnelle dans le cadre
de I'analyse fonctionnelle. Il s’agit de résoudre le probleme :

Trouver u € V' tel que
a(u,v) = L(v), Yo eV (1.2.14)

sous les hypotheses de Lax-Milgram :
e I/ est un espace de Hilbert réel.
L :V — R est une forme linéaire continue.
a:V xV — R est une forme bilinéaire continue.
a:V xV — R est coercive (ou V-elliptique), c’est a dire qu’il existe une constante
v > 0 tel que

a(v,v) = Vlvlly, YveV.

Théoréeme 1.2.3 (Lax-Milgram). Soit V' un espace de Hilbert réel, soit a :V xV — R une
forme bilinéaire, continue, coercive et soit L :V — R une forme linéaire continue. Alors il
existe un unique u € V' tel que

a(u,v) = L(v), Yv e V.

De plus, cette solution dépend continument de la forme linéaire L. FEn outre, si a est
symétrique, alors u est l'unique minimum de

V—-R
(I.2.15)

v sa(v,v) — L(v).
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On remarque a travers ce dernier résultat que sous les hypotheses de Lax-Milgram et si a
est symétrique, la solution de la formulation faible représente le minimum d’une énergie. Ce
théoreme est d’une grande importance puisqu’il garantie ’existence et I'unicité de la solution
d’une formulation faible. Il sert ainsi de fondement a la méthode des éléments finis, utile a
la résolution des problemes mécaniques qui seront abordés.

3 Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est une méthode de résolution numérique de problemes aux
dérivées partielles. Il s’agit de discrétiser spatialement le domaine en éléments, constituant
un maillage, afin de pouvoir résoudre le probleme sous la forme d’un systeme linéaire, bien
plus simple a traiter.

Généralités

On cherche a résoudre la formulation variationnelle (1.2.14) respectant les hypotheses
de Lax-Milgram. On sait donc que ce probleme admet une solution unique u. Pour obtenir
une approximation numérique de cette solution, on ne va plus chercher la solution dans V|
qui est généralement de dimension infinie, mais une solution u;, € V},, un sous-espace de
dimension finie. On cherche alors a résoudre le probleme :

Trouver u;, € V}, tel que
a(uh,vh) = L(’Uh>, Yo, € V). (131)

En tant que sous-espace d’un espace de Hilbert, V}, est également un espace de Hilbert. On
peut appliquer le théoreme de Lax-Milgram au probleme approché, assurant 1’existence et
unicité de uy. Cet espace V), est en général construit a partir d'un maillage du domaine. On
appelle ce nouveau probleme une approximation variationnelle interne.

Si on se donne (¢;)iepi,n] une base de V3, on peut alors montrer que le probleme se
ramene a la résolution d’un systeme linéaire du type K,U, = by, ou les composantes du
vecteur U, = (uh(a:i)ie[[L N]) sont les valeurs de uj, aux sommets (z;);cp,ny du maillage et

N
up(z) = Y up(z;)¢i(x). La matrice K;; = a(¢;, ¢;), aussi appelée matrice de rigidité, est a
=1

i=
priori pleine, et b; = L(¢;). La coercivité de a permet d’assurer que la matrice de rigidité soit
également définie positive, ce qui permet d’inverser la matrice K et de résoudre le probleme.
De plus, si a est symétrique, la matrice de rigidité 1’est également.

La résolution numérique du systeme linéaire utilise 3 principes :

- Pour limiter le cott de calcul, on choisit judicieusement les fonctions de base ¢; par
morceaux en sélectionnant celles dont le support est petit. En d’autres termes, on choisit les
fonction ¢; nulles partout sauf sur quelques mailles. En prenant des fonctions de supports
disjoints, la matrice K devient creuse. Généralement, on choisit et ordonne ces fonctions de
facon a obtenir une matrice s’approchant le plus possible d’une matrice diagonale.

- Il est également important de travailler avec des “familles affines d’éléments”. C’est
a dire que I'on se ramene a un maillage tel que toutes les mailles soient identiques a une
transformation affine pres. Cela permet de réaliser les calculs d’intégrales sur une seule maille
de référence a l'aide d'un changement de variable.
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- Enfin, le principe d’unisolvance nous permet d’affirmer que toute fonction est entiere-
ment déterminée par ses valeurs aux noeuds.

Définition 1.3.1 (Unisolvance). Soit ¥ = {ay, ..., an} un ensemble de points distincts de R?
et P un espace vectoriel de dimension finie de fonctions réelles. On dit que X3 est P-unisolvant
ssi pour tous réels 1, ..., xy il existe un unique élément p de P tel que p(a;) = x; Vi € [1, NJ.

Définition des éléments finis

On introduit a présent, de maniere non exhaustive, les éléments finis utiles pour les
problemes traités dans ce manuscrit. On rappelle tout d’abord les éléments finis de Lagrange.
Parmi ces éléments usuels on utilisera tout particulierement les éléments P, et Py. Puis on
introduira ’élément non-conforme de Morley.

Les éléments finis sont constitués de plusieurs composants géométriques, ils sont définis
comme suit :

Définition 1.3.2. On définit un élément fini par un triplet (K, %, P) tel quel
o K est un élément triangulaire de R%, ou tétraédrique de R3, compact, connexe et
d’intérieur non vide.
o ¥ = {ay,...,an} est un ensemble fini de N points distincts de K que l'on appelle
degrés de liberté.
e P est un espace vectoriel de dimension finie de fonctions réelles définies sur K tel
que X soit P-unisolvant.

Sans rentrer dans les détails, on définit un maillage triangulaire conforme sur 2 par
un maillage dont les éléments recouvrent la fermeture de €2 et dont l'intersection de deux
éléments est soit I’ensemble vide, soit un sommet, soit une aréte partagée. La Figure 1.3.4
présente des exemples de configurations prohibées pour un maillage triangulaire.

F1GURE 1.3.4 — Configurations non conformes pour un maillage triangulaire 2D.

On introduit maintenant les éléments finis Py, les éléments de Lagrange d’ordre k.

Définition 1.3.3. Soit un maillage triangulaire Ty, les éléments finis de Lagrange d’ordre k
associés a ce maillage sont définis par [’espace discret

Vi, = {’U S C(Q)UHQ e P, VK, € Th} , (132)

ou h désigne communément le maximum des diamétres de K;.
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Définition 1.3.4. L’espace Vi, défini par (1.3.2) est un sous-espace de H* () de dimension
finie égale au nombre de degrés de liberté N. De plus, il existe une base (¢)icp,ny de Vi
définie par

¢i(a;) = d;; V(i,j) € [1, N]?

telle que

() =Y v(a)().

i=1

Pour les éléments triangulaires, en dimension n = 2, ou les éléments tétraédriques, en
dimension n = 3, on représente usuellement un point a I’aide de ses coordonnées barycen-
triques. Ce sont des fonctions affines définies par

n+1
Z CL,L'J)\J' = XT; Vi € [[1,77/]]
=1
il

SN =1

Jj=1

On en déduit I'expression des polynomes, ou fonctions de base, des éléments P et Py
représentés Figure 1.3.5.

P, Py
® *
® .
.
(] . [ .
! 0 s
" .

FIGURE 1.3.5 — Eléments finis triangulaire PP; et triangulaire Py en dimension 2 et 3.

Proposition 1.3.1. Pour tout polynome p € Py et point x € R™, on a

n+1

p(x) =Y plag)(@), (1.3.3)

Jj=1

ot les (a;)jepnt1] sont les sommets de l'élément K.
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FIGURE 1.3.6 — Fonction de base de ’élément P; en dimension 2.

La Figure 1.3.6 présente l'allure des fonctions de base de 1’élément P;.

Proposition 1.3.2. Pour tout polynome p € Py et point x € R", on a

p(r) = Zp(aj)%(i)(”\j(ﬂf) -+ Z Ap(azy) i (2) Ay (), (1.3.4)

ot les (aj)jenni1) sont les sommets de K et les (aj;)1<j<j<n+1 les points au miliew des
arétes de K définis par

1 .
Ajlagj) = Ajr(azy) = 3 Mi(ajy) =0Vk # 5,7

A ce stade, il est naturel de se demander quelle doit étre la régularité de la solution
approchée Uj,. Celle-ci s’exprime a partir des fonctions de bases ¢;. Dans une maille, ces
fonctions sont C*° puisqu’elles appartiennent a un espace polynomiale. Il s’agit donc de
s'interroger sur la régularité des fonctions au niveau des frontieres entre mailles. Lorsque
le probleme nécessite une forte régularité des fonctions, les éléments P, et Py ne sont plus
suffisants puisque seulement C°. Dans I'optique d’étudier la flexion de plaques, constituant
un probléme d’ordre 4, la continuité O est nécessaire. C'est a dire que les fonctions de base
ainsi que leur dérivées premieres doivent étre continues. Plusieurs méthodes sont alors a
disposition. Il est parfois possible de contourner le probleme en reformulant la formulation
variationnelle a 1’aide d’une formulation mixte. Celle-ci a pour but de réduire la régularité
nécessaire des fonctions mises en jeu. La méthode mixte permet d’utiliser des éléments plus
simples au prix de 'augmentation de la taille du probleme et du nombre de variables. Il est
également possible d'utiliser des éléments plus riches, dans le cas de la continuité C! on peut
utiliser les éléments de Hermite, éléments C* issus des éléments Ps. Le principal inconvénient
de cette méthode est 'augmentation drastique du nombre de parametres, compliquant ainsi
la résolution numérique. Enfin, une derniere alternative est d’utiliser des éléments non-
conformes. Dans le cas de la plaque en flexion, on peut utiliser les éléments de Morley
[105, 106].

Lorsque l'espace éléments finis est un sous-espace de l’espace solution, on parle de
méthode “conforme”. Cela nous permet d’invoquer des propriétés d’analyse fonctionnelle
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nous assurant que la solution éléments finis converge vers la solution réelle. Une autre ap-
proche dite “non-conforme” consiste a utiliser un espace éléments finis qui n’est pas un
sous-espace de I’espace solution. De nombreuses études montrent la convergence de certains
éléments non-conformes, d’autres en revanche, ne convergent pas. L’une des utilisations les
plus classiques de ce genre d’éléments concerne la résolution des problemes de flexion de
plaques avec I’élément de Morley [80, 106], représenté Figure 1.3.7. En 2D, il s’agit d’'un

!

FI1GURE 1.3.7 — Elément fini de Morley.

simple élément triangulaire dont les fonctions de base sont des polynomes de degré 2, conti-
nus aux nceuds du triangle et dont la dérivée normale est continue au milieu des arétes.
L’espace des éléments finis de Morley est donné par

v est continue aux noeuds
Mh: ’UELZ(Q)Z VKZ GTh,’U|Ki E]PQ, ov

— est continue au milieu des arétes

on
(L3.5)

Ces fonctions possedent donc 3 valeurs aux nceuds et 3 valeurs de dérivée normale au milieu
des arétes, ce qui en fait I’élément possédant le moins de degré de liberté pour la résolution de
problemes elliptiques d’ordre 4. Cet élément, pas méme C°, est cependant convergent pour les
problemes d’ordre 4 [92], contrairement aux éléments usuels. Il permet notamment une bonne
approximation des valeurs propres pour les problemes biharmoniques [66], largement présents
dans ce manuscrit. Il faut néanmoins garder a I'esprit que 'utilisation de tels éléments est
restreinte a des cas précis. Il a par exemple été démontré que 1’élément de Morley n’est pas
convergent pour les problemes d’ordre 2 [129].

Bien que l'utilisation de 1’élément de Morley semble indiquée, on cherche a valider ce
choix a 'aide d’un cas test en lien avec les problématiques de ce manuscrit. On cherche la
fréquence de vibration normalisée du premier mode d’une plaque élastique carrée, de coté a,
d’épaisseur h et de parametres v = 0.3. La fréquence normalisée \;; dépend de la pulsation
w11 par la relation
12(1 —v2)p

Ehz
Les résultats numériques sont obtenus avec le logiciel open source FreeFem++ [75], il s’agit
d’un solveur d’EDP utilisant la méthode des éléments finis. Le probleme est résolu pour
un maillage triangulaire 2D fixé, de taille 300x300. Les résultats sont obtenus pour deux

>\1,1 = wl,la2
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types d’éléments, 1’élément de Morley et 1’élément de Hermite, tous deux disponibles sous
FreeFem++. On considere également deux types de conditions aux limites, le cas CFFF ou
la plaque est encastrée sur un seul coté, et le cas CFCF ou la plaque est encastrée sur
deux cotés opposés. Dans la table 3.1, on compare les résultats numériques avec les valeurs
théoriques extraites de [94], ainsi que les temps de calcul, représentés en bleu. On remarque
que I'élément de Morley permet, dans les deux cas, d’obtenir une fréquence proche de la
fréquence déterminée de fagon analytique. En revanche, I’élément de Hermite présente des

Conditions limites | Valeur théorique | Elément de Morley Elément de Hermite
CFFF 3.47 3.46 3.34
Temps CPU 20.2s. 40.8s.
CFCF 22.27 22.26 21.44
Temps CPU 21.1s. 48.9s.

TABLE 3.1 — Comparaison des valeurs de A;; pour 1'élément de Morley et I'élément de
Hermite.

résultats bien moins précis et entraine, comme attendu, une augmentation conséquente du
temps de calcul. Cette courte étude nous conforte dans 'utilisation des éléments de Morley
pour les problemes de flexion de plaque. Dans la littérature, I’'élément de Hermite n’est
habituellement pas utilisé pour ce genre de probleme. Il aurait été intéressant de comparer
ces résultats pour un autre élément usuel, I’élément DKT (Discrete Kirchhoff Triangle).
N’étant pas disponible sous FreeFem++, il n’a pas constitué une option pour ce travail.

Mise en ceuvre de la méthode

En pratique, la résolution d’un probleme par la méthode des éléments finis se déroule
comme suit :

1. Construction du maillage du domaine et définition des différents types de bords.
2. Choix des éléments finis.
3. Assemblage de la matrice K}, et du vecteur b, du probleme global.

(a) Calcul des valeurs de K;; = a(¢;, ¢;).

(b) Calcul des valeurs de b; = L(¢;).

(c) Prise en compte des conditions Dirichlet dans les valeurs aux nceuds des bords
concernés.

4. Résolution du systeme linéaire global K,U; = by,.

La résolution du systéme global est 1’étape au cotut temporel (temps de calcul) et spatial
(occupation de la mémoire) le plus élevé, en particulier en dimension 3, ou 'utilisation du
calcul parallele est souvent de mise. En revanche, ’assemblage des matrices K} et b, ne
requiere qu’un faible temps de calcul. Bien qu’également peu cotteux, le calcul des valeurs
de K;; n’est cependant pas simple.

En pratique, le calcul des intégrales sur les éléments du maillage est réalisé par intégration
numérique. Pour cela, on utilise des formules de quadrature, des expressions linéaires permet-
tant de fournir une valeur approchée de l'intégrale sur un segment. On cherche idéalement
une formule de quadrature exacte pour I’élément choisi.
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Dans ce manuscrit, les résultats numériques sont obtenus avec le logiciel FreeFem++ [75],
ainsi que Python, interphasé avec FreeFem++ grace a la librairie pyFreeFem [63] développée
par F. Feppon. Pour la résolution des problemes de flexion des structures 2D et 3D avec
FreeFem++, il est important d’appliquer la méthode de “mass lumping” [143], ou conden-
sation de matrice de masse, afin de s’assurer que I'intégration numérique soit précise. Dans
le cas contraire, la qualité des résultats peut se dégrader et la symétrie du probleme n’est
pas nécessairement respectée. Figure 1.3.8 illustre ces problemes numériques, il s’agit d'un
exemple de mode propre d’une plaque élastique encastrée au bord gauche, en vibration libre,
dans le cas ou on néglige les effets du coefficient de Poisson. On observe en particulier des
problemes de symétrie au niveau des bords latéraux.

L,

'

FIGURE 1.3.8 — Mode propre d’une plaque élastique calculé sans mass lumping (gauche) et
avec mass lumping (droite).

L’objectif de la méthode est de modifier la matrice de masse afin de la diagonaliser, tout en
préservant la masse totale. Bien que cette technique ne soit pas recommandée pour tous les
probleémes, il existe plusieurs fagon de procéder (voir [144] section 16).

1. La méthode de sommation par ligne, elle consiste simplement a sommer les valeurs
M;; de chaque ligne et concentrer le résultat sur les termes diagonaux.

2. La méthode de mise a l’échelle des termes diagonaux, consistant a multiplier les
termes diagonaux par une constante c telle que la masse totale soit conservée.

3. La méthode d’intégration aux nceuds des éléments, consistant a choisir une formule
de quadrature dont les points d’intégration sont les noeuds de I’élément et non les
points de Gauss habituels.

On utilisera ici la 3¢ méthode, permettant d’obtenir naturellement une matrice de masse
diagonale a 'aide de formules de quadrature exactes. Pour les éléments P, par exemple, les
points d’intégration sont les noeuds du maillage. Il est donc important de préciser la formule
de quadrature utilisée puisque les formules par défaut de FreeFem++ sont choisies pour
convenir a des polynomes d’ordres élevés. Elles ne sont alors pas exactes pour les éléments
usuels.
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Les matériaux polymeres sont largement utilisés dans I'industrie ainsi que dans la vie quo-
tidienne pour des raisons de cott, légereté, facilité de mise en ceuvre... Ils sont généralement
privilégiés pour accomplir des taches d’amortissement du fait de leurs propriétés visco-
élastiques. Les problématiques de ce manuscrit sont étroitement liées a leur capacité de
dissipation d’énergie, une propriété pertinente dans les problemes d’atténuation de vibra-
tions et de bruit.

Dans ce manuscrit, on s’intéresse tout particulierement a I'optimisation de semelles de
chaussures de course, structures composées d’un assemblages de différents polymeres aux
roles bien distincts. Avant de décrire les propriétés de ces polymeres, introduisons la com-
position d’une semelle type.

Une semelle de chaussure de course dans sa forme la plus simple, représenté Figure 11.0.1,
est un assemblage de plusieurs types de polymeres. Cette application exploite les propriétés
de multiples polymeres que nous aborderons par la suite, et illustre particulierement bien la
polyvalence de ces matériaux. En contact avec le pied, on retrouve tout d’abord la semelle de
propreté, principalement présente pour des raisons d’hygiene. Elle est typiquement composée
d’un thermodur, par exemple le polyuréthane a cellules ouvertes, permettant I’évacuation
de la transpiration. Puis on atteint le corps de la semelle, souvent constitué d’un élastomere
thermoplastique sous forme de mousse, typiquement le Polyuréthane thermoplastique (TPU)
expansé ou I'Ethyle Vinyle Acétate (EVA). Cette partie est principalement responsable de
I’amortissement et constitue donc la partie dont les performances sont les plus intéressantes

47
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F1GURE I1.0.1 — Schéma d’une semelle de chaussure de course simple.

a optimiser. En contact avec le sol on retrouve ensuite la semelle d’usure, constituée d’une
couche de caoutchouc, particulierement résistant a 'usure. C’est également la partie de la
semelle responsable de ’adhérence, par conséquent elle contient des motifs particuliers ou
bien des emplacements pour crampons. Enfin, des renforts en polymere thermodurcissable
sont parfois présents au cceur de la semelle et permettent d’ajuster la rigidité et la stabilité
de la semelle en fonction de I'utilisateur.

Ce chapitre est donc dédié a l'introduction des notions fondamentales du comporte-
ment viscoélastique linéaire caractérisant le comportement aux petites déformations des
polymeres. On expliquera tout d’abord l'origine du caractere dissipatif de tels matériaux
liée a leur structure moléculaire. On verra ensuite comment la dépendance en temps (ou
en fréquence) de ces matériaux doit prendre en compte toute I'histoire de sollicitation.
Puis on introduira différents modeles rhéologiques classiques adaptés au comportement
viscoélastique linéaire. Ces modeles sont construits a partir d’éléments simples et permettent
de bien reproduire la réalité expérimentale. On rappellera comment les parametres de ces
modeles peuvent étre identifiés, en particulier a travers des essais harmoniques, ['analyse
mécanique dynamique, et de I'utilisation du principe d’équivalence temps-température. En-
fin, on discutera de la dépendance en temps du coefficient de Poisson. Pour aller plus loin,
le lecteur pourra se référer a 'ouvrage de Ward [134].

1 Structure et phénoménologie des polymeres

1.1 Classification des polymeres

Un polymere est un ensembles de chaines macromoléculaires, d’origine organique ou
semi-organique, enchevetrées, ordonnées sous forme cristallines, ou désordonnées a 1'état
amorphe.
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Morphologie des polymeres

A Déchelle mésoscopique, un polymere peut étre entierement constitué d’une phase
amorphe ou d’un mélange de phase amorphe et de phases cristallines (Figure 11.1.2).

Les polymeres amorphes sont uniquement composés de chaines désordonnées dont la
représentation populaire est le plat de spaghettis. En dessous d'une température propre au
matériau appelée température de transition vitreuse T, la mobilité des chaines moléculaires
est réduite. Le matériau devient raide, présentant un comportement le plus souvent visco-
élastique en petites déformations et viscoplastique en grandes déformations, c¢’est ’état vi-
treux. En augmentant progressivement la température, les chaines moléculaires retrouvent
de plus en plus de mobilité, permettant le changement de conformation trans-gauche des
liaisons covalentes. Des déformations de plus en plus grandes sont alors possibles jusqu’a
atteindre ’état caoutchoutique. Un polymere amorphe dans cet état présente un comporte-
ment viscoélastique.

Les polymeres semi-cristallins sont des polymeres qui, lorsque refroidis depuis un
état fondu, présentent des lamelles cristallines croissant a partir de points de germina-
tion, du fait de I'arrangement ordonné de chaines. Ces lamelles peuvent s’arranger pour
former des mésostructures cristallines plus complexes telles que les sphérolites. La cristalli-
sation est généralement partielle, la phase amorphe restante peut alors se retrouver confiné
entre les lamelles et agir comme une matrice dans laquelle est répartie la phase cristalline.
C’est encore la phase amorphe qui confere aux polymeres semi-cristallins leur comportement
viscoélastique aux petites déformations.

Polymeére Amorphe Polymeére Semi-Cristallin

Fi1GURE II.1.2 — Schéma des différentes microstructures des polymeres.

Polymeres thermoplastiques et thermodurcissables

Souvent, les polymeres sont classés suivant trois groupes, les thermoplastiques, les ther-
modurcissables et les élastomeres.

Les thermoplastiques sont constitués de chaines linéaires ou ramifiées, non réticulées,
c’est a dire non liées par des connections chimiques. On les trouve sous forme amorphe
ou semi-cristalline. Ils ont l'intérét d’étre de mise en forme simple a 1’état fondu et sont
recyclables par une simple montée en témpérature. Pour ces matériaux, les températures de
transition vitreuse, de fusion et de dégradation sont souvent relativement basses.
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Des exemples courants sont : le Polyéthylene (PE), le Polychlorure de Vinyle (PVC), le
Polyéthylene terephtalate (PET), le Polypropylene (PP), le Polystyrene (PS), le Polyamide
(PA)...

Les thermodurcissables, ou “thermodurs”, sont constitués de chaines réticulées. De ce
fait, ils ne peuvent étre mis en forme qu’'une seule fois ce qui les rend difficilement recyclables,
mais ils ont 'avantage de ne pas s’écouler a haute température. Les résines epoxys sont les
polymeres thermodurs les plus courants.

Les élastomeres, ou “caoutchoucs”, sont constitués de tres longues chaines réticulées.
On les trouve principalement sous forme amorphe et sont, pour la plupart, d’origine orga-
nique. Ce sont des thermodurs dont la température de transition vitreuse est inférieure a la
température ambiante et dont les longues chaines assurent la grande déformabilité (TPU). 11
existe aussi des élastomeres thermoplastiques (TPE) pour lesquels la présence de cristallites
dispersées assurent la fonction des points de réticulation.

Des exemples courants sont : le caoutchouc naturel (NR) et le styrene-butadiene (SBR) pour
les élastomeres et les TPU et les PEBAX pour les TPE.

Les phases existantes des différents polymeres sont synthétisées dans les diagrammes
d’état Figure I1.1.3. Les plages sombres représentent leurs états d’usage typiques. La tres
grande diversité des polymeres permet ainsi de proposer de nombreux matériaux aux pro-
priétés largement différentes. Cela explique leur utilisation particulierement fréquente et
variée.

Thermaoplastique atat atat état
amorphe vitreux caoutchouteux visquenx
phase HH
= 4 .
Thermoplastique cristalline phase cristalline E E etat
semi-cristallin + phase + phase caoutchouteuse ! ! visqueux
vitreuse 1
Ta Tf Td
Thermodurcissable ot e
vitreux caoutchouteux
Ty Td
Elastomére e etat
vitreux caoutchouteux
Ta Td

FiGure II.1.3 — Diagrammes d’états des polymeres.

1.2 Mobilité moléculaire source de la viscoélasticité

Dans 'optique d’une application en amortissement on s’intéresse au caractere dissipatif
des polymeres, plus précisément a l’origine de leur écoulement visqueux.

Cet écoulement s’exprime tout d’abord a ’échelle atomique selon le modele de de Gennes
[49]. Sous l'effet de la température, les polymeres linéaires enchevétrés vont effectuer des
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mouvements de reptation. Les macromolécules se déplacent a l'intérieur d’un tube virtuel,
illustré Figure 11.1.4. Ce tube représente les contraintes topologiques imposées par les en-
chevétrements avec les chaines proches. Il est construit a partir de deux hypotheses, le mou-
vement de chaque molécule est indépendante de ses voisines et on néglige les déplacements
latéraux. Bien que les chaines soient constamment en mouvement, le tube lui reste fixe tant
que la molécule ne I'a pas quitté. Le temps caractéristique de désengagement de la chaine
de son tube initial, par reptation, est appelé temps de relaxation et est noté 7. Ce temps
dépend de la masse moléculaire de la macromolécule M, plus précisément on a 7 ~ M?3.
Dans un polymere amorphe les chaines sont naturellement de masse moléculaire différentes,
c’est la dispersité. Il est donc nécessaire de caractériser le temps de relaxation du matériau
par un spectre de temps.

F1GURE II.1.4 — Schéma du modele de reptation de de Gennes.

A Déchelle moléculaire, I’écoulement visqueux est justifiable par un glissement des chaines
les unes par rapport aux autres sous 'effet d’une sollicitation mécanique. Pour une applica-
tion en amortissement, il est donc intuitif de penser que les matériaux amorphes faiblement
réticulés sont les plus pertinents puisque 1’écoulement visqueux y est plus propice. En effet,
les phases cristallines et les ponts de réticulation constituent des obstacles a I’écoulement. Ces
mouvements macromoléculaires étant dépendants de la température, il est également impor-
tant que la température d’utilisation soit située dans 1I’état caoutchoutique. Néanmoins, un
matériau a 1’état caoutchoutique sera moins rigide qu’'un matériau dont 1’état se rapproche
de I'état vitreux. Des polymeres amorphes faiblement réticulés tels que les élastomeres, na-
turellement utilisés a 1’état caoutchoutique, constituent donc de bons candidats.
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2 Loi de comportement viscoélastique linéaire
En viscoélasticité linéaire la réponse du matériau présente a la fois des caractéristiques

élastiques et visqueuse. Le comportement d'un matériau viscoélastique dépend de 1’état
de déformation et du temps, comme illustré Figure I1.2.5. Alors qu’en élasticité, I'état des
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F1GURE I1.2.5 — Influence de la vitesse de déformation et courbes de relaxation typiques.

contraintes dépend uniquement de 1’état de déformation, en viscoélasticité, 1’histoire du
chargement ayant conduit a cet état de déformation doit étre pris en compte. Par conséquent,
on exprime naturellement le probleme par rapport a la variable temporelle. Cependant, il
peut étre intéressant de travailler dans le domaine fréquentiel. On utilise alors la transformée
de Fourier pour passer d’une représentation a une autre.

On se place une fois de plus dans ’hypothese des petites déformations pour un matériau
isotrope, afin de prédire la réponse a une sollicitation élémentaire uniaxiale. La linéarité se
traduit par le principe de superposition de Boltzmann énongant que la réponse du matériau
dépend linéairement de ’histoire des sollicitations. Ce principe donne la loi de comportement
suivante

t de
o(t) = / Bt — )% () (11.2.1)
oo dr
ou E(t) représente le module de relaxation, ou fonction de relaxation, défini par le modele
rhéologique choisi. Il s’agit en réalité d'une généralisation de la somme des contraintes
résultantes des multiples chargements soumis au matériau durant sa vie.

2.1 Modeles rhéologiques

En viscoélasticité linéaire, il existe de nombreux modeles rhéologiques adaptés a différents
matériaux, les plus communs sont présentés dans cette section. Ils sont tous constitués de
deux modeles élémentaires, le ressort élastique linéaire, de raideur E défini par

o(t) = Ee(t)
et 'amortisseur visqueux linéaire, de viscosité n défini par

(1) = 1 ().
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A partir de ces deux éléments on compose deux modeles simples, de Maxwell et de Voigt,
représentés Figure 11.2.6.

a) b)
FIGURE 11.2.6 — a) Modele rhéologique de Maxwell, b) modele rhéologique de Kelvin-Voigt.

On définit tout d’abord le modele de Maxwell, particulierement intéressant pour les
essais de relaxation, constitué d’un ressort et d’'un amortisseur en série. Dans ce modele, on
suppose donc que la contrainte est identique dans les deux éléments rhéologiques et que la
déformation totale est la somme des déformations du ressort et de I'amortisseur. On obtient
la relaxation, de comportement

1 do

é(t) = EE(U + —o(t). (I1.2.2)

1
n
Dans le cas d'un essai de relaxation, on montre que pour une contrainte initiale oy on a

—E

o(t) =ope . (11.2.3)

La contrainte décroit donc exponentiellement avec le temps caractéristique 7 = % appelé
temps de relaxation. Ce modele n’est cependant pas satisfaisant puisqu’on remarque que

pour une contrainte constante, le matériau se comporte comme un fluide newtonien,

de 1

E(t) =7 (t),
ce qui n’est pas correct pour un solide. De plus, on sait que les contraintes de relaxation
ne peuvent étre exprimées par un simple terme exponentielle et que celles-ci ne tendent pas
nécessairement vers 0 lorsque ¢ tend vers I'infini.

On définit maintenant le modele de Kelvin-Voigt, particulierement intéressant pour les
essais de fluage, constitué d'un ressort et d’un amortisseur en parallele. Dans ce modele, on
suppose que la déformation est constante dans les deux éléments et que la contrainte totale
est la somme des contraintes des deux éléments. On obtient la loi

o(t) = Fe(t) + n%(t). (I1.2.4)
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Dans le cas d’un essai de fluage ou 'on applique une contrainte constante oy, on a
(o) _Ey
€t) =— (1 —e > :
)=+

De méme, on peut définir le temps de relaxation 7 = n Ce modele ne permet pas de

représenter un essai de relaxation puisqu’a vitesse de déformation nulle on obtient la relation
o(t) = Fe(t).

Les deux modeles précédents sont insuffisant pour représenter convenablement la relaxa-
tion et le fluage du matériau, essais caractéristiques du comportement viscoélastique linéaire.
Le modele le plus simple capturant ces deux phénomenes est appelé le modele de Zener ou
modele du solide linéaire standard, représenté Figure 11.2.7. 1l est constitué d’un élément de
Maxwell et d'un ressort assemblés en parallele. La loi de comportement du modele s’écrit

E

(e o]

——/5050000\——

—/J08000N—

E

1
T1

Ficure I1.2.7 — Modele rhéologique de Zener.

o(t) + TC;—Z = Ee(t) + (B + El)T%(t), (I1.2.5)

ourt = Ei Pour des temps courts par rapport au temps de relaxation, la branche de Maxwell
1
se comporte alors comme un simple ressort. En revanche, pour des temps longs, la branche

de Maxwell se comporte comme un amortisseur et le comportement du matériau tend vers
le comportement du ressort simple associé a F,. On note que du fait de la prise en compte
d’un seul temps de relaxation, ce modele simple ne peut rendre compte des phénomenes de
relaxation de facon précise.

Cela nous amene a la construction d’un modele plus riche, le modele de Maxwell généralisé,
présenté Figure 11.2.8. Il s’agit d’une généralisation du modele de Zener. Ce modele couram-
ment utilisé est composé de n branches de Maxwell. Un ressort simple est ajouté en parallele
dans le cas des thermodurcissables. Pour les thermoplastiques, ce ressort n’est pas pris en
compte puisque le polymere s’écoule aux temps longs. Ce modele permet de caractériser la
relaxation par un spectre de temps. En relaxation, pour une déformation constante € la ieme
branche de Maxwell contribue a la contrainte selon

o(t) = eEiefsz‘. (I1.2.6)

La loi de comportement du modele en relaxation est donc obtenue a partir de la somme des
expressions de chacune des branches

o(t) =eEx +¢ Z Eie_fii, (I1.2.7)

i=1
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FiGuRE II1.2.8 — Modele rhéologique de Maxwell généralisé.

d’ou I'expression du module de relaxation en série de Prony

t

E(t)=Ex+ Y Ee 7, (I1.2.8)
=1

que l'on peut alors injecter dans la loi de comportement (I1.2.1). Il reste maintenant a
caractériser les parametres F.,, F; et 7; des polymeres.

2.2 Caractérisation expérimentale de la viscoélasticité

Dans le but de caractériser les parametres de la viscoélasticité linéaire, on cherche a
déterminer le module de relaxation E(t). Dans le domaine temporel, un essai de relaxation
(ou de fluage) permet d’obtenir une partie du module. En effet, pour le test de relaxation,
on impose une déformation constante €y et on mesure la décroissance de la contrainte o(t)
en fonction du temps. On obtient le module de relaxation

Il est cependant difficile d’obtenir les temps courts du spectre de relaxation du polymere
avec précision. On utilise plutot des essais dynamiques. Pour cela on soumet le matériau a
une déformation sinusoidale de fréquence angulaire w, d’amplitude ¢,

€ = € sin(wt), (I1.2.9)
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et on mesure la contrainte résultante. A 1’équilibre, la contrainte va également varier de
fagon sinusoidale, a la méme pulsation, mais sera en retard par rapport a la déformation.
En appliquant

o(t) = / E(s)weg cos(w(t — s))ds (I1.2.10)
0

qui peut s’écrire aussi sous la forme
o(t) = e B sin(wt) + e B cos(wt) (I1.2.11)

avec
E = w/ E(s)sin(ws) ds
0 (I1.2.12)

E'" = w/ E(s) cos(ws) ds.
0

ou E’ est le module de stockage, en phase avec la déformation, et E” le module de perte,
s
déphasé de 5 par rapport a la déformation.

Pour exprimer ce probleme en fréquentiel, on utilise naturellement la notation complexe.

Dans le cas du modele de maxwell généralisé, le module dynamique s’écrit sous la forme
F*(w) = E'(w) + iE"(w) avec

E,w?r?
E = F
@) +Z1+w2r2

I1.2.13
EZ'UJT ( )

En faisant tendre le nombre de branches de Maxwell vers 'infini, on peut réécrire ces sommes
sous forme intégrale et retrouver les expressions continues.
Expérimentalement, la contrainte enregistrée peut s’écrire sous la forme

o = ogsin(wt + 0), (I1.2.14)
ou ¢ représente le déphasage, et
=2 cos(d) = 70 Re(e®)
€0 €0 (11.2.15)
E" = @Sin(5) =% Im(e®).
€0 €0

La grandeur tan(0), appelée facteur de perte, représente le rapport entre 1’énergie dissipée
et ’énergie stockée. Il s’exprime
E" 1 Eyiesing
tan(o = — 11.2.16
( ) El 2m Estockée ( )
On répete cet essai pour la plus large gamme de fréquence angulaire possible, typiquement
entre 0,01 et 100 Hz. Un exemple de réponse au cisaillement, obtenue par torsion de barreau
fin parallélépipédique sur un réseau acrylate amorphe, est présenté Figure (I1.2.9).
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FIGURE I1.2.9 — Module dynamique en fonction de la fréquence angulaire.

Afin d’obtenir le spectre complet, on a recourt a une propriété fondamentale des po-
lymeres, ’équivalence temps-température. Cette propriété s’exprime par le fait que la va-
riable temps peut étre transformée par une simple homothétie lorsque la température varie.
Le temps s’étend aux basses températures et se contracte aux hautes températures. Il suffit
donc de réaliser les essais dynamiques a différentes températures pour ensuite construire, par
simple translation, la courbe maitresse du polymere caractérisant sa viscoélasticité complete.
Figure I1.2.10 illustre ce procédé de caractérisation pour le méme polymere réel. Les essais dy-
namiques ont été réalisés en cisaillement avec un rhéometre Anton Paar et la courbe maitresse
est construite pour une température de référence de 24°C. Ensuite, dans le cas du modele
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: Gu “‘_...—"
~10%4: ‘ I - ~102 g
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F1GURE I1.2.10 — Construction de la courbe maitresse du comportement d’un réseau acrylate

amorphe.

de Maxwell généralisé a n branches viscoélastiques, on détermine numériquement [122] le

meilleur spectre de temps (7;);icp,n) Permettant d’approcher les courbes expérimentales.
On note que la description 1D de la viscoélasticité linéaire s’étend sans probleme a la

description tensorielle 3D, on peut alors définir le tenseur de relaxation R(t) et le tenseur
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de retard J(t). Pour un matériau isotrope, la viscoélasticité linéaire 3D est simplement la
combinaison du modele 1D appliqué indépendamment a la partie sphérique (compression
hydrostatique) et déviatorique (cisaillement) du probleme.

2.3 Comportement 3D

On souhaite maintenant connaitre K (t) ou v(t) pour connaitre le comportement visco-
élastique 3D de nos matériaux. Cependant il est difficile de mesurer K () et v(t) et la mesure
de G* et E* n’est pas suffisamment précise pour retrouver K*. En revanche, en choisissant
K* constant et élastique, et a I'aide des mesures de £*, on remarque que l'on peut retrouver
les mesures de GG*. Habituellement, le module de compressibilité est donc considéré élastique
constant, en effet, alors que le module de Young varie d’environ 3 ou 4 ordres de grandeur,
le module de compressibilité varie seulement d’'un facteur 2 ou 3 [29], comme illustré Figure
I1.2.11.

10 : - |
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FIGURE 11.2.11 — Evolution du module de compressibilité K (t), du module de Young E(t)
et du module de cisaillement G(t) pour un polymere classique.

En élasticité linéaire, le coefficient de Poisson d’un matériau homogene isotrope est une
constante déterminée par le rapport entre la déformation latérale et la déformation longitu-
dinale lors d’un essai de traction uniaxiale. En revanche, pour un matériau viscoélastique,
le coefficient de Poisson est dépendant du temps (ou de la fréquence). Plus le matériau
exhibe des propriétés viscoélastiques, plus la prise en compte de cette dépendance est im-
portante. Ce n’est donc pas un effet a négliger dans I’étude de structures en polymere. L'un
des exemples les plus communs illustrant 'impact de ce phénomene est I'étude des lignes
de soudure entre plusieurs polymeres lors d’une injection multimatériaux. En particulier, la
zone d’adhésion entre deux polymeres de modules considérablement différents est de pauvre
qualité. Les différences de déformations latérales entre les deux matériaux provoquent ’ap-
parition de fissures. Le coefficient de Poisson des polymeres mis en jeu est donc un parametre
primordial dans la compréhension de ces phénomenes de fissuration.
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Dans la littérature, de nombreuses définitions du coefficient de Poisson existent en
viscoélasticité, [90, 130]. La détermination théorique d’un coefficient de Poisson aboutit
généralement a des données éloignées des résultats expérimentaux. Cependant, en réalisant
une étude expérimentale rigoureuse, effectuée sur le méme spécimen et dans le méme envi-
ronnement, on peut déduire le coefficient de Poisson des modules de Young ou de cisaille-
ment, grandeurs dépendant du temps. En prenant K constant, on peut rendre compte de la
dépendance en temps du coefficient de Poisson. On obtient

*

14

3K — E”

I1.2.17
Ve ( )

De maniere analogue au module de Young, on associe au modele rhéologique un spectre
de coefficients de Poisson approchant v*. On obtient, dans le cas du modele de Maxwell
généralisé, le modele enrichi représenté Figure 11.2.12. On retrouve bien les valeurs de v < 0.5
a I’état vitreux et proche de 0.5 a I’état caoutchoutique.
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FiGuRE 11.2.12 — Modele de Maxwell généralisé avec prise en compte de la dépendance en
fréquence du coefficient de Poisson.
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La conception d’'une piece mécanique repose initialement sur I’expérience de 'ingénieur
et est concue de facon empirique, par essai-erreur, pour respecter certains criteres. Cette
méthode, longue et parfois couteuse, n’assure pas 'optimalité du design final. Il y a plusieurs
dizaines d’années, des méthodes numériques d’optimisation basées sur une représentation
mathématiques des problemes ont émergé. Celles-ci permettent de renforcer les processus
de développement de produits en proposant des designs optimaux et en guidant la concep-
tion dans la bonne direction, en particulier dans les domaines ou l'intuition manque. Les
probléemes d’optimisation les plus courants mettent en jeux des parametres tels que les
propriétés matériaux par exemple. Les techniques d’optimisation de formes, quant a elles,
permettent d’optimiser la géométrie, voire la topologie de la structure sous d’éventuelles
contraintes. Dans ce chapitre sur 'optimisation de formes, on introduit les concepts fonda-
mentaux des principales techniques existantes. Ces méthodes ont pour but premier d’op-
timiser la répartition de matiere dans un domaine donné afin de minimiser une certaine
fonctionnelle choisie, améliorant ainsi les performances de la structure. Il s’agit de méthodes
algorithmiques itératives dont l'efficacité n’est maintenant plus a démontrer.
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L’objectif de ce chapitre est tout d’abord de donner une breve vue d’ensemble des
différentes techniques d’optimisation de formes. Puis on détaillera les différentes méthodes
théoriques et numériques utilisées dans ce manuscrit, dans le but de fournir au lecteur les
outils nécessaires a la bonne compréhension de ce travail. On portera ainsi une attention
particuliere aux algorithmes utilisant une approche adjointe. On détaillera I’étude théorique
des problemes d’optimisation, notamment a travers une analyse de sensibilité, ainsi que
les méthodes numériques employées. Enfin, on s’intéressera aux techniques d’optimisation
sous contrainte, notion nécessaire a 1’étude d’un probleme de design optimal réel. Pour une
description plus complete, le lecteur est invité a se référer aux ouvrages d’optimisation de
formes [1, 7, 26, 76, 126].

1 Introduction a ’optimisation de formes

L’optimisation de forme est la recherche du design optimal d’une piece afin que ses
performances soient optimales. Il s’agit de problemes ou les variables d’optimisation sont
les parametres de forme de la structure. Naturellement, ces problématiques sont présentes
dans la conception de pieces de tres nombreux domaines industriels. Citons par exemple
I'industrie aéronautique, spatiale, I'architecture, 'optique, 1’électronique... Dans le cas de
structures mécaniques on parle également d’optimisation structurelle.

Un probleme d’optimisation de structures est généralement défini par les éléments sui-
vants :

¢ Un modele physique décrivant le comportement mécanique de la structure, souvent
sous forme d’équations aux dérivées partielles.
e Un critere d’optimisation, ou fonction objectif, issu d'une représentation mathématique
de la forme.
e Un ensemble admissible de variables d’optimisation (parametres géométriques,
fonction de densité...), prenant en compte des éventuelles contraintes.
Ces données, fortement dépendantes les unes des autres, sont bien sur choisies en accord
avec l'application étudiée. Un probléeme d’optimisation de forme s’écrira alors
inf J(Q) (IT1.1.1)

Vg

ou J est une fonctionnelle appelée fonction objectif (ou fonction cotit), 2 désigne la forme, ou
ses parametres de définition, et V,4 '’ensemble des formes admissibles soumises a d’éventuelles
contraintes.

Dans ce manuscrit, différents types de problemes sont considérés. On détaille ici les 3
principales catégories qui, dans ce manuscrit, seront appliquées a ’optimisation du compor-
tement de structures viscoélastiques en vibration.

1. L’optimisation paramétrique est 'approche la plus simple mais également la plus

restrictive. La représentation de la forme repose ici sur des variables appartenant
naturellement & un espace vectoriel (longueurs, profil d’épaisseur...).

2. L’optimisation géométrique permet les variations de la position de la frontiere. Ici
le parametre d’optimisation est la frontiere elle-méme. En revanche, on ne change pas
la topologie de la structure. En d’autres termes, on ne peut pas changer le nombre
de “trous”.
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3. L’optimisation topologique est I'optimisation la plus générale mais également la
plus difficile a mettre en ceuvre. On cherche cette fois-ci une forme optimale sans
restriction sur la topologie, ce qui remédie aux limitations des méthodes précédentes.

En pratique, il est fréquent d’avoir recourt a une utilisation successive de ces différentes
méthodes. Par exemple, on peut utiliser 'optimisation topologique afin d’obtenir une premiere
idée de la topologie visée. Puis le résultat est raffiné en utilisant I'optimisation géométrique
ou paramétrique. Dans ce travail, on verra un exemple différent, une optimisation couplée
réalisant simultanément ’optimisation paramétrique et géométrique d’une structure.

La mise en ceuvre numérique des algorithmes d’optimisation topologique peut s’effectuer
selon différentes méthodes, notamment a travers des descriptions différentes de la forme. On
décrit par la suite les principales techniques existantes.

Méthodes de densité

La méthode la plus ancienne est I'homogénéisation [27, 73|. Elle repose sur la descrip-
tion de la forme par une fonction densité p a valeur dans [0, 1] et une fonction tensorielle
A rendant compte de la microstructure locale. On transforme alors le probleme d’optimi-
sation en un probleme d’optimisation de densité de matiere et de propriété effective. Un
exemple de résultat est présenté Figure II1.1.1. On remarque que la frontiere de la forme
obtenue n’est pas clairement identifiable puisque les niveaux de gris recouvrent des zones
étendues. Cela pose bien sur probleme en pratique pour la fabrication de la piece. Pour y
remédier, il est possible d'utiliser une méthode d’homogénéisation dont les niveaux de gris
sont pénalisés. En pratique, on a communément recourt a une autre procédure, la méthode
SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization). C’est la technique la plus couramment
utilisée dans la littérature mais également dans I'industrie, couplée a des outils de simulation
éléments finis tels que ANSYS. Elle consiste a supposer que la microstructure est isotrope
et que la loi de comportement est proportionnelle a pP, avec habituellement p = 3. Cela a
pour effet de pénaliser les valeurs intermédiaires de p afin de forcer la fonction a prendre
des valeurs proches de 0 ou 1, représentant respectivement le vide ou la matiere pleine.
On obtient ainsi des résultats dont la frontiere est plus nettement identifiable, voir Figure
IT1.1.1. Un inconvénient de cette méthode est la persistance de certaines zones de densité
intermédiaire. L’'une des méthodes complémentaires consiste a filtrer la densité afin d’éviter
certaines instabilités numériques [30].

—

e

FIGURE III.1.1 — Optimisation d’une poutre par la méthode SIMP pour p = 1 (gauche) et
p = 3 (droite). Résultats extraits de [137].
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Méthodes heuristiques

Bien que moins employées, on peut brievement mentionner les méthodes ESO (Evolutio-
nary Structural Optimization) et BESO (Bi-Evolutionary Structural Optimization). Ce sont
des méthodes heuristiques reposant sur le concept simple de suppression des éléments non
efficients. Cette suppression, supposée faire tendre le design vers un optimum, est guidée par
les champs mécaniques de la structure. La méthode BESO est une extension de la méthode
ESO et permet de simultanément supprimer les éléments non efficients du design et d’y
intégrer des éléments efficients. L’avantage de ces méthodes est la facilité avec laquelle on
peut changer la topologie de la piece, on crée des trous par simple suppression d’éléments.
Elles ne sont cependant pas toujours robustes, comme I’a mis en évidence Zhou et Rozvany
[142] & travers des exemples ot le design obtenu est non optimal.

Méthodes de variation de frontiére

Les méthodes de variation de frontiere sont des méthodes reposant directement sur 1’ad-
vection de la frontiere de la forme. Elles sont basées sur la méthode de variation de frontiere
d’'Hadamard [72], définissant la notion de différentiation par rapport a la forme. Le gradient
de forme obtenu permet ensuite d’alimenter des algorithmes numériques de type descente.
On retrouve par exemple la méthode level-set, proposée par Allaire et al. [11] et Wang et
al [133]. Cette technique utilise une fonction ligne de niveaux (level-set) pour capturer la
forme numériquement et réalise ’advection de celle-ci par la résolution d’une équation de
transport. En transportant la fonction level-set, on transporte également la ligne de niveau
zéro représentant la frontiere de la forme. Dans la version la plus simple de cette méthode,
il est impossible de "nucléer des trous®, en particulier en 2D. Il est cependant aisé de les
refermer. On initialise donc habituellement ’optimisation par une forme contenant déja des
trous. Un exemple d’une telle optimisation est fourni Figure II1.1.2. Le principal avantage de
la méthode level-set par rapport a la méthode SIMP est la description naturellement précise
des frontieres de la forme. Par ailleurs, cette méthode permet d’effectuer tous les calculs sur
un maillage fixe.

Dans la plupart des techniques mentionnées, la minimisation de la fonction objectif
est réalisée par une méthode itérative de descente de gradient. Il s’agit d'une méthode
permettant d’approcher le point stationnaire d’une fonction, c’est a dire le point pour lequel
son gradient est nul. Il peut s’agir d’'un minimum local ou global. On approche ce point
en effectuant des petits déplacements incrémentaux dans une direction de descente, issue
du gradient de la fonction. C’est une méthode d’ordre 1, c’est a dire qu’elle exploite les
dérivées premieres de la fonction objectif. D’autres méthodes d’ordre plus élevés existent
mais reposent sur les dérivées supérieures, pas toujours disponibles en pratique. On distingue
ensuite plusieurs variantes d’algorithme de gradient. On les différencie par exemple par la
méthode de détermination du pas, constante pilotant la vitesse de convergence. On cite les
algorithmes de gradient a pas fixe et a pas optimal. On distingue également les algorithmes
de gradient sous contrainte. Par exemple, ’algorithme de gradient projeté ou l’algorithme
d’Uzawa.
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38878

Fi1GURE III.1.2 — Optimisation d’une poutre 2 x 1 par la méthode level-set, itérations 5, 10,
15, 25, 200. Résultats extraits de [7].

2 Analyse de sensibilité

Quelque soient les techniques d’optimisation utilisées dans ce manuscrit, on a recourt a
des techniques de type descente de gradient. Il est donc nécessaire d’étudier les sensibilités
de la fonction objectif par rapport aux variables du probleme pour pouvoir alimenter les
algorithmes numeériques.

2.1 Méthode Adjointe

On s’intéresse dans un premier temps au calcul de dérivées par la méthode adjointe dans
le cadre de l'optimisation paramétrique. En particulier, on définit les notions importantes
de Lagrangien et d’état adjoint. Cette technique sera également adaptée pour le calcul des
dérivées de formes.

Afin d’illustrer la méthode, on s’appuie sur un exemple académique classique, I’optimi-
sation de I’épaisseur d’'une membrane élastique. Le probleme d’optimisation est le suivant :

hgl{i;d J(h) (TI1.2.1)
ol on prend, par exemple,
Had = {h S LQ(Q) | hmm S h S hmax} (11122)

aveC Nupin €t Mg représentant les bornes de h. Par ailleurs, on a H,y C L*®(2). Dans la
suite, le produit ( , ) représente le produit scalaire de L. On cherche & optimiser 1’épaisseur
en minimisant la fonction objectif

I(h) = /Q j (u(h)) dz, (I11.2.3)
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dépendant du déplacement u. Ce déplacement dépend de I’épaisseur a travers le probleme
aux limites

{ —div(hVu(h)) = f  dans © (I11.2.4)

u(h) =0 sur 0f2

ol f € L*(Q) représente la force verticale et u(h) € Hj(£2). Une premicre idée est d’exprimer
la dérivée directionnelle de J par rapport a h dans la direction k& € L?*(2). On utilise
la formule de dérivée composée et on calcul donc la dérivée directionnelle de I'application
h — u(h), notée (u'(h), k) = v. On en déduit une expression de (J'(h), k) qui n’est cependant
pas explicite puisqu’elle dépend de v, une fonction linéaire de k. Cette méthode simple est
donc inutilisable en pratique si on cherche a explorer une infinité (ou un grand nombre) de
directions.

On utilise alors le Lagrangien, un outil issu du controle optimal, tres important en opti-
misation. Pour cet exemple il est défini comme suit :

Définition I11.2.1. Soit H un espace vectoriel normé. On considére le probléme

inf J(h,v)
heH weHY (Q),F (h,v)=0

et on définit le Lagrangien par
£(h,v,q) = T(h,v) + (F(h,v),q) V(v,q) € HL(Q) x HH(Q), (I11.2.5)

ot q est appelé multiplicateur de Lagrange pour la contrainte F'(h,v) =0 avec F une appli-
cation dérivable de H}(Q) dans H=(Q), son espace dual.

Remarque II1.2.1 Le probleme de minimisation est donc équivalent a

inf J(h,v) = inf sup L(h,v,q). (I11.2.6)

heH veH (Q),F (h,v)=0 heHveH(Q) qeHL ()

Le Lagrangien permet ainsi de transformer un probleme d’optimisation sous contrainte,
parfois difficile a résoudre, en un probleme sans contrainte. Sous certaines hypotheses, il
s’agit d’une recherche de point selle. C’est une technique a partir de laquelle est construit
I’algorithme d’Uzawa qui sera détaillé par la suite. °

Dans cet exemple, on introduit un multiplicateur de Lagrange pour I’équation d’état (111.2.4),
considérée ici comme une contrainte. On définit alors le Lagrangien du probleme comme la
somme de la fonction objectif et de 1’équation d’état multiplié par un multiplicateur de
Lagrange ¢. Pour le probleme de membrane on a formellement

L(h,v,q) :/Qj(v)dx+/ﬂq(—div(th)—f) dx. (I11.2.7)

pour (h,v,q) € L*(Q) x HL(Q) x H}(Q) des variables indépendantes. Par intégration par
parties on obtient I'expression rigouseuse du Lagrangien

L(h,v,q) = /Qj(v)dx + /Q (hVq-Vv— fq)dz.
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Les conditions d’optimalité sont atteintes au point stationnaire du Lagrangien, c’est a dire
lorsque les dérivées directionnelles dans les directions k € L*(2) et ¢ € Hg () sont nulles,
le.

oL oL oL

—(h ky =(—(h =(—(h =0 V(k e L*(Q) x H ().
(5, (v, @) k) = (5= (h,v,0),0) <ap( ,0,4), %) (k) € L7(Q2) x Hy ()
On remarque que la dérivée par rapport a p permet, lorsqu’elle s’annule, de retrouver naturel-
lement I’équation d’état (111.2.4). La dérivée par rapport a u permet d’obtenir la formulation

variationnelle du probleme adjoint

oL
<%(h, V,q),p) = /Qj'(v)go dx + /Q hVq-Vodr =0 Yo € H(Q). (111.2.8)

Et enfin, la dérivée par rapport a h donne Iexpression du gradient J'(h). Pour p solution
de I’équation adjointe, on obtient I'expression

(J'(h), k) = <g—§(h,u,p), k) = / kVu-Vpdx Vk € H. (I11.2.9)
Q

Notons que h ne doit pas nécessairement étre optimal pour calculer J'(h), il ne s’agit donc
pas toujours d’un point selle.

Pour résumer, le calcul du gradient de la fonction objectif consiste a construire le La-
grangien du probleme afin d’obtenir une expression dépendante de u, solution de I’équation
d’état, et de p, solution de I'état adjoint. C’est une méthode tres efficace en pratique, ou le
calcul de J’(h) nécessite la résolution de deux problémes.

Lorsque I’équation d’état et I’équation adjointe sont égales, a une constante multiplicative
pres, on parle d’un probleme auto-adjoint. C’est un cas particulier permettant d’exprimer p
directement a partir de u, et ainsi de ne pas avoir a résoudre 1’équation adjointe. L’exemple
le plus classique est la compliance (ou souplesse)

J(h) = /Q fudz, (111.2.10)

ou on obtient p = —u. On en déduit directement (7'(h), k) = — / k|Vu|* dz, d’ott I'expres-
Q

sion J'(h) = —|Vu|?. Le cas auto-adjoint est particulierement intéressant dans le cadre de
ce travail puisque les problemes d’optimisation de structures en vibration en font partie.

2.2 Meéthode de variation de frontiere d’Hadamard

Le gradient, dans le contexte de 'optimisation géométrique et topologique, est basé sur
la notion de gradient de forme. Pour déterminer ce gradient, on se place dans le cadre de
I'analyse de Murat et Simon [125], basée sur la méthode de variation de frontiere d’'Hadamard
[72], voir aussi [1, 77].
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Différentiation par rapport a la forme

On part d’'un domaine de référence 2 régulier, et on considere le domaine perturbé
Qg = (Id + 0)Q,

représenté Figure I11.2.3, ot1 § € W1(R? R%). Ce § peut étre vu comme un champ vectoriel
(lipschitzien borné) transportant le domaine de référence. Pour 6 suffisamment petit pour
la norme de W1 (R4, RY), 'application (Id + 6) est une bijection de R?. On va maintenant

F1GURE II1.2.3 — Perturbation du domaine de référence par la méthode de variation de
frontiere d’Hadamard.

définir une notion de différentiation par rapport a . Les formes admissibles sont issues de
transformations bicontinues du domaine de référence (6 petit) et possedent donc la méme
topologie. A partir de ce cadre d’étude, on définit la notion de dérivée de forme. On rappelle
au préalable la définition de la dérivée de Fréchet.

Définition 111.2.2. La dérivée de Fréchet d’une fonction f: E C X =Y, pour X etY des
espaces vectoriels normés, a un point h est l'application linéaire continue Df(h): X — Y
telle que

Lo 15+ B) = () = DRI

Il —0 1A x

=0.

La dériwée partielle de Fréchet par rapport a h est notée Dy,.

Définition I11.2.3. La dérivée de forme d’une fonctionnelle F(Sy) en  est la dérivée de
Fréchet de lapplication 6 — F((Id+ 60)2) a 6 =0, s’exprimant :

F((Id+0)Q) = F(Q) + DoF ()0 +0(0)  avec é% % =0 (IT1.2.11)

pour tout § € WH°(R4, R?), ou DoF(Q) est une forme linéaire continue sur WH (R R9)
appelée la dérivée de forme de F.
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On rappelle un résultat classique sur les dérivées de forme, voir [1] pour la preuve.

Lemme I11.2.1. Soit f € WYYRY), on considére la fonctionnelle

F(Q) = /Q Fa)da.

Alors F' est différentiable par rapport a () et sa dérivée de forme est donnée par

DaF(Q)0 = /

i div(f(z) f(x))dx = ., f(s)0(s).n(s)ds. (I11.2.12)

ou n est la normale extérieure a la frontiere.

En pratique, on applique le gradient de forme pour transporter la frontiere par une
méthode de descente de gradient. Lorsque I'algorithme converge, on obtient généralement
un minimum local, dépendant de I'initialisation et en particulier de la topologie choisie.

Le Lemme II1.2.1 donne la dérivée de forme de fonctions dont 'intégrande ne dépend
pas du domaine ). Cependant, on est souvent amené a étudier des fonctions dépendante du
domaine, puisque solutions d’EDP définies sur €2. Dans la littérature, il existe pour cela deux
types de dérivées, la dérivée eulérienne et la dérivée lagrangienne. Ces notions ne seront pas
développées ici puisqu’en pratique on se satisfait d’'une méthode formelle, moins fastidieuse,
la technique de dérivation rapide développée par Céa [36].

Technique de Céa

La méthode de Céa est couramment utilisée en optimisation de forme, elle suppose que
la forme est suffisamment réguliere et que les fonctions mise en jeu sont différentiables. Il
s’agit d’une utilisation astucieuse du Lagrangien, adaptée aux dérivées de forme.

Dans 'exemple suivant, on considere le cas d’un probleme sans condition de Dirichlet,
de formulation variationnelle :
Trouver u € H'(Q) tel que

(F(Q,u),a) =0 Ya € H(Q) (111.2.13)

et on cherche le gradient de forme de la fonction objectif

T(@,u) = / j(u)da.

On construit le Lagrangien en tant que somme de la fonction objectif et de la formulation
variationnelle :

L(,0,q) = T(,0) + (F(,0),9)

ot (v,q) € HY(RY) x H(RYM). Notons que ces espaces ne dépendent pas de €. On trouve
I’état adjoint en dérivant tout d’abord par rapport & v dans la direction ¢ € H}(RY),

D, L(Q,v,9)(¢) = DT (Q,0) () + Dy F(Q2,v,9)(p). (I1.2.14)
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En évaluant 'expression du Lagrangien pour u(€2) solution de 1’équation d’état, on obtient
L(Qu,q) =T Qu) Vge HY(RY).

Comme u(€2) dépend maintenant de 2, on en déduit la dérivée par rapport a la forme dans
la direction @, par dérivation en chaine,

DoJ ()(0) = DaL(Q, u,q)(0) + Dy L(2, 1, ¢)(Dau($2)(0)).

En choisissant p solution de 1'état adjoint (II1.2.14), on a D,L(Q,u,p)(p) = 0, YV €
HI(RN), d'ott
DaJ(2)(0) = Do L(Q,u,p)(6). (II1.2.15)

Cette technique permet ainsi d’obtenir la dérivée de forme de la fonction objectif en
calculant 1’état adjoint et en dérivant le Lagrangien par rapport a la forme. Bien que simple
et efficace, ce calcul n’est que formel dans le sens oli, pour pouvoir dériver le Lagrangien
par rapport a €2, on suppose que la solution u(2) de 'EDP est différentiable par rapport a
la forme. Dans les problemes d’optimisation de ce manuscrit, on se contentera d’admettre
cette hypothese.

Notons tout de méme le cas particulier des EDP aux conditions aux limites de Dirichlet.
En effet, ces conditions essentielles sont inscrites dans le domaine de définition de u et non
pas dans la formulation variationnelle, contrairement aux conditions de Neumann. Dans ce
cas, les variables (v, ¢) du Lagrangien ne sont plus indépendantes puisqu’elles sont dans des
espaces dépendants de la forme. En effet, ces espaces contiennent les conditions aux limites
sur le bord de €2. Il existe une maniere de traiter ce cas, voir par exemple le chapitre 6 de
[1]. Celle-ci ne sera pas détaillée ici puisque ce cas d’étude n’est pas présent dans les travaux
de ce manuscrit. Les seules conditions de Dirichlet présentes ne concernent que des bords
non optimisés.

L’analyse des sensibilités de la fonction objectif est un élément crucial pour la résolution
du probleme d’optimisation. En particulier, les dérivées par rapport aux variables du probleme
sont indispensables pour 'utilisation de méthodes numériques a base de gradient.

3 Techniques numériques d’optimisation

Dans cette section on s’intéresse a la résolution des problemes d’optimisation sans contrainte
al’aide d’algorithmes de descente de gradient. On introduira ensuite les méthodes numériques
permettant de représenter la forme et ses variations. Pour des raisons de simplicité, on sup-
posera que les fonctions mises en jeu sont différentiables et, puisque 'optimisation est sans
contrainte, que le domaine admissible H,q est I'espace de Hilbert tout entier .

3.1 Algorithme de descente de gradient

Les algorithmes d’optimisation numérique, dans le cas de 'optimisation paramétrique
de D'épaisseur, visent a construire une suite (hg)reny qui, en partant d’une valeur initiale
hg € H, converge vers un minimum, solution du probleme d’optimisation. Dans la méthode
de descente de gradient, cette suite est construite de fagcon a diminuer la fonction objectif
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J(h) du probleme selon la direction de plus grande pente, donnée par le gradient J'(hy).
Elle est de la forme

hk+1 = hy — tpdy Vk € N, (IHBl)
ou t, € R représente le pas de descente et dp € H la direction de descente, tel que Vk € N,
j(thrl) < j(hk) et hk+1 eH. (11132)

Il y a plusieurs manieres de procéder a I'implémentation de ce type d’algorithme. En parti-
culier, on doit préciser la direction de descente, le pas et le critere d’arrét.

Direction de descente

Dans notre cas, la direction de descente sera définie par les dérivées premieres de la
fonction objectif, par exemple

T ()
= T (I11.3.3)

ce qui en fait un algorithme d’ordre 1. Pour obtenir la direction de descente, on doit d’abord
déduire le gradient de la fonction objectif J'(€2) & partir des dérivées établies dans la section
précédente. Pour cela on doit choisir une structure de Hilbert (#, (,)y) afin de pouvoir
appliquer le théoreme de représentation de Riesz. Dans la suite, on considere la fonction
objectif

T(h) = / i(h)dz et Dy (h)(k) = (T'(h). k)

pour k € H.
Un premier choix simple consiste & utiliser 'espace L*(£2). On obtient dans ce cas
DuT () (k) = (T'(h), k) 2 — / i (h)k da. (I11.3.4)
Q

d’on J'(h) = j'(h). Bien que fréquemment utilisée en pratique, cette solution n’est pas
satisfaisante car elle n’apporte pas assez de régularité. Plusieurs phénomeénes numériques
se présentent lors de 'utilisation de I’espace L? et motivent la recherche d’un espace plus
adéquat. On peut citer par exemple, en optimisation paramétrique, I’obtention de designs
dont I’épaisseur oscille lorsque l'on raffine le maillage, voir Figure (I11.3.4). Ou encore les
instabilités “checkerboard” [53, 124], ou instabilités en damier, observables notamment pour
les problemes de plaque en flexion traités dans ce manuscrit. La Figure 111.3.5 illustre ce
phénomene dans le cas de I'optimisation paramétrique de I’épaisseur h d’une plaque élastique
en flexion, encastrée a une extrémité. La fonction objectif porte ici sur la fréquence de vibra-
tion de la plaque, et son gradient est calculé dans I'espace L%(€2). Ces instabilités numériques
peuvent parfois disparaitre en utilisant des éléments plus riches, ce qui a également pour
effet d’augmenter le temps de calcul, en particulier en dimension 3.

Un autre choix consiste a utiliser la structure de H'(€). Le produit scalaire de cet espace
régularise le probleme et permet, dans le cas du gradient de forme, de réaliser I'extension
du gradient sur tout le domaine. On a

DhT(R) (k) = (T'(h), kY = / (VT'(h) - Vk + T'(h)k) dz. (111.3.5)

Q
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F1GURE II1.3.4 — Non convergence de I’épaisseur d’une structure obtenue par optimisation
paramétrique lors d’'un raffinement de maillage. Résulats extraits de [1].

h (mm)
5.0

4.0
— 2.0
— 1.0

FiGURE II1.3.5 — Instabilité “checkerboard” observée lors de I'optimisation paramétrique
d’une plaque en flexion, encastrée & gauche, avec utilisation du produit scalaire de L*(£2).

On en déduit que J'(h) est solution du probleme :

—ATJ'(h)+T'(h) =7(h) dans Q
07 . (I11.3.6)
o (h)=0 sur 0S).

Ce probleme permet d’étendre sur le domaine tout entier le gradient de forme, initialement
défini seulement sur le bord. Le produit scalaire de H'({2) assure la régularité, en parti-
culier au voisinage du bord. On verra dans la section suivante que cette méthode est tres
intéressante dans 'implémentation numérique.

Pas de descente

Le pas est également un élément important des méthodes de gradient puisque le choix de
celui-ci peut grandement impacter la vitesse de convergence de ’algorithme. En choisissant
un pas trop petit, le nombre d’itérations et donc le cout de calcul sera trop élevé. Si le
pas est choisi trop grand, 'algorithme de minimisation peut ne pas converger. On donne
ici quelques exemples de méthodes de descente de gradient sans contrainte parmi les plus
classiques.
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- La méthode de gradient a pas optimal consiste a construire une suite minimisante
(hi)ken telle que

hk+1 = hy, — tpdy Vk € N, (11137)
ou le pas t;, € R" est défini par
teR+

Cette méthode assure la convergence pour J strictement convexe mais est, en contrepartie,
plutot cotiteuse puisqu’on doit résoudre le probléeme (I11.3.8) a chaque itération.

- Une autre possibilité est la méthode de gradient a pas fixe. Cette approche simple
consiste & construire une suite (hy)ren telle que

hk+1 = h, — td, Yk € N, (11139)

o t € R est un pas fixé. Moins cotliteuse que les autres techniques, cette démarche est
cependant bien moins efficace car elle converge lentement et peut, dans certain cas, ne pas
converger.

- Dans ce manuscrit, on utilise la méthode de descente de gradient a pas variable. Il
s’agit d’une technique permettant une convergence plus rapide que l'algorithme de gradient
a pas fixe, sans avoir a résoudre de probleme supplémentaire, comme dans la méthode a pas
optimal. A chaque itération, on se contente de comparer J (hys1) et J (hg) et de faire varier
le pas en conséquence afin de converger plus vite. Si J(hry1) < J(hg), on multiplie le pas
par une constante (typiquement comprise en entre 1 et 2), si J(hry1) > J(hi), on rejette
le pas (et on le divise typiquement par 2) pour assurer la décroissance.

Critere d’arrét

Pour des raisons de temps de calcul, on se contente généralement d’une approxima-
tion du minimum du probleme d’optimisation. En pratique, on cherche a limiter le nombre
d’itérations en choisissant un critere d’arrét. Parmi les plus courants, on trouve un critere sur
le gradient de la fonction objectif, ||V.J (hy)||< €, avec € fixé. Dans ce manuscrit, on utilise
() = Tl _

J (hiv1)

un critere basé sur le nombre maximal d’itérations. Ce dernier est simple mais nécessite de
I’expérience sur le probleme d’optimisation étudié pour étre correctement choisi. Dans les
deux cas, le critere est combiné a une condition d’arrét sur le pas. Lorsque celui-ci atteint
une valeur trop faible, t; < €, I'algorithme s’arréte.

soit un critere sur les variations relatives de la fonction objectif

3.2 Meéthode de déformation de maillage

Dans le cas de 'optimisation géométrique et topologique, on minimise la fonction cout

de dérivée de forme
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en appliquant une méthode de gradient pour la variable 6. On construit une suite minimisante
de formes (2%)en otl chaque QF est construit & partir de Q1) selon un champ de vecteurs
0, ou QF = (Id + 0)(Q%1). Dans la méthode de déformation de maillage, on représente la
forme par un maillage et, a chaque itération, on perturbe la forme en déformant le maillage.
C’est une méthode adaptée a 'optimisation géométrique puisqu’il est difficile de changer la
topologie d’un maillage en cours d’optimisation. Il s’agit donc de la méthode utilisée pour
les problemes d’optimisation géométrique présents dans ce manuscrit.

Une premiere précision doit étre apportée sur le champ de vecteur 6 puisqu’il n’est
initialement défini que sur le bord de la forme. On pourrait se contenter de construire la
forme QF en déterminant une nouvelle frontiere 9Q* & partir de la trace normale au bord
0r_1.nx_1. Cela pose probleme en pratique puisque seuls les noeuds situés sur la frontiere sont
déplacés. Les éléments contenant ces noeuds deviennent alors tres vite de mauvaise qualité.
I1 est alors nécessaire de remailler tres souvent, voire a chaque itération. Le remaillage (par
des outils génériques) est une opération tres couteuse, en particulier en dimension 3. Il
existe néanmoins des outils de remaillage local (au voisinage de la frontiere) qui sont plus
efficaces (comme le logiciel MMG [6]) mais cette opération reste toujours un peu plus chere
qu’une simple déformation de maillage. En pratique, on étend la définition de # a 'intérieur
de €2 afin de pouvoir déformer la forme en déplacant tous les nceuds du maillage. Cela a
I’avantage de conserver une meilleure qualité de maillage d’une itération a une autre, et donc
de grandement diminuer les opérations de remaillage. On peut maintenant remailler toutes
les 10 itérations par exemple. En contrepartie, on doit résoudre le systéme supplémentaire

AT (Q)+TJ'(Q) =0 dans Q

07"
n on

construit similairement au systeéme (I11.3.6). Notons que le gradient J' peut étre étendu sous
forme scalaire ou vectorielle. Le produit scalaire de H'(£2) assure la régularité au voisinage
du bord et on ajoute un parametre de régularisation 7. Il est typiquement de 'ordre de la
taille d'une maille et permet de controler la magnitude de la régularisation afin de ’adapter
au probleme étudié.

Dans ce manuscrit, les champs 6 et u sont discrétisés sur deux maillages différents [13].
C’est une méthode courante ot le champ de déplacement 6 est défini sur un maillage grossier
alors que le déplacement u est défini sur un maillage plus fin. Travailler avec un maillage plus
grossier pour # permet d’éviter les phénomenes d’oscillation de frontiere et réduit également
le temps de calcul. C’est donc le maillage grossier que ’on déforme a chaque itération, puis
on fait suivre le maillage fin en l'interpolant sur le maillage grossier.

(111.3.10)

(Q) =b(Q)n sur 012,

3.3 Meéthode level-set

La méthode level-set est la méthode d’optimisation topologique employée dans ce travail.
Il s’agit d’'une approche reposant sur la représentation de la forme par une fonction level-set
(ou fonction ligne de niveaux), définie sur un maillage fixe. Plutot que d’utiliser le gradient
de forme pour déformer un maillage, on s’en sert pour transporter la fonction level-set
a travers la résolution d’une équation de transport. On reste dans le cadre de la méthode
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d’Hadamard mais avec I’avantage de ne pas nécessiter de remaillage et de tres bien supporter
les changements de topologie, excepté pour la nucléation de trous. La méthode level-set a
été introduite par Osher et Sethian [112] pour la capture d’interfaces. Elle est utilisée dans
bien des domaines, par exemple en mécanique de la rupture ou en dynamique des fluides.
En particulier, cette méthode a été adaptée a l'optimisation de formes [11, 111].

Représentation par la fonction level-set
Le principe est d’utiliser la ligne de niveau zéro de la level-set pour représenter la frontiere
09 de la forme (Figure II1.3.6). La fonction level-set ¢: D +— R vérifie
o(r) <0 sizel

d(x) =0 sixe N (II1.3.11)
é(r) >0 size D\Q,

p(x)<0

¢(x) =0

FI1GURE II1.3.6 — Représentation de la forme {2 par la méthode level-set.

ou D représente le domaine d’optimisation contenant la forme (2. Dans ce manuscrit, on
se limite au cas d’'un matériau bi-phasé, constitué d’un matériau "dur“ et d’une phase
constituée d’'un matériau "mou*, représentant le vide. Dans ce cas ¢(z) < 0 représente
le matériau et ¢(z) > 0 le vide. Cette méthode s’étend également tres bien a I’étude des
structures multi-matériaux. On assimile I'optimisation a un probleme temporel ot chaque
itération est représentée par un pseudo temps . La forme Q(t) évolue donc avec le temps
suivant une vitesse normale scalaire v(t,z). On résout pour cela une équation de transport
de type Hamilton-Jacobi

—gf (t,x) + v(t,z)n(t,z).Vo =0
. _ Vol x) : ol .
oun(t,x) = Vol o) On obtient 1’équation

0
kol ) Vol=0,
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on on choisit naturellement v = b(Q2), I'intégrande de la dérivée de forme de la fonction
objectif, préalablement étendue a tout le domaine D par la résolution d’un systeme du type
(IT1.3.10). Sous FreeFem++, I’advection de la level-set est réalisée a I’aide du module advect
développé par C. Dapogny [33].

Au cours de I'optimisation, ’advection de la level-set est fréquemment accompagnée de
changement de topologie, en d’autres termes, certains trous fusionnent ou disparaissent.
Ces changements de topologie peuvent engendrer des sauts de la fonction objectif, que 'on
souhaite autoriser, dans l’espoir d’obtenir un meilleur design par la suite. En pratique,
lorsque 1'on teste si une itération permet bien de diminuer la fonction objectif, on ajoute
une tolérance, typiquement de 2%, que 'on diminue au cours des itérations. Cela permet
de faciliter les changements de topologie en début d’optimisation. Le test pour accepter une
itération devient alors, pour k 'indice des itérations de l'optimisation, J (1) < tol T ()
ou, par exemple, tol = 1.02 et tend vers 1 lorsque k augmente.

Bien que la représentation de la forme par une fonction level-set autorise les changements
de topologie en supprimant des trous, elle ne permet pas d’en créer. On initialise donc
généralement par une fonction level-set contenant déja des trous. En effet, cette méthode
repose sur l'utilisation du gradient de forme, un objet mathématique ne permettant pas de
mesurer la sensibilité de la fonction a la création d’un petit trou. Cet inconvénient peut
étre pallié par 'utilisation conjointe du gradient de forme et du gradient topologique [8]. Ce
dernier permet de déterminer, lorsque qu’il est négatif, les positions idéales de nucléation de
petits trous, de fagon a réduire la fonction objectif. Cette technique moins commune, que
I’'on ne détaillera pas ici, n’est pas toujours réalisable car le calcul du gradient topologique
n’est pas toujours aisé.

Fonction distance signée

En théorie, on pourrait initialiser la fonction level-set de facon arbitraire, par exemple a
I’aide de fonctions sinus, permettant d’obtenir une level-set initiale contenant déja des trous.
En pratique, la level-set ne doit pas présenter de pente trop grande au niveau de la frontiere
de la forme, ce qui entrainerait une perte de précision sur la localisation de la frontiere de
la forme [7, 42]. Elle ne doit pas étre trop faible non plus, cela entrainerait des instabilités
notamment dans le calcul du vecteur normal n. On met donc en place une procédure de
redistanciation de la level-set, a renouveler typiquement toutes les 10 itérations, a 'aide de
la fonction distance signée dg, définie par

—d(z,00) sizeQ
Vo € D, dQ(!B) = 0 sixz € of) (111.3.12)
d(x,00) siz € D\Q,
ou d(x,08)) = minyepo|r — p| représente la distance euclidienne du point x par rapport au
bord 0N). Il existe différentes facons de calculer la distance signée. On se contente ici de

décrire la méthode préférentielle dans le cas de la méthode level-set. La distance signée par
rapport a l'initialisation de la level-set ¢¢(z) sera calculée par la résolution du probleme de
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redistanciation suivant,

99 . T
5 (1 %) +sign(o) (2)(IVe(t,x)[-1) =0 pourt >0,z €D (111.3.13)

¢(0,7) = ¢o(x) pour x € D.

La fonction dg est un outil tres utile permettant d’appliquer des contraintes variées
[46], comme par exemple une contrainte d’épaisseur minimale, ou encore pour représenter
I'interface entre deux matériaux [62, 131]. En pratique, on a souvent besoin d’imposer une
zone de matiere non-optimisable 2y dans le domaine, en particulier pour les problémes
d’optimisation de valeurs propres. On décide habituellement de fixer les zones d’application
des forces, ou proches des bords fixes comme les bords encastrés. Dans ce manuscrit, on
se servira de cette fonction pour déterminer une bande de matiere fixe située le long des
bords curvilignes d’une semelle de chaussure de course. Cette bande de matiere agit comme
un revetement, cela permet d’optimiser l'intérieur de la structure en conservant la forme
générale. Pour cela, on projette la forme sur l'espace des formes admissibles en mettant
simplement a jour la level-set ¢p,; a l'aide d’une fonction ¢4, construite a partir de la
distance signée, dont la ligne de niveau zéro correspond a d€2¢. La projection s’écrit

Poa(Pri1) = min(dgy1, da)- (IT1.3.14)

La fonction distance signée est intégrée dans FreeFem++ dans le module distance.

Approche “Ersatz”

Dans sa forme la plus simple, la méthode level-set est utilisée sur un domaine D représenté
par un maillage fixe. On réalise alors les calculs sur tout le domaine D plutot qu’uniquement
sur la forme €. Pour cela, on donne au vide, zone ou ¢(x) > 0, les propriétés d’un matériau
Ersatz. En élasticité isotrope, on peut choisir un matériau de rigidité faible Eg, de 'ordre
de By ~ 107°F o E est la raideur du matériau d’intérét. Dans notre cas, on optimisera des
valeurs propres, on devra donc aussi définir une densité pg, elle aussi, tres faible. La densité
doit étre beaucoup plus faible que la rigidité [9], tel que - < o et ceci pour éviter les

PE E
instabilités numériques sachant que, en élasticité par exemple, la valeur propre du probleme,

égal a la pulsation propre au carré, est proportionnel a —. En viscoélasticité, on prendra des

valeurs tres faibles pour tous les modules associés au modele rhéologique. Les valeurs des
coefficients de Poisson restent inchangées et les valeurs Eg et pg doivent étre choisis avec
soin pour éviter 'apparition de modes parasites.

L’approche Ersatz présente le net avantage de travailler sur le méme maillage au cours
des itérations, et donc de ne pas nécessiter de remaillage. Elle présente cependant deux
inconvénients. Tout d’abord, la résolution de I’équation d’état et de I’équation adjointe est
plus cotteuse puisque effectuée sur le domaine D tout entier plutot que sur la forme Q. 11
est également nécessaire de définir des densités intermédiaires sur les mailles traversées par
le niveau zéro de la level-set. En pratique, cette densité sera proportionnelle a la fraction
volumique intérieure a la forme (volume ot ¢ < 0). Bien qu’elles ne soient pas utilisées dans
ce manuscrit, d’autres méthodes numériques existent. On pourrait par exemple envisager
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d’enrichir les éléments finis en représentant correctement la frontiere de la forme, pour cela
on coupe les mailles suivant le niveau zéro de la level-set. Cela a pour inconvénient de
parfois créer des éléments distordus. Les méthodes les plus courantes sont les approches
XFEM [132] et CutFEM [34]. Il est également possible de réaliser un remaillage de facon a
créer un maillage “body-fitted”, capturant la forme définie par une fonction level-set. Cette
méthode [6] est appliquée a ’aide de la librairie MMG.

L’optimisation topologique, dans le cas des problemes aux valeurs propres, est toujours
délicate. En fonction de la méthode utilisée, des modes parasites peuvent apparaitre dans le
matériau Ersatz, empéchant une résolution numérique stable. Contrairement a la méthode
SIMP par exemple, la méthode level-set est assez peu propice a ce genre de phénomene, ce
qui en fait une méthode de choix pour ce travail.

On résume ci-dessous 'algorithme d’optimisation topologique (version sans contrainte)
employé dans ce manuscrit.

Initialisation de la forme 2y par la fonction level-set ¢q
Redistanciation de ¢q
Résolution de I’équation d’état
Calcul de J ()
Calcul du gradient de forme (cas auto-adjoint) et de la direction de descente d
Pour k£ > 1 jusqu’a convergence :
Advection de ¢y
Si (it%10==0) alors :
‘ Redistanciation de ¢y
Fin
Calcul de J (1)
Si J(Qy1) < tol T () alors :
“Itération acceptée”
Calcul de J'(2k11) et dgiq
trir = L1ty
Sinon :
“Itération refusée”
Ory1 = O
dg1 = dy,
tr1 = 0.5t
Fin
Fin

Algorithme III.3.1 : Optimisation topologique sans contrainte

4 Techniques d’optimisation sous contraintes

Les algorithmes présentés dans la section précédente se concentrent sur des problemes
sans contrainte, ou ’espace admissible H,; est égal a 'espace de Hilbert H tout entier.
Dans les problemes d’optimisation rencontrés dans ce travail, et, de maniere générale, pour
la plupart des systeémes réels, des contraintes doivent étre prises en compte et viennent
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ainsi enrichir les espaces admissibles. Il peut s’agir, par exemple, de contraintes liées aux
performances de la structure ou au procédé de fabrication de la piece. Dans ce manuscrit,
on pourra trouver des contraintes de volume, de fréquence de vibration, de rigidité et de
géométrie. On les rencontrera sous la forme de contraintes d’égalité ou d’inégalité.

On s’intéresse a la résolution du probleme sous contrainte

min 7 (h) (TI1.4.1)

heHqd

avec

Hag ={h € H | f(h) =0,9(h) <0}

ol h représente 1’épaisseur en tant que variable de design, f une contrainte d’égalité et g
une contrainte d’inégalité. On introduit dans la suite les principales méthodes utilisées, la
méthode du gradient projeté et la méthode du Lagrangien augmenté. Il s’agit d’algorithmes
d’ordre 1, c’est a dire utilisant seulement le gradient de la fonction objectif. Afin de com-
prendre les principes du Lagrangien augmenté, on détaillera au préalable la méthode de
pénalisation et ’algorithme d’Uzawa.

4.1 Méthode de gradient projeté

L’algorithme de gradient projeté, largement utilisé dans ce manuscrit, est une variante
tres proche de 'algorithme de descente de gradient sans contrainte. Cette méthode simple
permet de projeter les solutions de I’espace sans contrainte H sur ’espace sous contrainte
Haq- Ceci n’est possible que pour H,4 convexe et si 'opérateur de projection orthogonale
P,; est connu explicitement, ce qui n’est pas souvent le cas.

En pratique, on utilisera cette technique pour les contraintes de boite (contrainte d’épaisseur
bornée), les contraintes géométriques, et, dans certains cas, pour les contraintes de volume
constant. Pour chaque probleme de ce manuscrit employant une projection, on détaillera,
dans les chapitres concernés, I'expression de 'opérateur P,,.

Projection en optimisation paramétrique

Dans le cas simple de I'optimisation paramétrique de I’épaisseur h € L*(2) d’'une struc-
ture, la mise a jour de la solution devient

hsr = Pag (hi, — t7' (hi)) Vk € N.

Pour les contraintes de boite, on utilisera les fonctions min et max pour projeter orthogo-
nalement sur l'espace admissible H,q4. Pour la contrainte h € [hnin, Rnae), 'opérateur est
donné par la troncature :

(Paa(h))(x) = maz (humin, min(hmaz, h(x))) .

Notons que, si épaisseur h appartient a un espace de solution régularisé H 7 (Q) ou h €
H1(2), on projette tout de méme en minimisant la distance L? et non la distance H'. Pour
des raisons de simplicité, on se contentera donc d’approximer la projection sur #H, par la
projection sur H,gq.
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Pour les contraintes de volume constant, on projette par ’ajout d’une constante [ déterminée
par dichotomie sur le volume. A chaque itération de 'optimisation, on calcule J(h) pour le
profil d’épaisseur h(x) + [ et on itére en ajustant [ par dichotomie jusqu’a ce que le volume
soit assez proche du volume initial. De cette maniere, la contrainte de volume est respectée
a chaque itération de I'optimisation.

Projection en optimisation géométrique

Dans le cas de I'optimisation géométrique, les contraintes sur la forme sont effectuées
en projetant 2 sur I'ensemble des formes admissibles V,4. Cet espace n’est pas un espace
de Hilbert, la notion d’orthogonalité n’y est donc pas définie. Cependant, pour des raisons
de simplicité, on omettra cette difficulté dans le cas géométrique. Pour une approche plus
rigoureuse, se référer a [7]. Dans ce travail en particulier, on rencontrera des contraintes de
formes fixes, ol la matiére n’est pas soumise a 'optimisation. Il s’agit de zones incluses dans
la forme initiale dans lesquelles la frontiere 0€2 ne doit jamais se trouver. Pour cela, il y a plu-
sieurs possibilités, on peut, par exemple, pour les nceuds de 0f) violant la contrainte, réaliser
une projection orthogonale sur la frontiere de la forme fixée. Pour des raisons numériques,
la projection des nceuds sera plutot effectuée le long de leur vecteur déplacement.

En optimisation géométrique 2D, la contrainte de volume constant sera traitée a l'aide
d’un multiplicateur de Lagrange ¢, dans 'esprit de l'algorithme d’Uzawa, présenté dans la
section suivante. Plutot que de résoudre le probleme sous contrainte

Jnin J(Q) tel que V = /Qh dA =V,

ou h désigne I'épaisseur constante de la forme 2D et V{ le volume initial cible, on se ramene
a un probleme sans contrainte

min (J + (V) ().

QeVag

Contrairement a ’algorithme d’Uzawa, le multiplicateur ¢ sera ici déterminé par dichotomie
de fagon a respecter la contrainte a chaque itération. Cela implique une déformation du
maillage a chaque itération de la dichotomie afin de déterminer le nouveau volume.

Projection en optimisation topologique

En optimisation topologique, on projettera la level-set ¢, a ’aide des fonctions min et
maz, a chaque itération k. On peut, par exemple, utiliser une fonction level-set ¢ pour
représenter la contrainte de forme fixée {1;. On projette ensuite ¢p41 sur son ensemble
admissible en calculant simplement

Poa(¢r11) = min(@pq1, dy).

Cette projection est habituellement effectuée juste apres 'obtention de ¢ par 'advection
de ¢. La fonction ¢, peut étre construite a partir de simples fonctions algébriques ou bien
encore a l’aide de la fonction distance signée.

L’application de la contrainte de volume constant par projection est une méthode plutot
coliteuse, elle ne sera utilisée qu’en optimisation paramétrique et géométrique 2D. En opti-
misation topologique, le respect de la contrainte a chaque itération peut empécher certains
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changements de topologie et réduire 'efficacité de ’algorithme. On préfere alors utiliser une
autre méthode permettant au volume de varier en début d’optimisation, la méthode du
Lagrangien augmenté.

4.2 Algorithme d’Uzawa

L’algorithme d’Uzawa repose sur la résolution d’'un probleme de point selle, obtenu a
partir du Lagrangien. L’idée est de remplacer le probleme de minimisation sous contrainte
(II1.4.1) par la minimisation du Lagrangien, défini par (II[.2.1). On obtient

L(h, A\, i) = T (h) + Mf(R) + pg(h) (I11.4.2)

ou (A, 1) € RxR, est fixé et représente le multiplicateur de Lagrange associé aux contraintes
f et g, fonctions de V' a valeurs dans R. On cherche a minimiser le Lagrangien pour diminuer
la fonction objectif tout en satisfaisant les contraintes f et g. On est donc amené a construire,
pour une initialisation A\g et o, les suites (hg)ren, (Ak)ren €t (i )ren a partir de

L( by M, ptie) = %161{} L(h, Ak, )
)\k+1 = )\k + Tf(hk) (11143>
pir = Pry (pe + 79(h))

ol 7 est le pas de temps, a choisir avec précaution, et Pr  est la projection permettant
d’obtenir pr.1 = 0 quand la contrainte n’est pas active. Elle est simplement définie par

Pr.: RS R,

" .
x — max(0, x).

Si g(h) < 0, on dit que la contrainte est inactive. Dans ce cas on a u = 0 et on retombe sur
la simple minimisation de J(h) + Af(h). En revanche, si g(h) = 0, la contrainte est active
(ou saturée) et p > 0. Pour des contraintes d’égalité, la contrainte est toujours active, on
n’utilise donc pas de projection.

L’idée de I’algorithme est de simultanément minimiser i a A et u fixé et maximiser A et u
a h fixé. Pour cela on utilise deux algorithmes de gradient. On optimise le multiplicateur de
Lagrange par une méthode de gradient projeté en construisant des suites (Ag)ren €t (1x)ren
oll, a chaque itération, on calcule la solution hy, a A\ et p fixé, en minimisant le Lagrangien
par une méthode de gradient.

Cet algorithme peut étre assez coliteux, en pratique on utilise plutot une variante clas-
sique, I’algorithme d’Arrow-Hurwicz. Au lieu de mettre a jour les multiplicateurs de Lagrange
A et ug a chaque fois que I'on converge vers un hy, on le met a jour a chaque itération de 1’al-
gorithme permettant de trouver hy. En d’autre terme, il n’y a qu’un seul pas de gradient pour
la minimisation en h. On présente, algorithme II1.4.1, un exemple typique d’implémentation
d’une telle méthode. La minimisation en h est effectuée par descente de gradient a pas va-
riable ¢;. On effectue la minimisation en A et p de la méme facon, pour des pas 7y et
Tuk- 1l est important de préciser que ces types d’algorithmes ne permettent de vérifier la
contrainte qu’a convergence. De plus, le respect de la contrainte, méme a convergence, n’est
pas toujours garanti.
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Initialisation des multiplicateurs Ao, po, et des pas to, Ta0, Tpu0
Initialisation de I'épaisseur hyg
Pour k£ > 1 jusqu’a convergence :

Calcul de hk+1 = hk — tkﬁl(hk, )\k, Mk)

M1 = Mg + Taef (i)

prr1 = Pry (e + Turg(hy))

Mise a jour des pas txi1, Takt1 €6 Ty ki1
Fin

Algorithme II1.4.1 : Algorithme d’Arrow-Hurwicz

4.3 Méthode de pénalisation

La méthode de pénalisation est une méthode tres simple a mettre en ceuvre, souvent
utilisée comme méthode rapide pour imposer une contrainte. On cherche a remplacer le
probleme sous contrainte par un probléme sans contrainte, plus simple a résoudre, ou on
a pénalisé les contraintes par des parametre €y et €, faibles. Le probléme d’optimisation
(II1.4.1) devient le probleme pénalisé

. 1 o 1 2
i (j(h) 0 =P (gl )> . (I11.4.4)

9

Généralement, on diminue la valeur des parametres de pénalisation afin de s’assurer de la
convergence. Cette méthode rapide présente cependant des problemes de conditionnement,
en particulier pour €; et ¢, petits. Le choix des parametres de pénalisation est donc tres
important et se fait généralement par un simple procédé d’essai-erreur.

4.4 Méthode du Lagrangien augmenté

On peut maintenant introduire la méthode du Lagrangien augmenté, elle combine les
avantages de l'algorithme d’Uzawa et de la méthode de pénalisation.

Définition II1.4.1. Pour h € H, on définit le Lagrangien augmenté correspondant au
probléeme (111.4.1) par

Lol A ) = T0) + (M) + SIFI7) + 5 ((Pr, (ot eg())’ = 12)  (145)

ou A € R et p € R sont des multiplicateurs de Lagrange et ¢ € Ry est un parametre de
pénalisation fixé.

L’idée de la méthode est de procéder comme 'algorithme d’Uzawa, en calculant un point
selle de L.(h, A\, i), mais cette fois, on met a jour les multiplicateurs de Lagrange avec les
formules

Ney1 = A + ¢ f(hy)
pe1 = Pry (pw +cg(hy)) -

(111.4.6)
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Dans le cas convexe, le Lagrangien augmenté a les mémes points selles que le Lagrangien
ordinaire, voir [44]. Dans les cas non convexes, sous certaines hypotheses, utiliser le La-
grangien augmenté avec ¢ assez grand permet de garantir I'existence d’un point selle local.
Remarquons que ¢ joue le role du pas dans la construction des suites maximisantes (Ag)ren et
(k) ken. On remarque également que le terme du Lagrangien augmenté associé a la contrainte
d’inégalité n’est pas nul si la contrainte n’est pas active. En effet, il vaut

2

[ . [
_E B < B

2c sig(h) < c (I11.4.7)
pg(h) + =g(h)*  sinon.

2

On vérifie cependant que le gradient de ce terme est bien nul lorsque la contrainte n’est pas
active.

Cet algorithme a I'avantage de converger plus vite que celui d’Uzawa et est bien plus
robuste que la méthode de pénalisation. Il est cependant nécessaire de prendre le temps de
choisir \g, 1o et ¢ de fagon judicieuse pour que l'algorithme converge. On présente ci-dessous
une implémentation typique de la méthode du Lagrangien augmenté.

Initialisation des multiplicateurs \g, j9, du parametre de pénalisation ¢ et du pas %
Initialisation de 1’épaisseur hyg

Pour k > 1 jusqu’a convergence :

Calcul de hk—i—l = hk — tkﬁlc(hk, /\k, /vbk)

Si Lc(hk—I—ly )\k, [Lk) < tOl,Cc(hk, )\k, ,uk) alors :

“Itération acceptée”

tk+1 = 11tk

)\k+1 = )\k = Cf(hk)

pr = Pry (pk + cg(hi))

Si (it%5==0) alors :

‘ c=2c
Fin
Calcul de L.(hgr1, Met1, k1) €6 Lo (g1, Apsts er1)
Sinon :
“Itération refusée”
tgr1 = 0.5t
Fin
Fin

Algorithme II1.4.2 : Algorithme du Lagrangien augmenté

Tout comme l'algorithme d’Uzawa, la contrainte n’est respectée qu’a convergence. Cette
propriété est intéressante en optimisation topologique. En effet, autoriser de grandes varia-
tions de la fonction objectif en début d’optimisation permet de faciliter les changements de
topologie, contrairement a une méthode par projection.

Dans ce manuscrit, on appliquera fréquemment un algorithme de descente de gradient
projeté avec Lagrangien augmenté pour les problémes présentant plusieurs contraintes. Il
s’agit simplement de 1'utilisation simultanée de la technique du gradient projeté, pour les
contraintes “simples” pour lesquelles I'opérateur de projection est connu, et du Lagrangien
augmenté.
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Chapitre IV

Optimisation de poutres
viscoélastiques en vibration
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1 Introduction

L’optimisation de formes de structures viscoélastiques complexes en vibration est un sujet
peu abordé dans la littérature dans le cas des méthodes explicites a base de gradient. Afin
de parvenir a optimiser une semelle de chaussure de course, plusieurs études préliminaires
menées sur des structures plus simples sont préalablement effectuées. Celles-ci permettent de
résoudre progressivement les difficultés liées a 'intégration des modeles viscoélastiques dans
les problemes d’optimisation. Ces études permettent également une meilleure interprétation
de I'analyse des sensibilités du probleme vis-a-vis des parametres mis en jeu et viennent
donc considérablement enrichir ce travail. Dans 'optique de proposer une étude complete

85
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de ce type d’optimisation, on s’intéresse tout d’abord au cas le plus simple, 'optimisation
paramétrique d'une poutre viscoélastique en vibration.

L’étude des poutres d’Euler-Bernoulli est un sujet présent depuis longtemps dans la
littérature [57, 127]. Bien que d’autres méthodes plus avancées aient vu le jour, cette théorie
de poutres reste largement appliquée dans de nombreux domaines de 'ingénierie, tout parti-
culierement en génie civil depuis la construction de la tour Eiffel a la fin du XIX® siecle, no-
tamment pour sa simplicité et sa pertinence dans le cas des poutres élancées. Dans ce chapitre
introductif, on cherche a combiner le modele d’Euler-Bernoulli et les modeles rhéologiques
des polymeres afin de les appliquer a l'optimisation des vibrations libres d’une poutre vis-
colélastique a épaisseur variable. Dans ce cas 1D, on se contentera de chercher la répartition
optimale de matiere a travers une optimisation paramétrique portée sur 1’épaisseur de la
poutre.

Ce chapitre présente tout d’abord, en section 2, le probleme vibratoire de poutres d’Euler-
Bernoulli en viscoélasticité. En section 3, on s’attardera sur les différentes fonctions objectif
relatives a ’amortissement de structures viscoélastiques. Puis, en section 4, on énoncera
le probleme d’optimisation et on effectuera une étude des sensibilités de la fonction objec-
tif choisie. On décrit ensuite en section 5 et 6 les méthodes numériques employées pour
résoudre le probleme d’optimisation ainsi que les matériaux étudiés dans ce manuscrit avant
de présenter les résultats numériques en section 7. Dans le cas de la poutre, on proposera
une analyse approfondie des résultats numériques, en particulier sur I'impact des parametres
du probleme sur 'optimisation.

2 Vibration de poutres d’Euler-Bernoulli en
viscoélasticité
Le probleme d’intérét porte sur la vibration libre d’'une poutre viscoélastique, représentée
Figure IV.2.1, satisfaisant les hypotheses du modele d’Euler-Bernoulli. Par conséquent, cette
étude est limitée aux poutres élancées dont les effets du cisaillement transverse peuvent étre

négligés. Dans ce travail, on considere les déformations infinitésimales. On note L la lon-
gueur de la poutre, W sa largeur et h son épaisseur. Afin de traiter le cas le plus général,

L

Jw
[ y ..

Xz

Xy

F1GURE IV.2.1 — Représentation d'une poutre d’Euler-Bernoulli encastrée a une extrémité.

la viscoélasticité linéaire du matériau constitutif est représentée par un modele de Max-
well généralisé, dont le schéma type est rappelé Figure IV.2.2. 1l est constitué de branches
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élémentaires de Maxwell en paralleles ainsi que d’une branche élastique représentant 1’élasti-
cité aux temps longs. On rappelle qu’en 3 dimensions, la poutre est représentée par le do-

€ <
)
€
)

E T,

n
g —{

F1GURE IV.2.2 — Schéma du modele de Maxwell généralisé.

maine

w W —h h
QP = {(951,9527333) €R’ |z €(0,L),25 € <_?7?) ) T3 € (7’5) }

de frontiere 03P,

On s’intéresse uniquement a la flexion de la poutre en vibration libre, donc a son
déplacement vertical U(xy, 2y, x3,t). Avant de chercher a optimiser les vibrations de la
poutre, on doit tout d’abord déterminer la formulation variationnelle du probleme. On écrit
pour cela le principe des travaux virtuels. Sans force extérieure, on obtient

2
/QSD p%—gadv + /QSD o-e(@)dV =0 Vt € R, (IV.2.1)

pour tout déplacement admissible 4(z1, z9, x3). On considere maintenant la poutre comme
une structure 1D, ce qui veut dire que la seule variable spatiale dont dépend U et u est x;.
La poutre est encastrée a 'extrémité x; = 0 et libre d’effort a 'autre extrémité 1 = L. En
1D, les contraintes et déformations de flexion sont simplement des scalaires et, d’apres le
modele de Maxwell généralisé, vérifient
- b = 9e(U
o(x1, 9, 3,1) = Exe(U)(x1, 2, x3,1) +2Ej/ e %(I‘l,t’l}g,[E&T)dT. (IV.2.2)
T
j=1 —oo
Pour des poutres élancées, la déformation de flexion et la déformation virtuelle sont ex-
primées par
02U d*a

e(U)(x1, x9,x3,t) = —xgg—ﬁ(xl,t) et €(a)(zy, x9,x3) = _I3d_x%(x1)' (IV.2.3)
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De plus, la solution U est supposée harmonique et s’écrit
U(xy,t) = u(ag)e™, (IV.2.4)

ou le nombre complexe w représente la pulsation du systeme. En injectant e(U) et U dans
(IV.2.2), on obtient la contrainte de flexion

A wt; | d*u
o (w1, 19,13, 1) = —w36™" (E + Z — ) ——5 (71).

N +iwr; | da?

En substituant maintenant o, €(¢) et U dans (IV.2.1), le probleme devient :
Trouver u € Uy, tel que

3 2. 7 2 L
/ h_d_gd_@;dx = hd / hui du Vi € Up, (IV.2.5)
0 12p d[lfl dl‘l Z jlszJ
— +iwT;
avec p
Uy = {u € H*([0,L],C) | w,,_, =0, d—z o= 0} . (IV.2.6)

La présence de dérivées secondes dans la formulation variationnelle justifie la recherche de
solutions dans l'espace H2. A partir de la formulation (IV.2.5), on en déduit la formulation
forte correspondante :

( 1;_pdd_:;( 33:%) = W o hu sur (0,L),
Eo + Z i Triam,
u=>0 en z1 =0,
j_; 4 en 2 =0, (IV.2.7)
% =0 en r; = L,
dﬂgﬁ(ﬁ%) =0 enry = L.

\

Ainsi, la paire (w,u) est solution du probleme aux valeurs propres non linéaire complexe
ci-dessus, ou w € C et u: [0, L] — C. Dans le cas 1D, une stratégie de résolution consiste a
simplifier le systéme en un probleme aux valeurs propres linaire réel en posant

A= S (IV.2.8)
EOO + Zl EJ l—zi—o;:j’r]
j:

Puisque ce probleme met en jeu le bilaplacien, un opérateur défini positif auto-adjoint,
les valeurs propres sont nécessairement réelles. Par conséquent, la pulsation complexe w
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est obtenue par la résolution du probleme aux valeurs propres linéaire réel pour la valeur
A, suivie de la résolution d’'une équation polynomiale complexe de degré (n + 2) issue de
(IV.2.8). La pulsation d’intérét correspondant au premier mode de vibration est sélectionnée

dans '’ensemble
F={weC|Re(w)>0et Im(w)>0}.

Comme illustré Figure IV.2.3 pour un matériau test, les fonctions A — Re(w) € F et
A — Im(w) € F sont monotones. On verra par la suite que leurs évolutions dépendent des
parametres matériaux. La pulsation correspondant au premier mode de vibration est donc

3500
44.0
L 3000
435
— b 2500 —
T 4.0 T
0 0
5 2000 T
% 42.5 %
| - L.
— L "
5 .0 1500 3
415 L 1000
41.0 r 500
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
A

FIGURE IV.2.3 — Variations de w en fonction de A pour un matériau modélisé par un modele
de Maxwell généralisé.

obtenue a partir de la premiere valeur propre du probleme aux valeurs propres linéaire en A,
c’est a dire la plus petite valeur de A. Pour des raisons de différentiabilité, on suppose que
A est simple, et les parties réelle et imaginaire de la pulsation w sont notées

w, = Re(w), w; = Im(w).

Dans les rares cas ou la valeur propre est multiple, on perd la différentiabilité (au sens de
Fréchet) de la valeur propre. D’autres méthodes existent, tout du moins en élasticité, pour
traiter ces problemes particuliers. Citons par exemple les méthodes [74, 110] basées sur la
théorie des sous-gradients de Clarke [43]. Dans ce manuscrit, on se contente de vérifier que
la valeur propre est simple, et le reste au cours de l'optimisation. Dans les problemes de
maximisation étudiés dans ce travail, les parties réelle et imaginaire de la premiere valeur
propre ne dépasse jamais celles des valeurs propres suivantes.

3 Choix de la fonction objectif

Dans ce manuscrit, on s’intéresse a deux quantités que 1’on cherchera a optimiser dans le
cas de la semelle de chaussure, 'amortissement et le retour élastique. La majeure partie de
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ce travail sera centrée sur la maximisation de ’amortissement, des études complémentaires
sur la maximisation du retour élastique seront proposées dans le cas de la plaque 2D.

Pour 'optimisation paramétrique de poutres viscoélastiques en vibration, on s’intéresse
uniquement a I’amortissement, il est donc nécessaire de définir cette notion afin de choisir une
fonction objectif pertinente. Plusieurs quantités caractérisant les propriétés amortissantes
d’une structure viscoélastique sont présents dans la littérature. Les trois principales options
sont détaillées ci-dessous.

1. Le module de perte modal, ou module de perte structurel, est probablement la quan-
tité la plus utilisée. Elle est donnée par

Im(w?) 2w,
p= ) e (IV.3.1)

~ Re(w?) w2 -—w

et défini le rapport entre I’énergie dissipée et 1’énergie stockée [70, 98]. Cependant, il
est possible que la minimisation de ce rapport mene a une simple égalisation de w, et
w;, faisant tendre le dénominateur vers 0. Ce phénomene apparait plus fréquemment
pour les structures dont on autorise de plus grandes variations d’épaisseur et de
forme, ou lorsque la partie réelle et imaginaire de la fréquence propre sont initialement
proches. Pour éviter les problemes numériques, ce choix a été écarté.

2. On peut également évaluer I'amortissement par un critere en amplitude de vibration
défini par le décrément logarithmique [119]. Il est défini comme le rapport entre le
coefficient de décroissance exponentielle et la fréquence de vibration,

wA
5= (IV.3.2)
W

3. Enfin, une troisieme option est de simplement utiliser le coefficient de décroissance

exponentielle comme fonction objectif [17, 64],

a = wj. (IV.3.3)

Dans le suite, les quantités 0 et « seront considérées comme potentielles fonctions objectif.
Cependant nous démontrerons rapidement que la quantité § est la plus intéressante et finale-
ment, la plupart des résultats numériques seront donnés pour la maximisation du décrément
logarithmique.

4 Optimisation paramétrique de poutres viscoélastiques

4.1 Enoncé du probleme d’optimisation

Le premier probleme d’optimisation de ce manuscrit porte sur 'optimisation du profil
d’épaisseur d'une poutre viscoélastique, d’épaisseur initialement constante hy, dans 1'op-
tique d’obtenir les meilleures propriétés d’amortissement possibles pour un matériau fixé.
La fonction cotuit du probleme s’écrit :

ou J(A) = —w;(N), (IV.4.1)
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et sera également notée J(\) =j(h) afin de mettre en évidence la dépendance a la variable
de design h. De plus, on ajoute deux contraintes classiques que l'on retrouvera également
dans les problemes des sections suivantes.

- Une contrainte de volume constant permet de s’assurer de travailler avec la méme
quantité de matiere au cours de 'optimisation. On ne cherche pas a minimiser la matiere
mais a trouver la meilleure répartition de matériau tout en conservant le méme volume.

- Une contrainte de boite sur 1’épaisseur impose que celle-ci soit comprise entre deux
bornes A,,ipn €t hinas. Le principal objectif est d’éviter certains résultats pour lesquels I’épaisseur
est localement proche de 0. Sans borne inférieure, I’algorithme peut virtuellement sectionner
la poutre en faisant tendre h vers 0 au milieu de la structure. La borne supérieure sera prin-
cipalement nécessaire en 2D pour s’assurer que le design final soit cohérent avec I'application
souhaitée, une épaisseur maximale de semelle de chaussure par exemple.

Le probleme de minimisation s’écrit alors

inf j(h) (IV.4.2)

heH 44

pour 'espace des profils d’épaisseur admissibles donné par

L
%ad = {h < LOO(O, L) | hmm S h(l’l) S hmaz Vxl € [O, L], V(h) = / h(l’l)dlljl = ‘/0} .
0

(IV.4.3)
ou Vj représente le volume initial de la poutre.

4.2 Analyse des sensibilités

Afin d’appliquer les méthodes numériques a base de gradient, on cherche a étudier les
sensibilités de la fonction objectif par rapport a h. L’'utilisation du Lagrangien nécessiterait
ici des précautions supplémentaires puisque la variable u est complexe. Plutot que d’intro-
duire les propriétés associées aux formes sesquilinéaires, on tire partie de la symétrie du
probleme en procédant comme suit,

On dérive directement I'équation (IV.2.5) par rapport a h. Pour des raisons de clarté,
I’équation est réécrite

a(h,u, @) = Nh)b(h,u, @) Ya € Uy,

avec a et b des formes bilinéaire par rapport a leur 2¢ et 3¢ argument, en gardant a ’esprit
que u est une fonction de h. L’espace Uy est défini en section 2, équation (IV.2.6). La reégle
de dérivation composée donne

Dra(h,u, @)h+a(h, Dyuh, @) = DA(R)Yhb(h, u, @)+ A(h) (Dhb(h, w, @)k + b(h, Dyuh, a)) Vi € Up.
On utilise ensuite la symétrie de a et b et, en choisissant & = u, on obtient
Dya(h, u,u)h = DX(R)hb(h,u, u) + A(h) Dyb(h, w, u)h,

d’ou - -
DA(h)E = Dya(h,u,u)h — A(h)Dpb(h, u, u)h (IV.4.4)
b(h,u,u)
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L’application de la régle des fonctions composées a la fonction cout j(h) ainsi que I’équation
(IV.4.4) meénent a lexpression

2 N\ 2
L w OB R Om) —wm om) 1, (8 e
Di(hh = D) /0 " /Lhuz . A /Lhuzdxl ko
" " vas)

La partie réelle et imaginaire de la dérivée de w par rapport a A est obtenue en réécrivant

(IV.2.8) comme
iwT,
E J
( * Z 1+ sz]) ’

on en déduit
5 o sz] ) _ E, 1T dw n —iT; ‘é“/(
w— = g g — T |
M+ iwr; — 1+ iwr; dA T(1 4 iwr))?

Apres simplification, on obtient le résultat

dw B OO + Z J 1+ZUJJT
d>\ )\ Z E 1+ij7‘

en rappelant que

dw, e dw ; dw; I dw
=Im|— ).
dX dx) < an )
Dans ce manuscrit, on se limite a des problemes d’optimisation de valeurs propres qui

sont auto-adjoints. Cependant, ce travail pourrait étre étendu a d’autres fonctions objectif
a travers la résolution d’un probléeme adjoint.

5 Meéthodes numériques

Le probleme de flexion de poutres viscoélastiques est un probleme d’ordre 4 défini sur
I'espace H?(0, L), ainsi, les éléments finis conformes doivent étre C*. Cette continuité C! est
une restriction plutot forte nécessitant 1'utilisation d’éléments finis plus complexes. En 1D,
on contourne cette difficulté en établissant la formulation mixte du probleme.

La formulation mixte est basée sur I'introduction d’une variable supplémentaire définie
h3 d*u
par v = _Ed_ On peut alors réécrire la formulation forte (IV.2.7) comme suit :
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( d2U
——— = \hu sur (07 L) ’
da?
d*u
——— =12ph v sur (0,L),
da?
u = ax; =0,
4
v=20 am =1L,
d
d_::l =0 Ay =0,
d
d_” —0 amx =L
(41

En posant
ul - {(u,v) € H1<[O,L],C) X Hl([()?L]?C) ‘ u’xlz() = O’U‘m:L = 0} ’

on exprime la formulation faible correspondante :
Trouver (u,v) € U, tel que

L d dA L
/ AL g A/ bt dzy
0 dl’l dl’l 0

L . L

du d .

/ —u—vdazl —/ 12ph_3m7 dr; =0
0 dl’l diL’l 0

V(i 0) € Uy. (IV.5.1)

Dans la formulation mixte, les fonctions propres appartiennent a H', par conséquent, le
probleme peut étre résolu a ’aide d’éléments finis classiques, les éléments P;. Le probleme
aux valeurs propres linéaire réel est résolu avec la librairie ARPACK [93], incluse dans FreeFem++.
Bien que suffisant pour le moment, cette librairie est d'une efficacité limitée et ne couvre
que les problemes aux valeurs propres linéaires. Les racines du polynome complexe issu de
(IV.2.8) sont déterminées par les solveurs polynomiaux de Python auxquels on accede gréace
a la librairie PyFreeFem.

L’optimisation est réalisée par une méthode de descente de gradient projeté avec re-
cherche linéaire de pas. On effectue également la régularisation de ’épaisseur a 1’aide du
produit scalaire de H', comme décrit au chapitre III. L’épaisseur h appartient maintenant
a ’espace des profils d’épaisseur admissibles régularisé

L
ngg = {h € HI(O, L) | hmin S h(.f(]l) S hm(m VIl € [O,L], V(h) == / h(lj)dl’l = ‘/0} .
0

On identifie alors le gradient j’(h) & travers
('(h), by = Di(h)h Vh € H'(0, L),

a laide du produit scalaire de H' que 1'on rappelle

G'(h), B = /0 <n2dj;(xh)j—z+j’(h)ﬁ) dr,
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ou 7 peut étre interprété comme une échelle de longueur régularisante, typiquement de
I'ordre de la taille d'une maille.

La contrainte de volume et la contrainte de boite sont ici appliquées par projection. Pour
des raisons de simplicité, Popérateur de projection sur H_ 7 est approximé par la projection
sur H,q. L’utilisation d’un produit scalaire différent de celui utilisé pour I'identification de
la méthode de gradient induit par conséquent une légere erreur. L’opérateur de projection
est donné par

(Pad(h))(QTl) = Imax (hmm, min(hmw, h(JTl) + E)) s

ou / est déterminé par dichotomie tel que

L
/ Pua(h)dzr = Vi,
0

en s’appuyant sur la monotonie de la fonction
L
(V) = / e (Aynins Mg, h(1) + £)) das.
0

En pratique, on se contente d’un volume suffisamment proche du volume initial tel que

L
‘ / Poa(h)day — Vy
0
<
Vo

§

avec typiquement & = 107°. On rappelle que cette méthode par projection assure le respect
de la contrainte a chaque itération, au prix d’un cout de calcul assez économe.

Il y a deux possibilités pour résoudre un probleme 1D sous FreeFem++, soit avoir recourt
a des éléments 1D, soit a des éléments 2D en appliquant une condition d’invariance selon
la largeur. Pour résoudre ce probleme d’optimisation, on utilise un maillage 2D de taille
200x1 avec condition d’invariance selon z,. L’algorithme d’optimisation s’arréte quand les

changements relatifs de la fonction objectif ‘7”}—{’1“, ou J, est la valeur de la fonction objectif

a litération n, atteignent une valeur & = 10~*. Dans le cas d’un matériau caractérisé par
un spectre de taille élevée, I'optimisation ne dure pas plus d’une minute. En effet, pour un
spectre contenant 25 temps par exemple, il faut résoudre un probléme aux valeurs propres
linéaire réel ainsi qu'un polynoéme complexe de degré 27 a chaque itération, ce qui, en 1D,
reste peu couteux.

6 Matériaux d’étude

Les polymeres sont de bons candidats pour les applications d’amortissement structu-
rel, en effet, ils exhibent des propriétés viscoélastiques linéaires pour des déformations infi-
nitésimales pouvant étre adaptées au cas étudié en modifiant la chimie du matériau. Leur
viscoélasticité linéaire peut étre caractérisée par de simples essais dynamiques en torsion ou
en traction uniaxiale. Ces techniques expérimentales, décrites au chapitre II, donnent acces
aux modules de cisaillement ou aux modules de Young. En fréquentiel, ces modules sont des
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grandeurs complexes composées d'une partie réelle, le module de stockage, et d'une partie
imaginaire, le module de perte. Les paramétres du modele de Maxwell généralisé (Figure
IV.2.2) sont obtenus en ajustant les valeurs du modele aux courbes expérimentales. Afin d’ef-
fectuer des simulations proches d’applications réalistes, on considere un modele de Maxwell
généralisé dont les parametres sont déterminés par rapport au comportement viscoélastique
linéaire, mesuré en traction uniaxiale, d'un réseau acrylate amorphe réel (Figure IV.6.4) [52].
Le modele est caractérisé par I’ensemble de parametres donné table 6.1.

* Données expérimentales
102 { = Modéle de Maxwell généralisé approximé o’ '
Erg ]_08_
w
107 i

1071 1009 101 102 103 104 10°
Fréquence (Hz)

Fi1GURE IV.6.4 — Courbe maitresse du module de stockage et modele de maxwell généralisé
approximé d’un réseau acrylate amorphe.

| E. = 6.2 MPa |
E; (MPa) 7 (5)

4.761 x 10> 1.396 x 107
2.126 x 10> 1.054 x 10~

58.665 7.231 x 1076
12.255 6.001 x 1075
2.012 4.526 x 1074

7.866 x 107t 1.582 x 1073

TABLE 6.1 — Parametres du modele de Maxwell généralisé utilisés pour 'ajustement aux
données expérimentales.

Pour les applications 2D et 3D des chapitres suivants, le module de compressibilité K
sera considéré élastique constant égal a 3000 MPa. Bien que cette hypothese, discutée au
chapitre II, ne soit pas rigoureusement juste, elle est souvent admise [38, 39]. Cela permet
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de calculer simplement le coefficient de Poisson de chaque branche viscoélastique, j, par la
3K — L

6K

De maniere générale, plusieurs temps de relaxation 7; sont nécessaires pour représenter
de fagon précise la viscoélasticité linéaire d’un polymere réel conduisant a la prise en compte
de nombreux parametres matériaux. Par conséquent, pour faciliter I’étude de I'impact de ces
parametres sur le design optimal de la structure, le modele de Zener, simplement constitué
d’une branche de Maxwell et d'une branche élastique en paralleles, sera aussi considéré.
Cela permettra de limiter les parametres du modele a E.,, E; et 71 pour la poutre, auxquels
s’ajoutent v, et 14 pour les structures 2D et 3D.

formule v; =

7 Résultats numériques

Dans cette section, on propose une analyse complete des résultats d’optimisation d’une
poutre viscoélastique en vibration libre. Cette étude est composée de 'optimisation d’une
poutre constituée d’un matériau réaliste, un réseau acrylate amorphe, et d’une analyse ap-
profondie de I'impact des parametres du probleme sur le design optimal d’une poutre pour
un matériau test, modélisé par un modele de Zener. On retrouvera l'impact des parametres
matériaux, des parametres géométriques et des parametres d’optimisation. Les résultats sont
donnés pour j(h) = §(h), cependant, on proposera également ’étude et la comparaison des
résultats pour la fonction j(h) = a(h).

La poutre de référence possede une longueur L = 60 mm, une épaisseur initiale hy =
3 mm, variant entre h,,;, = 1 mm et h,., = 5 mm durant l'optimisation. La densité
vaut p = 1000 kg.m™3, les propriétés mécaniques du matériau réel sont décrites Figure
IV.6.4 et les propriétés du matériau test, £, = 18 MPa, E; = 30 MPa et ; = 0.001
s, sont judicieusement choisies afin de pouvoir convenablement observer le comportement
amortissant de la structure.

7.1 Optimisation d’une poutre constituée d’un polymere réaliste
Résultats d’optimisation

On présente ici les résultats d’optimisation d'une poutre rectangulaire constituée d’un
matériau réaliste. Le spectre de temps caractéristique du matériau étudié est de petite
taille, le calcul est donc tres rapide et ne prend que 12 s. Le profil d’épaisseur final ainsi que
I’amplitude de la vibration libre de la poutre sont donnés et comparés aux valeurs initiales
Figure IV.7.5, pour une impulsion initiale d’amplitude uq effectuée a I'extrémité libre de la
poutre. La meilleure géométrie est obtenue en redistribuant la matiere depuis I'extrémité
libre au bord encastré, saturant les bornes supérieures et inférieures. La poutre optimisée
démontre une augmentation significative de 'amortissement comparé a la poutre initiale,
assurant 'efficacité de la méthode. De plus, les bonnes performances de 1’algorithme peuvent
étre observés Figure IV.7.6.

Tragons maintenant, Figure IV.7.7, I’évolution des pulsations propres au cours de 1'opti-
misation. En particulier, on vérifie que la premiere valeur propre est simple et qu’elle le reste
jusqu’a convergence. Cela permet de s’assurer de la différentiabilité de la pulsation propre,
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6 Up 4 Poutre initiale

Poutre initiale
e L Poutre optimisée
Bornesup. T Poutre optimisée

h{x) (mm)
w
Amplitude

Borne inf. B

—Up -

0 0.0 02 0.4 0.6 08 1.0
Longueur Temps (s)

(a) (b)

FIGURE IV.7.5 — (a) Profil d’épaisseur de la poutre initiale et optimisée et (b) amplitude
des vibrations libres des poutres considérées a x; = L pour des parametres matériaux listés
en table 6.1.
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FI1GURE 1V.7.6 — Convergence de la fonction cott au cours de 'optimisation de I’amortisse-
ment d'une poutre rectangulaire constituée d’un matériau réaliste.
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FIGURE IV.7.7 - Evolution des parties réelle et imaginaire des 3 premieres pulsations propres
au cours de 'optimisation.
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ce qui est une hypothese a la base de notre algorithme. Pour les parties réelles ainsi que
les parties imaginaires des trois premieres pulsations, on ne remarque pas de croisement
pendant 'optimisation.

On note que les minima de la fonction objectif obtenus en 1D sont des minima globaux.
En effet, I'initialisation de 'algorithme par des profils variés a épaisseur non constante mene
au meéme design final. De plus, 'allure des modes de vibrations est indépendant de 1’opti-

misation et des parametres du probleme. Par conséquent, on ne s’attardera pas dessus dans
ce manuscrit.

Impact de la température

On a vu dans le chapitre II qu’une variation de température peut se traduire par une
variation des temps de relaxation du fait du principe d’équivalence temps-température. Dans
ce travail, I’étude de I'impact des temps de relaxation couvrira donc également I'impact de la
température sur 'optimisation. On propose tout de méme, pour cet exemple seulement, de

vérifier le comportement en vibration de la poutre initiale et de la poutre optimisée lorsque
la température varie (Figure IV.7.8).

Poutre initiale (T=50*C) Poutre initiale (T=45°C)
-=-- Poutre optimisée --=-= Poutre optimisée
Up A Ug -
o H ) i
o L = ol
g .‘. == — = 0 .". \ T
3 01\ - TE:.. 1 i A
£ v
= < \/
=Up + =Up A+
0.00 0.02 0.04 006 008 010 012 0.14 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
Temps (s) Temps (s)
Poutre initiale (T=40°C) Poutre initiale (T=35°C)
--=- Poutre optimisée --=-= Poutre optimisée

Up Upg & &

N a YRR YA
Wil AR LI i ! [
AL L ] A N i i /

g i a ko IR bl
AT (O S T S AT . ' PO N ]
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3 IR IR T AR VAR VAN E ba il vioned b 1 i
T IR I Vi R
< RV | < T R b L
IR R A HE [T
Y A MO A AW W
¥ LA I VA VoV \Y v ¥
= Up —Uo A "
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Temps (s) Temps (s)

FIGURE IV.7.8 — Comportement en vibration libre a différentes températures (avec échelle
de temps variable).

Pour prendre en compte les variations de température, on effectue la translation de la
courbe maitresse du polymere en multipliant tous les temps de relaxation par 10°9¢) Pour
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déterminer le “shift factor” ar, on utilise communément la loi Williams-Landel-Ferry [136] :

—CN(T - Ty)

log(ar)(T,Ty) = AT T,
2

(IV.7.1)

ot CY et C9 sont des constantes positives dépendant du polymere considéré et Ty la température
de référence. En choisissant comme température de référence la température de transition
vitreuse du matériau, on peut utiliser les constantes universelles C; = 17 et C5 = 51 K, si-
non, il faut consulter des abaques. Pour le polymere d’étude, on prend Ty = 64 °C, C? = 17
et CY =124 °C.

Comme illustré Figure [V.7.8, une baisse de température entraine une baisse de I’amortis-
sement, le matériau tend peu a peu vers un comportement élastique. A I'inverse, le matériau
devient de plus en plus visqueux a mesure que la température augmente. En augmentant suf-
fisamment la température, le matériau passe a I’état caoutchoutique, on peut donc s’attendre
a ce que le comportement redeviennent élastique.

7.2 Etude des parametres matériaux

Dans le but d’étudier plus facilement 'impact des parametres du probleme, on considere
maintenant une poutre constituée d’un matériau test, modélisé par un modele de Zener. On
fait donc varier les trois parametres E., F et 7.

La Figure IV.7.9 présente et compare le comportement en vibration de la poutre de
référence pour différentes valeurs de F,. Naturellement, en augmentant E.,, le comporte-
ment du matériau tend vers celui d’'un matériau élastique, par conséquent 1’amortissement
de la structure baisse. A I'inverse, si on augmente F, le module de la branche viscoélastique,
I’amortissement augmente, voir Figure IV.7.10. Dans le cas 1D, en tracant les designs on
remarque que les parametres F,,, F; n’influencent que tres peu le design final, seule la
pulsation, et donc le comportement en vibration, varie significativement.

to 7 —— E.=10MPa oy e E..= 10MPa
— E.=18MPa T [ E. = 18MPa
—— E.=30MPa L .. = 30MPa
o [
= °
2 2
=3 0 = 0
E £
< <
—Up 4 —Up 4
0.00 0.02 004 006 0.08 010 012 014 016 000 002 004 006 008 0.10 012 014 016
Temps (s) Temps (s)

(a) (b)

FIGURE IV.7.9 — Impact du module E,, sur le comportement en vibration des poutres (a)
rectangulaires et (b) optimisée a E; et 7 fixés.
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Lo 1 —— E1=10MPa oy E1=10MPa
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FIGURE IV.7.10 — Impact du module E; sur le comportement en vibration des poutres (a)
initiales et (b) optimisées a Fo, et 7y fixés.

Comme on le verra dans les chapitres suivants, le temps de relaxation est un parametre
particulierement intéressant dans le cadre de 'optimisation de formes. On commence par
mettre en évidence son impact sur 'optimisation de structures 1D. Quand le temps de
relaxation 7 tend vers 0 ou +oo, le matériau se comporte comme un matériau pure-
ment élastique correspondant aux cas théoriques d’'un matériau vitreux élastique et d’un
matériau caoutchoutique élastique respectivement. Ces cas s’écartent des applications repo-
sant sur ’amortissement viscoélastique et ne seront donc pas traités ici. Les Figures IV.7.11
et IV.7.12 montrent le comportement en vibration des poutres initiales et optimisées ainsi
que leurs profils pour différentes valeurs de 7. La vibration libre et le profil de la poutre

Up —— T11=0.0005s Uo S 71 = 0.0005s
— T1=0.001s | 71=0.001s
—— T1=0.01s 77777 T1=0.01s
(] (] ‘I:
= o H
2 2 i
£ 04 2 911
£ £ \
< < |
—Up A —Up 4
0.00 0.02 0.04 006 008 010 0.12 014 016 000 002 0.04 006 008 010 0.12 014 0.16
Temps (s) Temps (s)
(a)

(b)
F1GURE IV.7.11 — Impact du temps de relaxation 7; sur le comportement en vibration des
poutres (a) initiales et (b) optimisées a E,, et E; fixés.

sont considérablement différents, en particulier pour de grandes valeurs de 7. On remarque
Figure IV.7.12 que, pour 7, = 0.01, la matériau est redistribué a l'extrémité libre, formant
un design proche de celui d’'un pendule. On rappelle que la fréquence w, et le coefficient
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F1GURE IV.7.12 — Impact du temps de relaxation sur les designs finaux pour une poutre
initiale d’épaisseur constante hg = 3mm.

de décroissance exponentiel w; sont des grandeurs liées, on ne peut en augmenter une sans
augmenter I'autre. Le probleme revient donc a choisir judicieusement le couple (w,,w;) per-

w.
mettant de maximiser le rapport —. Pour des temps de relaxation élevés, il semble plus
w

efficace de diminuer w, au détriment de w;, contrairement aux cas que nous avons vu jusqu’a
présent ou l'on procede en augmentant w; au détriment de w,. Pour ce faire, I'algorithme
inverse le profil d’épaisseur de la poutre et on vérifie, Figure IV.7.11, que la fréquence de
vibration a bien diminué.

7.3 Etude des parametres géométriques

On s’intéresse maintenant aux différents parametres géométriques mis en jeu, a matériau
fixé. On étudie 'impact des dimensions de la poutre initiale ainsi que du choix de la borne
supérieure de la contrainte de boite sur 1’épaisseur.

On observe en premier lieu, a travers la Figure IV.7.13, que 'allongement et ’affinement
de la poutre initiale entrainent une diminution du coefficient de décroissance exponentielle
ainsi que de la fréquence. Ces tendances sont conservées pour les poutres optimisées. De plus,
si on travail sans borne sur ’épaisseur et que I'on normalise les dimensions, on remarque
que le profil d’épaisseur optimisé ne dépend pas des parametres géométriques. Notons tout
de méme que ’épaisseur initiale hy a un impact considérable sur le design final puisqu’on
optimise la structure a volume constant.

En revanche, 'application de la contrainte de boite sur 1’épaisseur influence le design
final. La Figure IV.7.14 présente les profils d’épaisseur optimisés pour différentes bornes
supérieures. Naturellement, le respect des bornes entraine une détérioration des propriétés
de la poutre optimisée. Dans cet exemple, la borne la plus restrictive h,,,, = 4 mm entraine
une perte d’amortissement. La borne h,,,, = 5 mm, n’étant que peu fréquemment atteinte
par la fonction h(x), n’engendre qu’une tres faible différence d’amortissement par rapport a
I'optimisation sans borne supérieure.
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FIGURE IV.7.13 — Comportement en vibration des poutres (a) initiales et (b) optimisées
pour différentes dimensions initiales.
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FIGURE IV.7.14 — (a) Profil et (b) comportement en vibration des poutres optimisées pour
différentes bornes supérieures.

7.4 Etude de différentes fonctions cofits

Enfin, on propose une optimisation pour différentes fonctions objectif. On s’intéresse tout

d’abord aux autres quantités définies en section 3, puis a une optimisation avec contrainte
d’inégalité sur la fréquence.

Optimisation de amortissement o

On cherche a maximiser le coefficient de décroissance o = w;. Pour J(h) = —w;(h), on

obtient un design et un comportement en vibration proche de I'optimisation du décrément lo-
wi(h . s s
garithmique pour J (h) = — <( h; . Afin mettre en évidence la différence de profil d’épaisseur,
W
on réalise 'optimisation sans borne supérieure. La Figure IV.7.15 compare les designs
légerement différents obtenus pour ces deux fonctions objectif. On remarque, Figure IV.7.16,
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qu’en maximisant « I’algorithme est amené a dépasser la valeur w; permettant d’atteindre le
maximum de §, d’ou la différence de profil. Contrairement a la minimisation de la fonction

- g =«
[ - JR)=6
6{ i
—~ 51 T
£ S
E, \
X TRy
< 3 NN .
1
0
0 L

Longueur

FIGURE IV.7.15 — Comparaison des profils d’épaisseur d’une poutre optimisée pour J(h) =
—a et J(h) = —0.

—— Maximisation de a
- Maximisation de 6
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w 0.055
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[térations

FIGURE IV.7.16 — Evolution du décrément logarithmique § au cours de 'optimisation pour

T(h) = —a et J(h) = 6.

0, la minimisation de la fonction o mene toujours au méme design, quelque soit le polymere
étudié, pour des bornes i, et hpee fixées. En effet, plutot que de chercher le meilleur
compromis entre w, et w;, I'algorithme va chercher a atteindre la valeur maximale possible
de w;, obtenue pour un unique design indépendant du matériau, ce qui est moins intéressant
d’un point de vue applicatif.

Dans l'optique de pouvoir maximiser le retour élastique d’une structure plutét que son
amortissement, une premiere idée naive serait de minimiser la grandeur 9. Comme illustré
Figure IV.7.17, on obtient un profil d’épaisseur prenant la forme d’un pendule, maximisant
la fréquence de vibration. Contrairement aux profils précédents, la variation d’épaisseur est
abrupte. Cette fonction objectif meéne a une variété de designs tres restreinte, peu pertinente
pour les applications souhaitées. Une fonction objectif plus raffinée, visant a maximiser
le retour élastique, sera proposée au chapitre suivant dans le cadre de I'optimisation des

plaques.
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Profil optimisé J(h)= — & Lo 1 Y .
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FIGURE IV.7.17 — (a) Profil et (b) comportement en vibration des poutres optimisées pour
T(h) = 6.

01 0.5

Optimisation avec contrainte d’inégalité sur la fréquence de vibration

N Wi s e s , .
La minimisation du rapport § = —— est souvent réalisée par I’augmentation de coeffi-
W

cient de décroissance w; au prix d’une augqnentation conséquente de la fréquence de vibration.
En pratique, cela pourrait constituer un probléme pour certaines applications. Il est donc
intéressant d’imposer une contrainte supplémentaire portant sur la fréquence de vibration
de la structure.

Dans I'exemple suivant, on minimise le décrément logarithmique 0 en optimisant le pro-
fil d’épaisseur d’'une poutre viscoélastique sous contrainte d’inégalité sur la fréquence. On
souhaite obtenir une structure optimisée dont la fréquence ne dépasse pas w, = 200 rad.s™.
Cette contrainte sera mis en ceuvre par un Lagrangien augmenté. On obtient le design et le
comportement en vibration représentés Figure [V.7.18. Le profil optimisé avec contrainte sur

h(x) (mm)

FIGURE IV.7.18 — (a) Profil et (b) comportement en vibration des poutres optimisées avec

---- Profil optimisé sans contrainte

---- Profil optimisé avec contrainte w, =200 rad.s~!
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et sans contrainte sur la fréquence.

Ug 4
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—Ug -

---- Optimisation sans contrainte
---- Optimisation avec contrainte w, =200 rad.s™!
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la fréquence differe considérablement du profil sans contrainte. En particulier, on remarque
que le profil i(z) n’est plus monotone. On obtient (w,,w;) = (199.27,32.87) rad.s™!, res-
pectant la contrainte, au lieu de (w,,w;) = (285.80,65.17) rad.s~* pour I'optimisation sans
contrainte. On vérifie également, Figure IV.7.19, que la contrainte sur la fréquence est bien
respectée. On note que 'utilisation du Lagrangien augmenté permet une résolution efficace
du probleme d’optimisation sous contrainte mais que celle-ci n’est respectée qu’a conver-
gence. Dans cet exemple, la borne est rapidement violée des les premieres itérations.

—— Fréquence de vibration

300 4
2501
n
® 200 e NN
= \/ AV
3

150 4

100 4

0 50 100 150 200 250 300

[térations

FIGURE IV.7.19 — Evolution de la fréquence de vibration au cours de 'optimisation pour la
contrainte w, < 200 rad.s™*.

Afin de faciliter le choix de la contrainte vis-a-vis d’une application donnée, on peut
construire le front de Pareto associé au probleme d’optimisation sous contrainte. Dans la
Figure IV.7.20, on trace I’évolution de wi en fonction de w,. Chaque point de la courbe est

0.30

160 180 200 220 240 260 280
w, (rad.s™1)

FI1GURE IV.7.20 — Front de Pareto associé au probleme de maximisation de  sous contrainte
d’inégalité sur la fréquence.
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associé a un profil d’épaisseur optimal différent. Cette courbe fournit donc toute une variété
de designs parmi lesquels choisir afin d’adapter I'optimisation a ’application étudiée.

8 Conclusion

L’optimisation paramétrique de la vibration de poutres viscoélastiques a permis d’ob-
tenir un premier apergu des particularités inhérentes aux problemes viscoélastiques. L’al-
gorithme développé dans ce chapitre permet d’optimiser des structures 1D constituées de
matériaux réalistes dont les propriétés rhéologiques ont été déterminées a partir de résultats
expérimentaux. Les résultats d’optimisation montrent un gain d’amortissement significatif
et la possibilité d’ajouter des contraintes sur la vibration afin de s’adapter a I'application
souhaitée. Par exemple, I'ajout d’une contrainte sur la fréquence de vibration a permis de
fournir tout une variété de profils d’épaisseur correspondant chacun a une fréquence limite
donnée.

En particulier, cette étude est un moyen simple de comprendre 'influence des différents
parametres du probleme et de mettre en évidence les plus pertinents. Les parametres matériaux
sont les plus impactant, le comportement en vibration et le design final sont particulierement
sensibles aux temps de relaxation. Pour des temps longs, on observe une inversion du pro-
fil d’épaisseur ainsi qu’une inversion de 1’évolution de la fréquence et du coefficient de
décroissance de la vibration. Le comportement en vibration des poutres viscoélastiques
dépend naturellement des parametres géométriques, mais le design optimal s’est avéré tres
peu sensible a ces parametres. La comparaison de différentes fonctions objectifs a également
permis de confirmer le choix de la grandeur d’intérét a étudier, le décrément logarithmique
de la vibration. Par la suite, on s’intéressera uniquement a I'impact des propriétés matériaux,
les parametres ayant la plus grande influence sur les résultats d’optimisation.

Pour s’approcher du cas de la semelle de chaussure de course, il est nécessaire d’étudier
des structures plus complexes, en 2D dans un premier temps. Le chapitre suivant porte donc
sur 'optimisation de formes de plaques minces viscoélastiques.
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1 Introduction

L’étape suivante de ce travail est 'optimisation de structures viscoélastiques 2D. Dans
ce chapitre, on s’intéresse a I’'optimisation des vibrations de plaques minces en polymere. En
particulier, on effectuera I'optimisation simultanée de 1’épaisseur et de la forme de la plaque
a travers une optimisation paramétrique couplée a une optimisation géométrique. Bien que
le modele de plaque mince soit insuffisant pour modéliser une semelle de chaussure de course
haute performance aux formes complexes, on espere pouvoir traiter les semelles plates des
chaussures traditionnelles.

Le modele de plaque utilisé suit la théorie des plaques minces de Kirchhoff-Love. Ce
modele, tres classique, s’inspire historiquement de la théorie des poutre d’Euler et considere
les plaques comme des éléments structurels plans de faible épaisseur. La théorie des plaques
minces a été développée par Love en 1888 [99]. Il applique les hypotheses de Kirchhoff pour
représenter la plaque 3D par son plan médian, similairement a la théorie des poutres, et

107
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y associe des courbures. Tout comme le modele de poutre d’Euler-Bernoulli, le modele de
Kirchhoff-Love est largement utilisé en ingénierie, par exemple pour le revétement des ailes
en aérospatial, la carrosserie en automobile, ou encore les parois des batiments en génie
civil... Par ailleurs, elle permet d’étudier les vibrations des structures planes afin de prévoir
les phénomenes de résonance et de rupture. Dans ce chapitre, c’est précisément la vibration
en flexion des plaques minces que nous allons étudier, dans le cadre de la viscoélasticité, et
appliquer a 'optimisation de formes.

On énonce d’abord le probleme de vibration de plaques minces viscoélastiques en sec-
tion 2. Puis, en section 3, on établit le probleme d’optimisation couplant optimisation pa-
ramétrique et géométrique. Une analyse des sensibilités de la fonction objectif choisie sera
ensuite effectuée avant d’aborder, en section 4, les méthodes numériques utilisées dans ce
chapitre. En section 5, on discutera des résultats d’optimisation et de I'impact des parametres
matériaux sur le design final. Enfin, ces résultats sont étendus en choisissant de résoudre le
probleme opposé afin de maximiser le retour élastique de la structure.

2 Vibration de plaques de Kirchhoff en viscoélasticité

Dans cette section, on présente le probleme d’intérét, la vibration libre d’une plaque
viscoélastique satisfaisant les hypotheses du modele de Kirchhoff-Love. Par conséquent, les
contraintes normales ainsi que les contraintes de cisaillement sont négligées. La viscoélasticité
linéaire du matériau est modélisée par un modele de Maxwell Généralisé représenté Figure
V.2.1 qui, en 2D, permet de prendre en compte la dépendance en fréquence du coefficient
de Poisson.

vV E
e o

% L) ﬂ
(S S
1 1
vf? E.Vl TH

FIGURE V.2.1 — Schéma du modele de Maxwell généralisé avec coefficients de Poisson.
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On cherche a calculer la loi de comportement 2D de la plaque, pour cela on se ramene au
plan moyen défini par

2 72

On applique des conditions de Dirichlet au bord encastré, noté I'p, a 1 = 0 et des conditions
de Neumann libre d’effort aux bords restants, notés I'y. On reprend ’équation 1D (IV.2.1)
issue du principe des travaux virtuels et on I'adapte au cas 2D ou U(xy, 22, t) reste une quan-
tité scalaire représentant le déplacement perpendiculaire au plan de la plaque. On note que,
di a la structure de plaque, la vibration libre est maintenant non seulement dépendant du
module de Young E mais aussi du coefficient de Poisson v. On adapte également 1’équation
(IV.2.2) en 2D, le tenseur des déformations linéarisé ¢(U) est exprimé comme un vecteur a
3 composantes

0= {(xl,@) €R? |z € (0,L), 20 € (ﬂ E) } (V.2.1)

0*U
_l’ —_—
€11 3 833%
2
6(U)(I1,$2,1?3,t) = €929 == —.Iga—g )
o0x3
V12 5 02U
s 81’181’2

et le déplacement U (x4, xo,t), avec (21, x2) € €, est supposé harmonique. La vibration libre
de la plaque s’écrit donc

U(xy,x9,t) = u(xy, xg)ei“t.

La contrainte de flexion de la plaque, qui est aussi un vecteur a 3 composantes, est donnée
par

¢
o(x1, 29, x3,t) = Coce(U) (21, 22, 23, ) + / R(t — T)aea(TU>

— 0o
ol le premier terme représente les contraintes relaxées, c’est a dire aux temps longs, avec
Cx le tenseur de rigidité a I’équilibre. Le second terme représente quant a lui ’histoire des
contraintes visqueuses de la structure avec R le tenseur des fonctions de relaxation. Ces
tenseurs du second ordre sont exprimés comme suit :

(xlv T2, T3, T)dTa

Ej Ej

o me%go 0 n 1—2]2 Vi };V? 0 B
Coo = | Voo ffgo 1%,030 0 ) R(r) = Z Vj 1—Ju]2. 1—fz]? 0 e .
Eoo j=1 E;
0 0 ) 0 0 —2(1+jyj)
Apres intégration par parties, I’expression devient
t
OR
O'(fﬂl,l'Q,xg,t) = CoE(U)(xl,Q?g,l'g,t) + E(t—T)G(U)($1,$2,$3,T)d7, (V22)

ou le premier terme représente la réponse instantanée, il est donné par
ci1 ¢z 0 €11
Coe(U) (w1, w2, 23,1) = |c1g coa 0 €22

0 0 e33) \ M2
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110
avec )
EL "\ E;
G == T 5 +Zl—u2’
o0 ]:1 7
EL a E;
C1g = 7 go+;”j1_y2’
Ey - E
33 > o5
\ 20 +ve) =21+ 1)
Le second terme vaut
rin T2 0 €11
t aR t
Gt =D e aariar == [ vy v 0| e |ar
0 0 73 Y12
avec )
n Ej T—t
=T =Y, e,
= (1 VJZ)TJ
§ 2= I e
2= L),
n Ej T—t
r33 = Z K
\ j=1 2<]‘ + V])
ce qui devient, dans le domaine fréquentiel,
0%u
x —_—
. ri1 T2 O 38%
@R _ - 82U w
OOE(t—T)E(U)(.Tl,SCQ,SCg,T)dTI T12 Too 0 {ESG_J;% e t
0 0 7s3 5 0%u
x38(£18$2
avec )
E;

_ n
ra = Z

N s Ej
T1o = Vs ,
12 ; T(1+iwry)(1 - v?)
n Ej

7;3322

\ J=1

2(1 +iwT;) (1 4+ v4)
L’ensemble des déplacements admissibles est défini par

@
"onlrp

Uy = {u c H*(Q,C) | Upp, = 0

2 (4w (1 — 1/]2)’

:0},

(V.2.3)
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Soient w, U € Us, les expressions de o et e(a) sont substituées dans (IV.2.1), et apres
intégration explicite selon x3, on obtient I’équation spatiale :

9 . h3 _ Pud*i  0*ud* _ Pud*u  0*ud*i
—wph | vidr+ — (11 — T11) + + (c12 — T12) +
Q

12 Jq 0x? 0x?  Ox3 Ox3 0x30x%  Ox3 0x?

_ Pu 0%
4 (033 B T33) 61‘181'2 8$18ZL‘2> d = 0.

Cette équation est ensuite réécrite en tant que probleme aux valeurs propres polynomial
complexe de la forme :
Trouver w € C et u # 0 dans U, tel que

n+2
> waj(h,u, i) =0 Vi € U, (V.2.4)

=0

ou la pulsation w représente la valeur propre complexe du probléme de vibration et les a; sont
des formes bilinéaires symétriques complexes indépendantes de w, données explicitement en
annexe A. Notons que 'on parle bien de formes symétriques complexes et non de formes
Hermitiennes.

Lorsque le coefficient de Poisson est identique dans chaque branche de Maxwell, I’équation
(V.2.4) peut étre factorisée d’'une fagon similaire au cas de la poutre et étre simplement
résolue en tant que probleme aux valeurs propres réel linéaire suivi d’une équation polyno-
miale complexe. Cependant, considérer un module de compressibilité constant entraine la
dépendance en fréquence du coefficient de Poisson, introduisant des non-linéarités dans le
probleme aux valeurs propres. Par conséquent, la factorisation n’est plus valide puisque la re-
lation entre les tenseurs des contraintes et des déformations se complique considérablement.
Le cas général sera considéré dans la suite de ce chapitre.

3 Optimisation couplée de plaques minces viscoélastiques

3.1 Enoncé du probléeme d’optimisation

Cette section présente le probleme d’optimisation couplée de la forme et de ’épaisseur
d’une plaque mince rectangulaire modélisée par le modele de Maxwell généralisé. Les va-
riables de design sont (h, Q) € Haq X Vaa. Le bord encastré I'p est fixé alors que la position
des bords libres I'y est soumise a 'optimisation. Une contrainte géométrique est imposée :
toute forme admissible doit contenir une forme fixée et non-optimisable, notée €2y, intérieure
au domaine de travail, voir Figure V.3.2. Le role de cette contrainte est d’éviter les éventuels
résultats triviaux ou la matiere s’accumule au bord encastré, souvent sous forme circulaire.
Dans ce cas, on perd completement la forme rectangulaire de la structure, ce qui est moins
intéressant pour de potentielles applications. L’ensemble des formes admissibles V,4 est défini
par

Vaa = {Q €R?|Tp C 0Q,Q; C O}, (V.3.1)
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fy

o}

Iy

F1GURE V.3.2 — Représentation de la plaque initiale et de la contrainte géométrique.

et I’ensemble des profils d’épaisseur admissibles devient

Had = {h € LOO(Q) | hmin S h($1,$2) S hmax V(.’I}l,ﬂfg) c Q,V(h) = / h(.’]ﬂ'l,l’g)dl’ = %} ,
Q

(V.3.2)
pour Vj le volume initial de la structure. Pour ce probléme, notons que la pulsation complexe
w = w, + iw; dépend implicitement de h et €2. On utilise la fonction objectif suivante

wi(h, Q)
h,Q) =——"=. V.3.3
Q) = -2 (V.3.3)
Le probleme de minimisation s’écrit alors :
inf J(h, ). (V.3.4)

(h,Q)G’H@d XVad

3.2 Analyse des sensibilités

La méthode de résolution proposée est une optimisation couplée alternant optimisation
paramétrique sur I’épaisseur et optimisation géométrique sur la forme, a 'aide d’un algo-
rithme de gradient dans les deux cas.

Sensibilité par rapport a I’épaisseur

Pour réaliser I'optimisation paramétrique, calculons la dérivée de J par rapport a I’épais-
seur. Dans la suite, la forme € est fixée et la pulsation est notée w(h). On commence par
établir la dérivée de (V.2.4). Puisque les a; sont des formes bilinéaires, on obtient

n+2
ij(h)j_lDw(h)iL a;(h,u, @) + w(h)’ (Dhaj(h, u, 0)h + a;(h, Dyuh, ﬂ)) =0 Vu € lUs.
=0

En utilisant la symétrie des a; et en choisissant 4 = u, on arrive a

n+2

ij(h)j_lDw(h)iL a;j(h,u,u) + w(h) Dya;(h,u, u)h = 0,
=0
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d’on i
S w(h) Dyaj(h, u,u)h
- =0
Dw(h)h = —— : (V.3.5)
2 jw(h)=ta;(h,u,u)
j=1
En écrivant les formes bilinéaires comme suit
oy(ho,) = [ g5(ho).uta) (o) (V.3.6)
Q
I'équation (V.3.5) peut étre réécrite sous la forme
n+2 ) -
> w(h)! Dpgj(h,u,u)h
= - - =0
Duw(h)h = /QW(h,u,u)hdx, W (h, u,u)h = —— . (V.3.7)

; jw(h)jilaj (hv u, u)

ot la forme linéaire Dy,g;(h,u, u)fz est un simple produit algébrique. La regle de dérivation
composée appliquée a la fonction cout J(h) donne 'expression

wy (h) Dw;(h)h — w;(h) Dw, (h)h

DJ(h)h = — O (V.3.8)
En injectant (V.3.7) dans (V.3.8) on obtient
DI (h)h = / _wr(h) Im (W (h, u, u)) (—h)u:(h) Re (W(h’u’u))fzdx, (V.3.9)
Q Wr

expression & partir de laquelle le gradient relatif au produit scalaire de L? est immédiatement
déduit.
Sensibilité par rapport a la forme

L’optimisation géométrique est effectuée a ’aide du concept de dérivée de forme, introduit
au chapitre III. On se place dans le cadre de Murat et Simon suivant la méthode d’Hadamard.
Pour un domaine de référence {2 donné, on considere le domaine perturbé

Qg = (Id + 0)Q avec 0 € WH=(R? R?).

On rappelle que 6 peut étre vu comme un champ vectoriel dérivable (au sens faible), de
dérivée uniformément bornée, réalisant I'advection du domaine de référence. De plus, pour
6 suffisamment petit pour la norme W1 (R? R?), 'application (Id + 6) est une bijection
R2. On rappelle également le Lemme I11.2.1, important pour la suite :

Lemme II1.2.1. Soit f € WYH(RY), on considére la fonctionnelle

F(Q) = /Q Fa)da.
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Alors F est différentiable par rapport a ) et sa dérivée de forme est donnée par

DoF(2)6 = /

g div(f(z) f(x))dx = ., f(s)0(s) - n(s)ds. (V.3.10)

ou n est la normale extérieure a la frontiere.

Avant de calculer la dérivée de forme dans le contexte étudié, I’évolution de 1’épaisseur
durant optimisation de forme doit étre spécifiée. En suivant la méthode de [67], le profil
d’épaisseur h sera transporté par le meéme difféomorphisme pendant la déformation de la
forme :

he = ho (Id+60)".

Sans adopter cette méthode, il est nécessaire de préciser comment h est étendu en dehors de
Q2 lorsque I'on déforme celui-ci. Pour alléger les écritures, la fonction objectif est maintenant

notée
() = T (he, Q), (V.3.11)

et la pulsation w(hyg, §2) sera simplement notée w. On réécrit le probleme (V.2.4) comme

suit :
n+2

ijaj(h,ﬂ,u,ﬁ) =0 Yu € Us,

Jj=0

ou les formes bilinéaires symétriques complexes sont exprimées par
aj(h,Q u,0) = / gj(h,u,a)dx Vj € [0,n+2].
Q

Proposition V.3.1. Pour tout § € W1 (R? R?) tel que 8 = 0 sur T'p et Qp C Q, la dérivée
de forme de j(§2) est donnée par

DQ](Q)Q _ / Wy Im (f(w7 h,U)) —2(4}1' Re (f(wv h7u>>0 .nds
Ly “r (V.3.12)
'rD i zD T o
+/“ Wl N Y da,
Q Wy
ot f(w,h,u) est définie par
n+2

> wigi(hyu,uw)
=0

flw,h,u) = —n+2] :
> gwitaj(h, Q,u,u)

Jj=1

(V.3.13)

La premiere intégrale de (V.3.12) est le terme classique d’une dérivée de forme, la seconde est
un terme venant du fait que la déformation de la forme change la distribution de I’épaisseur
a l'intérieur.
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Preuve. En utilisant la regle de dérivation composée et la linéarité des a;, la dérivée du
probleme (V.2.4) par rapport a la forme avec u et u fixés, suivant la méthode de Céa,
s’écrit :

n+2

S e Dawhl a(h, 2, u, @) + (Dgaj(h, O, u, @) + a;(h, Q, Daub, a)) —0 Vi el

J=0

Par symétrie des a; et en choisissant & = u, on obtient

n+2
ijj’IDQwQ a;(h, Q,u,u) + w’ Doa;(h, Q,u,u)f = 0,
5=0
ainsi
n+2 )
> w!Dqaj(h, 2, u,u)b
j=0
DQwG = — P ' .
Z jw]_laj(ha Q7 u, u)
j=1

En appliquant le Lemme (I11.2.1), la dérivée de forme de w est exprimée par

n+2 )
> wgi(h,u,u)
Dowl = / S 0-nds= flw,h,u)8 -nds. (V.3.14)
N

n—+2

Z jwjflaj(h,fLu,u) b

7j=1

Pour 0 petit, le développement de Taylor de 6 — hy donne
hg=ho(Id+60)'=h—0-Vh+ o),
la dérivée de forme de la fonction cott s’écrit alors
Doj(Q)8 = Do (h, Q)0 — / DuT (h, )6 - Vh da.
Q
La regle de dérivation composée permet d’en déduire

Dqj()8 = — 0-Vhdz.

wr Dow; — w; Dow, o+ / wr Dpw; — wi Dypwy
Q

w?

2
w T

T

En substituant la dérivée de forme de w a 'aide de (V.3.14), on obtient le résultat. O

En suivant la méme méthode, on établit le Lemme suivant :

Lemme V.3.1. La dérivée de forme du volume

o(Q) = /Q ho()dx

est donnée par

Dov(Q)8 = /

T

hé - nds — / 0 -V hdzx. (V.3.15)
0
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4 Meéthodes numériques

Le probleme de flexion d’'une plaque mince viscoélastique est un probleme d’ordre 4, ce-
pendant, en 2D, la formulation mixte requiere un travail supplémentaire considérable [116].
Comme discuté au chapitre 3, on résout ce probléeme en utilisant des éléments non conformes,
les éléments de Morley. Afin de résoudre le probleme aux valeurs propres polynomial com-
plexe (V.2.4), on emploie les solveurs polynomiaux de la librairie SLEPc [79], interfacée sur
FreeFem++ par P.Jolivet. Afin de permettre au solveur une recherche efficace de la valeur
propre d’intérét, il est nécessaire de donner une valeur initiale de w, assez proche de la
premiere pulsation propre, afin de localiser la recherche de valeur propre. L’initialisation
demande donc une courte période d’essai-erreur, en vérifiant toujours qu’il s’agisse bien de
la premiere valeur propre en tracant le mode correspondant. Puis, a chaque itération de 'al-
gorithme, le solveur cherche une valeur propre dont la partie réelle est proche de celle de la
pulsation de l'itération précédente. De plus, on ne demande qu'une seule valeur propre, cela
permet de réduire le temps de calcul et d’éviter les éventuels points d’accumulation parfois
présents pour les modes suivants. La bonne convergence du solveur est ensuite vérifiée a
chaque itération par le calcul du résidu.

La procédure générale de 'optimisation couplée est d’'utiliser une méthode de directions
alternées, optimisant 1’épaisseur et la forme a ’aide d’algorithmes de descente de gradient a
pas variable. Le profil d’épaisseur h est mis a jour a chaque itération a I’aide de la méthode
utilisée dans le chapitre IV, adaptée ici au cas de la plaque. La forme €2 est mise a jour
toutes les m itérations en utilisant la méthode de variation de frontiere d’Hadamard ainsi
que la méthode de déformation de maillage. Changer m affecte la vitesse de convergence
mais peut également mener a différents minima locaux. Les résultats présentés dans la
section suivante ont pour parametre m = 3, ce qui semble étre le plus efficace. Contraire-
ment au cas de la poutre, 'optimisation couplée est sujette aux minima locaux. Plusieurs
optimisations avec différentes initialisations ont donc été effectuées et comparées afin de
réduire la possibilité d’obtenir un design suboptimal. On présente les résultats de 'optimi-
sation paramétrique seule, puis de I'optimisation géométrique seule, et enfin de ’optimisation
couplée. Un maillage triangulaire structuré 100x50 est utilisé pour la résolution numérique
du probleme d’optimisation paramétrique et un maillage triangulaire non structuré est uti-
lisé pour le probleme d’optimisation géométrique ainsi que pour l'optimisation couplée. Des
résultats similaires sont observés pour des maillages plus fins.

Afin de déformer le maillage, le champ de déplacement 6 € H'(€, R?), réalisant I’advec-
tion de la forme, est construit a partir de la combinaison linéaire de la dérivée de forme de
la fonction objectif (V.3.12) et de la dérivée de forme du volume (V.3.15) :

(_wr Im (f(w, h,u)) —w; Re (f(w, h,u))

2
Wy

Dq (i + fv) (Q)0 = /

'y

+/ (“’TDM;”Z'D"M —£>9-Vhd:c,
Q wr

ou /¢ est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte de volume et f est définie
par I"équation (V.3.13). Comme discuté au chapitre III, on réalise la régularisation de 6
afin d’augmenter la régularité de la solution et d’éviter de potentielles oscillations de la

+ Eh) 0-nds
(V.4.1)
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frontiere. De plus, cela permet d’assurer la continuité 6 au voisinage de la frontiere, ce qui
n’est pas nécessairement le cas lorsque 'on étend la définition de 6 a l'intérieur de €2. Cette
régularisation repose sur le produit scalaire de H' que 'on rappelle et applique & notre cas
d’étude
/ (1*°V0 -V +0-0)dx = —Dq (j + (v) (Q)0 VI € H'(Q), (V.4.2)
Q

ce qui implique que le champ de déplacement 6 est solution du systeme suivant :

( ()
—iPAG 40 = (—“TDW’ Do e) Vh  dans Q
wT
0 =0 sur I'p (V.4.3)
7]2% — (Im (f(w))wr _QWi Re (f(w)> o Kh)n on FN-
[~ On w?

Le parametre de régularisation 7 est ici de l'ordre de la taille d’'une maille. Finalement, le
maillage tout entier est déformé par le champ 6, solution de (V.4.3). Le cout de calcul de
Ioptimisation reste raisonnable en 2D. Pour un spectre de 25 temps par exemple, la durée
de l'optimisation ne dépasse pas 15 minutes. On se permet donc de remailler a chaque mise
a jour de la forme pour s’assurer de la bonne qualité du maillage.

Les contraintes sont appliquées en projetant respectivement h et 6 sur les ensembles H,q4
et Vaa tel que V(h,Q) = Vi. La projection de h sur H,q consiste simplement a ajuster le
multiplicateur de Lagrange ¢ par dichotomie, similairement au cas 1D. La projection de la
forme sur V,4 est effectuée en projetant les noceuds du bord sur €2, si ceux-ci traversent
la frontiere de 2y, ou sur la droite z; = 0 s’ils la traversent. Il existe plusieurs fagons de
réaliser cette projection. Plutot que d’effectuer une projection orthogonale, prenant le risque
de retourner les mailles, on effectue une projection selon le vecteur déplacement 6 (Figure

V.4.3).

. [Paalidg0)@x)

P (1 +0) @) \

FIGURE V.4.3 — Schéma de la projection de la forme sur I’ensemble admissible appliquée
selon la direction 6.
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Le retournement des mailles lors de l'optimisation géométrique par déformation de
maillage est une difficulté a ne pas négliger. Ce phénomene peut étre causé par différents
aspects du probleme, la projection en est un exemple. Pour ce travail, on choisit de projeter
selon 0 par rapport a une forme €2y aux angles arrondis. Pour une forme aux angles droits,
la procédure est plus délicate. En effet, il est bien plus difficile de projeter les nceuds proches
des angles tout en conservant un maillage de qualité. En outre, un pas trop grand peut
également provoquer des retournements de mailles. Ainsi, avant d’effectuer le test vérifiant
la diminution de la fonction objectif, on vérifie la présence de maille retournée. Dans ce cas,
le pas est réduit jusqu’a 'obtention d’un maillage dépourvu de tels défauts.

Comme détaillé au chapitre III, 'optimisation géométrique par déformation de maillage
est réalisée a l’aide de deux maillages. Un maillage grossier permettant de déformer la forme,
et un maillage plus fin, suivant ce dernier, sur lequel on résout le probleme de vibration. La
régularisation de § par le produit scalaire de H' n’est parfois pas suffisant pour obtenir une
frontiere de régularité satisfaisante. Pour s’assurer de la bonne qualité du maillage, en par-
ticulier des éléments proches des frontieres, on utilise la fonction adaptmesh de FreeFem++
pour réaliser une adaptation de maillage accompagnée d’une régularisation. On doit pour
cela préciser plusieurs parametres, citons les plus importants : la taille minimum et maxi-
mum d’une maille, le seuil d’erreur de 'adaptation de maillage, le ratio de la métrique
de régularisation et le nombre d’itération de la procédure de régularisation. La fonction
adaptmesh permet de réaliser un remaillage automatique a métrique variable. Dans notre
cas, la métrique sera la hessienne de la fonction 6.

Dans ce travail, on considere principalement des polymeres thermodurcissables puisque
E a été choisi différent de zéro. Cependant, on pourrait aisément appliquer ce probleme
d’optimisation aux polymeres thermoplastiques. Dans ce cas E,, est nul, tout comme ay, le
terme de degré zéro du probleme aux valeurs propres polynomial. Cela peut présenter des
difficultés numériques pour la convergence du solveur spectral. Une simple factorisation par
w de (V.2.4), réalisée en amont, permet de réduire le degré du polynome et améliore ainsi
la précision du solveur.

5 Reésultats numériques

On présente dans cette section les résultats de différents problemes d’optimisation. On
commence par étudier une plaque composée d’un matériau réaliste, modélisé par le modele
de Maxwell généralisé, en découplant tout d’abord les optimisations puis en effectuant I'opti-
misation simultanée de 1’épaisseur et de la forme. Ensuite, on effectuera une analyse de I'im-
pact des parametres matériaux sur le design optimisé et ses performances pour un matériau
simple, modélisé par le modele de Zener.

La plaque de référence est rectangulaire, de longueur L = 60 mm, largeur W = 30 mm
et épaisseur initiale hy = 3 mm. L’épaisseur varie entre les bornes h,,,;,, = 2 mm et h,,,, = 4
mm durant 'optimisation. La contrainte de boite est ici choisie plus stricte afin de clairement
mettre en évidence l'influence des parametres sur 'optimisation. La densité vaut p = 1000
kg.m™=3, les propriétés mécaniques du matériau réel sont celles décrites au chapitre IV et on
suppose que le module de compressibilité est constant égal a 3 GPa. On en déduit ensuite
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le coefficient de Poisson en déterminant les valeurs associées a chaque branche du modele.
Les propriétés du matériau de Zener sont F,, = 18 MPa, F; = 30 MPa, 7, = 0.002 s et, en
considérant le module de compressibilité constant K = 3 GPa, on obtient les coefficients de
Poisson v, = 0.499 et 11 = 0.498.

5.1 Optimisation d’une plaque mince constituée d’un polymere
réaliste

Optimisation paramétrique

Commencons par effectuer I'optimisation paramétrique de I’épaisseur de la plaque. Le
profil final de la plaque optimisée ainsi que 'amplitude des vibrations libres sont représentés
et comparés a l’état initial, Figure V.5.4. Similairement au cas de la poutre, le matériau
est distribué au bord encastré, augmentant le décrément logarithmique de la vibration de

Up 1 Plague initiale
----- Plague optimisée

h (mm) ¢
50 2,
M 4.0 E-
+ B0 %
— 2.0
— 1.0 —up ' ‘ . . ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Temps (s)

(a) (b)

FIGURE V.54 — (a) Profil d’épaisseur de la plaque optimisée et (b) comparaison de I'am-
plitude des vibrations libres au point M de la plaque initiale et de la plaque optimisée en
épaisseur, pour le matériau modélisé par le modele de Maxwell généralisé (table 6.1).
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0030, —-0.0326

-0.032 N
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FiGURE V.5.5 — Convergence de la fonction cout par rapport au nombre d’itérations pour
I'optimisation en épaisseur de 'amortissement d’une plaque viscoélastique rectangulaire.
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facon significative. La fonction objectif converge, validant 'efficacité de I’algorithme, comme
illustré Figure V.5.5. Notons que les modes propres, présentés Figure V.5.6, sont quasiment
indépendants de I'optimisation et des propriétés matériau, tout comme le cas de la poutre.

Amplitude

9.8

E 8.0

6.0

4.0

— 2.0
— 0

1.8

1.0

0.5
—0

l ' 0.7

FI1GURE V.5.6 — Représentation des trois premiers modes propres de la plaque optimisée.
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Optimisation géométrique

On effectue ensuite 'optimisation géométrique de la plaque de référence en maintenant
I’épaisseur constante. De la méme facon, le matériau est redistribué au bord encastré de la
plaque, augmentant la fréquence et le coefficient de décroissance exponentielle de la vibration,
voir Figure V.5.7. La forme de la plaque change considérablement afin d’atteindre les per-
formances optimales. De plus, pour cet exemple, la valeur finale de la fonction objectif pour
I'optimisation géométrique est proche de la valeur finale de I'optimisation paramétrique. La
comparaison des courbes de convergence Figures V.5.5 et V.5.8 montre des gains similaires
pour les parametres d’optimisation choisis.

(a)

Ug

Amplitude
(=)

—up |

—— Plague initiale
***** Plague optimisée

0.0

0.4

06 08 10

Temps (s)

(b)

FIGURE V.5.7 - (a) Forme optimisée d’une plaque d’épaisseur constante 3 mm et (b) compa-
raison de I'amplitude des vibrations libres résultantes comparées aux vibrations de la plaque

rectangulaire initiale.
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FiGURE V.5.8 — Convergence de la fonction cout par rapport au nombre d’itérations de
I'optimisation de forme pour un matériau réaliste.
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Optimisation couplée

Enfin, on optimise alternativement le profil d’épaisseur et la forme de la plaque pour
m = 3, c’est a dire en mettant a jour le profil d’épaisseur 3 fois entre chaque mise a jour
de la forme. Pour le matériau viscoélastique modélisé par le modele de Maxwell généralisé,
le design final est représenté Figure V.5.9. L’optimisation couplée permet d’obtenir un gain
d’amortissement substantiel, illustré par les courbes de vibration. Grace a l'optimisation
combinée des deux parametres précédents, la valeur finale de fonction objectif est mainte-
nant considérablement plus basse, voir Figure V.5.10. On remarque qu’a partir de la 20°
itération, ’évolution de la fonction objectif est en escalier. En effet, I'optimisation du profil
d’épaisseur est alors presque complete, et c’est principalement I'optimisation géométrique
qui permet ensuite de diminuer la fonction cotit. Cette observation est cohérente avec le
nombre d’itérations nécessaires aux précédentes optimisations, 15 pour 'optimisation de
I’épaisseur et 30 pour 'optimisation de la géométrie.

o Plague initiale
***** Plague optimisée

Amplitude

h (mm)
5.0

4.0

g 2.0 —Uo 1
1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
: Temps (s)

(a) (b)

FIGURE V.5.9 — (a) Forme et profil d’épaisseur optimisé pour une plaque initiale rectan-
gulaire d’épaisseur hy = 3 mm et (b) comparaison de 'amplitude des vibrations libres du
design optimisé et du design initial.
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F1GURE V.5.10 — Convergence de la fonction objectif par rapport au nombre d’itérations
pour 'optimisation couplée d’une plaque rectangulaire constituée d’un matériau réaliste.
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Les résultats des différentes optimisations réalisées dans le cas d’étude choisi sont com-
parés en table 5.1. Comme attendu, I'optimisation couplée permet d’obtenir un design bien
plus performant que les optimisations précédentes, proposant un gain relatif de 192% par
rapport a la valeur du décrément logarithmique de la plaque initiale.

Valeur finale de la Nombre d’itérations
Type d’optimisation fonction cofit Gain relatif | avant convergence
Paramétrique —0.0326 63 % 15
Géométrique —0.0362 82 % 30
Couplée —0.0581 192 % 120

TABLE 5.1 — Comparaison des résultats de 'optimisation paramétrique, géométrique et
couplée et évaluation des gains d’amortissement relatifs.

5.2 Etude des parametres matériaux

On utilise maintenant le modele de Zener pour I'analyse des parametres matériaux. Le
module de la branche élastique E,, (Figure V.5.11) et celui de la branche viscoélastique
E, (Figure V.5.12) ont un impact considérable sur le profil d’épaisseur mais également
sur la forme. Lorsque F,, augmente, la vibration des plaques initiales et optimisées tend
vers celle d’'un matériau purement élastique. Entre E,, = 18 MPa et E,, = 40 MPa en
particulier, on remarque que le profil d’épaisseur du design final ne change plus, seule la
forme varie. A Iinverse, quand le module de la branche viscoélastique E; augmente, les
vibrations deviennent de plus en plus amorties et les variations d’épaisseurs sont de moins en
moins abruptes. On passe d’un profil composé presque exclusivement des deux valeurs, A,
et Nmaz, & un gradient régulier d’épaisseur. La Figure V.5.13 présente les design optimisés
pour différentes valeurs de 7 a E, et F; fixés. Le profil est tres sensible aux variations du
temps de relaxation, plus 71 augmente, plus le matériau est redistribué au bord libre jusqu’a
I'inversion du profil et de la géométrie. D’un point de vue applications mécaniques, cela veut
aussi dire que le design optimal ainsi que le comportement en vibration sont sensibles a la
température d’utilisation de la piece.

Le dernier parametre d’intérét est le coefficient de Poisson. Dans un premier exemple,
vy est fixé et on étudie I'impact de v; sur 'optimisation. Comme présenté Figure V.5.14,
ce parametre a un impact fort sur la géométrie de la plaque optimisée. Bien que la valeur
du coefficient de Poisson ne differe que de 0.02, les designs obtenus dans les cas (a) et
(b) sont significativement différents. Cependant, 'amplitude des vibrations libres montre
que 'amortissement reste presque inchangé, seuls les designs finaux varient. On obtient
donc différents designs menant a des comportements vibratoires similaires, ce qui peut étre
intéressant pour s’adapter a d’éventuelles contraintes d’ingénierie. Pour comparer I'impact
sur le comportement en vibration, on compare Figure V.5.15 les vibrations des profils (a)
et (c¢) pour la méme valeur vy = 0.4. Malgré des designs considérablement différents, la
différence de décrément logarithmique reste faible, d’environ 5%. On met maintenant en
perspective les hypotheses de coefficient de Poisson constant ou de module de compressibilité
constant. Tandis que choisir v constant est le choix le plus commun et constitue un moyen de
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simplifier la résolution numérique, choisir K constant permet une représentation plus précise
du comportement d’'un matériau réel. Considérons dans un premier temps que les coefficients
de Poisson de chaque branche du modele sont égaux. En fonction du couple (Ej, 7;), deux
configurations différentes peuvent survenir, soit le design présente des variations abruptes
d’épaisseur (Figure V.5.16), saturant les bornes, soit il présente une répartition réguliere
de I'épaisseur (Figure V.5.17). Quand les profils abruptes sont obtenus, le méme minimum
local est atteint pour un intervalle de valeurs de coefficient de Poisson, ou deux designs
d’optimisation différents sont obtenus pour un coefficient de Poisson de chaque coté de
la valeur seuil 0.465 (Figure V.5.16). En revanche, lorsque que des profils réguliers sont
obtenus, le coefficient de Poisson impacte le design final, mais sans modifier le comportement
en vibration de maniere significative. La magnitude de ces variations dépend du matériau,
celles-ci peuvent étre importantes, comme discuté précédemment, ou plus légeres (Figure
V.5.17). Dans tous les cas, le design final est sensible aux variations du coefficient de Poisson
malgré des modes propres et des amplitudes de vibration similaires.

Enfin, le module de compressibilité est supposé constant et la dépendance en fréquence
du coefficient de Poisson est prise en compte. Pour les profils d’épaisseur finaux abruptes, tels
que ceux présentés Figure V.5.16, 'algorithme peut mener a des minima locaux différents
du cas v constant, c’est a dire a des designs différents. Pour les profils finaux réguliers, tels
que ceux obtenus Figure V.5.17, plus l'intervalle des coefficients de Poisson v; est grand,
plus la différence avec le cas v constant sera importante. Dans la suite, on considérera
toujours I'hypothese d’'un module de compressibilité constant puisque, de 1’état vitreux a
I’état caoutchoutique, celle-ci semble la plus proche de la réalité.
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FI1GURE V.5.11 — Profil d’épaisseur et amplitude des vibrations libres de la plaque initiale
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FIGURE V.5.17 — Designs optimisés possibles de plaques constituées d’'un matériau de Zener
pour différents coefficients de Poisson (a) v = 0.2 (b) v = 0.4.
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6 Résolution du probleme opposé : limiter ’effet amor-
tissant

Lors de la conception de semelles de chaussure de marche, il est naturel de chercher a ob-
tenir une structure amortissante. En revanche, pour certaines applications comme les chaus-
sures de course a pied ou le "dynamisme” est un critere important, les hautes fréquences de
vibration ainsi que les coefficients de décroissance élevés sont recherchés. Limiter I’amortis-
sement, par exemple en minimisant le décrément logarithmique de la plaque viscoélastique,
mene a une structure dont la matiere est répartie a 'extrémité libre, saturant les bornes
d’épaisseur tout en augmentant la fréquence de vibration ainsi que le coefficient de décroissance.
Dans 'intervalle des propriétés viscoélastiques communément exhibées par les polymeres, la
distribution de matiere de la plaque optimisée ne dépend pas des parametres matériaux et
est similaire d’une optimisation a une autre.

Pour satisfaire aux besoins industriels, une fonction objectif plus flexible peut étre uti-
lisée, telle que, .

ol q est la constante correspondant a la pénalisation sur la fréquence et on rappelle que w,
et w; sont les parties réelle et imaginaire de la premiere pulsation propre de la structure. Ce
parametre de pénalisation permet de donner la priorité a 'obtention d’un design a fréquence

élevée ou a coefficient de décroissance faible, en fonction de I'application. La Figure V.6.18
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FIGURE V.6.18 — Coefficient de décroissance par rapport a la fréquence de vibration et
représentation des designs associés pour la minimisation de J(h, Q) = w;(h, Q) + qm.
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présente les variations des coefficients de décroissance par rapport a la fréquence pour
différentes valeurs de ¢ ainsi que les différents designs finaux obtenus. Pour ¢ = 1, la forme est
identique au cas précédent et la matiere est accumulée a 'extrémité libre de la plaque. Puis,
quand ¢ augmente, la matiere est progressivement redistribuée au bord encastré. Idéalement,
on souhaiterait que le design possede une fréquence élevée et un coefficient de décroissance
faible, cependant, ces deux grandeurs sont liées, il faut donc faire un choix. Cette fonction
objectif permet de pondérer I'importance de ces deux quantités lors de l'optimisation et
permet de proposer tout une variété de designs adaptés a différents criteres.

7 Conclusion

Dans ce chapitre, on a développé des algorithmes d’optimisation couplée optimisant si-
multanément le profil d’épaisseur ainsi que la géométrie de structures 2D modélisées par
le modele de Kirchhoff. Les structures planes minces optimisées par les algorithmes pro-
posés montrent de sérieux gains d’amortissement. Les résultats d’optimisation ont également
illustrés I'impact des parametres matériaux sur le design final ainsi que le comportement en
vibration. Le modele de Maxwell généralisé utilisé dans ce manuscrit permet de prendre
en compte la dépendance en fréquence des parametres matériaux. Le coefficient de Poisson
en particulier, souvent considéré constant dans la plupart des travaux, s’est avéré un pa-
rametre impactant dans certains cas. Le design optimal est sensible au coefficient de Poisson
malgré de faibles variations du comportement en vibration et des modes propres similaires.
De plus, le comportement en vibration ainsi que le design optimal de la structure sont sen-
sibles aux modules et aux temps de relaxation du modele rhéologique. Les résultats sont
particulierement sensibles aux temps de relaxation du polymere et on observe une inversion
de la répartition de matiere pour des temps élevés.

La résolution du probleme d’optimisation a 1’aide de solveurs spectraux polynomiaux
permet d’appliquer les algorithmes d’optimisation a des matériaux réels dont les parametres
ont été déterminés expérimentalement. Ainsi, cela permet d’utiliser de tels algorithmes pour
les applications industrielles utilisant des données expérimentales. Le design optimal et les
performances d’amortissement étant tres sensibles aux parametres matériau, il semble im-
portant, en pratique, de soigner la caractérisation du polymere afin d’obtenir des résultats
pertinents. Il parait également intéressant de choisir judicieusement I’hypothese d’'un module
de compressibilité ou d'un coefficient de Poisson constant, en fonction du matériau étudié
et de la précision recherchée. Pour une plage de temps de relaxation importante, la prise
en compte de la dépendance en fréquence du coefficient de Poisson semble indiquée car la
différence serait non négligeable. Dans le cas contraire, on pourrait se contenter de choisir v
constant. Considérer la dépendance en fréquence du coefficient de Poisson permet également,
dans certains cas, de proposer plusieurs designs possédant des performances proches, ce qui
peut étre intéressant pour certaines applications.

L’étude du probleme opposé, portant sur le “dynamisme” de la structure, montre des
résultats similaires quelque soit le polymere choisi. A travers la minimisation d’une nouvelle
fonction objectif, développée dans le but de s’adapter a la flexibilité requise dans un cadre
industriel, on obtient tout une gamme de designs, couvrant de larges intervalles de fréquences
et de coefficients de décroissance, permettant d’adapter 'optimisation a ’application désirée.
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Dans le chapitre suivant, on tentera d’appliquer ces algorithmes au cas de la semelle de
chaussure de course dans un cadre industriel. De par le modele choisi, on se contentera pour
I'instant de semelles planes classiques.
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1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est double. Tout d’abord, on cherche a optimiser la forme d’une
semelle plane en appliquant les techniques d’optimisation 2D du chapitre précédent, tout
en introduisant des contraintes liées a I'utilisation de la semelle. Puis, afin d’enrichir I'algo-
rithme et d’anticiper sur 'optimisation de formes plus complexes, on applique les techniques
d’optimisation topologique au cas viscoélastique. Il est a noter que toutes les optimisations
présentées dans ce chapitre utilisent I’hypothese d'un comportement de plaque. Cependant,
contrairement au chapitre précédent limité au cas des plaques de Kirchhoff, nous aborderons
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également les plaques de Mindlin permettant ainsi une analyse comparative des résultats en
fonction des hypotheses de comportement retenues.

Il est important de préciser que ce travail porte sur 'optimisation des performances de
la semelle du point de vue de tests amonts réalisés par le fabriquant, c¢’est a dire que 1’on ne
cherche pas a reproduire les conditions d’utilisation réelles. Pour les semelles de chaussure, 3
tests mécaniques simples sont effectués afin de déterminer les performances de la structure.

1. Un test de vibration libre avec encastrement a une extrémité. Il s’agit du tout premier
critere pris en compte dans ce manuscrit et c’est naturellement ce qui a motivé le
choix des problemes optimisation jusqu’a maintenant. Pour une chaussure de course,
on espere des propriétés d’amortissement limitées pour un rebond efficace.

2. Un test de flexion trois points permettant de vérifier la rigidité de la structure sollicitée
en flexion. Cet essai veut reproduire le type de sollicitation qu'un client peut exercer
sur une chaussure de course avant de I’acheter. Ce critere, indispensable pour la durée
de vie de la piece, sera pris en compte dans la suite et constituera I’'un des principaux
objets de discussion de ce chapitre. En pratique, on réalise ce test de flexion par
un test Bennewart (Figure VI.1.1) qui permet également d’étudier la résistance a la
fatigue de la piece, une problématique importante mais qui ne sera pas traitée ici.

FIGURE VI.1.1 — Test de flexion Bennewart réalisé sur des semelles de chaussure de course.

3. Un test de torsion permettant de vérifier la rigidité de la structure sous des sollici-
tations de torsion selon l'axe dans la longueur de la semelle. De méme que pour la
flexion, il s’agit d’un test assurant la résistance de la semelle a une sollicitation qui
peut étre appliquée par un client. D’un point de vue optimisation, ce critere se traite
a priori de la méme maniere que le critere en flexion. Il ne sera pas pris en compte
pour le moment.

Dans ce chapitre, une contrainte associée au test de flexion trois points est ajoutée. Elle
représente la condition la plus importante pour assurer la fonctionnalité de la piece. On
verra que l'introduction de cette contrainte suffit a soulever de sérieuses interrogations liées
au modele de plaque et a la contrainte choisie.
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La conception d'une semelle de chaussure de course est communément réalisée de facon
découplée, en cherchant d’une part le meilleur design dans un cas élastique, ou 'intuition
et les techniques de modélisation sont généralement suffisantes, et, d’autre part, en y asso-
ciant le polymere le plus performant pour un critere donné. Le matériau est alors choisi en
effectuant des tests de vibration sur de simples poutres rectangulaires (test 1). Le principal
intérét de mon travail est de prendre en compte les propriétés viscoélastiques du polymere
des la recherche du design optimal. Cet aspect est d'une grande importance au vu des
résultats présentés aux chapitres précédents montrant 'impact significatif des parametres
matériaux sur le design final et sur le comportement en vibration. En effet, il est possible
qu'un polymere moins performant lors d’un simple test de vibration sur poutre, s’avere le
plus pertinent pour un design de semelle optimisée.

Ce chapitre est organisé ainsi. En section 2, I'optimisation topologique sous contrainte
d’une structure plane viscoélastique dans le cas du modele de Kirchhoff est présentée. La
méthode et les résultats numériques sont donnés en section 3 et 4. Les problématiques
soulevées par ce probleme d’optimisation nous amenent, en section 5, a introduire le modele
de Mindlin. Le probleme d’optimisation dans le cas de plaques épaisses satisfaisant a ce
modele est décrit en section 6, suivi de ’étude numérique en section 7.

2 Optimisation topologique sous contraintes de plaques
de Kirchhoff viscoélastiques

Afin d’appliquer les algorithmes développés au cas de la semelle de chaussure plane, on
commence par reprendre le probleme d’optimisation du chapitre précédent, auquel on ajoute
une contrainte de rigidité. Pour cela, on décide de soumettre la plaque a une force verticale
g, répartie au centre de la plaque (VI.2.2), et d’ajouter un critére sur la compliance de la
structure. Il s’agit d'un critere tres classique en optimisation dans le cadre de 1’élasticité. La

compliance,
C= / qug dz,
o Tt

est une mesure du travail des forces extérieures. Moins la structure travaille, plus elle est

rigide. Notons que ce critere est global et dépend explicitement du déplacement vertical

uy. Puisque le probleme d’intérét est quasi-statique, le déplacement permettant d’obtenir

la compliance sera déterminé par la résolution d’un probleme élastique dont les parametres

matériaux sont ceux du polymere aux temps longs, F., et v, ou aux temps courts, Fy =
n

E. + Y E; et vy, en fonction de la température. En effet, pour ces temps, un matériau

Viscoélgs}cique se comporte comme un matériau élastique. Dans la suite on choisit de se
placer aux temps longs. Le probleme d’optimisation nécessite ainsi la résolution de deux
problemes mécaniques, un probleme vibratoire complexe, similaire au chapitre précédent,
pour lequel la plaque est modélisée par un modele de Maxwell généralisé a n branches
viscoélastiques, encastrée a une seule extrémité I'p,, et dont la formulation variationnelle
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est donnée par

n+2
ijaj(Q,u, ) =0 Yu € Us, (VI.2.1)
=0
ol
a;j(Qu,a) = / gj(u,0)dx Y5 € [0,n+ 2],
D
avec 5
_ 2 _qo 9u _
= {u € HI(D.C)| UIen, =0 5, T'p, 0}7

et un probleme élastique décrivant un test de flexion trois points, pour lequel la plaque est
encastrée aux deux extrémités I'p, U I'p, et dont la formulation variationnelle s’écrit

h—SDpF;(ug) - k(tg)dx = / gugdr Vig € Uy, (VI.2.2)
p 12 D
ou
D*uy
i 1 vy O 8235%
Dy=— vy 1 0 |.sluy)=| 2% (V1.2.3)
L= 0 0 lww 03
2 D*uy
01101
et 5
5 u
Uy = {u € H*(D,C) | Uy urp, = 05, Fo T, = O}.

La contrainte de rigidité empéche 'obtention de designs triviaux, la contrainte géométri-
que du chapitre précédent est donc supprimée. En revanche, on fixe la matiere au voisinage
des bords encastrés et de la zone d’application de la force afin que ces conditions aux limites
restent inchangées durant 'optimisation. Puisqu’il s’agit d’une optimisation topologique par
méthode level-set, la plaque sera initialement trouée et la forme €2 sera optimisée dans un
domaine D € R2. La Figure V1.2.2 montre un exemple d’initialisation possible et illustre la
nouvelle contrainte géométrique €);. Les différents designs mis en jeu dans ce chapitre seront
représentés par une fonction densité, directement obtenue a partir de la level-set. Le vide
sera représenté en blanc et la matiere pleine en noir.



3. METHODES NUMERIQUES 137

g
Eli;

L

F1GURE VI.2.2 — Exemple d’initialisation de I'algorithme d’optimisation topologique 2D.

cﬂ

T
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Tout comme au chapitre précédent, il est possible de coupler optimisation topologique
2D et optimisation paramétrique de I’épaisseur. Pour cette application au cas de la semelle
de chaussure, considérons dans un premier temps que ’épaisseur h est constante. On cherche
donc uniquement a optimiser les bords libres I'y.

Le probleme d’optimisation devient :

Qg}f J(Q) tel que C(Q) < (. (VI.2.4)
pour @
J(Q) = "o @) et C(Q2) = /qug(xl,xg) dx (VI.2.5)

ou C représentent la compliance limite. L’ensemble des formes admissibles est donné par
Vad = {Q eD|(Tp,UTlp,) CcoQ,Q CQV(Q) :/hd:v:Vl}.
Q

ou V représente le volume cible. Pour une contrainte de volume constant, on a V; = V{, ou
Vo est le volume initial de la structure.

Tout comme pour la déformation de maillage, I'optimisation topologique exploite le gra-
dient de forme de la fonction objectif. Il suffit donc de reprendre les expressions du chapitre
précédent. Il faut cependant calculer la dérivée de forme liée a la contrainte de rigidité, un
résultat classique obtenu a I’aide du Lemme II1.2.1 et du caractere auto-adjoint du probleme.
Soit u, € U, solution de (VI.2.2), on a

DqC(Q2)0 = —/ i Dpk(uy) - k(ug)d - nds. (VI.2.6)

a0 12

3 Meéthodes numériques

Le probleme d’optimisation nécessite toujours la résolution de problemes de flexion
d’ordre 4, on garde donc les éléments de Morley ainsi que les solveurs polynomiaux de
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SLEPc pour le calcul des fréquences propres. Le probleme d’élasticité linéaire sera résolu par
le solveur UMFPACK, le solveur par défaut de FreeFem++. Contrairement a la méthode de
déformation de maillage, la méthode level-set ne déforme pas le maillage mais transporte
une fonction ligne de niveaux sur un maillage fixe. On décide de mailler un domaine carré D
de coté égal a la longueur de la plaque L, par un maillage régulier de taille 100x100. De plus,
on représente la forme par une fonction level-set ¢, dont les valeurs négatives représentent
la matiere pleine, les valeurs positives le vide, et les valeurs nulles la frontiere de la forme
Q. Plutot que de déformer le maillage selon le vecteur €, obtenu en calculant le gradient
de forme, on réalise I’advection de ¢ selon la vitesse v par la résolution de I’équation de
transport
99

5, T(t)|Vel=0, (V1.3.1)

ou t représente un pseudo pas. En pratique, on réalise 'advection de ¢ grace au module
advect [33]. Le vecteur normal extérieur a la frontiere 0€2 est donné par

n(x) —V¢(x) .

T V()]

Pour I'implémentation numérique on souhaite éviter les divisions par zéro, on utilise donc
I’expression

_ V()
n(x) = Volo) (V1.3.2)

oll Ny = 1073 par exemple.

Comme discuté au chapitre III, on ajoute une tolérance au critere d’acceptation de
Iitération k£ afin d’accepter les écarts causés par d’éventuels changements de topologie, en
particulier en début d’algorithme. A chaque itération, on effectuera donc le test J (1) <
tol J (S2), ou tol = 1.02 et tend vers 1 lorsque k augmente.

Initialisation de la fonction level-set

Pour initialiser I'algorithme d’optimisation, on cherche une fonction ¢y négative pour
r1 € [0,L] et xo € [— —, 7], contenant des valeurs positives représentant les trous
et respectant les contraintes géométriques. La fonction level-set correspondant a ’exemple

2
d’initialisation représenté Figure VI.2.2, est construite a l'aide de plusieurs fonctions :

- Une fonction ) )
L %74
¢Plaque = (x2 - 5) - (7)

a valeur négative a l'intérieur de la plaque de longueur L (égal au coté du domaine D) et de
largeur W.
- Une fonction

PDirichiet = Max (min (x% - (QL)2 Nz — L>2 - (QL)2 ), (m — §>2 - <%>2>
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a valeur négative au voisinage des bords I'p, et I'p,. Le parametre g permet de faire varier
I’épaisseur de la bande de matiere fixée. On choisit ici ¢ = 0.02, c’est a dire que 1’épaisseur
de la bande est égale a 2% de la longueur de la plaque.
- Une fonction ) .

OTrous = COS <2nt7rf> cos <2nt7rf) — 0.5,
typiquement constituée d’un produit de fonctions sinusoidales. Ses valeurs positives repré-
sentent les trous de la structure. Augmenter le facteur n; permet d’augmenter le nombre de
trous de l'initialisation. Dans cet exemple, possédant peu de trous, n; = 5.

- Une fonction
o (-2 (4)' () ()

a valeur négative au voisinage de la zone d’application de la force linéique g.
- Une fonction

= (= oo =)~ (%) (b)) - ()

facultative, a valeur négative au voisinage des bords latéraux de la plaque, permettant d’avoir
une initialisation de forme rectangulaire.
La fonction level-set initiale s’écrit alors

¢O = min <¢Dirichleta ¢gy ¢Laté7‘ala max <¢T7"ousa ¢Plaque) > . (V133)

Enfin, on utilise la fonction distance signée pour réaliser la redistanciation de la fonction
level-set initiale. On rappelle que cette fonction est définie par

—d(z,00Q) siz el
Ve € D,do(x) =< 0 si x € 002
d(xz,00) si z € D\Q,
ol d(z,082) = min,epo|r — p| représente la distance euclidienne du point = par rapport au
bord 0f2. Cela a pour but d’éviter les problemes numériques mentionnés au chapitre III liés
aux pentes trop faibles ou trop élevées au voisinage de la frontiere 0€). Cette procédure est

ensuite appliquée toutes les 10 itérations afin de s’assurer de la bonne régularité de ¢. Le
calcul de la distance signée est effectuée par le module distance de FreeFem++.

Application des contraintes

Les contraintes géométriques sont appliquées a l'aide des fonctions ¢pjrichier €t ¢4 afin
que ; C Q a chaque itération. Pour cela on utilise la projection

Pad(6) = min (@niricnits 351 9): (V1.3.4)
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La contrainte de volume est toujours appliquée par projection a l'aide d’un multiplicateur
de Lagrange ajusté par dichotomie. En revanche, la contrainte d’inégalité sur la compliance
sera appliquée a l'aide d’un Lagrangien augmenté. Le probleme d’optimisation se réécrit :

Qler%)f sup L(€, p), (VL.3.5)
pour 0 ,
£ = - 204 o (Pt elC@ = o) =a2) (V130

ou p € R est un multiplicateur de Lagrange, ¢ € R, un parametre de pénalisation fixé, et
Pr, la projection définie par

Pr,: R R,

+ -

x +— max(0, z).

On transforme le probleme avec contrainte sur la compliance en un probleme sans contrainte
et on cherche maintenant a minimiser le Lagrangien L. A chaque itération, on alterne entre
la minimisation du Lagrangien a multiplicateur fixé et la mise a jour du multiplicateur de
Lagrange suivant la formule

tes1 = Pr (k4 ¢ (Ce(Q) — C1)) . (VL3.7)

De plus, on multiplie ¢ par deux toutes les 10 itérations. Dans 1’algorithme du Lagrangien
augmenté, le coefficient de pénalisation n’a pas besoin d’étre tres grand pour assurer la
convergence. On augmente ¢ de facon a imposer la contrainte de plus en plus strictement,
mais a partir d’'un certain nombre d’itérations, il est préférable d’arréter d’augmenter c
afin de ne pas introduire de perturbation en fin d’optimisation et d’éviter d’entraver la
convergence. Dans notre cas, on augmente c jusqu’a l'itération 70. Le choix des valeurs
initiales ug et ¢y doit étre fait soigneusement puisqu’ils conditionnent la bonne convergence
de l’algorithme et le respect de la contrainte. Pour les résultats a suivre, les valeurs g = 1073
et ¢ = 1072 semblent les plus adaptées.

Calcul du gradient de forme

La dérivée de forme du Lagrangien est obtenu par simple combinaison linéaire des
dérivées de J(Q2) et de V(Q2), calculées au chapitre précédent, ainsi que de C'(2), équation
(VI.2.6). On en déduit 'expression

Dgw+wva9:/q

2
'y w.

r

(_meU@w»—MRMﬂ@W)

. (VL.3.8)
h

— Pr, (,u +c(C(Q) — Cl))ﬁ oi(tg) - K(ug) + €h> 6 -nds
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ou
n+2 )
w’ gj(u,u)
—0

J

.f(wv U’) )
2. Jwiha (Q,u,u)
j=1

et ¢ représente le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte de volume constant.
Lors du calcul du gradient de forme régularisé par le systeme

—n2A0+60 =0 dans D
9 =0 sur I'p, UI'p,
00 Im (f(w))wr —w; Re (f(w)) h3
172% = < 2 + PR, (,u +c(C(Q) — C’l)) EDPK(UQ) - k(ug) —Ch )n sur I'y,
(VL.3.9)

il est nécessaire de localiser la forme ainsi que sa frontiere afin de pouvoir calculer les
intégrales sur € et sur 0f) sous forme d’intégrales sur le domaine D. En pratique, on a
recours a une approximation de la fonction caractéristique [7], définie par

1 sizef

0 sinon.

Vz € D7 XQ($) = {
Pour cela, on construit une fonction H,,, tel que

Lo o) o Re
HnH(¢(x))_2(1 | ¢>(w)l+nH) Yz € R?, (VL3.10)

ol xo ~ H,,(¢(z)). La fonction H,, est une approximation de xq ou 7y agit comme une
constante de régularisation, typiquement de I'ordre de 1072, voir Figure VI.3.3. A 'aide de

11 @

0 '

FiGURE VI.3.3 — Approximation et régularisation de la fonction caractéristique, extrait de
[7].

cette approximation, on peut maintenant écrire pour toute fonction f:R? — R,

/Qf(as)da:%/DHnH(gb(x))f(x)dx. (VL.3.11)
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On utilise également la fonction H,, pour calculer les intégrales aux bords en tant qu’intégrales

0

surfaciques sur une fine couche dpn ~ —%(HUH(QS)) au voisinage de 0. Soit f:R? — R,
lintégrale sur OS2 s’écrit
; f(z)dr ~ / V (H,,(¢(z)))  n(z)f(z)dz. (V1.3.12)
Q D

La force g n’étant pas définie sur un bord du maillage, on applique une idée similaire en
considérant que la force est définie sur une fine surface au voisinage de I'application de la
force.

Approche “Ersatz” en viscoélasticité

Dans la méthode utilisée dans ce manuscrit, on donne au vide les propriétés d’un matériau
ersatz, ou matériau “mou”, et les calculs sont effectués sur tout le domaine D. En viscoélasticité,
on doit définir une densité et des modules viscoélastiques. On choisit de laisser les coefficients
Voo, (Vj)jefi,n] €t les temps de relaxation (7;),epi,n) constants sur tout le domaine.

Dans notre cas, le maillage ne suit pas la forme, il est donc nécessaire de calculer des
valeurs intermédiaires lorsque la ligne de niveau zéro de la level-set traverse un élément.
Dans les algorithmes employées, les modules EZ et (EJD )jel1,n] sont des fontions Py définies
sur D par une relation du type :

EP(Q) = f(VDEL+ (1 — £,(Q)) Eg Yk € [1,n] U {oo}, (V1.3.13)

olt les Eo et (E})jepny sont les modules du polymere, Ep = 10~°E MPa correspond a la
valeur des modules du matériau ersatz et f,(€2) la fraction volumique de la maille intérieure
a la forme. De méme, la densité p” est une fonction éléments finis Py définie sur D par :

pP(Q) = fu(Q)p + (1 — f(2)pe, (VI.3.14)

ol p représente la densité du polymere et pp = 107 kg.m ™2 la densité ersatz.

4 Résultats numériques

Cette section est dédiée a 1’étude des résultats numériques obtenus pour le probleme
d’optimisation topologique de plaques minces viscoélastiques en amortissant les vibrations
avec contrainte de rigidité. Ces résultats permettent également de mettre en évidence de
surprenants résultats liées a la contrainte sur la compliance et marquent le début d’une
étude visant a en comprendre 1’origine.

La plaque étudiée est initialement rectangulaire et possede une topologie suffisamment
riche, décrite en Figure VI.2.2. On applique une contrainte de volume constant, c’est a dire
Vi =V, avec Vj le volume initiale de la plaque. La contrainte d’inégalité sur la compliance
sera appliquée pour une force g = 100 N et deux valeurs limites, C; = 0.85C, ou I’on cherche
une structure optimisée dont la compliance est inférieure ou égale a 85% de la compliance
initiale, et C; = Cj, ou 'on cherche a conserver la rigidité initiale. La plaque possede une
longueur L = 60 mm, une largeur W = 30 mm et est incluse dans un domaine carré D, de
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coté L. Dans ce probleme d’optimisation, I’épaisseur n’est pas une variable de design et est
donc choisie constante h = 3 mm. Ces premiers résultats d’optimisation topologique sont
réalisés pour le matériau de Zener, de densité p = 1000 kg.m 3. Les parametres rhéologiques
sont toujours F,, = 18 MPa, E; = 30 MPa, 1 = 0.002 s, v, = 0.499 et 1, = 0.498.

4.1 Optimisation topologique de structures minces viscoélastiques

Les résultats d’optimisation du probleme (VI.2.4) pour C; = 0.85Cy sont présentés Fi-
gures VI.4.4, illustrant ’évolution du design pendant I'optimisation, et Figure VI.4.5, illus-
trant et comparant le comportement en vibration des plaques initiale optimisée. On remarque

FIGURE VI.4.4 — Evolution du design pendant I'optimisation topologique, pour la contrainte
de compliance C; = 0.85Cy, itérations 1, 5, 20, 30, 50, 65.

toujours une accumulation de matiere au bord gauche I'p, , encastrement du test de vibration
libre, mais on observe également un renforcement de la structure au niveau de la zone d’ap-
plication de la force g et du bord encastré droit I'p,. En revanche, on remarque la présence
de sections fines entre la zone d’application de la force et le bord I'p, qui peuvent introduire
des points de faiblesse. Ce phénomene n’est pas observable du coté du bord I'p,, corres-
pondant a I’encastrement du probleme de vibration. Le gain d’amortissement des vibrations
obtenu apres optimisation est mis en évidence Figure VI.4.5. La Figure VI.4.6, représentant
I’évolution du Lagrangien et de la compliance au cours de 'optimisation, permet de s’assu-
rer de la décroissance du Lagrangien et de la bonne convergence de 'algorithme. Malgré un
design surprenant, on vérifie également que la contrainte sur la compliance est respectée.
Les oscillations visibles sont principalement dues a ’algorithme du Lagrangien augmenté et,
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Fi1GURE VI.4.5 — Comparaison du comportement en vibration de la plaque initiale et de
la plaque optimisée dans le cas de l'optimisation topologique en viscoélasticité, pour la
contrainte de compliance C; = 0.85Cj,.
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FIGURE VI.4.6 — Evolution (a) du Lagrangien et (b) de la compliance au cours de I'optimi-
sation dans le cas C; = 0.85C).

dans une moindre mesure, aux changements de topologie.

Les Figures VI.4.7 et VI.4.8 illustrent les résultats d’optimisation pour C; = Cj. On
observe un design bien différent du cas précédent. On remarque cependant les mémes ten-
dances. Le design est renforcé au niveau des bords encastrés et de la zone d’application de
la force, et les sections fines critiques sont toujours présentes et localisées dans la méme
région du domaine. La contrainte sur la compliance étant moins stricte, la plaque optimisée
possede de meilleures propriétés d’amortissement que le cas précédent (Figure VI.4.8). On
vérifie, en Figure VI.4.9, que la fonction objectif converge et que la contrainte de rigidité est
bien respectée en fin d’optimisation.
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FIGURE V1.4.7 - Evolution du design d’une plaque de Kirchhoff encastrée pendant 1’opti-
misation topologique d’une semelle de chaussure plane, pour la contrainte de compliance

i (€2
C; = Cy et la fonction objectif J(Q2) = it ((Q))’ itérations 1, 5, 8, 10, 13, 30.
wr

Plague initiale

Plague initiale Uo i’ e
L aque optimisée

Ugp
N Plague optimisée

Amplitude
o
Amplitude
o

—Ug —Up

0.0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.0 0.1 02 0.3 0.4 0.5
Temps (s) Temps (s)

(a) (b)

FiGure VI.4.8 — Comportements en vibration de la plaque initiale viscoélastique et de la
plaque optimisée par la méthode level-set, pour (a) C; = Cy comparés a (b) C; = 0.85C).

On réalise maintenant une optimisation similaire pour un domaine D prenant la forme
d’une semelle de chaussure de dimensions L = 250 mm et W = 100 mm, représenté en
Figure VI.4.11 dans le cas d'un maillage grossier pour simple visualisation. Le maillage a
été réalisé a ’aide du logiciel open source Gmsh [69]. Le maillage utilisé en pratique est bien
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FIGURE V1.4.9 — Evolution (a) du Lagrangien et (b) de la compliance par rapport au nombre
d’itérations dans le cas C; = (.
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plus raffiné afin d’obtenir des résultats plus précis. On représente en rouge les bords I'p,
et I'p,. On cherche toujours a maximiser le décrément logarithmique et on applique une
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F1GURE VI.4.10 — Représentation de la semelle de chaussure plane utilisé pour I'optimisation
topologique.

contrainte de rigidité C; = 0.85C, pour une force g appliquée au centre de la semelle. On
garde des contraintes géométriques similaires, c’est a dire que la matiere n’est pas optimisée
au niveau des bords encastrés et de la zone d’application de la force. On ajoute également
une contrainte géométrique de “revétement” au voisinage de la frontiere du domaine a 'aide
de la projection

Pad(6) = min (drer, ). (VL4.1)

La frontiere du domaine 0D prendra ici la forme de la semelle dont le voisinage doit
nécessairement, contenir de la matiere. En effet, on souhaite garder la forme générale de
la semelle en optimisant uniquement l'intérieure de la structure. Pour cela, on utilise une
projection similaire a (VI.3.4), ou la fonction ¢ge, représente une bande de matiere fixée le
long des frontieres du domaine et est obtenue a l'aide de la fonction distance signée par :

Orev(r, D) = —(d(x, D) +¢) (V1.4.2)



4. RESULTATS NUMERIQUES 147

ol e représente 1’épaisseur de la bande désirée. Pour cet exemple numérique, on choisit e = 3
mm. Le design optimisé, illustré Figure VI.4.11, présente les mémes points faibles que dans le
cas de la plaque. De maniere générale, 'optimisation de ’amortissement des vibrations libres
d’une structure encastrée sur I'p, provoque un renforcement global au niveau de ce bord,
ce qui réduit inévitablement les performances d’amortissement pour un test de vibration
réalisé en encastrant sur le bord opposé I'p,. Il semble donc pertinent, dans les algorithmes
plus avancés développés au chapitre suivant, de considérer deux problemes vibratoires, I'un
au bord encastré I'p,, I'autre au bord encastré I'p,.

s UE R R D

FIGURE V1.4.11 — Evolution du design pendant I'optimisation topologique d'une semelle de
chaussure plane, pour la contrainte de compliance C; = 0.85C), itérations 1, 10, 15, 20, 25,
40.

Avant de poursuivre, rappelons que les designs finaux obtenus peuvent varier en fonc-
tion de l'initialisation choisie, en particulier pour des topologies initiales différentes. Il est
donc nécessaire d’effectuer I'optimisation pour différentes formes initiales, avec, par exemple,
différentes configurations de trous, et de comparer les résultats. Dans les exemples étudiés
dans cette section, les résultats d’optimisation sont similaires si le nombre de trous initiaux
est suffisant. L’initialisation utilisée Figure VI1.2.2 possede un nombre de trous proche du
nombre limite en dessous duquel la topologie du design final devient sous optimale.

4.2 Optimisation topologique de plaques minces élastiques

Afin de mieux comprendre l'origine du phénomene de points faibles apparaissant dans
les exemples précédents, on proposer d’effectuer une optimisation dans le cas tres classique
de la minimisation de la compliance en élasticité. On réalise donc I'optimisation topologique
de la plaque mince de référence, constituée d’'un matériau élastique isotrope de parametres
choisis arbitrairement £ = 18 MPa et v = 0.499. La plaque est encastrée en I'p, et la force
g = 100 N est répartie a 'extrémité I'p,, maintenant libre. Afin d’éviter les designs triviaux,
on considere des contraintes géométriques bloquant la matiere au niveau du bord encastrée
et de 'extrémité libre, voir Figure VI.4.12.a. Le résultat d’optimisation pour ce probleme,
a priori simple, est présenté Figure VI.4.12.b. On observe toujours la présence de sections
tres fines, proches de la région non optimisée de 'extrémité libre. Cette fonction objectif
dépend directement du déplacement, tracé Figure VI.4.13. On remarque que ces zones de
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g
Qe
(a) (b)

FIGURE VI.4.12 — Design de (a) la plaque initiale et (b) optimisée pour la minimisation de
la compliance dans le cas élastique.

section fine n’engendre pas d’augmentation importante du déplacement a l'extrémité libre
de la plaque, 'augmentation reste en effet plutot réguliere.

Remarque VI.4.1 Similairement a 'instabilité “checkerboard” évoquée au chapitre I1I, I'utili-
sation d’éléments IP; peut provoquer un phénomene numérique induisant une rigidité supplémentaire
au niveau des angles des éléments triangulaires. C’est la raison pour laquelle la struc-
ture maintient une certaine rigidité malgré une section extrémement mince. Cet artefact
numérique disparait avec l'utilisation d’éléments finis Py, bien que le phénomene d’amin-
cissement critique de la section persiste. De plus, 1'utilisation des éléments Py augmente
considérablement le temps de calcul et n’est donc pas une bonne option en dimension 3. e

usz (mm)
0.4

0.2
— 0.1

- 0.0

FIGURE VI.4.13 — Déplacement de la plaque élastique soumise a une force g répartie a
I'extrémité libre I'po.
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Une premiere piste est d’étudier I'influence des cisaillements transverses. Ceux-ci sont
négligés dans le modele de Kirchhoff utilisé jusqu’a maintenant et pourraient justifier le fait
que les zones de sections faibles n’impactent pas la rigidité de la structure. On cherche donc
a réaliser la méme optimisation en utilisant un modele de plaque épaisse prenant en compte
les effets du cisaillement transverse, le modele de Reissner-Mindlin.

5 Problemes de vibration de plaques de Mindlin

Dans les sections suivantes, nous énoncons les équations nécessaires pour traiter le
probleme d’optimisation topologique 2D illustré en Figure VI.4.12 ainsi que le probleme
d’optimisation couplée de plaques en vibrations dans les hypotheses de Reissner-mindlin.

Enoncé du probleme élastique linéaire

Plagons nous tout d’abord dans le cadre élastique de 'exemple numérique de la section
précédente (Figure VI1.4.12), la plaque étudiée est encastrée a I'extrémité I'p, et une force g
est soumise a l'extrémité libre I'p,. Dans la théorie de Mindlin, on rappelle que 1’évolution du
déplacement dans 1’épaisseur est linéaire et que les contraintes de cisaillements transverses
sont supposées constantes dans I’épaisseur, corrigées par un coefficient k.

Commencons par rappeler 'expression des tenseurs des déformations et des contraintes
du probleme de plaque en flexion.

On écrit :
00,
_x [R—
€ 38%1
H 90
61) = €922 e _x38_; - ngi(el, 92)
2
/| (96, 96 (VI5.1)
3 8@ aZL’l o
) Ouy 0,
. = €3} _ | 9y = v(ug, b1, 02)
2eas Oug )
81’2 2
D 0
R B N gl B (VL5.2)
O 0 kD v
ol 0, = (01,02,012)", 05 = (T13.723) " et
E 1 vy 0
D, = 1,2 Voo 1 0
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en prenant k = %. Contrairement au modele de Kirchhoff, on ne peut pas exprimer les
angles de rotation des vecteurs normaux 6; et 6, en fonction du déplacement vertical u,. Le
probleme dépend alors de 3 variables spatiales indépendantes u, = (ug, 1, 02). On établit la
formulation variationnelle mixte du probleme de flexion quasi-statique :

h3
12D K(y,) - k(2,) dr + / hkDgy(u,) - v(2,) dv :/ gugdr Vu, €Uy (VL5.3)
Q I'p,
ou ,
s = { (g 00,02) € (') [y, =00y = 0,0, =0} (VL5.4)

Notons que u, appartient maintenant & H' puisque la formulation mixte présente unique-
ment des dérivées d’ordre 1. Par conséquent, les éléments de Morley ne seront plus nécessaires
pour résoudre ce probleme par la méthode des éléments finis. On pourra donc utiliser les
éléments usuels tels que les éléments P;.

Enoncé du probleme viscoélastique linéaire

Pour exprimer la formulation variationnelle du probléeme viscoélastique, on se place dans
le cas d'une plaque modélisée par le modele de Mindlin, encastrée au bord I'p, et libre
sur I'p,. Le polymere constituant la plaque est encore modélisé par le modele de Maxwell
généralisé. Pour écrire la formulation variationnelle du probleme, on suppose tout d’abord
les déplacements U = (U, ©1, ©3) harmoniques tels que

U('xlaw% ) ('rlaxZ) iwt
@1([E1, T, ) 9 (I‘l, Jfg)eth (VI55)
@2($1, I, ) 0 ('rlu x2>eiwt'
On reprend ensuite 'expression du tenseur des déformations, équation (VI.5.1), et on détermine
le tenseur des contraintes donné par

t
O-(.T17[L'27 €3, t) = COOE(Q)(ZEI’ L2, Ig,t) +/ R(t B 7)88(7(—])

—0o0

(xlu Xo, T3, T >d7—7

ou on rappelle que le premier terme représente les contraintes relaxées, avec Cy le tenseur
de rigidité a 1’équilibre. Le second terme représente ’histoire des contraintes visqueuses de
la structure avec R le tenseur des fonctions de relaxation.

Ces tenseurs du second ordre sont exprimés :

Loy lE;;g 0 0 0
S e = S 0 0
_ Ee
Foo
0 0 0 2(1+veo) 0
0 0 0 0 — Lo
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R
n Vj 1i]/]2 1%92 0 0 0
R(r) = Z 0 0 2(1]ijuj) 0 0
j=1 E;
0 0 0 1) g
0 0 0 0 2(1+]uj)

Apres intégration par parties, I’expression devient
" OR
U(xla Ta, T3, t) = COE<Q)(:E17 T2, X3, t) +
oo OT

ol le premier terme représente la réponse instantanée, il est donné par

_011 ciz2 0 0 0 | €11
ci2 c2 0 0 0 €29
Coe(U)(x1,x2,23,t) = | 0 0 ¢33 0 0 Y12
0 0 0 cua O Y13
0 0 0 0 es5) \N2s
avec ) . ) - )
I ) +; T
B n E;
C12 = Vooq + = le — V]27
Ey “~\  E;
\ C33 = C44 = C55 = m—{—;%l——:%)
Le second terme vaut
-7"11 ro 0 0
rig T2 0 0
t IR t
- 57 (t=T)e(U) (21, 22, 23, T)dT = — /OO 0 0 ry 0
0 0 0 ry
0O 0 0 O
avec ) )
n E. —t
T11 = T22 j; (1_122 Tje e
n v;iE; 7=t
e = LA e
n E. -t
\ 33 = T'44 = T's55 Zj;me KA
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T's5

—(t —71)e(U) (w1, x2, x5, T)dT,

€11
€22
Y12
Y13
723

(VL5.6)

dr
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ce qui devient, dans le domaine fréquentiel,

. 00,
s
. . T Ox
T11 T12 0 0 0 60;
~ ~ T3~
. T12 T29 0 0 0 8952
OR 90, 00 :
—(t—7)e(U)(x1, 20,23, 7)dT =10 0 Fax 0 O UL, TP | it
- aT< ) ( )( 1,42,43 ) 733 x3(ax2 + axl
0 0 0 7y O ou
0, — —
0 0 0 0 s O,
i i 0, — Ou
2 8.1’2
avec )
_ _ n E;
M= Te = 0 A A v2)

_ E
T19 = V; ; )
12 ]; T(1+ dwr;) (1 — 1/]2)
- - - n E;
Tag = Tua = T55 = .
| T T S ) (1 1)

L’ensemble des déplacements admissibles est Uy, défini équation (VI.5.4). Reprenons le prin-
cipe des travaux virtuels en dynamique dans le cas d’un probleme de flexion de plaque sans
force extérieure :

Trouver U = (U, 01, 05) € Uy tel que

0?U 0?0, 4 0?0, 4 A N
eV d 014+ =56, d e(@)dz =0 YU € Uy
/Q:sD P ot? T /Q3D pl‘3 < o2 1+ o2 ) T /Q;;D o eU)dz U ey
(VL5.7)
Les expressions des déplacements, des tenseurs des contraintes et des déformations sont

ensuite substituées dans 'équation (VI.5.7), avant d’intégrer explicitement selon x3. On
obtient la formulation mixte du probleme viscoélastique :

Vu € Uy,

h3 A A h? 90, 06, 06, 80
2 ~ o2 o = 1 1 2 2
w ph/ﬂuudm W /99191 + 0505 dx + 12/Q ((011 T11) (&Tl 9, + o, a@)
(060,00, 96, 06, (06, 86, (06, 06,
* (012 B 7112) ((’31:2 81’1 + 8561 8332) + (033 B r33) (8x2 * 8331) (81’2 + 8.§Cl>>dx

N ou ou ou ou
+kh/ﬂ(c33 _7"33)( (8_1‘1 —91) (a—xl —01> + <8_$2 —92) (a—xQ —02) )dl’ =0.

(VL5.8)

Tout comme dans le cas des plaques de Kirchhoff, on peut réécrire cette expression en tant
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que probleme aux valeurs propres polynomial complexe de la forme

n+2
> waj(h,u, @) =0 Vi € U, (VL5.9)

Jj=0

ou la pulsation w représente la valeur propre complexe du probleme de vibration et les a; sont
des formes bilinéaires symétriques complexes indépendantes de w dont les expressions sont
considérablement plus lourdes que les formes bilinéaires associées au modele de Kirchhoff.
Celles-ci sont données explicitement en annexe A.

6 Optimisation de formes de plaques épaisses

Probléeme d’optimisation en élasticité

A travers le premier probléeme, on cherche a optimiser la forme €2 d’une plaque élastique
encastrée au bord I'p, et soumise a une force g au bord libre I'p,. Le comportement en
flexion de la plaque est gouverné par 1’équation (VI.5.3) et l'objectif est de minimiser la
compliance de la structure. Le probleme d’optimisation s’écrit :

inf 7,(9) (VL6.1)

QEVag

ou
J1(2) :/gugda:.
Q

L’ensemble des formes admissibles est donné par
Vod = {Q eD|(Tp,UTlp,) CcoN,Q CQV(EQ) = / hdr = Vl}.
Q

On applique une contrainte de volume constant en prenant un volume cible V; = V4, ou
Vo est le volume initial de la structure, et on reprend la contrainte géométrique 2. (Figure
VI.4.12) que 'on applique par projection.

Le calcul de la dérivée de forme de J;(f2) est classique. De la méme fagon que pour
I'équation (VI.2.6), on utilise le Lemme II1.2.1 et la propriété auto-adjointe du probleme
pour obtenir

h3

Do J1(2)0 = — /asz (EDPFL(QQ> - K(u,) + hkDyy(u,) ~7(gg)> 0 -nds. (V1.6.2)

Le probleme sera résolu numériquement a 1’aide d’un algorithme d’optimisation topologique
par la méthode level-set. Les contraintes sont appliquées par projection, similairement aux
problemes des sections précédentes.
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Probleme d’optimisation en viscoélasticité

Le probleme d’optimisation de l’amortissement des vibrations libres de la plaque en-
castrée est également traité. Pour cela, on reprend la méthode numérique utilisée au chapitre
V pour réaliser I'optimisation couplée de I’épaisseur et de la géométrie de la structure dans
le cas du modele de Mindlin. On cherche a résoudre le probleme d’optimisation suivant :

Jnf () (VL6.3)

ou la fonction objectif choisie est le décrément logarithmique

Ta(h, Q) = ——522 ?;)

L’ensemble des formes admissibles est donné par
Vad = {Q €D |I'p, C0Q 0 CQV(Q) :/hdxz V}}.
Q

On applique toujours la contrainte de volume constant en prenant V; = Vj et on reprend la
contrainte géométrique 2y du chapitre V. Pour rappel, l'initialisation de I'optimisation est
illustré Figure V.3.2.

La formulation variationnelle des plaques de Mindlin, équation (VI.5.9), jouit des mémes
propriétés que la formulation variationnelle des plaques de Kirchhoff, en particulier, les

applications a;(h,u, @) = / gj(h(z),u(z),a(r))dr sont des formes bilinéaires symétriques
Q

indépendantes de la pulsation w. On peut alors réaliser ’analyse de sensibilité de J5(h,€2) en
utilisant les méthodes du chapitre V. La dérivée par rapport a h est obtenue similairement
a I'équation (VI.6.4), on a

wy(h) Im (W (h, u,u)) —w;(h) Re (W (h,u,u))

DuJs(h, Q)h:/@— O hdz, (V1.6.4)

ou
n+2 ‘ -
2 w(hthgj(h’Q? Q>h
W(h’al_%u)il = _JZO

n+2

. (VL6.5)
; jw(h)i=ta;(h, u, w)

Pour obtenir la dérivée de forme, il suffit d’appliquer la proposition V.3.1, rappelée ci-
dessous, au cas de la plaque de Mindlin.

Proposition V.3.1. Pour tout § € WH(R2 R?) tel que § = 0 sur ['p; UTpy et Q. C Q,
la dérivée de forme de Ja(h, Q) est donnée par

wy Im (f(w, h,u)) — w; Re (f(w, h,uw))

DqJo(h, Q)0 = — / 5 0-nds
r w,
N G (VL6.6)
n / r Do = WilDor G o
Q

2
Wy
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ot f(w,h,u) est définie par

flw, h,u) = —n+2j:0 . (VL.6.7)

7 Résultats numériques

7.1 Optimisation topologique de plaques épaisses en élasticité linéaire

Les résultats d’optimisation sont obtenus en minimisant la compliance d’une plaque
épaisse constituée d’un matériau élastique isotrope similaire a celui choisi en section 5. Les
parametres matériau sont £ = 18 MPa et v = 0.499. La plaque est toujours d’épaisseur
constante, de dimensions L = 60 mm, W = 30 mm, A = 3 mm et est soumise a une force
g =100 N.

Le design optimisé, donné en Figure VI.7.14, est trés proche du résultat obtenu Figure
VI1.4.12 dans le cas du modele de Kirchhoff. Les zones de section fine présentent des concen-
trations de contraintes de cisaillement o3, mises en évidence en Figure VI.7.15, donnant
I’évolution des composantes du tenseur des contraintes au sein de la structure. Cependant,

fle

(a) (b)

FIGURE VI.7.14 — (a) Initialisation et (b) design optimisé d’une plaque élastique modélisée
par le modele de Mindlin pour la minimisation de la compliance.

compte tenu de la finesse de la structure au voisinage de la zone d’application de la force, on
pourrait s’attendre a des concentrations de contraintes plus importantes. La minimisation de
la compliance en élasticité est une problématique tres classique en optimisation de formes.
On peut donc s’appuyer sur la littérature pour vérifier la qualité de 1'algorithme développé
dans ce chapitre. Pour cela, une d’optimisation topologique est effectuée pour un probleme
similaire existant dans la littérature. La Figure VI.7.16 illustre la nouvelle initialisation et
le design optimisé pour une force verticale ponctuelle arbitraire appliquée au centre de la
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oy (Pa) 0y, (Pa)
9000 4500
6000 2000
4000 0
2000 — -2000
—0 — -3500
012 (Pa) o013 (Pa)
2000 1400
1000 1000
0 (5)00
- -1000 l =00
— -2000 —-900

023 (Pa)
1000

500

0
— -500
— -1000

FiGure VI.7.15 — Composantes du tenseur des contraintes du design optimisé dans le cas
d’une plaque épaisse élastique soumise a une force linéique verticale a son extrémité libre
(Figure VI.7.14).

plaque. On retrouve des designs semblables aux résultats de [89], voir Figure VI.7.16.c, ainsi
que de [25, 81, 97], attestant de l'efficacité de I’algorithme.

Une premiere explication de ce phénomene d’amincissement de section pourrait étre leur
proximité par rapport a la zone d’application de la force. Ces points faibles, s’assimilant a
des pivots, n’engendreraient qu’une faible augmentation du déplacement a l'extrémité de la
poutre. Cependant, en réalisant le méme test tout en allongeant la zone de matiere fixe,
on remarque, Figure VI.7.17, que le probleme persiste méme lorsque les zones fines sont
éloignées du chargement.
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(a) (b) ()

FIGURE VI.7.16 — (a) Initialisation et (b) design optimisé d’'une plaque élastique soumise a
une force ponctuelle en son centre, modélisée par le modele de Mindlin, pour la minimisation
de la compliance, comparés aux (c) résultats extraits de [89)].

F1GURE VI.7.17 — Design optimisé d’une plaque élastique dont la zone fixée d’application
de la force a été allongée.

Plusieurs autres raisons possibles peuvent étre évoquées :

— Il peut s’agir d’une limitation des modeles de plaques. Ceux-ci ne permettent pas de
représenter la rigidité de la structure de facon fidele dans le sens de 1’épaisseur. Cela
ne semble pas se limiter au cas du modele de Kirchhoff puisque le modele de Mindlin,
plus complet, présente également le méme phénomene.

ey . 1 ) :
— Comme attendu, la dérivée de la rotation . augmente drastiquement au niveau
T

de la singularité, voir Figure VI.7.18. En effet, en assimilant la section fine a une

poutre, on a 8_1 X T avec I le moment quadratique de la poutre. Pour le modele
T
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. . Oug A
de Kirchhoff par exemple, puisque 6; ~ E le champ u, est beaucoup plus régulier
T
ol
que 8_1 Or, la compliance possede une dépendance directe avec le déplacement
T

vertical uy. Par conséquent, il est possible que I'impact de cette singularité sur les
performances finales ait été lissé, dii au choix de la fonction objectif.

— Enfin, rappelons que la compliance est un critere global. Il n’est donc pas impossible
de voir apparaitre des zones de rigidité faible, de fagon locale, si la rigidité globale de
la structure n’est pas compromise.

— 0.0

F1GURE VI.7.18 — Dérivée de 6, selon x; pour le design optimisé dans le cas de la minimi-
sation de la compliance d'une plaque élastique modélisé par le modele de Mindlin.

Il semble donc possible que cette singularité provienne d’une limitation des modeles de
plaques, ou d’une limitation de la fonction objectif. Cette discussion motive alors I'exten-
sion des probléemes d’optimisation au cas 3D afin d’avoir une meilleure compréhension du
phénomene.

7.2 Optimisation couplée de plaques épaisses en viscoélasticité
linéaire

Cette section cloture I’étude des plaques viscoélastique 2D par la comparaison des résultats
de 'optimisation couplée, détaillée au chapitre V, de plaques de Mindlin en vibration par
rapport aux résultats obtenus dans le cas du modele de Kirchhoff. Le polymere choisi cor-
respond au matériau de Zener utilisé jusqu’a présent. Pour rappel, les parametres sont :
p = 1000 kg.m™3, B, = 18 MPa, E; = 30 MPa, 71 = 0.002 s, s = 0.499 et vy = 0.498.

La Figure VI.7.19 compare les designs finaux de plaques de Mindlin (haut) et de Kir-
chhoff (bas) pour différentes épaisseurs et contraintes de boite, hg = 3 mm et hy € [2,4]
(gauche), hy = 7.5 mm et hg € [5,10] (droite). Pour des plaques de faible épaisseur, les
résultats d’optimisation dans le cas du modele de Mindlin et du modele de Kirchhoff sont
proches. En revanche, lorsque ’épaisseur augmente, 'impact des cisaillements transverses
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devient non négligeable et change considérablement les résultats d’optimisation. A partir
d’une certaine épaisseur, il devient plus pertinent d’utiliser le modele de Mindlin afin d’opti-
miser les capacités d’amortissement de la structure. Bien que les designs finaux varient pour
ho = 7.5, les comportements en vibration restent similaires. En d’autres termes, on atteint
le méme minimum de la fonction objectif pour des designs différents.

h (mm) h (mm)
4.0 10.0

35 9.0

8.0

3.0 7.0
25 — 6.0

— 2.0 — 5.0
(a) (b)

FiGURE VI.7.19 — Comparaison des designs optimisé de plaques viscoélastique modélisées
par le modele de Mindlin (haut) et par le modele de Kirchhoff (bas) pour (a) hy = 3 mm et
(b) ho = 7.5 mm, pour la maximisation du décrément logarithmique a volume constant.

8 Conclusion

Ce chapitre apporte une premiere vision des difficultés rencontrées lors de I'application
aux semelles de chaussures planes. Une premiere prise en compte des contraintes, focalisée
sur les criteres les plus importants, met en évidence des résultats d’optimisation surprenants.
En particulier, la contrainte de rigidité sur la compliance, appliquée a I'aide d’'un Lagran-
gien augmenté, impacte grandement le design final et provoque 'apparition de zones de
faible section, ce qui est contraire a 'intuition. Les structures viscoélastiques soumises aux
algorithmes d’optimisation topologique par la méthode level-set développés dans ce chapitre
montrent des gains considérables d’amortissement. Malgré un design semblant peu rigide en
flexion, la contrainte sur la compliance de la structure optimisée est cependant bien satisfaite.

L’étude portant sur le modele de Reissner-Mindlin a ensuite permis d’explorer I'impact
du cisaillement transverse, initialement négligé par le modele de Kirchhoff. On obtient des
résultats proches entre les modeles de plaques minces et de plaques épaisses. La singularité
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engendrée par la contrainte de rigidité est toujours observable, ne disqualifiant pas 'hy-
pothese de Kirchhoff dans le cas des plaques minces. L’application du modele de Mindlin
au cas viscoélastique expose l'influence des effets des cisaillements transverses sur le design
optimal lors de la maximisation de I’amortissement d’une structure en polymere. Cette étude
permet ainsi d’affiner le choix du modéle en montrant la pertinence du modele de Mindlin
pour des plaques d’épaisseur plus importante.

Dans ce travail, la recherche du design optimal vise a obtenir le meilleur couple (design
optimal, matériau). Bien que les résultats proposés soient obtenus a matériau fixé, on
peut aisément comparer les performances du couple (design optimal, matériau) pour plu-
sieurs matériaux viscoélastiques donnés. La maitrise de la chimie des polymeres permettant
une grande liberté dans le choix des parametres matériaux, il serait intéressant de pour-
suivre cette étude par une optimisation du design couplée a une recherche des parametres
viscoélastiques optimaux.

Le phénomene d’amincissement critique de section mis en évidence dans ce chapitre
reste partiellement incompris, il devient alors naturel d’effectuer I'optimisation dans un
cadre plus général, 3D, afin d’écarter les incertitudes provenant du modele 2D choisi et de
comprendre ce qui a lieu dans 1’épaisseur de la plaque. Cela permettra également d’effectuer
I'optimisation de structures a la topologie plus riche et de pouvoir appliquer les algorithmes
développés en viscoélasticité aux semelles de chaussures de course, possédant des géométries
plus complexes.
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1 Introduction

Ce dernier chapitre est dédié a la généralisation des problemes d’optimisation topologique
aux structures 3D et vise a accomplir deux études. La premiere portera sur I'optimisation
topologique d'une plaque 3D élastique afin de comprendre le phénomene de zones faibles
obtenu au chapitre VI. Une seconde étude traitera de l'optimisation topologique de struc-
tures 3D viscoélastiques, avec tout d’abord l'optimisation d’une plaque en vibration, puis
I’'optimisation d’une semelle de chaussure de course fournissant des designs 3D répondant
aux problématiques industrielles choisies.

Dans ce chapitre, on écartera les modeles de plaques utilisés jusqu’a maintenant pour
adopter une formulation plus générale permettant de traiter tout type de structure. Cela
permettra d’optimiser des semelles de chaussure de course réelles sans étre limité par des
besoins de planéité dus au modele. Afin de modéliser de telles structures, les modeles de
coques furent tout d’abord envisagés mais rapidement abandonnés pour plusieurs raisons.

161
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Bien que le modele général 3D entraine des calculs plus volumineux, il permet de plus
grandes libertés d’un point de vue topologie. De plus, les éléments coques, tel que 1'élément
solide-coque SBODK25 [24], ne sont pas présents dans FreeFem++, ce qui aurait nécessité un
changement de logiciel ou une implémentation d’éléments, ce qui sort du cadre de ce travail.

L’emploi des lois 3D n’introduit aucune difficulté théorique supplémentaire dans 1’étude
du probleme viscoélastique, en revanche, un travail numérique considérable est nécessaire
afin de rendre le calcul réalisable. En effet, pour pouvoir capturer le comportement de la se-
melle dans I’épaisseur, le maillage doit étre particulierement fin, rendant le calcul numérique
volumineux. On a alors recourt a des techniques de calcul parallele reposant sur la méthode
de décomposition de domaine et la librairie PETSc [21, 141].

Ce chapitre est organisé comme suit. On présente en premier lieu, en section 2, les
problemes généraux associés au comportement de structures élastiques 3D et de structures
viscoélastiques 3D en vibration libre. La section 3 est ensuite dédiée a l'expression des
deux problemes d’optimisation topologique étudiés. Les méthodes numériques employées
sont détaillées en section 4, avec une attention particuliere portée sur les techniques de
calcul haute performance. Enfin, les résultats finaux dans le cas élastique, pour la plaque en
flexion, et viscoélastique, pour la plaque et la semelle de chaussure en vibration, sont donnés
et discutés en section 5.

2 Généralisation des problemes de vibration aux struc-
tures 3D

Tout comme au chapitre VI, les problemes d’optimisation traités dans ce chapitre mettent
en jeu une équation de flexion quasi-statique en élasticité et une équation dynamique en
viscoélasticité. Exprimer ces deux modeles est nécessaire pour la résolution du probleme
d’optimisation topologique de la semelle de chaussure de course prenant en compte des
contraintes industrielles.

Enoncé du probleme élastique linéaire

Pour établir la formulation variationnelle du probleme de flexion en élasticité 3D, on
reprend les notations générales introduites dans le chapitre I. La plaque est considérée comme
un solide de volume Q3P. Dans ce chapitre, pour des raisons de clarté, Q3" sera simplement
noté €. La plaque est encastrée a l'extrémité 0€2p;, soumise a une force g a 'extrémité
opposée 0S)py et libre sinon. Le bord libre 0€)y sera soumis a l'optimisation de formes.

Sans modele de plaque, nous ne séparons plus le probleme en un probleme de mem-
brane et un probleme de flexion. De plus, on prend désormais en compte les déformations
et contraintes dans le sens de 'épaisseur, €33 et 033. On exprime alors les tenseurs des
déformations et des contraintes en fonction des déplacements dans les trois directions de
I’espace. On s’intéresse toujours au déplacement vertical, maintenant noté uz, composante
du déplacement u = (uy, ug, us).
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Pour un matériau élastique isotrope de module de Young FE et de coefficient de Poisson v,
on a

Ouy
8131
o Ous
(9.%2
€
22 Oty
c s
e=| P = Oy (VIL.2.1)
212 % %
9 8:)52 8:151
€13 811/1 8u3
2623 8.173 8.73'1
8u2 8U3
8$3 81’2
et
0 = De, (VIL.2.2)
ou _ _
1 v v 0 0 0
v 1 v 0 0 0
D_ FE v v 1 1O 0 0
1—-v210 0 0 54 0 0
00 0 O 1;2” 0
00 0 O 0 1*7”

On exprime directement la formulation variationnelle en quasi-statique en reprenant I’équation
(I.1.16) du chapitre I, et on obtient I’expression classique :

/ o-€(t) de = / g-uds Yu € Us. (VIL.2.3)
Q 8QD2

ou les tenseurs €(4) et o sont exprimés équations (VIL.2.1) et (VIL.2.2). L’ensemble des
déplacements admissibles est donné par

Us = {(ul,uQ,ug) e (') |u (VIL2.4)

1|aQD1 = O7u2|8QD1 = 07u3‘8QD1 - 0} ’
Tout comme le modele de plaque épaisse, la formulation variationnelle ne contient que des
dérivées d’ordre 1. On peut donc continuer a utiliser les éléments usuels P; pour la résolution
numérique du probleme.
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Enoncé du probleme viscoélastique linéaire

La formulation variationnelle du probleme viscoélastique 3D est déterminée similairement
aux cas 2D des chapitres V et VI et ne présente aucune difficulté théorique additionnelle. On
détaille tout de méme le calcul dans le cas général. On considere une plaque encastrée aux
bords 0€2p; et 0)po, libre sinon, sur 9)y. Le matériau viscoélastique constituant la plaque
est modélisé par le modele de Maxwell généralisé, les modules sont notés Eu et (E})jefi,n],
les temps de relaxation (7;);cqn], et les coefficients vy et (v})jep n] associés aux branches
élastiques et viscoélastiques du modele. On suppose que les déplacements U = (Uy, U,, Us)
sont harmoniques tels que

Ur(z1, 2, 23, 1) = uy (w1, 1o, 23)€™"
UQ(IL‘hl'Q,I'g,t) = u2(m1,x2,x3)em (VII25)
Us(x1, 0o, 3, 1) = ug(1, T2, 13)e™".
L’expression du tenseur des déformations (VII.2.1) permet d’obtenir le tenseur des contraintes
exprimé par

¢ 0e(U)
o(x1, 29, 23,t) = Coce(U) (21, T2, 23, ) + R(t— ) 5. (21, 29, 23, T)dT
Ces tenseurs du second ordre sont exprimés :
1%030 Voo 1%02 Voo ffgo 0 0 0
Voo ffgo 1E;Ogo Voo T2t 0 0 0
o - Voo 151(;02 Voo 1E§Ogo Eiogo 0 0 0
oo T Foo )
0 0 0 ) 0 0
Eoo
0 0 0 0 ) 0
0 0 0 0 U
lEu2 Vj 1232 Vj 1?%2 0 0 0
Vj 1%/2 1%/? Vj 13]/;4’ 0 0 0
n B _E; E; T
S S K A A Ul
Jj=1 0 0 0 2(1+Juj) 0 0
E.
0000 gy 0
0 0 0 0 0 5(ir)

Apres intégration par parties, I’expression devient

¢
o(x1, 9, x3,t) = Coe(U) (21, x2, 3, 1) + / %(t —1)e(U)(x1, x2, 23, 7)dT,  (VIL.2.6)
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ol le premier terme, représentant la réponse instantanée, est donné par

cii c2 i3 00 0 €11
Clg C2 c3 0 0 0 €22
ci3 c3 ¢33 0 0 0 €33
Coe(U) (21, z2, 23, 1) =
0 0 0 Cy4q 0 0 Y12
0 0 0 0 c¢55 O Y13
0O 0 0 0 0 ©cg Yo3
avec )
E.. SN
01120222033—1_ D) Zl—uz’
oo ]:1 J
EL - E;
C12 = (13 = €23 = Voo go‘i’;’/jl_yza
E. “~ K
C = C = C g
\ 44 55 66 2(1 + vy) 212(1+VJ)
Le second terme vaut
rin Ti2 T3 0O 0
T2 Toz Tog 0 0
t t
OR 13 To3 T 0 0
—(t — 1)e(U) (21, w9, 23, T)dT = —/ T e
87— —00 0 0 0 T44 0
0 0 0 0 T's5
O 0O 0 0 o0
avec )
11 =T =T33 = Z (1_V )TeT] ;
j=1 J
n E T—t
T2 =T13 =T23 = g (1_%)76’ 7,
n E T—t
T44 = T's5 = T66 Z 21+ )7, o ¢,
j=1 j

o o o o o

T'66

€11
€22
€33
Y12
713
23

dr
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ce qui devient, dans le domaine fréquentiel,

8u1

- - 8x1

rm T2 i3 00 0 Ous

Flo Tas o3 0 0 0 Oy

t 9 r r r 0 0 0 Ou

R r r r a.. .
—(t = 7)e(U)(x1, 29, 23, T)dT = B Oy et
o0 OT 0 0 0 7y 0 00w Ju
0 0 0 0 7 of]%% Ou
" dur | Ous
0 0 0 0 0 7o Ors  0x1
) T Ou 0

Duy | Duy
81'3 81'2

avec
( n E,
r — — — J
11 = T22 =T33 = Zl (I tiwr))(1-17)
]:
n
o = e = Foq — . E;
§ M2 =T = s = Zl Vi) T—2)
J:
n
- E;
T44 = T55 = T66 = 231 2(1+iwT;) (14w )
J:

\

L’ensemble des déplacements admissibles est Us, défini par (VII1.2.4). Le principe des travaux

virtuels dans le cas dynamique donne :
Trouver U = (Uy, Uy, U3) € Us tel que

2
/ paaT[j U dx + dx + / o-eU)dV =0 YU € Us. (VIL.2.7)
0 Q

11 suffit maintenant de substituer les expressions des déplacements, des tenseurs des contraintes
et des déformations pour obtenir la formulation du probleme viscoélastique :

Vi € Us,
_w2p/ﬂu-adm+/g(011 —711) (ggi gzi * gzz gzz * gzz gzz)
e (B2 02 (02 2 (3 5) )
et (G5 (e = (G ) (e 5)

8u2 8u3 8212 8@3 .
+ (3x3 + 3(132) <(91L'3 + 8@) )dI =0

(VIL.2.8)
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Afin de pouvoir appliquer les résultats des chapitres précédents, et en particulier la proposi-
tion V.3.1 permettant d’obtenir la dérivée de forme, on réécrit 1’équation (VIL.2.8) en tant
que probleme aux valeurs propres polynomial complexe :

n+2
ijaj(h,u, u) =0 Yu € Us, (VIL.2.9)

J=0

ou les a; sont encore des formes bilinéaires symétriques complexes indépendantes de la
pulsation w, dont les nouvelles expressions dans le cas 3D sont données en annexe A.

3 Optimisation topologique de structures viscoélasti-
ques 3D

Probleme d’optimisation en élasticité linéaire

Ce premier probleme d’optimisation vise a étendre 1’étude réalisée au chapitre VI. On
cherche a réaliser 'optimisation topologique dune plaque en élasticité 3D, encastrée a
Iextrémité 0€1p; et soumise a une force verticale g répartie a I'extrémité libre 9€2po. L’ob-
jectif est de minimiser la compliance et de comprendre ’origine de I'apparition des zones de
faiblesse obtenues dans le cas des modeles de plaque.

Le probleme d’optimisation s’écrit

ﬂler%ifad J1(§2) (VIL.3.1)

o, pour u solution du probleme de flexion,

jl(Q):/ g-udz.
Qpa

On rappelle I'ensemble des formes admissibles
Ve = {2 € D | (0Qp, U 00Qp,) C 09,0, C Q,V(Q) =V}

ou la forme € et le domaine de travail D sont maintenant des parties de ’espace tridimen-
sionnel. Une contrainte de volume constant est de nouveau appliquée pour un volume cible
V], ainsi que la contrainte géométrique 2. (Figure V1.4.12) adaptée en 3D. La figure VIL.3.1
illustre les conditions aux limites, les contraintes géométriques et le domaine de calcul D
utilisés.

La dérivée de forme de [J1(Q2) est exprimée de la méme fagon qu’au chapitre VI. En
appliquant le Lemme II1.2.1 et en utilisant la propriété auto-adjointe du probleme, on obtient

Do J1(2)0 = —/ (o(u) - €(u)) @ -nds. (VIL.3.2)

o0
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S

FI1GURE VIIL.3.1 — Représentation du domaine d’optimisation D, des conditions aux limites
et des contraintes géométriques dans le cas de la minimisation de la compliance d’une plaque
élastique en flexion.

Probleme d’optimisation de la semelle de chaussure

Ce deuxieme probleme d’optimisation topologique 3D vise a trouver le design optimal
d’une semelle de chaussure de course. Par conséquent, on cherche a choisir la fonction ob-
jectif la plus pertinente tout en regroupant toutes les contraintes prises en compte jusqu’a
maintenant. Le probleme décrit dans cette section sera tout d’abord appliqué a une plaque
3D avant d’étre utilisé pour obtenir le design optimal d'une semelle de chaussure de course.

Comme discuté au chapitre VI, la fonction objectif sera enrichie afin de prendre en compte
le comportement en vibration libre de la structure pour deux configurations d’encastrements.
Le probleme d’optimisation s’écrit

inf J(Q), (VIL3.3)

QEVya

ot la fonction objectif choisie est la somme des décréments logarithmiques correspondant a
deux tests de vibration libre. Un premier test pour une structure encastrée sur 0{2p; et un
second pour un encastrement au bord opposé 9€)ps. La fonction objectif est donnée par

PN = =)~ uP@

(VIL.3.4)
ol wP! et wP? font références aux pulsations propres associées respectivement aux tests
de vibration pour une structure encastrée en 0€)p; et 9€2ps. Nous avons appris dans les
chapitres précédents que le design optimisé pour un encastrement donné permet d’obtenir
de sérieux gains d’amortissement. Cependant, la répartition de matiere résultante entraine
des pertes de performances pour un test de vibration réalisé en encastrant au bord opposé.
En prenant en compte deux problemes de vibration pour ces deux conditions aux limites,
on espere obtenir des designs plus fideles aux exigences industrielles.
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L’ensemble des formes admissibles est donné par
Ve = {2 € D | 0Qp, UOQp, C 0N, CQV(Q) =V,C(Q) <}

ol la contrainte géométrique (2, illustrée Figure VII.3.2 pour la plaque et Figure VII.3.3
pour la semelle, est I’'équivalent 3D de la contrainte du chapitre VI. Une contrainte d’égalité
sur le volume et une contrainte d’inégalité sur la compliance sont appliquées pour un volume
cible V; et une compliance limite Cj.

/'41

o2,

A
N

FiGUuRE VIL.3.2 — Schéma du domaine de calcul D, des conditions aux limites et des
contraintes géométriques dans le cas de 'optimisation d'une plaque viscoélastique.

N, 9

\ - »

5 (1

QDZ

F1GURE VII.3.3 — Représentation du domaine d’optimisation D, des conditions aux limites
et des contraintes géométriques pour I'exemple de 'optimisation d’une semelle de chaussure
de foot.

Durant cette optimisation, nous sommes donc amenés a résoudre deux problemes vibra-
toires viscoélastiques 3D, de la forme
n+2

Z wlaj(h,u,u) =0,
=0
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ol w = wP! € C et u=uP' € Up; pour le probleme vibratoire avec encastrement en 9 p;,
w=wP? € Cetu=uP? €Upsy pour le probleme avec encastrement en OQps,. Les ensembles
admissibles s’expriment

D1 1 3
u-= {(ul’UZ’u3> € (D))" | Urjop, = O Uajan,, = 0 Uslan,, = 0} (VIL3.5)
et
3
ur? — {(U1,U2,U3) € (Hl(D)) | u1|mm = O,u2|mD2 = 0’u3|8QD2 = 0}. (VIL3.6)

Il est également nécessaire de résoudre un probleme de flexion trois points en élasticité
linéaire : Trouver u, € Uy tel que

/ o-€(ly) de = / G- Uy ds Vi, € Uy (VIL.3.7)
D 09,
ou I'ensemble des déplacements admissibles est donné par

Uy = {<U1,UQ,U3) € (Hl(D))3 | u =0

=0, U3|o0p 0000, 0}

(VIL3.8)

169100 e » Ya|60p1U00 s

et 0€), représente la frontiere soumise a la force verticale g.

4 Méthodes numériques

La mise en ceuvre de la méthode level-set et de I'algorithme du Lagrangien augmenté
est détaillée dans cette section. On portera ensuite notre attention sur les techniques de
calcul haute performance nécessaires a la résolution numérique de problemes appliquée a des
maillages tres fins. Trois exemples numériques seront étudiés, 'optimisation d’une plaque
élastique 3D, I'optimisation d’une plaque viscoélastique et I'optimisation d’'une semelle de
chaussure viscoélastique. Dans cette section, on s’attarde uniquement sur les problemes
d’optimisation dans le cas viscoélastique puisque les méthodes utilisées dans ce cas couvrent
les besoins numériques du probleme élastique.

4.1 Implémentation de la méthode level-set

La résolution des problemes 3D est effectuée sous FreeFem++ a I'aide des librairies PETSc,
pour les solveurs usuels, et SLEPc, pour les solveurs spectraux, toutes deux interfacées sur
FreeFem++ par P. Jolivet [55, 86]. L'optimisation de la plaque viscoélastique est effectuée
dans un domaine tridimensionnel D, de dimensions L X L X h, avec L la longueur de la
plaque et h 'épaisseur maximale désirée. Dans le cas de l'optimisation d’une semelle de
chaussure, le domaine suivra la forme de la semelle afin de conserver la forme générale de la
chaussure. La forme est représentée par une fonction level-set définie sur D, que I'on déplace
a chaque itération par la résolution de 1’équation d’Hamilton-Jacobi (VI.3.1). La tolérance
d’acceptation des itérations est maintenue a tol = 1.02 et on considere la méme approche
“Ersatz” viscoélastique décrite au chapitre VI.

L’utilisation des outils mis a disposition par PETSc et les maillages employés seront
précisés et discutés dans la sous-section suivante, pour chaque exemple numérique, lorsque
le calcul haute performance sera abordé.
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Initialisation de la fonction level-set

L’initialisation de la fonction level-set est obtenue de la méme fagon qu’au chapitre VI.
On souhaite cependant que celle-ci possede plusieurs trous selon 'axe x3 afin de faciliter les
changements topologiques dans 1’épaisseur. Pour cela, il suffit de transformer ¢, €n

I ) T3
OTrous3D = COS <2nt7rf> cos <2nt7rf> cos (thwf> — 0.5,
ol ny, permet de faire varier le nombre de trous dans la direction x3. Dans le cas du probleme
viscoélastique, la force est répartie au centre de la face supérieure de la plaque sur la sur-
face 0€2;. On décide de fixer la matiere proche de I'application de la force sur un volume
d’épaisseur 0.05h. La fonction ¢, devient

b5 = ((xl () (e B () 0 ) |

En reprenant les fonctions définies au chapitre VI, la fonction level-set initiale s’exprime
finalement par

¢0 = min <¢Diriahlet; ¢g3D; ¢Latéral7 max (¢Trou33Da ¢Plaque) ) . (VII41>

Application des contraintes

Les contraintes géométriques sont toujours appliquées par projection a l’aide de la formule

Pa(¢) = min <¢Dirichletv Pg3D; ¢>

pour la plaque et

Paa(®) = min (érev, G401 9

pour la semelle de chaussure ou ¢g., désigne un éventuel revétement, équivalent 3D de
celui utilisé au chapitre VI. La contrainte de volume sera maintenant appliquée a I’aide d'un
Lagrangien augmenté. Contrairement aux méthodes de projection, la contrainte d’égalité sur
le volume n’est pas vérifiée a chaque itération mais seulement a convergence. Cette méthode
autorise des variations de volume en début d’optimisation ce qui rend les changements
topologiques plus aisés. La méthode par projection reste néanmoins une option possible.
En effet, a chaque itération de dichotomie, seule la résolution du probleme d’extension du
gradient et la procédure d’advection sont nécessaires pour évaluer le nouveau volume et
le comparer au volume cible. Pour des maillages tres fins, ces étapes de calcul ont un cout
négligeable comparé a la résolution des problemes élastiques et viscoélastiques. La contrainte
d’inégalité sur la compliance sera également appliquée par un Lagrangien augmenté. Le
probleme d’optimisation devient

inf sup L£(£, ), (VIL4.2)

QeVag u1>0
220
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LS p, o) = — ZZDlEg; - ZZD2£;
+ 5 ((Pry (i + e(C9) — ) = 8) (VIL43)
+ 12(V(Q) = Vi) + 5 (V(Q) — W)’

ou 1 € R et ¢; € Ry sont respectivement le multiplicateur de Lagrange et le parametre
de pénalisation associés a la contrainte de compliance, et s € R et ¢o € R, sont associés
a la contrainte de volume. L’algorithme d’optimisation alterne entre la minimisation du
Lagrangien a multiplicateurs fixés et la mise a jour des multiplicateurs suivant les formules

Mg = PR+ (/’l’lk +c (C’f(Q) - CZ))
2,4, = H2, + c2 (Vi(€2) — V7).

(VIL4.4)

On retrouve, en premiere ligne de I’équation (VII.4.3), la fonction objectif composée de la
somme des décréments logarithmiques des deux probléemes aux valeurs propres polynomiaux
complexes. En deuxieme ligne, on a le terme associé a la contrainte d’inégalité sur la com-
pliance et en troisieme ligne le terme associé a la contrainte d’égalité sur le volume. Les
parametres de pénalisation ¢; et ¢y sont multipliés par deux toutes les 10 itérations jusqu’a
Iitération 70.

Calcul du gradient de forme

Le calcul de la dérivée de forme du Lagrangien est obtenu en composant les dérivées de
J2(2), de C(2) et de V(€2). On en déduit 'expression suivante :

DQC(Q)H:/m (_wr Im (f(w™, u EZJ;;}; Re (f(w”, u”t))
WP T (£, uP?)) — wP? Re (f (™, ™))
(W)’ (VIL4.5)
— Pr, (pn + e (€(Q) ) (o(uy) - (uy))

+ (MQ +e (V(Q) - V})))H -nds,

n+2

wl g;(u, u)
=0

f(w7u) = T2 )
> jwiTta; (2, u, )

J=1
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Les déplacements u”! € UP! et uP? € UP? correspondent aux modes propres, solutions des
deux probleémes vibratoires. Enfin, le déplacement u, € Uy, est associé au probleme élastique
de flexion trois points. Calculons ensuite le gradient de forme régularisé a ’aide du probleme

[ —?A0+0=0 dans D
=0 sur 0Q2p, U 0p,
200 _<WTD1 Im (f (", u”)) — wP' Re (f(@"!, u"))
T on (wP1)2
wP?Im (f(wP?, uP?)) — wP? Re (f (wP?, ul?)) (VIL4.6)
+
(wpP?)? sur 0€)y.

+ Pr, (i + e (€)= ) (a(uy) - luy))
- (et a V@)~ W) )n

Rappelons que la résolution de ce probleme permet d’étendre le gradient de forme a l'intérieur
de la forme Q et d’effectuer une régularisation, & I'aide du produit scalaire de H!, dont
la magnitude est pilotée par le parametre 1. Tout comme au chapitre VI, les intégrales
volumiques sur €2 et surfaciques sur 02y sont approximées par des intégrales sur D.

Remarque VII.J.1 1l peut étre intéressant d’obtenir des designs invariants selon une direction.
Pour la semelle de chaussure par exemple, il est possible de considérer  comme une matrice
diagonale et d’attribuer une grande valeur a la composante selon z3. De cette fagon, une
régularité tres importante est imposée dans le sens de I’épaisseur et induit I'obtention de
designs invariants selon x3. °

4.2 Calcul haute performance
Choix du maillage

L’extension des algorithmes du chapitre VI au cas 3D a pour principal objectif de per-
mettre les changements topologiques dans ’épaisseur. Pour que le comportement de la struc-
ture soit correctement modélisé, il est nécessaire de travailler sur un maillage fin, possédant
suffisamment d’éléments dans ’épaisseur. Les calculs 3D seront chacun effectués avec des
éléments tétraédriques linéaires IP;.

Pour avoir une premiere idée de la taille du maillage nécessaire dans le cas d'une plaque
en flexion, on réalise I'étude d’un cas test pour une plaque rectangulaire de dimensions
L =80 mm, W = 30 mm et h = 4 mm. Celle-ci est constituée d’'un matériau élastique
isotrope, encastrée sur 0€)p; et soumise a une force verticale arbitraire g = 100 N répartie
sur 'extrémité libre opposée 0§2ps. Un exemple de maillage grossier d’une telle plaque est
illustré Figure VII.4.4.
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o2y,

F1GURE VII.4.4 — Maillage 3D de la plaque test, encastrée a une extrémité, soumise a une
force verticale répartie sur I'extrémité opposée, pour n,, = 3 mailles dans I’épaisseur.

En prévision de l'utilisation de la méthode level-set, on décide de mailler un domaine D,
de dimensions L x L x h, dans lequel la plaque sera représentée par une fonction level-set.
Le déplacement résultant est calculé pour différents maillages tétrahédriques structurés de
taille 20n,,, X 20n,,, X n,,,. Afin de permettre les calculs sur des maillages tres fins, I’algorithme
utilisé est parallélisé et exécuté sur un cluster de calcul. La méthode employée sera détaillée
par la suite. Les déplacements verticaux moyens sur la face soumise a la force et 1’évolution
du temps de calcul sont présentés Figure VII.4.5, pour différentes valeurs de n,,. Les va-
leurs obtenues sont données en table 4.1. On remarque qu'un nombre important de mailles

25
0.65 —s— Temps de calcul
E

£ 0.60 201

= £
o

S 055 £

g S 154
=]
2 0.50 1 ©
P o

£ 0.45 © 10
e v
o o

2 0.401 E .
(=] ~

0.35
—=— Déplacement moyen 0
0 3 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Tn N

(a) (b)

FIGURE VII.4.5 — (a) Déplacements verticaux moyens du bord soumis a la force répartie g
et (b) évolution du temps de calcul pour différentes valeurs de n,, (calculs sur 400 coeurs et
400 sous-domaines).

dans I'épaisseur est nécessaire pour que la solution converge. Considérons que n,, = 18
est un minimum pour obtenir un résultat satisfaisant. Cependant, le temps de calcul aug-
mente considérablement et pour n,, = 20 par exemple, ce qui correspond a un maillage
de 19 200 000 éléments et 3 376 821 nceuds, le temps de résolution du probleme élastique
en parallele est proche de 24 minutes pour 1'utilisation de 400 cceurs et en décomposant le
domaine en 400 sous-domaines.
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nm | Déplacement vertical moyen | Temps de calcul
2 0.3218 2"
3 0.4515 3"
4 0.5263 4"
6 0.5975 8"
8 0.6274 20"
10 0.6423 48"
12 0.6507 1" 40"
14 0.6559 3" 45"
16 0.6593 706"
18 0.6617 147 22"
20 0.6634 23/ 53"

TABLE 4.1 — Valeurs des déplacements moyens a l'extrémité libre et temps de calcul pour
différentes tailles de maillage (20n,, x 20n,, X n,,), sur 400 cceurs et 400 sous-domaines.

Notons que la représentation du domaine de dimensions 80 x 80 X 4 mm par un maillage
de taille 20n,, x 20n,, X n,, permet d’obtenir des mailles de taille uniforme. En effet, on
ne souhaite pas travailler avec des éléments trop étirés afin d’éviter de dégrader la solution
numérique. En revanche, sans rentrer dans des problématiques d’adaptation de maillage, il
est intéressant d’utiliser des éléments modérément allongés dans les directions x; et z5. Cela
permet de diminuer le nombre de degrés de liberté sans réduire le nombre d’éléments dans
I’épaisseur, et donc de réduire le temps de calcul sans impacter les résultats de facon ma-
jeure. Pour les probleme d’optimisation topologiques de plaques, un maillage tétrahédrique
structuré de taille 10n,, x 10n,, X n,, sera utilisé. Dans le cas élastique, on prend n,, = 25, ce
qui correspond a un maillage 250 x 250 x 25 possédant 9 375 000 éléments et 1 638 026 nceuds
(4 914 078 degrés de liberté). Dans le cas du probleme d’optimisation en viscoélasticité, ’al-
gorithme contient deux problemes aux valeurs propres polynomiaux complexes de degré élevé
et un probleme de flexion en élasticité linéaire. Pour conserver un temps de calcul raisonnable,
on se contentera de prendre n,, = 20, ce qui correspond a un maillage 200 x 200 x 20 possédant
4 800 000 éléments et 848 421 nceuds (2 545 263 degrés de liberté). Enfin, pour I'optimi-
sation de la vibration d’une semelle de chaussure, on utilise un maillage tétrahédrique non
structuré, construit a ’aide du logiciel Gmsh [69] et d’'un modele CAO réalisé sur CATIA V5
[47] a laide de l'atelier de génération de surfaces (Generative shape design). Le maillage
obtenu possede 2 292 472 éléments et 444 828 noeuds (1 334 484 degrés de liberté). 11 est
représenté Figure VII.4.6, pour un raffinement grossier, aux cotés du modele CAO utilisé.
Les bords encastrés sont mis en évidence en rouge et la force g, représentée par la fonction
®g3p, en jaune. Dans I'exemple numérique proposé, la semelle est une reproduction d'une
semelle de chaussure de foot. Bien que non pris en compte dans cet exemple, il serait aisé
de fixer des zones de matieres de forme annulaire, a ’aide de projections, afin de bloquer les
emplacements de fixation des crampons.
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100 mm

100 mm

FiGURE VII.4.6 — Modele CAO et maillage grossier de la semelle de chaussure étudiée.

Implémentation des techniques de calcul haute performance

Le calcul haute performance, ou calcul parallele, est un ensemble de méthodes permettant
d’associer un grand nombre de processeurs pour construire des architectures de calcul en
parallele dans le but de réduire le temps de calcul. Afin de tirer partie de cette technologie, les
scripts parallélisés sont usuellement exécutés sur un supercalculateur, ou cluster de calcul,
mettant a disposition de nombreux CPU. Dans notre cas, on utilise le cluster Cholesky
de T’école polytechnique possédant 136 CPU de 20 coeurs, chacun ayant une fréquence de
2.1GHz, et 16 GPU. Dans ce travail, les calculs sont réalisés avec 20 CPU, pour un total de
400 ceeurs, et une décomposition du domaine en 400 sous-domaines.



4. METHODES NUMERIQUES 177

L’algorithme d’optimisation topologiques de la semelle de chaussure employé dans ce
chapitre est principalement constitué des étapes suivantes :

1. Résolution du probleme élastique linéaire

2. Résolution de deux problemes aux valeurs propres polynomiaux complexes en visco-
élasticité linéaire

3. Interpolation avec “mass lumping” des dérivées spatiales des déplacements et modes
propres.

4. Mise a jours des parametres d’optimisation (multiplicateurs de Lagrange, pas...)
5. Résolution du probleme d’extension du gradient de forme
6. Advection de la fonction level-set

7. Redistanciation de la level-set (toutes les 10 itérations)

Notons que les problemes mis en jeux sont tous auto-adjoints, il n’y a donc pas besoin de
résoudre d’état adjoint. Les étapes de résolution du probleme élastique et des deux problemes
aux valeurs propres complexes sont largement les plus cotiteuses. L’advection et la résolution
de I'extension du gradient de forme sont des étapes étonnamment peu cotteuses. L’objectif
principal est donc de paralléliser I'étape 1 et 2 de 'algorithme en gardant a l'esprit que
I’advection, faite par Advect, et la redistanciation, faite par le module distance, ne sont
pour l'instant pas compatibles avec le calcul parallele.

La parallélisation est entierement réalisée sous FreeFem++ puisque le logiciel est directe-
ment interfacé avec OpenMPI [65], une implémentation de MPI (Message Passing Interface)
permettant d’effectuer des calculs paralleles sur de multiples systémes ou processeurs. Cela
permet aux processeurs de travailler sur des mémoires locales et de pouvoir échanger des
informations entre eux.

Il y a deux facons de procéder :

— Séparer les problemes des étapes 1 et 2 dans des scripts que 1'on parallélise. L’algo-
rithme principal reste donc séquentiel et fait appel aux scripts paralleles au moment
de résoudre les problemes élastiques et viscoélastiques.

— Le script est entierement parallélisé, seuls les procédures d’advection et de redistan-
ciation sont effectuées en séquentiel sur un seul processeur.

Dans ce travail, I’algorithme sera entierement parallélisé. Cette méthode, plus lourde a
implémenter, présente I'avantage d’effectuer 'intégralité des calculs en parallele, ce qui se
traduit par un gain de temps. De plus, cela permet d’éviter ’écriture sur le disque des mul-
tiples fichiers nécessaires a la communications des différents scripts, ce qui est non négligeable
pour un calcul de taille importante et peut causer des difficultés.

Remarque VII.4.2 Notons que dans le cas de maillages tres fins, I’écriture des fichiers d’entrée
d’advect est un processus lent et source de probleme. En effet, I’algorithme peut continuer
son exécution avant d’avoir terminé I’écriture du fichier. Pour éviter ce probleme, on utilise
la commande MPI_Barrier permettant de s’assurer que tous les processus soient terminés
avant de continuer. De plus, dans le cas de la semelle de chaussure, le domaine d’optimisation
D prend la forme de la semelle pour que le design optimisé garde la forme générale souhaitée.
Ceci engendre des erreurs numériques lors du processus d’advection. En effet, advect emploie
la méthode des caractéristiques pour laquelle certaines hypotheses doivent étre respectées
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[23, 32]. En particulier, les surfaces doivent évoluer suffisamment loin de la frontiere du
domaine. Plus précisément, pour un domaine borné, il y a un probleme d’extension de la
vitesse et donc des caractéristiques hors du domaine. Afin d’éviter de considérer un domaine
plus large, ce qui augmenterait considérablement le cout de calcul, on peut appliquer un
revétement en fixant une fine bande de matiere au bord de la semelle tout en imposant une
vitesse régularisée nulle sur la frontiere du domaine. De plus, pour modérer I'advection, on
ajoute un critere lors de 'augmentation du pas. A chaque itération k, pour d, une dimension
caractéristique de la semelle, le pas t; vérifie

T ()| 1ty < ds.

Plutot que d’utiliser les solveurs usuels de FreeFem++, on utilise les solveurs de PETSc
pour résoudre tous les problemes, en gardant les solveurs polynomiaux de SLEPc. Les sol-
veurs par défaut de FreeFem++ sont issus de la librairie UMFPACK [48] et montrent des
problemes de mémoire pour des calculs trop volumineux. Détaillons maintenant les solveurs
et préconditionneurs choisis pour la résolution des différents problemes numériques. L utili-
sation de préconditionneurs [28] est motivée par des gains de performance mais également
par la présence de matrices mal conditionnées. En effet, dans le cas de ’approche ersatz, les
matrices de rigidité contiennent des termes résiduels dus au matériau ersatz, ce qui participe
a leur mauvais conditionnement. La librairie PETSc propose de nombreux solveurs, directs
et itératifs, ainsi que des préconditionneurs pour les solveurs itératifs [22]. La majeure par-
tie des préconditionneurs requierent une décomposition de domaine. Il s’agit de méthodes
basées sur un découplage des EDP en plusieurs sous-problemes couplés, définis sur des sous-
domaines formant une partition du domaine global. Le nombre de sous-domaines choisi
est généralement égal au nombre de processeurs disponibles. Il existe principalement deux
méthodes. La méthode de décomposition de domaine avec recouvrement [121] (méthode
Schwarz), employé dans ce manuscrit, et la méthode sans recouvrement [115]. Un exemple
de décomposition de domaine pour le maillage de la semelle de chaussure avec 8 proces-
seurs est présenté en Figure VII.4.7. Sous FreeFem++, la décomposition de domaine [85] est
réalisée a 1'aide de SCOTCH [41, 113] ou METIS [88]. Ces outils rendent I'implémentation de
la décomposition de domaine particulierement simple et rapide.

FiGure VII.4.7 — Exemple de décomposition de domaine de la semelle de chaussure pour 8
processeurs.
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Dans les algorithmes numériques de ce chapitre, les solveurs et préconditionneurs choisis
sont les suivants. Pour les problemes “simples”, tels que les interpolations avec mass lum-
ping, les probléemes sont trés bien conditionnés, on utilise le solveur itératif CG (Conjugate
Gradient) avec le préconditionneur Jacobi. Pour les problémes scalaires, comme 'extension
du gradient de forme, on utilise le solveur CG et le préconditionneur BoomerAMG de la li-
brairie HYPRE [59] pour résoudre le probléme par une méthode multigrille algébrique. Cette
librairie n’est pas reconnue par PETSc pour des problemes a valeurs complexes, on utilisera
donc plutot GAMG [135] dans le cas viscoélastique. Pour les problemes vectoriels, comme le
probleme d’élasticité linéaire, on utilise le solveur itératif GMRES avec les préconditionneurs
de la librairie GAMG pour résoudre le probleme par une méthode multigrille algébrique avec
lissage. Les problemes aux valeurs propres polynomiaux complexes seront résolus par le sol-
veur TOAR (Two-level Orthogonal Arnoldi), utilisable pour des polynémes de degré arbitraire.
Ce solveur résout le probleme aux valeurs propres par linéarisation, le probleme linéarisé est
ensuite résolu par un solveur linéaire classique. Dans notre cas, on utilise les solveurs directs
de la librairie MUMPS [15, 16]. Le solveur cholesky permet ici un gain de temps considérable
par rapport a la résolution standard par le solveur LU. Par ailleurs, afin de pouvoir trouver
une valeur propre proche d’une valeur cible, il est nécessaire de réaliser une transformation
spectrale [20]. Celle-ci est effectuée par la méthode “shift-invert”.

Remarque VII.4.3 Lors de l'utilisation du calcul parallele, en particulier pour un script
hybride contenant des parties paralleles et séquentielles, il est important de distinguer les
grandeurs locales et globales. Les macros disponibles sous FreeFem++ permettent de créer,
de fagon simple, une correspondance entre le maillage global et le maillage local. Toutes les
opérations sont alors effectuées localement mais il est possible de reconstruire les solutions
globales sans grande difficulté. Il est en fait nécessaire de reconstruire certaines solutions
globales lors du passage aux parties séquentielles du script, exécutées sur le processeur de
rang 0. Pour repasser en parallele, il faut ensuite partager aux autres processeurs les données
obtenues sur le processeur 0. D’autre part, un regard vigilent doit étre porté sur certaines
quantités issues d’intégrales réalisées sur le domaine tout entier. C’est le cas par exemple de
la fonction f présente dans la dérivée de forme du décrément logarithmique

n+2

> wlgi(u,u)

=0

f(w’u) T ht2 '
> Jwila;(Q,u, u)

Jj=1

Le dénominateur est ici un scalaire calculé a partir d’'une somme d’intégrales sur le maillage
global et non sur le maillage local. Ces quantités doivent donc étre calculées a partir des
modes propres reconstruits sur le maillage global. °

Sous FreeFem++, il est possible faire appel aux versions réelles ou complexes des librairies
PETSc et SLEPc en fonction des problemes traités, mais celles-ci ne peuvent étre appelées
dans le méme script. Cela pose probleme puisque les algorithmes présentés dans ce chapitre
contiennent différentes résolutions réelles et complexes. Trois possibilités d’implémentation
sont a priori possibles :
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1. Tout l'algorithme est écrit en complexe. Cette solution, plus simple a implémenter,
rend cependant ’exécution plus longue puisqu’il est plus cotiteux de résoudre un
probleme complexe.

2. L’algorithme est séparé en un script réel et un script complexe. Plus lourd a implé-
menter, cette méthode présente ’avantage de ne pas avoir d’impact sur le temps de
calcul mais nécessite de nombreuses écritures sur le disque afin de transmettre les
variables d’un script a un autre.

3. Les problemes complexes sont reformulés en un probleme réel contenant deux fois
plus de degrés de liberté. Cette technique est également plus lourde a implémenter et
il est difficile de prédire son impact sur les performances de I'algorithme.

Pour des raisons de simplicité, la méthode 1 est employée. Le temps de calcul est principa-
lement dépendant du choix des solveurs et des préconditionneurs, néanmoins, on tente de
réduire le cotit global grace a plusieurs astuces. Notons tout d’abord que ’assemblage d’une
matrice réelle est beaucoup moins cotuteux que 'assemblage d’une matrice complexe. Par
conséquent, pour les problemes réels traités en tant que problemes complexes, on construit
les matrices réelles au format FreeFem++, que 1’on passe ensuite en complexe avant de les co-
pier dans des matrices au format PETSc. On remarque que, dans notre cas, pour un probleme
aux valeurs propres polynomial complexe

n+2

Z ijj = O,

=0

les matrices A; sont réelles, pour j pair, et imaginaires pures, pour j impair. Dans I'esprit de
la remarque précédente, on construit ces matrices en tant que matrices réelles que I'on passe
ensuite en complexe. Si j est impair, la matrice est mise a 1’échelle en la multipliant par
I'imaginaire pur 1, puis ces matrices sont copiées au format PETSc. Remarquons également
que A1 = 1A, 12, on peut donc réduire le nombre d’assemblage et obtenir A, en copiant
simplement A, ;o multipliée par 1i.

5 Reésultats numériques

Les résultats présentés dans cette derniere section sont issus des problemes d’optimisa-
tion établis en section 3. Le premier exemple consiste a résoudre le probleme de flexion de
plaque en élasticité linéaire, le second a résoudre le probleme d’optimisation d’'une plaque
en vibration libre. Enfin, ce méme probléeme est appliqué au cas de la semelle de chaussure
de course.

5.1 Optimisation topologique d’une plaque élastique 3D

Cet exemple représente 'équivalent 3D du probleme d’optimisation topologique de la
section 7.1 du chapitre VI, ce dernier présentant un phénomene d’amincissement local cri-
tique de la section. La structure étudiée est une plaque en flexion de dimensions L = 80
mm, W = 30 mm, A~ = 3 mm, soumise a une force g = 100 N, incluse dans un domaine de
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travail D illustré Figure VII.3.1. Le matériau constitutif est élastique isotrope de module
E = 18 MPa et de coefficient de Poisson v = 0.3. Rappelons que 1'on cherche a mini-
miser la compliance de la structure tout en conservant un volume constant. La contrainte
de volume, contrairement aux chapitres précédents, est appliquée a I’aide d'un Lagrangien
augmenté. Les parametres initiaux semblant mener aux meilleurs résultats sont p;, = 1073
et ¢;, = 107°. Pour cet exemple, le critere d’arrét de 'algorithme est un nombre limite de
100 itérations, nécessitant environ 8h de calcul. On s’assure tout de méme que la fonction
objectif n’évolue quasiment plus apres ces 100 itérations.

L’initialisation utilisée et le design optimisé sont représentés en Figure VII.5.8. Des
coupes selon des plans de normale x1, zo et x3 sont données en Figure VIL.5.9, respecti-
vement réalisées en 1 = 40 mm, x5 = 40 mm et x3 = 1.5 mm, ce qui permet une meilleure
visualisation de la structure intérieure de la plaque. La plaque initiale est obtenue a partir
de la level-set initiale ¢g, définie équation (VIL.4.1). Les parametres n; et nj controlent le
nombre de trous dans la longueur et dans I’épaisseur respectivement. Lorsque ces parametres
varient, la topologie de la plaque initiale change, ce qui peut impacter le design final. Des
designs finaux différents, mais présentant des performances proches, ont été obtenus pour
différentes initialisations. Les observations étant similaires d’un design a un autre, on choisit
d’illustrer les résultats d’optimisation pour n; = 10 et nj, = 1.

————————

””””” (b)

F1GURE VIL.5.8 — (a) Plaque initiale (n; = 10 et n, = 1) et (b) design optimisé de la plaque
élastique en flexion pour la minimisation de la compliance a volume constant.



182 CHAPITRE VII. OPTIMISATION DE STRUCTURES VISCOELASTIQUES 3D

FiGure VIL.5.9 — Coupes selon x1, x9 et x3 du design final obtenu dans le cas de 'optimi-
sation topologique d’une plaque élastique.
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Le design obtenu, semblant & premiére vue similaire aux résultats 2D (Figures VI.7.14
et VI.7.17), est en réalité creux et possede une topologie surprenante. En effet, on remarque
la présence de nombreux cantilevers dans le sens de I'épaisseur, assurant la rigidité globale
de la structure. Les points critiques présents en 2D sont ici correctement représentés par
des zones de sections faibles, mais suffisamment rigides pour avoir un sens physique. Plutot
que d’étre réparties sur toute ’épaisseur, les jonctions entre la plaque et la zone fixée sont
réalisées par des couples de branches, en x5 ~ 0 et x5 ~ h, voir Figure VII.5.10. On vérifie,

FiGURE VIIL.5.10 — Zoom sur les jonctions entre la plaque optimisée et la zone fixe d’appli-
cation de la force verticale g.
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FIGURE VIL5.11 - Evolution (a) de la compliance et (b) du volume, pour une cible V; = Vg,
pour la minimisation de la compliance d’une plaque élastique en flexion.

en Figure VIL.5.11, que I’on a bien minimisé la compliance de la structure et que la contrainte
de volume constant est bien respectée.

Le design optimal est un design 3D a la topologie complexe, impossible a obtenir pour
une plaque modélisée par un modele 2D. La formation de structures en cantilever dans le
sens de ’épaisseur est un résultat remarquable pour une fonction objectif aussi classique.
Ainsi, la modélisation et I'optimisation 3D semblent particulierement pertinentes pour la
minimisation de la compliance dans le cas d’une plaque élastique en flexion.
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5.2 Optimisation topologique d’une plaque viscoélastique 3D

L’exemple suivant est une extension au cas 3D du probleme d’optimisation topologique
de la plaque viscoélastique en vibration du chapitre VI (Figure VI.4.4). Dans cette étude, la
fonction objectif a été enrichie par la résolution de deux problemes de vibration libre pour
deux encastrements opposés.

La plaque initiale possede les mémes dimensions L = 80 mm, W = 30 mm, A = 3 mm,
est soumise a une force verticale g = 100 N répartie au centre de la plaque et est incluse dans
un domaine de travail illustré Figure VII.3.2. Pour cet exemple, la contrainte de compliance
imposée est de C; = 0.7Cy et la contrainte de volume est de V; = V4. Les parametres du
Lagrangien augmenté sont gy, = 1078, g, = 1072, ¢1, = 107 et ¢y, = 1071, La plaque est
constituée d'un polymere de densité p = 1000 kg.m =2 qui, pour des raisons de simplicité
et de temps de calcul, est modélisé par un modele de Zener de parametres E,, = 18 MPa,
E, = 30 MPa, 7, = 0.001 s, vy = 0.4 et v; = 0.35. Néanmoins, ’algorithme développé est
applicable a des matériaux modélisés par le modele de Maxwell généralisé. Les problemes
aux valeurs propres polynomiaux étant de degré bien supérieur, le temps de calcul augmente
considérablement. Le critere d’arrét est toujours fixé a 100 itérations et, malgré un maillage
moins raffiné, le calcul dure environ 20h. La majeure partie de cette durée étant consacrée
a la résolution des probléemes aux valeurs propres complexes.

La level-set est initialisée a I’aide de la méme fonction que I'exemple précédent (Figure
VIL5.8). Le design final obtenu est donné en Figure VII.5.12, et des coupes selon des plans

o iy,
B ey,
T s

F1GURE VIIL.5.12 — Design final de la plaque viscoélastique en vibration pour la maximisation
du décrément logarithmique a volume constant, sous contrainte de compliance C; = 0.7Cj,.
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FiGure VIL.5.13 — Coupes selon x1, x9 et x3 de la structure finale obtenue dans le cas de
I’optimisation topologique d’une plaque viscoélastique en vibration libre.
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de normale xy, o et x3 sont également présentés en Figure VII.5.13. La coupe bleue est
réalisée en x; = 20 mm, verte en x5 = 40 mm et rouge en x3 = 1.5 mm. Tout comme
I’exemple de la plaque élastique, 'optimisation ne semble pas, a premiere vue, avoir conservé
le volume initial. En réalité, le design est encore creux et on retrouve une structure possédant
non seulement les motifs de ’exemple élastique précédent mais également ceux des exemples
viscoélastiques 2D du chapitre VI. En effet, on remarque la formation de nombreux can-
tilevers dans le sens de 'épaisseur, du a la contrainte de compliance, et un design global
dans l'esprit de l’exemple de la plaque viscoélastique 2D (Figure VI.4.4) et de la semelle
de chaussure plane (Figure VI1.4.11). De plus, comme illustré dans la coupe bleue de la Fi-
gure VII.5.13, les sections sont bien plus larges que pour les exemples 2D. Ceci est du a la
modélisation 3D mais également au fait que I'on prend en compte la vibration libre de la
plaque pour deux encastrements différents. En effet, la structure tend a se renforcer au voi-
sinage d'un bord encastré. Vérifions, en Figure VII.5.14, que les contraintes de compliance
et de volume constant sont bien respectées. Enfin, la Figure VII.5.15 illustre les vibrations
libres de la plaque pour un encastrement sur 9€2p; ou d€2ps. De part la nature symétrique
de la structure, le gain d’amortissement relatif, ici d’environ 6.2%, est le méme pour les deux
problemes de vibration, pour un gain total d’environ 12.4%. Cela est bien plus faible que le
gain de 29% obtenu au chapitre VI pour I'exemple illustré Figure VI1.4.5. Dans cet exemple,
deux facteurs contribuent a cette perte de performance. Premierement, remarquons que les
deux problemes de vibration agissent en opposition. En effet, pour un test de vibration libre
donné, le design tend a se renforcer au voisinage du bord encastré et a s’affaiblir a I'extrémité
libre. Dans notre cas, 'extrémité libre du premier probleme représente ’encastrement du
second. Il n’est donc pas surprenant d’aboutir a un design fournissant un compromis entre
ces deux configurations. Deuxiemement, la contrainte de compliance choisie C; = 0.7C
est un critere plutot fort. Pour gagner 30% de rigidité, il semble inévitable de sacrifier des
performances d’amortissement.
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FIGURE VIL.5.14 — Evolution de (a) la compliance et (b) du volume, pour la contrainte
d’inégalité sur la compliance C; = 0.7Cy et une contrainte d’égalité sur le volume V; = V),
pendant 'optimisation topologique d'une plaque viscoélastique en vibration libre.
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F1GURE VII.5.15 — Comparaison des vibrations libres de la plaque initiale et de la plaque
optimisée, encastrée (a) en d€2p; et (b) en 9Qpe, pour la maximisation de ’amortissement.

Tout comme dans le cas élastique, 'optimisation de la plaque viscoélastique en dimen-
sion 3 permet une plus grande liberté topologique. Malgré une contrainte de rigidité plus
forte, 'algorithme développé dans cette section fournit des designs possédant de meilleurs
capacités d’amortissement. De plus, la prise en compte de deux problemes de vibrations
permet d’obtenir des structures plus pertinentes pour les applications souhaitées.

5.3 Optimisation topologique d’une semelle de chaussure de course

Ce dernier exemple est une application du probleme précédent au cas de la semelle de
chaussure. On utilise pour cela un maillage dont la forme s’approche de celle d’une semelle
de chaussure de foot de longueur 250 mm, largeur 80 mm et d’épaisseur variant entre 5 et
8 mm. Le polymere constituant la semelle est un matériau de Zener aux méme propriétés
rhéologiques que celui de 'exemple précédent. La contrainte de compliance choisie vaut
C, = 0.75C) et la contrainte de volume vaut V; = V4, en d’autres termes, on cherche a
minimiser la fonction objectif tout en gagnant 25% de rigidité et en conservant la méme
quantité de matiere. Les multiplicateurs de Lagrange et parametres de pénalisation initiaux
semblant mener au meilleur résultat dans le cas de la semelle de chaussure sont les suivants :
p1, =5 x 10719 py =5 x 107, ¢, = 5 x 1071 et ¢y, = 5 x 10710,

On s’intéresse au probleme habituel, la maximisation de I’amortissement

J2(Q) =

wPi(Q)  wP(Q)

mais on pourrait également traiter le probleme opposé, correspondant a la maximisation du
dynamisme (ou “retour élastique”) de la structure. Ce dernier pourrait faire 'objet d'une
étude approfondie par I'utilisation de la fonction objectif (V.6.1) donnée en fin de chapitre V
et de la construction d’un front de Pareto. Dans ce manuscrit, on se contentera d’un exemple
de maximisation de I’amortissement.

Le temps de calcul total est d’environ 15h en parallele sur 400 coeurs et 400 sous-
domaines, pour une optimisation supposée durer plus de 3 mois en séquentiel. La Figure
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VIL.5.16 présente I'évolution de l'accélération et de l'efficacité de la parallélisation par
rapport au nombre de cceurs. Pour ¢, le temps d’exécution séquentiel et ¢,(n,) le temps
d’exécution parallele pour n, processeurs, I’accélération est définie par

t
Au(ny) = —
o tp(np)’
et l'efficacité par
Ac(nyp)
E¢(n,) = —=—2
f( p) n,
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F1GURE VIIL.5.16 — Accélération et efficacité de la parallélisation par rapport au nombre de
coeurs pour un test réalisé sur le cluster Cholesky de 1’école polytechnique sur un maillage
possédant 2 155 887 degrés de liberté.

Naturellement, 'efficacité de la parallélisation diminue lorsque le nombre de processeurs aug-
mente. Notons que le temps de résolution d’un probleme quasi-statique en élasticité linéaire
est beaucoup plus court et nécessite beaucoup moins de processeurs quun probleme aux
valeurs propres polynomial complexe viscoélastique. De plus, le temps de calcul augmente
considérablement quand le degré du polynome augmente, c’est a dire lorsque le polymere
est caractérisé par un plus grand nombre de temps de relaxation. Pour un modele réaliste
possédant un grand spectre de temps, il est indispensable d’employer le calcul parallele.
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La fonction level-set est initialisée de la méme facon que pour la plaque, on décide dans
cet exemple de ne pas ajouter de revetement afin de mieux distinguer le design final obtenu.
On obtient la structure initiale dont les coupes selon x; et x3 sont données en Figure VII.5.17,
respectivement en 1 = 70 mm et x3 = 4 mm.

F1cure VIL5.17 — Coupes de la semelle initiale utilisée (n, = 10 et nj, = 1) pour 'optimi-
sation des performances d’une semelle de chaussure de foot.

Le design optimisé est donné en Figure VII.5.18, sous différentes vues, et en Figure
VIL.5.19, présentant des coupes de la semelle selon des plans de normale z1, x5 et x3. La
coupe bleue est réalisée en xy = 80 mm, verte en x5 = 40 mm et rouge en x3 = 5 mm.

F1GurEe VII.5.18 — Design optimisé d’une semelle viscoélastique en vibration pour la maxi-
misation du décrément logarithmique a volume constant, sous contrainte de compliance
C; = 0.75C).
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F1GURE VIIL.5.19 — Coupes selon x1, x5 et x3 de la structure finale obtenue dans le cas de
I'optimisation topologique d'une semelle viscoélastique en vibration libre.
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Contrairement au cas de la plaque, ni 'initialisation, ni le design optimisé ne présentent de
plan de symétrie. La semelle optimisée possede une structure intérieure dont la répartition
de matiere semble suivre les tendances observées en 2D (Figure VI.4.11). Le nouveau design
obtenu est cependant bien plus complexe et permet non seulement de vérifier les contraintes
de rigidité et de volume fixées (Figure VII.5.20), mais permet également un gain d’amor-
tissement d’environ 17% (Figure VII.5.21). Tout comme pour la plaque, le gain de per-
formance est sérieusement réduit par la prise en compte d’'un deuxieme probleme de vibra-
tion. L’asymétrie de la structure entraine des performances d’amortissement différentes pour
chaque probleme. Notons qu’il y a initialement plus de matiere au bord 0{2p;. Ainsi, a I'ini-

tialisation, les performances d’amortissement de la structure pour un encastrement au bord
gauche 0€)p; sont supérieures aux performances pour un encastrement au bord droit 9€2ps.
A Tissue de I'optimisation, le gain d’amortissement relatif associé au bord 9€2p;, d’environ
8%, est légerement plus faible que le gain associé au bord 0€2po, d’environ 9%.
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FIGURE VIL5.20 - Evolution de (a) la compliance et (b) du volume, pendant Ioptimisation
topologique d’une semelle viscoélastique en vibration libre pour C; = 0.75Cy et V; = V4.
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Ficure VIIL.5.21 — Comparaison des vibrations libres de la semelle initiale et de la semelle
optimisée, encastrée (a) en 0Q2p; et (b) en 9€2py, pour la maximisation de 'amortissement.
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6 Conclusion

Les algorithmes de ce chapitre tirent partie des méthodes utilisées dans les chapitres
précédents et apportent, a travers une extension au cas 3D, un éclairage supplémentaire aux
résultats obtenus en 2D. L’optimisation de structures 3D, sans hypothese de plaque, procure
une plus grande liberté d’optimisation et permet de prendre en compte, de facon précise, le
comportement mécanique dans le sens de 1’épaisseur. Pour cela, il est indispensable de tra-
vailler avec des maillages suffisamment raffinés. Dans notre cas, il est nécessaire que le nombre
de mailles dans I’épaisseur soit suffisamment important pour que les résultats convergent.
C’est pourquoi les programmes développés sont presque intégralement parallélisés, a I’excep-
tion des procédures d’advection et de redistanciation, ce qui permet de les mettre en ceuvre
sur des architectures paralleles aux capacités de calcul élevées. La parallélisation est réalisée
sous FreeFem++, permettant une implémentation simple de la décomposition de domaine,
et a l'aide de la librairie PETSc, offrant un large choix de solveurs et de préconditionneurs
dont le choix judicieux permet de considérablement réduire le temps de calcul.

En élasticité linéaire, l'optimisation topologique 3D de plaques en flexion a volume
constant a permis d’obtenir des designs a la topologie complexe et particulierement inté-
ressante. Ces résultats mettent notamment en évidence 'apparition de nombreux cantilevers
dans I’épaisseur de la plaque et permettent de comprendre le phénomene d’amincissement de
section rencontré au chapitre VI. Contrairement aux attentes, une jonction entre la plaque
et la zone fixe d’application de la force n’est pas réalisée sur toute 1’épaisseur mais est plutot
séparée en deux branches, suffisamment rigides pour ne pas impacter la rigidité globale de
la structure. L’optimisation 3D semble donc un choix particulierement pertinent pour la
minimisation de la compliance d’une plaque en flexion.

Le probleme d’optimisation topologique 3D de plaques viscoélastiques en vibration pro-
pose ensuite de maximiser I’amortissement d’une structure en polymere dans un contexte
industriel. La prise en compte de deux problemes de vibration libre permet d’obtenir des
designs davantage en accord avec les exigences de conception. Une contrainte de compliance
maximale assure la rigidité globale de la structure pour un test de flexion trois points, ty-
pique des essais de caractérisation des semelles de chaussure. Une contrainte d’égalité sur le
volume permet également de choisir la quantité de matiere disponible pour la détermination
du design optimal. Ces contraintes, appliquées par la méthode du Lagrangien augmenté,
représentent un moyen efficace de prendre en compte certains criteres de conception et
d’adapter le probleme d’optimisation a I'application étudiée. Pour ’exemple choisi, le design
final possede les motifs généraux des structures viscoélastiques 2D, optimisées au chapitre
VI, tout en présentant de nombreux cantilevers dans le sens de ’épaisseur, dans ’esprit des
résultats obtenus en élasticité 3D. Cet exemple nous permet également de remarquer, comme
on pouvait s’y attendre, que la prise en compte d’un second probleme de vibration diminue
considérablement le gain d’amortissement. En effet, les deux problemes choisis agissent en
compétition sur ’évolution de la forme de la plaque.

Enfin, 'application de ce méme probléeme au cas de la semelle de chaussure de course
vise a obtenir des designs optimisés aux performances accrues, respectant les principaux
criteres de conception. Dans 'exemple présenté, le design optimisé possede des capacités
d’amortissement supérieures, tout en respectant les contraintes de rigidité et de quantité de
matiere fixées. Le design final obtenu possede une structure intérieure complexe procurant
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de meilleures performances, accomplissant 1'objectif principal de ce travail.

L’utilisation de I'optimisation topologique 3D, bien que plus lourde a implémenter et
nécessitant un temps de calcul plus long, s’est montrée indispensable pour la recherche de
design optimal réaliste de structures viscoélastiques en vibration. La bonne représentation
du comportement de la structure dans le sens I’épaisseur, constituant la limite des modeles
de plaque, s’est avérée un élément important pour I’application de contraintes de rigidité. De
plus, cette stratégie est nécessaire a 'optimisation de structures aux géométries complexes
telles que les semelles de chaussures de course.
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Conclusion générale et perspectives

Cette these est consacrée aux problématiques d’optimisation de formes de structures en
vibration exploitant les propriétés amortissantes des matériaux viscoélastiques linéaires. Un
sujet aux enjeux importants puisque les polymeres couvrent une large partie des applica-
tions industrielles actuelles. Pour cela, des algorithmes d’optimisation ont été développés
dans un cadre viscoélastique, a ’aide de techniques variées, dans le but d’optimiser les capa-
cités d’amortissement des structures étudiées. Ce travail emploie des méthodes de variation
de frontiere, telles que la méthode level-set, pour traiter d’une application particuliere :
I'optimisation des vibrations libres de structures élancées et notamment dune semelle de
chaussure de course. La littérature sur I'utilisation de ce type de méthode pour des structures
viscoélastiques est rare et plutot récente [19, 50]. Par conséquent, dans le but de réaliser une
étude complete, plusieurs problemes intermédiaires son considérés, tels que I'optimisation de
structures modélisées par des modeles de poutre et de plaque, avant de finalement proposer
un algorithme d’optimisation dans le cas général. Ce dernier est ensuite appliqué au cas de
la semelle de chaussure.

Les premiers problemes étudiés visent a réaliser 'optimisation paramétrique du pro-
fil d’épaisseur d’une poutre et 'optimisation couplée de 1'épaisseur et de la forme d’une
plaque, dans le cadre de I’hypothese de structure élancée, assuré par 'utilisation du modele
d’Euler-Bernoulli pour la poutre et Kirchhoff-Love pour la plaque. L’utilisation du modele
rhéologique de Maxwell généralisé, tout en considérant la dépendance en fréquence du coeffi-
cient de Poisson dans le cas de la plaque, permet une bonne représentation du comportement
viscoélastique linéaire des polymeres. Une analyse rigoureuse des sensibilités du probleme
par la méthode adjointe est également proposée pour le modele de Maxwell généralisé utilisé.
Les algorithmes développés menent a des designs améliorant considérablement les capacités
d’amortissement. Une analyse complete des parametres du probleme permet de mettre en
évidence 'impact important des parametres matériaux et, en particulier, des temps de re-
laxation avec une possible inversion du profil d’épaisseur lorsque les temps augmentent.

Des algorithmes d’optimisation topologique par la méthode level-set ont été ensuite
élaborés. On note que la prise en compte d’une contrainte de rigidité, assurant la fonction-
nalité de la piece, provoque un phénomene d’amincissement critique de la section menant a
des designs contre-intuitifs. Afin de comprendre ce phénomene, les travaux ont été étendus
au modele de Reissner-Mindlin qui a permis de comprendre que la non prise en compte
des cisaillements transverses dans le modele de Kirchhoff n’était pas la cause du probleme.
L’optimisation couplée d’une plaque viscoélastique modélisée par le modele de Mindlin a
également montré 'impact des cisaillements transverses sur le design optimal et a mis en
évidence la pertinence de ce modele pour les plaques d’épaisseur plus importante.

195
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La généralisation des algorithmes d’optimisation au cas 3D et leurs résolutions par des
méthodes de calcul haute performance a apporté une description complete du phénomene.
En élasticité linéaire, la minimisation de la compliance d’une plaque en flexion mene a un de-
sign creux, renforcé par des petits cantilevers dans le sens de ’épaisseur et réparties sur tout
la surface de la plaque. On retrouve une topologie similaire dans le design optimisé d'une
plaque viscoélastique 3D en vibration libre sous contrainte de compliance. Dans cet exemple,
la plaque conserve les motifs observables en viscoélasticité 2D mais est également renforcée
par de nombreux cantilevers dans le sens de ’épaisseur, en conséquence de la contrainte de
rigidité. Enfin, le dernier algorithme présenté dans ce manuscrit permet de déterminer le de-
sign optimal d'une semelle de chaussure de course a la géométrie complexe, tout en prenant
en compte des contraintes de rigidité et de quantité de matiere. De cette fagon, il est possible
d’augmenter significativement les capacités d’amortissement ou de dynamisme d’une semelle.

Suite a 'optimisation topologique 3D d’une semelle de chaussure de course viscoélastique
en vibration libre pour des criteres industriels courants, les perspectives de travail sont
multiples.

La continuité naturelle d’une telle étude est de chercher le design optimal d’une semelle de
chaussure en situation de course, puisque les tests usuels de vibration, de flexion trois points,
et de torsion, ne représentent pas les sollicitations en condition de course. Pour cela, il faut
s’'intéresser aux performances réelles de la semelle et a de nouveaux criteres de performance
biomécaniques [109, 123]. La force de réaction verticale lors d'un foulée est représentée en
Figure C-1, on remarque un premier pic tres court appelé “pic d’impact”, correspondant a
I'impact initial de la chaussure sur le sol, et un pic plus long appelé “pic de propulsion”,
correspondant a 'impulsion prise par le coureur. Pour une semelle amortissante, on souhaite
étendre le “pic d’impact”. Pour une semelle dynamique, on souhaite augmenter la pente (en
rouge) de la courbe d’évolution de la force antéro-postérieure (horizontale), voir Figure C-1.
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F1GURE C-1 — Evolution typique de la force de réaction verticale et horizontale d'une semelle
de chaussure lors d'une foulée, extrait de [109].
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Celle-ci est constituée d’'une composante négative lorsque le sujet freine en poussant vers
I’arriere, d’'une composante nulle lorsque la chaussure est a plat sur le sol, et d’'une compo-
sante positive lorsque le sujet entame sa propulsion vers I'avant. Pour traiter ce probleme, la
structure doit étre soumise a une sollicitation réaliste évoluant dans le temps, il semble donc
difficile de continuer a travailler dans le domaine fréquentiel. L’analyse de sensibilité requiere
alors l'utilisation d’un adjoint rétrograde en temps [12, 78], impliquant un travail théorique
et numérique supplémentaire considérable ainsi qu'un plus grand cotit mémoire pour stocker
les états a tous les pas de temps. L’optimisation des performances réelles d’une semelle doit
également étre soumise a des contraintes, parmi celles-ci, on retrouve la contrainte de masse.
En effet, le poids de la chaussure a un impact direct sur la quantité d’oxygene consommée
par le coureur [108], et donc sur les performances de course. La rigidité est aussi un fac-
teur important puisqu’une semelle trop rigide induit une impulsion de propulsion plus faible
[108].

La rigidité de la semelle est typiquement assurée par un renfort intérieur, comme dis-
cuté au chapitre II, ce qui motive le développement d’un algorithme d’optimisation multi-
matériaux. Il serait intéressant d’optimiser simultanément la répartition du matériau amor-
tissant (corps de la semelle) et du matériau rigidifiant (renfort). La méthode level-set uti-
lisée dans ce manuscrit est particulierement adaptée a ce genre de problématique [7]. Une
simple adaptation au cas multi-phase permet a la fonction level-set de représenter plusieurs
matériaux tout en gardant la possibilité d’utiliser un matériau ersatz pour représenter le
vide.

Un autre axe de recherche serait d’optimiser simultanément la topologie de la semelle
et les parametres rhéologiques du matériau viscoélastique constituant la structure. En effet,
la maitrise actuelle de la chimie des polymeres permet un grand controle des différents
parametres matériaux. Il serait donc intéressant de changer de point de vue et de chercher
le polymere optimal pour un design fixé en utilisant les parametres matériaux en tant que
variable d’optimisation. Un objectif ambitieux, mais d'un intérét industriel certain, serait de
déterminer le meilleur couple (design optimal, matériau) pour des contraintes de conception
données.

Enfin, le modele utilisé dans ce manuscrit pourrait étre amélioré pour prendre en compte
d’autres aspects du probleme physique étudié. On retrouve par exemple le probleme de
contact de la semelle avec le sol, de résistance a la fatigue ou encore les problématiques liées
a la plasticité. Ce dernier point est particulierement important puisque 'apparition locale
de déformations plastiques change considérablement les propriétés du polymere constitutif
et peut donc grandement nuire aux performances mécaniques de la piece. Afin de pouvoir
appliquer nos algorithmes a la famille des élastomeres, matériaux couramment utilisés pour
les applications d’amortissement, il serait également pertinent d’adapter la présente étude a
un modele mécanique pour solide incompressible. Un tel probleme est généralement résolu
par une formulation mixte en prenant la pression hydrostatique comme nouvelle variable.
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Annexe A

Expression des formes bilinéaires

Soit n € N et (w,u) € Cx U, rappelons que u représente le déplacement vertical en 2D

et u = (uq,uz,u3) en 3D. Le probléeme aux valeurs propres polynomial complexe s’écrit :
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Les formes bilinéaires symétriques sont données par
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Résumé : Cette thése porte sur l'optimisation
de formes de structures en vibration exploitant les
propriétés amortissantes des polymeres. Un sujet
aux enjeux importants puisque ces matériaux sont
au ceceur d’'une grande partie des applications in-
dustrielles actuelles. Lobjectif principal de ce tra-
vail est d’'augmenter significativement les capacités
d’amortissement de structures viscoélastiques ho-
mogeénes en vibration libre, en s’appuyant sur des
techniques de recherche du design optimal. Lopti-
misation paramétrique de I'épaisseur d’une poutre
et d'une plaque, satisfaisant respectivement les
hypothéses d’Euler-Bernoulli et de Kirchhoff-Love,
est tout d’abord considérée. Cette étude est sui-
vie de l'optimisation couplée de I'épaisseur et de
la forme d'une plagque, satisfaisant les hypothéses
de Kirchhoff-Love ou de Reissner-Mindlin, par la
méthode de variation de frontiere d’Hadamard. En-

Titre : Optimisation de formes de structures viscoélastiques sous sollicitations dynamiques

Mots clés : optimisation de formes, viscoélasticité linéaire, polyméres, amortissement, vibration libre

fin, une généralisation de ces problémes est proposée
a travers l'optimisation topologique de structures
viscoélastiqgues 3D par la méthode level-set et ap-
pliguée au cas de la semelle de chaussure de course
dans un cadre industriel. Le matériau viscoélastique
linéaire isotrope est modélisé par un modele clas-
sigue de Maxwell généralisé, représentant le com-
portement de polymeres réalistes de fagon satisfai-
sante. Le gradient des fonctions objectifs est établi
par une approche adjointe. Loptimisation est réalisée
par un algorithme de descente de gradient et les
modeéles mécaniques sont évalués par la méthode
des éléments finis. Les designs optimisés montrent
un gain de performance significatif. Les résultats
numeériques indiquent également que les designs op-
timaux, ainsi que leur propriétés d’amortissement,
dépendent fortement des paramétres matériaux.

Abstract : This thesis focuses on shape optimiza-
tion of viscoelastic polymer structures, as damping
polymer materials are widely used in industrial ap-
plications. The main goal of this work is to signifi-
cantly enhance the damping of homogeneous linear
viscoelastic structures under free vibration by relying
on optimal design. The sizing optimization of the thi-
ckness of a beam and a plate, satisfying respectively
the Euler-Bernoulli and Kirchhoff-Love assumptions,
is first considered. This study is followed by a cou-
pled optimization of the thickness and geometry of a
plate, satisfying either the Kirchhoff-Love or Reissner-
Mindlin assumptions, applying the Hadamard’s boun-
dary variation method. Lastly, a generalization is pro-

Title : Shape optimization of viscoelastic structures under dynamic loading

Keywords : shape optimization, linear viscoelasticity, polymers, damping, free vibration

posed by performing the topology optimization of 3D
viscoelastic structures by the level-set method and ap-
plied to running shoe soles in an industrial context.
The isotropic linear viscoelastic material is modeled
by a classical generalized Maxwell model, well suited
for polymers. Gradients of the objective functions are
computed by an adjoint approach. Optimization is per-
formed by a gradient descent algorithm and the me-
chanical models are evaluated by the finite element
method. The optimal designs show considerably im-
proved damping capacities. Numerical tests also indi-
cate that the optimal designs, as well as their damping
properties, strongly depend on the material parame-
ters.
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