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Résumé

Des capteurs, des machines, des équipes peuvent étre interdépendantes, nécessitant une
mobilisation collective. Elles ne peuvent accomplir leurs missions individuellement. Nous
représentons cette contrainte par une obligation. Une obligation peut étre utile pour des
questions générales. Comment couvrir un terrain avec des capteurs associés en groupes ?
Comment collecter des éléments lorsque des rues disposent d’une direction imposée ? Nous
nous intéressons a ces questions d’un point de vue théorique a travers des problemes de
graphes. Nous distinguons deux types d’obligations : les obligations associées a plusieurs
sommets et les transitions obligatoires associées a plusieurs arcs. Ainsi, nous étudions la
complexité de deux familles de problemes : les problemes de domination avec obligations
et les problémes de tournées avec transitions obligatoires.

Nous étudions plus précisément le probleme de I'Indépendant Dominant avec ODbli-
gations. Ainsi, une instance est un graphe G = (V, E) et des obligations associées II =
(Vi,..., Vi) formant une partition des sommets du graphe. Une solution est un sous-
ensemble de sommets D C V indépendant, dominant tous les sommets du graphe et
respectant les obligations (pour tout 1 < ¢ < k soit tous les sommets de I'obligation sont
dans le sous-ensemble V; C D soit aucun V; N D = &). Nous montrons que déterminer
Pexistence d’un Indépendant Dominant avec Obligations est un probléme N P-complet
méme dans un chemin, un graphe de forte densité, de faible densité ou un graphe de
diametre deux et ce, pour des obligations contenant toutes le méme nombre de sommets
indépendants entre eux ou pour une distribution arbitraire de la taille des obligations.
Lorsque nous souhaitons maximiser le nombre de sommets dominés, nous montrons éga-
lement que le probleme de déterminer I'existence d’un Indépendant Dominant avec Obli-
gations est NP-complet pour 3\/m — 2 sommets a dominer méme dans une collection
de chemins mais admet une résolution en temps polynomial pour 2\/m — 1 sommets a
dominer.

Quant aux problemes de tournées avec transitions obligatoires, une instance est un
graphe orienté D = (V, A) (ou non orienté G = (V, E)) et des transitions obligatoires
associées IT = (Ay, ..., Ax). En plus des contraintes éventuelles spécifiques au probléme
de tournées choisi, une diroute solution P = vy,...,v; € V doit respecter les transitions
obligatoires. Pour tout 1 < i < k, I'obligation E; = (a, b, ¢) doit étre respectée, c’est-a-dire
que si larc (a,b) est parcouru dans la diroute (v; = a et vj1; = b pour 1 < j <[ —2)
alors l'arc (b, c) doit étre parcouru directement apres (vj1o = ¢). Nous montrons que le
probléeme du Plus Court Chemin avec Transitions Obligatoires admet une résolution en
temps polynomial dans le cas général, mais est inapproximable pour tout ratio pour la
recherche d’une diroute élémentaire méme dans un digraphe de forte densité ou de faible
densité. Nous montrons également que le probleme de la Tournée Totale avec Transi-
tions Obligatoires est inapproximable pour tout ratio, méme dans un digraphe complet
symétrique. Finalement, nous montrons que déterminer I'existence d’'un Cycle Hamilto-
nien avec Transitions Obligatoires et d'un Cycle Elémentaire Maximum avec Transitions
Obligatoires sont des problemes N P-complets méme dans un graphe complet.

Mots-clés : Complexité, Obligation, Domination, Tournée, Graphe, Algorithme.






Algorithmic complexity study for
domination and routing problems in
graphs with obligations

Abstract

Sensors, machines, and teams can be interdependent, requiring collective mobiliza-
tion. They cannot accomplish their tasks individually. We represent this constraint by an
obligation. An obligation can be helpful for general questions. How to cover an area with
sensors associated in groups? How to collect items when when streets have an imposed
direction 7 We are interested in these questions from a theoretical point of view through
graph problems. We distinguish two types of obligations : obligations associated with mul-
tiple vertices and mandatory transitions associated with multiples arcs. Thus, we study
the complexity of two families of problems : domination problems with obligations and
routing problems with mandatory transitions.

We study more precisely the Independent Dominating set with Obligations problem.
Thus, an instance is a graph G = (V, E) and associated obligations II = (V3,...,Vj)
forming a partition of the graph’s vertices. A solution is an independent subset of vertices
D C V., dominating all vertices of the graph and respecting the obligations (for 1 <
1 < k, either all vertices of the obligation are in the subset V; C S or none V; N D =
). We show that determining the existence of an Independent Dominating set with
Obligations is an NP-complete problem even on a path, a high-density graph, a low-
density graph, or a graph with diameter two, and this holds for obligations containing
the same number of independent vertices or for an arbitrary distribution of the obligation
sizes. When we want to maximize the number of dominated vertices, we also show that the
Independent Dominating set with Obligations problem is A/P-complete for dominating
3\/m — 2 vertices even in a collection of paths, but it has a polynomial time resolution
for dominating 2\/]7| — 1 vertices.

An instance for a routing problem is a directed graph D = (V, A) (or undirected graph
G = (V, E)) and associated mandatory transitions IT = (A4, ..., Ax). In addition to any
constraints related to the chosen routing problem, a diroute solution P = vy,...,v; € V
must respect the mandatory transitions. For 1 < i < k, the obligation F; = (a, b, ¢) must
be respected, meaning that if the arc (a,b) is passed through in the route (v; = a and
vj41 = bfor 1 < j <[—2) then the arc (b, ¢) must be passed through directly after (vjo =
¢). We show that the Shortest Path with Mandatory Transitions problem has a polynomial
time resolution in the general case but is inapproximable for any ratio when searching for
an elementary diroute, even in a high-density or low-density directed graph. We also show
that the Total Routing with Mandatory Transitions problem is inapproximable for any
ratio, even in a symmetric complete directed graph. Finally, we show that determining the
existence of a Hamiltonian Cycle with Mandatory Transitions and a Maximum Elementary
Cycle with Mandatory Transitions are N/P-complete problems even in a complete graph.

Keywords : Complexity, Obligation, Domination, Routing, Graph, Algorithm.
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Chapitre 1

Introduction générale

Des capteurs, des machines, des équipes peuvent étre interdépendantes, nécessitant une
mobilisation collective. Elles ne peuvent pas accomplir leurs missions individuellement.
Nous représentons cette contrainte par une obligation (un ensemble d’éléments qui doivent
tous étre mobilisés ensemble). Une obligation peut étre utile pour des questions générales.
Comment couvrir un terrain avec des capteurs associés en groupes? Comment collecter
des éléments lorsque des rues disposent d’une direction imposée ? Nous nous intéressons
a ces questions d'un point de vue théorique a travers des problemes de graphes. Nous
distinguons alors deux types d’obligations : les obligations associées a plusieurs sommets
et les transitions obligatoires associées a plusieurs arcs. Cette approche par obligation
s’inscrit en parallele de ’approche par conflit, plus ancienne. Des capteurs, des machines,
des équipes peuvent étre incompatibles. Dans un réseau routier, informatique ou optique,
un trongon peut étre interdit en fonction de 1’élément qui transite ou de sa provenance.
Cela peut étre pour des raisons de compatibilité (un virage impraticable pour certains
type de véhicules dans un réseau routier), de sécurité (seuls certains paquets peuvent
transiter par un noeud sensible dans un réseau informatique), de disponibilité (certains
points d’entrée sont prioritaires dans un réseau optique) ou bien encore de cofit, que ce
soit pour l'installation ou la maintenance d'une infrastructure. Ces difficultés peuvent
étre résolues au travers de conflits bloquant I’acces a une ressource (matérielle, humaine,
d’infrastructure, .. .), ou au travers d’obligations for¢ant I’acces a une ressource prédéfinie
(matérielle, humaine, d’infrastructure, ...). Ainsi, les conflits et les obligations répondent
aux mémes problématiques, mais different par leurs philosophies.

De premieres études sur les problemes impliquant des conflits, ont débuté autour de
1976 dans un article portant sur la complexité de la recherche d’un chemin entre deux
sommets sans conflit [22]. Ces recherches ont été motivées par la génération de chemins
de test dans les programmes, ou deux sommets en conflit représentent deux conditions
mutuellement exclusives. Depuis lors, ces études ont été développées et étendues en 1997,
2003, 2009 et 2013 [52, 50, 35, 36]. Les résultats obtenus jusqu’a présent démontrent prin-
cipalement la NP-complétude du probleme de la recherche de tels chemins dans diverses
classes d’instances. Les problemes de graphes avec conflits ont, par la suite, particuliere-
ment été étudiés dans [44] sous la forme de transitions interdites, de parcours interdits et
de conflits. L’étude des conflits s’appuie ici sur divers problemes particulierement en lien
avec la connexité : le Parcours Sans Transition Interdite, le Parcours Simple Sans Transi-
tion Interdite, le Parcours Sans k-Parcours Interdit, le Cycle Hamiltonien Sans Transition
Interdite, le Chemin Sans Transition Interdite, le Chemin Hamiltonien Sans Transition

19



Interdite, le Chemin Sans k-Parcours Interdit, le Chemin Hamiltonien Sans k-Parcours
Interdit, I’Arbre Sans Conflit, I’Arbre Sans Transition Interdite, I’Arbre Couvrant Sans
Transition Interdite, I’Arbre Couvrant Sans Conflit, le Chemin Sans Conflit, le Cycle Sans
Conlflit, le Chemin Hamiltonien Sans Conflit, le Cycle Hamiltonien Sans Conflit et le Che-
min Hamiltonien Sans Transition Interdite. Entre autres, il a été montré que déterminer
I’existence d’un chemin entre deux sommets dans un graphe avec transitions interdites
est un probléeme NP-complet méme dans les grilles. De méme, les problémes de graphes
avec conflits ont particulierement été étudiés dans [14]. L’étude des conflits s’appuie ici
sur divers problemes particulierement en lien avec la couverture de graphes : le Dominant
sans Conflit, le Dominant Indépendant sans Conflit, le Dominant Total sans Conflit, le
Vertex Cover Connexe sans Conflit, I’Arbre de Steiner sans Conflit et les Automates avec
conflits. Il a été montré, entre autres, que les problemes de ’existence d’'un dominant sans
conflits dans un chemin ou de 'existence d’'un indépendant dominant sans conflits dans
une collection de chemins sont des problémes NP-complets. En fonction de la topologie
sous-jacente aux conflits, il est toujours possible de trouver un sous-ensemble dominant
trois sommets sur quatre ainsi qu'un sous-ensemble indépendant dominant un sommet
de moins. Au contraire, pour une topologie simple sous-jacente aux conflits, il est N'P-
complet de déterminer I'existence d'un sous-ensemble (indépendant ou non) dominant
plus de la moitié des sommets du graphe, méme s’il s’agit d'une collection de chemins.

Les problémes de graphes avec obligations ont été introduits récemment dans [14].
L’étude des obligations s’appuie ici sur divers problemes de couverture dans les graphes :
le Vertex Cover avec obligations sur les sommets, le Vertex Cover Connexe avec obliga-
tions sur les sommets, I’Arbre couvrant avec obligations sur les arétes, le Graphe couvrant
avec obligations sur les arétes, le Couplage avec obligations sur les arétes, le Chemin ha-
miltonien avec obligations sur les arétes, le Dominant avec obligations sur les sommets, le
Dominant total avec obligations sur les sommets et le Dominant indépendant avec obli-
gations sur les sommets. Il a été montré, entre autres, que déterminer I'existence d’un
indépendant dominant avec obligations est un probléme N P-complet, pour des obliga-
tions non stables et que déterminer l'existence d’un chemin chemin hamiltonien avec
obligations est également un probléme AP-complet méme dans un graphe complet, pour
des obligations de grande taille.

Nous nous concentrons ici sur I’étude de la complexité de deux familles de problemes :
les problemes de domination avec obligations et les problemes de tournées avec transitions
obligatoires. Cette étude n’entend pas résoudre des problemes pratiques, mais se concentre
sur l'aspect théorique des obligations. En raison des différences de fonctionnement entre
ces deux familles de problemes, ainsi qu’entre les deux représentations des obligations (sur
les sommets ou sur les arcs et les arétes), ils font 'objet de deux chapitres autonomes,
au risque de répéter certaines notions. La plupart des résultats présentés dans ces deux
chapitres ont fait I'objet d’une publication (voir [38] et [37]).

Pour un graphe G = (V, E) donné, l'objectif d’'un probleme de domination est de
trouver un sous-ensemble de sommets D C V' qui sont voisins de tous les sommets du
graphe. Les problemes de domination s’appliquent dans des domaines variés et courants,
notamment dans les réseaux de communication [6], dans les réseaux électriques [25], dans
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le positionnement d’appareils de surveillance [28] ou encore dans les réseaux sociaux [43].
Pour répondre a ces différentes applications, des variations viennent par la suite ajouter
des contraintes supplémentaires sur le sous-ensemble dominant. Par exemple, le probleme
de I'Indépendant Dominant (voir [24]) nécessite en plus que le sous-ensemble soit indé-
pendant : les sommets choisis sont voisins avec les autres sommets du graphe, mais ne
sont pas voisins entre eux. Nous pouvons également citer les problemes du Dominant To-
tal [29], du Dominant avec Propagation [1], du A-Dominant [3], du Dominant par Paire
[20] ou encore du Dominant pondéré [53] parmi d’autres. Les obligations font partie des
contraintes supplémentaires possibles. Les sommets composant le sous-ensemble D ne
doivent plus étre choisis individuellement mais par groupe, chaque groupe formant une
obligation. Nous étudions plus précisément le probleme de I'Indépendant Dominant avec
Obligations. Ainsi, une instance est un graphe G = (V, E) et des obligations associées
IT = (Vi,..., V) formant une partition des sommets du graphe (pour toute paire d’in-
dices 1 <4 # j < k, nous avons 1. V;,V; C V, 2. VNV, = g et 3. Uk, v, = V).
Une solution est un sous-ensemble de sommets D C V indépendant (pour toute paire
de sommets du sous-ensemble u,v € D, il n’existe aucune aréte (uv) ¢ FE), dominant
tous les sommets du graphe (pour tout sommet u € V', soit le sommet fait partie du
sous-ensemble u € D soit un de ses voisins en fait partie Jv | (uv) € E) et respectant les
obligations (pour tout indice 1 < i < k soit tous les sommets de I'obligation sont dans le
sous-ensemble V; C S soit aucun V; N D = @).

Dans l'introduction du Chapitre 2, nous décrivons les problemes de I'Indépendant Do-
minant avec Obligations (/DO) et de I'Indépendant Partiellement Dominant avec Obli-
gations (IPDO) et présentons des résultats préliminaires. Nous montrons qu’il existe des
cas ol le probleme IDO n’admet aucune solution : lorsque le graphe est une étoile ou un
graphe de diametre un et que les obligations sont toutes de taille au moins deux (Théo-
reme 1). Nous montrons également qu'il existe des cas ou déterminer l'existence d’une
solution pour le probleme IDO est polynomial : lorsque le graphe est un indépendant, une
étoile, un graphe de diametre un ou si le graphe est un couplage et que les obligations sont
toutes de taille deux (Théoréeme 2) ou bien lorsque les obligations sont toutes de taille un,
ou si le nombre d’obligations est constant (Théoréme 3).

Dans la Section 2.2 nous étudions le probléeme de I'Indépendant Dominant avec Obli-
gations en fonction de la topologie du graphe. Nous montrons alors que le probleme /DO
est un probléeme NP-complet :

— dans une collection de chemins disjoints, avec des obligations stables et 2-équilibrées
(Théoreme 4).

— dans une collection de chemins disjoints, avec des obligations stables et A-équilibrées
(Théoreme 5).

— dans un chemin, avec des obligations stables et A-équilibrées (Théoréme 6).

— dans un graphe de forte densité, avec des obligations stables et A-équilibrées (Théo-
reme 7).

— dans un graphe de faible densité, avec des obligations stables et A\-équilibrées (Théo-
réme 8).
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— dans un graphe de diametre deux, avec des obligations stables et A-équilibrées (Théo-
reme 9).
Dans la Section 2.3 nous étudions le probléeme de I'Indépendant Dominant avec Obli-

gations en fonction des conditions sur les obligations. Nous montrons alors que le probleme
IDO est un probléme NP-complet :

— méme si I'instance contient /|V| obligations stables et 4/|V|-équilibrées (Théoreme
10).

— méme si l'instance contient x obligations stables et A-équilibrées (Théoreme 11).

— méme si le graphe est un chemin (unique) et que les obligations sont stables pour
une répartition de leur taille de deux a A, pour toute constante A > 2. (Théoréme
12).

— méme si le graphe est un graphe connexe de forte densité et que les obligations sont

stables, pour une répartition de leur taille de deux a A, pour toute constante A > 2
(Théoreme 13).

— méme si le graphe est un graphe de faible densité et que les obligations sont stables
pour une répartition de leur taille de deux a A, pour toute constante A\ > 2 (Théo-
reme 14).

— méme si le graphe est un graphe de diametre deux et que les obligations sont stables
pour une répartition de leur taille de deux a A, pour toute constante A\ > 2 (Théo-
reme 15).

Dans la Section 2.4 nous étudions le probleme de I'Indépendant Partiellement Do-
minant avec Obligations. Déterminer I'existence d’un Indépendant Dominant respectant
les Obligations étant difficile méme dans des cas tres restreints comme les chemins ou
les graphes de diametre deux, nous relachons la contrainte de domination de ’ensemble
des sommets. Nous cherchons alors a dominer seulement un certain nombre de sommets.
Nous montrons que le probleme IPDO admet un algorithme polynomial pour dominer
2¢/|V| — 1 sommets a condition que les obligations soient stables (Théoreme 17). Au
contraire, nous montrons que le probléme IPDO est un probléme N P-complet :

— pour 34/|V| — 2 sommets & dominer méme dans une collection de chemins avec des
obligations stables (Théoréme 16).

— pour |[V| — A% + )\ sommets & dominer méme dans une collection de chemins avec
des obligations stables et A-équilibrées (Théoreme 18).

— pour V]| — A% + X sommets & dominer méme dans un chemin avec des obligations
stables et A-équilibrées (Théoreme 19).

Les résultats principaux sont synthétisés dans la Table 1.1 pour les problemes de I'In-
dépendant Dominant avec Obligations (/DO) et de I'Indépendant Partiellement Dominant
avec Obligations (IPDO). Pour des raisons de clarté, nous utilisons les termes col. chemins
pour une collection de chemins disjoints, forte dens. pour une forte densité, faible dens.
pour une faible densité et distrib A pour une répartition de la taille des obligations de
deux a A.
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Probleme | Topologie | Sommets dominés | Equilibre | Complexité Théoreme
IDO Col. chemins \4 2 NP-complet | Théoréme 4
IDO Col. chemins V] A NP-complet | Théoreme 5
IDO Chemin V] A NP-complet | Théoréme 6
IDO Forte dens. V] A NP-complet | Théoréme 7
IDO Faible dens. V| A NP-complet | Théoréme 8
IDO Diametre 2 V] A NP-complet | Théoreme 9
IDO Quelconque V] VIV | NP-complet | Théoreme 10
IDO Quelconque \4 (k%) A | N'P-complet | Théoreme 11
IDO Chemin \4 distrib A | N'P-complet | Théoreme 12
IDO Forte dens. V] distrib A | N’P-complet | Théoréme 13
IDO Faible dens. V] distrib A | N"P-complet | Théoréeme 14
IDO Diameétre 2 V| distrib A | N'P-complet | Théoreme 15

IPDO Quelconque 2\/|V] -1 Non Polynomial | Théoreme 17
IPDO | Col. chemins 3VIVI-2 Non NP-complet | Théoreme 16
IPDO | Col. chemins V= A+ X A NP-complet | Théoreme 18
IPDO Chemin VI =X+ A A NP-complet | Théoreme 19

TABLE 1.1 — Synthese des résultats pour les probléemes de domination.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux problémes de tournées, introduits vers 1956 [21]
et formalisés autour de 'année 1959 [18]. L’objectif d’un probléme de tournées est, quant
a lui, de trouver un sous-ensemble (appelé diroute) ordonné d’arcs successifs P = (vy, vo),

., (v_1,v;) € A ou de sommets partageant un arc du précédent vers le suivant P =
v1,...,v; € V passant par un certain nombre de sommets-cible a partir d’'un graphe orienté
D = (V, A). Les problémes de tournées s’appliquent dans des domaines variés et courants,
notamment dans le transport d’enfants [11], dans la planification de la main-d’oeuvre [10],
dans le transport de patients a I’hopital [8] ou encore dans la gestion d’une flotte en temps
réel [5]. Pour répondre a ces différentes débouchées, des variations viennent par la suite
ajouter des contraintes supplémentaires sur cette diroute. Par exemple, le probleme de la
Tournée Multi-cibles impose un sommet de départ (ou sommet-source), le probleme de la
Tournée Totale nécessite de passer par tous les sommets du graphe au moins une fois a
partir d’un sommet-source, le probleme du Plus Court Chemin impose un sommet-source
et un seul sommet-cible, le probleme du Plus Court Chemin Elémentaire impose en plus
de passer par chaque sommet au plus une fois, le probleme du Circuit Eulérien nécessite de
parcourir exactement une fois chaque arc et le probleme du Cycle Hamiltonien nécessite
de passer exactement une fois par chaque sommet. Nous pouvons également citer les
problémes de la Tournée a Distance Contrainte [42], de la Tournée avec Flotte Hétérogene
[7], de la Tournée avec Dépots Multiples [45] ou encore de la Tournée avec Fenétres
Temporelles [19] parmi d’autres. Les transitions obligatoires font partie des contraintes
supplémentaires possibles. A chaque étape de la tournée, le choix d'un arc dépend de
I’arc précédent. Nous étudions ici les problemes de la Tournée Multi-cibles, de la Tournée
Totale, du Plus Court Chemin, du Plus Court Chemin Elémentaire, du Circuit Eulérien,
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du Cycle Hamiltonien, ainsi que certaines de leurs variations, auxquels nous ajoutons
des transitions obligatoires. Ainsi, une instance est un graphe orienté D = (V, A) (ou un
graphe non orienté G = (V, E)) et des transitions obligatoires associées IT = (Ay, ..., Ag).
En plus des contraintes éventuelles spécifiques au probleme de tournées choisi, une diroute
P =wvy,...,v, € V doit respecter les transitions obligatoires. Pour tout indice 1 < i < k,
la transition obligatoire F; = (a, b, ¢) doit étre respectée, c¢’est-a-dire que si 'arc (a, b) est
parcouru dans la diroute (v; = a et v;41 = b pour 1 < j <[ —2) alors I'arc (b, ¢) doit étre
parcouru directement apres (v = c).

Dans l'introduction du Chapitre 3, nous décrivons les problemes de la Tournée Multi-
cibles avec Transitions Obligatoires (TMO), de la Tournée Totale avec Transitions Obli-
gatoires (770), du Plus Court Chemin avec Transitions Obligatoires (PCCO), du Plus
Court Chemin Elémentaire avec Transitions Obligatoires (PCCEQ), du Plus Court Che-
min k-Elémentaire avec Transitions Obligatoires (PCCKEQ), du Circuit Eulérien avec
Transitions Obligatoires (CEQ), du Cycle Hamiltonien avec Transitions Obligatoires
(CHO) et du Cycle Elémentaire Maximum avec Transitions Obligatoires (CEMO). Nous
montrons que l'ajout de transitions obligatoires ne permet pas toujours d’avoir une solu-
tion pour I'ensemble de ces problemes (Figures 3.18, 3.21, 3.22 et 3.23), mais qu’il existe
des topologies de graphes pour lesquelles les problémes demeurent polynomiaux. Le pro-
bleme TMO admet une résolution en temps polynomial si le digraphe est un chemin ou
une étoile ou si le nombre de cibles est constant (Théoreme 2). Le probleme 770 admet
une résolution en temps polynomial si le digraphe est un chemin ou une étoile (Théoreme
3). Les problemes PCCO, PCCEO et PCCKEQ admettent une résolution en temps po-
lynomial si le digraphe est un chemin ou complet symétrique (Théoreme 4). Le probléme
CEO admet toujours une résolution en temps polynomial (Théoréme 5). Les problemes
CHO et CEMO admettent une résolution en temps polynomial si le digraphe a une faible
densité (Théoreme 6).

Dans la Section 3.2 nous étudions le probleme du Plus Court Chemin avec Transitions
Obligatoires, ainsi que ses formes élémentaires et k-élémentaires. Nous montrons alors :
— La polynomialité du probleme PCCO (Théoréme 7).
— La non-approximabilité du probleme PCCEO (Théoréme 9).

— La non-approximabilité du probleme PCCFEO dans des digraphes de forte densité
(Théoreme 10).

— La non-approximabilité du probleme PCCFEO dans des digraphes de faible densité
(Théoreme 11).

— La non-approximabilité du probleme PCCKFEQO dans un digraphe de forte densité
(Théoréeme 12).

Dans la Section 3.3 nous étudions le probleme de la Tournée avec Transitions Obli-
gatoires, pour I’ensemble des sommets comme cible, ainsi que pour des solutions formant
un cycle hamiltonien ou un cycle élémentaire maximum. Nous montrons alors :

— La non-approximabilité du probleme TTO dans un digraphe complet symétrique
(Théoreme 13).
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— La N'P-complétude du probléme de l'existence d’un Cycle Hamiltonien avec Tran-
sitions Obligatoires dans un graphe complet (Théoreme 14).

— La N'P-complétude du probléme de I'existence d’un Cycle élémentaire Maximum
avec Transitions Obligatoires de taille bornée dans un graphe complet (Théoréme
15).

— L’impossibilité pour un algorithme de garantir trouver un Cycle élémentaire Maxi-
mum avec Transitions Obligatoires de taille strictement supérieure a trois méme
dans un graphe complet (Théoreme 16).

Les résultats principaux sont synthétisés dans la Table 1.2 pour les problémes de la
Tournée Multi-cibles avec Transitions Obligatoires (TMO), de la Tournée Totale avec
Transitions Obligatoires (770), du Plus Court Chemin avec Transitions Obligatoires
(PCCO), du Plus Court Chemin Elémentaire avec Transitions Obligatoires (PCCEO), du
Plus Court Chemin k-Elémentaire avec Transitions Obligatoires (PCCKEQ), du Circuit
Eulérien avec Transitions Obligatoires (CEQ), du Cycle Hamiltonien avec Transitions
Obligatoires (CHO) et du Cycle Elémentaire Maximum avec Transitions Obligatoires
(CEMO).

Probleme Topologie Complexité Théoreme
PCCO Quelconque Polynomial Théoréeme 7
PCCEO Quelconque Non-approximable | Théoreme 9
PCCEO Forte densité Non-approximable | Théoreme 10
PCCEO Faible densité Non-approximable | Théoreme 11
PCCKEO Forte densité Non-approximable | Théoreme 12
TTO Complet symétrique | Non-approximable | Théoreme 13
CHO Complet NP-complet Théoréme 14
CEMO Complet NP-complet Théoréme 15

TABLE 1.2 — Synthese des résultats pour les problemes de tournées.

Comme nous pouvons l’observer, ce manuscrit est divisé en deux chapitres suivant
la définition d'une obligation. Dans le Chapitre 2 nous abordons les obligations sur les
sommets, tandis que dans le Chapitre 3 nous abordons les transitions obligatoires sur les
arcs et les arétes. Les problemes étudiés, ainsi que leurs variantes, sont trés nombreux et
bénéficient de traitements semblables de par leur nature et leur lien avec les obligations.
Ces ressemblances meénent généralement a la création d’annexes. Cependant, un manus-
crit de these ne se lit pas seulement de maniere linéaire. Plutot que de renvoyer le lecteur
a diverses annexes pour limiter la répétition, ce texte bénéficie d’une certaine redondance
au sein de ses parties, proposant une lecture plus agréable. Afin de convenir au plus grand
nombre, deux choix de lecture sont ainsi proposés : une lecture linéaire (en suivant le
manuscrit page apres page) et une lecture tabulaire (en suivant I'ordre de préférence du
lecteur).

Chaque section de chaque chapitre (& l’exception des introductions et des conclusions)
commence par une carte présentant les principaux résultats proposés et faisant référence
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aux constructions utilisées et aux théorémes qui en découlent. De méme, chaque partie de
chaque section commence par une carte, résumant alors le résultat obtenu, le point de dé-
part de la réflexion et les différentes étapes nécessaires, référencant ainsi les constructions,
les lemmes et les algorithmes éventuels. Au sein de ces parties, chaque construction et
chaque preuve est écrite dans son entiereté méme s’il s’agit du raffinement d’une construc-
tion ou d'un théoreme précédent. De plus, toutes les constructions sont précédées d’une
description informelle de leur principe.

Le lecteur linéaire peut ainsi, a la lumiere des cartes et des descriptions, se focaliser sur
la valeur ajoutée par chacune des parties. Les apports précédents étant explicités, il est
possible d’éviter de lire les redondances et de se concentrer sur les nouveaux éléments
de construction et de preuve nécessaires a I’élaboration du résultat visé. De son coté, le
lecteur tabulaire peut commencer par la partie de son choix. Il dispose de I’ensemble des
éléments de construction et de preuve aboutissant au résultat visé. A la lumiére des cartes,
il peut également revenir sur les descriptions des parties précédentes afin de renforcer sa
compréhension de la réflexion suivie.

Ainsi, ce manuscrit présente les problémes étudiés et leurs variantes de manieére exten-
sive, laissant place a une importante redondance, afin de convenir a la fois aux lecteurs
linéaires et aux lecteurs tabulaires mais aussi aux lecteurs alternant entre ces deux types
de lecture.
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Chapitre 2

Problemes de domination

2.1 Introduction du chapitre

Il existe de nombreuses variantes de probléemes de domination en fonction des proprié-
tés supplémentaires considérées, telles que 1’ensemble indépendant dominant, I’ensemble
dominant total, I’ensemble dominant connecté, parmi d’autres (voir [27] et [26]). Ces pro-
blemes sont centraux en théorie des graphes. Ils sont également utiles et utilisés dans
des applications distribuées ou 'objectif est d’installer des services ou des dispositifs sur
certaines machines/sommets afin que chaque sommet soit connecté a au moins un autre
sommet équipé du dispositif. Nous nous concentrons ici sur le probleme de ’ensemble
indépendant dominant, qui cherche a trouver un ensemble de sommets qui soient a la fois
indépendants entre eux et dominant tous les sommets du graphe.

Soit G = (V, E) un graphe non orienté, avec V' son ensemble de sommets et E son
ensemble d’arétes. Soit D C V un sous-ensemble de sommets. L’ensemble D est un en-
semble stable ou ensemble indépendant de G s’il n’y a pas d’aréte entre les sommets de
D. L’ensemble D est un ensemble dominant de G si chaque sommet de V' — D a au moins
un voisin dans D. L’ensemble D est un ensemble indépendant dominant de G s’il est a la
fois un ensemble indépendant et un ensemble dominant de G.

Il est bien connu que tout graphe contient au moins un ensemble indépendant domi-
nant. Du point de vue algorithmique, a partir d'un graphe G = (V, E) et d’'un entier k,
déterminer si G' contient un ensemble indépendant dominant de taille au plus k est un
probléme N'P-complet (voir [23]). La complexité du meilleur algorithme exact connu pour
construire un ensemble dominant de taille minimale s’exécute en O(1.4969/V1), ot |V| re-
présente le nombre de sommets du graphe, avec une approche mesurer et conquérir (voir
[51]). Le probleme de I’ensemble indépendant dominant a été formalisé pour la premiere
fois par Berge en 1958 [9] et Ore en 1965 [46]. Garey a montré que le probléme consis-
tant a trouver le plus petit ensemble indépendant dominant d’un graphe est un probleme
NP-complet [23]. L’ensemble indépendant dominant a continué d’étre étudié dans la lit-
térature au cours des derniéres décennies. En 1991, Irving [30] a démontré que, & moins
que P = NP, aucun algorithme d’approximation en temps polynomial pour ce probléme
ne peut garantir de trouver un ensemble indépendant dominant de taille minimale pour
un facteur de K, avec K > 1 une constante fixe, méme dans les graphes bipartis. En
2004, Chlebik et Chlebikova [12] ont montré qu’il est N'P-difficile d’approximer la taille
minimale d'un ensemble indépendant dominant dans un graphe de degré maximal trois
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avec un ratio de 1+ 1/390, méme dans les graphes bipartis. En 2020, Akbari et al. [2] ont
fourni une famille de graphes cubiques connectés de |V| sommets ou la taille minimale
d’un ensemble indépendant dominant est de 3|V|/8.

Dans ce chapitre, nous étudions le probleme de l’ensemble indépendant dominant
avec une contrainte supplémentaire. Dans notre version, une instance contient un graphe
G = (V,E) et une partition II = (V4,..., V%) de 'ensemble de sommets V' de G (c’est-
a-dire que pour tout 1 < i # j <k, 1. V,,V; CV, 2. V,NnV;, = g et 3 U V=
V). Chaque sous-ensemble V; de II est appelé une obligation. Pour une instance (G =
(V,E),II = (V1,...,Vk)), un ensemble Indépendant Dominant avec Obligations (IDO)
D est un ensemble indépendant dominant de G, respectant les obligations de 11, ¢’est-a-
dire : pour tout 1 < i < k soit V; C D soit V; N D = @. Lorsque toutes les obligations
sont des singletons, tout ensemble Indépendant Dominant respectant les Obligations est
simplement un ensemble indépendant dominant de G.

Une obligation peut représenter un sous-ensemble d’appareils devant étre utilisés en-
semble, et non pas individuellement, ou une équipe de personnes devant toutes étre pré-
sentes pour effectuer une action. Les obligations ont récemment été introduites dans [16]
pour de nombreux problémes de graphe tels que la couverture de sommets, la couverture
de sommets connectés, 'ensemble dominant, I’ensemble dominant total, ’ensemble indé-
pendant dominant, ’arbre couvrant, le couplage et le chemin Hamiltonien. Les auteurs
ont principalement obtenu des résultats AN/P-difficiles. Cette approche par obligation s’ins-
crit en parallele de 'approche par conflit, plus ancienne. En effet, I’étude de problemes
classiques de graphes avec des contraintes supplémentaires n’est pas nouvelle. Le contexte
général des contraintes de conflit est le suivant. Pour un graphe G = (V, E'), nous ajoutons
un ensemble d’éléments de G (sommets ou arétes) qui ne peuvent pas apparaitre ensemble
dans la méme solution (en fonction de I'objectif, cela peut étre, entre autres, un chemin,
un arbre ou un ensemble dominant). Contrairement aux obligations, un conflit modélise
le fait que plusieurs éléments d’un systéme ne peuvent pas étre utilisés simultanément,
par exemple parce qu’ils sont incompatibles. La plupart des probléemes avec des conflits
sont difficiles, méme lorsque la version classique sous-jacente est polynomiale. Plusieurs
articles récents ont été publiés sur le sujet [15, 17, 31, 32, 33, 39, 40].

Nous définissons deux propriétés principales sur les obligations. Si toutes les obligations
de IT ont la méme taille A, elles sont dites équilibrées ou A-équilibrées. Si une obligation V; €
IT est un ensemble indépendant dans le graphe G, elle est dite stable (ou indépendante).
Notons que si une obligation n’est pas stable, elle ne peut pas faire partie d’'une solution
au probleme IDO; si toutes les obligations ne sont pas stables, alors l'instance (G, II)
ne contient aucun IDO. Pour cette raison, nous nous concentrons principalement sur
les cas ou les obligations sont toutes stables. Le probleme de I'Indépendant Dominant
avec Obligations a été introduit pour la premiére fois par Cornet et Laforest dans [16].
IIs ont prouvé sa NP-complexité méme avec des obligations de taille maximale deux.
Cependant, ils ont utilisé des obligations non-stables pour la réduction. En raison de la
remarque précédente, il est 1égitime d’étudier le probleme avec des instances composées
uniquement d’obligations stables. Dans ce chapitre, nous améliorons la connaissance de
ce probleme.
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La suite de cette introduction est structurée en quatre parties. Dans la partie 2.1.1,
nous définissons ’ensemble des notions utilisées, telles que les propriétés des graphes et
leurs topologies, ou les obligations et leurs propriétés. Dans la partie 2.1.2, nous décrivons
les différents problémes étudiés ou employés, notamment le probleme de I'Indépendant
Dominant avec Obligations et le probleme de la Couverture Exacte par des Triplets avec
un univers Restreint servant de probleme d’origine a plusieurs réductions. Dans la partie
2.1.3, nous proposons des résultats préliminaires permettant de préciser le comportement
du probleme de I'Indépendant Dominant avec Obligations. Enfin, dans la partie 2.1.4,
nous précisons 'organisation des différentes sections de ce chapitre.

2.1.1 Terminologie et définitions

Nous concentrons ici la terminologie utilisée tout au long de ce chapitre, ainsi que
certaines définitions. Les mots-clefs sont séparés en six catégories afin de faciliter leur
acces au lecteur selon ses besoins :

— Le graphe en tant qu’objet mathématique.

— La notation des graphes, des sommets et des arétes.
— Des propriétés sur les graphes.

— Des topologies de graphes.

— Des propriétés sur les obligations.

— La représentation du probleme RX3C par des sommets.

Le graphe en tant qu’objet mathématique.

Le nom de graphe ne concerne pas qu'un seul objet mathématique, mais regroupe une
famille d’objets, notamment les graphes au sens général, les graphes simples, les graphes
orientés ou les graphes a poids.

Un graphe est défini par un ensemble fini IV de sommets et un ensemble fini £ d’arétes
reliant un ou plusieurs sommets entre eux.

Les notations |V| et |F| représentent respectivement le nombre de sommets et le nombre
d’arétes du graphe.

Une boucle est une aréte qui relie un sommet a lui-méme.

Une aréte multiple est une aréte qui relie plus de deux sommets entre eux.

Un graphe simple est un graphe sans boucle ni aréte multiple.

Un graphe orienté est un graphe ou chaque aréte (appelée arc) ne peut-étre parcourue
que dans un seul sens.

Un graphe non orienté simple est un graphe ou chaque aréte peut étre parcourue dans
les deux sens.

Dans ce chapitre nous considérons exclusivement des graphes simples non orientés.
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La notation des graphes, des sommets et des arétes.

La notation G = (V, E) désigne un graphe simple non orienté G composé des sommets V'
et des arétes F.
Soient u € V et v € V, l'aréte entre ces deux sommets de V' s’écrit (uv).

Des propriétés sur les graphes.

Soit un graphe G = (V, E).

Deux sommets u,v € V sont voisins s’il existe une aréte (uv) € E.

Le voisinage d’un sommet u € V', noté N|u], est ’ensemble des sommets v € V' tels qu’il
existe une aréte (uv) € F ainsi que le sommet u. Le voisinage d'un ensemble de sommets
correspond a l'union des voisinages de ces sommets.

Le degré d'un sommet u € V, noté d(u), est le nombre d’arétes (uv) € E pour chaque
sommet v € V.

Le degré maximum d’un graphe, noté A(G), est le degré du sommet u € V' tel que d(u)
est au moins aussi grand que d(v) pour tout sommet v € V.

Le nombre d’arétes maximum d’un graphe est toujours égal a w

Un chemin entre deux sommets uy, u, € V est une suite finie de sommets uy, us, ..., u,
(ou une suite finie d’arétes a; = (u1us), . .. ap_1 = (Upn_1uy)) telle que pour tout 1 < k <n
il existe une aréte (ugugs1) € F.

La longueur d'un chemin est le nombre d’arétes qui le compose.

La distance entre deux sommets u,v € V', notée d(u,v), est la longueur minimale d’un
chemin de u a v. Si un tel chemin n’existe pas, la distance est dite infinie d(u,v) = oc.
Le diamétre d’'un graphe, noté D(G), est la plus longue distance d(u,v) pour deux
sommets u,v € V, telle que d(u, v) est au moins aussi grand que d(s, ) pour tout sommet
s,teV.

Un graphe est connexe si pour toutes paires de sommets u,v € V il existe un chemin de
uawv.

La densité d’un graphe est égale au nombre d’arétes |E| sur le nombre d’arétes maximum
w. La densité est comprise entre zéro (le graphe ne contient aucune aréte) et un
(toutes les arétes possibles entre les sommets existent).

Des topologies de graphes.

Un graphe est un indépendant si chaque sommet est de degré zéro (il ne contient aucune
aréte, sa densité est zéro).

Un graphe est un couplage si chaque sommet est de degré un.

Un graphe connexe est un chemin si tous les sommets sont de degré deux, sauf deux
sommets qui sont de degré un.

Un graphe connexe est un cycle si tous les sommets sont de degré deux.

Un graphe connexe est un arbre s’il ne contient aucun cycle.
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Un graphe de diamétre d = D(G) est un graphe dont le diametre vaut D(G) (nous
parlons par exemple de graphe de diameétre deux).

Un graphe est une étoile si le graphe est un arbre de diametre au plus deux. Le centre
d’une étoile est le sommet partageant une aréte avec tous les autres. Les feuilles d’une
étoile sont les sommets partageant une aréte seulement avec le centre.

Un graphe est dit de faible densité si sa densité est "proche” de zéro.

Un graphe est dit de forte densité si sa densité est "proche” de un.

Un graphe complet est un graphe dont la densité est un, ce qui est équivalent a un graphe
dont le diameétre est un.

Des propriétés sur les obligations.

Soit IT un ensemble d’obligations.
Une obligation V; est un ensemble de sommets appartenant tous aux mémes solutions.

Les obligations associées a un graphe forment une partition IT = (V4,..., V) de ses som-
mets (c’est-a-dire que pour tout 1 < i # j <k, 1) V;,V; CV,2) VNV, = @ et 3)

Une obligation V; est stable si pour tout couple de sommets u,v € V; il n’existe aucune
aréte (uv) ¢ F.

Le nombre d’obligations est noté |II|.

La taille d'une obligation V;, notée |V;|, est le nombre de sommets qui la composent.
Des obligations sont dites équilibrées si elles ont toutes la méme taille. Soit \ cette taille,
nous parlons alors d’obligations A-équilibrées.

Des obligations IT = {V4, ..., Vi } sont dites respectées dans une solution D si pour tout
1<i<ksoit V;CDsoit VN D =a.

Dans I’ensemble des figures, les obligations sont illustrées par des rectangles rouges enca-
drant chacune au moins un sommet.

La représentation du probleme RX3C par des sommets.

Plusieurs preuves de complexité s’appuient sur le probleme RX3C' (nous définissons
ce probleme dans la sous-section 2.1.2). Une instance du probléeme sera alors modélisée
par un graphe et des obligations. Certains éléments de langages propres a ces réductions
sont présentés ici. Un sommet-élément est un sommet représentant un élément d’un
univers X.

Un sommet-triplet est un sommet représentant un triplet d’une collection C.

Un sommet-représentant est un sommet-élément ou un sommet-triplet. Dans une
construction, il correspond a un sommet associé a un élément pré-existant a la construc-
tion, il le représente sous une autre formulation. Ainsi, un élément sera couvert si et
seulement si le sommet-élément associé est dominé.

Dans I’ensemble des figures, les sommets-élément sont illustrés par des carrés verts et les
sommets-triplet sont illustrés par des hexagones oranges.
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Le symbole Y représente 1'opérateur logique ou exclusif. AY B vaut vrai si et seulement
si A et B ne partagent pas la méme valeur de vérité.

2.1.2 Description des problemes

Dominant (Dominant)

Données : Un graphe G = (V, E).

Objectif : Trouver un sous-ensemble V' C V tel que pour chaque sommet
u € V il existe un sommet v € V' avec u € N[v].

Le probleme du Dominant prend en entrée un graphe G = (V, E). Une solution est
un sous-ensemble V' C V tel que pour chaque sommet u € V il existe un sommet v € V'
avec u € N[v]. Une instance et une solution pour cette instance sont illustrées dans la
Figure 2.1.

(75} u9 us (75} u9 us

Ug Us Ug U4 Us Ue

FIGURE 2.1 — Une instance du probleme du Dominant (& gauche) et une solution S (a
droite). Les sommets appartenant a S sont représentés pleins.

Indépendant (Indépendant)

Données : Un graphe G = (V, E).

Objectif : Trouver un sous-ensemble V' C V tel que pour chaque paire de
sommets u,v € V' il n’existe pas d’aréte (uv) € E.

Le probléeme de I'Indépendant prend en entrée un graphe G = (V, E). Une solution est
un sous-ensemble V' C V' tel que pour chaque paire de sommets u,v € V' il n’existe pas
d’aréte (uv) € E. Une instance et une solution pour cette instance sont illustrées dans la
Figure 2.2.

U U2 us u1 Uz us

Uq Uus Ue Ug Us Ug

FIGURE 2.2 — Une instance du probleme de I'Indépendant (& gauche) et une solution S
(a droite). Les sommets appartenant a S sont représentés pleins.
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Indépendant Dominant (ID)
Données : Un graphe G = (V) E).
Objectif : Trouver un sous-ensemble V' C V tel que :
1. pour chaque sommet u € V il existe un sommet v € V' avec u €
Nlv];
2. pour chaque paire de sommets u, v € V" il n’existe pas d’aréte (uv) €
E.

Le probleme de I'Indépendant Dominant (/D) prend en entrée un graphe G = (V, E).
Une solution est un sous-ensemble V' C V' tel que 1) pour chaque sommet u € V' il existe
un sommet v € V' avec u € N[v] et 2) pour chaque paire de sommets u,v € V' il n’existe
pas d’aréte (uv) € E. Une instance et une solution pour cette instance sont illustrées dans
la Figure 2.3.

(75} u9 us (75} u9 us

Uyg Uus Ug U4 Us Ue

FIGURE 2.3 — Une instance du probleme ID (& gauche) et une solution S (a droite). Les
sommets appartenant a S sont représentés pleins.

Dominant avec Obligations (DO)
Données : Un graphe G = (V, E) et des obligations IT = {Vi,..., V;}.
Objectif : Trouver un sous-ensemble V' C V tel que
1. pour chaque sommet u € V il existe un sommet v € V' avec u €
Nivl;

2. les obligations Il sont respectées.

Le probléeme du Dominant avec Obligations (DO) prend en entrée un graphe G =
(V,E) et des obligations II = {Vi,...,Vi}. Une solution est un sous-ensemble V' C V
tel que 1) pour chaque sommet u € V il existe un sommet v € V' avec u € Nv] et 2)
les obligations II sont respectées. Une instance et une solution pour cette instance sont
illustrées dans la Figure 2.4.

34



Ul U9 us3 U1 ug u3
\ ¢ \ ©
\o\/ \\)\{
Uy us Ug Uy us Ug

FIGURE 2.4 — Une instance du probleme DO (a gauche) et une solution S (a droite). Les
sommets appartenant a S sont représentés pleins.

Indépendant avec Obligations (10)
Données : Un graphe G = (V, E) et des obligations II = {V;,..., Vi}.
Objectif : Trouver un sous-ensemble V' C V tel que
1. pour chaque paire de sommets u, v € V' il n’existe pas d’aréte (uv) €
E;

2. les obligations II sont respectées.

Le probleme de I'Indépendant avec Obligations (/0) prend en entrée un graphe G =
(V,E) et des obligations IT = {V4,...,V;}. Une solution est un sous-ensemble V' C V
tel que 1) pour chaque paire de sommets u,v € V' il n’existe pas d’aréte (uv) € E et 2)
les obligations II sont respectées. Une instance et une solution pour cette instance sont

illustrées dans la Figure 2.5.

Ul U9 us3 U1 U2 us
\ ¢ \ °
\o\/ \o\/
Ug us Ug Ug us Ug

FIGURE 2.5 — Une instance du probleme /O (& gauche) et une solution S (a droite). Les
sommets appartenant a S sont représentés pleins.
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Indépendant Dominant avec Obligations (IDO)
Données : Un graphe G = (V, E) et des obligations II = {V;,..., Vi}.
Objectif : Trouver un sous-ensemble V' C V tel que :

1. pour chaque sommet u € V il existe un sommet v € V' avec u €
Nlv];

2. pour chaque paire de sommets u, v € V' il n’existe pas d’aréte (uv) €
E;

3. les obligations II sont respectées.

Le probleme de I'Indépendant Dominant avec Obligations (/DO) prend en entrée un
graphe G = (V, E) et des obligations IT = {V4, ..., V;}. Une solution est un sous-ensemble
V' C V tel que 1) pour chaque sommet u € V il existe un sommet v € V' avec u €
NJv], 2) pour chaque paire de sommets u,v € V' il n’existe pas d’aréte (uv) € E et 3)
les obligations II sont respectées. Une instance et une solution pour cette instance sont
illustrées dans la Figure 2.6.

uy U2 us uy U2 us
\ ¢ \ ¢
\o\/ \o\/
Uy Us Ug Uy Us Ue

FIGURE 2.6 — Une instance du probléeme /DO (a gauche) et une solution S (a droite).
Les sommets appartenant a S sont représentés pleins.

Indépendant Partiellement Dominant avec Obligations (IPDO)
Données : Un graphe G = (V, E) et des obligations I = {V;,..., Vi}.
Objectif : Trouver un sous-ensemble V' C V tel que :
1. pour chaque paire de sommets u,v € V' il n’existe pas d’aréte (uv) €
E;
2. les obligations II sont respectées.

Mesure : Le nombre de sommets dominés |D| avec D = {u|u € N[V']}.

Le probléeme de I'Indépendant Partiellement Dominant avec Obligations (/PDO) prend
en entrée un graphe G = (V, E) et des obligations 1T = {Vj, ...,V }. Une solution est un
sous-ensemble V' C V' tel que 1) pour chaque paire de sommets u,v € V' il n’existe pas
d’aréte (uv) € E et 2) les obligations II sont respectées. La qualité de la solution est
mesurée en fonction du nombre de sommets dominés |D| avec D = {u|u € N[V']}. Une
instance et une solution pour cette instance sont illustrées dans la Figure 2.7. Notons que
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toute instance du probleme IDO est une instance du probleme IPDO pour laquelle nous
cherchons a dominer tous les sommets du graphe.

_ i2 us Uy _ U.Q u3
Uy \\uz\u{/ uy Ug \\55\@?/ uy

FIGURE 2.7 — Une instance du probleme IPDO (& gauche) et une solution S (& droite).
Les sommets appartenant a S sont représentés pleins. S permet de dominer seulement six
sommets sur sept.

Couverture exacte (XC)

Données : Un univers X = {1,...,k} et une collection d’éléments C =
{Cl, e Cl}

Objectif : Trouver un sous-ensemble C' C C tel que chaque élément x; € X
apparait exactement une fois dans C'.

Le probleme de la Couverture exacte prend en entrée un univers X = {1,...,k} et
une collection d’éléments C = {C},...,C;}. Une solution est un sous-ensemble C' C C tel
que chaque élément x; € X apparait exactement une fois dans C’. Nous nous intéressons
a une version restrictive de ce probléme.

Couverture exacte par des triplets avec univers restreint (RX30C)
Données : Un univers X = {1,...,3¢} et une collection de triplets C =

{C1,...,C5}.
Objectif : Trouver un sous-ensemble C' C C tel que chaque élément x; € X
apparait exactement une fois dans C'.

Le probleme de la Couverture Exacte par des Triplets avec un univers Restreint
(RX3C) prend en entrée un univers X = {1,...,3q} et une collection de triplets C =
{C1,...,Cs,}. Dans cette version restreinte du probléme de la couverture exacte, C est
une collection de triplets telle que chaque élément de X apparait dans exactement trois
triplets. Ainsi, si X’ contient 3¢ éléments alors C contient 3¢ triplets. Une solution est un
sous-ensemble C’ C C tel que chaque élément x; € X apparait exactement une fois dans
C’. Nous savons que C' doit contenir ¢ triplets parmi les 3¢ triplets de C pour couvrir
exactement les 3¢q éléments de X'. Un exemple d’instance (X, C) pour le probleme RX3C
est X ={1,...,6} et C ={{1,2,3}, {2,3,4}, {1,2,6}, {1,5,6}, {3,4,5}, {4,5,6}}. Une
solution C’ pour cette instance est C' = {{1,2,3},{4,5,6}}. Ce probleme a été montré
NP-complet par Karp [34].
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2.1.3 Des résultats préliminaires

Une instance du probleme du Dominant est composée d'un graphe G = (V, E). Une
solution est un sous-ensemble de sommets V' C V tel que chaque sommet de V' appar-
tient au voisinage de V’. Une telle solution existe toujours. Lorsque nous introduisons des
obligations, ce fait reste inchangé. Une instance du probleme du Dominant avec Obliga-
tions admet toujours une solution. Il en va de méme pour les problémes de I'Indépendant
et de 'Indépendant avec Obligations. La question reste de trouver la meilleure solution.
Cependant, ce n’est pas le cas pour le probleme de I'Indépendant Dominant.

Une instance du probleme de I'Indépendant Dominant est composée d'un graphe
G = (V, E). Une solution est un sous-ensemble de sommets indépendants V' C V tel
que chaque sommet de V appartient au voisinage de V'. Une telle solution existe tou-
jours. Lorsque des obligations sont introduites, certaines instances n’admettent aucune
solution. Un tel cas est illustré dans la Figure 2.8. A gauche, tous les sommets du graphe
appartiennent a une obligation non stable. Comme aucun sommet ne peut appartenir a
une solution, il n’en existe aucune. A droite, chaque obligation contient un sommet isolé.
Tous les sommets des obligations m; et my doivent appartenir a une solution, mais les
sommets vy et v3 partagent une aréte. Il n’existe aucune solution. Ainsi, une instance du
probleme de I'Indépendant Dominant avec Obligations n’admet pas toujours une solu-
tion. En particulier, aucune obligation non stable ne peut appartenir a une solution pour
les problemes de I'Indépendant Dominant avec Obligations (IDO) et de 1'Indépendant
Partiellement Dominant avec Obligations (/PDO). Ce fait nous amene & considérer exclu-
sivement les instances avec des obligations stables dans les Sections 2.2, 2.3 et 2.4. Tous
les résultats peuvent aisément étre étendus aux instances contenant des obligations non
stables (sans y étre réduits).

! ™2

u1 Uz U1 U2 v3 Vg

FIGURE 2.8 — Deux instances du probleme /DO qui n’admettent aucune solution.

Dans la suite de cette partie, nous étudions le probleme de I'Indépendant Dominant
avec Obligations (IDO) seulement pour des cas ou il est simple d’élaborer un algorithme
polynomial déterminant l’existence ou non d’une solution. Nous abordons, dans un pre-
mier temps, les cas ou aucune solution ne peut exister. Ensuite, nous exhibons des mé-
thodes pour déterminer I'existence d’une solution, en fonction de la topologie du graphe
ou des propriétés des obligations.

L’absence totale de toute solution est principalement due a des obligations non stables
dont les sommets sont nécessaires a la domination de l'instance. Considérons le cas ou
toutes les obligations contiennent au moins deux sommets, et considérons une instance
(Gy = (Vi, E)),1L,) et une instance (Gx = (Vk, Ek),llk). Dans la premiére instance le
graphe forme une étoile, tandis que dans la seconde instance le graphe forme un graphe
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de diametre un, c¢’est-a-dire un graphe complet. Ces deux types d’instances sont illustrés
dans la Figure 2.9.

\ / V1 Vg
VAR :><:
/ \ —N

V4 U3

FIGURE 2.9 — Deux instances du probleme IDO.

Dans une étoile, il n’existe que deux solutions possibles. Une solution est soit le centre
de I'étoile, soit toutes ses feuilles. Lorsque les obligations contiennent toutes au moins deux
sommets, le centre appartient forcément a une obligation commune avec 'une des feuilles.
Ni le centre, ni la feuille en question ne peuvent appartenir a une solution. Il n’existe donc
aucune solution possible. De maniere similaire, dans un graphe de diametre un, le nombre
de solutions possibles est égal au nombre de sommets. Cependant, les sommets étant tous
connectés, aucun sommet d’une obligation ne peut appartenir a une solution. Il n’existe
donc aucune solution possible.

Théoreme 1. Le probléeme IDO n’admet aucune solution, si le graphe est une étoile ou
un graphe de diamétre un et que les obligations sont toutes de taille au moins deux.

Lorsque certaines obligations peuvent ne contenir qu'un seul sommet, il est plus dé-
licat de déterminer l'existence d’une solution. Il est alors nécessaire d’examiner chaque
cas. Nous pouvons cependant noter une condition suffisante pour garantir 'inexistence de
toute solution pour une instance donnée : lorsque dans une obligation un sommet n’est
dominable ni par lui-méme ni par ses voisins. Cette condition est difficile a vérifier lors-
qu’elle dépend de la plupart des obligations de 'instance. Cependant il existe certains cas
particuliers qui permettent d’obtenir I'inexistence d’une solution en temps polynomial.
Deux exemples sont illustrés dans la Figure 2.8. Lorsqu'une obligation contient au moins
un sommet partageant des arétes seulement avec des sommets de la méme obligation, il
est possible de conclure sans regarder le reste de I'instance. Il en va de méme lorsqu’un
sommet ne peut-étre dominé que par des obligations s’interdisant entre elles. Cependant,
ces cas sont rares. Il est plus courant que des obligations ne puissent pas appartenir a une
solution en raison de configurations non locales du graphe, comme l'illustre particuliere-
ment le Théoréeme 6 qui montre que déterminer 1’existence d’une solution au probleme
IDO est un probléme NP-complet méme dans un chemin. Cependant, des conditions
suffisantes sur le graphe permettent également d’élaborer un algorithme déterminant en
temps polynomial I'existence d'une solution.
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Dans un graphe indépendant, chaque sommet ne peut dominer que lui-méme, et au-
cune incompatibilité entre les obligations n’existe. Ainsi, il existe toujours une solution
qui consiste en I'ensemble des sommets du graphe. Dans une étoile avec des obligations
de taille quelconque, il ne peut exister que deux solutions possibles. Ainsi, si le centre
de I'étoile est compris dans une obligation de taille strictement supérieure a un, alors il
n’existe aucune solution. Dans le cas contraire, il existe toujours une solution consistant
seulement en le centre de ’étoile. Dans un graphe de diametre un, soit il existe une obli-
gation de taille un, c¢’est une solution, soit il n’en existe aucune, il n’y a aucune solution.
Dans un couplage, tous les sommets ont un degré de un. Ainsi, chaque obligation ne peut
étre dépendante que d’au plus A autres obligations a travers les arétes de ses sommets,
avec \ la taille de la plus grande obligation. Regardons le cas ou toutes les obligations
sont de taille deux.

Idée 1. Un graphe d’obligations.
Nous remplacons chaque obligation par un unique sommet. Ces sommets partagent une
aréte si les obligations représentées partagent une aréte entre elles a travers leurs sommets.

Construction 1. Un graphe d’obligations.
Soit (G = (V,E),Il) une instance du probleme IDO telle que G forme un couplage.
Construisons G' = (V', E') une représentation des obligations.

1. Pour chaque obligation 11; € 11, nous ajoutons le sommet 7; dans V.

2. Pour chaque paire d’obligations I1;,11; € 11, nous ajoutons l'aréte (m;w;) si (uju]) €
E pour un sommet uj, € II; et un sommet v] € I1;.

L’instance générée contient |II| sommets et |2£| arétes. Nous avons alors deux cas. Soit
G’ contient au moins un cycle de longueur impaire ou une boucle et il ne peut exister
aucune solution, soit G’ ne contient ni cycle de taille impaire ni boucle et une solution peut
étre obtenue en temps polynomial par un algorithme glouton. Un couplage sans solution
ainsi que sa représentation suivant la Construction 1 sont illustrés dans la Figure 2.10.

11 1T
1 2 o 7r2

U u2 us Uy

° ° ° °
U0 ® ® Us

5 3
115 113
Uy @ ° [ ® U
us Uy
4
114

FI1GURE 2.10 — Une instance du probleme IDO et son graphe d’obligations suivant la
Construction 1.
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Théoreme 2. Déterminer ’existence d’une solution pour le probléeme IDO est polynomial
st le graphe est un indépendant, une étoile, un graphe de diametre un ou si le graphe est
un couplage et que les obligations sont toutes de taille deux.

En plus des conditions suffisantes en fonction de la stabilité des obligations ou de la to-
pologie du graphe, il existe des conditions suffisantes en fonction de la taille et du nombre
d’obligations pour permettre 1’élaboration d'un algorithme déterminant en temps poly-
nomial 'existence d’une solution. En effet, lorsque nous considérons exclusivement des
obligations de taille un, nous avons affaire a la question de I'existence d’un Indépendant
Dominant (ID), les obligations n’apportent aucune information. Ainsi, pour des obliga-
tions toutes de taille un, il est possible de déterminer en temps polynomial ’existence
d’une solution. De méme, lorsque nous considérons un nombre constant d’obligations c, il
existe un algorithme qui a une complexité exponentielle en ¢, mais qui est polynomial par
rapport a la taille du graphe, permettant de déterminer I'existence d’une solution. Cepen-
dant un tel algorithme n’est pas tres utile en pratique, le nombre d’obligations dépendant
en réalité du nombre de sommets.

Théoreme 3. Déterminer l’existence d’une solution pour le probleme I1DO est polynomial
si les obligations sont toutes de taille un, ou si le nombre d’obligations est constant.

2.1.4 Organisation du chapitre

Ce chapitre est organisé en trois sections, ainsi qu’une introduction et une conclusion.
Chacune de ces sections est dotée d'une carte générale ainsi que d’une carte par partie
facilitant la recherche des résultats, des constructions et des éventuels lemmes utilisés
pour y parvenir. La plupart des résultats de ce chapitre ont fait I'objet d’une publication
[38].

Dans les parties précédentes, nous avons décrit les problemes de I'Indépendant Domi-
nant avec Obligations (/DO) et de I'Indépendant Partiellement Dominant avec Obliga-
tions (IPDO). Nous avons constaté que 1’ajout d’obligations au probleme de 'Indépendant
Dominant (ID) ne permet pas toujours I'existence d’une solution. La premieére question
devient ainsi celle de 'existence d’une solution. Nous avons identifié des cas ou le pro-
bleme IDO n’a pas de solution : lorsque le graphe est une étoile ou un graphe de diametre
un et que toutes les obligations ont une taille d’au moins deux (Théoréeme 1). Nous avons
constaté des cas ou la détermination de I'existence d’une solution pour le probleme IDO
est réalisable en temps polynomial : lorsque le graphe est un indépendant, une étoile, un
graphe de diametre un ou si le graphe est un couplage et que les obligations sont toutes de
taille deux (Théoreme 2) ou lorsque toutes les obligations ont une taille de un, ou lorsque
le nombre d’obligations est constant (Théoréme 3).

Dans la Section 2.2 nous étudions le probleme de I'Indépendant Dominant avec Obli-
gations en fonction de la topologie du graphe. Nous montrons alors que déterminer 1’exis-
tence d’une solution pour le probléme IDO est un probléme N P-complet :
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dans une collection de chemins disjoints, avec des obligations stables et 2-équilibrées
(Théoreme 4).

dans une collection de chemins disjoints, avec des obligations stables et A-équilibrées
(Théoreme 5).

dans un chemin, avec des obligations stables et A-équilibrées (Théoreme 6).

dans un graphe de forte densité, avec des obligations stables et A-équilibrées (Théo-
reme 7).

dans un graphe de faible densité, avec des obligations stables et A-équilibrées (Théo-
reme 8).

dans un graphe de diameétre deux, avec des obligations stables et A\-équilibrées (Théo-
reme 9).

Dans la Section 2.3 nous étudions le probleme de I'Indépendant Dominant avec Obli-
gations en fonction des conditions sur les obligations. Nous montrons alors que déterminer
lexistence d’une solution pour le probléme IDO est un probléme N P-complet :

méme si l'instance contient /|V| obligations stables et 1/|V|-équilibrées (Théoréme
10).

méme si I'instance contient x obligations stables et A-équilibrées (Théoreme 11).

méme si le graphe est un chemin (unique) et que les obligations sont stables pour
une répartition de leur taille de deux a A, pour toute constante A > 2. (Théoréme
12).

méme si le graphe est un graphe connexe de forte densité et que les obligations sont

stables, pour une répartition de leur taille de deux a A, pour toute constante A > 2
(Théoreme 13).

méme si le graphe est un graphe de faible densité et que les obligations sont stables
pour une répartition de leur taille de deux a A, pour toute constante A > 2 (Théo-
réeme 14).

méme si le graphe est un graphe de diametre deux et que les obligations sont stables
pour une répartition de leur taille de deux a A, pour toute constante A > 2 (Théo-
reme 15).

Dans la Section 2.4 nous étudions le probleme de I'Indépendant Partiellement Domi-
nant avec Obligations. Déterminer 'existence d’un Indépendant Dominant respectant les
Obligations étant difficile, méme dans des cas tres restreint tels que les chemins ou les
graphes de diametre deux, nous relachons la contrainte de domination de ’ensemble des
sommets. Nous cherchons alors a dominer seulement un nombre minimal de sommets.
Nous montrons que le probleme IPDO admet un algorithme polynomial permettant de
dominer 2\/m — 1 sommets a condition que les obligations soient stables (Théoreme 17).
Au contraire, nous montrons que déterminer I’existence d’une solution pour le probleme
IPDO est un probléme NP-complet :

pour 31/|V| — 2 sommets & dominer méme dans une collection de chemins avec des
obligations stables (Théoreme 16).
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— pour |V| — A% + X sommets & dominer méme dans une collection de chemins avec
des obligations stables et A-équilibrées (Théoreme 18).

— pour |V| — A? + X sommets & dominer méme dans un chemin avec des obligations
stables et A-équilibrées (Théoreme 19).

L’ensemble des résultats de NP-complétude de ce chapitre s’entendent sous I’hypo-

these P £ NP.
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2.2 Déterminer 'existence d’un Indépendant Domi-
nant avec des obligations stables et équilibrées

Dans cette section, nous étudions le probléeme de I'Indépendant Dominant avec Obli-
gations (IDO) seulement pour des obligations stables. Nous y présentons deux résultats
principaux :

1. La N'P-complétude du probléme IDO méme dans un chemin avec des obligations

stables et A-équilibrées pour toute constante A > 2 (Théoreme 6).

2. La N'P-complétude du probléme IDO méme dans des topologies de graphe res-
treintes avec des obligations stables et A-équilibrées pour toute constante A > 2
(Théorémes 7, 8 et 9).

Carte 1. Le probléme IDO est N'P-complet méme dans un chemin avec des
obligations stables et A\-équilibrées pour toute constante A\ > 2 (Théoréme 6).

Départ : Le probleme RX3C est N'P-complet [34].

Points d’étape :

1. N'P-complétude dans une collection de chemins disjoints, avec des obligations
stables et 2-équilibrées (Constructions 2, 3 et 4 - Théoreme 4).

2. N'P-complétude dans une collection de chemins disjoints, avec des obligations
stables et A-équilibrées (Constructions 5, 6 et 7 - Théoreme 5).

3. N'P-complétude dans un chemin, avec des obligations stables et M\-équilibrées
(Constructions 8 et 9 - Théoreme 6).

Nous montrons en premier lieu que le probleme de I'Indépendant Dominant avec Obli-
gations (IDO) est un probléme N P-complet méme dans un chemin avec des obligations
stables et A-équilibrées pour toute constante A > 2. Nous nous réduisons a une version
restreinte du probleme de la Couverture Exacte par des Triplets (RX3C'). Pour simplifier
la preuve, nous passons par deux résultats intermédiaires. D’abord nous montrons que
le probléme est un probléme NP-complet dans une collection de chemins disjoints, avec
des obligations stables et 2-équilibrées. Puis nous raffinons le résultat pour obtenir des
obligations stables et A-équilibrées pour toute constante A > 2. Et enfin, nous transfor-
mons la collection de chemins disjoints en un unique chemin. A cette fin, nous définissions
plusieurs gadgets.

Nous savons que dans toute solution pour une instance quelconque du probleme RX3C,
chaque élément ne peut étre couvert que par un unique triplet. Nous créons un gadget
d’élément pour chaque élément de 'instance du probléeme RX3C' (Construction 2). Chacun
de ces gadgets représente 'appartenance d’un élément a trois triplets. Il assure également
qu'un seul de ces triplets sera représenté dans une solution pour le probleme IDO cor-
respondant. Ces gadgets refletent exactement la propriété selon laquelle un seul triplet
peut couvrir un élément dans une solution au probleme RX3C. Chaque gadget d’élément
créant sa propre représentation des triplets, chaque triplet aura alors trois sommets le
représentant.
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Nous créons ensuite un gadget de triplet pour chaque triplet de I'instance du probleme
RX3C (Construction 4). Chacun de ces gadgets va lier les trois sommets représentant un
méme triplet afin que soit ces trois représentants appartiennent a une méme solution, soit
aucun d’entre eux. Ainsi, ces gadgets refletent exactement la propriété selon laquelle un
triplet couvre toujours soit tous ses éléments soit aucun dans une solution au probleme
RX3C. A ce stade, le graphe est une collection de chemins disjoints et les obligations sont
stables et 2-équilibrées. Nous prouvons alors ce résultat intermédiaire (Théoreme 4).

Afin de passer a des obligations stables et A-équilibrées pour toute constante A > 2,
nous créons deux gadgets de duplication de notre instance précédente : le gadget de du-
plication paire (Construction 5) et le gadget de duplication impaire (Construction 6) pour
obtenir respectivement des obligations stables et équilibrées de taille paire et impaire. Ces
deux gadgets sont utilisés par le gadget de A-duplication (Construction 7) pour construire
une collection de chemins disjoints et des obligations stables et A-équilibrées. Nous prou-
vons alors ce résultat intermédiaire (Théoreme 5).

Enfin, nous créons un dernier gadget, le connecteur neutre (Construction 8), pour
rassembler cette collection de chemins disjoints en un unique chemin. Nous utilisons fina-
lement I’ensemble des gadgets cités précédemment pour construire, a partir d’une instance
du probleme RX3C, une instance du probleme IDO sous la forme d’un unique chemin et
d’obligations stables et A-équilibrées pour toute constante A > 2 (Construction 9). Nous
prouvons alors le résultat final (Théoreme 6), le probléme de I'Indépendant Dominant
avec Obligations (IDO) est un probleme N'P-complet méme dans un chemin avec des
obligations stables et A-équilibrées pour toute constante \ > 2.

Carte 2. Le probléme IDO est N'P-complet méme dans des topologies de
graphe restreintes avec des obligations stables et \-équilibrées pour toute
constante \ > 2 (Théorémes 7, 8 et 9).

Départ : Le probleme IDO est N'P-complet méme dans une collection de chemins avec
des obligations stables et A-équilibrées pour toute constante A > 2 (Construction 7).

Résultats intermédiaire :

1. N'P-complétude dans un graphe de forte densité, avec des obligations stables et
A-équilibrées (Construction 10 - Théoreme 7).

2. N'P-complétude dans un graphe de faible densité, avec des obligations stables et
A-équilibrées (Construction 11 - Théoréme 8).

3. N'P-complétude dans un graphe de diametre deux, avec des obligations stables et
A-équilibrées (Construction 12 - Théoréme 9).

L’ensemble des résultats suivants s’appuient sur la Construction 7. Nous montrons
dans un premier temps que le probleme de I'Indépendant Dominant avec Obligations
(IDO) est un probleme NP-complet méme dans un graphe de forte densité avec des
obligations stables et A-équilibrées pour toute constante A > 2 (Théoreme 7). Pour ce
faire, nous ajoutons un graphe complet multi-parti équilibré représentant une grande
partie de I'instance (Construction 10).
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Nous montrons ensuite que le probleme de I'Indépendant Dominant avec Obligations
(IDO) est un probléeme NP-complet méme dans un graphe de faible densité avec des obli-
gations stables et A-équilibrées pour toute constante A > 2 (Théoreme 8). Nous ajoutons
un nombre conséquent de sommets indépendants dans I'instance définie dans la Construc-
tion 7 afin qu’ils représentent une grande partie de I'instance (Construction 11).

Enfin, nous montrons que le probleme IDO est un probléeme N P-complet méme dans
un graphe de diametre deux avec des obligations stables et A-équilibrées pour toute
constante A > 2 (Théoreme 9). Nous partons de la Construction 7 et ajoutons des som-
mets, des arétes et des obligations afin de créer un ensemble de sommets presque universels
mais qui n’appartient a aucune solution (Construction 12). Cet ensemble va diminuer le
diametre du graphe pour obtenir un diametre deux a partir d'une collection de chemins.

2.2.1 Dans une collection de chemins avec des obligations 2-
équilibrées

Carte 3. Le probléeme IDO est N'P-complet méme dans une collection de
chemins avec des obligations stables et 2-équilibrées (Théoréme 4).

Départ : Le probleme RX3C est N'P-complet [34].
Points d’étape :
1. Création d'un gadget d’élément (Construction 2).

2. Chaque élément est couvert par exactement un triplet dans une solution au pro-
bleme RX3C (Lemmes 1, 2 et 3).

3. Création d’'un gadget de triplet (Construction 3).

4. Un triplet couvre toujours soit tous ses éléments soit aucun dans une solution au
probleme RX3C (Lemmes 4 et 5).

5. N'P-complétude dans une collection de chemins avec des obligations stables et
2-équilibrées (Construction 4 - Lemme 6 - Théoreme 4).

Une instance du probleme RX3C' est composée d’un univers X contenant 3¢ éléments
et d’une collection C de 3¢ triplets de ces éléments. Une solution est une sous-collection
C' C C de taille g telle que chaque élément est couvert par un unique triplet (propriété
d’unicité) et chaque triplet couvre ses trois éléments (propriété de totalité). Nous créons un
gadget d’élément (Construction 2) et un gadget de triplet (Construction 3) pour modéliser
les deux parties d’une instance du probleme RX3C. Nous montrons qu’ils respectent les
propriétés d'unicité (Lemmes 1, 2 et 3) et de totalité (Lemmes 4 et 5). Le graphe obtenu
a partir de ces gadgets (Construction 4) est une collection de chemins et les obligations
sont stables et 2-équilibrées, nous concluons ainsi sur la NP-complétude du probléme
IDO (Théoreme 4).

Idée 2. Le gadget d’élément.
Ce gadget doit contenir un Indépendant Dominant qui respecte les Obligations associées
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si et seulement si [’élément x; considéré est couvert par exactement un des trois triplets
le contenant (c;,cy, ). A Uaide des obligations, nous retranscrivons ce fait dans une
expression logique : (¢c; ¥ (cx ¥ ¢)). Si au moins deur sommets-triplet sont dans une
solution alors deux sommets partageant une méme aréte devront appartenir a cette solution
(par exemple D(7?) et D(7%) ou D(n}) et D(n?)), ce qui est contradictoire. A linverse,
st aucun sommet-triplet n’est dans une solution alors au moins un sommet ne sera pas
dominé, ce qui est contradictoire.

Construction 2. Le gadget d’élément.
Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,..., ¢34}
Pour un élément x; € X nous associons un gadget, composé d’un graphe et de ses obliga-
tions associées, construit comme suit :

— Soient cj,cp,c; € C avec j < k < les trois triplets contenant l’élément x;.

— Nous ajoutons seize obligations notées wl , nF' 7l ... 7l a} a? et 23, chacune com-

posée de deux sommets indépendants. Dans chaque obligation m et x nous considérons
un sommet gauche et un sommet droit respectivement notés G(m) et D(m) ou G(x)
et D(x).

— Nous ajoutons les sommets cﬁ, i et ¢ représentant les triplets contenant ’élément
x; (ces sommets seront linterface entre les gadgets d’élément et de triplet).

— Nous ajoutons les arétes (D(’/TiT)G(ﬂ'iF)), (D(x1G (7)), (D(rF)G(72)),
(G(m})D(r})), (D(m)G(m})), (D(m;)D(w7)), (G(77)G(77)), (D(m))G(77)),
(()())(()(?))(()(f));(()());(()(WZ)),
(G(m ) (), (D (4) (77)), (D(f)G(m?)), (D(m})G (”));( (m7)G(x})),
(D(m0)G(a?)), (D(r)G(x)), (D(e)e), (D(a?)eh) et (D(a?)c).

Pour un élément x; € X, le gadget associé est composé d’une collection de chemins
disjoints et de seize obligations stables et 2-équilibrées (a I'exclusion des sommets ¢, qui
seront associés & d’autres gadgets dans la Construction 3). Ainsi, l'instance générée pour
tous les éléments contient 3¢ gadgets d’élément, soit 105¢ sommets, 69qg arétes et 48¢
obligations. Un gadget est illustré dans la Figure 2.11. Six sommets sont représentés
différemment pour des raisons de clarté : ce sont des sommets d’interface entre les gadgets
d’élément (les trois carrés verts) et les gadgets de triplet (les trois polygones oranges).
Pour faciliter la lecture d’une instance entiere, les gadgets sont assimilés seulement a leurs
interfaces dans l'illustration générale de la Figure 2.17.

Lemme 1. Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {xy,...,z3,} et
C=A{c,...,c3,}. Soient (H,Ily) le graphe et les obligations associées a l’élément x; € X
suivant la Construction 2 depuis (X,C). Soient c;,cy,c; € C les trois triplets contenant
Z;.

Il n’existe aucun Indépendant Dominant de H respectant les Obligations 1y qui ne
contienne aucun sommet parmi c], ¢ et ch.

Démonstration. Supposons que H contienne un Indépendant Dominant S qui respecte
les Obligations Iy et qui ne contient ni ¢}, ni ¢, ni ¢j. Par conséquent, les sommets des
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FIGURE 2.11 — Mlustration de la Construction 2 pour 1’élément 1 de l'instance (X,C)
du probleme RX3C avec X = {1,...,6} et C = {{1,2,3}, {2,3,4}, {1,2,6}, {1,5,6},
{3,4,5}, {4,5,6}}.

obligations z}, z? et =3 sont dans S, ainsi que les sommets des obligations 7,

7 7ri8 et
7?. Comme l'obligation 7} contient un sommet isolé, les deux sommets de I'obligation
T

7! sont dans S et le sommet D(7!") est dominé soit par le sommet G(7}), soit par le

sommet G(7?). Cependant, ces deux sommets ne peuvent pas étre dans S en raison des
deux arétes (D(7})G(n})) et (G(72)G(n?)). Le sommet D(7}) n’est pas dominé par S,
ce qui est une contradiction. O

Lemme 2. Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {xy,...,x3,} et C =

{c1,...,¢c3,}. Soient (H,I1y) le graphe et les obligations associées da l'élément x; € X

sutvant la Construction 2 depuis (X,C). Soient c;,cy,c; € C les trois triplets contenant

Z;.

Soit S I'ensemble de sommets composé du sommet c; et des sommets des obligations ),
1 3 7 8 .2 .3 T

Ty T, iy Ty iy T et m; . 4

Soit S}, l’ensemble de sommets composé du sommet cj, et des sommets des obligations m
5 .8 -2 4 .1 .3 T

T Ty Ty Wiy iy T5 et m; . '

Soit S} ’ensemble de sommets composé du sommet c; et des sommets des obligations 7}!,

6 7 -2 4 .1 .2 _T

Ty Ty TGy Ty Xy XLy, TG

Les trois ensembles S;, Si et S} sont des Indépendants Dominants de H respectant les
Obligations Iy et contenant exactement un sommet parmi {C;"’ ci, c}}

10

[

Démonstration. Nous pouvons observer dans les Figures 2.12, 2.13 et 2.14 que pour chaque
ensemble de sommets S, S; et S}, tous les sommets du graphes sont dominés et toutes
les obligations sont respectées. [

Lemme 3. Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C =
{c1,...,¢c34}. Soient (H,Ily) le graphe et les obligations associées & l’élément x; € X
suivant la Construction 2 depuis (X,C). Soient c;,cy,c; € C les trois triplets contenant
Zj.

Tout Indépendant Dominant de H respectant les Obligations Iy ne peut contenir plus
d’'un sommet parmi c;, ¢, et .
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FIGURE 2.12 — Tllustration de I'Indépendant Dominant S{ pour le gadget de I’élément 1
de l'instance (X,C) du probleme RX3C avec X = {1,...,6} et C = {{1,2,3}, {2,3,4},
{1,2,6}, {1,5,6}, {3,4,5}, {4,5,6}}. Les sommets de S| sont représentés pleins.

9 1
Ty T

I 1 I | 1

O O ® O O ¢
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FIGURE 2.13 — Tllustration de I'Indépendant Dominant S5 pour le gadget de 1’élément 1
de l'instance (X,C) du probleme RX3C avec X = {1,...,6} et C = {{1,2,3}, {2,3,4},
{1,2,6}, {1,5,6}, {3,4,5}, {4,5,6}}. Les sommets de S sont représentés pleins.

) a1
[ ] [ | 1
O O+ ® O O ¢
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|. .l IO OI |. DI OC]'
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it 7

[ I ] 1
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FIGURE 2.14 - Tllustration de I'Indépendant Dominant S3 pour le gadget de 1’élément 1
de l'instance (X,C) du probleme RX3C avec X = {1,...,6} et C = {{1,2,3}, {2, 3,4},
{1,2,6}, {1,5,6}, {3,4,5}, {4,5,6}}. Les sommets de S sont représentés pleins.

Démonstration. Supposons que H contienne un Indépendant Dominant S qui respecte
les Obligations Iy et qui contienne les sommets ¢ et ¢j. S contient alors les sommets
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des obligations 7} et 7}!, les seuls & pouvoir dominer les sommets G(z?) et G(z?). De
méme, les sommets G(77) et G(n¥) ne peuvent étre dominés que par les sommets des
obligations 77 et 7¢. Cependant, il existe une aréte entre D(n?) et D(n®), ce qui est une
contradiction.

Supposons que H contienne un Indépendant Dominant S qui respecte les Obligations
[Ty et qui contienne le sommet ¢, et un sommet parmi ¢, et ¢j. Pour dominer les sommets
G(z;}) et G(n}), S contient les sommets des obligations 7} et 7r}. De méme, si le sommet
¢t est dans S alors S contient les sommets des obligations 7%, 72 et 72. Sinon, le sommet
ci est dans S, ainsi que les sommets des obligations 7!, 79 et 72. Dans les deux cas, les

sommets D(7}) et D(7?) sont dans S et partagent Paréte (D(w})D(n?)), ce qui est une
contradiction. [

Grace aux Lemmes 1, 2 et 3, nous pouvons conclure que la propriété d unicité est res-

pectée. Chaque gadget admet un Indépendant Dominant S qui respecte les Obligations
associées si et seulement si exactement un sommet-triplet appartient a S. Ce sommet-
triplet fait partie de la solution S’ associée a 'instance du probleme RX3C d’origine.
A travers les gadgets d’élément, chaque triplet est représenté par trois sommets. En I’ab-
sence de liens, par des arétes ou des obligations, un nombre quelconque de représentants
de chaque triplet peut appartenir & un méme Indépendant Dominant dans 'instance com-
posée de tous les gadgets d’éléments. Pour respecter la propriété de totalité, c’est-a-dire
pour que tous les représentants d’'un méme triplet appartiennent (ou non) simultanément
a toute solution, nous créons un gadget de triplet (Construction 2).

Idée 3. Le gadget de triplet.

Ce gadget compléte les gadgets d’élément pour former une instance (G,1I1) du probléme
IDO retranscrivant entiérement linstance (X,C) du probléme RX3C associée. Si un re-
présentant du triplet considéré c; appartient a une solution dans un gadget d’élément alors
tous ses représentants appartiennent également a la solution globale de l'instance (G, 11).
Dans le cas contraire, aucun représentant du triplet c; ne doit appartenir a la solution
globale. A Uaide des obligations, nous retranscrivons ce fait dans une expression logique :
(c;‘ & c? & cj), pour T,y et x. les éléments du triplet c;. Seulement deuz solutions
sont possibles pour chaque triplet : soit les sommets des obligations ¥, J;?, oy et ,0? sont
dans la solution soit ce sont les sommets des obligations p]l et p?.

Construction 3. Le gadget de triplet

Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,..., ¢34}
Pour un triplet c; € C nous associons un gadget, composé d’un graphe et de ses obligations
associées, construit comme suit :

— Soient x4, xy et x. les trois éléments du triplet c;.

— Nous ajoutons siz obligations notées o@, o, o€, pt, p? et p2, chacune composée de
> Y50 %5 Pis Py 37

deux sommets indépendants. Dans chaque obligation o nous considérons un sommet
représentant du triplet (noté cj, c?- et ¢$) et un sommet droit noté D(o). Dans chaque
obligation p nous considérons un sommet gauche et un sommet droit respectivement

notés G(p) et D(p).
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— Nous ajoutons les arétes (D(07)G(p})), (D(a5)G(p})), (D(65)G(p3)), (D(p;)G(p3))
et (D(p7)D(p3))-

Pour un triplet ¢; € C, le gadget associé¢ est composé d'une collection de chemins
disjoints et de six obligations stables et 2-équilibrées. Ainsi, I'instance générée pour tous
les triplets contient 3¢ gadgets de triplet, soit 36¢q sommets, 15q arétes et 18¢ obligations.
Un gadget est illustré dans la Figure 2.15. Trois sommets sont représentés différemment
pour des raisons de clarté : ce sont des sommets d’interface entre les gadgets d’élément,
faisant eux aussi appel a la représentation des triplets et les gadgets de triplet (les poly-
gones oranges). Pour faciliter la lecture d’une instance entiere, les gadgets sont assimilés
seulement a leurs interfaces dans l'illustration générale de la Figure 2.17.

1 [ 1
01 [ C1© &T—p A1/

7

2 [ 2 2
oi | o # d o 2

3 [ 3 3
o} |cio e o o o

FIGURE 2.15 — Illustration de la Construction 3 pour le triplet ¢; de Iinstance (X,C)
du probleme RX3C avec X = {1,...,6} et C = {{1,2,3}, {2,3,4}, {1,2,6}, {1,5,6},
{3,4,5}, {4,5,6}}. Dans cet exemple : j =1, a=1,b=2et c=3.

Lemme 4. Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {xy,...,x3,} et C =
{c1,...,¢c34}. Soient (H,1y) le graphe et les obligations associées au triplet ¢; € C suivant
la Construction 3 depuis (X,C). Soient x,, xp et x. les trois éléments du triplet c;.

Les sommets des obligations p?, 0?, ab et o$ forment un Indépendant Dominant S; de H

R j
qui respecte les Obligations 1.

Démonstration. Nous pouvons observer dans la Figure 2.16 que les sommets des obliga-
tions ,0?, o, 0;’ et of permettent de dominer tous les sommets de H tout en respectant
les Obligations. [

of |1 ® &—40 p| py

7

2o of |& o

3 [ 3 3
o160 @ S 41

FIGURE 2.16 — Illustration de I'Indépendant Dominant S; pour le gadget du triplet ¢,
de l'instance (X,C) du probleme RX3C avec X = {1,...,6} et C = {{1,2,3}, {2,3,4},
{1,2,6}, {1,5,6}, {3,4,5}, {4,5,6}}. Les sommets de S; sont représentés pleins.
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Lemme 5. Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C =
{c1,...,¢c34}. Soient (H,I1y) le graphe et les obligations associées au triplet c; € C suivant
la Construction 8 depuis (X,C). Soient x,, xy, et x. les trois éléments du triplet c;.

Il n’existe aucun Indépendant Dominant S de H qui respecte les Obligations Iy et qui
contienne exactement un ou deux sommets parmi c, c?. et cj.

Démonstration. Supposons que S contienne exactement un sommet parmi les sommets
, cg’- et ¢§. Si ¢f (respectivement clj’) appartient a S alors les sommets de 1’obligation pjl
ne peuvent pas y appartenir. Ainsi, le sommet D(c?-) (respectivement D(c})) ne peut pas
étre dominé par S, ce qui est une contradiction. Au contraire, si ¢§ appartient a S alors
les sommets de I'obligation p;)? ne peuvent pas y appartenir. Pour dominer D(p?), D(c?)
et D(c4) les sommets des obligations p? et pj appartiennent a S. Les sommets G(p3) et
D(p}) partagent une aréte, ce qui est contradictoire.

Supposons que S contienne exactement deux sommets parmi les sommets cf, c?- et

. Si ¢ (respectivement c;’) et ¢ appartiennent a S alors les sommets de 'obligation
1 . . . b .

pj ne peuvent. pas y apparten?r. Ainsi, le somn?et.D(cj) (respect.lvem.ent D(c$)) ne peut

pas étre dominé par S, ce qui est une contradiction. Au contraire, si les sommets c? et

c? appartiennent a S alors les sommets de I'obligation pjl- ne peuvent pas y appartenir.

Pour dominer D(pj}) et D(c5) les sommets des obligations p? et p} appartiennent & S. Les

sommets D(p?) et D(p?) partagent une aréte, ce qui est contradictoire. O

Notons que dans une instance composée par tous les gadgets d’élément et de triplet,
les sommets cf, c? et ¢§ sont dominés par les gadgets des éléments x,, x; et z. dans le
cas ou aucun de ces trois sommets n’appartient a un Indépendant Dominant respectant
les Obligations. Ainsi, il existe une solution pour I'instance lorsque, pour chaque triplet,
ses trois représentants sont dans la solution ou qu’aucun n’en fait partie. Au contraire,
il n’existe aucune solution lorsque un seul représentant ou seulement deux représentants
d’'un triplet sont dans ladite solution. Par conséquent, chaque triplet couvre soit ses trois
éléments, soit aucun. La propriété de totalité est respectée.

Idée 4. Une premiére instance du probleme IDO.

Les Constructions 2 et 3 nous montrent respectivement comment créer un gadget d’élément
et un gadget de triplet. Pour générer une instance du probleme IDO a partir d’une instance
du probleme RX3C, nous créons un gadget d’élément pour chaque élément, puis nous
relions entre eux les représentants des triplets générés grace a un gadget de triplet pour
chacun des triplets du probleme RXS3C.

Construction 4. Une premiére instance du probléeme IDO.
Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,..., ¢34}
Nous construisons une instance (G = (V, E),11) du probléme IDO comme suit.

— Pour chaque élément x; € X :

— Soient cj, cp,c; € C avec j < k < les trois triplets contenant l’élément x;.
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— Nous ajoutons seize obligations notées w1, ¥ n}, ... wlt xl 2? et 23, chacune

composée de deuxr sommets indépendants. Dans chaque obligation ™ et x nous
considérons un sommet gauche et un sommet droit respectivement notés G(m)
et D(m) ou G(x) et D(x).

— Nous ajoutons les sommets cé, ci et ¢t représentant les triplets contenant 1’élé-
ment x;.

— Nous ajoutons les arétes (D(n])G(nl)
(G(m})D(r})), (D(m})G(m}) '
(D(m})G(7})), (D(m})G(})
(G(7?)D(7f)), (D(nf)G(7)

(D([%)G(27)), (D(mi')G (]

), (D(77)
— Pour chaque triplet c; € C :

(D(
7)),
s 77))
s 7))

~— o
N—
—
)
S
S—
(@)

X
N—
—
8
8,
N—
(@)
R-S
S—
D
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N N
8
SLeo
N—
(@)
~'=
N—

— Soient T, Ty, T. € X les trois éléments du triplet c;. Soient cf, c? et ¢ les
trois sommets-triplet tels qu’ils ont été créés précédemment.

— Nous ajoutons trois obligations notées o}, (7;? et 0§, composées respectivement
du sommet cf, c? ou ¢§ ainsi que d’un sommet droit noté respectivement D(0f),
b c
D(a3) et D(05).
— Nous ajoutons trois obligations notées p}, p? et p?, chacune composée de deux
sommets indépendants. Dans chaque obligation p nous considérons un sommet

gauche et un sommet droit respectivement notés G(p) et D(p).
— Nous ajoutons les arétes (D(c$)G(p})), (D(a2)G(p})), (D(c5)G(p3)),
(D(p;)G(p])) et (D(p})D(p7)).

Pour un élément x; € X, le gadget associé est composé d’une collection de chemins
disjoints et de seize obligations stables et 2-équilibrées. Pour un triplet ¢; € C, le gadget
associé est composé d'une collection de chemins disjoints et de six obligations stables et
2-équilibrées. Ainsi, 'instance générée a partir du probleme RX3C contient 3¢ gadgets
d’élément et 3¢ gadgets de triplet, soit 132¢q sommets, 84q arétes et 66¢ obligations. La
Construction 4 est illustrée dans les Figures 2.17 et 2.18. Chaque ellipse représente le
gadget d'un élément de X et chaque pentagone représente le gadget d'un triplet de C.
Les sommets d’interface entre les gadgets d’élément (les carrés verts) et les gadgets de
triplet (les polygones oranges) sont toujours visibles tels qu’ils sont aussi dans les Figures
2.11 et 2.15. Un Indépendant Dominant respectant les Obligations obtenues en suivant la
Construction 4 est illustré par les sommets pleins dans la Figure 2.19.

Lemme 6. Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,z3,} et
C = {ca,...,c3q}. Soient (G,1I) le graphe et les obligations obtenues en suivant la
Construction 4 depuis (X,C). Soit S un Indépendant Dominant de G respectant les Obli-
gations II.

Pour chaque triplet c; de C composé des éléments x,, xp et x., les sommets de l'obliga-
tion p? appartiennent a S si et seulement si les sommets des obligations o7, a? et oj y
appartiennent également.
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FIGURE 2.17 — Illustration de la Construction 4 pour 'instance (X', C) du probleme RX3C
avec X = {1,...,6} et C = {{1,2,3}, {2,3,4}, {1,2,6}, {1,5,6}, {3,4,5}, {4,5,6}}.
Les ellipses représentent les gadgets d’élément tels qu’illustrés dans la Figure 2.11. Les
pentagones représentent les gadgets de triplets tels qu’illustrés dans la Figure 2.15.

Démonstration. Supposons que S contienne les sommets de I'obligation p? pour un triplet
¢; quelconque. Pour dominer les sommets G(pj) et G(p3), S contient les sommets de
l'obligation of et les sommets de l'obligation o ou a;?. Supposons que S ne contienne pas
les sommets de l'obligation ¢§ (respectivement ¢?). Le sommet D(c§) (respectivement
D(a?)) ne peut alors pas étre dominé par S, ce qui est une contradiction. S contient les

sommets des obligations p?, oy, 0;’ et 7.

Supposons que S ne contienne pas les sommets de l'obligation p? pour un triplet
¢; quelconque. Pour dominer les sommets G(p?) et D(p3), S contient les sommets des
obligations pjl- et p?. S ne contient alors aucun des sommets des obligations o7, aj? et o

en raison, respectivement, des arétes (D(c$)G(p;)), (D(c5)G(p})) et (D(c5)G(p3)). O

L’instance générée par la Construction 4 est une collection de chemins disjoints avec
des obligations stables et 2-équilibrées. Chaque gadget d’élément (défini dans la Construc-
tion 2) représente un élément du probleme RX3C' et garantit le respect de la propriété
d’unicité (Lemmes 1, 2 et 3), c’est-a-dire que chaque élément est couvert par exacte-
ment un triplet. Ces gadgets sont complétés par des gadgets de triplet (définis dans la
Construction 3) pour garantir la propriété de totalité (Lemmes 4 et 5), c’est-a-dire que
chaque triplet couvre soit tous ses éléments soit aucun. Ainsi, nous pouvons énoncer le
théoréme suivant.

Théoreme 4. Déterminer [’existence d’une solution pour le probleme IDO est un pro-
bléme N'P-complet, méme si le graphe est une collection de chemins disjoints et que les
obligations sont stables et 2-équilibrées.

Démonstration. Soit (X,C) une instance du probleme RX3C avec X = {w1,...,x3,} et
C ={c1,...,c34}. Soient (G,II) le graphe et les obligations associées suivant la Construc-
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tion 4 depuis (X, C).
Le probléme IDO est clairement dans N'P. De plus, construire (G, II) a partir de I'instance
(X,C) est polynomial.

Supposons qu’il existe une solution S pour linstance (X,C) du probleme RXS3C.
Construisons un Indépendant Dominant S” de G qui respecte les Obligations IT :

1. Pour chaque triplet ¢; dans S, composé des éléments z,, x; et z., nous ajoutons les
sommets des obligations o7, a?, o et ,0? dans S’.

2. Pour chaque triplet ¢; dans C'\\S nous ajoutons les sommets des obligations ,0]1. et p?
dans S’.

3. Pour chaque sommet cé dans S’ nous ajoutons l'ensemble des sommets de S;\c§ (tel
que défini dans le Lemme 2) dans S'.

L’ensemble de sommets indépendants S’ contient un Indépendant Dominant respectant
les Obligations pour chaque gadget d’élément et de triplet car S est une couverture exacte
de X (cela nous garantit que pour chaque gadget d’élément, un seul ensemble S; est pris
dans S’). Tous les sommets de G sont dominés et les obligations II sont respectées. S est
un Indépendant Dominant de G respectant les Obligations II.

Supposons qu’il existe un Indépendant Dominant S de G qui respecte les Obligations
I1. Construisons une couverture exacte S’ de X :

1. Pour chaque sommet D(p?) dans S, nous ajoutons le triplet ¢; dans S’ (nous savons
grace au Lemme 6 que la présence des sommets de 1’obligation p? dans un Indé-
pendant Dominant indique la présence de tous les sommets représentant le triplet
Cj).

D’apres les Lemmes 4, 5 et 6, chaque triplet de C couvre soit tous ses éléments, soit aucun.
D’apres les Lemmes 1, 2 et 3, chaque élément de X est couvert par exactement un triplet.
Ainsi, S’ est une couverture exacte de X. O
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FIGURE 2.18 — Illustration de la Construction 4 pour 'instance (X, C) du probleme RX3C
avec X ={1,...,6} et C = {{1,2,3}, {2,3,4}, {1,2,6}, {1,5,6}, {3,4,5}, {4,5,6}}.
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FIGURE 2.19 — [llustration d'un Indépendant Dominant pour linstance (G,II) suivant
la Construction 4 depuis l'instance (X,C) du probleme RX3C avec X = {1,...,6} et

C ={{1,2,3},{2,3,4}, {1,2,6}, {1,5,6}, {3,4,5}, {4,5,6}}.
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2.2.2 Dans une collection de chemins avec des obligations -
équilibrées

Carte 4. Le probléme IDO est N'P-complet méme dans une collection de
chemins avec des obligations stables et A-équilibrées (Théoréme 5).

Départ : Le probléeme IDO est N'P-complet méme dans une collection de chemins avec
des obligations stables et 2-équilibrées (Construction 4).

Points d’étape :
1. Création d’un gadget de duplication paire (Construction 5 - Lemme 7).
2. Création d’'un gadget de duplication impaire (Construction 6 - Lemme 8).

3. N'P-complétude dans une collection de chemins avec des obligations stables et
A-équilibrées (Construction 7 - Théoreme 5).

Une instance du probleme RXS3C est composée d'un univers X’ contenant 3¢ éléments
et d’une collection C de 3¢ triplets de ces éléments. L’instance (G, 1) associée suivant la
Construction 4 depuis I'instance (X, C) est une collection de chemins contenant 132¢ som-
mets, 84q arétes et 66¢g obligations stables et 2-équilibrées. Pour étendre cette construction
a des obligations stables et A\-équilibrées pour toute constante A > 2, nous créons un gadget
de duplication paire (Construction 5) et un gadget de duplication impaire (Construction
6). Ces gadgets permettent respectivement d’obtenir des obligations de taille A = 2k
(pour tout k) et des obligations de taille A4 1 (depuis des obligations A-équilibrées). Nous
montrons alors que le gadget de duplication paire (Lemme 7) et le gadget de duplication
impaire (Lemme 8) maintiennent la correspondance entre les instances (X',C) et (G, II).
Le graphe obtenu a partir de ces gadgets (Construction 7) est une collection de chemins
et les obligations sont stables et A\-équilibrées pour toute constante A > 2. Nous concluons
ainsi sur la N'P-complétude du probléme IDO (Théoréme 5).

Idée 5. La duplication pour X pair.

Nous pouvons générer % instances identiques I, . .. ,I% du probléme IDO a partir d’une
instance du probléeme RX3C. Chaque instance est composée d’une collection de chemins et
d’obligations stables et 2-équilibrées. Chaque paire d’instances ne partageant aucune aréte,
nous pouvons former une nouvelle instance Iy en fusionnant les copies des obligations
entre elles. Ainsi, nous avons une collection de chemins avec des obligations stables et \-
équilibrées. Grace a cette fusion, I’Indépendant Dominant respectant les Obligations choisi
dans une instance I; est le méme dans toutes les autres instances I;. En prenant les
sommets des mémes obligations, nous obtenons alors une solution pour l’instance 1.

Construction 5. La duplication pour \ pair.

Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,..., ¢34}
Soit A\ = 2k une constante strictement positive paire. Nous construisons une instance
(G = (V,E),II) du probleme IDO comme suit :

— Pour chaque élément x; € X :
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— Soient cj, cp,c; € C avec j < k < les trois triplets contenant l’élément x;.

— Nous ajoutons seize obligations notées w!,wl n} xi, 2} et x?, cha-

i Mg Mgy 17 irq
cune composée de deuxr sommets originaux indépendants et de leurs copies.
Dans chaque obligation m et x nous considérons un sommet gauche et un
sommet droit respectivement notés G(m) et D(m) ou G(x) et D(x), ainsi que
leurs copies respectives notées G1(7r), ooy Geoa(m) et Dy(m),...,De_q(m) ou

Gl( ) . GK 1( ) et D1< ) . DK 1(1‘)
— Nous ajoutons les sommets cj,ck, c representant les tmplets contenant [’élé-
ment x; ainsi que leurs copies respectives cjl,...,c” 15 ckl,.. c,m . et

Clla-- Cln 1
— L’ensemble des copies d’un sommet v est noté A(v

).
— Nous ajoutons les arétes (D(w!)G(nl)), ( (rF)G (7))

), (D(x)G(m?)),
(G(1)D(x), (D) (r)), (D)D), (GG()), (D(xH)G(r?)),
(D(m)G(w7)), (D(m)G (7)), (G(m )D( 1)), (D(m?)D(xf)), (D(m7)G(x])),
(G(x9)D (), (D(x!)G (), (D(EN)G(x)), (D(r m)G (), (D(m)G (7)),
(DEG(2), (DG (), (D(rh)eh). (D(e?)ch) et (D(a?)e)).

— Pour1 <1 < k—1, nous ajoutons les arétes (D, (7v1)G, (xF)), (D, (x])G,(7})),
(D(m])G. (7)), (GL(WQ)DL(Wf)% (D(m})G\ (7)), (D(m}) Dy (77)),
(Gu(m2)Gu(m})), (Du(m7)Gu(77)), (Du(m?)Go(m7)), (Du()Gu(m?)),
(G,(x2)D,(x)), (D,(x}) D, (x )), (Du(m?)Gu(m)), (Gu(f)Du(xF)),

(D, (m ) (7)), (D)) Go(m ));( (T)G(r), (Du(a))G(y)),
(D,(r10)G,(a2)), (D(x1)G.(ah)), (Du(ah)eh,). (Du(a2)eh,) et (D,(x?)dl,).

— Pour chaque triplet c¢; € C :

— Soient x4, Ty, T. € X les trois éléments du triplet c;. Soient cf, cb et cj les
trois sommets-triplet tels qu’ils ont été créés précédemment, ainsi que c2,, 2

Jit? Tgst
et CJ’L (pour 1< <k — 1) leurs copies respectives.

— Nous ajoutons trois obligations notées 0], a et o, composées respectivement
des sommets ¢ et A(c5), ¢ et A(ch) ou c§ et A( ¢) ainsi que d’un sommet droit
noté respectivement D( ) D(o ) et D( <) et de copies de ce sommet droit
notées respectivement DL(U?), DL( b) et D [(05) (pour 1 <t <k —1).

— Nous ajoutons trois obligations notées pjl-, pjz et p?, chacune composée de deux
sommets originauzr indépendants. Dans chaque obligation p nous considérons
un sommet gauche et un sommet droit respectivement notés G(p) et D(p) ainsi
que leurs copies respectives G,(p) et D,(p) (pour 1 <. <k —1).

— Nous ajoutons les arétes (D(c$)G(pj})), (D(a2)G(p})), (D(c5)G(p3)),
(D(p)G(p5)) et (D(p3)D(py))-

— Pour 1 <1 < k—1, nous ajoutons les arétes (D,(09)G.(p})), (D,(62)G.(p})),
(Du(a5)G.(p3)), (Dup)Gulp3)) et (Du(p)D.(p3))-

Pour un élément x; € X, le gadget associé est composé d’une collection de chemins
disjoints et de seize obligations stables et A-équilibrées. Pour un triplet ¢; € C, le gadget
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associé est composé d’une collection de chemins disjoints et de six obligations stables et \-
équilibrées. Ainsi, I'instance générée a partir du probleme RX3C contient 66gA sommets,
42g )\ arétes et 66g obligations. La Construction 5 est illustrée en deux parties. Dans la
Figure 2.20 nous illustrons les nouveaux gadgets d’élément, tandis que dans la Figure 2.21
nous illustrons les nouveaux gadgets de triplet. Un exemple de solution pour un gadget
d’élément est illustré dans la Figure 2.22. Un exemple de solution pour un gadget de
triplet est illustré dans la Figure 2.23.

1 4 9 1
T T 51 Ty
f ° ° H—0 c}
/o ° ° H—a0 c% 1
® ® ’
'Y °
¢ ° ° °
T F
7T1 ! i 7 ™ i 1
1
° ® 4 ® ® ® H—0
Y f CS
o o ° . o ® ® B—0 3,
e ® ° ° °
Wf [ ° ° °
'Y 6 8 11 3
™ St T Ty
® [ ® ° ° °
\ ® ° ° °
\‘c ° ° H—0 C};
e o—to B—ocl,

FIGURE 2.20 — [llustration de la Construction 5 avec A = 4 pour ’élément 1 de 'instance
(X,C) du probleme RX3C avec X = {1,...,6} et C = {{1,2,3}, {2,3,4}, {1,2,6},
{1,5,6}, {3,4,5}, {4,5,6}}.
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FI1GURE 2.21 — Illustration de la Construction 5 avec A = 4 pour le triplet ¢; de I'instance
(X,C) du probleme RX3C avec X = {1,...,6} et C = {{1,2,3}, {2,3,4}, {1,2,6},
{1,5,6}, {3,4,5}, {4,5,6}}.
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F1GURE 2.22 — Tllustration d'un Indépendant Dominant S pour ’exemple représenté dans
la Figure 2.20. Les sommets de S sont représentés pleins.
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FI1GURE 2.23 — Illustration d’un Indépendant Dominant S pour ’exemple représenté dans
la Figure 2.21. Les sommets de S sont représentés pleins.

Lemme 7. Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C =
{c1,...,¢c34}. Soit X\ un entier pair strictement positif. Soient (G,1I) le graphe et les
obligations obtenues en suivant la Construction 4 depuis (X ,C). Soient (Ga,11,) le graphe
et les obligations obtenues en suivant la Construction 5 depuis (X,C, \).

1l existe un Indépendant Dominant S de G respectant les Obligations 11 si et seulement
st il existe un Indépendant Dominant Sy de Gy respectant les Obligations 11,.

Démonstration. Toutes les obligations de 'instance (G, II) sont présentes dans l'instance
(G, 1I5). Supposons qu'il existe un Indépendant Dominant S de G respectant les Obli-
gations II. Construisons un Indépendant Dominant Sy de G respectant les Obligations
IT5. Soient IIg toutes les obligations ayant au moins un sommet dans S. Pour chaque
obligation dans Ilg, nous ajoutons tous les sommets de la méme obligation dans Sy en
respectant les Obligations II,. Par construction, Sy est un Indépendant Dominant de G
respectant les Obligations II,.

Supposons qu’il existe un Indépendant Dominant Sy de G respectant les Obligations
ITy. Construisons un Indépendant Dominant S de G respectant les Obligations II. De
maniére analogue, G est inclus dans G5, mais ne partage aucune aréte avec G \G dans
Ga. Ainsi Sy\V(GA\G) est un Indépendant Dominant de G respectant les Obligations
I1. ]

Idée 6. La duplication pour A = 3.

En suivant la Construction 4, les obligations sont stables et 2-équilibrées. Nous ajoutons
alors un nouwveau sommet dans chaque obligation. Les liens entre les sommets (par des
arétes et des obligations) maintiennent les propriétés d’unicité et de totalité dans l’ins-
tance. Nous ajoutons ainsi un nouveau sommet dans chaque obligation en ne vérifiant que
la possibilité de les dominer dans tous les Indépendants Dominants possibles respectant
les Obligations. Par exemple, pour chaque triplet c¢; de C nous savons qu’il y a toujours
les sommets de [’obligation 7T? ou de [’obligation le dans une solution. Nous pouvons alors
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relier par une aréte le nouveau sommet de [’obligation 7r?

lobligation ;.

avec le nouveau sommet de

Construction 6. La duplication pour augmenter la taille des obligations de un.
Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,...,C34}-
Nous construisons une instance (G = (V, E),11) du probléme IDO comme suit :

— Pour chaque élément x; € X

— Soient cj, cp,c; € C avec j < k <[ les trois triplets contenant l’élément x;.

— Nous ajoutons seize obligations notées ', k" ! xl,x? etx

I v R ¢ L 3 chacune
composée de trois sommets indépendants. Dans chaque obligation m et x nous
considérons un sommet gauche, un sommet droit et un sommet bis respective-

ment notés G(m), D(m) et B(w) ou G(z), D(x) et B(x).

— Nous ajoutons les sommets cé, ¢t et ¢t représentant les triplets contenant 1’élé-

ment x;.

— Nous ajoutons les arétes (D(r1)G(xF)), (D(x1)G(x})), (D(xF)G(2)),
(G(m})D(m))), (D(r)G(m})), (D(m})D(w?)), (G(x})G (7)), (D(m))G(7)).
(D(x)G(7)). (D(m)G(m)), (G(?)D(x])), (D(x?)D(m7)), (D(x7)G(x])),
(G(m)D(r)), (D(r))G(m7)), (D(])G(m;0)), (D(77)G(m 1), (D(7})G(x7)),
(DG (a?)), (DG (), (D(x)eh), (D(a)eh) et (D(a)e).

— Nous ajoutons les arétes (B(m 7)), (B(r})B(72)), (B(m})B(r})),

K K3

(B(m;")B(x7)) et (B(m')B

7

(B(7} ) B(m '
(B(m})B(m})), (B(r}) 1(;??)), gf)B(Wf’)B(WZ)); (B(m))B(m)), (B(m})B(x;)),

— Pour chaque triplet c; € C :
— Soient x4, Ty, T. € X les trois éléments du triplet c;. Soient cf, c? et ¢ les
trois sommets-triplet tels qu’ils ont été créés précédemment.

— Nous ajoutons trois obligations notées ¥, a et o, composées respectivement

du sommet ¢, & ou ¢; ainsi que d’un sommet drozt et d’un sommet bis notés

respectivement D(0}) et B(c§), D(0?) et B(a?) et D(a§) et B(f).

— Nous ajoutons trois obligations notées pjl-, p]z et p?, chacune composée de trois
sommets indépendants. Dans chaque obligation p nous considérons un sommet
gauche, un sommet droit et un sommet bis respectivement notés G(p), D(p) et
B(p).

— Nous ajoutons les arétes (D(c$)G(pj})), (D(a2)G(p})), (D(c5)G(p3)),
(D(pj)G(p5)) et (D(p3)D(p5))-

— Nous ajoutons les arétes (B(c?)B(p})), (B(a?)B(p;)), (B(c§)B(p?))
et (B(p3)B(p}))-

Pour un élément z; € X, le gadget associé est composé d'une collection de chemins
disjoints et de seize obligations stables et 3-équilibrées. Pour un triplet ¢; € C, le gadget
associé est composé d'une collection de chemins disjoints et de six obligations stables et 3-
équilibrées. Ainsi, I'instance générée a partir du probleme RX35C contient 198¢ sommets,
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126¢ arétes et 66¢g obligations. La Construction 6 est illustrée en deux parties. Dans la
Figure 2.24 nous illustrons les nouveaux sommets et les nouvelles arétes des nouveaux
gadgets d’élément, tandis que dans la Figure 2.25 nous illustrons les nouveaux sommets
et les nouvelles arétes des nouveaux gadgets de triplet. Les gadgets d’élément et de triplet
dans le cas d’obligations 3-équilibrées sont illustrés avec tous leurs sommets et arétes dans
les Figures 2.26 et 2.27. Un exemple de solution pour un gadget d’élément est illustré dans
la Figure 2.28. Un exemple de solution pour un gadget de triplet est illustré dans la Figure
2.29.

™ ™ ™ 7

L ¢—te | [ o—te |
e el 3 o st 10 x?

L o—t | ¢ |p——10 | [ _e—1e |
A

e e e N T

FIGURE 2.24 — Illustration des nouvelles entités de la Construction 6 pour I'élément 1
de l'instance (X,C) du probleme RX3C avec X = {1,...,6} et C = {{1,2,3}, {2,3,4},
{1,2,6}, {1,5,6}, {3,4,5}, {4,5,6}}.
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FIGURE 2.25 — Illustration des nouvelles entités de la Construction 6 pour le triplet ¢
de l'instance (X,C) du probleme RX3C avec X = {1,...,6} et C = {{1,2,3}, {2,3,4},
{1,2,6}, {1,5,6}, {3,4,5}, {4,5,6}}.
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FIGURE 2.26 — [llustration de la Construction 6 pour 1’élément 1 de l'instance (X,C)
du probleme RX3C avec X = {1,...,6} et C = {{1,2,3}, {2,3,4}, {1,2,6}, {1,5,6},
{3,4,5}, {4,5,6}}.
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FIGURE 2.27 — Illustration de la Construction 6 pour le triplet ¢; de I'instance (X,C)
du probléeme RX3C avec X = {1,...,6} et C = {{1,2,3}, {2,3,4}, {1,2,6}, {1,5,6},
{37 47 5}7 {4’ 5’ 6}}'
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FIGURE 2.28 — Illustration d’un Indépendant Dominant S pour ’exemple représenté dans
la Figure 2.26. Les sommets de S sont représentés pleins.
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FIGURE 2.29 — Illustration d’un Indépendant Dominant S pour ’exemple représenté dans
la Figure 2.27. Les sommets de S sont représentés pleins.
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Lemme 8. Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et
C = {c1,....c34}. Soient (G,II) le graphe et les obligations obtenues en suivant la
Construction 4 depuis (X,C). Soient (Gy,115) le graphe et les obligations obtenues en
suivant la Construction 6 depuis (X,C).

1l existe un Indépendant Dominant S de G respectant les Obligations 11 si et seulement
si il existe un Indépendant Dominant Sy de Gy respectant les Obligations I1,.

Démonstration. Supposons qu’il existe un Indépendant Dominant S de G respectant les
Obligations II. Construisons un Indépendant Dominant Sy de G respectant les Obli-
gations II,. Soient Ilg toutes les obligations ayant au moins un sommet dans S. Pour
chaque obligation dans Ilg, nous ajoutons les sommets de la méme obligation dans Sy en
respectant les Obligations II,. Par construction, Sy est un Indépendant Dominant de G
respectant les Obligations II,.

Supposons qu’il existe un Indépendant Dominant Sy de G respectant les Obligations
IT5. Construisons un Indépendant Dominant S de GG respectant les Obligations I1. Toutes
les obligations de l'instance (G, II) sont présentes dans linstance (Gy,II,). Toutes les
obligations de II, ont chacune trois sommets (deux sommets présent dans I’obligation
équivalente de II et un nouveau sommet). Aucune aréte ne relie les sommets de G et de
GA\G dans G,. Ainsi Sy est composé d’au moins deux composantes indépendantes S} et
S : I'une ne possede que des sommets de G4 \G et 'autre ne possede que des sommets de
G. Par conséquent et par définition de Sy, ’ensemble S est un Indépendant Dominant de
G respectant les Obligations II. ]

Idée 7. La duplication pour tout A > 2.

Nous avons vu comment construire des obligations stables et A-équilibrées pour tout A pair
(Construction 5) et pour A qui vaut trois (Construction 6). Pour une taille quelconque
A, nous avons deux cas. Si \ est pair, nous appliquons la procédure de la Construction 5.
Si A est impair, nous appliquons la procédure précédente pour A — 1 puis nous ajoutons
un sommet par obligation et des arétes bien choisies pour chaque gadget d’élément et de
triplet, tout en conservant les propriétés d’unicité et de totalité, suivant le modéle de la
Construction 6.

Construction 7. La duplication pour tout X > 2.

Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,...,C34}-
Soit A = 2k + [ un entier avec k > 1 et f € {0,1}. Nous construisons une instance
(G = (V,E),I1) du probléme IDO comme suit :

— Pour chaque élément x; € X :

— Soient cj, cp,c; € C avec j < k < les trois triplets contenant l’élément x;.

— Nous ajoutons seize obligations notées wl , 7l wd ... wit al 22 et 23, chacune

composée de deuxr sommets originaur indépendants et de leurs copies éven-
tuelles. Dans chaque obligation m et x nous considérons un sommet gauche et
un sommet droit respectivement notés G(mw) et D(m) ou G(z) et D(z), ainsi
que leurs copies respectives notées G1(m),...,Ge_1(m) et Di(m),..., Dy_y1(7)
ou Gi(z),...,Ge_1(x) et Dy(x),...,De_1(x). Si B = 1 alors nous ajoutons
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également un sommet bis noté B(m) dans chaque obligation 7 et un sommet
bis noté B(x) dans chaque obligation x.

— Nous ajoutons les sommets c],ck, c representant les tmplets contenant 1’élé-
ment x; ainsi que leurs copies respectives ¢y, ...,Ch, 4, ckl,.. c,m , et
Cll? i Clm 1

— L’ensemble des copies d’un sommet v est noté A(v

).
— Nous ajoutons les arétes (D(x])G(xT)), (D(xf)G(x})

(2 (2 (2 )7 (D(WZ}?)G(WE))7
(G(m)D(7))), (D(m;)G(m)), (D(m;)D(w7)), (G(x)G (7)), (D(m)G(7)),
(D(x))G(m7)), (D(r)G (), (G(m) D(w))), (D(x})D(x)), (D(m7)G(x])),
(G(x)D(rt), (D(a0)G(xt), (D(x)G(xh), (D m)G(;h)), (D(r})G (7)),

% 7 t/7)
— Pour1 <1< k—1, nous ajoutons les aré
(D(xF)G.(72)), (Gu(x))D,(x2)), (D.(x})G (.

EGLE )G, (n ’>,< (TG (n Z>> (D,(79)G,
(D (x)G
(D, (r}

(2 )
(D(m}%)G (7)), (D(m )G (a7)). (D(x)e), (D(af)c) et (D(
étes )

5
i
7
i

) )G (
Gy(m?)D(])), (Du(]) D (7 )) (D(7?) G (7]
D, ?) (7)), (Du(m])Gu (%)), (Do) Gu(m;
D,(x0)G,(x2)), (D,(r")G.(x3)). (D,(x)e,,

— 518 =1, nous ajoutons les arétes (B(m; ) B
(B(m ) (7)), (B(x})B(xf)), (B(x?)B(r]
(B(m®)B(2?)) et (B(x1)B(2?)).

— Pour chaque triplet c; € C :

— Soient x4, xp, x. € X les trois éléments du triplet c;. Soient o c et ¢§ les
trois sommets-triplet tels qu’ils ont été créés précédemment, ainsi que cj o C?L
et ¢§, (pour 1 <1 <k —1) leurs copies respectives éventuelles.

— Nous ajoutons trois obligations notées o}, 0'? et 0§, composées respectivement
des sommets ¢ et A(c4), ¢ et A(ch) ou c§ et A(c5) ainsi que d’un sommet droit
noté respectivement D(c%), D(0?) et D(0§) et de copies de ce sommet droit

notées respectivement D,(c?), D,(c}) et D,(05) (pour1 <t <rk—1). 8i =

nous ajoutons un sommet bzs note B( ) dans obligation of, un sommet bis
noté B(a}) dans Uobligation o} et un sommet bis noté B(af) dans lobligation

;.

— Nous ajoutons trois obligations notées pjl-, p? et p?, chacune composée de deux
sommets originauxr indépendants et de leurs copies éventuelles. Dans chaque
obligation p nous considérons un sommet gauche et un sommet droit respec-
tivement notés G(p) et D(p) ainsi que leurs copies respectives G,(p) et D,(p)
(pour 1 <1< r—1). Si § =1, nous ajoutons un sommet bis noté B(pj) dans
l"obligation p}, un sommet bis noté B(,o?) dans [’obligation p? et un sommet
bis noté B(p3) dans l'obligation p}

: 5 a 1 b 1 c 3

— Nouslajoutzons les areges (Dg(aj)G(pj)), (D(a)G(p;)), (D(a5)G(p3)),
(D(p;)G(p;)) et (D(p7)D(p;))-

— Pour 1 <1 < k—1, nous ajoutons les arétes (D,(0$)G,(p})), (D.(c})G.(p})),

(D.(09)G.(0%), (D.(p1)G.(2)) et (D.(s2)D.(p)- ’
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— 8i B =1, nous ajoutons les arétes (B(c?)B(p;)), (B(a})B(p})), (B(c5)B(p?))
et (B(p;)B(p}))-

Pour un élément x; € X, le gadget associé est composé d’une collection de chemins
disjoints et de seize obligations stables et A-équilibrées. Pour un triplet ¢; € C, le gadget
associé est composé d'une collection de chemins disjoints et de six obligations stables et \-
équilibrées. Ainsi, I'instance générée a partir du probleme RX3C contient 66g\ sommets,
42q )\ arétes et 66¢ obligations.

Théoreme 5. Déterminer l’existence d’une solution pour le probleme IDO est un pro-
bléeme N'P-complet, méme si le graphe est une collection de chemins disjoints et que les
obligations sont stables et \-équilibrées pour toute constante \ > 2.

Démonstration. Soit (X,C) une instance du probleme RX3C avec X = {z1,...,x3,} et
C ={c1,... ¢34} Soit A = 2k + ( un entier avec k > 1 et 5 € {0,1}. Soient (G,1I) le
graphe et les obligations associées suivant la Construction 7 depuis (X,C, ).

Le probléme IDO est clairement dans N'P. De plus, construire (G, IT) a partir de 'instance
(X,C) est polynomial.

Supposons qu’il existe une solution S pour linstance (X,C) du probleme RXS3C.
Construisons un Indépendant Dominant S” de GG qui respecte les Obligations IT :

1. Pour chaque triplet ¢; dans .S, composé des éléments x,, x; et z., nous ajoutons les

sommets des obligations ¥, 0;?, o et ,0? dans S’.

2. Pour chaque triplet ¢; dans C'\ S nous ajoutons les sommets des obligations p} et p?
dans S’.

3. Pour chaque sommet ¢} dans S’ nous ajoutons I'ensemble des sommets de S\c} (tel
que défini dans le Lemme 2) dans S’

L’ensemble de sommets indépendants S’ contient un Indépendant Dominant respectant
les Obligations pour chaque gadget d’élément et de triplet car S est une couverture exacte
de X (cela nous garantit que pour chaque gadget d’élément, un seul ensemble S} est pris
dans S’). Tous les sommets de G sont dominés et les obligations II sont respectées. S’ est
un Indépendant Dominant de G respectant les Obligations II.

Supposons qu’il existe un Indépendant Dominant S de G qui respecte les Obligations
II. Construisons une couverture exacte S’ de X :

1. Pour chaque sommet D(p3) dans S, nous ajoutons le triplet ¢; dans S’ (nous savons
grace au Lemme 6 que la présence des sommets de 1'obligation ,0? dans un Indé-
pendant Dominant indique la présence de tous les sommets représentants le triplet
cj).

D’apres les Lemmes 4, 5 et 6, chaque triplet de C couvre soit tous ses éléments, soit aucun.
D’apres les Lemmes 1, 2 et 3, chaque élément de X est couvert par exactement un triplet.
Ainsi, S" est une couverture exacte de X. O
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2.2.3 Dans un chemin avec des obligations A-équilibrées

Carte 5. Le probleme IDO est N'P-complet méme dans un chemin (unique)
avec des obligations stables et A\-équilibrées (Théoréme 6).

Départ : Le probleme IDO est NP-complet méme dans une collection de chemins avec
des obligations stables et A-équilibrées (Construction 7).

Points d’étape :
1. Création d'un gadget de connecteur neutre (Construction 8 - Lemme 9).

2. N'P-complétude dans un unique chemin avec des obligations stables et M-
équilibrées (Construction 9 - Théoreme 6).

Une instance du probleme RXS3C est composée d'un univers X’ contenant 3¢ éléments
et d’une collection C de 3¢ triplets de ces éléments. L’instance (G, 1I) associée suivant la
Construction 7 depuis I'instance (X, C) est une collection de chemins contenant 66¢gA som-
mets, 42g\ arétes et 66¢g obligations stables et A-équilibrées. Pour étendre cette construc-
tion & un unique chemin, nous créons un gadget de connecteur neutre (Construction 8).
Ce gadget permet de rassembler deux composantes connexes disjointes en une seule. Nous
montrons alors que le gadget de connecteur neutre (Lemme 9) maintient la correspon-
dance entre les instances (X,C) et (G,II), c’est-a-dire qu’il ne modifie pas 'existence
d’une solution au probléme IDO. Le graphe obtenu a partir de ce gadget (Construction
9) est un unique chemin avec des obligations stables et A-équilibrées pour toute constante
A > 2. Nous concluons ainsi sur la N'P-complétude du probléme IDO (Théoréme 6).

Idée 8. Le gadget de connecteur neutre.

Ce gadget est un chemin réparti en trois obligations de telle sorte que si un sommet
extérieur v est connecté a ['une des extrémités de son chemin ¢, alors v ne pourra pas
étre dominé par p. Ce gadget admet un unique Indépendant Dominant qui respecte les
Obligations associées.

Construction 8. Le gadget de connecteur neutre.
Soit A > 2 un entier. Nous construisons le gadget connecteur neutre composé d’un graphe
Gneutre = (Vneutr67 Eneut?”e) et d’obligations Hneutre comme Suit :

— Nous ajoutons un chemin @1, ..., p3x.
— Nous ajoutons trois obligations ®1, @5 et 3, composées respectivement des sommets
D1, P3 €t P3x—3, P2 €L P3x—1 OU P4, P3r—2 €l P3.
— Pour chaque sommet p; € {@s, ..., 0374} :
— Sii (mod 3) =0, nous ajoutons le sommet @; dans ’obligation ®;.
— Sii (mod 3) = 2, nous ajoutons le sommet @; dans ’obligation ®,.

— 511 (mod 3) = 1, nous ajoutons le sommet p; dans l'obligation ®j.

L’instance générée a partir d'une constante A\ contient 3\ sommets, 3\ — 1 arétes et 3
obligations. La Construction 8 est illustrée dans les Figures 2.30 et 2.31.
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Y1 P3 ©e

FI1GURE 2.30 — Illustration de la Construction 8 pour un connecteur neutre avec A = 2 a
gauche et A = 3 a droite.

Y1 P3 ¥6 ¥9 P12
9|
905/ <P8/I 11 A 14
Lo I 1 I 1 \ o \ (1]
/ 7 \010 / \013A P15
| & [ 4 \ e ~eo|

FI1GURE 2.31 — Illustration de la Construction 8 pour un connecteur neutre avec A = 5.

Lemme 9. Soit A > 2 une constante. Soient (Gpeutre = (Vaeutres Eneutre)s Uneutre) le graphe
et les obligations obtenues en suivant la Construction 8. Soient (Gy = (Vi, Ey), 1) et
(Gy = (Va, Es), I1y) deuz instances du probléeme IDO avec Gy et Gy deux chemins. Soient
vl et va respectivement une extrémité du graphe G et du graphe Ga. Soit Vypion = Vieutre U
ViU Va. S0it Eynion = Eneutre U E1 U Ey U (v101) U (v3032). S0it Gunion = (Vanions Bunion)-
Soit Wynion = peutre U1 ULy, Soit (Gunion, Hunion) une instance du probléme IDO, avec
Gunion un unique chemin.

Il existe une solution pour l'instance (Gunion, Hunion) du probléme IDO si et seulement si
il existe une solution pour les instances (G1,11;) et (Go,1ls) du probléme IDO.

Démonstration. Soit Speure Un Indépendant Dominant de Geusre respectant les Obliga-
tions Il eutre- Si Spewrre contient le sommet ; alors le sommet 3, 1 ne peut pas étre
dominé, ce qui est une contradiction. Si S,cusre contient le sommet 3y alors le sommet o
ne peut pas étre dominé, ce qui est une contradiction. Ainsi, l'instance (Greutre, neutre)
ne possede qu’un seul Indépendant Dominant S, respectant les Obligations I1,cyspe-
Il s’agit des sommets de l'obligation ®,.

Supposons qu’il existe un Indépendant Dominant S; de GGy respectant les Obligations
I1;, ainsi qu’un Indépendant Dominant S, de Gy respectant les Obligations Ily. Soit S’
I’ensemble contenant tous les sommets de S; et Sy ainsi que les sommets de 1’obligation
®,. S est un Indépendant Dominant de G0, respectant les Obligations I1,,,i0,.

Supposons qu’il existe un Indépendant Dominant S de G0, respectant les Obliga-
tions Il,i0n. Aucun sommet de V3 U Vo U &1 U $3 ne permet de dominer I’ensemble des
sommets de l'obligation ®5. Ainsi, S contient ’ensemble des sommets de l'obligation ®,
et aucun sommet de V... ne peut dominer un sommet de V; U V5. Il existe donc une
solution pour les instances (G4, 11;) et (Go,Ilz) du probleme IDO. O
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Idée 9. Construire un chemin unique avec des obligations stables et \-équilibrées.

Nous avons vu comment construire une collection de chemins avec des obligations stables
et A-équilibrées pour tout A > 2 (Construction 7). Pour obtenir un unique chemin, nous
connectons deuzx chemins distincts grace a un gadget de connecteur neutre (Construction
8) tant qu’il reste au moins deux composantes non connexes. En répétant cette opération,
chaque composante connexe sera connectée d une unique composante connexe.

Construction 9. Construire un chemin unique avec des obligations stables et A-équilibrées
Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,..., ¢34}
Soit X\ = 2k + [ un entier avec k > 1 et f € {0,1}. Nous construisons une instance
(G = (V, E),I1) du probléme IDO comme suit :

— Pour chaque élément x; € X :

Soient c;,cp,c; € C avec j < k <1 les trois tm’plets contenant l’élément x;.

Nous ajoutons seize obligations notées !, wl', w} it al 22 eta

T T T T, X 3. chacune
composée de deuxr sommets originaur indépendants et de leurs copies éven-
tuelles. Dans chaque obligation m et x nous considérons un sommet gauche et
un sommet droit respectivement notés G(mw) et D(m) ou G(z) et D(z), ainsi
que leurs copies respectives notées G1(m),...,Gx_1(m) et Dy(m),..., De_1(m)
ou Gy(x),...,Ge_1(x) et Di(z),...,Dw_1(x). Si p = 1 alors nous ajoutons
également un sommet bis noté B(m) dans chaque obligation 7 et un sommet
bis noté B(x) dans chaque obligation x.

Nous ajoutons les sommets cj,ck, c representant les tmplets contenant 1’élé-
ment x; ainsi que leurs copies respectives CityevsClpmts Ckp-- c,M . et

Clis-- - Clnt
L’ensemble des copies d’un sommet v est noté A(v

).
Nous ajoutons les arétes (D(r1)G(xf)), (D(nF)G(x}))

, 1), (D(f)G(r)),
(G(x))D(x)). (D(x})G(x). (D(x)D(x2)). (G(x2)G (), (D(x)G(x?)).
(DG (x7)), (D(m)G(x})), (G(m)D(mf), (D(r2)D(n?)), (D(w)G(x]),
(G(x9)D(r)), (D()C(rt), (D(x DG(?), (D(E)G(m), (D(r)G(x;)),

7

(DG (a?), (D), (D(a)eh), (D(a?)eh) et (D

Pour 1 < < k—1, nous ajoutons les arétes (D, (7] )G, (rF) ; ;
(DL(WZF)GL(W?)); (GL(WQ)DL(W?)% (Du(m)Gu(7})), (Du(m})Du(77)),

(G(m7)Gu (7)), (D(7)G (7)), (D())G.(7D)), (D.(7})G.(7D)),

(G.(m 25) (7 ))7 (D (ﬂ—?) (7 )) (DL(W?)GL<7TZ))> (GL(W?)DL(W§))>

(D.(m ?) (7)), (D (7%7) (7)), (Du(7f)Gu(miY), (Du(m))G(%})),
(D(7}°)G.(27)), (D.(m} )GL(-’E?)); (Du(x;)es,), (D(x})ey,) et (D,(F)c,)

Si B =1, nous ajoutons les arétes (B(nl)B(xl)), (B(n})B(n?)), (B(x})B(r})),
B(r})B(n})), (B(m})B(n?)), (B(r})B(x])), (B(n{)B(7})), (B(n})B(x})),

(
(B(m;°)B(x7)) et (B(m')B(x7)).

7 (2

— Pour chaque triplet c¢; € C :

Soient x,, Ty, T. € X les trois éléments du triplet c;. Soient cf, cb et cc- les
trois sommets-triplet tels qu’ils ont été créés précédemment, ainsi que cf,, c?b
et ¢ , (pour 1 <o < Kk —1) leurs copies respectives éventuelles.
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— Nous ajoutons trois obligations notées oy, cr;? et of, composées respectivement
des sommets ¢ et A(c4), ¢ et A(ch) ou ¢ et A(¢5) ainsi que d’un sommet droit
noté respectivement D(o?), D(0?) et D(0%) et de copies de ce sommet droit
notées respectivement D,(c$), D,(a}) et D,(c¢) (pour1 <t <k—1). Sif =1,
nous ajoutons un sommet bis noté B(o}) dans l'obligation of, un sommet bis
noté B(a}) dans lobligation o’ et un sommet bis noté B(o) dans l'obligation
c

O'j.

— Nous ajoutons trois obligations notées pjl, pjz et p?, chacune composée de deux
sommets originaux indépendants et de leurs copies éventuelles. Dans chaque
obligation p nous considérons un sommet gauche et un sommet droit respec-
tivement notés G(p) et D(p) ainsi que leurs copies respectives G,(p) et D,(p)
(pour 1 << rk—1). 8i B =1, nous ajoutons un sommet bis noté B(pj) dans
l"obligation ,0]1-, un sommet bis noté B(p?) dans [’obligation p? et un sommet
bis noté B(p;’) dans l’obligation pg-’

— Nous ajoutons les arétes (D(c$)G(p})), (D(a2)G(p})), (D(c5)G(p3)),
(D(p)G(p)) et (D(p3)D(p3))-

— Pour 1 <1 <k — 1, nous ajoutons les arétes (D, (0§

(Du(a5)Gu(p3)), (Du(p;)Gu(p3)) et (Du(p7)D.(p3))-

— Si B =1, nous ajoutons les arétes (B(c2)B(p;)), (B(a})B(p})), (B(c§)B(p?))
et (B(p)B(p}))-

— Soient Py, ..., P, les p chemins disjoints précédemment créés.
— Pour1<Ii<p-—1:

— Soient u; et vy les deux extrémités du chemin P,. Soient u; 1 et vy les deux
extrémités du chemin Ppyq.

)GL(le')>7 (DL(J?)GL(/);-)),

— Nous ajoutons un chemin @, ..., gog/\.
— Nous ajoutons trois obligations @', ® et ®L, composées respectivement des
sommels @y, @ et Py 5, b el Py ou @, Py el @l
— Pour chaque sommet @' € {@L, ... o4 4} :
— Sii (mod 3) =0, nous ajoutons le sommet @, dans ’obligation @Y.

— Sii (mod 3) = 2, nous ajoutons le sommet . dans l'obligation @Y.

— Sii (mod 3) = 1, nous ajoutons le sommet @t dans l’obligation @Y.

— Nous ajoutons les arétes (v}) et (Phyupyr).

Pour un élément z; € X, le gadget associé est composé d'une collection de chemins
disjoints et de seize obligations stables et A-équilibrées. Pour un triplet ¢; € C, le gadget
associé est composé d'une collection de chemins disjoints et de six obligations stables et
A-équilibrées. Les gadgets d’élément et de triplet forment 24¢gA chemins disjoints. Pour
deux chemins disjoints, le gadget de connecteur neutre associé est composé d’un chemin et
de trois obligations stables et A-équilibrées. Ainsi, I'instance générée a partir du probleme
RX3C contient 72g\%+ (66 — 3)\ sommets, 72g\*+ (66g — 3)\ — 1 arétes et 72g\+66q — 3
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obligations. Notons qu’il est possible d’utiliser un connecteur neutre supplémentaire afin
de relier les deux extrémités du chemin, obtenant alors un cycle avec des obligations
stables et A-équilibrées, pour toute constante A > 2.

Théoreme 6. Déterminer [’existence d’une solution pour le probléme IDO est un probleme
NP-complet, méme si le graphe est un chemin (unique) et que les obligations sont stables
et \-équilibrées, pour toute constante A > 2.

Démonstration. Soit (X,C) une instance du probleme RX3C avec X = {z1,...,x3,} et
C ={c1,... ¢35} Soit A = 2k +  un entier avec k > 1 et f € {0,1}. Soient (G,1I) le
graphe et les obligations associées suivant la Construction 7 depuis (X,C, ).

Le probléme IDO est clairement dans N'P. De plus, construire (G, II) a partir de I'instance
(X,C) est polynomial.

Supposons qu’il existe une solution S pour l'instance (X,C) du probleme RXS3C.
Construisons un Indépendant Dominant S’ de G qui respecte les Obligations II :

1. Pour chaque triplet ¢; dans S, composé des éléments z,, 3 et ., nous ajoutons les
sommets des obligations ¥, aj?, o et p? dans 5.

2. Pour chaque triplet ¢; dans C'\ S nous ajoutons les sommets des obligations ,0} et p?
dans S’.

3. Pour chaque sommet c§ dans S’ nous ajoutons 'ensemble des sommets de S;\cg (tel
que défini dans le Lemme 2) dans S’

4. Pour 1 <1 < 24¢\ — 1, nous ajoutons les sommets de I'obligation ®, dans S’.

L’ensemble de sommets indépendants S’ contient un Indépendant Dominant respectant
les Obligations pour chaque gadget d’élément et de triplet car S est une couverture exacte
de X (cela nous garantit que pour chaque gadget d’élément, un seul ensemble SJZ: est pris
dans S), ainsi que pour chaque gadget de connecteur neutre. Tous les sommets de GG
sont dominés et les obligations II sont respectées. S’ est un Indépendant Dominant de G
respectant les Obligations II.

Supposons qu’il existe un Indépendant Dominant S de G qui respecte les Obligations
II. Construisons une couverture exacte S’ de X :

1. Pour chaque sommet D(p3) dans S, nous ajoutons le triplet ¢; dans S’ (nous savons
grace au Lemme 6 que la présence des sommets de 1’obligation p? dans un Indé-
pendant Dominant indique la présence de tous les sommets représentant le triplet
Cj).

D’apres les Lemmes 4, 5 et 6, chaque triplet de C couvre soit tous ses éléments, soit aucun.
D’apres les Lemmes 1, 2 et 3, chaque élément de X est couvert par exactement un triplet.
Ainsi, S’ est une couverture exacte de X. ]
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2.2.4 Dans un graphe de forte densité avec des obligations \-
équilibrées

Carte 6. Le probléme IDO est N'P-complet méme dans un graphe connexe de

forte densité avec des obligations stables et \-équilibrées pour toute constante
A > 2 (Théoréme 7).

Départ : Le probleme IDO est N'P-complet méme dans une collection de chemins avec
des obligations stables et A-équilibrées pour toute constante A > 2 (Construction 7).
Points d’étape :

1. N'P-complétude dans un graphe connexe de forte densité, avec des obligations
stables et A-équilibrées (Construction 10 - Théoreme 7).

Une instance du probleme RX3C' est composée d’un univers X contenant 3q élé-
ments et d'une collection C de 3¢ triplets de ces éléments. L’instance (G, II) associée
suivant la Construction 7 depuis I'instance (X', C) est une collection de chemins contenant
66gA sommets, 42¢g\ arétes et 66g obligations stables et A-équilibrées. Pour étendre cette
construction a un graphe de forte densité, nous rajoutons un sous-graphe complet privé de
quelques arétes contenant arbitrairement plus de sommets et d’arétes et nous relions ces
sous-graphes par un connecteur neutre afin d’obtenir un graphe connexe (Construction
10). Nous concluons alors sur la N"P-complétude du probléeme IDO (Théoréme 7).

Idée 10. Obtenir un graphe de forte densité.

Nous avons vu comment construire une collection de chemins avec des obligations stables
et A\-équilibrées pour tout X > 2 (Construction 7). Pour obtenir un graphe de forte densité,
nous ajoutons un graphe complet de taille arbitrairement grande (Q\) dans lequel nous
supprimons A— 1 arétes pour chaque sommet (les arétes présentes dans chaque obligation)
afin de garantir l’existence d’une solution tout en conservant des obligations stables et \-
équilibrées (nous avons alors un graphe complet Q-parti équilibré). Nous ajoutons ensuite
un connecteur neutre (Construction 8) que nous relions d chaque composante conneze.
Ainsi, le sous-graphe qui maintient le lien avec l'instance (X,C) du probléme RX3C reste
inchangé mais son nombre de sommets et d’arétes n’est plus significatif.

Construction 10. Obtenir un graphe de forte densité.
Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,..., ¢34}
Soit A = 2k + [ un entier avec k > 1 et § € {0,1}. Nous construisons une instance
(G = (V,E),I1) du probléme IDO comme suit :

— Pour chaque élément x; € X :

— Soient cj,cp,c; € C avec j < k < les trois triplets contenant l’élément x;.

T _F 1 1,1 .2 3
LT T, T, xy, Ty ety chacune

composée de deuxr sommets originaur indépendants et de leurs copies éven-
tuelles. Dans chaque obligation m et x nous considérons un sommet gauche et
un sommet droit respectivement notés G(w) et D(m) ou G(x) et D(x), ainsi
que leurs copies respectives notées G1(m),...,Ge_1(m) et Di(m),...,Dy_y1(7)

— Nous ajoutons seize obligations notées
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ou Gi(x),...,Ge_1(x) et Di(x),...,De_1(x). Si f = 1 alors nous ajoutons
également un sommet bis noté B(m) dans chaque obligation 7 et un sommet
bis noté B(x) dans chaque obligation x.

— Nous ajoutons les sommets c],ck, c representant les tmplets contenant [’élé-
ment x; ainsi que leurs copies respectives Cjy,...,C5 4, ckl,.. c,m , et

Clar > Chmmt-
— L’ensemble des copies d’un sommet v est noté A(v).
(7

— Nous ajoutons les arétes (D(r])G(xl)), (D(xf)G
(G(r1) D)), (D(x})G(x))), (D(x1)D(x2), (G(r:
(D(m))G(m7)), (D(m)G(m)), (G(x7)D(m)), (D
(G(m?)D(77)), (D(m9)G (7)), (D(m{)G (7)), (D(n}
(D(m°)G (7)), (D(mi)G(2})), (D(x)c;), (D(xF)ct) e

— Pour1 <1t < k—1, nous ajoutons les arétes

(D.(m]")G (7??))7 (GL(WS)DL(W?)); (D (7 )G.(

(GUm)Gu (7)), (Du(77)Gu(7?)), (Du(m?)Go(m7)

(G.(x)D,(x])), (D,(x)D,(x )) (D.(77)G.(])

(D.(7})Gu(m7)), (D (Wf) (7)), (Du(7}) G (]

(D(x1%)G,(a2)), (D,(w1)G, (1)), (D.(})c5,),

5
;
6
T
1
;

B =1, nous ajoutons les arétes (B(n! ) B

— i
(B(r)B(m?)), (B(m))B(m), (B(m)B(r]
(B(x0)B(22) et (B(x!)B(x})).

— Pour chagque triplet ¢; € C :

— Soient x,, xp, T. € X les trois éléments du triplet c;. Soient ¢f c] et cj les
trois sommets-triplet tels qu’ils ont été créés précédemment, ainsi que c?,, c°

G Cia
et ¢, (pour 1 <1 <k —1) leurs copies respectives éventuelles.

— Nous ajoutons trois obligations notées o}, a et o, composées respectivement
des sommets ¢ et A(c5), ¢ et A(c}) ou c§ et A( c§) ainsi que d’un sommet droit
noté respectivement D( ]) D(o ) et D( ¢) et de copies de ce sommet droit
notées respectivement D, (0%), DL( %) et D ( $) (pour1 <1< k—1). Sig=1,
nous ajoutons un sommet bzs note B( ) dans obligation of, un sommet bis
noté B(ob) dans Uobligation o} et un sommet bis noté B(o ) dans lobligation
5.

— Nous ajoutons trois obligations notées pjl-, pjz et p?, chacune composée de deux
sommets originaux indépendants et de leurs copies éventuelles. Dans chaque
obligation p nous considérons un sommet gauche et un sommet droit respec-
tivement notés G(p) et D(p) ainsi que leurs copies respectives G,(p) et D,(p)
(pour 1 <1<k —1). Si § =1, nous ajoutons un sommet bis noté B(pj) dans
l"obligation p}, un sommet bis noté B(p?) dans [’obligation p? et un sommet
bis noté B(p3) dans l'obligation p}

— Nous ajoutons les arétes (D(c$)G(p})), (D(a2)G(p})), (D(c5)G(p3)),
(D(p;)G(p})) et (D(p})D(p]))-
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— Pour 1 <1 < k—1, nous ajoutons les arétes (D,(09)G.(p})), (D.(62)G.(p})),
(Du(05)G.(p7)), (Dup)Gulp})) et (Du(p)D.(p3))-
— 8i B =1, nous ajoutons les arétes (B(c?)B(p;)), (B(a})B(p;)), (B(c§)B(p?))
et (B(p3)B(p})).
— Soient Py, ..., P, les p chemins disjoints précédemment créés.

— Nous ajoutons un chemin @1, ..., Q3.
— Nous ajoutons trois obligations ®1, ®o et 3, composées respectivement des sommets
1, P3 €t P3r—3, P2 €t P3r—1 OU Y1, P3r—2 €l P3x.
— Pour chaque sommet p; € {@s, ..., P304} :
— 511 (mod 3) =0, nous ajoutons le sommet p; dans l'obligation ®;.
— Sii (mod 3) = 2, nous ajoutons le sommet @; dans 'obligation ®,.
— Sii (mod 3) = 1, nous ajoutons le sommet @; dans ’obligation ®s.
— Pour1 <1 <p:
— Soient u; une des deuxr extrémités du chemin Pj.
— Nous ajoutons l'aréte (up1).

— Soit Q un grand nombre avec  >> X et ) >> q.

— Nous ajoutons §2 obligations notées o', ..., 0%, chacune composée de \ sommets
notés respectivement w%, . ,w)l\, e ,w?, e ,wg\).

— Pour1<i<j<Q, pourl <k<Il<M\, nous ajoutons l’aréte (w,@wl])

— Nous ajoutons laréte (wipsy).

Pour un élément x; € X, le gadget associé est composé d'une collection de chemins
disjoints et de seize obligations stables et A-équilibrées. Pour un triplet ¢; € C, le gadget
associé est composé d'une collection de chemins disjoints et de six obligations stables
et A\-équilibrées. Les gadgets d’élément et de triplet forment 24¢)\ chemins disjoints. La
sous-instance liée aux sommets w est composée d'un graphe presque complet et de (2
obligations. Ainsi, I'instance générée a partir du probleme RX3C contient A2+ 66g\ + 3\
sommets, w + 669X\ + 3\ arétes et {24 66¢g + 1 obligations. Le sous-graphe 2-partis
complet (chaque partie est indépendante mais partage toutes les arétes possibles avec les
sommets de toutes les autres parties) équilibré décrit dans la Construction 10 est illustré
dans la Figure 2.32. Un Indépendant Dominant respectant les Obligations associées est
illustré dans la Figure 2.33.
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F1GURE 2.32 — Illustration de la Construction 10 pour A = 2 et ) = 4.

wi wi
ws? w}
w}? w}
w} w$

FIGURE 2.33 — Illustration d’un Indépendant Dominant S pour ’exemple représenté dans
la Figure 2.32. Les sommets de S sont représentés pleins.
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Avant de montrer que le probléeme IDO est un probléme N P-complet dans notre cas
restreint, nous évaluons la densité du graphe G. Le graphe contient A{2 4+ 66g\ + 3\
sommets, ce qui correspond a ’\2QZ+(132q;6)>‘29_/\Q + (21784 + 198¢)\* + w arétes
maximum. Ainsi, la densité du graphe est définie par :

26242
%+66q)\+3)\
7021 (1 20—
A2Q +(132q2+6)A Q AS)+(2178q2+198q))\2+

(9A=664=3)X
2

Lorsque ce polynome tend vers l'infini, la composante la plus significative est €. Calculer

sa limite lorsque €2 tend vers l'infini revient alors a calculer la limite de smlsg#‘
-3

Ainsi, lorsque €2 tend vers l'infini, la densité du graphe s’approche de sa valeur maximale
sans jamais 'atteindre : le graphe a une forte densité. Pour tout € > 0, il existe un facteur
Q telle que la densité du graphe est au moins de 1 — .

Théoreme 7. Déterminer [’existence d’une solution pour le probléme IDO est un probleme
NP-complet, méme si le graphe est un graphe connezxe de forte densité (au moins 1 — ¢
avec e > 0) et que les obligations sont stables et A-équilibrées, pour toute constante A > 2.

Démonstration. Soit (X,C) une instance du probleme RX3C avec X = {z1,...,x3,} et
C ={c1,... ¢35} Soit A = 2k +  un entier avec k > 1 et f € {0,1}. Soient (G,1I) le
graphe et les obligations associées suivant la Construction 10 depuis (X, C, ).

Le probléme IDO est clairement dans N'P. De plus, construire (G, IT) a partir de I'instance
(X,C) est polynomial.

Supposons qu’il existe une solution S pour l'instance (X,C) du probleme RXSC.
Construisons un Indépendant Dominant S’ de G qui respecte les Obligations II :
1. Pour chaque triplet ¢; dans S, composé des éléments z,, x; et z., nous ajoutons les
sommets des obligations o7, a?, o et ,0? dans S’.
2. Pour chaque triplet ¢; dans C'\\S nous ajoutons les sommets des obligations ,0]1. et p;’?
dans S’.

3. Pour chaque sommet cé dans S’ nous ajoutons l'ensemble des sommets de S;\c; (tel
que défini dans le Lemme 2) dans S'.

4. Nous ajoutons les sommets de I'obligation o!.

L’ensemble de sommets indépendants S’ contient un Indépendant Dominant respectant
les Obligations pour chaque gadget d’élément et de triplet car S est une couverture exacte
de X (cela nous garantit que pour chaque gadget d’élément, un seul ensemble S; est pris
dans S’). Tous les sommets de G sont dominés et les obligations II sont respectées. S” est
un Indépendant Dominant de GG respectant les Obligations II.

Supposons qu’il existe un Indépendant Dominant S de G qui respecte les Obligations
I1. Construisons une couverture exacte S’ de X :

1. Pour chaque sommet D(p3) dans S, nous ajoutons le triplet ¢; dans S’ (nous savons
grace au Lemme 6 que la présence des sommets de 1’obligation p? dans un Indé-
pendant Dominant indique la présence de tous les sommets représentant le triplet

Cj).
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D’apres les Lemmes 4, 5 et 6, chaque triplet de C couvre soit tous ses éléments, soit aucun.
D’apres les Lemmes 1, 2 et 3, chaque élément de X est couvert par exactement un triplet.
Ainsi, S est une couverture exacte de X. O

2.2.5 Dans un graphe de faible densité avec des obligations -
équilibrées

Carte 7. Le probléme IDO est N'P-complet méme dans un graphe de faible
densité avec des obligations stables et A-équilibrées pour toute constante
A > 2 (Théoréme 8).

Départ : Le probléeme IDO est N'P-complet méme dans une collection de chemins avec
des obligations stables et A-équilibrées pour toute constante A > 2 (Construction 7).
Points d’étape :

1. N'P-complétude dans un graphe de faible densité, avec des obligations stables et
A-équilibrées (Construction 11 - Théoréme 8).

Une instance du probleme RX3C' est composée d’un univers X contenant 3q élé-
ments et d'une collection C de 3¢ triplets de ces éléments. L’instance (G, II) associée
suivant la Construction 7 depuis I'instance (X, C) est une collection de chemins contenant
66g\ sommets, 42g\ arétes et 66g obligations stables et A-équilibrées. Pour étendre cette
construction a un graphe de faible densité, nous rajoutons un grand nombre de sommets
indépendants (Construction 11). Nous concluons alors sur la AP-complétude du probléme
IDO (Théoreme 8).

Idée 11. Obtenir un graphe de faible densité.

Nous avons vu comment construire une collection de chemins avec des obligations stables
et A-équilibrées pour tout X > 2 (Construction 7). Pour obtenir un graphe de faible densité,
nous ajoutons un nombre arbitrairement grand de sommets indépendants (Q\) que nous
répartissons en §) obligations de taille . Ainsi, le sous-graphe qui maintient le lien avec
Uinstance (X,C) du probléme RX3C reste inchangé mais son nombre de sommets et
d’arétes n’est plus significatif.

Construction 11. Obtenir un graphe de faible densité.
Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,..., ¢34}
Soit X\ = 2k +  un entier avec k > 1 et € {0,1}. Nous construisons une instance
(G = (V,E),I1) du probléme IDO comme suit :

— Pour chaque élément x; € X :

— Soient cj, c,c; € C avec j < k < les trois triplets contenant l’élément x;.

— Nous ajoutons seize obligations notées w1, ¥ n}, ... wit xl 2? et 23, chacune

composée de deuxr sommets originaur indépendants et de leurs copies éven-
tuelles. Dans chaque obligation m et x nous considérons un sommet gauche et
un sommet droit respectivement notés G(m) et D(m) ou G(x) et D(x), ainsi
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que leurs copies respectives notées G1(m),...,Gu_1(m) et Dy(m),..., Dy_1(m)
ou Gy(x),...,Ge_1(x) et Di(z),...,De_1(x). Si p = 1 alors nous ajoutons
également un sommet bis noté B(m) dans chaque obligation 7 et un sommet
bis noté B(x) dans chaque obligation x.

— Nous ajoutons les sommets cj,ck, c representant les tmplets contenant [’élé-

ment x; ainsi que leurs copies respectives cjl,...,c” 15 ckl,.. c,m . et

Clas- s Clpt-
— L’ensemble des copies d’un sommet v est noté A(v).

— Nous ajoutons les arétes (D(x])G(x])), (D(xf)G(x}

7 (3

(G(m)D(m)), (D(m})G(m})), (D(m
(D(m)G(r?)), (D(m)G(m)), (G(x}
(G(7)D(w7)). (D(77)G(m)), (D(Wi7
(D(m}®)G (7)), (D(m)G (), (D(x;
— Pour1 <.t < k—1, nous ajoutons les aré
(Dy(m)G (W?)% (GL(WS)DL(W?)); (D(m})G(
(G(77)G. (7)), (Du())G (7 )) (D(m})G\(x})
ELE ) D, (] g;( () Do (m )) (D7) G (x])
(D.(r10)G,(a2)), (D(x1)G(a?)), (D)), t
— Si 8 =1, nous ajoutons les arétes (B(w!)B(xl)), (B(r})B(n?)), (B
(B(r)B(?), (B(x?)B(r?)). (B()B(x]). (
(B(r!®)B(a?)) et (B(r1)B(z?).

— Pour chaque triplet c; € C :

G f Wf’ i
D, ?) (7)), (D (727) (70)), (D7) G (T,
D

L

— Soient x,, Ty, T. € X les trois éléments du triplet c;. Soient cf c et ¢ les
trois sommets-triplet tels qu’ils ont été créés précédemment, ainsi que 5o C?L
et ¢ , (pour 1 <o < Kk —1) leurs copies respectives éventuelles.

— Nous ajoutons trois obligations notées aj, aj et aj, composées respectivement
des sommets ¢ et A(c3), ¢ et A(c)) ou c§ et A(c5) ainsi que d’un sommet droit
noté respectivement D(c%), D(0?) et D(0§) et de copies de ce sommet droit
notées respectivement D,(0%), D,(0%) et D,(c¢) (pour1 <. <k—1). Sif =1,
nous ajoutons un sommet bis noté B(of) dans l'obligation of, un sommet bis
noté B(a?) dans obligation o} et un sommet bis noté B(o ) dans lobligation

J
O-j-

— Nous ajoutons trois obligations notées p}, pjz et p?, chacune composée de deux
sommets originaux indépendants et de leurs copies éventuelles. Dans chaque
obligation p nous considérons un sommet gauche et un sommet droit respec-
tivement notés G(p) et D(p) ainsi que leurs copies respectives G,(p) et D,(p)
(pour 1 <1< k—1). 8 5=1, nous ajoutons un sommet bis noté B(p}) dans
lobligation p;, un sommet bis noté B(p3) dans l'obligation p5 et un sommet
bis noté B(pg-’) dans l'obligation p?

: 5 a 1 b 1 c 3

— Nouslajouz;ons les areges (Dg(aj)G(pj)), (D(e)G(p;)), (D(a5)G(p3)),

(D(pj)G(pj>) et (D(Pj>D(Pj))'

81



— Pour 1 <1 < k—1, nous ajoutons les arétes (D,(09)G.(p})), (D.(62)G.(p})),
(Du(05)G.(p7)), (Dup)Gulp})) et (Du(p)D.(p3))-
— 8i B =1, nous ajoutons les arétes (B(c?)B(p;)), (B(a})B(p;)), (B(c§)B(p?))
et (B(p3)B(p})).
— Soit Q un grand nombre avec 2 >> X et () >> q.

— Nous ajoutons 2 obligations notées o', ..., 0%, chacune composée de \ sommets
notés respectivement w%, e ,w}\, . ,w?, . ,wy.

Pour un élément z; € X, le gadget associé est composé d'une collection de chemins
disjoints et de seize obligations stables et A-équilibrées. Pour un triplet ¢; € C, le gadget
associé est composé d'une collection de chemins disjoints et de six obligations stables et
A-équilibrées. La sous-instance liée aux sommets de type w est composée d'un graphe sans
arétes et de \ obligations. Ainsi, I'instance générée a partir du probleme RX3C contient
A + 66gA sommets, 42g\ arétes et () + 66¢ obligations.

Avant de montrer que le probléme IDO est un probléeme N P-complet dans notre cas
restreint, nous évaluons la densité du graphe G. Le graphe contient AQ2 4+ 66gA sommets,
ce qui correspond a :

A2024132g02Q-)\Q 212
2q + 2178¢*A\* — 33g A

arétes maximum. Ainsi, la densité du graphe est définie par :

42g )\
202 2
AZQZH1329AT0-20 1 9178¢2 A2 —33¢A

Lorsque ce polyndéme tend vers 'infini, la composante la plus significative est €. Calculer
sa limite lorsque €2 tend vers l'infini revient alors a calculer la limite de % Ainsi, lorsque
Q) tend vers l'infini, la densité du graphe s’approche de sa valeur minimale sans jamais
I’atteindre : le graphe a une faible densité. Pour tout € > 0, il existe un facteur €2 telle
que la densité du graphe est au plus de ¢.

Théoreme 8. Déterminer l’existence d’une solution pour le probleme IDO est un probléme
NP-complet, méme si le graphe est un graphe de faible densité (au plus e avec € > 0) et
que les obligations sont stables et A-équilibrées, pour toute constante A > 2.

Démonstration. Soit (X,C) une instance du probleme RX3C avec X = {x1,...,z3,} et
C ={c1,...,c35}. Soit A = 2k + B un entier avec k > 1 et § € {0,1}. Soient (G,1I) le
graphe et les obligations associées suivant la Construction 11 depuis (X,C, ).

Le probléme IDO est clairement dans N'P. De plus, construire (G, II) a partir de I'instance
(X,C) est polynomial.

Supposons qu’il existe une solution S pour l'instance (X,C) du probleme RXS3C.
Construisons un Indépendant Dominant S” de G qui respecte les Obligations IT :
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1. Pour chaque triplet ¢; dans S, composé des éléments z,, x; et z., nous ajoutons les
sommets des obligations o7, a?, o et ,0? dans S’.

2. Pour chaque triplet ¢; dans C'\\S nous ajoutons les sommets des obligations ,0]1- et p;’?
dans 5.

3. Pour chaque sommet c§ dans S’ nous ajoutons '’ensemble des sommets de SJZ\CE (tel
que défini dans le Lemme 2) dans S’

4. Nous ajoutons les sommets des obligations o', ..., 0.

L’ensemble de sommets indépendants S’ contient un Indépendant Dominant respectant
les Obligations pour chaque gadget d’élément et de triplet car S est une couverture exacte
de X (cela nous garantit que pour chaque gadget d’élément, un seul ensemble S} est pris
dans S’). Tous les sommets de G sont dominés et les obligations II sont respectées. S’ est
un Indépendant Dominant de G respectant les Obligations II.

Supposons qu’il existe un Indépendant Dominant S de G qui respecte les Obligations
I1. Construisons une couverture exacte S’ de X :

1. Pour chaque sommet D(pjz) dans S, nous ajoutons le triplet ¢; dans S” (nous savons
grace au Lemme 6 que la présence des sommets de 1'obligation p? dans un Indé-
pendant Dominant indique la présence de tous les sommets représentant le triplet
Cj).

D’apres les Lemmes 4, 5 et 6, chaque triplet de C couvre soit tous ses éléments, soit aucun.
D’apres les Lemmes 1, 2 et 3, chaque élément de X est couvert par exactement un triplet.
Ainsi, S’ est une couverture exacte de X. O

2.2.6 Dans un graphe de diametre deux avec des obligations -
équilibrées

Carte 8. Le probléme IDO est N'P-complet méme dans un graphe de diamétre
deux avec des obligations stables et \-équilibrées pour toute constante \ > 2
(Théoréme 9).

Départ : Le probléme IDO est N'P-complet méme dans une collection de chemins avec
des obligations stables et A-équilibrées pour toute constante A > 2 (Construction 7).
Points d’étape :

1. N'P-complétude dans un graphe de diametre deux, avec des obligations stables et
A-équilibrées (Construction 12 - Théoreme 9).

Nous montrons que le probléeme IDO est un probléeme N P-complet méme dans un
graphe de diametre deux avec des obligations stables et A-équilibrées pour toute constante
A > 2 (Théoreme 9). Nous partons de la Construction 7 et ajoutons des sommets, des
arétes, des obligations et un connecteur neutre afin de créer deux ensembles de sommets
presque universels pour le graphe final (Construction 12). Cet ensemble va diminuer le
diametre du graphe pour obtenir un diametre deux a partir d'une collection de chemins.
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Idée 12. Obtenir un graphe de diamétre deuz.

Nous avons vu comment construire une collection de chemins G avec des obligations
stables et A-équilibrées pour tout X > 2 (Construction 7). Pour obtenir un graphe de
diamétre deux, nous ajoutons deux nouvelles obligations o' et o*. Chaque sommet des
obligations ¢ est un sommet universel du graphe précédent; c’est-a-dire que chacun de
ces sommets est adjacent a tous les autres sommets du graphe G. L’instance a alors un
graphe de diametre deux et conserve toujours des obligations \-équilibrées. La derniere
étape consiste a empécher ces nouveaux sommets d’étre dans une solution. Nous pourrions
ajouter une aréte entre deuw sommets de l'obligation o' et de l’obligation o?, mais ces
obligations ne seraient plus stables. Au lieu de cela, nous allons utiliser une propriété des
connecteurs neutres. Nous avons vu dans la preuve du Lemme 9 qu’un connecteur neutre
n’admet qu’une seule solution. Si les sommets de l'obligation ®5 ne sont pas choisis, alors
soit le sommet o soit le sommet p3y_1 ne peut pas étre dominé. Nous ajoutons alors
le connecteur neutre (Greutre = (Vneutres Eneutre)s Uneutre), un chemin avec des obligations
stables et \-équilibrées. Chaque sommet des obligations o' et o* est relié a chaque sommet
de Viewrre Sauf o3 pour l'un et @, pour lautre. Ainsi, aucun sommet des obligations o' et
0% ne peut appartenir a une solution.

Construction 12. Obtenir un graphe de diamétre deuz.

Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,..., ¢34}
Soit A = 2k + [ un entier avec k > 1 et f € {0,1}. Nous construisons une instance
(G = (V,E),I1) du probléme IDO comme suit :

— Pour chaque élément x; € X :

— Soient cj,cp,c; € C avec j < k < les trois triplets contenant l’élément x;.

— Nous ajoutons seize obligations notées il , i =t ... ,xr, x? et x3, chacune

composée de deur sommets originaus mdependants et de leurs copies éven-
tuelles. Dans chaque obligation 7 et x nous considérons un sommet gauche et
un sommet droit respectivement notés G(m) et D(m) ou G(z) et D(z), ainsi
que leurs copies respectives notées G1(m),...,G_1(m) et Dy(m),..., De_1(m)
ou Gy(x),...,Ge_1(x) et Di(z),...,De_1(x). Si f = 1 alors nous ajoutons
également un sommet bis noté B(m) dans chaque obligation 7 et un sommet
bis noté B(x) dans chaque obligation x.

— Nous ajoutons les sommets cj,ck, c representant les tmplets contenant [’élé-
ment x; ainsi que leurs copies respectives cjl,...,cm 15 ckl,.. c,m . et
Cllv" Cln 1

— L’ensemble des copies d’un sommet v est noté A(v).

— Nous ajoutons les arétes (D(7T VG(rE), (D(xF)G(r})), (D(xF)G(7?)),
(G(m})D(7})), (D(m})G(7})), (D(x )D( ™)), (G(7})G(7))), (D(m))G(77)),
(D(m))G(7f)), (D(r})G(7))), (G(72)D(n])), (D(x?)D(x7)), (D(77)G(x])),
(G(7?)D(7?)), (D(Wf)G(Wf)) (D(m )G(Wfo)); (D(nP)G(7h)), (D(n))G(x})),
(D(r[°)G(27)), (D(mi")G(})), (D( Des), (D)) et (D(x)ch)

— Pour1 <1 < k—1, nous ajoutons les arétes (D, (7] )G (7)), (D, (xF)G,(7})),

(DL(WF)GL(W‘Q)); (Gb(ﬂl)Db(W%l)), (Db(ﬂ"l)Gb(ﬂ—?

3 (2 3 K3 7

84



ST po

3
SLah

B(})B(x})), (B(m)B(m})),

3 3 7

( (
(B(m;")B(x7)) et (B(m')B(x})).

7

— Pour chaque triplet c; € C :

Soient x4, xp, T. € X les trois éléments du triplet c;. Soient c, cb et ¢ les
trois sommets-triplet tels qu’ils ont été créés précédemment, ainsi que c2,, @

C-
Jib? g
et ¢ , (pour 1 <o < Kk —1) leurs copies respectives éventuelles.

Nous ajoutons trois oblzgatwns notées o j (7;’ et UC-, composées respectivement
des sommets ¢ et A(c9), ¢ et A(ch) ou c§ et A(c5) az’nsz’ que d’un sommet droit
noté respectivement D(c%), D(o?) et D( <) et de copies de ce sommet droit
notées respectivement D,(0%), D,(c}) et D ( $) (pour1 <1< k—1). i =1,
nous ajoutons un sommet bis note B(of) dans l'obligation o, un sommet bis
note B(o}) dans Uobligation ¢? et un sommet bis noté B(o ) dcms lobligation

Nous ajoutons trois obligations notées p}, pj2~ et p?, chacune composée de deux
sommets originaux indépendants et de leurs copies éventuelles. Dans chaque
obligation p nous considérons un sommet gauche et un sommet droit respec-
tivement notés G(p) et D(p) ainsi que leurs copies respectives G,(p) et D,(p)
(pour 1 <1<k —1). Si § =1, nous ajoutons un sommet bis noté B(pj) dans
l’obligation p}, un sommet bis noté B(p?) dans l’obligation ,0? et un sommet
bis noté B(p3) dans l'obligation p}

Nous ajoutons les arétes (D(c%)G(p;)), (D(a})G(p})), (D(c5)G(p3)),
(D(p;)G(p})) et (D(p})D(p]))-

Pour 1 <1 <k —1, nous ajoutons les arétes (D,(0§)G.(p)), (D.(0%)G.(p])),
(Du(a5)G.(p3)). (Dup)Gulp3)) et (Du(p)Du(p3))-

Si B =1, nous ajoutons les arétes (B(c%)B(p;)), (B(a})B(p;)), (B(c§)B(p?))

et (B(p2)B(p)).

— Nous ajoutons un chemin ¢1,..., Q3.

— Nous ajoutons trois obligations ®1, ®o et 3, composées respectivement des sommets
D1, P3 €t P3x—3, P2 €l P3x—1 OU P4, P3r—2 €l P3.
— Pour chaque sommet p; € {@s, ..., 0374} :

Sii (mod 3) = 0, nous ajoutons le sommet @; dans ['obligation ®;.
Sii (mod 3) = 2, nous ajoutons le sommet @; dans ’obligation ®,.

Sii (mod 3) = 1, nous ajoutons le sommet @; dans ’obligation ®s.

— Nous ajoutons deuz obligations notées o' et 0* composées de \ sommets respective-
ment notés o}, ..., 0% et 03,...,03.
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— Pour chaque sommet v précédemment créé a l'exception des sommets o1, ..., 05 et
¢3, pour 1 < i < X nous ajoutons laréte (vo}).

— Pour chaque sommet v précédemment créé a l'exception des sommets o3, ..., 03 et
¢4, pour 1 < i < X nous ajoutons laréte (vg?).

Pour un élément x; € X, le gadget associé est composé d’une collection de chemins
disjoints et de seize obligations stables et A-équilibrées. Pour un triplet ¢; € C, le gadget
associé est composé d’une collection de chemins disjoints et de six obligations stables et
A-équilibrées. Ainsi, l'instance générée a partir du probleme RX3C contient (66q + 5)A
sommets, (132q + 7)\? + 42g\ — 2\ arétes et 66¢ + 5 obligations. La Construction 12 est
illustrée dans la Figure 2.34.

¥1 ©3

G\ 0k one o) [ //

¥5

¥6

FIGURE 2.34 — Illustration de la Construction 12 pour A = 2. Les arétes en pointillés
symbolisent les arétes entre chaque sommet de V\{oi,..., 0}, %1,...,p3:} et chaque som-
met de p'. Les sommets et arétes liées a I'obligation ¢? ne sont pas illustrés.

Chaque sommet de V\{o},...,05Up%, ..., 03 UpsUps} est a une distance un de tous
les sommets des obligations o' et p?. Chaque sommet de I'obligation o' (respectivement
0?) est & une distance deux des autres sommets de 1'obligation. Le sommet 3 est & une
distance un de tous les sommets de 'obligation p?. Le sommet ¢, est a une distance un
de tous les sommets de 1'obligation o!. Les sommets o3 et 4 sont & une distance un 1'un
de 'autre. Ainsi, le graphe a un diametre deux.

Théoreme 9. Déterminer [’existence d’une solution pour le probléme IDO est un probleme
NP-complet, méme si le graphe est un graphe de diamétre deuz et que les obligations sont
stables et A-équilibrées, pour toute constante \ > 2.

Démonstration. Soit (X,C) une instance du probleme RX3C avec X = {zy,...,z3,} et
C ={c1,... ¢35} Soit A = 2k +  un entier avec k > 1 et f € {0,1}. Soient (G,1I) le
graphe et les obligations associées suivant la Construction 7 depuis (X,C, ).

Le probléme IDO est clairement dans N'P. De plus, construire (G, IT) a partir de I'instance
(X,C) est polynomial.

Supposons qu’il existe une solution S pour linstance (X,C) du probleme RXS3C.
Construisons un Indépendant Dominant S” de G qui respecte les Obligations IT :
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1. Pour chaque triplet ¢; dans S, composé des éléments z,, x; et z., nous ajoutons les
sommets des obligations o7, a?, o et ,0? dans S’.

2. Pour chaque triplet ¢; dans C'\\S nous ajoutons les sommets des obligations pjl- et p}g?
dans S’.

3. Pour chaque sommet cé dans S’ nous ajoutons l'ensemble des sommets de S;\c; (tel
que défini dans le Lemme 2) dans S’

4. Nous ajoutons les sommets de I'obligation ®, dans S’.

L’ensemble de sommets indépendants S’ contient un Indépendant Dominant respectant
les Obligations pour chaque gadget d’élément et de triplet car S est une couverture exacte
de X (cela nous garantit que pour chaque gadget d’élément, un seul ensemble S; est pris
dans S’). Tous les sommets de G sont dominés et les obligations II sont respectées. S est
un Indépendant Dominant de GG respectant les Obligations II.

Supposons qu’il existe un Indépendant Dominant S de G qui respecte les Obligations
I1. Supposons que les sommets de I'obligation ¢! (respectivement 1’obligation ¢*) appar-
tiennent a S. Dans ce cas, le sommet @3 (respectivement le sommet ¢4) ne peut pas étre
dominé, ce qui est une contradiction. Aucun sommet faisant partie des obligations &1,
Dy, B3, o' et ¢ ne peut dominer un sommet extérieur a ces obligations (propriété du
connecteur neutre). Construisons une couverture exacte S’ de X :

1. Pour chaque sommet D(pjz) dans S, nous ajoutons le triplet ¢; dans S” (nous savons
grace au Lemme 6 que la présence des sommets de 1'obligation p? dans un Indé-
pendant Dominant indique la présence de tous les sommets représentant le triplet
Cj).

D’apres les Lemmes 4, 5 et 6, chaque triplet de C couvre soit tous ses éléments, soit aucun.
D’apres les Lemmes 1, 2 et 3, chaque élément de X est couvert par exactement un triplet.
Ainsi, S’ est une couverture exacte de X. O

Nous avons montré que déterminer l'existence d’un Indépendant Dominant respec-
tant les Obligations est un probleme difficile, méme pour des topologies de graphes tres
restreintes pour des obligations stables et équilibrées. Dans la prochaine section, nous
relachons la contrainte d’équilibre. Nous nous penchons alors sur le probleme selon la
répartition de la taille des obligations dans l'instance.
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2.3 Déterminer 'existence d’un Indépendant Domi-
nant avec des obligations stables

Dans cette section, nous étudions dans un premier temps le probleme de I'Indépendant
Dominant avec Obligations (IDO) selon le nombre d’obligations stables et équilibrées.
Nous présentons deux résultats :

1. La N'P-complétude du probléme IDO méme si I'instance contient /|V| obligations

stables et \/|V|-équilibrées (Théoréme 10).
2. La N'P-complétude du probléme IDO méme si 'instance contient k obligations
stables et A-équilibrées (Théoreme 11).

Carte 9. Le probléme IDO est N'P-complet méme pour un r obligations
stables et A-équilibrées (Théorémes 10 et 11).

Départ : Le probleme RX3C est N'P-complet [34].
Points d’étape :

1. N'P-complétude méme si l'instance contient 4/|V| obligations stables et /|V|-
équilibrées (Construction 13 et 14 - Théoréme 10).

2. N'P-complétude méme si l'instance contient x obligations stables et \-équilibrées
(Construction 15 - Théoreme 11).

Pour ces deux résultats de N'P-complétude, nous nous réduisons a une version res-
treinte du probléeme de la Couverture Exacte par des Triplets (RX3C'). Ces réductions par-
tageant un tronc commun, nous montrons dans un premier temps comment construire une
instance simple du probléme IDO depuis une instance du probleme RX3C (Construction
14 - Lemme 10). Ensuite, nous ajoutons a cette instance un certain nombre de sommets
pour obtenir exactement \/|7| obligations stables et \/|7|—équilibrées (Construction 14 -
Théoreme 10) ou x obligations stables et A-équilibrées (Construction 15 - Théoreme 11).

Par la suite, nous étudions le probleme de 'Indépendant Dominant avec Obligations
(IDO) avec des obligations stables mais non-équilibrées. Nous présentons quatre résultats :

1. La N'P-complétude du probleme IDO méme si le graphe est un chemin (unique) et
que les obligations sont stables pour une répartition de leur taille de deux a A, pour
toute constante A > 2. (Théoreme 12).

2. La N'P-complétude du probléme IDO méme si le graphe est un graphe connexe de
forte densité et que les obligations sont stables, pour une répartition de leur taille
de deux a A, pour toute constante A > 2 (Théoreme 13).

3. La N'P-complétude du probleme IDO méme si le graphe est un graphe de faible
densité et que les obligations sont stables pour une répartition de leur taille de deux
a A, pour toute constante A > 2 (Théoreme 14).

4. La N'P-complétude du probléme IDO méme si le graphe est un graphe de diametre
deux et que les obligations sont stables pour une répartition de leur taille de deux
a A, pour toute constante A > 2 (Théoreme 15).
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Carte 10. Le probléme IDO est N'P-complet méme avec des obligations
stables pour une répartition de leur taille (Théorémes 12, 13, 14 et 15).

Départ : Le probleme IDO est N'P-complet (Constructions 9, 10, 11 et 12).
Points d’étape :

1. N'P-complétude dans un unique chemin avec des obligations stables de taille au
plus A (Construction 16 - Théoreme 12).

2. N'P-complétude dans un graphe connexe de forte densité, avec des obligations
stables (Construction 17 - Théoreme 13).

3. N'P-complétude dans un graphe de faible densité, avec des obligations stables
(Construction 18 - Théoreme 14).

4. N'P-complétude dans un graphe de diametre deux, avec des obligations stables
(Construction 19 - Théoreme 15).

Chacun de ces résultats s’appuie sur une construction différente pour le probleme
IDO. Cependant ces réductions partagent un point commun. A partir des Constructions
9, 10, 11 et 12, nous ajoutons des obligations supplémentaires n’impactant pas le reste
de l'instance pour faire varier la répartition de la taille des obligations. Cette méthode
est utilisée a partir d’'un chemin (Construction 16 - Théoreme 12), d’'un graphe de forte
densité (Construction 17 - Théoreme 13), d’un graphe de faible densité (Construction 18
- Théoreme 14) et enfin d’'un graphe de diametre deux (Construction 19 - Théoréeme 15).

2.3.1 Pour exactement /|V| obligations stables et ,/|V|-équili-
brées

Carte 11. Le probléme IDO est N'P-complet méme avec ,/|V| obligations
stables et /|V|-équilibrées (Théoréme 10).

Départ : Le probleme RX3C est N'P-complet [34].
Points d’étape :

1. Création d’une représentation simple du probleme RX3C (Construction 13 -
Lemme 10).

2. N'P-complétude méme si I'instance contient /|V| obligations stables et +/|V]-
équilibrées (Construction 14 - Théoreme 10).

Une instance du probleme RX3C' est composée d'un univers X contenant 3¢q éléments
et d'une collection C de 3q triplets de ces éléments. Une solution est une sous-collection
C' C C de taille q telle que chaque élément est couvert par un unique triplet (propriété
d’unicité) et chaque triplet couvre ses trois éléments (propriété de totalité). Nous créons
une représentation simple (Construction 13) modélisant les deux parties d’une instance du
probleme RXS3C. Nous montrons que cette représentation simple respecte les propriétés
d’unicité et de totalité (Lemme 10). Avant de conclure sur la N"P-complétude du probléme
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IDO (Théoreme 10), nous ajoutons des sommets dans certaines obligations pour obtenir
V/|V| obligations stables et y/|V|-équilibrées (Construction 14).

Idée 13. Une représentation simple.

Chaque élément et chaque triplet est représenté par un sommet. Chaque sommet-élément
partage une aréte avec les sommets représentant les triplets auxquels il appartient. Ainsi
chaque triplet couvre ses trois éléments, la propriété de totalité est respectée. Pour chaque
triplet contenant un élément commun, leurs sommets-triplet correspondants partagent une
aréte. Ainsi chaque élément est couvert par un unique triplet, la propriété d’unicité est
respectée. Enfin, un bloqueur est ajouté afin de garantir que ce sont bien les sommets-
triplet qui doivent dominer les sommets-élément et non [’inverse.

Construction 13. Une représentation simple.
Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,..., ¢34}
Nous construisons une instance (G = (V, E),I1) du probléme IDO comme suit.

— Pour chaque élément x; € X, nous ajoutons les sommets x; et x?.
— Pour chaque triplet c; € C, nous ajoutons le sommet c;.

— Pour tous triplets c; # ¢ € C, si c; et ¢ partagent au moins un élément commun
alors nous ajoutons l’aréte (c;c;).

— Pour chaque triplet ¢; = {4, xp, x.} € C, nous ajoutons les arétes (c;x,), (cjxp) et
(¢je).

— Nous ajoutons les sommets By et Ps.

— Pour chaque élément x; € X, nous ajoutons l'aréte ($12?) ainsi que l'obligation
7l = {x;, 22}

— Nous ajoutons l'obligation mp = {1, B2}

— Pour chaque triplet c¢; € C, nous ajoutons l’obligation o; = {c;}.

L’instance générée a partir du probleme RX3C contient 9g + 2 sommets, 6¢ + 1 obli-
gations et au plus 21q arétes. La Construction 13, ainsi qu'un Indépendant Dominant
respectant les Obligations sont illustrés dans la Figure 2.35.

Lemme 10. Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C =
{c1,...,¢c3,}. Soient (G,11) le graphe et les obligations obtenues en suivant la Construction
13 depuis (X,C).

1l existe un Indépendant Dominant S de G respectant les Obligations 11 si et seulement
si Uinstance (X,C) admet une couverture exacte S'.
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FIGURE 2.35 — Illustration de la Construction 13 pour l'instance (X,C) du probleme
RX3C avec X = {1,...,6} et C = {{1,2,3}, {2,3,4}, {1,2,6}, {1,5,6}, {3,4,5},
{4,5,6}} au dessus. Un Indépendant Dominant S est représenté par les sommets pleins
en dessous.
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Démonstration. Soit (X,C) une instance du probleme RX3C avec X = {z1,...,x3,} et
C ={c1,...,c3,}. Soient (G, II) le graphe et les obligations associées suivant la Construc-
tion 13 depuis (X, C).

Supposons qu’il existe une solution S pour l'instance (X,C) du probleme RXSC.
Construisons un Indépendant Dominant S’ de G qui respecte les Obligations 1T :

1. Pour chaque triplet ¢; € S, nous ajoutons le sommet ¢; dans S’.

2. Nous ajoutons les sommets 3; et 55 dans S’.
L’ensemble de sommets indépendants S’ contient un Indépendant Dominant respectant
les Obligations. En effet, grace aux propriétés d’unicité et de totalité, les sommets-triplet
présents dans S’ partagent une aréte avec tous les sommets-élément ainsi qu’avec tous les

sommets-triplet absents dans S’. S’ est un Indépendant Dominant de G respectant les
Obligations II.

Supposons qu’il existe un Indépendant Dominant S de G qui respecte les Obligations
I1. Construisons une couverture exacte S’ de X :

1. Pour chaque sommet-triplet ¢; dans S, nous mettons le triplet c¢; dans S’
Les sommets (3, et 35 de I'obligation 77 appartiennent obligatoirement a S. Au contraire,
aucun sommet des obligations 7/ ne peut appartenir a S. Ainsi, chaque sommet-élément
est dominé par un sommet-triplet. Par construction, chaque sommet-triplet domine les
trois sommets-élément avec lesquels il partage une aréte (propriété de totalité) et chaque
sommet-élément ne peut étre dominé que par un seul sommet-triplet (propriété d’unicité).
Ainsi, S’ est une couverture exacte de X. O

Idée 14. Une instance avec \/|V| obligations.
La Construction 13 permet d’obtenir une instance avec 9q¢+2 sommets, 6q+ 1 obligations
et au plus 21q arétes. Nous proposons des modifications pour obtenir \/|V| obligations

V|V |-équilibrées. Aucune obligation ne contient plus de 3q+2 sommets. Ainsi, nous allons
ajouter des sommets dans chacune des 6q + 1 obligations afin qu’elles contiennent toutes
ezactement 6q + 1 sommets.

Construction 14. Une instance avec \/|V| obligations.
Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,..., ¢34}
Nous construisons une instance (G = (V, E),II) du probléme IDO comme suit.

— Pour chaque élément x; € X, nous ajoutons les sommets x; et 2.
— Pour chaque triplet c; € C, nous ajoutons le sommet c;.

— Pour tous triplets c; # ¢, € C, si c; et ¢ partagent au moins un élément commun
alors nous ajoutons l’aréte (c;c;).

— Pour chaque triplet ¢c; = {4, xp, x.} € C, nous ajoutons les arétes (c;x,), (cjxp) et
(¢je)-
— Nous ajoutons les sommets 31 et Ps.

— Pour chaque élément x; € X, nous ajoutons laréte (S12?) ainsi que [’obligation
7T2F = {l‘l,l’?}
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— Nous ajoutons l'obligation mp = {1, B2}

— Pour chaque triplet ¢; € C, nous ajoutons l'obligation o; = {c;}.

— Nous créons 6 — 1 sommets notés B33. .., Beqr1 que nous ajoutons dans l'obligation
T,
y , p 6g+1
— Pour chaque élément x; € X, nous créons 6 — 1 sommets notés xp ... ,:z:,iqu , que

nous ajoutons dans I’obligation i
— Pour chaque élément x; € X, pour 3 < k < 6q + 1, nous ajoutons laréte (B,zF).

. P p 6q+1
— Pour chaque triplet c¢; € C, nous créons 6g —1 sommets notés c?, Lt , qUE Nous

» 7
ajoutons dans ’obligation o;.

— Pour tous triplets c; # ¢ € C, si c; et ¢ partagent au moins un élément commun

) . 6g+1
alors nous ajoutons les arétes (cicy), . . ., (ch+ Q).

L’instance générée a partir du probléeme RX3C contient 36¢ 4 12¢+ 1 sommets, 6¢+ 1
obligations et au plus 72¢> + 18q arétes.

Théoréeme 10. Déterminer ’existence d’une solution pour le probléeme IDO est un pro-

bléme N'P-complet, méme pour \/|V| obligations stables et /|V |-équilibrées.

Démonstration. Soit (X,C) une instance du probleme RX3C avec X = {z1,...,x3,} et
C ={ci,...,c3,}. Soient (G,II) le graphe et les obligations associées suivant la Construc-
tion 14 depuis (X, C).

Supposons qu’il existe une solution S pour l'instance (X,C) du probleme RXS3C.
Construisons un Indépendant Dominant S’ de G qui respecte les Obligations II :

1. Pour chaque triplet ¢; € S, nous ajoutons les sommets de I'obligation o; dans S’
2. Nous ajoutons les sommets de I'obligation 7 dans S’.

L’ensemble de sommets indépendants S’ contient un Indépendant Dominant respectant
les Obligations. En effet, grace aux propriétés d’unicité et de totalité, les sommets-triplet
présents dans S’ partagent une aréte avec tous les sommets-élément ainsi qu’avec tous les
sommets-triplet absents dans S’. S’ est un Indépendant Dominant de G respectant les
Obligations II.

Supposons qu’il existe un Indépendant Dominant S de G qui respecte les Obligations
II. Construisons une couverture exacte S’ de X :

1. Pour chaque sommet-triplet ¢; dans S, nous mettons le triplet c¢; dans S’

Tous les sommets de I'obligation 7w appartiennent obligatoirement a S. Au contraire,
aucun sommet des obligations /" ne peut appartenir a S. Ainsi, chaque sommet-élément
est dominé par un sommet-triplet. Par construction, chaque sommet-triplet domine les
trois sommets-élément avec lesquels il partage une aréte (propriété de totalité) et chaque
sommet-élément ne peut étre dominé que par un seul sommet-triplet (propriété d’unicité).

Ainsi, S’ est une couverture exacte de X. O
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2.3.2 Pour k obligations stables et \-équilibrées

Carte 12. Le probléme IDO est N'P-complet méme avec ~ obligations stables
et M\-équilibrées (Théoréme 11).

Départ : Une représentation simple du probleme RX3C (Construction 13).
Points d’étape :

1. N'P-complétude méme si I'instance contient x obligations stables et A\-équilibrées
(Construction 15 - Théoreme 11).

Une instance du probleme RX3C' est composée d'un univers X contenant 3¢ éléments
et d'une collection C de 3¢ triplets de ces éléments. Une solution est une sous-collection
C' C C de taille q telle que chaque élément est couvert par un unique triplet (propriété
d’unicité) et chaque triplet couvre ses trois éléments (propriété de totalité). Nous complé-
tons la Construction 13 afin d’obtenir proportionnellement plus d’obligations ou de plus
grandes obligations. Pour faire varier le nombre d’obligations ainsi que leur taille, nous
ajoutons un certain nombre de sommets (Construction 15). Nous concluons alors sur la
NP-complétude du probléeme IDO (Théoréme 11).

Idée 15. Une instance avec au moins k obligations \-équilibrées.

La Construction 13 permet d’obtenir une instance avec 9q¢+2 sommets, 6q+ 1 obligations
et au plus 21q arétes. Chaque obligation contient au plus deux sommets. Nous allons
ajouter un certain nombre de sommets dans chaque obligation pour obtenir des obligations
stables \-équilibrées pour tout N > 2. FEnsuite, nous rajoutons de nouvelles obligations
stables \-équilibrées jusqu’a obtenir la proportion d’obligations souhaitée selon le nombre
de sommets.

Construction 15. Une instance avec au moins k obligations \-équilibrées.

Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,..., ¢34}
Soient A > 2 et k > 6q + 1 deuz entiers. Nous construisons une instance (G = (V, E),1I)
du probléeme IDO comme suit.

— Pour chaque élément x; € X, nous ajoutons les sommets z; et x2, ... x}.

— Pour chaque triplet c; € C, nous ajoutons le sommet c;.

— Pour tous triplets c; # ¢; € C, si ¢; et ¢ partagent au moins un élément commun
alors nous ajoutons l’aréte (c;c;).

— Pour chaque triplet ¢; = {4, xp, x.} € C, nous ajoutons les arétes (c;x,), (cjzp) et

(cjze)-

— Nous ajoutons les sommets By, ..., Bx.

— Pour chaque élément x; € X, nous ajoutons les arétes (f1x?),. .., (Bix)) ainsi que
Uobligation i = {x;, 22, ... x}}.

— Nous ajoutons [’obligation Wg ={pf1,..., O}

— Pour chaque triplet ¢; € C, nous ajoutons l'obligation o; = {c;}.
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— Pour chaque triplet ¢; € C, nous créons A — 1 sommets notés cjz, e ,c?, que nous
ajoutons dans l’obligation o;.

— Pour tous triplets c; # ¢ € C, si c; et ¢ partagent au moins un élément commun
alors nous ajoutons les arétes (cic),. .., (c}cr).

— Nous ajoutons k = k — (6q + 1) obligations notées 7{ , ..., 7L, respectivement com-
posées de X sommets indépendants.

L’instance générée a partir du probleme RX3C contient kA sommets, x obligations et
au plus 21g\ — 3q arétes.

Avant de montrer que le probléeme IDO est un probléeme NP-complet dans notre cas
restreint, nous pouvons noter deux remarques :

1. Si kK < X alors k < V/V. Lorsque la taille des obligations tend vers l'infini, le
nombre d’obligations tend vers zéro, nous rapprochant des cas polynomiaux lorsque
le nombre d’obligations est constant.

2. Si k > X alors k > v/V. Lorsque le nombre d’obligations tend vers linfini, la taille

des obligations tend vers zéro, nous rapprochant du cas polynomial lorsque chaque
obligation contient un seul sommet.

Théoreme 11. Déterminer l'existence d’une solution pour le probléme IDO est un pro-
bleme N'P-complet, méme pour k obligations stables et A-équilibrées, pour toute constante
A> 2, avecmz%.

Démonstration. Soit (X,C) une instance du probleme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et
C ={c1,...,c3,}. Soient A > 2 et k > 6g + 1 deux entiers. Soient (G, II) le graphe et les
obligations associées suivant la Construction 14 depuis (X,C, K, A).

Supposons qu’il existe une solution S pour linstance (X,C) du probleme RXS3C.
Construisons un Indépendant Dominant S” de GG qui respecte les Obligations IT :

1. Pour chaque triplet ¢; € S, nous ajoutons les sommets de 1'obligation o; dans S’
2. Nous ajoutons les sommets de I'obligation Wg dans S’
3. Nous ajoutons les sommets des obligations 77, ..., 7} dans S’.

L’ensemble de sommets indépendants S’ contient un Indépendant Dominant respectant
les Obligations. En effet, grace aux propriétés d’unicité et de totalité, les sommets-triplet
présents dans S’ partagent une aréte avec tous les sommets-élément ainsi qu’avec tous les
sommets-triplet absents dans S’. S’ est un Indépendant Dominant de G respectant les
Obligations II.

Supposons qu’il existe un Indépendant Dominant S de G qui respecte les Obligations
I1. Construisons une couverture exacte S’ de X :

1. Pour chaque sommet-triplet ¢; dans S, nous mettons le triplet c¢; dans S'.
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Tous les sommets de I'obligation 7 appartiennent obligatoirement a S. Au contraire,
aucun sommet des obligations 7/ ne peut appartenir & S. Ainsi, chaque sommet-élément
est dominé par un sommet-triplet. Par construction, chaque sommet-triplet domine les
trois sommets-élément avec lesquels il partage une aréte (propriété de totalité) et chaque
sommet-élément ne peut étre dominé que par un seul sommet-triplet (propriété d’unicité).
Ainsi, S’ est une couverture exacte de X. O

2.3.3 Dans un chemin

Carte 13. Le probléme IDO est N'P-complet méme dans un chemin (unique)
avec des obligations stables de taille au plus \, avec A > 2 (Théoréme 12).

Départ : Le probleme IDO est N'P-complet méme dans un unique chemin avec des
obligations stables et A-équilibrées (Construction 9).

Points d’étape :

1. N'P-complétude dans un unique chemin avec des obligations stables de taille au
plus A (Construction 16 - Théoreme 12).

Une instance du probleme RX3C' est composée d'un univers X contenant 3¢ éléments
et d'une collection C de 3¢ triplets de ces éléments. L’instance (G, 1I) associée suivant la
Construction 9 depuis l'instance (X,C) est un unique chemin contenant 72¢gA? + (66q —
3)A sommets, 72g\* + (66¢ — 3)\ — 1 arétes et 72¢g)\ + 66 — 3 obligations stables et
A-équilibrées. Pour étendre cette construction pour des obligations non-équilibrées, nous
rajoutons un certain nombre de connecteurs neutres ainsi qu’une obligation contenant un

seul sommet (Construction 16). Nous concluons alors sur la N'P-complétude du probléme
IDO (Théoreme 12).

Idée 16. Construire un chemin unique avec des obligations stables de taille au plus X.
Nous avons vu comment construire un unique chemin avec des obligations stables et \-
équilibrées pour tout X > 2 (Construction 9). Pour obtenir un unique chemin avec des
obligations de taille au plus X\, nous prolongeons le chemin par des gadgets de connecteur
neutre (Construction 8) ainsi qu’un sommet seul dans son obligation.

Construction 16. Construire un chemin unique avec des obligations stables de taille au
plus A.

Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,..., ¢34}
Soit X\ = 2k +  un entier avec k > 1 et € {0,1}. Nous construisons une instance
(G = (V,E),I1) du probléme IDO comme suit :

— Pour chaque élément x; € X :

— Soient cj,c,c; € C avec j < k < les trois triplets contenant l’élément x;.

— Nous ajoutons seize obligations notées w1, ¥ n}, ... wlt xl 2? et 23, chacune

composée de deux sommets originaux indépendants et de leurs copies éven-
tuelles. Dans chaque obligation m et x nous considérons un sommet gauche et
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un sommet droit respectivement notés G(m) et D(m) ou G(z) et D(z), ainsi
que leurs copies respectives notées G1(m),...,Gu_1(m) et Dy(m),..., De_1(m)
ou Gy(x),...,Ge_1(x) et Di(z),...,Dw_1(x). Si p = 1 alors nous ajoutons
également un sommet bis noté B(w) dans chaque obligation 7 et un sommet
bis noté B(x) dans chaque obligation x.

— Nous ajoutons les sommets c N representant les tmplets contenant [’élé-
ment x; ainsi que leurs copies respectives cjl,...,c” 1 Ck;l"' c,M . et
Cl 1 cln 1

— L’ensemble des copies d’un sommet v est noté A(v

).
— Nous ajoutons les arétes (D(x])G(nl)), ( (rF)G (7))

), (D(x)G(m?)),
(G(r1)D (), (D(r)G(r)), (DED(D), (GDG()), (D(xH)C(r?)),
(D(m)G(w7)), (D(m)G (7)), (G(m )D( 1)), (D(m?)D(xf)), (D(m7)G(x])),
(G(r$)D (), (D(x!)G(xH)), (D(EN)G(x)), (D(r m)G (), (D(m)G(x})),
(DENG(2), (DG (), (D(rh)e). (D(2)ch) et (D(a?)el).

— Pour1 <1 < k—1, nous ajoutons les arétes (D, (7] )G (7)), (D, (xF)G,(7})),
(D(m])G (Wf)); (GL(WQ)DL(W?)% (D(m})G\(x)), (D(m}) Dy (77)),
(Gu(m2)Gu(m})), (Du(m?)Gu(77)), (Du(m?)Go(m?)), (Du()Gu(w?)),
(G.(x)D,(x])), (D,(x2)D,(x%)), (D(x))G.(x1), (G.(x8)D,(x)),

(Do (m))G(m7)), (Du(m 7) (510), (D,(x)G(x 1)), (D,(x)G.(x))),
(D (%) G () (

o(77)
), (Du(m)Gu(x)), (Du(xi)c5,), (Du(af)c,)

B =1, nous ajoutons les arétes (B(n!)B

— i
(B(m ) (7)), (B(m})B(w})), (B(m})B(x]
(B(x0)B(22) et (B(x!)B(x})).

— Pour chaque triplet ¢; € C :

— Soient x4, xp, x. € X les trois éléments du triplet c;. Soient ol c et ¢§ les
trois sommets-triplet tels qu’ils ont été créés précédemment, ainsi que s C?L
et ¢ , (pour 1 <o < Kk —1) leurs copies respectives éventuelles.

— Nous ajoutons trois oblzgatwns notées 031 (7] et Uj, composées respectivement
des sommets ¢ et A(c3), ¢} et A(c)) ou c§ et A(c5) ainsi que d’un sommet droit
noté respectivement D(c%), D(o?) et D( <) et de copies de ce sommet droit
notées respectivement D,(0%), D,(c}) et Db(a;?) (pourl << rk—1). Sif=1,
nous ajoutons un sommet bis noté B(c§) dans l'obligation o, un sommet bis
noté B(a?) dans Uobligation 0¥ et un sommet bis noté B(o¢) dans Uobligation

a;.

— Nous ajoutons trois obligations notées pjl, pjz et p?, chacune composée de deux
sommets originaux indépendants et de leurs copies éventuelles. Dans chaque
obligation p nous considérons un sommet gauche et un sommet droit respec-
tivement notés G(p) et D(p) ainsi que leurs copies respectives G,(p) et D,(p)
(pour 1 <o <k —1). 8i B =1, nous ajoutons un sommet bis noté B(pj) dans
Vobligation p;, un sommet bis noté B(p5) dans lobligation p; et un sommet

bis noté B(p5) dans l'obligation p3
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— Nous ajoutons les arétes (D(c$)G(p})), (D(a2)G(p})), (D(c5)G(p3)),
(D(p;)G(p7)) et (D(p3)D(p3))-
— Pour 1 <1< Kk —1, nous ajoutons les arétes (D, (c%
(D.(a5)G.(p})), (Du(p;)Gup7)) et (Du(p3)Du(p]))-
— 8i B =1, nous ajoutons les arétes (B(c?)B(p;)), (B(a})B(p})), (B(c§)B(p?))
et (B(p)B(pj))-
— Soient Py, ..., P, les p chemins disjoints précédemment créés.
— Pour1<I<p-—1:
— Soient u; et vy les deux extrémités du chemin P,. Soient u; 1 et vy les deux
extrémités du chemin Ppyq.

1G.(p))), (Du(a3)G.(p5)).

— Nous ajoutons un chemin @, ..., ¢k, .

— Nous ajoutons trois obligations ®, ® et ®L, composées respectivement des
sommets @y, @ et Py 5, b et Py ou @, Py et @l

— Pour chaque sommet @' € {¢k, ... ok 4} :

— Sii (mod 3) =0, nous ajoutons le sommet . dans l’obligation ®!.
— Sii (mod 3) = 2, nous ajoutons le sommet o, dans ’obligation @Y.
— Sii (mod 3) = 1, nous ajoutons le sommet . dans l'obligation @Y.
— Nous ajoutons les arétes (vi}) et (Phyuyr).

— Pour2<.:<\:

— Nous ajoutons un chemin B(g}), ..., B(¥},).

— Nous ajoutons trois obligations B(®4), B(PY) et B(DY), composées respective-
ment des sommets B(p1), Bps) et B(ps,_3), B(eh) et B(ps,_q) ou B(ey),
B(gs, o) et Blgs,).

— Pour chaque sommet B(pt) € {B(¢%),...,B(¢4,_4)} -

— Sit (mod 3) = 0, nous ajoutons le sommet B(y}) dans l'obligation B(®Y).
— Sit (mod 3) = 2, nous ajoutons le sommet B(y}) dans l'obligation B(®%).
— Sii (mod 3) = 1, nous ajoutons le sommet B(p:) dans lobligation B(®).
— St 1= 2, nous ajoutons l'aréte (B(p})vy).
Sinon nous ajoutons l'aréte (B(goi)B(gpgle_l))).

— Nous ajoutons lobligation B(®}), composée du sommet B(p'), ainsi que l'aréte
(B(¢")B(#3)))-

Pour un élément x; € X, le gadget associé est composé d’une collection de chemins
disjoints et de seize obligations stables et A-équilibrées. Pour un triplet ¢; € C, le gadget
associé est composé d’une collection de chemins disjoints et de six obligations stables et
A-équilibrées. Les gadgets d’élément et de triplet forment 24¢g\ chemins disjoints. Pour
deux chemins disjoints, le gadget de connecteur neutre associé est composé d’un chemin et
de trois obligations stables et A\-équilibrées. Ainsi, I'instance générée a partir du probléme

98



RX3C contient 72q\? + (66 — 3)\ + w sommets, 72gA\2 + (66¢ — 3)A — 1 + 3()\22+>\)

arétes et 72g\ + 66q — 3 + 3\ obligations.

Notons qu’en suivant la méthode définie dans la Construction 16, il est possible de
faire varier la proportion d’obligations de différentes taille. Pour tout A > 2, il est possible
d’ajouter un nombre arbitrairement grand d’obligations de taille A tout en conservant la
topologie du chemin. Ainsi le probléme IDO est un probléme NP-complet pour toute
répartition de la taille des obligations, méme si le graphe est un chemin. Il n’est cependant
pas possible d’atteindre 25% d’obligations de taille un puisqu’elles doivent étre connectées
au chemin par un connecteur neutre.

Théoreme 12. Déterminer l'existence d’une solution pour le probléeme IDO est un pro-
bléme N'P-complet, méme si le graphe est un chemin (unique) et que les obligations sont
stables pour une répartition de leur taille de deux a X\, pour toute constante \ > 2.

Démonstration. Soit (X,C) une instance du probleme RX3C avec X = {w1,...,x3,} et
C ={c1,...,c34}. Soit A = 2k + 5 un entier avec k > 1 et § € {0,1}. Soient (G,1I) le
graphe et les obligations associées suivant la Construction 7 depuis (X,C, A).
Le probléme IDO est clairement dans NP. De plus, construire (G, IT) a partir de 'instance
(X,C) est polynomial.

Supposons qu’il existe une solution S pour linstance (X,C) du probleme RXS3C.
Construisons un Indépendant Dominant S’ de G qui respecte les Obligations II :

1. Pour chaque triplet ¢; dans S, composé des éléments z,, x; et z., nous ajoutons les

sommets des obligations of, a?, o et ,0? dans S’.
2. Pour chaque triplet ¢; dans C'\ S nous ajoutons les sommets des obligations ,0; et p?

dans S’.

3. Pour chaque sommet ¢; dans S” nous ajoutons 'ensemble des sommets de S\c} (tel
que défini dans le Lemme 2) dans S’

4. Pour 1 <1 < 24¢g)\ — 1, nous ajoutons les sommets de 1'obligation ®, dans S’

5. Pour 1 < ¢ < A, nous ajoutons les sommets de 'obligation B(®%).
L’ensemble de sommets indépendants S’ contient un Indépendant Dominant respectant
les Obligations pour chaque gadget d’élément et de triplet car S est une couverture exacte
de X (cela nous garantit que pour chaque gadget d’élément, un seul ensemble S; est pris
dans S’), ainsi que pour chaque gadget de connecteur neutre. Tous les sommets de G
sont dominés et les obligations II sont respectées. S’ est un Indépendant Dominant de G
respectant les Obligations II.

Supposons qu’il existe un Indépendant Dominant S de G' qui respecte les Obligations
II. Construisons une couverture exacte S’ de X :

1. Pour chaque sommet D(p?) dans S, nous ajoutons le triplet ¢; dans S” (nous savons
grace au Lemme 6 que la présence des sommets de 1'obligation p? dans un Indé-
pendant Dominant indique la présence de tous les sommets représentant le triplet
).

D’apréé les Lemmes 4, 5 et 6, chaque triplet de C couvre soit tous ses éléments, soit aucun.
D’apres les Lemmes 1, 2 et 3, chaque élément de X est couvert par exactement un triplet.
Ainsi, S’ est une couverture exacte de X. O
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2.3.4 Dans un graphe de forte densité

Carte 14. Le probléme IDO est N'P-complet méme dans un graphe connexe
de forte densité avec des obligations stables de taille au plus A, avec A > 2
(Théoréme 13).

Départ : Le probleme IDO est N'P-complet méme dans un graphe connexe de forte
densité, avec des obligations stables et A-équilibrées (Construction 10).
Points d’étape :

1. N'P-complétude dans un graphe connexe de forte densité, avec des obligations
stables (Construction 17 - Théoreme 13).

Une instance du probleme RX3C' est composée d’un univers X contenant 3¢g éléments
et d'une collection C de 3¢ triplets de ces éléments. L’instance (G, 1) associée suivant la
Construction 10 depuis I'instance (X',C) est un graphe de forte densité contenant A2 +
669\ + 3\ sommets, w + 66g\ + 3\ arétes et () 4+ 66q + 1 obligations stables et
A-équilibrées. Pour étendre cette construction pour des obligations non-équilibrées, nous
rajoutons un certain nombre de connecteurs neutres ainsi qu'une obligation contenant un

seul sommet (Construction 17). Nous concluons alors sur la N'P-complétude du probléeme
IDO (Théoreme 13).

Idée 17. Construire un graphe de forte densité avec des obligations stables de taille au
plus A.

Nous avons vu comment construire un graphe connexe de forte densité avec des obligations
stables et A-équilibrées pour tout A > 2 (Construction 10). Pour obtenir un graphe connexe
de forte densité avec des obligations de taille au plus X, nous rajoutons des gadgets de
connecteur neutre (Construction 8) ainsi qu’un sommet seul dans son obligation.

Construction 17. Construire un graphe de forte densité avec des obligations stables de
taille au plus .

Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,...,C34}-
Soit X\ = 2k + [ un entier avec k > 1 et f € {0,1}. Nous construisons une instance
(G = (V, E),I1) du probléme IDO comme suit :

— Pour chaque élément x; € X :

— Soient cj, cp,c; € C avec j < k < les trois triplets contenant l’élément x;.

— Nous ajoutons seize obligations notées wl , 7l wi ... wit al 22 et 23, chacune

composée de deuxr sommets originaur indépendants et de leurs copies éven-
tuelles. Dans chaque obligation m et x nous considérons un sommet gauche et
un sommet droit respectivement notés G(mw) et D(m) ou G(z) et D(z), ainsi
que leurs copies respectives notées G1(m),...,Gx_1(m) et Dy(m),..., De_1(m)
ou Gi(z),...,Ge_1(x) et Dy(x),...,De_1(x). Si B = 1 alors nous ajoutons
également un sommet bis noté B(m) dans chaque obligation 7 et un sommet
bis noté B(x) dans chaque obligation x.
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— Nous ajoutons les sommets cj,ck, c representant les trzplets contenant 1’élé-
ment x; ainsi que leurs copies respectives CitrevsClpts Ckp-- c,M , et

Cll?" Cln 1

— L’ensemble des copies d’un sommet v est noté A(v).
— Nous ajoutons les arétes (D(ﬂ') (7)), (D(=xF)G (m}
( D(r; G
(D(x})G(m7)), (D(x)G(77)), (G(m7) D(]
(G(x9)D(rt)), (D()C(rt), (D(x DG i), (L
(DG (a?), (DG (), (D(xl)eh), (D(frf)c ) et (D(x)q)).
— Pour1 <1 < k—1, nous ajoutons les arétes )
G(m)G\ (7). (D()G(x2)), (D.(m)G,
72)D,(x1)), (D,(x}) D, (m )),( s
)G 2))) °)

L

(G(x))D(r)), (D(x})G(xd)), (D(x))D(x? ))))
Z 0)3, (D(H)G
)G
(D.(=])G.(72)), <GL<W3>DL<W;*>>, (D,())G(;
(G, D, ()G,
(G( 7Tz5 DL( )GL(‘7
(D,(x9)G, (), (D,(x7)G, (x! L
(D, (m

L

,(()
10)G,(a2)), (D,(x1)G.(x)). (D,(a!

— 818 =1, nous ajoutons les aretes’(
(B(r)B(m?)), (B(m))B(m), (B(m)B(r]
(B(x0)B(22) et (B(x!)B(x})).

— Pour chaque triplet c; € C :

— Soient x4, xp, x. € X les trois éléments du triplet c;. Soient c, cb et ¢§ les
trois sommets-triplet tels qu’ils ont été créés précédemment, ainsi que ¢, c?L
et ¢, (pour 1 <1 <k —1) leurs copies respectives éventuelles.

— Nous ajoutons trois obligations notées oy, cr;? et of, composées respectivement
des sommets ¢ et A(c4), ¢ et A(ch) ou ¢ et A(¢5) ainsi que d’un sommet droit
noté respectivement D(o?), D(0?) et D(o) et de copies de ce sommet droit
notées respectivement D,(0%), D (%) et D,(05) (pour1 <t < k—1). Sif =
nous ajoutons un sommet bzs note B( ) dans obligation of, un sommet bis
noté B(o}) dans Uobligation o} et un sommet bis noté B(cf) dans l'obligation

Uj.

— Nous ajoutons trois obligations notées pjl., pjz et p?, chacune composée de deux
sommets originaux indépendants et de leurs copies éventuelles. Dans chaque
obligation p nous considérons un sommet gauche et un sommet droit respec-
tivement notés G(p) et D(p) ainsi que leurs copies respectives G,(p) et D,(p)
(pour 1 <o <k —1). 8i 8 =1, nous ajoutons un sommet bis noté B(pj) dans
l’obligation p;, un sommet bis noté B(p?) dans l’obligation ,0? et un sommet
bis noté B(p5) dans l'obligation p}

— Nous ajoutons les arétes (D(c$)G(pj)), (D(a2)G(p})), (D(c5)G(p3)),
(D(pj)G(p5)) et (D(p7)D(py5))-

— Pour1 <1< k-1, nous ajoutons les arétes (DL( NG.(p})), (D(D)G(p;)),
(Du(a5)Gu(P)), (Dulp;)Gilp5)) et (Du(p7)D.(p5))-

— Szﬁ—l nous ajoutons les arétes (B(o$)B(p )),( (62)B(p;)), (B($)B(p3))

et (B(p})B(p3))-
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— Soient Py, ..., B, les p chemins disjoints précédemment créés.
— Nous ajoutons un chemin ¢1,..., Q3.
— Nous ajoutons trois obligations ®1, ®o et 3, composées respectivement des sommets
1, P3 €t P3r—3, P2 €L P3r—1 OU Y4, P3r—2 €l P3).
— Pour chaque sommet ¢; € {¢s, ..., p3r_a} :
— Sii (mod 3) = 0, nous ajoutons le sommet @; dans 'obligation ®;.
— Sii (mod 3) = 2, nous ajoutons le sommet @; dans ’obligation ®,.
— Sii (mod 3) = 1, nous ajoutons le sommet @; dans 'obligation ®3.
— Pour1 <1l <p:
— Soient u; une des deux extrémités du chemin Pj.
— Nous ajoutons l'aréte (up1).
— Soit Q un grand nombre avec 2 >> X et Q) >> q.

— Nous ajoutons Q obligations notées o', ..., 0", chacune composée de \ sommets
notés respectivement wy, ... wi, ... Wi ... Wi

— Pour1 <1< 73 <Q, pour1 <k <Il<M\ nous ajoutons l’aréte (w}cwl])
— Nous ajoutons laréte (wipsy).
— Pour1<.:< )\ :

— Nous ajoutons une obligation notée B(g') composée de v sommets notés res-
pectivement B(w}), ..., B(w!).

— Pour 1 <1 < Q, pour1 < k < X\, pour 1 <1 < 1 nous ajoutons [’aréte
(wi B(wyp))-

— Pour 1 < i < ¢, pour 1 < k < i, pour 1 < [ < 1 nous ajoutons l’aréte
(B(wp)B(wy))-

Pour un élément z; € X, le gadget associé est composé d'une collection de chemins
disjoints et de seize obligations stables et A-équilibrées. Pour un triplet ¢; € C, le gadget
associé est composé d'une collection de chemins disjoints et de six obligations stables
et A-équilibrées. Les gadgets d’élément et de triplet forment 24¢\ chemins disjoints. La
sous-instance liée aux sommets w est composée d'un graphe presque complet et de (2
obligations. Ainsi, 'instance générée a partir du probleme RX3C contient () 4 66g\ +
3\ + >‘22—+’\ sommets, m#—%%&—&&-w — 1 arétes et Q4+ 66g+ 1+ A
obligations.

Notons qu’en suivant la méthode définie dans la Construction 17, il est possible de
faire varier la proportion d’obligations de différentes taille. Pour tout A > 2, il est possible
d’ajouter un nombre arbitrairement grand d’obligations de taille A tout en conservant une
forte densité d’arétes. Ainsi le probléme IDO est un probléme NP-complet pour toute
répartition de la taille des obligations, méme si le graphe est un graphe de forte densité.

Avant de montrer que le probléeme IDO est un probléeme NP-complet dans notre cas
2
restreint, nous évaluons la densité du graphe G. Le graphe contient A2+ 66g\ + 3\ + %
sommets, ce qui correspond a :
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Q2N QA A2 (132+7) =N+ /4423 (66+T7/2)+M\? (43562 4+-462q+47/4) —\(66¢+7/2)
2

arétes maximum. Ainsi, la densité du graphe est définie par :

202 3 4 3 2
AT ;—QA +66q)\+3)\+3>‘ 42X 6—3>\ —2A_1

Q2224+ QA3 422 (13294+7)—A)+2% /4423 (669+7/2)+ 22 (435692 +462q+47/4) —\(669+7/2)
2

Lorsque ce polynéme tend vers 'infini, la composante la plus significative est 2. Calculer
sa limite lorsque €2 tend vers 'infini revient alors a calculer la limite de #J{;?W' Ainsi,
lorsque €2 tend vers l'infini, la densité du graphe s’approche de sa valeur maximale sans
jamais 'atteindre : le graphe a une forte densité. Pour tout € > 0, il existe un facteur 2

telle que la densité du graphe est au moins de 1 — ¢.

Théoreme 13. Déterminer l'existence d’une solution pour le probléeme IDO est un pro-
bléme N'P-complet, méme si le graphe est un graphe connexe de forte densité (au moins
1 —¢ avec e > 0) et que les obligations sont stables, pour une répartition de leur taille de
deuz a X\, pour toute constante A > 2.

Démonstration. Soit (X,C) une instance du probleme RX3C avec X = {x1,...,z3,} et
C = {c1,...,c34}. Soit A = 2k + [ un entier avec k > 1 et § € {0,1}. Soient (G,II) le
graphe et les obligations associées suivant la Construction 10 depuis (X,C, A).
Le probléme IDO est clairement dans N'P. De plus, construire (G, II) a partir de 'instance
(X,C) est polynomial.
Supposons qu’il existe une solution S pour linstance (X,C) du probleme RXS3C.
Construisons un Indépendant Dominant S” de G qui respecte les Obligations IT :
1. Pour chaque triplet ¢; dans S, composé des éléments z,, 7} et ., nous ajoutons les
sommets des obligations ¢§, 0¥, o¢ et p¥ dans S".
2. Pour chaque triplet ¢; dans C'\ S nous ajoutons les sommets des obligations p} et p?
dans S’.

3. Pour chaque sommet cé- dans S’ nous ajoutons '’ensemble des sommets de S;\c; (tel
que défini dans le Lemme 2) dans S’

4. Nous ajoutons les sommets de I'obligation o'.
L’ensemble de sommets indépendants S’ contient un Indépendant Dominant respectant
les Obligations pour chaque gadget d’élément et de triplet car S est une couverture exacte
de X (cela nous garantit que pour chaque gadget d’élément, un seul ensemble S; est pris
dans S’). Tous les sommets de G sont dominés et les obligations II sont respectées. S est
un Indépendant Dominant de G respectant les Obligations II.

Supposons qu’il existe un Indépendant Dominant S de G' qui respecte les Obligations
II. Construisons une couverture exacte S’ de X :

1. Pour chaque sommet D(p?) dans S, nous ajoutons le triplet ¢; dans S” (nous savons
grace au Lemme 6 que la présence des sommets de 1’obligation ,0? dans un Indé-
pendant Dominant indique la présence de tous les sommets représentant le triplet
Cj).

D’apres les Lemmes 4, 5 et 6, chaque triplet de C couvre soit tous ses éléments, soit aucun.
D’apres les Lemmes 1, 2 et 3, chaque élément de X est couvert par exactement un triplet.
Ainsi, S’ est une couverture exacte de X. O
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2.3.5 Dans un graphe de faible densité

Carte 15. Le probléme IDO est N'P-complet méme dans un graphe de faible
densité avec des obligations stables de taille au plus A, avec A > 2 (Théoréme
14).

Départ : Le probléme IDO est N'P-complet méme dans un graphe de faible densité,
avec des obligations stables et A-équilibrées (Construction 11).
Points d’étape :

1. N'P-complétude dans un graphe de faible densité, avec des obligations stables
(Construction 18 - Théoreme 14).

Une instance du probleme RX3C' est composée d’un univers X contenant 3¢g éléments
et d'une collection C de 3¢ triplets de ces éléments. L’instance (G, 1) associée suivant la
Construction 11 depuis I'instance (X,C) est une collection de chemins contenant A2 +
669\ sommets, 42g\ arétes et (2 4+ 66¢ obligations stables et A-équilibrées. Pour étendre
cette construction pour des obligations non-équilibrées, nous rajoutons un certain nombre
de sommets isolés (Construction 18). Nous concluons alors sur la N'P-complétude du
probleme /DO (Théoreme 14).

Idée 18. Construire un graphe de faible densité avec des obligations stables de taille au
plus .

Nous avons vu comment construire un graphe de faible densité avec des obligations stables
et A-équilibrées pour tout X\ > 2 (Construction 11). Pour obtenir un graphe de faible
densité avec des obligations de taille au plus A\, nous rajoutons des obligations contenant
seulement des sommets isolés.

Construction 18. Construire un graphe de faible densité avec des obligations stables de
taille au plus A.
Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,..., ¢34}
Soit X\ = 2k + [ un entier avec k > 1 et f € {0,1}. Nous construisons une instance
(G = (V, E),I1) du probléme IDO comme suit :

— Pour chaque élément x; € X :

— Soient cj,cp,c; € C avec j < k < les trois triplets contenant l’élément x;.

— Nous ajoutons seize obligations notées wl ,wl" wi ... wit al 22 et 23, chacune

composée de deuxr sommets originaur indépendants et de leurs copies éven-
tuelles. Dans chaque obligation w et x nous considérons un sommet gauche et
un sommet droit respectivement notés G(mw) et D(m) ou G(z) et D(z), ainsi
que leurs copies respectives notées G1(m),...,Gx_1(m) et Dy(m),..., De_1(m)
ou Gi(z),...,Ge_1(x) et Di(x),...,De_1(x). Si B = 1 alors nous ajoutons
également un sommet bis noté B(mw) dans chaque obligation 7 et un sommet
bis noté B(x) dans chaque obligation x.

— Nous ajoutons les sommets c;'-,c};, ¢ représentant les triplets contenant 1’élé-
. . . . 'L Z Z 7/
ment T; amnst que leurs copies respectives Citre 1 Cipn1r Chtre--rChpo1 €L

7 )
Cl’17 e 7Cl,:‘€—1'
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— L’ensemble des copies d’un sommet v est noté A(v).
— Nous ajoutons les arétes (D(W-T>G(7TF)), (D(xG(x})

i )G(m ; ), (D(m)G(x})),
(G(m))D(m})), (D(m)G(w})), (D(x;)D(x7)), (G(x)G(w})), (D(x)G(w7)),
(D(x))G(w7)), (D(x))G(w})), (G(77)D(w)), (D(x7)D(xf), (D(7)G(x])),
(G D(), (D(E4)G(r), (DG, (D(a)G (! )%)(D m)G(z})),
7 ] € C;

(D(7i)G (7)), (D(miH)G(2F)), (D(x;)eh),
— Pour1l <1< k—1, nous ajoutons les arétes (
(Db(ﬁf)GL(WZZ ), (Gb(ﬂil)DbOT?)); (DL(WDGL(W‘
G (m})G.(7))), (Du(7)G(77)), (D(7})G (77

G(x2)D,(x1)), (D,(m2) D, (¢ )) (D.(m7)Go (7]

D,(r})G.(})), (D (Wf) (7)), (Du(mf)Go(mih), (Du(7)Gu(7),
D,(9)G,(22)), (DG (x2)), (Du(w)c5,), (Du(af)eq,)

— Si 8 =1, nous ajoutons les arétes (B(w!) B(!
)

CIJ —
—
8
=N
N—

. (@)
FS.
SN—
Q)
~
—
o=

S— N N

(
(
(
(

]

(B(r?)B(m))), (B(m))B(m), (B(m)B(r]
(B(x0)B(22) et (B(x!)B(x})).

— Pour chaque triplet c; € C :

— Soient x4, xp, x. € X les trois éléments du triplet c;. Soient o c et ¢§ les
trois sommets-triplet tels qu’ils ont été créés précédemment, ainsi que s c?L
et ¢, (pour 1 <1<k —1) leurs copies respectives éventuelles.

— Nous ajoutons trois oblz'gations notées oy, 0? et 0§, composées respectivement
des sommets ¢ et A(c3), ¢ et A(ch) ou c§ et A(c5) ainsi que d’un sommet droit
noté respectwement D( ) D(aj) et D(of) et de copies de ce sommet droit
notées respectivement D, ( ), D,(0}) et D,(0§) (pour1 <:<k—1).5if=1,
nous ajoutons un sommet bzs note B(0f) dans obligation of, un sommet bis
noté B(o ) dans l'obligation 0 et un sommet bis noté B(o§) dans 'obligation

— Nous ajoutons trois obligations notées pjl, pjz et p;’?, chacune composée de deux
sommets originaux indépendants et de leurs copies éventuelles. Dans chaque
obligation p nous considérons un sommet gauche et un sommet droit respec-
tivement notés G(p) et D(p) ainsi que leurs copies respectives G,(p) et D,(p)
(pour 1 <o <k —1). 8i B =1, nous ajoutons un sommet bis noté B(pj) dans
obligation p;, un sommet bis noté B(p5) dans U'obligation p; et un sommet
bis noté B(p}) dans lobligation p}

— Nous ajoutons les arétes (D(c$)G(pj})), (D(a2)G(p})), (D(c5)G(p3)),
(D(pj)G(p3)) et (D(p7)D(p3)).

— Pour 1 <1 < k-1, nous ajoutons les arétes (DL( 09)G.(p})), (D.(62)G.(p})),
(Du(a5)Gu(p)), (Dulp;)Gulp3)) et (D.(p3)D.(p5))-

— 8i B =1, nous ajoutons les arétes (B(c?)B(p;)), (B(a})B(pj)), (B(c§)B(p?))
et (B(p)B(p))-

— Soit Q un grand nombre avec 2 >> X et Q) >> q.
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— Nous ajoutons Q obligations notées o', ..., 0", chacune composée de \ sommets
notés respectivement wy, ... wi, ... Wi ... Wi
— Pour 1 < v < A, nous ajoutons l'obligation B(o") composée de v sommets notés
respectivement B(w}), ..., B(w!).
Pour un élément z; € X, le gadget associé¢ est composé d'une collection de chemins
disjoints et de seize obligations stables et A-équilibrées. Pour un triplet ¢; € C, le gadget
associé est composé d'une collection de chemins disjoints et de six obligations stables
et A-équilibrées. La sous-instance liée aux sommets w est composée d'un graphe sans
arétes et de \ obligations. Ainsi, I'instance générée a partir du probleme RX3C' contient
A + 669\ + ’\22—“‘ sommets, 42q\ arétes et {2 4 66g + A\ obligations.

Notons qu’en suivant la méthode définie dans la Construction 18, il est possible de
faire varier la proportion d’obligations de différentes taille. Pour tout A > 2, il est possible
d’ajouter un nombre arbitrairement grand d’obligations de taille A tout en conservant une
faible densité d’arétes. Ainsi le probléme IDO est un probléme NP-complet pour toute
répartition de la taille des obligations, méme si le graphe a une faible densité.

Avant de montrer que le probléme IDO est un probléeme N P-complet dans notre cas
2
restreint, nous évaluons la densité du graphe G. Le graphe contient A{) 4+ 66g\ + %
sommets, ce qui correspond a :

AZQ2 QA3+ (132¢+1)A2 = N)+A4 /4423 (66¢+1/2)+A? (435642 +66q—1/4)—\(66g+1/2)
2

arétes maximum. Ainsi, la densité du graphe est définie par :

42g )\
22024+ (A3 4+(132¢+1)A2 = N)+2% /4423 (669+1/2)+A2 (435692 +669—1/4)—A(66g+1/2)
2

Lorsque ce polyndéme tend vers 'infini, la composante la plus significative est €. Calculer
sa limite lorsque €2 tend vers l'infini revient alors a calculer la limite de % Ainsi, lorsque
Q) tend vers l'infini, la densité du graphe s’approche de sa valeur minimale sans jamais
I’atteindre : le graphe a une faible densité. Pour tout € > 0, il existe un facteur € telle
que la densité du graphe est au plus de ¢.

Théoreme 14. Déterminer l'existence d’une solution pour le probléme IDO est un pro-
bléme N'P-complet, méme si le graphe est un graphe de faible densité (au plus € avec
e > 0) et que les obligations sont stables pour une répartition de leur taille de deuz a X,
pour toute constante A > 2.

Démonstration. Soit (X,C) une instance du probleme RX3C avec X = {z1,...,x3,} et
C ={c1,... ¢35} Soit A = 2k +  un entier avec k > 1 et f € {0,1}. Soient (G,1I) le
graphe et les obligations associées suivant la Construction 11 depuis (X,C, ).

Le probléme IDO est clairement dans N'P. De plus, construire (G, IT) a partir de 'instance
(X,C) est polynomial.

Supposons qu’il existe une solution S pour linstance (X,C) du probleme RXS3C.
Construisons un Indépendant Dominant S” de G qui respecte les Obligations IT :
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1. Pour chaque triplet ¢; dans S, composé des éléments z,, x; et z., nous ajoutons les
sommets des obligations o7, a?, o et ,0? dans S’.
2. Pour chaque triplet ¢; dans C'\\S nous ajoutons les sommets des obligations ,0]1- et p;'?

dans 9’.

3. Pour chaque sommet cé dans S’ nous ajoutons l'ensemble des sommets de Sj\c; (tel

que défini dans le Lemme 2) dans S’

4. Nous ajoutons les sommets des obligations o', ..., 0.

5. Nous ajoutons les sommets des obligations B(g'), ..., B(g").
L’ensemble de sommets indépendants S’ contient un Indépendant Dominant respectant
les Obligations pour chaque gadget d’élément et de triplet car S est une couverture exacte
de X (cela nous garantit que pour chaque gadget d’élément, un seul ensemble Sji- est pris
dans S’). Tous les sommets de G sont dominés et les obligations Il sont respectées. S’ est
un Indépendant Dominant de G respectant les Obligations II.

Supposons qu’il existe un Indépendant Dominant S de G qui respecte les Obligations
II. Construisons une couverture exacte S’ de X :

1. Pour chaque sommet D(p3) dans S, nous ajoutons le triplet ¢; dans S’ (nous savons
grace au Lemme 6 que la présence des sommets de 1’obligation ,0? dans un Indé-
pendant Dominant indique la présence de tous les sommets représentant le triplet
cj).

D’apres les Lemmes 4, 5 et 6, chaque triplet de C couvre soit tous ses éléments, soit aucun.
D’apres les Lemmes 1, 2 et 3, chaque élément de X est couvert par exactement un triplet.
Ainsi, S’ est une couverture exacte de X. O

2.3.6 Dans un graphe de diameétre deux

Carte 16. Le probléme IDO est N'P-complet méme dans un graphe de dia-
metre deux avec des obligations stables de taille au plus A, avec A > 2 (Théo-
réeme 15).

Départ : Le probleme IDO est N'P-complet méme dans un graphe de diametre deux,
avec des obligations stables et A-équilibrées (Construction 12).

Points d’étape :

1. N'P-complétude dans un graphe de diameétre deux, avec des obligations stables
(Construction 19 - Théoreme 15).

Une instance du probleme RX3C' est composée d'un univers X contenant 3¢q éléments
et d’une collection C de 3q triplets de ces éléments. L’instance (G,II) associée suivant
la Construction 12 depuis l'instance (X,C) est un graphe de diameétre deux contenant
(66¢ + 5)\ sommets, (132q + 7)\* + 42g\ — 2\ arétes et 66¢ + 5 obligations stables et
A-équilibrées. Pour étendre cette construction pour des obligations non-équilibrées, nous
rajoutons un certain nombre de sommets presque universels (Construction 19). Nous
concluons alors sur la N'P-complétude du probléeme IDO (Théoréme 15).
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Idée 19. Construire un graphe de diamétre deux avec des obligations stables de taille au
plus A.

Nous avons vu comment construire un graphe de faible densité avec des obligations stables
et A\-équilibrées pour tout X > 2 (Construction 12). Pour obtenir un graphe de diamétre
deux avec des obligations de taille au plus A\, nous rajoutons des obligations contenant des
sommets presque universels.

Construction 19. Construire un graphe de diamétre deuzr avec des obligations stables de
taille au plus \.

Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,...,C34}-
Soit X\ = 2k + [ un entier avec k > 1 et f € {0,1}. Nous construisons une instance
(G = (V, E),I1) du probléme IDO comme suit :

— Pour chaque élément x; € X :

— Soient cj,cp,c; € C avec j < k < les trois triplets contenant l’élément x;.

— Nous ajoutons seize obligations notées !, w!" ! il al 22 eta

T Ty T T X 3. chacune
composée de deuxr sommets originaur indépendants et de leurs copies éven-
tuelles. Dans chaque obligation m et x nous considérons un sommet gauche et
un sommet droit respectivement notés G(mw) et D(m) ou G(z) et D(z), ainsi
que leurs copies respectives notées G1(m),...,Gx_1(m) et Dy(m),..., De_1(m)
ou Gi(z),...,Ge_1(x) et Dy(x),...,De_1(x). Si B = 1 alors nous ajoutons
également un sommet bis noté B(m) dans chaque obligation 7 et un sommet
bis noté B(x) dans chaque obligation x.

— Nous ajoutons les sommets c],ck, c representant les trzplets contenant [’élé-
ment x; ainsi que leurs copies respectives c ...,c” 1 Ckp-- c,M . et
cll?“ Cln 1

— L’ensemble des copies d’un sommet v est noté A(v).
— Nous ajoutons les arétes (D(T(’iT)G(ﬂ'ZF)), (D(rF)G(7})
(G(m)D(w})), (D(m;)G(})), (D(m)D(77)), (G(

(D(m2)G (7)), (D(m))G(m?)), (G(x7)D(x])), (D(
(G(x9)D(rt), (D(r)G(x? ;

(D(m)G(7)), (D(mi)G (), (D(x;)ch),
— Pour1l <1< k—1, nous ajoutons les arétes (
(D(m])G (77— ), (G, Wl)Db(W?))f (D (7})G.(T;

G(m})Gu(m})), (Du(m})Gu(m})), (Dy(m})Gu(m]
o f’) () ;

(7 ) {

( 2

),
i ). (D(EDG(), (D

» —
oun
8
S
N—
()
xS
N~—
)

7

( ) ™)G ): (

(G ), (D) D, (m)), (Du(r2)Gu()), (Gl ‘
(Du(rd)Gu(m}), (Du(m{) G\ (m°), (DUT)G(m)), (Du(m)Gu(y)),

(D (x0)G,(x2)), (D,(r)G.(e). (D.(xD)el,). (Di(a2)eh,) et (D,(x)eh,).

— Si 8 =1, nous ajoutons les arétes (B(w!)B(xl)), (B(r})B(n?)), (B(x})B(r})),
E (7 ) (7)), (B(w})B(m)). (B(m})B(x])), (B(m)B(x7)), (B(m})B(x;)).

B(m®)B(x7)) et (B(r;")B(x7)).

— Pour chaque triplet c; € C :
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— Soient x4, xp, x. € X les trois éléments du triplet c;. Soient c, cb et ¢ les
trois sommets-triplet tels qu’ils ont été créés précédemment, ainsi que c2,,

C-
Jib? TG
et ¢, (pour 1 <1 <k — 1) leurs copies respectives éventuelles.

— Nous ajoutons trois oblzgatwns notées 0;1 (7;’ et UJC-, composées respectivement
des sommets ¢ et A(c9), ¢ et A(c)) ou c§ et A(c5) ainsi que d’un sommet droit
noté respectivement D(c%), D(a?) et D( <) et de copies de ce sommet droit
notées respectivement D,(0%), D,(c}) et DL(J;?) (pourl << rk—1). Sif=1,
nous ajoutons un sommet bis noté B(of) dans l'obligation of, un sommet bis
noté B(o?) dans obligation ob et un sommet bis noté B(o ) da,ns lobligation
5.

— Nous ajoutons trois obligations notées pjl-, pj2~ et p?, chacune composée de deux
sommets originaux indépendants et de leurs copies éventuelles. Dans chaque
obligation p nous considérons un sommet gauche et un sommet droit respec-
tivement notés G(p) et D(p) ainsi que leurs copies respectives G,(p) et D,(p)
(pour 1 <1<k —1). Si § =1, nous ajoutons un sommet bis noté B(pj) dans
l’obligation p}, un sommet bis noté B(p?) dans l’obligation ,0? et un sommet
bis noté B(p5) dans l'obligation p}

— Nous ajoutons les arétes (D(c$)G(p})), (D(a2)G(p})), (D(c5)G(p3)),
(D(p;)G(p})) et (D(p})D(p]))-

— Pour 1 <1 < k—1, nous ajoutons les arétes (D,(0$)G,(p})), (D.(c})G.(p})),
(Du(@)Gu(p})). (Dulp;)G(p3)) et (D.(p)Du(p7)).

— 8i B =1, nous ajoutons les arétes (B(c?)B(p;)), (B(a})B(pj)), (B(c§)B(p?))
et (B(22)B(p?)).

Nous ajoutons un chemin @1, ..., p3x.

Nous ajoutons trois obligations 1, Oy et 3, composées respectivement des sommets
1, P3 el Y3x—3, P2 €l P3x_1 0U P4, Par—2 €L P3».
Pour chaque sommet p; € {5, ..., P3r_a} :

— Sii (mod 3) = 0, nous ajoutons le sommet @; dans ’obligation ®;.

— Sii (mod 3) = 2, nous ajoutons le sommet @; dans ’obligation ®,.

— Sii (mod 3) = 1, nous ajoutons le sommet @; dans ’obligation ®s.

Nous ajoutons deux obligations notées o' et o* composées de \ sommets respective-
ment notés oi, ..., 0% et 03,...,03.

Pour chaque sommet v précédemment créé a lexception des sommets o1, ..., o0} et
@3, pour 1 <i < X\ nous ajoutons 'aréte (vo}).

Pour chaque sommet v précédemment créé a l'exception des sommets 0%,. .., 05 et
¢4, pour 1 < i < X nous ajoutons laréte (vg?).

Pour 1 < v < X, nous ajoutons l’obligation B(o") composée de 1 sommets notés
respectivement of, . .., o).

Pour1 <1 < A, pour chaque sommet v précédemment créé a l’exception des sommets
B(04),...,B(0") et s, pour 1 < i <1 nous ajoutons l'aréte (vo!).
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Pour un élément z; € X, le gadget associé est composé d'une collection de chemins
disjoints et de seize obligations stables et A-équilibrées. Pour un triplet ¢; € C, le gadget
associé est composé d'une collection de chemins disjoints et de six obligations stables et \-
équilibrées. Ainsi, l'instance générée a partir du probleme RX3C contient (66g+ 5))\—1—#
sommets, (132 + 7)\? + 42g\ — 2\ + 12’\5+15A4+’\3(3960%22%0)“2(3960%285)72’\ — 1 arétes et
66g + 5 + A obligations.

Notons qu’en suivant la méthode définie dans la Construction 19, il est possible de faire
varier la proportion d’obligations de différentes tailles. Pour tout A > 2. il est possible
d’ajouter un nombre arbitrairement grand d’obligations de taille A tout en conservant
un diameétre de deux. Ainsi le probléme IDO est un probléme N P-complet pour toute
répartition de la taille des obligations, méme si le graphe est un graphe de faible densité.

Chaque sommet de V\{o},...,00U0%, ..., 03 UpzUp,} est & une distance un de tous
les sommets des obligations ¢! et ¢*. Chaque sommet de l'obligation o' (respectivement
0?) est & une distance deux des autres sommets de I'obligation. Le sommet 3 est & une
distance un de tous les sommets de 'obligation p?. Le sommet ¢, est a une distance un
de tous les sommets de 1'obligation o!. Les sommets o3 et ¢, sont & une distance un 1'un
de l'autre. Ainsi, le graphe a un diameétre deux.

Théoreme 15. Déterminer ['existence d’une solution pour le probleme IDO est un pro-
bléeme N'P-complet, méme si le graphe est un graphe de diamétre deuz et que les obligations
sont stables pour une répartition de leur taille de deux a X\, pour toute constante A > 2.

Démonstration. Soit (X,C) une instance du probleme RX3C avec X = {z1,...,x3,} et
C ={c1,... ¢35} Soit A = 2k + ( un entier avec k > 1 et 5 € {0,1}. Soient (G,1I) le
graphe et les obligations associées suivant la Construction 7 depuis (X,C, ).

Le probléme IDO est clairement dans N'P. De plus, construire (G, IT) a partir de I'instance
(X,C) est polynomial.

Supposons qu’il existe une solution S pour linstance (X,C) du probleme RXS3C.
Construisons un Indépendant Dominant S” de GG qui respecte les Obligations IT :

1. Pour chaque triplet ¢; dans S, composé des éléments z,, 7} et ., nous ajoutons les

sommets des obligations ¥, 0;?, o et ,0? dans 5.

2. Pour chaque triplet ¢; dans C'\ S nous ajoutons les sommets des obligations p} et p?
dans S’.

3. Pour chaque sommet ¢} dans S’ nous ajoutons I'ensemble des sommets de S;\c} (tel
que défini dans le Lemme 2) dans S’

4. Nous ajoutons les sommets de I'obligation ®, dans 5.

L’ensemble de sommets indépendants S’ contient un Indépendant Dominant respectant
les Obligations pour chaque gadget d’élément et de triplet car S est une couverture exacte
de X (cela nous garantit que pour chaque gadget d’élément, un seul ensemble S; est pris
dans S’). Tous les sommets de G sont dominés et les obligations I sont respectées. S’ est
un Indépendant Dominant de G respectant les Obligations II.
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Supposons qu’il existe un Indépendant Dominant S de G qui respecte les Obliga-
tions II. Supposons que les sommets de l'obligation o¢? (respectivement I'obligation o
ou l'obligation B(g") pour 1 < ¢ < \) appartiennent & S. Dans ce cas, le sommet ¢y
(respectivement le sommet 3) ne peut pas étre dominé, ce qui est une contradiction.
Aucun sommet faisant partie des obligations ®;, ®,, @3, o', 0? et B(g') pour 1 < ¢ < A
ne peut dominer un sommet extérieur a ces obligations (propriété du connecteur neutre).
Construisons une couverture exacte S’ de X :

1. Pour chaque sommet D(p?) dans S, nous ajoutons le triplet ¢; dans S” (nous savons
grace au Lemme 6 que la présence des sommets de 1’obligation p? dans un Indé-
pendant Dominant indique la présence de tous les sommets représentant le triplet
).

D’apres les Lemmes 4, 5 et 6, chaque triplet de C couvre soit tous ses éléments, soit aucun.
D’apres les Lemmes 1, 2 et 3, chaque élément de X est couvert par exactement un triplet.
Ainsi, S’ est une couverture exacte de X. O

Nous avons montré que déterminer l'existence d’'un Indépendant Dominant respec-
tant les Obligations est un probleme difficile, méme pour des topologies de graphes tres
restreintes pour des obligations stables et équilibrées, ainsi que pour différentes réparti-
tions de la taille des obligations dans I'instance. Dans la prochaine section, nous relachons
la contrainte de dominer tous les sommets du graphe. Nous nous penchons alors sur le
probleme selon le nombre de sommets minimal a dominer.
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2.4 Déterminer ’existence d’un Indépendant Partiel-
lement Dominant avec des obligations stables

Dans cette section, nous étudions le probleme de 'Indépendant Partiellement Domi-
nant avec Obligations (/PDO). Nous y présentons deux résultats principaux :

1. La N'"P-complétude du probleme IPDO avec des obligations stables pour 34/|V|—2
sommets a dominer mais sa polynomialité pour 24/|V| — 1 sommets a dominer
(Théoremes 16 et 17).

2. La N"P-complétude du probleme IPDO pour |V|—A? 4+ X sommets & dominer méme
avec des obligations stables et A-équilibrées dans une collection de chemins ou un
unique chemin (Théorémes 18 et 19).

Carte 17. Le probléme IPDO avec des obligations stables est NP-complet
pour 3,/|V|—2 sommets & dominer mais polynomial pour 2,/|V|—1 sommets
a dominer (Théorémes 16 et 17).

Départ : Le probleme IDO est NP-complet méme dans une collection de chemins avec
des obligations stables et A-équilibrées (Construction 7).

Points d’étape :

1. N'P-complétude pour 3,/|V|— 2 sommets a dominer méme dans une collection de
chemins avec des obligations stables (Constructions 20 et 21 - Théoreme 16).

2. Le probleme IPDO admet un algorithme polynomial permettant de dominer
21/|V| — 1 sommets si les obligations sont stables (Algorithme 1 - Théoreme 17).

Nous montrons dans un premier temps que le probléme IPDO est un probléme N P-
complet lorsque nous souhaitons dominer un certain nombre de sommets. Pour cela nous
créons un gadget de faible domination (Construction 20). Le graphe obtenu a partir de
la Construction 7 et de ce gadget (Construction 21) est une collection de chemins avec
des obligations stables. Nous concluons ainsi sur la N'P-complétude du probleme IPDO
(Théoreme 16).

Nous définissons dans un second temps un algorithme capable de trouver un Indépen-
dant Partiellement Dominant respectant les Obligations associées en temps polynomial
(Algorithme 1). Apres avoir exhibé ses garanties et ses limites, nous concluons que toute
instance admet un Indépendant Dominant ZW — 1 sommets, mais qu’il s’agit d'un
maximum pour de nombreuses instances (Théoreme 17).

La frontiere sur le nombre de sommets qu’il est possible de dominer en temps polyno-
mial ou non est fine lorsque les obligations sont stables. Ainsi les deux résultats suivants
visent a raffiner le résultat dans le cas d’obligations stables et A-équilibrées, d’abord dans
une collection de chemins puis dans un unique chemin.
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Carte 18. Le probléme IPDO est N'P-complet pour |V| — A? + A sommets a
dominer méme dans une collection de chemins ou un unique chemin avec des
obligations stables et \-équilibrées (Théorémes 18 et 19).

Départ : Le probleme IDO est N'P-complet méme dans une collection de chemins avec
des obligations stables et A-équilibrées (Construction 7).

Points d’étape :
1. N'P-complétude pour |[V|—A?+ )\ sommets & dominer méme dans une collection de
chemins avec des obligations stables et A-équilibrées (Construction 23 - Théoréme
18).
2. N'P-complétude pour |V| — A? + X sommets & dominer méme dans un chemin avec
des obligations stables et A-équilibrées (Construction 24 - Théoreme 19).

Nous montrons que le probleme IPDO est un probléeme N P-complet lorsque nous
souhaitons dominer un certain nombre de sommets. Pour cela nous réutilisons le gadget
de faible domination (Construction 20). Le graphe obtenu a partir de la Construction
7 et de ce gadget (Construction 23) est une collection de chemins avec des obligations
stables et A\-équilibrées. Nous concluons ainsi sur la N'P-complétude du probléme IPDO
(Théoreme 18).

Par la suite, nous étendons le résultat précédent a un unique chemin. Nous montrons
que le probleme IPDO est un probléme NP-complet lorsque nous souhaitons dominer
un certain nombre de sommets. Pour cela nous réutilisons le gadget de faible domination
(Construction 20) ainsi que le gadget de connecteur neutre (Construction 8). Le graphe
obtenu a partir de la Construction 9 et de ces gadgets (Construction 23) est un unique
chemin avec des obligations stables et A-équilibrées. Nous concluons ainsi sur la NP-
complétude du probleme IPDO (Théoreme 18).

2.4.1 Avec 3./|V| — 2 sommets & dominer

Carte 19. Le probléeme IPDO est NP-complet pour 3,/|V| — 2 sommets &
dominer méme dans une collection de chemins avec des obligations stables
(Théoréme 16).

Départ : Le probleme IDO est N'P-complet méme dans une collection de chemins avec
des obligations stables et A-équilibrées (Construction 7).

Points d’étape :
1. Création d'un gadget de faible domination (Construction 20 - Lemme 11).

2. N'P-complétude pour 34/|V| — 2 sommets & dominer méme dans une collection de
chemins avec des obligations stables (Construction 21 - Théoréme 16).
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Une instance du probleme RX3C' est composée d’un univers X contenant 3¢ éléments
et d'une collection C de 3¢ triplets de ces éléments. L’instance (G, 1) associée suivant la
Construction 7 depuis 'instance (X, C) est une collection de chemins contenant 66¢gA som-
mets, 42g\ arétes et 66¢ obligations stables et A-équilibrées pour toute constante A > 2.
Pour montrer que le probléme IPDO est un probléme N P-complet lorsque nous souhai-
tons dominer un certain nombre de sommets, nous créons un gadget de faible domination
(Construction 20). Ce gadget introduit une instance dans laquelle aucune solution ne
permet de dominer tous les sommets tout en respectant les Obligations (Lemme 11). Le
graphe obtenu a partir de ce gadget (Construction 21) est une collection de chemins avec

des obligations stables. Nous concluons ainsi sur la NP-complétude du probléme IPDO
(Théoreme 16).

Idée 20. Le gadget de faible domination.

Nous souhaitons procéder a une réduction depuis le probleme IDO. Cependant, dans ce
probléeme tous les sommets doivent étre dominés. Le gadget de faible domination va nous
permettre d’ajouter des sommets non dominés a une instance donnée afin de réduire le
ratio de domination. Pour ce faire, nous créons des obligations incompatibles entre elles
telles que chaque obligation non choisie contiendra des sommets non dominés.

Construction 20. Le gadget de faible domination.
Soit 2 une constante. Nous construisons une instance (G = (V, E),I1) du probléme IPDO
comme suit :

— Nous ajoutons les Q> — Q sommets Uf pour 1 <1 5 <.

— Nous ajoutons les obligations m; pour 1 < i < €2, composées respectivement des
sommets v} pour 1 < j < Q, avec j # 1.

— Pour 1 <i+# j <Q, nous ajoutons l’aréte (va;)

L’instance générée contient 2 — Q) sommets, 922_ £ arétes et Q) obligations stables et

(Q — 1)-équilibrées. La Construction 20, ainsi qu'un Indépendant Dominant maximum
respectant les Obligations, sont illustrés dans la Figure 2.36.

Lemme 11. Soit 2 une constante. Soient (G,1I1) le graphe et les obligations obtenues en
suivant la Construction 20. Tout Indépendant Dominant mazimum S de G respectant les
Obligations 11 domine exactement 2() — 2 sommets.

Démonstration. Toutes les obligations sont équivalentes. Sans perte de généralité, consi-
dérons que I'Indépendant Dominant maximum S de G respectant les Obligations 11
contienne les sommets de 'obligation 7. Aucun sommet d’une autre obligation ne peut
étre présent dans S en raison des arétes (v{v]l) pour 2 < j < Q. S ne peut contenir les
sommets que d'une seule obligation.

Chaque sommet de S domine deux sommets différents : lui-méme et son unique voisin.
S domine 2€2 — 2 sommets. Tout Indépendant Dominant maximum S de G respectant les
Obligations II domine exactement 2() — 2 sommets. O
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FIGURE 2.36 — [llustration (a gauche) de la Construction 20 pour €2 = 4. Illustration (a
droite) d’un Indépendant Dominant maximum S pour ’exemple ci-contre. Les sommets
de S sont représentés pleins. Les sommets non dominés par S sont représentés par des
carrés.

Idée 21. L’ajout d’une importante composante impossible da dominer.

Nous avons vu comment construire une collection de chemins avec des obligations stables
et \-équilibrées pour tout A > 2 (Construction 7). Pour faire le lien entre ['ezistence
d’une solution au probleme IDO et l’existence d’une solution de taille bornée au probleme
IPDO, nous ajoutons un gadget de faible domination (Construction 20) de taille arbi-
trairement grande. Indirectement, lorsque une instance du probléme RX3C admet une
solution, il existe une solution pour linstance associée du probléeme IDO et l’instance
associée du probléme IPDO admet une domination seuil (tous les sommets du graphe de
la Construction 7 ainsi qu’une partie bornée des sommet du graphe de la Construction

20).

Construction 21. L’ajout d’une importante composante impossible a dominer.

Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,..., ¢34}
Soit A\ = 2k + B un entier avec k > 1 et § € {0,1}. Soit Q un entier avec Q& >> X et
Q2 >> q. Nous construisons une instance (G = (V, E),I1) du probléme IPDO comme suit :

— Pour chaque élément x; € X :
— Soient cj,c,c; € C avec 7 < k < les trois triplets contenant l’élément x;.

— Nous ajoutons seize obligations notées wl, wl" xl, ... «wlt xl 22 et 23, chacune
composée de deuxr sommets originaur indépendants et de leurs copies éven-
tuelles. Dans chaque obligation 7 et x nous considérons un sommet gauche et
un sommet droit respectivement notés G(m) et D(m) ou G(z) et D(z), ainsi
que leurs copies respectives notées G1(m),...,Gx_1(m) et Dy(m),..., De_1(m)
ou Gy(x),...,Ge_1(x) et Di(z),...,De_1(x). Si p = 1 alors nous ajoutons
également un sommet bis noté B(m) dans chaque obligation 7 et un sommet
bis noté B(x) dans chaque obligation x.
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— Nous ajoutons les sommets cj,ck, c representant les trzplets contenant 1’élé-
ment x; ainsi que leurs copies respectives CitrevsClpts Ckp-- c,M , et

Cll?" Cln 1

— L’ensemble des copies d’un sommet v est noté A(v).
— Nous ajoutons les arétes (D(ﬂ') (7)), (D(=xF)G (m}
( D(r; G
(D(x})G(m7)), (D(x)G(77)), (G(m7) D(]
(G(x9)D(rt)), (D()C(rt), (D(x DG i), (L
(DG (a?), (DG (), (D(xl)eh), (D(frf)c ) et (D(x)q)).
— Pour1 <1 < k—1, nous ajoutons les arétes )
G(m)G\ (7). (D()G(x2)), (D.(m)G,
72)D,(x1)), (D,(x}) D, (m )),( s
)G 2))) °)

L

(G(x))D(r)), (D(x})G(xd)), (D(x))D(x? ))))
Z 0)3, (D(H)G
)G
(D.(=])G.(72)), <GL<W3>DL<W;*>>, (D,())G(;
(G, D, ()G,
(G( 7Tz5 DL( )GL(‘7
(D,(x9)G, (), (D,(x7)G, (x! L
(D, (m

L

,(()
10)G,(a2)), (D,(x1)G.(x)). (D,(a!

— 818 =1, nous ajoutons les aretes’(
(B(r)B(m?)), (B(m))B(m), (B(m)B(r]
(B(x0)B(22) et (B(x!)B(x})).

— Pour chaque triplet c; € C :

— Soient x4, xp, x. € X les trois éléments du triplet c;. Soient c, cb et ¢§ les
trois sommets-triplet tels qu’ils ont été créés précédemment, ainsi que ¢, c?L
et ¢, (pour 1 <1 <k —1) leurs copies respectives éventuelles.

— Nous ajoutons trois obligations notées oy, cr;? et of, composées respectivement
des sommets ¢ et A(c4), ¢ et A(ch) ou ¢ et A(¢5) ainsi que d’un sommet droit
noté respectivement D(o?), D(0?) et D(o) et de copies de ce sommet droit
notées respectivement D,(0%), D (%) et D,(05) (pour1 <t < k—1). Sif =
nous ajoutons un sommet bzs note B( ) dans obligation of, un sommet bis
noté B(o}) dans Uobligation o} et un sommet bis noté B(cf) dans l'obligation

Uj.

— Nous ajoutons trois obligations notées pjl., pjz et p?, chacune composée de deux
sommets originaux indépendants et de leurs copies éventuelles. Dans chaque
obligation p nous considérons un sommet gauche et un sommet droit respec-
tivement notés G(p) et D(p) ainsi que leurs copies respectives G,(p) et D,(p)
(pour 1 <o <k —1). 8i 8 =1, nous ajoutons un sommet bis noté B(pj) dans
l’obligation p;, un sommet bis noté B(p?) dans l’obligation ,0? et un sommet
bis noté B(p5) dans l'obligation p}

— Nous ajoutons les arétes (D(c$)G(pj)), (D(a2)G(p})), (D(c5)G(p3)),
(D(pj)G(p5)) et (D(p7)D(py5))-

— Pour1 <1< k-1, nous ajoutons les arétes (DL( NG.(p})), (D(D)G(p;)),
(Du(a5)Gu(P)), (Dulp;)Gilp5)) et (Du(p7)D.(p5))-

— Szﬁ—l nous ajoutons les arétes (B(o$)B(p )),( (62)B(p;)), (B($)B(p3))

et (B(p})B(p3))-
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— Nous ajoutons les Q> — Q sommets vg pour 1 <1 5 <.

— Nous ajoutons les obligations m; pour 1 < i < €, composées respectivement des
sommets v} pour 1 < j < Q, avec j # i.

— Pour 1 <i# j <Q, nous ajoutons l'aréte (Uiv;)

Pour un élément x; € X, le gadget associé est composé d’une collection de chemins
disjoints et de seize obligations stables et A-équilibrées. Pour un triplet ¢; € C, le gadget
associé est composé d'une collection de chemins disjoints et de six obligations stables et
M-équilibrées. Ainsi, I'instance générée a partir du probléme RX3C contient Q2 — Q4 66g\

sommets, 922_ £ 4 42¢)\ arétes et © + 66¢ obligations.

Notons que tout ensemble S Indépendant ne peut dominer au plus qu’un faible pour-
centage des sommets de G tout en respectant les Obligations II. Le graphe contient
0% — Q + 66g)\ sommets. Un Indépendant Dominant maximum contient 20 — 2 + 66g\
sommets. Lorsque ces polynomes tendent vers l'infini, la composante la plus significative

est €. Ainsi, nous allons calculer la limite de % lorsque €2 tend vers l'infini pour
connaitre la densité de domination du graphe :
lima_s 4 oo %m = (2.1)
: 2—(2/9)+(66¢\/Q
limo— 400 Q(—/1+)(6éq,\q/9/) = (2:2)
lima_ 100 == ~ 0 (2.3)

Lorsque 2 tend vers I'infini, le pourcentage de domination du graphe s’approche de zéro
sans jamais 'atteindre : le graphe est peu dominé dans le meilleur des cas.

Notons également que lorsque €2 tend vers l'infini, le nombre de sommets du graphe
tend vers 2, tandis que le nombre de sommets qu’il est possible de dominer tend vers
202 — 2 soit 24/|V| — 2.

Théoréme 16. Soit (G = (V, E),II) une instance du probléme IPDO. Déterminer s’il
existe une solution S pour le probléme IPDO qui domine au moins 31/|V| — 2 sommets
est un probléme N'P-complet, méme si le graphe est une collection de chemins et que les
obligations sont stables.

Démonstration. Soit (X,C) une instance du probleme RX3C avec X = {z1,...,x3,} et
C=A{c1,...,c3.} Soit A = 2k+f un entier avec k > 1 et § € {0,1}. Soient (G = (V, E), 1)
le graphe et les obligations associées suivant la Construction 7 depuis (X,C,\). Soit
2 = 66¢A un entier. Soient (G’ = (V',E’),II') le graphe et les obligations associées
suivant la Construction 21 depuis (X,C, A, €2). Tous les sommets communs a V et V'
partagent le méme identificateur.

Le probleme IPDO est clairement dans NP. De plus, construire (G',II') & partir de
I'instance (X, C) est polynomial.

Supposons qu'’il existe une solution S pour I'instance (X', C) du probleme RX3C. Nous
savons qu’il existe un Indépendant Dominant S;po de G qui respecte les Obligations II.
Construisons S’ un Indépendant Dominant 34/|V’| — 2 sommets de G’ et respectant les
Obligations IT" :
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1. Pour chaque sommet v dans V N Srpo, nous ajoutons le sommet v de V' dans S’
(8" domine 66gA sommets).

2. Nous ajoutons les sommets de I'obligation 7 dans S” (S” domine 2Q — 2 sommets).

G’ contient (66¢g\)? sommets. S’ contient (3 x 66g\ — 2) sommets. S’ est un Indépendant
Dominant 31/|V’| — 2 sommets de G’ et respectant les Obligations IT'.

Supposons qu’il existe un ensemble S’ Indépendant Dominant 3/|V’| — 2 sommets de
G’ et respectant les Obligations II' pour le probleme IDO. Construisons un Indépendant
Dominant S;po de G respectant les Obligations II :

1. Pour chaque sommet v dans V' N.S’, nous ajoutons v dans S;po.

L’ensemble S7po est un Indépendant Dominant S;po de G respectant les Obligations II,
car tous les sommets de G sont dominés par S’ d’apres le Lemme 11. Nous savons qu’il
existe alors une solution S pour l'instance (X, C) du probléeme RX3C définie comme suit :

1. Pour chaque sommet D(p?) dans Sypo, nous ajoutons le triplet ¢; dans S (nous
savons grace au Lemme 6 que la présence des sommets de I'obligation p? dans un
Indépendant Dominant indique la présence de tous les sommets représentant le
triplet c¢;).

O

2.4.2 Avec 2,/|V| -1 sommets a dominer

Carte 20. Le probleme IPDO admet un algorithme polynomial permettant
de dominer 2,/|V| — 1 sommets si les obligations sont stables (Théoréme 17).

Points d’étape :
1. Création d’un algorithme polynomial (Algorithme 1 - Lemme 12).

2. Il n’existe pas d’algorithme capable de garantir la domination de plus de sommets
(Construction 22 - Lemme 13).

3. Le probleme IPDO admet un algorithme polynomial permettant de dominer
24/|V| — 1 sommets si les obligations sont stables (Théoreme 17).

Dans cette partie, nous définissons un algorithme capable de trouver un Indépendant
Partiellement Dominant respectant les Obligations associées en temps polynomial (Al-
gorithme 1). Nous montrons qu’il garantit, pour un graphe G = (V| E), de dominer au
moins 24/|V| — 1 sommets si les obligations associées sont stables (Lemme 12). Dans un
second temps, nous exhibons une infinité d’instances pour lesquelles il est impossible de
dominer plus de 24/|V|—1 sommets (Construction 22 - Lemme 13). Nous concluons alors
que toute instance admet un Indépendant Dominant QW — 1 sommets, mais qu’il s’agit
d’un maximum pour de nombreuses instances (Théoreme 17).
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Principe 1. Soit G = (V, E) un graphe et II = {II;,... IIx} ses obligations associées,
triées par nombre de sommets dans [’ordre décroissant. L’Algorithme 1 est un algorithme
glouton qui construit une solution en ajoutant des sommets au fur et ¢ mesure. A chaque
étape, nous prenons [’obligation 1I; contenant le plus de sommets. Nous trouvons alors
toutes les obligations II; qui possédent au moins un sommet dominé par les sommets
de II;. Une fois fait, nous supprimons du graphe tous les sommets des obligations II;
et nous répétons la procédure jusqu’da ce qu’il n’y ait plus aucune obligation (soit plus
aucun sommet pouvant appartenir a notre solution). Nous obtenons ainsi un ensemble de
sommets Indépendants Partiellement Dominants respectant les Obligations.

Algorithme 1 : Un Indépendant Dominant au moins 21/|V| — 1 sommets.

1 Donnée(s) : G = (V, E) un graphe et Il = {I1;,... 11} ses obligations
associées, triées par nombre de sommets dans [’ordre décroissant.

N

Résultat(s) : Un Indépendant Partiellement Dominant de G, respectant les
Obligations 11.

Resultat < @ ;
Obligations <+ O ;
for 1 <i<kdo
L Obligations < Obligations + 11;;

while Obligations # & do

[>T L B N VU]

3

8 Tempew; < Obligations[1];
for v € Temp; do
10 Resultat < Resultat + v ;
11 for Obli € Obligations do
12 if v € Obli then
13 L L Obligations < Obligations\Obli ;

14 return Resultat ;

Le nombre d’obligations diminue strictement a chaque étape de la boucle while (17),
I’algorithme se termine. Chaque obligation est atteinte par au moins un sommet de la
solution S, les obligations sont respectées et S est un ensemble indépendant dans G.
L’algorithme donne le bon résultat en temps polynomial.

Lemme 12. Soient (G = (V, E),1I) un graphe et ses obligations stables associées. Toute
instance (G = (V, E), 1) du probléme IPDO admet un ensemble S Indépendant Dominant
au moins 21/|V| — 1 sommets de G et respectant les Obligations I1. Cet ensemble peut
étre construit en temps polynomial par I’Algorithme 1.

119



Démonstration. Soient (G = (V, E),II) un graphe et ses obligations stables associées, ins-
tance du probleme PIDO. Soient |II| le nombre d’obligations dans II et  la taille de la
plus grande obligation de II. L’Algorithme 1 renvoie un ensemble de sommets indépen-
dants S, respectant les Obligations et dominant au moins |II| + x — 1 sommets. Montrons
que S domine au moins 24/|V| — 1 sommets.

Nous savons que |II| x x > |V, ainsi soit |[II|] > /|V], soit & > +/|V|. Supposons
sans perte de généralité que x > /|V|. Nous pouvons réécrire cette inégalité sous la

forme k = \/|V| + x, avec x > 0 une constante positive. Supposons maintenant, par
contradiction, que |II| + k < 24/|V] :

I+ < 2¢/]V] (2.4)
I +[V+z < 2/]V] 2.5
i < vIiV|i-=

En reprenant cette inégalité, nous avons :
| x & < (V|V]| = 2)V/|V|+2) <|V]| - 22 (2.7)

Ce qui est une contradiction car nous savons que |II| x k > |V|. Par conséquent, nous
avons |IT| + x > 24/|V] et ainsi || + £ — 1 > 24/]V] — 1. 0

Idée 22. Un exemple de graphe peu dominable.

Dans la Construction 20, nous avons défini une instance dont la majorité des sommets ne
peuvent pas étre dominés. En ajoutant un sommet supplémentaire dans chaque obligation,
nous atteignons la borne de I’Algorithme 1.

Construction 22. Un exemple de graphe peu dominable.
Soit 2 une constante. Nous construisons une instance (G = (V, E),I1) du probléme IPDO
comme suit :

— Nous ajoutons les Q? sommets vf pour 1 < 1,5 < Q.

— Nous ajoutons les obligations m; pour 1 < i < €, composées respectivement des
sommets v} pour 1 < j < Q.

— Pour 1 <i# j <Q, nous ajoutons l’aréte (vaﬁ)

L’instance générée contient (? sommets, 922_ £ arétes et Q obligations stables et (-
équilibrées. La Construction 22, ainsi qu'un Indépendant Dominant maximum respectant
les Obligations, sont illustrés dans la Figure 2.37.

Lemme 13. Soit (G = (V, E), 1) une instance du probléme IPDO obtenue en suivant la
Construction 22, pour tout Q) quelconque. Aucun ensemble indépendant de sommets S de
G ne peut dominer plus de 2./|V| — 1 sommets tout en respectant les Obligations I1.
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FIGURE 2.37 — [llustration (a gauche) de la Construction 22 pour 2 = 4. Illustration (a
droite) d’un Indépendant Dominant maximum S pour ’exemple ci-contre. Les sommets
de S sont représentés pleins. Les sommets non dominés par S sont représentés par des
carrés.

Démonstration. Soit (G = (V, E),I1) une instance du probleme IPDO obtenue en suivant
la Construction 22, pour tout 2 quelconque.

Toutes les obligations sont équivalentes. Sans perte de généralité, considérons que
I'Indépendant Dominant maximum S de G respectant les Obligations II contienne les
sommets de I'obligation 7;. Aucun sommet d’une autre obligation ne peut étre présent
dans S en raison des arétes (v{vjl) pour 2 < 5 < €. S ne peut contenir les sommets que
d’une seule obligation.

Chaque sommet de S domine deux sommets différents : lui-méme et son unique voisin.
S domine 2€2 — 1 sommets. Tout Indépendant Dominant maximum S de G respectant les
Obligations II domine exactement 24/|V| — 1 sommets. O

Théoréme 17. Soit (G = (V, E),II) une instance du probléme IPDO avec des obligations
stables. L’instance admet toujours un ensemble indépendant de sommets S de G respectant
les Obligations 11 et dominant au moins QW — 1 sommets (cette borne est atteinte par
une infinité d’instances). Cet ensemble S peut étre construit en temps polynomial.
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2.4.3 Avec |V]| — \? + X\ sommets & dominer dans une collection
de chemins

Carte 21. Le probléme IPDO est N'P-complet pour |V| — \? + X\ sommets a
dominer méme dans une collection de chemins avec des obligations stables
et M\-équilibrées (Théoréme 18).

Départ : Le probleme IDO est NP-complet méme dans une collection de chemins avec
des obligations stables et A-équilibrées (Construction 7).
Points d’étape :

1. N'P-complétude pour |[V|—A*+ ) sommets & dominer méme dans une collection de

chemins avec des obligations stables et A-équilibrées (Construction 23 - Théoreme
18).

Une instance du probleme RX3C' est composée d'un univers X contenant 3¢ éléments
et d’une collection C de 3q triplets de ces éléments. L’instance (G,II) associée suivant
la Construction 7 depuis 'instance (X,C) est une collection de chemins contenant 66gA
sommets, 42¢q\ arétes et 66q obligations stables et A-équilibrées pour toute constante
A > 2. Pour montrer que le probléeme IPDO est un probléme NP-complet lorsque nous
souhaitons dominer un certain nombre de sommets, nous réutilisons le gadget de faible
domination (Construction 20). Ce gadget introduit une instance dans laquelle aucune so-
lution ne permet de dominer tous les sommets tout en respectant les Obligations (Lemme
11). Le graphe obtenu a partir de ce gadget (Construction 23) est une collection de chemins
avec des obligations stables et A-équilibrées. Nous concluons ainsi sur la NP-complétude
du probleme IPDO (Théoreme 18).

Idée 23. L’ajout d’une composante proportionnelle impossible a dominer.

Nous avons vu comment construire une collection de chemins avec des obligations stables
et \-équilibrées pour tout X\ > 2 (Construction 7). Pour faire le lien entre [’existence
d’une solution au probleme IDO et l’existence d’une solution de taille bornée au probléme
IPDO, nous ajoutons un gadget de faible domination (Construction 20) proportionnel
d la taille des obligations. Indirectement, lorsqu’une instance du probléme RX3C admet
une solution, il existe une solution pour l’instance associée du probléeme IDO et l’instance
associée du probléme IPDO admet une domination seuil (tous les sommets du graphe de

la Construction 7 ainsi qu’une partie bornée des sommet du graphe de la Construction
20).

Construction 23. L’ajout d’une composante proportionnelle impossible a dominer.
Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,..., ¢34}
Soit X\ = 2k + [ un entier avec k > 1 et f € {0,1}. Nous construisons une instance
(G = (V, E),I1) du probléme IPDO comme suit :

— Pour chaque élément z; € X :

— Soient cj, cp,c; € C avec j < k < les trois triplets contenant l’élément x;.

122



— Nous ajoutons seize obligations notées ', k' ! xl,x? etx

A v R L 3 chacune
composée de deux sommets originaux indépendants et de leurs copies éven-
tuelles. Dans chaque obligation m et x nous considérons un sommet gauche et
un sommet droit respectivement notés G(m) et D(m) ou G(x) et D(x), ainsi
que leurs copies respectives notées G1(m),...,Gu_1(m) et Dy(m),..., Dy_1(m)
ou Gi(x),...,Ge_1(x) et Di(x),...,De_1(z). Si f = 1 alors nous ajoutons
également un sommet bis noté B(m) dans chaque obligation 7 et un sommet
bis noté B(x) dans chaque obligation x.

— Nous ajoutons les sommets cj,ck, c representant les tmplets contenant [’élé-
ment x; ainsi que leurs copies respectives Cj,...,C5 4, ckl,.. c,w . et

Cllv" Cln 1
— L’ensemble des copies d’un sommet v est noté A(v).

— Nous ajoutons les arétes (D(ﬂ'iT)G(WZF)), (D(rF)G(
(G(m})D(w})), (D(m;)G(m)), (D(x )D(W?)); (G(-2
(D(m)G(m7)), (D(m)G (7)), (G(m ) (m ))
(G D (), (D)) (xh)), (D(r)G (!

(DG (2)), (DG, (D(eh)eh),
1

7 1/>]
— Pour1 <1< k—1, nous ajoutons les aréte

(Du(x)G (W?)); (GL(WQ)DL(W?)% (Du(;)G(,
(G.(7))Gu(m})), (Du(w))G (7)), (D7) G(7)
(G.(x)D,(x0)), (D,(x)D,(x )), (D(m7)G(x])
(Dy(m})Gu(7)), (D (7%7) (i )); (D, ()G (m}
(D.(x10)G,(x2). (D,(x1)G, (). (D, (al)c),).
— Si 8 =1, nous ajoutons les arétes E (7])B(! 2), (B(n})B

(m;) B(
(B(m ) (7)), (B(w})B 3(m D)), (B(r?)B(x])), (B(w})B(w7),
(B(x0)B(a2) et (B(x!)B(x})).

— Pour chaque triplet c; € C :

A

—_
~—
~—

— Soient x4, xp, x. € X les trois éléments du triplet c;. Soient c, cb et ¢§ les
trois sommets-triplet tels qu’ils ont été créés précédemment, ainsi que c2,,

C-
Jit? Tt
et ¢, (pour 1 <1 <k —1) leurs copies respectives éventuelles.

— Nous ajoutons trois obligations notées O'J , 0 et 0§, composées respectivement
des sommets ¢ et A(c5), ¢ et A(ch) ou c§ et A( <) ainsi que d’un sommet droit
noté respectivement D(c%), D(o?) et D( <) et de copies de ce sommet droit

notées respectivement D, (0f), DLJ(aé-’) et D ( $) (pour1 <1< k—1). Sig=1,
nous ajoutons un sommet bis note B(of) dans l'obligation of, un sommet bis
noté B(a?) dans Uobligation o¥ et un sommet bis noté B(o ) dcms lobligation
5.

— Nous ajoutons trois obligations notées pjl., pjz et p?, chacune composée de deux
sommets originaux indépendants et de leurs copies éventuelles. Dans chaque
obligation p nous considérons un sommet gauche et un sommet droit respec-
tivement notés G(p) et D(p) ainsi que leurs copies respectives G,(p) et D,(p)

(pour 1 <1< k—1). Si =1, nous ajoutons un sommet bis noté B(pjl») dans
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obligation p;, un sommet bis noté B(p5) dans l'obligation p; et un sommet
bis noté B(p5) dans l'obligation p3

— Nous ajoutons les arétes (D(c$)G(p})), (D(a2)G(p})), (D(c5)G(p3)),
(D(p)G(p3)) et (D(p3)D(p3))-

— Pour 1 <1< Kk —1, nous ajoutons les arétes (DL( 09)G.(p})), (D.(62)G.(p})),
(Du(05)G.(p3)), (Dulp;)G.(p3)) et (Du(p7)D.(p3))-

— 8i B =1, nous ajoutons les arétes (B(c2)B(p;)), (B(a})B(p})), (B(c§)B(p?))
et (B(pJ)B(pj))-

— Soit Q@ = X+ 1. Nous ajoutons les Q* — Q sommets v} pour 1 <i# j < Q.

— Nous ajoutons les obligations m; pour 1 < i < €, composées respectivement des
sommets v} pour 1 < j <, avec j # i.
— Pour 1 <i# j <, nous ajoutons l'aréte (viv;)

Pour un élément z; € X, le gadget associé¢ est composé d'une collection de chemins
disjoints et de seize obligations stables et A-équilibrées. Pour un triplet ¢; € C, le gadget
associé est composé d'une collection de chemins disjoints et de six obligations stables et
A-équilibrées. Ainsi, l'instance générée a partir du probléeme RXSC contient (A + 1) —
A — 1+ 66¢A sommets, M + 42g\ arétes et A + 1 4 66¢ obligations.

Théoréme 18. Soit (G = (V, E),II) une instance du probléme IPDO avec I1 un ensemble
d’obligations \-équilibrées. Déterminer s’il existe une solution S pour le probléme IPDO

qui domine au moins |V| — A\* + X\ sommets est un probléme N'P-complet, méme si le
graphe est une collection de chemins et que les obligations sont stables et A-équilibrées.

Démonstration. Soit (X,C) une instance du probleme RX3C avec X = {w1,...,x3,} et
C={c1,...,c34}. Soit A = 2k+5 un entier avec & > 1 et § € {0,1}. Soient (G = (V, E), II)
le graphe et les obligations associées suivant la Construction 7 depuis (X,C, A). Soient
(G" = (V', E'),IT') le graphe et les obligations associées suivant la Construction 21 depuis
(X,C, A). Tous les sommets communs & V' et V' partagent le méme identificateur.

Le probleme IPDO est clairement dans N'P. De plus, construire (G',II') & partir de
I'instance (X, C) est polynomial.

Supposons qu'’il existe une solution S pour I'instance (X',C) du probléme RX3C. Nous
savons qu’il existe un Indépendant Dominant S;po de G qui respecte les Obligations 11.
Construisons S’ un Indépendant Dominant |V’| — A% + X sommets de G’ et respectant les
Obligations II' :

1. Pour chaque sommet v dans V N Srpo, nous ajoutons le sommet v de V' dans S’

(8" domine 66gA sommets).

2. Nous ajoutons les sommets de 'obligation m; dans S’ (S” domine 22 — 2 sommets).
G’ contient ((A+1)?—A—1+466¢)) sommets. S’ est un Indépendant Dominant |V’|—A?+ X
sommets de G’ et respectant les Obligations IT'.

Supposons qu'il existe un ensemble S’ Indépendant Dominant |V’|— A2+ X sommets de
G’ et respectant les Obligations IT' pour le probleme IPDO. Construisons un Indépendant
Dominant S;po de G respectant les Obligations II :
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1. Pour chaque sommet v dans V' N .S’, nous ajoutons v dans Srpo.

L’ensemble S;po est un Indépendant Dominant S;po de G respectant les Obligations II,
car tous les sommets de GG sont dominés par S’ d’apres le Lemme 11. Nous savons qu’il
existe alors une solution S pour l'instance (X, C) du probleme RX3C définie comme suit :

1. Pour chaque sommet D(p?) dans Sypo, nous ajoutons le triplet ¢; dans S (nous
savons grace au Lemme 6 que la présence des sommets de 1’obligation p? dans un
Indépendant Dominant indique la présence de tous les sommets représentant le
triplet ¢;).

]

Nous pouvons déduire du Théoréme 18 que plus les obligations contiennent un grand
nombre de sommets, moins il est possible de déterminer ’existence d’un ensemble Indé-
pendant Dominant une grande partie du graphe et respectant les Obligations en temps
polynomial. Pour illustrer ce fait de maniere informelle, prenons arbitrairement ¢ = 2.
Déterminer s’il existe une solution S pour le probleme IPDO qui domine au moins “2/—‘
sommets (respectivement % et % sommets) est un probléeme NP-complet, méme si le
graphe est une collection de chemins et que les obligations sont stables et 135-équilibrées

(respectivement 1207-équilibrées et 13267-équilibrées).

2.4.4 Avec |[V|—)*+ )\ sommets & dominer dans un unique chemin

Carte 22. Le probléme IPDO est N'P-complet pour |[V| — \? + A\ sommets
a dominer méme dans un unique chemin avec des obligations stables et \-
équilibrées (Théoréme 19).

Départ : Le probleme IDO est N'P-complet méme dans un chemin (unique) avec des
obligations stables et A-équilibrées (Construction 9).
Points d’étape :

1. N'P-complétude pour [V]|— A%+ X sommets & dominer méme dans un chemin avec
des obligations stables et A-équilibrées (Construction 24 - Théoréme 19).

Une instance du probleme RX3C est composée d'un univers X contenant 3q élé-
ments et d'une collection C de 3¢ triplets de ces éléments. L’instance (G, II) associée
suivant la Construction 9 depuis l'instance (X', C) est une collection de chemins contenant
72g)\? + (66q — 3)\ sommets, 72g\* + (66g — 3)\ — 1 arétes et T2¢g\ + 66¢g — 3 obliga-
tions stables et A-équilibrées pour toute constante A > 2. Pour montrer que le probleme
IPDO est un probléme N P-complet lorsque nous souhaitons dominer un certain nombre
de sommets, nous réutilisons le gadget de faible domination (Construction 20). Ce gadget
introduit une instance dans laquelle aucune solution ne permet de dominer tous les som-
mets tout en respectant les Obligations (Lemme 11). Nous reconnectons alors 1’ensemble
des chemins grace a des connecteurs neutres (Construction 8). Le graphe obtenu & partir
de ce gadget (Construction 24) et du gadget de connecteur neutre est un unique chemin
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avec des obligations stables et A\-équilibrées. Nous concluons ainsi sur la N'P-complétude
du probleme IPDO (Théoreme 19).

Idée 24. L’ajout de portions de chemin impossibles a dominer.

Nous avons vu comment construire un unique chemin avec des obligations stables et \-
équilibrées pour tout X > 2 (Construction 9). Pour faire le lien entre ['ezistence d’une
solution au probléeme IDO et [’existence d’une solution de taille bornée au probléme IPDO,
nous ajoutons un gadget de faible domination (Construction 20) proportionnel d la taille
des obligations et nous relions ces nouveauxr chemins grace au gadget de connecteur neutre
(Construction 8). Indirectement, lorsqu’une instance du probléme RX3C admet une so-
lution, il existe une solution pour l’instance associée du probleme IDO et l'instance as-
sociée du probléme IPDO admet une domination seuil (tous les sommets du graphe de
la Construction 9 ainst que les sommets des nouveauxr connecteurs neutres et une partie
bornée des sommet du graphe de la Construction 20).

Construction 24. L’ajout de portions de chemin impossibles a dominer.
Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,..., ¢34}
Soit A = 2k + [ un entier avec k > 1 et f € {0,1}. Nous construisons une instance
(G = (V,E),I1) du probléme IPDO comme suit :

— Pour chaque élément x; € X :

— Soient cj,cp,c; € C avec j < k < les trois triplets contenant l’élément x;.

— Nous ajoutons seize obligations notées wl', ¥ w} ... 7wlt xl 2? et 23, chacune
composée de deuxr sommets originaur indépendants et de leurs copies éven-
tuelles. Dans chaque obligation w et x nous considérons un sommet gauche et
un sommet droit respectivement notés G(m) et D(m) ou G(x) et D(x), ainsi
que leurs copies respectives notées G1(m),...,Ge_1(m) et Di(m),..., Dy_y1(7)
ou Gy(x),...,Gu_1(x) et Di(z),...,Dy1(x). Si f =1 alors nous ajoutons
également un sommet bis noté B(mw) dans chaque obligation 7 et un sommet
bis noté B(x) dans chaque obligation x.

Nous ajoutons les sommets cj.,c};, ci représentant les triplets contenant [’élé-
ment x; ainsi que leurs copies respectives Cjy,...,C g, Cpiyee.,Cp oy €L
Clare s Clp1-

L’ensemble des copies d’un sommet v est noté A(v).
Nous ajoutons les arétes (D(x1)G(nl)), (D(rF)G(7})
(G(m})D(m})) (g( )G(r}), (D(m)D(n?)), (G

- (D(m)G (7)), (D(m;) D(x; (
(D(x})G(77)), (D(x))G(x))), (G(m7)D(x])), (D(

7 K3 7

(G(x¥)D(r), (D(x$)G(r), (D(x))G(ml0

(D(7;")G (7)), (D(miH)G(2F)), (D(x;)e)),
— Pour1 <1 < k—1, nous ajoutons les aréte

(DF)G.(2)), (Cu(x))D.(x), (D(x)G,(x)

(G, ), (Du(m )
( (7)), (Du(m ), (Du(m7)G.(7])
( ), (Du(m ) J(m ,
(D, (m )GL(I%)>7 (Db(ﬂz'll)Gb<$?)): (Db(xl)cl',)r DL(“‘% Ck

»~
—
s
(V)
N—r
(@)
k-s
SN—
D
~
—
o=

N~— TN
K
SLoo
N—r
(@)
o~

(7 DGU(T?)), (D(7})G (77
Gb(ﬂ'z‘5>Db 7Ti7 )D, 7716 ;
DL(W?>GL(7T§ ( ) 771'10) (Db(ﬂ'?)GL(W
D( ilo /%)
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Si 8 = 1, nous ajoutons les arétes (B(w! ) B(nl)
(B(x?)B(?)), (B(m})B(x})), (B(n})B(n]

K (3 (3 7 7

(B(m;")B(x7)) et (B(m")B(x})).

7 (2

=
~—
~—
-
Sy
—~
A
(=]
~—
—~
|
=00
~—
-
~—~
—~
|
S©
~—
—~
8
S
~—
-

— Pour chaque triplet c; € C :

Soient ., Ty, T. € X les trois éléments du triplet c;. Soient cf, cb et cc- les
trois sommets-triplet tels qu’ils ont été créés précédemment, ainsi que cf,, c?}b
et ¢ , (pour 1 <o < Kk —1) leurs copies respectives éventuelles.

Nous ajoutons trois obligations notées aj, aj et aj, composées respectivement
des sommets ¢ et A(c4), ¢ et A(ch) ou c§ et A(c5) ainsi que d’un sommet droit
noté respectivement D(c%), D(0?) et D(0§) et de copies de ce sommet droit
notées respectivement D,(c?), D,(d}) et D,(05) (pour1 <t <rk—1). 8i =

nous ajoutons un sommet bzs note B( ) dans obligation of, un sommet bis
noté B(o}) dans obligation o} et un sommet bis noté B(co$) dans l'obligation

Uj'

Nous ajoutons trois obligations notées pjl, pjz et p?, chacune composée de deux
sommets originaux indépendants et de leurs copies éventuelles. Dans chaque
obligation p nous considérons un sommet gauche et un sommet droit respec-
tivement notés G(p) et D(p) ainsi que leurs copies respectives G,(p) et D,(p)
(pour 1 <1< k—1). 8 5 =1, nous ajoutons un sommet bis noté B(p}) dans
lobligation p;, un sommet bis noté B(p3) dans lobligation p5 et un sommet
bis noté B(pg-’) dans l’obligation pg?

Nous ajoutons les arétes (D(c$)G(p;)), (D(a})G(p})), (D(c5)G(p3)),
(D(p;)G(p3)) et (D(p3)D(p3))-

Pour 1 <1 <k —1, nous ajoutons les arétes (D,(0§)G.(p})), (D.(02)G.(p})),
(D.(e5)G(p}). (Du(pj)Gu(p})) et (D7) D.(p3))-

Si =1, nous ajoutons les arétes (B(c$)B(p})), (B(c?)B(pj)), (B(c§)B(p?))
et (B(pj)B(pj))'

— Soit Q= XA+ 1. Nous ajoutons les Q> — Q sommets v] pour 1 <i#j < Q.

— Nous ajoutons les obligations m; pour 1 < i < €, composées respectivement des
sommets v} pour 1 < j < Q, avec j # i.

— Pour 1 <i# 7 <, nous ajoutons l’aréte (va;)

— Soient Py, ..., P, les p chemins disjoints précédemment créés.
— Pour1<i<p-—1:

Soient w; et v les deux extrémités du chemin P. Soient w1 et vy les deux
extrémités du chemin Ppq.

Nous ajoutons un chemin ¢\, ... oh,.

Nous ajoutons trois obligations ®, ® et ®L, composées respectivement des
1 ! ! ! L !
sommets Py, Q3 et P3y_3, Py €l P33 OU Py, Pay_y €l P3y.

Pour chaque sommet ¢ € {¢L, ... o 4} :
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— Sii (mod 3) =0, nous ajoutons le sommet o, dans l’obligation ®!.
— Sii (mod 3) = 2, nous ajoutons le sommet ¢! dans l'obligation ®).
— Sii (mod 3) = 1, nous ajoutons le sommet o, dans ’obligation @Y.

— Nous ajoutons les arétes (v}) et (Ohyupyr).

Pour un élément z; € X, le gadget associé¢ est composé d'une collection de chemins
disjoints et de seize obligations stables et A-équilibrées. Pour un triplet ¢; € C, le gadget
associé est composé d'une collection de chemins disjoints et de six obligations stables et
A-équilibrées. Les gadgets d’élément et de triplet forment 24¢A chemins disjoints. Pour
deux chemins disjoints, le gadget de connecteur neutre associé est composé d’un chemin et
de trois obligations stables et A\-équilibrées. Ainsi, I'instance générée a partir du probléme
RX3C contient 3\3 + (72q+ 4) A% + (66q — 2) A sommets, 3\3 + (72¢ +4)A\* + (66¢ — 2)A — 1
arétes et 3\? + (72q + 4)\ + 66q — 2 obligations.

Théoréme 19. Soit (G = (V, E),II) une instance du probléme IPDO avec 11 un ensemble
d’obligations \-équilibrées. Déterminer s’il existe une solution S pour le probléme IPDO
qui domine au moins |V| — A2 + X\ sommets est un probléme N'P-complet, méme si le
graphe est une collection de chemins et que les obligations sont stables et A-équilibrées.

Démonstration. Soit (X,C) une instance du probleme RX3C avec X = {w1,...,x3,} et
C = {c1,... ¢34} Soit A = 2k + 5 un entier avec k > 1 et § € {0,1}. Soient (G,1I) le
graphe et les obligations associées suivant la Construction 7 depuis (X,C, A).

Le probleme IPDO est clairement dans N'P. De plus, construire (G',II') & partir de
I'instance (X, C) est polynomial.

Supposons qu'’il existe une solution S pour I'instance (X', C) du probleme RX3C. Nous
savons qu’il existe un Indépendant Dominant S;po de G qui respecte les Obligations II.
Construisons S" un Indépendant Dominant |[V’/| — A% + X sommets de G’ et respectant les
Obligations IT" :

1. Pour chaque sommet v dans V' N S;po, nous ajoutons le sommet v de V' dans S’

(5" domine 72g\* + (66g — 3)\ sommets).
2. Nous ajoutons les sommets de 'obligation m; dans S’ (5" domine 22 — 2 sommets).
3. Pour chaque obligation ®, non présente dans S’, nous ajoutons ses sommets dans
S’
G’ contient (3\% + (72q + 4)\? + (66¢ — 2)\) sommets. S” est un Indépendant Dominant
V'] — A% + X\ sommets de G’ et respectant les Obligations IT'.

Supposons qu'il existe un ensemble S’ Indépendant Dominant |V’|— A2+ X sommets de
G’ et respectant les Obligations IT' pour le probleme IPDO. Construisons un Indépendant
Dominant S;po de G respectant les Obligations II :

1. Pour chaque sommet v dans V' N .S’, nous ajoutons v dans S;po.
L’ensemble Sypo est un Indépendant Dominant S;po de G respectant les Obligations II,
car tous les sommets de G sont dominés par S’ d’apreés le Lemme 11. Nous savons qu’il
existe alors une solution S pour l'instance (X, C) du probléeme RX3C définie comme suit :
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1. Pour chaque sommet D(p?) dans Sypo, nous ajoutons le triplet ¢; dans S (nous
savons grace au Lemme 6 que la présence des sommets de 1’obligation p? dans un
Indépendant Dominant indique la présence de tous les sommets représentant le
triplet ¢;).

]

Notons que le nombre de sommets ne pouvant pas étre dominés est négligeable par
rapport au nombre de sommets de 'instance. Ainsi plus I'instance est grande, plus la pro-
portion de sommets dominables par un ensemble indépendant, respectant les Obligations,
est élevé.
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2.5 Conclusion du chapitre

La plupart des problemes algorithmiques sont triviaux ou faciles a résoudre dans les
chemins, les graphes de faible diametre, ainsi que les graphes de forte ou faible densité.
Nous avons montré que le probleme de I'Indépendant Dominant avec Obligations ad-
met une résolution en temps polynomial pour un indépendant, une étoile, un graphe de
diametre un et pour un couplage avec des obligations 2-équilibrées (Théorémes 1 et 2)
ou simplement pour un nombre constant d’obligations (Théoreme 3). Cependant, nous
avons montré que déterminer 'existence d’une solution pour le probleme de I'Indépen-
dant Dominant avec Obligations est un probléme N P-complet dans d’autres topologies
de graphes tres restreintes, notamment les collections de chemins, les chemins, les cycles,
les graphes de forte densité, les graphes de faible densité, les graphes de diametre deux
(Théoremes 4, 5, 6, 7, 8 et 9). Le probleme de I'Indépendant Dominant avec Obligations
ne fait pas partie des problemes faciles a résoudre.

La contrainte que nous avons ajoutée au probleme de I'Indépendant Dominant réside
dans les obligations. Nous nous sommes alors penchés sur la complexité du probleme
selon le nombre d’obligations et la répartition de leur taille dans le cadre d’obligations
non équilibrées. Nous avons montré que déterminer l'existence d’une solution pour le
probléme de I'Indépendant Dominant avec Obligations est un probleme N P-complet pour
un nombre quelconque d’obligations équilibrées, ainsi que pour une répartition de leur
taille dans des chemins, des graphes de forte densité, des graphes de faible densité, des
graphes de diameétre deux (Théoremes 10, 11, 12, 13, 14 et 15).

Le probleme de I'Indépendant Dominant avec Obligations est difficile pour des to-
pologies de graphes tres restreintes et pour différentes propriétés sur les obligations. Le
probleme étant un probleme d’existence de solution, il n’est pas possible de tenter de
I’approximer. Nous avons alors relaché la contrainte de domination de l’ensemble des som-
mets. La question n’est plus de dominer tous les sommets, mais d’en dominer au moins
un certain nombre. Nous avons montré que le probleme de I'Indépendant Partiellement
Dominant avec Obligations admet une résolution en temps polynomial pour 2\/m -1
sommets a dominer a condition que les obligations soient stables (Théoreme 17). Ce-
pendant, nous avons également montré que déterminer l'existence d’une solution pour
le probleme de I'Indépendant Partiellement Dominant avec Obligations est un probléme
NP-complet pour 3\/m — 2 sommets & dominer, ainsi que pour |V| — A2 + X sommets &
dominer dans une collection de chemins ou un unique chemin avec des obligations stables
et A-équilibrées (Théoremes 16, 18 et 19).

Les problemes de I'Indépendant Dominant avec Obligations (ID0O) et de I'Indépendant
Partiellement Dominant avec Obligations (/PDO) sont des problemes difficiles. Cepen-
dant, il reste des zones inconnues a étudier autour de ces problemes et des obligations en
général. Nous avons exclu les problemes du Dominant avec Obligations et de I'Indépen-
dant avec Obligations car une solution existe toujours. Bien qu’il n’y ait pas de question
d’existence, il demeure une question d’optimalité. Nous savons que le probleme de mini-
misation de la taille du dominant respectant les obligations est un probléeme N P-complet,
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mais la question reste ouverte pour de nombreuses topologies de graphe.

Le probleme IDO est difficile pour des obligations stables et équilibrées. Nous avons exclu
les obligations non stables car elles peuvent interdire aisément l'existence de toute solu-
tion. Nos résultats peuvent s’étendre aux cas avec des obligations non stables en ajoutant
simplement une deuxieme composante connexe, sous la forme d’'un sommet universel sur
les sommets d’obligations non stables. Cependant une question persiste. Un seuil ou des
propriétés sur les obligations non stables existent-elles pour garantir I’existence ou la non-
existence d’une solution ?

Nous avons montré que le probleme /DO admet une résolution en temps polynomial pour
les étoiles (graphes de diametre deux) et les graphes de diametre un. Cependant, détermi-
ner l'existence d’une solution est un probléme NP-complet pour les graphes de diametres
deux. De plus, le probleme admet une résolution en temps polynomial pour les graphes
de densité un et zéro, mais déterminer l’existence d’une solution est un probléme NP-
complet pour les graphes de forte et de faible densité. En parallele, nous avons montré
que le probleme IDO admet une résolution en temps polynomial pour les couplages avec
des obligations 2-équilibrées. Cependant, nous n’avons pas de résultat pour des couplages
avec des obligations 3-équilibrées ou quelconques. Le probleme IDO est-il polynomial ou
NP-complet pour ces couplages ?

Nous avons montré que le probleme IPDO admet une résolution en temps polynomial
pour QW — 1 sommets a dominer a condition que les obligations soient stables mais
déterminer 1'existence d’une solution est un probléeme NP-complet pour 31/|V| — 2 som-
mets a dominer. La question du nombre de sommets dominables reste ouverte. Dominer
entre 24/|V| et 31/|V| — 3 sommets est-il un probléme polynomial ou N'P-complet ?
Une question similaire demeure. Qu’en est-il si nous maintenons la contrainte de domi-
nation, mais relachons partiellement la contrainte sur les obligations ? Est-il polynomial
ou N'P-complet de déterminer l'existence d’'un Indépendant Dominant S tel que pour
chaque obligation soit aucun sommet n’appartient a S soit au moins un certain nombre
(selon un seuil minimal) ? Pour quelles topologies de graphe et quelles propriétés sur les
obligations ?

Enfin, nous avons montré que lorsque le nombre d’obligations est constant, il existe un
algorithme polynomial en la taille de 'instance pour le probleme IDO. Cela ouvre la voie
a la conception d’algorithmes FPT. Quels sont les parametres que ’on peut considérer ?
Quels sont les meilleurs algorithmes FPT que I'on peut concevoir ?
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Chapitre 3

Problemes avec transitions obligatoires

3.1 Introduction du chapitre

En fonction des propriétés supplémentaires considérées, il existe de nombreuses va-
riantes des problemes de tournées, telles que les probléemes de tournées de véhicules pé-
riodiques, de tournées de véhicules dynamiques et de tournées de véhicules stochastiques,
entre autres (voir [48] pour une nomenclature des problemes de tournées). Ces problemes
sont centraux en théorie des graphes et en recherche opérationnelle. Ils sont également
utiles et utilisés dans des domaines tels que la logistique de livraison et la gestion d’en-
trepots automatisés. Il est bien connu que les problemes de tournées sont principalement
NP-complets (voir [23]). Cependant, des algorithmes d’approximation polynomiaux ont
été développés pour certains problémes (voir [41]).

Considérons D = (V, A), un graphe dirigé (ou digraphe), avec V' son ensemble de
sommets et A son ensemble d’arcs. Une séquence P de sommets vy, ..., v, appartenant
a V (ou de maniere équivalente une séquence d’arcs (vi,vs), ..., (vg_1,v;) de A) est une
route dirigée (ou diroute) si chaque arc (v, v;11) appartient & A pour 1 <7 <k — 1. Une
diroute P est élémentaire si tous les sommets sont parcourus au plus une fois (v; # v,
pour 1 < i # j < k). Une diroute P est simple si tous les arcs sont différents ((v;, vi11) #
(vj,vj41) pour 1 <i # j < k—1). Une diroute élémentaire P est Hamiltonienne si tous les
sommets sont parcourus exactement une fois (Vv; € V', v; € P). Un diroute simple P est
FEulérienne si tous les arcs sont parcourus exactement une fois (V(v;,v;) € V, (v;,v;) € P).

Dans ce chapitre, nous étudions une généralisation de ces notions. Plus précisément,
une instance pour nos problemes contient un digraphe D = (V, A) et un ensemble de
transitions obligatoires 11 de A? (chaque transition obligatoire est composée de deux arcs
contigus).

Une diroute P = (v, vg),..., (Vk—1,vx) dans le digraphe D respecte les transitions obli-
gatoires Il si pour 1 <1 < k—2, nous avons (v; = a,v;41 = b) = (v42 = ¢) pour chaque
transition obligatoire (a, b, c) € II (les arcs (a,b) et (b, ¢) doivent appartenir au digraphe).
Pour une instance d’un probléme de tournée, une solution est une diroute passant par tous
les sommets-cible et respectant chaque transition obligatoire. La longueur d’une solution
S = (v1,V2),e, (Vk_1, Ux) st son nombre d’arcs (k — 1 dans ce cas). Plus précisément, une
transition obligatoire (a, b, ¢) est composée d'un arc-téte (ou arc de téte) (a,b) et d'un arc-
queue (ou arc de queue) (b, ¢). Ainsi, une diroute respecte une transition obligatoire si sa
queue est le prochain arc chaque fois que la téte apparait (sauf si la téte est le dernier arc
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de la diroute). Un arc (a,b) peut étre la téte d’au plus une transition obligatoire. Un arc
(b, ¢) peut étre la queue d’autant de transitions obligatoires que le degré entrant du som-
met b. Un arc-queue dans une transition obligatoire peut étre un arc-téte dans une autre
transition obligatoire. Par conséquent, un digraphe est associé a au plus autant de tran-
sitions obligatoires qu’il contient d’arcs. Deux transitions obligatoires sont consécutives
si 'arc-queue de la premiére est 'arc-téte de la seconde (la consécutivité est ordonnée :
(a,b,c) et (b, c,d) sont consécutives mais (b, ¢, d) et (a, b, c) ne le sont pas). Les transitions
obligatoires consécutives forment une succession de transitions obligatoires (par exemple
(a,b,c), (byc,d) et {(c,d,e)). Un circuit de transitions obligatoires est une succession de
transitions obligatoires telle que les derniéres et premieres transitions obligatoires sont
consécutives.

Les transitions obligatoires sont placées dans un contexte de recherche plus large :
les obligations. Une obligation peut représenter un sous-ensemble d’appareils devant étre
utilisés ensemble, et non pas individuellement, ou une équipe de personnes devant toutes
étre présentes pour effectuer une action. Dans les problemes de tournées, une obligation
peut représenter un panneau “les véhicules doivent tourner a droite/a gauche”. Les obli-
gations ont récemment été introduites dans [16] pour de nombreux problémes de graphes
tels que la couverture de sommets, la couverture connectée de sommets, I’ensemble de do-
mination, ’ensemble total de domination, ’ensemble de domination indépendant, I’arbre
couvrant, le jumelage et le chemin Hamiltonien. Les auteurs ont principalement obtenu
des résultats N'P-difficiles. Cette approche par obligation s’inscrit en paralléle de 1'ap-
proche par conflit, plus ancienne. En effet, ’étude de problemes classiques de graphe avec
des contraintes supplémentaires n’est pas nouvelle. Le contexte général des contraintes de
conflit est le suivant. Pour un graphe G = (V, E), nous ajoutons un ensemble d’éléments
de G (sommets ou arétes) qui ne peuvent pas apparaitre ensemble dans la méme solution
(en fonction de I'objectif, cela peut étre, entre autres, un chemin, un arbre ou un ensemble
dominant). Contrairement aux obligations, un conflit modélise le fait que deux éléments
d’un systeme ne peuvent pas étre utilisés simultanément, par exemple parce qu’ils sont
incompatibles. La plupart des problemes avec des conflits sont difficiles, méme si la ver-
sion classique sous-jacente est polynomiale. Plusieurs articles récents ont été publiés sur
le sujet [15, 17, 31, 32, 33, 39, 40].

Les transitions obligatoires ont été introduites pour la premiere fois par Cornet et
Laforest dans [16] pour divers problémes de graphes, notamment les problemes de 'arbre
couvrant, du couplage et du chemin hamiltonien. Dans ce chapitre, nous améliorons la
connaissance des obligations en nous penchant sur divers problemes de tournées du pro-
bleme du Plus Court Chemin ne désignant qu’une seule cible, au probleme de la Tournée
Totale ou tous les sommets sont des cibles.

La suite de cette introduction est structurée en quatre parties. Dans la partie 3.1.1,
nous définissons 1’ensemble des notions utilisées, telles que les propriétés des graphes et
leurs topologies, ou les transitions obligatoires et leurs propriétés. Dans la partie 3.1.2,
nous décrivons les différents problemes étudiés ou employés, notamment le probleme de la
Tournée avec Transitions Obligatoires et le probleme de la couverture exacte par des tri-
plets avec un univers restreint servant de probleme d’origine a plusieurs réductions. Dans
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la partie 3.1.3, nous proposons quelques résultats préliminaires permettant de préciser
le comportement de plusieurs problemes de tournées avec transitions obligatoires. Enfin,
dans la partie 3.1.4, nous précisons l'organisation des différentes sections de ce chapitre.

3.1.1 Terminologie et définitions

Nous concentrons ici la terminologie utilisée tout au long de ce chapitre, ainsi que
certaines définitions. Les mots-clefs sont séparés en huit catégories afin de faciliter leur
acces au lecteur selon ses besoins :

— Le graphe en tant qu’objet mathématique.

— La notation des graphes, des sommets, des arétes et des arcs.
— Des propriétés sur les graphes non orientés.

— Des propriétés sur les graphes dirigés.

— Des topologies de graphes et de digraphes.

— Des propriétés sur les parcours.

— Des propriétés sur les transitions obligatoires.

— La représentation du probleme RX3C par des sommets.

Le graphe en tant qu’objet mathématique.

Le nom de graphe ne concerne pas qu'un seul objet mathématique, mais regroupe une
famille d’objets, notamment les graphes au sens général, les graphes simples, les graphes
orientés ou les graphes a poids.

Un graphe G est défini par un ensemble fini V' de sommets et un ensemble fini £ d’arétes
reliant un ou plusieurs sommets entre eux.

Les notations |V| et |E| représentent respectivement le nombre de sommets, et le nombre
d’arétes du graphe.

Une boucle est une aréte qui relie un sommet a lui-méme.

Une aréte multiple est une aréte qui relie plus de deux sommets entre eux.

Un arc est une aréte orientée, elle ne peut-étre parcourue que dans un seul sens, de sa
téte vers sa queue.

Deux arcs sont symétriques si la téte de I'un est la queue de l'autre et réciproquement.
Un graphe simple est un graphe sans boucle ni aréte multiple.

Un graphe orienté est un graphe simple ou chaque aréte est remplacée par un arc.

Un graphe dirigé (ou digraphe) est un graphe simple ot chaque aréte est remplacée par
un arc ou deux arcs symétriques.

Un graphe orienté contient au plus un arc entre deux sommets, alors qu'un graphe dirigé
en contient au plus deux (seulement s’ils sont symétriques).

Un graphe orienté (ou dirigé) D est défini par un ensemble fini V' de sommets et un
ensemble fini A d’arcs reliant un ou plusieurs sommets entre eux.

Un graphe non orienté simple est un graphe ou chaque aréte peut étre parcourue dans
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les deux sens.
Dans ce chapitre nous considérons a la fois des graphes dirigés et des graphes simples non
orientés.

La notation des graphes, des sommets, des arétes et des arcs.

La notation G = (V, E) désigne un graphe simple non orienté G composé des sommets V'
et des arétes F.

Soient u € V et v € V, I'aréte entre ces deux sommets de V s’écrit (uv).

La notation D = (V, A) désigne un digraphe D composé des sommets V' et des arcs A.
Soient u € V et v € V, I'arc entre ces deux sommets de V' s’écrit (u,v).

Un arc (u,v) € A est composé du sommet de téte u et du sommet de queue v.

Des propriétés sur les graphes non orientés.

Soit un graphe G = (V, E).

Deux sommets u,v € V sont voisins s’il existe une aréte (uv) € E.

Le voisinage d’un sommet u € V', noté N[ul, est ’ensemble des sommets v € V' tels qu’il
existe une aréte (u,v) € E ainsi que le sommet u. Le voisinage d’un ensemble de sommets
correspond a l'union des voisinages de ces sommets.

Le degré d'un sommet u € V', noté d(u), est le nombre d’arétes (u,v) € FE pour chaque
sommet v € V.

Le degré maximum d’un graphe, noté A(G), est le degré du sommet u € V' tel que d(u)
est au moins aussi grand que d(v) pour tout sommet v € V.

Le nombre d’arétes maximum d’un graphe est toujours égal a W
Un chemin entre deux sommets uq,u, € V est une suite finie de sommets uy, uo, ..., U,
(ou une suite finie d’arétes a1 = (ujug), ... ap—1 = (Up—1uy)) telle que pour tout 1 < k <n

il existe une aréte (ugugy1) € E.

La longueur d'un chemin est le nombre d’arétes qui le compose.

La distance entre deux sommets u,v € V', notée d(u,v), est la longueur minimale d’un
chemin de u & v. Si un tel chemin n’existe pas, la distance est dite infinie d(u,v) = oc.
Le diameétre d'un graphe, noté D(G), est la plus longue distance d(u,v) pour deux
sommets u,v € V, telle que d(u, v) est au moins aussi grand que d(s, ) pour tout sommet
s,teV.

Un graphe est connexe si pour toute paire de sommets u,v € V il existe un chemin de
uawv.

La densité d'un graphe est égale au nombre d’arétes | E| sur le nombre d’arétes maximum
w. La densité est comprise entre zéro (le graphe ne contient aucune aréte) et un
(toutes les arétes possibles entre les sommets existent).
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Des propriétés sur les graphes dirigés.

Soit un digraphe D = (V, A).

Le degré entrant d’un sommet u € V', noté d~(u), est le nombre d’arcs (v,u) € A pour
chaque sommet v € V.

Le degré sortant d'un sommet u € V', noté d*(u), est le nombre d’arcs (u,v) € A pour
chaque sommet v € V.

Le nombre d’arcs maximum d’un digraphe est toujours égal a |V| x (|[V|—1).

Une diroute (ou chemin orienté ou simplement chemin lorsqu’il n’y a aucune ambi-
guité) entre deux sommets uy, u, € V est une suite finie de sommets wuq,us, ..., u, (ou
une suite finie d’arcs a; = (u1,uz), ... a1 = (Up_1,u,)) telle que pour tout 1 < k < n il
existe un arc (uy, ury1) € E.

La longueur d'une diroute est le nombre d’arcs qui le compose.

La distance entre deux sommets u,v € V', notée d(u,v), est la longueur minimale d’une
diroute de u & v. Si une telle diroute n’existe pas, la distance est dite infinie d(u,v) = occ.
Pour un digraphe D = (V, A), le graphe non orienté associé G = (V, F) est défini par
E = {(uv)| (u,v) € Aou (v,u) € A}.

Le diamétre d’un digraphe, noté D(D), est égal au diametre du graphe non orienté as-
socié.

Un digraphe est faiblement connexe ou connexe si pour toute paire de sommets
u,v € V il existe un chemin de v a v dans le graphe non orienté associé.

Un digraphe est fortement connexe si pour toute paire de sommets u,v € V il existe
une diroute de u a v.

La densité d’'un digraphe est égale au nombre d’arcs |A| sur le nombre d’arcs maximum
|V| x (]V|—1). La densité est comprise entre zéro (le digraphe ne contient aucun arc) et
un (tous les arcs possibles entre les sommets existent).

Des topologies de graphes et de digraphes.

Un graphe est un indépendant si chaque sommet est de degré zéro (il ne contient ni
aréte ni arc, sa densité est zéro).

Un graphe connexe est un chemin si tous les sommets sont de degré deux, sauf deux
sommets qui sont de degré un.

Un digraphe connexe est un chemin orienté (aussi appelé simplement chemin s’il n’y a
pas d’ambiguité) si tous les sommets ont un degré entrant de un et un degré sortant de
un, sauf deux sommets qui ont un degré entrant de zéro et un degré sortant de un pour
I'un et un degré entrant de un et un degré sortant de zéro pour 'autre.

Un graphe connexe est un cycle si tous les sommets sont de degré deux.

Un digraphe connexe est un circuit si tous les sommets ont un degré entrant et un degré
sortant de un.

Un graphe est dit de faible densité si sa densité est "proche” de zéro.

Un graphe est dit de forte densité si sa densité est "proche” de un.

Un graphe complet est un graphe dont la densité est un, ce qui est équivalent a un graphe
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dont le diametre est un.

Un digraphe complet symétrique est un graphe dont la densité est un.

Un multi-graphe est un graphe qui possede plusieurs arcs ou arétes entre deux mémes
sommets.

Des propriétés sur les parcours.

Un parcours commence depuis un sommet-source (si un sommet de départ est désigné).
Nous représentons ce sommet-source par un triangle bleu dans les illustrations.

Un parcours passe par des sommets-cible (si des sommets doivent obligatoirement étre
parcourus) et des sommets quelconques.

Un parcours passe par des sommets-choix, ce sont les sommets ou l'arc sortant par-
couru peut étre librement choisi. Un sommet-choix n’est pas atteint par 'arc-téte d’une
transition obligatoire.

Un parcours est simple s’il passe au plus une fois par chaque arc ou aréte.

Un parcours est élémentaire s’il passe au plus une fois par chaque sommet.

Un parcours est k-élémentaire s’il passe au plus k fois par chaque sommet.

Un parcours est Eulérien s’il passe exactement une fois par chaque arc ou aréte. Notons
que tout graphe connexe k-régulier pour k pair admet un cycle Eulérien.

Un parcours est Hamiltonien s’il passe exactement une fois par chaque sommet.

Des propriétés sur les transitions obligatoires.

Soit IT un ensemble de transitions obligatoires.

Une transition obligatoire F; (ou A;) est un ensemble d’arétes d'un graphe (ou d’arcs
d’un digraphe) appartenant toutes aux mémes solutions. Nous considérons des transitions
obligatoires ne contenant que deux arétes (ou deux arcs).

Soit (uy,us, uz) € Il une transition obligatoire avec uq, us, ug € V et (uy,us), (ug,us)
€ A. Cette transition obligatoire est composée d'un arc-téte (uy,us) et d’'un arc-queue
(ug,u3) qui définissent une orientation, ainsi que d’'un sommet-téte u;, d'un sommet-
centre u; et d'un sommet-queue us.

Un arc ne peut étre un arc-téte que pour une unique transition obligatoire.

Un arc peut étre un arc-queue d’autant de transitions obligatoires que le sommet-centre
a de degré entrant.

Le nombre de transitions obligatoires, noté |II|, est au plus égal au nombre d’arcs du
digraphe.

Deux transitions obligatoires sont symétriques si elles partagent le méme sommet-centre
et que le sommet-téte de 'une est le sommet-queue de autre ((uy,us, us) et (us, ug, uq)
sont deux transitions obligatoires symétriques).

Dans un graphe non orienté, une transition obligatoire ne possede pas d’orientation,
elle est implicitement définie par deux transitions obligatoires symétriques (la transition
obligatoire (uq,us,us) sur les arétes (ujusz) et (ugug) est équivalente aux deux transitions
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obligatoires symétriques (uy, us, us) et (us, us, uq) sur les arcs (uy, us), (ug, us), (us, us) et
(uz2, u1)).

Des obligations IT = {A;,..., A;} sont dites respectées dans une solution P = (v, vs),
-y (Ug_1,vg) si, pour tout 1 < ¢ < k — 2, nous avons (v; = a,v;41 = b) = (Vir2 = ¢)

pour toute transition obligatoire A; = (a, b, ¢). C’est-a-dire que si la solution passe par

I'arc-téte d’une transition obligatoire A;, alors I'arc suivant doit étre I’arc-queue de A;.

Notons que dans le cas de la recherche d'une diroute (ou d’un chemin ou d’une route), le

dernier arc respecte automatiquement les transitions obligatoires puisqu’il n’y a pas d’arc

suivant.

Deux transitions obligatoires sont successives si l'arc-queue de 1'une est l'arc-téte de

lautre (les transitions obligatoires (uy, us, u3) et (us, us, uq) sont successives).

Des transitions obligatoires Ay, ..., A; forment une succession de transitions obliga-

toires si, pour tout 1 < ¢ <[ — 1, 'arc-queue de A; est I'arc-téte de A; 1.

Une succession de transitions obligatoires forme un circuit de transitions obligatoires

si 'arc-queue de la derniere transition obligatoire est ’arc-téte de la premiere transition

obligatoire. Dans un graphe non-orienté, une telle succession de transitions obligatoires

forme un cycle de transitions obligatoires.

Si un parcours passe par I'arc-téte d’une transition obligatoire appartenant a un circuit

de transitions obligatoires alors aucun arc en dehors de ce circuit ne peut étre parcouru.

Dans I'ensemble des figures, les transitions obligatoires sont illustrées par un lien rouge

entre deux arcs a l'intérieur du sommet-centre.

Un digraphe et ses transitions obligatoires associées sont représentés dans la Figure 3.1.

Nous pouvons y voir :

— Une transition obligatoire incorrecte en pointillé ((s,u1,us)). Une seule transition
obligatoire peut avoir 'arc-téte (s, uy).

— Une succession de transitions obligatoires ((s,uq, us) et (uy, us, ug)).

— Une diroute du sommet-source s au sommet-cible u3 respectant les transitions obli-
gatoires, formée par les arcs (s, uy), (u1,us) et (ug, ug).

— Un circuit de transitions obligatoires ((u4, us, ug), (us, ug, ur), (ug, Uz, uq) €t
(ur, ug, us)).

— Un circuit depuis le sommet-source s, passant par le sommet-cible ug respectant les
transitions obligatoires, formé par les arcs (s, u4), (u4,usg) et (ug,s). En raison du
circuit de transitions obligatoires, il n’existe aucun circuit respectant les transitions
obligatoires passant par les sommets uy, us, ug et u; bien que le circuit formé par
les arcs (s,uyq), (ug,us), (us, ug), (ug, ur), (ur, ug) et (us, s) est un circuit partant du
sommet-source s et passant par le sommet-cible ug.

— Deux transitions obligatoires symétriques ({us, ug, u7) et (uz, ug, us)).
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F1GURE 3.1 — Un digraphe et ses transitions obligatoires associées.

La représentation du probleme RX3C par des sommets.

Plusieurs preuves de complexité s’appuient sur le probleme RX3C (nous définissons
ce probleme dans la sous-section 3.1.2). Une instance du probléeme sera alors modélisée
par un digraphe et des transitions obligatoires. Certains éléments de langages propres a
ces réductions sont présentés ici. Un sommet-élément est un sommet représentant un
élément d’un univers X.

Un sommet-triplet est un sommet représentant un triplet d’une collection C.

Un sommet-représentant est un sommet-élément ou un sommet-triplet. Dans une
construction, il correspond a un sommet associé a un élément pré-existant a la construc-
tion, il le représente sous une autre formulation.

De méme, un sommet-commun est un sommet pré-existant a une construction. Il est
directement associé¢ a un sommet d'un autre graphe ou digraphe.

Dans I’ensemble des figures, les sommets-élément sont illustrés par des carrés verts et les
sommets-triplet sont illustrés par des hexagones oranges.

3.1.2 Description des problemes

Tournée Multi-cibles (TM)

Données : Un digraphe D = (V, A), un sommet-source s, des sommets-cible
t1,...,tr et un entier w.

Objectif : Trouver une diroute P de taille au plus w qui part du sommet-
source et passe par tous les sommets-cible.

Le probléme de la Tournée Multi-cibles prend en entrée un digraphe D = (V, A), un
sommet-source s, des sommets-cible ¢1, ..., t; et un entier w. Une solution est une diroute
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P de taille au plus w qui part du sommet-source et passe par tous les sommets-cible. Il
n’est pas nécessaire de retourner a la source. Une instance et une solution optimale pour
cette instance (de taille trois : (s,uy), (u1,t1) et (¢1,t2)) sont illustrées dans la Figure 3.2.
Le probleme T'M est associé a deux spécialisations : lorsque tous les sommets sont des
cibles (équivalent au probléme de la tournée totale) et lorsqu’un seul sommet est une cible
(équivalent au probléme du plus court chemin). Il s’agit d’un probléme N P-complet [23].

s ({751 t to s (251 (3] to
° > > >0 ° >9 >® >0
' '
1 1
1 1
1 1
&----- >é
U2 us U2 us

FIGURE 3.2 — Une instance du probleme TM avec une source s et des sommets-cible ¢,
et to (& gauche) et une solution P (a droite). Les arcs appartenant a P sont représentés
en continu.

Tournée Totale (7'T)

Données : Un digraphe D = (V, A), un sommet-source s et un entier w.

Objectif : Trouver une diroute P de taille au plus w qui part du sommet-
source et passe par tous les sommets du digraphe.

Le probléme de la Tournée Totale prend en entrée un digraphe D = (V, A), un sommet-
source s et un entier w. Une solution est une diroute P de taille au plus w qui part du
sommet-source et passe par tous les sommets du digraphe. Une instance et une solution
pour cette instance (de taille cing : (s,uy), (u1,us), (ug,us), (us,us) et (uq,us)) sont
illustrées dans la Figure 3.3. Il s’agit d’un probléme N'P-complet [23].

S u1 & Us s Ul --~-.uU4 us
o > ¢ | 2 e—¢-----

(5 us (5 us

FIGURE 3.3 — Une instance du probleme 7T avec une source s (a gauche) et une solution
P (a droite). Les arcs appartenant a P sont représentés en continu.

Plus Court Chemin (PCC)

Données : Un digraphe D = (V, A), un sommet-source s et un sommet-cible
t.

Objectif : Trouver la plus courte diroute P qui part du sommet-source et
termine sur le sommet-cible.
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Le probleme du Plus Court Chemin prend en entrée un digraphe D = (V, A), un
sommet-source s et un sommet-cible . Une solution est la plus courte diroute P qui part
du sommet-source et termine sur le sommet-cible. Une instance et une solution pour cette
instance (de taille deux : (s,uy) et (uy,t)) sont illustrées dans la Figure 3.4. Le probleme
PCC est associé a deux spécialisations : lorsque la diroute doit étre élémentaire et lorsque
la diroute doit étre k-élémentaire pour £ > 1. Ce probléme admet une résolution en temps
polynomial [9].
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FIGURE 3.4 — Une instance du probleme PCC avec une source s et un sommet-cible ¢
(& gauche) et une solution P (& droite). Les arcs appartenant a P sont représentés en
continu.

Plus Court Chemin Elémentaire (PCCE)

Données : Un digraphe D = (V, A), un sommet-source s, un sommet-cible ¢
et un entier w.

Objectif : Trouver une diroute élémentaire P de taille au plus w qui part du
sommet-source et termine sur le sommet-cible.

Le probleme du Plus Court Chemin Elémentaire prend en entrée un digraphe D =
(V, A), un sommet-source s, un sommet-cible ¢ et un entier w. Une solution est une diroute
élémentaire P de taille au plus w qui part du sommet-source et termine sur le sommet-
cible. Une instance et une solution pour cette instance (de taille trois : (s,uy), (ui,uq)
et (ug,t)) sont illustrées dans la Figure 3.5. Ce probleme admet une résolution en temps
polynomial [9].

S uy Uy t S Uy, -===<Uq t
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FIGURE 3.5 — Une instance du probleme PCCFE avec une source s et un sommet-cible
t (a gauche) et une solution P (a droite). Les arcs appartenant a P sont représentés en
continu.
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Plus Court Chemin k-Elémentaire (PCCKE)

Données : Un digraphe D = (V, A), un sommet-source s, un sommet-cible
t, un entier strictement positif k et un entier w.

Objectif : Trouver une diroute k-élémentaire P de taille au plus w qui part
du sommet-source et termine sur le sommet-cible.

Le probleme du Plus Court Chemin k-Elémentaire prend en entrée un digraphe D =
(V, A), un sommet-source s, un sommet-cible ¢, un entier strictement positif £ et un entier
w. Une solution est une diroute k-élémentaire P de taille au plus w qui part du sommet-
source et termine sur le sommet-cible. Une instance et une solution pour cette instance
(de taille trois : (s,u1), (ug, u2) et (ug,t)) sont illustrées dans la Figure 3.6. Ce probleme
admet une résolution en temps polynomial [9].

s uy u2 t s Up, ==~ U2 t
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FIGURE 3.6 — Une instance du probleme PCCKE avec une source s et un sommet-cible
t (& gauche) et une solution P (& droite). Les arcs appartenant a P sont représentés en
continu.

Tournée Multi-cibles avec Transitions Obligatoires (7MO)

Données : Un digraphe D = (V, A), un sommet-source s, des sommets-cible
ty,...,t,, un entier w et des transitions obligatoires II.

Objectif : Trouver une diroute P de taille au plus w qui part du sommet-
source, passe par tous les sommets-cible et respecte les transitions obli-
gatoires.

Le probleme de la Tournée Multi-cibles avec Transitions Obligatoires prend en entrée
un digraphe D = (V, A), un sommet-source s, des sommets-cible ¢y, ..., t;, un entier w et
des transitions obligatoires I1. Une solution est une diroute P de taille au plus w qui part
du sommet-source, passe par tous les sommets-cible et respecte les transitions obligatoires.
Une instance et une solution pour cette instance (de taille cing : (s, uy), (u1,us), (u2, u3),
(us, t1) et (t1,1t2)) sont illustrées dans la Figure 3.7. Le probleme TMO est associé a deux
spécialisations : lorsque tous les sommets sont des cibles (équivalent au probleme de la
tournée totale) et lorsquun seul sommet est une cible (équivalent au probléeme du plus
court chemin).
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FIGURE 3.7 — Une instance du probleme TMO avec une source s et des sommets-cible ¢,
et to (& gauche) et une solution P (a droite). Les arcs appartenant a P sont représentés
en continu.

Tournée Totale avec Transitions Obligatoires (770)

Données : Un digraphe D = (V, A), un sommet-source s, un entier w et des
transitions obligatoires II.

Objectif : Trouver une diroute P de taille au plus w qui part du sommet-
source, passe par tous les sommets du digraphe et respecte les transitions
obligatoires.

Le probleme de la Tournée Totale avec Transitions Obligatoires prend en entrée un
digraphe D = (V, A), un sommet-source s, un entier w et des transitions obligatoires II.
Une solution est une diroute P de taille au plus w qui part du sommet-source, passe par
tous les sommets du digraphe et respecte les transitions obligatoires. Une instance et une
solution pour cette instance (de taille sept : (s,u1), (uy,uq), (ug,uq), (u1,us), (ug,us),
(ug,uq) et (ug,us)) sont illustrées dans la Figure 3.8.
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FIGURE 3.8 — Une instance du probleme 770 avec une source s (a gauche) et une solution
P (& droite). L’ensemble des arcs appartient a P.
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Plus Court Chemin avec Transitions Obligatoires (PCCO)

Données : Un digraphe D = (V, A), un sommet-source s, un sommet-cible ¢
et des transitions obligatoires II.

Objectif : Trouver la plus courte diroute P qui part du sommet-source, ter-
mine sur le sommet-cible et respecte les transitions obligatoires.

Le probleme du Plus Court Chemin avec Transitions Obligatoires prend en entrée un
digraphe D = (V, A), un sommet-source s, un sommet-cible ¢ et des transitions obligatoires
I1. Une solution est la plus courte diroute P qui part du sommet-source, termine sur le
sommet-cible et respecte les transitions obligatoires. Une instance et une solution pour
cette instance (de taille quatre : (s,uq), (ug, us), (ug,us) et (us, t)) sont illustrées dans la
Figure 3.9. Le probleme PCCO est associé a deux spécialisations : lorsque la diroute doit
étre élémentaire et lorsque la diroute doit étre k-élémentaire pour k£ > 1.
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FIGURE 3.9 — Une instance du probleme PCCO avec une source s et un sommet-cible
t (& gauche) et une solution P (& droite). Les arcs appartenant a P sont représentés en
continu.

Plus Court Chemin Elémentaire avec Transitions Obligatoires (PC-
CEO)

Données : Un digraphe D = (V, A), un sommet-source s, un sommet-cible
t, un entier w et des transitions obligatoires II.

Objectif : Trouver une diroute élémentaire P de taille au plus w qui part du
sommet-source, termine sur le sommet-cible et respecte les transitions
obligatoires.

Le probléme du Plus Court Chemin Elémentaire avec Transitions Obligatoires prend
en entrée un digraphe D = (V, A), un sommet-source s, un sommet-cible ¢, un entier w
et des transitions obligatoires II. Une solution est une diroute élémentaire P de taille au
plus w qui part du sommet-source, termine sur le sommet-cible et respecte les transitions
obligatoires. Une instance et une solution pour cette instance (de taille cinq : (s,uq),
(w1, us), (ug,us), (us,uy) et (ug,t)) sont illustrées dans la Figure 3.10.
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FIGURE 3.10 — Une instance du probleme PCCFEQ avec une source s et un sommet-cible
t (& gauche) et une solution P (& droite). Les arcs appartenant a P sont représentés en
continu.

Plus Court Chemin k-Elémentaire avec Transitions Obligatoires (PC-
CKEO)

Données : Un digraphe D = (V, A), un sommet-source s, un sommet-cible ¢,
un entier strictement positif k, un entier w et des transitions obligatoires
IT.

Objectif : Trouver une diroute k-élémentaire P de taille au plus w qui part
du sommet-source, termine sur le sommet-cible et respecte les transitions
obligatoires.

Le probléme du Plus Court Chemin k-Elémentaire avec Transitions Obligatoires prend
en entrée un digraphe D = (V, A), un sommet-source s, un sommet-cible ¢, un entier
strictement positif k, un entier w et des transitions obligatoires II. Une solution est une
diroute k-élémentaire P de taille au plus w qui part du sommet-source, termine sur le
sommet-cible et respecte les transitions obligatoires. Une instance et une solution pour
cette instance (de taille quatre : (s,uq), (ug, uq), (ug, us) et (us,t)) sont illustrées dans la
Figure 3.11.
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FIGURE 3.11 — Une instance du probleme PCCKEQ pour k = 2, avec une source s et
un sommet-cible ¢ (a gauche) et une solution P (& droite). Les arcs appartenant a P sont
représentés en continu.

Circuit Eulérien (CF)
Données : Un digraphe D = (V, A).
Objectif : Trouver un circuit P qui passe par tous les arcs du digraphe.

Le probleme du Circuit Eulérien prend en entrée un digraphe D = (V, A). Une solution
est un circuit P qui passe par tous les arcs du digraphe. Une instance et une solution pour
cette instance (de taille huit : (uy, ug), (ug, us), (us, uq), (g, u1), (ug,uy), (g, us), (us, us)
et (ug,uq)) sont illustrées dans la Figure 3.12. Ce probléme admet une résolution en temps
polynomial [9].

Ui ug U U2

Uy us Ug us

FIGURE 3.12 — Une instance du probleme CE (& gauche) et une solution P (a droite).
L’ensemble des arcs appartient a P.

Circuit Eulérien avec Transitions Obligatoires (CEO)

Données : Un digraphe D = (V, A) et des transitions obligatoires II.
Objectif : Trouver un circuit P qui passe par tous les arcs du digraphe et
qui respecte les transitions obligatoires.

Le probléeme du Circuit Eulérien avec Transitions Obligatoires prend en entrée un
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digraphe D = (V, A) et des transitions obligatoires II. Une solution est un circuit P
qui passe par tous les arcs du digraphe et qui respecte les transitions obligatoires. Une
instance et une solution pour cette instance (de taille huit : (u1,us), (ug,us), (ug,us),
(ug,ur), (u1,uq), (ug,ug), (us,uq) et (ug,uy)) sont illustrées dans la Figure 3.13.

Uy Uz 51 Uz

W
~

A~
A
AN
A

- )| ,)- —
U4 Uus U4 Uus

FIGURE 3.13 — Une instance du probleme CEO (a gauche) et une solution P (& droite).
Les arcs appartenant a P sont représentés en continu.

Cycle Hamiltonien (CH)

Données : Un graphe G = (V, E).

Objectif : Trouver un cycle élémentaire P qui passe par tous les sommets
du graphe exactement une fois.

Le probléeme du Cycle Hamiltonien prend en entrée un graphe G = (V, E). Une solution
est un cycle élémentaire P qui passe par tous les sommets du graphe. Une instance et une
solution pour cette instance (de taille six : (u1,us), (ug,us), (us,uq), (ug,us), (us, ug) et
(ug,u1)) sont illustrées dans la Figure 3.14. Il s’agit d’un probléme NP-complet [23].
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FIGURE 3.14 — Une instance du probleme CH (& gauche) et une solution P (a droite)
Les arcs appartenant a P sont représentés en continu.

Cycle Hamiltonien avec Transitions Obligatoires (CHO)
Données : Un graphe G = (V, E) et des transitions obligatoires II.
Objectif : Trouver un cycle élémentaire P qui passe par tous les sommets du

graphe exactement une fois et qui respecte les transitions obligatoires.

Le probléeme du Cycle Hamiltonien avec Transitions Obligatoires prend en entrée un
graphe G = (V, E) et des transitions obligatoires II. Une solution est un cycle élémentaire

P qui passe par tous les sommets du graphe et qui respecte les transitions obligatoires.

Une instance et une solution pour cette instance (de taille six : (u1,ug), (ug, us), (Uq, us),
(us,usz), (us,us) et (ug,uq)) sont illustrées dans la Figure 3.15.
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FIGURE 3.15 — Une instance du probleme CHO (a gauche) et une solution P (a droite).
Les arcs appartenant a P sont représentés en continu.
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Cycle Elémentaire Maximum (CEM)

Données : Un graphe G = (V, E).

Objectif : Trouver un cycle élémentaire P qui passe par le plus de sommets
possibles du graphe.

Mesure : Le nombre de sommets dans le cycle.

Le probleme du Cycle Elémentaire Maximum prend en entrée un graphe G = (V, E).
Une solution est un cycle élémentaire P qui passe par le plus de sommets possibles du
graphe. La qualité de la solution est mesurée en fonction du nombre de sommets dans le
cycle. Une instance et une solution pour cette instance (de taille six : (uy, us), (ug,us),
(us,uq), (ug,us), (us,ug) et (ug,uy)) sont illustrées dans la Figure 3.16. Il s’agit d’un

probléme AN'P-complet [23].
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FIGURE 3.16 — Une instance du probleme CEM (& gauche) et une solution P (a droite).
Les arcs appartenant a P sont représentés en continu.

Cycle Elémentaire Maximum avec Transitions Obligatoires (CEMO)

Données : Un graphe G = (V, E) et des transitions obligatoires II.

Objectif : Trouver un cycle élémentaire P qui passe par le plus de sommets
possibles du graphe et qui respecte les transitions obligatoires.

Mesure : Le nombre de sommets dans le cycle.

Le probleme du Cycle Elémentaire Maximum avec Transitions Obligatoires prend en
entrée un graphe G = (V| E) et des transitions obligatoires II. Une solution est un cycle
élémentaire P qui passe par le plus de sommets possibles du graphe et qui respecte les
transitions obligatoires. La qualité de la solution est mesurée en fonction du nombre de
sommets dans le cycle. Une instance et une solution pour cette instance (de taille quatre :
(w1, ug), (u2,us), (us,ug) et (ug, u1)) sont illustrées dans la Figure 3.17.
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FIGURE 3.17 — Une instance du probleme CEMO (a gauche) et une solution P (a droite).
Les arcs appartenant a P sont représentés en continu.

Couverture exacte (XC)

Données : Un univers X = {1,...,k} et une collection d’éléments C =
{Cy,...,Ci}.

Objectif : Trouver un sous-ensemble C' C C tel que chaque élément z; € X
apparait exactement une fois dans C'.

Le probléeme de la Couverture exacte prend en entrée un univers X = {1,...,k} et
une collection d’éléments C = {C},...,C;}. Une solution est un sous-ensemble C' C C tel
que chaque élément x; € X apparait exactement une fois dans C’. Nous nous intéressons
a une version restrictive de ce probleme.

Couverture exacte par des triplets avec univers restreint (RX3C)

Données : Un univers X = {1,...,3¢} et une collection de triplets C =
{Cl, ey ng}.

Objectif : Trouver un sous-ensemble C' C C tel que chaque élément x; € X
apparait exactement une fois dans C'.

Le probleme de la Couverture exacte par des triplets avec univers restreint (RX3C')
prend en entrée un univers X = {1,..., 3¢} et une collection de triplets C = {C1, ..., Cs,}.
Dans cette version restreinte du probléme de la couverture exacte, C est une collection
de triplets telle que chaque élément de X apparait dans exactement trois triplets. Ainsi,
si X contient 3¢ éléments alors C contient 3¢ triplets. Une solution est un sous-ensemble
C' C C tel que chaque élément x; € X apparait exactement une fois dans C’. Nous savons
que C' doit contenir ¢ triplets parmi les 3¢ triplets de C pour couvrir exactement les 3¢
éléments de X'. Un exemple d’instance (X, C) pour le probleme RX3C est X = {1,...,6}
et C = {{1,2,3}, {2,3,4}, {1,2,6}, {1,5,6}, {3,4,5}, {4,5,6}}. Une solution C’ pour
cette instance est C' = {{1,2,3},{4,5,6}}. Ce probléme a été montré NP-complet par
Karp [34].
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3.1.3 Des résultats préliminaires

Une instance du probleme de la Tournée Multi-cibles, de la Tournée Totale, du Plus
Court Chemin, du Plus Court Chemin Elémentaire, du Plus Court Chemin k-Elémentaire,
du Circuit Eulérien, du Cycle Hamiltonien ou du Cycle Elémentaire Maximum contient
un graphe ou un digraphe et éventuellement, d’une source, d’'un nombre de cibles ou d’une
limitation sur la taille d’'une solution. Une solution est un parcours de taille bornée ou
non, pouvant étre simple ou élémentaire, pouvant former un circuit ou un cycle. Lorsque
nous introduisons des transitions obligatoires, ce fait reste inchangé. Ainsi, pour chacun
des problémes, si la version sans transitions obligatoires ne contient aucune solution,
alors aucune solution ne peut exister une fois les transitions obligatoires associées. Les
transitions obligatoires n’ajoutent aucune solution, elles permettent seulement d’ajouter
un critere de choix supplémentaire.

Pour chacun des problemes cités précédemment, nous montrons si l'existence d’au
moins une solution est toujours préservée ou non. Dans le cas ou I'ensemble des solutions
pour une instance ne respectent pas les transitions obligatoires, nous exhibons une topo-
logie de graphe pour laquelle il existe un algorithme polynomial permettant de trouver
une solution, si elle existe.

Tournée multi-cibles

Le probleme de la Tournée Multi-cibles avec Transitions Obligatoires consiste a trouver
une diroute de taille bornée passant par toutes les cibles depuis un sommet-source et
respectant les transitions obligatoires. Dans sa version sans transitions obligatoires, le
probléme est connu pour étre N'P-complet [23]. La N'P-complétude du probleme TMO est
ainsi déja connue. Dans la Figure 3.18, nous proposons une instance du probleme de
la Tournée Multi-cibles pour laquelle il existe une solution ((s,u1), (u1,t1) et (¢1,t2)),
ainsi qu’une affectation des transitions obligatoires éliminant toutes les solutions possibles
(depuis le sommet-source, il n’est possible que d’atteindre les sommets u; et us). Nous
proposons par la suite une preuve supplémentaire de la NP-complétude du probléme
TMO. Cette preuve permet de présenter plusieurs gadgets utiles pour la suite des résultats.
Notons que dans la suite du chapitre, I’étude de la complexité du probleme TMO est
uniquement effectuée a travers ces deux cas particuliers : lorsque un seul sommet est une
cible et lorsque tous les sommets sont des cibles.

Nous montrons que déterminer l'existence d’une solution de taille bornée pour le
probléeme de la Tournée Multi-cibles avec Transitions Obligatoires (TMO) est un probléme
N P-complet. Nous nous réduisons a une version restreinte du probleme de la Couverture
Exacte par des triplets (RX3C). Une instance du probleme RX3C est composée d'un
univers X contenant 3¢ éléments et d’une collection C de 3q triplets de ces éléments. Une
solution est une sous-collection C' C C de taille ¢ telle que chaque élément est couvert
par un unique triplet (propriété d’unicité) et chaque triplet couvre ses trois éléments
(propriété de totalité). Nous créons un gadget de représentation (Construction 25) pour
modéliser les éléments et les triplets d'une instance du probleme RX3C' sous la forme de
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FIGURE 3.18 — Une instance du probleme T'M (a gauche) et Iinstance associée du pro-
bleme TMO (a droite) avec une source s et des sommets-cible 1 et ts.

sommets (sommets-élément et sommets-triplet), d’arcs et de transitions obligatoires d’une
instance du probleme TMO. Nous concluons ainsi sur la N P-complétude du probléme de
I'existence d'une solution au probleme TMO (Théoreme 1).

Idée 25. Le gadget de représentation.

Chaque élément est représenté par un sommet-élément, tandis que chaque triplet est repré-
senté par quatre sommets-triplet. Pour passer par tous les sommets-élément, nous devons
choisir un certain nombre de chemins d partir du sommet-source (vers un sommet-triplet).
Les transitions obligatoires garantissent que pour chaque triplet le chemin choisi passe par
les sommets-représentant des trois éléments qui le composent (propriété de totalité) avant
de pouvoir choisir un autre chemin en retournant a la source. Chaque succession de tran-
sitions obligatoires est appelée un collecteur d’éléments. Le sommet-source est le seul
sommet ot un arc peut étre choisi librement. Une fois un arc choisi, le chemin emprunte
une succession de transitions obligatoires jusqu’a retourner a la source.

Construction 25. Le gadget de représentation.
Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,..., ¢34}
Nous construisons une instance (D = (V, A),I1) du probléme TMO comme suit :

— Nous ajoutons le sommet-source s.
— Pour chaque élément x; € X, nous ajoutons le sommet x;.
— Pour chaque triplet c¢; € C :
— Nous ajoutons les sommets Cj1, Cj2, Cj3 €l Cjy.
— Nous ajoutons les arcs (s,cj1) et (¢ja,S).
— Soient x,, 1, v, € X les trois éléments du triplet c;.
— Nous ajoutons les arcs (¢j1,%q), (%a, ¢j2), (Cj2,%p), (Tp, C3), (Cj3, %) €t (e, Cja)-

— Nous ajoutons le collecteur d’élément o (c’est-d-dire la succession de transi-
tions obligatoires) de taille sept (s, cj1,%q), (Cj1,%a,Cj2), (Ta, Cja, Tb),
(Cj2,Tb: Cj3)s (Tbs €13, Te) s (€35 Tes Cja) €F (Tes Cjas S)-
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L’instance générée a partir du probleme RX3C contient 15¢ + 1 sommets, 24q arcs et
3q successions de transitions obligatoires de taille sept soit 21¢ transitions obligatoires.
La Construction 25 est illustrée dans les Figures 3.19 et 3.20. La Figure 3.19 montre
une vision schématique de la construction omettant les transitions obligatoires. Nous
considérons chaque sommet-représentant d’un triplet comme un seul et unique sommet
(par exemple ¢; 1, ¢;2, ¢;j3 et ¢;4 deviennent ¢;). Les arcs symétriques sont remplacés par
une aréte. La Figure 3.20 se concentre sur l'illustration de la succession de transitions
obligatoires associée a un triplet.

FIGURE 3.19 — Schéma de la Construction 25 pour l'instance (X', C) du probleme RX3C
avec X ={1,...,6} et C = {{1,2,3}, {2,3,4}, {1,2,6}, {1,5,6}, {3,4,5}, {4,5,6}}.

C11 T C1,2 T2 C1.3 €3 Ci14

FIGURE 3.20 — Illustration d’une succession de transitions obligatoires selon la Construc-
tion 25 pour l'instance (X,C) du probleme RX3C avec X = {1,...,6} et C = {{1,2, 3},
{2,3,4}, {1,2,6}, {1,5,6}, {3,4,5}, {4,5,6}}.

Théoreme 1. Déterminer ['existence d’une solution de taille bornée pour le probléme de
la Tournée Multi-cibles avec Transitions Obligatoires est un probléme N'P-complet.

Démonstration. Soit (X,C) une instance du probleme RX3C avec X = {x1,...,z3,} et
C =A{c1,...,c3}. Soient (D,II) le graphe et les transitions obligatoires associées suivant
la Construction 25 depuis (X, C). Soient z1, ..., z3, les sommets-cible et w = 8¢ — 2.

Le probleme TMO est clairement dans N'P. De plus, construire (D, II) & partir de I'ins-
tance (X, C) est polynomial.

Soit P la plus courte diroute partant du sommet-source s, passant par les sommets-
élément 1, ..., 3, et respectant les transitions obligatoires. La diroute P peut étre vue
comme un ensemble de k successions de transitions obligatoires (un ensemble de collec-
teurs d’éléments). Chaque collecteur d’éléments ay, pour 1 < k < k est un chemin orienté
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de transitions obligatoires composé de huit arcs distincts. Le chemin oy part du sommet
s, continue vers un sommet-triplet c;; suivi par son premier sommet-élément x,, alterne
entre ses sommets-triplet et ses sommets-élément, et termine sur le sommet s : a; = o; =
(s,¢51), (¢i1,%a), (Ta,Cj2), (Ci2, b)), (Tp,Cja), (¢j3,%e), (Tes Cja), (¢ja,8), pour tout triplet
¢j = {xq, xp,x.} € C. Ainsi P = ay, ..., a,, privé de ses deux derniers arcs. En effet, la
diroute termine lorsque la derniére cible est atteinte, sans retourner au sommet-source.
Chaque collecteur d’éléments oy, contient exactement trois sommets-élément parmi les 3¢
existants. La plus courte diroute ne peut utiliser moins de 8¢ — 2 arcs.

Supposons que P est une diroute partant du sommet-source s, passant par les sommets-
cible xy, ..., x3, et respectant les transitions obligatoires contenant exactement 8g—2 arcs.
Construisons une couverture exacte S de X :

— Pour chaque arc (s, ¢;1) dans P, nous ajoutons le triplet ¢; dans S.

La diroute P ne peut emprunter que q collecteurs d’éléments pour passer par les 3¢ cibles.
Les propriétés d’unicité et de totalité sont respectées par S. Ainsi, S est une couverture
exacte de X.

Supposons qu’il existe une couverture exacte S pour l'instance (X,C) du probléme
RX3C. Construisons une diroute P’ dans le digraphe D partant du sommet-source s,
passant par les sommets-cible z1, ..., 3, et respectant les transitions obligatoires II :

— La diroute P’ part du sommet-source s.

— Soient ¢y, ..., ¢, les triplets de S.

— Pour chaque triplet ¢; = {z4, 23, 2.} € S pour 1 < j < ¢ — 1, nous ajoutons les
arcs (s,¢j1), (€1, %a), (Tas¢j2), (Cja,xp), (Tp,Ci3), (Cjs:%e), (Te,Cja) €t (cja,s) du
collecteur d’éléments correspondant «;.

— Pour le triplet ¢, = {x,,zp,2.} € S, nous ajoutons les arcs (s,c,1), (¢q1,%a),
(%, Cq2), (Cqas @), (Tp,cq3) €t (cq3, ) du collecteur d’éléments correspondant .

La diroute P’ contient exactement 8¢ — 2 arcs, part du sommet-source s, passe par tous
les sommets-cible et respecte les transitions obligatoires. Ainsi, P’ est une solution pour
le probleme TMO. ]

Nous avons montré qu’il existe des instances du probleme TM qui n’admettent plus
aucune solution lorsque nous ajoutons des transitions obligatoires et que déterminer I’exis-
tence d’une solution de taille bornée pour les problemes TM et TMO sont des problémes
NP-complets. Cependant, il existe des cas pour lesquels le probleme TMO admet une
résolution en temps polynomial :

— Lorsque le digraphe est un chemin. Il suffit de suivre ledit chemin jusqu’a passer
par toutes les cibles (il existe une solution si au plus w arcs sont nécessaires) ou par
un circuit de transitions obligatoires (il n’existe aucune solution).

— Lorsque le digraphe est une étoile. Il suffit, pour chaque arc du centre vers une feuille,
de regarder les sommets parcourus une fois le centre de nouveau atteint sans devoir
suivre une transition obligatoire ou une fois un circuit de transitions obligatoires
obtenus. Les parcours ne correspondant pas a des circuits de transitions obligatoires
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peuvent étre suivis les uns apres les uns. Il suffit de choisir 'ordre de parcours en
fonction du cofit engendré par sommet-cible atteint. Une fois fait, un unique circuit
de transitions obligatoires peut étre suivi, il faut alors regarder s’il est possible de
passer par les dernieres cibles.

— Lorsque le nombre de cibles est constant. Il suffit d’organiser les cibles selon toutes
les combinaisons possibles, et pour chaque combinaison calculer la plus courte di-
route permettant de passer de la source a la premiere cible, puis d'une cible a la
suivante. Cette procédure peut s’effectuer en temps polynomial grace a I'existence
d’un algorithme polynomial pour le probleme du Plus Court Chemin avec Transi-
tions Obligatoires (Théoreme 7).

Théoreme 2. Le probléme de la Tournée Multi-cibles avec Transitions Obligatoires admet
une résolution en temps polynomial si le digraphe est un chemin ou une étoile ou si le
nombre de cibles est constant.

Tournée Totale

Le probleme de la Tournée Totale avec Transitions Obligatoires consiste a trouver une
diroute de taille bornée passant par tous les sommets du digraphe depuis un sommet-
source et respectant les transitions obligatoires. Comme pour le probleme TMO, détermi-
ner l'existence d'une solution de taille bornée pour le probleme 770 est connu pour étre
un probléme NP-complet dans sa version sans transitions obligatoires [23]. Le probléme
TT admet cependant une résolution en temps polynomial dans certaines topologies de
graphes telles que les digraphes complets symétriques ou les chemins pour lesquels il existe
toujours une solution. Dans la Figure 3.21, nous proposons une instance du probleme de
la Tournée Totale pour laquelle il existe une solution ((s,u1), (u1,us) et (ug,us)), ainsi
qu’une affectation des transitions obligatoires éliminant toutes les solutions possibles (les
circuits symétriques de transitions obligatoires entre les sommets s, us et uz ainsi que
le circuit de transitions obligatoires entre les sommets s et u; ne permettent pas a une
diroute de passer a la fois par le sommet u; et le sommet wus).

Comme nous pouvons le constater, il existe une affectation des transitions obligatoires
telle qu’aucune solution ne peut exister dans un graphe complet. De maniere générale,
I’existence de deux circuits symétriques de transitions obligatoires comprenant tous les
sommets d'un digraphe complet symétrique a ’exception d’un seul interdit toute solution.
Il existe cependant des cas pour lesquels le probleme 77O admet une résolution en temps
polynomial :

— Lorsque le digraphe est un chemin. Il suffit de suivre ledit chemin jusqu’a passer
par tous les sommets (il existe une solution si au plus w arcs sont nécessaires) ou
par un circuit de transitions obligatoires (il n’existe aucune solution).

— Lorsque le digraphe est une étoile. Il suffit, pour chaque arc du centre vers une feuille,
de regarder les sommets parcourus une fois le centre de nouveau atteint sans devoir
suivre une transition obligatoire ou une fois un circuit de transitions obligatoires
obtenus. Les parcours ne correspondant pas a des circuits de transitions obligatoires

156



/\f
A
A

[\
7

2
N

N
AN
L,
AN
N

us U9 us U9

FIGURE 3.21 — Une instance du probleme TT (a gauche) et I'instance associée du pro-
bleme TTO (a droite) avec une source .

peuvent étre suivis les uns apres les uns. Il suffit de choisir 'ordre de parcours en
fonction du coflit engendré par un sommet atteint. Une fois fait, un unique circuit
de transitions obligatoires peut étre suivi, il faut alors regarder s’il est possible de
passer par les dernieres cibles.

Théoréme 3. Le probléme de la Tournée Totale avec Transitions Obligatoires admet une
résolution en temps polynomial si le digraphe est un chemin ou une étoile.

Plus Court Chemins

Le probleme du Plus Court Chemin avec Transitions Obligatoires et ses variantes -
élémentaire et k-élémentaire - consistent a trouver une diroute (de taille bornée ou non)
depuis un sommet-source vers un sommet-cible respectant les transitions obligatoires. Sans
transitions obligatoires, les problemes PCC, PCCFE et PCCKFE admettent une résolution
en temps polynomial [13]. Dans la Figure 3.22, nous proposons une instance a la fois
du probleme PCCO, du probleme PCCEQO et du probleme PCCKEQO pour laquelle il
existe une solution ((s,u1) et (uy,t)), ainsi qu'une affectation des transitions obligatoires
éliminant toutes les solutions possibles (seuls les sommets u; et uy sont accessibles depuis
le sommet-source s).

Comme nous pouvons le constater, il existe une affectation des transitions obligatoires
telle qu’il n’existe plus aucune solution. Cependant, il existe deux cas pour lesquels les
problemes PCCO, PCCEO et PCCKEQO admettent une résolution en temps polynomial :

— lorsque le digraphe est un chemin. Il suffit de suivre ledit chemin jusqu’a atteindre
le sommet-cible (il existe une solution si au plus w arcs sont nécessaires) ou jusqu’a
étre passé par tous les sommets accessibles (il n’existe aucune solution).

— lorsque le digraphe est complet symétrique. Il suffit alors de prendre 'aréte directe
entre le sommet-source et le sommet-cible.
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FIGURE 3.22 — Une instance des problemes PCC, PCCE et PCCKE (& gauche) et l'ins-
tance associée des problemes PCCO, PCCEO et PCCKFEO (a droite) avec une source s,
une cible t et k£ > 0.

Théoreme 4. Les problemes du Plus Court Chemin avec Transitions Obligatoires, du
Plus Court Chemin Elémentaire avec Transitions Obligatoires et du Plus Court Chemin
k-Elémentaire avec Transitions Obligatoires admettent une résolution en temps polynomial
st le digraphe est un chemin ou complet symétrique.

Circuit Eulérien

Le probleme du Circuit Eulérien consiste a trouver un circuit passant par tous les
arcs d'un digraphe. Pour tout digraphe D = (V, A), nous savons qu'il contient un circuit
Eulérien si et seulement si D est connexe et que pour chacun de ses sommets v € V, le
degré sortant du sommet d*(v) est égal a son degré entrant d~(v) (extension naturelle du
Théoreme d’Euler [13]).

Considérons (D = (V, A),II), une instance du probleme du Circuit Eulérien avec
Transitions Obligatoires. Un circuit Eulérien doit passer par chacun des arcs du digraphe
D, toutes les transitions obligatoires de II sont parcourues. Ainsi, nous pouvons remplacer
les successions de transitions obligatoires maximales par un arc unique de la source de
chacune de ces successions vers le dernier sommet atteint :

— Si une transition obligatoire (u,a,v) € II est indépendante des autres transitions
obligatoires, nous remplagons ses arcs par I'arc (u,v) (qui peut étre un multi-arc).

— Pour chaque succession de transition obligatoire maximale (ug, ui, us), - . .,
(Up—9, up_1, ug), nous remplacons 'ensemble de ces arcs par l'arc (ug,uy) sauf s’il
s’agit d'un circuit de transitions obligatoires (dans ce cas, il n’existe aucune solution
& moins que ce circuit soit eulérien).

A la suite de cette procédure, le digraphe D ne contient plus aucune transition obligatoire
et le degré sortant de chaque sommet a évolué strictement de la méme maniere que
son degré entrant. Il existe ainsi un Circuit Eulérien avec Transitions Obligatoires pour
I'instance (D = (V, A),II) si et seulement s’il existe un Circuit Eulérien dans (D' =
(V, A")) tel que défini ci-dessus.
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Théoreme 5. Le probléeme du Circuit Eulérien avec Transitions Obligatoires admet une
résolution en temps polynomial.

Cycles hamiltoniens et élémentaires

Le probléme du Cycle Elémentaire Maximum avec Transitions Obligatoires consiste
a trouver le plus grand cycle respectant les transitions obligatoires dans un graphe. Si
le cycle passe par tous les sommets, il s’agit d’'une solution pour le probléeme du Cycle
Hamiltonien avec Transitions Obligatoires. Dans leur version sans transitions obligatoires,
déterminer I'existence d’une solution de taille bornée pour ces problemes est un probleme
NP-complet [23]. Dans la Figure 3.23, nous proposons une instance des problémes du
Cycle Elémentaire Maximum et du Cycle Hamiltonien pour laquelle il existe une solution
passant par tous les sommets ((u1, us), (ug, us), (us, uq), (ug, us), (us, ug) et (ug, u1)), ainsi
qu’'une affectation des transitions obligatoires éliminant toutes les solutions possibles pour
le probleme CHO (le sommet uy ne peut étre atteint qu’en utilisant deux arétes du cycle
de transitions obligatoires comprenant les sommets us, uy et uy, interdisant a son tour
les sommets qui lui sont extérieurs) et ne permettant plus qu'un cycle maximum de taille
trois pour le probleme CEMO ((uq,us), (ug, us) et (ug,uq)).

Uy Uyq U Uq

Nered ] | Ny
-

- \ U3

Ug Us Ug Us

FIGURE 3.23 — Une instance des problemes CH et CEM (a gauche) et 'instance associée
des problemes CHO et CEMO (& droite).

Comme nous pouvons le constater, il existe une affectation des transitions obligatoires
telle que plus aucune solution ne peut exister pour le probleme CHO, et telle que le
plus grand cycle élémentaire est de taille strictement inférieure pour le probleme CEMO.
Il existe cependant un cas pour lequel les problemes CHO et CEMO admettent une
résolution en temps polynomial :

— Lorsque le graphe a une faible densité. Si le degré de chaque sommet est au plus deux,
il suffit de chercher les composantes connexes puis de suivre les chemins qu’elles
définissent.
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Théoreme 6. Les probleme du Cycle Hamiltonien avec Transitions Obligatoires et du
Cycle Elémentaire Mazimum avec Transitions Obligatoires admettent une résolution en
V]

temps polynomial si le graphe a une faible densité (m )

3.1.4 Organisation du chapitre

Ce chapitre est organisé en deux sections, ainsi qu'une introduction et une conclusion.
Chacune de ces sections est dotée d'une carte générale ainsi que d’une carte par partie
pour retrouver plus facilement les résultats ainsi que les constructions et lemmes éventuels
utilisés pour y parvenir. La plupart des résultats de ce chapitre ont fait 'objet d’une
publication [37].

Dans les parties précédentes, nous avons décrit les problemes de la Tournée Multi-cibles
avec Transitions Obligatoires (TMO), de la Tournée Totale avec Transitions Obligatoires
(TTO), du Plus Court Chemin avec Transitions Obligatoires (PCCO), du Plus Court
Chemin Elémentaire avec Transitions Obligatoires (PCCEQ), du Plus Court Chemin
k-Elémentaire avec Transitions Obligatoires (PCCKEO), du Circuit Eulérien avec Tran-
sitions Obligatoires (CEQ), du Cycle Hamiltonien avec Transitions Obligatoires (CHO)
et du Cycle Elémentaire Maximum avec Transitions Obligatoires (CEMO). Nous avons
vu que l'ajout de transitions obligatoires ne permet pas toujours I’existence d’une solution
pour 'ensemble de ces problémes (Figures 3.18, 3.21, 3.22 et 3.23), mais qu’il existe des
topologies de graphes pour lesquelles les problemes demeurent polynomiaux. Le probleme
TMO admet une résolution en temps polynomial si le digraphe est un chemin ou une
étoile, ou si le nombre de cibles est constant (Théoreme 2). Le probleme 770 admet une
résolution en temps polynomial si le digraphe est un chemin ou une étoile (Théoreme 3).
Les problemes PCCO, PCCEO et PCCKEQO admettent une résolution en temps polyno-
mial si le digraphe est un chemin ou complet symétrique (Théoréme 4). Le probleme CEO
admet toujours une résolution en temps polynomial (Théoréme 5). Les problemes CHO et
CEMO admettent une résolution en temps polynomial si le digraphe a une faible densité
(Théoreme 6).

Dans la Section 3.2 nous étudions le probleme du Plus Court Chemin avec Transitions
Obligatoires, ainsi que ses formes élémentaires et k-élémentaires. Nous montrons alors :

— La polynomialité du probleme PCCO (Théoréme 7).

— La non-approximabilité du probleme PCCEO (Théoréme 9).

— La non-approximabilité du probleme PCCEO dans un digraphe de forte densité
(Théoreme 10).

— La non-approximabilité du probleme PCCFEQO dans un digraphe de faible densité
(Théoreme 11).

— La non-approximabilité du probleme PCCKFEQO dans un digraphe de forte densité
(Théoreme 12).

Dans la Section 3.3 nous étudions le probléeme de la Tournée avec Transitions ODbli-

gatoires, pour ’ensemble des sommets comme cible, ainsi que pour des solutions formant
un cycle hamiltonien ou un cycle élémentaire maximum. Nous montrons alors :
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— La non-approximabilité du probleme 77O dans un digraphe complet symétrique
(Théoréeme 13).
— La N'P-complétude du probléme de 'existence d’un Cycle Hamiltonien avec Tran-

sitions Obligatoires dans un graphe complet (Théoreme 14).

— La N'P-complétude du probléme de l'existence d’un Cycle élémentaire Maximum
avec Transitions Obligatoires de taille bornée dans un graphe complet (Théoréme
15).

— L’impossibilité pour un algorithme de garantir trouver un Cycle élémentaire Maxi-
mum avec Transitions Obligatoires de taille strictement supérieure a trois méme
dans un graphe complet (Théoréme 16).

L’ensemble des résultats de NP-complétude de ce chapitre s’entendent sous 1’hypo-

these P #£ NP.
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3.2 Recherche d’un Plus Court Chemin

Dans cette section, nous étudions le probleme du Plus Court Chemin avec Transi-
tions Obligatoires (PCCO) et ses deux spécialisations (PCCEO et PCCKEO). Nous y
présentons quatre résultats principaux :

1. La polynomialité du probleme PCCO (Théoreme 7).
2. La non-approximabilité du probleme PCCEO (Théoreme 9).

3. La non-approximabilité du probleme PCCFEOQO dans des digraphes de forte et faible
densité (Théoremes 10 et 11).

4. La non-approximabilité du probleme PCCKFEQ dans des digraphes de forte densité
(Théoreme 12).

Carte 23. Le probleme PCCO est polynomial dans le cas général, mais non-
approximable pour la recherche d’une diroute élémentaire (Théorémes 7 et
9).

Départ : Le probleme RX3C est N'P-complet [34].
Points d’étape :
1. Polynomialité du probleme PCCO (Algorithmes 2 et 3 - Construction 26 - Lemmes
1, 2 et 3 - Théoreme 7).
2. Non-approximabilité, pour tout ratio, du probleme PCCEO (Construction 27 -
Théorémes 8 et 9).

3. Non-approximabilité, pour tout ratio, du probleme PCCFEQ dans un digraphe de
forte densité (Constructions 28 et 29 - Théoreme 10).

4. Non-approximabilité, pour tout ratio, du probleme PCCEQO dans un digraphe
connexe de faible densité (Construction 30 - Théoreme 11).

5. Non-approximabilité, pour tout ratio, du probleme PCCKFEQ dans un digraphe de
forte densité (Construction 31 - Théoreme 12).

Nous montrons en premier lieu que le probleme du Plus Court Chemin avec Transi-
tions Obligatoires (PCCO) admet une résolution en temps polynomial dans le cas général
(Théoreme 7). Nous retranscrivons 'instance du probleme PCCO en une instance pon-
dérée sans transitions obligatoires afin de pouvoir utiliser les algorithmes de résolution
classiques (Algorithmes 2 et 3 - Construction 26 - Lemmes 1, 2 et 3). Les diroutes ainsi
obtenues demeurent simples, mais pas toujours ¢élémentaires. Nous montrons alors que
déterminer l’existence d’une solution de taille bornée pour le probleme PCCFEO (spéciali-
sation du probleme PCCO pour la recherche d’une diroute élémentaire) est un probleme
non-approximable pour tout ratio (Théoremes 8 et 9). Nous nous réduisons (Construction
27) a une version restreinte du probléme de la Couverture Exacte par des triplets (RX3C).
Nous étendons alors ce résultat dans des digraphes de forte densité (Constructions 28 et
29 - Théoreme 10) et des digraphes connexes de faible densité (Construction 30 - Théo-
reme 11). déterminer l'existence d’une solution de taille bornée pour le probleme PCCEO
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étant un probleme non-approximable, méme dans des topologies de digraphes tres res-
treintes, nous relachons partiellement la contrainte d’élémentarité. Nous montrons alors
que déterminer 'existence d’une solution de taille bornée pour le probleme PCCKEQ
(spécialisation du probleme PCCO pour la recherche d’une diroute k-élémentaire) est
un probléme non-approximable pour tout ratio, méme dans un digraphe de forte densité
(Construction 31 - Théoreme 12).

3.2.1 Polynomialité pour une diroute simple

Carte 24. Le probleme PCCO admet une résolution en temps polynomial
(Théoréme 7).
Points d’étape :

1. Création d'un algorithme pour la recherche de successions de transitions obliga-
toires (Algorithme 2 - Lemme 1).

2. Création d'un algorithme pour la recherche de successions de transitions obliga-
toires sans perte d’information (Algorithme 3 - Lemme 2).

3. Le probleme PCCO admet une résolution en temps polynomial (Construction 26
- Lemme 3 - Théoreme 7).

Nous avons vu dans la Figure 3.22 que des lors que toutes les diroutes possibles entre un
sommet-source et un sommet-cible ne permettent pas de respecter les transitions obliga-
toires, aucune solution pour le probleme PCCO ne peut exister. Il n’est alors pas possible
d’utiliser des algorithmes de recherche de plus court chemin classiques (par exemple 1'al-
gorithme de Dijkstra [13]). Pour résoudre le probleme PCCO, nous créons un algorithme
pour la recherche de successions de transitions obligatoires (Algorithme 2 - Lemme 1). Si
un arc d’une telle succession est utilisé, il n’est plus possible de choisir d’arcs tant que
toute la succession n’a pas été traversée. L’Algorithme 2 permet de les détecter afin de les
remplacer par la suite par un unique arc pondéré. Cependant, ce fonctionnement masque
la présence potentielle du sommet-cible sur le parcours. Nous proposons alors une ver-
sion alternative mettant en évidence les successions de transitions obligatoires traversant
le sommet-cible (Algorithme 3 - Lemme 2). Nous nous servons alors de I’Algorithme 3
pour remplacer chaque succession de transitions obligatoires par un unique arc pondéré
(Construction 26 - Lemme 3). L’instance ne contient plus aucune transition obligatoire.
Nous appliquons alors un algorithme classique du plus court chemin dans les multi-graphes

pondérés [13]. Nous concluons ainsi sur la polynomialité du probleme PCCO (Théoréeme
7).

Principe 2. Soit D = (V, A) un graphe dirigé, Il = {I1;, ... Iy } ses obligations associées
et (u,v) un arc du digraphe. L’Algorithme 2 est un algorithme glouton qui construit une
succession de transitions obligatoires en ajoutant des arcs au fur et a mesure a partir de
lare (u,v). A chaque étape, nous partons du dernier arc connu et cherchons s’il est la
téte d’une transition obligatoire. Nous répétons alors cette procédure seulement si une telle
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transition obligatoire existe. Nous obtenons finalement deux résultats possibles : soit la plus
longue succession de transitions obligatoires a partir de Uarc (u,v), soit une impossibilité
due a un circuit de transitions obligatoires.

Algorithme 2 : Plus longue succession de transitions obligatoires (SuccesMT).

1 Donnée(s) : D = (V, A) un graphe dirigé, 11 ses transitions obligatoires
associées et (u,v) € A un arc.

N

Résultat(s) : Si l'arc (u,v) appartient a un circuit de transitions obligatoires
alors le retour est &, 0 et w. Sinon si l'arc (u,v) n'appartient d aucune
transition obligatoire alors le retour est (u,v), 1 et v. Sinon le retour est une
succession de transitions obligatoires mazimum d partir de Uarc (u,v) sous la
forme d’une liste d’arcs, ainsi que sa taille et le dernier sommet atteint.

3 Liste < (u,v);

4 Taille + 1;

5 if Yw € V, (u,v,w) ¢ 1I then

6 ‘ return Liste, Tuille,v;

7 else

8 Tempy < v;

9 Tempy < w tel que (u,v,w) € 11 ;

10 while Tempy # @ do

11 if (Tempy,Tempy) € Liste then
12 L return &,0,u;

13 Liste < Liste + (T'empy, Tempw ) ;
14 Taille <— Taille + 1;

15 Tempechange < TempW )

16 Tempw < w tel que (Tempy, Tempy, w) € 11;
17 TempV <~ Tempechange )
18 return Liste, Taille,Tempy ;

Lemme 1. L’Algorithme 2 termine, s’exécute en temps polynomial et retourne &, 0 et
w si larc (u,v) appartient a un circuit de transitions obligatoires; (u,v), 1 et v si larc
(u,v) n'appartient a4 aucune transition obligatoire ; la plus longue succession de transitions
obligatoires a partir de Uarc (u,v) sous la forme d’une liste d’arcs, ainsi que sa taille et
le dernier sommet atteint sinon.

Démonstration. L’Algorithme 2 termine. A chaque itération de la structure itérative while
un nouvel arc est choisi parmi un nombre fini d’arcs.

L’Algorithme 2 s’exécute en temps polynomial. A chaque arc ajouté dans la solution
(au plus |A|), 'ensemble des arcs restants est examiné (au plus |A|). Les autres traitements
ne sont pas significatifs dans la complexité de I'algorithme, ainsi 1’Algorithme 2 admet
une complexité quadratique O(|AJ?).
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L’Algorithme 2 répond a sa spécification. Si I'arc (u,v) n’appartient a aucune tran-
sition obligatoire, 1’algorithme termine a la ligne 6 et retourne la plus longue succession
de transitions obligatoires a partir de l'arc (u,v), c’est-a-dire seulement l'arc (u,v), une
taille de un et le sommet de fin v. A chaque itération i de la structure itérative while,
les variables Liste, Taille et Tempy contiennent respectivement @, 0, u si un circuit de
transitions obligatoires peut étre repéré et une succession de transitions obligatoires a
partir de 'arc (u,v) de longueur i + 1, sa taille i 4+ 1 et le dernier sommet atteint sinon :

— Premiere itération (i = 0) :
— L’arc (Tempy, Tempy ) (tel que défini au début de l'itération) n’a jamais pu
étre parcouru. La liste contient alors une succession de transitions obligatoires
de taille 2 et T'empy contient bien le dernier sommet de cette succession.

— Pour une itération ¢ quelconque. Supposons que la liste contienne bien une succession
de transitions obligatoires de taille © — 1 et que Tempy contienne bien le dernier
sommet de cette succession :

— Si larc (Tempy, Tempy ) (tel que défini au début de I'itération) est nouveau,
la liste contient alors une succession de transitions obligatoires de taille i et
Tempy contient bien le dernier sommet de cette succession.

— Sinon &,0 et u sont bien retournés.

— Derniére itération k. Supposons que la liste contienne bien une succession de transi-
tions obligatoires de taille £ — 1 et T'empy contient bien le dernier sommet de cette
succession :

— Si larc (Tempy, Tempy ) (tel que défini au début de I'itération) est nouveau,
la liste contient alors une succession de transitions obligatoires de taille £k et
Tempy contient bien le dernier sommet de cette succession.

— Sinon &,0 et u sont bien retournés.

Aucun nouveau sommet ne peut prolonger la succession de transitions obligatoires.
L’Algorithme termine bien en respectant sa spécification.

O

Si la plus grande succession de transitions obligatoires a partir de I'arc (u,v) passe
par le sommet-cible du probleme PCCO, nous perdons cette information. Une illustration
est proposée dans les Figures 3.24 et 3.25. Il est nécessaire de mettre en évidence la
présence de la cible dans cette retranscription de I'instance. Nous créons alors une version
alternative s’arrétant sur un sommet-cible donné.
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Principe 3. Soit D = (V, A) un graphe dirigé, Il = {I1,, ..., IIy} ses obligations associées
et (u,v) un arc du digraphe. L’Algorithme 3 est un algorithme glouton qui construit une
succession de transitions obligatoires en ajoutant des arcs au fur et a mesure a partir
de larc (u,v). A chaque étape, nous partons du dernier arc connu et cherchons sl
est la téte d’une transition obligatoire. Nous répétons alors cette procédure seulement
st une telle transition obligatoire existe et si le sommet atteint n’est pas la cible. Nous
obtenons finalement deuz résultats possibles : soit une succession de transitions obligatoires
(s’arrétant sur le sommet-cible si elle est rencontrée) da partir de Uarc (u,v), soit une
impossibilité due a un circuit de transitions obligatoires.

Lemme 2. L’Algorithme 3 termine, s’exécute en temps polynomial et retourne &, 0 et
w si l'arc (u,v) appartient a un circuit de transitions obligatoires ne contenant pas le
sommet-cible; (u,v), 1 et v si Uarc (u,v) nappartient a aucune transition obligatoire ;
une succession de transitions obligatoires maximale (s’arrétant sur le sommet-cible si elle
est rencontrée) a partir de l'arc (u,v) sous la forme d’une liste d’arcs, ainsi que sa taille
et le dernier sommet atteint sinon.

Démonstration. L’Algorithme 3 termine. A chaque itération de la structure itérative while
un nouvel arc est choisi parmi un nombre fini d’arcs.

L’Algorithme 3 s’exécute en temps polynomial. A chaque arc ajouté dans la solution
(au plus |A|), I'ensemble des arcs restants est examiné (au plus |A|). Les autres traitements
ne sont pas significatifs dans la complexité de I'algorithme, ainsi 1’Algorithme 3 admet
une complexité quadratique O(|A|?).

L’Algorithme 3 répond a sa spécification. Si I'arc (u,v) n’appartient & aucune tran-
sition obligatoire, ’algorithme termine a la ligne 6 et retourne la plus longue succession
de transitions obligatoires a partir de l'arc (u,v), c’est-a-dire seulement 'arc (u,v), une
taille de un et le sommet de fin v. A chaque itération ¢ de la structure itérative while,
les variables Liste, T'aille et T'empy contiennent respectivement &, 0, u si un circuit de
transitions obligatoires peut étre repéré et une succession de transitions obligatoires a
partir de 'arc (u,v) de longueur i + 1, sa taille i 4+ 1 et le dernier sommet atteint sinon :

166



Algorithme 3 : Plus longue succession de transitions obligatoires avec cible
(SuccesMTy).

1 Donnée(s) : D = (V, A) un graphe dirigé, 11 ses transitions obligatoires
associées, (u,v) un arc présent dans A et une cible t.

M)

Résultat(s) : Si l'arc (u,v) appartient ¢ un circuit de transitions obligatoires ne
comprenant pas le sommet-cible alors le retour est &, 0 et u. Sinon si l’arc
(u,v) n'appartient a aucune transition obligatoire alors le retour est (u,v), 1 et
v. Sinon le retour est une succession de transitions obligatoires maximale
(s’arrétant sur le sommet-cible si elle est rencontrée) a partir de larc (u,v) sous
la forme d’une liste d’arcs, ainsi que sa taille et le dernier sommet atteint.

3 Liste < (u,v);

4 Taille < 1;

5 if Yw € V, (u,v,w) ¢ 1I then

6 ‘ return Liste, Taille,v;

7 else

8 Tempy < v;

9 Tempw < w tel que (u,v,w) € II;

10 while Tempy # @ do

11 if (Tempy,Tempy ) € Liste then
12 L return &,0,u;

13 if Tempy ==t then

14 L return Liste, Taille,Tempy ;

15 Liste < Liste 4+ (T'empy, Tempw ) ;
16 Taille <— Taille + 1;

17 Tempechange < Tempw ;

18 Tempw < w tel que (Tempy, Tempy, w) € 11;
19 Tempy < T'empechange ;
20 return Liste, Taille, Tempy ;
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— Premiere itération (i = 0) :
— Larc (Tempy, Tempy ) (tel que défini au début de l'itération) n’a jamais pu
étre parcouru. Si le sommet contenu dans la variable Tempy est le sommet-
cible, I’algorithme termine a la ligne 14 et retourne (u,v), 1 et v. Sinon la liste

contient alors une succession de transitions obligatoires de taille 2 et Tempy
contient bien le dernier sommet de cette succession.

— Pour une itération ¢ quelconque. Supposons que la liste contienne bien une succession
de transitions obligatoires de taille © — 1 et que Tempy contienne bien le dernier
sommet de cette succession. La liste ne contient aucun arc impliquant le sommet-
cible en dehors de l'arc (Tempy, Tempy ) (tel que défini au début de I'itération) :

— Si le sommet Tempy (tel que défini au début de l'itération) est le sommet-
cible, I'algorithme termine a la ligne 14 et retourne la succession de transitions
obligatoires partant du sommet u jusqu’au sommet-cible, sa taille i et T'empy
contient le sommet-cible.

— Sinon si arc (Tempy, Tempy ) (tel que défini au début de l'itération) est
nouveau, la liste contient alors une succession de transitions obligatoires de
taille ¢ et T'empy contient bien le dernier sommet de cette succession.

— Sinon &,0 et u sont bien retournés.

— Derniére itération k. Supposons que la liste contienne bien une succession de tran-
sitions obligatoires de taille £ — 1 et que Tempy contienne bien le dernier sommet
de cette succession :

— Si le sommet Tempy (tel que défini au début de 'itération) est le sommet-
cible, I'algorithme termine a la ligne 14 et retourne la succession de transitions
obligatoires maximale (s’arrétant sur le sommet-cible) partant du sommet u
jusqu’au sommet-cible, sa taille k et Tempy contient le sommet-cible.

— Sinon si arc (T'empy, Tempw ) (tel que défini au début de l'itération) est nou-
veau, la liste contient alors une succession de transitions obligatoires maximum
de taille k et T'empy contient bien le dernier sommet de cette succession.

— Sinon &, 0, u sont bien retournés.

Aucun nouveau sommet ne peut prolonger la succession de transitions obligatoires.
L’Algorithme termine bien en respectant sa spécification.

O

Nous pouvons finalement exhiber une construction réutilisant 1’Algorithme 3 pour
retranscrire I'instance du probleme du Plus Court Chemin avec Transitions Obligatoires
(PCCO) en une instance du probleme du Plus Court Chemin Pondéré (WSP).

Idée 26. Une retranscription sans transitions obligatoires.

Nous savons qu’une succession de transitions obligatoires se doit d’étre suivie jusqu’a la
fin avant qu’un arc puisse étre a mouveau choisi. Ainsi, une telle succession depuis un
sommet u vers un sommet v peut étre remplacée par un arc (u,v) si le sommet-cible n’est
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pas atteint. L’Algorithme 3 permet de faire ce remplacement tout en évitant les circuits
de transitions obligatoires. La Construction 26 parcourt alors l’ensemble des arcs afin
de les remplacer suivant I’Algorithme 3 et ainsi construire une instance sans transitions
obligatoires. Pour chaque arc (u,v) de A', une liste ordonnée de chaque arc de A emprunté
par la retranscription (u,v) est maintenue en correspondance avec une numérotation des

arcs afin de pouvoir recomposer la solution au probléme WSP en une solution pour le
probléeme PCCO.

Construction 26. Une retranscription sans transitions obligatoires.

Soit (D = (V, A),1I) une instance du probléme PCCO. Soient s,t € V, respectivement
le sommet-source et le sommet-cible. Nous construisons linstance (D' = (V,A’)) du
probléme du WSP et une liste d’équivalence L contenant, pour chaque arc (u,v) de A’, la
liste ordonnée de chaque arc de A emprunté par la retranscription (u,v) comme suit :

— Pour chaque arc (u,v) € A :
— Soit (List,,, Taille,,, w) le retour de I’Algorithme 8 avec l'entrée (D, 11, (u,v),t).
— Soit © le numéro du dernier arc ajouté.
— Nous ajoutons l'arc (u,w), numéroté i + 1, de poids Taille,, dans A’.

— Nous ajoutons la liste List,, a la position 1 + 1 de la liste d’équivalence L
(Li—H = L’LStuU)

Le multi-graphe dirigé pondéré D’ contient |V| sommets et au plus |A| arcs. Il est
construit en temps O(|A|?). La Construction 26 est illustrée dans la Figure 3.26. Chaque
arc est associé a une liste d’arcs de la Figure 3.24 :

— Tarc (s 1) est associé a la liste d’arcs (s,1);

— Tlarc (s,4) est associé a la liste d’arcs (s, 2), (2,4);
— Tlarc (s,t) est associé a la liste d’arcs (s,5), (5,1);
— larc (2, 3) est associé a la liste d’arcs (2, 3);

est associé a la liste d’arcs (5,

I

2 (2
2,4) est associé a la liste d’arcs (2,4);
)

t

t) (5,%);
,6) est associé a la liste d’arcs (t,6).
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FIGURE 3.25 — Retranscription de l'instance du probleme PCCO associée a la Figure
3.24 suivant la Construction 26 sans I'utilisation d’une cible.
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FIGURE 3.26 — Retranscription de l'instance du probleme PCCO associée a la Figure
3.24 suivant la Construction 26 avec le sommet ¢ pour cible.

Lemme 3. Soit (D = (V, A),1I) une instance du probléme PCCO. Soient s,t € V, respec-
tivement le sommet-source et le sommet-cible. Soient (D' = (V, A")) et L respectivement
l"instance du probleme WSP et la liste d’équivalence obtenues en suivant la Construction
26.

1l existe une diroute du sommet-source s au sommet-cible t de taille k dans le digraphe D
respectant les transitions obligatoires 11 si et seulement s’il existe une diroute du sommet-
source s au sommet-cible t de taille k dans D'.

Démonstration. Supposons qu’il existe une diroute P = (ug, u1), . . ., (ug—1, ug) du sommet-
source s = uy au sommet-cible ¢ = uy de taille k£ dans le digraphe D respectant les tran-
sitions obligatoires II. Construisons une diroute P’ du sommet-source s au sommet-cible
t de taille & dans D’ :
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— Nous prenons la méme diroute P’ = P.
— Tant que P’ contient au moins une transition obligatoire :

— Soit (w;, wit1), --., (uj_1,u;) la plus longue succession de transitions obliga-
toires dans P’.

— Tous ces arcs sont remplacés par I'arc (u;, u;) de poids j — 4.
P’ est une diroute du sommet-source s au sommet-cible ¢ de taille & dans D’.

Supposons qu’il existe une diroute P = (ug, u1), ..., (ux_1,ux) du sommet-source s =
up au sommet-cible ¢ de taille £ dans D’. Construisons une diroute P’ du sommet-source
s au sommet-cible ¢ de taille £ dans le digraphe D respectant les transitions obligatoires
IT:

— Nous prenons la méme diroute P’ = P.

— Pour chaque arc (u;,u;y1) (0 < @ < k), numéroté j, substituons dans P’ l'arc
(wi, uiy1) par les arcs définis dans la liste L;.

P’ est une diroute du sommet-source s au sommet-cible ¢ de taille k& dans le digraphe D

respectant les transitions obligatoires II. ]

Nous savons qu’il existe des algorithmes permettant d’obtenir la plus courte diroute
entre deux sommets dans un multi-graphe pondéré en temps polynomial. Nous en dédui-
sons le théoréme qui suit.

Théoreme 7. Le probléeme PCCO admet une résolution en temps polynomial.

Démonstration. Soit (D = (V, A),II) une instance du probleme PCCO. Soient s,t € V,
respectivement le sommet-source et le sommet-cible. D’apres les Lemmes 1, 2 et 3, il est
possible de transformer cette instance (D, II) en une instance (D" = (V, A’)) du probleme
WSP telle qu’a toute solution dans (D, II) corresponde une solution de méme taille dans
(D"). Ainsi, toute instance I = (D = (V, A),II) du probleme PCCO peut étre résolue en
temps polynomial en suivant la procédure :

1. Transformation de 'instance I du probléeme PCCO en une instance I’ du probléme
WSP suivant la Construction 26.

2. Recherche de la meilleure solution S pour l'instance I’ par un algorithme classique
de recherche de plus court chemin [13].

3. Retranscription de la solution .S pour l'instance I.
O

Nous avons montré que le probleme du Plus Court Chemin admet toujours une réso-
lution en temps polynomial lors de ’ajout de transitions obligatoires. Dans une solution
pour le probléeme du Plus Court Chemin classique, une solution est une diroute a la fois
simple et élémentaire. Cependant, dans sa version avec transitions obligatoires, une so-
lution demeure une diroute simple, mais 1’élémentarité n’est plus garantie. Nous nous
penchons alors sur le probléme du Plus Court Chemin Elémentaire entre deux sommets
avec transitions obligatoires.
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3.2.2 Non-approximabilité pour une diroute élémentaire

Carte 25. Le probléeme PCCEO est non-approximable pour tout ratio (Théo-
réme 9).

Départ : Le probleme RX3C est N'P-complet [34].
Points d’étape :

1. N'P-complétude pour la recherche d’une diroute élémentaire (Construction 27 -
Théoréme 8).

2. Non-approximabilité pour la recherche d’'une diroute élémentaire (Théoreme 9).

Une instance du probleme RX3C' est composée d'un univers X contenant 3¢ éléments
et d’une collection C de 3q triplets de ces éléments. Une solution est une sous-collection
C' C C de taille g telle que chaque élément est couvert par un unique triplet (propriété
d’unicité) et chaque triplet couvre ses trois éléments (propriété de totalité). Nous avons
montré dans la Construction 25 comment représenter les triplets et les éléments du pro-
bleme RX3C' sous la forme de sommets, d’arcs et de transitions obligatoires de sorte a
conserver les propriétés d’unicité et de totalité. Nous avons, par cette construction, 3¢
collecteurs d’éléments qui commencent et terminent sur le sommet-source. Cependant,
cela ne permet pas de créer un lien entre le probleme RX3C et une diroute élémentaire.
Nous dupliquons alors une partie du digraphe. Le digraphe ainsi obtenu (Construction 27)
admet une diroute élémentaire passant par tous les sommets-élément selon l'instance du
probléme RX3C, nous concluons alors sur la N/P-complétude du probléme de déterminer
'existence d’une solution de taille bornée au probleme PCCEQO (Théoreme 8). Si une solu-
tion existe pour une instance du probleme RX3C alors la solution pour I'instance associée
du probleme PCCFEQO est unique. Nous concluons alors sur la non-approximabilité du pro-
bléme de déterminer I’existence d’une solution de taille bornée au probleme PCCEO pour
tout ratio (Théoreme 9).

Idée 27. Une diroute élémentaire passant par tous les éléments.

Pour toute instance (X,C) du probléme RX3C, lobjectif est de trouver les triplets per-
mettant une couverture exacte des éléments. Contrairement au probleme TMO, il n’est
ict pas possible de désigner l’ensemble des sommets-élément pour cibles pour établir une
correspondance. Nous créons alors un sommet-cible ne pouvant étre atteint qu’une fois
les q sommets-triplet choisis et les 3q sommets-élément traversés. L’idée est de sépa-
rer le sommet-source du sommet-cible par le choix de q collecteurs d’éléments différents.
Le sommet-cible est atteint par une diroute élémentaire si et seulement si l’instance du
probléme RX3C admet une solution.

Construction 27. Une diroute élémentaire passant par tous les éléments.
Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,...,C34}-
Nous construisons une instance (D = (V, A),I1) du probléme PCCEO comme suit :

1

— Nous ajoutons le sommet-source s*, le sommet-cible s et les sommets-choix

s%,...,s%.

172



— Pour chaque élément x; € X, nous ajoutons le sommet-élément x;.
— Pour1<1<q:
— Pour chaque triplet c; € C :
— Nous ajoutons les sommets-triplet Cé’,l? 0272, c§-73 et 0374.

— Nous ajoutons les arcs (s',c},) et (¢ 4, ).

— Soient x,, xp, x. € X les trois éléments du triplet c;.
; ! ! ! ! !
— Nous ajoutons les arcs (Cj,lvl'a)f (xavcj,2)7 (Cj,Zaxb); (xb>cj,3)7 (Cj,?nxc) et
!
(a:c,ch).

— Nous ajoutons le collecteur d’éléments o, (c’est-a-dire la succession de

transitions obligatoires) de taille sept (s', ¢, |, zq), ()1, Ta, € 5), (Ta, g, 1),

<C§',27 Ty, 02'73)7 <£I?b, 69737 xc>; <C§'737 Le, C§,4> et <xca Cj4, Sl+1> :

L’instance (D,II) contient 12¢* + 4¢ + 1 sommets, 24¢? arcs et 3¢* successions de
transitions obligatoires de taille sept soit 21¢? transitions obligatoires. Un schéma de la
Construction 27 est représenté dans la Figure 3.27. Pour chaque sommet de choix, y
compris le sommet-source, seulement un collecteur d’éléments est illustré.

Soit P une diroute élémentaire dans le digraphe D du sommet-source s!, au sommet-
cible st respectant les transitions obligatoires II. La diroute P peut étre vue comme un
ensemble de k successions de transitions obligatoires (un ensemble de collecteurs d’élé-
ments). Chaque collecteur d’éléments a® pour 1 < k < k est un chemin orienté de transi-
tions obligatoires composé de huit arcs distincts. Le chemin o' part du sommet-source s'
vers un sommet-triplet 0}71 et suit le collecteur d’éléments associé ajl- jusqu’a atteindre le
sommet-choix s2. Le chemin o (k # 1) part du sommet-choix s* vers un sommet-triplet
c;?’a suivi par son premier sommet-élément z,, alterne entre ses sommets-triplet et ses
sommets-élément suivant le collecteur d’éléments 04"; jusqu’a atteindre le sommet-choix

s"*1 (ou le sommet-cible s7™! lorsque k = q) : of = of = (s*,¢b)), (¢}, xa), (2a,c)y),

(o m), (2, s), (Fg o), (e, chy), (¢fy,s7FY), pour tout triplet ¢; = {4, xp, 2.} € C.

Ainsi P =al, ..., a".
Chaque collecteur d’éléments o* contient exactement trois sommets-élément parmi les 3¢

existants. Toute diroute élémentaire ne peut utiliser que 8¢ arcs.
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FIGURE 3.27 — Illustration de la Construction 27 pour l'instance (X',C) du probleme
RX3C avec X = {1,...,6} et C = {{1,2,3}, {2,3,4}, {1,2,6}, {1,5,6}, {3,4,5},
{4,5,6}}.

Théoréme 8. Le probléme PCCEO est un probléme NP-complet.

Démonstration. Soit (X,C) une instance du probleme RX3C avec X = {xy,...,z3,} et
C ={c1,...,c3,}. Soient (D, II) le digraphe et les transitions obligatoires associées suivant
la Construction 27 depuis (X,C, \). Soient s' le sommet-source, s?*! le sommet-cible et
w = 8q.

Le probleme PCCEQ est clairement dans N'P. De plus, construire (D,II) a partir de
I'instance (X, C) est polynomial.

Supposons que P est une diroute élémentaire dans le digraphe D du sommet-source
s! au sommet-cible 597! respectant les transitions obligatoires II. Construisons une cou-
verture exacte S de X :

— Pour 1 < k < ¢, si l'arc (s*, cg‘?,l) est dans P alors nous ajoutons le triplet ¢; dans S.
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La diroute P emprunte ¢ collecteurs d’éléments (représentant chacun un triplet) passant
par exactement 3¢ sommets-élément différents. Les propriétés d’unicité et de totalité sont
respectées par S. Ainsi, S est une couverture exacte de X.

Supposons qu’il existe une couverture exacte S pour l'instance (X,C) du probléme
RX3C. Construisons une diroute élémentaire P’ dans le digraphe D du sommet-source s!
au sommet-cible s77! respectant les transitions obligatoires II :

— La diroute P’ part du sommet-source s'.
— Soient ¢y, ..., ¢, les triplets de S.

— Pour chaque triplet ¢; = {z,, 1y, 2.} € S pour 1 < j < ¢, nous ajoutons les arcs
(s ,Cﬁl) (C; 1> %a), (ma,C;’2> (C';,z, ), (xb,C‘;B) (C;?ﬂ Ze), (1’0,6;4) et (07 SHI) du

collecteur d’éléments correspondant aji.

La diroute élémentaire P’ contient exactement 8¢ arcs, part du sommet-source s', termine
sur le sommet-cible s97! et respecte les transitions obligatoires. P’ est une solution pour

le probleme PCCEO.

Ainsi, il existe une solution pour I'instance (X, C) du probleme RXS3C si et seulement
sl existe, dans l'instance (D, II) associée du probleme PCCEQ, une diroute élémentaire
de taille 8¢, commencant depuis le sommet-source s!, terminant sur le sommet-cible s4*!
et respectant les transitions obligatoires. ]

Le sommet-source s! et les sommets-choix s2,...,s? sont les seuls sommets depuis
lesquels un arc sortant peut étre choisi librement. Tous les autres sommets sont atteints
au cours d'une succession de transitions obligatoires, induisant une unique possibilité pour
en partir. Nous avons également vu que toute diroute élémentaire respectant les transitions
obligatoires entre le sommet-source s! et le sommet-cible s? a une taille de 8¢. La solution
optimale est I'unique solution possible. Ainsi, aucun algorithme d’approximation ne peut
exister & moins que P = NP.

Théoreme 9. Déterminer [’existence d’une solution de taille bornée pour le probléme
PCCEO est un probléme non-approzimable pour tout ratio, sauf si P = N'P.

Démonstration. Nous pouvons également nous convaincre du Théoreme 9 en modifiant la
Construction 27 pour la recherche de la plus courte diroute élémentaire. Nous créons une
diroute élémentaire alternative entre le sommet-source et le sommet-cible. Cette diroute
est un chemin orienté n’empruntant aucun des sommets précédemment définis et associée
a aucune transition obligatoire. Il est alors possible de choisir la longueur de cette diroute
en fonction du ratio d’approximation supposé.

Supposons qu’il existe un algorithme A permettant d’approximer la taille de la plus courte
diroute élémentaire par un facteur deux en temps polynomial. Nous choisissons alors une
taille de 16¢g + 2 pour la diroute alternative. D’'une maniere plus générale, pour un facteur
d’approximation de ¢, nous choisissons une taille de 8qc + ¢. Ainsi, un écart subsiste
entre la solution optimale de taille 8¢ et la solution approximée de taille 8gc + ¢. Aucun
algorithme d’approximation ne peut exister & moins que P = N'P. O
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3.2.3 Non-approximabilité pour une diroute élémentaire méme
dans un digraphe de forte densité

Carte 26. Le probleme PCCEO est non-approximable pour tout ratio, méme
dans un digraphe de forte densité (Théoréme 10).

Départ : Le probleme PCCEO est N'P-complet (Construction 27).
Points d’étape :
1. Création d'un gadget de densification (Construction 28).

2. Non-approximabilité pour la recherche d’une diroute élémentaire méme dans un
digraphe de forte densité (Construction 29 - Théoreme 10).

Nous avons montré que déterminer 'existence d’une solution de taille bornée pour
le probleme PCCEQ est un probléme non-approximable pour tout ratio, sauf si P =
NP. Nous proposons une construction afin d’étendre ce résultat aux digraphes de forte
densité. Nous créons tout d’abord un gadget de densification permettant d’ajouter des arcs
n’appartenant a aucune solution dans les instances que nous construisons (Construction
28). Pour obtenir un digraphe de forte densité (Construction 29), nous ajoutons tous les
arcs absents mis a part les arcs entre le sommet-source et le sommet-cible ou entre les
sommets-choix et le sommet-cible en suivant les principes du gadget de densification. Nous
concluons alors sur la non-approximabilité du probleme de déterminer 1'existence d’une
solution de taille bornée pour le probleme PCCEO pour tout ratio dans un digraphe de
forte densité (Théoreme 10).

Idée 28. Le gadget de densification.

Ce gadget présente une méthode d’ajout d’arcs n’influencant pas nos réductions pour
les problemes de plus courte tournée avec transitions obligatoires. Nous utilisons deux
principes : 1) aucun arc induisant un rallongement ne peut appartenir d une solution sans
apporter d’opportunités de direction et 2) aucun arc appartenant d un circuit de transitions
obligatoires excluant les sommets-cible ne peut étre emprunté. L’ajout des nouveaur arcs
se fait ainsi avec l'ajout de transitions obligatoires relevant d’au moins un de ces deux
principes.

Construction 28. Le gadget de densification.
Soient (D = (V, A),I1) un digraphe et ses transitions obligatoires associées. Soient u et v
deux sommets du digraphe D. Nous ajoutons les arcs absents comme suit :
— Si Uarc (u,v) est absent du digraphe D, nous ajoutons l'arc (u,v) dans A ainsi que
la transition obligatoire (u,v,u) dans II.

— Si Uarc (v,u) est absent du digraphe D, nous ajoutons Uarc (v,u) dans A ainsi que
la transition obligatoire (v, u,v) dans II.

Pour deux sommets, il existe trois configurations possibles. Il n’existe soit aucun arc
entre eux, soit un seul, soit deux (aucun arc n’est manquant dans ce cas, aucun traitement
n’est nécessaire). Les deux premiéres configurations (a gauche) et I'ajout des nouveaux
arcs (a droite) sont illustrés dans la Figure 3.28.
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FIGURE 3.28 — Illustration de la Construction 28.

Idée 29. Une diroute élémentaire dans un digraphe de forte densité.

Nous avons vu comment construire un digraphe avec des transitions obligatoires a partir
d’une instance (X,C) du probléme RX3C. Pour obtenir un digraphe de forte densité, nous
ajoutons les arcs absents mis a part l'arc entre le sommet-source et le sommet-cible et
les arcs entre les sommets-choix et le sommet-cible. Ainsi, chaque sommet du digraphe
D = (V, A) posséde au moins |V| — 2 arcs sortants.

Construction 29. Une diroute élémentaire dans un digraphe de forte densité.
Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,..., ¢34}

Nous construisons une instance (D = (V, A),I1) du probléme PCCEO comme suit :

1

— Nous ajoutons le sommet-source s*, le sommet-cible s et les sommets-choix

s?,..., 8%
— Pour chaque élément x; € X, nous ajoutons le sommet-élément x;.
— Pour1<1<q:
— Pour chaque triplet c; € C :
— Nous ajoutons les sommets-triplet cé-’l, 0272, 02-73 et c§74.
— Nous ajoutons les arcs (s',c},) et (¢ 4, ).

— Soient x,, oy, x. € X les trois éléments du triplet c;.

— Nous ajoutons les arcs (¢}, xa), (Ta,y), (o), (26, ¢h3), (s, xc) et

j j J
($C> 6274)'

— Nous ajoutons le collecteur d’éléments o) (c’est-a-dire la succession de
transitions obligatoires) de taille sept (s, ¢ 1, 2a), (1, Zas ¢ o), (Ta, g, 1),
(cé-,Q,xb,cég,% (a:b,cé-vg,xg, <c§-’3,xc,c§-74> et (e, cja, 8.

— Nous ajoutons l'arc (s, ") pour 1 <1 <q.

— Pour tous sommets u et v parmi s, xy, ... s T3q, clLl, e ,cgq’l, 011,2, R Céq,%
cll73, e ,cgqjg et 01174, e 7013%4 pour 1 <1 < gq, sil’arc (u,v) n'existe pas, nous ajoutons
Uare (u,v) ainsi que la transition obligatoire (u,v,u) dans IL.

— Pour tous sommets u et v parmixy, ..., &3q, €1, Chy1s Clos s Chyn, gy s Chys,
05174, e ,cqu et s pour 1 <1 < q, si larc (u,v) n'existe pas, nous ajoutons l’arc

(u,v) ainsi que la transition obligatoire (u,v,u) dans II.
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L’instance (D, II) contient 12¢* + 4¢q + 1 sommets, 144¢* + 96¢® + 28¢* + 3¢ arcs et
144¢* + 964> + 25¢* + 3q transitions obligatoires. Chaque sommet du digraphe D possede
au moins |V| — 2 arcs sortants.

Nous savons que seuls le sommet-source s! et les ¢ — 1 sommets-choix s2,. .., s? per-

mettent de choisir librement un arc sortant. Ainsi, pour chaque sommet-élément et chaque
sommet-triplet, seuls les arcs appartenant a un collecteur d’éléments peuvent étre emprun-
tés dans une diroute élémentaire vers le sommet-cible s¢t!. De méme, tout arc depuis le
sommet-source ou un sommet-choix vers un sommet quelconque n’appartenant pas a un
collecteur d’éléments appartient a un circuit de transitions obligatoires ne passant pas
par le sommet-cible. Ainsi, ces arcs ne peuvent pas étre empruntés dans une diroute
élémentaire vers le sommet-cible s9t!,

Soit P une diroute élémentaire dans le digraphe D du sommet-source s, au sommet-
cible s7t! respectant les transitions obligatoires II. La diroute P peut étre vue comme un
ensemble de k successions de transitions obligatoires (un ensemble de collecteurs d’élé-
ments). Chaque collecteur d’éléments a® pour 1 < k < k est un chemin orienté de transi-
tions obligatoires composé de huit arcs distincts. Le chemin o! part du sommet-source s!
vers un sommet-triplet 0}71 et suit le collecteur d’éléments associé %1 jusqu’a atteindre le
sommet-choix s2. Le chemin o (k # 1) part du sommet-choix s* vers un sommet-triplet
c;?’a suivi par son premier sommet-élément z,, alterne entre ses sommets-triplet et ses
sommets-élément suivant le collecteur d’éléments 04;‘? jusqu’a atteindre le sommet-choix
s**1 (ou le sommet-cible 5% lorsque k = q) : of = of = (s%,¢})), (¢, 24), (2a,¢)5),

» ~g,1 7,1
(o m), (2, s), (Fg o), (e, chy), (chy,sFY), pour tout triplet ¢; = {4, x3, 2.} € C.

Ainsi P = at, ..., a".
Chaque collecteur d’éléments o* contient exactement trois sommets-élément parmi les 3¢

existants. Toute diroute élémentaire ne peut utiliser que 8¢ arcs.

Théoreme 10. Déterminer [’existence d’une solution de taille bornée pour le probléeme
PCCEQ est un probléme non-approzimable pour tout ratio, sauf si P = NP, méme dans
un digraphe de forte densité (1 — \Vl;—l)

Démonstration. Soit (X,C) une instance du probleme RX3C avec X = {z1,...,z3,} et
C ={c1,...,c3,}. Soient (D, II) le digraphe et les transitions obligatoires associées suivant
la Construction 29 depuis (X,C, \). Soient s' le sommet-source, s?*! le sommet-cible et
w = 8q.

Le probleme PCCEQO est clairement dans N'P. De plus, construire (D,II) a partir de
I'instance (X, C) est polynomial.

Supposons que P est une diroute élémentaire dans le digraphe D du sommet-source
s' au sommet-cible s7t! respectant les transitions obligatoires II. Construisons une cou-
verture exacte S de X :

— Pour 1 < k < ¢, si l'arc (s*, cﬁl) est dans P alors nous ajoutons le triplet ¢; dans S.

La diroute P emprunte ¢ collecteurs d’éléments (représentant chacun un triplet) passant
par exactement 3¢ sommets-élément différents. Les propriétés d’unicité et de totalité sont
respectées par S. Ainsi, S est une couverture exacte de X.

178



Supposons qu’il existe une couverture exacte S pour l'instance (X,C) du probléme
RX3C. Construisons une diroute élémentaire P’ dans le digraphe D du sommet-source s!
au sommet-cible s¢*! respectant les transitions obligatoires II :

— La diroute P’ part du sommet-source s'.

— Soient ¢1, ..., ¢, les triplets de S.

— Pour chaque triplet ¢; = {z4, 7, 2.} € S pour 1 < j < ¢, nous ajoutons les arcs

q, . :
(Sj c )7 (C;',lvxa)v (xaaC;'Q)? (C] xb)v (ZEb,C;73), (67',371;6)7 xcac;'A) et (C;,47SJ+1) du

151 7,2 J
collecteur d’éléments correspondant oz;.

La diroute élémentaire P’ contient exactement 8¢ arcs, part du sommet-source s', termine
sur le sommet-cible s?*! et respecte les transitions obligatoires. P’ est une solution pour
le probleme PCCEQ.

Ainsi, il existe une solution pour l'instance (X,C) du probleme RX3C si et seulement
s’il existe, dans l'instance (D, II) associée du probleme PCCEQ, une diroute élémentaire
de taille 8¢, commencant depuis le sommet-source s!, terminant sur le sommet-cible s7*
et respectant les transitions obligatoires. ]

3.2.4 Non-approximabilité pour une diroute élémentaire méme
dans un digraphe connexe de faible densité

Carte 27. Le probleme PCCEO est non-approximable pour tout ratio, méme
dans un digraphe connexe de faible densité (Théoréme 11).

Départ : Le probleme PCCEO est N'P-complet (Construction 27).
Points d’étape :

1. Non-approximabilité pour la recherche d’une diroute élémentaire dans un digraphe
connexe de faible densité (Construction 30 - Théoréme 11).

Nous avons montré que déterminer l'existence d’une solution de taille bornée pour le
probléeme PCCEQ est un probléme non-approximable pour tout ratio, sauf si P = NP.
Nous proposons une construction afin d’étendre ce résultat aux digraphes connexes de
faible densité. Pour obtenir un digraphe connexe de faible densité (Construction 30), nous
ajoutons un nouveau chemin orienté arbitrairement grand a partir du sommet-source.
Nous concluons alors sur la non-approxima-bilité du probleme de déterminer ’existence
d’une solution de taille bornée pour le probleme PCCFEQO pour tout ratio dans un digraphe
connexe de faible densité (Théoreme 11).

Idée 30. Une diroute élémentaire dans un digraphe conneze de faible densité.

Nous avons vu comment construire un digraphe avec des transitions obligatoires a partir
d’une instance (X,C) du probleme RX3C. Pour obtenir un digraphe connexe de faible den-
sité, nous ajoutons un nouwveau chemin orienté arbitrairement grand a partir du sommet-
source. Ce chemin n’étant relié qu’au sommet-source, il n'influence pas les autres sommets.

179



Construction 30. Une diroute élémentaire dans un digraphe connexe de faible densité.
Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,...,C34}-
Nous construisons une instance (D = (V, A),II) du probléme PCCEO comme suit :
— Nous ajoutons le sommet-source s', le sommet-cible s9T% et les sommets-choix
s2,..., 8%,
— Pour chaque élément x; € X, nous ajoutons le sommet-élément x;.
— Pour1 <1 <q:

— Pour chaque triplet c¢; € C :

; : S !
— Nous ajoutons les sommets-triplet ¢;,, ;5,5 €t ¢y

o ; (. S|
Nous ajoutons les arcs (s',c;,) et (¢j4,57).

— Soient z,, xp, x. € X les trois éléments du triplet c;.

— Nous ajoutons les arcs (¢}, xa), (Ta,s), (chg,a0), (20, ¢hs), (g ac) et
(mc,cé.A).

— Nous ajoutons le collecteur d’éléments o, (c’est-a-dire la succession de
transitions obligatoires) de taille sept (s', ¢, 1, zq), (¢}, Ta, ¢ 5), (Ta, g, 1),
(cé-z,a:b,cig), (xb,c§-73,xc>, <c§73,xc,c§74> et (Te,Cja, s1).

— Soit Q un grand nombre avec ) >> q.

— Nous ajoutons un chemin orienté de wy @ wq ainsi que l'arc (s',wy).

L’instance (D, II) contient 2+ 12¢? 4+ 4q+ 1 sommets, Q2+ 24¢* arcs et 21¢? transitions
obligatoires.

Parmi les sommets wy, ..., wq, aucun ne peut appartenir a une diroute entre le sommet-
source et le sommet-cible. En effet, chacun de leurs arcs sortants est dirigé vers un autre
sommet parmi wy, ..., wqo.

Soit P une diroute élémentaire dans le digraphe D du sommet-source s, au sommet-
cible s9*! respectant les transitions obligatoires II. La diroute P peut étre vue comme un
ensemble de k successions de transitions obligatoires (un ensemble de collecteurs d’élé-
ments). Chaque collecteur d’éléments o* pour 1 < k < k est un chemin orienté de transi-
tions obligatoires composé de huit arcs distincts. Le chemin o' part du sommet-source s*
vers un sommet-triplet 6}71 et suit le collecteur d’éléments associé ajl- jusqu’a atteindre le
sommet-choix s2. Le chemin of (k # 1) part du sommet-choix s* vers un sommet-triplet
c* suivi par son premier sommet-élément x,, alterne entre ses sommets-triplet et ses

j7a
sommets-élément suivant le collecteur d’éléments 04;? jusqu’a atteindre le sommet-choix
s"*1 (ou le sommet-cible 577! lorsque k = q) : of = of = (s*,¢})), (¢}, 7a), (2a,C}s),

k k k k ko okl : _

(5o xn), (T1,¢53), (€53,c), (e, C5y), (f4y 8, Pour tout triplet ¢; = {wq,zp, 7.} € C.
Ainsi P = ot ..., a".

Chaque collecteur d’éléments o contient exactement trois sommets-élément parmi les 3¢

existants. Toute diroute élémentaire ne peut utiliser que 8¢ arcs.

Avant de montrer que le probleme de déterminer I'existence d’une solution de taille
bornée pour le probleme PCCEQ est non-approximable dans notre cas restreint, nous
évaluons la densité du digraphe D. Le graphe contient Q + 12¢° 4 4¢ + 1 sommets, ce qui
correspond a :
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0% + Q(24¢% + 8¢ + 1) + 144¢* + 964> + 28¢* + 4q

arcs maximum. Ainsi, la densité du graphe est définie par :

Q2442
Q24+0(24¢%2+8q+1)+144¢*+96¢3+28¢2%+4q

Lorsque ce polynéme tend vers 'infini, la composante la plus significative est €. Calculer
sa limite lorsque €2 tend vers l'infini revient alors a calculer la limite de % Ainsi, lorsque
Q) tend vers l'infini, la densité du graphe s’approche de sa valeur minimale sans jamais
I’atteindre : le graphe a une faible densité. Pour tout ¢ > |V|171, il existe un facteur €2 telle
que la densité du graphe est au plus de €.

Théoreme 11. Déterminer [’existence d’une solution de taille bornée pour le probleme
PCCEQ est un probléme non-approzimable pour tout ratio, sauf si P = NP, méme dans
un digraphe connexe de faible densité (au plus € avec € > IVI%I)

Démonstration. Soit (X,C) une instance du probleme RX3C avec X = {x1,...,z3,} et
C ={ci,...,c34}. Soient (D, 1I) le digraphe et les transitions obligatoires associées suivant
la Construction 30 depuis (X,C,\). Soient s' le sommet-source, s?*! le sommet-cible et
w = §q.
Le probleme PCCEQ est clairement dans N'P. De plus, construire (D,II) a partir de
I'instance (X, C) est polynomial.
Supposons que P est une diroute élémentaire dans le digraphe D du sommet-source

s! au sommet-cible st respectant les transitions obligatoires II. Construisons une cou-
verture exacte S de X :

— Pour 1 < k < ¢, si l'arc (s*, C§,1) est dans P alors nous ajoutons le triplet ¢; dans S.
La diroute P emprunte ¢ collecteurs d’éléments (représentant chacun un triplet) passant
par exactement 3¢ sommets-élément différents. Les propriétés d’unicité et de totalité sont

respectées par S. Ainsi, S est une couverture exacte de X.

Supposons qu’il existe une couverture exacte S pour l'instance (X',C) du probleme
RX3C. Construisons une diroute élémentaire P’ dans le digraphe D du sommet-source s
au sommet-cible s77! respectant les transitions obligatoires IT :

— La diroute P’ part du sommet-source s'.

— Soient ¢y, ..., ¢, les triplets de S.

— Pour chaque triplet ¢; = {xa,xb,xc} € S pour 1 < j < g, nous ajoutons les arcs
(Sjvc;',l)a (C;',laxa)v (Iavc;ﬂ)? (C;',27$b)’ ‘(xbvc;‘,S)v (C;‘,vaC)v xcac;'A) et (C;',478]+1) du
collecteur d’éléments correspondant a;.

La diroute élémentaire P’ contient exactement 8¢ arcs, part du sommet-source s!, termine

sur le sommet-cible s97! et respecte les transitions obligatoires. P’ est une solution pour

le probleme PCCFEO.

Ainsi, il existe une solution pour I'instance (X, C) du probleme RXS3C si et seulement
s’il existe, dans l'instance (D, II) associée du probleme PCCEQ, une diroute élémentaire
de taille 8¢, commencant depuis le sommet-source s!, terminant sur le sommet-cible s7*+*
et respectant les transitions obligatoires. ]
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3.2.5 Non-approximabilité pour une diroute k-élémentaire

Carte 28. Le probleme PCCKEQO est non-approximable pour tout ratio,
méme si le digraphe a une forte densité (Théoréme 12).

Départ : Le probleme PCCFEO est non-approximable méme dans un digraphe de forte
densité (Construction 29).

Points d’étape :

1. Non-approximabilité pour la recherche d’une diroute k-élémentaire (Construction
31 - Théoreme 12).

Nous avons montré que le probleme PCCO admet une résolution en temps polynomial
dans le cas général (Théoreme 7). Au contraire, nous avons montré que déterminer ’exis-
tence d’une solution de taille bornée pour le probleme PCCEO (spécialisation du probléme
PCCO pour la recherche d'une diroute élémentaire) est un probléme non-approximable
pour tout ratio méme si le digraphe a une forte densité, sauf si P = NP (Théoréme 10).
Le nombre de passages autorisés pour un méme sommet semble jouer un role dans la
complexité du probleme. Nous autorisons ainsi a parcourir chaque sommet au plus k fois.
Nous modifions alors la Construction 29 afin de consumer ces passages supplémentaires
avant le choix des triplets au travers des collecteurs d’éléments (Construction 31). Nous
concluons alors sur la non-approximabilité du probleme de déterminer I'existence d’une
solution de taille bornée pour le probleme PCCKEQ (spécialisation du probleme PCCO
pour la recherche d’une diroute k-élémentaire pour tout £ > 1) pour tout ratio (Théoreme
12).

Idée 31. Une diroute k-élémentaire.

Nous avons vu comment construire un digraphe de forte densité avec des transitions
obligatoires a partir d’une instance (X,C) du probléme RX3C. Nous créons un chemin
orienté commencant depuis un nouveau sommet-source s°. Avant de pouvoir atteindre s*
ainsi que le reste des sommets précédemment définis, nous traversons chaque sommet-
élément k — 1 fois. Ainsi, le sommet-cible s97! n’est toujours atteignable qu’a la condition
qu’il existe une couverture exvacte des éléments de X .

Construction 31. Une diroute k-élémentaire.

Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,..., ¢34}
Soit k > 2 un entier. Nous construisons une instance (D = (V,A),Il) du probléme
PCCKEO comme suit :

— Nous ajoutons les sommets-choiz s'

,..., 8% et le sommet-cible st
— Pour chaque élément x; € X, nous ajoutons le sommet-élément x;.
— Pour1<1<q:

— Pour chaque triplet c; € C :

; : Lol !
— Nous ajoutons les sommets-triplet ¢;,, ;5,5 €t ¢y
[

— Nous ajoutons les arcs (s, ¢, ) et (c; 4, ).
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— Soient z,, xp, x. € X les trois éléments du triplet c;.

— Nous ajoutons les arcs (¢}, xa), (Ta,y), (o s), (26, ¢h3), (s, 2c) et
(xc,cé»A).

— Nous ajoutons le collecteur d’éléments o, (c’est-a-dire la succession de
transitions obligatoires) de taille sept (s', ¢} |, za), ()1, Ta, € 9), (Ta, g, 1),
(choyan,cs), (o, chg me), (Cgme, cg) et (e, cja, 8.

Nous ajoutons larc (s, s") pour 1 <1 <q.

Pour tous sommets w et v parmi sT, xy, . xsg, o by, g Gy
! ! ! ! .y ) .
Cl3s- -3 Caq3 €0CT 45y Cagy pour 1 <1 < g, sil’arc (u,v) n'existe pas, nous ajoutons
Uarc (u,v) ainsi que la transition obligatoire (u,v,u) dans II.

- ! ! ! l ! l
Pour tous sommets u et v parmixy, ..., T34, €115+ Caq15 Clas -5 C3q9, 135+ -5 C30.35
cl174, e ,céqA et s pour 1 <1 < q, si larc (u,v) n'existe pas, nous ajoutons l’arc
(u,v) ainsi que la transition obligatoire (u,v,u) dans II.

Nous ajoutons le sommet-source s°.

Pour1<[I<k-1:
— Pour 1 <i < 3q, nous ajoutons le sommet-postiche ¢! ainsi que larc (x5, ().
— Pour 1 < i < 3q — 1, nous ajoutons larc (¢}, x;y1) ainsi que les transitions
obligatoires (x;, ¢!, xip1) et (¢ xipa, CfH}.
Nous ajoutons les arcs (s°,x1) et (Cé“;l,sl) ainsi que les transitions obligatoires
(8% 21, ¢1) et (@, G5y 'y 87
Pour 1 <1 <k —2, nous ajoutons l’arc (zéq,asl) ainsi que la transition obligatoire
<x3q7 Céq7 l’1>.

Nous ajoutons l’arc (s, sY).

g+l ! ! l !
fl’our touls son;mets ulet v parmi k5q1 s xl,...,xsq,l Ci1r- -5 Cag1 kcliz,...,cgqg,
1 - 1 — 1 —
Clas-+1C3030 Clar--sCo0as Giseros ,Cl+q,..., liq et§l+2q,...,(’l+2q pour 1 <

| < gq, silarc (u,v) n'existe pas, nous ajoutons l'arc (u,v) ainsi que la transition
obligatoire (u,v,u) dans II.

Pour tous sommels u et v parmi s°, x1, ..., Z3q, &1, .. oy, Ao g, g

! ! ! 1 k=1 1 k-1 1 E—1 !
C343) Clas -1 Cagar Gs-on( 7Cl+q7'“7 l+q,§l+2q,..., ligqg €L S pour 1 <1 <gq,

st Uarc (u,v) n'existe pas, nous ajoutons l’arc (u,v) ainsi que la transition obligatoire
(u,v,u) dans II.

L’instance (D, IT) contient 3qk + 12¢* + ¢ + 2 sommets, 144¢* + 72¢3k + 24¢> + 9¢*k* +

6¢%k 4+ 37¢%> +9qk +2q + 1 arcs et 144q¢* + 72¢%k + 24¢> + 9¢°k? + 6¢°k + 34¢> + 9gk +2¢ + 1
transitions obligatoires. Chaque sommet du digraphe D posseéde au moins |V| — 2 arcs
sortants. Les sommets, arcs et transitions obligatoires apparaissant dans la succession de

transitions obligatoires entre s

0 1

et s* sont illustrés dans la Figure 3.29. Les sommets-

postiche sont représentés par un pentagone pourpre.

Nous savons que seuls les ¢ sommets-choix s!, ..., s? permettent de choisir librement

un arc sortant. Ainsi, pour chaque sommet-élément et chaque sommet-triplet, seuls les
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arcs appartenant a un collecteur d’éléments peuvent étre empruntés dans une diroute
élémentaire vers le sommet-cible 54!, De méme, tout arc depuis le sommet-source ou un
sommet-choix vers un sommet quelconque n’appartenant pas a un collecteur d’éléments
appartient a un circuit de transitions obligatoires ne passant pas par le sommet-cible.
Ainsi, ces arcs ne peuvent pas étre empruntés dans une diroute élémentaire vers le sommet-
cible s9*1. Enfin, pour chaque sommet-postiche, seuls les arcs appartenant a la succession
de transitions obligatoires du sommet-source s’ vers le sommet-choix s' peuvent étre
empruntés dans une diroute élémentaire vers le sommet-cible s4t!.

Soit P une diroute k-élémentaire dans le digraphe D du sommet-source s au sommet-

cible s7t! respectant les transitions obligatoires II. La diroute P peut étre vue comme un
collecteur de postiches puis un ensemble de x collecteurs d’éléments (chaque collecteur
est une succession de transitions obligatoires). Le collecteur de postiches €2 est un chemin
orienté de transitions obligatoires composé de 6gk —6g+ 1 arcs distincts du sommet-source
5% au sommet-choix s'. Chaque collecteur d’éléments o pour 1 < k < k est un chemin
orienté de transitions obligatoires composé de huit arcs distincts. Le chemin o part du
sommet-choix s* vers un sommet-triplet c;a suivi par son premier sommet-élément z,,

alterne entre ses sommets-triplet et ses sommets-élément suivant le collecteur d’éléments

o jusqu’a atteindre le sommet-choix s"*! (ou le sommet-cible s?*! lorsque k = g¢)
ot = a;? - <Sk’6§71)’ (Cﬁl’x"“)’ (‘T“’Cﬁ?)’ (C;?’xb)’ (xb70§,3)7 (02?73,‘%5), (xc’C;?A)a (c§7473k+1>a

K

pour tout triplet ¢; = {z4, xp, 2.} € C. Ainsi P = Q, o', ..., a".
Chaque collecteur d’éléments o* contient exactement trois sommets-élément parmi les 3¢
existants. Toute diroute k-élémentaire ne peut utiliser que 6gk + 2q + 1 arcs.

Théoreme 12. Déterminer l’existence d’une solution de taille bornée pour le probleme
PCCKEQ est un probléeme non-approximable pour tout ratio, sauf si P = NP, méme
dans un digraphe de forte densité (1 — IVI%I)

Démonstration. Soit (X,C) une instance du probleme RX3C avec X = {z1,...,x3,} et
C ={c1,...,c3,}. Soient (D, II) le digraphe et les transitions obligatoires associées suivant
la Construction 31 depuis (X,C,\). Soient s° le sommet-source, s+ le sommet-cible et
w = 6gk + 2q + 1.
Le probleme PCCKEQ est clairement dans N'P. De plus, construire (D,II) & partir de
I'instance (X', C) est polynomial.

Supposons que P est une diroute k-élémentaire dans le digraphe D du sommet-source
5% au sommet-cible s9*! respectant les transitions obligatoires II. Construisons une cou-
verture exacte S de X :

— Pour 1 < k < ¢, si l'arc (s*, cg‘?,l) est dans P alors nous ajoutons le triplet ¢; dans S.
La diroute P emprunte ¢ collecteurs d’éléments (représentant chacun un triplet) passant
par exactement 3¢ sommets-élément différents. Les propriétés d’unicité et de totalité sont

respectées par S. Ainsi, S est une couverture exacte de X.

Supposons qu’il existe une couverture exacte S pour l'instance (X,C) du probléme
RX3C. Construisons une diroute k-élémentaire P’ dans le digraphe D du sommet-source

5" au sommet-cible s?*! respectant les transitions obligatoires II :
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— La diroute P’ part du sommet-source s° et suit les arcs du collecteur de postiches
jusqu’au sommet-choix s!.

— Soient ¢4, ..., ¢, les triplets de S.

— Pour chaque triplet ¢; = {4, 2, 2.} € S pour 1 < j < ¢, nous ajoutons les arcs
(Sjvc;',l)7 (C;',lama)v (Iaac;,2)7 (C;',27xb)’ ‘(lilhcj‘,?,)v (C;‘,Sv'rC)a (xC’C;'A) et (C;',478]+1) du
collecteur d’éléments correspondant 04;-.

La diroute élémentaire P’ contient exactement 6¢k + 2¢ + 1 arcs, part du sommet-source
s, termine sur le sommet-cible s?™! et respecte les transitions obligatoires. P’ est une

solution pour le probleme PCCKEQ.

Ainsi, il existe une solution pour l'instance (X,C) du probleme RX3C si et seulement
s’il existe, dans I'instance (D, IT) associée du probleme PCCKFEQO, une diroute élémentaire
de taille 6¢gk 4 2¢ + 1, commencant depuis le sommet-source s°, terminant sur le sommet-
cible s?*! et respectant les transitions obligatoires. ]

A N

it ™~ — < — G

G G

—
=

PN\ A PN AN
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v v

G

FIGURE 3.29 — Illustration de la Construction 31 pour l'instance (X,C) du probleme
RX3C avec X = {1,...,6} et C = {{1,2,3}, {2,3,4}, {1,2,6}, {1,5,6}, {3,4,5},
{4,5,6}} avec k = 3.

Nous avons montré que trouver un Plus Court Chemin avec Transitions Obligatoires
est un probleme admettant une résolution en temps polynomial dans le cas général, mais
est un probleme difficile pour la recherche d’une diroute élémentaire, méme pour des
topologies de graphes tres restreintes. Dans la prochaine section, nous nous penchons sur
le probleme de la tournée lorsque plusieurs sommets sont des cibles et non plus un seul.
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3.3 Recherche d’une tournée

Dans cette section, nous étudions le probleme de la Tournée avec Transitions ODbli-
gatoires selon les propriétés recherchées pour ladite tournée. Nous y présentons quatre
résultats principaux :

1. La non-approximabilité du probleme de la Tournée avec Transitions Obligatoires
lorsque tous les sommets sont des cibles (Théoreme 13).

2. La N'P-complétude du probléme de I'existence d’'un Cycle Hamiltonien avec Tran-
sitions Obligatoires méme dans un graphe complet (Théoreéme 14).

3. La N'P-complétude du probléme de l'existence d’'un Cycle élémentaire Maximum
avec Transitions Obligatoires de taille bornée méme dans un graphe complet (Théo-
réme 15).

4. L’impossibilité pour un algorithme de garantir trouver un Cycle élémentaire Maxi-
mum avec Transitions Obligatoires de taille strictement supérieure a trois méme
dans un graphe complet (Théoreme 16).

Carte 29. Le probléme de la Tournée avec Transitions Obligatoires est NP-
complet (Théoremes 13 et 15).

Points d’étape :

1. Non-approximabilité, pour tout ratio, du probleme de la Tournée avec Transitions
Obligatoires lorsque tous les sommets sont des cibles méme dans un digraphe
complet symétrique (Construction 32 - Théoreme 13).

2. N'P-complétude du probléme de 'existence d’'un Cycle Hamiltonien avec Tran-
sitions Obligatoires méme dans un graphe complet (Construction 33 - Théoréme
14).

3. N'P-complétude du probléme de I'existence d’un Cycle élémentaire Maximum avec

Transitions Obligatoires de taille bornée méme dans un graphe complet (Construc-
tion 34 - Théoreme 15).

4. Impossibilité pour un algorithme de garantir trouver un Cycle élémentaire Maxi-
mum avec Transitions Obligatoires de taille strictement supérieure a trois méme
dans un graphe complet (Construction 35 - Théoréeme 16).

Nous montrons en premier lieu que déterminer l’existence d’une solution de taille
bornée pour le probleme de la Tournée avec Transitions Obligatoires est un probléme
non-approximable pour tout ratio lorsque tous les sommets sont des cibles, méme si le
digraphe est complet symétrique. Nous nous réduisons a une version restreinte du pro-
bleme de la Couverture Exacte par des triplets (RX3C). Nous savons que dans toute
solution pour une instance quelconque du probleme RX3C, chaque élément ne peut étre
couvert que par un unique triplet (propriété d’unicité). Nous garantissons ’équivalent de
cette propriété dans le digraphe en empéchant de choisir plus de triplets que le nombre
nécessaire lorsque l'instance contient une solution. De méme, chaque triplet doit couvrir
ses trois éléments (propriété de totalité). Nous créons alors un collecteur d’élément pour

186



chaque triplet sous la forme d’une succession de transitions obligatoires. Toute diroute
solution est contrainte de passer par les sommets-éléments associés aux sommets-triplets
sélectionnés. Nous ajoutons finalement un collecteur de triplets et toutes les arétes man-
quantes pour obtenir un digraphe complet symétrique dans lequel il est possible de passer
par tous les sommets (Construction 32). Nous prouvons alors que déterminer I'existence
d’une solution de taille bornée pour le probleme de la Tournée avec Transitions Obliga-
toires est un probléme non-approximable pour tout ratio lorsque tous les sommets sont
des cibles, méme dans un digraphe complet symétrique (Théoréme 13).

Déterminer 'existence d’une solution de taille bornée pour le probleme de la Tournée
avec Transitions Obligatoires est un probléme non-approximable pour la recherche d’une
diroute élémentaire entre deux sommets, mais aussi pour la recherche d’'une diroute pas-
sant par tous les sommets du graphe. Nous nous penchons alors sur le probleme du Cycle
Hamiltonien avec Transitions Obligatoires. Nous partons d’un graphe connexe k-régulier
(k > 3, k impair) contenant un nombre pair de sommets et ajoutons les arétes man-
quantes en les interdisant a I’aide de cycles de transitions obligatoires (Construction 33).
Nous montrons alors que déterminer l'existence d'un Cycle Hamiltonien avec Transitions
Obligatoires est un probléeme N'P-complet méme dans un graphe complet (Théoréme 14).

Nous relachons alors la contrainte de passer par tous les sommets du graphe pour nous
pencher sur l'existence d'un cycle élémentaire. L’objectif est de trouver le plus grand en-
semble de sommets admettant un cycle élémentaire respectant les transitions obligatoires.
Nous procédons a une réduction a partir du probleme du Cycle Hamiltonien avec Tran-
sitions Obligatoires dans les graphes complets en ajoutant un grand nombre de sommets
contraints dans des cycles de transitions obligatoires (Construction 34). Nous montrons
alors que déterminer I'existence d’'un Cycle élémentaire Maximum avec Transitions Obli-
gatoires de taille bornée est un probléme NP-complet méme dans un graphe complet
(Théoreme 15). Finalement, nous construisons une infinité de graphes complets dont le
plus grand cycle élémentaire est petit (Construction 35). Nous montrons alors qu’aucun
algorithme ne peut garantir trouver un Cycle élémentaire Maximum avec Transitions
Obligatoires de taille strictement supérieure a trois (Théoreme 16).

3.3.1 Non-approximabilité pour une tournée totale

Carte 30. Le probleme TTO est non-approximable pour tout ratio méme si
le digraphe est complet symétrique (Théoréme 13).

Départ : Le probleme PCCO est non-approximable pour la recherche d’une diroute
élémentaire (Construction 27).

Points d’étape :

1. Non-approximabilité dans un digraphe complet symétrique (Construction 32 -
Théoréme 13).

Nous étendons le résultat de non-approximabilité du probléeme de déterminer 1'exis-
tence d’une solution de taille bornée pour le probléme PCCEO (spécialisation du probléme
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PCCO pour la recherche d'une diroute élémentaire) au probleme 77O, lorsque tous les
sommets sont des cibles. Pour ce faire, nous complétons la construction 27 de telle sorte
que chaque sommet apparait dans une diroute si et seulement s’il existe une solution pour
le probleme RX3C. Nous créons ainsi un collecteur de triplets permettant d’atteindre
tous les sommets-triplet précédemment ignorés. Toute solution est alors décomposable en
q collecteurs d’éléments suivis par un collecteur de triplets. Nous ajoutons finalement les
arcs manquants afin d’obtenir un digraphe complet symétrique (Construction 32). Nous
concluons alors sur la non-approximabilité du probleme de déterminer I'existence d’une
solution de taille bornée pour le probleme 770 (Théoreme 13).

Idée 32. Une diroute passant par tous les sommets.

Nous avons vu comment construire un digraphe avec des transitions obligatoires a partir
d’une instance (X,C) du probléme RX3C. Les sommets-élément y sont considérés comme
des cibles indirectes. Contrairement au probléeme PCCO, nous désignons cette fois l’en-
semble des sommets du digraphe comme cibles. Nous réutilisons les collecteurs d’éléments
pour conserver la véracité des propriétés d’unicité et de totalité, mais nous ajoutons éga-
lement un collecteur de triplets permettant de passer par l’ensemble des sommets-triplet
une fois tous les sommets-éléments traversés. Une fois ces collecteurs définis, nous ajou-
tons l’ensemble des arcs absents selon la méthode de la Construction 28 afin d’obtenir un
digraphe complet symétrique.

Construction 32. Une diroute passant par tous les sommets.
Soit (X,C) une instance du probléme RX3C avec X = {x1,...,x3,} et C ={c1,..., ¢34}
Nous construisons une instance (D = (V, A),I1) du probléme TTO comme suit :

— Nous ajoutons les sommets-choiz s', ..., s ainsi que le sommet-intermédiaire si+1.

— Pour chaque élément x; € X, nous ajoutons le sommet-élément x;.
— Pour1<1<q:
— Pour chaque triplet c¢; € C :

— Nous ajoutons les sommets-triplet Cé',p 6272, 02-,3 et 63-74.

- ; (I AR
Nous ajoutons les arcs (s',¢;,) et (¢;4,87).

— Soient x,, xp, x. € X les trois éléments du triplet c;.

— Nous ajoutons les arcs (¢}, xa), (Ta,y), (o), (26, ¢h3), (s, 2c) et
(xc,cé»A).

— Nous ajoutons le collecteur d’éléments o, (c’est-a-dire la succession de
transitions obligatoires) de taille sept (s', ¢ 1, za), ()1, Ta, € 5), (Ta, g, 1),
<C§‘72>$b7cé‘,3>7 <xbvcé,3>$0>7 <C§»73,QSC,C§-,4> et <xc’cj,47$l+1>'

— Nous ajoutons le sommet final F.
— Nous ajoutons un collecteur de triplets sous la forme d’un circuit de transitions
obligatoires commencant par le sommet-intermédiaire s, puis traversant dans

Vordre ¢y, ...,cl 1, Cloy. .. Clo, Cigyo Cls, iy €]y et le sommet final F.
— Pour tous sommets u etv parmis', ..., s F oy, @3, Gy, €1 Clgy e Clg,
cjl-g, s Cla, 0}4, ..., Chy, si Uare (u,v) n'existe pas, nous ajoutons l'arc (u,v) ainsi

que la transition obligatoire (u,v,u).
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L’instance (D, 1) contient 12¢* + 4q + 2 sommets, 144¢* + 964> + 52¢* + 12q + 2 arcs
et 144q* + 96¢> + 49¢* 4 12q¢ + 2 transitions obligatoires.

Nous savons que seuls le sommet-source s* et les ¢ — 1 sommets-choix s2, ..., s? per-
mettent de choisir librement un arc sortant. Ainsi, pour chaque sommet-élément et chaque
sommet-triplet, seuls les arcs appartenant a un collecteur d’éléments ou a un collecteur
de triplets peuvent étre empruntés dans une diroute passant par tous les sommets. De
méme, tout arc depuis un sommet-choix vers un sommet quelconque n’appartenant pas a
un collecteur d’éléments appartient a un circuit de transitions obligatoires ne permettant
pas de passer par tous les sommets. Ainsi, ces arcs ne peuvent pas étre empruntés.

Soit P une diroute dans le digraphe D partant du sommet-source s', passant par
tous les sommets et respectant les transitions obligatoires II. La diroute P peut étre vue
comme un ensemble de k collecteurs d’éléments suivis par un collecteur de triplet (chaque
collecteur est une succession de transitions obligatoires). Chaque collecteur d’éléments
of pour 1 < k < K est un chemin orienté de transitions obligatoires composé de huit
arcs distincts. Le chemin o' part du sommet-source s' vers un sommet-triplet ¢}, et suit
le collecteur d’éléments associé %1 jusqu’a atteindre le sommet-choix s2. Le chemin o”
(k # 1) part du sommet-choix s* vers un sommet-triplet cﬁa suivi par son premier sommet-
élément x,, alterne entre ses sommets-triplet et ses sommets-élément suivant le collecteur

d’éléments a;? jusqu’a atteindre le sommet-choix s**1 (ou le sommet-intermédiaire si+

_ ok ok (kL i ki ki k k
lorsque k = q) : ¥ = af = (s%,¢f1), (¢f1,%a), (Ta;Cla), (Cfa, 1), (T1,C53), (¢f3,7c),
(e, cfy), (cF g, s"1h), pour tout triplet ¢; = {4, 2, 2.} € C. Le collecteur de triplets Q
part du sommer-intermédiaire s?*! puis traverse dans l'ordre 0]1-71, e 703',17 0}72, e ,03-72,

1

Cigy- - ,0373, 0}74, e ,03,4 et le sommet final F. Ainsi P = ot, ..., a" Q.
Chaque collecteur d’éléments o contient exactement trois sommets-élément parmi les 3¢

existants. Toute diroute ne peut utiliser moins de 3¢* + 8¢ + 1 arcs.

Théoreme 13. Déterminer [’existence d’une solution de taille bornée pour le probleme
TTO est un probléme non-approzimable pour tout ratio, sauf si P = NP, méme dans un
digraphe complet symétrique.

Démonstration. Soit (X,C) une instance du probleme RX3C avec X = {w1,...,x3,} et
C ={ci,...,c3,}. Soient (D, II) le digraphe et les transitions obligatoires associées suivant
la Construction 32 depuis (X,C, \). Soient s' le sommet-source et w = 3¢* + 8¢ + 1.

Le probleme TTO est clairement dans NP. De plus, construire (D, II) & partir de l'ins-
tance (X, C) est polynomial.

Supposons que P est une diroute dans le digraphe D partant du sommet-source s,
passant par tous les sommets et respectant les transitions obligatoires II. Construisons
une couverture exacte S de X :

— Pour 1 < k < ¢, si l'arc (s*, C§,1) est dans P alors nous ajoutons le triplet ¢; dans S.

La diroute P emprunte ¢ collecteurs d’éléments (représentant chacun un triplet) passant
par exactement 3¢ sommets-élément différents. Les propriétés d’unicité et de totalité sont
respectées par S. Ainsi, S est une couverture exacte de X.
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Supposons qu’il existe une couverture exacte S pour l'instance (X,C) du probléme
RX3C. Construisons une diroute P’ dans le digraphe D partant du sommet-source s,
passant par tous les sommets et respectant les transitions obligatoires II :

— La diroute P’ part du sommet-source s'.

— Soient ¢1, ..., ¢, les triplets de S.

— Pour chaque triplet ¢; = {z4, 7, 2.} € S pour 1 < j < ¢, nous ajoutons les arcs

q; ons
(Sjac;',l)7 (C;',lvxa)v ("L’aac;ﬂ)v (C;',Q,xb)a (xb7c;73)7 (6?'7371’0), IL‘C,C;-A) et (0;7478j+1) du

collecteur d’éléments correspondant oz;.

— Nous ajoutons un chemin partant du sommet-intermédiaire s?™! puis passant dans
) 1 a 1 a 1 qa 1 q :
Vordre par les sommets ¢;,..., ¢, CjoyevnyCioy Cigyev3Clgy Cigy oo, Cy €6 termi-

nant sur le sommet final F'.
La diroute P’ contient exactement 3¢> + 8¢ + 1 arcs, part du sommet-source s', passe

par tous les sommets et respecte les transitions obligatoires. P’ est une solution pour le
probleme TTO.

Ainsi, il existe une solution pour l'instance (X,C) du probleme RX3C si et seulement
s'il existe, dans l'instance (D, II) associée du probléme TTO, une diroute de taille 3¢* +
8q+1, commencant depuis le sommet-source s!, passant par tous les sommets et respectant
les transitions obligatoires. O

3.3.2 NP-complétude pour la recherche d’un cycle Hamiltonien

Carte 31. Déterminer l’existence d’un Cycle Hamiltonien avec Transitions
Obligatoires est un probléme NP-complet, méme si le graphe est complet
(Théoréme 14).

Départ : Déterminer I'existence d’un cycle Hamiltonien est un probléme NP-complet
méme dans un graphe connexe k-régulier (k > 3, k impair) contenant un nombre pair
de sommets [47].

Points d’étape :

1. N'P-complétude dans un graphe complet (Construction 33 - Théoréme 14).

Une instance du probleme de la recherche d’un cycle Hamiltonien est composée d'un
graphe G = (V, E). Une solution est une suite d’arétes formant un cycle Hamiltonien.
Nous nous réduisons a une version restreinte ou |V| est un nombre pair et ou G est un
graphe connexe k-régulier pour £ > 3 avec k impair. Nous ajoutons les arétes manquantes
afin de former un graphe complet mais nous les interdisons a 1’aide de transitions obliga-
toires (Construction 33). Nous concluons alors sur la N'P-complétude du probléeme de la
recherche d'un cycle Hamiltonien respectant les transitions obligatoires (Théoreme 14).
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Idée 33. Un cycle passant par tous les sommets.

Nous partons d’une instance G = (V, E) du probléme de la recherche d’un cycle Hamil-
tonien ou G est un graphe connexe k-régulier pour k > 3 avec k impair. Pour obtenir
un graphe complet, nous ajoutons toutes les arétes manquantes. Ces nouvelles arétes ne
doivent appartenir a aucune solution. Ainsi, chaque solution pour une instance est aussi
solution dans l'autre instance. Pour ce faire, nous recherchons un cycle Eulérien (qui
existe toujours dans le sous-graphe induit par les nouvelles arétes), et nous forgcons tout
parcours passant par ces nouvelles arétes a le suivre. Un cycle Eulérien dans un graphe
plus dense qu’un chemin ne peut pas étre un cycle Hamiltonien. Notre graphe est alors un
graphe complet, mais seules les arétes initiales peuvent étre utilisées dans une solution.

Construction 33. Un cycle passant par tous les sommets.

Soit G = (V, E) un graphe connexe k-réqulier (k > 3, k impair), avec |V| = n pair et
n > k 4+ 3. Nous construisons le graphe G' = (V, E') et ses transitions obligatoires 11
comme suit :

— Pour chaque paire de sommet u,v € V, nous ajoutons l'aréte (uv) si et seulement

si (uwv) ¢ E.
— Soient Hy, ..., H, les composantes connexes du graphe G’ tel que défini dans les
étapes précédentes (chaque composante est k-réguliére pour k pair).
— Soient CF ... ,C¥ des cycles Eulériens respectivement associés aux composantes
Hy,...,H,..
— Pour1<i<k:
— Soient (ujusg), (ugug), (uguy), ..., (w_1w), (wuy) les arétes du cycle Eulérien
CE,
— Nous ajoutons les transitions obligatoires (uy, us, us), (Us, Uz, Uq), - - ., (W1, Uz, u1),
<Ul, Uy, U2> .
— Pour chaque paire de sommet u,v € V, nous ajoutons laréte (uv) si et seulement
si (uwv) € E.

Le nombre de sommets |V est pair. Nous avons ajouté k' = |V|—k —1 (pair) nouvelles
arétes a chaque sommet. Ainsi, le graphe H = (V, E'\ E') admet toujours un cycle Eulérien
pour chacune de ses composantes connexes. Un graphe 3-régulier est illustré dans la Figure
3.30. Les nouvelles arétes suivant la Construction 33 ainsi que les transitions obligatoires
associées sont illustrées dans la Figure 3.31.

Théoreme 14. Déterminer [’existence d’un cycle Hamiltonien respectant les transitions
obligatoires associées est un probléme N'P-complet, méme si le graphe est complet.
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6 )

FiGURE 3.30 — Un graphe 3-régulier contenant 8 sommets.

1 2

Agh
4K ZEN

N/
] [/

6 5

NN/

/ \

F1GURE 3.31 — Illustration des nouvelles arétes et des transitions obligatoires suivant la
Construction 33 depuis 'instance de la Figure 3.30.

Démonstration. Soit (G = (V, E)) une instance du probléme de la recherche d'un cycle
Hamiltonien avec G’ un graphe connexe k-régulier (k > 3, k impair), |V| = n pair et
n > k + 3. Soient (G' = (V,E’),1I) le graphe et les transitions obligatoires associées
suivant la Construction 33 depuis (G).
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Le probleme de la recherche d'un Cycle Hamiltonien avec Transitions Obligatoires est
clairement dans A'P. De plus, construire (G’, IT) a partir de l'instance (G) est polynomial.

Supposons qu’il existe un cycle Hamiltonien S dans le graphe G. L’ensemble des
arétes utilisées dans S sont présentes dans le graphe G’. Il n’existe aucune transition
obligatoire ayant pour aréte de téte ou de queue I'une des arétes de S. Ainsi, S est un
cycle Hamiltonien de G’ respectant les transitions obligatoires II.

Supposons qu’il existe un cycle Hamiltonien S dans G’ respectant les transitions obli-
gatoires II. Soient (viv), (vov3), (V3v4), ..., (Un_1U,), (v,v1) les arétes du cycle Hamilto-
nien S, pour n = |V|. Supposons qu’il existe une aréte (v;v;11) exclusive au graphe G’
((wiui1) € E'\E) dans S. Soit CJ le cycle Eulérien auquel aréte (u;u;41) est associée.
Par construction, 'aréte (u;u;41) appartient & un cycle de transitions obligatoires suivant
exactement le cycle Eulérien C’]E . Par conséquent, le cycle Hamiltonien S doit suivre le
cycle Eulérien C]E, ce qui est une contradiction. Toutes les arétes du cycle Hamiltonien S
sont présentes dans le graphe G. Ainsi, S est un cycle Hamiltonien du graphe G. O

3.3.3 N'P-complétude pour la recherche du plus grand cycle élé-
mentaire

Carte 32. Déterminer l’existence d’un Cycle élémentaire Maximum avec
Transitions Obligatoires de taille au moins /n > 4 est un probléme NP-
complet, méme si le graphe est complet (Théoréme 15).

Départ : Déterminer l'existence d'un Cycle Hamiltonien avec Transitions Obligatoires
est un probléeme NP-complet méme dans un graphe complet (Théoréme 14).

Points d’étape :

1. N'P-complétude dans un graphe complet (Construction 34 - Théoréme 15).

Une instance du probleme de la recherche d’un Cycle élémentaire Maximum avec Tran-
sitions Obligatoires, composée d'un graphe G = (V, E) et de transitions obligatoires II,
est associée & une mesure : le nombre de sommets (ou d’arétes) dans le cycle. Une solution
est une suite d’arétes de taille k£ formant un cycle élémentaire dans le graphe G et respec-
tant les transitions obligatoires 1I. Nous nous réduisons au probleme de la recherche d'un
Cycle Hamiltonien avec Transitions Obligatoires dans un graphe complet. Nous ajoutons
des paires de sommets formant un cycle de transitions obligatoires avec chacun des autres
sommets (Construction 33). Nous concluons alors sur la N'P-complétude du probléme

de la recherche d'un cycle élémentaire maximum respectant les transitions obligatoires
(Théoreme 14).

Idée 34. Un cycle passant par le plus grand nombre de sommets.

Nous avons vu que le probleme de la recherche d’un cycle Hamiltonien avec des transitions
obligatoires est un probléme N'P-complet dans les graphes complets. Nous nous réduisons d
ce probléme. A partir d’un graphe complet associé a certaines transitions obligatoires, nous
ajoutons un nombre arbitrairement grand de couples de sommets (u,v) et des transitions
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obligatoires de telle sorte que tout parcours passant par l'un de ces sommets est piégé
dans un cycle de transitions obligatoires entre les sommets u et v. Tout cycle passant
par les nouveauxr sommets est de taille au plus quatre. Ainsi, tout cycle Hamiltonien
dans linstance initiale existe dans la nouvelle instance et tout cycle élémentaire de taille
supérieure a quatre dans la nouvelle instance existe dans l'instance initiale.

Construction 34. Un cycle passant par le plus grand nombre de sommets.
Soient G = (V, E) un graphe complet et 11 ses transitions obligatoires. Nous construisons
le graphe G' = (V' E') et ses transitions obligatoires 1" comme suit :

— Pour chaque sommet u € V', nous ajoutons le sommet-commun .
— Pour chaque aréte (u,v) € E, nous ajoutons l’aréte (u,v).

— Soit Q un grand nombre pair avec ) >> |V|.

— Nous ajoutons ) sommets wi,... wh et w?, ... w3,
2 2
— Pour chaque paire de sommet u,v € V, nous ajoutons l'aréte (uv) si et seulement
st (uv) ¢ F.
— Pourlgz’g% :
— Pour tout sommet u € {(VUw}, ... wh,w? ... wd)\{w},w?}}, nous ajoutons
2 2

la transition obligatoire (W, u,w?).

Le graphe G’ est un graphe complet contenant 2+ |V| sommets. La paire de sommets
wi, w? ainsi que trois sommets-commun quelconques sont illustrés dans la Figure 3.32.
Nous pouvons voir que toute paire de sommets w apparait dans un cycle élémentaire de
taille quatre. Dans la Figure 3.32, la paire de sommets w;, w? apparait par exemple dans
le cycle de taille quatre wi, uy, wW?, us.

Uy Uz Uus

FIGURE 3.32 — Représentation d'une paire de nouveaux sommets suivant la Construction

34.

Avant de montrer que le probléeme de la recherche d’un cycle élémentaire avec tran-
sitions obligatoires est un probléme NP-complet dans notre cas restreint, nous évaluons
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la taille du plus grand cycle élémentaire respectant les transitions obligatoires dans 'ins-
tance (G',II') pour une valeur particuliere de 2. Soient n = |V] et x € N deux entiers.
Soit 2 = n® — n. Le graphe G’ contient n* sommets. Aucun cycle élémentaire passant
par une paire de sommets w ne peut avoir une taille supérieure a quatre. Si le graphe G
contient un cycle Hamiltonien S respectant les transitions obligatoires II, alors S est le
plus grand cycle élémentaire dans G’, de taille n et respectant les transitions obligatoires
IT". Ainsi 'instance (G',II') contient un cycle élémentaire de taille ¢/n si et seulement si
I'instance (G, 1II) contient un cycle Hamiltonien.

Théoreme 15. Déterminer s’il existe un Cycle élémentaire Maximum avec Transitions
Obligatoires de taille au moins </n >4 (v € N*) est un probléme N'P-complet, méme si
le graphe est un graphe complet de taille n.

Démonstration. Soit (G = (V, E),II) une instance du probleme de la recherche d'un
Cycle Hamiltonien avec Transitions Obligatoires, avec G' un graphe complet de taille
n > 4. Soient (G’ = (V', E’),1I) le graphe et les transitions obligatoires associées suivant
la Construction 34 depuis (G, II).

Le probléme de la recherche d’un Cycle élémentaire Maximum avec Transitions Obliga-
toires est clairement dans N'P. De plus, construire (G’,Il') a partir de l'instance (G, 1)
est polynomial.

Supposons qu’un cycle élémentaire contienne un sommet quelconque w;. Soit u # w?
le deuxieme sommet du cycle (si w? est le sommet u, alors quelque soit le sommet suivant
le cycle sera de taille au plus trois, une transition obligatoire forgant le retour au point
de départ). En raison de la transition obligatoire (w}, u,w?), le troisitme sommet du cycle
doit étre le sommet w?. Quelque soit le sommet v suivant, le cycle terminera sur w; en
raison de la transition obligatoire (w?, v,w}). Le raisonnement est symétrique pour un
sommet quelconque w?. Ainsi, aucun cycle élémentaire de taille supérieure a quatre ne

peut contenir un sommet w.

Supposons qu’il existe un cycle Hamiltonien S dans le graphe G respectant les transi-
tions obligatoires II. L’ensemble des arétes utilisées dans S sont présentes dans le graphe
G'. Il n’existe aucune transition obligatoire ayant pour aréte de téte et de queue I'une des
arétes de E'\E dans II'\II. Ainsi, S est un cycle élémentaire de taille n dans G’ respec-
tant les transitions obligatoires IT'. Aucun sommet de V'\V ne pouvant appartenir a un
cycle élémentaire de taille supérieure, S est ainsi le plus grand cycle élémentaire dans G’
respectant les transitions obligatoires IT'.

Supposons qu'il existe un cycle élémentaire maximum S de taille |S| dans G’ respectant
les transitions obligatoires IT'. Supposons que la taille du cycle élémentaire est strictement
inférieure a n. Il n’existe aucun cycle élémentaire passant par les n sommets-commun.
Ainsi, il n’existe aucun cycle Hamiltonien dans le graphe G respectant les transitions
obligatoires II. Au contraire, supposons que la taille du cycle élémentaire est au moins
égale & n. Aucun sommet de V'\V ne peut appartenir a ce cycle élémentaire S. Tous les
sommets de S sont des sommets-commun présents également dans le graphe G. Aucune
transition obligatoire ayant pour aréte de téte et de queue I'une des arétes de E'\E

195



dans II'\II n’existe. Ainsi, S est un cycle Hamiltonien dans le graphe G respectant les
transitions obligatoires II. Il existe un cycle élémentaire maximum de taille au moins
n dans G’ respectant les transitions obligatoires II" si et seulement s’il existe un cycle
Hamiltonien dans le graphe G respectant les transitions obligatoires II. [

3.3.4 Limite structurelle dans les graphes complets pour la re-
cherche du plus grand cycle élémentaire

Carte 33. Aucun algorithme ne peut garantir trouver un Cycle élémentaire
Maximum avec Transitions Obligatoires de taille strictement supérieure a
trois, méme si le graphe est complet (Théoréme 16).

Départ : Tout graphe complet de taille n admet une décomposition en cycles de taille
k si et seulement si n est impair, 3 <k <n et n(n —1) =0 (mod 2k) [4, 49].
Points d’étape :

1. Inexistence d'un cycle élémentaire avec transitions obligatoires de taille stricte-
ment supérieure a trois dans une infinité de graphes complets (Construction 35 -
Théoréme 16).

Soient n et k deux entiers positifs. Tout graphe complet de taille n admet une décom-
position en cycles de taille k si et seulement si n est impair, 3 <k <netn(n—1) =0
(mod 2k). Nous utilisons cette décomposition pour créer des cycles de transitions obli-
gatoires de taille £ (Construction 35). Nous concluons alors sur 'inexistence d’un cycle
élémentaire avec transitions obligatoires de taille strictement supérieure a trois dans une
infinité de graphes complets (Théoreme 16).

Idée 35. Des graphes complets contenant seulement des petits cycles élémentaires.
Nous savons que tout graphe complet de taille n admet une décomposition en cycles de
taille k si et seulement sin est impair, 3 < k <n etn(n—1) =0 (mod 2k). Nous partons
d’un graphe complet puis nous le décomposons en cycles de taille k. Nous créons ensuite,
pour chacun de ces cycles, un cycle de transitions obligatoires. Ainsi, seuls ces cycles sont
des cycles élémentaires respectant les transitions obligatoires.

Construction 35. Des graphes complets contenant seulement des petits cycles élémen-
taires.

Soit G = (V, E) un graphe complet de taille impaire n. Soit 3 < k < n un entier, avec
n(n —1) =0 (mod 2k). Nous ajoutons au graphe G = (V, E) les transitions obligatoires
IT définies comme suit :

— Soient C = {C4,...,Cy} les cycles du graphe G suivant sa décomposition en cycles

de taille k.
— Pour chaque cycle C; € C' :

— Soient uq, ..., ug les sommets du cycle C;.
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— Nous ajoutons le cycle de transitions obligatoires (uy, usg,us), (us, us, usg), ...,
<U]€,2, Uk—1, uk>7 <uk717 Uk, 'U,1> et <uk> Uy, 'LL2> .

La Construction 35 est illustrée dans la Figure 3.33.

Uy

Uus U2
FI1GURE 3.33 — Illustration de la Construction 35 pour n = k = 3.

Théoréme 16. Aucun algorithme ne peut garantir trouver un Cycle élémentaire Maxi-
mum avec Transitions Obligatoires de taille strictement supérieure a trois, méme si le
graphe est complet.

Démonstration. Soit (G = (V, E)) un graphe complet de taille impaire n. Soit 3 < k <n
un entier, avec n(n — 1) = 0 (mod 2k). Soient (G = (V, E), II) le graphe et les transitions
obligatoires associées suivant la Construction 35 depuis (G).

Supposons qu’il existe un cycle élémentaire S dans le graphe G qui respecte les tran-
sitions obligatoires 1I. Supposons que le cycle élémentaire S contient au moins k£ + 1
sommets. Soient uq, ..., ug, upr1 les k+ 1 premiers sommets de S. Par construction, nous
savons qu’il existe un cycle de transitions obligatoires contenant exactement les sommets
Ui, ..., u. Ainsi, un tel cycle élémentaire ne peut exister. Aucun cycle élémentaire n’a
une taille strictement supérieure a k. Au contraire, uq, ..., u; est un cycle élémentaire de
taille & dans le graphe G respectant les transitions obligatoires II.

Prenons k = 3. Soient [ un entier positif impair et n = 2kl. Nous avons bien n(n—1) =
2k x 2I°k — 2k x [ = 6 x 6] — 6 x | qui est un multiple de 2k (= 6). Par construction,
aucun cycle élémentaire de taille supérieure a trois ne peut exister. O
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3.4 Conclusion du chapitre

La plupart des problemes algorithmiques sont triviaux ou faciles a résoudre dans les
chemins, les graphes de faible diametre, ainsi que les graphes de forte ou faible densité.
Bien que I’'ajout de transitions obligatoires puisse conduire a la perte de solutions dans les
problemes de tournées, nous avons montré que les problemes de la Tournée Multi-cibles
avec Transitions Obligatoires (TMO), de la Tournée Totale avec Transitions Obligatoires
(TTO), du Plus Court Chemin avec Transitions Obligatoires (PCCO), du Plus Court
Chemin Elémentaire avec Transitions Obligatoires (PCCEQ), du Plus Court Chemin
k-Elémentaire avec Transitions Obligatoires (PCCKEO), du Circuit Eulérien avec Tran-
sitions Obligatoires (CEQ), du Cycle Hamiltonien avec Transitions Obligatoires (CHO)
et du Cycle Elémentaire Maximum avec Transitions Obligatoires (CEMO) admettent une
résolution en temps polynomial pour certaines topologies de graphes. Il s’agit d’un chemin
ou d’une étoile pour les problemes TMO et TTO (Théoremes 2 et 3), d’un graphe quel-
conque pour le probleme PCCO (Théoréme 7), d'un chemin ou d’un complet symétrique
pour les problemes PCCEO et PCCKFEO (Théoréeme 4), d'un graphe quelconque pour le
probleme CEO (Théoreme 5) et d'un graphe de faible densité pour les problemes CHO
et CEMO (Théoreme 6). Nous avons également montré que le probleme TMO admet une
résolution en temps polynomial si le nombre de cibles est constant (Théoréme 2).

Cependant, nous avons montré que déterminer I'existence d’une solution (de taille
bornée ou non) pour les problemes de la Tournée Multi-cibles avec Transitions Obliga-
toires (TMO), de la Tournée Totale avec Transitions Obligatoires (7'70), du Plus Court
Chemin Elémentaire avec Transitions Obligatoires (PCCEQ), du Plus Court Chemin k-
Elémentaire avec Transitions Obligatoires (PCCKEQ), du Cycle Hamiltonien avec Tran-
sitions Obligatoires (CHO) et du Cycle Elémentaire Maximum avec Transitions Obliga-
toires (CEMO) est un probléme difficile (AP-complet ou non-approximable) dans d’autres
topologies de graphes tres restreintes, comme les digraphes complets symétriques. Déter-
miner l'existence d’une solution de taille bornée pour les problemes TMO et TTO est un
probléme non-approximable pour tout ratio méme si le digraphe est complet symétrique
(Théoreme 13). Déterminer 'existence d’une solution de taille bornée pour le probléme
PCCEQO est un probleme non-approximable pour tout ratio, méme si le graphe est de
forte ou faible densité (Théoremes 10 et 11). Déterminer l'existence d’une solution de
taille bornée pour le probleme PCCKFEQ est un probleme non-approximable pour tout
ratio, méme si le graphe a une forte densité (Théoreme 12). Déterminer 'existence d’un
CHO est un probleme N'P-complet méme dans un graphe complet (Théoréme 14). Enfin,
déterminer I'existence d’'un CEMO de taille bornée est un probléme NP-complet méme
dans un graphe complet (Théoréme 15) et aucun algorithme ne peut garantir trouver un
CEMO de taille strictement supérieure a trois méme dans un graphe complet (Théoréme

16).

Les problemes de la Tournée Multi-cibles avec Transitions Obligatoires (TMO), de
la Tournée Totale avec Transitions Obligatoires (770), du Plus Court Chemin Elémen-
taire avec Transitions Obligatoires (PCCEO), du Plus Court Chemin k-Elémentaire avec
Transitions Obligatoires (PCCKEQ), du Cycle Hamiltonien avec Transitions Obligatoires
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(CHO) et du Cycle Elémentaire Maximum avec Transitions Obligatoires (CEMO) sont
des problemes difficiles. Cependant, il reste des zones inconnues a étudier autour de ces
problemes de tournées et des transitions obligatoires en général. Nous avons abordé ces
problémes de tournées sous 'angle de la densité du graphe (par exemple faible densité,
forte densité ou complet), mais ils peuvent également étre abordés en fonction du degré
des sommets, du diametre du graphe ou de la répartition des arcs entrants et sortants. Dé-
terminer 1'existence d’une solution (de taille bornée ou non) a ces problémes de tournées
est-ce un probléme NP-complet ou non-approximable pour la recherche d’une solution
dans un graphe de faible degré ou de grand diamétre ou pour une répartition donnée des
arcs entrants et sortants ?

Il est également possible de se pencher sur des garanties minimales d’existence dune so-
lution. Existe-t-il des propriétés nécessaires ou suffisantes pour garantir ’existence d’une
solution, ou une taille de solution bornée, dans des cas restreints ?

L’étude du role des transitions obligatoires dans la complexité des problemes de tournées
peut étre approfondie. Si les transitions obligatoires sont définies non plus a deux arcs,
mais a trois arcs telles que le troisieme arc doit obligatoirement étre parcouru si les deux
premiers viennent d’étre traversés, est-ce un probléme A/P-complet ou non-approximable
de déterminer l'existence d’une solution (de taille bornée ou non) a ces problemes de
tournées ?

De méme, est-ce un probléme NP-complet ou non-approximable de déterminer 'exis-
tence d’une solution (de taille bornée ou non) a ces problémes de tournées lorsque nous
relachons partiellement la contrainte des transitions obligatoires 7 Une transition obliga-
toire ne contraint plus au choix d’un unique arc-queue, mais laisse choisir I'arc suivant du
parcours entre plusieurs arcs-queue.

Enfin, il est possible d’étudier le lien entre les sommets-centre dans les transitions obli-
gatoires et la complexité sous-jacente du probleme. Les graphes associés a des transitions
obligatoires peuvent par exemple étre modifiés pour assimiler directement les transitions
obligatoires a des arcs des lors qu’aucune cible n’est sommet-centre d’une transition obli-
gatoire.
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Chapitre 4

Conclusion générale

Nous avons, dans un premier temps, défini des obligations sur les sommets telles que
chaque sommet appartient a exactement une obligation. En les associant a une instance
de I'Indépendant Dominant, les sommets ne sont plus traités séparément. Pour chaque
obligation, soit tous ses sommets appartiennent a une solution soit aucun. Nous savions,
par une étude pré-existante, que le probléeme de déterminer l'existence d'un Indépen-
dant Dominant avec Obligations (IDQ) était un probléme A'P-complet pour un ensemble
d’obligations non stables. Pour enrichir ce fait, nous nous sommes penchés sur la recherche
d’un sous-ensemble indépendant dominant tous les sommets d’un graphe associé unique-
ment a des obligations stables et équilibrées. Nous avons alors montré que le probléeme de
déterminer I'existence d’un indépendant dominant respectant les obligations associées est
un probléme NP-complet pour des obligations stables et 2-équilibrées et ce, méme dans
une collection de chemins disjoints (Théoréme 4). Pour raffiner ce résultat, nous pouvons
élargir la taille des obligations afin de montrer que leur taille ne joue pas un role dans
la complexité du probleme, ou étudier le probleme dans une topologie de graphes plus
restrictives. Nous montrons alors que le probléeme de déterminer 'existence d'un indépen-
dant dominant respectant les obligations associées est un probléme N P-complet pour des
obligations stables et A-équilibrées (pour tout A > 2) et ce, méme dans une collection de
chemins disjoints (Théoréme 5) mais aussi pour des obligations stables et A-équilibrées
(pour tout A > 2) et ce, méme dans un chemin (Théoreme 6). Nous savons que le probleme
IDO est un probléme NP-complet méme pour des topologies de graphes trés restrictives,
notamment dans un graphe de degré maximum de deux et de diametre élevé. Pour raf-
finer une fois de plus notre connaissance de la complexité du probléeme a la recherche de
cas admettant une résolution en temps polynomial, nous pouvons alors nous pencher sur
diverses topologies de graphes ou sur diverses proportions des obligations. Nous avons
alors montré que le probléme de I'Indépendant Dominant avec Obligations admet une
résolution en temps polynomial pour un indépendant, une étoile, un graphe de diametre
un et pour un couplage avec des obligations 2-équilibrées (Théorémes 1 et 2) ou simple-
ment pour un nombre constant d’obligations (Théoréme 3), notamment dans le cas ou
les obligations sont 1-équilibrées (il s’agit alors du probléme de I'Indépendant Dominant
classique, il existe toujours une solution). Cependant, nous avons montré que le probléme
de déterminer l'existence d’un Indépendant Dominant avec Obligations est un probléme
NP-complet dans d’autres topologies de graphes treés restreintes, notamment les cycles,
les graphes de forte densité, les graphes de faible densité et les graphes de diametre deux
(Théoremes 7, 8 et 9). Ainsi le probléeme IDO est un probleme particulierement difficile.
Il admet une résolution en temps polynomial dans des graphes de diametre un ou avec
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des obligations 1-équilibrées, mais déterminer 'existence d’une solution est un probleme
NP-complet dans les graphes de diametre deux ou avec des obligations 2-équilibrées.

La contrainte que nous avons ajoutée au probleme de I'Indépendant Dominant réside
dans les obligations. Nous nous sommes alors penchés sur la complexité du probleme en
fonction du nombre d’obligations et de la répartition de leur taille dans le cadre d’obli-
gations non équilibrées, et ce pour les différentes topologies de graphes pour lesquelles
le probléeme est NP-complet. Nous avons montré que déterminer I'existence d’une so-
lution pour le probleme de I'Indépendant Dominant avec Obligations est un probleme
NP-complet pour un nombre quelconque d’obligations équilibrées, ainsi que pour une
répartition de leur taille dans des chemins, des graphes de forte densité, des graphes de
faible densité, des graphes de diametre deux (Théoremes 10, 11, 12, 13, 14 et 15).

Le probleme de I'Indépendant Dominant avec Obligations est difficile pour des to-
pologies de graphes tres restreintes et pour différentes propriétés sur les obligations. Le
probléeme étant un probleme d’existence de solution, il n’est pas possible de tenter de
I’approximer. Nous avons alors relaché la contrainte de domination de ’ensemble des
sommets. La question n’est plus de dominer tous les sommets, mais d’en dominer au
moins un certain nombre. Nous avons montré que le probleme de I'Indépendant Partiel-
lement Dominant avec Obligations (IPDO) admet une résolution en temps polynomial
permettant de dominer 2\/m — 1 sommets a condition que les obligations soient stables
(Théoreme 17). Cependant, nous avons également montré que déterminer ’existence d'une
solution pour le probléeme de I'Indépendant Partiellement Dominant avec Obligations est
un probleme NP-complet pour SW — 2 sommets & dominer, ainsi que pour |V|— A%+ \
sommets a dominer dans une collection de chemins ou un unique chemin avec des obliga-
tions A-équilibrées (pour tout A > 2) et stables (Théoremes 16, 18 et 19).

Les problemes de I'Indépendant Dominant avec Obligations (ID0O) et de I'Indépendant
Partiellement Dominant avec Obligations (IPDQ) sont tous deux des problemes difficiles.
Cependant, il reste des zones inconnues a étudier autour de ces problemes et des obliga-
tions en général. Nous avons laissé de coté les problemes du Dominant avec Obligations
et de I'Indépendant avec Obligations car une solution existe toujours. Bien qu’il n’y ait
pas de questions d’existence, il demeure une question d’optimalité. Nous savons que le
probleme de la minimisation de la taille du dominant respectant les obligations est un
probléme NP-complet, mais la question reste ouverte pour de nombreuses topologies de
graphe.

Le probleme /DO est difficile pour des obligations stables et équilibrées. Nous avons exclu
les obligations non stables car elles peuvent interdire aisément 'existence de toute solu-
tion. Nos résultats peuvent s’étendre aux cas avec des obligations non stables en ajoutant
simplement une deuxieme composante connexe, sous la forme d’'un sommet universel sur
les sommets d’obligations non stables. Cependant une question persiste. Un seuil ou des
propriétés sur les obligations non stables existent-elles pour garantir I'existence ou la non-
existence d’une solution ?

Nous avons montré que le probleme /DO admet une résolution en temps polynomial pour
les étoiles (graphes de diametre deux) et les graphes de diameétre un, mais déterminer
l'existence d’une solution est un probleme NP-complet pour les graphes de diamétres
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deux, admet une résolution en temps polynomial pour les graphes de densité un et zéro,
mais déterminer I'existence d’une solution est un probléme NP-complet pour les graphes
de forte et de faible densité. En parallele, nous avons montré que le probleme IDO admet
une résolution en temps polynomial pour les couplages avec des obligations 2-équilibrées,
mais nous n’avons pas de résultat pour des couplages avec des obligations 3-équilibrées
ou quelconques. Le probléme IDO est-il polynomial ou NP-complet pour ces couplages ?
Nous avons montré que le probleme IPDO admet une résolution en temps polynomial
permettant de dominer 2\/m — 1 sommets a condition que les obligations soient stables
mais déterminer l'existence d’une solution est un probleme NP-complet pour 34/|V] — 2
sommets a dominer. La question du nombre de sommets dominables reste ouverte. Domi-
ner entre 2./[V| et 3,/[V] — 3 sommets est-il un probléme polynomial ou A"P-complet ?
Une question similaire demeure. Qu’en est-il si nous maintenons la contrainte de domi-
nation, mais reldchons partiellement la contrainte sur les obligations ? Est-il polynomial
ou N'P-complet de déterminer l'existence d’'un Indépendant Dominant S tel que pour
chaque obligation soit aucun sommet n’appartient a S soit au moins un certain nombre
(selon un seuil minimal) ? Pour quelles topologies de graphe et quelles propriétés sur les
obligations 7

Enfin, nous avons montré que lorsque le nombre d’obligations est constant, il existe un
algorithme polynomial en la taille de 'instance pour le probleme IDO. Cela ouvre la voie
a la conception d’algorithmes FPT. Quels sont les parameétres que ’on peut considérer ?
Quels sont les meilleurs algorithmes FPT que I'on peut concevoir ?

Il existe également de nombreuses applications pour les problémes de domination (no-
tamment dans les réseaux de communication, dans les réseaux électriques, dans le posi-
tionnement d’appareils de surveillance ou encore dans les réseaux sociaux), ainsi que de
nombreuses variantes soumises & des contraintes additionnelles (notamment les problemes
du Dominant Total, du Dominant avec Propagation, du k-Dominant, du Dominant par
Paire ou encore du Dominant pondéré). Il est alors possible de combiner ces différentes
contraintes afin de raffiner les résultats. Les problemes du Dominant Total avec Obliga-
tions, du Dominant avec Propagation et Obligations, du k-Dominant avec Obligations, du
Dominant par Paire avec Obligations ou encore du Dominant pondéré avec Obligations
sont-ils des problémes polynomiaux ou NP-complets? De méme, des propriétés sur les
obligations, issues des domaines d’application, existent-elles afin de mieux représenter les
problémes ou pour améliorer les algorithmes de résolution existants ?

Afin d’élargir notre compréhension des obligations, nous avons dans un second temps
défini des transitions obligatoires sur les arétes et les arcs telles que le choix d’un aréte
ou d’un arc dans un parcours dépende du choix précédent. Nous avons alors montré que
I’ajout de transitions obligatoires entraine la perte de solutions dans les problemes de
tournées, c’est-a-dire que ces problemes ne peuvent étre résolus par des algorithmes exis-
tants pour leurs versions sans transitions obligatoires. Il est alors devenu nécessaire de
raffiner ce fait en étudiant la complexité des problémes de tournées avec obligations. Nous
avons choisi de nous concentrer sur un sous-ensemble de problemes particulierement étu-
diés (la recherche d’une route et la recherche d’un cycle) et ce, avec un type de contrainte
additionnelle classique (chaque arc, aréte ou sommet ne peut étre parcouru qu’au plus
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une fois). Nous avons montré que les problemes de la Tournée Multi-cibles avec Transi-
tions Obligatoires (T'M0O), de la Tournée Totale avec Transitions Obligatoires (7'70), du
Plus Court Chemin Elémentaire avec Transitions Obligatoires (PCCEO), du Plus Court
Chemin k-Elémentaire avec Transitions Obligatoires (PCCKEQ), du Cycle Hamiltonien
avec Transitions Obligatoires (CHO) et du Cycle Elémentaire Maximum avec Transi-
tions Obligatoires (CEMO) sont difficiles (NP-complets ou non-approximables) dans des
topologies de graphes tres restreintes, comme les digraphes complets symétriques. Les
problemes TMO et TTO sont non-approximables pour tout ratio méme si le digraphe
est complet symétrique (Théoreme 13). Le probleme PCCEO est non-approximable pour
tout ratio, méme si le graphe est dense ou peu dense (Théoremes 10 et 11). Le probleme
PCCKEQO est non-approximable pour tout ratio, méme si le graphe est dense (Théoréme
12). Déterminer I'existence d'un CHO est un probléeme NP-complet méme dans un graphe
complet (Théoreme 14). Enfin, déterminer I'existence d'un CEMO de taille bornée est un
probléme N'P-complet méme dans un graphe complet (Théoréme 15) et aucun algorithme
ne peut garantir trouver un CEMO de taille strictement supérieure a trois méme dans un
graphe complet (Théoreme 16). Pour raffiner une fois de plus notre connaissance de la
complexité des problemes de tournées a la recherche de cas admettant une résolution en
temps polynomial, nous nous penchons alors sur diverses topologies de graphes.

Nous avons montré que les probléemes de la Tournée Multi-cibles avec Transitions
Obligatoires (TMO), de la Tournée Totale avec Transitions Obligatoires (770), du Plus
Court Chemin avec Transitions Obligatoires (PCCO), du Plus Court Chemin Elémen-
taire avec Transitions Obligatoires (PCCEQ), du Plus Court Chemin k-Elémentaire avec
Transitions Obligatoires (PCCKEO), du Circuit Eulérien avec Transitions Obligatoires
(CEO), du Cycle Hamiltonien avec Transitions Obligatoires (CHO) et du Cycle Elé-
mentaire Maximum avec Transitions Obligatoires (CEMO) admettent une résolution en
temps polynomial pour certaines topologies de graphes. Il s’agit d’'un chemin ou d’une
étoile pour les problemes TMO et TTO (Théoréemes 2 et 3), d'un graphe quelconque pour
le probleme PCCO (Théoréme 7), d'un chemin ou d’un complet symétrique pour les pro-
blemes PCCEO et PCCKEO (Théoréme 4), d'un graphe quelconque pour le probléme
CEO (Théoreme 5) et d'un graphe peu dense pour les problemes CHO et CEMO (Théo-
reme 6). Nous avons également montré que le probleme TMO admet une résolution en
temps polynomial si le nombre de cibles est constant (Théoréme 2).

Les problemes de la Tournée Multi-cibles avec Transitions Obligatoires (TMO), de
la Tournée Totale avec Transitions Obligatoires (770), du Plus Court Chemin Elémen-
taire avec Transitions Obligatoires (PCCEO), du Plus Court Chemin k-Elémentaire avec
Transitions Obligatoires (PCCKEQ), du Cycle Hamiltonien avec Transitions Obligatoires
(CHO) et du Cycle Elémentaire Maximum avec Transitions Obligatoires (CEMO) sont
des problemes difficiles. Cependant, il reste des zones inconnues a étudier autour de ces
probléemes de tournées et des transitions obligatoires en général. Nous avons abordé ces
probléemes de tournées sous 'angle de la densité du graphe (par exemple peu dense, dense
ou complet), mais ils peuvent également étre abordés en fonction du degré des sommets,
du diametre du graphe ou de la répartition des arcs entrants et sortants. Ces problémes
de tournées sont-ils N'P-complets ou non-approximables pour la recherche d’une solution
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dans un graphe de faible degré ou de grand diametre ou pour une concentration donnée
des arcs entrants et sortants?

Il est également possible de se pencher sur des garanties minimales d’existence d’une so-
lution. Existe-t-il des propriétés nécessaires ou suffisantes pour garantir ’existence d’une
solution, ou une taille de solution bornée dans des cas restreints ?

L’étude du role des transitions obligatoires dans la complexité des probléemes de tournée
peut étre approfondie. Si les transitions obligatoires sont définies non plus a deux arcs,
mais a trois arcs telles que le troisieme arc doit obligatoirement étre parcouru si les deux
premiers viennent d’étre traversés, les problémes de tournées sont-ils N/P-complets ou
non-approximables ?

De méme, les problémes de tournées sont-ils NP-complets ou non-approximables lorsque
nous relachons partiellement la contrainte des transitions obligatoires? Une transition
obligatoire ne contraint plus au choix d'un unique arc-queue, mais laisse choisir ’arc sui-
vant du parcours entre plusieurs arcs-queue.

Il est aussi possible d’étudier le lien entre les sommets-centre dans les transitions obliga-
toires et la complexité sous-jacente du probleme. Les graphes associés a des transitions
obligatoires peuvent par exemple étre modifiés pour assimiler directement les transitions
obligatoires a des arcs des lors qu’aucune cible n’est sommet-centre d’une transition obli-
gatoire.

Finalement, nous nous sommes concentrés sur des transitions obligatoires définies locale-
ment. Le choix d’un arc ou d'une aréte dans un parcours dépendant directement du choix
précédent. Mais il est possible d’adopter une autre définition, plus globale, des transitions
obligatoires. Un choix dans un parcours peut dépendre d’un autre choix effectué précédem-
ment. Les transitions obligatoires peuvent également étre définies non plus en terme de
succession de liens mais en terme de présence dans une solution. Les arcs ou arétes d’une
transition obligatoire ne doivent alors plus se suivre les uns les autres, mais appartenir
au parcours, quel que soit leur ordre de passage et leur positionnement dans ce parcours.
Les questions de l'existence d’une solution et la recherche d’une solution optimale se
posent ainsi de nouveaux pour ’ensemble des problemes de tournées. Les problemes de
la Tournée Multi-cibles avec Transitions Obligatoires (TMO), de la Tournée Totale avec
Transitions Obligatoires (770), du Plus Court Chemin avec Transitions Obligatoires
(PCCO), du Plus Court Chemin Elémentaire avec Transitions Obligatoires (PCCEO), du
Plus Court Chemin k-Elémentaire avec Transitions Obligatoires (PCCKEQ), du Circuit
Eulérien avec Transitions Obligatoires (CEO), du Cycle Hamiltonien avec Transitions
Obligatoires (CHO) et du Cycle Elémentaire Maximum avec Transitions Obligatoires
(CEMO) sont-ils des probléemes polynomiaux ou N'P-complets avec cette nouvelle défini-
tion des transitions obligatoires ?

Il existe également de nombreuses applications pour les problémes de tournées (notam-
ment dans le transport d’enfants, dans la planification de la main-d’oeuvre, dans le trans-
port de patients a I’hdpital ou encore dans la gestion d’une flotte en temps réel), ainsi que
de nombreuses variantes soumises a des contraintes additionnelles (notamment les pro-
blemes de la Tournée a Distance Contrainte, de la Tournée avec Flotte Hétérogene, de la
Tournée avec Dépots Multiples ou encore de la Tournée avec Fenétres Temporelles). 11 est
alors possible de combiner ces différentes contraintes avec les transitions obligatoires afin

205



de raffiner les résultats. Les problemes de la Tournée a Distance Contrainte avec Tran-
sitions Obligatoires, de la Tournée avec Flotte Hétérogene et Transitions Obligatoires,
de la Tournée avec Dépots Multiples Transitions Obligatoires ou encore de la Tournée
avec Fenétres Temporelles Transitions Obligatoires sont-ils des problemes polynomiaux
ou N'P-complets? De méme, des propriétés sur les transitions obligatoires, issues des
domaines d’application, existent-elles afin de mieux représenter les problemes ou pour
améliorer les algorithmes de résolution existants?

Finalement, la question des obligations peut se poser sur d’autres problemes algorith-
miques, en dehors des problemes de domination et de tournées. Bien que des problémes
comme le Vertex Cover, I’Arbre couvrant ou le Couplage ont été abordés avec l'intro-
duction d’obligations et nécessitent encore des raffinements pour appréhender pleinement
leur complexité, d’autres probléemes peuvent voir I’ajout d’obligations. En théorie des jeux,
des obligations peuvent s’ajouter a la définition des stratégies mixtes afin de les faire dé-
pendre d'un choix précédent. En compression d’images, des pixels peuvent étre liés entre
eux par des obligations afin de leur réserver arbitrairement une compression commune.
En partitionnement, des sommets peuvent devoir appartenir a un méme cluster malgré
leur différence ou des arétes peuvent devoir appartenir & une méme coupe.
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