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Contexte de ’étude

Les travaux présentés dans ce rapport ont été réalisés au cours d’une theése de doctorat menée
dans le cadre d’une convention CIFRE (Convention Industrielle de Formation par la REcherche)
entre Safran Electronics & Defense (anciennement Sagem) et CentraleSupélec. La these s’inscrit
dans la continuité d’une thématique globale « d’optimisation de la commande robuste par les
techniques d’optimisation moderne » au sein de Safran Electronics & Defense. Elle fait suite a
des travaux déja réalisés dans cette thématique :

e [Hirwa, 2013] Méthode de commandes avancées appliquées aux viseurs.
Cette these propose une méthode de synthese de controleurs robustes d’ordre réduit voire
de structure fixée utile pour I'implémentation. Ces contraintes de structure sont rendues
possibles par ’emploi de techniques d’optimisation non-lisse adaptées aux problématiques
de type Ha/Hoyp.

e [Feyel, 2015] Optimisation des correcteurs par les méta-heuristiques. Application a la
stabilisation inertielle de ligne de visée.
En plus de la contrainte de structure, cette these propose une méthode de synthese de
correcteurs Hy, prenant en compte les exigences d’un cahier des charges qui peuvent étre
mathématiquement formalisées grace a I’emploi de techniques d’optimisation sans gradient.

e [Frasnedo, 2016] Optimisation des lois de commande d’un imageur sur critére optronique.
Application & un imageur a double étage de stabilisation.
Cette these adresse la problématique d’optimisation de fonctions couteuses en temps de
calcul relatives a la these antérieure en utilisant ’optimisation bayésienne.

e [Pouilly-Cathelain, 2020] Synthése de correcteurs s’adaptant a des critéres multiples de
haut niveau par la commande prédictive et les réseaux de neurones.
Cette thése propose une méthode de synthese de lois de commande prédictive en considé-
rant tout type de contraintes cette fois-ci évaluables en temps réel. Les travaux abordent
le cadre plus général des systémes non-linéaires en utilisant ’apprentissage neuronal.

Objectifs de la these

La problématique du controle consiste a développer un algorithme capable de manipuler
de facon adéquate les entrées d'un systeme dans le but d’amener ses sorties a une valeur
souhaitée. Le controleur est alors synthétisé au regard d’un certain degré d’optimalité comme
par exemple en termes de rapidité, de performances ou de garanties d’un certain niveau de
stabilité. Du point de vue de l'industrie, l’automaticien en charge de la conception d’une
loi de commande adopte souvent la stratégie suivante : il débute par la construction d’un
modele mathématique du systéme dynamique a controler, il doit par la suite comprendre le
comportement recherché du systeme et formaliser mathématiquement ces spécifications ou
regles a respecter, enfin sur la base de ces deux éléments il élabore le modele de controle capable
de calculer les actions a effectuer en fonction des consignes. Néanmoins, au vu de la demande
croissante d’applications intelligentes, les regles deviennent de plus en plus complexes et les
comportements recherchés de plus en plus exigeants. Le développement de systemes autonomes
requiert alors de la part de 'automaticien un large ensemble de connaissances et compétences
spécifiques. Pourtant, un utilisateur dépourvu de ces connaissances saura généralement réaliser
les taches souhaitées méme s’il ne sait pas programmer le comportement en question. De ce
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constat et des progres informatiques, 1’'idée d’apprendre par imitation a alors gagné en intérét.
Ce paradigme consiste a vouloir transmettre les connaissances a un systeme numérique a partir
de résultats expérimentaux pour qu’il puisse extraire les comportements & suivre.

Les travaux proposés dans cette these portent donc sur la conception de systemes de
controle capables d’apprendre sur des macro-comportements ou macro-décisions régis par des
regles. La complexité des regles et des processus a piloter guident vers ’emploi de controleurs
de type réseaux de neurones pour leur propriété d’approximation universelle. Lorsque ces regles
sont directement formulables mathématiquement, alors le travail est une extension neuronale
des travaux déja réalisés par [Feyel, 2015]. Lorsque la formalisation mathématique des regles
est trop complexe et variante (comme par exemple un code de la route), une alternative
d’apprentissage est de pouvoir disposer, pour un état du systeme donné et pour certaines
conditions extérieures, de l'action réalisée par un opérateur (un pilote, un conducteur, un
régulateur, etc.), et dans ce cas, ce sont ces décisions qui traduisent de fait indirectement les
regles. On propose alors d’entrainer directement le contréleur neuronal sur une base de données
regroupant ces informations. Afin de garantir la sureté d’un tel controleur, 'apprentissage devra
se faire sous contrainte de stabilité. En effet une attention particuliere doit étre portée sur la
propriété stabilisante du controleur y compris lorsque celui-ci perfectionne son apprentissage
avec de nouvelles bases de données disponibles.

Ainsi, 'objectif de la theése est d’apprendre par imitation un controle de type réseaux de
neurones de maniere efficace et robuste sur une base de données regroupant des comportements
régis par des regles complexes. L’étude passe alors par la mise en ceuvre de différentes phases de
recherche :

e La collecte des décisions prises par un opérateur au regard du systeme et de certaines
conditions extérieures.

e L’apprentissage d’'un controleur sur cette base de données traduisant indirectement les
regles, de fagon le plus efficace et robuste possible et en prenant en compte a priori des
contraintes complexes telles que la stabilité de la boucle d’asservissement résultante.

e La consolidation des connaissances du controleur lors de la mise a disposition de nouvelles
données.

Les méthodes de développement de systemes de contréle présentés dans cette these se veulent
génériques. Cependant, afin de se confronter a des problematiques concretes, les travaux seront
appliqués au développement de pilotes automatiques neuronaux d’aéronefs. L’objectif est alors
d’imiter les facultés de pilotage d’un pilote capable de gérer des conditions de vol réelles. Le
schéma présenté par la figure 1 synthétise dans ce contexte aéronautique les différentes étapes
de développement. L’autopilote sera entrainé sur une base de données regroupant les actions
et réactions du pilote vis-a-vis de 'environnement extérieur et de I’état de I’appareil. Une fois
I’apprentissage terminé, 'intelligence artificielle pourrait par exemple avoir un role d’assistance
ou de conseil pour le pilote y compris en cas de situations dégradées telles la manifestation de
pannes ou de conditions météorologiques difficiles.
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FIGURE 1 — Schéma décrivant les étapes de conception d’un autopilote par imitation : collecte
des données, apprentissage hors ligne, puis contréle autonome ou assistance

Organisation de la these

La premiere partie de ce mémoire est composée de trois chapitres consacrés a la présen-
tation des outils d’apprentissage par réseaux de neurones et de la commande robuste puis de
I'unification des deux domaines.

Chapitre 1

Le premier chapitre est consacré a la présentation des réseaux de neurones et leur utilisation
pour l'identification hors ligne de systéemes dynamiques. Il introduit dans un premier temps,
le perceptron multicouche qui par des liaisons récurrentes permet de modéliser des systemes
dynamiques. Les méthodes d’identification & proprement parler, sont par la suite présentées,
elles consistent a optimiser les différents poids du réseau afin d’effectuer la régression de séries
temporelles selon un apprentissage supervisé. De plus, ce chapitre dresse un état de l'art
des structures neuronales qui sont utilisées dans nos travaux. Ces réseaux operent selon un
comportement hybride linéaire et non-linéaire qui peut étre exprimé suivant une représentation
d’état pour étre aisément incorporé dans les méthodes de controle. Finalement, ce chapitre
établit les outils d’apprentissage neuronal qui sont utilisés dans I’ensemble des travaux.

Chapitre 2

Le deuxieme chapitre est dédié a l'introduction des outils de la commande robuste pour
I’analyse de systemes linéaires a parametres variants. Les concepts propres a 'automatique et
indispensables a notre étude y sont présentés. Ce chapitre fournit les principaux résultats théo-
riques d’analyse de robustesse de systemes représentés par transformation linéaire fractionnaire.

Chapitre 3

Ce chapitre conclut la premiere partie en fédérant les outils développés au cours des deux
chapitres le précédant. 11 décrit une méthodologie permettant de modéliser les modeles neuro-
naux selon une formulation linéaire a parametres variants. Cette représentation donne alors la
possibilité d’employer les résultats théoriques pour établir des méthodes d’analyse de stabilité
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et de performance de ces structures neuronales.

La deuxieme partie du mémoire est composée de deux chapitres qui présentent de fagon
complémentaire les méthodes d’apprentissage de controleurs neuronaux robustes puis 'approche
multi-modele afin de consolider et d’adapter la loi de commande & différentes situations.

Chapitre 4

Ce chapitre est consacré a l'apprentissage de controleurs neuronaux en tenant compte de
criteres de robustesse et de stabilité. Il expose en premier lieu le contexte d’apprentissage de lois
de commande et les enjeux de stabilité intrinseques au probleme. Par la suite, deux contributions
majeures de cette these sont présentées : Tout d’abord, une méthode d’évaluation des marges
de stabilité d’une boucle d’asservissement neuronale est présentée. Enfin, en s’appuyant sur
cette base, une méthodologie d’apprentissage de controleurs est décrite afin de directement
considérer les criteres de robustesse en complément de ceux de performance d’imitation selon
une formulation multi-objectifs.

Chapitre 5

Ce chapitre est dédié au développement d’une loi de commande adaptative par une approche
multi-modele. Lorsque le processus a asservir peut appartenir a une large classe de systeme,
les travaux présentés dans ce chapitre consistent a décomposer I'espace de fonctionnement du
systeme et de sa stratégie de controle selon plusieurs sous-espaces pour lesquelles des paires
modele-controleur sont mises & ’ceuvre localement. Les concepts multi-modele sont étendus a
I'utilisation de modeles et de contréleurs neuronaux. Enfin, ce chapitre établit dans le cadre
linéaire une méthode d’analyse de stabilité du controle adaptatif multi-modele ainsi qu’une
stratégie de réglage.

La troisieme, et derniere partie, du mémoire est composée d’un unique chapitre dédié a ’ap-
plication des méthodes définies dans la these au développement d’un pilote automatique d’avion.

Chapitre 6

Ce dernier chapitre est consacré a la description d’une méthodologie complete d’apprentis-
sage d’autopilotes neuronaux robustes. Cette derniere prend la forme d’une plateforme articulée
autour de trois axes de recherche complémentaire. Un premier module expose en détail les élé-
ments de développement d’un environnement de co-simulation entre MATLAB et le simulateur de
vol X-Plane. Le deuxieme module met en pratique ’ensemble du processus d’apprentissage par
imitation de controleurs robustes développé au chapitre 4 afin de développer dans un premier
temps, un autopilote de suivi de consignes de cap et d’altitude, puis dans un second temps, un
autopilote de suivi de chemin de vol défini par une succession de points de passage. Le troisieme
module exploite les perspectives de 'approche multi-modele et il constitue donc une application
du chapitre 5 pour déployer les différentes facultés de ’autopilote neuronal dans un contexte de
controle tolérant aux pannes. Ce chapitre est consacré au développement de la sur-couche de
guidage de ’aéronef, mais les travaux développés dans cette thése ne sont pas restreints a ce cas
d’étude. IIs constituent une bonne base de travail pour le lecteur souhaitant approfondir I’étude
notamment au pilotage plus bas niveau ou étendre le cas d’application a d’autres domaines.
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SECTION 1.1
Introduction

Le principal objectif de ce chapitre est de décrire les approches d’identification fondées sur
les réseaux de neurones qui s’averent étre concretement applicables a une large classe de sys-
temes dynamiques non-linéaires. Dans la section 1.2, nous introduisons les principales notions
liées aux réseaux de neurones artificiels et leur utilisation pour I'identification. Nous présentons
les architectures des perceptrons multicouches (MLP) dont les propriétés temporelles conférées
par les liens récurrents et les séquences temporelles d’entrées-sorties permettent de modéliser les
systemes dynamiques. Nous abordons dans la section 1.3, les méthodes d’apprentissage qui sont
utilisées dans les travaux afin d’optimiser les poids des modeles neuronaux selon des méthodes
supervisées de régression de séries temporelles. Dans la section 1.4, nous développons les topo-
logies de réseaux de neurones pour l'identification notamment celles des SSNN qui confere une
liaison entre les techniques de machine learning et le domaine de I’automatique. Finalement, ce
chapitre fournit une méthodologie complete pour réaliser 'identification neuronale hors ligne de
systemes dynamiques dont nous résumons les principales étapes dans la section 1.5.

SECTION 1.2
Les réseaux de neurones comme modele de systemes dynamiques

1.2.1 Fonctionnement du perceptron multicouche (MLP)

Un neurone artificiel ou perceptron est une entité élémentaire qui, pour un nombre d’entrées
donnée, pondere les signaux, les additionne, puis applique une fonction dite d’activation. La
figure 1.1 représente un neurone simple a n, entrées dont le comportement est donné par :

Ny

y=o0 (Z wjuj—i-b) =0 (whu +1b) (1.1)
j=1

ou y € R est la sortie du neurone, u € R™ est le vecteur d’entrée, w € R™ est le vecteur

des poids, b € R est le biais et 0 : R — R est la fonction d’activation. Notons que le biais

fait également partie des poids qui définissent le neurone, il peut étre interprété comme la

pondération appliquée a une entrée fictive constante et unitaire.

Les neurones qui ont des entrées identiques sont regroupés sous forme de couches de neurones.
Une couche de ny neurones génere une sortie y, € R™ qui est mathématiquement décrite par :

wi b1
yo = oe(Weu + by) = oy N T (1.2)
w’rj;[ bné

Chaque couche est caractérisée par deux éléments. La premiere caractéristique est les poids
de la couche qui correspondent a une matrice multiplicative W € R™*™ ainsi qu'un vecteur
additif b € R™. Les lignes de la matrice et du vecteur représentent les pondérations de chaque
neurone et son biais. Le second élément est sa fonction d’activation o, : R™ — R™. En effet il
est fréquemment considéré qu’une méme fonction est appliquée terme a terme a ’ensemble des
neurones de la couche.
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FIGURE 1.1 — Représentation d’un neurone : un neurone artificiel calcule la sortie d’une fonction
souvent non-linéaire d’'une somme pondérée de ses entrées

Les entrées d’un neurone peuvent étre des entrées extérieures ou bien les sorties d’autres
neurones. Des réseaux de neurones peuvent ainsi étre construits a partir d’une succession de
couches. La profondeur du réseau correspond au nombre de couches tandis que sa largeur est
reliée au nombre de neurones de chaque couche. Communément, la derniére couche d’un réseau
est appelée couche de sortie tandis que les autres sont appelées couches cachées. Il est aussi
commun de désigner le vecteur d’entrée comme couche d’entrée. La largeur des couches cachées
ne possede aucune limitation théorique a l'inverse de la couche de sortie dont le nombre de
neurones est identique au nombre de sorties.

Les neurones et les couches peuvent étre combinés de bien des fagons, néanmoins une ar-
chitecture des plus utilisées est le perceptron multicouche ou MLP pour l'anglais multilayer
perceptron. La structure basique du MLP est construite en disposant les couches de neurones les
unes apres les autres, une couche prend uniquement pour entrée les sorties de la couche précé-
dente ou une éventuelle entrée extérieure. On parle également de couche entiérement connectée
(ou communément fully connected) lorsque les neurones de la couche sont connectés a tous ceux
de la couche suivante. Un exemple de structure a deux couches cachées, n entrées et m sorties est
illustré par la figure 1.2. De maniere générale, la forme mathématique décrivant le comportement
des réseaux comportant L couches successives entierement connectées est :

y=or(Wr(...oc0(Wru+0b1)...)+br) (1.3)
ou encore :

ho = Uu

he = o¢(Wehy—y +by) pour£=1,.. L (1.4)

y = hg

De par la structure du MLP présenté, 'information se propage uniquement du vecteur d’en-
trée a la sortie, ¢’est pourquoi ces types de réseaux sont référencés comme réseaux de neurones a
propagation directe ou FNN pour Feedforward Neural Network. Il n’y a pas de lien de rétroaction
pour lequel la sortie d’au moins un neurone alimente sa propre entrée apres une ou plusieurs ac-
tion de mémorisation. Lorsque les réseaux sont étendus pour inclure des boucles de rétroaction,
ils sont alors appelés réseaux de neurones récurrents ou RNN pour Recurrent Neural Networks.
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couche couche couche couche
d’entrée cachée 1 cachée 2 de sortie

FIGURE 1.2 — Représentation d’un MLP

Théoriquement, la topologie de réseaux la plus générale est celle entierement récurrente ou les
sorties de tous les neurones sont connectées aux entrées de tous les neurones (voir l'exemple
de la figure 1.3 pour un réseau avec une seule couche cachée). Une infinité de structure peut
alors étre imaginée et représentée par ce formalisme en fixant certains poids de connexion a zéro
pour exprimer ’absence de connexion. Néanmoins malgré la puissance de modélisation irréfu-
table d’une grande structure complexe, un compromis doit étre trouvé au regard des difficultés
d’apprentissage et d’utilisation que rencontrera un tel réseau.

couche couche couche
d’entrée cachée de sortie

FIGURE 1.3 — Représentation d'un MLP entierement récurrent

1.2.2 Introduction a l’identification

Du point de vue de 'apprentissage, la modélisation de systemes dynamiques se rapproche
de la prédiction de séries temporelles. En effet, les deux problématiques consistent a élaborer
des modeles fondés sur des données antérieures afin de les utiliser pour des situations futures.
Caractériser un systeme signifie identifier tous les différents facteurs physiques qui influencent le
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comportement du processus. Cela se traduit en particulier par la détermination des parametres
statiques et dynamiques qui régissent le systeme. Dans le contexte de la modélisation, le terme
dynamique indique le caractere dépendant du temps du processus. Les processus dynamiques
peuvent étre classés en systémes a temps continu et en systéemes a temps discret. Puisque les
réseaux de neurones sont entrainés sur des données échantillonnées & des intervalles de temps
discrets, ce sont principalement les systemes a temps discret qui sont considérés dans cette
étude. De fagon générale, un signal x & l'instant d’échantillonnage k est dénoté x(k).

En fonction du niveau de connaissance disponible a priori concernant le systéeme, 'iden-
tification peut étre abordée de différentes manieres. Nous nous focaliserons sur les cas ou
le comportement physique du processus n’est que peu ou pas connu, ainsi I'identification se
concentrera exclusivement sur les données expérimentales selon une approche de modélisation
en boite noire. La philosophie de ce genre de méthode est en opposition aux modélisations en
boite blanche ou un modele purement physique est utilisé, ou encore de la modélisation en boite
grise pour laquelle la compréhension partielle du fonctionnement interne du systeme est utilisée
dans le but d’améliorer la modélisation empirique.

L’identification de systeme utilise des méthodes statistiques de régression temporelle pour
construire un modele mathématique a partir de différentes mesures. Une technique d’approche
se fondant sur des influences externes et des mesures du comportement du systéme, consiste
a déterminer la relation qui existe entre elles sans entrer dans le détail de ce qui se passe
réellement a l'intérieur du systéeme. Par ce type d’approche en boite noire, I'identification repose
donc exclusivement sur les entrées de stimuli et les réactions de sortie. Ainsi, le systéme inconnu
est caractérisé par une base de données finie constituée de paires de vecteurs d’entrée-sortie :

7% = {u(k:),y(k:) |k = 1,...,th} (1.5)

ou u(k) € R™ est un vecteur d’entrée du réseau de neurones tandis que y(k) € R™ est le vecteur
de sortie mesurée correspondant pour un méme instant donné. L’apprentissage considéré dans
ce travail ne suppose donc aucune connaissance de la structure interne du processus & identifier.

L’objectif de I'identification est d’élaborer un modele qui, lorsqu’il sera soumis aux mémes
entrées u que le systeme réel, produira des sorties y.s; similaires a celles mesurées y. Dans
de nombreux cas pratiques, le comportement du systeme peut étre caractérisé en considérant
une fenétre d’entrées passées @ combinée a une fenétre de sorties passées i du systeme. Plus
formellement, les vecteurs d’entrée-sortie augmentés exploités pour l'identification sont définis
pour n;, € N et ng, € N tels que :

u(k) y(k-1)
u(k) = : et y(k) = : (1.6)
u(k-nip) y(k-nout)
avec u(k) € R™* de dimension m, = ny(nim + 1) et 7(k) € R™ de dimension my, = nyneyu. Dans

le cas linéaire et invariant, la relation entre les entrées et les sorties est I’équation de récurrence
[Soderstrom et Stoica, 1989] :

y(k) + ary(k-1) + ... 4+ an,,, y(k-nout) = bou(k) + bru(k-1) + ... + by, u(k-np) (1.7)
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Le probleme d’identification peut également étre vue comme un probleme de prédiction ou il
s’agit de déterminer la sortie estimée y.st(k) € R™ future selon les observations précédentes :

Yest(k) = —a1y(k-1) — ... — any, Y(k—nout) + bou(k) + bru(k-1) + ... + by, u(k-nin)  (1.8)

En se basant sur ce raisonnement linéaire, il est possible de ’étendre dans le cadre de la mo-
délisation de systemes non-linéaires. L’idée demeure que la connaissance d’une fenétre d’entrées
passées du systeme combinée a une fenétre de sorties passées fournit suffisamment d’informa-
tions pour caractériser I'état du systeme. Parmi d’autres modeles de régression, ce concept est
incarné dans le domaine de ’automatique par les structures de modeles NARX pour Non-linear
AutoRegressive with eXternal input et NOE pour Nonlinear Output Error [Ljung, 1998]. Il est
donc respectivement supposé pour les deux modeles, que la sortie estimée du systeme dynamique
peut étre décrite a chaque temps d’échantillonnage comme une fonction des entrées et des sorties
mesurées passées :

est (K) = frarx (k). . ulk=nin), y(k-1). ... y(k-nour) ) (1.9)

ou selon une fonction des entrées et des sorties estimées passées :

Yest(k) = from (u(k), s u(knam), Yest (k-1), . . ,yest(k:—nout)) (1.10)

1.2.3 Identification neuronale

Pour l'identification de systéme il est alors possible d’utiliser les techniques d’intelligence
artificielle telles que le machine learning. Les algorithmes d’apprentissage sont employés selon
un mode supervisé sur le jeu de données pour lequel il s’agit d’obtenir une régression des
séries temporelles. L’emploi des réseaux de neurones afin d’identifier le processus est alors
assez direct puisqu’ils constituent une classe de modeles dynamiques discrets pour lesquelles
il existe une relation non-linéaire entre les entrées et les sorties. Dans ce cadre de régression
de séries temporelles, la couche de sortie des réseaux est généralement composée de fonctions
d’activations linéaires.

La puissance de modélisation des réseaux de neurones permet d’aboutir a des modeles
pouvant représenter des non-linéarités complexes comme des comportements de saturation,
d’hystérésis, chaotiques ou une combinaison de différents phénomenes. De plus, les réseaux de
neurones artificiels ont été largement proposés (voir par exemple [Sjoberg et al., 1995]) et utilisés
en partie en raison de leurs capacités d’approximation inhérente. En effet, une propriété bien
connue est que les réseaux de neurones a deux couches, avec une fonction d’activation sigmoide
pour la couche cachée et une fonction linéaire pour la couche de sortie sont des approximateurs
universels [Hornik et al., 1989]. C’est-a-dire qu’'un réseau de ce type contenant suffisamment
de neurones, peut approcher avec un quelconque niveau de précision, n’importe quelle fonction
non-linéaire continue [Cybenko, 1989, Funahashi, 1989].

Les réseaux de neurones non récurrents (FNN) sont des structures intrinsequement statiques,
leur utilisation pour la modélisation doit cependant tenir compte d’un aspect fondamental qui
est la dynamique des systemes considérés. Afin de doter un réseau neuronal statique de pro-
priétés dynamiques, le modele doit comporter un terme de mémoire qui peut étre incorporé
principalement selon deux méthodes [Nelles, 2020, Patan, 2008] :
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e L’insertion d’un effet de mémoire extérieur au réseau
e La considération implicite de la dynamique par 1'utilisation de connexions récurrentes

L’usage de la premiere stratégie d’externalisation de la dynamique permet alors & des structures
statiques telles que les FNN de réaliser ’approximation de séquences spatio-temporelles de don-
nées. Cette capacité leur est artificiellement procurée en fournissant aux réseaux une séquence
d’entrées et de sorties passées comme évoquée précédemment pour le NARX (1.9). La méthode
d’externalisation de la dynamique n’est pas destinée exclusivement aux FNN et peut étre utilisée
en complément de la seconde méthode qui considére des réseaux récurrents (RNN). La concaté-
nation des signaux retardés qui forme les séquences temporelles est appelée TDL pour 'anglais
Tapped Delay Line.

Définition 1.1 : Tapped Delay Line (TDL)

Soit deux entiers positifs ny < na, la TDL(ny :nsy) représente le systéme de concaté-
nation de retards qui a un signal s(k) € R™ associe un vecteur de signaur retardés

5(k) = [s"(k-n1) --- sT(k—ng)]T € R™s de dimension mg = ng(ng —ny +1).

La modélisation de systemes dynamiques par réseaux de neurones distingue généralement
deux approches associées aux méthodes évoquées. Ces approches abordent l'identification par
des réseaux FNN et RNN d’un point de vue général, méme si les démarches sont illustrées a
I’aide des modeles NNARX et NNOE qui seront présentés plus en détails dans la section 1.4. Les
terminologies de ces structures particulieres sont des extensions neuronales des modeles NARX
et NOE présentées par [Ljung, 1998] et reprises par [Norgard et al., 2000]. Notons qu’il est
également possible d’utiliser les termes modele série-paralléle pour la structure FNN et modéle
paralléle pour la structure RNN issus de [Narendra et Parthasarathy, 1990].

Approche FNN (dynamique extérieur au réseau). Dans ce type d’approche, les sorties pré-
cédentes du systeme réel sont souvent fournies au réseau en plus des entrées afin qu’il puisse
générer les sorties estimées. Ainsi la TDL(0 : n;y,) est appliqué a Uentrée u(k) et la TDL(1 : ngyt)
est utilisée pour la sortie mesurée y(k). Un exemple immédiat de cette catégorie est une exten-
sion neuronale du NARX (1.9) dénommé Neural Network AutoRegressive with eXternal input

(NNARX) :
Yrn (k) = fNNARX<u(k:),...,u(k:—nm),y(k—l),...,y(k—nout)> (1.11)

Comme le montre la figure 1.4, ce type de réseaux ne présente pas de récurrence c’est pourquoi
il correspond a une structure FNN. La principale caractéristique de ces réseaux neuronaux est
qu’ils ne possedent aucune dynamique intrinseque au sein de leur structure. Une fonction non-
linéaire statique relie 'espace des entrées a ’espace des sorties de fagon déterministe.

[’avantage de 'apprentissage des NNARX et des FNN de maniére plus générale est qu’il est
relativement rapide et efficace. L’un des inconvénients bien connus de cette approche est qu’elle
ne permet de modéliser que des systeémes pour lesquels la sortie ne dépend que d’un nombre
fini de valeurs des entrées et sorties passées. De plus, cette représentation souffre d’une grande
sensibilité aux dimensions des fenétres de retards et d’une vulnérabilité inévitable aux entrées
et sorties bruitées. En effet, la stabilité de I'apprentissage des FNN n’est pas garantie, et la
prédiction peut changer de maniere significative lorsque les entrées sont légerement modifiées.
Lorsque les FNN sont utilisés comme systémes dynamiques ou prédicteurs a long terme, une
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— Ynn (k)

y(k-1)
: —¥

y(k_nout)

FIGURE 1.4 — Identification neuronale par NNARX

boucle de rétroaction de sortie est créée artificiellement pour fournir les sorties passées au réseau
(ceci coincide alors avec le schéma de la figure 1.5). Cependant, cette connexion de récurrence, qui
n’a pas été prise en compte lors de I’entrainement, provoque des erreurs qui peuvent s’accumuler,
ce qui ne garantit pas l'utilisation des FNN comme modeéle dynamique.

Approche RNN (dynamique interne au réseau). Une autre facon de représenter les systemes
dynamiques consiste a incorporer des connexions de rétroaction sous la forme de réseaux récur-
rents qui possedent une dynamique propre. Un exemple de réseau de cette catégorie est le Neural
Network Output Error (NNOE) qui, comme le montre la figure 1.5, utilise les sorties estimées
précédentes comme entrée du modele afin de prédire les futures sorties :

Ynn (k) = fNNOE <u(k),...,u(k—nm),ynn(k—l),...,ynn(k—nout)) (1.12)

Cette structure récurrente englobe une classe plus large de systemes non-linéaires puisque 1’his-
torique du systeme entier peut étre intrinsequement intégré dans la dynamique du modele. Les
RNN fournissent donc des modeles d’identification universels dans le sens o ils peuvent approxi-
mer uniformément tout systéeme dynamique non-linéaire multi-entrées multi-sorties (MIMO) sur
un intervalle de temps fini et pour tout signal d’entrée continu et borné [Garzon et Botelho,
1999, Jin et al., 1999).

TDL

1: Nout

FIGURE 1.5 — Identification neuronale par NNOE

De plus, la structure NNOE est moins vulnérable aux données bruitées par le fait que
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son vecteur d’entrée comporte ses propres sorties précédentes, l'accumulation des erreurs
d’estimations sera donc minimisée pendant les phases d’apprentissage. Bien qu’ils soient plus
stables du point de vue de l'apprentissage, les algorithmes d’apprentissages des NNOE et des
structures RNN, de fagon générale, présentent des difficultés a converger pour des données
provenant de systemes tres complexes.

1.2.4 Architectures générales des réseaux de neurones

L’architecture du réseau est la description de ses couches telle que leur nombre, leurs types,
leurs tailles, leurs propriétés, leurs entrées et leurs sorties. De nombreuses architectures ont été
développées et popularisées dans la littérature au cours des décennies. Chaque structure possede
ses avantages et ses inconvénients ce qui rend son utilisation plus ou moins adaptée aux types
de problématique adressés. Déterminer ’architecture la plus favorable pour une application
donnée est un exercice complexe dont les conclusions sont souvent nuancées. Le lecteur intéressé
peut se référer aux nombreux ouvrages sur le sujet tels que [Hagan et al., 2014] ou [Goodfellow
et al., 2016].

Dans notre étude, la problématique adressée est 'apprentissage de réseaux de neurones selon
une méthode supervisée afin de parvenir a une régression temporelle de systemes dynamiques.
Ainsi de fagon non exhaustive, nous pouvons citer les principales architectures qui peuvent étre
impliquées dans ce cadre d’étude et leurs domaines d’application privilégiés :

e Multilayer Perceptron (MLP) : Les perceptron multicouches ont été présentés dans la
section 1.2.1 précédente, cette architecture peut étre organiser selon des MLP récurrents
meéme si le terme MLP seul désigne souvent des réseaux ne comportant pas de connexion de
récurrence, c’est-a-dire des FNN. Dans ce type de structure les neurones sont donc arrangés
séquentiellement en couches et le réseau peut comporter une a plusieurs couches cachées.
Les MLP sont reconnus pour leur large spectre d’application dans des problématiques fai-
sant intervenir des domaines de connaissance bien différents. Cette architecture est donc
I'une des plus polyvalentes en terme d’applicabilité pour de la régression ou de la classifi-
cation. Son champ d’application couvre des domaines tels que la reconnaissance vocale ou
d’image, I'identification ou le controle de processus, la prédiction de séries temporelles ou
I'optimisation de systeme.

e Convolutional Neural Network (CNN) : Les réseaux convolutifs [LeCun et al., 1989]
sont des réseaux de neurones de type FNN dont au moins une couche emploie I’'opération
de convolution a la place de la multiplication matricielle générale. Ces types de réseau
sont spécialisés pour traiter les données dont 'information est agencée sous formes de
grilles de différentes dimensions. Un exemple éloquent dans le cas des images est qu'une
partie de 'image est interprétée au moyen d’une convolution sur une grille 2-D de pixels
ce qui permet d’identifier ses caractéristiques [Krizhevsky et al., 2012]. Dans le cadre
des séries temporelles, une grille 1-D analyse des échantillons de données a intervalles de
temps réguliers. Par 'opération de convolution, les parametres de traitement sont réduits
ce qui présente un intérét certain lors du traitement de données de grandes dimensions.
Les CNN sont largement utilisés pour la détection d’objets dans les images et les vidéos, la
classification d’images, 'analyse sémantique, le traitement du langage naturel ou d’image,
etc.

e Radial Basis Function network (RBF) : Les réseaux a base radiale [Broomhead et
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Lowe, 1988] sont des réseaux souvent de types FNN, typiquement composés d’une seule
couche cachée dont les fonctions d’activation sont des fonctions de base radiale telles que
des gaussiennes et d’une couche de sortie linéaire [Haykin, 1999]. Les RBF se distinguent
des autres réseaux de neurones par rapport a leur stratégie d’apprentissage qui de fagon
distincte ajuste les parametres de la couche cachée a fonctions radiales (centres et largeurs)
puis les poids de la couche de sortie linéaire. Les RBF peuvent étre employés dans presque
tous les types de problemes résolus par les MLP, c’est-a-dire ceux de régressions telles que
la prédiction ou ceux de classifications comme la reconnaissance vocale ou de formes.

e Long Short-Term Memory (LSTM) : Les réseaux LSTM [Hochreiter et Schmidhuber,
1997] font référence a la notion selon laquelle les RNN possede a la fois une mémoire a
long terme et une mémoire & court terme. Les LSTM sont donc des RNN dont 1’objectif
est de pouvoir d’apprendre cette dépendance a long terme a ’aide de cellules qui sont
communément composées d’une porte d’entrée, une porte de sortie et une porte d’oubli. Ces
réseaux sont particulierement adaptés aux traitement de séries temporelles pour lesquelles
ils sont devenus un élément essentielle des méthodes de Deep Learning.

Bien que toutes ces architectures puissent étre exploitées pour identifier des systeémes dyna-
miques, nous nous intéresserons uniquement dans nos travaux aux MLP et MLP récurrents. En
effet, comme nous avons pu le constater lors de notre étude et comme il a également été mis en
avant par différentes études comparatives [Ogunmolu et al., 2016, Richard et al., 2019], les MLP
représentent un bon compromis entre une architecture simple qui sera utile pour les méthodes
d’analyses, et un modele dynamique proposant de bonnes performances d’identification.

SECTION 1.3
‘7 Méthodes d’entrainement des réseaux de neurones

L’entrainement d’un réseau de neurones consiste & déterminer les poids du modele afin que
son comportement soit le plus fidele a celui recherché, pour notre cas d’usage ceci consiste a
identifier le systéme non-linéaire qu’est le réseau. Cette tache s’apparente a un processus d’op-
timisation comportant deux étapes. La premiere étape correspond a définir mathématiquement
les performances comportementales d’un réseau a travers l'indice de performance. La seconde
étape consiste a rechercher les parametres c¢’est-a-dire les poids afin de minimiser 'indice de per-
formance. En d’autres termes, 'indice de performance constitue le critere d’optimisation tandis
que le probleme d’optimisation réside dans I'identification du réseau de neurones.

1.3.1 Indice de performance

L’objectif de 'apprentissage est de trouver les parametres du réseau afin de minimiser ’écart
entre le comportement du réseau de neurones et celui désiré. La différence comportementale est
mesurée numériquement par l'indice de performance qui n’est autre qu’'un nombre réel évalué
pour un réseau donné et sur un jeu de données fourni :

JOW, 24 (1.13)

Le vecteur W regroupe 'ensemble des poids du réseau (matrices de poids et biais) et Z% est la
base de données (1.5). Dans le cadre de I'apprentissage supervisé, I'indice est directement issu de
la comparaison entre les sorties de la base de données et celles estimées par le réseau. Le critere
de performance constitue I’élément clé de la fonction de cotit qu’il convient de minimiser lors de
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la phase d’apprentissage. Dans le cadre de régressions temporelles, deux types de fonctions sont
principalement utilisés :

e Erreur absolue moyenne (MAE) : Cet indice est une métrique de régression qui mesure
I’amplitude moyenne des erreurs dans un ensemble de données prédites, sans tenir compte
de leurs directions. En d’autres termes, il s’agit d’'une moyenne des différences absolues
entre les prédictions et les résultats attendus :

Jinac (W, 1) = Ndln S5y (k) — () (1.14)

ot 4/ (k) et y? (k) représentent le j*™¢ élément du vecteur associé.

e Erreur quadratique moyenne (MSE) : C’est une des métriques de régression les plus cou-
ramment utilisées qui correspond a la différence quadratique moyenne entre les prédictions
et les résultats désirés. Les écarts individuels sont cette fois-ci élevés au carré avant d’étre

additionnés :
1 th
Jmse(Wv Zdt) = 2Nd ny, Z [y(k) - ynn(k)]T [y(k) - ynn(k)] (1'15)
Y k=1

Remarque 1.1. Deux autres critéres peuvent étre définis, le SAE (Sum of Absolute Errors)
et SSE (Sum of Squared Errors) qui correspondent respectivement aur deuz indices présentés
ci-dessus sans appliquer les coefficients aux sommes. Dans la pratique, se sont souvent ces cri-
teres qui sont utilisés par les algorithmes d’optimisation. En effet les coefficients ont un role
de normalisation qui est utile pour les comparaisons de performances mais ne changent pas le
probléme d’optimisation.

Dans la suite des travaux, nous considérerons uniquement l’erreur quadratique moyenne
(MSE). En effet les caractéristiques les plus attrayantes de cet indice sont ses bonnes propriétés
mathématiques qui rendent le calcul de sa dérivée plus simple en comparaison avec le MAE.
Ainsi lors de l'optimisation, la pertinence de l'indice MSE se démontre par la facilité avec
laquelle une régle de mise a jour des poids peut étre obtenue, lorsque celle-ci est fondée sur un
algorithme de descente de gradient et plus particulierement lorsqu’elle nécessite le calcul de la
matrice jacobienne.

Un autre aspect intéressant du critere MSE porte sur le bruit de mesure que comporte
les signaux utilisés pour 'apprentissage. Ce bruit est souvent supposé gaussien. Néanmoins
I'impact du non-respect de cette hypothese se retrouve limité par le MSE et un modele souvent
suffisamment précis peut étre obtenu. De plus, dans les cas de plusieurs sorties, si la connaissance
du bruit permet d’affirmer que sa variance est suffisamment différente entre les sorties et que
la corrélation croisée est significative alors I'indice MSE peut étre modifié en fonction [Norgard
et al., 2000] :

N

s D k) = 4un (W] T [y(k) — n (k)] (1.16)

ou I' est la matrice de covariance du bruit des sorties du processus. La minimisation de ce critere
modifié (1.16) correspond a l'estimateur du maximum de vraisemblance en supposant que le
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bruit a une distribution gaussienne et que I' est connue. Dans un souci d’implémentation, il
est souvent plus simple de remanier les données pour ’entrainement lors d’un pré-traitement
plutot que de modifier I'indice de performance des algorithmes. La matrice de covariance étant
par construction symétrique et définie positive, elle peut étre factorisée selon '™t = I'TT. Ainsi
pour un jeu de données comprenant les sorties y'(k), k = 1,..., Ng, il est souvent plus simple de
raisonner sur les sorties transformées y(k) = I'y’(k) et le critere MSE sans pondération (1.15).

1.3.2 Rétropropagation de I’erreur

La phase d’apprentissage exploite I'indice de performance dans le but de déterminer les
coefficients de poids du réseau qui minimisent ce critere :

W = argmy{/n JOW, Z%) (1.17)

Un avantage fondamental des réseaux de neurones est I'efficacité de la stratégie de modification
des poids qui peut étre mise en place en fonction de 'erreur de prédiction du modele. L’appren-
tissage est fondé sur 'algorithme essentiel de rétrogradation ou backpropagation [Rumelhart
et al., 1986a, Rumelhart et al., 1986b] qui est une méthode qui se base sur le calcul du gradient
de la fonction de cout par rapport aux parametres du réseau. L’idée consiste a calculer des
dérivées pour permettre a I'information du cotit de remonter & travers le réseau et ainsi obtenir
une directive de rectification des poids de proche en proche. Cette technique pour propager
I'information est tres générale et elle peut étre utilisée pour calculer d’autres dérivées utiles que
le gradient comme le jacobien de la fonction.

En tirant profit du calcul du gradient, I'optimisation des poids du réseau peut étre effectuée
de fagon itérative a l’aide des algorithmes d’optimisation de descente du gradient. Dans la version
la plus simple, la modification des poids est effectuée a chaque itération selon la formule suivante :

W(i + 1) = W(i) —nVJ (W(i)) (1.18)

ot W(i) désigne le vecteur de I’ensemble des poids pour l'itération actuelle, 7 est le pas d’appren-
tissage (ou learning rate) et V.J (W(z)) correspond au gradient de I'indice de performance évalué
pour le vecteur de poids W(3). A partir de cette perspective, de nombreux autres algorithmes
d’optimisation du premier ordre ou d’ordre plus élevé ont montré d’excellentes performances
pour Ientrainement de réseaux de neurones [Sun et al., 2019]. Parmi les nombreux algorithmes
d’apprentissage [Hagan et al., 1996], nous pouvons mentionner ceux envisagés dans ces travaux
et disponibles dans la Deep Learning Toolboxr de MATLAB :

e Resilient Backpropagation (RPROP) [Riedmiller et Braun, 1993]

e Momentum Backpropagation [Hagan et al., 1996] et Adaptive Learning Rate Backpropaga-
tion [Vogl et al., 1988] qui peuvent étre associés

Conjugate Gradient Backpropagation (CG) et ses dérivés [Hagan et al., 1996] comme le
Scaled Conjugate Gradient Backpropagation (SCG) [Moller, 1993]

Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) [Dennis Jr et Schnabel, 1996]
e Levenberg-Marquardt (LM) [Hagan et Menhaj, 1994]

Ces méthodes d’optimisation emploient le gradient ou le jacobien de la performance du réseau
par rapport aux poids. Lorsque les réseaux sont récurrents, le calcul du gradient de I'erreur est
plus complexe et il est approximé par des algorithmes tels que Real- Time-Recurrent-Learning
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(RTRL) [Williams et Zipser, 1989] ou BackPropagation- Through-Time (BPTT) [Werbos, 1990].

L’apprentissage des réseaux de neurones récurrents est un probleme plus complexe que
celui des réseaux qui ne le sont pas. Une difficulté couramment rencontrée est 1’évolution
exponentielle du gradient & travers les couches [Pascanu et al., 2013]. Les gradients supérieurs
a 1 ont tendance a exploser (ezploding gradient) ce qui engendre des problemes de stabilité
numérique. Tandis que les gradients inférieurs a 1 ont tendance & disparaitre a travers les
couches (vanishing gradient) ce qui rend le processus de mise a jour de certains poids inefficace.
Ces phénomenes ont donc pour conséquence de complexifier 'apprentissage des RNN qui
comportent des dépendances temporelles de long terme.

Malgré les méthodes employées, ’apprentissage neuronal n’est pas précisément une procédure
d’optimisation traditionnelle [Goodfellow et al., 2016]. La principale raison est que I'apprentis-
sage d’un modele s’effectue la plupart du temps a travers une certaine mesure de performance
définie par rapport a I’ensemble des données de test. Néanmoins, la minimisation de ce critére ne
constitue pas une fin en soi, mais bien une maniere indirecte d’optimiser le comportement géné-
ral du modele. Ainsi, 'objectif de I’apprentissage ne peut se résumer & I’obtention d’un indice de
performance faible puisqu’il est, en effet, fréquent de pouvoir trouver un modele qui se comporte
de facon inadaptée et qui pourtant engendre une meilleure performance que d’autres modeles aux
comportements plus appropriés. La notion de généralisation présentée dans la section suivante
aborde cette problématique.

1.3.3 Généralisation du réseau

La finalité de ’entrainement d’un réseau de neurones est qu’il parvienne a extraire I'infor-
mation pertinente présente dans les données pour converger vers le comportement recherché.
Néanmoins le processus se fonde sur une connaissance partielle qui est celle contenue dans la
base de données. Le concept de généralisation évoque la capacité du modele a étre fiable dans
de nouvelles situations pour lesquelles il n’a pas été entrainé.

La généralisation du modele est étroitement liée au phénomene bien connu de sur-
apprentissage ou ’anglicisme overfitting. Cet évenement survient lorsque le modele devient trop
spécifique aux données d’apprentissage et surtout aux bruits qu’elles contiennent c’est-a-dire
de fagon générale aux points qui ne représentent pas les réelles propriétés du systeme. Un
tel réseau présentera alors de pauvres performances en termes d’interpolation ou d’extrapolation.

Dans le but d’estimer I'aptitude de généralisation du réseau et de pouvoir 'améliorer, la
méthode considérée implique que deux jeux de données supplémentaires soient consacrés pour
remplir ses différentes fonctions. Compte tenu de la quantité limitée de données disponible pour
le processus d’apprentissage, la base de données est divisée en trois sous-ensemble : un ensemble
d’apprentissage utilisé par l'algorithme d’optimisation des poids, un ensemble de validation et
un ensemble de test.

Ensemble de test. Afin d’estimer la capacité de généralisation d’un modele spécifique, il
convient d’évaluer ses performances sur des données qu’il n’a jamais rencontrées auparavant.
Ce role est assuré par ’ensemble de test qui est indépendant de la procédure d’entrainement.
Une fois 'apprentissage effectué, I'indice de performance peut étre évalué sur cet ensemble afin
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de fournir un indicateur des capacités de généralisation du réseau. Pour que cette estimation
soit valide, il est important qu’il soit représentatif de I’ensemble des situations pour lesquelles
le réseau sera utilisé, de méme ’ensemble de test ne doit jamais prendre part au processus
d’optimisation.

Ensemble de validation et arrét prématuré de ’apprentissage. Pour garantir de bonnes pro-
priétés de généralisation et détecter lorsque celles-ci se détériorent, un ensemble de validation
est isolé. Par la méthode d’arrét prématuré de Papprentissage (early stopping), 'indice de per-
formance du réseau sur ce jeu de données spécifique est surveillé au cours des itérations du
processus d’optimisation des poids. L’apprentissage est arrété lorsque l'erreur de validation n’est
plus minimum depuis un certain nombre d’itérations, les poids produisant I'erreur de validation
la plus faible sont alors utilisés pour définir le réseau de neurones final.

SECTION 1.4
‘7 Topologies des réseaux de neurones pour l’identification

La section suivante décrit les différents types d’architectures de réseaux de neurones et les
fonctions d’activation qui sont employées dans ces travaux pour 'identification des systemes.

1.4.1 Fonctions d’activations

Fondamentalement, les fonctions d’activations d’un réseau de neurones peuvent étre de toute
forme, néanmoins le plus souvent elles sont dérivables afin d’étre compatibles avec les algorithmes
d’apprentissage fondés sur le gradient. Le tableau 1.1 illustre des fonctions d’activations com-
munément employées. Historiquement, les fonctions sigmoide et d’Heaviside ont été utilisées
car leur comportement rappelle quelques peu les activations des neurones biologiques. Néan-
moins I'expression de la dérivée de la sigmoide offre une efficacité d’apprentissage importante. A
leur image, les activations de la tangente hyperbolique et signe procedent d’une facon similaire
mais produisent une sortie symétrique centrée sur zéro. Les fonctions de saturation symétrique
unitaire et celle devenu tres populaire RELU (Rectified Linear Unit) sont appréciées pour la
simplicité de leur dérivée! et présentent une non-linéarité parfois suffisante pour que le réseau
soit expressif.

1.4.2 Topologie des NNARX

Le modele NNARX (Neural Network AutoRegressive with eXternal input) est une architec-
ture de la catégorie des réseaux FNN, il se compose principalement de deux éléments qui sont
des TDL et un réseau MLP. Le MLP approxime la fonction non-linéaire du systeme et les TDL
appliquées aux entrées et aux sorties, introduisent la dynamique dans le modele NNARX. La
topologie d'un NNARX & L couches cachées est présentée par la figure 1.6. En regroupant les
poids des neurones d’une méme couche selon une notation matricielle par entrée, il est alors
possible de décrire le comportement dynamique du réseau.

1. Méme si les fonctions ne sont pas dérivables en tout point ce qui peut engendrer des problémes avec les
algorithmes du gradient
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TABLE 1.1 — Exemples de fonctions d’activation
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[ Définition 1.2 : NNARX |
Un réseau de type NNARX a L couches cachées se définit par la dynamique :

ho(k) = [57 (k) (k)]
he(k) = o¢(Wihy—1(k) +bg) pour £ =1,..., L (1.19)
Ynn(k) = Wyhr(k) + by

ot (k) = [T (k-1) -+ yT(k=npu)]” et u(k) = [T (k) -+ uT (k-nin)]" .

( 7

:/&
Y g

u(k)

y(k)

F1GURE 1.6 — Topologie du NNARX

Les réseaux NNARX présentent principalement les caractéristiques suivantes :

e La modélisation est une relation non-linéaire statique entre les entrées et les sorties passées :
() = Sresar (k) oy wlk=nin), y(k=1),c y(k-T0ut) ) (1.20)

e L’apprentissage converge rapidement et efficacement, de plus les algorithmes sont facile-
ment parallélisables puisque les signaux sont traités de maniere distincte et non comme
une continuation des valeurs précédentes de la série temporelle.

e L’emploi de ce modele pour la prédiction est explicite et le prédicteur obtenu est toujours
stable. Néanmoins il peut étre sensible aux bruits et autres perturbations.

e Au cours de I'entrainement, seule la prédiction au pas suivant est optimisée plutot que
Perreur de simulation globale. Aucune performance n’est donc garantie sur plusieurs pas
de temps lorsque le réseau est rebouclé sur lui-méme et le modele dynamique ainsi obtenu
peut également étre instable.

1.4.3 Topologie des NNOE

Le modele NNOE (Neural Network Output Error) correspond a l’architecture associée au
NNARX mais dans la catégorie des RNN. Une fonction d’approximation non-linéaire est apportée
par un MLP qui traite les entrées et dont la dynamique dépend des sorties précédemment
estimées. L’utilisation de TDL n’est pas imposée mais souvent indispensable pour accorder
suffisamment de complexité au modele. La figure 1.7 illustre la topologie d’un NNOE & L couches
cachées.
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( Définition 1.3 : NNOE |
Un réseau de type NNOE a L couches cachées se définit par la dynamique :

ho(k) = [g5,(k) @ (k)]"
k) = oi(Wehe—1(k) +bg) pour l =1,...,L (1.21)
Ynn(k) = Wyhr (k) + by

08 Grn(k) = [y, (k-1) -+ y2 (k-now)]” et a(k) = [uT (k) - u” (k-nin)]"

o

R TR AN
@/

— ynn(k)

FiGURE 1.7 — Topologie du NNOE

Les réseaux NNOE présentent principalement les caractéristiques suivantes :

e Le modele permet de représenter tout systeme dynamique désignant une application entrée-
sortie d’ordre fini c’est-a-dire pour lequel il existe une relation :

ynn(k) = fanon (u(k),...,u(k—nm),ynn(k:—l),...,ynn(kz—nout)) (1.22)

e L’ordre dynamique du modele est relié aux choix des fenétres de retards (par les parametres
Nin €t Noyt) tandis que la complexité de la fonction dépend de la structure du réseau.

e Pour l'entrainement, les calculs de gradients de la structure récurrente peuvent devenir
fastidieux et demander beaucoup plus de temps. De plus, le probleme d’optimisation abordé
est plus difficile a résoudre et la convergence de 'algorithme peut étre altérée par les
phénomenes de vanishing gradient ou d’expoding gradient.

1.4.4 Topologie générale des SSNN

De fagon générale, le terme SSNN (State-Space Neural Network) désigne toutes les architec-
tures de réseaux de neurones dont le comportement dynamique peut étre exprimé a ’aide d’une
représentation d’état de la forme :

{x(k +1) = fssnn(z(k), u(k)) équation d’évolution (1.23)

Ynn(k) = gssnn (z(k), u(k)) équation de sortie
De telles architectures ont tres vite été utilisées dans le domaine de I'automatique par le biais

de MLP comme dans [Suykens et al., 1995a, Rivals et Personnaz, 1996, Schenker et Agarwal,
1997, Zamarreno et Vega, 1998] méme si 'appellation SSNN n’est pas toujours employée. La
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littérature expose de nombreuses formulations de SSNN qui partagent une doctrine commune
mais peuvent se différencier par le nombre de couches considéré, ’ajout de termes linéaires, des
hypotheéses concernant certaines fonctions d’activation ou certains poids, etc. Les architectures
les plus communes ont pour origine une structure plus ou moins profonde de MLP non récurrent a
laquelle est ajoutée une boucle de récurrence reliant une couche quelconque a la premiere couche.
La sortie de cette couche correspond alors a I’état du systeme, nous la dénommeront ainsi couche
d’état. Lors de la rétropropagation de I’état mais également pour la propagation a la couche
suivante, il convient de lui appliquer un retard pur. Les couches précédant I’état décrivent alors
I’équation d’évolution de la modélisation tandis que les couches suivantes représentent ’équation
de sortie. En suivant ce principe, nous pouvons citer quelques exemples parmi les architectures
les plus connues :

e [Suykens et al., 1995a, Suykens et al., 1995b, Suykens et al., 1997] et la théorie des NL,
qui emploie de fagon tres générique des MLP a g couches pour modéliser le systeme non-
linéaire :

2k +1) = 0g(Wyy00 1 (W or (WE(k) + Witu(k)) ... + by_y) + bq)

(1.24)
(k) = @4 (Wy10q s (Wora - on (Wha(k) + Wiu(k)) .. +bym) + b )

La dépendance a l'entrée dans 1’équation de sortie est prise en compte en ajoutant une
liaison de I'entrée vers la couche suivant I'état qui est sans biais tout comme la premiere
couche.

e [Zamarreno et Vega, 1998, Zamarreno et al., 2000, Pulido et al., 2019], les comportements
non-linéaires des deux équations décrivant le modele sont considérés par un MLP a trois
couches cachées plus celle de sortie :

{x(k +1) = Waor (Wi a(k) + Wiu(k) + br) (1.25)

ynn(k) = W40'3 (fo(k‘) + b3)

La deuxiéme couche est rebouclée sur la premiere afin de constituer I’état du réseau, elle
est de plus linéaire et sans biais comme la quatrieme couche de sortie.

e [Bendtsen et Trangbaek, 2000, Bendtsen et Trangbeek, 2002] utilisent les travaux précé-
dents en retirant I’avant-derniére couche, ce qui aboutit & un modele MLP a deux couches
cachées :

{x(k +1) = Waoy (Wi (k) + Wiu(k) + by) (1.26)

Ynn(k) = Cx(k)

La sortie de la seconde couche cachée linéaire correspond a l’état du réseau par son lien
de rétroaction. L’équation de sortie est cette fois-ci linéaire puisqu’elle est composée de la
couche de sortie qui s’apparente a l’application d’une matrice. Cette architecture est reprise
dans [Abbas et Werner, 2008a, Abbas et Werner, 2008b] ou la matrice de ’équation de
sortie est imposée afin que 1’état du systeme corresponde a la concaténation des sorties
retardées.

e [Haykin, 1999, Patan, 2008, Czajkowski et al., 2014, Luzar et Czajkowski, 2016] pour
lesquelles la modélisation est réalisée par un MLP ne comportant pas de biais et dont la
seule couche cachée est rebouclée sur elle-méme afin de constituer ’état du systeme :

{m(k +1) = oy (Wi (k) + Wiu(k)) (1.27)

Ynn(k) = Cx(k)
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e [Gil et al., 2006, Gil et al., 2013] introduit un comportement hybride au modeéle neuronal

via une architecture dénommée SSNN affine. L’architecture bénéficie d’une contribution
linéaire complétée par la contribution non-linéaire de certaines fonctions d’activation. Par
Pextension de cette architecture dans les travaux de [Lachhab et al., 2008], le modele utilisé
est de la forme :

Ynn(k) = Cx(k) + Croc(Wea(k)) (1.28)

{x(k: +1) = Az(k) + Bu(k) + Ajoa(Waz(k)) + Biop(Wpu(k)))
Le modele peut étre pergu comme un réseau MLP sans biais comportant plusieurs couches
cachées. Les premieres couches traitent séparément 1’état et ’entrée du systeme, la couche
d’état est de plus rebouclée sur elle-méme et reliée a I'entrée, enfin les couches suivantes
de I’équation de sortie se scindent en un apport linéaire et non-linéaire.

Dans nos travaux, I'architecture SSNN est abordée a ’aide d’une approche générique qui
reprend les principaux éléments proposés dans la littérature. La structure des SSNN considérée

est ill

ustrée par la figure 1.8 ou sous une forme matricielle équivalente donnée par la figure

1.9. La méthode ne présume pas de la profondeur du réseau, ainsi plusieurs couches cachées

peuve

nt étre envisagées. Le réseau comporte différentes liaisons avec ’entrée pour prendre en

compte sa dépendance de diverses facons dans le modele. De plus, la modélisation tient compte

d’une
L’hyp

probable augmentation de ’entrée u en un vecteur de signaux retardés @ via une TDL.
otheése majeure de la démarche est que les couches suivant la couche d’état sont linéaires,

ce qui impose une relation linéaire pour ’équation de sortie.

( Définition 1.4 : SSNN |

Un réseau de type SSNN a L + 1 couches cachées se définit par la dynamique :

ho(k) = [z k)]T

he(k) = Ue(Wehz 1(k) +be) pourl=1,..,L (1.29)
2k + 1) = Ax(k )+Bu(k:)+W ho(k) + by ’
Ynn(k) = Cz(k) + Du(k) +

a(k) = [uT (k) - uT(k-nin)]"-

.
.

F1GURE 1.8 — Topologie du SSNN
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FI1GURE 1.9 — Topologie du SSNN sous forme matricielle

Les réseaux SSNN présentent un nombre important d’avantages en comparaison a d’autres
architectures récurrentes [Schenker et Agarwal, 1997, Zamarreno et Vega, 1998, Patan, 2008,
Nelles, 2020] :

e Le modele permet de représenter tous les systemes dynamiques pouvant étre décrits
par Iéquation d’état (1.23), dont les fonctions fsgnn et gssnn existent, sont bornées et
contiennent un nombre fini de discontinuités [Schenker et Agarwal, 1997, Hornik et al.,
1989] (selon la démarche de nos travaux, ggsnn doit étre de plus linéaire). Cette classe
couvre de nombreux systeémes pour lesquels une relation entrée-sortie d’ordre fini n’existe
pas, en plus de tous les systémes pour lesquels elle existe (ceux qui peuvent étre approchés
par un NNOE (1.22)).

e L’ordre dynamique qui correspond au nombre d’états du systéeme peut étre déterminé
indépendamment du nombre de neurones cachés considéré. Bien que la complexité du
modele croisse a mesure que ces deux critéres augmentent, leurs impacts peuvent étre
ajustés de facon séparée. D’une part, la dimension de 1’état est reliée a l’ensemble des
informations stockées par le systeme & un instant donné. L’état dépend de la taille de
la couche d’état mais également de la fenétre d’entrée considérée (si n;, > 1). D’autre
part, le nombre de neurones doit étre sélectionné afin de conférer de bonnes capacités de
généralisation au modele. Un réseau comportant un nombre insuffisant de neurones peut ne
pas étre en mesure de refléter correctement la dynamique d’un systeme tandis qu’un réseau
surdimensionné pourrait souffrir de mauvaises performances de généralisation résultant
d’un sur-apprentissage.

e La structure bénéficie d’une contribution linéaire et non-linéaire ce qui peut améliorer
les performances de modélisation puisque les systémes dynamiques respectent souvent ce
comportement hybride.

e La modélisation s’accorde avec les formalismes rencontrés en automatique. De plus, comme
nous le présenterons dans le chapitre 3, un lien peut étre établi avec les systemes Linéaires
a Parametres Variants (LPV).

Devant les principaux avantages listés ci-dessus, I’architecture SSNN semble tres prometteuse
pour l'identification de systemes dynamiques. Néanmoins, de nombreuses difficultés peuvent
survenir dans la pratique si les mesures de 1’état du systeme ou ses conditions initiales ne sont
pas disponibles :

e [’apprentissage n’échappe pas aux difficultés rencontrés par les algorithmes d’optimisation
relatifs aux réseaux récurrents.

e Bien que I'état du systeme soit facilement accessible depuis I'extérieur, il ne correspond
pas a I’état du processus réel et n’a pas de signification physique.
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e Une mauvaise initialisation peut détériorer de facon significative les performances du ré-
seau.
Les inconvénients de D’architecture général des SSNN sont caractéristiques de l'identification
par une approche RNN c’est-a-dire avec un réseau comprenant une dynamique interne. Afin de
surmonter ces difficultés deux architectures plus spécifiques sont proposés dans ces travaux et
présentées dans la section suivante.

1.4.5 Topologie des SSNNARX et SSNNOE

A I'image des NNARX présentés dans la section 1.4.2 et des NNOE de la section 1.4.3, deux
architectures incluses dans le formalisme général des SSNN sont introduites dans cette section.
Ces structures s’inspirent des concepts présentés dans les travaux de [Norgard et al., 2000] qui
ont été largement repris comme par exemple dans [Abbas et Werner, 2008b].

Topologie des SSNNOE. Les SSNNOE (State-Space Neural Network Output Error) repré-
sentent un sous-ensemble des architectures SSNN. Ce type de réseaux se caractérise princi-
palement par la contrainte imposée a I’équation de sortie afin que 1’état soit défini selon :

2(k) = [y"(K) - yT(k-nou)|” (1.30)

L’architecture SSNNOE est réduite d’une couche en comparaison aux SSNN (1.29) et la couche
d’état correspond alors a la couche de sortie du réseau comme le montre la figure 1.10.

[ Définition 1.5 : SSNNOE |
Un réseau de type SSNNOE a L couches cachées se définit par la dynamique :

ho(k) = [« (k) @ (k)]"

he(k) = o¢(Wehy_1(k) +bg) pourl =1,...,L
x(k + 1) = Az(k) + Bu(k) + Wyhr(k) + by
Ynn(k) = Cx(k)

(1.31)

ot il est imposé que x(k) = [yl (k) - ygn(k—nout)]T etu(k) = [u”(k) --- uT(/@—nm)]T.

(k) —H{0:min =3 :\\<
@/

F1cURE 1.10 — Topologie du SSNNOE

Les réseaux SSNNOE reprennent les principaux avantages et inconvénients des SSNN géné-
raux listés dans la section 1.4.4 précédente. Néanmoins ils se différencient sur les caractéristiques
suivantes :
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e Le modele permet de modéliser a ’aide d’une représentation d’état les systémes dyna-
miques restreints a ceux pour lesquels il existe une relation entrée-sortie d’ordre fini :

{xl:”y(k +1) = fssnnoe (2 (k), u(k)) (1.32)

Ynn(k) = Cux(k)

ol la notation z'™ € R™ désigne le vecteur composé des n, premieres lignes de 1’état
xz € R" de dimension n; = ny(neu + 1), ce qui correspond au vecteur de sortie estimé
futur par le réseau c’est-a-dire 2™ (k + 1) = y,n(k + 1). Le reste du vecteur d’état est
donné suivant z(k + 1) = [yL,(k+1) --- y?;n(k:—nout—i-l)]T

e La définition de ’état (1.30) impose que certaines matrices soient par définition creuses.
Pour une matrice X de dimensions appropriées et selon la notation X' désignant la
matrice constituée des n, premieres lignes de X, la structure des matrices A, B, Wy, b,
et C' de I'équation (1.31), peut étre détaillée selon :

4o [ Aliny :|  B- |:B1:ny:| oW, - [ ;ny:| b= |: i:ny:|
Inynout Onynout XNy 0 0 0 (133)

C= [Iny Onyxnynout]

e L’état possede une signification physique puisqu’il est constitué des sorties retardées (1.30),
il peut de ce fait étre plus facilement initialisé.

Remarque 1.2. Lors de limplémentation du SSNNOE, il est parfois plus simple de faire re-
monter le retard imposé a la sortie dans les autres TDL du réseau. Ainsi la TDL unitaire du
vecteur de sortie ynn(k) peut étre retirée en considérant les TDL(1 : ngy+1) pour les sorties
rebouclées et la TDL(1 : nin+1) appliquée au vecteur d’entrée u(k).

Remarque 1.3. 1l est possible d’écrire un NNOE sous forme d’un SSNNOEFE si au minimum un
retard est imposé a U'entrée c’est-a-dire que la TDL(1 : n;y,) d’entrée est considérée. Néanmoins
le modele NNOE impose dans I’équation (1.33) que les matrices A¥™v = 0 et BY™ = (.

Topologie des SSNNARX. Les SSNNARX (State-Space Neural Network AutoRegressive with
eXternal input) représentent 1’architecture de type FNN associée au SSNNOE. L’état du systeme
est externalisé, il correspond aux sorties passées mesurées ce qui permet de le considérer comme
une entrée exogene pour ’apprentissage.

( Définition 1.6 : SSNNARX |
Un réseau de type SSNNARX a L couches cachées se définit par la dynamique :

ho(k) = [2” (k) a” (k)]

he(k) = Jg(Wghg 1(k) +by) pourt=1,..,L
x(k + 1) = Azx(k) + Bu(k) + Wyhp(k) + by
ynn(k) = C.’L‘(k})

(1.34)

ou il est imposé que z(k) = [y* (k) --- yT(k—nout)]T et u(k) = [uT(k) - uT(k—nm)]T.

Les réseaux SSNNARX couplent les avantages d’apprentissages des modeles FNN avec les
autres points caractéristiques de I'architecture SSNNOE. Cependant comme les NNARX, la
modélisation fidele de systemes dynamiques et la prédiction sur long terme ne sont pas assurées.
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u(k) ->
y(k) —H0:10u0

ynn(k)

F1GURE 1.11 — Topologie du SSNNARX

SECTION 1.5
( Procédure d’apprentissage

1.5.1 Expérimentation et acquisition des données

Génération des signaux d’excitation. Le choix des signaux d’excitation pour l'identification &
un impact important sur la qualité du modele identifié. L’objectif est de générer efficacement
des données suffisamment riches en information pour la régression tout en tenant compte des
contraintes du systeme et d’expérimentation.

Une littérature assez vaste couvre la problématique de plan d’expérience (en anglais Design
Of Ezperiments ou DOE) et de son optimalité du moins dans le domaine linéaire. La probléma-
tique abordée est de concevoir 'expérience d’identification la moins coliteuse en moyen (nombre
d’essais par exemple) tout en maximisant 'information contenue dans les données pour garantir
un modele suffisamment précis. Le choix des signaux d’excitation est donc un probléme clé dans
I'identification des systémes dynamiques [Goodwin, 1977, Ljung, 1998, Godfrey et al., 2005].
Les signaux typiques de l'identification linéaire sont par exemple une somme de sinusoides de
différentes amplitudes et fréquences ou la populaire PRBS (Pseudo Random Binary Sequence).
Par ailleurs, lorsque des systéemes non-linéaires sont impliqués, 1'utilisation des signaux binaires
est insuffisante puisqu’il est important de représenter I’ensemble des fréquences et des amplitudes.

Pour l'identification de processus non-linéaires, il est important de déterminer le domaine
d’opération du systeme afin d’agir en conséquence pour que l’ensemble de ce domaine soit
représenté dans les données. De plus, dans la plupart des cas, le signal d’entrée doit mettre en
évidence les propriétés de basse fréquence du systéeme et donc avoir un contenu riche en basses
fréquences [Soderstrom et Stoica, 1989]. Plusieurs signaux d’entrée ont été développés dans le
but de respecter ces propriétés, les plus courants sont présentés dans [Nelles, 2020, Norgard
et al., 2000, Morelli et Klein, 2016].

Les signaux d’excitation utilisés dans nos travaux sont composés d’une succession d’échelons
d’amplitudes et de durées aléatoires. Les amplitudes suivent une loi uniforme dont les grandeurs
sont délimitées par des valeurs minimales et maximales, qui sont forcées d’apparaitre dans le
signal d’excitation au moins une fois pour s’assurer que le systeme soit excité sur la plage de
valeurs désirée. De méme, les durées totales des paliers sont déterminées de maniere a ce que le
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régime permanent soit atteint dans une proportion plus ou moins importante des cas. La durée
des échelons est également un nombre aléatoire uniformément distribué qui est paramétré pour
étre compris entre zéro et une valeur choisie en fonction de la constante de temps du systeme.
Un exemple de signal est présenté par la figure 1.12, pour une plage d’amplitude de [-5; 10] et
une durée n’excédant pas 2s.

10 =

amplitude

vl

0 ) 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
temps (s)

F1GURE 1.12 — Exemple de signal d’excitation

La quantité de données utilisées pour I'identification est également un point décisif au méme
titre que la qualité [Ljung, 1998]. La base de données doit étre suffisamment informative et
importante pour que le modele appris reproduise fidelement le comportement du systeme. La
grandeur de la base de données doit alors étre de maniere utopique tres importante pour aboutir
a un apprentissage parfait. Néanmoins dans la pratique le temps de convergence des algorithmes
d’apprentissage et les difficultés qu’ils peuvent rencontrer pour un trop grand nombre de don-
nées, pousse a utiliser des données de tailles raisonnables et dont I'information est suffisamment
concentrée.

Fréquence d’échantillonnage. La détermination de la fréquence d’échantillonnage du mo-
dele dynamique est rarement un choix facile alors que cette décision a pourtant un impact
significatif pour l'apprentissage. Une période d’échantillonnage trop petite par rapport au
systeme considéré encouragera un mauvais conditionnement des matrices ce qui se traduira par
d’importants problemes numériques lors de l'identification du modele. A I'inverse, une période
d’échantillonnage trop grande dissimulerait d’éventuelles dynamiques haute fréquence.

Néanmoins, 'identification est régulierement utilisée & des fins de controle, ainsi la fréquence
d’échantillonnage est impliquée dans les performances recherchées. Que I’identification concerne
le systeme ou le controleur, le choix du pas d’échantillonnage doit donc étre en accord avec la
bande-passante désirée de la boucle fermée qui comprend ces deux éléments. Un cadencement
suffisamment élevé permet d’imposer une certaine rapidité de réponse et un signal de controle
plus lisse, mais les problemes numériques de mauvais conditionnement peuvent étre prononceés.
La fréquence d’échantillonnage sélectionnée doit donc étre un compromis entre privilégier
I'identification et privilégier les performances du controle.
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Finalement, le choix de la fréquence d’échantillonnage doit s’effectuer sur les connaissances a
priori & disposition et les propriétés recherchées. Malgré un comportement non-linéaire du sys-
teme a identifier, une approche linéaire permet souvent d’intuiter une période d’échantillonnage
fonctionnelle. Selon les criteres temporels et fréquentiels du linéaire, un bon point de départ est
de considérer une dizaine de points au minimum pour caractériser une dynamique.

1.5.2 Pré-traitement des données

Filtrage. Le filtrage est couramment utilisé pour retirer les bruits de mesures, les perturbations
périodiques et autres dynamiques non désirées. Pour la plupart des systemes industriels dont
le bruit est de haute fréquence, il est souvent judicieux d’utiliser un filtre passe-bas en prétant
attention aux phénomenes de repliement de spectre. Les filtres se comportent comme des sys-
temes dynamiques, par conséquent le filtre représente une dynamique de systeme supplémentaire
introduite entre le systéme physique et le signal utilisé pour identifier les modeles dynamiques.
Le filtrage doit donc étre étudié pour ne pas fausser les résultats de la modélisation [Morelli et
Klein, 2016].

Normalisation. L’étape de normalisation est essentielle dans la phase de pré-traitement des
données. L’apprentissage sur une base non-normalisée peut aboutir & un comportement indési-
rable méme si ’on dispose d’un ensemble de données comportant de nombreuses caractéristiques
intéressantes. Le principal probleme intervient lorsque les caractéristiques, c’est-a-dire les valeurs
des données, sont a des échelles radicalement différentes. Le risque est qu’une caractéristique do-
mine completement les autres et qu’elle soit seule prise en compte lors de ’apprentissage. Un
autre phénomene pouvant également poser probleme est 1ié a 'emploi de fonctions d’activation
qui sont souvent non-linéaires et généralement bornées. Des données concentrées sur une zone de
non-linéarité ou dont les valeurs sont trop grandes par rapport aux bornes de la fonction d’ac-
tivation pourraient étre problématiques. La normalisation a finalement pour bénéfice de rendre
le processus d’apprentissage plus robuste numériquement et d’accélérer sa convergence [LeCun
et al., 1991]. De plus, 'expérience montre simplement que les modeles obtenus présentent de
meilleures performances et leurs comportements se rapprochent davantage de ceux désirés. Il
existe différentes techniques de normalisation dont les principales sont listées ci-dessous :

e Normalisation min-max : Cette méthode consiste & dimensionner I’amplitude des données

entre [-1; 1], la formule de normalisation est :
2(Zdt - min(Zdt))

Zmin-max = -1 1.35
TS max (Zg;) — min(Zg) (1.35)

La base de données possede donc les propriétés min(Zmin-max) = —1 et max(Zmin-max) = 1.
Nous pouvons également évoquer la généralisation de cette méthode a la normalisation des
données entre [Zmin ; Zmaz| PAT :

(Zma:r - Zmzn) (Zdt - min(Zdt))
max(Zg) — min(Zy)

Zmin—max =

e Normalisation z-score : Cette méthode impose aux données une moyenne nulle et un
écart-type unitaire, le processus de normalisation est :

, _ Zg —mean(Zg)
z-score — std(Zdt — mean(Zdt))

(1.37)
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ol mean est la fonction moyenne et std la fonction écart-type. La base de données vérifie
alors les propriétés mean(Z, score) = 0 et std(Z,-score) = 1.

e Normalisation max : Cette méthode consiste a imposer a la base de données une amplitude
absolue inférieure a 1 en divisant par la valeur la plus élevée en absolu :

Zat

Zmax = T 5 N
max(|Zg|)

(1.38)
Les données respectent donc max(|Zmax|) = 1.

e Normalisation med-mad : Cette technique de normalisation se rapproche de la normali-
sation z-score mais utilise la médiane et la déviation absolue médiane (mad) pour trans-
former les données comme suggéré dans [Leys et al., 2013]. L’expression mathématique de

la normalisation est :
Zat — med(Zdt)

mad(Zg)

Zmed—mad = (139)

ou med est la fonction médiane et mad est la fonction déviation absolue médiane définie
par mad(Z4) = med(|Zg — med(Zg)|). A lissue de la normalisation les données vérifient
med(Zmed—mad) =0et mad(Zmed_mad) =1.

Les normalisations les plus communes sont min-max et z-score. A partir de ces deux tech-
niques, il est possible de dresser deux grands types de normalisation. Les normalisations telles
que min-maz ou max impactent I’amplitude des données, elles garantissent donc que toutes les
caractéristiques aient la méme échelle. Néanmoins la distribution des données n’est pas modifiée
ce qui peut aboutir a une mauvaise gestion des valeurs aberrantes. Les normalisations telles
que z-score ou med-mad sont moins sensibles a la présence de valeurs aberrantes puisqu’elles
agissent sur la distribution. Cependant les données ne partagent pas exactement une échelle
commune.

L’ensemble des techniques de normalisation présentées sont en fait une transformation affine
des données. La base de données normalisée Z,,,,m peut s’écrire selon 1’équation :

Znorm = AnormZdt + Bnorm (140)

ou les coefficients sont résumés par le tableau 1.2 pour chaque méthode. Notons qu’une fois le
réseau entrainé avec les données normalisées, il est possible de modifier les poids d’entrée et de
sortie afin d’utiliser le modele sur les données réelles. La procédure de dénormalisation du réseau
est présentée dans la section 1.5.4.

Séparation. Lors de tout apprentissage, il est primordial de conserver une partie des données
hors du processus d’apprentissage afin de tester les performances du modeéle sur un jeu de données
indépendant. En plus de cet ensemble de test, un ensemble supplémentaire de validation est
nécessaire afin d’éviter les phénomenes de sur-apprentissage comme présentés dans la section
1.3.3 abordant la généralisation. Les données sont donc séparées en trois ensembles :

e Ensemble d’apprentissage : Ensemble de données utilisé par ’algorithme d’apprentissage
pour ajuster les poids du réseau.
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TABLE 1.2 — Coefficient de normalisation pour les différentes normalisations affines

Normalisation Anorm Brorm
| 2 —min(Zg)
_ A x = Bhin- X = . —1
min-max min-ma; maX(Zdt) _ min(Zdt) min-ma maX(Zdt) — mln(Zdt)
p - 1 5 B — mean(Zg)
2-Score wscore = G A(Zar — mean(Zar)) TR T std(Zygy — mean(Zg))
1
Amax = ———— Bmax = 0

maxr max maX(|Zdt|) max

o y - 1 B - med(Zy)
mea-ma med-mad — mad(Zdt) med-mad = mad(Zdt)

e Ensemble de validation : Ensemble de données permettant d’éviter le sur-apprentissage et
d’ajuster les hyperparametres du réseau.

e Ensemble de test : Ensemble de données indépendantes permettant d’évaluer les perfor-
mances et la généralisation du réseau.

La modélisation de systemes dynamiques impose une division des données par blocs. Contrai-
rement & d’autres applications comme la classification, il n’est pas possible de construire les trois
ensembles de fagon aléatoire a cause du caractere temporel des données. Communément 1’en-
semble d’apprentissage représente plus de la moitié des données disponibles, il est collecté en
premier et suivi par celui de validation puis de test.

1.5.3 Sélection de la méthodologie d’apprentissage

Choix de la structure. La détermination de la structure du modele passe par deux choix es-
sentiels :

e L’architecture du réseau et les vecteurs de régression pris en compte via les TDL.

e Les hyperparametres du réseau tels que le nombre de couches et de neurones ou les fonctions
d’activation.

Les architectures envisagées dans ces travaux seront uniquement celles pouvant se décrire
a l'aide d’une représentation d’état c’est-a-dire les SSNN. En effet I'utilisation ultérieure des
modeles utilisera abondamment les liens de ces structures avec le domaine de 'automatique
(voir chapitre 3). Lorsque les mesures du systeme & identifier (et lapproximation de leurs
dérivées via les TDL) sont suffisantes pour constituer ’état du systéme, alors les architectures
SSNNOE seront privilégiées. De plus, un apprentissage en deux temps a 'aide d’'un SSNARX
peut étre réalisé afin d’améliorer les performances du réseau comme présenté ci-dessus. Les
fenétres de signaux retardés via les TDL doivent étre choisies selon l'ordre dynamique du
systeme souhaité. Dans le cas d’absence de bruit, il est possible d’utiliser le coefficient de
Lipschitz [Norgard et al., 2000] pour guider le choix de ces parameétres.

Les hyperparametres du réseau peuvent étre déterminés dans un second temps afin de lui
accorder de bonnes performances et de bonnes capacités de généralisation. Les fonctions d’activa-
tion non-linéaires employées dans ces travaux sont principalement la fonction tanh qui présente
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une non-linéaire douce et une condition de secteur avantageuse (voir chapitre 3). Concernant les
neurones cachés, sa quantité permet d’apporter de la complexité au modele. La détermination du
nombre de couches et de neurones cachés s’effectue en augmentant graduellement leurs nombres
tout en évaluant 'erreur de test. La grandeur retenue est celle pour laquelle accroitre davantage
le nombre de neurones n’apporte qu'un gain de généralisation insignifiant.

Apprentissage en deux temps. Bien que les structures de réseau de type RNN soient préférées
pour la modélisation de systemes dynamiques, I'apprentissage de réseaux récurrents peut
présenter des difficultés a converger. La fonction de cotlt considérée pour l'optimisation est
fortement non-linéaire et elle peut comporter un grand nombre de minimums locaux peu
performants. Les poids initiaux utilisés lors du probléme d’optimisation fondé sur le gradient
ont donc un role tres influant sur la bonne convergence de 1'algorithme.

La méthode proposée dans ces travaux est d’effectuer I'apprentissage d’un RNN en deux
temps si la structure ’autorise. Les réseaux compatibles sont les RNN possédant une architecture
FNN équivalente ou la transformation des connexions récurrentes en des connexions reliées a de
nouvelles entrées exogenes permet de passer d’une structure a 'autre. Les réseaux compatibles
sont par exemple les associations NNOE < NNARX et SSNNOE < SSNNARX. Pour ces cas,
la méthode d’apprentissage peut étre divisée en deux étapes :

e Réaliser un premier apprentissage avec une architecture FNN équivalente a celle récurrente
d’origine.

e Rétablir les connexions de récurrence puis exécuter ’apprentissage du réseau RNN dont
I'initialisation des poids est issue des résultats de 'apprentissage précédent.

Cette procédure en deux temps a permis dans la pratique de résoudre de nombreux problémes
liés a 'apprentissage de certains systemes dynamiques. Cette méthode peut présenter selon les
cas, les avantages d’améliorer significativement la convergence des algorithmes d’optimisation et
de réduire le temps nécessaire en comparaison a I’entrainement classique de RNN.

Choix de l’indice de performance. L’indice de performance retenu dans nos travaux sera
le critere MSE (1.15) comme précédemment évoqué dans la section 1.3.1. Son utilisation
est compatible avec I’ensemble des algorithmes d’optimisation fondés sur le gradient et plus
particulierement ’algorithme LM qui utilise le jacobien du critere. Si les signaux supervisés
sont significativement bruités et que la matrice de covariance est connue, alors il peut étre
judicieux de transformer les sorties afin de considérer le critere MSE modifié de I’équation (1.16).

De plus, une méthode complémentaire peut étre utilisée pour améliorer les capacités de
généralisation de certains réseaux, notamment des structures FNN postérieurement rebouclées.
Cette proposition qui dérive des travaux de [Norgard et al., 2000] consiste & superviser durant
I’apprentissage une fenétre glissante de sorties et non uniquement le vecteur de sortie a un
moment donné. L’indice de performance minimisé pendant I’entrainement est alors le MSE
défini sur une fenétre de signaux retardés de taille nq,: par :

Nay

L S ) — G 0] [5R) — B (B)] (1.41)

J - -
mse,Nout 2
]\Zdi 1 Lyi Lout k=1

- T ., _ T .
ou y(k}) = [yT(k) T yT(k_nout+1)] et ynn(k) = [yg:n(k) T yrj;n(k_nout'i'l)] sont respecti-
vement les vecteurs de sorties mesurées et estimées. Les réseaux résultant d’un apprentissage en
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FNN a l’aide de ce critere, ont exhibé dans la pratique, de meilleures propriétés de généralisation
lorsqu’ils sont employés de fagon récurrente pour la modélisation de systemes dynamiques.

Choix de I’algorithme d’apprentissage. Pour les réseaux comportant jusqu’a quelques centaines
de poids exploitables lors de I’entrainement alors 1’algorithme LM est souvent le plus rapide et
le plus performant. Cependant ’algorithme implique une étape d’inversion de matrices dont les
dimensions sont directement reliées au nombre de parametres du modele. Par cette complexité de
calcul, le LM peut grandement perdre en efficacité sur des grandes structures. En conséquence,
lorsque le nombre de poids est de I'ordre du millier ou plus, les algorithmes tels que BFGS ou
SCG seront privilégiés [Hagan et al., 2014, Pouilly-Cathelain, 2020].

Critéres d’arrét de I’algorithme d’apprentissage. Les criteres d’arrét sont définis avec des va-
leurs scalaires qui indiquent des limites & partir desquelles continuer ’entrainement n’améliorera
pas significativement les résultats. Une fois que 'une de ces conditions est satisfaite, 'appren-
tissage est interrompu automatiquement. Les critéres suivants sont retenus pour arréter les
algorithmes d’apprentissage lorsqu’ils sont atteints :

e Nombre d’itérations maximum
e Temps de calcul maximum

e Colt minimum

e Valeur du gradient minimum

e Nombre d’itérations successives maximum sans amélioration globale de 'erreur de valida-
tion (arrét prématuré, voir la section 1.3.3)

Le choix des conditions d’arrét doit donc étre adapté pour permettre l'obtention rapide de
réseaux performants en limitant le sur-apprentissage.

Apprentissage sur plusieurs tirages. Les algorithmes d’apprentissage de descente de gradient
sont par définition des méthodes de recherche locale. Ces algorithmes convergent alors vers
I'un des minimums locaux de la surface de performance, ce qui dépend sensiblement des condi-
tions initiales des parametres. Ainsi un seul cycle d’exécution de I'entrainement c’est-a-dire un
seul tirage peut ne pas garantir une performance optimale. C’est pourquoi dans le contexte
de 'apprentissage hors ligne, il est préférable de recommencer 'apprentissage avec différentes
initialisations des poids du réseau. Cinq a dix tirages sont réalisés afin de se rapprocher de I'op-
timum global [Hagan et al., 2014] et le réseau sélectionné est celui qui produit les meilleures
performances de validation.

1.5.4 Analyse des performances et post-traitement du réseau

Critéres de validation d’un réseau. Une fois 'apprentissage effectué, il convient d’estimer si le
modele final obtenu est suffisamment fideéle au systéme identifié. L’objectif est donc de déterminer
si le réseau reproduit le comportement du systeme dynamique avec un niveau de précision
acceptable. Mesurer ou plus précisément intuiter cet écart de comportement peut étre réalisé
des facons suivantes :

e Visualisation et simulation : Evaluer explicitement le comportement du modele peut sim-
plement étre réalisé en visualisant les réponses temporelles du réseau. Les tracés de simu-
lation fournissent souvent une représentation intuitive des attitudes du modele, ils peuvent
étre de plus comparés avec d’éventuelles données mesurées a disposition.
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e Estimation de la capacité de généralisation : Reproduire le comportement du systeme
réel pour des données quelconques, revient a la problématique de généralisation. Ainsi la
généralisation du réseau peut étre estimée par I’évaluation de la performance sur I’ensemble
des données de test.

L’identification implique bien souvent que différents modeles, architectures ou techniques
vont étre employés et comparés. Sélectionner le réseau et la méthode qui sont les plus appropriés
passe par 'examen des criteres ci-dessus auxquelles peuvent s’ajouter par exemples la perfor-
mance d’apprentissage et de validation, le nombre de parametres, le temps de calcul, le nombre
d’itérations ou encore la répétabilité de la méthode.

Dénormalisation du réseau. L’utilisation de données normalisées est indispensable lors du
processus d’apprentissage (voir la section 1.5.1), cependant 'usage du réseau final porte la
plupart du temps sur les données d’origines. Conformément a cet objectif, les poids finaux du
réseau peuvent étre modifiés pour que le modele utilise les données réelles.

Pour la dénormalisation du réseau ’ensemble des couches reliées a ’entrée ou a la sortie
doit étre modifié. La méthode considere qu'une normalisation affine des données a été employée,
elle peut donc étre décrite par 1’équation (1.40). Les entrées normaliées unory €t les sorties
normalisées Ynorm peuvent étre définies séparément par :

Unorm = Apormt + B AY oy + BY

norm norm > Ynorm = norm

(1.42)

L’algorithme de dénormalisation se compose des trois étapes successives présentées ci-dessous.
Les notations sont que pour une couche ¢ quelconque du réseau, W, désigne la matrice de poids
et by le vecteur de biais. Lorsque la couche est connectée a l’entrée ou a la sortie, les poids
correspondant a ces connexions sont isolés respectivement dans les sous-matrices W, et Wg’ .
Finalement pour un réseau a L couches cachées les modifications suivantes sont effectuées :

e Pour toutes les couches ¢ du réseau possédant une connexion avec ’entrée, la matrice de
connexion avec l'entrée et le vecteur de biais sont modifiés selon :
U u u
WZ <« ¢ A

norm (143)
by — by+ Wp B!

norm

e Pour toutes les couches ¢ du réseau possédant une connexion avec la sortie, la matrice de
connexion avec la sortie et le vecteur de biais sont modifiés selon :

be  «— be+W/BY,, '

e Pour la couche L + 1 de sortie linéaire, I’ensemble de la matrice de poids et le vecteur de
biais sont modifiés selon :

Wi <« (A%orm)_lwlﬁrl

B} (1.45)
bL+1 — (Arywrm) (bLJrl_Br%orm)
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SECTION 1.6
( Conclusions

Nous avons développé dans ce chapitre une méthodologie complete pour effectuer 1’identifi-
cation de systemes dynamiques par réseaux de neurones a structure fixée. Au vue de I'utilisation
des modeles pour I'automatique, ’architecture des réseaux employés correspond a celle de MLP
récurrents. Plus spécifiquement, cette partie a permis de développer et de dresser un bref état
de I'art de la topologie SSNN qui est le modele neuronal retenu pour la suite des travaux. Nous
avons également pu présenter une procédure d’apprentissage et ainsi détailler ses principales
étapes. Premierement, l'acquisition des données et les techniques de génération des signaux
d’excitation ont été présentées. Par la suite, le pré-traitement de données pour 'apprentissage a
pu étre abordé notamment pour la normalisation et la séparation (selon les ensembles d’appren-
tissage, de validation et de test) des données. Apres quoi, la méthodologie d’apprentissage a été
détaillée, les topologies privilégiées sont celles des SSNNOE dont une méthode d’apprentissage
innovante en deux temps via l'initialisation des poids par un pré-apprentissage en SSNNARX a
été proposée. Le critére de performance retenu pour les travaux correspond a 'indice MSE tandis
que l’algorithme d’apprentissage majoritairement employé est celui de Levenberg-Marquardt.
Les phases d’entrainement sont réalisées hors lignes et pour plusieurs tirages, c’est-a-dire
pour plusieurs conditions initiales. La notion de généralisation du réseau a également été
introduite et la méthode d’arrét prématuré de 'apprentissage est utilisée afin d’éviter le
sur-apprentissage lorsque I'erreur de validation n’est plus minimum depuis un certain nombre
d’itérations donné. Finalement, la validation et le post-traitement du réseau ont été présen-
tés dont spécifiquement la phase de dénormalisation des poids du réseau final qui a été formalisée.
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SECTION 2.1
( Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux outils d’analyses de la commande robuste qui
seront exploités dans la suite des travaux et pour lesquels nous présentons succinctement les
principaux résultats. Les méthodes abordées portent sur 1’étude des systémes non-linéaires
qui peuvent étre modélisés par une représentation LPV. Comme nous l’aborderons plus
tard dans le chapitre 3, les modeles SSNN peuvent étre représentés selon ce type de for-
mulation ou les neurones non-linéaires sont appréhendés a l'aide de parameétres variants
associés. De par les grandes dimensions des systémes impliqués, nous limitons 1’étude a
ceux représentés par LPV-LFT. De plus, 'approche favorise les systemes a temps discret
au regard de la nature discrete des réseaux de neurones qui traitent des données également
échantillonnées. Ainsi, bien que le domaine continu soit souvent privilégié, nous rappelons ici
le volet discret des outils d’analyses de systemes LPV-LFT. Les concepts et problématiques
abordés restent néanmoins similaires pour le temps continu, le lecteur intéressé et souhaitant
davantage de détails est invité a se référer aux références citées au fur et a mesure de ce chapitre.

Dans la section 2.2, nous introduisons les principales notions et outils relatifs aux systemes
LTI. Nous présentons par la suite dans la section 2.3, les systemes LPV et une facon de les
représenter selon le formalisme LFT. Les outils d’analyse de stabilité et de performance des
systemes LPV-LFT sont finalement formulés dans la section 2.4.

SECTION 2.2
( Notions de stabilité et outils dans le cadre linéaire invariant

Nous présentons succinctement pour débuter les outils mathématiques indispensables per-
mettant d’apprécier la robustesse des systémes dynamiques. Soit un systeme linéaire invariant
dans le temps (LTI) d’ordre n, a n, entrées et n, sorties, dont le comportement dynamique est
défini par un modele dans ’espace d’état discret de la forme :

G {x(kz—i—l) = Azx(k) + Bu(k)

y(k) = Cz(k) + Du(k) (2.1)

ou z(k) € R™ est I’état du systéme au pas d’échantillonnage k € N, u € R™ est l'entrée du
systeme, y € R™ est la sortie et A, B,C, D sont des matrices de dimensions appropriées dé-
nommées respectivement matrice d’évolution, de commande, d’observation et de transfert direct.

La matrice de transfert associée a la réalisation (A, B, C, D) est donnée dans le domaine de
la transformée en Z en supposant une condition initiale nulle par :

G(z) =C(zI —A)™'B+D (2.2)

Lorsque le systéme est monovariable ou SISO (Single Input and Single Output), une seule fonc-
tion de transfert est nécessaire pour décrire la relation entre I'entrée (n, = 1) et la sortie (n, = 1).
Dans les autres cas des systemes multivariables ou MIMO (Multiple Input and Multiple Output),
la matrice de transfert décrit terme a terme la relation entre chaque combinaison d’entrée et de
sortie. De plus, le systeme est strictement propre si il n’existe pas de lien direct entre ’entrée et
la sortie, c’est-a-dire que la matrice de transfert direct (D) est nulle.
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2.2.1 Réponse fréquentielle

Dans le cas des systémes discrets, 'évaluation de G(z) pour z = €/ avec w € [0 , 7] définit la
réponse fréquentielle du systeme. Pour un systéeme monovariable, la notion de gain du systeme
A la fréquence w est définie par le module |G(e/“)|. Pour le cas multivariables, ce concept est
étendu a ’aide des valeurs singulieres.

Remarque 2.1. En faisant intervenir la fréquence d’échantillonnage T, il est également pos-
sible d’évaluer la réponse fréquentielle G(z) pour z = e/Te% qvec w € [0 ,7/1.].

[ Définition 2.1 : Valeurs singulieres ]

Soit la matrice de transfert G(z) de dimension ny X ny, les valeurs singuliéres du systéme
sont définies comme les racines carrées des valeurs propres de sa réponse fréquentielle
G(e7¥) multipliée par sa transconjugée, c’est-a-dire pour i = 1,...,min(n,,ny), chaque
valeur singuliere est définie selon :

Uz ejw \/)\ 67“" 6 jw \/)\ 6 Jw TG(@JW)) (2.3)

Au regard de cette définition, les valeurs singuliéres sont des nombres réels positifs ou nuls,
qui peuvent donc étre classés de la plus grande, appelée valeur singuliére supérieure 7(G), a la
plus petite, appelée valeur singuliere inférieure o(G) :

E(G(ej“’)) =01 (G(ejw)) = 09 (G(ej“’)) = > Q(G(ej“’)) =0 (2.4)
Les valeurs singulieres constituent une généralisation aux systemes multivariables de la notion
de gain établie dans le cas des systemes monovariables. En effet pour un systéeme multivariable
le gain de chaque transfert, et plus généralement de chaque valeur singuliére d’une sous-matrice
de transfert, & une fréquence donnée, sera compris entre les valeurs singulieres inférieure et
supérieure.

Remarque 2.2. Pour un systeme monovariable, il existe une seule valeur singuliere qui est telle
que :

7(G()) = o(G()) = G(e)] (2.5)

2.2.2 Norme H

L’approche Hy, propose un cadre théorique général pour concevoir des controleurs en mani-
pulant des concepts fréquentiels [Doyle et al., 1990, Duc et Font, 1999]. Il s’agit essentiellement
d’un probleme d’optimisation dont le but est de satisfaire des contraintes en boucle fermée en
fonction de critere de performances et de robustesse.

[ Définition 2.2 : Ensemble RH ]

RHw définit le sous-espace des matrices de transfert rationnelles propres a coefficients
réels et stables c’est-a-dire dans le cas discret n’ayant pas de poles a l’extérieur du cercle
unite.
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[ Définition 2.3 : Norme # ]
Soit le systeme G € RH, la norme Ho de G est définie par :

IG(2)lls = sup 7(G(e)) (2.6)

we|[0;m

Cette norme représente donc la valeur la plus élevée du gain du systéme sur ’ensemble des
pulsations, dans le cas d’un systéme monovariable, c’est la valeur la plus élevée de |G(e’*)].

2.2.3 Estimation de la norme #,, par le lemme borné réel

A défaut de pouvoir calculer analytiquement la norme Hq, la norme est caractérisée ma-
thématiquement notamment en estimant une borne supérieure a 1’aide de méthodes numériques
variées. Nous pouvons notamment citer les méthodes de dichotomie [Boyd et al., 1989], les algo-
rithmes fondés sur la matrice hamiltonienne [Zhou et al., 1996] ou les algorithmes basés sur les
équations de Riccati et les inégalités matricielles affines. Ces dernieres sont également désignées
par leur sigle LMI provenant de l'anglais Linear Matriz Inequalities. Nous nous intéresserons
particulierement a une approche de cette catégorie qui est couramment dénommée lemme borné
réel. Ce résultat fondamental constitue le point de départ de la résolution de nombreux problemes
en automatique par 'optimisation sous contrainte LMI [Boyd et al., 1994].

[ Lemme 2.1 : Lemme borné réel discret [Gahinet et Apkarian, 1994]

Soit le systéeme G(z) ayant pour réalisation (A,B,C,D) et v un réel positif, alors le
systeme est stable et vérifie
G < (2.7)

si et seulement si il existe une matrice symétrique définie positive X solution de l’inéga-
lité :
ATXA-X  ATXB cT
BTXA BTXB-~I DT | <0 (2.8)
C D —~I

Remarque 2.3. Comme exposé dans [Gahinet et Apkarian, 1994], une troisiéme affirmation
également équivalente a celles présentées dans le lemme 2.1 est qu’il existe une matrice symé-
trique définie positive X solution de l'iné€galité :

-X' A B 0
AT X 0 C
BT 0 —I DT

0 C D —Al

<0 (2.9)

D’apres ce lemme, la proposition suivante expose une méthode de calcul de la norme He,
d’un systeme dynamique par le biais de la résolution d’un probleme d’optimisation de type LMI.
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[ Proposition 2.1 ]

Soit le systéme G(z) de réalisation (A, B,C, D) et dont la norme Hy est [|G(2)|, = 7"
alors on a également :

v = gl;g{’y sous (2.8)} (2.10)
X>0

La proposition ci-dessus apporte une méthode de majoration de la norme Ho, d’un systeme.
Ce probléme de minimisation sous contraintes LMI d’une fonction qui dépend linéairement des
inconnue est un probleme d’optimisation convexe, qui a donc pour avantage de ne présenter
aucun minimum local. La formulation ne fait également pas intervenir la fréquence, c’est-a-dire
que le probleme est donc de dimension finie. Les problemes LMI surviennent dans de nombreux
domaines de 'automatique comme celui du contréle robuste [Scherer et Weiland, 2015, Boyd
et al., 1994]. Ce type de probléme peut étre résolu numériquement avec des algorithmes
d’optimisation convexe adaptés. La Robust Control Toolbox de MATLAB fournit des outils de
résolution numériques pour traiter 'optimisation sous contrainte LMI [Gahinet et al., 1994].
D’autres outils performants et libres d’utilisation sont proposés sous MATLAB comme CVX
[Grant et Boyd, 2008, Grant et Boyd, 2014] ou YALMIP [Lofberg, 2004].

Les problemes d’optimisation sous contraintes LMI sont donc résolus a ’aide d’outils numé-
riques comme évoqué précédemment. Cependant, suivant la complexité des problemes abordés,
des difficultés numériques peuvent émerger lors des résolutions. Une technique qui peut se révéler
efficace est de résoudre le probleme équivalent mais dans le domaine continu. Bien qu’ils ne soient
pas présentés dans ce rapport, les problemes LMI en temps discret peuvent étre obtenus d’une
maniere similaire en temps continu. Les inégalités obtenues dans le cas continu procurent une
formulation alternative du probleme LMI initial, sa résolution peut se révéler dans la pratique
moins sensible aux difficultés numériques. La section 2.2.4 qui suit présente la transformation
en w qui est un outil intéressant pour commuter entre les domaines continus et discrets.

2.2.4 Transformation en w

Cette section est consacrée a I’étude de la transformation en w aussi appelé transformation
bilinéaire. Cette méthode qui peut étre utilisée de fagon directe ou inverse, fournit un lien
mathématique entre les systemes a temps discret et ceux a temps continu.

[ Définition 2.4 : Transformation en w ]

La transformation en w est définie par la substitution :

14+ w
z—>——, w#0 2.11
- (2.11)
Pour un systeme discret Gy4(z), son image en temps continu par la transformation bili-
néaire est donnée par :

G(w) = Gu (”“’) (2.12)

1—w

Il est important de mentionner que le systéme continu obtenu n’a pas d’interprétation phy-
sique. Néanmoins, les forts intéréts de la transformation bilinéaire se trouvent dans les propriétés
suivantes.
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[ Propriété 2.1 ]

L’étude de la stabilité d’un systéme LTI en temps discret Gq(z) est équivalente o ’étude
de la stabilité de son image G, (w) par la transformation bilinéaire.

Démontration. La démonstration est omise mais est disponible dans de nombreux travaux
sur la commande Ho tels que [Feyel, 2013]. O

[ Propriété 2.2 ]

La norme Ho, est conservée par la transformation bilinéaire, en effet :

||Gd(2)||oo (norme discréte) — ||Gw(w)||oo (norme continue) (213)
Démontration.
||Gd(Z)Hoo (norme discréte) Suﬂg X(C;cl(ejw)CTYd(e_jW)T)
WE
\/A(G (L2} (Hw)T)
= su —u T
ek A\ Tmw ) Tmw (2.14)
= sup 4/ MGu(jw) Gy (-jw)T)
weR
= [Guw (w)Hoo (norme continue)
oll A désigne la plus grande des valeurs propres. O

La transformation bilinéaire appliquée a un systéme discret permet ainsi d’obtenir I'image du
systeme en temps continu. De plus, la transformée inverse permet de revenir au contexte discret
initial. D’apres les travaux [Chen et Francis, 1995], les relations des représentations d’état des
systemes discrets et continus sont formulées par les résultats suivants :

e Considérons le systeme discret G4(z) = (A4, Bg, Cq, Dg) et supposons que la matrice (Ag+
I) est non-singuliere, 'image de G4 par la transformation bilinéaire est le systéeme continu
Gy(w) = (Aw, By, Cw, Dy) dont les matrices sont données par :

Ay = (Ag—D)(Aq+ 1)
B, = (I — Aw)Bd

Cw = Ca(Ag+1)™*

Dw = Dd - Cde

(2.15)

e Considérons le systeme continu G, (w) = (Aw, By, Cw, Dy) et supposons que la matrice
(I — Ay) est non-singuliere, I'image de G, par I'inverse de la transformation bilinéaire est
le systeme discret G4(z) = (A4, By, Cq, Dg) dont les matrices sont :

= (I — Ay) YT + Ay)

d
By = (I - Ay)" By (2.16)
d
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SECTION 2.3
( Introduction aux systemes LPV

Les systemes Linéaires a Parametres Variants (LPV) constituent une classe de modéles par-
ticuliere de systemes dynamiques. Le comportement du processus a I’étude est mathématique-
ment décrit comme un systeme linéaire paramétré dont les parametres varient au cours du
temps. Depuis leur introduction dans [Shamma, 1988, Shamma et Athans, 1990], ce type de
représentation est devenu un formalisme standard de 'automatique que ce soit pour ’analyse,
la synthese, la modélisation ou l'identification. Les systemes LPV offrent une généralisation tres
utile des systéemes Linéaires Temps-Invariant (LTI) tout en les distinguant des systemes Linéaires
Temps-Variant (LTV) [Shamma, 2012]. Cette classe de systéme a d’autant plus d’importance
puisque de nombreux systemes non-linéaires peuvent étre reformulés dans ce cadre d’étude, les
non-linéarités sont alors intégrés sous la forme de parameétres linéaires variants qui dépendent
alors de signaux internes au systéme ou de ses entrées. Les systeémes sont alors qualifiés de sys-
temes quasi-LPV, pour faire la distinction par rapport aux systemes LPV purs ou les parametres
variants dépendent uniquement de signaux extérieurs.

2.3.1 Définition des systemes LPV

Les systemes Linéaires a Parametres Variants (LPV) sont une classe de systemes dynamiques
dont le comportement peut étre mathématiquement représenté a l'aide d’équations linéaires
dépendant de parametres qui changent de valeurs au cours du temps. Les systemes LPV sont
décrits par une représentation d’état de la forme :

Gioy i D) = AOGRN(R) + BOE)u(k) o17)
y(k) =C

ou xz(k) € R™ est I’état du systéme au pas d’échantillonnage k£ € N, u € R™ est l'entrée du

systeme, y € R™ est la sortie et A, B,C, D sont des matrices fixes de dimensions appropriées

mais dépendantes du vecteur de parametres § € ®@ < R™ qui varie dans le temps. Les parametres

sont généralement considérés comme bornés et évoluent dans I’espace des parametres ® considéré

dans notre étude comme ’ensemble convexe suivant :

© - {9 _ [01,...,0n9]T, 0, € [@, 97-] Vi = 1,...,n9} (2.18)

Les parametres affectent de facon interne le systeme en modifiant sa dynamique au cours
du temps et ainsi son comportement entrée-sortie global. Si l'on fixe ou l'on « gele » la
valeur des parametres a une valeur donnée, alors le systeme devient un systeme linéaire
invariant dans le temps (LTI). Les parameétres sont généralement des variables exogeénes au
systeme, néanmoins dans le cas d’approximation de systéme non-linéaire par des systemes quasi-
LPYV, les parametres deviennent endogenes puisqu’ils dépendent finalement de 1’état du systeme.

Remarque 2.4. Dans de nombreux travauzx de la littérature, des bornes sur la vitesse de varia-
tions des parameétres sont aussi considérées (00 = 0(k + 1) — 6(k)). Toutefois cette hypothése
n’est pas nécessaire dans le contexte de la stabilité quadratique [Apkarian et Gahinet, 1995, Briat,
2014] dans lequel s’inscrit ce travail ot la vitesse de variation des paramétres n’est pas contrainte.
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La représentation du systeme LPV (2.17) est difficilement exploitable directement sous cette
forme pour l'analyse ou la synthese de controleurs, c’est pourquoi, différentes modélisations
ont été développées dans la littérature. Nous pouvons distinguer trois principales méthodes de
représentations :

e ’approche polytopique : Cette méthode est utilisée lorsque les parameétres varient a I’in-
térieur d’un polytope et que la dépendance en ses parametres est affine. Le systeme LPV
est alors représenté par la combinaison convexe des systémes LTI définis & chaque sommet
du polytope [Apkarian et al., 1995]. En effet, par la propriété de convexité, la stabilité des
systemes aux sommets du polytope garantit la stabilité de tout systeme a l'intérieur du
polytope. Dans le cas le plus courant, les parametres sont indépendants et évoluent dans
un espace borné (2.18), cet espace est alors un hypercube défini par ses 20 sommets.

e l'approche par Transformations Linéaires Fractionnaires (LFT) : Cette représentation prin-
cipalement employée lors de ’étude de la robustesse s’avere également adaptée aux sys-
temes LPV. La section 2.3.2 suivante aborde plus en détail cette méthode dont le principe
est de séparer le systeme LPV en deux parties distinctes. La premiere partie comprend la
dynamique du systéme sous la forme d’un systeme LTT tandis qu'une seconde partie réunit
la dépendance du systeme vis-a-vis des parametres variants.

e 'approche par maillage ou gridding : Cette méthode consiste a aborder ’ensemble des
parameétres variants possibles sur un nombre fini de points de fonctionnement [Wu, 1995,
Apkarian et Adams, 2000]. Ainsi espace des parametres est discrétisé afin de représenter
le systeme LPV par un ensemble de systemes LTI. La synthese et ’analyse sont réalisées
sur chaque point du maillage qui peut étre choisi plus ou moins dense.

L’approche polytopique ainsi que I’approche par maillage ne seront pas étudiées dans cette
these, seule 'approche LFT sera considérée et décrite dans la section 2.3.2 qui suit. Cette res-
triction se justifie par la grande dimension du vecteur de parametres des systemes LPV qui
seront considérés. En effet les méthodes d’analyses ou de synthéses des systemes LPV sont prin-
cipalement réalisées par des problemes d’optimisation sous contrainte d’Inégalités Matricielles
Linéaires (LMI). Chacune des trois approches possede ses propres algorithmes dont les com-
plexités numériques ne peuvent étre ignorées [Hoffmann et Werner, 2014a]. Les systemes LPV
abordées dans cette these possedent potentiellement de nombreux parametres variants, ainsi
la représentation LFT se retrouve étre la plus adaptée pour ce type de systéme [Hoffmann et
Werner, 2014b)].

2.3.2 Transformation linéaire fractionnaire (LFT)

Les transformations linéaires fractionnaires ou LFT (pour 'anglais Linear Fractional Trans-
formations) représentent un formalisme mathématique standard dans les probléemes de modéli-
sation et de commande des systémes dynamiques. Dans un contexte général, cette forme permet
de représenter une large classe de systemes non-linéaires, non stationnaires ou incertains. Le
principe de la représentation est d’isoler les éléments rendant la synthese ou ’analyse plus diffi-
cile, du reste du systeme plus facilement abordable. La partie la plus accessible bénéficie souvent
de propriétés utiles comme la linéarité, I'invariance dans le temps, etc. tandis que la partie
plus complexe regroupe les termes non-linéaires, incertains ou variants a travers un opérateur
généralement noté A.
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[ Définition 2.5 : Transformation linéaire fractionnaire (LFT) J

Soit M une matrice compleze partitionnée de la facon suivante :

My Mo (p1+p2) % (q1+q2)
M = e C\P1TPp2 q1TG2 2.19
[M21 MQJ (219

Pour deux matrices compleres A, € C1*Pr A; € C2*P2 [es transformations linéaires
fractionnelles supérieure F,(M,A,,) et inférieure Fi(M, A;) (respectivement pour ’anglais
upper et lower) sont définies par :

Fy(M,A,) = My + My Ay (I — M1 Ay) ™ My

g (2.20)
Fi(M,A;)) = My + MyjaAy(I — MagA)) 1My

Ces représentations existent et sont dites bien posées si les matrices (I — Mi1A,) et
(I — My A\y) sont inversibles.

Ces définitions correspondent aux formes standard illustrées par les deux schémas blocs de
la figure 2.1.

Ay — [ M1y Mo | —
- [M21 M22]
> {Mn M12]
— [ M2y Mas | — A |«

FIGURE 2.1 — Forme standard LF'T supérieure et inférieure

Le formalisme LFT offre un cadre bien plus général pour la description des systémes dyna-
miques que le cas matriciel présenté précédemment. Tout d’abord remarquons que cette défini-
tion inclut la représentation des systemes linéaires invariants dans le temps, pour un systeme
G(z) = C(zI — A)™'B + D, une représentation du systéme discret est obtenu en considérant

A = 277 ainsi : Gk ([A B] A) (2.21)
—v\|c D]’ |

De méme, la forme LFT se retrouve étre un outil parfaitement adapté a la modélisation de
systemes incertains. En effet, il est généralement difficile de garantir I’exactitude entre le
comportement du modele mathématique et celui de processus physique. Ceci peut s’expliquer
par la présence d’incertitude sur les parametres ou par la simplification volontaire des équations
mathématiques considérées (via des approximations ou tout simplement par d’insuffisances de
modélisation). Les incertitudes de modélisation peuvent alors prendre la forme d’une matrice
A matérialisant ’écart entre le comportement nominal et le comportement réel du processus.
Afin de faciliter 'utilisation du modele, il est habituel de représenter le modele dynamique
sous une forme telle que les incertitudes soient extraites du procédé. Le systeme physique
incertain est alors représenté par une LFT sous la forme du systéme nominal bouclé sur une
matrice d’incertitude représentant les erreurs de modélisation. Cette matrice peut-étre de
différentes natures et formes suivant les types d’incertitudes considérées : matrice de transfert
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quelconque, diagonale par blocs, diagonale a deux blocs, réelles, complexes, etc. Finalement, les
formes LFT offrent un formalisme standard tres utilisé dans le domaine de la commande robuste.

Dans le cadre des systemes LPV, l'intérét de cette représentation a rapidement été mis
en avant [Packard, 1994] pour devenir 1'une des formes de modélisation les plus utilisées pour
ce type de systemes [Apkarian et Gahinet, 1995, El Ghaoui et Scorletti, 1996, Wu et Dong,
2006]. Cet éveil d’intérét trouve son explication dans le fait que le formalisme LFT permet de
représenter de fagon exacte tout systéme dont les matrices (A(6), B(#),C (), D(6)) dépendent
de facon rationnelle ou polynomiale du vecteur de parametres 6 [Zhou et al., 1996]. Le modele
LPV-LFT se décompose donc en deux éléments indissociables, ou d'un c6té le systeme LTI
est interconnecté avec les parametres variants qui sont regroupés d’un autre coté au sein de
lopérateur non-stationnaire A(#) qui est diagonal par construction.

Le formalisme LFT apporte finalement une représentation des systemes LPV équivalente
a la modélisation (2.17) précédemment introduite ou les matrices dépendent du vecteur de
parametres. Considérons la forme standard F,, (G, A(f)) ou G est un systéme linéaire invariant
défini par :

x(k+1) = A x(k)+ Ba w(k)+ By u(k)
G := 2(k) = Ca x(k)+ Dan w(k) + Day u(k) (2.22)
y(k) = Cy x(k)+ Dya w(k) + Dy, u(k)

et l'interconnexion avec la matrice d’incertitude est donnée par :
w(k) = A(O(k))z(k) (2.23)

Le systeéme est bien posée si (I — DaaA(#)) est non-singuliere pour tout vecteur de parametres
0 € ©. Le systeme LPV-LFT (2.22)(2.23) est alors équivalent au systeme LPV de la forme de
(2.17) dont les matrices sont données par :

%(9) A+ BAA(O)(I — DanA(0)) 7 Ca
B(0) = By + BAA(O)(I — DaaA(0)) ™ Dau (2.24)
C(0) = Cy + DyaA(O)(I — DanA(9) ™ Ca .
D(0) = Dy + DyaAO)(I — DanA(0)) ™ Day,
A(0) |-
~ w z
G
U ———» — Y

FIGURE 2.2 — Représentation LPV-LFT
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SECTION 2.4
( Analyse de stabilité et de performance des systemes LPV-LFT

Cette section présente les principaux résultats d’analyse de stabilité et de performance dans
le cadre discret. Le systeme LPV a I’étude est défini par sa représentation d’état donnée par :

s - | || | Awen | Bew) | e
y(k) (k) | DOK)) | | ulk)

(2.25)

ou 6 est le vecteur de parametres variants.

Supposons qu’il existe un modele LFT équivalent F, (G, A(6)) du systeme LPV (N?(H) dont
le comportement dynamique est décrit par :

z(k+1) A | Bar | By x(k)
z(k =| Ca | D D, w(k
Fu(G,A0)) = ygkg Cj Diﬁ Dﬁp u((k)) (2.26)

w(k) = A0(k))z(k)

ou G est un systeme LTT et la matrice A(#) contient les parametres variants. De plus, la matrice
A(0) respecte les propriétés suivantes :

e L’opérateur A(f) est bloc-diagonal tel que :

A= diag(élln,.. Sl ) c R (2.27)

cVNMA T"A

N N n
ou r; est le nombre d’occurrence du parametre 6; € R et on a alors r = > '2 r;.

e En normalisant si besoin le systeme, les parametres J; évoluent dans l'intervalle unitaire
centré sur 'origine tel que d; € [-1, 1]. Ainsi, & I’aide du concept de gain L2 qui sera établi
par la définition 2.7 de la section suivante, 'opérateur A(f) vérifie :

[A@), <1 (2.28)

L’objectif de cette section est, dans un premier temps, d’étudier la stabilité interne du
systeme LPV (2.25) via sa forme LFT équivalente (2.26). Dans un second temps, le but est
de garantir une performance entrée-sortie du systéeme LPV-LFT (2.26). Un enjeu majeur de
I’analyse est également de diminuer au maximum le conservatisme des résultats en tirant
bénéfice des propriétés spécifiques (2.27) et (2.28) de l'opérateur A(f) associé aux parametres
variants.

Les résultats d’analyses de systemes LPV présentés dans cette section peuvent étre facilement
implémentés sous MATLAB a ’aide des fonctions disponibles dans LPVTools [Balas et al., 2015]
développé par MUSYN Inc.

2.4.1 Notions de stabilité des systemes LPV

Avant d’apporter des méthodes d’analyse des systemes LPV, définissons dans un premier
temps quelques concepts essentiels.
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[ Définition 2.6 : Espace et norme /5 ]

Soit un signal s(k) : Ry — R™, la norme {y du signal est définie par :

(2.29)

Elle est associée a l’espace £y qui regroupe l’ensemble des signaux causaux de carré som-

mable soit :
0y = {s(k) Ry —> R | [s(k)|l, < oo} (2.30)

Afin de quantifier les caractéristiques d’un systeme, nous nous intéresserons a la norme
induite Lo ou gain Lo du systéme qui est une généralisation de la norme Hy utilisée pour les
systemes LTI. Cette norme a une interprétation physique intéressante, puisqu’elle correspond a
un gain énergétique entre les signaux d’entrées et ceux de sortie.

[ Définition 2.7 : Gain L5 ]

Soit un systéme M d’entrée w et de sortie z, son gain Lo (ou sa norme Lo induite) est
défini par :

121l
|M]|| - := sup (2.31)
= wety [[wl
l[wlly#0

Le gain L9 est donc le plus grand gain possible entre I’énergie en entrée et I’énergie en sortie.
Pour exemple, une entrée d’énergie unitaire injectée a un systeme M engendrera au plus une
sortie d’énergie || M| .,. Notons que le gain L3 est défini pour n’'importe quel type de systeme
stable, qu’il soit linéaire, non-linéaire, variant dans le temps, etc. La norme induite Lo est
équivalente pour les systéemes linéaires invariants dans le temps a la norme Hq.

[ Définition 2.8 : Ensemble RL ]

RLy définit le sous-espace des opérateurs de gain Lo fini.

2.4.2 Théoréme du petit gain

Considérons l'interconnexion standard de deux systemes comme le montre la figure 2.3.
Le théoreme du petit gain [Zames, 1966, Desoer et Vidyasagar, 1975, Zhou et al., 1996] permet
d’établir une condition suffisante de stabilité de I'interconnexion de I'opérateur M avec le second
opérateur A.

A

A

\/

M

FIGURE 2.3 — Systéme d’interconnexion pour le théoreme du petit gain
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[ Théoréme 2.1 : Théoréme du petit gain [Zames, 1966] ]

Soient deux opérateurs M € RLs et A € RLs, alors linterconnexion de la figure 2.3 est
stable st
[AM]|,, <1 (2.32)

Dans le cas de I’étude d’un opérateur M qui est un systeme LTT alors la norme Lo correspond
a la norme Hy. De plus, lorsque 'objectif est de garantir la stabilité pour tout opérateur A de
gain Lo borné, le théoreme du petit gain apporte une condition nécessaire et suffisante formulée
par le corollaire suivant.

Corollaire 2.1 : Corollaire du théoréme du petit gain [Hiret, 1999]

Soient M € RHq, A € RLy et v > 0, le systéeme en boucle fermée de la figure 2.3 est
stable pour tout A tel que ||A||,, <~ si et seulement si ||M]|,, <~7!

Le théoreme du petit gain apporte une preuve de stabilité dont la vérification est relative-
ment accessible, cependant il meéne généralement a des résultats pessimistes aussi caractérisés
de conservatifs. Premierement, aucun information sur la phase n’est prise en compte et seul
le gain est examiné. Cette considération est un réel atout pour la généralité des résultats
néanmoins elle contribue nécessairement & un certain conservatisme. En second lieu, dans
une majorité des cas, la structure et la nature des opérateurs A sont connues et elles ne
sont cependant pas prise en compte. La possibilité des matrices A est donc restreinte a un
sous-ensemble de RLo. Or ces informations ne sont pas exploitées dans les conditions de I’analyse.

Finalement, une premiere analyse de stabilité du systeme LPV (2.25) peut étre effectuée a
I’aide des résultats du théoreme du petit gain. Nous considérons alors I'interconnexion définie par
sa représentation LET (2.26) et une classe d’opérateur A englobant la matrice des parametres
variants. D’apres le corollaire 2.1, une condition de stabilité nécessaire et suffisante peut étre
formulée au sujet du sous transfert G'a reliant w & z définie par Ga (2) := Ca(2l—A) "' BA+Dan.

[ Corollaire 2.2 : Condition de stabilité interne des systemes LPV-LFT ]

Soient Ga(z) = (A, BA,Ca, Dap) € RHo et A(0) € RLy, le systéme LPV-LFT (2.26)
est stable de maniére interne, pour toute matrice A telle que ||All,, <1 si et seulement
sS4

1Galle <1 (2.33)

2.4.3 Théoreme du petit gain avec multiplicateurs

Le principal objectif des multiplicateurs est d’améliorer les conclusions du théoréeme du petit
gain en tenant compte de la structure de l'opérateur A et ainsi réduire le conservatisme des
résultats. Les multiplicateurs qui commutent avec la structure de A sont alors insérés dans le
systeme d’interconnexion sans changer la nature du probleme. Néanmoins, ils introduisent des
degrés de liberté supplémentaires dans sa résolution, permettant de réduire ainsi significative-
ment le conservatisme [Doyle, 1982, Safonov, 1993].
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La matrice d’incertitude est généralement de structure diagonale comme évoqué dans (2.27),
ce qui limite I’étude a un sous-ensemble de possibilités. Définissons alors I’ensemble des matrices
possédant cette méme structure ainsi que ’ensemble des multiplicateurs ou matrices de scalings
symétriques qui commutent avec elle.

[ Définition 2.9 : Matrices structurées ]

L’ensemble A des matrices réelles de structure diagonale est défini tel que :

A= {A — dmg(alfm,...,awfm) , 5 € R} (2.34)

[ Définition 2.10 : Multiplicateurs associés a A ]

L’ensemble des matrices de scalings associé avec la structure A est défini par :

Lé:{L:LT>O|LA:AL, VAGA} (2.35)

Remarque 2.5. Le caractére variant dans le temps de A, impose que les matrices qui commutent
avec cet opérateur soient constantes et non des matrices de transfert. De plus, en considérant
la structure diagonale de la matrice A € A, les matrices de scalings sont définies selon une
structure bloc diagonale. Les multiplicateurs sont donc de la forme :

VLe La : L =diag(Ly,...,Ln,), L; € R*" (2.36)

ot chaque sous-matrice L; est une matrice pleine mais symétrique par construction dont les
dimensions correspondent au nombre d’occurrence du parameétre d; associé. Plus de détails sur
ces matrices sont référés dans [Apkarian et Gahinet, 1995].

Selon les définitions précédentes, le role de la matrice L est d’inclure I'information de structure
a propos de A a travers une propriété de commutation. Le probleme abordé par le théoreme
du petit gain est alors remanié avec les multiplicateurs comme le montre la figure 2.4. En vertu
des propriétés de la matrice non singuliere L € Ly, il apparait I'identité suivante A = L7'AL
et ’équivalence des problemes considérés. D’apres le corollaire 2.1, il est alors possible d’établir
une formulation du théoréeme du petit gain équivalente en faisant intervenir les multiplicateurs.

A

A

\4

L—l —> M —> L

FIGURE 2.4 — Systeme d’interconnexion pour le théoréeme du petit gain avec multiplicateurs

[ Corollaire 2.3 : Corollaire du théoréme du petit gain avec multiplicateurs ]

Soient M € RHqy et v > 0, le systéme en boucle fermée de la figure 2.4 est stable pour
tout A € A avec ||Al|,, < siil existe L € Ly telle que HLML_IH <!
- O
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En s’appuyant sur les multiplicateurs, le lemme 2.1 borné réel peut étre reconsidéré afin
d’apporter une caractérisation simple du critere Ho. Cette condition malheureusement suffisante
mais ayant pour avantage d’étre simple est fondée sur ’existence d’une fonction de Lyapunov
quadratique unique qui peut étre obtenue sous la forme du lemme suivant.

Lemme 2.2 : Lemme borné réel discret avec multiplicateurs [Apkarian et Gahinet, 1995]

Soit le systéeme M(z) = (A, B,C, D), le systeme est asymptotiquement stable et il eriste
L e L telle que la norme Hy vérifie

HLVZ’ML‘V2

o <7 (2.37)
si et seulement si il existe une matrice symétrique définie positive X solution de l’inéga-
lité :
ATXA-X  ATxB  CTL
BTXA BTXB-+~L DTL| <0 (2.38)
LC LD —~L

Finalement, ’application du théoreme 2.3 du petit gain avec multiplicateurs aboutit a la
conclusion de stabilité suivante pour le systeme LPV-LFT (2.26).

[ Corollaire 2.4 : Condition de stabilité quadratique interne des systemes LPV-LFT ]

Soient Ga(z) = (A, Ba,Ca, Dapn) € RHoo et A(0) € RL2, le systéme LPV-LFT (2.26)
est asymptotiquement stable de maniére interne, pour toute matrice structurée A() €
A telle que ||A(9)||z, < 1 et pour toute trajectoire O(k) < © si il existe une matrice
symétrique définie positive X et L € La solution de Iinégalité :

ATXA-X  ATXBa CcIL
BIXA  BIXBA—-L Di,L| <0 (2.39)
LCa LDaa —L

Démontration. Ce corollaire est déduit en combinant le corollaire 2.3 et le lemme 2.2 pour
le systeme LPV-LFT (2.26). ]

2.4.4 Analyse de performance des systemes LPV-LFT

L’analyse de robustesse abordée jusqu’a maintenant, se concentre sur les conditions de
stabilité interne des systémes LPV. En effet, I’étude a été menée par la vérification que l'inter-
connexion F,(Ga,A(#)) est stable pour toute matrice d’incertitude structurée et normalisée,
c’est-a-dire A(0) € A et |A(0)||,, < 1. Nous considérons dans cette partie un probleme plus
général qui est 'analyse de performance. L’étude porte alors sur le fait que non seulement
la stabilité interne du systeme doit étre garantie, mais également qu’un certain niveau de
performance doit étre assuré. Dans le cadre de l'analyse de performance, le critere utilisé est
basé sur un indicateur entrée-sortie qui correspond généralement au gain Lo pour les systemes
LPV et a la norme Hy dans le cas des systemes LTI

Cette partie porte donc sur ’analyse de performance d’un systeme LPV, c’est-a-dire la
détermination du gain Lo entre ’entrée et la sortie d'un systeme M sous sa forme LFT. Le
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principe de l'approche consiste a se ramener a un probléeme équivalent de stabilité robuste
comme lillustre la figure 2.5. Le probleme d’analyse de performance est transformé en un
probleme d’analyse de stabilité en introduisant un bloc d’incertitudes fictif A, non structuré
appartenant a RH . L’analyse exploite alors le principe suivant : si le systeme d’interconnexion
de la figure 2.5b est stable pour tout bloc admissible tel que [|Al|,, < 1 et pour tout A, € RH

tels que [|A,],, < 41 alors l'interconnexion de la figure 2.5a est stable et || F, (G, A, <7

A -« -
p <
w > z w > z
M M
U — — Y Uu > Yy
(a) Analyse de performance (b) Analyse de stabilité fictive

FIGURE 2.5 — Analyse de performance des systemes LPV-LFT via une analyse de stabilité

L’objectif de I’analyse de performance consiste donc, par le biais d’une analyse de stabilité,
a déterminer la plus petite incertitude A, € RHy au sens de sa norme He qui déstabilise le
systeme de 'interconnexion de la figure 2.5b. Ce probléeme peut étre résolu a l'aide du corol-
laire 2.3 du théoreme du petit gain avec multiplicateurs dont les multiplicateurs sont adaptés a
I'opérateur diagonal par blocs diag (A, Ap). En prenant en considération la nature structurée de
A € A via une matrice L € La et celle non structurée de A,, I'analyse peut étre menée selon
le schéma et les multiplicateurs de la figure 2.6. Une extension du corollaire 2.3 du théoreme du
petit gain avec multiplicateurs permet alors d’énoncer le résultat suivant.

A |-
w VL_l > =L z
I M I
Yy —» W > > \—HHU

FIGURE 2.6 — Analyse de performance des systemes LPV-LFT avec multiplicateurs
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[ Corollaire 2.5 : Corollaire du théoréeme du petit gain pour ’analyse de performance ]

Soient M € RHo ety > 0, la norme Lo du systéeme F,(M, A) vérifie :

[Fu{M, Al g, <~

(2.40)
si il existe une matrice L € L telle que :
L 0 L™ 0
0 L M 0 L <1 (2.41)
el VT Il

Finalement, l’analyse de performance entrée-sortie du systéme LPV-LFT (2.26) peut-étre
évaluée selon le lemme 2.2 borné réel avec multiplicateurs.

[ Corollaire 2.6 : Analyse de performance quadratique des systéemes LPV-LFT ]

Soient A(0) € RLy ety > 0, le systéme LPV-LFT (2.26) est asymptotiquement stable et
vérifie

1Fu(G(2), AOD 2, <

(2.42)
pour toute matrice structurée A(f) € A telle que [[A(0)]|,, < 1 et pour toute trajectoire
O(k) < © si il existe une matrice symétrique définie positive X et L € L solution de
l'inégalité :

[ ATXA-X| ATXBa ATXB, CiL CT ]
BIXA | BiXBx-L BIXB, |DI.L Dy
BIXA ByXBxn By XBy,—~I | DL, L Dy | <0 (2.43)
LCa LDaa LD, -L 0
B Cp Dpa Dypp 0 -1

Démontration. Ce corollaire est déduit en combinant le corollaire 2.5 et le lemme 2.2. En
effet, a partir des multiplicateurs de la forme :

L 0
2.44
e o

La condition (2.37) du lemme bornée réel pour le systeme LPV-LFT (2.26) devient alors :

[ ATXA—X| ATXBa v 2ATXB, ckr  y7Ecl ]
BTIXA | BYXBr—-L ~3:BLXB DY L ~73D
’A A- A Y A Dp AA v pA
7 2BI'XA | v 2B XBa 7_1BI€XBP—I v 2DR,L ~'Dp, | <0 (2.45)
LCA LDan ’y_iLDAp —L 0
1 1 —
720 Y 2 Dpa Y Dy 0 - |

Finalement, I’équation (2.43) s’obtient en appliquant l'opération de normalisation par -y
sur le canal de performance.

N

0
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SECTION 2.5
Conclusions

Ce chapitre nous a permis de rappeler les principaux outils et résultats d’analyse de
robustesse en stabilité et en performance des systemes LPV-LFT. Les méthodes d’estimation
de la robustesse reposent sur la résolution numérique de probléemes d’optimisation visant a
minimiser un objectif linéaire sous contraintes LMI. Le conservatisme des outils présentés n’est
cependant pas négligeable. En premier lieu, le théoréeme du petit gain procure des résultats
souvent pessimistes de par sa généralité méme si des restrictions supplémentaires peuvent étre
considérées a travers ’ajout de multiplicateurs. De plus, les problemes LMI a résoudre qui
sont fondés sur la théorie de la stabilité de Lyapunov, fournissent une condition suffisante
puisqu’ils considerent exclusivement une fonction de Lyapunov quadratique qui ne dépend pas
des parametres variants du systeme.

Une alternative intéressante consiste a utiliser des fonctions de Lyapunov paramétrées
puisqu’elles permettent d’introduire des bornes sur les vitesses de variations des parametres.
Dans le cas contraire, la prise en compte de variations arbitrairement rapides impose de fortes
contraintes et des résultats plus pessimistes. En contrepartie, une telle méthode conduit le
plus souvent & une formulation des problemes LMI dont la complexité de résolution surpasse
largement celle de I’approche quadratique. La difficulté numérique est alors difficilement com-
patible avec la dimension des probléemes adressés dans nos travaux et les couches d’optimisation
supplémentaires que nous proposerons dans le chapitre 4 pour 'apprentissage de controleurs
robustes tenant compte de critere de stabilité.
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SECTION 3.1
( Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la modélisation des réseaux de neurones dans
le cadre de I'automatique. Le travail se concentre sur les structures de réseaux pouvant étre
décrites par une représentation d’état c’est-a-dire les SSNN (State-Space Neural Networks) qui
ont été introduits dans le chapitre 1. Par nature, ces structures se retrouvent privilégiées dans
le cadre de notre étude puisqu’un premier pas dans le domaine du contréole est déja réalisé.
La représentation d’état du réseau permet de I'appréhender comme un systéme dynamique
décrit par des équations non-linéaires. Néanmoins 'approche peut étre approfondie davantage,
puisqu’un lien peut étre établi avec les systemes LPV qui ont été présentés au chapitre 2. Le
rapprochement permet de bénéficier de ’abondante littérature sur les méthodes LPV en plus
d’améliorer 'interprétation de ses objets hermétiques que peuvent étre les réseaux de neurones.

Dans la section 3.2, nous présentons la méthodologie afin d’obtenir le modele LPV-LFT
équivalente d’un réseau de type SSNN. Nous développons dans la section 3.4, les outils d’analyse
de stabilité et de performance des SSNN a partir des résultats du chapitre 2 sur les systemes LPV.
Nous modéliserons dans la section 3.3, différentes interconnexions de SSNN. Une application
directe de cette partie est notamment la détermination du modele du réseau incluant les systemes
de retards.

SECTION 3.2
( Représentation des SSNN par des LPV-LFT

Les réseaux de topologie SSNN qui peuvent se représenter a ’aide d’une représentation
d’état ont été introduits dans la section 1.4.4. Nous nous focalisons sur cette architecture dont
la représentation pour un réseau a L + 1 couches cachées (c’est-a-dire L couches cachées non-
linéaires) est rappelée ci-apres avec Wy = [Wf” Wlu] :

hi(k) = o1 (W{Cxl(k) + Wiu(k) + b1)

he(k) = Ug(Wghz_l(k) + bg) pour £ = 2,..., L
z(k+1) = Ax(k) + Bu(k) + Wzhr(k) + by

y(k) = Cz(k)+ Du(k) + by

HYN = (3.1)

Dans cette section, nous expliquons comment les SSNN peuvent étre interprétés comme des
systemes LPV. La représentation LFT issue de cette interprétation fait la passerelle avec les
outils de la commande robuste. Les idées décrites ici ont été développées a partir de celles
introduites par [Suykens et al., 1995a] et élargies par la suite dans [Bendtsen et Trangbaek, 2000].

3.2.1 Formulation quasi-LPV

L’écart qui sépare le réseau de neurones du monde linéaire sont justement ses fonctions
d’activation non-linéaires. En utilisant les méthodes de modélisation quasi-LPV, les dynamiques
non-linéaires peuvent étre interprétées a ’aide de systemes linéaires dépendant de ’état. Les
non-linéarités des fonctions d’activation de réseau peuvent alors étre isolées de la partie linéaire
afin de les appréhender en tant que parametres variants. Une telle reformulation a déja été
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entreprise dans la littérature dans le cadre d’un réseau de neurones comportant une seule
couche cachée. Nous pouvons par exemple évoquer les travaux de [Kretchmar, 2000] ou ceux de
[Abbas et Werner, 2008a].

Pour le SSNN (3.1), définissons l’entrée de chaque couche cachée par :

3.2
&(k) = Wehy—y(k) + by pour £ =2,.., L (32)

{ & (k) = Wea(k) + Weuk) + by
En se focalisant & I’échelle du neurone et en utilisant une notation terme a terme, I’équation de
chaque j°¢ neurone non-linéaire de chaque couche cachée ¢ = 1,..., L peut se formuler comme
suit :

(3.4)

Remarque 3.1. Notons que la présence d’un quotient peut poser probléme lors du calcul des
parametres variants lorsque Uentrée devient nulle. Les parameétres variants sont donc ainsi défi-
nis : )
oe(§ (k)
0, (k) =< &(k) (3.5)
1 sinon

La valeur unitaire obtenue lorsque 'entrée s’annule est propre aux fonctions d’activation tanh,
saturation et RELU qui sont présentées dans le tableau 3.1. Cette valeur peut étre prouvée
facilement par passage d la limite par la régle de [’Hopital ou utilisation des développements
limités.

Remarque 3.2. La fonction d’activation sigmoide qui ne respecte pas les conditions de secteur
borné peut tout de méme étre étudiée par une représentation a l'aide de la fonction tangente
hyperbolique comme suit :

1 1
sigmoide(x) = 515 tanh (g) (3.6)

En revenant a une notation matricielle, les non-linéarités des couches cachées peuvent ainsi
étre caractérisées selon :

he(k) = o0(&e(k)) = Ou(k)Ee(k) (3.7)

ou Oy (k) est la matrice des parametres variants associée & chaque couche cachée définie par :

O,(k) = diag (eg (k)) (3.8)
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TABLE 3.1 — Fonctions d’activation et leur gain

Fonctions Figure de la fonction Figure du gain
d’activation f(x) f(z)/z
1 ES 1 A
0.5 1
tanh 0t 0.5
—-0.5 +
—1 = : i i i 0 .
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
1 A 1 A
0.5 1
saturation 01 0571
—0.5 +
-1 : i 1 1 i 0 +
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
1
4
RELU 2 0-5
0 : ‘ ; ! ! 0 : : ! !
—4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Finalement, en utilisant les parametres variants, le SSNN (3.1) s’exprime selon un systéme
LPV dont la forme est donnée par la proposition suivante.

[ Proposition 3.1 : Formulation quasi-LPV d’un SSNN ]

Soit un SSNN (3.1), le SSNN admet une représentation quasi-LPV telle que :

hi(k) = 1(Wlx(k) + Wiu(k) + b1)

he(k) = ©,(Wihy_i(k) +be) pourl =2,..., L (3.9)
x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) + Wohr(k) + by '
y(k) = Cx(k)+ Du(k) + b,

ot les parameétres variants sont définis selon les équations (3.4) et (3.2).

Cette représentation du réseau apporte plusieurs réflexions essentielles :

e Le modele LPV est une reformulation exacte du calcul du comportement du SSNN, les
équations dynamiques n’ont pas été altérées et la fonctionnalité du réseau reste inchangée.

e La forme LPV obtenue sépare distinctement les non-linéarités des couches cachées du
reste des opérations linéaires du réseau. Les équations de dynamique se composent donc



3.2 - Représentation des SSNN par des LPV-LFT 65

d’application de matrices linéaires et des matrices non-linéaires Oy, £ = 1,..., L.

e Le nombre de parametres variants correspond exactement au nombre de neurones non-
linéaires présents dans le réseau. Cette équivalence peut avoir d’importantes conséquences
quant a la dimension du systéeme LPV. En effet, d’un c6té, il est important que le réseau
dispose de suffisamment de neurones afin d’identifier le processus avec un bon niveau de
précision [Funahashi, 1989]. Cependant le modeéle LPV de grande dimension résultant d’un
réseau surdimensionné peut rapidement aboutir a des problemes insolubles par la majorité
des algorithmes d’analyses ou de syntheéses basés sur 'optimisation semi-définie positive
et les LMI [Balas et al., 2015].

e De par la définition des parametres variants, le modele LPV ne peut étre obtenu que
pour des réseaux dont les fonctions d’activations respectent une condition de secteurs,
c’est-a-dire pour lesquelles 1’équation (3.4) a des valeurs finies et donc pour lesquelles les
parametres variants sont bornés.

Revenons sur la définition des parametres variants donnée par ’équation (3.4) et leur interpré-
tation. Pour chaque couche non-linéaire et chaque entité qui la compose, la fonction 9; calcule
le rapport entre la sortie et ’entrée du neurone, ce qui correspond au gain de la fonction d’ac-
tivation. Les figures présentées dans le tableau 3.1 illustre les différentes fonctions d’activation
ainsi que leur gain. Les figures mettent en évidence 'importance de la propriété de secteur que
les fonctions non-linéaires doivent respecter afin d’obtenir un gain fini. L’ensemble des fonctions
présentées sont des fonctions a secteur borné appartenant au secteur [0, 1], ainsi, on retrouve
par définition cette méme propriété pour les parametres variants :

6,€[0,1], V=1L ¥j=1,.m, (3.10)

4

L’interprétation des parametres variants peut étre développée d’avantage afin de caractériser
qualitativement les non-linéarités du réseau [Suykens et al., 1995b]. En effet, la fonction 6) ap-
porte une indication du degré de distorsion du neurone, c’est-a-dire de sa non-linéarité. Une
valeur proche de 1 traduit un comportement avoisinant celui du linéaire tandis qu’une valeur
proche de 0 témoigne d’un fort caractére non-linéaire puisque la fonction d’activation s’approche
des saturations. Pour un signal d’entrée du réseau donné, les éléments 9; peuvent étre calculés au
cours du temps ce qui permet d’évaluer la contribution des aspects non-linéaires de chaque neu-
rone. Cette information peut demeurer indicative, mais peut également par exemple étre utilisée
pour orienter le choix de la structure du réseau de neurones lors de la phase d’apprentissage.

3.2.2 Premiére formulation LPV-LFT

La représentation LPV déterminée par ’équation (3.9) expose une séparation apparente
entre les applications linéaires et les fonctions d’activations non-linéaires. Ceci permet d’établir
comme dans [Suykens et al., 1995b], une représentation du systeme LPV sous forme d’une
interconnexion exposée par la figure 3.1. Cette nouvelle représentation isole les non-linéarités
du reste du systeme, elle correspond a une représentation LF'T dont la matrice des parametres
variants est une matrice diagonale obtenue en posant :

we(k) = Ou(k)ze(k) avec zi(k) = &u(k) (3.11)
ainsi wi (k) 1 (k) 01 (k)
wiy=| | am=| i | e ek =
wr, (k) 21, (k) O (k)
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y% - U

FI1GURE 3.1 — Représentation LPV-LFT d’un SSNN isolant les non-linéarités

Finalement, le SSNN (3.1) admet une représentation LPV-LFT isolant les non-linéarités donnée
par la proposition suivante.

[ Proposition 3.2 : Représentation LPV-LFT d’un SSNN biaisé ]

Soit un SSNN (3.1) et sa formulation LPV (3.9), le SSNN admet une représentation
LPV-LFT donnée par :

Cak+1) ] [ A| B|lO - 0 Wb ] x(g
y (k) c|D]o 0 0 |0, ;L o
2 (k) W | WEl o 0 0 |b 3
) k) [T 0|0 |[Wa 0 0 0 |b : (3.12)
. - 0 0 . w1 (k)
' wr, (k)
| (k) o lo |0 o w, 0 |b | ;
wek) = Oulk)z(k) ' '

\

ot les parameétres variants associés aux non-linéarités de chaque couche cachée ¢ = 1,..., L
sont définis par :

Ou(k) = diag (eg(k))

iy = 240 619
& (k)
avec
&u(k) = Wea(k) + Witu(k) + by 310
&(k) = Wy©,_1&_1 +by pourl=2,.,L ’

Cette formulation dite biaisée fait référence aux biais des différentes couches du réseau
qui nécessite la présence d’une perturbation unitaire.

Rappelons que le modele LPV possede autant de parametres variants que le réseau possede
de neurones non-linéaires. Ce nombre se retrouve dans la dimension de la matrice © de la forme
LFT. Il est important de garder cette équivalence a l’esprit puisqu’un surdimensionnement
du réseau aboutirait a une représentation LFT de grande dimension qui peut se révéler tres
contraignante par la suite.

La représentation du SSNN (3.12) obtenue est maintenant proche des représentations stan-
dards utilisées en automatique puisqu’il s’agit d’un systeme LPV représenté par une forme LFT.
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Néanmoins deux axes d’amélioration peuvent étre identifiés :

e La représentation implique une perturbation unitaire constante en entrée du systeme qui
est utile pour la modélisation des biais de chaque couche du réseau. Cependant la présence
de ce signal d’entrée particulier encombre pour utiliser les méthodes d’analyses ou de
syntheses linéaires traditionnelles puisque le modeéle est ici affine. Cette difficulté sera
levée par les représentations non-biaisées présentées par la suite dans la section 3.2.3.

e De par leurs définitions, les parametres variants sont bornés dans 'intervalle 0? e [0; 1].
Une premiere remarque est que cet intervalle est asymétrique par rapport a zéro. Les
méthodes pouvant étre employées se limitent alors a celles supposant ce type d’intervalle
ou celles qui supposent un intervalle symétrique mais en considérant un intervalle artifi-
ciellement élargi. De plus, lors de I'analyse ou la synthese LPV, la propriété bornée des
parametres variants est exploitée. Ainsi, dans ce cas, 'ensemble de l'intervalle des para-
metres est envisagé ce qui aboutit a des résultats souffrant d’un grand conservatisme.
En effet, 'interprétation des non-linéarités est réduite a la propriété de secteur borné des
fonctions d’activation, le modele a I’étude englobe donc une classe de systeme bien plus im-
portante que le comportement réel du réseau. Afin d’exploiter au mieux la représentation
LPV du réseau ainsi que sa forme LFT, il est alors inévitable de restreindre la largeur des
systemes considérés et d’affiner la modélisation. Une méthode réduisant le conservatisme
de la représentation est présentée dans la section 3.2.4 dans la suite du rapport.

3.2.3 Formulation quasi-LPV non-biaisée

Comme nous avons pu le constater, la présence des biais dans les différentes couches du
SSNN impose une représentation LPV-LFT qui comporte une entrée supplémentaire constante
et unitaire [Suykens et al., 1997]. Nous présentons a présent une méthode permettant d’effectuer
un changement de coordonnées autour d’un point d’équilibre. Outre le fait de fournir un moyen de
déplacer le point de fonctionnement du réseau vers l’origine, la finalité de I’approche réside dans
I’élimination des biais afin de ne pas devoir les considérer comme une perturbation constante. La
démarche présentée dans la proposition suivante, s’inspire des travaux de [Bendtsen et Trangbeek,
2000, Bendtsen et Trangbaek, 2002] qui traite un réseau comportant une seule couche cachée.

[ Proposition 3.3 : Formulation non-biaisée d’un SSNN ]

Soit un SSNN (3.1) et un point d’équilibre associé (z°,u°), le SSNN admet une représen-
tation non-biaisée telle que :

hi(k) = G1(WiE(k) + Wi'i(k))
he(k) = G¢(Wphy—y) pour € =2,....L
F(k+1) = AZ(k) + Bu(k) + Woh (k)
J(k) = C#(k) + Di(k)

HNN .= (3.15)

ou T(k) = (k) — 20, w(k) = u(k) — u® et §(k) = y(k) — y° correspondent au changement
de coordonnées autour du point d’équilibre qui est déterminé par la résolution des équa-
tions :

R = oy (WE2? + Wil + by)

hY O’g(Wghg_l +bp) pourl =2,., L

10 = Az® + Bu® + W,hY

y? = C2° + Du® + b,

(3.16)
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Les nouvelles fonctions d’activation sont également définies par :

Oy (I/Vl%g_l) O'g(VVl?Lg_l +&)) pourl=1,.,L-1
oL (Wihp—y) = on(Wphp—y +&7) —or(hY)

(3.17)

avec &) = Wz + Wil + by et £) = by pour £ = 2,..., L.

Démontration. Dans un soucis de clarté des notations, la démonstration est présentée pour
un réseau comportant une seule couche cachée non-linéaire (L = 1). Cependant, la généra-
lisation a L couches peut s’en déduire aisément. Supposons qu’il existe un point d’équilibre
(20, u0) tels que :

2% = Az® + Bu® + Woo (W® + Wi + by) + b, (3.18)
On pose :
€0 = Wia® + Wi + by (3.19)

Un changement de coordonnées du réseau peut alors étre effectué selon z(k) = (k) + 2 et
u(k) = (k) + u° et la dynamique du réseau devient :

A(E(k) + B(ii(k) + u’)

F(k+1) + 20 20) +
+W01( (7 (k) + )+Wl((k)+u°)+b1)+b$
x0)

(3.20)
= A(@(k) +2°) + B(u(k) + u°)
FWoo (WEF(R) + W(k) +€0) + b,
On définit une nouvelle fonction d’activation telle que :
51(X) = 01(X + &%) — 01(€Y) (3.21)

En retirant et ajoutant W,o1(£°) & la dynamique du réseau (3.20) on obtient :

F(k+1) + 20 = AF(K) + 2°) + B@k) + u0) + Wyor (Wf”%(k:) L WRE(R) + 50)
+bx - W:L"O-I(EO) + Wxal(fo)

= A%(k) + Bi(k) + W, (01 (W{”%(k) + Wk + 50) — o (gO)) (3.22)
+A2° + Bu® + W,01(€%) + b,
F(k+1) = AF(k) + Bu(k) + Wod (Wf%(k) W ﬁ(k))

O

Conformément a cette formulation sans biais du SSNN, sa représentation par un modele LF'T ne
nécessitera pas la présence d’une perturbation constante unitaire. Un modele LFT de la forme
la figure 3.2 peut alors étre déduit en suivant I’approche d’isolation des non-linéarités présentée
dans les sections 3.2.1 et 3.2.2.
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g% o~ - ﬂ
P2 H®(z) |, o
- O(k)

FIGURE 3.2 — Représentation LPV-LFT d’un SSNN non-biaisé isolant les non-linéarités

[ Proposition 3.4 : Représentation LPV-LFT d’un SSNN non-biaisé ]

Soit un SSNN non-biaisé (3.15), le SSNN admet une représentation LPV-LFT de la

forme :
([ Z(k+1) | [ A B 0 0 W, [ Z(k) |
y(k) C | D 0 0 0 u(k)
Z1(k) WEIWe| 0 0 0 w1 (k)
: 1o .0 wr—1(k)
| zZ(k) | [ O 0 0 0o wWr 0 | wr (k)
[ @(k) = Bu(k)Z(k)

ot la matrice des paramétres variants associées auzr nouvelles non-linéarités (3.17) de
chaque couche cachée est définie telle que :

Oulk) = diag (k)
~ (3.24)
doy - od&k)
(k) S
& = WE(k) + Wiii(k) a25)
& = Wiohy_1(k) pourf=2,... L :

Démontration. Ce résultat est obtenu directement en reformulant le SSNN non-biaisé (3.15)
selon un systéme quasi-LPV (section 3.2.1) puis en établissant une représentation LPV-LFT

associée (section 3.2.1). O

3.2.4 Formulation LPV-LFT normalisée

Cette partie aborde l'intervalle d’appartenance des parametres variants et présente une
méthode permettant d’ajuster cet intervalle dans la représentation LFT. La méthode est
présentée a partir de la représentation LPV-LFT d’un SSNN non-biaisé (3.23) afin d’aboutir
a une formulation sans perturbation constante. Néanmoins elle peut étre appliquée de fagon
completement analogue & la représentation LFT biaisée (3.12).
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La matrice des parametres variants © est une matrice diagonale dont les termes diagonaux
9@ sont les gains des fonctions d’activation non-linéaires. Selon la propriété de secteur borné des
fonctions d’activation, chaque parametre variant appartient a 'intervalle :

~,

0l(k) € [6]; 6]] < [0 1] (3.26)

L’idée est alors d’exploiter les valeurs limites de ces parametres afin d’obtenir des parametres

variants normalisés dans l'intervalle [-1; 1]. Le parameétres variants 5; sont alors considérés
autour d'une valeur nominale définie comme le point milieu de I'intervalle @ +§7@)/2 et dont les
variations autour de cette valeur centrale peuvent aller jusqu’a i(iﬁ*@)h Par le biais d’une
fonction affine, définissions de nouveaux parametres variants normalisés gg tels que :
~; 0, +6, 0 —0).. ~ ~ 0] + 6,
%m=fzﬁ+f2ﬁwm=iﬂw=%f@ (k) —

(3.27)

L’intervalle de variations des parametres 93 défini par (3.26) est conservé par la propriété d’ap-
partenance :

(k) e[-1;1] (3.28)

De telles sortes que pour la matrice des parametres normalisés de chaque couche non-linéaire, il
suit que :

~ ~ ~ ~ ~ ~ =1 ~ ~
Ou(k) = Or + OrAu(k) <= Ay(k) =Or (O(k) —Oy) (3.29)
avec o — o —
~ )+ 0, ~ 0; — 0,
O¢ = diag | = et Oy = diag | = 5 (3.30)
et N
|Auh)| <1 (3.31)

Concernant les intervalles des parametres variants (3.26), le choix de bornes est fonction du
degré de conservatisme qui sera prise en compte lors de I'analyse du modele LPV-LFT. Le choix
le plus conservatif est de fixer I'intervalle gi(k) € [0; 1] comme lillustre la figure 3.3a, puisque
cela revient a ne considérer les non-linéarités qu’en termes de fonctions de secteur bornées c’est-
a~dire que tres peu de connaissances sur les non-linéarités réelles sont exploitées dans la pratique.
Une autre approche est de tirer profit des données d’apprentissage afin de déterminer 'intervalle
effectif de chaque neurone non-linéaire. A proprement parler, le réseau est reconnu comme une
modélisation fiable essentiellement dans la région de I'espace d’état ou il a été entrainé. Ainsi,
a partir des séquences, des entrées et de 1’état, qui peuvent étre obtenues avec les données
d’apprentissage, il est possible de déterminer 'intervalle d’appartenance de chaque parametre
variant selon :

2

. ~

I= inf (B)(k), 0= sup (BU(k)) (3.32)

_£ 1<k<th 1<k<th

>

La figure 3.3b illustre ainsi l'intervalle restreint d’appartenance des sorties d’un neurone non-
linéaire tangente hyperbolique en fonction de ses entrées qui sont supposées comprissent entre

& = inf(|g]]) et & = sup(|&]).
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F1GURE 3.3 — Intervalle de la sortie d’un neurone non-linéaire tangente hyperbolique en fonction

de son entrée
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FIGURE 3.4 — Représentation LPV-LFT normalisée d’'un SSNN non-biaisé

Finalement, & partir des intervalles des non-linéarités choisis puis des parametres variants
normalisées résultants, une représentation LF'T normalisée (figure 3.4) peut étre déduite.

[ Proposition 3.5 : Représentation LPV-LFT normalisée d’'un SSNIN non-biaisé ]

Soit un SSNN non-biaisé (3.15), le SSNN admet une représentation LPV-LFT normalisée
de la forme :

(. I A+ B+ 17 -~
7(k) C D 0 0 0 0 (k)
% (k) we we 0 0 0 0 @ (k)
k) |7 Mwr | WP |[W©, 0 0 0 0 Wy (k)
V| z0) NaWE | NaWwE | N3 W38y 0 0 0 :
: : : : ‘ e, 0 Wy _1(k)
| Ze(k) | [ NeWP | NoWY | Npo o Np Wi®p, 0 || @r(k)
@(k) = A(k)Z(k), A=diag(A1,....AL), H&H<1

(3.33)
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avec - .
. = ] ewie, M, = ] ewe
i=0,...2 i=L,...0+1
_ — — (3.34)
N, = W0, N, = Wy 0,W;0,
a=0D i=0—1,...,2

Démontration. Ce résultat peut se déduire par récurrence. Considérons le SSNN non-biaisé
(3.15) selon sa formulation quasi-LPV (similaire a 1’équation (3.9)), la dynamique de la
premiere couche est alors donnée par :

hi(k) = O1(WFE(k) + Witi(k)) = 61€1(k) (3.35)

En considérant 1'expression des parametres variants selon (3.29), il suit que :

~ ~ ~

hi(k) = (1 + 6181)& (k) = 6181 (k) + 6101 (k) (3.36)

avec w1 (k) = &151(14) et El(k)ig’l(k) En réitérant la démarche pour la deuxiéme couche

et en posant M = Hi:j 41 OiWiOy , celle-ci s’exprime alors :

(k) = B2Wahi (k) = (82 + ©282) (WaBr81 (k) + WaB, 1 (k)
= 0,018 (k) + O WaBr i (k) + Oyiia (k) (3.37)
= Moy + MPn (k) + M3 s (k)
avee Wa(k) = ApZ(k) et Z(k) = WaD1&1(k) + Wad (k) = Noéy + Wad1@i (k). Finale-
ment, considérons la couche L — 1 pour laquelle :
By (k) = M 1& +ZL IML 1~j(k)

o ~ (3.38)
Zr-1(k) = NL—1§1 + Zj:l &wy(/f) + Wr-10-0W-o(k)

La couche L est alors donnée par :

hi(k) = O, Wrh, (k) = (éL +OLAL) (WL M & + W Yt M~ MV (k)
= O, WM, 61+ O Wy S M M (k) + Oy, (3.39)
- MLél + Zj:lMijL w; (k)

avec wr (k) = A 1z (k) et apres quelques calculs, il advient également :

Zr, = WrMy_ 1§1+WLZL IML 1~j(k)

9 (3.40)
= NL& + Zj:l N;w;(k) + WOy, (k)

O

Lorsque le réseau SSNN non-biaisé (3.15) ne possede qu’une seule couche cachée non-linéaire
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(L = 1) alors la représentation LPV-LFT normalisée se simplifie telle que :

F(k+1) A+ W& WE | B+ W& wi | wod, [ #k)
yk) | = C D 0 (k)
3 zZ1(k) W Wi 0 w1 (k) (3.41)

k) = Mibzk),  Aik) =8, (Bi(k) - 1) e[-1;1]

SECTION 3.3
( Modélisation des associations de SSNN

Nous nous intéressons dans cette section a la modélisation de combinaisons de plusieurs
réseaux de type SSNN. Comme nous I’établirons par la suite, plusieurs types d’interconnexions
de SSNN peuvent étre exprimés selon un seul modele SSNN équivalent. Ainsi, il est souvent
avantageux de manipuler un SSNN global plutét que plusieurs sous-systemes. Le SSNN global
peut par la suite étre analysé au besoin par sa formulation LPV-LFT comme nous le présenterons
dans la section 3.4 suivante.

Remarque 3.3. Une propriété fondamentale des formes LFT est qu’une interconnexion linéaire
de plusieurs LFT peut toujours étre reformulée selon une seule LFT équivalente. Néanmoins, il
est préférable de déterminer la représentation LF'T d’un seul modéle SSNN plutot que de réunir
plusieurs LET en une forme équivalente. En effet, lors de la détermination de la formulation
non-biaisée des SSNN (voir la proposition 3.3), le changement de coordonnées autour du point
d’équilibre (x°,u®) impose également au réseau un changement des entrées et des sorties telles
que (k) = u(k) —u® et (k) = y(k) —y°. Ainsi, lors de linterconnezion de plusieurs LFT, les
signaux d’entrées-sorties des modéles respectifs subissent une perturbation constante qui doit étre
modélisée a ’aide d’une méthode anneze.

3.3.1 La mise en série de SSNN est un SSNN

Soient deux réseaux SSNN dont le nombre de couches cachées non-linéaires sont respective-
ment Lj et Ls, la connexion série (figure 3.5) obtenue en connectant la sortie du premier réseau
a l'entrée du second réseau est un SSNN dont le nombre de couches cachées non-linéaires L est
égale a celle du réseau le plus profond, soit L = max{Li, Lo}.

up — HNN o HIN b Yo
Loy ug| 72

FIGURE 3.5 — Connexion en série de deux SSNN

En effet, de facon plus explicite, pour deux réseaux HIN et H)NN comportant une seule
couche cachée non-linéaire et exprimés de la maniere suivante :

hl(k‘) = op, (Wlx.%l(k}) + Wluul (l{?) + bl)
HFN : :El(k-i-l) = Alxl(k) + Blul(k) + lehl(k)) + bx1 (3.42)
yl(k‘) = Cll‘l(k) + Diuq (k‘) + by1
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hg(k) = O'Q(WQIQTQ(I{?) + WQU’U,Q(]{Z) + bg)
HSIN : l‘g(k-l—l) AQZEQ(]{J) + BQUQ(]{I) + Wthz(kJ) + b362 (3.43)
yg(k) ngg(k) + DQUQ(k) + by2

Le systeme de mise en série des réseaux conformément a la figure 3.5 est décrit selon un SSNN
équivalent a une couche cachée non-linéaire de la forme :

] o] (st wel [, Jnwr=[o i, )
B;Eﬁm {Bfé}l fi“ Ek;] { } (’f)Jr[M(/j”1 WMMZ;EZ;]JF[I)MEEQI)A (3.44)

yg(k‘) [DQC]_ CQ [ }-i— D2D1 u1 ) [by2+D2byl]

Remarque 3.4. La généralisation a plusieurs couches cachées s’obtient aisément puisque seules
la premiére couche et les deux derniéres couches (couche cachée linéaire et couche de sortie
linéaire) sont impliquées dans l'interconnezion. Ainsi, pour des couches non-linéaires définies
pour le réseau HNN, i = {1,2} selon :

i (B) = 0ps,0)(Wii e hpi e, -1 (K) + bpie,y)  pour £y = 2,..., L (3.45)

alors les couches cachées additionnelles du systéeme d’interconnexion équivalent sont obtenues
par la concaténation suivante :

h[lf](’f)] [U[MJK[W[M] 0 Hh[u—u(k)] [me
7 oy, ’ ’ |, (=2,..., Li,Lo} (3.46
|:h[2 Z] (k) 0-[2,Z] 0 W[Q,[] h[27€_1] (k) b[zz] pour maX{ 1 2} ( )

Notons que lors de linterconnexion de deux SSNN, le réseau le plus petit est fictivement
agrandi avec des couches vides prenant la forme mathématique de matrices et de fonctions d’ac-
tivation de dimensions nulles afin que les deux réseaux soient de méme profondeur L1 = Lo = L.

3.3.2 Prise en compte des retards dans la forme SSNN finale

Comme nous 'avons vu dans le chapitre 1, lors de I’apprentissage, I’entrée du réseau de
neurones u(k) n’est généralement pas directement injectée au réseau mais elle est augmentée
par le biais d'un systéme de retard TDL (voir la définition 1.1). L’entrée effective consiste en
la concaténation du signal d’entrée avec une fenétre de ses valeurs antérieures c’est-a-dire que
pour la TDL(n, : n;,) lentrée du réseau est u(k) = [u” (k-nd,) --- uT(k—nm)]T. Néanmoins
lors de ’analyse ou l'interconnexion de SSNN il est souvent utile d’étudier ’entrée d’origine u
et non le vecteur de retards successifs @. L’objectif est alors d’inclure le systeme TDL dans la
description de la dynamique du SSNN.

Tout d’abord il est possible d’exprimer les systemes TDL a 'aide de représentations d’état,
deux réalisations peuvent alors étre distinguées selon que le vecteur de retards successifs com-
porte le signal a I'instant présent ou qu’il impose au minimum un retard.
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[ Définition 3.1 : Systeme TDL ]

Soit la TDL(ny : ng) qui est la fonction de concaténation du signal s(k) € R™ en

un vecteur de signauz retardés s(k) = [sT(k-ny) --- sT(kz—ng)]T € R™s de dimension
ms = ns(ng —ny + 1), le systéme de retards d’état xiq € R™™ s’exprime de la maniére
suivante :

o sing =0, la dynamique du systéme de retards est donnée par :

On Xng(ng— Onans InS
zra(k+1) = { axe(n2—1) }xtdl(k)—ir {0 }s(k)

Ins(ng—l) Ons(ng—l)xns ns(ne—1)xmns

st = e o + [

Insnz NsNg XMNg

(3.47)
] s(k)

e sing >0, la dynamique s’obtient par retrait du transfert direct, soit :

g (k+1) = {Onsxns(nz‘l) Ongxng } Ty (k) + { In. } s(k
Ins(nz—l) Ons(nz—l)xns Ons(nz—l)xns (3.48)
g(k) = [Oms an(nl_l) Ims] xtdl(k) + [Oms an] S(k)

Finalement pour un SSNN a L couches cachées non-linéaires défini par (3.1), la TDL du
signal d’entrée de réalisation (Azqr, Biar, Crar, Diar) est également un SSNN particulier (qui ne
comporte aucune couche cachée et dont les biais sont nuls). A partir de la mise en série de deux
SSNN (3.44), une forme SSNN global incluant le systeme de retards successifs est obtenue selon :

uw = o (wpca Wil | D )
he(k) = og(Wehy_y(k)+by) pour (=2,....L

. [ﬁd(llii)l)] ~ {;éf;l Sx] [x;d(lg)f)'+[335i;l}u(k) +[ 0 ] hL(k)+[0] (3.49)

y(k) [DCiar C] {x;d(lli];)] +[D Dy u(k)+b,

3.3.3 L’interconnexion de SSNN est un SSNN

Soient deux réseaux SSNN définis par (3.1) comportant respectivement L; et Lg couches
cachées non-linéaires, le systeme d’interconnexion des réseaux par rétroaction de la figure 3.6
est également un SSNN & L couches cachées non-linéaires dont la profondeur est égale a celle
du réseau le plus profond, L = max{Li, Lo}.

Explicitement, pour deux réseaux HNN et HYN comportant une seule couche cachée non-
linéaire et définis de la facon suivante :

hi(k) = o1(Wizi(k) + Whwy(k) + Wi (k) + by)
.7)1(/6‘4—1) A1$1(k) + Bpwp(k:) + Biug (]{7) + Wml h1 (k‘) + b:}cl

zp(k) = Cpa1(k) + Dyppwy(k) Dpuur (k) + by

Y1 (k) = 011‘1(/’6‘) + Dpwp(k:) + Dlul(k) + byl

HNN (3.50)
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—— 2p

NN
Hl

A

NN
H2

FIGURE 3.6 — Systeme en boucle fermée composé de deux SSNN

hg(k) = UQ(WQxl’Q(k) + WQUUQ(k) + bg)
H%\IN : 132(/€+1) = Azl’g(k‘) + B2u2(k) + W$2h2(k‘) + be (3.51)
yg(k) = CQQZQ(/‘J) + DQUQ(k‘) + by2
Le systeme en boucle fermée de la figure 3.6 se décrit selon SSNN équivalent a une couche
cachée non-linéaires de la forme :
hl(k) o Wf+WfD2EC1 W{“L(CQ+D2ED1C2) $1(k)
hg(ki) W;EC& W21:+W51ED102 :L'Q(k‘)
Wlp—i-WluDgEDp wy (k) + bi+W1{'DyE(by, +D1by,)
W3 ED, P bo+ W3 E(by, +D1by,)
xl(k:—i-l) _ A1+B1DyECy By (02+D2ED102) Il(k}) n Bp-i-BlDQEDp w (k:)
.1‘2(/{4-1) N BoyECH Ao+BoED1Cy ZL‘Q(k‘) BQEDp »

+|:Wm1 0 ][hl(k‘):| [bxl-i-BngE(byl-i-leyQ)]
0 Wy, [[he(k) by, +B2E(by, +D1by, )

02

k
2p(k)  =[Cp+DpuDaEC) Dy (Co+DaED;Cy)] [i;gkg]+[Dpp+DpuD2EDp]wp(k)

+ [bp+DpuD2E(by1 +D1by2)]

\

(3.52)
avec E = (I — D1D5)~!. La formulation étendue & plusieurs couches cachées s’obtient également

a partir de la remarque 3.4.

SECTION 3.4
( Analyse des SSNN via la formulation LPV-LFT

Nous développons dans cette section I’analyse de robustesse en stabilité et en performance
d’'un modele HNN de type SSNN dont la représentation d’état respecte I’équation (3.1). Au vu
des résultats présentés dans les sections précédentes, il est supposé que le réseau a analyser

admette une représentation LPV-LFT normalisée (et non-biaisée) équivalente Fy,(H(z), A) dont
le comportent dynamique est donné par :

-

A | Ba | B, (k)
2(k) | =| Ca|Daa|Day ||w(k)
G

F(H=).8) =5 | 5 Doa | Dy || k)

(3.53)
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3.4.1 Analyse de stabilité et de performance des SSNN

L’objectif de cette partie est d’exploiter les résultats introduits dans le chapitre 2 d’analyse de
systemes LPV-LFT. Les SSNN sont étudiés selon leurs représentations LPV-LFT qui permettent
d’isoler les non-linéarités au moyen de parameétres variants. Ainsi, il est possible d’établir des
conditions de stabilité pour toute trajectoire de parametres ce qui permet également de garantir
en particulier la trajectoire des parametres variants propre aux non-linéarités au regard d’un
certain conservatisme. De plus, I'analyse des SSNN peut étre résolue numériquement a travers
un probleme d’optimisation sous contraintes LIMI.

[ Théoréme 3.1 : Stabilité d’un SSNN |
Soit HNN un SSNN et F,(H(z), 1) sa représentation LPV-LFT avec ”1)

< 1, le réseau
Lo

HNN est stable si il existe L € L telle que la norme He vérifie

HLI/QI?L_I/Q —y<1 (3.54)

e}

Démontration. Cette condition de stabilité est directement déduit du théoreme du petit gain
avec multiplicateurs (corollaire 2.3). Si la condition est vérifiée, alors la stabilité est obtenue

pour tout A(O(k)) € A avec H&Hﬁ < 1 et pour toute trajectoire de O(k). Elle est donc
2

également obtenue pour la trajectoire particuliere des parametres variants correspondant

aux non-linéarités. O

[ Théoreme 3.2 : Stabilité quadratique d’'un SSNIN ]

Soit HNN un SSNN et F,(H(z), &) sa représentation LPV-LFT (3.53), le réseau HNN est
asymptotiquement stable si il existe une matrice symétrique définie positive X et L € La
solution de l'inégalité :

ATXA-XxX  ATXBa CLE
BIXA BIXBa-L DI,L| <0 (3.55)
e LDan L

Démontration. Ce théoreme se déduit directement du corollaire 2.4 d’apres le lemme bornée
réel avec multiplicateurs. ]
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[ Théoréme 3.3 : Performance d’un SSNN ]

Soit HNN un SSNN et Fu(ﬁ(z),ﬁ) sa représentation LPV-LFT avec H&‘ . <1, la
2
norme Lo du réseau HNN vérifie
HﬁNN‘g <y = ‘Fu(fl(z),A)‘L < (3.56)
2 2
si il existe une matrice L € L telle que :
L 0f|~|L7t O
0 L H 0 L <1 (3.57)
VY V7 1l

Démontration. Ce théoréme se déduit du corollaire 2.5 d’apres le théoreme du petit gain
pour l'analyse de performance. Une fois encore, la stabilité est obtenue pour tout A(O(k)) €
A avec HA’ . < 1 et pour toute trajectoire de ©(k), elle est donc également obtenue pour
2

la trajectoire particuliere des parametres correspondant aux non-linéarités. O

[ Théoréme 3.4 : Performance quadratique d’un SSNN ]

Soit HNN un SSNN et Fu(ﬁ(z),&) sa représentation LPV-LFT (3.53), le réseau HNN
est asymptotiquement stable et vérifie

|

o <7 (3.58)

si il existe une matrice symétrique définie positive X et L € La solution de l'inégalité :

[ ATXA-X| ATXBa ATXB, oxn €Y ]
BEXA [BIXBa-1  BAXB, [DLL Dy
B XA BT XBa BT XBy =1 DXL Dy | <0 (3.59)
LCA LDan LD, -L 0
B Cp Dpa Dy 0 =1 ]

Démontration. Ce théoreme se déduit du corollaire 2.6 d’apres le lemme borné réel avec
multiplicateurs. (]

3.4.2 Analyse des SSNN avec filtrage des parameétres

Un inconvénient majeur des outils d’analyse de SSNN présentés jusqu’a présent est
qu’aucune limite sur les vitesses de variations des parametres n’est considérée. Par conséquent,
les propriétés de stabilité et de performance sont garanties y compris pour des évolutions des
parametres variant extrémement rapides. Ceci s’explique par les fondements de la méthode qui
exploite des fonctions de Lyapunov quadratique. Une possibilité est alors d’établir les résultats
a partir de fonctions de Lyapunov dépendant des parametres, néanmoins cela conduit souvent
a des algorithmes plus complexes et cotteux en temps de calcul.
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Une alternative est alors d’employer la solution proposée dans les travaux de [Biannic, 2010)]
qui consiste a filtrer les variations des parametres les plus rapides a ’aide d’un filtre passe-bas.
Comme l'illustre la figure 3.7, un filtre F'(z) strictement propre et de gain statique unitaire est
introduit en sortie de l'opérateur regroupant les parametres variants. Ce filtre prend une forme
diagonale de plusieurs fonctions passe-bas dont les bandes passantes sont choisies largement
supérieur a celle du systeme. Néanmoins, une approche judicieuse doit étre suivie afin d’atténuer
significativement les vitesses de variations rapides et introduire une borne peu conservative,
sans pour autant affecter la validée du modele.

~ ~

Yy ~—"7 DE— )]
H(z) -

F(2)
Ak F— @

Y

z

FiGURE 3.7 — Représentation LPV-LFT d’un SSNN avec filtrage des parametres

Pour I'analyse des SSNN, cette méthode permet finalement de borner les vitesses de varia-
tions des parametres et de supprimer des contraintes tres exigeantes de stabilité sur la trajectoire
des parametres (par exemple des trajectoires non-différentiables ou discontinues). Les approches
d’analyses de stabilité et de performance des SSNN (section 3.4.1) peuvent étre directement ap-
pliquées au systéme incluant les filtres. En notant la représentation d’état du filtre (Ap, Bp, Cr)
et zp le vecteur d’état, la représentation LPV-LFT du systeme (3.53) incluant les filtres est
définie telle que :

(| #(k+1) A BaCr | 0| B, 7 (k)
HJF(k—i-l) 0 Ap Br 0 acp(k)
J Z(k) Ca DaaCr| 0 | Da, w(k) (3.60)
| g(k) ] | P DpACF 0 Dpp 11 ﬁ(k) ]
[ k) = Az, [Amw) <t

Remarque 3.5. A limage des bornes des parametres variants, les vitesses de ces mémes para-
métres peuvent étre également appréciées avec les données d’apprentissages. La détermination
des filtres peut alors étre guidée en évaluant son impact sur les signaux des paramétres variants
qui sont issus des séquences d’apprentissage.

3.4.3 Analyse des SSNN par j-analyse

Malgré les techniques mises en ceuvre pour réduire le conservatisme des résultats d’analyse
de SSNN, leur résolution numérique représente également un réel challenge. En effet, les
probléemes LMI impliqués présentent une complexité numérique importante du fait du nombre
important de parametres variants (dont le nombre est directement relié au nombre de neurones
non-linéaire que comporte le réseau). La résolution numérique devient alors rapidement délicate
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lorsque les LMI sont issues de structures neuronales de trop grande dimension. Au vu de cette
difficulté, nous proposons alors d’étudier la stabilité et les performances des SSNN a I’aide de la
p-analyse [Packard et Doyle, 1993] sous certaines limitations qui nous évoquerons par la suite.

La p-analyse est un outil pour effectuer des analyses de robustesse en s’appuyant sur la valeur
singuliére structurée. Cette derniere permet de tenir compte de la structure des incertitudes du
modele dans 'objectif d’apporter des résultats d’analyse moins pessimistes que ceux du théoreme
du petit gain (voir le corollaire 2.1). Le probléme & 1’étude est, comme pour ce dernier théoreme,
le systeme d’interconnexion standard de deux sous-systémes qui a été présenté par la figure 2.3.
Nous définissons a présent, I’ensemble des matrices complexes structurées dans le cas général
ainsi que la valeur singuliere relative a cet ensemble.

[ Définition 3.2 : Matrices complexes structurées ]

L’ensemble A* des matrices complexes de structure diagonale en bloc est défini tel que :

AF A = diag{A1,...,Ag, 011y, ..., 601y s€11cy, . e, } } (3.61)

= { Ale(Ckl*kz o 51€R g eie(C

[ Définition 3.3 : Valeur singuliere structurée ]

Soit la matrice de transfert M, la valeurs singuliére structurée du systeme c’est-a-dire
relative a l'ensemble A* est définie comme :

-1
pa(M) = (AienAf*(a(A) :det(I — AM) = 0)) (3.62)

Si (I — AM) n'est pas singuliére pour tout A € A*, alors pa(M) := 0.

La définition de pa (M) conduit au théoreme du petit gain généralisé. Ce théoreme est le
coeur de 'analyse de robustesse par p-analyse qui se fonde sur la valeur singuliere structurée.

Théoréme 3.5 : Théoréme du petit gain généralisé [Doyle, 1985, Zhou et al., 1996]

Soient M(z) € RHo et A € RHoo, Uinterconnexion de la figure 2.3 est stable pour toutes
incertitudes structurées A € A* telles que ||Al|,, <~ si et seulement si

Yw ,ué(M(ej”)) <yt (3.63)

Sur la base du théoreme du petit gain généralisé, il est alors possible calculer la valeur
singuliere structurée et de déduire les bornes des parametres pour lesquelles le systeme d’in-
terconnexion reste stable. Dans le contexte des SSNN, ces résultats fournissent une méthode
subsidiaire d’analyse de stabilité et de performance pour la représentation LPV-LFT. Nous in-
troduisons alors un critere de performance similaire au gain L9, mais dont les garanties sont
limitées aux hypotheses d’étude propres a la p-analyse.
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[ Définition 3.4 : Performance par p-analyse d’un SSNN ]

Soit HNN un SSNN et Fu(ﬁl(z),z) sa_représentation LPV-LFT avec ||£H£2 <1, la
performance par p-analyse du réseau HNN est définie telle que :

[, = na(E ) (3.64)

Par ses hypotheses, la p-analyse n’apporte que des conclusions pour des parameétres A
incertains et non-variants. Ainsi, les garanties théoriques de stabilité sont invalidées lors
de 1’étude de SSNN qui comportent par définition des parametres variants au cours du
temps. Cependant, pour le type de systéme que nous rencontrons dans nos travaux, la
p-analyse a permit d’apporter des résultats pertinents, comme nous le verrons dans le cha-
pitre 6, la ou les autres approches n’ont pu fournir de résultats & cause des difficultés numériques.

De plus, cet outil d’analyse requiert également moins de temps de calcul par rapport a
d’autres méthodes lorsque les systemes sont relativement complexes. Cette caractéristique re-
présente un réel avantage si ce calcul est itérativement effectué pour prendre part a une opti-
misation plus haut-niveau comme nous le proposerons dans le chapitre 4. Pour conclure, nous
privilégierions alors par défaut dans nos travaux les méthodes fondées sur la gain Lo et les LMI,
mais nous nous orienterons vers la p-analyse si ces dernieres rencontres d’importants problemes
de résolution numériques.

SECTION 3.5

Conclusions

Nous avons présenté dans ce chapitre une méthode permettant d’établir une représentation
LPV des réseaux de type SSNN qui comportent des fonctions d’activations non-linéaires
respectant une condition de secteur. Puisque ce processus est une transformation plutét qu’une
linéarisation locale, le modele LPV résultant est exactement égal au systéme non-linéaire
original. Nous avons déterminé, par la suite, la formulation LFT du réseau qui consiste a
séparer le modele en une partie linéaire et une partie diagonale non-linéaire, mais pour laquelle
les bornes de chaque parametre sont connues. Deux méthodes complémentaires ont également
été développées afin d’affiner la modélisation. Tout d’abord, la présence des biais nécessite de
considérer ces derniers comme des perturbations d’entrées constantes. Pour cette raison, nous
avons établi une formulation analogue du SSNN, mais dont les biais ont été retirés a l’aide
d’un changement de coordonnées autour du point d’équilibre. De plus, nous avons détaillé
une technique permettant de normaliser les parametres variants. En tirant profit des données
d’apprentissage, les bornes des parametres peuvent étre déterminées afin de ne considérer
qu’uniquement la région pertinente de I’espace d’état des non-linéarités plutot que la limite de
secteur dans son intégralité. D’un point de vue pratique, ces approches contribuent grandement
a améliorer les résultats d’analyses ou éventuellement de syntheéses reposant sur le modele
LPV-LFT.

Dans un second temps, nous avons proposé des outils d’analyse de stabilité et de performance
de SSNN via le modele LPV-LFT. Nous avons au préalable déterminé la modélisation de certains
types d’interconnexion de SSNN afin de pouvoir les manipuler selon un modele équivalent. Les
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méthodes d’analyses reposent sur la résolution numérique de probleme d’optimisation de type
LMI, dont les résultats ont été introduits dans le chapitre précédent (chapitre 2) et sont & présent
employés pour ’étude de SSNN. Néanmoins, lors de ’analyse, le modele a I’étude englobe une
classe de systemes bien plus importante que le comportement réel du réseau ce qui peut limiter
les résultats. Afin de restreindre I’ensemble de systemes abordé, nous avons également proposé
I’ajout d’un filtrage sur les parametres variants afin de conditionner la trajectoire des parametres
et notamment les vitesses de variations envisagées. De méme, nous avons présenté une méthode
subsidiaire par p-analyse dans le but de faire face aux systemes plus complexes qui occasionnent
des difficultés numériques de résolution.
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SECTION 4.1
( Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre a ’apprentissage de contréleurs neuronaux en tenant
compte de criteres de robustesse. Nous développons alors des méthodes en complément des
techniques d’apprentissage présentées dans le chapitre 1. Comme nous l'introduisons dans la
section 4.2, apprentissage de controleur suscite en effet une problématique quant a la stabilité
lorsqu’il sera introduit dans la boucle d’asservissement. En 1’état, il est alors difficile & l'issue de
I’apprentissage et au seul regard des performances d’apprentissages, de préjuger des aptitudes
du controleur en boucle fermée et des propriétés de robustesse de la loi de commande. Dans
ce sens, nous présentons dans la section 4.3 une méthode afin de caractériser et d’évaluer a
posteriori les marges de stabilité au vu du controleur neuronal obtenu. Différentes marges sont
présentées et leur évaluation est fondée sur les méthodes d’analyses de réseaux selon leurs re-
présentations LPV-LFT qui ont été développées dans le chapitre 3. Nous proposons par la suite,
dans la section 4.4, une méthode permettant d’inclure a prior: les critéres de robustesse dans
la phase d’apprentissage. La synthese du contréleur robuste s’effectue alors selon une formula-
tion multi-objectifs et des méthodes d’apprentissages s’appuyant sur des algorithmes génétiques.

La méthodologie proposée dans ce chapitre pour le développement d’un contréleur neuronal
robuste par imitation a partir de donnée peut étre résumée sur la figure 4.1. Cette méthodologie
s’appuie sur les différentes méthodes et outils qui seront développés dans ce chapitre.

Base de données

l l

e . R R
Apprentissage Apprentissage
du controleur du systeme
section 4.2 section 4.8 )
e S, ¢ l R
Evaluation des marges de stabilité
section 4.3
- J
marges l marges
satisfaisantes [’ 1insatisfaisantes
Apprentissage

multi-objectifs
section 4.4

\ J
|

Controleur neuronal robuste ‘

FIGURE 4.1 — Méthodologie de développement de controleurs neuronaux robustes a partir de
données
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SECTION 4.2
Apprentissage de controleurs et enjeu de robustesse

4.2.1 Méthodologie d’apprentissage de controleur

Considérons la boucle d’asservissement classique d’un systéme physique représentée par la
figure 4.2 ou le systeme est de fagon générale multivariable et potentiellement non-linéaire. Nous
supposons qu’'un