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& Defense et les nombreuses personnalités enrichissantes que j’ai pu rencontrer. J’ai une pensée



particulière pour Maxime, Nicolas, Benjamin, Estelle, Philippe, William qui par leur bonne
humeur et leur enthousiasme ont permis d’entretenir une ambiance conviviale harmonieusement
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1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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4.3.4 Application . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
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5.4 Étude de la stabilité et réglage dans le cas linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
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5.4.2.3 Application . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
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données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
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4.8 Schéma de simulation de la boucle d’asservissement . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
4.9 Simulation des contrôleurs d’origine et neuronaux dans des cas de variations de

gain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
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Contexte de l’étude

Les travaux présentés dans ce rapport ont été réalisés au cours d’une thèse de doctorat menée
dans le cadre d’une convention CIFRE (Convention Industrielle de Formation par la REcherche)
entre Safran Electronics & Defense (anciennement Sagem) et CentraleSupélec. La thèse s’inscrit
dans la continuité d’une thématique globale « d’optimisation de la commande robuste par les
techniques d’optimisation moderne » au sein de Safran Electronics & Defense. Elle fait suite à
des travaux déjà réalisés dans cette thématique :

• [Hirwa, 2013] Méthode de commandes avancées appliquées aux viseurs.
Cette thèse propose une méthode de synthèse de contrôleurs robustes d’ordre réduit voire
de structure fixée utile pour l’implémentation. Ces contraintes de structure sont rendues
possibles par l’emploi de techniques d’optimisation non-lisse adaptées aux problématiques
de type H2/H8.

• [Feyel, 2015] Optimisation des correcteurs par les méta-heuristiques. Application à la
stabilisation inertielle de ligne de visée.
En plus de la contrainte de structure, cette thèse propose une méthode de synthèse de
correcteurs H8 prenant en compte les exigences d’un cahier des charges qui peuvent être
mathématiquement formalisées grâce à l’emploi de techniques d’optimisation sans gradient.

• [Frasnedo, 2016] Optimisation des lois de commande d’un imageur sur critère optronique.
Application à un imageur à double étage de stabilisation.
Cette thèse adresse la problématique d’optimisation de fonctions couteuses en temps de
calcul relatives à la thèse antérieure en utilisant l’optimisation bayésienne.

• [Pouilly-Cathelain, 2020] Synthèse de correcteurs s’adaptant à des critères multiples de
haut niveau par la commande prédictive et les réseaux de neurones.
Cette thèse propose une méthode de synthèse de lois de commande prédictive en considé-
rant tout type de contraintes cette fois-ci évaluables en temps réel. Les travaux abordent
le cadre plus général des systèmes non-linéaires en utilisant l’apprentissage neuronal.

Objectifs de la thèse

La problématique du contrôle consiste à développer un algorithme capable de manipuler
de façon adéquate les entrées d’un système dans le but d’amener ses sorties à une valeur
souhaitée. Le contrôleur est alors synthétisé au regard d’un certain degré d’optimalité comme
par exemple en termes de rapidité, de performances ou de garanties d’un certain niveau de
stabilité. Du point de vue de l’industrie, l’automaticien en charge de la conception d’une
loi de commande adopte souvent la stratégie suivante : il débute par la construction d’un
modèle mathématique du système dynamique à contrôler, il doit par la suite comprendre le
comportement recherché du système et formaliser mathématiquement ces spécifications ou
règles à respecter, enfin sur la base de ces deux éléments il élabore le modèle de contrôle capable
de calculer les actions à effectuer en fonction des consignes. Néanmoins, au vu de la demande
croissante d’applications intelligentes, les règles deviennent de plus en plus complexes et les
comportements recherchés de plus en plus exigeants. Le développement de systèmes autonomes
requiert alors de la part de l’automaticien un large ensemble de connaissances et compétences
spécifiques. Pourtant, un utilisateur dépourvu de ces connaissances saura généralement réaliser
les tâches souhaitées même s’il ne sait pas programmer le comportement en question. De ce
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constat et des progrès informatiques, l’idée d’apprendre par imitation a alors gagné en intérêt.
Ce paradigme consiste à vouloir transmettre les connaissances à un système numérique à partir
de résultats expérimentaux pour qu’il puisse extraire les comportements à suivre.

Les travaux proposés dans cette thèse portent donc sur la conception de systèmes de
contrôle capables d’apprendre sur des macro-comportements ou macro-décisions régis par des
règles. La complexité des règles et des processus à piloter guident vers l’emploi de contrôleurs
de type réseaux de neurones pour leur propriété d’approximation universelle. Lorsque ces règles
sont directement formulables mathématiquement, alors le travail est une extension neuronale
des travaux déjà réalisés par [Feyel, 2015]. Lorsque la formalisation mathématique des règles
est trop complexe et variante (comme par exemple un code de la route), une alternative
d’apprentissage est de pouvoir disposer, pour un état du système donné et pour certaines
conditions extérieures, de l’action réalisée par un opérateur (un pilote, un conducteur, un
régulateur, etc.), et dans ce cas, ce sont ces décisions qui traduisent de fait indirectement les
règles. On propose alors d’entrâıner directement le contrôleur neuronal sur une base de données
regroupant ces informations. Afin de garantir la sureté d’un tel contrôleur, l’apprentissage devra
se faire sous contrainte de stabilité. En effet une attention particulière doit être portée sur la
propriété stabilisante du contrôleur y compris lorsque celui-ci perfectionne son apprentissage
avec de nouvelles bases de données disponibles.

Ainsi, l’objectif de la thèse est d’apprendre par imitation un contrôle de type réseaux de
neurones de manière efficace et robuste sur une base de données regroupant des comportements
régis par des règles complexes. L’étude passe alors par la mise en œuvre de différentes phases de
recherche :

• La collecte des décisions prises par un opérateur au regard du système et de certaines
conditions extérieures.

• L’apprentissage d’un contrôleur sur cette base de données traduisant indirectement les
règles, de façon le plus efficace et robuste possible et en prenant en compte a priori des
contraintes complexes telles que la stabilité de la boucle d’asservissement résultante.

• La consolidation des connaissances du contrôleur lors de la mise à disposition de nouvelles
données.

Les méthodes de développement de systèmes de contrôle présentés dans cette thèse se veulent
génériques. Cependant, afin de se confronter à des problèmatiques concrètes, les travaux seront
appliqués au développement de pilotes automatiques neuronaux d’aéronefs. L’objectif est alors
d’imiter les facultés de pilotage d’un pilote capable de gérer des conditions de vol réelles. Le
schéma présenté par la figure 1 synthétise dans ce contexte aéronautique les différentes étapes
de développement. L’autopilote sera entrâıné sur une base de données regroupant les actions
et réactions du pilote vis-à-vis de l’environnement extérieur et de l’état de l’appareil. Une fois
l’apprentissage terminé, l’intelligence artificielle pourrait par exemple avoir un rôle d’assistance
ou de conseil pour le pilote y compris en cas de situations dégradées telles la manifestation de
pannes ou de conditions météorologiques difficiles.
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Contrôleur Système

Environnement

commandes état du
système

état du
système
souhaité

�

Réseau de neurones

Appren-
tissage Contrôle

Collecte1 Apprentissage2 Contrôle3

Figure 1 – Schéma décrivant les étapes de conception d’un autopilote par imitation : collecte
des données, apprentissage hors ligne, puis contrôle autonome ou assistance

Organisation de la thèse

La première partie de ce mémoire est composée de trois chapitres consacrés à la présen-
tation des outils d’apprentissage par réseaux de neurones et de la commande robuste puis de
l’unification des deux domaines.

Chapitre 1

Le premier chapitre est consacré à la présentation des réseaux de neurones et leur utilisation
pour l’identification hors ligne de systèmes dynamiques. Il introduit dans un premier temps,
le perceptron multicouche qui par des liaisons récurrentes permet de modéliser des systèmes
dynamiques. Les méthodes d’identification à proprement parler, sont par la suite présentées,
elles consistent à optimiser les différents poids du réseau afin d’effectuer la régression de séries
temporelles selon un apprentissage supervisé. De plus, ce chapitre dresse un état de l’art
des structures neuronales qui sont utilisées dans nos travaux. Ces réseaux opèrent selon un
comportement hybride linéaire et non-linéaire qui peut être exprimé suivant une représentation
d’état pour être aisément incorporé dans les méthodes de contrôle. Finalement, ce chapitre
établit les outils d’apprentissage neuronal qui sont utilisés dans l’ensemble des travaux.

Chapitre 2

Le deuxième chapitre est dédié à l’introduction des outils de la commande robuste pour
l’analyse de systèmes linéaires à paramètres variants. Les concepts propres à l’automatique et
indispensables à notre étude y sont présentés. Ce chapitre fournit les principaux résultats théo-
riques d’analyse de robustesse de systèmes représentés par transformation linéaire fractionnaire.

Chapitre 3

Ce chapitre conclut la première partie en fédérant les outils développés au cours des deux
chapitres le précédant. Il décrit une méthodologie permettant de modéliser les modèles neuro-
naux selon une formulation linéaire à paramètres variants. Cette représentation donne alors la
possibilité d’employer les résultats théoriques pour établir des méthodes d’analyse de stabilité
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et de performance de ces structures neuronales.

La deuxième partie du mémoire est composée de deux chapitres qui présentent de façon
complémentaire les méthodes d’apprentissage de contrôleurs neuronaux robustes puis l’approche
multi-modèle afin de consolider et d’adapter la loi de commande à différentes situations.

Chapitre 4

Ce chapitre est consacré à l’apprentissage de contrôleurs neuronaux en tenant compte de
critères de robustesse et de stabilité. Il expose en premier lieu le contexte d’apprentissage de lois
de commande et les enjeux de stabilité intrinsèques au problème. Par la suite, deux contributions
majeures de cette thèse sont présentées : Tout d’abord, une méthode d’évaluation des marges
de stabilité d’une boucle d’asservissement neuronale est présentée. Enfin, en s’appuyant sur
cette base, une méthodologie d’apprentissage de contrôleurs est décrite afin de directement
considérer les critères de robustesse en complément de ceux de performance d’imitation selon
une formulation multi-objectifs.

Chapitre 5

Ce chapitre est dédié au développement d’une loi de commande adaptative par une approche
multi-modèle. Lorsque le processus à asservir peut appartenir à une large classe de système,
les travaux présentés dans ce chapitre consistent à décomposer l’espace de fonctionnement du
système et de sa stratégie de contrôle selon plusieurs sous-espaces pour lesquelles des paires
modèle-contrôleur sont mises à l’œuvre localement. Les concepts multi-modèle sont étendus à
l’utilisation de modèles et de contrôleurs neuronaux. Enfin, ce chapitre établit dans le cadre
linéaire une méthode d’analyse de stabilité du contrôle adaptatif multi-modèle ainsi qu’une
stratégie de réglage.

La troisième, et dernière partie, du mémoire est composée d’un unique chapitre dédié à l’ap-
plication des méthodes définies dans la thèse au développement d’un pilote automatique d’avion.

Chapitre 6

Ce dernier chapitre est consacré à la description d’une méthodologie complète d’apprentis-
sage d’autopilotes neuronaux robustes. Cette dernière prend la forme d’une plateforme articulée
autour de trois axes de recherche complémentaire. Un premier module expose en détail les élé-
ments de développement d’un environnement de co-simulation entre Matlab et le simulateur de
vol X-Plane. Le deuxième module met en pratique l’ensemble du processus d’apprentissage par
imitation de contrôleurs robustes développé au chapitre 4 afin de développer dans un premier
temps, un autopilote de suivi de consignes de cap et d’altitude, puis dans un second temps, un
autopilote de suivi de chemin de vol défini par une succession de points de passage. Le troisième
module exploite les perspectives de l’approche multi-modèle et il constitue donc une application
du chapitre 5 pour déployer les différentes facultés de l’autopilote neuronal dans un contexte de
contrôle tolérant aux pannes. Ce chapitre est consacré au développement de la sur-couche de
guidage de l’aéronef, mais les travaux développés dans cette thèse ne sont pas restreints à ce cas
d’étude. Ils constituent une bonne base de travail pour le lecteur souhaitant approfondir l’étude
notamment au pilotage plus bas niveau ou étendre le cas d’application à d’autres domaines.
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d’une co-simulation entre Matlab et X-Plane. Journée des doctorants de Safran Electronics &
Defense, Massy, France.





Première partie

Association des outils neuronaux et de la
commande robuste





Chapitre 1

Identification de systèmes dynamiques
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SECTION 1.1

Introduction

Le principal objectif de ce chapitre est de décrire les approches d’identification fondées sur
les réseaux de neurones qui s’avèrent être concrètement applicables à une large classe de sys-
tèmes dynamiques non-linéaires. Dans la section 1.2, nous introduisons les principales notions
liées aux réseaux de neurones artificiels et leur utilisation pour l’identification. Nous présentons
les architectures des perceptrons multicouches (MLP) dont les propriétés temporelles conférées
par les liens récurrents et les séquences temporelles d’entrées-sorties permettent de modéliser les
systèmes dynamiques. Nous abordons dans la section 1.3, les méthodes d’apprentissage qui sont
utilisées dans les travaux afin d’optimiser les poids des modèles neuronaux selon des méthodes
supervisées de régression de séries temporelles. Dans la section 1.4, nous développons les topo-
logies de réseaux de neurones pour l’identification notamment celles des SSNN qui confère une
liaison entre les techniques de machine learning et le domaine de l’automatique. Finalement, ce
chapitre fournit une méthodologie complète pour réaliser l’identification neuronale hors ligne de
systèmes dynamiques dont nous résumons les principales étapes dans la section 1.5.

SECTION 1.2

Les réseaux de neurones comme modèle de systèmes dynamiques

1.2.1 Fonctionnement du perceptron multicouche (MLP)

Un neurone artificiel ou perceptron est une entité élémentaire qui, pour un nombre d’entrées
donnée, pondère les signaux, les additionne, puis applique une fonction dite d’activation. La
figure 1.1 représente un neurone simple à nu entrées dont le comportement est donné par :

y � σ

�
nu̧

j�1
wjuj � b

�
� σ

�
wTu� b

�
(1.1)

où y P R est la sortie du neurone, u P Rnu est le vecteur d’entrée, w P Rnu est le vecteur
des poids, b P R est le biais et σ : R Ñ R est la fonction d’activation. Notons que le biais
fait également partie des poids qui définissent le neurone, il peut être interprété comme la
pondération appliquée à une entrée fictive constante et unitaire.

Les neurones qui ont des entrées identiques sont regroupés sous forme de couches de neurones.
Une couche de nℓ neurones génère une sortie yℓ P Rnℓ qui est mathématiquement décrite par :

yℓ � σℓ

�
Wℓu� bℓ

�
� σℓ

���
���w

T
1
...
wT

nℓ

���u�
��� b1

...
bnℓ

���
�� (1.2)

Chaque couche est caractérisée par deux éléments. La première caractéristique est les poids
de la couche qui correspondent à une matrice multiplicative W P Rnℓ�nu ainsi qu’un vecteur
additif b P Rnℓ . Les lignes de la matrice et du vecteur représentent les pondérations de chaque
neurone et son biais. Le second élément est sa fonction d’activation σℓ : Rnℓ Ñ Rnℓ . En effet il
est fréquemment considéré qu’une même fonction est appliquée terme à terme à l’ensemble des
neurones de la couche.
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Figure 1.1 – Représentation d’un neurone : un neurone artificiel calcule la sortie d’une fonction
souvent non-linéaire d’une somme pondérée de ses entrées

Les entrées d’un neurone peuvent être des entrées extérieures ou bien les sorties d’autres
neurones. Des réseaux de neurones peuvent ainsi être construits à partir d’une succession de
couches. La profondeur du réseau correspond au nombre de couches tandis que sa largeur est
reliée au nombre de neurones de chaque couche. Communément, la dernière couche d’un réseau
est appelée couche de sortie tandis que les autres sont appelées couches cachées. Il est aussi
commun de désigner le vecteur d’entrée comme couche d’entrée. La largeur des couches cachées
ne possède aucune limitation théorique à l’inverse de la couche de sortie dont le nombre de
neurones est identique au nombre de sorties.

Les neurones et les couches peuvent être combinés de bien des façons, néanmoins une ar-
chitecture des plus utilisées est le perceptron multicouche ou MLP pour l’anglais multilayer
perceptron. La structure basique du MLP est construite en disposant les couches de neurones les
unes après les autres, une couche prend uniquement pour entrée les sorties de la couche précé-
dente ou une éventuelle entrée extérieure. On parle également de couche entièrement connectée
(ou communément fully connected) lorsque les neurones de la couche sont connectés à tous ceux
de la couche suivante. Un exemple de structure à deux couches cachées, n entrées et m sorties est
illustré par la figure 1.2. De manière générale, la forme mathématique décrivant le comportement
des réseaux comportant L couches successives entièrement connectées est :

y � σLpWLp. . . σ1pW1u� b1q . . .q � bLq (1.3)

ou encore : $&%
h0 � u
hℓ � σℓpWℓhℓ�1 � bℓq pour ℓ � 1,..., L
y � hL

(1.4)

De par la structure du MLP présenté, l’information se propage uniquement du vecteur d’en-
trée à la sortie, c’est pourquoi ces types de réseaux sont référencés comme réseaux de neurones à
propagation directe ou FNN pour Feedforward Neural Network. Il n’y a pas de lien de rétroaction
pour lequel la sortie d’au moins un neurone alimente sa propre entrée après une ou plusieurs ac-
tion de mémorisation. Lorsque les réseaux sont étendus pour inclure des boucles de rétroaction,
ils sont alors appelés réseaux de neurones récurrents ou RNN pour Recurrent Neural Networks.
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Figure 1.2 – Représentation d’un MLP

Théoriquement, la topologie de réseaux la plus générale est celle entièrement récurrente où les
sorties de tous les neurones sont connectées aux entrées de tous les neurones (voir l’exemple
de la figure 1.3 pour un réseau avec une seule couche cachée). Une infinité de structure peut
alors être imaginée et représentée par ce formalisme en fixant certains poids de connexion à zéro
pour exprimer l’absence de connexion. Néanmoins malgré la puissance de modélisation irréfu-
table d’une grande structure complexe, un compromis doit être trouvé au regard des difficultés
d’apprentissage et d’utilisation que rencontrera un tel réseau.

σ1

σ1

σ1

couche
cachée

σL

σL

couche
d’entrée

couche
de sortie

un

u1
...

y1

ym

...
...

Figure 1.3 – Représentation d’un MLP entièrement récurrent

1.2.2 Introduction à l’identification

Du point de vue de l’apprentissage, la modélisation de systèmes dynamiques se rapproche
de la prédiction de séries temporelles. En effet, les deux problématiques consistent à élaborer
des modèles fondés sur des données antérieures afin de les utiliser pour des situations futures.
Caractériser un système signifie identifier tous les différents facteurs physiques qui influencent le
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comportement du processus. Cela se traduit en particulier par la détermination des paramètres
statiques et dynamiques qui régissent le système. Dans le contexte de la modélisation, le terme
dynamique indique le caractère dépendant du temps du processus. Les processus dynamiques
peuvent être classés en systèmes à temps continu et en systèmes à temps discret. Puisque les
réseaux de neurones sont entrainés sur des données échantillonnées à des intervalles de temps
discrets, ce sont principalement les systèmes à temps discret qui sont considérés dans cette
étude. De façon générale, un signal x à l’instant d’échantillonnage k est dénoté xpkq.

En fonction du niveau de connaissance disponible a priori concernant le système, l’iden-
tification peut être abordée de différentes manières. Nous nous focaliserons sur les cas où
le comportement physique du processus n’est que peu ou pas connu, ainsi l’identification se
concentrera exclusivement sur les données expérimentales selon une approche de modélisation
en boite noire. La philosophie de ce genre de méthode est en opposition aux modélisations en
boite blanche où un modèle purement physique est utilisé, ou encore de la modélisation en boite
grise pour laquelle la compréhension partielle du fonctionnement interne du système est utilisée
dans le but d’améliorer la modélisation empirique.

L’identification de système utilise des méthodes statistiques de régression temporelle pour
construire un modèle mathématique à partir de différentes mesures. Une technique d’approche
se fondant sur des influences externes et des mesures du comportement du système, consiste
à déterminer la relation qui existe entre elles sans entrer dans le détail de ce qui se passe
réellement à l’intérieur du système. Par ce type d’approche en boite noire, l’identification repose
donc exclusivement sur les entrées de stimuli et les réactions de sortie. Ainsi, le système inconnu
est caractérisé par une base de données finie constituée de paires de vecteurs d’entrée-sortie :

Zdt �
!
upkq, ypkq | k � 1,..., Ndt

)
(1.5)

où upkq P Rnu est un vecteur d’entrée du réseau de neurones tandis que ypkq P Rny est le vecteur
de sortie mesurée correspondant pour un même instant donné. L’apprentissage considéré dans
ce travail ne suppose donc aucune connaissance de la structure interne du processus à identifier.

L’objectif de l’identification est d’élaborer un modèle qui, lorsqu’il sera soumis aux mêmes
entrées u que le système réel, produira des sorties yest similaires à celles mesurées y. Dans
de nombreux cas pratiques, le comportement du système peut être caractérisé en considérant
une fenêtre d’entrées passées u combinée à une fenêtre de sorties passées y du système. Plus
formellement, les vecteurs d’entrée-sortie augmentés exploités pour l’identification sont définis
pour nin P N et nout P N tels que :

upkq �

��� upkq
...

upk�ninq

��� et ypkq �

��� ypk�1q
...

ypk�noutq

��� (1.6)

avec upkq P Rmu de dimension mu � nupnin�1q et ypkq P Rmy de dimension my � nynout. Dans
le cas linéaire et invariant, la relation entre les entrées et les sorties est l’équation de récurrence
[Söderström et Stoica, 1989] :

ypkq � a1ypk�1q � . . .� anoutypk�noutq � b0upkq � b1upk�1q � . . .� bninupk�ninq (1.7)
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Le problème d’identification peut également être vue comme un problème de prédiction où il
s’agit de déterminer la sortie estimée yestpkq P Rny future selon les observations précédentes :

yestpkq � �a1ypk�1q � . . .� anoutypk�noutq � b0upkq � b1upk�1q � . . .� bninupk�ninq (1.8)

En se basant sur ce raisonnement linéaire, il est possible de l’étendre dans le cadre de la mo-
délisation de systèmes non-linéaires. L’idée demeure que la connaissance d’une fenêtre d’entrées
passées du système combinée à une fenêtre de sorties passées fournit suffisamment d’informa-
tions pour caractériser l’état du système. Parmi d’autres modèles de régression, ce concept est
incarné dans le domaine de l’automatique par les structures de modèles NARX pour Non-linear
AutoRegressive with eXternal input et NOE pour Nonlinear Output Error [Ljung, 1998]. Il est
donc respectivement supposé pour les deux modèles, que la sortie estimée du système dynamique
peut être décrite à chaque temps d’échantillonnage comme une fonction des entrées et des sorties
mesurées passées :

yestpkq � fNARX

�
upkq, . . . , upk�ninq, ypk�1q, . . . , ypk�noutq

	
(1.9)

ou selon une fonction des entrées et des sorties estimées passées :

yestpkq � fNOE

�
upkq, . . . , upk�ninq, yestpk�1q, . . . , yestpk�noutq

	
(1.10)

1.2.3 Identification neuronale

Pour l’identification de système il est alors possible d’utiliser les techniques d’intelligence
artificielle telles que le machine learning. Les algorithmes d’apprentissage sont employés selon
un mode supervisé sur le jeu de données pour lequel il s’agit d’obtenir une régression des
séries temporelles. L’emploi des réseaux de neurones afin d’identifier le processus est alors
assez direct puisqu’ils constituent une classe de modèles dynamiques discrets pour lesquelles
il existe une relation non-linéaire entre les entrées et les sorties. Dans ce cadre de régression
de séries temporelles, la couche de sortie des réseaux est généralement composée de fonctions
d’activations linéaires.

La puissance de modélisation des réseaux de neurones permet d’aboutir à des modèles
pouvant représenter des non-linéarités complexes comme des comportements de saturation,
d’hystérésis, chaotiques ou une combinaison de différents phénomènes. De plus, les réseaux de
neurones artificiels ont été largement proposés (voir par exemple [Sjöberg et al., 1995]) et utilisés
en partie en raison de leurs capacités d’approximation inhérente. En effet, une propriété bien
connue est que les réseaux de neurones à deux couches, avec une fonction d’activation sigmöıde
pour la couche cachée et une fonction linéaire pour la couche de sortie sont des approximateurs
universels [Hornik et al., 1989]. C’est-à-dire qu’un réseau de ce type contenant suffisamment
de neurones, peut approcher avec un quelconque niveau de précision, n’importe quelle fonction
non-linéaire continue [Cybenko, 1989, Funahashi, 1989].

Les réseaux de neurones non récurrents (FNN) sont des structures intrinsèquement statiques,
leur utilisation pour la modélisation doit cependant tenir compte d’un aspect fondamental qui
est la dynamique des systèmes considérés. Afin de doter un réseau neuronal statique de pro-
priétés dynamiques, le modèle doit comporter un terme de mémoire qui peut être incorporé
principalement selon deux méthodes [Nelles, 2020, Patan, 2008] :
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• L’insertion d’un effet de mémoire extérieur au réseau

• La considération implicite de la dynamique par l’utilisation de connexions récurrentes

L’usage de la première stratégie d’externalisation de la dynamique permet alors à des structures
statiques telles que les FNN de réaliser l’approximation de séquences spatio-temporelles de don-
nées. Cette capacité leur est artificiellement procurée en fournissant aux réseaux une séquence
d’entrées et de sorties passées comme évoquée précédemment pour le NARX (1.9). La méthode
d’externalisation de la dynamique n’est pas destinée exclusivement aux FNN et peut être utilisée
en complément de la seconde méthode qui considère des réseaux récurrents (RNN). La concaté-
nation des signaux retardés qui forme les séquences temporelles est appelée TDL pour l’anglais
Tapped Delay Line.

Définition 1.1 : Tapped Delay Line (TDL)

Soit deux entiers positifs n1 ¤ n2, la TDLpn1 : n2q représente le système de concaté-
nation de retards qui a un signal spkq P Rns associe un vecteur de signaux retardés

spkq �
�
sT pk�n1q � � � sT pk�n2q

�T
P Rms de dimension ms � nspn2 � n1 � 1q.

La modélisation de systèmes dynamiques par réseaux de neurones distingue généralement
deux approches associées aux méthodes évoquées. Ces approches abordent l’identification par
des réseaux FNN et RNN d’un point de vue général, même si les démarches sont illustrées à
l’aide des modèles NNARX et NNOE qui seront présentés plus en détails dans la section 1.4. Les
terminologies de ces structures particulières sont des extensions neuronales des modèles NARX
et NOE présentées par [Ljung, 1998] et reprises par [Nørg̊ard et al., 2000]. Notons qu’il est
également possible d’utiliser les termes modèle série-parallèle pour la structure FNN et modèle
parallèle pour la structure RNN issus de [Narendra et Parthasarathy, 1990].

Approche FNN (dynamique extérieur au réseau). Dans ce type d’approche, les sorties pré-
cédentes du système réel sont souvent fournies au réseau en plus des entrées afin qu’il puisse
générer les sorties estimées. Ainsi la TDL(0 : nin) est appliqué à l’entrée upkq et la TDL(1 : nout)
est utilisée pour la sortie mesurée ypkq. Un exemple immédiat de cette catégorie est une exten-
sion neuronale du NARX (1.9) dénommé Neural Network AutoRegressive with eXternal input
(NNARX) :

ynnpkq � fNNARX

�
upkq,..., upk�ninq, ypk�1q,..., ypk�noutq

	
(1.11)

Comme le montre la figure 1.4, ce type de réseaux ne présente pas de récurrence c’est pourquoi
il correspond à une structure FNN. La principale caractéristique de ces réseaux neuronaux est
qu’ils ne possèdent aucune dynamique intrinsèque au sein de leur structure. Une fonction non-
linéaire statique relie l’espace des entrées à l’espace des sorties de façon déterministe.

L’avantage de l’apprentissage des NNARX et des FNN de manière plus générale est qu’il est
relativement rapide et efficace. L’un des inconvénients bien connus de cette approche est qu’elle
ne permet de modéliser que des systèmes pour lesquels la sortie ne dépend que d’un nombre
fini de valeurs des entrées et sorties passées. De plus, cette représentation souffre d’une grande
sensibilité aux dimensions des fenêtres de retards et d’une vulnérabilité inévitable aux entrées
et sorties bruitées. En effet, la stabilité de l’apprentissage des FNN n’est pas garantie, et la
prédiction peut changer de manière significative lorsque les entrées sont légèrement modifiées.
Lorsque les FNN sont utilisés comme systèmes dynamiques ou prédicteurs à long terme, une
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Figure 1.4 – Identification neuronale par NNARX

boucle de rétroaction de sortie est créée artificiellement pour fournir les sorties passées au réseau
(ceci cöıncide alors avec le schéma de la figure 1.5). Cependant, cette connexion de récurrence, qui
n’a pas été prise en compte lors de l’entrainement, provoque des erreurs qui peuvent s’accumuler,
ce qui ne garantit pas l’utilisation des FNN comme modèle dynamique.

Approche RNN (dynamique interne au réseau). Une autre façon de représenter les systèmes
dynamiques consiste à incorporer des connexions de rétroaction sous la forme de réseaux récur-
rents qui possèdent une dynamique propre. Un exemple de réseau de cette catégorie est le Neural
Network Output Error (NNOE) qui, comme le montre la figure 1.5, utilise les sorties estimées
précédentes comme entrée du modèle afin de prédire les futures sorties :

ynnpkq � fNNOE

�
upkq,..., upk�ninq, ynnpk�1q,..., ynnpk�noutq

	
(1.12)

Cette structure récurrente englobe une classe plus large de systèmes non-linéaires puisque l’his-
torique du système entier peut être intrinsèquement intégré dans la dynamique du modèle. Les
RNN fournissent donc des modèles d’identification universels dans le sens où ils peuvent approxi-
mer uniformément tout système dynamique non-linéaire multi-entrées multi-sorties (MIMO) sur
un intervalle de temps fini et pour tout signal d’entrée continu et borné [Garzon et Botelho,
1999, Jin et al., 1999].
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Figure 1.5 – Identification neuronale par NNOE

De plus, la structure NNOE est moins vulnérable aux données bruitées par le fait que
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son vecteur d’entrée comporte ses propres sorties précédentes, l’accumulation des erreurs
d’estimations sera donc minimisée pendant les phases d’apprentissage. Bien qu’ils soient plus
stables du point de vue de l’apprentissage, les algorithmes d’apprentissages des NNOE et des
structures RNN, de façon générale, présentent des difficultés à converger pour des données
provenant de systèmes très complexes.

1.2.4 Architectures générales des réseaux de neurones

L’architecture du réseau est la description de ses couches telle que leur nombre, leurs types,
leurs tailles, leurs propriétés, leurs entrées et leurs sorties. De nombreuses architectures ont été
développées et popularisées dans la littérature au cours des décennies. Chaque structure possède
ses avantages et ses inconvénients ce qui rend son utilisation plus ou moins adaptée aux types
de problématique adressés. Déterminer l’architecture la plus favorable pour une application
donnée est un exercice complexe dont les conclusions sont souvent nuancées. Le lecteur intéressé
peut se référer aux nombreux ouvrages sur le sujet tels que [Hagan et al., 2014] ou [Goodfellow
et al., 2016].

Dans notre étude, la problématique adressée est l’apprentissage de réseaux de neurones selon
une méthode supervisée afin de parvenir à une régression temporelle de systèmes dynamiques.
Ainsi de façon non exhaustive, nous pouvons citer les principales architectures qui peuvent être
impliquées dans ce cadre d’étude et leurs domaines d’application privilégiés :

• Multilayer Perceptron (MLP) : Les perceptron multicouches ont été présentés dans la
section 1.2.1 précédente, cette architecture peut être organiser selon des MLP récurrents
même si le terme MLP seul désigne souvent des réseaux ne comportant pas de connexion de
récurrence, c’est-à-dire des FNN. Dans ce type de structure les neurones sont donc arrangés
séquentiellement en couches et le réseau peut comporter une à plusieurs couches cachées.
Les MLP sont reconnus pour leur large spectre d’application dans des problématiques fai-
sant intervenir des domaines de connaissance bien différents. Cette architecture est donc
l’une des plus polyvalentes en terme d’applicabilité pour de la régression ou de la classifi-
cation. Son champ d’application couvre des domaines tels que la reconnaissance vocale ou
d’image, l’identification ou le contrôle de processus, la prédiction de séries temporelles ou
l’optimisation de système.

• Convolutional Neural Network (CNN) : Les réseaux convolutifs [LeCun et al., 1989]
sont des réseaux de neurones de type FNN dont au moins une couche emploie l’opération
de convolution à la place de la multiplication matricielle générale. Ces types de réseau
sont spécialisés pour traiter les données dont l’information est agencée sous formes de
grilles de différentes dimensions. Un exemple éloquent dans le cas des images est qu’une
partie de l’image est interprétée au moyen d’une convolution sur une grille 2-D de pixels
ce qui permet d’identifier ses caractéristiques [Krizhevsky et al., 2012]. Dans le cadre
des séries temporelles, une grille 1-D analyse des échantillons de données à intervalles de
temps réguliers. Par l’opération de convolution, les paramètres de traitement sont réduits
ce qui présente un intérêt certain lors du traitement de données de grandes dimensions.
Les CNN sont largement utilisés pour la détection d’objets dans les images et les vidéos, la
classification d’images, l’analyse sémantique, le traitement du langage naturel ou d’image,
etc.

• Radial Basis Function network (RBF) : Les réseaux à base radiale [Broomhead et
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Lowe, 1988] sont des réseaux souvent de types FNN, typiquement composés d’une seule
couche cachée dont les fonctions d’activation sont des fonctions de base radiale telles que
des gaussiennes et d’une couche de sortie linéaire [Haykin, 1999]. Les RBF se distinguent
des autres réseaux de neurones par rapport à leur stratégie d’apprentissage qui de façon
distincte ajuste les paramètres de la couche cachée à fonctions radiales (centres et largeurs)
puis les poids de la couche de sortie linéaire. Les RBF peuvent être employés dans presque
tous les types de problèmes résolus par les MLP, c’est-à-dire ceux de régressions telles que
la prédiction ou ceux de classifications comme la reconnaissance vocale ou de formes.

• Long Short-Term Memory (LSTM) : Les réseaux LSTM [Hochreiter et Schmidhuber,
1997] font référence à la notion selon laquelle les RNN possède à la fois une mémoire à
long terme et une mémoire à court terme. Les LSTM sont donc des RNN dont l’objectif
est de pouvoir d’apprendre cette dépendance à long terme à l’aide de cellules qui sont
communément composées d’une porte d’entrée, une porte de sortie et une porte d’oubli. Ces
réseaux sont particulièrement adaptés aux traitement de séries temporelles pour lesquelles
ils sont devenus un élément essentielle des méthodes de Deep Learning.

Bien que toutes ces architectures puissent être exploitées pour identifier des systèmes dyna-
miques, nous nous intéresserons uniquement dans nos travaux aux MLP et MLP récurrents. En
effet, comme nous avons pu le constater lors de notre étude et comme il a également été mis en
avant par différentes études comparatives [Ogunmolu et al., 2016, Richard et al., 2019], les MLP
représentent un bon compromis entre une architecture simple qui sera utile pour les méthodes
d’analyses, et un modèle dynamique proposant de bonnes performances d’identification.

SECTION 1.3

Méthodes d’entrainement des réseaux de neurones

L’entrainement d’un réseau de neurones consiste à déterminer les poids du modèle afin que
son comportement soit le plus fidèle à celui recherché, pour notre cas d’usage ceci consiste à
identifier le système non-linéaire qu’est le réseau. Cette tâche s’apparente à un processus d’op-
timisation comportant deux étapes. La première étape correspond à définir mathématiquement
les performances comportementales d’un réseau à travers l’indice de performance. La seconde
étape consiste à rechercher les paramètres c’est-à-dire les poids afin de minimiser l’indice de per-
formance. En d’autres termes, l’indice de performance constitue le critère d’optimisation tandis
que le problème d’optimisation réside dans l’identification du réseau de neurones.

1.3.1 Indice de performance

L’objectif de l’apprentissage est de trouver les paramètres du réseau afin de minimiser l’écart
entre le comportement du réseau de neurones et celui désiré. La différence comportementale est
mesurée numériquement par l’indice de performance qui n’est autre qu’un nombre réel évalué
pour un réseau donné et sur un jeu de données fourni :

JpW, Zdtq (1.13)

Le vecteur W regroupe l’ensemble des poids du réseau (matrices de poids et biais) et Zdt est la
base de données (1.5). Dans le cadre de l’apprentissage supervisé, l’indice est directement issu de
la comparaison entre les sorties de la base de données et celles estimées par le réseau. Le critère
de performance constitue l’élément clé de la fonction de coût qu’il convient de minimiser lors de
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la phase d’apprentissage. Dans le cadre de régressions temporelles, deux types de fonctions sont
principalement utilisés :

• Erreur absolue moyenne (MAE) : Cet indice est une métrique de régression qui mesure
l’amplitude moyenne des erreurs dans un ensemble de données prédites, sans tenir compte
de leurs directions. En d’autres termes, il s’agit d’une moyenne des différences absolues
entre les prédictions et les résultats attendus :

JmaepW, Zdtq �
1

Ndtny

Ndţ

k�1

ny̧

j�1

��yjpkq � yj
nnpkq

�� (1.14)

où yjpkq et yj
nnpkq représentent le j

ème élément du vecteur associé.

• Erreur quadratique moyenne (MSE) : C’est une des métriques de régression les plus cou-
ramment utilisées qui correspond à la différence quadratique moyenne entre les prédictions
et les résultats désirés. Les écarts individuels sont cette fois-ci élevés au carré avant d’être
additionnés :

JmsepW, Zdtq �
1

2Ndtny

Ndţ

k�1
rypkq � ynnpkqs

T rypkq � ynnpkqs (1.15)

Remarque 1.1. Deux autres critères peuvent être définis, le SAE (Sum of Absolute Errors)
et SSE (Sum of Squared Errors) qui correspondent respectivement aux deux indices présentés
ci-dessus sans appliquer les coefficients aux sommes. Dans la pratique, se sont souvent ces cri-
tères qui sont utilisés par les algorithmes d’optimisation. En effet les coefficients ont un rôle
de normalisation qui est utile pour les comparaisons de performances mais ne changent pas le
problème d’optimisation.

Dans la suite des travaux, nous considérerons uniquement l’erreur quadratique moyenne
(MSE). En effet les caractéristiques les plus attrayantes de cet indice sont ses bonnes propriétés
mathématiques qui rendent le calcul de sa dérivée plus simple en comparaison avec le MAE.
Ainsi lors de l’optimisation, la pertinence de l’indice MSE se démontre par la facilité avec
laquelle une règle de mise à jour des poids peut être obtenue, lorsque celle-ci est fondée sur un
algorithme de descente de gradient et plus particulièrement lorsqu’elle nécessite le calcul de la
matrice jacobienne.

Un autre aspect intéressant du critère MSE porte sur le bruit de mesure que comporte
les signaux utilisés pour l’apprentissage. Ce bruit est souvent supposé gaussien. Néanmoins
l’impact du non-respect de cette hypothèse se retrouve limité par le MSE et un modèle souvent
suffisamment précis peut être obtenu. De plus, dans les cas de plusieurs sorties, si la connaissance
du bruit permet d’affirmer que sa variance est suffisamment différente entre les sorties et que
la corrélation croisée est significative alors l’indice MSE peut être modifié en fonction [Nørg̊ard
et al., 2000] :

Jmse,ΓpW, Zdtq �
1

2Ndtny

Ņ

k�1
rypkq � ynnpkqs

T Γ�1 rypkq � ynnpkqs (1.16)

où Γ est la matrice de covariance du bruit des sorties du processus. La minimisation de ce critère
modifié (1.16) correspond à l’estimateur du maximum de vraisemblance en supposant que le
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bruit a une distribution gaussienne et que Γ est connue. Dans un souci d’implémentation, il
est souvent plus simple de remanier les données pour l’entrainement lors d’un pré-traitement
plutôt que de modifier l’indice de performance des algorithmes. La matrice de covariance étant
par construction symétrique et définie positive, elle peut être factorisée selon Γ�1 � ΓT Γ. Ainsi
pour un jeu de données comprenant les sorties y1pkq, k � 1,..., Ndt, il est souvent plus simple de
raisonner sur les sorties transformées ypkq � Γy1pkq et le critère MSE sans pondération (1.15).

1.3.2 Rétropropagation de l’erreur

La phase d’apprentissage exploite l’indice de performance dans le but de déterminer les
coefficients de poids du réseau qui minimisent ce critère :

Ŵ � arg min
W

JpW, Zdtq (1.17)

Un avantage fondamental des réseaux de neurones est l’efficacité de la stratégie de modification
des poids qui peut être mise en place en fonction de l’erreur de prédiction du modèle. L’appren-
tissage est fondé sur l’algorithme essentiel de rétrogradation ou backpropagation [Rumelhart
et al., 1986a, Rumelhart et al., 1986b] qui est une méthode qui se base sur le calcul du gradient
de la fonction de coût par rapport aux paramètres du réseau. L’idée consiste à calculer des
dérivées pour permettre à l’information du coût de remonter à travers le réseau et ainsi obtenir
une directive de rectification des poids de proche en proche. Cette technique pour propager
l’information est très générale et elle peut être utilisée pour calculer d’autres dérivées utiles que
le gradient comme le jacobien de la fonction.

En tirant profit du calcul du gradient, l’optimisation des poids du réseau peut être effectuée
de façon itérative à l’aide des algorithmes d’optimisation de descente du gradient. Dans la version
la plus simple, la modification des poids est effectuée à chaque itération selon la formule suivante :

Wpi� 1q � Wpiq � η∇J
�
Wpiq

�
(1.18)

où Wpiq désigne le vecteur de l’ensemble des poids pour l’itération actuelle, η est le pas d’appren-
tissage (ou learning rate) et ∇J

�
Wpiq

�
correspond au gradient de l’indice de performance évalué

pour le vecteur de poids Wpiq. À partir de cette perspective, de nombreux autres algorithmes
d’optimisation du premier ordre ou d’ordre plus élevé ont montré d’excellentes performances
pour l’entrainement de réseaux de neurones [Sun et al., 2019]. Parmi les nombreux algorithmes
d’apprentissage [Hagan et al., 1996], nous pouvons mentionner ceux envisagés dans ces travaux
et disponibles dans la Deep Learning Toolbox de Matlab :

• Resilient Backpropagation (RPROP) [Riedmiller et Braun, 1993]

• Momentum Backpropagation [Hagan et al., 1996] et Adaptive Learning Rate Backpropaga-
tion [Vogl et al., 1988] qui peuvent être associés

• Conjugate Gradient Backpropagation (CG) et ses dérivés [Hagan et al., 1996] comme le
Scaled Conjugate Gradient Backpropagation (SCG) [Møller, 1993]

• Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) [Dennis Jr et Schnabel, 1996]

• Levenberg-Marquardt (LM) [Hagan et Menhaj, 1994]

Ces méthodes d’optimisation emploient le gradient ou le jacobien de la performance du réseau
par rapport aux poids. Lorsque les réseaux sont récurrents, le calcul du gradient de l’erreur est
plus complexe et il est approximé par des algorithmes tels que Real-Time-Recurrent-Learning
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(RTRL) [Williams et Zipser, 1989] ou BackPropagation-Through-Time (BPTT) [Werbos, 1990].

L’apprentissage des réseaux de neurones récurrents est un problème plus complexe que
celui des réseaux qui ne le sont pas. Une difficulté couramment rencontrée est l’évolution
exponentielle du gradient à travers les couches [Pascanu et al., 2013]. Les gradients supérieurs
à 1 ont tendance à exploser (exploding gradient) ce qui engendre des problèmes de stabilité
numérique. Tandis que les gradients inférieurs à 1 ont tendance à disparaitre à travers les
couches (vanishing gradient) ce qui rend le processus de mise à jour de certains poids inefficace.
Ces phénomènes ont donc pour conséquence de complexifier l’apprentissage des RNN qui
comportent des dépendances temporelles de long terme.

Malgré les méthodes employées, l’apprentissage neuronal n’est pas précisément une procédure
d’optimisation traditionnelle [Goodfellow et al., 2016]. La principale raison est que l’apprentis-
sage d’un modèle s’effectue la plupart du temps à travers une certaine mesure de performance
définie par rapport à l’ensemble des données de test. Néanmoins, la minimisation de ce critère ne
constitue pas une fin en soi, mais bien une manière indirecte d’optimiser le comportement géné-
ral du modèle. Ainsi, l’objectif de l’apprentissage ne peut se résumer à l’obtention d’un indice de
performance faible puisqu’il est, en effet, fréquent de pouvoir trouver un modèle qui se comporte
de façon inadaptée et qui pourtant engendre une meilleure performance que d’autres modèles aux
comportements plus appropriés. La notion de généralisation présentée dans la section suivante
aborde cette problématique.

1.3.3 Généralisation du réseau

La finalité de l’entrainement d’un réseau de neurones est qu’il parvienne à extraire l’infor-
mation pertinente présente dans les données pour converger vers le comportement recherché.
Néanmoins le processus se fonde sur une connaissance partielle qui est celle contenue dans la
base de données. Le concept de généralisation évoque la capacité du modèle à être fiable dans
de nouvelles situations pour lesquelles il n’a pas été entrainé.

La généralisation du modèle est étroitement liée au phénomène bien connu de sur-
apprentissage ou l’anglicisme overfitting. Cet évènement survient lorsque le modèle devient trop
spécifique aux données d’apprentissage et surtout aux bruits qu’elles contiennent c’est-à-dire
de façon générale aux points qui ne représentent pas les réelles propriétés du système. Un
tel réseau présentera alors de pauvres performances en termes d’interpolation ou d’extrapolation.

Dans le but d’estimer l’aptitude de généralisation du réseau et de pouvoir l’améliorer, la
méthode considérée implique que deux jeux de données supplémentaires soient consacrés pour
remplir ses différentes fonctions. Compte tenu de la quantité limitée de données disponible pour
le processus d’apprentissage, la base de données est divisée en trois sous-ensemble : un ensemble
d’apprentissage utilisé par l’algorithme d’optimisation des poids, un ensemble de validation et
un ensemble de test.

Ensemble de test. Afin d’estimer la capacité de généralisation d’un modèle spécifique, il
convient d’évaluer ses performances sur des données qu’il n’a jamais rencontrées auparavant.
Ce rôle est assuré par l’ensemble de test qui est indépendant de la procédure d’entrainement.
Une fois l’apprentissage effectué, l’indice de performance peut être évalué sur cet ensemble afin
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de fournir un indicateur des capacités de généralisation du réseau. Pour que cette estimation
soit valide, il est important qu’il soit représentatif de l’ensemble des situations pour lesquelles
le réseau sera utilisé, de même l’ensemble de test ne doit jamais prendre part au processus
d’optimisation.

Ensemble de validation et arrêt prématuré de l’apprentissage. Pour garantir de bonnes pro-
priétés de généralisation et détecter lorsque celles-ci se détériorent, un ensemble de validation
est isolé. Par la méthode d’arrêt prématuré de l’apprentissage (early stopping), l’indice de per-
formance du réseau sur ce jeu de données spécifique est surveillé au cours des itérations du
processus d’optimisation des poids. L’apprentissage est arrêté lorsque l’erreur de validation n’est
plus minimum depuis un certain nombre d’itérations, les poids produisant l’erreur de validation
la plus faible sont alors utilisés pour définir le réseau de neurones final.

SECTION 1.4

Topologies des réseaux de neurones pour l’identification

La section suivante décrit les différents types d’architectures de réseaux de neurones et les
fonctions d’activation qui sont employées dans ces travaux pour l’identification des systèmes.

1.4.1 Fonctions d’activations

Fondamentalement, les fonctions d’activations d’un réseau de neurones peuvent être de toute
forme, néanmoins le plus souvent elles sont dérivables afin d’être compatibles avec les algorithmes
d’apprentissage fondés sur le gradient. Le tableau 1.1 illustre des fonctions d’activations com-
munément employées. Historiquement, les fonctions sigmöıde et d’Heaviside ont été utilisées
car leur comportement rappelle quelques peu les activations des neurones biologiques. Néan-
moins l’expression de la dérivée de la sigmöıde offre une efficacité d’apprentissage importante. À
leur image, les activations de la tangente hyperbolique et signe procèdent d’une façon similaire
mais produisent une sortie symétrique centrée sur zéro. Les fonctions de saturation symétrique
unitaire et celle devenu très populaire RELU (Rectified Linear Unit) sont appréciées pour la
simplicité de leur dérivée 1 et présentent une non-linéarité parfois suffisante pour que le réseau
soit expressif.

1.4.2 Topologie des NNARX

Le modèle NNARX (Neural Network AutoRegressive with eXternal input) est une architec-
ture de la catégorie des réseaux FNN, il se compose principalement de deux éléments qui sont
des TDL et un réseau MLP. Le MLP approxime la fonction non-linéaire du système et les TDL
appliquées aux entrées et aux sorties, introduisent la dynamique dans le modèle NNARX. La
topologie d’un NNARX à L couches cachées est présentée par la figure 1.6. En regroupant les
poids des neurones d’une même couche selon une notation matricielle par entrée, il est alors
possible de décrire le comportement dynamique du réseau.

1. Même si les fonctions ne sont pas dérivables en tout point ce qui peut engendrer des problèmes avec les
algorithmes du gradient
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Table 1.1 – Exemples de fonctions d’activation

Nom Équation Graphique

linéaire
(purelin)

fpxq � x
2 4

2
4

�4 �2

�4
�2

sigmöıde
(logsig)

fpxq �
1

1� expp�xq
�4 �2 2 4

1

�1

tanh
(tansig)

fpxq � tanhpxq
�4 �2 2 4

1

�1

Heaviside
(harlim)

fpxq �

"
0 si x   0
1 si x ¥ 0

�4 �2 2 4

1

�1

signe
(harlims)

fpxq �

"
�1 si x   0
1 si x ¥ 0

�4 �2 2 4

1

�1

saturation
(satlins)

fpxq �

$&%
�1 si x   �1
x si �1 ¤ x ¤ 1
1 si x ¡ 1 �4 �2 2 4

1

�1

RELU
(poslin)

fpxq �

"
0 si x   0
x si x ¥ 0

�4 �2 2 4

2
4
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Définition 1.2 : NNARX

Un réseau de type NNARX à L couches cachées se définit par la dynamique :$&% h0pkq �
�
yT pkq uT pkq

�T

hℓpkq � σℓpWℓhℓ�1pkq � bℓq pour ℓ � 1,..., L
ynnpkq �WyhLpkq � by

(1.19)

où ypkq �
�
yT pk�1q � � � yT pk�noutq

�T
et upkq �

�
uT pkq � � � uT pk�ninq

�T
.

σ1

σ1

σ1

σ1

σL

σL

σL

σL

ä

ä

ä

ä

0:nin

1:nout

upkq

ypkq

ynnpkq. . .

Figure 1.6 – Topologie du NNARX

Les réseaux NNARX présentent principalement les caractéristiques suivantes :

• La modélisation est une relation non-linéaire statique entre les entrées et les sorties passées :

ynnpkq � fNNARX

�
upkq,..., upk�ninq, ypk�1q,..., ypk�noutq

	
(1.20)

• L’apprentissage converge rapidement et efficacement, de plus les algorithmes sont facile-
ment parallélisables puisque les signaux sont traités de manière distincte et non comme
une continuation des valeurs précédentes de la série temporelle.

• L’emploi de ce modèle pour la prédiction est explicite et le prédicteur obtenu est toujours
stable. Néanmoins il peut être sensible aux bruits et autres perturbations.

• Au cours de l’entrainement, seule la prédiction au pas suivant est optimisée plutôt que
l’erreur de simulation globale. Aucune performance n’est donc garantie sur plusieurs pas
de temps lorsque le réseau est rebouclé sur lui-même et le modèle dynamique ainsi obtenu
peut également être instable.

1.4.3 Topologie des NNOE

Le modèle NNOE (Neural Network Output Error) correspond à l’architecture associée au
NNARXmais dans la catégorie des RNN. Une fonction d’approximation non-linéaire est apportée
par un MLP qui traite les entrées et dont la dynamique dépend des sorties précédemment
estimées. L’utilisation de TDL n’est pas imposée mais souvent indispensable pour accorder
suffisamment de complexité au modèle. La figure 1.7 illustre la topologie d’un NNOE à L couches
cachées.
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Définition 1.3 : NNOE

Un réseau de type NNOE à L couches cachées se définit par la dynamique :$&% h0pkq �
�
yT

nnpkq u
T pkq

�T

hℓpkq � σℓpWℓhℓ�1pkq � bℓq pour ℓ � 1,..., L
ynnpkq �WyhLpkq � by

(1.21)

où ynnpkq �
�
yT

nnpk�1q � � � yT
nnpk�noutq

�T
et upkq �

�
uT pkq � � � uT pk�ninq

�T
.
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Figure 1.7 – Topologie du NNOE

Les réseaux NNOE présentent principalement les caractéristiques suivantes :

• Le modèle permet de représenter tout système dynamique désignant une application entrée-
sortie d’ordre fini c’est-à-dire pour lequel il existe une relation :

ynnpkq � fNNOE

�
upkq,..., upk�ninq, ynnpk�1q,..., ynnpk�noutq

	
(1.22)

• L’ordre dynamique du modèle est relié aux choix des fenêtres de retards (par les paramètres
nin et nout) tandis que la complexité de la fonction dépend de la structure du réseau.

• Pour l’entrainement, les calculs de gradients de la structure récurrente peuvent devenir
fastidieux et demander beaucoup plus de temps. De plus, le problème d’optimisation abordé
est plus difficile à résoudre et la convergence de l’algorithme peut être altérée par les
phénomènes de vanishing gradient ou d’expoding gradient.

1.4.4 Topologie générale des SSNN

De façon générale, le terme SSNN (State-Space Neural Network) désigne toutes les architec-
tures de réseaux de neurones dont le comportement dynamique peut être exprimé à l’aide d’une
représentation d’état de la forme :#

xpk � 1q � fSSNN

�
xpkq, upkq

�
équation d’évolution

ynnpkq � gSSNN

�
xpkq, upkq

�
équation de sortie

(1.23)

De telles architectures ont très vite été utilisées dans le domaine de l’automatique par le biais
de MLP comme dans [Suykens et al., 1995a, Rivals et Personnaz, 1996, Schenker et Agarwal,
1997, Zamarreño et Vega, 1998] même si l’appellation SSNN n’est pas toujours employée. La
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littérature expose de nombreuses formulations de SSNN qui partagent une doctrine commune
mais peuvent se différencier par le nombre de couches considéré, l’ajout de termes linéaires, des
hypothèses concernant certaines fonctions d’activation ou certains poids, etc. Les architectures
les plus communes ont pour origine une structure plus ou moins profonde de MLP non récurrent à
laquelle est ajoutée une boucle de récurrence reliant une couche quelconque à la première couche.
La sortie de cette couche correspond alors à l’état du système, nous la dénommeront ainsi couche
d’état. Lors de la rétropropagation de l’état mais également pour la propagation à la couche
suivante, il convient de lui appliquer un retard pur. Les couches précédant l’état décrivent alors
l’équation d’évolution de la modélisation tandis que les couches suivantes représentent l’équation
de sortie. En suivant ce principe, nous pouvons citer quelques exemples parmi les architectures
les plus connues :

• [Suykens et al., 1995a, Suykens et al., 1995b, Suykens et al., 1997] et la théorie des NLq

qui emploie de façon très générique des MLP à q couches pour modéliser le système non-
linéaire :$&%xpk � 1q � σq

�
Wq�1σq�1

�
Wq�2 . . . σ1

�
W x

1 xpkq �W u
1 upkq

�
. . .� bq�1

�
� bq

	
ynnpkq � σq

�
W q�1σq�1

�
W q�2 . . . σ1

�
W x

1xpkq �W u
1upkq

�
. . .� bq�1

�
� bq

	 (1.24)

La dépendance à l’entrée dans l’équation de sortie est prise en compte en ajoutant une
liaison de l’entrée vers la couche suivant l’état qui est sans biais tout comme la première
couche.

• [Zamarreño et Vega, 1998, Zamarreno et al., 2000, Pulido et al., 2019], les comportements
non-linéaires des deux équations décrivant le modèle sont considérés par un MLP à trois
couches cachées plus celle de sortie :#

xpk � 1q �W2σ1
�
W x

1 xpkq �W u
1 upkq � b1

�
ynnpkq �W4σ3

�
W x

3 xpkq � b3
� (1.25)

La deuxième couche est rebouclée sur la première afin de constituer l’état du réseau, elle
est de plus linéaire et sans biais comme la quatrième couche de sortie.

• [Bendtsen et Trangbæk, 2000, Bendtsen et Trangbæk, 2002] utilisent les travaux précé-
dents en retirant l’avant-dernière couche, ce qui aboutit à un modèle MLP à deux couches
cachées : #

xpk � 1q �W2σ1
�
W x

1 xpkq �W u
1 upkq � b1

�
ynnpkq � Cxpkq

(1.26)

La sortie de la seconde couche cachée linéaire correspond à l’état du réseau par son lien
de rétroaction. L’équation de sortie est cette fois-ci linéaire puisqu’elle est composée de la
couche de sortie qui s’apparente à l’application d’une matrice. Cette architecture est reprise
dans [Abbas et Werner, 2008a, Abbas et Werner, 2008b] où la matrice de l’équation de
sortie est imposée afin que l’état du système corresponde à la concaténation des sorties
retardées.

• [Haykin, 1999, Patan, 2008, Czajkowski et al., 2014, Luzar et Czajkowski, 2016] pour
lesquelles la modélisation est réalisée par un MLP ne comportant pas de biais et dont la
seule couche cachée est rebouclée sur elle-même afin de constituer l’état du système :#

xpk � 1q � σ1
�
W x

1 xpkq �W u
1 upkq

�
ynnpkq � Cxpkq

(1.27)
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• [Gil et al., 2006, Gil et al., 2013] introduit un comportement hybride au modèle neuronal
via une architecture dénommée SSNN affine. L’architecture bénéficie d’une contribution
linéaire complétée par la contribution non-linéaire de certaines fonctions d’activation. Par
l’extension de cette architecture dans les travaux de [Lachhab et al., 2008], le modèle utilisé
est de la forme :#

xpk � 1q � Axpkq �Bupkq �A1σA

�
WAxpkq

�
�B1σB

�
WBupkq

��
ynnpkq � Cxpkq � C1σC

�
WCxpkq

� (1.28)

Le modèle peut être perçu comme un réseau MLP sans biais comportant plusieurs couches
cachées. Les premières couches traitent séparément l’état et l’entrée du système, la couche
d’état est de plus rebouclée sur elle-même et reliée à l’entrée, enfin les couches suivantes
de l’équation de sortie se scindent en un apport linéaire et non-linéaire.

Dans nos travaux, l’architecture SSNN est abordée à l’aide d’une approche générique qui
reprend les principaux éléments proposés dans la littérature. La structure des SSNN considérée
est illustrée par la figure 1.8 ou sous une forme matricielle équivalente donnée par la figure
1.9. La méthode ne présume pas de la profondeur du réseau, ainsi plusieurs couches cachées
peuvent être envisagées. Le réseau comporte différentes liaisons avec l’entrée pour prendre en
compte sa dépendance de diverses façons dans le modèle. De plus, la modélisation tient compte
d’une probable augmentation de l’entrée u en un vecteur de signaux retardés u via une TDL.
L’hypothèse majeure de la démarche est que les couches suivant la couche d’état sont linéaires,
ce qui impose une relation linéaire pour l’équation de sortie.

Définition 1.4 : SSNN

Un réseau de type SSNN à L� 1 couches cachées se définit par la dynamique :$''&''%
h0pkq �

�
xT pkq uT pkq

�T

hℓpkq � σℓpWℓhℓ�1pkq � bℓq pour ℓ � 1,..., L
xpk � 1q � Axpkq �Bupkq �WxhLpkq � bx

ynnpkq � Cxpkq �Dupkq � by

(1.29)

où upkq �
�
uT pkq � � � uT pk�ninq

�T
.
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Figure 1.8 – Topologie du SSNN
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Figure 1.9 – Topologie du SSNN sous forme matricielle

Les réseaux SSNN présentent un nombre important d’avantages en comparaison à d’autres
architectures récurrentes [Schenker et Agarwal, 1997, Zamarreño et Vega, 1998, Patan, 2008,
Nelles, 2020] :

• Le modèle permet de représenter tous les systèmes dynamiques pouvant être décrits
par l’équation d’état (1.23), dont les fonctions fSSNN et gSSNN existent, sont bornées et
contiennent un nombre fini de discontinuités [Schenker et Agarwal, 1997, Hornik et al.,
1989] (selon la démarche de nos travaux, gSSNN doit être de plus linéaire). Cette classe
couvre de nombreux systèmes pour lesquels une relation entrée-sortie d’ordre fini n’existe
pas, en plus de tous les systèmes pour lesquels elle existe (ceux qui peuvent être approchés
par un NNOE (1.22)).

• L’ordre dynamique qui correspond au nombre d’états du système peut être déterminé
indépendamment du nombre de neurones cachés considéré. Bien que la complexité du
modèle croisse à mesure que ces deux critères augmentent, leurs impacts peuvent être
ajustés de façon séparée. D’une part, la dimension de l’état est reliée à l’ensemble des
informations stockées par le système à un instant donné. L’état dépend de la taille de
la couche d’état mais également de la fenêtre d’entrée considérée (si nin ¡ 1). D’autre
part, le nombre de neurones doit être sélectionné afin de conférer de bonnes capacités de
généralisation au modèle. Un réseau comportant un nombre insuffisant de neurones peut ne
pas être en mesure de refléter correctement la dynamique d’un système tandis qu’un réseau
surdimensionné pourrait souffrir de mauvaises performances de généralisation résultant
d’un sur-apprentissage.

• La structure bénéficie d’une contribution linéaire et non-linéaire ce qui peut améliorer
les performances de modélisation puisque les systèmes dynamiques respectent souvent ce
comportement hybride.

• La modélisation s’accorde avec les formalismes rencontrés en automatique. De plus, comme
nous le présenterons dans le chapitre 3, un lien peut être établi avec les systèmes Linéaires
à Paramètres Variants (LPV).

Devant les principaux avantages listés ci-dessus, l’architecture SSNN semble très prometteuse
pour l’identification de systèmes dynamiques. Néanmoins, de nombreuses difficultés peuvent
survenir dans la pratique si les mesures de l’état du système ou ses conditions initiales ne sont
pas disponibles :

• L’apprentissage n’échappe pas aux difficultés rencontrés par les algorithmes d’optimisation
relatifs aux réseaux récurrents.

• Bien que l’état du système soit facilement accessible depuis l’extérieur, il ne correspond
pas à l’état du processus réel et n’a pas de signification physique.
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• Une mauvaise initialisation peut détériorer de façon significative les performances du ré-
seau.

Les inconvénients de l’architecture général des SSNN sont caractéristiques de l’identification
par une approche RNN c’est-à-dire avec un réseau comprenant une dynamique interne. Afin de
surmonter ces difficultés deux architectures plus spécifiques sont proposés dans ces travaux et
présentées dans la section suivante.

1.4.5 Topologie des SSNNARX et SSNNOE

À l’image des NNARX présentés dans la section 1.4.2 et des NNOE de la section 1.4.3, deux
architectures incluses dans le formalisme général des SSNN sont introduites dans cette section.
Ces structures s’inspirent des concepts présentés dans les travaux de [Nørg̊ard et al., 2000] qui
ont été largement repris comme par exemple dans [Abbas et Werner, 2008b].

Topologie des SSNNOE. Les SSNNOE (State-Space Neural Network Output Error) repré-
sentent un sous-ensemble des architectures SSNN. Ce type de réseaux se caractérise princi-
palement par la contrainte imposée à l’équation de sortie afin que l’état soit défini selon :

xpkq �
�
yT pkq � � � yT pk�noutq

�T
(1.30)

L’architecture SSNNOE est réduite d’une couche en comparaison aux SSNN (1.29) et la couche
d’état correspond alors à la couche de sortie du réseau comme le montre la figure 1.10.

Définition 1.5 : SSNNOE

Un réseau de type SSNNOE à L couches cachées se définit par la dynamique :$''&''%
h0pkq �

�
xT pkq uT pkq

�T

hℓpkq � σℓpWℓhℓ�1pkq � bℓq pour ℓ � 1,..., L
xpk � 1q � Axpkq �Bupkq �WxhLpkq � bx

ynnpkq � Cxpkq

(1.31)

où il est imposé que xpkq �
�
yT

nnpkq � � � y
T
nnpk�noutq

�T
et upkq �

�
uT pkq � � � uT pk�ninq

�T
.
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Figure 1.10 – Topologie du SSNNOE

Les réseaux SSNNOE reprennent les principaux avantages et inconvénients des SSNN géné-
raux listés dans la section 1.4.4 précédente. Néanmoins ils se différencient sur les caractéristiques
suivantes :
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• Le modèle permet de modéliser à l’aide d’une représentation d’état les systèmes dyna-
miques restreints à ceux pour lesquels il existe une relation entrée-sortie d’ordre fini :#

x1:nypk � 1q � fSSNNOE

�
xpkq, upkq

�
ynnpkq � Cxpkq

(1.32)

où la notation x1:ny P Rny désigne le vecteur composé des ny premières lignes de l’état
x P Rnx de dimension nx � nypnout � 1q, ce qui correspond au vecteur de sortie estimé
futur par le réseau c’est-à-dire x1:nypk � 1q � ynnpk � 1q. Le reste du vecteur d’état est

donné suivant xpk � 1q �
�
yT

nnpk�1q � � � yT
nnpk�nout�1q

�T
.

• La définition de l’état (1.30) impose que certaines matrices soient par définition creuses.
Pour une matrice X de dimensions appropriées et selon la notation X1:ny désignant la
matrice constituée des ny premières lignes de X, la structure des matrices A, B, Wx, bx

et C de l’équation (1.31), peut être détaillée selon :

A �

�
A1:ny

Inynout 0nynout�ny

�
, B �

�
B1:ny

0

�
, Wx �

�
W

1:ny
x

0

�
, bx �

�
b

1:ny
x

0

�
C �

�
Iny 0ny�nynout

� (1.33)

• L’état possède une signification physique puisqu’il est constitué des sorties retardées (1.30),
il peut de ce fait être plus facilement initialisé.

Remarque 1.2. Lors de l’implémentation du SSNNOE, il est parfois plus simple de faire re-
monter le retard imposé à la sortie dans les autres TDL du réseau. Ainsi la TDL unitaire du
vecteur de sortie ynnpkq peut être retirée en considérant les TDLp1 : nout�1q pour les sorties
rebouclées et la TDLp1 : nin�1q appliquée au vecteur d’entrée upkq.

Remarque 1.3. Il est possible d’écrire un NNOE sous forme d’un SSNNOE si au minimum un
retard est imposé à l’entrée c’est-à-dire que la TDLp1 : ninq d’entrée est considérée. Néanmoins
le modèle NNOE impose dans l’équation (1.33) que les matrices A1:ny � 0 et B1:ny � 0.

Topologie des SSNNARX. Les SSNNARX (State-Space Neural Network AutoRegressive with
eXternal input) représentent l’architecture de type FNN associée au SSNNOE. L’état du système
est externalisé, il correspond aux sorties passées mesurées ce qui permet de le considérer comme
une entrée exogène pour l’apprentissage.

Définition 1.6 : SSNNARX

Un réseau de type SSNNARX à L couches cachées se définit par la dynamique :$''&''%
h0pkq �

�
xT pkq uT pkq

�T

hℓpkq � σℓpWℓhℓ�1pkq � bℓq pour ℓ � 1,..., L
xpk � 1q � Axpkq �Bupkq �WxhLpkq � bx

ynnpkq � Cxpkq

(1.34)

où il est imposé que xpkq �
�
yT pkq � � � yT pk�noutq

�T
et upkq �

�
uT pkq � � � uT pk�ninq

�T
.

Les réseaux SSNNARX couplent les avantages d’apprentissages des modèles FNN avec les
autres points caractéristiques de l’architecture SSNNOE. Cependant comme les NNARX, la
modélisation fidèle de systèmes dynamiques et la prédiction sur long terme ne sont pas assurées.
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Figure 1.11 – Topologie du SSNNARX

SECTION 1.5

Procédure d’apprentissage

1.5.1 Expérimentation et acquisition des données

Génération des signaux d’excitation. Le choix des signaux d’excitation pour l’identification à
un impact important sur la qualité du modèle identifié. L’objectif est de générer efficacement
des données suffisamment riches en information pour la régression tout en tenant compte des
contraintes du système et d’expérimentation.

Une littérature assez vaste couvre la problématique de plan d’expérience (en anglais Design
Of Experiments ou DOE) et de son optimalité du moins dans le domaine linéaire. La probléma-
tique abordée est de concevoir l’expérience d’identification la moins coûteuse en moyen (nombre
d’essais par exemple) tout en maximisant l’information contenue dans les données pour garantir
un modèle suffisamment précis. Le choix des signaux d’excitation est donc un problème clé dans
l’identification des systèmes dynamiques [Goodwin, 1977, Ljung, 1998, Godfrey et al., 2005].
Les signaux typiques de l’identification linéaire sont par exemple une somme de sinusöıdes de
différentes amplitudes et fréquences ou la populaire PRBS (Pseudo Random Binary Sequence).
Par ailleurs, lorsque des systèmes non-linéaires sont impliqués, l’utilisation des signaux binaires
est insuffisante puisqu’il est important de représenter l’ensemble des fréquences et des amplitudes.

Pour l’identification de processus non-linéaires, il est important de déterminer le domaine
d’opération du système afin d’agir en conséquence pour que l’ensemble de ce domaine soit
représenté dans les données. De plus, dans la plupart des cas, le signal d’entrée doit mettre en
évidence les propriétés de basse fréquence du système et donc avoir un contenu riche en basses
fréquences [Söderström et Stoica, 1989]. Plusieurs signaux d’entrée ont été développés dans le
but de respecter ces propriétés, les plus courants sont présentés dans [Nelles, 2020, Nørg̊ard
et al., 2000, Morelli et Klein, 2016].

Les signaux d’excitation utilisés dans nos travaux sont composés d’une succession d’échelons
d’amplitudes et de durées aléatoires. Les amplitudes suivent une loi uniforme dont les grandeurs
sont délimitées par des valeurs minimales et maximales, qui sont forcées d’apparâıtre dans le
signal d’excitation au moins une fois pour s’assurer que le système soit excité sur la plage de
valeurs désirée. De même, les durées totales des paliers sont déterminées de manière à ce que le
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régime permanent soit atteint dans une proportion plus ou moins importante des cas. La durée
des échelons est également un nombre aléatoire uniformément distribué qui est paramétré pour
être compris entre zéro et une valeur choisie en fonction de la constante de temps du système.
Un exemple de signal est présenté par la figure 1.12, pour une plage d’amplitude de r�5 ; 10s et
une durée n’excédant pas 2s.
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Figure 1.12 – Exemple de signal d’excitation

La quantité de données utilisées pour l’identification est également un point décisif au même
titre que la qualité [Ljung, 1998]. La base de données doit être suffisamment informative et
importante pour que le modèle appris reproduise fidèlement le comportement du système. La
grandeur de la base de données doit alors être de manière utopique très importante pour aboutir
à un apprentissage parfait. Néanmoins dans la pratique le temps de convergence des algorithmes
d’apprentissage et les difficultés qu’ils peuvent rencontrer pour un trop grand nombre de don-
nées, pousse à utiliser des données de tailles raisonnables et dont l’information est suffisamment
concentrée.

Fréquence d’échantillonnage. La détermination de la fréquence d’échantillonnage du mo-
dèle dynamique est rarement un choix facile alors que cette décision a pourtant un impact
significatif pour l’apprentissage. Une période d’échantillonnage trop petite par rapport au
système considéré encouragera un mauvais conditionnement des matrices ce qui se traduira par
d’importants problèmes numériques lors de l’identification du modèle. À l’inverse, une période
d’échantillonnage trop grande dissimulerait d’éventuelles dynamiques haute fréquence.

Néanmoins, l’identification est régulièrement utilisée à des fins de contrôle, ainsi la fréquence
d’échantillonnage est impliquée dans les performances recherchées. Que l’identification concerne
le système ou le contrôleur, le choix du pas d’échantillonnage doit donc être en accord avec la
bande-passante désirée de la boucle fermée qui comprend ces deux éléments. Un cadencement
suffisamment élevé permet d’imposer une certaine rapidité de réponse et un signal de contrôle
plus lisse, mais les problèmes numériques de mauvais conditionnement peuvent être prononcés.
La fréquence d’échantillonnage sélectionnée doit donc être un compromis entre privilégier
l’identification et privilégier les performances du contrôle.
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Finalement, le choix de la fréquence d’échantillonnage doit s’effectuer sur les connaissances a
priori à disposition et les propriétés recherchées. Malgré un comportement non-linéaire du sys-
tème à identifier, une approche linéaire permet souvent d’intuiter une période d’échantillonnage
fonctionnelle. Selon les critères temporels et fréquentiels du linéaire, un bon point de départ est
de considérer une dizaine de points au minimum pour caractériser une dynamique.

1.5.2 Pré-traitement des données

Filtrage. Le filtrage est couramment utilisé pour retirer les bruits de mesures, les perturbations
périodiques et autres dynamiques non désirées. Pour la plupart des systèmes industriels dont
le bruit est de haute fréquence, il est souvent judicieux d’utiliser un filtre passe-bas en prêtant
attention aux phénomènes de repliement de spectre. Les filtres se comportent comme des sys-
tèmes dynamiques, par conséquent le filtre représente une dynamique de système supplémentaire
introduite entre le système physique et le signal utilisé pour identifier les modèles dynamiques.
Le filtrage doit donc être étudié pour ne pas fausser les résultats de la modélisation [Morelli et
Klein, 2016].

Normalisation. L’étape de normalisation est essentielle dans la phase de pré-traitement des
données. L’apprentissage sur une base non-normalisée peut aboutir à un comportement indési-
rable même si l’on dispose d’un ensemble de données comportant de nombreuses caractéristiques
intéressantes. Le principal problème intervient lorsque les caractéristiques, c’est-à-dire les valeurs
des données, sont à des échelles radicalement différentes. Le risque est qu’une caractéristique do-
mine complètement les autres et qu’elle soit seule prise en compte lors de l’apprentissage. Un
autre phénomène pouvant également poser problème est lié à l’emploi de fonctions d’activation
qui sont souvent non-linéaires et généralement bornées. Des données concentrées sur une zone de
non-linéarité ou dont les valeurs sont trop grandes par rapport aux bornes de la fonction d’ac-
tivation pourraient être problématiques. La normalisation a finalement pour bénéfice de rendre
le processus d’apprentissage plus robuste numériquement et d’accélérer sa convergence [LeCun
et al., 1991]. De plus, l’expérience montre simplement que les modèles obtenus présentent de
meilleures performances et leurs comportements se rapprochent davantage de ceux désirés. Il
existe différentes techniques de normalisation dont les principales sont listées ci-dessous :

• Normalisationmin-max : Cette méthode consiste à dimensionner l’amplitude des données
entre r�1 ; 1s, la formule de normalisation est :

Zmin-max �
2
�
Zdt �minpZdtq

�
maxpZdtq �minpZdtq

� 1 (1.35)

La base de données possède donc les propriétés minpZmin-maxq � �1 et maxpZmin-maxq � 1.
Nous pouvons également évoquer la généralisation de cette méthode à la normalisation des
données entre rzmin ; zmaxs par :

Zmin-max �

�
zmax � zmin

��
Zdt �minpZdtq

�
maxpZdtq �minpZdtq

� zmin (1.36)

• Normalisation z-score : Cette méthode impose aux données une moyenne nulle et un
écart-type unitaire, le processus de normalisation est :

Zz-score �
Zdt �meanpZdtq

stdpZdt �meanpZdtqq
(1.37)



36 Chapitre 1 - Identification de systèmes dynamiques par réseaux de neurones

où mean est la fonction moyenne et std la fonction écart-type. La base de données vérifie
alors les propriétés meanpZz-scoreq � 0 et stdpZz-scoreq � 1.

• Normalisationmax : Cette méthode consiste à imposer à la base de données une amplitude
absolue inférieure à 1 en divisant par la valeur la plus élevée en absolu :

Zmax �
Zdt

maxp|Zdt|q
(1.38)

Les données respectent donc maxp|Zmax|q � 1.

• Normalisation med-mad : Cette technique de normalisation se rapproche de la normali-
sation z-score mais utilise la médiane et la déviation absolue médiane (mad) pour trans-
former les données comme suggéré dans [Leys et al., 2013]. L’expression mathématique de
la normalisation est :

Zmed-mad �
Zdt �medpZdtq

madpZdtq
(1.39)

où med est la fonction médiane et mad est la fonction déviation absolue médiane définie
par madpZdtq � medp|Zdt �medpZdtq|q. À l’issue de la normalisation les données vérifient
medpZmed-madq � 0 et madpZmed-madq � 1.

Les normalisations les plus communes sont min-max et z-score. À partir de ces deux tech-
niques, il est possible de dresser deux grands types de normalisation. Les normalisations telles
que min-max ou max impactent l’amplitude des données, elles garantissent donc que toutes les
caractéristiques aient la même échelle. Néanmoins la distribution des données n’est pas modifiée
ce qui peut aboutir à une mauvaise gestion des valeurs aberrantes. Les normalisations telles
que z-score ou med-mad sont moins sensibles à la présence de valeurs aberrantes puisqu’elles
agissent sur la distribution. Cependant les données ne partagent pas exactement une échelle
commune.

L’ensemble des techniques de normalisation présentées sont en fait une transformation affine
des données. La base de données normalisée Znorm peut s’écrire selon l’équation :

Znorm � AnormZ
dt �Bnorm (1.40)

où les coefficients sont résumés par le tableau 1.2 pour chaque méthode. Notons qu’une fois le
réseau entrainé avec les données normalisées, il est possible de modifier les poids d’entrée et de
sortie afin d’utiliser le modèle sur les données réelles. La procédure de dénormalisation du réseau
est présentée dans la section 1.5.4.

Séparation. Lors de tout apprentissage, il est primordial de conserver une partie des données
hors du processus d’apprentissage afin de tester les performances du modèle sur un jeu de données
indépendant. En plus de cet ensemble de test, un ensemble supplémentaire de validation est
nécessaire afin d’éviter les phénomènes de sur-apprentissage comme présentés dans la section
1.3.3 abordant la généralisation. Les données sont donc séparées en trois ensembles :

• Ensemble d’apprentissage : Ensemble de données utilisé par l’algorithme d’apprentissage
pour ajuster les poids du réseau.
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Table 1.2 – Coefficient de normalisation pour les différentes normalisations affines

Normalisation Anorm Bnorm

min-max Amin-max �
2

maxpZdtq �minpZdtq
Bmin-max �

�minpZdtq
maxpZdtq �minpZdtq

� 1

z-score Az-score �
1

stdpZdt �meanpZdtqq
Bz-score �

�meanpZdtq

stdpZdt �meanpZdtqq

max Amax �
1

maxp|Zdt|q
Bmax � 0

med-mad Amed-mad �
1

madpZdtq
Bmed-mad �

�medpZdtq

madpZdtq

• Ensemble de validation : Ensemble de données permettant d’éviter le sur-apprentissage et
d’ajuster les hyperparamètres du réseau.

• Ensemble de test : Ensemble de données indépendantes permettant d’évaluer les perfor-
mances et la généralisation du réseau.

La modélisation de systèmes dynamiques impose une division des données par blocs. Contrai-
rement à d’autres applications comme la classification, il n’est pas possible de construire les trois
ensembles de façon aléatoire à cause du caractère temporel des données. Communément l’en-
semble d’apprentissage représente plus de la moitié des données disponibles, il est collecté en
premier et suivi par celui de validation puis de test.

1.5.3 Sélection de la méthodologie d’apprentissage

Choix de la structure. La détermination de la structure du modèle passe par deux choix es-
sentiels :

• L’architecture du réseau et les vecteurs de régression pris en compte via les TDL.

• Les hyperparamètres du réseau tels que le nombre de couches et de neurones ou les fonctions
d’activation.

Les architectures envisagées dans ces travaux seront uniquement celles pouvant se décrire
à l’aide d’une représentation d’état c’est-à-dire les SSNN. En effet l’utilisation ultérieure des
modèles utilisera abondamment les liens de ces structures avec le domaine de l’automatique
(voir chapitre 3). Lorsque les mesures du système à identifier (et l’approximation de leurs
dérivées via les TDL) sont suffisantes pour constituer l’état du système, alors les architectures
SSNNOE seront privilégiées. De plus, un apprentissage en deux temps à l’aide d’un SSNARX
peut être réalisé afin d’améliorer les performances du réseau comme présenté ci-dessus. Les
fenêtres de signaux retardés via les TDL doivent être choisies selon l’ordre dynamique du
système souhaité. Dans le cas d’absence de bruit, il est possible d’utiliser le coefficient de
Lipschitz [Nørg̊ard et al., 2000] pour guider le choix de ces paramètres.

Les hyperparamètres du réseau peuvent être déterminés dans un second temps afin de lui
accorder de bonnes performances et de bonnes capacités de généralisation. Les fonctions d’activa-
tion non-linéaires employées dans ces travaux sont principalement la fonction tanh qui présente
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une non-linéaire douce et une condition de secteur avantageuse (voir chapitre 3). Concernant les
neurones cachés, sa quantité permet d’apporter de la complexité au modèle. La détermination du
nombre de couches et de neurones cachés s’effectue en augmentant graduellement leurs nombres
tout en évaluant l’erreur de test. La grandeur retenue est celle pour laquelle accroitre davantage
le nombre de neurones n’apporte qu’un gain de généralisation insignifiant.

Apprentissage en deux temps. Bien que les structures de réseau de type RNN soient préférées
pour la modélisation de systèmes dynamiques, l’apprentissage de réseaux récurrents peut
présenter des difficultés à converger. La fonction de coût considérée pour l’optimisation est
fortement non-linéaire et elle peut comporter un grand nombre de minimums locaux peu
performants. Les poids initiaux utilisés lors du problème d’optimisation fondé sur le gradient
ont donc un rôle très influant sur la bonne convergence de l’algorithme.

La méthode proposée dans ces travaux est d’effectuer l’apprentissage d’un RNN en deux
temps si la structure l’autorise. Les réseaux compatibles sont les RNN possédant une architecture
FNN équivalente où la transformation des connexions récurrentes en des connexions reliées à de
nouvelles entrées exogènes permet de passer d’une structure à l’autre. Les réseaux compatibles
sont par exemple les associations NNOE Ø NNARX et SSNNOE Ø SSNNARX. Pour ces cas,
la méthode d’apprentissage peut être divisée en deux étapes :

• Réaliser un premier apprentissage avec une architecture FNN équivalente à celle récurrente
d’origine.

• Rétablir les connexions de récurrence puis exécuter l’apprentissage du réseau RNN dont
l’initialisation des poids est issue des résultats de l’apprentissage précédent.

Cette procédure en deux temps a permis dans la pratique de résoudre de nombreux problèmes
liés à l’apprentissage de certains systèmes dynamiques. Cette méthode peut présenter selon les
cas, les avantages d’améliorer significativement la convergence des algorithmes d’optimisation et
de réduire le temps nécessaire en comparaison à l’entrainement classique de RNN.

Choix de l’indice de performance. L’indice de performance retenu dans nos travaux sera
le critère MSE (1.15) comme précédemment évoqué dans la section 1.3.1. Son utilisation
est compatible avec l’ensemble des algorithmes d’optimisation fondés sur le gradient et plus
particulièrement l’algorithme LM qui utilise le jacobien du critère. Si les signaux supervisés
sont significativement bruités et que la matrice de covariance est connue, alors il peut être
judicieux de transformer les sorties afin de considérer le critère MSE modifié de l’équation (1.16).

De plus, une méthode complémentaire peut être utilisée pour améliorer les capacités de
généralisation de certains réseaux, notamment des structures FNN postérieurement rebouclées.
Cette proposition qui dérive des travaux de [Nørg̊ard et al., 2000] consiste à superviser durant
l’apprentissage une fenêtre glissante de sorties et non uniquement le vecteur de sortie à un
moment donné. L’indice de performance minimisé pendant l’entrainement est alors le MSE
défini sur une fenêtre de signaux retardés de taille nout par :

Jmse,nout �
1

2Ndtnynout

Ndţ

k�1
rypkq � ynnpkqs

T rypkq � ynnpkqs (1.41)

où ypkq �
�
yT pkq � � � yT pk�nout�1q

�T
et ynnpkq �

�
yT

nnpkq � � � y
T
nnpk�nout�1q

�T
sont respecti-

vement les vecteurs de sorties mesurées et estimées. Les réseaux résultant d’un apprentissage en
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FNN à l’aide de ce critère, ont exhibé dans la pratique, de meilleures propriétés de généralisation
lorsqu’ils sont employés de façon récurrente pour la modélisation de systèmes dynamiques.

Choix de l’algorithme d’apprentissage. Pour les réseaux comportant jusqu’à quelques centaines
de poids exploitables lors de l’entrainement alors l’algorithme LM est souvent le plus rapide et
le plus performant. Cependant l’algorithme implique une étape d’inversion de matrices dont les
dimensions sont directement reliées au nombre de paramètres du modèle. Par cette complexité de
calcul, le LM peut grandement perdre en efficacité sur des grandes structures. En conséquence,
lorsque le nombre de poids est de l’ordre du millier ou plus, les algorithmes tels que BFGS ou
SCG seront privilégiés [Hagan et al., 2014, Pouilly-Cathelain, 2020].

Critères d’arrêt de l’algorithme d’apprentissage. Les critères d’arrêt sont définis avec des va-
leurs scalaires qui indiquent des limites à partir desquelles continuer l’entrainement n’améliorera
pas significativement les résultats. Une fois que l’une de ces conditions est satisfaite, l’appren-
tissage est interrompu automatiquement. Les critères suivants sont retenus pour arrêter les
algorithmes d’apprentissage lorsqu’ils sont atteints :

• Nombre d’itérations maximum

• Temps de calcul maximum

• Coût minimum

• Valeur du gradient minimum

• Nombre d’itérations successives maximum sans amélioration globale de l’erreur de valida-
tion (arrêt prématuré, voir la section 1.3.3)

Le choix des conditions d’arrêt doit donc être adapté pour permettre l’obtention rapide de
réseaux performants en limitant le sur-apprentissage.

Apprentissage sur plusieurs tirages. Les algorithmes d’apprentissage de descente de gradient
sont par définition des méthodes de recherche locale. Ces algorithmes convergent alors vers
l’un des minimums locaux de la surface de performance, ce qui dépend sensiblement des condi-
tions initiales des paramètres. Ainsi un seul cycle d’exécution de l’entrainement c’est-à-dire un
seul tirage peut ne pas garantir une performance optimale. C’est pourquoi dans le contexte
de l’apprentissage hors ligne, il est préférable de recommencer l’apprentissage avec différentes
initialisations des poids du réseau. Cinq à dix tirages sont réalisés afin de se rapprocher de l’op-
timum global [Hagan et al., 2014] et le réseau sélectionné est celui qui produit les meilleures
performances de validation.

1.5.4 Analyse des performances et post-traitement du réseau

Critères de validation d’un réseau. Une fois l’apprentissage effectué, il convient d’estimer si le
modèle final obtenu est suffisamment fidèle au système identifié. L’objectif est donc de déterminer
si le réseau reproduit le comportement du système dynamique avec un niveau de précision
acceptable. Mesurer ou plus précisément intuiter cet écart de comportement peut être réalisé
des façons suivantes :

• Visualisation et simulation : Évaluer explicitement le comportement du modèle peut sim-
plement être réalisé en visualisant les réponses temporelles du réseau. Les tracés de simu-
lation fournissent souvent une représentation intuitive des attitudes du modèle, ils peuvent
être de plus comparés avec d’éventuelles données mesurées à disposition.
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• Estimation de la capacité de généralisation : Reproduire le comportement du système
réel pour des données quelconques, revient à la problématique de généralisation. Ainsi la
généralisation du réseau peut être estimée par l’évaluation de la performance sur l’ensemble
des données de test.

L’identification implique bien souvent que différents modèles, architectures ou techniques
vont être employés et comparés. Sélectionner le réseau et la méthode qui sont les plus appropriés
passe par l’examen des critères ci-dessus auxquelles peuvent s’ajouter par exemples la perfor-
mance d’apprentissage et de validation, le nombre de paramètres, le temps de calcul, le nombre
d’itérations ou encore la répétabilité de la méthode.

Dénormalisation du réseau. L’utilisation de données normalisées est indispensable lors du
processus d’apprentissage (voir la section 1.5.1), cependant l’usage du réseau final porte la
plupart du temps sur les données d’origines. Conformément à cet objectif, les poids finaux du
réseau peuvent être modifiés pour que le modèle utilise les données réelles.

Pour la dénormalisation du réseau l’ensemble des couches reliées à l’entrée ou à la sortie
doit être modifié. La méthode considère qu’une normalisation affine des données à été employée,
elle peut donc être décrite par l’équation (1.40). Les entrées normaliées unorm et les sorties
normalisées ynorm peuvent être définies séparément par :

unorm � Au
normu�Bu

norm , ynorm � Ay
normy �By

norm (1.42)

L’algorithme de dénormalisation se compose des trois étapes successives présentées ci-dessous.
Les notations sont que pour une couche ℓ quelconque du réseau, Wℓ désigne la matrice de poids
et bℓ le vecteur de biais. Lorsque la couche est connectée à l’entrée ou à la sortie, les poids
correspondant à ces connexions sont isolés respectivement dans les sous-matrices W u

ℓ et W y
ℓ .

Finalement pour un réseau à L couches cachées les modifications suivantes sont effectuées :

• Pour toutes les couches ℓ du réseau possédant une connexion avec l’entrée, la matrice de
connexion avec l’entrée et le vecteur de biais sont modifiés selon :

W u
ℓ Ð W u

ℓ A
u
norm

bℓ Ð bℓ �W u
ℓ B

u
norm

(1.43)

• Pour toutes les couches ℓ du réseau possédant une connexion avec la sortie, la matrice de
connexion avec la sortie et le vecteur de biais sont modifiés selon :

W y
ℓ Ð W y

ℓ A
y
norm

bℓ Ð bℓ �W y
ℓ B

y
norm

(1.44)

• Pour la couche L� 1 de sortie linéaire, l’ensemble de la matrice de poids et le vecteur de
biais sont modifiés selon :

WL�1 Ð pAy
normq

�1WL�1

bL�1 Ð pAy
normq

�1pbL�1 �By
normq

(1.45)
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SECTION 1.6

Conclusions

Nous avons développé dans ce chapitre une méthodologie complète pour effectuer l’identifi-
cation de systèmes dynamiques par réseaux de neurones à structure fixée. Au vue de l’utilisation
des modèles pour l’automatique, l’architecture des réseaux employés correspond à celle de MLP
récurrents. Plus spécifiquement, cette partie a permis de développer et de dresser un bref état
de l’art de la topologie SSNN qui est le modèle neuronal retenu pour la suite des travaux. Nous
avons également pu présenter une procédure d’apprentissage et ainsi détailler ses principales
étapes. Premièrement, l’acquisition des données et les techniques de génération des signaux
d’excitation ont été présentées. Par la suite, le pré-traitement de données pour l’apprentissage a
pu être abordé notamment pour la normalisation et la séparation (selon les ensembles d’appren-
tissage, de validation et de test) des données. Après quoi, la méthodologie d’apprentissage a été
détaillée, les topologies privilégiées sont celles des SSNNOE dont une méthode d’apprentissage
innovante en deux temps via l’initialisation des poids par un pré-apprentissage en SSNNARX a
été proposée. Le critère de performance retenu pour les travaux correspond à l’indice MSE tandis
que l’algorithme d’apprentissage majoritairement employé est celui de Levenberg-Marquardt.
Les phases d’entrâınement sont réalisées hors lignes et pour plusieurs tirages, c’est-à-dire
pour plusieurs conditions initiales. La notion de généralisation du réseau a également été
introduite et la méthode d’arrêt prématuré de l’apprentissage est utilisée afin d’éviter le
sur-apprentissage lorsque l’erreur de validation n’est plus minimum depuis un certain nombre
d’itérations donné. Finalement, la validation et le post-traitement du réseau ont été présen-
tés dont spécifiquement la phase de dénormalisation des poids du réseau final qui a été formalisée.
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SECTION 2.1

Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux outils d’analyses de la commande robuste qui
seront exploités dans la suite des travaux et pour lesquels nous présentons succinctement les
principaux résultats. Les méthodes abordées portent sur l’étude des systèmes non-linéaires
qui peuvent être modélisés par une représentation LPV. Comme nous l’aborderons plus
tard dans le chapitre 3, les modèles SSNN peuvent être représentés selon ce type de for-
mulation où les neurones non-linéaires sont appréhendés à l’aide de paramètres variants
associés. De par les grandes dimensions des systèmes impliqués, nous limitons l’étude à
ceux représentés par LPV-LFT. De plus, l’approche favorise les systèmes à temps discret
au regard de la nature discrète des réseaux de neurones qui traitent des données également
échantillonnées. Ainsi, bien que le domaine continu soit souvent privilégié, nous rappelons ici
le volet discret des outils d’analyses de systèmes LPV-LFT. Les concepts et problématiques
abordés restent néanmoins similaires pour le temps continu, le lecteur intéressé et souhaitant
davantage de détails est invité à se référer aux références citées au fur et à mesure de ce chapitre.

Dans la section 2.2, nous introduisons les principales notions et outils relatifs aux systèmes
LTI. Nous présentons par la suite dans la section 2.3, les systèmes LPV et une façon de les
représenter selon le formalisme LFT. Les outils d’analyse de stabilité et de performance des
systèmes LPV-LFT sont finalement formulés dans la section 2.4.

SECTION 2.2

Notions de stabilité et outils dans le cadre linéaire invariant

Nous présentons succinctement pour débuter les outils mathématiques indispensables per-
mettant d’apprécier la robustesse des systèmes dynamiques. Soit un système linéaire invariant
dans le temps (LTI) d’ordre nx à nu entrées et ny sorties, dont le comportement dynamique est
défini par un modèle dans l’espace d’état discret de la forme :

G :�
"
xpk�1q � Axpkq �Bupkq
ypkq � Cxpkq �Dupkq

(2.1)

où xpkq P Rnx est l’état du système au pas d’échantillonnage k P N, u P Rnu est l’entrée du
système, y P Rny est la sortie et A,B,C,D sont des matrices de dimensions appropriées dé-
nommées respectivement matrice d’évolution, de commande, d’observation et de transfert direct.

La matrice de transfert associée à la réalisation pA,B,C,Dq est donnée dans le domaine de
la transformée en Z en supposant une condition initiale nulle par :

Gpzq � CpzI �Aq�1B �D (2.2)

Lorsque le système est monovariable ou SISO (Single Input and Single Output), une seule fonc-
tion de transfert est nécessaire pour décrire la relation entre l’entrée (nu � 1) et la sortie (ny � 1).
Dans les autres cas des systèmes multivariables ou MIMO (Multiple Input and Multiple Output),
la matrice de transfert décrit terme à terme la relation entre chaque combinaison d’entrée et de
sortie. De plus, le système est strictement propre si il n’existe pas de lien direct entre l’entrée et
la sortie, c’est-à-dire que la matrice de transfert direct (D) est nulle.
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2.2.1 Réponse fréquentielle

Dans le cas des systèmes discrets, l’évaluation de Gpzq pour z � ejω avec ω P r0 , πs définit la
réponse fréquentielle du système. Pour un système monovariable, la notion de gain du système
à la fréquence ω est définie par le module |Gpejωq|. Pour le cas multivariables, ce concept est
étendu à l’aide des valeurs singulières.

Remarque 2.1. En faisant intervenir la fréquence d’échantillonnage Te, il est également pos-
sible d’évaluer la réponse fréquentielle Gpzq pour z � ejTeω avec ω P r0 , π{Tes.

Définition 2.1 : Valeurs singulières

Soit la matrice de transfert Gpzq de dimension ny �nu, les valeurs singulières du système
sont définies comme les racines carrées des valeurs propres de sa réponse fréquentielle
Gpejωq multipliée par sa transconjugée, c’est-à-dire pour i � 1,...,minpnu, nyq, chaque
valeur singulière est définie selon :

σi

�
Gpejωq

�
:�

b
λi

�
GpejωqGpe�jωqT

�
�

b
λi

�
Gpe�jωqTGpejωq

�
(2.3)

Au regard de cette définition, les valeurs singulières sont des nombres réels positifs ou nuls,
qui peuvent donc être classés de la plus grande, appelée valeur singulière supérieure σpGq, à la
plus petite, appelée valeur singulière inférieure σpGq :

σ
�
Gpejωq

�
� σ1

�
Gpejωq

�
¥ σ2

�
Gpejωq

�
¥ � � � ¥ σ

�
Gpejωq

�
¥ 0 (2.4)

Les valeurs singulières constituent une généralisation aux systèmes multivariables de la notion
de gain établie dans le cas des systèmes monovariables. En effet pour un système multivariable
le gain de chaque transfert, et plus généralement de chaque valeur singulière d’une sous-matrice
de transfert, à une fréquence donnée, sera compris entre les valeurs singulières inférieure et
supérieure.

Remarque 2.2. Pour un système monovariable, il existe une seule valeur singulière qui est telle
que :

σ
�
Gpejωq

�
� σ

�
Gpejωq

�
� |Gpejωq| (2.5)

2.2.2 Norme H8

L’approche H8 propose un cadre théorique général pour concevoir des contrôleurs en mani-
pulant des concepts fréquentiels [Doyle et al., 1990, Duc et Font, 1999]. Il s’agit essentiellement
d’un problème d’optimisation dont le but est de satisfaire des contraintes en boucle fermée en
fonction de critère de performances et de robustesse.

Définition 2.2 : Ensemble RH8
RH8 définit le sous-espace des matrices de transfert rationnelles propres à coefficients
réels et stables c’est-à-dire dans le cas discret n’ayant pas de pôles à l’extérieur du cercle
unité.
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Définition 2.3 : Norme H8
Soit le système G P RH8, la norme H8 de G est définie par :

∥Gpzq∥8 :� sup
ωPr0;πs

σ
�
Gpejωq

�
(2.6)

Cette norme représente donc la valeur la plus élevée du gain du système sur l’ensemble des
pulsations, dans le cas d’un système monovariable, c’est la valeur la plus élevée de |Gpejωq|.

2.2.3 Estimation de la norme H8 par le lemme borné réel

A défaut de pouvoir calculer analytiquement la norme H8, la norme est caractérisée ma-
thématiquement notamment en estimant une borne supérieure à l’aide de méthodes numériques
variées. Nous pouvons notamment citer les méthodes de dichotomie [Boyd et al., 1989], les algo-
rithmes fondés sur la matrice hamiltonienne [Zhou et al., 1996] ou les algorithmes basés sur les
équations de Riccati et les inégalités matricielles affines. Ces dernières sont également désignées
par leur sigle LMI provenant de l’anglais Linear Matrix Inequalities. Nous nous intéresserons
particulièrement à une approche de cette catégorie qui est couramment dénommée lemme borné
réel. Ce résultat fondamental constitue le point de départ de la résolution de nombreux problèmes
en automatique par l’optimisation sous contrainte LMI [Boyd et al., 1994].

Lemme 2.1 : Lemme borné réel discret [Gahinet et Apkarian, 1994]

Soit le système Gpzq ayant pour réalisation (A,B,C,D) et γ un réel positif, alors le
système est stable et vérifie

∥Gpzq∥8   γ (2.7)

si et seulement si il existe une matrice symétrique définie positive X solution de l’inéga-
lité : ��ATXA�X ATXB CT

BTXA BTXB � γI DT

C D �γI

��   0 (2.8)

Remarque 2.3. Comme exposé dans [Gahinet et Apkarian, 1994], une troisième affirmation
également équivalente à celles présentées dans le lemme 2.1 est qu’il existe une matrice symé-
trique définie positive X solution de l’inégalité :

����
�X�1 A B 0
AT �X 0 C
BT 0 �γI DT

0 C D �γI

����   0 (2.9)

D’après ce lemme, la proposition suivante expose une méthode de calcul de la norme H8
d’un système dynamique par le biais de la résolution d’un problème d’optimisation de type LMI.
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Proposition 2.1

Soit le système Gpzq de réalisation pA,B,C,Dq et dont la norme H8 est ∥Gpzq∥8 � γ�

alors on a également :

γ� � min
γ¡0
X¡0

!
γ sous (2.8)

)
(2.10)

La proposition ci-dessus apporte une méthode de majoration de la norme H8 d’un système.
Ce problème de minimisation sous contraintes LMI d’une fonction qui dépend linéairement des
inconnue est un problème d’optimisation convexe, qui a donc pour avantage de ne présenter
aucun minimum local. La formulation ne fait également pas intervenir la fréquence, c’est-à-dire
que le problème est donc de dimension finie. Les problèmes LMI surviennent dans de nombreux
domaines de l’automatique comme celui du contrôle robuste [Scherer et Weiland, 2015, Boyd
et al., 1994]. Ce type de problème peut être résolu numériquement avec des algorithmes
d’optimisation convexe adaptés. La Robust Control Toolbox de Matlab fournit des outils de
résolution numériques pour traiter l’optimisation sous contrainte LMI [Gahinet et al., 1994].
D’autres outils performants et libres d’utilisation sont proposés sous Matlab comme CVX
[Grant et Boyd, 2008, Grant et Boyd, 2014] ou YALMIP [Lofberg, 2004].

Les problèmes d’optimisation sous contraintes LMI sont donc résolus à l’aide d’outils numé-
riques comme évoqué précédemment. Cependant, suivant la complexité des problèmes abordés,
des difficultés numériques peuvent émerger lors des résolutions. Une technique qui peut se révéler
efficace est de résoudre le problème équivalent mais dans le domaine continu. Bien qu’ils ne soient
pas présentés dans ce rapport, les problèmes LMI en temps discret peuvent être obtenus d’une
manière similaire en temps continu. Les inégalités obtenues dans le cas continu procurent une
formulation alternative du problème LMI initial, sa résolution peut se révéler dans la pratique
moins sensible aux difficultés numériques. La section 2.2.4 qui suit présente la transformation
en w qui est un outil intéressant pour commuter entre les domaines continus et discrets.

2.2.4 Transformation en w

Cette section est consacrée à l’étude de la transformation en w aussi appelé transformation
bilinéaire. Cette méthode qui peut être utilisée de façon directe ou inverse, fournit un lien
mathématique entre les systèmes à temps discret et ceux à temps continu.

Définition 2.4 : Transformation en w

La transformation en w est définie par la substitution :

z Ñ
1� w

1� w
, w � 0 (2.11)

Pour un système discret Gdpzq, son image en temps continu par la transformation bili-
néaire est donnée par :

Gwpwq � Gd

�
1� w

1� w



(2.12)

Il est important de mentionner que le système continu obtenu n’a pas d’interprétation phy-
sique. Néanmoins, les forts intérêts de la transformation bilinéaire se trouvent dans les propriétés
suivantes.
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Propriété 2.1

L’étude de la stabilité d’un système LTI en temps discret Gdpzq est équivalente à l’étude
de la stabilité de son image Gwpwq par la transformation bilinéaire.

Démontration. La démonstration est omise mais est disponible dans de nombreux travaux
sur la commande H8 tels que [Feyel, 2013]. l

Propriété 2.2

La norme H8 est conservée par la transformation bilinéaire, en effet :

∥Gdpzq∥8 pnorme discrèteq � ∥Gwpwq∥8 pnorme continueq (2.13)

Démontration.

∥Gdpzq∥8 pnorme discrèteq � sup
ωPR

b
λ
�
GdpejωqGdpe�jωqT

�
� sup

ωPR

c
λ
�
Gd

�
1�w
1�w

	
Gd

�
1�w
1�w

	T 	
� sup

ωPR

b
λ
�
GwpjωqGwp�jωqT

�
� ∥Gwpwq∥8 pnorme continueq

(2.14)

où λ désigne la plus grande des valeurs propres. l

La transformation bilinéaire appliquée à un système discret permet ainsi d’obtenir l’image du
système en temps continu. De plus, la transformée inverse permet de revenir au contexte discret
initial. D’après les travaux [Chen et Francis, 1995], les relations des représentations d’état des
systèmes discrets et continus sont formulées par les résultats suivants :

• Considérons le système discret Gdpzq � pAd, Bd, Cd, Ddq et supposons que la matrice pAd�
Iq est non-singulière, l’image de Gd par la transformation bilinéaire est le système continu
Gwpwq � pAw, Bw, Cw, Dwq dont les matrices sont données par :$''&''%

Aw � pAd � IqpAd � Iq�1

Bw � pI �AwqBd

Cw � CdpAd � Iq�1

Dw � Dd � CwBd

(2.15)

• Considérons le système continu Gwpwq � pAw, Bw, Cw, Dwq et supposons que la matrice
pI �Awq est non-singulière, l’image de Gw par l’inverse de la transformation bilinéaire est
le système discret Gdpzq � pAd, Bd, Cd, Ddq dont les matrices sont :$''&''%

Ad � pI �Awq�1pI �Awq
Bd � pI �Awq�1Bw

Cd � CwpI �Adq�1

Dd � Dw � CwBd

(2.16)
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SECTION 2.3

Introduction aux systèmes LPV

Les systèmes Linéaires à Paramètres Variants (LPV) constituent une classe de modèles par-
ticulière de systèmes dynamiques. Le comportement du processus à l’étude est mathématique-
ment décrit comme un système linéaire paramétré dont les paramètres varient au cours du
temps. Depuis leur introduction dans [Shamma, 1988, Shamma et Athans, 1990], ce type de
représentation est devenu un formalisme standard de l’automatique que ce soit pour l’analyse,
la synthèse, la modélisation ou l’identification. Les systèmes LPV offrent une généralisation très
utile des systèmes Linéaires Temps-Invariant (LTI) tout en les distinguant des systèmes Linéaires
Temps-Variant (LTV) [Shamma, 2012]. Cette classe de système à d’autant plus d’importance
puisque de nombreux systèmes non-linéaires peuvent être reformulés dans ce cadre d’étude, les
non-linéarités sont alors intégrés sous la forme de paramètres linéaires variants qui dépendent
alors de signaux internes au système ou de ses entrées. Les systèmes sont alors qualifiés de sys-
tèmes quasi-LPV, pour faire la distinction par rapport aux systèmes LPV purs où les paramètres
variants dépendent uniquement de signaux extérieurs.

2.3.1 Définition des systèmes LPV

Les systèmes Linéaires à Paramètres Variants (LPV) sont une classe de systèmes dynamiques
dont le comportement peut être mathématiquement représenté à l’aide d’équations linéaires
dépendant de paramètres qui changent de valeurs au cours du temps. Les systèmes LPV sont
décrits par une représentation d’état de la forme :

rGpθq :�
#
xpk�1q � rApθpkqqxpkq � rBpθpkqqupkq
ypkq � rCpθpkqqxpkq � rDpθpkqqupkq (2.17)

où xpkq P Rnx est l’état du système au pas d’échantillonnage k P N, u P Rnu est l’entrée du
système, y P Rny est la sortie et A,B,C,D sont des matrices fixes de dimensions appropriées
mais dépendantes du vecteur de paramètres θ P Θ � Rnθ qui varie dans le temps. Les paramètres
sont généralement considérés comme bornés et évoluent dans l’espace des paramètres Θ considéré
dans notre étude comme l’ensemble convexe suivant :

Θ :�
"
θ �

�
θ1, . . . , θnθ

�T
, θi P

�
θi , θi

�
@i � 1,..., nθ

*
(2.18)

Les paramètres affectent de façon interne le système en modifiant sa dynamique au cours
du temps et ainsi son comportement entrée-sortie global. Si l’on fixe ou l’on « gèle » la
valeur des paramètres à une valeur donnée, alors le système devient un système linéaire
invariant dans le temps (LTI). Les paramètres sont généralement des variables exogènes au
système, néanmoins dans le cas d’approximation de système non-linéaire par des systèmes quasi-
LPV, les paramètres deviennent endogènes puisqu’ils dépendent finalement de l’état du système.

Remarque 2.4. Dans de nombreux travaux de la littérature, des bornes sur la vitesse de varia-
tions des paramètres sont aussi considérées

�
δθ � θpk � 1q � θpkq

�
. Toutefois cette hypothèse

n’est pas nécessaire dans le contexte de la stabilité quadratique [Apkarian et Gahinet, 1995, Briat,
2014] dans lequel s’inscrit ce travail où la vitesse de variation des paramètres n’est pas contrainte.
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La représentation du système LPV (2.17) est difficilement exploitable directement sous cette
forme pour l’analyse ou la synthèse de contrôleurs, c’est pourquoi, différentes modélisations
ont été développées dans la littérature. Nous pouvons distinguer trois principales méthodes de
représentations :

• l’approche polytopique : Cette méthode est utilisée lorsque les paramètres varient à l’in-
térieur d’un polytope et que la dépendance en ses paramètres est affine. Le système LPV
est alors représenté par la combinaison convexe des systèmes LTI définis à chaque sommet
du polytope [Apkarian et al., 1995]. En effet, par la propriété de convexité, la stabilité des
systèmes aux sommets du polytope garantit la stabilité de tout système à l’intérieur du
polytope. Dans le cas le plus courant, les paramètres sont indépendants et évoluent dans
un espace borné (2.18), cet espace est alors un hypercube défini par ses 2nθ sommets.

• l’approche par Transformations Linéaires Fractionnaires (LFT) : Cette représentation prin-
cipalement employée lors de l’étude de la robustesse s’avère également adaptée aux sys-
tèmes LPV. La section 2.3.2 suivante aborde plus en détail cette méthode dont le principe
est de séparer le système LPV en deux parties distinctes. La première partie comprend la
dynamique du système sous la forme d’un système LTI tandis qu’une seconde partie réunit
la dépendance du système vis-à-vis des paramètres variants.

• l’approche par maillage ou gridding : Cette méthode consiste à aborder l’ensemble des
paramètres variants possibles sur un nombre fini de points de fonctionnement [Wu, 1995,
Apkarian et Adams, 2000]. Ainsi l’espace des paramètres est discrétisé afin de représenter
le système LPV par un ensemble de systèmes LTI. La synthèse et l’analyse sont réalisées
sur chaque point du maillage qui peut être choisi plus ou moins dense.

L’approche polytopique ainsi que l’approche par maillage ne seront pas étudiées dans cette
thèse, seule l’approche LFT sera considérée et décrite dans la section 2.3.2 qui suit. Cette res-
triction se justifie par la grande dimension du vecteur de paramètres des systèmes LPV qui
seront considérés. En effet les méthodes d’analyses ou de synthèses des systèmes LPV sont prin-
cipalement réalisées par des problèmes d’optimisation sous contrainte d’Inégalités Matricielles
Linéaires (LMI). Chacune des trois approches possède ses propres algorithmes dont les com-
plexités numériques ne peuvent être ignorées [Hoffmann et Werner, 2014a]. Les systèmes LPV
abordées dans cette thèse possèdent potentiellement de nombreux paramètres variants, ainsi
la représentation LFT se retrouve être la plus adaptée pour ce type de système [Hoffmann et
Werner, 2014b].

2.3.2 Transformation linéaire fractionnaire (LFT)

Les transformations linéaires fractionnaires ou LFT (pour l’anglais Linear Fractional Trans-
formations) représentent un formalisme mathématique standard dans les problèmes de modéli-
sation et de commande des systèmes dynamiques. Dans un contexte général, cette forme permet
de représenter une large classe de systèmes non-linéaires, non stationnaires ou incertains. Le
principe de la représentation est d’isoler les éléments rendant la synthèse ou l’analyse plus diffi-
cile, du reste du système plus facilement abordable. La partie la plus accessible bénéficie souvent
de propriétés utiles comme la linéarité, l’invariance dans le temps, etc. tandis que la partie
plus complexe regroupe les termes non-linéaires, incertains ou variants à travers un opérateur
généralement noté ∆.
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Définition 2.5 : Transformation linéaire fractionnaire (LFT)

Soit M une matrice complexe partitionnée de la façon suivante :

M �

�
M11 M12
M21 M22

�
P Cpp1�p2q�pq1�q2q (2.19)

Pour deux matrices complexes ∆u P Cq1�p1, ∆l P Cq2�p2, les transformations linéaires
fractionnelles supérieure FupM,∆uq et inférieure FlpM,∆lq (respectivement pour l’anglais
upper et lower) sont définies par :

FupM,∆uq �M22 �M21∆upI �M11∆uq�1M12

FlpM,∆lq �M11 �M12∆lpI �M22∆lq�1M21
(2.20)

Ces représentations existent et sont dites bien posées si les matrices pI � M11∆uq et
pI �M22∆lq sont inversibles.

Ces définitions correspondent aux formes standard illustrées par les deux schémas blocs de
la figure 2.1.

∆u

�
M11 M12
M21 M22

�
∆l

�
M11 M12
M21 M22

�

Figure 2.1 – Forme standard LFT supérieure et inférieure

Le formalisme LFT offre un cadre bien plus général pour la description des systèmes dyna-
miques que le cas matriciel présenté précédemment. Tout d’abord remarquons que cette défini-
tion inclut la représentation des systèmes linéaires invariants dans le temps, pour un système
Gpzq � CpzI � Aq�1B � D, une représentation du système discret est obtenu en considérant
∆ � z�1I ainsi :

Gpzq � Fu

��
A B
C D

�
, ∆



(2.21)

De même, la forme LFT se retrouve être un outil parfaitement adapté à la modélisation de
systèmes incertains. En effet, il est généralement difficile de garantir l’exactitude entre le
comportement du modèle mathématique et celui de processus physique. Ceci peut s’expliquer
par la présence d’incertitude sur les paramètres ou par la simplification volontaire des équations
mathématiques considérées (via des approximations ou tout simplement par d’insuffisances de
modélisation). Les incertitudes de modélisation peuvent alors prendre la forme d’une matrice
∆ matérialisant l’écart entre le comportement nominal et le comportement réel du processus.
Afin de faciliter l’utilisation du modèle, il est habituel de représenter le modèle dynamique
sous une forme telle que les incertitudes soient extraites du procédé. Le système physique
incertain est alors représenté par une LFT sous la forme du système nominal bouclé sur une
matrice d’incertitude représentant les erreurs de modélisation. Cette matrice peut-être de
différentes natures et formes suivant les types d’incertitudes considérées : matrice de transfert
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quelconque, diagonale par blocs, diagonale à deux blocs, réelles, complexes, etc. Finalement, les
formes LFT offrent un formalisme standard très utilisé dans le domaine de la commande robuste.

Dans le cadre des systèmes LPV, l’intérêt de cette représentation a rapidement été mis
en avant [Packard, 1994] pour devenir l’une des formes de modélisation les plus utilisées pour
ce type de systèmes [Apkarian et Gahinet, 1995, El Ghaoui et Scorletti, 1996, Wu et Dong,
2006]. Cet éveil d’intérêt trouve son explication dans le fait que le formalisme LFT permet de
représenter de façon exacte tout système dont les matrices

�
Apθq, Bpθq, Cpθq, Dpθq

�
dépendent

de façon rationnelle ou polynomiale du vecteur de paramètres θ [Zhou et al., 1996]. Le modèle
LPV-LFT se décompose donc en deux éléments indissociables, où d’un côté le système LTI
est interconnecté avec les paramètres variants qui sont regroupés d’un autre côté au sein de
l’opérateur non-stationnaire ∆pθq qui est diagonal par construction.

Le formalisme LFT apporte finalement une représentation des systèmes LPV équivalente
à la modélisation (2.17) précédemment introduite où les matrices dépendent du vecteur de
paramètres. Considérons la forme standard FupG,∆pθqq où G est un système linéaire invariant
défini par :

G :�

$&%
xpk�1q � A xpkq� B∆ wpkq� Bu upkq
zpkq � C∆ xpkq� D∆∆ wpkq� D∆u upkq
ypkq � Cy xpkq� Dy∆ wpkq� Dyu upkq

(2.22)

et l’interconnexion avec la matrice d’incertitude est donnée par :

wpkq � ∆pθpkqqzpkq (2.23)

Le système est bien posée si pI �D∆∆∆pθqq est non-singulière pour tout vecteur de paramètres
θ P Θ. Le système LPV-LFT (2.22)(2.23) est alors équivalent au système LPV de la forme de
(2.17) dont les matrices sont données par :

$'''&'''%
rApθq � A � B∆∆pθqpI �D∆∆∆pθqq�1C∆rBpθq � Bu � B∆∆pθqpI �D∆∆∆pθqq�1D∆urCpθq � Cy � Dy∆∆pθqpI �D∆∆∆pθqq�1C∆rDpθq � Dyu � Dy∆∆pθqpI �D∆∆∆pθqq�1D∆u

(2.24)

rGpθq yu

∆pθq

G

zw

yu

Figure 2.2 – Représentation LPV-LFT
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SECTION 2.4

Analyse de stabilité et de performance des systèmes LPV-LFT

Cette section présente les principaux résultats d’analyse de stabilité et de performance dans
le cadre discret. Le système LPV à l’étude est défini par sa représentation d’état donnée par :

rGpθq �
$&%

��xpk�1q

ypkq

�� �

�� rApθpkqq rBpθpkqqrCpθpkqq rDpθpkqq
����xpkq

upkq

�� (2.25)

où θ est le vecteur de paramètres variants.

Supposons qu’il existe un modèle LFT équivalent FupG,∆pθqq du système LPV rGpθq dont
le comportement dynamique est décrit par :

FupG,∆pθqq �

$'''&'''%
��xpk�1q

zpkq
ypkq

�� �

�� A B∆ Bp

C∆ D∆∆ D∆p

Cp Dp∆ Dpp

����xpkqwpkq
upkq

��
wpkq � ∆pθpkqqzpkq

(2.26)

où G est un système LTI et la matrice ∆pθq contient les paramètres variants. De plus, la matrice
∆pθq respecte les propriétés suivantes :

• L’opérateur ∆pθq est bloc-diagonal tel que :

∆ � diag
�
δ1Ir1 , . . . , δn∆Irn∆

	
� Rr�r (2.27)

où ri est le nombre d’occurrence du paramètre δi P R et on a alors r �
°n∆

i�1 ri.

• En normalisant si besoin le système, les paramètres δi évoluent dans l’intervalle unitaire
centré sur l’origine tel que δi P r�1 , 1s. Ainsi, à l’aide du concept de gain L2 qui sera établi
par la définition 2.7 de la section suivante, l’opérateur ∆pθq vérifie :

∥∆pθq∥L2
¤ 1 (2.28)

L’objectif de cette section est, dans un premier temps, d’étudier la stabilité interne du
système LPV (2.25) via sa forme LFT équivalente (2.26). Dans un second temps, le but est
de garantir une performance entrée-sortie du système LPV-LFT (2.26). Un enjeu majeur de
l’analyse est également de diminuer au maximum le conservatisme des résultats en tirant
bénéfice des propriétés spécifiques (2.27) et (2.28) de l’opérateur ∆pθq associé aux paramètres
variants.

Les résultats d’analyses de systèmes LPV présentés dans cette section peuvent être facilement
implémentés sous Matlab à l’aide des fonctions disponibles dans LPVTools [Balas et al., 2015]
développé par MUSYN Inc.

2.4.1 Notions de stabilité des systèmes LPV

Avant d’apporter des méthodes d’analyse des systèmes LPV, définissons dans un premier
temps quelques concepts essentiels.
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Définition 2.6 : Espace et norme ℓ2

Soit un signal spkq : R� Ñ Rn, la norme ℓ2 du signal est définie par :

∥spkq∥2 :�

gffe 8̧

k�0
spkqT spkq (2.29)

Elle est associée à l’espace ℓ2 qui regroupe l’ensemble des signaux causaux de carré som-
mable soit :

ℓ2 :�
!
spkq : R� Ñ Rn | ∥spkq∥2   8

)
(2.30)

Afin de quantifier les caractéristiques d’un système, nous nous intéresserons à la norme
induite L2 ou gain L2 du système qui est une généralisation de la norme H8 utilisée pour les
systèmes LTI. Cette norme a une interprétation physique intéressante, puisqu’elle correspond à
un gain énergétique entre les signaux d’entrées et ceux de sortie.

Définition 2.7 : Gain L2

Soit un système M d’entrée w et de sortie z, son gain L2 (ou sa norme L2 induite) est
défini par :

∥M∥L2
:� sup

w P ℓ2
∥w∥2�0

∥z∥2
∥w∥2

(2.31)

Le gain L2 est donc le plus grand gain possible entre l’énergie en entrée et l’énergie en sortie.
Pour exemple, une entrée d’énergie unitaire injectée à un système M engendrera au plus une
sortie d’énergie ∥M∥L2

. Notons que le gain L2 est défini pour n’importe quel type de système
stable, qu’il soit linéaire, non-linéaire, variant dans le temps, etc. La norme induite L2 est
équivalente pour les systèmes linéaires invariants dans le temps à la norme H8.

Définition 2.8 : Ensemble RL2

RL2 définit le sous-espace des opérateurs de gain L2 fini.

2.4.2 Théorème du petit gain

Considérons l’interconnexion standard de deux systèmes comme le montre la figure 2.3.
Le théorème du petit gain [Zames, 1966, Desoer et Vidyasagar, 1975, Zhou et al., 1996] permet
d’établir une condition suffisante de stabilité de l’interconnexion de l’opérateurM avec le second
opérateur ∆.

∆

M

w z

Figure 2.3 – Système d’interconnexion pour le théorème du petit gain
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Théorème 2.1 : Théorème du petit gain [Zames, 1966]

Soient deux opérateurs M P RL2 et ∆ P RL2, alors l’interconnexion de la figure 2.3 est
stable si

∥∆M∥L2
  1 (2.32)

Dans le cas de l’étude d’un opérateurM qui est un système LTI alors la norme L2 correspond
à la norme H8. De plus, lorsque l’objectif est de garantir la stabilité pour tout opérateur ∆ de
gain L2 borné, le théorème du petit gain apporte une condition nécessaire et suffisante formulée
par le corollaire suivant.

Corollaire 2.1 : Corollaire du théorème du petit gain [Hiret, 1999]

Soient M P RH8, ∆ P RL2 et γ ¡ 0, le système en boucle fermée de la figure 2.3 est
stable pour tout ∆ tel que ∥∆∥L2

¤ γ si et seulement si ∥M∥8   γ�1

Le théorème du petit gain apporte une preuve de stabilité dont la vérification est relative-
ment accessible, cependant il mène généralement à des résultats pessimistes aussi caractérisés
de conservatifs. Premièrement, aucun information sur la phase n’est prise en compte et seul
le gain est examiné. Cette considération est un réel atout pour la généralité des résultats
néanmoins elle contribue nécessairement à un certain conservatisme. En second lieu, dans
une majorité des cas, la structure et la nature des opérateurs ∆ sont connues et elles ne
sont cependant pas prise en compte. La possibilité des matrices ∆ est donc restreinte à un
sous-ensemble de RL2. Or ces informations ne sont pas exploitées dans les conditions de l’analyse.

Finalement, une première analyse de stabilité du système LPV (2.25) peut être effectuée à
l’aide des résultats du théorème du petit gain. Nous considérons alors l’interconnexion définie par
sa représentation LFT (2.26) et une classe d’opérateur ∆ englobant la matrice des paramètres
variants. D’après le corollaire 2.1, une condition de stabilité nécessaire et suffisante peut être
formulée au sujet du sous transfertG∆ reliant w à z définie parG∆pzq :� C∆pzI�Aq�1B∆�D∆∆.

Corollaire 2.2 : Condition de stabilité interne des systèmes LPV-LFT

Soient G∆pzq � pA,B∆, C∆, D∆∆q P RH8 et ∆pθq P RL2, le système LPV-LFT (2.26)
est stable de manière interne, pour toute matrice ∆ telle que ∥∆∥L2

¤ 1 si et seulement
si

∥G∆∥8   1 (2.33)

2.4.3 Théorème du petit gain avec multiplicateurs

Le principal objectif des multiplicateurs est d’améliorer les conclusions du théorème du petit
gain en tenant compte de la structure de l’opérateur ∆ et ainsi réduire le conservatisme des
résultats. Les multiplicateurs qui commutent avec la structure de ∆ sont alors insérés dans le
système d’interconnexion sans changer la nature du problème. Néanmoins, ils introduisent des
degrés de liberté supplémentaires dans sa résolution, permettant de réduire ainsi significative-
ment le conservatisme [Doyle, 1982, Safonov, 1993].
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La matrice d’incertitude est généralement de structure diagonale comme évoqué dans (2.27),
ce qui limite l’étude à un sous-ensemble de possibilités. Définissons alors l’ensemble des matrices
possédant cette même structure ainsi que l’ensemble des multiplicateurs ou matrices de scalings
symétriques qui commutent avec elle.

Définition 2.9 : Matrices structurées

L’ensemble ∆ des matrices réelles de structure diagonale est défini tel que :

∆ :�
!

∆ � diag
�
δ1Ir1 , . . . , δn∆Irn∆

	
, δi P R

)
(2.34)

Définition 2.10 : Multiplicateurs associés à ∆
L’ensemble des matrices de scalings associé avec la structure ∆ est défini par :

L∆ �
!
L � LT ¡ 0 | L∆ � ∆L, @∆ P ∆

)
(2.35)

Remarque 2.5. Le caractère variant dans le temps de ∆, impose que les matrices qui commutent
avec cet opérateur soient constantes et non des matrices de transfert. De plus, en considérant
la structure diagonale de la matrice ∆ P ∆, les matrices de scalings sont définies selon une
structure bloc diagonale. Les multiplicateurs sont donc de la forme :

@L P L∆ : L � diag
�
L1, . . . , Ln∆

�
, Li P Rri�ri (2.36)

où chaque sous-matrice Li est une matrice pleine mais symétrique par construction dont les
dimensions correspondent au nombre d’occurrence du paramètre δi associé. Plus de détails sur
ces matrices sont référés dans [Apkarian et Gahinet, 1995].

Selon les définitions précédentes, le rôle de la matrice L est d’inclure l’information de structure
à propos de ∆ à travers une propriété de commutation. Le problème abordé par le théorème
du petit gain est alors remanié avec les multiplicateurs comme le montre la figure 2.4. En vertu
des propriétés de la matrice non singulière L P L∆, il apparâıt l’identité suivante ∆ � L�1∆L
et l’équivalence des problèmes considérés. D’après le corollaire 2.1, il est alors possible d’établir
une formulation du théorème du petit gain équivalente en faisant intervenir les multiplicateurs.

∆

ML�1 L

w z

Figure 2.4 – Système d’interconnexion pour le théorème du petit gain avec multiplicateurs

Corollaire 2.3 : Corollaire du théorème du petit gain avec multiplicateurs

Soient M P RH8 et γ ¡ 0, le système en boucle fermée de la figure 2.4 est stable pour

tout ∆ P ∆ avec ∥∆∥L2
¤ γ si il existe L P L∆ telle que

∥∥∥LML�1
∥∥∥8   γ�1
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En s’appuyant sur les multiplicateurs, le lemme 2.1 borné réel peut être reconsidéré afin
d’apporter une caractérisation simple du critère H8. Cette condition malheureusement suffisante
mais ayant pour avantage d’être simple est fondée sur l’existence d’une fonction de Lyapunov
quadratique unique qui peut être obtenue sous la forme du lemme suivant.

Lemme 2.2 : Lemme borné réel discret avec multiplicateurs [Apkarian et Gahinet, 1995]

Soit le système Mpzq � pA,B,C,Dq, le système est asymptotiquement stable et il existe
L P L∆ telle que la norme H8 vérifie∥∥∥L1{2ML�1{2

∥∥∥8   γ (2.37)

si et seulement si il existe une matrice symétrique définie positive X solution de l’inéga-
lité : ��ATXA�X ATXB CTL

BTXA BTXB � γL DTL
LC LD �γL

��   0 (2.38)

Finalement, l’application du théorème 2.3 du petit gain avec multiplicateurs aboutit à la
conclusion de stabilité suivante pour le système LPV-LFT (2.26).

Corollaire 2.4 : Condition de stabilité quadratique interne des systèmes LPV-LFT

Soient G∆pzq � pA,B∆, C∆, D∆∆q P RH8 et ∆pθq P RL2, le système LPV-LFT (2.26)
est asymptotiquement stable de manière interne, pour toute matrice structurée ∆pθq P
∆ telle que ∥∆pθq∥L2

¤ 1 et pour toute trajectoire θpkq � Θ si il existe une matrice
symétrique définie positive X et L P L∆ solution de l’inégalité :��ATXA�X ATXB∆ CT

∆L
BT

∆XA BT
∆XB∆ � L DT

∆∆L
LC∆ LD∆∆ �L

��   0 (2.39)

Démontration. Ce corollaire est déduit en combinant le corollaire 2.3 et le lemme 2.2 pour
le système LPV-LFT (2.26). l

2.4.4 Analyse de performance des systèmes LPV-LFT

L’analyse de robustesse abordée jusqu’à maintenant, se concentre sur les conditions de
stabilité interne des systèmes LPV. En effet, l’étude a été menée par la vérification que l’inter-
connexion FupG∆,∆pθqq est stable pour toute matrice d’incertitude structurée et normalisée,
c’est-à-dire ∆pθq P ∆ et ∥∆pθq∥L2

¤ 1. Nous considérons dans cette partie un problème plus
général qui est l’analyse de performance. L’étude porte alors sur le fait que non seulement
la stabilité interne du système doit être garantie, mais également qu’un certain niveau de
performance doit être assuré. Dans le cadre de l’analyse de performance, le critère utilisé est
basé sur un indicateur entrée-sortie qui correspond généralement au gain L2 pour les systèmes
LPV et à la norme H8 dans le cas des systèmes LTI.

Cette partie porte donc sur l’analyse de performance d’un système LPV, c’est-à-dire la
détermination du gain L2 entre l’entrée et la sortie d’un système M sous sa forme LFT. Le
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principe de l’approche consiste à se ramener à un problème équivalent de stabilité robuste
comme l’illustre la figure 2.5. Le problème d’analyse de performance est transformé en un
problème d’analyse de stabilité en introduisant un bloc d’incertitudes fictif ∆p non structuré
appartenant à RH8. L’analyse exploite alors le principe suivant : si le système d’interconnexion
de la figure 2.5b est stable pour tout bloc admissible tel que ∥∆∥L2

  1 et pour tout ∆p P RH8
tels que ∥∆p∥L2

  γ�1 alors l’interconnexion de la figure 2.5a est stable et ∥FupG,∆q∥L2
  γ.

∆

M
zw
yu

(a) Analyse de performance

∆

M

∆p

zw
yu

(b) Analyse de stabilité fictive

Figure 2.5 – Analyse de performance des systèmes LPV-LFT via une analyse de stabilité

L’objectif de l’analyse de performance consiste donc, par le biais d’une analyse de stabilité,
à déterminer la plus petite incertitude ∆p P RH8 au sens de sa norme H8 qui déstabilise le
système de l’interconnexion de la figure 2.5b. Ce problème peut être résolu à l’aide du corol-
laire 2.3 du théorème du petit gain avec multiplicateurs dont les multiplicateurs sont adaptés à
l’opérateur diagonal par blocs diag

�
∆,∆p

�
. En prenant en considération la nature structurée de

∆ P ∆ via une matrice L P L∆ et celle non structurée de ∆p, l’analyse peut être menée selon
le schéma et les multiplicateurs de la figure 2.6. Une extension du corollaire 2.3 du théorème du
petit gain avec multiplicateurs permet alors d’énoncer le résultat suivant.

∆

M

�
L

I?
γ

��
L�1

I?
γ

�
y u

w z

Figure 2.6 – Analyse de performance des systèmes LPV-LFT avec multiplicateurs
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Corollaire 2.5 : Corollaire du théorème du petit gain pour l’analyse de performance

Soient M P RH8 et γ ¡ 0, la norme L2 du système FupM,∆q vérifie :

∥FupM,∆q∥L2
  γ (2.40)

si il existe une matrice L P L∆ telle que :∥∥∥∥∥
�
L 0
0 I?

γ

�
M

�
L�1 0
0 I?

γ

�∥∥∥∥∥
8
  1 (2.41)

Finalement, l’analyse de performance entrée-sortie du système LPV-LFT (2.26) peut-être
évaluée selon le lemme 2.2 borné réel avec multiplicateurs.

Corollaire 2.6 : Analyse de performance quadratique des systèmes LPV-LFT

Soient ∆pθq P RL2 et γ ¡ 0, le système LPV-LFT (2.26) est asymptotiquement stable et
vérifie

∥FupGpzq,∆pθqq∥L2
  γ (2.42)

pour toute matrice structurée ∆pθq P ∆ telle que ∥∆pθq∥L2
¤ 1 et pour toute trajectoire

θpkq � Θ si il existe une matrice symétrique définie positive X et L P L∆ solution de
l’inégalité :��������

ATXA�X ATXB∆ ATXBp CT
∆L CT

p

BT
∆XA BT

∆XB∆ � L BT
∆XBp DT

∆∆L Dp∆

BT
p XA BT

p XB∆ BT
p XBp � γI DT

∆pL Dpp

LC∆ LD∆∆ LD∆p �L 0
Cp Dp∆ Dpp 0 �γI

��������   0 (2.43)

Démontration. Ce corollaire est déduit en combinant le corollaire 2.5 et le lemme 2.2. En
effet, à partir des multiplicateurs de la forme :�

L 0
0 I?

γ

�
(2.44)

La condition (2.37) du lemme bornée réel pour le système LPV-LFT (2.26) devient alors :��������
ATXA�X ATXB∆ γ�

1
2ATXBp CT

∆L γ�
1
2CT

p

BT
∆XA BT

∆XB∆ � L γ�
1
2BT

∆XBp DT
∆∆L γ�

1
2Dp∆

γ�
1
2BT

p XA γ�
1
2BT

p XB∆ γ�1BT
p XBp � I γ�

1
2DT

∆pL γ�1Dpp

LC∆ LD∆∆ γ�
1
2LD∆p �L 0

γ�
1
2Cp γ�

1
2Dp∆ γ�1Dpp 0 �I

��������   0 (2.45)

Finalement, l’équation (2.43) s’obtient en appliquant l’opération de normalisation par γ
1
2

sur le canal de performance. l
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SECTION 2.5

Conclusions

Ce chapitre nous a permis de rappeler les principaux outils et résultats d’analyse de
robustesse en stabilité et en performance des systèmes LPV-LFT. Les méthodes d’estimation
de la robustesse reposent sur la résolution numérique de problèmes d’optimisation visant à
minimiser un objectif linéaire sous contraintes LMI. Le conservatisme des outils présentés n’est
cependant pas négligeable. En premier lieu, le théorème du petit gain procure des résultats
souvent pessimistes de par sa généralité même si des restrictions supplémentaires peuvent être
considérées à travers l’ajout de multiplicateurs. De plus, les problèmes LMI à résoudre qui
sont fondés sur la théorie de la stabilité de Lyapunov, fournissent une condition suffisante
puisqu’ils considèrent exclusivement une fonction de Lyapunov quadratique qui ne dépend pas
des paramètres variants du système.

Une alternative intéressante consiste à utiliser des fonctions de Lyapunov paramétrées
puisqu’elles permettent d’introduire des bornes sur les vitesses de variations des paramètres.
Dans le cas contraire, la prise en compte de variations arbitrairement rapides impose de fortes
contraintes et des résultats plus pessimistes. En contrepartie, une telle méthode conduit le
plus souvent à une formulation des problèmes LMI dont la complexité de résolution surpasse
largement celle de l’approche quadratique. La difficulté numérique est alors difficilement com-
patible avec la dimension des problèmes adressés dans nos travaux et les couches d’optimisation
supplémentaires que nous proposerons dans le chapitre 4 pour l’apprentissage de contrôleurs
robustes tenant compte de critère de stabilité.
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SECTION 3.1

Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la modélisation des réseaux de neurones dans
le cadre de l’automatique. Le travail se concentre sur les structures de réseaux pouvant être
décrites par une représentation d’état c’est-à-dire les SSNN (State-Space Neural Networks) qui
ont été introduits dans le chapitre 1. Par nature, ces structures se retrouvent privilégiées dans
le cadre de notre étude puisqu’un premier pas dans le domaine du contrôle est déjà réalisé.
La représentation d’état du réseau permet de l’appréhender comme un système dynamique
décrit par des équations non-linéaires. Néanmoins l’approche peut être approfondie davantage,
puisqu’un lien peut être établi avec les systèmes LPV qui ont été présentés au chapitre 2. Le
rapprochement permet de bénéficier de l’abondante littérature sur les méthodes LPV en plus
d’améliorer l’interprétation de ses objets hermétiques que peuvent être les réseaux de neurones.

Dans la section 3.2, nous présentons la méthodologie afin d’obtenir le modèle LPV-LFT
équivalente d’un réseau de type SSNN. Nous développons dans la section 3.4, les outils d’analyse
de stabilité et de performance des SSNN à partir des résultats du chapitre 2 sur les systèmes LPV.
Nous modéliserons dans la section 3.3, différentes interconnexions de SSNN. Une application
directe de cette partie est notamment la détermination du modèle du réseau incluant les systèmes
de retards.

SECTION 3.2

Représentation des SSNN par des LPV-LFT

Les réseaux de topologie SSNN qui peuvent se représenter à l’aide d’une représentation
d’état ont été introduits dans la section 1.4.4. Nous nous focalisons sur cette architecture dont
la représentation pour un réseau à L � 1 couches cachées (c’est-à-dire L couches cachées non-
linéaires) est rappelée ci-après avec W1 �

�
W x

1 W u
1
�
:

HNN :�

$''&''%
h1pkq � σ1

�
W x

1 x1pkq �W u
1 upkq � b1

�
hℓpkq � σℓ

�
Wℓhℓ�1pkq � bℓ

�
pour ℓ � 2,..., L

xpk�1q � Axpkq �Bupkq �WxhLpkq � bx

ypkq � Cxpkq �Dupkq � by

(3.1)

Dans cette section, nous expliquons comment les SSNN peuvent être interprétés comme des
systèmes LPV. La représentation LFT issue de cette interprétation fait la passerelle avec les
outils de la commande robuste. Les idées décrites ici ont été développées à partir de celles
introduites par [Suykens et al., 1995a] et élargies par la suite dans [Bendtsen et Trangbæk, 2000].

3.2.1 Formulation quasi-LPV

L’écart qui sépare le réseau de neurones du monde linéaire sont justement ses fonctions
d’activation non-linéaires. En utilisant les méthodes de modélisation quasi-LPV, les dynamiques
non-linéaires peuvent être interprétées à l’aide de systèmes linéaires dépendant de l’état. Les
non-linéarités des fonctions d’activation de réseau peuvent alors être isolées de la partie linéaire
afin de les appréhender en tant que paramètres variants. Une telle reformulation a déjà été
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entreprise dans la littérature dans le cadre d’un réseau de neurones comportant une seule
couche cachée. Nous pouvons par exemple évoquer les travaux de [Kretchmar, 2000] ou ceux de
[Abbas et Werner, 2008a].

Pour le SSNN (3.1), définissons l’entrée de chaque couche cachée par :#
ξ1pkq � W x

1 xpkq �W u
1 upkq � b1

ξℓpkq � Wℓhℓ�1pkq � bℓ pour ℓ � 2,..., L (3.2)

En se focalisant à l’échelle du neurone et en utilisant une notation terme à terme, l’équation de
chaque j ème neurone non-linéaire de chaque couche cachée ℓ � 1,..., L peut se formuler comme
suit :

hj
ℓpkq � σℓ

�
ξj

ℓ pkq
�

�
σℓ

�
ξj

ℓ pkq
�

ξj
ℓ pkq

ξj
ℓ pkq

� θj
ℓpkqξ

j
ℓ pkq

(3.3)

où θj
ℓpkq représente le paramètre variant associé à la non-linéarité de chaque neurone :

θj
ℓpkq �

σℓ

�
ξj

ℓ pkq
�

ξj
ℓ pkq

(3.4)

Remarque 3.1. Notons que la présence d’un quotient peut poser problème lors du calcul des
paramètres variants lorsque l’entrée devient nulle. Les paramètres variants sont donc ainsi défi-
nis :

θj
ℓpkq �

$'&'%
σℓpξ

j
ℓ pkqq

ξj
ℓ pkq

si ξj
ℓ pkq � 0

1 sinon

(3.5)

La valeur unitaire obtenue lorsque l’entrée s’annule est propre aux fonctions d’activation tanh,
saturation et RELU qui sont présentées dans le tableau 3.1. Cette valeur peut être prouvée
facilement par passage à la limite par la règle de l’Hôpital ou l’utilisation des développements
limités.

Remarque 3.2. La fonction d’activation sigmöıde qui ne respecte pas les conditions de secteur
borné peut tout de même être étudiée par une représentation à l’aide de la fonction tangente
hyperbolique comme suit :

sigmoidepxq � 1
2 �

1
2 tanh

�x
2

	
(3.6)

En revenant à une notation matricielle, les non-linéarités des couches cachées peuvent ainsi
être caractérisées selon :

hℓpkq � σℓ

�
ξℓpkq

�
� Θℓpkqξℓpkq (3.7)

où Θℓpkq est la matrice des paramètres variants associée à chaque couche cachée définie par :

Θℓpkq � diag
�
θj

ℓpkq
	

(3.8)
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Table 3.1 – Fonctions d’activation et leur gain

Fonctions
d’activation

Figure de la fonction
fpxq

Figure du gain
fpxq{x

tanh

�4 �2 0 2 4
�1

�0.5
0

0.5
1

�4 �2 0 2 4
0

0.5

1

saturation

�4 �2 0 2 4
�1

�0.5
0

0.5
1

�4 �2 0 2 4
0

0.5

1

RELU

�4 �2 0 2 4
0

2

4

�4 �2 0 2 4
0

0.5

1

Finalement, en utilisant les paramètres variants, le SSNN (3.1) s’exprime selon un système
LPV dont la forme est donnée par la proposition suivante.

Proposition 3.1 : Formulation quasi-LPV d’un SSNN

Soit un SSNN (3.1), le SSNN admet une représentation quasi-LPV telle que :$'''&'''%
h1pkq � Θ1pW x

1 xpkq �W u
1 upkq � b1q

hℓpkq � ΘℓpWℓhℓ�1pkq � bℓq pour ℓ � 2,..., L
xpk�1q � Axpkq �Bupkq �WxhLpkq � bx

ypkq � Cxpkq �Dupkq � by

(3.9)

où les paramètres variants sont définis selon les équations (3.4) et (3.2).

Cette représentation du réseau apporte plusieurs réflexions essentielles :

• Le modèle LPV est une reformulation exacte du calcul du comportement du SSNN, les
équations dynamiques n’ont pas été altérées et la fonctionnalité du réseau reste inchangée.

• La forme LPV obtenue sépare distinctement les non-linéarités des couches cachées du
reste des opérations linéaires du réseau. Les équations de dynamique se composent donc
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d’application de matrices linéaires et des matrices non-linéaires Θℓ, ℓ � 1,..., L.
• Le nombre de paramètres variants correspond exactement au nombre de neurones non-
linéaires présents dans le réseau. Cette équivalence peut avoir d’importantes conséquences
quant à la dimension du système LPV. En effet, d’un côté, il est important que le réseau
dispose de suffisamment de neurones afin d’identifier le processus avec un bon niveau de
précision [Funahashi, 1989]. Cependant le modèle LPV de grande dimension résultant d’un
réseau surdimensionné peut rapidement aboutir à des problèmes insolubles par la majorité
des algorithmes d’analyses ou de synthèses basés sur l’optimisation semi-définie positive
et les LMI [Balas et al., 2015].

• De par la définition des paramètres variants, le modèle LPV ne peut être obtenu que
pour des réseaux dont les fonctions d’activations respectent une condition de secteurs,
c’est-à-dire pour lesquelles l’équation (3.4) a des valeurs finies et donc pour lesquelles les
paramètres variants sont bornés.

Revenons sur la définition des paramètres variants donnée par l’équation (3.4) et leur interpré-
tation. Pour chaque couche non-linéaire et chaque entité qui la compose, la fonction θj

ℓ calcule
le rapport entre la sortie et l’entrée du neurone, ce qui correspond au gain de la fonction d’ac-
tivation. Les figures présentées dans le tableau 3.1 illustre les différentes fonctions d’activation
ainsi que leur gain. Les figures mettent en évidence l’importance de la propriété de secteur que
les fonctions non-linéaires doivent respecter afin d’obtenir un gain fini. L’ensemble des fonctions
présentées sont des fonctions à secteur borné appartenant au secteur r0, 1s, ainsi, on retrouve
par définition cette même propriété pour les paramètres variants :

θj
ℓ P r0, 1s , @ℓ � 1,..., L @j � 1,..., nhℓ

(3.10)

L’interprétation des paramètres variants peut être développée d’avantage afin de caractériser
qualitativement les non-linéarités du réseau [Suykens et al., 1995b]. En effet, la fonction θj

ℓ ap-
porte une indication du degré de distorsion du neurone, c’est-à-dire de sa non-linéarité. Une
valeur proche de 1 traduit un comportement avoisinant celui du linéaire tandis qu’une valeur
proche de 0 témoigne d’un fort caractère non-linéaire puisque la fonction d’activation s’approche
des saturations. Pour un signal d’entrée du réseau donné, les éléments θj

ℓ peuvent être calculés au
cours du temps ce qui permet d’évaluer la contribution des aspects non-linéaires de chaque neu-
rone. Cette information peut demeurer indicative, mais peut également par exemple être utilisée
pour orienter le choix de la structure du réseau de neurones lors de la phase d’apprentissage.

3.2.2 Première formulation LPV-LFT

La représentation LPV déterminée par l’équation (3.9) expose une séparation apparente
entre les applications linéaires et les fonctions d’activations non-linéaires. Ceci permet d’établir
comme dans [Suykens et al., 1995b], une représentation du système LPV sous forme d’une
interconnexion exposée par la figure 3.1. Cette nouvelle représentation isole les non-linéarités
du reste du système, elle correspond à une représentation LFT dont la matrice des paramètres
variants est une matrice diagonale obtenue en posant :

wℓpkq � Θℓpkqzℓpkq avec zℓpkq � ξℓpkq (3.11)

ainsi

wpkq �

��w1pkq

wLpkq

��, zpkq �

��z1pkq

zLpkq

�� et Θpkq �

��Θ1pkq

ΘLpkq

��
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Θpkq

HΘpzq wz

uy

1

Figure 3.1 – Représentation LPV-LFT d’un SSNN isolant les non-linéarités

Finalement, le SSNN (3.1) admet une représentation LPV-LFT isolant les non-linéarités donnée
par la proposition suivante.

Proposition 3.2 : Représentation LPV-LFT d’un SSNN biaisé

Soit un SSNN (3.1) et sa formulation LPV (3.9), le SSNN admet une représentation
LPV-LFT donnée par :$'''''''''''''&'''''''''''''%

����������

xpk�1q
ypkq
z1pkq
z2pkq
...

zLpkq

����������
�

����������

A B 0 � � � 0 Wx bx

C D 0 � � � 0 0 by

W x
1 W u

1 0 � � � 0 0 b1
0 0 W2 0 0 0 b2
...

... 0 . . . 0
...

...

0 0 0 0 WL 0 bL

����������

�������������

xpkq
upkq
w1pkq

...

wL�1pkq
wLpkq

1

�������������
wℓpkq � Θℓpkqzℓpkq

(3.12)

où les paramètres variants associés aux non-linéarités de chaque couche cachée ℓ � 1,..., L
sont définis par : $'&'%

Θℓpkq � diag
�
θj

ℓpkq
	

θj
ℓpkq �

σℓ

�
ξj

ℓ
pkq
�

ξj
ℓ
pkq

(3.13)

avec #
ξ1pkq � W x

1 xpkq �W u
1 upkq � b1

ξℓpkq � WℓΘℓ�1ξℓ�1 � bℓ pour ℓ � 2,..., L (3.14)

Cette formulation dite biaisée fait référence aux biais des différentes couches du réseau
qui nécessite la présence d’une perturbation unitaire.

Rappelons que le modèle LPV possède autant de paramètres variants que le réseau possède
de neurones non-linéaires. Ce nombre se retrouve dans la dimension de la matrice Θ de la forme
LFT. Il est important de garder cette équivalence à l’esprit puisqu’un surdimensionnement
du réseau aboutirait à une représentation LFT de grande dimension qui peut se révéler très
contraignante par la suite.

La représentation du SSNN (3.12) obtenue est maintenant proche des représentations stan-
dards utilisées en automatique puisqu’il s’agit d’un système LPV représenté par une forme LFT.
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Néanmoins deux axes d’amélioration peuvent être identifiés :

• La représentation implique une perturbation unitaire constante en entrée du système qui
est utile pour la modélisation des biais de chaque couche du réseau. Cependant la présence
de ce signal d’entrée particulier encombre pour utiliser les méthodes d’analyses ou de
synthèses linéaires traditionnelles puisque le modèle est ici affine. Cette difficulté sera
levée par les représentations non-biaisées présentées par la suite dans la section 3.2.3.

• De par leurs définitions, les paramètres variants sont bornés dans l’intervalle θj
ℓ P r0 ; 1s.

Une première remarque est que cet intervalle est asymétrique par rapport à zéro. Les
méthodes pouvant être employées se limitent alors à celles supposant ce type d’intervalle
ou celles qui supposent un intervalle symétrique mais en considérant un intervalle artifi-
ciellement élargi. De plus, lors de l’analyse ou la synthèse LPV, la propriété bornée des
paramètres variants est exploitée. Ainsi, dans ce cas, l’ensemble de l’intervalle des para-
mètres est envisagé ce qui aboutit à des résultats souffrant d’un grand conservatisme.
En effet, l’interprétation des non-linéarités est réduite à la propriété de secteur borné des
fonctions d’activation, le modèle à l’étude englobe donc une classe de système bien plus im-
portante que le comportement réel du réseau. Afin d’exploiter au mieux la représentation
LPV du réseau ainsi que sa forme LFT, il est alors inévitable de restreindre la largeur des
systèmes considérés et d’affiner la modélisation. Une méthode réduisant le conservatisme
de la représentation est présentée dans la section 3.2.4 dans la suite du rapport.

3.2.3 Formulation quasi-LPV non-biaisée

Comme nous avons pu le constater, la présence des biais dans les différentes couches du
SSNN impose une représentation LPV-LFT qui comporte une entrée supplémentaire constante
et unitaire [Suykens et al., 1997]. Nous présentons à présent une méthode permettant d’effectuer
un changement de coordonnées autour d’un point d’équilibre. Outre le fait de fournir un moyen de
déplacer le point de fonctionnement du réseau vers l’origine, la finalité de l’approche réside dans
l’élimination des biais afin de ne pas devoir les considérer comme une perturbation constante. La
démarche présentée dans la proposition suivante, s’inspire des travaux de [Bendtsen et Trangbæk,
2000, Bendtsen et Trangbæk, 2002] qui traite un réseau comportant une seule couche cachée.

Proposition 3.3 : Formulation non-biaisée d’un SSNN

Soit un SSNN (3.1) et un point d’équilibre associé px0, u0q, le SSNN admet une représen-
tation non-biaisée telle que :

rHNN :�

$'''&'''%
rh1pkq � rσ1pW x

1 rxpkq �W u
1 rupkqqrhℓpkq � rσℓpWℓ

rhℓ�1q pour ℓ � 2,..., Lrxpk�1q � Arxpkq �Brupkq �Wx
rhLpkqrypkq � Crxpkq �Drupkq

(3.15)

où rxpkq � xpkq � x0, rupkq � upkq � u0 et rypkq � ypkq � y0 correspondent au changement
de coordonnées autour du point d’équilibre qui est déterminé par la résolution des équa-
tions : $'''&'''%

h0
1 � σ1pW x

1 x
0 �W u

1 u
0 � b1q

h0
ℓ � σℓpWℓh

0
ℓ�1 � bℓq pour ℓ � 2,..., L

x0 � Ax0 �Bu0 �Wxh
0
L

y0 � Cx0 �Du0 � by

(3.16)
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Les nouvelles fonctions d’activation sont également définies par :# rσℓ

�
Wl

rhℓ�1q � σℓ

�
Wl

rhℓ�1 � ξ0
ℓ

�
pour ℓ � 1,..., L�1rσL

�
Wl

rhL�1q � σL

�
WL

rhL�1 � ξ0
L

�
� σL

�
h0

L

� (3.17)

avec ξ0
1 �W x

1 x
0 �W u

1 u
0 � b1 et ξ0

ℓ � bℓ pour ℓ � 2,..., L.

Démontration. Dans un soucis de clarté des notations, la démonstration est présentée pour
un réseau comportant une seule couche cachée non-linéaire (L � 1). Cependant, la généra-
lisation à L couches peut s’en déduire aisément. Supposons qu’il existe un point d’équilibre
px0, u0q tels que :

x0 � Ax0 �Bu0 �Wxσ1pW x
1 x

0 �W u
1 u

0 � b1q � bx (3.18)

On pose :
ξ0 �W x

1 x
0 �W u

1 u
0 � b1 (3.19)

Un changement de coordonnées du réseau peut alors être effectué selon xpkq � rxpkq � x0 et
upkq � rupkq � u0 et la dynamique du réseau devient :

rxpk�1q � x0 � Aprxpkq � x0q �Bprupkq � u0q

�Wxσ1
�
W x

1 prxpkq � x0q �W u
1 prupkq � u0q � b1

	
� bx

� Aprxpkq � x0q �Bprupkq � u0q

�Wxσ1
�
W x

1 rxpkq �W u
1 rupkq � ξ0

	
� bx

(3.20)

On définit une nouvelle fonction d’activation telle que :

rσ1pXq � σ1pX � ξ0q � σ1pξ0q (3.21)

En retirant et ajoutant Wxσ1pξ0q à la dynamique du réseau (3.20) on obtient :

rxpk�1q � x0 � Aprxpkq � x0q �Bprupkq � u0q �Wxσ1
�
W x

1 rxpkq �W u
1 rupkq � ξ0

	
�bx �Wxσ1pξ0q �Wxσ1pξ0q

� Arxpkq �Brupkq �Wx

�
σ1
�
W x

1 rxpkq �W u
1 rupkq � ξ0

	
� σ1pξ0q



�Ax0 �Bu0 �Wxσ1pξ0q � bx

rxpk�1q � Arxpkq �Brupkq �Wxrσ1
�
W x

1 rxpkq �W u
1 rupkq	

(3.22)

l

Conformément à cette formulation sans biais du SSNN, sa représentation par un modèle LFT ne
nécessitera pas la présence d’une perturbation constante unitaire. Un modèle LFT de la forme
la figure 3.2 peut alors être déduit en suivant l’approche d’isolation des non-linéarités présentée
dans les sections 3.2.1 et 3.2.2.
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rΘpkq

rH
rΘpzq

rwrz

rury

Figure 3.2 – Représentation LPV-LFT d’un SSNN non-biaisé isolant les non-linéarités

Proposition 3.4 : Représentation LPV-LFT d’un SSNN non-biaisé

Soit un SSNN non-biaisé (3.15), le SSNN admet une représentation LPV-LFT de la
forme :$'''''''''''&'''''''''''%

����������

rxpk�1qrypkqrz1pkqrz2pkq
...rzLpkq

����������
�

����������

A B 0 � � � 0 Wx

C D 0 � � � 0 0
W x

1 W u
1 0 � � � 0 0

0 0 W2 0 0 0
...

... 0 . . . 0
...

0 0 0 0 WL 0

����������

����������

rxpkqrupkqrw1pkq
...rwL�1pkqrwLpkq

����������
rwℓpkq � rΘℓpkqrzℓpkq

(3.23)

où la matrice des paramètres variants associées aux nouvelles non-linéarités (3.17) de
chaque couche cachée est définie telle que :$''&''%

rΘℓpkq � diag
�rθj

ℓpkq
	

rθj
ℓpkq �

rσℓprξj
ℓ pkqqrξj

ℓ pkq

(3.24)

avec # rξ1 � W x
1 rxpkq �W u

1 rupkqrξℓ � Wℓ
rhℓ�1pkq pour ℓ � 2,..., L

(3.25)

Démontration. Ce résultat est obtenu directement en reformulant le SSNN non-biaisé (3.15)
selon un système quasi-LPV (section 3.2.1) puis en établissant une représentation LPV-LFT
associée (section 3.2.1). l

3.2.4 Formulation LPV-LFT normalisée

Cette partie aborde l’intervalle d’appartenance des paramètres variants et présente une
méthode permettant d’ajuster cet intervalle dans la représentation LFT. La méthode est
présentée à partir de la représentation LPV-LFT d’un SSNN non-biaisé (3.23) afin d’aboutir
à une formulation sans perturbation constante. Néanmoins elle peut être appliquée de façon
complètement analogue à la représentation LFT biaisée (3.12).
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La matrice des paramètres variants rΘ est une matrice diagonale dont les termes diagonauxrθj
ℓ sont les gains des fonctions d’activation non-linéaires. Selon la propriété de secteur borné des
fonctions d’activation, chaque paramètre variant appartient à l’intervalle :

rθj
ℓpkq P r

rθj
ℓ ; rθj

ℓ s � r0 ; 1s (3.26)

L’idée est alors d’exploiter les valeurs limites de ces paramètres afin d’obtenir des paramètres
variants normalisés dans l’intervalle r�1 ; 1s. Le paramètres variants rθj

ℓ sont alors considérés

autour d’une valeur nominale définie comme le point milieu de l’intervalle
�rθj

ℓ
�rθj

ℓ

	
{2 et dont les

variations autour de cette valeur centrale peuvent aller jusqu’à �
�rθj

ℓ
�rθj

ℓ

	
{2. Par le biais d’une

fonction affine, définissions de nouveaux paramètres variants normalisés rδj
ℓ tels que :

rθj
ℓpkq �

rθj
ℓ �

rθj
ℓ

2 �
rθj

ℓ �
rθj

ℓ

2
rδj

ℓ pkq ðñ
rδj

ℓ pkq �
2rθj

ℓ �
rθj

ℓ

��rθj
ℓpkq �

rθj
ℓ �

rθj
ℓ

2

� (3.27)

L’intervalle de variations des paramètres rθj
ℓ défini par (3.26) est conservé par la propriété d’ap-

partenance : rδj
ℓ pkq P r�1 ; 1s (3.28)

De telles sortes que pour la matrice des paramètres normalisés de chaque couche non-linéaire, il
suit que : rΘℓpkq � rΘℓ � rΘℓ

r∆ℓpkq ðñ r∆ℓpkq � rΘℓ
�1
prΘℓpkq � rΘℓq (3.29)

avec

rΘℓ � diag

��rθj
ℓ �

rθj
ℓ

2

� et rΘℓ � diag

��rθj
ℓ �

rθj
ℓ

2

� (3.30)

et ∥∥∥r∆ℓpkq
∥∥∥ ¤ 1 (3.31)

Concernant les intervalles des paramètres variants (3.26), le choix de bornes est fonction du
degré de conservatisme qui sera prise en compte lors de l’analyse du modèle LPV-LFT. Le choix
le plus conservatif est de fixer l’intervalle rθj

ℓpkq P r0 ; 1s comme l’illustre la figure 3.3a, puisque
cela revient à ne considérer les non-linéarités qu’en termes de fonctions de secteur bornées c’est-
à-dire que très peu de connaissances sur les non-linéarités réelles sont exploitées dans la pratique.
Une autre approche est de tirer profit des données d’apprentissage afin de déterminer l’intervalle
effectif de chaque neurone non-linéaire. À proprement parler, le réseau est reconnu comme une
modélisation fiable essentiellement dans la région de l’espace d’état où il a été entrâıné. Ainsi,
à partir des séquences, des entrées et de l’état, qui peuvent être obtenues avec les données
d’apprentissage, il est possible de déterminer l’intervalle d’appartenance de chaque paramètre
variant selon : rθj

ℓ � inf
1¤k¤Ndt

�rθj
ℓpkq

�
, rθj

ℓ � sup
1¤k¤Ndt

�rθj
ℓpkq

�
(3.32)

La figure 3.3b illustre ainsi l’intervalle restreint d’appartenance des sorties d’un neurone non-
linéaire tangente hyperbolique en fonction de ses entrées qui sont supposées comprissent entre

ξj
ℓ � infp|ξj

ℓ |q et ξ
j
ℓ � supp|ξj

ℓ |q.
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ξj
ℓ

ξj
ℓ

�ξj
ℓ�ξj

ℓ

(a) Contrainte de secteur de tanh

ξj
ℓ

ξj
ℓ

rθj
ℓξj

ℓ

rθj
ℓξj

ℓ�ξj
ℓ�ξj

ℓ

(b) Contrainte locale de secteur

Figure 3.3 – Intervalle de la sortie d’un neurone non-linéaire tangente hyperbolique en fonction
de son entrée

r∆pkq

rHpzq
rwrz

rury

Figure 3.4 – Représentation LPV-LFT normalisée d’un SSNN non-biaisé

Finalement, à partir des intervalles des non-linéarités choisis puis des paramètres variants
normalisées résultants, une représentation LFT normalisée (figure 3.4) peut être déduite.

Proposition 3.5 : Représentation LPV-LFT normalisée d’un SSNN non-biaisé

Soit un SSNN non-biaisé (3.15), le SSNN admet une représentation LPV-LFT normalisée
de la forme :$''''''''''''''''''''&''''''''''''''''''''%

����������������

rypkqrz1pkqrz2pkqrz3pkq
...rzLpkq

rxpk�1q
����������������
�

����������������

A �
WxMLW

x
1

B �
WxMLW

u
1
WxM1 WxM2 ��� WxML�1 WxML

C D 0 0 ��� 0 0
W x

1 W u
1 0 0 ��� 0 0

N2W x
1 N2W u

1 W2rΘ1 0 0 0 0
N3W x

1 N3W u
1 N3 W3rΘ2 0 0 0

...
...

...
. . .

. . . 0
...

NLW
x
1 NLW

u
1 NL ��� NL WL

rΘL�1 0

����������������

����������������

rupkqrw1pkqrw2pkq
...rwL�1pkqrwLpkq

rxpkq ����������������
rwpkq � r∆pkqrzpkq, r∆�diagpr∆1,...,r∆Lq,

∥∥∥r∆∥∥∥¤1
(3.33)
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avec

Mℓ �
¹

i�ℓ,...,2

rΘiWi
rΘ1 Mℓ �

¹
i�L,...,ℓ�1

rΘiWi
rΘℓ

Nℓ �
¹

i�ℓ,...,2
Wi

rΘi�1 Nℓ � Wℓ

¹
i�ℓ�1,...,2

rΘiWi
rΘ1

(3.34)

Démontration. Ce résultat peut se déduire par récurrence. Considérons le SSNN non-biaisé
(3.15) selon sa formulation quasi-LPV (similaire à l’équation (3.9)), la dynamique de la
première couche est alors donnée par :

rh1pkq � rΘ1pW x
1 rxpkq �W u

1 rupkqq � rΘ1ξ1pkq (3.35)

En considérant l’expression des paramètres variants selon (3.29), il suit que :

rh1pkq �
�rΘ1 � rΘ1 r∆1

�
ξ1pkq � rΘ1rξ1pkq � rΘ1 rw1pkq (3.36)

avec rw1pkq � r∆1rz1pkq et rz1pkq � rξ1pkq. En réitérant la démarche pour la deuxième couche

et en posant M j
ℓ �

±
i�j,...,ℓ�1

rΘiWi
rΘℓ , celle-ci s’exprime alors :

rh2pkq � rΘ2W2rh1pkq �
�rΘ2 � rΘ2 r∆2

��
W2rΘ1rξ1pkq �W2rΘ1 rw1pkq

�
� rΘ2W2rΘ1rξ1pkq � rΘ2W2rΘ1 rw1pkq � rΘ2 rw2pkq

�M2rξ1 �M2
1 rw1pkq �M2

2 rw2pkq

(3.37)

avec rw2pkq � r∆2rz2pkq et rz2pkq � W2rΘ1rξ1pkq �W2rΘ1 rw1pkq � N2rξ1 �W2rΘ1 rw1pkq. Finale-
ment, considérons la couche L� 1 pour laquelle :

rhL�1pkq �ML�1rξ1 �
°L�1

j�1 M
L�1
j rwjpkqrzL�1pkq � NL�1rξ1 �

°L�3
j�1 Nj rwjpkq �WL�1rΘL�2 rwL�2pkq

(3.38)

La couche L est alors donnée par :

rhLpkq � rΘLWL
rhL�1pkq �

�rΘL � rΘL
r∆L

��
WLML�1rξ1 �WL

°L�1
j�1 M

L�1
j rwjpkq

�
� rΘLWLML�1rξ1 � rΘLWL

°L�1
j�1 M

L�1
j rwjpkq � rΘL rwL

�ML
rξ1 �

°L
j�1M

L
j rwjpkq

(3.39)

avec rwLpkq � r∆LrzLpkq et après quelques calculs, il advient également :

rzL �WLML�1rξ1 �WL
°L�1

j�1 M
L�1
j rwjpkq

� NL
rξ1 �

°L�2
j�1 Nj rwjpkq �WL

rΘL�1 rwL�1pkq
(3.40)

l

Lorsque le réseau SSNN non-biaisé (3.15) ne possède qu’une seule couche cachée non-linéaire
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(L � 1) alors la représentation LPV-LFT normalisée se simplifie telle que :$''''''&''''''%

��� rxpk�1qrypkqrz1pkq

��� �

��� A�Wx
rΘ1W x

1 B �Wx
rΘ1W u

1 Wx
rΘ1

C D 0
W x

1 W u
1 0

���
��� rxpkqrupkqrw1pkq

���
rw1pkq � r∆1pkqrz1pkq, r∆1pkq � rΘ1

�1
prΘ1pkq � rΘ1q P r�1; 1s

(3.41)

SECTION 3.3

Modélisation des associations de SSNN

Nous nous intéressons dans cette section à la modélisation de combinaisons de plusieurs
réseaux de type SSNN. Comme nous l’établirons par la suite, plusieurs types d’interconnexions
de SSNN peuvent être exprimés selon un seul modèle SSNN équivalent. Ainsi, il est souvent
avantageux de manipuler un SSNN global plutôt que plusieurs sous-systèmes. Le SSNN global
peut par la suite être analysé au besoin par sa formulation LPV-LFT comme nous le présenterons
dans la section 3.4 suivante.

Remarque 3.3. Une propriété fondamentale des formes LFT est qu’une interconnexion linéaire
de plusieurs LFT peut toujours être reformulée selon une seule LFT équivalente. Néanmoins, il
est préférable de déterminer la représentation LFT d’un seul modèle SSNN plutôt que de réunir
plusieurs LFT en une forme équivalente. En effet, lors de la détermination de la formulation
non-biaisée des SSNN (voir la proposition 3.3), le changement de coordonnées autour du point
d’équilibre px0, u0q impose également au réseau un changement des entrées et des sorties telles
que rupkq � upkq � u0 et rypkq � ypkq � y0. Ainsi, lors de l’interconnexion de plusieurs LFT, les
signaux d’entrées-sorties des modèles respectifs subissent une perturbation constante qui doit être
modélisée à l’aide d’une méthode annexe.

3.3.1 La mise en série de SSNN est un SSNN

Soient deux réseaux SSNN dont le nombre de couches cachées non-linéaires sont respective-
ment L1 et L2, la connexion série (figure 3.5) obtenue en connectant la sortie du premier réseau
à l’entrée du second réseau est un SSNN dont le nombre de couches cachées non-linéaires L est
égale à celle du réseau le plus profond, soit L � maxtL1, L2u.

HNN
1 HNN

2y1 u2
u1 y2

Figure 3.5 – Connexion en série de deux SSNN

En effet, de façon plus explicite, pour deux réseaux HNN
1 et HNN

2 comportant une seule
couche cachée non-linéaire et exprimés de la manière suivante :

HNN
1 :

$&%
h1pkq � σh1pW

x
1 x1pkq �W u

1 u1pkq � b1q
x1pk�1q � A1x1pkq �B1u1pkq �Wx1h1pkq � bx1

y1pkq � C1x1pkq �D1u1pkq � by1

(3.42)
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HNN
2 :

$&%
h2pkq � σ2pW x

2 x2pkq �W u
2 u2pkq � b2q

x2pk�1q � A2x2pkq �B2u2pkq �Wx2h2pkq � bx2

y2pkq � C2x2pkq �D2u2pkq � by2

(3.43)

Le système de mise en série des réseaux conformément à la figure 3.5 est décrit selon un SSNN
équivalent à une couche cachée non-linéaire de la forme :$''''''''&''''''''%

�
h1pkq
h2pkq

�
�

�
σ1
σ2

���
W x

1 0
W u

2 C1 W x
2

��
x1pkq
x2pkq

�
�

�
W u

1
W u

2 D1

�
u1pkq�

�
b1

b2�W u
2 by1

�

�
x1pk�1q
x2pk�1q

�
�

�
A1 0
B2C1 A2

��
x1pkq
x2pkq

�
�

�
B1
B2D1

�
u1pkq�

�
Wx1 0

0 Wx2

��
h1pkq
h2pkq

�
�

�
bx1

bx2�B2by1

�
y2pkq �

�
D2C1 C2

��x1pkq
x2pkq

�
�
�
D2D1

�
u1pkq�

�
by2�D2by1

�
(3.44)

Remarque 3.4. La généralisation à plusieurs couches cachées s’obtient aisément puisque seules
la première couche et les deux dernières couches (couche cachée linéaire et couche de sortie
linéaire) sont impliquées dans l’interconnexion. Ainsi, pour des couches non-linéaires définies
pour le réseau HNN

i , i � t1, 2u selon :

hri,ℓispkq � σri,ℓispWri,ℓishri,ℓi�1spkq � bri,ℓisq pour ℓi � 2,..., Li (3.45)

alors les couches cachées additionnelles du système d’interconnexion équivalent sont obtenues
par la concaténation suivante :�

hr1,ℓspkq
hr2,ℓspkq

�
�

�
σr1,ℓs
σr2,ℓs

���
Wr1,ℓs 0

0 Wr2,ℓs

��
hr1,ℓ�1spkq
hr2,ℓ�1spkq

�
�

�
br1,ℓs
br2,ℓs

�

pour ℓ�2,...,maxtL1,L2u (3.46)

Notons que lors de l’interconnexion de deux SSNN, le réseau le plus petit est fictivement
agrandi avec des couches vides prenant la forme mathématique de matrices et de fonctions d’ac-
tivation de dimensions nulles afin que les deux réseaux soient de même profondeur L1 � L2 � L.

3.3.2 Prise en compte des retards dans la forme SSNN finale

Comme nous l’avons vu dans le chapitre 1, lors de l’apprentissage, l’entrée du réseau de
neurones upkq n’est généralement pas directement injectée au réseau mais elle est augmentée
par le biais d’un système de retard TDL (voir la définition 1.1). L’entrée effective consiste en
la concaténation du signal d’entrée avec une fenêtre de ses valeurs antérieures c’est-à-dire que

pour la TDL(n0
in : nin) l’entrée du réseau est upkq �

�
uT pk�n0

inq � � � u
T pk�ninq

�T
. Néanmoins

lors de l’analyse ou l’interconnexion de SSNN il est souvent utile d’étudier l’entrée d’origine u
et non le vecteur de retards successifs u. L’objectif est alors d’inclure le système TDL dans la
description de la dynamique du SSNN.

Tout d’abord il est possible d’exprimer les systèmes TDL à l’aide de représentations d’état,
deux réalisations peuvent alors être distinguées selon que le vecteur de retards successifs com-
porte le signal à l’instant présent ou qu’il impose au minimum un retard.
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Définition 3.1 : Système TDL

Soit la TDL(n1 : n2) qui est la fonction de concaténation du signal spkq P Rns en

un vecteur de signaux retardés spkq �
�
sT pk�n1q � � � sT pk�n2q

�T
P Rms de dimension

ms � nspn2 � n1 � 1q, le système de retards d’état xtdl P Rnsn2 s’exprime de la manière
suivante :

• si n1 � 0, la dynamique du système de retards est donnée par :$'''&'''%
xtdlpk�1q �

�
0ns�nspn2�1q 0ns�ns

Inspn2�1q 0nspn2�1q�ns

�
xtdlpkq �

�
Ins

0nspn2�1q�ns

�
spkq

spkq �

�
0ns�nsn2

Insn2

�
xtdlpkq �

�
Ins

0nsn2�ns

�
spkq

(3.47)

• si n1 ¡ 0, la dynamique s’obtient par retrait du transfert direct, soit :$'&'%
xtdlpk�1q �

�
0ns�nspn2�1q 0ns�ns

Inspn2�1q 0nspn2�1q�ns

�
xtdlpkq �

�
Ins

0nspn2�1q�ns

�
spkq

spkq �
�
0ms�nspn1�1q Ims

�
xtdlpkq �

�
0ms�ns

�
spkq

(3.48)

Finalement pour un SSNN à L couches cachées non-linéaires défini par (3.1), la TDL du
signal d’entrée de réalisation (Atdl, Btdl, Ctdl, Dtdl) est également un SSNN particulier (qui ne
comporte aucune couche cachée et dont les biais sont nuls). À partir de la mise en série de deux
SSNN (3.44), une forme SSNN global incluant le système de retards successifs est obtenue selon :

$'''''''''&'''''''''%

h1pkq � σh1

��
W u

hCtdl W
x
h

��xtdlpkq
xpkq

�
�
�
W u

hDtdl

�
upkq�bh



hℓpkq � σℓ

�
Wℓhℓ�1pkq�bℓ

�
pour ℓ�2,...,L�

xtdlpk�1q
xpk�1q

�
�

�
Atdl 0
BCtdl A

��
xtdlpkq
xpkq

�
�

�
Btdl

BDtdl

�
upkq�

�
0
Wx

�
hLpkq�

�
0
bx

�
ypkq �

�
DCtdl C

��xtdlpkq
xpkq

�
�
�
DDtdl

�
upkq�by

(3.49)

3.3.3 L’interconnexion de SSNN est un SSNN

Soient deux réseaux SSNN définis par (3.1) comportant respectivement L1 et L2 couches
cachées non-linéaires, le système d’interconnexion des réseaux par rétroaction de la figure 3.6
est également un SSNN à L couches cachées non-linéaires dont la profondeur est égale à celle
du réseau le plus profond, L � maxtL1, L2u.

Explicitement, pour deux réseaux HNN
1 et HNN

2 comportant une seule couche cachée non-
linéaire et définis de la façon suivante :

HNN
1 :

$''&''%
h1pkq � σ1pW x

1 x1pkq �W p
1wppkq �W u

1 u1pkq � b1q
x1pk�1q � A1x1pkq �Bpwppkq �B1u1pkq �Wx1h1pkq � bx1

zppkq � Cpx1pkq �DppwppkqDpuu1pkq � bp

y1pkq � C1x1pkq �Dpwppkq �D1u1pkq � by1

(3.50)
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HNN
2

HNN
1

zpwp

Figure 3.6 – Système en boucle fermée composé de deux SSNN

HNN
2 :

$&%
h2pkq � σ2pW x

2 x2pkq �W u
2 u2pkq � b2q

x2pk�1q � A2x2pkq �B2u2pkq �Wx2h2pkq � bx2

y2pkq � C2x2pkq �D2u2pkq � by2

(3.51)

Le système en boucle fermée de la figure 3.6 se décrit selon SSNN équivalent à une couche
cachée non-linéaires de la forme :$''''''''''''''''''''&''''''''''''''''''''%

�
h1pkq
h2pkq

�
�

�
σ1
σ2

���
W x

1 �W
u
1 D2EC1 W u

1 pC2�D2ED1C2q
W u

2 EC1 W x
2 �W

u
2 ED1C2

��
x1pkq
x2pkq

�
�

�
W p

1�W
u
1 D2EDp

W u
2 EDp

�
wppkq�

�
b1�W u

1 D2Epby1�D1by2q
b2�W u

2 Epby1�D1by2q

�

�
x1pk�1q
x2pk�1q

�
�

�
A1�B1D2EC1 B1pC2�D2ED1C2q

B2EC1 A2�B2ED1C2

��
x1pkq
x2pkq

�
�

�
Bp�B1D2EDp

B2EDp

�
wppkq

�

�
Wx1 0

0 Wx2

��
h1pkq
h2pkq

�
�

�
bx1�B1D2Epby1�D1by2q
bx2�B2Epby1�D1by2q

�
zppkq �

�
Cp�DpuD2EC1 DpupC2�D2ED1C2q

��x1pkq
x2pkq

�
�
�
Dpp�DpuD2EDp

�
wppkq

�
�
bp�DpuD2Epby1�D1by2q

�
(3.52)

avec E � pI�D1D2q�1. La formulation étendue à plusieurs couches cachées s’obtient également
à partir de la remarque 3.4.

SECTION 3.4

Analyse des SSNN via la formulation LPV-LFT

Nous développons dans cette section l’analyse de robustesse en stabilité et en performance
d’un modèle HNN de type SSNN dont la représentation d’état respecte l’équation (3.1). Au vu
des résultats présentés dans les sections précédentes, il est supposé que le réseau à analyser
admette une représentation LPV-LFT normalisée (et non-biaisée) équivalente Fup rHpzq, r∆q dont
le comportent dynamique est donné par :

Fup rHpzq, r∆q �
$''''''&''''''%

����
rxpk�1qrzpkqrypkq

���� �

����
rA rB∆ rBprC∆ rD∆∆ rD∆prCp

rDp∆ rDpp

����
����
rxpkqrwpkqrupkq

����
rwpkq � r∆pkqrzpkq, ∥∥∥r∆pkq∥∥∥ ¤ 1

(3.53)
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3.4.1 Analyse de stabilité et de performance des SSNN

L’objectif de cette partie est d’exploiter les résultats introduits dans le chapitre 2 d’analyse de
systèmes LPV-LFT. Les SSNN sont étudiés selon leurs représentations LPV-LFT qui permettent
d’isoler les non-linéarités au moyen de paramètres variants. Ainsi, il est possible d’établir des
conditions de stabilité pour toute trajectoire de paramètres ce qui permet également de garantir
en particulier la trajectoire des paramètres variants propre aux non-linéarités au regard d’un
certain conservatisme. De plus, l’analyse des SSNN peut être résolue numériquement à travers
un problème d’optimisation sous contraintes LMI.

Théorème 3.1 : Stabilité d’un SSNN

Soit rHNN un SSNN et Fup rHpzq, r∆q sa représentation LPV-LFT avec
∥∥∥r∆∥∥∥

L2
¤ 1, le réseaurHNN est stable si il existe L P L∆ telle que la norme H8 vérifie∥∥∥L1{2 rHL�1{2

∥∥∥8 � γ   1 (3.54)

Démontration. Cette condition de stabilité est directement déduit du théorème du petit gain
avec multiplicateurs (corollaire 2.3). Si la condition est vérifiée, alors la stabilité est obtenue

pour tout r∆prΘpkqq P ∆ avec
∥∥∥r∆∥∥∥

L2
¤ 1 et pour toute trajectoire de rΘpkq. Elle est donc

également obtenue pour la trajectoire particulière des paramètres variants correspondant
aux non-linéarités. l

Théorème 3.2 : Stabilité quadratique d’un SSNN

Soit rHNN un SSNN et Fup rHpzq, r∆q sa représentation LPV-LFT (3.53), le réseau rHNN est
asymptotiquement stable si il existe une matrice symétrique définie positive X et L P L∆
solution de l’inégalité :��� rATX rA�X rATX rB∆ rCT

∆LrBT
∆X

rA rBT
∆X

rB∆ � L rDT
∆∆L

L rC∆ L rD∆∆ �L

���   0 (3.55)

Démontration. Ce théorème se déduit directement du corollaire 2.4 d’après le lemme bornée
réel avec multiplicateurs. l
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Théorème 3.3 : Performance d’un SSNN

Soit rHNN un SSNN et Fup rHpzq, r∆q sa représentation LPV-LFT avec
∥∥∥r∆∥∥∥

L2
¤ 1, la

norme L2 du réseau rHNN vérifie∥∥∥ rHNN
∥∥∥

L2
  γ ðñ

∥∥∥Fup rHpzq, r∆q∥∥∥L2
  γ (3.56)

si il existe une matrice L P L∆ telle que :∥∥∥∥∥
�
L 0
0 I?

γ

� rH �
L�1 0
0 I?

γ

�∥∥∥∥∥
8
  1 (3.57)

Démontration. Ce théorème se déduit du corollaire 2.5 d’après le théorème du petit gain
pour l’analyse de performance. Une fois encore, la stabilité est obtenue pour tout r∆prΘpkqq P
∆ avec

∥∥∥r∆∥∥∥
L2
¤ 1 et pour toute trajectoire de rΘpkq, elle est donc également obtenue pour

la trajectoire particulière des paramètres correspondant aux non-linéarités. l

Théorème 3.4 : Performance quadratique d’un SSNN

Soit rHNN un SSNN et Fup rHpzq, r∆q sa représentation LPV-LFT (3.53), le réseau rHNN

est asymptotiquement stable et vérifie∥∥∥ rHNN
∥∥∥

L2
  γ (3.58)

si il existe une matrice symétrique définie positive X et L P L∆ solution de l’inégalité :��������
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p X
rBp � γI rDT

∆pL
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L rC∆ L rD∆∆ L rD∆p �L 0rCp
rDp∆ rDpp 0 �γI

��������   0 (3.59)

Démontration. Ce théorème se déduit du corollaire 2.6 d’après le lemme borné réel avec
multiplicateurs. l

3.4.2 Analyse des SSNN avec filtrage des paramètres

Un inconvénient majeur des outils d’analyse de SSNN présentés jusqu’à présent est
qu’aucune limite sur les vitesses de variations des paramètres n’est considérée. Par conséquent,
les propriétés de stabilité et de performance sont garanties y compris pour des évolutions des
paramètres variant extrêmement rapides. Ceci s’explique par les fondements de la méthode qui
exploite des fonctions de Lyapunov quadratique. Une possibilité est alors d’établir les résultats
à partir de fonctions de Lyapunov dépendant des paramètres, néanmoins cela conduit souvent
à des algorithmes plus complexes et coûteux en temps de calcul.
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Une alternative est alors d’employer la solution proposée dans les travaux de [Biannic, 2010]
qui consiste à filtrer les variations des paramètres les plus rapides à l’aide d’un filtre passe-bas.
Comme l’illustre la figure 3.7, un filtre F pzq strictement propre et de gain statique unitaire est
introduit en sortie de l’opérateur regroupant les paramètres variants. Ce filtre prend une forme
diagonale de plusieurs fonctions passe-bas dont les bandes passantes sont choisies largement
supérieur à celle du système. Néanmoins, une approche judicieuse doit être suivie afin d’atténuer
significativement les vitesses de variations rapides et introduire une borne peu conservative,
sans pour autant affecter la validée du modèle.

r∆pkq

rHpzq

F pzq

rwrz

rury

Figure 3.7 – Représentation LPV-LFT d’un SSNN avec filtrage des paramètres

Pour l’analyse des SSNN, cette méthode permet finalement de borner les vitesses de varia-
tions des paramètres et de supprimer des contraintes très exigeantes de stabilité sur la trajectoire
des paramètres (par exemple des trajectoires non-différentiables ou discontinues). Les approches
d’analyses de stabilité et de performance des SSNN (section 3.4.1) peuvent être directement ap-
pliquées au système incluant les filtres. En notant la représentation d’état du filtre (AF , BF , CF )
et xF le vecteur d’état, la représentation LPV-LFT du système (3.53) incluant les filtres est
définie telle que : $'''''''''&'''''''''%

�������
rxpk�1q
xF pk�1qrzpkqrypkq

������� �

�������
rA rB∆CF 0 rBp

0 AF BF 0rC∆ rD∆∆CF 0 rD∆prCp
rDp∆CF 0 rDpp

�������

�������
rxpkq
xF pkqrwpkqrupkq

�������
rwpkq � r∆pkqrzpkq, ∥∥∥r∆pkq∥∥∥ ¤ 1

(3.60)

Remarque 3.5. À l’image des bornes des paramètres variants, les vitesses de ces mêmes para-
mètres peuvent être également appréciées avec les données d’apprentissages. La détermination
des filtres peut alors être guidée en évaluant son impact sur les signaux des paramètres variants
qui sont issus des séquences d’apprentissage.

3.4.3 Analyse des SSNN par µ-analyse

Malgré les techniques mises en œuvre pour réduire le conservatisme des résultats d’analyse
de SSNN, leur résolution numérique représente également un réel challenge. En effet, les
problèmes LMI impliqués présentent une complexité numérique importante du fait du nombre
important de paramètres variants (dont le nombre est directement relié au nombre de neurones
non-linéaire que comporte le réseau). La résolution numérique devient alors rapidement délicate
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lorsque les LMI sont issues de structures neuronales de trop grande dimension. Au vu de cette
difficulté, nous proposons alors d’étudier la stabilité et les performances des SSNN à l’aide de la
µ-analyse [Packard et Doyle, 1993] sous certaines limitations qui nous évoquerons par la suite.

La µ-analyse est un outil pour effectuer des analyses de robustesse en s’appuyant sur la valeur
singulière structurée. Cette dernière permet de tenir compte de la structure des incertitudes du
modèle dans l’objectif d’apporter des résultats d’analyse moins pessimistes que ceux du théorème
du petit gain (voir le corollaire 2.1). Le problème à l’étude est, comme pour ce dernier théorème,
le système d’interconnexion standard de deux sous-systèmes qui a été présenté par la figure 2.3.
Nous définissons à présent, l’ensemble des matrices complexes structurées dans le cas général
ainsi que la valeur singulière relative à cet ensemble.

Définition 3.2 : Matrices complexes structurées

L’ensemble ∆� des matrices complexes de structure diagonale en bloc est défini tel que :

∆� :�
"

∆ � diagt∆1, ... ,∆q, δ1Ir1 , ... , δrIrr , ε1Ic1 , ... , εcIccu
∆i P Cki�ki ; δi P R ; εi P C

*
(3.61)

Définition 3.3 : Valeur singulière structurée

Soit la matrice de transfert M , la valeurs singulière structurée du système c’est-à-dire
relative à l’ensemble ∆� est définie comme :

µ∆pMq :�
�

inf
∆P∆�

�
σp∆q : detpI �∆Mq � 0

�
�1
(3.62)

Si pI �∆Mq n’est pas singulière pour tout ∆ P ∆�, alors µ∆pMq :� 0.

La définition de µ∆pMq conduit au théorème du petit gain généralisé. Ce théorème est le
cœur de l’analyse de robustesse par µ-analyse qui se fonde sur la valeur singulière structurée.

Théorème 3.5 : Théorème du petit gain généralisé [Doyle, 1985, Zhou et al., 1996]

Soient Mpzq P RH8 et ∆ P RH8, l’interconnexion de la figure 2.3 est stable pour toutes
incertitudes structurées ∆ P ∆� telles que ∥∆∥8   γ si et seulement si

@ω µ∆
�
Mpejωq

�
¤ γ�1 (3.63)

Sur la base du théorème du petit gain généralisé, il est alors possible calculer la valeur
singulière structurée et de déduire les bornes des paramètres pour lesquelles le système d’in-
terconnexion reste stable. Dans le contexte des SSNN, ces résultats fournissent une méthode
subsidiaire d’analyse de stabilité et de performance pour la représentation LPV-LFT. Nous in-
troduisons alors un critère de performance similaire au gain L2, mais dont les garanties sont
limitées aux hypothèses d’étude propres à la µ-analyse.
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Définition 3.4 : Performance par µ-analyse d’un SSNN

Soit rHNN un SSNN et Fup rHpzq, r∆q sa représentation LPV-LFT avec ∥r∆∥L2 ¤ 1, la
performance par µ-analyse du réseau rHNN est définie telle que :∥∥∥ rHNN

∥∥∥
µ

:� µ∆
� rHpzq� (3.64)

Par ses hypothèses, la µ-analyse n’apporte que des conclusions pour des paramètres ∆
incertains et non-variants. Ainsi, les garanties théoriques de stabilité sont invalidées lors
de l’étude de SSNN qui comportent par définition des paramètres variants au cours du
temps. Cependant, pour le type de système que nous rencontrons dans nos travaux, la
µ-analyse a permit d’apporter des résultats pertinents, comme nous le verrons dans le cha-
pitre 6, là ou les autres approches n’ont pu fournir de résultats à cause des difficultés numériques.

De plus, cet outil d’analyse requiert également moins de temps de calcul par rapport à
d’autres méthodes lorsque les systèmes sont relativement complexes. Cette caractéristique re-
présente un réel avantage si ce calcul est itérativement effectué pour prendre part à une opti-
misation plus haut-niveau comme nous le proposerons dans le chapitre 4. Pour conclure, nous
privilégierions alors par défaut dans nos travaux les méthodes fondées sur la gain L2 et les LMI,
mais nous nous orienterons vers la µ-analyse si ces dernières rencontres d’importants problèmes
de résolution numériques.

SECTION 3.5

Conclusions

Nous avons présenté dans ce chapitre une méthode permettant d’établir une représentation
LPV des réseaux de type SSNN qui comportent des fonctions d’activations non-linéaires
respectant une condition de secteur. Puisque ce processus est une transformation plutôt qu’une
linéarisation locale, le modèle LPV résultant est exactement égal au système non-linéaire
original. Nous avons déterminé, par la suite, la formulation LFT du réseau qui consiste à
séparer le modèle en une partie linéaire et une partie diagonale non-linéaire, mais pour laquelle
les bornes de chaque paramètre sont connues. Deux méthodes complémentaires ont également
été développées afin d’affiner la modélisation. Tout d’abord, la présence des biais nécessite de
considérer ces derniers comme des perturbations d’entrées constantes. Pour cette raison, nous
avons établi une formulation analogue du SSNN, mais dont les biais ont été retirés à l’aide
d’un changement de coordonnées autour du point d’équilibre. De plus, nous avons détaillé
une technique permettant de normaliser les paramètres variants. En tirant profit des données
d’apprentissage, les bornes des paramètres peuvent être déterminées afin de ne considérer
qu’uniquement la région pertinente de l’espace d’état des non-linéarités plutôt que la limite de
secteur dans son intégralité. D’un point de vue pratique, ces approches contribuent grandement
à améliorer les résultats d’analyses ou éventuellement de synthèses reposant sur le modèle
LPV-LFT.

Dans un second temps, nous avons proposé des outils d’analyse de stabilité et de performance
de SSNN via le modèle LPV-LFT. Nous avons au préalable déterminé la modélisation de certains
types d’interconnexion de SSNN afin de pouvoir les manipuler selon un modèle équivalent. Les
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méthodes d’analyses reposent sur la résolution numérique de problème d’optimisation de type
LMI, dont les résultats ont été introduits dans le chapitre précédent (chapitre 2) et sont à présent
employés pour l’étude de SSNN. Néanmoins, lors de l’analyse, le modèle à l’étude englobe une
classe de systèmes bien plus importante que le comportement réel du réseau ce qui peut limiter
les résultats. Afin de restreindre l’ensemble de systèmes abordé, nous avons également proposé
l’ajout d’un filtrage sur les paramètres variants afin de conditionner la trajectoire des paramètres
et notamment les vitesses de variations envisagées. De même, nous avons présenté une méthode
subsidiaire par µ-analyse dans le but de faire face aux systèmes plus complexes qui occasionnent
des difficultés numériques de résolution.
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4.2.3.2 Identification neuronale du contrôleur . . . . . . . . . . . . . . 90

4.2.3.3 Simulation de la boucle d’asservissement . . . . . . . . . . . . 92
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SECTION 4.1

Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre à l’apprentissage de contrôleurs neuronaux en tenant
compte de critères de robustesse. Nous développons alors des méthodes en complément des
techniques d’apprentissage présentées dans le chapitre 1. Comme nous l’introduisons dans la
section 4.2, l’apprentissage de contrôleur suscite en effet une problématique quant à la stabilité
lorsqu’il sera introduit dans la boucle d’asservissement. En l’état, il est alors difficile à l’issue de
l’apprentissage et au seul regard des performances d’apprentissages, de préjuger des aptitudes
du contrôleur en boucle fermée et des propriétés de robustesse de la loi de commande. Dans
ce sens, nous présentons dans la section 4.3 une méthode afin de caractériser et d’évaluer a
posteriori les marges de stabilité au vu du contrôleur neuronal obtenu. Différentes marges sont
présentées et leur évaluation est fondée sur les méthodes d’analyses de réseaux selon leurs re-
présentations LPV-LFT qui ont été développées dans le chapitre 3. Nous proposons par la suite,
dans la section 4.4, une méthode permettant d’inclure a priori les critères de robustesse dans
la phase d’apprentissage. La synthèse du contrôleur robuste s’effectue alors selon une formula-
tion multi-objectifs et des méthodes d’apprentissages s’appuyant sur des algorithmes génétiques.

La méthodologie proposée dans ce chapitre pour le développement d’un contrôleur neuronal
robuste par imitation à partir de donnée peut être résumée sur la figure 4.1. Cette méthodologie
s’appuie sur les différentes méthodes et outils qui seront développés dans ce chapitre.

Base de données

Apprentissage
du contrôleur
section 4.2

Apprentissage
du système
section 4.3

Évaluation des marges de stabilité
section 4.3

Apprentissage
multi-objectifs
section 4.4

Contrôleur neuronal robuste

marges
insatisfaisantes

marges
satisfaisantes

Figure 4.1 – Méthodologie de développement de contrôleurs neuronaux robustes à partir de
données
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SECTION 4.2

Apprentissage de contrôleurs et enjeu de robustesse

4.2.1 Méthodologie d’apprentissage de contrôleur

Considérons la boucle d’asservissement classique d’un système physique représentée par la
figure 4.2 où le système est de façon générale multivariable et potentiellement non-linéaire. Nous
supposons qu’un contrôleur à disposition est capable de piloter le système afin que les sorties
soient asservies de manière satisfaisante vis-à-vis d’un cahier des charges potentiellement com-
plexe. Cet agent, assurant la régulation, peut être un correcteur déjà existant ou simplement un
opérateur capable de piloter manuellement le système. L’objectif est alors d’imiter le contrôleur
par les méthodes neuronales. Dans un contexte d’apprentissage supervisé ou d’identification
de systèmes dynamiques, une manière de procéder intuitive est alors de collecter les signaux
d’entrées-sorties du contrôleur puis d’élaborer un modèle à partir d’une régression temporelle
des données.

Apprentissage du
conrôleur

Contrôleur Système
�
�

Consignes Commandes Sorties

Réseau de
neurones

Figure 4.2 – Schéma d’apprentissage de contrôleur

Les données ont un rôle majeur dans le cadre de l’apprentissage supervisé et de l’identifi-
cation. Il est nécessaire qu’elles contiennent suffisamment d’information pour que les résultats
soient pertinents c’est-à-dire généralisables, en ce sens que l’utilisation du correcteur appris per-
mette d’obtenir un pilotage satisfaisant et robuste pour une gamme de sollicitations la plus large
possible. Ainsi, un point important est de s’assurer que l’ensemble du domaine d’opération soit
représenté dans les scénarios d’apprentissage. De plus, nous savons depuis longtemps avec la
théorie de l’identification des systèmes linéaires que les données doivent également caractériser
les propriétés fréquentielles du système à identifier. L’identification s’effectue ici en boucle fer-
mée, ce qui est un sujet récurent de la littérature, nous pouvons par exemple citer [Söderström
et Stoica, 1989, Nelles, 2020] même si le problème d’identification est adressé pour le système et
non le contrôleur qui reste un système dynamique potentiellement instable. Dans ce contexte,
il a été démontré que la corrélation des signaux peut amener certaines gammes de fréquence
à disparaitre ce qui peut provoquer des soucis pour l’identification notamment si le contrôleur
est linéaire et invariant dans le temps (LTI). Une manière de procéder est d’insérer un signal
d’excitation additionnel dans la boucle d’asservissement, en entrée du système comme l’illustre
la figure 4.3. Comme il est indiqué dans [Nørg̊ard et al., 2000], ce signal supplémentaire peut
permettre d’accorder une part plus importante aux hautes fréquences qui peuvent ne pas être
excitées correctement à cause de la présence du contrôleur qui engendre des commandes souvent
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basses fréquences. Nous voyons là aussi un moyen d’exciter certaines aptitudes du contrôleur
comme son comportement intégrateur qui ne peut éventuellement pas être mis en évidence par
l’excitation de la consigne si le système est lui même intégrateur. Ainsi, lorsque que cela est
possible, l’ajout de cette perturbation d’excitation offre un degré de liberté supplémentaire afin
d’obtenir des données comportant toutes les gammes de fréquence.

Apprentissage du
conrôleur
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�
�
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Figure 4.3 – Schéma d’apprentissage de contrôleur avec signal perturbateur d’excitation

4.2.2 Problème de la stabilité

À l’issue du processus d’identification et lorsque l’entrâınement du contrôleur neuronal
présente des performances satisfaisantes, il est alors escompté que le contrôleur identifié offre
un comportement similaire par rapport à celui réel lorsqu’il sera introduit dans la boucle
d’asservissement. Néanmoins, dans la pratique, ce comportement attendu n’est pas toujours
observé et peut même, dans le pire cas, conduire à un comportement instable.

Lorsque le contrôleur neuronal est impliqué dans la boucle d’asservissement, aucune garantie
ne peut être avancée a priori concernant la stabilité de la boucle globale sans une étude
préalable. Le contrôleur doit faire face aux différentes incertitudes auxquelles sera soumise la
boucle et les marges de robustesse doivent être suffisantes afin d’assurer la stabilité. Plusieurs
sources d’erreurs peuvent être à l’origine de ces incertitudes. D’une part, le contrôleur élaboré
suite à l’identification présente une erreur résiduelle par rapport au contrôleur réel. D’une autre
part, un écart entre le système réel et celui ayant permis le recueil des données d’entrâınement
est également inévitable. Même si ces écarts de comportement sont faibles, leur évolution n’est
pas caractérisée lors de l’apprentissage, ainsi, une fois le contrôleur interconnecté en boucle
fermée avec le système, les erreurs peuvent rapidement s’accumuler, voire même s’auto-alimenter
ce qui peut aboutir à l’instabilité de la boucle fermée. De plus, lors de l’apprentissage, l’erreur
à minimiser est calculée selon les données entrées-sorties du contrôleur ce qui correspond à
une évaluation de son comportement en boucle ouverte. Ainsi, il n’est pas possible de préjuger
du comportement du contrôleur une fois en boucle fermée même s’il présente une erreur
d’apprentissage minime.
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4.2.3 Application au chariot mobile avec pendule

4.2.3.1 Présentation du système et du contrôleur considéré

Tout au long de ce chapitre, le chariot mobile avec pendule présenté par la figure 4.4 est
choisi pour illustrer l’approche. L’objectif est d’asservir la position du chariot, qui est pilotée
par un moteur à courant continu, tout en stabilisant le pendule, ici en position basse, qui est
monté sur le chariot.

i

φ

xc

ω

u

Figure 4.4 – Chariot mobile avec pendule

Le système considéré peut être modélisé de façon simplifiée par les équations suivantes en
négligeant le couple de rappel du pendule sur le chariot :$'''''&'''''%

Ldiptq
dt �Riptq � ϕωptq � uptq

J dωptq
dt � fωptq � γptq � ϕiptq

dxcptq
dt � r

nωptq

cospφptqqd2xcptq
dt2 � l d2φptq

dt2 � fα
dφptq

dt � g sinpφptqq � 0

(4.1)

où iptq, uptq sont le courant et la tension du moteur, ωptq est la vitesse de rotation du moteur,
xcptq est la position du chariot, φptq est l’angle du pendule et γptq est un couple perturbateur.
Le tableau 4.1 présente les valeurs numériques nominales de cet exemple.

Afin de disposer d’un système linéaire pour l’analyse et la synthèse, les équations du sys-
tème peuvent être linéarisées en position basse pφ � 0q et en négligeant la constante de temps
électrique (L{R � 10�4s) suivant la représentation d’état définie par :
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(4.2)

Afin de disposer d’un contrôleur à imiter, nous choisissons de synthétiser un contrôleur Ksyn

à trois degrés de liberté dont les entrées sont l’écart entre la consigne et la position, la position
du chariot et l’angle du pendule conformément au schéma de la figure 4.5. Le système G utilisé
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Table 4.1 – Valeurs nominales des paramètres

Paramètre Signification Valeur Unité

R résistance de l’induit du moteur 2.3 Ω
L inductance de l’induit du moteur 2e�4 H
ϕ coefficient de couple et de f.c.e.m 0.0162 Nm/A
J inertie ramenée sur l’axe moteur 5e�6 kg.m2

f coefficient de frottement (moteur) 6e�5 N·m/rad.s
r rayon de la poulie 0.022 m
n rapport de réduction 17 -
l longueur du pendule 0.275 m
fα coefficient de frottement (pendule) 0.3 m/s
g accélération de la pesanteur 9.81 m/s2

pour la synthèse est le modèle linéarisé autour du point φ � 0 présenté par les équations
(4.2). Le calcul du contrôleur multivariable est réalisé à l’aide d’une approche H8 selon la
méthode hinfsyn [Doyle et al., 1988] de Matlab. Le schéma de synthèse suivi et le cahier des
charges sont présentés dans les travaux de [Feyel, 2017]. Les filtres de pondération utilisés pour la
synthèse sont déterminés afin d’élaborer un contrôleur présentant des marges de stabilité et des
performances appropriées aux besoins de démonstrations. Ces marges de stabilité seront étudiées
dans la section 4.3.1 abordant ce sujet pour les systèmes linéaires et dans la section 4.3.4 de mise
en pratique. La synthèse d’ordre plein pour les filtres considérés mène à un contrôleur d’ordre
6, assurant un suivi de consigne sans erreur statique, un rejet de perturbation et un signal de
commande limité peu sensible aux bruits de mesure.

Ksynpsq
Gpsq

xr
c

u
γ xc

φ

Figure 4.5 – Contrôleur à trois degrés de liberté

4.2.3.2 Identification neuronale du contrôleur

Nous nous consacrons dans cette partie à l’apprentissage du contrôleur Ksyn à trois degrés de
liberté (figure 4.5) du chariot mobile avec pendule. Nous appliquons la méthode d’écrite en 4.2.1
afin de générer les données qui seront utilisées pour l’apprentissage supervisé. Pour cet exemple
d’illustration, nous générons alors deux bases de données Zdt

1 et Zdt
2 qui sont obtenues, dans le

premier cas par la seule excitation de la consigne (schéma 4.2) puis dans le second par l’ajout
du signal perturbateur d’excitation simultanément de la consigne (schéma 4.3). L’identification
neuronale du contrôleur est finalement réalisée conformément à la procédure d’apprentissage
présentée dans la section 1.5. Les paramètres retenus pour la collecte des données et ceux de
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l’algorithme d’optimisation sont résumés dans le tableau 4.2.

Table 4.2 – Paramètres utilisés pour l’apprentissage dans le cas d’étude du chariot mobile avec
pendule

Paramètre Valeur

Période d’échantillonnage 1e�2s
Nombre de périodes d’échantillonnages 50 000
Intervalle des consignes r�1, 1sm
Durée maximale des consignes 9s
Intervalle des perturbations r�5, 5sV
Durée maximale des perturbations 6s
Algorithme d’apprentissage Levenberg-Marquardt
Normalisation min-max
Nombre de tirages 10
Taux de séparation des données 50%, 25%, 25%
Critère d’arrêt prématuré 500 itérations

Les résultats d’apprentissage des meilleurs réseaux obtenus pour le jeu de données sans
perturbation (KNN

1 ) et avec perturbation d’excitation (KNN
2 ), sont respectivement présentés

dans le tableau 4.3. La structure est détaillée selon la topologie employée, les dimensions des
TDL d’entrée et de sortie (nin et nout), la fonction d’activation, le nombre de neurones des
couches cachées (avec dans notre cas une seule couche cachée σ1 de dimension n1), ainsi que
le nombre de paramètres que comporte la structure, c’est-à-dire à la dimension du vecteur de
paramètres (nW) qui est donnée à titre indicatif. Les résultats présentent le nombre d’itérations et
la durée de l’algorithme avant son arrêt ainsi que l’erreur de régression ou indice de performance
(MSE) obtenu sur les jeux de données normalisés d’apprentissage, de validation et de test.
Les résultats exposés sont seulement ceux du tirage retenu qui correspond à celui présentant
l’erreur de validation la plus faible. Les structures des réseaux ont été sélectionnées itérativement
afin d’obtenir des résultats satisfaisants et pour lesquelles une augmentation des paramètres de
la structure ne permettait pas d’améliorer significativement les performances. Nous pouvons
remarquer que malgré une structure de dimension légèrement plus élevée, le réseau entrâıné sur
les données Zdt

2 avec perturbations a une performance de régression bien plus faible. Les sorties
estimées des contrôleurs neuronaux sont données par la figure 4.6 en comparaison des sortie des
différentes bases de données pour l’ensemble de test.

Table 4.3 – Résultats d’apprentissage du contrôleur sur les bases de données obtenues par l’ex-
citation de la consigne seule (KNN

1 ) et avec la perturbation d’excitation supplémentaire (KNN
2 )

Structure Résultats

topologie nin nout σ1 n1 nW iter. durée err. app. err. val. err. test

KNN
1 SSNNOE 2 6 tanh 5 101 3483 1h2m 2.1e�11 8.4e�10 4.0e�11

KNN
2 SSNNOE 5 6 tanh 5 155 1076 24m 7.7e�05 7.5e�05 4.4e�04
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Figure 4.6 – Résultats d’apprentissage des contrôleurs neuronaux sur les données de l’ensemble
de test

4.2.3.3 Simulation de la boucle d’asservissement

Nous développons à présent dans cette partie une série d’expérimentations à partir des deux
contrôleurs neuronaux correspondant au tableau 4.3 obtenus dans la partie précédente. L’objectif
est alors d’introduire les contrôleurs dans l’asservissement du système afin de s’assurer du bon
comportement de la boucle fermée. Les simulations sont réalisées avec le système décrit par ses
équations non-linéaires (4.1). La première expérience menée est la simulation en régime nominal
c’est-à-dire sans variation du système, la figure 4.7 expose la réponse du contrôleur d’origine
Ksyn ainsi que celles des contrôleurs neuronaux KNN

1 et KNN
2 à un échelon de consigne puis de

perturbation en entrée. Rappelons que l’étude du respect du cahier des charges des contrôleurs
s’effectue non pas sur les performances dynamiques des asservissements mais bien sur leurs
capacités à imiter le contrôleur d’origine.

Sur la première partie des simulations sans perturbation, les résultats démontrent un
comportement nominal très satisfaisant puisse que la réponse de KNN

2 apparâıt quasiment
confondue avec celle de Ksyn tandis que KNN

1 s’en approche également. Pour la seconde partie
des simulations, l’apparition de la perturbation engendre l’instabilité dans le cas de KNN

1 alors
que le contrôleur KNN

2 démontre l’assimilation de l’intégrateur du contrôleur d’origine. Notons
que, contrairement aux valeurs de performances d’apprentissage à l’avantage de KNN

1 (voir le
tableau 4.3), les performances d’imitation en boucle fermée sont au contraire à l’avantage de
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Figure 4.7 – Simulation des contrôleurs d’origine et neuronaux dans le cas nominal et avec
rejet d’une perturbation d’entrée de �5V à partir de 8s

KNN
2 . De plus, ce constat intervient également sur les parties de simulations qui sont effectuées

sans perturbation en entrée de système comme ce fut le cas pour les scénarios d’apprentissage
du premier contrôleur.

Afin de témoigner des propriétés de robustesse des différents asservissements, nous envisa-
geons par exemple des variations de gain du système comme l’illustre la figure 4.8. Ces variations
surviennent en entrée de système par le biais du facteur multiplicatif positif Λu ou en sortie via
Λy. Les réponses des boucles d’asservissement pour une légère variation d’entrée de Λu � 1.1
sont présentées par la figure 4.9a. Une seconde expérience est présentée par la figure 4.9b où
une variation plus importante est effectuée, mais cette fois-ci en sortie Λy � 2. Dans le cas du
premier contrôleur neuronal KNN

1 , les courbes de simulations témoignent de l’absence de marge
de robustesse de l’asservissement aussi bien en entrée que en sortie de modèle. L’instabilité inter-
vient de façon prématurée dès l’apparition de faibles variations par rapport aux scénarios appris.
Concernant le second contrôleur à l’étude KNN

2 , ce dernier expose des résultats plus robustes,
mais qui présentent tout de même des fortes oscillations dans la seconde simulation, c’est-à-dire
dans le cas de variations plus importantes. Le comportement du contrôleur d’origine semble
donc convenablement assimilé, néanmoins l’imitation c’est-à-dire l’identification du contrôleur,
trouve ses limites pour un éloignement plus important du cas nominal d’apprentissage.

Ce cas d’étude démontre le challenge que représente l’assimilation des propriétés propres au
contrôleur à identifier. Tout d’abord, le premier point soulevé par l’étude est qu’il n’existe pas
de garantie évidente pour une erreur d’apprentissage faible impliquant un bon comportement
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Figure 4.8 – Schéma de simulation de la boucle d’asservissement

du contrôleur dans la boucle d’asservissement. Une erreur temporelle faible en boucle ouverte ne
garantit pas que l’erreur en boucle fermée l’est également. De plus, même si ce comportement se
rapproche de celui à reproduire, la question de la robustesse en stabilité émerge alors dans le cas
de nouveaux scénarios comme l’apparition de variations ou de perturbations. Finalement, l’inté-
rêt que nous portons à cet exemple est de mettre en évidence le besoin d’un outil mathématique
permettant de caractériser les propriétés de robustesse des contrôleurs neuronaux.

SECTION 4.3

Méthodes d’évaluation des marges de stabilité

Nous développons dans cette section une méthode permettant d’apprécier les marges de
stabilité que peut conférer un contrôleur neuronal. En effet, les systèmes de contrôle sont
toujours sujets à des effets potentiellement déstabilisants et c’est pourquoi ils nécessitent des
marges de robustesse suffisamment importantes. D’une part, le système à contrôler est sujet
à l’incertitude, il diffère plus ou moins de celui rencontré lors de l’élaboration de la base de
données d’apprentissage. D’autre part, le contrôleur identifié pourra également être soumis à
des scénarios non rencontrés lors de l’apprentissage pour lesquels il devra alors extrapoler le
comportement à adopter. De plus, il est inévitable que le contrôleur appris et celui d’origine
diffère d’une erreur d’identification, bien que cette différence soit quantifiable, il est difficile
d’estimer son impact sur le comportement du système bouclé et ce même dans des conditions
nominales.

Pour toutes les raisons influant sur la boucle fermée, il apparâıt important de caractériser
la stabilité émanant du contrôleur neuronal. De plus, la stabilité est rarement suffisante et
c’est pourquoi des marges de stabilité sont nécessaires. Cette section passe brièvement en revue
certains concepts importants pour évaluer la robustesse des systèmes en boucle fermée et propose
une généralisation lorsque des structures neuronales sont impliquées. Les outils ainsi présentés
donnent la possibilité d’évaluer la robustesse a posteriori du contrôleur par le biais de différentes
marges de stabilité. Cela permettra également de les prendre en compte si nécessaire comme
contraintes a priori dans le processus d’imitation comme nous le verrons dans la section 4.4.

4.3.1 Marges de stabilité dans le cadre linéaire invariant

Lorsque le système et le contrôleur sont linéaires et invariants dans le temps, les outils de
l’automatique sont utilisés pour s’assurer que la boucle fermée possède des marges de stabilité
suffisantes. D’une part, les marges de stabilité fournissent un indicateur de la qualité des
réponses attendues, des marges élevées permettent de se prémunir d’éventuels comportements
non désirés liés à l’instabilité (résonances ou dépassements importants par exemple). D’autre
part, ces marges traduisent la robustesse de stabilité de l’asservissement, ainsi par mesure de
précaution, des marges suffisantes préviennent des risques d’instabilité liés par exemple à une
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(a) Simulation dans le cas d’une variation de gain Λu � 1.1 et sans perturbation
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(b) Simulation dans le cas d’une variation de gain Λy � 2 et sans perturbation

Figure 4.9 – Simulation des contrôleurs d’origine et neuronaux dans des cas de variations de
gain



96 Chapitre 4 - Identification neuronale de contrôleurs robustes

erreur de modélisation du système.

Les marges les plus courantes pour quantifier la robustesse d’une loi de commande linéaire
impliquant un contrôleurK avec un systèmeG sont les traditionnelles marges de gain et marge de
phase qui permettent de caractériser un transfert monovariable. Ces critères mesurent la quantité
de variation de gain pour le premier cas et de perte de phase pour le second cas, que le transfert
peut tolérer avant l’apparition d’une instabilité. Dans la continuité de l’approche d’analyse en
boucle ouverte, les concepts de marges de gain et de phase peuvent être étendus au cas des
systèmes multivariables (MIMO). Ainsi, dans le cas général, il convient de considérer séparément
des marges en entrée ainsi que des marges en sortie du fait de la perte de la propriété de
commutation du produit des fonctions de transfert si elles sont multivariables (KG � GK). Les
marges de gain et de phase généralisées sont obtenues par l’introduction de facteurs multiplicatifs
(réels ou complexes) en entrée Λu � diagpλ1,..., λnuq ou en sortie Λy � diagpλ1,..., λnyq comme
le montre la figure 4.10.

K GΛu
�

u y

(a) Marge de stabilité généralisée en entrée de
modèle

K G Λy
�

u y

(b) Marge de stabilité généralisée en sortie de
modèle

Figure 4.10 – Marges de stabilité généralisées

En fonction du type de facteurs multiplicatifs abordé, il est possible de déduire de différentes
façons, les marges de gain et de phase généralisées. L’étude porte sur les variations maximales
admissibles de gain et de phase afin que les boucles fermées des figures 4.10a et 4.10b restent
stables. Pour ce faire, les facteurs multiplicatifs considérés sont de la forme :

Λu � diag
�
kie

jϕi , 1,..., nnu

�
et Λy � diag

�
kie

jϕi , 1,..., nny

�
(4.3)

Les méthodes sont similaires selon que l’entrée ou la sortie soit considérée, c’est pourquoi nous
omettrons l’indice dans les résultats présentés même s’ils sont obtenus dans le cas multivariable
en fonction de l’entrée u ou la sortie y. La marge de gain généralisée GM indique que la boucle
fermée est stable pour tous les gains réels de Λ dans l’intervalle

�
GM,GM

�
qui est souvent

formulé en unité décibels, c’est-à-dire GM � 20 log10pGMq � 20 log10p1{GMq. De façon similaire,
la marge de phase généralisée PM qui est souvent exprimée en degré assure la stabilité pour toute
phase additionnelle de Λ dans l’intervalle

�
�PM,�PM

�
. Ces intervalles peuvent être déterminés

en prenant en considération Λ à l’aide d’une matrice d’incertitude ∆ de différentes façons, celles
abordées dans ces travaux sont présentées dans le tableau 4.4. L’analyse des marges de stabilité
est assimilée à l’analyse des fonctions de sensibilité directe S et complémentaire T qui sont
impliquées dans de nombreuses modélisations de transfert en boucle fermée. Les fonctions de
sensibilités directes et complémentaires sont respectivement définies en entrée et en sortie selon :

Su � pInu �KGq�1, Tu � pInu �KGq�1KG

Sy � pIny �GKq�1, Ty � pIny �GKq�1GK
(4.4)

Les matrices sont liées par les relations Su�Tu � Inu et Sy�Ty � Iny . Dans le cas monovariable
(SISO), les fonctions de sensibilités cöıncident selon S � Su � Sy et T � Tu � Ty.
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Table 4.4 – Différents types d’incertitudes pour l’analyse de la stabilité

Type
d’incertitude

Matrice
d’incertitude

Système incertain
Transfert
associé

Multiplicatif
inverse en entrée

Λu �
1

I �∆u G

∆u

�
�

u y Su

Multiplicatif
inverse en sortie

Λy �
1

I �∆y
G

∆y

�
�

u y Sy

Multiplicatif
direct en entrée Λu � I �∆u

G

∆u

�
�

u y Tu

Multiplicatif
direct en sortie Λy � I �∆y

G

∆y

�
�

u y Ty

Multiplicatif
inverse et direct

en entrée
Λu �

I � 1
2∆u

I � 1
2∆u

G

1
2∆u

�
�

�
�

u y
1
2pSu � Tuq

Multiplicatif
inverse et direct

en sortie
Λy �

I � 1
2∆y

I � 1
2∆y

G

1
2∆y

�
�

�
�

u y
1
2pSy � Tyq



98 Chapitre 4 - Identification neuronale de contrôleurs robustes

Nous définissons maintenant les marges de stabilité envisagées dans ces travaux. Chacune
est associée à un type d’incertitude considéré pour lequel il est possible de déduire des marges
de gain et phase généralisées par l’application du théorème du petit gain (voir théorème 2.1)
comme il est détaillé dans [Feyel, 2013]. Une fois encore, l’indice est omis, mais les marges
déduites doivent être considérées en multivariable selon l’entrée u ou la sortie y.

Définition 4.1 : Marges de module

Soient le système G et le contrôleur K, les marges de module en entrée et en sortie sont
respectivement définies par :

MMu �
1

∥Su∥8
, MMy �

1
∥Sy∥8

(4.5)

La modélisation par une incertitude multiplicative inverse considère que le facteur multipli-
catif est de la forme Λ � pI � ∆q�1. L’analyse implique alors la fonction de sensibilité directe
S qui est associé à la marge de module (MM). Les marges de gain et de phase généralisés se
déduisent selon :

GM �
1

1�MM
, GM �

1
1�MM

, PM � �2 arcsin
�
MM

2



(4.6)

De par ses propriétés mathématiques, la norme ∥S∥8 ne peut être inférieure à 1, ainsi le critère
de la marge de module permet de garantir au maximum GM �

�
�6 dB,8

�
et PM � �60°.

Définition 4.2 : Marges de module complémentaire

Soient le système G et le contrôleur K, les marges de module complémentaires en entrée
et en sortie sont respectivement définies par :

TMu �
1

∥Tu∥8
, TMy �

1
∥Ty∥8

(4.7)

La modélisation par une incertitude multiplicative directe considère que le facteur multipli-
catif est de la forme Λ � I�∆. L’analyse implique alors la fonction de sensibilité complémentaire
T qui est associé à la marge de module complémentaire (TM). Les marges de gain et de phase
généralisés se déduisent selon :

GM � 1� TM , GM � 1� TM, PM � �2 arcsin
�
TM

2



(4.8)

De même, la norme ∥T∥8 ne peut être inférieure à 1 et donc le critère de la marge de module
complémentaire permet de garantir au maximum GM �

�
�8, 6 dB

�
et PM � �60°.

Définition 4.3 : Marges de disque

Soient le système G et le contrôleur K, les marges de disque en entrée et en sortie sont
respectivement définies par :

DMu �
1∥∥∥1

2pSu � Tuq
∥∥∥8 , DMy �

1∥∥∥1
2pSy � Tyq

∥∥∥8 (4.9)
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La modélisation par une incertitude multiplicative directe et inverse qui est une combinaison
des deux premières, considère que le facteur multiplicatif est de la forme Λ � pI� 1

2∆qpI� 1
2∆q�1.

La fonction alors impliquée est 1
2pS � T q qui est associée à la marge de disque (DM) pour

l’anglicisme disk margin [Blight et al., 1994, Seiler et al., 2020]. L’étude de cette marge trouve
ses motivations dans les marges de gain et de phase généralisées qui peuvent s’en déduire :

GM �
1� 1

2DM

1� 1
2DM

, GM �
1� 1

2DM

1� 1
2DM

, PM � �2 arctan
�1

2DM
�

(4.10)

La norme ∥1
2pSu � Tuq∥8 ne peut quant à elle être inférieur à 1

2 , ainsi le critère de la marge de
disque permet de garantir au maximum GM � �8 et PM � �90°.

Par une représentation dans le plan complexe, les marges de stabilité traduisent qualitative-
ment la distance du tracé du lieu de Nyquist de la boucle ouverte avec le point critique (�1). La
marge de module qui est celle couramment utilisée dans la littérature correspond à la distance
euclidienne entre le point critique et le lieu de Nyquist de la boucle ouverte. Elle s’interprète
comme une région d’exclusion de Nyquist à respecter afin de vérifier la condition de stabilité. Les
autres marges présentées ont également l’interprétation d’un cercle d’exclusion dont le centre
n’est cependant pas au point critique, mais décalé par rapport au point critique. La figure 4.11
présente les trois régions d’exclusions dans le plan complexe correspondant aux trois marges de
stabilité en entrée obtenues en reprenant l’exemple d’illustration de la section 4.2.3 du chariot
mobile avec pendule. Le lieu de Nyquist est tel que Lpzq � KpzqGpzq où Gpzq correspond au
modèle linéarisé du système (4.2) puis discrétisé et Kpzq au contrôleur synthétisé par la méthode
H8 puis également discrétisé.
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�1

0

1

2

Re
�
Lpejωq

�

Im
� L

pe
jω
q�

Lpejωq
TMu

DMu

MMu

Figure 4.11 – Régions d’exclusion dans le plan de Nyquist obtenues pour les différentes marges
de stabilité

Les marges de gain et de phase généralisées déduites des marges de stabilité, s’interprètent
également comme une distance du point critique avec le lieu de Nyquist. Dans le cas de la marge
de gain, cette distance est le long de l’axe réel tandis que la marge de phase mesure cette distance
le long du cercle unité. Les variations maximales de gain et de phase peuvent se déduire des cercles
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d’exclusion potentiellement asymétriques par rapport au point critique comme l’illustre la figure
4.12 pour le même exemple du chariot mobile avec pendule. Par cette méthode, les deux axes de
variations sont envisagés en même temps ce qui engendre des marges nécessairement plus faibles
que lorsqu’elles sont étudiées indépendantes l’une de l’autre. Néanmoins, cette démarche permet
de considérer des combinaisons de variations de gain et de phase qui seraient indépendamment
sans risque, mais éventuellement déstabilisantes si elles sont envisagées de façon simultanée. Le
tableau 4.5 présente la valeur des différentes marges en entrée pour le même cas d’étude du
chariot mobile ainsi que les marges généralisées déduites pour chaque approche.

�3 �2 �1 0 1�2

�1

0

1

2

GMu � 4.7 dB

GMu � �4.7dB PMu � 29.4 �
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�
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q�
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Figure 4.12 – Marges de gains et de phases généralisées déduites de la marge de disque

Table 4.5 – Marges de stabilité et leurs marges généralisées

marge étudiée marges généralisées

type valeur GMu

�
GMu,GMu

�
PMu

MMu 0.43 4.9 dB
�
0.70, 1.77

�
25.1°

TMu 0.59 4.0 dB
�
0.41, 1.59

�
34.2°

DMu 0.52 4.7 dB
�
0.58, 1.71

�
29.4°

Remarque 4.1. Les trois marges de stabilité présentées ci-dessus peuvent être rassemblées dans
le formalisme de la marge de disque symétrique des travaux de [Seiler et al., 2020]. La marge
de disque symétrique αmax est définie comme αmax � ∥S � σ�1

2 ∥�18 où σ est un paramètre
d’asymétrie donné. La marge de disque du cas équilibré, c’est-à-dire σ � 0 exprime la marge
de disque αmax � DM � ∥1

2pS � T q∥�18 . Lorsque les informations disponibles sur le système
permettent de conjecturer le type de variations, il peut être intéressant de favoriser une direction
de variation de gain plutôt que l’autre à l’aide du paramètre σ. Quand l’augmentation relative
du gain est favorisée par σ � �1 ou la diminution σ � �1, alors la condition de marge de disque
se simplifie pour correspondre respectivement à αmax � MM � ∥S∥�18 et αmax � TM � ∥T∥�1

8 .
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4.3.2 Marges de stabilité de SSNN

Nous développons dans cette partie, les marges de stabilité pouvant être considérées pour les
systèmes non-linéaires et plus particulièrement ici, ceux modélisés par des réseaux de neurones
de type SSNN. Ces marges se fondent directement sur l’approche linéaire dont les concepts
sont étendus au cadre des systèmes non-linéaires que sont les SSNN grâce aux liens établis
avec les systèmes LPV dans le chapitre 3. Ainsi, les structures des systèmes étudiés demeurent
identiques à celles présentées dans la section précédente, cependant la norme à l’étude est la
norme induite L2 (voir la définition 2.7).

Nous définissons donc les marges de stabilité considérées dans ces travaux afin de quantifier
la robustesse de la boucle fermée comportant un contrôleur KNN et un système GNN tout deux
de type SSNN. Les interconnexions de ces réseaux liées aux marges de stabilité peuvent être
aisément définies à l’aide des travaux de combinaison de SSNN du chapitre 3 tels que les équations
d’interconnexion de deux SSNN (3.52) associées à la figure 3.6.

Définition 4.4 : Marges de stabilité de SSNN

Pour deux réseaux KNN et GNN de type SSNN, les marges de stabilités suivantes sont
définies telles que

• les marges de module en entrée et en sortie sont respectivement données par :

MML2
u �

1∥∥∥SNN
u

∥∥∥
L2

, MML2
y �

1∥∥∥SNN
y

∥∥∥
L2

(4.11)

• les marges de module complémentaire en entrée et en sortie sont respectivement
données par :

TML2
u �

1∥∥∥TNN
u

∥∥∥
L2

, TML2
y �

1∥∥∥TNN
y

∥∥∥
L2

(4.12)

• les marges de disque en entrée et en sortie sont respectivement données par :

DML2
u �

1∥∥∥DNN
u

∥∥∥
L2

, DML2
y �

1∥∥∥DNN
y

∥∥∥
L2

(4.13)

où les réseaux SNN
u , SNN

y , TNN
u , TNN

y , DNN
u , DNN

y sont issus des interconnexions définies
dans le tableau 4.6.

4.3.3 Méthodologie d’apprentissage et d’évaluation des marges

Les différentes marges de stabilité étant définies, nous présentons à présent une méthode afin
d’évaluer ces marges pour une boucle d’asservissement donnée.

4.3.3.1 Identification neuronale du contrôleur et du système

La méthode proposée afin d’apprécier les marges de stabilité que confère le contrôleur neuro-
nale n’échappe pas à la mise en place préalable d’un modèle du système dynamique à contrôler.
Ainsi, il est nécessaire d’effectuer indépendamment l’apprentissage du contrôleur et du système
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Table 4.6 – Schémas d’interconnexion associés aux marges de stabilité de SSNN

Réseau Schéma d’interconnexion
Matrices définissant

l’interconnexion (3.52)

SNN
u KNN GNN

∆u

�
�

u
�

y
W p

1 �W u
1 , Bp � B1,

Cp � 0, Dpp � I,
Dpu � I, bp � 0,
Dp � 0

SNN
y KNN GNN

∆y

�
�

u
�

y
W p

1 � 0, Bp � 0,
Cp � C1, Dpp � I,
Dpu � D1, bp � by1 ,
Dp � I

TNN
u KNN GNN

∆u

�
�

u
�

y
W p

1 �W u
1 , Bp � B1,

Cp � 0, Dpp � 0,
Dpu � I, bp � 0,
Dp � 0

TNN
y KNN GNN

∆y

�
�

u
�

y
W p

1 � 0, Bp � 0,
Cp � C1, Dpp � 0,
Dpu � D1, bp � by1 ,
Dp � I

DNN
u KNN GNN

1
2∆u

�
�

�
�

u
�

y
W p

1 �W u
1 , Bp � B1,

Cp � 0, Dpp � I,
Dpu � 1

2I, bp � 0,
Dp � 0

DNN
y KNN GNN

1
2∆y

�
�

�
�

u
�

y
W p

1 � 0, Bp � 0,
Cp � C1, Dpp � 1

2I,
Dpu � D1, bp � by1 ,
Dp � I
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comme l’illustre la figure 4.13. D’une part, l’identification du contrôleur aboutit à un modèle
neuronale KNN dont il convient d’étudier les propriétés de stabilité. D’autre part, l’identification
du système mène à un modèle GNN indispensable à l’étude.

Apprentissage du
conrôleur

Apprentissage du
système

Contrôleur Système
�
�

�
�

P
ertu

rb
a
tio

n
s

d
’ex

cita
tio

n
Consignes Com-

mandes
Sorties

Réseau de
neurones

Réseau de
neurones

Figure 4.13 – Schéma d’apprentissage de contrôleur et du système à asservir

À partir des modèles neuronaux des deux acteurs de la boucle d’asservissement, il est possible
de définir le modèle nécessaire à l’étude de la stabilité. Ce modèle d’analyse est un réseau MNN

qui correspond à l’une des structures d’interconnexion du contrôleur KNN avec le système GNN

définies dans le tableau 4.6. L’analyse de la robustesse de la boucle fermée cöıncide désormais à
l’analyse des marges de stabilité du réseau MNN qui est de la forme SSNN, c’est-à-dire :

MNN :

$''&''%
h1pkq � σ1pW x

1 xpkq �W u
1 upkq � b1q

hℓpkq � σℓpWℓhℓ�1pkq � bℓq pour ℓ � 2,..., L
xpk�1q � Axpkq �Bupkq �WxhLpkq � bx

ypkq � Cxpkq �Dupkq � by

(4.14)

4.3.3.2 Évaluation des marges de stabilité via le modèle LPV-LFT associé

L’évaluation des marges de stabilité du réseau d’analyse MNN passe par la détermination du
gain L2 du réseau

∥∥MNN
∥∥

L2
(définition 4.4). Les travaux développés dans le chapitre 3, peuvent

alors être appliqués afin d’évaluer cette norme via la représentation LPV-LFT équivalente du
réseau.

Pour les besoins de l’analyse de performance, la structure SSNN est examinée par une repré-
sentation LPV-LFT équivalente. La transformation de SSNN en forme LPV-LFT a été dévelop-
pée dans la section 3.2. Ainsi, supposons qu’il existe Fup�Mpzq, r∆q le modèle LPV-LFT associé
au réseau d’interconnexion MNN. De par sa construction, les paramètres variants isolés sont
de la forme r∆ � diag

�r∆G, r∆K

�
, c’est-à-dire que les paramètres sont respectivement relatifs au

système et au contrôleur. À travers l’analyse de la forme LPV-LFT, une borne γ du gain L2 du
réseau peut se déduire du théorème 3.4 reposant sur le lemme borné réel :∥∥∥MNN

∥∥∥
L2
  γ ðñ

∥∥∥Fup�Mpzq, r∆q∥∥∥
L2
  γ (4.15)

La marge de stabilité associée au réseau d’étude se déduit alors directement selon :

1
∥MNN∥L2

�
1
γ

(4.16)
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L’analyse peut également être menée sur un système augmenté comme il est présenté par
l’équation (3.60) où des filtres sur les paramètres variants sont incorporés afin d’exclure de
l’analyse les vitesses de variations arbitrairement rapides.

De plus, lorsque le réseau d’analyse MNN présente une complexité telle que les outils de
résolution rencontrent des difficultés numériques, alors nous proposons d’étendre la conception
des marges de stabilité aux résultats obtenus par µ-analyse comme il a été présenté dans la
section 3.4.3 et avec toutes les réserves déjà énoncées dans cette section. À proprement parler,
une estimation des marges de stabilité peut être obtenue par cette méthode au regard de certaines
limitations théoriques. L’estimation de la performance du réseau

∥∥MNN
∥∥

µ est effectué par le
calcul des valeurs singulières structurés de la représentation LPV-LFT :∥∥∥MNN

∥∥∥
µ
� µ∆

��Mpzq
�

(4.17)

Cette estimation conduit à une marge de stabilité associée par µ-analyse selon :

1
∥MNN∥µ

(4.18)

4.3.4 Application

Afin d’illustrer la méthode d’évaluation des marges, nous proposons d’appliquer les déve-
loppements proposés dans cette partie au problème d’introduction du chapitre correspondant à
l’exemple du chariot avec pendule (section 4.2.3). L’objectif est d’identifier le contrôleur à trois
degrés de liberté déjà existant ainsi que ses propriétés de robustesse. Pour les besoins de l’ex-
périmentation, un modèle du système est disponible et le contrôleur existant est connu. Ainsi,
les marges pour le contrôleur initial peuvent être estimées à l’aide des méthodes d’évaluation li-
néaires. Les SSNN étant par définition discrets, les analyses impliquant le contrôleur d’origine ou
le modèle linéarisé du système sont réalisés après discrétisation. En raisonnant par exemple sur
la marge de disque, le contrôleur à identifier présente une fois discrétisé, les marges de stabilité
énoncées par le tableau 4.7.

Table 4.7 – Marges de stabilité du contrôleur à identifier évaluées pour le système linéarisé

Marges d’entrée Marges de sortie

DMu GMu PMu DMy GMy PMy

0.52 4.7 dB 29.4° 0.23 2.0 dB 13.0°

L’identification du système non-linéaire est réalisée selon des paramètres identiques à ceux
présentés dans le tableau 4.2 pour la collecte des données et l’algorithme d’apprentissage. Après
une procédure d’essai-erreur de détermination des hyper-paramètres, les résultats du réseau final
GNN sont exposés dans le tableau 4.8. L’apprentissage est réalisé en deux temps selon la méthode
décrite dans la section 1.5.3, un premier apprentissage en SSNNARX est utilisé afin d’initialiser
le second apprentissage en SSNNOE. La base de données utilisée est en l’occurrence Zdt

2 , obtenue
par l’excitation simultanée de la consigne et de la perturbation d’entrée.
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Table 4.8 – Résultats d’apprentissage du système non-linéaire du chariot mobile avec pendule

Structure Résultats

topologie nin nout σ1 n1 nW iter. durée err. app. err. val. err. test

SSNNARX 2 2 tanh 5 66 2761 2m 3.9e�11 4.0e�11 2.4e�11
GNN SSNNOE 2 2 tanh 5 66 3448 47m 1.4e�08 6.0e�08 6.4e�08

Le réseau d’analyse de stabilité est par la suite déterminé pour chacun des contrôleurs associé
au modèle neuronal GNN du système. Les structures sont celles associées aux marges de disque
d’entrée DNN

u et de sortie DNN
y . Le calcul du gain L2 est réalisé après transformation en système

LPV-LFT équivalent de la boucle fermée globale, les valeurs obtenues ainsi que les marges gé-
néralisées sont présentées dans le tableau 4.9. Les marges obtenues pour le contrôleur d’origine
Ksyn permettent de renforcer la confiance accordée au modèle du système puisqu’elles se rap-
prochent des valeurs obtenues avec le modèle linéaire. Comme l’ont démontré les simulations de
la section 4.2.3, le contrôleur neuronal KNN

1 semble disposer de très faibles marges de robustesse.
L’analyse de KNN

2 confirme également les résultats de simulations puisque le contrôleur expose
une marge d’entrée similaire à celle du modèle imité, mais une robustesse en sortie plus fragile.

Table 4.9 – Marges de stabilité des contrôleurs évaluées pour le système neuronal

Marges d’entrée Marges de sortie

DML2
u GMu PMu DML2

y GMy PMy

Ksyn 0.52 4.6 dB 29.0° 0.18 1.6 dB 10.5°

KNN
1 0.02 0.2 dB 1.2° 0.01 0.1 dB 0.5°

KNN
2 0.51 4.5 dB 28.6° 0.03 0.3 dB 1.8°

SECTION 4.4

Méthodes d’apprentissage avec prise en compte de stabilité

Nous abordons dans cette section une méthode permettant d’inclure la prise en compte
a priori du critère de robustesse lors de la phase d’apprentissage. En effet, le problème de syn-
thèse à l’étude consiste à calculer un contrôleur neuronal qui satisfait de bonnes performances
d’imitation et qui garantit un certain degré de robustesse à la boucle fermée neuronale. Les
méthodes proposées dans la partie 4.3.2 ci-dessus permettent de quantifier les marges de stabi-
lité conférées par un contrôleur neuronal. Comme l’a montrée l’exemple introductif de la section
4.2.3, ce critère ne se retrouve pas nécessairement optimisé en parallèle lorsque que l’entrâınement
du contrôleur est basé sur l’erreur de simulation temporelle. Nous proposons ici d’explicitement
prendre en considération l’indicateur de robustesse et d’examiner l’apprentissage de contrôleur
en tant que problème d’optimisation multi-objectifs.
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4.4.1 Notions de problème d’optimisation multi-objectifs

De façon générale, un problème d’optimisation multi-objectifs à nvar paramètres (ou variables
de décision) et nobj objectifs peut se formuler selon :

min
xPX

F pxq �
�
f1pxq,..., fnobj

pxq
�

(4.19)

où x �
�
x1 � � � xnvar

�T
P X � Rnvar est le vecteur de décision et fipxq P R, i P 1,..., nobj

sont les objectifs à minimiser. L’optimisation multi-objectifs consiste donc à optimiser simul-
tanément ces différents critères qui peuvent être contradictoires afin de proposer les solutions
représentant les meilleurs compromis entre toutes ces fonctions. Ainsi la notion de solution
optimale unique à retenir de l’optimisation mono-objectif disparâıt au profit de l’optimalité au
sens de Pareto [Van Veldhuizen, 1999]. Cette dernière fournit une surface constituée d’un en-
semble de solutions correspondant aux meilleurs compromis possibles pour résoudre le problème.

Les problèmes multi-objectifs ont pour particularité de ne pas présenter une relation d’ordre
totale entre les solutions c’est-à-dire qu’il n’est pas possible de trier simplement en absolu les
solutions. Puisque plusieurs critères sont retenus, une solution peut présenter de meilleures per-
formances sur certains objectifs, mais non sur l’ensemble des objectifs. De plus, la nature poten-
tiellement conflictuelle des critères ne permet pas d’aboutir à une solution unique qui procure
simultanément la solution optimale pour l’ensemble des fonctions à optimiser. Ainsi, le concept
de solution optimale reste à formaliser dans ce contexte multi-objectifs. Pour ce faire, il est tout
d’abord nécessaire d’établir une relation d’ordre entre les éléments afin d’identifier les meilleures
solutions. La notion d’optimalité au sens de Pareto est basée sur la relation de dominance dont
les concepts sont présentés par les définitions suivantes.

Définition 4.5 : Dominance de Pareto

Soient deux vecteurs x P X et y P X solutions candidates d’un problème multi-objectifs
(4.19) donné, alors la solution x domine au sens de Pareto la solution y si :

x   y :�
#
@i P 1,..., nobj , fipxq ¤ fipyq
Di P 1,..., nobj , fipxq   fipyq

(4.20)

Définition 4.6 : Optimalité de Pareto

Soit un vecteur x P X solution d’un problème multi-objectifs (4.19) donné, alors x est une
solution optimale au sens de Pareto si elle n’est dominée par aucune autre c’est-à-dire :

Ey P X, y   x (4.21)

Une solution optimale au sens de Pareto constitue en d’autres termes un compromis, c’est-
à-dire qu’aucune amélioration ne peut être faite sur un objectif sans la dégradation d’au moins
un autre objectif. Dans le cadre multi-objectifs, l’optimisation conduit à un ensemble de solu-
tions optimales qui contient donc toutes les solutions non dominées du problème. Ces éléments,
constituant les meilleurs compromis, sont référés dans l’espace de recherche comme l’ensemble
optimal de Pareto ou selon leur image par la fonction multi-objectifs comme front de Pareto ou
surface des compromis. La figure 4.14 illustre ces concepts pour une fonction bi-objectifs.
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f1

f 2

Front de Pareto
Solutions dominées

Figure 4.14 – Front de Pareto

Définition 4.7 : Ensemble optimal et front de Pareto

Soit un problème d’optimisation multi-objectifs (4.19) donné, l’ensemble optimal de Pareto
regroupe les solutions optimales selon la définition :

X� :�
 
x P X | Ey P X , y   x

(
(4.22)

Cet ensemble est associé au front de Pareto qui est son image dans l’espace des critères
défini tel que :

F pX�q :�
 
F pxq P Rnobj | x P X�( (4.23)

4.4.2 Formulation multi-objectifs de l’apprentissage de contrôleurs robustes

Le problème d’apprentissage d’un contrôleur robuste, vu comme un problème d’optimisation
multi-objectifs, consiste tout comme l’optimisation mono-objectif en un problème de recherche
des coefficients optimaux du contrôleur, qui sont les poids (matrices de poids et biais) du réseau
de neurones. La structure du contrôleur est imposée comme étant un SSNN et l’ensemble de ses
poids (matrice de poids et biais) sont regroupés dans le vecteur W qui constitue donc le vecteur
de décision du problème.

D’après les concepts d’optimisation multi-objectifs introduits ci-dessus, nous proposons main-
tenant de formuler l’apprentissage du contrôleur robuste selon le problème de minimisation des
deux critères suivants :

min
W

F pWq �
�
fϵpWq, fγpWq

�
(4.24)

où
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• fϵ est un critère de performance d’imitation, c’est-à-dire mesurant l’écart de régression
temporelle entre les données simulées et celles du jeu de données Zdt. Cette fonction s’assi-
mile à l’indice de performance utilisé dans l’apprentissage mono-objectif par les méthodes
de backpropagation (voir section 1.3.1). Ainsi, typiquement, le critère retenu correspond à
l’erreur quadratique moyenne JmsepW, Zdtq définie par l’équation (1.15) du chapitre 1.

• fγ est un critère de robustesse de stabilité qui caractérise la boucle d’asservissement. La
fonction peut alors exploiter les marges de stabilité de SSNN définies dans la section 4.3.2.
Pour ce faire, l’étude est menée sur un modèle GNN du système qui est préalablement
établi par exemple via une identification neuronale.

Ce problème d’optimisation s’apparente au problème de compromis entre les performances et
la robustesse, inhérent à tout problème d’automatique.

Finalement, en respectant cette expression d’optimisation bi-objectifs, le problème d’identi-
fication de contrôleur robuste consiste à déterminer le contrôleur KNN de type SSNN dont la
recherche des poids W peut être formulée à l’aide du problème d’optimisation suivant :

min
W

F pWq �
�
fϵpWq, fγpWq

�
fϵpWq � JmsepW, Zdtq

fγpWq � γ , γ�1 � min
�
DML2

u , DML2
y

� (4.25)

En explicitant les critères retenus, d’une part le critère de régression temporelle est l’erreur
quadratique moyenne de la sortie simulée du contrôleur ynn évaluée pour le jeu de données Zdt

telle que :

JmsepW, Zdtq �
1

2Ndtny

Ņ

k�1
rypkq � ynnpkqs

T rypkq � ynnpkqs (4.26)

D’autre part, le critère de stabilité de l’asservissement du système GNN, considère la marge
de disque en entrée et en sortie par le calcul du gain L2 des réseaux associés DNN

u et DNN
y

conformément à :

γ � max
�∥∥∥DNN

u

∥∥∥
L2
,

∥∥∥DNN
y

∥∥∥
L2

	
� max

��
DML2

u

��1
,
�
DML2

y

��1	
(4.27)

Notons que le choix des marges n’est pas restreint à celles retenues ici et que d’autres marges
de stabilité pourraient être prise en considération.

4.4.3 Optimisation multi-objectifs sans gradient

L’apprentissage de contrôleur robuste est un problème d’optimisation difficile, sa résolution
implique alors l’emploi d’algorithmes d’optimisation adaptés. Tout d’abord, contrairement à l’er-
reur de régression temporelle, la considération de la stabilité implique des critères non-dérivables
auxquels vont se heurter les techniques d’apprentissage comme celles fondées sur le gradient pré-
sentées dans la section 1.3.2. De plus, l’implication de plusieurs objectifs dans l’optimisation,
induit l’utilisation d’algorithmes compatibles avec cette formulation. Ainsi, nous nous intéressons
ici à une technique appartenant à la classe de méthodes des métaheuristiques qui est l’algorithme
génétique.
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4.4.3.1 Apprentissage par algorithmes génétiques

L’optimisation stochastique par les algorithmes génétiques vise tout comme les autres
métaheuristiques à résoudre les problèmes d’optimisation plus difficiles. Ce type d’algorithme
évolutionnaire aborde la résolution du problème d’optimisation à l’aide d’une population de
solutions potentielles. Chacune d’elle constitue un individu correspondant à un vecteur de
l’espace de recherche. La population souvent définie initialement de façon aléatoire, évolue par
la suite progressivement au fur et à mesure des générations. Le renouvellement de la population
s’effectue à chaque itération principalement par l’application des opérations de sélection,
croisement et mutation. Le processus est arrêté lorsqu’une condition d’arrêt est satisfaite, cette
dernière peut se rapporter par exemple au nombre d’itérations, au nombre d’appels à la fonction
de coût, à la durée d’exécution, ou encore à un critère de convergence ou de stagnation de la
population.

Les algorithmes génétiques se différencient des autres méthodes d’optimisation selon plusieurs
particularités :

• Lors du processus d’optimisation, aucun calcul de gradient n’est nécessaire, ainsi la fonction
à minimiser peut être éventuellement non-différentiable ou de gradient inconnu. La fonction
considérée peut donc être de forme quelconque tant qu’il est possible de l’évaluer. Dans le
contexte de contrôleur robuste, ces algorithmes permettent donc de considérer les marges
de robustesse qui sont des critères non-dérivables.

• Le caractère stochastique de la méthode permet d’envisager les problèmes pour lesquels il
est difficile de déterminer un optimum global de par la présence de nombreux minimums
locaux. Par opposition aux procédures déterministes qui exploitent une règle de transition
fixe prédéterminée, les procédures stochastiques permettent à l’algorithme de faire face
aux fonctions de coût de paysage modal plus complexe en lui fournissant une perspective
globale de recherche.

• Le problème d’optimisation est abordé par une approche par population, ainsi plusieurs
solutions sont utilisées à l’inverse de la mise à jour d’une solution à chaque itération.
L’utilisation d’une population présente notamment pour avantage de trouver plusieurs
solutions ce qui facilite la résolution de problème multi-objectifs comme c’est le cas dans
nos travaux. Néanmoins, le temps de calcul peut être conséquent, puisqu’il faut évaluer la
fonction de coût un nombre de fois égal à la taille de la population à chaque itération.

• Les principaux inconvénients bien connus de la méthode portent sur l’absence de garantie
de convergence vers l’optimum global, en conséquence la pertinence des solutions trouvées
doit être analysée. De plus, les algorithmes peuvent présenter une vitesse de convergence
lente et un temps de calcul important.

L’optimisation par algorithmes génétiques s’avère intéressante pour les problèmes multi-objectifs
et non-différentiables, de plus, leur emploi est généralement efficace pour les problèmes de com-
mande comme cela est exposé dans [Feyel, 2017]. Les algorithmes génétiques apparaissent donc
ici adaptés à l’apprentissage de contrôleurs avec prise en compte de la stabilité sous une formu-
lation multi-objectifs.

4.4.3.2 Formulation multi-objectifs

La complexité de l’entrâınement de contrôleurs robustes par imitation peut être mieux gérée
en cherchant sa formulation en tant que problème d’optimisation multi-objectifs. En effet, une
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difficulté rencontrée en optimisation mono-objectif est de formuler le problème sous forme d’une
équation unique à l’aide d’éventuelles fonctions de pénalité. Si plusieurs critères interviennent,
alors il convient de leur assigner des pondérations adéquates qui auront une influence sur la
solution obtenue et la convergence de l’algorithme. L’optimisation multi-objectifs ne nécessite
donc pas de réglage au niveau de la fonction de coût et octroie ces degrés de liberté qui peuvent
parfois manquer en mono-objectif.

La formulation retenue dans nos travaux constitue un problème d’optimisation bi-objectif.
Un nombre limité à deux objectifs permet d’envisager pleinement cette méthode qui à l’inverse
peut trouver ses limites de résolution lorsque de nombreux objectifs sont impliqués. L’interpré-
tation des résultats se voit également facilitée quand le nombre d’objectifs reste raisonnable.

L’implémentation de l’algorithme génétique dans une version multi-objectifs est réalisée à
l’aide de la fonction gamultiobj disponible dans la Global Optimization Toolbox de Matlab. Cet
outil est fondé sur un algorithme génétique multi-objectifs élitiste contrôlé résultant des travaux
de [Deb et al., 2002, Deb, 2011]. Lors de la mise à jour de la population, la génération suivante est
établie selon deux critères : un rang de dominance qui est attribué aux individus en utilisant les
fonctions d’objectifs et une mesure de distance des individus entre eux de la génération actuelle.
La seconde contribution permet de favoriser et de contrôler la diversité de la population pour la
convergence vers le front de Pareto.

4.4.3.3 Méthodologie d’implémentation

Nous cherchons à résoudre le problème d’optimisation multi-objectifs défini par l’équation
(4.25). La structure du contrôleur KNN est imposée comme étant un SSNN à L couches cachées,
ainsi les paramètres du problème d’optimisation sont regroupés dans le vecteur de décision donné
par :

W � vec
�
A, B, C, D, Wx, bx, by, W

x
1 , W

u
1 , b1, . . . ,WL, bL

	
(4.28)

où vec est la fonction de vectorisation qui à une ou plusieurs matrices associe le vecteur de leurs
éléments terme à terme concaténés. La dimension du vecteur des poids est conditionnée par les
hyper-paramètres du réseau, mais également par sa topologie qui peut imposer des matrices
creuses par définition (voir par exemple celles du SSNNOE (1.33)).

Comme il a déjà été évoqué précédemment, la résolution du problème multi-objectifs est
effectuée à l’aide de la fonction gamultiobj de Matlab. Cet algorithme, comme certains autres,
exploite une mesure de distance entre les individus, en plus de la dominance, afin de contrôler
la diversité de la population. Cette mesure de distance s’effectue au choix, dans l’espace des
objectifs ou dans l’espace de recherche. Cette première possibilité est apparue plus efficace pour
nos travaux, néanmoins, elle implique une certaine sensibilité dans la formulation des critères.
Le problème d’optimisation (4.25) est formulée selon deux objectifs d’ordre de grandeur sen-
siblement différents. Afin d’améliorer les propriétés numériques, le problème est résolu par la
formulation alternative suivante :

min
W

F 1pWq �
�
f 1ϵpWq, f 1γpWq

�
f 1ϵpWq � log10

�
JmsepW, Zdtq

�
f 1γpWq �

�1
γ
, γ�1 � min

�
DML2

u , DML2
y

� (4.29)
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La formulation de f 1γpWq à l’aide d’une valeur négative laisse la possibilité d’ajouter un critère
de stabilisation défini pour les valeurs positives comme c’est le cas dans [Feyel, 2017] et dont le
but est d’aider à la convergence de l’algorithme. Nous pouvons imaginer par exemple qu’une
première analyse peu coûteuse en temps est effectuée et conditionne une seconde analyse plus
rigoureuse, mais qui nécessite plus de temps de calcul. Ainsi, dans le cas de nos travaux, une
première analyse des valeurs propres de la partie linéaire du système pourrait permettre de
s’abstenir, pour les cas les moins stables, du calcul plus coûteux du gain L2 du système, même
si cette approche n’est pas rigoureuse.

Finalement, nous cherchons à résoudre le problème d’optimisation (4.29) où la variable de
décision W est définie en (4.28) et où l’évaluation de la fonction F 1pWq consiste à réaliser les
étapes suivantes :

1. Construction du réseau neuronal KNN du contrôleur à partir du vecteur de paramètres W
(le réseau comporte également le système de retards appliqué à l’entrée via (3.49)).

2. Calcul du critère fϵpWq � JmsepW, Zdtq :

• Simulation temporelle du réseau KNN selon le signal d’entrée upkq du jeu de données
d’apprentissage Zdt afin de générer la sortie estimée ynn.

• Évaluation du critère de performance d’imitation JmsepW, Zdtq à l’aide de (4.26)
appliqué aux données normalisées.

3. Calcul du critère fγpWq � γ , γ�1 � min
�
DML2

u , DML2
y

�
:

• Construction des réseaux neuronaux associés à l’analyse des marges de stabilité à
partir de KNN et du modèle du système GNN (ici DNN

u et DNN
y obtenus selon le

tableau 4.6).

• Évaluation du gain L2 de chaque réseau par une transformation en LPV-LFT (voir
section 4.3.3.2).

• Définition du critère de robustesse γ selon l’équation (4.27)

4. Évaluation de F 1pWq �

�
log10

�
fϵpWq

�
,

�1
fγpWq




4.4.3.4 Techniques d’amélioration de la convergence pour l’apprentissage neuronal

Les inconvénients observés pour les algorithmes génétiques mono-objectifs restent vrais en
multi-objectifs. La méthode d’optimisation ne garantit pas de trouver un optimum, même local
et la convergence est souvent plus lente. De plus, le temps de calcul peut être important du
fait de l’évaluation de la fonction de coût pour chaque individu à chaque itération, même si la
parallélisation de la charge de calcul permet de le réduire déjà fortement. Pour surmonter les
points faibles de l’approche, nous choisissons de mettre en place les axes d’amélioration présen-
tés ci-dessous ce qui permet d’accrôıtre sensiblement la rapidité de convergence du processus
d’optimisation et la performance des résultats obtenus.

Transformation de l’espace de recherche. L’objectif de cette transformation est d’améliorer la
sensibilité de l’algorithme en imposant à toutes les valeurs de l’espace de recherche d’avoir un
même ordre de grandeur ce qui confère aux valeurs de l’espace initial la même importance. La
transformation s’effectue par un changement de variable par l’application d’une fonction com-
parable à la fonction logarithme. Afin d’également traiter les variables négatives, nous utilisons
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tout comme dans [Feyel, 2017], la fonction sinus hyperbolique sh10 ainsi que sa réciproque ash10
définies comme suit :

sh10pxq �
10x � 10�x

2 (4.30)

ash10pxq � log10

�
x�

a
1� x2

	
(4.31)

La transformation de l’espace X de recherche initial en l’espace X 1 utilisé par l’algorithme
d’optimisation est effectuée de la façon suivante :

x P X Ñ
x1�ash10pMxq

x1 P X 1

x1 P X 1 Ñ
x�sh10px

1q{M
x P X

(4.32)

où M est un paramètre de réglage, choisi dans nos travaux tel que M � 5000.

Initialisation de la population. La phase de création de la population initiale de l’algorithme
génétique consiste généralement en une génération aléatoire de solutions dans les limites
inférieures et supérieures de l’espace de recherche. Néanmoins, comme il est indiqué dans [Deb,
2011], si pour un problème donné, la connaissance de certaines bonnes solutions est disponible,
il est préférable d’utiliser cette information pour l’initialisation de la population. Cette pratique
peut se révéler déterminante lors de résolutions de problème d’optimisation complexe, et permet
souvent au minimum d’accélérer la convergence de la recherche.

Dans le contexte d’identification de systèmes dynamiques par un modèle neuronal, l’opti-
misation des poids du réseau par des algorithmes génétiques est particulièrement lente et la
convergence vers de bonnes performances de régression est difficile. D’un autre côté, les tech-
niques de descente de gradient offrent de bonnes performances concernant l’erreur de régression
temporelle, mais ne permettent pas de prendre en considération d’autres critères d’optimisation.
Nous choisissons dans ces travaux, d’initialiser une partie de la population de l’algorithme à
l’aide de plusieurs pré-entrâınements réalisés avec des méthodes de rétropropagation du gradient
comme par exemple celle de Levenberg-Marquardt (LM). Afin que cette population personnalisée
d’initialisation soit suffisamment diversifiée, les critères d’arrêts de l’algorithme d’apprentissage
peuvent être ajustés d’un pré-entrâınement à l’autre, c’est-à-dire d’un individu à l’autre. Nous
pouvons par exemple, sélectionner des valeurs de coûts minimales d’arrêt différents ou un nombre
d’itérations maximales plus ou moins important dans le but de générer un ensemble d’individus
de différents niveaux innés de spécialisation.

4.4.4 Application

Nous reprenons dans cette partie de mise en pratique, le cas d’étude du chariot mobile
avec pendule déjà évoqué dans les sections 4.2.3 et 4.3.4. L’objectif est maintenant de réaliser
l’apprentissage du contrôleur par imitation en prenant explicitement en considération les marges
de stabilité par la formulation multi-objectifs.

Le contrôleur à imiter est Ksyn le contrôleur à trois degrés de liberté issu d’une synthèse H8
(figure 4.5), les données d’apprentissage restent donc inchangées : la première base de données est
Zdt

1 générée par l’excitation de la consigne (schéma 4.2) et la seconde Zdt
2 par l’excitation com-

plémentaire de la perturbation d’entrée (schéma 4.3). Ainsi, deux apprentissages indépendants
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sont réalisés, ils aboutissent respectivement dans le premier et dans le second cas à un ensemble
de contrôleurs optimal de Pareto K�

1 et K�
2 . Le tableau 4.10 récapitule les structures neuronales

utilisées ainsi que le nombre d’itération et la durée de l’algorithme avant son arrêt. L’algorithme
génétique exploite une population de 32 individus dont les limites de l’espace de recherche sont
fixées aux valeurs �1000. De plus, afin d’accélérer la convergence de l’algorithme vers de faibles
erreurs de régression, une part d’individus, ici au nombre de 10, n’a pas été initialisée aléatoi-
rement, mais à l’aide d’un pré-entrâınement réalisée par l’algorithme LM. Les coûts minimums
d’arrêt utilisés ont été choisis afin d’arrêter l’apprentissage plus ou moins prématurément pour
garantir la diversité de la population.

Table 4.10 – Résultats de l’apprentissage multi-objectifs des contrôleurs neuronaux pour les
deux bases de données

Structure Résultats

topologie nin nout σ1 n1 nW iter. durée

K�
1 SSNNOE 5 6 tanh 5 155 28720 3j23h43m

K�
2 SSNNOE 5 6 tanh 5 155 12140 2j8h56m

Les fronts de Pareto associés aux ensembles optimaux de contrôleurs sont illustrés par la
figure 4.15. Ces courbes, qui ont pour ce cas d’étude une apparence concave selon l’échelle
logarithmique, exposent parfaitement la dualité entre les deux critères d’optimisation. Du côté du
front où le critère de robustesse γ est privilégié, les deux entrâınements permettent d’avoisiner la
valeur minimale admissible puisque par définition γ représente la valeur maximale entre ∥DNN

u ∥L2

et ∥DNN
y ∥L2 (voir l’équation (4.27)), qui sont toutes deux des grandeurs positives supérieures à

1
2 . La différence se fait néanmoins remarquer en termes de performance, l’erreur de régression
est à l’avantage du cas du jeu Zdt

1 comme ce fut le cas lors de l’apprentissage en mono-objectif
(voir le tableau 4.3).

Un sous-ensemble représentatif des contrôleurs optimaux de Pareto est extrait pour les deux
entrâınements. Le tableau 4.11 présente les marges de disque et les marges généralisées déduites
des contrôleurs avec l’erreur de régression temporelle obtenue. L’examen des marges montre
que pour ce cas d’étude, la marge de sortie est pour chacun des points le critère limitant.

Les propriétés de robustesses issues des différents contrôleurs sont maintenant mises à
l’épreuve par une série de simulations temporelles regroupée dans les figures 4.16 et 4.17. Les
simulations sont réalisées avec le chariot avec pendule décrit par ses équations non-linéaires
(4.1). Pour chaque sous-ensemble de contrôleurs, une première simulation est réalisée en régime
nominal avec rejet d’une perturbation d’entrée. Une seconde expérience est menée suivant le
schéma 4.8 où une variation importante de gain de sortie du système est présente. À partir des
résultats d’expérience, nous pouvons énoncer les remarques suivantes :

• Concernant la robustesse des contrôleurs, les comportements observés sont stables pour
l’ensemble des contrôleurs et l’ensemble des réponses simulées. Ainsi, la stabilité de l’as-
servissement est obtenue que ce soit en simulation nominale, lors de la présence d’une
perturbation ou d’une variation paramétrique.

• Concernant les performances des contrôleurs, il est important de garder à l’esprit qu’il s’agit
d’une performance d’imitation et non de la performance intrinsèque de l’asservissement.
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Figure 4.15 – Fronts de Pareto des ensembles de contrôleurs neuronaux optimaux

Table 4.11 – Marges de stabilité des sous-ensembles de contrôleur optimaux de Pareto

Marges d’entrée Marges de sortie Erreur

γDM
L2
u DML2

u GMu PMu γDM
L2
y DML2

y GMy PMy Jmse

Ksyn 1.92 0.52 4.6 dB 29.0° 5.55 0.18 1.6 dB 10.5°

K�4
1 0.65 1.50 17.0 dB 73.9° 3.73 0.27 2.3 dB 15.3° 2.0e�3

K�5
1 1.43 0.70 6.3 dB 38.4° 12.6 0.08 0.7 dB 4.5° 1.5e�3

K�6
1 1.45 0.69 6.3 dB 38.1° 16.0 0.06 0.5 dB 3.6° 6.5e�5

K�9
1 1.43 0.70 6.4 dB 38.7° 17.0 0.06 0.5 dB 3.4° 1.4e�8

K�3
2 0.55 1.82 26.6 dB 84.7° 1.66 0.60 5.4 dB 33.6° 7.8e�3

K�4
2 0.72 1.38 14.7 dB 69.2° 5.40 0.19 1.6 dB 10.6° 6.2e�3

K�5
2 1.93 0.52 4.6 dB 29.0° 16.0 0.06 0.5 dB 3.6° 1.2e�3

K�8
2 1.93 0.52 4.6 dB 29.0° 16.7 0.06 0.5 dB 3.4° 7.6e�5
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(a) Simulation dans le cas nominal avec rejet d’une perturbation d’entrée de �5V à
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(b) Simulation dans le cas d’une variation de gain Λy � 2 et sans perturbation

Figure 4.16 – Simulation d’un sous-ensemble des contrôleurs optimaux de Pareto (K�
1 )
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référence Ksyn K�3
2 K�4

2 K�5
2 K�8

2

0 2 4 6 8 10 12 14 16�20

�10

0

10

an
gl
e

φ
(�
)

0 2 4 6 8 10 12 14 16
�10

0

10

20

temps (s)

co
m
m
a
n
d
e

u
(V

)

(b) Simulation dans le cas d’une variation de gain Λy � 2 et sans perturbation

Figure 4.17 – Simulation d’un sous-ensemble des contrôleurs optimaux de Pareto (K�
2 )
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L’analyse des réponses temporelles doit donc s’effectuer en comparaison avec la réponse du
contrôleur d’origineKsyn. De ce point de vue, les contrôleurs issus de l’apprentissage sur les
données Zdt

2 présentent, comme dans les simulations de la section 4.2.3, un comportement
se rapprochant le plus de celui d’origine. Ceci se vérifie y compris lorsque des perturbations
ou variations interviennent, notamment pour les contrôleurs K�5

2 et K�8
2 .

• Le cas de rejet de perturbation offre un cas d’étude intéressant relatif à une propriété
propre au contrôleur d’origine. En réponse à la perturbation, les contrôleurs de l’ensemble
K�

1 occasionnent une erreur statique importante de suivi de consigne de position. Ce phé-
nomène témoigne de l’incapacité à reproduire le comportement intégrateur du contrôleur
d’origine qui n’a pas été suffisamment représenté dans les données Zdt

1 . De part l’excita-
tion supplémentaire présente dans la base de données Zdt

2 , une partie des contrôleurs de
l’ensemble K�

2 manifeste une erreur de suivi nulle. L’intégrateur est donc correctement as-
similé dans ce cas, mais logiquement réservé aux contrôleurs les plus performants et donc
les moins robustes.

Pour conclure, les comportements observés des différents asservissements sont en accord avec
les marges de stabilité et les erreurs d’apprentissage du tableau 4.11. Ces différentes simulations
le long du front de Pareto valident alors temporellement l’indicateur de robustesse. De plus, ceci
confirme la démarche mise en place et l’intérêt de cette méthode d’apprentissage avec prise en
compte de la stabilité.

SECTION 4.5

Conclusions et perspectives

4.5.1 Conclusions

Nous avons développé dans ce chapitre des stratégies d’apprentissage de systèmes de
contrôle robustes par imitation de comportements contenus dans une base de données. Nous
avons dans un premier temps mis en avant la problématique de la stabilité qui survient lors
de l’apprentissage de contrôleurs intervenant dans une boucle de rétroaction. En effet, la loi
de commande obtenue peut alors rapidement exposer des comportements instables du fait des
erreurs résiduelles d’apprentissages et des écarts inévitables de l’évolution du système entre la
réalité et le scénario d’entrâınement. Par un exemple académique, nous avons pu démontrer
l’importance des marges de robustesse, ainsi que le besoin de disposer de méthodes permettant
de les quantifier et de les ajuster.

Une première contribution de ce chapitre a été de proposer une méthode pour évaluer les
marges de stabilité d’un asservissement neuronal. Nous avons tout d’abord défini le concept de
marge de robustesse dans le contexte des SSNN selon différentes approches. Par la suite, nous
avons présenté une technique afin d’évaluer numériquement ces marges. Une étape préliminaire
consiste à concevoir le contrôleur neuronal ainsi qu’à identifier un modèle neuronal du système à
partir des données. L’étape d’estimation des marges de stabilité est par la suite effectuée sur le
SSNN global de la boucle fermée à l’aide des méthodes d’analyse du modèle LPV-LFT équivalent.

En second lieu, nous avons également contribué à la mise en place d’une méthode d’appren-
tissage qui tient directement compte des marges de stabilité lors de l’optimisation du contrôleur
neuronal. Du fait de sa conception même, cette stratégie peut par exemple être mise en œuvre
dans le but de renforcer les propriétés de robustesse d’un contrôleur existant. Le problème
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d’apprentissage est envisagé selon une formulation multi-objectifs afin de concilier les perfor-
mances d’imitation du contrôleur et la robustesse de stabilité de la boucle d’asservissement. De
par la nature du problème et du caractère non-différentiable du calcul des marges de stabilité,
l’apprentissage est réalisé à l’aide d’algorithmes génétiques multi-objectifs. Par cette méthode,
l’apprentissage abouti à un ensemble de contrôleurs réparti sur le front de Pareto pour lequel
l’automaticien peut déterminer d’un point de vue plus haut-niveau ses exigences de performance
et de robustesse. Un avantage de cette formulation est notamment de pouvoir se prémunir des
erreurs d’identifications et donc de la représentativité de l’indicateur de robustesse en choisissant
des marges de stabilités plus importantes. Ce chapitre, nous a également permis par la mise en
application de souligner l’importance des données d’apprentissage et des informations qu’elles
doivent contenir afin de caractériser l’intégralité des propriétés du contrôleur qui doivent être
assimilées notamment d’un point de vue fréquentiel.

4.5.2 Perspectives

Comme nous l’avons évoqué, les marges de stabilité sont évaluées sur la boucle d’asser-
vissement identifiée, c’est-à-dire à partir du contrôleur établis, mais également du modèle du
système. Néanmoins, une perceptive de travail, serait de tenir compte de l’erreur d’apprentissage
du système dans l’exigence des marges de stabilité. En effet, si cette erreur d’identification est
importante et que les marges sont tout de même évaluées avec le modèle associé, il est nécessaire
d’inclure l’erreur dans le raisonnement puisqu’elle influencera directement le niveau de confiance
qui peut être accordé aux indicateurs de robustesse. En complément, ces indicateurs pourraient
être étudiés davantage comme par exemple en établissant leurs rapports avec la généralisation.
En effet, dans le cadre d’un apprentissage de contrôleurs par un réseau de neurones récurrent,
ces indicateurs pourraient éventuellement témoigner des capacités de généralisation du modèle
une fois introduit dans la boucle d’asservissement.

Une autre piste de travail concernerait l’amélioration des méthodes de résolutions numé-
riques. D’une part, les méthodes d’analyses développées dans ce chapitre présentent des limita-
tions théoriques comme nous l’avons déjà évoqué dans les chapitres précédents, néanmoins, dans
la pratique la capacité de résolution des problèmes LMI est également un aspect fondamental.
En effet, de nombreuses difficultés numériques sont rencontrées lors de l’analyse de réseaux de
neurones, ainsi, il serait important de développer des techniques de résolution plus robustes
numériquement parlant. D’autre part, d’autres méthodes d’optimisation multi-objectifs et sans
gradient pourraient être employées et comparées aux algorithmes utilisés dans nos travaux.
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5.4.3.2 Critère caractéristique du réglage du MMAC . . . . . . . . . . 136
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SECTION 5.1

Introduction

Nous présentons dans ce chapitre une méthode d’extension du contrôleur neuronal par
une approche multi-modèle. En effet, dans le chapitre 4, nous avons pu définir une mécanique
d’apprentissage d’un contrôleur et du modèle du système sujet à l’asservissement. Néanmoins,
la mise en place d’un contrôleur unique peut se révéler très complexe lorsque les données
d’apprentissages sont par exemple fortement diversifiées et quantitatives ou lorsque de nouvelles
données et comportement doivent être assimilés. Dans cette perspective, le contrôle adaptatif
multi-modèle (MMAC) permet de représenter un système et sa stratégie de contrôle en décom-
posant l’espace de fonctionnement en plusieurs sous-espaces. Plusieurs modèles locaux décrivent
le système global plus complexe et des contrôleurs locaux leur sont associés pour chaque zone de
fonctionnement. Nous développons ainsi dans ce chapitre, une méthode multi-modèle neuronale
pour laquelle nous dressons des pistes d’études.

Nous introduisons dans la section 5.2, la méthode de contrôle adaptative multi-modèles
(MMAC). Dans la section 5.3, nous développons plus en détail l’intérêt d’une telle approche dans
nos travaux et nous présentons le déploiement des modèles et contrôleurs neuronaux conformé-
ment à cette stratégie. Nous proposons finalement dans la section 5.4, une méthode d’étude et
de réglage dans le cas linéaire.

SECTION 5.2

Introduction au MMAC

5.2.1 Principe

L’approche multi-modèle offre une solution mature à de nombreux problèmes confrontés à
des processus réels qui peuvent être utilisés dans une large gamme de conditions d’opération.
La modélisation, l’identification ou le contrôle de tels processus ne sont pas des tâches faciles de
par leur complexité intrinsèque. Une solution souvent judicieuse est de décomposer le problème
initial en sous-problèmes se rapprochant des problèmes connus dans une stratégie de diviser
pour mieux régner.

Basée sur ce principe de décomposition, la méthode de contrôle adaptative multi-modèle
notée MMAC (Multiple Model Adaptive Control) considère que le système à contrôler peut être
représenté par un nombre fini de sous-modèles valables dans certaines conditions d’utilisation.
Des contrôleurs sont respectivement conçus pour chaque modèle et enfin, une logique de
sélection décide à chaque instant quels sont le ou les contrôleurs devant être impliqués pour le
système actuel.

L’approche MMAC est utilisée pour asservir les systèmes avec de grandes incertitudes pa-
ramétriques ou avec un fort comportement non-linéaire. Le problème à l’étude est qu’un seul
contrôleur fixe ne peut pas stabiliser toutes les configurations possibles et répondre à certaines
exigences de performances. Le système est décrit par une combinaison de modèles locaux où
chaque modèle est valable dans une région d’opération particulière. L’architecture du MMAC
est typiquement séparée en deux sous-systèmes autonomes :
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• le processus de contrôle (banque de contrôleurs non-adaptatifs)

• le processus d’identification et de décision (banque d’estimateurs et logique de sélection)

Premièrement, l’entité de contrôle consiste en une banque de contrôleurs non-adaptatifs
conçus pour chaque modèle. La seconde entité constitue le mécanisme d’adaptation, elle est
composée d’une banque d’observateurs dérivant de chaque modèle et d’une logique de sélection
qui se base sur les erreurs d’estimation des sorties. Fréquemment, ce second sous-système,
emploi le MMAE (pour Multiple Model Adaptive Estimation) qui consiste par exemple en
une banque de filtres de Kalman (voir [Ducard, 2009, Fekri et al., 2006, Sims et al., 1969]).
Néanmoins d’autres types d’observateurs peuvent être employés comme des observateurs de
Luenberger comme nous le présenterons plus loin dans la section 5.4.3. Pour ces approches, les
modèles sont supposés pour l’analyse linéaires ou linéarisés autour de points de fonctionnement.

Dans le cadre de nos travaux, une version non-linéaire du MMAC est utilisée, ainsi une
déclinaison non-linéaire des deux processus est présentée dans ce chapitre. Le MMAE original
est remanié en une variante étendue (Extended MMAE) par l’utilisation de filtres de Kalman
étendus (EKF) dans le rôle d’estimateurs non-linéaires. Cette extension non-linéaire est par
exemple présente dans les travaux de [Ducard, 2009] ou suggéré dans ceux de [Fekri, 2005].

5.2.2 Architecture du MMAC

Un schéma global de l’architecture du MMAC est présenté par la figure 5.1. Sur ce schéma,
l’asservissement du système G est assuré par la banque de contrôleurs Ki, i P t1,..., Nu générant
les commandes notés U �

�
u1 � � � uN

�T
et la banque des estimateurs Ei, i P t1,..., Nu qui fournit

les sorties estimées Ŷ �
�
ŷ1 � � � ŷN

�T
. Les différents intervenants de cette stratégie de contrôle

sont détaillés ci-dessous.

K1
...

KN

N°

i�1
wiui G

E1
...

EN

Calcul des
validités

U u y

Ŷw

r

Figure 5.1 – Architecture du MMAC

Considérons le système G sujet à des variations paramétriques θ non mesurées, prenant
des valeurs dans l’ensemble compact Ω � Rnθ . Le système G est supposé de façon générale
multivariable (MIMO) et de la forme :

Gpθq :�
"
xpk�1q � f

�
xpkq, upkq, θpkq

�
ypkq � g

�
xpkq, θpkq

� (5.1)

où xpkq P Rnx dénote l’état du système, upkq P Rnu est le vecteur des commandes et ypkq P Rny
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le vecteur des sorties mesurées.

Premièrement, considérons que N modèles soient nécessaires pour couvrir l’ensemble
des incertitudes du système réel. Soit un ensemble fini de valeurs de paramètres candidates
Θ :� tΘ1,...,ΘNu. À chaque configuration nominale Θi P Θ � RnΘ , i � t1,..., Nu, un modèle
nominal correspondant est obtenu Mi :� GpΘiq. Le terme Θi peut par exemple représenter
une variation brutale de la valeur d’un paramètre physique due à un défaut ou à une valeur
spécifique d’un paramètre non mesuré, etc.

Une fois la banque de modèles définie, une banque de contrôleurs doit lui être associée. Pour
chaque ième modèle local, un ième contrôleur local est conçu afin de garantir des exigences de
robustesse de stabilité et de performances. La banque de contrôleurs est composée de N éléments
décris par les représentations d’état suivantes :

Ki :�
"
xK

i pk�1q � fK
�
xK

i pkq, rpkq � ypkq
�

uipkq � gK
�
xK

i pkq, rpkq � ypkq
� (5.2)

où rpkq P Rny est la référence à suivre. Afin d’obtenir la loi de contrôle globale, les contrôleurs
sont partiellement combinés. La commande finale pour le système réel est une somme pondérée
des sorties de chaque contrôleur local :

upkq �
Ņ

i�1
wipkquipkq (5.3)

où wiptq est la validité ou le poids reflétant l’importance relative de chaque ième modèle par
rapport au système réel. Ces validités sont attribuées selon des probabilités de façon à ce que les
modèles moins probables (c’est-à-dire ressemblant moins au système réel actuel) soient moins
pondérés. Cela garantit que les contrôleurs conçus pour des modèles moins probables ont moins
d’influence sur la commande résultante. Le vecteur des validités w P RN possède la propriété de
convexité suivante :

@i P t1,..., Nu wipkq ¥ 0 ,
Ņ

i�1
wipkq � 1 (5.4)

L’étape suivante de l’approche consiste à déterminer une banque d’estimateurs souvent
référée comme MMAE qui est composée de N estimateurs Ei pour chaque modèle nominal Mi.
Ces estimateurs génèrent des sorties estimées du système ŷipkq en se basant sur les commandes
upkq et les sorties mesurées ypkq du système réel. Ces estimations constitueront la base du
calcul des validités.

Le dernier aspect et l’un des plus essentiels du MMAC est la méthodologie qui permet
de déterminer la validité ou le poids associé à chaque contrôleur pour former la commande
globale. Cette logique doit identifier les contrôleurs qui doivent être impliqués dans la boucle
d’asservissement et leurs contributions en fonction de la valeur réelle du paramètre θ. Le calcul de
la validité est fondé sur la distance entre la sortie du système et celles des différents estimateurs
définis dans la banque. Cette distance appelée erreur résiduelle ou erreur d’estimation est donc
définie pour le ième modèle comme :

εipkq � ypkq � ŷipkq (5.5)
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La validité normalisée est calculée en temps réel à chaque instant k P N par l’estimateur ultérieur
de probabilité ou PPE (pour Posterior Probability Evaluator) selon l’équation récursive suivante :

wipk�1q �
βi exp

�
�

1
2ε

T
i pkqΓiεipkq



wipkq°N

j�1 βj exp
�
�

1
2ε

T
j pkqΓjεjpkq



wjpkq

(5.6)

Les validités sont ainsi calculées dynamiquement par une formule de validité bayésienne (voir
[Ferik et Adeniran, 2017, Sims et al., 1969]) où Γi est une matrice de pondération définie-positive
à choisir tout comme le coefficient réel positif βi. Ces paramètres jouent un rôle important dans
le réglage du taux de convergence des probabilités wipkq et doivent être choisis minutieusement.
Leur choix qui pilote la logique bayésienne est souvent associé au réglage des estimateurs, ainsi
lors de l’emploi de filtres de Kalman, les paramètres sont désignés à l’aide des matrices de
covariance de l’innovation Sipkq selon :

βipkq �
�
p2πqny det

�
Sipkq

��� 1
2

Γipkq � S�1
i pkq

(5.7)

Remarque 5.1. Dans la pratique, pour éviter que la validité associée à un modèle tende vers
zéro et que ce modèle ne soit plus pris en compte dans les évolutions ultérieures de part le calcul
récursif, un seuil δ ¡ 0 est utilisé, les probabilités sont réinitialisées à cette valeur et ne peuvent
atteindre zéro. Enfin, les poids sont normalisés en excluant les modèles ayant atteint le seuil
dans le calcul effectif de la commande. De façon détaillée, les validités sont déterminées selon
trois étapes :

1. Mise à jour récursive :

w1ipk � 1q �
βi exp

�
�

1
2ε

T
i pkqΓiεipkq



w1ipkq°M

j�1 βj exp
�
�

1
2ε

T
j pkqΓjεjpkq



w1jpkq

(5.8)

2. Minoration excluant zéro :

w1ipkq �

$&% w1ipkq si w1ipkq ¡ δ

δ sinon
(5.9)

3. Normalisation :

wipkq �

$'&'%
w1ipkq°

jPJ w1jpkq
si w1ipkq ¡ δ

0 sinon

(5.10)

où J :� tj P t1,..., Nu | w1jpkq ¡ δu
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SECTION 5.3

Extension neuronale du MMAC

Dans le cadre de nos travaux, les différents éléments du MMAC sont élaborés à partir de mo-
dèles neuronaux issus de plusieurs phases d’apprentissage hors-ligne. Nous présentons dans cette
section les intérêts d’une telle approche ainsi qu’une présentation plus détaillée des différentes
banques de cette version neuronale de l’approche multi-modèle notée NMMAC (Neural MMAC).

5.3.1 Intérêts de l’approche

5.3.1.1 Consolidation de l’apprentissage

L’un des principaux intérêts, est que l’approche multi-modèle offre une méthode ordonnée
permettant d’accumuler des connaissances. En effet, une idée simple consiste à penser que
l’intelligence artificielle entrâınée s’avérera de plus en plus fiable et pertinente si elle consolide
son apprentissage. Lorsque de nouvelles données sont mises à disposition, il s’agit de les
apprendre sans pour autant oublier celles déjà connues. Il fait également non-sens de tout
réapprendre comme c’est le cas usuel en apprentissage supervisé. Le MMAC propose une
architecture relativement flexible où il est possible de rajouter des connaissances (une paire
modèle-contrôleur) tout en gardant en mémoire les acquis. Ainsi, il peut être facilement envisagé
d’accrôıtre les capacités du contrôleur en considérant une variété de systèmes, de tâches à
réaliser ou de stratégies de contrôle. Par exemple, pour une application aéronautique, plusieurs
avions pourraient être pris en charge par un même autopilote ou différentes lois de contrôle
pourraient être établies à partir de pilotes différents et pour différentes tâches.

De plus, le multi-modèle fournit un cadre d’étude des connaissances du contrôleur global.
Cette démarche, donne en effet, la possibilité d’étudier l’importance des structures apprises afin
de cibler les plus importantes et d’oublier celles qui ne le sont pas ou qui sont redondantes.
Ainsi, les connaissances acquises par le contrôleur intelligent peuvent être mâıtrisées au moyen
du MMAC via l’ajout ou le retrait de modèle-contrôleur.

Une piste également intéressante est le transfer learning qui consiste à transférer les connais-
sances préalablement acquises pour traiter au mieux de nouvelles données. Cependant, cette
méthode seule n’assure en rien la conservation des compétences déjà connues. Dans le cas d’ap-
prentissage de contrôleur, cela est un facteur limitant quant à la garantie de stabilité de la boucle
d’asservissement résultante. Le MMAC s’impose donc comme une alternative pour perpétuer
l’apprentissage. Néanmoins, le transfer learning peut-être envisagé localement pour fournir par
exemple, un point de départ dans l’élaboration d’une nouvelle paire modèle-contrôleur.

5.3.1.2 Considération des situations difficiles

Le raisonnement multi-modèle présente également un intérêt pour faire face à des bases
de données potentiellement complexes et de grandes dimensions. L’apprentissage d’un jeu
de données de trop grande taille peut rencontrer des difficultés de convergence lors de
l’apprentissage ou nécessiter un temps de calcul important. De plus, il peut être difficile
d’apprendre sur des données relativement complexes et constituées de nombreux éléments
distincts. Ainsi, le multi-modèle permet d’aborder la problématique selon une multitude
d’apprentissages plus accessibles. L’apprentissage est alors réalisé de façon incrémentale, sur
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des jeux de données compartimentés par exemple à l’aide de méthode de clustering. De cette
manière, divers modèles et contrôleurs peuvent être dédiés à des tâches foncièrement diffé-
rentes ou pour envisager des variations importantes comme des situations difficiles ou de pannes.

Dans un souci de commande tolérante aux pannes souvent référé FTC (Fault Tolerant
Control), le MMAC apparâıt comme une méthode intuitive et efficace afin de considérer les
situations dégradées. Chaque scénario de défaillance ou situation difficile envisagé est décrit par
un modèle spécifique puis appairé avec un correcteur a priori conçu. Le MMAC est alors le
principal élément d’une méthode de détection, isolation de défaut et reconfiguration ou FDIR
(Fault Detection, Isolation and Recovery), qui permet au système dans un cas de panne de
continuer à fonctionner, mais dans un mode dégradé.

Dans un contexte aéronautique, qui sera le cadre d’étude du chapitre 6, une reconfiguration
rapide et précise des commandes de vol a une importance primordiale afin d’augmenter la capa-
cité de réaction des avions en présence de graves défaillances de sous-systèmes et de dommages
structurels. Le contrôle adaptatif notamment par multi-modèles présente de nombreux avan-
tages pour atteindre les performances souhaitées en présence de grandes incertitudes, incluant
des variations brusques inconnues dues à des défaillances. Toutefois, si plusieurs commandes de
vols adaptatives et reconfigurables ont été proposées, par exemple [Athans et al., 1977, Fekri
et al., 2008] ou [Ducard, 2009] parmi beaucoup d’autres, la littérature manque encore d’ana-
lyse détaillée de la robustesse en stabilité et en performances de l’ensemble de la boucle fermée
comportant le contrôleur global.

5.3.2 Architecture du MMAC neuronal (NMMAC)

5.3.2.1 Banque de contrôleurs

Les contrôleurs qui composent la banque sont pertinents pour certains des différents cas
d’utilisation, ceci au même titre que les différentes modélisations de la banque de modèles
qui sont valides dans certaines régions d’opérations distinctes. En se focalisant sur la banque
des contrôleurs, un pré-requis nécessaire à la stabilité du MMAC, est qu’il existe toujours un
contrôleur stabilisant pour l’ensemble des valeurs (fixes) de variations possibles du système. Il
s’agit donc pour le paramétrage incertain du système θ P Ω de s’assurer que les contrôleurs et
leurs espaces de stabilité robuste recouvrent l’ensemble incertain Ω.

Dans le cadre linéaire, plusieurs approches d’analyses sont envisageables dont la plupart
sont fondées sur les outils proposés par la commande robuste. De nombreux travaux utilisent
la ν-gap métrique [Vinnicombe, 2000] associée à la marge de stabilité proposée par l’approche
loop-shaping (voir [Mahdianfar et al., 2011, Tao et al., 2016, Kersting et Buss, 2017]). Suite
à l’étude, si la condition de recouvrement n’est pas satisfaite, il convient alors à l’utilisateur
d’ajouter judicieusement une paire modèle-contrôleur ou de relâcher des exigences de perfor-
mances.

Pour le NMMAC, les contrôleurs constituant la banque sont des contrôleurs neuronaux, di-
rectement issus des différentes phases d’identification. L’un des enjeux des travaux de thèse est
qu’aucune présupposition sur les contrôleurs et leur cahier des charges n’est émise puisque tout
est contenu dans les données d’entrainement. Ainsi, la banque de contrôleurs découle des diffé-
rentes bases de données et ils sont donc imposés lors de l’apprentissage. Néanmoins, un degré
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de liberté supplémentaire peut être obtenu à l’aide des méthodes d’identification de contrôleurs
robustes développées dans le chapitre 4. La considération de la stabilité lors de l’entrâınement
permet alors de contraindre les marges de stabilité des contrôleurs qui composent la banque.
Dans chaque cas local, la formulation multi-objectifs du problème aboutit à un ensemble de
contrôleurs de compromis optimaux selon les deux critères de performance et de robustesse. La
sélection du contrôleur local dans l’ensemble optimal de Pareto peut alors s’effectuer au regard
des autres contrôleurs locaux retenus et de la stabilité globale du MMAC. Un avantage apporté
par la résolution multi-objectifs, est qu’elle permet de s’abstenir d’éventuelles présuppositions
sur les contraintes de marges de robustesse à imposer à chacun des contrôleurs locaux dès la
phase d’apprentissage. Chaque identification de contrôleur local peut alors s’effectuer indépen-
damment, tandis que l’analyse globale intervient lors de la sélection des contrôleurs locaux dans
leurs ensembles optimaux de Pareto respectifs.

5.3.2.2 Banques modèles-estimateurs et logique de sélection

La banque de modèles est composée d’un ensemble de modélisations valides localement
pour certaines régions de l’espace de variation dans lequel le système réel est supposé évoluer.
La répartition des modèles doit permettre de couvrir l’ensemble des incertitudes possibles du
système réel. Même si la banque de modèles n’est pas directement impliquée dans l’architecture
du MMAC, les modèles peuvent être utilisés pour l’analyse ou la synthèse des estimateurs et
des contrôleurs.

Les estimateurs sont directement fondés sur les modèles préalablement établis afin de
prendre part à la logique de sélection. L’entité d’identification et de décision a pour objectif de
déterminer dans quelles régions d’opération se situe le système actuel par rapport aux modèles
de la banque. Les correcteurs impliqués dans l’asservissement découleront alors de façon directe
de cette sélection. Bien qu’une banque d’observateurs soit employée, les états reconstruits
ne sont pas utilisés pour la commande. Seules les sorties reconstruites sont employées pour
l’estimation des validités. Une façon intuitive de procéder est d’utiliser une banque de modèles
et non d’estimateurs afin de reconstruites les sorties estimées. Cependant, les observateurs
présentent de nombreux avantages comme la robustesse aux bruits ou aux perturbations
par le biais d’états augmentés par exemple. Leur utilisation a également un intérêt pour la
mâıtrise de la vitesse de convergence de l’erreur d’estimation qui est un point important pour le
réglage de la stratégie de commutation. De plus, si des modèles sont employés, leurs sorties ne
sont pas directement rebouclées avec les contrôleurs et ils se retrouveront donc en boucle ouverte.

Dans le contexte de nos travaux, nous ne supposons pas d’autres connaissances du système
que celles contenues dans les données. Les modèles sont issus de l’apprentissage sur les jeux de
données successifs et les modèles se verront donc imposés. La banque de modèles s’agrandira
à chaque itération ainsi, la pertinence du MMAC devrait donc augmenter avec le nombre de
modèles même si pour des raisons d’implémentation, il est toutefois possible d’étudier après
coup l’importance et l’utilité de certains d’entre eux.

Pour le NMMAC, la représentation du système s’effectue à l’aide des modèles neuronaux
acquis par les phases successives d’identification du système. L’élaboration du modèle neuronal
qui avait déjà été nécessaire pour l’évaluation des marges de stabilité du chapitre 4, se révèle
également utile dans le cadre multi-modèle. Pour former la banque d’estimateurs, la méthode
de synthèse peut tirer profit de la forme des modèles neuronaux qui sont de type SSNN. Ainsi,
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tout type d’observateur non-linéaire peut être implémenté à partir de la représentation d’état
non-linéaire afin de construire la banque. Des estimateurs tels que des EKF peuvent être direc-
tement obtenus à partir des modèles neuronaux. Une technique commune de robustification des
observateurs qui peut être employée ici, est d’envisager un modèle augmenté tant que le système
reste détectable. L’état augmenté contient alors l’état du système et les perturbations possibles
(stochastiques ou non), supposées continues par morceaux. Cette technique bien connue ([Mayne
et al., 2006] à titre d’exemple) permet d’améliorer la fiabilité des estimateurs et donc du MMAC.

La logique de sélection assurée par le PPE doit être réglée en fonction de la dynamique des
estimateurs. Lors de l’emploi d’EKF, les matrices de pondérations de la loi bayésienne peuvent
être désignées à l’aide des matrices de covariance de l’innovation comme évoqué par l’équation
(5.7). Ainsi, le mécanisme de sélection favorise les modèles se rapprochant le plus du système
réel actuel en termes de la distance mathématique référée comme distance de Mahalanobis
[Mahalanobis, 1936]. Dans le cadre non-linéaire, les matrices de covariance sont calculés à chaque
pas d’échantillonnage par les EKF et elles sont donc fournies au PPE pour le calcul des validités.

SECTION 5.4

Étude de la stabilité et réglage dans le cas linéaire

Nous abordons dans cette section, le cas linéaire afin d’examiner la faisabilité et l’intérêt de
l’approche multi-modèle. Les modèles et les contrôleurs ainsi que le système sont supposés être
LTI issus de processus linéaires ou linéarisés. L’élaboration d’une loi de commande MMAC peut
être, de façon générale, décomposée d’une part, en la recherche d’un ensemble de contrôleurs
qui couvre l’ensemble des incertitudes du système et d’autre autre part en la conception d’une
stratégie de commutation.

Selon la philosophie de nos travaux, les modèles et les contrôleurs sont imposés avec une
certaine limitation par les données. Nous adoptons alors dans cette partie une approche géné-
rale en considérant un ensemble de paires modèle-contrôleur nominales supposées connues. La
méthodologie est présentée dans cette section en temps continu, mais des résultats analogues
peuvent se déduire dans le domaine discret. Nous présentons dans un premier temps, un cadre
d’étude de la stabilité de la loi de contrôle globale fondé sur la µ-analyse. Cette technique d’ana-
lyse fournit, sous certaines hypothèses, un domaine de combinaisons de contrôleurs candidats
où la robustesse de la stabilité est garantie pour des valeurs fixes des paramètres. Nous nous
concentrons dans un second temps, sur le réglage des unités d’identification et de décision. Nous
proposons alors d’employer des observateurs de Luenberger dont les réglages sont directement
reliés au calcul de validités en ligne suivant la loi bayésienne. Nous décrivons alors une stratégie
systématique de réglage des observateurs selon les résultats de l’analyse de stabilité précédente.
La viabilité de la méthodologie est illustrée pour le chariot mobile avec pendule inversée soumis
à d’importantes variations paramétriques.

5.4.1 État de l’art

Malgré la maturité de l’approche multi-modèle et ses nombreuses applications fructueuses,
les principaux enjeux du MMAC résident dans le développement d’un cadre d’analyse de
la stabilité et d’une méthode de synthèse. Des recherches actives qui abordent à la fois la
robustesse en stabilité et en performances sont regroupées sous le terme RMMAC (Robust
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Multiple Model Adaptive Control) comme par exemple [Fekri et al., 2006, Mahdianfar et al.,
2011, Rosa, 2011]. Ces techniques emploient le plus souvent une banque de filtres de Kalman
en tant qu’estimateurs, pour lesquels il est absolument essentiel d’avoir un réglage convenable.
Le RMMAC utilise alors comme logique de commutation le calcul récursif fondé sur la formule
bayésienne (5.6), où l’heuristique probabiliste est pilotée par les matrices de covariance du bruit
de mesures des filtres de Kalman selon (5.7). Les filtres sont donc des éléments critiques de
l’approche cependant leurs réglages se révèlent en pratique complexes et spécifiques aux cas
d’utilisation.

Une conception appropriée de chaque filtre de Kalman est essentielle dans l’architecture
RMMAC pour permettre une identification correcte par la logique de sélection. Les travaux
de [Baram et Sandell, 1978] se sont focalisés sur l’analyse de la convergence de la logique
bayésienne, les conclusions sont que cette dernière converge vers le modèle le plus proche du
système réel au sens d’une norme stochastique référée comme la distance de Baram ou BPM
(Baram Proximity Measure). Ainsi, la logique de commutation du multi-modèle sélectionne
le filtre de Kalman possédant la plus petite valeur de BPM. Les travaux offrent des résultats
théoriques de stabilité essentiels via la BPM, cependant le calcul de cette mesure comporte
quelques points moins accessibles dans la pratique. Par exemple, une condition suffisante
pour le calcul de la BPM est que le système ait dans le cas discret ses valeurs propres à l’in-
térieur du cercle unité, de ce fait, son utilisation est impossible pour le cas des systèmes instables.

Les travaux [Fekri et al., 2006, Fekri et al., 2007] utilisent la BPM afin de concevoir la
banque de filtres de Kalman dans le RMMAC. L’idée clé exploitée, est d’utiliser un algorithme
itératif pour faire cöıncider les BPM des différents modèles avec les frontières des sous-régions
où les contrôleurs sont stabilisants. En d’autres termes, le modèle dont le contrôleur assure la
stabilité robuste et des performances robustes dans une sous-région, aura la plus petite BPM
dans cette même région. De cette manière, la logique de sélection converge presque sûrement
vers ce modèle. Cette méthode devient plus compliquée pour deux ou plusieurs paramètres
incertains (voir [Fekri et al., 2006]). L’article [Hassani et al., 2011] fournit une analyse de
stabilité intéressante pour le RMMAC en supposant un tel réglage soigneusement choisi qui est
essentiel pour satisfaire les hypothèses théoriques. Les travaux de [Rosa et al., 2009] abordent
le cas de mauvais réglages des filtres par rapport aux bruits ou perturbations réels. La méthode
a pour but de réduire l’impact d’un contrôleur mal assorti au système en limitant la période de
transition nécessaire pour le disqualifier.

Le RMMAC offre donc un cadre d’analyse pour la stabilité avec une littérature active pour
faire face aux paramètres variants et incertains. Bien que dans une majorité des cas, la méthode
est développée pour des paramètres incertains constants, elle est par la suite testée pour des
paramètres variants dans le temps (comme [Rosa et al., 2007]). Le RMMAC peut notamment
se rapprocher des nombreux travaux sur les systèmes linéaires à paramètres variants (LPV)
puisqu’ils s’adressent à des problèmes similaires (voir [Kuipers et Ioannou, 2010]). De plus, une
extension du RMMAC au cadre non-linéaire est facilement envisageable par le biais de filtres de
Kalman étendus.

5.4.2 Analyse du processus de décision incertain

Selon les conditions d’étude de la section, les différents éléments du MMAC (système,
modèles, contrôleurs, estimateurs) abordent un comportement linéaire. Sous cette hypothèse, le
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calcul des poids en ligne par le PPE est le seul élément présentant une dynamique non-linéaire.
Dans le cadre de l’analyse de stabilité du MMAC, la dynamique des poids de validité n’est pas
prise en compte. Les poids sont supposés être constants par morceaux afin de pouvoir utiliser
les méthodes classiques d’analyse de stabilité telles que la µ-analyse avec une certaine limitation
des résultats. L’analyse de stabilité se concentre donc sur les poids qui peuvent ne pas avoir une
correspondance parfaite avec le système réel en raison de leur estimation par le PPE.

Il est important de signaler que la µ-analyse offre une méthode générale et flexible. Bien
que seule la stabilité soit étudiée par la suite, il est facilement envisageable de considérer des
incertitudes complexes supplémentaires afin de prendre en compte des robustesses de marges
de stabilité, des robustesses de performances ou d’éventuelles dynamiques négligées. Une façon
de réduire les limitations de la méthode pourrait être de considérer la dynamique des validités
comme négligée.

5.4.2.1 Structure d’analyse du MMAC

Dans les conditions d’étude, les différents agents du MMAC sont supposés linéaires, le système
G est alors décrit selon la représentation d’état multivariable de la forme :

Gpθq :�
"
9xptq � Aθxptq �Bθuptq
yptq � Cθxptq

(5.11)

De plus, les contrôleurs de la banque ont également la dynamique linéaire suivante :

Ki :�
"
9xK
i ptq � AK

i x
K
i ptq �Bt

i

�
rptq � yptq

�
uiptq � CK

i x
K
i ptq �DK

i

�
rptq � yptq

� (5.12)

Dans cette approche d’analyse de la stabilité du MMAC, l’hypothèse suivante est émise.

Hypothèse 5.1 : Correspondance du système aux modèles

Le système réel Gpθq décrit par (5.11) est soumis à des variations de paramètres θ qui
correspondent exactement à l’une des valeurs de paramètres candidates Θ � tΘ1,...,ΘNu.

Sous l’hypothèse 5.1, l’objectif est d’analyser le comportement en boucle fermée pour le cas où
le système G correspond à l’un des modèle Mi, i P t1,..., Nu. L’analyse est effectuée pour chaque
paramètre θ P Θ et peut être facilement automatisée. L’objectif est de fournir une estimation de
l’ensemble de combinaisons de validités où le système reste stable.

Remarque 5.2. Par souci de simplicité des notations, seules les correspondances avec les sys-
tèmes présents dans la banque de modèles sont prises en compte, toutefois une généralisation à Ñ
configurations est envisageable. Une analyse est effectuée pour chaque système Gpθq correspon-
dant à une valeur de paramètre candidat dans l’ensemble Θ̃ :� tΘ̃1,..., Θ̃Ñu qui peut comporter
des cas d’inter-modèles entre ceux nominaux.

Pour un système donné dépendant d’un paramètre fixe, les seules incertitudes à prendre en
compte sont les poids fournis par le PPE. L’objectif de cette partie est de représenter le système
à étudier et ses incertitudes sous forme LFT avec une matrice d’incertitudes structurée (la
matrice d’incertitude est diagonale) pour permettre l’étude par la µ-analyse [Doyle, 1985, Duc
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et Font, 1999].

L’objet d’étude est le système considéré Gpθq, θ P Θ bouclé par la banque de contrôleurs dont
la combinaison est incertaine. Pour analyser la robustesse de la stabilité, une façon courante de
procéder consiste à choisir une paramétrisation ρw � pw0

1,..., w
0
N�1, w

1
1,..., w

1
N�1q qui permet

d’examiner chaque ième validité, autour de la valeur centrale w0
i et une gamme de variations

possibles allant de w0
i �w

1
i à w0

i �w
1
i . En respectant la propriété de convexité des combinaisons

(5.4), la paramétrisation ρw est définie par :#
wi � w0

i � w1
i δwi @i P t1,..., N�1u

w0
N � 1�

°N�1
i�1 w0

i

(5.13)

Imposer w1
i � minpw0

i , 1 � w0
i q assure que les validités soient bornées 0   wi   1 et que

les incertitudes soient normalisées �1   δwi   1. Le choix des valeurs nominales pour la
paramétrisation sera abordé dans la section suivante.

Une représentation LFT générale d’un système soumis à des incertitudes est donnée dans la
figure 5.2. Toutes les incertitudes du modèle sont rassemblées dans la matrice ∆, la matrice de
transfert Mθpρwq qui, dans le cas d’un système asservi, dépend évidemment du contrôleur mais
dépend aussi des coefficients choisis pour la paramétrisation ρw. Le système étudié Mθpρwq est
supposé stable et modélise les interconnexions internes avec le bloc d’incertitude par le biais des
signaux v et z.

∆

Mθpρwq

v z

Figure 5.2 – Forme LFT pour l’analyse du MMAC

La dynamique du système avec ses incertitudes est régie par :

9x � Aθx�Bθ

Ņ

i�1
wiui � Aθx�Bθ

Ņ

i�1
w0

i ui �Bθ

Ņ

i�1
w1

i δwiui (5.14)

Une forme LFT du MMAC pour la paramétrisation choisie ρw � pw0
i , w

1
i q, i P t1,..., N�1u est

alors proposée, en considérant la commande fournie par la banque de contrôleurs (5.12), une
référence nulle et avec vptq � ∆zptq :

Mθpρwq :�
#
9xM ptq � AM

θ xM ptq �BM
θ vptq

zptq � CM
θ xM ptq

(5.15)

avec xM �
�
xT xK

1
T
� � � xK

N
T
�T

, v �
�
vT

1 � � � v
T
N�1

�T
, z �

�
zT

1 � � � z
T
N�1

�T
, , les matrices données

par
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AM
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5.4.2.2 Domaine de stabilité du MMAC fondé sur la µ-analyse

Comme nous l’avons présenté dans la section 3.4.3, la µ-analyse est une méthode d’étude de
robustesse qui permet de prendre en considération la structure des incertitudes du modèle via la
valeur singulière structurée. Des résultats moins pessimistes sont alors obtenus par le théorème
du petit gain généralisé (voir le théorème 3.5). Sur la base de ce théorème, il s’agit maintenant
de calculer la valeur singulière structurée de Mθpρwq puis de déduire les plages d’incertitudes
pour lesquelles le système en boucle fermée de la figure 5.2 reste stable. La µ-analyse donne
l’hypercube le plus grand contenu dans le domaine de stabilité et centré sur le point nominal de
la paramétrisation.

Pour un système fixe donné Gpθq, θ P Θ et une paramétrisation ρw respectant (5.13), une
borne supérieure µ̄ρw � supωpMθpjω, ρwqq est calculée et aboutit à un domaine de stabilité
garanti Dρw

w pθq pour |δwi |   1
µ̄ρw , i P t1,..., N�1u, c’est-à-dire :

Dρw
w pθq :�

"
wi P

�
w0

i �
w1

i

µ̄ρw
;w0

i �
w1

i

µ̄ρw

�
, i P t1,..., N�1u

*
(5.16)

En raison de la propriété de symétrie des incertitudes, les résultats d’une seule évaluation de
l’analyse est très pessimiste par rapport au domaine réel de stabilité. Pour résoudre ce problème,
la µ-analyse est évaluée sur un ensemble fini de paramétrisations de combinaison Pw. Le domaine
total de stabilité garanti pour chaque système donné Gpθq, θ P Θ est obtenu par l’union des
domaines de chaque paramétrisation :

Dwpθq �
¤

ρwPPw

Dρw
w pθq (5.17)

Le choix de l’ensemble de paramétrisation Pw doit couvrir toute la gamme des validités
possibles. Les nœuds d’évaluation de l’analyse peuvent être une grille de l’espace convexe des
poids incertains avec un pas approprié. Pour maximiser le domaine Dwpθq, un quadrillage
suffisamment fin se révèle efficace pour maximiser l’estimation du domaine mais nécessite plus
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de ressources de calcul. En effet plus la paramétrisation sera dense, plus le domaine de stabilité
garanti s’approchera du domaine de stabilité réel dans lequel il est inclus.

La méthode proposée permet alors d’intuiter la robustesse du MMAC en procurant pour un
système Gpθq donné, un ensemble de validités pour lequel la stabilité est assurée si w P Dwpθq.

5.4.2.3 Application

Afin d’illustrer la méthode d’analyse de stabilité de l’approche multi-modèle, nous reprenons
le cas d’étude du chariot mobile avec pendule présenté dans le chapitre 4. L’objectif est
d’asservir la position du chariot tout en régulant cette fois-ci le pendule en position inversée
(c’est-à-dire autour de π) comme l’illustre la figure 5.3.

i

φ

xc

ω

u

Figure 5.3 – Chariot mobile avec pendule inversé

Le comportement du système est régi par les équations non-linéaires définies en (4.1) où les
valeurs nominales des différents paramètres sont résumés dans le tableau 4.1. La linéarisation du
système en position inversée autour de φ � π est donnée, en négligeant la constante de temps
électrique, par la représentation d’état suivante :

d

dt

����
xcptq
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ϕ
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1
J
, d �

r

ln

(5.18)

Dans le but d’illustrer la méthode multi-modèle, nous supposons que le système est soumis à
d’importantes variations paramétriques pour lesquelles il est nécessaire de concevoir un contrôle
adaptatif par MMAC. Pour la clarté de l’exemple, trois cas sont considérés correspondant à des
variations de l’inertie ramenée sur l’axe moteur. La banque de modèles se compose des modèles
Mi, i P t1, 2, 3u, obtenus pour l’ensemble de valeurs pour le paramètre incertain Θ � tΘ1,Θ2,Θ3u
qui sont définies par :

Modèle 1 : Θ1 � tJ � 5 e�6u
Modèle 2 : Θ2 � tJ � 50 e�6u
Modèle 3 : Θ3 � tJ � 125 e�6u

(5.19)

Le premier cas correspond à un fonctionnement nominal du système. Les deux autres cas
représentent un fonctionnement dégradé avec une modification de l’inertie du moteur qui peut
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correspond à une variation de la charge à l’extrémité du pendule.

La banque de contrôleurs est également composée de trois éléments Ki, i P t1, 2, 3u, où un
contrôleur approprié Ki est conçu pour chacun des trois systèmes Mi. La synthèse de chaque
contrôleur reprend l’architecture à trois degrés de liberté de la figure 4.5 où le correcteur a
pour entrées l’écart entre la consigne et la position, la position du chariot et l’angle du pendule
par rapport à la position inversée. L’élaboration de contrôleurs multivariables optimaux H8
est réalisé à l’aide de la méthode hinfsyn de Matlab en considérant des filtres de pondération
adaptés. Pour les besoins de la démonstration, chaque contrôleur stabilise son modèle associé en
respectant une marge de stabilité appropriée, mais les contrôleurs répondent à des spécifications
élevées sur leurs performances et ne stabilisent pas, individuellement, l’ensemble des systèmes
obtenus pour les valeurs du paramètre considérées.

Il convient à présent d’étudier la stabilité par µ-analyse de la loi de commande du MMAC.
Le MMAC est défini selon la banque de modèles Mi et celle des contrôleurs Ki établies
précédemment. La banque des estimateurs n’est quand à elle pas considérée ici puisque les
validités qu’elle génère, sont abordées uniquement en tant que paramètres incertains. Selon les
postulats de l’étude (hypothèse 5.1), le paramètre incertain J du système asservi cöıncide à
l’une des configurations incluses dans Θ � tΘ1,Θ2,Θ3u. Pour chaque configuration, la forme
LFT d’étude définie par (5.15), est établie pour différentes combinaisons de paramétrisation
ρw P Pw. Dans chacun des sous-cas, un domaine de stabilité Dρw

w pΘiq est obtenu par µ-analyse
selon (5.16) et enfin le domaine total de stabilité garanti DwpΘiq est déterminé par union.

La figure 5.4 présent les résultats de la µ-analyse obtenus dans le cas nominal Fig. 5.4paq
et dans les cas dégradés Fig. 5.4pbq, Fig. 5.4pcq. Les résultats sont représentés en deux
dimensions puisque la valeur de la troisième validité peut être déduite des deux autres
(propriété de convexité (5.4)). Sur les figures, les domaines des poids admissibles obtenus par
µ-analyse sont tracés sous forme d’un rectangle rempli et les croix représentent les valeurs
nominales de poids pour lesquelles le système en boucle fermée Mθpρwq n’est pas stable
et donc pour lesquelles l’analyse de stabilité robuste ne peut et ne doit pas être effectuée.
Pour le système donné GpΘiq, le domaine dans lequel la stabilité est garantie DwpΘiq avec
des combinaisons fixes de contrôleurs est obtenu par l’union des hyper-cubes donnés par la
µ-analyse. Lors de cette étude, un quadrillage de paramétrisation des poids nominaux avec un
pas de grille de 0, 02 est utilisé pour couvrir tous les poids tout en respectant leur convexité (5.4).

Dans les configurations Θ1 et Θ3, une contribution élevée des contrôleurs non associés ne
permet pas de conclure sur la stabilité. Il est intéressant de noter que dans le cas de Θ2, qui
est un cas central, les contrôleurs ont des marges suffisantes pour qu’un grand nombre de
combinaisons de contrôleurs puisse stabiliser le système. Il peut être intéressant d’utiliser cette
analyse a posteriori pour la conception des contrôleurs afin d’assouplir certaines spécifications
de performance pour élargir le domaine où la robustesse de la stabilité est assurée.

Cette analyse de stabilité nous permet d’évaluer la robustesse de notre approche multi-
modèle. En effet, un large domaine de stabilité montre qu’une estimation plus approximative
ou moins rapide peut être obtenue par le PPE. En revanche, un domaine très étroit concentré
sur un sommet indique que le modèle diffère fortement des autres, de sorte que son contrôleur
associé est très spécifique. Dans ce cas, sa validité estimée par le PPE devra être très précise.
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Figure 5.4 – Analyse de la stabilité pour les 3 configurations du système
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5.4.3 Réglage de la logique de décision dans le cas linéaire

Nous développons dans cette partie une méthode de réglage du processus décisionnel du
MMAC. L’architecture multi-modèle proposée est dénommée Estimator-based MMAC, elle em-
ploie des observateurs de Luenberger dont le réglage est relié au calcul bayésien des validités. La
conception des observateurs s’effectue par LMI, selon une stratégie s’appuyant sur l’analyse de
stabilité de la section 5.4.2 et un critère caractéristique à minimiser.

5.4.3.1 Approche Estimator-based MMAC

Pour chaque modèle nominal Mi, i P t1,..., Nu, les sorties estimées ŷi sont obtenues via des
observateurs de Luenberger Ei de la forme :

Ei :�
"

9̂xiptq � Aix̂iptq �Biuptq � Lipyptq � ŷiptqq
ŷiptq � Cix̂iptq

(5.20)

où x̂iptq P Rnx est l’état estimé du ième modèle local, uptq P Rnu est le vecteur de commande,
ŷiptq P Rny est le vecteur des sorties estimées et Li sont les gains d’observation à déterminer.
Lorsque le système cöıncide avec le modèle nominalMi, l’erreur d’observation associée εi � x�x̂i

suit la dynamique :

9εiptq � pAi � LiCiqεiptq (5.21)

Les gains d’observation Li sont choisis de manière à assurer que l’erreur d’observation converge
vers zero pour n’importe quelle condition initiale.

Une façon de procéder est d’assurer une convergence exponentielle de l’erreur d’estimation via
la α-stabilité de l’observateur. Les résultats bien connus issus de [Boyd et al., 1994] fournissent
des conditions suffisantes pour garantir un taux de convergence de l’erreur d’estimation selon
un taux de décroissance donnée.

Théorème 5.1 : Estimateur exponentiellement stable [Boyd et al., 1994]

Soit le système correspondant au modèle nominal Mi, et son observateur associé Ei, si il
existe une matrice Pi � P T

i ¡ 0, une matrice Ri et un scalaire αi ¡ 0 tels que

AT
i Pi � PiAi � CT

i R
T
i �RiCi � αiPi   0 (5.22)

alors le gain d’observation Li � P�1
i Ri garantie la décroissance globale et exponentielle

de l’erreur d’estimation εi avec un taux de décroissance caractéristique minimal αi.

Contrairement à la méthode de placement des pôles, le taux de convergence de la fonction
de Lyapunov αi, est un paramètre de conception caractérisant à lui seul les performances
dynamiques de l’observateur.

Au même titre que le RMMAC qui utilise des filtres de Kalman [Fekri et al., 2006, Hassani
et al., 2011], il est proposé dans cette thèse d’utiliser le réglage de l’observateur pour piloter la
logique bayésienne du PPE. En utilisant les termes d’innovation des estimateurs, les validités
sont récursivement calculées avec la matrice de convergence Γi � LT

i Li et βi � 1, par conséquent
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l’équation (5.6) devient :

wipk�1q �
exp

�
�

1
2ε

T
i pkqL

T
j Ljεipkq



wipkq°M

j�1 exp
�
�

1
2ε

T
j pkqL

T
j Ljεjpkq



wjpkq

(5.23)

Ainsi, les estimateurs et le PPE sont regroupés sous une seule entité dont les seuls paramètres
de réglage sont les dynamiques imposées aux erreurs d’observation directement dépendantes des
αi, i P t1,..., Nu. Le paramétrage des αi doit être soigneusement choisi et il est déterminant pour
la stabilité de la boucle fermée globale.

5.4.3.2 Critère caractéristique du réglage du MMAC

Cette section part du principe qu’une banque de contrôleurs avec une conception appropriée
est déjà disponible et qu’il n’est pas nécessaire de les modifier pour obtenir un réglage correct
du MMAC. Ce travail se concentre donc sur les observateurs. En effet, la construction des
estimateurs a un impact important sur la convergence du PPE, d’une part avec l’utilisation de
l’erreur d’observation et d’autre part via la matrice de gain de l’observateur comme matrice
de convergence de la mise à jour récursive des validités bayésiennes (5.23). Afin de fournir une
approche systématique pour le réglage de l’observateur, une méthode fondée sur les domaines
de stabilité déterminés dans la section précédente est proposée.

Pour le système LTI Gpθq, θ P Θ, la stabilité en boucle fermée est assurée avec le domaine
de stabilité correspondant pour toute validité w P Dwpθq. Selon l’hypothèse 5.1, les trajectoires
du paramètre incertain θ sont variantes par morceaux. Une trajectoire de Θi P Ω à Θj P Ω est
appelée commutation et définie par :

GpΘj Ñ Θiq :�
!
Gpθq | Dts, θpt � tsq � Θj et θpt ¡ tsq � Θi

)
(5.24)

Une condition nécessaire mais non suffisante pour conclure sur la stabilité lors d’une commuta-
tion est que les validités appartiennent aux domaines de stabilité correspondants. Cependant,
la dynamique des observateurs et du PPE n’étant pas négligeable, un calcul de poids en dehors
du domaine stable semble inévitable. Il semble raisonnable de limiter la durée pendant laquelle
les poids n’appartiennent pas au domaine de stabilité afin de ne pas compromettre la stabilité
du système en boucle fermée. Il s’agit en effet de limiter et minimiser le temps passé en dehors
du domaine de stabilité. Sous l’hypothèse d’exacte correspondance du système avec ceux
envisagés (5.1), un nombre fini de commutation de Θj P Θ vers Θi P Θ peut être considéré :
GpΘj Ñ Θiq, pi, jq P t1,..., Nu2et i � j.

Par ailleurs, un ensemble de scénarios S correspondant à l’utilisation typique du système
est également envisagé. Cette série de scénarios temporels contient des profils de variations de
paramètres en fonction des conditions opérationnelles. Elle peut également inclure des situations
caractéristiques de signaux externes telles que des variations de référence importantes ou des
perturbations potentielles. Afin de limiter la dépendance de la conception des observateurs aux
scénarios envisagés, des signaux stochastiques comme des bruits de mesure significatifs peuvent
être pris en considération.
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Pour un scénario donné et une commutation GpΘj Ñ Θiq, il est possible de calculer le temps
nécessaire τΘiÑΘj pour que les validités calculées par le PPE atteignent le domaine de stabilité
et restent à l’intérieur :

τΘiÑΘj :� inf
τ

 
@t ¡ τ, wptq P DwpΘiq

(
(5.25)

Ensuite, pour chaque scénario de commutation possible, un temps de parcours τΘiÑΘj à
l’extérieur du domaine de stabilité peut être calculé et un temps global est obtenu par sommation
comme suit :

τ :�
¸
σPS

Ņ

i�1

Ņ

j�1
j�i

τΘjÑΘi (5.26)

Le temps obtenu est proposé pour caractériser le réglage des observateurs et plus généralement la
conception du MMAC, en effet pour rappel la dynamique du PPE dépend aussi principalement
des gains des observateurs (5.23). Ce temps se présente comme une mesure qui doit être minimisée
par rapport à la dynamique de l’observateur.

5.4.3.3 Optimisation du réglage du MMAC

Par la méthode présentée dans le théorème 5.1, la conception d’un observateur Ei est ca-
ractérisée en un seul paramètre αi qui est le taux de décroissance exponentielle imposé à la
dynamique de l’erreur de l’observateur. Pour une banque de contrôleurs donnée, l’objectif est
de régler de manière optimale le MMAC en fonction de la banque d’observateurs de la forme
(5.20), selon la méthode (5.22). Ceci est formulé par le problème d’optimisation suivant :

min
αi,iPt1,...,Nu

τ
�
αi, i P t1,..., Nu

�
(5.27)

Ce problème d’optimisation est fortement non-linéaire, il peut être résolu à l’aide d’algorithmes
génétiques ou d’autres algorithmes d’optimisation sans gradient comme l’algorithme de Nelder-
Mead [Lagarias et al., 1998].

La fonction de coût est donnée par l’évaluation de l’organigramme suivant :

• Concevoir chaque gain d’observation Li d’après (5.22) pour i � t1,..., Nu,
• Calculer chaque τΘjÑΘi selon (5.25),

• Évaluer τ
�
αi, i P t1,..., Nu

�
suivant (5.26).

Il est également possible de réduire la taille du problème d’optimisation en supposant une dyna-
mique identique pour tous les observateurs. Les convergences des erreurs d’observation satisfe-
ront alors les équations de Lyapunov avec le même taux de décroissance imposé α. Le problème
d’optimisation (5.27) devient alors limité à un seul paramètre α, il est plus conservatif mais plus
facile à résoudre.

5.4.3.4 Application

Nous continuons dans cette partie l’illustration de la méthode à l’aide du cas d’étude du
chariot mobile avec pendule de la section 5.4.2.3. Le système gouverné par les équations (4.1)
est sujet à d’importantes variations paramétriques incertaines θ P Θ � tΘ1,Θ2,Θ3u, une loi de
contrôle de type MMAC est déployée dont les banques de modèle et de contrôleurs utilisées sont
respectivement Mi, i P t1, 2, 3u et Ki, i P t1, 2, 3u qui ont été précédemment établies à partir de
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chacune des configurations envisagées de (5.19).

Pour les trois cas considérés, les observateurs Ei sont basés sur des modèles augmentés
avec une perturbation additive supposée constante sur les sorties. Cette technique, modélisant
un bruit de mesure par exemple, va permettre de rendre plus robustes les estimateurs et
indirectement la convergence du calcul des validités par le PPE. Les estimateurs sont de
type Luenberger (5.20) et définis par la méthode présentée dans le théorème 5.1. Un taux de
décroissance minimal αi est imposé à la décroissance exponentielle de la fonction quadratique
de Lyapunov en fonction de l’erreur d’estimation.

Il convient maintenant de prêter attention au réglage des observateurs et indirectement à la
convergence du calcul des validités par le PPE (5.23). Pour chaque configuration du système
considérée, il est possible d’étudier la robustesse en stabilité par µ-analyse comme cela a été
effectué dans la section 5.4.2.3. Le réglage des taux de décroissance minimaux αi est donc
réalisé à l’aide des régions de stabilité garantie préalablement déterminées.

Pour ce faire, un scénario type d’utilisation du système est envisagé. Ce scénario comprend
des variations de référence par morceaux entre r�1; 1s, un bruit blanc gaussien additif sur les
sorties compris à 95% dans r�0, 02; 0, 02s et un temps d’échantillonnage de 0, 01s. Le PPE
fonctionne avec un temps d’échantillonnage de 10�3s et un seuil δ � 10�3. Tous les changements
possibles GpΘj Ñ Θiq, pi, jq P t1, 2, 3u2, i � j sont également pris en considération. Par la
simulation du scénario choisi et pour chaque situation de commutation, il est possible d’associer
une métrique caractéristique τΘiÑΘj (5.25) correspondant au temps nécessaire pour atteindre
le domaine de stabilité DwpΘiq et y rester. Une caractéristique globale τ est alors obtenue en
additionnant les différents temps générés (5.26).

La figure 5.5 illustre les résultats obtenus pour chaque configuration donnée. Les figures
5.5paq�pfq présentent les évolutions temporelles des poids pour chaque scénario étudié et
les figures 5.5pgq�piq représentent les trajectoires des poids dans le plan de phase. Pour cet
exemple de réglage, les temps caractéristiques calculés sont τΘ2ÑΘ1 � 0.345s, τΘ3ÑΘ1 � 0.358s,
τΘ1ÑΘ2 � 0.121s, τΘ3ÑΘ2 � 0.773s, τΘ1ÑΘ3 � 0.259s, τΘ2ÑΘ1 � 0.179s et leur somme τ � 2.04s.

L’étape suivante consiste à minimiser ce critère selon le problème d’optimisation (5.27). Pour
illustrer le plus simplement possible la méthode présentée, une dynamique similaire est imposée
à tous les observateurs par @i P t1, 2, 3u, αi � α. Le problème de réglage du MMAC devient
ainsi un problème d’optimisation à paramètre unique α. Il est proposé d’évaluer la fonction
de coût pour un quadrillage approprié de valeurs de réglage possibles selon l’organigramme
introduit dans la section 5.4.3.3. La figure 5.6 expose avec une échelle logarithmique, les valeurs
de fonction de coût pour α dans l’intervalle r10�2; 102s. Cette figure expose le comportement
fortement non-linéaire de la fonction de coût du problème d’optimisation considéré. Le réglage
optimal du MMAC pour la méthode proposée et le scénario de simulation considéré est obtenu
pour α � 100.479 � 3.013.

Les simulations sont réalisées à partir du système décrit par les équations non-linéaires (4.1).
Le système est sujet à des variations paramétriques θ P Θ et un bruit de mesure gaussien compris
à 95% dans r�0, 02, 0, 02s. La figure 5.7 témoigne du comportement satisfaisant du MMAC en
présentant un exemple de réponses de chariot et du pendule avec le réglage retenu. Un point
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Figure 5.5 – Évolution temporelle et trajectoires des validités
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Figure 5.6 – Évaluation de la fonction de coût

important à noter est que la majorité des réglages possibles du MMAC ne garantissent pas
la stabilité du système. Et qu’il semble très difficile et fastidieux de trouver manuellement un
réglage suffisamment robuste.

5.4.4 Limitations de l’étude

L’étude de stabilité du MMAC menée au cours de cette section comporte deux hypothèses
restrictives qui imposent certaines limites aux résultats obtenus.

Premièrement, supposer les validités constantes par morceaux pour la µ-analyse n’apportent
pas d’assurance sur la stabilité. En effet, commuter entre deux systèmes stables peut engendrer
une instabilité. L’étude menée par µ-analyse a permis d’intuiter la stabilité, mais ce n’est pas
une garantie pour des poids qui vont varier dans le temps. L’approche pourrait être étendue à
l’aide de dynamiques négligées judicieusement introduites ou dans un cadre plus général par
l’utilisation des IQC (Integral Quadratic Constraints) [Megretski et Rantzer, 1997, Veenman
et al., 2016].

De plus, l’hypothèse 5.1 restreint les variations possibles du paramètre inconnu du système
à un ensemble fini de valeurs candidates. Une fois encore, la dynamique de variations n’est
pas prise en compte. Les résultats obtenus sont donc à modérer en fonction de la vitesse de
variation envisagée pour le paramètre inconnu. Le nombre de cas fini considéré peut égale-
ment être source de limitation, néanmoins la méthode présentée est facilement automatisable,
il est tout à fait possible de relâcher la restriction en considérant un nombre important de valeurs.

Bien que la stabilité n’ait pu être garantie, l’étude proposée offre une structure d’analyse
prometteuse, de plus la méthode de réglage du MMAC résultante présente de très bons résultats
dans les nombreux cas d’applications simulés.
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ié
s

w1
w2
w3

0 5 10 15
0

2

4

so
rt
ie
s

xr
c

xc

φr

φ

0 5 10 15
�50

0

50

100

temps (s)

co
m
m
an

d
e

u
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triques
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SECTION 5.5

Conclusions et perspectives

5.5.1 Conclusions

Ce chapitre présente la mise en place d’une technique de commande fondée sur les
multi-modèles qui a pu être complétée par l’intégration de modèles et contrôleurs neuronaux.
L’approche permet d’aborder des systèmes présentant de grandes incertitudes ou variations
paramétriques, en particulier le système peut par exemple être sujet à des pannes pour lesquelles
il est nécessaire de les détecter et de se reconfigurer. L’approche offre donc une architecture
ordonnée et flexible afin d’accumuler des connaissances sous forme de MMAC.

Ce chapitre fournit également une méthode pour l’analyse de stabilité du MMAC dans le
domaine linéaire ainsi qu’un processus de réglage. L’approche est fondée sur la représentation
LFT du problème et la µ-analyse est utilisée sur un ensemble de paires modèle-contrôleur nomi-
naux afin de fournir un domaine de stabilité des combinaisons de contrôleurs. Bien que le cadre
d’étude impose certaines limitations aux résultats, il pose les bases de l’analyse de stabilité et
offre de nombreuses perspectives. Une autre contribution des travaux réside dans la proposition
d’une méthode qui utilise des observateurs de Luenberger dont le réglage permet de guider le
calcul bayésien des validités. Les observateurs sont synthétisés au regard des résultats de l’ana-
lyse de stabilité effectuée au préalable. Un avantage certain de la méthode est de fournir une
solution pour concevoir simultanément la logique de commutation.

5.5.2 Perspectives

Les travaux entrepris dans ce chapitre abordent un sujet bien complexe pour lequel nous
avons pu apporter des premiers résultats d’étude et d’implémentation, néanmoins de nombreuses
perspectives sont envisageables.

Concernant l’étude de stabilité menée dans le contexte linéaire, la µ-analyse qui est
employée ici pourrait être substituée par des outils d’analyse de systèmes LPV afin de prendre
en considération le caractère variant des paramètres. Pour aller plus loin, l’analyse pourrait
spécifiquement tenir compte du calcul des validités en introduisant cette connaissance dans les
incertitudes. Comme nous l’avons déjà évoqué ci-dessus, ces considérations pourraient être faites
en introduisant des incertitudes pour les dynamiques négligées ou en utilisant des contraintes
quadratiques intégrales (IQC). La prise en compte de variations paramétriques dans le système
peut également être étudiée en ajoutant par exemple de nouvelles incertitudes.

De plus, l’extension de la méthode multi-modèle avec l’utilisation de réseaux de neurones
pourrait être étudiée davantage. L’approche entreprise dans le domaine linéaire constitue un
point de départ pour cette étude où les différents réseaux pourraient être appréhendés selon des
modèles obtenus par une linéarisation locale. De plus, par la méthode d’apprentissage multi-
objectifs présentée dans le chapitre 4, un ensemble de contrôleurs est obtenue le long du front
de Pareto pour chacun des modèles. Il est alors envisageable de relier le choix des contrôleurs
sur leur font de Pareto respectif au regard de la stabilité globale du MMAC, c’est-à-dire de
déterminer le degré de robustesse exigé pour chaque contrôleur.
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6.3.2.2 Génération des données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

6.3.2.3 Apprentissage de l’autopilote neuronal . . . . . . . . . . . . . . 167

6.3.2.4 Expérimentations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170
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6.4.1.3 Implémentation du NMMAC pour le contrôle autonome . . . . 178
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SECTION 6.1

Introduction

L’objectif de ce chapitre est de tirer profit des méthodes et outils développés au cours des
travaux de thèse pour apprendre par imitation un pilote automatique d’avion. Cette partie décrit
en ce sens, une plateforme pour développer des autopilotes neuronaux uniquement fondés sur
des bases de données de vol. Les simulateurs de vol tels que X-Plane s’avèrent être des outils
puissants et efficaces pour créer une telle base de données et expérimenter les méthodes de
contrôle. La méthodologie est répartie en trois modules qui correspondent aux trois principales
étapes du développement et de mise en œuvre de l’autopilote :

• Collecte des données : Au cours de différentes sessions de simulation, les informations du
vol sont enregistrées et regroupées dans une banque de données. Cette dernière comprend
les principales données de vol couplées aux actions d’un pilote ou d’un autopilote déjà
implémenté qui constituera le sujet de l’imitation.

• Apprentissage hors-ligne : Différents contrôleurs neuronaux sont développés à l’aide des
bases de données de vol. Les apprentissages sont effectués conformément aux méthodes
présentées dans le chapitre 4, afin d’identifier des contrôleurs robustes neuronaux ainsi que
des modèles neuronaux du système.

• Contrôle autonome : L’implémentation en ligne de l’autopilote est établie conjointement
à la simulation de l’avion. Le simulateur fournit les données aéronautiques pertinentes
(position, attitude, etc.) afin qu’il puisse calculer et envoyer les signaux de commande
(position des actionneurs, angle de guidage de référence, etc.).

La principale contribution du chapitre est de formaliser une méthode complète allant de l’ac-
quisition des données à l’implémentation du pilote automatique en trois étapes qui sont souvent
traitées séparément dans la littérature. La plateforme est donc organisée en trois modules comme
le montre l’organigramme de la figure 6.1.

Co-simulation

Implémentation

du contrôleur

Apprentissage

contrôleur
réseaux de

neurones

base de

données

Figure 6.1 – Les trois modules de la plateforme d’apprentissage d’autopilotes neuronaux

Nous détaillons dans la section 6.2, le développement du module de co-simulation entre Mat-
lab et X-Plane en utilisant le protocole UDP (User Datagram Protocol). Dans la section 6.3, nous
présentons le module d’apprentissage dont les fondements sont directement issus des méthodes
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d’identification neuronale de contrôleurs robustes du chapitre 4. Le module d’implémentation du
contrôleur qui est décrit dans la section 6.4 est quant à lui établi selon l’approche multi-modèle
présentée dans le chapitre 5. Les modules peuvent intéresser le lecteur indépendamment les uns
des autres et les sections peuvent être lues séparément.

SECTION 6.2

Module de co-simulation

Dans l’approche de co-simulation, les calculs de dynamique de vol sont effectués par le
simulateur (figure 6.2). Ce processus fonctionne comme une bôıte noire pour Matlab, comme
ce serait le cas pour un avion réel. Cette méthode bénéficie du haut degré de réalisme fourni
par le simulateur, qui utilise des modèles de dynamique de vol réalistes. La plate-forme
d’expérimentation est basée sur X-Plane 11, un simulateur de vol commercial développé par
Laminar Research. Ce logiciel a été utilisé dans ce travail en raison de sa grande fiabilité de
simulation et de sa souplesse d’utilisation.

X-Plane
Modèle dynamique

Matlab
Système de contrôle

signaux d’entrée

données de vol

U

D

P

Figure 6.2 – Co-simulation entre X-Plane et Matlab

Cette section met en évidence les étapes clés du développement du module de co-simulation
entre X-Plane et Matlab via l’environnement Simulink. En raison des ressources de calcul
requises et de la contrainte de simulation en temps réel, les deux logiciels sont exécutés sur deux
ordinateurs distincts.

6.2.1 Le simulateur de vol : X-Plane

6.2.1.1 Présentation

X-Plane est un logiciel de simulation de vol développé par Laminar Reserch, la version
11 du simulateur est initialement parue en 2017 et a connu de nombreuses mises à jour
par la suite. X-Plane permet de simuler des sessions de vols d’aéronefs comme des avions,
hélicoptères, planeurs ou fusées. Le logiciel intègre également de nombreux outils de création
ou modification d’aéronefs et d’environnements. Le simulateur est développé pour un usage
amateur ou professionnel à destination des pilotes ou en tant qu’outil de développement pour
l’ingénierie.

X-Plane se caractérise par une grande précision de modélisation, ce qui permet une
simulation avec un haut degré de similitude par rapport à un vol réel. Ce simulateur se distingue
par son modèle de vol fondé sur la forme géométrique de l’avion. La simulation modélise en
temps réel les forces agissant sur les différentes parties de l’avion pour déterminer la portance
et la trâınée, puis calcule l’accélération, la vitesse et la position de l’avion. Ce processus, appelé
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théorie des éléments de pale (blade element theory), consiste à décomposer une surface en
plusieurs petites sections et sous-sections, puis à déterminer les forces sur chacun de ces petits
éléments. Cette approche diffère de la méthode empirique conventionnelle consistant à agréger
des mesures puis à déterminer les forces aérodynamiques à l’aide de tables de correspondance
prédéfinies. Le simulateur X-Plane est certifié par la Federal Aviation Administration (FAA)
pour être utilisé par les pilotes comme outil de formation, lorsqu’il est connecté à du matériel
certifié (cockpit et commandes de vol).

Un autre élément clé de X-Plane est sa large gamme d’options qui permet la création
d’un environnement de simulation riche. Il est possible d’utiliser facilement différents aéronefs,
y compris des modèles prototypes conçus avec le Plane-Maker. De nombreux paramètres de
l’avion permettent de simuler des scénarios de défaillance ou d’autres événements spécifiques,
très utiles pour le développement de pilotes automatiques intelligents. Certains des avions
mis à disposition proposent également un autopilote interne déjà implémenté, celui-ci peut se
révéler utile pour la création de données par exemple ou pour permettre d’aborder différents
étages de contrôle comme le pilotage, le guidage ou la navigation. D’autres fonctionnalités sont
également intégrées à X-Plane pour la gestion des conditions de vol, tels que les conditions
atmosphériques, la vitesse et la direction du vent ou les turbulences.

Enfin, l’interaction avec le simulateur est grandement facilitée et flexible pour l’utilisateur
ou un logiciel tiers. L’interface de jeu du simulateur permet l’intervention d’un pilote pour
enregistrer sa réaction dans diverses situations ou analyser son comportement. De nombreuses
données de vol sont également accessibles pendant la simulation, il est alors possible d’interagir
avec le simulateur via un logiciel extérieur.

6.2.1.2 Interface de données

La communication entre X-Plane et d’autres logiciels extérieurs comme Matlab est assurée
par le protocole de datagramme utilisateur ou UDP (User Datagram Protocol). Ce protocole
de télécommunication fait partie de la couche transport du modèle OSI (Open Systems
Interconnection). Il permet la transmission de données sous forme de paquets de données ou
datagrammes de manière simple entre deux entités définies par leur adresse IP et un numéro
de port. Cette approche permet de faire fonctionner le simulateur et les autres logiciels avec
lequel il interagit, sur des plateformes différentes, à condition qu’ils soient sur le même réseau
local. Ce protocole ne dispose pas de mécanisme d’établissement de liaison (ou handshaking), il
est alors exposé aux éventuels problèmes de fiabilité du réseau. Par conséquent, la transmission
n’est pas garantie en termes de livraison et d’exactitude des données telles que l’ordre d’arrivée
ou la duplication éventuelle des datagrammes. Ce protocole est donc adapté à une utilisation
sans détection et correction d’erreurs. Dans un contexte de simulation en temps réel, la nature
du protocole UDP le rend utile pour transmettre rapidement de petites quantités de données,
puisqu’il est préférable de perdre éventuellement un datagramme plutôt que d’attendre qu’il
soit retransmis.

Les datagrammes de X-Plane respectent un format standard consistant en un flux de paquets
de données. Le paquet de données est une châıne d’octets illustrée par le tableau 6.1 et respectant
le schéma suivant :

• Une en-tête composé de 5 octets : les quatre premiers octets sont des codes ASCII pour
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les mots-clés ”DATA” indiquant qu’il s’agit d’un paquet de données. Le cinquième octet
est un code interne défini comme ”0”.

• Un ensemble de données regroupées par groupe de 36 octets répétés par le nombre total
de groupes : les quatre octets suivant l’en-tête constituent l’indice du premier groupe de
données en décimale de 0 à 133. Les 32 octets suivants représentent les données de 8
paramètres à raison de 4 octets par paramètre. Un paramètre correspond à la valeur de la
donnée en virgule flottante de simple précision (32-bit). Les autres groupes de données se
succèdent alors dans le datagramme par des paquets de 36 octets en respectant le même
schéma. Pour illustrer le format, le tableau 6.2 donne un exemple de jeu de données.

D’autres clarifications peuvent être ajoutées pour faciliter la mise en œuvre :

• La longueur du paquet de données varie en fonction du nombre total de groupes de données
sélectionnés. Les groupes de données sont rangés les uns après les autres dans le message
en respectant un ordre croissant en fonction de l’indice de chaque groupe. Le groupe de
données ayant l’indice le plus bas sera inséré juste après l’en-tête et ainsi de suite.

• La majorité des groupes de données contiennent moins de 8 paramètres, les informations
non utilisées sont donc remplies par le nombre ”�999”. Ce nombre, lorsqu’il est utilisé pour
l’envoi, signifie également que la valeur du paramètre ne sera pas modifiée dans X-Plane.

Table 6.1 – Format des datagrammes de X-Plane

En-tête Groupe n°1 Groupe n°2
� � �5 bytes 9�4 bytes 9�4 bytes

’DATA0’ Indice 8 Paramètres Indice 8 Paramètres
� � �5 bytes 4 bytes 8�4 bytes 4 bytes 8�4 bytes

Table 6.2 – Exemple de format d’un groupe de données

Groupe ”Pitch, roll & headings”

Indice Paramètre 1 Paramètre 2 � � � Paramètre 8

Terme 17 pitch, deg roll, deg none

Byte 17-0-0-0 156-162-9-192 240-92-19-65 � � � 0-192-121-196

Valeur 2.3822e�44 �2.15055 9.21016 �999

6.2.2 Mise en pratique de la co-simulation

6.2.2.1 Configuration de X-Plane

Les particularités de X-plane conféré par sa conception en tant qu’outil de développement,
rendent son utilisation très souple pour l’expérimentation. De nombreuses données sont
accessibles et peuvent être affichées pendant la simulation, envoyées sur un réseau ou écrites
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dans un fichier. La sélection et l’utilisation des données se font par le biais du tableau de
sortie des données. Le tableau indique les indices des groupes de données afin de correctement
les identifier par la suite, néanmoins les contenus de ces groupes, c’est-à-dire les valeurs
des paramètres, peuvent être obtenus à partir de leurs affichages dans le cockpit ou dans
le fichier d’enregistrement. L’utilisateur peut choisir les groupes de données à envoyer ou
à sauvegarder et le débit jusqu’à 99,9 paquets de données par seconde. Pour le fonctionne-
ment correct de la communication par UDP, il est nécessaire de spécifier dans les options de
X-Plane l’adresse IP de la machine où est exécuté Matlab ainsi que le port de réception à relier.

De nombreuses autres options sont également disponibles, notamment sur le plan des perfor-
mances graphiques. Le niveau d’affichage peut être ajusté en fonction de la machine utilisée afin
de garantir une exécution en temps réel du simulateur. Un paramètre qui peut être important
est le modèle de vol par image. Ce paramètre représente le nombre de fois que le simulateur
calcule les forces aérodynamiques pour chaque image. Il doit être ajusté si la fréquence d’images
est très faible et d’autant plus si l’avion est petit, rapide ou léger.

6.2.2.2 Configuration de Matlab et Simulink

Du côté de Matlab, la réception et l’envoi de données à X-Plane s’effectuent dans
l’environnement Simulink à l’aide de l’Instrument Control Toolbox qui fournit des blocs pour
communiquer sur le réseau via UDP. Il est possible de contourner l’utilisation de cette toolbox
en utilisant une méthode similaire à celle proposée dans [Aschauer et al., 2015]. Néanmoins,
une attention doit être portée à l’optimisation du code et au temps de calcul nécessaire pour ne
pas ralentir l’exécution de Matlab et assurer son bon fonctionnement en temps réel.

La réception et le décryptage des données dans l’environnement Simulink s’effectuent selon
les fonctions et les étapes suivantes :

• UDP Receive : Réception du message UDP depuis l’adresse IP où s’exécute le logiciel X-
Plane et spécification du port à lier. Le message reçu est au format variable d’entier non
signé de 8 bits (uint8) et sa taille sera de 5 octets pour l’en-tête plus 36 octets pour chaque
ensemble de données de sortie sélectionné dans la table de sortie de données X-Plane.

• Byte Unpack : Décomposition des données en un tableau d’octets. L’en-tête est un uint8
égal à ”68-65-84-65-48” pour ”DATA0” tandis que le reste du message doit être séparé en
9 groupes de valeurs flottant de simple précision (32-bit) pour chaque groupe de données.

• Matlab Function : Récupération de chaque paramètre individuellement en sélectionnant le
groupe de données dans lequel le paramètre est contenu et sa position dans ce groupe.

• Data Type Conversion : Conversion des données en valeurs à double précision (64-bit) qui
est souvent nécessaire pour une utilisation correcte avec Simulink.

La transmission des données au simulateur s’effectue également dans l’environnement Simu-
link. Notons que le nombre et la sélection des groupes de données envoyés sont indépendants de
ceux reçus. Un protocole similaire mais inversé par rapport à celui précédemment présenté est
utilisé pour envoyer les données souhaitées en respectant les étapes suivantes :

• Data Type Conversion : Convertir les données en variable de simple précision (32-bit).

• Matlab Function : Création des groupes de données qui doivent être injectés dans X-Plane
en plaçant les 8 paramètres dans le bon ordre et en ajoutant la valeur ”-999”au format uint8
pour les paramètres non utilisés ou non modifiés. L’indice associé au groupe de données
doit précéder chaque série de paramètres, également au format uint8.
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• Byte Pack : Regroupement des données d’entrée dans un seul vecteur de sortie de format
uint8 contenant l’en-tête et les groupes de données successifs sans se soucier de l’ordre.

• UDP Send : Envoi du message UDP à X-Plane avec l’adresse IP correspondante et un port
qui diffère de celui utilisé pour la réception.

Un point crucial de la co-simulation repose sur la synchronisation temporelle. Il faut veiller
à ce que Matlab ne prenne pas trop de temps pour calculer et envoyer les données à X-Plane.
Dans le cas contraire, les paquets sont mis en mémoire tampon et les calculs de Matlab sont
fondés sur des données de vol obsolètes, ce qui peut entrâıner un comportement imprévisible.
À notre connaissance, il n’existe aucune possibilité de synchroniser les horloges du logiciel de
simulation de vol et de Matlab. Même s’il est possible d’imaginer un fonctionnement séquencé
de modes pause et lecture de X-Plane qui serait imposé par Matlab, cette manipulation s’avère
impraticable. La manière la plus simple de procéder est de conditionner un fonctionnement
en temps réel sur les deux logiciels. Du côté de X-Plane, la simulation suit les performances en
temps réel, et il est très simple de détecter un ralentissement de la simulation grâce aux messages
d’avertissement. Sur Matlab, l’utilisation du bloc de synchronisation en temps réel (Real-Time
Synchronization) fourni par la Simulink Desktop Real-Time Toolbox permet d’exécuter le modèle
Simulink avec une horloge en temps réel.

SECTION 6.3

Module d’apprentissage de contrôleurs robustes

Cette section a pour objectif d’illustrer les méthodes d’apprentissages de contrôleurs robustes
développées dans le chapitre 4. En tirant profit de la co-simulation avec X-Plane, différents
autopilotes d’avion sont développés à partir de bases de données de vol. L’étage de contrôle
adressé dans les travaux se concentre sur le guidage de l’appareil, c’est-à-dire la détermination
des consignes d’attitudes. Ce choix est lié aux contraintes de simulation en temps réel et aux
difficultés matérielles de traiter par exemple, l’étage de contrôle de pilotage qui agit directement
sur les gouvernes de l’appareil, mais qui nécessite une fréquence d’échantillonnage plus élevée.

6.3.1 Synthèse d’un autopilote de guidage en vol libre

6.3.1.1 Description du problème

La problématique de contrôle abordée dans cette partie se concentre sur l’élaboration d’un
pilote automatique pour le guidage d’un avion. Dans un contexte de navigation aérienne libre,
l’objectif est d’asservir l’aéronef selon un cap et une altitude souhaités. Ainsi, conformément
au schéma 6.3, le pilote automatique abordé vise à suivre les signaux de référence de cap ψr et
d’altitude hr. Les signaux de commande composés de la référence de roulis ϕr et de la référence
de tangage θr sont calculés dans Matlab avant d’être transmis au simulateur, qui retourne
alors le cap ψ et l’altitude h actuel de l’appareil.

L’étage de contrôle traité dans ce travail correspond à celui du guidage, ainsi les commandes
calculées sont les angles de guidage de référence. Un étage de pilotage garanti alors le suivi
des consignes de guidage en agissant directement sur les gouvernes de l’appareil. Dans nos
simulations, cette fonction est assurée via l’autopilote interne de X-Plane qui réalise l’asservis-
sement en agissant sur les ailerons, la gouverne de profondeur ainsi que son compensateur et la
gouverne de direction. De plus, la vitesse de l’appareil est maintenue à une vitesse constante
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Figure 6.3 – Schéma de simulation de la boucle d’asservissement de guidage

dont la régulation est également effectuée par l’autopilote de pilotage. Finalement, le système
sujet à l’asservissement est donc composé de la dynamique de l’avion ainsi que l’autopilote
interne de pilotage de X-Plane.

L’objectif de synthèse est finalement de développer par imitation un pilote automatique de
guidage d’un avion à partir de données de vol. Afin d’illustrer la méthode, nous expérimenterons
successivement deux imitations distinctes. Une première expérimentation consiste à imiter
l’autopilote de guidage (ou directeur de vol) déjà implémenté dans X-Plane et conçu par les
développeurs. Par la suite, une seconde expérience est alors de reproduire les facultés de pilotage
d’un opérateur capable de guider l’appareil lors de phases de vol libre.

Les simulations présentées dans cette section, emploi le Cessna 172SP (voir la figure 6.4)
qui est un avion monomoteur à aile fixe avec un train d’atterrissage tricycle. Il s’agit d’un
appareil d’entrâınement populaire qui compte parmi les modèles installés dans la flotte par
défaut de X-Plane et dont la vitesse de croisière est d’environ 120 nœuds. Il est équipé d’un
pilote automatique utile à l’expérimentation, ainsi que de l’instrument de bord G1000 qui affiche
plusieurs informations utiles au pilotage de l’aéronef. Comme le montre la figure 6.5, l’horizon
artificiel indique l’attitude actuelle de l’aéronef en jaune qui est contrôlé par l’autopilote interne
afin de respecter les consignes de guidage provenant du directeur de vol qui sont affichées en
magenta. De plus, le compas (en bas) et l’altimètre (à droite) sont utilisés lors des sessions de
vol avec le pilote pour lui indiquer explicitement les consignes de cap et d’altitude à respecter.
Il peut ainsi guider l’avion selon un vol aux instruments.

Figure 6.4 – Cessna 172SP

6.3.1.2 Génération des données

La méthodologie d’apprentissage de contrôleur, et même de façon plus générale des méthodes
d’apprentissage par imitation nécessitent l’approvisionnement d’une base de données illustrant
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Figure 6.5 – Instrument de vol G1000 de X-Plane 11

les comportements à reproduire de manière suffisamment abondante et condensée. Ainsi, pour
générer les bases de données de vol, des consignes de navigation, c’est-à-dire de cap et d’altitude
sont envoyées à X-Plane afin de disposer d’un signal d’apprentissage suffisamment riche. Lors
d’une première simulation, le pilote automatique de l’avion est employé dans son intégralité
afin de contrôler l’aéronef. Les systèmes d’autopilote interne et du directeur de vol sont amorcés
dans le simulateur ainsi que le suivi de cap et d’altitude. Pour la seconde simulation, le directeur
de vol est court-circuité par les commandes de guidage d’un pilote qui a pour tâche de contrôler
l’avion en se conformant aux consignes de cap et d’altitude. L’intervention du pilote est
effectuée à l’aide d’un joystick dont les deux axes sont directement reliés aux angles de consigne
de roulis et de tangage. Les positions du manche sont récupérées dans l’environnement Si-
mulink de Matlab, elles sont par la suite converties en degré avant d’être transmises à X-Plane.

Les signaux de référence de navigation sont composés d’une succession d’échelons d’am-
plitude et de longueur aléatoires. La génération de ces signaux d’excitation est effectuée
conformément à la méthode présentée dans le chapitre 1 (section 1.5) sur la procédure
d’identification de systèmes dynamiques par réseaux de neurones. Les amplitudes sont déli-
mitées par des valeurs minimales et maximales, qui sont forcées d’apparâıtre dans le signal
d’excitation au moins une fois afin de s’assurer que le système soit excité sur le domaine
d’opération souhaité. De même, les durées des échelons sont déterminées de manière à ce que
l’état d’équilibre soit atteint dans une proportion plus ou moins importante des cas. Les caps
souhaités sont choisis entre 150� et 300�, et les échelons ont une durée n’excédant pas 60s.
Simultanément, les paliers d’altitude spécifiés sont délimités entre 2000ft (pieds) et 4000ft et
leur durée est limitée à 120s. Pour la première simulation qui implique le directeur de vol, ce
dernier contrôle le taux de montée ou descente lors des phases de changement d’altitude selon
une vitesse verticale de 1500ft/min. Durant l’ensemble des vols, la vitesse air de l’appareil
est régulée à l’aide du pilote automatique interne selon une vitesse de consigne de 100kt (nœuds).

Pendant les phases de simulations de vol, les données sont enregistrées par X-Plane à une
fréquence d’écriture de 20Hz, soit un temps d’échantillonnage de 0.05s qui est une fréquence
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cohérente avec celles classiquement utilisées pour le guidage. Les vols sont effectués par temps
calme autour de l’aéroport de Paris Orly. La première simulation de l’autopilote de X-Plane
aboutit à la création d’une première base de données d’une durée d’environ deux heures. La
seconde base de données est générée à l’aide de la seconde simulation d’une durée approximative
d’une heure qui implique cette fois-ci le pilote.

À l’issue des sessions de vol, les données sont extraites des fichiers textes et récupérées dans
Matlab pour l’apprentissage hors-ligne. Dans le processus de pré-traitement, chaque base de
données est ré-échantillonnée selon une période d’échantillonnage uniforme de 0.05s, convertie
en unité de base du Système International (SI) puis normalisée par la méthode min-max avant
d’être divisée en trois ensembles constitués à 70% pour l’ensemble d’entrâınement, 15% pour
l’ensemble de validation et 15% pour l’ensemble de test.

6.3.1.3 Imitation de l’autopilote de X-Plane

Nous nous intéressons dans cette partie à l’apprentissage par imitation de l’autopilote de
guidage déjà implémenté dans X-Plane. Nous ne présumons d’aucune structure interne concer-
nant l’autopilote. Ainsi, nous abordons le problème de contrôle en considérant les dynamiques
longitudinales et latérales comme couplées. À partir de la base de données associée, deux phases
d’apprentissages sont réalisées indépendamment, la première correspondant au contrôleur à iden-
tifier selon les vecteurs entrées-sorties :"�

ψr � ψ
hr � h

�
,

�
ϕr

θr

�*
(6.1)

La seconde identification désigne celle du système à asservir qui est nécessaire pour l’évaluation
des marges de stabilité et dont les vecteurs d’entrées-sorties sont :"�

ϕr

θr

�
,

�
ψ
h

�*
(6.2)

Nous réalisons les apprentissages conformément à la procédure détaillée dans la section 1.5.
L’algorithme d’apprentissage appliqué est celui de Levenberg-Marquardt qui est généralement
l’un des plus efficaces pour l’entrâınement hors-ligne des réseaux peu profonds. Le critère d’arrêt
prématuré est retenu lorsque le coût de validation augmente pour 100 itérations successives et
le réseau final retenu correspond à celui dont le coût de validation est le plus faible. Un nombre
de 10 tirages est effectué pour chaque structure et le réseau ayant la plus faible performance
de validation est sélectionné. Enfin, les poids d’entrée et de sortie des réseaux sont modifiés
en fonction des valeurs de normalisation afin qu’ils puissent être utilisés pour les données
réelles. Une méthode essai-erreur est alors nécessaire afin de déterminer la structure et les
hyper-paramètres appropriés, le tableau 6.3 fournit les résultats d’apprentissages des réseaux
ainsi retenus.

Le contrôleur neuronal KNN
autopilote est obtenu selon un apprentissage sous une forme SSNNOE

tandis que l’apprentissage du système GNN
autopilote nécessite l’apprentissage en deux temps où le

premier, sous forme SSNNARX, initialise un second sous forme récursive SSNNOE. Les sorties
estimées des modèles neuronaux sont données par les figures 6.6 et 6.7 en comparaison des
sorties de la base de données pour le jeu de validation et de test. Ces figures illustrent les bonnes
performances temporelles des modèles neuronaux, le contrôleur neuronal reproduit presque
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Table 6.3 – Résultats d’apprentissage pour l’imitation de l’autopilote de X-Plane

Structure Résultats

topologie nin nout σ1 n1 nW iter. durée err. app. err. val. err. test

KNN
autopilote SSNNOE 2 2 tanh 5 87 484 20m 7.9e�4 1.2e�3 1.0e�3

SSNNARX 0 5 tanh 10 176 166 1m 6.7e�9 7.6e�9 6.9e�9
GNN

autopilote SSNNOE 0 5 tanh 10 176 202 12m 1.1e�4 2.3e�4 5.4e�3

parfaitement les consignes de guidage de l’autopilote tandis que le système neuronal présente
des dynamiques similaires à celles d’origine même si une erreur statique tend à s’accumuler au
fur et à mesure de la simulation.
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Figure 6.6 – Résultat d’apprentissage du contrôleur pour l’imitation de l’autopilote de X-Plane
sur les données de validation et de test

Le contrôleur neuronal est finalement étudié en stabilité et en performance. D’une part, les
marges de la boucle d’asservissement sont estimées a posteriori à l’aide du contrôleur neuro-
nal KNN

autopilote et du modèle neuronal GNN
autopilote. Le tableau 6.4 résume les marges de stabilité

calculées en entrée et en sortie selon les marges de disque introduites dans la section 4.3. Le
problème à l’étude étant de grande dimension, les outils de résolutions de LMI font alors face
à de nombreuses difficultés numériques, ainsi les marges de stabilités sont estimées à l’aide de
la méthode subsidiaire par µ-analyse comme nous l’avons présenté dans la section 3.4.3 et avec
les réserves déjà évoquées. Les marges de robustesses obtenues sont satisfaisantes ainsi il n’est
pas nécessaire d’effectuer un apprentissage avec prise en compte de ces marges de stabilité via
la méthode d’optimisation multi-objectifs. D’autre part, l’autopilote neuronal est co-simulé avec
X-Plane afin d’assurer le suivi de cap et d’altitude d’un nouveau scénario de test qui inclut des
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Figure 6.7 – Résultat d’apprentissage du système pour l’imitation de l’autopilote de X-Plane
sur les données de validation et de test

consignes en échelons et en rampes. Au cours du vol, la vitesse air de l’avion est maintenue autour
d’une consigne de 100kt par l’autopilote interne. La figure 6.8 présente les résultats de simulation
pour un vol par temps calme en comparaison des réponses de l’autopilote de X-Plane pour ce
même scénario. Les résultats montrent des performances satisfaisantes dans le contrôle du cap
et de l’altitude qui cöıncide presque parfaitement 1 au comportement du pilote automatique de
X-Plane.

Table 6.4 – Marges de stabilité de l’asservissement obtenu par l’imitation de l’autopilote de
X-Plane

Marge en entrée Marge en sortie

γDMµ
u DMµ

u GMu PMu γDMµ
y DMµ

y GMy PMy

2.22 0.46 4.1 dB 26.2° 2.83 0.35 3.1 dB 20.0°

6.3.1.4 Imitation d’un pilote

Nous abordons à présent dans cette partie l’apprentissage d’un autopilote par imitation
d’un joueur occasionnel guidant l’appareil au cours de session de vol libre. La méthode
d’apprentissage est similaire à celle utilisée pour l’imitation de l’autopilote de X-Plane, en
utilisant ici la seconde base de données générée à partir des réactions du pilote. L’algorithme

1. Les oscillations de commande de tangage de l’autopilote de X-Plane s’explique par l’alternance inévitable
d’activation et de désactivation du mode de maintien d’altitude de l’autopilote lorsque la consigne est une rampe.
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Figure 6.8 – Comparaison des simulations de l’autopilote de X-Plane et de celui appris pour
un scénario test
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de Levenberg-Marquardt est appliqué pour l’apprentissage selon un critère d’arrêt prématuré
choisi à 500 itérations successives et pour 10 tirages par essai. Le tableau 6.5 présente les
résultats d’apprentissages du contrôleur neuronal et du système neuronal retenus, dont là encore
la topologie des réseaux a été déterminée empiriquement. Les figures 6.9 et 6.10 illustrent
également les sorties estimées et attendues des réseaux respectifs.

Table 6.5 – Résultats d’apprentissage pour l’imitation du pilote

Structure Résultats

topologie nin nout σ1 n1 nW iter. durée err. app. err. val. err. test

KNN
pilote SSNNOE 3 4 tanh 10 224 538 28m 9.1e�3 1.1e�2 9.9e�3

SSNNARX 0 5 tanh 10 176 526 1m 1.9e�8 2.5e�8 1.4e�8
GNN

pilote SSNNOE 0 5 tanh 10 176 1278 49m 2.4e�4 6.5e�3 7.2e�3
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Figure 6.9 – Résultat d’apprentissage du contrôleur pour l’imitation du pilote sur les données
de validation et de test

L’erreur d’apprentissage du contrôleur est relativement plus élevée dans ce cas d’appren-
tissage du pilote plutôt que lors de l’apprentissage de l’autopilote déjà implémenté, et cela
malgré une structure de réseau plus importante. Comme l’illustre la figure 6.9, le comportement
qui doit être assimilé par le réseau est bien plus complexe. Les signaux de commandes sont
fortement agités, néanmoins, les réactions du pilote sont en moyenne reproduites par le
contrôleur neuronal. Concernant l’apprentissage du système, une structure de réseau similaire
au cas de l’apprentissage de l’autopilote est utilisée et l’apprentissage est également réalisé
en deux temps. La figure 6.10 démontre une estimation satisfaisante du modèle malgré là
encore, une erreur statique qui tend à s’accumuler. Pour rappel, l’établissement du modèle est
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Figure 6.10 – Résultat d’apprentissage du contrôleur pour l’imitation du pilote sur les données
de validation et de test

uniquement nécessaire pour l’évaluation des marges de stabilité.

Les marges de stabilité de l’asservissement sont calculées à l’aide du contrôleur neuronal
KNN

pilote et du modèle neuronal GNN
pilote selon les marges de disque en entrée et en sortie résumé

dans le tableau 6.6. En comparaison avec le cas précédent d’apprentissage de l’autopilote de
X-Plane, les marges sont légèrement plus faibles, notamment en sortie. Les marges affichées
semblent néanmoins confortables et le contrôleur neuronal est alors co-simulé avec le simula-
teur. La figure 6.11 expose les données de vol de suivi de cap et d’altitude pour le scénario
de test. Les réponses obtenues par le contrôleur issu de l’apprentissage sont comparées à
celles acquises indépendamment avec le pilote sur ce même scénario de test. Les commandes
cöıncident en moyenne comme ce fut le cas lors de l’apprentissage malgré les composantes
plus hautes fréquences générées par les réactions d’ajustement du pilote. De l’autre côté,
les suivis de consignes se ressemblent fortement. Les réactions propres au pilote sont imitées
en grande partie par le contrôleur neuronal notamment en termes de temps de réponse ou
de dépassement. La simulation avec le pilote présente de faibles oscillations de suivi de cap,
l’autopilote neuronal parvient malgré tout a corriger cette allure. Le suivi de rampes qui n’est
pas présent dans les données d’apprentissages diffère légèrement, mais il est correctement effec-
tué. Ainsi, le comportement général du pilote semble donc être assimilé par le pilote automatique.

Bien que le contrôleur obtenu par imitation expose un comportement satisfaisant, nous sou-
haitons à présent consolider la robustesse du contrôleur via un apprentissage avec optimisation
de la stabilité. Un tel choix, se justifie notamment dans la confiance accordée à l’estimation
des marges de stabilité. En effet, le modèle neural qui est utilisé pour l’estimation des marges
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Table 6.6 – Marges de stabilité de l’asservissement obtenu par l’imitation du pilote

Marge en entrée Marge en sortie

γDMµ
u DMµ

u GMu PMu γDMµ
y DMµ

y GMy PMy

3.22 0.31 2.7 dB 17.7° 5.96 0.17 1.5 dB 9.6°
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Figure 6.11 – Comparaison des simulations du pilote et du contrôleur appris pour un scénario
test
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présente une erreur d’apprentissage non-négligeable, comme nous l’avons vu précédemment sur
les signaux temporels (figure 6.10). Il est alors judicieux de chercher à obtenir des marges de
stabilité importantes afin de se prémunir des erreurs de modélisation du système qui est utilisé
pour l’évaluation de la robustesse. Dans ce but, un apprentissage multi-objectifs du contrôleur
neuronal KNN est réalisé selon le problème d’optimisation suivant :

min
KNN

F pKNNq �
�
fϵpKNNq, fγpKNNq

�
fϵpKNNq � JmsepKNN, Zdtq

fγpKNNq � γ , γ�1 � min
�
DMµ

u , DMµ
y

� (6.3)

L’apprentissage est réalisé conformément à la méthode d’entrâınement avec prise en compte
de stabilité du chapitre 4 (section 4.4). L’algorithme génétique utilise une population de 100
individus, la structure du réseau du contrôleur est identique à celle précédemment utilisée,
ainsi, l’un des individus est initialisé à l’aide du contrôleur déjà entrainé KNN

pilote tandis que
les autres sont initialisés aléatoirement dans l’espace de recherche. Le tableau 6.7 présente les
résultats obtenus par l’apprentissage multi-objectifs. Les marges d’une partie des contrôleurs
neuronaux synthétisés y sont détaillées, tandis que le front de Pareto associé à l’ensemble optimal
de contrôleurs est donné par la figure 6.12. L’ensemble de Pareto regroupe ainsi 34 contrôleurs qui
constituent les meilleurs compromis entre robustesse et performance d’imitation. Une solution
ensembliste et non-unitaire procure à l’automaticien un degré de liberté supplémentaire qui fait
souvent défaut lors d’un apprentissage classique mono-objectif. Le choix lui revient finalement
de placer le curseur de robustesse du contrôleur de façon intelligible. Sa décision peut s’appuyer
sur une série d’expérimentations des différents contrôleurs afin de sélectionner celui répondant
le mieux à ses besoins.

Remarque 6.1. Bien que les calculs soient exécutés en parallèles, la durée d’apprentissage au
regard du nombre d’itérations témoigne du caractère coûteux en temps de calcul de l’optimisa-
tion. La difficulté réside principalement dans l’estimation des marges de stabilité et les plusieurs
secondes nécessaires à leur calcul. Cette contrainte intervient dans la fonction de coût qui est
évaluée pour chaque individu et à chaque génération (c’est-à-dire itération).

Table 6.7 – Résultats de l’apprentissage multi-objectifs obtenu par l’imitation du pilote

Structure Optimisation

topologie nin nout σ1 n1 nW itération durée
SSNNOE 3 4 tanh 10 224 2081 22h41m

Marge en entrée Marge en sortie Erreur

γDMµ
u DMµ

u GMu PMu γDMµ
y DMµ

y GMy PMy Jmse

K�6
pilote 1.10 0.91 8.5 dB 48.9° 1.10 0.91 8.5 dB 48.7° 9.7e�2

K�15
pilote 1.17 0.85 7.9 dB 46.1° 1.21 0.83 7.6 dB 44.9° 2.9e�2

K�27
pilote 1.36 0.73 6.7 dB 40.2° 2.05 0.49 4.3 dB 27.4° 1.1e�2

K�29
pilote 3.00 0.33 2.9 dB 18.9° 3.41 0.29 2.6 dB 16.7° 7.9e�3

K�32
pilote 3.22 0.31 2.7 dB 17.6° 4.45 0.22 2.0 dB 12.8° 6.4e�3
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Figure 6.12 – Front de Pareto des contrôleurs neuronaux optimaux pour l’imitation du pilote

Un sous-ensemble de contrôleurs de Pareto est co-simulé à l’aide du simulateur de vol pour
le scénario de test. La figure 6.13 présente les réponses temporelles aux consignes de cap et
d’altitude des contrôleurs en comparaison avec celles obtenues indépendamment avec le pilote.
Les contrôleurs manifestant des marges plus robustes respectent un comportement moins
semblable à celui de pilote et également moins agressif. En particulier, le contrôleur K�6

pilote

expose des erreurs statiques de suivi importantes qui témoignent de son excès de robustesse et
de l’absence d’intégrateur. Les contrôleurs ayant les meilleures performances d’imitation ont
quant à eux un comportement très proche de celui du pilote.

Finalement, l’expérience menée démontre les enjeux de l’apprentissage de contrôleurs ro-
bustes. L’autopilote neuronal parvient à assimiler dans sa généralité le comportement propre au
contrôleur sujet à l’imitation. Les réactions de l’autopilote de cette seconde expérience diffèrent
de celles obtenues lors de la première, de la même manière que celles du pilote se distinguaient
de celle de l’autopilote de X-Plane. L’allure légèrement plus agressive du pilote est reproduite,
mais selon un degré d’imitation à choisir au regard de propriétés de robustesse. Toutefois, les
exigences de marges de stabilité doivent être appréhendées en tout état de cause. L’interpréta-
tion des marges doit être mesurée au gré du système et de l’erreur d’apprentissage que présente
le modèle. Cet écart n’est pas pris en considération lors de l’estimation de la robustesse, c’est
pourquoi chercher à obtenir des marges élevées permet de se prémunir d’un écart important de
modélisation au gré d’un certain conservatisme. Néanmoins, les comportements temporels obser-
vés renforcent la confiance qui est accordée aux marges de stabilités obtenues pour l’expérience.
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Figure 6.13 – Comparaison des simulations du pilote et d’un sous-ensemble des contrôleurs
optimaux de Pareto pour un scénario test
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6.3.2 Synthèse d’un autopilote de guidage pour le suivi du chemin de vol

6.3.2.1 Description du problème

Nous nous intéressons dans cette partie non plus au guidage d’aéronef en vol libre, mais au
guidage selon le suivi d’un chemin de vol prédéfini. En général, la plupart des missions suivent
des trajectoires rectilignes entre différents points d’intérêts. Ainsi, un chemin de vol consiste en
une série ordonnée de points de passage ou waypoints définis en trois dimensions telle que :

WP �
 
wp1,wp2, . . . ,wpNwp

(
(6.4)

Entre chaque paire de points de passage consécutif, un chemin en ligne droite est considéré.

La problématique de contrôle abordée consiste à déterminer les angles de guidage com-
mandés (de roulis et de tangage) pour que l’aéronef suive précisément le parcours voulu.
L’enjeu du suivi de chemin 1 est de préserver la position de l’appareil sur le parcours au cours
du temps. L’objectif de la synthèse de l’autopilote est alors d’assimiler les aptitudes d’un
pilote capable d’assurer le guidage de l’avion selon un chemin de vol. La vitesse de l’avion est
supposée constante et régulée à l’aide de l’autopilote interne de pilotage de X-Plane. Ce der-
nier assure également, là encore, le respect des consignes de guidage en agissant sur les gouvernes.

L’avion utilisé dans cette partie est le Vision SF50 (voir la figure 6.14) fabriqué par Cirrus
Aircraft qui est disponible par défaut dans X-Plane. Il s’agit d’un avion à réaction monomoteur
très léger offrant une vitesse de croisière de 300 nœuds. Dans un besoin de matérialisation du
plan de vol, le module d’extension Air Race Plugin est employé en complément de X-Plane
afin de représenter sous une forme visible les différents points de passage. Ces derniers sont
représentés par des portes planes qui doivent être traversées les unes après les autres. Le pilote
peut de cette façon, explicitement visualiser la trajectoire à suivre et sa progression à condition
que les portes ne soient pas trop espacées.

Figure 6.14 – Cirrus Vision SF50

Définition du plan de vol. Les coordonnées des points de passage du plan de vol sont définies
dans un repère local associé à la navigation. Le système de coordonnées utilisé dans nos travaux
est le repère plan tangent local ENU pour East North Up qui est centré sur un point de référence

1. Le suivi de chemin évoqué ici correspond à l’approche souvent référée sous le terme anglais path following.
Cette dernière se distingue d’une autre approche souvent désignée par trajectory tracking, et pour laquelle une
paramétrisation temporelle est également imposée puisqu’il s’agit d’amener implicitement l’appareil à une certaine
position à un certain moment.
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arbitraire xO. Le premier axe désigné par E pointe dans la direction de l’est, le second axe désigné
par N pointe dans la direction du nord, ainsi le plan pxO, E,Nq constitue le plan tangent local
et le troisième axe désigné par U est dirigé vers le haut perpendiculairement à ce plan. Dans le
système de coordonnées ENU, chaque j ème point de passage peut alors être décomposé selon les
trois dimensions associées :

wpj �

��wpE
j

wpN
j

wpU
j

�� (6.5)

Le plan de vol est défini à l’aide d’une succession d’étapes en trois dimensions qui sont
alors reliées par des trajectoires rectilignes. Chaque trajectoire est discrétisée afin de former
une succession de segments réguliers de longueur s’approchant au mieux d’une valeur constante
arbitraire. Les segments sont alors délimités à l’aide des points de passage qui constituent le
plan de vol final. La valeur d’espacement approximative des points de passage retenue dans nos
travaux est de 250m, de sorte à obtenir une bonne visualisation de la trajectoire à suivre dans
le simulateur.

Logique de validation des points de passage. Lors du déplacement de l’avion en vol, le prochain
point de passage à atteindre évolue également au fur et à mesure de la progression de l’avion sur
la trajectoire à suivre. Par conséquent, l’algorithme de guidage doit correctement sélectionner le
point de passage actuellement ciblé pour lequel les consignes de guidage sont calculées. L’indice
du prochain point de passage s’incrémente alors au moment de la validation de ce dernier. La
condition de validation d’un point consiste au passage de l’avion à travers la porte associée
qui est représentée visuellement dans le simulateur. Bien que les portes soient de largeur et de
hauteur données, la condition de validation ne tient pas compte de ce critère et seul le passage
à travers le plan est considéré. Finalement, la validation du prochain point de passage wpj�1
intervient lors de l’évènement défini comme l’avion a traversé le plan vertical bissecteur entre
le segment actuel rwpj ,wpj�1s et le segment suivant rwpj�1,wpj�2s. La figure 6.15 illustre les
principaux concepts pour le suivi de chemin de vol.

D’un point de vu mathématique, la validation du prochain point de passage wpj�1 est vérifiée
en définissant le vecteur bissecteur Bj�1 associé au segment actuel de vol Sj � wpj�1 � wpj et
au futur segment Sj�1 � wpj�2 � wpj�1. Le vecteur bissecteur est alors donné par l’équation :

Bj�1 � ∥Sj�1∥Sj � ∥Sj∥Sj�1 (6.6)

Dans un raisonnement dans le plan Est-Nord, ce vecteur correspond au vecteur directeur de la
bissectrice de l’angle formé par les deux segments, c’est-à-dire la droite séparant l’angle en deux
angles égaux. Finalement, la condition de validation du point de passage s’exprime en fonction
de la position de l’avion z telle que :�

BE
j�1

BN
j�1

�
�

��
zE

zN

�
�

�
wpE

j�1
wpN

j�1

�

¡ 0 (6.7)

Cette condition est vérifiée continuellement à chaque pas de temps afin de détecter la validation
du prochain point de passage. Si cette condition est satisfaite, l’algorithme de guidage sélectionne
alors le prochain point en incrémentant l’indice j associé.
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Figure 6.15 – Suivi de chemin de vol

Calcul des consignes de guidage et de l’erreur latérale de suivi. Au cours du vol, l’algorithme
de suivi de chemin oriente le dispositif de guidage de l’avion, dans le but de maintenir la position
au plus poche du chemin à respecter. Pour ce faire, plusieurs consignes de guidage sont alors
calculées en fonction des propriétés du prochain point de passage à atteindre wpj�1. Dans le plan
latéral, le cap 1 de référence sur lequel l’avion devra s’aligner est donné par l’angle du segment
rwpj ,wpj�1s par rapport au nord qui est défini comme suit :

ψj�1 � atan2
�
wpE

j�1 � wpE
j ,wp

N
j�1 � wpN

j

	
(6.8)

où atan2 désigne la fonction arc tangente des quatre quadrants. Concernant le plan longitudinal,
l’altitude de référence correspond simplement à l’altitude du prochain point de passage qui est
notée hj�1.

Une information supplémentaire est également calculée afin d’évaluer dans le plan Est-Nord
le respect du chemin de vol. Il s’agit de l’erreur latérale eℓ qui désigne la déviation de la position
de l’avion par rapport au chemin à suivre [Nelson et al., 2006]. À cette fin, le position p de
l’avion le long du chemin est déterminée par la projection orthogonale de la position actuelle z
sur le segment rwpj ,wpj�1s tel que :

p � wpj �

�
z � wpj

�T �
wpj�1 � wpj

�∥∥∥�wpj�1 � wpj

�∥∥∥2
�
wpj�1 � wpj

�
(6.9)

1. Le cap de référence désigne ici par abus de langage la route de référence c’est-à-dire la direction que doit
réellement suivre l’aéronef et non uniquement la direction vers laquelle il doit être orienté.
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Finalement, l’erreur latérale est évaluée dans le plan Est-Nord par une valeur relative qui est
composée de la distance absolue de l’avion par rapport au chemin et du côté duquel il se trouve :

enorme
ℓ �

∥∥∥∥∥
�
pE

pN

�
�

�
zE

zN

�∥∥∥∥∥
esigneℓ � sign

�
pwpE

j�1 � wpE
j qpz

N � wpN
j q � pwpN

j�1 � wpN
j qpz

E � wpE
j q
	

eℓ � esigneℓ enorme
ℓ

(6.10)

6.3.2.2 Génération des données

L’élaboration de données de vol impose une nouvelle fois de déterminer les consignes de
vol, c’est-à-dire ici le chemin de vol à respecter afin de solliciter le pilote. Le parcours utilisé
comporte plusieurs étapes successives de changement de cap et d’altitude. Les segments sont
ensuite discrétisés en une multitudes de points de passage avec un espacement d’environ 250m.
Le chemin est conçu dans un repère local ENU puis converti en coordonnées géographiques
pour être implémenté dans X-Plane sous forme de portes qui indiquent la trajectoire à suivre.

Durant la simulation, le pilote détermine alors les angles de guidage afin de respecter le
parcours de vol qui lui est affiché dans le simulateur. Pendant l’ensemble du parcours, la vitesse
air de l’avion est régulée autour de 160kt par l’autopilote interne. La figure 6.16 illustre dans le
repère ENU les données de vol ainsi collectées. Ces dernières sont par la suite échantillonnées
suivant une période régulière de 0.05s, elles sont converties en unité SI, normalisées selon la
méthode min-max, puis séparées afin de constituer les bases de données d’apprentissage (70%),
de validation (15%) et de test (15%).

Les données présentées ici sont obtenues lors d’une session de vol par temps orageux, c’est-
à-dire qui comporte de nombreuses rafales de vent, des turbulences et une visibilité réduite. La
collecte des données par temps orageux s’est révélée bénéfique dans l’apprentissage de l’autopilote
qui sera présenté par la suite. La présence de nombreuses perturbations permet de générer un
comportement riche de la part du pilote, et ce, malgré un parcours de vol de faible longueur.
De plus, comme nous l’avons constaté dans le chapitre 4, l’insertion de rejet de perturbation
dans la base de données permet alors au contrôleur neuronal d’assimiler des comportements plus
complexes.

6.3.2.3 Apprentissage de l’autopilote neuronal

Nous réalisons maintenant l’apprentissage de l’autopilote neuronal à partir de la base de don-
nées de chemin de vol obtenue avec le pilote. Le premier point abordé est alors de déterminer
les vecteurs d’entrées-sorties du contrôleur à identifier ainsi que ceux du système. Les entrées
du contrôleur sont choisies comme étant les erreurs de suivi et les dynamiques principales de
l’avion selon les deux plans longitudinal et latéral. Néanmoins, des entrées supplémentaires sont
nécessaires afin d’apprendre les comportements du pilote. Les réactions du pilote sont en effet,
influencées par le chemin qui est à venir, ainsi, il anticipera les changements futur de cap ou
d’altitude plusieurs points de passage en avance. Dans le but de parvenir à apprendre ce compor-
tement d’anticipation, des entrées additionnelles sont confectionnées. Ces entrées correspondent
à des erreurs de suivi de cap ou d’altitude, mais par rapport à un certain nombre de points
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Figure 6.16 – Suivi du chemin de vol d’apprentissage obtenu avec le pilote



6.3 - Module d’apprentissage de contrôleurs robustes 169

de passage à venir. Le contrôleur est finalement identifié à l’aide des vecteurs entrées-sorties
suivants : $''''''''''''''&''''''''''''''%

����������������

ψj�1 � ψ
ψj�2 � ψ
ψj�3 � ψ
ψj�4 � ψ
ψj�5 � ψ
�ϕ

hj�1 � h
hj�2 � h
�θ
eℓ

����������������
,

�
ϕr

θr

�

,//////////////.//////////////-

(6.11)

Les vecteurs d’entrées-sorties du système sont alors conformément sélectionnés comme étant :$''&''%
�
ϕr

θr

�
,

����
ψ
ϕ
h
θ

����
,//.//- (6.12)

Nous détaillons à présent les résultats d’apprentissage obtenus. Concernant les contrôleurs
neuronaux, aucun de ceux entrâınés à l’aide des méthodes mono-objectif n’a pu apporter de
résultats concluants. Les contrôleurs ont un comportement instable lorsqu’ils sont co-simulés
avec X-Plane y compris sur le chemin de vol d’apprentissage et leur manque de robustesse
est confirmé par l’estimation de marges de stabilité très modestes. Nous développons alors
directement les résultats obtenus par la méthode d’apprentissage avec prise en compte de la
stabilité.

L’apprentissage multi-objectifs est effectué en respectant le problème d’optimisation décrit
par l’équation 6.3. Le système est dans un premier temps, identifié à l’aide d’un modèle neuronal
et de l’algorithme de Levenberg-Marquardt. Le modèle retenu est introduit par le tableau 6.8,
il représente un élément nécessaire à l’évaluation des marges de stabilité qui constitue le second
critère de l’optimisation multi-objectifs. Afin de définir la boucle d’asservissement dont la ro-
bustesse sera évaluée, la dynamique de l’erreur latérale est linéarisée. Cette erreur représente la
distance par rapport au chemin de référence, sa dynamique peut être obtenue en fonction de
l’écart de cap entre l’aéronef et celui de référence du prochain point de passage wpj�1 suivant :

9eℓ � v sinpψj�1 � ψq (6.13)

La vitesse de l’appareil est alors supposée égale à une vitesse de référence vr constante pour la
linéarisation, ainsi la boucle de l’erreur latérale est définie selon l’intégration numérique de la
dynamique suivante :

9eℓ � vrpψj�1 � ψq (6.14)

L’apprentissage du contrôleur est finalement mené en multi-objectifs pour tenir compte des cri-
tères de performance et de robustesse. La structure neuronale à employer est préalablement
appréhendée à l’aide d’apprentissages mono-objectif. L’optimisation multi-objectifs est accom-
plie au moyen d’un algorithme génétique de 80 individus, dont 20 sont initialisés par un pré-
apprentissage mono-objectif alors que les autres sont initialisés aléatoirement. Trois tirages,
c’est-à-dire trois phases d’optimisation sont réalisés successivement pour 3000 itérations, les
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fronts de Pareto résultant sont unifiés en conservant uniquement les solutions dominantes. Les
résultats obtenus sont présentés dans le tableau 6.9 et le front de Pareto est illustré par la figure
6.17. L’ensemble des meilleurs compromis entre termes de robustesse et de performance d’imita-
tion regroupe finalement 29 autopilotes pour lesquels il convient de vérifier le bon comportement
temporel.

Table 6.8 – Résultats d’apprentissage du système pour le suivi de chemin de vol

Structure Résultats

topologie nin nout σ1 n1 nW iter. durée err. app. err. val. err. test

SSNNARX 6 5 tanh 5 335 112 10s 7.0e�6 3.5e�6 2.4e�5
GNN SSNNOE 6 5 tanh 5 335 773 12m 1.0e�3 3.6e�3 6.2e�3

Table 6.9 – Résultats de l’apprentissage multi-objectifs des autopilotes de suivi de chemin de
vol obtenus par l’imitation du pilote

Structure Optimisation

topologie nin nout σ1 n1 nW itération durée
SSNNOE 4 5 tanh 10 752 3� 3000 4j21h35m

Marge en entrée Marge en sortie Erreur

γDMµ
u DMµ

u GMu PMu γDMµ
y DMµ

y GMy PMy Jmse

K�6
pilote 2.82 0.36 3.1 dB 20.1° 2.84 0.35 3.1 dB 20.0° 5.3e�2

K�10
pilote 3.21 0.31 2.7 dB 17.7° 3.53 0.28 2.5 dB 16.1° 3.9e�2

K�18
pilote 2.75 0.36 3.2 dB 20.6° 6.85 0.15 1.3 dB 8.3° 2.8e�2

K�22
pilote 2.76 0.36 3.2 dB 20.5° 15.1 0.07 0.6 dB 3.8° 2.7e�2

K�24
pilote 4.00 0.24 2.2 dB 14.2° 662 0.00 0.0 dB 0.1° 1.6e�2

K�29
pilote 6.32 0.16 1.4 dB 9.0° 2805 0.00 0.0 dB 0.0° 7.9e�3

6.3.2.4 Expérimentations

Les autopilotes neuronaux conçus par l’optimisation multi-objectifs sont à présent co-simulés
pour des vols autonomes sur le simulateur. Le suivi du chemin de vol est implémenté conformé-
ment à la figure 6.18, les éléments nécessaires au suivi du chemin sont entièrement calculés dans
Matlab et X-Plane assure la simulation du système.

Certains contrôleurs du front de Pareto sont alors simulés sur le chemin de vol d’appren-
tissage, dans des conditions météorologiques calmes et pour une valeur de vitesse de l’avion
similaire à celle des données, c’est-à-dire 160 nœuds. La figure 6.19 affiche les résultats selon
le suivi latéral du parcours et longitudinal en fonction de la progression sur le chemin. Les
comportements obtenus pour les différents points du front de Pareto démontrent le compromis
réalisé par chaque contrôleur entre la robustesse et la performance d’imitation. L’autopilote le
plus robuste ici K�6

pilote, présente une erreur de suivi latérale et longitudinale très importante,
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synonyme de son caractère robuste et peu intégrateur. À l’inverse, les autopilotes K�24
pilote et

K�29
pilote, dont l’erreur d’apprentissage est la plus fiable, exposent un comportement extrêmement

proche de celui du pilote pour les débuts de simulation (y compris de ses défauts comme
le montre par exemple l’erreur de suivi d’altitude pour les premiers points de passage qui
est similaire à celle du pilote de la figure 6.16). Néanmoins, leur manque de robustesse ne
leur permet pas d’assurer la stabilité du vol jusqu’à la fin de la simulation. Finalement, les
autopilotes K�10

pilote et K�22
pilote délimitent au vu de leurs réponses temporelles satisfaisantes,

l’intervalle des compromis qui peuvent être envisagés.

Dans le but d’évaluer les propriétés de généralisation, les autopilotes sont mise à l’épreuve
sur un autre chemin de vol. Ainsi, un nouveau chemin de test est généré et le suivi est réalisé
dans les mêmes conditions que précédemment. Les résultats sont donnés par la figure 6.20 qui
illustre également des comportements en accord avec le front de Pareto. Les autopilotes exces-
sivement robustes présentent une erreur de suivi importante, les compromis plus performants
mais avec des marges de stabilité raisonnables offrent un comportement satisfaisant, tandis que
les autopilotes les plus performants mais moins robustes suivent parfaitement le chemin jusqu’à
un certain point ou l’instabilité se produit.

Pour finir, une expérimentation supplémentaire est réalisée afin d’observer les réactions des
autopilotes lorsque le guidage opère hors de l’enveloppe de vol d’apprentissage. Pour ce faire,
une variation paramétrique du système est effectuée via un changement de vitesse de consigne
de l’avion. Il est alors demandé à l’autopilote interne de maintenir une vitesse plus élevée de 220
nœuds. Les simulations des contrôleurs les plus pertinents sur le front de Pareto sont présentées
par la figure 6.21 pour le chemin de vol d’apprentissage. Les réponses des contrôleurs et leur
agressivité dans le respect du suivi de chemin, concordent là encore avec leur degré de perfor-
mance et robustesse. Néanmoins, les résultats mettent en avant la limite des autopilotes et leur
sensibilité face aux fortes variations paramétriques. La vitesse de l’avion influe fortement sur les
lois de guidage, or l’imitation a été réalisée pour une vitesse constante. Afin de consolider l’au-
topilote neuronal et de mâıtriser davantage de scénarios de vol, il est alors possible d’envisager
une extension par multi-modèle comme nous le présentons dans la section suivante.
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Figure 6.19 – Simulations d’un sous-ensemble des autopilotes optimaux pour le suivi du chemin
appris
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Figure 6.20 – Simulations d’un sous-ensemble des autopilotes optimaux pour le suivi d’un
chemin de test
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Figure 6.21 – Simulations d’un sous-ensemble des autopilotes optimaux pour une vitesse plus
élevée
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SECTION 6.4

Module de déploiement de l’autopilote par multi-modèle

Cette section illustre dans un contexte aéronautique, l’approche multi-modèle qui a été dé-
veloppée au chapitre 5. La méthode permet alors d’implémenter plusieurs autopilotes neuronaux
qui ont été élaborés séparément et qui répondent à des besoins différents. Bien que les apports
théoriques manquent encore à la démarche, cette dernière offre des perspectives intéressantes
qui sont confirmées par l’application.

6.4.1 Déploiement d’un NMMAC de guidage en vol libre

6.4.1.1 Description et intérêt du problème

Cette première sous-section reprend la problématique étudiée dans la partie 6.3.1. L’objectif
est de développer un contrôleur neuronal de guidage qui permet de diriger l’avion selon un
cap et à une altitude souhaités. Nous souhaitons à présent agrandir l’enveloppe de vol de
l’autopilote pour d’autres vitesses de l’aéronef puisque ce paramètre était jusqu’à présent
maintenue proche d’une valeur constante. À des fins d’illustrations de la méthode multi-modèle,
nous supposons que la vitesse de l’avion n’est pas mesurée et exploitée par l’autopilote de
guidage. En conséquence, un MMAC neuronal (NMMAC) est réalisé sur différentes valeurs de
vitesses qui sont sélectionnées à l’intérieur de l’enveloppe de vol de l’avion.

L’aéronef utilisé est le Vision SF50 de Cirrus Aircraft qui de par sa puissance permet d’envi-
sager des variations de vitesse plus importantes. L’appareil dispose d’un pilote automatique déjà
implémenté dans le simulateur et notamment d’un directeur de vol qui constitue le contrôleur
sujet à l’imitation. La vitesse air de l’avion, bien qu’elle soit connue par le directeur de vol d’ori-
gine, elle est supposée n’être pas mesurée pour l’expérience et ne peut donc constituer une entrée
du contrôleur neuronal. Ainsi, une approche multi-modèle constituée de trois points de fonction-
nement est réalisée conformément aux trois vitesses air suivantes : v1 � 130kt, v2 � 160kt et
v3 � 190kt. Finalement, le but de l’expérience est qu’à partir de bases de données obtenues
indépendamment pour différents scénarios de vol (ici trois phases de vol à différentes vitesses),
de reproduire l’autopilote de guidage dans une version neuronale et organisée selon un NMMAC
comme le montre la figure 6.22.

6.4.1.2 Apprentissage multi-modèle de l’autopilote de X-Plane

La première phase de l’imitation consiste à la génération de bases de données dont les
signaux sont suffisamment riches pour l’apprentissage. Des références de cap entre 150� et 300�
et d’altitude entre 3500ft et 6000ft sont envoyées au simulateur dont le pilote automatique a
pour tâche de contrôler l’avion en se conformant à ces références. Les consignes de navigation
sont sous forme d’échelons successifs dont les propriétés sont identiques à celles évoquées
dans la section 6.3.1.2. Trois phases de vol sont réalisées par temps calme au cours desquelles
l’autopilote interne régule la vitesse de l’avion autour des vitesses de consigne v1 � 130kt,
v2 � 160kt et v3 � 190kt. Chacune des expériences dure 45min et les données sont enregistrées
selon un temps d’échantillonnage de 0.05s. Les bases de données sont finalement constituées
après pré-traitement, c’est-à-dire normalisation (min-max ) et séparation en trois ensembles.
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Figure 6.22 – Autopilote NMMAC de guidage

Une fois les données disponibles, l’apprentissage hors ligne est effectué triplement, c’est-à-
dire pour chaque point de fonctionnement. Deux modèles neuronaux sont obtenus pour chaque
cas, le contrôleur selon les vecteurs entrées-sorties définis par l’équation 6.1 et le système dont
les entrées-sorties sont données en 6.2. Les paramètres utilisés pour l’apprentissage sont une
fois encore l’algorithme Levenberg-Marquardt et un critère d’arrêt prématuré de 300 itérations.
Les résultats des meilleurs réseaux retenus sont donnés dans le tableau 6.10 pour les trois vitesses.

Table 6.10 – Résultats d’apprentissage des trois paires modèles-contrôleurs pour l’imitation de
l’autopilote de X-Plane

Structure Résultats

topologie nin nout σ1 n1 nW iter. durée err. app. err. val. err. test

SSNNARX 3 1 tanh 5 103 212 13s 2.2e�7 2.5e�7 2.4e�7
KNN

1 SSNNOE 3 1 tanh 5 103 302 3m22s 7.1e�3 4.7e�4 9.7e�3
SSNNARX 3 1 tanh 15 253 388 2m12s 3.3e�12 5.4e�12 7.6e�12

GNN
1 SSNNOE 3 1 tanh 15 253 303 11m16s 5.6e�4 4.9e�3 3.5e�2

SSNNARX 3 1 tanh 5 103 231 18s 2.5e�7 2.9e�7 1.8e�7
KNN

2 SSNNOE 3 1 tanh 5 103 159 1m56s 6.8e�3 7.1e�4 8.4e�3
SSNNARX 3 1 tanh 15 253 345 1m46s 7.4e�12 8.4e�12 1.7e�11

GNN
2 SSNNOE 3 1 tanh 15 253 302 11m12s 3.6e�4 1.0e�3 2.8e�2

SSNNARX 3 1 tanh 5 103 1111 52s 2.8e�7 2.3e�7 2.7e�7
KNN

3 SSNNOE 3 1 tanh 5 103 20 10s 9.6e�3 7.1e�4 1.3e�3
SSNNARX 3 1 tanh 15 253 423 1m18s 5.9e�11 3.5e�11 7.0e�11

GNN
3 SSNNOE 3 1 tanh 15 253 780 18m20s 8.0e�6 3.7e�4 5.9e�3

Selon la méthode d’apprentissage de contrôleur que nous avons employée jusqu’à présent, la
robustesse des différents asservissements doit maintenant être estimée par le calcul des marges de
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stabilité. Néanmoins, du point de vue chronologique, les travaux présentés dans cette partie sont
antérieurs à ceux qui ont permis le développement des outils d’évaluation des marges de stabilité
présentés dans le chapitre 4. Ainsi, les marges sont évaluées ultérieurement pour la cohérence de
la méthode présentée. Le tableau 6.11 donne les marges de disque en entrée et en sortie qui sont
calculées pour les trois boucles d’asservissement de modèle-contrôleur. Les résultats obtenus in-
diquent que les asservissements dans le premier et le dernier cas sont faiblement robustes et que
le second cas témoigne d’une robustesse presque inexistante. Ces conclusions bien pessimistes
illustrent les limites de la méthode d’évaluation des propriétés de robustesse. Premièrement, de
façon intrinsèque, l’estimation des marges de stabilité souffre d’un fort conservatisme. L’utili-
sation d’outils destinés au domaine linéaire impose alors d’encadrer les non-linéarités par des
paramètres incertains bornés. Si les non-linéarités sont fortement prononcées, alors l’encadre-
ment qui en résulte est d’autant plus large et les résultats potentiellement plus pessimistes. La
seconde difficulté réside dans l’évaluation numérique de la méthode. Le réseau peut être sujet au
mauvais conditionnement numérique lors du calcul des marges. Cette sensibilité peut notamment
être empirée lorsque le réseau comporte davantage de neurones.

Table 6.11 – Marges de stabilité des trois paires modèles-contrôleurs pour l’imitation de
l’autopilote de X-Plane

Modèle- Marge en entrée Marge en sortie

contrôleur γDMµ
u DMµ

u GMu PMu γDMµ
y DMµ

y GMy PMy

n�1 4.30 0.23 2.0 dB 13.2° 6.84 0.15 1.3 dB 8.4°

n�2 161 0.01 0.1 dB 0.4° 194 0.01 0.0 dB 0.3°

n�3 9.06 0.11 1.0 dB 6.3° 9.10 0.11 1.0 dB 6.3°

6.4.1.3 Implémentation du NMMAC pour le contrôle autonome

Le NMMAC est à présent élaboré à partir des réseaux de neurones préalablement entrâınés.
Les contrôleurs sont directement utilisés sous leur forme neuronale pour constituer la banque
de contrôleurs. Concernant la banque d’estimateurs, les éléments la constituant sont fondés sur
les modèles neuronaux obtenus. Des EKF discrets sont alors conçus à partir des représentations
d’états des systèmes accordées par la structure SSNN. La dernière partie du MMAC est la
logique de sélection qui permet de calculer les validités (c’est-à-dire les poids) associées aux
paires modèles-contrôleurs afin de former la commande globale. Les validités sont calculées par
l’estimateur ultérieur de probabilité (PPE) dont la dynamique est couplée à celle des filtres
de Kalman à l’aide des matrices de covariance de l’innovation Sipkq. Les validités sont alors
obtenues en tirant profit des erreurs d’estimation εipkq � ypkq � ŷipkq selon l’équation récursive
bayésienne :

wipk�1q �

�
p2πqny det

�
Sipkq

��� 1
2 exp

�
�

1
2ε

T
i pkqS

�1
i pkqεipkq



wipkq°3

j�1

�
p2πqny det

�
Sjpkq

��� 1
2 exp

�
�

1
2ε

T
j pkqS

�1
j pkqεjpkq



wjpkq

(6.15)
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Les EKF sont des observateurs non-linéaires qui peuvent être facilement mis en œuvre,
mais leur réglage peut se révéler difficile. Un premier réglage est obtenu en utilisant le
MMAE seul et en alimentant le MMAE avec les données de vol utilisées pour l’apprentis-
sage. Le réglage des EKF est ensuite affiné dans un second temps en utilisant le MMAE
en co-simulation avec X-Plane. Finalement, le réglage suivant est retenu pour chaque iième

estimateur : la covariance du bruit de processus Qi � diagp
�
10�4 10�3 10�4 10�3�q, la

covariance du bruit d’observation Ri � diagp
�
1 10

�
q et la covariance de l’estimation initiale

Pipk�0q � 103. La covariance de l’innovation Si est ensuite utilisée par le PPE pour calculer
les validités avec les paramètres suivants : un seuil δ � 0, 01 et des poids initiaux wipk�0q � 1{3.

Le système de contrôle NMMAC est finalement co-simulé avec X-Plane, conformément à ce
qui a été précédemment présenté dans la figure 6.22. L’autopilote neuronal assure le suivi des
consignes de cap et d’altitude du scénario de test. À la distinction des cas précédents, différentes
consignes de vitesse sont cette fois-ci mandatées au cours de la simulation. La vitesse de l’avion
est contrôlée par l’autopilote interne inclus dans le simulateur, mais elle n’est pas prise en compte
par l’autopilote neuronal dansMatlab. La figure 6.23 détaille les résultats de simulation obtenus
pour l’autopilote NMMAC de guidage et la figure 6.24 affiche une comparaison des réponses par
rapport à l’autopilote à imiter de X-Plane. Les résultats montrent des performances satisfaisantes
dans le contrôle du cap et de l’altitude qui correspondent à l’autopilote imité, des signaux de
contrôle appropriés suivis par l’autopilote interne de l’avion, et une convergence des validités en
fonction de la vitesse inconnue pour l’autopilote neuronal.

6.4.2 Déploiement d’un NMMAC de guidage pour le suivi de chemin de vol

6.4.2.1 Description du problème

Cette partie reprend les travaux présentés dans la section 6.3.2 concernant le développement
d’un autopilote de guidage capable de suivre un chemin de vol prédéfini par une succession de
points de passage. Nous souhaitons maintenant illustrer dans ce contexte l’intérêt de l’approche
multi-modèle afin de consolider et d’adapter l’autopilote à différentes situations. L’autopilote a
été développé pour une vitesse constante non-mesurée, ainsi comme il a été expérimenté dans la
section 6.3.2.4, des fortes variations paramétriques comme des variations de vitesse impactent
fortement les lois de guidage. Nous proposons donc d’agrandir les capacités de l’autopilote par
l’ajout d’un second modèle issu d’une vitesse d’aéronef plus importante, mais également de
considérer un troisième modèle associé à un scénario de panne choisi pour l’expérience. Ce
dernier modèle correspond à l’événement d’arrachement du volet gauche de l’aéronef ce qui
provoque un comportement aérodynamique asymétrique qui peut engendrer des problèmes de
stabilités. Finalement, la banque de modèles considérée pour cette partie se compose des trois
modèles tM160,M220,Mvoletu obtenus, pour la vitesse air v et l’état du volet gauche arraché ou
non θvolet, comme suit :

Modèle 1 : M160 � tv � 160 kt, θvolet � 0u
Modèle 2 : M220 � tv � 220 kt, θvolet � 0u
Modèle 3 : Mvolet � tv � 160 kt, θvolet � 1u

(6.16)

L’objectif de l’expérience est donc finalement de développer un NMMAC afin d’imiter un pilote
capable de diriger l’aéronef (Cirrus Vision SF50) le long du chemin de vol pour ces différentes
conditions de vol.
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Figure 6.23 – Simulation de l’autopilote NMMAC de guidage pour un scénario test comportant
des variations de vitesse
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Figure 6.24 – Comparaison des simulations de l’autopilote de X-Plane et du NMMAC pour
une scénario test comportant des variations de vitesse
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6.4.2.2 Apprentissage multi-modèle d’un pilote

Les phases de générations des données reprennent les principes qui ont été détaillés dans
la section 6.3.2.2. Deux nouvelles bases de données sont collectées lors de sessions de vol par
temps orageux pendant lesquelles le pilote automatique interne contrôle la vitesse air de l’avion
autour de v � 220kt pour le second modèle puis v � 160kt et avec le volet gauche arraché pour
le troisième modèle. Les expérimentations sont réalisées pour un tour intégral du chemin de
vol déjà exploité pour les précédents apprentissages et les données sont enregistrés à un temps
d’échantillonnage de 0.05s.

L’apprentissage hors ligne des systèmes et des contrôleurs est par la suite réalisés pour
les nouvelles bases de données. Les paramètres utilisés pour l’apprentissage sont l’algorithme
Levenberg-Marquardt et un critère d’arrêt prématuré de 300 itérations. Le tableau 6.12 donnent
les résultats des deux nouvelles modèles du système obtenues et rappelle ceux du premier
modèle du système, c’est-à-dire pour les vecteurs entrées-sorties définies par l’équation (6.12).

Table 6.12 – Résultats d’apprentissage des systèmes du NMMAC pour le suivi de chemin de
vol

Structure Résultats

topologie nin nout σ1 n1 nW iter. durée err. app. err. val. err. test

SSNNARX 6 5 tanh 5 335 112 10s 7.0e�6 3.5e�6 2.4e�5
GNN

160 SSNNOE 6 5 tanh 5 335 773 12m 1.0e�3 3.6e�3 6.2e�3
SSNNARX 6 5 tanh 5 335 306 38s 4.5e�6 5.2e�6 6.9e�6

GNN
220 SSNNOE 6 5 tanh 5 335 310 6m 9.4e�3 1.5e�2 1.6e�2

SSNNARX 4 5 tanh 5 299 311 49s 3.9e�6 4.9e�6 7.0e�6
GNN

volet SSNNOE 4 5 tanh 5 299 786 18m 1.1e�3 2.3e�3 5.3e�3

L’apprentissage des contrôleurs (c’est-à-dire selon les entrées-sorties de l’équation (6.11)) est
effectué en multi-objectifs de façon similaire à celle détaillée dans la section 6.3.2.3. Finalement,
les front de Pareto des trois ensembles de contrôleurs sont présentés par la figure 6.25 et les
résultats des deux derniers ensembles sont illustrés plus en détail par le tableau 6.13.

Les autopilotes sont par la suite co-simulés avec X-Plane en suivant le schéma d’implémen-
tation présenté par la figure 6.18. Dans un premier temps, les expériences sont réalisées pour un
vol régulé à une vitesse de 220kt, la figure 6.26 illustre les résultats de suivi du chemin de vol
d’apprentissage pour une partie du second ensemble de contrôleurs K�

220. Ces derniers exposent
un comportement satisfaisant du suivi de chemin malgré une vitesse élevée. À titre comparatif, le
contrôleur K�22

160 qui a été appris pour une vitesse de 160kt est également simulé pour ce scénario
de vol. Dans un second temps, la figure 6.27 présente les résultats de simulation lorsque le volet
gauche de l’appareil est arraché et que la vitesse est régulée autour de 160kt. Certains autopilotes
du troisième ensemble de contrôleurs K�

volet sont ainsi simulés, ces derniers affichent un compor-
tement fortement similaire à celui du pilote imité. De même que précédemment, le contrôleur
K�22

160 du premier ensemble est simulé pour ces paramètres de vol. Le comportement obtenu est
en premier lieu satisfaisant puisque ce troisième scénario de vol est de nature assez proche du
premier scénario (la consigne de vitesse est identique), néanmoins l’asymétrie de l’appareil du
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Figure 6.25 – Fronts de Pareto des autopilotes du NMMAC pour le suivi de chemin de vol

Table 6.13 – Résultats de l’apprentissage multi-objectifs des autopilotes de suivi de chemin
de vol obtenus pour les deux modèles additionnels

Structure Optimisation

topologie nin nout σ1 n1 nW itération durée
K�

220 SSNNOE 4 5 tanh 10 752 3� 3000 4j17h30m
K�

volet SSNNOE 4 5 tanh 10 752 3� 3000 4j23h41m

Marge en entrée Marge en sortie Erreur

γDMµ
u DMµ

u GMu PMu γDMµ
y DMµ

y GMy PMy Jmse

K�9
220 1.32 0.75 6.9 dB 41.4° 1.66 0.60 5.4 dB 33.5° 4.0e�2

K�13
220 1.38 0.72 6.6 dB 39.7° 1.90 0.52 4.7 dB 29.4° 3.7e�2

K�17
220 1.55 0.64 5.8 dB 35.7° 2.39 0.42 3.7 dB 23.6° 3.5e�2

K�23
220 6.31 0.16 1.4 dB 9.1° 302 0.00 0.0 dB 0.2° 1.4e�2

K�9
volet 3.57 0.28 2.5 dB 15.9° 3.56 0.28 2.5 dB 16.0° 3.6e�2

K�17
volet 4.23 0.23 2.1 dB 13.5° 5.08 0.20 1.7 dB 11.2° 2.2e�2

K�21
volet 3.95 0.25 2.2 dB 14.4° 7.77 0.13 1.1 dB 7.4° 3.0e�2

K�24
volet 6.51 0.15 1.3 dB 8.8° 14.1 0.07 0.6 dB 4.0° 1.8e�2
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fait de l’absence du volet gauche provoque l’instabilité dès le premier virage à gauche.
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Figure 6.26 – Suivis du chemin de vol obtenus pour une vitesse de 220kt

6.4.2.3 Implémentation du NMMAC pour le suivi de chemin de vol

L’autopilote NMMAC de suivi de chemin de vol est finalement élaboré à partir des
modèles et contrôleurs développés. La banque de modèles est composée des modèles neuronaux
M � tGNN

160, GNN
220, GNN

voletu pour lesquelles des observateurs non-linéaires discret de type
EKF sont conçus. Concernant les contrôleurs, nous sélectionnons un élément dans chacun
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Figure 6.27 – Suivis du chemin de vol obtenus pour une vitesse de 160kt et lorsque le volet
gauche est arraché
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des différents ensembles, de façon à former la banque suivante K � tK�22
160 ,K

�13
220 ,K

�17
voletu. Ces

contrôleurs ont été choisis pour leur comportement individuel qui offre de bonnes propriétés de
stabilité et de performance dans leur scénario d’asservissement respectif. L’étude de ce choix au
regard des marges de stabilités constitue une perspective de recherche à explorer.

Une première phase de réglage du MMAE est réalisée à l’aide des différentes bases de
données d’entrâınements afin d’établir un réglage pertinent des EKF dont les comportements
sont directement reliés à la convergence du PPE. Par cette méthode empirique, les réglages
suivants sont finalement retenus : pour chacun des trois estimateurs, la covariance du bruit de
processus Qi � diagp

�
5π{180 2π{180 15 π{180

�
�5q.10�6, la covariance du bruit d’observation

Ri � diagp
�

5π{180 2π{180 15 π{180
�
q, la covariance de l’estimation initiale Pipk�0q � 102, pour

le PPE, le seuil δ � 0, 01 et les poids initiaux wipk�0q � 1{3.

En dernier lieu, l’autopilote NMMAC est co-simulé avec X-Plane lors de sessions de vols
autonomes. La figure 6.28 présente les résultats de simulation obtenus sur le chemin de vol d’ap-
prentissage, mais pour des variations du système, comme la modification de la vitesse de consigne
entre 160kt et 220kt puis l’arrachement du volet gauche. Les résultats montrent un comporte-
ment de suivi de parcours satisfaisant, l’erreur latérale est maintenue à une valeur relativement
faible ainsi que l’erreur d’altitude. Les validités exposent un comportement plus oscillant pour
lesquelles nous pouvons énoncer les remarques suivantes. Premièrement lors des phases de vol
proche de 160kt, le premier et troisième modèle sont fortement sollicités, l’alternance entre ces
deux cas s’explique par la proximité des modèles qui ont tous les deux été établis pour cette
consigne de vitesse. Comme nous l’avons évoqué pour la figure 6.27, leur différence est accen-
tuée lorsque l’asymétrie de l’appareil impacte plus fortement le comportement aérodynamique
de l’avion, c’est-à-dire lors de virage à gauche. Néanmoins, en dehors de ce cas, les deux contrô-
leurs assurent convenablement le suivi du chemin de vol. Deuxièmement, malgré la proximité du
premier et troisième modèle, l’événement de panne d’arrachement du volet est instantanément
détecté dès son apparition et la troisième validée est maintenue par la suite proche de l’unité.
Enfin, le deuxième modèle intervient lorsque le comportement de l’avion n’est pas trop agité
et que la vitesse est relativement proche des 220kt. Ce constat pourrait être étudié au vu des
résultats d’apprentissages des différents modèles du système (tableau 6.12) puisque le deuxième
modèle présente des moins bonnes performances d’identification en comparaison aux deux autres
modélisations.

SECTION 6.5

Conclusions et perspectives

6.5.1 Conclusions

Ce chapitre a permis de mettre en application les résultats et méthodes développés dans
nos travaux pour synthétiser des autopilotes neuronaux robustes par imitation des capacités de
pilotage d’un pilote (humain ou artificiel). Pour ce faire, un outil d’apprentissage a été présenté
sous forme d’une plateforme articulée autour de trois axes de recherche référés comme modules.

Tout d’abord, nous avons décrit la mise en place de l’environnement de co-simulation entre
Matlab et X-Plane. La présentation expose les éléments de développement clé pour aider le
lecteur intéressé à bénéficier de ce simulateur de vol aussi performant que flexible.
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Figure 6.28 – Simulations de l’autopilote NMMAC de suivi de chemin de vol pour des variations
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Notre étude a illustré par la suite les méthodes d’apprentissages de contrôleurs robustes du
chapitre 4 afin d’élaborer un autopilote neuronal de guidage d’avion. Nous avons réalisé une
première expérimentation dans l’objectif de développer un autopilote de guidage permettant de
contrôler l’aéronef selon un cap et une altitude souhaités. Dans un premier temps, l’apprentissage
se concentrait sur l’imitation de l’autopilote déjà implémenté dans X-Plane avant d’adresser
dans un second temps l’imitation d’un pilote. La démarche entreprise pour ces expériences
illustre les étapes d’élaboration de contrôleurs neuronaux robustes. Le contrôleur est d’abord
obtenu par un apprentissage mono-objectif pour lequel les marges de stabilité de la loi de
commande sont évaluées (ce qui implique également l’identification du système). Si besoin, la
robustesse du contrôleur est renforcée par un apprentissage multi-objectifs qui aboutit alors à un
ensemble de contrôleurs optimaux en terme de compromis entre la performance d’imitation et
la robustesse. La seconde expérimentation qui a été menée a permis d’approfondir les capacités
d’imitation en adressant le suivi d’un chemin de vol qui est défini par une succession de points
de passage. Ce cas d’étude met alors en avant l’intérêt de l’apprentissage multi-objectifs puisque
seule cette prise en compte des marges de stabilité pendant l’optimisation a permis d’imiter le
pilote de façon stable. Les différents autopilotes du front de Pareto ont également été challengés
pour le suivi d’un nouveau chemin de test et pour une variation paramétrique de l’avion.

Pour finir, nous avons exploité les perspectives de l’approche multi-modèle définie dans le
chapitre 5 pour contribuer à l’implémentation de différents aspects de contrôle de l’autopilote
neuronal. Nous avons développé cette technique dans un contexte de commande tolérante aux
pannes, pour lequel une architecture NMMAC a été mise en œuvre. La banque de contrôleurs
locaux est directement constituée des modèles SSNN et la logique de sélection utilise la banque
de filtre de Kalman (EKF) qui ont été conçus à partir des modèles neuronaux des systèmes.
Afin d’illustrer la méthode, nous avons dans un premier temps considéré la mesure de la vitesse
air comme indisponible pour développer un contrôleur multi-modèle élaboré pour différentes
valeurs de vitesse. Les contrôleurs ont alors été développés pour imiter l’autopilote disponible
dans X-Plane dans l’objectif de suivre les signaux de référence de cap et d’altitude. Dans un
second temps, nous avons consolidé l’autopilote de suivi de chemin de vol en imitant un pilote
lors de nouveaux scénarios de vol pour une vitesse plus élevée et puis pour une panne où le
volet gauche de l’aéronef est arraché. Par ces expérimentations, nous avons pu témoigner de la
pertinence de l’approche bien que la méthode ne soit pas limitée à cette application.

6.5.2 Perspectives

Les travaux entrepris dans ce chapitre ont permis d’illustrer la méthodologie complète
d’apprentissage de contrôleurs neuronaux robustes adaptée au contexte aéronautique d’auto-
pilote de guidage. Néanmoins, la méthode n’est pas restreinte à cette application et d’autres
étages de contrôle pourraient être envisagés dans ce cadre d’étude. De plus, d’autres systèmes
bien différents pourraient être adressés comme d’autres véhicules autonomes, drones, robot,
etc., là où un opérateur est capable d’exposer les propriétés de contrôle recherchées ou là
où un contrôleur est déjà existant, mais doit être imité par exemple pour des questions
d’embarquabilités.

Du point de vue de la méthode présentée, une voie de recherche a exploré pour compléter
les résultats, serait d’étudier la détermination des différentes paires de modèles-contrôleurs au
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regard de la stabilité et des performances globale du MMAC. Le front de Pareto obtenu pour
chaque ensemble de contrôleurs offre un degré de liberté supplémentaire qui pourrait être ex-
ploité pour l’implémentation multi-modèle et les propriétés de robustesse que doivent remplir
chaque contrôleur. De plus, une méthode complémentaire pourrait être développée afin d’exa-
miner l’importance de chaque modèle de la banque et la contribution de chaque contrôleur au
vu du système réel.
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Conclusion

Cette thèse aborde le développement de systèmes de contrôle par imitation de compor-
tements complexes. Différentes méthodes ont été présentées dans l’optique d’apprendre un
contrôleur neuronal de façon efficace et robuste sur une base de données démontrant ces
comportements. Les travaux doctoraux entrepris ont ainsi permis de rapprocher les domaines
d’étude de l’apprentissage par réseaux de neurones et celui de la commande robuste.

Au cours de l’étude bibliographique, nous avons pu identifier des liens de cohésion de
certaines structures de réseaux de neurones avec les modélisations linéaires à paramètres
variants (LPV). Nous avons alors contribué à la mise en place de méthodes d’identification
neuronale de systèmes dynamiques par des perceptrons multicouches récurrents. Les travaux
se concentrent sur les structures neuronales qui peuvent être décrites par une représentation
d’état, c’est-à-dire les SSNN. Ces structures présentent un comportement hybride résultant
d’une contribution linéaire et non-linéaire. De plus, l’interprétation de l’architecture permet
d’ajuster les apports de certains hyper-paramètres comme, l’ordre du modèle par les fenêtres de
retards considérées et la dimension de la couche d’état, ou encore la complexité de l’équation
d’évolution du système par les propriétés et le nombre de couches cachées non-linéaires. Une
contribution importante des travaux est de formaliser le passage de ces réseaux de type SSNN
dans le domaine d’étude des systèmes LPV. Le modèle équivalent présente alors un nombre
de paramètres variants égal au nombre de neurones non-linéaires. Ce dernier peut également
être représenté selon une transformation linéaire fractionnaire (LFT) c’est-à-dire selon une
partie linéaire associée à une partie diagonale non-linéaire. Afin d’affiner cette modélisation,
des méthodes ont été proposées pour notamment aboutir à une représentation non-perturbée
grâce à un changement de coordonnées, puis en considérant des paramètres variants normalisés
uniquement dans leur région effective. Finalement, par cette représentation LPV-LFT, nous
avons développé différents outils d’analyse de stabilité et de performance de réseaux de neurones
de type SSNN.

Sur ces bases théoriques, nous avons par la suite proposé des approches de développement
de contrôleurs neuronaux robustes. En effet, lors de l’apprentissage d’un agent décisionnel inter-
venant dans une boucle de rétroaction, une problématique fondamentale porte sur la stabilité
globale de la boucle et sa robustesse. Une contribution importante de la thèse a été de mettre en
place une méthode afin de quantifier et d’ajuster les marges de robustesse d’un asservissement
neuronal. Tout d’abord, nous avons défini le concept de marge de stabilité dans le contexte
des SSNN puis nous avons développé des outils fondés sur l’analyse de systèmes LPV-LFT
afin d’évaluer a posteriori ces marges au vu d’un contrôleur neuronal et du modèle neuronal
du système. Par la suite, nous avons proposé une méthode d’apprentissage multi-objectifs
permettant de concilier a priori les critères de robustesse avec les performances d’imitation.
Cette stratégie possède notamment pour avantage de ne pas fournir un contrôleur unique, mais
un ensemble de contrôleurs répartis le long du front de Pareto. Le choix du curseur entre la
performance et la robustesse peut ainsi être appréhendé d’un point de vue « haut niveau »
y compris pour les systèmes complexes. Une autre contribution des travaux est d’étendre
les capacités du contrôleur neuronal par une méthode de contrôle adaptative multi-modèle
(MMAC). Cette approche pose un structure ordonnée et flexible afin d’accumuler des connais-
sances pour consolider l’apprentissage, mais également pour fournir une stratégie de détection
et de reconfiguration lors de pannes. Dans cette optique, nous avons présenté les différents
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éléments composant le MMAC notamment les validités relatives à chaque paire modèle-
contrôleur et leur estimation selon une logique bayésienne. Nous avons également développé une
méthode d’analyse de stabilité du MMAC dans le cadre linéaire ainsi qu’une stratégie de réglage.

Les travaux entrepris ont finalement abouti au développement d’une méthodologie complète
d’apprentissage de contrôleurs neuronaux robustes pour laquelle nous avons mis en application
les principaux résultats pour le développement de pilote automatique d’avion. Tout d’abord,
nous avons contribué à mettre en place un environnement de co-simulation entre Matlab et le
simulateur de vol X-Plane afin d’aborder des systèmes avec un haut degré de réalisme. Nous avons
ensuite mis en pratique les différentes méthodes d’apprentissage par imitation de contrôleurs
pour lesquelles les propriétés de robustesse sont établies puis renforcées si nécessaire. Pour cette
étude, nous avons développé un autopilote de guidage assurant le suivi de cap et d’altitude par
imitation d’un autopilote déjà implémenté puis d’un pilote. Nous avons également expérimenté
l’apprentissage d’un pilote adressant le suivi d’un chemin de vol défini par une succession de
points de passage. Par ces expériences, nous avons pu démontrer les contributions d’un point
de vue pratique des méthodes qui ont été proposées et valider les concepts définis. Enfin, nous
avons exploité les perspectives de l’approche multi-modèle pour étendre l’enveloppe de vol de
l’autopilote neuronal. Nous avons ainsi présenté d’une part, la mise en œuvre d’un MMAC conçu
à partir de modèles neuronaux pour développer, par imitation, un autopilote de guidage tolérant
aux défaillances du capteur de vitesse. D’autre part, nous avons illustré la méthode dans le but
de consolider et d’adapter l’autopilote de suivi de chemin de vol en imitant un pilote pour de
nouvelles conditions de vol.
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the state space neural network to the fault tolerant control system of the plc-controlled labo-
ratory stand. Engineering Applications of Artificial Intelligence, 30:168–178. citation page 28

[Deb, 2011] Deb, K. (2011). Multi-objective optimisation using evolutionary algorithms : an
introduction. In Multi-objective evolutionary optimisation for product design and manufactu-
ring, pages 3–34. Springer. citations pages 110 et 112

[Deb et al., 2002] Deb, K., Pratap, A., Agarwal, S. et Meyarivan, T. (2002). A fast and
elitist multiobjective genetic algorithm : Nsga-ii. IEEE transactions on evolutionary compu-
tation, 6(2):182–197. citation page 110

[Dennis Jr et Schnabel, 1996] Dennis Jr, J. E. et Schnabel, R. B. (1996). Numerical methods
for unconstrained optimization and nonlinear equations. SIAM. citation page 22

[Desoer et Vidyasagar, 1975] Desoer, C. A. et Vidyasagar, M. (1975). Feedback Systems :
Input-output Properties, volume 55. SIAM. citation page 54

[Doyle, 1982] Doyle, J. (1982). Analysis of feedback systems with structured uncertainties.
In IEE Proceedings D-Control Theory and Applications, volume 129, pages 242–250. IET.

citation page 55

[Doyle et al., 1988] Doyle, J., Glover, K., Khargonekar, P. et Francis, B. (1988). State-
space solutions to standard h2 and h8 control problems. In 1988 American Control Confe-
rence, pages 1691–1696. IEEE. citation page 90

[Doyle, 1985] Doyle, J. C. (1985). Structured uncertainty in control system design.
In 1985 24th IEEE Conference on Decision and Control, pages 260–265. IEEE.

citations pages 80 et 130

[Doyle et al., 1990] Doyle, J. C., Francis, B. A. et Tannenbaum, A. R. (1990). Feedback
control theory. Courier Corporation. citation page 45



Bibliographie 197

[Duc et Font, 1999] Duc, G. et Font, S. (1999). Commande Hinf et mu-analyse un outil pour
la robustesse. Hermes. citations pages 45 et 130

[Ducard, 2009] Ducard, G. J. J. (2009). Fault-tolerant flight control and guidance systems :
practical methods for small unmanned aerial vehicles. Advances in industrial control. Springer.

citations pages 121 et 125

[El Ghaoui et Scorletti, 1996] El Ghaoui, L. et Scorletti, G. (1996). Control of rational
systems using linear-fractional representations and linear matrix inequalities. Automatica,
32(9):1273–1284. citation page 52

[Fekri, 2005] Fekri, S. (2005). Robust adaptive MIMO control using multiple-model hypothesis
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lity and performance analysis based on integral quadratic constraints. European Journal of
Control, 31:1–32. citation page 140

[Vinnicombe, 2000] Vinnicombe, G. (2000). Uncertainty And Feedback, H Loop-shaping And
The V-gap Metric. World Scientific. citation page 125

[Vogl et al., 1988] Vogl, T. P.,Mangis, J.,Rigler, A., Zink, W. etAlkon, D. (1988). Accele-
rating the convergence of the back-propagation method. Biological cybernetics, 59(4):257–263.

citation page 22

[Werbos, 1990] Werbos, P. J. (1990). Backpropagation through time : what it does and how
to do it. Proceedings of the IEEE, 78(10):1550–1560. citation page 23

[Williams et Zipser, 1989] Williams, R. J. et Zipser, D. (1989). A learning algorithm for
continually running fully recurrent neural networks. Neural computation, 1(2):270–280.

citation page 23

[Wu, 1995] Wu, F. (1995). Control of linear parameter varying systems. Thèse de doctorat,
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Titre : Contribution à la synthèse de contrôleurs neuronaux robustes par imitation

Mots clés : Commande robuste, Réseaux de neurones, Apprentissage par imitation, Contrôle

adaptatif multi-modèle

Résumé : Cette thèse s’intéresse à l’élabora-

tion de systèmes de contrôle par imitation de

comportements ou de décisions répondant à

des exigences complexes. L’objectif est de réa-

liser l’apprentissage d’un contrôleur neuronal

de façon efficace et robuste sur une base de

données regroupant ces comportements. L’ap-

proche retenue unifie les outils de la commande

robuste avec ceux de la modélisation par ré-

seaux de neurones. Des méthodes d’identifica-

tion de systèmes dynamiques sont tout d’abord

développées selon des structures neuronales

en cohésion avec les représentations de sys-

tèmes linéaires à paramètres variants. L’accès à

ce domaine d’étude ouvre alors la voie à l’ana-

lyse de stabilité et de performance de ces types

de modèles neuronaux. Les travaux proposent

par la suite d’exploiter ces propriétés afin de

répondre aux enjeux de robustesse inhérents

à l’apprentissage de lois de commande. La mé-

thode d’identification de contrôleurs robustes

qui est proposée, repose sur l’évaluation des

marges de stabilité de l’asservissement neuro-

nal. Il est alors permis de consolider la robus-

tesse des contrôleurs à travers une stratégie

d’apprentissage avec optimisation de la stabilité

par une formulation multi-objectifs. En complé-

ment, le déploiement des contrôleurs est effec-

tué selon une méthode de contrôle adaptative

multi-modèle. La démarche est finalement appli-

quée aux pilotes automatiques d’avion via une

co-simulation avec un simulateur de vol carac-

térisé par sa grande fiabilité de modélisation.

Les problématiques de contrôle abordées sont,

dans un premier temps de guider l’appareil se-

lon un cap et une altitude donnés, tandis qu’une

seconde expérimentation se concentre sur le

suivi d’un chemin de vol constitué d’une série de

points de passage. Les autopilotes neuronaux

sont développées par l’imitation d’un autopilote

existant puis par l’imitation d’un pilote.

Title : Contribution to the synthesis of robust neural controllers by imitation

Keywords : Robust control, Neural networks, Imitation learning, Multiple model adaptive control

Abstract : This thesis focuses on developing

control systems by imitating behaviors or deci-

sionsmeeting complex requirements. The objec-

tive is to perform the learning of a neural control-

ler efficiently and robustly on a database contai-

ning these behaviors. The chosen approach uni-

fies robust control tools with those of neural

network modeling. Methods for identifying dy-

namic systems are first developed according to

neural structures in cohesion with the repre-

sentations of linear systems with varying pa-

rameters. Access to this field of study opens

the way to stability and performance analysis of

these neuralmodels. Thework then proposes to

exploit these properties to address the robust-

ness issues inherent to the learning of control

laws. The proposed method of identifying ro-

bust controllers is based on evaluating the sta-

bility margins of the neural feedback loop. It

is then possible to consolidate the robustness

of the controllers through a learning strategy

with stability optimization by a multi-objective

formulation. In addition, the deployment of the

controllers is performed using a multi-model

adaptive control method. The approach is finally

applied to aircraft autopilots via a co-simulation

with a flight simulator characterized by its high

modeling reliability. The control issues addres-

sed are, in the first step, to guide the aircraft ac-

cording to a given heading and altitude, while a

second experiment focuses on following a flight

path consisting of a series of waypoints. The

neural autopilots are developed by imitating an

existing autopilot and then by imitating a pilot.
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