N
N

N

HAL

open science

PDE constrained kernel regression methods

Tain Henderson

» To cite this version:

Iain Henderson. PDE constrained kernel regression methods. General Mathematics [math.GM]. INSA
de Toulouse, 2023. English. NNT: 2023ISAT0039 . tel-04475467

HAL Id: tel-04475467
https://theses.hal.science/tel-04475467
Submitted on 23 Feb 2024

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-04475467
https://hal.archives-ouvertes.fr

THESE

En vue de 'obtention du

Universiteé
de Toulouse

DOCTORAT DE L’UNIVERSITE DE TOULOUSE

Délivré par : l'Institut National des Sciences Appliquées de Toulouse (INSA)

Présentée et soutenue le 28 Septembre 2023 par :

Tain HENDERSON

Méthodes de régression a noyau sous contraintes d’équations aux dérivées

partielles
JURY
Eric SAVIN ONERA, Palaiseau Président du jury
JosseLIN GARNIER Ecole Polytechnique, Palaiseau Rapporteur
CLEMENTINE PRIEUR Université Grenoble Alpes Rapporteure
ANNE ESTRADE Université Paris Descartes Examinatrice
PascaL NOBLE Université Paul Sabatier Directeur de these
OLIviIER ROUSTANT Université Paul Sabatier Directeur de these
REMy BARAILLE SHOM, Toulouse Invité

Ecole doctorale et spécialité :

MITT : Domaine Mathématiques : Mathématiques appliquées
Unité de Recherche :

Institut de Mathématiques de Toulouse (UMR 5219)
Directeur(s) de Thése :

Pascal NOBLE et Olivier ROUSTANT
Rapporteurs :

Josselin GARNIER et Clémentine PRIEUR







It’s still magic even if you know
how it’s done.

Terry Pratchett
in A hat full of sky






iii

Avant-propos

Ce manuscrit traite de I’étude des méthodes de régression dites “a noyau”,
situées a l'interface entre apprentissage machine et équations aux dérivées
partielles, spécifiquement calibrées pour traiter certains problémes issus de la
physique. Plusieurs points de vue, déterministes ou probabilistes, permettent
d’introduire ces méthodes de régression.

Le fil rouge de ce mémoire de thése est la mise en relation de ces méthodes
a noyau (dans leurs différentes formulations) avec certains aspects théoriques
et numériques concernant les équations aux dérivées partielles, et leur formula-
tion reposant sur I’analyse fonctionnelle en particulier. Un des objectifs de fond
est d’identifier dans quelle mesure les principes de chaque discipline peuvent
s’articuler les uns aux autres. Cette question est motivée par I’ébullition d’un
domaine nouveau et prometteur (le “physics-informed machine learning”), ob-
jet de nombreux fantasmes mais dont le véritable champs des possibles de-
meure encore mal compris.

Dans cette optique, la démarche que j’ai suivie est trés exploratoire. Les
choix qui ont été faits tout au long de la thése ne sont certainement pas les
seuls possibles, en particulier concernant le parti pris initial de se tourner
vers les méthodes a noyau. Les résultats présentés dans ce manuscrit sauront
peut-étre justifier la pertinence des choix que nous avons faits.
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CHAPITRE 1

Chapitre Introductif

Avant-propos du premier chapitre. Ce chapitre est d’abord 1'occasion
de contextualiser et de motiver les choix qui ont été faits lors de mes travaux
de recherche. Pour cela nous décrivons, de facon simplifiée, quelques principes
importants de ’apprentissage machine, ainsi que les raisons qui ont fait émer-
ger le théme de I'apprentissage machine appliqué & des problémes issus de
la physique. En particulier, méme si la thése ne traitera jamais de régression
basée sur des réseaux de neurones, ces derniers ont joué un role crucial dans la
généalogie des thématiques abordées dans ce manuscrit ; ils constituent aussi
la méthode de régression reine sur les problémes généraux d’apprentissage ma-
chine. C’est pourquoi j’ai fait le choix de leur accorder une place relativement
importante dans ce chapitre. Cela servira aussi a justifier I'intérét qu’ont les
méthodes & noyau, lorsque nous décrirons certains liens étroits existant entre
ces méthodes et les réseaux de neurones. Cela nous permettra en outre d’ex-
pliciter certains avantages (fiabilité et interprétabilité) qu’ont les méthodes a
noyau sur les réseaux de neurones, dans le cas précis d’applications sur des
modéles physiques.

Si la diversité des concepts que nous aborderons tout au long de ce texte
est une source de richesse mathématique, c’est aussi une source de difficulté.
En effet, le cott d’entrée est double, puisqu’il nous faudra manipuler autant
de notions de probabilités et de statistiques que d’équations aux dérivées par-
tielles. Partant du principe que ce manuscrit s’adresse autant au probabiliste
qu’au statisticien ou a 'analyste (“I’edpiste”), ce chapitre introductif est donc
aussi 'occasion de resituer certains concepts que j’ai jugés importants, et
qui sont issus des différentes disciplines entrant en jeu. Certains détails se-
ront certainement des évidences pour le probabiliste mais pas pour ’analyste,
et réciproquement. Etant donné que cette derniére communauté est parfois
hésitante ou frileuse a la vue d’outils de statistiques, et que la situation mi-
roir se produit tout autant, j’ai pris le parti d’aller assez loin dans le détail
d’exemples simples mais illustratifs, plutdét que de laisser le lecteur intéressé
mais non initié se perdre dans des ouvrages spécialisés. L’introduction des
différents concepts est accompagnée de commentaires a visée pédagogique. Le
choix d’une telle présentation s’est aussi fait dans ’espoir qu’elle rende rela-
tivement “naturelles” les questions auxquelles nous avons donné une réponse
dans les chapitres suivants.



2 Chapitre 1. Chapitre introductif

Résumé

La premiére partie de ce chapitre décrit rapidement les grands principes
de 'apprentissage machine, puis dresse un paysage simplifié de ’apprentissage
machine, a 'heure actuelle. Cette partie décrit notamment certaines raisons
qui ont amené 'apparition de ’apprentissage machine dans les problémes de la
physique en particulier. La deuxiéme partie motive et décrit le formalisme et
les outils mathématiques que nous utilisons dans le manuscrit. Cela comprend
les méthodes & noyau dans leur formalisme probabiliste et déterministe d’une
part, et les formulations faibles et distributionnelles des équations aux déri-
vées partielles d’autre part. Chaque discipline est rapidement décrite; nous
discutons aussi des liens entre méthodes a noyau et réseaux de neurones, et
des différentes stratégies existantes en apprentissage machine informé par la
physique. La troisiéme partie décrit les chapitres de la thése. En particulier, les
questions traitées dans chaque chapitre sont motivées, et la stratégie générale
de résolution est décrite.
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4 Chapitre 1. Chapitre introductif

1.1 Contexte général de I’apprentissage machine

1.1.1 Quelques principes de apprentissage machine

Parmi les bouleversements scientifiques et techniques des cinquante der-
niéres années, nous pouvons certainement citer I’essor de 'apprentissage ma-
chine (“machine learning”). Considérons un ensemble de données labelisées, par
exemple des images chacune munies d’un ensemble de mots la décrivant (chat,
maison...). Un des champs d’application de I'apprentissage machine concerne
la conception d’algorithmes qui, a partir de la connaissance de cet ensemble
de données, doivent décider si une image qu’ils n’ont jamais vue peut étre
décrite par un autre ensemble de mots. Pour cela, une premiére étape dite
d’apprentissage est d’abord mise en place, pendant laquelle I'algorithme est
calibré pour coller aux données. Puis vient 'étape de prédiction, ou l'on se
sert de I'algorithme sur de nouveaux exemples. Des étapes intermédiaires de
validation de l'algorithme sont souvent mises en place, afin de s’assurer que
les résultats de la phase de calibration ne donnent pas de résultats aberrants.
En général, un compromis doit étre trouvé entre bonne approximation de
la base de données et bonnes propriétés de prédiction (ou “généralisation”).
Dans notre exemple, I'apprentissage est dit supervisé car les données ont été
labelisées.

Dans la version classique de 'apprentissage machine, la partie calibra-
tion se fait essentiellement en interagissant avec le modéle en question, sans
connaitre a priori les propriétés fines ou “internes” du modéle. L’espoir sous-
jacent est que l'algorithme retrouve, de fagon relativement autonome, ces dites
propriétés. C’est pourquoi nous parlons aussi d’apprentissage automatique,
mais aussi d’approche “guidée par les données” (data driven). Le modéle est
donc souvent vu comme une sorte de boite noire, soit impénétrable, soit qu’on
ne souhaite pas pénétrer, dont nous ne connaissons que certaines entrées et
sorties. Cette abstraction des structures spécifiques du modéle en question est
une des grandes forces des méthodes d’apprentissage machine, puisque par
construction ces méthodes peuvent s’appliquer a tout type de données!. Il se
trouve aussi qu'une des seules théories mathématiques (la seule ?) qui subsiste
a un tel niveau de généralité, et qui arrive a concilier des données de nature
aussi hétérogenes, est la théorie des statistiques. Il n’est donc pas surprenant
que ce soit cette théorie qui soit la plus rencontrée en apprentissage machine.

1. Le simple fait qu'une telle approche puisse fournir des résultats non triviaux peut
sembler surprenant, et diverses théories (mathématiques ou non) ont tenté d’expliquer de
tels succeés, par exemple en arguant que la majorité des phénoménes que nous rencontrons
(et donc les données qu’ils générent) possédent une structure de systéme hiérarchique [188].
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Dans I'exemple de classification d’images décrit plus haut (et en apprentis-
sage machine en général) il est clair que la quantité de données disponibles, le
choix du type d’algorithme et le choix de la méthode de calibration, auront des
impacts importants sur la qualité de la prédiction. En ce sens, I'apprentissage
machine s’est aussi développé en paralléle avec les avancées en puissance de
calcul, en traitement de données massives, en optimisation en grande dimen-
sion et en informatique en général. Citons, entre autres, la systématisation
de l'utilisation d’algorithmes de différentiation automatique, de descente de
gradient stochastique ou la démocratisation d’outils logiciels comme Keras,
Pytorch ou Tensorflow.

Depuis les années 2010, les réseaux de neurones (profonds) se sont imposés
comme méthode hégémonique d’apprentissage machine, aussi est-il difficile de
parler d’apprentissage machine sans dire un mot sur ces algorithmes. Un réseau
de neurones artificiels a la structure générale suivante

Ry(x) = WpoocoWr 4000---000Wj)(x). (1.1.1)

ou o est une fonction non linéaire ponctuelle, représentant typiquement une
opération de seuillage, et W), : R% — R%+1 est une transformation affine
(une non linéarité peut étre appliquée ou non sur la derniére couche). Chaque
couche W), posséde des paramétres 6, € R™ ., et la calibration du réseau se
fait typiquement en cherchant les paramétres 0* = (67, ..., 0%) le plus en accord
avec les données B :

0* = arg min Sz(0). (1.1.2)
0

Ici, S est une fonction de coitit choisie au préalable, pénalisant par exemple le
non-respect des données. Le nombre de paramétres du réseaun = n;+...+ny,
peut aller de quelques dizaines a quelques milliards.

Terminons cette section en soulignant que certains algorithmes utilisés en
apprentissage machine n’ont pas attendu I'arrivée de I'informatique pour voir
le jour, puisque la méthode des moindres carrés a été introduite dés la fin du
XIX¢ siecle par de grand noms comme Pierre Simon Laplace ou encore Carl
Friedrich Gauss (|62], p. 451).

1.1.2 La systématisation de l'utilisation de I’apprentis-
sage machine

L’efficacité déraisonnable de P’apprentissage machine En 1960, Eu-
gene P. Wigner publie un article intitulé “The Unreasonable Effectiveness of

2. Cette structure (interconnexion et fontion d’activation) est bien sir inspirée de celle
des réseaux de neurones biologiques.
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Mathematics in the Natural Sciences” [215]. Dans cet article, Wigner montre a
quel point il est troublant que des modéles mathématiques arrivent a expliquer
si fidélement de nombreux phénoménes observés empiriquement.

Il semble qu’aujourd’hui, la question soulevée par Wigner se pose aussi
pour 'apprentissage machine et 'apprentissage profond en particulier. Quelque
soit le domaine ou des techniques d’apprentissage machine ont été appliquées,
des avancées (d’incrémentales a révolutionnaires) ont été faites.

Il semblerait donc que la structure des réseaux de neurones soit capable de
capturer les propriétés fines de nombreux jeux de données issus de contextes
trés différents. D’un point de vue mathématique cependant, cette structure
présente le défaut d’étre trés difficile & étudier. Autre fait remarquable, les
réseaux de neurones dit hyperparamétrés semblent échapper a certains grands
principes de la théorie des statistiques classiques comme le compromis biais-
variance [20]. Ainsi, a la différence des questions soulevées par Wigner, nous ne
disposons pas de théorie mathématique capable d’expliquer les performances
de certains réseaux de neurones. Plusieurs articles dont [185] ont d’ailleurs
repris (de fagon plus ou moins sérieuse) le titre de l'article de Wigner, dans
des contextes d’apprentissage machine. En conséquence, les méthodes de cer-
tification d’algorithmes basés sur des réseaux de neurones se limitent a des
algorithmes de validation croisée ou a des tests statistiques ; malheureusement
ces méthodes de validation sont vulnérables aux biais inhérents contenus dans
les données d’apprentissage et de test.

En pratique, il existe en fait des exemples montrant que certains réseaux
de neurones, trés performants par ailleurs, peuvent commettre de grossiéres
erreurs de classification d’image lorsqu’un bruit invisible & 'oeil nu (mais
bien choisi) est ajouté a une image [197]. Cela signifie que de tels réseaux
de neurones sont par nature instables, un fait qui se formalise et se prouve
en utilisant le langage de la théorie de 'approximation de fonctions (voir par
exemple la présentation [41]).

S’il est vrai qu'une théorisation systématique de I'apprentissage machine
n’est pas une fin désirable en soi [31], il existe des domaines d’application
pour lesquels la compréhension fine des capacités explicatives de ’algorithme
choisi, la connaissance de ses limitations, et I'existence de garanties théoriques
fiables associées, sont des questions critiques (pensons & la conception d’une
centrale nucléaire). Dans ce cadre, 'absence de théorie adéquate devient pro-
blématique.

Apprentissage hybride et modéles physiques Dans un engouement gé-
néralisé pour 'application des réseaux de neurones, l'apprentissage machine
a graduellement infiltré de nombreux autres domaines scientifiques. Pour les
spécialistes des domaines concernés, il fut sans doute assez frustrant de consta-
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ter que les réseaux de neurones ont surpassé bien des méthodes basées sur des
modeéles physiques et mathématiques pourtant étudiés depuis longtemps. Un
exemple frappant est celui de la classification d’images, pour lequel 'article
[117]% datant de 2012 a irrémédiablement fait basculer I'état de I'art du coté
des méthodes basées sur les réseaux de neurones.

Si nous sommes obligés d’accepter cet état de fait, cela ne signifie pas pour
autant que les théories précédant I'arrivée des réseaux de neurones doivent étre
abandonnées. Aprés le premier bouleversement initié par la popularisation
de l'utilisation des réseaux de neurones, plusieurs approches hybrides visant
a combiner apprentissage machine et modéles mathématiques ont été mises
en place. Dans certains domaines, y compris I'imagerie, ce sont actuellement
ces méthodes qui sont les plus performantes. Pour plus de détails sur ce cas
spécifique, nous renvoyons vers le manuscrit [89], qui présente des exemples
de méthodes hybrides (méthodes PlugéiPlay et réseaux unrolled) dans des
contextes d’imagerie. Les approches hybrides s’écartent de I'approche “guidée
par les données”, puisque dans ce cas les informations utilisées par le modeéle
ne sont plus uniquement contenues dans les données. La boite noire devient
alors une boite grise.

En ce qui concerne 'apprentissage machine appliqué a la physique, 'intro-
duction de méthodes basées sur les réseaux de neurones date essentiellement
de P'article [162], mis en ligne pour la premiére fois en 2017. La méthode qui
y est introduite est une méthode hybride ; de telles méthodes semblent en ef-
fet constituer une bonne direction de recherche (voir aussi [112]). En ce sens,
nous relevons deés a présent quelques caractéristiques qui démarquent les pro-
blémes d’apprentissage contraints par la physique des problémes classiques
d’apprentissage machine.

(1) Ces problémes sont relativement simples, au sens ot ils sont régis par moins
d’équations (on n’ose imaginer toutes les équations nécessaires pour décrire
une salle meublée, ce que certains réseaux de neurones semblent pourtant
capables d’émuler [161]). Cependant, les contraintes imposées par les équations
de la physique sont souvent rigides. Cela signifie que certaines des structures
qu’elles imposent sur leurs solutions sont trés spécifiques, et donc trés difficiles
a inférer sans en avoir la connaissance a priori. Par exemple, I’écoulement d'un
fluide doit impérativement respecter la conservation de la masse.

(77) La quantité de données ainsi que leur diversité est parfois moindre, compa-
rée aux problémes classiques d’apprentissage. Un exemple de facteur limitant
peut étre le nombre de capteurs utilisés lors de la capture des données (pen-
sons a des balises en mer). Compléter les données avec un modeéle physique
devient donc une nécessité.

3. cité plus de 130 000 fois selon Google Scholar...
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(77) Un savoir-faire préexistant trés conséquent existe, ici la théorie des équa-
tions aux dérivées partielles ainsi que les méthodes numériques associées.

(iv) De nombreuses applications en lien avec la physique sont critiques, telles
que la météorologie, I'aérodynamique ou la construction, et nécessitent donc
des garanties de fiabilité en plus d’une solution informatique.

Nous détaillerons certains aspects du point (7ii) dans la section 1.3. De fa-
¢on pragmatique, le contenu de ce manuscrit sera essentiellement consacré a
I’étude de méthodes d’approximation de solutions d’équations aux dérivées
partielles, a ’aide de méthodes initialement développées pour I'apprentissage
machine [166]. Bien que nous avons mis I'accent sur le paradigme de 'ap-
prentissage machine, les approches hybrides que nous étudierons sont aussi
pertinentes dans d’autres disciplines reposant sur des modéles “boite noire” et
des modeles “de substitution” (surrogate models), comme la quantification et la
propagation d’incertitudes ([91], chapitre 8), I'optimisation bayésienne ((|91],
chapitre 7) ou l'analyse de sensibilité ([174], chapitre 7), en ce qui concerne
I’étude de codes complexes pour la physique en particulier. Ces domaines ont
aussi été transformés par I’émergence des réseaux de neurones, et sont tous
étroitement liés.

Le but des deux prochaines sections est de balayer les différents outils et
points de vue conceptuels qui nous guideront tout au long de la thése, dans
I’'objectif de les motiver. Ces sections sont aussi a visée pédagogique, aussi
sont-elles accompagnées d’exemples simples et illustratifs.

1.2 Outils d’apprentissage machine

Cette section est consacrée a la présentation des outils d’apprentissage ma-
chine que nous utiliserons tout au long de la thése. Aprés une courte formalisa-
tion du probléme de I’apprentissage machine (section 1.2.1), nous introduisons
les méthodes dites a noyau, que nous utiliserons a peu prés sous toutes leurs
formes. Il en existe essentiellement trois, entre lesquelles les délimitations sont
poreuses. La premiére est celle de 'inférence bayésienne, qui s’inspire de la
théorie de la mesure et des statistiques (sections 1.2.2 et 1.2.3). La deuxiéme
(que I'on pourrait ranger avec la premiére), probabiliste de nature, puise sa
source dans la théorie des processus gaussiens (section 1.2.3). La troisiéme,
déterministe et s’appuyant sur 'analyse fonctionnelle, est celle des espaces de
Hilbert a noyau reproduisant (section 1.2.4)%. Une derniére partie (section
1.2.5) discute des différents liens profonds qui lient les méthodes a noyau et
les réseaux de neurones.

4. Tl existe aussi une approche plus algébrique des (méthodes a) noyaux, voir par exemple
[87] et [23]. Nous n’utiliserons pas vraiment ce point de vue dans ce manuscrit.
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1.2.1 Formulation générale de ’apprentissage supervisé

Un probléme d’approximation de fonction Considérons un ensemble
de données B = {(x;,y;) }1<i<n OU z; € E désigne une valeur d’entrée, par
exemple une image pixelisée, et y; € F' désigne la variable d’intérét, par
exemple la classe de I'image (auquel cas E = R%,d > 1, et F sera un en-
semble de mots). Dans la thése, x; désignera plutét une position dans ’espace
et y; une mesure d’'un champ physique. Formellement, il existe donc une cor-
respondance entre les variables d’entrée et les observations sous la forme d’une
fonction

: {E —F (1.2.1)

et nous avons y; = f (a;l) + &;, oul €; est une variable aléatoire représentant un
bruit de mesure ou une erreur de discrétisation (nous avons donc supposé ici
que le bruit était additif). Il se trouve qu’un trés grand nombre de problémes
d’apprentissage machine peuvent se formaliser de cette fagon. Tout le probléme
de 'apprentissage machine supervisé consiste alors a approcher la fonction f
étant donné la connaissance des données B. C’est donc fondamentalement un
probléme d’approximation de fonctions [50, 51|, dont la résolution se situe
a l'intersection de nombreux domaines : statistiques, analyse fonctionnelle,
problémes inverses, optimisation, algorithmie ou encore informatique. Si nous
adoptons ici une approche mathématique, il ne faut pas ignorer qu’il existe
d’autres approches trés différentes en ce qui concerne ’apprentissage machine,
chacune apportant son éclairage. Si f peut prendre un continuum de valeurs,
alors c¢’est un probléme dit de régression. Si F' est un ensemble fini ou discret,
on parle de probléme de classification. Cette thése s’intéressera uniquement a
des problémes de régression. Dans ’exemple 1.2.1, nous décrivons la méthode
de régression la plus simple, la régression linéaire.

Théorie de ’approximation et modélisation statistique Il est possible
de diviser la théorie de I'approximation de fonctions en deux catégories, qui
peuvent bien sir interagir I'une avec ’autre. Une premiére consiste a voir les
données comme déterministes. Par exemple, on peut supposer que la fonction
cible f appartient & un certain espace de fonctions connu a priori, ce qui
permet l'utilisation de méthodes d’analyse fonctionnelle (voir par exemple
[42]). Dans 'exemple de I'analyse hilbertienne, les approximants de f sont
typiquement obtenus comme des projections orthogonales de f sur certains
sous-espaces de dimension finie déterminés par les données.

En apprentissage machine cependant, il est plus commun de voir les don-
nées {(x;, y;) h1<i<n comme des réalisations de variables aléatoires {(X;, Y;) }1<i<n
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définies sur un méme espace de probabilité (€2, F,P), indépendantes et de
meéme loi® ([166], p. xiv). Dans certains cas, c’est une hypothése naturelle,
par exemple lorsque la capture des données n’est pas une expérience repro-
ductible. Dans ce cas, il s’agira plutdt d’estimer la loi des couples (X;,Y;),
ou certaines de ses caractéristiques comme ses moments ou ses quantiles. Le
langage privilégié sera celui des probabilités et des statistiques, et ’espace de
prédilection sera L?(IP), 'espace des variables aléatoires a variance finie.

L’exemple ci-dessous décrit en détail un exemple trés simple de modele
de régression, dans ses approches déterministes et aléatoires. Nous pouvons
voir les méthodes & noyau comme des généralisations de cette méthode. En
particulier, certaines idées profondes, qui seront importantes dans la suite,
sont déja présentes dans ce modéle.

Ezemple 1.2.1 (Méthode des moindres carrés et régression linéaire). Le mo-
déle de régression le plus simple est probablement le suivant. Considérons p
variables d’entrées X = (1, ...,z,)7 € RP, (variables explicatives) et une va-
riable scalaire de sortie y (variable expliquée). Considérons n observations du
modele, {(X;,v:),1 <i < n}, avec X; = (21, ..., 7). On note M la matrice
de taille n x p dont la ligne 4 est donnée par X!. La méthode des moindres
carrés consiste d’abord a supposer une dépendence linéaire de la sortie en les
données selon un vecteur g € RP,

P
Ui = szkﬁk = X;'B, soit MpB=4. (1.2.2)
k=1

Une dépendance affine peut étre considérée en modifiant X; par (1,X;) €
RP*!. On cherche ensuite les coefficients (04, ...,5,) qui minimisent la dis-
tance euclidienne entre le modéle et les données (moindres carrés), c’est a dire
p* = argming S(B) ot S(B) = Y7L (v — 9:)* = Yy (yi — X{'B)?. Cette
fonction admet toujours un minimiseur, qui est unique si X7 X est inversible.
La solution correspondante est

B=Mty, (1.2.3)

ol M7 est le pseudo-inverse de Moore-Penrose de M. Si M7 M est inversible,
nous avons M+t = (MTM)*M?T. M* est cependant tout le temps défini
méme si MTM n’est pas inversible, auquel cas Mty est la solution de norme
minimale parmi toutes les solutions. De plus, M M™ est la projection orthogo-
nale sur Im(M) et M+ M est la projection orthogonale sur Im(M7) (voir par
exemple [88], pp. 257-258). Pour une nouvelle observation Xy = (210, ..., Zp0),
la phase de prédiction consiste a estimer la vraie sortie correspondante y, par

5. Une réalisation du couple (X;,Y;) est un couple (X;(w), Y;(w)), étant donné un w € Q.
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Yo = XOTB. Nous obtenons aussi que § = MMy, donc g est la projection
orthogonale, dans R", de y sur Im(M). Enfin, dans ’hypothése (ici peu rai-
sonnable) ot le modéle était vraiment linéaire, i.e. y; = X!« pour un certain
a, alors y = Ma et = M*TMa. Dans ce cas, 3 correspond & la projection
orthogonale de « sur Im(M7T) = Vect(X7, ... XT)

Supposons maintenant que les observations sont plutot données par
Y; = Xzﬁ + &4,

ou [ et X; sont déterministes, mais ou les ¢; sont des variables aléatoires
centrées de méme variance finie et indépendantes. Les valeurs observées sont
donc des réalisations de variables aléatoires. Nous pouvons tenter d’estimer
B sous la forme d’une combinaison linéaire des données (régression linéaire) :
Bi = CTY, avec C; un vecteur déterministe. Parmi tous les estimateurs non
biaisés de 3 (i.e. vérifiant E[3] = ) de la forme ci-dessus, celui minimisant
cette fois 'erreur en moyenne quadratique

() =E[I15 - I [f Bi?] (1.2.4)

=1

vaut “encore” = M™Y. j est donc le meilleur estimateur linéaire non biaisé
(Best Unbiaised Linear Predictor, ou BLUP). Cette fois, Y = Mj3 = MM1Y,
c’est donc la projection orthogonale, dans L?(IP, R"), du vecteur aléatoire YV’
sur l'espace déterministe Im (M ). Nous avons ainsi un premier exemple de cor-
respondance entre projection orthogonale déterministe et projection aléatoire.

Un défaut de la régression linéaire présentée ainsi est sa faible expressi-
vité : ses approximants se limitent & des combinaisons linéaires des données. I1
se trouve cependant que certains modeéles de régression en apprentissage ma-
chine sont des versions plus ou moins sophistiquées de la régression linéaire,
formulées dans des espaces bien choisis qui sont définis a partir de nouvelles va-
riables (ou “features”), elles-mémes obtenues par transformation des variables
initiales (ici, X). Les méthodes de régression a noyau en font partie.

1.2.2 Approche bayésienne pour les problémes inverses

Le théoréme de Bayes Le point de vue aléatoire présente un avantage
théorique sur le point de vue déterministe, car il permet d’utiliser la notion
de probabilité conditionnelle ainsi que le théoréme de Bayes. Ces deux outils
semblent particulierement adaptées pour la prise en compte de données “par-
tielles”, dans un cadre trés large. Rappelons le théoréme de Bayes dans sa forme
la plus élémentaire. D’abord, la probabilité conditionnelle de A sachant B (ou
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P(B) # 0), notée P(A|B), est définie comme P(A|B) = P(A N B)/P(B)°".
Le théoréme de Bayes stipule alors que la probabilité de A sachant B peut
s’obtenir & partir de la probabilité de B sachant A selon 1’égalité

P(A|B) = P(B|A)P(A)/P(B). (1.2.5)

Sous cette forme, ce théoréme est une conséquence immédiate de la définition
de P(A|B) et de P(B|A). Pour un couple (X,Y) de variables aléatoires a
densité p(x,yy (par rapport a une mesure de référence), ce théoréme s’écrit aussi
en termes de densité. En définissant la densité conditionnelle par pxjy—,(z) =
px.vy(@,y)/py(y) quand py(y) # 0, le théoréme de Bayes s’écrit alors, pour
tout couple (z,y),

Pxiy=y(2) = Py|x=2(y)px () /v (y)- (1.2.6)

L’équation (1.2.6) est une version infinitésimale de 1’équation (1.2.5). Notons
que py (y) ne dépend pas de x et lorsqu’on ne considérera que la dépendance
en x, on pourra noter px|y—y () < py|x=(y)px(x). L’équation (1.2.6) permet
notamment de conditionner selon certains évenements de probabilité nulle
mais dont la densité associée est non nulle, typiquement des évenements de la
forme {z}.

Inférence bayésienne Celle-ci se déroule en trois étapes. Etant donnée
une quantité inconnue u, on la voit comme réalisation d’une variable aléatoire
U de loi puy. Etant donné des observations y (vues comme réalisation d’une
variable aléatoire Y') contenant des informations sur u, on conditionne la loi
pr aux observations selon le théoréme de Bayes, ce qui fournit une loi pf;.
Dans ce formalisme, py s’appelle la loi a priori de U, et pf, s’appelle la
loi a posteriori de U (ou encore, le prior et le posterior respectivement).
Comme son nom l'indique, le prior est un bon outil pour incorporer tout type
d’information connue a priori. Dans le cadre des problémes inverses, la relation
de dépendance entre U et Y est typiquement traduite par une relation de la
forme

Y = G(U) +e, (1.2.7)

ol ¢ est un bruit aléatoire de loi p. indépendant de U, et G est une opération
de mesure [55]. Dans ce cas, le couple (U,Y) n'est autre que (U,G(U) + ¢)
et si uy et pe admettent des densités py et pe, la loi du couple (U,Y’) admet

6. Le conditionnement peut faire penser a une sorte d’opération de projection de me-
sure, mais dans un cadre indépendant de structure hilbertienne (en fait, de toute structure
topologique).
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pour densité la fonction pyy) : (u,y) = p-(y —G(u))py(u). Nous voyons aussi
que py|u=u(y) = p-(y — G(u)). Dans le cadre de I'inférence bayésienne, cette
quantité s’appelle la vraisemblance, car elle refléte la probabilité d’obtenir la
mesure y sous I’hypothése que U prenne la valeur u. Une estimation numérique
de U a partir de la loi a posteriori est obtenu en moyennant tous les candidats
u possibles selon la loi a posteriori :

A

U=E[U)Y =vy| = /uu%(du) = /upUy:y(u)du. (1.2.8)

La fonction y — E[U|Y = y] s’appelle la fonction de régression. L’équation
(1.2.8) se généralise en n’imposant pas de valeur y de Y, auquel cas nous
obtenons U = E[U|Y], Pespérance conditionnelle de U sachant Y. E[U|Y]
est exactement la projection orthogonale dans L*(Q, F,P) de U sur le sous-
espace vectoriel fermé L%(Q,o(Y),P), o o(Y) est la tribu engendrée par Y.
Une autre estimation possible de U est obtenue en cherchant le candidat v* qui
maximise la densité a posteriori pyjy—,. C’est I'estimateur MAP (Maximum
A Posteriori) qui correspond a la valeur “la