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Introduction

0.1 Résumé de thése (en francais)

Cette thése se situe entre la théorie de Lie et la géométrie & grande échelle a la
Gromov. En une phrase, on s’intéresse a des invariants de nature cohomologique
en géométrie a grande échelle associés & des groupes localement compacts, que 'on
étudie plus particuliérement dans le cas des groupes de Lie et de certaines générali-
sations.

La géométrie & grande échelle concerne I’étude des propriétés asymptotiques des
espaces métriques. Autrement dit, on s’intéresse aux propriétés qui restent invari-
antes sous des applications qui oublient la structure topologique locale et n’imposent
que des conditions sur les grandes distances, telles que les quasi-isométries ou les
équivalences grossiéres. On peut placer les groupes localement compacts & base
dénombrable d’ouverts sous cette loupe, car ils portent des métriques propres invari-
antes & gauche [Str74] et deux telles métriques restent grossiérement équivalentes
[CdIH16, 4.A.6]. Pour ces groupes on peut définir des notions de cohomologie :
on parle de cohomologie continue & coefficients dans une représentation continue.
Ceci est une construction de nature algébrique qui n’a a priori aucun lien avec la
géométrie & grande échelle. De fagon assez surprenante, elle donne des invariants a
grande échelle si on choisit la représentation adéquate. Pour un groupe localement
compact a base dénombrable d’ouverts G et un réel p > 1, la cohomologie associée
a la représentation réguliére sur 'espace LP(G), que 'on appelle cohomologie LP
continue et 'on note Hj (G, LP(G)), est un invariant de quasi-isométrie en chaque
degré et pour chaque p > 1. C’est le personnage principal de cette thése.

Les groupes localement compacts sur lesquels on veut calculer cet invariant sont
les groupes de Lie et certaines de leurs généralisations. Les groupes de Lie les plus
populaires sont les groupes de Lie réels semi-simples en partie a cause de leur riche
structure (contrairement aux groupes de Lie résolubles, plus difficiles & dompter)
mais aussi a cause de leurs actions sur leurs espaces symétriques riemanniens. Une
premiére généralisation de cette situation consiste & regarder les points des groupes
algébriques semi-simples sur des corps locaux. Les corps locaux se divisent en
deux groupes : archimédiens, c’est-a-dire les nombres réels et les complexes, et
non archimédiens. Les groupes de Lie semi-simples non archimédiens sont notre
deuxiéme famille de groupes localement compacts sur lesquels on aimerait faire des
calculs de cohomologie LP. Les géométries sur lesquelles ils agissent sont leurs im-
meubles de Bruhat-Tits, qui sont des structures simpliciales jouant le role des espaces
symétriques dans ce nouveau contexte. Une idée générale est que les groupes de Lie
réels et non archimédiens ne doivent pas étre si différents les uns des autres.



La notion d’immeuble est en fait bien plus générale. Un immeuble est un com-
plexe simplicial obtenu en recollant plusieurs fois un méme complexe simplicial,
qui représente la combinatoire d’'un groupe de Coxeter fixé, sous des conditions
d’incidence inspirées des espaces symétriques. Les groupes de Coxeter apparaissant
dans les immeubles de Bruhat-Tits sont dits affines, c’est-a-dire que leurs géométries
associées sont des pavages d’un espace euclidien. La théorie de Kac-Moody est un
moyen de construire des exemples de groupes (discrets et) localement compacts
comme des groupes d’automorphismes d’immeubles. En particulier, on obtient des
nouveaux exemples de groupes si le groupe de Coxeter de départ n’est ni fini ni
affine. Ces groupes de Kac-Moody non affines sont une troisiéme famille de groupes
localement compacts associés a la théorie de Lie auxquels on s’intéressera. Cette
fois-ci on s’est éloigné davantage des situations classiques : on peut s’attendre a des
comportements nouveaux et exotiques.

Cette thése concerne des calculs de cohomologie LP pour les groupes et les es-
paces présentés ci-dessus. Notre motivation principale est la question suivante due
a Gromov : il prédit un comportement classique de la cohomologie LP des groupes
semi-simples sur des corps locaux (archimédiens ou pas).

Questions. Soit G un groupe semi-simple de rang r > 2 sur un corps local.
(1) A-t-on HL (G, LP(G)) = {0} pour tout l=1,...,r—1etp>17?

(2) A-t-on H% (G, LP(G)) # {0} au moins pour certaines valeurs de p ¢

(3) Est-ce que l'espace H; (G, LP(G)) est séparé pour tout p > 1 ?

Dans les pages qui suivent on présentera les résultats principaux de cette thése
(pour des préliminaires, voir Chapitre 1). Trois sujets sont abordés. Chacun d’entre
eux correspond & un article. Les deux premiers concernent les questions qu’on vient
d’énoncer, traitant respectivement les questions (1) et (2). Le troisiéme sujet est
indépendant car il concerne des groupes non linéaires. On termine ce résumé en
présentant des questions et des projets.

Le premier sujet est I’annulation en degré 2 pour des groupes semi-simples de
rang > 3 sur des corps locaux, ce que 'on montre dans la plupart des cas [LN23|.
Le deuxiéme est la non annulation en degré maximal pour des immeubles affines et
pour des immeubles plus généraux [LN22]. Dans le méme cercle d’idées, on obtient
des inégalités pour la dimension conforme des immeubles hyperboliques au sens
de Gromov. Le troisiéme sujet concerne la cohomologie L? de généralisations des
groupes semi-simples et des applications a ’équivalence mesurable [LN21].

0.1.1 Annulation en degré 2

Un des résultats principaux de cette thése concerne la question (1) : on montre
l’annulation de la cohomologie LP en degré 2 pour la plupart des groupes de Lie
semi-simples de rang au moins 3 sur des corps locaux.

On commencera par survoler des contributions antérieures pointant vers une
réponse affirmative & cette question. La plupart d’entre elles concerne le cas du
degré 1. Puis, on donne un énoncé plus précis de notre résultat et on ébauche sa
preuve.

Le cas du degré 1 pour les groupes de Lie L’annulation en degré 1 pour
tout p > 1 pour des groupes semi-simples réels de rang au moins 2 a été montrée



par Pansu en 1999 en utilisant la cohomologie LP de de Rham (d’abord en tant que
prépublication, puis apparu dans [Pan07]). En fait il a démontré un résultat plus
fort.

Théoréme 0.1.1. [Pan07, Théoréme 1] Soit M une variété homogéne. On a une
trichotomie :

e soit le groupe disométries de M est une extension compacte d’un groupe de Lie
résoluble unimodulaire,

e soit M est quasi-isométrique a un espace homogéne de courbure sectionnelle stricte-
ment négative,

e autrement LPH}p (M) = {0} pour tout p > 1.

Ceci donne une réponse affirmative & la question de Gromov dans le cas des
groupes réels semi-simples.

Bader, Furman, Gelander et Monod ont montré ’annulation du premier groupe
de cohomologie continue des groupes de Lie simples de rang au moins 2 sur des corps
locaux (archimédiens ou pas) a coefficients dans des représentations isométriques sur
des espaces de la forme LP(X, u1), ot (X, i) est un espace de Borel standard et p > 1
[BFGMO7|. Leurs techniques marchent aussi pour des groupes semi-simples, mais
ou chaque facteur simple est de rang au moins 2.

Finalement, de Cornulier et Tessera étendent la trichotomie de Pansu aux groupes
semi-simples sur des corps de caractéristique zero en adaptant ses arguments a la
cohomologie continue des groupes [dCT11]. Leur trichotomie n’est certes valide que
pour des groupes sur des corps de caractéristique zéro, mais leurs arguments pour
I’annulation pour des groupes semi-simples de rang au moins 2 sont valides aussi en
caractéristique positive.

Théoréme 0.1.2. [dCT11, Theorem 1] Soit G un groupe de Lie semi-simple de
rang v > 2 sur un corps local. On a HY (G, LP(G)) = {0} pour tout p > 1.

Les démonstrations des contributions présentées ci-dessus ne sont pas équiva-
lentes, mais partagent certains arguments dynamiques. Notamment, le phénoméne
de Mautner apparait dans une de ses plusieurs formes dans tous ces travaux.

Cet énoncé est valable aussi pour les versions correspondantes de cohomolo-
gie LP des géométries sur lesquelles les groupes semi-simples agissent : les espaces
symétriques et les immeubles de Bruhat-Tits.

Le cas du degré 1 pour les immeubles affines Les immeubles de Bruhat-Tits
sont des immeubles affines sur lesquels les groupes semi-simples non archimédiens
admettent des actions propres et cocompactes. Tous les immeubles affines de di-
mension > 3 proviennent de telles actions. D’autre part, il y a des immeubles
affines exotiques de dimension 2, dont le groupe complet d’automorphismes est pe-
tit (par exemple, discret ou trivial). Lécureux, de la Salle et Witzel montrent que
I’annulation de la cohomologie LP en degré 1 persiste pour certains de ces immeubles.

Théoréme 0.1.3. [LdISW20, Theorem A] Soit X un immeuble de type Ay locale-
ment fini. On a (PHY(X) = {0} pour tout p > 1.

La preuve de ce résultat est significativement différente de celle dans le cas des
groupes de Lie puisqu’on ne peut pas invoquer d’arguments dynamiques tels que le
phénomeéne de Mautner. A la place, on utlise 'harmonicité et les marches aléatoires.



Degrés supérieurs Bourdon et Rémy montrent ’annulation de la cohomologie
LP de certains groupes de Lie réels simples de rang supérieur en degrés supérieurs
[BR20]. Plus précisément, pour certains groupes de Lie simples qu'ils appellent
admissibles ils prouvent le résultat suivant : pour plusieurs degrés k il existe des
constantes p(k) > 1 (qui dépendent du groupe) telles que I'on a 'annulation de la
cohomologie LP en degré k pour tout 1 < p < p(k). La dualité de Poincaré leur
permet d’étendre ce résultat pour p assez grand, au moins pour des degrés assez
élevés (en particulier cet argument de dualité ne concerne pas les degrés au-dessous
du rang). Leur méthodes consistent & montrer une version convenable de la suite
spectrale de Hochschild-Serre pour la cohomologie LP et d’invoquer la description
de la cohomologie LP de l'espace hyperbolique réel par Pansu [Pan08|. En fait,
leur preuve s’applique aussi aux groupes réels simples non admissibles, mais leurs
conditions sur la constante p(k) sont bien plus restrictives (dans ce cas la constante
p(k) tend vers 1 a k fixé lorsque le rang tend vers l'infini).

Initialement on voulait montrer un énoncé analogue a celui de Bourdon et Rémy
dans le cas non archimédien. Il s’est avéré que nos méthodes s’appliquent aussi au
cas réel, mais seulement pour des valeurs de p assez grandes. Le résultat qu’on
démontre est le suivant.

Théoréme 0.1.4. (/LN23, 0.1/, voir Theorem 2.0.1 dans le texte) Soit F' un corps
local (archimédien ou pas) et soit G un des groupes suivants :

e SL(4,D), ot D est une algébre centrale a division sur F,

e un groupe de Lie simple sur F' de rang r > 4 qui n’est pas de type Dy ou de type
exceptionnel,

e ou un groupe de Lie semi-simple, non simple sur F' de rang r > 3.

Alors il existe une constante p(G) > 1 telle que pour tout p > p(G):

12,(G, I(@) = {0}.
De plus, quand F' est non archimédien on a p(G) = 1.

Dans le reste de cette sous-section, on esquisse la preuve de ce théoréme. Trois
types d’arguments sont utilisés : algébriques, dynamiques et combinatoires.

Invariance par quasi-isométrie et suite spectrale La stratégie initiale est
celle de [BR20].

D’abord, on utilise 'invariance par quasi-isométrie de la cohomologie LP pour
identifier H2 (G, Lp(G)) a HZ (P, LP(P)), oi P est un sous-groupe parabolique
maximal de G. Ce sous-groupe parabolique admet une décomposition de Lévi,
P = MSU. La version de la suite spectrale de Hochschild-Serre pour la cohomolo-
gie LP dans [BR20] nous permet d’obtenir un isomorphisme linéaire :

Hft(P, LP(P)) = Hclt(M7 LP(M’V}?))

avec le premier groupe de cohomologie continue H}, (M , LP(M, Vp)) du facteur de
Lévi M a coefficients dans I'espace LP a valeurs banachiques LP(M,V},). L’espace
de Banach V), est en fait H} (S U, LP(S U)) Le probléme technique principal vient
du fait que le M-module continu LP(M,V),) est de croissance exponentielle, avec
un taux de croissance exponentiel qui est trop grand pour appliquer la propriété
(T') renforcée de Lafforgue (au moins avec les constantes actuelles) et obtenir ainsi
I’annulation voulue.



Arguments dynamiques Notre substitut a la propriété (T') de Lafforgue est de
passer & un sous-groupe résoluble R, cocompact dans M et non unimodulaire afin de
créer des contractions grace a sa fonction modulaire Agr et adapter des techniques
dynamiques de [dCT11] pour énoncer une version non isométrique du phénomeéne
de Mautner.

Plus précisément, si on note 7 la représentation de R sur LP(R,V),) et m la
représentation de R sur V), on a pour chaque g € R :

@By = Arle) Mm@

L’idée est que bien que |||mo(g)|||v, peut grandit trés vite, on espére contrer sa
croissance en utilisant Ar(g) et ainsi trouver des éléments qui contractent la norme
LP. La conclusion de cette analyse est que I’annulation de I'espace HJ (R, LP(R, Vp))
est entrainée par la présence de deux éléments qui contractent la norme LP dans
deux directions bien choisies. Ceci n’est pas difficile a faire dans le cas d’'un groupe
semi-simple, non simple.

Le plus dur est de montrer 'existence de telles contractions dans le cas d’un
groupe simple. Ceci est une sorte de compétition entre la dilatation exponentielle
de la représentation my sur V), et la contraction exponentielle de Ag dans certaines
directions. Pour montrer que Ap gagne cette compétition pour les groupes de
I’énoncé 0.1.4, on controle d’abord les normes d’opérateur de my par un terme qui
peut étre écrit explicitement en fonction des données combinatoires associées au
groupe de départ. Cette étape utilise ’hyperbolicité du groupe de Heintze H =
S x U, plus précisément elle utilise des bornes précises sur la distorsion exponentielle
de U a l'intérieur de H.

Combinatoire et théorie de Lie En utilisant la classification des groupes semi-
simples sur des corps locaux, on réduit le probléme d’existence d’éléments contrac-
tants & une étude combinatoire au cas par cas de systémes de racines avec des
multiplicités. La présence des multiplicités dans cette étude nous force a revenir a
des présentations classiques des groupes de Lie simples.

Le point principal de la partie combinatoire de cette preuve est que, pour les
familles infinies de systémes de racines (A,, B;, Cy, BC, et D,) il existe toujours un
choix de sous-groupe parabolique maximal tel que notre controle (du logarithme)
de la dilatation exponentielle croit linéairement avec le rang et (le logarithme de)
la contraction exponentielle de la fonction modulaire est quadratique en fonction du
rang (au moins pour ces directions bien choisies). Cette heuristique, qui est a priori
de caractére asymptotique, commence & fonctionner assez tét : a partir de » > 3
pour A,, de r > 4 pour B,,C, et BC; et de r > 5 pour D,.

0.1.2 Non annulation en degré maximal et dimension conforme des
immeubles hyperboliques

On traite maintenant la question (2), c’est-a-dire, la non annulation en degré égal au
rang. On explique ’évolution de ce phénoméne, en commengant par les situations
les plus classiques et en se tournant vers les plus exotiques.
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Non annulation pour les groupes de Lie réels Dans notre formulation de la
question (2), Bourdon et Rémy donnent une réponse affirmative a cette question
pour les groupes semi-simples réels [BR21].

Théoréme 0.1.5. [BR21, Theorem A] Soit G un groupe de Lie semi-simple réel de
rang r > 2. Pour p assez grand on a :

HE (G, LP(G)) # {0}

Par ailleurs, dans [BR20] ils montrent aussi 'annulation de H (G, LP(G)) pour
p > 1 assez petit pour des groupes admissibles. Il y a toujours un intervalle en p
pour lequel le comportement de H; (G, Lp (G)) reste inconnu.

Non annulation pour des immeubles affines On montre la non annulation
de la cohomologie LP en degré égal au rang pour des immeubles affines localement
finis. La situation est maintenant plus simple : la non annulation est valable pour
tout p > 1. Plus précisément :

Théoréme 0.1.6. (/LN22, 1.2/, voir Theorem 3.0.2 dans le texte) Soit X un im-
meuble affine localement fini de dimension n. On a (PH™(X) # {0} pour tout

p > 1. En particulier, tout groupe semi-simple G de rang n sur un corps local non
archimédien satisfait HY (G, LP(G)) # {0} pour tout p > 1.

Le résultat 0.1.6 est montré en utilisant une formule d’harmonicité a la Steinberg
sur ’homologie localement finie en degré maximal de 'immeuble et en montrant la
convergence de sa norme P pour tout p > 1.

Immeubles non affines et dimension cohomologique virtuelle On quitte le
monde des groupes simples sur des corps locaux et on s’attaque & des immeubles
localement finis arbitraires.

La premiére question & se poser dans ce contexte est quelle est notre nouvelle
définition de rang d’'un immeuble, vu que 'on n’a plus une action d’un groupe
semi-simple. Si on a une action d’un groupe G sur 'immeuble, on pourrait parler
de la dimension cohomologique virtuelle ved(G) de ce groupe. Si on n’a pas de
groupe d’automorphismes, on peut toujours parler du plus grand entier pour lequel
la cohomologie ¢P est non triviale, au moins pour certaines valeurs de p > 1. On
montre que cet dernier entier coincide toujours avec la dimension cohomologique
virtuelle vedr (W) sur R du groupe de Weyl (W, S) d’un apartement de 'immeuble.

On note eq(W) le taux de croissance logarithmique pondéré du systéme de Cox-
eter (W,S). Rappelons que, par l'alternative de Tits forte pour les groupes de
Coxeter, un groupe de Coxeter non affine W est de croissance exponentielle, et ainsi
eq(W) > 0. Le résultat précis est le suivant.

Théoréme 0.1.7. ([LN22, 1.4/, voir Theorem 3.3.8 dans le texte) Soit X la réali-
sation de Davis d’un immeuble de groupe de Weyl (W, S) et de vecteur d’épaisseur
finieq+ 1, ot q > 2. Soit d = vedr(W). Alors :

e pour tout 1 <p <1+ eq(W)™t on a PHI(X) # {0},

e pour tout k >d et p>1 on a PH*(X) = {0}.
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La preuve consiste & utiliser la réalisation de Bestvina de 'immeuble, qui est
définie de fagon a ce que sa dimension soit d = vedgr(W). L’affirmation concer-
nant la non annulation en ce degré a la méme preuve que celle du Théoréme 0.1.6.
L’affirmation concernant ’annulation provient de l'invariance par quasi-isométries
de la cohomologie ¢P.

Exposants critiques pour quelques immeubles non affines Intéressons-nous
maintenant a la dépendance en p de la non annulation : on peut se demander si
la borne supérieure 1 + eq(W)~! de non annulation de cohomologie 7 (réduite) du
Théoréme 0.1.7 est optimale. On montre que c’est le cas, sous I’hypothése o les
appartements sont des complexes simpliciaux proches des variétés orientables.

Théoréme 0.1.8. (/LN22, 1.1/, voir Theorem 3.2.6 dans le texte) Soit (W, S) un
complexe de Cozeter tel que son complexe de Davis Y est une pseudovariété ori-
entable de dimension n. Soit X la réalisation de Davis d’un immeuble de groupe de
Weyl (W, S) et de vecteur épaisseur fini q+ 1, ot q > 2. Alors on a :

1+ eq(W)™! = sup{p > 1| PH"(X) # {0} }.

L’annulation montrée dans ce théoréme découle du fait que moyenner sur les
préimages d’une rétraction réduit la norme #P, et que notre formule de Steinberg
est déja moyennée sur ces préimages. De ce théoréme et de 'invariance de la coho-
mologie /P par quasi-isométries on déduit que le taux de croissance eq(W) est un
nouveau invariant de quasi-isométrie pour les immeubles de Davis localement finis
dont les apartements sont des pseudovariétés orientables.

On a constaté plus tard que I'exposant critique pour la cohomologie ¢P réduite
en degré maximal apparaissant dans le Théoréme 0.1.8 a la méme expression que la
dimension conforme d’un immeuble fuchsien [Bou00].

Dimension conforme des immeubles hyperboliques On élabore sur cette
derniére remarque : intéressons-nous au cas des immeubles (localement finis) hy-
perboliques au sens de Gromov. On se demande notamment s’il y a un lien dans
un cadre plus général entre 'exposant critique du Théoréme 0.1.8 et la dimension
conforme.

Nos techniques en degré maximal donnent une premiére borne inférieure de la
dimension conforme d’un immeuble hyperbolique au sens de Gromov dont les ap-
partement sont des pseudovariétés. Clais avait déja montré des bornes plus fines
pour certains immeubles Gromov-hyperboliques [Clal7]. Ceci nous a motivé a "du-
aliser" nos techniques en homologie /¥ en degré maximal et les adapter au premier
groupe de cohomologie ¢P. Il n’est pas difficile de montrer que pour tout immeuble
hyperbolique au sens de Gromov X de vecteur épaisseur fini q + 1, avec q > 2, il
existe une métrique visuelle dq sur le bord d'un apartement X tel que

Confdim(0X) < Hausdim(9%, dq)(1 + eq(W) ™).

Ceci est la borne supérieure de Clais. Nos méthodes en utilisant la cohomologie ¢?
en degré 1 étendent la borne inférieure de Clais a tout immeuble hyperbolique au
sens de Gromov.
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Théoréme 0.1.9. ([LN22, 1.5/, voir Theorem 3.0.5 dans le texte) Soit (W, S) un
systeme de Coxeter hyperbolique au sens de Gromov, X le complexe de Davis de
(W, S) et X la réalisation de Davis d’un immeuble de groupe de Weyl (W, S) et de
vecteur épaisseur q + 1, avec q > 2. On a:

Confdim (%) (1 + eq(W) ') < Confdim(9X).

L’idée de la preuve est, comme en degré maximal, de moyenner sur les préim-
ages des rétractions et estimer la convergence de certaines normes ¢P. L’ingrédient
additionnel est d’utiliser la relation entre dimension conforme et le premier groupe
de cohomologie P par des propriété de séapration d’espaces fonctionnels au bard
[BK15, 3.8].

0.1.3 Groupes simples de présentation finie et équivalence mesurable

Le dernier sujet de cette thése est indépendant des deux derniers. Il concerne le
probléme de distinguer des groupes modulo des relations d’équivalence en utilisant
des invariants cohomologiques. Ici on s’intéresse a distinguer des groupes simples de
présentation finie. A cette date, on connait peu d’exemples de tels groupes, parmi
lesquels on trouve : les groupes de Higman-Thompson et des variantes [SWZ19], les
groupes de Burger-Mozes agissant sur des produits d’arbres [BMO00] et les réseaux
(non uniformes) de Kac-Moody non affines sur des corps finis agissant sur des pro-
duits d’immeubles [CR06]. Une tache intéressante est de séparer certains de ces
groupes du point de vue de la quasi-isométrie ou de 1’équivalence mesurable.

Classes d’équivalence mesurable des groupes simples On connait déja des
exemples de familles infinies de groupes simples de présentation finie qui sont deux
a4 deux non quasi-isométriques : ceci a été fait d’abord pour certains réseaux de
Kac-Moody non affines [CR06| et puis pour des variantes a la Rover-Nekrashevych
du groupe de Thompson [SWZ19|. On montre I'analogue de ces résultats pour
I’équivalence mesurable.

Théoréme 0.1.10. (/LN21, 1.1], voir Theorem 4.0.1 dans le texte) Il y a une
quantité infinie de classes d’équivalence mesurable contenant des groupes simples de
présentation finie avec la propriété (T) de Kazhdan. Les groupes en question sont
des réseaur de Kac-Moody sur des corps finis avec des groupes de Weyl non affines
bien choisis.

Ceci est fait en étudiant I'annulation et la non annulation de leurs nombres
de Betti ¢2. En effet, Gaboriau a montré que la suite des nombres de Betti ¢2
(modulo proportionnalité sur la suite) est un invariant d’équivalence mesurable pour
les groupes dénombrables [Gab02]. L’annulation d’un nombre de Betti 2 est un
invariant de quasi-isométrie (et méme d’équivalence grossiére [SS18]) et ainsi on
récupére une famille infinie de groupes simples de présentation finie deux & deux
non quasi-isométriques comme dans [CR09| ou [SWZ19|.

Des groupes discrets aux groupes topologiques Pour montrer ce résultat,

la philosophie générale est de voir nos candidats discrets A comme des réseaux a
I'intérieur de groupes topologiques ambiants L et d’utiliser la structure plus riche
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de L pour obtenir de I'information sur A. Dans notre cas, Petersen a montré que les
suites des nombres de Betti £2 d’un réseau A et de son groupe localement compact
a base dénombrable d’ouverts ambiant L sont proportionnelles [KPV15].

Il reste & comprendre le groupe L et sa suite de nombres de Betti L?. Nos
candidats sont des groupes de Kac-Moody discrets sur des corps locaux. Un groupe
de Kac-Moody discret A agit sur un immeuble, et si on note GG sa complétion dans
le groupe d’automorphismes de I'immeuble (que 1'on appelle groupe de Kac-Moody
complet), alors A est un réseau dans L := G x G.

En utilisant un nouveau point de vue sur la méthode de Garland, Dymara et
Januszkiewicz obtiennent une formule pour les nombres de Betti 2 d’un groupe de
Kac-Moody complet G [DJ02]. Ce que cette formule dit est que I’annulation ou la
non annulation d’un nombre de Betti £2 correspond & des conditions de topologie
combinatoire sur le groupe de Weyl W de I'immeuble. On étudie la combinatoire du
groupe de Weyl et on donne un critére pour prescrire la non annulation d’'un nombre
de Betti £2 en degré élevé. En jouant avec une famille infinie bien choisie de groupes
de Coxeter, on construit une famille dénombrable de réseaux de Kac-Moody avec
des suites de nombres de Betti ¢2 non proportionnelles.

0.1.4 Perspectives et questions

On liste des perspectives de recherche future. L’ordre dans lequel les items suivants
sont listés correspond & leur proximité aux sujets présentés ci-dessus.

Annulation en degrés supérieurs pour des groupes semi-simples Une di-
rection naturelle que I’on pourrait suivre est de montrer ’annulation de cohomologie
LP en degrés > 3 pour des groupes semi-simples de rang au moins 4. Notre méthode
pour montrer 'annulation en degré 2 rencontre un obstacle majeur : on ne peut
utiliser la suite spectrale de Hochschild-Serre que si les espaces de cohomologie L
du radical résoluble sont séparés en tout degré. Puisque dans notre cas on travail-
lait avec un parabolique maximal et que la cohomologie LP du radical résoluble du
parabolique est concentrée en degré 1 (au moins pour p assez grand) et que 'on sait
comment montrer qu'une cohomologie en degré 1 est séparée, on a pu exploiter la
suite spectrale. Le probléme est que pour des degrés supérieurs, on voudrait faire
apparaitre des espaces de cohomologie en degrés > 1 et on devrait montrer que ces
espaces sont séparés avant d’utiliser la suite spectrale.

A cette date on a deux méthodes capables de faire ceci. D’une part, Pansu a
montré que pour la plupart des valeurs de p la cohomologie LP de ’espace hyper-
bolique réel est séparée en tout degré en identifiant ces espaces de cohomologie a
des espaces fonctionnels sur le bord [Pan08|.

D’autre part, on peut utiliser des méthodes hilbertiennes pour L?, combinées a
Iinterpolation de Riesz-Thorin pour passer & LP. Ceci a été fait pour des variétés
dans [Loh98| et pour des immeubles dans [DJ02|. Cette méthode a des limitations
sur les valeurs de p car elle implique une sorte de stabilité : le comportement pour
LP est le méme que pour L?. Or il est connu dans certaines situations que le
comportement de la cohomologie LP différe de la cohomologie L? si on s’éloigne trop
de p = 2. Par exemple, pour un immeuble fuchsien cocompact triangulaire X, la
formule de [DJ02] donne de I'annulation de /2 H'(X) pour les valeurs de p a laquelle
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elle s’applique, cependant, pour p > Confdim(0X) on a P H(X) # {0}.

Pour résumer, on veut dire qu’avec nos techniques actuelles, la prochaine étape
dans I’étude de la question de Gromov (1) est d’attaquer d’abord la question (3) et
plus généralement d’obtenir des critéres pour garantir que des espaces de cohomolo-
gie sont séparés en degrés > 1.

Dimension conforme des groupes de Coxeter et des immeubles hyper-
boliques Concernant nos bornes sur la dimension conforme d’un immeuble hy-
perbolique X, on peut s’intéresser a la relation entre Confdim(0X) et ses bornes
supérieures ou inférieures. On ne devrait pas avoir égalité en toute généralité pour
un immeuble hyperbolique au sens de Gromov quelconque, mais on pourrait chercher
un critére géométrique/combinatoire sur le groupe de Weyl associé qui garantirait
légalité (ou l'inégalité stricte !).

Exposants critiques pour des groupes de Lie réels On peut aussi se deman-
der si le Théoréme 0.1.8, sur notre exposant critique pour des immeubles modelés
sur des pseudovariétés orientables a un analogue pour des groupes réels. En effet,
dans [BR21| Bourdon et Rémy montrent la non annulation en degré égal au rang
pas seulement pour des groupes de Lie réels semi-simples, mais aussi pour une classe
plus large de groupes de Lie réels résolubles R de la forme R = R" x N ot N est
un groupe de Lie nilpotent avec des conditions supplémentaires. On peut consid-
érer I'exposant critique inf{p > 1,LPH};(R) # {0}} (proposé par de Cornulier
[BR21, 0.4 remark 4]), qui est invariant par quasi-isométries (et par équivalence
grossiére). Est-ce que cet invariant coincide avec un autre invariant numérique de
quasi-isometrie de nature géométrique qui peut étre défini sans faire référence a la
cohomologie ?

Invariants d’équivalence mesurable a partir de la cohomologie L? 1l est
naturel de se demander si I'invariance projective de la suite de nombres de Betti ¢2
par équivalence mesurable prouvée par Gaboriau a un analogue pour p # 2. On n’a
certainement pas une théorie des nombres de Betti P, donc ce n’est pas de cette
fagon que 'on devrait formuler une adaptation. Le résultat de Gaboriau implique
que I’annulation de l'espace de cohomologie L? réduite en un certain degré est un
invariant d’équivalence mesurable. La question naturelle est donc : pour p > 1 et
k € N fixés, est-ce que 'annulation de la cohomologie LP réduite en degré k est
un invariant d’équivalence mesurable 7 (ou peut-étre il faut changer 1’équivalence
mesurable par une version plus quantitative, qui pourrait dépendre de p).

Cohomologie P en degré 1 des groupes de Kac-Moody complets non
affines La question suivante m’a été communiquée par Jean Lécureux. La coho-
mologie bornée en degré 2 et la cohomologie LP en degré 1 partagent des propriétés
semblables. Caprace et Fujiwara ont montré que la cohomologie bornée en degré 2
des groupes de Kac-Moody complets non affines est non triviale. Est-ce que leurs
groupes de cohomologie LP en degré 1 sont non triviaux aussi pour p assez grand ?
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0.1.5 Structure de la thése

Ce manuscrit est divisé en quatre chapitres (on ne compte pas cette introduction
comme un chapitre) et est écrit en anglais.

Le premier chapitre introduit les notions qui seront utilisées par la suite. On
définit la cohomologie continue des groupes, la cohomologie LP et les immeubles.
Apreés ceci, on compile des résultats connus (la plupart du temps sans preuves)
autour de la cohomologie LP des groupes semi-simples. On s’intéresse d’abord aux
résultats sur la cohomologie LP des groupes simples de rang 1 et par extension des
espaces hyperboliques au sens de Gromov, puis aux résultats sur la cohomologie
continue et cohomologie LP des groupes de rang supérieur.

Les trois autres chapitres sont des reproductions de prépublications et d’articles.
Le deuxiéme reproduit la prépublication [LN23|. Le résultat principal est 'annulation
de la cohomologie LP en degré 2 pour la plupart des groupes semi-simples de rang
au moins 3 sur des corps locaux. Le troisiéme reproduit la prépublication |[LN22].
On étudie 'homologie P en degré maximal des immeubles, sa relation avec d’autres
invariants tels que la dimension cohomologique virtuelle des groupes de Coxeter et la
dimension conforme des immeubles hyperboliques au sens de Gromov. Le quatriéme
reproduit I'article [LN21], o, & I'aide des nombres de Betti L? de groupes agissant
sur des produits d’immeubles, on explicite une famille infinie de groupes simples de
présentation finie non mesurablement équivalents.
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0.2 Summary of the thesis

This thesis lies between Lie theory and Gromov’s large scale geometry. In short,
we deal with large scale geometric invariants of cohomological nature associated to
locally compact groups and study them in the case of Lie groups and of some of
their generalizations.

Large scale geometry deals with the study of asymptotic properties of metric
spaces. By this we mean properties that remain invariant under maps that forget
the local topological structure and that impose conditions only on large distances,
such as quasi-isometries or coarse equivalences. The study of locally compact sec-
ond countable groups fits into this framework as they carry left-invariant proper
metrics [Str74] and two such metrics remain coarsely equivalent [CdIH16, 4.A.6].
For these groups one can define continuous cohomology with values in continuous
representations. This is an algebraic construction that has a priori no relation with
large scale geometry. Surprisingly, it gives a large scale invariant if one chooses the
correct representation, which is the right regular representation on LP-functions on
the group, for any real number p > 1. The associated cohomological invariant, that
we call continuous LP-cohomology and denote by H (G, LP(G)) (for some locally
compact second countable group G and some p > 1), is the main object of interest
of this thesis.

The locally compact groups on which we want to compute this invariant are Lie
groups and some of their generalizations. The most popular family of Lie groups
are real semisimple Lie groups in view of their rich structure theory (as opposed
to solvable Lie groups, that remain wild) and their actions on their corresponding
Riemannian symmetric spaces. A first generalization of this situation consists in
looking at the points of semisimple algebraic groups over local fields. Local fields
split into two categories: Archimedean, which are real and complex numbers, and
non-Archimedean. Semisimple algebraic groups over non-Archimedean local fields
are the second family of locally compact groups we are interested in. The geometries
on which they act are Bruhat-Tits buildings, these are simplicial structures that
play the role of symmetric spaces in this new setting. The philosophy is that real
semisimple Lie groups and their non-Archimedean counterparts should not be too
different.

The notion of building is in fact much more general. A building is obtained by
gluing many times the same simplicial complex, representing the combinatorics of
a fixed Cozeter group, under incidence relations that are reminiscent of symmetric
spaces. In particular, Coxeter groups arising from non-Archimedean semisimple
groups are said to be affine as their associated geometries are tilings of the real affine
space. Kac-Moody theory is a way to construct examples of (discrete and) locally
compact groups as automorphism groups of buildings, starting from combinatorial
data such as an arbitrary Coxeter group. In particular, we obtain new examples if the
Coxeter group we start from is not affine. These non-affine Kac-Moody groups are a
third family of exotic Lie-related locally compact groups that we will be interested
in this thesis. These groups stray far away from classical Lie theory, in the sense
that they exhibit new properties that their classical counterparts do not have.

This thesis deals with computations of LP-cohomology for the groups and spaces
we have just introduced. Our main motivation is the following question by Gromov:
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he predicts a classical behaviour of (unreduced) LP-cohomology of semisimple groups
over local fields for every p > 1 [Gro93|. Here a local field can be Archimedean or
not.

Questions. Let G be a semisimple group of rank r > 2 over a local field.
(1) Do we have H. (G, LF(G)) = {0} for alll=1,...,r —1 and p > 17
(2) Do we have HY (G, LP(G)) # {0} at least for some values of p?

(3) Is the space HY, (G, LP(G)) Hausdorff for allp > 17

In thee following pages we present the main results of this thesis (for prelimi-
naries, see Chapter 1). Three topics are discussed. Each of these corresponds to
an article. The first two are relevant to these questions, dealing respectively with
questions (1) and (2). The third topic is independent as it deals with non-linear
groups. We conclude by presenting questions and future projects.

The first topic is vanishing in degree 2 for semisimple groups of rank > 3 over
local fields, which we show in most cases [LN23|. The second is non-vanishing in
top degree for affine buildings and more general types of buildings [LN22|. Here
we also discuss conformal dimension of hyperbolic buildings. The third deals with
L?-cohomology of generalizations of semisimple groups and applications to measure
equivalence [LN21]|.

0.2.1 Vanishing in degree 2

One of the main results of this thesis concerns question (1): we show vanishing of
LP-cohomology in degree 2 for most semisimple Lie groups of rank > 3 over local
fields.

We first recall previous contributions towards a positive answer to this question.
Many of these concern the case of degree 1. Then, we state a more precise version
of the result and outline the main arguments of its proof.

Degree 1 case for Lie groups Vanishing in degree 1 for all p > 1 for real
semisimple groups of rank > 2 was first proven by Pansu in 1999 via de Rham
LP-cohomology (first unpublished, then appeared in [Pan07|). Actually, he showed
a stronger statement.

Theorem 0.2.1. [Pan07, Théoréeme 1] Let M be a homogeneous manifold. FEither:
e the isometry group of M is a compact extension of a solvable unimodular Lie
group,
e or M is quasi-isometric to a homogeneous space of strictly negative sectional cur-
vature,

e otherwise LPH}p (M) = {0} for all p > 1.

Later, Bader, Furman, Gelander and Monod proved vanishing of the first con-
tinuous cohomology of a (real or non-Archimedean) simple group G of rank > 2
acting by isometries on some LP(X, ), where (X, u) is a standard Borel space and
p > 1 [BFGMO7|. Their techniques also work for semisimple groups, but with each
simple factor of rank > 2. Lastly, de Cornulier and Tessera extended Pansu’s tri-
chotomy to semisimple groups over fields of characteristic zero via continuous group
cohomology [dCT11]. Their trichotomy is valid only for groups of characteristic 0,
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but their argument for vanishing for semisimple groups of higher rank also works in
positive characteristic.

Theorem 0.2.2. [dCT11, Theorem 1] Let G be a semisimple Lie group of rank
r > 2 over a local field. We have HY (G, LP(G)) = {0} for all p > 1.

The proofs of the above mentioned works are not equivalent but rely on sim-
ilar dynamical arguments. Namely, one of the recurring arguments is Mautner’s
phenomenon in one of its many forms.

This statement also holds for the corresponding versions of LP-cohomology on the
geometries on which semisimple groups act, namely, symmetric spaces and Bruhat-
Tits buildings.

Degree 1 case for affine buildings Bruhat-Tits buildings are affine buildings
on which non-Archimedean semisimple groups act naturally. All affine buildings of
dimension > 3 arise from such actions. On the other hand, there are exotic affine
buildings of dimension 2 with small full automorphism groups (for instance discrete).
Lécureux, de la Salle and Witzel show that vanishing of LP-cohomology in degree 1
persists for some of these buildings.

Theorem 0.2.3. [LdISW20, Theorem A] Let X be a locally finite As-building. Then
we have (PHY(X) = {0} for all p > 1.

The proof is significantly different from the Lie group case as here one cannot
rely on dynamical arguments such as Mautner’s phenomenon. Instead, what is used
is harmonicity and random walks.

Higher degrees Bourdon and Rémy deal with vanishing of LP-cohomology of real
simple Lie groups in higher degrees [BR20]. They show that for 