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Introduction

La métrologie est la branche de la science consacrée à l’exploration détaillée, à la fois théorique
et expérimentale, de la détermination des incertitudes associées à la mesure de grandeurs physiques.
Elle englobe une analyse approfondie des techniques de mesure, des instruments et des processus,
dans le but ultime d’assurer une précision maximale compte tenu des ressources utilisées, lors de
l’estimation des quantités physiques. En développant des approches robustes et précises pour es-
timer des quantités physiques, la métrologie joue un rôle essentiel dans l’établissement d’une base
solide pour comprendre les phénomènes naturels et les exploiter de manière optimale dans notre
progrès technologique. Après de nombreuses années de recherche et de développement expérimental
dans ce domaine, certains capteurs optiques et atomiques ont atteint la limite de précision intrin-
sèque imposée par les principes de la physique quantique [1]. Cette limite classique a longtemps
été considérée comme infranchissable jusqu’à la découverte que la lumière quantique corrélée peut
être utilisée pour éliminer le bruit intrinsèque quantique dans les mesures interférométriques, per-
mettant ainsi de dépasser cette limite [2]. Cette découverte a marqué le début du domaine de la
métrologie quantique, qui a depuis suscité de nombreuses études, propositions et démonstrations
expérimentales concernant la génération, la manipulation et la mesure des états quantiques cor-
rélés de la lumière et des ensembles atomiques, visant à améliorer la précision de l’estimation de
paramètres inconnus au-delà de la limite classique [3–14].

Dans le contexte des systèmes atomiques, une approche fréquemment utilisée pour la génération
d’états corrélés utiles pour la métrologie, repose sur la compression des observables de spin collec-
tif associé à l’ensemble atomique [15–22]. Cette méthode, inspirée de la compression optique du
bruit quantique [2,6,7], qui a contribué à améliorer la précision des détecteurs d’ondes gravitation-
nelles [23], permet de générer des états comprimés de spin, ou plus généralement, des corrélations
quantiques entre les atomes, à partir d’un ensemble d’atomes initialement non corrélés, en ex-
ploitant des interactions inter-atomiques. Le hamiltonien dite "one-axis twisting" [15], non linéaire
dans les composantes de spin collectif, constitue un modèle de référence permettant une description
unifiée de ces interactions dans divers systèmes physiques. À des temps courts, cette dynamique
permet la compression d’une observable linéaire de spin, offrant un gain métrologique quantique
fondamentalement limité [15, 24]. À des temps élevés, des fluctuations de spin de plus en plus non
gaussiennes sont induites, indiquant la compression d’observables qui son non linéaires dans les
composantes de spin collectif. Mesurer de telles observables non linéaires de spin, dans le cadre
d’un protocole d’estimation d’un paramètre inconnu, peut induire un gain métrologique quantique
significatif au-delà de la limite imposée par la compression de spin linéaire [25]. Cependant, en
pratique, la mesure d’observables non linéaires de spin requiert un grand nombre de mesures. De
plus, la non-gaussianité de ces états de spin complique leur caractérisation pratique à l’aide des
méthodes standard utilisées pour les états gaussiens, limitant ainsi l’identification de leur potentiel
métrologique vis a vis le nombre d’atomes N .

Dans des scénarios réels, l’implementation de la dynamique "one-axis twisting" exige un contrôle
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rigoureux des interactions entre les atomes. Cette tâche se révèle extrêmement difficile, voire im-
possible en pratique, en raison de l’effet des processus de décohérence présents dans les systèmes
atomiques sur la cohérence de l’évolution unitaire. Par conséquent, dans les expériences réelles, le
gain métrologique quantique résulte d’un équilibre entre la dynamique quantique responsable de
l’intrication entre atomes et les effets de la décohérence qui modifient les lois d’échelle du gain
métrologique dans la limite de grands nombres d’atomes N .

En plus de la création de corrélations quantiques entre les atomes par des interactions soigneu-
sement contrôlées, plusieurs approches décrites dans la littérature visent à distribuer spatialement
ces atomes. Cela peut être réalisé en utilisant diverses techniques, telles que des pinces optiques
ou en induisant une transition de Mott dans un condensat de Bose-Einstein au sein d’un réseau
optique [26]. Ces corrélations spatialement distribuées peuvent être exploitées pour estimer les va-
leurs locales d’un champ, qu’il soit scalaire ou vectoriel, avec un gain métrologique significatif.
En particulier, en effectuant des renversements de spin locaux et en mesurant des observables de
spin collectif, des combinaisons linéaires indépendantes des champs locaux, correspondant aux co-
efficients de Hadamard du champ spatial, peuvent être estimées avec une incertitude statistique
inférieure à la limite classique. En utilisant la transformation de Hadamard inverse, les champs
locaux peuvent alors être déduits.

De plus, des atomes intriqués distribués dans des modes spatialement séparés impliquent des
corrélations non locales de Bell. En effet, des mesures locales dans une configuration de type Mott-
comprimé, avec un atome par site, qui peut être obtenue, par exemple, en augmentant adiabati-
quement le potentiel d’un réseau optique dans un condensat de Bose-Einstein à deux composantes
en interaction à température nulle, peuvent conduire à la violation d’inégalités de Bell existantes.
Cependant, dans une expérience réelle réalisée à température non nulle, il existe une probabilité
non nulle de se retrouver avec quelques sites vides ou doublement occupés. Dans ce cas, où nous ne
sommes pas sûrs d’avoir un seul atome par site, les inégalités de Bell et les témoins de corrélation
non locale habituellement présentés dans la littérature ne peuvent pas être utilisés pour détecter
la non-localité. Il est donc nécessaire de généraliser les inégalités de Bell et les témoins non locaux
existants.

Dans cette thèse, le premier chapitre introductif (Chapitre 1) aborde les résultats fondamen-
taux des théories d’estimation quantique pour un et plusieurs paramètres, posant ainsi les bases
essentielles pour l’ensemble de ce travail. Dans le chapitre 2, nous commençons par analytiquement
identifier le gain quantique métrologique offert par les états surcomprimés de spin générés par la
dynamique one-axis twisting pour un nombre arbitraire d’atomes, en fonction du temps de pré-
paration. Nous démontrons également l’efficacité des techniques de mesure après interaction pour
mesurer des observables non linéaires dans les composantes de spin collectif et extraire ce gain
quantique dans le cadre d’un protocole d’estimation. En extrapolant à un grand nombre d’atomes,
nous dérivons les lois d’échelle de ce gain métrologique en fonction du nombre d’atomes pour un
système grand. En intégrant de manière systématique les processus de décohérence pertinents pour
les expériences de physique atomique, nous déterminons finalement analytiquement le gain quan-
tique optimal en fonction des paramètres de bruit pour un nombre d’atomes arbitraire. Dans le
Chapitre 4, nous explorons la possibilité d’un gain quantique significatif avec des états de spin
comprimés ou surcomprimés dans un protocole d’estimation multiparamètres. Cela implique un
ensemble d’atomes à deux niveaux distribués dans un réseau, notamment dans une configuration
Mott-comprimée, ou plus généralement, des spins corrélés dans des modes spatialement séparés. En
considérant la capacité de renversement local des spins et des mesures collectives, nous décrivons
comment estimer les coefficients de Hadamard d’un signal spatialement étendu. Enfin, des exemples
d’applications pratiques, tels que la cartographie de champs scalaires ou vectoriels et la détection
comprimée, illustrent la pertinence de cette approche. Le dernier chapitre 5, étudie l’obtention des
inégalités de Bell et des témoins des corrélations non locales de Bell dans le cas d’un ensemble
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d’atomes dans une Mott-comprimée dans un réseau, avec une probabilité non nulle d’avoir un site
vide ou doublement occupé.
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Chapitre 1
Cadre théorique pour la métrologie quantique

Introduction

Les mesures précises de grandeurs physiques jouent un rôle essentiel dans le développement de
la technologie et de la physique fondamentale. Dans le domaine de la technologie, ces mesures sont
à la base du développement d’horloges atomiques ultra-précises [27–29], qui ont des implications
considérables pour les systèmes de positionnement global (GPS) et la navigation spatiale [30]. De
plus, ces mesures précises contribuent à l’amélioration de dispositifs essentiels tels que les ma-
gnétomètres [31], les accéléromètres [32] et les gyroscopes [33]. Dans le domaine de la physique
fondamentale, les mesures précises sont utilisées pour tester la constance des constantes fondamen-
tales de la nature [34, 35]. En outre, ces mesures permettent de tester avec précision les principes
fondamentaux et les théories de la physique [36,37], ouvrant ainsi la voie à la découverte potentielle
de nouveaux phénomènes physiques [38].

Au cours des dernières années, grâce aux progrès rapides de la physique quantique et de la ma-
nipulation atomique, la métrologie quantique a fait des avancées significatives. La mesure précise
d’une grandeur physique par des dispositifs quantiques implique souvent un encodage de la gran-
deur en question, via une transformation interférométrique, sous la forme d’une différence de phase
entre deux états, deux niveaux d’énergie par exemple, d’un système quantique [39]. En mécanique
quantique, aucune observable n’est associée à une phase. Par conséquent, la valeur de la phase
ne peut pas être mesurée directement, mais peut être estimée au moyen d’un estimateur donné,
à partir des résultats statistiques de la mesure d’une observable choisie. En général, l’estimation
de la phase quantique s’accompagne d’une incertitude qui peut être due à un bruit technique ou
fondamental [40]. En raison de la nature probabiliste intrinsèque de la mécanique quantique, la
précision de l’estimation de phase est fondamentalement limitée, même lorsque toutes les sources
de bruit technique ont été éliminées. L’objectif principal des protocoles d’estimation de phase quan-
tique par interférométrie est de minimiser le bruit quantique. En ce sens, la théorie de l’estimation
quantique vise à identifier les limites fondamentales de l’estimation de phase et à trouver des sché-
mas qui permettent d’atteindre ces limites. Plus spécifiquement, en optimisant par rapport à tous
les estimateurs potentiels, cette approche nous permet de déduire, pour un état initial donné, une
transformation interférométrique spécifique ainsi qu’une observable de mesure donnée, une limite
inférieure pour la variance de la phase estimée, connue sous le nom de limite de Cramér-Rao. L’op-
timisation de cette limite de Cramér-Rao, sur toutes les observables quantiques de mesure, donne
la limite de Cramér-Rao quantique, qui détermine l’incertitude optimale de la phase estimée pour
un état initial et une transformation interférométrique donnés. Bien qu’il soit essentiel de com-
prendre ces limites fondamentales pour déterminer les ressources quantiques pouvant améliorer la
précision de l’estimation de la phase, elles ne proposent pas de méthodes pratiques pour améliorer
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directement cette précision. À cette fin, en adoptant une approche pratique spécifique, comme la
méthode des moments par exemple, la théorie de l’estimation quantique de phase permet de cal-
culer l’incertitude associée à cette approche, laquelle constitue une borne supérieure pour la limite
de Cramér-Rao et la limite de Cramér-Rao quantique.

Au-delà de la question de l’estimation d’un seul paramètre, de nombreuses applications pra-
tiques, telles que l’imagerie [41, 42], les réseaux de capteurs [43] et la détection de champs spa-
tialement inhomogènes [44], exigent une estimation simultanée et précise de plusieurs paramètres.
Cependant, le passage de la théorie de l’estimation quantique d’une seule phase à celle de l’estima-
tion de plusieurs phases n’est pas direct [45].

En regroupant les résultats fondamentaux des théories d’estimation quantique pour un et plu-
sieurs paramètres, ce premier chapitre établit un cadre théorique exhaustif pour les résultats pré-
sentés dans cette thèse et peut être utile pour tout travail ultérieur en métrologie quantique. La
section 1.1 présente une vue d’ensemble des différents concepts de la théorie de l’estimation à un
seul paramètre. Après avoir établi le formalisme général et introduit les concepts de base de l’esti-
mation quantique à un seul paramètre dans 1.1.1, nous présentons et reproduisons la démonstration
de la limite de Cramér-Rao dans 1.1.2. Ensuite, dans 1.1.3, nous récapitulons la définition et l’ex-
pression générale de l’information quantique de Fisher et dérivons une formule simple dans le cas
où le paramètre est encodé via une evolution unitaire et où l’état initial est un état pur. Cette
formule explicite nous conduit ensuite vers la limite quantique standard et la limite de Heisenberg.
Enfin, nous introduisons la méthode des moments et dérivons l’incertitude du paramètre estimé
correspondante. Sur la base de ces fondements, la section 1.2 étend les concepts et les expressions
développés au contexte de l’estimation multi-paramètre.

1.1 Estimation d’un paramètre

1.1.1 Cadre général

La procédure fondamentale d’estimation d’un paramètre inconnu par des techniques d’interfé-
rométrie dans un système quantique suit souvent la séquence bien définie illustrée dans la figure
1.1. Le système est initialement préparé dans un état ρ̂. Ensuite, le paramètre cible est encodé
dans cet état préparé ρ̂ sous forme d’une différence phase φ et la mesure d’une observable X̂ est
effectuée. Cette séquence complète de préparation, d’encodage et de mesure est répété µ fois avec
le même état final ρ̂φ, ce qui produit un ensemble de résultats ~x = (x1, ..., xµ)T . En raison du bruit
technique provenant de sources externes et du bruit fondamentale intrinsèque au système quan-
tique, le résultat de la mesure xi, correspondant idéalement à l’une des valeurs propres associées à
l’observable mesurée X̂, varie de manière aléatoire d’une répétition à l’autre. Néanmoins, une esti-
mation de φ peut être obtenue à partir des résultats de mesure ~x. Pour ce faire, nous introduisons
la notion d’estimateur, appelé φest(~x), qui représente une fonction qui associe à chaque ensemble de
résultats de mesure ~x une valeur estimée du paramètre φ. L’objectif de ce processus d’estimation
est d’identifier le meilleur estimateur φest, qui minimise l’incertitude ∆φest définie par l’équation
(1.4) (pour une revue exhaustive, voir les références [46,47]).

Figure 1.1 – Protocole d’estimation d’un paramètre

Nous appelons p(x|φ) la probabilité conditionnelle d’obtenir, lors d’une mesure unique de l’ob-
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servable X̂, le résultat x lorsque la valeur exact du paramètre encodé est φ. Cette probabilité peut
être calculée à partir de l’opérateur densité ρ̂φ, qui caractérise l’état du système après l’encodage
de la phase φ, comme

p(x|φ) = tr
[
P̂xρ̂φ

]
, (1.1)

où P̂x est le projecteur sur l’état propre de l’observable X̂ associé à la valeur propre x. La pro-
babilité conditionnelle d’obtenir la séquence de résultats ~x = (x1, ..., xµ)T à partir de µ mesures
indépendantes de l’observable X̂, étant donné que la valeur exacte du paramètre est φ, est donnée
par le produit des probabilités individuelles

p(~x|φ) =
µ∏
i=1

p(xi|φ). (1.2)

Il convient de noter que dans le cas le plus général, qu’il soit classique ou quantique, les mesures
ne sont pas nécessairement indépendantes, et par conséquent, la probabilité p(~x|φ) ne peut pas
toujours être exprimée sous forme d’un produit comme illustré dans l’équation précédente. Sauf
indication contraire, nous considérerons ce cas général pour la suite. L’estimateur φest, qui fournit
une estimation de la valeur du paramètre φ en fonction de l’ensemble des résultats ~x, est considéré
comme une fonction aléatoire en raison de la nature aléatoire des résultats de mesure de l’observable
X̂. Sa valeur moyenne est donnée par

φest =
∑
~x

p(~x|φ)φest(~x), (1.3)

et sa variance s’écrit

(∆φest)2 =
∑
~x

p(~x|φ)
[
φest(~x)− φ̄est

]2
, (1.4)

où la somme dans (1.3) et (1.4) s’étend à tous les ensembles de résultats de mesure possibles ~x.
Afin de réaliser l’estimation du paramètre encodé φ, il est essentiel de choisir un estimateur non
biaisé dont la valeur moyenne correspond à la valeur exacte de φ

φ̄est = φ d’où ∂φ̄est
∂φ

= 1. (1.5)

En pratique, la variance de l’estimateur non biaisé (∆φest)2, plus précisément son inverse, quantifie
la précision de l’estimation du paramètre inconnu φ et permet d’évaluer l’efficacité du protocole
d’estimation. Dans un tel protocole, la reconstruction complète de la distribution de probabilité
p(~x|φ) pour une valeur donnée du paramètre φ représente l’information la plus complète que nous
pouvons utiliser pour estimer le paramètre φ. Comme le montrera le paragraphe suivant, cela im-
plique que la variance (∆φest)2 possède une limite inférieure indépendante du choix de l’estimateur
φest, ce qui limite fondamentalement la précision du protocole d’estimation.

1.1.2 Limite Cramér-Rao et information de Fisher

Dans le cadre d’un protocole d’estimation d’un paramètre φ, deux estimateurs différents conduisent
à des précisions d’estimation complètement différentes. Notamment, la précision de l’estimation est
élevée lorsque la variance de l’estimateur choisi est faible. Il est donc important de déterminer s’il
existe un estimateur non biaisé qui minimise la variance pour un ensemble donné de résultats de
mesure ~x ou de disposer d’une borne inférieure pour la variance du paramètre estimé indépendante
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de tout estimateur non biaisé. Pour répondre à cette question, Maurice Fréchet [48], Georges Dar-
mois [49], Calyampudi Radhakrishna Rao [50] et Harald Cramér [51] ont indépendamment obtenu
une optimisation de la variance du paramètre φ par rapport à tous les estimateurs non biaisés. Cette
optimisation a conduit à la dérivation d’une limite inférieure pour la variance du paramètre estimé
sous des hypothèses très générales. Cette limite est connue sous le nom de limite de Cramér-Rao
(CR) : Dans le cas le plus général, pour une séquence de résultats de mesures ~x caractérisée par
la probabilité conditionnelle p(~x|φ) lorsque la valeur exacte du paramètre encodé est φ, la variance
d’un estimateur non biaisé quelconque satisfait à l’inégalité de Cramér-Rao suivante

(∆φest)2 ≥ (∆φest)2
CR = 1

I[φ] , (1.6)

où

I[φ] =
∑
~x

p(~x|φ)
(
d

dφ
ln p(~x|φ)

)2
(1.7)

est l’information de Fisher et où la somme s’étend à tous les ensembles de résultats de mesure
possibles ~x.

Nous allons maintenant reproduire la démonstration de l’inégalité de Cramér-Rao (1.23). Nous
partons de l’expression de la valeur moyenne d’un estimateur (1.3) et de la définition d’un estimateur
non biaisé (1.5), nous écrivons

φ̄est − φ =
∑
~x

p(~x|φ) [φest(~x)− φ] = 0. (1.8)

La dérivation des deux derniers membres de cette équation par rapport à φ donne

0 = d

dφ

∑
~x

p(~x|φ) [φest(~x)− φ]

=
∑
~x

p(~x|φ) d
dφ

[φest(~x)− φ] +
∑
~x

[φest(~x)− φ] dp(~x|φ)
dφ

=− 1 +
∑
~x

[φest(~x)− φ] dp(~x|φ)
dφ

. (1.9)

Or
dp(~x|φ)
dφ

= p(~x|φ) d
dφ

ln p(~x|φ). (1.10)

En substituant (1.10) dans (1.9) et en élevant au carré, nous obtenons(∑
~x

p(~x|φ)
{

[φest(~x)− φ] d
dφ

ln p(~x|φ)
})2

= 1. (1.11)

Nous utilisons maintenant l’inégalité de Cauchy-Schwarz AB 2 ≤ A2B2 qui est valable pour des
fonctions réelles arbitraires A et B de ~x, et qui sature pour A = λB. En choisissant

A = φest(~x)− φ et B = d

dφ
ln p(~x|φ), (1.12)

nous trouvons {∑
~x

p(~x|φ) [φest(~x)− φ]2
}{∑

~x

p(~x|φ)
(
d

dφ
ln p(~x|φ)

)2}
≥ 1. (1.13)
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En utilisant l’équation (1.4) et le fait que φest est un estimateur non biaisé, ce qui signifie que
l’équation (1.5) est toujours valable, l’équation (1.13) devient

(∆φest)2 ≥ 1∑
~x p(~x|φ)

(
d
dφ ln p(~x|φ)

)2 . (1.14)

Cette dernière équation est exactement l’inégalité de Cramér-Rao (1.6) et le dénominateur de son
membre de droite est l’information de Fisher ainsi défini dans (1.7).

L’information de Fisher I[φ] présente une propriété importante qui sera très utile pour la suite
de cette étude, notamment son additivité. Cette propriété concerne le cas où la probabilité p(~x|φ)
décrit les résultats d’un ensemble de m événements indépendants, c’est à dire lorsqu’elle s’écrit sous
la forme d’un produit

p(~x|φ) =
m∏
i=1

pi(xi|φ), (1.15)

dont l’équation (1.2) correspondant à des mesures indépendantes est un cas particulier. Dans ce
cas, l’information de Fisher peut être écrite comme

I[φ] =
∑
~x

p(~x|φ)
(

m∑
i=1

d

dφ
ln pi(xi|φ)

)2

=
∑
~x

p(~x|φ)
m∑

i,j=1

(
d

dφ
ln pi(xi|φ)

)(
d

dφ
ln pj(xj |φ)

)
= S1 + S2, (1.16)

où

S1 =
∑
~x

p(~x|φ)
∑
i

(
d

dφ
ln pi(xi|φ)

)2
(1.17)

S2 =
∑
~x

p(~x|φ)
∑
i,j 6=i

(
d

dφ
ln pi(xi|φ)

)(
d

dφ
ln pj(xj |φ)

)
(1.18)

Commençons d’abord par calculer S2

S2 =
∑
i,j 6=i

∑
~x

p(~x|φ)
(
d

dφ
ln pi(xi|φ)

)(
d

dφ
ln pj(xj |φ)

)

=
∑
i,j 6=i

∑
x1,...,xµ

∏
l

pl(xl|φ) d
dφ

ln pi(xi|φ) d
dφ

ln pj(xj |φ)

=
∑
i,j 6=i

(∑
xi

pi(xi|φ) d
dφ

ln pi(xi|φ)
)∑

xj

pj(xi|φ) d
dφ

ln pj(xj |φ)

 ∏
l 6=i,j

∑
xl

pl(xl|φ)

=
∑
i,j 6=i

(∑
xi

dpi(xi|φ)
dφ

)∑
xj

dpj(xj |φ)
dφ


=
∑
i,j 6=i

(
d

dφ

∑
xi

pi(xi|φ)
) d

dφ

∑
xj

pj(xj |φ)


= 0, (1.19)
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où nous avons utilisé l’équation (1.2) et le fait que
∑
x p(x|φ) = 1. Calculons maintenant S1

S1 =
m∑
i=1

∑
~x

p(~x|φ)
(
d

dφ
ln pi(xi|φ)

)2

=
m∑
i=1

∑
x1,...,xµ

∏
l

pl(xl|φ)
(
d

dφ
ln pi(xi|φ)

)2

=
m∑
i=1

[∑
xi

pi(xi|φ)
(
d

dφ
ln pi(xi|φ)

)2]∏
l 6=i

∑
xl

pl(xl|φ)

=
m∑
i=1

[∑
xi

pi(xi|φ)
(
d

dφ
ln pi(xi|φ)

)2]
. (1.20)

Pour une distribution de probabilité qui s’écrit sous la forme d’un produit de m termes (1.15), les
équations (1.16), (1.19) et (1.20) nous permettent d’écrire

I[φ] =
m∑
k=1

Fk[φ], (1.21)

où, Fk[φ] =
∑
x pk(x|φ)

(
d
dφ ln pk(x|φ)

)2
est l’information de Fisher individuelle. Nous avons donc

démontré l’additivité de l’information de Fisher. Dans le cas particulier où pk(x|φ) = p(x|φ) pour
tout k, comme par exemple dans le cas de mesures indépendantes (1.2), nous avons Fk[φ] = F [φ]
pour tous k et l’équation (1.21) devient

I[φ] = mF [φ]. (1.22)

Revenons maintenant au cas de protocole d’estimation quantique décrit précédemment où le
paramètre inconnu φ est estimé à partir des résultats de µ mesures indépendantes d’une observable
X̂ dans le même état final ρ̂φ et la distribution de probabilité p(~x|φ) s’écrit sous la forme (1.2). La
probabilité individuelle p(x|φ) étant donnée par (1.1). Dans ce cas, l’information de Fisher I[φ] est
donnée par (1.22), où m est remplacé par µ, et F devient une fonction de l’état ρ̂φ du système,
après l’encodage du paramètre φ, et de l’observable mesurée X̂, c’est à dire F [φ] ≡ F [ρ̂φ, X̂]. La
limite de Cramér-Rao s’écrit alors pour le protocol d’estimation quantique comme

(∆φest)2 ≥ 1
µF [ρ̂φ, X̂]

, (1.23)

avec

F [ρ̂φ, X̂] =
∑
x

p(x|φ)
(
d

dφ
ln p(x|φ)

)2
. (1.24)

Bien que la limite de Cramér-Rao détermine une limite inférieure pour la variance d’un esti-
mateur non biaisé dans des conditions générales, elle ne garantit pas l’existence d’estimateurs qui
atteignent cette limite. En effet, dans le cas d’un petit nombre de mesures indépendantes µ, il
n’existe pratiquement aucun estimateur non biaisé connu qui puisse atteindre la limite de Cramér-
Rao. Néanmoins, dans la limite µ � 1, l’estimateur du maximum de vraisemblance, qui associe
à l’ensemble des résultats de mesure ~x la valeur de φ qui maximise la probabilité p(~x|φ), devient
approximativement non biaisée et sature de manière asymptotique l’inégalité de Cramér-Rao dans
le cas général [46]. L’estimateur du maximum de vraisemblance est illustré dans la figure 1.2.
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Figure 1.2 – Estimateur du maximum de vraisemblance, la valeur estimée du paramètre inconnu
φMV est la valeur pour laquelle la distribution de probabilité p(~x|φ) est maximale pour l’ensemble
de résultats de mesure obtenu ~x.

1.1.3 Information quantique de Fisher

La précision de l’estimation d’un paramètre inconnu φ dans un protocole d’estimation quantique
(illustré dans la figure 1.1) dépend de l’état initial du système ρ̂, du processus d’encodage de φ, de
l’observable de mesure X̂, et de la fonction estimateur φest(~x) choisie. En optimisant sur tous les
estimateurs non biaisés, nous avons montré dans la section précédente que la meilleure précision
atteignable est limitée par l’information de Fisher, qui dépend de l’état ρ̂φ, résultant de l’encodage
de φ dans l’état initial ρ̂, et de l’observable X̂ mesurée. Plus précisément, l’observable X̂ qui produit
des résultats ~x caractérisés par une distribution de probabilité p(~x|φ) très sensible aux variations du
paramètre φ conduit à une plus grande précision par rapport à une observable dont la distribution
de probabilité est moins sensible aux variations de φ. Pour un état ρ̂φ donné, l’information quantique
de Fisher FQ[ρ̂φ] est définie comme le maximum de l’information de Fisher F [ρ̂φ, X̂] sur toutes les
observables de mesure X̂ [40, 52]

FQ[ρ̂φ] ≡ max
X̂

F [ρ̂φ, X̂]. (1.25)

Selon cette définition, l’information quantique de Fisher fournit une limite supérieure pour l’infor-
mation de Fisher conduisant ainsi, pour µ mesures indépendantes, à la série d’inégalités pour la
variance d’un estimateur non biaisé φest

(∆φest)2 ≥ 1
µF [ρ̂φ, X̂]

≥ 1
µFQ[ρ̂φ] . (1.26)

De ce fait, l’information quantique de Fisher mesure le potentiel métrologique maximal de l’état
ρ̂φ.

Formellement, FQ peut s’écrire comme [40]

FQ[ρ̂φ] = tr[ρ̂φL̂2
φ], (1.27)

où l’observable L̂φ, appelée dérivée logarithmique symétrique, est définie par l’équation

∂ρ̂φ
∂φ

= ρ̂φL̂φ + L̂φρ̂φ
2 . (1.28)

11



Chapitre 1. Cadre théorique pour la métrologie quantique

Dans la suite de cette section, nous allons obtenir, à partir de l’équation (1.27), une formule explicite
et simple de l’information quantique de Fisher lorsque le paramètre φ est encodé sur un état pur
ρ̂ = |ψ〉〈ψ| via une évolution unitaire ρ̂φ = e−iφĤ ρ̂eiφĤ générée par l’observable Ĥ. À partir de
cette expression et des propriétés de l’information quantique de Fisher, nous allons déduire la limite
de Heisenberg (LH), une limite inférieur de l’incertitude de l’estimation d’un paramètre φ pour un
état quelconque et la limite quantique standard (LQS), une limite inférieur de l’incertitude sur φ
pour un état séparable. Pour ce faire, nous commençons par exprimer l’opérateur densité ρ̂φ dans
sa base propre |λi〉 de l’espace de Hilbert comme

ρ̂φ =
∑
i

pi|λi〉〈λi|, (1.29)

avec pi ≥ 0 et
∑
i pi = 1. Notez que pi et |λi〉 dépendent implicitement du paramètre φ. En

substituant (1.29) dans l’équation (1.27), nous pouvons exprimer l’information quantique de Fisher
comme

FQ[ρ̂φ] = tr[ρ̂φL̂2
φ]

=
∑
i

pi tr[L̂φ|λi〉〈λi|L̂φ]

=
∑
i,j,k

pi tr[|λj〉〈λj |L̂φ|λi〉〈λi|L̂φ|λk〉〈λk|]

=
∑
i,j,k

pi 〈λj |L̂φ|λi〉〈λi|L̂φ|λk〉 tr[|λj〉〈λk|]

=
∑
i,j,k

pi 〈λj |L̂φ|λi〉〈λi|L̂φ|λk〉 δjk

=
∑
i,j

pi |〈λi|L̂φ|λj〉|2. (1.30)

où nous avons introduit la relation de fermeture
∑
k |λk〉〈λk| = Î deux fois, Î étant l’opérateur

identité, et nous avons utilisé la relation tr[|λj〉〈λk|] = δjk. Cette équation peut également être
exprimée comme

FQ[ρ̂φ] =
∑
i,j

pi + pj
2 |〈λi|L̂φ|λj〉|2. (1.31)

Puisque |λi〉 représente la base propre de ρ̂φ avec les valeurs propres pi, l’équation (1.28) nous
permet d’écrire

〈λi|
∂ρ̂φ
∂φ
|λj〉 = 1

2
[
〈λi|ρ̂φL̂φ|λj〉+ 〈λi|L̂φρ̂φ |̂λj〉

]
= pi + pj

2 〈λi|L̂φ|λj〉. (1.32)

Nous en déduisons donc

〈λi|L̂φ|λj〉 = 2
pi + pj

〈λi|∂φρ̂φ|λj〉,

où ∂φ ≡ ∂/∂φ. En substituant ceci dans (1.31), nous obtenons

FQ[ρ̂φ] =
∑
i,j

2
pi + pj

|〈λi|∂φρ̂φ|λj〉|2, (1.33)
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où la somme ne comprend que les termes pour lesquels pi + pj 6= 0. Pour simplifier cette dernière
équation, nous utilisons

〈λi|∂φρ̂φ|λj〉 =
∑
k

〈λi|∂φ (pk|λk〉〈λk|) |λj〉

= (∂φpi)δij + (pi − pj)〈∂φλi|λj〉, (1.34)

où nous avons utilisé ∂φ〈λi|λj〉 = 0. En substituant cette équation dans (1.33), nous obtenons

FQ[ρ̂φ] =
∑
i

(∂φpi)2

pi
+ 2

∑
i,j

(pi − pj)2

pi + pj
|〈∂φλi|λj〉|2. (1.35)

Cette dernière équation est importante car elle nous permet de séparer l’information maximale
concernant le paramètre φ contenue dans les poids pi de l’état ρ̂φ =

∑
i pi|λi〉λi|, représentée par

le premier terme, de l’information encodée dans les états propres |λi〉, représentée par le second
terme. Par conséquent, lorsque le paramètre φ est encodé dans l’état initial ρ̂ =

∑
i p

0
i |λ0

i 〉〈λ0
i | via

une évolution unitaire ρ̂φ = e−iφĤ ρ̂eiφĤ générée par l’observable Ĥ, le premier terme de l’équation
(1.35) disparaît. Dans ce cas, l’information quantique de Fisher devient une fonction de l’état initial
ρ̂ et du générateur Ĥ, qui peut être exprimée comme

FQ[ρ̂, Ĥ] = 2
∑
i,j

(pi − pj)2

pi + pj
|〈λ0

i |Ĥ|λ0
j 〉|2, (1.36)

avec pi = p0
i . Pour passer de (1.35) à (1.36), nous avons utilisé l’équation de Schrödinger −i∂φ|λk〉 =

Ĥ|λk〉. Considérons de plus que l’état ρ̂ est pur, c’est à dire

ρ̂ = |ψ〉〈ψ|+
∑
k⊥

pk⊥ |λk⊥〉〈λk⊥ | avec pk⊥ = 0 ∀k⊥, (1.37)

où {|λk⊥〉} est la base de l’espace de Hilbert orthogonal à |ψ〉. Dans ce cas l’équation (1.36) devient

FQ[|ψ〉, Ĥ] = 4
∑
k⊥

|〈λk⊥ |Ĥ|ψ〉|
2

= 4〈ψ|Ĥ

∑
k⊥

|λk⊥〉〈λk⊥ |

 Ĥ|ψ〉. (1.38)

En utilisant la relation de fermeture Î = |ψ〉〈ψ|+
∑
k⊥
|λk⊥〉〈λk⊥ |, nous obtenons

FQ[|ψ〉, Ĥ] = 4(∆Ĥ)2, (1.39)

où (∆Ĥ)2 est la variance du générateur Ĥ dans l’état |ψ〉. Pour un état |ψ〉 quelconque, la variance
d’un opérateur Ĥ satisfait toujours l’inégalité

(∆Ĥ)2 ≤ 1
4(Hmax −Hmin)2, (1.40)

où Hmax et Hmin sont respectivement la valeur propre maximale et minimale de l’opérateur Ĥ.
Pour un générateur Ĥ donné, l’information quantique de Fisher (1.39) possède donc une limite
supérieur indépendante de l’état |ψ〉 du système

FQ[|ψ〉, Ĥ] ≤ (Hmax −Hmin)2. (1.41)
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Chapitre 1. Cadre théorique pour la métrologie quantique

L’information quantique de Fisher possède deux propriétés importantes qui nous seront utiles pour
ce travail. Comme l’information quantique de Fisher est une information de Fisher maximisée sur
toutes les observables de mesure possibles, elle est donc, selon l’équation (1.21), additive. Cela
implique que pour un état séparable |ψsep〉 = |ψ1〉|ψ2〉...|ψN 〉 décrivant un ensemble de N sous-
systèmes indépendants et pour Ĥ =

∑
k ĥk où ĥk est le générateur associé au sous-système k, nous

pouvons écrire

FQ[|ψsep〉, Ĥ] =
∑
k

FQ[|ψk〉, ĥk]. (1.42)

En utilisant (1.40) appliquée aux opérateurs individuels ĥk, nous déduisons que pour un état sépa-
rable |ψsep〉 quelconque, l’information quantique de Fisher possède une limite supérieur

FQ[|ψsep〉, Ĥ] ≤
∑
k

(
h(k)

max − h
(k)
min

)2
, (1.43)

où h
(k)
max et h(k)

min sont respectivement la valeur propre maximale et minimale de l’opérateur ĥk.
Une deuxième propriété de l’information quantique de Fisher est sa convexité par rapport à son
argument ρ̂, c’est à dire pour un état ρ̂ =

∑
i pi|λi〉〈λi| [46]

FQ[ρ̂, Ĥ] ≤
∑
i

piFQ[|λi〉, Ĥ]. (1.44)

Cela implique que lorsque le paramètre φ est encodé sur un état initial quelconque ρ̂ via une
évolution unitaire générée par Ĥ, l’information quantique de Fisher satisfait l’inégalité suivante

FQ[ρ̂, Ĥ] ≤ 4(∆Ĥ)2. (1.45)

Il est alors impossible d’augmenter la précision de l’estimation en mixant des états quantiques purs.
En combinant (1.45) avec (1.40), nous déduisons que pour un état ρ̂ quelconque,

FQ[ρ̂, Ĥ] ≤ (Hmax −Hmin)2. (1.46)

Selon l’équation (1.26), cela nous conduit à la limite de Heisenberg

(∆φest)2 ≥ (∆φ)2
LH = 1

µ

1
(Hmax −Hmin)2 , (1.47)

une limite inférieure de l’incertitude sur l’estimation d’un paramètre φ, encodé via un générateur
Ĥ et estimé à partir des résultats de µ mesures indépendantes. La convexité (1.44) et l’additivité
(1.42) de l’information quantique de Fisher nous permettent d’écrire, pour un état mixte séparable
ρ̂sep =

∑
i pi|ψ

(i)
sep〉〈ψ(i)

sep| et pour un générateur Ĥ =
∑
k ĥk

FQ[ρ̂sep, Ĥ] ≤
∑
k

(h(k)
max − h

(k)
min)2. (1.48)

Cela nous permet de déduire que l’incertitude sur un paramètre estimé avec un état séparable
quelconque est limitée par ce qu’on appel la limite quantique standard

(∆φest)2 ≥ (∆φ)2
LQS = 1

µ

1∑
k

(
h

(k)
max − h(k)

min

)2 . (1.49)

Pour un ensemble de N sous-systèmes identiques, pour lesquels h(k)
max = hmax et h(k)

min = hmin pour
tout k, la limite quantique standard s’écrit

(∆φ)2
LQS = 1

µN

1
(hmax − hmin)2 . (1.50)
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1.1. Estimation d’un paramètre

1.1.4 Méthode des moments

Dans les protocoles d’estimation quantique, nous cherchons à estimer un paramètre inconnu φ
à partir des résultats ~x = (x1, ..., xµ)T de µ mesures indépendantes d’une observable X̂. La limite
de Cramér-Rao est atteinte pour µ � 1 lorsque l’on utilise l’estimateur du maximum de vraisem-
blance, qui associe à ~x la valeur de φ pour laquelle p(~x|φ) est maximale. Cependant, atteindre cette
limite nécessite généralement la conaissance complète de la distribution de probabilité p(~x|φ) à
partir de plusieurs mesures. Mais, les limitations pratiques ne permettent souvent d’accéder qu’au
premier moment statistique, c’est-à-dire la moyenne, associé à cette distribution de probabilités.
Cette section présente la méthode des moments, qui permet d’estimer un paramètre lorsque la
connaissance complète de la distribution de probabilité est inaccessible. Dans cette approche, le
paramètre φ est estimé à partir de la moyenne statistique Xµ =

∑µ
i=1 xi/µ de µ mesures indépen-

dantes de l’observable X̂ à l’aide de l’estimateur φest(Xµ). Pour ce choix de variable aléatoire pour
l’estimation du paramètre φ, nous verrons que l’inégalité de Cramér-Rao prend une forme simple
qui met en jeux seulement le premier et le second moment de p(~x|φ). Les résultats de µ mesures
indépendantes ~x étant aléatoires, leur moyenne statistique Xµ est également une variable aléatoire
continue caractérisée par la distribution de probabilité p(Xµ|φ) pour un φ donné. Nous pouvons
maintenant utiliser le formalisme général développé dans les sections 1.1.1 et 1.1.2 pour trouver le
meilleur estimateur et l’incertitude, sur l’estimation du paramètre, correspondante. En particulier,
nous déterminerons l’estimateur qui associer à φ la valeur qui maximise la distribution de proba-
bilité p(Xµ|φ) et son incertitude en fonction de l’observable mesurée X̂ et de l’état ρ̂φ. Dans ce
contexte, la limite de Cramér-Rao (1.23) nous permet d’exprimer, pour tout choix d’estimateur que
nous supposons non biaisé φest(Xµ) pour une moyenne statistique Xµ

(∆φest)2 ≥ 1
FMM[ρ̂φ, X̂]

, (1.51)

avec

FMM[ρ̂φ, X̂] =
∫
dXµp(Xµ|φ)

(
d

dφ
ln p(Xµ|φ)

)2
. (1.52)

De plus, dans la limite de grands µ, la distribution de probabilité p(Xµ|φ) s’approche d’une forme
gaussienne selon le théorème de la limite centrale [53]

p(Xµ|φ) =
√

µ

2π(∆X̂)2
e
−
µ[Xµ−〈X̂〉]2

2(∆X̂)2 , (1.53)

où, 〈X̂〉 et (∆X̂)2 sont la moyenne et la variance de l’observable X̂ dans l’état ρ̂φ. En utilisant
cette distribution gaussienne, dans la limite µ→∞, l’équation (1.52) devient

FMM[ρ̂φ, X̂] =
∫
dXµp(Xµ|φ)

(
d

dφ
ln p(Xµ|φ)

)2

=
∫
dXµp(Xµ|φ)

(
µ

1
(∆X̂)2

[
Xµ − 〈X̂〉

] [∂〈X̂〉
∂φ

+ Xµ − 〈X̂〉
∆X̂

∂∆X̂
∂φ

]
+ 1

∆X̂
∂∆X̂
∂φ

)2

= µ2

(∆X̂)4

∫
dXµp(Xµ|φ)

[
Xµ − 〈X̂〉

]2 [∂〈X̂〉
∂φ

+ Xµ − 〈X̂〉
∆X̂

∂∆X̂
∂φ

]2

(1.54)
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Chapitre 1. Cadre théorique pour la métrologie quantique

Cela nous donne

FMM[ρ̂φ, X̂] = µ2

(∆X̂)4

(
∂〈X̂〉
∂φ

)2 ∫
dXµp(Xµ|φ)

[
Xµ − 〈X̂〉

]2
+ 2 µ2

(∆X̂)5
∂〈X̂〉
∂φ

∂∆X̂
∂φ

∫
dXµp(Xµ|φ)

[
Xµ − 〈X̂〉

]3
+ µ2

(∆X̂)6

(
∂∆X̂
∂φ

)2 ∫
dXµp(Xµ|φ)

[
Xµ − 〈X̂〉

]4
. (1.55)

Comme la distribution de probabilité (1.53) est gaussienne, le troisième moment statistique, repré-
senté par le deuxième terme dans l’équation (1.55), s’annule, et le quatrième moment statistique,
représenté par le dernier terme, devient négligeable dans la limite de grand µ considérée ici. En
conséquence, nous pouvons écrire

FMM[ρ̂φ, X̂] = µ

(∆X̂)2

(
∂〈X̂〉
∂φ

)2

pour µ� 1. (1.56)

Pour un grand nombre de mesures indépendantes µ, la limite de Cramér-Rao (1.51), obtenue en
utilisant la formule générale (1.23) lorsque le paramètre inconnu est estimé à partir de la moyenne
statistique Xµ, devient pour un estimateur non biaisé φest(Xµ) quelconque

(∆φest)2 ≥ 1
µ

(∆X̂)2

(∂φ〈X̂〉)2
. (1.57)

Comme nous l’avons vu précédemment pour le cas général, lorsque µ � 1, il existe au moins
un estimateur approximativement non biaisé φest(Xµ) qui atteint d’une manière asymptotique
l’égalité dans l’inégalité (1.57). Cet estimateur est l’estimateur du maximum de vraisemblance
pour la méthode des moments, qui relie la moyenne statistique Xµ à la valeur de φ qui maximise la
distribution de probabilité (1.53). En d’autres termes, il associe à Xµ la valeur de φ pour laquelle

∂

∂φ
ln p(Xµ|φ) = 0 et ∂2

∂φ2 ln p(Xµ|φ) < 0. (1.58)

L’équation de gauche nous donne exactement

1
∆X̂

∂∆X̂
∂φ

+ µ
1

(∆X̂)2

[
Xµ − 〈X̂〉

](∂〈X̂〉
∂φ

+ Xµ − 〈X̂〉
∆X̂

∂∆X̂
∂φ

)
= 0. (1.59)

En prenant la limite µ→∞, la dernière équation devient

µ
1

(∆X̂)2

[
Xµ − 〈X̂〉

](∂〈X̂〉
∂φ

+ Xµ − 〈X̂〉
∆X̂

∂∆X̂
∂φ

)
= 0. (1.60)

En tenant compte de l’équation de droite dans (1.58), la valeur de φ qui maximise la distribution
(1.53) est la valeur pour laquelle

Xµ = 〈X̂〉. (1.61)

Cette dernière équation avec l’équation (1.57) montrent que dans un protocole d’estimation basé sur
la méthode des moments, c’est à dire dont l’output est la moyenne statistique Xµ des résultats de
µ� 1 mesures indépendantes d’une observable X̂, le paramètre inconnu φ peut être estimé comme
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1.2. Estimation multi-paramètres

la valeur pour laquelle la moyenne statistique Xµ est égale à la valeur moyenne de l’observable X̂
dans l’état final ρ̂φ avec une incertitude donnée par

(∆φest)2 = 1
µ

(∆X̂)2

(∂φ〈X̂〉)2
. (1.62)

En raison de sa simplicité, cette dernière expression à été utilisée dans la littérature pour évaluer
l’incertitude sur l’estimation d’un paramètre inconnu pour des états arbitraire et pour la mesure
des observables linéaires [10, 54] ensuite elle a été généralisée pour la mesure d’observables non
linéaires dans [25]. Pour µ = 1, cette incertitude sur la phase se présente sous la forme d’un carré
du rapport entre un bruit exprimé par ∆X̂ et un signal donné par ∂φ〈X̂〉 et, comme montré dans
la figure 1.3, elle peut également être obtenue par propagation d’erreur.

Figure 1.3 – Méthode des moments, la valeur estimée du paramètre inconnu φMV est la valeur
pour laquelle la moyenne statistique Xµ est égale à la valeur moyenne de l’observable X̂, obtenue
théoriquement ou par une calibration expérimentale, calculée dans l’état ρ̂φ.

1.2 Estimation multi-paramètres

1.2.1 Cadre général

Comme son nom l’indique, le protocole d’estimation quantique multi-paramètres a pour but
d’estimer un ensemble de paramètres inconnus à partir des mesures d’un ensemble d’observables
dans un système quantique. Dans ce protocole, représenté dans la figure 1.4, le système est ini-
tialement préparé dans un état ρ̂. Un ensemble de M paramètres ~φ = (φ1, ..., φM )T est ensuite
encodé dans ρ̂ et une mesure simultanée d’un ensemble de K observables, qui commutent entre
elles, ~̂X = (X̂1, ..., X̂K)T est effectuée, donnant lieu à des résultats ~x = (x1, ..., xK)T . Dans le cas
général, ce scénario peut être répété µ fois, mais pour des raisons de simplicité et sans perte de
généralité, nous considérons ici une seule répétition µ = 1. Comme dans le cas de l’estimation d’un
seul paramètre, une estimation des paramètres encodés ~φ peut être obtenue à partir des résultats
~x de la mesure. Pour cela, nous introduisant l’estimateur ~φest(~x) = (φ1,est(~x), ..., φM,est(~x))T , une
fonction vectorielle qui relie les résultats ~x aux paramètres ~φ. Nous appelons p(~x|~φ) la probabilité
conditionnelle d’obtenir les résultats ~x lors de la mesure des K observables ~̂X lorsque les valeurs
exactes des M paramètres encodés sont données par ~φ. Pour un système quantique dans l’état ρ̂~φ,
cette probabilité conditionnelle s’écrit

p(~x|~φ) = tr
[
P̂~xρ̂~φ

]
, (1.63)
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Chapitre 1. Cadre théorique pour la métrologie quantique

Figure 1.4 – Protocole d’estimation multi-paramètres

où P̂~x est le projecteur sur l’état propre commun des observables ~̂X = (X̂1, ..., X̂K)T associé aux
valeurs propres ~x = (x1, ..., xK)T . Les estimateurs φk,est sont alors des variables aléatoires et leurs
moyennes s’écrivent comme

φ̄k,est =
∑
~x

p(~x|~φ)φk,est(~x). (1.64)

L’incertitude sur ces estimateurs est caractérisée par la matrice covariance Σ dont les éléments sont
donnés par

Σkl = Cov(φk,est, φl,est) =
∑
~x

p(~x|~φ)
[
φk,est(~x)− φ̄k,est

] [
φl,est(~x)− φ̄l,est

]
. (1.65)

Pour la suite nous n’allons considérer que des estimateurs ~φest non biaisés pour lesquels les égalités

φ̄k,est = φk d’où ∂φ̄k,est
∂φl

= δkl. (1.66)

sont vérifiés pour tout k, l = 1, ...,M . La matrice Σ permet d’évaluer la précision du protocole
d’estimation multi-paramètres et, comme nous allons démontrer dans la section suivante, elle est
fondamentalement limitée par la matrice d’information de Fisher et par la matrice d’information
quantique de Fisher.

1.2.2 Matrice d’information de Fisher

Dans le contexte du protocole d’estimation multi-paramètres, tout comme dans le scénario à
un seul paramètre, l’incertitude de l’estimateur non biaisé ~φest d’un ensemble de paramètres ~φ à
partir des résultats de mesure de l’ensemble d’observables ~̂X dans l’état ρ̂~φ est limitée par une
limite fondamentale connue sous le nom de la limite de Cramér-Rao multi-paramètres [40,55]

Σ ≥ F [ρ̂~φ, ~̂X]−1, (1.67)

où

(F [ρ̂~φ, ~̂X])kl =
∑
~x

p(~x|~φ)
(

∂

∂φk
ln p(~x|~φ)

)(
∂

∂φl
ln p(~x|~φ)

)
(1.68)

représente la matrice d’information de Fisher associée à l’état ρ̂~φ et à l’ensemble d’observables

mesurées ~̂X avec p(~x|~φ) la distribution de probabilités donnée par (1.63). L’inégalité (1.67) indique
que la matrice Σ−F [ρ̂~φ, ~̂X]−1 est semi-définie positive.

Nous allons maintenant écrire une démonstration de l’équation (1.67). En utilisant (1.64) et
(1.66) pour un estimateur non biaisé ~φest quelconque, nous pouvons écrire

φ̄k,est − φk =
∑
~x

p(~x|~φ)[φk,est(~x)− φk] = 0 ∀k. (1.69)
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1.2. Estimation multi-paramètres

En dérivant les deux derniers membres de cette dernière équation par rapport à φl, nous obtenons∑
~x

[φk,est(~x)− φk]
∂

∂φl
p(~x|~φ) = δkl ∀k, l. (1.70)

Ceci peut être réécrit comme∑
~x

p(~x|~φ)
{

[φk,est(~x)− φk]
∂

∂φl
ln p(~x|~φ)

}
= δkl ∀k, l. (1.71)

Nous introduisons maintenant deux vecteurs réels arbitraires ~n et ~m chacun de taille M . La mul-
tiplication des deux membres de (1.71) par nkml et la sommation sur tout l et tout k nous donne

∑
~x

p(~x|~φ)
{∑

k

nk[φk,est(~x)− φk]
∑
l

ml
∂

∂φl
ln p(~x|~φ)

}
=
∑
k

nkmk. (1.72)

En élevant la dernière équation au carré, nous trouvons(∑
~x

p(~x|~φ)
{∑

k

nk[φk,est(~x)− φk]
∑
l

ml
∂

∂φl
ln p(~x|~φ)

})2

=
(∑

k

nkmk

)2

. (1.73)

L’utilisation de l’inégalité de Cauchy-Schwarz AB 2 ≤ A2B2 avec

A =
∑
k

nk[φk,est(~x)− φk] et B =
∑
l

ml
∂

∂φl
ln p(~x|~φ), (1.74)

nous donne∑
~x

p(~x|~φ)
(∑

k

nk[φk,est(~x)− φk]
)2

∑

~x

p(~x|φ)
(∑

l

ml
∂

∂φl
ln p(~x|~φ)

)2
 ≥

(∑
k

nkmk

)2

.

(1.75)

Cette dernière équation se réécrit comme∑
k,p

nknp
∑
~x

p(~x|~φ)[φk,est(~x)− φk][φp,est(~x)− φp]


×

∑
l,q

mlmq

∑
~x

p(~x|~φ)
(
∂

∂φl
ln p(~x|~φ)

)(
∂

∂φq
ln p(~x|~φ)

) ≥
(∑

k

nkmk

)2

. (1.76)

En utilisant (1.65) et (1.68) nous pouvons ré-exprimé cette dernière équation comme∑
k,p

nknpΣkp


∑

l,q

mlmqFlq

 ≥
(∑

k

nkmk

)2

, (1.77)

Sous une forme matricielle, l’équation (1.77) s’écrit comme(
~nTΣ~n

) (
~mTF ~m

)
≥
(
~nT ~m

)2
. (1.78)

En choisissant ~m = F−1~n et en substituant dans (1.78), nous obtenons

~nTΣ~n ≥ ~nTF−1~n, (1.79)

pour tout vecteur réel ~n. Cette dernière inégalité est exactement l’inégalité de Cramér-Rao multi-
paramètres (1.67).
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Chapitre 1. Cadre théorique pour la métrologie quantique

1.2.3 Matrice d’information quantique de Fisher

Le paragraphe précédent montre que dans un protocole d’estimation multi-paramètres basé sur
la mesure d’un ensemble de K observables, la précision est limitée par la matrice d’information de
Fisher (1.68). Cependant, cette limite dépend des observables ~̂X mesurées. D’une manière équiva-
lente au cas de l’estimation d’un paramètre, nous introduisons la matrice d’information quantique
de Fisher qui satisfait l’inégalité [40]

FQ[ρ̂~φ] ≥ F [ρ̂~φ, ~̂X] (1.80)

pour tout ensemble d’observable ~̂X. La matrice d’information quantique de Fisher limite alors
la précision maximale atteinte dans un protocol d’estimation multi-paramètres avec un état ρ̂~φ.
L’incertitude dans un protocole d’estimation multi-paramètres Σ obéit alors à la série d’inégalités
suivante

Σ ≥ F [ρ̂~φ, ~̂X]−1 ≥ FQ[ρ̂~φ]−1. (1.81)

Formellement, un élément (FQ[ρ̂~φ])kl peut être exprimé comme [40]

(FQ[ρ̂~φ])kl = tr[ρ̂~φ(L̂kL̂l + L̂lL̂k)/2], (1.82)

où l’observable dérivée logarithmique symétrique L̂k est, pour un état ρ̂~φ donné, la solution de
l’équation

∂ρ̂~φ
∂φk

=
ρ̂~φL̂k + L̂kρ̂~φ

2 . (1.83)

La décomposition de ρ̂~φ dans sa base propre |λi〉 de l’espace de Hilbert nous permet de réécrire
(1.82) sous la forme

(FQ[ρ̂~φ])kl = 1
2
∑
i

pi
(
tr[L̂k|λi〉〈λi|L̂l] + tr[L̂l|λi〉〈λi|L̂k]

)
. (1.84)

En simplifiant cette dernière équation, nous obtenant

(FQ[ρ̂~φ])kl =
∑
i,j

pi + pj
4

(
〈λi|L̂k|λj〉〈λj |L̂l|λi〉+ 〈λi|L̂l|λj〉〈λj |L̂k|λi〉

)
. (1.85)

L’équation (1.83) nous permet d’écrire

〈λi|L̂k|λj〉 = 2
pi + pj

〈λi|∂kρ̂~φ|λj〉, (1.86)

où ∂k = ∂/(∂φk). La substitution de (1.86) dans (1.85) nous donne

(FQ[ρ̂~φ])kl =
∑
i,j

1
pi + pj

(
〈λi|∂kρ̂~φ|λj〉〈λj |∂lρ̂~φ|λi〉+ 〈λi|∂lρ̂~φ|λj〉〈λj |∂kρ̂~φ|λi〉

)
, (1.87)

où la somme ne comprend que les termes pour lesquels pi + pj 6= 0. De plus, nous avons

〈λi|∂kρ̂~φ|λj〉 =
∑
q

〈λi|∂k (pq|λq〉〈λq|) |λj〉

= (∂kpi)δij + (pi − pj)〈∂kλi|λj〉. (1.88)
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En substituant cette dernière équation dans (1.87) nous obtenons

(FQ[ρ̂~φ])kl =
∑
i

(∂kpi)(∂lpi)
pi

+ 2
∑
i,j

(pi − pj)2

pi + pj
〈∂kλi|λj〉〈λj |∂lλi〉. (1.89)

Le premier terme de cette dernière équation concerne les dérivées des valeur propres de ρ̂~φ par
rapport aux paramètres, quantifiant ainsi la quantité d’information maximale qui pourrait être
encodée dans les poids pi. Le second terme quantifie l’information maximale encodée dans les états
propres |λi〉 de l’état ρ̂~φ. Dans le cas les M paramètres ~φ sont encodés via l’évolution unitaire

Û~φ = e
−i
∑

j
Ĥjφj avec les générateurs ~̂H = (Ĥ1, ..., ĤM )T , le premier terme de (1.89) disparaît et la

matrice d’information quantique de Fisher devient une fonction de l’état initial ρ̂ et des générateurs
~̂H

(FQ[ρ̂, ~̂H])kl = 2
∑
i,j

(pi − pj)2

pi + pj
〈λi|Ĥk|λj〉〈λj |Ĥl|λi〉. (1.90)

De plus, pour un état initial pur, c’est à dire ρ̂ = |ψ〉〈ψ| +
∑
q⊥
pq⊥ |λq⊥〉〈λq⊥ | avec pq⊥ = 0 pour

tout q⊥, la somme sur j dans l’équation (1.90) nous donne

(FQ[|ψ〉, ~̂H])kl = 2
∑
i

{
(pi − 1)2

pi + 1 〈λi|Ĥk|ψ〉〈ψ|Ĥl|λi〉+ pi
∑
q⊥

〈λi|Ĥk|λq⊥〉〈λq⊥ |Ĥl|λi〉
}
. (1.91)

En sommant cette dernière équation sur i, nous obtenons

(FQ[|ψ〉, ~̂H])kl = 2
∑
q⊥

{
〈λq⊥ |Ĥk|ψ〉〈ψ|Ĥl|λq⊥〉+ 〈ψ|Ĥk|λq⊥〉〈λq⊥ |Ĥl|ψ〉

}
. (1.92)

En utilisant la relation de fermeture |ψ〉〈ψ|+
∑
q⊥
|λq⊥〉〈λq⊥ | = Î et en simplifiant, nous trouvons

(FQ[|ψ〉, ~̂H])kl = 4Cov(Ĥk, Ĥl). (1.93)

1.2.4 Méthode des moments multi-paramètres

Dans cette section, nous allons dérivé l’incertitude sur la méthode des moments ainsi pré-
sentée dans la référence [56]. Dans un protocole d’estimation basé sur la méthode des moments
multi-paramètres, après l’encodage des M paramètres ~φ = (φ1, ..., φM )T , les K observables ~̂X =
(X̂1, ..., X̂K)T sont mesurés µ fois où chaque observable X̂k produit l’ensemble des résultats ~xk =
(x(1)
k , ..., x

(µ)
k )T avec une moyenne statistique X(µ)

k =
∑µ
i=1 x

(i)
k /µ. Les paramètres sont ensuite es-

timés à partir des moyennes statistiques ~X
(µ)

= (X(µ)
1 , ..., X

(µ)
K )T , qui sont des variables aléatoires

avec la distribution de probabilités p(~X
(µ)
|~φ), via les estimateurs ~φest(~X

(µ)
). Selon l’inégalité (1.68),

la matrice covariance Σ d’un estimateur non biaisé fonction de ~X
(µ)

quelconque vérifié dans ce cas
la limite de Cramér-Rao multi-paramètres suivante

Σ ≥ FMM[ρ̂~φ, ~̂X]−1, (1.94)

où FMM[ρ̂~φ, X̂] est une matrice dont les éléments sont donnés par

(FMM[ρ̂~φ, ~̂X])kl =
∫
d~X

(µ)
p(~X

(µ)
|~φ)
(

∂

∂φk
ln p(~X

(µ)
|~φ)
)(

∂

∂φl
p(~X

(µ)
|~φ)
)
. (1.95)
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De plus, à la limite µ� 1, la distribution de probabilités p(~X
(µ)
|~φ) s’écrit selon le théorème de la

limite centrale comme [53]

p(~X
(µ)
|~φ) =

√√√√ µ

(2π)M det Γ[ρ̂~φ, ~̂X]
e
−µ2

[
~
X

(µ)
−〈 ~̂X〉

]T
Γ[ρ̂~φ, ~̂X]−1

[
~
X

(µ)
−〈 ~̂X〉

]
, (1.96)

où 〈 ~̂X〉 est la moyenne de ~̂X dans l’état ρ̂~φ et Γ[ρ̂~φ, ~̂X] est la matrice covariance des observables ~̂X

dont les éléments sont Γ[ρ̂~φ, ~̂X]kl = Cov(X̂k, X̂l). En utilisant la distribution (1.96), nous avons

∂

∂φk
ln p(~X

(µ)
|~φ) = −1

2
1

det Γ[ρ̂~φ, ~̂X]

∂

∂φk
det Γ[ρ̂~φ, ~̂X]

+ µ

∂〈 ~̂X〉
∂φk

T Γ[ρ̂~φ, ~̂X]−1
[
~X

(µ)
− 〈 ~̂X〉

]

− µ

2

[
~X

(µ)
− 〈 ~̂X〉

]T ( ∂

∂φk
Γ[ρ̂~φ, ~̂X]−1

)[
~X

(µ)
− 〈 ~̂X〉

]
(1.97)

En substituant cette dernière équation dans (1.95) et en prenant la limite µ� 1 tout en tenant en
compte que la distribution (1.96) est gaussienne c’est à dire seuls les deux premiers moments sont
non nuls, nous obtenons

(FMM[ρ̂~φ, ~̂X])kl = µ2

∂〈 ~̂X〉
∂φk

T Γ[ρ̂~φ, ~̂X]−1
{∫

d~X
(µ)
p(~X

(µ)
|~φ)
[
~X

(µ)
− 〈 ~̂X〉

] [
~X

(µ)
− 〈 ~̂X〉

]T}

× Γ[ρ̂~φ, ~̂X]−1

∂〈 ~̂X〉
∂φl


= µ

∂〈 ~̂X〉
∂φk

T Γ[ρ̂~φ, ~̂X]−1

∂〈 ~̂X〉
∂φl

 , (1.98)

ou nous avons utilisé∫
d~X

(µ)
p(~X

(µ)
|~φ)
[
~X

(µ)
− 〈 ~̂X〉

] [
~X

(µ)
− 〈 ~̂X〉

]T
= Γ[ρ̂~φ, ~̂X]/µ. (1.99)

L’inégalité de Cramér-Rao, obtenue en utilisant la formule générale (1.67) lorsque les paramètres

inconnus ~φ sont estimés à partir des moyennes statistiques ~X
(µ)

, pour un estimateur non biaisé
~φest(~X

(µ)
) quelconque est alors donnée, à la limite de grand µ, par

Σ ≥ 1
µ
M [ρ̂~φ, ~̂X]−1, (1.100)

où M [ρ̂~φ, ~̂X] est la matrice des moments

M [ρ̂~φ, ~̂X] = D[ρ̂~φ, ~̂X]TΓ[ρ̂~φ, ~̂X]−1D[ρ̂~φ, ~̂X], (1.101)
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avec D[ρ̂~φ, ~̂X] une matrice dont les éléments sont donnés par

D[ρ̂~φ, ~̂X]kl =
(
∂〈X̂k〉
∂φl

)
. (1.102)

L’inégalité (1.100) est asympthotiquement saturée, pour µ � 1, par l’estimateur non biaisé qui

associe à la moyenne statistique ~X
(µ)

la valeur de ~φ qui maximise la distribution de probabilité
(1.96), c’est à dire ~φ pour laquelle

∂

∂φk
ln p(~X

(µ)
|~φ) = 0 et ∂2

k ln p(~X
(µ)
|~φ) < 0 ∀k = 1, 2, ...,M. (1.103)

En utilisant (1.97) et en prenant la limite µ� 1, la relation de gauche dans cette dernière équation
nous donne

µ


∂〈 ~̂X〉
∂φk

T Γ[ρ̂~φ, ~̂X]−1 − 1
2

[
~X

(µ)
− 〈 ~̂X〉

]T ( ∂

∂φk
Γ[ρ̂~φ, ~̂X]−1

)
[
~X

(µ)
− 〈 ~̂X〉

]
= 0. (1.104)

En tenant compte de la relation de droite de l’équation (1.103), nous pouvons montrer que dans
un protocol d’estimation multi-paramètres basé sur la méthode des moments avec µ � 1, les
paramètres ~φ sont estimés comme les valeurs pour lesquelles

~X
(µ)

= 〈 ~̂X〉, (1.105)

avec une matrice covariance qui sature l’inégalité (1.100), c’est à dire

Σ = 1
µ
M [ρ̂~φ, ~̂X]−1. (1.106)

Cette equation représente une généralisation directe de l’incertitude (1.62) aux protocoles d’esti-
mation quantique multi-paramètres.

Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons exploré en profondeur les aspects fondamentaux de la théorie de

l’estimation quantique d’un et de plusieurs paramètres et des méthodes associées.
Dans la première section, nous avons examiné l’estimation quantique à un paramètre, où l’ob-

jectif principal était d’obtenir une estimation précise d’un seul paramètre. Nous avons posé dans
un premier temps le cadre général en illustrant le schéma général suivi et en introduisant le concept
de l’estimateur non biaisé, sa moyenne et sa variance. Ensuite, nous avons étudié l’information de
Fisher, qui établit une limite fondamentale sur la précision de toute estimation quantique à un seul
paramètre. Une démonstration de cette limite de Cramér-Rao à été reproduite ici. L’optimisation
de cette dernière par rapport à la mesure, nous a conduit à la notion d’information quantique
de Fisher. En l’écrivant dans le cas d’un état pur et d’une evolution unitaire et en utilisant son
additivité et sa convexité, l’information quantique de Fisher nous a permis de déduire la limite
quantique standard et la limite de Heisenberg, deux notions importants en théorie de l’estimation
quantique. Finalement, nous avons introduit la méthode des moments, une méthode pratique pour
l’estimation quantique qui permet d’estimer le paramètre avec un nombre limité de mesures.

Dans la deuxième section, nous avons étendu notre étude de la section précédente au cas de
l’estimation quantique multi-paramètres. Dans ce contexte, après avoir introduit le cadre général et
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généralisé le concept d’estimateur au cas multiparamètre, nous avons introduit la matrice d’infor-
mation de Fisher qui limite la précision de l’estimation. Nous avons ensuite généralisé l’information
quantique de Fisher en introduisant la matrice d’information quantique de Fisher. Enfin, nous
avons introduit la méthode des moments multi-paramètres, qui nous permet d’estimer plusieurs
paramètres avec un nombre limité de mesures, et nous avons calculé l’incertitude correspondante.

Ce chapitre introductif reprend donc les résultats fondamentaux des théories de l’estimation
quantique à un et à plusieurs paramètres. Il établit ainsi le cadre théorique dans lequel s’inscrivent
nos travaux développées dans la suite de ce manuscrit.
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Chapitre 2
Compression des observables de spin linéaires
et non linéaires pour l’estimation d’un
paramètre

Introduction

La précession de spin, ou, de manière équivalente, les systèmes quantiques préparés dans une
superposition de deux états quantiques, sont à la base des capteurs atomiques extrêmement précis.
La source fondamentale de bruit dans ces capteurs provient du bruit de projection quantique. Ce
bruit est une conséquence de la non-commutativité des trois composantes de spin, qui introduit une
incertitude dans la direction de spin que l’on cherche à mesurer. Dans ces systèmes, l’incertitude
quantique pour l’estimation d’un paramètre inconnu φ, à la limite quantique standard (qui fixe la
précision maximale pour les stratégies de mesure classiques) est donnée par (∆φ)2

LQS = 1/(µN), où
N représente le nombre total d’atomes, et µ le nombre de mesures indépendantes. Cependant, cette
limite peut être dépassée en utilisant des états quantiques intriqués et des observables de mesure
appropriés [2,10,14,47,54]. Théoriquement, ceci permet une réduction de l’incertitude aussi grande
que la limite de Heisenberg, (∆φ)2

LH = 1/(µN2).
Pour générer l’intrication quantique nécessaire à l’amélioration de la précision des mesures

[47,57–61], une approche consiste à effectuer une évolution non linéaire en les composantes de spin.
À partir d’un ensemble d’atomes non corrélés, l’évolution non linéaire one-axis twisting (OAT),
introduite pour la première fois par Kitagawa et Ueda dans la référence [15], permet la création
d’états non classiques où une composante de spin linéaire (L) est comprimée. Bien qu’il ait été
démontré expérimentalement que cette méthode est robuste pour améliorer la précision des me-
sures dans le contexte des interféromètres atomiques [16–22], elle reste, même dans des conditions
théoriques idéales, loin de la limite de Heisenberg.

La dynamique one-axis twisting produit des états qui présentent un potentiel métrologique plus
élevé que les états comprimés de spin lorsque l’évolution s’étend au-delà du temps de compression
linéaire optimal. Le potentiel métrologique de ces états ne peut pas être entièrement caractérisé
par la seule mesure des observables linéaires de spin. Il nécessite cependant la mesure d’observables
de spin non linéaires, qui peuvent entraîner des améliorations quantiques substantielles au-delà
de ce que la compression linéaire de spin peut réaliser [25]. Malheureusement, il n’est pas facile
d’effectuer une mesure directe d’une observable de spin non linéaire, car cela nécessite un très grand
nombre de mesures, ce qui est difficile à obtenir en pratique. Une approche alternative, qui permet
la mesure indirecte d’observables non linéaires de spin, est fournie par les stratégies de mesure après
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interaction (MAI), tels que les echos, qui impliquent la combinaison d’évolutions non linéaires avec
la mesure d’observables linéaires [4, 62–67].

Dans ce chapitre, nous explorons le potentiel métrologique d’un système composé de N atomes
identiques à deux niveaux ou, de manière équivalente, d’un système de spin collectif évoluant sous
le hamiltonien one-axis twisting. Après l’introduction du système de spin collectif et la présenta-
tion des résultats fondamentaux de la théorie de l’estimation quantique en termes d’observables
de spin, nous rappelons le formalisme introduit dans la référence [25] qui permet d’optimiser le
gain quantique pour tout état arbitraire lorsque un ensemble fixé d’observables de spin est acces-
sible à la mesure. Ensuite, en considérant explicitement la dynamique OAT, nous étudions le gain
quantique réalisable au cours de cette évolution par la compression d’observables de spin linéaires,
d’observables linéaires avec une première correction non linéaire (NL) et d’observables de spin qua-
dratiques (Q). De plus, nous identifions les générateurs de rotation et les observables de mesure
optimales correspondantes à chaque cas. En outre, nous démontrons que la technique de mesure
après interaction offre un accès pratique à une famille continue d’observables de spin non linéaires,
reproduisant ainsi toutes les lois d’échelle pour l’incertitude d’estimation associés aux ensembles
linéaires, non linéaires et quadratiques et atteignant l’échelle de Heisenberg, (∆φ)2 ∝ 1/µN2. En
comparant ces résultats à l’information quantique de Fisher, qui quantifie le gain métrologique
quantique maximal pouvant être atteint après optimisation sur toutes les mesures possibles, nous
établissons que la loi d’échelle de la technique MAI est optimale sur une fenêtre temporelle signi-
ficative. Pour conclure, nous expliquons comment les collisions atomiques au sein des condensats
de Bose-Einstein (CBE) ou les interactions effectives médiées par un champ électromagnétique
dans une cavité optique rendent possible la réalisation de l’hamiltonien OAT et nous discutons
brièvement deux expériences qui sont documentées dans les références [17,18].

2.1 Estimation d’un paramètre dans un système de spin collectif

2.1.1 Base de Fock, états de phase et spin collectif

Nous considérons un ensemble de N atomes identiques à deux niveaux, dans lequel les deux
états atomiques représentent par exemple deux modes d’un condensats de Bose-Einstein ou deux
états internes distincts |a〉 et |b〉. En utilisant la base d’un atome individuel {|a〉, |b〉}, nous pouvons
définir les vecteurs de base pour les N atomes identiques dans le secteur symmétrique de l’espace
de Hilbert comme les états de Fock

|na〉N ≡ |na, N − na〉, (2.1)

où na atomes sont dans l’état |a〉 et N − na atomes dans l’état |b〉 avec na ∈ [0, N ]. Dans le
même cadre de la seconde quantification, nous introduisons les opérateurs de création ĉ†a et ĉ†b et
les opérateurs d’annihilation ĉa et ĉb pour un atome en mode a et b respectivement, soumis aux
relations de commutation bosoniques

[ĉε, ĉε′ ] = [ĉ†ε, ĉ
†
ε′ ] = 0 et [ĉε, ĉ†ε′ ] = δεε′ , (2.2)

avec ε, ε′ ∈ {a, b}. Par définition, l’application d’opérateur d’annihilation d’un atome dans a et
d’opérateur d’annihilation d’un atome dans b sur l’état de Fock (2.1) donne respectivement

ĉa|na〉N =
√
na|na − 1〉N−1, ĉb|na〉N =

√
N − na|na〉N−1. (2.3)

De la même manière, l’application de l’opérateur de création d’un atome dans a et de l’opérateur
de création d’un atome dans b sur l’état de Fock (2.1) donne

ĉ†a|na〉N =
√
na + 1|na + 1〉N+1, ĉ†b|na〉N =

√
N − na + 1|na〉N+1. (2.4)
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Notez que tout opérateur symétrique par rapport à l’échange de deux atomes peut être exprimé
en termes de ces opérateurs de création et d’annihilation. Par exemple, l’opérateur représentant le
nombre d’atomes dans le mode ε est donné par N̂ε = ĉ†ε ĉε. D’autres relations de commutations qui
nous seront utiles pour la suite sont

ĉεf(N̂ε) = f(N̂ε + 1)ĉε, (2.5)
ĉ†εf(N̂ε) = f(N̂ε − 1)ĉ†ε, (2.6)

pour ε = a, b où f est une fonction quelconque de l’opérateur nombre de particules N̂ε dans le mode
ε. Pour démontrer la relation (2.5) pour ε = a, nous utilisons l’état de Fock (2.1) et la relation de
gauche de l’équation (2.3)

ĉaf(N̂a)|na〉N = f(na)
√
na|na − 1〉N−1 = f(N̂a + 1)ĉa|na〉N . (2.7)

De même, nous pouvons démontrer la relation (2.6) pour ε = a en utilisant l’état de Fock et la
relation de droite de l’équation (2.3)

ĉ†af(N̂a)|na〉N = f(na)
√
na + 1|na + 1〉N−1 = f(N̂a − 1)ĉ†a|na〉N . (2.8)

De la même manière, nous pouvons utiliser l’état de Fock et l’équation (2.4) pour démontrer les
relations (2.5) et (2.6) pour ε = b.

La structure de l’espace de Hilbert pour lesN atomes identiques à deux niveaux, caractérisée par
les états de base (2.1), nous permet de décrire le système en termes d’observables de spin collectif
~̂S = (Ŝx, Ŝy, Ŝz)T où Ŝk =

∑N
i=1 σ̂

(i)
k /2 et σ(i)

k avec k = x, y, z est la matrice de Pauli pour l’atome
i. Cette représentation en terme de spin collectif nous permet de visualiser le comportement du
système dans la sphère de Bloch, et donc de décrire son évolution de manière intuitive. En seconde
quantification, les composantes de spin collectif peuvent être exprimées en termes d’opérateurs de
création et d’annihilation introduits dans le paragraphe précédent, comme

Ŝx = 1
2(ĉ†aĉb + ĉ†bĉa), (2.9)

Ŝy = 1
2i(ĉ

†
aĉb − ĉ

†
bĉa), (2.10)

Ŝz = 1
2(N̂a − N̂b), (2.11)

où la composante Ŝz est la moitié de la différence de population entre les modes a et b, tandis
que les composantes Ŝx et Ŝy décrivent la cohérence entre ces modes. En utilisant ces dernières
équations et les relations de commutations (2.2), nous pouvons montrer que les composantes de
spin collectif satisfont les relations de commutation suivantes

[Ŝx, Ŝy] = iŜz, [Ŝy, Ŝz] = iŜx, [Ŝz, Ŝx] = iŜy. (2.12)

Lorsque les N atomes sont dans une superposition cohérente des deux états |a〉 et |b〉 avec des poids
égaux et une phase relative bien définie ϕ, le spin collectif se situe dans le plan équatorial de la
sphère de Bloch et forme un angle de −ϕ par rapport à l’axe ~ex. Dans ce cas le système est décrit
par l’état de phase [68,69]

|ϕ〉N =
N∑

na=0

(
N
na

)1/2
e−inaϕ

2N/2
|na〉N . (2.13)
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Ces états possèdent les propriétés intéressantes qui nous serons utiles pour la suite et que nous
démontrerons maintenant. Comme nous allons voir ci-dessous, l’application de l’opérateur unitaire
e−iα(N̂a−N̂b) correspond à une translation de phase

eiα(N̂a−N̂b)|ϕ〉N =
N∑

na=0

(
N
na

)1/2
e−inaϕ

2N/2
e−iα(N̂a−N̂b)|na〉N

=
N∑

na=0

(
N
na

)1/2
e−inaϕ

2N/2
e−iα(2na−N)|na〉N

= eiαN
N∑

na=0

(
N
na

)1/2
e−ina(ϕ+2α)

2N/2
|na〉N

= eiαN |ϕ+ 2α〉N . (2.14)

L’annihilation d’un atome dans le mode a appliqué à l’état de phase (2.13) nous donne

ĉa|ϕ〉N =
N∑

na=0

(
N
na

)1/2
e−inaϕ

2N/2
√
na|na − 1〉N . (2.15)

En posant n = na − 1, nous obtenons

ĉa|ϕ〉N =
N−1∑
n=0

(
N

n+ 1

)1/2
e−i(n+1)ϕ

2N/2
√
n+ 1|n〉N−1

=
N−1∑
n=0

(
N − 1
n

)1/2√
N
e−i(n+1)ϕ

2N/2
|n〉N−1

=

√
N

2 e
−iϕ

N−1∑
n=0

(
N − 1
n

)1/2
e−i(n+1)ϕ

2(N−1)/2 |n〉N−1

=

√
N

2 e
−iϕ|ϕ〉N−1. (2.16)

L’annihilation d’un atome dans le mode b appliqué à l’état de phase s’écrit comme

ĉb|ϕ〉N =
N−1∑
na=0

(
N
na

)1/2
e−inaϕ

2N/2
√
N − na|na〉N−1

=
N−1∑
na=0

(
N − 1
na

)1/2√
N
e−inaϕ

2N/2
|na〉N−1

=

√
N

2 |ϕ〉N−1. (2.17)

Nous avons utilisé (2.3) pour écrire (2.15) et (2.17). Notez que les états de phase ne sont pas
orthogonaux et ils possèdent la relation d’orthogonalité que nous retrouvons ci-dessous

N 〈ϕ′|ϕ〉N =
∑
na,n′a

(
N
na

)1/2(
N
n′a

)1/2
e−i(naϕ−n

′
aϕ
′)

2N N 〈n′a|na〉N . (2.18)
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En utilisant l’orthonormalité des états de Fock, c’est à dire N 〈n′a|na〉N = δn′ana , nous avons

N 〈ϕ′|ϕ〉N = 1
2N

N∑
na=0

(
N
na

)
e−ina(ϕ−ϕ′). (2.19)

Nous identifions dans cette dernière équation une identité binomiale et nous obtenons

N 〈ϕ′|ϕ〉N = 1
2N

(
1 + e−i(ϕ−ϕ

′)
)N

. (2.20)

2.1.2 Limite quantique standard, limite de Heisenberg et méthode des moments

Maintenant, nous exploitons le système de spin collectif pour l’estimation quantique d’un para-
mètre tel que présenté dans le chapitre 1. Nous commencerons par exprimer l’information quantique
de Fisher en terme des observables de spin. Ensuite, nous allons identifier la limite quantique stan-
dard et la limite de Heisenberg d’un tel système. Enfin, nous obtenons une expression explicite de
l’incertitude associée à la méthode des moments. Dans un protocol d’estimation d’un paramètre
avec un système de spin collectif, l’encodage du paramètre inconnu φ se fait par une rotation de
spin collectif, décrite par une transformation unitaire Ûφ = e−iφŜ~n , autour de l’axe ~n dans la sphère
de Bloch. Un exemple typique de protocole d’estimation de paramètre est illustré par l’horloge
atomique, qui vise à déterminer avec une grande précision la différence d’énergie ∆E = Ea − Eb
entre les deux niveaux atomiques a et b. Dans une horloge atomique, l’information sur ∆E est
contenue dans l’angle de rotation φ = (∆E/~)T de spin sur la sphère de Bloch après une période
d’évolution T . Lorsque le système est initialement préparé dans un état pur |ψ〉, l’état après l’enco-
dage du paramètre φ devient |ψ〉φ = Ûφ|ψ〉, et l’information quantique de Fisher, comme exprimée
par l’équation (1.39) dans le chapitre précédent, se réécrit comme

FQ[|ψ〉, Ŝ~n] = 4(∆Ŝ~n)2
|ψ〉, (2.21)

où (∆Ŝ~n)2
|ψ〉 représente la variance du générateur de rotation Ŝ~n dans l’état |ψ〉. Comme le gé-

nérateur de rotation s’écrit comme une somme des spin individuels, c’est à dire Ŝ~n =
∑
i σ̂

(i)
~n /2,

l’équation (1.50) du chapitre précédent nous permet d’obtenir la limite quantique standard, une
limite inférieur de l’incertitude sur le paramètre estimé avec un état non-corrélé quelconque de spin

(∆φ)2
LQS = 1

µN
. (2.22)

La limite de Heisenberg, qui représente la limite inférieur de l’incertitude sur le paramètre estimé
avec un état quelconque de spin collectif, peut également être facilement obtenue. En utilisant
(1.47), nous avons

(∆φ)2
LH = 1

µN2 . (2.23)

Dans la suite, l’estimation du paramètre φ sera réalisée en utilisant la méthode des moments, ce
qui signifie que φ est déterminé en égalisant la moyenne statistique Xµ de µ mesures indépendantes
de l’observable X̂ à sa moyenne dans l’état |ψ〉φ. Pour rendre les calculs plus simples, nous nous
focalisons sur l’estimation de φ près de zéro, ce qui ne limite pas la généralité de notre analyse.
Dans ce scénario, l’incertitude sur le paramètre estimé, comme décrite par l’équation (1.62) dans
le chapitre précédent, s’exprime comme

(∆φest)2 = 1
µ

(∆X̂)2
|ψ〉φ

|∂φ〈X̂〉|ψ〉φ |2

∣∣∣∣∣∣
φ=0

. (2.24)
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Au voisinage de φ = 0, l’état après l’encodage du paramètre s’écrit |ψ〉φ ' |ψ〉 − iφŜ~n|ψ〉. Au
premier ordre en φ, nous obtenons

〈X̂〉|ψ〉φ = iφ〈[Ŝ~n, X̂]〉|ψ〉 +O(φ2). (2.25)

Pour simplifier la notation, nous omettons dorénavant l’indice lorsque la moyenne ou la variance
est calculée dans l’état préparé avant l’encodage du paramètre φ, c’est-à-dire dans l’état |ψ〉. En
utilisant (2.25), l’équation (2.24) se réécrit comme

(∆φest)2 = 1
µ

(∆X̂)2

|〈[Ŝ~n, X̂]〉|2
. (2.26)

Supposons maintenant un système de N atomes à deux niveaux préparé dans l’état |ψ0〉 = |ϕ =
0〉N où |ϕ〉N est l’état de phase défini par (2.13). Dans le langage de spin collectif, un tel état décrit
un spin polarisé selon x. En d’autres termes, |ψ0〉 est un état propre de Ŝx, appelé état cohérent de
spin, avec

Ŝx|ψ0〉 = N

2 |ψ0〉. (2.27)

Dans cet état |ψ0〉 = |x〉⊗N , les atomes sont dans le même état individuel noté |x〉 et donc indépen-
dants. Selon les relations de commutation (2.12), qui sont à l’origine des incertitudes quantiques,
l’état |ψ0〉 possède des fluctuations dans les composantes Ŝy et Ŝz. En utilisant les relations (2.9),
l’expression des états de phase (2.13), les propriétés (2.16)-(2.17) ainsi que la relation d’orthogona-
lité (2.20), nous pouvons démontrer que

(∆Ŝ~n)2 = N

4 , (2.28)

avec Ŝ~n = ~n· ~̂S, où ~n est un vecteur unitaire quelconque dans le plan perpendiculaire à la polarisation
initiale de spin, ~ex dans ce cas 1. Cette dernière équation montre, comme illustré dans la figure 2.1-
(a), que les incertitudes dans l’état cohérent de spin (2.27) sont réparties de manière égale sur
n’importe quelle paire de composantes de spin mutuellement orthogonales et perpendiculaires à la
direction initiale de spin ~ex. Pour X̂ = Ŝ~m une composante de spin collectif dans le plan yz avec
~m ⊥ ~n, nous pouvons facilement démontrer que la méthode des moments, pour laquelle l’incertitude
sur le paramètre estimé est donnée par (2.26), atteint la limite quantique standard (2.22) avec l’état
cohérent de spin (2.27).

Par rapport à la limite quantique standard, nous quantifions le gain métrologique quantique
offert dans un protocole d’estimation d’un paramètre basé sur la méthode des moments, avec un
état préparé |ψ〉, une rotation de spin collectif autour de l’axe ~n et une observable de mesure X̂,
par le paramètre

ξ−2(|ψ〉, Ŝ~n, X̂) ≡
(∆φ)2

LQS
(∆φest)2 = |〈[Ŝ~n, X̂]〉|2

N(∆X̂)2
. (2.29)

Pour un état cohérent de spin, où les atomes sont non-corrélés, nous n’avons donc pas de gain
métrologique et ξ−2 = 1. Cependant, l’intrication quantique entre les atomes qui se traduit dans le
contexte de spin collectif par une redistribution de l’incertitude quantique entre des observables de
spin non mesurées, tout en réduisant l’incertitude sur les observables mesurées, peut entraîner un
gain quantique important, indiqué par ξ−2 > 1. Un exemple particulier est l’état comprimé de spin

1. Notez que ceci peut également être montrer par le fait que les N spins 1/2 sont indépendants et que pour
chaque spin nous avons (∆ŝ~n)2 = 1/4.
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illustré dans la figure 2.1-(b). Dans la suite, après l’optimisation du gain métrologique quantique
(2.29) par rapport au générateur de rotation Ŝ~n et par rapport à l’observable de mesure X̂ pour un
état arbitraire de spin |ψ〉, nous introduisons la dynamique one-axis twisting qui permet, au moyen
d’une évolution non linéaire de spin, de générer l’intrication quantique à partir d’un état cohérent
de spin où les atomes sont indépendants.

Figure 2.1 – Etats de spin collectif représentés sur la sphère de Bloch. (a) : Etat cohérent de
spin où les atomes sont non-corrélés. (b) : Etat comprimé de spin, ou les atomes possèdent des
corrélations.

2.2 Optimisation du gain métrologique par rapport à l’axe de ro-
tation et par rapport aux observables de mesure

Comme montré par l’équation (2.29), pour un état donné de spin, le gain métrologique quantique
dépend du générateur de rotation et de l’observable de mesure choisie. Notre objectif dans cette
section est d’optimiser le gain métrologique quantique par rapport au générateur Ŝ~n et par rapport à
l’observable de mesure X̂ pour un état de spin arbitraire |ψ〉. Pour cela, nous écrivons le générateur
de rotation comme Ŝ~n = ~n· ~̂S où ~̂S = (Ŝx, Ŝy, Ŝz)T et ~n est la direction de rotation. Pour l’observable
de mesure, nous supposons que nous disposons d’une famille de q observables accessibles ~̂X =
(X̂1, ..., X̂q)T et que nous pouvons mesurer toute combinaison linéaire arbitraire X̂~m = ~m · ~̂X =∑q
k=1mkX̂k. Pour une direction de mesure spécifique ~m, nous pouvons réécrire (2.29) comme

ξ−2(|ψ〉, Ŝ~n, X̂~m) = |~n
TC[|ψ〉, ~̂S, ~̂X]~m|2

N(~mTΓ[|ψ〉, ~̂X]~m)
. (2.30)

où nous avons introduit la matrice anti-symmetrique des commutateurs de taille 3× q

C[|ψ〉, ~̂S, ~̂X]kl ≡ −i〈[Ŝk, X̂l]〉 (2.31)

et la matrice covariance qui est symmetrique et que nous supposons non singulière Γ > 0, de taille
q × q

Γ[|ψ〉, ~̂X]kl ≡ Cov(X̂k, X̂l) = 1
2〈X̂kX̂l + X̂lX̂k〉 − 〈X̂k〉〈X̂l〉. (2.32)

Nous allons maintenant procéder pour obtenir le gain métrologique optimal de la même manière
que dans la référence [25]. Dans un premier temps, nous optimisons (2.30) par rapport à la direction
de mesure ~m en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz |~uT~v|2 ≤ (~vT~v)(~uT~u). En choisissant ~v =
Γ[|ψ〉, ~̂X]1/2 ~m et ~u = Γ[|ψ〉, ~̂X]−1/2C[|ψ〉, ~̂S, ~̂X]~n et en remplaçant dans (2.30), nous obtenons

ξ−2(|ψ〉, Ŝ~n, X̂~m) = 1
N

|~uT~v|2

~vT~v
≤ 1
N
~uT~u. (2.33)
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Pour une direction de rotation ~n donnée et un ensemble d’observables accessibles ~̂X donné, la valeur
optimale du gain métrologique par rapport à la direction de mesure ~m est alors donnée par

ξ−2
~̂X

(|ψ〉, Ŝ~n) = max
~m

ξ−2(|ψ〉, Ŝ~n, X̂~m) = ~nTM [|ψ〉, ~̂S, ~̂X]~n, (2.34)

où

M [|ψ〉, ~̂S, ~̂X] = C[|ψ〉, ~̂S, ~̂X]TΓ[|ψ〉, ~̂X]−1C[|ψ〉, ~̂S, ~̂X], (2.35)

est la matrice des moments. Le maximum dans (2.34) est atteint lorsque l’inégalité de Cauchy-
Schwarz est saturée, c’est à dire ~u = α~v. Cela nous amène à la direction de mesure optimale
suivante

~mopt = αΓ[|ψ〉, ~̂X]−1C[|ψ〉, ~̂S, ~̂X]~n, (2.36)

ou α est une constante de normalisation. Ensuite, nous pouvons utiliser l’équation (2.34) pour ob-
tenir le maximum du gain métrologique quantique également par rapport à la direction de rotation
~n. Ceci est donné, pour un état |ψ〉 arbitraire de spin, par

ξ−2
~̂X

(|ψ〉) = max
~m,~n

ξ−2(|ψ〉, Ŝ~n, X̂~m) = 1
N
λmax(M [|ψ〉, ~̂S, ~̂X]), (2.37)

où λmax(M [|ψ〉, ~̂S, ~̂X]) est la valeur propre maximale de la matrice des moments M [|ψ〉, ~̂S, ~̂X]. La
meilleure direction de rotation est ~n = ~nmax, où ~nmax est le vecteur propre de la matrice des
moments M [|ψ〉, ~̂S, ~̂X] correspondant à la valeur propre maximale λmax(M [|ψ〉, ~̂S, ~̂X]).

2.3 Dynamique one-axis twisting

Comme déjà expliqué précédemment dans la section 2.1, un état cohérent de spin, pour lequel
aucune corrélation quantique n’existe entre les atomes, se caractérise par une uniformité dans la
répartition de l’incertitude quantique sur n’importe quelle deux composantes mutuellement ortho-
gonales et perpendiculaires à la direction de spin. Cependant, cette uniformité nous empêche à
obtenir un gain métrologique quantique ξ−2 > 1, comme indiqué précédemment. Pour dépasser
cette limite, il faut créer des corrélations quantiques entre les atomes, ce qui équivaut, dans le
point de vue de spin collectif, à déformer l’incertitude sur la sphère de Bloch. Comme expliqué plus
haut, un générateur linéaire en les composantes de spin collectif ne fait que tourner le spin sur la
sphère de Bloch, et ne permet donc pas la génération de corrélations quantiques. À partir d’un
état cohérent de spin, la génération de l’intrication quantique, ou la déformation des incertitudes
sur la sphère de Bloch, peut être réalisée par une évolution non linéaire en les composantes de spin
collectif. Un modèle de référence pour générer des états intriqués de spin, comme les états compri-
més, sur-comprimés, ou chat de Schrödinger, est le modèle one-axis twisting dont le hamiltonien
est quadratique en la composante Ŝz [15, 47]

ĤOAT = ~χŜ2
z . (2.38)

Comme nous le verrons plus en détail à la fin de ce chapitre, cet hamiltonien peut être naturellement
généré par les collisions atomiques dans les condensats de Bose-Einstein [16, 17, 70, 71] ou par des
interactions effectives entre atomes via un champ électromagnétique dans une cavité optique [18,19].
Pour comprendre comment le hamiltonien OAT déforme la distribution d’incertitude sur la sphère
de Bloch, nous pouvons le voir comme une rotation Ĥ = ~(χŜz)Ŝz dont la fréquence de rotation
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dépend de Ŝz. Cette dependence en Ŝz qui n’est pas la même sur toute la sphère de Bloch conduit
donc à la déformation de la distribution des incertitudes sur la sphère de Bloch.

Pour examiner plus précisément la dynamique OAT, considérons un système de spin collectif
initialement dans l’état cohérent de spin |ψ0〉 donné par (2.27). Ici, le spin collectif est aligné le
long de l’axe ~ex, avec 〈Ŝx〉 = N/2, et les composantes de spin perpendiculaires présentent des
distributions d’incertitude gaussiennes telles que (∆Ŝy)2 = (∆Ŝz)2 = N/4. L’état du système à
l’instant t de la dynamique OAT peut être formellement exprimé comme

|ψt〉 = Ût|ψ0〉, (2.39)

où Ût = e−iχtŜ
2
z est l’opérateur unitaire de l’évolution temporelle. Comme illustré dans la figure 2.2,

au cours des premiers instants de l’évolution OAT, des états comprimés de spin se forment, ce qui
entraîne une modification des distributions d’incertitude sur la sphère de Bloch. Plus précisément,
la variance de certaines composantes linéaires de spin collectif diminue, tandis que celle d’autres
composantes augmente, tout en préservant la nature gaussienne des incertitudes. Pour des temps
plus longs, la distribution d’incertitude englobe progressivement toute la sphère de Bloch, devenant
ainsi de plus en plus non-gaussienne, où des observables non linéaires de spin sont comprimées. En
outre, pour un nombre pair d’atomes N , cette dynamique permet de générer, à des instants spéci-
fiques χt = π/n où 2 ≤ n ≤ π

√
N/2, une superposition de n états cohérents de spin uniformément

répartis sur l’équateur de la sphère de Bloch [47]. À χt = π/2, elle engendre un état chat de Schrö-
dinger, qui est une superposition macroscopique de deux états cohérents de spin. Enfin, à χt = π,
nous observons un retour à l’état cohérent de spin initial.

Figure 2.2 – L’évolution one-axis twisting pour N = 100.

Dans le reste de ce chapitre, nous nous concentrerons sur les états comprimés et sur-comprimés
de spin, c’est-à-dire ceux générés à 1/N < χt ≤ 1/

√
N de la dynamique OAT. Plus précisément,

en premier ordre en χt, l’observable Ŝy évolue selon

Ŝy(t) ' Ŝy(0) + 1
i
[Ŝy, Ŝ2

z ]χt = Ŝy(0) +
[
Ŝx(0)χt

]
Ŝz. (2.40)

D’un coté, les corrélations quantiques commencent à se manifester lorsque Ŝy devient proportionnel
à Ŝz. En prenant en compte que Ŝx(0) est de l’ordre de N , la dernière équation montre que ces
corrélations quantiques émergent lorsque 1/N < χt. D’un autre côté, nous nous intéressons aux états
où le rapport Ŝy/〈Ŝx〉 reste approximativement de l’ordre de sa valeur initiale, ce qui signifie que la
polarisation de spin collectif le long de l’axe ~ex n’est pas totalement perdue. En divisant l’équation
(2.40) par 〈Ŝx〉 et en prenant en compte que Ŝz est de l’ordre de

√
N , nous en déduisons que

χt ≤ 1/
√
N . Dans la suite, nous allons particulièrement identifier analytiquement, dans la section

2.4, le gain métrologique quantique optimal offert par ces états dans un protocole d’estimation d’un
paramètre basé sur la méthode des moments. Pour ce faire, nous examinerons différents ensembles
d’observables accessibles à la mesure ~̂X. Ces ensembles sont respectivement : i) l’ensemble des
observables qui sont linéaires en les composantes de spin collectif, ii) l’ensemble précédent, auquel
nous ajouterons une unique observable non linéaire de spin et iii) l’ensemble englobant toutes les
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observables linéaires et quadratiques de spin. Nous identifions ensuite le comportement et les lois
d’échelle à grand-N du gain métrologique quantique associé à ces différents ensembles. De plus, nous
démontrons, dans la section 2.5, que la technique de mesure après interaction peut, en pratique,
mesurer de manière effective un ensemble continu d’observables non linéaires de spin, reproduisant
ainsi toutes les lois d’échelle du gain métrologique quantique identifiées précédemment. Avant de
discuter, dans 2.7, des exemples concrets de l’implementation de la dynamique OAT dans des
systèmes physiques, nous comparons dans 2.6 le gain métrologique quantique des états générés par
la dynamique OAT avec le potentiel métrologique total, mesuré par l’information quantique de
Fisher, de ces mêmes états.

2.4 Compression des observables de spin linéaires et quadratiques

Nous explorons maintenant comment la dynamique one-axis twisting permet d’atteindre des
gains métrologiques quantiques élevés. Comme évoqué précédemment, à partir d’un état cohérent de
spin, l’évolution OAT (2.39) conduit à la compression d’une composante linéaire de spin X̂L = Ŝ~m
à des temps courts. Une évolution au-delà du meilleur temps de compression linéaire permet la
génération d’états non-gaussiens où des observables non linéaires de spin sont comprimées. Pour
chaque choix spécifique d’un ensemble ~̂X d’observables accessibles, qui peut inclure, en plus de Ŝ~m,
des observables non linéaires de spin, nous pouvons utiliser la procédure d’optimisation détaillée
dans la section 2.2 pour identifier, à tout instant t de l’évolution one-axis twisting, la meilleure
observable comprimée et le gain métrologique correspondant. Les résultats de cette étude sont
détaillés dans les deux articles [72,73].

2.4.1 Compression de spin linéaire

Considérons tout d’abord la compression d’une observable linéaire de spin X̂L = Ŝ~m = ~m · ~̂S, où
~m = (mx,my,mz)T est un vecteur unitaire. Nous supposons que le système est initialement dans
un état cohérent de spin décrit par l’équation (2.27), où le spin collectif est aligné dans la direction
x. Nous remarquons dans un premier temps que 〈ψt|[Ŝx, Ŝi]|ψt〉 = 0 pour tout i = x, y, z. Cela nous
permet de restreindre la direction de rotation ~n et la direction de mesure ~m au plan yz sans perte
de généralité. Cette restriction signifie que la matrice des commutateurs C et la matrice covariance
Γ sont toutes deux de taille 2 × 2. Afin d’identifier la meilleure observable linéaire comprimée
et le gain métrologique correspondant, nous utilisons les résultats de la section 2.2 avec le choix
~̂X = ~̂XL = (Ŝy, Ŝz)T , ce qui signifie que nous étudions la compression d’une observable linéaire de
la forme

X̂L = myŜy +mzŜz. (2.41)

En utilisant les relations de commutation (2.5) et (2.6), les équations (2.9), l’expression de l’état de
phase (2.13), les propriétés des états de phase (2.14) et (2.16)-(2.17) et la relation d’orthogonalité
(2.20), nous pouvons calculer analytiquement la matrice des commutateurs (2.31) et la matrice
covariance (2.32) pour tout nombre d’atomes N et à chaque instant t de la dynamique one-axis
twisting. Pour illustrer le calcul analytique des éléments de la matrice des commutateurs et de la
matrice covariance en fonction de N et de χt, nous montrons ici, étape par étape, le calcul détaillé
de l’élément C12 = −i〈[Ŝy, Ŝz]〉 de la matrice des commutateurs. Selon les relations de commutation
entre les composantes de spin collectif (2.12) et la définition (2.9), nous avons

C12 = 〈ψt|Ŝx|ψt〉 = 1
2
(
〈ψt|ĉ†aĉb|ψt〉+ 〈ψt|ĉ†bĉa|ψt〉

)
. (2.42)
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En utilisant (2.39) et le fait que l’état initial |ψ0〉 est un état de phase (2.13) avec ϕ = 0, nous
avons

C12 = 1
2
(
N 〈ϕ = 0|eiχtŜ2

z ĉ†aĉbe
−iχtŜ2

z |ϕ = 0〉N + N 〈ϕ = 0|eiχtŜ2
z ĉ†bĉae

−iχtŜ2
z |ϕ = 0〉N

)
. (2.43)

L’utilisation de la définition (2.11) et les relations de commutation (2.5) et (2.6), nous pouvons
écrire

ĉ†aĉbe
−iχtŜ2

z = e−iχte−iχtŜ
2
z e2iχtŜz ĉ†aĉb et ĉ†bĉae

−iχtŜ2
z = e−iχte−iχtŜ

2
z e−2iχtŜz ĉ†bĉa. (2.44)

En substituant dans (2.43) et en utilisant la propriété des états de phase (2.14), nous obtenons

C12 = 1
2
(
e−iχt(N+1)

N 〈ϕ = 2χt|ĉ†aĉb|ϕ = 0〉N + eiχt(N−1)
N 〈ϕ = −2χt|ĉ†bĉa|ϕ = 0〉N

)
. (2.45)

Les relations (2.16) et (2.17) nous permet de simplifier cette dernière équation et d’écrire

C12 = N

4
(
e−iχt(N−1)

N 〈ϕ = 2χt|ϕ = 0〉N + eiχt(N−1)
N 〈ϕ = −2χt|ϕ = 0〉N

)
. (2.46)

Finalement, nous utilisons la relation d’orthogonalité des états de phase (2.20) et nous trouvons

C12 = N

2 cosN−1(χt). (2.47)

La définition de la matrice des commutateurs (2.31) nous permet d’écrire C11 = C22 = 0 et sa
forme antisymétrique, nous donne C21 = −C12. De la même manière, nous pouvons analytiquement
calculer la moyenne de n’importe quelle observable de spin comme fonction de N et de χt et donc
de calculer les éléments de la matrice covariance (2.32) qui possède une forme symétrique. Nous
obtenons

Γ11 = (∆Ŝy)2 = N(N + 1)
8 − N(N − 1)

8 cosN−2 (2χt), (2.48)

Γ12 = Cov(Ŝy, Ŝz) = N(N − 1)
4 sin (χt) cosN−2 (χt), (2.49)

Γ22 = (∆Ŝz)2 = N

4 . (2.50)

À partir de la matrice C[|ψt〉, ~̂S, ~̂XL] et de la matrice Γ[|ψt〉, ~̂XL] nous calculons la matrice des
moments (2.35) qui nécessite l’inversion de la matrice covariance 2× 2, ce qui est analytiquement
possible. La diagonalisation de la matrice des moments nous donne le gain métrologique quantique
optimale (2.37), pour ~̂X = ~̂XL, comme fonction de N et de χt

ξ−2
L = 4 cos2N−2(χt)

4 + (N − 1)
{

1− cosN−2(2χt)−
√

(1− cosN−2(2χt))2 + 16 sin2(χt) cos2N−4(χt)
} . (2.51)

Cette dernière équation est représentée, pour N = 104, par la courbe rouge dans la figure 2.4-(a).
En prenant la limite N � 1, le gain métrologique (2.51) s’écrit pour χt < 1/

√
N comme

(
ξ−2

L

)
N→∞

= N2(χt)2

1 +N4(χt)6/6 . (2.52)
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Le meilleur gain métrologique, résultant de la compression d’une observable linéaire de spin via
la dynamique OAT, et le temps correspondant, pour des grands nombres d’atomes, peuvent être
obtenus en maximisant (2.52) par rapport à χt

χtL,best ' 31/6N−2/3 ;
(
ξ−2

L,best

)
N→∞

' 2
32/3N

2/3. (2.53)

Ces dernier résultats confirment les lois d’échelle obtenues dans la référence [24]. En introduisant
le temps redéfini χ̃t = χt/(χtL,best) et en développant le gain métrologique exact (2.51) jusqu’à
O(N0), nous obtenons

ξ−2
L(

ξ−2
L,best

)
N→∞

= 3
2

(χ̃t)2

1 + (χ̃t)6/2

[
1− 31/3(χ̃t)2N−1/3 +O(N−2/3)

]
. (2.54)

Cette dernière expression est représentée par une ligne continue dans la figure 2.3-(a) en fonction de
χ̃t pour N = 103, 104, et comparée au gain métrologique exact (2.51). Pour χ̃t = 1, nous obtenons
le meilleur gain métrologique, y compris les corrections de taille finie

ξ−2
L,best =

(
ξ−2

L,best

)
N→∞

[
1− 31/3N−1/3 +O(N−2/3)

]
. (2.55)

qui est représentée, pour N = 104, par la ligne horizontale rouge en pointillés dans la figure 2.4-(a)
et par la courbe rouge continue comme fonction de N dans la figure 2.5.

De plus, le calcul analytique de la matrice des commutateurs (2.31) et de la matrice covariance
(2.32) pour un nombre d’atomes arbitraire N à chaque instant t de la dynamique OAT nous
permet également de déterminer, en fonction de N et de χt, le générateur de rotation optimal
Ŝ~nmax = ~nmax · Ŝ⊥ où Ŝ⊥ = (Ŝy, Ŝz)T . En particulier, la direction optimale de rotation ~nmax est un
vecteur unitaire dans le plan yz, donnée par le vecteur propre de la matrice des moments associé
à sa valeur propre maximale, avec ~nmax = (cos θL

n , sin θL
n)T . Nous obtenons également la meilleure

observable linéaire comprimée de spin Ŝ~mopt = ~mopt · ~̂XL où ~mopt = (cos θL
m, sin θL

m)T est la direction
optimale de la mesure donnée par (2.36). Dans la limite de grands N , nous avons

θL
n = 3−1/6N−1/3 +O(N−2/3) ; θL

m = −π2 + 3−1/6N−1/3 +O(N−2/3). (2.56)

Nous avons donc montré que l’estimation d’un paramètre inconnu φ basée sur la méthode des
moments en utilisant l’état préparé à χtL,best de la dynamique OAT avec le générateur de rotation
Ŝ~nmax et la mesure de la meilleure observable linéaire comprimée Ŝ~mopt conduit à l’incertitude
sub-SQL sur le paramètre estimé

∆φest '
31/3
√

2
1

√
µN5/6 . (2.57)

Bien que cette incertitude atteinte soit inférieure à la limite quantique standard ∆φLQS = 1/
√
µN ,

elle reste fondamentalement limitée et bien supérieur à la limite de Heisenberg ∆φLH = 1/(√µN).
Cette limitation est due à la restriction de la mesure aux observables linéaires de spin, qui ne
capturent plus les caractéristiques fines des états quantiques non-gaussiens générés par la dynamique
one-axis twisting au-delà du meilleur temps de compression (2.53) [25]. Comme nous le montrerons
dans les deux paragraphes suivants, l’inclusion d’observables non linéaires de spin dans l’ensemble
des observables accessibles ~̂X permet de dépasser cette limitation et de réduire l’incertitude sur le
paramètre estimé en dessous de (2.57).
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c d

Figure 2.3 – Expression analytique du gain métrologique ξ−2 dans la limite des grands N , y
compris les corrections de taille finie (2.54), (2.61), (2.70) et (2.92) (lignes pleines) pour (a) les
stratégies de mesure linéaire (L), (b) non linéaire (NL), (c) quadratique (Q) et (d) MAI, comparée au
valeur numérique exacte de ξ−2 (lignes pointillées), les deux divisés par le meilleur gain métrologique
correspondant calculé à la limite de N grands. Le nombre d’atomes est N = 103 (ligne du haut) et
N = 104 (ligne du bas).

2.4.2 Compression de spin non linéaire

Considérons maintenant des ensembles d’observables accessibles qui contiennent des observables
de spin non linéaires. En plus de Ŝ~m, nous considérons ici l’addition d’une seule observable du second
ordre 1

2{Ŝx, Ŝz}, où {Â, B̂} = ÂB̂ + B̂Â désigne l’anticomutateur de Â et de B̂. Ceci correspond
au choix de l’ensemble non linéaire ~̂X = ~̂XNL =

(
Ŝy, Ŝz,

1
2{Ŝx, Ŝz}

)T
. Le but de ce paragraphe est

donc d’explorer la compression, via la dynamique OAT, d’une observable non linéaire de spin qui
s’écrit sous la forme

X̂NL = myŜy +mzŜz + mxz

2 {Ŝx, Ŝz}. (2.58)

D’une manière similaire au cas linéaire, pour obtenir le gain métrologique quantique optimal associé
à l’ensemble ~̂XNL pour un nombre d’atomes arbitraireN à tout instant t de la dynamique OAT, nous
calculons analytiquement la matrice des commutateurs (2.31), ayant dans ce cas des dimensions
2 × 3, ainsi que la matrice (2.32) de dimensions 3 × 3 (données dans 3.A). Cela nous permet,
en inversant analytiquement la matrice covariance, de calculer la matrice des moments (2.35) et
de la diagonaliser pour déduire le gain métrologique optimal ξ−2

NL. Une représentation de ce gain
métrologique exacte en fonction de χt, est illustré, pour N = 104, par la courbe orange dans la
figure 2.4-(a). À la limite N � 1 et à χt < 1

√
N , ce gain métrologique optimal ξ−2

NL s’écrit en
fonction de N et de χt comme

(
ξ−2

NL

)
N→∞

= N2(χt)2

1 +N6(χt)10/270 . (2.59)

En maximisant (2.59) par rapport à χt, nous trouvons les lois d’échelle, à N grand, du meilleur
gain métrologique, associé à la compression d’une observable non linéaire de spin, et du temps
correspondant

χtNL,best '
(5

2

)1/10
33/10N−3/5 ;

(
ξ−2

NL,best

)
N→∞

' 2
(2

5

)4/5
33/5N4/5. (2.60)
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Afin d’obtenir les premières corrections de taille finie à (2.59), nous faisons usage de temps réajusté
χ̃t = χt

χtNL,best
et nous développons le gain métrologique exact ξ−2

NL jusqu’à O(N0), nous obtenons

ξ−2
NL(

ξ−2
NL,best

)
N→∞

= 5(χ̃t)2

4 + (χ̃t)10

[
1−

(135
2

)1/5
(χ̃t)2N−1/5 + 5(χ̃t)4

4 + (χ̃t)10
221(χ̃t)10 + 672

405001/5 28
N−2/5 +O(N−3/5)

]
.

(2.61)

Une représentation de (2.61) en fonction de χ̃t pour N = 103, 104 comparée au gain métrologique
exact est illustrée dans la figure 2.3-(b). Pour χ̃t = 1, nous obtenons le meilleur gain métrologique
non linéaire, y compris les corrections de taille finie

ξ−2
NL,best =

(
ξ−2

NL,best

)
N→∞

[
1−

(5
2

)1/5
33/5N−1/5 + 893

22/534/553/528
N−2/5 +O(N−3/5)

]
(2.62)

représentée, pour N = 104, par la ligne horizontale orange en pointillés dans la figure 2.4-(a) et en
fonction de N par la courbe orange continue dans la figure 2.5.

La direction de rotation optimale dans ce cas ~nmax = (cos θNL
n , sin θNL

n )T est donnée dans la
limite de grands N par

θNL
n =

(2
5

)1/10
3−3/10N−2/5 +O(N−3/5), (2.63)

et la meilleure observable de spin parmi l’ensemble non linéaire ~XNL est X̂(NL)
~mopt

= ~mopt · ~̂XNL où
nous écrivons

~mopt = (sinϕNL
m cos θNL

m , sinϕNL
m sin θNL

m , cosϕNL
m )T with θNL

m ∈ [0, 2π] and ϕNL
m ∈ [0, π]

(2.64)
et, dans la limite des grands N , nous trouvons

θNL
m = −π2 + 37/10

29/1051/10N
−2/5 +O(N−3/5) ; ϕNL

m = π

2 + 1
N

+O(N−6/5). (2.65)

Notons que, puisque Ŝx est d’ordre N , la contribution de l’observable non linéaire mxz{Ŝx, Ŝz} à
X̂NL (2.58) est comparable à celle de l’observable linéaire, bien que mxz = cosϕNL

m soit de l’ordre
de 1/N .

Comme prévu, si un paramètre inconnu φ est encodé dans le système à χtNL,best après l’évolution
OAT, l’estimation de φ basée sur la méthode des moments avec la mesure de l’observable non linéaire
X̂

(NL)
~mopt

permet d’atteindre une incertitude

∆φest '
1√
2

(5
2

)4/10
3−3/10 1

√
µN9/10 , (2.66)

qui est nettement inférieur à l’incertitude associée à la compression d’une observable linéaire de
spin (2.57) et qui s’approche de la limite de Heisenberg ∆φLH = 1/(N√µ).
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2.4.3 Compression de spin quadratique

Nous étudions maintenant la compression d’une combinaison linéaire arbitraire d’observables
de spin jusqu’au second ordre. Tout d’abord, nous constatons numériquement que dans la fe-
nêtre temporelle 0 < χt ≤ 1/

√
N de l’évolution one-axis twisting, la meilleure observable qua-

dratique comprimée est une combinaison de seulement quatre observables de spin collectif ~̂XQ =
(Ŝy, Ŝz, 1

2{Ŝx, Ŝz},
1
2{Ŝx, Ŝy})

T . Pour cette raison, nous nous limitons, dans la suite, aux observables
X̂Q de la forme

X̂Q = myŜy +mzŜz + mxz

2 {Ŝx, Ŝz}+ mxy

2 {Ŝx, Ŝy}. (2.67)

En procédant de manière similaire aux cas linéaire et non linéaire, où cette fois nous calculons
analytiquement la matrice des commutateurs de taille 2× 4 et la matrice covariance de taille 4× 4
qui sont données dans l’appendice 3.A. Le calcule de la matrice des moments (2.35) nécessite
donc dans ce cas l’inversion de la matrice covariance de taille 4 × 4, ce qui est encore possible
analytiquement. La diagonalisation de la matrice des moments obtenue nous permet de calculer le
gain métrologique quantique optimal ξ−2

Q associé à l’ensemble d’observables ~̂XQ comme fonction de
N et de χt. Ceci est représenté, pour N = 104, en fonction de χt par la courbe verte dans la figure
2.4-(a). En prenant la limite N � 1, nous obtenons pour χt < 1/

√
N

(
ξ−2

Q

)
N→∞

= N2(χt)2

1 +N8(χt)14/875 . (2.68)

Pour des grands nombre d’atomes N , le meilleur gain métrologique, associé à la compression d’une
observable quadratique de spin, et le temps correspondant sont obtenus en maximisant (2.68) par
rapport à χt

χtQ,best '
(7

6

)1/14
53/14N−4/7 ;

(
ξ−2

Q,best

)
N→∞

'
(6

7

)6/7
53/7N6/7. (2.69)

En introduisant le temps redimensionné χ̃t = χt
χtQ,best

et en développant le gain métrologique exact
ξ−2

Q jusqu’à O(N0), nous obtenons les premières corrections de taille finie à (2.68)

ξ−2
Q(

ξ−2
Q,best

)
N→∞

= 7(χ̃t)2

6 + (χ̃t)14

[
1−

(875
6

)1/7
(χ̃t)2N−1/7 + 7(χ̃t)4

6 + (χ̃t)14
86(χ̃t)14 + 297
51/762/775/715

N−2/7

− 7(χ̃t)6

6 + (χ̃t)14
61(χ̃t)14 + 147

310/755/774/723/7 N
−3/7 +O(N−4/7)

]
,

(2.70)

représentée dans la figure 2.3-(c), et les corrections de taille finie du meilleur gain métrologique
quadratique ξ−2

Q,best

ξ−2
Q,best =

(
ξ−2

Q,best

)
N→∞

[
1−

(7
6

)1/7
53/7N−1/7 + 383

51/762/775/715
N−2/7

− 104× 24/7

310/755/774/7N
−3/7 +O(N−4/7)

]
(2.71)

qui est représentée par la ligne horizontale verte en pointillés sur la figure 2.4-(a) pour N = 104, et
par la courbe verte continue comme fonction de N dans la figure 2.5.
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La direction de rotation optimale est ~nmax = (cos θQ
n , sin θQ

n )T , et la meilleure observable est
X̂

(Q)
~mopt

= ~mopt · ~̂XQ où ~mopt est dans ce cas un vecteur unitaire quadridimensionnel correspondant
à l’ensemble des observables (Ŝy, Ŝz, 1

2{Ŝx, Ŝz},
1
2{Ŝx, Ŝy})

T qui peut s’écrire comme suit

~mopt = (sinωQ
m sinϕQ

m cos θQ
m, sinωQ

m sinϕQ
m sin θQ

m, sinωQ
m cosϕQ

m, cosωQ
m)T . (2.72)

Dans la limite N � 1, nous obtenons pour la direction de rotation optimale

θQ
n =

(6
7

)1/14
5−3/14N−3/7 +O(N−4/7), (2.73)

et pour la direction de la mesure optimale

θQ
m = −π2 + 215/14

3× 53/14

(7
3

)13/14
N−3/7 +O(N−4/7), (2.74)

ϕQ
m = π

2 −
4

3N +O(N−8/7), (2.75)

ωQ
m = π

2 + 2
3

(2
7

)1/14 1
313/1453/14N

−10/7 +O(N−11/7). (2.76)

En tenant compte du fait que Ŝx est de l’ordre de N , nous constatons que la contribution des deux
observables non linéaires {Ŝx, Ŝz} et {Ŝx, Ŝy} à X̂(Q)

~mopt
est respectivement du même ordre et N−3/7

plus petite que la contribution de l’observable linéaire.
La compression de l’observable quadratique (2.67) permet d’atteindre une incertitude

∆φ '
(7

6

)6/14
5−3/14 1

√
µN13/14 , (2.77)

sur le paramètre estimé, via la méthode des moments, qui est encore plus proche de la limite de
Heisenberg que l’incertitude (2.66) obtenue par la compression de l’observable non linéaire (2.58).

Finalement, en comparant les gains métrologiques quantiques atteints par la compression des
observables linéaires, non linéaires et quadratiques, nous observons une augmentation du gain
métrologique. Cela se traduit par une réduction de l’incertitude associée au paramètre estimé ∆φest,
lorsque le temps de préparation de l’état par l’évolution OAT et la non-linéarité de l’observable de
spin mesurée augmentent.

2.5 Technique de Mesure Après Interaction

Comme nous l’avons expliqué précédemment, pendant l’évolution one-axis twisting, des obser-
vables de spin de plus en plus non linéaires sont comprimées. Cette compression peut être exploitée
afin d’obtenir des gains métrologiques significatifs dans le cadre d’un protocole d’estimation quan-
tique. Les observables non linéaires, qui représentent des moments d’ordre supérieur des compo-
santes de spin, peuvent être déduites directement à partir des statistiques des observables linéaires
de spin [74–78]. Cependant, en raison de l’augmentation de nombre de mesures nécessaires, il est
difficile d’atteindre cet objectif dans les systèmes comportant un grand nombre d’atomes. Dans
cette section, nous allons introduire une méthode alternative appelée technique de mesure après
interaction. Cette approche permet de mesurer directement une observable non linéaire de spin. En
particulier, elle consiste à appliquer, après l’encodage du paramètre inconnu φ et avant la mesure
d’une observable linéaire de spin Ŝ~m = ~m · ~̂S avec ~m = (mx,my,mz)T et ~̂S = (Ŝx, Ŝy, Ŝz)T , une
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Figure 2.4 – (a) Gain métrologique quantique pour les stratégies de mesure linéaire ξ−2
L , non

linéaire ξ−2
NL, quadratique ξ

−2
Q et MAI ξ−2

MAI en fonction du temps, comparé à l’information quantique
de Fisher, normalisée par rapport à N , avec N = 104. Les lignes verticales et horizontales pleines
représentent le meilleur gain météorologique (exact) et le meilleur temps correspondants, tandis
que les lignes horizontales et verticales en pointillé représentent les lois d’échelle analytiques dans
la limite des grands N avec des corrections de taille finie. (b) Optimisation sur le deuxième temps
d’interaction τ dans la technique MAI. Le graphique montre le meilleur temps τopt en fonction du
temps de compression t pour N = 103 (bleu) et N = 108 (orange). Dans le cadre temporel pertinent
χt ≤ 1/

√
N , nous avons τopt ' −at + b où a et b + 1 sont représentés dans l’encadré en tant que

fonctions de N .

seconde évolution one-axis twisting Ûτ = e−iχτŜ
2
z . D’un point de vue mathématique, cette approche

revient à mesurer directement l’observable non linéaire

X̂MAI = Û †τ Ŝ~mÛτ =
∑

k=x,y,z
mke

iχτŜ2
z Ŝke

−iχτŜ2
z . (2.78)

Afin de mieux comprendre la technique MAI, nous développons la dernière équation jusqu’à l’ordre
linéaire dans χτ

X̂MAI = Ŝ~m−χτmx{Ŝy, Ŝz}+ χτmy{Ŝx, Ŝz}+O(χτ)2. (2.79)

Il en résulte qu’une évolution OAT jusqu’à χτ = mxz/(2my) suivie d’une mesure de l’observable
linéaire de spin Ŝ~m avec mx = 0 est équivalente au premier ordre en χτ à la mesure de l’observable
non linéaire de spin (2.58). En conséquence, pour χτ de plus en plus élevé, la technique MAI offre
la possibilité de mesurer des observables de spin qui sont de plus en plus non linéaires.

Motivés par cette correspondance, nous étudions systématiquement le potentiel métrologique
offert par l’ensemble continu des observables (2.78), paramétré par χτ et accessible par la technique
MAI. Pour ce faire, nous considérons un protocole d’estimation d’un paramètre basé sur la méthode
des moments. Le paramètre étant encodé sur un état |ψt〉 = Ût|ψ0〉 généré par la dynamique OAT
à partir de l’état coherent de spin (2.27), via une rotation générée par Ŝ~n et l’estimation étant
obtenue à partir des résultats de la mesure de l’observable X̂MAI donné par (2.78). Dans ce cas, le
gain métrologique quantique, comme défini dans l’équation (2.29), peut être exprimé comme

ξ−2(|ψt〉, Ŝ~n, X̂MAI) = |〈[Ŝ~n, Û
†
τ Ŝ~mÛτ ]〉|2

N(∆[Û †τ Ŝ~mÛτ ])2
. (2.80)

Cette dernière équation s’écrit de manière équivalente

ξ−2(|ψt〉, Ŝ~n, X̂MAI) = |~n
TC[|ψt〉, ~̂S, Û †τ ~̂SÛτ ]~m|2

N ~mTΓ[|ψt〉, Û †τ ~̂SÛτ ]~m
. (2.81)
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Les éléments de la matrice des commutateurs dans ce cas sont donnés par

C[|ψt〉, ~̂S, Û †τ ~̂SÛτ ]kl = −i[Ŝk, Û †τ ŜlÛτ ], (2.82)

et les éléments de la matrice covariance, définies par (2.32), s’écrivent comme

Γ[|ψt〉, Û †τ ~̂SÛτ ]kl = Cov(Û †τ ŜkÛτ , Û †τ ŜlÛτ ). (2.83)

Cette dernière coïncide donc avec la matrice covariance, associée à l’ensemble ~̂S d’observables
linéaires de spin, de l’état généré par la dynamique OAT à un moment ultérieur t+ τ

Γ[|ψt〉, Û †τ ~̂SÛτ ] = Γ[|ψt+τ 〉, ~̂S], (2.84)

où nous avons utilisé ÛtÛτ = Ût+τ . Dans un premier temps, nous constatons que

〈ψ0|Û †t [Ŝx, Û †τ Ŝ~mÛτ ]Ût|ψ0〉 = 〈ψ0|Û †t [Ŝ~n, Û †τ ŜxÛτ ]Ût|ψ0〉 = 0 (2.85)

pour toute observable linéaire de spin Ŝ~m et Ŝ~n. Cela nous permet de limiter la direction de
rotation ~n et la direction de mesure ~m au plan perpendiculaire à la direction initiale de spin ~ex.
Les matrices des commutateurs C et covariance Γ sont donc toutes deux de dimensions 2× 2. Les
expressions analytiques de leurs éléments en fonction de nombre d’atomes N , de temps d’évolution
t et de temps d’interaction τ sont donnés dans l’appendice 3.B. Maintenant, nous pouvons utiliser
le résultat général (2.37) pour analytiquement identifier le gain métrologique optimal ξ−2

MAI, par
rapport à la direction de rotation ~n et par rapport à la direction de mesure ~m, atteint pour un
nombre N d’atomes, un temps de préparation t et un temps d’interaction τ fixes.

Comme le montre la figure 2.4-(b), l’optimisation numérique par rapport à τ révèle que, dans la
limite de grands N , pour un χt ≤ 1/

√
N donné, le temps d’interaction optimal χτopt qui maximise

le gain métrologique ξ−2
MAI est donné par

χτopt →
N�1

−χt. (2.86)

Cela correspond à la méthode d’écho, initialement proposée dans la référence [62], dans le but
d’amplifier le signal de sortie lors d’un protocole d’estimation quantique. Après la première évolution
OAT jusqu’à un certain temps t où le paramètre est encodé, une deuxième évolution OAT de même
durée est effectuée, mais cette fois-ci la constante χ dans le hamiltonien non linéaire change de signe,
c’est-à-dire χ→ −χ. Motivés par le résultat (2.86), nous remplaçons χτ par−χt dans l’expression de
l’observable X̂MAI donnée par (2.78). Le gain métrologique exact ξ−2

MAI est représenté, pour N = 104,
en fonction de χt par la courbe bleu dans la figure 2.4-(a). En utilisant cosN (χt) ' e−N(χt)2/2 pour
χt→ 0, le gain métrologique ξ−2

MAI pour la technique MAI est donné pour χt ≤ 1/
√
N dans la limite

de grands N par (
ξ−2

MAI

)
N→∞

= N2(χt)2e−N(χt)2
. (2.87)

À partir de ce dernier résultat nous pouvons déterminer les lois d’échelle du gain métrologique ξ−2
MAI

pour N � 1 à l’échelle du temps

χt = σN−α, 1 ≥ α ≥ 1/2. (2.88)

En substituant (2.88) dans (2.87) nous obtenons(
ξ−2

MAI

)
N→∞

= σ2N2−2αe−σ
2N1−2α

. (2.89)
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2.5. Technique de Mesure Après Interaction

La limite N →∞ dans (2.89) nous donne les termes dominants et en utilisant le gain métrologique
exacte, nous pouvons obtenir les premières corrections de taille finie

(
ξ−2

MAI

)
N→∞

=


σ2N2−2α, 1 ≥ α > 1/2

σ2e−σ
2
N

[
1 + (1+eσ2

σ2 + 5σ2

3 −
σ4

6 − 2) 1
N +O(N−2)

]
, α = 1/2

, (2.90)

où pour 1 ≥ α > 1/2, nous n’avons pas inclus la première correction dont la forme dépend de
la valeur de α. D’abord, il est important de noter qu’en premier ordre dans la limite de grands
N , le résultat (2.90) reproduit les lois d’échelle caractéristiques du gain métrologique associé à la
compression linéaire, non linéaire et quadratique de spin, discutées précédemment. En effet, lorsque
α = 2/3, nous retrouvons la loi l’échelle ξ−2

L ∝ N2/3 pour la compression d’une observable linéaire
de spin. Lorsque α = 3/5, la loi d’échelle ξ−2

NL ∝ N4/5 est associée à la compression de l’observable
non linéaire (2.58), et enfin pour α = 4/7, la loi d’échelle ξ−2

Q ∝ N6/7 caractérise la compression
d’une observable quadratique. Le meilleur gain métrologique du protocole d’écho [62] et le temps
correspondant sont obtenus à partir de (2.90) en maximisant par rapport à σ et à α

χtMAI,best '
1√
N

;
(
ξ−2

MAI,best

)
N→∞

' N

e
. (2.91)

Le meilleur gain métrologique
(
ξ−2

MAI,best

)
N→∞

est représenté par la ligne horizontale bleue en
pointillés dans la figure 2.4-(a) pour N = 104, et par la courbe bleue continue comme fonction de
N dans la figure 2.5. Notons que le gain métrologique maximal atteint par la technique MAI est
proportionnel au nombre d’atomes N , il a donc l’échelle de Heisenberg. Comme dans la section
précédente, le changement de la variable du temps χ̃t = χt/χtMAI,best nous permet d’écrire

ξ−2
MAI

ξ−2
MAI,best

= (χ̃t)2e1−(χ̃t)2 +O(N−1). (2.92)

Ceci est représenté dans la figure 2.3-(d). Notez que la première correction de taille finie du gain
métrologique (2.92) de la méthode MAI, d’ordre 1/N , est très faible par rapport au cas de la
compression de spin non linéaire (1/N1/5) donnée dans (2.61) et de la compression quadratique
(1/N1/7) donnée dans (2.70).

En plus du gain métrologique quantique optimal, l’optimisation nous donne la direction de
rotation optimale ~nmax = cos θn~ey + sin θn~ez qui est donnée par le vecteur propre de la matrice des
moments M associée à sa plus grande valeur propre où nous obtenons dans la limite de grands N
aux temps (2.88) de la dynamique one-axis twisting

θn =

arctan( 2
σN

α−1), 1 ≥ α > 1/2
1
σe

σ2/2 1√
N

+O(N−3/2), α = 1/2
. (2.93)

L’observable de mesure optimale est X̂~mopt = Û †−t(~mopt · ~̂S)Û−t où ~mopt est calculé à partir de
(2.36). À la limit N � 1, ~mopt = cos θm~ey + sin θm~ez avec

θm =

arctan(− 1
σN

α−1), 1 ≥ α > 1/2
− 1
σ

1√
N

+O(N−1), α = 1/2
, (2.94)

représente la direction de mesure optimale au moment (2.88) de l’évolution OAT. Notons qu’ici
également dans (2.93) et (2.94), la forme des premières corrections pour 1 ≥ α > 1/2 dépendent
de la valeur de α. Les équations (2.93) et (2.94) montrent qu’à la limite de grands N , la direction
de mesure et de rotation sont toutes deux données, pour α = 1/2, par ~ey.
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Chapitre 2. Compression des observables de spin linéaires et non linéaires pour l’estimation d’un
paramètre

Figure 2.5 – Gain métrologique quantique ξ−2 optimisé sur le temps de préparation χt pour les
stratégies de mesure linéaire (L), non linéaire (NL), quadratique (Q) et MAI en fonction de N . La
même figure présente également, en traits épais, la limite quantique standard en gris et la limite
de Heisenberg en noir. Les courbes en traits pleins représentent les lois d’échelle analytiques dans
la limite de grands N , en tenant compte des corrections de taille finie, avec l’élément dominant
précisé dans le graphique. Les courbes en pointillés sont ajoutées pour une meilleure visualisation
des données.

2.6 L’information quantique de Fisher

Le potentiel métrologique total d’un état quantique donné est exprimé à travers l’information
quantique de Fisher FQ, comme indiqué dans le chapitre précédent. Selon la série d’inégalités (1.26),
l’information quantique de Fisher peut être obtenue par optimisation du gain métrologique quan-
tique sur toutes les observables de mesure possibles maxX̂ ξ

−2 = FQ/N . L’objectif de cette section
est d’évaluer la qualité de la technique MAI en comparant les lois d’échelles du gain métrologique
correspondant (2.90) aux lois d’échelles de FQ/N pour les états générés par la dynamique one-axis
twisting dans les mêmes échelles de temps d’évolution (2.88). En partant de l’état cohérent de spin
(2.27), pour une rotation générée via Ŝ~n avec ~n un vecteur unitaire dans le plan yz, l’information
quantique de Fisher à un temps t de l’évolution OAT dépend de la direction de rotation ~n et elle est
donnée par FQ[|ψt〉, Ŝ~n] = 4(∆Ŝ~n)2. Ceci peut être ré-exprimé, en terme de la matrice covariance
Γ[|ψt〉, ~̂XL] avec ~̂XL = (Ŝy, Ŝz)T , comme

FQ[|ψt〉, Ŝ~n] = 4~nTΓ[|ψt〉, ~̂XL]~n. (2.95)

En maximisant cette dernière équation par rapport à la direction de rotation ~n, l’information quan-
tique de Fisher maximale associée à l’état |ψt〉 de la dynamique OAT est donnée par FQ[|ψt〉] =
4λmax(Γ[|ψt〉, ~̂XL]) où λmax(Γ[|ψt〉, ~̂XL]) est la valeur propre maximale de la matrice covariance
symmétrique Γ[|ψt〉, ~̂XL] dont les éléments sont donnés par les équations (2.48)-(2.50). La diagona-
lisation de la matrice covariance nous permet d’obtenir l’information quantique de Fisher optimale
pour un nombre d’atomes quelconque et pour tout instant t de la dynamique OAT

FQ/N = 1 + N − 1
4

{
1− cosN−2(2χt) +

√
(1− cosN−2(2χt))2 + 16 sin2(χt) cos2N−4(χt)

}
. (2.96)

Dans la limite N →∞ et pour χt ≤ 1/
√
N , la dernière équation s’écrit

(FQ/N)N→∞ = 1
2
(
1− e−2N(χt)2)

N. (2.97)
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2.7. Deux implémentations possibles de l’hamiltonien one-axis twisting : quelques expériences

En utilisant (2.97), nous obtenons la loi d’échelle de l’information quantique de Fisher FQ/N à
l’échelle de temps χt = σN−α avec 1 ≥ α ≥ 1/2

FQ/N =
{
σ2N2−2α, 1 ≥ α > 1/2
1
2(1− e−2σ2)N +O(N0), α = 1/2

. (2.98)

En comparant cette loi d’échelle avec celle du gain métrologique quantique obtenu par la tech-
nique MAI (2.90), nous constatons que la technique MAI atteint la loi d’échelle optimale du gain
métrologique quantique sur l’ensemble de l’intervalle de temps 1 ≥ α > 1/2.

Il est important de noter que les gains métrologiques ξ−2
L (2.52), ξ−2

NL (2.59), et ξ−2
Q (2.68),

que nous avons discutés précédemment, partagent une structure commune et peuvent être unifiés
dans une formule pour décrire le gain métrologique dans la limite de grandes valeurs de N pour
différentes stratégies de mesure. Pour des temps χt < 1/

√
N , cette expression unifiée s’écrit comme(

ξ−2
)
N→∞

= FQ/N

1 +M
, (2.99)

où

ML = N4(χt)6

6 ; (2.100)

MNL = N6(χt)10

270 ; (2.101)

MQ = N8(χt)14

875 , (2.102)

pour une mesure linéaire, non linéaire et quadratique respectivement. Dans le cas de la technique
MAI, le gain métrologique dans la limite de grands N est également décrit par l’équation (2.99)
pour χt ≤ 1/

√
N , mais avec

MMAI = sinh[N(χt)2]
N(χt)2 − 1. (2.103)

Ces expressions pour M ont pour objectif de quantifier la limitation du gain métrologique due à
la restriction de la mesure à des ensembles d’observables particuliers. En d’autres termes, elles dé-
crivent l’information qui ne peut pas être extraite de l’état lorsqu’une stratégie de mesure spécifique
est utilisée.

2.7 Deux implémentations possibles de l’hamiltonien one-axis twis-
ting : quelques expériences

Dans les sections précédentes, nous avons étudié en détail comment la dynamique one-axis
twisting conduit théoriquement à la compression des observables de spin non linéaires, ce qui peut
ensuite produire des gains métrologiques considérables dans les protocoles d’estimation quantique.
En raison de son utilité métrologique, la dynamique OAT a été réalisé dans diverses platforms
physiques, y compris les condensats de Bose-Einstein [16,17], les cavités optiques [18,19] et les ions
piégés [76,79]. Une implémentation efficace de cette dynamique exige une ingénierie précise et bien
controlée des interactions entre les atomes.

Dans cette section, nous examinerons deux méthodes de réalisation de la dynamique OAT.
La première consiste à exploiter les collisions entre atomes dans un condensat de Bose-Einstein.
La seconde méthode repose sur l’utilisation d’interactions médiées électromagnétiquement entre un
ensemble d’atomes dans une cavité optique. Nous discuterons également deux expériences pionnières
[17,18] dans lesquelles la compression d’une observable de spin a été observée, en mettant l’accent
sur la possibilité de contrôler le paramètre χ du modèle OAT.
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Chapitre 2. Compression des observables de spin linéaires et non linéaires pour l’estimation d’un
paramètre

2.7.1 Condensats de Bose-Einstein

Considérons un condensat de Bose-Einstein à deux composantes, ε = a, b qui représentent par
exemple deux états hyperfins, en interaction via un potentiel de contact. Ce système est décrit en
seconde quantification par le hamiltonien

Ĥ =
∑
ε=a,b

∫
d~r

[
ψ̂†ε(~r)Ĥ0ψ̂ε(~r) + gεε

2 ψ̂†ε(~r)ψ̂†ε(~r)ψ̂ε(~r)ψ̂ε(~r)
]

+ gab

∫
d~r ψ̂†a(~r)ψ̂

†
b(~r)ψ̂b(~r)ψ̂a(~r), (2.104)

où ψ̂ε(~r) est l’opérateur de champ pour les atomes dans le mode ε, Ĥ0 est le hamiltonien à une
particule comprenant l’énergie cinétique et le potentiel externe de piégeage et gεε′ = 4π~2aεε′/m
avec m la masse des atomes et aεε′ la longueur de diffusion de l’onde s qui décrit l’interaction à
courte portée entre atomes froids. Nous supposons que tous les atomes de mode a (b) sont, à tout
moment, dans un seul mode externe φa(~r,Na, Nb) (φb(~r,Na, Nb)) à particule unique, en négligeant
toute excitation hors de ce mode. Ces modes externes sont les fonctions d’onde de l’état fondamental
à particule unique, données comme solutions des équations de Gross-Pitaevskii

[Ĥ0 + gεε(Nε − 1)|φε(~r,Na, Nb)|2 + gεε′Nε′ |φε′(~r,Na, Nb)|2]φε(~r,Na, Nb) = µεφε(~r,Na, Nb),
(2.105)

où µε est le potentiel chimique. Dans ce cas, l’opérateur champ dans le mode ε s’écrit

ψ̂ε(~r) = ĉεφε(~r, N̂a, N̂b), (2.106)

avec ĉε l’opérateur d’annihilation d’un atome dans le mode ε. En substituant (2.106) dans (2.104)
et en approximant N̂ε − 1 ' N̂ε, nous obtenons

Ĥ(N̂a, N̂b) =
∑
ε=a,b

N̂ε

[∫
d~r φ∗ε (~r, N̂a, N̂b)Ĥ0φε(~r, N̂a, N̂b) + gεεN̂ε

2

∫
d~r |φε(~r, N̂a, N̂b)|4

]

+ gabN̂aN̂b

∫
d~r |φa(~r, N̂a, N̂b)|2|φb(~r, N̂a, N̂b)|2. (2.107)

Nous supposons que pendant l’intervalle de temps pertinent, les distributions du nombre d’atomes
Na et Nb restent nettement centrées autour de leurs valeurs moyennes initiales respectives Na et
N b. Cela nous permet de developer le hamiltonien (2.107) jusqu’au second ordre autour des valeurs
moyennes Na et N b

Ĥ(N̂a, N̂b) ' Ĥ(Na, N b) +
∑
ε=a,b

(N̂ε −N ε)µε(Na, N b) + 1
2(N̂ε −N ε)2∂Nεµε(Na, Nb)|Na,Nb

+ 1
2(N̂a −Na)(N̂b −N b) (∂Nbµa(Na, Nb) + ∂Naµb(Na, Nb))Na,Nb

. (2.108)

À partir de l’équation (2.105), le potentiel chimique peut être écrit comme

µε(Na, Nb) =
∫
d~r φ∗ε (~r,Na, Nb)Ĥ0φε(~r,Na, Nb) +

∑
ε′

gεε′Nε′

∫
d~r |φε′(~r,Na, Nb)|2|φε(~r,Na, Nb)|2.

(2.109)

En utilisant la définition de la composante Ŝz de spin donnée par (2.11) et le fait que le nombre
total d’atomes est constant Na +Nb = N , nous pouvons écrire N̂a = N/2 + Ŝz et N̂b = N/2− Ŝz.
En remplaçons dans (2.108), nous pouvons écrire le hamiltonien sous la forme quadratique

Ĥ ' fN + ~vN Ŝz + ~χŜ2
z . (2.110)
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2.7. Deux implémentations possibles de l’hamiltonien one-axis twisting : quelques expériences

La fonction fN de nombre total d’atomes dans le hamiltonien (2.110) est une constante de mou-
vement et elle peut être ignorée. Le deuxième terme représente une précession de spin autour de
l’axe ~ez avec une fréquence vN qui peut être manipulée pour avoir vN = 0. Enfin, nous obtenons le
hamiltonien one-axis twisting Ĥ = ~χŜ2

z avec [71]

~χ = 1
2 (∂Naµa(Na, Nb) + ∂Nbµb(Na, Nb)− ∂Nbµa(Na, Nb)− ∂Naµb(Na, Nb))Na,Nb

. (2.111)

Dans ce schéma d’implementation de la dynamique OAT, une méthode de contrôle du paramètre χ,
donné par l’équation (2.111), consiste à modifier le recouvrement entre les deux fonctions d’ondes φa
et φb comme nous pouvons le constater par l’équation (2.109). Une autre possibilité pour manipuler
le paramètre χ est d’utiliser la résonance de Feshbach afin de contrôler la longueur de diffusion
inter-espèces aab de l’onde s.

Expérience de compression de spin dans CBE : Riedel et al.

Dans ce paragraphe, nous discutons brièvement l’expérience d’implémentation de la dynamique
OAT menée par Reidel et al. où la compression d’une observable de spin linéaire a été observée
dans un condensat de Bose-Einstein à deux composantes [17]. Dans cette expérience particulière,
les degrés de liberté de spin étaient représentés par les deux états hyperfins internes |a〉 ≡ |F =
1,mF = −1〉 et |b〉 ≡ |F = 2,mF = 1〉 des atomes 87Rb. Cette expérience a été réalisée dans une
puce à atomes. Un aspect remarquable de cette expérience est l’utilisation d’un potentiel micro-
onde dépendant de l’état pour contrôler les interactions entre les atomes, et donc pour varier χ
dans le hamiltonien OAT, via le recouvrement des fonctions d’onde associées aux deux modes. Ceci
est dû à la dépendance du potentiel chimique µε vis-à-vis du recouvrement des fonctions d’ondes
φa et φb comme nous pouvons le voir dans (2.109). Pour les états choisis, les trois longueurs
de diffusion en onde s sont telles que χ ≈ 0 lorsque les deux fonctions d’onde se chevauchent
complètement. Le schéma de l’expérience est le suivant : Une impulsion laser π/2 est initialement
utilisée pour préparer les atomes dans une superposition de |a〉 et |b〉. Le potentiel micro-onde est
ensuite appliqué pour diminuer le recouvrement de φa et φb et d’augmenter χ qui possède une
valeur initiale approximativement nulle. Les interactions sont ensuite arrêtés à un instant t de la
dynamique, qui peut être choisi égale au temps de compression linéaire optimal de la dynamique
OAT, en diminuant de nouveau χ. Les résultats de cette expérience sont représentés dans la figure
2.6. La mesure de l’observable Ŝθ = cos θŜy + sin θŜz, via la rotation de l’état autour de l’axe ~ex de
l’angle θ et la mesure de la différence de population Sz = (Na −Nb)/2 par imagerie d’absorption,
montre bien (voir figure 2.6-(a)) une réduction de l’incertitude (∆Ŝθ)2 en dessous de l’incertitude
associée à l’état cohérent de spin pour une valeur donnée de θ. Une tomographie complète de l’état
montre la génération d’un état comprimé de spin comme nous pouvons le voir dans la figure 2.6-(b).
La mesure du gain métrologique a donnée ξ2 = −2.5 ± 0.6 dB indiquant l’utilité de l’état généré
dans un protocol d’estimation quantique.

2.7.2 Cavité

Nous considérons ici un système comprenant N atomes identiques à trois niveaux. La différence
d’énergie entre les états fondamentaux |a〉 et |b〉 de ces atomes, qui constituent le systeme de
spin qui nous intéresse, est ~ωat. Nous supposons que ces atomes sont couplés à un mode de cavité
optique qui possède une fréquence de résonance ωc qui est largement désaccordée, avec un désaccord
±∆ = ±ωat/2 par rapport à l’état excité |e〉. Le schéma de ce système est illustré dans la figure
2.7. Le hamiltonien de ce système total (l’ensemble de N atomes et la cavité optique) s’écrit

Ĥ = Ĥc + Ĥat + Ĥac, (2.112)
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Figure 2.6 – Résultats de l’expérience de compression de spin dans CBE. (a) : variance de l’ob-
servable de spin Ŝθ en fonction de θ pour l’état comprimé de spin (cercles pleins) et pour l’état
cohérent de spin (cercles ouverts). Les lignes continues représentent les résultats d’une simulation
numérique pour l’état comprimé de spin, avec bruit technique et perte de particules (rouge) et avec
perte de particules mais sans bruit technique (blue), et pour l’état cohérent de spin avec bruit tech-
nique et perte de particules. (b) : tomographie complète de l’état généré. Cette figure est extraite
de la référence [17] et adaptée aux notations de ce travail.

où Ĥc décrit la cavité optique avec ĉ et ĉ† respectivement l’opérateur d’annihilation et de création
d’un photon dans la cavité

Ĥc = ~ωcĉ
†ĉ. (2.113)

Le hamiltonien Ĥat décrit le système de N atomes et il s’écrit en première quantification comme

Ĥat = ~
N∑
i=1

[
ωat
2 (|b〉i i〈b| − |a〉i i〈a|) + ωc|e〉i i〈e|

]
. (2.114)

Les interactions entre les atomes et la cavité optique sont décrites par le hamiltonien

Ĥac = ~g
N∑
i=1

(
ĉ (|e〉i i〈b|+ |e〉i i〈a|) + (|b〉i i〈e|+ |a〉i i〈e|) ĉ†

)
, (2.115)

où, g est la constante de couplage entre les atomes et le mode de la cavité. Pour une très faible
population de la cavité 〈ĉ†ĉ〉 � (∆/g)2, l’état excité peut être adiabatiquement éliminé [19]. Cela
conduit à un hamiltonien effectif qui décrit le spin (les deux états fondamentaux) en interaction
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Figure 2.7 – Schéma pour implementation de la dynamique one-axis twisting via l’interaction
atomes-cavité. (a) Un ensemble d’atomes dans une cavité optique de fréquence de résonance ωc
pilotée par un laser de fréquence ω. (b) Profile de raie de la cavité illustrant le désaccord par
rapport au laser. (c) Les niveaux d’énergie des atomes montrant le désaccord avec la cavité.

avec la cavité

Ĥeff = ~ωcĉ
†ĉ+ ~ωatŜz + ~Ωĉ†ĉŜz, (2.116)

où Ŝz =
∑N
i=1 (|b〉i i〈b| − |a〉i i〈a|) /2 est la composante z de spin collectif et Ω = 2g2/|∆|. Du point

de vue des atomes, les interactions avec le mode de cavité conduisent à un décalage de fréquence
proportionnel au nombre de photons dans la cavité où la dynamique des atomes peut être décrite
avec le hamiltonien

Ĥatomes = ~(ωat + Ωĉ†ĉ)Ŝz. (2.117)

Du point de vue de la cavité, les interactions avec les atomes induisent un désaccord, qui dépend
de Ŝz, de la fréquence de résonance de la cavité, qui devient ωc + ΩŜz. Par conséquent, le pilotage
de la cavité par un laser de fréquence ω = ωc + δc conduit à un nombre de photons dans la cavité
ĉ†ĉ ∝ Ŝz dans certains conditions spécifiques (voir la figure 2.7-(b)). En remplaçant dans (2.117),
nous obtenons un terme en Ŝ2

z qui donne le hamiltonien one-axis twisting. Une caractéristique
importante de ce schéma de génération de la dynamique OAT est que le signe de χ est donné par
le signe du désaccord δc. En changeant le signe de δc, nous pouvons renverser la dynamique OAT
et donc réaliser la technique MAI [62].

Compression de spin dans une cavité optique : Leroux et al.

Dans ce paragraphe, nous examinons l’expérience menée par Leroux et al. dans laquelle ils ont
utilisé des interactions médiées par une cavité optique pour implementer la dynamique OAT et
observer un gain métrologique quantique significatif [18]. Cette expérience repose sur le schéma de
génération de la dynamique one-axis twisting expliqué dans 2.7.2. Un ensemble de N = 5 × 104

atomes de 87Rb a été confinée à l’intérieur d’une cavité optique. Les états fondamentaux utilisés
dans cette expérience sont |a〉 ≡ |F = 1,mF = 0〉 et |b〉 ≡ |F = 2,mF = 0〉. Au cours de cette
expérience, des états comprimés de spin ont été générés, où la variance d’une observable linéaire
de spin a été réduite, tandis que la variance d’une autre observable linéaire a augmenté, comme
illustré dans la figure 2.8. Cela a conduit à un gain métrologique significatif qui atteint une valeur
maximale de ξ−2 = 5.6± 0.6 dB.

49



Chapitre 2. Compression des observables de spin linéaires et non linéaires pour l’estimation d’un
paramètre

Figure 2.8 – Résultats de l’expérience de génération de dynamique OAT via une cavité optique.
(bas) : σ2

min variance normalisée de la meilleur observable linéaire comprimée de spin. (haut) : σ2
max

variance normalisée de l’observable linéaire anti-comprimée en fonction du temps de la dynamique
OAT. Les courbes bleues en pointillés sont des prédictions théoriques pour un système idéal sans
aucun bruit, tandis que les lignes noires sont des prédictions incluant des imperfections techniques.
Cette figure est extraite de la référence [18] et adaptée aux notations de ce travail.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons commencé par une présentation détaillée de la théorie de l’esti-
mation quantique d’un paramètre dans le contexte d’un système composé de N atomes identiques
à deux niveaux, ou, de manière équivalente, d’un système de spin collectif. Nous avons également
rappelé la méthode permettant d’optimiser analytiquement le gain métrologique quantique pour un
état donné de spin et pour un ensemble donné d’observables de mesure accessibles. Ceci a fourni des
méthodes explicites pour effectuer des calculs analytiques spécifiques à un système de spin collectif,
faisant ainsi de ce chapitre un outil pédagogique pour de telles types de calcules.

En utilisant ces outils, nous avons dérivé de manière analytique le gain métrologique quantique
maximal, ainsi que la loi d’échelle correspondante, dans la limite des grands nombres d’atomes N ,
offert par la compression d’observables de spin linéaire et non linéaires au cours d’une évolution
one-axis twisting pour toute une classe d’états comprimés et sur-comprimés de spin correspondant
à l’échelle de temps 1/N < χt ≤ 1/

√
N . En fonction de la stratégie de mesure choisie, nous avons

également identifié les directions de rotation optimales, les observables de mesure optimales et les
meilleurs temps de préparation.

Pour la mesure effective d’une observable de spin non linéaire, nous avons examiné la technique
de mesure après interaction, qui consiste à introduire une deuxième évolution non linéaire avant la
mesure directe d’une observable de spin linéaire. Cette approche a donné lieu à une loi d’échelle
générale pour le gain métrologique, établissant une continuité entre les différentes stratégies de
mesure basées sur des observables de spin linéaires et de second ordre.

Enfin, nous avons expliqué comment implémenter le hamiltonien one-axis twisting par deux
manières distinctes. Tout d’abord, nous avons examiné un cas d’implémentation où cet hamiltonien
est généré par les collisions entre les atomes dans un condensat de Bose-Einstein. Dans ce contexte,
nous avons brièvement discuté la réalisation expérimentale de ce schéma menée par Riedel et
al. Ensuite, nous avons présenté un autre exemple de génération de la dynamique OAT par des
interactions entre les atomes et le mode d’une cavité optique. La réalisation expérimentale de ce
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schéma qui à été menée par Leroux et al. est brièvement discuté.
Dans les deux expériences d’implémentation de la dynamique OAT discutées à la fin de ce

chapitre, les résultats obtenus diffèrent des prédictions du modèle idéal de la dynamique one-axis
twisting examiné dans ce chapitre. En ce qui concerne les condensats de Bose-Einstein, ce désaccord
peut être expliquée par la présence de processus de perte de particules ainsi que d’autres sources
de bruit technique. Dans le contexte de la cavité optique, les pertes de photons au sein de la
cavité et le bruit photonique (photon shot noise) sont à l’origine de cette différence par rapport au
scénario idéal. Dans les implémentations expérimentales de l’hamiltonien OAT, la décohérence joue
donc un rôle essentiel et modifie considérablement le gain métrologique réalisable ainsi que la loi
d’échelle correspondante. Afin de prendre en compte l’effet de la décohérence, le chapitre suivant
se consacrera en détail sur l’étude de quelques modèles de décohérence permettant de prédire le
gain métrologique réalisable dans des scénarios réalistes d’implémentation de l’hamiltonien one-axis
twisting.
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Apendices

2.A Matrice des commutateurs et matrice covariance pour une
mesure quadratique

Nous donnons ici les éléments non nuls de la matrice des commutateurs C de taille 2 × 4
définie comme (2.31) et obtenue après avoir restreint la direction de rotation ~n au plan yz, ainsi
que les éléments de la matrice covariance symétrique Γ de taille 4 × 4 donnée par (2.32) pour la
famille d’observables accessibles ~̂XQ = (Ŝy, Ŝz, 1

2{Ŝx, Ŝz},
1
2{Ŝx, Ŝy})

T qui correspond à la mesure
de l’observable quadratique (2.67). Les résultats pour la famille ~̂XNL, qui correspond à la mesure
de l’observable non linéaire (2.58), sont obtenus en se concentrant uniquement sur la sous-matrice
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2× 3 de C et la sous-matrice 3× 3 de Γ.

C12 = N

2 cosN−1 (χt),

C13 = N(N − 1)
8 (cosN−2 (2χt) + 1),

C23 = N(N − 1)
4 sin (χt) cosN−2 (χt),

C14 = −N(N − 1)
4 sin (χt) cosN−2 (χt),

C24 = −N(N − 1)
4 cosN−2 (χt),

Γ11 = N(N + 1)
8 − N(N − 1)

8 cosN−2 (2χt),

Γ12 = N(N − 1)
4 sin (χt) cosN−2 (χt),

Γ13 = N(N − 1)(N − 2)
16 sin (2χt) cosN−3 (2χt),

Γ14 = N(N − 1)
8 cosN−1 (χt)− N(N − 1)(N − 2)

32
(
cosN−3 (3χt)− cosN−3 (χt)

)
,

Γ22 = N

4 ,

Γ23 = N(N − 1)
8 cosN−1 (χt)− N(N − 1)(N − 2)

8 sin2 (2χt) cosN−3 (χt),

Γ24 = N(N − 1)(N − 2)
16 sin (2χt) cosN−3 (2χt),

Γ33 = N(N − 1)(N − 2)
32 (cosN−2 (2χt) + 1)− N(N − 1)

32 (cosN−2 (2χt)− 3)

− N(N − 1)(N − 2)(N − 3)
32 sin2 (2χt) cosN−4 (2χt),

Γ34 = N(N − 1)(N − 2)
16 sin (χt) cosN−2 (χt)− N(N − 1)

16 sin (χt) cosN−2 (χt)

+ N(N − 1)(N − 2)(N − 3)
64

(
sin (χt) cosN−4 (χt) + sin (3χt) cosN−4 (3χt)

)
,

Γ44 = −N(N − 1)(N − 2)(N − 3)
128 cosN−4 (4χt)− 1

64N(N − 1) + 1
128(N − 1)(N + 3)N2.

2.B Matrice des commutateurs et matrice covariance pour la tech-
nique MAI

Nous présentons ici les éléments de la matrice des commutateurs C, de taille 2 × 2, non nuls
et ceux de la matrice covariance symétrique Γ de taille 2 × 2 pour la technique de mesure après
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interaction correspondant à la famille d’observables ~̂XMAI = (Û †τ ŜyÛτ , Û †τ ŜzÛτ )T .

C11 = N(N − 1)
4 sin(χτ)

[
cosN−2(χ(τ + 2t)) + cosN−2(χτ)

]
,

C12 = N

2 cosN−1 (χt),

C21 = −N2 cosN−1 (χ(t+ τ)),

Γ11 = N(N + 1)
8 − N(N − 1)

8 cosN−2(2χ(t+ τ)),

Γ12 = N(N − 1)
4 cosN−2(2χ(t+ τ)) sin(χ(t+ τ)),

Γ22 = N

4 .
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Chapitre 3
Effet des processus de décohérence

Introduction

Dans les expériences réelles, où les systèmes physiques ne sont pas parfaitement isolés de leur
environnement et peuvent avoir d’autres degrés de liberté couplés aux degrés de liberté de spin, les
processus de décohérence entrent en jeu de manière à affecter l’évolution de la dynamique one-axis
twisting, ce qui limite en fin de compte l’amélioration métrologique quantique. D’une part, comme
expliqué dans le chapitre précédent, une possibilité d’implémenter la dynamique OAT est d’exploiter
les interactions entre la lumière et un ensemble d’atomes confinés dans une cavité optique. Dans les
scénarios pratiques, cette approche s’accompagne souvent de la perte de photons dans la cavité, qui
apparaît comme la source dominante de décohérence dans ce système [18]. Ce processus de bruit se
manifeste sous la forme d’un déphasage collectif, qui est de nature diffusive [80, 81]. D’autre part,
lorsque l’on considère les réalisations de la dynamique OAT basées sur les collisions entre atomes
dans les condensats de Bose-Einstein, comme détaillé dans le chapitre précédent, les limitations
fondamentales proviennent des pertes de particules et des effets de la température finie [24, 82].
L’effet de ces mécanismes de décohérence sur la compression de spin peut être capturé de façon
efficace en utilisant un modèle de déphasage collectif, conduisant à un comportement balistique
dans les fluctuations de spin [24]. En outre, dans le contexte des implémentations impliquant des
ions piégés, le déphasage collectif balistique se produit en raison des fluctuations aléatoires du
champ magnétique [79,83,84].

Dans ce chapitre, nous commençons par revoir certains concepts fondamentaux de la théorie
générale des systèmes quantiques ouverts et nous introduisons le formalisme des fonctions d’onde
Monte-Carlo (FOMC). Nous nous concentrons ensuite sur l’effet des fluctuations balistiques et
diffusives sur les observables collectives de spin, en explorant comment elles limitent les gains
métrologiques quantiques et en calculant explicitement les nouvelles lois d’échelle correspondantes
à la limite de grands nombre d’atomes. Enfin, en utilisant un modèle microscopique détaillé, nous
montrons que, tout comme pour les observables linéaires [24], les pertes de particules affectant la
compression des observables non linéaires et quadratiques de spin peuvent être décrites à l’aide du
modèle de déphasage balistique.
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Chapitre 3. Effet des processus de décohérence

3.1 Description théorique : équation pilote, fonction d’onde Monte
Carlo

L’évolution d’un état pur |ψ(t)〉 décrivant un système quantique isolé caractérisé par le hamil-
tonien Ĥ est régie par l’équation de Schrödinger

i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 = Ĥ|ψ(t)〉. (3.1)

Cependant, dans les situations réelles, les systèmes quantiques sont souvent décrits par un état mé-
lange statistique. Un tel état est essentiellement une combinaison statistique d’états purs différents
|ψj〉, chacun ayant une probabilité pj associée, représenté par l’opérateur densité ρ̂ défini comme

ρ̂ =
∑
j

pj |ψj〉〈ψj |. (3.2)

Maintenant, dérivons l’équation qui régit l’évolution temporelle de cet opérateur densité ρ̂ pour un
système isolé à partir de l’équation de Schrödinger. Nous commençons par prendre la dérivée de ρ̂
par rapport au temps

∂

∂t
ρ̂ =

∑
j

pj
∂

∂t
(|ψj〉〈ψj |). (3.3)

Notez que dans un système isolé, chaque état |ψ〉 évolue selon (3.1) et les probabilités pj restent
égales à leurs valeurs initiales. Cette dernière équation peut être réécrite comme

i~
∂

∂t
ρ̂ =

∑
j

pj

[(
i~
∂

∂t
|ψj〉

)
〈ψj |+ |ψj〉

(
i~
∂

∂t
〈ψj |

)]
. (3.4)

En substituant l’équation de Schrödinger (3.1) et sa conjuguée dans l’équation ci-dessus, nous
obtenons

i~
∂

∂t
ρ̂ = [Ĥ, ρ̂]. (3.5)

Cette équation est appelée équation de von Neumann ou équation de Liouville-von Neumann,
elle caractérise l’évolution de l’opérateur densité d’un système quantique isolé sous l’effet de son
hamiltonien Ĥ.

Lorsqu’un système quantique interagit avec son environnement, il devient un système ouvert.
Dans ce contexte, le système combiné total, comprenant le système ouvert d’intérêt et son environ-
nement, est considéré comme isolé, et l’évolution de son opérateur densité est décrite par l’équation
de von Neumann (3.5)

i~
∂

∂t
ρ̂tot = [Ĥtot, ρ̂tot]. (3.6)

Le hamiltonien total

Ĥtot = Ĥ + Ĥenv + Ĥint (3.7)

comprend le hamiltonien du système ouvert Ĥ, le hamiltonien de l’environnement Ĥenv, et le
hamiltonien décrivant leur interaction Ĥint. L’opérateur densité du système ouvert ρ̂ peut être
obtenu à tout instant t à partir de la matrice densité ρ̂tot du système total combiné en effectuant
une trace partielle sur les degrés de liberté de l’environnement ρ̂ = trenvρ̂tot. Par conséquent,
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3.1. Description théorique : équation pilote, fonction d’onde Monte Carlo

l’évolution temporelle de l’opérateur densité du système ouvert est régie, dans le cas général, par
l’équation pilote [85]

i~
∂

∂t
ρ̂ = trenv[Ĥtot, ρ̂tot]. (3.8)

Cependant, dans de nombreuses situations, les interactions entre le système ouvert et son environne-
ment sont faibles. Dans ces situations, l’évolution du système ouvert, caractérisé par le hamiltonien
Ĥ, peut être bien capturée par l’équation pilote de Lindblad [85]

i~
∂

∂t
ρ̂ = [Ĥ, ρ̂] +

∑
n

[
Ĉnρ̂Ĉ

†
n −

1
2{ρ̂, Ĉ

†
nĈn}

]
. (3.9)

Dans cette dernière équation, les opérateurs sauts sont notés Ĉn = √γnL̂n, où L̂n représente les
opérateurs de Lindblad responsables du couplage de système avec l’environnement, et γn corres-
pond aux taux associés. L’équation pilote de Lindblad est une généralisation de l’équation de von
Neumann (3.5) aux systèmes ouverts faiblement couplés à leur environnement. Elle nous permet
de prendre en compte l’effet des processus de décohérence qui résultent de l’interaction du système
avec son environnement. En résolvant cette équation, il est possible de calculer la valeur moyenne
de n’importe quel opérateur Â à n’importe quel instant t de l’évolution du système par

〈Â〉(t) = tr[Â ρ̂(t)]. (3.10)

L’évolution temporelle d’un système ouvert régie par l’équation pilote de Lindblad (3.9) peut
être décrite de manière complètement équivalente en termes de formalisme de fonction d’onde
Monte-Carlo (FOMC) proposé dans la référence [86]. Le formalisme de la fonction d’onde Monte
Carlo est particulièrement utile dans le contexte des systèmes quantiques complexes et de haute
dimension. Dans de telles situations, où l’espace de Hilbert a une dimension considérable (d� 1),
les méthodes numériques directes pour résoudre l’équation pilote de Lindblad (3.9) deviennent
pratiquement inapplicables. En effet, la représentation matricielle de l’opérateur densité ρ̂ nécessite
la connaissance de d2 éléments, ce qui peut rapidement devenir impossible. Cependant, l’approche
FOMC évite efficacement ce problème en se concentrant sur les trajectoires de la fonction d’onde,
pour lesquelles seule la connaissance de d éléments est nécessaire. Dans cette approche, le système
ouvert est décrit par une fonction d’onde |ψ(t)〉 dont l’évolution est générée par le hamiltonien
effectif non-hermitien

Ĥeff = Ĥ − i~
2
∑
n

Ĉ†nĈn, (3.11)

dans des intervalles de temps de durée τj séparés par des sauts quantiques aléatoires, décrits par
les opérateurs de saut Ĉn aux instants tj . Supposons une réalisation particulière Monte-Carlo, que
nous noterons l, où un nombre spécifique de sauts quantiques (par exemple, k) a eu lieu. Chaque
saut est caractérisé par un opérateur de saut Ĉni qui agit à un instant ti avec i = 1, ..., k. Dans
cette réalisation particulière, l’état du système à un moment donné t est calculé, en partant de
l’état initial |ψ(0)〉 et en prenant en compte tous les sauts ainsi que l’évolution sous l’hamiltonien
effectif, comme

|ψ(l)(t)〉 = N e−
i
~ Ĥeff(t−tk)Ĉnke

− i
~ Ĥeff(tk−tk−1)...Ĉn1e

− i
~ Ĥefft1 |ψ(0)〉, (3.12)

avec N une constante de normalisation. La valeur moyenne de tout opérateur Â, donnée en termes
d’opérateur densité par (3.10), peut être calculée dans le formalisme de la fonction d’onde Monte-
Carlo en calculant la moyenne

〈Â〉l(t) = 〈ψ(l)(t)|Â|ψ(l)(t)〉, (3.13)
pour une seule réalisation Monte-Carlo, puis en moyennant sur l’ensemble des réalisations Monte-
Carlo l possibles.
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3.2 Déphasage collectif diffusif

Dans cette section, nous allons étudier l’effet de déphasage collectif diffusif sur la dynamique
OAT et le gain métrologique résultant. Ces fluctuations de phase peuvent être bien décrites par
l’équation pilote de Lindblad [85,87]

i~
∂

∂t
ρ̂ = [ĤOAT, ρ̂] + γCL[ρ̂], (3.14)

où ρ̂ est l’opérateur densité du système, γC est le taux de déphasage collectif, ĤOAT = ~χŜ2
z est

le hamiltonien OAT sans bruit. L’opérateur saut de Lindblad est choisi ici pour être l’observable
L̂ = Ŝz, ce qui nous donne selon l’équation (3.9)

L[ρ̂] = Ŝzρ̂Ŝz −
1
2{ρ̂, Ŝ

2
z}. (3.15)

En partant de l’état cohérent de spin ρ̂0 = |ψ0〉〈ψ0| avec |ψ0〉 donné par l’équation (2.27) du chapitre
précédent où le spin collectif est le long de x, la matrice densité du système à un instant ultérieur
t peut être formellement exprimée comme

ρ̂(t) = Ûte
εχtL[ρ̂0]Û †t , (3.16)

avec ε = γC/χ et Ût = e−iĤOATt/~. En utilisant le fait que [ĤOAT, L̂] = 0, nous pouvons réécrire la
dernière équation comme

ρ̂(t) = eεχtL[Ûtρ̂0Û
†
t ]. (3.17)

La valeur moyenne d’un opérateur Â quelconque à un instant t, définie par (3.10), s’écrit donc

〈Â〉(t) = tr[ÂeεχtL[Ûtρ̂0Û
†
t ]]. (3.18)

Introduisant l’adjoint L† défini par

tr[ÂL[B̂]] = tr[L†[Â]B̂] (3.19)

et en utilisant la definition (3.15), nous pouvons montrer que L† = L. Dans ce cas, la valeur
moyenne (3.18) se réécrit comme

〈Â〉(t) = tr[eεχtL[Â]Ûtρ̂0Û
†
t ]. (3.20)

À partir de cette expression, il devient évident que la valeur moyenne de tout opérateur Â à l’instant
t peut être déduite de la moyenne sans bruit de l’opérateur transformé eεχtL[Â]. C’est à dire

〈Â〉(t) = 〈ψt|eεχtL[Â]|ψt〉, (3.21)

avec |ψt〉 = Ût|ψ0〉. En pratique, l’opérateur eεχtL[Â] est défini comme la solution de l’équation
différentielle d’opérateur ∂Â/∂t = γCL[Â].

3.2.1 Lois d’échelle du gain métrologique associé à la compression des obser-
vables linéaires, non linéaires et quadratiques de spin

L’objectif de ce paragraphe est d’examiner l’effet du déphasage diffusif sur la compression des ob-
servables de spin linéaires, non linéaires et quadratiques et les gains métrologiques correspondants.
Pour ce faire, nous utilisons l’équation (3.21) pour effectuer un calcul analytique afin d’obtenir la
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3.2. Déphasage collectif diffusif

matrice des commutateurs C et la matrice covariance Γ dont les éléments sont exprimés dans ce
cas comme

Ckl = −i〈ψt|eεχtLC
[
[Ŝk, X̂l]

]
|ψt〉, (3.22)

Γkl = 1
2〈ψt|e

εχtLC [{X̂k, X̂l}]|ψt〉 − 〈ψt|eεχtLC [X̂k]|ψt〉〈ψt|eεχtLC [X̂l]|ψt〉, (3.23)

à n’importe quel instant t pour un nombre N quelconque d’atomes. En calculant la matrice des
moments M correspondante (voir équation (2.35)), nous pouvons ensuite déterminer les limites
imposées par le déphasage diffusif sur les gains métrologiques optimaux. Maintenant, examinons
comment la compression d’une observable linéaire est affectée et quel est le gain métrologique qui
en résulte. Pour ce faire, nous allons commencer par effectuer le calcul explicite de la transformation
eεχtL appliquée aux observables de spin. En utilisant l’équation (3.15), nous pouvons directement
écrire eεχtL[Ŝnz ] = Ŝnz pour tout entier n. De plus, en utilisant les relations de commutation des
observables de spin données dans le chapitre précédent par (2.12), nous pouvons montrer que
L[Ŝx] = −(γC/2)Ŝx. Cela nous donne

eεχtL[Ŝx] = e−
ε
2χtŜx. (3.24)

De la même manière nous obtenons

eεχtL[{Ŝy, Ŝz}] = e−
ε
2χt{Ŝy, Ŝz}, (3.25)

eεχtL[(Ŝx ± iŜy)] = e−2εχt(Ŝx ± iŜy). (3.26)

En utilisant ces dernières équations, ainsi que l’expression (3.21) et les éléments sans bruit (2.47)-
(2.50), nous pouvons calculer les matrices des commutateurs C et covariance Γ associées au cas
linéaire pour ε 6= 0. Ces calculs sont détaillés dans l’appendice 3.A de ce chapitre. Cela nous donne
ensuite le gain métrologique atteint par la compression d’une observable linéaire de spin en présence
de déphasage diffusif en fonction de N , de χt et de ε

ξ−2
L,dif = 4e−εχt cos2N−2(χt)

(
4 + (N − 1)

{
1− e−2εχt cosN−2(2χt)

−
√

(1− e−2εχt cosN−2(2χt))2 + 16e−εχt sin2(χt) cos2N−4(χt)
})−1

. (3.27)

En prenant la limite N →∞ dans (3.27), nous obtenons pour χt < 1/
√
N

(
ξ−2

L,dif

)
N→∞

= N2(χt)2

1 +ML + εNχt
, (3.28)

où ML est donnée par (2.100). De même, nous calculons analytiquement la matrice des commuta-
teurs et la matrice covariance pour les ensembles d’observables non linéaires ~̂XNL et quadratiques
~̂XQ de spin, tels que définis dans le chapitre précédent (voir l’appendice 3.A de ce chapitre) et
nous déduisons le gain métrologique optimal correspondant en présence de déphasage diffusif. En
prenant la limite N →∞ et χt < 1/

√
N , nous avons

(
ξ−2

dif

)
N→∞

= N2(χt)2

1 +M + εNχt
, (3.29)

avec l’expression appropriée de M, qui est donnée par (2.101) pour une observable non linéaire de
spin et par (2.102) pour une observable quadratique. Notez que le gain métrologique pour le cas
linéaire (3.28) possède la même forme que (3.29). Pour maximiser le gain quantique par rapport
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à χt dans la limite des grands N à ε fixe, où ε � 1/(Nχtbest), nous pouvons approximer (3.29)
comme (

ξ−2
dif

)
N→∞

' N2(χt)2

M + εNχt
. (3.30)

Nous trouvons ensuite le meilleur temps pour la compression linéaire, non linéaire et quadratique
en présence du déphasage diffusif

χtbest,L(dif) '
(3ε

2

)1/5
N−3/5; (3.31)

χtbest,NL(dif) '
(5ε

4

)1/9
31/3N−5/9; (3.32)

χtbest,Q(dif) '
(7

3

)1/13 53/13ε1/13

22/13 N−7/13, (3.33)

et le meilleur gain métrologique correspondant

ξ−2
best,L(dif) '

2× 31/5

5

(2
ε

)4/5
N2/5; (3.34)

ξ−2
best,NL(dif) '

4
3

27/951/9

35/3ε8/9N
4/9; (3.35)

ξ−2
best,Q(dif) '

2
13

211/13312/1353/1371/13

ε12/13 N6/13. (3.36)

Dans le cas des mesures linéaires, les équations (3.31) et (3.34) confirment les lois d’échelle optimales
χtbest ∝ N−3/5 pour le meilleur temps de compression et ξ−2

best ∝ N2/5 pour le gain métrologique
correspondant qui ont été observées précédemment dans des scénarios impliquant un déphasage
diffusif causé par des pertes de cavité pendant la compression de spin induite par la cavité [18,19,81].

3.2.2 Loi d’échelle du gain métrologique atteint par la technique MAI

Nous avons montré précedement que la méthode MAI permet de reproduire toutes les lois
d’échelle pour la compression de spin linéaire, non linéaire et quadratique dans le cas sans bruit.
Pour montrer que cette observation peut être étendue à des scénarios réalistes en présence de
décohérence, nous identifions, dans ce paragraphe, les limitations du gain métrologique MAI en
présence d’un déphasage diffusif. Pour ce faire, nous commençons par exprimer les éléments de la
matrice des commutateurs et de la matrice covariance comme

Ckl = −i〈ψt|eεχtLC
[
[Ŝk, Û †τ eεχτLC [Ŝl]Ûτ ]

]
|ψt〉, (3.37)

Γkl = 1
2〈ψt|e

εχtLC
[
Û †τ e

εχτLC [{Ŝk, Ŝl}]Ûτ ]
]
|ψt〉 −Πj=k,l〈ψt|eεχtLC

[
Û †τ e

εχτLC [Ŝj ]Ûτ ]
]
|ψt〉 (3.38)

Les expressions analytiques de ces éléments sont données dans l’appendice 3.A de ce chapitre. Pour
le temps d’interaction de la seconde évolution one-axis twisting τ , nous choisissons le cas optimal
en l’absence de bruit, c’est-à-dire τ = −t. En absence de décohérence, la variance de l’observable
Ŝy à la fin de la seconde évolution OAT est donnée par (∆Ŝy)2 = N/4. En présence de déphasage
diffusif, cette variance augmente avec le temps comme

(∆Ŝy)2
dif = N(N + 1)

8 − N(N − 1)
8 e−4εχt. (3.39)
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Figure 3.2.1 – Gain métrologique en fonction du temps en utilisant la stratégie de mesure après
interaction en présence de déphasage diffusif (3.14) pour ε = γC/χ = 0, 0.01, 0.05. Les lignes pleines
représentent les prédictions analytiques (3.41) pour ξ−2

MAI,dif dans la limite des grands N , et les lignes
pointillées le gain métrologique exact.

Pour de petits χt, cette variance présente un comportement diffusif, c’est-à-dire linéaire en χt

(∆Ŝy)2
dif = N

4
[
1 + 2εNχt+O(χt)2

]
. (3.40)

Cela conduit à une limitation du gain quantique obtenu par la technique MAI, et en effet, nous
trouvons que dans la limite des grands N pour χt ≤ 1/

√
N

(
ξ−2

MAI,dif

)
N→∞

= N2(χt)2e−N(χt)2

1 + 2εNχt . (3.41)

Cette dernière équation est comparée au gain métrologique exact dans la figure 3.2.1 pour différentes
valeurs de ε et de N . Comme dans le cas sans bruit, nous pouvons utiliser l’équation (3.41) pour
obtenir des lois d’échelle du gain métrologique ξ−2

MAI,dif aux instants χt = σN−α dans la limite d’un
grand nombre d’atomes N et en présence d’un déphasage diffusif

ξ−2
MAI,dif '


σ
2εN

1−α, 1 ≥ α > 1/2

σe−σ
2

2ε N1/2, α = 1/2
, (3.42)

En raison du déphasage diffusif, la loi d’échelle du gain métrologique de la méthode MAI passe de
ξ−2

MAI ∝ N2−2α à ξ−2
MAI ∝ N1−α pour un α donné. Comme prévu, même en présence d’un déphasage

diffusif, les lois d’échelle de la méthode MAI reproduisent les lois d’échelle caractéristiques du gain
métrologique associé à la compression linéaire, non linéaire et quadratique (3.34)-(3.36) pour les
états préparés aux instants (3.31)-(3.33). Pour l’intervalle 1/2 ≤ α ≤ 1, une optimisation de (3.42),
considérant à la fois α et σ comme variables, nous permet d’identifier le meilleur gain métrologique
et le temps correspondant pour N � 1

χtbest,MAI(dif) '
1√
2
N−1/2 ; ξ−2

best,MAI(dif) '
N1/2
√

8ε2e
. (3.43)

Notez que des résultats précédemment obtenus par des simulations numériques dans la référence
[67], sont en accord avec nos résultats analytiques.

3.3 Déphasage collectif balistique
Dans cette section, nous examinons l’effet de ce déphasage collectif balistique sur l’évolution

one-axis twisting et sur le gain métrologique quantique qui en découle. Cet effet est un processus de
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déphasage aléatoire indépendant du temps que nous pouvons décrire à l’aide d’un modèle simple
impliquant le hamiltonien

Ĥbal = ~χ(Ŝ2
z +DŜz), (3.44)

où ~χD représente un changement d’énergie affectant les systèmes quantiques à deux niveaux.
La valeur de la constante D varie aléatoirement d’une répétition de l’expérience à l’autre. Nous
considérons que D suit une distribution gaussienne p(D), caractérisée par une moyenne nulle et
une variance qui peut être extensive

p(D) = 1√
2π〈D2〉

e
− D2

2〈D2〉 où 〈D2〉 = εNγ avec 0 ≤ γ ≤ 1. (3.45)

Le paramètre ε est une constante que nous considérons petite et qui caractérise l’amplitude du
déphasage. En partant de l’état cohérent de spin |ψ0〉 donné par l’équation (2.27) du chapitre
précédent où le spin collectif est suivant x, l’état du système à un moment ultérieur t devient
|ψt〉 = e−iĤbalt/~|ψ0〉. Dans ce cas, la moyenne 〈Â〉 de toute observable Â à l’instant t peut être
calculée en faisant la moyenne sur l’état quantique |ψt〉 et sur la variable aléatoire D

〈Â〉(t) =
∫ +∞

−∞
p(D)〈ψt|Â|ψt〉dD. (3.46)

3.3.1 Lois d’échelle du gain métrologique associé à la compression des obser-
vables linéaires, non linéaires et quadratiques de spin

Nous nous concentrons d’abord sur l’effet du déphasage collectif balistique sur la compression des
observables de spin linéaires, non linéaires et quadratiques et sur le gain métrologique quantique
résultant. Dans ce contexte, les éléments de la matrice des commutateurs C et de la matrice
covariance Γ peuvent être exprimés comme

Ckl = −i
∫ +∞

−∞
dD p(D)〈ψt|[Ŝk, X̂l]|ψt〉, (3.47)

Γkl = 1
2

∫ +∞

−∞
dD p(D)〈ψt|{X̂k, X̂l}|ψt〉 −

∏
j=k,l

∫ +∞

−∞
dD p(D)〈ψt|X̂j |ψt〉. (3.48)

En résolvant de manière exacte le modèle de déphasage balistique (3.44) et en utilisant (3.46), il est
possible d’obtenir analytiquement, en fonction de N , de χt et de la variance 〈D2〉, les éléments de
la matrice des commutateurs (3.47) ainsi que les éléments de la matrice de covariance (3.48). Ces
résultats détaillés se trouvent dans l’appendice 3.B du présent chapitre. En suivant une stratégie
analogue à celle utilisée dans le cas sans bruit et dans le cas de déphasage diffusif, la diagonalisation
de la matrice des moments M (2.35) nous donne, selon l’équation (2.37), le gain métrologique
optimal pour tout N et à tout instant t en présence de déphasage balistique pour un ensemble
d’observables linéaires, non linéaires ou quadratiques de spin. Dans le cas de la compression d’une
observable linéaire, nous obtenons

ξ−2
L,bal = 4e−(χt)2〈D2〉 cos2N−2(χt)

(
4 + (N − 1)

{
1− e−2(χt)2〈D2〉 cosN−2(2χt)

−
√

(1− e−2(χt)2〈D2〉 cosN−2(2χt))2 + 16e−(χt)2〈D2〉 sin2(χt) cos2N−4(χt)
})−1

. (3.49)

De manière similaire, nous calculons analytiquement le gain métrologique optimal associé à la
compression des observables de spin non linéaires et quadratiques en présence d’un déphasage
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balistique. En prenant la limite de grands N , le gain métrologique de la compression linéaire, non
linéaire et quadratique de spin est donné, pour χt < 1/

√
N , par

(
ξ−2

bal

)
N→∞

= N2(χt)2

1 +M + εN1+γ(χt)2 , (3.50)

avec l’expression appropriée de M pour chaque choix de mesure (2.100)-(2.102). La loi d’échelle
du gain métrologique optimal dans la limite du grands nombre d’atomes N dépend désormais de
la compétition entre le termes du dénominateur dans (3.50). En général, nous remarquons que dès
que le terme dépendant du bruit, c’est à dire εN1+γ(χt)2, devient non négligeable par rapport à
1+M , il déterminera la loi d’échelle du gain quantique maximal. Ainsi, dans la limite de grands N ,
l’effet du déphasage collectif balistique est de fixer une borne supérieure, donnée par ξ−2

lim = N1−γ/ε,
pour la loi d’échelle du gain métrologique, indépendamment de la stratégie de mesure choisie. En
raison de la forme de l’équation (3.50), la maximisation par rapport à χt n’est pas affectée par le
déphasage balistique. Le meilleur temps χtbest reste alors inchangé et il est donné par le meilleur
temps en absence de tout bruit. Le gain métrologique maximal devient

ξ−2
best,L(bal) '

2× 3−2/3N2/3

1 + 2ε× 3−2/3Nγ−1/3 ; (3.51)

ξ−2
best,NL(bal) '

2
(

2
5

)4/5
33/5N4/5

1 + 2ε
(

2
5

)4/5
33/5Nγ−1/5

; (3.52)

ξ−2
best,Q(bal) '

(
6
7

)6/7
53/7N6/7

1 + ε
(

6
7

)6/7
53/7Nγ−1/7

. (3.53)

L’équation (3.51) révèle que, pour la mesure d’une observable linéaire de spin, la présence d’un
déphasage balistique collectif avec γ ≤ 1/3 ne modifie pas le gain métrologique optimal sans bruit.
En effet, pour γ ≤ 1/3 le dénominateur de (3.51) devient de l’ordre de l’unité conduisant ainsi
à un gain métrologique ξ−2

best,L(bal) ∝ N2/3 comme dans l’absence de bruit (2.53). De même, pour
les mesures non linéaires, le gain optimal (3.52) reste inchangé si γ ≤ 1/5, et pour les mesures
quadratiques, le gain (3.53) reste inchangé si γ ≤ 1/7.

3.3.2 Loi d’échelle du gain métrologique atteint par la technique MAI

Dans ce paragraphe nous étudions l’effet du déphasage balistique sur la technique MAI et nous
identifions les limitations sur le gain métrologique qui en découle. La matrice des commutateurs C
et la matrice covariance Γ pour la technique MAI s’écrivent dans ce cas sous la forme

Ckl = −i
∫
dDp(D)〈ψt|[Ŝk, eiĤbalτ/~Ŝle

−iĤbalτ/~]|ψt〉 (3.54)

Γkl = 1
2

∫
dDp(D)〈ψt|eiĤbalτ/~{Ŝk, Ŝl}e−iĤbalτ/~|ψt〉

−Πj=l,k

∫
dDp(D)〈ψt|eiĤbalτ/~Ŝje

−iĤbalτ/~|ψt〉. (3.55)

Ces éléments sont analytiquement donnés dans l’appendice 3.B. En utilisant ces expressions ana-
lytiques, nous pouvons calculer la matrice des moments M (2.35). En diagonalisant cette matrice,
nous pouvons analytiquement obtenir le gain métrologique optimal de la technique MAI, à un ins-
tant t donné pour tout choix de temps d’interaction τ , en présence de déphasage collectif balistique.
En prenant χτ = −χt comme précédemment et Dτ = Dt, nous pouvons montrer que l’effet de ce
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processus de décohérence est d’augmenter la variance (∆Ŝy)2 à la fin de la seconde évolution OAT
où elle devient

(∆Ŝy)2
bal = N(N + 1)

8 − N(N − 1)
8 e−8(χt)2〈D2〉. (3.56)

Pour de petites valeurs de ε, de grands N , et lorsque χt ≤ 1/
√
N , cela entraîne une augmentation

balistique, c’est-à-dire une augmentation proportionnelle à (χt)2, de la forme

(∆Ŝy)2
bal = N

4
[
1 + 4εN1+γ(χt)2 +O(χt)4

]
. (3.57)

Cela se traduit par une diminution du gain métrologique ξ−2
MAI, obtenu en l’absence de bruit (2.87),

d’un facteur
(
1 + 4εN1+γ(χt)2)−1. Dans ce cas, nous obtenons

(
ξ−2

MAI,bal

)
N→∞

= N2(χt)2e−N(χt)2

1 + 4εN1+γ(χt)2 . (3.58)

Cette expression est comparée au gain métrologique exact dans la figure 3.3.1-(a) pour différentes
valeurs de γ et de N . Nous pouvons maintenant utiliser l’équation (3.58) pour déduire les lois
d’échelle du gain métrologique ξ−2

MAI,bal pour de grandes valeurs de N et des échelles de temps
χt = σN−α en présence de déphasage balistique

ξ−2
MAI,bal '


σ2N2−2α

1+4εσ2N1+γ−2α , 1 ≥ α > 1/2

σ2e−σ
2
N

1+4εσ2Nγ , α = 1/2
. (3.59)

Encore une fois, la loi d’échelle en N dépend de la compétition entre le temps d’évolution et le bruit,
caractérisée par α et γ respectivement. Ceci est illustré dans la figure 3.3.1-(b). En particulier, nous
observons l’existence d’une valeur critique de α

αc = 1 + γ

2 . (3.60)

Pour les temps inférieurs à cette valeur critique, α > αc, nous obtenons

ξ−2
MAI,bal ' σ

2N2−2α, (3.61)

c’est-à-dire que la loi d’échelle (2.90) de l’évolution idéale en l’absence de tout bruit est préservée.
Pour des temps plus longs, α < αc, cependant, le gain quantique est limité par le processus de
déphasage balistique et il devient indépendant de α

ξ−2
MAI,bal '

1
4εN

1−γ . (3.62)

La maximisation de ξ−2
MAI,bal par rapport à σ et α nous permet de déterminer, pour un γ donné,

la loi d’échelle du meilleur gain métrologique et le temps correspondant à la limite N → ∞. Pour
γ = 0, nous obtenons

χtbest,MAI(bal) ' (1− 2ε)N−1/2 ; ξ−2
best,MAI(bal) '

ε

e
N, (3.63)

tandis que pour γ 6= 0, la loi d’échelle à long terme (3.62) représente le meilleur gain métrologique.
Cette loi d’échelle est atteinte exactement au point critique αc, ainsi que dans tous les temps plus
longs puisque le gain métrologique (3.62) est indépendant de α. La valeur critique (3.60) identifie
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alors le temps de préparation optimal α = αc en fonction du bruit présent dans le système, via γ,
dans la limite de grand N . De plus, les résultats (3.61) et (3.62) prévoient un changement discontinu
de la loi d’échelle en fonction du temps de préparation. Ce comportement critique est masqué par
les effets de taille finie dans les systèmes atomiques réalistes, mais un début de discontinuité, comme
nous pouvons le voir dans la figure 3.3.1-(c), est perceptible avec l’augmentation de N . En utilisant
le gain métrologique exact, nous pouvons calculer les premières corrections de taille finie à (3.59),
nous obtenons

ξ−2
MAI,bal '

σ2N2−2α

1 + 4εσ2N1+γ−2α [1− σ2N1−2α + σ4

4 N
2−4α]. (3.64)

Une maximisation sur α et σ de cette dernière équation montre que le gain quantique ξ−2
MAI,bal

atteint sa valeur maximale (3.62), pour un γ donné, à

χt =
( 1

4ε

)1/4
N−1/2−γ/4. (3.65)

En général, pour un gain quantique souhaité, donné en fonction de α comme N2−2α, la valeur
critique (3.60) peut être interprétée comme une définition du niveau maximal tolérable de déphasage
balistique γ = 2α−1. Notez que ces contraintes deviennent plus exigeantes pour les gains quantiques
plus élevés. Comme nous l’avons déjà observé dans le paragraphe précédent, pour la compression
de spin linéaire où le meilleur temps correspond à α = 2/3, le niveau de bruit tolérable est γ = 1/3.
Pour la compression de l’observable non linéaire de spin où α = 3/5, le bruit tolérable correspondant
est γ = 1/5 et il est donné par γ = 1/7 pour la compression de l’observable quadratique où α = 4/7.
Comme nous allons montrer dans la section suivante avec un modèle microscopique, dans le cas
extreme où γ = 1, il est impossible de générer un gain métrologique quantique qui augmente avec
N . Nous démontrons ainsi, comme dans le cas sans bruit et dans le cas du déphasage diffusif, que
la technique MAI reproduit toutes les lois d’échelle du gain métrologique des différentes stratégies
de compression, même en présence de déphasage balistique.

3.4 Perte de particules
Jusqu’à présent, nous avons examiné les processus de décohérence dans lesquels un déphasage

collectif perturbe l’évolution cohérente induite par le hamiltonien OAT. Dans cette section, nous
examinerons, avec un modèle microscopique, les restrictions imposées par les pertes de particules
sur la compression linéaire, non linéaire et quadratique de spin via la dynamique one-axis twisting.
Pour cela, nous allons considérer un système composé de N atomes identiques dans deux modes
notés ε = a, b dont l’état est décrit par l’opérateur densité ρ̂. En plus de la dynamique OAT décrite
par le hamiltonien ĤOAT = ~χŜ2

z , les pertes à m corps dans ce système peuvent être décrites par
l’équation pilote [88],

∂ρ̂

∂t
= − i

~
[ĤOAT, ρ̂] +

∑
l=a,b

γ
(m)
l

(
[ĉl]mρ̂[ĉ†l ]

m − 1
2
{
ρ̂, [ĉl]m[ĉ†l ]

m
})

, (3.66)

où γ(m)
l représente le taux de perte de m corps dans le mode l. Il est à rappeler que ĉl et ĉ†l sont

respectivement les opérateurs d’annihilation et de création d’un atome dans le mode l. Comme
nous l’avons introduit précédemment dans ce chapitre pour le cas général, cette évolution peut
également être formulée de manière équivalente en utilisant le formalisme de la fonction d’onde
Monte-Carlo. Le hamiltonien effectif de cette méthode FOMC, défini par (3.11), peut être écrit
dans ce cas comme

Ĥeff = ĤOAT −
i~
2
∑
l=a,b

Ĵ
(m)†
l Ĵ

(m)
l avec Ĵ

(m)
l =

√
γ

(m)
l [ĉl]m. (3.67)
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Figure 3.3.1 – Gain métrologique quantique pour la technique MAI en présence de déphasage
collectif balistique. (a) Gain métrologique avec γ = 0, 0.5, 1 et ε = 0.05 pour N = 103 (haut) et
N = 104 (bas). Les lignes pleines sont les formules analytiques (3.58) pour ξ−2

MAI,bal dans la limite
des grands N et les lignes pointillées sont les résultats exacts. (b) Modification des lois d’échelle
pour différentes valeurs de γ = 0, 0.5, 1 et pour ε = 0.05. (c) Apparition graduelle de la discontinuité
des lois d’échelle pour ξ−2

MAI,bal avec γ = 0, 65 et ε = 0, 05 pour des valeurs croissantes de N .

En supposant que la fraction de particules perdues est faible, nous pouvons approximer le hamil-
tonien effectif (3.67) par [88]

Ĥeff = ĤOAT −
i~
2 λ, (3.68)

où λ =
∑
l=a,b λl avec λl = γ

(m)
l 〈ĉ†ml ĉml 〉, où la valeur moyenne 〈ĉ†ml ĉml 〉 dans λl est calculée dans

l’état initial du système. Pour simplifier, nous considérons dans la suite de cette section un cas
symétrique où γ

(m)
a = γ

(m)
b = γ(m). Nous partons de l’état cohérent de spin |ψ0〉, qui représente

un état de phase |ϕ〉N , donné par l’équation (2.13) du chapitre précédent, avec ϕ = 0. Comme
mentionné précédemment, dans une réalisation Monte-Carlo particulière avec k sauts quantiques,
chacun résultant en la perte de m atomes dans le mode li = a, b aux temps ti avec i = 1, ..., k, l’état
du système au temps t est donné par

|ψ(t)〉 = N e−
i
~ Ĥeff(t−tk)Ĵlke

− i
~ Ĥeff(tk−tk−1)...Ĵl1e

− i
~ Ĥefft1 |ϕ = 0〉N , (3.69)

où N est une constante de normalisation. En utilisant les relation de commutation (2.5) et (2.6)
et les propriétés des états de phase (2.14) et (2.16)-(2.17) introduites dans le chapitre précédent,
nous pouvons montrer que, dans l’approximation de faible fraction perdue (3.68), l’état du système
précédent pour une réalisation Monte-Carlo particulière peut être approximé, à une constante de
normalisation près, comme un état de phase décalée avec moins de particules, évoluant avec le
hamiltonien OAT, c’est-à-dire

|ψ(t)〉 = F (t)e−iĤOATt/~|D〉N−mk ; D = m
k∑
i=1

χti

(
δb,ci −

1
2

)
. (3.70)

Le déphasage D dans cette dernière équation est une variable aléatoire qui varie d’une réalisation
Monte-Carlo à l’autre. La moyenne de tout opérateur Â peut être calculée en moyennant d’abord
sur l’état |ψ(t)〉

〈ψ(t)|Â|ψ(t)〉 = N−mk〈D|eiχtŜ
2
z Âe−iχtŜ

2
z |D〉N−mk (3.71)
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ensuite, nous faisons la moyenne de 〈ψ(t)|Â|ψ(t)〉 sur toutes les réalisations Monte-Carlo, c’est-à-
dire une moyenne sur les variables aléatoires k, ti et δb,ci [88]. Cela nous permet d’effectuer le calcul
analytique de la matrice des commutateurs C et de la matrice covariance Γ, qui sont fournis dans
l’appendice 3.C. Par conséquent, nous pouvons déterminer, à tout instant t et pour un nombre
d’atomes N quelconque, le gain métrologique quantique associé à la compression des observables
de spin linéaires, non linéaires et quadratiques en présence de pertes à m particules.

Dans ce travail, nous nous concentrons principalement sur le scénario des pertes à un corps
(m = 1) caractérisées par le taux de perte γ(1). Pour obtenir le gain métrologique optimal pour la
compression de spin linéaire dans la limite de grands N , nous utilisons la loi d’échelle du temps op-
timal pour la compression linéaire en absence de bruit (2.53) et introduisons une variable auxiliaire
sans dimension r = N−1/3. Nous redimensionnons ensuite le temps comme χt = θr2. En effectuant
un developpement du gain métrologique linéaire ξ−2

L au voisinage de r = 0 tout en maintenant
γ(1)/χ constant, nous obtenons(

ξ−2
L,Loss

)
N→∞

= N2(χt)2

1 +N4(χt)6/6 + (γ(1)t/3)N2(χt)2 . (3.72)

De même, en utilisant la loi d’échelle pour le meilleur temps de compression de spin non linéaire
(2.60), nous introduisons le paramètre sans dimension r = N−1/5 et nous redéfinissons l’échelle du
temps comme χt = θr3. Cela nous permet d’obtenir(

ξ−2
NL,Loss

)
N→∞

= N2(χt)2

1 +N6(χt)10/270 + (γ(1)t/3)N2(χt)2 . (3.73)

Pour la compression de spin quadratique, en suivant la même procédure, nous introduisons le
paramètre sans dimension r = N−1/7 et nous redimensionnons le temps comme χt = θr4. Cela
conduit à (

ξ−2
Q,Loss

)
N→∞

= N2(χt)2

1 +N8(χt)14/875 + (γ(1)t/3)N2(χt)2 . (3.74)

En comparant les équations (3.72)-(3.74) à l’équation (3.50), nous pouvons déduire que l’effet des
pertes à un corps est équivalent à l’effet de déphasage balistique discuté au paragraphe 3.3, avec
γ = 1 et ε = γ(1)t/3. Étant donné que γ(1) est défini comme le taux de perte à un atome, γ(1)t
représente alors le nombre d’atomes perdus à l’instant t. Par conséquent, pour les trois stratégies de
mesure, le gain métrologique quantique dans la limite des grands N , évalué à une fraction perdue
constante à tbest, est limité par la proportion d’atomes perdus

ξ−2
lim = 3

γ(1)t
. (3.75)

Ce résultat a été obtenu dans [24] pour la compression d’une observable linéaire de spin. L’équation
(3.75) montre alors que ce résultat peut être généralisé pour inclure la compression d’observables
de spin non linéaires et quadratiques. Nous pouvons donc déduire, comme le montre la figure 3.4.1,
que pour un nombre d’atomes donné N , les mesures non linéaires permettent d’améliorer le gain
métrologique par rapport aux mesures linéaires, à condition que 3/(γ(1)tL,best)) > ξ−2

L,best. Cette
condition est réalisable tant que le taux de perte à un corps γ(1) reste raisonnablement faible
(figure 3.4.1-(b)).

3.5 Expression unifiée pour les lois d’échelle du gain métrologique
Les résultats de ce chapitre peuvent être résumés dans une expression simple et unifiée pour le

gain métrologique quantique dans la limite de grands N . Cette expression est valable pour toute
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Figure 3.4.1 – Gains métrologiques quantiques linéaires, non linéaires et quadratiques pour N =
106 en fonction du temps en présence de pertes à un corps avec (a) γ(1)/χ = 20 et (b) γ(1)/χ = 0.05,
en comparaison avec la limite (3.75). Les lignes continues représentent les gains quantiques calculés
analytiquement sous la condition de faible fraction perdue (3.68). Les gains métrologiques dans la
limite de grands N , tels que donnés par (3.72), (3.73), et (3.74), sont représentés par des lignes
pointillées. En (b), les points représentent les résultats de simulation numérique de Monte-Carlo
avec 600 réalisations.

la gamme de temps satisfaisant χt < 1/
√
N

(
ξ−2

)
N→∞

= FQ/N

1 +M +B
. (3.76)

En effet, cette expression décrit précisément comment le gain quantique peut être limité par des
mesures sous-optimales via le terme M et par la présence de bruit via le terme B. Comme nous
l’avons montré dans le chapitre précédent, le schéma de mesure choisi détermine les valeurs de
ML = N4(χt)6/6, MNL = N6(χt)8/270, et MQ = N8(χt)14/875. Dans le cas de la technique MAI,
nous obtenons MMAI = 0 pour χt < 1/

√
N . Dans le contexte des mesures linéaires, non linéaires

et quadratiques, l’effet des processus de décohérence est quantifié par

Bdif = εNχt, (3.77)

lorsqu’il s’agit de déphasage diffusif, et par

Bbal = εN1+γ(χt)2 (3.78)

dans les cas impliquant le déphasage balistique, ce qui inclut également les pertes de particules.
Cependant, en raison de ses deux évolutions non linéaires de durée χt, la technique MAI donne
lieu à BMAI,dif = 2εNχt et BMAI,bal = 4εN1+γ(χt)2 pour le déphasage diffusif et pour le dépha-
sage balistique respectivement. L’équation (3.76) fournit une méthode directe pour prédire les lois
d’échelle du gain métrologique dans la limite de grands nombres d’atomes N et les temps optimaux
correspondants dans tous les scénarios discutés dans ce chapitre et dans le chapitre précédent, où
nous avons supposé qu’il n’y avait pas de bruit (c’est à dire B = 0).

Conclusion

Ce chapitre a débuté par un rappel des concepts fondamentaux pour décrire des systèmes
quantiques ouverts. Par la suite, nous avons exploré les limitations imposées par deux modèles
distincts de décohérence, chacun d’entre eux décrivant les processus de décohérence prédominants
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dans différentes implémentations physiques de la dynamique one-axis twisting. Dans le cas du
déphasage collectif balistique, nous avons montré, dans la limite d’un grand nombre d’atomes,
l’existence d’un changement brusque dans le gain métrologique quantique à un temps de préparation
critique (le gain devient une fonction discontinue du temps dans la limiteN →∞), lequel dépend du
niveau de bruit. Ce temps de préparation critique détermine la durée maximale pendant laquelle un
avantage quantique peut être maintenu malgré la décohérence, en tenant compte du niveau de bruit.
En d’autres termes, il indique la quantité de bruit tolérable pour préserver un avantage quantique
avec des états de spin de plus en plus sensibles. En revanche, dans le cas du déphasage diffusif, la loi
d’échelle du gain est systématiquement la racine carrée du gain attendu en l’absence de bruit, quelle
que soit la durée de préparation. Enfin, dans les scénarios impliquant des pertes de particules, nous
avons montré que la meilleure compression de spin linéaire, non linéaire et quadratique atteignable
est limitée par la fraction de particules perdues au moment de la compression optimale.

Ce chapitre étend l’étude du gain métrologique quantique maximal atteint via la compression
d’observables de spin non linéaires, tel que discuté dans le chapitre précédent, à des scénarios
plus réalistes dans lesquels les processus de décohérence affectent l’évolution one-axis twisting.
Avec le premier chapitre, ce chapitre peut servir de guide pour la conception expérimentale de
stratégies réalisables permettant d’obtenir des améliorations quantiques élevées dans les protocoles
d’estimation quantique avec un nombre relativement important d’atomes.
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Apendices

3.A Matrices des commutateurs et matrice covariance en présence
de déphasage diffusif

Voici les expressions analytiques des éléments de la matrice des commutateurs et de la ma-
trice covariance pertinentes pour le choix de l’ensemble des observable quadratique de spin ~̂XQ =
(Ŝy, Ŝz, 1

2{Ŝx, Ŝz},
1
2{Ŝx, Ŝy})

T , en tenant compte du déphasage diffusif collectif pendant la prépa-
ration de l’état et la mesure dans le contexte de la MAI

C12 = N

2 e
− ε2χt cosN−1 (χt) ; C13 = N(N − 1)

8
(
e−2εχt cosN−2 (2χt) + 1

)
C14 = −N(N − 1)

4 e−
ε
2χt sin (χt) cosN−2 (χt),

C23 = N(N − 1)
4 e−

ε
2χt sin (χt) cosN−2 (χt) ; C24 = −N(N − 1)

4 e−
ε
2χt cosN−2 (χt)

Γ11 = N(N + 1)
8 − N(N − 1)

8 e−2εχt cosN−2 (2χt) ; Γ12 = N(N − 1)
4 e−

ε
2χt sin (χt) cosN−2 (χt),

Γ13 = N(N − 1)(N − 2)
16 e−2εχt sin (2χt) cosN−3 (2χt),

Γ14 = N(N − 1)
8 e−

ε
2χt cosN−1 (χt)− N(N − 1)(N − 2)

32
(
e−

9ε
2 cosN−3 (3χt)− e−

ε
2χt cosN−3 (χt)

)
,

Γ22 = N

4 ; Γ23 = N(N − 1)
8 e−

ε
2χt cosN−1 (χt)− N(N − 1)(N − 2)

8 e−
ε
2χt sin2 (2χt) cosN−3 (χt),

Γ24 = N(N − 1)(N − 2)
16 e−2εχt sin (2χt) cosN−3 (2χt),

Γ33 = N(N − 1)(N − 2)
32 (e−2εχt cosN−2 (2χt) + 1)− N(N − 1)

32 (e−2εχt cosN−2 (2χt)− 3)

− N(N − 1)(N − 2)(N − 3)
32 e−2εχt sin2 (2χt) cosN−4 (2χt),

Γ34 = N(N − 1)(N − 2)
16 e−

ε
2χt sin (χt) cosN−2 (χt)− N(N − 1)

16 e−
ε
2χt sin (χt) cosN−2 (χt)

+ N(N − 1)(N − 2)(N − 3)
64

(
e−

ε
2χt sin (χt) cosN−4 (χt) + sin (3χt)e−

9ε
2 χt cosN−4 (3χt)

)
,

Γ44 = −N(N − 1)(N − 2)(N − 3)
128 e−8εχt cosN−4 (4χt)− 1

64N(N − 1) + 1
128(N − 1)(N + 3)N2.

Comme dans le cas sans bruit, les résultats pour la famille ~̂XNL = (Ŝy, Ŝz, 1
2{Ŝx, Ŝz})

T , qui corres-
pond à la mesure de l’observable non linéaire (2.58), sont obtenus en se concentrant uniquement sur
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la sous-matrice 2× 3 de C et la sous-matrice 3× 3 de Γ. Pour l’ensemble des observables linéaires
de spin ~̂XL = (Ŝy, Ŝz)T , nous nous limitons aux deux premières lignes et colonnes des matrices C
et Γ.

Pour la méthode MAI, nous obtenons

C11 = N(N − 1)
4 e−ε[2|χt|+

1
2 |χτ |] sin(χτ) cosN−2(χ(τ + 2t)) + N(N − 1)

4 e−
ε
2 |χτ | sin(χτ) cosN−2(χτ),

C12 = N

2 e
− ε2 |χt| cosN−1 (χt) ; C21 = −N2 e

− ε2 (|χt|+|χτ |) cosN−1 (χ(t+ τ)),

Γ11 = N(N + 1)
8 − N(N − 1)

8 e−2ε(|χt|+|χτ |) cosN−2(2χ(t+ τ)),

Γ12 = N(N − 1)
4 e−

ε
2 (|χt|+|χτ |) cosN−2(χ(t+ τ)) sin(χ(t+ τ)) ; Γ22 = N

4 .

3.B Matrices des commutateurs et matrice covariance en présence
de déphasage balistique

expressions analytiques des éléments de la matrice des commutateurs et de la matrice covariance
pertinentes pour la mesure d’une observable de spin quadratique, en tenant compte du déphasage
balistique collectif pendant la préparation de l’état et la mesure dans le contexte de la MAI

C12 = N

2 e
− 1

2 (χt)2〈D2〉 cosN−1 (χt) ; C13 = N(N − 1)
8

(
e−2(χt)2〈D2〉 cosN−2 (2χt) + 1

)
,

C14 = −N(N − 1)
4 e−

1
2 (χt)2〈D2〉 sin (χt) cosN−2 (χt),

C23 = N(N − 1)
4 e−

1
2 (χt)2〈D2〉 sin (χt) cosN−2 (χt) ; C24 = −N(N − 1)

4 e−
1
2 (χt)2〈D2〉 cosN−2 (χt),

Γ11 = N(N + 1)
8 − N(N − 1)

8 e−2(χt)2〈D2〉 cosN−2 (2χt) ; Γ12 = N(N − 1)
4 e−

1
2 (χt)2〈D2〉 sin (χt) cosN−2 (χt),

Γ13 = N(N − 1)(N − 2)
16 e−2(χt)2〈D2〉 sin (2χt) cosN−3 (2χt),

Γ14 = N(N − 1)
8 e−

1
2 (χt)2〈D2〉 cosN−1 (χt)

− N(N − 1)(N − 2)
32

(
e−

9
2 (χt)2〈D2〉 cosN−3 (3χt)− e−

1
2 (χt)2〈D2〉 cosN−3 (χt)

)

Γ22 = N

4 ; Γ23 = N(N − 1)
8 e−

1
2 (χt)2〈D2〉 cosN−1 (χt)− N(N − 1)(N − 2)

8 e−
1
2 (χt)2〈D2〉 sin2 (2χt) cosN−3 (χt),

Γ24 = N(N − 1)(N − 2)
16 e−2(χt)2〈D2〉 sin (2χt) cosN−3 (2χt),

Γ33 = N(N − 1)(N − 2)
32 (e−2(χt)2〈D2〉 cosN−2 (2χt) + 1)− N(N − 1)

32 (e−2(χt)2〈D2〉 cosN−2 (2χt)− 3)

− N(N − 1)(N − 2)(N − 3)
32 e−2(χt)2〈D2〉 sin2 (2χt) cosN−4 (2χt),

Γ34 = N(N − 1)(N − 2)
16 e−

1
2 (χt)2〈D2〉 sin (χt) cosN−2 (χt)− N(N − 1)

16 e−
1
2 (χt)2〈D2〉 sin (χt) cosN−2 (χt)

+ N(N − 1)(N − 2)(N − 3)
64

(
e−

1
2 (χt)2〈D2〉 sin (χt) cosN−4 (χt) + sin (3χt)e−

9
2 (χt)2〈D2〉 cosN−4 (3χt)

)
,

Γ44 = −N(N − 1)(N − 2)(N − 3)
128 e−8(χt)2〈D2〉 cosN−4 (4χt)− 1

64N(N − 1) + 1
128(N − 1)(N + 3)N2.
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Dans le cas de la méthode MAI, nous avons

C11 = N(N − 1)
4 e−

1
2χ

2(2t+τ)2〈D2〉 sin(χτ) cosN−2(χ(τ + 2t)) + N(N − 1)
4 e−

1
2 (χτ)2〈D2〉 sin(χτ) cosN−2(χτ),

C12 = N

2 e
− 1

2 (χt)2〈D2〉 cosN−1 (χt) , C21 = N

2 e
− 1

2χ
2(t+τ)2〈D2〉 cosN−1 (χ(t+ τ)) .

Γ11 = N(N + 1)
8 − N(N − 1)

8 e−2χ2(t+τ)2〈D2〉 cosN−2(2χ(t+ τ)) ,

Γ12 = N(N − 1)
4 e−

1
2χ

2(t+τ)2〈D2〉 cosN−2(2χ(t+ τ)) sin(χ(t+ τ)) , Γ22 = N

4 .

3.C Matrices des commutateurs et matrice covariance en présence
de perte à m-corps

Nous présentons ici les éléments de la matrice des commutateurs C et de la matrice covariance
symétrique Γ pour la compression d’une observable quadratique en présence de pertes à m corps
avec un taux de perte γ(m) et le nombre total moyen d’événements de pertes de m corps par unité
de temps λ

C12 =
N −mλt sinc(mχt)

cosm(χt)
2 cosN−1 (χt)e−λt

(
1− sinc(mχt)

cosm(χt)

)
C13 = 1

8F (0) + 1
8F (2χt) cosN−2 (2χt)e−λt

(
1− sinc(2mχt)

cosm(2χt)

)
,

C14 = −1
4F (χt) sin (χt) cosN−2 (χt)e−λt

(
1− sinc(mχt)

cosm(χt)

)
,

C23 = 1
4F (χt) sin (χt) cosN−2 (χt)e−λt

(
1− sinc(mχt)

cosm(χt)

)
; C24 = −1

4F (χt) cosN−2 (χt)e−λt
(
1− sinc(mχt)

cosm(χt)

)
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Γ11 = N −mλt
4 + 1

8F (0)− 1
8F (2χt) cosN−2 (2χt)e−λt

(
1− sinc(2mχt)

cosm(2χt)

)
,

Γ12 = 1
4F (χt) sin (χt) cosN−2 (χt)e−λt

(
1− sinc(mχt)

cosm(χt)

)
,

Γ13 = 1
16G(2χt) sin (2χt) cosN−3 (2χt)e−λt

(
1− sinc(2mχt)

cosm(2χt)

)
,

Γ14 = 1
8F (χt) cosN−1 (χt)e−λt

(
1− sinc(mχt)

cosm(χt)

)
+ 1

32G(χt) cosN−3 (χt)e−λt
(
1− sinc(mχt)

cosm(χt)

)
− 1

32G(3χt) cosN−3 (3χt)e−λt
(
1− sinc(3mχt)

cosm(3χt)

)
,

Γ22 = N −mλt
4 ,

Γ23 = 1
8F (χt) cosN−1 (χt)e−λt

(
1− sinc(mχt)

cosm(χt)

)
− 1

8G(χt) sin2 (2χt) cosN−3 (χt)e−λt
(
1− sinc(mχt)

cosm(χt)

)
,

Γ24 = 1
16G(2χt) sin (2χt) cosN−3 (2χt)e−λt

(
1− sinc(2mχt)

cosm(2χt)

)
,

Γ33 = 3
32F (0)− 1

8F (2χt) cosN−2 (2χt)e−λt
(
1− sinc(2mχt)

cosm(2χt)

)
+ 1

32G(0) + 1
32G(2χt) cosN−2 (2χt)e−λt

(
1− sinc(2mχt)

cosm(2χt)

)
− 1

32I(2χt) sin2 (2χt) cosN−4 (2χt)e−λt
(
1− sinc(2mχt)

cosm(2χt)

)
,

Γ34 = − 1
16(F (χt) sin (χt) cosN−2 (χt)e−λt

(
1− sinc(2mχt)

cosm(2χt)

)
+ F (0)) + 1

16G(χt) sin (χt) cosN−2 (χt)e−λt
(
1− sinc(mχt)

cosm(χt)

)
+ 1

64I(χt) sin (χt) cosN−4 (χt)e−λt
(
1− sinc(mχt)

cosm(χt)

)
+ 1

64I(3χt) sin (3χt) cosN−4 (3χt)e−λt
(
1− sinc(3mχt)

cosm(3χt)

)
,

Γ44 = − 1
64F (0)− 1

128I(4χt) cosN−4 (4χt)e−λt
(
1− sinc(4mχt)

cosm(4χt)

)
+ 1

128J(0).

Les fonctions F , G, I et J sont données par

F (χt) = N(N − 1)−m(2N − 1)λtsinc(mχt)cosm(χt) +m2λt
sinc(mχt)
cosm(χt)

(
λt

sinc(mχt)
cosm(χt) + 1

)
G(χt) = N(N − 1)(N − 2)−m (N(N − 1) + (2N − 1)(N − 2))λtsinc(mχt)cosm(χt)

+ 3m2(N − 1)λtsinc(mχt)cosm(χt)

(
1 + λt

sinc(mχt)
cosm(χt)

)
−m3λt

sinc(mχt)
cosm(χt)

(
1 + 3λtsinc(mχt)cosm(χt) +

(
λt

sinc(mχt)
cosm(χt)

)2)
I(χt) = N(N − 1)(N − 2)(N − 3)−m (((N − 2)(2N − 1) +N(N − 1))(N − 3) +N(N − 1)(N − 2))

× λtsinc(mχt)cosm(χt) +m2(N(N − 1) + (2N − 1)(N − 2)− 3(N − 1)(N − 3))λtsinc(mχt)cosm(χt)

(
1 + λt

sinc(mχt)
cosm(χt)

)
− 2m3(2N − 3)λtsinc(mχt)cosm(χt)

(
1 + 3λtsinc(mχt)cosm(χt) +

(
λt

sinc(mχt)
cosm(χt)

)2)

+m4λt
sinc(mχt)
cosm(χt)

(
1 + 7λtsinc(mχt)cosm(χt) + 6

(
λt

sinc(mχt)
cosm(χt)

)2
+
(
λt

sinc(mχt)
cosm(χt)

)3)
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3.C. Matrices des commutateurs et matrice covariance en présence de perte à m-corps

J(χt) = N2(N − 1)(N + 3)− 2m(N2(N + 1) +N(N − 1)(N + 3))λtsinc(mχt)cosm(χt)

+m2(6N2 + 2N + 1)λtsinc(mχt)cosm(χt)

(
λt

sinc(mχt)
cosm(χt) + 1

)
− 2m3(2N + 1)λtsinc(mχt)cosm(χt)

(
1 + 3λtsinc(mχt)cosm(χt) +

(
λt

sinc(mχt)
cosm(χt)

)2)

+m4λt
sinc(mχt)
cosm(χt)

(
1 + 6λtsinc(mχt)cosm(χt) + 6

(
λt

sinc(mχt)
cosm(χt)

)2
+ 9

(
λt

sinc(mχt)
cosm(χt)

)3
+ 3

(
λt

sinc(mχt)
cosm(χt)

)4)
.
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Chapitre 4
Estimation multi-paramètres et détection
comprimée d’un champ

Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons examiné comment un ensemble de N atomes iden-
tiques à deux niveaux, ou des systèmes de spin collectif équivalents, peuvent servir de capteurs
atomiques d’une précision supérieure à celle donnée par le bruit quantique standard en créant des
corrélations quantiques entre les atomes. De plus, une disposition spatiale régulière des atomes
individuels intriqués peut être exploitée pour effectuer des mesures locales de champs étendus, par
exemple des champs magnétiques présentant une variation spatiale, avec un gain quantique. Cet
arrangement spatial des atomes peut être obtenu de diverses manières, notamment en utilisant des
pinces optiques, en induisant une transition de Mott dans un condensat de Bose-Einstein au sein
d’un réseau optique [26], en utilisant des ions piégés qui forment un cristal unidimensionnel ou
tridimensionnel, ou en exploitant les centres NV du diamant.

Ce chapitre se concentre sur l’exploitation de l’avantage quantique dans un système de N
atomes à deux niveaux, disposés de manière régulière dans un réseau optique à une, deux ou
trois dimensions, afin de réaliser une estimation multi-paramètres. Pour ce faire, il est essentiel
de préparer le système dans un état caractérisé par des corrélations quantiques entre les atomes,
en plus de leur arrangement spatial régulier. Afin d’obtenir un état comprimé de spin, où les
atomes sont distribués dans un réseau avec un atome par site, deux approches sont envisagées. La
première consiste en une élévation adiabatique d’un réseau dans un condensat de Bose-Einstein
à deux composantes [89, 90], tandis que la seconde repose sur l’intrication d’atomes fermioniques
situés sur les sites d’un réseau optique, grâce à des processus d’effet tunnel virtuel et à l’utilisation
d’un laser externe pour imprimer une phase dépendante de la position des atomes [91–93]. Des
configurations similaires, mais avec plusieurs spins sur chaque site, peuvent être obtenues en divisant
un condensat de Bose-Einstein préparé dans un état comprimé de spin en modes individuellement
accessibles [94,95]. Une autre approche consiste à utiliser des atomes répartis spatialement dans une
cavité, où les interactions médiées par la cavité [96] ou les mesures quantiques non destructives [97]
sont exploitées pour intriquer les modes. Il est important de noter que cette dernière méthode a
récemment démontré expérimentalement un avantage quantique dans la détection distribuée en
exploitant jusqu’à quatre modes spatiaux [97].

Pour tirer parti des corrélations entre les atomes, au lieu de mesurer directement le champ local
avec un spin à chaque site du réseau, nous examinons l’estimation des combinaisons linéaires indé-
pendantes des champs locaux à partir des résultats de mesures des observables de spin collectif. Ces
combinaisons correspondent aux coefficients de Hadamard du signal spatial discrétisé sur le réseau.

79



Chapitre 4. Estimation multi-paramètres et détection comprimée d’un champ

Les champs locaux sont ensuite déduits en effectuant une transformation inverse de Hadamard.
Cette approche permet d’obtenir un gain quantique, c’est-à-dire une réduction de l’incertitude sta-
tistique sur le champ mesuré en dessous de la limite quantique standard, grâce aux corrélations
quantiques entre les atomes.

La structure de ce chapitre est la suivante : dans la première section (Section 4.1), nous dévelop-
pons le protocole d’estimation multi-paramètres et nous dérivons le gain quantique correspondant.
Ensuite, dans la section 4.2, nous examinons un exemple d’application de cette stratégie, à savoir
la reconstruction d’un champ scalaire. Dans la section 4.3, nous introduisons une généralisation
du protocole d’estimation quantique pour le cas d’un champ vectoriel. En combinant cette mé-
thode d’estimation multi-paramètres avec la détection comprimée, nous étudions, dans la section
4.4, la reconstruction d’un champ avec un nombre réduit de mesures. Dans la section 4.5, nous
évaluons l’optimalité du protocole en utilisant la matrice d’information quantique de Fisher, et
dans la section suivante (Section 4.6), nous reformulons le protocole dans le contexte de la théorie
de l’estimation quantique multi-paramètres introduite dans le chapitre 1. Enfin, nous discutons
brièvement de deux systèmes physiques qui permettent de mettre en œuvre le schéma d’estimation
multi-paramètres étudié dans ce chapitre. Notez que les résultats origineaux de ce chapitre sont
détaillés dans l’article [98].

4.1 Gain quantique dans la détection distribuée

Nous considérons un système constitué d’un ensemble de N atomes à deux niveaux, qui peuvent
également être considérés comme N spins 1/2, répartis dans N modes spatialement séparés. Nous
partons de l’hypothèse que nous pouvons manipuler les spins localement, comme nous pourrions le
faire pour des atomes dans un réseau optique à l’aide d’un microscope [99], et effectuer des mesures
collectives sur l’ensemble des atomes. Nous supposons que les corrélations quantiques entre les
atomes, que nous souhaitons exploiter pour l’estimation multi-paramètres, sont obtenues grâce à
l’hamiltonien one-axis twisting

ĤOAT = ~χ
(

N∑
k=1

ŝk,z

)2

, (4.1)

où ~̂sk = ~̂σk/2, ~̂σk est le vecteur des matrices de Pauli pour l’atome dans le site k du réseau, en
faisant évoluer pour un temps t l’état cohérent de spin initial où tous les spins polarisés le long de
la direction x

|ψ0〉 = |x〉⊗N . (4.2)

Notre objectif principal est d’estimer l’ensemble de N paramètres inconnus ~θ = (θ1, ..., θN )T . Pour
illustrer, ces paramètres pourraient représenter une distribution spatiale non uniforme d’un champ
magnétique. Le processus d’estimation commence par l’encodage de ces paramètres dans l’état
préparé |ψt〉 = e−iĤOATt/~|ψ0〉 du système de N spins, où chaque paramètre affecte un mode spatial
donné par une rotation locale de spin. Nous considérons que l’encodage des paramètre se fait via
la transformation unitaire

Û~θ = e−i
~̂H~n·~θ, (4.3)

générée par les observables ~̂H~n = (ŝ1,~n, ..., ŝN,~n)T avec ŝk,~n ≡ ~n · ~̂sk, où ~n = (0, ny, nz)T est un
vecteur unitaire que nous considérons, sans perte de généralité, dans le plan perpendiculaire à la
direction initiale du spin x.

80



4.1. Gain quantique dans la détection distribuée

4.1.1 Estimation de la moyenne arithmétique des paramètres

Considérons maintenant une observable Ŝ~m qui est linéaire en les composantes de spin collectif
Ŝ~m =

∑N
j=1 ŝj,~m telle que {~m,~n,~ex} forment une base orthonormée. Lorsque nous considérons de

petites valeurs de tous les θk autour de θk = 0 au premier ordre, la moyenne de l’observable Ŝ~m
dans l’état Û~θ|ψt〉 peut être exprimée comme

〈Û †~θ Ŝ~mÛ~θ〉 ≈ −i〈[Ŝ~m,
~̂H~n · ~θ]〉 = −i

∑
l,k

θk〈[ŝl, ~m, ŝk,~n]〉δlk =
∑
k

θk〈ŝk,x〉, (4.4)

où 〈...〉 désigne la moyenne sur l’état |ψt〉. Notez que l’état |ψt〉 produit par la dynamique one-axis
twisting est symétrique par rapport à l’échange de deux particules. Cette symétrie nous conduit
à l’égalité 〈ŝk,x〉 = 〈ŝ1,x〉 pour tout k. En prenant en compte cette symétrie et en introduisant la
combinaison linéaire des paramètres Θ ≡

∑
k θk/N , l’équation (4.4) peut être écrite comme

〈Û †~θ Ŝ~mÛ~θ〉 ≈ 〈Ŝx〉Θ, (4.5)

où Ŝx =
∑N
k=1 ŝk,x est la composante x de spin collectif. Cela montre qu’une observable linéaire

en les composantes de spin collectif n’est sensible, au premier ordre en tous les θk au voisinage de
θk = 0, qu’à la moyenne arithmétique Θ des paramètres ~θ. En appliquant la méthode des moments
à un paramètre que nous avons introduit dans le chapitre 1, nous pouvons estimer Θ. Pour ce faire,
nous comparons la moyenne statistique de µ mesures indépendantes de l’observable linéaire de spin
collectif Sµ~m, avec sa valeur moyenne 〈Ŝ~m〉 obtenue théoriquement ou expérimentalement à partir
d’un étalonnage en fonction de Θ. Comme expliqué précédemment, lorsque µ� 1, la méthode des
moments à un paramètre nous offre la possibilité d’estimer la moyenne des paramètres Θ avec une
incertitude donnée par (∆Θest)2 = (∆Ŝ~m)2/(µ|∂Θ〈Û †~θ Ŝ~mÛ~θ〉|

2). En utilisant le résultat (4.5), nous
obtenons

(∆Θest)2 = 1
µ

(∆Ŝ~m)2

|〈Ŝx〉|2
. (4.6)

4.1.2 Estimation d’autres combinaisons linéaires des paramètres

Étant donné que l’objectif est d’estimer tous les paramètres θk (où k = 1, ..., N), il est alors
indispensable de mesurer un ensemble de N combinaisons linéairement indépendantes de ces pa-
ramètres. Maintenant, explorons comment, en plus de mesurer la moyenne arithmétique des para-
mètres

∑
k θk/N comme expliqué précédemment, nous pouvons également mesurer d’autres combi-

naisons linéaires de ces paramètres θk. Une observation clé concernant le système considéré est que
la réalisation d’une rotation locale de spin d’un angle π autour de l’axe x, suivie de l’encodage d’un
paramètre θ à l’aide du générateur ŝ~n où ~n se trouve dans le plan yz, puis d’une autre rotation
d’un angle −π autour de l’axe x équivaut à changer le signe du paramètre encodé θ, c’est à dire

eiπŝxe−iθŝ~ne−iπŝx = eiθŝ~n . (4.7)

En effet, nous avons

eiπŝxe−iθŝ~ne−iπŝx =

∑
j

(iπ)j

j! ŝjx

(∑
k

(−iθ)k

k! ŝk~n

)(∑
l

(−iπ)l

l! ŝlx

)
. (4.8)
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En utilisant le fait que (2ŝ~n)2 = σ̂2
~n = 1, où 1 est l’opérateur identité, nous pouvons démontrer

∑
k

(−iθ)k

k! ŝk~n =
∑
p

(−iθ)2p

(2p)! ŝ2p
~n +

∑
p

(−iθ)2p+1

(2p+ 1)! ŝ
2p+1
~n

=
∑
p

(−1)p (θ/2)2p

(2p)! (2ŝ~n)2p

− 2iŝ~n
∑
p

(−1)p (θ/2)2p+1

(2p+ 1)! (2ŝ~n)2p

= cos(θ2)1− 2i sin(θ2)ŝ~n. (4.9)

En substituant cette dernière équation dans (4.8) et en simplifiant, nous obtenons

eiπŝxe−iθŝ~ne−iπŝx =
(

cos(θ2)1− 8i sin(θ2)ŝxŝ~nŝx
)
. (4.10)

Or, nous avons 8ŝxŝ~nŝx = σ̂xσ̂~nσ̂x et

σ̂xσ̂~nσ̂x = σ̂~n + σ̂x[σ̂~n, σ̂x] = σ̂~n + [σ̂x, σ̂~n]σ̂x. (4.11)

Nous en déduisons donc

8ŝxŝ~nŝx = σ̂xσ̂~nσ̂x

= σ̂~n + 1
2[σ̂x, [σ̂~n, σ̂x]]

= σ̂~n + 1
2[σ̂x, [(nyσ̂y + nzσ̂z), σ̂x]]

= σ̂~n + 1
2[σ̂x, ny[σ̂y, σ̂x] + nz[σ̂z, σ̂x]]

= σ̂~n − i (ny[σ̂x, σ̂z]− nz[σ̂x, σ̂y])
= σ̂~n − 2 (nyσ̂y + nzσ̂z)
= −σ̂~n
= −2ŝ~n. (4.12)

En remplaçant cette dernière dans (4.10) et en utilisant l’équation (4.9), nous obtenons

eiπŝxe−iθŝ~ne−iπŝx =
(

cos(θ2)Î + 2i sin(θ2)ŝ~n
)

= eiθŝ~n . (4.13)

Compte tenu de cette observation, nous allons maintenant nous intéresser à l’estimation de N
paramètres ~θ = (θ1, ..., θN )T encodés via l’évolution unitaire (4.3). Mais, cette fois nous appliquerons
V̂ = e−i

∑
k
αk ŝk,x et V̂ † avant et après l’encodage des paramètres respectivement, où αk = (1 −

εk)π/2 et εk = ±1. En utilisant (4.7), ceci peut être représenté par l’évolution unitaire

Û ′ = V̂ †e−i
∑

k
θk ŝk,~n V̂ =

∏
k

ei
π
2 (1−εk)ŝk,xe−iθk ŝk,~ne−i

π
2 (1−εk)ŝk,x =

∏
k

e−iεkθk ŝk,~n = e−i
∑

k
θ′k ŝk,~n

(4.14)

avec θ′k = εkθk. L’évolution unitaire (4.14) décrit alors l’encodage des paramètres ~θ′ = (ε1θ1, ..., εNθN )
via la transformation unitaire (4.3), c’est à dire

Û ′ = V̂ †Û~θV̂ = Û~θ′ . (4.15)
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En considérant l’estimation des N paramètres ~θ′ via la transformation unitaire (4.15) et en utilisant
un raisonnement similaire à celui utilisé pour obtenir (4.5), nous pouvons montrer qu’au premier
ordre, à proximité de θ′k = 0, la moyenne de Ŝ~m dans l’état Û~θ′ |ψt〉 varie comme

〈Û †~θ′Ŝ~mÛ~θ′〉 ≈ 〈Ŝx〉
∑
k

εkθk
N

. (4.16)

Cette dernière équation constitue une généralisation de l’équation (4.5). Elle montre que, grâce
à l’utilisation des renversements de spin locaux et à l’estimation d’un seul paramètre à l’aide de
la méthode des moments, la mesure d’une observable linéaire de spin collectif permet l’estimation
d’une combinaison linéaire des paramètres de la forme

Θ =
∑
k

εkθk
N

, (4.17)

où εk = ±1 avec la même incertitude (4.6). Il est essentiel de noter que la mesure de la même obser-
vable de spin collectif Ŝ~m nous permet d’estimer différentes combinaisons linéaires des paramètres
en modifiant les εk. Par conséquent, la même courbe expérimentale d’étalonnage peut être utilisée
pour l’estimation de toutes les combinaisons des paramètres.

4.1.3 Gain métrologique quantique

Comme nous l’avons expliqué en détail au chapitre 2, lorsqu’il s’agit d’un système dans l’état
cohérent de spin (4.2), l’incertitude associée à l’estimation de la combinaison des paramètres Θ
est limitée par la limite quantique standard, donnée par (∆Θ)2

LQS = 1/(µN). Cependant, dans
l’état |ψt〉, généré au temps t de la dynamique OAT, cette incertitude peut atteindre une valeur
inférieure (∆Θest)2 = ξ2/(µN) où ξ−2 quantifie le gain métrologique quantique associé. Lorsque
nous mesurons une composante linéaire Ŝ~m de spin collectif, l’amélioration quantique est limitée
par ξ−2

L ≤ ξ−2
L,best, où ξ

−2
L,best est donné dans la limite de grand nombre d’atomes par l’équation (2.53)

du chapitre 2. Cette amélioration quantique linéaire optimale est obtenue en utilisant la direction
de mesure optimale ~m = ~mL,opt et en utilisant l’état de spin comprimé préparé à l’instant optimal
t = tL,best de la dynamique one-axis twisting, comme spécifié dans l’équation (2.53) du chapitre 2.
Nous avons vu précédemment que cette limitation sur le gain métrologique est due à la restriction
de la mesure aux observables linéaires de spin, qui ne capturent plus les caractéristiques fines des
états quantiques non-gaussiens générés par la dynamique one-axis twisting au-delà de tL,best. Dans
le cas de l’estimation d’un seul paramètre, une approche possible pour surpasser cette limite est
d’utiliser la technique de mesure après interaction. Voyons maintenant si c’est également le cas dans
le contexte de protocole d’estimation multi-paramètres considéré dans ce chapitre. Pour ce faire,
nous supposons l’ajout d’une deuxième évolution OAT, notée Ûτ = e−iĤOATτ/~, avec τ = −t, après
l’encodage des paramètres ~θ′ et avant la mesure de l’observable linéaire Ŝ~m où ~m se trouve dans le
plan yz. En pratique, ceci est équivalent à la mesure de l’observable non-linéaire de spin collectif
X̂MAI = e−iχtŜ

2
z Ŝ~me

iχtŜ2
z . Au premier ordre en tous les θ′k au voisinage de θ′k = 0, la moyenne de

l’observable X̂MAI dans l’état Û~θ′ |ψt〉 peut s’écrire comme

〈Û †~θ′X̂MAIÛ~θ′〉 ≈ 〈
(
Î + i ~̂H~n · ~θ′

)
e−iχtŜ

2
z Ŝ~me

iχtŜ2
z

(
Î − i ~̂H~n · ~θ′

)
〉

= −i
∑
l,k

εkθk〈[e−iχtŜ
2
z ŝl, ~me

iχtŜ2
z , ŝk,~n]〉

= −i
∑
l,k

εkθk
[
〈[e−iχtŜ2

z ŝl, ~me
iχtŜ2

z , ŝk,~n]〉δl,k + 〈[e−iχtŜ2
z ŝl, ~me

iχtŜ2
z , ŝk,~n]〉(1− δl,k)

]
(4.18)

83



Chapitre 4. Estimation multi-paramètres et détection comprimée d’un champ

Etant donné que l’état généré par la dynamique one-axis twisting est symétrique par rapport à
l’échange de deux particules, nous pouvons écrire

〈Û †~θ′X̂MAIÛ~θ′〉 ≈ −i
[
〈[e−iχtŜ2

z ŝ1, ~me
iχtŜ2

z , ŝ1,~n]〉+ (N − 1)〈[e−iχtŜ2
z ŝ1, ~me

iχtŜ2
z , ŝ2,~n]〉

]∑
k

εkθk,

= −i〈[e−iχtŜ2
z Ŝ~me

iχtŜ2
z , Ŝ~n]〉

∑
k

εkθk
N

. (4.19)

De manière similaire à ce que nous avons observé pour l’observable linéaire de spin collectif Ŝ~m,
cette dernière équation montre que l’observable non-linéaire de spin X̂MAI est également sensible,
au premier ordre en tous les θ′k dans la proximité de θ′k = 0, uniquement à la combinaison linéaire
des paramètres Θ =

∑
k εkθk/N . Nous pouvons donc utiliser la méthode des moments pour estimer

cette combinaison avec une incertitude donnée par (∆Θest)2 = (∆X̂MAI)2/(µ|∂Θ〈Û †~θ′X̂MAIÛ~θ′〉|
2).

En utilisant la définition de l’observable X̂MAI et l’équation (4.19), nous obtenons

(∆Θest)2 = 1
µ

N/4
|〈[eiχtŜ2

z Ŝ~me−iχtŜ
2
z , Ŝ~n]〉|2

. (4.20)

Ceci est exactement l’incertitude atteinte par la technique MAI dans le cas de l’estimation d’un seul
paramètre. Comme indiqué précédemment, pour un temps χtL,best < χt ≤ 1/

√
N de la dynamique

OAT, le gain quantique associé à (4.20), avec un choix optimal de ~n et de ~m, est plus important
que le meilleur gain métrologique associé à la mesure d’une observable linéaire de spin collectif,
c’est à dire ξ−2

MAI > ξ−2
L,best. En effet, le gain quantique associé à la technique MAI atteint une valeur

maximale de ξ−2
MAI,best = N/e à un instant optimal χtMAI,best = 1/

√
N de la dynamique OAT dans

la limite de grands N .

4.1.4 Coefficients de Hadamard et estimation des paramètres originaux

Jusqu’à présent, nous avons présenté une approche qui permet d’estimer toute combinaison
linéaire d’un ensemble de paramètres θk, de la forme

∑
k εkθk/N , où εk = ±1, avec un avantage

quantique significatif. Cependant, lorsqu’il s’agit d’estimer N paramètres, il suffit d’estimer seule-
ment N combinaisons linéaires de ces paramètres. Dans ce qui suit, nous allons montrer quelles
combinaisons spécifiques, parmi toutes celles de la forme

∑
k εkθk/N avec εk = ±1, doivent être

mesurées ou quels choix pour εk doivent être faits afin de reconstruire le signal ~θ. Un important
théorème mathématique affirme qu’un signal ~θ = (θ1, ..., θN )T de taille N où N = 2m, m étant un
entier, peut être décomposé en utilisant la base des fonctions orthogonales de Walsh. Ces fonctions
ont des valeurs de seulement ±1 et peuvent être exprimées en termes d’une matrice carrée de taille
N connue sous le nom de la matrice de Hadamard Hm

θk =
∑
j

[Hm]kj θ̃j . (4.21)

Les θ̃j (pour j = 1, ..., N) dans cette dernière équation sont les coefficients de Hadamard associés
au signal ~θ, et la matrice Hm, qui satisfait la propriété |[Hm]kj | = 1/

√
N , est définie par récurrence

avec H0 = 1 et, pour m > 0

Hm = 1√
2

(
Hm−1 Hm−1
Hm−1 −Hm−1

)
. (4.22)

En utilisant l’équation (4.21), nous pouvons exprimer le jème coefficient de Hadamard θ̃j en termes
de θk comme suit

θ̃j =
∑
k

[H−1
m ]jkθk, (4.23)
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où H−1
m = Hm. En comparant ce coefficient de Hadamard avec la combinaison linéaire des para-

mètres (4.17), nous constatons que pour un choix approprié des εk = ±1, nous avons
√
NΘ = θ̃. (4.24)

En d’autres termes, il apparaît que les coefficients de Hadamard du signal encodé ~θ ont la même
forme que les combinaisons linéaires des paramètres qui peuvent être estimées par la stratégie que
nous avons introduit précédemment. Ainsi, parmi toutes les combinaisons linéaires des paramètres
de la forme

∑
k εkθk/N avec εk = ±1, nous devons estimer les coefficients de Hadamard associés au

signal ~θ. Une fois ces coefficients mesurés indépendamment et avec la même incertitude, (que ce soit
celle correspondante à (4.6) lorsque l’estimation est basée sur la mesure d’une observable linéaire de
spin collectif, ou celle correspondante à (4.20) lorsque la technique MAI est utilisée), nous pouvons
déduire le signal original en utilisant la transformation de Hadamard (4.21). Par définition du
gain métrologique ξ−2 introduite dans le chapitre 2, l’incertitude sur l’estimation des combinaisons
linéaires Θ est le même, quelque soit le choix des εk, et elle est donnée par (∆Θest)2 = ξ2/(µN).
Selon la relation (4.24), nous déduisons que l’incertitude sur chacun des coefficients de Hadamard
estimés est (∆θ̃j,est)2 = ξ2/µ. En utilisant la transformation de Hadamard (4.21), nous pouvons
déduire que l’incertitude sur l’estimation des paramètres originaux θk est identique pour tous les
k = 1, ..., N et qu’elle est donnée par

(∆θk,est)2 = ξ2

µ
∀k. (4.25)

Tout d’abord, il est important de noter que, lorsque les N atomes sont utilisés pour estimer le
même paramètre inconnu θk = θ pour tout k, nous obtenons un gain statistique qui s’ajoute au gain
quantique où l’incertitude sur le paramètre estimé sera donnée par (∆θ)2 = ξ2/(µN). En revanche,
si ces N atomes sont utilisés pour estimer N paramètres inconnus différents, aucun gain statistique
n’est réalisable. Ceci se caractérise par l’absence du facteur statistique 1/N dans l’incertitude
(4.25). Néanmoins, les corrélations quantiques entre les atomes produites par la dynamique one-
axis twisting nous permettent de faire apparaître une dépendance à la taille du système N dans les
incertitudes (∆θk)2 par l’intermédiaire du paramètre ξ. La dépendance de ce paramètre ξ en la taille
de système N et en le temps χt de la dynamique OAT en absence et en présence de décohérence,
avec une mesure linéaire ou par la technique MAI, est étudiée en détail dans les deux chapitres
précédents. Dans les sections suivantes, nous fournissons d’abord un exemple illustrant l’application
de la méthode d’estimation multi-paramètres présentée ici, en nous concentrant sur la cartographie
d’un champ scalaire à une dimension. Ensuite, nous généralisons la stratégie expliquée dans cette
section au cas de l’estimation d’un champ vectoriel en étudiant un example concret. De plus, nous
explorons le concept de détection comprimée en réduisant le nombre de mesures collectives.

4.1.5 Généralisation au cas de N/M atomes par site

Jusqu’à présent, et aussi dans les exemples qui suivent, nous considérons le protocole d’estima-
tion multi-paramètres dans le cas d’un réseau avec un atome par site. Dans ce paragraphe, nous gé-
néralisons les résultats précédents au cas d’un réseau avec N/M atomes par site, où N est le nombre
total d’atomes et M le nombre de sites du réseau. Dans le cas général, le hamiltonien one-axis
twisting, qui génère les corrélations quantiques entre les atomes, s’écrit ĤOAT = ~χ

(∑M
k=1 Ŝk,z

)2

où, Ŝk,z =
∑N/M
j=1 ŝk,z est la composante z du spin collectif dans le mode k. Un ensemble de

M paramètres inconnus sont encodés via la transformation unitaire (4.3), avec les générateurs
~̂H~n = (Ŝ1,~n, ..., ŜM,~n)T . Au premier ordre, autour de θk = 0, en posant Θ =

∑
k θk/M , l’équation

(4.5) reste valable pour n’importe quelle valeur de M . Par conséquent, en utilisant la méthode des
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moments à un paramètre, où le paramètre inconnu est estimé à partir de la moyenne statistique de
µ mesures indépendantes d’une observable de spin collectif, nous pouvons estimer la combinaison
linéaire des paramètres Θ avec l’incertitude (4.6).

Voyons maintenant l’effet de renversement des spins locaux avant et après l’encodage des para-
mètres. La réalisation d’une rotation locale de spin d’un angle π autour de l’axe x dans un mode
k quelconque, suivie de l’encodage du paramètre θk à l’aide du générateur Ŝk,~n, puis d’une autre
rotation d’un angle −π autour de l’axe x s’écrit

eiπŜk,xe−iθkŜk,~ne−iπŜk,x = e
iπ
∑N/M

j=1 ŝ
(k)
j,xe
−iθk

∑N/M

j=1 ŝ
(k)
j,~ne
−iπ

∑N/M

j=1 ŝ
(k)
j,x

=
N/M∏
j=1

eiπŝ
(k)
j,x

N/M∏
j=1

e
−iθk ŝ

(k)
j,~n

N/M∏
j=1

e−iπŝ
(k)
j,x

=
N/M∏
j=1

(
eiπŝ

(k)
j,xe
−iθk ŝ

(k)
j,~ne−iπŝ

(k)
j,x

)
. (4.26)

En utilisant le résultat (4.7), nous obtenons

eiπŜk,xe−iθkŜk,~ne−iπŜk,x =
N/M∏
j=1

e
iθk ŝ

(k)
j,~n = e

iθk
∑N/M

j=1 ŝ
(k)
j,~n = eiθkŜk,~n . (4.27)

Par conséquent, dans le cas général avecN/M atomes par site du réseau, l’application d’une rotation
d’un spin local k d’un angle π autour de l’axe x avant l’encodage des paramètres et d’une autre
rotation d’angle −π autour du même axe x après l’encodage des paramètres correspond également
au changement de signe du paramètre θk. Ceci nous permet donc d’estimer toute combinaison
linéaire des paramètres de la forme Θ =

∑M
k=1 εkθk/M , où εk = ±1, avec la même incertitude (4.6).

Prenons maintenant la transformation de Hadamard du signal ~θ = (θ1, ..., θM )T dont la taille
est M = 2m. Dans ce cas, un coefficient de Hadamard θ̃ est relié à la combinaison linéaire Θ, que
nous pouvons directement estimer avec la stratégie étudiée ici, par

√
MΘ = θ̃. (4.28)

L’incertitude sur l’estimation du coefficient de Hadamard est alors donnée par (∆θ̃est)2 = M(∆Θest)2.
Pour un état préparé via la dynamique OAT à partir de l’état cohérent de spin (4.2), le gain
quantique associé est ξ−2 et l’incertitude sur la combinaison linéaire Θ est (∆Θest)2 = ξ2/(µN).
L’incertitude sur l’estimation des paramètres originaux θk est donc donnée par

(∆θk,est)2 = (∆θ̃k,est)2 = ξ2

µ(N/M) ∀k. (4.29)

Dans le cas particulierM = N , nous retrouvons le cas d’un atome par site (4.25). LorsqueN/M > 1,
l’incertitude sur les paramètres estimés est améliorée par un facteur statistique de 1/ (N/M). Cela
est dû au fait que chaque paramètre θk est encodé sur un ensemble de N/M atomes.

4.2 Estimation d’un champ scalaire

Dans cette section, nous illustrons l’application de la stratégie d’estimation détaillée dans la
section précédente à l’estimation d’un champ scalaire θ(x) qui varie le long d’une direction de
l’espace. Ce champ scalaire peut représenter, dans la pratique, un champ magnétique ~B = B(x)~ez,
avec une direction fixée, et une dépendance spatiale à une dimension. Pour étudier l’estimation de
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ce signal θ(x), nous effectuons une simulation numérique en utilisant N = 8 atomes à deux niveaux.
Dans cette simulation, nous considérons un champ de forme sinusoïdale

θ(x) = θ0 sin x, (4.30)

que nous discrétisons sur N sites ~θ = (θ1, ..., θN )T avec θk ≡ θ(xk), chaque site ayant comme
capteur un seul atome à deux niveaux. Selon le protocole expliqué précédemment, pour estimer
le coefficient de Hadamard θ̃j , après l’evolution temporelle du système pour un temps t avec le
hamiltonien one-axis twisting à partir de l’état cohérent de spin (4.2), le renversement des spins
locaux, l’encodage des paramètres et le deuxième renversement des spins locaux sont appliqués via
la transformation unitaire

Û ′ = ei
∑

k
αk ŝk,xe−i

∑
k
θk ŝk,~ne−i

∑
k
αk ŝk,x avec αk = (1− εk)

π

2 et εk =
√
N [H−1

3 ]jk. (4.31)

Selon la définition de la matrice de Hadamard (4.22), H3 est donnée par

H3 = 1√
8



1 1 1 1 1 1 1 1
1 −1 1 −1 1 −1 1 −1
1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 −1 −1 1 −1 1 1 −1


. (4.32)

La direction ~n des générateurs ~̂H~n = (ŝ1,~n, ..., ŝN,~n)T est la même dans tous les sites et est choi-
sie de manière optimale en fonction de la stratégie de mesure choisie. Dans l’état généré Û ′|ψt〉,
nous effectuons la mesure de l’observable collectif optimale X̂, qui peut être Ŝ~m ou X̂MAI selon le
protocole de mesure utilisé. Notez que pour chaque θ̃j , cette procédure, préparation de l’état |ψt〉,
l’application de la transformation Û ′ et la mesure de l’observable optimale, est répété µ fois. Les
résultats de mesures λ1, ..., λµ sont les valeurs propres de l’observable mesurée. Dans cette simula-
tion numérique, ces résultats de mesures peuvent être obtenues en échantillonnant la distribution
de probabilité

Pi = |〈λi|Û ′|ψt〉|2, (4.33)

où |λi〉 est l’état propre de l’observable mesurée X̂ associé à la valeur propre λi. Comme mentionné
précédemment, nous utilisons la méthode des moments pour estimer les coefficients de Hadamard.
À partir des µ résultats de mesure, nous calculons donc la moyenne statistique Xµ =

∑
i λi/µ.

En utilisant la courbe d’étalonnage, représenté dans la figure 4.2.1-(b), qui donne la moyenne
théorique de l’observable de mesure X̂ en fonction de Θ donné par (4.16) dans le cas de la mesure
d’une observable linéaire de spin collectif ou (4.19) lorsque nous utilisons la méthode MAI, le
coefficient de Hadamard θ̃j =

√
NΘ est estimé en utilisant la valeur de Θ estimée comme valeur

pour laquelle 〈X̂〉 = Xµ. Dans la simulation numérique, la variance statistique (∆θ̃j)2
µ du coefficient

de Hadamard, déduite à partir de µmesures indépendantes, est calculer numériquement en répétant
plusieurs fois la procédure de l’estimation de θ̃j . C’est ainsi que nous mesurons tous les coefficients
de Hadamard et, en utilisant la transformation (4.21) et la matrice de Hadamard (4.32), nous
déduisons les paramètres originaux ~θ et donc nous mesurons le champ scalaire θ(x). Le champ
scalaire (4.30) et son estimation avec l’état cohérent de spin initial (4.2), l’état comprimé de spin
généré à l’instant tL,best de la dynamique OAT et l’état généré à t = tMAI,best, où la mesure est
effectuée avec la technique MAI, sont représentés dans la figure 4.2.1-(a).
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Figure 4.2.1 – Simulation numérique de l’estimation d’un champ à une dimension avec N = 8
atomes : (a) champ scalaire. Le champ (4.30) avec θ0 = 0.02 est représenté par la ligne pleine,
et sa reconstruction avec µ = 103 mesures, pour chacun des huit coefficients de Hadamard, est
représentée par les symboles. L’estimation est effectuée avec l’état cohérent de spin initial (vert),
l’état comprimé de spin généré à l’instant tL,best de la dynamique one-axis twisting (orange) et l’état
généré au moment tMAI,best de la dynamique OAT où la mesure est effectuée avec la technique MAI
(rouge). Les écarts-types correspondants (lignes verticales) sont obtenus ici en répétant 500 fois
la procédure d’estimation pour chaque θ̃j et sont en bon accord avec la valeur théorique (4.25).
(b) courbes d’étalonnage utilisées avec l’état cohérent de spin (à gauche), l’état comprimé de spin
généré à tL,best (au milieu) et l’état généré à tMAI,best (à droite). (c) et (d) champ vectoriel. Les
composantes (4.37) avec θ0 = 0.02 sont représentées par les lignes pleines, et leur reconstruction
avec l’état cohérent de spin (vert) et l’état comprimé de spin généré à tL,best (orange) pour µ = 103

est représentée par les symboles. Les lignes verticales représentent les écarts-types correspondants
obtenus en répétant 500 fois la procédure d’estimation de chaque θ̃j .

4.3 Estimation d’un champ vectoriel
Jusqu’à présent, nous avons examiné la manière d’estimer un champ scalaire dont la direction

dans l’espace est fixe. Maintenant, concentrons-nous sur le cas d’un champ vectoriel dont les 3N
paramètres inconnues sont ~θx, ~θy, ~θz, avec ~θα = (θα,1, ..., θα,N )T pour α = x, y, z. Dans ce cas, les
paramètres sont encodés sur les N atomes via l’évolution unitaire

Û = e−i(
~̂Hx·~θx+ ~̂Hy ·~θy+ ~̂Hz ·~θz), (4.34)

où ~̂Hα = (ŝ1,α, ..., ŝN,α)T sont les générateurs locaux de rotation autour de l’axe α = x, y, z.
L’équation (4.34) généralise l’équation (4.3) pour l’encodage de trois paramètres par mode. Il est
important de noter que dans un mode donné, la transformation (4.34) entraîne l’encodage de trois
paramètres générés par des observables de spin locales qui ne commutent pas entre elles. Dans
le contexte de l’estimation multi-paramètres, mesurer de tels paramètres est généralement connu
pour être difficile en raison de l’incompatibilité des mesures optimales correspondantes [100–104].
Néanmoins, ceci peut être réalisé avec des états particuliers où la valeur moyenne de tous les
commutateurs des générateurs est nulle [100, 102, 104]. Une possibilité d’éviter ces complications
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est d’estimer les trois composantes du champ séparément, l’une après l’autre. Le point essentiel est
que dans le cas de la mesure d’une observable linéaire de spin collective, l’estimation de l’une des
composantes du champ n’est pas affectée par la présence des deux autres composantes orthogonales.
En effet, Au voisinage de ~θx = ~0, ~θy = ~0 et ~θz = ~0, la moyenne d’une composante linéaire de spin
collectif Ŝ~r, avec ~r = ~ey ou ~r = ~ez, dans l’état Û |ψt〉 s’écrit comme

〈Û †Ŝ~rÛ〉 ≈ −i〈[Ŝ~r, ~θx · ~̂Hx + ~θy · ~̂Hy + ~θz · ~̂Hz]〉

= −i

∑
k,j

θk,x〈[ŝj,~r, ŝk,x]〉+
∑
k,j

θk,y〈[ŝj,~r, ŝk,y]〉+
∑
k,j

θk,z〈[ŝj,~r, ŝk,z]〉


= −i

∑
k,j

θk,y〈[ŝj,~r, ŝk,y]〉+
∑
k,j

θk,z〈[ŝj,~r, ŝk,z]〉


=
{
〈Ŝx〉 (

∑
k θk,y/N) si ~r = ~ez

〈Ŝx〉 (
∑
k θk,z/N) si ~r = ~ey

. (4.35)

Comme la moyenne de l’observable du spin collectif Ŝ~r ne dépend que d’une composante du champ
vectoriel, ~θy ou ~θz selon le choix de ~r, les deux composantes peuvent donc être estimées séparément,
l’une après l’autre. En faisant une rotation de l’état |ψt〉 afin de polariser tous les spins le long de la
direction y en utilisant la rotation |ψ′t〉 = e−i(π/2)Ŝz |ψt〉, la moyenne de Ŝz sous l’évolution (4.34),
au voisinage de ~θx = ~0, ~θy = ~0 et ~θz = ~0, est donnée par

〈ψ′t|Û †ŜzÛ |ψ′t〉 ≈ −i
∑
k,j

θk,x〈ψ′t|[ŝj,z, ŝk,x]|ψ′t〉

= 〈ψ′t|Ŝy|ψ′t〉
(∑

k

θk,x/N

)

= 〈Ŝx〉
(∑

k

θk,x/N

)
. (4.36)

La mesure de la composante Ŝz dans ce cas nous permet d’estimer la composante ~θx du champ. Afin
d’illustrer l’application de cette méthode d’estimation d’un champ vectoriel distribué dans l’espace,
nous effectuons une simulation numérique en utilisant N = 8 atomes à deux niveaux. Pour cela,
nous considérons un champ vectoriel avec les composantes

θα(x) = θ0 sin(x+ ϕα) pour α = x, y, z et ϕx = 0, ϕy = π/2, ϕz = π, (4.37)

discrétisé sur N sites comme montré dans la figure 4.2.1-(c). Comme expliqué précédemment,
chaque composante de ce champ est estimée séparément. Pour estimer la composante θα, nous
commençons par préparer les atomes dans l’état initial approprié. Ensuite, le champ vectoriel
est encodé en utilisant la transformation unitaire (4.34), et l’observable linéaire de spin collectif
appropriée est mesurée en obtenant l’une de ses valeurs propres λ. Dans la simulation numérique,
ces résultats de mesure peuvent être reproduits en échantillonnant la distribution de probabilité
(4.33). Les composantes (4.37) et leurs estimations, avec l’état cohérent de spin et l’état comprimé
de spin généré à tL,best de la dynamique OAT, sont représentées dans la figure 4.2.1-(d).

Contrairement au cas de la mesure d’une observable linéaire de spin collectif, dans le cas de la
technique MAI, la présence d’autres composantes affect l’estimation d’une composante de champ.
Cela est dû à la non-linéarité de l’observable mesurée par la technique MAI. Pour mieux com-
prendre, nous supposons que l’observable X̂MAI = e−iχtŜ

2
z Ŝ~re

iχtŜ2
z est mesurée après l’encodage des
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paramètres. Au voisinage de ~θx = ~0, ~θy = ~0 et ~θz = ~0, la moyenne de cette observable est

〈Û †X̂MAIÛ〉 ≈ −i〈[X̂MAI, ~θx · ~̂Hx + ~θy · ~̂Hy + ~θz · ~̂Hz]〉

= −i

∑
k,j

θk,x〈[e−iχtŜ
2
z ŝj,~re

iχtŜ2
z , ŝk,x]〉+

∑
k,j

θk,y〈[e−iχtŜ
2
z ŝj,~re

iχtŜ2
z , ŝk,y]〉

+
∑
k,j

θk,z〈[e−iχtŜ
2
z ŝj,~re

iχtŜ2
z , ŝk,z]〉

 . (4.38)

Ainsi, dans le cas général, l’observable X̂MAI est simultanément influencée par les trois composantes
du champ vectoriel encodé.

4.4 Détection comprimée d’un champ

Dans la section 4.1, nous avons présenté une stratégie qui nous permet de mesurer un signal
scalaire ~θ = (θ1, ..., θN )T par l’estimation directe des N coefficients de Hadamard correspondants.
L’estimation de chaque coefficient nécessite µ mesures indépendantes. En particulier, nous avons
introduit la notion de transformation de Hadamard en utilisant une définition par récurrence basée
sur la matrice de Hadamard (4.22). Cette définition correspond à ce qu’on appelle la transformation
de Hadamard de type "Hadamard ordonné" [105]. Il est important de noter que, dans ce type de
transformation de Hadamard, les lignes de la matrice de Hadamard ne sont pas arrangées dans
un ordre naturel, ce qui signifie qu’elles ne suivent pas une progression des basses aux hautes
fréquences (nombre de changements de signes). Ceci peut être explicitement illustré dans (4.32) qui
correspond au cas de N = 8. Cependant, il est possible de réarranger les lignes de cette matrice de
Hadamard pour créer un autre type de matrice de Hadamard, connue sous le nom de transformation
de Hadamard de type "Walsh ordonnée". Dans ce type de transformation de Hadamard, le nombre
de changements de signes augmente de manière progressive d’une ligne de la matrice de Hadamard
à l’autre. En d’autres termes, l’ordre des lignes suit une progression des fréquences, passant des
basses aux hautes fréquences. Dans le cas de N = 8, la matrice de Hadamard de type "Walsh
ordonnée" s’écrit

H(W)
3 = 1√

8



1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 −1 1 −1 1 1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1
1 −1 1 −1 1 −1 1 −1


. (4.39)

Par analogie avec la transformation de Fourier, après la transformation de Hadamard d’un signal
donné, une grande partie de l’information réside dans la région des basses fréquences. Ainsi, éliminer
les coefficients de Hadamard à haute fréquence ne devrait pas avoir un impact significatif sur la
caractéristique à grand échelle du signal. En utilisant la transformation de Hadamard de type
"Walsh ordonnée", nous pouvons réduire le nombre de coefficients de Hadamard à estimer sans
affecter considérablement le signal original. Cette approche, connue sous le nom de "détection
comprimée", permet, dans la stratégie d’estimation multi-paramètres étudié dans ce chapitre, de
réduire le nombre total de mesures indépendantes nécessaires. En effet, en estimant seulement les
premiers LH < N coefficients de Hadamard, représentés par une matrice de Hadamard de type
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Figure 4.4.1 – Exemple de compression d’image avec gain quantique : Un signal 2D (l’image
de Barbara) d’une taille N = 512 × 512 (gauche) est reconstruit (droite) avec µ = 10 mesures
indépendantes pour chacun des premiers LH ≤ N coefficients de Hadamard, les derniers N − LH
coefficients étant considérés comme nuls. Les coefficients non nuls sont estimés avec l’état cohérent
de spin (CSS) (en haut), l’état comprimé de spin (SSS) obtenu par la dynamique OAT (2.38)
en l’absence de décohérence à l’instant tL,best (au milieu) et en présence de décohérence par un
déphasage diffusif (4.41) avec γ = 5χ (en bas), pour LH = N = 512 × 512, LH = 128 × 128, 64 ×
64, 32× 32, 16× 16 de gauche à droite respectivement.

"Walsh ordonnée", d’un signal de taille N , le nombre total de mesures indépendantes à effectuer
passe de µN à µLH. Dans cette section, nous étudiant, sur un exemple concret, l’effet de la détection
comprimée d’une image.

Considérons le signal 2D (l’image de Barbara) de taille N = 512×512, où le paramètre θk dans
ce cas représente le niveau d’obscurité dans le pixel k de l’image, représenté dans la figure 4.4.1 à
gauche. Dans la partie droite de la figure, le signal est reconstruit avec différents états du système
de N atomes et pour différentes valeurs de LH. Dans cet exemple, pour reproduire les résultats
expérimentaux de l’estimation des coefficients de Hadamard, nous générons chacun des coefficients
non nuls pour j = 1, ..., LH en échantillonnant la distribution de probabilité

P (x) = N e
−

(x−θ̃j)2

2(∆θ̃j)2 , (4.40)

oùN est une constante de normalisation, θ̃j est le jème coefficient de Hadamard de l’image originale
et ∆θ̃j = ξ2/µ est l’incertitude correspondante pour son estimation avec un état quantique donné,
du système de N atomes, caractérisé par le gain métrologique ξ−2. La première ligne dans la figure
4.4.1 correspond à l’état cohérent de spin (4.2) pour lequel aucun gain métrologique n’est produit,
c’est à dire ξ = 1. Dans la deuxième ligne, l’estimation des coefficients de Hadamard est effectué
en utilisant l’état comprimé de spin généré à l’instant tL,best de la dynamique one-axis twisting.
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Figure 4.4.2 – Exemple de compression d’image (petite taille) avec un gain métrologique quan-
tique : Un signal 2D (partie de l’image Barbara) de taille N = 32 × 32 (gauche) est reconstruit
(droite) avec µ = 10 mesures indépendantes pour chacun des premiers LH ≤ N coefficients de
Hadamard, les derniers N − LH coefficients étant considérés comme nuls. Les coefficients non nuls
sont estimés avec l’état cohérent de spin (CSS) (en haut), l’état comprimé de spin (SSS) généré à
l’instant tL,best de la dynamique OAT en l’absence de décohérence (au milieu) et en présence de
déphasage diffusif (4.41) avec γ = χ (en bas), pour LH = N = 32 × 32, LH = 16 × 16, 8 × 8 de
gauche à droite respectivement.

Dans ce cas, l’incertitude sur les coefficients de Hadamard est calculée à partir de la valeur exacte
de ξ correspondante à l’état comprimé de spin utilisé, pour le nombre d’atome considéré, donnée
dans le chapitre 2. Pour la dernière ligne, l’incertitude ∆θ̃j est calculé en utilisant le gain quantique
correspondant à l’état comprimé de spin généré par l’évolution OAT, à l’instant optimal associé à
la compression d’une observable linéaire de spin en présence de déphasage diffusif, introduit dans le
chapitre précédent, avec un taux adimensionné γ/χ = 5. Nous rappelons que l’évolution temporelle
de l’opérateur densité qui décrit l’état du système avec le hamiltonien one-axis twisting ĤOAT (4.1)
en présence de déphasage diffusif est engendré par l’équation pilote (3.14)

∂ρ̂

∂t
= 1
i~

[ĤOAT, ρ̂] + γ

(
Ŝzρ̂Ŝz −

1
2{Ŝ

2
z , ρ̂}

)
. (4.41)

En comparant les images obtenues par l’état comprimé de spin avec celles obtenues en utilisant
l’état cohérent de spin non corrélé, nous constatons que le gain métrologique dû aux corrélations
quantiques, généré par la dynamique OAT, est significatif même avec l’estimation d’un nombre
relativement faible de coefficients de Hadamard LH = 32×32 (c’est-à-dire LH ≈ 3.9×10−3N), et en
présence de décohérence. Afin de mieux illustrer l’effet de la detection comprimée dans les systèmes
avec un nombre d’atomes plus faible, nous montrons dans la figure 4.4.2, les résultats de l’estimation
et de la detection comprimée d’un petit signal, une image de taille N = 32 × 32. Dans ce cas
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également, les résultats montrent un gain métrologique significatif dû aux corrélations quantiques
générées par la dynamique one-axis twisting. Dans la suite, nous allons étudier l’optimalité de la
stratégie d’estimation multi-paramètres explorée dans ce chapitre. Cela sera fait en comparant le
gain quantique obtenu dans cette stratégie avec le gain quantique maximal donné par la plus grande
valeur propre de la matrice d’information quantique de Fisher. Ensuite, nous allons reformuler la
stratégie, présentée ici, dans le cadre de la méthode des moments pour l’estimation multi-paramètres
expliquée en détail au chapitre 1.

4.5 Matrice de l’information quantique de Fisher et optimalité de
la mesure

Dans cette section, nous étudions l’optimalité de la stratégie d’estimation multi-paramètres que
nous avons explorée dans ce chapitre en l’absence et en présence de décohérence. Pour ce faire, nous
faisons usage de la matrice d’information quantique de Fisher, notée FQ qui est introduite dans le
chapitre 1 et qui donne, dans un protocole d’estimation multi-paramètres, la limite de précision de
l’estimation de tous les paramètres. D’une part, dans le cadre du formalisme d’estimation multi-
paramètres que nous avons développé dans le chapitre 1, les N paramètres ~θ = (θ1, ..., θN )T , encodés
sur un état de spin |ψ〉 via les générateurs ~̂H = (Ĥ1, ...., ĤN )T sont estimés à partir des résultats
de µ mesures indépendantes de N observables. L’incertitude multi-paramètres est quantifiée par
la matrice covariance Σ dont les éléments sont Σkl = Cov(θk, θl). Il est important de rappeler
qu’en pratique, les éléments de cette matrice, Σkl, sont définis de telle sorte que pour un vecteur
unitaire arbitraire ~n, la quantité ~nTΣ~n correspond à la variance de la combinaison linéaire des
paramètres ~n · ~θ, c’est-à-dire ~nTΣ~n =

(
∆(~n · ~θ)

)2
. Comme nous avons montré précédemment, la

matrice covariance Σ satisfait l’inégalité de Cramér-Rao multi-paramètres suivante

Σ ≥
F−1

Q
µ

, (4.42)

avec µ le nombre de mesures indépendantes. Selon cette dernière equation, le calcul de la matrice
d’information quantique de Fisher FQ nous permet alors d’évaluer la qualité de la stratégie d’esti-
mation multi-paramètres présentée plus haut. En particulier, la plus grande valeur propre de cette
matrice FQ représente le gain métrologique optimal atteint dans le cadre de l’estimation multi-
paramètres, et le vecteur propre associé donne la combinaison linéaire optimale des paramètres à
estimer, c’est à dire celle qui est estimée avec un gain maximal. Comme déjà démontré précédem-
ment par l’équation (1.93) du chapitre 1, dans le cas d’un état pur, tel que l’état préparé par la
dynamique one-axis twisting (4.1) en l’absence de tout bruit, la matrice d’information quantique
de Fisher est donnée par

[FQ]kl = 4Cov(Ĥk, Ĥl). (4.43)

D’autre part, dans le cadre de la stratégie d’estimation multi-paramètres étudiée ici, les N para-
mètres ~θ = (θ1, ..., θN )T sont encodés sur un état généré à l’instant t de la dynamique one-axis
twisting |ψt〉 via l’évolution unitaire (4.3), avec Ĥk = ŝk,~n où ~n est un vecteur unitaire dans le
plan yz. En utilisant l’équation (4.43) et compte tenu de la symétrie de l’état OAT par rapport à
l’échange de deux atomes, les éléments de la matrice d’information quantique de Fisher FQ peuvent
être exprimés, au premier ordre, pour tous les θk proches de θk = 0, en fonction de ~n comme

[FQ]kk = 4(∆ŝk,~n)2 = 1 ∀k

[FQ]kl = 4Cov(ŝ1,~n, ŝ2,~n) = 4(∆Ŝ~n)2

N(N − 1) −
1

N − 1 ∀k, l 6= k.
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En calculant le spectre de la matrice d’information quantique de Fisher, nous obtenons deux valeurs
propres différentes : λmax avec une multiplicité g = 1, où le vecteur propre correspondant est
~λmax = (1, ..., 1)T /

√
N , et λmin avec une multiplicité g = N − 1

λmax = 1 + 4(N − 1)Cov(ŝ1,~n, ŝ2,~n) = 4
N

(∆Ŝ~n)2 (4.44)

λmin = 1− 4Cov(ŝ1,~n, ŝ2,~n) = 1
N − 1(N − λmax). (4.45)

En choisissant la direction de rotation ~n de manière à maximiser λmax, qui représente la direction
de rotation optimal qui maximise le gain métrologique pour la mesure linéaire dans le cas de
l’estimation d’un seul paramètre avec les états OAT, nous observons que λmax ≥ 1 et λmin ≤ 1.
Cela signifie qu’un état généré par la dynamique one-axis twisting ne peut que réduire la variance
de la combinaison linéaire des paramètres θ̃ = ~λmax · ~θ, avec une incertitude ξ2

F/µ ≤ (∆θ̃)2 ≤ 1/µ,
où ξ2

F = 1/λmax. Ce qui implique qu’avec le même état OAT, aucun gain métrologique ne peut
être obtenu pour les combinaisons linéaires des paramètres autres que θ̃. Nous avons montré que
l’application de la transformation unitaire (4.15), c’est à dire l’ajout des renversement des spin
locaux avant et après l’encodage des paramètres, nous permet d’estimer des combinaisons autres
que θ̃ avec un gain métrologique optimal. Cela revient également, dans le cadre du formalisme
d’estimation multi-paramètres, à appliquer au vecteur des générateurs ~̂H la transformation unitaire
J = diag(ε1, ..., εN ) avec εk = ±1. En effet, si nous considérons l’estimation de N paramètres ~θ
généré par les générateurs ~̂H ′ = J ~̂H = (ε1Ĥ1, ..., εNĤN )T , l’encodage des paramètre se fait dans ce
cas via la transformation unitaire

ÛJ = e−i(J
~̂H)·~θ. (4.46)

Or, nous avons

(J ~̂H) · ~θ =
∑
i

(J ~̂H)iθi

=
∑
i

(∑
k

JikĤk

)
θi

=
∑
k

Ĥk

(∑
i

Jikθi

)

= ~̂H · (JT ~θ). (4.47)

En utilisant le fait que JT = J et en substituant (4.47) dans l’équation (4.46), nous démontrons
que ÛJ est équivalent à l’évolution unitaire (4.15), c’est à dire ÛJ = Û~θ′ = e−i

~̂H·(J~θ). Comme
Cov((J ~̂H)k, (J ~̂H)l) =

∑
ij JkiJljCov(Ĥi, Ĥj), la matrice d’information quantique de Fisher associée

aux générateurs ~̂H ′ = J ~̂H devient

F ′Q = JFQJ
T . (4.48)

Étant donné que JJT = JTJ = Id, le spectre de FQ est invariant sous la transformation (4.48) et
le vecteur propre ~λ′max de F ′Q associé à la valeur propre λmax est donné par

~λ′max = J~λmax. (4.49)

En appliquant la transformation J aux générateurs de rotations locales, avec des valeurs spécifiques
pour les εk (ce qui équivaut à effectuer des renversements de spins locaux avant et après l’encodage
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Figure 4.5.1 – Gain métrologique ξ−2
L pour l’estimation de chaque combinaison linéaire des para-

mètres associée à une mesure linéaire, en l’absence (orange plein) et en présence de la décohérence
décrite par l’équation (4.41) avec γ = χ (orange pointillé) en fonction du temps par rapport au gain
optimal ξ−2

F associé à la valeur propre maximale de la matrice d’information de Fisher quantique
(vert continu) pour N = 103. Les lignes verticales représentent les temps d’écrasement optimaux.

des paramètres ~θ), nous pouvons choisir une combinaison linéaire optimale des paramètres θ̃ =
(J~λmax) · ~θ. De cette manière, nous pouvons estimer indépendamment N combinaisons linéaires
θ̃ avec un gain quantique significatif. Par conséquent, pour chaque ensemble des εk, la stratégie
d’estimation multi-paramètres que nous explorons ici, en utilisant la mesure d’une seule observable
de spin collectif, nous permet d’estimer directement la combinaison linéaire des paramètres qui
maximise l’information quantique de Fisher. Pour évaluer l’efficacité de la stratégie décrite dans ce
chapitre, nous comparons dans la figure 4.5.1 le gain optimal ξ−2

F , associé à l’information quantique
de Fisher optimisée sur ~n, avec les gains quantiques associés aux états générés par la dynamique
OAT (pour une mesure linéaire) en l’absence de décohérence, ainsi qu’en présence d’un déphasage
diffusif décrit par l’équation pilote (4.41).

4.6 Reformulation dans le cadre de la méthode des moments pour
l’estimation multi-paramètres

Dans cette section, le but est de reformuler le problème étudié dans ce chapitre dans le cadre
de la méthode des moments pour l’estimation multi-paramètres développée dans le chapitre 1.
Pour cela, nous considérons N paramètres ~θ′ = (ε1θ1, ..., εNθN )T , avec εj = ±1, encodés par les
générateurs ~̂H~n = (ŝ1,~n, ..., ŝN,~n)T sur l’état |ψt〉 préparé par la dynamique OAT pour le temps t
à partir de l’état cohérent de spin (4.2) par l’évolution unitaire Û~θ′ (4.3). Un changement de base
des paramètres ~ϑ = P~θ′, avec PP T = P TP = 1, permet de réécrire la transformation unitaire Û~θ′
comme

Û~ϑ = e−i
~̂G~n·~ϑ avec ~̂G~n = P ~̂H~n. (4.50)

La transformation unitaire Û~ϑ représente l’encodage des N paramètres ~ϑ générés par les observables
~̂G~n. Comme détaillé dans le chapitre 1, dans le cadre de la méthode des moments à paramètres
multiples, les paramètres sont estimés à partir des moyennes statistiques ~̄X(µ) = (X̄(µ)

1 , ..., X̄
(µ)
N )T ,
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résultats de µ mesures indépendantes de N observables ~̂X = (X̂1, ..., X̂N )T comme les valeurs pour
lesquelles

〈Û †~ϑX̂kÛ~ϑ〉 = X
(µ)
k , k = 1, ..., N. (4.51)

Selon le résultat (1.106) du chapitre 1, pour µ � 1, l’incertitude sur les paramètres ~ϑ est donnée
par la matrice covariance

Σ = (µM [|ψt〉, ~̂G~n, ~̂X])−1

= (µC[|ψt〉, ~̂G~n, ~̂X]TΓ[|ψt〉, ~̂X]−1C[|ψt〉, ~̂G~n, ~̂X])−1, (4.52)

où C[|ψt〉, ~̂G~n, ~̂X]kl = −i〈[X̂k, Ĝl,~n]〉 est la matrice des commutateurs et Γ[|ψt〉, ~̂X] = Cov(X̂k, X̂l)
est la matrice covariance. En choisissant les observables ~̂X = ~̂X~m =

√
NP ~̂H~m, avec ~m tel que

{~m,~n,~ex} forment une base orthonormée, la matrice des commutateurs est donnée par

C[|ψt〉, ~̂G~n, ~̂X~m] =
√
NPC[|ψt〉, ~̂H~n, ~̂H~m]P T (4.53)

où nous avons utilisé −i〈[X̂k,~m, Ĝl,~n]〉 = −i
√
N
∑
rs PkrPls〈[Ĥr,~m, Ĥs,~n]〉. De plus, en utilisant la

symétrie de l’état |ψt〉, nous obtenons

C[|ψt〉, ~̂H~n, ~̂H~m]kl = −i〈[ŝk,~m, ŝl,~n]〉 = 〈ŝ1,x〉δkl. (4.54)

En substituant cette dernière équation dans (4.53) et en utilisant l’orthogonalité de la matrice P ,
nous trouvons

C[|ψt〉, ~̂G~n, ~̂X~m] =
√
N〈ŝ1,x〉1. (4.55)

En substituant l’équation (4.55) dans (4.52), pour le choix des observables ~̂X = ~̂X~m, la matrice Σ
s’écrit

Σ = 1
µN |〈ŝ1,x〉|2

Γ[|ψt〉, ~̂X~m]. (4.56)

La matrice des commutateurs étant diagonale, le système d’équations (4.51) est donc découplé. Le
paramètre ϑk peut alors être estimé, indépendament des autres paramètres, à partir des résultats
de µ mesures indépendantes de l’observable X̂k,~m. Dans ce cas, l’incertitude sur l’estimation du
paramètre est donnée par

(∆ϑk)2 = Σkk = 1
µ

(∆X̂k,~m)2

N |〈ŝ1,x〉|2
. (4.57)

Pour un k donné (par exemple k = 1), nous choisissons P de sorte que X̂k,~m =
√
N
∑
l Pklŝl, ~m =∑

l ŝl, ~m = Ŝ~m, c’est-à-dire Pkl = 1/
√
N pour tout l. Avec ce choix de P et conformément à l’équation

(4.57), la combinaison des paramètres ϑk =
∑
l εlθl/

√
N est estimée, indépendamment des autres

paramètres ϑl avec l 6= k, avec une incertitude

(∆ϑk)2 = 1
µ

(∆Ŝ~m)2

N |〈ŝ1,x〉|2
= ξ2

L
µ
. (4.58)

Cette dernière équation est équivalente à l’équation (4.25) dans le cas de la mesure d’une observable
linéaire de spin collectif et ϑk est un des coefficients de Hadamard du signal original ~θ. Considérons
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maintenant le cas d’une mesure avec la technique MAI, où l’évolution OAT Ûτ = e−iχτŜ
2
z avec

τ = −t est appliquée au système avant la mesure des N observables ~̂X~m, ce qui équivaut à mesurer
l’ensemble des N observables non-linéaires

~̂XMAI = e−iχtŜ
2
z ~̂X~me

iχtŜ2
z =
√
NP (e−iχtŜ2

z ŝ1, ~me
iχtŜ2

z , ..., e−iχtŜ
2
z ŝN,~me

iχtŜ2
z )T . (4.59)

Dans ce cas, la matrice des commutateurs s’écrit comme

C[|ψt〉, ~̂G~n, ~̂XMAI] =
√
NPC[|ψt〉, ~̂H~n, e

−iχtŜ2
z ~̂H~me

iχtŜ2
z ]P T (4.60)

avec

C[|ψt〉, ~̂H~n, e
−iχtŜ2

z ~̂H~me
iχtŜ2

z ]kl = −i〈[e−iχtŜ2
z ŝk,~me

iχtŜ2
z , ŝl,~n]〉

= −i〈[e−iχtŜ2
z ŝ1, ~me

iχtŜ2
z , ŝ1,~n]〉δkl

− i〈[e−iχtŜ2
z ŝ1, ~me

iχtŜ2
z , ŝ2,~n]〉(1− δkl). (4.61)

En cherchant la matrice P qui diagonalise la matrice des commutateurs C[|ψt〉, ~̂G~n, ~̂XMAI], on
s’aperçoit que pour le k correspondant à la valeur propre maximale

C[|ψt〉, ~̂G~n, ~̂XMAI]max
kk = −i〈[e

−iχtŜ2
z Ŝ~me

iχtŜ2
z , Ŝ~n]〉√

N
, (4.62)

nous obtenons Pkl = 1/
√
N pour tous l. La mesure de l’observable

(X̂MAI)k =
√
N
∑
l

Pkle
−iχtŜ2

z ŝl, ~me
iχtŜ2

z = e−iχtŜ
2
z Ŝ~me

iχtŜ2
z , (4.63)

permet donc d’estimer la combinaison des paramètres ϑk =
∑
l Pklεlθl =

∑
l εlθl/

√
N avec une

incertitude

(∆ϑk)2 = 1
µ

(∆X̂MAI)2

|〈[e−iχtŜ2
z Ŝ~meiχtŜ

2
z , Ŝ~n]〉|2

= 1
µ

N/4
|〈[e−iχtŜ2

z Ŝ~meiχtŜ
2
z , Ŝ~n]〉|2

= ξ2
MAI
µ

. (4.64)

Notez que cette dernière équation est exactement l’incertitude donnée par (4.25) dans le cas d’une
mesure avec la technique MAI.

4.7 Quelques implémentations possibles
Auparavant, dans ce chapitre, nous avons examiné une méthode qui offre un gain quantique

significatif lors de l’estimation de N paramètres. Dans cette approche, nous avons considéré un
système de N atomes identiques à deux niveaux, répartis dans un réseau avec un atome par site
du réseau. De plus, pour avoir un gain métrologique quantique, il est essentiel de générer des
corrélations quantiques entre ces N atomes. Cette configuration dite Mott-comprimé, où l’on a un
ensemble de N atomes dans un état comprimé de spin avec un atome par site, peut être obtenue
entre autre de deux manières. La première méthode consiste à réaliser une élévation adiabatique
d’un réseau dans un condensat de Bose-Einstein à deux composantes. L’autre méthode pour obtenir
la configuration Mott-comprimé implique l’intrication d’atomes fermioniques situés sur les sites du
réseau grâce à des processus d’effet tunnel virtuel, avec l’ajout d’un laser externe qui imprime une
phase dépendante du site. Dans cette section, nous aborderons brièvement ces deux schémas. Le
premier schéma sera basé sur l’approche proposée dans la référence [90], tandis que le deuxième
schéma s’appuiera sur la proposition décrite dans la référence [93].
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4.7.1 Mott-comprimé dans un condensat de Bose-Einstein

Dans cette approche, nous considérons un système composé de N atomes bosoniques piégés dans
un réseau optique unidimensionnel à M = N sites. Initialement, ces atomes se trouvent dans une
phase superfluide, qui constitue un condensat de Bose-Einstein. Comme mentionné précédemment,
si chaque atome est préparé dans une superposition de deux modes internes ε = a, b, les collisions
entre ces atomes dans le condensat de Bose-Einstein engendrent des corrélations quantiques entre
eux. Par la suite, nous procédons à une élévation du réseau optique. Cette opération permet au
système d’atteindre la phase de Mott, dans laquelle chaque site du réseau contient un atome unique.
C’est au cours de cette phase que les corrélations quantiques générées sont stockées. Un tel système
est décrit en seconde quantification par le hamiltonien

Ĥ =
∑
ε=a,b

∫
dx

[
ψ̂†ε(x)Ĥ0ψ̂ε(x) + gεε

2 ψ̂†ε(x)ψ̂†ε(x)ψ̂ε(x)ψ̂ε(x)
]

+ gab

∫
dx ψ̂†a(x)ψ̂†b(x)ψ̂b(x)ψ̂a(x), (4.65)

où gεε′ ∝ aεε′ est la constante de couplage qui quantifié les interactions entre les atomes des modes
ε et ε′. Le hamiltonien à une particule Ĥ0 est donné par

Ĥ0 = − ~2

2m
d2

dx2 + V (x). (4.66)

où m est la masse d’un atome et le potentiel du réseau s’écrit V (x) = V0 sin2(kx) avec k = 2π/λ
est le nombre d’onde du réseau. En l’absence d’interactions entre les atomes, les énergies propres
de ce système se regroupent en bandes d’énergies de Bloch. Dans la bande d’énergie la plus basse,
lorsque le réseau est suffisamment élevé, le hamiltonien (5.1.1) peut être réécrit dans la base des
fonctions de Wannier w(x − xi) localisées autour des sites du réseau, où xi représente la position
du ième site, sous la forme d’un hamiltonien de Bose-Hubbard

ĤBH = −J
∑

i,j=i±1
(â†i âj + b̂†i b̂j) +

∑
ε=a,b

Uεε
2
∑
i

n̂
(ε)
i (n̂(ε)

i − 1) + Uab
∑
i

n̂
(a)
i n̂

(b)
i , (4.67)

où J et Uεε′ sont respectivement le paramètre de tunneling et le paramètre d’interaction, âi (b̂i)
est l’opérateur d’annihilation d’un atome dans le site i et dans le mode interne a (b) et n̂(ε)

i est
l’opérateur nombre d’atomes dans le site i dans le mode ε. L’élévation adiabatique du réseau est
prise en compte en considérant la rampe linéaire en temps τ du potentiel du réseau V0, d’un potentiel
initial Vini au potentiel final Vfin atteint à l’instant t = τ ,

V0(t) = Vini + (Vfin − Vini)
t

τ
. (4.68)

Dans le hamiltonien Bose-Hubbard, ceci introduit une dépendance en temps t des paramètres J et
Uεε′ . Pour une valeur donnée de τ , la figure 4.7.1 montre que la dynamique décrite par le hamiltonien
Bose-Hubbard (4.67), en tenant compte de la rampe de potentiel du réseau (4.68), génère un état
intriqué de spin, avec une configuration Mott des atomes, c’est-à-dire un atome par site du réseau.
En effet, la figure 4.7.1-(a) met en évidence la diminution de la fraction condensée d’atomes au
cours de la rampe du réseau. Cette diminution indique une transition de phase, où le système
évolue d’une phase superfluide, dans laquelle les atomes forment un condensat de Bose-Einstein,
vers la phase de Mott, où un atome occupe chaque site du réseau. La figure 4.7.1-(b) montre la
variation du du paramètre de compression de spin, dont l’inverse quantifie le gain métrologique
associé à une mesure linéaire de spin, au cours de la rampe de réseau. La courbe pleine noire
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Figure 4.7.1 – Génération d’état intriqué dans une configuration de Mott via une élévation adia-
batique d’un réseau optique. (a) Variation de la fraction condensée des atomes au cours du temps
(en unité de ~/ER, où ER représente l’énergie de recul) pour N = 6, au cours de la rampe avec
τ = 4255 (en unité de ~/ER) illustré par la courbe pleine noire. Ceci est comparé avec le cas sans
rampe (V0/ER = 3, courbe pointillée verte) et le cas où le système est dans l’état fondamentale de
ĤBH avec la configuration Mott (courbe pointillée bleue). (b) Variation du paramètre de compres-
sion de spin ξ2

L en temps, la courbe pleine noire représente le cas de la rampe, la courbe pointillée
verte représente le cas sans la rampe avec V0/ER = 3 et la courbe pointillée bleue illustre le cas
où le système est dès t = 0 dans la phase de Mott. Cette figure est extraite de la référence [90] et
adaptée aux notations de ce travail.

montre que, pour une valeur fixe de τ , le gain métrologique, et donc les corrélations quantiques
générées à un instant donné t, qui dépend de la valeur de τ choisie, restent figées et sont stockées
dans le système. Par conséquent, en choisissant la valeur de τ appropriée, cette dynamique permet
la création d’un état comprimé ou sur-comprimé de spin dans une configuration Mott. Avec la
possibilité de réaliser des renversements des spins locaux et d’effectuer des mesures du spin collectif,
le système ainsi préparé peut être utilisé pour estimer un ensemble de N paramètres inconnus en
utilisant la stratégie détaillée dans ce chapitre. Dans ce contexte, la mise en œuvre d’une mesure
où une observable linéaire du spin collectif est mesurée est direct. Toutefois, la réalisation de la
technique MAI, qui permet d’obtenir un gain quantique plus élevé en exploitant les états sur-
comprimés de spin, nécessite une inversion temporelle de la dynamique. L’implementation d’une
telle inversion temporelle de la dynamique dans un condensat de Bose-Einstein est possible via la
résonance de Feshbach. Cependant, une telle inversion affecte la dynamique du degree de liberté
spatial du condensat au-delà d’une simple dynamique one-axis twisting. Notamment le condensat
peut devenir instable vis-à-vis d’une démixtion de ses deux composantes [106].

4.7.2 Atomes dans un réseau avec couplage à un potentiel externe dépendant
du site

Dans ce paragraphe, nous considérons un ensemble de N atomes fermioniques à deux niveaux
internes, notés | ↓〉 et | ↑〉. Ces atomes sont piégés dans un réseau unidimensionnel à M = N sites.
En raison du principe d’exclusion de Pauli, contrairement aux atomes bosoniques, les atomes fer-
mioniques identiques n’interagissent pas par des collisions d’ondes s. Par conséquent, la préparation
de chaque atome fermionique dans une superposition des deux états internes ne permet pas de gé-
nérer des corrélations quantiques entre les atomes. Pour créer des états comprimés, sur-comprimés
ou plus intriqués de spin dans ce système, une approche consiste à introduire un couplage laser
entre les deux états atomiques internes, dont la phase dépend de la position des atomes dans le
réseau. Supposons que les atomes occupent la bande de Bloch la plus basse. Dans ce cas, le système
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peut être décrit par le hamiltonien Fermi-Hubbard, auquel s’ajoute le hamiltonien de couplage laser

Ĥ =
N ′∑
k=1

Ĥtunnel
k +

N∑
k=1

Ĥ int
k +

N∑
k=1

ĤL
k , (4.69)

où N ′ = N pour les systèmes avec des conditions aux limites périodiques, et N ′ = N − 1 pour ceux
avec des conditions aux limites ouvertes. Le hamiltonien Ĥtunnel

j décrit le processus de tunneling
entre le site j et le site j + 1 et est donné par

Ĥtunnel
k = −J

∑
s=↓,↑

(â†k,sâk+1,s + h.c), (4.70)

où, âk,s est l’opérateur d’annihilation d’un atome dans le site j et dans l’état interne s =↓, ↑. Le
hamiltonien Ĥ int

k , décrivant les interactions locales dans le site j, s’écrit

Ĥ int
k = Un̂k,↓n̂k,↑. (4.71)

Le hamiltonien ĤL
k décrit le couplage entre les deux états internes | ↓〉 et | ↑〉 dans le site j avec

une phase qui dépend de la position j de l’atome dans le réseau et est donné par

ĤL
k = ~Ω

2
(
eiφkâ†k,↑âk,↓ + e−iφkâ†k,↓âk,↑

)
. (4.72)

Lorsque les interactions sont suffisamment fortes, c’est-à-dire pour U/J � 1, la double occupation
d’un site donné du réseau est fortement supprimée, et le système peut être approximativement
considéré comme étant dans la phase de Mott, où un atome occupe chaque site. Dans ce contexte,
si nous supposons que U � ~Ω, le système peut être approximativement décrit par le hamiltonien
d’échange de spin corrigé par le hamiltonien de couplage laser

Ĥspin =
N ′∑
k=1

ĤSE
k +

N∑
k=1

Ĥ↑↓k , (4.73)

avec

ĤSE
k = JSE

(
ŝk,xŝk+1,x + ŝk,y ŝk+1,y + ŝk,z ŝk+1,z −

1
4

)
(4.74)

et

Ĥ↑↓k = J↑↓
(
eiφkŝk,+ + e−iφkŝk,−

)
, (4.75)

où, JSE = 4J2/U et J↑↓ = ~Ω/2. Les opérateurs de spin sont définis par ŝk,± = ŝk,x ± iŝk,y,
ŝk,+ = â†k,↑âk,↓ et ŝk,z = (n̂k,↑ − n̂k,↓)/2. En l’absence de laser de couplage Ω = 0, un état cohérent

|θ, φ〉 = e−iφ
∑N

k=1 ŝk,ze−iθ
∑N

k=1 ŝk,y⊗Nk=1 | ↑〉k de spin quelconque est un état propre de l’hamiltonien
(4.73) avec la même energie propre. Ceci explique pourquoi, lorsqu’un état cohérent de spin est
préparé initialement, la dynamique ne génère pas de corrélations quantiques entre les atomes. En
revanche, lorsque Ω 6= 0, le hamiltonien laser introduit un couplage entre les états propres de
l’hamiltonien d’échange de spin, dits états de Dicke, |N/2,m〉, avec m ∈ [−N/2, N/2], ayant une
énergie E = 0 pour toutm et l’état propre de l’hamiltonien d’échange de spin, appelé état d’onde de
spin, |q,m〉, avec q = φ etm ∈ [−N/2+1, N/2−1], ayant l’énergie Eφ = JSE(1−cosφ). Ce couplage
permet l’évolution de l’état cohérent initial de spin et ainsi la génération de corrélations quantiques
entre les atomes. Dans le cas d’un faible couplage laser, J↑↓ � Eφ, le hamiltonien de couplage laser
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peut être traité comme une perturbation et, pour φ = 2πn/N avec n = ±1,±2, ...,±(N/2− 1), le
système peut être décrit par le hamiltonien effectif

Ĥeff = ~χ
(

N∑
k=1

ŝk,z

)2

avec ~χ = 1
2(1− cosφ)

1
N − 1

J2
↑↓
JSE

. (4.76)

Cet hamiltonien effectif est exactement le hamiltonien one-axis twisting étudié en détail en absence
de bruit dans le chapitre 2 et en présence de décohérence dans le chapitre 3. Le système étudié ici
permet donc de générer des états comprimés et sur-comprimés de spin dans une configuration de
Mott. En supposant qu’il est possible de réaliser des renversement des spin locaux et d’effectuer des
mesures collectives de spin, ce système permet d’implementer la stratégie étudiée dans ce chapitre
et d’estimer, avec un gain quantique significatif, un ensemble de paramètres inconnus.

Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons exploré une méthode d’estimation multi-paramètres basée sur

l’utilisation d’atomes à deux niveaux piégés dans un réseau optique. Ces atomes partagent des
corrélations quantiques internes générées par le hamiltonien one-axis twisting. Un tel système peut
être obtenu de différentes manières, par exemple en élevant adiabatiquement un réseau optique
dans un condensat de Bose-Einstein à deux composantes en interaction, créant ainsi un état Mott
comprimé de spin, ou avec des atomes fermioniques en configuration de Mott dans un réseau, en
présence d’un laser externe qui imprime aux atomes une phase dépendant de la position.

Dans cette approche, les atomes sont utilisés pour mesurer l’ensemble des valeurs d’un champ
à différents emplacements du réseau. L’idée centrale de cette méthode réside dans le fait que, pour
exploiter les corrélations entre les atomes, nous effectuons des mesures collectives, notamment les
coefficients de Hadamard du signal, à partir desquels nous pouvons déduire les paramètres locaux
en utilisant une transformation inverse de Hadamard.

Il est important de noter que, bien que nous ayons examiné le cas d’un atome par site, cette
méthode peut être facilement généralisée pour inclure N atomes non-interagissants répartis sur M
sites, avec une répartition de N/M atomes par site. De telles configurations peuvent être mises en
place en divisant un condensat de Bose-Einstein préalablement comprimé en spin, ou en utilisant
des atomes froids dans une cavité. Dans ce dernier cas, les interactions médiées par la cavité ou les
mesures quantiques non destructives et non locales sont employées pour intriquer les atomes dans
différents modes.

Comparé à d’autres propositions de systèmes de métrologie quantique multi-paramètres, le
protocole étudié dans ce chapitre présente un avantage significatif. Pour un état donné, une seule
mesure collective est nécessaire pour obtenir une combinaison linéaire spécifique des paramètres
avec un avantage quantique. Pour estimer une autre combinaison linéaire des paramètres avec un
gain quantique, un autre état doit être préparé. Cela permet d’effectuer une acquisition comprimée
en mesurant un nombre de combinaisons inférieur à la taille du signal.

Dans le prochain chapitre, nous étudions les corrélations quantiques entre les atomes géné-
rées par l’élévation adiabatique d’un réseau optique dans un condensat de Bose-Einstein à deux
composantes, en nous concentrant sur l’aspect non-locale (possibilité de violation des inégalités de
Bell)
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Chapitre 5
Corrélations non-locales de Bell dans un état
comprimé de spin spatialement distribué

Introduction

Les corrélations quantiques non locales sont une caractéristique essentielle des systèmes quan-
tiques, et leur détection est cruciale pour la comprehension de la physique quantique et pour le
domaine de l’information quantique. Une façon de détecter ces corrélations est d’utiliser des inéga-
lités de Bell, dont la violation indique la non-localité [107].

La compression de spin dans un ensemble atomique génère des corrélations de Bell lorsque les
atomes intriqués sont répartis dans des emplacements distincts [108–110]. À température nulle, une
augmentation adiabatique du potentiel d’un réseau optique dans un condensat de Bose-Einstein à
deux composantes en interaction conduit à une configuration Mott-comprimée. Dans cette configu-
ration, les atomes sont intriqués et répartis spatialement avec un atome par site du réseau [89,90].
La mesure d’une composante du spin dans un site donné donne un parmi seulement deux résultats
possibles. Dans un scénario de Bell, la collecte des résultats des mesures locales sur tous les sites
permet de détecter les corrélations non locales à M sites en utilisant une inégalité de Bell.

Cependant, dans une expérience réelle à température non nulle, il existe une probabilité non
nulle d’avoir des sites vides ou doublement occupés [90]. Dans ce cas, la mesure d’une composante
du spin dans un site donné peut donner un nombre d > 2 de résultats possibles. Pour détecter les
corrélations non locales dans cette situation, nous devons généraliser les inégalités de Bell et les
témoins de corrélations non locales utilisés à température nulle.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la première section 5.1, nous étudions la création
et le stockage de corrélations quantiques dans la phase de Mott d’un réseau optique en utilisant
une rampe linéaire pour conduire un condensat de Bose-Einstein à deux composantes vers une
transition superfluide-Mott à température nulle. Dans la section 5.2, nous examinons l’effet de la
température non nulle sur les corrélations quantiques générées et la répartition spatiale des atomes
dans la phase de Mott. Nous utilisons ensuite, dans la section 5.3, une inégalité de Bell à M
sites pour étudier les corrélations non locales dans la phase de Mott à température nulle, puis, en
modifiant légèrement l’expérience de Bell, nous généralisons l’inégalité de Bell à M sites obtenue
dans le cas de température nulle au cas de la température non nulle. Enfin, dans la dernière section
5.4, nous examinons les corrélations non locales à deux sites dans un modèle simple où les atomes
sont intriqués via la dynamique one-axis twisting et répartis dans l’espace sur N sites avec une
probabilité non nulle d’avoir un site vide ou doublement occupé.
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5.1 Création et stockage d’états comprimés de spin dans un réseau
optique

Dans cette section, nous reprenons le système introduit précédemment dans le paragraphe 4.7.1.
L’objectif est de montrer comment, à partir d’un état cohérent de spin dans une phase superfluide
et en élevant adiabatiquement le potentiel du réseau, ce système permet de générer et de stocker
des états de spin comprimés, surcomprimés, ainsi que des états plus intriqués de spin.

5.1.1 Génération d’états comprimés de spin par interaction entre atomes

Nous considérons un gaz ultra-froid composé de N atomes bosoniques de masse m avec deux
modes internes, notés ε = a et ε = b, en interaction répulsive, les interactions entre atomes froids
étant caractérisées par les longueurs de diffusion (en onde s) aεε′ , et piégé dans un réseau optique
unidimensionnel. Une telle configuration peut, par exemple, être obtenue en piégeant les atomes
dans un réseau optique tridimensionnel, permettant l’effet tunnel exclusivement le long de la di-
rection x avec un potentiel V (x) = V0 sin2(kx), tandis que la fonction d’onde dans chacune des
autres directions perpendiculaires reste fortement localisée avec une longueur caractéristique L⊥.
Le réseau optique dans la direction x est alors caractérisé par sa hauteur V0 et sa période spatiale
d = π/k. La dynamique de ce système est décrite par le hamiltonien effectif à une dimension

Ĥ = Ĥcin + Ĥint, (5.1)

où le terme cinétique Ĥcin, qui décrit l’effet tunnel dans le réseau, est donné par

Ĥcin =
∑
ε=a,b

∫
dxψ̂†ε(x)Ĥ0ψ̂ε(x), (5.2)

où le hamiltonien à une particule Ĥ0 s’écrit

Ĥ0 = − ~2

2m
d2

dx2 + V (x). (5.3)

Le hamiltonien Ĥint décrit les interactions entre les atomes et est donné par

Ĥint = gεε
2
∑
ε=a,b

∫
dxψ̂†ε(x)ψ̂†ε(x)ψ̂ε(x)ψ̂ε(x) + gab

∫
dx ψ̂†a(x)ψ̂†b(x)ψ̂b(x)ψ̂a(x), (5.4)

où la constante d’interaction effective gεε′ est reliée à la constante de couplage à 3 dimensions
g3D
εε′ = 4π~2aεε′/m par la relation gεε′ = g3D

εε′ /(2πL2
⊥). En l’absence d’interactions entre les atomes,

le système est décrit par le hamiltonien à une particule (5.3), dont les fonctions propres sont les
fonctions de Bloch ψn,q(x), avec des niveaux d’énergie propres En,q caractérisés par des différentes
bandes d’énergie n et les quasi-impulsion q. En considérant des conditions aux limites périodiques,
la quasi-impulsion q est quantifiée q = 2kj/N , avec j ∈ {−N/2 + 1,−N/2 + 2, ..., N/2}. Nous
introduisons maintenant la base des fonctions d’onde de Wannier wn,j(x) ≡ wn(x − xj) localisées
autour des sites de réseau, où xj est la position du jème site. La fonction d’onde de Wannier pour
la bande n est exprimée dans la base de Bloch comme

wn,j(x) =
(
d

2π

)1/2 ∫ π/d

−π/d
ψn,q(x)e−ixjq dq. (5.5)

Les opérateurs champ ψ̂ε(x) sont décrits dans la représentation de Wannier comme

ψ̂a(x) =
∑
n,j

wn,j(x)ân,j et ψ̂b(x) =
∑
n,j

wn,j(x)b̂n,j , (5.6)
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où ân,j et b̂n,j représentent les opérateurs d’annihilation d’un atome dans la bande n et le site j
pour les modes internes a et b, respectivement. En substituant cette dernière équation dans (5.2), le
terme cinétique Ĥcin de l’hamiltonien peut être exprimé dans la représentation de Wannier comme

Ĥcin =
∑

n,j,n′,j′

∫
dxw∗n,j(x)Ĥ0wn′,j′(x)

(
â†n,j ân′,j′ + b̂†n,j b̂n′,j′

)
(5.7)

Par la suite, nous supposons que les énergies dans le système sont principalement situées dans la
bande d’énergie la plus basse, c’est-à-dire n = 1. En utilisant (5.5), nous avons

Ĥcin =
∑
j,j′

J(j′ − j)
(
â†j âj′ + b̂†j b̂j′

)
, (5.8)

où âj ≡ ân=1,j et b̂j ≡ b̂n=1,j . Le paramètre de l’effet tunnel J(j′ − j) est donné par

J(j′ − j) = d

2π

∫ π/d

−π/d
dq En=1,qe

−i(j′−j)dq. (5.9)

De manière similaire, en utilisant le développement (5.6) dans le hamiltonien d’interaction (5.4),
nous obtenons

Ĥint = 1
2

∑
j1,j2,j3,j4

(
Uaaj1,j2,j3,j4 â

†
j1
â†j2 âj3 âj4 + U bbj1,j2,j3,j4 b̂

†
j1
b̂†j2 b̂j3 b̂j4

)
+

∑
j1,j2,j3,j4

Uabj1,j2,j3,j4 â
†
j1
b̂†j2 âj3 b̂j4 , (5.10)

où le paramètre d’interaction est donné par

U εε
′

j1,j2,j3,j4 = gεε′
∫
dxwn=1,j1(x)wn=1,j2(x)wn=1,j3(x)wn=1,j4(x). (5.11)

Dans ce chapitre, nous considérons le cas pratique où V0/Er � 1, avec Er = ~2k2/(2m) l’énergie
de recul. Dans cette limite, J(j) est négligeable pour j > 1 et U εε′j1,j2,j3,j4 est négligeable pour
(j1, j2, j3, j4) 6= (0, 0, 0, 0). En se limitant aux termes non négligeables, le hamiltonien (5.1) peut
être exprimé comme le hamiltonien de Bose-Hubbard

ĤBH = −J
∑

i,j=i±1
(â†i âj + b̂†i b̂j) +

∑
ε=a,b

Uεε
2
∑
i

n̂
(ε)
i (n̂(ε)

i − 1) + Uab
∑
i

n̂
(a)
i n̂

(b)
i , (5.12)

avec J = J(1) et Uεε′ = U εε
′

0,0,0,0. De plus, dans la limite V0/Er � 1, la fonction de Wan-

nier wn=1,j=1(x) s’écrit approximativement comme wn=1,j=0(x) ≈
(
k2

π

)1/4 (
V0
Er

)1/8
e−k

2
(
V0
Er

)1/2
x2/2.

Dans ce cas, le paramètre de couplage par effet tunnel J et le paramètre d’interaction Uεε′ de-
viennent approximativement [90]

J

Er
≈ 4√

π

(
V0
Er

)3/4
e−2

(
V0
Er

)1/2
, (5.13)

Uεε′

Er
≈
(32
π

)1/2 aεε′d

L2
⊥

(
V0
Er

)1/4
. (5.14)

Dans la suite de ce chapitre, nous allons étudier la dynamique décrite par le hamiltonien de Bose-
Hubbard (5.12) avec les expressions de J et de Uεε′ données par (5.13) et (5.14), respectivement.
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Pour étudier la dynamique de spin (degrees de liberté internes) des atomes, nous définissons les
composantes de spin collectif local dans le site j du réseau par

ŝj,x = 1
2(â†j b̂j + b̂†j âj), (5.15)

ŝj,y = 1
2i(â

†
j b̂j − b̂

†
j âj), (5.16)

ŝj,z = 1
2(n̂(a)

j − n̂
(b)
j ). (5.17)

Le spin collectif Ŝα =
∑M
j=1 ŝj,α est défini comme la somme des composants de spin ŝj,α pour

α = x, y, z où M est le nombre total des sites du réseau optique. Nous considérons que le système
est initialement dans l’état fondamental |ψ(a)

0 〉 de l’hamiltonien Bose-Hubbard (5.12) où tous les
atomes sont dans le mode interne a. L’application de la rotation Ûπ/2 = e−iπ/2Ŝy autour de l’axe
y nous permet de créer l’état coherent de spin |ψ0〉, où chaque atome est dans une superposition
d’états internes |x〉 = (|a〉 + |b〉)/

√
2. Lorsque la hauteur du réseau V0 est choisie de sorte que le

système soit dans une phase superfluide, les interactions entre les atomes intriquent les atomes et
permettent la génération d’états comprimés, surcomprimés et plus intriqués de spin. En particulier,
l’état du système à l’instant t de la dynamique est solution de l’équation de Schrödinger

i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 = ĤBH|ψ(t)〉. (5.18)

En effectuant une simulation numérique avec N = M = 6, nous pouvons calculer le paramètre de
compression de spin ξ2

L, qui est l’inverse du gain métrologique, au cours de l’évolution temporelle.
Dans la figure 5.1.1-(a), la courbe bleue illustre la diminution du paramètre de compression pour
les temps courts, indiquant ainsi la création de corrélations quantiques entre les atomes. Si le
système reste dans la phase superfluide, la dynamique de compression de spin continue. Dans le
paragraphe suivant, nous montrons comment l’application d’une rampe linéaire sur la hauteur du
réseau optique V0 conduit le système vers une transition de Mott. Ceci permet d’une part, d’arrêter
la dynamique de la compression de spin dans un temps t qui dépend de la durée de la rampe
et, d’autre part, de stocker les corrélations quantiques générées dans la phase de Mott. En ce qui
concerne les simulations numériques, nos paramètres par défaut, à moins d’indication contraire,
sont les suivants : aaa = abb = 100.4aB, aab = 0.95aaa, où aB = 0.52Å est le rayon de Bohr. La
période spatiale du réseau est de d = 431nm, et la longueur caractéristique est de L⊥ = d/

√
2π

comme dans [90].

5.1.2 Stockage d’états comprimés de spin par montée adiabatique du réseau

Une approche pour stocker les corrélations quantiques générées par les interactions entre les
atomes est de conduire le système vers la phase de Mott, où chaque site du réseau contient un
atome unique. Dans une telle phase de Mott, les atomes sont isolés dans les sites du réseau, met fin
à leurs interactions et, par conséquent, à la génération de corrélations quantiques. Pour cela, nous
faisons linéairement varier la hauteur du réseau V0, depuis une valeur initiale Vini où le système se
trouve dans la phase superfluide, jusqu’à une valeur finale Vfin où le système atteint la phase de
Mott, pendant un temps τ

V0(t) = Vini + (Vfin − Vini)
t

τ
. (5.19)

Dans ce cas, le paramètre de couplage à effet tunnel et le paramètre d’interaction deviennent des
fonctions temporelles J(t) et Uεε′(t), respectivement. et l’état du système à tout instant t de la
dynamique s’écrit

|ψ(t)〉 = Ût|ψ0〉, (5.20)
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Figure 5.1.1 – Paramètre de compression de spin ξ2
L pour N = M = 6. (a) En fonction du temps

de la dynamique, sans la rampe, dans la phase superfluide avec Vini = Vfin = 3Er (bleu) et au cours
de la transition de Mott réalisée par la rampe (5.19) avec Vini = 3Er et Vfin = 40Er (orange). (b)
ξ2

L, associé à l’état stocké à la fin de la dynamique, en fonction de la durée de la rampe τ .

Figure 5.2.1 – Variation du spectre de l’hamiltonien Bose-Hubbard à une composante eu cours
de la transition de Mott causée par la rampe (5.19) avec Vini = 3Er et Vfin = 40Er pour différents
nombre d’atomes N = 2, 4, 6.

avec Ût = e−i
∫ t

0 ĤBH(t′)dt′/~ l’opérateur de l’évolution unitaire. La durée de la rampe τ peut être
ajustée de manière à permettre le stockage des corrélations quantiques associées à un état spécifique
dans la phase de Mott, lorsque le système traverse la transition de Mott. La courbe orange dans
la figure 5.1.1-(a), illustre un example de stockage d’un état comprimé de spin dans la phase de
Mott. En particulier, pour une valeur donnée de τ , le paramètre de compression de spin ξ2

L cesse
d’évoluer au voisinage de son minimum. En faisant varier la durée de la rampe τ , nous pouvons
stocker d’autres états intriqués de spin dans la phase de Mott. La figure 5.1.1-(b) représente le
paramètre de compression de spin ξ2

L de l’état stocké dans la phase de Mott en fonction de τ pour
N = M = 6.

5.2 Effet de la température non nulle sur l’état Mott-comprimé
de spin

Dans cette section nous allons étudier l’effet de la température non nulle sur l’état stocké dans
la phase de Mott. Pour ce faire, nous considérons que le système se trouve initialement dans un
état mélange statistique décrit par l’opérateur densité

ρ̂T = 1
Z

∑
n

e−E
(0)
n /kBT |ψ(a)

n 〉〈ψ(a)
n |, (5.21)
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où kB représente la constante de Boltzmann, E(0)
n les énergies propres de l’hamiltonien initial (en

phase superfluide), restreint au cas où tous les atomes sont dans le mode interne a, |ψ(a)
n 〉 désigne les

états propres correspondants et Z =
∑
n e
−E(0)

n /kBT est la fonction de partition. L’état cohérent de
spin est préparé en appliquant la rotation Ûπ/2 sur l’état (5.21). Par conséquent, nous considérons
qu’à l’instant t = 0 de la dynamique, l’état du système est donné par l’opérateur densité

ρ̂T (t = 0) = Ûπ/2ρ̂T Û
†
π/2, (5.22)

La dynamique du système est déterminé par l’équation de von Neumann

i~
∂

∂t
ρ̂T (t) = [ĤBH, ρ̂T (t)]. (5.23)

L’état du système à un instant t de la dynamique est décrit formellement par la matrice densité

ρ̂T (t) = 1
Z

∑
n

e−E
(0)
n /kBT

[
ÛtÛπ/2|ψ(a)

n 〉〈ψ(a)
n |Û

†
π/2Û

†
t

]
. (5.24)

Dans la section précédente, nous avons montré qu’en commençant dans l’état fondamental |ψ(a)
0 〉,

le système se retrouve à la fin de la dynamique dans la phase de Mott avec un atome par site.
À une température non nulle T 6= 0, des excitations thermiques vers les états excités |ψ(a)

n 〉 avec
n > 0 sont présentes. Ces excitations thermiques entraînent, au sein de la phase de Mott, une
probabilité non nulle de double occupation des sites du réseau optique. En représentant, dans la
figure 5.2.1, la variation du spectre de l’hamiltonien Bose-Hubbard (5.12) lorsque tous les atomes
sont dans le mode interne a, nous constatons que dans la phase de Mott, les premières excitations
correspond à l’apparence des doubles occupations d’un site où la différence d’énergie est ∆E ≈ Uaa.
Pour mieux comprendre l’effet sur la compression de spin, nous présentons dans la figure 5.2.2, le
paramètre de compression de spin ξ2

L en fonction de temps pour différentes températures. D’une
part, la température non nulle augmente la valeur minimale du paramètre ξ2

L. D’autre part, en
raison de la double occupation d’un site, les interactions atomiques continuent d’exister dans la
phase de Mott de telle sorte que la dynamique de compression est imparfaitement arrêtée, ceci
conduit à l’oscillation du paramètre de compression ξ2

L dans la phase de Mott comme nous pouvons
le voir dans la figure 5.2.2 qui représente les résultats d’une simulation numérique avec N = M = 6.

5.3 Étude de corrélations de Bell à M-sites
Jusqu’à présent, nous avons montré que l’élévation d’un réseau dans un condensat de Bose-

Einstein à deux composantes permet de stocker des états intriqués dans la phase de Mott du réseau
optique. Lorsque la température est nulle, cela se traduit par une configuration d’un atome par
site, tandis qu’à température non nulle, il existe une probabilité non nulle de double occupation
d’un site. La possibilité d’effectuer des mesures locales dans chaque site de ce système, grâce au
microscope à gaz quantique par exemple, nous permet d’explorer les corrélations qui existent entre
les différents sites, à température nulle ou non nulle. En particulier, en effectuant des mesures locales
sur les différents sites du réseau, nous pouvons détecter l’existence de corrélations non locales de
nature non classique. De telles corrélations peuvent être détectées en utilisant ce que l’on appelle
les inégalités de Bell. Dans cette section, nous examinerons les corrélations de Bell générées dans
le système que nous avons étudié jusqu’à présent. Pour ce faire, nous commencerons par rappeler
le scénario général de Bell ainsi que la définition de la non-localité selon Bell dans un contexte
général. Ensuite, nous appliquerons cette approche au système étudié dans ce chapitre, d’abord à
température nulle, puis à température non nulle. En particulier, nous formulerons une inégalité de
Bell pour les corrélations à N -sites et étudierons sa violation au cours de la dynamique.
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Figure 5.2.2 – Variation du paramètre de compression de spin au cours du temps de la dynamique à
des différentes températures, kBT/Er = 0.08 (bleu), kBT/Er = 0.1 (orange), kBT/Er = 0.12 (vert),
avec Vini = 3Er et Vfin = 40Er pour N = 6.

5.3.1 Scénario de Bell

Dans le cadre le plus général du scénario de Bell [111], nous considérons un ensemble de M
sous-systèmes spatialement séparés i = 1, ...,M qui partagent collectivement un état quantique à
M -parties décrit par l’opérateur densité ρ̂. Ceci peut être un état Mott-comprimé étudié dans les
sections précédentes. Dans chacun de ces sous-systèmes, k observables, ŝi,a avec a = 0, ..., k − 1,
peuvent être mesurées. Nous supposons que chaque observable ŝa possède un nombre fini, d, de
résultats de mesure possibles, notés r1, ..., rd. Dans le cadre d’une expérience de Bell, ou scénario
de Bell, nous suivons une séquence bien définie, illustrée dans la figure 5.3.1. Tout d’abord, nous
choisissons librement, parmi les k observables disponibles, celle que nous allons mesurer, notée ai
pour chaque sous-système i. L’ensemble des observables ainsi choisies est noté ~a = {ai}Mi=1. Ensuite,
nous procédons à la mesure de ces observables choisies, dans chacun des sous-systèmes, et collectons
les résultats ~r = {r(i)}Mi=1. Cette séquence est répétée plusieurs fois, en modifiant à chaque itération
l’ensemble ~a. Les données obtenues peuvent être, en principe, utilisées pour obtenir une estimation
de la distribution de probabilité à M -parties PM (~r|~a) pour avoir l’ensemble des résultats ~r lors
de la mesure des observables ~a. Une telle distribution de probabilité est donnée théoriquement, en
termes de l’opérateur densité ρ̂ décrivant l’état du système, par

PM (~r|~a) = tr
[
ρ̂
M⊗
i=1

Π̂ai,r(i)

]
(5.25)

où, Π̂ai,r(i) est le projecteur sur le sous-espace propre de l’observable ŝai associé à la valeur propre
r(i). Dans le cas général, des corrélations statistiques vont être obtenues entre les M sous-systèmes.
Dans une théorie locale (L) comme définie par Bell [111], les corrélations entre les sous-systèmes
peuvent être expliquées par une relation de dépendance qui a été établie dans le passé, lors de la
génération de l’état ρ̂. Une telle relation de dépendance peut être entièrement décrite par certaine
variable λ, que nous supposons aléatoire avec une distribution de probabilité q(λ), qui affecte
simultanément et indépendamment tous les M sous-systèmes. En tenant compte de cette variable
λ, toute distribution de probabilités peut être écrite sous la forme

PL(~r|~a) =
∫
dλ q(λ)

M∏
i=1

P (i)(ri|ai, λ). (5.26)
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Figure 5.3.1 – Scénario de Bell pour l’exploration des corrélations non locales : un ensemble
de M sous-systèmes partageant un même état quantique. Dans chaque séquence donnée, chaque
sous-système mesure une observable parmi les k observables accessibles, ce qui donne un résultat r
parmi d résultats possibles. Cette séquence est répétée plusieurs fois avec la mesure des observables
différentes. Les résultats sont ensuite collectés et utilisés pour détecter la non-localité.

Dans l’expérience de Bell décrite précédemment, la possibilité de décomposer la distribution de
probabilité (5.25) sous la forme (5.26) constitue la condition de localité des corrélations entre lesM
sous-systèmes étudiés. Par conséquent si, inversement, la distribution de probabilité (5.25) ne peut
pas être écrite sous la forme (5.26), cela révèle que les corrélations présentes dans le système sont
non-locales. Cette décomposition correspond à la condition de localité la plus générale, telle que
définie par Bell. En pratique, comme nous le verrons ultérieurement, cette condition est souvent
formulée sous forme d’une inégalité de Bell.

5.3.2 Correlations de Bell à température nulle

Corrélateur de Bell à M-sites

Passons maintenant à l’étude des corrélations de Bell dans le système précédemment discuté, en
considérant l’état Mott-comprimé à température nulle, donné par (5.20) à l’instant t = τ . Comme
expliqué précédemment, cette état décrit un ensemble de M = N spins 1/2 corrélés et répartis
sur un réseau, avec un spin 1/2 par site. En conséquence, dans un site donné, toute mesure d’une
composante de spin, ŝα avec α = x, y, z, donne lieu à deux résultats possibles (d = 2) : r = ±1/2.
Dans le cadre de notre expérience de Bell, nous nous concentrons sur le cas où, dans chaque site j,
nous mesurons l’opérateur de spin, définie comme [112]

ŝj,+ = 1√
2

(ŝj,y + iŝj,z) . (5.27)

Nous appelons PM (~r|~̂s+) la probabilité d’obtenir l’ensemble de résultats ~r = {r(j)}Mj=1, avec r(j) ∈
{−1/2,+1/2}, lors de la mesure de l’observable (5.27) dans chaque site du réseau, c’est à dire
~̂s+ = (ŝ1,+, ..., ŝM,+)T . À partir des observables (5.27), nous construisons l’observable suivante

ĉ =
M∏
j=1

ŝj,+. (5.28)

La valeur moyenne de (5.28) s’écrit donc

〈ĉ〉 =
∑
~r

 M∏
j=1

r(j)

PM (~r|~̂s+), (5.29)

avec PM (~r|~̂s+) = 〈
⊗M
j=1 Π̂ŝj,+,r(j)〉, où 〈...〉 représente la moyenne sur l’état du système. Dans un

modèle local, la probabilité PM (~r|~̂s+) permet une décomposition de la forme (5.26), c’est à dire
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PM (~r|~̂s+) =
∫
dλ q(λ)

∏M
j=1 P

(j)(r(j)|ŝj,+, λ). Dans ce cas, la valeur moyenne de l’observable (5.29)
s’écrit

〈ĉ〉 =
∫
dλ q(λ)

M∏
j=1

∑
r(j)

r(j)P (j)(r(j)|ŝj,+, λ)

 . (5.30)

De plus, si nous considérons un modèle réaliste où le résultat de mesure r(j) est entièrement dé-
terminé par la variable λ dans chaque site j, c’est à dire P (j)(r(j)|ŝj,+, λ) = δr(j)r(j)(λ), la valeur
moyenne du corrélateur (5.29) peut être exprimée comme

〈ĉ〉 =
∫
dλ q(λ)

M∏
j=1

r(j)(λ). (5.31)

En posant f(λ) = 1 et g(λ) =
∏M
j=1 r

(j)(λ) et en tenant compte du fait que |r(j)(λ)|2 = 1/4 pour
tout j, l’application de l’inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonctions f(λ) et g(λ)

f(λ)g(λ)2 ≤ f2(λ) g2(λ), (5.32)

où, f(λ) =
∫
dλq(λ)f(λ), nous permet d’obtenir l’inégalité de Bell pour le corrélateur de Bell à

M -sites EM

EM ≡ |〈ĉ〉|2 ≤
∫
dλq(λ)

M∏
j=1
|r(j)(λ)|2 = 4−M . (5.33)

La violation de cette inégalité de Bell, c’est à dire le fait que EM > 4−M , indique que les corrélations
présentes dans le système ne peuvent pas être reproduites dans le cadre d’un modèle local réaliste
au sens de Bell.

Corrélateur de Bell à M-sites vs corrélateur collectif

À partir de l’inégalité (5.33), nous pouvons déduire une inégalité exprimée en termes d’un
corrélateur collectif. Pour ce faire, nous introduisons l’observable de spin collectif suivant

ŜM+ =

 M∑
j=1

ŝj,+

M =
∑

j1,j2,...,jM∈[1,M ]
ŝj1,+ŝj2,+...ŝjM ,+. (5.34)

À température nulle, les spins locaux correspondent à des spins 1/2 qui satisfont la relation suivante

ŝ2
j,+ = 1

2
[
ŝ2
j,y − ŝ2

j,z + i{ŝj,y, ŝj,z}
]

= 0, (5.35)

où nous avons utilisé les relations suivantes

ŝ2
α = 1

41 et {ŝα, ŝβ} = 1
2δαβ1, (5.36)

où 1 représente l’opérateur identité, pour α, β = x, y, z. En utilisant (5.35) dans (5.34), nous
obtenons

ŜM+ = Ŝ(M)ĉ, (5.37)
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x x

Figure 5.3.2 – Corrélateur de Bell à M -sites EM et corrélateur collectif ẼM , à température nulle
et non nulle, en fonction de la durée de la rampe τ pour N = M = 4. (a) Corrélateur de Bell
à M -sites EM à température nulle (bleu continue) et corrélateur collectif ẼM à température nulle
(orange pointillée). À température non nulle, le corrélateur de Bell à M -sites E(T )

M est représenté en
vert continue et le corrélateur collectif Ẽ(T )

M est représenté en rouge pointillé. La ligne horizontale
représente la borne de la non-localité. (b) Corrélateur local à température non nulle comparé au
corrélateur local à température nulle multiplié par la probabilité P0 d’avoir exactement un atome
par site.

où, Ŝ(M) est l’opérateur de symétrisation sur toutes les M ! permutations possibles. En tenant
compte de la symétrie de l’état préparé, nous pouvons montrer que

ẼM ≡ |〈ŜM+ 〉|2 = (M !)2EM . (5.38)

Pour des corrélations qui sont compatibles avec un modèle local réaliste, le corrélateur collectif ẼM
vérifie l’inégalité suivante

ẼM ≤ (M !)24−M . (5.39)

Par conséquent, à température nulle et en raison de la configuration d’un atome par site, il est
possible d’explorer les corrélations entre les différents sites en effectuant des mesures de spin collectif,
voir par exemple [108, 109, 112]. L’inégalité (5.39) sert donc de marqueur pour les corrélations de
Bell, signalant la présence de corrélations non-locales lorsque le corrélateur collectif mesuré viole
cette inégalité, c’est-à-dire lorsque ẼM > (M !)24−M . le corrélateur de Bell àM -sites et le corrélateur
collectif, calculés pour l’état stocké dans la phase de Mott à température nulle, sont représentés
dans la figure 5.3.2-(a) en fonction de la durée τ de la rampe. Nous observons une violation de
l’inégalité de Bell, ce qui indique la présence de corrélations entre les différents sites du réseau
incompatibles avec un modèle local réaliste. Dans le prochain paragraphe, nous examinerons l’effet
des excitations thermiques sur le corrélateur de Bell à M -sites EM et nous trouverons une inégalité
de Bell permettant de détecter les corrélations non-locales entre les sites du réseau à température
non nulle.

5.3.3 Correlations de Bell à température non nulle

Corrélateur de Bell à M-sites

Dans la section précédente, nous avons expliqué comment les excitations thermiques influent sur
la répartition spatiale des atomes, introduisant des doubles occupations et des trous dans la phase
de Mott. Cependant, pour obtenir l’inégalité de Bell (5.33), nous avons d’abord supposé que toute
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mesure de spin dans ces sites donnait l’un des deux résultats possibles, ±1/2. Cela correspond à une
configuration spatiale où chaque site du réseau est occupé par un seul atome. Dans cette section,
nous allons légèrement modifier le scénario de Bell pour montrer que l’inégalité de Bell (5.33) peut
également être utilisée pour détecter les corrélations de Bell non-locales, même à température non
nulle, c’est-à-dire en présence de doubles occupations et de trous. Pour cela, nous supposons que la
température est faible de sorte que la répartition spatiale des atomes soit limitée au cas où il n’y a
aucun, un ou deux atomes dans chaque site du réseau. Il est important de noter que la condition de
localité, c’est-à-dire la décomposition de la densité de probabilités sous la forme (5.26), ne dépend
pas des valeurs spécifiques des résultats de mesures ~r, mais seulement des probabilités associées
à ces valeurs. Ce fait nous permet de supposer que chaque mesure de spin local peut donner l’un
des trois résultats possibles r ∈ {−1/2, 0,+1/2}. En d’autres termes, nous attribuons la valeur 0 à
toute mesure qui diffère de ±1/2. Dans ce cas, nous avons |r(j)(λ)|2 ∈ {0, 1/4}, ce qui nous permet
d’obtenir, en terme du corrélateur local E(T )

M , où E(T=0)
M = EM est défini par (5.33), l’inégalité de

Bell

E(T )
M = |〈ĉ〉|2 ≤

∫
dλq(λ)

M∏
j=1
|r(j)(λ)|2 ≤ 4−M , (5.40)

où ĉ est donné par (5.28). Ainsi, l’inégalité de Bell (5.40), qui a été utilisée pour détecter les corré-
lations non locales à température nulle, peut également être utilisée pour détecter les corrélations
de Bell non locales à température non nulle. Dans la figure 5.3.2-(a), nous montrons, à température
nulle et non nulle, la detection, dans les états générés dans la phase de Mott, des corrélations qui
viole l’inégalité de Bell (5.40) et qui ne sont pas compatibles avec un modèle local réaliste.

Voyons maintenant comment EM dépend de la température et du temps de la dynamique dans
le système introduit à la section 5.1. À température non nulle, l’état du système est décrit par
l’opérateur densité (5.24), et nous pouvons exprimer 〈ĉ〉T comme

〈ĉ〉T = 1
Z

∑
n

e−E
(0)
n /kBT tr

[
ÛtÛπ/2|ψ(a)

n 〉〈ψ(a)
n |Û

†
π/2Û

†
t ĉ
]
. (5.41)

Étant donné que les états excités |ψ(a)
n 〉, avec n > 0, correspondent à des états où au moins un site

est vide, l’attribution de la valeur 0 à tout résultat de mesure différent de ±1/2 n’affecte pas le
corrélateur de Bell à M -sites. De plus, l’équation (5.41) peut être écrite comme

〈ĉ〉T = P0〈ψ(t)|ĉ|ψ(t)〉, (5.42)

où P0 = 1
Z e
−E(0)

0 /kBT représente la probabilité d’être dans l’état fondamental |ψ(a)
0 〉 avant l’applica-

tion de l’impulsion π/2, c’est-à-dire la probabilité d’avoir exactement un atome par site du réseau.
Quant à |ψ(t)〉, il représente l’état du système à l’instant t à température nulle. le corrélateur de
Bell à M -sites E(T )

M est donc donné par

E(T )
M ≡ |〈ĉ〉T |2 = P 2

0 EM . (5.43)

Cette relation est vérifiée numériquement pour N = M = 4, comme le montre la figure 5.3.2-(b).
De plus, comme nous allons montrer ci-dessous, dans des conditions spécifiques, la probabilité P0
peut avoir une expression analytique qui permet de calculer le corrélateur de Bell pour un nombre
N plus grand que accessible numériquement.

Dans la phase superfluide avec de faibles interactions, où tous les atomes occupent le mode
interne a, le système peut être approximativement décrit par le modèle de Bogoliubov. Dans ce
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modèle, les excitation de basse énergie sont approximativement décrites par un ensemble d’oscilla-
teurs harmoniques indépendants. Le hamiltonien associé est formulé comme

ĤBog = E0 +
N/2∑

j=−N/2+1,
j 6=0

~ωj d̂†j d̂j , (5.44)

où, E0 est l’énergie de l’état fondamental du système, d̂j est l’opérateur d’annihilation d’une quasi-
particule de Bogoliubov associée à la quasi-impulsion q = 2kj/N et ~ωj est donné, en termes du
paramètre de l’effet tunnel J et du paramètre d’interaction U , par

~ωj = 4J
√

sin2( π
N
j)
(

sin2( π
N
j) + U

2J
N

M

)
. (5.45)

À température non nulle T , la probabilité P0 d’être dans l’état fondamental est déterminée par la
probabilité d’avoir 0 excitation dans tous les oscillateurs harmoniques, c’est à dire

P0 =
∏
j

pj(nj = 0). (5.46)

Or, pour un oscillateur harmonique j, la probabilité d’avoir n excitations, à température T , est
donnée par

pj(nj = n) = e−n~ωj/kBT

Zj
avec Zj =

∞∑
n=1

e−n~ωj/kBT = 1
1− e−~ωj/kBT

. (5.47)

Par conséquent, la probabilité P0 d’être dans l’état fondamental peut être exprimée comme

P0 =
N/2∏

j=−N/2+1,
j 6=0

(
1− e−~ωj/kBT

)
. (5.48)

Cette dernière expression est comparée, dans la figure 5.3.3, à la probabilité P0 exacte, calculée
numériquement, pour différents nombre d’atomes N .

Corrélateur de Bell à M-sites vs corrélateur collectif

En raison de la présence de doubles occupations dans le système, l’égalité (5.35) n’est plus
applicable dans le cas des températures supérieures à zéro (T > 0). Par conséquent, cela nous
conduit à conclure que la relation (5.38), qui relie le corrélateur de Bell à M -sites au corrélateur
collectif, n’est également pas valable pour T > 0, c’est à dire

Ẽ(T )
M 6= (M !)2E(T )

M , pour T > 0. (5.49)

En représentant E(T )
M et Ẽ(T )

M /(M !)2, la figure 5.3.2-(a) illustre cette différence. À température non
nulle, le corrélateur collectif ne permet donc pas la detection de la non localité présente entre les
sites du réseau.
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Figure 5.3.3 – La probabilité P0 d’occuper l’état fondamental, c’est-à-dire d’avoir précisément un
atome par site, telle que calculée à l’aide du modèle de Bogoliubov (5.48) dans le cas de faibles in-
teractions avec aaa = 0.5aB où aB es le rayon de Bohr, pour différents nombre d’atomes N = 4, 6, 8
(courbes pointillés), est comparée en courbes pleines à sa valeur exacte obtenue par la diagonali-
sation du hamiltonien Bose-Hubbard (5.12), dans la phase superfluide, en considérant que tous les
atomes sont dans le mode interne a.

5.4 Étude de corrélations de Bell à 2-sites en présence de trous et
de sites doublement occupés

Jusqu’à présent, nous avons exploré les corrélations de Bell àM -sites, que ce soit à température
nulle ou à température non nulle. Cependant, une telle étude nécessite une reconstruction complète
de la distribution de probabilité P (~r|~a). Malheureusement, cette exigence implique la réalisation
d’un nombre exponentiellement élevé de mesures, ce qui rend l’étude des corrélations de Bell à
M -parties difficile à réaliser en pratique. Dans cette section, nous allons nous concentrer sur l’étude
des corrélations de Bell à 2-sites. Pour ce faire, nous considérons un modèle simple qui décrit un
ensemble de N atomes intriqués, par la dynamique one-axis twisting, et répartis dans l’espace sur
M sites, avec une probabilité non nulle d’obtenir des sites vides ou doublement occupés. L’état
d’un tel système peut être décrit par une matrice densité de la forme

ρ̂ = ρ̂ext ⊗ ρ̂SS, (5.50)

où ρ̂SS, décrivant les degrés de liberté internes des atomes, est la matrice densité qui pourrait décrire
soit un état idéalement comprimé en spin, soit un état comprimé de spin imparfait en raison de la
présence de décohérence. En l’absence de décohérence, nous avons ρ̂SS = |ψt〉〈ψt| avec,

|ψt〉 = e−iĤOATt/~|ψ0〉, (5.51)

où Ŝz est la composante z du spin collectif et |ψ0〉 = |x〉⊗N , l’état de spin préparé par la dynamique
one-axis twisting ĤOAT = ~χS2

z . La matrice densité ρ̂ext, décrit les degrés de liberté externes.
Dans le modèle que nous considérons ici, nous supposons une matrice densité des degrés de liberté
externes, factorisée sur les différents sites, de la forme

ρ̂extern = ⊗Mj=1ρ̂j , (5.52)
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avec

ρ̂j = p|1〉jj〈1|+ (1− p) (11 − |1〉jj〈1|) , (5.53)

où |1〉j est l’état de Fock avec un atome au site j et 1j est l’opérateur d’identité sur la base de
Fock dans le site j, et le paramètre p représente la probabilité d’avoir un seul atome dans un site
donné, qui est la même pour tous les sites. En pratique, nous limitons l’espace de Hilbert aux cas
où il y a zéro, un ou deux atomes dans chaque site du réseau. Il convient de noter que l’équation
(5.52) néglige les corrélations entre les populations des différents sites du réseau. Pour étudier les
corrélations quantiques entre les différents sites du réseau, nous considérons de nouveau le scénario
de Bell illustré dans la figure 5.3.1. Dans ce cas, nous considérons que dans chaque site j, deux
observables de spin peuvent être mesurées (c’est-à-dire k = 2)

ŝj,0 = ŝj,~n cos(θ) + ŝj,~m sin(θ), et ŝj,1 = ŝj,~n cos(θ)− ŝj,~m sin(θ), (5.54)

où le vecteur unitaire ~n est dans la direction du spin et ~m est perpendiculaire à la direction du spin.
Comme dans le cas de la température non nulle abordé précédemment, nous supposons que chaque
mesure peut donner l’un des trois résultats possibles r ∈ {−1/2, 0,+1/2}. Le résultat 0 est attribué
à toute mesure qui diffère de ±1/2, ce qui se produit lorsque le site est vide ou doublement occupé.
À partir des données générées dans ce scénario de Bell, nous construisons dans tous les sites, les
densités de probabilités à un site, P1(r|ŝi,ai), qui donnent la probabilité d’obtenir le résultat r lors
de la mesure de l’observable ŝi,ai dans le site i, avec ai ∈ {0, 1}. De plus, nous construisons toutes
les densités de probabilités à deux sites, P2(r, t|ŝi,ai , ŝj,aj ), qui donnent la probabilité d’obtenir la
paire de résultats (r, t) lors de la mesure des observables ŝi,ai dans le site i et ŝj,aj dans le site
j, pour tout i, j 6= i. Compte tenu du caractère symétrique de l’état (5.50), nous symétrisons les
distributions de probabilité P1 et P2 en effectuant une moyenne sur toutes les permutations des
sous-systèmes, ce qui nous conduit à

P̄1(r|ŝa) = 1
N

N∑
i=1

P1(r(i)|ŝi,ai), (5.55)

P̄2(r, t|ŝa, ŝb) = 1
N(N − 1)

∑
i,j 6=i

P2(r(i), t(j)|ŝi,ai , ŝj,bj ). (5.56)

Ces distributions de probabilité contiennent donc toute l’information sur les corrélations à deux
sites présentes dans l’état (5.50).

5.4.1 Corrélations jusqu’au second ordre

Témoin de non localité à partir des corrélations d’ordre 1 sur site

Afin d’étudier les corrélations à 2-sites, au lieu de travailler avec les densités de probabilité (5.55)
et (5.56), nous analysons d’abord les fonctions de corrélation symétrisées Ma =

∑M
i=1〈ŝi,ai〉/M et

Cab =
∑
i,j 6=i〈ŝi,ai ŝj,bj 〉/M(M−1), qui contiennent des informations partielles sur les moyennes à un

site et les corrélations à deux sites. Dans le cas de la mesure de deux observables, c’est à dire k = 2,
ces fonctions de corrélations sont représentés, respectivement, par un vecteur ~M = (M0,M1)T et
une matrice C = {Cab|a, b ∈ {0, 1}}. Comme expliqué dans la référence [110], l’inégalité de Bell

L(1)(A, h) = tr(AC̃) + ~h · ~M + Emax ≥ 0, (5.57)

où C̃ab = (M − 1)Cab − MMaMb et Emax = max~r
[
~r TA~r − ~h · ~r

]
, avec ~r = (r0, r1)T telle que

r0, r1 ∈ {+1/2, 0,−1/2}, est vérefiée par toutes les données (Cab,Ma) qui sont compatibles avec
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un modèle local au sens de Bell, pour toute matrice semi-définie positive A de taille 2× 2 et tout
vecteur ~h de taille 2 × 1. Dans ce cadre, la detection de corrélations non locales via les données
Ma et Cab revient à obtenir une matrice semi-définie positive A et un vecteur ~h qui conduisent
à une violation de l’inégalité de Bell (5.57). Maintenant, nous calculons les corrélations ~M et C
dans l’état du système (5.50), pour le choix des observables de mesure (5.54) avec M = N . Étant
donné que le spin est dirigé selon x, nous prenons ~n = ~ex et ~m = ~mopt, où ~mopt indique la direction
de compression maximale d’une observable linéaire de spin mentionnée dans le chapitre 2. Les
fonctions de corrélations Ma et C̃ab sont données, en terme d’observables de spin, par

Ma = 〈Ŝa〉
M

, ∀a ∈ {0, 1} (5.58)

C̃ab = 1
M

[
〈ŜaŜb〉 −

M∑
i=1
〈ŝi,ai ŝi,bi〉 − 〈Ŝa〉〈Ŝb〉

]
, ∀a, b ∈ {0, 1}.

Le calcul de ces fonctions dans l’état ρ̂ nous donne

Ma = p
〈Ŝ~n〉
N

cos(θ), ∀a ∈ {0, 1} (5.59)

C̃ab = p2 (∆Ŝ~n)2

N
cos2(θ)− (−1)δabp2 (∆Ŝ~m)2

N
sin2(θ)− p2

4 cos[2θ(1− δab)], ∀a, b ∈ {0, 1}. (5.60)

où 〈Ŝ~n〉 et (∆Ŝ~n)2 sont la moyenne et la variance de l’observable de spin Ŝ~n calculés dans l’état
comprimé de spin qui peut être idéal (5.51) où imparfait. Afin d’identifier la matrice optimale
A et le vecteur ~h qui permet de construire l’inégalité de Bell, nous incluant, dans l’algorithme
de la référence [110], les données ~M et C calculés dans l’état comprimé de spin idéal (5.51). En
substituant la matrice optimale A et le vecteur ~h ainsi obtenus dans l’inégalité (5.57), nous obtenons
l’inégalité de Bell

C̃00 + C̃11 − C̃01 − C̃10 −M0 −M1 ≥ −N. (5.61)

Noter que cette inégalité a été établie pour la première fois dans [110] pour les états comprimés de
spin avec seulement deux résultats de mesure possibles. Ici, nous trouvons que cette même inégalité
peut également s’appliquer à des systèmes où les mesures locales donne plus de deux résultats
possibles, où nous attribuant la valeur 0 à tout résultat différent de ±1/2. En remplaçant (5.59) et
(5.60) dans (5.61), nous obtenons le témoin des corrélations non locales pour un état de la forme
(5.50), exprimé en termes d’observables de spin collectif et de la probabilité p

L
(1)
θ = p2 sin2(θ)

(
4(∆Ŝ~m)2

N
− 1

)
− 2p〈Ŝ~n〉

N
cos(θ) + 1 ≥ 0. (5.62)

En minimisant cette dernière équation par rapport à θ

cos θopt = 1
p

〈Ŝ~n〉
N − 4(∆Ŝ~m)2

, (5.63)

nous obtenons

L(1) = 1− 〈Ŝ~n〉2

N
[
N − 4(∆Ŝ~m)2

] − p2
[
1− 4(∆Ŝ~m)2

N

]
. (5.64)

Dans l’esprit des articles [108,109], nous remarquons que la quantité (5.64) peut être obtenue avec
des mesures collectives donnant 〈Ŝ~n〉 et ∆Ŝ~n plus la connaissance de p. La figure 5.4.1-(a) représente
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L(1) en fonction de χt, avec ~n = ~ex et ~m = ~mopt, pour un N donné et pour différentes valeurs de
p lorsque le système est dans l’état (5.50)-(5.52). Pour chaque instant t, nous pouvons en déduire
une valeur critique p(1)

c en dessous de laquelle il n’est pas possible de détecter des corrélations non
locales. Pour l’état (5.50) en utilisant (5.64), nous obtenons 1

p(1)
c =

√
N
[
N − 4(∆Ŝ~m)2

]
− 〈Ŝ~n〉2

N − 4(∆Ŝ~m)2
. (5.65)

La figure 5.4.1-(b) représente L(1)
best, qui correspond à la valeur minimale de L(1) dans l’équation

(5.64) au cours du temps, en fonction de N pour différentes valeurs de p. La figure indique que
lorsque N devient grand, L(1)

best s’approche d’une constante dépendante de p dont la valeur 3/4−p2,
représentée en pointillée dans la figure 5.4.1-(b), peut être déduite de (5.64). Les figures 5.4.1-(c)
et 5.4.1-(d) montrent la variation de p(1)

c dans l’équation (5.65) pour différents N au cours de la
dynamique de l’OAT, et sa valeur minimale dans le temps p(1)

c_best en fonction de N , respectivement.
Comme le montre (5.65), dans la limite des grands N , la probabilité critique p(1)

c,best s’approche de
la constante

√
3/2, comme nous pouvons le voir, en pointillée, dans la figure 5.4.1-(d).

Témoin de non localité amélioré par l’introduction de corrélations d’ordre 2 sur site

Comme indiqué précédemment, les données (Ma, Cab) ne constituent qu’une information par-
tielle sur les corrélations dans le système. Cela conduit à une détection partielle des corréla-
tions non locales. Pour améliorer la détection des corrélations non locales, il faut disposer de
plus d’informations. Comme suggéré dans [110], cela peut être fait en introduisant la fonction
M

(2)
a =

∑N
i=1〈[ŝi,a]2〉/N et le vecteur ~h (2) de taille 2× 1. Nous construisons ainsi l’inégalité de Bell

L(2)(A, h, h(2)) = tr(AC̃) + ~h · ~M + ~h (2) · ~M (2) + Emax ≥ 0, (5.66)

avec, cette fois, Emax = max~r
[
~r TA~r − ~h · ~r − ~h (2) · ~r (2)

]
où ~r (2) = (r2

0, r
2
1)T . Le calcule de M (2)

a

dans l’état (5.50) pour le même choix des observables de mesure (5.54), nous obtenons

M (2)
a = p

4 , ∀a ∈ {0, 1}. (5.67)

L’utilisation, dans l’algorithme de [110] , des données Ma, M (2)
a et C̃ab, données par (5.59), (5.60)

et (5.67) respectivement où, les corrélations entre les atomes qui donne 〈Ŝ~n〉 et la variance (∆Ŝ~m)2

sont calculées dans l’état idéal (5.51) obtenu par la dynamique one-axis twisting, conduit à une
l’inégalité de Bell

C̃00 + C̃11 − C̃01 − C̃10 −M0 −M1 +M
(2)
0 +M

(2)
1 ≥ −N2 . (5.68)

Pour un système dont l’état est caractérisé par (5.50), cette inégalité de Bell fournit un nouveau
témoin de corrélation non local en termes d’observables de spin collectif et de probabilité p

L
(2)
θ = L

(1)
θ + p− 1

2 ≥ 0, (5.69)

1. Notez que dans ce cas la valeur moyenne 〈Ŝ~n〉 et la variance (∆Ŝ~m)2 sont celles de l’état (5.51) et sont
indépendant de p.
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Figure 5.4.1 – Détection de la non localité présente dans les états comprimés de Mott à tempéra-
ture non nulle : (a) Variation de témoin de non localité (5.64) au cours de la dynamique one-axis
twisting avec N = 103 pour différentes valeurs de p. (b) Valeur minimale en temps du témoin L(1)

en fonction de N . Les lignes horizontales pointillées représente la limite à grand nombre d’atome N
pour les différentes valeurs de la probabilité p. (c) Variation de la probabilité critique p(1)

c , donnée
par l’équation (5.65), au cours de la dynamique one-axis twisting pour différents nombres d’atomes
N . (d) Valeur minimale en temps de probabilités critique p(1)

c en fonction de nombre d’atomes N .
La ligne horizontale pointillée représente la limite à grand nombre d’atome N .

où L(1)
θ est donné par (5.62). En optimisant (5.69) par rapport à θ, nous trouvons le même θopt que

dans (5.63) et la valeur optimale de L(2) est

L(2) = L(1) + p− 1
2 , (5.70)

où L(1) est donné par (5.64). Comme prévu, l’introduction de M (2)
a améliore la détection des cor-

rélations non locales. En effet, lorsque p = 1, l’équation (5.70) implique que L(2) = L(1), tandis
que, si p < 1, on a L(2) < L(1). Cela indique que les données (Ma, Cab) ne fournissent pas d’infor-
mations complètes sur les corrélations à 2-sites du système et que l’introduction de M (2)

a améliore
la détection des corrélations non locales. Ceci est illustré sur la figure 5.4.2-(a-d) avec les lignes en
pointillés. La probabilité critique, en dessous de laquelle la détection des corrélations non locales
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devient impossible, diminue et nous avons

p(2)
c =

1
2 +

√
1
4 + 4

[
1− 4(∆Ŝ~m)2

N

] [
1
2 −

〈Ŝ~n〉2
N(N−4(∆Ŝ~m)2)

]
2
[
1− 4(∆Ŝ~m)2

N

] . (5.71)

Dans la limite de grands N et après optimisation sur le temps, la probabilité critique minimale
p

(2)
c,best tend vers la constante (1 +

√
5)/4 comme nous pouvons le constater dans la figure 5.4.2-(d).

5.4.2 Corrélations jusqu’au quatrième ordre

Comme indiqué précédemment, les distributions de probabilité P̄1 et P̄2, données respective-
ment par (5.55) et (5.56), capturent entièrement les corrélations à 2-sites dans le système dans un
état symétrique. En général, ces distributions peuvent être reconstruites à l’aide des fonctions de
corrélations [110]

M (α)
a = 1

N

N∑
i=1
〈[ŝi,ai ]α〉, (5.72)

C
(αβ)
ab = 1

N(N − 1)
∑
i 6=j
〈[ŝi,ai ]α[ŝj,bj ]β〉, (5.73)

où α, β ∈ {1, 2, ..., d − 1}, et d est le nombre de résultats possibles pour la mesure de ŝj,aj à
chaque site du réseau j. En effet, ceci peut facilement être démontrer dans notre cas, c’est à dire
d = 3 résultats possibles r ∈ {−1/2, 0,+1/2}. Dans ce cas, les projecteurs Π̂ŝk,ak ,r

(k) sur les espaces
propres de l’observable de spin ŝk,ak associée aux résultats r(k) présentent les propriétés suivantes

1 = Π̂ŝk,ak ,+1/2 + Π̂ŝk,ak ,−1/2 + Π̂ŝk,ak,0

ŝk,ak = +1
2Π̂ŝk,ak ,+1/2 − 1

2Π̂ŝk,ak ,−1/2

ŝ2
k,ak

= 1
4Π̂ŝk,ak ,+1/2 + 1

4Π̂ŝk,ak ,−1/2

. (5.74)

En utilisant ce système d’équations, nous pouvons exprimer les projecteurs Π̂ŝk,ak ,r
(k) en termes

d’observables de spin 
Π̂ŝk,ak ,+1/2 = 2ŝ2

k,ak
+ ŝk,ak

Π̂ŝk,ak ,−1/2 = 2ŝ2
k,ak
− ŝk,ak

Π̂ŝk,ak,0
= 1− 4ŝ2

k,ak

. (5.75)

En utilisant (5.75), nous pouvons construire, respectivement, les distributions de probabilité (5.55)
et (5.56) en termes de fonctions de corrélations (5.72) et (5.73). Cette démonstration peut être
facilement généralisée pour n’importe quel d.

Dans la suite, nous utiliserons l’algorithme de [110] pour étudier la détection de corrélations non
locales à partir des données (5.72) et (5.73). À cette fin, une inégalité de Bell peut être exprimée,
pour toute matrice A semi-définie positive de taille 4× 4 et tout vecteur ~h de taille 4× 1, comme

L = tr(AC̃) + ~h · ~M + Emax ≥ 0, (5.76)

où C̃(αβ)
ab = (N−1)C(αβ)

ab −NM (α)
a M

(β)
b . Dans ce cas, nous avons Emax = max ~Xr

[
~XT
r A ~Xr − ~h · ~Xr

]
avec ~Xr = (r0, r1, r

2
0, r

2
1)T . Cette inégalité de Bell est satisfaite par toutes les données (M (α)

a ,C(αβ)
ab )
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qui sont compatibles avec un modèle à variables locales au sens de Bell, et donc sa violation,
pour une matrice semi-définie positive donnée A et un vecteur donné ~h, indique la présence de
corrélations non locales. Pour un système de spin décrit par la matrice densité (5.50) avec le choix
des mesures (5.54), nous avons

M (1)
a = Ma, (5.77)

C̃
(11)
ab = C̃ab, (5.78)

C̃
(12)
ab = C̃

(21)
ab = −p

2

4
〈Ŝ~n〉
N

cos(θ), (5.79)

C̃
(22)
ab = −p

2

16 , (5.80)

où Ma et C̃ab sont donnés par (5.59) et (5.60) respectivement. Nous appliquons l’algorithme en
utilisant les données (5.67) et (5.77)-(5.80) calculées dans l’état comprimé de spin idéal (5.51),
avec ~n = ~ex et ~m = ~mopt, où ~mopt désigne la direction de la compression maximale du spin, nous
obtenons l’inégalité de Bell

C̃
(11)
00 + C̃

(11)
11 − C̃(11)

01 − C̃(11)
10 −M0 −M1 − 4

(
C̃

(12)
00 + C̃

(12)
11 − C̃(12)

01 − C̃(12)
10

)
+ 4

(
C̃

(22)
00 + C̃

(22)
11 − C̃(22)

01 − C̃(22)
10

)
+ 2M (2)

0 + 2M (2)
1 ≥ 0. (5.81)

Cela conduit au témoin de corrélations non locales

L = L(1) + p− 1, (5.82)

où L(1) est donné par (5.64). Comme l’inégalité (5.82) est dérivée en utilisant toutes les informations
sur les moyennes à 1-site et les corrélations à 2-sites dans le système, elle nous permet d’améliorer
la détection des corrélations non locales. La probabilité critique pc, en dessous de laquelle aucune
corrélation non locale ne peut être détectée, est maintenant donnée par

pc =
1 +

√
1− 4

[
1− 4(∆Ŝ~m)2

N

] [
〈Ŝ~n〉2

N(N−4(∆Ŝ~m)2)

]
2
[
1− 4(∆Ŝ~m)2

N

] . (5.83)

Dans la figure 5.4.2-(d), la valeur minimale pc_best, en fonction du temps, de pc est représentée en
fonction du nombre d’atomes N . Nous remarquons que dans la grande limite de N , la probabilité
critique pc tend vers 1/2. L’amélioration de la détection des corrélations non locales est visible sur
le graphique en remarquant que p(1)

c_best ≥ p
(2)
c_best ≥ pc_best. Enfin, il convient de noter que les

inégalités de Bell (5.68) et (5.81) sont plus avantageuses que l’inégalité de Bell (5.61) uniquement
lorsque la mesure de l’observable locale du spin ŝk,a produit plus de deux résultats. En effet, si la
mesure ne produit que deux résultats r ∈ {−1/2,+1/2} nous avons

M
(2)
0 = M

(2)
1 = N

4 , (5.84)

C̃
(12)
00 + C̃

(12)
11 − C̃(12)

01 − C̃(12)
10 = 0, (5.85)

C̃
(22)
00 + C̃

(22)
11 − C̃(22)

01 − C̃(22)
10 = 0, (5.86)

et en substituant ces équations dans (5.68) et (5.81), nous retrouvons l’inégalité de Bell (5.61) pour
les deux.
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Chapitre 5. Corrélations non-locales de Bell dans un état comprimé de spin spatialement distribué

Figure 5.4.2 – Détection des corrélations non-locales présentes dans les états comprimés de Mott à
température non nulle : (a) Variation des corrélations non-locales observées pendant la dynamique
OAT avec N = 103 pour différentes valeurs de p, lignes pleines : équation L(1) (5.64), lignes
pointillées : équation L(2) (5.70). (b) Valeur minimale en temps de L en fonction de N , équation
de L(1) (5.64) en traits pleins et équation de L(2) (5.70) en traits pointillés. (c) Variation de la
probabilité critique pc au cours de la dynamique de l’OAT pour différents nombres d’atomes N :
équation p(1)

c (5.65) : lignes pleines, équation p(1)
c (5.71) : lignes en pointillés. (d) Valeur minimale

en temps des probabilités critiques pc en fonction de N .

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié en détaille la dynamique, proposée dans la référence [90], qui
permet la génération et le stockage des corrélations quantiques dans la phase de Mott d’un réseau
optique, en élevant un potentiel réseau dans un condensat de Bose-Einstein. Cette configuration
ainsi produite nous a permet d’étudier les corrélations quantiques générées entre les différents
sites du réseau. En utilisant une inégalité de Bell à M -sites, où M est le nombre de sites dans
le réseau, nous avons pu étudier la non-localité générée lors de cette dynamique dans la phase de
Mott à température nulle. En réalisant des simulations numériques de ce système pour un nombre
N petit d’atomes, nous avons observé que l’effet de température non nulle est d’induire des trous
et des doubles occupations dans la phase de Mott. En modifiant légèrement le scénario de Bell
utilisé dans le cas de température nulle, nous avons montré que la même inégalité de Bell peut
être utilisée pour detecter la non localité générée dans le système à température non nulle. De
plus, nous avons obtenu, en utilisant le modèle de Bogoliubov, une expression analytique de la
probabilité P0 qui peut être utilisée pour calculer le corrélateur de Bell à M -sites pour un nombre
d’atome élevé. Finalement, nous avons utilisé ce scénario de Bell pour étudier les corrélations non
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5.4. Étude de corrélations de Bell à 2-sites en présence de trous et de sites doublement occupés

locales de Bell à 2-sites dans un modèle plus simple et plus général. En particulier, pour un état
comprimé de spin généré par la dynamique one-axis twisting spatialement distribué dans un réseau
avec une probabilité non nulle 1− p d’avoir un site vide ou doublement occupé, nous avons calculé
la probabilité critique pc, en dessous de laquelle il n’est pas possible de détecter des corrélations non
locales, pour différentes inégalité de Bell à 2-sites construites à partir des fonctions de corrélations
d’ordre, sur site, croissant.
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Conclusions et perspectives

Les résultats obtenus au cours de cette thèse contribuent de manière constructive au déve-
loppement du domaine de la métrologie quantique, en particulier en exploitant des états de spin
possédant des fluctuations non gaussiennes. Les principales contributions comprennent la propo-
sition de protocoles d’estimation quantiques basés sur ces états surcomprimés de spin, avec une
détermination analytique des lois d’échelle du gain quantique correspondant en absence et en pré-
sence de divers types de décohérence. Afin d’extraire le potentiel métrologique de tels états, la
technique de mesure après interaction MAI qui donne access aux observables non linéaires de spin
à été proposée et identifiée comme optimale pour une classe d’états de spin non gaussiens générés
par la dynamique one-axis twisting.

En utilisant des atomes distribués dans des modes spatiaux séparés, tout en maintenant leurs
corrélations, un protocol d’estimation multiparamètres, impliquant des renversement de spin locaux
et des mesures de spin collectif, à été proposé. En offrant un gain métrologique quantique significatif,
cette approche prometteuse ouvre des perspectives concrètes pour la mesure de champs étendus
dans l’espace, notamment lorsque couplée à des techniques de compression d’image.

Finalement, dans un état Mott-comprimé de spin, où les atomes sont intriqués et distribués dans
un réseau, nous avons généralisé les inégalités de Bell et les témoins de la non-localité existants aux
cas où chaque site du réseau possède une probabilité non nulle d’être vide ou doublement occupé.

En raison de la pertinence des concepts élaborés dans différents systèmes de physique atomique,
tels que les condensats de Bose-Einstein, les atomes froids dans les réseaux optiques, les atomes
dans les cavités et les ions piégés, l’impact potentiel de cette thèse peut être considéré comme
étendu.

En termes de perspectives, une collaboration avec un groupe expérimental intéressé par l’implé-
mentation d’un protocole d’estimation multiparamètres, inspiré de nos résultats, est actuellement
en cours. Cette interaction directe entre la théorie et l’expérimentation ouvre la voie à des appli-
cations concrètes et à une validation expérimentale de nos développements théoriques.

L’importance de la métrologie quantique dans le domaine des technologies quantiques ne peut
être surestimée. En tant que l’une des technologies quantiques les plus proches des applications,
la métrologie quantique joue un rôle crucial, avec des capteurs quantiques existants et certains
ayant déjà atteint le bruit quantique standard. Ces avancées ne sont pas seulement des réalisations
théoriques, mais elles ont également un impact direct sur la mise en œuvre pratique de technologies
quantiques. Ainsi, cette thèse ouvre la voie à de futures recherches et développements dans le
domaine en constante évolution de la métrologie quantique.
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Résumé

Dans la première partie de cette thèse, nous explorons le potentiel des états de spin non gaussiens
d’un ensemble d’atomes utilisés comme senseurs, dans les applications d’estimation d’un paramètre,
typiquement une phase, et de cartographie d’un champ. Ces états peuvent en particulier diminuer
le bruit statistique des mesures au delà de la limite quantique standard donnée par le bruit de
projection quantique des atomes.

Par des études analytiques et numériques, nous identifions le gain quantique offert par les états
de spin surcomprimés générés par la dynamique dite "one-axis twisting" en fonction du temps, en
tenant compte systématiquement de différents processus de décohérence, et les lois d’échelle qui
donnent ce gain en fonction du nombre d’atomes.

Malgré un avantage quantique métrologique dépassant celui des états comprimés de spin gaus-
siens, l’utilisation de ces états dans les protocoles d’estimation de paramètres nécessite la mesure
d’observables qui sont des fonctions non linéaires des trois composantes du spin collectif. Nous ré-
solvons ce problème, en montrant pour toute une classe d’états surcomprimés de spin, l’optimalité
des techniques de "mesure après interaction" (déjà reconnues pour amplifier les signaux de sortie
dans les protocoles d’estimation quantiques) pour la mesure d’observables de spin collectif non
linéaires.

Enfin, en examinant un système composé d’atomes distribués dans des modes spatialement sépa-
rés et individuellement accessibles, nous établissons qu’un gain quantique significatif, correspondant
aux états comprimés et surcomprimés de spin, peut être obtenu dans les protocoles d’estimation
multi-paramètres par la mesure des coefficients de Hadamard d’un signal 1D ou 2D. En combinant
cela avec des techniques de compression d’image, nous montrons de plus que cette approche peut
être intéressante pour les grands systèmes, en réduisant considérablement le nombre de mesures
requises.

Dans la deuxième partie de cette thèse, toujours pour des atomes avec des corrélations quan-
tiques de spin, distribués dans des modes spatialement séparés et individuellement accessibles, en
particulier pour des atomes dans un réseau optique avec un atome par site, nous étendons les in-
égalités de Bell et les témoins de corrélation non locale tels que présentés précédemment dans la
littérature aux scénarios qui incluent une probabilité non nulle de rencontrer des sites vides ou dou-
blement occupés. Ceci nous permet d’étudier l’effet d’une température non nulle dans un schema
de compression de spin jointe à une transition de Mott, où les corrélations non locales de spin d’un
condensat de Bose-Einstein crées par les interactions entre atomes, sont finalement figés dans une
configuration avec un atome par site.



Abstract

In the first part of this thesis, we explore the potential of non-Gaussian spin states of a set of
atoms used as sensors, in applications for estimating a parameter, typically a phase, and mapping
a field. In particular, these states can reduce the statistical noise of measurements beyond the
standard quantum limit given by the quantum projection noise of the atoms.

Through analytical and numerical studies, we identify the quantum gain offered by the overs-
queezed spin states generated by the so-called "one-axis twisting" dynamics as a function of time,
systematically taking into account different decoherence processes, and the scaling laws that give
this gain as a function of the number of atoms.

Although a metrological quantum advantage exceeding that of Gaussian spin squeezed states,
the use of these states in parameter estimation protocols requires the measurement of observables
that are nonlinear functions of the three collective spin components. We solve this problem, de-
monstrating for a whole class of oversqueezed spin states the optimality of "measurement after
interaction" techniques (already recognized for amplifying output signals in quantum estimation
protocols) for the measurement of nonlinear collective spin observables.

Finally, by examining a system composed of atoms distributed in spatially separated and in-
dividually accessible modes, we establish that a significant quantum gain, corresponding to spin-
compressed and oversqueezed states, can be obtained in multiparameter estimation protocols by
measuring the Hadamard coefficients of a 1D or 2D signal. Combining this with image compres-
sion techniques, we further demonstrate that this approach can be of interest for large systems,
considerably reducing the required number of measurements.

In the second part of this thesis, again for atoms with quantum spin correlations, distributed
in spatially separated and individually accessible modes, in particular for atoms in an optical lat-
tice with one atom per site, we extend Bell’s inequalities and non-local correlation witnesses as
previously presented in the literature to scenarios that include a non-zero probability of encounte-
ring empty or doubly occupied sites. This allows us to study the effect of a non-zero temperature
in a spin squeezing scheme coupled with a Mott transition, where the nonlocal spin correlations
of a Bose-Einstein condensate created by the interactions between atoms, are finally frozen in a
configuration with one atom per site.


	Introduction
	Cadre théorique pour la métrologie quantique
	Introduction
	Estimation d’un paramètre
	Cadre général
	Limite Cramér-Rao et information de Fisher
	Information quantique de Fisher
	Méthode des moments

	Estimation multi-paramètres
	Cadre général
	Matrice d'information de Fisher
	Matrice d'information quantique de Fisher
	Méthode des moments multi-paramètres

	Conclusion

	Compression des observables de spin linéaires et non linéaires pour l’estimation d'un paramètre
	Introduction
	Estimation d'un paramètre dans un système de spin collectif
	Base de Fock, états de phase et spin collectif
	Limite quantique standard, limite de Heisenberg et méthode des moments

	Optimisation du gain métrologique par rapport à l'axe de rotation et par rapport aux observables de mesure
	Dynamique one-axis twisting
	Compression des observables de spin linéaires et quadratiques
	Compression de spin linéaire
	Compression de spin non linéaire
	Compression de spin quadratique

	Technique de Mesure Après Interaction
	L'information quantique de Fisher
	Deux implémentations possibles de l’hamiltonien one-axis twisting : quelques expériences
	Condensats de Bose-Einstein
	Cavité

	Conclusion

	Appendices
	Matrice des commutateurs et matrice covariance pour une mesure quadratique
	Matrice des commutateurs et matrice covariance pour la technique MAI

	Effet des processus de décohérence
	Introduction
	Description théorique : équation pilote, fonction d’onde Monte Carlo
	Déphasage collectif diffusif
	Lois d'échelle du gain métrologique associé à la compression des observables linéaires, non linéaires et quadratiques de spin
	Loi d'échelle du gain métrologique atteint par la technique MAI

	Déphasage collectif balistique
	Lois d'échelle du gain métrologique associé à la compression des observables linéaires, non linéaires et quadratiques de spin
	Loi d'échelle du gain métrologique atteint par la technique MAI

	Perte de particules
	Expression unifiée pour les lois d'échelle du gain métrologique
	Conclusion

	Appendices
	Matrices des commutateurs et matrice covariance en présence de déphasage diffusif
	Matrices des commutateurs et matrice covariance en présence de déphasage balistique
	Matrices des commutateurs et matrice covariance en présence de perte à m-corps

	Estimation multi-paramètres et détection comprimée d'un champ
	Introduction
	Gain quantique dans la détection distribuée
	Estimation de la moyenne arithmétique des paramètres
	Estimation d'autres combinaisons linéaires des paramètres
	Gain métrologique quantique
	Coefficients de Hadamard et estimation des paramètres originaux
	Généralisation au cas de N/M atomes par site

	Estimation d’un champ scalaire
	Estimation d’un champ vectoriel
	Détection comprimée d'un champ
	Matrice de l’information quantique de Fisher et optimalité de la mesure
	Reformulation dans le cadre de la méthode des moments pour l'estimation multi-paramètres
	Quelques implémentations possibles
	Mott-comprimé dans un condensat de Bose-Einstein
	Atomes dans un réseau avec couplage à un potentiel externe dépendant du site

	Conclusion

	Corrélations non-locales de Bell dans un état comprimé de spin spatialement distribué
	Introduction
	Création et stockage d'états comprimés de spin dans un réseau optique
	Génération d'états comprimés de spin par interaction entre atomes
	Stockage d'états comprimés de spin par montée adiabatique du réseau

	Effet de la température non nulle sur l'état Mott-comprimé de spin
	Étude de corrélations de Bell à M-sites
	Scénario de Bell
	Correlations de Bell à température nulle
	Correlations de Bell à température non nulle

	Étude de corrélations de Bell à 2-sites en présence de trous et de sites doublement occupés
	Corrélations jusqu'au second ordre
	Corrélations jusqu'au quatrième ordre

	Conclusion

	Conclusion et perspectives
	Bibliographie

