N
N

N

HAL

open science

Mathématiques appliquées a ’assurance des risques
numeériques

Sébastien Farkas

» To cite this version:

Sébastien Farkas. Mathématiques appliquées a l'assurance des risques numériques. Statistiques
[math.ST]. Sorbonne Université, 2023. Francais. NNT: 2023SORUS588 . tel-04486059

HAL Id: tel-04486059
https://theses.hal.science/tel-04486059

Submitted on 1 Mar 2024

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-04486059
https://hal.archives-ouvertes.fr

MANUSCRIT DE DOCTORAT

Discipline : Mathématiques appliquées

Université
Sorbonne Université
Ecole Doctorale
Sciences Mathématiques de Paris-Centre
Unité Mixte de Recherche

Laboratoire de Probabilités, Statistique et Modélisation

Theése défendue par
Sébastien, Charles-Jean, Etienne FARKAS

Mathématiques appliquées
a ’assurance des risques numériques

Composition du jury de la soutenance du 4 décembre 2023

Président du jury — Christian-Yann Robert professeur & I'université Claude Bernard - Lyon 1

Ezaminateur Idris Kharroubi professeur & Sorbonne Université
Rapporteur Donatien Hainaut professeur & l'université catholique de Louvain
Rapporteur Gilles Stupfler professeur & I'université d’Angers
Directeur de thése  Olivier Lopez professeur & Sorbonne Université

Directrice de thése Caroline Hillairet professeure & TENSAE Paris



Résumé

L’émergence des produits d’assurance couvrant les risques numériques s’accompagne d’in-
terrogations relatives a la maitrise des engagements souscrits par les organismes d’assu-
rance. La volatilité des cotts, la dépendance entre les garanties et les potentielles accu-
mulations de sinistres sont autant de spécificités que nous considérons pour proposer des
modéles mathématiques adaptés aux enjeux. Nous introduisons d’abord des arbres de ré-
gression permettant de comprendre 1'hétérogénéité des queues de distribution des risques.
Ensuite, nous étudions l’estimation de copules dans un contexte de données censurées
pour préciser I'impact des interactions entre les garanties sur les engagements globaux.
Enfin, nous proposons une analyse de la fréquence des sinistres numériques par des pro-
cessus ponctuels adaptés aux phénomeénes d’accumulation. Nos contributions suggéerent
des méthodes d’analyse pour la souscription, le provisionnement et la gestion des risques

numériques.

MOTS CLES
Mathématiques appliquées ; Statistique ; Science actuarielle;
Assurance des risques numeériques ; Arbres de régression; Valeurs extrémes;

Copules ; Données censurées ; Processus ponctuels; Accumulation

Summary

The rise of cyber insurance products challenges the quantification of related liabilities
for insurers. The volatility of costs, the dependence between covers and the potential
concentration of claims are the specific features that we tackle with the aim to propose
tailored mathematical models. We first introduce regression trees adapted to extreme
values in order to understand the heterogeneity in distribution tails. Next, we study the
estimation of copulas in a censored data context to clarify the impact of covers interactions
on overall commitments. Finally, we propose an analysis of the frequency of cyber claims
using point processes adapted to accumulation phenomena. Our contributions suggest
analytical methods for the underwriting, the reserving and the management of numerical

risks.

KEY WORDS
Applied mathematics; Statistics; Actuarial science;
Cyber risk insurance; Regression trees; Extreme values;

Copula; Censored data; Point processes; Accumulation
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Introduction

Les mathématiques appliquées a ’assurance

L’assurance consiste a offrir une garantie financiére créditée uniquement lors de 1'oc-
currence d’un événement couvert par le contrat, en échange d’un certain prix appelé prime.
Au moment de la vente, la réalisation de tels événements et leurs cotits sont incertains.
Autrement dit, le cotit de revient d’un contrat d’assurance est aléatoire. Cette spécificité
du secteur de 'assurance, appelée cycle inversé de production, est au centre des réflexions
tout au long de la chaine de valeur d’un produit d’assurance (cf. Suru, 2020). L’inversion
du cycle de production s’observe partiellement au sein d’autres secteurs d’activités. Les
jeux de hasard ou les paris sportifs en sont un exemple. Chaque issue de vente est en effet
aléatoire. Cependant, le bookmaker est trés informé sur le phénoméne aléatoire, les gains
associés a chaque issue sont par ailleurs souvent déterministes et, une fois les dés lancés,
les clients n’ont plus la possibilité d’influencer le résultat : en France, la quasi-totalité des
acteurs participant ou étant en relation avec les compétitions sportives ne peuvent en effet
parier. A linverse, ’assuré est plus proche de l'objet du contrat que I’assureur, auprés
duquel il partage uniquement les informations requises a la souscription du contrat. Or,
cette asymétrie d’information complexifie la maitrise de 1’aléa et crée un risque d’anti-
sélection pour I'assureur. Par ailleurs, I’assuré reste en interaction avec I’'objet du contrat
apres sa signature et peut ainsi modifier son comportement, créant un risque d’aléa mo-
ral pour 'assureur. De plus, ’engagement de 'assureur suite & un événement couvert de
maniére indemnitaire est aléatoire dans la limite des plafonds des garanties contractuelles
et ajoute ainsi au risque de fréquence un risque de sévérité. Enfin, certains événements
peuvent affecter au méme moment une proportion matérielle d’un portefeuille de clients,
créant un risque d’accumulation. Ainsi, si comme pour les jeux de hasard et les paris spor-
tifs la mutualisation des ventes est le premier levier permettant une lisibilité de I'activité,

la recherche d’un cott juste du risque se confronte a des problématiques singuliéres en



assurance. L’analyse attentive des données historiques permet d’apporter des éléments de
réponse en supposant une certaine stabilité des risques dans le temps.

La statistique est précisément un domaine des mathématiques dont I'objectif est d’es-
timer des caractéristiques de phénomeénes supposés aléatoires a partir d’observations is-
sues de l'expérience. L’analyse des données peut ainsi préciser le comportement d’aléas
présentant un intérét. Prenons I'exemple de 'engagement associé a un risque assuré, et
supposons qu’il définisse une variable aléatoire notée Y suivant la mesure de probabilité
P}.. L’espérance de Y, notée 7* = E[Y] = fy dP}(1), caractérise le comportement moyen
de 'engagement et représente ainsi une propriété essentielle de la loi P§, dans le cadre
de la définition du prix technique annuel © du produit d’assurance associé. Son caractére
fini apparait par exemple comme nécessaire a la souscription du risque. Le prix technique
annuel 7 ne peut cependant pas étre égal a 7*, d’une part parce que cette espérance
est inconnue et d’autre part parce que la sinistralité est aléatoire et peut dévier de son
espérance. La variance de Y, notée v* = V[Y] = E [(Y — E[Y])Q} , quantifie précisément
la déviation quadratique d’une réalisation de Y par rapport a son espérance, et permet
ainsi de maitriser la déviation de sinistralité des risques souscrits.

Grace a son expérience et sur des risques homogénes, I'assureur dispose de cotits indi-
viduels (Y;)1<i<n qui sont généralement supposés indépendants, identiquement distribués
et avec une variance finie. Notons 7 la moyenne empirique des coftits. Le théoréme cen-
tral limite (TCL) et la méthode delta permettent de délimiter un intervalle de confiance
asymptotique de niveau « €]0; 1[, dans lequel la probabilité que 7 se situe est supérieure

a « lorsque le nombre de données n tend vers l'infini :
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A T’échelle d’'un portefeuille de n contrats identiques, le volume global des primes doit
couvrir une déviation par rapport a I'attendu n x 7*. La quantification de ce risque repose
sur l'intervalle de fluctuation d’ordre a de la perte empirique du portefeuille Y " | Y;,

exprimé a partir des quantiles d’ordre o de la loi de Y | Y, notés g, (D1, Vi) :
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Or, la connaissance de ces quantiles nécessite ’entiére connaissance du phénoméne
aléatoire Y, a savoir de sa distribution P§.. Par exemple, sous une condition d’indépendance
des Y;, les quantiles sont définis a partir de la résultante de m produits de convolution de
la densité de IP§,. La recherche de propriétés spécifiques d'un phénomeéne aléatoire comme
son espérance n’est donc pas suffisante, 'objectif d’un assureur est plutot la maitrise
globale des phénoménes aléatoires.

Les mathématiques offrent par ailleurs d’autres applications a 1’assurance, par exemple
en provisionnement lorsque 1'objectif est de valoriser les engagements liés a un portefeuille
des sinistres non encore cloturés ou bien en gestion de risques lorsque 'objectif est de quan-
tifier les déviations potentielles des risques par rapport a 'attendu. Sous ce prisme, notre
propos se focalise sur les offres d’assurances relatives aux risques numériques proposées
aux organisations, dont le développement est relativement récent. Ces solutions reposent
sur les garanties classiques de responsabilité civile et de dommages aux biens et prennent
en charge les préjudices causés par des attaques numériques. Pour comprendre ce marché
émergent, nous rappellerons d’abord quelques faits marquants du développement du nu-
mérique dans notre société et introduisons ensuite les risques numériques induits par ces
usages. Puis, nous proposerons une analyse du marché de 1’assurance des risques numé-
riques et terminerons par I'identification des enjeux mathématiques étudiés dans le cadre

de ce manuscrit.

Les risques numériques

Depuis quelques dizaines d’années, la croissance du numérique au sein de nos modes
de vie est une constante qui en fait aujourd’hui un maillon presque systématique. Plu-
sieurs définitions existent et pour préciser notre propos nous citons la définition de Didier
(2019). "Le numérique représente toutes les applications qui utilisent un langage binaire
qui classe, trie et diffuse des données [binaires|. Ce terme englobe les interfaces, smart-
phones, tablettes, ordinateurs, téléviseurs, ainsi que les réseauxr qui transportent les don-
nées. Il envisage a la fois les outils, les contenus et les usages.” En France, les usages
individuels du numérique sont mesurés dés ’année 2000 par le barométre annuel et gou-
vernemental du numérique, dont les données sont ouvertes et publiées par I’Autorité de

régulation des communications électroniques (2022). On peut ainsi confirmer la croissance
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du numérique dans les modes de vie par la dynamique du temps quotidien passé a regar-
der un écran, culminant en 2022 a plus de quatre heures et demie. Se passer des outils
numériques génére en outre une sensation de manque, dés les premiéres heures sans uti-
lisation pour un tiers des sondés. Au dela de nos frontiéres, I’accés au réseau internet est
encore en pleine croissance et les usages du numérique suivront vraisemblablement cette
tendance. Selon I'International Telecommunication Union (2022), cette croissance a été
de 17% entre 2019 et 2021, un record. 63% de la population mondiale avait ainsi accés
a internet en 2021 et le développement récent d’offres d’accés a internet par des réseaux
de satellites en orbite basse devrait a I’avenir soutenir I’accés mondial en connectant des
zones peu couvertes par les réseaux terrestres.

Pour les organisations, le numérique représente a la fois un marché, du fait d’un nouvel
espace économique, mais également une opportunité d’amélioration des processus de ges-
tion et d’administration. Le numérique s’est ainsi imposé comme I'un des jalons essentiels
al’activité de la plupart des organisations. Comme toute évolution, ce développement s’ac-
compagne d’effets collatéraux, en 'espéce de ’émergence des risques numériques. Notre
propos se focalise principalement sur la criminalité numérique dont les principaux objec-
tifs sont selon I’Agence nationale de la sécurité des systémes d’information (2022), les
gains financiers, I'espionnage et la déstabilisation. Les données gouvernementales sur la
criminalité numérique sont encore parcellaires mais ce phénomeéne est en augmentation. Le
nombre de dossiers suivis par I’European Union Agency for Criminal Justice Cooperation
en lien avec la criminalité numérique a presque doublé entre 2018 et 2021. Par ailleurs,
a l’échelle de 1'Union Européenne et en 2021, 28% des petites et moyennes entreprises
en ont été victimes au moins une fois (cf. Eurobarometer, 2022). Si les profils des indi-
vidus a lorigine de cette criminalité semblent étre stables selon Didier Parsoire (2017),
les stratégies mises en oeuvre sont multiples, évolutives et parfois personnalisées. A titre

d’illustration, nous présentons ci-dessous cinqg types d’attaques.

e [’extorsion au moyen de rancongiciels paralysant tout ou partie de 'activité de la
victime et invitant au réglement d’une rangon. Par exemple, en 2021, le rangongiciel
Wannacry infecte en 1'espace d’une journée au moins 200 000 machines dans plus
de 150 pays. Les conséquences pour le systéme de santé anglais sont notamment
évaluées a 100 millions d’euros selon 1’Agence nationale de la sécurité des systémes
d’information (2020).

e L’intrusion reposant sur des vulnérabilités informatiques récentes, dites du jour zéro

et n’ayant pas encore fait I'objet d'un correctif. Par exemple, en 2021, le service de



messagerie électronique de Microsoft a été perturbé pendant une vingtaine de jours,
impactant plus de 60 000 entreprises. Les motivations semblent dans ce cas étatiques
(cf. Kanno-Youngs & Sanger, 2021).

e La déstabilisation d’un systéme informatique par une attaque par déni de service
(DDoS) consistant a le saturer de requétes, le rendant ainsi indisponible aux requétes
légitimes. Par exemple, en 2023, 'entreprise Cloudflare, proposant des services de
sécurité, de performance et de fiabilité pour les sites internet, a fait 'objet d’un
nombre record de 71 millions de requétes par seconde. Pour autant, cette organisa-
tion est parvenue a les supporter, sensibilisant ainsi d’autres entreprises a 'efficacité

de la prévention des risques numériques (cf. Omer Yoachimik, 2021),

e Le vol de données personnelles ou financiéres, donnant la possibilité de réaliser
des actions malveillantes a posteriori. Par exemple, en 2016, les données de plus
d’un milliard de comptes de la messagerie électronique Yahoo! ont été subtilisées,
diminuant la valorisation de ’entreprise de 350 millions de dollars. Par la suite, les
autorités ont condamné ’entreprise a verser 35 millions de dollars pour avoir trompé

le public et omis d’informer les clients de la violation (cf. Reynaud, 2016),

e [’espionnage ou le sabotage de procédés technologiques. Par exemple le ver informa-
tique Stuxnet, découvert en 2010, a été congu par la National Security Agency pour
s’attaquer aux centrifugeuses iraniennes d’enrichissement d’uranium. Le numérique

apparait alors comme un terrain possible de guerre (cf. Sanger, 2012).

En outre, la pression sur la victime peut étre accentuée par la combinaison de ces diffé-
rentes techniques selon Gilles Bénéplanc (2018). Les conséquences de la criminalité nu-
mérique ne se limitent toutefois pas a la valeur des informations dérobées : la gestion des
dommages collatéraux représente ’essentiel du cotit pour les personnes morales impac-
tées. La gestion de crise, les investigations, la sécurisation des systémes d’information,
la perte d’exploitation, les dommages matériels ou corporels, la responsabilité ou encore
la réputation sont autant de préjudices potentiels d’actes numériques malveillants (cf.
Sébastien Héon, 2013).

Les responsables de la sécurité des systémes d’information (RSSI) sont garants de la
nécessaire gestion des risques numériques au sein de leurs organisations selon 1’Agence
nationale de la sécurité des systémes d’information (2018). Leurs actions face aux risques
numériques se décomposent en quatre axes principaux : la gouvernance et I'anticipation,
la protection, la défense et enfin la résilience. Pour rester aux faits des techniques d’at-

taques du moment, cette approche exigeante nécessite 1’allocation de moyens adéquats de



la part des décideurs (cf. Daniel Zajdenweber, 2020). Afin de renforcer la résilience nu-
mérique de I’économie, les pouvoirs publics ont analysé ce sujet et participé a sensibiliser
les acteurs économiques de son importance (cf. Meurant & Cardon, 2021). Les réglemen-
tations jouent en effet un role de catalyseur selon le Club des juristes (2018). A I’échelle
de I'Union Européenne, la seconde directive Network and Information Security (NIS 2)
élargit notamment le périmétre d’applicabilité de la premiére directive afin de généraliser
les mesures de prévention au sein du tissu économique. De maniére complémentaire, un
cadre législatif pénalisant les actes criminels numériques semble essentiel pour enquéter
et neutraliser les individus malveillants selon le Club des juristes (2021). En France, les
peines et les amendes applicables en cas de criminalité numérique ont été renforcées en
2023 et peuvent aller jusqu’a dix ans d’emprisonnement et 500 000 euros d’amende en cas
de préjudice corporel ou d’attaque en bande organisée (cf. JO, 2023). A I’échelle d’'une
entreprise, une gestion rationnelle des risques numériques ne suffit cependant pas a garan-
tir la résilience financiére de I'organisation, les conséquences pouvant étre considérables.
La mutualisation des dommages par l'intermédiaire d’organismes d’assurance peut ainsi

contribuer a la résilience des acteurs économiques.

L’assurance des risques numériques

Les produits couvrant les risques numériques concernent la plupart des garanties clas-
siques, a savoir la responsabilité civile, les pertes pécuniaires et les dommages aux biens,
tout en élargissant le périmétre des actifs intangibles assurés (cf. Wrede, Stegen, & Graf
von der Schulenburg, 2020). Les méthodes de tarification semblent aujourd’hui principa-
lement basés sur des avis d’experts (cf. Romanosky, Ablon, Kuehn, & Jones, 2019). Le
marché de l'assurance des risques numériques est par ailleurs en forte croissance, avec
un chiffre d’affaires d’environ 11 milliards de dollars en 2022 qui était moitié moindre
en 2018 selon le réassureur MunichRe. Comme pour ’assurance habitation, la garantie
responsabilité civile, résultant dans ce cas d'un acte numérique malveillant, constitue le
socle des offres. Les garanties dommages et les pertes d’exploitation sont généralement
proposées en option. Les statistiques sur ce marché sont cependant trés parcellaires, en
particulier au sein de I’Union Européenne. De 'autre coté de I’Atlantique, 'autorité com-
pétente de régulation des entreprises d’assurance aux Etats-Unis publie annuellement (cf.
NAIC, 2019) le chiffre d’affaires des principales compagnies et un indicateur de profita-

bilité, a savoir le ratio de sinistralité pour chacune des compagnies. Nous proposons une



analyse de ces rapports sous l'angle du chiffre d’affaires dans un premier temps et sous
I’angle de la profitabilité dans un second temps. Les observations ci-dessous concernent

donc uniquement les organismes d’assurance aux Etats-Unis.

e Le marché de 'assurance des risques numériques est en trés forte croissance. Le
chiffre d’affaires atteint prés de 5 milliards de dollars en 2021 aprés une croissance
exceptionnelle de 75% en un an. Depuis 2017, le marché était plutot porté par une
croissance d’environ 10%. Le marché semble de surcroit trés concurrentiel, les parts
de marché évoluant significativement. Par exemple, le plus faible nombre d’acteurs
nécessaires pour regrouper plus de 50% des parts de marché était de quatre en 2018
et s’éléve désormais a huit en 2021. Si Chubb était clairement leader en 2018 avec
une part de marché de 36%, il conserve de justesse sa position en 2021 avec 10%.

Les positions des concurrents varient sensiblement année aprés année.

e Le marché de I'assurance des risques numériques semble plus profitable que le marché
global des assurances de biens et de responsabilités. Le ratio de sinistralité est défini
par la somme des versements effectués par 'assureur aux parties prenantes des
sinistres, des frais de justice et de gestion engagés par 'assureur pour gérer ces
sinistres, rapportée au chiffre d’affaires. Il s’additionne au ratio d’administration
pour obtenir le ratio combiné, ce dernier étant un indicateur direct de la profitabilité
technique : sans prendre en compte la profitabilité financiére, une valeur inférieure
a 100% caractérise une activité profitable alors qu’une valeur supérieure a 100%
indique une activité conduite a perte. Entre 2017 et 2021 sur les activités d’assurance
de dommages et de responsabilité, le ratio d’administration fluctue entre 26% et 27%
selon 'autorité. Ainsi, la profitabilité technique des produits d’assurance des risques
numériques peut-elle étre interprétée par la position relative des ratios de sinistralité
par rapport au seuil de 73%. Pour l'assurance des risques numériques, le ratio de
sinistralité évolue a I'image du chiffre d’affaires, passant de 35% en 2017 et 2018 a
44% en 2019 puis 66% jusqu’en 2021. Globalement, le marché semble donc profitable,
avec des marges techniques de 38%, 29% et 7%, certes en décroissance mais trés
significativement supérieures a la moyenne des produits d’assurance dommages et

de responsabilité affichant une marge technique de 'ordre de 3% entre 2017 et 2021.

Ainsi, le marché émergent de I'assurance des risques numériques aux Etats-Unis semble se
rapprocher d’un équilibre du fait d’une concurrence dynamique. La nature évolutive des
risques numériques peut cependant légitimement questionner la perspective d’un marché

comparable aux assurances traditionnelles, 'offre se devant de rester cohérente avec la cri-
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minalité numérique. En France, les données sont plus fragmentées. Pour autant, I'Institut
national de la statistique et des études économiques (INSEE) a introduit a son enquéte
sur les technologies de l'information et de la communication dans les entreprises (TIC)
des questions relatives a la gestion des risques numériques en 2019. Comme l'illustre le
graphique 1, environ 15% des organisations sondées avaient subi un incident numérique
en 2018 et 40% étaient assurées au moins en partie sur ces risques. Dans I'ensemble et
sans faire de lien de causalité, on observe que les regroupements des sociétés les plus ex-
posées en 2018 a des incidents numériques correspondent aux segments des sociétés les

plus souscriptrices d’assurance.

Assurance contre les risques de sécurité informatique en 2019 (en %)

70
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Incidents de sécurité des Sl en 2018 (en %)

FIGURE 1 — Sécurité numérique des organisations : taux d’incidents et d’assurance d’apreés

PINSEE (2019).

Les pouvoirs publics ont récemment introduit deux nouvelles catégories dans la clas-
sification du code des Assurances : la catégorie ministérielle 32 relative aux dommages
aux biens consécutifs aux atteintes aux systémes d’information et de communication et
la catégorie ministérielle 33 relative aux pertes pécuniaires consécutives aux atteintes aux
systémes d’information et de communication (JO, 2023). Le régulateur des assurances
pourra ainsi analyser spécifiquement les comptes de ce type d’assurance et enrichir les

données de marché. Par ailleurs, cette loi conditionne I'indemnisation d’un professionnel



victime d’une cyberattaque par son assureur au dépdt d’une plainte au plus tard 72 heures
apres la découverte de la cyberattaque. Les pouvoirs publics souhaitent ainsi renforcer les
moyens de lutte contre la cybercriminalité en identifiant en paticulier les cas d’attaques
solutionnées de maniére négociées et discrétes.

Dans le méme temps, les interrogations sur la soutenabilité des produits du marché de
'assurance des risques numeériques demeurent (cf. Faure-Muntian, 2021 ; HCJPFP, 2022).
En effet, les scénarios d’événements de grande ampleur sont nombreux, & l'image des
exemples de cybercriminalité précédemment mentionnés. De plus, les cotiits des sinistres
semblent particuliérement volatiles. Selon I'International Association of Insurance Super-
visors (2023), le colit moyen est estimé a 630 000$, significativement plus élevé que le
cotit médian de 140 000$. Toujours selon la méme étude, les risques numériques sont da-
vantage cédés au marché de la réassurance, a hauteur de 37%, relativement aux risques
de dommages aux biens et de responsabilité, réassurés a 12%, illustrant une aversion aux
déviations de ce risque vraisemblablement plus importante. Les enjeux mathématiques
soulevés par 'analyse des cotits des risques numériques sont ainsi nombreux. Nous pro-

posons de contribuer a I’approfondissement de certaines méthodes spécifiques.

Les enjeux mathématiques

Dans le sillage du développement de l’assurance des risques numériques, la maitrise
des engagements d’assurance représente un enjeu croissant. Les contributions de recherche
se sont ainsi développées. Un cadre de quantification des risques numériques illustrant la
pertinence des contrats d’assurance est par exemple introduit (cf. Bohme & Kataria,
2006). La problématique globale de 'assurabilité des risques numériques est notamment
posée (cf. Biener, Eling, & Wirfs, 2015). Les risques opérationnels liés au numérique et
a la digitalisation sont également étudiés (cf. Eling, 2018 ; Eling & Schnell, 2016). Enfin,
un cadre d’analyse de 1’équilibre entre menaces criminelles et mesures de prévention est
présenté (cf. Insua, Couce-Vieira, & Musaraj, 2018). Les problématiques mathématiques
sont nombreuses pour les organismes d’assurance, par exemple la tarification des contrats,
le provisionnement des sinistres non encore cloturés et la gestion des risques. Les données
et les techniques statistiques utilisées a chacune de ces étapes sont cependant singuliéres.
Ce manuscrit se concentre dans un premier temps sur la classification des risques a partir
de valeurs extrémes. Il développe dans un second temps l'estimation de copules & partir

de données censurées et explore enfin I’estimation de processus de Hawkes et de scénarios



d’accumulation. Pour chaque problématique, un résumé des outils mathématiques associés

et une synthése de documents de travail ou de publications sont proposés.

Classification des risques a partir de valeurs extrémes

L’objectif de la classification est de comprendre I’hétérogénéité des profils de risques
afin de proposer une différenciation pertinente. Généralement, le prix varie suivant les
profils de risques pour prendre en compte les différences significatives de cotits associés a
chacun des profils. Le principal modéle statistique utilisé & cet effet est le modéle linéaire
généralisé, supposant une régularité des distributions de cofits et permettant de les estimer
en fonction des variables explicatives considérées. Or, dans le cas des sinistres numériques,
nous anticipons une grande volatilité des données de cotits du fait de 'hétérogénéité des
situations, mais également de I'occurrence de sinistres trés cotiteux, a la suite par exemple
d’une longue paralysie du fonctionnement d’une organisation.

Dans le cadre des risques numériques, I’hypothése de régularité supposée dans le mo-
déle linéaire généralisé pourrait ainsi ne pas étre vérifiée. Pourtant, I'impact des profils
de risque ou de sinistre sur le phénoméne aléatoire des cofits n’en demeure pas moins in-
téressant, si ce n’est davantage dans ’objectif d’ajuster les a priori des expertises métiers
par une analyse mathématique a posteriori. En ce sens, nous proposons une synthése de
la théorie des valeurs extrémes au chapitre 1.1. Puis, nous présentons une adaptation aux
valeurs extrémes de l'algorithme des arbres de régression au chapitre 1.2. Enfin, au cha-
pitre 1.3, nous synthétisons les travaux des publications appliquant cette méthodologie et
démontrant des résultats de performance a échantillon fini. Des analyses complémentaires

par simulation numérique sont également présentées.

Estimation de copules & partir de données censurées

L’objectif du processus opérationnel de provisionnement est de valoriser les engage-
ments liés & un portefeuille de sinistres survenus. Généralement, la plupart des sinistres
survenus sont déclarés a ’assureur et la majorité de 'aléa réside ainsi dans I’évolution des
colits des dossiers de sinistres encore ouverts. La principale méthode actuarielle utilisée
pour répondre & cet enjeu est la méthode dite de Chain Ladder ou de Mack (1993). Cette
méthode repose sur des données de cotit de sinistralité agrégées en triangle : chaque ligne
concerne les sinistres survenus une certaine année et illustre de colonne en colonne les dé-

veloppements des cotits au fur et & mesure des clotures de sinistres et avec un pas annuel.
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L’aspect triangulaire est ainsi obtenu par construction : le recul de développement de la
sinistralité est d’autant plus important que I'année d’assurance est ancienne. Cette mé-
thode repose sur I'’hypothése implicite d’un développement en espérance multiplicatif de
la sinistralité. Or, dans le cas des sinistres numériques, I’hétérogénéité des sinistres peut
vraisemblablement conduire & des évolutions significatives de la typologie des sinistres
en fonction des années, et ainsi affecter le développement temporel de la sinistralité. Par
ailleurs, un sinistre numérique peut affecter une multiplicité de garanties, relatives aux
dommages, aux pertes d’exploitation, aux responsabilités, ou encore a ’assistance. La mé-
thode de Chain Ladder offre ainsi deux possibilités : regrouper les garanties, en supposant
I’homogénéité des risques sous-jacents ou bien les considérer séparément avant de sommer
les résultats, en supposant 'indépendance des garanties.

De maniére alternative, nous proposons une analyse des cofits sinistre par sinistre.
Nous disposons de données complétes pour les dossiers de sinistres clos et uniquement de
données partielles pour les dossiers de sinistres ouverts. En particulier, les délai de trai-
tement des sinistres ouverts sont inconnus et sont dits censurés a droite. Afin de prendre
en compte ce phénomeéne de censure, nous introduisons des principes généraux théoriques
au chapitre 2.1. De la méme maniére, pour gérer les données multidimensionnelles, nous
présentons des résultats de la théorie des copules au chapitre 2.2. Enfin, nous synthétisons
au chapitre 2.3 I’approche proposée dans un document de travail introduisant l’estimation
d’un phénomeéne multidimentionnel au travers de ses marginales et de sa copule, dans un

contexte de données censurées.

Estimation de processus de Hawkes et de scénarios d’accumulation

Aprés avoir analysé les coiits des sinistres numériques, c’est-a-dire la sévérité, notre
propos se concentre sur ’étude de la fréquence des sinistres numériques a savoir 1’analyse
de leur probabilité d’occurrence. Plus précisément, nous étudions les accumulations en
fréquence des sinistres numériques, qui représentent un risque pour les organismes d’as-
surance en termes de réactivité d’assistance, de gestion de sinistres et donc d’aggravation
des préjudices a indemniser. Généralement, une approche par scénario est développée
pour répondre & cet enjeu en estimant pour chacun sa probabilité d’occurrence et son im-
pact sur le portefeuille de clients. Par exemple, pour les garanties dommages, le scénario
d’une inondation sur une zone dense en termes de biens assurés peut étre considéré. Dans
ce cas, la complémentarité entre des modeéles paramétriques d’hydrologie et la cartogra-

phie des expositions permet une quantification de 'impact du scénario mais également
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la confirmation de la pertinence du scénario retenu par rapport & d’autres alternatives.
Or, dans le cas des sinistres numériques, la cartographie, si toutefois elle existait, serait
d’une dimension importante, la localisation de chaque organisation contenant a minima
I’ensemble des jalons numériques principaux. La modélisation des stratégies de diffusion
d’une attaque numérique serait également complexe et I’ensemble de ces thématiques ne
sont pas abordées dans ce manuscrit.

De maniére alternative, nous proposons une méthodologie complémentaire permettant
de quantifier les accumulations en fréquence, en supposant une dynamique de diffusion
particuliére caractérisée par la propriété suivante : chaque sinistre observé augmente tem-
porairement la probabilité d’occurrence d’un nouveau sinistre, les effets de chacun des
sinistres pouvant se cumuler. Notre étude repose plus précisément sur une analyse en
temps continu des manifestations des sinistres par I'intermédiaire des processus ponctuels,
introduits au chapitre 3.1. Puis, afin de prendre en compte ce mécanisme particulier de
diffusion, nous introduisons les processus de Hawkes au chapitre 3.2. Enfin, nous synthé-
tisons au chapitre 3.3 un document de travail analysant la propagation médiatique de

rangongiciels et proposant une quantification des besoins simultanés d’assistance.
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Chapitre 1

Classification des risques a partir de

valeurs extrémes
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1.1 Données extrémes

Les cofits des sinistres numériques étant vraisemblablement volatiles, une modélisation
permettant d’estimer les pertes extrémes et de les expliquer permettrait d’apporter des
éléments de réflexion a la souscription des risques. Les quantiles extrémes de la distri-
bution des cofits représentent ainsi un intérét certain. La Théorie des Valeurs Extrémes
propose des méthodes d’estimation de quantiles extrémes, y compris pour des quantiles
supérieurs au maximum jamais observé. Nous introduisons un certain nombre de résultats
sur lesquels nos contributions reposent et invitons le lecteur intéressé par la Théorie des
Valeurs Extrémes a lire des ouvrages de références (cf. Beirlant, Goegebeur, Segers, &
Teugels, 2004 ; Coles, 2001 ; Haan & Ferreira, 2006).

1.1.1 Domaines d’attraction des valeurs extrémes

L’étude des valeurs extrémement élevées d’'une variable aléatoire Y correspond a I’ana-
lyse de sa queue de distribution. Par exemple, 'objectif peut étre d’estimer la borne su-
périeure de son support, supposée finie. De maniére plus générale, lorsque son support
n’est pas supposé borné, I'objectif est plutot d’estimer ses quantiles particuliérement éle-
vés. Le maximum d’un échantillon, ou plus globalement les quantiles empiriques élevés
d’un échantillon, apportent des éléments d’information mais présentent des limites struc-
turelles. Dans le premier cas, la borne supérieure du support est forcément supérieure au
maximum observé et dans le second cas, les quantiles empiriques d’ordres supérieurs a
I'inverse du nombre d’observations seront tous égaux au maximum, alors méme que le sup-
port n’est pas supposé borné. L’estimation non-paramétrique des quantiles se confronte
ainsi au volume de données structurellement décroissant avec 'ordre considéré. Le théo-
réme de Fisher—Tippett—Gnedenko, un des résultats fondateurs de la théorie des valeurs
extrémes, permet de supposer, sous certaines conditions, un comportement du maximum

empirique approximativement paramétrique, simplifiant ainsi son estimation.

Théoréme 1.1.1 (Théoréme de Fisher—Tippett—Gnedenko)

Soient (Y;)1<i<n des variables aléatoires i.i.d. et F™ la fonction de répartition de max;<;<,(Y;).
S’il existe deux suites, (a,) de réels strictement positifs et (b,) de réels, telles que la limite
lim,, oo F™(an,y +by,) existe et converge vers une distribution non dégénérée (cf. théoréme
1.1.8 de Haan & Ferreira, 2006), alors cette distribution appartient & la famille para-

métrique des distributions extrémes indexée par vy, et donc chaque membre s’écrit de la
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maniere suivante :
Vv eR*, Vo tel que 1 +vyx > 0,G,(x) = exp (—(1 + ’ya:)_l/'y) ,
avec pour v = 0 le prolongement Go(z) = exp (—e™").

Le paramétre de forme v permet de distinguer trois domaines d’attraction. Le domaine
de Weibull est définit pour v < 0 et regroupe des distributions dont les supports admettent
une borne supérieure finie. Le domaine de Gumbel est définit pour v = 0 et regroupe
des distributions présentant des queues dont les décroissances sont asymptotiquement
équivalentes & des décroissances exponentielles. Enfin, le domaine de Fréchet est définit
pour v > 0 et regroupe les distributions présentant des queues dont les décroissances
sont asymptotiquement équivalentes a des décroissances polynomiales. Globalement, le
paramétre de forme, également appelé indice de queue, est un indicateur de la lourdeur de
la queue de distribution. Par ailleurs, la famille paramétrique des distributions extrémes
peut étre étendue a la famille des distributions extrémes généralisées en introduisant
un parameétre de localisation g et un parameétre d’échelle ¢ de la maniére suivante :
G oy (@) = G (). Cette famille est notamment ajustée dans le cadre de la méthode
des maxima par blocs, consistant a extraire des maximums locaux d’un échantillon, cf la
section 5.3.1 de Coles (2001). Le théoréme de Pickands-Balkema-De Haan est un résultat
similaire s’appliquant cette fois aux excés de Y par rapport a un certain seuil et montrant
une convergence de la loi des excés vers la famille paramétrique des distributions Pareto
généralisées (GPD).

Distributions Pareto généralisées (GPD)
La famille paramétrique des distributions Pareto généralisées (GPD), caractérisées par
deux parameétres d’échelle et de forme (o,7) et notées ﬁ(,m), se définit de la maniere
suivante :

— zZ\ ~ 1/
V(O’, 7) - R+* X R*, H(Uﬂ)(z) = (1 —f"}/;) s

avec pour vy = 0 le prolongement ﬁ(mo)(z) —e 7.

Théoréme 1.1.2 (Théoréme de Pickands—Balkema—De Haan)
Soit Y une variable aléatoire de fonction de répartition F et F,, la fonction de survie des
excés par rapport au seuil u, définie par F,(2) = P(Y —u > 2 | Y > u). Si la condition

du Théoréme de Fisher—Tippett—Gnedenko est vérifiée pour des variables (Y;)1<i<n i.i.d.
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de méme loi que Y (cf. Balkema € de Haan, 1974 ; Pickands, 1975), alors pour un para-
metre de forme v identique, la distribution F, converge vers la famille paramétrique des

distributions Pareto généralisées (GPD) lorsque u augmente.

J(o*,7*) € R x R tels que lim sup [F,(2) — H ()| = 0.

U—00 50

La famille des distributions Pareto généralisées est plutdt ajustée dans le cadre de
la méthode des Peaks Over Threshold, consistant & extraire les excés par rapport & un
seuil u au sein d’un échantillon, cf la section 5.3.2 de Coles (2001). De maniére empirique,
sous les conditions requises, I'erreur d’approximation de la distribution des excés par la
famille paramétrique ch sera d’autant plus faible que u sera grand. Dans le méme temps,
I’erreur d’estimation de la famille paramétrique ﬁw sur les exceés sera d’autant plus élevée
que le nombre d’exceés sera réduit. Ce compromis empirique entre biais d’approximation et
variance d’estimation a fait I’objet de plusieurs études proposant des méthodes graphiques
mais également des seuils optimaux en fonction de critéres (cf. Coles, 2001; Haan &
Ferreira, 2006). Par exemple, le seuil le plus bas permettant une approximation raisonnable
peut étre retenu. Nous proposons d’étudier plus en détail cette famille GPD, notamment

sur le domaine de Fréchet.

1.1.2 Domaine de Fréchet et loi Pareto généralisée

Le domaine d’attraction de Fréchet nous intéresse particuliérement dans le cadre de la
modélisation de risques sévéres pouvant générer des sinistres trés cotiteux. Pour des valeurs
de v strictement positives, il existe une condition équivalente & celle de la convergence

non dégénérée que nous utiliserons par la suite.

Théoréme 1.1.3 (Théoréme 4 de Gnedenko (1943))
Une distribution avec une fonction de survie F appartient au domaine d’attraction de

Fréchet avec un parametre de forme v > 0 si et seulement si Yy > 0,

Autrement dit, ce résultat permet de caractériser le domaine de Fréchet par des queues
de distributions a décroissances polynomiale. Des conditions équivalentes a celle de la
convergence non dégénérée et valides sur ’ensemble des domaines d’attraction existent et

sont par exemple précisées aux théorémes 1.1.6 et 1.2.1 de Haan et Ferreira (2006). Par
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ailleurs, au sein de cette classe & décroissances polynomiale, le parameétre de forme de la
loi GPD est d’autant plus élevé que 'ordre maximal des moments finis de la distribution

est faible, comme le précise le résultat ci-dessous.

Proposition 1.1.4 (Section 5.3.1 de Haan et Ferreira (2006))
S1'Y wune variable aléatoire appartient au domaine d’attraction de Fréchet, alors ses mo-
ments d’ordres strictement inférieurs a 1/ sont finis et ceuzx d’ordres strictement supé-

rieurs a 1/ sont infinis,

VO <a<1/y, E[|Y|*] < +oc et Va > 1/, E[|Y]*] = +o0.

Par ailleurs, une distribution GPD admet une espérance finie si et seulement si son pa-
ramétre de forme v est strictement inférieur & 1 et une variance finie si et seulement si
v est strictement inférieur a 0,5. Dans le cadre de notre étude, nous apporterons ainsi
une attention particuliére & la valeur du parameétre de forme, I'existence de moments finis
étant une condition nécessaire a la souscription d’un risque dans le cadre de la maitrise
de la sinistralité espérée et de sa déviation.

L’estimation d’une distribution Pareto généralisée peut se réaliser sur le principe du
maximum de vraisemblance dés lors qu'un seuil est fixé et permettant de définir les exces.
Dans ce cadre, le processus d’optimisation ne correspond pas tout a fait & un maximum de
vraisemblance, étant donné ’erreur d’approximation entre la distribution des exceés et celle
d’une GPD. La méthode s’apparente ainsi plutét & un maximum de pseudo-vraisemblance.
Supposons disposer de n excés (Z;)1<i<, par rapport a un seuil u. La pseudo-vraisemblance
de P'observation de cet échantillon relativement & une loi GPD de parameétres 8 = (o, ),

avec v # 0, s’exprime de la maniére suivante :

1 - Zi
Vy e R, ‘C(Zihgign(ga v) = —nlog(o) — (; + 1) Zlog (1 + ’70 ) .
i=1
La recherche de 'optimum revient ainsi a résoudre le probléme d’annulation du gra-
dient & deux inconnues. Si la solution analytique n’est pas calculable, Grimshaw (1993)
remarque cependant que la paramétrisation alternative 8" = (1,~) permet de contenir le
probléme d’optimisation & une dimension. En effet, soit (6,%) un estimateur de pseudo-

vraisemblance annulant les gradients, sa composante 4 s’exprime en fonction de 1 :

{

Q»

(0) = 0,
(7)) =0,
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3Z;

- (3+1)Thos -0
. 7 Z;
—h S log (14 32) + (L +1) 21 Lm =0
%Z?:l log (1 + 7TYZ) =7
[1 + % Z?:l log (1 + %)} [% Z?:l(l - &?)71} = L

Sous cette formulation, on remarque en effet qu’une fois la connaissance de g acquise,
la valeur 4 peut directement étre déduite. Ce résultat est strictement relatif aux estima-
teurs du maximum de vraisemblance, la famille des lois de Pareto généralisées reste en
particulier identifiable. Par ailleurs, ’estimateur par maximum de vraisemblance de v est
invariant aux effets d’échelle sur les données, voir aussi la section 3.4 de Haan et Ferreira
(2006).

1.1.3 Analyse conditionnelle et semi-paramétrique des excés

Les caractéristiques de la queue de distribution d’une variable aléatoire Y, représen-
tant par exemple le cott unidimensionnel d’un sinistre, peuvent dépendre de variables
explicatives X € X C R¢, portant par exemple sur le profil de risque assuré ou encore
sur les circonstances du sinistre et de sa gestion. L’analyse conditionnelle des excées par
rapport aux covariables permet de modéliser ces liens qui nous intéressent. Notre contri-
bution s’appuie ainsi sur une version conditionnelle du résultat d’approximation des excés

d’une distribution appartenant au domaine de Fréchet par une GPD. Notons F(: | X) la
fonction de survie de Y'|X, définie par F(y | X =x) = P(Y >y | X = x).

Hypothése 1.1.5 Pour toutx € X, la distribution conditionnelle de Y|X = x appartient
au domaine d’attraction de Fréchet, autrement dit il existe une fonction ~v* strictement

positive sur X telle que Vx € X, Vy > 0,

F(t -
im ZW %) v, (1.1.1)
t=oo F(t | x)

Corollaire 1.1.6 Si I’hypothése 1.1.5 est vérifiée, alors il existe des fonctions o*(x) et

v¥(x), strictement positives sur X telles que,

lim sup sup |[Fou(2|X = x) = H o+ (00 (x) (2)| = 0.

U=00 xeX 2>0
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Notre contribution repose ainsi sur ce dernier corollaire et fixe donc 'estimation du
couple de fonctions 6*(x) = (0*(x),7*(x)) comme l'objectif de 'analyse conditionnelle de
la queue de distribution Y sachant X. Cette adaptation de la théorie de valeurs extrémes
au cadre conditionnel, permettant d’identifier I’hétérogénéité des queues de distribution

des risques, a déja été proposée en supposant des structures de dépendance différentes :

e une régularité des fonctions o*(x) et v*(x) estimées par la méthode d’estimation

non paramétrique des noyaux applicable pour des covariables absolument continues
(cf. Beirlant & Goegebeur, 2003),

e une régularité des fonctions o*(x) et v*(x) estimées par une méthode d’estimation
par polynémes locaux, applicable pour des covariables absolument continues (cf.
Beirlant & Goegebeur, 2004),

e une régularité des fonctions 0*(x) et v*(x) estimées par une technique d’estimation
reposant sur des polynomes locaux pour les covariables absolument continues, ap-
plicable pour tout type de covariables (cf. Chavez-Demoulin, Embrechts, & Hofert,
2015).

Nous développons de maniére alternative une approche reposant sur les arbres de

régression et adaptée au cadre des valeurs extrémes.
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1.2 Arbres de régression

Dans le cadre de la souscription des risques numériques, la compréhension du lien entre

des caractéristiques du risque et la sinistralité contribuent aux stratégies de souscription.

1.2.1 Données hétérogénes et M-estimation

En statistique, le principe de la régression consiste a estimer un phénomeéne aléatoire
d’intéré le L fi i léatoi és X iel
intérét, par exemple L, en fonction de comportements aléatoires notés X et potentiel-

lement informatifs. Notre propos se focalise plus précisément sur les M-estimateurs.

M-estimateurs [Huber (1964)]
Les M-estimateurs reposent sur I’hypothése d’existence d’une fonction de régression m*
s’exprimant comme ’argument minimum d’un critére déterministe au sein d’un espace
de fonctions M,
m” = arg min Blg(L, m(X))],

ou ¢ est une fonction de perte entre la variable d’intérét L et sa modélisation m(X).

Pour un espace de fonctions M et une fonction de perte ¢, I'objectif d’une analyse
de régression est alors de proposer un estimateur m de la fonction de régression m*. Le
choix préalable de M et de ¢ doit s’adapter au contexte aléatoire (L, X), et aux objectifs

d’apprentissage sur L. En voici quelques exemples :

e sous le contexte d’une espérance finie de la variable d’intérét E[L] < 400, et pour
'espace de fonction M = {m : R — R / E[m(X)? < +oo}, le choix de la perte
quadratique ¢(I, m(x)) = (I — m(x))? implique que la fonction de régression corres-
ponde a lespérance conditionnelle m*(x) = E[L|X = x],

e dans un contexte général et pour l'espace de fonction M = {m : R? — R}, le
choix de la perte quadratique ¢(I,m(x)) = |y — m(x)| implique que la fonction de
régression corresponde a la médiane conditionnelle m*(x) = go5[Y[X = x],

e sous le contexte d’un modéle linéaire homoscédastique et pour I’espace paramétrique
des fonctions linéaires Mg = {ms : R? — R / mg(X) = X}, le choix de la
perte quadratique ¢(y, m(x)) = (I — m(x))? implique que la fonction de régression
corresponde au modele : m* = mg-.

Dans le contexte d’analyse conditionnelle des queues de distribution, modélisées au sein

de la famille paramétrique des lois Pareto généralisées par 'objectif 6*(x), le choix de la
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perte opposée a la pseudo log-vraisemblance L£(o,7), définie & I’équation 1.1.2, implique
que la fonction de régression approche le modéle m* =~ 6*(x). Nous allons nous intéresser

au M-estimateur de 8*(x) construit a partir d’arbres de régression.

1.2.2 Algorithme CART

Une solution de régression est 1’algorithme d’arbre de régression introduit sous 1’acro-
nyme CART pour "Classification and Regression Trees" (cf. Breiman, Friedman, Stone, &
Olshen, 1984). Cet algorithme, codé sous licence publique générale (cf. Terry M. Therneau
& Mayo, 2022), est une nouvelle méthode de construction d’un estimateur de fonction de
régression m. Pour une certaine perte ¢, un arbre de régression est un algorithme de
construction d’'un estimateur m. Cet estimateur est considéré au sein de ’espace général
des fonctions constantes par hypercubes de X C R?%. Ces hypercubes partitionnant 1’es-
pace X peuvent s’interpréter comme des régles de classification de profils, sur chacune
desquelles une prédiction constante est associée. Pour un ensemble d’indicatrices d’hyper-
cubes ou de régles indéxé par S, que nous notons {R;}, s, la fonction de régression m

associée est de la forme :

mS(x) =Y (R Ry(x),

les

avec pour tout | € SR € {R : X — {0;1} / R(X) = lx,<x<x, | POUr Xy et xu
différents éléments de X, Ry(x)Ry(x) = 0 pour I # I', > .o Ri(x) = 1, et m(R;) =
arg min,en >y ¢(Y;, m(x;))Ri(x;). Nous allons précisément utiliser la perte ¢ égale a
I'opposée de la pseudo log-vraisemblance liée & une loi de Pareto généralisée, proposant
une variante a la fonction de perte quadratique. Les variantes des arbres de régression
sont multiples comme le montrent les revues de littérature Loh (2011) et Loh (2014).
Par exemple, une perte liée a la vraisemblance des échantillons par rapport a une famille
paramétrique a été considérée (cf. Su, Wang, & Fan, 2004), et I’algorithme est adaptable
(cf. Therneau & Mayo, 2022).

Le processus d’obtention des hypercubes ou des régles partitionnant ’espace X’ carac-
téristique des arbres de régression se décompose en deux étapes : une phase de "croissance”
de ’arbre aboutissant a une partition de X par K,,,, hypercubes, et une étape d’ "élagage”

consistant & extraire un sous-arbre de K hypercubes.
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1.2.2.1 Phase de "eroissance"”

Le partitionnement de ’espace X en hypercubes est effectué au moyen d’une division
itérative. Chaque étape k consiste a faire évoluer un ensemble de régles R¥ indexé par S*
vers un nouvel ensemble de régles R**! indexé par S¥*! de la maniére suivante :
Initialisation : l'espace X n’est pas encore partitionné et nous disposons d’une seule
régle, St = {1}, et Ry(x) = 1 pour tout x € X. La prédiction non conditionnelle est
alors m(Ry) = argmin,epm > iy ¢(Y;, m(X;)). Nous notons cette estimation d'un arbre
a 1 feuille 6'(x).

Etape K +1 : a partir de 'ensemble des régles obtenues a I'étape K, noté R¥ = {Ri}csr
et correspondant a l’estimateur a K feuilles oK (x), nous recherchons une division optimale

sur tous les hypercubes. Pour tout [ € S* nous réalisons les opérations suivantes :

e si toutes les observations telles que R;(X;) = 1 ont le méme profil x, nous ne créons

pas de nouvelles régles.

e sinon, nous créons deux nouvelles régles R;; et Rj5 de la maniére suivante :

e pour toute composante X ) de X = (XU, . .., X)) nous calculons la meilleure

position de division ) = arg max, ;) ®(R;, %), avec :

®(R, z)) = Z o(Yi, m(Ry)) Ri(X;)

- Z QS(}/M mj—<Xi7 Rl))lxi(j)gx(j)Rl<Xi)
=1

- Z o(Y;, M (X, Rl))lXi(j)>z(j)Rl(Xi)7

=1

et ou

m(R;) = argﬁlj\rz;d)(n,m(Xi))Rl(Xi),
mj-(R) = afgrgg}\l/lZ¢(Yz~,m(Xi))l;{;ngxu)RZ(Xz‘),
=1

my(R) = arngg/I\l/t;gb(Y;am(Xi))]-Xi(j)>x(j)Rl(Xi)'
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e la division optimale 70 est sélectionnée parmi les divisions optimales de cha-

cune des composantes j = arg min; (R, 20)) |

e les nouvelles régles correspondantes sont introduites Ry (x) = Ri(x)1 G .0
et Rp(x) = Ri(x)1,G). .0, et S¥ = S¥ U {i1,12}. Nous notons alors a cette

étape Pestimateur obtenu a K + 1 feuilles 65+ (x)

Arrét de I’itération si aucune nouvelle régle n’a été créée, c’est-a-dire si |S*+1 = |S¥|,

ol |.| est I'opérateur cardinal. Notons alors R¥me= la derniére partition ainsi obtenue.

Dans cette version de ’algorithme CART, toutes les covariables sont continues ou
binaires {0, 1}. Ainsi, pour chaque variable qualitative ayant p modalités avec p > 2, deux
solutions sont envisageables : soit la transformer en p— 1 variables binaires, soit compléter
I’algorithme au niveau des positions de division de R; en introduisant un ordre parmi les
modalités. Par exemple en ordonnant les modalités par rapport aux valeurs moyennes -
ou médianes - des observations Y; associées a chaque modalité. Enfin, 'algorithme peut
étre personnalisé par des hyperparamétres limitant les divisions considérées ou encore la
régle d’arrét. A titre d’illustration, un nombre minimal d’observations dans chaque feuille

peut étre fixé.

1.2.2.2 Phase d’"élagage”

L’étape d’élagage consiste a sélectionner parmi ’ensemble des partitions imbriquées
(R*)

la performance de chaque sous-arbre par son nombre de feuilles :

<K<K obtenues lors de I'algorithme celle qui minimise un critére C,, pénalisant

~

K,=arg min C,(S¥)= ZQS(Y;,mSK(Xi)) + a|S¥|,
i=1

I<SK<Kmax

ou la constante de pénalisation « est choisie a I'aide d’un échantillon de test ou d’une
validation croisée en p—parties. Dans le premier cas, les données sont divisées en deux
parties avant la croissance de l'arbre (un ensemble de données d’apprentissage et un
échantillon de test qui n’est pas utilisé pour le calcul de I'arbre). Dans le second cas,
I’ensemble de données est partitionné aléatoirement en p parties qui servent successivement
d’échantillon d’apprentissage ou de test. Une fois a calibré, nous obtenons la partition

Ka noté m

K

définitive S¥a | et 'estimation du modéle de régression associé m ou m. Nous

notons alors I'estimateur associé a K feuilles 6% (x).
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1.2.3 Données manquantes et importance des variables

La retranscription de l'expérience en une base de données peut générer des données
manquantes ou incomplétes. Le questionnaire de souscription d’un organisme d’assurance
peut par exemple évoluer avec le temps et modifier les informations enregistrées dans
son systéme d’information & chaque souscription. Dans cette situation, la nature ou la
précision des informations de chaque contrat varie sur I’ensemble de la base de données
disponible et on peut parler de données manquantes. Grace a une culture de la donnée,
les porteurs de risques disposent généralement d’un socle de données de qualité issu des
questionnaires de souscription et des formulaires de déclarations de sinistres. Conformé-
ment a la réglementation du secteur, ces données doivent permettre une compréhension
suffisante des risques assurés. La gestion des données manquantes peut toutefois présenter
des intéréts.

L’algorithme CART permet de gérer la présence de données manquantes dans les
variables explicatives X grace au concept de régles de substitution (cf. Breiman et al.,
1984 ; Nicholas J Tierney & Mengersen, 2015). Ces régles de substitution sont par ailleurs
utilisées pour évaluer I'importance des variables, dont 1'objectif est de maniére informelle
de quantifier les contributions de chaque variable explicative a 'apprentissage statistique.

Pour obtenir les régles de substitution, le processus de croissance d'un arbre de régres-

sion est adapté de la maniére suivante :

e apartir de Ry, les meilleures positions de division #) pour chacune des composantes
7 =1,...,d, sont calculées uniquement sur la sous population des observations pour
laquelle les valeurs de la composante X @) sont complétes. Autrement dit la fonction
® est adaptée par o) parcourant uniquement cette sous population. La division
optimale 70 est ensuite sélectionnée parmi les divisions optimales de chacune des
composantes }\ = argmin; é(j)(Rl,j:(j)), définissant les nouvelles régles optimales
(Ri, Ria).

e les régles de substitution sont ensuite introduites et sélectionnées a partir de régles
alternatives (R}, R;,), chacune résultante d'une division sur la composante s €
{1,...,d} \3 Ces régles visent a imiter autant que faire ce peu les régles précédem-
ment établies (R, Rj2). Autrement dit, les divisions optimales ne maximisent plus
1) mais minimisent plutot la fonction d’erreur de classification A définie comme

suit :
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S L (Bn(X0) B (X0) + R(X) B3y (X))
D i L6 nn (B (X5) + Ria(X5)) '
X £NA

A ((thRm)»(prRE)) —

Ensuite, parmi ces couples de régles candidates, ne sont sélectionnés que ceux dont la
performance excéde celle du couple des régles majoritaires dirigeant toutes les observations
manquantes vers la régle la plus abondante entre R;; et Rjs. Plus précisément, les couples
sélectionnés vérifient A7 ((Rll, Ry, (R}, Rf2)> < A} ((Rll, Rp), (R, Rg‘”)) , avec :

(R’lr?aj’ erga]) = (RI(X)7 0) Si Z?Zl 1X(3>¢NAR“( ) > ZZ 1 %#NARZZ(X'L)’

(Rma] Rma]) = (07 RZ(X>> Si ZZ 1 X(])#NARZI( 1) < Z?:l ]'Xg)?éNARlZ(X’L)?

Les observations partielles sont alors allouées aux différentes feuilles R;; et Ry grace
aux régles alternatives. Soit A; ensemble des s € {1,...,d} \3 a 'origine d’une régle de
substitution et notons A} les erreurs associées pour s € Ay, les régles de substitutions sont
utilisées par ordre décroissant de Aj pour allouer les observations partielles. S’il en reste
et & défaut, les régles majoritaires (R);™, Rj3*) sont utilisées.

Enfin, 'importance des variables est une mesure empirique de la contribution de
chaque composante a la réduction de la perte permise par I'arbre de régression. Cette
mesure empirique fait 'objet de plusieurs définitions. Elle peut par exemple s’appuyer
sur I'amélioration de la performance de I'arbre a chaque étape de sa croissance et jus-
qu’a la profondeur sélectionnée k. A chaque étape k + 1, cette amélioration corres-
pond a ®(Ry, :%G)) pour la division principale. La mesure de 'importance des variables
peut également se baser sur les régles de substitution. En particulier, I'importance de
chaque composante s impliquée dans des régles de substitution a I’étape k + 1 est définie
comme une part de 'amélioration de la division principale ®(R;, 7O définie par le poids

= (AF— AP /(1—A). Alors, 'importance des variables est obtenue en normalisant
le vecteur I = (i;)je1,.. a défini par :

K -~ -~
=3 (@(R,, #0)1,_-+ B(R, :@<ﬂ‘>)w;1j€Aj) .
=1
Remarque 1.2.1 Pour calculer l'importance des wvariables, la recherche de toutes les
regles de substitution doit étre effectuée indépendamment de la présence de valeurs man-

quantes. Cet indicateur n’est cependant pas exempt de limites, me reposant pas sur un
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objectif mathématique précis et pouvant induire des biais dans le cas de la présence de
valeurs manquantes (cf. Kim & Loh, 2001).

e Le premier biais concerne la phase de "croissance” de l'arbre de régression et se pré-
sente lorsqu’au sein d’une feuille, les proportions de valeurs manquantes de chaque
variables sont différentes. Comme la performances des regles candidates sont uni-
quement évaluées sur les données completes de chaque variable, alors le nombre de
points sur lesquels la performance est calculée est d’autant plus faible que la pro-

portion de données manquantes pour chaque variable est importante au sein de la
feuille.

e Le second biais concerne les régles de substitution et donc a fortiori l'importance des
variables. Lorsque pour les variables alternatives, les proportions de valeurs man-
quantes en commun avec la variable utilisée par la regle sélectionnée sont différentes,
alors les variables alternatives avec la plus forte proportion de valeurs manquantes
sont davantage pénalisées. A linverse de la performance, erreur de classification
est calculée sur un méme périmetre pour chaque varitable : sur les données compleétes
de la variable utilisée par la régle sélectionnée uniquement. Or, plus une variable a
des valeurs manquantes sur ce périmétre, moins ses chances seront élevées puisque
limitées au périmetre des valeurs complétes en commun avec la variable utilisée pour

la regle sélectionnée.
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1.3 Analyse conditionnelle de la sinistralité numérique

extréme

1.3.1 Résultats mathématiques

Nous supposons observer des réalisations i.i.d. (Y;, X;)1<;<, de méme loi que (Y, X), Y
représentant les cotits des sinistres et X les covariables. Notre objectif est d’estimer 1'hété-
rogénéité des queues de distribution des cotits des sinistres Y en fonction des covariables
X, autrement dit de réaliser 'estimation semi-paramétrique de 8*(x). A cet effet, la mé-
thode que nous proposons consiste en une classification des queues de distribution par
un arbre de régression maximisant la vraisemblance d’une loi Pareto généralisée a chaque
raffinement et dont la profondeur est pénalisée. Nous supposons ’estimation préalable
d’un seuil @ au-dela duquel ’approximation de la partie droite de la distribution par une
loi de Pareto généralisée et la variance d’estimation sont considérées comme satisfaisantes.
Nous supposons que ce seuil @ appartienne & un compact [Umin; Umaz], défini & partir de la
distribution de Y et d’une suite k,, tendant vers 'infini et asymptotiquement négligeable

devant n :
P(Y > umin) - %7
P(Y > Upay) = 22 pour 0 < 7 < 1.

n
L’étude porte alors sur les observations au-dela de ce seuil %, dont le nombre est asymp-
totiquement dominé et approximativement égal & k,,. Les éléments de contexte exhaustif
sont précisés en partie B. L’objectif global de la méthode est d’estimer les parameétres
conditionnels de la GPD théorique 0y(x) par é(x) Nous notons 6*(x) l'estimateur op-
timal sur pseudo données Pareto généralisées. L’objectif de cette partie est de réaliser
une synthése de la performance stochastique de cette procédure, c’est-a-dire de la dis-
tance entre é\(x) et 0*(x) en trois axes. Nous présenterons dans un premier temps nos
objectifs d’évaluation de la performance, en cohérence avec les contraintes d’application.
Nous expliciterons ensuite les principaux résultats obtenus. Nous terminerons cette syn-
thése par un résumé des étapes clés des démonstrations. Nous n’aborderons pas l’erreur

d’approximation entre 0y(x) et 8*(x).

1.3.1.1 Contraintes d’application et définition des objectifs

Notre méthode repose sur approximativement k, données extrémes dont l'identifi-

cation dépend du seuil 4 retenu. Empiriquement, k, est ainsi limité par la taille n de
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I’échantillon initial et par la proportion d’excés %", contrainte par un compromis entre

biais et variance. Nous souhaitons donc controler les déviations du gradient de la pseudo
log-vraisemblance & distance finie, afin d’en déduire des propriétés sur la qualité de I'es-
timation sur un échantillon fini. Nous souhaitons de plus que ce controle soit uniforme
sur le compact des seuils considérés [tn; Umaz] pour prendre en compte l'estimation de
@ & partir des données, @ n’étant pas fixé a priori. Nous pourrons ainsi quantifier la per-
formance de 'estimation et de la pénalisation a échantillon fini, permettant de discuter
I'impact du nombre de classes de risques extrémes. Cependant, I’application des inégalités
de concentration fournissant des bornes exponentielles n’est pas immédiate, ces derniéres
reposant sur des hypothéses de support borné. En effet, les moments exponentiels de la
vraisemblance d’une loi Pareto généralisée et de ses dérivées, utilisés dans chacune des
feuilles, ne sont généralement pas bornés. Or les variables Pareto généralisées ne sont pas
bornées pour v strictement positif et leur queue de distribution potentiellement lourde, ne
permettant d’obtenir des moments finis uniquement jusqu’a l'ordre 1/ exclu, ne permet
pas de considérer des versions tronquées de ces variables comme des approximations satis-
faisantes. L’objectif du résultat souhaité est ainsi d’ajuster des inégalités de concentration

performantes sur ’erreur stochastique, qui plus est uniformément par rapport au seuil u.

1.3.1.2 Performances stochastiques

Nous définissons 'erreur stochastique de ’estimation semi-paramétrique de la loi Pa-

reto généralisée a partir d’une métrique entre deux fonctionnelles 0(x) et 6(x) :

1o6x) ~ 660l = ( [ 1600 - 0’<x>uiodpx<x>)1/2,

avec ||0(x) — O(x)||lso = max (|o(x) — &(x)], |7(x) — F(x)|) et Px la distribution des co-
variables X. Pour un certain seuil u, 'erreur stochastique est étudiée sur deux plans :
d’abord par le théoréme 1.3.1 pour une partition & K feuilles donnée entre 1’estimateur
4G (x) et son objectif “6*K (x) puis par le théoréme 1.3.2 pour un ensemble de sous-arbres

entre l'estimateur sélectionné suite a la pénalisation sur K, noté ugk (x) et son objectif

ufK" (x).
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Théoréme 1.3.1 Sous les conditions précisées au théoréme 1 de [’article B, nous

obtenons l'existence de constantes positives C1, Cy et C3 telles que ¥V t > K (log ky )k, !,

P ( sup 05 (x) — "OK ()2 > t)

Umin SuSumax

Ciknt Cok,t!/? C3K
< 2 — A g — ———, (131
< (exp ( K (log kn)2> + exp ( K'721og ky + k2/2t3/2’ ( )
Nous pouvons notamment magjorer l’espérance de l’erreur stochastique de la maniere

sutvante pour une constante positive Cy.

K'?logk,

P (1.3.2)

1/2
E[ sup HueK<x>—“0*K<x>H%} <
uminSuSUmax

Nous remarquons dans la premiére partie du théoréme 1'obtention d’une inégalité de
concentration uniforme en u dont la borne est en partie exponentielle et en partie poly-
nomiale, chacune étant croissante en fonction du nombre de feuilles K et décroissante en
fonction du nombre approximatif de données k,,. Ce premier résultat peut avoir plusieurs
applications, par exemple I'estimation d’intervalles de confiance. En particulier, la seconde
partie du théoréme met en avant une borne proportionnelle & K/? et asymptotiquement

équivalente a celle d’un estimateur paramétrique k, 2.

Théoréme 1.3.2 Parmi les conditions précisées au théoreme 3 de [’article B, nous
supposons en particulier que la constante de pénalisation du mombre de feuilles A,

veérifie linégalité suivante :
0 < co{log kn }/2k 12 < X <D — 2c0{log (k) } /2K 12,

avec ¢ > 0 et ® = inf,, inf g () AL("0* K (x), ufK" (x)).
Sous ’ensemble des conditions, nous obtenons pour les constantes positives Cq,
Cy et C3 du théoreme 1.3.1 les majorations suivantes des probabilités de retenir un

sous-arbre avec un nombre de feuilles erroné,
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VK > K*(u), P(K(u) = K) < 2exp <

f2exp (_Cﬂmlfég—kf*(u))))

Ok V(K — K*(w))?
log k2

Cs
T35
kPN (K — K (u))3

Y

~

VK < K*(u), P(K(u) = K) < 4exp(

Ok — A (u) - K>}2)

(log kn)?
Cokpn{® — M K*(u) — K)}
+4 exp (— log )
203

+ 5/2 ’
ko {D — A(K*(u) — K)}®

Nous pouvons notamment magjorer [’espérance de l’erreur stochastique de la ma-

niere suivante pour une constante positive Cs dépendante de “0%" (x).

12 CY2 K (u)' 2 log K,

B (16560 — 0" o] < o

Nous remarquons dans la premiére partie du théoréme 'obtention d’inégalités de
concentration sur les probabilités de sélectionner un sous-arbre erroné, dont les bornes
sont en partie exponentielle et en partie polynomiale, comme pour le théoréme précédent.
Les bornes sont décroissantes en fonction du nombre approximatif de données k,, et égale-
ment de I’écart par rapport au nombre de feuilles cible |K — K*(u)|. La seconde partie du
théoréme est un résultat oracle montrant que la sélection du sous-arbre a K feuilles, sans
la connaissance du nombre de feuilles optimal K*(u), ne dégrade pas l'ordre de grandeur

de la performance.

Remarque 1.3.3 Les constantes mentionnées reprennent les notations de la contribu-
tion mais ne correspondent pas exactement, afin de proposer un résultat simplifié tout en

maintenant une interprétation cohérente.
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1.3.1.3 Etapes principales de la démonstration

Les résultats reposent globalement sur la proximité entre des sommes empiriques de
fonctions d’exces i.i.d. et de leurs espérances. Notons ainsi D, la fonction qui a toute

fonction v associe cette différence :

Du) = 1 S (X Ly — B
" i=1

" i=1

Pour un nombre de feuilles K fixé, le résultat repose plus précisément sur la proxi-
mité des dérivées empiriques et espérées de la fonction de vraisemblance, par rapport
aux parameétres d’échelle et de forme, afin de garantir la qualité des estimations locales
par optimisation. Nous cherchons ainsi des inégalités de concentration sur les quantités

suivantes :

p, (=500 . p, (200

Pour la sélection du sous-arbre a K feuilles, le résultat repose plutdt sur la proximité
des variations empiriques et espérées de la vraisemblance globale par rapport au nombre
de feuilles. Cela permet de garantir la sélection du nombre de feuilles attendu K*(u). Nous

cherchons ainsi des inégalités de concentration sur les quantités suivantes :

Or, nous pouvons majorer uniformément les fonctions d,¢(+ — u, 0) et 0,¢(+ — u, 0)
par ®(+) = log(1 + w-), & une constante multiplicative prés et avec w = Ymax/Omin. Par
ailleurs ¢(- — u, @) est bornée par logo, + ®(+) = O(log(k,)) + ®(-). Nous allons ainsi

nous concentrer sur D, (¢), que nous analysons en deux parties :

Dy(¢) = Du(é()1o(y<m,) + Du(0(+)1ao)>n, ) avec M, = Blogk, pour § > 0.

e pour le premier terme, nous obtenons une inégalité exponentielle uniforme sur u en

combinant deux inégalités (Talagrand, 1994) et (Einmahl, Mason, et al., 2005),

e pour le second terme, nous obtenons une inégalité polynomiale en supposant 1’exis-

tence d’'un moment exponentiel pour ®(Y’) et en appliquant l'inégalité de Markov.

Cette derniére hypothése est vérifiée pour des variables dans le domaine de Fréchet,

®(Y) étant asymptotiquement équivalent a log(Y'). Or, Y admet des moments finis pour
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des ordres strictement inférieurs a 1/v. En revanche, les constantes intervenant dans les
majorations seront d’autant plus élevées que l'ordre de ce moment exponentiel fini est
faible. Il est a noter que, outre des hypothéses classiques sur la convergence du maximum
de vraisemblance, et des hypothéses naturelles pour contréler le nombre minimal d’obser-

vations par feuille, les hypothéses d’obtention de ce résultat sont relativement minimales.

1.3.2 Analyse empirique des performances

Les résultats théoriques sur les arbres de régression étant conditionnés a la qua-
lité des partitions successives des sous-arbres, nous analysons la pertinence des parti-
tions de maniére empirique. Pour ce faire, nous considérons 3 covariables qualitatives
X = {Xj, X, X3} avec chacune 4 valeurs {a, b, c,d}. Nous supposons de plus un modéle
d’arbre GPD & 3 feuilles résultant de divisions effectuées sur les deux premiéres cova-
riables { X1, X}, la troisiéme covariable n’influengant pas le comportement de la variable

d’intérét Y. Cet arbre est illustré dans la figure 1.1 et se caractérise de la maniére suivante :

Y ~GPD (0(X); (X)), avec
XCXCRY avecd=3,X = {a,b,c,d}® et
o(X) = o1l x,eqcay + 02l x capy Lxoetedy T 031 x cfapy Lxoefap) €t
Y(X) = nlx cfear + Velx cfapny Lxocfed + 131 xiefab} Lxocian) avec
(01,02, 03) €]0;+00[* et (11,72, 73) € R’

Nous simulons un échantillon de données distribuées suivant ce modele d’arbre GPD.
Plus précisément, nous réalisons un tirage déterministe de X en imposant un nombre égal
d’observations dans chaque cube {i,j, k} avec (i,j,k) € {a,b,c,d}® et un nombre égal
d’observations dans chaque feuille. Cette condition impose que le nombre de simulations
n soit un multiple de 96. Nous simulons ensuite le tirage conditionnel de Y.

La qualité du processus d’estimation du modéle théorique est mesuré par les erreurs

d’estimation des parameétres mais également par la pertinence de ’estimation de la struc-

ture de ’arbre. Nous considérons plus précisément les indicateurs suivants :
e l'erreur quadratique moyenne de I'estimation de ¢ par &,
e l'erreur quadratique moyenne de I’estimation de 7 par 74,
e la distance L, moyenne entre 'importance des variables estimée et celle qui serait

issue de ’arbre modéle,
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FIGURE 1.1 — [lustration du modéle d’arbre GPD

e le nombre de feuilles de ’arbre élagué,

e le nombre de séparations parfaitement estimées.

Nous proposons trois expériences afin d’analyser les propriétés asymptotiques des
arbres GPD, l'influence de I'hétérogénéité des paramétres de forme (71, 72,73), et enfin
Iinfluence de leur moyenne. L’étape d’élagage de 'arbre GPD est réalisée au moyen d’une
validation croisée et les configurations considérées pour chacune des trois expériences sont

les suivantes :
e Pour un nombre croissant de simulations n € (96,384, 768, 1536, 3072, 6144), nous
fixons les paramétres des GPD a (01, 09,03) = (71,72, 73) = (0.5,1,1.5).

e Pour un nombre de simulations égal a 3072, nous fixons les paramétres d’échelle a
(01,09,03) = (0.5,1,1.5) et considérons six triplés de paramétres de forme (71, y2,73)

centrés autour de 1 et aux étendues croissantes :

e (0.9375,1,1.0625), soit une étendue de 0.125,

0.875,1,1.125), soit une étendue de 0.25,

0.75,1,1.25), soit une étendue de 0.5,

(

(

(0.5,1,1.5), soit une étendue de 1,
(0.25,1,1.75), soit une étendue de 1.5,
(

0,1,2), soit une étendue de 2.
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e Pour un nombre de simulations égal a 3072, nous fixons les paramétres d’échelle a
(01,09,03) = (0.5,1,1.5) et considérons six triplés de paramétres de forme (71, Y2, y3)
aux étendues égales a 1 et centrés autour d’'une moyenne croissante :

e (—1,-0.5,0), soit une moyenne de 0.125,
0.5,0,0.5), soit une moyenne de 0.25,

0.5,1,1.5), soit une moyenne de 1,

(—
(0,0.5,1), soit une moyenne de 0.5,
(
(1,

1,1.5,2), soit une moyenne de 1.5,

(1.5,2,2.5), soit une moyenne de 2

Pour chacune de ces expériences, nous réalisons 200 tirages sur lesquels les indicateurs
de performance sont évalués. L’amélioration de la précision des parameétres et des parti-
tions estimés au fur et & mesure de 'augmentation du nombre de simulations est illustrée
en figure 1.2. Pour n € (96, 384), la majorité des arbres estimés ne sont pas suffisamment
ramifiés mais captent globalement une partie de la structure. Lorsque le nombre de simu-
lations augmente, les structures des arbres estimés tendent vers la structure réelle et les
performances s’améliorent. Notons cependant une tendance asymptotique a sélectionner
une partition trop granulaire, invitant a un rehaussement de la constante de pénalisation.
Les résultats de la seconde expérience illustrent en figure 1.3 'amélioration de la préci-
sion des parameétres et des partitions estimées avec 'augmentation de I’hétérogénéité des
comportements extrémes, tout chose égale par ailleurs. Enfin, les résultats de la troisiéme
expérience mettent en avant en figure 1.4 des performances optimales pour des parameétres
de forme compris entre 0 et 1. Les paramétres de forme strictement inférieurs a —% sont
associés a des performances dégradées et instables. Cette observation est cohérente avec
les contraintes de I'estimation d’'une GPD par maximum de vraisemblance, dont les pro-
priétés asymptotiques ne sont vérifiées que pour des valeurs strictement supérieures a —;
(Haan & Ferreira, 2006). Enfin, dans une moindre proportion, ’augmentation des para-
meétres a partir de 1 semblent légérement dégrader les prédictions des paramétres et de

structure.

1.3.3 Application aux événements de failles de données

1.3.3.1 Base de données Privacy Right Clearinghouse

La Privacy Rights Clearinghouse (PRC) est une organisation américaine a but non

lucratif dont 'objectif est de contribuer a la protection des données personnelles des amé-
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ricains, notamment par des actions de sensibilisation. Cette association méne en particulier
une veille des failles de données, sur la base des déclarations aux institutions gouverne-
mentales, des révélations médiatiques ou des identifications ciblées. De cette facon, elle
maintient & jour une base libre d’accés. Les variables disponibles sont explicitées en Table
1.1. La sévérité de chaque faille peut étre estimée a partir du nombre de profils dont les
données ont fuité. Les étendues des impacts en fonction des covariables sont significati-
vement différentes. La figure 1.5 souligne par exemple que les événements relayés par les

médias sont de plus grande ampleur.

TABLE 1.1 — Liste des variables de la base de données Privacy Right Clearinghouse

Type de donnée Variable

o Secteur d’activité
Données d’exposition )
Secteur géographique

Source d’information

Date de I’événement
Données d’événement )
Type de la faille

Nombre de profils impactés

13

D

172

S w0

x

o ?

» 10

e

Q

E 10

Q

o 5

) 10

o

g 10*

§ 10° < >
10% r
10’
10°

- » US GA: US GA:
Meédia Assodations -t jeral HIPAA State

FIGURE 1.5 — Hétérogénéité des ampleurs des failles de données en fonction de la source

d’information.

Nous avons d’abord estimé le cotit d'une faille de données a partir de son ampleur

en suivant des approximations suggérées par Jacobs (2014). Puis, sur ces coiits et ces
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covariables, nous avons d'une part estimé une loi Pareto généralisée et d’autre part implé-
menté la méthode GP CART. Sur I’ensemble des données, nous obtenons l'intervalle de
confiance a 95% suivant pour le paramétre de forme : [0, 94; 1, 13]. Globalement, le phéno-
meéne semble donc trés volatile, et la caractéristique d’une espérance finie ne semble pas
garantie. La méthode GP CART permet de distinguer trois types d’événements comme
le montre la Figure 1.6. Les secteurs d’activités de la santé, de I’éducation et des organi-
sations a but non lucratif sont ainsi associés a la queue de distribution la plus faible, avec
pour le paramétre de forme l'intervalle de confiance & 95% suivant : [0, 66;0,98]. Pour
autant, la variance du phénomeéne sous-jacent semble ainsi infinie. Les événements relayés
par les médias sont a contrario associés a la queue de distribution la plus lourde avec un
parameétre de forme compris a 95% dans U'intervalle [1, 16; 1, 98] et une espérance infinie.
Cette application sur des données publiques motive ainsi la pertinence de la méthode GP

CART dans le cadre des stratégies de souscription des risques numériques.

Type of organization
Banking and Insurance

Business (Other)
Retail (including online)
Government

Healthcare
Education
Nonprofit organization

Source

US GA: State .
USA GA: Federal - HIPAA
Nonprofit organization Media

1.43 [1.21;1.64] 1.72 [1.41;2.04] 3.26 [2.62;3.91]
0.82 [0.66;0.98] 0.91 [0.69;1.12] 1.57 [1.16;1.98]

52% 30% 18%

FIGURE 1.6 — Arbre GPD estimé et élagué sur les données d’ampleur des failles de don-

nées.

Afin de compléter ces développements relatifs & un portefeuille de prospects ou de
clients de produits d’assurance des risques numériques, nous proposons des contributions
relatives a la valorisation d’un portefeuille de sinistres numériques, objectif principal du
processus opérationnel de provisionnement. Nous considérons deux contraintes a cet exer-
cice : la présence de sinistres ouverts au sein du portefeuille générant des données parcel-
laires d’une part, et la multiplicité des garanties potentiellement impactées par un sinistre

d’autre part. Avant de présenter nos contributions au chapitre 2.3, nous introduisons la
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gestion statistique des données censurées au chapitre 2.1 et la gestion statistique des

données multidimensionnelles au chapitre 2.2.
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2.1 Données censurées

2.1.1 Introduction

Les organismes d’assurances sont tenus de disposer de données d’une qualité suffisante
pour apprécier les risques couverts. Cependant, certaines données quantitatives peuvent
étre incomplétes lorsque la fenétre d’observation est limitée. Plus précisément, nous par-
lons de donnée censurée si la donnée enregistrée correspond par défaut a I'une des bornes
de la fenétre d’observation, et de donnée tronquée si la donnée n’est pas enregistrée en
dehors de la fenétre d’observation. Voici quelques exemples d’informations incomplétes et

généralement présentes dans les bases de données des organismes d’assurance.

e le délai de traitement d’un sinistre, défini comme la durée entre la date d’ouverture
et de cloture de son dossier, est connu si son dossier est clos. Sinon, le délai n’est

que minoré. Dans ce dernier cas, le délai de traitement est dit censuré a droite,

e le cotit brut d’un sinistre clos peut étre une donnée incompléte. Par exemple, lorsque
le préjudice est inférieur a la franchise, le sinistre n’est pas forcément déclaré ou
encore indemnisé. Cette donnée est dite tronquée a gauche. A l'inverse, lorsque le
dossier a dépassé une limite de garantie, le cotit brut est minoré par le montant des

paiements a ce titre, et en particulier censuré a droite.

e le cotut brut d'un sinistre ouvert est minoré par le montant des paiements déja

effectués a ce titre, et en particulier censuré & droite.

Nous focalisons notre propos sur la problématique du phénomeéne de censure a droite.
Notre contribution concerne en particulier les exemples cités en premier et en dernier.
Dans ces deux cas de figure, la censure est liée a une durée, celle du délai de traitement
d’un sinistre. L’observation d’une durée nécessitant par définition une certaine attente, son
étude a par conséquent contribué au développement de la compréhension mathématique

du phénoméne de censure a droite.

Censure a droite : notations
Introduisons les notations mathématiques liées a la gestion de la censure a droite dans

I’application au provisionnement des sinistres numériques.
e T : le délai de traitement d’un sinistre, inconnu pour les dossiers ouverts,

e (' : la censure de T, supposée connue dans notre application puisque générée

par la date de derniére actualisation des données. La censure minore 1" pour les
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sinistres ouverts et la majore pour les sinistres clos,

e Y : le délai observé de traitement d’un sinistre, complet pour les sinistres clos et

censuré a droite pour les sinistres ouverts, plus précisément :
Y = min(7, C),

e ¢ : l'indicatrice de cloture d’un sinistre, illustrant I'observation de la durée T, &

SavoIr :

= ]l{y:T}.

Notons F¥X les fonctions de répartition de chaque variable aléatoire notée X, par
exemple FT pour la fonction de répartition de 7. Dans le cadre d’une censure a droite,
nous étudierons en particulier les fonctions de survie de chaque variable aléatoire, notées
SX et définies par S¥ : x — P(X > z) = 1 — FX(z). A partir des données disponibles
(T3, Ci, Yi, 6:)1<i<n, la prise en compte du phénomeéne de censure permet de palier les

éventuels biais, tels que :

e l'estimation de ST uniquement a partir des données observées (Y;)1<i<,,. Dans ce cas,
on s’appuie par nature sur des données sous-estimant le phénomeéne et induisant un

biais en ce sens,

e Pestimation de ST uniquement & partir des données complétes (75){1<i<n/s,=1}- Dans
ce cas, on néglige les données censurées, dont la distribution peut étre différente de

celle des données complétes, induisant un biais relatif a ces différences.

Afin de modéliser la distribution de 7', nous introduisons I’estimateur de Kaplan-Meier
au paragraphe 2.1.2 en présentant quelques résultats fondamentaux. Une vision davantage

élaborée est proposée par Lopez (2007).

2.1.2 Estimateur de Kaplan-Meier

Edward Lynn Kaplan et Paul Meier introduisent un estimateur pertinent de la fonction
de survie ST prenant en compte ’ensemble des informations disponibles (T}, C;, Y;, 6;)1<i<n-
Nous rappelons ci-dessous sa définition initiale (cf. Kaplan & Meier, 1958) et dans un

second temps sa représentation en somme de variables pondérées, introduite par Stute
(1995) :
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=T (- s5)

Yi<y
ST (y) = i Winlly,<y avec Wi, = ACL,
i=1 nSe(Y;")

avec SC lestimateur empirique de la fonction de survie de C'. La seconde représenta-
tion met en lumiére un estimateur S7 constant par morceaux, dont les sauts sont localisés
aux données complétes (7;){1<i<n/s,=13- Toutefois, a la différence de la fonction de répar-
tition empirique des données complétes, les sauts ne sont pas unitaires mais sont d’autant
plus faibles que les censures supérieures a la position du saut sont nombreuses. Cette pro-
cédure de pondération est présentée par Van der Laan et Robins (2003) et les poids sont
notamment discutés par Satten et Datta (2001). L’estimateur de Kaplan-Meier rééquilibre
donc I'importance des données complétes en accentuant d’autant plus leur poids qu’elles
ont réussi & dépasser la censure. Autrement dit, 'estimateur de Kaplan Meier peut s’ob-
tenir en calculant la fonction de survie empirique sur une base de données contenant les
données complétes et habilement dupliquées. Notre propos s’appuie sur la seconde repré-
sentation de l'estimateur de Kaplan-Meier mettant en avant cette pondération. Dans le
cas général, pour lequel la censure n’est pas forcément observée, cette représentation est
en réalité indirecte puisque les poids Win reposent sur une estimation de SC par l'estima-
teur de Kaplan-Meier, (Stute & Wang, 1993) proposant une expression équivalente. Dans
le cas particulier considéré d’une censure complétement observée, les poids W, sont plus
simples. Pour autant, les résultats théoriques synthétisés ci-dessous sont vérifiés dans le

cas général. Pour ce faire, nous émettons tout d’abord trois hypothéses.

Hypothése 2.1.1

La limite droite du support de T est inférieure a celle du support de C'.
inf{y € R/S(y) = 0} < inf{y € R/ST(y) = 0}.

Hypothése 2.1.2
La probabilité que T soit égale a C' est nulle, P(T = C') = 0.

Hypothése 2.1.3

La durée T et la censure C' sont des variables aléatoires indépendantes.

Les hypothéses ci-dessous peuvent étre interprétées comme suit. La premiére hypothése

est nécessaire pour garantir une information parcellaire mais possible de T sur tout son
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support. La seconde, plus technique, implique que la permutation entre T" et C', la premiére
considérée comme la censure et la seconde comme la durée, induit des censures b inverseés,
c’est-a-dire Sl = 1—0;. Cette flexibilité est essentielle a la construction de 'estimateur ST,
comme expliqué par (Fleming & Harrington, 2011). La derniére, également technique, est

nécessaire a l'obtention des propriétés attendues d’un estimateur.

Théoréme 2.1.4 (Théoréme 1.1 de (Stute & Wang, 1993))
Soit ¢ une fonction. Si les hypotheses 2.1.1, 2.1.2 et 2.1.3 sont vérifiées, alors

5
lim nWind( nW, =E[p(Y)], avec W}, = ————.
lim 2 e Z 6(Y) e
Ce résultat, assimilable & un résultat de type loi des grands nombres, permet de valider

la pertinence asymptotique des estimateurs empiriques reposant sur les poids estimés Wm

Théoréme 2.1.5 (Théoréme de (Akritas, 2000))
Soit ¢ une fonction. Si les hypotheses 2.1.1, 2.1.2 et 2.1.3 sont vérifiées et si ¢ vérifie la

condition suivante :
o(T)?
S(T)

alors nous obtenons une décomposition en sommes i.i.d de [’expression pondérée :

Y

ZWH@ Z Z& ¢)+op(n”"/%), avec E[gi(9)] = 0.

Ce résultat permet notamment d’obtenir des résultats de type central limite (Stute,
1995) et peut également étre étendu & un cadre de régression (Stute, 1999). Dans le
cadre de données censurées, nous estimerons ainsi les espérances fonctionnelles ou les
intégrales par rapport a la mesure de T grace a des moyennes empiriques des observations
Y; pondérées selon 'estimateur de Kaplan-Meier Z?:l ngb(Yz) Ces fonctionnelles vont
dépendre des objets statistiques introduits par la suite et permette la modélisation de

cotits multidimensionnels : les copules.
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2.2 Introduction aux copules

2.2.1 Introduction

Les produits d’assurance relatifs aux risques numériques regroupent une pluralité de
garanties afin de palier les multiples conséquences générées par un sinistre. L’assistance, la
perte d’exploitation, les dommages aux biens et la responsabilité civile en sont quelques
exemples et peuvent intervenir de concert a la suite d’'un méme sinistre. Au sein d’un
organisme d’assurance, 1’observation d’un sinistre peut étre synthétisée par les pertes
LW, ... L@ de chacune des d garanties relatives aux risques numériques, créant ainsi des
données multidimensionnelles. De maniére alternative, la perte globale L, = Z?Zl LW
peut synthétiser 'information de maniére unidimensionnelle.

La premiére approche permet d’analyser les garanties une a une, par exemple pour
déterminer des conditions contractuelles adaptées, ou encore pour étudier les interactions
entre chaque garantie afin d’anticiper les typologies des dossiers de sinistres encore ou-
verts. Dans le cadre du provisionnement des sinistres numériques, 1'utilisation de données
multidimensionnelles peut servir & comprendre le cotit d’un sinistre pouvant s’exprimer

comme la résultante de plusieurs coftits, associés a chacune des garanties impactées.

Copule
Une copule en dimension d est une fonction de répartition sur [0, 1]¢ avec des marginales

uniformes sur [0, 1].

Inverse généralisée
Si F' une fonction de répartition, nous pouvons définir son inverse généralisée & gauche,

notée F=1_ de la maniére suivante :

FY () =inf {y : F(y) > u}.

Les théorémes de (Sklar, 1959) permettent de décomposer 1’étude de la distribution
d’une variable multidimensionnelle, en montrant que la loi jointe F' du vecteur aléatoire
LM, ... L se caractérise par deux composantes complémentaires

e les lois marginales F( .. F(@)

e une structure de dépendance entre les marginales, appelée copule. Indépendante

des lois marginales, elle repose notamment sur la loi jointe de F(L) dont chaque

composante est une variable aléatoire uniforme.
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Théoréme 2.2.1 (Proposition 5.2 de (Embrechts, Riidiger, & Mcneil, 2015))
Soient U et Y deux variables aléatoires réelles.
o Si U suit une loi uniforme sur [0;1], c’est-a-dire U ~ Ujp.1], alors FY(U) suit la
loi définie par F, c’est-a-dire que P(FCY(U) < y) = F(y)
e SiY suit la loi définie par F' et que F' est continue, alors F(Y') suit une loi uniforme
sur [0;1], c’est-a-dire F(Y') ~ Ujp,1).
Hypothése 2.2.2 (Condition d’unicité de la copule)
Soit L un vecteur aléatoire de dimension d avec des marginales associées L™V, ... L@,
Supposons chacune des variables aléatoires marginales LW, ..., L9 absolument continue

sur son support.

Théoréme 2.2.3 (Théoréme de Sklar (1959))
Soit F' une fonction de répartition d’un vecteur aléatoire de dimension d avec des margi-
nales associces FV ... F9_ Alors, (cf. Embrechts et al., 2015 ; Schweizer & Sklar, 1983)

il existe une copule telle que :

Vi= (W, 19 e R FAW, . 19D = ¢(FOAW), . FDIDY),
o, F(IW .. 1Dy = P(LM < (W L@ < (@) pE(R) = P(LE < [F) et on

la fonction €, appelée copule, est une fonction de répartition d’un vecteur aléatoire de
dimension d, dont les marginales sont uniformes sur [0, 1].

Par ailleurs, lorsque 'hypothése 2.2.2 est vérifiée, la copule € est unique et vérifie
Vu= (u,..., uqg) €[0;1]¢ :

Clur, ... ug) = F <F1(_1)(u), . F;—”(u)) .

Autrement dit, la connaissance des lois des marginales L™, ..., L@ et d’une copule
associée € permet de déterminer la loi du vecteur L. Par ailleurs, la connaissance de la
loi de LL et des marginales permet de déterminer une copule associée €.

Le théoréeme de Sklar (1959) met ainsi en évidence lexistence d'une structure de
dépendance au sein de toute loi jointe, indépendante des lois marginales. La copule permet
par exemple de quantifier la probabilité d’observer simultanément des marginales avec
un niveau de quantile différent, ou au contraire, proche d'un méme niveau de quantile.
La dépendance est d’autant plus forte que 'une de ces probabilités est forte, avec des
complémentarités dans le premier cas et des analogies dans le second cas. Le théoréeme de

Fréchet (1960) permet de délimiter ces comportements singuliers.
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Théoréme 2.2.4 (Théoréme de Fréchet (1960))
Une copule & d dimensions € : [0,1]% — [0,1] satisfait les inégalités suivantes (cf. Nelsen,
2007) :

Yu = (uq,...,uq) € [0;1]%, W(u) < €¢(u) < M(u),

d
avec W(u) = max (Z w —d+1; 0) et M(u) = min(ug;...;uq).
i=1

Ce théoréme précise ainsi les limites de 'espace des copules. La borne inférieure W,
ne pouvant étre atteinte uniquement pour d = 2, caractérise une structure de dépendance
complémentaire appelée anti-comonotone. A l'inverse, la borne supérieure M, toujours
atteignable, caractérise une structure de dépendance analogue, appelée comonotone. Au
sein de cet espace, un cas particulier de copule est celui de la copule Il caractérisant

I'indépendance, définie de la maniére suivante :

d
H:u:(ul,...,ud)e[O;l]dHHui.

=1

2.2.2 Indicateurs de dépendances bidimensionnelles

Considérons un couple de variables aléatoires L = (L™, L®), chacune étant respec-
tivement définie par les fonctions de répartition F( et F®). Nous introduisons deux
indicateurs permettant de synthétiser I'information de la copule € associée a la structure
de dépendance de L : le tau de Kendall et le rho de Spearman. Ces deux indicateurs s’ap-
puient sur les probabilités contraires de concordance et de discordance que nous présentons
au préalable.

Soient Ly = (Lgl), L§2)) et Ly = (Lgl), Lg)) deux vecteurs aléatoires bidimensionnels.
La notion de concordance entre deux variables bidimensionnelles est définie comme la
possibilité d’ordonner strictement L; et Ly. Dans ce cas, on observe deux réalisations dif-
férentes mais dont les écarts relatifs de chacune des composantes sont non nuls et du méme
signe, permettant de les ordonner strictement. La concordance est ainsi vérifiée lorsque
Vj € {1:2}, nous observons soit (LY > Léj)) soit (ng) < ng)). Des lors, la probabilité
de concordance se définit comme la probabilité que Vj € {1;2}, les (ng ) — ng )) soient
non nuls et du méme signe, ou de maniére équivalente que leur produit soit strictement

positif. De méme, la probabilité de discordance entre deux variables bidimensionnelles
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se définit comme la probabilité que Vj € {1;2}, les (ng ) — ng )) soient non nuls et de
signes opposés, ou de maniére équivalente que leur produit soit strictement négatif. Dans
ce cas, on observe deux réalisations différentes mais dont les écarts relatifs de chacune
des composantes sont non nuls et de signes opposés, aux antipodes de la concordance.
Dans le cas de marginales continues, la concordance est I’événement complémentaire de

la discordance, I'égalité étant presque stirement impossible. Ce concept étant introduit,

nous présentons successivement le tau de Kendall et le rho de Spearman.

Tau de Kendall
Le tau de Kendall de L = (LM, L®), noté 7(LM, L), repose sur deux vecteurs
aléatoires L et Ly i.i.d de méme loi que L. Dés lors, il se définit comme la différence
entre la probabilité de concordance et celle de discordance des vecteurs aléatoires L et

Ls, comme suit :
2 _ ) 2 _ )
(L) =P ((H LY - Lg)) > 0) ~P ((H LY - Lé”) < 0) .
j=1 Jj=1

Rho de Spearman
Le rho de Spearman de L, noté p(Lgl), L§2)), repose sur L; de méme loi que L et sur
le vecteur indépendant Lorr dont les marginales sont identiques a celles de L mais dont
la structure de dépendance est une structure d’indépendance. Autrement dit, Loy est

caractérisé par la fonction de répartition Fopp suivante :
For (1, l(2)) = ¢y (F(l)(l(l)),F(2)<l(2))) — F(l)(l(l)) % F(2)<l(2)).

Le rho de Spearman est alors défini comme le triple de la différence entre la probabilité

de concordance et celle de discordance des vecteurs aléatoires L; et Lop, comme suit :

p(L) =3 [}P((ﬁL?)—L;{;) >o> ~P ((ﬁL@ —L%) <0)] .

Par définition, le tau de Kendall et le rho de Spearman sont compris entre -1 et

1. Le tau de Kendall et le rho de Spearman étant des indicateurs de la structure de
dépendance de L, ils sont caractérisés par la copule €y,. Les théorémes suivants précisent

leurs formulations analytiques en fonction de la copule.
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Théoréme 2.2.5 (Yanagimoto et Okamoto (1969))
Soient (U, V') deuz variables aléatoires uniformes associées par la copule €y,. Supposons

I’hypothése 2.2.2 vérifiée pour F la fonction de répartition du vecteur aléatoire L. Alors :
7(L) =4 Cr(u,v)d€(u,v) — 1 =4E[€L(U, V)] — 1
[0;1]2

Théoréme 2.2.6 (Yanagimoto et Okamoto (1969))
Soient (U, V') deux variables aléatoires uniformes associées par la copule €y,. Supposons

Uhypothése 2.2.2 vérifiée pour F' la fonction de répartition du vecteur aléatoire L. Alors :

EUV]—-1/4 E[UV]-E[U]E[V]

/12 NUVV]

Nous remarquons ainsi que, lorsque ’hypothése 2.2.2 est vérifiée, le rho de Spearman de

p(L) = 12/ wvdCp,(u,v) —3 = 12E[UV] — 3 =
[0;1]2

L correspond au coefficient de corrélation entre les marginales F(V =1 (L) et FR)=1(L2)),
Autrement dit, pour deux variables aléatoires uniformes, le rho de Spearman est égal au
coefficient de corrélation. En revanche, de maniére générale, le coefficient de corrélation
ne peut s’exprimer uniquement en fonction de la structure de dépendance mais également
en fonction des marginales. Par ailleurs, dans le cas particulier d’une structure d’indépen-
dance, le tau de Kendall et le rho de Spearman sont égaux au coefficient de corrélation et
nuls. La réciproque n’est toutefois pas vérifiée. Par contre, pour les bornes de Fréchet uni-
quement, ces coefficients caractérisent la structure de dépendance (cf. Embrechts, McNeil,
& Straumann, 2002) :

e la structure de dépendance de L est anti-comonotone si et seulement si 7(L) = —1,

ou de maniére équivalente si p(L) = —1,

e la structure de dépendance de L est comonotone si et seulement si 7(L) = 1, ou de

maniére équivalente si p(L) = 1.

Enfin, dans le cadre de I’étude d’événements extrémes, la dépendance bi-dimensionnelle
aux limites, inférieures et supérieures, des supports des marginales permet de synthétiser

la structure de dépendance lors d’événements extrémes.

Indicateurs de dépendance extréme
Les indicateurs de dépendance extréme \j, et Ay se définissent plus précisément comme
les limites suivantes, sous condition d’existence, et peuvent par ailleurs s’exprimer en

fonction de la structure de dépendance.
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Théoréme 2.2.7 ( Théoréme 5.4.2 de Nelsen (2007))
Supposons Uhypothése 2.2.2 vérifiée pour F' la fonction de répartition du vecteur aléatoire
L. Supposons la premiére (respectivement la seconde) limite ci-dessus existe, alors nous

avons respectivement :

A(L) = lim G )
o&o 04
]_ _
Mo(L) = 2 — fign 2%l @)
aS1 -«

2.2.3 Exemples de familles de copules

Les structures de dépendance forment donc un trés vaste espace, d’autant plus vaste
que le nombre de marginales est élevé. En pratique, il est ainsi intéressant de se res-
treindre a des classes de structures de dépendances plus singuliéres. La classe des copules

Archimédienne que nous introduisons en est un exemple.

Théoréme 2.2.8 (Théoréme 2.2 de McNeil et Neslehova (2009))

Soit € une fonction définie de la maniére suivante par une fonction ® appelée générateur.

d
Cop:urs O (Z <I>(ui)> .
i=1
Co est une copule de dimension d si et seulement si son générateur ® est une fonction

d—monotone sur [0;+o00l, ¢’est-a-dire dérivable (d — 2) fois et vérifiant Vx € [0; +00[ :

(=1) o™ (2) >0, pour 0 <k <d—2,

et (—1)4720=2 decroissante et convexe sur [0; 4+00|.

L’espace des copules Archimédiennes est ainsi défini par l’ensemble des générateurs ®

d—monotone sur [0; +00].
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La classe des copules Archimédiennes regroupe notamment trois sous familles para-

métriques de copules particuliéres qui illustrent des dépendances localisées dans [0;1]¢ :
-1

Clayton (1978) : ®(z) = 7

, pour 6 € [—1;0[U]0; 400/,

|

Frank (1979) : ®(z) = —log —e 7 Pow 6 € R,
o b _

Gumbel (1960) : ®(x) = (—log(x))® pour 6 > 1.

Les indicateurs de dépendance bidimensionnelle précédemment introduits et dont
on connait une écriture analytique pour ces trois familles de copules sont détaillés ci-

dessous. La famille de Clayton se démarque par une dépendance marquée au voisinage

de 0 = (0,...,0), la famille de Frank par une dépendance centrale au voisinage de 0.5 =
(0.5,...,0.5), et Gumbel, avec une dépendance marquée au voisinage de 1 = (1,...,1).
Famille T p AL AU
Clayton 9_% a - 2-1/0 a 02
Frank | 1—3(1—Dy(0))® 1—2(Dy(6) — D2(F)) | 0*° 0
Gumbel 1—3° - 0s |2-2/0n

* |a] Embrechts, Lindskog, et Mcneil (2001),
* |b] Genest et MacKay (1986),
* [c] R. B. Nelsen (1986), avec Dy(z) = % [¥ L dt.

zF Jo ef—1

2.2.4 Techniques d’estimation d’une copule

Nous présentons deux techniques d’estimation d’une copule associée a n réalisations
i.i.d dun vecteur aléatoire L = (L), ..., L(?). La premiére méthode suppose I'apparte-
nance de la copule a une famille paramétrique tandis que la seconde est non-paramétrique.
Toutes deux reposent sur les pseudo-observations ([AL) Lcicn définies composante par

composante & partir des observations (L;), <i<n b des fonctions de répartitions empiriques

des marginales, de la maniére suivante :

- ~ Y0) _ B 1) Ay LN
Vie{l,...,d}Vie{l,....n},UY = FOLY)), avec F<J>(1)_521L5j)<l.
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Autrement dit, chaque composante j des pseudo-observations se compose de I’ensemble

des transformations (Ui(j )> suivant une distribution d’autant plus proche d’une loi
1<i<n

uniforme que Destimation FG) (1) est juste. Le théoréme 2.2.1 montre en effet qu'en cas
d’estimation parfaite, les marginales des pseudo-observations sont uniformes. Les pseudo-
observations sont ainsi des estimations des réalisations de U, concentrant l'information
nécessaire a 'estimation de la structure de dépendance €.

L’estimation paramétrique suppose que la copule caractérisant la structure de dépen-
dance, notée @y,, appartienne a une famille paramétrique de copules €g = {€y,0 € © C
R*} de dimensions finies. L’estimation de §y par maximum de vraisemblance canonique,

introduite par Heyde (1997), est définie de la maniére suivante :

Les propriétés de convergence de cet estimateur semi-paramétrique sont notamment
étudiées (cf. Fermanian & Wegkamp, 2012 ; Genest & Rivest, 1993 ; Tsukahara, 2005).
De maniére alternative, Deheuvels (1979) introduit une technique d’estimation non-

paramétrique par la fonction de répartition empirique des pseudo-observations <IAJ1) :
1<i<n

. 1 <
Q:(u) - ﬁ Z ]lﬁz‘SU‘
i=1

Les propriétés de convergence de cet estimateur non-paramétrique sont notamment
étudiées (cf. Fermanian, Radulovic, & Wegkamp, 2004 ; Segers, 2012).

Enfin, ’estimation de copules dans un contexte de censure a droite a été étudiée, dans le
cadre semi-paramétrique (cf. Shih & Louis, 1995) comme dans le cadre non-paramétrique
(cf. Geerdens, Janssen, & Veraverbeke, 2016 ; Gribkova & Lopez, 2015).
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2.3 Provisionnement des sinistres numériques

2.3.1 DMotivation

De maniére générale, la valorisation des engagements & venir des organismes d’assu-
rance au titre des sinistres, comptabilisés en tant que provisions techniques au sein des
bilans comptables, est un exercice de prédiction dont les variations impactent directement
le compte de résultat et la solvabilité de I’entreprise. Concrétement, ’exercice consiste gé-
néralement a estimer le montant ultime du coiit global des sinistres rattachés a chaque
année de couverture assurantielle, puis & déduire les flux de paiements correspondants et
déja comptabilisés afin d’obtenir la valorisation des provisions techniques. La valorisation
de la sinistralité d’une année de survenance donnée est ainsi principalement estimée en
début d’année, les flux comptables étant encore parcellaires. Ces derniers se développent
au fur et & mesure pour atteindre une valorisation finale appelée ultime, observée apreés
un certain nombre d’années.

La principale méthode utilisée a cette fin est la méthode dite de Chain Ladder, repo-
sant sur une représentation agrégée des données de sinistralité en triangle. Chaque ligne
correspond & une année de couverture assurantielle et renseigne ’évolution des flux de
paiements cumulés observés au fil du développement de la sinistralité. Par construction,
les données ainsi agrégées forment un triangle : plus 'année est ancienne et plus le recul
est important, permettant I’observation d’un nombre plus important de développements.
Pour chaque couple de colonnes associées & des développements successifs, la méthode
Chain Ladder estime un facteur de développement, supposant une succession d’évolutions
multiplicatives. Cette méthodologie permet donc d’estimer les montants ultimes liés aux
sinistres en répliquant les développements historiques sur les derniéres informations encore
partielles a disposition, contenues dans la derniére diagonale du triangle.

De maniére complémentaire, il peut étre intéressant d’estimer les montants de sinistres
ultimes sur les données sous-jacentes, sinistre par sinistre. Il 'est d’autant plus pour les
risques émergents comme les risques numériques pour lesquels la sinistralité est davantage
mouvante, tout comme ses développements successifs. Ces techniques étant statistique-
ment plus complexes, la pertinence de leurs applications dépend des informations dispo-
nibles. Dans le cas des risques numériques, le nombre de sinistres est encore faible mais
pourrait par exemple étre compensé par une information plus précise des circonstances et
des conséquences de chaque sinistre.

Dans cette situation hypothétique, une analyse des cotits ultimes de chacun des si-
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nistres permettrait d’expliquer I’hétérogénéité globale des cotits par des comportements
discriminants. Les prédictions de la sinistralité ultime de chacune des années de couver-
ture seraient ainsi adaptées en fonction des différentes typologies de sinistres. En plus
d’anticiper une éventuelle déviation des développements futurs par rapport aux dévelop-
pements historiques, ces techniques permettraient une vision complémentaire et détaillée
de la rentabilité. Or, dans un marché en développement, ces résultats constitueraient des
éléments d’informations souhaitables pour les prises de décision.

Afin de contribuer a la quantification des montants ultimes des sinistres liés aux risques
numériques, nous proposons un cadre d’analyse des données sinistres en associant la prise
en compte de la censure des dossiers de sinistres encore ouverts, des circonstances de

chaque sinistre et enfin des natures multiples des cofits observés.

2.3.2 Cadre d’apprentissage d’un modéle de provisionnement

Dans cette optique, nous supposons disposer des informations suivantes sur les sinistres

cloturés :

e le délai de traitement T' du dossier de sinistre.

e la décomposition des cotits par type de poste L = (L), ..., L(9)). A titre d’exemple,
les garanties de responsabilité, de dommages, de perte d’exploitation, ou encore
de réputation peuvent étre dissociées. De méme, nous pouvons distinguer les frais
annexes liés par exemple aux expertises, a l’assistance ou aux suites juridiques.
Le cott total s’obtient alors en sommant les cotits de chacue composante L;,; =
> LW,

e les variables explicatives X € RP, portant par exemple sur le type de risque assuré

ou encore sur le type de sinistre,

Cependant, pour les dossiers de sinistres encore ouverts, toutes les informations ne sont pas
encore disponibles. Nous supposons en particulier disposer d’informations incomplétes sur
les cotits, supposés censurés a droite par 0, & savoir M = (M W M (d)) = 0 et observer

les données suivantes :
e le délai de traitement censuré du dossier de sinistre, noté C),
e 'ensemble des variables explicatives X € RP,

Ainsi globalement, pour ’ensemble des n sinistres ouverts ou cloturés, nous supposons
observer des réalisations i.i.d. (d;, Y, My, X;)1<i<n de (0,Y, M, X) avec :
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0 1r<c,

Yy = inf(7,C),
M = (6LW, ... 6L9)
X = X,

Par ailleurs, nous supposons une flexibilité globale de la loi de (6,Y, M, X) contrainte

par le cadre suivant :

Concernant la censure C', nous la supposons indépendante de (7, L, X) et avec un
support identique & celui de T. Dans ces conditions, la méthode des poids IPCW

peut en effet étre appliquée,

A propos des fonctions de répartition des cotits marginaux L™, ..., LY nous les
supposons conditionnelles & Z = (X,7T), selon un modeéle paramétrique, semi-

paramétrique ou non paramétrique :

Vk < d, F®(1,|Z = z) = m®(z) + ¥, avec

k)

m®) une fonction appartenant a une classe potentiellement infinie et ¢ un résidu.

A propos de la structure de dépendances des coiits marginaux, nous la supposons
paramétrique, appartenant a une famille C = {€y : § € O}, avec © C R, et

potentiellement conditionnelle & Z = (X, T) :

F(AW,  0DZ = 2) = €y (FOIV|Z = 2), ..., FD(ID|Z = 7)), avec :

e soit une hypothése de dépendance simplifiée : §(z) = 6, € ©,

e soit une dépendance conditionnelle d’une certaine régularité, précisée dans les

hypothéses.

L’utilisation de l'estimateur de Kaplan-Meier permet de corriger les biais liés a la

censure, le principal étant la vraisemblable sous-estimation de L;, si les observations

sont équitablement pondérées. En effet, les dossiers de sinistres longs a cloturer sont

généralement plus coliteux et moins représentés dans les sinistres clos. Ce cadre étant

defini, nous cherchons par la suite a estimer la structure de dépendance a travers 6, dans

le cas simplifié et 6(z) sinon.
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2.3.3 Architecture de la démonstration

2.3.3.1 Contexte et objectif

L’objectif de la méthodologie est ainsi d’estimer 6, par 6 dans le modele de copule sim-
plifié, ou respectivement 6y(z) par 6(z) dans le modéle de copule semi-paramétrique. Nous
distinguons pour chacun des cas 'erreur stochastique et 'erreur d’approximation. Selon
les notations introduites ci-dessous, l'erreur stochastique correspond a la différence entre
0 (resp. 0(z)) et 0% (vesp. 07 (z)). L’erreur d’approximation est égale a la différence entre
0* (resp. 0;(z)) et 6y (resp. 6p(z)). Le tableau ci-dessous précise les différentes quantités

d’intéréts liées aux M-estimateurs de 0y et leurs définitions.

NO) = [log co(U)] ,et 0y = argmaxy N(6),

NiO) = > o Wi, log ca(U ) ,et 0% = argmaxy N;(0),

N.(0) = Yoy W, a2 log ¢o(U;) , et 0 = argmaxyN,(6),
M(0,z) = E log cy(U)|Z = z] fz(z) ,et  0(z) = argmaxyM(0,2),
Mi(0,2) = s i Wi K (2572) log e, (U;) et 6i(z) = argmaxy M;(6,2),
M,(0,2) = T D it Wi KK (Z=2) log c(g.) (U,)) ,et 6(z) = argmaxyM:(0,z).

Nous proposons dans cette partie une analyse des propriétés de I'erreur globale dans le
cas simplifié et de ’erreur stochastique dans le cas semi-paramétrique. Ces erreurs peuvent

se décomposer en plusieurs axes :
e les écarts entre les poids optimaux W, et leurs estimations W, s
o les écarts entre les pseudo-observations U} et leurs estimations Uj,

e et la pertinence du lissage dans le cadre de la copule semi-paramétrique.

2.3.3.2 Résultats

Théoréme 2.3.1 Pour le modéle simplifié et dans les conditions précisées dans notre
contribution, y compris la définition d’un certain £, nous obtenons la décomposition

1.1.d suivante de [’erreur globale.

(9—90 Z »(U;,Y;, Xy) Zfd)—l-ZA + op(n1?), avec
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Y = FE[VZlogc,(U)] supposée inversible,
E[gf] = 0,
E[A®

)

[ —

Nous pouvons en particulier en déduire un théoréme central limite pour une certaine

matrice de covariance V.

N (é _ 90> — N (0,37'VY),

ou = illustre la convergence en loi.

Nous observons que la vitesse de convergence de 'erreur d’estimation est de 'ordre
de n'/2. Par ailleurs, le comportement asymptotique dépend & la fois de I’estimation des
pseudo-observations, par l'intermédiaire des Agk) , de la censure par l'intermédiaire des p
et de l'estimation de la copule a travers Y. Les définitions exactes sont précisées dans

notre contribution.

Théoréme 2.3.2 Pour le modele semi-paramétrique, avec K pour noyau, et dans
les conditions précisées dans notre contribution, nous obtenons la décomposition i.i.d

suivante de l’erreur stochastique.

i (06~ ) = -t e 3o () w00 bronta e,

avec Y(z) = (E [@é‘{’:))(UiﬂZ = z]) supposée inversible. Nous pouvons en particu-
jik
lier en déduire un théoréme central limite en notant S(z) = E [®(U)|Z = z| et S(z)

sa transposée.

nl/Qh(p-i-l)/Q{é(Z) . QZ(Z)} s N (0’ E(Z)_ls(z)S(z)/Z(z)_l)) .

Dans le cadre semi-paramétrique, la vitesse de convergence de I'erreur d’estimation est
sensible a la dimension p des covariables, de 'ordre de n~'/2hP+1/2 1] s’agit de la vitesse

de convergence de référence des estimateurs non-paramétriques a noyau. De méme, pour
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le terme de biais, 65 (z) converge vers 6(z) a la vitesse O(h?). Par ailleurs, le comportement
asymptotique ne dépend ni de la censure ni de I'estimation des lois marginales. Ces deux
premiéres erreurs sont en effet asymptotiquement négligeables par rapport a l’estimation
semi-paramétrique de la copule, qui influence le comportement asymptotique de 'erreur

stochastique.

2.3.3.3 Reésultats sous-jacents et hypothéses

La démonstration repose principalement sur la maitrise des trois axes de l'erreur, a
savoir I’estimation des poids liés a la censure, I’estimation des pseuso-observations et enfin
le lissage pour I'estimation semi-paramétrique. La performance de 'estimation des poids
repose sur les résultats de convergences (cf. Van der Laan & Robins, 2003) et (cf. Gill,
1983). Nous supposons alors I'existence d’espérances finies. Le controle de la vraisemblance
de la copule aux bornes du support repose sur une démarche proche de celle développée
par Tsukahara (2005). Enfin, la performance de I'estimation semi-paramétrique repose sur
I'inégalité de concentration de Einmahl et al. (2005) et sur des hypothéses de régularité.
Globalement, notre résultat est indépendant de la méthode d’estimation des marginales,
englobant l'estimation paramétrique comme non-paramétrique. La seule condition est

d’avoir un développement asymptotique i.i.d. des pseudo-observations.
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3.1 Processus de comptage

L’enregistrement de dates d’occurrence d’événements au fil du temps peut constituer
une donnée d’intérét, par exemple pour un organisme d’assurance les dates de survenance
de sinistres. Au chapitre précédent, nous avons étudié les données multidimensionnelles
générées par chacun de ces sinistres. Nous proposons ici de nous concentrer sur I’étude
de la fréquence de la sinistralité, c’est-a-dire sur la suite des dates de survenance ou de
déclaration des sinistres. Cette donnée peut se modéliser par un processus de comptage,
un cas particulier de processus ponctuel, et une filtration. Rappelons quelques définitions
fondamentales de la théorie des processus ponctuels. Un processus ponctuel N = (Ny)scpr+
est représenté par une famille de variables aléatoires réelles sur un espace probabilisé
(Q, A, P), et indexées par t € R*. Une filtration exprime l'information croissante détenue
a chaque instant par ’observateur et se représente par une suite croissante de sous-tribus
F = (Fi)ier+- On dit qu'un processus ponctuel N est F-adapté si pour tout t € RT N,

est JF; mesurable. Nous introduisons le concept de processus de comptage ci-dessous.

Processus de comptage (Section 3.1 de D. J. Daley (2008a))
Un processus ponctuel N défini sur RT est un processus de comptage si presque si-
rement ses trajectoires sont croissantes par saut d’amplitude 1, continues a droites et

nulles a 'instant 0.

Autrement dit et comme son nom l'indique, le processus de comptage N saute uni-
tairement aux temps de réalisations, disjoints, d’événements d’intéréts. Pour un horizon
T > 0, lobservation de N sur [0;77] se caractérise ainsi par ses temps de sauts (7;);>1

inférieurs & T et le temps T correspondant a la fin de 'observation : ((TZ‘)Z->1 ,T) )

VE<T,N(t) =) 1.

i>1

3.1.1 Notions de compensateur et d’intensité

Nous proposons de rappeler les notions de compensateur et d’intensité d’un processus
ponctuel, sur lesquelles notre analyse repose. Toutefois, les concepts fondamentaux de la
théorie des processus ponctuels ne sont pas introduits, nous invitons le lecteur & consul-
ter des ouvrages de référence D. J. Daley (2008a). Les notions de processus ponctuel, de

filtration, de filtration naturellement adaptée a un processus ponctuel, de martingale, d’in-

99



tégrale stochastique, de prévisibilité et de localité sont notamment utilisées sans définition

préalable.

Compensateur (Section 3.3 de D. J. Daley (2008a))
Soit N un processus ponctuel. On appelle compensateur de N un processus croissant,

continu & droite et prévisible A tel que N — A soit une martingale locale.

Intensité (Section 3.3 de D. J. Daley (2008a))

Soit N un processus ponctuel et A son compensateur. Si presque stirement toute tra-

jectoire de A est absolument continue, alors on note A(t) = %ﬁt) I'intensité de N.

Sous réserve d’existence, 'intensité est ainsi un processus prévisible, presque stirement
localement intégrable et & valeurs positives. L’intensité s’interpréte comme la probabilité

infinitésimale d’observer un saut conditionnellement aux informations passées.

P(dN, = 1|F,-) = A(t)dt.

Plus l'aire sous la courbe de l'intensité est élevée entre ty, et tp;, plus la probabilité

d’observer des événements sur cette fenétre est élevée.

3.1.2 Exemples de processus de comptage

Nous introduisons trois familles de processus de comptage : les processus de Poisson
homogeénes, les processus de Poisson inhomogénes et les processus de Cox. Le processus
de Poisson homogeéne, reprenant le nom de Siméon Denis Poisson (1837), peut se définir

de la maniére suivante.

Processus de Poisson homogéne (Section 2.1 de D. J. Daley (2008a))
Soit N un processus de comptage adapté a la filtration F. N est un processus de Poisson
homogeéne de paramétre A > 0 si pour tout couple de réels (t, s) vérifiant ¢ > s > 0, les

assertions sulvantes sont vraies :
e N(t) — N(s) suit une loi de Poisson de paramétre \(t — s),
e N(t) — N(s) est indépendant de Fs.

Le processus de Poisson homogéne est ainsi toujours en régime stationnaire, au sens
ou la probabilité d’occurrence d’événements entre s et ¢t ne dépend ni de s ni de ¢, mais
plutét de la différence t —s. Par ailleurs, plusieurs caractérisations du processus de Poisson

homogéne existent, nous en présentons deux d’entre-elles.
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Théoréme 3.1.1 (Section 2.1 de D. J. Daley (2008a))
Soit N un F-processus de comptage. N est un F-processus de Poisson homogéne si et
seulement si les temps inter-arrivés (1,41 — T;)i>1 sont des variables aléatoires indépen-

dantes et identiquement distribuées suivant une loi exponentielle de paramétre \.

Théoréme 3.1.2 (Théoréme 2.3 de (Watanabe, 1964))
Soit N un F-processus de comptage vérifiant E[N (t)] = M, ¢’est-a-dire ayant une intensité
constante égale a X\, alors N est un processus de Poisson homogéne adapté a la filtration

F. La réciproque est également vraie (cf. Meyer, 1971).

La premiére caractérisation permet par exemple de simuler un processus de Poisson
homogeéne a partir de simulations d’une loi exponentielle. La seconde souligne que la
probabilité d’occurrence infinitésimale des événements issus d’un processus de Poisson
homogéne est uniforme dans le temps. Réciproquement, si 'intensité d’un processus de

comptage est constant, il s’agit d’un processus de Poisson homogeéne.

Remarque 3.1.3 L’observation d’un processus de Poisson homogéne N peut se limiter a
sa valeur en T lorsque la trajectoire sur [0;T( n’est pas connue. Cette observation se limite

alors a la réalisation d’une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre NT'.

Plus globalement, la famille des processus de Poisson homogénes appartient a la famille
plus large des processus de Poisson inhomogénes, caractérisés par une intensité détermi-

niste.

Processus de Poisson inhomogéne [Section 2.1 de (D. J. Daley, 2008a)]
Soit N un processus de comptage adapté a la filtration F. N est un processus de Poisson
inhomogeéne d’intensité déterministe A : s — A(s) si pour tout couple de réels (¢, s) avec

t > s > 0, les conditions suivantes sont vérifiées :
e N(t) — N(s) suit une loi de Poisson de paramétre f: AMu)du,
e N(t) — N(s) est indépendant de Fj.

Remarque 3.1.4 L’observation d’un processus de Poisson inhomogene N peut se limiter
a sa valeur en T lorsque sa trajectoire sur [0;T( n’est pas connue. L’observation se limite
alors a la réalisation d’une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre
fOT Mu)du. Plusieurs réalisations pour un méme T permettent de modéliser le nombre

total d’événements entre [0; T| mais la compréhension du phénomeéne aléatoire sous-jacent
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nécessite des observations au fil du temps, des réalisations de processus de comptage. Le
processus de Poisson inhomogéne permet par exemple de modéliser des événements dont

la probabilité d’occurrence est saisonniere, comme les orages de gréle.

Nous présentons enfin la famille des processus Cox, également appelés processus de
Poisson doublement stochastique. Ces processus généralisent les processus de Poisson

inhomogeénes et sont caractérisés par une intensité aléatoire.

Processus de Cox (Section 6.2 de D. J. Daley (2008a))
Soit N un processus de comptage adapté a la filtration F dont l'intensité A : s — A(s)

est prévisible par rapport a la filtration F. N est un processus de Cox si et seulement
si N(t) — [ \(s)ds est une F-martingale (cf. Cox, 1955).

Nous remarquons qu'un processus de Cox ne vérifie plus nécessairement 1'indépendance
de N(t) — N(s) par rapport a F,. L’intensité d'un processus de Cox est un processus

ponctuel qui peut en effet dépendre des informations passées, c’est-a-dire de la filtration.

3.1.3 Quelques résultats préliminaires

Nous présentons successivement trois résultats relatifs a 'estimation par maximum de
vraisemblance des processus de comptage, au changement d’échelle d’un processus ponc-

tuel et enfin & des résultats de concentration du supremum d’une intégrale stochastique.

Théoréme 3.1.5 (Vraisemblance Rubin (1972))

Soit N un processus de comptage associé a une intensité X\ et un compensateur A = f)\.
Nous supposons observer une réalisation de ce processus sur l'intervalle [0; T]. La vraisem-
blance d’observer une suite d’événements aux temps (Ti)1§z‘§N(T) , notée L (((7‘0221 ,T) , N),

s’exprime de maniére analytique :

N(T)
£ ) ) = ] (gmw) )

Ce résultat permet notamment d’estimer de maniére paramétrique tout processus de
comptage appartenant a une famille de processus paramétriques (N, ), q - L’estimateur
du maximum de vraisemblance N, peut en effet étre obtenu en maximisant la vraisem-

blance empirique, analytiquement ou numériquement.
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Remarque 3.1.6 L’estimateur du mazimum de vraisemblance réalise ainst un compro-
mis entre les deux termes de [’expression de la vraisemblance, d’un coté la maximisation

de lintensité aux limites a gauche des temps (7;) () € de l'autre sa minimisation

1<j<N
entre les événements :

e e premier terme est une fonction croissante des limites a gauche de l'intensité aux

temps (Tj)lngN(T) . Plus ces derniéres sont élevées et plus il est en effet vraisemblable

que l'observation des événements aux temps (7;) ) découle du modéle N,

1<j<N
e [e second terme est une fonction décroissante du compensateur en T', a savoir de

[intégrale de lintensité entre O et T.

Le compromis peut se résumer ainsi : plus [intensité candidate est élevée aux événe-
ments et plus il est difficile d’obtenir un second terme €élevé sous les contraintes de régula-
rité de la famille paramétrique. Inversement, plus [’évaluation du compensateur candidat
est faible en T et plus il est difficile d’obtenir des évaluations élevées de ['intensité aux
événements sous les contraintes de régularité de la famille paramétrique. Dans le domaine
des variables aléatoires, le maximum de vraisemblance vise également la maximisation de
la densité aux points observés sous la contrainte d’une famille de densité paramétrique

dont les intégrales sont par définition unitaires.

Nous présentons maintenant le théoréme de remise a I’échelle, positionnant le processus

de Poisson homogéne d’intensité constante égale & 1 comme une référence.

Théoréme 3.1.7 (Papangelou (1974))

Soit M un processus ponctuel adapté a une filtration G avec des valeurs finies et croissantes
et un G-processus ponctuel de Poisson homogéne d’intensité unitaire. Soit F la filtration
générée par les o—algébres Fy = G- Alors, N(t) = No(M(t)) est un processus ponctuel
adapté a la filtration F et admettant M(t) comme compensateur adapté a F.

Par ailleurs, soit N un processus ponctuel adapté a une filtration F avec une F-intensité
A strictement positive et un F-compensateur A(t) = fot Mu)du presque strement non
borné. Alors, sous la transformation temporelle potentiellement aléatoire A, le processus
transformé défini par N = N(A~'(t)) est un processus de Poisson d’intensité unitaire et

adapté a la filtration générée par les o—algebres G, = Fp-1().

Une interprétation possible de ce résultat est de noter que le processus de Poisson

homogéne d’intensité unitaire est aux processus ponctuels ce que la loi uniforme est aux
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variables aléatoires, en faisant ’analogie avec le théoréme 2.2.1. Ce théoréme motive I’algo-
rithme de "Thinning" de Lewis et Shedler permettant de simuler des processus ponctuels
dont I'intensité est déterministe & partir de simulations de processus de Poisson homogénes
unitaires (Lewis & Shedler, 1976), algorithme 7.5.11 de (D. J. Daley, 2008a). Lorsque 'in-
tensité est aléatoire, I’algorithme peut étre adapté en réalisant des simulations successives
et conditionnelles (cf. algorithme 7.5.1V de D. J. Daley, 2008a ; Ogata, 1981). Par ailleurs,
le théoréme de remise a I’échelle permet d’appliquer les tests statistiques relatifs aux pro-
cessus de Poisson homogénes unitaires & des processus ponctuels quelconques (cf. Cox &
Lewis, 1966 ; Ogata, 1988). Une analyse statistique de cette généralisation est proposée
par Reynaud-Bouret, Rivoirard, Grammont, et Tuleau-Malot (2014).

Nous présentons enfin des résultats de concentration relatifs a des intégrales stochas-
tiques par rapport a la martingale locale associée a chaque processus ponctuel N — A.
Le premier résultat permet d’identifier une condition suffisante pour que N — A soit une
martingale. Puis, I'inégalité maximale ou sous-martingale de Doob est un résultat de

concentration relatif au supremum d’une sous-martingale.

Théoréme 3.1.8 (Lemme 7.2.V. de D. J. Daley (2008a))

Soit N un processus ponctuel sur [0;+o00] adapté a une filtration F. S’il admet une
F-intensité continue & gauche A(t), alors le processus M(t) = N(t) — A(t) est une F-
martingale : pour tout s >t > 0, E[M(s)|F] = M(t), avec A(t) = f; AMu)du.

Théoréme 3.1.9 (Inégalité maximale ou sous-martingale Doob (1953))
St M est une sous-martingale positive alors pour tout T > 0, l’inégalité sur son supremum

ci-dessous est vérifiée.

Cette inégalité de concentration intervient de maniére sous-jacente au résultat de
concentration utilisé dans notre contribution. D’autres inégalités de concentration re-

latives aux processus ponctuels existent (cf. Bremaud, 1981).
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3.2 Processus de Hawkes

3.2.1 Motivation et définition

Dans le cadre de I'assurance des risques numériques, nous étudions la fréquence des
sinistres, autrement dit leurs dates de survenance successives. A priori, la probabilité
d’occurrence infinitésimale ne semble pas constante. En effet, la menace malveillante et
les mesures de préventions évoluent. Le processus de Poisson homogéne ne semble donc
pas étre un modéle adapté. L’intensité pourrait par exemple dépendre d’un indicateur de
cette résultante, qui s’observerait en continu et constituerait un processus stochastique
conjoint & celui du processus de comptage des sinistres. De la méme maniére le processus
de Poisson inhomogéne ne permet pas a son intensité d’étre dépendante d’observations
en lien avec le processus d’intérét. Par ailleurs, les informations sous-jacentes a 'activité
malveillante, aux mesures de préventions et aux dépendances informatiques sont plutot
étrangeres a la culture sectorielle des organismes d’assurances et nécessite des expertises
informatiques spécifiques. Les assureurs observent partiellement les conséquences sur leurs
port