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Résumé: Cette thése se compose des trois chapitres; ils concernent deux themes différents mais
reliés: la cohomologie étale de la courbe de Fargues-Fontaine et les modeles entiers des variétés de
Shimura locales. Dans le chapitre sur la cohomologie étale de la courbe de Fargues-Fontaine, j’étudie la
cohomologie étale des faisceaux constructibles sur la courbe de Fargues-Fontaine algébrique et adique.
Dans le cas de ¢ # p-torsion, je montre deux conjectures de Laurent Fargues: cdg(Xglng) < 2 et une
comparaison entre la cohomologie étale de la courbe algébrique et adique. Dans le cas ¢ = p, sous une
hypothese, je montre H*(X %‘}F, Fad) = 0 pour i > 3 et tout faisceau constructible F des F,-modules sur

le site étale de X%{gF.

Dans le deuxieme chapitre j’étudie ’approche de Biiltel-Pappas du probleme de construire des espaces
de Rapoport-Zink généralisés en utilisant des G-u-displays. Cette approche est limitée au cas maximal
hyperspécial et il faut supposer qu’une condition sur les pentes est vérifiée. Je relie cette approche aux
variétés de Shimura locales construites par Scholze. Les résultats principaux sont la représentabilité du
diamant de la fibre générique du probléme de modules de Biiltel-Pappas par le diamant de la variété
de Shimura locale. De plus, on construit des modeles entiers pour les tubes dans la variété de Shimura
locale.

Dans le dernier chapitre je donne pour d = 2 une nouvelle preuve d’un résultat classique du a Drinfeld de
la représentabilité de 1’espace de modules des Op-modules formels spécials par le schéma formel p-adique

QZ Dans cette preuve, le display de 1’objet universel est construit d’une facon explicite.
P

Abstract: This thesis consists of three chapters; they are concerned with two distinct, but not unre-
lated topics: the étale cohomology of the Fargues-Fontaine curve and integral models of local Shimura-
varieties. In the chapter on the étale cohomology of the Fargues-Fontaine curve, I study constructible
sheaves on both the adic and the algebraic Fargues-Fontaine curve. In the case of £ # p-torsion sheaves,
I verify two conjectures of Laurent Fargues: cdg(Xgl’gF) < 2 and the existence of a comparison between
the étale cohomology of the algebraic and the adic Fargues-Fontaine curve. In the case £ = p, under a
certain hypothesis, I show that H*(X %‘?F,}"a‘d) = 0 for ¢ > 3 and any constructible sheaf of F,-modules

on the étale site of the legF

In the next chapter I study the Biiltel-Pappas approach via G-u- displays to generalized Rapoport-Zink
spaces in the unramified, maximal hyperspecial case and under a certain condition on the slopes and
relate it to Scholze’s local Shimura-varieties. For this, adjoint nilpotent G-u-displays over integral per-
fectoid rings are compared with Breuil-Kisin-Fargues modules with G-structure. As an application, I
show that the diamond of the generic fiber of the Biiltel-Pappas moduli problem is representable by the
diamond of the local Shimura-variety with maximal hyperspecial level structure and construct canonical
integral models of the tubes in the local Shimura-variety.

In the last chapter, I give in the case d = 2 an alternative proof of Drinfeld’s classical result exhibiting
the p-adic formal scheme Qd as a solution of a moduli problem of p-divisible groups. For this, the

display of the universal obJect is explicitely constructed.
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Chapitre 1

Introduction

Cette these consiste en trois chapitres avec deux themes différents et j’ai ainsi décidé d’écrire deux
introductions différentes. Je commence par I'introduction du chapitre sur la cohomologie étale de la
courbe de Fargues-Fontaine ; apres j’explique ce que j’ai fait dans le chapitre sur les variétés de Shimura
locales.

On fixe un nombre premier p.

1. La cohomologie étale de la courbe de Fargues-Fontaine

1.1. Motivation - ou comment trouver la courbe de Fargues-Fontaine ? ! Soit F un corps
local non-archimédien, avec corps résiduel de caractéristique p, a ¢ = p® éléments. Les deux possibilités
se présentent :

e [ est une extension finie du corps des nombres p-adiques Q,, ou
o E~F () est un corps des séries de Laurent en une uniformisante choisie 7.

On se propose de trouver un objet géométrique X - avec une géométrie suffisamment riche - tel que
la catégorie des systeémes locaux des Z/nZ-modules sur X s’identifie a la catégorie des représentations
continues du groupe profini Gg = Gal(E**P/E) sur des Z/nZ-modules finis, discrets. De plus, on exige
que cette correspondance entre des systemes locaux de torsion sur X et des représentations du groupe
G identifie la cohomologie sur les deux cotés.

On suppose pour un moment que l'on est dans le cas ol car(F) = 0 - sinon, on ne devrait considérer
que des G g-représentations sur des modules qui sont de torsion premier & p.? Soient ainsi M un Z/nZ-
module fini et p: Gg — GL(M) une action continue donnée. On peut alors considérer la représentation

—_—~—

M comme un objet dans le topos des faisceaux sur le site étale de Spec(E), i.e. M € (Spec(E)),,. La
théorie de la cohomologie galoisienne dit

(1) H,, (Spec(E), M) =0,
pour ¢ > 3. De plus, on a un théoreme de dualité dii & Tate-Nakayama : soit M* = Hom(M,Q/Z) le

dual de Pontrayagin et Q/Z(1) = colim,, u,, le twist de Tate, ot u,, € (Spec(E))e est le faisceau étale
des unités n-iemes. Alors on a

(2) HZ (Spec(E), Q/Z(1)) ~ Q/Z
et le cup-produit induit un accouplement parfait entre groupes finis abéliens
(3) H,(Spec(B), M) x HZ™ (Spec(), M*(1)) — HZ(Spec(E), Q/Z(1)) = Q/Z.

L’espace X devrait alors avoir 2 comme dimension cohomologique - au moins en ce qui concerne les
systemes locaux - et satisfaire une version de la dualité de Poincaré avec décalage cohomologique 2. Cela
fait fortement penser a une surface de Riemann compacte !

Comment peut-on trouver une telle ’surface’? On a déja utilisé ci-dessus un objet géométrique qui
a trivialement les bonnes propriétés cohomologiques : Spec(E). Néanmoins, la dimension de Krull de
Pespace Spec(E) est 0 est il est assez difficile de se convaincre qu’un point ’est’ une surface de Riemann
compacte. De plus, on veut que I'espace X ait une géométrie suffisamment riche pour que la catégorie
des fibrés vectoriels soit intéressante. Il faut donc élargir un peu cet espace sans changer son groupe
fondamental.

LCette partie est fortement inspirée par l’exposé de Scholze sur la courbe donné dans le cadre de son cours sur
la géometrisation de la correspondance de Langlands locale. Néanmoins, il n’utilise pas le lemme de Drinfeld pour la
motivation.

2Dans le cas car(E) = p > 0, il résulte d’Artin-Schreier que I'on a cdp(E) < 1.
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Un espace dont le groupe fondamental est trivial est bien stir Spec(F'), ot F est un corps algébriquement
clos, et on veut alors jouer avec une expression comme

< Spec(F) x Spec(F) > .
Ici on est confronté (au moins) & les deux difficultés majeures :

e Sur quelle base veut-on prendre le produit fibré ?
e Le groupe fondamental change, si on passe & un produit fibré.3

11 se trouve qu’il est plus facile de surmonter ces difficultés si on suppose car(F) = p > 0. Dans ce cas
la, on peut supposer que F' est aussi une extension du corps F, et on peut juste prendre le produit
fibré au-dessus Spec(F,). Pour surmonter la deuxieme difficulté aussi, on va jouer avec la magie noire
du Frobenius : Drinfeld a observé il y a longtemps, que le groupe fondamental des variétés sur Spec(Fy)
commute aux produits une fois que ’on ajoute un Frobenius ’partiel’. De maniére précise (ici je donne
la version trés générale de I’énoncé de Drinfeld dit & Scholze [SW20, Lemma 16.2.6.]) :

Soit F' une extension algébriquement close de F, et ¢p le Frobenius de la puissance g-eme du corps
F. Soit X un schéma qcqgs sur F,. L'objectif est de comparer (X)w; et (Xp)wt. Comme la catégorie
(X r)tet est trop grande, il faut la diminuer un peu; I'idée brillante de Drinfeld était ainsi de considérer
la catégorie suivante :

(Xrp/(idx X ©F))tst-
Les objets de cette catégorie sont des paires (Y, ), ou Y — X est fini étale et

ﬂ: Y ~ (ldX X (pF)*Y
est un isomorphisme ; les morphismes sont définis de la fagon évidente.

THEOREME 1.1. (Drinfeld)
Soit X un schéma qcgs sur [y et F' une extension algébriquement close de F,, alors le changement de
base induit une équivalence des catégories

(X)ser = (Xp/(idx X ¢F))gst-

Ala fin, ce théoreéme est une conséquence du petit fait suivant : si V est un espace vectoriel de
dimension finie sur F et ¢y : V — V est un morphisme ¢p-semilinéaire, avec linéarisation bijective,
alors V?v=! est un F -espace vectoriel de la méme dimension que V.

On doit ainsi considérer un objet comme

< Spec(FE) X Spec(Fy) Spec(F)/(idp x gpp)Z > .

Malheureusement, ce n’est toujours pas le bon objet : si on forme ce produit fibré dans le monde
algébrique, on tombe sur I'expression

Fq(7)) ®p, F
divisé par le Frobenius.
Sans passer a une complétion il est difficile de donner un bon sens a cet objet. De plus, il n’est pas
clair qu’on puisse donner un sens au quotient sans étre obligé de considérer les champs. Ce qui sauve la
situation est le passage au monde de la géométrie analytique, non-archimédienne, ou le produit des deux
points - comme Spa(FE) et Spa(F') - peut étre pas quasi-compact !
Soit ainsi F' un corps algébriquement clos, complet pour une valeur absolue non-archimédienne, non-
triviale, extension du corps Fy. Par le lemme de Krasner I’exemple minimal pour un tel corps F' est

—

F,((w)). Le produit
(4) Spa(E, Op) Xspa(r,) Spa(F, Or)

existe ainsi comme espace adique au sens de Huber. On peut décrire cet espace effectivement de la facon
suivante : Soit O ~ F,[n] I'anneau des entiers du corps E et on fait le choix d’un élément w € F, tel
que 0 < |w|r < 1. Un tel élément s’appelle une ’pseudo-uniformisante’. De plus, soit O Panneau des
entiers du corps F. Ensuite, on a

Spa(OF) X Spa(Fy) Spa(OF) ~ Spa(Op[n]),

3Pour un exemple concret on peut considérer A]l%“{y F une cloture algébrique de Fq. Alors on a Hom(ﬂ?t(A%q), Fy) =
Hélt(Aﬂﬂl-q7 Fq) et Hom(w$t(AL), Fq) = HJ (AL, Fy). Ces deux groupes ne sont pas isomorphes d’aprés la suite exacte
d’Artin-Schreier.
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ou 'anneau Op[r] porte la topologie (m, w)-adique. Sur le produit (4) qu’on veut calculer, les fonctions
7 et w sont inversibles, et il faut les inverser sur Spa(Op[n]) aussi. On tombe ainsi finalement sur
I’expression

Spa(E) XSpa(IFq) Spa’(F) = Spa’(oF [[71—]]) - V(ﬂ— : ’CU)7
qui est un objet treés bien connu dans la géométrie rigide classique : la boule ouverte, épointée sur Spa(F').
Maintenant on est content : cette boule ouverte, épointée est bien de dimension 1 et ’action du groupe
(idg x @)% sur cet espace est proprement discontinue. Finalement, on peut donner un sens & l’espace

< Spa(E) Xspa(r,) Spa(F)/(idr x op)? > .

Il reste a trouver le bon analogue dans le cas car(F) = 0. Dans la géométrie arithmétique il est bien
connue qu’en caractéristiques mixtes, il faut remplacer I'anneau des séries formelles par I'anneau des
vecteurs de Witt d’une F,-algebre parfaite. Par conséquence, il est tres naturel de considérer 1'espace
suivant :

< (Spa(Wo, (OF)) = V(m - [@])/¢" >,
ot Wo,(Op) est 'anneau des vecteurs de Witt ramifiés de O et ¢: Wo,(Op) — Wo,(OF) est le
Frobenius des vecteurs de Witt ramifiés. Cet espace s’appelle la courbe de Fargues-Fontaine adique.
Le comportement des systemes locaux sur la courbe de Fargues-Fontaine est ainsi inscrit dans leur
construction méme et le but du premier chapitre de ma these est d’approfondir notre compréhension de
la cohomologie étale de cette courbe en considérant aussi les faisceaux constructibles.

1.2. La courbe adique. J’introduis maintenant sérieusement la courbe adique.
L’anneau des vecteurs de Witt ramifiés de Op est défini de la facon suivante :

Wo,(Or) = W(OF) ®w,) Ok-

C’est un anneau topologique, complet pour la topologie (, [e])-adique ; de fait, il est 'unique (& unique
isomorphisme pres) Og-algebre, m-adique et sans m-torsion, qui releve la Og-algebre Op. Un résultat de
base di & Fargues [Far15, Thm. 2.1.] (avec une autre preuve donné par Kedlaya dans [Ked16)) dans la
théorie dit que ’espace pré-adique

YE,r = Spa(Wo, (OF)) — V(7 - [=])

est bien un espace adique (i.e. le pré-faisceau structurel est un faisceau); c’est un résultat non-trivial
parce que la théorie des espaces adiques souffre du probleme fondamental que le pré-faisceau structurel
n’est pas toujours un faisceau. La preuve utilise un fait qui sera également tres important plus tard : si
E, est une extension perfectoide du corps p-adique F, alors I’espace

YE,F Xspa(p) SPA(Ex) = YE P

est perfectoide et son basculement est donné par :*

Spa(E2,) Xspa(r,) Spa(F).
Scholze a démontré dans sa these [Sch12] que le pré-faisceau structurel d’un espace perfectoide est un

faisceau. On peut en déduire - apres un peu de travail - le résultat cherché : 'idée est d’utiliser un peu
d’analyse fonctionnelle p-adique afin de démontrer que I'application naturelle

OYE,F — OYEOO,F

est une injection scindée.
On pense & Yg r comme & un analogue de la boule unité ouverte épointée 'sur F’ ° en caractéristique-
mixte. L'importance fondamentale de cet objet vient du fait que cet espace est I’espace de modules des
débasculements sur £ du corps F' ([FS21, Prop. 11.1.18]).% C’est un espace de Stein non-quasi-compact.
Plus précisément,

Yer= U Spa(Br, By),

1C(0,1) compact

4gi par exemple E?  ~ IF'q((tl/poo ) c’est la perfection de la boule ouverte épointée sur F'; un objet plus ou moins
classique. Le jeu est souvent de passer a un recouvrement perfectoide de la courbe et appliquer le basculement - ce qui ne
change pas la cohomologie étale - pour simplifier la situation.

5Cela n’a pas de sens a strictement parler ; mais si on se permet de passer au diamant associé, on trouve bien un objet
qui vit sur Spa(F), c.f. [FS21, Prop. I1.1.17].

6Cela explique aussi pourquoi cet objet ne pourrait jamais étre de type fini sur Spa(E).
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ou By est 'I'anneau des fonctions holomorphes sur la couronne de rayon I’ : plus précisément, on considére

11 -

Wor(Op)|= =] ={ Y [wan" |0 € Fysuplan|r < oo}
(=] n>>—oc0 "

et pour f =300 [x,]7" € Wo, (OF)[2, ﬁ},p € (0,1), on définit la norme de Gauss par la formule

suivante :

(5) F1lp = sup [zn|r - p".

L’anneau topologique By est défini comme la complétion de E-Fréchet de Wo , (Op)[2, ﬁ] pour la famille
des normes de Gauss {||.||,}per. D’apres les résultats de Fargues-Fontaine [FF18], Kedlaya [Ked16], ou
- d’un point de vue nouveau - Fargues-Scholze [FS21], les B; sont des E-algebres de Banach qui sont
des anneaux principaux.

Afin de rendre I'espace Yg r compact par quotient, on considere ’automorphisme de Frobenius
P WOE (OF) - WOE (OF)v

qui induit une action proprement discontinue du groupe discret p? sur l’espace YEg, r. Par conséquence,
on peut passer au quotient et considérer ’espace adique

Xip =Ye,r/o".
Comme évoqué précédemment, c’est la courbe adique de Fargues-Fontaine associée a E et F. Cette
courbe veut vraiment étre considérée comme une ’courbe propre et lisse sur Spa(F’),” mais cela n’a aucun
sens a priori. © De plus, on est toujours confronté au probleme que l'espace adique X %dF n’est pas de
type fini sur Spa(FE). Néanmoins, il vérifie des propriétés de finitude ’absolues’ assez fortes : d’apreés un
résultat de Kedlaya I'espace X %‘?F est fortement noethérien ([Ked16, Thm. 4.10]) : en tout cas, on peut
bien travailler avec cet objet !

1.3. La courbe algébrique. Comme toute surface de Riemann compacte admet une algébrisation,
la courbe adique X %‘}F en admet aussi une : I'idée est de trouver un fibré en droites ample sur X g‘}F,
ce qui va donner directement une algébrisation possible. Comme les fibrés en droites sur X %dF sont
équivalents & des fibrés en droites p-équivariants sur Yz r, on peut simplement définir le fibré en droites
Oxaa (1) en prenant Oy, ., sur Yp p dont la structure p-équivariante est donnée par ¢(f) = nLf.
D’api"és le résultat de Kedlaya-Liu [FS21, Thm. I1.2.6], c’est bien un fibré en droites "ample’ et avec un
peu de courage on peut donc considérer le schéma suivant :

X3, = Proj(@) HO(XEp, Oxpe (1)),
n>0
Un des résultats principaux du livre ([FF18]) de Fargues-Fontaine est ainsi que c’est un FE-schéma
noethérien, régulier de dimension 1, les corps résiduels des points fermés sont algébriquement clos et leur
basculement s’identifie canoniquement & F, ([FF18, Thm. 6.5.2]); de plus, ils donnent une classification
précise des fibrés vectoriels sur X}}lng([FFl& Thm. 8.2.10.]). Le lien entre la courbe adique et sa version
algébrique est le suivant : on peut construire un morphisme d’espaces localement annelés

ad alg
Xer = X

qui induit une bijection entre les points fermés | X glg’H et les points classiques | X %‘fﬂd et une équivalence
de GAGA entre les catégories des fibrés vectoriels (c.f. [FS21, Prop. I11.2.7.]).

1.4. Le diamant (X2%)%. Je discute maintenant la perspective des diamants sur la courbe de
Fargues-Fontaine.
On considere Perfr,, la catégorie des espaces perfectoides de caractéristique p. Soit S € Perfr,, on appelle
débasculement de I’espace S une paire (S, 1), ot S* est un espace perfectoide et ¢: S ~ S Comme a
priori il y a beaucoup des débasculements d’un espace perfectoid donné, il est mieux de passer a une
classe d’équivalence : on déclare que (S*,1) ~ (S¥, /'), s'il existe un isomorphisme f: S* ~ S¥  tel que
f” rend commutatif le diagramme évident.

"On peut en donner un sens approximatif en passant aux diamants : (X%dF)O n’a pas un morphisme structurel vers
Spa(F'), mais son cousin Div}E’F7 qui vérifie ((X%C}F)O)ét ~ (DiVIE’F)ét, a un tel morphisme structurel et Diva — Spa(F)
est un morphisme des diamants propre-f-cohomologiquement lisse.
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Soit T un espace adique analytique sur Spa(Z,). Le diamant associé & l'espace adique analytique T est
le faisceau pro-étale donné par

T Perfﬁ’ — Ens,

T(8) ={(S* 1, /) | f+ 8 = T}/ ~.

Un diamant admet beaucoup plus de structures que juste celle d’un faisceau pro-étale : c’est 'analogue
d’un espace algébrique dans le monde perfectoide. Scholze a développé la théorie des diamants et leur
cohomologie étale dans le manuscrit immense [Sch22]. Il y a (au moins) deux raisons pour lesquelles
cette théorie des diamants est tres importante pour le probleme de la cohomologie étale de la courbe de
Fargues-Fontaine :

(a) : En passant au diamant d’un espace adique analytique sur Spa(Z,), on garde toutes les infor-
mations topologiques; par exemple la cohomologie étale ne change pas.
(b) : Les diamants YE<>7 - resp. (X %‘}F)O admettent des présentations tres sympathiques.

Je vais expliquer (b) d’une facon plus détaillée : d’abord, on a la formule suivante pour le diamant de
I'espace Yg

(6) Y2 ¢ = Spd(E) x Spa(F),
ot Spd(E) := Spa(E)?. Cela donne un sens précis au produit absolu
< Spa(E) x Spa(F) >,
que l'on a essayé de construire au début de l'introduction. On en déduit la formule
(XEr)® = (Spd(E) x Spa(F))/(idg x ¢r)".

Une autre présentation de ce diamant, qui sera importante pour le calcul de la cohomologie étale de la
courbe, est la suivante :

Soit E(upe-) 'extension cyclotomique infinie de E, construite en ajoutant & E toutes les racines p-
eme de l'unité dans une cloture algébrique de E choisie; c’est une extension galoisienne infinie. Le
caractere cyclotomique identifie le groupe Gal(E(up)/E) a un sous-groupe ouvert de Zy. Il en résulte
un isomorphisme

Gal(E(upe)/E) ~ Zp X A,

ot A est un groupe fini. Soit En, = (E(pp=))?; une extension de Galois infinie de F avec groupe de
Galois isomorphe & Z, : cette extension s’appelle la Z,-extension cyclotomique de E. La complétion
p-adique E; est un corps perfectoide. Par conséquence, on peut lui appliquer la théorie du corps des
normes de Fontaine-Wintenberger [FW79] : soit FW g(Fo ) le corps des normes associé ; c’est un corps de
valuation discrete de caractéristique p, dont le corps résiduel est isomorphe & celui de E, (et, comme Eo,
est une colimite des extensions totalement ramifiées de E, c’est juste F,). En particulier, on en déduit un
isomorphisme non-canonique entre FW g (E ) et F,(t)). De plus, la théorie du corps des normes dit que
le basculement (l/?;)b s’identifie & la perfection complétée de FWg(FEy ), c.f. [EG21, Thm. 2.1.6]; on en
déduit que (E;)b est non-canoniquement isomorphe & F,((¢}/?™)). Finalement, on trouve la présentation
du diamant cherchée :3

a 1,0,%,perf
(XE(}F)Q ~ (B~ /‘szw)/@~

O,k

Ici le choix de la variable ¢ sur la boule unité ouverte épointée ]B%},’ ™ sur Spa(F') correspond au choix
d’un isomorphisme (E,)” ~ F,((t'/?™)).

8De fait, ce diamant est le quotient de I’espace perfectoide (X%d b par la relation d’équivalence pro-étale donnée

)
oo, F'
par 'action de Z, ~ Gal(Ewo, E) ~ Gal(Eoo/E). Car B2 ~ F,(t1/7™)),

(X5 )" = (Spa(EL) Xspa(r,) Spa(F)/@F),
ce qui explique bien 'isomorphisme.
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1.5. La cohomologie étale des systémes locaux. Dans l'article [Far20a] Fargues a commencé
I’étude de la cohomologie étale de la courbe de Fargues-Fontaine. Il se concentre surtout sur des systemes
locaux et trouve un lien assez intéressant avec la théorie du corps de classes locale de E. Je vais maintenant
expliquer ses résultats.

Le début est le calcul crucial du groupe de Brauer de la courbe algébrique :

THEOREME 1.2. (Fargues, [Far20a, Thm. 2.2]) On a
Br(X3%) = 0.

La preuve est intéressante parce que la théorie du corps de classes apparait d’une fagon inattendue :
soit A une algtbre d’Azumaya sur X 22 I'objectif est de tuer [.A] € Br(X%%,). En utilisant le formalisme
des filtrations de Harder—Narasimhan; on se réduit au cas ou le fibré vectoriel sous-jacent de l'algebre A
est semi-stable de pente 0. Par la classification des fibrés vectoriels, on sait que la classe [A] est dans
I'image de ’application

Br(E) — Br(X3%).
Cette application est de fait constante & la valeur 0 : par la théorie du corps de classes Br(E) est
isomorphe a Q/Z et si 1/n € Q/Z et Dy, est une algebre centrale simple sur £ dont I'invariant de
Brauer est 1/n € Q/Z, on a

Dl/n RF OX}?%F ~ Endole% (OX}aElgF(l/n))

En utilisant, Pic(XZ{gF) ~ 7, le résultat de Fargues ci-dessus et la suite exacte de Kummer, on trouve

(7) H, (X35 7/nZ) = 0,

pour i € {1,2} et X%lg% = X%lng X Spec(E) Spec(E); ce qui implique, en utilisant la suite spectrale de
Hochschild-Serre,
(8) Hi\(X 3%, Z/nZ) ~ H'(Gal(E*P /E), Z/nZ),

pour i € {0,1,2}. Néanmoins, on ne sait pas encore si 'annulation H}, (Xzﬂl%F, Z/nZ) =0, pour ¢ > 3 est

vraie !? Ici la situation est meilleure pour la courbe adique : d’aprés le résultat de Fargues-Scholze [FS21,

Prop. I111.2.12.], on peut démontrer cette annulation pour la courbe adique et en déduire un isomorphisme
RUe(X3'p, Z/nZ) ~ RT(Gal(E*P/E), Z/nZ).

Comme je pense que l'explication de ce fait est instructive je vais la donner dans le cas ot n = p : le

changement de base X%‘,iF = X%‘fF X Spa(E) Spa(E) est un espace perfectoide et il suffit par la suite

spectrale de Hochschild-Serre de démontrer qu’on a

7 a b
H ((XEC}F) ’ FP) = 07
pour i > 0. Soitt K = F,((t)) et X3!, la courbe de Hartl-Pink (=Fargues-Fontaine en caractéristique p).
On a donc (X%‘?F)b = X}?}F X Spa(K) Spa(K). En utilisant que F est par hypothese algébriquement clos

et la courbe est qcgs, on trouve que les groupes de cohomologie H*(X ?(d F XSpa(K) Spa(K), O) s’annulent
pour ¢ > 0 (c.f. [HPO4, Prop. 3.3.]). La suite exacte d’Artin-Schreier implique ainsi

H (X385 Xspa(r) Spa(K), Fp) =0
pour i > 1. En degré i = 1 ce groupe de cohomologie est simplement Coker(Frob—1: K — K) = 0. Cela
prend soin du cas des coefficients constants et on considere maintenant des systéeme locaux :
Je rappelle que la classification des fibrés vectoriels sur la courbe (adique ou algébrique ; par GAGA c’est
pareil) implique une équivalence

(Spec(E))ser =~ (Xglfgp)fét

([FF18, Thm. 8.6.1.]). Autrement dit : tout systéme local en Z/nZ-modules £ sur X%I:gF vient de la
base Spec(FE). Par I’équivalence de GAGA, I’énoncé analogue reste vrai pour la courbe adique. Cette
équivalence identifie les complexes de cohomologies :

Rl (X3'p, £) ~ RT(Gal(E*P/E), M),

9Dans le cas ot n = £ # p on va démontrer cette annulation dans ce chapitre.
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o M € Spec(E)¢ est la représentation de Gal(E®P/E) qui correspond & L.

Par conséquence, on peut constater que a courbe adique X %‘?F satisfait tous les desiderata qu’on a
formulés au début de cette introduction.

Comme une autre illustration de ces idées, j’aimerais donner pour des F,-systemes locaux une preuve
purement géométrique de la dualité de Tate-Nakayama en utilisant le diamant Divb 10 - considéré la
premiere fois par Fargues dans l'article [Far20b], ou il démontre sa conjecture de géométrisation pour
Gy, - et toute la machinerie de Scholze développée dans [Sch22].

PROPOSITION 1.3. Soit £ un Fy-systéme local sur X%%F. L’accouplement naturel
RD(Xjk, £) x RO(X30, D(L)) — H(X3'p, Fo(1)) = Fy
est parfait, ou
D(L) = RHom(L,Fe(1)[2]).

DEMONSTRATION. Je vais simplement esquisser la preuve parce que ce résultat n’est pas utile par
la suite.
On rappelle d’abord qu’il y a une équivalence entre les sites étales (X %(:}F)ét ~ (Div}l et (c.f. la preuve
de [Far20b, proposition 3.1] pour le cas ’absolu’). Il en résulte que le Fy-systéme local £ correspond &
un unique Fy-systeme local G sur le diamant Div}a r - Dans cette situation

RU(X3'p, £) ~ RT(Divi, g, G).
Cette formule est une géométrisation du fait suivant : soit M un Fy-module fini, équipé avec une action
continue du groupe Gal(E*?/E) et soit Wg C Gal(E®*P/E) le groupe de Weil du corps E.
Alors on a'! ' '
Héts(WEv M) = Héts(Gal(Esep/E>7 M)
On peut ainsi travailler avec le diamant Div}f’ r - L’avantage de cette réécriture est qu’il y a un bon sens
a dire que Dile’  est propre et lisse, de dimension 1 sur Spa(F) : le morphisme structurel

f+ Divy p — Spa(F)
est un morphisme propre entre diamants, qui est /-cohomologiquement lisse. En utilisant la présentation
Divp p = (BCr(O(1)) — {0)}/E7,
[Far20b, Prop. 2.12.] et le résultat [Sch22, Prop. 24.2.], qui explique comment calculer le complexe
dualisant sur un tel quotient, on trouve
Rf'Fy ~ Fo(1)[2).
Cette expression du complexe dualisant permet ainsi de conclure la preuve. Il

Le cas des systémes locaux compris on se tourne vers les faisceaux constructibles : ’étude de la
cohomologie des faisceaux constructibles est le theme principal de ce chapitre.

1.6. Les résultats. Fargues a énoncé dans le méme article ([Far20a]) deux conjectures sur le com-
portement des faisceaux constructibles sur la courbe. D’abord j’expliquerai ces conjectures :
Soit F un Z/nZ-module constructible sur X%lng. En utilisant le fait que I’espace adique X%%F est forte-
ment noethérien'?, on peut construire un morphisme entre les sites étales

wr (XEp)a = (X5%)a

La premiere conjecture de Fargues dit qu’on peut comparer la cohomologie étale de F24 := u*(F) a celle
de F,i.e.

CONJECTURE 1.4. (Fargues, [Far20a, Conjecture 3.11.]) Soit F un Z/nZ-module constructible sur
X%li;, alors on a pour tout i > 0,
H (XS, F) = HY (X, 7).

La deuxieme conjecture est une conjecture d’annulation :

Opour le plaisir, je rappelle ici que la courbe de Fargues-Fontaine n’est pas comme n’importe quelle courbe classique :
le probléeme de modules des diviseurs de Cartier effectifs relatifs de degré 1 n’est pas isomorphe & la courbe elle-méme !

Hon compare ici la cohomologie du groupe Z et 7 sur des Fy-modules finis.

12De fait, cela implique que je peux simplement citer des résultats de Huber directement !
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CONJECTURE 1.5. (Fargues, [Far20a, Conjecture 3.9.]) Soit F un Z/nZ-module constructible sur
X%l,gF, alors on a
H'(Xpf, F) =0,
pour ¢ > 3.

Voici mon résultat concernant ces conjectures :

THEOREME 1.6. Soit F un Z/nZ-module constructible sur X%

(a) : Sin={#p, les deux conjectures sont vraies.

(b) : Si m = p, alors la conjecture de comparaison implique la conjecture d’annulation, si une hy-
potheése technique est vérifiée. Plus précisément, soit 7 un F,-module étale constructible sur
X%l,gF, alors ‘

H (X, ) =0
pour ¢ > 3, si une hypothese technique est vérifiée.

REMARQUE 1. Soit U un ouvert algébrique dans X}}lgF. Alors on suppose qu’on peut écrire

Uad — U Un7
neN

ou U, C U sont des ouverts affinoides, tels que U, C Un+1, 'image de l'application de restriction
res: O(U,41) = O(U,,) est dense et si Eo, sur E est la Zy-extension cyclotomique de E, les

Un X Spa(E) Spa(EOO)
sont affinoides perfectoides. J’appelle un tel espace adique un espace pré-perfectoide Stein.'® C’est I’hy-

pothese technique que je dois supposer malheureusement en ce moment, parce que je ne sais pas comment
la démontrer. Le lecteur trouve dans la remarque 13 plus de détails sur cette hypothese.

1.7. Plan de la preuve dans le cas ¢ # p. L’idée de la preuve est de démontrer des résultats
d’annulation pour la courbe algébrique et adique séparément et en déduire la conjecture de comparaison
ci-dessus.

L’observation initiale est simplement qu’il n’est pas difficile (c.f. prop. 3.1) de démontrer qu’on a

cdo(XHlp) < 2.

Comme évoqué avant, la cohomologie étale d'un espace adique analytique sur Spa(Z,) ne change pas si
on passe au diamant associé. Il faut ainsi déterminer la /-dimension cohomologique du diamant spatial
(X ]}dF)O Ensuite on peut utiliser la présentation du diamant

a ,0,%,perf
(XE(?F)O’:(E}V P /90%)/@7

qui est sympathique parce que le pro-p groupe Z, ne contribue pas & la ¢-dimension cohomologique (ici
¢ # p est crucial évidemment) et il faut simplement calculer

cdg(BE*"P" /o).

Ici on utilise soit des résultats de Berkovich soit de Scholze, pour borner la ¢-dimension cohomologique
des corps résiduels des points maximaux par 1 pour déduire la borne cdg(B}’O’*’perf/ ¢%) < 2 cherchée.
En ce qui concerne la courbe algébrique, il faut démontrer

cdy(X5%) < 2.

L’idée de la preuve donnée dans la proposition 3.5 est de démontrer cdg(E(leng)) <1, ol E(X}}lgF) est
le corps de fonctions de la courbe algébrique. Cette borne sur la /-dimension cohomologique du corps de
fonctions est démontrée dans la proposition 3.2 et elle implique la borne cherchée - ¢’est une application
soit de la pureté absolue, soit du fait que tous les corps résiduels des points fermés du schéma X%l’gp sont
algébriquement clos (ici on utilise par exemple I’hypotheése que F' est algébriquement clos).

On note que méme si on travaille sur la courbe algébrique ici et bien qu’on ne sache pas si la conjecture
de comparaison est vraie, on va réduire 'annulation cherchée a 1’énoncé suivant concernant la courbe
adique : pour tous les points maximaux x € X}}(}F, on a cdy(k(z)) < 1.

13L’adjectif ‘pré-perfectoide’ est 1a seulement pour une raison peu sympathique : on ne sait pas démontrer qu’un
ouvert affinoide dans un espace perfectoide est affinoide perfectoide...
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Pour controler la {-dimension cohomologique du corps E(XglgF) il se trouve qu’on doit controler la partie
de /-torsion dans le groupe de Brauer des revétements ramifiés :

DEFINITION 1. On appelle revétement ramifié de XglgF une paire (X', 7) olt X’ est un schéma

noethérien, régulier de dimension 1 et 7: X' — X%lﬁ,; est un morphisme fini, plat, qui est fini étale

al
au-dessus d’un ouvert dense de X3%..
,

Les revétements ramifiés vont jouer un role important dans tout ce chapitre. On trouve ainsi facile-
ment - en utilisant encore une fois la pureté absolue - que pour démontrer cdy(E (X?gF)) <1 il suffit de
démontrer Br(X’)[(] = 0 pour tous les revétements ramifiés.

Si

m X' = X%l’g’rF
est un revétement ramifié, on peut en définir une adification 72¢: X’2d — X %‘}F et on démontre une
équivalence de GAGA (proposition 2.2) :

Fib(X') ~ Fib(X"2d).
De fait, parce que les morphismes 7 et 7d sont tous les deux finis localement libres, il est possible
de déduire cette équivalence de I’équivalence GAGA connue (c.f. [FS21, Prop. 11.2.7.]). Par GAGA les

algebres d’Azumaya s’identifient sur X’ et X’ et I'annulation Br(X')[(] = 0 est donc équivalent &
Br(X'2d)[¢] = 0. On déduit (c.f. lemme 3.4) cet énoncé d’annulation du fait que

HZ (X' G,,)[] = 0.

Cette égalité est finalement un corollaire de la borne suivante : pour tous les points maximaux = € X %‘}F,
on a cdy(k(z)) < 1.
Maintenant j’explique comment on peut déduire de ces résultats d’annulation la conjecture de compa-
raison : dans un premier temps on utilise que tout faisceau constructible sur Xg,gF admet une inclusion
dans le poussé en avant d’un faisceau constant sur un revétement ramifié (plus un petit facteur qui ne
pose pas de probléme), pour réduire la comparaison au cas des faisceaux constants sur des revétements
ramifiés (lemme 2.1). Soit 7: X' — XEIFF un tel revétement ramifié. D’apres les résultats d’annulation
que 'on vient d’expliquer, on a

HY(X', Fy) = H(X'*™ F,) =0,
pour i > 3. Il suffit alors d’identifier les groupes de cohomologie en degrés i = 0,1,2. Pour i = 0,1 c’est
un corollaire de 1’équivalence de GAGA pour des revétements ramifiés (c.f. la preuve de la proposition
2.15). Pour i = 2, I'idée est la suivante : si on savait que le groupe de Brauer cohomologique de 1’espace
adique X'24 est isomorphe au groupe de Brauer défini en utilisant les algebres d’Azumaya, on pourrait
utiliser la suite exacte de Kummer et GAGA pour en déduire

1&[2(){/7 /142) ~ HQ(Xlad, ’uz.d)
Il faut ainsi démontrer que l'injection canonique
Br(X"*) < H?(X" G,,)i0ors =: Br'(X'2d)

est un isomorphisme (lemme 2.10). On rappelle que I'on peut écrire I'espace adique X %dF comme réunion
de deux ouverts affinoides avec intersection affinoide : on utilise I’écriture

X8 =Y./ Yi ~ Yigas

si on pose p = (¢ — 1)/2, alors les deux affinoides sont Y}; , et Y], , avec intersection Y], ,). Comme le
morphisme 72d: X’2d - X %d 1 est fini, Pespace X284 est aussi la réunion des deux ouverts affinoides U, V/
dont l'intersection U NV reste affinoide.
Soit maintenant Spa(A, AT) un espace adique affinoide fortement noethérien sur E. On observe (lemme
2.12) 'isomorphisme

Br(Spa(4, AT)) ~ Br'(Spa(4, A™)).
Ici on utilise deux résultats difficiles : un résultat de comparaison pour la cohomologie étale pour des
espaces affinoides fortement noethériens, démontré par Huber dans [Hub96], qui implique

H?*(Spec(A), pn) ~ H*(Spa(A, AT), pa?)

et un résultat de Gabber [Gab81] qui identifie le groupe de Brauer au groupe de Brauer cohomologique
pour tout schéma affine.
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On considére ensuite une classe de cohomologie ¢ € Br'(X’2d). D’aprés la derniére étape on sait que
les restrictions ¢ |y et ¢ |y sont induites par des algebres d’Azumaya. L’objectif est ainsi de recoller
ces algebres d’Azumaya; parce qu’elles ne sont pas vraiment isomorphes sur lintersection U NV le
recollement est un peu délicat. Pour cette étape, on utilise des faisceaux tordus, localement libres et on
suit la résolution du probleme analogue pour les schémas donné par Lieblich (c.f. [Lie04, section 2.2.3.])
dans sa these.

1.8. Plan de la preuve du résultat conditionnel dans le cas ¢/ = p. Dans le cas ¢ = p, je
n’arrive qu’a démontrer le résultat tres faible Théoreme 1.3, (b). J’explique la preuve (donnée dans la
proposition 3.6) : d’abord on utilise la méthode de la trace pour ramener 1’énoncé

HY (X¥p, 729 =0,

ot F est un F,-module constructible sur Xzﬁlng eti>3,4a
. ad
HY(X', ji (Fp)) =0,
oni>3,m: X —X ElgF est un revétements ramifié de degré premier a p, normalisation d’un revétement
étale V. — U C X;}lgF On note j': V — X’ et i': Z/ — X’ 'inclusion du fermé complémentaire. Aprés
passage au monde adique, on peut résumer la situation dans un diagramme commutatif

_jad

Va‘d J X,ad Z/ad
.,ad
K2
7;rad J{ﬂ,ad \L
U ™ Xad Zad
E,F .

,L-ad

Si I’hypothese technique dans la remarque 6 est vérifiée, I'ouvert adique U?? serait un espace pré-
perfectoide Stein et on en déduit H*(V24, F,) = 0, pour ¢ > 3. Maintenant on analyse le complexe
de cohomologie du faisceau j/ ade en utilisant le triangle exact suivant :

(j/ad)!Fp Rjiade i;adi/ad*R 'iade +1 .
Il faut par conséquence démontrer que le complexe
7ad ;rad* 1 :rad
l;a Z/a *R];a IFp
n’a pas de cohomologie en degrés i > 2.
Ce probléme est analysé en utilisant le Z,-recouvrement pro-étale perfectoide

X290 xga(m) SPd(Eso) — X240,
oul E, est encore la Zy-extension cyclotomique du corps E. Ensuite on vérifie la formule suivante :
RT (724, i"*%* Rj/™F ) = colim R (W — 7'* F,) = RT(Z,, covlTi/mRF(W — (2", Fp)),
ici la premiere colimite porte sur les voisinages ouverts, qcgs de Z2d et la deuxieme sur les voisinages
ouverts qcqs Zp-invariants W C (X'249)  de (Z/8) .
Le probléme principal est que ¢d,(Z,) = 1 et le point clé pour répondre a cette difficulté est le suivant :

L’extension Eo, de E est de la forme E, = J,, En, ol les corps E,, sont des extensions galoisiennes avec
groupe de Galois G,, = Gal(E,,/E) ~ Z/p"Z. La Z,-représentation

colimH? (W — (2"%) ., F,)
w
a la forme suivante : il existe un isomorphisme entre Z, = lim,, G,-représentations

colim /(W — (2)-c, F,) = colim Ind(5 (M),

ol My(lj ) sont des F,-modules discrets, munis de I'action triviale de G,, : ils dépendent de j et forment un

systeme direct, i.e. on a une application M,(Lj ) Mr(zJle Ensuite, on vérifie que la Z,-cohomologie dune

représentation du groupe Z, de la forme
; Gn (pg(9)
ngln Ind{e}(Mn )
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est triviale en utilisant le lemme de Shapiro. Comme I'inclusion U?d — X %d 1 est certainement 'localement
de Stein’'*) on peut en déduire (c.f. lemme 3.10) 1’énoncé d’annulation suivant

colimH (W — (%), F,) = 0,
w
pour i > 2. Cela permet de conclure.

REMARQUE 2. Est-ce qu’on peut axiomatiser cette preuve pour démontrer plus généralement un
résultat de pureté d’une immersion Zariski-fermée entre espaces rigides lisses sur un corps p-adique avec
des FF-coefficients ? Ce qui manque est évidemment 1’analyse de R'j,[F,,.

1.9. Questions et conjectures. Voici quelques questions qui sont peut-étre intéressantes :
1.9.1. Faisceaux Zariski-constructibles et le probléme d’extension de Riemann pour la courbe. 1l n’est
pas difficile de démontrer que 1'on a'®
Cdp<X%J(3F) <3.

Dans mon approche pour controler la p-dimension cohomologique de la courbe algébrique, on n’a tra-
vaillé qu’avec des faisceaux sur la courbe adique X %dF qui sont ’algébriques’. On peut poser la question
suivante :

QUESTION 1.7. Est-ce qu’on peut trouver un faisceaux constructible (dans le sens de Huber [Hub96,
Def. 2.7.2.]) de Fp-modules F sur l'espace adique X%‘}F, tel que

H¥( X3y, F) #0?

C’est une question intéressante parce que 'intuition que X %dF est 'une surface de Riemann compacte’
prédit que de fait cd, (Xy'p) < 2.
Par exemple, on peut commencer a analyser cette question dans le cas d’un faisceau constructible de la
forme j5IF,, ol

-, ad __ 7
J: Y = Xir =Yg/ ¢
On considére ainsi le tiré en arriere au niveau infini :

Joot Yt ploo = X po.
Ici on note Y1 .00 = Y[1,p] Xspa(E) Spa(Eoo) et X%‘;F = X?fF X Spa(E) Spa(EOO). En utilisant cd,(Z,) =1
et cdy (X3! p) <2, on voit facilement

Hl(va HQ(X%[;,F’ JootFp)) =~ HB(X%C}Fv JFp).

Je rappelle que X g(ii r= (B?O’*’perf/ ¢%). On considere aussi la décomposition ouverte/fermée
perf k 1,0,%,perf , 7 perf
A[LPLF (B /eF) i A(p,q],F'

Cette décomposition implique la suite exacte courte suivante
kF, —F, —i.F,.

adb
E

Les espaces Xj’ et A, r sont connexes et il en résulte que H°(kF,) = H'(kF,) = 0 par la suite

exacte longe en cohomologique induite par la suite exacte courte ci-dessus. Parce que H?(X %‘ii m Fp) =0,
cette suite exacte longue est de fait la suite exacte courte suivante
b f
0—— HI(X%'(L,F’ Fp) — Hl(A?STqLFa F,) — H?*(kF,) — 0.
Cela est une suite exacte courte des Z,-modules discrets et en appliquant la Z,-cohomologie on peut en
déduire une suite exacte longue. Il en résulte qu'on a une surjection

HY(Zy, H (AP, 1 F,)) — HY(Z,, H2(kiF,)).

MCela veut simplement dire qu’on peut trouver un voisinage affinoide W de Z29 tel que W — Z2d est un espace de
Stein. C’est évident en utilisant 'uniformisation X%d = Y1,q/ o~

15Voici I'argument : On utilise la présentation (X}"j;fh[,)<> = (B},’O’*’perf/apé)/zip; car cdp(Zp) = 1, la suite spectrale de
Hochschild-Serre implique qu’il suffit de démontrer que cdp (B};O‘*’perf/@%) < 2. Cela résulte de la formule [Sch22, Prop.
21.11], qui est aussi valide pour £ = p, des faits que dimKrun\B},’O’*’perf/cp%| =1 et que cdp(M) < 1, ot M est un corps de
caractéristique p.
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Le noyau de cette surjection s’identifie & I'image de H'(Z,, H' (X%ii,F’ F,)). On observe
Hl(Zp7 Hl (X%(iz,Fv ]FP)) = HQ(X%C}FV ]FP)

Si on suppose de plus que p, C E, ce dernier groupe de cohomologie s’identifie & F,,.

Maintenant on analyse H(Z,, Hl(AE’;rqf] 7 Fp)). D’abord, on observe

HY (Z,, HN(AP L F,)) = HX(Y, g, Fy).

(p,ql,F> =P

L’espace Y{, 4 admet un recouvrement de Stein

Yipq = U Yi..q-
neN

Cela implique la suite exacte courte suivante

0 — R'lim, (Y] F,) — H*(Y{,q, Fp) —lim, H*(Y},, 4. F,) — 0.

Pn 7‘1] ?
Sous quelques hypotheses on peut vérifier que la derniére limite s’annule :

LEMMA 1.8. On suppose que le corps de fonctions E(Xg{gF) est de dimension cohomologique 1 et
pp C E*. Alors on a

H'(Y;, F,) =0,
pour i > 2 et I C (0,1) une intervalle compacte, tel que p(Y7)NY; = 0.
DEMONSTRATION. Il suffit d’expliquer ’annulation pour i = 2.
Soit t € B¥=™ tel que t s’annule pas dans Y7. D’apres un résultat de Fargues-Fontaine ([FF18, Prop.
7.9.1.]) l'inclusion canonique B, = (B[1/t])¢=! < B; est d’image dense. Soit
Ae ={f e Be: [Ifllr <1}
On a A.[1/7] = B.. D’apreés le résultat de comparaison de Huber [Hub96, Corollary 3.2.2], on a
H'(Y1, Fy) = H'(Spec(AL[1/x]), Fp).
Ici AP = colim 4, _, 4/ Al est la hensélisation de A, le long de , i.e. la colimite porte sur tous les A, — A,

étale, tel que A./m ~ A’ /m. Par compatibilité de la cohomologie étale aux colimites filtrantes, on a

H'(Spec(AL(1/]), Fy) = colim H' (Spee(4,[1/x)). F,).

On affirme que Br(Spec(AL[1/7])) = 0. C’est ici que I'on doit utiliser ’hypotheése que cd(E(X%{gF)) =1
De fait, Spec(A.L[1/7x]) est un schéma noethérien de dimension 1, qui est régulier. Soient {C;};cr les
composantes connexes. Il y en a un nombre fini et elles sont aussi les composantes irréductibles. Chaque
C; est le spectre d’un anneau de Dedekind. 1l suffit de démontrer que Br(C;) = 0 et pour cela il suffit de
démontrer que Br(Frac(O(C;))) = 0, parce que pour un schéma régulier integre S, avec point générique
ns, de dimension 1 on a une injection

Br(S) < Br(k(ns)).

Le morphisme induit C; — Spec(B.) est toujours étale. L’image U est un ouvert et parce que B, est
un anneau principal Pouvert U est affine. Le morphisme C; — U = Spec(R) est étale et surjectif entre
schémas affines. Il correspond ainsi & une injection sur les anneaux et est donc dominant. On observe

Frac(B,.) = Frac(R) et que I'extension Frac(O(C;)) de Frac(B.) est finie. On a donc Br(Frac(O(C;))) = 0,
alg _
parce que cd(E(X %)) = 1.
En utilisant la suite exacte de Kummer, on déduit de I’hypothese p, C E* I'isomorphisme
H?*(Spec(AL[1/n]), Fp) ~ Pic(Spec(AL[1/7])) -
Maintenant, on affirme

colim Pic(Spec(AL[1/7])) = Pic(B;) = 0,
A AL

ce qui finit la preuve.
D’abord, on utilise la compatibilité de la cohomologie étale aux colimites filtrantes

ggggl,ePiC(SpeC(Aé[l/W])) = Hj, (Spec(AL[1/7]), Gum).
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On observe que A" est sans m-torsion et ﬁe aussi est sans m-torsion. On peut donc appliquer le résultat
de Bouthier-Cesnavi¢ius [BC20, Thm. 2.3.3. (¢)] & G = G, et le morphisme

(A, 7) = (A, )
et en déduire
Pic(A"[1/7]) ~ Pic(A.[1/7]).

Comme B, < By est d'image dense, on a A\e[l/ﬂ'] = By. On conclut en utilisant que By est un anneau
principal. O

La question a la fin est la suivante
QUESTION 1.9. Dans la situation ci-dessus, est-ce qu’on a

R'lim H' (Y, q), Fp) = 07

Pn 7(I] )
Une autre question dans cette direction est la suivante :

QUESTION 1.10. Est-ce qu’on a
HQ(Y(p,q]a NP) # 07

Par I’analogie entre Y r et la boule ouverte unité épointée IB%ZJI’*, ou C est un corps non-archimedien
et algébriquement clos, il est probable que cette question & une réponse positive si le corps F' n’est pas
sphériquement clos. Peut on par exemple adapter les résultats de la section [CDN21, Prop. A.2.]?

En ce qui concerne les faisceaux Zariski-constructibles je me pose la question suivante :

QUESTION 1.11. (Riemann extension) Soit j: U < X!, une immersion ouverte de Zariski'®. Par

GAGA pour la courbe, U est I'adification d’un ouvert algébrique U’ < XEIFF. Est-ce qu'on a une
équivalence de catégories

(U")gse = (U)ger?

Le probléme crucial ici est bien stir de démontrer que tout recouvrement fini étale V' — U s’étend a un
recouvrement ramifié X’ — X,

Si la dernieére question avait une réponse positive, on pourrait en déduire que la catégorie des faisceaux
Zariski-constructibles sur X}}‘f 1 est équivalente a celle des faisceaux constructibles sur X ?ElgF On pourrait
utiliser mon approche pour la p-dimension cohomologique de la courbe alors pour démontrer ’annulation
de la cohomologie étale pour des F,-modules Zariski-constructibles.

1.9.2. Dualité de Verdier.

QUESTION 1.12. Soit m: X' — Xg:gF un revétement ramifié. Le tiré en arriere le long du morphisme
([FF18, section 6.7.])

cogim Spec(By) — Xgl,gF

donne alors un recouvrement ramifié Y’ — Yg p. Est-ce que le morphisme de diamants localement
spatiaux

f':Y'® = Spa(F)
est £-cohomologiquement lisse 7 Est-ce qu’on a

Rf"Fy ~ Fy(1)[2]?

Il est tres probable que si la réponse a cette question est positive et j’arrive finalement a démontrer
la conjecture de comparaison de Fargues, on pourrait démontrer la conjecture [Far20a, Conjecture 3.12].
Il est aussi tres intéressant de considérer le cas ¢ = p. Je pourrait imaginer que les travaux de Lucas
Mann sont relevant.

16Cela veut simplement dire que le complémentaire fermé est un fermé de Zariski.
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1.9.3. Le corps E(Xgl%;) est-il (C1) ? Fargues a aussi posé la conjecture suivante :

CONJECTURE 1.13. (Fargues)
Le corps de fonctions de la courbe algébrique E(X%lgF) est (C1).

Une résolution de cette conjecture donnerait bien sir une preuve assez élégante de I’annulation de
Hi(XglgF7 F), o F est un faisceau constructible et i > 3.

Voici I’approche possible : Soit P € E(XzIFF)[Tl, ..., Tp,] un polynéme homogene, non-constant, tel que
deg(P) < n. Alors il faut trouver une racine non-triviale de P dans E (X%lgF) Comme le polynéme a
un nombre fini des coefficients, on peut trouver un diviseur D € Div(Xglg},), tel que P est a coefficients
dans HO(X;IFF, (’)X;gF (D)). On trouve un m € Z, tel que OX?%F (D) ~ (’)leiv (m). En laissant varier les
espaces perfectoides au dessus de F, on peut regarder I'application polynémiale d’espaces de Banach-
Colmez suivante :
P:BCp(O(k))" — BCr(O(m + kdeg(P))),

qui est induite par P. Maintenant on peut observer que pour k >> 0, on a nk > m + kdeg(P), parce
que n > deg(P). Dans cette situation je pourrais imaginer que

P7H0) # {0}
En effet, si on croit que les espaces de Banach-Colmez sur F' se comportent bien comme des espaces
affines sur un corps algébriquement clos, on peut s’attendre a un tel comportement. Cela impliquerait
bien str la conjecture de Fargues ci-dessus.
Une propriété d'un corps qui est (C'1) est bien siir que sa dimension cohomologique est borné par 1.17 1l
est naturel de se poser alors la question suivante :

QUESTION 1.14. Si on sait démontrer que l'on a cd(Xz{gF) = 2, est-ce qu’'on peut en déduire que
lon a cd(E(X3%)) < 17

2. Les modeéles entiers des variétés de Shimura locales

Maintenant je vais expliquer le continu de la deuxieme partie de ma these. Elle concerne les variétés
de Shimura locales. La construction des modeles entiers des variétés de Shimura locales dans le cas non-
ramifié était ’objectif principal de ma thése ; malheureusement je ne suis pas arrivé jusque-la - de fait, je
n’arrive méme pas a démontrer la représentabilité de la fibre générique du probleme de Biiltel-Pappas.

2.1. Un peu d’histoire. Les fibres génériques des espaces des déformations de Lubin-Tate et
Drinfeld ont donné naissance aux premieres variétés de Shimura locales.
Par préférence personnelle, je vais commencer l'introduction par I'explication de la construction du
schéma, formel p-adique Q¢ introduit par Deligne et son interprétation modulaire diie a Drinfeld.

2.1.1. L’Omega de Drinfeld. L’analogue du demi-plan de Poincaré en géométrie p-adique est I’espace
rigide analytique suivant

Qd — Pd—l,ad Y
Qp Qp ’
ot H dénote la réunion des hyperplans QQp-rationnels dans Pé;l. C’est un exemple fondamental d’une
variété de Shimura locale.
Deligne a défini un modele formel semi-stable p-adique de I’espace de, modele formel traditionnellement
noté par ﬁ%p. Afin de Pintroduire, on consideére 'immeuble de Bruhat-Tits du groupe PGL4(Q,) noté
BT (PGL4(Q,)). C'est un ensemble simplicial. Les 0-simplexes sont donnés par les classes d’homothétie
des Z-réseaux dans Qf. Une collection [A;,], ..., [A;, _,] forme un r-simplexe, s7il existe des représentants
Nig, . Ay, tels que
pAi7,71 C Aio C "'Airfr

Il en résulte qu'un simplexe maximal est de dimension d. Le groupe PGL4(Q),) agit naturellement sur ce
complexe simplicial. Dans le cas d = 2, I'immeuble BT (PGL4(Q,)) est de fait un arbre.
Soit A un r-simplexe, alors on peut lui associer un schéma formel p-adique affine Ua comme solution du
probleme de modules suivant : le foncteur

Un: Nilp®® — Ens,

1"De fait, la propriété d’étre (C'1) est stable par extension finie. La norme réduite d’une algébre a division sur une
extension finie du corps aurait une racine et il en résulte que Br(L) = 0 pour tout extension finie L.
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qui envoie un S € Nilp'® sur les classes d’isomorphisme des triplets (£;, , o, , i), k € {0,....,r — 1} ol
L;, sont des fibrés en droites sur S, oy, : A;,, — L;, sont des applications Z,-linéaires et II;,: £;, — L
est Og-linéaire. On exige qu'un triplet se place dans un diagramme commutatif

pAZ'7.71 Aio Ai,,.,l

\Lairl/P laio \Lair—l
o . e

Lige. —> L;

Tr—1

Thkt1

ir—l
et que la condition suivante soit vérifiée :

(Deligne) : Pour m € Ay, — A, (vesp. m € Ajy —pA;,_,), lasection oy, (m) € £ (resp. a;y(m) € L4,)

ne s’annule pas sur S.

Tht1

Ce foncteur ne dépend pas du choix des représentants A;,, ..., A et il est facile de voire que ﬁA est

un schéma formel p-adique affine, ouvert dans

Gr—1

-
Spf(Zp{ Xo, ..., X1, Y3}/ (][ Xi = p)).
i=1

ou j parcourt Z/dZ — {ig, ..., ir—1}.
Si A" = A—{[A;, ]} est un sous-simplexe du simplexe A, on obtient une immersion ouverte Uar < U N
et on définit

~ PN

Qz, = colAlm Ua.
C’est un schéma formel p-adique, séparé, localement topologiquement de type fini, qui est semi-stable
(mais pas quasi-compact). Il s’agit bien d’un modele formel de ’espace de Drinfeld :

(Q%p)zd = Qép '

Un point de départ de la théorie des modeles entiers des variétés de Shimura locales était ’observation
de Drinfeld ([Dri76]), qu'on peut donner une interprétation modulaire au schéma formel Q%

P
Soit D une Q,-algebre centrale, simple d’invariant de Brauer 1/d. Soit Op l'ordre maximal et II une
uniformisante. Plus concretement, soit Fg I’extension non-ramifiée de degré d du corps Q,, avec Frobenius
74 € Gal(Eq4/Qp). Si on choisit une inclusion E; — D, on peut écrire

Op = Op, [H]/(Hd =p,(a) = 74(a)II)

comme anneau de polynémes non-commutatifs.
Soit S € Nilp et X un groupe p-divisible sur .S. On considere la donnée d’une Op-action sur X, i.e.

t: Op — End(X).

Drinfeld appelle une paire (X,:) un Op-module formel spécial si Lie(X) est un Og, ®z, Os-module
localement libre de rang 1. En utilisant la théorie de Dieudonné, on vérifie de fait que si (X, ¢) est un
Op-module formel spécial, le groupe p-divisible X est automatiquement formel (i.e. sur chaque fibre
géométrique de S, le groupe X n’a pas de partie étale).

On fixe maintenant une cloture algébrique @p de Q, et on considére Fy inclus dans @p. Le corps résiduel
du corps Q, donne une cloture algébrique k = F,, de F,,. Soit Q, = W (k)[1/p] et o et I'automorphisme
de Frobenius. On fixe toujours un triplet (D, Op,II) comme avant.

Un résultat important dit que modulo Op-isogénie il n’existe qu'un seul Op-module formel spécial de
hauteur d? et dimension d sur k. On fixe un tel objet X.

DEFINITION 2. Le probléme de modules de Drinfeld est le foncteur
D: Nilp%)(k) — Ens,

qui envoie S vers les classes d’équivalence de paires (X, p), o X est un Op-module formel spécial et
p: Xz --» X7 est une quasi-isogénie Op-linéaire de hauteur 0.

Le théoréme de Drinfeld est alors le suivant

180n noté Nilp la catégorie des schémas tel que p est Zariski-localement nilpotent sur ce schéma.
19¢Crest le lieu ot Hiko est un isomorphisme.
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THEOREME 2.1. (Drinfeld)

Le foncteur D est représentable par le schéma formel Q% .
P

REMARQUE 3. J’ai formulé le théoreme de Drinfeld dans le cas ot on travaille sur Q. Il y en a aussi
une version générale pour toute extension finie &£ de Q,. J'ai décidé d’utiliser cette formulation parce
que plus tard je vais aussi travailler avec des données de Shimura locales sur Q,,.

La preuve de Drinfeld est difficile et n’est pas tres directe. Il serait mieux d’avoir une construction
directe de 'objet universel au-dessus de Q% . C’est ce que j’ai fait - avec 'aide de Thomas Zink - dans

P
le cas ou d = 2. Je vais énoncer ce résultat de la fagon suivante :

THEOREME 2.2. Pour d = 2 on peut donner une nouvelle preuve du théoréme de Drinfeld en

construisant explicitement (le display associé &) un Op-module formel spécial au-dessus de SA)% et en
P

démontrant que c’est bien 'objet universel.

C’est le sujet du troisieme chapitre de ma thése.

La construction consiste en deux étapes : dans un premier temps on construit le display cherché sur la
fibre spéciale ﬁ%p. Apres on utilise la théorie des déformations de Grothendieck-Messing (du point de
vue des displays de Zink [Zin02]), pour construire 'objet cherché sur tous les épaississements p-adiques.
C’est la premiere étape que je ne sais pas faire en tout généralité : j’arrive seulement a construire les
displays cherché sur 'ouvert ol exactement un seul (ou exactement un certain nombre) index est critique
et pour les recoller, il faut étendre ces displays sur le lieu ott au moins un certain index est critique. Pour
d = 2 cette extension est automatique et pour d > 2 je ne vois pas comment le faire.

2.2. Variétés de Shimura locales. Rapoport-Zink ont donné dans leur livre [RZ96] des généralisations
de I'espace de Drinfeld qu’on vient de considérer. En analogie avec les variétés de Shimura globales, ils ont
considéré le cas PEL. Bien stir, d’apres Deligne [Del71], il existe une théorie des variétés de Shimura glo-
bales complétement générale pour tout groupe réductif sur Q qui admet une donnée de Shimura (e.g. des
groupes exceptionnels du type Eg ou bien E7). Motivés par cette analogie, Rapoport-Viehmann [RV14]
ont suggéré d’essayer de construire des généralisations des fibres génériques des espaces de Rapoport-
Zink. Finalement, Scholze a construit dans ses exposés a Berkeley [SW20] ces espaces en utilisant la
géométrie perfectoide. Je vais maintenant expliquer la construction de Scholze de ces espaces.

On commence avec un peu de notation : on fixe un corps algébriquement clos discret k et une inclusion
k — F (par exemple : k =TF,), ott F est de nouveau un corps non-archimédien, algébriquement clos de
caractéristique p > 0. Soit L = W (k)[1/p] et on note par o automorphisme de Frobenius de L.

Les variétés de Shimura locales sont associées aux données suivantes : soit G un groupe réductif, connexe

sur Qp, soit {1} une G(Q,)-classe de conjugaison des co-caracteres géométriques
e Gm’@p — G@p
et on note par B(G) les classes d’isomorphisme des G-torseurs sur la courbe X@d p= X0
jo3)

ExaMPLE 2.3. Le cas de Drinfeld correspond au cas suivant : soit G = D*, vu comme groupe réductif
connexe sur Q, (un groupe qui est ramifié!). Soit

W Gm,@p — D@p = GLd,@p
le cocaractere (1,0...,0) et le fait que modulo isogénie Op-linéaire il n’existe quun seul Op-module

spécial formel sur k se traduit par le fait que B(G, p)pasic €st un singleton.

Un théoreme fondamental de Fargues dit que B(G) s’identifie & un ensemble avec une longue histoire :
l’ensemble de Kottwitz. Plus précisément, le théoréme de Fargues ([Far20a, Thm. 5.1.]) dit que

B(G) ~ G(L)/o — conjugaison.
Soit [b] € B(G) et b € [b] et soit Jp, le groupe réductif sur Q, suivant : si R est une Q,-algebre, alors
Jo(R) = {9 € G(R®q, L): g~ 'bo(g) = b}.

Pour simplifier, je vais supposer par la suite que le groupe G est quasi-déployé. On suppose de plus que
les hypotheses suivantes sont satisfaites :
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(a) : Soit u € {u}. On considere laction

G - Gg, = Lie(G)g,,

m,Q, p

qui induit une décomposition

Lie(G)g, = P Lie(G)n

neEZ

selon les sous-espaces de Lie(G)@ ouG,, g, agit comme -A™. Alors on exige que
»ep

Lie(G), =0

pour n # —1,0, 1. Cette condition est indépendante du choix de u € {u}. Un co-caractere u
qui satisfait a cette condition s’appelle minuscule.
(b) : Soit C'/E une extension algébriquement close non archimédienne complete, avec basculement

C®. On considere la courbe pointée associée ({oo},Xad o») €t soit & un représentant de la
b

classe d’isomorphisme [b] € H, élt(X(%d o»» G). On exige alors que le G-torseur
D>

Ep |xaa  _
|XQP‘Cb {0}

soit trivial et admette une trivialisation méromorphe qui est bornée par p~!.

Les raisons pour lesquelles on veut supposer que (a) et (b) sont vérifiées sont les suivantes : (a) implique
que l'espace qu’on veut définir est un objet de la géométrie rigide classique (et n’est pas seulement un
diamant) et (b) que cet espace n’est pas vide.

La classe {u} est définie sur une extension finie £ = E(G, {¢}) de Q,, corps qui s’appelle ’corps de
Shimura local’. De plus, soit ;1 € {u} définie sur E et on considere le parabolique associé :

PH C Gg.

Ce groupe admet la description fonctorielle suivante : si R est une F-algebre, on a
P,(R)={g9 € G(R): tlim w(t)gu(t™') existe}.
—00
La variété de drapeaux associée est la variété des groupes paraboliques dans la classe de conjugaison de
P, ie.
FU(G. 1) = G/ P,
C’est une variété propre et lisse sur Spec(E). Comme on veut faire de la géométrie rigide, on va passer
a Pespace adique FI(G, 1) associé; de plus, on va plutot considérer le changement de base
ad
FUG, p)2.

Les variétés de Shimura locales associées & (G, {u}, [b]) forment une tour - indexée par les sous-groupes
ouverts, compacts KX C G(Q,) - de recouvrements étales d'un ouvert assez intéressant et en général
toujours plutdt mystérieux

FUG, p, [b])* € FUG, )5
ouvert qui s’appelle 'lieu admissible’. L’existence de cet ouvert était conjecturée par Rapoport-Zink,
puis Hartl et Faltings ont considéré la question de I’existence de cet ouvert dans des cas particuliers et
Chen-Fargues-Shen ont donné dans [CFS21] la premiére définition générale (c.f. aussi les Berkeley notes
de Scholze [SW20] et l'article de Scholze-Weinstein [SW13]).
Comme l’espace topologique ne change pas si on passe aux diamants, il suffit d’introduire l'ouvert
FU(G, u, [b])* comme sous-foncteur ouvert du diamant (FI(G, u)%d)o au-dessus du diamant Spd(E). Soit
ainsi S € Perfg et (S%,1) € Spd(E)(S), le débasculement donne un diviseur de Cartier S < X3ad
([FS21, Prop. 11.1.18.]). On se donne de plus un morphisme

S = (FUG, w)E)°

au-dessus du diamant Spd(E). En utilisant le lemme de recollement de Beauville-Laszlo et la donnée
de ce morphisme S — (fl(G,u)%d)O, on peut modifier le G-torseur &, sur X34 le long du diviseur de

Cartier S* pour trouver un nouveau G-torseur & sur X gd. Alors
(FUG, 1 [B])")® € (FUG, m)E)°
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est le sous-foncteur donné par la condition suivante : pour tous les points géométriques s — 5, le tiré en
arriere du G-torseur & le long du morphisme

xad , xad
est trivial, ou brievement dit : le G-torseur & est fibre a fibre géométrique trivial. Un résultat de base de
la théorie du & Kedlaya-Liu, et re-démontré par Fargues-Scholze ([FS21, Thm. I1.2.19.]), dit que cette

condition définit un sous-foncteur ouvert. Cela donne alors une définition du lieu admissible, qui marche
en toute généralité.

EXAMPLE 2.4. Si (G, {§}, [b]) est la donnée de Drinfeld (G n’est donc plus quasi-déployé!), on trouve

bien que
FUG, s )" = 9 .
Maintenant, il faut introduire la tour {Shx } xcq(q,) de revétements étales
T4R: Shg — ]'-Z(G, M, [b])a

On peut écrire (FI(G, i1, [b])*)® comme quotient d'un espace perfectoide S par une relation d’équivalence
pro-étale représentable R C S X(ry(q,u,p)e)e S- D'apres un résultat de Kedlaya-Liu ([SW20, Thm.
22.3.1.]) - qui concerne le cas des fibrés vectoriels - et Pextension de celui-ci & des G-torseurs dii & Scholze
([SW20, Thm. 22.5.2.]), les G-torseurs fibre & fibre géométrique triviaux sur X3¢ sont équivalents a des
G(Qp)-torseurs pro-étales sur S. On trouve ainsi un unique G(Q,)-torseur pro-étale 7 sur S, qui - par
unicité - descend le long de la relation d’équivalence R en un G(Q,)-torseur pro-étale M(G, {1}, [b])s —

(FI(G, i, [b])*)°. D’apres [Sch22, Coro. 11.28] c’est encore un diamant localement spatial ; 'espace
M(G, {1}, [b])o

s’appelle variété de Shimura locale au niveau infini. Il est probable que cet espace est en fait représentable
par un espace perfectoide. Soit maintenant K C G(Q,) un sous-groupe ouvert, compact. Alors

M(G, i}, ) oo/ K = (FUG, 1, [B])*)°

est un morphisme étale, séparé. Comme a ((FI(G,pu, [0))*)?)e =~ (FIU(G, u, [0])*)st, ([Sch22, Lemma
15.6.]), on trouve un espace adique Shg, étale au-dessus de FI(G, u, [b])?. L’espace adique Shy est lisse
(partiellement propre) sur Spa(E) et uniquement déterminé par la propriété

(Shx)® = M(G, {u}, b)) /K.

(c.f. [SW20, Prop. 10.2.3]). Ces espaces forment un tour {Shx}x avec morphismes de transition finis
étales. Ce sont des variétés de Shimura locales.

2.3. La question de ’existence des modéles entiers. Soit encore (G, {u}, [b]) une donnée de
Shimura locale et K C G(Q,) un niveau choisi; on considere la variété de Shimura locale associée : Shy .
Si on suppose que K = G(Z,), ou G est un groupe parahorique sur Z,, on peut se demander s'il existe
un modele formel de 'espace rigide-analytique Shy .

A cause d’incapacités personnelles, et parce que c’est le cas le plus facile, je me suis concentré dans
cette these sur le cas non-ramifié. Soit alors G un groupe réductif connexe sur Q,, qui admet un modele
réductif G sur Zy; c’est équivalent a dire que G est quasi-déployé et est déployé apres une extension finie,
non-ramifiée. On fixe dans la suite un tel modele réductif G sur Z,. Dans cette situation, on peut trouver
un co-caractere

we: Gm,(’)E - g(’?é

avec classe de G(O)-conjugaison bien définie, qui étend la classe de conjugaison donnée. Alors, on a la
conjecture suivante :

CONJECTURE 2.5. (Folklore, c.f. [Pap18, Conjecture 5.2.])
Il existe un unique schéma formel, M(G, {u}, [b]), avec action du groupe J,(Q,), qui est localement
formellement de type fini et formellement lisse sur Spf(Oj), tel que

(M(G, {n}, [b]));5" = Shk
et
M(G, (i}, )7 == X 0),
ou X,,(b) est la variété affine de Deligne-Lustzig parfaite (c.f. [BS17], [Zhul7]). De plus, on exige que le
schéma formel soit une généralisation des schémas formels déja construits pour des données de Shimura
locales non-ramifiés abéliennes.
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REMARQUE 4. Je pourrais imaginer que le schéma formel est la solution d’un probléme de modules.

Apres des résultats de Rapoport-Zink [RZ96], Kim [Kim18], Shen [She20], le seul cas intéressant
qui reste a traiter est celui o G est un groupe exceptionnel du type Eg ou E;. 1l serait évidemment
esthétiquement tres satisfaisant de traiter tous les cas d’une maniere uniforme.

2.4. L’approche de Biiltel-Pappas. Comment peut-on trouver un probléme de modules qui pour-
rait donner naissance au schéma formel M(G, {u},[b]) cherché?
On considere d’abord le cas de la donnée de Shimura suivante : (GLy, {ftn.a},[0]). C’est le cas de base
déja traité par Rapoport-Zink dans leur livre ([RZ96, Thm. 2.16]). Le jeu est maintenant de reformuler
ce probleme de modules des groupes p-divisibles d’une facon qui se généralise a n’importe quel groupe
réductif G sur Z,.
En ce moment, il y a quelques théories classifiant les groupes p-divisibles en utilisant de 1’algeébre semi-
linéaire. Ces théories marchent soit seulement pour des bases spécifiques (théorie des modules de Dieu-
donné, des cristaux de Dieudonné (c.f. [Laul3]) ou des F-cristaux prismatiques absolus (c.f. [AB21]))
soit pour seulement certains groupes p-divisibles. Comme on veut construire un probleme de modules
formulé pour toutes les bases sur lesquelles le nombre premier p est nilpotent, on va prendre la grave
décision de se limiter aux groupes p-divisibles formels et utiliser la théorie des displays diie & Zink.2°
Soit maintenant R un anneau dans lequel p est nilpotent. Je vais donner d’abord la définition d’un display
sur R et apres expliquer pourquoi il ne faut pas étre effrayé.

DEFINITION 3. (Zink)
Un display sur R est un quadruplet (P, Q, F, F), ot P est un W(R)-module fini projectif, Q C P est
un W(R)-sous-module, F': P — P est un morphisme Frobenius-linéaire, F: Q — P est un morphisme
F-linéaire et les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) : IrP C Q C P et le R-module P/Q est fini projectif,!

(ii) : F': Q — P est un épimorphisme F-linéaire, i.e. 'ensemble F(Q) engendre P comme W (R)-

module,
(iii) : pour w € W(R) et z € P, on a

F(V(w) - z) = wF(x).

La raison pour laquelle un display est quelque chose de treés explicite (et pourquoi c’est un objet

qui se généralise bien & n’importe quel groupe réductif G sur Z,) est la suivante : localement pour la
topologie de Zariski sur R, un display est simplement une classe de conjugaison tordue d’une matrice
dans GL, (W (R))!
Soit (P, Q, F, F ) un display sur un anneau R € Nilp.?? Dans un premier temps on observe qu’on peut
trouver des W (R)-modules fini projectifs T et L, tels que P = T@® L et Q = IgT & L; cette décomposition
s’appelle une décomposition normale. Localement sur R, on peut supposer que T et L sont finis libres.
Puis, si T et L sont libres, avec bases e1,...,eq de T et €441, ..., e, de L, on trouve une matrice

U = (@ij)i<ij<n € GLu(W(R)),
telle que
(a) : F(e;) = 2?21 a; je;, pour 1 < ¢ <d,
(b) : F(e;) = Z?Zl a;ej pour d+1<4i <h.
Inversement, toute matrice U € GLj, (W (R)) définit un display avec une décomposition normale choisie
et avec trivialisation choisie. Une telle matrice U s’appelle une matrice structurelle pour le display.

Cette description dépend évidemment du choix d’une base. Soit fi,..., f¢ une autre base de T et
fa+1, -, fn une autre base de L. La matrice H de changement de base est par conséquent de la forme

AJ}

H:[B C

200n pourrait penser a utiliser les modules de Cartier, qui sont aussi décrits de fagon assez explicite, i.e. plus ou moins
par une matrice, mais I’avantage des displays est que les morphismes entre des displays sont aussi décrits par des matrices
et que la théorie des cristaux des Dieudonné est intégrée dans la théorie.

211ci je note Ip = ker(wo: W(R) — R) = Im(V).

22(rest la notation pour la catégorie des anneaux ou p est nilpotent.
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ot A est un bloc de taille d x d et C est de taille (h — d) x (h — d) et J est une matrice & coefficients
dans Ir. La base fi, ..., f, donne une autre matrice structurelle U’ € GLy (W (R)) et si on note

o A Jl\ _[FA) v
h\IB C|)” |pF(B) F(C) |’
la relation entre les matrices structurelles est donnée par

H'U®), 4(H)=U".

Jusqu’a maintenant un display est simplement un objet d’algebre semi-linéaire et pour pouvoir lui associer
un groupe p-divisible formel, il faut supposer quune certain condition de nilpotence soit vérifiée.?? Cette
condition est une condition qui se formule localement sur 'anneau R et on peut donc supposer, que le
display est décrit par une matrice structurelle U € GLj (W (R)). Cette matrice s’écrit

X Y
o= 3]
ou X € Matdxd(W(R)), N € Math,dxh,d(W(R)). Soit
Vv Vv
Z N

I'inverse. On considére maintenant la matrice

\ \
Ny = wo(N) S Math,dxh,d(R/pR).
v (@)
Si on note par N, la matrice ou on a élevé les coefficients & la puissance p™-ieme, la condition de
nilpotence de Zink dit, qu’on peut trouver n >> 0, tel que
VIO RV v
N, - N, -..No =0.
REMARQUE 5. Si R = k est un corps parfait, la catégorie des displays est équivalente a la catégorie des
modules de Dieudonné. La condition de nilpotence de Zink dit dans ce cas la simplement que 'operateur
V est p-adiquement nilpotent.

Le théoreme principal de la théorie des displays est alors le suivant :

THEOREME 2.6. (Zink [Zin02], Lau [Lau08])
Soit R un anneau dans lequel p est nilpotent. Il existe une équivalence naturelle entre la catégorie des
groupes p-divisibles formels sur R et la catégorie des displays nilpotents sur R.

De plus, il existe une notion de quasi-isogénie pour les displays qui correspond a une quasi-isogénie

pour des groupes p-divisibles formels. Au total, en utilisant les displays on peut complétement reformuler
le probleme de modules de Rapoport-Zink dans le cas ou le groupe p-divisible qu'on est en train de
déformer n’a pas de partie étale.
L’avantage est maintenant qu’il est plus facile de donner une généralisation des displays qui marche
pour tous les groupes réductifs G sur Z,. C’est exactement ce que Biiltel ([Buel3]) puis Biiltel-Pappas
([BP20]) ont fait : la généralisation d’une matrice structurelle est bien sir un élément v € G(W(R)).
Maintenant il faut généraliser le groupe des matrices de la forme

A J
B C

ot A est un bloc de taille d x d, C' un bloc de taille n —d x n — d et .J a coefficients dans Ig. Ici, on va
utiliser la donnée du co-caractere minuscule

H= [ ] € GL,(W(R)),

w: G’ITL,OE — gOE

(pour trouver ce co-caracteére on a déja utilisé qu’on est dans le cas non-ramifié). De plus, le corps de
Shimura local E est une extension non-ramifiée de Q, et le co-caractere p est défini sur W(ko), ol ko
est une extension finie de F,.

23Néanmoins, d’aprés un résultat de Lau [Laul3] on peut toujours associer un display & n’importe quel groupe
p-divisible.
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On considere le parabolique P, sur W (ko) et la généralisation des matrices de la forme ci-dessus est le
groupe suivant :

GW(R)) = {g € GW(R)): wo(g) € Pu(R)}.

De plus, Biiltel-Pappas ont trouvé une généralisation du morphisme ®,, 4 : ¢’est un morphisme de groupes
DG4 GOV = GW())w (ko)
tel que dans G(Wg(R)) = G(W(R)[1/p]) on a :

®g (k) =F - (u(p) - h- pu(p) ™).

DEFINITION 4. On fixe une paire (G, i) comme ci-dessus. Soit R € Nilpy, (). Un G-p-display sur
R est une paire (Q, @), ot Q est un G(W(.)),-torseur (pour la topologie étale ou bien la topologie fpqc)
sur Spec(R) et
a: Q= Q Xgw(y), 9W())

est un morphisme de faisceaux fpqc sur Spec(R), tel que pour h € G(W(.)),, ¢ € @, on ait
a(q-h) = alq) - g u(h).

Pour introduire le probleme de modules des G-u-displays, il faut aussi introduire une notion de quasi-
isogénie.
On considere le foncteur qui associe & une R-algebre R’ le groupe G(W(R/)[1/p]). Ce foncteur est
représentable par un ind-schéma [Krel4], noté LG. Soit P = (Q, o) un G-u-display sur R, soit R = R/pR
et soit P le changement de base de P vers R.
On veut définir une paire (P[1/p], @5[1/17]) : on note simplement P[1/p] = Q Xgw(.)), LG. Pour définir
I’isomorphisme

om0 (P/p)T =~ P[1/p],
il suffit de le faire dans le cas, ot le torseur Q est trivial. On fixe une trivialisation ; le morphisme « est
ainsi décrit par un élément U € G(W(R)). Si on change la trivialisation par un élément h € G(W (R)),,
on a
U =h"tUd¢ ,(h).
Comme

®g . (h) = F(u(p)hu(p)~") € LG(R),

si on définit ©B[1/p) PAT multiplication sur la gauche avec Un?(p) € LG(R), c’est indépendant du choix de
la trivialisation. Si alors P; = (Q1, 1) et Pa = (Q2, a2) sont des G-u-displays sur R, une G-quasi-isogenie

p:Pr--+Ps

est un isomorphisme p: (P1[1/p], OB, (1/p)) = (P2[1/p], B, (1/p])-

On peut finalement définir le probleme de modules de Biiltel-Pappas : on fixe une donnée de Shimura
locale intégrale et non-ramifiée : (G, {u},[b]). On suppose de plus qu’on peut trouver b € [b] € B(G, )
tel que

be GW)u’(p) G(W).
Le probleme de modules de Biiltel-Pappas est un foncteur
MG, {u},[b]) = MPBP . Nilp(‘)/{,’(k) — (Ens),
qui envoie S € Nilpyy (;y vers les classes d’équivalences des paires (P, p), ou P est un G-u-display sur S
et
p: Pug Xk S --+ P xg S
une G-quasi-isogénie. Deux paires (P;, p;), ¢ = 1,2 sur S sont dit équivalentes, si la G-quasi-isogénie

Py Lo p1 se releve en un isomorphisme de G-p-displays Py ~ P;. D’apres un résultat non-publié de Biiltel
c’est bien un faisceau pour la fpqc-topologie sur Nilpw(k) . C’est un objet plutdt concret.

CONJECTURE 2.7. (Biiltel-Pappas, [BP20, Conjecture 4.2.1.])
On suppose que Ad(b) n’a pas de pente —1. Le foncteur est représentable par un schéma formel, locale-
ment formellement de type fini et formellement lisse sur Spf(W).
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2.5. Les résultats. Malheureusement, je n’arrive toujours pas a démontrer la représentabilité du
foncteur de Biiltel-Pappas. La difficulté principale est de démontrer que la réduction MPQIZ est localement
de type fini, i.e. que ce foncteur commute bien aux colimites filtrées.?*

Un probleme moins difficile est de démontrer dans un premier temps que la fibre générique du foncteur
MBP est représentable par la variété de Shimura locale.

Maintenant, je vais énoncer mes résultats : j’ai utilisé une construction assez générale de Scholze-
Weinstein [SW13] (déja expliquée par de Jong [de 95] dans la langue des espaces rigides) afin de
donner un sens a cette fibre générique : c’est un faisceau pour la topologie analytique sur la catégorie
des paires de Huber affinoides completes

BPyad . .
(ME5)50 Affd‘()g,oé) — Ens.

Apres, on peut passer au diamant associé :

(MBP)%dO: AffdPerf;” — Ens.

C’est un faisceau sur Spd(E) pour la topologie analytique sur les espaces perfectoides affinoides sur k.
Le résultat principal est le suivant :

THEOREME 2.8. I existe un isomorphisme entre faisceaux analytiques sur Spd(E)
(MPBFP)2d0 ~ (Shy)©,
ou K =G(Zy).

La preuve se trouve dans la proposition 9.2. Comme autre application de notre méthodes on démontre
une conjecture de Rapoport-Pappas [PR21]. Soit

/._\
int

Scholze/,,
le tube d’un point z € X, (b)(k) introduit par Gleason ([Gle21]).

—

THEOREME 2.9. Le v-faisceau M /. est représentable par un schéma formel affine régulier et
plat.

La preuve se trouve dans la proposition 9.9. Pour les techniques de la preuve on peut regarder
I'introduction du chapitre.

241,a difficulté est que les vecteurs de Witt ne commutent pas aux colimites filtrées Dans le cas ou G = GL,, on peut
répondre a cette difficulté en utilisant des displays tronqués et des isogénies. Pour G arbitraire, il faut linéariser la situation
pour pouvoir parler sur d’isogénies. Néanmoins, cette étape me force a considérer des cocaractéres non-minuscules et a
priori je perds une bonne théorie de déformation...
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Chapitre 2

Sur la cohomologie étale de la courbe de Fargues-Fontaine

1. Introduction

Soient p un nombre premier fixé et E une extension finie de QQ,, F' un corps algébriquement clos

de caractéristique p > 0, extension du corps résiduel de FE, complet pour une valeur absolue non-
archimédienne non-triviale. Dans le livre [FF18] Fargues-Fontaine ont associé & la donnée de E,F un
objet géométrique qui a attiré un intérét majeur dans les années récentes. Une des raisons (entre autres...)
pour lesquelles cet objet suscite I'intérét est que la cohomologie étale des systéme locaux sur cet objet
offre une perspective géométrique sur la cohomologie galoisienne du corps E. Cet objet est dénommé la
courbe de Fargues-Fontaine et il admet une incarnation algébrique comme schéma noethérien, régulier
de dimension 1 sur Spec(FE) - étudiée dans le livre de Fargues-Fontaine - et une incarnation analytique
- étudiée par Kedlaya-Liu [KL15] - comme un espace adique quasi-compact, séparé de dimension 1 sur
Spa(FE). Afin de montrer que cet objet se comporte comme une courbe du point de vue de la cohomologie
étale, il faut plus généralement étudier la cohomologie étale des faisceaux constructibles. C’est 'objectif
de ce chapitre.
Aujourd’hui il est plus facile d’introduire la courbe en utilisant le point de vue analytique : soient Op
I’anneau des entiers de F' et @ € F une pseudo-uniformisante fixée. Soit de plus O 'anneau des entiers
du corps E et 7 une uniformisante dans Og et F, = Og/7 le corps résiduel. On considére 'anneau des
vecteurs de Witt ramifiés de Op :

Wo,(Or) = W(Or) @w,) Ok-

C’est un anneau topologique, complet pour la topologie (7, [w])-adique. Il a été démontré dans ([Farl5,
Thm. 2.1.]) que l'espace pré-adique

Ye,r = Spa(Wo,(OF)) — V(7 - [@])

est bien un espace adique (i.e. le pré-faisceau structurel est un faisceau). On pense & Yp p comme
I’analogue de la boule unité ouverte épointée ’sur F’ ! en caractéristique-mixte. L’espace YE, r est I'espace
de module des dé-basculements sur E du corps F' ([FS21, Prop. I1.1.18]).2 C’est un espace de Stein non-
quasi-compact et afin de le rendre compact par quotient on considere I’automorphisme de Frobenius
¢©: Wo,(Or) = Wo,(Of) qui induit une action proprement discontinue du groupe discret % sur
l’espace Yg r. On peut donc passer au quotient et considérer l'espace adique

Xgle =Yg r/o".

Cet espace s’appelle la courbe adique de Fargues-Fontaine associée a E et F. La raison principale pour
laquelle on appelle cet espace (quasi-compact, partiellement propre sur Spa(E)) une ’courbe’ est que
localement il est de la forme Spa(By, BI+)7 ol By est une E-algebre de Banach qui est un anneau principal
(c.f. [FS21, Cor. I1.1.12]). Cette courbe veut vraiment étre considérée comme une ’courbe propre et lisse
sur Spa(F)’, mais cette phrase n’a aucun sens a priori. > Néanmoins, méme si la courbe n’est pas de
type fini sur Spa(E), elle vérifie des propriétés de finitude ’absolues’ assez fortes : d’aprés un résultat
de Kedlaya 1’espace X%‘}F est fortement noethérien ([Ked16, Thm. 4.10]) : en tout cas, on peut bien
travailler avec cet objet !

Comme toute surface de Riemann admet une algébrisation, la courbe adique X %d  en admet aussi une :

lCela n’a pas de sens a strictement parler ; mais si on se permet de passer aux diamants associés c’est bien un objet
qui vit au-dessus de Spa(F’), c.f. [FS21, Prop. 11.1.17]

2Cela explique aussi pourquoi cet objet ne pourrait jamais étre de type fini sur Spa(F) et donne une interprétation
trés naturelle.

30n peut en donner un sens approximatif en passant aux diamants : (X}}‘?F)Q n’a pas de morphisme structurel vers
Spa(F’), mais son cousin DiV}E,F = Spd(E) x Spa(F)/goépd(E), qui vérifie ((X%(}F)O)ét ~ (DiVIE’F)ét, a un tel morphisme
structurel et DiV}E,F — Spa(F') est un morphisme de diamants propre et lisse ([FS21, Prop. I11.1.21.]).
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I'idée est de trouver un fibré en droites ample sur X %d’p, ce qui donne directement une algébrisation
possible. On peut simplement définir le fibré en droites O X%dF(l) en prenant le fibré en droites trivial
Oy, » sur Yg p avec structure g-équivariante donnée par o(f) = 71 f. D’apres le résultat de Kedlaya-

Liu [FS21, Thm. I1.2.6], c’est bien un fibré en droites ’ample’ et avec un peu de courage on peut donc
considérer le schéma suivant :

lefgp = Proj(EB HO(X%C,]Fv OX;;:}F (1)®™M).

n>0

Un des résultats principaux du livre ([FF18]) de Fargues-Fontaine est ainsi que c’est un E-schéma
noethérien, régulier de dimension 1, recouvert par deux spectres des anneaux principaux et les corps
résiduels des points fermés sont algébriquement clos; leur basculement s’identifie canoniquement a F
([FF18, Thm. 6.5.2])). De plus, la théorie des fibrés vectoriels sur X}}lng est bien comprise ([FF18, Thm.
8.2.10.]). Le lien entre la courbe adique et sa version algébrique est le suivant : on peut construire un
morphisme entre d’espaces localement annelés

ad alg
Xpr = Xgr

qui induit une bijection entre les points fermés |legF| et les points classiques |X %‘?F|Cl et par tiré en
arriere une équivalence de GAGA entre les catégories des fibrés vectoriels ([FS21, Prop. 11.2.7.]).

1.1. La cohomologie étale des systémes locaux sur la courbe. Dans larticle [Far20a],
Fargues a commencé ’étude de la cohomologie étale de la courbe de Fargues-Fontaine. Il s’est concentré
surtout sur les systemes locaux sur la courbe algébrique et trouve un lien intéressant avec la théorie du
corps de classes local de E : il montre par exemple que la classe fondamentale de la théorie du corps de
classes dans H?(E, i) s’envoie vers la classe fondamentale de la courbe dans H? (Xgl’%,7 Un) via tiré en
arriere le long du morphisme structurel

f: X;l,gF - SpeC(E)a

c.f. [Far20a, Prop. 3.4] et il utilise I'identification B(G) ~ Hl(Xgl’gﬁ, G), ou G est un groupe réductif,
connexe sur F ([Far20a, Thm. 5.1.]) pour donner une nouvelle preuve de la théorie du corps de classes
local de E ([Far20a, Thm. 2.6]). De plus, comme la courbe est géométriquement simplement connexe
tous les Z/nZ-systeémes locaux L sont de la forme £ = f*(M), ou M est un Z/nZ-module fini avec action
continue de Gal(E/E). Cette correspondance identifie la cohomologie étale de £ en degrés i € {0,1,2} &
la Gal(E/E)-cohomologie de M ([Far20a, Thm. 3.7]) en degrés i € {0,1,2}. Néanmoins on ne sait pas
encore que
H'(X3%, L) =0,

pour i > 3. On peut donc constater que la courbe peut ’voir’ I'arithmétique du corps p-adique E et I’étude
de la cohomologie étale des systemes locaux sur la courbe donne un point de vue géométrique a 1’étude
de la cohomologie galoisienne du corps E (c.f. par exemple le résultat [Far20a, Cor. 3.8.] qui donne une
interprétation de la dualité de Tate-Nakayama comme dualité de Poincaré sur la courbe X%I?F). Le cas
des systemes locaux compris on se tourne vers les faisceaux constructibles arbitraires. l

1.2. Les résultats. J’explique plus en détail le contenu de ce chapitre. Soit F un Z/nZ-module
constructible sur le site étale de X%lgF. Dans la section 2.1 en bas, on montre comment on peut construire
un morphisme entre sites étales

w (Xap)e = (X5%)a.

On peut alors considérer le tiré en arriere 724 = 4*(F). La premiére conjecture de Fargues prédit une
comparaison entre la cohomologie étale de F24 et celle de F.

CONJECTURE 1.1. (Fargues, [Far20a, Conjecture 3.11.]) Soit F un Z/nZ-module constructible sur
X%lir, alors on a pour tout ¢ > 0,

H' (XS, F) =~ H'(Xp, 7).
La deuxieme conjecture est une conjecture d’annulation :
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CONJECTURE 1.2. (Fargues, [Far20a, Conjecture 3.9.]) Soit F un Z/nZ-module constructible sur
le site étale de X;}lng, alors on a
HY(Xp%, F) =0,
pour ¢ > 3.

Voici le résultat principal du chapitre :

THEOREME 1.3. Soit F un Z/nZ-module constructible sur le site étale de X%,

(a) : Sin={#p, les deux conjectures sont vraies.
(b) : Sin =p, alors on a
Hi(Xgy, 7o) =0,
pour ¢ > 3, si une hypothese technique est satisfaite.
De plus, la conjecture 1.2 implique la conjecture 1.1.

REMARQUE 6. Soit U un ouvert dans legF avec adification U2 C X %?F. Alors I’hypothese technique
est la suivante : on suppose que l'on peut écrire

Uad _ U U,

neN

ou U, C U* sont des ouverts affinoides, tels que U, C U,41, 'image de 'application de restriction
res: O(U,41) = O(U,,) est dense; si on note par Eo, la Zy-extension cyclotomique de E, les

Un x Spa(E) Spa(EOO)

sont affinoides perfectoides. Je vais appeler un tel espace adique un espace pré-perfectoide Stein.*. Dans
la remarque 13 on trouve une petite discussion de cette hypothese et une raison pour laquelle je pense
que cette hypothese devrait étre vraie.

1.2.1. Le cas ¢ # p. Maintenant je donne plus de détails sur la preuve du point (a) ci-dessus; i.e. la
preuve dans le cas plus facile de £ # p-torsion. L’idée est d’expliquer d’abord pourquoi la conjecture 1.1
est équivalente a la conjecture 1.2. On suppose pour un moment que la conjecture 1.2 soit vérifiée. La
premiere observation (Lemme 2.1) - observation plus au moins standard dans la cohomologie étale - est
qu’il suffit de démontrer que

H{(X', Fy) ~ H(X'™ Fy),
pour tout revétement ramifié X’ — X??F (c.f. Déf. 5 pour cette notion). Pour vérifier la comparaison
en degrés i = 0,1, on utilise I’équivalence de GAGA pour ces revétements ramifiés (Lemme 2.2). Cette
équivalence de GAGA pour des revétements ramifiés est déduite de ’équivalence de GAGA connue pour
la courbe en utilisant le fait que le morphisme X’ — legF et le morphisme X" — X %‘}F sont localement
libres. Pour la comparaison en degré i = 2 on démontre un analogue adique d’un résultat de Gabber,
qui compare les groupe de Brauer cohomologique et cohérent d’un espace adique, fortement noethérien
sur un corps de caractéristique 0, qui est la réunion séparée des deux affinoides (Lemme 2.10). De fait,
dans cette étape on traite dans un premier temps le cas d’un espace affinoide (Lemme 2.12) en utilisant
un théoreme de Huber qui compare la cohomologie étale d'un affinoide Spa(4, A™) & celle de Spec(A)
et le résultat de Gabber qui identifie le groupe de Brauer au groupe de Brauer cohomologique pour tout
schéma affine. Ensuite on utilise des faisceaux tordus localement libres sur des gerbes pour 'étape de
recollement : ici je me suis fortement inspiré de la these de Lieblich [Lie04].
Enfin, il en résulte que la conjecture 1.2 implique la conjecture 1.1.5
Apreés on démontre directement que Cdg(X%(}F) < 2 (Prop. 3.1). Cette borne suit facilement de la
présentation du diamant associé a X%‘? r suivante :

(X5')© = B/ op) [ Zp-
En particulier, il est évident que la conjecture 1.1 implique la conjecture 1.2 (au moins si £ # p). On
donne apres une preuve directe du fait que cdg(XZ}ﬁ;) < 2 (Prop 3.5), £ # p. Pour la preuve, on vérifie
d’abord que Cdg(E(XglFF)) <1 (Prop. 3.2), ou E(X;l%,) est le corps de fonctions de la courbe Xzﬂlﬂ;.

4L’adjectif pré-perfectoide’ est 14 seulement pour une raison peu sympathique : on ne sait pas démontrer qu’un ouvert
affinoide dans un espace perfectoide est affinoide perfectoide...

5De fait, tous ces arguments marchent aussi dans le cas £ = p, si on savait que Hi(X’,IFp) = 0 pour 7 > 3 et tout
revétement ramifié.
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Apres la borne sur la dimension cohomologique de la courbe algébrique est simplement une application
facile soit de la pureté absolue soit du fait que les corps résiduels de tous les points fermés des revétements
ramifiés X’ — X%lng sont algébriquement clos.

1.2.2. Le cas ¢ = p. Jexplique la preuve (donnée dans la proposition 3.6) pour £ = p de mon résultat
principal ; dans ce cas 1a mes résultats sont plutot faibles c.f. Théoreme 1.3(b) : on utilise d’abord la
méthode de la trace pour ramener 1’énoncé

HZ(X%(}Fa ‘Fad) = 07
ot F est un F,-module constructible sur X}}lng eti>3,a
H'(X', ji*(Fy)) =0,

oni >3, m: X' — X;'}lgf est un revétement ramifié de degré premier a p, normalisation d’un revétement
étale V. — U C XglgF. On note j7/: V — X' et i': Z' — X' I'inclusion du fermé complémentaire. Apres
passage au monde adique, on peut résumer la situation dans un diagramme commutatif

.ad
J

ad ad

ad I /
1% XMz
K3
jad
U X3, z#,

iad

Si I'hypothese technique dans la remarque 6 est vérifiée, I'ouvert adique U?? est un espace pré-perfectoide
Stein et on en déduit H*(V2d, F,) =0, pour ¢ > 3. Maintenant, on analyse la cohomologie du faisceau
§i*4F, en utilisant le triangle exact suivant :

+1

(j/ad)!Fp R 'iade S i;adi/ad*Rj;ade R

Il faut donc démontrer que le complexe

*

i;adi/ad*R ~/adIFp
n’a pas de cohomologie en degrés ¢ > 2. On analyse ici la situation en utilisant le Z,-recouvrement pro-
étale perfectoide X'24¢ X$pd(E) Spd(Eoo) — X240 ol B est la Zy-extension cyclotomique du corps E.

La formule suivante est vérifiée :

RT (2™, i"*4* Rj/*F,) = colim R (W' — z'*4 F,) = RU(Z,, c%lvi/mRr(”W” — (2", Fp)),

ol la premiere colimite porte sur les voisinages ouverts, qcqs W’ de Z’24 et la deuxieme sur les voisinages
ouverts qcgs Z,-invariants W' C (X'290) . de (2/*) .

Le fait que C(E(Zp) = 1 pose le probleme principal ; le point clé pour répondre a cette difficulté est le
suivant : extension E, de E est de la forme Eo, = J,, E,, ol les E,, sont des extensions galoisiennes
avec groupe de Galois G,, = Gal(E,,/FE) ~ Z/p"Z. En utilisant un systéme de voisinages fondamentaux

Z,-invariants de 7' bien choisi, on construit un isomorphisme entre Z,, = lim,, G,-représentations

colimHY (W' - (2"%)oc, Fp) = colim Ind{iy (M),

ou les M,(Lj ) sont des Fp-modules discrets, munis de 'action triviale de G, : ils dépendent de j et forment

un systeme direct, i.e. on a une application MY - Méﬂzl Apres on vérifie (c.f. Lemme 3.7) qu'une
représentation du groupe Z, de la forme

- Gn (g
cggén Ind{e}(Mnj )

n’a pas de Z,-cohomologie. Comme 'inclusion U*! < X2l est évidemment localement de Stein’, on
peut en déduire I’énoncé d’annulation suivant

colimH (W' — ("), F,) = 0,
W/

pour ¢ > 2 (c.f. lemme 3.10). Cela permet de terminer la preuve de la proposition 3.6.
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REMARQUE 7. Le point essentiel de la preuve dans le cas £ = p est 'isomorphisme
colimHY (W' — (2"*%) o, Fy) = colim Ind {7 (M)).
w neN

Dans cette remarque je veux prendre le temps d’expliquer dans un exemple plus facile comment on peut
construire un tel isomorphisme.

On considere le cas o1 Z2 = {oo} est un point classique dans X %dF L’objectif est d’expliquer comment
on peut tuer la Zy,-cohomologie du Z,-module suivant :

colimH* (W — 7224, F,),
w
ot la colimite porte sur tous les voisinages ouverts qcqs Zy-invariants W de z2d = zad X Spa(E) Spa(EOO)
dans X%‘;’F = X5 Xspa(r) Spa(Eoo).
On observe d’abord que X %d

oo,
résulte que chaque ouvert qcqs Zjy-invariant dans X ad - descend vers X2,.. La colimite ci-dessus s’écrit

— X3y est un Zy-torseur pro-étale (par changement de base) et il en

00

alors
covl‘i/mHi((W — 7N, F,),

oll c