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Introduction

Cette these porte sur 1’étude et la modélisation du comportement humain face au change-

ment environnemental.

Contexte et modélisation

Au XXlIe siecle, le changement environnemental se présente comme 'un des défis les plus
préoccupants et complexes auxquels 'humanité est confrontée [49, [70]. Les effets des change-
ments climatiques, de la dégradation des écosystémes et de la perte de biodiversité [8, 25] se
manifestent de maniere croissante dans tous les aspects de notre vie quotidienne, engendrant
des conséquences a 1’échelle mondiale [80), 85].

Les étres humains jouent un rdle central dans les problématiques environnementales [79], car
ce sont eux qui fagonnent et interagissent avec leur environnement [32, 54]. Par I'exploitation
des ressources [7), 32, [54, [76], 1a gestion des villes ou au travers du recyclage [14] [17], les individus
ont un impact sur leur environnement a différentes échelles.

Les actions individuelles et collectives, les décisions prises a tous les niveaux de la société,
de l'individu aux institutions, ont un impact significatif sur la trajectoire du changement envi-
ronnemental.

L’importance du changement environnemental réside dans le fait qu’il menace la durabilité
des écosystemes et affecte ainsi les conditions de vie de 'humanité. Les ressources naturelles
limitées, la hausse des températures, la montée des océans, les événements climatiques extrémes
et la perte de biodiversité sont autant de signes alarmants qui exigent une action concertée. Ce-
pendant, la perception humaine peut étre sujette a des biais et des distorsions qui compliquent
la prise de décision face au changement environnemental [19]. Les individus sont influencés
par des facteurs tels que les croyances, les valeurs, les connaissances limitées et les expériences
personnelles [23], 26]. De plus, les problemes environnementaux complexes sont souvent caracté-
risés par des incertitudes et des risques difficiles a appréhender. Par exemple, les conséquences
a long terme du changement climatique peuvent sembler abstraites et lointaines [87], ce qui
rend difficile I’évaluation et la prise en compte de ces enjeux dans les décisions quotidiennes.

Ces problemes de perception et de prise de décision peuvent conduire a des comportements
inadaptés face au changement environnemental [34]. Les individus peuvent sous-estimer les
risques et les conséquences potentielles, agir de maniere égoiste en privilégiant leurs intéréts a

court terme ou étre influencés par des biais cognitifs [23], 26]. Par exemple, la "tragédie des biens



communs" [69] est un phénomene ou les individus agissent rationnellement dans leur intérét
personnel en surexploitant les ressources communes, entrainant ainsi leur épuisement. De telles
situations exigent une meilleure compréhension des processus décisionnels et comportementaux
des individus, afin de promouvoir des actions durables et collectives pour la préservation de
I’environnement. C’est par ce contexte que cette these a été motivée, cherchant a explorer et a
modéliser mathématiquement le comportement humain face au changement environnemental.
En utilisant des outils et des méthodes de la modélisation stochastique, cette approche inter-
disciplinaire permettra de mieux comprendre les réactions individuelles et collectives des étres

humains aux perturbations environnementales complexes.

Résumé des résultats de la these

Cette these est constituée de quatre chapitres.
Dans le premier chapitre, nous modélisons le comportement humain face au changement en-
vironnemental. Nous considérons un modele stochastique de dynamique des populations. Ce
modele est un couplage entre les changements individuels entre deux comportements possibles
et un environnement dépendant de ces deux comportements. En particulier, les changements de
comportement individuel sont dus aux interactions entre individus et a I’évaluation personnelle
de la qualité de I'environnement. Le modele dépend de deux parametres, la taille de la popu-
lation et 1’échelle de temps considérée. Nous nous intéressons au comportement asymptotique

en temps et en taille.

La seconde partie est composée des trois chapitres suivants et a pour objectif I’étude asymp-
totique du modele biologique introduit dans le premier chapitre. Le second chapitre consiste a
reparamétriser le modele couplé du chapitre précédent. En procédant a une suite de transfor-
mations géométriques, nous introduisons un modele dépendant de deux parametres d’échelle;
le temps et un petit parametre € qui est 'inverse de la taille de population dans le systeme
biologique. Le chapitre 3 nous permet d’introduire les différentes méthodes nécessaires pour
I’analyse d’un systeéme simplifié du modele précédent. Nous nous penchons sur le comporte-
ment asymptotique de ce systeme en temps et en espace. Dans le chapitre 4, nous faisons le
lien entre les chapitres précédents. Nous étendons les méthodes développées pour 'étude du
systeme multi-échelle du chapitre 3 au systéeme introduit dans le chapitre 2. Cette extension

nous permet d’analyser plus finement le comportement asymptotique du modele biologique.

Résultats du chapitre 1

Ce travail fait l'objet d’un article "Human-environment feedback and the consistency of
proenvironmental behavior", en collaboration avec J.-B. André, S. Billiard, P. Collet, R. Ferriere
et S. Méléard, accepté pour publication dans Plos Computational Biology.

L’une des premicres portes d’entrée de ce projet a été de regarder des systemes de vac-

cination dans l'article Wang et al. [86]. En effet, ces modeéles décrivent les changements de



comportements (vaccination ou non vaccination) face a un environnement dépendant de ces
comportements (ampleur de ’épidémie). Cette lecture nous a permis de découvrir différents ar-
ticles et auteurs dont Bauch [7] et Bury [12]. Ces auteurs introduisent des modeéles couplant une
dynamique de population et son interaction avec un environnement changeant. Ils étudient un
systeme déterministe, classiquement appelé équations des réplicateurs. Ces équations décrivent
la dynamique de deux sous-populations d’individus ayant un comportement différent face a
I’environnement. Les individus peuvent changer de comportement suite a une comparaison
entre les gains de chaque comportement. Ce choix de modélisation souleve néanmoins plusieurs
questions : pourquoi I'environnement n’intervient-il qu’au niveau des gains ? Comment captu-
rer les influences entre individus ? Peut-on avoir co-existence des deux comportements dans le
systeme 7

Pour répondre a ces questions, nous nous sommes intéressés aux mécanismes identifiés des
changements de comportement, issus d’études sociologiques. Ainsi, grace a l'article de Clay-
ton [19], nous avons pu regarder les raisons de 'inaction climatique, en particulier le réle de
I'influence des individus entre eux et la perception de I'environnement.

Notre modele de comportement humain s’inspire de toutes ces réflexions. Nous nous focali-
sons sur les trois types d’impact : le gain d’'un changement de comportement, la pression sociale
entre les individus et I'impact de I’état de I’environnement sur les individus.

Nous considérons une population de taille N fixée, composée de deux sous-populations d’in-
dividus ayant un comportement de type A ou B. Ces deux comportements sont caractérisés
par leur contribution a la dégradation de l’environnement. Dans notre modele, le comporte-
ment A est celui qui contribue le moins (entre les deux comportements) a la dégradation de
I’environnement, nous I'appelons comportement pro-environnemental.

Un individu peut changer de comportement au cours du temps grace a deux types de mé-
canismes : la pression sociale et 1’évaluation de 1’état environnemental. L’état environnemental
est ’état de dégradation d'un environnement percu. Par environnement pergu, nous souhaitons
introduire la subjectivité des individus dans leur appréciation du changement environnemental.

Décrivons maintenant le modele auquel nous avons abouti. Nous introduisons un systéme
couplé entre I’état de ’environnement percu et la fréquence des individus pro-environnementaux
dans la population au temps ¢, notés respectivement EN et XN.

Nous supposons que la dynamique de I'environnement percu E}¥, pour une population fixée,
est continue en temps et déterministe. Elle est modélisée par 1’équation différentielle ordinaire

suivante

EtN:h(XlgvaEiv)?

ou h représente I'impact environnemental des deux comportements, a travers leur fréquence.

La fonction h est définie par

hz,e) =Lle(lax + (1l —z) —e) (1)



pour tout (x,e) dans [0, 1] x [l4,(5]. Le parametre ¢ est la réactivité environnementale, c’est le
parametre d’échelle de 'environnement percu. Les parametres [4 et [ sont les contributions a
la dégradation de I’environnement per¢u des comportements A et B. Le comportement A étant
le comportement pro-environnemental, nous avons 0 <[4 < [g.

La dynamique de la fréquence des individus pro-environnementaux (X}¥);>q est décrite par
un processus de Markov de saut pur, dont les taux de transition dépendent de I’environnement.
Le processus couplé (EY, XN);>¢ est alors un processus markovien déterministe par morceaux
(PDMP). Décrivons les mécanismes de saut dans la population.

Le taux de saut individuel du type B vers le type A (resp. de A vers B), di a I’évaluation

du gain et a la pression sociale, est donné par

pS
L2

»
3

I

N (’YA + 5AXN>

ASCOY) = & (7 + 051 — X)) )

ou k est le taux de rencontre entre individus, 74 > 0 (resp. yg > 0) est le gain du comportement
A (resp. B), d4 > 0 (05 > 0) est la pression sociale du comportement A (resp. B). La deuxiéme
partie de ces taux individuels capture le biais de conformisme.

Le taux de saut individuel de B vers A (resp. de A vers B), di a I’évaluation individuelle

de I’environnement, est donné par

TA(EN)
TB(EN)

(EN —1y)
(lB - EN)?

(3)

T
T

ou 7 est un parametre d’échelle. Plus I’écart entre 1’état de I’environnement et la contribution
a la dégradation de celui-ci (Ig ou l4) est élevée, plus le taux de transfert est élevé.

En utilisant la représentation trajectorielle de notre systeme couplé dirigée par une mesure
ponctuelle de Poisson, nous obtenons la décomposition en semi-martingale de (X, EV) pour

N fixé, sous la forme suivante

t
XY =X [PV, BY)ds + MY
0
t
EY =EY + [ WX, EY)ds,
0

ott MY une martingale de carré intégrable, h est définie par (1.7) et PV est définie par

PN(z,e) = kx(1 — 2)N[XY (z) — AR (2)] + (1 — 2)7a(e) — 275(e). (5)

La variation quadratique de la martingale M est donnée par

(V) = [ RN = XMV (SO AR () ds

+y /Ot (TA(EéV)(l - XN+ rB(E;V)X;V)ds.



Pour avoir une premiere idée du comportement asymptotique du systeme , quand N tend
vers I'infini, nous montrons la convergence en probabilité dans tout invervalle de temps fini vers

le systeme déterministe suivant :

dx
ditt =p(xy,e) = k(1 — x) [+ daxy — 0p(1 — )] + 7 [es — la(1 — ) — Ipay]
7)
de (
ditt — h(l’t, et) = Eet(lAfEt + lB(]. — l’t) — et).

Analysons les points d’équilibre du systeme déterministe. Remarquons que si (z*,e*) est
un point d’équilibre de ([7]), alors la valeur d’équilibre pour I'état de I’environnement pergu
est e = [42* + Ig(1 — z*). En particulier, comme 4 < lp, plus la fréquence d’individus
pro-environnementaux est élevée, plus la dégradation de I’état environnemental e* est faible.
Nous donnons des hypotheses sous lesquelles le systeme déterministe admet entre 1 et 3 points
d’équilibre. Nous étudions la nature de ces points en fonction des différents parametres du

systeme. La figure |1 illustre différents comportements asymptotiques du systeme @
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FIGURE 1 — Portrait de phase des différents équilibres admit par le systeme ([1.15))

Nous analysons également le systeme en fonction des parametres x, 7 et £. Ces trois pa-

rametres peuvent étre vus comme des parametres gérant les échelles de temps des différents

événements. Dans les figures [2] et [3] le parametre x est fixé a 1 et on peut observer I'apparition

de cycles dans le systeme en fonction du choix des parametres 7 et £.
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F1GURE 3 — Valeurs et nature des équilibres pour différentes valeurs de ¢. Les zones rouges
sont des jeux de parametres admettant des cycles et les zones noirs sont des jeux de
parametres pour lesquels le systéme @) admet trois points d’équilibre. La valeur de 7 est fixé
al.

Lorsque le systeme @ admet 3 points d’équilibre, nous nous interrogeons sur le comporte-
ment asymptotique du systéme stochastique (E[) En effet, lorsque ’on prend la méme condition
initiale, une trajectoire semble converger vers I’'un des deux points d’équilibre stables du systeme

comme on peut le voir dans la figure [4]
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FIGURE 4 — Trajectoire de deux réalisations du processus défini par de condition initiale
(0.56,0.9).

En nous inspirant de Billiard et al. [10], nous étudions les fluctuations du systéme stochas-
tique @) autour de sa limite déterministe @)

Le processus stochastique peut se réécrire

(X B2) = (e + i) 0 (Tlﬁ) |

Pour tout ¢ € 0,71, le processus (m:)sejo.r] = (', 05 )ieo,r) satistait

=1 +/ R(1 —2x5)(ya —vB — 0 + (04 + 0B)xs) —T(ZB—ZA))T]S +T778]d
+/ o(xs, e5)dWs, (8)
0
t
nf =g+ [ = t)ean? + (L. + (1 - ) = 2.)nf)ds

ou W est un mouvement brownien et

o(z,e) = \//il’(l —z)(Aa(x) + Ap(z)) + Tale)(1 — x) + mp(e)z. (9)
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Vers un systeme reparamétrisé

Dans ce chapitre, I'objectif est d’obtenir un systéme simplifié pour en étudier plus rigoureu-
sement le comportement asymptotique en fonction du temps et de la taille de la population.

Les coefficients de dérive et de diffusion étant polynomiaux, nous utilisons le Théoreme
3.1 du Chapitre 11 page 460 d’Ethier et Kurtz [29] pour faire une approximation-diffusion du
systeme , quand N tend vers I'infini.

Le processus d’approximation-diffusion du systeme (4) est donné par le systeme stochastique

suivant, de condition initiale (zg,ep) € [0, 1] X [l4, ], défini pour ¢ > 0 par :

XN, EN)
dXN = p(XN, EM)dt + MdB
t ( t t) \/W t (10)

dE; = h(X;", E)dt,

ol B est un mouvement brownien et p et h ont été définis dans .

Nous limitons I'étude du systeme aux jeux de parametres vérifiant 'hypothese suivante

Hypothese 1. On suppose les hypothéses suivantes :

1. 294+ 04 = 2vp + I3,
9 8(ZB—ZA) < E < 13([3—[14)7
(534‘(5,4 T (SB—F(SA
2712 — (lg + L)\* k(04 + 0p)
3. 5 > —
271% 27(lg — l4)

Ces hypotheses sur les parametres assurent que le systeme (7)) possede trois points d’équilibre
distincts dans [0, 1].

Sous I'Hypothese [1] et apres plusieurs transformations géométriques, nous montrons que
le systeme stochastique peut se réécrire comme le systeme simplifié suivant, en posant

e =1/N, (pour N suffisamment grand et donc ¢ suffisamment petit) :

dX: = MX(1— (X°)?)dt + eoqcos()dB,

(11)
dYF = XY+ X3 X°(1 — (X)) dt + eogsin(0)d By,

ou (B;) est un nouveau mouvement brownien, A, Ay > 21, A3 < 2\y, 0 sont des constantes

2A
positives et 0 €] — m, [\, {O, j:g, arctan (2)\1_3)\2> }

Remarquons que :
— ce systeéme possede le méme mouvement brownien sur ses deux composantes,
— le coefficient de diffusion est une constante,

— le systeme déterministe associé

dr; = Maz(l —2?)dt

dy, = —Xoy + Xsx(1 — 2?)dt,
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admet trois points d’équilibre ; deux équilibres stables encadrant un équilibre instable.

Nous introduisons les points
21 = (—1,0), 2z =(0,0) et z3 = (1,0). (13)

La figure suivante illustre pour un jeu de parametre donné le portrait de phase du systeme
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FIGURE 5 — Portrait de phase du systeme ((12) pour les parametres (A1, A2, A3) = (16, 35, 50)

Dans le but d’étudier le comportement asymptotique de , nous allons tout d’abord
étudier le cas ou A3 = 0. Pour des raisons apparaissant dans le chapitre 4, nous considérerons

un coefficient de diffusion un peu plus général.

Résultats du chapitre 3

Ce travail est issu d’une collaboration avec Sylvie Méléard et Pierre Collet. Dans ce chapitre,
nous introduisons les méthodes nécessaires pour analyser le comportement d’un systéeme multi-
échelle pour une matrice de diffusion non inversible. Pour la méthode d’analyse du systeme,
nous nous sommes appuyés sur les contributions des auteurs suivant : Benaim, Champagnat,
Ocafrain et Villemonais [9], Hairer [39], Canizo et Mischler [13], Hofner, Locherbach et Thieullen
[47] et Freidlin et Wentzell[31]

On se donne g9 > 0, ¢ €]0,e0[, A € REN{2} et § €] — 7,7\ {O,i%}. Considérons le

systéme d’équations différentielles stochastiques suivant, de condition initiale (zg, o) € R? et
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défini pour ¢ > 0 par :

dX: = X£(1 — (X£)?)dt + eo(X{) cos(6) dB, (14)
dYF = =AY dt + eo(X[)sin(0) dBy,
ol B est un mouvement brownien uni-dimensionnel et le coefficient o(z) est défini par
o(z) =09+ o1, (15)

ou oo > 0 et 01 E] - 0'0,0'0[.

Remarquons que les deux équations sont dirigées par le méme mouvement brownien, et
qu’ainsi, la matrice de diffusion ne peut pas étre inversible. Elle peut également s’annuler pour
la valeur X7 = —Z—f. La droite d’équation z = —Z—? va jouer un role important dans la suite de

notre étude.

Nous étudions 'existence et 1'unicité d’une solution du systéme ({14 sur un intervalle de

temps fini. Nous nous intéressons ensuite aux différentes limites (en temps et en ¢) dans le
systeme ([14]), résumées par la Figure @

; E,(.’E,y) 67($7y) e—0

t—+4o0

e T # (@)

FI1GURE 6 — Notations des différentes limites en temps et en e

Les limites pour lesquelles on fait tendre le temps vers I'infini en premier sont les plus dures
a étudier a cause de la forme du coefficient de diffusion.
En faisant tendre ¢ — 0, nous obtenons la convergence en probabilité du processus (X7, Y,®)i<r,

pour tout 7" > 0, vers la solution du systeme déterministe suivant

d
o =)

dye _

dt Y-

En faisant tendre ensuite le temps vers I'infini, nous obtenons la proposition suivante

Proposition 2. Soit (X{,Y) solution de et de condition initiale (zo,yo) € R®. En faisant
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tendre € vers 0 puis le temps vers 'infini, nous obtenons la convergence en probabilité

lim Hm (X7, YF) = z11qz0<0p + 220 {ag=0} + 23T {a0>03- (17)

t—+o00 e—0

Introduisons la mesure

7".(‘-(3307:’40) — :[I-{CE0<0}521 + 1{10:0}522 + :ﬂ_{x0>0}533 (18)

Nous étudions maintenant le comportement en temps long du systéme stochastique a ¢ fixé et
regardons ensuite comment il se comporte quand e tend vers 0.

Introduisons la norme || - ||y définie par

Il = [, Wz, y)lul(dr, dy). (19)

ol W est une fonction de R? dans R? et p est une mesure dans R2.

Théoréme 3. Soit ¢ €]0, e[ fixé. Le processus (X, Y )i>o0 solution de (14) admet une unique
mesure invariante notée m° qui est a densité par rapport a la mesure de Lebesque et il existe

deuz constantes C' > 0 et v > 0 telles que

1P(z,y),.) = 7 ()llw < CW (z, )™, (20)

ou W est une fonction de Liapunov définie par W(x,y) =1+ 22 + y? et (z,y) € R

Idée de la preuve :

Soit L¢ le générateur associé au systeme ((14)).

Pour prouver ce théoreme, il faut vérifier les trois éléments suivants :

— Vérifier la condition de Liapunov ; trouver une fonction de Liapunov W telle qu’il existe

o et ay vérifiant LW < oy — apW.

— Vérifier la condition de Hormander (qui sera énoncée précisément dans le Chapitre 3).

— Vérifier que le systeme est irréductible.

La condition de Liapunov permet de montrer que le processus ne "se disperse" pas a 'infini.
Nous montrons que la fonction W (z,y) = 1+ z? + y? est une fonction de Lypanunov et que les

constantes oy et ap associées sont indépendantes de . Cette remarque sera utile pour la preuve
du Théoréme 3.2.4]

La condition de Hormander est vérifiée si on arrive a montrer qu'une certaine famille de
champs de vecteurs est de rang 2. Cette famille de champs de vecteurs qui sera détaillée dans
le chapitre 3 repose sur l'algebre de Lie liée au générateur L°. Le premier terme est ’espace
vectoriel engendré par le terme de diffusion. Or, dans notre cas, le mouvement brownien est le
méme sur les deux composantes. Nous ne pouvons engendrer au plus qu'un espace de rang 1,

—0
et méme de rang 0 pour x = — 9 La difficulté réside dans le calcul des ordres successifs de
01
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cette famille de champs de vecteurs et la vérification que pour tout (z,y) € R?, cette famille

est de rang 2.

Pour montrer I'irréductibilité du processus, il faut montrer que la probabilité de transition
en un temps fini d’un point d’initialisation vers un ensemble d’arrivée est non nulle.
. , —0p . , , . .
Comme la fonction o(z) s’annule en x = ——, une difficulté de notre étude est qu’il existe
01
des conditions initiales telles que I’on ne peut pas atteindre tout point d’arrivée dans R.

Par exemple, considérons le cas de la figure [7]] Pour tout point d’initialisation pris dans

o —0y
] 0, — Y x R, I’ensemble d’arrivée ne peut pas étre inclus dans |——, +o00| X R car tous les
o1 01
—0
points d’équilibre sont a gauche de cet ensemble et que sur la droite z = ——0, le terme de

01
diffusion s’annule et la dynamique suit alors le flot déterministe.

=N \\ =

1 2 3

FIGURE 7 — Portrait de phase du systéme pour les parametres (\, 0g,01) = (1,4, —1.6).

Pour z = — 2% > (droite jaune de la figure), la fonction s’annule.
01

En utilisant les résultats de [13], nous pouvons relacher 'hypothése d’irréductibilité dans
tout I'espace. Nous allons construire un domaine qui pourra étre atteint par le systeme depuis
n’importe quelle condition initiale prise dans un domaine compact convenablement choisi. Pour
ce faire, nous allons introduire un systeme controlé associé au systéme stochastique pour
lequel nous devrons calculer explicitement la fonction de contrdle associée. Nous utiliserons
les résultats de Stroock et Varadhan [81] reliant la solution de [14] et le systéme contrdlé pour
conclure.

m

Une fois la convergence vers une mesure invariante 7° pour ¢ fixé établie, nous nous inté-

ressons a la limite de 7° lorsque € — 0. Nous obtenons ainsi le théoreme suivant

Théoréme 4. Quand ¢ tend vers 0, la suite (7°).<., est tendue et toutes les valeurs d’adhérence
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ont la forme
3

Zaiézi, (21)

i=1

01 9, 1 € {1,2,3} est la mesure de Dirac en le point z; défini par et les coefficients a; > 0
3

vérifient Z a; = 1.
i=1

Idée de la preuve :

Cette preuve se décompose en deux parties :

— montrer la tension de la suite (7)<,

— identifier les valeurs d’adhérence de la suite (7¢)..,

Pour montrer la tension de la suite, nous cherchons a majorer 7°(R*\ B(R)), pour B(R) la
boule de rayon R, par une quantité qui tend vers 0 quand R — oo. Pour cela, nous utilisons
I'unicité de la mesure 7° pour un ¢ fixé. Cela nous permet de montrer que la mesure d’occupation
du processus (X¢,Y®) sur [0, t] et renormalisée par ¢, converge quand t tend vers l'infini vers la
mesure 7°. De plus, le fait que les constantes dans la fonction de Liapunov ne dépendent pas
de € permet de majorer 7°(R*\ B(R)) par une quantité indépendante de e. L’identification des
valeurs d’adhérence repose sur ’équation dont elles sont solutions.

[

Nous obtenons ainsi que la mesure 7 est une combinaison linéaire des équilibres du systéme
déterministe. Nous cherchons a caractériser plus finement la limite. Pour cela, nous adaptons
I'approche de Freidlin et Wentzell développée dans [31]-Chapitre 6 et obtenons le résultat

suivant

Théoréme 5. La suite (7°).<., converge, quand € tend vers 0, vers une mesure ™ définie par

6(1,0) st o1 <0,
1 1 .

™= 55(1,0) + 55(71,0) st o1 =0, (22)
5(_170) St o1 > 0.

Idée de la preuve :

La méthode développée dans [31] repose sur la quantification du cotit de passage d’un point
d’équilibre a un autre. Pour cela, les auteurs introduisent une fonctionnelle d’action qui calcule
le colit minimal pour passer d'un équilibre a un autre. Cette méthode posseéde de nombreux
liens avec le systeme de controle introduit pour prouver l'irréductibilité du systeme. L'une des
conditions requises pour introduire la fonctionnelle d’action est d’avoir une matrice de diffusion
inversible. Dans notre cas, cette hypothese n’est pas vérifiée.

En utilisant que la deuxieme composante, lorsqu’elle suit le flot déterministe, converge vers

I’axe des abscisses, nous remarquons que seule la premiére composante représente un cofit.
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Ainsi, nous choisissons de prendre une fonctionnelle d’action qui évalue seulement le cofit en
la premiere composante. Moralement, en procédant ainsi, nous faisons comme si notre systeme
était un systeme en une dimension.

]

Nous illustrons ensuite les résultats obtenus avec des simulations numériques de la mesure
d’occupation associée au systeme (|14))

- 0.8 - 08
- 0.7 = 0.7
. 06 . X
- 0.5 g .
X ¢ 0.4 > 0. .
0.3 .
0.2 .
0.1 .
0.0 X
=-2.0 =15 -1.0 =0.5 O).(l) 0.5 10 15 20 =-2.0 =15 -1.0 =0.5 O).(l) 0.5 10 15 20

F1GURE 8 — Mesure d’occupation pour FIGURE 9 — Mesure d’occupation pour
o1 >0 o1 <0

Résultats du chapitre 4

Ce chapitre établit le lien entre les résultats obtenus dans le chapitre précédent et le modele
biologique. Il se divise en deux parties distinctes. Dans un premier temps, en adaptant les
méthodes du chapitre 2, nous analysons les comportements asymptotiques en temps long et
en ¢ petit du systeme . Dans un second temps, nous étudions les parametres déterminants
dans le comportement asymptotique du systéme .

Le coefficient de dérive dans le systéme est un cas particulier de celui du systeme
pour (A1, A2, Az) = (1, A,0).

En étendant les résultats du chapitre 3 au systeme d’EDS , nous obtenons le théoréme

suivant :

Théoréme 6. Soit € € |0, e[ fiwé. Sous Uhypothése|[l], le processus (X7, Yy )i>o solution de (11)
admet une unique mesure invariante notée m° qui est a densité par rapport d la mesure de

Lebesque et il existe deux constantes C' > 0 et v > 0 telles que pour tout t > 0

1P((2,y), ) = 7 ()llw < CW (2, y)e ™, (23)

ot la norme || - ||w est rappelée en , W est la fonction de Liapunov définie par W (x,y) =

1+ 2% +y? et (z,y) € R%. De plus, la suite (7°).c jo,] converge quand € — 0 vers la mesure m
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définie par
1 1
™= 5521 -+ 5523, (24)

ou z1 et z3 sont définis par .

Idée de preuve :

Ce théoreme est composé de trois éléments :
— la convergence en loi de (X7,Y;?) solution de quand ¢t — oo vers l'unique mesure
e

— la convergence de 7 vers m quand € — 0

— la caractérisation de la mesure 7.

La preuve de la limite lorsque ¢ tend vers l'infini repose sur la vérification des conditions
introduites au chapitre 3. Ces conditions doivent étre adaptées, car le coefficient de dérive est
différent. En revanche, le coefficient de diffusion étant constant, nous n’aurons pas les mémes
difficultés concernant la vérification de la condition de Hormander et celle de I'irréductibilité.

La difficulté dans la caractérisation de 7 réside dans le choix de la fonctionnelle d’action.
En effet, dans le chapitre 3, le choix découlait de la structure du coefficient de dérive ou les
deux composantes étaient décorrélées.

Nous conservons la fonctionnelle d’action introduite dans le chapitre 2, car autour des droites
d’équation z = —1, x = 0 et x = 1, le flot de la deuxieme composante fait converger le processus

autour de ’axe des abscisses. O

Dans une derniere partie, nous souhaitons revenir a I'’étude du systeme , a savoir
I’approximation-diffusion du modele biologique initial, pour laquelle le coefficient de diffusion
est o(x,e) définie en . Les différentes reparamétrisations et approximations de ce systéme
nous ont mené au systeme ((11) pour lequel le coefficient de diffusion est une constante, menant
a une mesure limite symétrique en les deux équilibres stables du systeme déterministe asso-
cié. Or, nous avons montré que dans le cas d'un coefficient de diffusion linéaire en la premiere
composante, le parametre de la pente est déterminant pour savoir autour duquel des équilibres
stables la mesure 7 se concentre. Le coefficient de diffusion constant du systeme ne nous
permet pas de distinguer les deux équilibres stables du systeme et il faut donc tenir compte de
la fonction o(x,e).

Nous conjecturons qu’en regardant quels sont les parametres pour lesquels o(z, ) admet des
valeurs différentes autour des deux équilibres stables du systeme, nous pourrions déterminer
le comportement asymptotique de et que le point d’équilibre sur lequel se concentre la
mesure invariante est celui dont la valeur de o(z,e) est la plus faible. Cette conjecture est
montrée numériquement dans la fin du chapitre 4.

La figure [12| permet d’illustrer cette conjecture pour un jeu de parametres vérifiant I’hypo-
these [T
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FIGURE 12 — Mesure d’occupation d’un processus de condition initiale (zq,eq) = (%, 1) pour

T = 50000 et N = 200 de parametres k =1, 7 =Ilg =1, { =8 et [4 = 0.5. Pour réaliser la

figure de gauche, les parametres de I'influence sociale sont 74 =5, y5 =2, 4 =0 et 6 = 6.
Ceux pour la figure de droite sont y4 =2, v =5, 4 =6 et 65 =0.

Pour le jeu de parametre de la figure [10] (resp. [L1)), nous avons ¢(0.2,0.9) > ¢(0.8,0.6) (resp.
0(0.2,0.9) < ¢(0.8,0.6)) ou (0.2,0.9) et (0.8,0.6) sont les points d’équilibre stables du systeme
. La mesure invariante se concentre principalement autour du point d’équilibre stable (z*, e*)

pour lequel la valeur o(z*, e*) est la plus faible.
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Chapitre 1

Modélisation du comportement humain

face au changement environnemental

1.1 Article principal
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Abstract

Addressing global environmental crises such as anthropogenic climate change requires the
consistent adoption of proenvironmental behavior by a large part of a population. Here, we
develop a mathematical model of a simple behavior-environment feedback loop to ask how the
individual assessment of the environmental state combines with social interactions to influence
the consistent adoption of proenvironmental behavior, and how this feeds back to the perceived
environmental state. In this stochastic individual-based model, individuals can switch between
two behaviors, "active’ (or actively proenvironmental) and "baseline’, differing in their perceived
cost (higher for the active behavior) and environmental impact (lower for the active behavior).
We show that the deterministic dynamics and the stochastic fluctuations of the system can be
approximated by ordinary differential equations and a Ornstein-Uhlenbeck type process. By
definition, the proenvironmental behavior is adopted consistently when, at population statio-
nary state, its frequency is high and random fluctuations in frequency are small. We find that
the combination of social and environmental feedbacks can promote the spread of costly proen-
vironmental behavior when neither, operating in isolation, would. To be adopted consistently,
strong social pressure for proenvironmental action is necessary but not sufficient — social inter-
actions must occur on a faster timescale compared to individual assessment, and the difference
in environmental impact must be small. This simple model suggests a scenario to achieve large
reductions in environmental impact, which involves incrementally more active and potentially
more costly behavior being consistently adopted under increasing social pressure for proenvi-

ronmentalism.

Author summary

Reducing global environmental degradation such as climate warming requires the adoption
of consistent proenvironmental behaviors. But we, as individuals, tend to act in response to
alarming events, and relax when things seem to get better. Can this tendency to behave in-
consistently be countered by social interactions and social pressure ? We explore this question
by developing a simple mathematical model. We find that social interactions, in combination
with our own individual perception of population’s environmental impact, can indeed promote
the consistent adoption of costly environmental behavior, but only when the social pressure for
proenvironmentalism is strong enough. Our model suggests a possible path through ’small steps’
from ’'business as usual’ behavior to active behavior with large reduction of the environmental
impact. In the small-steps scenario, a gradual buildup of social pressure for proenvironmenta-
lism can lead to a large reduction in perceived environmental impact even if the active behaviors
adopted by the population become incrementally more costly. Thus, creating contexts that are
conducive to strong social pressure for proenvironmentalism, through communication and pu-
blic policy, appears both critical and powerful to achieve behavioral change that can make a

difference.
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Introduction

Why don’t we all act more decisively in the face of global environmental crises such as
climate change or biodiversity loss ? Achieving climate and biodiversity targets set by interna-
tional agreements (e.g. Paris accord, Aichi convention) ultimately requires consistent behavioral
changes within and across societies. At the level of individuals, limiting climate change or bio-
diversity loss requires consistent consumer choices with reduced net environmental impact. As
citizens, individuals must consistently promote governmental policies that favor proenviron-
mental actions. Leaders and senior managers, as individuals, should make consistent decisions
to influence greenhouse gas emissions and natural resource use by large organizations and in-

dustries.

For many individuals, adopting a proenvironmental behavior is not straightforward. Indeed
the decision amounts to accepting certain short-term costs and reductions in living standards
in order to mitigate against higher but uncertain losses that may be far in the future [33].
Individual behavioral responses to this collective-risk social dilemma [65] are not all-or-nothing,
however. Between those who unconditionally accept or unconditionally deny the need for action
towards environmental sustainability, the vast majority of people do not engage consistently in
either way. Rather, non-ideologically polarized individuals tend to show inconsistent behavior as
they change opinion, revise their intention, or switch behavior during their lifetime [I], possibly

on very short timescales [16].

Such a behavioral inconsistency can be due to various mechanisms. Individuals who engage
in some kind of proenvironmental action may lose motivation to "take the next step". In this
case, action limits intention for more, a pattern called tokenism [33]. In the same vein, the
rebound effect occurs when some mitigating effort is diminished or erased by the individual’s
subsequent actions [34]. For example, after acquiring a more fuel-efficient vehicle (an active
mitigating behavior), owners tend to drive them farther, in effect reverting to their baseline
environmental impact [60]. Other patterns of inconsistent behavior involve responses to ex-
treme climatic events. Exposure to a climate-related hazard such as wildfires increases support
for costly, pro-climate ballot measures in subsequent local elections [43]; but the degree of
personal concern about climate change is related to the temperature anomaly only over a few
months in the past [26]. Thus, outside of the most politically polarized groups, the influence of

environmental anomalies can be strong, but it decays rapidly [41].

Mathematical modeling of human-environment dynamics can help identify pathways toward
proenvironmental behavior consistency. Game-theoretic models with environmental feedbacks,
or eco-evolutionary games, have been developed to study coupled environmental and behavior
dynamics [35], 42, [63], 82, 88]. Specific examples address the use of a natural resource such
as farmland [30], water [77] or forest [7]. A key aspect of these behavior-environment models

[18, 83, B8] based on ’imitation dynamics’ [44] is that individuals’ behavioral decisions are only
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made in the context of their interaction with others. Yet factors that are not tied to social
encounters, such as the individual’s own experience and perception of the environmental state,
may play a key role in environmental decisions. This is core to the conceptual framework that
Schill et al. (2019) [74] recently put forth, building on behavioral economics and cognitive
psychology, for understanding human behavior in the face of sustainability challenges. In this
framework, individuals create social and environmental contexts that change dynamically with
continuous feedback to their behavior. Following Schill et al. (2019) [74] we hypothesize that
the dynamics of environmental behavior are shaped both by social context and the individuals’

private environmental experience.

Here we implement this hypothesis by constructing a simple mathematical stochastic model
based on individual-level rules. Each individual has a negative impact on their environment
that depends on their behavior — the impact of an active, proenvironmental behavior being
less than the impact of the baseline behavior. Individuals can change their behavior in res-
ponse to both social interactions and their own perception of environmental degradation. The
environmental state and the individuals’ behavior are modeled as continuous and discrete va-
riables, respectively, and the different processes affecting the state of the behavior-environment
system play out on different time scales. We use the model to investigate the determinants of
proenvironmental behavior consistency. We say that a behavior is adopted consistently when its
frequency at stationary state is high and the stochastic fluctuations in frequency are small. Our
model analysis addresses how the individual assessment of environmental degradation combines
with social interactions to determine the consistent adoption of proenvironmental behavior, and
how this feeds back to the perceived environmental state. In particular, we ask whether larger
costs of, or weak social pressure on, proenvironmental behavior make the consistent adoption
of proenvironmental behavior less likely ; and whether a slower pace of change in the perceived

environmental state can promote consistency.

Results

Model overview

We consider a population of N agents that interact among themselves and perceive the state
of the environment (more or less degraded) through a single environmental variable, e. Indivi-
dual behavior and their environmental impact are modeled on a short enough timescale so that
N remains constant. The e variable measures the perceived environmental state on a conti-
nuous scale, with larger e corresponding to an environment perceived as more degraded. The
e variable can be seen as an indicator or summary statistics of the perceived level of environ-
mental degradation, whose variation is driven by the population level of environmental action,
intention, or awareness, such as the spread of renewable energy, the adoption of plant-based
diets, the reduced consumption of non-essential goods, or the prominence of pro-environmental

demonstrations and other public calls for proenvironmental action. At any time ¢ each indi-
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vidual can express one of two behaviors : baseline (denoted by B) or active (denoted by A).
When expressing behavior A, an agent actively seeks to reduce their negative environmental
impact compared to the baseline impact of behavior B. This is modeled by assuming that an
agent in state A increases the perceived environmental impact of the population by an amount
l4, which is less than the environmental impact, Iz, of behavior B (per capita). We also assume
that [ 4 is positive meaning that the population influences the environment by its own existence.

Agents can switch between behaviors A and B.

In the Methods we expound the mathematical derivation of a model for the joint dynamics of
the frequency of behavior A and the perceived environmental degradation. Notations are listed
in Table [I.I] We assume that the dynamics of the perceived environnemental state follows a
deterministic continuous process. We define parameter ¢ as representing the timescale at which
individuals’ behavior affects the perceived environmental state : the higher ¢, the faster the
perceived environmental state changes due to individuals’ behavior. In a population where all
agents express behavior A (B, respectively), the rate of change of the environment perceived
as minimally (maximally) degraded is proportional to [4 (Ip) and the stationary value of the
perceived environmental state is {4 (Ip). In a population where both behaviors are expressed,

the perceived environmental state varies between [, and [g.

Any agent may switch at any time between behaviors A and B as a result of encounters with
other agents (modeling social interactions). We define x as a scaling parameter controlling the
rate of switching behavior via social interactions (modeled as encounters with other agents).
The rate at which an agent changes its behavior upon encountering another agent depends
on the attractiveness of the alternate behavior, which is determined by the perceived payoft
differential between the two behaviors, and the social pressure. We use parameters 7;, i = A or
B, the payoff from adopting behavior 7, and §;, the social pressure for behavior 7. We denote the
payoff difference between behaviors A and B, or payoff differential, by 5 = y4 —~v5. We say that
the active behavior A is costly when the payoff differential, 3, is negative. The payoff differential
may be positive if, for example, the active behavior A is actually incentivized through public

policy.

Any agent may also switch behavior at any time based on their assessment of the environmen-
tal state. Agents tend to adopt the alternate behavior when they perceive the environmental
impact of their current behavior as relatively large compared to the alternate behavior. We use

parameter 7 to set the timescale of behavioral switch based on individual assessment.

The dynamics of the coupled behavior-environment process are stochastic, driven by the
probabilistic events of behavior switch between A and B, under the joint effects of encoun-
ters among agents and individual assessment, and the deterministic response of the perceived
environmental state. The mathematical model we obtain is a Piecewise Deterministic Markov

Process where the population state (frequencies of behaviors) probabilistically jumps at each
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change in individual behavior while the environmental state deterministically and continuously
changes between jumps. Note that the model assumes that the perceived environmental state
and social context are the same for all individuals, and individuals do not differ in personality,
in the sense that all individuals have the same intrinsic propensity to change their behavior (or

not) across time.

Deterministic approximation of the dynamics and stochastic fluctua-

tions

When the population size N is very large and under assumptions on the rates stated below,
the behavior-environment dynamics can be approximated (in a sense made rigorous in the Me-
thods and S1 Appendix) by the unique solution of the following system of ordinary differential

equations for the active behavior frequency, x, and perceived environmental state, e,

CS? = p(x,er) = k(1 — x)(Aalzy) — Ap(ay)) + Taler) (1 — zy) — 5(er) 2y
(1.1)

de
ditt = (@, e) = Ley(laze + (1 — x4) — )

with initial conditions (zg,eg) in [0,1] x [l4,(p]. The first equation governs the frequency z
of the active behavior, A. In the right hand side of p(z,e), the first term measures behavior
switching due to encounters (social interactions), with B switching to A at rate As(x) and A

switching to B at rate Ag(z), given by

Aa(x) = va + 0ax
Ag(z) =y + (1 —x)

(following from Eq. (1.10)), (1.11)) and (1.8]), see Methods). The second term measures behavior
switching due to individual assessement of the environmental state. The corresponding rates of

(1.2)

switching from B to A and from A to B respectively are

Ta(e) = 1(e —l4)

TB(€> = T(lB — 6)
(following from Eq. (1.13)) in the Methods). The second equation in System (1.1)) drives the
dynamics of the perceived environmental state, e. An equilibrium point (z*, €*) is a (z, e) pair
that nullifies both functions p(z, e) and h(z,e).

(1.3)

Even though the rates of behavior switching are deterministic functions, the individual swit-
ching events occur probabilistically. As a consequence, given that the population size is finite,
the actual frequency of the behaviors fluctuates randomly, even asymptotically around the
equilibrium values predicted by the deterministic model. In the Methods and S1 Appendix, we
show that the variance of the random fluctuations in frequency is equal to the total rate of

behavior switching between A and B, elicited by social interactions and individual assessment
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of the environmental state. This total rate, denoted by €2, is equal to

Qz,e) = kx(1 —x)Aa(z) + Ag(z)) + Tale)(1 —x) + T5(e)x (1.4)

given the values of the A frequency, x, and perceived environmental state, e. The total rate 2
measures the intensity of switching between behaviors across the population. Thus, the higher
2, the larger the probability that some agent switches behavior. We characterize A as being
consistently adopted when the A equilibrium frequency, z*, is high (close to one) and the

corresponding total rate of behavior switching, Q(z*, e*), is low (close to zero).

In the following subsections we first describe the deterministic dynamics of the large-population
model in the absence of environmental feedback (7 = 0 in Eq. (1.1])). When the environmental
feedback is included, we investigate the effect of all parameters to identify those that control the
value and stability of equilibria : payoff differential, 3, social norm threshold, v = 5A6f53’ indivi-
dual environmental impacts and environmental impact differential, [z —[ 4, individual sensitivity

to the environmental state, 7, and reactivity of the environment, . We then identify conditions
for the spread and consistent adoption of the A behavior. Finally, we qualitatively discuss how
incremental variation in the proenvironmental behavior could affect the behavior-environment
system dynamics and lead to a robust reduction of the individuals’ perceived environmental

impact.

Behavior dynamics without environmental feedback

In the absence of environmental feedback (i.e. no individual assessment, 7 = 0), agents may
switch behavior only upon encountering other agents, i.e. through social interactions. Equation

(1.1) then reduces to the standard imitation dynamics (or replicator) equation

dx
th = k(1 — 20)[B + 6am — 0p(1 — )] = po(e), .
1.5
de
ditt = h(xt, €t) = fet(let + lB(l — Z't) — €t)

Assuming [, > 0 and ey between [4 and [, the only possible equilibrium value for the
environmental state is €* = [42* +15(1 — 2*). The model admits three equilibria, zj = 0, 27 = 1
and z* = 5‘2%59. If 2 < 0 (resp. 2* > 1), then ] = 1 (resp. xf = 0) is globally stable. If
0 < 2* < 1, then the system is bistable ; convergence to x] = 1 occurs if the initial frequency of

the active behavior is higher than z* (Fig[L.1]). Note that when the payoff differential 5 is null,

the outcome is entirely determined by social pressures and in this case, the frequency threshold

x* is equal to the social norm threshold, v = 6A6f63‘

At stable equilibrium (a = 0 or 27 = 1) the total rate of behavior switching, Q (Eq. (1.4)), is
always equal to zero, which means that the prevailing behavior, A or B, is adopted consistently.

Thus, if the active behavior A spreads, it will necessarily be adopted consistently ; but the spread
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of A from low frequency requires A to be perceived as sufficiently rewarding compared to B

(i.e.ya > 7B + 6B).

Effect of environmental feedback on active behavior frequency

As expected, the environmental feedback alone can prevent the active behavior from sprea-
ding to high frequency. By taking 7 > 0 and x = 0 in Eq. , individual behavior is influenced
by the perceived environmental state and not by social interactions. In this case, Eq. pos-
sesses only one stable equilibrium, (z*,e*) = (1, 254 With no social interactions (x = 0) the
payoffs 74 and «p have no influence on the equilibrium frequency of the active behavior, since
the payoffs only play a role in the behavior dynamics when agents can compare them, which

requires contact.

By setting both 7 > 0 and x > 0 in Eq. , the effect of environmental feedback combines
with the effect of social interactions. As in the case without environmental feedback (cf. previous
subsection), the model predicts up to three internal equilibria (i.e. 0 < z* < 1, see Methods).
The stability analysis shows that the product of individual sensitivity to the environment, 7,
and environmental impact differential, g — [ 4, is a key determinant of the system dynamics.
When 7({g—14) is small enough, there is one (globally stable) or three (two stable, one unstable)
equilibria, depending on the payoff differential, 5, and social norm threshold, v (Fig )
The stable equilibrium is always close to z* = 0 or * = 1 while the two stable equilibria are close
to z* = 0 and x* = 1, respectively. When the product 7(Ig — l4) is large enough, there is only
one equilibrium. For a given payoff differential, 3, and social norm threshold, v, this equilibrium

can be stable or unstable (here necessarily a limit cycle) depending on environmental reactivity,
¢ (Fig|1.2D1.2F). Thus, parameter ¢, the environmental reactivity, does not affect the number

of equilibria but it affects their stability (Fig ).

The environmental feedback thus has two main consequences for the spread of the active
behavior A from low frequency. On the one hand, under the condition that the product 7(lp—14)
is small enough (Fig ), the increase of A frequency from very low to an equilibrium
close to 1 becomes possible even if A is costly (5 < 0) or at least low-incentivized (small
£ > 0), provided that the environmental feedback be combined with strong social pressure for
the active behavior (low v due to large 4, Fig to be compared with Fig . On the
other hand, for large values of the product 7(Ig — l4), the environmental feedback dominates
the effect of social conformism for the active behavior. As a consequence, most active behaviors
can reach a frequency close to 0.5 irrespective of their cost and the intensity of social pressure
(Fig I). High frequency (close to one) can be reached but only under very strong social

pressure, even for active behavior that are strongly beneficial (large 5 > 0).

The spread from low to high frequency of a costly active behavior (5 < 0) cannot occur

in the absence of environmental feedback. The effect of the environmental feedback can be
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explained as follows. In a population where the active behavior is rarely expressed (x close to
zero initially), the perceived environmental state is essentially set by the baseline behavior B.
Thus, the environment is perceived as strongly degraded, the environmental feedback promotes
the behavioral switch from B to A, hence the frequency of A rises. If the social pressure of
individuals expressing behavior A is strong enough (i.e., if d4 is sufficiently larger than Jp)
the initial pull of the A frequency by the environmental feedback will be sufficient to drive it
above the social norm threshold, v. Once the A frequency exceeds the v tipping point, social

interactions pick up and drive A toward its equilibrium frequency, close to 1.

Simulations of trajectories in the case of the active behavior rising from low to high frequency
allow us to constrain the model unit time (Fig . Our approach assumes a timeline over
which the global environmental state or trend of global environmental degradation (e.g. climate
warming) is essentially unaltered by individual behaviors. The timescale over which individuals
interact, perceive the environmental state, and change their behavior is set by parameters k,
7, and [. With k = 1 (i.e. one social interaction about the environmental concern expected on
average per unit time), the characteristic time for the frequency of proenvironmental behavior to
rise from near zero to near one is of the order of 1-50 unit time (Fig[L.10). Thus, environment-
related social encounters that happen on average once a week or once a month would be
consistent with the typical dynamics of the model. With a one-week time unit, the individual
assessment of the environment would occur on average every three months with 7 = 0.1, or
roughly every day with 7 = 10. With a one-month time unit, individual assessment of the
environment would occur, on average, roughly every year with 7 = 0.1, and every three days
with 7 = 10. Over such timescales, convergence to the stationary state occurs well before the
actual physical environment or environmental trend (e.g. speed of warming) might change as a

consequence of the population consistently adopting proenvironmental behaviors.

Spread and consistent adoption of a costly active behavior

The consistent adoption of a costly active behavior requires the equilibrium frequency, z*,
to be close to one and the total switching rate, 2 (Eq. ), to be close to zero. Figs and
1.3] illustrate conditions under which this is the case. According to the previous subsection, a
general condition for a costly (or low-incentivized) active behavior to spread from low to high
frequency (z* close to 1) is that the social pressure for A be strong enough (large d4 hence
small v, Fig . When that is the case, the product 7(Ig — l4) fully determines consistency,

since for x* close to 1, the total rate of behavior switching is approximated by

QL 14) =7(lp — 1a). (1.6)

Thus, with a relatively weak sensitivity to the environment (i.e. 7 low) and a small envi-
ronmental impact differential (i.e. [4 close to [g), costly active behaviors can spread from low
to high frequency provided the social pressure for active behavior is strong enough (Fig —

1.2C), and consistent adoption is expected (Fig|l1.3|A). In contrast, if the individual sensitivity

31



to the environment is strong (large 7) and/or the environmental impact differential is large
(large g — l4), behavioral inconsistency is expected, with agents frequently switching between
active and baseline behaviors (Fig ), even if the predicted equilibrium frequency of the
active behavior is high (see lower (yellow) regions in Fig I, where the social pressure

for A, §4, is high hence the social normal threshold, v, is low).

For intermediate values of 7(Igp — l4), low environmental reactivity, ¢, may be an additional
cause of behavior inconsistency. In this case, decreasing environmental reactivity can destabilize
the unique positive equilibrium and turn it into a limit cycle (Fig [1.2D-F). Individuals will
thus switch behavior at a total rate that is itself changing over a slower timescale set by
the environmental reactivity. The slow timescale of environmental reactivity creates a time
lag between the perceived environmental state and individuals’ behavior, generating periodic

oscillations in the switching rates.

Robust environmental impact reduction through incremental beha-

vior change

Starting from an environment perceived as strongly degraded, can an active behavior with
much smaller environmental impact than the baseline behavior (i.e. large [p—{4) drive a robust
improvement of the environmental state (from high to low e at stationary state) ? Such an active
behavior could rise to high frequency provided the social pressure for proenvironmentalism is
very strong (Fig [L.4/A), with a concommitent drop in environmental impact (Fig [1.4D). But
stochastic fluctuations in this case are large (Fig|l.4G), indicating that the active behavior may

not be adopted consistently.

In contrast, environmental impacts and feedback such that 7(Ig — [4) is small allow for the
unconditional spread and consistent adoption of low-incentivized or even costly active behavior
(i.e., B close to 0 or even negative) (Figs and [L.4H). Even though the effect of such
behavioral change on the environmental state is small (Fig [L.4[E), this sets the stage for a
scenario of incremental behavioral change towards robust environmental impact reduction (Figs
and ) whereby increasingly more active behaviors would spread and be adopted
consistently, each behavioral change imparting a small reduction of environmental impact. Once
behavior A is established, it becomes the common baseline behavior where individuals may
start expressing a new active behavior A’, with lower environmental impact, and potentially
a larger cost. In the latter case, a stronger social pressure (higher d4 hence lower v) may
compensate for the larger cost and ensure that the active behavior A’ spreads and becomes
adopted consistently, in lieu of A. Thus, in a system where social conformism for active behavior
can increase (increasing 04 hence decreasing v) in relation with more effective active behavior
(lower l4) and/or the perception of reduced environmental impact (lower e*), a substitution

sequence of gradually more active (lower [4) and more costly (more negative ) behaviors can
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take place, driving a potentially substantial decrease in the perceived environmental impact (e*

decreasing to arbitrarily low levels).

We hypothesize that such an incremental scenario might be triggered even for active behaviors
that are initially costly, and with weak social pressure for them (small 64 hence high v) — as
long as their cost is not too large so that bistability remains possible (upper areas of black
regions in Fig ) In this case, random fluctuations in behavior frequency may cause the
system to switch from the low-frequency to the high-frequency A equilibrium (Fig , where
it may reside long enough for some new behavior A" more active than A to spread and take
over. The study of such dynamics, involving the effect of individual stochasticity on alternate

equilibria, is beyond the scope of this model and warrants further mathematical investigation.

Discussion

We developed a simple mathematical model to study how social and environmental feed-
backs jointly influence the consistent adoption of proenvironmental behavior. The treatment
of individual assessment of the perceived environment and social interactions as two separate
factors of individual decisions differentiate our model from evolutionary games with environ-
mental feedbacks, in which the influence of the environment is mediated by the payofts of the
strategic interactions [35], 42] [63], 82, R8] and even possibly by the game type varying in res-
ponse to the agents’ actions [5, [60]. Here we assume that the payoffs are constant and that
the perception of environmental degradation can influence an individual’s behavioral choice
independently of their interactions with others - a similar assumption is made in models of
environmental behavioral choice based on experiential learning [59]. This structure allows us
to separate the behavioral effect of individual assessment of the perceived environmental state
from the effect of social interactions. Our model thus aligns with the conceptual framework of
Schill et al. (2019) [74] for connecting environmental behavior with both social and perceived

biophysical contexts.

The importance of timescales for behavioral consistency

The assumed invariance of the payoff difference (unaffected by variation in the environmental
state variable) is rooted in the short timescale involved in the behavior-environment dynamics.
Because the environmental state variable captures perceived information, shaped by behavioral
intentions or actions, it is plausible that the timescale of environment-behavior change be short
relative to the timescale over which the true state of the physical environment changes. Under
this timescale separation, the payoff difference remains constant as the perceived environmental
information changes, without precluding change in payoffs that could occur over the slower

timescale of a changing physical environment.
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When the timescale of individual assessment is fast relative to social interactions, the en-
vironmental feedback dominates the system dynamics, leading to inconsistent behavior. The
relatively fast individual assessment timescale may originate from individuals having more confi-
dence in their own evaluation of costs and benefits than in others’ influence. This is known to
occur, for instance, when the decision to be made carries a lot of personal weight [0, [66] or
when individuals have grown up in a very favorable environment [53]. When individual assess-
ment is slow compared to social interactions, the social feedback dominates. This raises the
question, whether, in practice, social influence could be stronger among individuals who engage
in proenvironmental behavior than among individuals who do not. One can speculate that this
could be the case if the active behavior is individually costly and perceived as a moral duty.
In this case, the active individuals behave as cooperators whose efforts (measured in terms of

opportunity cost) are influenced the most by the observation of the others’ efforts [I1], [68].

Overall, the timescale of perceived environmental change has little effect on the behavior-
environment dynamics. Thus, whether individuals assume that their actions are environmentally
meaningful in the short term (high environmental reactivity, ¢) or the long term (low environ-
mental reactivity, ) generally has no significant effect on behavior consistency. The case of social
interactions and individual assessment occurring on similar timescales is special, however. In
this case, low environmental reactivity, ¢, creates a time lag between behavioral and perceived
environmental changes, causing behavior-environment cycles when the proenvironmental beha-
vior is costly and levels of conformism are not too different between behaviors. A similar effect
of slow environmental reactivity relative to social interactions promoting oscillations was also
detected by [76] in their model of forest growth and conservation opinion dynamics. Contrasted
environmental impacts of behaviors A and B (i.e. large Ip —[4) favor the limit cycle regime over
bistability which is reminiscent of previous findings of behavior-environment cycles replacing

bistability when the human influence on the environment is strong [52].

Consistent adoption of incrementally more active behavior

A question of interest is how the consistent adoption of an active behavior depends on
the magnitude of environmental impact reduction associated with that behavior. The model
shows that for active behaviors causing only a small environmental impact reduction, the bis-
table regime is favored, which leads to consistent behavior adoption (of A or B). In fact, a
small environmental impact reduction by the active behavior has the same effect on the system
dynamics as a slow timescale of individual assessment. Once a ’small-step’ active behavior is
adopted consistently, the perceived level of environmental degradation is only decreased by a
small amount ; but if more behavioral options were available, the socio-environmental context
would be set to promote individuals engaging consistently in ’the next small step’. If the pro-
cess were repeated, leading to the consistent adoption of active behaviors of gradually smaller
environmental impact, we would expect the perceived level of environmental degradation to

decrease. Interestingly, this might happen even if the relative cost of active behavior was in-
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creasing, provided the social pressure for active behavior increased concommitently.

Our consideration of gradual behavioral change through a sequence of ’small steps’ raises
the empirical question of whether the perceived change in environmental state could in turn
affect the repertoire of individual behaviors, and in particular motivate behaviors more active
than A. In practice, the existence and direction of such an additional feedback may depend on
whether each small step is individually beneficial and thus considered by people as a self-serving
decision, or individually costly and considered as a form of cooperation. In the first case, there
is no obvious reason for the perceived change in environmental state to affect individual deci-
sions, so it is unlikely that such feedback would exist. In the second case, however, the question
relates to the rich empirical literature on the influence of the perceived environmental state on
cooperation. The majority of studies in this field, and in particular the highest powered studies,
report a positive relationship between the quality of the environment experienced by indivi-
duals and their level of investment in cooperation [3), 55l 57, [62], 67, [73], [75], O1] ; although some
studies report opposite effects [2 58] [71] or no effect at all [78, [89]. We may thus hypothesize
the existence of the additional positive feedback whereby the perception of an improved envi-
ronmental state would enlarge the behavioral repertoire and motivate more active behaviors.
The improvement or, on the contrary, the deterioration of the perceived environment could
lead individuals to invest more, or, on the contrary, less in proenvironmental behavior, thus

generating the kind of behavioral sequence that we envisioned in this analysis.

Limits and perspectives

Our work builds on the fundamental distinction between the individual’s stable characte-
ristics and the subset of situational characteristics which capture the social and environmental
situatedness of behavior [20]. In the model, all parameters, except the rate of environmental
reactivity, ¢, are set as individual characteristics. A key assumption is that all individuals are
identical in their stable characteristics. Our framework could be extended to relax this assump-
tion and investigate the consequences of heterogeneity in individual social status or personalities
[19, 84]. For example, the same objective cost of the active behavior (e.g. buying or maintaing
an electric car) may be perceived very differently depending on the individual’s wealth [37] 64].
Likewise, individuals of different social status may vary in their experience of social pressure
from individuals expressing the active vs. baseline behavior ; this in the model would manifest

through inter-individual variation of 64 and dg [53].

Given the predicted importance of the individual sensitivity to the environment, 7, and envi-
ronmental impact differential, g — 4, the outcome (consistent adoption of the active behavior)
is likely to be influenced by inter-individual heterogeneity in these two parameters. It is known
that individuals can differ greatly in their perception and assessment of the state of degradation
of their environment, due to differences in social origin, education, or information [36], [37] ; and

in their potential proenvironmental response to perceived environmental degradation [36]. This
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heterogeneity could result in wide variation of both 7 and lp — [4 among individuals, with
contrasted personalities such as being little responsive and acting weakly (small 7 and g —14),

or responding fast and strongly (large 7 and lp — 14).

In previous models of coupled human behavior and natural environment dynamics, the en-
vironment typically is measured by a variable such as the abundance of a renewable resource
(e.g. forests [? |, fisheries [61]), or a physical variable such as atmospheric greenhouse gases
concentration or temperature [12]. In these models, the environmental dynamics are driven
by their own endogenous processes and impacted by human activities (gas emissions, harves-
ting...). These models ask how human behavioral feedbacks alter the stability properties of the
perturbed (polluted, exploited...) ecosystem. An important difference between our approach
and previous human-environment system models lies in our definition of the environmental
state in terms of perceived degradation or vulnerability, rather than actual physical compo-
nents (atmospheric CO, level, abundance of a natural resource...) of the environment. This
information changes under the influence of individuals’ intentions or behaviors; the physical
environment (or physical environmental trend, as with global climate warming or biodiversity
loss) may also change as a consequence, but we assume that the change would occur on a much
slower timescale and therefore has no influence on the individual decisions that the model des-
cribes. For example, in the case of global climate change, our approach assumes that our world
is already locked into warming : even if we stopped emitting greenhouse gases today, it would
take several decades before we observe curbing in the rise of global temperature. None-the-less,
rapid change in individual behavior may occur, including the spread of pro-climate action or
intention, concomitantly with the perception that the level of environmental degradation or

vulnerability decreases.

This representation of the environment allowed us to make the assumption that the payoff
difference is insensitive to the environmental state variable. Note, however, that a feedback
of the environment to the payoff difference can be seen as implicit in our scenario for the
consistent adoption of incrementally more active behavior. This could be due to institutional
intervention responding - on a slow timescale - to change in the environmental stationary
state, as defined here, and altering the payoff difference through incentives (reducing the payoff
difference) or by promoting more effective behaviors that would also be more costly (increasing
the payoff difference). Another significant difference with most previous human-environment
models is that here the environment, being purely informational, does not have its own intrinsic
dynamics. A similar assumption was made by Weitz et al. (2016) [88] in a game-theoretic model
where the environmental feedback was positive and governed by a tipping point. Future work
could address the effect of a positive feedback in our model, to capture positive reinforcement
(improved environmental state encourages to do more [37, 46]) and "giving up" (an environment

assessed as degraded leads to less effort, rather than more [37, [46]).
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Concluding remarks

In this minimal model of behavior-environment feedback, individuals intend proenvironmen-
tal action when they perceive their environment as strongly degraded or vulnerable, and relax
their effort as they perceive amelioration of the environmental state. This negative environmen-
tal feedback, by itself, opposes the consistent adoption of costly proenvironmental behavior, but
opens the possibility for such behavior to rise from very low frequency and reach a tipping point
at which social interactions and conformism will pick up and drive its consistent adoption. This
suggests a scenario to achieve large reductions in environmental impact, which involves the
consistent adoption of incrementally more active and potentially more costly behavior. The
theoretical conditions for this to occur (social interactions timescale faster than individual as-
sessment timescale, strong social pressure for proenvironmental action) raise empirical questions
regarding why individuals’ environmental intentions would rely more on others’ influence than
on their own assessment of the environmental state, and what factors (individual or collective)

can make the social pressure of conformism stronger for proenvironmentalism.

Methods

In a population of finite size N, at any time ¢, the perceived environmental state and the
numbers of individuals who are performing A or B are denoted by E}, NAY and NP
respectively. Since the population size is constant we have NtB N = N — NtA’N. Hereafter we
derive a sAtgchastic model for the joint dynamics of the frequency of behavior A in the population,

NA

XN = 57—, and the perceived environmental state, EN. The list of parameters and their default
values is given in Table [I.1]

Environment dynamics

We assume that the dynamics of the perceived environnemental state E}N follows a deter-
ministic continuous process. Each individual in the population has the same perception of the

environment. The dynamics of E} is driven by the ordinary differential equation

E‘tN:h(XtNﬂEtN)?

where h captures the environmental impact of the two behaviors given their frequency, according
to

h(z,e) = le(laz + (1 —x) —€) (1.7)

for any (z,e) in [0,1] x [l4,(5].

The function h is chosen such that in a population where all individuals express behavior A

(B, respectively), the rate of change of the environment perceived as minimally (maximally)
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degraded is proportional to l4 (Ig) and the stationary value of the perceived environmental

state is 4 (IB).

Behavior dynamics

Two factors influence the decision process of modeled agents : frequency of encounters with
other modeled agents, and the value of the state variable representing some environmental
factor.

Social interactions

We further assume

XYy =x~
X ) (1.8)
gg(XM)=1- X7V,
An agent with behavior 7 switches to behavior j via social interactions at rate
AN(XN) = N2rgi (X)) g; (XA (XY, (1.9)

where A\ (z) is the individual attractiveness of behavior i, N?kg;(X")g;(X") is the num-
ber of potential encounters. Note that the number of potential encounters is symmetrical,
gi(XM)g;(XYN) = XN(1 — XV). The difference between behavior i’s and j’s rate rely on the
individual attractiveness of behavior. The individual attractiveness of behavior ¢ is taken of the

form

AXY) = - (i + g (X)) (1.10)

As a result, the individual rate of behavioral switch from ¢ to j is

A (XN) = NeXN (1= XN) (v 4 6;9;,(XY)). (1.11)

The term ,g;(X") reflects that social influence is a coercive mechanism which encourages

conformism.

Individual assessment

Behavior switching based on the assessment of the state of the environment occurs at the
individual rate
TN (XN, EN) = Ng (XM (EY), (1.12)
where ga(X") = X¥ and gp(X?") =1 — XV (as above) and the environmental perception of
individual 7 is measured by Tj(EN ), which captures the difference between the environmental
state, e, and the contribution of behavior j to the degradation of the environmental state.

The simplest form then is
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TA(EN) = T(EN — lA)

1.13
5(EN) = 7(lg — EN). (1.13)

Thus, the larger the difference between the perceived environmental state, £V, and the indivi-
dual environmental impact of behavior 7, [;, the faster an agent expressing j behavior switches

to 7 behavior.

Dynamics of the behavior-environment stochastic process

The dynamics of the coupled behavior-environment process (XtN , BN ) are stochastic, driven
by the probabilistic events of agents switching between the baseline (B) and active (A) be-
haviors, under the joint effects of encounters and individual assessment, and the deterministic
response of the perceived environmental state. Mathematically, the effects of all possible events
(agents’ behavior switches, change in perceived environment) on the state of the Markovian

system (XtN ,EN )tzo are captured by the infinitesimal generator LY of the stochastic process
(XtN,EtN) For (z,e) € [0,, -+ ,1] x R} and a test function f € CA([0, w,---,1] x R, R),
we have

LN f(x,e) =N?kz(1 — 2)\Y (2) {f <a: + ]1[,6> - f(:v,e)}

+ N2kx(1 — 2) A5 (z) {f <.CE — N,e) - f(x,e)]
1

+ N(1 —2)1poa(z,€) [f T+ N’€> — f(z,e) (1.14)

+ Nxtsp(x,e)

+ h(z, e)(?fgz,e)‘

Agents switch behavior at a given time ¢ for a given state of the system (X;, E;) with a
probability given by Eq. . In this expression, the first and second rows account for indivi-
dual behavior switches due to encounters (from B to A or A to B, respectively). For instance,
the rate at which a B — A switch occurs because of encounters (first row) is proportional to
N(1—x), the number of agents adopting behavior B ; kN, the encounter rate between a single
agent adopting B and agents adopting A ; and A4(x), the social attractiveness of a single agent
adopting A. The third and fourth rows account for switches because of individual assessment
of the perceived environment state. For instance, the rate at which a B — A switch occurs be-
cause of the environmental state variable (third row) is proportional to N (1 —z), the number of
agents adopting B ; and 75, 4(z, €), the rate at which an agent in state B adopts the alternate
behavior A after assessing the impact of its behavior on the perceived state of the environment.
Finally, the last row accounts for changes in the perceived environmental state depending on
the frequency. By taking f(z,e) = z and f(z,e) = e, we obtain the deterministic part in Eq.
while f(z,e) = 2? gives the quadratic variation in Eq. (1.23)). The process whose law is
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characterized by Eq. ([1.14)) is a Piecewise Deterministic Markov Process where the population
state (frequencies of behaviors) probabilistically jumps at each change in agent behavior while

the environmental state deterministically and continuously changes between jumps.

Dynamical system approximation for large populations

In Section [I.4], we explain that, assuming the population size N very large and under Assump-
tions ((1.8)-(1.13))), the sequence of stochastic processes (X, E™V) yen+ converges in distribution

to the unique solution of the system Eq. (1.1]). By plugging Eq. (1.2) and (1.3]) into Eq. (1.1]),
we obtain Eq. ((1.15)

dx
ditt =p(zy, €0) = k(1 — ) [B 4 daxy — 0p(1 — )] + 7 [er — la(l — x¢) — lpxy]

1.15)
de (

ditt = h,(fl'ft, et) = get(lAl't + ZB(]. — Zl'ft) — Ct)

with initial conditions xg between 0 and 1 and ey between [4 and [g. The first equation governs
the frequency x of the active behavior, A. The second equation drives the dynamics of the
perceived environmental state variable, e.

The model predicts up to three equilibria given by the zeros of

p(z,lax + (1 —x)) = po(x) + 7(lp — l4)(1 — 2x), (1.16)

(po defined in Eq. ), that are nonegative and less than (or equal to) one. By setting both
7 > 0and Kk > 0 in Eq. , the effect of the environmental feedback on its own can be
highlighted by comparing Eq. at its stable equilibria with the value of Eq. at the
same state (i.e. z* =0 or 2* = 1). Since p(0,lp) = 7(lg —l4) > 0 and p(1,14) = —p(0,5) < 0,
the environmental feedback moves the equilibria of the system away from 0 and 1 (Fig . The

roots of Eq. (1.16]) also show that the number of equilibria is likely influenced by the encounter

B
da+éB’

(product) of the individual sensitivity to the environment, 7, and the differential environmental

rate, k, the payoff differential, 5, the social norm threshold, v = and the combination

impact, lg — 4.

Quantifying the effect of individual stochasticity

To analyse the fluctuations of the stochastic model around the deterministic limit, we gene-
ralize the central limit theorem to the convergence of the stochastic process (XN, BN )eelo,r] to
the deterministic solution of Eq. (L.1]). We therefore introduce (1, )iejo,r] = (N nE ’N)te[oj] =
(VN(XYN — 2, EN — €))icior), where ((x4,¢;),t < T) is the deterministic solution of Eq.
(1.1) and (X, EY) is the stochastic process. Assuming that 7} converges in law to 7y,

when N — oo, the process (¥ )telo,r] converges in law to a Ornstein-Uhlenbeck type process

(Wt)te[o,T] = (U?;UF)te[o,T} and we have
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N Ny _ 14k o 1
(Xt7Et)_(xtaet)+\/ﬁ(nt7nt)+ (W)

For all ¢ in [0, T, the process (m)cjo.r] = (', 1 )iepo.r) satisfies

nit =g +/ k(1= 2x,)(va — 78 — 0p + (64 + 0p)xs) — T(lg — La))nst + TnF)ds
+ [ otage)dw,, (1.17)

0 = [~ to)eant + Qv+ (1 — ) = 2e,)nE)ds.

where

o(x,e) = \/mc(l —z)(Aa(x) + Ag(x)) + 7ale)(1 — z) + m(e)x, (1.18)

and W is a standard Brownian motion (see Section for mathematical detail).

Note that the drift and variance are functions of the solution of the deterministic system
(1.1). The stochastic part of the fluctuation process given by Eq. (1.18) is the square root of
the total rate Q (see Eq. (1.4))) of behavior switching in the population. According to Eq. (1.17)),

it only affects the fluctuations in behavior frequency (not in the perceived environmental state).

Simulations and numerical analysis

For the stochastic process, the dynamics of agent behaviors’ frequency (by stochastic jumps)
is jointly simulated with the dynamics of the perceived environment (by deterministic changes,
continuously in time between the stochastic population jumps). Random times are for any N

drawn according to an exponential distribution of parameters £V, where

>N sup (k@) + Ap(@)) + Tale) + Ta(E)). (1.19)

(z,€)€[0,1]x[La,15]
At each of these times, we update our variables of interest. There are three possible cases :
either no agent changes their behavior in the population, or one agent switches from B to A, or
one agent switches from A to B. The perceived environment is changed using a Euler scheme

between two events in the population.

Without loss of generality, parameters x and [p are fixed to 1 (default values for parameters
used in numerical analyses are reviewed in Table. We analyse the properties of the stochastic
and deterministic models for values of 4 and =4 spanning the whole range of possible values
while keeping dp and ~p constant. Parameters are varied across a discrete grid. We search
for fixed points by computing the zeros of the polynomial given by Eq. . Local stability
is tested by computing the Jacobian matrix of the system. We use the Poincaré-Bendixson
theorem to check the absence of limit cycle (Th.1.8.1 in [38], see also Section [1.5.2). When the
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existence of a stable limit cycle in addition to an attractive fixed point cannot be excluded,
we simulate the dynamical system for different initial conditions. Would there be a limit cycle
crossing the trajectory of the simulations, the trajectory would be trapped around the limit
cycle and not converge to its stable fixed point. Otherwise, all trajectories converge to the

equilibrium, thus excluding the existence of a limit cycle.
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Notation Parameter description Default value
A B Active vs. Baseline behaviors
N Size of the population

AN B,N
Nt » £V

Number of individuals expressing behavior A
or B at time ¢

XN EN Frequency of individuals with behavior A;
perceived environmental state at time ¢ (di-
mensionless)

Ty; €4 Deterministic frequency of individuals with
behavior A ; deterministic perceived environ-
mental state at time ¢ (dimensionless)

K Encounter rate (inverse of unit time) 1

T Individual sensitivity to the environment (in-
verse of unit time)

14 Environmental reactivity (inverse of unit
time)

va (resp. vg) | Payoff of behavior A (resp. B) (dimension- | yg =1
less)

da (resp. dp) | Social pressure of behavior A (resp. B) (di- | d5 = 0.5
mensionless)

l4 (resp. lg) | Individual environmental impact of behavior | ip =1

A (resp. B) (dimensionless)

B =v4—p | Payoff differential (dimensionless)
5;2’353 Social norm threshold (SNT) (dimensionless)
lp—14 Environmental impact differential (dimen-

sionless)

TABLE 1.1 — Parameter definitions and default values.
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FiGURE 1.1 — Frequency of active behavior at equilibrium in the absence of
environmental feedback (Eq. (1.5))), with respect to the payoff differential (3) and
social norm threshold (v = 5A5+B§B . (a) Bistability occurs in the black filled area
(depending on the initial conditions, the equilibrium is either * = 0 or z* = 1). (b) The
upper equilibrium value (z* = 1) is plotted across the bistability area (reachable for initial
frequency zy > v). (¢) The lower equilibrium value (z* = 0) is plotted across the bistability
area (reachable for initial frequency zy < v). Environmental sensitivity is £ = 0.1 and other

parameters are set to their default values (Table .
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FiGURE 1.3 — Total switching rate at stationary state. The total switching rate is
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FiGURE 1.4 — Influence of the environmental impact differential, [z — [4, on the
frequency of active behavior (a, b, c), perceived environmental state (d, e, f), and
total switching rate (g, h, i) at equilibrium. For (a), (d) and (g), the parameters are
Ilp=1and [y =0.1. For (b), (e) and (h), [z =1 and [4 = 0.95. For (c), (f) and (i), Iz = 0.15
and [4 = 0.1. Individual sensitivity to the environment and environmental reactivity are set to
7 =1 and ¢ = 0.1. Other parameters are set to their default values (Table .
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FiGURE 1.5 — Effect of stochastic fluctuations on behavior-environment dynamics
in the bistable case. (a) Convergence of two trajectories issued from the same initial
condition to alternate equilibria. (b) A single trajectory, with color coding for passing time,
visits alternate equilibria, from the higher z* (blue tones) to the lower z* (green) to the higher
z* (orange) to the lower z* (red). The stochastic simulation algorithm is described in the
Methods. Environmental sensitivity ¢ = 0.1 (as in Fig. [L.2]A), payoff difference f = —0.25 and
social norm threshold v = 0.3. Other parameters are set to their default values (Table .

s— #

1.2 Annexe de P’article

In this supplementary material, we expound the mathematical results stated in the main
text. We define a piecewise deterministic Markov process (PDMP) coupling environmental and
behavioral dynamics. Taking the limit when the population size tends to infinity leads to a
deterministic two-dimensional dynamical system. We study the stability of this system and
perform the bifurcation analysis. We also study the fluctuations of the PDMP around the
deterministic limit. Finally, we provide details about the simulation algorithm of the stochastic

population-environment process.

1.3 Properties of the stochastic system

In Section [1.1], we introduced a time continuous two-dimensional stochastic process descri-
bing the joint dynamics of the stochastic populational level and the macroscopic environment.
The individuals are characterized by a parameter u € {A, B} describing two possible beha-
viors : active (A) or baseline (B). The process ((X}¥, EN),t > 0) is a PDMP scaled by the fixed
population size N. The perceived environmental state at time t is quantified by E which takes

values in the compact interval [l4,lg], [4 < lg. The deterministic dynamics of the environmental
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state are shaped by the function h defined in Eq. (1.1)) as

h(z,e) = le(lax + (1l — ) —e) (1.20)

(x,e) being the joint population-environment state. The frequency dynamics of the active in-
dividual behavior are given by the pure jump process (XY, ¢ > 0) whose transitions are driven
by two possible switches due either to the social or tto the environmental influence. An indi-
vidual with behavior u € {A, B} can switch to v # u € {A, B} at rate Kk NAY(z) in response
to the social influence and 7,(e) (defined in Eq. respectively by 74(e) = 7(e — l4) and
Tp(e) = 7(Ip — €)) in response to the environmental influence.

Using the classical pathwise representation of the PDMP driven by a Poisson point measure,

we easily obtain the semi-martingale decomposition of (X, EV) for fixed N, as

t
XY =X+ [ PN EY)ds + M)

] (1.21)
B =B+ [ Y, BY)ds,
0
where PV is given by
PN(z,e) = k(1 — ) N[]MY (2) — AR (2)] + (1 — 2)7a(e) — 275(e) (1.22)
and M} is a square-integrable martingale whose quadratic variation is
t
(M) = [ RXN (1= XMV (XY) + AF (X)]ds
0
(1.23)

¢
—1—%/0 TA(E;V)(l — Xév) —|—TB(E£V)X£VCZS.

1.4 Convergence to the solution of a system of ordinary

differential equations

The next theorem describes the limiting behavior of the process (X}¥, EN)i>o when N goes
to infinity.
We assume that there exist positive constants y4, vp, d4 and dp such that for all x € [0, 1],
NXY () — Aa(z) = v + Oz,

N—+o0 (124)

NAY () N Ag(x) =y + (1 — ).

Théoréeme 1.4.1. When N — +o0, under Assumption and if (XY, EY) — (2o, e0) €
0,1] x [la,15], then for all T > 0, the process (X}, EN),t € [0,T]) converges in probability
in D([0,T1],[0,1] x [l4,15]) to the unique solution ((xy,e;),t € [0,T]) of the following system of
ordinary differential equations (ODEs)
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dx

d—tt = /ixt(l — xt)[’yA — B+ (((514 + 53)3315 — 5B)] + T(et — 14— (ZB - lA)xt>7
de

ditt = g@g(lAI’t + lB(l — $t) — €t),

(1.25)

with initial conditions (xg, ep).

Démonstration. The proof is based on a tightness-uniqueness scheme, as in [4], section 3.1}, see
also [29].

The processes (X, EN),t € [0,T]) evolve in a compact set so they obviously satisfy for
any T' > 0,

supE ( sup ||(XtN,EtN)||3) < +o0. (1.26)
N te[0,T]

The tightness of their laws can be deduced from and from this uniform moment estimate.
The relative compactness of this family of laws in the set of probability measures D(]0, T, [0, 1] x
[l4,15]) follows, as well as the existence of a limiting value ). To identify the latter, we define
for z € D([0,T7, [0, 1] x [l4,(5]) and for any ¢ > 0 the function

t
Uy(z) =2 — 20 — / H(zs)ds,
0

where H = (P,h) and P is the limit of PY under Assumption (1.24]), given for all (z,e) €
[0,1] x [, l5] by

P(z,e) = kx(l —x)[ya — v + (04 + 0B)x — o) + 7(e — la — (Ip — la)x).

The assumptions yield |W;(z)] < Csup(l + (2¢)). Then by Eq. (1.26]), the function W, is

t<T
uniformly integrable and

Eq(|9e(2)]) = imE(|,(Z")]) = imE(|{ (Z")]) = hmE(|M"]),

1

where 1" is defined as v with PV instead of P. Using lij{fn[E(|MtN|) < lim ([E (|]\/[tN|2))§ and

Eq. (1.23), we obtain that li]gn|MtN | = 0 a.s. Then under @), the limiting process is solution of
¢

2 — 20 — / H(zs)ds = 0, i.e. is solution of ({1.25). The uniqueness follows from the Cauchy-
0

Lipschitz Theorem. We finally conclude that the processes (XN, EN),t € [0,T]) converge

uniformly in law (and then in probability) for any time ¢ € [0, 7 to the unique solution of the

dynamical system (|1.25]).
O
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1.5 Properties of the dynamical system ([1.25

We are interested in the long-term behavior of the dynamical system (|1.25]). Without loss

of generality, we simplify the dynamical system by introducing a new parameterization.

1.5.1 Parameterization of the model

We choose the following parameterization. We introduce new perceived environment and

—1 0l
time variables v and 7 by setting v = S and 7 = 7(lp—14)t and we rescale r = . —
Ilp—1a (I — 1a)
We also define a = W’ b = £0at08) 4nq ¢ = (8=l T the new parameterization,
T(lp—la) T(lp—la) Ip
system ((1.25)) becomes
dz,
dx~ = —f(xz) + vz,
d; (1.27)
d; =r(cvs+ (1 —0)(1 —zz — vz),
with V7 > 0, (zz,v;) € [0,1]* and
f(x) =z((x — 1)(a+ bx) + 1). (1.28)

Since we assumed that x, 7, £, v4, VB, 04, 0p and lg > l4 > 0 are positive, it follows that

¢ €]0,1] and b and r are positive.
Démonstration. Using the parametrisation, we have :

d'Uf— 1 dt 1
des g —l4 di7  1(lp —la)

Thus, we have for the first equation

dl’f— d.’L'f— dt

d7 ~ dt dF

krz(1 —x:)[ya — v + (04 + 0p)xz — 0p)] + T(ez — la — (Ip — la)x5)

T(ZB—ZA)
K(ya—v8 —0B) k(da+I5B) [
= x:(1 — x5 7 — Tz
STl ey 3y R A R AL P

— (s — Dla+bes) + 1) +vn
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For the second equation, we have :

dU{- d?}f- de; dt

d7  de- dt dF

1 1
= ——lez(lazz + (1 — 27) — ;) —F7———
lB—lA ¢ (Al’ + B( .T) c >T(ZB—ZA)

U fe:—1la+ 1y 1
=—|—— | (lyzzs+1lg(l —xz) —ez+14—1

7_< - )(A$+B( T:) — ez + 1 A)ZB_ZA

l la 1
- - F l 7:—1 l 1— F) — €Ef l

T(v —|—ZB_ZA>(A(33 )+ 1s(1 —xz) e—l—A)lB_lA

I
=
sy
SN—
/N
4
\]
+
sy
|
[
~—
—~
[u—
|
8
N
|
S
N
SN—

Let us now study the fixed points and the possible bifurcations of System ((1.27)).

1.5.2 Stability analysis

dz
We recall that an equilibrium (2*, v*) of System (|1.27)) is a point that satisfies dx (x*,0v*) =
7

de-
dr

v =1 — x. To study this intersection, we introduce the auxiliary function g given by

(x*,v*) = 0. Thus, the equilibria lie at the intersection of the cubic v = f(z) and the line

g(x) = f(z)+2—1, Vo € [0,1]. (1.29)
Proposition 1.5.1. System (1.27)) has 1, 2 or & stationary points.

Démonstration. The equilibria of System ((1.27) belong to the intersection between the cubic
v = f(z) and the line v = 1 — x in the unit square. We are then looking at the zeros of the
function g on [0, 1]. The function g is a polynomial of degree 3 and admits at most 3 roots. The

system has at least one equilibrium on [0,1] because g(0) = —1 and g(1) = 1. O
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(d)

FIGURE 1.6 — Number of equilibria of System ([1.27)) according to the intersection between
the line v = 1 — x and the cubic v = f(z) in the unit square.

Note that when the system has three equilibria on [0,1] (as in Figure [1.6a]), the latter are
simple roots of the function g. When the system has two equilibria on [0,1] (as in Figure [L.6b]),

one of them is of multiplicity two. Finally, if the system has only one equilibrium, it can be of

single or triple multiplicity (as seen in Figures and [1.6d}, respectively).
As can be seen in Figures [1.9a] and [1.9b] the local stability of an equilibrium shapes the

limiting behavior of the system around that point. The nature of the equilibrium depends on
the signs of the two eigenvalues of the Jacobian matrix evaluated at that point. These signs
are captured by the signs of the Jacobian matrix’s trace and determinant. The trace is the sum
of the eigenvalues, while the determinant is their product. Figure summarises the different
types of possible equilibria’s local stability as a function of the signs of the trace and of the

determinant.
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unstable nodes
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saddle points centers A

stable spirals

stable nodes

FIGURE 1.7 — Local stability of an equilibrium according to the sign of the trace ¥ and the
determinant A of the Jacobian matrix.

The Jacobian matrix of System ([1.27)) is given by

a1 )
—r(cv+1—¢) —r[(cv—c+1)+clv+z—1)]

where f’(z) = 3bz* + 2(a — b)x + (1 — a). For (z*,v*) a stationary point, we have

crx* —r crz*—r

—f'(z* 1
J(x*,v*):( f') )
If both eigenvalues of J(z*,v*) are positive then the equilibrium point (z*,v*) is repulsive. If
they both are negative then (z*, v*) is attractive and if they have opposite signs ; then (z*, v*) is
a saddle point (since A < 0, as seen in Figure. Let us thus study the signs of the eigenvalues

using trace and determinant. We have

tr(J(z*,v")) = —r(1 — cx*) — f'(z%), (1.30)
det(J(x*,v")) = r(1 — cx™)(f'(z*) + 1).

The signs of the trace and determinant depend on the position of f’(z) relatively to r(cx* —1)

and —1 as indicated in the next proposition. The proof is left to the reader.

Proposition 1.5.2. Let (z*,v*) be an equilibrium point of System .
— If f'(x*) < =r(1 — cx*) and f'(z*) > —1, then (z*,v*) is locally stable.
— If f'(z*) > —r(1 — cz*) and f'(2*) > —1, then (x*,v*) is locally unstable.
— If f'(2*) < =1, then (z*,v*) is a saddle point.

From Proposition in the case of three equilibria, we can infer the local stability of each

equilibrium.
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Proposition 1.5.3. If System (1.27)) has three distinct stationary points x; < x5 < %, then

x5 s a saddle point.

Démonstration. The assumption allows us to express (|1.29)) as

f@) +z—1=(r—ay)(r—z3)(z —x3).

Thus, det(J(z3,v3)) = r(1 —cal)(f'(25) + 1) = r(1 — ca})(xs — z7) (x5 — x%) < 0, which implies

that the two eigenvalues have opposite signs and z7 is a saddle point. O

The stability information obtained from the eigenvalues gives us the local behavior around
the stationary points. Nevertheless, when the equilibrium is locally stable, this does not exclude
the existence of a stable limit cycle in the domain [0,1]* (see Figure [1.9d). To exclude the
existence of such a cycle, we can either use the Poincaré-Bendixson Theorem [38, Theorem.
1.8.1 p.44] or find a Dulac function [38, Theorem. 1.8.2 p.44]. Unfortunately finding a Dulac
function seems out of reach because of the great asymmetry of the system. We have obtained

a partial answer in the following specific case.

Proposition 1.5.4. If —f'(z) = r((cv —c+ 1)+ c(v+ 2z — 1)) > 0 for all (z,v) € [0,1]%, then

there is no stable limit cycle in the domain [0, 1]2.

Démonstration. The assumption of Proposition implies that on [0, 1]2, the function |tr(J(x,v))|
is different from 0 and keeps the same sign. Using the Bendixson-Dulac Theorem, we can

conclude that there is no stable limit cycle in the domain. O

Note that one can find parameters a, b, ¢ or r that do no satisfy the assumption of Proposition
[1.5.4] In Figure [Id, we exhibit a set of parameters leading to a stable fixed point and a stable

limit cycle. These behaviors can be generated through bifurcations, see below.

1.5.3 Bifurcation analysis

Based on [38] and [56], we study the nature of the bifurcations in System ((1.27)). To this
aim, we consider System ((1.27)) as function of one parameter y which can be either a, b, ¢ or r.

Thus we rewrite the system as

7 =G(Z,pn), where Z = (:C> . p€Rand G:R* xR — R% (1.31)
v

Note that a bifurcation point (Z*, u*) of System is a set of points for which the flow is
structurally unstable. We study two types of bifurcations : saddle-node and Hopf bifurcations.
A saddle-node bifurcation is the emergence (or disappearance) of two equilibria, one stable
and one unstable when the parameter p varies (as in Figure , whereas a Hopf bifurcation

changes the local flow around the stationary point (as in Figure [1.8b)).
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(Z*. 1) \\ " (Z*.p) "

(a) Saddle-node bifurcation (b) Hopf bifurcation

FIGURE 1.8 — Plain lines are stable stationary points, dashed lines are unstable ones and
(Z*, *) is a bifurcation point.

From (1.29) and ([1.28]), it is obvious that only a and b can affect the value and the number

of stationary points in System ((1.25)). Therefore only p = a or u = b can generate a saddle-node
bifurcation. The next proposition gives a simple condition ensuring that these bifurcations are

generic.

Proposition 1.5.5. Assume that (a,b) # (—4,8). Then, the saddle-node bifurcations of System
(1.31) are generically non-degenerate for = a or b.

Démonstration. To characterize the non-degenerate saddle-node bifurcations, we will apply
Theorem 3.4.1 from [38, p.148]. When p = p*, one must check that there exists a stationary
point for which

1. g—g(Z * 1*) has a simple zero eigenvalue associated to the left eigenvector w and its other

eigenvalue has a real part;
2 w27 ) £ 0;

3. w- %(Z*,/L*)(U,U) 7é 0.

The above conditions are satisfied if the stationary point is not a triple multiplicity root of g.
We find by identification that this is only the case when (a,b) = (—4,8).
O
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From ((1.30)), we note that ¢ and r can affect the value of the Jacobian matrix’s eigenvalues
and thus generate a Hopf bifurcation. Therefore we study the existence of such bifurcations for

p =1 or u = c and their non-degeneracy using Theorem 3.4.2 [38, p.151].

Proposition 1.5.6. Let (Z*, u*) be the stationary point of System (1.31) with Z* = (z*,v*).
Assume that f'(x*) < —1 and that there exists r, respectively c, such that r(cx* — 1) = f(x*).
Then system (1.31)) admits a Hopf bifurcation for parameter yu = r respectively u = ¢, and the

bifurcation is generically non-degenerate.

Démonstration. Under the assumption of Proposition|1.5.6, det(2%(Z*, ;i*)) is non positive and
one can find p1 = r* or ¢* such that tr(9<(Z*, u*)) = 0. So, the Jacobian matrix’s eigenvalues
are pure imaginary and System ([1.31]) has a Hopf bifurcation around (Z*, u*).
We have 2tr(9%(Z*,r*)) = cz* — 1 # 0 and 2tr(55(Z*, ¢*)) = ra* # 0. Therefore we can
apply Theorem 3.4.2 [38, p.151] for r and c.
[

1.5.4 Long-term behaviour of the dynamical system (|1.25)

Figure shows the diversities of stationary states that the dynamic system (|1.25)) can
admit. Figures [1.9al [1.9b| and [1.9¢[ show the possible behaviors when Eq. (1.29) vanishes only

once, i.e. when the dynamical system admits a unique equilibrium point. Depending on the

nature of the equilibrium point, the system can behave quite differently. If this equilibrium
point is unstable, then the system admits a stable limit cycle. Figures and show that
even if the equilibrium point is stable, this stability is local and we can have the presence of a
stable limit cycle .

Figure shows different trajectories and where they converge depending on initial condi-
tions. The black trajectory converges towards the stable equilibrium point while the red and
blue trajectories reach the stable limit cycle. The dashed line curve describes the unstable cycle

that separates the equilibrium point from the stable cycle.
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FIGURE 1.9 — Phase portrait of the different behaviors admitted by the dynamic system
(1.25))

Figure shows a situation with two stable and one unstable fixed points, where the
steady state depends on the basin of attraction in which the system initially starts.

Overall, three main limit behaviours can be observed : (i) the system admits a stable equi-
librium, (ii) the equilibrium is unstable and admits a stable cycle; (iii) two stable equilibria,

hence the system is bistable.

1.5.5 Convergence speed of the dynamical system (1.25))

Figure [1.10] shows the convergence speed of the dynamical system in cases where the active
behavior frequency rises from near zero to near one. The rate of encounters among individuals

is set to one per unit time. Different trajectories are shown for different values of 7, ¢ and
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B. For example, assuming that the unit time is one week, the deterministic system converges

toward its equilibrium in less than a year for all different scaling ratios between 7 and ¢ that

are considered here. Taking one month as unit time, convergence is realized in less than 4 years.

10

038

06

?{=0.1 g
04
02
0.0
10
08
-06
! =10.25 g
04
02
0.0
10
08
-06
{=0.5 g

04

02

0.0

7=0.1

10 20 30 40
Time t, week
(a)
p=-01
— s-0
------------------- g=01
10 20 30 40 50 60
Time t, week
p=-01
— s-0
------------------- E=01
10 20 30 40 50 60

Time t, week

(c)

X(t)

X(t)

X(t)

10

08

06

0.4

02

0.0

10

08

06

0.4

02

0.0

10

08

06

0.4

02

0.0

T=1

10 20 30 40 50 60

Time t, week

(d)

10 20 30 40 50 60

Time t, week

(e)

10 20 30 40 50 60

Time t, week

(f)

X(t)

X(t)

10

08

0.6

0.4

02

0.0

10

0.8

0.6

0.4

02

0.0

T=10

0 10 20 30 40 50 60
Time t, week
p=-01
— s-0
----- E=01
[} 20 40 &0 80 100

Time t, week

(h)

o

10 20 30 40 50 60
Time t, week

(i)

FIGURE 1.10 — Deterministic simulations of the active behavior frequency in the presence of
environmental feedback (Eq. (5)) for low to high individual sentivity to the environment (7),
environmental reactivity (¢), and payoff differential (). The environmental impact differential
is fixed (Ip = 1,14 = 0.7). Other parameters (k, dg) are set to their default values (Table .

1.6 Fluctuations of the stochastic model around its de-

terministic limit

We study the fluctuations of the stochastic process (X, EY) around the deterministic

function (2, e;) which are defined by the process n¥ = VN (XtN — x4, EN — et).

We rewrite the process (1} );<o as

t ~
w = [P s en) ¢ BYXY Y weds Y, (L32)
0
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where JN (XY, EN x,e) is the following matrix

JN(XN, BNz e)

JN(XN, BN ze) = (X, BV, 2e)

with

JN(XN EN x,e
JN(XN EN xe
JN(XN EN 2,
JE(XN BN ze

= ((1_(XN+x))N)‘AB(XN) (z = 2%)(0a+05)) + 7(la — Ip),

)
)
) = —fe(lB —la),
) =LA XY +15(1 — XN) — (EN +¢))
and AYp(2) = MY () — MY (@), Aap(@) = Aa(2) = Ap(a).
VN(@ = 2?) (NA(XY) = Aap (X))

0

integrable martingale with quadratic variation given by

Moreover, RN (XN EN x.e) = and MY is a square-

ds.

iy, - [ (HXSN (1= XEONDFOE) + AN (8 1)1 =X+ o - ESN)XSN))

Note that the quadratic variation of MY is of order 1 and will not vanish when N tends to
infinity.

We introduce the following assumption : for all = € [0, 1],

lim VN(NAY,(z) — Aap(x)) = 0. (1.33)

N—+o00

The next theorem describes the limiting behavior of the process n”¥ when N tends to infinity.

Théoréme 1.6.1. When N — oo, under Assumption (1.33) and if (n))yen= converges in
law toward no, then for all T > 0, the sequence (NN )newn,t € [0,T]) converges in law in
D([0,T7,[0,1] x [la,lB]) to the unique solution of :
t t
Nt = Mo +/ J($saes)nsd8 +/ Ddes7 (134)
0 0

where (Wy,t > 0) is a Brownian motion, J(x,e) the matriz given by

J(z.e) = Jii(x,e) Jia(z,e)
’ Jor(z,e) Joa(x,e€)

with
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Ju(w,e) = w((1 = 22)(ya = v8 — dp + (04 + 0p)2) + (v — 2%)(0a + 0p)) +7(la — Ip),
J12(23,6> =T,
Jo1(z,e) = —L(lg — la)e,

(z,€)

Vs (U= ) (ra + 7 + 84 + 051 = 2.)) + (1= ) ey — L) + 2.1 - es>>) |

and Dy = (
0

The proof is similar to the one developed in the supplementary materials of [10]-Section 4.

1.7 Simulations and algorithm

We use the following algorithm to simulate the PDMP and overcome the problem with the
coupled dynamics of the jumping and continous parts of the process. This algorithm is similar
to an acceptance-rejection algorithm. We take the highest jump rate to simulate the time at
which the process jumps and we update the current system’s state depending on the outcomes.
When the jumping time occurs, three events are possible : either an individual switch from

behavior A to behavior B, or vice versa, or no switch happens in the population.
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Algorithm 1 Simulation of the stochastic process (X}, EN) in [0, T},0z)

Initialize the system’s state :

Time : t «+ tg

System’s initial state :

Mitigator frequency : x < xg

Perceived environment : e < e

Jump rate : £ > sup(N(Ne(A\Y (z) + M5 (x)) + 7a(e) + 75(€)))

while t < T.,... do

Draw two pseudorandom numbers, 1 and ry in [0, 1]

Time before next jump : t; _%

Gain probability of an individual in active behavior : p, <

N(l—:v)(Nnx)\]X(:r)—l-TA (e)))

13
N.Z‘(Nﬁ,(l—$))\g(l‘)+7'3 (e))
3

Loss probability of an individual in active behavior : p_ +
Save and update :
t<—t+1t
e+ e+t X h(zx,e)
Three possible outcomes in the population : an individual with baseline behavior becomes
active, an individual with active behavior switches to baseline, or no jump
if ro < p, then
An individual in baseline behavior becomes active : x < x + %
else if p, <ry <p, +p_ then
An individual in active behavior switches to baseline : x < x — %
else {rs > p, +p_}
No jump from one behavior to the other : x < x
end if
end while
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Chapitre 2

Du modele (1.21) vers un systéme

stochastique simplifié

Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’introduire un systeme simplifié du systeéme ((1.21)). Pour cela,

nous faisons une approximation diffusion du systeme (1.21]). Nous reparameétrisons ensuite le
systéme (2.5 pour obtenir le systéme simplifié (2.7]).

2.1 Le modele biologique

Rappelons le modele introduit dans la premiere partie de la these, ainsi que les parametres
biologiques. Le générateur infinitésimal est défini pour (z,¢) € [0, + 1] xR} et une fonction

test f € C([0, %+ ,1] x Rf,R) par

sy N0 T T

LN f(z,€) =N (ka(l — 2)NAY () + 7(1 — 2)( 6—ZA)[ < 5
+ N (m(l — 2)NAY (%) + 72(lp — e)) {f ( ]17
+h(x,e)gjec(l’7€),

ot h(x,e) = le(lax +1p(1 — ) — €) et les fonctions de transfert \Y et A\Y vérifient I’hypothese

suivante.

Hypothese 2.1.1.
NAY (2) = y4 + 64z,
a(T) =74 A (2.2)
NXY(z) = 5 + 6p(1 — ),

ou Ya, VB, 04 et dp sont des constantes positives.

Les autres parametres du systéme sont positifs et leur sens est rappelé dans le tableau

suivant :
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Notation Description du parametre Ensemble de définition
K Taux de rencontre Rt
T Sensibilité individuelle a lenvironne- | Rt
ment
l Réactivité de I'environnement Rt
va (resp. vg) | Gain du comportement A (resp. B) R* (resp. RT)
d4 (resp. 0p) | Pression sociale du comportement A | RT (resp. RT)
(resp. B)
[a (resp. Ip) | Impact individuel sur 'environnement | [0,[p] (resp. R))
du comportement A (resp. B)

TABLE 2.1 — Interprétation et ensemble de définition des parametres.

Nous procédons a une approximation-diffusion du générateur (2.1)) comme faite dans [29,
Théoreme 3.1 du Chapitre 11 page 460] qui consiste a prendre en compte les deux premiers
termes du développement limité quand N — +oo dans (2.1]). Nous obtenons ainsi le générateur
infinitésimal suivant pour (z,e) € [0, 1] x [la, 5] et toute fonction f € CZ([0,1] X [la,5],R) :

0 0 1 0?
f f 2( T, 6) f

LY f(x,e) = P(x, e)a—x(a:, e) + h(z, e)%(x, e)+ T @(a:, e), (2.3)

ou la fonction P est définie par
P(z,e) = k(1 —x)[ya — 8+ ((0a + dp)z — 6p)] + 7((1 — z)(e — l4) — x(lp — ¢))
et la fonction o2 est définie par

o%(x,e) = kx(l—2)[ya+v8+ 0+ ((04 —dp)7)]

+T(e —la+ (lB — 15— 26)3:’). (2'4)

Considérons le systéme stochastique suivant, de condition initiale (xg,eq) € [0, 1] X [l4, (5],
défini par t > 0

XN, EN)
dXN = P(XN, ENdt + U(ti’tdB
t ( t t ) m t (2'5)

dE; = h(X[", E)dt,

ol B est un mouvement brownien.
Remarque : Nous noterons systématiquement par B les mouvements browniens dirigeant

tous les systémes stochastiques rencontrés dans cette partie.

Proposition 2.1.2. Soit T > 0. Le systéme (2.5)) admet une unique solution forte ((XtN, Efv) .t €0, T])
dans C ([0,T], R?).

Démonstration. Soit la suite de boule By = {(z,¢e) € R?, |z|> + |e|* < N}.
D’apres le théoreme 3.1 page 179 de [51], si les coefficients de dérive et de diffusion de ([2.5))
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vérifient pour tout N > 0 qu’il existe Ky tel que pour tout (z,e),(Z,€) € By

lo(z,e) — (@, e)|* + | Pz, e) — P(z,0)|* + [|h(z,e) — h(Z,6)||* < Kn(z,¢) — (z,€)]* (2.6)

alors (2.5) admet une unique solution forte.

Nous majorons les différents termes de la somme dans I'inégalité (12.6))
lo(z,e) —o(@,&)* = ofll(z,e) — (&)

|P(z,e) — P(z,é)| |P(x,e) — P(Z,e)|” + || P(Z,e) — P(z,€)|
|P(x,e) — P(z,e)|* + 7%e — é|?
K2 (N*(0a+05)* + (ya+ (04 +05)N)*(1 +2N)?) |z — Z|

+72le — é|?

IA A IA

[h(z,e) = h(Z,e)* < |h(z,e) = h(z,e)l” + [|h(F,e) — h(Z,e)]?
< Nl —14)%| — 32 + CN?(Ip + Ly + 2)%|e — &2
<

CN2(Ig + 14+ 2)?||(x,e) — (7, 8)]
En posant Ky = 0} +?N?(Ig+14+2)?+max (k% (N4 (64 + 65)% + (74 + (04 + 05)N)?(1 + 2N)?) , 72),
nous pouvons appliquer le théoréme 3.1 page 179 de [5I]. Le systéme stochastique ([2.5) admet

une unique solution forte. ]

2.2 Reparamétrisation du systéeme ([1.21

Dans cette section, nous reparamétrisons le systeme ([2.5)) afin d’obtenir un systeme plus

simple. Nous nous plagons sous les hypotheses suivantes.

Hypothese 2.2.1. 1. 2y4+ 04 =295 + 03B,

8(1p — _
(lB lA) < E < 13([3 lA)
534‘5,4 T 6B+5A

5 (27lh = (s + La)t ? _ 504+ )
' 271% 27(lg — la)

Proposition 2.2.2. Sous les hypothéses |2.2.1), il existe Ny > 0 tel que pour tout N > Ny, le

2.

)

systéme (2.5)) peut s’écrire aprés reparamétrisations et changement de temps sous la forme

dX; = MX°(1— (X%)?)dt + coqgcos(0)dB,
(2.7)
dYF = XY+ X3 X°(1 — (X9)?)dt + e sin(0)dB;.

Les hypotheses [2.2. 1] impliquent que les constantes A1, Aa, A3, 0¢ et O vérifient
1. A1, Ao, A3, 0g sont des constantes positives,
2. Xy > 2\,
3. A3 < 2,
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2
4. 0 €l —m, [\, {0, j:g,arctan (ﬁ) }

Soulignons que le mouvement brownien B dans le systeme (2.7) est le méme sur les deux

coordonnées.

Démonstration. Nous décomposons le probleme avec différentes reparamétrisations afin d’ob-

tenir le systeme (12.7)).

— Nous utilisons la reparamétrisation de la partie déterministe déja introduite dans la
section [I.2] afin de passer de 9 & 4 parameétres.

EN —]
Nous introduisons une nouvelle variable d’espace Y;(t) en posant Y;(t) = ltilA'
B—la
y; N t t
— Nous changeons I’échelle de temps Xo(t) = X© | ———— | et Yo(t) =Y, | ———|.
T(lB—lA) T(ZB—ZA)

k(ya — 7B — 0B) k(04 +0p) (g —la) ¢ S
En posant a = ,bzi,c:ietr:—,lesSteme.2.5

P (5 — L) 7(l5 — L) I lgr 23)
devient dans la nouvelle paramétrisation

_ 01(X>(1), Ya(t))
Xt) = (0, vt + P g .
dYa(t) = Q2(Xa(t), Ya(t))dt,

avec

Py (X2,Y2) = — f(X3) + Y5,
QQ(XQ,YQ) = T(CYQ + (]. — C))(]_ — X2 — }/2>,
o(Xo, (I —14)Ya + 14)

U2<X27Y2) = (l I )
T(lB —tA

et
f(Xo) = Xo((Xo — 1)(a + bXa) + 1),

ou (By) est un mouvement brownien, a € R, b > 0, r > 0 et ¢ €]0, 1].

11
Le systéme déterministe associé a ([2.8]) admet un point d’équilibre triple en <2, 2) pour
(a,b) = (—4,8).

Dans le chapitre 1 section figure 3b), nous avons introduit les bifurcations fourches. Si
nous trouvons un parametre dépendant de a et b, u(a,b) tel que pu(—4,8) = 0 et que le nombre
de point d’équilibre du systeme déterministe associé a est 1 ou 3 selon le signe de p alors
le systeme admette une bifurcation fourche de parametre p au point ;, 5 )

L’objectif des paramétrisations suivantes est de centrer le systeme en (0,0) et de trouver un
parametre dépendant de a et b tel que le systéme admette une bifurcation fourche en (0, 0).

1
Pour cela, posons X3(t) = Xs(t) — 5 et Y3(t) = Ya(t) — 5 pour recentrer le systéme sur len-

1 172 —b
semble [—2, 2] . Sous I"'Hypothese [2.2.1 1) et 2), nous avons a = 5 et b €]8,13[.
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Introduisons le parametre p = 1 Sous I’hypothese 2), nous avons p € }O, — {

Nous obtenons le systéme suivant :

AXs(1) = Py(Xa(t), V(t))dt + 23 Y6 0)

V2N (2.9)
dYs(t) = Q3(X3(1),Ys(t))dt,
11

2
ou la condition initiale appartient a {—2, 2} , avec

1 1
Py(Xs, Y3) = Py (Xs 5, Ya 4 5 ) = (Kol = X3) 4 (Xs + Y3))

Q3(X3,Y3) = Q2 (X3+;,Y3+;) =—r (c(Y;ﬁ—é) +1—c> (X3 +Y3)

et

1 1
03(X3,Y3) = 0 (Xs + §,Y3+ 2) .

— Changeons de repére du systeme afin d’avoir un coefficient de diffusion sur les deux

composantes.
. _ (Pl Yal0)
Soit Du(Xse), ¥(8) (@3<X3<t>,Y3<t>>

(0,0,0) pres de la bifurcation fourche. Nous obtenons ainsi

) et évaluons la différentielle en (u,x3,y3) =

b — 3bX2 + 1 1 )

Di(X&Y:%): (—7‘(0(3/:3—1-;)4'1_0) _r{(c(}g+%>—|—1—c)+c(X3+Y§)}

D?_,(0,0) = ! .
OO o) o)
Les valeurs propres de Dizo((), 0) sont {0, 1+7r <; — 1>} et les vecteurs propres associés

-1 1
sont ( . ) pour la valeur propre 0 et ( (c 1)) pour 'autre valeur propre.
r
2

Sous I"'Hypothese [2.2.1| 3), la valeur propre 1+ r (% - 1) est strictement négative. Les deux

valeurs propres étant différentes, nous projetons le systeme sur la base décrite par les vecteurs
propres associés de D%_,(0,0).
Nous reparamétrisons le systeme ([2.9)) dans le repeére des vecteurs propres. Ainsi, les matrices

de passage, S vers la nouvelle base et S~! depuis la nouvelle base, sont définies par

(1 1 L, r(g—) 1
()« e (0 ) e
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Nous avons ainsi

et (2.11)

X\ _ga () r(5—1)Xs— Yy |
Yy I O S Rl

Nous obtenons le systéme suivant :

Py(Xa(t),Ya(t) . r(1-5)  ou(Xa(t). Vilt))
AXalt) = r(i-5) -1 at r(l-g)-1 V2N 4B
(2.12)

- dB;,

S R O () RV I3

avec le méme mouvement brownien (B;) sur les deux coordonnées et une condition initiale prise

AY;(t) = Qa(Xa(t )Cayzl(t))d 04(X4(t),Ya(t))

dans 'ensemble
{(as,w eRY S (”“") e |-
Yy

finies par :

1 1712
3 2} } Les fonctions Py(Xy,Y)), Q4(Xy,Ys) et 04( Xy, Ys) sont dé-

P Y = | (5= 1) B- Qo] (vi- XaXaw v (5 1))

Qu(Xy,Ya) = [ P53 — Q3] (Y4 — Xy, X4+ Yar <§ — 1>>
et

04(X4,Ys) = 03 (Yﬁ — Xy, Xy + Yyr <; - 1>> .

— Changeons ’échelle de temps pour simplifier les notations.
Afin de simplifier les expressions, nous posons Xs5(t) = X, (2(r (2 —¢) — 2)t) et
Y5(t) = Ya (2(r (2 —¢) = 2)1).

Nous obtenons donc

dX5(t) = 4Py (X5(t), Ys(t))dt — J% (X"’(j)ﬁ’%( ))dBt
ou(Xs(t), Y (1)) (2.13)
dYs(t) = 4Qu(X5(1), Ys(1))dt — dB,.

Jr(2—c)—2 VN
— Changeons d’échelle entre les deux variables.

P,
Nous posons Z(u, X5(t),Y5(t)) = ( !

4
néaire en u

) (X5(t),Ys5(t)). Le vecteur Z(u, X5(t), Ys5(t)) est li-

Z(p, X5(1), Y5(1)) = Zo(X5(1), Y5(t)) + 21 (X5(t), Y5(t)), (2.14)



ol Zl<X5’Y-5) _ (_26(2 - C)T(Yé - X5)) .

—4b(Ys — X5)

Posons = n?, X5(t) = nXe(t) et Y5(t) = n*Ys(t). Nous obtenons le systéme suivant :

dXs (t) _ P4(77X6(t?)7, 773Yﬁ(t)) gt
B T (2 — C) 04(7]X6(t), 773Y6(t))
nyr(2—c)—2 VN dB,
(2.15)
AYe(t) = Q4(nXe (157)3 Ys(t)) o
_ 2 o4(nXs(t), PPYs(t)) i,
Pyre—c-2 VN ’

-1 1 172
ou la condition initiale est prise dans I’ensemble {(ZL‘, y) €ER? S (n_gx) € [—2, 2] }
n-y
— Changeons I’échelle de temps.
Nous posons X7(t) = Xg (77’215) et Y7(t) =Yg (77’215). Nous obtenons le systeme suivant

dX7(t) _ P4(77X7(t)7773y7(t)>dt

773

(2.16)
3
WVa(t) - Q4(77X7(f])57 °Ya(t))
. 2 0-4(77X7(t)7 773Y7(t))dB
mire—g-2 VN t‘
Nous réécrivons le systéme de la facon suivante :
r(2—c) os5(n, Xz(t),Y7(t))
dX = B5(n, X Y- dt — dB;
7(t) 5(n, X7(t), Y7 (1))dt T2 2 SN
(2.17)
2 0—5(7% X7(t)> }/}(t))
ZdY = X Y d — dBta
n°dYz(t) = Qs(n, Xz(t), Yz(t))dt T2—0) 2 VNI
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ou
1
Ps(n, X7,Y7) = $P4(77X77773Y7),

1
Q5(/r’7 X77 }/7> - $Q4<TIX77 773}/})

et
os(n, X7, Y7) = o4(nX7,n°Y7).

P

En posant £(n, X7, Y7) = (
5

) (n, X7,Y7), nous obtenons

£, X7,Y7) = &(X7,Y7) + o(n) (2.18)
oufo(X7,Y7):< bz —c) §X7(1_X72) 2).
—(2+ (¢ — 2) 1)2Ys + 46X (1 — X2)

De méme nous avons
0-52)(777 X77 1/7> = 6-(% + 0(”)7 (219)

67(lp — la) + K(yB + 74)
T(ZB — lA)

ou 5’0 = > 0.
1 . 47’([3 —ZA)
VNt V/No(k(dp +da) — 87(lp — 14))

l'ordre 1 des coefficients de dérive et de diffusion, nous obtenons, pour tout € €]0, g¢[, le systeme

En posant ¢¢ =

et en prenant l'approximation a

suivant

dXs(t) = b(2—c) rXs(t) (1- X2(1)) dt — ¢ r2=9  zan,
r(2—c)—2
24 (c—2)7r)? 4b )
WYa(t) = l_( (n2 )7) Yg(t)q_?Xg(t) (1 —Xg(t))] dt (2.20)
- 2 VodB
n2\/r(2—c)—2 e

r?(2 —c)’n* + 4

nt(r(2—c —2)
cosinus et sinus présentes dans le systéme (2.7)) apparaissent.

Nous factorisons par \/ dans le coefficient de diffusion et ainsi les fonctions
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Nous obtenons finalement

dXs =b(2—c) rXs(1 — X2)dt + £ cos(0)ood B,
(2.21)
dYs =

_ b
l_ 2+ (c ~2) Ny iml — X2)| dt + esin(0)odB,.
n

20 . 2 ; 2 —-c)Pnt+4
ot @ = arctan [ ————— | et 09 = /& :
n°r(2 —c) ’ nt(r(2-c) - 2)

2 — 92 2 4b
(2+ (c _ )7) et A3 = —;, nous obtenons bien que Ay,
n

b(2 + (c — 2)7)? 16
b—8 et/\g—b_S

En posant \y = b(2—¢) 7, Ay =

Ao, A3 et 0g sont positives. Nous avons ainsi Ay =

Analysons les ordres de grandeurs des parametres du systeme et vérifions que 2\ > g,
2\
Ay > 2)\ et tan(0) # s
2\ — A
En utilisant I’hypothese ﬂ 3), nous avons

2713, — (I + L0\ . (04 +0p)

27‘l2 27’([3-[,4)
— s F L)t 2 . b
27‘l2 2
(1 la) b
— (1— B+ la) ) > 5
2 b
= (- (1—)> ;
— 2+ (c—2 r)2 2b
— A3
>

En utilisant que 2\y > A3, nous avons r > 2 + v/2b > 6.

4b(2+ (c —2)r)?
b—38

Pour calculer Ay — 2Aq, posons f5(b,r,c) = —2b(2 — ¢)r. En étudiant les

dérivées partielles de f5, nous trouvons

0fs _ 8(2_(2_C)T)2—2(2—c)r<0,

ob (b— 8)2

0fs _2b(2—c)

o T pos ©bTAR-@-agn),

%JZS_;E% (b—=8+(2+(c—2)r)) <0pource[0,1].

0
En utilisant que r > 6, nous avons 8f5 > 0 pour tout (b,r,c) € ]8,13[x]6,+oo[x]0, 1].
r

52
Ainsi, le minimum de f5 sur |8,13[x]6, +oo[x[0,1] est f(13,6,1) = 5 Nous en déduisons
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que Ay — 2X\; = f5(b,r,c) > 0.

Calculons directement la différence (2\; — A\2) tan(f) — 2A3. Nous avons

2(2\0 — \y)  8b
”?r(2—c) ¥

_2 (r( 1 <2b(2 —ogrm® 2+ (c—2) r)2> _4b> |

7 \r(2-c Uk Uk

(2)\1 — )\2) tan(@) — 2)\3 =

(e )

23

Or, b et (2+ (c—2)r)? sont positifs. Ainsi, tan(f) # ———.
2A1 — Ao

Nous obtenons bien le systeme (2.7)).
[l

Dans le chapitre suivant, nous allons étudier un systeme plus simple que ((2.7)), car nous
prendrons (A1, A2, A3) = (1, A,0), mais, en revanche, nous nous permettons un coefficient de

diffusion o affine en z.
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Chapitre 3

Analyse asymptotique de la mesure
invariante d’un systeme stochastique

dégénéré

Résumé Ce chapitre est constitué d’'un travail sur I'étude d’un systeme différentiel stochas-
tique a deux composantes dont le coefficient de diffusion est dégénéré.

Considérons le systéme d’EDS suivant, de condition initiale (zg, ) € R? et pour ¢ > 0

dX: = X (1 — (X£)?)dt + co(XF) cos(0)dB;
dYy = =AY dt + eo(X7) sin(0)d By,

ou B est un mouvement brownien uni-dimensionnel. Les deux coordonnées de ce systeme dif-
férentiel stochastique sont dirigées par le méme mouvement brownien avec des coefficients de
diffusion paramétrés par un coefficient ¢ > 0. Le systeme est composé d’un équilibre instable
encadré de deux équilibres stables. Nous montrons que les limites en temps long et € petit sont
non commutatives pour ce systéme.

En particulier, pour obtenir ce résultat, nous étudions ce systeme en faisant varier l'ordre dans
lequel sont prises les limites en temps long et quand ¢ — 0. Nous montrons la convergence
lorsque € — 0 vers un systeme déterministe et étudions son comportement en temps long.
Par ailleurs, pour un ¢ fixé, nous montrons 'existence et 'unicité d’une mesure de probabilité
invariante absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Nous nous intéressons a
la limite de cette suite de mesures invariantes quand ¢ — 0 ainsi qu’a sa caractérisation. En
observant que I'un des points d’accumulation du systeme déterministe est un point col, nous
montrons que le support de la mesure limite, quand € — 0, se concentre hors d'un compact
contenant ce point col. Nous obtenons de plus une caractérisation unique et explicite de cette
mesure limite. En effet, selon la valeur des coefficients de diffusion, cette mesure invariante se
concentre autour de I’équilibre stable pour lequel la valeur du coefficient de diffusion est la plus
faible. En fin de chapitre, nous présentons des simulations numériques des trajectoires ainsi que
des mesures d’occupation afin d’illustrer les résultats obtenus sur la mesure invariante quand &

tend vers 0.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a un systeme d’équations différentielles stochastiques
(EDS) a deux composantes dont le coefficient de dérive admet trois points d’équilibre : deux
points stables encadrant un point col. Dans un systeme déterministe, pour converger vers un
point d’équilibre, I'initialisation doit étre prise dans le bassin de celui-ci. Or, pour un point col,
le bassin d’attraction est une courbe.

Ce genre de questionnement, et plus généralement I'étude des mesures invariantes, apparalt
dans des domaines variés allant des puits de potentiels en physique [39, [40] aux réseaux de
neurones ( [45, 47]).

L’enjeu de ce chapitre est de montrer ’existence ainsi que de caractériser les limites en
temps long et quand ¢ tend vers 0 des solutions d'un systeme d’EDS dégénéré. Une conjecture
de ce résultat a été apportée a partir de simulations numériques dans [I5] et une preuve a été
apportée récemment dans un cadre non dégénéré par [90], mais nous étendons le résultat dans

notre cadre dégénéré.

Pour des systemes d’EDS non dégénérées, nous renvoyons vers le livre de [31] qui détaille les
étapes pour montrer que la mesure invariante du systeme d’EDS se concentre hors des points
d’équilibre instable du systéeme déterministe perturbé tels que les noeuds cols et les sources.
Cette méthode repose sur la théorie du contrdle (cf. [81]) et le calcul de I'énergie nécessaire
pour passer d'un compact contenant un point d’équilibre a un autre. L’énergie traduite par la
fonctionnelle d’action fait intervenir I'inverse de la matrice de diffusion du systéeme d’EDS. Dans
notre cas dégénéré, il n’est pas possible d’appliquer ces théoremes. Nous allons donc chercher
a étendre ces résultats a notre cas d’étude. Pour cela, nous utiliserons la forme particuliere de
notre systeme qui possede une seule vraie composante sur ses deux dimensions.

Nous montrons la convergence du systeme d’EDS quand ¢ tend vers 0 vers un systéme
déterministe et étudions son comportement en temps long. Les points d’équilibre de ce systeme
sont un point col entouré de deux points stables. Pour un ¢ fixé, nous montrons également
I’existence et 'unicité d’une probabilité invariante absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue. De plus, nous nous intéressons a la limite de cette suite de mesures invariantes
quand ¢ tend vers 0. Nous montrons que cette mesure invariante lorsque € tend vers 0 est une
combinaison linéaire des points d’équilibre stables du systeme déterministe. En particulier, la
mesure invariante se concentre en un seul des points stables sous des conditions précises sur
les parameétres du coefficient de diffusion. En fin de chapitre, nous présentons des simulations
numériques des trajectoires ainsi que des mesures d’occupation, afin d’illustrer les résultats
obtenus. Dans la section suivante, nous exposons le plan détaillé des résultats présents dans
cette premiere partie de these ainsi que les différents systemes et notations nécessaires dans la

suite.
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3.2 Résultats principaux

Dans cette section, nous détaillons les résultats les plus importants de ce chapitre ainsi que
le systeme d’EDS sur lequel nous obtenons ces résultats. Soit gy fixé pour tout ce chapitre.
Soient € €]0,e0[, A € REN{2} et 0 €] — m, [\ {O,ig}. Considérons le systeme d’EDS

suivant, de condition initiale (x¢,yo) € R? et pour ¢ > 0

dX; = X; (1 — (X])*)dt + e (X;) cos(0)dB, (3.1)
dYF = =AY dt + eo(X[)sin(0)d By, |
ou B est un mouvement brownien uni-dimensionnel et le coefficient o(x) est défini par
o(z) =00+ o012, (3.2)

ou gg # 0 et o1 € R. Supposons sans restriction que oy > 0.

Pour 6 € {0, ig}, le coefficient de diffusion n’est présent que sur I'une des deux compo-
santes. Nous avons donc exclu ces valeurs de 6. Intuitivement, si 6 € {0, ig}, alors le processus
ne peut pas se déplacer dans tout 'espace. Or, les preuves dans la suite de ce chapitre mon-
trerons que c’est essentiel. Quant a la condition sur ), la raison va apparaitre plus loin dans la

preuve du lemme (3.4.7,

Le systeme (3.1) est dégénéré, car le mouvement brownien est le méme sur les deux com-
posantes. Ainsi, la difficulté principale pour I’étude de ce systeme est due a la non-inversibilité
de la matrice de diffusion associée au systeme . En particulier, la forme de la matrice de
diffusion joue un roéle crucial pour prouver 'existence d’'une mesure invariante [31, page 166,
theoréme 4.1]. Dans la section [3.3] nous étudions I'existence et I'unicité d’une solution du sys-
teme sur un intervalle de temps fini. En faisant tendre € vers 0, nous obtenons le systeme
déterministe défini par le terme de dérive de I’'EDS . L’étude en temps long de ce systeme
déterministe nous permet d’obtenir la proposition suivante.

Nous introduisons les points

21 =(—1,0), 2o =(0,0) et z3 = (1,0). (3.3)

Proposition 3.2.1. Soit (XF,Yy) solution de (3.1)) et de condition initiale (zo,yo) € R®. En

faisant tendre € vers 0 puis le temps vers linfini, nous obtenons
Jim lm (X7 V) = 21y <0) + 221 {mo=0} + 281 4z050}- (3.4)

Dans la suite, nous introduisons la mesure associée a la limite

ﬁ(xo,yo) — 1{m0<0}521 + 1{m0:0}522 + ]l{x0>0}523. (3.5)
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Ce résultat est prouvé dans la section (3.3
Nous étudions maintenant le comportement en temps long du systeme stochastique a ¢ fixé
et regardons ensuite comment il se comporte quand € tend vers 0. Pour cela, nous introduisons

I’hypothese suivante
Hypotheése 3.2.2. Pour oy > 0, supposons o1 € |—0q, 0g] .

En combinant cette avec (3.2), o(z) ne s’annule pas entre les droites x = —1 et x = 1.

Avant d’énoncer le théoréme, introduisons la norme || - ||y défini par

lullw = [, W.plute,y)l. (3.6)

ol p est une mesure dans R2.

Théoréme 3.2.3. Soit £ €]0, o[ firé. Sous Uhypothése|3.2.3, le processus (X§,Yy)i=o solution
de (3.1) admet une unique mesure invariante notée w° qui est a densité par rapport d la mesure

de Lebesque et il existe une constante C' > 0 et v > 0 tel que

1P(2,y),.) = 7 ()llw < CW (z, )™, (3.7)

ou W est une fonction de Liapunov définie par W(z,y) =1+ 2* + y* et (z,y) € R?.

Pour cette preuve, nous utilisons 'existence d’une densité pour la probabilité de transition
et le théoreme 5.2 de [I3] qui repose sur deux éléments : I'existence d’une fonction de Liapunov
et la condition de Harris. Pour prouver que la condition de Harris est vérifiée, nous allons utiliser
des éléments de la théorie du controle et une approche développée dans [47].

Pour prouver I'existence d’une densité, nous allons nous assurer que le critere de Hérmander
est vérifié. La preuve ainsi que la définition de ces différentes conditions est développée dans la
section B 4.7

Nous donnons maintenant les deux résultats principaux de cette premiere partie de these

qui consistent en I'étude quand ¢ tend 0, de la suite (7°)_

Théoréme 3.2.4. Quand e tend vers 0, la suite (7°).<, est tendue et toutes les valeurs d’adhé-

rence ont la forme
3

Zaidzi, (38)

i=1

0u 8,1 € {1,2,3} est la mesure de Dirac en le point z; défini par (3.3)) et les coefficients a; > 0
3

vérifient Z a; = 1.
i=1

La difficulté de la preuve de ce théoreme vient du fait que le support n’est pas un compact.
Pour pallier cette difficulté, nous utilisons une fonction de Liapunov indépendante de € < g¢. Le

critere de tension est obtenu grace au lien entre la mesure d’occupation et la mesure invariante
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a € fixé et & une approche développée dans [31], chapitre 6 page 142]. La preuve du théoreme
[3.2.4] est donnée en section [3.4.2

Une question naturelle est de se demander si la suite des (7¢)..., converge vers 7(*oo)
quand € tend vers 0 ou bien quel est le lien entre les valeurs d’adhérence de (7)., €t 7 (@0.30)
définie en (3.5)).

Le théoreme suivant répond a cette question.

Théoréme 3.2.5. La suite (7%).c., converge, quand € tend vers 0, vers une mesure ™ définie

par
(5(170) st o1 <0,
1 1 .
T= 55(1,0) + 55(71,0) st o1 =0, (3.9)
5(_170) St o1 > 0.

La preuve de ce théoréme repose principalement sur I'adaptation de [31]Chapitre 6 page
142. Les auteurs étudient des systemes pour lesquels la matrice de diffusion est inversible. Or,
dans notre cas, la matrice de diffusion n’est pas inversible. Nous avons donc di adapter la
preuve a notre cadre. C’est 'objet de la section [3.5

Remarque : Nous concluons pour toute cette étude que les objets limites obtenus suivant
que l'on fasse tendre le temps vers 'infini ou € vers 0 dans le systeme sont différents. Ce
résultat est similaire au résultat obtenu dans [31, theoreme 4.1 page 166].

La mesure 7 se concentre hors du point col (0,0) du systéme alors que la mesure 7@0%0) ge
concentre sur le point col lorsque la condition initiale est prise pour x = 0.

Notre travail peut étre résumé grace a la Figure (3.1}

y 57(m7y) 57(w7y) e—0 S
Loi (Xt e )th (5(x§x’y),y§$’y)> R T)
t——+4o0
e 7 # 7(@Y)

FIGURE 3.1 — Notations des différentes limites en temps et en &
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3.3 Propriétés des systemes différentiels

Dans cette section, nous étudions le systeme différentiel stochastique (3.1 ainsi que le

systeme déterministe (3.15]).

3.3.1 Existence et unicité du systeme différentiel stochastique

Soit le générateur infinitésimal associé au systeme (3.1) défini pour (x,y) € R? et f €
C%(R% R) par
of

Eltey) =t 932)% B Ayg}j * (60(;))2 (3082(9)i + sin2(9)22y§>

Ox?
2 (3.10)
+ ((&I(x))2 sin(6) cos(6) Ei"gy) ,

La proposition suivante établit une propriété importante du systeme (3.1)).

Proposition 3.3.1. Le générateur infinitésimal de (3.1)) vérifie la condition de Liapunov pour
W(z,y) =1+ 22+ y?. De plus, il existe des constantes positives indépendantes de € oy et
telles que

LW < a; —asWW, (3.11)

ou L° est défini par (3.10)).

Démonstration. Nous allons donc prouver qu’il existe des constantes positives oy et as pour
lesquelles (3.11)) est vérifiée. Nous avons

LW (z,y) = 22%(1 — 2?) — 20y + (eo(x))%

Notons f3. := e%(02 +0?). Pour ¢;. = 1 + 3 @B o ) = /84 2+ 6.)2 — (2+ f.), nous
€ 0 1 € € 8 € € )
avons

20%(1 — 2%) + %(0g + 017)* < 1. — co 2.

En utilisant que € < &g, nous avons donc . < B, := 5(0f + 07), C1e < C1ey €6 Cope > Cagy-

Ainsi, nous avons bien

LW S a1 — OéQW,

ol ap = min(ca gy, 2A) et a1 = ¢1 ., + Qo.

]

Nous pouvons maintenant, étudier I'existence d’une solution au systeme (3.1)). Pour cela,

introduisons (75), la suite des temps d’arrét pour tout n € N, pour tout € < g

re = inf{t > 0 || (X7, ) || = n}. (3.12)
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Lemme 3.3.2. Soit T > 0. Si E(|(X§,Y5)?|) < oo, alors il existe une unique solution
(X7, Y7) ,t € [0,T)) dans C ([0, 7),R?) a UEDS (1),

Démonstration. Le terme de dérive pour la premiere composante est localement, mais pas glo-
balement lipschitzien. Le terme de dérive pour la deuxieme composante et le terme de diffusion,
quant a eux, sont lipschitziens. D’apres le théoreme 2.3 de [51], pour toute condition initiale a

support compact, nous avons 'existence d’une solution de (3.1)) jusqu’a explosion de la solution.
Cherchons donc a montrer que E (supH (X2, V) ||* ] < oo et donc que le temps d’explosion est
t<T

presque surement infini.

En prenant la suite de temps d’arrét définie par I’équation (3.3.2)), la formule d’It6 appliquée
a (3.1) pour W(z,y) = 1+ 2> + y* donne
W (Xfue: Yis) = WIXGYE) + / LW (XE, YE)ds
tATE
+/ 2e0(X5) (XS cos(8) + Y sin(f)) dBs.

En utilisant la proposition |3.3.1], nous avons

W (X Vi) < WG Y5 + [ " — (X, YE)ds

+ / " 260 (X5) (XE cos(d) + Y sin(6)) dB,,
W(X3.Y9) + anlt A7)

[T 2o (X2) 162 cos(0)] + [V sin(@)]) B,

IN

En utilisant que
(X5, V) I* < W(X5,Y9) — 1,

réécrivons cette équation comme étant

2
(X Vi) | < IXEP+ VG2 + aa(t A7)
tATE
[ 22l (X2 (X cos(0)] + Y sin(0)]) dB,.
0

En prenant le supremum, nous avons

sup H (Xta/\TE ) Y;ﬁivﬂ)

t<T

‘ < XS4 Ve + an(T AT

TAT
+/ sup (2¢]o (X)) (|X¢ cos(8)| + |YZ sin(6)])) dB,.

s<T

En prenant I'espérance, nous obtenons

E <sup |(Xirre Vs ) \2> <X+ [YEP + a(T A TE). (3.13)

t<T
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Montrons que la suite (%), tend vers U'infini presque siirement. Supposons qu’il existe 7¢

tel que P(sup 75 < 7¢) > 0. D’apres I'inégalité de Markov, nous avons
n

F ( sup || (X2, Y) |!2> > n2P(sup 75 < 7).

t<FEATE

Or, lorsque n tend vers I'infini, nous avons une contradiction avec (3.13). Ainsi, la suite (7).

tend vers l'infini presque siirement. Nous obtenons donc que E ( sup|| (X, V) [|> | < +o0.
t<T

Ainsi, il existe au moins une solution a 'EDS dans lespace C([0, 7], R?). 1l reste a
démontrer 'unicité de cette solution.
Dans 'espace des processus tel que la norme L2 est finie, soient (X, Y, B) et (X, Y, B) deux
solutions de définies sur le méme espace de probabilité et de méme condition initiale tels
que (X¢,YE) = (X¢,YE) = (v0,40) € R et B=B.
Soient les temps d’arrét 75! = inf{¢ : || (X7, Yf) | > n}, 752 = inf{¢ : || (Xf,fff) | > n} et
75 = min{75t, 752}

Nous obtenons

T e e - - (s
+ /0 " ecos(t) (o(X5) - 0(X7)) dB,

€ €
‘Xt/\T,,EL o Xt/\TfL )

€ Yo
‘Y;/\rg - Yt/\Tg

_ /Ot/\'ri \ (Ysg . }755) ds + /Ot/\TfL e sin(0) (U(Xsa) — U(ng)) dB,

et sit e 0,7, alors

2

’2> = Lk (’(th/\fg - Xf/\r;)

+ E (| (Vg — Yiog)

E (H (XfAT$L7}/;i\T,§) - (Xf/wgv Zﬁ\nﬁ) (3 14)
2) :

En utilisant les majorations

[o(1 - 2?) = (1 - )|

IN

o +2) + 3 — 1 [z — 2,

N\ 12 =12
o(x) —o(@)" = oflx—2[7,
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nous obtenons donc

E (‘ (Xf/\rﬁ - Xf/\rfl)

)

IN

IN

IA

<

e ([ et - x0%) - K- ()
2
ds) ,
~ ~ 2
XE(XE+ X9) + (X292 -1

2
ds) ,

2

ds)
2

ds) ,

tATS ~
+2F (/ &% cos?(0) |o(X3) — o(X7)
0

tATS
OTE ( /
0

t
+ 2E </ e cos®(6)o?
0

tATS
2T (3n? — 1)%E (/
0

+2¢% cos?(0)o?E (fg

X:-X:

2
ds)

X:—X;

X - X;

X:—X¢

CTJ’T /Ot E (’(XSE/\Tg o Xss/\r,i)

ou OP" = 2(e2cos?(A)o? + T(3n> — 1)?) et

E(|(Vus — Ties)

ot C3'" = max(2\2T, 22 sin?(6)

)

< 2[(

IN

< " [ (| (X Vis) — (Rinnps Vi)

2
) ds,
/Ot/\TfL \ <Y§ B Y/SE) s

2)
tATE

( /0 "esin(9) (o(X5) — o(X3)) dB,
9INCTE (/Ot ((Yaurs = Vi) ’ ds)
21 ([ 2 52(0) (X5, 0) — oK)

+ 2L

2) |
ds) ,

2
) ds,

2

n

a?).

En reprenant (3.14)), nous avons donc

E <H(Xf/\7'fl7y;§\7'ﬁ) o (X€

tATS?

Vo [T (o v - (% 72)

Yo
Y;ﬁ/\Tfl)

2
) ds,

ou Cy" = max (2A2T, 2 (202 4+ T(3n® — 1)?)).
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En appliquant le lemme de Gronwall, la norme L2 étant finie, concluons que

)

E (H (Xf/\Tﬁﬂ }/;i\ﬂ'fl) - (Xf/\rfﬂ };;:\Tﬁ)
pour tout t € [0,7]. Nous obtenons donc
(Xfurs Yines ) = (Xiues Yinss ) Pos pour tout ¢ € [0, 7],

Les processus (X7, Y[?) et (X'f , f{f) sont continus en temps, ce qui implique que 75! = 7

presque stirement et nous permet de conclure la preuve de I'unicité trajectorielle.

3.3.2 Le systéme déterministe associé

Les coefficients du drift et de diffusion sont localement lipschitziens. Ainsi, le théoréme
dans [29]2.1 chapitre 11 page 456 permet d’obtenir la convergence des solutions de (3.1)) vers le

systeme suivant quand ¢ tend vers 0

{dwt = 2,(1 — 2})dt, (3.15)

dyt = —)\ytdt
ot A € REN{2}.

Proposition 3.3.3. Les points définis par (3.3)) sont les points d’équilibre du systéme (3.15)).

Les points z1 et z3 sont stables et zo est un point col.

Démonstration. Rappelons que les points stationnaires de (3.15)) sont des points (x,y) € R?
tels que

dZt|(zy) = dYt|(zy) = 0.

Les points z1, 25 et z3 sont bien des points d’équilibre. La matrice jacobienne associée au systeme

(3.15)) est définie par
1—222 0
J(x,y) = .
(z,y) ( 0 A)

La matrice jacobienne est une matrice diagonale donc en regardant le signe de 1 — 222, nous
avons une information sur le signe des valeurs propres et la stabilité. Nous obtenons ainsi que
z1 et z3 sont stables et zo est un point col, car les valeurs propres de la matrice jacobienne
évaluées en z; et z3 sont de méme signe alors qu’évaluées en zs, les valeurs propres sont de
signes contraires.

]
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La Figure [3.2] fait apparaitre les différents équilibres du systéme et la nature de leur stabilité.
Remarquons que 2, est attractif dans une direction et répulsif dans l'autre alors que les points

z1 et z3 sont attractifs dans toutes les directions.

25\:\ f /ﬁ

FIGURE 3.2 — Champs de vecteur du systeme (3.15) pour A = 1. Les points d’équilibre stables
= (—1,0), z3 = (1,0) et instable zo = (0,0) du systéme sont représentés par les croix.

Dans la proposition suivante, nous calculons la solution explicite de ce systeme d’équations

différentielles ordinaires.

Proposition 3.3.4. La fonction (xy, 1) solution de (3.15)) et de condition initiale (xg,yo) € R?

a pour forme

et

xo\/l — } + adet
oo (3.16)

-t

Ty =

Yt = Yot

Elle converge lorsque le temps tend vers linfini vers

z1 st xg <0,
tl}m (Z’t, yt) = Z9 st o = O, (317)
zg3 st xg > 0.

Démonstration. La résolution pour y; est immédiate. Le flot s’annule pour zy € {—1,0, 1}, nous

obtenons donc z; = xy pour tout ¢t > 0 si zg € {—1,0,1}.

t
¢ = xo pour xy € {—1,0,1}. Pour xy € R\ {—1,0, 1}, nous

/1 — a2 + xde?

Remarquons que xq

avons

ift = .’L't(l — fL't2)
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En utilisant la décomposition en éléments simples de et en intégrant entre 0 et ¢,

(1 — x?)
nous obtenons
2 2
2 1—=x
In ( : ) _
1 —a j
& 2 —xgezt
T o
t 1 — 2 + xdet
xoe!
=4 Ty =

V1 —ad + xde

Ainsi, (z4,y;) tend vers I'un des points stationnaires du systeme quand t tend vers l'infini,
£0, i o — i t lim y =0
car pour o » Jim = = sign(zo) e Jim g = 0.

[zoly/1 +

1;10
2t
z5e

]

En particulier, le systeéme (3.15)) n’admet pas de cycle, car pour toutes les conditions initiales,
les solutions du systeme convergent vers 'un des points stationnaires.

En combinant ce résultat avec la proposition |3.3.4] nous prouvons bien la proposition [3.2.1]

3.4 Mesure invariante du processus solution de I'EDS
3.1

Dans cette section, nous prouvons les théoremes et |3.2.4]

3.4.1 Preuve du théoréme 3.2.3

Dans cette section, nous prouvons le théoreme m pour un £ €0, g fixé. Pour cela,
nous utilisons le générateur infinitésimal du systeme (3.1]) défini par (3.10) et introduisons le
semi-groupe du processus défini pour ¢t > 0 et f € Cy(R?, R) par

Pt€f<x7 y) = [E(z,y) [f(XtEv Y;‘/E)] ) (318)

de condition initiale (z,y) € R%.

Soient ’ensemble des mesures finies M, l’ensemble des mesures de probabilité P et N
'ensemble des mesures de moyenne nulle sur R?. Le dual du semi-groupe (Pf);>o, appelé semi-
groupe stochastique et noté (S5 )0, est défini pour toute mesure p € M et pour tout E € B (R?)

par

Sin(B) = [ P ((@,v). E)n(dz,dy) (3.19)
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Pour prouver le théoreme |3.2.3] nous utilisons le théoreme 5.2 de [I3] qui prouve l'existence

et l'unicité d’'une mesure invariante sous les conditions suivantes :

1. pour tout ¢t > 0, 'opérateur stochastique S§ satisfait une condition de Liapunov (équa-
tion (5.6) dans [13]),

2. il existe T > 0 tel que l'opérateur stochastique S5 vérifie une condition de couplage local
( 3 dans [13])

et nous montrons que la probabilité de transition associée a (3.1)) admet une densité par rapport

a la mesure de Lebesgue.

Dans le lemme suivant, nous montrons que P; admet pour tout ¢ > 0 une densité par

rapport a la mesure de Lebesgue.

Lemme 3.4.1. Sous l'hypothése[3.2.3, pourt > 0, la probabilité de transition
Ps((x,y), (dz,dy)) admet une densité p;((x,y),(Z,7)) par rapport d la mesure de Lebesgue.

Démonstration. Le Corollaire 7.2 dans [72] permet de montrer que, si le générateur infinitési-
mal de (3.1)) vérifie la condition de Hérmander, alors le semi-groupe associé au processus est
fortement Fellérien et si le processus admet une mesure invariante, alors elle est a densité par

rapport a la mesure de Lebesgue.

Soit les champs de vecteurs Fy = x(1 — 2%)9, — A\yd, et Fy = eo(x) (cos()d, + sin(h)d,).
Le générateur infinitésimal (3.10]) s’écrit donc comme étant :

LF=F)+ ZZFE, (3.20)

ot F? = 0%(x)(cos?(0)0ys + sin?(6)dy, + 2 cos(6) sin(0)ds, ).
Soit Ay, k > 0, la famille de champs de vecteurs définie par Ay = {F1} et Ap1 = A U
{[F},G],G € Ai,i=0,1} ou [U, V] est le crochet de Lie des champs de vecteurs U et V. Nous
notons Ag(z,y) espace vectoriel engendré par les champs de vecteurs de A pour (z,y) € R%.
Le critére de Hormander défini dans [48], théoreme 1.1] est vérifié s’il existe k£ > 0 tel que

pour tout (z,y) € R?, Pespace vectoriel des Ax(x,y) engendre R?.

Pour k£ =0, Ay = {F}} peut engendrer au plus R. Le champ de vecteurs F; ne s’annule pas
pour o; = 0 et il s’annule en z = —g—‘; si o) # 0. Pour k =1, Ay = {Fy,[Fy, F1]} engendre R?
si pour tout (z,y) € R?, Fi(x,y) # 0, [Fo, F1] (x,y) # 0 et les champs de vecteurs Fy et [Fy, F}]
ne sont pas colinéaires.

Nous calculons [Fy, F}| et nous obtenons
[Fo, F1] = Fo(F1) — Fi(Fo).

Détaillons le calcul de Fy(F}) et Fi(Fp) :
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Fo(Fy) = (1 —2)0.(F1) — Ay, (F1)
= (1 — 2*)eoy (cos(0)d, + sin(6)9,)

et
Fi(Fy)) = eo(z)(cos(6)0,(Fy) + sin(6)0,(Fp))

= eo(z) ((1 — 3z?) cos(6)d, — Asin(0)d,) .

Ainsi, nous obtenons
[Fo, Fi] = ecos(f) (o(x)(32* — 1) + o12(1 — %)) 0, + esin(f) (o (2)\ + o12(1 — %)) .

Les champs de vecteurs Fy et [Fy, F] peuvent étre colinéaires, cherchons donc les valeurs

de zx telles que le déterminant de la matrice

(e cos(0) (o(2)(32> = 1) + o1a(1 — 4%)) 0(x) COS(Q)) (3.21)

esin(f) (o(z)\ + o1z(1 — 2?)) o(z)sin(0)

est nulle.

Nous obtenons ainsi € cos(f) sin()o?(x)(32? — 1 — \) = 0.

Les champs de vecteurs F} et [Fy, Fi] sont colinéaires pour z tel que o?(z) (322 — 1 — \) = 0.

[A+1 A+1
Nous obtenons (3.21f) pour = € {j: ;} siop =0etz € {i ;L,—UO} sinon. Le
01

champ de vecteurs Fy s’annule pour x = —2 si 03 # 0. Ainsi, introduisons ’ensemble

Ry = {(I,O‘O,O'l) € R x R} x ]—00, 00| : span(A;(z,y)) # R? pour tout i = 0, - - - ,k}.
Aussi, nous réécrivons Rj comme étant :

Ry, = {(.ZU,O'0,0'l) € Ry_1 : span(Ax(z,y)) # [RQ},

ot Ry = {(x,00,01) € R X R} X |—00, 00| : span(Ao(z,y)) # R*}. Cherchons donc k; tel que
Ry, soit vide.

En reprenant les cas k = 0 et k = 1, nous avons Ry = R x R} x |—09, 0¢] et

Ry = {i\//\—i_l,—ao} X R} x |—00g, 00[\{0} U {i M} x R} x {0}.
3 01 3

Remarquons que Ry C Ry. En calculant successivement Ay pour £ = 2 et k = 3, nous trouvons
les conditions sur les parametres A, oy et o; telles que A, n’engendre pas R%2. Nous calculons
ainsi Ry et R3. Nous obtenons ainsi (cf. le code Maxima en annexe, que, pour k > 3, Ax(x,y)
n’engendre pas R? pour les paramétres (z, 0, 01) € {(—1, 09, 00) , (1,00, —00¢) }-

Or, sous 'hypothese [3.2.2] nous avons o1 ¢ {—0¢, 00}. Ainsi Ry, est vide pour k = 3 et donc

que le critere de Hormander est vérifié.
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Le semi-groupe de transition P admet donc une densité par rapport a la mesure de Lebesgue.

]

Introduisons la norme en variation totale d’'une mesure 1 € M est définie par ||| := / ) |l
R
ol |puf = py +p.
Pour une fonction W : R* — [1; 4+00), nous notons My (resp. Ny ), ensemble des mesures

finies u € M (resp. N) tel que

il = [, Wl < oo.
[RQ

Nous allons décomposer la preuve du théoréeme [3.2.3] en plusieurs parties. Rappelons les
différentes conditions introduites dans [I3] puis nous prouverons ces conditions dans des lemmes

ci-dessous.

Hypotheése 3.4.2 (Condition de Liapunov). Le semi-groupe stochastique (S§);>o satisfait la

condition de Liapunov avec une fonction de Liapunov W d valeurs dans [1,400) si, pour tout
t > 0 et pour tout u € Myy, il existe deux constantes positives indépendantes de €, aq et ao,

telles que

—a aq —a
15l < e ullw + == (1= eo20) |l (3.22)
Qo

Hypotheése 3.4.3 (Condition de Harris). Soit t > 0, l'opérateur stochastique S satisfait la

condition de Harris sur un ensemble C C R? s7il existe 0 < a < 1 et n une mesure de probabilité

tels que

VE e B ([R2) , Siu(E) > an(E) /c i, pour toute mesure 0 < € M. (3.23)

Hypotheése 3.4.4 (Condition de couplage local). L’ opérateur stochastique S satisfait la condi-

tion de couplage local avec une fonction de Liapunov W pour t > 0 s’il existe 0 < vg < 1 et
A >0 tels que

pour toute mesure p € Ny, tel que ||u|lw < Allpll, nous avons ||S; p|| < vl wll- (3.24)

Le but de ce second lemme est de montrer que I’hypothese [3.4.2] est vérifiée pour l'opérateur
(SF)ezo et Wi(z,y) = 1+ 2% +y2.

Lemme 3.4.5. Le semi-groupe (S5 )10 satisfait la condition de Liapunov pour W(x,y) =1+
2, .2
7+ Y.
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Démonstration. D’apres le lemme 5.3 de [13], s'il existe des constantes positives indépendantes
de €, a; et ao, telles que
L:EW S a1 — OéQW,

alors (13.22)) est vérifiée. En combinant le lemme 5.3 de [13] et la proposition [3.3.1] concluons la
preuve de ce lemme.

[]

Dans les lemmes suivants, nous prouvons qu’il existe un 7" > 0 tel que 'opérateur stochas-
tique S5 vérifie la condition de couplage local ( [3.4.4)).

Pour cela, nous introduisons I’ensemble D) défini de la maniere suivante :

D>\ = [—dl,dl] X [—dg,dg],

1 _
oud, = —g&, dy = [tan(0)| a et a défini par
. —0y )\+1 O'1<1+\/1+4A)—20'0
a=min [ —,max [ gx | —\/—— |, [9x (3.25)
01 3 40’1
avec

ga(z) = ol _9 1), (3.26)

Les détails de la construction de I'ensemble D, sont apportés dans la preuve du lemme

ci-dessous.

Lemme 3.4.6. Pour toutt > T¢,, ot Te, > 0, lopérateur S; satisfait la condition de couplage
local pour la fonction W(x,y) =1+ 2% +y? et A > 0.

La preuve de ce lemme n’est pas immédiate et repose sur des résultats du théoreme du
support de [8I] et le lemme 3.1 de [I3]. D’apres le lemme 3.1 de [13], la condition de Harris
implique celle de couplage |3.4.4, Pour prouver la condition de Harris, nous allons minorer
la probabilité d’atteindre n’importe quel point d’un ensemble en partant d’une condition initiale
prise dans un compact en un temps fini en utilisant le théoréeme du support de [81].

Pour cela, nous allons introduire le systeme de controle associé au processus (X7, Y?) solu-

tion de (3.1)) défini par :

{dg;;" = af (1 — (¢f)?)dt + o (xf) cos(0)p(t)dt (3.27)

dyf = —\yfdt + eo(xy) sin(0)p(t)dt,

ou la fonction de contrdle ¢ est une fonction continue par morceaux définie sur R..

Pour R > 1, nous introduisons 'ensemble Cr = {(x,y) € R* W (x,y) < R} et prouvons le

lemme suivant.
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Lemme 3.4.7. [l existe un temps Tc, > 0 tel que pour tout (xg,yo) € Cr et (Z,9) € Dy, il existe
une fonction de controle o pour laquelle nous avons (z§,vy§) = (xo,v0) et (x%CR,yﬁcR) = (7,7)
ot (zf,y )0 est solution de (3.27)) pour la fonction de controle .

Démonstration. Nous allons décomposer la preuve en trois parties :

— construire une fonction de controle et trouver le temps maximal pour aller de z; vers

n’importe quel point (z,7) € Dj,

— construire une fonction de contréle et trouver le temps maximal pour aller de toute

condition initiale (zg,yo) € Cg vers le voisinage du point z; = (—1,0),

— construire une fonction de contrdle permettant de passer d’un voisinage de z; & z; en un

temps fini.

De plus, nous montrons que le temps nécessaire pour aller de (g, yo) a (%, 7) est indépendant
des conditions initiale et finale. En particulier, nous montrerons respectivement dans I’étape 1
(respectivement 1'étape 2) que le temps ne dépendant pas de la condition finale (respectivement
la condition initiale).

Avant cela, nous allons préciser les parametres considérés ainsi que les fonctions de controle
que nous utiliserons.

Distinguons quatre cas différents selon que 6 € B, W{U ] — 5 0{ ouf e }O, 3 { U } —T, — [ et

IR

selon si oy € |—09, 0] ou oy € |0, og].

Pour 6 € }O, g[u } —T, =5 [, cos(f) et sin(f) sont de méme signe, et de signe contraire pour
0elzr[ul-3,0]

Nous nous intéressons a la preuve dans un seul de ces cas, le raisonnement est similaire dans
les autres cas. Nous prenons donc # € }O, %[ et oy € |—0y,0].

Considérons les fonctions de contréle constantes suivantes qui sont bien définies sous 1'hy-

pothese :

— La fonction ¢g(t) = 0 qui permet de suivre le flot du systeme déterministe.

— La fonction ¢k (t) = k (resp. ¢_(t) = —k) ou k > 0 est pris suffisamment grand pour
_ , ) cos(0) cos(f)
que la dynamique soit menée par le vecteur resp. — .
sin(6 sin(6)
—.(1 — z7)

—— = permet d’annuler la dérivée de la premiere composante
ecos(0)o(x.)

— La fonction ¢, (t) =

au point (x;,y;) = (T4, Ys), OU T, F# ;—00 et v, € R.
1

Soit (zf*,yf") solution de (3.27) pour la fonction de controle ¢, et de condition initiale

—0,
(4, ) € RN\ {0} x R. Le systeme ([3.27)) pour la fonction de contrdle ¢, se réécrit sous la
01

dl't = O
(3.28)
dyf* = = yf*dt — tan(0)z,(1 — 22)dt.

forme suivante

En particulier, le point d’équilibre du systéeme (3.28)) est de la forme (x*, M)
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Etape 1 : Construction de la fonction de contrdle pour atteindre tout point de
D, depuis (-1,0).

Nous introduisons les droites (D(-1,0)), (D(—a,,d)) €t (D(d,,~ds)) ayant pour équations

(Dc10y) : y=tan(d) (x + 1)
(D(—dl,dz)) LYy = tan(@) (.I + dl) + d2 (329)
(D(dl,—dz)) Y= tan(G) ('T - dl) — ds.

Les droites (D(—a,d»)) €t (D(a,,~d,)) passent par les coins du domaine Dy; (—di,ds) et
(dy, —dy).

=T ==

== FINS

| | : : \\"1-. = —
3

I
-3 -2 -1 o 1 2

FIGURE 3.3 — Champs de vecteur pour (), 09, 01) = (1,4, —1.6)

L’intuition pour cette partie est de construire un contréle en temps fini qui permet d’at-
teindre un point de la droite (D4, —4,)) €t un autre qui permet d’atteindre (D(_4,4,)). On
décompose donc cette partie en deux étapes : l'atteinte de tout point de D, en dessous de

(D(-1,0)) et celle des points au-dessus de (D(_1,))-

Etape 1a : Tout point de D, en dessous de la droite (D(~1,)) est atteignable
depuis (-1,0).

Soit D) T'ensemble des points de Dy en dessous de la droite (D(_1p)). Si nous trouvons

z, € R tel que le point d’équilibre de (3.28]), (x*, —M), est en dessous de la droite

(D(4,,~ds)) alors nous pourrons construire un contréle pour atteindre tout point de Dy .
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La condition énoncée ci-dessus est équivalente a 'inégalité suivante, soit z* € R tel que

tan(0)x.(1 — (z.)?)
_ X < tan(0) (v« — di) — da
= tan(0)x. (2?2 — 1) < Atan(0) (z. — dy) — Ado (3.30)
< tan(f)a?® — tan()(1 + Nz, + A(tan(0)d; +do) < 0.

Pour 6 € }0, g{, la fonction tan(f) est positive. Il existe donc x, < 0 tel que le polynéme
défini par tan(f)x® — tan(0)(1 + A\)x — A(tan(0)d; + do) est négatif.

Soient (z4,y,) € Dy et z, € }—oo, —Z—T[ vérifiant % < tan(f) (xs — o) + Ya-

Nous définissons (xf (’“‘y”,yf (””“‘y“)) solution de ([3.27)) avec une condition initiale (—1,0) et

pour la fonction de contréle P zaya) définie par

Las

w_x(t) pour t <,

Pl () =3 @u(t) pour t € ]ty to], (3.31)
or(t) pour t > to,

ottty =inf {t: @, < x.} et to = inf {t : y7" < tan(0)(v. — 2a) +va} et (v{*,y{"),5, est solution
de (3.28)) de condition initiale (z,, tan(d)(z. + 1)).

Montrons maintenant que cette fonction de controle permet d’atteindre tout point en des-

sous de la droite (D(_1,y) en un temps fini. La difficulté réside dans la définition de x,.

La fonction de controle ¢, annule la premiére composante et permet au le processus (zf”, y7™*)
solution de de se déplacer verticalement dans l'espace. Si dy/* < 0, le processus peut
atteindre des points situés en dessous de la droite (D(_10)). Si nous trouvons z, € ]—oo, —g—?{
tel que le point d’équilibre de (:L'*, —M) est en dessous de la droite (Dg,,—d,))
alors le temps ¢4 est fini.

La condition énoncée ci-dessus est équivalente a 1'inégalité .

Pour 6 € }0, g{, la fonction tan(f) est positive. Il existe donc x, < 0 tel que le polynéme

défini par tan(f)x® — tan(0)(1 + A)x + A(tan(0)d; + do) est négatif. Le temps ¢y est fini.

La fonction de controle ¢_j permet d’accéder au point (z,, tan(f)(x, + 1)) en temps fini ou
x, vérifie tan(6)x? — tan(0)(1 + \)x, — A\(tan(0)d; + ds) < 0. La fonction de contrdle ¢ permet

d’accéder au point (x,,y,) a partir du point :cz(z“’y“) : yti(z”’y“) = (x4, tan(0) (. — x,) + y4) €n

temps fini.
Nous obtenons bien qu’il existe un controle tel que I’ensemble des points de D est accessible

depuis (—1,0) en un temps fini 7% ot (24, ya) € D

Soit 17, = sup {(Jca,ya) € D, ,inf {t : (xf(”“’y“),yf(”‘“y“)> = (xa,ya)}}. A partir de ce temps
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T1,, il est possible de construire une fonction de controle indépendante de la condition finale
telle que I’on puisse atteindre depuis (—1,0) tout point de Dy . En effet, en ajoutant une étape
dite d’attente pendant un temps de T}, — Tf;’f“’y“), il est possible d’avoir une fonction de controle

telle que le temps d’atteinte pour tout point de Dy est T},.
Un exemple de trajectoire est donné dans Figure pour deux conditions finales dans Dy .

==a IR

2_—h—__
%

FIGURE 3.4 — Trajectoires de solutions de (3.27) pour les parametres (\, 0g,01) = (1,4, —1.8),
de condition initiale (—1,0) et de condition finale (0.5,0.1) € Dy pour la fonction de contrdle
P zaya)" Les droites D(_q, 4,), D(-1,0) €t D(4,,~d,) sont définis par (3.29)).

Etape 1b : Tout point de D) au-dessus de la droite (D(-1,0)) est atteignable de-
puis (-1,0).

Soit DY I'ensemble des points de D, au-dessus de la droite (D(_1)). A cette étape, nous
allons aussi expliquer la définition de I'ensemble D) ainsi que les difficultés pour atteindre les
points au-dessus de (D(_1,)).

Tout d’abord, nous considérons un cas simple lorsque o; = 0. Nous procédons de fagon ana-
logue a celle faite dans I’étape la. Si nous trouvons x, € R tel que le point d’équilibre de ,
(x*, —w), est au-dessus de la droite (D(_4, 4,)) alors nous pourrons construire un
controle pour atteindre tout point de Dy .

La condition énoncée ci-dessus est équivalente a 1'inégalité suivante, soit z* € R tel que

Jaﬂ(g)x*&l — @) tan(6) (z, + dy) + ds
tan(0)z.(z2 — 1) > Mtan(d) (v, + dy) + Ada

*

tan(0)x? — tan(0)(1 + Nz, — A(tan(0)d; +ds) > 0.

Pour 0 € ]0, %[, la fonction tan(f) est positive. Il existe donc x, > 0 tel que le polynéme
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défini par tan(f)x® — tan(0)(1 + A\)x — A(tan(0)d; + do) est positif.

+,0 +,0
_ . ¥ xT ¥ T
Soient (zy,y5) € Dy et x, € R vérifiant %;(le) < tan(0) (v, — zp)+yp. Soit {2, "y, " ”‘y”>>

solution de (3.27) avec une condition initiale (—1,0) et pour la fonction de controle 90?;’3,%) dé-
finie par

or(t) pour t < ty,
Pl (1) =4 pa(t) pour ¢ € Jt1, 1], (3.32)
w_x(t) pour t > ty,

out; =inf{t:z; > z.} et ty = inf {t: y7" > tan(0)(z. — ) + Yo} o (27", Y/ )5 est solution
de (3.28)) et de condition initiale (., tan(0)(z, + 1)).
Pour o; = 0 et pour tout point (z3,¥,) € Dy, nous avons construit une fonction de controle

afin d’atteindre (x,y,) € DY en un temps fini Tlgb’(x”’y”),
+,0

+,0
Pla Pla ‘s T TN
Soit T}, = sup {(azb,yb) € Dy, inf {t : (:L’t( b gy b’””) = (xb,yb)}}. De maniere similaire &

I'étape la, en ajoutant un temps d’attente 17, — Tlob’(xb’y”), il est possible de construire une

fonction de controle indépendante de la condition finale telle que I'on puisse atteindre depuis
(—1,0) tout point de Dy .

m

3-“1‘:“‘\\\T W/ ==
===\ ﬁf.,";‘

g — tﬂ,:" D

FIGURE 3.5 — Trajectoires de solutions de (3.27)) pour les parametres (\, 0g,01) = (1,4,0), de

condition initiale (—1,0) et de condition finale (—1.2,0.2) € Dy pour la fonction de controle
+,0
P’

—0
Lorsque o7 < 0, il existe des valeurs de A pour lesquels x, > —2 La droite z = —Z—‘l)
01

of
contraint le systeme a rester dans l'intervalle ]——0, +00o| x R. Il est nécessaire de définir le

o1
domaine D), en fonction de cette contrainte. Les contraintes a respecter pour construire D)

sont les suivantes : les points (3.3)) appartiennent a cet ensemble et aucun des points de la
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droite x = —g—(l’ n’est dedans.

Nous cherchons d; € } ,—Z—fl’[ et dy > 0 tel que Dy est défini par Dy = [—dy,di] X [—da, ds].
Soit (D(—d,.44)) la droite passant par (—d;, dy). Introduisons & € }1, —Z—f[ et réécrivons d; et do
1+a tan(f)(a — 1
en fonction de @&. Posons d; = ;a et dy = an()éa)‘
Intuitivement, nous souhaitons utiliser le flot lorsque 'on est proche de la droite x = _% et

la symétrie dans le systéme. Lorsque le processus (zf"*, y*) solution de ([3.27]) pour la fonction
de controle ¢y, est proche de la droite x = — 22, le processus (xf*, yf*) suit le flot déterministe.
Dans les figures suivantes, observons le comportement du processus (x{*, yi k)tzo pour différentes

valeurs de .

300

275

225

150

125 a

a0 T T T T T T
20 21 22 23 24 25 26 27

a b

FIGURE 3.6 — Trajectoires de solutions de ([3.27)) de condition initiale (—1,0) pour les
parametres suivant : figure a) (A, 0g,01) = (0.7,4, —1.6) et pour la figure b),
()\, ap, 0'1) = (50, 4, —].6)

z(1 — z?
Soit vp = ( ) le vecteur associé au flot évalué au point (z,y). Si le vecteur
—Atan(0)(z + o)

v évalué en (—Z—?, tan () (1 — Z—?)) n’est pas colinéaire avec le vecteur directeur de la droite
(D(-1,0)) alors soit le processus est au-dessus ou en dessous de la droite (D(_10)) puisque le
processus n’est soumis qu’au flot. Cette observation peut sembler triviale, mais la preuve repose
sur cela. Si le processus (z7*, y{"*) est au-dessus de la droite (D(_1,0)), alors nous avons trouvé
une méthode pour accéder a des points au-dessus. Il reste & montrer que 1’on peut atteindre
tous les points de D) au-dessus de la droite (D(_1)). Si le processus (x7"*,y/*) est en dessous
de la droite (D_1,9)) par symétrie du champ de vecteur, il est possible de regarder le probleme

proche de la droite z = Z—fl)

cos(f
Tout d’abord, voyons pour quelle droite de pente tan(f), les vecteurs ( ) ((9;) et vp sont
sin

6
colinéaires. Soit la droite définie par y = tan(0)(x + ) telle que (COS( )

) et vp sont colinéaires
sin(0)
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alors z vérifie
< —cos(f)\y —sin(@)z(1—2%) = 0

— y = 22052 1)
— tan(f)(z + 1) = 22052 1)
— p o= o)
Introduisons la fonction gy (z) = w pour simplifier la rédaction. Nous cherchons

a < —2 tel que ga(z) > 1.
Pour cela, posons fy(z) = A(gx(z) — 1) = z(2? — (A + 1)) — X et étudions pour quelles valeurs
de x €] — o0, [ et A, on a fy(x) > 0. Une racine évidente du polynéme fy est z = —1. Nous

factorisons fy sous la forme suivante

M) = (+1)(x —zy)(z —2-),

14+ v1+4A ‘ 1 —v1+4A
————————— € —_— .
2

ou xry = r_ =
2

Pour tout A € R%\ {2}, nous avons z_ < 0.

Pour tout A < 2, on a le tableau de signe suivant

X —00 —1 xT_ Ty —+00

faz) - 0 + 0 — 0 +

et pour tout A > 2, on a

z —00 L —1 T4 +00

Ir(z) - 0 + 0 - 0 +

ao(00+01) ol 01X+ — 0o
Pour A\ < T T < — 2% et ga (

gx <O’11‘+ — 0'0> < 1.
201

oo(o0+01) oo
20, > > 1. Lorsque \ > T Ty > o et

Il n’est pas nécessaire de choisir le plus grand domaine D,. Ainsi, nous posons

_ . [ —oo A+1 o1(1+vV1+4X) — 209 )
@ = min | —,max | g\ | — | N . La fonction g, est
o1

40'1
impaire donc g)(z) = —ga(—z) pour tout z € R.

Maintenant que le domaine D) est défini, construisons les différents controles pour atteindre

les points de D} suivant la valeur de \.
4,1 4,1

Pz Pz .
Pour A < 20090590 ot Ja condition finale (z,1,) € Dy . Soit (l‘t< bin) gy b’yb)> solution

o1
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de (3.27) avec une condition initiale (—1,0) et pour la fonction de controle gpa’;yb) définie par

(3.33)

t1 B ox(t) pour t < ty,
Pl () = {

@_r(t) pour t > ty,

ou t; = inf {t cyf* > tan(6) (—UO — :pb> + yb} ol (x7*, y7*),>, est solution de (3.27)pour une
01 -

fonction de controle ¢y.

Pour \ < % et pour tout point (xp,y5) € Dy, nous avons construit une fonction de
1

+,1 +.1
Pla e ‘s T TN
Soit T}, = sup {(azb,yb) € Dy, inf {t : (SCt( b ¢ ”’y”)> = (:rb,yb)}}. De maniere similaire &

I'étape la, en ajoutant un temps d’attente T, — Tllb’(xb’yb), il est possible de construire une

controle afin d’atteindre (z3,,) € D} en un temps fini 73"

fonction de controle indépendante de la condition finale telle que I'on puisse atteindre depuis
(—1,0) tout point de Dy .
La figure illustre le comportement d’un processus solution de (3.27))pour une fonction

+,1
(xbayb)‘

de controle ¢

W=

FIGURE 3.7 — Trajectoires de solutions de (3.27) pour les parametres (\, 0g,01) = (1,4, —1.6),
de condition initiale (—1,0) et de condition finale (—1.2,0.1) pour la trajectoire en pointillé,

(—dy, ds) pour le trait plein et de contrdle ODay 4y LB figure b est un zoom de la figure a en

[2,2.35] x |1.6, 3].

Pour A\ > W, I’approche est différente. En effet, nous souhaitons utiliser le flot déter-
1

ministe lorsque 'on atteint x = oL

+,2 +,2

Pla Pla . ..
Soient (zy, ) € Dy et (l‘t( piw) g b’yb)> solution de ({3.27)) avec une condition finale (xy, yp)

et pour la fonction de controle gpz;f ) définie par

i(t) pour t <tz et t e |0,k xt] onk e N,
go&’iyb)(t) =13 @o(t) pour t <tzette kx|ty,ts] ou k € N, (3.34)
¢_k(t) pour t > t3,
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out; = inf {t cay < UO}, ty = inf {t Dy > 002_ Ul}et t3 = inf {t :yy > tan(6) (UO — $b) +yb}.
o

01 g1 1
Pour \ < w et pour tout point (xy,y5) € Dy, nous avons construit une fonction de

1
controle afin d’atteindre (zy,¥,) € DY en un temps fini Tllb’(zb’yb).

+,2 4.2
Pla Pla N C
Soit T% = sup {(xb, yp) € Dy, inf {t : (a:t( b)) ”’y”)> = (xp, yb)}} De maniere similaire

a Détape la, en ajoutant un temps d’attente T2 — Tf,;(xb’yb), il est possible de construire une
fonction de controle indépendante de la condition finale telle que I'on puisse atteindre depuis
(—1,0) tout point de Dy .

La figure illustre le comportement d’un processus solution de pour une fonction

de contrdle goz;’:yb)

3 \\\’1\\\ l TTTH
21 \ : ! FH'J,..,M
N\ et
- /; - _J__,.«""‘ i 1IT§
B LA A
T I\\‘\a\
a x b

FI1GURE 3.8 — Trajectoires de solutions de pour les parametres
(X, 00,01) = (50,4, —1.6), de condition initiale (—1,0) et de condition finale (—1.25,0.1) pour
la trajectoire en pointillé, (—dy, dy) pour le trait plein et de contrdle OD g,y LA figure b est
un zoom de la figure a en [—3, —2] x [—1.5,0.15].

Soit Ty, = sup {7 € {0,1,2}, T}, }.
Etape 2 : Construction du controle pour atteindre un voisinage de (-1,0)

Soit ¢ > 0 fixé, nous cherchons a trouver une fonction de controle qui permette d’atteindre
le point (—1, —4), un point dans le voisinage de (—1,0), en partant de toute condition initiale

prise dans Cg.
Tout d’abord, nous distinguons deux ensembles. Soient I’ensemble Cit = {(z,y) € Cr,z > 0}

et Cp = {(z,y) € Cgr,x < 0}.
Soit (xg,yo) € Cr et (xf(fl‘f‘s),yf(fl’f‘w la solution de (3.27) avec pour condition initiale
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(xo,Y0) et pour contrdle, la fonction définie par

0 pour t < ¢,
P(-1,-6)(t) = ¢ px(t) pour te <t <tey, (3.35)
0 pour ¢ > t¢ 1,

ol te = sup {(xo,yg) € C}, inf {t : H(azf(_l’_é),yf(_l’_‘”) - (1,0)H < 51}}, o >0 et
teq = inf {t o HA I —1}.

Maintenant que nous avons défini cette fonction de controle, montrons que :

— cette fonction permet d’atteindre un voisinage de (—1,0) depuis toute condition initiale
dans Cg,

— il existe un temps fini 75 ne dépendant pas des conditions initiales prises dans Cg tel que
le processus solution de pour la fonction de contrdle p_; s atteint un voisinage
de (—1,0).

P(—1,-8)  P(-1,— : . s
HAEIE ) suit le flot déterministe, sa formu-

D’apres la proposition |3.3.4] lorsque (oc

: L ol : P-1,-6)  P(-1,-8)) _ P(-1,-6)  P(-1,-5)
lation est explicite. En particulier, . ngloo (xt BT g ) = (1,0) pour (a:o Py ) €

P(—1,-5) 80(71,75)>
t

Cj,. Ainsi, t¢ existe et est fini. Grace a la fonction de controle p_y, la trajectoire de (q: Yy

cos(f
est dirigée par — ( ] ((9)) . Il existe donc un temps t¢; tel que mfc(;l’_é) < —1. D’apres la propo-
S1n ’
) . P(—1,-9) P(-1,-6)\ __ P(—1,-98) A
sition (3.3.4} tEeroo <$t+tc,1 s Yitten ) = (—1,0) pour Ty, < —1. Le controle ¢(_; _s) permet

pour tout point de Cg d’atteindre le voisinage § du point (—1,0) en un temps fini T5.
Un exemple de trajectoire est donné dans Figure avec la condition initiale (1.2,1.2).
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FIGURE 3.9 — Trajectoire d’une solution de (3.27)) de condition initiale (.2, 1.2),
(A, 00,01) = (1,4,—1.8) et de controle p_1 5. Le domaine Cp est le cercle, Dy est le
rectangle, les points d’équilibres définis par (3.3)) sont des croix et la droite d’équation

—0
2= —2" est la droite pour laquelle le coefficient de diffusion est nul.
01

Explicitons la forme du temps 75, afin de montrer que ce temps ne dépend pas de la condition
initiale choisie dans Cg. Lors de I'étape 2 du controle ¢(_; _s), pour certaines valeurs de 0, le
processus n’appartient plus a Cgp au temps t¢;. Néanmoins, le fait que le processus puisse
s’échapper de Cg n’est pas un probléme. En effet, d’aprés la proposition [3.3.4] le processus
déterministe converge vers (—1,0) pour tout {(z,y) € R? : z < 0}.

Soit t¢o = inf {t : (xfi{é; 0yl Sren ‘”) € Cg} le temps d’atteinte de Cy apres la deuxiéme étape
de la fonction de contrdle ¢(_; _s).

Par symétrie sur le flot, le temps d’atteinte d’un des points fixes stables en suivant le flot
est au plus tc.

Ainsi, le temps nécessaire pour atteindre un voisinage (—1,0) en partant d’une condition initiale

dans Cg est au maximum un temps 75 = t¢1 + 2 + te.
Etape 3 : Atteindre le point (-1,0) en partant d’un voisinage de (-1,0).

Dans ’étape précédente, nous avons supposé que 'on partait du point (—1,0). L’objectif
est de montrer que 'on atteint exactement (—1,0) en partant de son voisinage.

L’objectif est d’appliquer le théoreme des fonctions implicites [24, page 275 du théoréme
10.2.1]. En effet, sous certaines hypotheses, ce théoréme permet de construire une fonction de
controle dépendant des conditions initiales permettant d’atteindre le point (0, 0).

Nous reparamétrisons le systeme en posant © = —1 + u et y = v pour I'étudier en
(0,0) plutot qu’autour de (—1,0).

Nous obtenons ainsi
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{ut = —2u; +ecos(f)o(—1)p(t) + Ri(ug, v, p(t)) (3.36)

Oy = — v +esin(@)o(—=1)e(t) + Ra(us, vi, o(t)),

olt Ry(u,v,p) = 3u* —u® + e cos(§)orup et Ro(u,v, @) = esin(h)ouep.

Soient la fonction de controle définie par @, ., = c11 + Cagpa, OU 1, @2 € C}(R?) et Uy un
voisinage du point (0, 0).

On se donne le temps T3 > 0. En utilisant la variation de la constante sur le systeme
avec la fonction de contrdle ¢, .,, nous obtenons le systeme suivant pour toute condition initiale
(ug,v0) € Uy

T3
e’ZT‘"’uo—l—/ £co8(0)0(—1) e, ey () 21379 ds
0

+R1 (U, Uy Pey,eas T3)

®((uo, vo), (c1,c2)) = (3.37)

T
ey + / “e Sin(0)a(—1)@e, ey (5)e M5 ds
0

+R2<U/, UV, Peyeas T3)7
_ T3 B, T3
ou Rl(U,U;@,TB) = /0 RI(U57U57¢<S))€72(T78)d5 et R2(U7U7S07T3> = /0 R2<US7US7QO(S))ei)\(TSis)ds'

Pour appliquer le théoréme des fonctions implicites, il faut s’assurer qu’il existe (ug, vg) € Uy
et (c1,c2) € R? telles que ®((ug,vp), (c1,¢2)) = 0 et que la dérivée partielle Do®((ug, vo), (1, c2))
soit un homéomorphisme linéaire de R? dans R. Si ces conditions sont vérifiées alors pour toute
condition initiale (g, vg) € Uy, il existe une fonction n de Uy dans R? telle que n((wug,v9)) =
(c1,¢2) et ®((ug, vo),n(to,v9)) = 0. La fonction 7 sera une application qui a toute condition
initiale dans Uj associe une fonction de controle permettant d’atteindre le point (0,0) pour le
systeme en un temps 75 fini.

Pour (ug, vy, c1,c2) = (0,0,0,0), nous avons bien ®((ug,vo), (c1,c2)) = 0. La premiere pour
appliquer le théoreme est vérifiée. Pour vérifier que la dérivée partielle
Do®((ug, vo), (1, c2)) est un homéomorphisme linéaire de R* dans R?, nous calculons Dy® puis

son déterminant. Nous obtenons ainsi

(3.38)

Dy®((ug, vy), (€1, ¢2)) = £2(09 — 01)? (COS(Q)AM cos(G)AQI) |

Sin(@)Alg Sin(G)AQQ

T3

T:
ou Ay = /0 ) 901(5)6_2@3_5)(15’ Ay = /0

T3
et Ago :/0 302(8)6_)\(T3_S)d8.

T
wg(s)e_g(n_s)ds, Ay = / ’ gpl(s)e_A(T3_8)ds
0

Le déterminant de Do®((ug, vo), (c1,¢2)) est
det (D2 ((uo, vo), (c1, ¢2))) = €% cos(6) sin(6) (09 — 1)* (A11 Azy — A1 Asa).
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Pour montrer que Dy®((ug, vp), (c1,¢2)) est un homéomorphisme linéaire de R? dans R?, il
faut trouver des fonctions ¢y et y telles que 1'on puisse calculer explicitement Ay Asg — Agy Aio

et montrer que cette valeur est différente de 0.

Supposons que ¢1(t) = 1 et po(t) = t et montrons que pour ces fonctions, le déter-
1
minant est non nul. Nous obtenons alors A;; = 5 (1 - _2T3) Ay = 1 (2T— 1+ _2T3)
1 1
Ay = X (1 _’\T3) Aoy = 2 ()\Tg -1+ e_)‘T3). Pour 73 > 0 et A > 0, nous avons

AN (A1 Agy — Agi Ayp) =2 (1 — 6_2T3> (/\T3 —1+ e_’\T3) —A (1 — e_’\T3> (2T3 -1+ 6_2T3) ,

ANz —14+e s 2Ty — 147215
_ _ 2T T 3 20
— o (1= ) (1o em) (ARG S ER T IO,

=2\ (1) (1= ) (hr,(\) = bz, (2)),
oTy — 14 e B

x (1 —e*T3)
Si le signe de la dérivée de la fonction hr,(x) reste le méme pour tout = € R} alors \ # 2

ou hp,(x) =

implique que le déterminant est non nul. La dérivée A7, vaut

T3 (1 — e_g”Tf“’) T (1 — e_g”Tf“’) — <$T36_$T3 + (1 — e‘xT3)> (ng -1+ e‘xT3)

x2 (1 — e—”CT-‘i)2

h, (z) =

2
(1 . e—ng) _ 2T20-2Ts e—oTs (erT3 +e2Ts _ 9 _ x2T32>

z? (1 — 6*2T3)2 B 22 (1 — e*xT3)2

e 15 (2 cosh(xT3) — 2 — 22T%)

2 (1 — e*wT3)2

En décomposant en série le cosinus hyperbolique, nous pouvons réécrire le numérateur

comme suit

T 0 T 2 o] T 2n
e T (2cosh(aTy) — 2 — 2°TF) = ¢ (2 <<I0f) + (x2f> +3 %2;))! ) . x2T32>

n=0

T 2n
— _IT3<2+$2T2_2_ 2T2+QZ $3) )

(2n)!
—aTs xTy
-2 S

qui est strictement positif pour tout z € R et T3 > 0. Ainsi, la fonction hyp, est strictement
croissante pour tout 73 > 0. Cela implique que hr,(z) # hr,(y) si © # y et en particulier que
le déterminant est nul si A = 2, A = 0, g9 # o1 ou cos(d) = 0 ou sin(f) = 0. Or sous les
hypotheses du systeme, A # {0,2}, cos(f) # 0 ou sin(f) # 0 et gy # o1 donc le déterminant
est non nul pour () = 1 et py(t) = t. La deuxiéme condition du théoreme est vérifiée;

Do ®((ug, vo), (1, c2)) est un homéomorphisme linéaire de R? dans R?.
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En utilisant le théoreme des fonctions implicites, nous obtenons qu’il existe une application
continue unique 7 de Uy dans R? telle que 7(0,0) = (0,0), (z,7(2)) € R? x R? et ®(2,n(2)) =
(0,0) pour tout z € U,.

Nous obtenons ainsi qu'il est possible d’atteindre exactement le point (0,0) dans le systéme
depuis toute condition initiale prise dans son voisinage en un temps fini 75. En repara-
métrisant le systéeme , nous avons montré qu’il est possible d’atteindre le point (—1,0) en

temps fini depuis tout point dans son voisinage.

Soit T¢,, le temps défini par T¢,, = max(T1,, T1p) + 1o + T5. 11 est possible de construire une

fonction de controle ¢ telle que depuis toute condition initiale dans Cg, le processus (zf, yf), T,

atteint tout point de Dy en un temps ¢, fini. Cela nous permet de conclure notre preuve.
m

Nous pouvons maintenant prouver le lemme [3.4.6]

Démonstration. D’apres le lemme 3.1 de [13], la condition de Harris sur l'ensemble Cr =
{(z,y) € R?: W(z,y) < R} ot R > 1 et @ € (0,1) implique la condition de couplage local
pour tout A € (0, }2%) et yg=1—« (1 — 2}?) € (0,1).

Ainsi, nous cherchons T¢, R, a et 1 telles que la condition de Harris pour 57, soit vérifiée sur

I’ensemble Cg et telles que A > 0.
Soient 7, la mesure uniforme sur D), telle que / m(dz, dy) = 1.
Dy

Pour tout ensemble borélien E tel que EN Dy = ) et R > 0, n\(E) = 0. Nous avons

directement pour tout t > 0 que
Sin(E) > am(E) [ p=o.
R

La condition de couplage locale avec A > 0 est donc satisfaite.
Pour tout ensemble borélien E tel que E N Dy # () et ¢ > 0, nous avons

Siu(E) > [ Pi((.y), E)u(dz,dy). (3.39)

D’aprés le lemme [3.4.1] le semi-groupe S; admet une densité par rapport a la mesure de
Lebesgue. Nous réécrivons (3.39)) sous la forme suivante

Sin(E) > [ [ pi((e.v). (2.9)dzdy p(dz, dy).

L’objectif est de minorer ps((z,y), (Z,7)) sur Cg X E.
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Le théoreme 5.1 page 353 de [8I] permet de faire le lien entre le systeme (3.1) et (3.27)).
Notons S([g’fyo), le support de la diffusion de (X¢, Yf)se[o,t] solution de (3.1)). Le support S([g’gyo)
est le plus petit sous-ensemble fermé de {f € C([0,¢],R?), f(0) = (z0,y0) € Cr} tel que
P ((Xj, Y5 ) sepon € S([(a)rf,]yo» = 1. Soit C([Z’gyo)(bi ) I'ensemble des solutions de ((3.27)) sur I'intervalle
de temps [0, t] pour une fonction de contrdle prise dans ’ensemble U des fonctions constantes
par morceaux et de condition initiale (zg,y) € Cg.

D’apres le théoreme 5.1 page 353 de [81],0on a

S — el gy, (3.40)

(z,y)

D’apres le lemme m, il existe une fonction de controle ¢ telle que le processus (7, y{)
peut atteindre tout point de £ C D, en partant de conditions initiales dans Cr en un temps
Ic

R

Ainsi, par le lemme [3.4.7) et le théoréme 5.1 page 353 de [81], pour tout ¢ > T¢,, (z,y) €

Cr, E C D), nous avons

Pi((z,y), E) = /Epi((x,y), (%,7))dzdj > 0.

Il existe donc (zg,yg) € E tel que pi((z,y), (xg,yg)) > 0.

Nous allons montrer que p; est semi-continue inférieurement ce qui permettra de minorer
Pf en utilisant le théoréeme 4 de [47]. En effet, ce théoréme permet de montrer que p§ est

semi-continue inférieurement sous les hypotheses suivantes :

1. 11 existe une suite croissante de compacts K, C K,y de la forme K, = [a,, bn]2 telle
que pour tout (xg,yo) € U,K,, 'unique solution forte (X, Y;)i>o de (3.1) en partant
de (zo,70) au temps 0 satisfait que les temps d’arrét T, := inf{t > 0: (X, Y;) ¢ K,}

tendent vers l'infini presque stirement quand n tend vers l'infini.

2. Les coefficients de dérive et de diffusion de (3.1)) appartiennent & C;°(K,,R) pour tout

n.

3. Il existe un intervalle ouvert U C R tel que 'EDS
dX; = XE(1 — (X5)?)dt + £ cos(0)o(XF)dW,;

a une solution forte unique prenant des valeurs dans U, pour tout X§ € U.

Montrons que ces propriétés sont vérifies. Définissons la suite d’ensemble K, = [—n,n]%.
La suite de temps d’arrét T), est similaire a 7, défini par (3.12). Or, nous avons montré dans
la preuve de [3.3.2] que la suite des 7, tend vers l'infini presque stirement quand n tend vers

Iinfini. L’hypothese 1 est vérifiée. Les coefficients de dérive et de diffusion sont polynomiaux
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ce qui permet de vérifier 'Hypothese 2.
o] of
Quand o7 # 0, pour = = ——0, nous avons o(z) = 0. Soit U'intervalle U = R\ <—oo, —0}
01 01
Si oy > 0, en considérant la premiére composante du systeme (3.1]) et une condition initiale prise

dans U, nous montrons que I’'Hypothese 3 est bien vérifiée. On procéde de la méme maniere si
o
o1 <0 avec U = R\ {—0,oo>.

01
Nous obtenons la minoration suivante

P ((z,y), E) =2 an(V(zp,yp)) > 0, (3.41)

ol le voisinage V(zg, yg) = {(z,y) € R%, ||(z,y) — (zg, yr)|| < 6} pour § > 0.

Nous obtenons ainsi

Su(E) > an(E) [ p(dr.dy).

La condition de Harris est donc vérifiée sur 'ensemble Cg.
H

En utilisant les lemmes et nous pouvons appliquer le théoréme 5.2 p.26 de [13].
Nous obtenons ainsi l'existence et I'unicité d’une mesure invariante 7° pour le systeme (3.1).
Le lemme permet d’obtenir I'existence d’'une densité par rapport a la mesure de Lebesgue

et ainsi, prouvons le théoreme |3.2.3]

3.4.2 Preuve du théoréme [3.2.4]

La preuve du théoreme [3.2.4] est séparée en deux parties :
1. la preuve de la tension de la suite (7°)_cjq .-
2. identification des valeurs d’adhérence de (7°)_g¢ . |-

1) Tension de la suite (7?5)5610780[

Notons B(R) la boule ouverte de rayon R. Nous allons montrer que ¥ 6 > 0,3 R > 0 tel
que Ve €]0, e[
7 (R*™N\B(R)) < 6. (3.42)
Pour montrer cela, nous introduisons la mesure d’occupation ¢ définie par

1 t
r(t, (x0, 0), R*\B(R)) = ;/0 Py (1{R2\‘B(R)}(x07y0)> ds,

(3.43)

1 t
= 3 /0 Ewon) (Lrzmmy (X5, Y7)) ds,

ot (z9,v0) € R%
Nous allons montrer que V6 > 0,3 R > 0tel que V¢ >0, Ve €]0, 0|
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r¥(t, (20, 40), RN\B(R)) < 6. (3.44)

En effet, cette condition assure en particulier que {r(¢, (o, yo), -) }t>0.<e, €st tendue. L'uni-
cité de la mesure invariante obtenue par le théoréme entraine que {7°(t, (o, Yo), -) }+>0,c<eo
converge, quand ¢ tend vers l'infini, vers 7° et que la condition est vérifiée.

En utilisant les coefficients de la proposition , nous avons pour tout (z,y) € R?

LW (x,y) < sup LW(x,y)
l@.w)||I>R (3.45)

<o —a« inf  Wi(x,y),
= T @y R ()

oll v et g sont des constantes strictement positives indépendantes de € €]0, &¢[. Or, la fonction
W est défini par W (z,y) = 1 + 2% + 3*. On peut majorer I'inégalité ([3.45) par

,CEW(QZ, y) <a;— Oég(l + RQ)]]_{“(x’y)||>R}, (346)

En appliquant la formule de Dynkin au processus (X7, Y;®) solution de ({3.1)) avec le temps

d’arrét 7, défini par ([3.12)), nous avons pour un temps ¢ > 0 fixé et condition initiale (zg, y9) € R?
tATh
Etvoun W (Xirn, Yir) = Wiaow) + B ([ £W (X2 YD) ds) . (347)
pour n € N.

En combinant les équations (3.47)) et -, nous avons

ErosnW (Xin Vi) < Wixo,g0) +on (EAT)
—as(1 + RA)E wy0) (S Loz vey>myds)

tATh
& g1+ R*)Ey ) ( /0 ]1{||<X§,Y:>|>R}d8> < W0, %) — EoyW (Xirr, Vi, )
+o (t/\Tn).

Or, V (x,y) € R?, W(x,y) > 0. Nous en déduisons

tATh
OéQ(l + RQ)[E(xmyo) (/0 :[I_{H(X5€7YS€ |>R}d8) < W(l’g, yo) + oq (t N Tn) . (348)

Dans la preuve du lemme [3.3.2] nous avons montré que le temps d’arrét 7,, définit par (3.12))

tend presque surement vers l'infini quand n tend vers l'infini.
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De plus, nous avons V ¢ €]0, go[

. tATh ) tATh
lim E(z,4,) ( /0 1{|<X5,Y:>|>R}d<9) = lim E (@0,90) (31{|\(X5,Y:>||>R}> ds

n—oo n—o0 0

= hm (t A Tn) T'E (t VAN Tn, (ZL'(), yO)u [RQ\\%(R))

n—oo
= tr° (t7 ([Eo, y())’ [RQ\\%(R)) :
Ainsi, en faisant tendre n vers U'infini dans (3.48)), nous obtenons

7fa{l + W(ZE07 yO)

tr° (¢, (w0, 90), R*\B(R)) < SR (3.49)
pour tous t > 1 et (zg,y0) € R%
D’apres le théoreme , en reprenant , nous obtenons en prenant ¢t — 0o
m(R\B(R)) < “ajgvf];;if”
Nous pouvons donc en conclure que la famille des (7%).¢jo.,[ €st tendue.
2) Identification des valeurs d’adhérence de (7°).¢pg o
Introduisons lopérateur £ défini pour tout f € C°(R?) par
Lf(r,y) =2l —2*)3(z,y) — Mygh(a,y). (3.50)
Montrons que toute valeur d’adhérence 7 vérifie
/RQ Lf(z,y)n(de,dy) =0, YfeCZ(R?). (3.51)

La mesure 7 est une valeur d’adhérence donc il existe une sous suite (), > 0 qui tend vers

0 quand k tend vers l'infini telle que klim (mek — ) = 0.
—00
Soit f € C>(R?). Décomposons /2 Lf(x,y)r(dz,dy) comme suit :
R

L ct@yntdrdy) = [ £y (n(dr.dy) - 5 (dr, dy)
+ /[RQ L f(x,y)m* (dz, dy) (3.52)
+ . (L — L) f(xz,y)n*(dx, dy).
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La suite de mesures (7°%),, <., converge étroitement vers 7. Le premier terme de droite dans
(3.52) tend vers 0 quand e T 0 et le second terme est égal a 0, car m°¢ est une mesure
—+00
invariante.

En majorant le troisiéme terme, nous obtenons pour toute fonction test f € C2°(R?)

[ e o) - £t ety < G [ o) (S HLE0

Ox? y? ) e, 4y)

o(2) (32f(rc,y) N 02f(x,y)>‘> y

2
< Ck sup
- 2 (zy) 0x? Oy?

2
S Of gku

1 Of(z,y) 32f(:v,y)>
WO = =
o (w,syl)lgﬂ?"’ <U($) ( Ox? y?

Nous obtenons que le troisieme terme de droite de (3.52)) tend vers 0 quand ¢, — 0.
k——+o0

><+oo.

Cherchons maintenant a caractériser le support de la mesure 7. Le processus déterministe
décrit par ([3.15]) est associé a 'opérateur £. Nous avons ainsi pour tout f € C°(R?)

Fon ) = £Goo,o) + [ £5 (0 )ds,

ol (g, y0) € R? est la condition initiale.

En intégrant par rapport a 7(xg, yo), nous obtenons

/ [ (@i, ye)m(dzo, dyo) = / f (o, yo)m(dzo, dyo) +/ /t Lf(xs,ys)ds m(dxo, dyo).
R2 R2 r2 Jo

Notons

et

hi (20, Y0) = To
V1 — 2k + xde?

et h?(zo,y0) = yoe . D’apreés la proposition [3.3.4] nous avons (z,4:) = (hi (xo, yo), b2 (20, v0))-
Pour tout ¢ > 0, les fonctions A} (zo, yo) et hi(xo,yo) sont continues et dérivables sur R?. Nous
avons donc pour tout t > 0, fohl € Cl et foh? € C}. Cela implique donc par (3.51)) que
/[RQ Lf o (hY, h2)(zo, yo)m(do, dyo) = 0.

En prenant la limite quand ¢ — +o00 et en utilisant la proposition [3.3.4) il en résulte

/[R2 f (2131(x0<0) + 221 (zy=0) + 23]1(zo>0)) 7(dxo, dyo) = /[R? f (o, yo)m(dzo, dyo). (3.53)

Pour z € R?, soit la fonction f, € C:°(R?) définie par
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1
exp (— TP 2) stz = (x,y)| < 1,
) ]

0 , sinon.

Soient 21, 2o et z3 les points définis par (3.3]). En prenant la fonction f,, dans (3.53)), nous

obtenons

/[R2 (f2, (z1) = [, (%0, 90)) m(dxg, dyo) = 0.

Or, pour (z,y) € R*\ {21}, nous avons f,, (z1) > f., (z,y). Il en résulte que pour tout (z,y) €
| — 00,0[XR, seul le point z; est dans le support de 7. En procédant de maniere similaire avec
les fonctions f,, et f.,, nous obtenons que le support de 7 est I’ensemble des points d’équilibre
du systéme déterministe {z1, 22, 23}. Ainsi, nous concluons la preuve du théoréeme m
Remarque : Les valeurs d’adhérence de la suite (7¢).., sont une combinaison des équilibres

du systeme déterministe.

3.5 Support de la mesure invariante quand le coeflicient

de diffusion tend vers O

Dans cette section, nous étudions les éléments nécessaires a la preuve du théoreme [3.2.5]
Tout d’abord, précisons que I'intuition du théoréme en utilisant 'approche de [22]. Cette
méthode est compatible avec des EDS dont la matrice de diffusion est non inversible. Néanmoins,
cette méthode introduit encadrement avec des limites inférieurs et supérieurs qui sont plus
compliqués a manipuler que I'approche développée dans [31].

Nous étendons a notre systeme d’EDS la méthode développée dans [3I] Chapitre 6. Cette

méthode basée sur I’étude du controle nécessite que la matrice de diffusion associée au systeme
d’EDS soit inversible. Notre systéme ne vérifie pas cette propriété, nous avons donc di modifier
la quantité pour laquelle I'inverse était nécessaire. Nous avons ensuite reproduit le raisonnement
pour montrer que 7° se concentre hors d'un compact autour du point col, quand ¢ tend vers 0
pour tout oy vérifiant I’'Hypothese [3.2.2]
Les théoremes 4.1 et 4.2 pages 166-167 de [31] permettent de montrer que, pour € fixé, la mesure
invariante se concentre sur les équilibres stables du systeme et sous une certaine condition, que
la mesure invariante 7¢ converge faiblement vers une unique mesure my qui se concentre sur
I'un des points d’équilibre stables. Ces théoremes reposent sur I’étude des cotits de passage d'un
compact contenant un point d’équilibre du systeme a un autre.

Avant toute chose, nous introduisons les différentes notations et notions nécessaires pour
prouver le théoreme [3.2.5 Puis, nous séparons la preuve en deux cas : 0 = 0 et 0y €
| — 00,00[\{0}. Enfin, une fois ces résultats obtenus pour un ¢ petit, nous allons prouver

le théoréme [3.2.5 en faisant tendre € vers 0.
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3.5.1 Introduction des notations

Nous adaptons les notations introduites dans [31]Chapitre 6 a notre cas d’étude.
1
Introduisons, pour tout § € }07 2[, les trois intervalles compacts disjoints K?, K3 et K3
définis par

K ={z eR, |z — z;]* < 6%}, (3.54)

oux; =i—2, i € {1,2,3} est la premiére composante des points définis par (3.3)). Dans la suite
1
et pour simplifier les notations, nous fixons ¢ € }0, 3 { tel que pour tout i € {1,2,3}, K? € Dy

et nous notons K; au lieu de K?.

Remarque : On définit des bandes K; contrairement aux boules définies dans [31], car la
premiere composante est la composante principale du systéme et le coefficient de dérive
de la deuxieme composante pousse cette derniere a étre proche de 0.

En utilisant le théoréme [3.4.7], nous savons qu'il existe des fonctions de controle constantes
par morceaux telles que 'on atteint un compact K; en partant de K, oui # j et i, j € {1,2,3}.
Or, nous souhaitons déterminer la fonction de contrdle optimale pour passer d’'un compact a un
autre en un temps 7. Introduisons la fonctionnelle d’action associée a o Cor(R) = RT
définie pour tout € €]0,e¢[ et 0 €] — m, [\, {O, :I:g} par

1

S5r((e)en) = o /0 " 1o(s, 2%, 5)ds, (3.55)

(e cos

ou le lagrangien L7(t,z{,&]) est défini par

La(t,l'f,i‘f> _ ; [ib‘f — mi((if_) (mf) )] )

La trajectoire (x7)icjor] est solution de la premiere composante du systéme de controle
(3.27) pour la fonction de controle ¢ € C([0,T], R).

Remarque : Contrairement au cas décrit dans [31], la matrice de diffusion de n’est pas
inversible. Nous choisissons donc de définir la fonctionnelle d’action en nous concentrant sur
la composante en x du systeme. En effet, nous souhaitons nous déplacer d'un point d’équilibre
a un autre, ces points sont alignés sur ’axe des abscisses ainsi nous restreignons le cofiit des
trajectoires au déplacement sur ’axe des abscisses. Cela nous permet de réduire notre probleme
en deux dimensions a un probléme en une dimension.

La fonction de cotit pour le passage d'un compact K; a un compact K; est définie par

Vi; = iIlf{ gT((If)tZO)v (mg’0> € K, (I%’()) < Kj}'

a
j
Nous définissons également la matrice de cotit P? par

P .= (V-q

K )i,je{1,2,3} ’
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Pour I'étude du passage d'un compact K; a un compact K, on doit définir la notion de

stabilité pour les compacts.

Définition 3.5.1. Un compact K; est stable si pour tout j € {1,2,3} \ {i}, V|7 > 0 et instable
s’il existe j € {1,2,3} \ {i}, V;7 = 0.

Avant de détailler les cofits de passage globaux, on doit introduire les graphes G {i}. Un
graphe de m — n, ou m € {1,2,3}\ {i}, n € {1,2,3} et n # m, est appelé un graphe G {i}

s’il vérifie les conditions suivantes :
1. chaque point m € {1,2,3} \ {i} est le point initial d’exactement une fleche,
2. le graphe n’admet pas de cycle.
Par exemple, les graphes allant de {2,3} & {1,2,3} qui sont aussi des G {i} graphes sont :

g=1{2—-1,3—-1}, ={2—-1,3—>2} et g5={2—3,3 -1}

pour les autres graphes allant de {2,3} a {1,2,3}, tel que {2 — 2,3 — 1}, I'une des deux
conditions n’est pas vérifiées.
Le cotit de passage global vers le compact K; sur 'ensemble des graphes qui permettent

d’accéder a K; depuis un autre compact est la quantité W (K;) définie par

Wo(K;) = min > V7. (3.56)

9eG{i} (m—n)eg "

Gréace a la modification de la fonctionnelle d’action, il est possible d’utiliser dans [3I] Théoremes

4.1 et 4.2 page 166-167. Ces théoremes ainsi que le calcul des quantités W7 (K;) et Erllizng}W"(Ki),
1€1,2,

permettront de prouver le théoréme |3.2.5]

3.5.2 Coeflicient de diffusion constant

Le cas 01 = 0 consiste a prendre o(x) = 0y dans le systeme d’EDS ({3.1). Nous allons main-
tenant calculer les différentes quantités introduites dans la section précédente. La proposition

suivante permet de calculer les extrema de Sg%((x})i>0)-

Proposition 3.5.2. Les extrema de Sg%((xf)i>0) sont atteints pour (zf)i>o solution de

if = +af (1 - (a7)?).

Démonstration. D’apres le Corollaire 3.38 page 114 de [21], si (27 );>¢ satisfait 'équation d’Euler-

Lagrange, alors (x7);>0 est un extremum de la fonctionnelle Sg%.
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Ainsi, nous cherchons (z7);>0 solution de

oLo° _ i oL7°
oxf  dt \ 0xf

o (3 = a8(1— (9)) ()2 — 1) — 2 (i — w2(1 — (29)%)) =0
& (3 — 221 - (@)) Bf)* —1) — (7 — i£(1 - 3(x£)*)) = 0

& @7 —af(1— (29)")(1 - 3(2%)*) = 0.

En multipliant par ¥ et en intégrant par rapport au temps, nous avons

t t
[ agizds = [azaz(i - @9)*)(1 - 3(a9)*)ds
0 0

& (@)= (f)" = 2D + (=) + (28)* — (28)° + 2(28)" — (25)”
2 2
& (@)= (=) (1— @)?) + (@) — (@) (1 - @5)*) "
Nous obtenons bien que les extrema sont atteints pour (zf);>o solution de

zf = +af (1 - (;Ef)Q) , pour tout ¢ > 0.

]

Remarque : Lorsque la fonction de controle ¢, est telle que i} R (1 — (xf +)2), alors
(af +)t20 suit le flot du champ de vecteurs du systeme déterministe. En revanche quand la fonc-
tion ¢; est telle que (xf )i>o est solution de #f = —af (1 - (mff)Q), alors (zf )i remonte

le flot.

D’aprés la proposition [3.3.4] lorsque ¢; est égale a 0 pour tout ¢ > 0, les trajectoires
(@4, y1)i>0 sont connues explicitement. Lorsque la trajectoire de (zf);>¢ remonte le flot, les

trajectoires peuvent aussi étre calculées explicitement.

Proposition 3.5.3. Quand la fonction @; est telle que (xf )i>o est solution de if = —xf (1 - (xf_)z),
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alors les trajectoires de (xf ,yf )iso solution de (3.27) sont données explicitement par

,(t) —Sign(x0)26(2t+c1)
gD —
gog cos(f) (eGtte) + 1)%
- 1
¢ . I
xT (t) —Slgn($0> e(2t+c1) +1 (357)
_ 2tan(6 F §7 A + 1’ A + 2’ _e(2t+cl) €(2t+cl)
y¥ (t) :Czei/\t — Sign(xo) )2 1 (2 2 2 )

(A+2) ’

ou ¢ une constante telle que (xo,y0) € K;, j € {1,2,3} et oFy la fonction hypergéométrique

définie par

& (D)r(ba)r 2*
2F1<b1ab27b372) D kz::o (b3)k k"’

ot ()i est le symbole de Pochhammer défini par (b), =b(b+1)---(b+n—1).

Démonstration. Pour alléger les notations, remplacons ¢~ par ¢.
Si if = —zf(1 — (2f)?), alors (zf,y{)i>0 est solution de (3.27) avec la fonction de controle

définie par

_ —20f(1L - (@)

t , 3.58
(1) eaq cos(0) (3:58)
Par calcul direct, nous avons que
. 9 . e(2t+c2)
af = —af(1 - (zf)°) =sign(af) ———,

3
2

(e(2t+cz) + 1)

1
v/ e(2t+c2) +1 '

En utilisant I'expression de ¢;, nous cherchons y{ qui vérifie la deuxiéme équation dans

(3.27)), c’est-a-dire

pour xf = sign(z{)

) ] 2 tan(f)e2tte2)
Go(t) = My (1) — sign(af) 2RO
(€(2t+c2) + 1)2

Considérons = € K3 (le calcul est similaire pour zf € K;). Apreés le changement de variable

u = e®*) le probléeme revient alors & chercher w(u) telle que

(3.59)

Soit wy (u) définie par

. o\ a2 2utan(6).Fy (%, % +1, % + 2 —u)
w(u) := ky exp - Juc - N2 :
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d b((1—u)"*—5 Fi(a,b,b+1
En utilisant que T oF1(a,b,b+ 1,u) = (@ - 2 Fi(a,b,b+ ,u))’ nous avons
u u
- Ace\ ., 2tan(6) 3 A A
S— A P A2, 241,242
wy (u) 5 1 €Xp 5 U )\+221 272+,2+7 U
2tan(f) d 3\
SR A (AT (AR F
T2 d21<2’2+’2+’ “)

A+2 5 T\272 2

1 3 A A
—tan(@) | —— — F1 | =, =+1,=+2;—
an()<(l+u)2 2 1(2 2+ 2+ U>>

—A A Atan(# A A tan(6
2

= _—)\kl exp (A@) T — 2 tan(6) F <3 A +1, i + 2; —u)

2u 2 A+2 5 ' 272 2 1+ )
A tan (0
o) = — 2wy — 22O
2u (u+1)2

Nous avons ainsi que w;(u) est solution de (3.59) et en posant y#(t) := w;(e?*)), nous

obtenons la forme de y¥(t) attendue.
[

La proposition permet de calculer Si explicitement. Nous obtenons ainsi le corollaire

suivant

Corollaire 3.5.4. La fonctionnelle d’action Sgp vaut

st x¥ est solution de

0 b o_ P ©\2
zf =axf (1—(zf)%),
Sor((f)i=0) =
1 e2(2T+c1) e2c1 si ¥ est solution de
(209 cos(6))? [(emm) +1)2 (en 1)2] if = —xf (1 - (zf)?),

. 1
ot ¢; = In <<xg>2 — 1).
©

Démonstration. Si (zf)s>o est solution de @f = zf (1 — (zf)?), alors nous obtenons

Sor((xf)iz0) = N /T [:t-“" —2¥(1 - (m‘p)2)]2 ds
TR Jt= 2(eocos(#))?Jo L O F B
= 0.
Si (zf):>0 est solution de &f = —zf (1 — (zf)?), alors nous avons
1 T 2
o0 (%) _ 2
Sor((@f)e=0) = 2(50005(9))2/0 [—%f(l — (27) )] ds.
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1
Pour zf = +——————, ol ¢; et le signe de z¥ dépendent de la condition initiale. Nous
e(2t+c1) +1

avons donc

o ¥ 1 T e2(2s+er)
Sor((@f)e=0) = 2(co COS(Q))Q/O (e(2s+er) 4 1)3d8

1 62(25—1—01) T
2(eo cos(0))? l(€(2s+c1) + 1)2]

0
[l

A partir de la forme explicite des extrema de o3, il est possible de calculer le cotit passage

d’un compact a un autre, comme nous allons le faire dans la proposition suivante.

Proposition 3.5.5. La fonction de coiut du passage d’un compact a un autre s’exprime de la

fagon suivante :

Vol =V720 =0 pour i € {1,2,3},
1 62(2T+Cz) 6202
Voo — — € 11, 3}.
Jj2 2(80’0 COS(@))Z (e(zTJrCQ) + 1)2 (602 + 1)2 pour j { }

Démonstration. La proposition [3.3.4] nous permet de connaitre les bassins d’attraction des
équilibres du systeme déterministe. Ainsi, nous accédons par le flot aux compacts K;, i € {1,3}
a partir du compact K, et a chaque compact K;, i € {1,3} depuis lui-méme. Pour accéder au
compact K, a partir du compact K; ou du compact K3, la trajectoire doit remonter le flot.
En utilisant le Corollaire [3.5.4] nous obtenons

si le compact K; est accessible

Voo — par le flot depuis K,
LY 1 e2(2T+c2) e2c2

2(e00 cos(0))? | (e(2T+e) 4 1)? - (s + 1) sinon.

]

En utilisant que pour passer du compact K; a K3, il faut passer par K, nous obtenons que

la matrice de cotit associée a (3.1)) pour o(x) = 0¢ est définie par
0 vy Wiy
P=10 0 01, (3.60)
Vi Vig 0
ou ViR = Vii? = Vi° = V4% sont donnés explicitement dans la proposition [3.5.5]
Corollaire 3.5.6. Les compacts K et K3 sont stables et le compact Ko est instable.

Démonstration. En utilisant la proposition [3.5.5] et la définition [3.5.1 nous avons V5° = 0 et
2, VIR, Ve et Vi sont strictement supérieurs a 0, ce qui nous permet de conclure la preuve.

]
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En utilisant la proposition et |3.5.5, nous calculons les quantités W (K;) pour i € {1,2,3}
ot W (K;) a été défini en (3.50).

Proposition 3.5.7. Les valeurs de W°(K;) pour i € {1,2,3} sont
WKL) = Viy, W(Ky) = 2Viy et W(KG5) = Vi

Démonstration. Soient g3 = {2 —1,3 =1}, o ={2— 1,3 > 2} et g3 = {2 — 3,3 — 1} les
différents graphes inclus dans G {1}. A P'aide de la matrice de cofit (3.60)), nous calculons

> Voo, Nous trouvons ainsi
(m—n)€g;

> Vi =04V,

(m—n)Egr

> V=04V,

(m—n)€ga

> V=04V
(m—n)€gs
Nous obtenons donc bien W (K;) = V/%. Raisonnons de maniere similaire pour les deux autres
compacts Ky et Kj.
[

Remarque : La quantité I{Igl?’} W (K;) = V% nest pas atteinte par le compact instable

- .]e <
K5. En revanche, elle est atteinte par les deux compacts stables K7 et Kj.

Nous avons maintenant calculé toutes les quantités nécessaires pour appliquer [3I[Théoréme

4.1 page 166, nous obtenons le théoréme suivant.

Théoréme 3.5.8. La suite (7%).<., converge quand € tend vers 0 vers une mesure w définie
par

1 1
= =5 iy P
T = 50(-10 T 5000

Démonstration. En utilisant le théoreme 4.1 page 166 de [31] pour une fonctionnelle d’action
définie par , il est possible d’encadrer la valeur de la mesure invariante sur les compacts
K;, i€ {1,2,3}.

Nous obtenons qu’il existe v > 0 tel que n°(K;) appartient a I'intervalle

[exp (—52 (W”O(Ki) —min W (Kj;) + 7)) , €Xp (—52 <W"°(KZ~) —min WP(K;) — fy))} :

j j
Quand £ — 0, la mesure invariante se concentre sur les seuls compacts K; pour lesquels

WUO(KZ') = min W? (KJ>

j€{1,2,3}
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La quantité %%13} W (K;) n'est pas atteinte par le compact instable K,. Si W (K;) #
je 1<

min W (Kj;), alors
J

exp (—62 (WUO(Ki) — mjin W (K;) £ ’y)) p—v: 0.
La mesure invariante se concentre dans les compacts K; et K3 pour lesquels W (K;) =
W (K3) = min W (K;) = V|3’ et non dans le compact instable K.
Le systeme est symétrique par rapport a l'axe x = 0 ainsi nous avons 7°(Liz<q}) =
7 (L{zs0y) = 5 et 7°(K;) = 7°(K3). En utilisant le théoréme les valeurs d’adhérence des
(7°)e<e, sont une combinaison linéaire des équilibres du systéme ([3.15)). Ainsi, nous obtenons

que la mesure limite 7 de (7°)., est bien de la forme

1 1
- iy .
T = 5010 T 5000

3.5.3 Coefficient de diffusion linéaire

Considérons maintenant que oy # 0 et vérifie I’'Hypothese [3.2.2 Comme dans la section
précédente, nous calculons les quantités W7 (K;), i € {1, 2, 3}.
Contrairement a la section précédente, nous ne pouvons pas calculer explicitement les fonc-

tions de cotit. Nous allons donc les encadrer dans la proposition suivante.

Proposition 3.5.9. Sous l’Hypothése la matrice de coit associée a (3.1)) est définie par

0 V2 Vih
p=(o o o[, (3.61)
Vg Vg 0

ou
Ve >V >0 siop >0,
Vi > V5 >0 siop <O.

g — O

Démonstration. Soit § € ]0, ! [, supposons o1 > 0 et x €] — (1 + 9),0[. Nous détaillons

01
I’encadrement du cofit de passage de K; vers Kj. Sous 'Hypothese [3.2.2, nous avons les enca-

drements suivants
00—(1“‘5)01 < U(ZL‘) < 0y

s (00— (1+0o)> > o@)? > oy

2
0p

T o= (L4 0))

> Vg o> A
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1 p2(2T+c1) p2e1

ou A = 2(500 cos(@))z (6(2T+C1) n 1)2 — (ecl n 1)2 et ¢; une constante positive.

Nous faisons de méme pour I'encadrement du cofit de passage de K3 vers K5 et nous obtenons

2
Og

(00 + (1 + 5)01)

;A < Vg < A

Nous en déduisons que V5 > V5 > 0. Nous effectuons le méme raisonnement pour o; < 0

et nous obtenons que Vg, > V|5 > 0.

Cela nous permet de calculer W7 (K;) pour i € {1,2,3}.

Proposition 3.5.10. Les valeurs de W7 (K;) pour i € {1,2,3} sont

WKL) = Vi, WO(Ky) = Vig + Vg et W7 (K3) = Vi

Démonstration. Soient ¢y = {2 - 1,3 = 1}, o = {2 > 1,3 > 2} et g3 = {2 — 3,3 — 1}, les
différents graphes connectant le compact K; aux compacts K, et K3. A laide de la matrice de
colit définie par (3.61)), nous calculons Y V.7 . Nous trouvons ainsi

(m—n)€g;

> Ve, =0+Vg,

(m—n)€gr

>V, =0+Vg,

(m—n)Egs

> Vi =0+V5,
(m—n)Egs
Nous obtenons donc W?(K;) = V. Un raisonnement similaire peut étre développé pour les

deux autres compacts Ky et K3.

]

Remarque : La quantité min W7(K;) dépend du signe de oy. D’apres la proposition [3.5.9}

J
nous avons V)5 > V& > 0siop > 0et Vi3 > V% > 0siop < 0. Ainsi, pour o7 > 0, seul e
compact K atteint le minimum et pour o7 < 0, c’est le compact K3. Le minimum est atteint

pour les compacts dont la valeur du coefficient de diffusion est la plus faible.
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Théoréme 3.5.11. La suite (7°)..., converge vers une mesure © définie par

(5(170) st o1 <0,
T = (3.62)
5(_1,0) st o1 > 0.

Démonstration. En utilisant le théoréme de [31, théoréeme 4.2 page 167] pour une fonctionnelle
d’action définie par et la proposition 7 nous obtenons la convergence faible quand
€ tend vers 0 de 7 vers une mesure m. Cette mesure se concentre dans le compact K si o1 < 0
et dans K3 si 01 < 0.

De plus, en utilisant le théoreme on sait que les valeurs d’adhérence des (7)., sont

une combinaison linéaire des équilibres du systéeme (3.15)). Ainsi, nous obtenons que la mesure

limite 7 de (7°).<¢, est bien (3.62)).

En combinant les théoremes [3.5.8| et |3.5.11, nous prouvons le théoreme [3.2.5]

3.6 Simulations numériques

Dans cette section, nous illustrons les résultats obtenus dans les sections précédentes. Pour
cela, nous allons regarder pour différentes valeurs de o I’évolution de la trajectoire du processus
(X7, YS)i>0 solution de (3.1]) ainsi que la mesure d’occupation de ce processus définie par .

Nous montrons que pour de petites valeurs de €, nous retrouvons les résultats du théoréme
[3.2.5] Pour cela, nous fixons tous les parameétres excepté o et considérons e fixé et suffisamment
petit. Nous prenons une condition initiale en (1,1) et obtenons les mesures d’occupation (voir
les Figures |3.11} [3.13[ et [3.15)) pour une trajectoire donnée (voir les Figures [3.10} |3.12] et [3.14))

selon le signe de o;.

. 0.040
. 0.035
. 0.030
. 0.025
) 0.020

0.015

0.010

0.005
-2.0 -15 -1.0 -0.5 0).(0 0.5 1.0 15 2.0 0000

F1GURE 3.10 — Exemple de trajectoire pour FIGURE 3.11 — Mesure d’occupation pour

05
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Lorsque o1 = 0, la fonction o(z) est constante et la trajectoire décrite dans la Figure [3.10)

montre que le processus passe d’un équilibre stable a ’autre. Remarquons dans la Figure |3.11

que la mesure d’occupation se concentre sur les deux équilibres stables du systeme, mais sans

pouvoir expliciter les poids sur les équilibres stables. Nous retrouvons que la mesure invariante

se concentre hors du point col.

FIGURE 3.12 — Exemple de trajectoire pour

0.8

07

0.6

05

0.4

03

02

0.1

0.0

| . i
-2.0
-2.0 -15 -1.0 -05 0.0 05 1.0 15 2.0
X

FI1GURE 3.13 — Mesure d’occupation pour
o1 <0

o1 <0

Pour 0, < 0, la valeur du coefficient de diffusion est plus élevée pour les x négatifs que pour

les = positifs. Dans la Figure [3.13] la mesure d’occupation se concentre dans un voisinage du

point d’équilibre (1,0), soit I’équilibre stable ayant la valeur de coefficient de diffusion la plus
faible.

0.8

07

0.6

05

0.4

03

02

2.0 -1.5 -1.0 -05 0.0 05 1.0 15 2.0
X

-2.0

0.0

FIGURE 3.14 — Exemple de trajectoire pour

FI1GURE 3.15 — Mesure d’occupation pour

Pour o; > 0, dans la Figure et bien que la condition initiale soit prise en (1,1), la
mesure invariante se concentre dans un voisinage du point d’équilibre (—1,0). Dans la Figure
3.14] la trajectoire du processus passe par I’équilibre stable en (1,0) avant d’aller autour de

I'équilibre (—1,0) et d’y rester. Le temps passé par le processus en (1,0) est négligeable par
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rapport a celui passé en (—1,0). En effet, en Figure , on remarque que la mesure invariante
ne se concentre pas I’équilibre (1,0).

Remarque : Dans ces simulations, nous avons pris € = 5. Ce choix est motivé par le fait que
si on prend ¢ faible, le temps pour voir le passage d'un équilibre a I'autre est élevé. Remarquons
que la mesure invariante 7° est assez concentrée sur les équilibres stables du systeme bien que

la valeur de € soit élevée.

Ces observations confirment ce que nous avons montré dans les sections précédentes : la
mesure invariante 7, quand ¢ tend vers 0, se concentre autour du point d’équilibre stable pour
lequel la valeur du coefficient de diffusion est la moins élevée si o; # 0 et sur les deux équilibres

stables si o1 = 0.
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Chapitre 4

Extension des résultats concernant le

systéme (3.1) au systeme (2.7) et

conjecture pour le systeme (2.5)

Introduction

L’objectif dans ce chapitre est de faire le lien entre les deux chapitres précédents. A cause
des différences entre le systeme reparamétrisé et le systeme étudié (3.1)), nous étendons les
résultats des théoremes et au systeme stochastique approché . Nous revenons
ensuite au systeme et nous conjecturons que les parametres de pression sociale et de cotit
des comportements jouent un role déterminant dans le comportement en temps long du systeme

(2.5). Nous illustrons numériquement cette conjecture faite sur les parametres du systeme ([2.5)).

4.1 Comportement asymptotique du systeme (2.7

Le systeme est un systeme dégénéré puisque sa matrice de diffusion n’est pas inversible.
Ce systéme, tout comme le systéme (3.1, est dirigé par le méme mouvement brownien sur ses
deux composantes. Néanmoins, la matrice du terme de dérive du systeme , contrairement
a celui du systéme (3.1)), n’est pas une matrice diagonale. A cause de cette différence dans le
terme de dérive, nous ne pouvons pas appliquer directement les théorémes et au
systeme . Nous allons dans cette partie étendre les résultats précédents au systeme .
Notons que le coefficient de diffusion est alors constant. Rappelons que les points d’équilibre
du systéme déterministe associé a (2.7)), comme pour le systéme sont

2z = (—1,0), 22 =(0,0) et z3 = (1,0). (4.1)

Dans cette section, nous obtenons le théoreme suivant :

Théoreme 4.1.1. Soit ¢ € |0, g¢[ fixé. Sous I’Hypothese le processus (X5, Y )i>o solution

de (2.7) admet une unique mesure invariante notée m° qui est a densité par rapport a la mesure
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de Lebesque et il existe des constantes C' > 0 et v > 0 telles que pour tout t > 0

1P((2,y),.) = 7 ()llw < CW (z,y)e", (4.2)

ot la norme || - ||w est rappelée en (3.6), W est la fonction de Liapunov définie par W (z,y) =
1+ 2% + 92 et (x,y) € R

De plus, la suite (7°)c jo,c[ cOnverge quand € — 0 vers une mesure 7 définie par

1 1
= 5521 + §5Z3, (43)

ol 2y et zg sont définis par (4.1)).

Pour prouver le théoréme [£.1.1], nous adaptons I'approche du chapitre précédent. Pour cela,
nous allons reprendre les trois étapes principales de la preuve du théoréme [3.2.3 en montrant
que :

— le générateur associé au systéme admet la fonction de Liapunov W,

— il existe un domaine contenant les points tel que tous les points du domaine sont

accessibles en un temps fini depuis toute condition initiale prise dans un sous ensemble
de R?,

— la probabilité de transition du processus (X5, Y;?):>o solution de (2.7) admet une densité

par rapport a la mesure de Lebesgue.

Introduisons L¢ le générateur infinitésimal associé a défini pour (z,y) € R? et toute
fonction f € CZ(R? R) par

of of

Eef(l‘,y) = )\11’(1 - {L‘2)%([E,y) + (/\317(1 - .172) - AQy)@(xvy)
(4.4)
s men 25w + ).

Lemme 4.1.2. Le générateur infinitésimal L5 défini par (4.4)) vérifie la condition de Liapu-
nov pour W(xz,y) = 1+ 2% + y?, c’est-a-dire, qu’il existe des constantes positives oy et o

indépendantes de ¢ € [0, g¢] telles que

EEW S a1 — OéQW (45)

Démonstration. Nous allons prouver qu’il existe des constantes positives a; et s pour lesquelles

(4.5]) est vérifiée. Nous avons

LW (z,y) =2 21— 2%) — 2099 + 20 3yz(1 — %) + (e0)>.
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En utilisant 22y < 22 + »2, nous obtenons

LW (z,y) < (e0)? +202%(1 — %) — 2002 + A3(2? + y?) (1 — 2?)

< (e
< (e0)? + (21 + A3)2?(1 — 22) — 4% (20 — A3(1 — 2?%)).

En utilisant qu’il existe des constantes positives ¢; et ¢y telles que 22(1 — 2?) < ¢ — o2, nous

pouvons majorer le second terme (2X\; + A3)z?(1 — %) par ¢z — c42% ot c3 = (21 + A3)cy et
Cqy = (2/\1 + )\3)62.

2 > 1, le coefficient devant y? est négatif. De plus, 2\ — A3 > 0, et le coefficient

Lorsque z

devant y? est également négatif lorsque 2% < 1.

Nous majorons le troisieme terme —y?(2Xy — A3(1 — %)) par —csy? ot c5 = 2Xg — A3 > 0.
Ainsi, nous avons

LW S ) — OfQW,

ot iy = (£90)% + 3 + ¢4 + ¢5 et az = min(cy, c5).

Introduisons le domaine D défini de la maniere suivante :

D :=[-22].

Les points d’équilibre z;, i € {1,2,3} définis par (4.1)) appartiennent bien a D.
Remarque : Le domaine doit étre un compact contenant les points d’équilibre du systéme.
Tous les ensembles choisis de la forme [—a, a]2 avec a > 1 sont admissibles.

Introduisons maintenant le systeme de contrdle associé au processus (X7, Y;?) solution du
systeme (2.7 défini par :

{dxf = Miaf (1 — (2f)*)dt + eo cos()p(t)dt (4.6)

dyf = —ayf + Naaf (1 — (af)2)dt + o sin(0)p(t)dt,

ou la fonction de contrdle ¢ est une fonction continue par morceaux définie sur R,.

Introduisons pour R > 1 l'ensemble Cr = {(z,y) € R*, W(z,y) < R}. Nous pouvons prouver

le lemme suivant.

Lemme 4.1.3. I] existe un temps Tc,, > 0 tel que pour tout (xo,yo) € Cr et (Z,7) € D, il existe

(3
une fonction de controle ¢ telle que (zg,ys) = (xo,yo) et (x:“ﬁcR,y}fcR) = (z,9) ot (zf,y])i>0

est solution de (4.6]).

Démonstration. Nous allons décomposer la preuve en trois parties :
— construire une fonction de contrdle et trouver le temps maximal pour aller d’un point
z € D vers n’importe quel point (Z,7) € D,
— construire une fonction de controle et trouver le temps maximal pour aller de toute

condition initiale (zg,yo) € Cg vers le voisinage d’un point z de D,
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— construire une fonction de controle permettant de passer d’'un voisinage de z a z en un
temps fini.
Pour des raisons de simplicité, nous choisissons z = 2.
De maniere similaire a la preuve du lemme [3.4.7] , introduisons les fonctions de controles
constantes suivantes :

— La fonction ¢g(t) = 0 permet de suivre le flot du systéme déterministe.

— La fonction ¢k (t) = k (resp. ¢_(t) = —k) ou k > 0 est pris suffisamment grand pour

_ . ) cos(#) cos(6)
que la dynamique soit menée par le vecteur resp. — .
sin(6 sin(0)

— Az, (1 — 2?)
e cos(0)o
sante au point (z*,y*) € R2.

— La fonction ¢,(t) = permet d’annuler la dérivée de la premiere compo-

La preuve est similaire a celle faite pour le lemme [3.4.7] Nous allons construire des controles
montrer qu’il est possible depuis toute initialisation prise dans Cr d’atteindre tout point de D.
Soit (xzf*,yf*) solution de (4.6) pour la fonction de contrdle ¢, et de condition initiale

(T4, Ys) € RN\ {0} x R. Le systeme (4.6 pour la fonction de contrdle ¢, se réécrit sous la

—O0
01
dz;* =0
(4.7)
dyf™ = —Xoyf"dt + (A3 — A tan(f)) x, (1 — 22)dt.

forme suivante

En particulier, le point d’équilibre du systeéme (4.7)) est de la forme (x*, — Qe tan(/\e ))z*(xz_l)).

Etape 1 : Construction du contrdle permettant d’atteindre tout point de D

depuis (-1,0). Introduisons les droites (D(_1,0)), (D(—22)) et (D(2,—2)) ayant pour équations
(D-10) =y =tan(0) (v +1)
(D(—2,2)) : y =tan(f) (z +2) + 2 (4.8)
(D(g,—2)) : y =tan(f) (x —2) — 2.

Les droites (D(—22)) et (D(2,—2)) passent par les coins du domaine D; (—=2,2) et (2, —2).
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FIGURE 4.1 — Champs de vecteurs pour les parametres (Ay, Ay, Az, 0) = (16, 35,50, %)

Nous pouvons décomposer cette étape en deux sous étapes : Construire une fonction de
controle qui permet d’atteindre

— les points situés en dessous de la droite D(_; ),

— ceux au-dessus de la droite D(_; ).

La construction de la fonction de controle étant similaire pour atteindre les points au-dessus
et en dessous de la droite D(_; ¢y, nous ne détaillerons que la construction de la fonction per-

mettant d’atteindre les points situés en dessous de la droite D_ ).

De plus, le raisonnement pour construire la fonction de controle permettant d’atteindre les
points situés en dessous de la droite D(_; o) a été fait dans la preuve du lemme étape la.
La seule différence provient du coefficient de dérive dans les systémes et . Les points
d’équilibres des systemes et (@ sont différents. Nous allons donc adapter la condition
au systeme .

Soit D~ ’ensemble des points de D en dessous de la droite (D(_;p)). Cherchons =, € R
tel que le point d’équilibre de , (x*, —M), est en dessous de la droite (Do, _9))
alors nous pourrons construire un contréle pour atteindre tout point de D~.

La condition énoncée ci-dessus est équivalente a 'inégalité suivante, soit z* € R tel que

(A3 — tan(0)A\;) z.((2.)* — 1)

— 3 < tan(f) (z, —2) — 2

= (tan(B)A; — A3) 2o (22 — 1) < Agtan(f) (z. — 2) — 2\,
e flz.) < 0,

(4.9)

olt f(x) = (tan(0)A; — A3) 2® — (tan(0) (A1 + Xa) — A3) x + 2\ (tan(h) + 1).
Sitan(f)A; — A3 # 0, alors il existe z, € R tel que f(x.) < 0 et dans le cas ot tan(6)A\; — A3 =
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—2(tan(f) + 1)
tan(6)
Nous pouvons définir la fonction de controle suivante puisqu’il existe x € R tel que la condi-

tion (4.9) est vérifiée. Soient (x,,y,) € D~ et z, € R vérifiant (4.9). Soit (acf(x“'y“),yqp(x“ y””)

0, alors pour z* < ,ona f(z,) <0.

solution de avec une condition initiale (—1,0) et pour la fonction de controle Do) définie

par
_k(t) pour t < ty,

Plaaye) () = @u(t) pour t € Jt1,to], (4.10)
©x(t) pour t > to,

ol ty = inf {t : x; < w.} et to = inf {t : y7* < tan(0)(v. — z4) + ya} OU (27", y7"),5, est solution

de ([4.7) et de condition initiale (z,, tan(@)(:c* +1)).

Soit T}, = sup {(xa, Ya) € D™, inf {t : (zf(z“’y“),yw(z“ y‘“) = (Za, ya)}}. A partir de ce temps
T1,, il est possible de construire une fonction de controle indépendante de la condition finale
telle que I'on puisse atteindre depuis (—1,0) tout point de D~. En effet, en ajoutant une étape
dite d’attente pendant un temps de Ti, — T **¥*) il est possible d’avoir une fonction de contréle
telle que le temps d’atteinte pour tout point de D~ est Ti,.

Un exemple de trajectoire est donné dans Figure pour une condition finale dans D~.

Y

. AV

-5 -4 -2 0 P 4 &
X

FIGURE 4.2 — Trajectoires de solutions de pour les parametres
(A1, A2, As,0) = <16 35, 50, %) de condition initiale (—1,0) et de condition finale

(—=0.4,—1) € D~ pour la fonction de controle Pz, Les droites D(_22), D(—1,0) et D(2,—2)
sont définis par

Nous procédons de maniere similaire pour les points au-dessus de D(_ o). Soit

+ +
Ty, = sup {(xb, yp) € DT inf {t : (xfm”yb),yf(zb’yb)) = (xp, yb)}} un temps indépendant de la
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condition finale permettant de construire une fonction de contrdle telle que I'on puisse atteindre
depuis (—1,0) tout point de DT. En ajoutant une étape dite d’attente pendant un temps de
Ty, — T, 1(5 ”’yb), il est possible d’avoir une fonction de controle telle que le temps d’atteinte pour
tout point de D est T}y.

Etape 2 : Atteindre le point (-1,0) en partant d’un voisinage de (-1,0).

En nous inspirant de 1’étape 2 dans la preuve du lemme nous construisons une fonction
de contrdle pour atteindre un voisinage de z; = (—1,0) depuis toute condition initiale prise

dans Cp.

Tout d’abord, nous distinguons deux ensembles. Soient I’ensemble Cit = {(z,y) € Cr,z > 0}
et Cp = {(z,y) € Cr,z < 0}.
Soit (zo,y0) € Cr et (mf(fl‘f‘”,yf(*l‘fé)) la solution de (4.6 avec pour condition initiale

(xo,Y0) et pour contrdle, la fonction définie par

0 pour t < tg,

P(-1,-5)(t) = { i (t) pour te <t <tey, (4.11)
0 pour ¢ > t¢ 1,

oll t¢ = sup {(mo,yg) € C}, inf {t : “(xf(fl‘f‘s),yf(fl’f‘g)) - (1,0)” < 51}}, 5 >0 et
tc1 = inf {t s < —1} . Par symétrie sur le flot, le temps d’atteinte d’un des points fixes
stables en suivant le flot est au plus tc.

Soit tco = inf {t : (xffr;clf R Sren ‘”) = CI}} le temps d’atteinte de Cy apres la deuxieme
étape de la fonction de controle ¢ _s). Le temps nécessaire pour atteindre un voisinage (-1, 0)

en partant d’une condition initiale dans Cr est au maximum un temps Tzc B =tec1+1tca+te.
Etape 3 : Atteindre le point (-1,0) en partant d’un voisinage de (-1,0).

Dans un premier temps, nous reparamétrisons le systeme (4.6) en posant z(t) = —1 4 u(¢)
et y(t) = v(t) pour étudier le systeme en (0,0).

Nous obtenons ainsi

{u(t) = =2 \u(t) + ecos(@)op(t) + Ri(u(t)) (4.12)

0(t) = —Au(t) — 2 3u(t) + esin(f)op(t) + Ra(u(t)),
ol Ry(u) = Mu?(3 —u) et Ro(u) = Agu?(3 — u).

L’objectif est d’appliquer le théoreme des fonctions implicites [24, page 275 du théoréme

10.2.1]. Pour cela, nous posons ¢, ., = c1¢1 + Caa, ol @1, 2 € Cp(R?) et Uy un voisinage du
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point (0,0).
En utilisant la méthode de la constante sur la premiere composante du systeme (4.12)), nous

obtenons

t —
up = uge M 4 / £c08(0)0pe, o (5)e 1) ds + Ry (u, t) (4.13)
0

_ t
ou Ry(u,t) :/ Ry (ug)e M1 t=9) s,
0
En utilisant la méthode de la constante sur la deuxiéme composante du systeme (4.12]), nous

avons )
vy = vpe 2t + / (—2X\gts 4 £5i0(0)00e, o, (5)) e 2 ds + Ry(u, t), (4.14)
0

_ t
ou Ry(u,t) :/ Ry (ug)e M9 ds.
0
Soit 7' > 0. En utilisant la variation de la constante sur le systéme ([3.36]) avec la fonction

de controle ¢, ,, nous obtenons le systéme suivant pour toute condition initiale (ug,vy) € Uy

T

e M Ty, +/ £c08(0)0pe, ¢, (5)e 21T =) s
- 0

+R1 (u, T)

®7((ug, vo), (¢1,¢2)) = . (4.15)
e 2Ty, —|—/ £5in(0)0@e, o (8)e 2T ds
0

T _
— / 2ztise 2T =) ds + Ry(u, T),
0

¢ _ T _ _
ol Uy = 6_2’\1tu0+/ 5605(9)09001,62(s)e_QAl(T_s)ds et Ry(u,T) = / —2X\3 Ry (u, $)ds+ Ry(u, T).
0 0

Pour appliquer le théoréme des fonctions implicites, il faut s’assurer qu’il existe (ug, vg) € Uy
et (c1,c2) € R? telles que O ((ug,v9), (c1,c2)) = 0 et qu’il existe T' > 0 telle que la dérivée par-
tielle Dy®T ((ug,v0), (c1,¢2)) soit un homéomorphisme linéaire de R? dans R. Si ces conditions
sont vérifiées alors pour toute condition initiale (ug,vy) € Uy, il existe une fonction n de Uy
dans R? telle que n((u, vo)) = (c1,ca) et ®T((tg, Vo), n(to, Vo)) = 0. La fonction 7 sera une
application qui a toute condition initiale dans Uy associe une fonction de controle permettant
d’atteindre le point (0,0) pour le systéme en un temps 7" fini.

Pour (¢1,¢) = (0,0,0,0), ¢o0 = 0. Nous avons bien ®7((0,0), (0,0)) = 0.
Pour vérifier que la dérivée partielle Do®7 ((ug, vg), (c1, ¢2)) est un homéomorphisme linéaire de

R? dans R, nous calculons Dy®” puis son déterminant. Nous obtenons ainsi

OQur  dur
801 802
DQCI)T((UmUO)? (c1,¢2)) = ) (4.16)
Qur dvr
801 802
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g T
o ot = / e cos(B)apr (s)e M Tds, dur _ / e cos(0)ops(s)e M) ds,
9 0 decy 0
or _ [* Ou i (T
e 20— 2(T—5)
dcy /0 ( As dcy + ESln(e)USOl@)) e ds et
v T Ou, . o
= [ (G @) ) s

Nous obtenons le déterminant suivant

aUT 0vT 8uT 3UT

- 801 802 B (902 8017

det (D2<I>T((uo, vp), (c1, 02)))
(4.17)

0 0
= <0 cos() (AAT)aZ - A2(T)£> ,

T

T
ou Ay(T) :/0 01(8)e 1T =9 ds et Ay(T) :/0 pa(s)e 1 T=9) s,

Pour montrer que Dy®T ((ug, vo), (c1,¢2)) est un homéomorphisme linéaire de R? dans R?, il
faut trouver des fonctions ; et g telles que 'on puisse calculer explicitement A1 Ags — Agy A1o
et montrer que cette valeur est différente de 0.

Supposons que p1(t) = 1 et @o(t) = t et montrons que pour ces fonctions, le déterminant

2\ 1
est non nul. Nous avons alors A;(T) = —; (1 - 6_2’\1T) et A(T) = — (2)\1T —1+ 6—2/\1T),
4N% 4N%
0 0
En sachant que Ay, A\g et 2A\; — A\ sont différents de 0, calculons maintenant T et %
C1 Co

Nous avons

Ovr T Oou, ) Ca(T—s)
de, —/0 ( 2)3 7, —l—esm(@)agpl(s)) e ds

1

T
:‘D\%/O (_250 cos(0)As2 (1 - 6_2)\18) +4deo Sin(@)/\%) e 2(T=5) g

—\oT
:EUZ); /T a26)\25 . 2&1)\16_(2)\1_/\2)5618
1 0
_E7 (% (1 _ e—>\2T) L 2w (e—/\gT _ 6—2/\1T)
AN\ N N1 — Ay
ET

:(2)\1)\2)2(2)\1 ) ( asAa(2X1 — o) + 2a1)\1)\§> (1 _ e—/\zT> . 2611)\1)\% (1 _ 6—2)\1T)>

et
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aUT . T aUS . —Ao(T—s)
s —/0 < 2)3 9 +551n(9)0<p2(8)> e ds

_ L
By
_£o
By

_ 80 1 (% T a1 —@A-A)T /T A2s
_4/\%3 2 <)\2 (62 1)—1—2)\1_)\2 <e 1742 1)+ A asse”*°ds

€o o=l (al (BAQT _ 1) 4 a1 (e—(2>\1—>\g)T _ 1) n ayTe*?T L ay (eAQT _ 1))

T
/ (_2€U cos(0)As (2)\18 -1+ 672’\18> +4eo sin(@))\%s) e T=5) g
0

T
e_AQT/ a12° + agse?® — qre” P8 g
0

eo [ay T ay T T T ay .
|2 (1= 2 T . ol @,
‘“%(Az( ‘ )+2A1—Ag(e e ) + Ao A%( e )>
_ EC ) s
T (20 0)2(20 — o) ((2)\1 — Xo)(a1Ae — ag) + a1>\2) (1 e )
E0 )
+ (2)\1)\2)2(2)\1 — )\2) <a2/\2(2)\1 — )\Q)T — a,l,\g (1 —e 2)\1T)) ’

ol a; = 2cos(0)A3 et ay = 4\3sin(f) — 2a; ;.

Nous obtenons ainsi le déterminant suivant :

8uT 8UT _ 8uT 8UT
861 802 862 801

“2h (1 ) (o (1 ) o (1) )
(T 1) (0 (1 BT g (1))
=asT ((2\ag — 2\a7) (1 — e7M7) = 205 (1 — e 7))
+ asg (1 — 6*2A1T> ((2)\1a4 + ar) (1 _ 6*2A1T) + (2\as + as) (1 B €7A2T>) |
=2\azasT (e 7 — 27
+as (1= 7T (4has (1—e7T) + (20as + ag) (1 — e 7)),
(€0)?

(20220 \2)2(201 — No)
g — ag)\2(2)\1 — )\2), a7 = 2)\1&4 et ag — g — ar.

01\1 as = , Ay = —al)\g, as = (2)\1 — )\2)(&1)\1 — CLQ) — Ay,

Nous allons donc étudier le comportement du déterminant en fonction de différentes valeurs

de )\1, )\2 et )\3.

Etudions le comportement du déterminant quand 7' est proche de 0 en faisant un déve-

loppement limité de e 27 et e=*2T & 'ordre 1. Lorsque T est proche de 0, le déterminant
s’écrit
8uT (%T 8uT 81}T

dcy Ocy B Jcy Ocy

Les parametres vérifient Ay > 2X\; > 0, ainsi pour 7" suffisamment petit, le déterminant est non

= CL3)\2(L1T2 ()\1 — )\2) (2)\1 — )\2) .
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nul. Nous pouvons donc utiliser le théoreme des fonctions implicites.

Nous obtenons alors qu’il existe un voisinage ouvert Uy de (0,0) dans R tel que pour tout
voisinage ouvert U C U, il existe une application continue unique 1 de U dans R? telle que
n(0,0) = (0,0), (2,n(2)) € R? x R? et ®*(2,n(z)) = (0,0) pour tout z € U.

Nous obtenons ainsi qu'il est possible d’atteindre exactement le point (0,0) dans le systéme
depuis toute condition initiale prise dans son voisinage en un temps fini 7. En repara-
métrisant le systeme , nous avons montré que nous pouvons atteindre le point (—1,0) en

temps fini dans le systéme (4.6) depuis tout point dans son voisinage.

Soit T¢,, le temps défini par T¢, = sup{Ti., T} + TQC B 4+ T. 1l est possible de construire
une fonction de controle ¢ telle que depuis toute condition initiale dans Cg, le processus
(xf,yf )te[O 7.1 atteint tout point de D en un temps T¢, fini. Cela nous permet de conclure

“*R

notre preuve.

[]

Montrons maintenant que la probabilité de transition du processus (X}, Y);>o admet une

densité par rapport a la mesure de Lebesgue.

Lemme 4.1.4. Sous I’Hypothése|2.2.1, pourt > 0, la probabilité de transition P;((x,vy), (dZ, dy))

admet une densité p;((z,y), (Z,9)) par rapport d la mesure de Lebesgue.

Démonstration. D’apres le Corollaire 7.2 de [72], 1a probabilité de transition de Pf((z,y), (dZ, dy))
admet une densité p5((x,y), (Z,7)) par rapport a la mesure de Lebesgue, si le critere de Hor-
mander est vérifié.

Introduisons les champs de vecteurs Fy = A\z(1 — 22)0, + (Mox(1l — 2?) — \3y)d, et Fi =
eog (cos(0)0, +sin(#)0,). Le générateur infinitésimal s’écrit

LF=F,+ 522F12, (4.18)

ot F} = 03(cos*(0)0y, + sin?(0)0,, + 2 cos() sin(6)d,, ).
Soit Ay, k > 0, la famille de champs de vecteurs définie par Ay = {F1} et Ap1 = Ay U
{[F},G],G € Aj,i = 0,1} ou [U,V] est le crochet de Lie des champs de vecteurs U et V.
Pour i > 0, soit A;(x,y) = vect {g(x,y),g € A;}. Montrons qu’il existe i > 0 tel que pour tout
(z,y) € R?, A;j(x,y) = R2.

Pour k = 0, Ay = {F1}, il existe x tel que Ag(z,y) = R. Pour k = 1, Ay = {F}, [Fo, F1]}.
Pour tout (z,y) € R?, Ay(z,y) = R?si Fy(z,y) # 0, [Fo, F1] (z,y) # 0 et les champs de vecteurs
Fi(x,y) et [Fo, Fi] (x,y) ne sont pas colinéaires.

Nous calculons [Fy, Fi] (z,y) et nous obtenons

[Fo, Fi] (z,y) = Fo(Fi(z,y)) — Fi(Fo(z,y))
= ecos(0)\100(32% — 1)0, + €0 (cos(0)A3(3z? — 1) + sin(F) \2) O,

Les A;(z,y) ne dépendent que de x, nous les notons donc A;(x).
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Nous cherchons donc les valeurs de x telles que le déterminant de la matrice

( e cos() oo (327 — 1) o COS(H)) (4.19)
€0p (

cos(0)A3(3z? — 1) +sin(0)\y) €0 sin(h)

est nul.
Nous obtenons ainsi (e0q cos(6))? (3\32? — 3tan(0)\;2? — A3 + tan(f) Ay + tan(6)\;) = 0.

2\
Sous les Hypotheses [2.2.1) nous avons 0 # {0, j:g, +7, arctan (M) } Ainsi, cos(0) #
1= A2

0 et tan(#) est bien définie.

Les champs de vecteurs Fy(z) et [Fp, F1] (z) sont colinéaires pour z si
(3)\3362 — 3tan(f)\2® — A3 + tan(6) Ay + tan(@))\l) =0.

Ainsi, si A3 —tan(f#)\; = 0, il n’existe pas de « € R tel que le déterminant de la matrice soit nul.
/\3 — tan(@)()\g + /\1)
3()\3 — tal’l(0>/\1)

En revanche, si A3 — tan(f)\; # 0, alors pour x € {j:\l
de la matrice (4.19) est nul.

} , le déterminant

Une autre facon d’aborder le probleme est de regarder I'ensemble R; défini par

2\
(x,0,00, A1, A2, A3) € Rx] — 7, [\, O,:i:ﬁ,:i:ﬂ,arctan 5 ) x (RN
2 201 — Ao

vect(A;(z,y)) # R? pour tout i =0,--- , k

Ri:

Cet ensemble contient ’ensemble des jeux de parametres et de points pour lesquels 1'espace

vectoriel A; n’engendre pas R?. Nous pouvons aussi réécrire Rj, comme étant :
R, = {(:E,Q,ao, A1, Ao, A3) € Ry 2 vect(Ag(z,y)) # IRZ},

2)3

ol RO = [RX] — T, 7T[\ {O, ig, :tﬂ,arctan (M

> } x (R+)*. Nous cherchons donc i > 0 tel

que R; soit vide.
En reprenant le cas k = 1, nous avons R; est non vide sauf pour A3 = tan(#)\;. Remarquons
que Ry C Ry. En calculant successivement R; pour ¢ = 2 et i = 3, nous obtenons (cf. le
code Maxima en annexe |Al), que, pour k > 3, Ax(x,y) n’engendre pas R? pour les parametres
(A1, A2) = (0,0).

Or, nous avons (A1, Ag) # (0,0). Nous avons donc bien prouvé que Ry, est vide pour k = 3.
Ainsi, pour ¢ > 3 et pour tout (z,y) € R? A;(x,y) = R% Le critére de Hormander est bien
vérifié.

Le semi-groupe de transition P admet bien une densité par rapport a la mesure de Lebesgue.

O
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Nous pouvons maintenant prouver le théoréme [£.1.1]

Démonstration. Nous décomposons la preuve de ce théoréme en plusieurs parties :
— Montrer que le systéme admet une unique mesure invariante 7° a densité par
rapport a la mesure de Lebesgue.
— Montrer la tension des (7°).cj,¢[-
— Identification et caractérisation de la limite quand e tend vers 0.
Nous étendons les preuves des théoremes [3.2.3] [3.2.4] et [3.2.5| au systeme pour prouver

les différentes étapes de la preuve. Nous détaillerons les différences entre ces preuves.

En adaptant la preuve du théoréme avec les lemmes 4.1.2} 4.1.3| et 4.1.4] nous prou-

vons 'existence d’une unique mesure invariante 7° qui est a densité par rapport a la mesure de

Lebesgue.

La preuve de la tension des (7°).¢jo,,[ repose principalement sur deux éléments :
— vérifier que le critere de Liapunov est vérifié
— vérifier que le moment d’ordre deux du processus associé a est fini.
D’apres le lemme [£.1.2] le critére de Liapunov est vérifié.
Les coefficients de dérive et de diffusion sont localement lipschitziennes. Ainsi d’apres
[5I] Théoreme 3.1 page 178, le systéme admet une unique solution forte dans C([0, T, R?)
En adaptant la preuve du théoréme nous obtenons la tension des (7°).cjo,c,[ €t le fait

que toutes les valeurs d’adhérence ont la forme

> aid.,, (4.20)

ou d,, i € {1,2,3} est la mesure de Dirac en le point z; définie par (4.1) et les coefficients
3
a; > 0 vérifient > a; = 1.

=1
Pour la derniere partie de la preuve, nous étendons la méthode développée dans la section
0.0.2l

Etant donné une fonction de contrdle ¢, considérons la fonctionnelle d’action définie pour tout

2A
e €]0,e0[ et 0 €] — 7, [\, {0, +7, arctan {3}} par

20 — Ao
1 T .
r((@F)ez0) = (oo B 20 (421)

ou le lagrangien L7(t,z{,&]) est défini par

1 14% — \2?(1 — (22)2) 12
La(t,mf,x'f)zzlxt i (xt))]

g

et (x7)i>0 est la premiére composante d'une solution de (4.6

En utilisant des calculs similaires a ceux fait dans la preuve de la proposition|3.5.2], nous trou-
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vons que les extrema sont atteints pour les fonctions de controle o (t) = —2X\zf" (1 — (a7 +)2)
et ¢~ (t) = 0. La fonction de controle ¢+ permet de remonter le flot tandis que la fonction ¢~

permet de suivre le flot. Il est possible de calculer explicitement les trajectoires des processus

(xf+, vl +) et (x“o_,yf _> en utilisant les calculs fait dans la preuve de |3.5.3]

Quand la fonction ¢~ est telle que (2 );>o est solution de #f = —\jaf (1 - (mf7)2),

alors les trajectoires de (xf ,y{ );>o solution de (3.27)) sont données explicitement par

_ —sign(mg)2eitten)
o (1) =80l ;
eag cos(f) (ePhiter) + 1)2 (4.22)
- 1
xf  =sign(wo)

6(2)\1t+01) + 1
ol ¢; une constante telle que (xo,yo) € Kj, j € {1,2,3}.
Nous en déduisons par calcul direct que la fonctionnelle d’action Sg% vaut
si ¥ est solution de

#f = Aaf (1 - (2f)?),

Sor((xf)i0) =

(200 cos(0))? | (e@MT+er) 4 1) (e 1)) i = —Maf (1= (2F)%),
R 1
ou C; =In <W_1>
0

Nous pouvons donc calculer explicitement les cotits de passage d’'un compact a un autre.

1 [ 22X T+er) e si x¥ est solution de

Ainsi, nous obtenons

si le compact K est accessible

Voo — par le flot depuis Kj,
iy 1 [ e2(2MT+c2) e2c2

2(g0g cos(#))? (e@MT+e2) 4 1>2 - (e + 1)2 sinon.

Les valeurs de W70 (K;) défini dans la section pour i € {1,2,3} sont
W (Ky) = Viy, W2(Ky) = 2V et W?(K3) = VY.

En utilisant que W7 (K;) = W (K3) = min W (K;) = V|3 et le théoreme 4.1 page 166
j

[31], nous obtenons que la suite (7).c jo,c,[ cOnverge vers une unique mesure 7 définie par
T = a1601,0) + (1 — a1)d(-1,0)

ou a; € [0,1].
Or, la symétrie par rapport a ’axe des ordonnées pour la premiere composante du systéme

(2.7), nous en déduisons que 7w = %5(170) + %6(_170).
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4.2 Retour au systeme stochastique initial (2.5

Suite aux différentes paramétrisations du systeme , le coefficient de diffusion o(z,e)
défini par est approché par une constante dans le systeme . Or, dans le chapitre pré-
cédent, nous avons montré que suivant la valeur du coefficient autour des équilibres stables du
systeme déterministe associé a , la caractérisation de la mesure limite se concentre autour

de I’équilibre dont le coefficient de diffusion évalué a 1’équilibre est le plus faible.

Dans cette section, nous cherchons a établir une conjecture décrivant la mesure invariante.
Pour cela, dans un premier temps, nous allons chercher les jeux de parametres vérifiant I’hy-
pothese pour lesquels le systeme déterministe associé a admet trois points d’équi-
libre distincts. Puis, nous nous intéresserons aux valeurs du coefficient de diffusion évalué aux
points d’équilibre stables. A partir de ces valeurs, nous formulerons que la mesure invariante
se concentre autour de I’équilibre stable dont le coefficient de diffusion est le moins élevé. Nous

vérifierons cette conjecture par des simulations numériques.

Proposition 4.2.1. Si un jeu de parameétre vérifie I’Hypothése et si le systeme déter-
ministe associé a admet trois points d’équilibre distincts (x},e}) dans lintervalle [0, 1],
alors les points d’équilibre (x},e}) vérifient ef = lax} + lg(1 — xf) pour i € {1,2,3} et
(a7}, x5, 2%) = (% - p1, %, % + p1> ou p1 € ]0, %{
Démonstration. Si le systeme déterministe associé admet trois points d’équilibre (z},e]),
alors ces points d’équilibre vérifient ef = lqzf + [p(1 — z}) pour i € {1,2,3} et (x7, x5, %) =
(3 — p1, @3, @3 + p1+ p2) ow w3 €]0,1[, pr €]0,1 — a3 et po € |—p1,1 — a5 — pu.

Dans un premier temps, nous allons chercher s’il existe des jeux de parametres vérifiant
I'Hypotheése (2.2.1). Les (z},€;) sont des points d’équilibre, nous avons donc h (z},€}) = 0,

P (z},ef) = 0. De plus, nous pouvons réécrire P (z,laz + (p(1 — )) comme étant

1771

P(z,laz+1(1—2)) = k(da+dp)(z—2a}) (x —ak) (x — z3)
= K(0a+0p)(x — a5+ p) (x —a3) (x — 23— p1— p2) -

Ainsi, en procédant par identification, nous trouvons les contraintes sur x5, p; et p, pour que

les points équilibres appartiennent a [0, 1]2.
Par identification du coefficient de 22, nous obtenons

K(=3(0a+0dp)as — (04 +0p)p2) =K (Y8 — 74+ 205+ d4) .

Pour £ = 0, le systeme n’admet qu'un équilibre. En utilisant 'Hypothese (2.2.1) 1), nous
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obtenons
* 1 2P2

x2:2 3.

Par identification du coefficient constant et celui de x, nous trouvons que

. 3\/ﬁ 0 3\/ﬁ
P2 4 ba ) 4 b :
1 2 p2 . |p3 1 2
£3/- - = S EVL T
Supposons que ps # 0 donc py € { 3\/:} et ;1 € { 92 12 * 4 b

Le couple (p1, p2) appartient a
1 2 g1 2y s 1 L_,
12 + 4 b’ 4 ) ( 2 + +
3 2 P2 /
e _ 3 — _r= e _ _
+ 4 b 4 ) ( 2 * + )

12

Nous allons donc faire une distinction de cas pour montrer que selon les choix de p; et po, les
i € {1,2,3}, ne sont pas dans I'intervalle [0, 1]. Nous ne détaillerons que 'un des cas, mais
1 2

le raisonnement reste similaire dans les trois autres cas. Prenons p;

1 2

= —3/-— -

P2 1D
e 3

En utilisant que x3 € |0, 1], nous obtenons py € } T 4[ ce qui implique par calcul direct

32
que b < —. De plus, en utilisant que z3 < 25, cela implique p; > —ps

p2 >

=

1

= py > 1
<— > 2 + 2
P2 u b

Or, po < 0. Nous avons donc une contradiction. En procédant de la méme maniere dans les
. , .

, :
trois autres cas, nous montrons qu’il n’existe pas de jeux de parametres vérifiant I’'Hypothese

(2.2.1)) et tels que py # 0.

1
Pour py = 0, nous avons z5 = — et =gy —. Si le jeu de parametres vérifie 'Hypothese
1 1
(2.2.1)), alors (3, p1, p2) = (2, 17 0> De plus, d’aprés I'Hypothese ([2.2.1)) 2), nous avons
1
p1 € :|O, 5 l: .
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Nous nous intéressons aux équilibres stables situés a méme distance de 1’équilibre instable

du systeme. Nous obtenons ainsi la proposition suivante.

Proposition 4.2.2. Sous les Hypothéses et si le systeme (2.5)) admet trois points d’équi-

libre (x5, €3), (x5, €3) et (x5, e}) dans [0,1] x [la,lp], alors nous avons

{a(a:f;, e3) > o(x7,e}) pour 64 > dp ou de maniére équivalente v4 < Vg,

o(z3,e3) < o(z],e]) pour 64 < 0p ou de maniére équivalente y4 > Vg,
ot o(x,e) est définie par la racine de (2.4)).

Démonstration. Tout d’abord, nous avons z%(1 — z}) = z7(1 — z7) et a3 = a] + 2p. Par calcul

direct, nous avons

o(23,e3) = ka3(l—a3)[ya+ 75 +0p + (0a — dp)a3]
+7(ef —la+ (Ip — la — 2€3)2%),
= k(1 —a7)[va+ B + 0 + (04 — d5)(2] + 2p)]
+7 (s = La) (1 = 23)* + (23)%)) ,
= r2i(1 —a7)[ya+ B + 05 + (04 — 65)7]]
+7 ((Ip — L) ((27)* + (1 — 27)%)) + 2627 (1 — 27)(04 — OB)p,
o*(x3,ey) = o%(x},el) + 2kxi(1 — 23)(64 — B)p-

Nous obtenons ainsi que o(z%,el) > o(x],e}) pour d4 > 0p et o(zi, ef) < o(z7,e]) pour
da < 0p.

Si 04 > dp alors d’apres I'Hypothese [2.2.1] nous avons v4 < vp.
H

Dans le chapitre précédent, nous avons montré que I’équilibre stable autour duquel se concen-
trait la mesure invariante est celui dont la valeur du coefficient de diffusion est la moins élevée.
Ainsi, en conjecturant un résultat similaire a partir de la proposition précédente, quand d4 > dp
ou yg > 7ya (resp. dg > d4 ou y4 > ) et sous les Hypotheses , nous devrions voir la
mesure invariante se concentrer autour du point stable (x1,e;) (resp. (3, €3)).

Nous vérifions numériquement cette conjecture en simulant un processus pour des jeux de
parametres vérifiant les Hypotheses et en approchant la mesure invariante par la mesure

d’occupation de ce processus.
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FIGURE 4.3 — §4 > 65 (75 > 7a) FIGURE 4.4 — 04 < 6 (74 > VB)
FIGURE 4.5 — Mesure d’occupation d’un processus de condition initiale (xg, eq) = %, 1) pour

T = 50000 et N = 200 de parametres k =1, T =Ilg =1, { =8 et [4 = 0.5. Pour réaliser la
figure de gauche, les parametres de l'influence sociale sont v4 =5, yg =2, 64 =0 et dp = 6.
Les parametres pour la figure de droite sont y4 =2, yg =5, d4 =6 et o5 = 0.

La Figure illustre bien notre interprétation de la proposition La mesure d’occupa-
tion dans la figure de gauche se concentre plus autour de I’équilibre stable ayant la fréquence
la moins élevée, (0.21,0.895) tandis que la mesure d’occupation dans la figure de droite se
concentre plus autour de I’équilibre stable ayant la fréquence la plus élevée, (0.79,0.605).

Ainsi, lorsque 'incitation financiere pour des comportements A est plus élevée que celle
des comportements B, modélisées par v4 > g, alors, quand N tend vers I'infini, la mesure
invariante associée au processus (X N BN ) défini par se concentre autour de I’équilibre
pour lequel la fréquence de A est la plus élevée. Autrement dit, sur une échelle de temps
suffisamment longue, avoir une norme sociale plus élevée pour les comportements A (4 > dp)

favorise 1’équilibre pour lequel la fréquence de A est la plus faible.

Perspectives

Nous avons dans ce chapitre analysé le comportement asymptotique du systeme SOus
I'hypothese 2.2.1] En effet, nous avons montré que la mesure invariante associée au systéme
est une combinaison linéaire des équilibres stables. En particulier, nous avons caractérisé
la mesure invariante en fonction du signe de yv4 — g, ce qui est équivalent a regarder le signe
de dp — d4 sous I'Hypothése

L’analyse du systeme déterministe 1.1.1 faite dans la section détaille les différents équi-
libres en temps long admis par le systéeme déterministe associé a tels que trois points
d’équilibre distincts, des cycles stables ou encore un cycle stable autour d’un point stable.
Lorsque le jeu de parametres est tel que le systeme déterministe admet trois points d’équilibre

distincts, nous pouvons caractériser la limite si les deux équilibres stables sont a méme distance

138



11 [
du point instable 3 & ;— 4], Lorsque le jeu de parametres est tel que le systeme déterministe

admet trois points d’équilibre distincts pour lesquels les points d’équilibre stable ne sont pas
a méme distance du point instable, nous pouvons conjecturer que la mesure invariante lorsque
¢ tend vers 0 ne se concentre pas autour de I'équilibre instable et est une combinaison linéaire
des équilibres stables. Une caractérisation plus fine n’est possible qu’en déterminant un systeme
plus simple avec une autre paramétrisation et en étudiant des cotits de passage d'un équilibre
stable a un autre. Dans les cas de la présence d’un cycle limite stable, nous conjecturons que la
mesure invariante limite, si elle existe, se concentre sur le cycle stable et hors de 1’équilibre in-
stable. Dans le cas d'un cycle stable et d’un équilibre stable dans le systeme, nous conjecturons
que la mesure invariante doit étre une combinaison linéaire du cycle et du point stable, mais
qu’il faut étudier les cotits de passage du cycle vers le point et inversement, pour caractériser
plus finement la mesure invariante.

Nous avons vérifié ces conjectures au travers de simulations numériques. Nous calculons la

mesure d’occupation d’un processus en temps long pour approcher la mesure invariante.

010

10
10
- 0.10
+
09 0.08
09 0.08
0.8 0.06 0.8 0.06
+
w L
.
07 0.04 0.7 0.04
0.6 0.02
0.6 002
o
T 05 0.00
05 0.0 00 02 04 06 08 10
0.0 02 04 06 08 10 ¥
X

FIGURE 4.6 — Trois points d’équilibre pour FIGURE 4.7 — Trois points d’équilibre pour
(21, 22, 23) = (0.08,0.53,0.91). Mesure (1,22, 23) = (0.09,0.47,0.92). Mesure
d’occupation d’un processus de condition d’occupation d’un processus de condition
initiale (zq, e) = (%, 1) pour T' = 50000 et initiale (2o, €0) = (%, 1) pour T' = 50000 et
N = 200 de paramétres N = 200 de parametres
k=Ilg=17=02 0=0.9,14=0.5, k=Ilp=1, 7=02, £=0.9,104=0.5,
ya=1 vyp=1104=13¢et 6p=1.2. ya=11 =1, 4, =12¢t 05 =1.3.

Dans les figures [£.6) et [4.7] le point d’équilibre le plus éloigné de I’équilibre instable est aussi
celui dont la valeur de la fonction o2 évaluée en ce point et définie par (2.4]) est la moins élevée.

Ainsi, la mesure d’occupation se concentre plus autour de cet équilibre stable.
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F1GURE 4.8 — Cycle stable et un point
d’équilibre instable. Mesure d’occupation
d’un processus de condition initiale
(20, €0) = (g, 1) pour T = 50000 et N = 200
de parametres k =1, 7T =1[g =1, ¢ =0.1,
Ia=05v9=0, vg=1,04 =228 et
o = 0.5.

F1GURE 4.9 — Cycle et un point d’équilibre

stable. Mesure d’occupation d’'un processus

de condition initiale (zg,eg) = (%, 1) pour
T = 50000 et N = 200 de parametres
k=1, 7=Ilg=1,=0.93,14 =0.16,
YA = 27, YB = 5, 5,4 =5.77 et 53 =1.

Dans chacun des cas détaillés ci-dessus, la mesure d’occupation ne se concentre pas sur les
équilibres instables du systéme. Lorsque le systéme admet deux points stables (voir Figures
et [4.7) ou un cycle et un point stable (voir Figure , la mesure invariante se concentre autour
d’un de ces équilibres stables.

Enfin, la vérification numérique de notre conjecture est gourmande en temps et pour des
valeurs de N plus élevées, il est nécessaire d’attendre plus de temps encore. Ainsi, pour les
simulations, nous nous sommes limités a N = 200 et T" = 50000. Une piste d’amélioration

serait d’optimiser la méthode pour approcher plus finement la mesure invariante du systéme.

140



Conclusion

Dans cette these, nous avons proposé I’étude d’une modélisation stochastique du comporte-
ment humain face au changement environnemental. L’une des hypothéses de ce modele est qu’il
existe un type d’individus. Cela nous a permis d’introduire un seul environnement percu ainsi
que les mémes mécanismes de changement de comportement pour tous. Or, il existe différents
types d’individus tels que les individus intransigeants ou encore avec une influence plus élevée
que les autres. Une extension du modele consisterait a ajouter de nouveaux types et a étudier
les interactions entre différents types d’individus face au changement environnemental. Une
autre hypothese importante du modele est le choix de I’environnement. Nous pourrions faire
une modélisation plus fine de I'environnement afin d’inclure des événements extrémes ou tout

autre effet ne dépendant pas des individus.

Dans l'article [17], une étude des comportements humains face au recyclage est faite dans un
parking. Les individus dans cette étude sont confrontés a différents états de propreté du parking
et leur comportement est étudié. Une piste de réflexion serait de calibrer les parametres sociaux

sur des données issues d’étude de terrain.

Dans la deuxieme partie de la these, nous avons étudié le comportement asymptotique
de deux systemes stochastiques et . Cette étude du systéeme nous a permis
d’identifier les difficultés liées a un terme de diffusion affine . Une piste pour la suite serait
d’étendre a d’autres types de coefficient de diffusion I’étude des comportements asymptotiques

en temps long et £ petit pour un systéme dont le coefficient de dérive est similaire a celui du

systeme ([2.7)).
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Annexe A

Code

Algorithme A.0.1 (Vérification de la condition de Hérmander : Code Maxima).
/* a=eps cos theta et d= eps sin theta */

/*Def du champ de vecteur*/

FO:matriz ([z*(1-z**2)], [-lam*y]);

Fil:matriz ([a*(b+c*x)],[ d*(b+c*z)]);

/* k=0 x/

AO:F1;
RO:solwve(A0[1],z);
subst (z=R0,A0[2]);

/* k=1%/

FO:matriz ([z*(1-z**2)], [-lam*xy]);
F1l:matriz([a*(b+c*xz)],[ d*x(b+c*z)]);
DFO:matriz ([diff (FO,z),diff(FO,y)]);
DF1:matriz ([diff(F1,z),diff(F1,y)]);

/*Crochet de Lie*/
A:FO0.DF1-F1.DFO0;
A1:A[1][1]+A[2][2];

factor (A1) ;

/* Verification span (72) */
factor(determinant (matrizc ([F1[1],A1[1]],[F1[2],4A1[2]]7)));

/*contrainte colinearitex/

sol_coll:solve( factor(determinant (matriz ([F1[1],A1[1]],[F1[2],41[2]]7))),z);
/*contrainte algebre lie nullex/

sol_Alxz:solve(A1[1],z) [3];
sol_Allam:solve(factor (subst (sol_Alz,A1[2])),lam);

/*R1: 4 wvaleurs de z a vertifier dans la suite*/

/*¥k=2 *x/
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FO:matriz ([z*(1-z*%2)], [-lam*y]);

Fi:matriz ([a*(b+ckz)],[ d*x(b+c*z)]);
DFO:matriz ([diff(FO,z),diff(FO,y)]);
DF1:matriz ([diff (F1,z),diff (F1,y)]);
DAl :matriz ([diff (Al,z),diff (A1,y)]);

/*Crochet de Liex/
A20:F0.DA1-A1.DFO0;
CA20:A20[1][1]+A20[2][2];
CA20: factor (CA20);

A21:F1.DA1-A1.DF1;
CA21:4A21[1][1]+A21[2][2];
CA21: factor (CA21);

/* Verification span (72) */

/*contrainte colinearite*/

detl: factor(determinant (matriz ([F1[1],CA20([1]],[F1[2],CA20[2]]1)));
det2: factor(determinant (matriz ([F1[1],CA21[1]],[F1[2],CA21[2]]1)));
det3: factor(determinant (matriz ([A1[1],CA20([1]],[A1[2],CA20([2]])));
det4: factor (determinant (matriz ([A1[1],CA21[1]],[A1[2],CA21[2]])));
detb: factor (determinant (matriz ([CA21[1],CA20[1]], [CA21[2],CA20([2]])));

zl:subst(sol_coll[1],detl);

cl:solve(zl,c);

factor (ezpand (subst ([sol_coll1[1],c1[1]],det2)));
factor (ezpand (subst ([sol_coll[1],c1[1]],det3)));
factor (expand (subst ([sol_coll[1],c1[1]],det4)));
factor (ezpand (subst ([sol_coll[1],c1[1]],det5)));

z2:subst (sol_coll[2],detl);

c2:s0lve(z2,c);

factor (ezpand (subst ([sol_coll[2],c2[1]],det2)));
factor (expand (subst ([sol_coll[2],c2[1]],det3)));
factor (expand (subst ([sol_coll[2],c2[1]],det4)));
factor (ezpand (subst ([sol_coll[2],c2[1]],det5)));

z3:subst (sol_coll[3],det3);

c3:s0lve(z3,c);
factor(ezpand (subst ([sol_coll[3],c3[1]],det2)));
factor (ezpand (subst ([sol_coll[3],c3[1]],det1)));
factor (ezpand (subst ([sol_coll[3],c3[1]],det4)));
factor (ezpand (subst ([sol_coll[3],c3[1]],det5)));

T4 :50l_Alx;
lam4 :sol_Allam;
c4:solve(factor(ezpand (subst ([sol_Alz,lam4 [1]],det1))),c);

/*le 4e z peut etre exclu car il n’existe pas,de,c tel qu’on ait 0 */
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/*R2: 3 waleurs de = avec des contraintes sur les c*/

/*k=3%/

DFO:matriz ([diff(FO,z),diff(FO,y)]1);
DF1:matriz([diff(F1,z),diff(F1,y)]);
DAl :matriz ([diff (Al,z),diff (A1,y)]);
DCA20:matriz ([diff (CA20,z),diff (CA20,y)]);
DCA21:matriz ([diff (CA21,z),diff (CA21,y)]);

/*Crochet de Liex*/
A30:F0.DCA20-CA20.DFO0;
CA300:A30([1][1]+A30[2][2];
CA300: factor (CA300);

A30:F0.DCA21-CA21.DFO0;
CA301:4A30[1][1]1+A30[2][2];
CA301: factor (CA301);

A30:F1.DCA20-CA20.DF1;
CA310:A30[1][1]+A30[2][2];
CA310: factor (CA310);

A30:F1.DCA21-CA21.DF1;
CA311:430[1][1]+4A30[2][2];
CA311: factor (CA311);

/* Verification span (r2) */

H1:CA310;

H2:CA311;

z_et:sol_coll[3];

cl;

c_et:c3[3];

detl: factor(determinant (matriz ([H1[1],H2[1]], [H1[2],H2/[2]]1)));
factor (exzpand (subst ([z_et,c_et],det1)));
b_et:solve(factor(ezpand (subst ([z_et,c_et],det1))),b);

subst (b_et,c_et);

/*zl,z2: conditions c=d=0 implique pas de bruit: impossible!*/

/*%R2: 1 waleurs de = avec des contraintes sur les c et d*/

/*xk=4%/

DFO:matriz ([diff (FO,z),diff(FO,y)]);
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DF1:matriz ([diff (F1,z),diff(F1,y)]);

DAl :matriz ([diff (Al,z),diff(A1,y)]);
DCA20:matriz ([diff (CA20,z),diff (CA20,y)]);
DCA21:matriz ([diff (CAR1,z),diff(CA21,y)]);
DCA300:matriz ([diff (CA300,z),diff (CA300,y)]);
DCA301 :matriz ([diff (CA301,z),diff (CA301,y)]);
DCA310:matriz ([diff (CA310,z),diff (CA310,y)]);
DCA311:matriz ([diff(CA311,z),diff (CA311,y)]);

/*Crochet de Liex/
A30:F0.DCA300-CA300.DFO0;
CA4000:A30[1][1]+A30[2][2];
CA4000: factor (CA4000) ;
A30:F0.DCA301-CA301.DFO0;
CA4001:A30[1][1]+A30([2][2];
CA4001: factor (CA4001);
A30:F0.DCA310-CA310.DFO0;
CA4010:A430[1][1]+A30[2][2];
CA4010: factor (CA4010);
A30:F0.DCA311-CA311.DF0;
CA4011:A30[1][1]+A30[2][2];
CA4011:factor (CA4011);

A30:F1.DCA300-CA300.DF1;
CA4100:A30[1][1]+A30([2][2];
CA4100: factor (CA4100);
A30:F1.DCA301-CA301.DF1;
CA4101:A30[1][1]+A30[2][2];
CA4101:factor(CA4101);
A30:F1.DCA310-CA310.DF1;
CA4110:A30[1][1]+A30([2][2];
CA4110: factor (CA4110);
A30:F1.DCA311-CA311.DF1;
CA4111:A30[1][1]+A30[2][2];
CA4111:factor(CA4111);

/* Verification span (r2) */

H1:CA4000;

H2:F1;

x_et:sol_coll[3];

cl;

c_et:c3[3];

detl: factor (determinant (matrizc ([H1[1],H2[1]],[H1[2],H2[2]])));

factor (ezpand (subst ([z_et,c_et],det1)));

b_et:solve(factor(exzpand (subst ([z_et,c_et],det1))),b);
subst (b_et,c_et);
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Titre : Etude et modélisation stochastique du comportement humain face au changement environnemental
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Résumé : Par leur comportement, les individus
peuvent contribuer a la dégradation de leur environne-
ment. Dans le cadre du changement climatique, une
meilleure compréhension de I'évolution des compor-
tements humains est nécessaire.

Dans le premier chapitre, nous développons un
modeéle stochastique individus centré couplant des
changements de comportement dans une popula-
tion de taille fixe avec une dynamique environnemen-
tale dépendant des comportements dans la popu-
lation. Les individus peuvent passer d’'un comporte-
ment a un autre par le biais de deux types de trans-
fert différents: les interactions sociales ou I'évaluation
individuelle de la dégradation environnementale. Le
comportement actif contribue moins a la dégradation
de I'environnement, mais est plus colteux a adop-
ter que le comportement de base. Nous étudions la
dynamique déterministe associée au systéme et les
différents types d’équilibre admissible en temps longs.
Cette étude met en avant I'existence de jeux de pa-
rametres pour lesquels le systéme admet trois points
d’équilibre, dont deux stables, dans le systeme: un
des équilibre admet une majorité d’individus actifs et
lautre équilibre stable favorise une majorité d’indi-

vidus basiques. |l est nécessaire de comprendre le
comportement en temps long du systéme stochas-
tique lorsque le systeme déterministe qui lui est as-
socié admet trois points d’équilibre.

Le second chapitre porte sur la reparamétrisation
du systéme biologique introduit dans le premier cha-
pitre. Le troisitme chapitre cherche a répondre a
cette question pour un systeme plus simple ayant un
équilibre instable encadré de deux équilibres stables.
Nous étudions asymptotiquement de ce systeme
différentiel stochastique a deux composantes dont le
coefficient de diffusion est dégénéré. Nous étendons
les résultats de Freidlin et Wentzell et nous montrons
sous quelles conditions cette mesure se concentre
autour d’un seul des équilibres stables du systéme.
Dans le dernier chapitre, nous entendons les résultats
du troisiéme chapitre au systéme simplifié introduit
dans le second chapitre. Cette étude des limites
asymptotiques nous permet de caractériser le com-
portement du systeme lorsqu’il admet trois points
d’équilibre. Nous vérifierons les conjectures faites sur
les parametres grace a des simulations numériques
de la mesure d’occupation.

Title : Study and stochastic modeling of human behavior in the context of environmental change

Keywords : Stochastic model, human behavior, scaling limit , invariant measure

Abstract : Individuals can contribute to the degrada-
tion of their environment through their behavior. A bet-
ter understanding of how human behavior changes is
needed in the context of climate change.

In the first chapter, we develop a stochastic individual-
centered model that couples behavioral changes in a
population of fixed size with environmental dynamics
dependent on the behaviors of the population. Indivi-
duals can switch from one behavior to another through
two different types of transfer: social interactions or
individual assessment of environmental degradation.
Active behavior contributes less to environmental de-
gradation but is more costly to adopt than basic beha-
vior. We study the deterministic dynamics associated
with the system and the different types of equilibrium
in the long term. This study highlights the existence
of parameter sets for which the system admits three
equilibrium points, two of which are stable: one equili-
brium consists of a majority of active individuals, and
the other stable equilibrium favors a majority of basic
individuals. It is essential to understand the long-term

behavior of the stochastic system when the asso-
ciated deterministic system admits three equilibrium
points.

In the second chapter, we reparameterize the biolo-
gical system introduced in the first chapter. The third
chapter seeks to answer this question for a simpler
system with one unstable equilibrium surrounded by
two stable equilibria. We study the asymptotics of this
two-component stochastic differential system with a
degenerate diffusion coefficient. We extend the re-
sults of Freidlin and Wentzell and show under which
conditions this measure concentrates around just one
of the system’s stable equilibria.

The last chapter, we apply the results of the second
chapter to this new system. This study of asymptotic
limits enables us to characterize the behavior of the
system when it admits three equilibrium points. We
will verify the conjectures made about the parameters
using numerical simulations of the occupation mea-
sure.

Institut Polytechnique de Paris
91120 Palaiseau, France

DE Pp



	Modélisation du comportement humain face au changement environnemental
	Article principal
	Annexe de l'article
	Properties of the stochastic system
	Convergence to the solution of a system of ordinary differential equations
	Properties of the dynamical system (1.25)
	Fluctuations of the stochastic model around its deterministic limit
	Simulations and algorithm

	Du modèle (1.21) vers un système stochastique simplifié
	Le modèle biologique
	Reparamétrisation du système (1.21)

	Analyse asymptotique de la mesure invariante d'un système stochastique dégénéré
	Introduction
	Résultats principaux
	Propriétés des systèmes différentiels
	Mesure invariante du processus solution de l'EDS (3.1)
	Support de la mesure invariante quand le coefficient de diffusion tend vers 0
	Simulations numériques

	Extension des résultats concernant le système (3.1) au système (2.7) et conjecture pour le système (2.5) 
	Comportement asymptotique du système (2.7)
	Retour au système stochastique initial (2.5)

	Code

